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Aufgabe 4. Sei X die Menge der Farben eines Skatspiel, d.h., X = {{,Q, &, &}. Beweisen

oder widerlegen Sie folgende Aussagen.

) M={{O} {0, 4, %},0, {4, &}, {0, 0, &, &}} ist eine Topologie auf X.
Behauptung. M ist eine Topologie auf X.

Beweis. Die Aufgabe kann man durch blofses Hinschauen losen. Eine andere Mog-
lichkeit ist eine kleine Zeichnung anzufertigen, in der man die 4 Elemente , 0, &, &
aus X als Ecken eines Quadrates anordnet und Elemente a; € X,i € I fiir eine In-
dexmenge I genau dann umkreist, wenn {a;|i € I} € M, siehe Abbildung[l} So kann

Abbildung 1: Visuelle Darstellung der Topologie M auf der Menge X.

man leicht einsehen, dass M die Axiome einer Topologie erfiillt. O

11) N = {{‘}7 {‘7 *}7 {an ‘}7 wv {<>7 QQ; ‘7 *}7 {Q?a .7 *}7 {@}7 {@7 *}} ist eine TOpOlO'
gie auf X.



Behauptung. N ist keine Topologie auf X.

Beweis. Es gilt {Q, &}, {#, &} € N, aber
{O, 81N {M, &} = {} ¢ N.

Dies widerspricht Axiom ii), nach welchem endliche Durchschnitte von Mengen aus

N in N sein miissen. O

Aufgabe 5. Sei X = {$, 0, &, &} wie in Augabe 4.

i) Sei § = {{{, 0}, {0, d}}. Bestimmen Sie die Topologie O auf X, die von S als
Subbasis erzeugt wird. Gehen Sie dazu so vor wie in der Vorlesung beschrieben. (Ver-

gleiche Vorlesungsnotizen Kapitel 2, Bemerkung auf Seite 9.)

Antwort. Eine Basis B = {{©},{{, 01 {0, 8}, {0, 0, b, &}} fiir O erhalten wir

durch Hinzunahme aller endlichen Durchschnitte.

0= {(ba {@}’ {<>7 Q?}’ {va ‘}7 {<>> <, ‘}7 {<>7 O, ®, *}}
erhalten wir dann durch Hinzunahme beliebiger Vereinigungen aus B.

ii) Sei O die Topologie auf X aus Augabenteil a). Bestimmen Sie die Menge der Umge-
bungen V() von .

Antwort. Es gllt V(<>) = {{<>7 C?}u {<>7 QQ, ‘}7 {O) QQ) *}7 {<>7 QQJ ‘7 &}}

Aufgabe 6. Seien (X,d), (X', d") metrische Radume, O die zugrundeliegende Topologie von
(X,d), d.h.,, O = {U C X|U ist offen im metrischen Sinne} und O die zugrundeliegende
Topologie von (X', d'). (Vergleiche Vorlesungsnotizen Kapitel 1, Seite 3.) Aufierdem sei
f: X — X’ eine Abbildung. Beweisen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen.

i) f ist stetig im metrischen Sinne. (Vergleiche Kapitel 1 der Vorlesung.)
ii) f ist stetig im topologischen Sinne. (Vergleiche Kapitel 2 der Vorlesung.)

Bewets. Sei f stetig im metrischen Sinne, das heifft f ist stetig in « fiir alle z € X, das
heift fiir jedes z € X und jedes € € RT gibt es ein § > 0, sodass f(Bs(z)) C B(f(z))
gilt. Sei jetzt U C X' offen. Wir miissen zeigen, dass f~1(U) C X offen ist. Sei dazu
r€ f~YU),dh., f(zr) € U.DaU C X’ offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(f(x)) C U. Da f
stetig in = im metrischen Sinne ist, gibt es ein § > 0 mit f(B;s(z)) C Be(f(x)) C U. Damit
gilt Bs(z) C f~1(U). Also gibt es fiir jedes x € f~1(U) ein § > 0, sodass Bs(z) C f~1(U)



gilt. Damit ist f~!1(U) C X offen und f stetig im topologischen Sinne.

Sei f stetig im topologischen Sinne, das heifit fiir alle U C X" offen ist f~1(U) C X offen.
Insbesondere ist fiir jedes € X und jedes € > 0 der Ball B.(f(x)) offen und nach Voraus-
setzung f~1(B(f(x))) € X offen. Da f~1(B.(f(z))) offen ist und = € f~1(B.(f(z))), gibt
es 0 € RT, sodass B;(z) C f71(Be(f(z))). Damit gilt dann f(Bj(z)) € Be(f(z)). (Setze
6 :=4.) Damit ist f stetig im metrischen Sinne. O

Bonusaufgabe.

i) Seien X eine Menge und A eine Menge von Teilmengen von X mit den folgenden
Eigenschaften:
i) fiir eine Familie {A;};er, mit A; € A fiir alle ¢ € I, ist (),c; 4i € A;
ii) fiir n € Nund Ay,..., A4, € Aist [J | 4; € A;
i) X,0 € A
Wir definieren O := {U C X|U = X \ A fiir ein A € A}. Zeigen Sie, dass O eine
Topologie auf X ist.

Beweis. Wir miissen die Axiome fiir eine Topologie nachpriifen.

i) Sei {U;}ier eine Familie von Menge aus O, das heifst, es gilt U; = X \ A; fiir ein
A; € A fiir alle i € I. Dann gilt
Uui=J&x\4) =x\ (4.
iel iel iel
Da ;s Ai nach Eigenschaft i) von A in A liegt, ist (J;,c; U; € O.
ii) Seien n € N,Uy,...,U, € O, d.h., es gibt Ay,..., A, € Amit U; = X \ 4; fir
allei =1,...,n. Dann gilt

n n n

U= X\ 4) =X\ (| 4)

i=1 i=1 i=1
Da (J!; A; nach Eigenschaft ii) von A in A liegt, ist (i, U; € O.

iii) Wir schreiben ) = X \ X, X = X \ () und da X, () nach Eigenschaft iii) von A
in A liegen, gilt 0, X € O.



ii) Fiir X = C definieren wir Az := {A C C|A = p~1(0) fiir ein p € C[T]}. Weisen Sie
Figenschaften 1i),ii),1i) aus Aufgabenteil a) fir Az nach. Folgern Sie, dass Oy =
{UCX|U=X\A fir ein A€ Az} eine Topologie auf C ist. Oy ist die sogenannte
Zariski-Topologie.

Beweis. Zuerst sollte man Eigenschaft iii) nachweisen, da diese benotigt wird, um
Eigenschaft i) zu zeigen. Aufkerdem benutzen wir, dass jedes Polynom p € C[T] in
Linearfaktoren zerfillt. Das heift, fiir jedes A € Az mit A = p~1(0) fiir 0 # p =
c(T—z) ...-(T—2z) € C[T],ce C,k € Ngilt A= {z1,...,2}. Insbesondere ist
A endlich.

i) Sei {A;}icr eine Familie, mit A; € Az fiir alle 4 € I. Dann ist (1),.; A; endlich,
da Durchschnitte von endlichen Mengen endlich sind. Ist (,c; A; = 0, dann ist
Micr Ai € A nach Eigenschaft iii). Sei ();c; Ai = {z1,..., 2m} flir 21,...,2m €
C. Dann gilt (;c; 4i = ¢ *(0) fir ¢ = (T — 2z1) - ... - (T — zp). Damit ist
MNier Ai € Az.

ii) Seien n € N, Ay,..., A, € Az. Dann gibt es p; € C[T] mit p; '(0) = A; fiir alle
i=1,...,m. Dann gilt U~; 4; = ([T, p;)~1(0). Damit ist U}, 4; € Az.

iii) Fiir das Nullpolynom p = 0 ist C = p~1(0). Also ist C € Az. Fiir ein konstantes
Polynom ¢ = ¢ fiir ein ¢ € C\ {0} ist ¢~ (0) = (). Alsoist § € Ay.

Mit dem ersten Aufgabenteil folgt dann, dass Oz eine Topologie auf C ist. O



