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Aufgabe 36 (Beispiel eines nicht plattbaren Graphen). Zeigen Sie, dass ein schlichter
Graph G mit nachfolgender Nachbarschaftstafel nicht plittbar ist.

1 X X | X

2 x X X

3 X X

4 X X | X | X
) X X X

6 X | X X X X
7 X X X

8 X X
91 x | x X X X

Beweis. Diese Aufgabe lédsst sich mit dem Satz von Kuratowski, sieche Vorlesungsnotizen
Seite 88, beweisen, da G eine Unterteilung G’ des Graphen K5 als Untergraphen enthilt.
Ein zugehoriges Graphendiagramm fiir G’ ist in Abbildung [1| zu finden. O

Definition. Die Eckenordnung ord(P) einer Ecke P in einem Graphen ist die Anzahl der
Kanten, die P als eine Ecke besitzen, wobei Schlingen, die P mit P verbinden, jeweils als

zwei Kanten gezahlt werden.

Aufgabe 37 (Plattbare Graphen der Ordnung 7). Sei G nun ein Graph mit Eckenmenge
E ={1,2,3,4,5,6,7} und Eckenordnungen ord(i) = i. Zeigen Sie, dass G ein pldttbarer
Graph ist.

Beweis. Auch diese Aufgabe konnen wir mit dem Satz von Kuratowski 16sen, denn danach
ist ein Graph G genau dann pléattbar, wenn er weder eine Unterteilung des Graphen s,
noch eine Unterteilung des Graphen K33 als Untergraphen enthilt. Um Unterteilungen
von K5 oder K33 als Untergraphen besitzen zu kénnen, miissen mindestens 5 Ecken in G
Eckenordnung 4 haben beziehungsweise mindestens 6 Ecken mindestens Eckenordnung 3
haben. Dies trifft aber auf G nicht zu. OJ



Abbildung 1: Graphendiagramm eines Untergraphen von G, der Unterteilung von K5 ist;

Aufgabe 38 (Baume der Ordnung 5). Bestimmen Sie alle Isomorphietypen von Baumen

der Ordnung 5. Geben Sie dazu fiir jeden Isomorphietyp ein Beispiel an.

Antwort. Es gibt 3 verschiedene Isomorphietypen von Bidumen der Ordnung 5. Beispie-
le fiir jeweils einen Isomorphietyp sind in Abbildung [2] abgebildet. Man kann sich schnell
iiberlegen, dass ein Baum der Ordnung 5 genau 4 Kanten hat. Denn ein Baum der Ordnung
5 muss mindestens 4 Kanten haben, ansonsten wéare er nicht zusammenhéngend. Dass die
Kantenzahl genau 4 ist, kann man mit der Eulerformel sehen, da die Flachenzahl eines
planaren Graphendiagramms eines Baumes stets 1 ist. (Wir sehen sogar im Allgemeinen,
dass ein Baum der Ordnung n genau n — 1 Kanten hat.) Die verschiedenen Isomorphieklas-
sen werden durch die maximale Eckenordnung eindeutig beschrieben. Baume der Ordnung
5 mit maximaler Eckenordnung 2, 3 beziehungsweise 4 sind isomorph zum Baum Bs, B3
beziehungsweise B4, wobei die Baume Bs, Bs, By unten definiert werden. Dass die Bau-
me By, B3, B4 paarweise nicht isomorph sind, folgt daraus, dass Isomorphismen zwischen

Graphen Ecken mit Eckenordnung o auf Ecken mit Eckenordnung o schicken miissen.
a) Definiere By = (E1 = {1, 2,3,4, 5}, K = {kl,g, ka3, k3.4, k475}, f1) mit
fi: Ko — BX) filki2) = [1,2], fi(kos) = 12,3], fi(ksa) = [3,4], fi(kas) = [4,5].

Sei G = (B}, K], f{) ein Baum der Ordnung 5 mit maximaler Eckenordnung 2.
Dann gibt es eine Ecke P € E{ mit Eckenordnung 2, deren Nachbarn P;, P, ebenfalls

Eckenordnung 2 haben, denn sonst wére G; nicht zusammenhéngend. Da es genau 4



Kanten gibt, gibt es genau eine solche Ecke P. Seien k1, ko € K1, k1 # ko mit f] (k1) =
[P, P1], fi(k2) = [P, P2, k3, ks € K7\ {k1,ko} mit fi(ks) = [P1, P3], f3(ka) = [P2, P4]
mit P, Py € Ef. Da Gy ein Baum ist, sind P, P, P, P3, Py paarweise verschieden.
‘1>1 . E1 — Ei,q)l(l) = Pg, @1(2) = Pl, (131(3) = P, @1(4) = PQ,(I)l(5) = P4;
Y12 K1 — Ky, 1 (k1) = ks, hi(ko3) = k1,1 (ksa) = ko, 1 (kas) = kas

definiert einen Isomorphismus von By nach Gy.
Definiere B3 = (EQ = {1, 2, 3,4, 5}, Ko = {k1,3, k2,3, ]{:3,4, ]{5475}, fg) mit
fo: Ko — Eéz),fz(h,:a) = [1,3], fi(ka3) = [2,3], fi(ksa) = [3,4], fi(kas) = [4,5].

Sei Go = (B4, K), f5) ein Baum der Ordnung 5 mit maximaler Eckenordnung 3.
Dann gibt es genau eine Ecke P’ € El mit ord(P’) = 3. Auferdem gibt es genau
eine benachbarte Ecke P| von P’ mit ord(P’) = 2, denn sonst wire Gy nicht zu-
sammenhéngend. Seien 1 € K} mit fi(ly) = [P/, Pj], la,ls € K5\ {l1},l2 # I3 mit
f5(l2) = [P, P, f5(I3) = [P, P§] fiir Py, Py € E) und P, P|, Py, P{ € E!, paarweise
verschieden. Sei ly € K4\ {l1,l2,13} mit f5(l4) = [P}, P;]. Dann sind P, P|, P, P;, P,

paarweise verschieden und

(I)Q By — Eé, (I)Q(l) = Pé,q)g(2) = Pé, (132(3) = PI,CI)Q(4) = P{,(I)Q(5) = Pzi;
Yo 1 Ko — Kj, ha(kig) = lo, ha(kag) = I3, ¢2(ksa) = 1, ¢2(kas) = la;

definiert einen Isomorphismus von B3 nach Go.
Definiere By = (E3 = {1, 2,3,4, 5}, K3 = {kl’g, k13, k1 4, k1,5}, f3) mit

f3: K3 — E§2),f3(k1,2) =[1,2], f3(k13) = [1,3], fa(k14) = [1,4], f3(k1,5) = [1,5].

Seien G3 = (E4, K3, f3) ein Baum der Ordnung 5 mit maximaler Eckenordnung 4 und
Pe E% mit ord(P) = 4. Bs folgt sofort, dass alle anderen Ecken Eckenordnung 1
haben, da G3 ein Baum ist. Seien E} = {15, ]Bil, ~i2, ~i3, ]52'4}, K% = {my,ma, m3,ma}
mit

fé(ml) = [ﬁvél]’fé(mQ) = [f)v ﬁlz]»f?l)(m3) = [ﬁa f)lza]vf?,;(m‘l) = [ﬁ’ f)i4]'
Definiere

¢3E3—>E[/’,7(I)(1):§7q)<2):P117 (3):ﬁl27¢)(4>zpl37 (5):§Z47
Vg0 Kg — Kb, (k12) = ma, (k1 3) = ma, ¥(k14) = ms, (k1 5) = ma.

Es folgt, dass (®3,3) ein Isomorphismus von By nach Gs ist.
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(a) Graphendiagramm zu By;  * ilk"""'
(b) Graphendiagramm zu Bs; :‘

(¢) Graphendiagramm zu By;

Abbildung 2: Graphendiagramme zu Bdumen der Ordnung 5;

Bonusaufgabe (Zusammenhéngende Untergraphen). Zeigen Sie, dass es in einem zusam-
menhdngenden Graphen der Ordnung n zu jedem 1 < k < n einen zusammenhdngenden

Untergraphen der Ordnung k gibt.

Beweis. Die Bonusaufgabe wurde in der Vorlesung im ersten Punkt eines Lemmas, siehe

in den Vorlesungsnotizen Seite 84, geldst. O



