Aufgaben zur Vorlesung
Elemente der Topologie

Blatt 2 M. Joachim / R. Loose
Wintersemester 2017,/2018 Abgabe: 27.10.17 um 10 Uhr

Aufgabe 4. Sei X die Menge der Farben eines Skatspiel, d.h., X = {{, 0, &, &}. Beweisen

oder widerlegen Sie folgende Aussagen.
a) M={{0}HL {0, M, &} 0, {M &}, {O,0, & &}} ist eine Topologie auf X.
b) N = {{‘}7 {‘7 *}7 {an ‘}7 ®7 {<>7 QQ; ‘7 *}7 {@7 .7 *}, {@}, {Q?, *}} ist eine TOpOlO—
gie auf X.
Aufgabe 5. Sei X = {{$, 0, 4, &} wie in Augabe 4.

a) Sei § = {{{, 0} {0, d}}. Bestimmen Sie die Topologie O auf X, die von S als
Subbasis erzeugt wird. Gehen Sie dazu so vor wie in der Vorlesung beschrieben. (Ver-

gleiche Vorlesungsnotizen Kapitel 2, Bemerkung auf Seite 9.)
b) Sei O die Topologie auf X aus Augabenteil a). Bestimmen Sie die Menge der Umge-
bungen V() von §.

Aufgabe 6. Seien (X,d), (X', d") metrische Radume, O die zugrundeliegende Topologie von
(X,d), d.h.,, O = {U C X|U ist offen im metrischen Sinne} und O die zugrundeliegende
Topologie von (X', d"). (Vergleiche Vorlesungsnotizen Kapitel 1, Seite 3.) Auferdem sei
f: X — X’ eine Abbildung. Beweisen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen.

a) f ist stetig im metrischen Sinne. (Vergleiche Kapitel 1 der Vorlesung.)

b) f ist stetig im topologischen Sinne. (Vergleiche Kapitel 2 der Vorlesung.)

Bonusaufgabe.

a) Seien X eine Menge und A eine Menge von Teilmengen von X mit den folgenden

Eigenschaften:

i) fiir eine Familie {A;};cr, mit A; € A fiir alle i € I, ist (;c; Ai € A;
ii) fir n € Nund Ay,..., A4, € Aist J 4; € A;



i) X,0 € A

Wir definieren O := {U C X|U = X \ A fiir ein A € A}. Zeigen Sie, dass O eine
Topologie auf X ist.

Fiir X = C definieren wir Az := {A C C|A = p~1(0) fiir ein p € C[T]}. Weisen Sie
Figenschaften 1i),i1),1i) aus Aufgabenteil a) fir Az nach. Folgern Sie, dass Oy =
{UCX|U=X\A fir ein A€ Az} eine Topologie auf C ist. Oz ist die sogenannte
Zariski-Topologie.

Bemerkung. Obige Definition lasst sich leicht auf algebraisch abgeschlossene Korper k
und hohere Dimensionen n € N;n > 2 {ibertragen. Wir ersetzen die komplexen Zah-
len C durch X = k™ und den Polynomring in einer Variablen durch den Polynomring
k[Ty,...,T,] in n Variablen.



