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Aufgabe 30 (2-Sphéire und 2-Torus).  a) Betrachten Sie die 2-Sphére
$* = {z e RlJz]2 =1}
und den Nordpol N = (0,0,1) € S%. Zeigen Sie, dass S*\ {N} kontraktibel ist.

b) Betrachten Sie den 2-Torus T? = S! x S! und einen Punkt = € T?. Definieren Sie
stetige Abbildungen f : T?\ {z} — S! und g : S' — T2\ {2} mit fg = idg:.

¢) Benutzen Sie die Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades von stetigen Abbildungen
[ St — S um zu zeigen, dass T2\ {z} nicht kontraktibel ist.

d) Benutzen Sie die vorigen Aufgabenteile um zu zeigen, dass die 2-Sphéire S? nicht

homdéomorph zum 2-Torus T? ist.

Aufgabe 31 (Zusammenhéngende Summe mit der 2-Sphére).  a) Zeigen Sie, dass die
obere Hemisphire D2 = {x = (x1,%2,23) € S*|z3 > 0} C S* und die untere Hemi-
sphire D* = {y = (y1,v2,y3) € S?|ly3 < 0} C S? jeweils homomorph zur Scheibe
D? = {z € R?|||z||]2 < 1} sind.

b) Zeigen Sie, dass S' x I mit S' = {x € R?|||z|2 = 1},I = [0,1] homdomorph 2u
D*\ B1(0) = {y € R*[3 < [lyl2 < 1} ist.

¢) Sei X = (S! x I)[]D? und R die folgende Aquivalenzrelation auf X. R C X x X

definieren wir als

R:={(z,y) € X x X|z =y}
U{ €X xX|FzeS mit 2z = (2,1) €S x I,y = z € D?}

g

Betrachten Sie den Quotientenraum X /R versehen mit der Quotiententopologie. Zei-

(z,9)
(z,y) e X x X|3zeS' mit =2 eD? y=(2,1) e St x I'}.

gen Sie, dass X/R homdomorph zu D? ist.



d) Seien F' eine nicht-leere geschlossene Fliache, z € F ein Punkt und U, C F eine
offene Umgebung von x mit einem Homdomorphismus ¢, : U, — R? mit ¢, (z) =
0. Betrachten Sie aukerdem den Siidpol S = (0,0,—1) € S? zusammen mit der
stereographischen Projektion ¢g : S? \ {N} — R2?. Betrachten Sie entsprechend
dieser Daten die zusammenhéngende Summe F#S?. Zeigen Sie, dass F#S* = F

gilt.
Tipp. Machen Sie sich Skizzen zu allen Teilaufgaben und versuchen Sie die gesuchten

Homdomorphismen anschaulich zu finden. Formalisieren Sie dann Thre Argumente.

Aufgabe 32 (Klebevorschrift 1). Betrachten Sie die disjunkte Vereinigung X; der Po-
lygone aus Abbildung und die Aquivalenzrelation Ry, die durch die Markierung der
Kanten definiert wird. Zeigen oder widerlegen Sie: Der Quotientenraum X;/R; ist eine
geschlossene Fliache. Falls Sie zu dem Entschluss kommen, dass X1/Ry eine geschlossene
Fliche ist, so geben Sie an zu welcher geschlossenen Fliche Fy beziehungsweise Fé aus der

Vorlesung X1/R1 homéomorph ist.

Bonusaufgabe (Klebevorschrift 2). Betrachten Sie das Polygon X5 aus Abbildungund
die Aquivalenzrelation Ry, die durch die Markierung der Kanten definiert wird. Zeigen oder

widerlegen Sie: Der Quotientenraum Xo/ Ry ist eine geschlossene Fliche.

(a) Disjunkte Vereinigung X; von drei Polygonen mit markierten Kanten;

(b) Polygon X5 mit Markierung von Kanten;



