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Aufgabe 1. Sei M eine wegzusammenhingende C*-Mannigfaltigkeit. Sei M ein topologischer
Raum und p: M — M eine Uberlagerung. Zeigen Sie, dass ein C*-Atlas auf M existiert, sodass
p eine glatte Abbildung wird mit Rg; p = dim M = dim M fiir alle X € M.

Aufgabe 2. Sei p: X — X eine Uberlagerung und X wegzusammenhingend. Sei £ € X
und xo = p(fX0), G := m(X, xo) und H := p,(m(X, %0)). Beschreiben Sie die Gruppe der
Decktransformationen A(p) mit Hilfe von G und H (siehe Aufgabe 3 von Blatt 9). Schlieen Sie,
dass A(p) = G falls X einfach zusammenhingend ist.

Bonusfrage: Fiir X einfach zusammenhingend wirkt sowohl G = 71(X, xo) als auch A(p)
(letzteres durch Einschrinkung) auf p~'(xo). Beschreiben und vergleichen Sie diese beiden

Wirkungen unter Verwendung des Isomorphismus A(p) = G und der Bijektion G =N P~ (x0),
g — g Ko.

Aufgabe 3. Sei p: X — X eine Uberlagerung und X wegzusammenhingend. Sei xy € X. Zeigen
Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(a) Fiir jede Schleife w: [0, 1] — X bei x( gilt: Besitzt w eine Hebung zu einer Schleife, so ist
jede Hebung von w eine Schleife.

(b) Fiir ein (jedes) £ € p~!(xg) ist p.(m1(X, £)) eine normale Untergruppe von 71 (X, Xo).
(c) Die Decktransformationsgruppe A(p) wirkt transitiv auf p~!(xo).
(d) Die Abbildung p induziert eine Homdomorphismus A(p)\X = X.

Bemerkung: Eine Uberlagerung, die diese Bedingungen erfiillt, heiBt normale Uberlagerung
(alternativ auch regulcire oder Galois- Uberlagerung).

Aufgabe 4. Sei x € R? und R > 0. Sei S}e(x) = {y eR?||lx—y| = R} der Kreis um den Punkt
x vom Radius R. Sei H ¢ R? gegeben durch
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versehen mit der Unterraumtopologie. Der Raum H heisst auch der Raum der Hawaiianischen
Ohrringe (sieche Abbildung|I]auf der nichsten Seite).

(i) Zeigen Sie, dass H nicht lokal einfach zusammenhéngend ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Gruppe 71 (H) surjektiv auf | [y Z abbildet. Insbesondere hat 7| (H)
damit iiberabzéhlbar viele Elemente.
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Abbildung 1: Hawaiianische Ohrringe



