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Aufgabe 1:

Sei k ein Körper und C die Kategorie der vollständigen lokalen noetherschen k-Algebren mit Rest-
klassenkörper k. Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass beliebige Faserprodukte in C nicht
existieren. Gegeben sei das Diagramm

A = k[[X,Y ]]
↵
// C = k[[X]] B = k

�
oo

wobei ↵(X) = X und ↵(Y ) = 0 gilt. Es bezeichne D das Faserprodukt von A und B über C in der
Kategorie der Ringe.

(i) Zeigen Sie, dass D ein lokaler Ring mit maximalen Ideal m = Y k[[X,Y ]] ist

(ii) Zeigen Sie, dass m/m2 ein unendlich dimensionaler k-Vektorraum ist.

(iii) Folgern Sie, dass D nicht noethersch ist.

(iv) Nehmen Sie an, dass das Faserprodukt A⇥C B in C existiert.
Zeigen Sie, dass dann A⇥C B = D = k +m gelten muss.
(Hinweis: Sei (R, n) ein Objekt in C, dann gilt Hom(k[[T ]], R) = n)

Aufgabe 2:

Zeigen Sie:

(i) lim
 m

k[t1, . . . , tn]/(t1, . . . , tn)m = k[[t1, . . . , tn]].

(ii) lim
 m

Z/mZ =
Q

p prim Zp, wobei m1 � m2 , m1|m2.

(ii) lim
 m

Z/pnZ[T ] = ZphT i :=
�P

i�0 aiT
i 2 Zp[[T ]]|ai ! 0 in Zp

 
.

Aufgabe 3:

Sei C eine Kategorie in der Faserprodukte existieren. Sei F : C ! (Mengen) ein pro-darstellbarer
Funktor. Zeigen Sie, dass F mit Faserprodukten vertauscht, Mit anderen worten: zeigen, Sie dass
für alle Diagramme

X // S Yoo

in C die kanonische Abbildung

F (X ⇥S Y ) �! F (X)⇥F (S) F (Y )

ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 4:

Sei C die Kategorie der Artinschen lokalen Zp-Algebren mit Restklassenkörper Fp. Zeigen Sie, dass

Pro(C) äquivalent zur Kategorie Ĉ ist, deren Objekte die lokalen, vollständigen topologischen Zp-
Algebren R sind, die eine Umgebungsbasis der 0 aus o↵enen Idealen Ii ⇢ R besitzen, so dass R/Ii
Artinsch ist, und deren Morphismen stetige Zp-Algebrenhomomorphismen sind.
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Aufgabe 1:

Sei (Gi,'i,j) in filtriertes projektives System von Gruppen, sodass die Transitionsabbildungen
'i,j : Gi ! Gj surjektiv sind. Zeige, dass die kanonischen Projektionen

'j : lim �
Gi �! Gj

surjektiv sind.

Aufgabe 2:

Sei (Mi,'i,j)i2N ein projektives System von R-Moduln indiziert durch N. Definiere:

lim
 �

1Mi = coker
�Q

i2N Mi
(↵i)i //

Q
i2N Mi

�
.

wobei ↵i : Mi !
Q

j2N Mj die Abbildung idMi � 'i,i�1 ist.

(i) Für alle j 2 N sei die Kette der Unterobjekte 'i,j(Mi) ⇢ Mj stationär. Zeigen Sie

lim
 �

1Mi = 0.

(ii) Sei
0 �! (M 0i ,'

0
i,j)i2N �! (Mi,'i,j)i2N �! (M 00i ,'

00
i,j)i2N �! 0

eine kurze exakte Sequenz von projektiven Systemen. Zeigen Sie, dass es eine exakte Sequenz

0 ! lim
 �

M 0i ! lim
 �

Mi ! lim
 �

M 00i ! lim
 �

1M 0i ! lim
 �

1Mi ! lim
 �

1M 00i ! 0

gibt.

Aufgabe 3:

Sei ⇤ ein vollständiger, lokaler, Noetherscher Ring mit Restklassenkörper k und sei (A,m) eine
noethersche lokale ⇤-Algebra mit Restklassenkörper k. Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen
äquivalent sind:

(i) Der Ring A ist ein Artinscher Ring.

(ii) Es gibt ein n > 0 sodass mn = 0 gilt.

(iii) Der Ring A ist Artinsch als ⇤-Modul.



Aufgabe 4:

Sei C und D Kategorien in der endliche inverse Limiten existieren und sei F : C ! D ein Funktor.
Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen äquivalent sind:

(i) Der Funktor F vertauscht mit endlichen inversen Limiten.

(ii) Der Funktor F vertauscht mit endlichen Produkten und endlichen Faserproduckten.

(iii) Für jedes exakte Diagramm

X // X 0 //// X 00 (1)

ist das Diagramm

F (X) // F (X 0) //// F (X 00)

exakt.

(Erinnerung: Das Diagramm (1) heißt exakt falls für alle Y in C das Diagramm

Hom(Y,X)
↵ // Hom(Y,X 0)

� //
�
// Hom(Y,X 00)

exakt ist, d.h. falls die Abbildung ↵ die Menge Hom(Y,X) mit der Teilmenge {f |�(f) = �(f)} von
Hom(Y,X 0) identifiziert.)
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Sei G eine pro-endliche Gruppe und sei ⇤ ein vollständiger lokaler Noetherscher Ring mit Rest-
klassenkörper k. Wir definieren den vervollst

¨

andigten Gruppenring von G mit Koe�zienten in ⇤
durch

⇤[[G]] = lim
 �

⇤[G/H]

wobei der inverse Limes über alle o↵enen Untergruppen von G genommen wird.

Aufgabe 1:

Sei G eine pro-endliche abelsche Gruppe und ⇤ wie oben. Sei  : G ! k⇥ ein stetiger Charakter.
Für eine o↵ene Untergruppe H ⇢ ⇤ sodass H ⇢ ker , definiert der durch  gegebene Homomor-
phismus ⇤[G/H] ! k ein eindeutig bestimmtes maximales Ideal m ,H ⇢ ⇤[G/H]. Zeigen Sie:

(i) Der Ring
R = lim

 �
⇤[G/H]m ,H

stellt den Deformationsfunktor D dar.

(ii) Der Ring R is Noethersch falls G topologisch endlich erzeugt ist.

Aufgabe 2:

(i) Zeigen Sie, dass Zp[[Zp]] ⇠= Zp[[T ]] gilt.

(ii) Zeigen Sie, dass Zp[[Z⇥p ]] ⇠=
Qp�1

i=1 Zp[[T ]] gilt.

(iii) Beschreiben Sie alle stetigen Charaktere Z⇥p ! F⇥p , sowie die Ringe, die deren Deformations-
funktoren pro-darstellen.

Aufgabe 3:

Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0. Sei
⇢ : G ! GLn(k) eine irreduzible Darstellung. Zeigen Sie, dass der Deformationsfunktor D⇢ auf der
Kategorie Ck von k dargestellt wird.
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Es sei ⇤ ein vollständiger lokaler Noetherscher Ring mit Restklassenkörper k.

Aufgabe 1:

Sei ' : R ! S ein Morphiums in Ĉ⇤. Zeigen Sie, dass ' genau dann surjektiv ist, wenn die induzierte
Abbildung auf Kotangentialräumen t⇤R ! t⇤S surjektiv ist.

Aufgabe 2:

Sei
F : C⇤ ! (Mengen)

ein Deformationsfunktor und sei V ein k-Vektorraum.

(i) Überprüfen Sie alle Vektorraumaxiome für die in der Vorlesung definierte Vektorraumstruktur
auf F (k[V ]).

(ii) Zeigen Sie, dass es einen kanonischen Isomorphismus

tF ⌦k V = F (k[✏])⌦k V �! F (k[V ])

gibt.

Aufgabe 3:

Sei G eine endliche Gruppe und ⇢̄ : G ! GLn(k) eine Darstellung. Zeigen Sie, dass der Tangenti-
alraum tD⇢̄ des Deformationsfunktors D⇢̄ isomorph zu Ext1G(⇢̄, ⇢̄) ist.

Aufgabe 4:

Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ über ⇤ und sei Lk ein Geradenbündel auf Xk.
Zeigen Sie, dass der Tangentialraum tDLk

des Deformationsfunktors DLk isomorph zuH1(Xk,OXk)
ist.
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Es sei ⇤ ein vollständiger lokaler Noetherscher Ring mit Restklassenkörper k.

Aufgabe 1:

Sei F : C! ! (Mengen) ein Deformationsfunktor, der die Bedingung (H2) erfüllt, und sei ! : A ! B
ein kleiner Morphismus mit I = Ker(! ). Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung definierte Abbildung

F (k[I ]) " F (A) #! F (A)

gegeben durch (v, ") $! v + " , die Bedingung (v1 + v2) + " = v1 + (v2 + " ) für v1, v2 %F (k[I ]) und
" %F (A) erfüllt.

Aufgabe 2:

Sei p : ⇤[[t1, . . . , tn ]] ! R eine Surjektion in Ĉ! , die einen Isomorphismus auf Tangentialräumen
induziert, und sei ker(p) = a. Sei ! : A ! B eine kleine Surjektion in C! und sei ker(! ) = I .

(i) Sei #B : R ! B ein Morphismus und sei #̃ : S ! A ein Lift von #B &p. Zeigen Sie, dass
#̃ |a einen Morphismus a/ mSa ! I induziert, der nur von #B abhängt. Man erhält also eine
Abbildung

ob! : hR (B ) #! (a/ mSa)! ' k I = Homk (a/ mSa, I )

(ii) Zeigen Sie, dass ein Morphismus #B %hR (B ) genau dann zu einem Morphismus #A %hR (A)
liftet, falls das Bild von #B unter der Abbildung ob! verschwindet.

(iii) Sei

A" //

! 0

✏✏

A

!
✏✏

B " // B

ein kommutatives Diagramm, wobei ! und ! " klein seien. Zeigen Sie, dass das kanonische
Diagramm

hR (B ")
ob⇡0 //

✏✏

(a/ mSa)! ' k ker(! ")

✏✏
hR (B )

ob⇡ // (a/ mSa)! ' k ker(! )

kommutiert.



Aufgabe 3:

Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ über ⇤. Sei ! : A ! B eine kleine Surjektion
mit ker(! ) = I und sei $ : X B %! X A die kanonische abgeschlossene Immersion mit Idealgarbe
I = I OX A . Sei L B %Pic(X B ) = H 1(X B , O#

X B
) eine Isomorphieklasse von Geradenbündel. Zeigen

Sie, dass es genau dann eine Isomorphieklasse L A von Geradenbündeln auf X A mit $! L A = L B

gibt, falls das Bild von L B unter der kanonischen Abbildung

H 1(X B , O#
X B

) #! H 2(X A , I ) (= I ' k H 2(X k , OX k)

verschwindet.
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Es sei ⇤ ein vollständiger lokaler Noetherscher Ring mit Restklassenkörper k.

Aufgabe 1:

Sei F : C⇤ ! (Mengen) ein Deformationsfunktor mit Tangential-Obstruktionstheorie (T1, T2, ob).
Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung definierte Abbildung T1 ! tF ein Homomorphismus von
k-Vektorräumen ist.

Aufgabe 2:

Sei G eine endlich präsentierte abelsche Gruppe, d.h. es gibt eine exakte Sequenz

Zm2 �! Zm1 �! G �! 0,

und sei � : G ! k! ein Charakter. Sei D� der Deformationsfunktor von �. Konstruieren Sie explizit
eine Tangential-Obstruktionstheorie (T1, T2, ob) für D�.

Aufgabe 3:

Sei X ein eigentliches ⇤-Schema und sei Ek ein Vektorbündel auf Xk. Sei DEk : C⇤ ! (Mengen)
der Funktor

(A,mA) �! {(E , ◆)| E Vektorbündel auf XA, ◆ : Ek
"=�! E|Xk }/"=.

Dabei sind (E1, ◆1) und (E2, ◆2) isomorph falls es einen Isomorphismus ↵ : E1 ! E2 gibt, sodass das
Diagramm

E1|Xk

↵|E1 | X k !!E2|Xk

Ek

◆1

""

◆2

##

kommutiert. Zeigen Sie, dass es eine Tangential-Obstruktionstheorie (T1, T2, ob) für DEk mit

Ti = ExtiO X k
(E , E) = Hi(Xk, Ek ⌦ E#

k )

gibt.
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Sei ! ein vollst ¬andiger, lokaler, noetherscher Ring mit Restklassenk¬orper k.

Aufgabe 1:

Sei G eine Gruppe und ø! : G ! GLn (k) eine Darstellung. Sei" : A ! B eine Surjektion in C!

mit I = ker( " ) und mA I = 0. Sei ! B " D !
ø! ein Lift von ø! und f¬ur g " G sei ÷! (g) " A ein Lift von

! B (g) " B . Zeigen Sie, dass

÷! (g)÷! (h)÷! (gh)! 1 # 1 " Z 2(G, Mat n " n (I ))

gilt.

Aufgabe 2:

Seien # und p Primzahlen. Sei G = Z aufgefasst als topologische Gruppe, versehen mit der#-
adischen Topologie. SeiFp die triviale Darstellung von G auf Fp. Berechnen SieH i (G, Fp) und
H i

cont (G, Fp). Unterscheiden Sie dabei die F¬alle #$= p und #= p. Zeigen Sie insbesondere, dass die
Gruppenkohomologie und die stetige Gruppenkohomologie im Allgemeinen nicht¬ubereinstimmen.

Aufgabe 3:

Sei G eine pro-endliche Gruppe, die die Endlichkeitsbedingung "p erf¬ullt. Sei ! eine vollst ¬andiger
lokaler Ring mit endlichem Restklassenk¬orper k von Charakteristik p. Sei ø! : G ! GLn (k) eine ste-
tige Darstellung. Zeigen Sie direkt (also ohne Ausnutzung einer Tangential-Obstruktions-Theorie),
dass der DeformationsfunktorD ø! die Schlessinger-Bedingungen (H1), (H2) und (H3) erf¬ullt.
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Aufgabe 1:

SeiG eine (pro-)endliche Gruppe undM eine (diskrete) abelsche Gruppe mit (stetiger)G-Operation.
Zeigen Sie:

(i) Es gibt einen nat¬urlichen Isomorphismus HomG (Gq, Ind M ) != Abb(Gq, M ). (Dabei sollen
Hom bzw. Abb stetige Homomorphismen bzw. Abbildungen bezeichnen)

(ii) Der Komplex C¥(G, M ), der die (stetige) KohomologieH ¥(G, Ind M ) berechnet, ist isomorph
zur Standardauß¬osung

0 " M " Abb(G, M ) " Abb(G2, M ) " Abb(G3, M ) " . . .

wobei die Di!erentiale dn : Abb(Gn , M ) " Abb(Gn +1 , M ) durch

dn f : (g0, . . . , gn ) #$"
n!

i =0

($ 1)i f (g0, . . . , ögi , . . . , gn )

gegeben sind.

(iii) Es gilt H q(G, Ind M ) = 0 f ¬ur q > 0.

Aufgabe 2:

Sei G eine (pro-)endliche Gruppe und M eine topologische abelsche Gruppe mit stetigerG-
operation. Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung deÞnierte Abbildung

Ext( G, M ) $" H 2(G, M )

wohldeÞniert und bijektiv ist.

Aufgabe 3:

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung eines K¬orpers K und sei V ein endlich-dimensionalerK -
Vektorraum. Seienp, q %Z! 0 und seix %V " p &K V #" q. SeienVL und xL die Skalarerweiterungen
von V bzw. x und sei H = Aut( VL , xL ) die Untergruppe von Aut L (VL ), die aus allen Automor-
phismen besteht, diexL Þxieren. Die GaloisgruppeGL = Gal( L/K ) operiert in nat ¬urlicher Weise
auf H durch !f = ! ' f ' ! $ 1 f¬ur ! %GL , f %H . Zeigen Sie, dass es eine nat¬urliche Bijektion

H 1(GL , H ) != E(L/K, (V, x))

gibt. Dabei ist E (L/K, (V, x)) die Menge aller Isomorphieklassen von Tupeln (W, y), bestehend aus
einem K -Vektorraum W und y %W " p &K W #" q, sodass (WL , yL ) != (VL , yL )gilt.

(Man sagt: E (L/K, (V, x)) ist die Menge der Isomorphieklassen vonK -Formen von (VL , xL ))
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Sei K eine endliche Erweiterung vonQp. Ziel dieses ¬Ubugszettels ist es, zu zeigen, dass jede
zentral einfacheK -Algebra ¬uber einer unverzweigtenErweiterung von K spaltet. Sei dazuA eine
Divisionsalgebra mit Zentrum K . Sei n2 = dim K A und N : A ! K die reduzierte Norm. Ferner
sei v : K ! ! Z die Bewertung auf K (normiert durch v(! ) = 1 f ¬ur einen Uniformisierer ! " K ).

Aufgabe 1:

Sei d " Z> 0 deÞniert durch dZ = v(N (A! )) # und setzew = 1
d áv $ N : A! ! Z. Zeigen Sie:

(i) F ¬ur a " K gilt w(a) = n
d v(a).

(ii) F ¬ur a, b" A! gilt w(ab) = w(a) + w(b) und w(a + b) % min(w(a), w(b)) (falls a &= ' b).

(iii) Sei 0 < q < 1. Die Produkttopologie auf A (= An 2
wird durch die Norm ||a|| = qw(a) deÞniert,

wobei 0

(iv) Ein Element x " A! ist ganz ¬uber OK genau dann, wennw(x) % 0 gilt.

(v) Die Menge B = { 0} ) { x " A! |w(x) % 0} ist ein Unterring von A.

Aufgabe 2:

Sei n % 2. Zeigen Sie, dassA eine nicht-triviale unverzweigte K¬orpererweiterung L von K enth¬alt.
Gehen Sie dazu wie folgt vor. Wir nehmen an, dass die Behauptung nicht stimmt, i.e. jeder nicht
triviale Unterk ¬orper von A ist verzweigt ¬uber K .
Sei " " A! ein Element mit w(" ) = 1. Zeigen Sie:

(i) Sei b " B , dann gibt es a " K und b1 " B , sodassb = a + "b1.

(ii) Sei b " B , dann gilt b " K (" ).

(iii) Folgern Sie, dass (ii) der Annahme n % 2 widerspricht.

Aufgabe 3:

(i) Zeigen Sie induktiv, dassA einen maximalen Teilk¬orper L von K enth¬alt (also einen Teilk¬orper
mit [ L : K ] = n), der unverzweigt ¬uber K ist.

(ii) Folgern Sie, dassA ¬uber L spaltet.
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Aufgabe 1:

SeienK und L endliche Erweiterungen vonQp.

(i) Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus

OL [[O!
K ]] !=

!
OL [[T1, . . . , Tm ]]

gibt, mit m = [ K : Qp] und wobei das Produkt ¬uber alle Charaktere O!
K " k!

L mit Werten
im Restklassenk¬orper kL von L l¬auft.

(ii) Beschreiben Sie mit Hilfe von (i) und lokaler Klassenk¬orpertheorie die Deformationsr¬aume
von stetigen Charakteren vonGK = Gal( øK/K ).

Aufgabe 2:

Sei K = Q2 und ø! : GK = Gal( øQ2)/ Q2) " GL2(F2) die triviale 2-dimensionale Darstellung.
Zeigen Sie, dass der DeformationsringR!

ø! von Deformationen von ø! mit Koe!zienten in lokalen
Artinschen Z2-Algebren eine Pr¬asentation

R != Z2[[T1, . . . , T12]]/ (f 1, . . . , f 4)

besitzt.

Aufgabe 3:

Sei K eine endliche Erweiterung vonQp und sei " : GK = Gal( øK/K ) " A! ein unverzweigter
Charakter mit Werten in einer Artinschen Zp-Algebra A. Zeigen Sie, dass" ßach ist.
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