Prof. Dr. E. Hellmann WS 2016/17

Deformationtheorie
und Deformationen von Galoisdarstellungen

Blatt 1
Abgabe: 04.11.2016
Aufgabe 1:

Sei k ein Korper und C die Kategorie der vollsténdigen lokalen noetherschen k-Algebren mit Rest-
klassenkorper k. Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass beliebige Faserprodukte in C nicht
existieren. Gegeben sei das Diagramm
A=k[X,Y] 2> C=kX] < B=k

wobei a(X) = X und a(Y) = 0 gilt. Es bezeichne D das Faserprodukt von A und B iiber C in der
Kategorie der Ringe.

(i) Zeigen Sie, dass D ein lokaler Ring mit maximalen Ideal m = Yk[X, Y] ist

(ii) Zeigen Sie, dass m/m? ein unendlich dimensionaler k-Vektorraum ist.

)
(iii) Folgern Sie, dass D nicht noethersch ist.
)

(iv) Nehmen Sie an, dass das Faserprodukt A x¢ B in C existiert.
Zeigen Sie, dass dann A x¢ B = D = k + m gelten muss.
(Hinweis: Sei (R,n) ein Objekt in C, dann gilt Hom(k[T], R) = n)

Aufgabe 2:

Zeigen Sie:
(i) mk[tr, ..., ta]/(E1, - tn)™ = E[t1, ..., ta].
~m

(ii) Ll% Z/mZ = 11, prim Lp, wobei m1 = ma < mq|mo.

(ii) <1ir7{rtlLZ/p"Z[T] =Zy(T) := {ZiZO a;T" € Z,[T]|a; — 0 in Zp}.

Aufgabe 3:

Sei C eine Kategorie in der Faserprodukte existieren. Sei F' : C — (Mengen) ein pro-darstellbarer
Funktor. Zeigen Sie, dass F' mit Faserprodukten vertauscht, Mit anderen worten: zeigen, Sie dass
fiir alle Diagramme

X——=S5<~—Y

in C die kanonische Abbildung
F(X X5Y) —)F(X) X F(S) F(Y)
ein Isomorphismus ist.
Aufgabe 4:
Sei C die Kategorie der Artinschen lokalen Z,-Algebren mit Restklassenkorper F,. Zeigen Sie, dass
Pro(C) #aquivalent zur Kategorie C ist, deren Objekte die lokalen, vollstédndigen topologischen Z,-

Algebren R sind, die eine Umgebungsbasis der 0 aus offenen Idealen I; C R besitzen, so dass R/I;
Artinsch ist, und deren Morphismen stetige Z,-Algebrenhomomorphismen sind.
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Aufgabe 1:

Sei (G, ;) in filtriertes projektives System von Gruppen, sodass die Transitionsabbildungen
vi,; : Gi — G surjektiv sind. Zeige, dass die kanonischen Projektionen

¢; limG; — G
py
surjektiv sind.

Aufgabe 2:
Sei (M;, i,j)ien ein projektives System von R-Moduln indiziert durch N. Definiere:

()i

] 1 P . .
1<£n M, = col«:er(]_[i‘EN M; — [Lien MZ).

wobei o : M; — HjeN M; die Abbildung idps, — @si—1 ist.

(i) Fir alle j € N sei die Kette der Unterobjekte ¢; ;(M;) C M; stationér. Zeigen Sie
lim'M; = 0.
«—
(ii) Sei
0 — (M}, ¢} ;)ien — (Mi, i j)ien — (M}, ¢} ;)ien — 0
eine kurze exakte Sequenz von projektiven Systemen. Zeigen Sie, dass es eine exakte Sequenz
0 — lim M — lim M; — lim M} — lim' M/ — lim" M, — lim" M/" — 0
— — — — — —

gibt.

Aufgabe 3:

Sei A ein vollsténdiger, lokaler, Noetherscher Ring mit Restklassenkérper k& und sei (A4, m) eine
noethersche lokale A-Algebra mit Restklassenkorper k. Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen
dquivalent sind:

(i) Der Ring A ist ein Artinscher Ring.
(ii) Es gibt ein n > 0 sodass m™ = 0 gilt.

(iii) Der Ring A ist Artinsch als A-Modul.



Aufgabe 4:

Sei C und D Kategorien in der endliche inverse Limiten existieren und sei F': C — D ein Funktor.
Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(i) Der Funktor F' vertauscht mit endlichen inversen Limiten.
(ii) Der Funktor F' vertauscht mit endlichen Produkten und endlichen Faserproduckten.

(iii) Fiir jedes exakte Diagramm

X— X —=X" (1)

ist das Diagramm
F(X) — F(X') —= F(X")

exakt.

(Erinnerung: Das Diagramm (1) heifit exakt falls fiir alle Y in C das Diagramm
a B
Hom(Y, X) —— Hom(Y, X') —= Hom(Y, X")
g

exakt ist, d.h. falls die Abbildung « die Menge Hom(Y, X') mit der Teilmenge {f|5(f) = v(f)} von
Hom(Y, X') identifiziert.)
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Sei G eine pro-endliche Gruppe und sei A ein vollstdndiger lokaler Noetherscher Ring mit Rest-
klassenkorper k. Wir definieren den wvervollstindigten Gruppenring von G mit Koeffizienten in A

durch
A[G] = l{inA[G/H]

wobei der inverse Limes iiber alle offenen Untergruppen von G genommen wird.

Aufgabe 1:

Sei G eine pro-endliche abelsche Gruppe und A wie oben. Sei ¢ : G — k* ein stetiger Charakter.
Fiir eine offene Untergruppe H C A sodass H C ker v, definiert der durch ¢ gegebene Homomor-
phismus A[G/H] — k ein eindeutig bestimmtes maximales Ideal my g C A[G/H]. Zeigen Sie:

(i) Der Ring
RT/) = @A[G/H]me

stellt den Deformationsfunktor D, dar.

(ii) Der Ring Ry is Noethersch falls G topologisch endlich erzeugt ist.

Aufgabe 2:
(i) Zeigen Sie, dass Z,[Z,] = Z,[T] gilt.
(ii) Zeigen Sie, dass Zy[Z] = [1°Z) z,[T7] gilt.

(iii) Beschreiben Sie alle stetigen Charaktere Z,; — IS, sowie die Ringe, die deren Deformations-
funktoren pro-darstellen.

Aufgabe 3:

Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik 0. Sei
p: G = GLy (k) eine irreduzible Darstellung. Zeigen Sie, dass der Deformationsfunktor D, auf der
Kategorie C von k dargestellt wird.
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Es sei A ein vollstdndiger lokaler Noetherscher Ring mit Restklassenkorper k.

Aufgabe 1:

Sei p : R — S ein Morphiums in Cy. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann surjektiv ist, wenn die induzierte
Abbildung auf Kotangentialréumen t3, — t§ surjektiv ist.

Aufgabe 2:

Sei
F : Cy — (Mengen)

ein Deformationsfunktor und sei V ein k-Vektorraum.

(i) Uberpriifen Sie alle Vektorraumaxiome fiir die in der Vorlesung definierte Vektorraumstruktur
auf F(k[V]).

(ii) Zeigen Sie, dass es einen kanonischen Isomorphismus
tp @,V = F(kle]) @, V — F(K[V])

gibt.

Aufgabe 3:

Sei G eine endliche Gruppe und p : G — GL, (k) eine Darstellung. Zeigen Sie, dass der Tangenti-
alraum tp, des Deformationsfunktors Dj isomorph zu Ext&(p, p) ist.

Aufgabe 4:

Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ iiber A und sei £; ein Geradenbiindel auf Xj.
Zeigen Sie, dass der Tangentialraum ¢p, ~des Deformationsfunktors Dy, isomorph zu H Y Xk, Ox,)
ist.
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Es sei A ein vollstdndiger lokaler Noetherscher Ring mit Restklassenkorper k.

Aufgabe 1:

Sei F' : Cn — (Mengen) ein Deformationsfunktor, der die Bedingung (Hs) erfiillt, und sei 7 : A — B
ein kleiner Morphismus mit I = Ker (7). Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung definierte Abbildung

F(k[I)) x F(A) — F(A)

gegeben durch (v,£) — v+ ¢, die Bedingung (v +v2) + &€ = vy + (ve + &) fiir vy, ve € F(k[I]) und
& € F(A) erfiillt.

Aufgabe 2:
Sei p : Aft1,...,tn] — R eine Surjektion in Cy, die einen Isomorphismus auf Tangentialriumen

induziert, und sei ker(p) = a. Sei 7 : A — B eine kleine Surjektion in Cp und sei ker(7) = I.

(i) Sei pp : R — B ein Morphismus und sei ¢ : S — A ein Lift von ¢p o p. Zeigen Sie, dass
@|q einen Morphismus a/mga — I induziert, der nur von ¢p abhiingt. Man erhélt also eine
Abbildung

oby : hg(B) — (a/mga)* @ I = Homg(a/mga, I)

(ii) Zeigen Sie, dass ein Morphismus ¢p € hg(B) genau dann zu einem Morphismus ¢4 € hg(A)
liftet, falls das Bild von ¢p unter der Abbildung ob, verschwindet.

(iii) Sei
A ——A
B ——=B

ein kommutatives Diagramm, wobei m und 7’ klein seien. Zeigen Sie, dass das kanonische
Diagramm

ob._./
hr(B') — (a/mga)* @y ker(7')

i i

hr(B) —2"> (a/mga)* @y, ker(r)

kommutiert.



Aufgabe 3:

Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ iiber A. Sei 7 : A — B eine kleine Surjektion
mit ker(r) = I und sei ¢ : Xp < X4 die kanonische abgeschlossene Immersion mit Idealgarbe
T =10x,.Sei Lp € Pic(Xp) = H'(Xp, 0% ) eine Isomorphieklasse von Geradenbiindel. Zeigen
Sie, dass es genau dann eine Isomorphieklasse £4 von Geradenbiindeln auf X4 mit *L4 = Lp
gibt, falls das Bild von £p unter der kanonischen Abbildung

H'(Xp,0%,) — H*(Xa,T) = I @ H*(Xy, Ox,)
verschwindet.
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Es sei A ein vollstdndiger lokaler Noetherscher Ring mit Restklassenkorper k.

Aufgabe 1:

Sei F': Cn — (Mengen) ein Deformationsfunktor mit Tangential-Obstruktionstheorie (77,75, 0b).
Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung definierte Abbildung 77 — tp ein Homomorphismus von
k-Vektorrdumen ist.

Aufgabe 2:

Sei G eine endlich préasentierte abelsche Gruppe, d.h. es gibt eine exakte Sequenz
7m — 7™ — G — 0,

und sei x : G — k* ein Charakter. Sei D, der Deformationsfunktor von . Konstruieren Sie explizit
eine Tangential-Obstruktionstheorie (T4, T, 0b) fiir D,..

Aufgabe 3:

Sei X ein eigentliches A-Schema und sei & ein Vektorbiindel auf Xj. Sei D¢, : Cx — (Mengen)
der Funktor N
(A,my) — {(&,1)] € Vektorbiindel auf X4, ¢: & — E|x, }/ -

Dabei sind (&1, 1) und (€3, t2) isomorph falls es einen Isomorphismus « : £ — &; gibt, sodass das
Diagramm

algﬂxk
51‘Xk - 52‘Xk

Ex

kommutiert. Zeigen Sie, dass es eine Tangential-Obstruktionstheorie (77, T5,0b) fiir Dg, mit
T, = Extp, (£,€) = H'(Xy, & ® &)
gibt.
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Sei A ein vollstandiger, lokaler, noetherscher Ring mit Restklassenkorper k.

Aufgabe 1:

Sei G eine Gruppe und p : G — GL, (k) eine Darstellung. Sei w : A — B eine Surjektion in Cp
mit [ = ker(w) und mal = 0. Sei pp € DE ein Lift von p und fiir g € G sei p(g) € A ein Lift von
pB(g) € B. Zeigen Sie, dass

p9)a(h)p(gh)~" —1 € Z*(G, Matyxn(1))
gilt.

Aufgabe 2:

Seien ¢ und p Primzahlen. Sei G = Z aufgefasst als topologische Gruppe, versehen mit der /-
adischen Topologie. Sei F, die triviale Darstellung von G auf F,. Berechnen Sie H*(G,F,) und
H! ..(G,F,). Unterscheiden Sie dabei die Fille £ # p und ¢ = p. Zeigen Sie insbesondere, dass die
Gruppenkohomologie und die stetige Gruppenkohomologie im Allgemeinen nicht {ibereinstimmen.

Aufgabe 3:

Sei G eine pro-endliche Gruppe, die die Endlichkeitsbedingung ®,, erfiillt. Sei A eine vollsténdiger
lokaler Ring mit endlichem Restklassenkérper k von Charakteristik p. Sei p : G — GL,, (k) eine ste-
tige Darstellung. Zeigen Sie direkt (also ohne Ausnutzung einer Tangential-Obstruktions-Theorie),
dass der Deformationsfunktor D die Schlessinger-Bedingungen (H1), (H2) und (Hz) erfiillt.
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Aufgabe 1:

Sei G eine (pro-)endliche Gruppe und M eine (diskrete) abelsche Gruppe mit (stetiger) G-Operation.
Zeigen Sie:

(i) Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus Homg(G?,Ind M) =2 Abb(G?%, M). (Dabei sollen
Hom bzw. Abb stetige Homomorphismen bzw. Abbildungen bezeichnen)

(ii) Der Komplex C*(G, M), der die (stetige) Kohomologie H*(G,Ind M) berechnet, ist isomorph
zur Standardauflésung

0 — M — Abb(G, M) — Abb(G?, M) — Abb(G*, M) — ...

wobei die Differentiale d" : Abb(G™, M) — Abb(G"*1, M) durch

dnf : (907 e 7gn) — Z(_l)lf(g(h CIaE 791'7 R 7gn)
=0

gegeben sind.
(iii) Es gilt H(G,Ind M) = 0 fiir ¢ > 0.

Aufgabe 2:
Sei G eine (pro-)endliche Gruppe und M eine topologische abelsche Gruppe mit stetiger G-
operation. Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung definierte Abbildung
Ext(G, M) — H*(G, M)
wohldefiniert und bijektiv ist.

Aufgabe 3:

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung eines Korpers K und sei V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum. Seien p, g € Z>o und sei x € VP @ V*®4_Seien Vi, und z, die Skalarerweiterungen
von V bzw. x und sei H = Aut(Vy,zr) die Untergruppe von Auty(V7), die aus allen Automor-
phismen besteht, die x, fixieren. Die Galoisgruppe G, = Gal(L/K) operiert in natiirlicher Weise
auf H durch of =0 o foo™! fir 0 € G, f € H. Zeigen Sie, dass es eine natiirliche Bijektion

HYGp,H)= BE(L/K,(V,z))

gibt. Dabei ist E(L/K, (V,x)) die Menge aller Isomorphieklassen von Tupeln (W, y), bestehend aus
einem K-Vektorraum W und y € W& @ W*®9, sodass (Wp,yz) = (Vi yr)gilt.

(Man sagt: E(L/K, (V,x)) ist die Menge der Isomorphieklassen von K-Formen von (Vi,zr))
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Sei K eine endliche Erweiterung von Q,. Ziel dieses Ubugszettels ist es, zu zeigen, dass jede
zentral einfache K-Algebra iiber einer unverzweigten Erweiterung von K spaltet. Sei dazu A eine
Divisionsalgebra mit Zentrum K. Sei n? = dimx A und N : A — K die reduzierte Norm. Ferner
sei v : K* — Z die Bewertung auf K (normiert durch v(w) = 1 fiir einen Uniformisierer w € K).

Aufgabe 1:
Sei d € Z~ definiert durch dZ = v(N(A*)) C und setze w = § -vo N : AX — Z. Zeigen Sie:

(i) Fir a € K gilt w(a) = Gv(a).
)

(iii) Sei 0 < ¢ < 1. Die Produkttopologie auf A = A"’ wird durch die Norm lla|| = ¢*(®) definiert,
wobei 0

(iv) Ein Element z € A* ist ganz iiber Ok genau dann, wenn w(z) > 0 gilt.

(v) Die Menge B = {0} U {x € A*|w(x) > 0} ist ein Unterring von A.

Aufgabe 2:

Sei n > 2. Zeigen Sie, dass A eine nicht-triviale unverzweigte Korpererweiterung L von K enthilt.
Gehen Sie dazu wie folgt vor. Wir nehmen an, dass die Behauptung nicht stimmt, i.e. jeder nicht
triviale Unterkorper von A ist verzweigt iiber K.

Sei m € A* ein Element mit w(7) = 1. Zeigen Sie:

(i) Sei b € B, dann gibt es ¢ € K und b; € B, sodass b = a + 7b;.
(ii) Sei b € B, dann gilt b € K ().

(iii) Folgern Sie, dass (ii) der Annahme n > 2 widerspricht.

Aufgabe 3:

(i) Zeigen Sie induktiv, dass A einen maximalen Teilkérper L von K enthélt (also einen Teilkoérper
mit [L : K| = n), der unverzweigt iiber K ist.

(ii) Folgern Sie, dass A iiber L spaltet.
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Aufgabe 1:

Seien K und L endliche Erweiterungen von Q.

(i) Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus

oL[ox] =[] oclm, ..., Tn]

gibt, mit m = [K : Q,] und wobei das Produkt iiber alle Charaktere O — k; mit Werten
im Restklassenkorper kr, von L lauft.

(ii) Beschreiben Sie mit Hilfe von (i) und lokaler Klassenkérpertheorie die Deformationsrédume
von stetigen Charakteren von Gx = Gal(K/K).

Aufgabe 2:

Sei K = Q2 und p : G = Gal(Q2)/Qa) — GLa(F2) die triviale 2-dimensionale Darstellung.
Zeigen Sie, dass der Deformationsring R%' von Deformationen von p mit Koeffizienten in lokalen
Artinschen Zs-Algebren eine Prisentation

RgZQHTl,.~«,T12]]/(f17"'7f4)

besitzt.

Aufgabe 3:

Sei K eine endliche Erweiterung von @, und sei x : Gx = Gal(K/K) — AX ein unverzweigter
Charakter mit Werten in einer Artinschen Z,-Algebra A. Zeigen Sie, dass x flach ist.
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