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Aufgabe 1: Glattungskerne
(a) Finden Sie eine C°°-Funktion 7 : R" — R>o mit n(z) = 0 fir || > 1 und [, ndz = 1!

Wir betrachten die Funktionen n.(z) := e "n(x/e) und fiir f € L _(R") (d.h. f ist L' auf
kompakten Teilmengen) definieren wir die Gldttung

fo(2) o= (e * (@) = / ne( — 1) f () dy

Beweisen Sie folgende Eigenschaften:

(b) f- ist wirklich eine glatte Funktion.

(c) fe =9 f punktweise fast iiberall.

Tipp: Man kann dazu den Lebesgueschen Differentiationssatz verwenden: Fiir eine mess-
bare Funktion f gilt

lim |f(y) — f(z)|dy =0 fiir fast alle z € R".
r—0 By (z)

(d) Falls f auf einer offenen Menge U C R” stetig ist, konvergiert f. auf kompakten Teilmen-
gen von U gleichméfig gegen f.

(e) fe =9 fin Ll ., d.h. [, |f-(z) — f(z)|dz — O fiir jedes kompakte K C R".

Aufgabe 2: Superharmonie

Sei U C R™ offen. Wir nennen eine stetige Funktion v : U — R superharmonisch, falls fiir jeden
Ball B := B,(x) mit 0 < r < dist(x,R™\ U) gilt:
Ist h € C(B) harmonisch in B und u > h auf 0B, dann ist auch w > h im Inneren von B.
Wenn —u superharmonisch ist, nennen wir u subharmonisch.
(a) Zeichnen Sie die Graphen von einigen superharmonischen Funktionen auf (0,1) C R, die
nicht alle differenzierbar sind.
(b) Zeigen Sie, dass v € C%(U) genau dann superharmonisch ist, wenn
—Au>0.
Subharmonisch entspricht also der Bedingung —Awu < 0.
(c) Beweisen Sie das Mazimumsprinzip fiir subharmonische Funktionen v € C(D), wobei
D C R"™ ein beschranktes Gebiet ist:
Wenn v thr Mazimum im Inneren von D annimmt, ist v schon konstant.

(Analog gilt ein Minimumsprinzip fiir superharmonische Funktionen.)



