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1 GRUNDLAGEN zZU KURVEN

Einfiihrung einiger Grundbegriffe: Parametrisierte Kurven, Lange regularer Kurven, Parame-
trisierung nach Bogenldnge, Frenetsche Formeln, Fundamentalsatz der lokalen Kurventheorie.
Sollte mit Beispielen illustriert werden. Literatur: [dC83, Abschnitte 1.2, 1.3, 1.5|, [Ber03,
1.3]

2 JORDANSCHER KURVENSATZ UND UMLAUFSATZ

Die Aussagen des Jordanschen Kurvensatzes [BG88, 9.2] und des Umlaufsatzes [Che67, 1.]
(beide auch in [Tapl6, 2.1]) scheinen ziemlich offensichtlich, sind dafiir aber recht schwer zu
beweisen. Dafiir folgen aus ihnen u. a. eine Formel, die Topologie und Kriimmung von Kurven
verkniipft, und eine Formel fiir die Flédche von Tubenumgebungen [Che67, 1.] [Ber03, 1.4.1].

3 GLOBALE EIGENSCHAFTEN VON KURVEN IN DER EBENE

In Ergdnzung zum vorhergehenden Vortrag ein paar weitere schone Aussagen: Der Vier-
Scheitel-Satz (eine einfache geschlossene Kurve hat mindestens vier Punkte mit extremaler
Kriimmung) [Che67, 2.] [dC83, 1.7.B] und ein Satz von Schur, der den Fall illustriert, dass
eine Kurve stérker als eine andere gekriimmt ist [dC76, 5-7 exercise 7). Vgl. auch [Che67, 5.]
und [Ber03, 1.3.2 Theorem 1].

4 SATZ VON CROFTON UND TOTALKRUMMUNG VON RAUMKURVEN

Der Satz von Crofton sagt, »wie viele« Geraden eine gegebene Kurven schneiden. Mit ihm lasst
sich leicht beweisen, dass eine geschlossene Raumkurve eine Totalkriimmung von mindestens
27 hat (Fenchel), wihrend das fiir eine verknotete Kurve mindestens 47 sind (Fary-Milnor).
Literatur: |Che67, 4. ab p. 33 und Corollary auf p. 32]; in [dC83, 1.7.C| wird eine analoge
Variante der Crofton-Formel besprochen.

5 ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNG

In der Ebene besagt die isoperimetrische Ungleichung, dass die Kurve, die bei vorgegebener
Lange den grofsten Flacheninhalt einschliefst, ein Kreis ist. Varianten davon tauchen in der
modernen Geometrie standig auf, sodass es nicht schaden kann, mehrere Beweise zu sehen. Zur
Auswahl stehen ein relativ einfacher Beweis von Schmidt [Che67, 3., pp. 26-27] [dC83, 1.7.A],
ein anschaulicher Beweis unter Verwendung von Steiner-Symmetrisierung [Ber87, 12.11.2] und
ein Beweis der Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen von Knothe und Gromov mit
dem Satz von Stokes [Sak96, VI.1.1] [Ber87, 12.11.2]. Der Ubersichtsartikel von Blasjo [Bla05]
enthélt all diese Beweise und ist sehr zu empfehlen.

6 GRUNDLAGEN ZU FLACHEN
Ein paar Definitionen: Regulare Fldchen, parametrisierte Flachen, Tangentialebene, erste Fun-
damentalform, Fliacheninhalt. Viele Beispiele! Literatur: [dC83, 2.1-2.5]

7 KRUMMUNG VON FLACHEN

Die Gaufsabbildung beschreibt den Verlauf des Normalenvektors einer Fliache. Thr Differenti-
al, die zweite Fundamentalform, enkodiert alle wichtigen Kriimmungsgrofen: die Eigenwerte
nennt man Hauptkriimmungen, deren Summe ist die mittlere Kriimmung und ihr Produkt die
Gaufkriimmung. Literatur: [dC83, 3.1, 3.2|, [Tap16, 4.1, 4.3, 4.4]

8 DIE INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN
Kovariante Ableitung, Geodaten, Parallelverschiebung, Gaufs-Codazzi-Mainardi-Gleichungen.



Ziel ist das Theorema egregium (»hervorragendes Theorem«) von Gauk: Die Gaukkriimmung
héngt nicht davon ab, wie man eine Fliche in den R? einbettet, sondern nur von der Lingen-
messung auf der Fliche selbst. Literatur: [Kiith10, 4A—C]| oder [dC83, 4.1-4.4|

9 KLASSIFIKATION VON GESCHLOSSENEN FLACHEN

Die geschlossenen Fléchen lassen sich durch die Anzahl der Locher (Sphére: 0, Torus: 1, ...)
und die Frage nach der Orientierbarkeit (Sphére, Torus: ja; Projektiver Raum, Kleinsche
Flasche: nein) vollstandig klassifizieren. Sobald man glaubt, dass Fléchen triangulierbar sind,
ist der Beweis hiibsch und elementar. Literatur: [Mas77, ch. 1, vor allem sec. 5 und 7]

10 DER SATZ VON GAUSS-BONNET
Fiir geschlossene Fliachen M besagt der Satz von Gaufs-Bonnet

/ KdA = 2ry(M) |
M

wobei K die Gaufkrimmung und y die Eulercharakteristik von M ist — die Totalkriimmung
einer Flache ist also ausschlieflich durch ihre Topologie bestimmt! Zum Beweis trianguliere
man eine Fliche und werfe den Umlaufsatz mit dem Satz von Stokes zusammen. Literatur:
[Kiih10, 4F|; zur Interpretation [Ber03, 3.1.2-3.1.3]
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