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1 Iterierte Funktionensysteme

1.1 Definition

(i) Sei D C R™ eine abgeschlossene Teilmenge. S: D — D heifit Kontraktion auf D,
falls ¢ € (0,1) existiert, sodass

|S(z) = S(y)| < clz —y|.
¢ heif3t die Kontraktionskonstante von S.

(i1) {S1,..., Sm}, m > 2, Familie von Kontraktionen, heifit iteriertes Funktionensystem
(IFS).

(iii) Sei
K :={A CR"|A # 0, A kompakt}

die Menge der nichtleeren kompakten Teilmengen des R".

(iv) F € K heifit Attraktor (invariante Menge) fiir das IFS, falls

1.2 Beispiel

Sei C' C [0, 1] die klassische Cantormenge. Dann ist C' # () und kompakt. Definiere zwei
Funktionen 5; : R — R, i = 1,2, mit
1 2

1
Si(x) = 3% und Sa(z) = 3% + 3

dann sind die S; Kontraktionen mit Kontraktionskonstanten % Wendet man nun die

Funktionen auf C an, so bildet S; bzw. Sy die linke bzw. rechte Halfte von C, anders
formuliert:

C = 51(0) U SQ(C)
Also ist C Attraktor des IFS {57, S2}.



1.3

1.5

(i)

1 Iterierte Funktionensysteme

Definition
Die §-Umgebung einer Menge A ist definiert durch

As :={x € D|3a € A mit |x — a| < d}.

Der Hausdorff-Abstand zweier Mengen A und B ist definiert durch

h(A, B) := inf{§|A C Bs, B C Ajs).

Bemerkungen

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass h eine Metrik ist. Diese wird auch Hausdorff-
Metrik genannt. Damit ist dann (K, h) ein metrischer Raum.

Seien S; Kontraktionen im metrischen Raum (R”, |- |) mit Kontraktionskonstanten
¢, t=1,...,m. Dann ist

Kontraktion in (K, h) mit

c= mar c¢.
1=1,.....m

Satz

Sei {51, ..., S;} IFS mit Kontraktionen auf D C R™ beschrankt mit Kontraktions-
konstanten ¢; Vi. Dann 3! F' Attraktor, i.e. F € K und

m
F=Js:.
i=1
Definiere Transformation S : K — K durch
m
S(E) = |J Si(E) mit E € K.
i=1

Schreibe S* fiir k-te Iteration von S, also
SOE)=E, SK(E) = S(S*Y(E)), k > 1.
Dann gilt
F = ﬁ S*(E)
k=0

VE € K mit S;(E) C E Vi.



1 Iterierte Funktionensysteme

Beweis.
S : K — K nach obiger Definition ist wohldefiniert, da eine endliche Vereinigung kom-
pakter Mengen wieder kompakt ist. Seien A, B € K. Dann gilt

B(S(4),5(B)) "= h(|U 8i(4), U $i(B)) < _maz h(Si(A), Si(B),
i=1 i=1
da fiir S;(B) C (Si(A))s Vi folgt, dass
U $:(B) < (U Si(4))s
=1 i=1

und umgekehrt. Nun ist

B(S(A),S(B)) < maz c;h(A, B),

i=1,....m

da die S; Kontraktionen sind. h ist vollst. Metrik auf K, also konvergiert jede Cauchy-
Folge in K. Wegen 0 < maz ¢; < 1 ist S Kontraktion auf dem vollst. metr. Raum

i=1,....m

(K,h). Mit dem Banachschen Fixpunktsatz folgt: 3IF' € K mit S(F') = F und
SHE) =3 F,

wobei Ersteres (i) der Behauptung zeigt. Falls S; C E Vi, ist S(E) C E, s.d. S* fallende
Folge nichtleerer kompakter Mengen ist, die F enthalten, mit

N s*(2) = F,
k=0

was (ii) zeigt. O



2 Selbstahnliche Mengen

2.1 Definition

(i) Eine Funktion S : R™ — R™ heifit Ahnlichkeitsabbildung mit Ahnlichkeitsfaktor
¢, 0 <e< 1, falls Vo, y € R™:

15(x) = S(y)| = clz —yl.
(ii) Attraktor einer Menge von Ahnlichkeitsabbildungen {Si, ..., S;,} heifit selbstéihn-
liche Menge (Vereinigung von kleineren Kopien seiner selbst).

(iii) Die S; erfiillen die open-set-condition (OSC), falls eine offene Menge V' # () existiert
mit m
Vo Si(v),
i=1

wobei die Vereinigung disjunkt ist.

Beispiele hierfiir sind die Cantormenge (V' = (0,1)), das Sierpinski-Dreieck sowie die
Kochkurve.

2.2 Satz

Seien S; Ahnlichkeitsabbildungen auf R", die (OSC) erfiillen, mit Ahnlichkeitsfaktoren
0<¢<l1l,i=1,..,m. Sei F Attraktor des IFS {Si, ..., S}, also

Dann gilt
dimgF = dimpgF = s,

wobei s gegeben ist durch

Zcf: 1 und 0 < °(F) < 0.
=1

Beweis: Falconer.



2.3
(i)
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Beispiel

Sei F das Sierpinski-Dreieck.
Beh.: dimy = dimp = 220},
Bew.: F ist Attraktor der trivialen Ahnlichkeitsabbildungen mit Ahnlichkeitsfaktor
%, die das Dreieck Ej auf die Dreiecke von F; abbildet. Mit V als Innerem von Ej

gilt (OMB). Mit Satz 2.2 folgt, dass s die Losung von

1
1= ) =3 Y
> =3 )
ist, also
o log(3)
log(2)’

Modifizierte Kochkurve.
Fixiere 0 < a < %, konstruiere Kurve F durch wiederholtes Ersetzen der Mitte

der Lénge a jedes Intervalls durch die anderen beiden a langen Seiten eines gleich-
schenkligen Dreiecks.

Beh.: s ist die Losung von 2a® + 2(3(1 — a))*.

Bew.: Satz 2.2



3 Variationen

3.1 Proposition

Sei F Attraktor eines IF'S mit Kontraktionen {51, ..., S, } auf D C R"™ abgeschlossen mit
Kontraktionskonstanten ¢; € (0,1)Vi = 1,...,m. Dann gilt

dimgF < s,
dimpF < s,

m
s Losung von Z c; =1
i=1

3.2 Proposition
Sei F' € K Attraktor eines IF'S mit Kontraktionen {51, ..., Sy, } auf D C R abgeschlossen
mit
bile —y| < |Si(z) = Si(y)l, z,y € D, 0 < by < 1Vi
. Es gilt
m
F=]JSi(F),
i=1
wobei die Vereinigung disjunkt ist. Dann gilt, dass F' total unzusammenhéngend ist mit
dimgF > s,

m
.. /
s’ Losung von E bj =1.
i=1

3.3 Bemerkung

Falls F Attraktor des IFS {S1, ..., S,,} auf D ist, so ist F auch Attraktor des IFS der m*

Transformationen {S;, o... 0 .S;, }Vk.

Falls b = inf[(S;, 0...05;,) (2)|, ¢ = sup|(S;i, 0...05;,) (z)|, folgt mit dem Mittelwertsatz
2€D zeD

blz —y| <|Si; 0...08;, () = Siy 0...08, (y)| <clz—y|, z,y € D.



3 Variationen

3.4 Beispiel

Nichtlineare Cantormenge.

Definiere D := [3(1++/3),(1+V3)], S;: D = D, S; :=i+ 1, i=1,2, F Attraktor des
IFS {S1, 5}

Beh.: 0,44 < dimyF < dimpF < dimpF < 0, 66.

Bew.: Es ist S1(D) = [L(1+ /3), V3] und S5(D) = [5(3 + v/3),1 + v/3]. Mit dem Mit-
telwertsatz folgt:

() — S
3z € [x,y], 2,y € D, sodass Sj(z;) = ——— i =1,2.

Nun bilden wir das Infimum bzw. Supremum (mittlere Zeile) und formen weiter um, bis
wir die b; und ¢; aus den Propositionen erhalten:

b= 22— V3) = (1+V3) 2 = inf—

2 2€D%

Si(x) = Si(y)

= inf|Si(z)| < < sup|S;(z)|

zeD r—y z€D
1 1
=sup— = (5(1+ V3) 2 =2(2-V3) =¢.
2€D?Z 2

Mit den Propositionen folgt fiir die Losung von s bzw. s’; dass wir folgende Gleichungen
l6sen miissen:

also gilt fiir s und s’

g log(2)
log(2(2 + V/3))

log(2)

~0,34dund s = ——————
log(3(2+v/3))

~ 1,11.

Mit den Propositionen folgt:
0,34 < dimygF < dimpF < dimgF < 1,11.

Allerdings ist bekannt, dass F' C D C R und dimpy = 1, sodass wir keine neue Erkennt-
nis durch die bisherige Rechnung gewonnen haben, zumal die Behauptung andere Werte
enthilt. Nun ist aber F nach der Bemerkung auch Attraktor der vier Abbildungen

1

1
SioS; =i+ —it i =1,2.
R R S




3 Variationen
Fiir die Ableitungen gilt (S;0.5;)(2) = (jz+ 1) 2. Wieder mit dem Mittelwertsatz folgt

(G +V3) +1)*je —y| <1850 S;(x) — Si 0 Sj(y)| < (%j(l +V3) + 1)z —yl.

Wieder mit den Propositionen sind obere und untere Grenze der Dimensionen gegeben
durch Losen der Gleichungen

22+ v3)"% +2(3+2v3) 7% =1 und 2(%(3 +V3)TE 422+ V3)E =1,

also ergibt sich
0,44 < dimgF < 0,66.

Durch hohere Iterationen der S; ergibt sich dimgF = 0,531. U



4 Selbst-affine Mengen

4.1 Definition
(i) S:R"™ — R"™ heifit affine Transformation, falls S von der Form
S(z)=Lx+b
ist mit L € R™*"™ (Matrix/lineare Funktion) und b € R" (Vektor).

(ii) Sei {Si,...,Sm} ein IFS mit affinen Transformationen auf R™. Dann heifit der
Attraktor F selbst-affine Menge.

4.2 Beispiel

Ein Kreuz.

5 1
Definiere S := |J S;, wobei Sj(z) := Lz + b mit L; = (8
=1

(2

), i=1,...,5, und

S N R

Sei der Initiator Ag := ([0, 1]?) gegeben durch den Rand des Einheitsquadrats. Wendet
man nun S darauf an, so erhélt man ein Kreuz, bestehend aus finf Quadraten (bzw. nur
deren Réndern), die nur ein Drittel des Einheitsquadrates grof sind (durch Verkleinern
mit einem Drittel der Einheitsmatrix und Verschieben mit den verschiedenen Vektoren).
Wie sich die Menge bei weiterer Anwendung der Funktion S verhélt, sieht man in den
Graphiken. Doch was passiert bei einem anderen Initiator, beispielsweise der Einheits-
kreisscheibe oder einem Dreieck der Fliache des halben Einheitsquadrats? Schon Ag sieht
in allen Fallen fiir's Auge fast gleich aus und der Limes stimmt iiberein:

wi= O

F = lim S*(Ag) VAg.
k—o0

Weitere Beispiele dieser Art sind im Helmberg zu finden.
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4 Selbst-affine Mengen

#

| | o

-

S(Ag) = Ay S2(Ag) = S(A;) = A, S8(Ag) = Ag

Mehrmalige Anwendung von S auf Initiator Ag := ([0, 1]?)

S(Ag) = Ay S%(Ag) = S(A;) = A,

Mehrmalige Anwendung von S auf Einheitskreisscheibe als Initiator Ag

+he
P %
S(Ag) = A

S2(Ag) = S(A;) = Ay S6(Ag) = Ag

+

e

-

S%(Ao) = Ao

Mehrmalige Anwendung von S auf ein Dreieck der Fléche des halben Einheitsquadrats
als Initiator Ag
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