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VORWORT 

Es ist heute vielfach üblich, der klassischen zweisemestrigen Vorle
sung über Infinitesimalrechnung eine ein- oder zweisemestrige Fort
setzung folgen zu lassen, die in die Theorie der Differentialformen ein
führt. Aus solchen Vorlesungen ist auch dieses Buch entstanden. Es ist 
daher vor allem für Studenten ab drittem Semester geschrieben, die einen 
einjährigen Kurs in Differential- und Integralrechnung sowie in Linearer 
l\.lgebra absolviert haben. Der folgende Stoff der Grundvorlesung wird 
~iar noch einmal entwickelt: die Sätze über implizite Funktionen, die 

Trt!psformationsformel für Gebietsintegrale. 

!J Die Theorie der Differentialformen ist auch für den Physiker von 
fDteresse (klassische M echanik und Feldtheorie). Sie ist ihm allerdings 
rf}c\stens in einer anderen Darstellung, nämlich als Vektoranalysis, 
"ert~aut. In den Paragraphen 17 und 21 wird-vor allem für den Physiker-
~i~ Übersetzung von Ergebnissen aus der Theorie der Differentialformen 
lil die Sprache der Vektoranalysis vorgenommen. So werden z.B. die in 
der Physik vorkommenden Integralformeln in der in der Physik üblichen 
Symbolik dargestellt, der jedoch durch Verwendung der vektorwertigen 
Differentialformen ein auch den reinen Mathematiker befriedigender 
Sinn gegeben wird. 

In der Infinitesimalrechnung (besonders bei Funktionen mehrerer 
Veränderlicher) spielt die Lineare Algebra endlich-dimensionaler reeller 
Vektorräume eine große Rolle; ganz analog muß man für die Theorie 
der Differentialformen gewisse Abschnitte der Multilinearen Algebra 
heranziehen. Ka pitel I ist daher der Multilinearen Algebra, soweit sie für 
die Theorie der Differentialformen benötigt wird, gewidmet. 

Kapitel II ist eine Einführung in die Theorie der differenzierbaren 
Mannigfaltigkeiten. Es dient im wesentlichen zur Vorbereitung auf den 
eigentlichen Gegenstand des Buches, der in den Ka pitel n III und IV 
dargestellt wird. 

Dem Beispiel der Infinitesimalrechnung folgend haben wir die Be
handlung der Differentialformen aufgeteilt in D ifferentialrechnung 
(Kapitel III) und Integralrechnung (Kapitel IV) der Differentialformen. 
Zur Einführung ist diese Aufteilung ganz nützlich, wenngleich in den 
Anwendungen häufig gerade beide Aspekte zusammen von Bedeutung 
sind (vgl. § 20). 



6 Vorwort 

Einen genaueren Überblick über den in diesem Buch behandelten 
Stoff erhält man aus dem Inhaltsverzeichnis, wo zu jedem Paragraphen 
die dargestellten Gegenstände stichwortartig angegeben sind. 

Dieses Buch ist in gewisser Weise auch eine Einführung in die Gru.nd
begriffe der Differentialgeometrie. Einerseits erfordert das die Behand
lung der Differentialformen, andererseits lassen sich aus der Theorie der 
Differentialformen häufig leicht differentialgeometrische Aussagen ge
winnen. Für eine tiefergehende Einführung in die Differentialgeometrie 
sei der Leser aber auf die im Literaturverzeichnis angegebenen Bücher 
hingewiesen. 

Auf Anwendungen der Theorie der Differentialformen konnte nur 
beschränkt eingegangen werden (vgl. § 13 und § 14). Auch hier sei der 
interessierte Leser auf weiterführende Bücher im Literaturverzeichnis 
hingewiesen. 

Herrn Otto Bossart sind wir für seine Hilfe bei der technischen An
fertigung des Manuskripts und für wertvolle Hinweise zu einigen Ab
schnitten sehr zu Dank verpflichtet. Herzlich danken möchten wir 
Frau Erika Wälti und Frau Ruth Züllig für das Schreiben des Ma
nuskripts. Nicht zuletzt schulden wir dem Bibliographischen Institut 
großen Dank für sein Entgegenkommen und seine Geduld. 

VORWORT ZUR 2. AUFLAGE 

Die vorliegende 2. Auflage unterscheidet sich von der 1. Auflage nur da
durch, daß Druckfehler - wie wir hoffen weitgehend beseitigt sind. 
Das Literaturverzeichnis wurde durch einige neuere Bücher über Diffe. 
rentialformen ergänzt. 

Fribourg 1981 H. Holmann · H. Rummler 
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KAPITEL l 

MULTILINEARE ALGEBRA 

Vom Leser werden nur elementare Grundkenntnisse der linearen Al
gebra erwartet, wie man sie etwa in dem B. !.-Taschenbuch von H. Hol
mann über „Lineare und multilineare Algebra I" in den Paragraphen 1. 
2 und 3 findet. Neben den klassischen Begriffen der linearen Algebra 
werden wir Begriffe wie Kategorien, Funktoren und Morphismen von 
Funktoren verwenden. Diese sollen jedoch nur als Sprechweisen dienen, 
um immer wieder auftretende ähnliche Sachverhalte auf eine einheitliche 
und einfache Weise auszudrücken. Man findet diese Begriffe in der hier 
verwendeten Form im Anhang des oben erwähnten B. I.-Taschenbuches 
zusammengestellt. . 

In diesem Kapitel haben wir es vor allem mit den folgenden Katego
rien zu tun: 

t· = 'f'i Kategorie der reellen Vektorräume und linearen Abbildun
gen. 

d =dR:= Kategorie der lR-Algebren und Algebramorphismen. 
dg=dl:= Kategorie der graduierten lR-Algebren und graduierten Al

gebramorphismen. 

An die Definition einer graduierten lR-Algebra und eines graduierten 
Algebramorphismus sei noch einmal erinnert: 

Eine graduierte lR-Algebra besteht aus einer IR-Algebra A und einer 
Darstellung A EB A; der unterliegenden Vektorraumstruktur von A 

iieJN 

als direkte Summe linearer Unterräume A;, iEN, so daß A;-Ais;;Ai+i \::/i, 
jEJN. 

Ein Algebramorphismus f: A-+ B zwischen graduierten lR-Algebren 
A EB A; und B= EB B; heißt graduiert, wenn f(AJs;;B, \iiEN. 

ie:N ieJN 



.... 

§ 1 : Multilinearformen 

1.1 Definition: X 1 , ... , XP, Y seien reelle Vektorräume, d. h. Elemente aus 
Ob 'Y. Eine Abbildung 

heißt p-linear, wenn für alle i= 1, ... ,p und für alle XiEXi,j= 1, ... ,p,}=F i, 
die Abbildungen 

linear sind. 

Ist X= X 1 = · · · = XP und Y = IR, so bezeichnen wir das p-fache 
cartesische Produkt von X mit XP:= X X= X I x .. · x XP und nennen 
eine p-lineare Abbildung P 

1/J: XP->IR 

eine p-Linearform oder kurz eine p-Form auf X. 
Die Menge 9:RP (X 1 , ... , XP; Y) aller p-linearen Abbildungen 

1/1: X I x · · · x XP-> Y bildet, wie man leicht verifiziert, einen reellen 
Vektorraum bezüglich der beiden folgenden Verknüpfungen: 

(<p + 1/J)(x 1, ... ,xp):= <p(x 1, ... ,xp) + 1/J(x 1, ... , xP), 

(k· <p)(x 1, ... , xp):= k· <p(x 1, ... ,xp) 

für <p,I/JEWl~(X 1, ... ,XP; Y), kEIR, X;EX;, i=1, ... ,p. Speziell bilden die 
p-Formen auf X einen reellen Vektorraum 9:RP(X):= {1/J: XP->IR; 
1/1 p-linear} für alle p E JN, p > 0. Es erweist sich als nützlich, für p = 0 
zu definieren: 9:11 0 (X):= IR. 

9:R(X):= EB 9:RP(X) besitzt zusätzlich zur Vektorraumstruktur eine 
pEN 

innere Multiplikation, die es zu einer graduierten IR-Algebra macht, 
der sogenannten Multilinearformenalgebra von X. Diese Multiplikation 
ist für 1/1 = L.,i/lp, <p = l.,(f)p E 9:R(X) (i/Jp,(f)pE9J1p(X)v'pElN) wie folgt 
erklärt: pEN pEN 

Dabei ist 1/Jpo<pq:XP+q_.IR die folgende (p+q)-Form auf X: 



§ 1. M ultilinearformen 13 

Ist p=O oder q=O, d.h. i/lPEJR oder <pqEJR, so ist ijJPo<pq die übliche 
Multiplikation mit Skalaren. 

Sei f: X-+ Y eine lineare Abbildung, d. h. f EY(X, Y); dann wird 
durch die Zuordnung 

9Rµ(Y)3i/Jµ>--->i/JPo(~ f) EWlµ(X), 

wobei X f = f x · · · x f: XP-+ yP das p-fache cartesische Produkt der 
p 

Abbildung f bezeichnet, eine lineare Abbildung 

definiert; d. h. es ist 

Man prüft leicht nach, daß 

9R(f) := EB 9Rp(f): 9R( Y)-+Wl(X) 
pEJN 

einen graduierten Algebramorphismus darstellt. 
In der Sprechweise von Kategorien und Funktoren kann man sagen: 

1.2 Sat~: 9RP: Y -+Y und 9R: "Y -+.s1 9 sind kontravariante Funkto
ren, d. h. es gilt: 

(1) 9Rp(lx)=l'.Dlp(Xl und Wl(Ix)=l'.Dl<X>';/ XEOb"Y 

(für irgendeine Menge A bezeichne JA stets die identische Selbstabbildung 
von A), 

)) 9RP(f)o9RP(g)=9RP(gof) und 9R(f)o9R(g)=9R(gof) 

für alle linearen Abbildungen X L Y ____!!_, Z aus der Kategorie Y. 

s;;, bezeichne die Gruppe der Permutationen von {1, ... ,p}. Jedem 
nEs;;, und jedem reellen Vektorraum X kann man einen Vektorraum
automorphismus 

nx: 9RP(X) -+ 9RP(X) 

zuordnen. Dieser ist definiert durch 

(nxi/Jp) (x 1 , ... , XP):= i/lp(xn(l), ... , Xn(p)) 

für i/1 P E9RP(X) und x 1 , ... '~PE X. Die Linearität von nx verifiziert man 
unmittelbar. nx ist bijektiv, da (n- 1)x eine Umkehrabbildung von nx 
darstellt. 

• 
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1.3 Satz: Für jedes XE Ob Y definiert die Zuordnung n; ....... nx, n: E~, 

einen Gruppenmorphismus 

Beweis. Seien n:,o-E9'p, I/IPE9Jlp(X); dann rechnet man für 
x=(x1, ... ,xp)EXP aus: 

((nxoo-x)l/lp) (x1, .. . , xp)=(nx(O-x l/lp)) (x1, ... , xp) 

=(0-x l/lp) (x,.(l)• .. . , Xn(p)) = 1/Jp(x,.(G(!)), .. . , Xn(a(p))) 

=1/Jp(X(n,,a)(l)• ... , X(nna)(p))=((n:oo-)xl/Jp) (X1, .. . , XP), 

d.h. nxoax=(noa)x- 1 

Die Automorphismengruppe Aut (9Jlp(X)) von 9Jlp(X) ist in der 
Endomorphismenalgebra End(9Jlp(X)) von 9Jlp(X) enthalten. Wir 
können folglich Linearkombinationen 

L A,.· nx 
'TC. E .</'p 

bilden, wobei die Koeffizienten A„E IR sind für alle n:E9' p· Wir wollen 
speziell die folgenden Endomorphismen von 9Jlp(X) studieren: 

1 ' . S~ := l L. S1gn(n)· TCx , 
p. nE!/' p 

s~ := 1R. 

p>O, 

1.4 Satz: Für jedes X EÜb Y und jedes n:E~ gilt : 

(1) 

(2) 

(2) 

Beweis: (1) 

nxoS~ = sign(n)· S~, 

S~oS~=S~. 

= ~ sign(n)· L sign(noo-)(noo-)x=sign(n)·S~. 
p. aE!/'p 

S~oS~ = ~ L sign(n)·nxoS~ = ~ L (sign(n))2·S~=S~. 1 
P · ne!I' p P · n E!I' P 

Die Vektorraumendomorphismen S~ von 9Jlp(X) lassen sich zu einem 
Vektorraumendomorphismus Sx von 9Jl(X) zusammenfassen: 

Sx := EB S~ . 
p E N 



§ J. Multilinearformen 

1.5 Satz: Sx ist eine Projektion, d. h. Sx oSx = Sx . 

Beweis: 

SxoSx =(EB S~.)o(Eß sn= E9 (S~oS~)= E9 s~ = Sx. 1 
peN peN peN peN 

Obgleich Sx kein Algebramorphismus ist, gilt doch : 

15 

1.6 Satz: Kern Sx = EB Kern S~ ist ein homogenes, zweiseitiges Ideal 
von illt(X). p eN 

Wir erinnern uns an die Definition eines zweiseitigen Ideals in einer 
Algebra: 

Eine Unteralgebra A' einer Algebra A heißt ein zweiseitiges Ideal in A, 
wenn A. A' c A' und A' ·Ac A' ist. Ein Ideal A ' einer graduierten Algebra 
A = EB Ai heißt homogen, wenn A' = EB A;, wobei A; ein linearer Teil-

iEN i e N 

raum von Ai ist für alle iEIN'. 

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß für <pPEKernS~. 1/!q Eilllq(X) stets 
gilt: <pPol/Jq und 1/Jqo<pP liegen in Kerns~+q. Wir zeigen: s~+q(<pp ol/Jq) 
=0; analog ergibt sich s~+q(I/Jqo<pp) = O. g;, kann als die Untergruppe 
vonY'p+q aufgefaßt werden, die aus den Permutationen von {1, .. . ,p+q} 
besteht, die die Zahlen p + 1, ... , p + q elementweise festlassen. g;, +q ist 
dann gleich der Vereinigung von paarweise verschiedenen Äquivalenz
klassen modulo y;, von der Form 1c 9"p, nE .sr;,+ q· Um zu zeigen, daß 

-(p 
1 

)' L sign(n}nx(<ppol/Jq) = Ü 
+ q ' 1tE9'p +q 

ist, genügt es zu beweisen, daß für festes nE.sr;, +q gilt: 

L sign(noa)(noa)x ( <pP ol/Jq) = 0. 
a eYp 

Das ergibt sich wie folgt: 

L sign(n:oa)·(nxoax)(<ppol/Jq) =sign(n:)· nx( L sign(a)·ax(<Ppol/Jq)) 
aE Y p aEYp 

= sigu(n:)· nx ( L sign(a) · (a x(<Pp)ol/J q)) 
<IE!/'p 

= sign(n:) · nx ((aJ;" sign(a)· a x((f)p)) ol/Jq) 

= sign(n) · nx(p ! Sx(<pr)o l/J q) = 0. 1 

Die Elemente des Bildes von S~: 9Jlp(X)--.~mP( X ). p E IN. lassen sich wie 
folgt charakterisieren : 

. -· 
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1.3 Satz: Für jedes Xe Ob '//' definiert die Zuordnung m--+nx, rrE~, 
einen Gruppenmorphismus 

Beweis. Seien rr,o-E9'P, 1/tPEWlp(X); dann rechnet man für 
x= (x1, .. .. , xp)EXP aus : 

((rrxoux)l/tp) (x1 , .... , xp)=(rrx(O"x 1/tp)) (x1, ... , xp) 

=(O"x 1/tp) (x„0 ), . . . , x,,(p)) = 1/tp(x,,(a(t)), .. . , Xn(a(pll) 

=1/tp(x(,,,,(J)(I), ... , x(!tnG)(p))=((rroO")x 1/tp) (X1, .. . , xp), 

d.h. rrxoO"x=(rrou)x- 1 

Die Automorphismengruppe Aut (Wlp(X)) von 9Jlp(X) ist in der 
Endomorphismenalgebra End(Wlp(X)) von 9Jlp(X) enthalten. Wir 
können folglich Linearkombinationen 

L A,, · nx 
7CE .</' p 

bilden, wobei die Koeffizienten A."E IR sind für alle rrE9' p· Wir wollen 
speziell die folgenden Endomorphismen von Wlp(X) studieren: 

1 ' . s~ := 1 ~ s1gn(rr)· rrx , 
P · ne!/p 

s~ := J.,_. 

p>O, 

l.4Satz : Für jedes XeOb'Y und jedes rrE~ gilt : 

(1) 

(2) 

(2) 

Beweis: (1) 

rrxoS~ = sign(rr)· S~, 

S~oS~=S~. 

= ~sign(rr)· L sign(rrou)(rrou)x=sign(n) ·S~. 
P· aeY'p 

S~oS~ = ~ L sign(rr) · rrxoS~ = ~ L (sign(rr))2·S~=St 1 
p" TC Ef/' p p • TC€!/ p 

Die Vektorraumendomorphismen S~ von 9Jlp(X) lassen sich zu einem 
Vektorraumendomorphismus Sx von 9Jl(X) zusammenfassen : 

Sx := EB s~ . 
p e !N 
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1.5 Satz: Sx ist eine Projektion, d.h. SxoSx = Sx. 

Beweis: 

SxoSx=(Ef) S~)o(Ef) S~)=Ef) (S~oS~)=Ef) S~=Sx. 1 
pEN pEN pEN pEN 

Obgleich Sx kein Algebramorphismus ist, gilt doch: 

15 

1.6 Satz: KernSx= Ef) Kerns~ ist ein homogenes, zweiseitiges Ideal 
von 9R(X). pEN 

Wir erinnern uns an die Definition eines zweiseitigen Ideals in einer 
Algebra: 

Eine Unteralgebra A' einer Algebra A heißt ein zweiseitiges Ideal in A, 
wenn A · A' c A' und A' ·Ac A' ist. Ein Ideal A' einer graduierten Algebra 
A = Ef) A; heißt homogen, wenn A' = Ef) A;, wobei A; ein linearer Teil-

ieN iE N 

raum von A ; ist für alle iElN. 

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß für <pPEKernSt t/JqE9Jlq(X) stets 
gilt: cppot/Jq und t/Jqo(f)P liegen in Kerns~+q. Wir zeigen: s~+q((f)pot/Jq) 
=0; analog ergibt sich s~+q(t/Jqo<pp) = O. ~ kann a ls die U ntergruppe 
von~+q aufgefaßt werden, die aus den Permutationen von {1, . .. ,p+q} 
besteht, die die Zahlen p + 1 , ... , p + q elemen tweise festlassen. ~ + q ist 
dann gleich der Vereinigung von paarweise verschiedenen Äquivalenz
klassen modulo YP von der Form n· Y'p, nE~ +q· Um zu zeigen, daß 

ist, genügt es zu beweisen, daß für festes nE~+q gilt: 

L sign(noa)(noa)x(<Pp ot/Jq)=Ü. 
U E!/ p 

Das ergibt sich wie folgt : 

L sign(noa) · (nxoax)(<Ppot/Jq) = sign(n) · nx( L sign(a) ·ax(<Ppot/Jq)) 
C'1E!/ P ae!/ P 

=sigu(n) · nx( L sign(a)·(ax(cpp) ot/Jq)) 
U E!/ p 

= sign(n) · nx (( "J;" sign(a) · ax(cpp)) ot/Jq) 

=sign(n) · nx(p!S~(<Pr)ot/Jq) = Ü. 1 

Die Elemente des Bildes von S~ : ~mp( X)-+ 9JlP( X), p EIN. lassen sich wie 
folgt charakterisieren: 
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1.7 Satz: Für ein Element <pPE9J1P(X) sind folgende Aussagen äqui
valent: 

(a) 

(b) 

(c) 

(/)pE St(9J1p(X)), 

St(cpp)=<pp, 

nx(<pp) = sign(n)· <pP 'V nE~. 

Beweis: (a) und (b) sind äquivalent, da St eine Projektion darstellt, 
d.h., da SxoSt=Sx ist. 
(b) => (c): Da <pP = St (<pp) ist, so gilt: 

nx( <pp) = nx(Sx( <pp)) = sign(n) · Sx( <pp) = sign(n) · <pp. 

(c)=>(b): Aus nx(<pp)=sign(n)·<pP 'VnE~ folgt: 

Sx(<pp)=; L sign(n)·nx(<pp)=; L sign(n)2·<pp=(/)p• 1 
p. 7tEc/'p p. 7tEc/'p 

1.8Satz: Sei f:X---tY einelineareAbbildung,d.h. fEf(X,Y); dann 
gilt: 

( 1) 

(2) 

Sto9J1P(f)=9J1p(f)oS~ 'VpEIN', 

Sxo9J1(!)=9J1(f)oSy. 

Beweis: Für i/tPE9J1P(Y),x 1, ... ,xPEX rechnet man aus: 

(S{(9J1P(f)i/tp))(x 1, ... ,xp) = ~ L sign(n)(9J1P(f)i/tp)(x„0 l, ... ,x,,<Pl) 
p • 7tE9'p 

= ~ I sign(n)·i/tp(f(x„0 )), ... ,f(x"<Pl)) 
p • 7tE9'p 

= S"y(i/tp)(f (xi), ... , f (xp)) 

= (9J1P(f)(S"y i/tpix 1, ..• , xp), 

d.h. Sxo9J1p(f)=9J1p(f)oS"y. 1 

Die Aussage von Satz 1.8 kann man auch wie folgt formulieren: 

1.9 Satz: SP:9J1p-mp und s:m-m sind Morphismen von Funktoren. 

9J1 muß hier als Funktor mit Werten in der Kategorie "f/" betrachtet 
werden. 



§ 2: Alternierende Multilinearformen 

2.1 Definition: X, Y seien reelle Vektorräume. Eine p-lineare Abbildung 
cpP: Xp_-+ Y heißt alternierend, wenn cpP(x 1, ... , xp) = 0 ist, falls irgendzwei 
der Vektoren x 1, ... ,xPEX gleich sind. 

Ist Y = IR, so heißt cpP eine alternierende p-Form. 
Wir definieren: " 

filp(X):= { cpPE9JcP(X); cpP alternierend} für p > 0, 

fil 0 (X):=9J10 (X)=IR. 

Man beweist leicht die folgenden Aussagen: 

2.2Satz: (1) filp(X) ist für XEOby· ein linearer Unterraum von 
9Jcp(X). 
(2) Für lineare Abbildungen f: X----> Y aus "Y'(X, Y) ist 9J1P(f)(filp( Y)) 
s; filp(X), so daß man definieren kann: 

filp(f) := 9Jcp(f) I filp( Y)----> filp(X). 

(3) filP: "Y'----> "Y' ist ein kontravarianter Funktor für alle p E lN. 

Bemerkung: fil(X) := EB filp(X) ist ein linearer Teilraum von 9Jc(X) 
pEIN 

= EB 9J1P(X), aber keine Teilalgebra. 
PEIN 

2.3 Satz: Es ist filp(X) = St(9J1P(X)) und fil(X) = Sx(9Jl(X)) für alle 
XEOb"Y'. 

Beweis: Wegen Satz 1.7 genügt es zu zeigen, daß für cpPE9JcP(X) gilt: 

cpP alternierend <c> nx(cpp) = sign(n) · cpP V n Eg;,. 

(a) Sei cpP alternierend; dann gilt für eine Transposition (i,J)EY'P (die 
die beiden Zahlen i und j, 1 :5, i <j :5,p, vertauscht und alle andern fest
läßt): 

Ü= cpp(. .. ,Xi+ Xj, .. . , Xi+ Xj, .. . ) = cpp( ... ,Xj, ... ,Xi, ... )+ cpp( ... ,Xi, ... ,Xj, .. . ) 

+ cpp( ... ,xj, ... ,xj, .. . ) + cpp(. .. ,xi, ... ,xj, .. . ) = cpp(. .. , xi, .. . ,xj, .. . ) 

+cpp( ... ,xj, ... ,xi, ... ), d.h. cpp(. .. ,xi, ... ,xi, ... )= -cpp(. .. ,xi, ... ,xi, ... ) 

oder (i,J)x(cpp) = - cpP. Da jede Permutation n E Y'P ein Produkt von Trans
positionen ist und da sign(n) = 1 oder -1, je nachdem ob die Anzahl 
der Transpositionen gerade oder ungerade ist, so gilt stets nx( cpp) 
=sign(n)·cpP. 
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{b) Sei umgekehrt rrx(<pp)=sign(rc) ·<pP für alle rcE~, so gilt speziell für 
Transpositionen (i,J)E~, i<j, daß (i,J)x(<pp) = - <pP ist. Sind unter den 
Vektoren x 1, ... ,XPEX die Vektoren xi und xi gleich, so folgt: 

- cpp(. .. ,xj, .. . , xi, . .. )= (i,J)x(<f>p){ ... ,xi, .. . ,xi, . . . )= <pp( . . . , xi, ... , xi, .. . ) 

= <pp( . . . ,Xi, ... ,Xj, . . . ) , 

d.h. cpp(. .. ,xi,···,xi,·· ·)=0; <pP ist also alternierend. 1 

Obwohl der lineare Raum fil(X) für XE Ob Y keine Teilalgebra von 
9Jl(X) darstellt, so kann man ihm doch eine ausgezeichnete Algebra
struktur geben: 

2.4Satz: (1) Für jedes XeOb"f'" existiert genau eine Struktur einer 
graduierten Algebra aef fil(X), so daß 

S~ := Sx I IJ'Jl(X)--+ fil(X) 

::u einem graduierten Algebramorphismus wird. 
(2) Für jedes fe 'f/.(X, Y) ist dann \JI(f):fil( Y)--->'ll(X) ein qraduierrer 
A /y('hramorphismus. 
(3) 121: 'f --->.r:,P1 ist ein kontravarianter Funktor. 

Beweis: Der Beweis von (1) und (2) ergibt sich aus den 1m vorigen 
Paragraphen nachgewiesenen Eigenschaften von Sx: IJJI( X)-> IJJl(X) und 
den folgenden Sätzen 2.5 und 2.6. Die Funktoreigenschaft (3) folgt un
mittelbar aus Satz 1.2. 1 

2.5 Satz: B= E9 BP sei eine yraduierte JR-Alwhra, P: ß ---, ß eine 
p E N 

lineare Ahhildunq mitfo/yenden Eiycnscha/ien : 

(a) 

(b) 

(C) 

P(Bp)<;;. BP , 

PoP = P, 

Kern P ist ein ::weiseitiqes Ideal in B . 

Dann gibt es yenau eine Struktur einer waduierten JR-Al?Jehrn auf A := P(B). 
so daß 

::11 eine/// ,Jraduierren A lyehramorphi.111111.1 11i/'//. 

2.6 Satz: B = E9 BP und B=@ B" seien yrnd11icrte IR-A lyehren. 
r ~N p EN 

P: B--->B. ?: ß---,ß lineare Ahhildunyen mir den Eiycnschaficn (a). (b). (c) 
ron Sar:: 2.5. 
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f: B-+B sei ein graduierter Algebramorphismus, so daß Po f = f oP ist. 
Dann ist f':=JIA-+A mit A:=P(B), A:=?(B) ein graduierter Alge

bramorphismus bzgl. der eindeutig bestimmten Algebrastrukturen von A 
und A, für die P' := PI B-+A und?' := ?I B-+A graduierte Algebramor
phismen werden. 

Beweis: (zu Satz 2.5): Eindeutigkeit : A habe die Struktur einer gra
duierten Algebra, so daß P': B-+A ein graduierter Algebramorphismus 
wird. Dann ist A bzgl. der unterliegenden Vektorraumstruktur ein 
linearer Teilraum von B. BezeichnW1 wir mit „o" bzw. ,, e::." die innere 
Multiplikation von B bzw. A, so gilt für a 1 , a 2 EA: 

a1 e::.a2 =P(a 1)e::.P(a2)=P(a 1 oa2), 

d.h., die Multiplikation(,, e::. ") von A ist durch die Multiplikation (,,o") 

von B eindeutig bestimmt. Die Graduierung B= EB BP von B indu-
peN 

ziert eindeutig die Graduierung A = ffi AP von A mit AP:= P(Bp) . 
p E IN 

Existenz: Es ist zu zeigen, daß (a) der lineare Teilraum A = ffi AP, 
Ar:= P(BP). von B durch die Multiplikation JJ E N 

für u1,a2 EA zu einer graduierten IR-Algebra wird und (h) P' :B->A 
zu einem graduierten Algebramorphismus. 
(a) Die Multiplikation „ e::. ·· ist bilinear : denn es gilt z. B. 

(). 1 a 1 + / 2 a 2 ) t::. b = P((!. 1 Cl 1 + i 2 u 2 )ob) = P(i. i( a 1 ob)+;. 2 (a 2 ob)) 

= ).1 P(a 1 ob)+ ).2 P(a 2 ob) = i. i(a 1 t::. h) + i.2 (a2 t::. h) 

für i. 1,1. 2 EIR. a 1.a2 , b EA . 

Die Multiplikation „ t::. " ist assoziativ. Dazu rechnet man für a 1,u2 ,a 3 EA 
einfach aus : a 1 oa2 = P(a 1 oa2 ) + c, cE Kern P. da P eine Projektion da r
stellt; P((a 1 oa 2 )oa3 )= P((P(a 1 o a2 )+c)o a 1)= P((a 1 e::. a2 )o a3 + co u3 ) 

=P((a 1 e::.a2 )oa3 )+P(cou.i)=(a 1 e::.a3 )t::.ll.1 , da cou3 EKernP. Analog 
ergibt sich : P(a 1 o(u2 oai))=a 1 e::. (a 2 e::. a1). Da die Multiplikat ion .. o„ 
assoziativ ist. so auch „ e::. ... 
(b) Elemente h 1• h2 E B kann man stets eindeu tig in der Fo rm h 1 = o 1 + c 1• 

h 2 = a2 + c2 schrcihen. wobei u 1.u2 EA. c 1.c2 E KcrnP. Da raus fo lgt : 
P'(b 1 oh2 J = P'((a 1 + c1) 0 (112 + c2 )) = P'(u 1 oa2 + c 1 oa2 + o 1 oc2 + c1 o c :: ) 

=P'(a 1 oa2 )= a 1 e::.a2 =P' (h 1) e::. P'(h 2 ). da c 1 ou2 +u 1 oc2 +c 1 oc 2 aus 
KernP. P': B-->A istgraduiert,dcnn es ist A = EB Ar mit Ar=P(Brl· 1 

p e N 
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Beweis (zu Satz 2.6): Da f(A)=f(P(A))=.P(f(A))<:;.P(B)=A ist, so 
ist f' := f I A--+ A wohldefiniert und als Beschränkung einer linearen 
Abbildung wieder linear. f' ist ein Algebramorphismus, da für a 1, a2 E A 
gilt: 

f' (a 1 6. a 2 ) = f' (P(a I oa 2 )) = P(f (a I oa2 )) = P(f (ai)o f (a2 )) = f' (ai) 6. f' (a 2 ). 

f' ist graduiert; denn A und A haben die Graduierungen 

A = E9 AP, A = E9 AP mit AP:= P(Bp) und AP:= .P(Bp), 
pEIN pEN 

und es gilt: 

Kehren wir zurück zu der in Satz 2.4 beschriebenen Algebra IJ((X) 
der alternierenden Multilinearformen auf dem reellen Vektorraum X. 
Für die Zwecke der Theorie der Differentialformen ist es nützlich, die 
Multiplikation in fil(X) ein wenig abzuändern. Diese Änderung kann 
man in jeder graduierten Algebra vornehmen; es gilt nämlich: 

2.7 Satz: Sei A = E9 AP eine waduierte lR-Algebra mit einer Multi-
pc N 

plikation „ 1::,. ". Ändert man die Multiplikation wie folgt ab: 

pEN 

wieder eine graduierte Algebra dar. 

Beweis: Man hat nur das Assoziativgesetz für die neue Multiplika
tion ,, /\" zu verifizieren; die anderen Axiome sind unmittelbar ein
sichtig. Seien aPEAp, bqEAq, c,EA,, dann gilt: 

(p+q+r)! (p+q+r)! (p+q)! 
(aP /\ bq) /\ c, := (p 

1 1 
(ap /\ b4) 1::,. c, = (p 

1 1 
-,-,~ (aP 1::,. bq) 1::,. c, + q). r. + q). r. p. q. 

(p+q+r)! 
= 

1 1 
, (aP 1::,. bq) 1::,. c,. 

p. q. r. 

Analog rechnet man aus: aP /\ (bq /\ c,) = (p + q + r) a 1::,. (bq 1::,. c,). Aus 
p!q!r' P 

der Gültigkeit des Assoziativgesetzes für die Multiplikation „ 1::,." folgt 
das Assoziativgesetz für ,,,._ ". 1 
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Zusatz: Graduierte Algebramorphismen f: A-> B bleiben nach der 
obigen Abänderung der multiplikativen Struktur von A und B graduierte 
Algebramorphismen. 

Wenden wir nun unsere Kenntnisse auf die Algebra fil(X) der alter
nierenden Multilinearformen mit der Multiplikation 

<p 6. t/J:= Sx(<po t/J) für <p,t/JEfil(X) 

an. Wie sieht die abgeänderte Multiplikation ,, /\" für zwei Elemente 
<fJpEfilp(X), t/JqEfilq(X) aus? 

.,, - (p+q)! sp+q( .,, ) - 1 ' . ( .,, <fJp /\ 'l'q - --
1 

-
1
- x <ppo'l'q - -

1 
-

1 
L.. s1gn n)·nx(<fJpo 'l'q). 

p.q. p.q. 7rEY'p+p 

2.8 Definition: Die innere Verknüpfung ,, /\" auf lll(X) heißt Graßmann
Produkt. Erset::t man in der Alyehra 'll(X) der alternierenden M11lrili11rnr
formen auf X die Multiplikation „ 6." durch das Graßmam1-Prod11kr,, /\ ··. 
so bezeichnet man die neue Al[Jebra a~s Graßmann-Algebra von X und 
schreibt dafür Aty'}= EB AP(xJ, wobei AP(X) und l[(P(X) als lineare 
Raume identisch sind. peN 

f: X-> Y sei eine lineare Abbildung zwischen reellen Vektorräumen 
X und Y. Der graduierte Algebramorphismus fil(f)= EB l[(P(f): 

pEN 

fil( Y)->fil(X) stellt nach der obigen Bemerkung auch einen graduic:rten 
Algebramorphismus von A(Y)= EB AP(Y) nach A(X)= EB A.P(X) dar, 
den wir als peN peN 

A.(f)= EB A.p(f): A.( Y)= EB A.p( Y) -> A.(X) = EB A.p(X) 
peN peN peN 

schreiben wollen. 
Aus Satz 2.4 (3) folgt sofort: 

2.9 Satz: A.P:Y ->Y und A.:Y ->d9 sind kontravariante Funktoren. 

Wir wollen einige Rechenregeln für die Graßmann-Algebra A.(X) 
eines reellen Vektorraumes X zusammenstellen: 

2.10 Satz: 
1 

(1) (a) <p 1 /\ ··· /\ <fJm = -
1
--

1 
L sign(n)·nx(<fJ 1 O···O<fJml 

P1 ····Pm· rrE.Y"p
1 

+ ... +Pm 

fur <fJiEAP,(X), i= 1, ... , m. 

(b) <fJ1 /\ ... /\ <fJm= L sign(n)· <fJn(l)O···O<fJn(m) 

•• 
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(2) (a) (f)p /\ t/Jq =(-1)P'qt/Jq /\ (f)p für (f)pEAP(X), t/JqEAq(X). 

(b) <pn(I) /\ ... /\ <pn(m)=sign(n:)·({)1 /\ .. ,f\ <pm 

für <p 1, ... , <pmEAi(X) und 71:E.<f'm. 

(c) Für <p 1, ... , <pmEA 1(X) gilt: 

({)1 /\ ... /\ <pm = 0 <c> { ({)1, ... , <pm} ist linear abhängig. 

Beweis: ( 1) (a) Durch Induktion über m zeigt man leicht, daß 

(p1 + ... +Pm)! 
({)1 /\ "· /\ (f)m = · ({)1 !:,. ·" !:,. <pm 

P1! ... pm! 

ist. Da 

so gilt: 

(b) Man beachte, daß für n:E.<f'm, X1, ... , XmE X gilt: 

71:x((f}J O .. •O(f)m) (X1, ... , Xm)=((f)1 O"·O(f)m) (Xn(I)• ... , Xn(m)) 
m m 

= TI <pi(xn(i))= TI (f).- '(i)(xJ 
i= 1 i= 1 

Daraus folgt auf Grund von (a): 

({)1 /\ ... /\ <pm= L sign(n:)·n:x((f)1 O· .. O<pm) 
rtEYm 

= L sign(n:- 1)· <p.- '(l)O"·O<p.- ,(m) 
TrEY'm 

= I sign(n:l· <p.(l)o .. ·o<p.,m1· 
rrEY'm 

(2) (a) Wir betrachten die Permutation n: E .'.f;; + q mit 

n:(i) = {~ + i, 
1-p, 

falls i = 1, ... , p, 

falls i = p + 1, ... , p + q. 

Man rechnet leicht aus: sign(n:)=(-1)P q. Für x 1 , ... ,xp+qEX gilt: 

n:x(<ppot/Jq) (x 1, ... , Xp+q)=(<ppot/Jq) (xq+ 1, ... , Xq+p,x1, ... , xq) 
=<pp(Xq+ 1, ... , Xq+p)·t/Jq(X 1, ... , Xq) 
= (t/1 q o<pp)(x 1, ... , xq, xq + 1, ... , xq + rl. 
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Daraus folgt: nx(<fJpot/J 4 )=t/J 4 o<pr und 

<pr /\ t/Jq= -,
1

-, I sign(O")·O"x(<fJPot/J) 
p • q • <TE'fp •q 

(b) Da jede Permutation als Produkt von Transpositionen darstellbar 
ist, genügt es, für eine Transposition (i,j)EY:r,. i <j, zu zeigen: 

<fJ1 /\ ··· /\ (f)j /\ ··· /\ <fJj /\ ··· /\ <fJm= -<p, /\···/\<pi/\···/\ <fJj /\ ··· /\ <fJm · 

Das folgt aber sofort aus (2) (a), da man · · · A <pi A · · · A <pi A · · · durch 
eine ungerade Anzahl von Vertauschungen benachbarter Elemente in 
· · · /\ <pi /\ · · · /\ <pi /\ · · · überführen kann. 
(c) Sei { <p 1 , ..• , <fJm} linear abhängig, dann gibt es ein <pi"• das von 
den restlichen <pi linear abhängt. Nehmen wir an, daß i0 = 1 ist. dann ist 

m 

<p 1 = I }.i<pi, iiEIR für i=2, ... , m. Daraus folgt: 
j = 2 

m 

<fJ1 /\ ···/\ <fJm= L /i<pi /\ <fJ2 /\ ··· /\ <fJm=O: 
i = 2 

wegen (2) (b) ist nämlich schon jeder Summand <pi /\ <p 2 /\ · · · /\ <fJm, 

i = 2, ... , m, gleich Null. 
Sei { <p 1 , ... , <fJm} linear unabhängig, dann ist die lineare Abbildung 

cp:X---->IRm. cp(x):=(<p 1(x) .... ,<pm(x)) für xEX. surjektiv. Es gibt somit 
Vektoren x 1 , ... , xmEX mit <pJ\)=<\ (Kronecker-Symbol) für 
i.j= 1, ... , m. Daraus folgt: 

(<p, /\ ... /\ <fJm)(X1, ... , xm)= I sign(rr.)·(<fJ10··· 0<pm)(xn(l)• ... , xn(m)J 

= I sign(rr.J· n iSin(i)=1. 
7rE,Sf'm i= 1 

d. h. <p 1 A · · · A <fJm =t=O. 1 
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Wir wollen nun für einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum 
X die Dimension von 1\(X) und A(X) berechnen. Wir tun das, indem 
wir zu einer (geordneten) Basis A=(a 1 , ••• ,an) von X,n=dimX, kano
nische Basen von AP(X) konstruieren. A * = (a'l', ... , a!) bezeichne die zu A 
duale Basis; d. h. 

afEA 1 (X)=9'.Jli(X) mit af(a)=<\ für i,j=1, ... ,n. 

Man verifiziert leicht, daß 

A* := {a*o···oa*; v,-=1, ... ,n, i=1, ... ,p} p Vl Vp 

eine Basis von 9'.JIP(X) darstellt. 

E~:= {a:, /\ ··· /\ a:p; vi=1, ... ,n, i=1, ... ,p} 

ist ein Erzeugendensystem von AP(X) (wegen der Surjektivität von 
Sl<.19'.JIP(X)-->~P(X)). Dabei können wir solche Produkte fortlassen, bei 
denen zwei Faktoren übereinstimmen, da diese Produkte gleich Null 
sind. Da Permutationen der Faktoren von a: /\ ··· A a: nur Vorzei-

' p 
chenänderungen mit sich bringen, so stellt schon 

ein Erzeugendensystem von AP(X) dar. 
Als erstes stellen wir fest, daß EP = 0 für p > n, d. h. AP(X) =.0. für 

p>n. 
Für 1 ~p ~ n zeigen wir nun, daß EP eine Basis von AP(X) ist. Dazu 

haben wir nur noch die lineare Unabhängigkeit von EP zu zeigen. Sei 

I kv, ... vp a:, /\ ··· /\a:p=Ü. Setzen wir Vektoren aµ 1 , ... ,aµp 
l~v1< · · <vp.:;:n 

der Basis A von X ein, wobei µ 1 <µ 2 < ··· <µp,so erhalten wir: 

Ü= kv, ... v/a:, /\ ... /\ a:p) (aµ, • ... ' aµp) = kµ, ... µp' 
l.:$v1<···<Vp.:$n 

d. h., EP ist linear unabhängig. 
Bemerken wir noch, daß A0 (X)= IR ist, so können wir zusammen

fassen: 

2.11 Satz: Sei X E0bf, dimX =n, A =(a 1, ... ,an) eine geordnete 
Basis von X, A*=(at, ... ,a!) die zu A duale Basis von A 1 (X); dann gilt: 

(a) EP:={a:
1
/\···Aatp;1~v 1 <v2 <···<vp~n} isteineBasisvon 

AP(X) für 1~p~n. 
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(b) dimAP(X)={(;) für p=O, 1, ... ,n, 

l O für p>n. 

dimA(X) f (n) = 2" 
p=O p 

(c) 

Wir wollen uns den Matrixdarstellungen der linearen Abbildungen 
AP(f): AP( Y)--> AP(X), f Ei ·(x, Y), zuwenden. 

2.12 Satz: X, Y seien reelle Vektorräume, f: X--> Y eine lineare Ab
bildung; Ax =(a 1, ••. ,a

0
), Ay =(b 1 , ..• ,bm) seien geordnete Basen rnn X 

bzw. Y, At=(a'J', ... ,a~), A{=(b'l', ... ,b!) die zu Ax bzw. Av dualen Basen. 
(1ciJi =, .... ,m bezeichne die Matrixdarstellung rnn f: X-> Y bez. der Basen 

1 = 1, ... ,n m 

AxundAy, d.h. f(aJ= I i.iibi, i=1, ... ,n. Daraus folgt: 
j= 1 

Ap(f) (bfi /\ ... /\ bfp)= I det().jµiJµ,v= 1,.. a* /\ .. · /\ a* . p lt lp 

1 $i1 <··· <ip5:.n 

für 1 ~J, < ··· <JP:::;m. 

Beweis: Als erstes beweisen wir: 

i= 1 

Dazu zeigen wir für av, v = 1, ... , n: 

Nun können wir AP(f)(bf,/\ .. ·/\bt), 1:s;J1 <j2 < .. · <JP~n, wie folgt 
berechnen: 

Ap(f) (bf, /\ · · · /\ b1) = (b;, o f) /\ · · · /\ (bjp of) 

n n 

== I ··· I ;~j1i,···;~jpipa;," ··· Aa~} 
i1 = 1 ip:::: l 

I ( I sign(n)i.i,in11J···\pin1p,) at, /\ ... /\atp 
1 ::S:i1 <··· <ip:5"n rtEYp / 

L det().jµiJµ.v=l. .. p·a:'; /\ ··· /\a~,. 1 
1 .:-=;i1 <··· <ip5:.n 

Speziell für n = m = p folgt aus Satz 2.12: 
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2.13 Corollar: /\ 0 (!) (b! /\ ··· /\ bi)=det().iJi.j= 1 , ... ,na! /\ ··· /\ ai. 

Ganz analog zu Satz 2.12 gewinnt man folgende Aussage über Basis
transformationen: 

2.14 Satz: X sei ein reeller Vektorraum, A =(a 1, ... ,an) und B=(b 1, ••• ,b") 
seien zwei geordnete Basen von X; die zu A und B dualen Basen seien 
mit A*=(at, ... ,ai) bzw. B*=(b!, ... ,bi) bezeichnet. 

(}.ii)j.i= , .... n bezeichne die Basistransformation von A nach B; d.h. 
a;= L ).iibi für i=1, ... ,n. 

j= 1 

Dann gilt: 

b* /\ ... /\ b* = ' det().J. ; )µ v= 1 na"', /\ .. · /\ a*, Jj Jp ~ µ V • , ••• , } p 
1,:s; i1< ···<jp~n 

für 1 s.}1 <}2 < ... <}ps.n. 

Beweis: Man setze in Satz 2.12: Y := X und f:= lx. 1 

Speziell gilt: 

2.15 Corollar: b! /\ .. · /\ bi = det().ii)i,; = 1. .... n a! /\ · · · /\ ai. 
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Im folgenden sei X ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit 
festem Skalarprodukt 

( ... ):XxX-->IR. 

Als erstes bemerken wir. daß das Skalarprodukt auf X einen Isomorphis
mus 

j:X-->X*:=i\i(X) 

von X auf den Dual raum X* von X induziert: 

Ux)(y):=(x.y) für x,yEX. 

Die Bilinearität des Skalarprodukts garantiert. daß j: X--> X* eine wohl
definierte lineare Abbildung ist. Um zu beweisen. daß j einen Isomor
phismus darstellt. zeigen wir. was auch sonst von Interesse ist. daß jede 
geordnete Orthonormalbasis A = (a 1, ... , an) von X durch j in die zu
gehörige Dualbasis A*=(af, ...• ai) von X* überführt wird: Uaµ)(aJ 
=(aµ,aJ=öµv für µ. \'= 1 ....• n. 

Auf dem Dual raum X* giht es genau ein Skalarprodukt. das j: X--> X* 
zu einer Isometrie macht. Die Dualbasis A* =(af, ... ,ai) zu einer 
Orthonormalbasis A=(a 1 •.•.• an) von X wird dabei stets zu einer Or
thonormalbasis von X*. 

Ist allgemeiner B=(h 1 •.••• hn) irgendeine geordnete Basis von X. 
B*=(hf, ... ,hi) die zu B duale Basis von X*. dann gilt: 

n n 

3.1 Satz: (a) j(bJ= L q,µhi, F 1(bi)= L {rh,. 
µ= 1 v= 1 

mit gvµ:=(bv,bµ), {r:=(b:,b;) für µ, V= 1, ... ,n. 
(b) Die Matrizen (qvµ) und (qµv) sind zueinander inrers. 

(c) Ist ).=(ivµlv,µ=l, ··" die Basistransformation ran B nach irqendeiner 
n 

qeordneten Orthonormalbasis A =(a 1 •... ,an) ron X. d.h. bµ= L i.,µa, 
JUrµ-==1 ..... n.sogilt: v=l 

(?fvµ)=i.''oi .. 

Beweis: (c) A*=(af, .... ai) bezeichne die zu A duale Orthonormal
basis von X*. Es gilt dann: 

n 

*- ' . b* av - L I.,µ µ . 
µ ~ 1 

µ = 1 

" 
bi = L (i. · 1 )µ,a:". 

y= 1 
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Man rechnet leicht aus: 
n n n n 

gvµ:=(bv,bµ}= L L ApvÄcr)ap,ac,}= L Äpv)_pµ= L (}.''}vp\µ 
p=I a=l p=l p=I 

= (Ä" o}.)vµ, 

d. h. (gvµ} = }.'' oÄ. 
n n 

(b) gµv:=(b!, bt)= L L (Ä- 1)µa(). - lLp(a:,a;o 
a=l ß=l • 

n n 

= L (i- 1 )µa(Ä- 1}va= L (r 1)µa(().-l)tr)av=(}.-lo().'T 1)µv 
2=1 ~=1 

= ((Ä'' o)r I )µv, 

d.h. (gµv)=().''o).)-l=(gvµ)-1. 

(a) UbJba=(bv,ba)=gva= µt gvµb!(ba}= Ct Yvµb!) ba 

für ex= 1, ... ,n. Daraus folgt: j(bv)= L gvµbr Wegen (b) gilt: b! 

vt gµvj(bvl = j (t gµv bv) oder r 1 (b~)
1

= vt gµv bv. 1 

Wir wollen nun auf allen linearen Räumen AP(X), p = 0, 1, ... ,n, wobei 
n = dim X ist, kanonische Skalarprodukte 

(., .)P:AP(X) x J\P(X)-+IR 

einführen. Für p=O nehmen wir auf J\0 (X}:= IR das gewöhnliche Pro
dukt reeller Zahlen. Auf A 1 (X)= X* gibt es genau ein Skalarprodukt, 
so daß der Isomorphismus j: X -+J\ 1 (X) eine Isometrie wird. Wenden 
wir uns dem allgemeinen Fall zu: 

Wir beginnen mit einem Isomorphismus 

K: (J\P X)*-+ J\P(X*), 

der wie folgt definiert ist: 

(K<jJ) (<fJ1,···,<fJp):= <jJ(<p, /\ ... /\ <fJp) 

für <jJ E(AP X)*, <p 1, ••• , <fJpE J\ 1 (X}= X*. 
Die Linearität von K ist unmittelbar zu erkennen. Da der Dualraum 

(ApX)* von AP(X) die gleiche Dimension wie der Teilraum AP(X*) der 
Graßmann-Algebra von X* hat, so haben wir nur die Injektivität von K zu 
kontrollieren. Sei K ( <jJ) = 0 für <PE (AP X)*; dann ist <jJ( <p 1 /\ · · · /\ <fJp) =: 0 für 
alle <p 1, ..• ,<fJpEX*. Da Ap(X) von {<fJ, /\ ··· /\ <pP; <p 1, ... ,<fJpEX*} er
zeugt wird, so ist <jJ = 0, d. h. K ist injektiv. 
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Der Isomorphismus }: X----> X* erzeugt durch Anwendung des kon
tra varianten Funktors AP einen Isomorphismus: 

ApU): Ap(X*)---->Ap(X). 

Wir wollen den Isomorphismus 

iP:= ApU)oK:(AP X)*---->AP(X) 

näher untersuchen; vor allem aber wird uns die Umkehrabbildung 

}p:= i; 1: Ap(X)---->(AP X)* 

interessieren. 
Für x 1, ... ,XPEX sei a(x1, ... ,xp)E(APX)* die folgende Auswertungs

abbildung: 
a(x 1, ... , xp) (<Pr):= <pp(x 1 .... , xr) 

für <PrEAP(X). Wir wollen einmal ip{:x(x 1, .... xr))EAP(X) berechnen. 
Für alle y 1, ... ,yPEX ist: 

iP(a(x1,··-,.x)) (y1,···,Yp)=(Ap)) (K(o:(x1,··T'P))) 011,···,Yp) 

= K(o:(x 1, ... ,xp)) U.YJ, ... ,jyP) 

=:x(x1,···,xp)(UYiJA ··· AUYp)) 

=(Uyi) /\ ··· /\ UyP)) (x 1, ... ,xp) 

= L sign(rr)-(Uyi)o---oUyp))(xrr(t)····,xrr(pl) 

p 

= L sign(rr) n (J\.Xrr(i)) 

p 

= L sign(rr- 1) n (xi,Yrr- l(i)) 

i= 1 

p 

= L sign(O") n (xi,Ycr(i)) 

=(UxiJA ··· AUxp))Ü'1,···,Yp), 

d.h. iP(:x(x 1, ... ,xp))=Uxi)A ··· AUxp) oder 

}p(UxiJA ··· AUxp))=:x(x 1, .... xp). 

Wir notieren uns für später das folgende Zwischenresultat der obigen 
Rechnung: 

(Uyi) /\ ··· /\ UYp)) (x1,···,xp)=(Uxi) /\ ··· /\ Uxp)) (Y1, ... ,y) · 

Mit Hilfe des gerade konstruierten Isomorphismus 

jP: AP(X)--->(AP X)* 
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können wir eine Bilinearform 

wie folgt definieren: 

für <.pP,ij;PEAP(X). 

3.2 Satz: 
(1) (. , V AP(X) x AP(X)-> IR ist ein Skalarprodukt auf Ar(X) für 
p= 1, ... , n=dimX. 
(2) / st A = (a 1 , ... , an) eine geordnete Orthonormalbasis von X und be
zeichnet A * = (a'l', ... , a~) die zu A duale Basis von X*, so ist 

eine Orthonorma/basis von AP(X). 

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß 

( a* /\ · · · /\ a* a* /\ · · · /\ a* ) = b ... b 
Vl Vp' µ1 µp p V! µl Vpµp 

/\ a:p, a!, /\ · · · /\ a!p)P = }p(a:, /\ · · · /\ a:p) (a!, /\ · · · /\ a!) 

=}p(Uav) /\ ··· /\ (iavP)) (a!, /\ ··· /\ a!P) 
= :x(av,, ... , avpl (a!, /\ ... /\ a!p) 
= (a!, /\ ... /\ a!PHav,, ... , avpJ 

= 'sign(rr)(aµ*,o·--oaµ* )(a,. , ... , av ) L p n:(l) n(p) 

7rE.Sl'p 
p 

= L sign(rr) fl a!.(avn",) 
7tE.5/'p i= 1 

= I sign(rr) ()Vn( 1) µ, ... ()Vrr(µ)µp 
7tE.t/'p 

=bv,µ,···()vpµp· 

(Wegen 1 s v 1 < · · · < v P s n und 1 s µ 1 < · · · < µP s n ist in der letzten 
Summe höchstens der Summand für rr = Identität von Null verschieden.) 1 

Im folgenden sei X ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit einem 
festen Skalarprodukt (. , .): X x X ...... IR und einer festen Orientierung CD: 

3.3 Definition: Unter einer Orientierung @.· auf einem reellen n-dimen
sionalen Vektorraum X versteht man eine Äquivalenzklasse nicht verschwin
dender gleichgerichteter alternierender n-Formen aus An(X). Dabei heißen 
zwei alternierende n-Formen <.pn 4'0, i/Jn 4'0 aus An(X) gleichgerichtet, 
wenn <.pn=i.t/Jn ist mit iEIR, i.>0. 
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Eine geordnete Basis A =(a 1 • ... , an) rnn X heißt orientiert be::. einer 
Orientierung {( rnn X, wenn <.fJn(a1, ... , an)>Ü ist für alle <.fJnEC1 . 

Bemerkung: Man kann auch die Klasse orientierter Basen eines orien
tierten Vektorraumes zur Definition der Orientierung benutzen (siehe 
B.I.-Hochschultaschenbuch über „Lineare und multilineare Algebra J'" 
von H. Holmann, § 11 ). 

Wir wollen einige spezielle Begriffe zur Volumenmessung auf X zu
sammenstellen. 

3.4 Definition: (a) Die AbsolutbetrÖiJC lr.p 0 I um alternierenden 11-For
men <.fJn Cf' 0 aus An(X) heißen Volumenmaße auf X. 
(b) Eine alternierende 11-Form <.p 0 *O aus An(X) heißt ein orientiertes Vo
lumenmaß auf X bez. der Orientierun!J ((, wenn r.p

0
Ecr ist. 

(c) Unter dem euklidischen Volumcnma/1 auf X be::. des Sk.alarproduk.1.1 
(.,.)versteht man das eindeutig bestimmte Volumenmaß ldVI, dV *O aus 
An{X), mit der Eiyenschafi 

fur jede Orthonormalbasis [a 1 , ... , an} rnn X. 
(d) Unter dem orientierten euklidischen Volumenmaß auf X be::. der 
Orientierung (( und des Skalarproduktes ( ... ) i:ersteht man die eindeuti!J 
bestimmte alternierenden-Form dV EAn(X) mit 

dV(a1, ...• an)=1 

fur jede orientierte Orthonormalbasis (a 1 , ... , an) rnn X. (Bemerkung: dV 
ist ein orientiertes Volumenmaß bez. er, und ld VI ist das euklidische 
Volumenmaß bez. des Skalarprodukts(.,.).) 

3.5 Satz: X sei ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalarpro
dukt (., .): X x X--> IR und Orientieruny ((. Das zugehörige orientierte 
euklidische Volumenmaß d V läßt sich wie fälyr bestimmen: 

d V= af /\ · · · /\ ai. 

wobei A*=(af, .... ai) die Dualbasis ::u irqendeiner orientierten Ortho
normalbasis A =(a 1 , ... , an) ron X ist. 

Beweis: Wir rechnen zuerst aus: 

n 

= I sign(n) n ar(a,(i 1) 

n 

= I sign(nJ n bi,(i) = 1. 
rre .'/~1. i =- 1 
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Sei B=(b 1 , ... , b
0

) eine weitere orientierte Orthonormalbasis von X, 
B*=(b!, ... , b~) bezeichne die zu B duale Basis. Da A und B beide 
orientierte Orthonormalbasen von X sind, so gibt es reelle Zahlen \v mit 

n 

av= I Äµvbµ, v=1, ... ,n, so daß det(.l.µ)=1 ist. Auf Grund von 
µ=l 

Corollar 2.15 gilt: b! /\ · · · /\ b~ = det(Aµ) a! /\ · · · /\ a~ = a! /\ · · · /\ a~. 
Daraus folgt: (a! /\ · · · /\ a~)(b 1 , ••• , b0 ) = (b! /\ · · · /\ b~)(b 1 , ••• , b0 ) = 1; 
d.h.dV=a!/\···/\a~. 1 

Der obige Satz läßt sich wie folgt verallgemeinern: 

3.6 Satz (Voraussetzungen wie in Satz3.5.): B=(b1, ... ,b
0

) sei eine 
orientierte Basis von X, B* = (b!, ... , b~) bezeichne die zu B duale Basis. 
(a) Für das orientierte euklidische Volumenmaß gilt: 

dV = + Vfgib! /\ ... 1\ b~, 

wobei lg 1 := det(gii) und gii := (bi, b i) ist fiir i,j = 1, ... , n. 
(b) Für das euklidische Volumenmaß ldVI gilt: 

ld VI (x 1, ... , x 0 ) = + V det((xi,xi)) 
fiir Xi, ... , XnEX. 

Beweis: (a) Wir wählen irgendeine orientierte Orthonormalbasis 
A = (a 1, ... , a 0 ) von X. Es gibt eine reelle Matrix Ä = (.l.µ) mit 

n 

bv= I Aµvaµ für V= 1, ... , n und det(Ä)>Ü. 
µ=1 

Auf Grund von Corollar 2.15 ist d V= a! /\ ... /\ a~ = det(l)b! /\ · · · /\ b~; 
dabei bezeichnet A * = (a!, ... , a~) die zu A duale Basis. Auf Grund von 
Satz 3.1 ist (gii) = ;_ir oi, so daß 

lgl = det(g;) = det(),1r)· det(Ä) = (det(.l.)) 2 

gilt. Daraus folgt: 

dV =det(i)b! /\ ··· /\ b~ = + Vfgib! /\ ... /\ b~. 

(b) Aus (a) folgt sofort 

dV(b1, ... , b0 )= + Vfgi(b! /\ ··· /\ b~)(bi, ... , b0 ) 

= + Vfg1 =+V det((b;,bJ) 

für eine orientierte Basis (b 1, ... , b
0

) von X. Für eine beliebige Basis 
{ b1, ... , b0 } von X ist somit 

ld V(b1, ... , b0 )I = + V det((b;,bi)). 
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Ist ( b 1 •...• b
0

} c;:: X linear abhängig. so sind beide Seiten der obigen 
Gleichung Null. 1 

Wir können nun wie folgt den sogenannten *-Operator einführen. 

3.7 Satz: X sei ein n-dimensionaler reeller Ve/.Jorrnum mil Je.11em S/..:a
larprodu/..:t ( ... ) und frstcr OrienticmnlJ C. d V EA,,(X) hc::.cichnc clus 
orient iertc euklidisclw Volumcnma/1 auf)(. 

Dann yiht es ::.u jedem p = 0 ..... n 11cnau einen Isomorphi.111111.1 

*:Ar(X) __., A0 _r(XJ. 

so da/J für alle <prEAP(X) und für alle fn-pEAn_r(X) yilt.· 

(*(;?p. l/;n-pln-p=(<pp /\ fn-p·dYJ 0 , 

3.8 Zusatz 1: Ist A = (a 1 •...• 0 0 ) eine orientierte Orthonormalhasis rnn 
X. A*=(aj' . .... ai) die ::.u11ehörioc Dua!hasis. dann ist 

* ( a~\ /\ .. · /\ a;) = sign ( ,. 1 ..... ''r,) a;., . , /\ .. · /\ a;,, 

für jede Permutation (1· 1 ..... \' 0 )E.':10 (mit i--->\'; jiir i= 1. .... 11). 

3.9 Zusatz 2: *:AP(X)--->A 0 _P(X) ist eine l.mmetrie. d.h. 

(*(;?p• *frln-p =(tpp.l/;p)p 

Beweis: Eindeutiykcit: Nach Satz :u ist 

eine Orthonormalbasis von A0 _r(X). Daraus folgt für jedes 4?rEAr(.YJ: 

1 .-_:; \'p + 1 ·< · · · < Vn <- n 

L (cpp /\ a;.,. 1 /\ ... /\ a;n.dV)nc<. 1 /\ ... ;\ u;n. 
1' \"p • l' ' . <" \'n. II 

d. h. * cp" ist eindeutig bestimmt. 
Exi.1te11::..· Man sieht sofort. daß durch 

( <P" /\ a;,_. , /\ · · · /\ a;,,. d \' ),, u;,,. /\ · · · /, u;,, 
l ,.I'. 1 · \'n n 

eme lineare Abbildung *: 1\,(X)--->/\1 "(.'\') definiert wird. Daß * ein 
Isomorphismus ist. ergibt sich aus Zusatz 2. 
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Beweis: (Zusatz 1): Für eine Permutation (1• 1, ... , vn)E.'f;. rechnet man 
aus: 

I (a;
1 

/\ • • • /\ l<, /\ ail', 1 /\ • • • /\ ai ... d V) 11 aip, 1 /\ • • • /\ ai„ 
1 $ µP I J < • • · < µn:. n 

wobei 1 .srrp+l < ··· <<Tn.sn und (1· 1 , ... , l'r· <Tr+ 1 , ... ,<T,JE-'/,; ist. Daraus 
folgt (man beachte i<Tp+ 1, ... , ()"n: = i l'r+ 1 • ... , l'nl !): 

*(a;I /\ """ /\ a;) = (a;\ /\ "•" /\ a;I' /\ (<" 1 /\ •"" /\ a;n, d V)n a;p • I /\ • •" /\ a;n 
= (sign( 1· 1 , .•• , v11 ) d V, d V)n a;p, 

1 
/\ • • • /\ a;" 

= sign ( v 1 , ... , 1• nl ( d V, d V ln a;p, 1 /\ · · · /\ a;,. 

= sign ( I' 1 , ... , \' nl a;p , 
1 
/\ " " • /\ a;n · 

Beweis: (Zusatz 2): Auf Grund von Zusatz 1 ist das *-Bild der Ortho
normalbasis EP := { a;

1 
/\ • • • /\ a~.; 1 :s; 1· 1 < ... < vP :s; n} von AP(X) wieder 

eine Orthonormalbasis von An-p(X), d.h. *:AP(X)---->An_r(X) ist eine 
Isometrie. 1 

Wir wollen einige Rechenregeln für den *-Operator zusammenstel.len: 

3.10 Satz: (Voraussetzung wie im Sat:: 3.7): 
(a) *1=dV, *dY=1, 
(b) (*<Pp,i/Jn-pln-p=(-1)(n-p)p(<pp,*i/Jn-p)p 

für <pPEAP(X), i/Jn-pEAn_p(X), 
(c) (*<pp,*i/JpJn-p=(<pp,i/Jp)p für <pP,i/JPEAP(X), 
(d) <pP /\ *i/Jp=(<pp,i/Jp)pdV für <pP,i/JrEAp{X), 
(d') <p /\ *<P = d V fur jede alternierende 1-Form <pEA 1 (X) mit (<p, <p) 1 = 1, 
(e) <ppA*i/lp=1/JrA*<Pr und 
(e') *<f)p/\,jJp=*i/JpA<Pr für <Pr,i/JrEAr(X), 
(f) *(*<pp)=(-1r-rlr<pP für <PrEAp(X), 
(g) *(Ux)A *UY))=(x,y) für x,yEX. 

Beweis: 
(a) 

*dV =(*dV, 1)0 =(d V -1,d VJn = (d V,d V)"= 1. 
(b) (*<pp,i/Jn-pln-p=(<pp/\ i/Jn-p•dYJn=(-1)(n-p)p(i/Jn-p/\ <"Pp,dVJn 

=(-1)(n-p)p(*i/Jn-p,<pp)p=(-1 )(n-p)p(<pp, *i/Jn-p)p. 
(c) Siehe 3.9. 
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(d) <fJp/\ *t/;p=(<fJp/\ *t/;r.dV)ndV=(*<fJr·*~;")" rdV=(<fJr.t/;P)rdV. 
(e) <fJp/\ *t/;r=(<fJr.t/;r)rdV=(t/;P.(f)P)PdV=t/;"/\ *(/Jr. 
(e') *(f)r /\ t/;r =( -1 )<n-r>P t/; 11 /\ *([)

11 
=( -1 )<" r>r (f)r /\ *1/;r= *1/;r /\ <Pr· 

(f) Für alle t/;
11
EA

11
(X) gilt: 

(*(*<[i 11 ).t/; 11 )r=(*1fir/\t/; 11 .dV)n=(-1)'1' 11111 (1/;pA*<fir.dV)n 

=(-1)<" "'"((t/;r,cfir)rdV.dV),, 

=(-1)(n "'"(t/;r· 1Prlr 

=((-1)(n-plp(/Jp.t/;p)p. 

Daraus folgt: *( * (f)r) = ( - 1 f" - 11111 1p
11

• 
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(g)j:X->A 1 (X) ist eine Isometrie. d.h. Ux.jy) 1 =(Y.y) für alle Y.rEX 
Rechenregel (d) ergibt dann: 

*(Ux) /\ *i y) = *(Ux,jy)1 d V)= ux.jy)1 *d V= (x.r) 1 

Wir wollen einige Beispiele durchrechnen: 

Beispiel 1: X sei ein 11-dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalar
produkt ( ... ) und Orientierung ((. B = (b 1 , ... , bn) sei irgendeine orien
tierte Basis von X, B* = (bf, ... , b~) bezeichne die Dualbasis. Wir wollen 
einmal *h; berechnen. Dazu wenden wir die obige Rechenregel (d) auf 
hi /\ *h; an: 

(vgl. Satz 3.1 und Satz 3.6). 
/'-.. 

Da {bf /\ ··· /\ hi /\ ··· /\ h~; p = L .... 11; eine Basis von An_,(,'() ist. so 
muß *b; die Gestalt 

n /'-.. 

*h': = I :.:,
11
hf /\ /\ h: /\ ... /\ h~ 

p= 1 

haben (die mit einem r-.. versehenen Elemente sind auszulassen). so daß 
gilt: 

n /'. 

b: /\ *h': = I :.:,
11
h: /\ hf /\ ... /\ h~ /\ ... /\ b~ 

p:::::.1 

- b* b* '* b* - :.:,.µ (1 /\ 1 /\ ... /\ n~ /\ ... /\ n 

=(-1)µ-1 'l.,µhf /\ ... /\ h~. 

Daraus folgt: :.:,µ = ( - 1 )µ - 11t' Vl11I. so daß also gilt: 

n 

3.11 *h':= I (-1r 1 y'Pl IYlhf/\···/\~/\···Ah~. 
/! = 1 

,• 
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Beispiel 2 (Bezeichnungen wie in Beispiel 1 ): Im Fall dim X= 3 wird 
aus der obigen Formel 3.11 für *bt: 

*b* = 1111-g·1· (gl I b* /\ b* + (jl 2 b* /\ b* + (jl 3 b* /\ b*) 1 VI • 2 3 . 3 1 . 1 2, 

*b* = Vl-gl (g21 b* /\ b* + (,22 b* /\ b* + (,23 b* /\ b*) 2 , 2 3, 3 1, 1 2, 

*b* =Vl_g ___ l(g31 b* /\ b* +(132 b* /\ b* +(133 b* /\ b*J. 3 2 3. 3 1. 1 2 

Da (yvµ) = (Yvµ)- 1 ist, erhalten wir unter Berücksichtigung von * * = Iden
tität (das gilt, da dim X ungerade ist): 

(b* b* -
1 ~ b* -

1 
"(b * 2 /\ 3) - ~- L. g 1 i i - -~1 il ' 

VIYI i = l VIYI 

(b* b* -
1 ~ b* -

1 . b * 3 /\ i) - -_-__ L, g2i i - -=:- j( 2), 
Vlgl i = 1 Vlgl 

(b* b* - 1 ~ b* - 1 . b * 1/\ 2)--_-_ L, g3j i ---_J( 3), 
Vlgl i= 1 Viul 

d.h., für (v,µ,p)E!/!i mit sign(v,µ,p)= +1 gilt: 

1 3 1 
*(bt /\ b!J = -- I gpibt = -_-_ J(bpJ. 

VlYl i = l VIYI 

Für beliebiges (v,µ,p)E!/!i gilt also: 

1 3 1 
*(bt /\ b!) = - __ -_ sign(v,µ,p) I Ypib; = - __ -_ sign(v,µ,p)j(hp) 

VIYI i= l VIYI 

Beispiel 3: Formel 3.11 von Beispiel 1 läßt sich wie folgt verallge
memern: 

*(b!I/\ ... /\h:p) = I sign(v1,···,l'n)Vfglgv1µ1 ... yvpµpbtp+1/\···/\btn 
(v1,··•,Vn)E.'l'n 
Vp+1<···<Vn 

wobei 1sµ 1<···<µPsn ist. 
Um diese Formel zu beweisen, genügt es auf Grund von Satz 3.7 

zu zeigen, daß 

I sign( 1'1, ... ' \'nl VIYI Yv 1 µ1. · .gv"µ"(bt,,, 1 /\ .. • /\ btn, b!p + 1 /\ ... /\ h!Jn -p 
(v1,- .. , Vn)EYn 
Vp+1<···<vn 

ist für alle (n-p)-Tupel (/lp+ 1, ... ,µn) mit 1spp+ 1<···<pnsn. Man 

verifiziert leicht, daß beide Seiten der Gleichung sign(µ 1, ... ,Jln)~_!_ 
ergeben. VIYI 
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Für 3dimensionale reelle Vektorräume mit festem Skalarprodukt und 
fester Orientierung kann man mittels des *-Operators ein Vektorpro
dukt X x X--> X definieren: 

3.12 Definition: Unter einem Vektorprodukt auf einem 3dimcnsionalen 
reellen Vektorroum X mit festem Skalarprodukt und fester Orientienm11 
rersteht man eu,c hilineare Ahhildun11 

r:XxX-->X 

mit j<Jlwnden Eiqcnschaften (ll'ir schreiben a x h:= r(a.b) fiir a.hEX!: 

(1) axb=-bxa füralle a.bEX. 

(2) a 1 xa2 =a3 .furjede orientierte Orthonormalhasis (a,.c1 2 .a3 ) rnn X. 

3.13 Satz: Es gibt ycnau ein Vektorprodukt au/jedem 3dimensionalen 
reellen Vektorraum X mit festem Skalarprodukt u~d fester Orienticrw111. 

und dieses ist definiert durch 

a x h=F '(*(ja /\jb)) 

für a,bEX. 

Beweis: Eindcutiykcit: Sei (c 1.e2 .c3 ) eine orientierte Orthonormal-
3 3 

basis von X. dann rechnet man für Vektoren a= L '.X;C;. h= L ß,e, 

aus X ihr Vektorprodukt axh auf Grund \On (1) und (2) wie folgt aus: 

3 3 3 

axh= L L ::x;ßie;xei= L ::x;/>i,'jX<'; 
i -'--- 1 j :--:: 1 i.j = 1 

it=j 
= ( ::x, /> 2 - ::x 2 /3, )c, x c 2 + ( ::x .1 ß, - ::x, /l .1) e.i x e, + ( ::x 2 I> 3 - Y. .1 /3 2 )e 2 x C.1 

= ( '.X 1 /> 2 - Y. 2 /> 1 )i' .1 + ( Y. .1 /> 1 - Y.1 // .1) (' 2 + ( Y. 2 ß .1 - Y. .1 /l 2) (' 1 • 

d. h. a x h ist eindeutig bestimmt. 
Existcn::: {/ X h :=r '(*lfa /\jh)) ist nach Definition linear in(/ und h. 

Bleibt uns. die Eigenschaften ( 1) und (2) nachzuweisen: 

(1) axh=F '(*(/O/\jh))= -F'(*(/h/\ja))= -hxa. 

(2) *Va, /\ja 2 )=ja1 für jede orientierte Orthonormalbasis (u 1.02 .u1) 

von X (siehe 3.8). Daraus folgt: 

il 1 X a 2 :=r 1(*(/U, /\jUz))=(/1. 1 

Wir wollen ein Beispiel durchrechnen: 

-
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Beispiel 4 (Bezeichnungen wie in Satz 3.13): (b 1 .b2 ,b3 ) sei eine orien
tierte Basis von X. (bf ,b!,b!) bezeichne die Dualbasis. dann gilt für 
(1',µ.p)E.~: 

3 

bv x bµ= Vlgl sign(v,µ,p) L !l° b,,= Vfglsign(v,p,p)F 1(b;). 
a=l 

Wir können für den Beweis der obigen Formel ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit annehmen. daß sign(v,p,p)= 1 ist. Es gilt dann (unter 
Verwendung von Beispiel 2): 

3 

=I: 
7. = 1 

3 

I: itv,?/µß *(b: /\ bp) 
ß=I 

3 

Vl?Ji 
1 

L sign(:1.,ß, :·)qv,gµß L !lxyh! 
(1.ß.;")E'f_1 ,=! 

L sign(:1.,ß, ~·)!/v,!/µp!lrA~ 
\/1111 (1./J. ;')E'./1 

1 . 
= ---. -- lql h* = \llc1· I b*. 

' ' . p ' p 

11 1111 
3 

Also ist hv X bµ = i11111r 1 (ht) = l 1111 L !l° b(j (vergleiche Satz 3.1 (a)). 
<1= 1 

Wir wollen nun die Transformationsgesetze des *-Operators unter
suchen: 

3.14 Satz: X. Y seien 11-dimcnsionale reelle Vektorräume mit /l'sten 
Skalarprodukten ( ... Jx: X x X__, IR.( ... ),: Y x Y--> IR undje.1ten Orientie
rungen C x h::w C ,. f: X__, Y sei eine orientierte /so111etrie ( d. h. 
(J\nf)f. y s; f. x) · 

Dann istfiir alle p=0.1. .... n 

eine Isometrie. 1111d die ji1lyc11drn Diawamme ko11111111tiere11: 

Ar(X) 
. 

An-r(X) -
\r( 11 / 

l\a_p(/) 

Ar( Y) 
. 

An-p(Y) -
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Beweis: (a) Sei A, = (o 1 •...• an) eine orientierte Orthonormalbasis 
von Y. A~ = (ar, .... a~) die zugehörige Dualbasis. A,:= / 1 A, 
:= (/ - 1 a 1 •... J- 1 an) ist dann eine orientierte Orthonormalbasis \On 
X und A * := (af of, .... a~ of) die zugehörige Dual basis. Man sieht so

fort. daß AP(f) die Orthonormalbasis Er( Y):= :a;, A ··· A a;,,: 1 <:::: 1· 1 < 1· 2 

<···<l'r<::::n) von Ar(Y) in die Orthonormalbasis Er(X):=:(0;
1
0/) 

A···A(a;,,of):1<::::1' 1 <···<1'r<::::n: von Ar(X) elementweise überführt: 
d.h. Ar(/):AP(Y)----->Ar(X) ist eine Isometrie. 
(b) Um die Kommutativitüt des obigen Diagrammes nachzuweisen. 
genügt es. für die Elemente a;, A · · · A a;,, rnn Er( Y) zu zeigen: 

*((Arf)a;, A ··· Aa;,,)=(An-rfl(*(a;, A ··· Aa'.')). 

Man sieht nun unmittelbar. daß beide Seiten der Gleichung gleich 
sign(1· 1 •...• l'n)(a;,,.

1
0/)A···A(a;no/) sind.wobei (1' 1 •...• \'n) irgendeine 

Permutation aus.'/~ ist. 1 
Der obige Satz läßt sich auch wie folgt formulieren: 

3.15 Satz: *:Ar----->An-r ist ein Isomorphismus ron Funktoren /iir 
p=O. 1.. ... n, wenn man Ar und An r 0/.1 Funktoren auf der /ollJC!Ulen 
Kateqorie in (mit Werten in i) hetrachtet: 
(a) Obin:=:(X,/5,f):XEOb:t, dimX=n. /1 Skalarprodukt auf X. 
er Oricntierunq auf X:. 
(b) i n((X, /U1 

). (X'. ff'. C ')) := : f: X----->)(': f linear. isometrisch. orientiert;. 
(c) Die Vcrknüpfiin11 in in ist die üh/iche H intereinander.1c/wltun11 /inrnrer 
Ahhildum;rn. 
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Analog zum Vektorraum APX der alternierenden p-Formen auf 
einem reellen Vektorraum X kann man den Vektorraum ÄPX der 
alternierenden p-linearen Abbildungen oder vektorwertigen alternierenden 
p-Formen einführen: 

ÄP X:= {<PP: X X----> X; <PP alternierend, p-linear}, p = 1. 2, 3, ... , 
p 

Ä0 X:=X. 

Für einen Isomorphismus f: X----> Y aus i (X, Y) kann man Isomor
phismen 

Äpf:ÄPY---->A.pX, p=0.1.2, .... 

wie folgt definieren: 

((Ärfl<PP) (x 1, ...• xr):= f- 1 (</JP(f x 1, ... Jxr)) 

für <PrEÄPY.x 1, ••• ,xPEX,p=L2,3 ..... wührend 

1\of:=f- 1
: Y---->X 

ist. 
Bezeichnet man mit !so( i ) die objektgleiche Unterkategorie von 

i ; deren Morphismenklasse genau aus den Isomorphismen der Kate
gorie i · besteht. so gilt: 

4.1 Satz: AP: !so( f )----> Iso(t ) ist ein kontrarnrianter Funktor. 

Wir werden nun zeigen. wie sich die vektorwertigen alternierenden 
p-Formen mittels der gewöhnlichen alternierenden p-Formen erzeugen 
lassen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung 

Jlp:APX X X ---->ÄPX. 

wobei 

(lir( <pP. x)) (x 1 •..•• xr) = <pP(.Y 1 •...•. Yr)x 

ist für <pPEAPX. x.x 1 . .... XPEX, p = 1,2.3, ... 

/lo: A0 X x X----> i\ 0 X 

mit A0 X:= IR. A. 0 X:= X ist die gewöhnliche Multiplikation mit Ska
laren IR x X--->X. 
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Bezeichnung: Wir wollen statt Jlr((f)r.x) auch einfach <pr·.,· oder 
x- (f)p schreiben. 

4.2 Satz: X sei ein reeller Vektorraum mit 1;cord11etcr Basis 
A=(a 1 ••••• an). Jede 1·ekton\'erti!fC alternierende p-Form <PrEÄrX läßt 
sich dann eindcutiy in der Form 

n 

</Jr= I (f)~
1 -a, 

i::::. t 

mit Koeffi::ienten <p~ 1 E Ar X darstellen. 

Beweis: Die Eindeutiykcit der Darstellung ergibt sich aus den Basis
eigenschaften von A=(a 1 ..... an). Um die t.:xisten:: der Darstellung zu 
beweisen. gibt man die Koeffizienten <p~ 1 explizit an. Sei rr,: X---+ IR die 
kanonische Projektion (bez. A) auf die i-te Koordinate: 

n 

X3X= L X;a; >----->X;EIR: 
i -~ 1 

dann definieren wir: 

i = 1 ..... 11. 

Man rechnet für x 1 ..... xrEX nun leicht aus: 

<Pr(x 1 ...... Yr) = I rr 1( q>P(x 1 ..... xr)) o, 
j.:c_ 1 

n 

Daraus folgt: <Pr= I <p~ 1
- a,. 1 

i = 1 

4.3 Satz: Sei f- X--> Y ein /.10111orphi.111111s 1111d 

</Jr = I <p~
1

-r1 E ;\r Y mit <p~
1 E 1\1 Y. r1 E Y: 

i -- 1 

dann lJilt · 

(I\Jl 1/>11 = I ((;\Jl 1P\: 1l t 1 
(r,). 

1 1 

•• 
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Beweis: 

Multi!ineare Algebra 

n 

= L <p~)Ux1,···,fxp)r1(r;) 
i= 1 

n 

= L ((!\Pf) <p~l)(x 1, ... , xr)f- 1 lr;) 
i= 1 

für beliebige x 1, ... , xP EX. Daraus folgt die Behauptung des Satzes. 1 

Das Graßmann-Produkt /\: APX x APX -->Ap+qX läßt sich wie folgt 
zu einem Graßmann-Produkt 

/\ : Ap X X Äq X --> Äp + q X 
erweitern: 

. p!q' 

für <pPEAPX,</>qEA.qX,x 1, ... ,xP+qEX. 
Man überzeugt sich leicht, daß für 

n 

</>q = L <p~)·G; 
i= 1 

mit <p~lEAqX, aiEX für i= 1, ... , n das Graßmann-Produkt wie folgt 
berechnet werden kann: 

Ganz analog definiert man ein Graßmann-Produkt 

/\ : Äq X X Ap X --> Äp + q X' 

indem man für q>PEAPX' </>qEÄqX, x 1, ••• ,Xp+q setzt: 

(</>q /\ <pp)(X1, ... , Xp+q) 

. p!q! I sign(nl</>q(x.( 1) ..... x.(q)J<pp(x.(q+ 11, ... , x.(p+q1J . 
Tt'EYp +q 
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Mit den obigen Bezeichnungen ist 

" 
c/; 4 A ({JP= I (({)~ 1 A <Pr)·a;. 

i= 1 

Die Rechenregeln des gewöhnlichen Graßmann- Produkts (siehe 2.9 
und 2.10) lassen sich sinngemäß auf das Graßmann-Produkt von vektor
wertigen und gewöhnlichen alternierenden M ultilinearformen über
tragen: 

4.4Satz:(a)Für ({JPEArX,c/JqEÄ.qX ist 

<Pr A c/;q = ( ~ 1)P q c/;4 A <Pr. 

(b) Für <PpEJ\PX, t/1,EJ\,X,c/JqEÄqX ist 

(<pp A t/J,) A c/Jq = <pp A (t/J, A c/J 4 ), 

(<pp A </>q) A t/J, = <J)p A (</> 4 A t/J,). 

(</>4 A <pp) A t/J, = </> 4 A (<pp A t/J,). 

(c) Für <pPEAP Y. c/JqEÄ4 Y und einen Isomorphismus f:X--> Y !filt: 

(Äp + qn ( <Pp A c/Jq) = (Apf) <Pr A (Äqf) </>q . 

Für emen reellen Vektorraum X mit festem Skalarprodukt 
(.,.): X x X-->IR kann man auch noch ein Graßmann-Produkt 

einführen: 

1 

p!q' 

(</>pA 1/\)(X1, ···•-'pTq) 

I sign(n) (c/Jp(x,t 1 l• ... , x,tpl), ~ (x,tp+ 1 l• ... , x,tp+ q))). 
nESf' p + q 

Haben <l>r und lJ' q die Darstellungen 

" m 

r1. = I (/)(il.,_ 
'f'p Y'p . I' 

tp = I ,/J(il.v 
q q , J 

i = 1 / 1 

,/, A tp = I I (/)(i) A ,/,(il. ( \ \") 
'+'p q 't'p 'l'q . \ ". J . 

i ~ 1 j~ 1 

Von Interesse ist der Spezialfall q = 0 (Ä.0 X:= X), wo das Graßmann
Produkt hauptsächlich den Charakter eines Skalarproduktes hat. \Vir 
verwenden daher meistens die Schreibweise 

•• 
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Für efirEÄ.rX und x.x 1 • ... , xPEX ist: 

(c/ip,x)(x 1 , .... xp)=(efir(x 1 , ... , xr),x). 

n 

Hat efir die Gestalt efir= I cp~)·a;JP~)EAPX, a;EX, so ist 
i= 1 

(ri\.x)= I cp~)(a;,x). 
i = 1 

Für das Graßmann-Produkt vektorwertiger alternierender Multilinear
formen gelten wieder die folgenden Rechenregeln: 

4.5Satz:(a)Für efirEÄrX. tp4EÄ. 4X ist 

efirA tp4=(-1jP4 tp4 Aefir · 

(b) Für 4JpEArX. c/iqEÄ4X, tprEÄrX ist 

4Jr A (cp 4 A tpr)=(4Jp A cp 4 ) A '/\, 

cp
4

A(4JpA tpr)=(cp4 A4Jp)A tpr• 

cp4A(tprA4?r)=(c/i4A tprJA4Jr· 

(c) Für efirEÄr Y, 'l\EÄ
4 

Y und einen isometrischen Isomorphismus 
f: X-. Y gilt: 

Warnung: Für das Graßmann-Produkt dreier vektorwertiger alter
nierender Multilinearformen gilt nicht das Assoziativgesetz, d. h., i. allg. 

ist für efirEÄ.rX, tp4 EÄ. 4 X, E\EÄ.rX 

Ist X ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit festem Skalarprodukt 
(., .): X x X-. IR und fester Orientierung ~- so existiert wieder ein 
*-Operator: 

Man wähle zunächst eine feste geordnete Basis A = (a 1 .... , an) von X. 

Für ,1-. = 'm(i)·a. m(i)EA X definieren wir dann-'1-'r L. 't'p ,. 't'p r • · 
i=- l 

n 

*<Pr:= L (*4J~l)·a; · 
i= 1 
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Wir wollen uns überzeugen. daß diese Definition des *-Operators\ cm d:r 
Basis A unabhiingig ist. Zu diesem Zweck zeigen wir. da!.) für 1/1;,''Ei\,X. 
xiEX.j=L .... m. stets gilt: 

Da A eine Basis von X ist. so gilt: X;= I i.,;a, mit i.,;EIR. Daraus folgt 
i=- 1 

( ,,, ) (II("' ) ) * _I ~1\; 1
·\; =* I _I1/1~''·i,; ·a,_ 

J l , , - 1 / 1 

II(("' )~ II =J * -~t/1~1i.,j -a,=I 
/- 1 ,- l 1 = 1 

m m 

Aus der Linearitiit des gewöhnlichen *-Operators *:1\ X --.,,\n-r X folgt: 

4.6 Satz: *(X. <Pr)= (x. * <Pr) fiir x EX. </!PE Ar X. II 
Beweis: <Pr hat eine Darstellung <Pr= I cp~ 1·a, mit cp~ 1EArX und 

a,EX. Man rechnet nun aus: i~ 1 

*(.\·.cl.
1
,)= * "\' (/)(Pil(.\·.11,.)= )- (*1n 1,i)( \. (/) I' ' L T 1....., T p . • i 

i - l i = 1 

Aus Satz 3.10 ergehen sich folgende Rechenregeln für den \ eral lgc
meinerten *-Operator: 

4.7 Satz: X sei ein n-dimrnsiona/cr reeller 1 ·ekrorru11111 mir fc.1/cm 
Ska/arprodukr und /1'1tcr Orientieru1111. Sind <Pr und t/JP aus Ar.\· oder 
1\ X. dann 11ilt · 

(1) *<PrAt/Jr=*t/JrA<Pp• 

(f)p/\ *t/Jr=t/JrA *<Pr· 

(2) 

Sei nun X ein dreidimensionaler reeller Vektorraum mit festem 
Skalarprodukt und fester Orientierung: 

r:X x X--. X 
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bezeichne das zugehörige Vektorprodukt Es induziert eine bilineare 
Abbildung 

l':1\X X Aq X-> Ap+q X 

(wir schreiben c/JP x 1
/\ := dc/JP' 1

/\) für cpPEA.rX, 1/\EA.4 X), wobei 

. p!q' I sign(n)c/Jr(Xn111,···,Xn1r1l X lf4(xn(r+ 11····,Xn1r+41l 
7!E .'/p • '-l 

ist für x 1,. .. ,xp+ 4 EX. 
Haben c/Jr und IJl4 die Darstellungen 

m 

Pq= I t/1~1-hj 
J~ 1 

n m 

Für p=q=O ist l':A 0 XxA. 0 X->A 0 X das Vektorprodukt auf X. 

Von Interesse ist besonders der Spezialfall, wo p beliebig, aber q=O 
ist (und umgekehrt): 

r:Apx X X -,f\rX' 

i-:Xx/\rX->/\rX. 

Für c/JpEAPx' aEX, X1,···,XpEX ist 

( qJ P X Q) ( X 1, ... , X rl = q.> r ( X 1, ... , X rl X a , 

(a x q,>p) (x 1, ... ,xr)=a x 4>r(x 1, ... ,xp). 

" 
Hat c/Jr die obige Darstellung 4>r= I cp~>-ai, so ist 

i= 1 

<Pr x a = I cp~> · (ai x a), 
i= 1 

i ~ 1 

Die Rechenregeln für das gewöhnliche Vektorprodukt übertragen sich 
wie folgt auf seine Verallgemeinerung: Aus der Antisymmetrie a x h 
= -'} x a des gewöhnlichen Vektorproduktes folgt für <PrE Ar X, 
lf4 EA4X und aEX: 

q,>P X '{14 = -( -1 jP4 lf4 X <Pr, q,>P X a = - Cl X <Pr. 



§ 4. Alternierende multilineare Ahhildunyen 47 

Aus der Rechenregel (axh)xc=(c.a)h-(c.h)u für a.h.cEX wird für 

</JpEAPX' 11\EAqX, 6,EA,X: 

(</Jp X l/'4) X 6,= (-1r l/'q /\ (</Jp /\ 6,)-<Pr /\ ('J\ /\ 6,). 

Speziell gilt für <PrEAr X. a.h.E X: 

(a x h) X <Pr=(</Jr.a)·h-(</Jr.h)·a. 

(<Pr x a) x h = (<Pr· h) · a----_ (a. h) </>r. 

Beispiel 1: X sei ein 11-dimensionakr reeller Vektorraum mit festem 
Skalarprodukt und fester Orientierung. 

ds:= L a;·avEA 1 X= 'I (X.X). 
' 1 

wobei :a 1 •..•• ani irgendeine Basis von X darstellt und ; af. .... a:: 
die zugehörige Dualbasis bezeichnet. ist nichts anderes als die identische 
Selbstabbildung lx von X. 

Für x = L 1.; a; EX rechnet man nämlich aus: 
i= 1 

n II 

ds(x)= L L (a;-a)(i.;a;)= L 
,·= t i=- l \'= 1 i = l 

11 II 

= L L i.,<\,av= L i.,U;=.Y. 
\'-- 1 i 1 j_:_· J 

Die vektorwertige alternierende 1-Form ds ist damit unabhängig \On 
der Wahl der Basis ;01 ..... a") von X. 

n 

Beispiel 2: Da ds = L a;- av = I x ist (siehe Beispiel 1 ). so können 

wir definieren: 

\·-· 1 

Es sei bemerkt, daß die vektorwertige alternierende (11- l )-Form dF 
genau wie ds unabhängig von der Wahl der Basis (a 1 •.... a") \On .Y ist. 

Wir wollen einige Relationen zwischen ds. dF und d\' beweisen: 

4.8 Satz: X sei ein 11-dimrnsionalcr reeller ll'i,101To11111 mir /csrcm 
Skalarproclukr undfcsler Oricnricmmr Dann _(filr: 

(1) dsAdF=ndV. 
(2)jx=(x.ds) fiirallc .\EX. 
(3) *UX)=(x.dF) fiir alle .YE X. 
(4) *UX)=dY(x.o ..... O) fiiralle XE.'(. 
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Beweis: (1) 

dsAdF=Ct a>a,) ACt (*a!)·aµ)= ,t µtt a;A(*l1!)·(a,.aµ) 

\'.:C:: 1 

falls [ a 1, ... , an} eine Orthonormalbasis von X ist und [ af. ... , ,,i} die 
zugehörige Dualbasis bezeichnet. Da (a;.a;) 1 = 1 ist für 1·= 1.. ... n, so 
gilt auf Grund von Satz 3.10 (d') 

a;A*Cl;=dY für 1·=1.. .. ,11. 

Dauraus folgt: dsAdF=ndY. 
(2) ; a 1, ... , an] sei eine Orthonormalbasis von X. [ af. ... , ai) die zu-

gehörige Dualbasis (dann ist ja,= a; für 1·=1. ... ,11). Für X= Ii.iaiEX 
rechnet man nun leicht aus: ; = 1 

(x.ds)=(J
1 
i.A, ,t a;·a,) = J

1 
,t i.ia;·(aj,a,.)= J

1 
i.ia;=jx. 

(3) Auf Grund von Satz 4.6 und der obigen Formel (2) gilt: 

(x. dF\ = (x. *ds) = *(X, ds) = *VX). 

(4) Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß 
(x.x)= 1 ist. Wir ergänzen x zu einer orientierten Orth011ormalbasis 
(x.x 2 ..... xn) von X. (x'f ..... xi) bezeichne die zugehörige Dualbasis. 
E · . dV ·* * ' . ( ) * ·* F.. b 1· b. V k S 1St =.\1 A···AXn= L. SJgn 7[ Xn(l)O··•OJ:n(n)· Ur eJe 1ge e -

iCE.'in 

toren a2 ..... an EX rechnet man nun aus: 

dV(x, a2 , ... , an)= L sign(n)xt(l ,(x) · xt121 (a 2 ) · • • · · xt:n 1(an) 

L sign(n)xt121 (a 2 ) ... xt1n1(an)=(x! A ··· A xi)(a 2 ..... an) 
rrEYn 

n( l)= l 

= (nt) (a2 , .. ,an)=(*(jx)) (a2 , ... ,an). 

Daraus folgt: dY(x,o .... ,D)=*VX). 1 
Die geometrische Bedeutung der vektorwertigen alternierenden (11- 1 )

Form dF auf einem 11-dimensionalen reellen Vektorraum mit festem 
Skalarprodukt und fester Orientierung ergibt sich aus folgenden Aus
sagen. 

4.9 Satz: (X. ß, {() sei ein 11-dimensionaler reeller Vektorraum mit festem 
Skalarprodukt ß=(.,.):XxX->IR und.fester Orientieruny t. (Y,ß',t') 
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sei ein (n-1 )-dimensionll!er /incllrer U11tcrrnum rnn }{ mir i11c/1cicncm 
Skalarprodukt fi' := /11 Y x Y-> IR undfcsler Orientie/"l/11l/ C . dV und d\"" 
seien die orientierten rnl.Jiclischen Vi1/11mcnma/Jc auf X h::w Y. 

Fiir einen Vektor nE X si11c/Jol(J('1ulc A11s.1uw11 iiquirn/en!: 

(1) (n.dF)IY"- 1 =dV'. (n.n)=l.n.l_Y. 

(2) dY(n.O ..... O)IY" 1 =dV'. (n.n)=l.n.l_Y. 

(3) (n.y2 •...• rn) ist eine orienrierlc Orrhonomwlhllsis um X fiir jede 
oricn!icrfe Ortlwnornw/hasis (_i- 2 •...• _)"

11
) um Y. 

(4) n = ( -1 )11 
-

1j 1 *U.l"2 A ... Ajrnl fiirjcdc uricnficnc o, rhonomwlhusi.1 
(_l'i, .... _l"n) rnn Y. 

Beweis: (1)=-(2): Folgt unmittelbar aus Satz 4.8 (3) und (4). 
(2)=(3): (_i-2 ..... yn) sei eine orientierte Orthonormalbasis von L dann 
ist (n.y 2 •... ,Yn) eine geordnete Orthonormalbasis von X. und es gilt 
dY(n._i'i .... ,yn)=dY'lr2 ... ··.l"n )= 1. d. h. (n.r 1 •.. .• y 11 ) stellt eine orien
tierte Basis von X dar. 
(3)=(4): Sei lr2 ..... rnl eine orientierte Orthonormalbasis ,on r. ,ach 
Voraussetzung ist (n.r2 ..... rn) eine orientierte Orthonormalbasis , on 
X.AufGrundvon3.8ist *Un)=iY2A···AJrn oder (-1)"- 1jn=*(*(jn)) 
= *UYz A ... AiYn) oder n = ( - 1 )" 1r 1 *Uh A ... Ajrn ). 
(4)=(1): lr2 ..... yn) sei eine orientierte Orthonormalbasis ,011 Y. Auf 
Grund von Satz 4.8 (3) und 3.8 ist (n.dF)=*(jn)=jr2 A ··· AJ.\"n· Dar
aus folgt: 

(n.dF)IY"- 1 =j_1'2A···AJrnlY" 1 =dV'. 1 

4.10 Corollar 1: Es existiert ye11l111 ci11 1 i'kror n i11 X mir dc11 Ei11c11-
schaficn (1) his (4) rn11 Sat:: 4.9. 

Beweis: Man überzeugt sich. daß es genau einen Vektor n in X mit 
der Eigenschaft (2) gibt. 1 

4.11 Corollar 2: nEX ycniiye dc11 Aussayrn (1) his (4) rnn Sar:: 4.9: 
da1111 11ilt Jiirjedcn Vi'ktor _,EX· 

(.,.dFll Y" 1 =(\.n)dY'. 

d. h. 
dF I yn- 1 = n · dV'. 

Beweis: Sei U-2 •...• yn) eine orientierte Orthonormalbasis ,on L 
dann ist (n.y 2 •... • y") eine orientierte Orthonormalbasis rn11 X (wegen 
(3)). Es genügt, die obige Gleichung für x = n. _l'i •...• r

11 
zu beweisen. 

Der Fall x=n ist identisch mit Aussage (1) von Satz 4.9. Im Fall x=r; 
rechnet man leicht aus. daß beide Seiten der Gleichung Null werden: 
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/'-.. 

(a) li\,dF)=*V_l\l=±(in)A(jYz)A···A(jyJA···A(jyn). Da jnlY=O, 
so ist auch 0';,dF)I yn- i =0. 
(b) Ü';,n)dV'=O, da Y; ..ln gilt. 1 

Bemerkung: Der Vektor nEX mit den Eigenschaften (1) bis (4) von 
Satz 4.9 ist durch die Orientierung (!,' des Unterraumes Y eindeutig 
festgelegt. Umgekehrt bestimmt auch jeder Vektor nE X mit den Eigen
schaften (n, n) = L n ..l Y eine Orientierung ((_' von Y. nämlich die 
durch (n,dF)I yn- t EAn-l Y repräsentierte, und n genügt wieder den 
Aussagen (1) bis (4) von Satz 4.9 bez. dieser Orientierung. 



KAPITEL II 

DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN 

§ 5: Differenzierbare Abbildungen zwischen offenen Mengen 
in Zahlenräumen 

In diesem Paragraphen sollen einige Tatsachen aus der Differential
rechnung mehrerer Veränderlichen zusammengestellt werden. die wir 
später benötigen. 

U sei eine offene Menge im IR". Eine((, '-Funktion auf U ist dann eine 
Funktion f: U--> IR. deren partielle Ableitungen bis zur r-ten Ordnung 
existieren und stetig sind. Dabei lassen wir r = 0. 1. 2 ..... ,. zu. Im Falle 
r= '- sollen partielle Ableitung beliebiger Ordnung· von f existieren 
(sie sind dann notwendig stetig!). Die ((, 0 -Funktioncn sind genau die 
stetigen Funktionen. 

Die ({,'-Funktionen auf U bilden einen kommutativen Ring '€'(L'). 
wenn man Addition und Multiplikation wie üblich punktweise erkbrt. 
rc(U) ist sogar eine IR-Algebra, wobei die Multiplikation einer Funk
tion fr::((, '( U) mit einer reellen Zahl ;_ ebenfalls punktweise erkbrt 

wird. 
Neben den (C-Funktionen betrachtet man auch noch rr, '-Abbildungen_. 

Um diesen Begriff spiiter verallgemeinern zu können. verwenden wir 
die folgende Definition: 

5.1 Definition: F: U--> V sei eine Ahhilduny :wischen :1rei offenen 
M enoen im IR m h:11·. IR". Dann heißt F eine rc-Ahhilduny. 11·ennfürjede 
((, '-Funktion f r::rc( V) die mit F yeliftete Funktion 

F*(f):=foF 

eine rr, '-Funktion auf U ist. 
Aus dieser Definition folgt sofort. daß die Identität auf einer offenen 

Menge im IR" eine rr, '-Abbildung ist und daß die Hintereinanderschaltung 
zweier rr, '-Abbildungen ebenfalls eine rr, '-Abbildung ist. Die offenen 
Mengen in Zahlenräumen bilden also mit den rr, '-Abbildungen als 
Morphismen eine Kategorie. Das Ziel dieses Kapitels ist es. diese Kate
gorie zu erweitern und dabei möglichst viele Begriffe auf diese größere 
Kategorie zu übertragen. die aus der Differentialrechnung fiir ((, '-Abbil
dungen zwischen offenen Mengen in Zahlcnrüumen bekannt sind. 
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Mit pi:IR"--->IR bezeichnen wir die Projektion des IR" auf die i-te 
Komponente. d.h .. wir setzen pJX" 1 •...• xn):=xi. Die Pi sind dann rr, ' -
Funktionen. Ist jetzt F: U---> V eine((, '-Abbildung zwischen zwei offenen 
Mengen im IRm bzw. IR". so sind also nach Definition die Komponenten
funktionen Fi:=pioF von F <(,'-Funktionen. Es gilt aber auch die 
Umkehrung: Sind die Fi '€'-Funktionen. so ist F eine 'e'-Abbildung. 
Wir können nämlich Finder Form F(x)=(F1(x), F 2 (x) .... .Fn(x)) schrei
ben. Im Falle r=O ist F nach Definition stetig, wenn es die Fi sind. 
Im Fall r ?.1 sei f: V---> IR eine rr, '-Funktion: dann können wir f oF 
in der Form foF(x)=I(Fi(x) .... .Fn(x)) schreiben. und mit Hilfe der 
Kettenregel -- und im Falle r> 1 auch noch der Produktregel - der 
Differentialrechnung zeigt man, daß foF wieder eine ((,'-Funktion ist. 

Im folgenden sei stets r>O. Ist dann F:U--->V eine ({,'-Abbildung 
( U und V wie oben). so können wir für XE U das totale Differential 
oder die Ableitung 

'I'xF:IRm--->IR" 

betrachten. also die in einem wohldefinierten Sinne beste lineare Appro
ximation der Abbildung (F - F(x)): U---> IR". Bezüglich der Standard
basen von IR m und IR" wird 'I'x F durch die Matrix der partiellen Ablei-

tungen til, Fi := ~ Fi (x) beschrieben. d. h. für 
cxi 

wobei die Fi wie oben definiert sind und x 1 , ... , xm die Koordinaten des 
IR m sind. In diesem Zusammenhang bezeichnen wir IRm bzw. IR" auch als 

Tangentialraum an U in x bzw. an V in F(x). 
Eine C/, '-Abbildung F: V-> V nennen wir im Punkte XE U regulär 

vom Grad k. wenn für alle y aus einer offenen Umgebung von x T' i F den 
Rang k hat. Ist k maximal, d.h. k=max[m.n} (Us::::IRm. Vs::::IR"). so ist 

f' ·:r, 
F genau dann regulär vom Grade k in x. wenn 'I'x F maximalen Rang hat. 
(Man nennt in diesem Falle auch F regulär in x und verzichtet dabei auf 
die Angabe des Grades.) Unter den regulären Abbildungen sind be
sonders die folgenden Beispiele interessant: 
(1) F: V-> V ist ein '{;'-Diffeormorphismus. d. h .. Fist bijektiv. und Fund 
F- 1 sind <C-Abbildungen. In diesem Fall ist F auf ganz U rcguliir vom 
Grad m=n. 
(2) Es sei 111~11 und i: IRm--->IR" die durch 

i(x 1 , .... Xm):= (x 1 , ... ,Xm• 0, .... 0) 
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definierte Abbildung. i i~t eine lineare I njek tinn \ 0111 Range 111. d. h. 111 

allen Punkten regulür vom Grade 111. 

(3) Es sei m?.11 undp: IRm->IR" die durch 

p(x l · .... xm) := (_y l · ..... \n) 

definierte Abbildung. p ist eine lineare Projektion \ 0111 Rang 11. d. h .. in 
allen Punkten aus IRm ist p reguhir vo111 Grade 11. 

(4) Es sei 111<::11. und auf der offenen Teilmenge L" des IRm seien 11-111 

rc-Funktioncn fm+I·····ln gegeben. Dann ist die durch J(x!·····Xm) 

:= (x I • ...• Xm• Im+ i(x) ..... fn(x)) für .\ = (.\ I · .... \m) definierte Abbildung 
J: U _,IR" in ganz U. regubr vom Grade 111. J bezeichnen wir als eine 
differenzierbare Injektion oder Einbettung. Das Bild \ on J ist gerade 
der Graph der Abbildung f:=Um, 1 •...• / 0 ): lJ->IR"-m. 

Es soll nun gezeigt werden, daß diese Beispiele reguhircr Abbildun
gen im wesentlichen alle Typen beschreiben. Damit meinen wir genauer. 
daß sich jede reguläre Abbildung lokal als Komposition \on Abbildun

gen der eben aufgeführten Typen schreiben lüßt. Um das zu beweisen. 
verwenden wir den Banachschen Fixpunktsatz. Dazu sei an einige 
Definitionen erinnert: 

Eine Metrik auf einer nicht-leeren Menge X ist eme Abbildung 
d: X x X-> IR mit folgenden Eigenschaften 

(1) d(x,y)?.0. und d(x.r)=Ü <=> x=r. 

(2) d(x. z) <:: d(x.y) + d(y. z) ( Dreiecksungleichung). 

(3) d(x.y)=dlr.'.\) (Symmetrie). 

Das Paar (X.d) nennen wir einen metrischen Raum. Er heißt \ollstiindig. 
wenn in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert. Dabei heißt eine Folge 
(x;);cn-. in X eine Cauchy-Folge. wenn es zu jedem 1: > 0 ein n0 EIN gibt. so 
daß für alle i,j?. n0 d(Y;. x) < i: ist. 

Eine Abbildung T: X 1 _, X 2 zwischen zwei metrischen Riiumen 
(X 1.di) und (X 2 ,d2 ) heißt bcschriinkt. wenn es eine positive Zahl K gibt. 
so daß für alle x,yE X 1 

ist: K heißt dann eine Schranke für T. T heißt kontrahierend. wenn K < 1 
gew:ihlt werden kann. 

Nun können wir den Banachschen Fixpunktsatz beweisen: 

5.2 Satz: (X,d) sei ein ro//sti.indiyer 111etri.1cher Raum und T: X -+X eine 
kontrahierende Ahbi/d11n1J. Dann hat T ycnau einen Fi\p1111kr in X. d h .. n 

.11iht 11enau ein XE X mit T(x) = x. 
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Beweis: Wir wählen irgendeinen Punkt x 0 EX und definieren eine 
Folge (x;);EN in X rekursiv durch 

X;+ 1 := T(x;). 

Ist O < K < 1 eine Schranke für T. so ist für alle iE IN 

d(X;+J•x;)sKd(X;,X;_i)s ... sKid(x1,Xo). 

Daher ist für i,jElN mit i <j 

c/(xj.xJsd(xj,Xj_ i)+d(X;-1,Xj-2)+ ··· +d(X;+ 1,X;) 

sKi- 1d(x 1.x0 )+Ki- 2d(x 1,x0 )+ ··· +K;c/(x1.x0 ) 

j-i-1 K; 
=KicJ(x1,x0 ) L Kk s -

1
~-d(x1,x0 ). 

k~O -K 

Weil K < 1 ist. gibt es zu jedem i:>Ü ein n0 ElN. so daß für i?_n 0 der 
letzte Ausdruck kleiner als 1: wird. (x;)iEN ist also eine Cauchy-Folge, die 
wegen der Vollstündigkeit von (X,d) gegen einen Punkt XEX konver
giert. x ist der gesuchte Fixpunkt. Es gilt nämlich 

d(x. T(x)) s d(x. X;+ 1) + d(x; + 1, T(x)) 

= d(x, X;+ i) + d( T(x;), T(x)) 

sd(.,,X; + 1) + K d(x;,X) 

für alle iElN. Weil d(x;,x) mit wachsendem i gegen O strebt, mul.\ also 
d(x. T(x)) = 0 sein, d. h., es ist T(x) = x. 

Damit haben wir die Existenz des Fixpunktes gezeigt. Die Eindeutig
keit ist leicht einzusehen: Sind x und x' zwei Fixpunkte von T, so gilt 
d(x,x')=d(T(x), T(x'))s K d(x,x') oder (1- K)d(x,x')~O und damit 
d(x,x')=Ü, also x=x'. 1 

Für die Formulierung und den Beweis des folgenden Lemmas nehmen 
wir einige Bezeichnungen vorweg. Für x = (x 1, .... xn)E IRn bezeichnen wir 
mit llxll die sogenannte Maximumsnorm von x: 

llxll := max [ lx;I: i= L .... n}. 

Q, sei für i; > 0 der kompakte Würfel um O mit der Kantenlänge 2 c:, also 

Q,:= [xEIRn:llxlls1:) · 

Wegen der Kompaktheit von Q, ist für eine stetige Funktion !/'.Q,--->IR 

llqll, := max [ l!J(x)I: XE Q,} 

wohldefiniert entsprechend für eine stetige Abbildung !J: Q,---> IRn 

llgll,:= max r llq(x)\I: XE Q,} . 
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Ist A eine Teilmenge des !Rn_ so sei 't, 0 (Qr_.4) die l\1enge der stetigen 
Abbildungen von Q, nach .4. Durch 

dJ11- h) := II!! - hilf 
wird eine Metrik auf rr, 0 

( Qf . .4) definiert. und rr, 0 (Q, . .4) ist rnllstündig. 
falls A abgeschlossen ist: Diese Behauptung ist lediglich eine andere 
Formulierung des bekannten Satzes. daß eine gleichmäßig konvergente 
Folge stetiger Funktionen auf Qf gegen eine stetige Grenzfunktion kon
vergiert. 

5.3 Lemma: f:Q,--->!Rn sei eine steti1JC Ahbilc/111111 mit /(0)=0. so 

dafifur alle x.yEQ, 

IIUIRn -f)(x)-(/IRn -f)(y)II s }llx -rll 

ist. Dann besitzt I auf Q, 2 ein steti11c.1 Rcch1.1i11z-enc.1. d h .. es 11iht eine 
stetiqe Ahbildun11 h:Qc 2 --->Qc- so da/1 

foh=i 0 , 
2 

ist. 

Beweis: Wir setzen X:=rr, 0 (Q, 2 .Q.) und versehen diese Menge mit 
der oben beschriebenen Metrik d:=d, 2- so da!.l also (X.d) ein rnll
st~1ndiger metrischer Raum ist. Durch 

T(!f):= 11 + lcJ, , -/0 11 

wird eine Abbildung T:X--+X definiert: Für 1/EX ist n;imlich 
T((f):Qc2--->IRn eine wohldefinierte stetige Abbildung. und nach Vor

aussetzung ist für xEQ, 2 und //EX 

II T(y)(x)[I = ll!f(X) + x-f 011(.,)II 

= IIU1Rn-fl(11(xJ) +xll 

s IIU IR" -f) (!f(X)} - (/ IRn -/) (OJII + llxll 

s} 1111(,J-Oll +II,[[ 

S !1:+ ~ l=I:. 

d. h .. es ist T(y)(x)E Qc so daß T(11) eine stetige Abbildung rnn Q, 2 

nach Qf ist. also zu X gehört. 
Als nächstes zeigen wir. daß T kontrahierend mit einer Schranke 

K=f ist: Für XEQ[ 2 und 11.hEX ist 11(x).h(,)EQc und daher gili 
nach Voraussetzung 

II T(!f) (x)- T(h) (x)II = 111/(X) - h(x) - ( f 01/(.\)-f oh(x)) II 
= IIUIRn-f)(y(x)} -(/IRn-/)(h(,))11 

s Jll11(x)-h(x)[I. 
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Das bedeutet aber gerade 

d(T(g), T(h))::;-!d(g,h). 

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T also genau einen Fix
punkt hE X. Für dieses h gilt dann 

und damit f oh= I ou. 1 
Im vorliegenden Beweis sind wir in der Schreibweise ungenau gewesen, 

indem wir z.B. die Identität/ ou auf Q,12 gelegentlich mit der Inklusions
abbildung von Q,12 in Q, identifiziert haben. 

Die wichtigste Anwendung von Lemma 5.3 ist der Beweis des näch
sten Satzes: 

5.4 Satz: G sei eine offene Menge im IR" und f:G--+IR" eine <'€'-Ab

bildung (r 21 ), so daß !)J für XE G bijektiv ist. Dann ist f in einer Um

gebung ran x ein <6'-Diffeomorphismus, d. h., es gibt eine offene Umgebunq 
Uran x in G, so daß V:=f(U) ebenfalls offen ist und flU--+V ein <f,'

Dijfeomorphismus ist. 
Für )'E V gilt überdies 

!)J-l=(!)J-l(y)f)-1. 

Beweis: Wir dürfen o.B.d.A. x=O und f(O)=O annehmen. Da 
'D 0 f bijektiv ist, ist A := ('D0 f)- 1 wohldefiniert, und die Abbildung 
g := f oA ist auf einer geeigneten Umgebung von O definiert. g ist eben
falls eine <'€'-Abbildung mit g(Ü)=Ü, und es ist 'D 0 g=(!)0 f)oA =1111.n· 
Insbesondere verschwinden also alle partiellen Ableitungen der ersten 
Ordnung von /n>.n -g an der Stelle 0. Da diese Ableitungen stetig sind, 
gibt es ein e > 0, so daß g auf ganz Q, definiert ist und dort gilt: 

II 
<'(/~n- g)j II < _ __1_, , 

2 
i,j=1, ... ,n. 

cxi , n 

Zu x, yE Q, gibt es dann nach dem Mittelwertsatz einen Punkt zi auf 
der Verbindungsstrecke von x nach y (also in Q,), so daß 

( ~ o(/lln-g) I 
Pi (/JRn-g)(x)-(/"'n-g)(y))= j~t (xi-yi) cxi i ~. 

gilt. Insbesondere ist dann also 

1Pi(U111.n-g)(x)-U"'n-g)(yl)I::; 
2
nnmax{lxj-yjl,J=1, ... ,n}=-!llx-yll 
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und damit 

IIUll(n-g)(x) -U111.n-y)(.rl ll ~ ~llx-rll -

Die Voraussetzungen von Lemma 5.3 sind also für!/ erfüllt. und !/ be
sitzt in einer Umgebung von O ein stet iges Rechtsi nverses h'. h := A oh' 
ist dann rechtsinvers zu r 

Bevor wir zeigen, daß h - bei Beschrä nkung auf eine geeignete Um
gehung von O - auch linksinvers zu I ist. zeigen wir zuniichst. da ß /, 
eine 'C-Abbildung ist. Seien dazu /, und fol, auf der o ffcm.:n Umgebu ng 
V' von O definiert, und es se i dort foh = lv ·· Ferner se i l"' := f - 1 

( l '). 

Sind J, y' E V'. so sei x := h(r) und x ' := h(r'). so daf3 also auch 
y = f(x) und y' = .f(x') gilt. Mit Hilfe der Standardbasis des IR" fassen 
wir 1). f als Matrix auf, und die Menge M(n. IR ) der (11 x 11)-Matrizen 
über IR identifizieren wir mit dem IR" '. Die Differenzierbarkeit rnn / 
in .\ besagt dann gerade. daß es eine Ä bbild ung B: L '----> /1,f (11. IR ) gibt. 
die an der Stelle x stetig ist und dort den Wert B(x) = T', f \111n immt. 
so daß 

y'-y=B(x' )(x ' -x) 

gilt. Die Abbildung det:M(n.IR)---->IR. die jeder Matrix ihre Determi
nante zuordnet. ist stetig. Daher ist auch dct oß : L" - +IR stetig an der 
Stelle x. und wegen detoB(x) = deto1\f=H) ist dctoß(y') =j= Ü für alk 
x ' aus einer geeigneten Umgebung von .\. d. h .. es existiert dort die in
verse Matrix in v(ß(y' )) , on B(Y°). und die J\bhildung im o ß ol, ist 111 

einer Umgebung von r definiert und im Punkte r ste tig. Dort gilt dann 

x ' - x = (imoBoh(.1.' ))(_1 : - r) . 

wobei inv oBoh(.r)=(!',/) - 1 gi lt. Damit ist d ie Di ffercnzicrbarkci t rnn 
/, an der Stelle y gezeigt. und falls/, auch noch li nksimers zu / is t. ist 
auch die Formel für die Ableitung ,on 1 - 1 bewiesen. 

Die Menge der invertierbarcn (11 x 11)-Matrizcn bildet eine offene Teil
menge G L(n. IR) von M(n. IR) (das folgt a us der Stetigkei t de r Abbil
dung dct). und die durch die In ,crsenhi ldung definierte Abbildung 
inv :GL(11.IR )-->G L(11. IR) ist eine '(, ' -Abbildung. Lm zu ze igen. daß/, 
eine r(, '-A bbildung ist. müssen wir offenbar zeigen. daß die d urch 
!°'h(r) := 1\h definierte Abbildung 't' h = 1 ·--• \! (11. IR) eine '(, ' 1-Ah
hildung ist. Wi r machen das durch Induktion iihcr r: Nach dc'ITI. was 
wir bisher a usgercdm et haben. ist 't'h = il1\ o't' fo h . Im Falk r= 1 is t 
h stetig. ebenso 1:-f und il1\". Folgl ich ist auch 't' /, stetig. a lso h eine 
r(, 1-Abbildung. Für den Induktionsschritt rnn r- 1 nach r nehmen ,,ir 
an. daß/, eine '(,, - 1-Abbildung ist. falls fe ine is t. Ist jetzt / eine '(, ' -Ab
bild ung. so ist !°' I eine '(, ' - 1

-/\ bbi ld ung. und auch f ist erst recht ei nc 
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C(,'- 1-Abbildung. Nach Induktionsvoraussetzung muß also h ebenfalls 
eine '6'- 1-Abbildung sein, und damit schließlich auch J:,h als Kom
position zweier '6'- 1-Abbildungen und einer er, ex-Abbildung. 

Zum Schluß zeigen wir noch, daß h auch linksinvers zu f ist. Da 
n h = (J:, f)- 1 bijektiv ist, erfüllt h die Voraussetzungen unseres Satzes, 
und nach dem bisher bewiesenen existiert auf einer geeigneten U mge
bung von O ein Rechtsinverses f' von h. Dann gilt über einer offenen 
Umgebung U von O in G 

f=fo(hof')=(foh)of' = r. 
V:=f(U) ist dann ebenfalls offen im IR", weil f(U)=h- 1 (U) ist. Damit 
haben wir Satz 5.4 vollständig bewiesen. 1 

Satz 5.4 gestattet es nun, das oben angekündigte Resultat zu beweisen. 
daß sich jede reguläre Abbildung lokal aus speziellen regulären Abbil
dungen zusammensetzen läßt: 

5.5 Satz: G sei eine offene Teilmenge im IR"' mit OeG, und ?J:G ....... IR" 
sei eine ({,'-Abbilduny mit y(Ü)=Ü, die in O reyulär mm Grade k ist. 

Dann yibt es einen((, '-Dijfeomorphismus f: U ....... Q. wo U eine offene Um
yebunq rnn O und Q ein offener Würfel um O in G ist. so daß sich ?11 U ....... IR" 
in der Form 

yl,._;=Jopof 

schreiben läßt, wo p:IRm ....... IRk eine lineare Projektion und J:p(Q) ....... IR" 
eine <!;'-Einbettung z.:om Rang k ist. 

Beweis: Durch Umnumerierung der Variablen können wir erreichen, 
daß die Matrix (i\loY;);.i= 1, .... k den Rang k hat, und wegen der Regu
larität von y hat dann (i\l,gJ;,i=l ... k für alle x aus einer Umgebung 
von O den Rang k, also o. B. d. A. für alle XE G. Eine <t, '-Abbildung 
f:G ....... IRm definieren wir nun durch 

f(X1,···,Xm):=(?J1(X), ... ,fü(X),Xk+ !•···,Xm), X=(X1,···,Xm). 

Man sieht sofort, daß f die Voraussetzungen von Satz 5.4 erfüllt. Es 
gibt daher eine offene Umgebung U von O in G, die durch f bijektiv 
auf einen Würfel Q um O in G abgebildet wird, so daß f: U ....... Q em 
<t;'-Diffeomorphismus ist. Die Abbildung f- 1 hat dabei die Form 

f- \v1, · .. ,J'm)= (h1 (;·) •... , hk (J·),A + 1, ... ,Yml, y = ()·1, .. ,Yml. 

wobei die h; i '-Funktionen auf Q sind. Die Abbildung F:= ?Jof- 1
: Q ....... IR" 

sieht dann so aus: 
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Deshalb ist für yE Q 

(

1 0: ) • • 1 

. : 0 

!',F ~ ~: \(,~ • 

dabei muß 

Clr) = 

59 

für alle J'E Q die Nullmatrix sein, weil ja .F auf Q den konstanten Rang k 
hat. Die Funktionen ~h +; of - 1 hängen daher gar nicht von .rk + 1 •...• Ym 
ab, so daß F = F oß ist, wo ß : IR m_, IR m die Projektionen des IR m auf die 
ersten k Komponenten darstellt : ß(x 1 •.• . • -'ml = (x 1 , ...• xk. Ü, .. . , Ü). De
finieren wir jetzt noch p:IRm _ _,IRk durch p(x 1 •.•. ,xm):= (x 1 •...• xk) 

und j : JRk -. JRm durch j(X1 , ... ,.\"k): = (X 1 ..... Xk , Ü ... . ,Ü), SO ist p =jop. 
und für J:=F oj folgt 

gJ L = go f - 1 of= F of= F oßof= F oj opof= J opof. 

Weil schließlich für J = lr1 •••• , .\'k) Ep(Q) 

Jlr 1, · · ·, Yd = lr J • • • · .1'k· !lk + 1 of - 1 oj (y). · · .. !In of - 1 ojl1·)) 

ist, ist J eine C6'-Einbettung vom Rang k. womit Satz 5.5 bewiesen ist. 1 
An Satz 5.5 wollen wir einige Bemerkungen anknüpfen. (Vgl. auch 

Figur 1.) Die Abbildung I bildet offenbar die einzelnen Fasern von !/ 

bije ktiv auf die Fasern von J op ab. und da J eine injekti ve Abbildung ist. 
sind das genau die Fasern von p, also (m - /.;)-dimensionale Ebenenstücke 
in Q. Insbesondere sind daher die Fasern von !l diffeomorph zu solchen 
Ebenenstücken, also (111- /.;)-dimensiona le Untermannigfaltigkeiten von 
U im Sinne der Definitionen des niichsten Paragraphen. 

Ein Spezialfall ist der Fall k = n. D ann ist y : U--> V eine surjekti ve Ab
bildung auf eine offene Tei lmenge V des IR", da ja !/ = J opof ist. wo f 
ein Diffeomorphismus, p eine lineare Projektion und J in diesem Falle 
die Identitä t auf einem offenen Würfel im IR k = IR" ist. Man kann also 
nach den Lösungen (x 1 , .. . , xm)EU der Gleichung q(x 1 •... , xm)=lr 1 , . ..• _1·n) 
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Yo p 

0 

Figur 1 

fragen. Für festes y" = Cv'1, ... , y~) ist die Lösungsmannigfaltigkeit gerade 
die Menge 

LJ n f - I (p - I (y c l) = LJ n f - I ( { Cv 1 , · • · , }' m) E Q ; Y 1 = }' 1 , · · · , Y n = Yn ]) · 

Aus unserem Beweis geht hervor, daß das genau der Durchschnitt von 
U mit 

{ (h I Cv , Yn + 1, · · ·, Yml, · · ·, h"(.v , Y n + 1, · · ·, Ym), Yn + 1, . · ·, Ym); 

LV ,}' 0 +1• ····Ym)EQ} 

ist, wo die hi C6'-Funktionen sind. Setzen wir jetzt noch 

hi Ll'n+ 1, ···• Jml := hJr,, .... , Y~, Yn+ ,, ... , .l'm), 

so sind die h; differenzierbare Funktionen auf einer offenen Teilmenge U' 
des IR n- m, und die Faser g- 1 (y) n U ist genau die Menge 
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Die Gleichung g(x 1 , ... , xm) = y ist also durch die hi nach x 1 •...• xn 

auflösbar. Die h; bezeichnet man als implizite Funktionen. die durch 
diese Gleichung definiert werden. und die eben bewiesene Aussage über 
die Lösung der Gleichung g(x) = y als den Satz von den impliziten 
Funktionen. 

Zum Abschluß dieses Paragraphen wollen wir noch eine Ergänzung 
zu Satz 5.5 beweisen. Aus diesem Satz folgt ja insbesondere. daß sich eine 
reguläre Abbildung durch Davorschalten eines geeigneten Diffeomor
phismus (näm!ich f) lokal als Komposition einer Projektion und einer 
Einbettung schreiben läßt. Der folgende Satz besagt nun. daß sich durch 
Dahinterschalten eines geeigneten Diffeomorphismus sogar erreichen 
hißt. daß diese Einbettung linear ist: 

5.6 Satz: J: G-->IR" sei eine 0'-Einbettun9 einer offenen Menqe im 
IR m in den IR n. Dann gibt es zu jedem x 0 EG eine Umgebung [; rnn J (., 0

) in 

IR" und einen <t;'-Diffeomorphismus f: U--> V. wo V eine olfene Teilmenge 
des IR" ist, so daß foJ auf 1- 1(U) die Form 

f o](X I • ... , Xm)= (X1, .. . , Xm• 0 .... , 0) 

hat. 

Beweis: Es sei J gegeben durch 

J(x,, ... , Xm)=(x,, ... , Xm, Im+ 1(X) . ... , Jn(x)) 

für X=(x,, ... ,xm)EG. Dann ist die Abbildung J':GxIRn-m__,IR". 

die wir durch J'(x, . ... , Xn) := (x,, ... , Xm, Xm+ 1 +Im+ ,(x), ... , xn +Jn(x)) 
definieren, auf ganz G x IRn-m regulär vom Graden. Über einer Umge
bung U von J(x 0

) existiert also die Umkehrabbildung I: U--> V, die dann 
ein <f'-Diffeomorphismus ist, und für XE]- 1 

( U) ist dann 

f o](x 1, ... , xm)=f6J'(x 1, ... , Xm, 0, ... , 0)=(X 1 , ... , Xm, 0, ... , 0). 1 
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Nachdem wir im vorigen Paragraphen <(, '-Abbildungen zwischen 
Teilmengen von Zahlenräumen untersucht haben, wollen wir nun die 
umfassendere Kategorie der '6'-Mannigfaltigkeiten kennenlernen. Wenn 
nichts anderes erwähnt wird, lassen wir wieder r = 0, 1, ... , x zu. Spiiter 
werden wir uns dann auf den Fall r= x beschränken. 

M sei ein Hausdorff-Raum mit abzählbarer Basis. Unter einer (reellen) 
n-dimensionalen Karte auf M verstehen wir ein Paar (U,9), wo U eine 
offene Teilmenge von M und 9: U ->q( U) ein Homöomorphismus von U 
auf eine offene Menge g(U)s:::;IR" ist (d.h., // ist bijektiv, und g und 1,- 1 

sind stetig). U heißt der Träger der Karte. Ist Pi: IR"-, IR die Projektion 
des IR" auf die i-te Komponente (vgl.~ 5), so können wir die Funktionen 
xi:= Pi oy: U-> IR bilden, i = 1, ... , n. Wir bezeichnen sie als (lokale) 
Koordinaten für U; ist XE U, so sprechen wir auch von lokalen Koordi
naten in x. Zwei solche Karten (U 1.?Jtl und (U 2 ,y 2 ) heißen miteinander 
'(, '-verträglich. wenn die Abbildungen 

und 

<f, '-Abbildungen sind. (Im Falle U1 n U2 = 0 sind ?J 12 und y 21 die leeren 
Abbildungen. die auch '(,'-Abbildungen sind!) Falls U 1 nU2 =t=0 ist. 
sind y 21 und // 1 2 '6'-Diffeomorphismen. so daß insbesondere U 1 und U 2 

gleiche Dimension haben. 

Bei der Definition der '6 '-Verträglichkeit sind wir in der Schreibweise 
etwas nachlässig gewesen. Genau genommen müssen wir y21 als die 
Hintereinanderschaltung der Abbildungen q 11 ly 1 ( U 1 n U 2 )---> U 1 n U 2 

und 1h1U 1 n U 2 ->/Ji(U 1 n U 2 ) definieren; entsprechendes gilt für 11 12 . 

Da wir es mit ähnlichen Situationen noch oft zu tun haben werden. wol
len wir ein für allemal folgende Vereinbarung treffen: Sind f:U->V1 

und //: [;~-> W beliebige Abbildungen zwischen Mengen. so soll die 
Hintereinanderausführung der Abbildungen II r- 1 

( VI n Vz )-> V1 n V2 
und 11IV1 n V2 -g(V1 n V2 ) einfach mit gof bezeichnet werden. 

Die folgende Skizze soll den Begriff der <C-Verträglichkeit zweier 
Karten verdeutlichen: 
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11 

g: 1 1 : 1 ::_: IR '1 

hgur ~ 

Unter einem n-dimensionalen ((, '-Atlas auf M verstehen wir jetzt eine 
Familie 

von n-dimensionalen Karten auf M. so daß LJ U, = ,\1 ist und alle Kar
ten miteinander paarweise rr, '-verträglich sind. 

6.1 Definition: Eine n-dimensiona/c rr, '-Man11i!ffa/tic1k.cit ist ein Paar 

wo Mein HausdorffRawn mir ab::üh/barer Basis und(Uj,?/i)icI ein n-dimen
sionaler rr, '-Atlas auf M ist. 

Die Bedingung, daß Meine abzählbare Basis hat. wird in der Definition 
häufig fortgelassen. Sie ist jedoch für die Entwicklung der Theorie recht 
praktisch (vgl.~ 7) und stellt auch keine große Einschränkung dar. da die 
in den Anwendungen auftretenden Mannigfaltigkeiten diese Bedingung 
stets erfüllen. 

Bevor wir uns weiter mit der Theorie der<(, '-Mannigfaltigkeiten be
fassen, sollen einige Beispiele die Definition erb utern: 
(1) Die offenen Mengen im IR" sind in natürlicher Weise<(,' -Mannig

fal t igkeiten. 
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(2) Die n-dimensionale Einheitssphäre 

S0 := {(x1 , ... , X 0 + i)EJR. 0
+ 

1
; "f xf = 1} 

1= 1 

ist eine <'6 x-Mannigfaltigkeit mit folgendem Atlas: 

u 1 := {(x, . ... ,Xn+ i)ES0 ;xn+ 1 < 1}' 

U2 := ((x1, ...• Xn+ 1)ES0
; Xn+ \ > -1}. 

Xn+l -Achse 

(0, ... , 0, 1) 

J -Xn+l 

x 1, ••• , Xn-Ebene 

Figur 3 
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g 1 : U 1 ->g 1 ( U i) =IR" ist die stereographische Projektion vom Nordpol 
(0, ... ,0,1) der Sphäre aus auf die Äquatorebene [(x 1 •...• xn.0)EIR"+ 1 J: 
entsprechend ist g2 die stereographische Projektion vom Südpol aus 
auf dieselbe Ebene. 

(3) Das Möbius-Band konstruieren wir folgendermaßen: Im IR 2 nehmen 
wir die beiden Rechtecke D, := (0, 2) x ( -1, 1) und D2 := ( -2, 0) x ( -1. 1) 
und „verkleben" sie miteinander auf folgende Weise: Ist x> 1, so iden
tifizieren wir einen Punkt (x,y)ED 1 mit dem Punkt (x-3,y)ED 2 : ist 
dagegen x< 1, so identifizieren wir (x,y)ED 1 mit (x-1, -y)ED 2 . Mathe
matisch exakt gesprochen bilden \Vif den Quotientenraum 
M := (D 1 u D2 )/ R, wo R die durch die eben beschriebenen Identifizie
rungen gegebene Äquivalenzrelation auf D, u D2 ist. M versehen wir mit 
der Quotiententopologie, so daß also die natürliche Projektion 
<p:D 1 uDi-->M stetig und offen ist. Setzen wir noch Ui:=<p(DJ und 
gi := <p- 1 1Ui->Di, i=1,2, so ist (Uj,gJi=i.z ein c;sx_Atlas für M. 

(4) Das cartesische Produkt zweier 'G''-Mannigfaltigkeiten ist wieder eine 
<&'-Mannigfaltigkeit: Sind (M,(Uj,gJiEI) und (N,U".i,hi)jEJ) die beiden 
Mannigfaltigkeiten, so ist (Ui x ~,gi x h)U.j)EixJ ein <6'-Atlas für Mx N. 

lnsb:::sondere ist also der n-dimensionale Torus T" := (S 1 
)" als n-faches 

cartesisches Produkt der Kreislinie S 1 eine rt5x_Mannigfaltigkeit. 

6.2 Definition: (M,(Ui,gJ;E 1) sei eine <6'-Manniyfaltiykeit. Unter einer 
<&'-Funktion auf einer offenen Teilmenge U rnn M i·erstehen 11·ir dann eine 

Funktion f: U-> IR, so daß die Funktionen 

f 0 ?h- ': qi( Ui n U) __. IR 

Jiir alle iE I <r, '-Funktionen im Sinne des Parawaphen 5 sind. 

Eine auf einer u,~igebunq eines Punktes XE M dcfinierrc ree/!1rerri11e 
Funhion r heißt eine<{, '-Funktion in X, wenn es eine u 111yehu1111 u 1"011 y in 
M giht. m daß f IU eine (&'-Funktion ist. 

Der letzte Teil unserer Definition ist wichtig für den Begriff des 
~'-Funktionskeimes in einem Punkte x einer <C-Mannigfaltigkeit .vl: 
Ist feine <(;''-Funktion in x. so hängt diese Eigenschaft offenbar nur mm 
Verhalten von f auf einer Umgebung von x ab. Wir bezeichnen daher 
zwei auf einer Umgebung U bzw. V von x definierte Funktionen als 
äquivalent in x. wenn sie auf einer Umgebung von x in U n I überein
stimmen. Dadurch wird eine Äquivalenzrelation in der Menge aller auf 
Umgebungen von x definierten Funktionen erklürt. und die Äquivalenz
klassen dieser Relation bezeichnen wir als Funktionskeime in .\. Ist / 



66 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten 

eine Funktion auf einer Umgebung von x, so schreiben wir f~ für den von 
J in x erzeugten Funktionskeim. Es ist also 

fx= {g: Ug-.JR; Ug Umgebung von x, 

gJWg = f I Wg für eine Umgebung Wg von x}. 

Ist jetzt I eine <t''-Funktion in x, so sind es offenbar auch alle g Ef~. Es 
ist also sinnvoll, von <t''-Funktionskeimen in x zu sprechen. 

Die Menge <t':(M) der <t''-Funktionskeime in x bildet eine IR-Algebra: 
Sind f~ und Yx aus <t'~ (M) mit Repräsentanten f: U-+ IR, bzw. g: V-+ IR, so 
sind f +g und f g auf U n V definiert und <t''-Funktionen in x; wir 

setzen: f~ + gx := (f + g)x, fx Yx := (fg)x . 

Entsprechend wird ),f~ für eine reelle Zahl ;_ erklärt. Sind jetzt J: Ü-+ IR 
und g: V-+ IR andere Repräsentanten für fx bzw. Yx, dann existiert 
eine Umgebung W von x, so daß (f+g)\W=(f+g)\W, d.h. (f+g)x 
= (f + g)~. Entsprechend gilt (f g)x = (f fi)x und A(fx) = A(f xl· Die Aus
drücke f,+g,, f,g, und A/, hängen also nicht von der Wahl der Re
präsentanten für f, . bzw. gx ab und sind somit wohldefiniert. D,ie 
IR-Algebra-Gesetze prüft man leicht nach. 

Ebenso ist für fxE~':(M) mit einem Repräsentanten f:U-+IR der 
Funktionswert fx(x) durch fx(x) := f (x) wohldefiniert. 

Nehmen wir einmal an, wir hätten auf M zwei ~''-Atlanten (Ui,gi);e1 
und ( i,;, hi)iEJ gegeben. Dann bezeichnet man diese Atlanten als äqui
valent, wenn in allen Punkten von M die Algebren der<t''-Funktionskeime 
bezüglich beider Atlanten übereinstimmen. Das ist offenbar genau dann 
der Fall, wenn alle Karten des einen Atlas mit denen des anderen <t''-ver
träglich sind. Daß diese Bedingung für die Äquivalenz der beiden At
lanten hinreichend ist, ist klar. Sie ist aber auch notwendig: Sind die 
Atlanten nicht miteinander <t''-verträglich, so ist mindestens für ein Paar 
(i,J)ElxJ die Abbildung hiog;- 1 :g;(U;n i,;)-+h/U;n i,;) keine '6''-Ab
bildung. Insbesondere ist dann Ui n i,; nicht leer, und es gibt eine <t''
Funktion f auf hi( Ui n i,;), so daß f ohi ogi- 1 keine <t''-Funktion ist. 
Die Funktion fohi:U;n i,;-+IR ist dann aber bezüglich des Atlas 
( i,;, h)iEJ eine '6''-Funktion, erzeugt also in jedem Punkt aus U; n i,; 
einen '6''-Funktionskeim, während das bezüglich des Atlas (U;,gJ;e1 
nicht der Fall ist. 

Man kann diesen Äquivalenzbegriff auch noch anders beschreiben: 
Ist ein fester <t''-Atlas auf M gegeben, so können wir ihn maximalisieren, 
indem wir alle Karten hinzunehmen, die mit den bereits vorhandenen 
<t''-verträglich sind. Dieser maximale Atlas, den man auch eine <€.'
Struktur nennt, ist offenbar durch den ursprünglich gegebenen Atlas 
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eindeutig bestimmt. Zwei Atlanten sind jetzt genau dann äquivalent. 
wenn sie Unteratlanten derselben '6'-Struktur sind. 

Im folgenden wollen wir zwei (f, '-Mannigfaltigkeiten (}'vf.(L'i·!/J;e,) 

und (M,(~,hi)Ju) miteinander identifizieren. wenn (L'i,?/J;e, und 
(~,hi)ieJ äquivalent sind. Im allgemeinen werden wir auch einfach AJ an 
Stelle von (M,(Ui,.c/i);e,) schreiben und den Atlas (L',,!/il;ei nur erwäh
nen, wenn er für unsere Überlegungen explizit benötigt wird. In allen 
anderen Fällen denken wir unseine<i, '-Mannigfaltigkeit 1W stillschweigend 
mit einem rr, '-Atlas versehen. 

Sei F: M---> N eine stetige Abbildung zwischen zwei r1, '-Mannigfaltig
keiten und x ein Punkt in M. Für einen Funktionskeim jf 1, 1 in F(x) mit 
einem Repräsentanten f: V--->IR auf einer Umgebung 1· \Oll F(x) in /V 
ist dann F- 1 

( V) eine Umgebung \Oll x in M. auf der die Funktion 
F*(I) :=joF definiert ist. Der Funktionskeim (/oF), hiingt dann nur 
von F und / 1. 1,> ab. nicht aber von der Wahl des Repriisentanten / für 
/;,1,>. und wir setzen daher 

F*Ur1,)) := (F*(j)}_ =(/oF), 

und nennen F*(f1 1, 1) den mit F zurückgenommenen oder gelifteten 
Funktionskeim. 

Die Abbildung F bezeichnen wir nun als rf, '-Abbildung. wenn durch 
F* 16'-Funktionskeime auf'!, '-Funktionskeime abgebildet werden: 

6.3 Definition: Mund N seien ::wei rc-M anniyfaltiykeiten und F: AJ---> N 
eine stetige Abbildung. Dann heißt F eine((; '-Abbilduny. 1renn .für alle XE M 

gilt, d.h., wenn <t'-Funktionskeime in F(x) auf <[;'-Funktionskeime m x 
abgebildet werden. 

Aus dieser Definition sieht man sofort, daß die Hintereinanderaus
führung zweier '!,'-Abbildungen wieder eine ist. Trivialerweise ist auch 
die Identität auf einer rc-Mannigfaltigkeit eine '{, '-Abbildung. Insge
samt haben wir also das Ergebnis. daß die <1, '-Mannigfaltigkeiten eine 
Kategorie 'f,' bilden, deren Morphismen die soeben definierten 'f, '

Abbildungen sind. Es gilt 16"' <;: · .. <;: 0 2 <;: <1, 1 <;: <f, 0 • wobei die Inklusionen 
sogar echt sind. Man kann aber andererseits jede 0'-Mannigfaltigkeit 
für r;:::: 1 als ((/ 00 -Mannigfaltigkeit auffassen. wobei natürlich i. allg. weniger 
Funktionen auf der Mannigfaltigkeit <(;"'-Funktionen sein werden als die 
ursprünglichen 16'-Funktionen. Genauer gilt der folgende Satz \On 
Whitney, den wir hier nur zitieren wollen (zum Beweis siehe [33]): 

,• 
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6.4 Satz: M sei eine <c'-Mannigfaltigkeit 1) mit der Struktur 
(U,,g;)1"1 . Dann gibt es einen Teilatlas (U„g,);,, 1 von (U,,g,);E 1, so daß 
(Af,(U;,0;);., 1 ) eine ~"'-Mannigfaltigkeit ist. 

Aufgrund dieses Satzes wollen wir uns im folgenden auf den Fall 
r x beschränken, d. h., wir werden nur '6"'-Mannigfaltigkeiten, -Abbil
dungen und -Funktionen betrachten und sie wie üblich einfach als 
differenzierbar bezeichnen. Bei den Mannigfaltigkeiten werden wir 
meistens auch noch auf das „differenzierbar" verzichten: Eine Mannig
faltigkeit ist für uns also stets eine ~ 00 -Mannigfaltigkeit ! 

Die meisten Begriffe werden sich auch auf rtf'-Mannigfaltigkeiten etc. 
für r < c,: übertragen lassen, ohne daß wir das jeweils eigens erwähnen. 
Manchmal ist dabei allerdings besondere Vorsicht geboten, und wir wer
den gelegentlich darauf eingehen. 

Ist AJ eine Mannigfaltigkeit, so ist "t'"(AJ,IR) die Menge der '{,"-
Morphismen von M nach IR, also die Menge aller refx-Funktionen auf 
M. Statt <t"(M,IR) schreiben wir einfacher <c"'(M). Erklären wir 
Addition und Multiplikation in 'ti'"'(M) wie üblich punktweise (d.h. 
durch (f+g)(x):= f(x)+g(x) für f,gE<t"(M), xE1H etc.), so wird 
({,' (JH) zu einer IR-Algebra. 

Ist Leine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit und F: L->1W eine 
differenzierbare Abbildung, so haben wir oben bereits eine Abbildung 
F*:<'C"'(M)->((ß'"'(L) definiert, indem wir für fE<t'"'(M) F*(f):= foF 
gesetzt haben. F* ist ein Algebrahomomorphismus, wie man sofort sieht. 
Außerdem folgt aus der Definition (GoF)* F*oG*, wenn G:M->N 
eine differenzierbare Abbildung von M in eine dritte differenzierbare 
Mannigfaltigkeit N ist. Schließlich ist für die Identität /M auf M /~ die 
Identität auf <(fx (M). Die Zuordnung M ,-.,<f''" (M), F•• F* stellt also 
einen kontravarianten Funktor auf der Kategorie <ef;'"' dar, und zwar 
mit Werten in der Kategorie.# der IR-Algebren. 

Für eine differenzierbare Abbildung zwischen offenen Mengen im 
lR" haben wir bereits definiert, wann sie ein Diffeomorphismus ist bzw. 
in einem Punkte regulär heißt. Diese Begriffe übertragen sich ohne 
weiteres auf differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten. 

6.5 Defmition: Eine differenzierbare Abbildung F: M-> N zwischen 
zwei Mannigfaltigkeiten heißt ein Dijfeomorphismus, wenn sie bijektiv ist 
und F- 1 ebenfalls differenzierbar ist. 

Nach dieser Definition sind also die Diffeomorphismen genau die 
Isomorphismen der Kategorie 'f,'w 

6.6 Definition: (M,(Ui,gJ„1 ) und (N,(Vi,h)i.,;) seien differenzierbare 
Mannigfaltigkeiten und F: M --+N eine differenzierbare Abbildung. Dann 
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heißt F regulär im Punkt x M. ,renn fiir 
F(x)E 1·J stets die Abhi/duny 

I mit XE U; 1111d 

hjoF01li 1 :11;(F 10·\)n U.) (V)) 

regulär in qdx) ist. 
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Um die Regularität von F in x Lu testen, genügt c:;. die Bedingung der 
Definition für \~in Paar (i0 ,j0 JE 1 x J mit .rE U, und F(rJE VJ zu 
überprüfen. Für alle anderen Kartenpaare mit XE i\ und F(x)E Vi °folgt 
sie dann aus der <t"'-Verträglichkeit der Karten. 

In der elementaren Differentialgeometrie betrachtet man Kurven und 
Flächenstücke im IR 3• Entsprechend untersucht man in der Theorie der 
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten auch Untermannigfaltigkeiten: 

6. 7 Definition: M sei eine differenzierbare Afanniqfä/tiykeir. X eine 
Ti.>ilmenge ron A'1. Dann heißt X eine ( di/}eren-.::ierhare) Umermanniafä/
tigkeit mn M, wenn ai!t: 
(1) X ist selbst eine differenzierbare M annigfalrh7keit. 
(2) Die Injektion i: X----> A1 ist dif/eren:ierhar und ühl'rall regulär. 

Beispiele: (1) Die n-Sphüre S" ist eine difTereozierbare U ntermannig
faltigkeit des IR n + 

1
• 

(2) lvf sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem Atlas ( Ui, ~1}Jc1· 

X eine offene Teilmenge von At Dann erhalten wir auf einfache Weise 
einen Atlas für X. der X zu einer differenzierbaren Cntermannigfaltigkeit 
von M macht, wobei X die Relativtopologie trügt Dazu setzen wir 

für )EJ VJ:=U/,X und h/=f!iJr>--->yi(ti). Dann ist (l\.hJ)1 E, der 
gesuchte <f,"'-Atlas für X. 

(3) M und N seien Mannigfaltigkeiten, f: M -,N eine injektive dif
ferenzierbare Abbildung, die überall ist Dann können wir die 
Topologie und differenzierbare Struktur von A1 mittels f auf f(:\4) 

übertragen und erhalten Sü eine diffcrenzicrban: Untermannigf'.l!,igkeit 
von N. Im Gegensatz zu Beispiel (2) braucht diese Unterm,111nigfaltig-
keit jedoch i. allg. nicht die Relativtopologie zu ! 

Da die nach Beispiel (3) konstruierten Untermannigfaltigkeiten eine 
besondere Rolle spielen. machen wir die folgende Definition: 

6.8 Qefinition: f: M -> N sei ein{' differen::1e1hare Ahbild1my :wisc/11:11 
zwei Afan11iy(altiokeiten. Dann hci/Jt feine Eii11JC!lur1_(/. ll'enn yilr: 

(1) f ist in;ektir, 
(2) f ist überall regulär. 
Der nächste :;atz gibt drei Charakterisierungen einer wichtigen Klasse 

von Eir,;1ettungen: 
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~ 6.9 Satz: ,\1 und N seien Mannigfaltigkeiten der Dimension m b:w. n, 
f:M->N eine Einbettung. Dann sindfolgende Aussagen iiquirnlent: 

(1) Zu jedem XEN gibt es eine Umgebung U in N und einen Difjeomor
phismus g: U-+ D von U auf eine offene Teilmenge D des IR 0 , so daß 
gof)f- 1 (U)->Dn {(x1, ... , IR 0

; Xm+ t ·•• =X0 O] ebenfalls ein 
Diffeomorphismus ist. 

(2) f ist eigentlich, d.h .. die Urbilder kompakter Menyen sind kompakt. 

(3) f ist abgeschlossen. d.h„ die Bilder abgeschlossener Mengen sind ab

geschlossen. 

Beweis: Wir identifizieren M gemäß Beispiel (3) mit /(M) (d. h .. wir 
versehen f (M) mit derselben Mannigfaltigkeitsstrukt~r wie M) und 
haben dann unsere Aussagen für die Inklusionsabbildung f (M)--> N 
zu beweisen. Daher nehmen wir o.B.d.A. an, daß Meine Teilmenge von 
N und f: M-> N die Inklusionsabbildung ist. 

(1)=(2): Zunächst zeigen wir, daß M abgeschlossen in N ist: Ist xEM, 
so gibt es nach Voraussetzung eine Umgebung V von x in N und einen 
Diffeomorphismus g: V-> D von U auf eine offene Menge D im IR", 
so daß g!UnM->Dn[Xm+i=··· x 0 =0} ebenfalls ein Diffeomor
phismus ist. Da D n (xm + 1 .. · = x 0 O} abgeschlossen in D ist. ist 
auch U nM abgeschlossen in U, also xEM. ferner ergibt sich aus der 
speziellen lokalen Darstellung von M, daß M die Relativtopologie trägt. 
Ist nun K c;; N kompakt, so ist auch f 1 {K) = K n M als abgeschlossene 
Teilmenge einer kompakten Menge kompakt in N. also auch in M. 

(2)=(3): Daß f als eigentliche Abbildung abgeschlossen ist, ist aus der 
Topologie bekannt (zum Beweis siehe etwa [ 4]). 

(3) = (1): Ist .f abgeschlossen, so ist insbesondere 1H = f ( M) abgeschlos
sen in N. Liegt jetzt XEN nicht in M, so ist (1) einfach zu erfüllen: Es 
gibt sicher eine Karte (U,g) der '{;'"-Struktur von N, so daß U nM 0 
ist und XE U gilt. Durch Verkleinerung von U und eventuelle Trans
lation von g(U) im JRn können wir erreichen, daß D:= y( U) mit 
((x 1, ... ,x0 )ElRn; Xm+ 1 = ··· X 0 =0l leeren Durchschnitt hat. Befassen 
wir uns also mit dem Fall xEM. ( v'.h) und (U,y) seien Karten von M 
bzw. N mit XE V und XE U. Wir dürfen dabei wegen der Stetigkeit 
von f o. B. d. A. annehmen, daß V f( V),;; U gilt. Die Abbildung 
gof oh- 1 

: h( V)--.g( U) ist dann differenzierbar und überall regulär. Durch 
Davor- und Dahinterschalten geeigneter Diffeomorphismen können 
wir nach Satz 5.5 und 5.6 sogar erreichen, daß / gofoh- 1 die Form 
/(x 1, ..• ,xm)=(x 1, ... ,xm,0, ... ,0) hat. Um (1) nachzuweisen. bleibt nur 
noch zu zeigen. daß V und U so gewählt werden können, daß V= U n M 
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ist. Das ist offenbar richtig, falls Af die Relativtopologie (in N) trägt. 
Daß das der Fall ist ergibt sich aber aus der Abgeschlossenheit von f. 1 

Die in Satz 6.9 aufgeführten Eigenschaften von Einbettungen sehen 
recht einschränkend aus. und es gibt durchaus Einbettungen. die diese 
Eigenschaften nicht haben. wie das folgende einfache Beispiel : Ist 
G ein Gebiet im IR". G i= IR n. so erfüllt die Einbettung i: G----> IR_ 0 die in 
6.9 aufgeführten Bedingungen nicht. Ein „pathologischeres„ Beispiel 
einer nicht-eigentlichen Einbettung erhält man. indem man eine Gerade 
auf dem zweidimensionalen Torus so „aufwickelt". daß sie dort überall 
dicht liegt. 

Trotzdem spielen eigentliche Einbettungen eine wichtige Rolle. denn 
es gilt der folgende Satz von Whitney: 

6.10 Satz: Sei l'v! eine n-dimensiO'wle :::usammenhänqende differen:::ier
bare Mannit1fuftiykeil. Dann oibt es eine ei,wntliche Einbeuuny 
f: Af---->IR2" ~ i _ 

Man kann sich also theoretisch bei der Betrachtung der zusammen
hängenden differenzierbaren Mannigfaltigkeiten auf abgeschlossene 
Untermannigfaltigkeiten des IR 0 beschränken. Da aber in der Praxis 
differenzierbare Manngifaltigkcitcn oft durch einen Atlas gegeben sind. 
so daß sich nicht ohne weiteres eine konkrete eigentliche Einbettung in 
einen Zahlenraum konstruieren läßt. wollen wir im folgenden die Theo
rie der Differentialformen auf differenzierbaren !'vlannigfaltigkeiten be
handeln, ohne von der Möglichkeit einer eigentlichen Einbettung in 
Zahlenräume Gebrauch zu machen. Deswegen verzichten wir hier auf 
den Beweis des Satzes von Whitney. den man etwa in [33] findet. 

Ist M eine Mannigfaltigkeit der Dimension 11 mit einem rt, '-Atlas 
(Ui,?J;)icf, so gibt es einen dazu äquivalenten <6 '-Atlas (Vi.h)JEJ· bei 
dem alle hJVi) achsenparallele Quader des IR0 sind, d.h. die Form 
Qi hi(Vi)=n X ... X/'] haben, WO die f)=(a).b)'} nicht-leere offene 
Intervalle auf der reellen Geraden sind. Dabei wollen wir auch ai x 
und bi = + x zulassen. (J'; darf also aueh eine Halbgerade oder ganz 
IR sein.) Um einen solchen Atlas zu erhalten. kann man etwa folgender
maßen vorgehen: Für festes iE/ ist f!;(U,) eine abzählbare Vereinigung 
achsenparalleler Quader. d. h .. wir können U; = LJ V;. v schreiben. so 

\'EN 

daß ?Jd V,.v _. g,( Vi.vl V,.v auf einen Quader abbildet. Führt man diesen 
Prozeß für alle i durch. so erhält man einen Atlas der gewünschten Art. 

Um so einen Atlas mit quaderförmigen Karten vor gewöhnlichen Atlan
ten auszuzeichnen. werden wir (U;,0;,Qi)iEI schreiben. um dadurch aus
zudrücken. daß Qi := ?Ji( U;) ein (achsenparalleler) Quader in einem IR 0 

ist. 
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Ist jetzt Q J 1 x ... x l° ein Quader des IR", so können wir die beiden 
Teilmengen 

Q:=(/ 1 n( :c,OJ)x / 2 x ··· x !" 

und 

cQ:=(1 1 "{O}J x 12 x ... x r 
von Q betrachten: 

{(0, X2 , ••• , Xn) E !Rn} 

Q = g(U) 

IR 

Figur 4 

i':Q können wir dabei im Falle, daß ÜE/ 1 gilt, mit / 2 x ··· x I" identifi
zieren und als offene Teilmenge des IR" - 1 interpretieren, indem wir 
IR" 1 mit dem Teilraum {(0,x2 , ... ,xn)EIR"} von IR" identifizieren. 
Dann ist oQ eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von Q, die den 
Rand von Q in Q bildet. Mit diesen Bezeichnungen können wir nun 
definieren, was eine berandete Untermannigfaltigkeit einer Mannig
faltigkeit sein soll: 

6.11 Definition: M sei eine Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann 
heißt eine Teilmenge G M eine berandete Untermannigfaltigkeit von M, 
wenn Meinen <t"'-Atlas (U;,g;,Q;),e 1 mit folgenden Eigenschaften hat: 
(1) Für jedes iEl ist Qi=g;(U,) ein achsenparalleler Quader im IR"; 
(2) farjedes iEl ist GnU,=g;- 1 ({!;), cG:=Ug1

1 (oQ;) heißt der Rand 
iEl 

wn G, und(U,,g;,Q,);EI heißt ein <'.{,'"'-Atlas der berandeten Untermannig
faltigkeit G von M. 
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6.12 Satz: M sei einen-dimensionale Manniyjaltiqkeit und G eine be
randete Untermannigfaltigkeit mit dem <r, '-Atlas (Ui,{h,QJicI· Dann yilr.· 
(1) cG ist der topologische Rand* wn Gin At, und es ist i'Gc;G, d.h.. 
G ist abgeschlossen. 
(2) oG ist leer oder eine eigentlich einyehettete (n -1 )-dimensionale Unter
mannigfa/tigkeit von M mit dem '6''-Atlas (cUiJ\Ji.<'Qd;E 1 , definiert 
durch 

i"Ui tGn U;. 

<'11, := !li ii' Ui->?Qi. 

(Vergleiche auch Figur 4.J 

Beweis: (1) Ist XECG, so ist für ein iE/ g;(,)Ey;(<"QJ, und in jeder 
Umgebung von g,(x) liegen sowohl Punkte aus Q; als auch aus Qi-Qi. 
Wegen gi(QJ G und g;(Q; QJnG=0 liegen daher in jeder Umge
bung von x sowohl Punkte aus G als auch aus M G, ,d. h., x gehört 
zum topologischen Rand von G. Ist umgekehrt das letztere der Fall, so 
liegt x in einem U;, und in jeder Umgebung von x können nur dann 
Punkte aus G und aus M -G liegen, wenn XECU; g;(cQJ ist. Also 
gehört X zu oG. 

Daß oG c; G gilt, folgt unmittelbar aus der Definition von ?G. 
(2) (cUj,(!CJ;, cQ;);E 1 ist in dem Sinne eine (n -1 )-dimensionale Karte 
auf oG, daß wir cQ; als Teilmenge des !Rn - 1 auffassen (s.o.). Die y; " -
Verträglichkeit dieser Karten folgt aus der der Karten (U;,f/;,QJ Daß 
schließlich die Inklusionsabbildung j: ?:G-> M eine eigentliche Einbet
tung ist, ergibt sich aus Satz 6.9 ( Punkt ( 1 )), wobei die Differenzierbarkeit 
vonj aus der der Inklusionsabbildungen ?Q;-•Q; folgt. 1 

Ist G eine Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M, so braucht man i. allg. 
keinen Atlas aus quaderförmigen Karten für ganz M zu suchen, um fest
zustellen, ob G eine berandete Untermannigfaltigkeit von M ist. Es gilt 
nämlich das folgende Kriterium: 

6.13 Satz: M sei eine n-dimensionale iWannigfaltiykeit. Dann ist eine 
Teilmenye G von M yenau dann eine berandete Untermannigfaltigkeit. 
wenn G abgeschlossen ist und wenn es zu jedem xEG eine (mit der geye
benen Struktur i:erträgliche! Karte (U,g,Q) auf M gibt mit XE U, so daß 
Q g(U) ein achsenparalleler Quader im !Rn ist und G n U g- 1 (Q) oilt. 

Beweis: Die Notwendigkeit des Kriteriums ist klar. Sei umgekehrt 
G eine abgeschlossene Teilmenge von lvt, so daß es zu jedem xEG eine 

* xEM gehört genau dann zum topologischen Rand von G. wenn in jeder Cmgebung 
von x sowohl Punkte aus G als auch aus A1 - G liegen. 



74 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten 

Karte der angegebenen Art gibt. Diese Karten bzw. ihre Träger über
decken dann eine offene Umgebung von Gin M. Zu XEM-G können 
wir außerdem sicher eine quaderförmige Karte tU,g,Q) finden, deren 
Träger U noch ganz in M -G hegt und x enthält, so daß Q=0 ist. 
Die Menge aller dieser Karten bildet dann zusammen mit den bereits 
gegebenen einen ~"'-Atlas (zur gegebenen Differenzierbarkeitsstruktur) 
von M, der die Bedingungen von Definition 6.11 erfüllt. 

Als Beispiel einer berandeten Untermannigfaltigkeit des IRn sei die 
n-dimensionale Einheitskugel erwähnt; ihr Rand ist gerade die Einheits
sphäre sn l 



§ 7: Partition der Eins 

Für die im folgenden zu entwickelnde Theorie der Vektorfelder und 
Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit sowie für die Integrations
theorie des Kapitels IV ist die Partition der Eins ein wesentliches Hilfs
mittel. (Die Theorie der analytischen Mannigfaltigkeiten wird z.B. in 
mancher Hinsicht dadurch schwieriger als die der differenzierbaren. weil 
man dort keine analytische Partition der Eins zur Verfügung hat.) In 
diesem Paragraphen wollen wir die nötigen Begriffe einführen und 
schließlich die Existenz einer Partition der Eins zu vorgegebener lokal
endlicher Überdeckung einer Mannigfaltigkeit zeigen. 

Eine offene Überdeckung U = ( UJ,ei eines topologischen Raumes X 
heißt lokal-endlich, wenn es zu jedem XE X eine Umgebung U in X gibt. 
so daß U n Ui nur für endlich viele iE / nicht leer ist: Wir sagen dann 
auch, daß U n U, 0 für fast alle iE/ gilt. Ist tl =( ~JJ,c 1 eine weitere 
offene Überdeckung von X, so nennt man tl eine Verfeinerung von U. 
wenn jedes v; in einem U, enthalten ist. tl heißt eine Schrumpfung, wenn 
J = / ist und für alle iE / i:, U, gilt. 

Ein Hausdorff-Raum X heißt parakompakt. wenn jede offene Über
deckung von X eine lokal-endliche Verfeinerung besitzt. 

Unter dem Träger einer Funktion f: X__, lR auf einem topologischen 
Raum X verstehen wir die tv1enge 

supp(f) (xEX;f(x)+o:. 

7.1 Satz: Ein lokal-kompakter HausdorffRaum X mit ab:ählbarer Basis 
ist kompakt, oder er ist parakompakt und läßt sich durch ab::i.ihlbar l'iele 
kompakte M enwn ausschöpfen. d. h„ es (jibr eine F ol(Je ( K ;),cN kompakter 
Teilmengenrun X mit K, <;; K, + 1 und U K, =X. 

Beweis: U =(Ui)iEN sei eine Basis der Topologie von X. Wegen der 
Lokal-Kompaktheit von X dürfen wir o.B.d.A. annehmen, daß L', für 
alle iEIN kompakt ist. 

Wir setzen nun K 1 C 1 . Es gibt ein minimales k I EIN mit 
K 1 ;:; U_J u u2 u · · · u Li,· da K I kompakt ist. Nun setzen wir 
K2 U 1 uU 2 u .. ·uUk,· Dann ist K 1 K 2 • AufdiescArtkonstruiercn 
wir die Folge der K; rekursiv: Sind K 1 ..... K 11 bereits konstruiert. so gibt 
es wieder ein minimales knEIN mit Kn~ul U2'0"·Ulkn· und \,ir 
setzen Kn l := U 1 UV z U · · · U kn. Falls X nicht kompakt ist. erhalten 
wir so die gewünschte Ausschöpfung von X. 

1 
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Um die Parakompaktheit von X zu zeigen, setzen wir A0 Kn+ 1 - Kn 
und betrachten eine offene Überdeckung 'B=(~)jeJ von X. A 0 ist kom
pakt und wird daher von endlich vielen v'.i überdeckt, etwa von 
vn,x> K=1, ... ,kn. Es sei wn.1<:=Vn.1<n(.Kn+2-Kn-d; dann ist 

fil.\ := (Wn,")"=t, ... ku.necN eine offene Überdeckung von X= u An, 
neN 

und zwar eine Verfeinerung von '13. m3 ist lokal-endlich, denn jedes 
xEX liegt im Inneren eines K0 , das nur von den endlich vielen Wm,x 

mit m ~ n geschnitten wird. 1 

7.2 Satz: X sei ein lokal-kompakter Hausdorjf-Raum mit abzählbarer 
Basis, U (UJ;. 1 eine offene Überdeckung von X. Dann gibt es eine 
Schrumpfung von U. 

Beweis: Aus dem Beweis des vorangegangenen Satzes folgt, daß U eine 
abzählbare lokal-endliche Verfeinerung fr = (Ü v)vEN besitzt. Wir kon
struieren zunächst eine Schrumpfung von t1: 

Sei R1 U Ü v und W1 := Ü I R1 . Da X l~kal-kompakt ist, gibt es 
v4'1 

zu jedem XE W 1 eine Umgebung W(x), so daß W(x)s;:; Ü 1 ist. Nehmen 
wir zu W := (W(x))xew

1 
noch R 1 hinzu, so haben wir eine offene Über

deckung von X, die nach Satz 7.1 eine lokal-endliche Verfeinerung 
'ill=(W)jEJ besitz,. Für i\ 'u wj ist wegen der Lokal-Endlichkeit 

W;$tRt 

von 'ill (vgl. Lemma 7.3) V1 u ~ U ~s; Ü 1 , denn jedes ~ 
WJ'i'R1 W;g;R, 

liegt ja in einem W(x) für ein geeignetes x E W1, und es ist W(x) s;:; Ü 1 . 

Setzen wir D: C\ und Ü! := Üv für v~2, so ist U' (Ü!lveN eine 
offene Überdeckung von X, da Ü1 - U Ü, W1 C\ ist. Dieses Verfah-

v* 1 

ren wenden wir der Reihe nach auf alle Ü v• VE N, an und erhalten so eine 
Schrumpfung t~ =(VvlveN von U. Dabei ist zu beachten, daß man bei 
der Konstruktion von J/v an Stelle der Üµ, µ < v, die schon konstru
ierten Schrumpfungen Vµ zu verwenden hat. 

Um daraus eine Schrumpfung 'D von U zu konstruieren, setzen wir 
v; := U Vv. Mit U ist nämlich auch 5B lokal-endlich, und daher gilt 

ÜvcVt 

nach dem unten stehenden Lemma 7.3 

V;= U V,= U Vvs; U üv~Ui. 1 
iJv Ui Üv<:;;Vi Üv~Ui 

Das Lemma, das wir im Beweis von Satz 7.2 bereits zweimal verwendet 
haben, wollen wir jetzt nachtragen: 
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7.3 Lemma: 'D = ( v;)1" 1 sei eil!f!_~kal-endliche Überdeckung des topo
logischen Raumes X. Dann ist U v; UV, jür jede Teilmenge I s J. 

jEI jE l . 

Beweis: Zu zeigen ist lediglich U v; s U v;. Sei also x EU vi. Es gibt 
jEl jEJ jEJ 

.ein~ Umg~bung U von x, die nur endlich viele v; schneidet, etwa für 
}EJ, wo J eine endliche Teilmenge von J ist. Folglich liegt x bereits in 
U f'i, und da J n j endlich ist, haben wir X' E-u. v; U. v; S U }j. l 

jEJn] jEl>} jEJ"J jEJ 

Zu den bisher behandelten topologischen Räumen gehören auch die 
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten: Lokal-kompakt sind sie, weil sie 
lokal homöomorph zu Gebieten eines IR.0 sind; und die abzählbare Basis 
für ihre Topologie haben wir in Definition 6.1 verlangt. 

Jetzt wollen wir eine Eigenschaft differenzierbarer Mannigfaltigkeiten 
beweisen, die nicht rein topologisch ist, sondern eine Aussage über die 
Existenz „genügend vieler" differenzierbarer Funktionen auf einer 
differenzierbaren Mannigfaltigkeit macht. Dazu sei bemerkt. daß die 
folgenden Überlegungen auch für ~'-Mannigfaltigkeiten mit r < x gel
ten, nicht jedoch für analytische Mannigfaltigkeiten 1 

7.4 Satz: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. V und W otrene 
Teilmengen von M, so daß Vs W gilt. Dann gibt es eine differenzierbare 
Funktion h:M--.IR. mit folgenden Eigenschaften: 

(1) Ü$h(x)$1 }ur alle XEM; 

(2) h(x) = 1 .fur alle x E V; 
(3) supp(h) s;; W. 

Beweis: Wir behandeln zunächst den Spezialfall M = IR.0 und 
V= {xEIR.0

; Jlxll <r}, W= {xEIR.0
; llxll <r'} mit r<r', wo 1111 die eukli

dische Norm im IR" bezeichnet. 
Eine Abbildung q,rr.:JR-> IR definieren wir durch 

{

exp (···· 
1
( , ··~) für r < t < r'; 

._ , (r t) r t) 
q>rr (!) .-

Ü sonst 

q>,r' ist unendlich oft differenzierbar. ebenso die Funktionen 
t 

Jq>,,(r)dr 

t/Jrr·(tl := T--·
S q>,,.(r)d r 
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und X,,,(t) := 1 - 1/J ,,.(t). Die Funktion h; IR".-,. IR definieren wir nun durch 

h(x) := X,,.(llxll) für XE IR n . 

Als nächstes untersuchen wir den Fall, wo Meine beliebige differen
zierbare Mannigfaltigkeit ist und V kompakt in W liegt. (Wir wollen das 
mit V c c W abkürzen.) Für einen Punkt x EV betrachten wir eine Karte 
(U,g) auf M mit XEU und g(x)=OEIRn. Dann enthält U eine offene Um
gebung U, von x, die durch g auf eine offene Kugel K,,, := {xEIRn; llxll < r"} 
im IR.0 abgebildet wird, so daß außerdem noch U, c W gilt. Sei nun 
0< r<r' <r". Wir setzen V.:= g- 1(K,), W. g- 1(K,.) und definieren 
mit dem oben konstruierten h: h, hog: U,-+IR. Diese V,, W, und h, 
können wir für alle x EV konstruieren. Da V kompakt ist, gibt es be
reits endlich viele Punkte x1, ... , xk E V, so daß 

k u U,, C w 

gilt. Die h, setzen wir außerhalb U, trivial fort, d. h., wir definieren 
h,(y):=0 für yeM-U,. Dann sind die h, differenzierbare Funktionen 
auf M, und k 

1z := 1- n (1- 11.J 
V ! 

ist die gesuchte Funktion auf M. 
Jetzt können wir den allgemeinen Fall behandeln: M ist lokal-kom

pakt und hat eine abzählbare Basis. Wie wir oben gesehen haben, gibt es 
daher eine lokal-endliche offene Überdeckung (U;)ie/ von M, so daß Di 
kompakt ist für alle iEJ. (Ü;)ie1 sei eine Schrumpfung dieser Überdek
kung. FUr iEI setzen wir V; Vn Ü, und W; Wn U;. Dann gilt 
Vi c c W,, unct""nach dem oben bewiesenen Spezialfall gibt es zu jedem 
i E / eine differenzierbare Funktion hi auf M mit folgenden Eigenschaften: 
(1) O:s;: h;(x) :s;:1 für alle XE M, (2) h;(x) = 1 für alle XE~, (3) supp(h;) ~ w,,;. 

g L h; .ist dann eine wohldefinierte differenzierbare Funktion auf M, 
iEl 

da supp(h;)s; W;s;; U; ist und (U;),ei eine lokal-endliche Überdeckung 
ist. Jeder Punkt xEM besitzt nämlich deshalb eine offene Umgebung, 
über der fast alle h; verschwinden, so daß die Summation einen Sinn hat 
und g lokal die Summe endlich vieler differenzierbarer Funktionen ist. g 
hat folgende Eigenschaften: 

(1) g(x);;:::O für alle XEM, 

(2) g(x) 21 für alle x E V, 
(3) supp(g)c;; W. 
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V':= { x EM; g(x) < ist eine offene Teilmenge von M, ebenso 
W' := M - V, und es gilt V'<;; W'. Daher gibt es eine differenzierbare 
Funktion g' auf M mit analogen Eigenschaften wie g, d. h.: 

(1') g'(x);:?:0 für alle xeM, 
(2') g'(x) :2: 1 für alle x e V', 
(3') supp(g') s::; W'. 

Ist g(x)=O, so ist also xEV' und daher g'(x);:,,1, d.h., für alle xEAf 
ist g(x)+g'(x)>O, so daß 

h := g / 
g+g 

eine wohldefinierte differenzierbare Funktion auf M ist. h ist die gesuchte 
Funktion: Da g und g' überall positiv sind, ist für alle XE M h(x) ~ 1. 
Wegen supp(g') s::; W' = M V verschwindet g' auf V, so daß dort h den 
Wert 1 annimmt, und wegen supp(g) W gilt auch supp(h) W 1 

Satz 7.4 ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung differen
zierbarer Mannigfaltigkeiten. Insbesondere stützt sich auf ihn und auf 
Satz 7.2 der Beweis des Satzes von der Partition der Eins, die wir nun 
einführen wollen: 

7.5 Definition: U (U,);c 1 sei eine lokal-endliche offene Überdeckung 
der Mannigfaltigkeit M. Dann verstehen wir unter einer U ::ugeordneten 
(differenzierbaren) Partition oder Zerlegung der Eins eine Familie (h,)1, 1 

d(fferenzierbarer Funktionen auf M mit folgenden Eigenschaften: 
(1) hi(x):2:0 fiir alle XEM; 
(2) supp(hi) s::; U,; 
(3) Lhi(x) 1 für alle XEM. 

i<el 

Bemerkung: (3) ist sinnvoll, da wegen (2) und der Lokal-Endlichkeit 
von U h;(:t) = 0 ist für alle i EI. 

7.6 Satz: U (UJ;E 1 sei eine lokal-endliche o[(ene Oherdeckung der 
Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es eine U ::ugeordnete dißeren::ierbare 
Partition der Eins au{M. 

Beweis: U besitzt nach Satz 7.2 eine Schrumpfung ~J ( Vil;t1, und 
ebenso gibt es zu lD eine Schrumpfung fü ( W1);u· Für alle i Ei ist 
also W, Vi und ii\ U;. Daher gibt es nach Satz 7.4 differenzierbare 
Funktionen g,: M -~ JR mit folgenden Eigenschaften: ( 1) 0 ~ g, (x)::; 1 
für alle xeM, (2) g;lf-V; 1, (3) gJM' Vi O (d.h. supp(y1)c:;~s;U,). 
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g(x):= L gJr) ist für alle xEM wohldefiniert und liefert eine differen-
ieI 

zierbare Funktion g auf M mit g(x)>O für alle XEM. Setzen wir jetzt 

h(x) := f!;(x), XEM' 
' g(x) 

so ist (h;)iEI die gesuchte Partition der Eins. 1 
Eine weitere wichtige Anwendung von Satz 7.4 ist der Beweis der 

folgenden Aussage: 

7.7 Satz: Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M besitzt jeder 
ce;x-Funktionskeim einen globalen Repräsentanten, d.h., zu f,E<&',W(M), 
XE M, existiert stets eine Funktion /E <&' 00 (M) mit 

1: 
Beweis: f, hat einen Repräsentanten fE<&' 00 (U), wo U eine offene 

Umgebung von x in Mist. Es gibt offene Umgebungen V und W von x 
in M mit Vs;;:: W und Ws;;:: U. Nach Satz 7.4 gibt es ferner eine Funk
tion hE<&'"'(M), die außerhalb W verschwindet und auf V den Wert 1 
annimmt. h·f ist dann auf U differenzierbar und verschwindet auf 
U W. Wir können daher h · f zu einer Funktion J E<'C 00(M) fortsetzen, 
indem wir JIU:=h·JIU setzen und außerhalb von U J den Wert Null 
zuordnen. / stimmt auf V mit f überein, erzeugt also in x denselben 
Funktionskeim wie f. 1 

Satz 7.7 ist eine wichtige Aussage in der Theorie der differenzierbaren 
Mannigfaltigkeiten. Es sei daher bemerkt, daß dieser Satz für analytische 
Funktionskeime auf analytischen Mannigfaltigkeiten i. allg. falsch ist. 
Ein einfaches Beispiel dafür ist die Riemannsche Zahlenkugel als eindi
mensionale komplexe Mannigfaltigkeit: Globale holomorphe, d.h., 
analytische Funktionen sind hier nur die Konstanten. 
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Bevor wir Tangentialräume und das Tangentialbündel einer differen
zierbaren Mannigfaltigkeit einführen. wollen wir die wichtigsten Sätze 
über Vektorraumbündel kennenlernen. Wir beschränken uns dabei auf 
den (unendlich oft) differenzierbaren Fall. erinnern aber daran. daß 
analoge Definitionen und Sätze auch für r-mal stetig differenzierbare 
Vektorraumbündel gelten. 

M sei im folgenden eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein (diffe
renzierbarer) Faserraum über M ist dann ein Tripel (B,p, M). wo B eine 
weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit und p:B-+M eine surjektive 
differenzierbare Abbildung ist. p heißt die Projektion von B auf I'vf; und 
wenn klar ist. welche Abbildung p gemeint ist, spricht man auch einfach 
von B als einem Faserraum über A,f. Für XE ,\J heißt' B, := p 1 (x) die 
Faser über x. Ist U eine Teilmenge von M, so setzen wir Biv 1 

( U). 
Ist (B',p', N) ein weiterer Faserraum über einer Mannigfaltigkeit N. so 
verstehen wir unter einem Faserraumhomomorphismus von (B.p. l\4) 
nach (B',p', N) ein Paar (F. f) differenzierbarer Abbildungen F: ß_. ß' 
und f: lvf-> N. so daß das Diagramm 

M N 

kommutativ ist. Wir sagen dann auch, F sei ein Faserraumhomomor
phismus von B nach B' über f, oder einfach, F sei ein /-Homomorphis
mus von B nach B'. Häufig werden wir den Fall N = M und I= 1\1 

betrachten; dann nennen wir F einfach einen Homomorphismus von 
B nach ß'. Ein Faserraumisomorphismus ist ein bijektiver Faserraum
homomorphismus, dessen Inverses ebenfalls ein Faserraumhomomor
phismus ist. 

Ein spezieller Faserraum über M ist das Produkt-Vektorraumbündel 
(Mx IR",p,1\.J), wobei p: A.f x JR"-+M die natürliche Projektion auf die 
erste Komponente ist. In diesem Fall ist für jedes xE1"vf die Faser B, 
ein reeller Vektorraum der Dimension n, und n nennen wir den Rang 
des Bündels. Ein Vektorraumbündel über lvf ist nun ein Faserraum. der 
lokal wie das eben beschriebene Produkt-Vektorraumbündel aussieht. 
Genauer meinen wir damit das folgende: 

f TTTn lf "'l""'"'..,," D 
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8.1 Definition: Ein Faserraum (B,p, M) heißt ein Vektorraumbündel 
vom Rang n über M, wenn folgendes gilt: 
(1) Für jedes xeM ist die Faser B, über x ein n-dimensionaler reeller 
Vektorraum; 
(2) Zu jedem xeM gibt es eine Umgebung U von x in Mund einen Faser· 
raumisomorphismus F: Blu_,. U x IR0

, der in den Fasern linear ist, d.h., 
für yeU ist Flßy_,.{y} xlR" eine lineare Abbildung, wobei wir 
{y} xlRn mit dem Vektorraum IR" identifizieren. 

V heißt eine trivialisierende Umgebung von x, und das Paar ( U, F) 
nennen wir eine lineare Karte für B. 

Ist (B,p, M) ein Vektorraumbündel vom Rang n und sind ( U, F) und 
(V, H) zwei lineare Karten für B, so können wir einmal die Abbildun
gen HoF- 1 :(UnV)xJR"_,.(UnV)xlR0 und FoH- 1 :(UnV)xlRn 
-+(U n V) x IRn bilden: Es sind Faserraumisomorphismen, die ebenfalls 
in den F asem linear sind. 

Sei umgekehrt Beine Menge und p:B-•M eine surjektive Abbildung, 
so daß für jedes xeM die Faser B, über x ein n-dimensionaler reeller 
Vektorraum ist. Ferner sei (U;,f;);Er ein „linearer Atlas" für B, d.h., 
die U, bilden eine offene Überdeckung von M, und F;: B!u;-+ U; x IR n 

sei für jedes i el eine bijektive fasertreue Abbildung (d. h. FJB,)= { x} x IR 0 ), 

die in den Fasern linear sei, so daß F;oF;- 1 :(Ui n V) x JRn_,.(U; n Ui) x )Rn 
für alle i,jeJ differenzierbar ist. Dann können wir mittels der linearen 
Karten (U;,F;) auf Beine Topplogie und eine differenzierbare Struktur 
so einführen, daß (B,p,M) ein Vektorraumbündel wird. Man nehme 
dazu einfach die gröbste Topologie auf B, so daß p und alle F; stetig sind. 
Dann sind die r; sogar Homöomorphismen, und die (Blu,,f;) sind mit
einander <t00-verträgliche Karten auf B, die B zu einer differenzierbaren 
Mannigfaltigkeit machen. Der Rest ist dann trivial. 

Für die Theorie der Differentialformen ist der Begriff des Faserpro
dukts von Vektorraumbündeln über derselben Mannigfaltigkeit von Be
deutung, den wir deshalb jetzt einführen wollen: 

(B,p,M) und (B',p',M) seien zwei Vektorraumbündel. Dann setzen 
wir 

B X B' {(b,b')EB X B';p(b)=p"(b')} 
M 

und versehen diese Teilmenge von B x B' mit der Relativtopologie. 
(B x B' trage die Produkttopologie.) Eine Projektion p: B x B'-,. M defi

M 

nieren wir durch p(b,b'):=p(b)=p'(b'). Dann ist p stetig und surjektiv. 
Wir wollen jetzt aus B x B' eine differenzierbare Mannigfaltigkeit 

M 

machen, so daß wir einen Faserraum über M erhalten. Dazu dürfen wir 
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annehmen, daß M einen '(, '-Atlas (Ui,Yd;,, 1 besitzt so daß die U, 
bezüglich B und B' tri vialisierend sind. d. h., daß zu jedem i E / lineare 
Karten ( U;, F;) und ( Ui J;') von B bzw. B' existieren. Sind die Ränge 
von Bund B' m bzw. n, so definieren wir Homöomorphismen f;: ( B x B'lJc 
--f!;(U.)xlRmxlR 0 durch .\f • 

F,(h, h'):= (?/, op(h.h'), p 2 o F,(h). p~ o f;'(h')), 

wo P2: ui X JR m _. JR m die Projektion auf die zweite Komponente ist 
und entsprechend p~: ui X IR n _,IR". 

Man bestätigt leicht, daß l(B x B')jv , Fi) ein C(;'f -Atlas für B x B' 
\ M ' ic l .\f 

ist, der B x B' zu einem Faserraum über M macht. Dabei sieht man 
M 

auch sofort, daß die so definierte differenzierbare Struktur auf B x B' 
M 

nicht von der speziellen Wahl des trivialisierenden Atlas (U,,gJ; 61 ab-
hängt. 

Man kann übrigens B x B' auch als Vektorraumbündel auffassen. 
M 

Die Faser über xEM ist ja B, x B~, und diese versehe man mit der 
üblichen Vektorraumstruktur des Produktes der Vektorräume B, und 
B:. In diesem Falle schreibt man B<l)B' anstelle von B x B' und spricht 

M 

von der direkten Summe oder der Whitney-Summe der beiden Bündel. 
Ganz analog können wir ein Faserprodukt von mehr als zwei Vektor

raumbündeln definieren, indem wir für Vektorraumbündel ( B 1,p 1, M) .... , 
(B,,p,,M) 

setzen. B1 x · · · x B, kann in ähnlicher We,se wie bei zwei Faktoren zu 
M M 

einem Faserraum gemacht werden. 
Da wir es später hauptsächlich mit Fa,erprodukten von mehreren 

Exemplaren des gleichen VektorraumbiJndels zu tun haben werden, 
wollen wir dafür eine abkürzende Schreibweise einführen: ß<'1 sei das 
r-fache Faserprodukt des Bündels B über M mit sich selbst. 

Ist Bein Vektorraumbündel über M, so ist für jedes XEM die Faser 
von B x B über x nach Definition (B x B) = B, x B,. und die Addition 

M M 1 

+, in der Faser B, ist eine Abbildung +,:B,xB,--B,. Diese Abbil-
dungen + ,, x EM, setzen sich zu einer Abbildung 

+:BxB-+B 
M 
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zusammen, und ganz analog definiert die Skalarenmultiplikation in den 
einzelnen Fasern eine Abbildung 

tt:lR X B-+B. 

Beide Abbildungen sind Faserraumhomomorphi~men. 
Der Begriff des Schnittes spielt in der Theorie der Vektorraumbündel 

eine wichtige Rolle: 

8.2 Definition: Unter einem Schnitt (über M) im Vektorraumbündel 
(B,p,M) verstehen wir eine Abbildung s:1'vf->B mit pos IM. 

Im allgemeinen werden wir uns nur für differenzierbare Schnitte inte
ressieren, und wir bezeichnen die Menge der differenzierbaren Schnitte 
über Min B mit r(M,B). Die Angabe „über M" machen wir dabei aus 
dem Grunde, weil gelegentlich auch Schnitte in B über einer offenen 
Teilmenge U von M betrachtet werden. Im Sinne unserer Definition 
sind das genau die Schnitte in Bk. Die Menge der differenzierbaren 
Schnitte über U in B bezeichnen wir mit r(U,B). Der Einfachheit halber 
wollen wir jedoch im folgenden nur Schnitte in B über M betrachten 
und es dem Leser überlassen, analoge Überlegungen für Schnitte über 
einer offenen Teilmenge von M durchzuführen. 

Für s,s1 ET(M,B) definieren wir s+s':M-+B durch (s+s')(x):= 
s(x)+xs'(x) für XEM. Dann ist s+s' wieder ein differenzierbarer Schnitt 
(weil die Abbildung + :B(2 l-+B differenzierbar ist und weil wir s+s' 
in der Form + o(s,s') schreiben können). Ist ferner f E<ef? 00 (M) eine 
differenzierbare Funktion auf M, so ist auch f s ein differenzierbarer 
Schnitt in B, definiert durch f s(x):= f (x)s(x) für XE M. (Wir können 
nämlich wieder fs=µo(f,s) schreiben.) 

8.3 Satz: / st B ein Vektorraumbündel über der Mannigfaltigkeit M, so 
ist r(M,B) bez. der eben beschriebenen Operationen ein ct 00 (M)-Modul. 

8.4 Definition: (B,p, M) und (B',p', N) seien zwei Vektorraumbündel 
über den differen;:,ierbaren Mannigfaltigkeiten M bzw. N, f:M-+N eine 
differenzierbare Abbildung. Dann heißt ein Faserraumhomomorphismus 
F : B-+ B' über f linear oder ein Vektorraumbündelhomomorphismus, wenn 
für jedes xeM die Abbildung F,:=FjB,-+B~<xl eine lineare Abbildung 
zwischen den reellen Vektorräumen B, und B~(xl ist. 

Man sieht leicht, daß die Vektorraumbündel mit den so definierten 
Morphismen eine Kategorie ff bilden. Ist M eine feste Mannigfaltigkeit 
und betrachtet man nur Vektorraumbündel über M und Homomor
phismen über IM, so erhält man eine Unterkategorie 2'.\1 von ff. 
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8.5 Definition: U mer einer Unea,form auf dem Vektorraumbiinde! 
(B,p,M) verstehen wir eine dijjeren:ierbare Funktion f: ß--,.JR, die in den 
einzelnen Fasern linear ist. D. h .. für x E ,W ist f, ff Bx-+IR eine Linear
form auf Bx· 

Die Menge der Linearformen auf B bezeichnen wir mit i!(M. B). 
Entsprechend können wir wieder il( U. B) für eine offene Teilmenge U 
von M definieren. Wie die differenzierbaren Schnitte in B. so bilden auch 
die Linearformen auf B einen ix(M)-Modul bezüglich der folgenden 
Verknüpfungen: Für f,gEi!(M.B), hE'/,x(AJ) und hEB definieren wtr 

U+ g)(h) := f(hJ + g(bJ. (flfl(bJ h(p(h)) f(b). 

Daß dann f + g und hf wieder Linearformen auf B sind, ist trivial; und 
ebenso weist man nach, daß die '& 7 (Af)-Modul-Axiome für i!(1W,B) 

erfüllt sind. 
Ist jetzt (B' ,p', N) ein weiteres Vektorraumbündel, f: M _., N eine 

differenzierbare Abbildung und f': B-+B' eine lineare Abbildung über/ 
so ist für gEi!(N,B') goF:B-->IR ebenfalls eine Linearform, also ein Ele
ment aus il(i\.J,ß). Anstelle von qoF schreiben wir wieder F*(i/). 

Für q,y'Ef!(N,B') und hE'f/''(N) gilt 

F*(g + g') = F*(r,) + F*(r/), F*(hq) /*(h) F*(y). 

Wir haben also den folgenden Satz: 

8.6 Satz: Sind (B,p. M) und (B',p', N) :::wci Vektorhiindel. ist f.· l'v!- :V 
eine dijferen:ierbare Ahhilduny und F: B-+B' eine lineare Ahhi!dunq über 
f, so ist 

F*:i!(N,B')--> i!(1H,B) 

ein Modulhomomorphismus über dem Ringhomomorphismus 

I*:(C'"(N)-+ <r,'(M). 

(B,p,M) sei ein Vektorraumbündel, sEr(J\J.B) und l!.(M.B). Dann 
können wir die Funktion fos:M-->JR betrachten. Das und f differen
zierbar sind. ist f os ebenfalls differenzierbar, d. h., wir haben durch feine 
Abbildung f: r(M, B)-+<'6,;(j(M) definiert. (Gelegentlich werden wir auch 
einfach f(s) anstelle von fos schreiben.) Diese Abbildung ist ein 'fJ x (Af)
Homomorphismus, d.h., für s 1 ,s2 Er(M,B) und hE<C"(M) gilt f(s 1 +1 2 ) 

= f(si)+ f(.1·2) und f(lzsi) h·f(si). 
Sei umgekehrt ein <6x(M)-Homomorphismus cp: r(M.B)-->'6 (lv!) 

gegeben. Dann können wir aus cp ein Q(M. B) konstruieren. so daß 
f os = cp(s) ist für alle SE r(M, B), und dieses f ist durch <p eindeutig be-
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stimmt. Dazu setzen wir für bEB,, xel'vf, f(b) := <p(s)(x), wo s irgendein 
Schnitt aus r(M, B) mit s(x) b ist. (So eins existiert sicher: Über einer 
geeigneten Umgebung U von x ist das trivial, und für ganz M kann man 
dann einen solchen Schnitt konstruieren, indem man etwa einen Schnitt 
s' Er( U, B) mit einer differenzierbaren Funktion h auf Af multipliziert, 
die an der Stelle x den Wert 1 hat und außerhalb einer Umgebung V von x 
mit V c c U verschwindet. So eine Funktion gibt es nach Satz 7.4. 
Dann können wir s := hs' setzen und diesen Schnitt auf ganz AJ trivial 
fortsetzen.) 

Die Hauptschwierigkeit besteht nun darin, zu zeigen, daß I wohl
definiert ist, d. h., daß f nicht von der Wahl des Schnittes s abhängt. Das 
ergibt sich aber aus dem folgenden Lemma und der <1,,. (M)-Linearität 
von <f). 

8.7 Lemma: <p:r(M,B)-.. '6'(l'v1) sei eine <6"'(M)-lineare AbbilduntJ 
und ser(M,B) mit s(x) 0 fiir ein xEM. Dann ist für dieses x auch 
rp(s)(x) 0. 

Beweis: U sei eine trivialisierende Umgebung von x in M, ( U, F) die zu
gehörige lineare Karte für B. B habe den Rang n, d. h., es ist F: Blu--> Ux IR0

• 

In U wählen wir offene Umgebungen U I und U 2 von x, so daß 
U l C C U2 C C (f gilt. 

{U2 ,M - G'i} ist dann eine endliche offene Überdeckung von M, zu 
der es eine Partition der Eins gibt, d.h. Funktionen h 1,h 2 E'6"(M) mit 
supp(h1 U2 , supp(h2)s;;M D1 und h1 +h2 1. 

Ist jetzt { e1 , ••• , e n} eine Basis des IR. 0
, etwa die Standardbasis, so 

können wir s!U in der Form 

s!U=F 1 
( ± g;e;) = ± g;(F

1
e;) 

i I i 1 

schreiben, wo die {J; differenzierbare Funktionen auf U sind. Dabei haben 
wir e; mit dem „konstanten" Schnitt aus r ( U, U x IR 0 ) identifiziert, der 
durch e;(x) (x,e;) definiert ist. Die Funktionen /; := h1 Y; sind auf U 
wohldefiniert und verschwinden außerhalb U 2 ; daher können wir sie 
auf ganz M trivial fortsetzen. Außerdem setzen wir noch / 0 + 1 := h2 . 

Ebenso können wir zu den F- 1 oe; Schnitte s; E r(A1, 8) finden, die auf 
U 2 mit F I oe; übereinstimmen. Setzen wir außerdem noch sn + 1 := s, 

n+ l 

so haben wir s L f; s;, wobei /Jt) = 0 ist für i 1, ... , n + 1. Folglich 
ist auch ; 1 

n-t-· l 

I Ji(x)<p(s;J<xi o. 1 
i l 
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Den Nachweis, daß unser aus dem (p konstruiertes / differenzierbar 
ist, wollen wir hier nicht führen. Man kann das wieder mit Hilfe von 
linearen Karten für B ausrechnen. Daß schließlich f so aussehen muß. 
wie wir es angegeben haben, ist auch klar. 

Damit haben wir eine neue rnterpretation von l,l(M, B) gewonnen: 
Die Linearformen auf B sind genau die <13 x (Af)-linearen Abbildungen von 
r(M,B) nach<(;" (M). Wir formulieren diese Aussage als Satz· 

8.8 Satz: Jede Linemform auf einem Vektorraumbündel B über der 
Mannif7faltigkeit 1\tl definiert eine '1, x (A-1)-lineare Abbi/dunFJ ron [(M, B) 
nach <(; "' ( M). und diese Zuordnun;J :::wischen f!.( A( B) und drn <13 1 (;v[)
linearen Abbildungen rnn [(M,B) nach<(;' (l'vf) ist ein '6 °' (Af)-Modul
lsomorphismus. 

Diese Interpretation von f!.(1W, B) liefert ein Kriterium für die Triviali
tät eines Vektorraumbündels. Dabei bezeichnen wir ein Vektorraumbün
del B über Mals trivial, wenn es zu einem Produkt-Vektorraumbündel 
Mx lR" isomorph ist. Es gilt der folgende Satz: 

8.9 Satz: Das Vektorraumbündel (B,p, M) isr qenau dann trit·ial, irt•nn 

r(M,B) ein freier <t"'(M)-Modul ist. In diesem Fall ist der Rang nm B 
gleich dem Rang von r(M, B). 

Beweis: B sei trivial, also etwa isomorph zum Produktvektorraum
bündel MxlR". Dann ist auch f(1W,B) isomorph zu rUvf,MxlR"}. und 
es genügt zu zeigen, daß I"(M,MxlR") ein freier<(,' (M)-l'vtodul vom 
Rang n ist. Ist {e1 , ... ,en} eine Basis von lR", etwa die Standardbasis, so 
können wir die e; wie oben im Beweis von Lemma 8.7 als Schnitte in 
MxlR" auffassen, indem wir für xE,"vf e;(X) := (x.e;) setzen. :c 1 •...• ('.,; 

ist dann eine Basis von f(;\,f,MxlR") über r6 '(Af). denn jedes 

sEr(M,MxlR") läßt sich eindeutig in der Form s 

schreiben. f(M,MxlR") ist also ein freier <f,' (M)-Modul vom Rang n. 
Sei umgekehrt r(,"vf, B) ein freier r1, '(M)-!\1odul mit einer Basis 

{.1·1, ... , s
0

). Die Dualbasis sei [ ft .... , Jn], d. h .. die J; sind 'I., '· (Af )-lineare 
Abbildungen von I'(Af.B) nach r6"(,v/) mit /;(1jl= (Kronecker
Symbol). Dann können wir die/; auch als Elemente aus ~(.\f.BJ auf
fassen, d. h. als Linearformen /;: B·->lR. Eine lineare Abbildung 
F:B-">Mx lR" wird jetzt durch F(h) := (p(h). f 1(h) .... / 0 (hl) definiert. 
F ist ein Isomorphismus: wir können nümlich die Umkehrabbildung 
sofort angeben: 

F '(x.1 1 • .... r"l= 
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Neben Linearformen auf einem Vektorraumbündel werden wir auch 
Multilinearformen untersuchen. Eine p-Linearform auf einem Vektor
raum ist eine Funktion auf dem p-fachen Produkt dieses Vektorraumes 
mit sich selbst. Um eine analoge Definition für Vektorraumbündel zu er
halten, muß man das Faserprodukt anstelle des Produktes nehmen. 
Genauer sieht das so aus: 

8.10 Definition: (B,p,M) sei ein Vektorraumbündel. Dann iwstehen wir 
unter einer p-Linearform auf B (iiher M) eine differenzierbare Abbilduno 

f: B(pl-,. IR, 

die in jeder Faser p-linear ist. D.h., für xEM ist J~ f[BtP'->IR eine 
p-Linearform auf B,. (Es ist ja ß~P1=(B,jP!J 

f heißt alternierend, ,renn I, fürjedes xeM alternierend ist. 

Die Menge der (alternierenden) p-Linearformen auf B bezeichnen wir 
mit 9JlP(M. B),(bzw. AP(M, B)). 

Entsprechend können wir natürlich auch wieder 9JIP(U, B) und 
AP( U, B) für eine offene Teilmenge U von M betrachten, also Multi
linearformen auf B über U. IJJ!P(M, B) und AP(M, B) sind genau wie 
f.!(M, B) = '.Uli(M, B)= J\-i(M, B) cgxi(M)-Moduln, wobei für J, gEIJJlp(M, B) 
und hect""(M) f +g und hf durch 

U + g)(b) f (b) + o(b): hf (b) := h(ß(b)) f(b) 

definiert werden (beß(Pl); die Projektion von ß<Pl auf M haben wir 
mit ß bezeichnet). 

Bevor wir uns weiter mit den Multilinearformen auf einem Vektor
raumbündel befassen, wollen wir noch eine vereinfachende Schreib
weise einführen: Ist U eine Teilmenge von Af und fEIJJlp(M, B), so 
schreiben wir fk anstelle vonfl(ß<Pllu). 

(B,p,M) und {B',p',N) seien zwei Vektorraumbündel, f:M-N eine 
differenzierbare Abbildung und F: B- B' eine lineare Abbildung über f. 
F induziert dann in natürlicher Weis~ einen Faserraumhomomorphis
mus F(Pl:ß<Pl--,ß'(pi über f (~1ämlich F!Pl := F x ··· x Flß(Pl_..ff!Pl). Für 
gEIDlp(N,B') ist dann goF(:,lE9RP(M.B), und entsprechendes gilt für 
gEAP(N,B'). Anstelle von goFtrl schreiben wir meist IDlP(F)(o) bzw. 
AP(F)(g). IDlp{FJ:IDlp(N, B')-,.IJJ1P(M, B) und Ap(F): Ap(N. B')->AP{M, B) 
sind dann wieder Modulhomomorphismen über dem Ringhomomor
phismus f*: 't,"x (N)-><t!/'x (M), was man genauso zeigt wie Satz 8.6. 

Genau wie bei den Linearformen können wir auch die (alternierenden) 
Multilinearformen auf B als die (alternierenden) multilinearen Abbil
dungen von r(M, B) nach 0'"' (M) auffassen (wobei wir Multilinearität 
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über <tfw(M) meinen): ffilr(iW, B) ist nichts anderes als der r1," (M)-Modul 
der über '6'" (:W) p-linearen Abbildungen von (f(W. B))P nach '/,,. (M) etc. 
Der Beweis dafür stützt sich auch wieder wesentlich auf Lemma 8.7. 

In § 2 (Kapitel 1) haben wir das Graßmann- Produkt alternierender 
Multilinearformen auf einem reellen Vektorraum eingeführt und da
durch die alternierenden Multilinearformen zu einer graduierten lR-Al
gebra gemacht. Das gleiche wollen wir jetzt für die alternierenden Multi
linearformen auf einem Vektorraumbündel tun. wobei wir im wesent
lichen die Ergebnisse von ~ 2 übertragen können: 

(B,p,M) sei ein Vektorraumbündel. Für .YE;'vf. cpEArU'vf.B) und 
t/tE Aq(M. B) ist dann nach Definition cp, E Ar(BJ und t/t,E l\,(B,). Wir kön
nen also cp, /\ 1/J,EAr+q(B,) bilden. Das Graßmann-Produkt cp /\ ijJ 
definieren wir auf diese Art faserweise. d. h. durch 

( q> /\ 1/J ), := <f>x /\ XEA1. 

Für (b 1 , .... bp+q)EB~r+ql=(B,)r+ 4 ist also 

(cp /\ t/t) (b1, .... bp,~) 

= (cp /\ ij!),(b1, .... bp+ql=(cp, /\ i/1,) (hi .... hp+qi 

1 
p!q! 

l 

p!q! 
L sign(rr)cp(br.(t)· .... h:ririlt/t(b.(r+ 11 ..... h,(p_,. 41 ). 

1fE'/p~q 

Damit ist insbesondere gezeigt daß <f> 1/; wieder differenzierbar ist. 
Nach Konstruktion ist außerdem für XE,'vf (cp A. ,1\,+

4
(B,). also ist 

cp /\ t/tEAr+q(A·LB). 
Setzen wir A0 L'v1. B) := <C (:\4) und f A cp := f <;? für /E/\. 0 (.'v1. B). 

cpEAr(A1.B). so wird 
A(M.B) := EB Ap(;\1. B} 

pc-iN 

bezüglich der Verknüpfungen und A eine graduierte Cf,' (M)-Algebra. 
d. h., es gelten die im nächsten Satz aufgeführten Rechenregeln. (Dabei 
haben wir /\ auf .A.(1\cf. B) fortgesetzt. d. h„ für L cpP und I ,j;q mit 
<PrEAr(M,B). t/tqEAq(M.B). definieren wir rcN qEN 

( L <p.,) /\ ( L !/lq) := L <P" /\ 1/1 <1 = L ( L (Pr/\ ) · 
,pr=N \ IN J'.l/t-N rc- fN -/l <J r 

Insbesondere ist A(lv!, B) dann eine graduierte lR-Algebra. Wir nennen 
sie die Graßmann-Algebra der alternierenden M ultilinearformcn auf 
dem Bündel B. 
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Ist (B',p', N) ein weiteres Vektorraumbündel und (F,f) ein Vektor
raumbündelhomomorphismus von (B,p, M) nach (B',p', N), so ist 
/\(F) := EB /\P(F) ein Homomorphismus zwischen graduierten IR-Al-

peN 

gehren, homogen vom Grade 0. 

8.11 Satz: /\=ffi /\P:!!'-->sz/f ist ein kontravarianter Funktor auf 
pEN 

der Kategorie 'f der Vektorraumbündel mit Werten in der Kategorie .,fl' 
der graduierten IR-Algebren. 

Ist (B,p, M) ein Vektorraumbündel vom Range n, so gelten für 
/\(M, B) EB /\P(M, B) die folgenden Rechenregeln 

( 1) ({) A (t/J1 +t/J2)=1.f) Alpl +<p A lpz, 

(l/11 +t/12) A (f) t/J1 A ({J+ t/J2 A (f) 

für <p,l/J1,l/J2E/\(M,B); 

(2) f A (f) l.f) A f f (f) 

für fE/\o(M,B) c,;x(M), <pE/\(M,B); 

{3} ({) !\ 1/J (-1rl/t A ({) 

for rpe/\P(M,B). t/fe/\q{M,B); 

{4) ({)1 A ... /\ (/Jp=Sign(7r)(f)n(I) A ··• A (f)n(p; 

für <p 1, ... ,((JPE/\ 1(Af,B), n:E.~; 

(5) /\P(M,B)=O für p>n. 

Beweis: (B.p,A.f) (B',p',M') <G.g) (B",p",M") sei eine Sequenz 
von Vektorraumbündeln und linearen Abbildungen. Dann ist für 
cpe/\P(M",B") 

/\(GoF)(<p) q>o(GoFlP1 qJoGfPloF<Pl 

= /\( F)(<poG1Pl) = A(F)o/\( G)((()). 

ferner ist A{/MJ die Identität auf /\(A.f, B). Damit ist die Funktoreigen
schaft von A gezeigt. 

Daß die Werte von A in sl'i{ liegen, besagt gerade, daß die Rechen
regeln (1) bis (4) gelten und daß /\(F) ein Homomorphismus zwischen 
graduierten IR-Algebren ist (F wie oben). Beides folgt aber aus der Defi
nition der Verknüpfungen + und A und den entsprechenden Rechen
regeln in den Graßmann-Algebren A(B,) für xeM sowie aus der Tat
sache, daß (A(F)(<p)), A(f,)((f)n,Jl ist für (f)EA(M',B'), xEM, denn 
A(Fx):(B;1,,)-.(B,) ist ein Homomorphismus zwischen den beiden 
Graßmann-Algebren. 
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Für p > n ist schließlich AP( B,) 0 für alle XE M. d. h .. für t:p E AP(:'H. B) 
ist t:p,=0 für alle xEM, also t:p=Ü. 1 

Wir wollen noch die Graßmann-Algebra der alternierenden Multi
linearformen auf einem trivialen Vektorraumbündel (B,p.Af) unter
suchen. Nach Satz 8.9 ist dann f(M.B) ein freier<(-,'· (M)-Modul. etwa 
mit einer Basis {s 1, .•• , s 0 }. i!IAf, B) ist genau der duale Modul zu 1(/H. B). 

mit der Dualbasis (<p 1 ..... t:p 0 ; (d. h .. es ist <pJ1) ö,/ Für xEM ist dann 
( .1· 1 (x) ....• sn(x); eine Basis von B,. und l <p 1, , •...• q.,., , : ist die dazu ge
hörende Dualbasis von Bt l\ach 2.11 ist also für p-2: 1 

[<P .. ,., /\ ... ;\ 

eine Basis von AP(Bxl über IR, und jedes ({!E AP(1\4, B) läßt sich eindeutig 
in der Form 

i.p= I f .. ,.,,,l.fJ,,/\···/\(P,,, 
1 ~ · ·· .-..; tr, Sn 

schreiben. Man zeigt leicht. daß die /,, ... ,, dabei differenzierbare Funk
tionen auf JH sind. AP(!H. B) ist also ein freier '6 '(A1J-Modul vorn Rang 

(nd mit der Basis I m /\ · .. /\ m : 1 < \' < ... < ,. < n'. p l'1"V1 'i~\'p - 1 p- J 

u bemerken ist noch, daß dieses Ergebnis für jedes Vektorraumbün
del lokal gilt: Ist (B,p, M) ein beliebiges Vektorraumbündel und U 
eine trivialisierende Umgebung von x in M, so ist Bk trivial. insbesondere 
ist also AP( U, B) ein freier '-6.,. ( U)-M od ul. 

In Kapitel I, § 4 haben wir neben den „gewöhnlichen·· noch vektor
wertige Multilinearformen auf einem Vektorraum eingeführt. Dasselbe 
können wir für ein Vektorraumbündel (B,p, A4) tun: Eine vektorwertige 
alternierende p-Form ist ein Faserraumhomomorphismus <P: ß(Pl _. B 
mit der Eigenschaft, daß für jedes xEM <P, <Pj(B,f-+B, ein Element 
aus 1\(B.) ist. Die Menge der vektorwertigen alternierenden p-Formen 
auf B über M bezeichnen wir mit AP(M. B). Entsprechend ist APtu. B) 
für eine offene Teilmen~e U von l'vf definiert. 1\(1\!1. B) ist wieder ein 
~""(M)-Modul, wobei A0 (M, B)= f(M,B) ist. 

Hingegen können wir nicht ohne weiteres einen Funktor ÄP definie
ren. Dazu müssen wir die Kategorie ,<f der Vektorraumbündel auf eine 
objektgleiche Unterkategorie einschränken (vgl. Satz 4.1 ). Die Morphis
men dieser Kategorie sind die sogenannten strikten Vektorraumbündel
homomorphismen; das sind diejenigen Homomorphismen, die in den 
einzelnen Fasern [somorphismen sind. 

Seien (B.p,M) und (13',p',l'vf') Vektorraumbündel und F:B-+B' ein 
strikter Homomorphismus über der differenzierbaren Abbildung 
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f: M-+ M'. Ist (B,p, M) ein weiterer Faserraum über M (nicht notwendig 
ein Vektorraumbündel!) und G: jj _. B' ein Faserraumhomomorphismus 
über f; so können wir eine Abbildung von B nach B durch 

- -1 - - -b>--+(Fi\(bl) oG(b), bEB, 

definieren, denn es ist G(b) E B~a;<ii>>' und Ff><bl: Bfl<bi'"""" B~<r,<t>l> ist ja ein 
Vektorraumisomorphismus. Wir bezeichnen diese Abbildung mit 
F- 1 

o G: B-+ B und sind uns dabei der Tatsache bewußt, daß F kein 
Inverses F- 1 zu haben braucht. Diese Abbildung ist nun wieder ein 
Faserraumhomomorphismus: 

8.12 Lemma: Unter den eben aufgeführten Voraussetzungen ist die 
Abbildung F- 1 oG: B-+B ein Faserraumhomomorphismus über der Iden
tität auf M. 

Beweis: Trivial ist die Fasertreue von F - 1 oG, d. h. die Kommuta
tivität des Diagramms 

IM 
M--->M 

Zu zeigen ist also noch die Differenzierbarkeit von F- 1 oG: 
Um diese in einem Punkte hE B nachzuweisen, genügt es offenbar, 

F-- 1 o GJu zu untersuchen, wo U eine trivialisierende Umgebung (bezüg
lich B) von p(h) ist. Wegen der Stetigkeit von f können wir dabei an
nehmen, daß f(U),;;;;; V gilt wo V eine (bezüglich B') trivialisierende 
Umgebung von f (p(h)) ist. Wir dürfen also Bk= U x IR O und B'lv = V x IR 0 

annehmen. (B und B' müssen gleichen Rang haben, wenn F ein strikter 
Homomorphismus ist!) Dann hat aber F!u:UxlRn-+VxlR" die Form 
F(x, t)= (f (x),F(x)(t)) für XE U, tE IR 0 , wobei F: U -.GL(n, IR) eine 
<g 00 -Abbildung von U in die Mannigfaltigkeit GL(n,IR) der inver
tierbaren (n x n)-Matrizen ist (vgl. § 5, Beweis von Satz 5.4). 
inv: GL(n,IR)-+GL(n,IR) bezeichne die durch die Matrizeninversion de
finierte <g 00-Abbildung. Mit diesen Bezeichnungen ist 

F- 1 oG(h)=(p(h),(invoFoß(h))(p2 oG(h))) für Blu, 

wo p2 : V x IR"-+ IR O die Projektion auf die zweite Komponente ist. 
Daraus folgt aber die Differenzierbarkeit von F- 1 oG!u. 1 

Wir behalten die soeben verwendeten Bezeichnungen bei und setzen 
speziell B ß<Pl und G:=<PoF<Pl, wo <PE;\,(M',B') ist. Dann ist 
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F- 1 o(<PoF<P1J: ß<r1-,ß ein Faserraumhomomorphismus nach Lemma 
8.12. und man sieht sofort. daß F I o(<Pof1

P') in den einzelnen Fasern 
multilinear und alternierend ist. Anstelle von F- 1 o( <Po rr•) schreiben 
wir AP(F)(<P). Dann ist Ar ein kontravariantcr Funktor auf der Kate
gorie der Vektorraumbündel mit strikten Vektorraumbündelhomomor
phismen als Morphismen. dessen Werte in der Kategorie 'f~ der reellen 
Vektorräume liegen. 

Die in § 4 eingeführten Produktbildungen zwischen vektorwertigen 
alternierenden Linearformen und gewöhnlichen alternierenden Multi
linearformen sowie von vektorwertigen alternierenden Linearformen 
mit sich selbst können wir jetzt auch auf die entsprechenden Formen 
auf Vektorraumbündeln übertragen. indem wir die Produktefaserweise 
ausführen. Im einzelnen sieht das so aus (wobei (B.p. ,'vf) ein festes Vek
torraumbündel sei): 

Für q>E Ar(A1. B) und <PE Aq( i\1. B) ist (PA <P durch 

(~l)A<P), <p,A<I\ . . \EiW. 

definiert. Entsprechend ist <11 I\ 4, erkliirt. ~o ,, <P und <Pi\ (P sind 
Elemente aus 1\>+q(M.B). Ist ,pEt\0 (1\1.B) oder <PE/\ 0(,\1.B). so 
schreiben wir wie üblich (p<P anstelle von ,p l\ <P etc. 

Auf B sei jetzt ein Skalarprodukt gegeben, d. h. eine Bilincarform aus 
9Jl 2 (M. B). die wir mit (·. ·) bezeichnen wollen. so daß(·.·), auf der Faser 
B, von B für alle XE M ein Skalarprodukt ist. Nach* 4 können wir dann 
(·,·), zu einem Produkt A ,:ÄP(B,) x Ä,/B,)-+Ar+q(B,) fortsetzen. Ent
sprechend können wir ( ·, ·) zu einem Produkt auf 1\,(A1. B) x .Ä.

4
(Af. B) 

fortsetzen, indem wir für <PEÄP(M, B) und '11 E/\q(M. B) an der Stelle 

XEM 

(.P 1\ tp t:=4>, A, 'JI, 

setzen. Für b 1 ••.. ,bp+ 4 EB, gilt u!so nach~ 4 

I\ :Är(M,B) x Äq(M,B)--..Ar+q(M,B) ist dann eine über <t"'(M) bilineare 
Abbildung. 

Die Rechenregeln für diese Produktbildungen lassen sich sofort aus 
den entsprechenden Regeln 4.4 und 4.5 herleiten: 

8.13 Satz: Für die soeben definierten Produktbildunoen oelten jälyende 
Rechenregeln: 
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(1) Die Abbildungen 

": Ap(M, B) X Äq(M, B)--->Ap+q(M, B), 

":Äq(M,B) X Ap(M,B)--->Ap+q(M,B), 

":Äp(M,B) x Äq(M,B)--->AP+q(M,B) 

sind <6 00 (M)-bilinear. 
(2) Für <pEA/M,B) und <l>EÄq(M,B) ist <pA<l>=(-1)Pq<l>A<p. 
(3) Für <l>EÄP(M,B) und lJ'EAq(M,B) ist <l>AlJ'=(-1)PqlJ'A<I>. 
(4) Ist (F,f):(B,p,M)--->(B',p',M') ein strikter Vektorraumbündelhomo

morphismus, so ist.für <pEAP(M',B') und <l>EÄq(M',B') 

Äp+q(F)(<p" <l>)=AP(F)(<p)" Äq(F)(<I>). 

(5) Tragen Bund B' Skalarprodukte(·,·) bzw.(·,·)', und ist (F,f) wie in 
(4) und zusätzlich isometrisch (d.h. für b 1,b2EB,, xEM, ist stets 
(F(bi), F(b2))' = (b,, b2)), so gilt fur </> E Äp(M', B') und lJ' E Äq(M'. B') 
Ap+q(F)(<I>" lJ')=AP(F)(<I>)" Äq (F)(l/'). 

Zum Schluß noch etwas zur Darstellung der Elemente aus ÄP(M,B): 
Für <l>EAP(M,B) und XEM ist ja <1>,EÄP(B,). Nach 4.2 können wir 
daher <1>, in der Form 

n n 

<1>, = I <pi., ei., = I ei., <pi., 
i= 1 i= 1 

schreiben, wo die <pi,,EAP(B,) und die ei.,EB, sind. Diese Darstellung 
ist sogar eindeutig, d. h., die <pi,, sind eindeutig bestimmt, falls { e, .,, ... , en.,} 
eine Basis von B, ist. Daraus folgt sofort, daß wir <1> lokal immer in der 

n n 

Form <Plu= L <piei= L ei<pi schreiben können mit eiEr(U,B), 
i= 1 i = 1 

<pi E AP( U, B). Diese Darstellung ist sogar global möglich und eindeutig, 
wenn B trivial und {e1 , ... ,en} eine Basis des freien <g"J(M)-Moduls 
r(M,B) ist. 

Sind jetzt <p,<pi,i=1, ... ,m und ij;i,}=1, ... ,n Elemente aus Ap(M,B) 
bzw. Aq(M,B) und a 1, .•• ,am, b 1, ... ,bnEr(M,B), so gilt 

<p" Ct i/JA) = jtl (<p" if;j)bj' 

m n 

L <piai" L if;ibi= L(<piAij;i)(ai,b) 
i= 1 j= 1 i,j 

(A,(·,·) wie oben). 
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In diesem Paragraphen soll über jeder Mannigfaltigkeit ein bestimmtes 
Vektorraumbündel konstruiert werden, das sogenannte Tangential
bündel. Auf dieses Bündel werden wir dann die Ergebnisse des vorigen 
Paragraphen anwenden. 

In § 5 haben wir als Tangentialraum an eine offene Menge U im IR n 
im Punkte XEU den IR" bezeichnet. Mit dieser Definition läßt sich 
jedoch der Begriff des Tangentialraumes schlecht auf Mannigfaltigkeiten 
übertragen, und wir müssen daher nach einer geeigneten Charakteri
sierung suchen, die sich auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern läßt. 
Dazu betrachten wir den Tangentialraum einmal mehr vom algebraischen 
Standpunkt aus als vom geometrischen. indem wir jedem Vektor des 
IR" die Richtungsableitung in Richtung dieses Vektots zuordnen: Ist 

t=(t 1, ... ,tn)EIR", so bilden wir dazu die Richtungsableitung :" 1 · 

definiert durch et,, 

~/ 1 

C t X 

n 

I t; i\U, 
i= 1 

wobei c;j, die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate an der 
Stelle x bezeichnet und fE'6'x(V) für eine offene Umgebung V von x 
in U ist. Ist j eine weitere ~X)-Funktion über einer Umgebung von x. die 

auf einer Umgebung W von x mit f übereinstimmt, so ist <:f 1 = <~/ 1 · 

0 f I hängt also nur von de. m durch f in x erzeugten Fu~~ti~ns~~i~ 

ab, und wir können daher ;_ als eine Abbildung von <f,t( U) nach IR 
Cl , , I 

et, 'II ?fl auffassen. Wir werden nebeneinander die Schreibweisen ~ und -:;-'-
et X ( { X 

verwenden, wenn J, ein Funktionskeim aus <tt( U) mit einem Reprä-
sentanten f ist. , 

1 

Die Abbildung ,; : <1,; ( U )--> IR hat zwei charakteristische Eigen
<' t X 

schaften: sie ist IR-linear. und sie genügt der Produktregel. d.h. für 
j~,g,E<6;(U) gilt 

}({~ g,) 1. = <?, 1 (x) +/(X)<°"';/, 1 .. 
't ·/ Ox , X Ct C X ( X X 
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Eine Abbildung mit diesen beiden Eigenschaften nennt man eine IR
Derivation. Die IR-Derivationen auf~.""'( U) bilden einen reellen Vektor
raum !J, U, wenn wir für X,YE!l,U,Ä.elR und j~e~t·(U) 

(X+ Y)(f,) X(/,)+ YU:), (iX)(j~):=}.X(f,) 

setzen. Wir wollen nun zeigen, daß ... ,c
0
1J eine Basis dieses 

Vektorraumes ist. 
Daß die cl;i, zu !lx U gehören, haben wir schon gesehen. Ihre lineare 

n 

Unabhängigkeit ist ebenfalls leicht nachzuweisen: Ist I ti 0, so ist 
i = 1 

n n ( n ) ' t Ö· · = ' t(c-1 X·)= ' f. (7.[ L.. 1 lj i...J 1 1 X j '- l l!x 
i= 1 i= 1 i 1 

0 

für j = 1, ... , n. Zu zeigen bleibt also, daß sich jede Derivation aus !l, U 
als Richtungsableitung an der Stelle x auffassen läßt. Dazu benötigen 
wir das folgende Lemma: 

9.1 Lemma: V sei eine offene konvexe Menge im R", x 0 ein Punkt aus 
V und fe~ 00(V). Dann gibt es Funktionen g 1, ... ,g0 e~00 (V), so daß 
für alle x E V gilt: 

n 

f(x)= f(x0 )+ L (xi x?)gJx), 
i= 1 

Beweis: Es ist 

f(x)= f(x)-_f(x1,···,xn 1,X~) 

+ f(X1, .. ,,Xn-1,X~)- f(X1,···,x~-1,X~) 

+ f(x 1, ··.,X~- 1,X~)- f (x 1, .. . ,x~-2,X~- 1,X~) 

+·" 
+ f(x1,X~, .. . ,x~)-I(xt ... ,x~)+ f (x0

). 

Außerdem ist für i=1, ... ,n 

x, 

J cJ(X1,· .. ,X; i,s,x?+ 1, ... ,X~)ds 
x? 

1 

J cJ(x 1, .. . ,xi 1,x? +u(xi x?),x?+ 1 ... . ,x~)(x; -x?)du. 
0 

Da f eine ~ 00-Funktion ist, sind es auch die oJ und daher auch die 
Funktionen gi, die wir durch 
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1 

gi(x) J 8J(x1, ... ,xi 1,x? +u(xi x?),x?+ 1, ... ,x~)du 
0 

definieren. Diese gi leisten dann das Verlangte. 1 
Nun zurück zu unserer Behauptung, daß jede Derivation eine Rich

tungsableitung ist. Sei dazu wieder U eine offene Menge im !Rn und 
x0 EU. Ein Funktionskeim f._oE'f5~](U) hat dann nach Satz 7.7 einen 
globalen Repräsentanten, also erst recht einen Repräsentanten f E't?"'( V), 
wo V eine konvexe Umgebung von x 0 in U ist. Nach Lemma. 9.1 hat f 

n 

die Form J(x)= f (x0 )+ L (xi-x?)gi(x) mit giE<e'cxc(V) und gJcx-0)= i\i.J 
i=I 

Ist jetzt XE'.!). o U, so ist 
n 

X(f) X(f(x0))+ L (X(xi-x?)gi(x0 )+(xi-x?)(x0)X(g;)) 
i= 1 

" n 

L X(xi -x?)gi(x0 )= L X(xi)i\f,J. 
i= 1 i= J 

Auf den Konstanten f(x 0
) und x? verschwindet nämlich X, weil aus 

der Produktregel X(1)=0 folgt: 

X(1)=X(1 · 1) X(1)+X(1). 

Damit haben wir gezeigt, was wir zeigen wollten: 
eine Basis von !\oU. 

Insbesondere wird durch die Zuordnung 
n 

u i, ... , t">- z: ti c\l, 
i = 1 

...,8nixn} ist 

ein Isomorphismus zwischen IR n und 1\ U definiert, der es gestattet, 
die Vektoren des !Rn als IR-Derivationen auf ~~00

( U) zu interpretieren 
und umgekehrt. Wir nennen daher '.!)x U den Tangentialraum an U im 
Punkte x und bezeichnen seine Elemente als Tangenten- oder Tangen
tialvektoren. 

Dieser Begriff des Tangentialvektors läßt sich aber ohne weiteres auf 
Mannigfaltigkeiten übertragen: 

9.2 Definition: M sei eine Mannigfaltigkeit. Dann verstehen wir unter 
einem Tangentenvektor an M im Punkte xEM eine IR-Derivation 
X :"6'.""'(M)- IR, d.h. eine Abbildung, die folgenden Bedingungen genügt: 

(1) X ist IR-linear; 
(2) X erfüllt die Produktregel: für J:, g, E<6°x00(M) ist 

X(fxg,)=X(fx)g,(x)+ fx(x)X(g.). 
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Die Menge der Tangentialvektoren an Mim Punkte x bildet wieder 
in natürlicher Weise einen reellen Vektorraum l),M, den wir als Tan
gentialraum an M in x bezeichnen. 

Ist jetzt eine differenzierbare Abbildung F: M-,. N von M in eine 
weitere Mannigfaltigkeit N gegeben, so können wir dem Tangenten
vektor XE!). M einen Tangentenvektor (!), F) XE l)F(xl N zuordnen, 
indem wir für fF<x>ECC;t_,)(N) 

((!), F)X) fF(x):= X(F*(/F(x))) 

setzen. l),F:l).M-,.l)F(x)N ist dann eine lR-lineare Abbildung. Für 
zwei differenzierbare Abbildungen F: M-,. N und G: N-,. L zwischen 
Mannigfaltigkeiten folgt dann aus der Definition sofort die Kettenregel 

l),(GoF)=l)F(x)Gol).F, xeM. 

Ist U eine offene Teilmenge von M und }: LJ-,.M die Inklusionsab
bildung, so können wir für xeU die Abbildung l)J:l), LJ-,.l),M bil
den. Wir behaupten nun, daß l)J ein Isomorphismus ist. Dazu genügt 
es offenbar nachzuweisen, daß j*:Ceflx"'(M)-,.Cef/x"'(U) ein Isomorphismus 
ist. Injektivität und Surjektivität der Abbildung j* folgen daraus, daß U 
offen ist und deshalb jede Umgebung von x in U auch eine in M ist. 
Das bedeutet gerade, daß jeder Funktionskeim fx aus Cef/x°° ( U) einen 
Repräsentanten f besitzt, der genau einen Funktionskeim in Cefl.00 (M) 
definiert, der durch j* auf fx abgebildet wird. 

Für das folgende erinnern wir noch einmal an den Begriff der lokalen 
Koordinaten in einem Punkte x einer Mannigfaltigkeit M: Ist (U,g) 
einen-dimensionale Karte mit xeU, und ist für i=1, ... ,n p;:JR"-,.JR 
die Projektion auf die i-te Komponente, so nennen wir die Funktionen 
x1, ... ,x0 mit X;:=p;og lokale Koordinaten in x. Oft wird nur von den 
lokalen Koordinaten die Rede sein, ohne daß wir die zugehörige Karte 

1. · ··h D · · 0 
j 

O j "" M d fi · · exp 1z1t erwa nen. envationen 8 - , ... , E ~. e 1meren wir 
jetzt durch x I x x 

a I. ==(l)g(,i(g- l))o/g(x). 

Für f, eCCx"'"(M) ist also 

a fx j - a 1 (( - i)*f ) CX~ - ig(xJ g X 
1 X 

oder, falls/ ein Repräsentant von fx über einer Umgebung von x ist: 
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Sind x 1, ••• ,xn Koordinaten für U '= M und ist f E'tf 00(U), so definieren 

. a J d h a f a f j fi" . 1 ar . . d . wir ~ urc ;;-~ (x) := ;;-~ ur XE U, 1 = , .. . ,n. -~. 1st wie er eine 
UX1 UX1 UX1 X t:X1 

'{{"'-Funktion. ,., 

1 

0 
Dabei bemerken wir, daß die ax~ X natürlich von g abhängen! Trotz-

dem sind die /., für uns von Interesse; sie bilden nämlich eine Basis 
ux1 x 

von !)xM: Bei ihrer Definition haben wir g- 1 als Abbildung von g(U) 
nach M aufgefaßt: g- 1 :g(U)-->M. Wir können diese Abbildung aber 
auch über die Inklusionsabbildung j: U-> M faktorisieren und haben 
dann in etwas nachlässiger Schreibweise g 1 =j og ·· 1, wo das linke 
g- 1 als Abbildung nach M aufgefaßt ist. das rechte als Diffeomorphismus 
von g(U) nach U. Dann ist aber auch !)9 ,,,(g- 1

) !)Jo!)9(•l(g- 1
). Hier 

ist !)Jein Isomorphismus, wie wir bereits oben gesehen haben, und das 
rechte !)

9
(,1(g- 1

) ist ebenfalls ein Isomorphismus, weil g 1
: g( V)-> U 

ein Diffeomorphismus ist. (!).g ist invers zu !)9(xiCY- 1)!) Unsere Ab
bildung !)g(xl (r 1 

): !)g<xlg( V)->!\ Mist also ein Isomorphismus, und da die 
c 

J;l•<•i eine Basis von !)g<•I g( U) bilden, bilden die (!)g<x> (g- 1
)) i\l.(,i 

eine von !), M. 

Über einer Mannigfaltigkeit M konstruieren wir nun deren Tangen
tialbündel !) M. Dazu definieren wir zunächst als Menge 

!)M:= U {x} x !),M, 
XE;\f 

und die Projektion p: '!) M-> M definieren wir in natürlicher Weise 
durch p(x,X):=x. Nach dem im Anschluß an Definition 8.1 angege
benen Verfahren machen wir nun (!)M,p,M) zu einem Vektorraum
bündel, indem wir einen „linearen Atlas" konstruieren. (Die Fasern von 
M sind ja bereits reelle Vektorräume der gleichen Dimension wie M !) 

Ist etwa (U,g) eine Karte der 't/ 00 -Struktur von M mit Koordinaten 
x 1, ... ,xn, so ist die Abbildung G: U x lRn->!)Mlu,die wir durch 

definieren, bijektiv, fasertreu und in den Fasern ein linearer Isomor

phismus, da ja { 
0 
~ 

1 
I: ... , c IJ eine Basis von l). M ist. Die Umkehr-

abbildung G := {;- 1 : !) M lu-> U x lR O ist durch 

G(x,X)=(x,X(xi), ... ,X(x
0
)), XE!),M 

1 
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gegeben, wie man leicht sieht, da GoG=lnMlu ist. (U,G) ist eine lineare 
Karte für M über V, durch die '.DMlu zu einem trivialen Vektorraum
bündel über V wird. Ist jetzt ( V, h) eine weitere Karte der 'f/ 00 -Struktur 
von M mit Koordinaten y 1, ..• ,y" und H:'.DMlv--> V x IR" die analog 
zu G definierte lineare Abbildung, so ist für XEV n V und (t 1, ... ,tn)EIR" 

HoG-1(x,t 1, ••• ,tn)=H(x, _I, tj 8°~\) 
r= 1 X, X 

( 
n oy,\ n oy"I) = x, .I t;~a ~ , ... , .I tj~a -. . 

1=1 XIX t=l XIX 

Da die oyi 'f/ 00-Funktionen auf V n V sind, ist auch HoG- 1 e10e 
axi 

~-Abbildung. Insbesondere ist also H oG- 1
: (V n V) x IR"-->(V n V) x IR" 

ein Vektorraumbündelisomorphismus, d. h., die beiden Karten ( V, G) 
und ( V, H) sind miteinander verträglich. Konstruieren wir jetzt auf diese 
Weise zu jeder Karte der 'f/ 00 -Struktur von M eine lineare Karte für 
!) M, 'so erhalten wir einen linearen Atlas, der !) M zu einem Vektor
raumbündel über M macht, dessen Rang gleich der Dimension von M 
ist. 

Sei jetzt N eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit und F: M ...... N 
eine differenzierbare Abbildung. Dann können wir eine Abbildung 
'.D F: '.DM--> '.D N definieren, indem wir sie faserweise durch die '.D, F, x EM, 
erklären, d. h., indem wir für (x, X) E !) M 

'.D F(x, X):= (F(x), ('.D, F) X) 

setzen. '.DF ist in den Fasern linear, und die Abbildung ist sogar ein 
Vektorraumbündelhomomorphismus. Dazu muß nur noch die Diffe
renzierbarkeit von '.D F gezeigt werden, und zwar genügt es, das in der 
Umgebung jeder Faser von !) M zu tun. Sei etwa x 0 EM, dann gibt es 
Karten (U,g) und (V,h) der 'f/ 00 -Strukturen von M bzw. N mit x 0 EU 
und F(U)s; V. Die dadurch gegebenen Koordinaten seien etwa x 1, ... ,x" 
bzw. y 1, ... ,Ym· G:'.DMlu-->VxIR" und H:'.DNlv-->VxIR" seien wie 
oben definiert. Dann ist für (x, t 1, ... , tn) E V x IR" 

Ho!) F oG- 1(x, t 1, ... , tn) 

=Ho'.DF(x, _I, tj 0
8

~\ )=H(F(x), _I, ti('.DJ) /~I) 
1=1 XI X 1=1 t,'Xt X 

= (F(x), .± l; (('.D,F) 8° ~ 1 )y1, ... , .± l; (('.DJ) ~
0 ~ 1 )Ym) 

! = 1 x, X 1 = 1 C x, X 

= (F(x), .± l; a~I 0F2 I ,···, .± l; a~moF) 1). 
, = 1 x1 x , = 1 x1 x 
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Damit ist gezeigt, daß Ho 'D F o G- 1 differenzierbar ist, und da H und G 
per definitionem Diffeomorphismen sind, ist auch 'DFl'DMlu->'.DNlv 
differenzierbar. 

Aus unseren Überlegungen ergibt sich, daß 'Dein kovarianter Funktor 
auf der Kategorie Cf5 00 mit Werten in der Kategorie 2 der Vektorraum
bündel ist. Genauer haben wir den folgenden Satz: 

9.3 Satz: 'D: 'tf'°-> Y1 ist ein kovarianter Funktor mit folgenden Eigen
schaften: 
(1) Ist Meine Mannigfaltigkeit der Dimension n, so ist 'DM ein Vektor

raumbündel vom Rang n über M. Ist F: M-> N eine differenzierbare 
Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten, so ist 'DF:'DM->'.DN 
eine lineare Abbildung über F. 

(2) Ist U eine offene Teilmenge der Manniqfaltigkeit M, so ist fiir die 
Inklusionsabbildung j:U->M die Abbildung 'DJ:'DU->'DMlu ein 
Isomorphismus. 

(3) Die Abbildunq lz0 :IR0 x IR 0 ->'DIR0
, definiert durch 

h0 (X,t1,···,t0 ):=(X, .t (<\lx), 
1= 1 

ist ein Isomorphismus, und fiir eine differenzierbare Abbildung 
F: IR0 -> IR m ist 

h;;.'o'DFoh0 (X,ti, ... ,t0 )= (F(x), J
1 
tJ\IJ1, .. ,, J

1 
tJ\IJm). 

Der Funktor 'D ist durch (1), (2) und (3) bis auf Isomorphie eindeutig be
stimmt. 

Beweis: Zu zeigen ist lediglich noch, daß 'D durch (1), (2) und (3) bis 
auf Isomorphie charakterisiert ist. Da wir diese Tatsache jedoch nicht 
verwenden, wollen wir den Beweis dafür nur andeuten: Durch (3) ist 'D 
auf der Kategorie der ~ 00 -Abbildungen zwischen Zahlenräumen IR", 
nEIN, eindeutig bestimmt, durch (2) dann auch auf der Kategorie der 
'tf 00 -Abbildungen zwischen offenen Mengen in Zahlenräumen. Ist jetzt 
Meine Mannigfaltigkeit mit Cf5 00 -Atlas (Ui,gJ;Ef, so ist durch die Funk
toreigenschaft und nach dem oben gesagten 'D Ui bereits für alle iEI 
bestimmt, also nach (2) auch 'D Mlu,. Aus der Funktoreigenschaft und 
(3) folgt jetzt, wie die 'D Mlu, zu einem Vektorraumbündel !) M „zusam
menzukleben" sind. Ähnlich schließt man, daß !) F für eine differenzier
bare Abbildung F durch (1) bis (3) bestimmt ist. 1 

9.4 Definition: Unter einem Vekto1feld auf einer differenzierbaren Man
nigfaltigkeit M verstehen wir einen differenzierbaren Schnitt XE r(M, 'DM). 
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Ist XEr(M,'.DM), so werden wir i.a. x. anstelle von X(x) schreiben. 
Für J. E<t'';:(M) ist dann X. (f.) eine wohldefinierte reelle Zahl*, ebenso 
X,(f) für f E<t' 00 (M). Wir können daher eine reellwertige Funktion 
X f auf M durch (X f)(x):= X. f. definieren. X f ist sogar eine diffe
renzierbare Funktion auf M: Sind etwa x 1, ... ,x

0 
lokale Koordinaten 

auf Min x 0
, so ist X.= (x, .I ti(x) ::ia ~ 1 ) über einer Umgebung U von 

r=l vX1x 

x0
, und X ist genau dann differenzierbar auf U, wenn es die ti sind. 

Daher gilt über U 

und in diesem Ausdruck sind die ti und : f differenzierbar; also ist 
auch X f auf U differenzierbar. xi 

Das Vektorfeld XE r(M, !) M) definiert somit eine Abbildung von 
<t'00 (M) in sich, die wir wieder mit X bezeichnen wollen: X :<t'00(M)--><t'00 (M). 
Diese Abbildung ist eine lR-Derivation von <6' 00 (M) in sich, d. h., sie ist 
lR-linear und genügt der Produktregel: 

X(fg)=(Xf)g+f(Xg) für f,gE<t' 00 (M). 

Sei jetzt umgekehrt eine lR-Derivation X:<t' 00(M)--><t' 00 (M) gegeben. 
Für yEM und fyE<t'y"'(M) setzen wir Xy(Jy):=(X f)(y), wo I ein 
globaler Repräsentant von Jy ist, der nach Satz 7.7 existiert. Wir wollen 
uns zunächst überlegen, daß X y(Jy) wohldefiniert ist, d. h. nicht von der 
speziellen Wahl des Repräsentanten f abhängt. Dazu genügt es zu 
zeigen, daß (X f)(y)=O ist, falls fy=O ist, d.h. falls f in einer Um
gebung U von y verschwindet. In diesem Fall gibt es eine offene Um
gebung W von y mit Ws;U und eine Funktion hE<t' 00(M) mit hlW=1 
und hlM - U = 0. Weil .f auf U verschwindet, ist f = (1- h)f und daher 

(X f)(y)=X(1-h)(y)f(y)+(1-h)(y)(X f)(y)=O 

wegen f(y)=(1-h)(y)=O. 
XY:<t'y"'(M)-->lR ist also eine wohldefinierte Abbildung und offenbar 

sogar eine lR-Derivation, also ein Element aus !)YM. Wir können daher 
X als einen Schnitt in !) M auffassen. Die Differenzierbarkeit dieses 
Schnittes zeigt man wieder mit Hilfe lokaler Koordinaten x 1, ... ,x

0 

in einem Punkte x0 EM: Über einer Umgebung U von x0 ist 

* Ge12augenommen ist X, ein Element aus {x} >: !J,M, hat also die Form X,=(x,X,) 
mit X,E!J,M. Wir wollen hier aber X, mit X, identifizieren und schreiben daher 
X,(!,):= X,(!,). Entsprechendes gilt weiter unten. 
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n a 1 Xy= L t;(y)- ·· . Dabei sei Uso klein, daß es .x\, ... , x"E<t 00 (M) gibt 
i-1 axi y 

mit xj
1
u=xj. Für yEV gilt dann 

und da X xi nach Voraussetzung differenzierbar ist, ist es auch ti über 
U, womit die Differenzierbarkeit von X: M--> '.DM gezeigt ist. 

Wir fassen das Ergebnis unserer Überlegungen in dem folgenden 
Satz zusammen: 

9.5 Satz: / st M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so sind die 
IR-Derivationen von <t'°(M) in sich genau die Vektorfelder auf M. 

X und Y seien zwei Vektorfelder auf der differenzierbaren Mannig
faltigkeit M .. Fassen wir X und Y als IR-Derivationen der Algebra 
<t'°(M) auf, so können wir die Abbildung 

bilden. [ X, YJ ist wieder eine IR-Derivation auf <t'°(M): Die IR-Lineari
tät ist trivial; und für f, gE<t'°(M) ist 

[X, Y](f g)=X o Y(f g)- YoX(f g) 

=X((Yf)g+ f(Y g))- Y((X f)g+ f(X g)) 

=(X o Y(f))g+(Yf)(X g)+(X f)(Y g)_;, f X o Y(g) 

-(YoX(f))g-(X f)(Y g)-(Yf)(X g)- f YoX(g) 

=([X, Y]f)g+ f([X, Y]g); 

die Produktregel ist also auch erfüllt. Das Vektorfeld [ X, Y] heißt das 
Lie-Produkt der Vektorfelder X und Y. <t'°(M) bildet bezüglich des 
Lie-Produktes und der IR-Vektorraum-Operationen eine reelle Lie
Algebra, d. h., es gelten die folgenden Rechenregeln: 

( 1) [,]: r(M, '.DM) x r(M, '.DM)--> r(M, '.DM) 

ist IR-bilinear; 

(2) [X, Y]= -[Y,X] 

für X, YEr(M, '.DM); 
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(3) [[X, Y],Z]+[[Y,Z],X]+[[Z,X], Y]=O 

für X, Y,ZEr(M,'.DM). 
(3) nennt man die Jacobi-Indentität. 

Wir wenden uns jetzt den alternierenden Multilinearformen aof dem 
Tangentialbündel '.DM einer Mannigfaltigkeit M zu. Anstelle von 
AP(M, '.DM) bzw. A(M, '.DM) schreiben wir !Jp(M) bzw. ~(M), und die 
Elemente dieser CC 00 (M)-Moduln nennen wir Differentialformen: 

9.6 Definition: Unter einer Differentialform vom Grade p oder einer 
p-Form auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir ein Element <p E !Jp(M) 
:= Ap(M, '.DM). 

Die 1-Formen heißen auch Pfajfsche Formen. 

Insbesondere ist ~(M) = CC 00 (M), und falls p größer als die Di
mension von M ist, ist !Jp(M) = 0. Für das Rechnen in der Algebra 

00 

mM)= E9 !Jp(M) gelten die in § 8 aufgestellten Rechenregeln für 
p=O 

alternierende Multilinearformen auf Vektorraumbündeln. Wir werden 
darauf noch zurückkommen. Im Augenblick wollen wir untersuchen, 
wie sich Differentialformen in lokalen Koordinaten beschreiben lassen, 
und was geschieht, wenn man das Koordinatensystem wechselt. 

Dazu wollen wir ein für allemal die folgende Bezeichnungsweise ver
abreden: Sind x 1, ... , xn lokale Koordinaten für M, etwa auf einer 
offenen Menge V von M, so haben wir bereits die Vektorfelder 

a a 
"' , ... , ~ E r( V, '.DM) eingeführt. Sie bilden eine Basis des freien 
ux, uxn 

CC"'(U)-Moduls r(U, '.DM). Die dazu duale Basis von ~ 1 (V)= A1 (V, '.DM) 

bezeichnen wir mit dx 1, ... ,dxn, d.h. es gilt dx{ 
0
~~) = bii· Nach§ 8 

ist dann für 1spsn {dxi,A .. ·Adxip;1si1 < .. ·<ipsn} eine Basis von 
!Jp(U). Wichtig sind nun die folgenden Transformationsformeln für 
Differentialformen: 

9.7 Satz: M sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und (U,g) eine 
Karte auf M mit Koordinaten x 1 , ... ,xn. Dann ist ~P(U) fur 1 spsn ein 

freier CC 00
( U)-M odul vom Rang (;) mit der Basis 

{dx. A .. · A dx · 1 < i1 < .. · < i < n} lt Ip' - p- , 
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wo die dx; E ß\ ( V) durch 

(1) 

definiert sind. 
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Ist (V,h) eine weitere Karte mit Koordinaten y 1, .• ·,Yn, so gelten über 
V n V die folgenden Transformationsformeln: 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

dy. -- =-J ( 
a ) ay. 

J CX; ex;' 
dy. /\ ... /\ dy. 

J 1 Jp 

dy, /\ ... /\ dyn =det (:~;) dxl /\ ... /\ dxn. 

Beweis: Zu zeigen sind noch die Formeln (2)-(6)! Zum Nachweis 
von (2) seif E<t' 00 (V n V). Dann ist nach Definition an der Stelle XE V n V 

n 

= I ai1g(,)U0 g- 1)aj1h(x)(x;oh- 1
) 

i= i 

= ~ cfl a.1 (x.oh-1)= ~ OX;I cfl 
f..- J h(x) 1 L.- ' 

i=l ex;, i=I ayj, ex;, 

also gilt (2). Durch Dualisierung von (2), d. h., durch Anwendung von 
(1) ergibt sich (3). (4) ist eine Folgerung aus (1) und (3). (5) und (6) ent
sprechen den Sätzen 2.14 und 2.15 im ersten Kapitel. 1 

Zum Schluß dieses Paragraphen noch einige Bemerkungen über 
Tangentialräume an <t''-Mannigfaltigkeiten mit r < oo: Lemma 9.1 ist 
in diesem Falle i. allg. falsch (mit den dort verwendeten Bezeichnungen 
ist für f E<t''(V) g; i. allg. lediglich aus <t''- 1 ( V)). Das hat zur Folge, 
daß der Vektorraum der IR-Derivationen X: <c;o( V)--> IR unendlich
dimensional ist und also nicht anstelle des geometrischen Tangential-
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raumes verwendet werden kann. Um hier zu einer vernünftigen Defini
tion des Tangentenvektors zu gelangen, die sich auf Mannigfaltigkeiten 
übertragen läßt, muß man entweder bei der Definition der Derivationen 
die Produktregel durch eine schärfere Forderung ersetzen (vgl. dazu 
etwa [ 14 ], Viertes Kapitel, § 1 ), oder man muß eine von vorneherein 
mehr geometrische Definition wählen (wie es- etwa in [21], Chapter 
XVII, § 2, geschieht). 



§ 10: Maße und Orientierungen 

In § 3 haben wir die Begriffe der Längen-, Winkel- und Volumen
messung in Vektorräumen sowie den der Orientierung eingeführt. Diese 
Begriffe können wir speziell auf die Tangentialräume an eine differen
zierbare Mannigfaltigkeit anwenden, also auf die Fasern des Tangen
tialbündels. Hängen dann diese Objekte in einer noch zu präzisierenden 
Weise differenzierbar von den Punkten der Mannigfaltigkeit ab, so 
spricht man von einer Maßbestimmung bzw. Orientierung auf der 
M annigfaltigk ei t. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Begriff, dem der Längen- und 
Winkelmessung, d. h. des Skalarproduktes. 

10.1 Definition: Unter einer Riemannschen Metrik :auf einer differen
zierbaren Mannigfaltigkeit M versteht man eine positfr definite symme
trische Bilinearform auf dem Tangentialbündel '.DM, d. h. eine Bilinearform 
gE9Jl2(M,'.DM), so daß für jedes xEM g,E9Jli{'.D„M) ein Skalarprodukt 
auf '.D, M ist. 

Das Paar (M,g) heißt dann eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein 
Diffeomorphismus F:M-+N in eine weitere Riemannsche Mannigfaltig
keit (N,g') heißt eine Isometrie, wenn für alle X 1,X 2 E!'ixM, XEM, 
g'((!'i,F)X 1,(!'i,F)X 2 )=g(X 1,X 2 ) gilt. 

(M,g) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann können wir nach 
§8 g als <?.;""(M)-bilineare Abbildung von r(M, '.DM) x l(M, '.DM) nach 
~"°(M) auffassen. Entsprechendes gilt über einer offenen Menge V von 
M, für die wir Koordinaten x 1, ... ,x

0 
haben. Dann ist r(U, !) M) sogar 

ein freier ~"'(U)-Modul mit der Basis {ac , ... , / }· und g ist über U 
-X 1 CX

0 

durch die Funktionen g1j := g (ai} , ,° -) E ~x( U) bestimmt: Für 
.x. ex. 

n a 11 ~ 1 J 

X= L Xi~: Y= L ~ :t-Er(U,'.DM) ist nämlich 
i=l uX; j=t cxi 

II (0 j}) 
g(X, Y)=. L X; ~g ~· :;-~ 

1,1= I vX, vXJ 

Außerdem können wir 

( a a) 
g ox~' ox; = gij 

n 

L gµvÖiµ()jv 
11,v= 1 

II 

L X;~gij• 
i,j= 1 
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schreiben, so daß wir insgesamt über U 

" 
g= L gµvdxµodxv 

µ , v~ l 

haben*. Daß g eine Riemannsche Metrik ist, bedeutet für die gµv , daß 
die Matrix (gµJx)) für alle XE U symmetrisch und positiv definit ist. 
Umgekehrt definieren solche gµv aus ~ 00

( U) eine Riemannsche Metrik 
auf U. 

Wir wollen jetzt das Transformationsverhalten der gµv untersuchen. 
Dazu nehmen wir an, wir hätten über Vc;:::::M Koordinaten y 1, ... ,y

0
, und 

" " Dy 
esseidort g= L gµvdyµodyv . NachSatz9.7istdann dyi= L - 1 dx . 

µ , v = l i=I <7X; 
1 

(über U n V), und es folgt daraus die Transformationsformel 

_ ~ oyµ oy':. _ 
g'><._ - ~ ;:, ;:, . gµv . 

µ , v= 1 ux'l< ux,. 

Eine Riemannsche Metrik ist eine zusätzliche Struktur auf einer 
Mannigfaltigkeit, die oft ein wichtiges Hilfsmittel ist. Der folgende Satz 
ist daher von besonderem Interesse: 

10.2 Satz: Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit gibt es stets 
eine Riemannsche Metrik. 

Beweis: M sei eine Mannigfaltigkeit mit ~"')-Atlas (U;,J;);ei· Wir 
können diesen Atlas nach§ 7 so wählen, daß (UJ;ei eine lokal-endliche 
Überdeckung von M ist, zu der wir eine Partition der Eins (hJieI haben. 

" 
Sind x~, .. . ,x~ Koordinaten für U;, so wird durch g;: = L dx~odx~ 

v = 1 

eine Riemannsche Metrik auf U; definiert. h; gi ist dann eine symmetri-
sche Bilinearform aus 9R 2 ( U;, !) M), die wir außerhalb U; trivial fort
setzen und also als Element aus 9Ri(M, !) M) auffassen können. 
g:= L h;g; ist dann eine Riemannsche Metrik auf ganz M. Da (U;)ieI 

ie / 

lokal-endlich ist und h; g; außerhalb U; verschwindet, ist g wohldefiniert, 
weil in der Umgebung jedes Punktes fast alle Summanden verschwinden. 

Daß gE9R2(M, !) M) eine symmetrische Bilinearform auf !) M ist, 
ist nach Konstruktion trivial. g ist aber auch positiv definit: Ist etwa 
XE'.D,M, so ist für ein i0 El h;

0
(x)>O, und für alle anderen ist h;(x)~O. 

Falls X nicht der Nullvektor ist, ist dann 

g(X,X)= L hi(x)gi(X,X)2":h;/x)g;
0
(X,X)>O. 1 

i e / 

* Zur Bedeutung von o vgl. § 1. 
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Als nächstes übertragen wir den Begriff der Volumenmessung auf 
eine Mannigfaltigkeit M. Für XEM ist T1xM ein reeller Vektorraum, 
und nach 3.4 (Kapitel 1) ist ein Volumenmaß auf '.D, M eine Funktion 
dµx: ('.Dx Mr-->IR der Form dµ, l~xl, wobei A X ein Element aus 
An('.D„ M) ist, das nicht Null ist (n sei die Dimension von M). Unter 
einem Volumenmaß auf M verstehen wir nun eine Kollektion (dµ,)xEM 
von Volumenmaßen auf den '.D,M, die „differenzierbar" von x abhängt. 
Präzisieren wir diesen Begriff, so gelangen wir zu folgender Definition: 

10.3 Definition: Unter einem (differenzierbaren) Volumenmaß auf einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine differenzierbare 
Funktion dµ:'.DM(nl_dR, so daß für jedes XEM d11x:=dµl('.D,Mr-JR 
ein Volumenmaß auf '.D, M ist. 

Genau wie bei einer Riemannschen Metrik wollen wir auch für ein 
Volumenmaß untersuchen, wie es sich in lokalen Koordinaten aus
drückt. Wir nehmen dazu wieder an, wir hätten auf der Mannigfaltigkeit 
M lokale Koordinaten x 1, ... ,xn für eine offene Menge U. Für XEU 

ist dann ein Volumenmaß dµ, durch seinen Wert auf(/ 1,···, :-,a 1) 
VX1 X GXn X 

bestimmt; denn ist dµ, IA,1 mit A,EAn('.D,M), so ist für X 1, •.. ,XnE'.D,M 

mit X; L xij ~~ n a 1 
i=l oxj x 

dµ,(X1,···,Xn) IA,(X1,···,Xn)I 

= IA, (.± X 1j-~~~ 1 ····, .± Xnj ..,° .1 )1 
1=1 .uXjX 1=1 (XjX 

= ldet(Xij)A, (ä:1 I:···, a:n 1.)1 
ldet(Xii)ldµ,( 0

8 
1, ... , / 1 )· 

X1 X oxn X 

Setzen wir jetzt f(x):=dµ, (a:1 I:···, a~n IJ, so ist 

dµ,(-l-1, ... , 
0 

l)=f(x)ldx1A···Adxn(/, 1····,j_l)I· 
OX1 x x UX1 x oxn x 

sodaßwiralso dµ,=f(x)ldx 1A· .. Adx0 I haben.(Statt ldx 1 A· .. Adx0 J 

schreibt man auch häufig dx1 ... dx
0

.) Ist jetzt dµ ein Volumenmaß auf 
M, so gilt über U 
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und wegen f = dµ ( ~ 8 
, ... , ::1 o ) ist f sicher differenzierbar und überall 

OX 1 uXn 

positiv. Umgekehrt definiert ein solches f e't1 00(U) ein Volumenmaß 
auf U. 

Haben wir auf Vs; M andere Koordinaten y 1, •.. , y n und ist dort 
dµ= lldy1 /\ ••• /\dYnl, so folgt aus Satz 9.7 die Transformationsformel 

die über U n V gültig ist. 

10.4 Satz: Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit gibt es stets 
ein Volumenmaß dµ. 

Ist g eine Riemannsche Metrik, so gibt es genau ein Volumenmaß dµ 
auf M, das auf den Orthonormalbasen der Tangentialräume den Wert 1 
annimmt, d.h.jür das gilt: 

Ist {X1, .•• ,Xn} eine Orthonorma/basis von '.!\M bezüglich g,, so ist 
dµ(X1, ••• ,Xn) 1. 

Dieses Volumenmaß nennen wir das zu g gehörende Riemannsche Volu
menmaß auf M. 

Beweis: Den ersten Teil des Satzes kann man genauso wie Satz 10.2 
beweisen, indem man zunächst lokale Volumenmaße konstruiert und 
sie dann mittels einer Partition der Eins zu einem Volumenmaß auf 
ganz M aufsummiert. Wir wollen hier nur den zweiten Teil des Satzes 
beweisen, aus dem ja mit Satz 10.2 ohnehin auch der erste Teil folgt. 
Für X1, •.. ,XnE!\M ist nach 3.6 durch 

das einzige Volumenmaß auf '.D, M definiert, das auf jeder Orthonormal
basis den Wert 1 annimmt. Die dµ., xeM, bilden dann das gesuchte 
Volumenmaß auf M, dessen Differenzierbarkeit unmittelbar aus der 
Definition folgt. 1 

Der Vollständigkeit halber wollen wir noch angeben, wie sich das 
Riemannsche Volumenmaß auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit 
(M,g) in lokalen Koordinaten x 1, ... ,xn auf einer offenen Menge Us;M 
ausdrückt. Dort sei etwa 

n 

g L oudxiodxj. 
i,j= 1 
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Damit ist dµ=dµ (a:/···, a:J ldx 1 /\ ... Adxnl, wie wir weiter oben 

gesehen haben, und da dµ das Riemannsche Volumenmaß ist, ist 

dµ(a~~, ... , a~J Me(a:~ a~~)J = Vdet(gi~); 

also haben wir über V 

dµ=Vdet(gi;)ldx 1 /\ ... Adxnl. 

Ist dµ ein Volumenmaß auf Mund F:N--+M eine Einbettung einer an
deren Mannigfaltigkeit N gleicher Dimension wie M, so ist 'tJ F: 'tJ N--+ X, M 
ein strikter Vektorraumbündelhomomorphismus, und man schließt 
daraus sofort, daß 

F*(dµ) := dµo(!'J Fr>: ('.!l N)cn>--+ JR 

ein Volumenmaß auf N ist. 

Der dritte Begriff, den wir in diesem Paragraphen einführen wollen, 
ist der der Orientierung. Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, 
so ist eine Orientierung (!)x auf dem Tangentialraum 'tlx M, XEM, eine 
Klasse nicht verschwindender gleichgerichteter alternierender n-Formen 
aus An('tlxM). Sie wird repräsentiert durch ein Element AxEAn('tlxM). 
Von einer Orientierung auf M sprechen wir nun, wenn jeder Tangential
raum 'tlxM eine Orientierung @, trägt, die durch ein A,EA0 ('tlxM) 
repräsentiert wird, so daß die A, ein Element A E An (M, 'tJ M) = 3-n(M) 
definieren. Wir können das auch wieder so ausdrücken: Zwei Deter
minantenfunktionen, d. h. nirgends verschwindende Differentialformen 
A und A' E 3-nCM) nennen wir gleichgerichtet, und wir schreiben A "'A', 
wenn es eine überall positive Funktion f E~00(M) gibt, so daß A' = f A 
ist. f ist dann eindeutig bestimmt, weil An('tl, M) ein eindimensionaler 

Vektorraum ist. Wir schreiben auch f anstelle von f. ,, """'" ist eine 

Äquivalenzrelation in der Menge aller Determinantenfunktionen aus 
~"(M), und wir definieren: 

10.5 Definition: Eine Orientierung (!) auf einer n-dimensionalen Man
nigfaltigkeit M ist eine ;f quivalenzklasse gleichgerichteter Determinanten
funktionen aus 3'0(M). (M, (!)) heißt eine orientierte Mannigfaltigkeit. 

Im Gegensatz zu Riemannscher Metrik und Volumenmaß läßt sich 
nicht immer eine Orientierung (!) auf einer Mannigfaltigkeit M finden. 
Wenn dies der Fall ist, nennen wir M orientierbar. Der folgende Satz 
enthält eine Reihe von Orientierbarkeitskriterien. 
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10.6 Satz: Für eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M sind folgende 
Aussagen äquivalent: ' 
(1) Mist orientierbar. 
(2) Es gibt eine nirgends verschwindende Differentialform liE tJ0 (M). 
(3) tJ

0
(M) ist ein freier <{} 00(M)~M odul vom Rang 1. 

(4) tJiM) ist ein freier <{} 00(M)-M odul. 
(5) M besitzt einen <{} 00-Atlas (U;,gJ;E 1 , so daß fiir alle i,jEI mit 

U;r, Ui=t={) g;og;- 1:g;(U; n U)->g/U; n Ui) eine überall positive Funk
tionaldeterminante hat. 

(6) Ist dµ ein Volumenmaß auf M, so gibt es eine Differentialform liE ~ 0 (M) 

mit dµ=IM 

Beweis: (1) => (2): Diese Behauptung ist trivial. 
(2) => (3): Ist liEt's:0 (M) eine nirgends verschwindende Differential

form, so ist für jedes x EM !i, ein erzeugendes Element des eindimen
sionalen Vektorraumes A0 ('.!), M). Eine Differentialform WE t"s:0 (M) 
können wir daher stets eindeutig in der Form w= f !i schreiben, wo f 
eine reellwertige Funktion auf M ist. Zu zeigen bleibt die Differenzier
barkeit von f. Sind x 1, ... , x 0 lokale Koordinaten für eine offene Menge 

. ·{a a}. . (a a) UmM,so1st OX1'''''oxn emeBas1svonr(U,!lM),und/i OX1' ''''cxn 

ist eine nirgends verschwindende Funktion aus <{} 00
( U). Für f gilt daher 

über U 

w(~,---,~) 
f= (a a)' 

/i OX1 , .. . , cxn 

womit die Differenzierbarkeit von f auf U gezeigt ist. 
(3) => (4) : Ein freier <{}00(M)-Modul vom Rang 1 ist natürlich insbesondere 
ein freier <{}00(M)-Modul. 
(4) => (3): Wir zeigen, daß in tJo(M) je zwei verschiedene Elemente linear 
abhängig sind. Sind etwa w und w' aus t"s:iM), so dürfen wir o.B.d.A. 
w, =t=O annehmen für ein XEM, und es gilt dann sogar für alle x' aus 
einer Umgebung U von x w,. =+=0. Über U gilt dann w' = f w mit f E<{J 00(U) 
(vgl. (2) => (3)). Nach§ 7 gibt es eine Funktion h E<{J00(M), deren Träger 
in U liegt und die nicht überall verschwindet. Mit so einem h ist dann 
h f w- h w' = 0 eine nichttriviale Relation zwischen w und w'. 
(3) => (5): /i sei ein erzeugendes Element des <{} 00(M)-Moduls t's:0 (M). 
Ferner sei (U;,g;);EJ ein <{} 00 -Atlas für M, so daß alle U; zusammenhän
gend sind. (So einen Atlas gibt es sicher!) Sind dann .i 1, • • • ,x~ Koordi-
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naten für Ui, so ist f;:=l\(;-,_~- , ... , ".~-) eine nirgends verschwindende ex; c.~~ 
differenzierbare Funktion auf Ui, die wegen des Zusammenhangs von 
Ui überall positiv oder überall negativ ist. Diffeomorphismen o-i: IR"-> IR", 
iE/, definieren wir nun durch 

o-i(pl, · · · ,Pn):= (sign(lJp 1,P2, · · · ,Pn) · 

(Falls {; positiv ist, ist also o-i die Identität, im anderen Falle die Spiege
lung an der (p2 , .. . ,pn)-Hyperebene.) Es ist o-i- 1 = o-i, und mit gi := o-iogi 
ist (Ui,YJicI der gesuchte rr;x·-Atlas von M. Für iEl ist nämlich 

f;:=L\(ai:i , ... , /i) eine überall positive Funktion (x 1, .... x" seien 
X 1 CXn 

die durch gi definierten Koordinaten auf UJ, weil nach Satz 9.7 

= sign(]}J; = l.i: 1 > 0 

gilt. Andererseits gilt über Ui n Ui 

Deshalb muß det ( ~xf) > 0 sein. Nach Definition ist aber gerade 

det(!:tlJ die Fu::tionaldeterminante von giogi-i an der Stelle 

Yi(x)Egi(Ui n U/ 
(5) => (6): Ist dµ ein Volumenmaß auf M, so können wir über Ui dµ in 
der Form 

dµlu, =./;ldxi1 /\ ··· /\ dx~I 

schreiben, wobei xi1, ... , x~ wieder die durch gi auf U; definierten Koor
dinaten sind, und über ui n uj gilt 

n Uin uj = \detG::t)\ fjlUin uj. 
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Da det (: :t) > 0 ist, haben wir also über lf; n Ui sogar 

J; = det (: ;t) Jj . 

Andrerseits wird durch Ai dx~ A · ·• A dx~ eine n-Form aus 3'0(U;) 
definiert, und nach Satz 9.7 ist über U; n Ui 

. . (ox~) . . 
A; = /; dx~ " ... A dx~ = f; det oxl dx1i " ... A dx~ 

det ---,- et -. I x{ /\ · · · "dx1 (öx~)d (öxt) .d · · 
oxt öx~ J n 

=Jjdx{ /\ ··· Adxl=Ai, 

d.h., die A;, iEl definieren ein Element AEtYiM) mit Alu, =Ai. Nach 
Konstruktion ist aber dµ IAI. 
(6) = (1): Nach Satz 10.4 gibt es ein Volumenmaß dµ auf M, und dieses 
hat nach Voraussetzung die Form dµ !Al, wo A eine Determinanten
funktion auf M ist. Die Klasse aller mit A gleichgerichteten Determi
nantenfunktionen auf Mist dann eine Orientierung auf M. 1 

Im Hinblick auf den engen Zusammenhang zwischen Orientierung 
und Volumenmaß, der in Satz 10.6 zum Ausdruck kommt, bezeichnen 
wir eine Determinantenfunktion AE t1(M) auch als orientiertes Volu
menmaß auf der orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeit (M,(()), 
wenn AE((); !Al heißt dann das dazu gehörende absolute Volumenmaß 
(vergleiche Definition 3.4). 

10.7 Satz: (M,(()) sei eine orientierte Mannigfaltigkeit mit einem 
Volumenmaß dµ. Dann gibt es genau ein orientiertes Volumenmaß AEl!J 
mit dµ=IAI. 

Beweis: Es sei Ael!J. Dann ist A ein erzeugendes Element von t1(M) 
über ~ 00 (M) (n sei die Dimension von M). Ferner gibt es ein A'Ea,(M). 
mit dµ IA'I, da M orientierbar ist. Dann ist A' =f Ä, wo f eine 
nirgends verschwindende differenzierbare Funktion auf M ist. Folglich 
ist dµ IAI für A=lf\A, und Aist wegen lfl>O gleichgerichtet mit 
Ä, gehört also ebenfalls zu 0. Die Eindeutigkeit von A folgt sofort aus 
IAl=dµ und Ael!i. 1 

10.8 Definition: (M, (9) sei einen-dimensionale differenzierbare Mannig
faltigkeit. Dann heißt ein ~ 00-Atlas (Ui,gi)iEI von M mit Koordinaten 
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xi, ... ,x~ für U; orientiert, wenn.für jedes iEI dx(A···Adx~E&lu; ist. 
( Dabei sei @lu, := {Lil 11 ,; ßE 0} die kanonische Einschränkung der Orien
tierung (9 auf U;). 

Der Beweis von Satz 10.6 hat gezeigt, daß wir auf einer orientierten 
Mannigfaltigkeit aus jedem (jOC-Atlas einen orientierten Atlas machen 
können, indem wir ggf. die Zusammenhangskomponenten einzelner 
Karten „umorientieren" (das ist gerade der Sinn der Abbildungen <T; 

im Beweis von 10.6). Wir werden weiter unten von dieser Tatsache 
Gebrauch machen. 

Man kann daraus unter anderem herleiten, daß das Möbius-Band 
nicht orientierbar ist. In Beispiel (3) auf Seite 65 haben wir nämlich 
einen Atlas aus zwei Karten (V1,gi) und (U2 ,g2 ) für das Möbius-Band 
angegeben, so daß U1 n U2 zwei Zusammenhangskomponenten hat, 
während U1 und U2 zusammenhängend sind. Die Funktionaldetermi
nante von g2 og11 hat nun auf den beiden Zusammenhangskompo
nenten von g 1(U 1 n U2 ) verschiedenes Vorzeichen, woran man auch 
durch Umorientieren einer der beiden Karten nichts ändern kann, da 
das lediglich zu einem Vorzeichenwechsel auf beiden Zusammenhangs
komponenten von g 1(U1 n U2 ) führt. 

Wir wollen jetzt eine Möglichkeit untersuchen, Untermannigfaltig
keiten einer orientierten Mannigfaltigkeit zu orientieren. Immer ist das 
sicher nicht möglich, wie das Beispiel des Möbius-Bandes zeigt, das 
man etwa in den IR 3 einbetten kann. Sei (M, <17) eine n-dimensionale 
orientierte Mannigfaltigkeit ,und N eine (n -1 )-dimensionale Unter
mannigfaltigkeit, wobei die kanonische Injektion j: N-+ M eigentlich 
sei.Jist in jedem Punkte XE N regulär, d. h., die Abbildung !)J: 1:)xN-+1), M 
ist injektiv, und wir können !:, N als linearen Teilraum von !\ M auf
fassen. (Geometrisch ist !)JV in diesem Sinne der Raum der Tangenten
vektoren an M in x, die tangentiell zu N sind. Algebraisch kann !), N 
als Menge der Derivationen aus !\ M aufgefaßt werden, die auf allen 
Funktionskeimen aus '6';'(M) verschwinden, deren Einschränkung auf 
N Null ist.) 

'!)MIN ist ein Vektorraumbündel über N, und es sei X Er{N, !)M) 
r(N, l)MJN) ein differenzierbarer Schnitt über N in diesem Bündel. 

Ferner sei L1E0 eine die Orientierung auf M repräsentierenden-Form. 
Für XEN und x,, ... ,Xn-1 E!),N setzen wir 

Ax ist dann eine (n 1)-Form auf N. Sie entsteht dadurch, daß man 
zunächst AIN bildet; das ist eine n-Form auf !)MIN· In dieser n-Form 

, 



116 Differenzierbare M annigfaltigkeiten 

setzt man dann stets das erste Argument gleich X und erhält so eine 
(n -1 )-Form auf '!)MIN, die man auf '!) N beschränkt. Falls jetzt für 
alle xEN Xx von '!)xN linear unabhängig ist, ist ,1x wieder eine Deter
minantenfunktion auf N, definiert also eine Orientierung auf N, die 
natürlich von X abhängt. Ein XE r(N, '!) MIN), das diese Bedingung 
erfüllt, nennt man ein Normalenfeld auf N. 

Ist g eine Riemannsche Metrik, so können wir auch noch den Be
griff des Orthonormalenfeldes einführen: Das ist ein Normalenfeld 
Xer(N,'!)M), so daß für alle xeN g(X,,X,)=1 und X, orthogonal zu 
'D, N ist (bezüglich g). 

10.9 Definition: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und G 
eine berandete Untermannigfaltigkeit von M mit nicht-leerem Rand. 
Dann heißt ein Norma/enfeld n auf oG ein äußeres Normalenfeld, wenn 
faralle xeoG undjedeFunktion fe<(l 00 (M) mit JIG~O und 0 
nJ2:.0 ist. 

Die Definition besagt gerade, daß n, für alle xeoG eine Richtungs
ableitung in einer nach außen (d. h. nach M - G) weisenden Richtung 
ist. Genauer gilt das folgende Lemma: 

10.10 Lemma: G sei eine berandete Untermannigfaltigkeit der n-di
mensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, und es sei (U,g,Q) 
eine quaderfermige Karte auf M mit XE U niJG und Koordinaten x 1, ••• ,x

0 

(im Sinne von Def 6.11). Dann ist far ein äußeres Normalenfeld 

n a 1 . ner(oG,'!)M) n,= t;
0

x. .ma t 1 >0. 
1 X 

Ist umgekehrt ein Schnitt ner(aG,'DM) gegeben, der far die quader-
förmigen Karten, die oG überdecken, stets diese Bedingung erfallt, so ist 
nein äußeres Normalenfeld auf oG. 

Beweis: h sei eine Funktion aus 't'""(M), deren Träger in U liegt und 
die nirgends negativ ist und in einer Umgebung von x identisch Eins ist. 
hx1 ist dann eine auf U wohldefinierte Funktion, die sich auf ganz M 
durch O fortsetzen läßt zu einer Funktion f e<(/(X)(M). Für dieses f ist 

fl G ~ 0 und fl i3 G = 0. Folglich ist für n, = JI l; a~i ,. 

n 

, 1 = I r; J 1i 
i= 1 1 

n a 1 - .L l; ":-i--_ (x 1 ,,) n,(x1,.)=nxUJ~O, 
x z=l t./X1x 

da :n ein äußeres Normalenfeld auf oG ist und fx=X1,x ist (wegen 
h I V= 1 über einer Umgebung V von x). Es ist also t 1 ~ 0. Überdies 
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muß aber auch t 1 =t=O sein, da sonst n,E !), DG wäre. was für ein Nor
malenfeld nicht sein darf. Damit ist t 1 > 0 gezeigt. 

Die andere Richtung ist beinahe trivial: n sei ein Schnitt in !) M 
über oG, und (U,g,Q) sei wieder eine quaderförmige Karte mit XE U n cG 

und Koordinaten x 1, ••• ,x,,. Ist dann n, I ti ? 1 mit t 1 >Ü und 
i l X 

ist fE<ih(M) eine Funktion mit flGsO, floG 0, so gilt 

n,(f)= I (;:, 1 
i 1 (·X; x 

n 

, ti1-I .(· 1·011-1) L , '1,.J{xi. . • 

i= 1 

Dafaufi!Gverschwindetunddie ~i1 l ,i 2, ... ,n, zu!)J'Ggehören, 
0f I CX; x 

ist , 0 für i=2, ... ,n. Außerdem ist auf Q=y(GnU) 

{(p 1, ···,Pn)EQ; p 1 sO} f og 1 nicht positiv, während. f og- 1 (y(x))=O 

ist. Daher ist ~f 1 1\I (log- 1)2.0 und somit wegen t 1 >0 auch 
VX1 X 9ixJ . " 

n,(f)=t 1 tll2.0. Schließlich hat t 1 >Ü zur Folge, daß n, nicht.in 
OX1 X 

'l\ oG liegt, also überhaupt ein Normalenvektor ist. 1 

10.11 Satz: G sei eine berandete Untermanniafaltiykeit der l'vfanniy
fe1/tigkeit M mit nicht-leerem Rand ?'G. Dann yibt es auf i1G ein äußeres 

N ormalenfeld n. 
Ist g eine Riemannsche Metrik auf G, so kann n sogar als Orthonor

malenfeld gewählt werden. 

Beweis: Wir können annehmen, daß wir einen Atlas (Ui,Yi,Q;);EI 
aus quaderförmigen Karten für G gegeben haben, mit Koordinaten 
xL ... ,x~ für V;, so daß (U;)iEI eine lokal-endliche Überdeckung von M 
ist (h;)ü,i sei eine dazu gehörende Partition der Eins. Auf c Ui = U, n ?G 

ist dann ° ein äußeres Normalenfeld, und n:=(Z: h; ~c ;)lcG ist 
iEI C X 1 

nach dem oben bewiesenen Lemma ein äußeres Normalenfeld auf cG. 
Um das zu sehen, muß man sich lediglich überlegen, daß für XE i1 V; n f: Ui, 

i,}E I, stets > 0 ist. Dann ist nämlich für XE<:' U; 
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ö " j 

worin der Koeffizient von -;;;--r-, nämlich L hj ~xi1 (x), nicht-negativ 
OX1 jE/ UX1 

ist; er ist sogar positiv, weil für wenigstens einj h/x)>O sein muß. 

Um den Zusatz zu beweisen, muß man die Normalenfelder ,.,°. 
cx'1 

relativ zu 
a a 

orthogonalisieren und normieren, ehe man sie 

mittels der hi zu n aufsummiert. Daß das stets möglich ist, überlegt man 
sich leicht. 1 

Sei jetzt (M,O) eine orientierte Mannigfaltigkeit und G eine berandete 
Untermannigfaltigkeit mit nicht-leerem Rand. Auf cG gibt es dann ein 
äußeres Normalenfeld n. Ist AE 0, so ist A" eine Determinantenfunk
tion auf oG, definiert also eine Orientierung auf aG. Das folgende 
Lemma zeigt, daß diese Orientierung nur von (() abhängt, nicht aber 
von der speziellen Wahl von A und n. Wir nennen sie die durch(!) indu
zierte Orientierung und bezeichnen sie mit cO. Den Rand einer Unter
mannigfaltigkeit einer orientierten Mannigfaltigkeit denken wir uns 
stets mit dieser induzierten Orientierung versehen. Nun das angekün
digte Lemma: 

10.12 Lemma: M sei einen-dimensionale Mannigfaltigkeit und G eine 
berandete Untermannigfaltigkeit von M mit nicht-leerem Rand. Sind dann 
n und h zwei äußere Normalenfelder auf cG und A und A zwei gleichge
richtete Determinantenfunktionen auf M, so sind auch A"' und i5.;. gleich
gerichtet. 

Beweis: Wir haben die beiden Aussagen „A" "'A"" und „A" -A;." 
zu beweisen. Beginnen wir mit „an-A"": Es ist A=fb., wo jE<ff00(M) 
eine überall positive Funktion ist. Daraus folgt Li" (floG)b.", und 
floG ist eine überall positive Funktion aus <C"'(oG). Folglich ist i5." -An. 

Nun zum Beweis der zweiten Aussage: A„ und Jn sind Determinan
tenfunktionen auf oG. Nach Satz 10.6 ist also 'fl• = f A" für eine nirgends 
verschwindende Funktion f E<il 00 (oG). Wir müssen noch zeigen, daß f 
überall positiv ist. Sei dazu xEcG und (U,g,Q) eine quaderförmige 

Karte von G mit x E U und Koordinaten x 1, ... , x 0 • Da / 1, ... , _j!_ 1 
eine Basis von l\cG ist, gilt dann X2 x OXn x 
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Ferner ist n. = iti ti O 
,. und n, 

t1• Deshalb ist 

n t; / .1 mit positivem t 1 und 
uX1 x 

Aus diesem Lemma ergibt sich dann, wie wir oben gesehen haben, 
die folgende Aussage: 

10.13 Satz: G sei eine berandete Untermannigfaltigkeit einer n-dimen
sionalen orientierten Mannigfaltigkeit (M,(I)). Ist dann AE(I) und n ein 
äußeres Normalenfeld auf cG, so definiert die Determinantenfunktion 
A"Ea_ 1(0G) eine Orientierung c(I) auf cG, die nur von{!; abhängt. 

Wir wollen noch einen Satz angeben, der es gestattet, die induzierte 
Orientierung auf dem Rand einer Untermannigfaltigkeit einer orien
tierten Mannigfaltigkeit ohne ein äußeres Normalenfeld zu bestimmen: 

10.14 Satz: (M,(!)) sei eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit 
und G eine berandete Untermanigfaltigkeit mit einem orientierten Atlas 
(Ui,9;,Q;);E1 aus quaderformigen Karten. Dann ist (cU;,cg;);.1 ein orien
tierter Atlas von (cG,o(9). 

Beweis: Wir müssen zeigen, daß für iEI mit oU; i=0 die (n-1)-Form 
dx~ " .. · "dx~ die Orientierung c(l)'lau, repräsentiert. {x;1, ... ,x~ seien 
Koordinaten für U;; dann können wir x~, ... , x~ als Koordinaten für 
o Ui auffassen.) Sei dazu n ein äußeres Normalenfeld auf cG, das wir in 

" a der Form nlo U; = I j~ schreiben können, wobei f 1 eine auf ganz 
k=l 

oU; positive Funktion ist. Da dxi1 auf l)cGsl)MlcG verschwindet, ist 
(dxf "··· "dx~)'·= f 1 dxh" .. · "dx~. Weil .fi >0 ist und (dx) " ... "dx~)" 
zu oCDlu, gehört, so ist auch dx1 "· · · "dx~Eo(l)!u,. 1 



KAPITEL III 

DIFFERENTIALRECHNUNG DER 
D IFFERENTIALFORMEN 

§ 11 : Die Garbe der Differentialformen auf einer 
Mannigfaltigkeit 

Im letzten Kapitel haben wir bereits die graduierte IR-Algebra 
00 

tJ(M)= EB ~p(M) der Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit M 
p 0 

kennengelernt, und zwar war ip(M) = AP(M, '.DM) und entsprechend 
(J(M) A(M, '.DM). Ist F: M-+ N eine differenzierbare Abbildung von 
Min eine weitere Mannigfaltigkeit, so setzen wir ~(F):=AP('.DF) und 
(Y(F)=A('.DF). ~(F):mN)-+~(M) ist dann nach §8 ein Modulhomo
morphismus über dem Ringhomomorphismus F*:<6'"'(N)-+<& 00(M) und 
sogar ein graduierter IR-Algebramorphismus. Nach Definition ist dabei 
tYo(M)=~'"'(M) und tYo(F) F*:<& 00(N)-+<ß00(M). mF) ist also eine 
Fortsetzung von F* auf die Algebra ~(N), und wir schreiben daher i. allg. 
wieder F* anstelle von mF) bzw. ~P(F). 

Da '.Dein kovarianter Funktor ist und AP und A kontravariante Funk
toren sind, sind auch 6p=APo!) und fY=Ao'.D kontravariante Funk
toren auf der Kategorie <fix, der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, 
und zwar mit Werten in der Kategorie der reellen (unendlichdimensiona
len) Vektorräume bzw. der graduierten IR-Algebren. 

Zu unserer Bezeichnung ist noch zu bemerken, daß man häufig von 
alternierenden oder äußeren Differentialformen spricht, um dadurch 
anzudeuten, daß es sich um die äußere Algebra der alternierenden Multi
linearformen auf dem Tangential bündel handelt. Gemeint ist dabei aber 
immer das, was wir hier einfach als Differentialformen bezeichnen. 

Die wichtigsten Rechenregeln für Differentialformen haben wir be
reits in Satz 9.7 aufgeführt, so daß wir uns hier damit nicht mehr zu be
schäftigen brauchen. Hingegen wollen wir die Funktoreigenschaft der 
Differentialformenalgebra noch etwas näher untersuchen und zeigen, daß 
die Differentialformen über den offenen Mengen einer Mannigfaltig
keit eine sogenannte Garbe bilden. Dazu sollen nun die wichtigsten Be
griffe der Garbentheorie eingeführt werden. 
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Ist Mein topologischer Raum, so können wir die Topologie.~ von M 
zu einer Kategorie machen, wenn wir als Morphismen die Inklusions
abbildungen nehmen. (D. h., für zwei offene Mengen U und V in M besteht 
~(U, V) nur aus der lnklusionsabbildung U--,. V, falls U V ist, und 
ist sonst leer.) ~ ist eine Unterkategorie von '{foc, falls M eine differen
zierbare Mannigfaltigkeit ist. 

Ist F : M --,. N eine stetige Abbildung von M in einen weiteren topo
logischen Raum N, so können wir F- 1

: .~ ....... ~ als kovarianten Funktor 
auffassen,dennfür U,VE.9;: mit U~Vistauch F- 1(U) F- 1(V)in.~. 

Die Kategorie~ hat eine besondere Eigenschaft: Zuje zwei Objekten 
U und V aus ~ existiert das Produkt in ~' nämlich der Durchschnitt 
UnV. 

11.l Definition: M sei ein topologischer Raum, .X eine Kategorie. Dann 
heißt ein kontravarianter Funktor 6:~--,..x eine Prägarbe von .X-Ob
jekten über M. 
Sind die Obiekte von x· Mengen mit einer zusätzlichen Struktur*, so 
heißt 6 eine Garbe, wenn die folgende Bedingung erfüllt ist: 

(G) (U;)iEI sei eine Familie von offenen Teilmengen von M, und es sei 
U := U U i. Ferner sei zu jedem i E J ein si E 6( Ui) gegeben, so daß für 

iEl 

alle i,jE l 

gilt. ( Dabei sei 6I := 6( U __,. V) für U, VE .9;:1 mit U V.) Dann gibt es 
genau ein SE 6( U), so daß für alle iEl 

gilt. 
Für U E .~ heißen die Elemente von 6( U) Schnitte in 6 über U. 

Wir werden es im folgenden mit Garben von abelschen Gruppen zu 
tun haben (.:.f' ist also in diesem Falle die Kategorie der abelschen Grup
pen). Setzt man dabei in (G) l:=0, so ist auch U =0, und es folgt, daß 
6(0) genau ein Element enthält, also die triviale Gruppe O ist. 

11.2 Definition: F:M-+N sei eine stetige Abbildung zwischen topo
logischen Räumen, und 6:.~--,..x und 6':~--,.x seien Garben uon 
.X-Objekten über M bzw. N. Dann versteht man unter einem Garben-

* Z. 8. Gruppen, abelsche Gruppen oder Ringe. Verzichtet man auf diese Bedingung, 
so muß man (GJ durch eine etwas kompliziertere Forderung ersetzen, um Garben 
definieren zu können. 
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homomorphismus von 6' nach 6 über der Abbildung F einen Morphismus 
von Funktoren 

h: 6' -+ 6op- t. 

Der Garbenhomomorphismus h: 6' -.60F- 1 ist also eine Familie 
(hu)uE.rN von %-Morphismen hu: 6'(U)-.6(F- 1(U)), so daß für 
U, VE~ mit UsV das Diagramm 

6'(V) 

e; j 
6'(U) 

stets kommutativ ist. 

6(F- 1(V)) 

len:: 

Sei jetzt 6 eine Garbe von abelschen Gruppen über dem topologischen 
Raul\1 Mund h: 6---..6 ein Endomorphismus (über der Identität auf M). 
Wir sagen, daß hin xEM verschwindet, wenn es eine offene Umg~bung 
U von x in M gibt, so daß für jede offene Teilmenge V von U hv = 0 ist. 
Man sieht sofort, daß die Menge der Punkte, in denen h verschwindet, 
offen in M ist. Ihr Komplement bezeichnen wir als den Träger von h, und 
wir schreiben dafür supp(h). 

Für UE~ mit Unsupp(h)=0 ist hu=O: Zu jedem xEU gibt es 
nämlich eine offene Umgebung U x von x in U mit hv x = 0. Ist jetzt 
SE 6(U), so ist für alle XE U 

6~.(hu(s)) = hu.(6~.(s)) = 0. 

Da U = U u. ist, muß nach (G) hu(s)=O sein. 
XEU 

Ist jetzt (U;);EJ eine lokal-endliche Überdeckung von M und (hJ;EJ 
eine Familie von Endomorphismen hi: 6---.. 6 mit supp(hJ s Ui, so gibt 
es zu jedem xEM eine Umgebung U, die nur endlich viele Ui schneidet, 
so daß auch nur für endlich viele iEJ hi,u =!=O ist. Der Ausdruck Ihi,u 

ie/ 

ist also durchaus sinnvoll, wenn wir wie üblich verabreden, daß bei der 
Summation alle Nullen fortzulassen sind. Wir können daher die folgende 
Definition machen: 

11.3 Definition: 6 sei eine Garbe von abelschen Gruppen über dem topo
logischen Raum M, (Ui)iEJ eine lokalendliche Überdeckung von M. Unter 
einer dieser Überdeckung zugeordneten Partition der Identität auf 6 ver
steht man eine Familie (h;);EJ von Endomorphismen hi: 6---..6, so daß 
folgendes gilt: 
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( 1) Für jedes i E / ist supp(h;) s;: U;. 
(2) Jedes XEM besitzt eine Umgebungsbasis von Umgebungen U mit 

Lh;,u=l6(Ul· 
iEJ 

Die Garbe 6 heißt fein, wenn es zu jeder lokal-endlichen Überdeckung von 
Meine Partition der Identität auf 6 gibt. 

Für die Anwendung in 9 13 ist noch der Begriff der exakten Sequenz von 
Garben abelscher Gruppen wichtig. 

11.4 Definition: Eine Sequenz 6' -"--. 6 ~ 6" von Garben abelscher 

Gruppen über dem topoloyischen Raum M hei/Jt exakt (an der Stelle S), 
wenn die beiden folgenden Bedinyungen erfallt sind: 
(1) Es ist koh=O, d.h.,für alle U E.rM ist kuohu: 6'(U)->S"(U) der Null
homomorphismus. 
(2) Ist ku(s)=O fur sES(U), so yibt es zujedem xEU eine offene Um
gebung U, von x in U und einen Schnitt s' E 6'(U,) mit huJs')= 6~Js). 

M sei ein parakompakter Raum und S eine Garbe von abelschen 
Gruppen über M. Unter einer feinen Auflösung von S versteht man eine 
exakte Sequenz 

0 r- j ,..,, do ~ d 1 ,,- d 2 
--->1::;,--'->1::;,o--->1::;,1--->1::;,2--->··· 

von feinen Garben abelscher Gruppen über M. Aus der Exaktheit dieser 
Sequenz folgt nicht die Exaktheit der Sequenz 

Jedoch gilt dq+l.Modq.M=Ü. Für zq:=kerdq.M und Bq:=imdq-l,M 
gilt daher Bqs;:zq, wobei wir d_ 1,M:=0 setzen. Dann können wir 
Hq := Zq/Bq bilden für q?. 0. Hq ist eine abelsche Gruppe, die ein Maß 
für die Unexaktheit der Sequenz an der Stelle 6q(M), q>O, ist. In der 
Garbentheorie zeigt man, daß Hq nur von M und S abhängt, nicht je
doch von der Wahl der feinen Auflösung 

0 ~ j ,,- do ,-, d1 ~ d2 
--->1::;,--'->1::;o--->1::;1--->1::;2---->··· 

Man schreibt daher Hq(M, S) und nennt Hq(M, S) die q-te Cohomolo
giegruppe von M mit Koeffizienten in der Garbe S. Ferner kann man zu 
jeder Garbe S eine feine Auflösung angeben, so daß H4 (M, $) immer 
definiert ist. Wir können hier nicht näher darauf eingehen, und der 
interessierte Leser sei auf die einschlägigen Lehrbücher über algebraische 
Topologie verwiesen, wo er auch näheres über die folgenden Bemerkun
gen finden wird. 

1 
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Setzen wir für U E ~ 

iR(U):= {f: U-+IRI/ stetig und lokal-konstant}, 

so ist iR in natürlicher Weise eine Garbe von abelschen Gruppen über M, 
wenn wir für U, VE ~ mit U,;; V i'Rt: iR( V)-> iR( U) einfach als die Be
schränkungsabbildung erklären, die jeder Funktion f E iR( V) ihre Be
schränkung flU auf U zuordnet. Die Garbe iR hängt offenbar nur von 
der Topologie des Raumes M ab und damit ebenso die Cohomologie
gruppen Hq(M,iR). Unter bestimmten Voraussetzungen über M stim
men sie mit den Cohomologiegruppen anderer Cohomologietheorien 
überein. Man ist daher daran interessiert, Hq(M,iR) zu berechnen. Zu 
diesem Zwecke werden wir eine feine Auflösung von :iR angeben, falls M 
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Das werden wir in§ 13 tun. Hier 
wollen wir zunächst die feinen Garben für diese Auflösung angeben. 

11.5 Satz: Ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so bilden die 
Differentialformen vom Grade p auf den offenen Mengen von Meine feine 
Garbe von IR-Vektorräumen, und für eine differenzierbare Abbildung 
F:M->N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten definiert F* einen Garben
homomorphismus zwischen diesen Garben über F. 

Beweis: ijP ist ein kontravarianter Funktor, und wir können die Ein
schränkung tYpl-~--'i'~ bilden, wobei wir~ in natürlicher Weise als 
Unterkategorie von ((J 00 auffassen, indem wir jeder offenen Teilmenge von 
M ihre durch M definierte ((J 00-Struktur zuordnen. (Wir setzen ijp(0):=0.) 
~P ist also eine Garbe von IR-Vektorräumen auf M, falls wir die Eigen-
schaft (G) aus Definition 11.1 nachweisen können. ' 

Sei dazu (UJiel eine Familie offener Teilmengen von M mit 
U:= U U;, und zujedem iel sei eine Differentialform W;EtYP(U;) gege

iel 
ben, so daß für i,j E / stets 

/Yp~:nuj(W;) = O-pt;nu;COJ;) (*) 

gilt. W; ist nach Definition insbesondere eine differenzierbare Funktion 
auf'.D Mllf:, und(*) besagt gerade, daß für alle i,jE l W; und wi auf '.DMfö':nu; 
übereinstimmen. Es gibt daher genau eine differenzierbare Funktion w 
auf '.DMl\t, die für jedes iE l auf '.DMIW: mit w; übereinstimmt. Dann ist 
WE tYp(U), und für alle ie/ gilt tYp~;(w)=w;, und w ist eindeutig bestimmt. 
(Um keine Sonderüberlegungen für den Fall p =0 anstellen zu müssen, 
braucht man nur '.DM<0 l:=M zu setzen, wobei dann '.DMli?1= U ist.) 

ijP ist also eine Garbe von IR-Vektorräumen auf M, die wir die Garbe 
der p-Formen nennen. Gelegentlich schreiben wir MlYp, wenn wir hervor
heben wollen, auf welcher Mannigfaltigkeit wir die Garbe betrachten. 
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Nun zur Feinheit der Garbe 3'P ! Da es sich um eine Garbe von Vektor
räumen handelt, die insbesondere abelsche Gruppen sind, hat es einen 
Sinn, von der Feinheit dieser Garbe zu sprechen. Sei also (Ui)ieI eine 
lokal-endliche offene Überdeckung von M. Dann gibt es eine differen
zierbare Partition der Eins (JJieI zu dieser Überdeckung. Für U E.~ 
und WE6p(U) definieren wir h;,u(w):=U:IU)w. Da: 6p(U) ein "Bx(U)
Modul ist, ist h;, u: 6p( U)--+ 6p( U) ein Homomorphismus der additiven 
abelschen Gruppe 6p(U) in sich, und man prüft leicht, daß die h;,u, 
U E ~' einen Endomorphismus h,: 6p--+ 6 P bilden, dessen Träger ganz in 
U; liegt. Ist jetzt XE M, so gibt es eine Umgebung U, von x, die nur end
lich viele U; schneidet. Für jede Umgebung U von x in U, und wEß\(U) 
ist dann 

c~hi,U )(w)= Ih;,u(w) 

IU:IU)w =(I fdU)w w, 
lEJ , lEf ,' 

womit gezeigt ist, daß (h;);E1 eine Partition der Identität auf 6p zur Über
deckung (U;);.,1 ist. 

Zu zeigen bleibt noch die letzte Behauptung des Satzes, daß für eine 
differenzierbare Abbildung F:M--+N durch F* ein Garbenhomomor
phismus definiert wird. Dazu muß für U, VE.~ mit U V die Kommu
tativität des Diagramms 

gezeigt werden. Die folgt aber sofort aus der Funktoreigenschaft von 
6p· (Es ist ja N6p~ ( U--+ V)* etc!) 1 

Die Garben 6p, pElN, über einer Mannigfaltigkeit M werden später 
die Garben einer feinen Auflösung von iR sein. Dazu definieren wir im 
nächsten Paragraphen Abbildungen d:6p ...... 6p+t und zeigen in§ 13, 
daß die dadurch definierte Garbensequenz exakt ist. 

Neben den Garben tVr kann man natürlich auch die Garbe 
6= EB 6p aller Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit betrach-

p=O 
ten. tY ist eine Garbe von graduierten IR-Algebren, und für eine diffe-
renzierbare Abbildung F: M--+N definiert F* einen Homomorphismus 
zwischen den Garben N6 und M6· 
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M sei im folgenden eine feste differenzierbare Mannigfaltigkeit. Im 
letzten Kapitel haben wir gesehen, daß die Vektorfelder auf M als IR
Derivationen der Algebra ~ 00 (M) in sich aufgefaßt werden können. Ins
besondere ist für X Er(M,l)M) und /El'6 00 (M) Xf wieder ein Element 
aus CC00 (M). Halten wir jetzt einmal f fest, so ist die Zuordnung x,..... X f 
ccoc(M)-linear. Es wird dadurch also nach§ 8 eine Linearform auf l)M 

definiert. Diese Pfaffsche Form bezeichnen wir mit d f und nennen sie 
die (äußere) Ableitung der Funktion f. df ist also definiert durch 

df(X):=Xf für XE1'M. 

Die Abbildung d:ij 0 (M)-.3'- 1(M) ist IR-linear, wie man sofort sieht. 
Wir wollen sie nun zu einer Abbildung d: 3-(M)-. (5(M) fortsetzen, wo
bei wir von dieser Abbildung bestimmte Eigenschaften verlangen, die 
sie dann eindeutig festlegen. Wir formulieren das im nächsten Satz: 

12.1 Satz: Es gibt genau eine Abbildung d: 3-(M)-> 3'-(M) mit folgenden 
Eigenschaften: 

(0) d ist IR-linear. 
(1) d(ijp(M)) S ß'p+ 1 (M) für pElN. 
(2) Für fE'1j0 (M)undXE1JM istdf(X)=Xf. 
(3) d ist eine Ableitung, d. h. für q>E 'ijp(M) und IPE 'ijq(M) gilt 

d ( q> A IP) d ~ A IP + ( - 1 )P q> A d IP . 

(4) dod=O. 

Beweis: Es genügt, die Existenz und Eindeutigkeit der Abbildungen 
d: 3-P(M)-+ t'Sp+ 1 (M) zu zeigen. Wir machen das in mehreren Schritten 
und behandeln zunächst den Fall, wo M = G eine offene Menge im IR" 
mit Koordinaten x 1, ••. , xn ist. Dann können wir nach Satz 9.7 q>E ~P(M) 
eindeutig in der Form 

schreiben, wo die J;, ... ipel'600 (G)= J0 (G) sind. 
Dabei haben wir ursprünglich {dxi, ... , dxn} als Dualbasis zu 

iJ , ... , --J--} definiert. Es gilt also 
uXn 

dxi(o!) =Oij = O (X;), i,j=1, ... ,n, 
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d.h., es ist tatsächlich 
dx; d(xi) 

für die oben eingeführte Abbildung 
d: t'Yo( G)-+ tY 1 ( G). 

Damit die Bedingungen (0), (2) und (3) erfüllt sind, muß 

d<p ~)df., .. 
ipAdxi, A ... AdX;p + J;,,,.ip d(dx;, A ... Adx;,)) 

sein. Wegen (4) gilt dabei für 1-::; i 1 < · · · < 
iP-::; 

n 

d(dx. A · · · /\ dx. 
) ddx. /\ dx. /\ .. · A dx 

11. 

lp lt 12 lp 

-dx;, /\ d(dx;, /\ · · · /\ dx;) 

=0-dx;, Ad(dx;,A ... /\dX;p) 

= .. ·=(-1)P- 1 dx A ··· Adx. Addx =0. 11 lp~ 1 lp 

Es kann daher nur 

12.2 d<p= 
L d_/; 1 ..• ;PAdxi 1 A···Adx;., 

l.Si1<···<ip:'.>n 

sein, womit die Eindeutigkeit von d (für M G 
!) 

bereits gezeigt ist. 
Definieren wir umgekehrt d durch 12.2, so sind die Bedingungen (0) 

bis (4) erfüllt. Für (0), (1) und (2) sieht man das unmittelbar, so daß wir 
nur noch den Nachweis für (3) und (4) zu führen brauchen: 

(3): Für 

<p= L J; 1 ... ;pdx; 1 A···Adx;PEtJp(G) 
l::;;ii<···<ip::;n 

und 

ist nach 12.2 

d(m A •1•) d " r . g. . dx- /\ .. · I\ dx. /\ dx. /\ ... /\ dx. 
"t" ~ L., Ji1.,,Jp• Jl ··Jq 11 lp .Jt Jq 

1 <·· <i.p.:S:n 
1 < ... <Jq -s „ 

= }:(dJ; 1 ... 1")gi 1 ... jq A dx;, A ·· · A dxip A dxi, I\ ... /\ dxi
4 

+ L J;, ... ir dgi, .. -iq A dx;, A · · · A dx1„ A dxi, /\ .. · /\ dx1q 

"df. . Adx /\"·/\dX Ag- . dx. /\···Adx. L ~ 11 ••• 1p 11 1p J1 ... Jq J1 Jq 

+(-1)P"J• . dx. A ... /\dX- Adg. . Adx. A ... Adx. L_,, 11 .. ,lp lt lp 11···.Jq JI Jq 

= d (/J /\ ijJ + ( - 1 )P (f) /\ d ijJ . 

(4): Für fE ~(G) und X 
n 

" (' E r(G, 'DG) ist L, {/; 
i 1 X; 

n ;;I " af 
df(X)=Xf= L g; (; L ;i-dxjX), 

i=l i=l (iX; 
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d.h. es ist 
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n of 
df= I: ~dxi. 

i 1 uX; 

Daraus folgt aber 

( " of ) • (of) ddf =d ,I ~dx; = .L d -~ /\ dx; 
1 1 ux, 1=1 ux, 

n n 

= I: I: 
i= 1 j= 1 

d d dl . h ·r" . b k . f cJ2 f ;;i f a wegen er unen 1c en D1 1erenz1er ar e1t von ~ = ~ 
fi · '} uX-CX· uX-uX· tir 1 s;i,Js;n g1 t. 1 i J • 

Für m= °" r . dx. /\ ··· /\ dx. ist dann 'r L,,, Ji1.,,lp lt lp 

1 ~il <«·<ip:5n 

ddm =d(°" d /'. . /\ dx- /\ ·· · /\ dx- ) 'f" L,; Ji1,,,lp 11 lp 

= °" dd r . /\ dx- /\ ... A dx. L..,,, Ji, ... lp lt lp 

°"dl'. · Ad(dx. /\···/\dX, )=Ü L..,,, Ji1 ,,,lp 11 lp ' 

da ja d(dx; 
1 

/\ • • • /\ dx;p) = 0 ist, wie wir bereits weiter oben gesehen 
haben. 

Sei jetzt M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir nehmen 
einmal an, wir hätten die Abbildung d: mM)-. mM) bereits gefunden. 
Wir zeigen zunächst, daß dann d lokal sein muß, d.h. daß für zwei 
Formen <p und i/1 auf M, die über einer offenen Teilmenge U von M 
übereinstimmen,auch dq>lu=di/Jlu ist. Dazu genügt es offenbar, dq>lu 0 
zu zeigen, falls (f)lu = 0 ist. Sei XE U; es gibt eine Umgebung V von x 
mit V,;; U und eine differenzierbare Funktion h auf M, die au:f V ver
schwindet und außerhalb von U identisch Eins ist. Wenn <Plu =0 ist, 
ist dann insbesondere <p h <p, woraus nach (2) d q> dh /\ q> + h d q> 
folgt. Wegen ((>lv =0 und hlv O muß daher auch d<t>lv =Ü sein, und 
weil V eine Umgebung von x und XE U beliebig war, muß dq>lu 0 
sem. 

Aus d: mM)-+ tJ(M) können wir jetzt eine Abbildung du: IJ( V)-+ m U) 
für jede offene Teilmenge U von M konstruieren: Ist q;,emu), so gibt 
eszujedem xEU eine Umgebung V,,mit i,:,;; U und eine Formqj,E~(M) 
mit <P,lv. (l)lv.· Man nehme etwa eine Umgebung V. von x mit V,,;; U 
und bilde die Differentialform hq>, wo h eine 'i!J""-Funktion auf M mit 
supp(h)<;;U und hlV.=1 ist. hq> ist auf U definiert und verschwindet 
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auf einer Umgebung des Randes von U. Wir können daher h<p außer
halb U trivial fortsetzen und erhalten so <{>,. Die Form dcp,

1
v, hängt 

dann nicht von der speziellen Wahl von {p, ab, wie wir gerade gesehen 
haben, und da d lokal ist, ist für x,yEU auch dq,,lv,nv, d<f>,lv,nv,, 
so daß dureh 

eine wohldefinierte Differentialform du<[JE m U) bestimmt ist. Man 
prüft leicht nach, daß du die Bedingungen (0) bis (4) erfüllt, da d sie er
füllt. Außerdem ergibt sich aus der Definition von dlj für eine Differen
tialform 1/J E 'ij( M) sofort 

12.3 du(ifilu)=(dl/J)lll · 

Ist jetzt speziell U eine offene Teilmenge von A( mit Koordinaten 
x 1,. •. ,x0 , so ist nach dem ersten Teil unseres Beweises dt eindeutig 
durch 12.2 festgelegt. Durch 12.3 ist damit auch d eindeutig bestimmt, 
wenn wir U alle Karten eines !6'CG-Atlas für M durchlaufen lassen. 

Definieren wir umgekehrt d: mM)-> mM) durch 12.3, wo wir U die 
Karten eines ~CX)-Atlas durchlaufen lassen und du nach 12.2 definieren, 
so erfüllt d offenbar (0) bis (4), falls wir zeigen können, daß d überhaupt 
wohldefiniert ist. Seien U und V dazu zwei offene Teilmengen von M 
mit Koordinaten X 1, •• _.,xn bzw. y 1, ... ,J'n· Über U n V haben wir dann 
Koordinaten x 1, .•• ,x

0 
und auch y 1, ••• ,y

0
• Mit Hilfe von beiden kön

nen wir d: 'ij( U n V)-> (9( U n V) nach 12.2 bilden. und beide Abbildun
gen müssen wegen der Eindeutigkeitsaussage des Satzes (die ja bereits 
bewiesen ist!) übereinstimmen. Das bedeutet aber gerade ddl/Jlu)lu„v 

dv(l/llvllu„v für 1/JE~(M). womit gezeigt ist, daß d durch 12.3 wohl
definiert ist. 1 

Die Abbildung d nennen wir die äußere Ableitung. Sind M und N 
zwei Mannigfaltigkeiten und ist F: M-> N eine differenzierbare Abbil
dung, so können wir die Abbildungen d o F*: ~(N)-> 6'(Af) und 
F*od:mN)->6(M) bilden und miteinander vergleichen. Es stellt sich 
heraus, daß sie übereinstimmen, d. h., daß der folgende Satz gilt: 

12.4 Satz: d: 6->tr ist ein Morphismus i:on Funktoren. 

Beweis: Der Satz besagt, daß für eine differenzierbare Abbildung 
F: M-> N zwischen zwei M annigfaltigkeiten stets F* od d o F* gilt, 
d.h., daß für jede Form <pE'ß'(N) F*(dcp)=d(F*<p) ist. Für M und N 
gibt es (6'"'-Atlanten, so daß jede Karte von A1 durch F in eine Karte 
von N hinein abgebildet wird. Ist etwa U so eine Karte von M mit 

0 l---fTU J:-lAJ...,...,~.,...,. 'P ,,...,, ....... 1.-. .. 
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F(U)<;;; V, wo V eine von N ist, so bezeichnen wir die Abbildung FIU-+ V 
einmal mit F. Dann ist nach den Definitionen von F und d 

und 
F*(dq>)lu = F*(d(<fJlv )) 

d(F* q>)lu d(F*(<t>lv)), 

Da es genügt, F*(dq>)lu = d(F*)lv für alle Karten U von M zu zeigen, 
können wir uns auf den Fall beschränken, daß M und N Gebiete im 
IR.m bzw. IR.n sind. Weiter können wir annehmen, daß q> homogen vom 
Grade p ist, und wegen der IR.-Linearität von d und F* dürfen wir sogar 
q>=gdy;, /\ ... 1\ dy;p annehmen, wo y 1, ... ,y0 Koordinaten für N sind. 
Insbesondere läßt sich also q> in der Form 

schreiben mit fe&:,(N) und if;e,jp~i(N). Nehmen wir einmal an, wir 
hätten für 0-Formen und (p 1)-Formen w bereits F*(dw)=d(F*w) 
gezeigt. Dann gilt für unser q> wegen d od = 0 

d(F* q>)=d(F*(if; /\ d.f)) d(F* 1/1 /\ F*(df)) 

=d(F* 1/t /\ d(F* .f)) =d(F* 1/1) /\ d(F*f) 

= F*(dif;) /\ F*(df) F*(d(i/J A df))= F*(dq>). 

Wir können unsere Behauptung also durch Induktion über p beweisen 
und müssen nur noch den Induktionsanfang untersuchen, nämlich den 
Fall p=O. Für fe'fi,(N) und Xer(M,!lM) ist an der Stelle xEM 

(doF*(f))(Xx) X,(F* f)=(!lJ(Xx))(f)=df(!lJ(X,)) 

(F*(df))(X,) = (F*od(J))(X,). 

Also ist (doF*)(f)=(F*od)(f). 1 
Ist f: M-+ IR. eine differenzierbare Funktion auf der Mannigfaltigkeit 

M, so können wir einmal untersuchen, in welcher Beziehung die beiden 
Abbildungen df: !) M-,. JR. und !) f: !) M-,. !) IR. zueinander stehen. 
Es zeigt sich, daß df durch !) f eindeutig bestimmt ist und umgekehrt, 
und zwar gilt für xeM und X,E!l,M 

!)J(X,)=df(X,)dd 1 , 
t f(x) 

wenn t die Koordinatenfunktion von IR. ist, oder, was dasselbe ist, 

!lf(x,Xx)=(f(x),df(X,)d-~1 )· 
l f(x) 
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Der Beweis ist einfach; für hE<t<f'X,(IR) gilt nämlich 

(!)J(Xx)){h}=Xx(hof) = ~~ \ X,(/) 
f(x) 

( X.(f) dd 1. ) (h) = (.df(XJ: 1
1 

) (h). 
f f(x) , f f(x) 

also ist 'DJ(Xx)= df(X,) dd_ 1 . (Man beachte dabei, daß r;i;((, 1(1R) 
t f(x) 

nach Satz 7.7 aus den Keimen der globalen Funktionen hE'fi"'(IR) 

besteht und daß es deshalb genügt, ('DJ(X,))(h) (df(X,) { \ ) (h) 
für diese h zu zeigen !J 1 

f(xl 

Zum Schluß wollen wir noch eine Formel für die Berechnung der 
äußeren Ableitung angeben, die oft recht nützlich ist: 

12.5 Satz: M sei eine differenzierbare Mannh1/altiqkcit, <pE JP(M) 

und X 1, ..• ,Xp+tEr(M,!)M). Dann gilt 

d<p(X l• ... , XP+ tl 
p l 
'\' i+l ~ 
L (-1) X;{<p(Xi, .. -,Xj,···,Xp+dl 

i 1 

wobei das !\ über einem Symbol wie üblich bedeutet, daß das betreffende 
Symbol fortzulassen ist. 

Beweis: Wir beschränken uns auf den Fall, daß M ein Gebiet im 
IR n mit Koordinaten x 1 •••• , x 0 ist und daß <p = f d x 1 /\ • • • /\ dxP ist. 
Aus diesem Spezialfall folgert man dann leicht den allgemeinen Fall. 
Jetzt gilt 

d<p(X1, •• • , Xp+ i) = df !\ dx 1 /\ •• • /\ dxP(X1 , ... , Xp+ 1 ) 

=·\ L sign(n)df(Xn(l))dxl /\···/\dXp(X,i(2)•·--·xn(p+I)) 
p. 1t:E.S/j,+1 

p+1 ~ 

I ( -1)1+ 1 XJ{)dx 1 /\ ••• /\ dxr(X1 •.•• , X;,· .. , Xp+ il 
i 1 

p+! 

= I (~1r+, xj(<p(X1,···,ii, ... ,xp+iil 
i= 1 

p+I ~ 

- L (-1)i+ 1fX;(dx 1 A···/\dxP(X1, .•. ,X;,···,Xp+d)-
i= l 

<l* 
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Die Richtigkeit des dritten Gleichheitszeichens überlegt man sich dabei 
folgendermaßen: Für festes i gibt es p! Permutationen n:E~+ 1 mit 
n:( 1) i, und für jede dieser Permutationen ist 

sign(n:)dx 1 /\ ··· /\ dxp(X„(2),···,X,.<p+ 1)) 

( 1l+ 1 dx 1 /\ ... AdxP(X1, ... ,Xi,· .. ,XP+ d, 

weil sign(n:) ( -1 i + 1 sign(n:') ist, wo n:' die Permutation aus .<J;, ist, die 
dasp-Tupel (1, ... ,i, ... ,p+1) zu (n:(2), ... ,n:(p+1}) permutiert. 

Andererseits ist 

L ( - ti+ j <p([X;,Xj],X1, .. ,,X;, ... ,Xj, ... ,Xp+ i) 
i<j 

i<j 

= I. ( 1 (/' L sign(n:)dxn< 1 i(X1 ) ••• dx„u 1)([ X;, XJ]) ... dx,.(r)(Xp+ i) 
i<j 1tE~; 

= I. (-1i/ I. sign(n:)dxn(t)(X1 ) ... Xi(dx„u_ 0(X)) ... dx,.!rl(XP_ i) 
i<j 1tEYp 

I. (-1U sign(n:)dxn(ll(Xil ... Xi(dx„u 11(XJ) ... dx,.<ri(Xp+ 1) 
i<j 

= L ( 1)if I. sign(n:)dx,(li(Xi) ... Xi(dx„ 0 _ l)(XJ)} ... dxn(pl(Xp+ i) 

i<j 1tE~.l ~t: (-1)ifX; (;,, sign(n:)dxn(li(Xi) ... dxn(p,(Xp+ 1)) 

p+l 
I. ( 1);+ 1 fXi(dx 1 /\ ... /\ dxP(X1, ... ,X;, ... , Xp+ ,)} . 

i 1 

Hierin ergibt sich das dritte Gleichheitszeichen daraus, daß 

dx,.(i 0 ([Xi>Xi])= [X;,XJ(x„0 .. 1)) 

X; (Xi(x„u ll)) X;(XJx„0 ll)) 

= Xi(dx„u l)(Xi))-X;(dx„0 _ u(X;)) 

gilt. Für das nächste Gleichheitszeichen ersetze man in der zweiten Summe 
jede Permutation nE.~ durch nor;.; 1, wobei ri.J 1 die folgende 
Permutation aus g;, ist: 

·-{. v, falls v:~ oder v>J L 
r;.i 1(v).- J-1, falls v-1, 

V 1, falls i < V 1. 

Dann folgt der Vorzeichenwechsel aus sign r ;, i 1 



§ 13: Das Lemma von Poincare und die de-Rham-Cohomologie 

Wir haben im letzten Paragraphen gesehen, daß sich die äußere Ab
leitung als Morphismus von Funktoren d:~-~ auffassen läßt. Ist Af 
eine feste differenzierbare Mannigfaltigkeit, so können wir insbesondere 
d auf die Garbe M6 beschränken: d: Mi_. Mi ist dann ein Garbenho
momorphismus, wenn wir MJ als Garbe von IR-Vektorräumen betrach
ten. (d ist kein Algebramorphismusl) Wegen d(~)~~r+ 1 können wir 
die Sequenz 

iY2 ____,. · · · (RhJ 

bilden. (Wir haben wieder tYi, anstelJe von M!Yi, geschrieben, da wir die 
Mannigfaltigkeit M im Augenblick als fest betrachten.) IR ist dabei die 
bereits in § 11 eingeführte Garbe der lokal-konstanten reellwertigen 
Funktionen auf M, und j ist die natürliche Einbettung Uede lokal-kon
stante Funktion ist differenzierbar!). 

Die Sequenz (Rh) nennen wir die de-Rham-Sequenz. Wir wollen 
zeigen, daß sie eine feine Auflösung der Garbe IR ist und daher zur Be
rechnung der Cohomologiegruppen HP(M, IR) dienen kann. Dazu 
müssen wir nur noch nachw.eisen, daß die de-Rham-Sequenz exakt ist. 
Wir werden dazu sogar eine stärkere Aussage beweisen, nümlich das 
Poincaresche Lemma. 

13.l Definition: IH sei eine differenzierhare M anniyfaltiqkeit. Dann 
heißt eine Differentialform <.pE ~P(M) qeschlossen, wenn d<p O ist. 
(f) heißt exakt r oder integrabel ), wenn es eine Differentiaffcmn t/1 E ~r- 1 (Af) 
mit d t/1 = (f) gibt ( bzw. wenn <.p eine lokal-konstante Funktion ist im Falle 
p=O). 

Wegen dod O ist sicher jede exakte Differentialform geschlossen. 
Unsere Aufgabe besteht nun darin zu untersuchen. unter welchen Be
dingungen auch die Umkehrung richtig ist. Daß das nicht immer der 
Fall ist, wollen wir an einem Beispiel zeigen: 

Es sei M := IR 2 
{ 0}. und <.p sei die folgende Pfaffsche Form auf M 

(x.y seien Koordinaten): 

(xdy-ydx). 
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Dann ist 

d<p 
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d(-··-
1
-) /\ (xdy-ydx) + ~

1
~d(xdy-ydx) x2+y2 

2 2 
(x2 +_v2 )2(xdx+ydy)l\(xdy-ydx) +-···-dxl\dy 

<p ist also geschlossen. 

Falls es eine Funktion jE'ij0 (M) mit df=<p gibt, so bilden wir die 
Funktion g: IR-> IR, definiert durch g(t):= f(cos t, sin t). (Wir betrach
ten also f auf dem Rand des Einheitskreises im IR 2.) g ist dann insbeson
dere periodisch mit der Periode 2 n, nimmt also auf lR lokale Maxi
ma an und hat folglich eine Ableitung g', die irgendwo verschwindet. 
Andererseits ist aber 

g'(t)= 
ar . . cf . 
-,;,~(cost,smt)smt +-~-(cost,smt)cost 
ox cy 

= ~ ... sin
2 

t + _ cos
2 

t = 1 
cos2 t + sin2 t cos2 t + sin 2 

' 

womit gezeigt ist, daß es kein f mit df = <p geben kann. 

Wir werden weiter unten sehen, daß das Hindernis für die Exaktheit 
der Differentialform <p in diesem Fall das Fehlen des Nullpunktes ist, 
also eine geometrische Bedingung. <p läßt sich ja auch nicht in den Null
punkt fortsetzen ! 

Im folgenden sei l := [ü, 1] das abgeschlossene Einheitsintervall in IR. 
Es hat Sinn, von ~ 00-Funktionen auf l zu sprechen, wenn man in den 
Endpunkten jeweils nur einseitige Ableitungen bildet. Entsprechendes 
gilt für Funktionen und Differentialformen auf l x M, wo M eine be
liebige Mannigfaltigkeit ist. Für tE l bezeichne dann i1 : M-> I x M die 
kanonische Einbettung, definiert durch i1(x):= (t,x). 

13.2 Lemma: M sei eine Mannigfaltigkeit. Dann gibt es für p?::.0 eine 
IR-lineare Abbildung K: !Yp+ 1 ([ x MJ-,. !Yp(M), so daß dK + K d if-i~ 
ist. 

Beweis: t sei die Koordinatenfunktion auf l, und es sei X 0 

i3 
et' 

aufgefaßt als Vektorfeld auf l x M. Wie früher bezeichnen wir für 
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(f)El!p+ 1 (1 x M) mit <px 0 die folgende p-Form auf / x M: Für Vektorfel
der X 1 , ... , X PE 1(/ x M, l)(I x M)) soll 

<pxo(X 1 , ••• , X p) <p(X o,X 1 , .•• , X p) 

sein. Für tE/ ist jetzt ii(<px 0)El!p(M), und als K<p nehmen wir einfach 
den „Mittelwert" dieser Formen über /. Genauer heißt das, daß wir für 
X 1, ... , X PEI(M, l) Af) 

1 

K q>(X 1, ... , X v) := J Ut cpx") (X 1 •...• X P)dt 
0 

setzen. Man prüft leicht nach, daß K <p tatsächlich ein Element aus 
3\(M) ist: Dazu braucht man ja nur zu zeigen, daß K<p:(r(M,l)M})P 
-><ti"''(M) alternierend und 'li'"' (M)-multilinear ist. Für i1 <px0 ist das 
sicher richtig. und die Integration über t stört diesen Sachverhalt nicht. 

Um besser weiterrechnen zu können, wollen wir noch den Ausdruck 
ii'<px0 (X 1 , •••• XP) inetwasandererFormschreiben: X 1 ._. ..• XP können 
wir als Vektorfelder auf { t} x 1'vf auffassen. und zwar für jedes lE /; 

setzen wir dann noch <p1 := <PI :i:x M• so ist 

if q>x"(X 1 , ...• X p)=q\(X 0 , X 1 •... , X p). 

Nach Satz 12.5 gilt dann für X 1 •... , X p-;- t r(i'\1, l)M) 

(dK <p)(X 1 , ...• X p+ tl 

=~t: (-H+ I x{j cp,(Xo,X1,··--X,, .... Xp+l)dt) 

1 

+ L (-1)'+iJq>,(Xo,[Xi.XJ,X, ..... xi••••,Xj,···)dt 
1 si<jSp+ l 0 

und 
1 

(K dcp)(X 1 •••. , X p+ tl = J d<p,(X 0 .X 1, .•• X p+ i)dt 
l 

0 

= I X 0 (ip,(X 1 , .•• X p+ i))dt 
0 

l 

-f 
0 

1 

+f 
0 

p+ l 

I ( 1)i+ 1 X;(<pi(X 0 ,X 1, ... ,X;, .. .,XP+d)dt 
i 1 

I 1 J; + j ((),([ xi. x j], x 0 • x 1 , .•.• X;, .... i\ .... )dt. 
l Si<jSp+ 1 
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In den letzten Ausdrücken dürfen wir die Summation mit der Inte
gration vertauschen, und mit Hilfe von lokalen Koordinaten auf M 
rechnet man leicht [X 0 ,XJ=O für i=1, ... ,p+1 aus. Ebenso zeigt 
man, daß für jedes gE<t'"'(/ x M) mit g1 goi1 

xi(ig1dt)=i(Xi(g1))dt, i 1, ... ,p+1, 

gilt. Nach diesen Bemerkungen können wir jetzt (dK +Kd)cp aus
rechnen: 

Für X 1, •.• ,Xp+tEr(M,'DM) ist 

((dK + Kd)cp) (X 1 , ••• , X p+ i) 

1 

= J X0 (cp1(X1, ... ,Xp+d)dr 

0 

1 

( c =J (cp1(Xi,···,Xp 1))dt 

0 

= cp 1 (X 1 , ... , X p+ i)-cpo(X 1, ... , X p+ 1) 

(if cp) (X 1 , •.. , XP+ 1 )-(iö cp)(X 1, ... , X p + i). 

Damit ist das Lemma 13.2 bewiesen. Zu bemerken ist lediglich noch, daß 
wir beim vorliegenden Beweis eigentlich nur den Fall p ~ 1 berücksich
tigt haben. Im Fall p=O kann man aber den Beweis genauso führen; er 
vereinfacht sich dann sogar noch, da die Ausdrücke für dcp und dK cp 
einfacher werden. 1 

Wir kommen jetzt zu den Anwendungen von Lemma 13.2 und be
nötigen dazu noch einige Definitionen: 

13.3 Definition: Zwei differenzierbare Abbildungen f,g:M-->N zwi
schen zwei Mannigfaltigkeiten heißen (<t'"'-)homotop zueinander, wenn es 
eine differenzierbare Abbildung F: I x M--> N mit f = F 0 F o i0 und 
g=F1 := Foi 1 gibt. Wir schreiben dann F:.f '.:::'. g. 

M heißt kontrahierbar auf den Punkt x0 EM, wenn die Identität a~f M 
homotop zur konstanten Abbildung x 0 : M-+ M mit x 0 (x) x 0 fi,r 
XEM ist. 

Man sieht leicht, daß die <t'w-Homotopie eine Äquivalenzrelation auf 
den differenzierbaren Abbildungen zwischen zwei festen Mannigfaltig
keiten ist. 
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13.4 Satz: f, g: M-+ N seien zwei zueinander homotope differenzierbare 
Abbildungen. Dann ist für jede geschlossene Differentialform <pEivUV) 
g* <p - f * q>E tYv(M) eine exakte Differentia(form. 

Beweis: Der Fall p=Ü ist trivial, so daß wir p~ 1 annehmen dürfen. 
F:f ".:::::. g sei eine~ 00-Homotopie zwischenfund g, K: ijp+ 1 (/xM)->Jr(M) 
sei die nach Lemma 13.2 existierende Abbildung. Dann gilt für k := K o F* 

dk+kd=dK F*+ K F*d=dK F*+ KdF* 

(dK +Kd)oF* i'foF*-itoF* 

(Foi 1 )* (Foi0 )*=g* 

Da q> geschlossen ist - es ist also d <p = 0 ist jetzt 

(g* -f*)<p =(dk + kd)<p = dk(<p), 

d. h. (g* -f*)<p ist eine exakte Differentialform. 1 

Der folgende Satz ist das sogenannte Poincaresche Lemma: 

13.5 Satz: Die differenzierbare A1annigfaltigkeit A1 sei kontrahierbar. 
Dann ist jede geschlossene Differentialform <pE tYr(M) exakt. 

Beweis:M sei kontrahierbar auf den Punkt x 0 , d. h., die Identität J M auf 
M sei homotop zur konstanten Abbildung x0 . Ist <pE ip(M) geschlossen, 
so ist nach Satz 13.4 U: Xö)(f) exakt. Im Falle p>O ist aber Xö<p=Ü, 

während /~ <p = <p ist, so daß wir in diesem Fall fertig sind. Ist p = 0, so 
folgert man aus der lokalen Darstellung von d direkt, daß <p eine lokal
konstante Funktion sein muß, wenn d<p=Ü sein soll. 1 

13.6 Satz: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist die 
de-Rham-Sequenz 

0 

eine feine Auflösun.c, der Garbe iR üher M. 

Beweis: Zu zeigen ist nur noch die Exaktheit der Sequenz. Daß dod = 0 
ist, wissen wir bereits. Ist jetzt U eine offene Teilmenge von M und 
<pE 6p(U) eine Differentialform auf U mit d cp = 0, also eine geschlossene 
Differentialform, so müssen wir zeigen, daß es zu jedem XE U eine Um
gebung Ux in U gibt, so daß <plu, exakt ist. Da M lokal diffeomorph zu 
einem Zahlenraum IR_n ist, gibt es sicher zu jedem XE U eine kontra
hierbare Umgebung U, in U. Da mit cp auch ({)lu, geschlossen ist, ist <plc, 
nach Satz 13.5 exakt. 1 

Da die de-Rham-Sequenz eine feine Auflösung der Garbe iR über 
einer Mannigfaltigkeit M ist, kann sie nach § 11 zur Berechnung der 
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Cohomologiegruppen Hq(M,iR) dienen. In diesem Falle, d. h. bei Ver
wendung der de-Rham-Sequenz, spricht man auch von der de-Rham
Cohomologie der Mannigfaltigkeit M. Da wir hier keine andere Cohomo
logietheorie betrachten, lassen wir die Angabe der Koeffizientengarbe iR 
fort und schreiben einfach Hq(M) anstelle von Hq(M, iR). Es ist also 

Zq(M) 
Hq(M) -B--.·, wo zq(M) der IR-Vektorraum der geschlossenen 

q(M) 
q-Formen auf Mist und Bq(M) der der exakten, falls q>O ist. Im Falle 
q=O ist H 0 (M)=Z0 (M) der Vektorraum der lokal-konstanten Funk
tionen, also H 0 (M)=iR(M). 

Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so ist ß\(Al)=O für 
q>n, also ist erst recht Hq(M) 0 für q>n. 

Ist M kontrahierbar, so ist sogar Hq(M) 0 für q > 0, und für q = 0 
ist H 0 (M) JR. (Das ist nur eine andere Formulierung von Satz 13.5.) 

f: M _,. N sei eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Mannig
faltigkeiten. Da f*: ~q(N)-> iq(M) mit der äußeren Ableitung d kommu
tiert, werden geschlossene und exakte ,Differentialformen durch f* 
wieder auf geschlossene bzw. exakte Differentialformen abgebildet, d.h., 
es ist f*(Zq(N)) c;; Zq(M) und f *(Bq(N)) c;; Bq(M). f* induziert also für 
q>O eine JR-lineare Abbildung Hq(f):Hq(N)->Hq(M), und aus der 
Funktoreigenschaft von ~q folgert man leicht, daß auch Hq:<1 00 -->i' 
ein kontravarianter Funktor ist. 

Der folgende Satz besagt nun, daß wir Hq auch als Funktor auf der 
Kategorie der Homotopieklassen differenzierbarer Abbildungen auf
fassen können: 

13.7 Satz: f,g: M _,. N seien zwei zueinander <fj"'-homotope differenzier
bare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeilen. Dann ist für q> 0 

Hq(f) Hq(g). 

Beweis: Der Satz stellt lediglich eine andere Formulierung von Satz 
13.4 dar: Für q>EZq(N) ist g*q>-f*q>EBq(M). f* und g* induzieren 
also dieselbe Abbildung von Hq(N) nach Hq(M). 1 
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Im vorigen Paragraphen haben wir algebraische Eigenschaften der 
Differentialformen untersucht, die sich aus geometrischen Eigenschaften 
der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeiten ergaben. In diesem Para
graphen gehen wir nun in gewissem Sinne umgekehrt vor. Dabei werden 
nicht nur Differentialformen eine Rolle spielen, sondern auch Vektor
felder. 

Wir beginnen mit dem anschaulichen Begriff der Integralkurve eines 
Vektorfeldes auf einer Mannigfaltigkeit. Unter einer (glatten) Kurve auf 
der Mannigfaltigkeit M versteht man eine differenzierbare Abbildung 
w:(a,b)-+M, wo (a,b) ein Intervall in IR ist. Für rE(a,b) ist 

li•(r) (!\ w) (:t U 
ein Vektor aus '.Dw(rl M. Wir bezeichnen ihn als Tangentenvektor an die 
Kurve w im Punkte w(r). Sind etwa x 1 , ... , xn lokale Koordinaten in 
w(r), soschreibenwir wi xiow, i=1, ... ,n. Danndrücktsich ~i'(r) in 
diesen Koordinaten so aus: 

. ( ) ~ dwi I o 1 w r L., ~ ~ . 
i l d/ T DXi w(T) 

Es sei jetzt ein Vektorfeld X auf M vorgegeben. Eine Kurve w:(a,b)->M 
nennen wir eine Integralkurve von X. wenn für alle rE(a.b) 

gilt. 
Ist x ein fester Punkt aus Af mit lokalen Koordinaten x 1 ••••• xn, so 

können wir X über einer Umgebung V von x in der Form 
n (' 

X= L J. i- mit J. E <(,'a') ( V) schreiben, und eine Integral kurve 
i=I (Xi 

w:(a,b)-+U vonXmit w(r0)=x fürein r 0 E(a,b) mußdemDifferential
gleichungssystem 

mit der Anfangsbedingung 

d 11\ 
dt 

w(r0)=x 
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genügen. Dieses System ist aber stets lösbar, und die Lösung ist in einer 
Umgebung von i-0 eindeutig bestimmt, wie man aus der Theorie der ge
wöhnlichen Differentialgleichungen weiß. Mit anderen Worten: Zu 
einem gegebenen Vektorfeld gibt es durch jeden Punkt eine Integralkurve. 
Wir können sogar lokale Koordinaten so finden, daß die lntegralkurve 
eine besonders einfache Form hat, falls das Vektorfeld nicht verschwindet: 

14.1 Satz: M sei eine Mannigfaltigkeit, x ein Punkt aus lH und X ein 
Vektorfeld auf M mit X x "F 0. Dann gibt es lokale Koordinaten x 1 , ••• , x0 

a 
jür eine Umgebung U von x, so daß XIU = ist. 

Beweis: Da die Aussage lokal ist, dürfen wir o.B.d.A. annehmen, daß 
M G eine Umgebung des Nullpunktes im IR" mit Koordinaten 
y 1, ... ,y0 ist und daß x=O ist. Wir suchen dann neue Koordinaten 

(J . 
x 1, ••• ,x,,, sodaß X=·-· 1st. 

. cxn 

{ /-I , ... , "'0, 1 } ist eine Basis von !)0 G über IR, in der wir nach 
vY1 o t:Jn o 

dem Austauschsatz von Steinitz ein Element durch X O ersetzen können, 

etwa a I nach geeigneter Umnumerierung der Koordinaten. Ver-
o ' 

kleinem wir G unter Umständen noch, so ist wegen der Stetigkeit der Ab-

bildung X:G-+'.DG auch {-;;,f:1 , ... , a , x·} eineBasisvonf(G,!lG) 
über 'tfco(G). CY1 i 

Für y=(Y1, ... ,y0 _i)EIR 0
-

1 mit (Y 1 , ... ,y0 _1,Ü)EG sei 

w(v, : (ay,by)-+ G 

eine Integral kurve von X durch den Punkt (y 1 , ... , y O 1 , 0). Aus der 
Theorie der Differentialgleichungen weiß man dann, daß w differenzier
bar von y abhängt und dafS für hinreichend nahe bei O gelegene y die 
w(v, 0) auf einem gemeinsamen Intervall (a,b} definiert sind, etwa für 
ye U, wo .U eine offene Umgebung von O in IRn· l ist. w: U x (a,b)-+ G 
ist also eine differenzierbare Abbildung. Insbesondere ist für t=Ü 

w(v,O)=(y,O), d.h., für ,i'i := J'iow gilt 

a \ o bu, 1, .... n 1. 

A ß d . \ Q .1 , V ~ dW;(Ü,Ü) ( \ I' u er em 1st ~ '* , we1 Ja Ao = L.. ·--· -- mear un-
d o ;~ 1 dt 0 

abhängig von "'a -\ , ... , -;;-;c_ 1 ist. Daraus folgt nach Satz 5.4, daß 
CJ Yt O C Jn 1 0 
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weine Umgehung von O in U x (a,b) diffeomorph auf eine Umgehung 
von O in G abbildet, also o.B.dA auf G. Insbesondere sind die Funk
tionen x,:=P;ow- 1

, i=1, ... ,n, neue Koordinaten für G, wobei 
p,: IRn-..lR die kanonische Projektion auf die i-te Komponente be-

zeichnet. Wir müssen nur noch X 
tion ist aber 

a 1 
oxn w(y,t) 

n dw;(v,t) 
-·-·-

dt 

(! 
nachweisen. Nach Konstruk-

17 1 = xw(y,t}. 1 
w(y,tl 

Was uns an einer Integralkurve zu einem gegebenen Vektorfeld in
teressiert, ist oft nicht die Abbildung w, sondern deren Bild, das i. allg. 
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von M sein wird, eben das, 
was man anschaulich als Kurve bezeichnet. Haben wir z.B. die Situation 
des Satzes 14.1 vorliegen, so sind die Integralkurven von X genau die 
eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten, die durch x 1 = const., ... , 
Xn _ 1 = const. definiert werden. Diese sind dann aber in dem eben er
klärten Sinne - auch Integralk urven für jedes Vektorfeld f X, wo fE 'lt'"(;\.[) 
eine nirgends verschwindende Funktion ist. Das führt zum Begriff der 
Integralmannigfaltigkeit an ein Teilvektorraumbündel B des Tangen
tialbündels !)M einer Mannigfaltigkeit M. (D. h., B ist eine Unterman
nigfaltigkeit von !JM, so daß für jedes xe M Bx :=Br. !J, M ein Unter
vektorraum von !), M ist und B mit dieser linearen Struktur auf den 
Fasern B, ein Vektorraumbündel über M ist.) 

14.2 Definition: M sei eine Mannigfaltigkeit und Bein Teilvektorraum
bündel von !) M. Dann versteht man unter einer lntegralmannigfaltigkeit 
von B eine Untermannigfaltigkeit N von M, so daß !), N ~ B, für alle 
XEN ist, d.h., daß !JN~BIN ist. 

Dabei haben wir in unserer Definition !) N mit !Jj(!J N),;;;;; !) MIN iden
tifiziert, wo j: N--, M die Inklusionsabbildung ist, wie wir es auch früher 
getan haben. 

Besonders ist man natürlich an möglichst hochdimensionalen Inte
gralmannigfaltigkeit interessiert, womöglich so, daß !)N BIN ist. Hat 
B den Rang 1, so garantiert Satz 14.1 die Existenz einer eindimensionalen 
Integralmannigfaltigkeit durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit M. 
Unser Ziel ist es, auch für höhere Dimensionen eine notwendige und 
hinreichende Bedingung für die Existenz solcher lokalen Integralman
nigfaltigkeiten anzugehen, deren Dimension gleich dem Rang des vor
gegebenen Teilbündels Bist. Doch zunächst noch ein Lemma: 
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14.3 Lemma: G sei ein Gebiet im IR O der Farm G = G x (a, b), wo G 
ein Gebiet im IR O 

-
1 und (a, b) ein Intervall in IR ist. Es seien q2 Funktionen 

hik E<ff00 (G) gegeben,j, k = 1, ... , q::;; n. Dann gibt es q2 Funktionen bii E({,'00
( G), 

i,j = 1, ... , q, die dem Differentialgleichungssystem 

cbik f ~- + L. bijhjk=Ü 
uxn j= 1 

genügen, so daß die Matrix B(x) = (bi/x)) für alle XE G regulär ist. 

Beweis: Für festes (x 1, •.. , x0 _ i)E G betrachten wir das System ge
wöhnlicher linearer Differentialgleichungen 

dbk q 
~d + I bjhjk =ü, k= 1, ... ,q. 

xn j= 1 

Es hat q überall linear unabhängige Lösungen (bil, ... , biq), i = 1, ... , q, 
die überdies von den Parametern x 1, ... , x

0 
_ 1 unendlich oft differen

zierbar abhängen. Diese bii sind dann die gesuchten Funktionen. 1 
<p 1, ... ,<pqE'ij1(M) seien Pfaffsche Formen auf der Mannigfaltigkeit M. 

Unter ihrem Annullator Ann(<p1, ... ,<pq) verstehen wir die Menge aller 
Vektorfelder auf M, auf denen die 'Pi verschwinden, also 

q 

Ann(<p1, ... ,<pq)= n ker(<pi), 
i= 1 

wenn wir die 'Pi als lineare Abbildungen von r(M, 1) M) nach ({,' 00 (M) 
auffassen. 

Mit ~P_ 1(M)A(<p1, ... ,<pq) bezeichnen wir die Menge derjenigen p
q 

Formen auf M, die sich als I 1/Ji A 'Pi mit 1/Ji E ~p- t (M) schreiben lassen. 
i= 1 

Wenn wir im folgenden sagen, daß die Pfaffschen Formen <p 1, ••• ,<pq 

linear unabhängig sind, meinen wir damit, daß für jedes xEM die 
<p 1 ,x, ... , 'Pq,x linear unabhängig über IR sind. 

14.4 Lemma: <p 1, •.• , (f)q seien linear unabhängige Pfaffsche Farmen 
auf der Mannigfaltigkeit M, unß es sei 1/JE ~P(M). Dann sind folgende 
Aussagen äquivalent: 

( 1) 

(2) Zu jedem XEM gibt es eine Umgebung U, so daß 

ist. 
(3) 

i/JluE/Jp-1(U) A ('P,lu,···,'Pqlul 
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Beweis: (1) => (2): U sei eine Umgebung von x in M, so daß sich 
{ <p1 lu, ... , </Jq lu} zu einer Basis von ~ 1 ( U) über <'ß' 00

( U) ergänzen läßt, 
etwa { <p 1, ... , </Jn}. (Der Einfachheit halber lassen wir im folgenden 
das „lu" fort.) Dann können wir if; über U in der Form 

i/1= I ./;, ... ip</J;,/\···/\(f);" 
1 Si1 <··· <ipSn 

mit .t:, ... ;"E<'ß'"'(U) schreiben. Folglich ist 

o= i/1 /\ </J1 /\ ··· /\ </Jq = I .ti, ... ip (f);, /\ ··· /\ </J;., /\ </J1 /\ ·· · /\ </Jq 
1 :$i1 < · ·· < ip:::;n 

I .ti, ... i"</J;, /\ ··· /\ (f);p /\ </J1 /\ ··· /\ </Jq. 
q<i1 < ··· <iµSn 

Dann muß aber für q<i1 < ··· <iP~n .J:, ... ;p=O sein, was gerade 
i/;E !Jp- i( U) /\ (cp1, ... , <pq) bedeutet. 
(2) => (3): Es seien X1, ... ,XPEAnn(cp1, ... ,<pq), und über der Umgebung 

q 

U von x in M sei t/1= L 1/1; /\ (f); mit i/;;E~p-i(U). Es genügt zu zeigen, 
i= 1 

daß if;(X1, ... , XP) über U verschwindet. Dort ist aber 

1 q 

t/J(X1, .. . , Xp) = (p-1) ! -~ L sign(n) if;JXn(l), ... , xn(p- l))<p;(X n(p)) =Ü, 
l-1 7tE,!/h 

daja (f);(Xn(p))=Ü ist für alle i=1, ... ,q und alle nEg;,. 
(3) => (1): Es genügt zu zeigen, daß jeder Punkt xEM eine Umgebung 
U besitzt, über der .i/1 /\ cp 1 /\ • • • /\ </Jq verschwindet. Dazu wählen wir U 
wieder wie im ersten Teil unseres Beweises und ergänzen über U die </J; 
zu einer Basis {cp1, ... ,cpn} von 'J1(U) über <t' 00(U). {X1, ... ,Xn} sei dazu 
die Dualbasis von r( U, '!) M). Dann ist if; /\ cp1 /\ · · · /\ </Jq genau dann 
von Null verschieden, wenn es Zahlen i1, ... ,ip+q zwischen 1 und n 
gibt, so daß t/JA<p1 A···A<pq(X;,, ... ,Xip+)=tc0 ist. Das kann nur dann 
der Fall sein, wenn unter den Xi,,···,Xip+q alle X1, .•• ,Xq vorkommen, 
was notwendig zur Folge hat, daß dann die restlichen Xi von X 1, ... , Xq 
verschieden sein müssen. Insbesondere liegen sie dann im Kern der </Ji 
für i= 1, ... ,q, also nach Definition in Ann(cp1, ••• ,<pq). Durch Umord
nung der Argumente können wir also aus t/J /\ cp 1 /\ • • • /\ <pq =tc O folgern, 
daß 

ist. Es ist aber 
if; /\ <p 1 /\ ••• /\ </Jq(Xi,,···,Xi",X1, ... ,Xq)=if;(X;

1
, ... ,X;.), 

und if;(Xi
1

, ••• ,X;") verschwindet, da ja die Vektorfelder Xi,,···,X;" 
nach dem oben Gesagten in Ann( cp 1, ... , <pq) liegen. Die Annahme 
if; /\ <p 1 /\ • • • /\ </Jq =tcü führt also zum Widerspruch. 1 
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14.5 Definition: M sei eine d(fferenzierbare M annigfa/tigkeit und 
q>1, ... ,<pqE~1(M) linear unabhängige Pfaffsche Formen. Dann heißt das 
System {<p1, ... ,<pq} vollständiy integrabel, wenn es zu jedem XEM eine 
Umyebung V und Koordinaten x 1, ... ,xn für V yibt, so dafJ über V 

mit fijE~
00 (U) yilt. 

q 

<f>i = L _{;jdxj 
j= l 

Betrachten wir in dieser Definition einmal den Spezialfall q= 1. Dann 

können wir dx1 = y· <p 1 schreiben. Die Funktion 
1 

ist als Eulerscher 

Multiplikator bekannt, der aus der Form <p1 die exakte Form 
1 

q> 1 

macht. Der folgende Satz von Frobenius ist eine Verallgemeinerung des 
Kriteriums für die Existenz solcher Eulerscher Multiplikatoren, das in 
der Theorie der Differentialgleichungen im Falle n = 2 verwendet wird. 

14.6 Satz: <p1, ... , (f)q seien linear unabhängige Pfaffsche Farmen auf 
der Mannigfaltigkeit M. Dann sind folgende Aussayen äquivalent: 
(1) d<pi /\ <p1 /\ .. • /\ (f)q O für i = 1, ... ,q. 
(2) Jeder Punkt xEM besitzt eine Umgebung V, so daß über V 
dqJjE ~!(V)/\ (<p,, ... , <t>q) ist fur i = 1, ... , q. 
(3) {<Pi, ... , <pq} ist vollständig integrabel. 

Beweis: Die Äquivalenz von ( 1) und (2) ist eine einfache Folgerung 
aus Lemma 14.4, und (3) => (1) ist trivial, so daß wir nur noch (2) => (3) 
zu zeigen brauchen. Es sei dabei n die Dimension von lvf, und wir setzen 
r:= n q. Den Beweis führen wir jetzt durch Induktion über r. Für r 0 
ist die Aussage trivial, da dann jedes Koordinatensystem die in De
finition 14.5 genannte Bedingung erfüllt. Nehmen wir also an, wir hätten 
den Satz bereits für r bewiesen, und leiten wir daraus seine Gültigkeit für 
r + 1 her. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, dürfen wir o.B.d.A. 
die folgenden vereinfachenden Annahmen machen: Es ist M = G ein 
Gebiet im IR", und der Punkt x, in dessen Umgebung wir neue Koordi
naten suchen, ist der Nullpunkt. Die <pi lassen sich zu einer Basis <p 1, ... , <Pn 
von i 1 (G) über ~ 00 (G) ergänzen, und es gilt über ganz G 

mit i/lijE61(G). 

q 

d<t>; L i/J;j/\(f)j mr i=t, ... ,q 
j= l 

{X 1 , ..• ,Xn} seidieDualbasiszu {q> 1 , ... ,<pn}· Wegen q<n istdann 
insbesondere 'Pi(Xn)=O für i= 1, ... , q. Nach Satz 14.1 können wir 
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- eventuell nach geeigneter Verkleinerung Gin der Form G = G x (a,b) 
schreiben, wo G ein Gebiet im 1R n 1 mit Koordinaten x 1, ... , xn 1 ist 

und (a,b) ein Intervall in IR mit der Koordinate xn, so daß X n 
(} 

ist. q>;(X0 ) 0 für i= 1, ... , q bedeutet dann gerade, daß in diesen 
<{>; dx0 nicht mehr vorkommt. 

Wir zerlegen jetzt die i/J;i in einen Bestandteil, in dem dxn nicht vor
kommt, und in einen mit dxn: 

i/Jij = Xij +hijdxn, XijE(f'"'(G)(dx1, ... , dxn-1), h;jE((?fL(G). 

Das Differentialgleichungssystem 

q 

+ L bikhkj o, t,J= 1, ... , q, 
k 1 

hat nach Lemma 14.3 Lösungen b;1E((?"''(G), so daß (b;Jx)) für alle xEG 
eine reguläre Matrix ist. Damit gilt dann 

cbu f h = -:'1 - + L. bik kj O, 
DXn k 1 

q 

d. h., in den Pfaffschen Formen db;1 + L b;k i/Jki kommt dx0 nicht vor. 
k=I 

Wir definieren jetzt 

q 

i/1; .- L bu(f)J, t= 1, ... , q, 
j= 1 

und bemerken, daß mit q> 1 , ... , q>q auch die ijJ 1 , ... , ijJ q linear unab
hängig sind, da ja für alle XE G die M~trix (bix)) regulär ist. Insbe
sondere spannen die i/Ji denselben ((?""(G)-Untermodul von i, (G) auf 
wie die (f);, und es genügt daher, die vollständige Integabilität des Systems 
VI 1 , ... , VI q zu zeigen. Dazu überzeugen wir uns zunächst, daß die VI; 
wieder der Bedingung (2) genügen: 

q 

L (ctbij /\ (f)j +b;1ctq>j) 
j= 1 

j±l ( dbij + kt bik i/Jkj) /\ (f)j, 

d, h. d i/J i E ~ 1 ( G) /\ ( (f) 1 , .. , , (p q) i 1 ( (]) A ( 1/t t, .. · , t/J q) . 
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q 

Dabei kommt dxn weder in den <pi noch in den dh;i + L h;k 1/Jki vor, 
k=I 

d. h., auch in den dt/J; und den lf,,, tritt es nicht auf, was nichts anderes be-
deutet, als daß die 1/J; überhaupt nicht von x

0 
abhängen. Es ist also 

1/J;=P*X;, wo die X;Eij 1(G) sind und p:G-+G die natürliche Projektion 
ist, und das System {x 1 , ••• , xq} erfüllt ebenfalls die Bedingung (2). Nach 
Induktionsvoraussetzung ist daher { x 1, ••• , Xq} vollständig integrabel, 
d. h., es gibt für G Koordinaten y 1 , ••• , Yn- 1 mit 

q 

X;=IJ;jdyj, i 1, ... ,q, 
j= l 

wo die J;iECC00 (G) sind. Setzen wir jetzt noch .Yn x 0 , so sind y 1 , ••• ,y0 

die gesuchten Koordinaten für G, denn es gilt dann 
q q 

l/J;=p*x;= LP*U)p*dyj= I Yijdyj, i=L ... ,q, 
j= 1 j= 1 

wenn wir g;i := p*(fii) setzen und y 1 , ... ,yq im letzten Ausdruck als 
Koordinaten auf G auffassen. 1 

Sei jetzt Meine Mannigfaltigkeit und Bein Teilvektorraum bündel von 
'.DM. Für jede offene Teilmenge U von M können wir 

6(U) := {<pEij1(U);<p(Blu) 

bilden. G(U) ist ein ~,x(U)-Untermodul von ß\(U), und die 6(U) 
bilden eine Untergarbe 6 von ~ 1 , wenn wir U alle offenen Teilmengen 
von M durchlaufen lassen. Diese Garbe bezeichnen wir mit '.!lnn (B) 
und nennen sie die Annullatorgarbe oder auch einfach den Annullator 
des Vektorraumbündels B. 

Das Teilbündel B von M nennt man involutiv, wenn mit X, YEr(M,B) 
auch [ X, Y] E r(M, B) ist. Ist U eine offene Teilmenge von M und XE U, 
so gibt es zu zwei Vektorfeldern X, YEr(U,B) stets Vektorfelder 
X, Y E r(M, B), die über einer Umgebung V von x mit X bzw. Y überein
stimmen. Über V gilt dann auch [X, Y] \v = [X, Y] lv, und wenn B 
involutiv ist, ist also [ X, Y] 1( V, B). Da XE U beliebig war, gilt auch 
[X, Y]ef(U,B). Mit Bist also auch das Bündel B\u involutiv. (Diese 
Eigenschaft involutiver Teilbündel ist charakteristisch für den differen
zierbaren Fall. Bei analytischen Mannigfaltigkeiten wird die Aussage 
i. allg. falsch. Das liegt daran. daß es dort nicht zu jedem Schnitt über U 
einen globalen Schnitt gibt, der auf einer Umgebung eines vorgegebenen 
Punktes aus U mit dem gegebenen Schnitt übereinstimmt. Um den fol
genden Satz auch in diesem Falle beweisen zu können, muß man ver
langen, daß für alle offenen U M das Bündel B\c involutiv ist.) 
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Nun können wir das am Anfang dieses Paragraphen erwähnte Kri
terium für die Existenz von Integralmannigfaltigkeiten angeben: 

14.7 Satz: M sei eine n-dimensionale M annigfaltiykeit und B ein Teil
vektorraumbündel von l) M vom Rang r. Dann sind folgende Aussayen 
äquivalent: 
(1) Bist involutiv. 
(2) 'llnn(B) ist vollständig integrabel, d.h.,jeder Punkt xEM besitzt eine 
Umgebung U mit Koordinaten y 1 , •.. , y n, so daß 

(ll(nn(B))(U)=C&""(U)(dyr+ 1, ... , dyn) 

ist. 
(3) Jeder Punkt XEM besitzt eine Umgebung U mit Koordinaten 
y 1 , ···,Yn, so daß die r-dimensionalen Untermanni4altiykeiten von U, die 
durch y r + 1 const., ... , y n = const. definiert sind. I ntegra/mannigfaltig
keiten von B sind. 
(4) Durch jeden Punkt XEM geht eine r-dimenscionale Integralmannig
faltigkeit von B. 

Beweis: (1)=>(2): Zu XEM gibt es eine Umgebung U, so daß r(U,B) 
über ({]'Xl(U) von r linear unabhängigen Vektorfeldern X 1 , ... , Xr auf
gespannt wird, die sich zu einer Basis {X 1 , ... , X

0
} von [(U, !:IM) er

gänzen lassen. Ist dann {<Pi, ... , <p 0 } die zugehörige Dualbasis von 
iitU), so ist genau (11lnn(B))(U)=1€x(U)(q,r+ 1 .... , qi0 ). Sind jetzt X 
und Yaus f(U, B), so ist auch [X, Y] Er(U,B). Daher ist für i= r+ 1, ... , n 

und nach Lemma 14.4 ist 

weil ja nach Konstruktion f'(U,B)=lllnn(<p,+ 1 •...• <p 0 ) ist. Nach Satz 
14.6 ist also { <p, + 1, ... , qi0 } vollständig integrabel, was gleichbedeutend 
mit (2) ist. 
(2)=>(3): U und y 1 , ••• ,y0 seien wie in (2), und es sei N eine durch 
Yr+ 1 = const., ... , Yn =const. definierte Untermannigfaltigkeit von U. Ist 
XEN, so ist für XxE':DN dyr+1(X,)=· .. dyn(Xx) 0, d.h., es ist 
X, E B,. N ist also eine Integralmannigfaltigkeit von B. 
(3) = (4): trivial. 
(4) => (1): N sei eine r-dimensionale Integralmannigfaltigkeit von B 
durch XEM. Aus Dimensionsgründen ist l)N =BI'". Sind jetzt X und Y 
aus f(M,B), so sind XIN und Yls aus f(N, !' N). Man überlegt sich 
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leicht, daß [X, Y]IN=[XIN, YIN] ist, woraus [X, Y]INEr(N, '!)N) 
folgt, also insbesondere [X, Y].E'!).N=B,. Da wir so für jedes xEM 
verfahren können, muß [X, Y]Ef(M,B) sein. 1 

Satz 14.7 zeigt - durch (2) und (3) - insbesondere, da!3 die Integral
mannigfaltigkeiten maximaler Dimension bei einem involutiven Bündel 
B lokal stets eindeutig bestimmt sind, d. h., zwei solche Integralmannig
faltigkeiten, die einen Punkt gemeinsam haben, stimmen in einer Um
gebung dieses Punktes überein. 

Als Anwendung des Satzes von Frobenius (Satz 14.6) bzw. des Satzes 
14.7 wollen wir eine Aussage über Systeme partieller Differentialgleichun
gen erster Ordnung beweisen. Und zwar soll das folgende Problem unter
sucht werden: 

U und V seien offene Mengen im lR m bzw. lR", und F/ Erg·, ( U x V) 
seien vorgegebene Funktionen für j 1, ... , n; i = 1, ... , m. x 1 , •.. , xm und 
y 1 , ···,Yn seien Koordinaten für U bzw. V. Wir stellen das System par
tieller Differentialgleichungen 

F/(x,f(x)), j 1, ... , n; i=1, ... ,m, 

auf (mit x (x 1 , ..• , xm), f := (./~, ... ,J~)). Wir können uns jetzt fragen, 
ob ( *) eine Lösung mit vorgegebener Anfangsbedingung f (x0 ) = y 0 be
sitzt, (x0 ,y0 )E U x V, d. h., ob es über einer Umgebung von x 0 in U 
<6 00 -Funktionen f 1 , ••• Jn gibt, so daß f (f1 , ... ,1;,) diese Umgebung 
von x 0 nach V abbildet und (*) mit f(x 0 ) = y0 erfüllt ist. 

Nehmen wir einmal an, es gäbe so eine Lösung, die der Einfachheit 
halber auf ganz U definiert sei. Dann können wir die <6"'-Einbettung 
g: U-. U x V betrachten, die durch g(x) := (x,f(x)) definiert ist. M g(U) 
ist dann einem-dimensionale Untermannigfaltigkeit von U x V, und man 
rechnet leicht aus, daß '!)(,,f(xl>M als Unterraum von '!)(,,f(xn(U x V) 
durch die m Tangentialvektoren 

JLI + ~ oiJ .!__\ ~ L.. ::i ::1 , i 1, ... ,m, 
CXi (x,fü)l j= 1 uX1 ryj (x,f(x)) 

aufgespannt wird. Da f der Gleichung(*) genügt, heißt das gerade, daß 
M eine Integralmannigfaltigkeit des Teilbündels B von '!)( U x V) ist, 

das von den Vektorfeldern 

wird. 

0 n . j) 
+ L F/ i= 1, ... , m, aufgespannt 

j= 1 yj 

Sei jetzt umgekehrt M eine Integralmannigfaltigkeit dieses Bündels B 
mit dimM m und (x0 ,y0 )EM. p:Ux V-.U sei die natürliche Pro-
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jektion. Für (x,y)EM wird dann '1\,.y1M aufgespannt von den m Vek

toren 8
8
. \ + ± F/ {--1 , i= 1, ... , m. Wenden wir darauf !\,,y)P 

/xi (x,y) j= 1 uyi (x.y) 

an, so erhalten wir 

!\x.y)P(a:J,.y)+jtF/ a l(,.y)=/~I: i=1, ... ,m. 

!)(x,y)p: !)(x,yl M -l\( U) ist also ein Isomorphismus, und plM - U ist 
damit ein Diffeomorphismus in der Umgebung jedes Punktes (x,y)EM. 
g: u·-u x V sei die Umkehrabbildung von piM---+U auf einer Um
gebung U1 von x 0 • Dann hat g die Form g(x) = (x,f (x)), wo .f: U'---+ V 
eine geeignete <6:' 00 -Abbildung ist, die wir als f=(f~, ... ,fn) mit .~E<6'")(U') 
schreiben können. Diese Funktionen f; erfüllen dann(*), denn für XE U' 
muß 

~1 +± i:f a 1 
oxi (x.f(x)l j= 1 OX; (x,f(xli" 

(al) ~ (a! ~ kal ) = !) g -- = L, c. -- + L, F. ---
X 0Xj X j= J J axj (x.f(x)) k 1 J {)),'k (X,f{x)) 

sein, und wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren 

:,i 1 "' 1 
C C 

ilx1 (x,f(x)), ..• , (x.f(x))' a ~. 1 1( .. f(x)), .. • • t, L. f(x)) 

muß ci = ()u sein, d. h., es muß über U' 

F1(x,f(x)) 

gelten. 
Damit haben wir folgendes gezeigt:(*) besitzt in der Umgebung eines 

Punktes x0 E U eine Lösung f mit f(x0)= y 0 V genau dann. wenn es zu 
dem von 

a ~.a a ~ a -;;- + L, FI , ... , . + L, F~-..,-
OX1 j= i Yi J= i cyi 

aufgespannten Teilbündel B von !)( U x V) eine m-dimensionale 
Integralmannigfaltigkeit durch (x0 , y 0 ) gibt. Nach Satz 14.7 existiert also 
zu jeder Anfangsbedingung f'(x0 ) = y 0 , (x0 ,y0 )E U x V. eine Lösung 
genau dann, wenn dieses Bündel B involutiv ist. 
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Untersuchen wir also, wann B involutiv ist: Dazu genügt es, die Lie
Produkte der oben angegebenen n Vektorfelder untereinander zu unter
suchen. Man rechnet auf Grund der Gleichungen 

[ 1i, , /;] 0, 
- k • h 

i,j 1, ... ,m; k,h 1, ... ,n, 
leicht folgendes aus: 

[ 
c n . a c " t' J ~- + I F; ~: , + I Ft /-

c xi i"l cyj h t CJh 

" (f!Fh cFf " ( 8F~ . c F?)) c I ~k ~- + I F/ ;,)···y····:-· Fl,-"\- :1 • 
h t cxi c~k i=I. l i cyi cyh 

Dieses Vektorfeld kann offenbar nur dann eine Linearkombination der 
:1 n ~ 

Vektorfelder (, + I Ff O 
i 1, ... , m, sein, wenn sämtliche Koeffi-

j"" 1 

zienten verschwinden, d.h., wenn es das Nullfeld ist. Jedes von Null ver-

schiedene Vektorfeld in B enthält nämlich die c mit nicht identisch 

verschwindenden Koeffizienten, und das ist für das oben berechnete 
Vektorfeld nicht der Fall. 

Fassen wir unsere Überlegungen zusammen, so erhalten wir den fol
genden Satz, wobei die letzte Aussage aus der Bemerkung im Anschluß 
an Satz 14.7 folgt: 

14.8 Satz: U und V seien offene Mengen im IRm bzw. IR O mit Koordinaten 
X 1 , ... , Xm bzw. y 1 , ... ,y

0
, und es seien mn Funktionen F{E<fl,:,(U x V) 

gegeben, i= 1, ... , m;j 1, ... , n. 
Dann gibt es genau dann zu jedem Punkt (x0,y0)E U x V eine Lösung 
(f1 , ••• ,f0 ) des Gleichungssystems 

"j' 
(} j ( z:·j ( f'( ) -a-·- X) r i X,. X) , 

xi 
i 1, ... ,m; 1, ... , n, 

über einer Umqebung von x 0 mit f(x 0)= y 0 , wenn die Fj der folqenden 
lnteyrabilitätsbedin9un9 genügen: 

(. k - ~ + I Fi ... '--1<. 
"iFh :iph n ( aFh 

axk j=l I oyj 

für i,k= 1, ... ,m; h= 1, ... ,n. 

Fi ~ -~ = 0 "'Fh) 
k <l'· 

- J 

Die Lösungen sind lokal eindeuti9 bestimmt. 



§ 15: Vektorwertige Differentialformen 

Die Ergebnisse der ersten drei Paragraphen dieses Kapitels wollen 
wir nun soweit das möglich ist - auf vektorwertige Differentialformen 
übertragen. Beginnen wir mit ihrer Definition (vergleiche§ 4 und§ 8): 

15.1 Definition: M sei eine dij]'erenzierbare Afannigfaltigkeit. Dann 
heißt ~P(M) ÄP(M,!)M) der Modul der vektorwertigen Differential-

oc 

formen vom Grade p auf AJ. Außerdem sei ~(M) ffi ~v(lvf). 
p=O 

Ist ferner F: M-,. N eine überall reguläre Abbildun?J ( siehe De.finit ion 
6.6) von M in eine weitere Mannigfaltigkeit yleicher Dimension, so sei 

(X) 

~P(F):=Äp(!)F) und entsprechend ~(F):= ffi ~P(F). Statt ~p(f) bzw. 
mF) schreiben wir auch F*. P'Ü 

Für den zweiten Teil der Definition sei noch einmal daran erinnert, daß 
!)F ein strikter Vektorraumbündelhomomorphismus (siehe § 8) von 
!) M nach !) N sein muß, damit ÄP(!) F) überhaupt definiert werden 
kann. Deswegen haben wir hier die Regularität von F verlangt. 

~P und fi, sind kontravariante Funktoren auf der Kategorie der regu
lären Abbildungen zwischen gleichdimensionalen Mannigfaltigkeiten, 
mit Werten in der K.ategorie der reellen Vektorräume. 

Im folgenden sei M eine feste Mannigfaltigkeit. Nach § 8 können wir 
dann ein Graßmann-Produkt zwischen Elementen aus ß'(M) und 3(M) 
definieren. Ist ferner g eine Riemannsche Metrik auf M, so können wir 
sie zu einer Abbildung /\: 3-(M) x 5(M)-mM) fortsetzen, die ähnliche 
Eigenschaften wie das Graßmann- Produkt hat. Es gilt der folgende 
Satz, der eine Anwendung der Ergebnisse von § 8 auf den Spezialfall ist, 
daß das betrachtete Vektorraumbündel das Tangentialbündel ist: 

15.2 Satz: (M,g) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gelten 
die folgenden Rechenre(Jeln fur die Produktbildung zwischen gewöhnlichen 
und vektorwertigen Differentialformen sowie zwischen vektorwertigen Dif
ferentialformen untereinander. 
(1) Die durch die Produkte definierten Abbildunyen ~(M) x ~(A-f)-+ ~(M), 

~(M) x 6{M)-,. g:(M) und ~(Af) x 5(Af)--~ d(Af) sindY5'"'(M)-bilinear. 
(2) Für q>E !Jp(M) und <PE ~q(M) ist 

(f)/\<P (-1)P'l<P/\q>. 



152 Differentialrechnung der Differentialformen 

(3) Für <PE fjp(M) und 'l' E ~q(M) ist 

<f>A'f' (-1r'f'A<f>; 

insbesondere ist jür XE r(M, l) M) fj0 (M) 

g(X, 'l') :=XI\ 'l' = g( 'l', X) 'l' A X . 

(4) Ist F: M-+ N eine reyuläre Abbilduno zwischen gleichdimensionalen 
Mannigfaltigkeiten, so gilt für <pEiP(N) und <PEt'~\(N) 

F*(<p A <P) (F* <p) A (F* <P); 

ist F eine Isometrie, so gilt für <PE~P(N) und 'l'Efyq(N) 

F*( <PA 'l') = (F* <P) A (F* 'l'). 

Über die Darstellung vektorwertiger Differentialformen können wir 
auch sofort einiges sagen: Sind x 1, •.• , x

0 
Koordinaten für eine offene 

Menge U von M, so können wir <PE~P(M) über U in der Form 

m m 

<Plu= L XiA(f);= L (f);X; 
i = 1 i= 1 

schreiben, wo die X;Er(U,l)M) und die <piEiP(U) sind. Speziell 

kön~en wi: m = n und X; = /~ wählen. Dann sind die <pi sogar ein-
deutig bestimmt. · 1 

Haben wir jetzt die Situation von Satz 15.2 vorliegen und Differen
tialformen <p,<p;,VJiEtJ(U) sowie Vektorfelder X;, }iEr(U,l)M), so gilt 

<p I\ (t1 <fJ; x) = ift (<p A <fJ;)X;' 

(f1 <p;X) A q>= J1 (q>; A <p)X;, 

(.f ((>; X;) A ( .i i/li Yj) = ~ g(X;, Yj) (f); A !/1 i. 
,=! ,J=l 1,j 

Als nächstes möchte man gerne eine Abbildung d: ~(M)-+~(M) 
definieren, die analoge Eigenschaften wie die äußere Ableitung der ge
wöhnlichen Differentialformen hat. Versucht man aber, die in Satz 12.1 
aufgeführten charakteristischen Bedingungen (0) bis (4) für die gesuchte 
Abbildung umzuformulieren, so stößt man bei (2) auf Schwierigkeiten: 
Wir haben keine Abbildung d: ~ 0 (M).....,. ~ 1 (M) zur Verfügung, die wir 
fortsetzen könnten. Die Abbildung d: ij0 (M)-+ ~ i(M) erhielten wir aus 
der Tatsache, daß die Vektorfelder als Derivationen der IR-Algebra 
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!Yo(M) in sich aufgefaßt werden konnten. Entsprechend müßten wir 
jetzt eine Möglichkeit haben, Vektorfelder als „Derivationen" von ~ 0 (M) 
in sich zu deuten. Wir führen daher einen neuen Begriff ein: 

15.3 Definition: V nter einem affinen Zusammenhan11 auf einer i'vfannig
faltigkeit M versteht man eine Abbildung 

D: ~ 0 (M) x ~ 0 (M)-.~o(M), 

(X, Y)-Dx Y 

diefolyenden Bedingungen genügt: 
( 1) D ist "IR..-bilinear. 
(2) Für fEct"'(M) und X, Y E ~ 0 (M) gilt Drx Y =fDx Y, 

DxUY) (Xf) Y + fDx Y. 

Ohne auf die geometrische Bedeutung eines affinen Zusammenhangs 
näher einzugehen (er gestattet die Einführung des Begriffs der Paralleli
tät), wollen wir noch bemerken, daß (2) zur Felge hat, daß (Dx Y)x 
für xEM und X, YE~0 (M) schon eindeutig durch (Xxl und Ylu, wo 
V eine Umgebung von x ist, bestimmt ist. (Dx Y). kann man als eine 
Art Ableitung des Vektorfeldes Y an der Stelle x in Richtung X, auf
fassen, und gelegentlich nennt man einen affinen Zusammenhang aus 
diesem Grunde auch eine kovariante Ableitung. 
'naß es auf jeder Mannigfaltigkeit einen affinen Zusammenhang gibt, 

zeigt der folgende Satz, in Verbindung mit Satz 10.2: 

15.4 Satz: (M, g) sei eine Riemannsche M anniyfaltigkeit. Dann gibt es 
auf M genau einen affinen Zusammenhang D, der den folgenden zusätz
lichen Bedingungen genügt: 

{3) Für X, YE~0 (M) ist 

Dx Y DyX-[X, Y]=O. 

(4) Für X, Y, Z E ~ 0 (M) ist 

X (g( Y, Z)) g(Dx Y, Z) + g( Y, Dx Z) . 

D heißt dann der Riemannsche Zusammenhang auf M. 

Beweis: Wir behandeln nur den Spezialfall, daß M G eine offene 
Menge im "IR.. 0 mit Koordinaten x 1, .•• ,xn ist, und überlassen die Über
tragung auf den allgemeinen Fall dem Leser. Die Riemannsche Metrik g 

auf G ist durch die Matrix der Funktionen qii g ( / , ")r' ) bestimmt; 
< X; (;Xj 

die Elemente der Umkehrmatrix bezeichnen wir mit yi\ d.h., es gilt 
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n 

L giigik=öik' i,k=L. .. ,n. Für i,j,k=1, ... ,n setzen wir 
j= 1 

15.5 
n 

c~ = I: rij. ,g'k . 
r= 1 

Die rii,k und ri~ heißen die Christoffel-Symbole erster bzw. zweiter Art. 
Wir behaupten nun, daß der Riemannsche Zusammenhang auf G 

eindeutig durch 

15.6 
a n k <1 

D.- -1 -= I: rij-,-, i,J=1, ... ,n, 
ix,cxi k=l <Xk 

bestimmt ist. Zunächst ist klar, daß D eindeutig durch die Werte 

D ~ a:. bestimmt ist, und daß umgekehrt die Vorgabe solcher Werte 
ex, ) 

stets einen affinen Zusammenhang definiert. Man prüft dann leicht 
nach, daß der durch 15.6 gegebene affine Zusammenhang (3) und (4) 
erfüllt. 

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit, d. h., daß ein affiner Zusammen
hang, der (3) und (4) genügt, notwendig 15.6 erfüllen muß. D sei so ein 
Zusammenhang. Im folgenden schreiben wir der Einfachheit halber Xi 

a 
anstelle von ~. Dann ist für i,j, r = 1, ... , n 

CJXi 

Xig(Xi, X,)+ Xig(Xi, X,)- X,g(Xi, Xi) 

=g(Dx, Xj,X,)+g (Xi,Dx,X,) 

+g(DxjXi,X,)+g(Xi,Dx; X,) 

-y(Dx, X;, Xi)- g(Xi, Dx,X) 

=y(Dx,Xi + Dx;X;,X,)+g(Xi, [Xi, X,]) 

+y(Xi, [ Xj,X,])=2g(Dx, Xj,X,), 

also g(Dx, Xj,X,)= rij,,· Daraus folgt aber 
n n 

Dx,Xj= L g(Dx,Xj, X,)g'k xk = L njxk. 1 
r. k= 1 k= 1 

15.7 Definition: (M,g) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und x 
ein Punkt aus M. Dann verstehen wir unter geodätischen Koordinaten in x 
lokale Koordinaten x 1 , ... , xn für eine U mgehuny von x, so dafl 

i,j= i, ... , n, 
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und 
:i 
cgii (x)=Ü, · · k 1 ~ l,J, = , ... , n, 
oxk 

gilt. 
Sind x 1 , ... , x

0 
geodätische Koordinaten in XEM, so verschwinden 

auch die Christoffel-Symbole ~i.k (x) und rt(x), und ebenso ist 

olgl (x) := / \ (det(gii))=O. Geodätische Koordinaten existieren stets. 
0Xk IJXk X 

Gehen wir nämlich von beliebigen Koordinaten z 1 , .•. , z0 in XE M mit 
z 1(x)= .. ·=z

0
(x)=Ü aus und bezeichnen wir die zugehörigen Christoffel-

Symbole mit rt, so sind durch 

neue Koordinaten 

( a a) 
fiij := g ayj' ayj 

Y ·-z +l ,fi (x)- -i .- i 2 L, jk " .:. j ~k 
j, k 

y 1 , ... , y 
O 

definieq, so daß für die zugehörigen 

ogii(x) 0 ·1 D h . 1· d' -·-,., - = g1 t. urc eme· meare Koor maten-
C:Jk 

n 

transformation xi := L aiiYi ändert sich daran nichts, und man kann die 
j= 1 

aii so wählen, daß gi/x) = g (t \ , aa \ ) = (\ ist. Dazu muß man die 
ex, , xi , 

Tatsache benutzen, daß (gii(x)) und folglich auch (gii(.x)) eine positiv
definite symmetrische Matrix ist, so daß es eine Matrix (aidEGL(n,IR) 
mit 

v,µ 

gibt. Diese Matrix (ai) definiert dann die gesuchte Koordinaten
transformation. 

Jetzt wollen wir das Analogon zu Satz 12.1 formulieren: 

15.8 Satz: M sei eine Mannigfaltigkeit mit einem affinen Zusammenhang 
D. Dann gibt es genau eine Abbildung d 0 : ~(M)----> ~(M), die fr,lqende 
Eigenschaften hat: 
(0) d0 ist IR-linear. 
(1) d0 (~p(M))~ß\+ 1(M) fur pElN. 
(2) Für X, YE ~ 0 (M) ist 

dDX(Y)=DvX· 

(3) d 0 ist eine Ableitung, d.h.,für <PE~P(M) und cpEJ4 (M) yilt 

d 0 (<P /\ cp)= dD<P /\ <p +( -1)P<P /\ dcp. 
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Zusatz: (3') Ist D der Riemannsche Zusammenhang auf M bezüylich 
einer Riemannschen Metrik g, so yiltfur <l>E~P(M) und 'l'E~q(M) 

d( <f> /\ 'I') d[) <f> J\ 'I' -t ( 1 )P <f> J\ dl} 'I'. 

Beweis: Wir gehen genauso vor, wie beim Beweis von Satz 12.1, indem 
wir Existenz und Eindeutigkeit der Abbildungen dD: ~r(M)-> ~r+ 1 (M) 

zeigen. Dabei beschränken wir uns auf den Fall, daß M eine offene 
Menge im 1R" mit Koordinaten x1 , •.. , x„ ist. Die Verallgemeinerung 
auf beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeiten geschieht dann ebenso 
wie im Beweis von 12.1. 

Sei also <l>E~P(M); dann können wir <P eindeutig in der Form 

schreiben mit (0), (2) und (3) gelten sollen, muß 

mit 

sein, womit die Eindeutigkeit von dD bereits gezeigt ist. Wir definieren 
daher dD durch ( *) und zeigen, daß dD dann die Eigenschaften (0) bis (3) 
hat. Für (0) bis (2) ist das aber klar, so daß wir nur noch (3) nachweisen 
müssen: 

<PA <P 
n (~ 

) J\ (<p, /\ <p), 
i i ex, 

also 
n c' n 

dD . /\((1\/\(j))+ I 
i~ l 

=Ct! dD C /\ <P) /\ <P + (t ~:i /\ dcp,) ;\ <P + ( -1 jP (,tl (~i ;\ 4)) ;\ d~? 

=dl)<P/\cp-t( 1)P<f>Ad<p. 

Wir müssen noch den Zusatz beweisen. Dazu behandeln wir erst ein
mal den Spezialfall, wo <I> und 'I' vektorwertige Differentialformen vom 
Grade Null sind, d. h. Vektorfelder X und Y: Ist 'Lein drittes Vektorfeld, 
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so ist nach Definition des Riemannschen Zusammenhangs (siehe Satz 
15.4) 

(dy(X, Y))(Z) Z(y(X, Y)) 

also haben wir 

=g(D7 X, r)+y(X,D7 Y) 

g(d 0 X(Z), Y)+y(X,d 0 Y(Z)) 

(dnX /\ Y +X/\ d0 Y)(Z), 

m n 

Daraus folgt für <P I Xi /\ <p, und tp L Yi /\ tjJ J mit Xi, 
i l .i Ce 1 

und <piE~p(M), VfJE~q(M) 

d(<P /\ IP)= I(dg(Xi, fi) /\ <P; /\ t/Jj +g(X;, }j)d(<p; /\ V!j)) 
i,j 

I(d0 X; /\ Yi +X;/\ d0 Yi)/\ 'Pi/\ Vli 
Lj 

i,j 

i,j 

i,j 

L(d0 X, /\ <p; +X;/\ dq>;) A ( ~ A l/li) 
i,j 

= do<P /\ tp +( 1)P<P /\ dl) tp. 

Da wir uns beim Beweis des Zusatzes auf den eben behandelten Spe
zialfall globaler vektorwertiger Differentialformen beschränken können, 
ist der Satz damit bewiesen. 1 

Sei jetzt (M,g,(I)) eine dreidimensionale orientierte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit. Dann wird durch das Skalarprodukt g, und die Orien
tierung(!), in jedem Punkte xEM ein Vektorprodukt auf !;,M definiert. 
und dadurch erhält man ein Vektorprodukt auf f(Af, !) Af), d. h. eine 
bilineare Abbildung 

r(M, !;M)x r(M, !IM)-. r(M, !IM), 
(X, Y),~ Xx Y, 



158 Differentialrechnung der Differentialformen 

wobei für X, YE f(M, '.DM) das Vektorfeld X x Y durch 

(X X Y), X, X }',,, XEM' 

definiert ist. Auf der rechten Seite steht dabei das Vektorprodukt in '.D,M. 
Sind jetzt x 1 ,x 2 ,x3 Koordinaten einer Karte U, die zu einem orientier-

ten Atlas von M gehört, so bilden die Vektorfelder t' i"' <' einen 
X1 

positiv orientierten 3-Rahmen über U. (Dabei verstehen wir ganz allge
mein unter einem n-Rahmen über einer offenen Menge V einer Mannig
faltigkeit ein n-Tupel (X 1, ... ,X 0 ) von Vektorfeldern über V, die in 
jedem Punkt linear unabhängig sind. Hat die Mannigfaltigkeit eine 
Orientierung {D, so nennen wir den n-Rahmen positiv orientiert, wenn das 
11· Tupel (X 1,, •.• , X 

0
,) für alle XE V die Orientierung (O, definiert.) Für 

unseren positiv orientierten 3-Rahmen ( ),7 _, i}__, ~a ) gilt dann 
OX1 CX3/ 

15.9 
a o 

X 

wobei (i,j,k)E ist und (l1
·) wie üblich die inverse Matrix zur Matrix 

der gij := g(a:~, 
0
:J bezeichnet; außerdem ist lfll := det(qii). (Ver

gleiche § 3, Beispiel 4.) 

15.10 Satz: Sind X, Y,Z Vektorfelder auf einer orientierten dreidi
mensionalen Riemannschen M annigfaltigkeil 1\.1, so gilt für den zugehörioen 
Riemannschen Zusammenhang folgende Produktregel: 

Dz(X x Y)=(D7 X} x Y +X x (Dz Y). 

Beweis: Wir wollen die Produktregel in einem Punkte xEM verifi
zieren und wählen zu diesem Zwecke geodätische Koordinaten x 1, x 2 , x 3 

in x, wobei wir ferner annehmen dürfen, daß der 3-Rahmen 

positiv orientiert ist. Der Einfachheit halber schreiben wir X; anstelle von 

t' . Dann entnimmt man der Formel 15.9, daß für i.j, k E { 1, 2, 3} stets 

(Dx, Xi)I, = (Dx,JXi x X i))I, = 0 ist. Daraus folgt natürlich für beliebiges 
Zef'(M, !',M) 

(D7 X.)I =W-7 (X x X).)I =0. , - J X , ,, 1 J X 
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3 3 

Ist jetzt X L (; X; und Y = a; Xj, so rechnet man aus: 
j l 

Üz(X X YJI, = ( Dz a; .1; gi(Xi X X)))I, 
= (t ((Z/l)Yj +J;(Zg))(X; X Xj))I X 

= (t (ZJ;)Xi x gi Xi)/.+ (t.1; X;x (Zgi)Xi)j, 

=(DzX x Y}I, +(X X Dz Y)I,. 1 

159 

Genau wie die Riemannsche Metrik g können wir jetzt auch das 
Vektorprodukt zu einer bilinearen Abbildung 

~p(M) x 3\(M)-~p+q(M) 

fortsetzen, indem wir für 'PEii"(M), PE~q(M) und X 1, ... ,Xp+qE1).M, 
XEAtf 

(<l> x P)(X1, ••. ,Xp+q) 

L sign(rr)'P(X,r(l)•· .. ,x,,(p)) X P(X,r(p+ !), ... , Xn(p+q)) 

m 

setzen. Falls wir für <P und 1/f Darstellungen der Form <P L Y; A ({\, 
n i- 1 

'P= L ZiAl/li mit Y;,ZJEr(M,!lM) und (p;Eip(Af),l/tiEö\(M) haben, 
j= 1 

schreibt sich <P x 1/f in der Form 

<P XP= L(Y; X Zj)A ({); A V'i. 
i, j 

Aus Satz 15.10 können wir sofort eine entsprechende Produktregel 
für die dem Riemannschen Zusammenhang D zugeordnete äußere Ab
leitung dD gewinnen: 

15.11 Satz: M sei eine drei-dimensionale orientierte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit, und es seien $E 'ß'P(M), PE ~q(M). Dann gilt für die 
dem Riemannschen Zusammenhang D zu9eordneTe äußere Ableitung dn 
die .folgende Produktregel: 

d 0 (1Px P)=(d0 1Px 1/1)+( 1)P((J')xd0 1/f). 

Beweis: U sei eine offene Menge in Af mit Koordinaten x 1,x2 ,x3 , 

d a ~-un es sei wieder X 1 Dann können wir <Plu = L, X;/\ <p1 und 

3 
i 1 

'l'lu= I X; 1, 1/1; mit <pi, !/t;E'J(U) schreiben. 
i= 1 
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Aus Satz 15.10 folgt zunächst 

3 

d0 (X;xXJ) L Dxk(XixXi)Adxk 
k 1 

3 

= L ((Dxk XJ X xj + X; X (Dxk Xj)) A dxk 
k l 

3 ., 

= L ((Dxk X;) A dxd X xj + L X; X (Dxk xj A dxd 
k I k 1 

= du X; X xj + xi X dDXj. 

Daraus folgt nun 

d0 (<P X P)lv L d 0 (Xi x Xj) A (p; A if;i + L (Xi X Xi) A d(<.p; A i/1) 
i, j i, j 

= L (du X; X xj + X; X du X) A (f); A 1/Jj 
i,j 

+ L (X; x X) A (d<.p; A ij;j +( 1)P ({Jj A dl/f j) 
i,j 

= L (d0 X; A ({>;) X (Xi A 1/!i)+( -1)P L (,\ A (/);) x (d0 XJ A t/li) 
i,J i, j 

+ L (X; A d<.p;) x (Xj A t/t)+(-1)P L (X; A ({>;) x (Xi A dl/Jj) 
i, j i, j 

(d0 <!> x P)lu + ( -1 )P( <!> x d0 lf')lu . 1 

Wir kommen nun auf eine Beziehung zwischen einer algebraischen 
Eigenschaft der äußeren Ableitung d 0 und einer geometrischen Eigen
schaft des sie definierenden affinen Zusammenhangs zu sprechen. Bei 
Satz 15.8 fällt sofort ein Unterschied zu Satz 12.1 auf:Es fehlt die Aussage 
„d0 od0 O". In der Tat hängt die Richtigkeit dieser Aussage auch von 
dem gegebenen affinen Zusammenhang D ab. Ein Beispiel soll zeigen, 
daß i.allg. nicht d0 od0 =0 ist: 

Als Mannigfaltigkeit wählen wir den 1R 2 mit Koordinaten x und y, 

und anstelle von 
8 

und 
O 

schreiben wir X bzw. Y. Für zwei Vektor-

felder fX+gX und hX+kY mit f,g,h, ""(IR 2
) definieren wir 

Drx+
9
y(h X+ k Y):= (fh, + ghy)X +(f k, +g ky + fkxy) Y, 

wo j~ wie üblich bedeutet etc. D ist ein affiner Zusammenhang, und 

wir wollen einmal d0 (d 0 Y) ausrechnen: Es ist d 0 Y (X)= Dx Y = x y Y 
und dn Y(Y) Dy Y=O. Daraus ergibt sich d0 Y=xy YA dx. Folglich ist 
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dn(d0 Y)=d 0 (xyY)Adx+xyYAd(dx) d0 (xyY)Adx, und für 
(d0 (d 0 Y))(X, Y) ergibt sich daraus 

(dn(d0 Y))(X, Y) d0 (xy Y)(X)dx( Y) d0 (xy Y)(Y)dx(X) 

d0 (xyY)(Y) Dv(xyY) x 0. 

Um ein Kriterium angeben zu können, wann dr,odn=O ist, benötigen 
wir ein Lemma: 

15.12 Lemma: M sei eine Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammen
hang D. Dann gilt für <l>E~P(M) und X 1, ... ,Xp+ 1 Er(M, !)M) 

p+l 
do<P(X1, .. ,,Xp+ 1) I (-1r 1 Dx.(<P(X1,•",ii,·",·Xp+ i)) 

i 1 

+ I (-1)i i<J>([X;,Xj],Xi, .. ,,X;, .. ,,Xj, ... ,Xp+d· 
i<j 

Beweis: Wir können uns auf den Fall beschränken, daß sich <Pin der 
n 

Form <P I '/;;A<f>v mit '/;;Er(M,'.DM) und· <f>vEJP(M) schreiben 
v=I 

läßt. Dann ist n 

do<P= L (do 'fv /\ (f\, + 1: A d<pv). 
l 

Daraus folgt nach Definition der d0 4 und nach Satz 12.5 

d0 <P(X1, ... ,Xv+ 1 ) 

n (p+ l I I. (-1)i+ 1(Dx, 1:) A <p)X1, ... ,X;, ... ,Xp+ i) 
1 i J 

p+ 1 

+ 1~/\ I ( 1)i+ 1 Xi(<p)X1,···,Xi,·",Xp+ d) 
i= 1 

+7~A L ( 1fi,pJ[X;,Xj],X,, ... ,X;,, .. ,Xj,·"!Xp+ ii) 
i<j 

p+l 

= I (-1);+ l Dd<P(X1, ... ,X;, ... ,Xp+ 1)) 
i~ 1 

+ I ( 1r+j<1>([x, .• \\J,x1,· .. ,i,, ... ,xj,···,xp+ i). , 
i<j 

15.13 Satz: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem 
affinen Zusammenhang D. Dann gilt für die aus diesem Zusammenhang 
konstruierte Abbildung d0 : ~(M}-+ ~(l\cf) genau dann d0 od0 0. wenn 
fur alle X, Y,ZEf'(M, '.DM) 

Dx(Dy Z) Dy(Dx Z) Dtx. YJ Z 0 
ist. 

11 HTR Holmann°Rummler 
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Beweis: Es sei dnodn 0. Wendet man Lemma 15.12 jetzt auf 
dnZE~ 1(M) und X, YEf(M, 'DM) an, so erhält man 

O=(dn(dnZJ)(X, Y)= Dx(d0 Z( Y}} Dy(dDZ(X))-dDZ([X, Y}) 

Dx(Dy Z) Dy(Dx Z)- D1x, Yl Z. 

Sei umgekehrt 

für alle X, Y, ZEr(A1, 'DM). Es genügt wieder d 0 (dü<P) 
II 

für <P = L TV A 'Pv mit 1~E f(M, !) M) und (f)vE '(rp(M). 
v= 1 

diesem Falle n 

L (dl)TvA<Pv+1:Ad<.pvJ, 
also v= 1 

n 

0 zu zeigen 

Es ist aber in 

d 0 (do <P) L (d0 (d 0 7;,) /\ (f)v -dD Tv /\ d<pv + d0 7;, /\ d<.pv + Tv /\ d(d<pv)) 
V= l 

n 

= L do(do 7;,) /\ 'Pv · 
v= 1 

Wir haben also nur noch zu zeigen, daß d0 (d0 TJ=O ist. Aus dem 
ersten Teil des Beweises entnimmt man aber, daß für beliebige Vektor
felder X, YEr(M,'.DM) 

(dn(d0 TJ)(X, Y)= Dx(Dy 7:)- Dv(Dx 7J- D1x.YJ Tv 

ist, und dieser Ausdruck verschwindet nach Voraussetzung über D. 1 
Der Ausdruck R 0 (X, Y)Z := Dx(Dv Z)- Dy(Dx Z)- D1x, Yl Z spielt 

in der Differentialgeometrie eine Rolle. Nach unserer Konstruktion von 
d 0 ist für X, Y, Z E f(M, 'DM) R0 (X, Y)Z =d0 (d0 Z)(X, Y). Daraus folgt 
sofort, daß R0 'li' 00(M)-linear in den ersten beiden Argumenten ist. 
Außerdem ist für f E <(f""(M) 

d0 (dnCfZ)) d0 (df A Z +f d0 Z) 

=ddf /\ Z df A d0 Z +df /\ d0 Z + fdD(d 0 Z) 

fdn(doZ), 

d. h., R 0 ist auch linear im dritten Argument, also insgesamt eine <t,; "'(M)
trilineare Abbildung von (f'(M, l) M))3 nach f(M, l) M). Nach § 8 
können wir daher R 0 als Faserraumhomomorphismus von l)M( 3

l nach 
l) M auffassen, der auf den einzelnen Fasern trilinear ist. R 0 heißt der 
dem Zusammenhang D zugeordnete Krümmungstensor, und Satz 15.13 
besagt gerade, daß d0 od0 =0 genau dann der Fall ist, wenn der Krüm
mungstensor R0 verschwindet. 
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Noch eine weitere vektorwertige Differentialform besitzt differential
geometrisches Interesse: Die Identität auf r(M, !lM) ist ja ein Element 
aus ~ 1 (M), das wir hier einmal mit I bezeichnen wollen. Die Form 

T0 :=dn1E~2 (M) 

heißt die Ti:Jrsion des affinen Zusammenhangs D. Für X, Y,E r(i\J, !) M) 
ist dann auf Grund von 15.12 T1)X, Y)= Dx Y- Dv X [X, Y]. 

Ist 0, so heißt der Zusammenhang D symmetrisch. Bei der Defi-
nition des Riemannschen Zusammenhangs ist (3) gerade die Forderung 
der Symmetrie (vgl. Satz 15.4); bei den ChristofTel-Symbolen 2. Art drückt 
sich die Symmetrie als Symmetrie in den unteren Indizes aus. 

U sei eine offene Menge einer Mannigfaltigkeit M mit affinem Zu
sammenhang D und Koordinaten x 1, •• .,xn für U. Dann ist r(U,!)M) 
ein freier <t" 00(U)-Modul mit einer Basis (X 1, ••• ,Xn},XiEr(U,!)M). 

(Wir können z.B. Xi (' nehmen.) Die Dualbasis von 3' 1 (U) sei 

{ <p 1, ..• , <pn}. Dann gibt es eindeutig bestimmte Differentialformen 
<J)uE3' 1 (M) und rj,PiiE3'2 (M), sodaß gilt: 

n 

doXj = L xi/\ <pjj, j 1, ... ,n, 
i 1 

n 

d 0 (dnX} = L X;/\ Pii' j 1 .. .. ,n, 
i 1 

n 

T D = L X; /\ r i • 

i 1 

n 

Wenn man jetzt bedenkt, daß sich I über U in der Form I = L X; A <.p; 
i 1 

schreiben läßt, so rechnet man mit Hilfe der Produktregel (3) in Satz 
15.8 für dn leicht die folgenden Cartanschen Strukturformeln aus: (Man 
berechne dazu d0 I und d 0 (d 0 I) unter Verwendung von(*).} 

15.14 

n 

dcp;= L <p;iA<pi+r;, i=L ... ,n, 
j 1 

n 

d<pu=- L <P;kA<pki+P;1, i,j=1, ... ,n. 
k 1 

Satz 12.4 sagte aus, daß die äußere Ableitung d der gewöhnlichen 
Differentialformen ein Morphismus von Funktoren ist. Etwas Ent
sprechendes gilt für d 0 , wenn man sich auf die Kategorie der affinen 
Mannigfaltigkeiten und affinen Abbildungen beschränkt: 
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Unter einer affinen Mannigfaltigkeit versteht man ein Paar (M, D), 
wo M eine Mannigfaltigkeit und D ein affiner Zusammenhang auf M 
ist. Ist (M', D') eine weitere affine Mannigfaltigkeit, so heißt ein Diffeo
morphismus F: M-M' eine affine Abbildung, wenn für Vektorfelder 
X, Y,E f(M', !) M') stets DF'x F* Y = F*(D~ Y) gilt. (Dabei sei noch 
einmal an die Definition von F* X =(~0 (F))(X) erinnert: F* X 
=!'lF- 1oXoF.) 

15.15 Satz: (M,D) und (M',D') seien zwei affine Mannigfaltigkeiten 
und F:M-M' eine affine Abbildung. Dann ist F*od0 ,=d0 oF*. 

Beweis: Es genügt, F*(d0 ,cf>)=d0 (F*ct>) für den Fall zu zeigen, daß 
n 

sich cf>E'Jr(M') in der Form cf>= L XJ,<pi mit XiEf(M',!)M') und 
i= 1 

<pi E ~P(M') schreiben läßt. Dann ist aber nach Satz 15.2 (4) 

F*(d0 , cf>)= F* (t
1 

d 0 , Xi/\ <pi+ X;/\ d<pi) 

n 

= L (F*(do' XJ /\ F* ((); + F* xi/\ F* d<p;) 
i = 1 

n 

= L (do(F* XJ /\ F* <pi+ F* xi/\ d(F* ({J;)) 
i= 1 

= d0 (F*ct>), 

falls wir für jedes Vektorfeld XE f(M', !) M') zeigen können, daß 
F*(d0 ,X)=d0 (F*X) ist. Sei dazu Y ein Vektorfeld aus f(M,!'lM). 
Wir müssen (F*d0 ,X)}(Y)=(d0 (F* X)}(Y) zeigen: 

(F*(d0 X))(Y)= !) F- 1 od0 X o!) Fo Y 

= !) F- 1 o(d
0 

X o!) Fo YoF- 1)oF 

=!'lF- 1 o(d0 X((F- 1)* Y))oF 

= !)F- 1 oD;F-l)*Yx oF 

= F*(DiF•i-1v X) 

= Dv F* X= (d0 (F* X)}( Y). 1 

Als nächstes wollen wir die sogenannten flachen Mannigfaltigkeiten 
untersuchen. Dazu zuerst ihre Definition: 

15.16 Definition: Eine affi"ne Mannigfaltigkeit (M, D) und ihr affiner 
Zusammenhang D heißen flach, wenn gilt: T0 =0, R0 =0. 



§ 15. Vektorwertige Differentialformen 165 

Flache Mannigfaltigkeiten besitzen eine besonders einfache Geo
metrie; sie tragen nämlich lokal dieselbe affine Struktur wie ein eukli
discher IR": 

Sind x 1 , ... , x
0 

die euklidischen Koordinaten des IR", so wird durch 

D " (a:) := 0, i,j, = 1 ... , n, ein affiner Zusammenhang auf IR" defi-
Dxi J 

niert, den man als den euklidischen bezeichnet. Ist X= I fl f und 
n O i= 1 C X; 

Y = -~
1 

gi ox , so ist für den euklidischen Zusammenhang D 
1- j 

Insbesondere ist also Dx (~) = 0, j = 1, ... , n, wo X ein beliebiges 

ox
1 

( 0 ) Vektorfeld auf dem IR" ist. Das bedeutet aber d0 oxi =0,j=1, ... ,n. 

Lokal gibt es eine Basis von Vektorfeldern auf einer affinen Mannigfaltig
keit mit dieser Eigenschaft immer dann, wenn der Krümmungstensor des 
affinen Zusammenhangs verschwindet: 

15.17 Satz: (M,D) sei einen-dimensionale affine Mannigfaltigkeit mit 

verschwindendem Krümmungstensor R 0 . Dann besitzt jeder Punkt xEM 
eine offene Umgebung V mit einem n-Rahmen (X 1 , •.. , X 0 ) konstanter 
Vektorfelder auf V~ d.h., es gilt d 0 X; =0, i= 1, ... , n. 

Beweis: Da die Aussage lokaler Natur ist, können wir annehmen, daß 
M = G eine offene Menge im IR" mit Koordinaten x 1 , ... , x 0 und daß x 
der Nullpunkt ist. Wir suchen n Vektorfelder X 1 , ... , X" über einer Um
gebung V von 0, die linear unabhängig sind und d0 Xi=0 erfüllen. Es 

muß also d0 xi(a:.) =D __!!___ Xi=O sein, i,j=1, ... ,n. 
J Dxj 

Wir machen dazu den Ansatz 

i= 1, ... , n, 

mit fJE'?i''.L(U), wobei V noch zu bestimmen ist. Es ist 

c n a 
D C ;;-- = L Fjk -;) -

, uXk r=I CX, 
(,Xj 
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folgt; und dieser Ausdruck muß für i,j=1, ... ,n verschwinden, d.h. 
es muß 

ry f'i n 
<____:_!_ + ' t·; Fk = 0 . . k 1 ;) ~ . r jf , l,J, . = , .... n' 
( xj r 1 

gelten, und außerdem sollen die ft überall eine reguläre (n x n)-Matrix 
bilden, damit die Vektorfelder X 1 , ••• , X n linear unabhängig sind. 

Wir betrachten dazu das Differentialgleichungssystem 

~;:(x) Ft(x,f(x)), k,j 1, ... ,n, 

mit 
n 

n(.'",Y) := - I y,Ftr(x) 
r 1 

und stellen dabei n verschiedene Anfangsbedingungen 

fJ(O)=ö;k, i,k 1, ... ,n. 

Nach Satz 14.8 besitzt jedes der Systeme (*, *;), i 1, ... , n, eine Lösung 
in einer Umgebung von 0, falls wir die dort angegebene Integrabilitäts
bedingung 

<:__J_< i+I p('!:i_pc~; =o "Fk ".lFk n ( :1 n :ciFk) 

<°X; r= l ' oy, J CJ'r 

für i,j, k = 1, .. , n verifizieren können. 
Es ist aber 

n ("F' ) 1· (;;-j_111 
- wm i. 

m 1 ,<~\1 

(f l Ym Fjm) F~,) 

I (Frm F~, - FJm Ft)). 
r 1 
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Nach Voraussetzung verschwindet R0 ; es ist also dD(d0 (c~:)) 0. 
Andererseits rechnet man leicht aus: 

cF;~ 
{!xi 

-,t, (F;'m Fi~ - F{m F;~)) 

Da die Formen ° /\ dxi /\ dxjE 3"2 (G), 1 ~ i<j ~n, 1 ~ k ~n, linear un-

abhängig sind, muß also 

sein für alle i,j, k, mE { 1, ... ,n}. 

Die Differentialgleichungssysteme ( *, *i), i 1, ... , n, erfüllen also die 
Integrabilitätsbedingung und sind daher über einer Umgebung U von 
0 in G lösbar, und die durch ihre Lösungen f~, i,k 1, ... ,n, definierten 

n " 
Vektorfelder Xi L J~ 0 

E r(U, 'l) G) leisten das Verlangte. 1 
k 1 

15.18 Lemma: (M, D) sei eine. ajjine Mannigfaltigkeit der Dimension 
n mit verschwindender Torsion T0 . Ist dann (X1, ... , Xn) ein n-Rahmen 
aus konstanten Vektorfeldern auf M (d.h. d0 Xi 0), so gibt es zu jedem 
Punkt xEM eine Umgebung U mit Koordinaten x 1, . .• ,x0 , so daß über U 

X 
O 

·11·1 i ox. g1 t, , ... ,n. 
1 

Beweis: {q, 1, ••• ,q,0 } sei die Dualbasis zu \X1, ••• ,X0 }, d.h., es gilt 
<p;(X) c\, i,j 1, ... ,n. Dann ist 

dqi/Xj, Xk) = Xj(q,i(Xk)) Xk(<p;(XJ)- qiJ[ Xi, Xk]) 

X/bik) Xk(öu)- qiJ[ Xi, Xk]) 

-q>;([Xi,Xk]). 

Andererseits ist wegen der verschwindenden Torsion 

0 T0 (Xi,Xk) = d0 I(Xi, Xk) 

DxjXk-DxkXi-[Xi,Xk] -[Xj,Xk], 
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dajanachVoraussetzung Dx;Xk dDXk(Xj) 0 ist.Alsomuß [Xj,Xk]=O 
sein und somit auch (f);([Xj,Xk])=dq,;(Xi,Xd für i,j, k 1, ... ,n. Das 
bedeutet gerade d<p;=O für i= 1, ... ,n. 

Nach dem Poincare-Lemma gibt es daher zu jedem xeM eine Um
gebung U und n Funktionen x 1, ••• ,x

0
E<i'x'(U) mit <p; dx;. Daraus 

(} 
folgt Xi= i=1, ... ,n, sowie daß die Funktionen x 1, ••• ,xn Koordi-

natenfunktionen sind. (Evtl. nach Verkleinerung von U). 1 
Aus 15.17 und 15.18 ergibt sich jetzt ohne weiteres die angekündigte 

Charakterisierung der flachen Mannigfaltigkeiten: 

15.19 Satz: Eine affine Mannigfaltigkeit (M, D) ist genau dann flach, 
wenn es zu jedem Punkt xEM eine Umgebung U und eine affine Abbil
dung F: U - V gibt, wo V eine ()flene Menge in einem euklidischen IR" 
ist ( d. h. mit der oben eingeführten euklidischen a:fjz'nen Struktur versehen). 
Die durch F definierten Koordinaten nennt man e.uklidisch. 

Beweis: Läßt sich M lokal affin auf offene Teilmengen eines IR O ab
bilden, so ist M trivialerweise flach, da der euklidische Zusammenhang 
des IR" flach ist. 

Ist umgekehrt (M, D) flach, so gibt es nach 15.17 und 15.18 zu jedem. 
xEM eine Umgebung U und Koordinaten x 1, ... ,x0 für U, so daß die 

Vektorfelder 
O 

... , tJ konstant sind. Dann definieren die x 1, ... , x
0 

aber gerade eine affine Abbildung von U auf eine offene Menge des IR". 1 

Zum Abschluß dieses Paragraphen wollen wir die Divergenz eines 
Vektorfeldes einführen: 

15.20 Definition: (M,D) sei eine ajJine Mannigfaltigkeit. Für ein Vek
torfeld XE r(M, 'l) M) ist dann die Divergenz an der Stelle XE M definiert 
als Spur des Vektorraumendomorphismus (dDX),: 'l)xM-'.!l, M: 

Ist F: M -M' eine affine Abbildung zwischen zwei affinen Mannig
faltigkeiten (M, D) und (M', D'), so ist für ein Vektorfeld XE r(M', l) M') 

(divD(F* X))(x) Sp((d0 F* X),) _Sp((F*d0 , X),) 

Sp('l) p- 1o(dD' X)F(x)o'l)F) 

= Sp((d0, X)F(xl)= (div 0, X)(F(x)) 

(F*(divD X))(x), 
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d. h., es ist divD(F* X) F*(div0 X). Die Divergenz ist also eine affine 
Invariante. 

Wir wollen noch die Divergenz eines Vektorfeldes in lokalen Koor
dinaten ausrechnen: Seien dazu x 1, ... ,x

0 
Koordinaten auf einer offenen 

Menge U einer affinen Mannigfaltigkeit (M, D). Das Vektorfeld 
" c . 

XEr(U,'.DM) habe eine Darstellung X .L .h /;EJ0(U). Dann ist 

Mit D 

also 

oder 

15.21 

i= 1 

n , i) 
.L Fli hat man daher 

j= 1 

d . ;._, (c J,, {' .L" Fi) IV X= ) ;;;- + /i ,. • o 1... ex . , J• 
i= l i j 1 

Ist speziell D der Riemannsche Zusammenhang zu einer Riemann
schen Metrik auf M, so sind die FrJ = r0 die Christoffel-Symbole zweiter 
Art, und wir haben 15.21 mit rj1 anstelle von Fj;. Im übrigen soll die 
Theorie der vektorwertigen Differentialformen auf Riemannschen Man
nigfaltigkeiten in den Paragraphen 16 und 17 behandelt werden. 
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M sei im folgenden eine n-dimensionale orientierte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit; gE9Jl2 (M, 't>M) bezeichne die Riemannsche Metrik 
auf M und d V das orientierte Riemannsche Volumenmaß, das dadurch 
eindeutig festgelegt ist, daß d V (e 1x, ... , e 0 .) = 1 ist für alle positiv orien
tierten Orthonormalbasen (e1x, ... ,e0 x) von 't>,M, XEM. Jeder Tangen
tialraum 't>,M von Mist also mit dem Skalarprodukt g,:=gl't>, Mx 't>,M 
und der durch dY, := dV l('t>x M)° repräsentierten Orientierung versehen. 

In Kapitel I, § 31 hatten wir für orientierten-dimensionale reelle Vektor
räume X mit Skalarprodukt (·,·):X x X->JR Skalarprodukte 

(·,·)P:APX x APX --..JR, p 0, 1, ... ,n, 

und einen *-Operator 

*:APX ->An-px, p=O, 1, ... ,n, 

eingeführt. Diese Abbildungen induzieren auf kanonische Weise ~ 0 (M)
bilineare Abbildungen 

(·,·)p: t)°p(M) x ijP(M)->~0 (M), p 0, 1, ... ,n, 

und wieder als *-Operator bezeichnete ~ 0 (M)-lineare Abbildungen 

*:g;P(M)->~n-p(M), p=O, 1, ... ,n: 

Für w, wE ~P(M) definieren wir: 

(w,w)p(x):=(w,,w,)p, xEM. 

Dabeiseidaranerinnert,daßwJür xEM die Beschränkung w, wl<Ii,Ml" 
ist. Ferner setzen wir für wE~P(M): 

(*w).:=*(W,), XEM. 

*W ist nach Konstruktion alternierend (n - p)-linear auf jedem Tangen
tialraum n,M, xEM. 

Es bleibt die Differenzierbarkeit der Funktionen (w, w)P: M-> 1R und 
*w:!) M(n-p>_, 1R zu zeigen. Jeder Punkt aus M besitzt eine offene 
Umgebung U in M mit einem orientierten Orthonormalrahmen (e 1, .•• , en); 
(ef, ... ,e~) bezeichne den hierzu dualen Rahmen, d.h. (eT,, ... ,ei,) ist die 
Dualbasis zu (e1x,···,en,) für alle xEU. Die Beschränkungen wlu und 
<.:Vlu haben dann die Darstellungen 
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wlu w . e* /\ ··· A e* 
IJ • • •lp lt lp' 

1 i1 < ···<ip n 

<»lu 

mit auf U differenzierbaren Funktionen wj, ... ;", wi, i"' so daß für alle 
XE U gilt: 

(w,<v)P(x)= L tt\ ·i)x)~i'i,· i)x)(et /\ ··· A efp, ej, /\ ··· A ej.)P 
1 ~11 < ···<ip$n 
l,s;,j1<'" jpS.n 

= L W;, ' ip(x)w;, ;,,(x); 
1:s;i 1 <--·<ip~n 

d. h. (w,w)p ist differenzierbar auf U und damit auch auf ganz M. 
(*w).:= *(w,) hat die Darstellung (siehe Kap. I, § 3) 

(*wt L (w,/\eiµ+,x/\···Aet,,.dV,)ne:+,xA···/\e:"nx 
l lp+ 1 < .. ·<iu5n 

für alle XE U; also haben wir 

*Wlu = °" (wlu· A e"f' /\ · · · /\ e~ dVlu) e~ /\ · · · /\ e~ L ; lp+l In'" n lp----t In' 

1 Sip+ 1 <· ··<in!fn 

d.h. *<nlu ist differenzierbar und damit auch *(l) selbst. 
Die in Kap. I, § 3, abgeleiteten Rechenregeln für den *-Operator gelten 

auch für den *-Operator 

*: ijp(M) .... ij0 p(M). 

Zunächst einmal läßt sich, wie in Kap. I, § 3, der *-Operator dadurch ein
deutig charakterisieren, daß für wPEijP(M), w

0
_ ij0 _P(M) gilt: 

(*Wp,wn_p)n-p (wp /\ <»n-p,dV)n. 

Ferner gelten wieder die Rechenregeln (a) bis (g) von Satz 3.10 in Kapitel I: 

16.1 Satz: 
(a) 

(b) (*Wp,Wn-p)n-p=( 
(J)n- ijn-p(M), 

(c) (*Wp,*<i\)n-p=(Wp,ci\)p jür (l)P,WPE~p(k/), 
(d) wp A *<Vp (wp,wp)pdV für Wp,WpE ijp(M), 
(d') <pA*<p=dV fur jede Pfajfsche Form <pEij1 (M) mit (ip,ip) 1 1, 
(e) wpA*Wp=<VpA*Wp, 
(e') *wp /\ o1P *OJP /\ wP für wP,C:r)PE ~P(AJ), 
(f) *(*wp)=( l)!n-plpwp für WPE~P(M), 

(g) *')X/\*] Y)=g(X, Y) für Vektorfelder X, Y auf' M. 
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Zu Aussage (g) ist folgendes zu bemerken: Das Skalarprodukt 
gx: !\Mx '.DxM-,JR auf dem Tangentialraum '.D,M,xEM, induziert 
einen Isomorphismus (siehe§ 3): 

Jx:!'\M _, ('.D,M}*=A 1('.D.M) 

von !\ M auf den Dual raum ('.D, M)* von l)x M, definiert durch 

(i,X) Y:= g,(X, Y) 

für X, YE'.D,M. Man kann also eine Abbildung 

}: ~o(M) _, ~1 (M) 

erklären, die jedem Vektorfeld XE ~ 0 (M) eine Pfaffsche Form} XE ~ 1 (M) 
zuordnet mit der Eigenschaft 

(jX), := J,(X(x))=gx(X(x), XEX. 

Wie in Kap. I, § 3 (vergleiche 3.8 Zusatz 1 und Formel 3.11) beweist man 

16.2 Satz: 
(a) (X 1 , ••• , X 0 ) sei ein orientierter Orthonormalrahmen auf M, (<p 1 , ... , <p0 ) 

bezeichne den dualen Rahmen; dann ist 

fiir jede Permutation (v 1, ... , v0 )E~. 

(b) Ist (Xi, ... , X 
0

) ein orientierter n-Rahmen auf einer offenen Menge 

U,;; M, bestehend aus lauter Koorllinatenvektoren ( d. h. Xi 
a 

mit 

Koordinatenfunktionen Xi, .. .,x
0 

auf U), dann können wir den dualen 
Rahmen mit (dx1, ... ,dx0 ) bezeichnen, und es gilt: 

für v= 1, ... , n. Dabei ist gij := g(Xi,XJ) für i,j= 1, ... , n und (gvp) 
:=(giJ)- 1

, lgl:=det(giJ). 

Mit Hilfe des *-Operators und der äußeren Ableitung 
d:~P(M)->3-p+ 1 (M) kann man die sogenannte Coableitung 

8: ~p(M) _, ~p- i (M) 

für p=0,1, ... ,n einführen (dabei verabreden wir 3- 1(M):={0}). Sie 
ist eine IR-lineare Abbildung. 
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16.3 Definition: 
(a) öwP:=(-1)np+n*(d(*Wp)) für WPEiP(M), p 1,2, ... ,n. 
(b) 0 für fE Jo(M). 

Bemerkung: Man beachte, daß o nicht von der Orientierung von M 
abhängt, da in der Definition von 6 der *-Operator zweimal vorkommt: 

Insbesondere läßt sich o auch auf einer nicht orientierten Mannigfaltig
keit definieren, indem man diese lokal irgendwie orientiert und so 8 lokal 
definiert. 

Wir wollen einige Rechenregeln für die Coableitung zusammenstellen: 

16.4Satz: 
(a) 
(b) 

(c) 
(d) 
(e) 
(f) 

Beweis: 

öö 0, 
*Öd=dlh' 
*do=od*, 

d*8 o*d=O, 
*(ÖWp) ( 1)P 1 d(*Wp), 

o(*wv)=(-1)P*(dwp) für wPEJ(M). 

(a) 
(b) 

oö ±(*d*)(*d*)=±*dd* 0. 
(*8d)wp=(-1t(p+ l)+n**d*dWp=(-1)nP( 1)(n-p)pd*dWP 

=(-1)Pd*dwP für wvE3\(M), 

(d<>*)Wp (-1)n(n-p)-rnd*d**Wp (-1)°P(-1)(n-p)pd*dWP 

( 1)Pd*dwP für wPE~P(M). 

Daraus folgt: *Od=dö*. 
(c) und (d) beweist man analog zu (b). 

(e) *(Öwp)=(-1fp+n**d*Wp=( 1)"P+n( -1)(n-p+ l)(p- l)d*Wp 

( 1)P- 1 d(*Wp). 

(0 beweist man analog zu (e). 1 
Wir wollen die Coableitung 6 in Koordinaten beschreiben. Sei U eine 

offene Menge in M mit orientierten Koordinaten x 1, .... ,x0 (d.h. 

(i}
i} , ... , ;,,i} ) ist ein orientierter n-Rahmen), dann läßt sich eine 1-Form 
,xi uxn 
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n 

WE~ 1(M) in der Form wlu 
Satz 16.2, (b)): 

L J~dxµ darstellen, und es gilt (vergleiche 

Daraus folgt 

8wlu = *d *Wlu 

11 l 

n n n i) 
* L, L, L, (-1)p-l ~- (f~ rtPt/lgJJdxv /\ dx1 /\ ··· /\ &p /\ ··· /\ dxn 

v=l µ l p 1 OXV 

n n i) _ r-----

= * L L . (j~gµvVlgl)dx1 /\ ... /\ dxn' 
v= l µ 1 

d.h. 

16.5 

Sind x 1, ... , x 0 euklidische Koordinaten, d. h., ist gij 

somit lgl = 1, dann ist 
gij=ö· und 

1) 

Allgemein läßt sich die Coableitung öwP einer p-Form wPEiP(M) 
in euklidischen Koordinaten wie folgt ausdrücken: Sei 

wplu= L fv,••·Vpdxv,A···AdXVp' 
1 :$V1 < ···<vp~O 

~ 0 (U) ist, dann gilt: 

16.6 

p -8wplu L L (-1)P- 1 -~~dxv,A···AdxVp/\···/\dXvp· 
l~vt<···<vµ:Sn p=l 
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Mit Hilfe von d und ö können wir den Laplace-Beltrami-Operator 
einführen. 

16.7 Definition: Die IR-lineare Abbildung l'!.:=dö +öd: JP(M) ....... ~p(M) 
heißt Laplace-Beltramischer D{(ferentialoperawr. 

Bemerkung: Genau wie die Coableitung 8 hängt auch I'!. nicht von der 
Orientierung von M ab. Insbesondere läßt sich /'!. auch wieder auf nicht
orientierbaren Riemannschen Mannigfaltigkeiten definieren. Für p 0, 
d.h. /E'J0(M) ist l'!.f =ödf, da öf =Ü ist. 

Wir wollen einige Rechenregeln für den Laplace-Operator zusammen
stellen: 

16.8 Satz: 
(a) 
(b) 
(c) 

*Ll Ll*: 
dß=Lld=död: 
öl'!. Llo ödö. 

Beweis: (a) *ß=*do+*öd od*+d<h=(öd+do)*=I'!.*, 
(b) d.il=ddö+död dod död+ödd=(dö+od)d l'!.d, 
(c) ol'!. ödö+oöd=ödo=odo+döo (od+do)ö=l'!.ö. 1 

Wir wollen den Laplace-Operator mittels Koordinaten beschreiben. 
Sei V eine offene Menge in M mit orientierten Koordinaten x 1, ••• ,x0 ; 

dann gilt für 'J0 (M): 

1'!.f ödf 8 I :"!. dxµ. 
µ = 1 C Xµ 

Unter Benutzung von Formel 16.5 erhält man hieraus: 

16.9 Llf = )~ I f 
li IYI ,, 1 '= 1 
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Für euklidische Koordinaten x 1, •.• , xn ergibt sich hieraus: 

lif= f a
2

{. 
v= 1 axv 

Für euklidische Koordinaten läßt sich auch /iwP für <vPE ~P(M) leicht 
in Koordinaten angegeben. Sei 

dann gilt: 

W= p 

!iwp= L /i(fv, ... vp)dxv, /\ ... /\ dxVp. 
l.:$,v1<···<vp_:=:;n 

+ t, ~ (-1)p- l aif dx /\ dx /\ · · · /\ ~ /\ · · · /\ d X 
L, L, a a V i p • P' 

p=I v=p+I XP Xv 

Beispiele: Den dreidimensionalen reellen Zahlenraum IR 3= { (x 1, x 2 , x 3 ); 

xiEIR} kann man wie folgt als Riemannsche Mannigfaltigkeit ansehen: 
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Die Riemannsche Metrik g sei festgelegt durch g (:ia , -{-) = c\ für 
cxi <,xi 

i,j = 1, 2, 3; d V= dx 1 /\ dx 2 /\ dx 3 repräsentiere die Orientierung, so daß 
also dV das orientierte euklidische Volumenmaß des IR 3 ist. Hierfür 
wollen wir einmal den Laplace-Operator in Kugel- und Zylinderkoor
dinaten berechnen. 

( 1) Kugelkoordinaten: Die Kugelkoordinaten (r, a,/J) hängen mit den 
euklidischen Koordinaten (x 1,x2 ,x3 ) wie folgt zusammen: 

x 1 = rcos a sin {J , 

x 2 = r sin a sin {J , 

x 3 = rcos {J, 

für Ü<r<oo, Osa<2n, O<{J<n. 
Die Koordinatenvektorfelder haben die Gestalt 

Xi:=~= ox 1 }!__ + ox2 _!j__ + i1x 3 _!j__ 
Dr er OX1 or (iX2 <1,- rX3 

. a . . ? a 
=cosasm{J~ +smasm{J~ +cosß-:1 -, 

l X1 cXz <X3 

. . a . a 
= -rsmasmß~ +rcosasmß-;i -, 

UX1 CXz 

Daraus folgt für die Komponenten gii:=g(Xi,Xi) der Riemannschen 

Metrik g des lR 3, die durch g (--!-, :ia ) = c\ festgelegt ist: 
cxi cxi 

1 2·2a 2 Of" · 'dh g 11 = , g22 =r sm p, g33 =r, flii= ur 1,t,J, .. 

0 

„2 sin2 ß 
0 

0) 0 . 
„2 
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Daraus folgt: 

0 

0 

() () 

0 

0 

und t/fgf = Vr<let(uu) r 2 sin /3. 
Auf Grund von Formel 16.9 gilt für J0 (IR 3

): 

1 ( a (t r :--) t (/<' t )) :-·--) t (cf f..f ,- ~-- --:;--y 111
/ fgf + -:::- y"- 1/ lol + ~/:1 -~

1
} Y33 

V IY I c r c r v c :X v c ' ( J 

--
1
-. --(~_

1 
__ :_(<~_f r2 sin{>) + (' (

1

~~L - 1
---r2 sin/J) 

r 2 sm{> er Cl' t'c1. r 2 sin 2 fi r 

d.h. 

- r - + - sm /j - + -- ---t ( i1 ( 2 ö ) 1 c ( . t ) 1 {'
2 

)' 

c r Cl' sinßr{J t'ß sin 2 {Jtc1.2 . 

(2) Zylinderkoordinaten: Die Zylinderkoordinaten (r,c1.,h) hängen mit 
den euklidischen Koordinaten (x 1,x2 ,x.,) wie folgt zusammen: 

X 1 =/'COS'Y.. 

x 2 = rsin x, 

x„ h. 

für Ü<r< x.,, O:s;;c1.<2rr. x <h< + :,_. 
Die zugehörigen Koordinatenvektorfelder haben die Gestalt: 

C 
X1 := 

- -C . ( 
COS'Y. -, - + Sill X-, - . 

CX 1 ( X 2 

; 
X 2 := = - r sm x 

( ( 

+ rcos a, 
:X X1 <X2 

( ( 

X-1 th r'x 3 
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Daraus folgt für Y;i:=g(X;,Xi), i,j=1,2,3: y 11 =L g22 r 2 y33 1, 

Yii O für i ctj, d. h. 

'1 0 0) 
lfl„I ü ';: ~ · 

Daraus folgt: 

0 
()) 

„2 0 

0 1 / 

und Vlgl Vdet(g;J r. 

Auf Grund von Formel 16.9 gilt für ioOR 3 ): 

11f= -L ((! ((:.1 gllJ/lgl) + : .. '1 ((/g221/1g1) + (.} (~Ly3311jg1)) 
Vlgl rr or V ((X ('(X I i:h <h V 1~) 

= _!_ (;.;_ (,. (?) + a (! <:I) + i: (/.r <?)) 
r er er r c:1. eh 

tJ2 J 1 cf 1 a2 r r =~+ ~-+ ...... · +-' 
Dr2 r or D,x2 Dli' 

d.h. 
1 f 

+- -+ 
r Dr + c:;··h2· 

( 

Dem obigen Beweis entnimmt man sofort, daß für den IR 2 der Laplace
Operator in Polarkoordinaten (r, a) die folgende Gestalt hat: 

A 
i:2 1 t t2 
2„2 + - ,~ -;;--, ,. r er 

Wir wollen nun die Greenschen Formeln ableiten, die zusammen mit 
dem Stokesschen Jntegralsatz die Greenschen Integralformeln ergeben: 

16.10 Satz: ( Greens ehe Formei): 
Für wPE~P(M), 6\ 1E~P 1(,,\,1) qilt: 

d ( <'\., - l J\ * w p) = d c!) r - l /\ * w r + cu r - I /\ * i) m r 

= (d<nP 1 , u;r)r d V+ (6)r _ 1 • ömp\, 1 d V. 
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Beweis: d(<Z,p-1 /\ *Wp)=dwp-1 /\ *WP +(-1)p-l wp-1 /\ d*Wp 

=dwp-11\ *Wp+wp-11\ *ÖWp, da d*Wp=( 1)p-l * 8wp ist. Die zwei
te Gleichung folgt aus Satz 16.1 (d). 1 

Wir wollen nun verschiedene Spezialfälle der obigen Greenschen 
Formel betrachten: 

16.11 Satz: Für WE~i(M) ist 

d(*w)=8w-dV. 

Beweis: Man setze in Satz 16.10 für w die Konstante t ein. 1 

16.12 Satz: Für w,wE ~P(M) gilt: 
(a) d(8w /\ *<») = (d8o), w)Pd V+ (8w, 8w)p- 1 dV, 
(b) d(w /\ *dw)=(dw,dw)p+ 1 dV +(w,ödw)pdV, 
(c) d(öW/\ >t<W+WI\ >t<dw) (L\w,w)pdV +(dw,dw)p+ 1 dV+ (8w,6w)p-1 dV' 
(d){(L\w, w)P -(L\w, o))p)d V= d(ow /\ *W- öw /\ *W + w /\ >t<dw-w /\ *dw), 
(d')(Spezialfall p O von (d)): 

((L\])f - [llf)dV =d(f(>t<d])- j(*df)), 

(c') (Spezialfall p=O von (c)): 

d{f(>t<df})= {ll/) f dV +(df,d/) 1 dV. 

Beweis:(a)MansetzeinSatz16.10für wP 1 die(p-1)-Formöwein. 
(b) Man ersetze in Satz 16.10 p durch p + 1 und wP durch dw. 
(c) Man vertausche in (b) w und w und addiere dann die Gleichungen 
(a) und (b). 
(d) ergibt sich auf naheliegende Weise aus (c). 1 

Wir wollen die Verträglichkeit der Operatoren *,8 und /l mit dem 
Liften von Differentialformen untersuchen. 

16.13 Satz: M, N seien n-dimensionale orientierte Riemannsche M annig
jaltigkeiten, f: M-+ N eine orientierte isometrische differenzierbare Ab
bildung ( d. h. '!)J: l)x M-+ 'nr(x) N ist fur alle x EM eine orientierte 
Isometrie). 

Dann sind die folgenden Diagramme für p=O, 1, ... , n kommutativ: 

Der Beweis ergibt sich sofort aus der entsprechenden Aussage in der 
multilinearen Algebra (siehe Satz 3.14, Kap. I). 
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16.14 Satz: M,N seien n-dimensionale orientierbare Riemannsche 
M annigfaltigkeiten, f: M-> N eine isometrische differenzierbare Abbil
dung. 

Dann kommutieren die.folgenden Diagramme.für alle p=O, 1, ... , n: 

~P(M) iP(N) 
r 

ip(M) - ~p(N) 

öl l ö dl ld 

ip-1 (M) ip-1 (N) ijp(M) J_:__ iP(N). 

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem obigen Satz 16.13 und der Ver
träglichkeit der äußeren Ableitung d mit dem Liften sowie der Orientie
rungsunabhängigkeit von 8. 

Ganz analog wie bei gewöhnlichen Differentialformen kann man auch 
für vektorwertige Differentialformen auf einer orientierten Riemannschen 
Mannigfaltigkeit M einen *·Operator einführen (man vergleiche die 
Einführung des *-Operators für vektorwertige alternierende p-Formen 
in Kap. I, § 4): 

16.15 Definition: *: ~P(M)->~ 0 P(M) sei definiert durch 

(*.Q)x:=*(.Qx) 'VxEM, .OE~P(M). 

U sei eine offene Menge in M mit orientierten Koordinaten x 1 , ... , x
0

; 

( 
'": :ci) -

8
°-, ... , : bezeichne den orientierten n-Rahmen der zugehörigen 
Xi VXn 

Koordinatenvektorfelder. Dann läßt sich .Oli.: wie folgt schreiben: 

" 
.01u I a 

i= 1 

Es gilt dann: 

" 
(*.Q)x:= *(Qx) L 

i= ! 

Beispiel 1: ds:= /IlM E ~ i(M) ist eine vektorwertige 1-Form (vergleiche 
Beispiel 1 von § 4, Kap. I), die sich in lokalen Koordinaten (siehe obige 
Bezeichnungen) wie folgt schreiben läßt: 

n 

dslu I 
i=l 
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dF:= *dsdt- i(M) ist eine vektorwertige (n--1 )-Form (vergleiche 
Beispiel 2 von § 4, Kap. I), die sich in orientierten lokalen Koordinaten 
wie folgt darstellt: 

Mit Hilfe der vektorwertigen (n-1 )-Form d F auf einer n-dimensio
nalen orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M läßt sich das 
orientierte euklidische Volumenmaß d V' einer orientierten (n -1 )
dimensionalen Riemannschen Untermannigfaltigkeit M' von M gut 
beschreiben. Man wähle auf einer geeigneten Umgebung U eines jeden 
Punktes aus M' einen orientierten Orthonormalrahmen (X 2 , ••• , X 

0
). 

Es gibt dann genau ein Vektorfeld n auf M', so daß (n,,X2 .,, ... ,X0 .,) 

für alle XE U eine orientierte Orthonormalbasis von 1). M darstellt (ver
gleiche Satz 4.9 (3) und (4)). Es ist dann 

dV' =dV(n, D, ... , DllcnM·in-11 =(dF,n). 

Wir wollen dV' =(dF,n) in einem Spezialfall berechnen: 

Beispiel 2: Wir können den reellen Zahlenraum IR 0 :={(x 1 , ... ,x
0
); 

X; E IR} wie folgt als orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ansehen: 

Die Riemannsche Metrik g sei festgelegt durch g (/ , _j__) = c\ für 
UX; OXj 

i,j= 1, ... , n; dV:=dx 1 /\ ... /\ dx 0 repräsentiere die Orientierung. Natür
lich ist dV dann das orientierte euklidische Volumenmaß des IR 0

• 

Figur 5 

Sei nun Dein Gebiet im IR 0
-

1 mit den Koordinaten x 2 , ... ,x0 , 

f:= D-->IRn-t eine differenzierbare Funktion. Gr:= {(f(x).x); 
x=(x2 , ... , x

0
)E D} ist eine abgeschlossene differenzierbare Unter

mannigfaltigkeit von IR x Ds;IR 0
, der sogenannte Graph von f. 



§ 16. *-Operator, Coableitung, Laplace-Beltrarni-Operator 183 

Wir können Grals Riemannsche Untermannigfaltigkeit des IR 11 ansehen, 
deren Metrik y' gleich der Beschränkung der Metrik y des IR 11 ist. 

i:D-->Gr, D3X=(x2 , ... , x
11

) ...!... (f(x),x 2 , ... , x 11 )EGr, stellt einen Diffeo
morphismus dar mit der Umkehrabbildung (f(x),x 2 , ... , x 11 )>-->(x 2 , ... , x 11 ); 

d. h. x 2 , ... , x 11 sind Koordinaten von Gr. 
Wir können eine Orientierung von Gr durch Angabe eines Normalen

feldes n auf Gr vornehmen. Dazu betrachten wir das folgende Vektorfeld 
n' auf Gr, das nirgends auf Gr verschwindet: 

n'(f(x),x) := --/- - L :i'- (x) T~- . 
1 

1 " cf r 1 

(. X 1 (f(x), x) ,. = 2 (. X v ( .\ v (f(x), x) 

Wir können es wie folgt normieren: 

. i'{ i' c' ·(?) Die Vektorfelder Xµ:=~- ;;~ + --- = 't' 1 ~ auf Gr, f1 = 2, ... , n, 
<Xµ CX1 CXµ <X1, 

bilden einen (n -1 )-Rahmen. Man verifiziert leicht, daß (Xµ' n') = 0 ist 
für f1 = 2, ... , n. Das heißt, daß n(f(x), x)l_ 't'm,1.x) Grund lln(f(x),x)II = 1 
ist für alle XED. d V'= (d F, n) repräsentiert also eine Orientierung auf 
Grund stellt gleichzeitig das zugehörige orientierte euklidische Volumen
maß dar. 

Wir wollen einmal dV' in den Koordinaten x 2 , ... , x 11 ausdrücken, 
d. h. i* d V'= i*(d F, n) berechnen: 

i*dV'=i* (t ( 1 ( ( n 

?xv/\*dX,,v n (-.·1·)2 r~- - L ( · 1 /! = 2 

1 + I ;;-
/1 = 2 < XP 
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n (i)B_' 2 t+I :] ... 
v= 2 CXV = - -dX /\···/\dX 

n ( O r)2 2 n 
t+I ~ 

v=2 OXV 

V- n (of)2 
= 1 + L ~ dXz/\•••/\?Xn. 

v=2 axv 

Fassen wir zusammen: 



§ 17: Vektoranalysis 

Im folgenden sei M wie im vorangegangenen Paragraphen eine n-di
mensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (mit Riemann
scher Metrik ge9Jl2(M, 'DM) und orientiertem Riemannschen Volu
menmaß dVE~n(M)). 

Wir wollen nun die Begriffe und Ergebnisse des letzten Paragraphen in 
die Sprache der Vektoranalysis übertragen. Die Übersetzung geschieht 
im wesentlichen mittels der Abbildung 

): ~o(M)--> i1 (M), 

die Vektorfeldern X: M--> !) M auf M gewöhnliche Differentialformen 
vom Grade 1, also Pfaffsche Formen j X:!) M __. IR auf M zuordnet. Ist Y 
ein Vekfor aus 'D,M,xEM, so definiert man (vergleiche§ 16, Seite 172) 

(jX) Y:= g(X(x), Y). 

j X ist wegen der Differenzierbarkeit von g und X differenzierbar auf!) M; 
da g eine lineare Funktion des zweiten Arguments darstellt, so ist j X auf 
allen Fasern 'D,M,xEM, linear;jX gehört also zu ~ 1 (M). 

Wir wollen nun jX mittels orientierter Koordinaten x 1, ••• , x
0 

auf 
einer offenen Menge U s;: M beschreiben. Der zugehörige orientierte n-

Rahmen von Koordinatenvektorfeldern ist (/--, ... , ,/' ), und Xlu 
läßt sich in der Form x I c. Xn 

Xlu 

darstellen, und es gilt (siehe Satz 3.1 (a)): 

( c) 
j oxv 

. (a a) wobei gvµ := g ~-' ~ 
oxv uXµ 

für v,µ 1, ... , n ist. 

Daraus folgt nun: 

)Xlu=J(XhJ= ± ( ± fvYvµ)dxµ. 
/1 ~ 1 V J 

• 
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j ist ein ffo(M)-lsomorphismus; und zwar gilt mit den eben verwen
deten Bezeichnungen 

Wir definieren jetzt die klassischen Operationen der Vektoranalysis, 
die Divergenz 

div: ~ 0 (M) -> i 0 (M), 

den Gradienten 

grad: i 0 (M) -> ~ 0 (M), 

die Rotation (für dimM 3) 

rot: ~ 0 (M)-> ~ 0 (M) 

und den vektoriellen Laplace-Operator 

X: ~0 (M)-> ~ 0 (M). 

17.l Definition: Für fEi0(M) und XE~0(M) sei definiert: 

divX öjX *d*jX, 

grad f I df, 

rotX 1 *djX (dimM=3), 

Xx 1 AJX. 

Wir wollen hierfür nun einige Rechenregeln beweisen. Dabei verwen
den wir folgende 

Bezeichnungen: Es sei Meinen-dimensionale orientierte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit, gE9J12 (M, '.!) M) die zugehörige Riemannsche Metrik, 
dV E in(M) das orientierte Riemannsche Volumenmaß auf Af, 
D: ~ 0 (M) x ~ 0 (M)-> ~ 0 (M) der zugehörige affine Zusammenhang, d d0 

die durch D induzierte äußere Ableitung d: ~v(M)-+ ~P + 1 (M), 
p=O, 1, ... , n. Die vektorwertigen Differentialformen dsE~i(M) und 
dF = *dSE ~n- 1 (M) seien wie in § 16, Seite 181, definiert. X und Y be
zeichnen Vektorfelder auf M, f und h differenzierbare Funktionen auf 
M. [X, Y] sei das Lie-Produkt der Vektorfelder X, Y auf M; statt 
g(X, Y) schreiben wir häufig abgekürzt (X, Y). Mit x 1 , ... , xn bezeich
nen wir Koordinaten auf einer offenen Menge U s M. Falls in einer 
Formel rot vorkommt, wird dim M = 3 vorausgesetzt. 
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17.2 Satz: 
(1) (X,ds)=JX, (grad f,ds)=df, (X,dF)=*}X, 
(2) <l(ds)=O, <l(dF)=O, 
(3) divX-dV=*Ö)X=d(X,dF)=<lX A<lF=Sp<lX·dY 

=div0 X -dV, und damit div X div0 X, 
(4) gradf AdY=ct(f-dF)=df AdF, 
(5) (gradf, dF)= *df, 
(6) (gradf, gradg)dV =df /\ *dg=(df,dg) 1 dY, 
(7) rotX AdY=<l(dFxX)=dfxctX, 
(8) (rot X, dF) dj X d(X,ds)=<lX /\ ds, 

3 

(9) rotX\v Ir 1(dx,)xD_i)_(X), 
i 1 t1xi 

(10) grad(f·h)=f-gradh+h-gradf, 
(11) div(f · X)= f -div X +(grad f, X), 
(12) A(f·h)=f·Ah+h·llf +2(gradf,gradh), 
(13) div(X x Y)=(rotX, Y)-(X,rot Y), 

(14) rot(f ·X) f ·rot X +gradf x X, 
(15) rot(X x Y)=(div Y)· X -(div X)· Y - [X, Y], 
(16) grad(X, Y)=F 1 ((dX, Y)+(x,d Y)) 

Dx Y + Dv X+ X x rot Y + Y x rot X, 
(17) div(gradf)=Af, 
(18) grad(div X)= rot(rot X)+ L\X, 
(19) rot(gradf) 0, 
(20) div(rotX)=O, 
(21) d((f · grad h), dF) =U · llh + (grad f, grad h))dV, 
(22) d((f·gradh-h-gradf),dF) (f·Ah-h·AfldV. 

Beweis: (1) (X,ds)=JX und (X,dF)=*iX folgen sofort aus den ent
sprechenden Aussagen der multilinearen Algebra (siehe Satz 4.8 (2) und 
(3)). Setzt man in (X, ds) = j X für X speziell grad f ein, so ergibt sich: 
(gradf,ds)=jgradf df. 
(2) In lokalen Koordinaten x 1 , •.. , xn auf einer offenen Menge U M 
gilt: 

<l(ds) = d (,.I, __!'_ /\ d x) = I. d (JL) /\ dx. 
~ CX; , 

1 
i~ I UX; 

1 

• 
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( ( a) = I. D ;)-~ 
1<• ax, 

Wählen wir nun orientierte Koordinaten x 1, ••• , xn auf einer offenen 
Menge U M, die in einem Punkt XE M geodätisch sind, so gilt dort 

cg j)nij olgl 
~..il(x)=n(x) _'l:1-(x) = -f-(X)=O. 
axk IJ oxk (;Xk 

Daraus folgt: 

d-(~ a) 
ax. X 

= ( ± ± ni a /\ dxj) 
j= 1 k I X 

(d*dX;), (d ± (-1)"- 1 i"Vlrildx1/\···/\d.\,A· .. /\dXn) 
p= 1 X 

Also gilt: 

_ (- n a ) (d(dF))x = d .L ;r-: /\ *dX; 
!= J xi X 

=J
1 
(a 0~}/\(*dx;),+J

1 
(a~} A(d*dx;), o, 

d. h., es ist allgemein 'J(dF) = 0. 
(3) divX,dV ö(jX)·dV=*Ö)X d(*)X)=d(X,dF)=dX AdF. 
Um dX /\ dF = SpdX · dV zu verifizieren, wollen wir lokale Koordi
naten x 1, ... , xn auf einer offenen Menge U s;; M verwenden. X lv hat 

n a 
dann eine Darstellung Xlu = I f k mit auf U differenzierbaren 

k=l 

Funktionen fk,k 1, ... , n. Man rechnet nun aus: 

_ n (n , c) n a 
dX /\ dFlu I D ä. L f k --.::--:· /\ dx; A I /\ *dxi 

i I ilx, k= 1 cxk j= l 



§ 17. Vektoranalysis 189 

i i i (/-<fk)(;i!__, / )+ fk(Da(~ö ), ,,i'! ))(dxi,d.\)1dV 
i=l J=I k 1 uci o.,\ üXi ,:x, cxk uxi 

= I. I. I (/ (fi.)gki+ fk I ffkYri)yiidV 
i 1 J = 1 k 1 <,Xi r = 1 

=(.f / (f;)+ .f I fkr:k)·dV =Spur(dX)·dV[u 
, = 1 (.X, , = 1 k l 

Die vorletzte Gleichung folgt aus 

dXlu _i D Ji_ ( I fk /-) dxi 
,=1 ex, k 1 (Xk 

n " 0 0 n 

= I I Ud Adxi+ I 
n n 

I I IJ!k 
i l k = 1 i 1 k=I j=~ 

n () " n . 

SpdXlu Jl OX; (n+ Jl J, IJ:k. 

(4) gradf A dV 1(df)AdV i ~~F 1(dx,)AdV 
i= i cxi 

i i a.r 
i = 1 j= 1 

(5) (gradf,dF) *}gradf =*df. 
(6) (gradf, gradh)dV =(df,dh)i dV =df A *dh, 
(7) Wir rechnen erst einmal dU X) in lokalen Koordinaten x 1 ,x2 ,x3 aus: 

3 

d(j X)=d(X,ds) ax A ds= I D (X) A dxk A ds 
k 1 

Daraus folgt: 

• 
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Wir können nun die Rechenregel (7) beweisen: 

dF x dx = ( ± iJ /\ *dx;) x ( ± D ,~ (X)/\ dxk) 
1 = 1 k = 1 ,1x, 

= ± L_3 r1*(i-(;:,1(x2:/\JD_,i_ x)gik•dV 
i 1 k- 1 1 !fxk 

1 

* (J
1 
J/(i\~) Aj(D X)} dV 

1
* ct

1
dXk/\j(D x)} dV 

rot X/\ dV. 
(8) (rotX,dF)=*}(rotX)=*jj- 1*d}X **diX djX 

d(X,ds)=<lX Ads+X A<lds dX Ads. 

(9) Beim Beweis zur Rechenregel (7) haben wir in lokalen Koordinaten 
x 1,x2 ,x3 ausgerechnet: 

rot X !* ± dxk Aj (o o,_ x). 
k 1 Cxk 

Daraus folgt: 

3 

= Ir 1(dxdxD (X). 
k= 1 

(10) grad(fh) 1 d(f-h)=r 1((d.f)·h+ .f-dh) 
=F 1 (df}h+ .f-F 1(dh) (gradf)·h+ f(gradh). 

(11) div f X =öj(f X)=*d*(f·JX)= *d(f-*}X) 
*(df A *i X)+ f(*d*j X)=*(igradf A *} X)+ f 'öj X 
(gradf,X)+ fdiv X. 

(12) L\(f h) = div(grad(f-h)) div(f grad h +h· grad f) 
= div(f· gradh) +div(h· grad f) 

2(grad j~gradh)+ f-div(gradh) + h-div(grad f) 
= 2(grad .f,gradh) + f !J.h +h·!J.f. 
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(13) div(X x Y) divU- 1*UX AjY))=ö*UX AjY) 
= ~u x "in *(dU x) I\J r -1 x "dU rn 
= *(*}rot X Aj Y)- *U X t\ *irot Y) 

*U Y" *}rot X) *U X/\ *irot Y) 
=(Y,rotX)-(X,rot Y). 

(14) rot(f X)=F 1~j(fX) 1*d(fjX) 
1*(df AjX +f-djX) 
1*(i(gradf) Aj X)+ f-F 1*d}X 

=grad(f) x X+ f-rotX. 
(15) Wir beweisen zunächst mittels lokaler Koordinaten x 1,x2 ,x3 : 

3 3 

OyX=<lX(Y)= L D /) (X)dxi(Y)= L D () (X)(r 1 dxi, Y) 
i 1 tiX"~ ; 1 a-;·; 

3 

L D (X)*(dx; /\ *} Y) 
i= l 

3 

* L D (X)(dx; A *i Y) 
i= 1 

* ( *} Y /\ J
1 
D (X) A dx;) 

= *(*} Y" <lX) *((dF, Y) /\ dX), 

d.h. 

Dy(X) A dV (dF, Y)" <lX. 

Daraus folgt mit (7): 

rot(Xx Y)AdV=d(dFx(Xx Y)) <l((dF,Y)AX-(dF,X)A Y) 

191 

=d(dF, Y)A X +(dF, Y)A<lX-d(dF,X)A Y-(dF,X)A<l y 
(divY)·X AdV-(divX)· Y AdV+Dy(X)AdV Dx(Y)AdV, 

d. h. es gilt: 

rot(X x Y)=(div Y)· X -(div X)· Y +(Dy X Dx Y) 
(div Y)· X -(div X)· Y- [X, Y]. 

(16) grad(X, Y) 1 (d(X, Y))=F 1((<lX, Y)+(X, d Y)). 
Es bleibt das Folgende zu zeigen: 

. II 
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3 

XxrotY=Xx Ir 1(dx;)xD y 
i= 1 

.± (( X,D -.'' Y)I'(dx;)-(X,.r 1
(dx;))·D1: r) 

1 l \\ flxi t\x:i 

=j- 1 (,±
1 
(x,D r) dx;)- .± dx;(X)· D _c_ Y 

1 1 txi 

=F 1(X,dY)-dY(X) 1(X,dY)-Dx Y. 

Daraus folgt sofort Gleichung(*). 
(17) div(grad öj(;- 1(df))=ödf ödf+döf Llf(wegen öf 0). 
(18) grad(divXJ=F 1d~jX 1(dö)jX 

=F 1(Ll öd)jX 1 /j,JX 1 ÖdjX. 
Xx +r 1*d*djX Xx +(r 1*dj)(i· 1 *4')X 
ÄX +rot(rotX). 

(19) rot(gradf)=F 1*djj 1 df=.r'*dd/=0, da dd=O ist. 
(20) div(rotX)=öj(j· 1*djX)=chdjX 0, da ö*d O ist. 
(21) und (22) sind Umformulierungen der Greenschen Formeln (c'), (d') 
von Satz 16.12. 1 

Wir wollen noch die Operatoren grad, div, rot mittels lokaler Koordi
naten ausdrücken. Dazu sei f eine differenzierbare Funktion auf M und 
X ein Vektorfeld auf M, das sich in lokalen Koordinaten x 1 , •.. , x 0 auf 
einer offenen Menge U ~ M in der Form 

n c x=r r-
;~ l. 'ex; 

darstellt, wobei die /; differenzierbare Funktionen auf U sind. Wir neh
men dabei wieder n = 3 an, wenn wir rot X bilden. 

Es gelten nun die folgenden Formeln: 

17.3 

denn es ist 

grad 

17.4 

n =r 
k 1 

div X 

1 Ct dxk) 
n a =JICt L gki 

1 

1 n c 
VfgJ i 

L (f, VIY!). 
1 

i (dxk) 

gk) i" 
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Unter Benutzung der Koordinatendarstellung des Operators /5 (siehe 
16.5) ergibt sich nämlich 

17.5 

II O ,-
I y:-U; V lgl). 

l/lgl i= 1 ( :t; 

Man rechnet das wie folgt aus: 

rot X 

, · (k · a ( 1· · · ( 0 
)) t... . s1gn ,m,1) ~ . ;9;m)] -~-

(k.m.r)c:r3 (JXk OX, 

1 3 

J/Jgj 

(vgl. Beispiel 2 von§ 3). 
Sind die in 17.3-17.5 auftretenden Koordinaten so gewählt, daß sie im 

Punkt x geodätisch sind (d. h. es ist gij(x) = yii(x) = 6u und ~gii (x) 

~fi (x) o/gl (x) 0), so gilt: cxk 
oxk cxk 

17.3' 

17.41 

n i'f ? 1 (gradf\= I ~(x) · . 
i 1 (. X; .x 

3 cf 
(div X)(x)= L ~ (x). 

i= l C.I:, 
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17.5' . . nf; <1 \ (rot X),= L . s1gn(k, r,r) -; . (x) 1 ·~ 
(k.i,r)c '/, (.\k <.\, , 

(
<' r <' r ) i" I + ._I - . ~ (x-)---
1 1 . 1 
<XJ <X1 <X2 x 

In euklidischen Koordinaten (wo allgemein !/;i = 1\ ist) gelten die 
Gleichungen 17.3'-17.5' überall im Definitionsbereich des Koordinaten
systems. 

Wir wollen nun das Poincare-Lemma in der Sprache der Vektoranaly
sis ausdrücken: 

17 .6 Satz: Sei M eine 3dimensionale, zusammen::.iehhare, orientierte 
Riemannsche Manniyfaltiykeit, X ein Vektorfeld auf M. Dann qi/t: 
(1) div X =0 = es yiht ein Vektorfeld Y auf M mit rot Y =X. 
(2) rot X= 0 = es yiht eine differen::.ierhare Funktion f auf M mit 
gradf=X. 

Beweis: (1) Da nach Voraussetzung d(X,dF)=div X -dV =Ü ist, so 
gibt es nach dem Poincare-Lemma eine Pfaffschc Form wE J 1 (M) mit 
dw=(X,dF). Für Y:=F 1(w)E~0 (M) gilt dann: (rot Y.dF)=d(i Y) 

=dw=(X,dF). Daraus folgt rot Y=X. 
(2) Nach Voraussetzung ist (rot X, dF) = d(i X)= 0. Auf Grund des 
Poincare-Lemmas gibt es eine differenzierbare Funktion /E J0 (M), so 
daß df=jX ist;d.h.esgilt: gradf=F 1df=X. 1 

Wir wollen einmal untersuchen, von welchen Bestimmungsstücken 
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M (mit Riemannscher Metrik // 
und zugehörigem absoluten Riemannschen Volumenmaß ldVI) die 
Divergenz div =Ooj effektiv abhängt. Betrachten wir die Darstellung 
von div X in lokalen Koordinaten x 1 , ••. , x

0 
auf einer offenen Menge 

U~M: 

. 1 n ? r~ n ? 1· n (: / ~ 

div Xlu = ---= L -, -. (/; tflql)= L ·~ + L f; ~--. (logtf l11I), 
Vl!!I ;~1 /.\; i-1 /.\; i~I (.\i 
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wobei X lu = I /; <'<: mit auf U differenzierbaren Funktionen 
i= 1 . 1 

f, ..... .fn sei: dann sehen wir. daß div X nur von dem absoluten Rie
mannschen Volumenmaß ldVI (in Koordinaten: 

ldVlu = Vlul ldx J /\ ••• /\ dxnl) 

abhängt. i\1an kann also wie folgt zu einem absoluten Volumenmaß dp 
auf emer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M einen Divergenzbegriff 
divdµ einführen: Man wähle eine Riemannsche Metrik ?/E'JJl 2 (M, !\M), 
so daß das zugehörige absolute Riemannsche Volumenmaß ldVI gleich 
d11 ist, und setze dann für ein Vektorfeld X auf M 

divdµX := ö(jX), 

wobei 8 die zur Riemannschen Metrik y gehörende Coableitung ist. Es 
ist nach den obigen Feststellungen klar, daß div dµ nicht von der speziell 
gewählten Riemannschen Metrik ?I abhängt. (Den Nachweis. daß es so 
eine Metrik überhaupt gibt. überlassen wir dem Leser als Übungsauf
gabe!) In lokalen Koordinaten x 1, .•.• x" auf einer offenen Menge 
Us;;M ist 

wobei f:U--->IR differenzierbar und f(x)>Ü ist für alle xEU. Folglich 
hat div dµ X folgende Koordinatendarstellung: 

. 1 " t . . 
div dµ Xlu = f J, i'x/f; · /) 

n ? , n , j", , 
=I ~u;l+I/;-;;~oogfl. 

i ~ 1 i .\ i i ~ 1 i X; 

Wir wollen uns nun die Frage stellen, wann es auf einer affinen Mannig
faltigkeit mit symmetrischem affinem Zusammenhang D ein absolutes 
Volumenmaß dµ gibt, so daß div0 = div dµ ist. Lokal läßt sich die Frage 
vollständig beantworten. 

17.7 Satz: M sei eine aff'ine Manniyfaltiykeit mit einem .1rmmetrischen 
affinen Zusarnrnenhany D. Folyende Aussayen sind äquirnlent: 
( 1) Jeder Punkt XE M besit:::.t eine offene U mqehuny U mit einem ab.1·0-
luten Volumenmaß dp. so daß div dµ( Xk,) = divn X k für alle XE ~ 0 ( M) ist. 
(2) Die Spur des K riimmunystensors rersclnrindet: 

SpR=O. 

1 ~ * 

• 
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Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir noch die verwendeten Be
zeichnungen erläutern: R := R 0 sei der zu D gehörende Krümmungs
tensor, definiert durch 

R(X, Y)Z:= (d 0 (d 0 Z))(X, Y) für X, Y,ZE ~ 0 (M). 

-. 
Für festes X und Y ist R(X, Y)E 3\ (M); also ist für XE M R(X, Y), eine 
IR-lineare Abbildung von !).M in sich, und wir können 

((SpR)(X, Y))(x) := Sp(R(X, Y),) 

bilden. SpR gehört zu ij2 (M), da für jedes ZE~0 (M) d 0 (d0 Z)E~2 (M) 
ist. 

Wir wollen (SpR)(X, Y) einmal in lokalen Koordinaten x 1 , ••• , xn 
auf einer offenen Menge Uc;;.M ausrechnen. Es gibt R;i aus ~ 2 (U) mit 

R(X, Y) ~ = L R;j(X, Y)-~-( a) " a 
uxj i = 1 CX; 

Daraus folgt: 

n 

(SpR)(X, Y)= L RJX, Y). 
j ::; 1 

Definiert man Funktionen f~i auf U durch 

so gilt: 
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oder 

Beweis von 17.7: (1)=>(2): V sei eine offene Umgebung eines Punktes 
XE M, dµ ein absolutes Volumenmaß auf V, so daß für alle XE ~ 0 (M) 
gilt: 

div dµ(Xlu) = div 0 Xlu. 

Wählen wir V klein genug, so gibt es Koordinaten x 1 , ... , xn auf V, so 
daß für. ein Vektorfeld XE ~ 0 (M), das auf V die Darstellung 

n r) 

Xlu= L fm-~ -
m= 1 cxm 

hat, gilt: 

(**) 

f ist dabei eine auf V differenzierbare Funktion mit f (x) > 0 für alle 
XE V und dµ= fldx 1 /\ ··· /\ dxnl· 

Wie am Ende des Beweises von Satz 17.2 (3) zeigt man: 

Aus den drei Gleichungen(*),(**),(***) ergibt sich sofort: 

(Man beachte die Symmetrie von D, d.h. f]m= f~i.) 
Daraus folgt: 

SpRlu=d Ct J/~i dxm) =d(d(log.f))=O. 

-
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(2)=>(1): Jeder Punkt xEM besitzt eine zusammenziehbare Umgebung 
U mit Koordinaten x 1 , ... , xn. Sp R = 0 bedeutet 

Auf Grund des Poincareschen Lemmas gibt es eine differenzierbare 
Funktion h auf U, so daß gilt: 

n n 

dh= L L flmdxm. 
m= l i= 1 

Setzen wir f= eh, d. h. h = log f, dann ist 

und dµ= f\dx 1 I\ ··· I\ dxn\ ist ein absolutes Volumenmaß auf U, so 
daß (vgl.(**) und(***)) 

div ctµ(Xlu) = div 0 Xlu 

für alle XE ~ 0 (M) ist. 1 

Bemerkungen: (1) Unter der Voraussetzung SpR=O gibt es im allge
meinen kein absolutes Volumenmaß dµ auf ganz M, so daß divctµ =div 0 

ist. Ist dagegen M zusammenzieh bar, so ist SpR = 0 auch hinreichend 
für die Existenz eines absoluten Volumenmaßes dp mit divct,, = div0 . 

(2) Gibt es auf einer offenen zusammenhängenden Menge U c;: M ein 
absolutes Volumenmaß dp mit divctµ(Xlu)=div 0 Xlu für alle XE§0 (M), 
dann ist solch ein dp bis auf einen positiven konstanten Faktor eindeutig 
bestimmt. 

17 .8 Satz: Für einen symmetrischen affinen Zusammenhanq D auf einer 
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M sind fol{Jende Bedinyunqen äqui
valent: 
(1) SpR=O. 
(2) Der Riccitensor Ric zu D ist symmetrisch. 

Bezeichnungen: Der Riccitensor Ric(X, Y), X, YE ~ 0 (M), ist definiert 

als 

Ric(X, Y):=Ric0 (X, Y):= Sp((d0 (dnX))(D, Y)) 

= Sp(R(O, Y)(X)). 
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Beweis: Für den Krümmungstensor R gilt wegen der Symmetrie von 
D die sogenannte Bianchi-Jdentität 

R(X, Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z,X) Y=O, X, Y,ZE~0 (M). 

Aus der Definition von R folgt unmittelbar 

R(X, Y)(Z)= -R(Y,X)(Z), X, Y,ZEJ0 (M). 

Daraus ergibt sich 

Ric(X, Y)-Ric(Y,X)=(SpR)(X, Y) 

für beliebige Vektorfelder X, YE ~ 0 (M); d. h., der Riccitensor ist genau 
dann symmetrisch, wenn SpR =0 ist. 1 

Wir wollen noch eine geometrische Deutung von div dµ für eine diffe
renzierbare Mannigfaltigkeit mit absolutem Volumenmaß dµ geben: 

17 .9 Satz: <P: / x M---> M (I = ( - 1:, 1:), 1: > 0) sei eine differenzierbare 
Ahhildun9 (eine sogenannte differenzierbare Schar von differenzierbaren 
Selbstahbildun9en von M) mit <P(O,x)=x für alle XEM. XE~0 (M) sei 
das fi>lyende Vektorfeld (infinitesimale Transformation zu <P): 

X(x):=!)<P,((~\j. ), XEM, 
lf t~O 

wobei <P,:l--->M durch <P,(t):=<P(t,x) definiert ist. Dann yilt: 

wobei ,<P: M---> M durch , <P(x) := <P( t, x) definiert ist. 

Bemerkung: Beschreibt <P: / x M--->M eine Strömung auf Mim Zeit
intervall /, so ist X das Geschwindigkeitsfeld der Strömung zum Zeit
punkt t = 0 und div d X nichts anderes als die relative Volumenän
derung der Strömung pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt t = 0. 

Beweis: Da die Aussage des Satzes lokaler Natur ist, können wir uns 
auf eine offene Menge U von M mit Koordinaten x 1 , ... , x

0 
beschränken. 

Wir wollen dann für einen Punkt x 0 E U die obige Gleichung nach
weisen. Wir können annehmen, daß x0 eine offene Umgebung V<;; U 
besitzt, so daß <P(I x V)<;; U ist. Definieren wir <Pi(t,x):=xio<P(t,x), so ist 

n ?<Pi a 1 

X(x)= L ;;-- (0,x) ~ 
i ~ 1 C { (Xi x 

.. 
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für alle XE V. Es gilt dann 

n e2 it>i n e<Pi O 
(div dµ X)(x)= J

1 
oti3x; (0,x)+ J

1 
Tt(O,x) ex; (log.f)(x), 

wobei .feine positive differenzierbare Funktion mit 

dµlu =.f ldx 1 /\ · · · /\ dxnl 
ist. 

Wir wollen nun die rechte Seite der obigen Gleichung(*) berechnen. 
Es ist 

(.iP*(dµJ), ( (a~J: ... , (a!JJ 
=(d1,)<1><t.x)(/J 1 , ... ,;:,

8
1 )·ldet(~<P;(t,x))I 

ex 1 <P(t,x) uXn <P(t,x) CXi 

= .f(iP(t,x)) · I det (~:ii (t,x)) 1 · 

Daraus folgt: 

a I c 1 (t<P*(dµ))x ax;- : ... , ~ X - .f(<P(t,x)) 1 (e.<Pj ) 1 

(
_.a 1 !_ 1 ) - .f(x) det cxj (t,x) ' 

dµx ;:, , ... , ;i 

ex J X exn X 

<}__I (tiP*(dµ))=-1- ± a.r(x)a<Pi(O,x)+<}__I ldet(eiPi)I 
et o dµ .f(x) i= 1 ex; et et (0,x) exj 

n e<Pi e n e2<Pi 
= Jl Tt(O,x) ex; (log.f)(x) + Jl etex; (O,x), 

denn auf Grund der R-echenregeln für das Differenzieren von Determi

nanten und wegen (~:; (O,x)) =(ö;i) gilt: 

<}__ 1 1 det (e<P;) 1- a I det (e<Pi)- I e2 <Pi (O x) 1 
et (0,x) exj - et (0,x) exj - i= I et ex; ' . 



KAPITEL IV 

INTEGRA TIONSTHEORIE AUF 

DIFFERENZIERBAREN MANNIGFAL TIGKEITEN 

§ 18: Das Transformationsgesetz für Gebietsintegrale 

In diesem Paragraphen wollen wir die Transformationsformel für das 
Riemann-Integral über dem IR" beweisen, weil sie die Grundlage für die 
Definition des Integrals auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten bildet. 
Dazu erklären wir zunächst den verwendeten Integralbegriff und be
ginnen mit der Definition von meßbaren Mengen im IR". 

Q =I I x · · · x /" sei ein kompakter Quader im IR"; dabei seien die /; 
kompakte Intervalle der Länge L(/;) in IR. Das euklidische Volumen 
des Quaders Q definieren wir dann durch 

V(Q) := L(/ 1
) .. . L(/") . 

Ist A jetzt irgendeine kompakte Teilmenge des IR", so können wir ver
suchen, A durch kompakte Quader auszufüllen. D. h., wir betrachten 
endliche Familien (Q;); = i . .N von kompakten Quadern, die paarweise 
höchstens Randpunkte gemeinsam haben und alle in A liegen, wie es die 
folgende Zeichnung veranschaulichen soll : 

Figur 6 

N 

L V(Q;) können wir dann als das Gesamtvolumen der N Quader 

Q 1, ... , QN bezeichnen. Die Gesamtvolumina aller solcher Quader
Mosaiken in A haben wegen der Kompaktheit von A ein Supremum, 
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das man als inneres Volumen von A bezeichnet. Entsprechend definiert 
man das äußere Volumen von A: Man bringt A in der Vereinigung endlich 
vieler kompakter Quader unter. Auf die Bedingung, daß sich die Quader 
nur am Rand berühren dürfen, kann dabei verzichtet werden. Das In
fimum der Gesamtvolumina solcher Quader-Überdeckungen von A 
heißt das ä ußere Volumen von A. Sind inneres und ä ußeres Volumen 
gleich, so spricht man einfach vom Volumen V(A) von A und nennt A 
meßbar. A heißt eine Nullmenge, wenn A meßbar und V(A)=Ü ist. Das 
ist genau dann der Fall, wenn das äußere Volumen von A verschwindet, 
d.h., wenn es zu jedem 1: >Ü endlich viele Quader mit einem Gesamt
volumen kleiner als t: gibt, in deren Vereinigung A liegt. Dieselbe Cha
rakterisierung bleibt richtig, wenn man Würfel anstelle von Quadern 
nimmt. Wichtig ist die folgende Charakterisierung kompakter meß
barer Mengen: 

18.1 Satz: Eine kompakte Teilmenqe A des IR" ist yenau dann mefibar, 
wenn ihr Rand cA eine Nullmenge ist. 

Wir wollen keinen vollständigen Beweis dieses Satzes geben, sondern 
lediglich die Beweisidee klarmachen. Daß der Rand einer kompakten 
meßbaren Menge eine Nullmenge ist. sieht man leicht. Um die Umkehrung 
zu zeigen, nehmen wir an, wir hätten 8A in der Vereinigung von N 

N 

Quadern Q1 , .. . , QN mit einem Gesamtvolumen I V(Q;) < i: untcr-
N i = 1 

gebracht. Dann können wir A - U Q; vollständig durch ein Mosaik 
i :::: J 

aus M weiteren Quadern QN + 1 .. . . QN + M ausfüllen, und wir haben 
N+M N+M 

I V(Q;) - I V(Q;)<i:. Somit ist auch die Differenz zwischen 
i = l i=N+ l 

äußerem und innerem Volumen von A kleiner als i:. 1 
A sei eine meßbare kompakte Teilmenge des IR" und f: A--,. JR irgend

eine stetige Funktion, die wir uns außerhalb A durch O fortgesetzt denken. 
Die Menge A können wir wegen ihrer Kompaktheit in einem hinreichend 
großen Quader Q unterbringen, den wir in endlich viele Quader zerlegen. 
Ist 2"=(Qi);; 1, .. ,N so eine Zerlegung, so können wir die Darbouxsche 
Untersumme 

N 

S. 1 (f):= I V(Q;) inf /(x) 
j =:: l XE. Qi 

und ebenso d ie Obersumme 

N 

S1 (f) := L V(Q;) sup f(x) 
i ~ l X E Q i 
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bilden. Aus der Stetigkeit von f IA und der Meßbarkeit von A folgert man 
dann, daß das Infimum der Obersummen zu allen Zerlegungen des 
Quaders Q existiert und gleich dem Supremum der Untersummen ist. 
Man nennt diesen Wert das (Riemann-; Integral von f über A und 
schreibt dafür 

Jfdx 1 ..• dx 11 • 

A 

Ist f eine stetige Funktion auf einem Gebiet G des IR" mit kompaktem 
Träger, so können wir den Träger supp(f) in einem kompakten Quader 
Q unterbringen und, da dieser meßbar ist. J f dx 1 •.• dx0 bilden. Dieser 

Q 

Wert hängt nicht von der Wahl von Q ab, und wir schreiben dafür einfach 

J /dx 1 •.• dxn. 
G 

Wir haben uns hier von vorne herein auf stetige Funktionen beschränkt. 
Man kann die oben beschriebenen Prozesse der Unter- und Obcrsurn
menbildung natürlich auch für andere Funktionen durchführen und auf 
diese Art erklären. wann eine Funktion integrierbar im Riemannschen 
Sinne heißt. Da wir uns später sogar auf differenzierbare Funktionen be
schränken werden. wollen wir hier auf diese Allgemeinheit verzichten 
und nur stetige Funktionen betrachten. 

Für die Transforrnationsformel von Integralen muß man im wesent
lichen wissen, wie sich meßbare Mengen unter Diffeornorphismen ver
halten. Wir untersuchen dazu zunächst auf was für eine Menge ein kom
pakter Würfel mittels eines Diffeomorphismus abgebildet wird. 

Wir verabreden folgende Bezeichnungen: 
llxll:=rnax{!x;!;i=L .... 11] für x (x1,. .. ,x0 }EIR", 
ilAII maxi !aJ; i,j 1. ... , n; für eine (n x n}-Matrix A = (aii) 

Qr:= :xEIR": llx!l:s;r:. 
Damit gilt der folgende Satz: 

18.2 Satz: F: G.-,G' sei ein Di[feomorphismus ::wischen :wei offenen 
Teilmengen des IR" mit ÜEG und F(O)=ÜEG'. Ferner sei !:0 f= lw_», und 
.fiir alle x E Q, <;; G sei 

jiir ein i; mit 0<1:< 1. 
Dann gilt: 
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Beweis: Es sei g:= F -In,.n· Dann gilt für alle xEQ, 

l~g;(x)I <~, i,}=1, ... ,n. 
oxi n 

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es Zahlen 
h1,···,hn mit Ü<h;<1, sodaß 

gilt. Daraus folgt für alle xEQ, 

C 
llg(x)II = IIF(x)-xll <n -llxll ~H. 

n 

Speziell gilt also für XE Q, 

IIF(x)II = IIF(x)-x+xll ~ IIF(x)-xll + llxll ~ r+i:r= r(1 +i:), 

und für xEoQ,: 

IIF(x)II = IIF(x)-x+xll 2: llxll-llF(x)-xll > r-i:r=r(1 -i:). 

Die erste dieser beiden Ungleichungen besagt gerade F(Q,)s Q,0 H)• 

die zweite F(oQ,)n Q,o -•l=0. Da F(oQ,)=o(F(Q,)) ist, muß 
Q,O-•lsF(Q,) sein, oder es muß Q,(.-l)slR.n-F(Q,) gelten. Das letztere 
kann aber nicht der Fall sein, da ÜEQ,o -•l n F(Q,) ist. Damit haben wir 
insgesamt Qr(l-•lsF(Q,)sQ,0 +.) gezeigt. 1 

Satz 18.2 können wir sofort verallgemeinern, indem wir nicht unbe
dingt fordern, daß !)0 F die Identität ist: 

18.3 Satz: F: G---->G' sei ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teil
mengen des IR." mit ÜEG und F(O)=OEG'. Fernersei M:=ll'.D0 F- 1ll,und 
fiiralle xEQ,sG sei 

Dann gilt: 

Beweis: Es sei F := !)0 p- 1 o F. Dann erfüllt F die Voraussetzungen 
von Satz 18.2, denn es ist !)0 F = !)0 F- 1 o !)0 F = I n,.n und 
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Also ist Qr(l _ ,) C::::: F( Qr) C::::: Qro + ,) und folglich wegen F = 'D0 F o F 
'D0 F( Q,< 1 _ ,)) C::::: F( Q,) C::::: 'D0 F( Q,0 + ,)) . 1 

Der letzte Satz besagt insbesondere, daß F(Q,) in einem Parallelotop 
mit dem Volumen ldet !)0 Fl(1 + 1:)" V(Q,) liegt und ein weiteres Parallelo
top mit dem Volumen ldet'D0 Fl(1-i;)"V(Q,) enthält. Dabei verwenden 
wir die Tatsache, daß für eine lineare Abbildung T: IR"-+IR" T(Q,) 
meßbar ist mit V(T(Qr)) = ldet Tl V(Q,) (vgl. [20], §11, S. 138). 

c· 

F 

Figur 7 

Der nächste Satz macht eine Aussage über das Verhalten von Null
mengen unter Diffeomorphismen: 

18.4 Satz: F: G-+G' sei ein D([feomorphismus zwischen offenen Mengen 
im IR", und Ac;: G sei eine kompakte Nullmenge. Dann ist A' := F(A) eine 
kompakte Nullmenge in G'. 

Beweis: Zu jedem r,' > 0 gibt es endlich viele kompakte Würfel 
Q1 , ... , QN, deren Vereinigung A enthält, so daß die Summe der Vo
lumina dieser Würfel kleiner als r,' ist. Zu vorgegebenem i; > 0 können 
wir dabei r,' so wählen, daß folgendes gilt: 

(1 +l)"<2. 

wo c:= max { ldet('D, F)I; XE ;~
1 

Qi} ist. Außerdem können die Würfel 

so klein gewählt werden, daß für ihre maximale halbe Kantenlänge r gilt: 

... 
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r,' N 

ll'tl ,F-1) ..FII < n2 M für x',x"ELJ Qi mit llx'-x"ll<r, wobei 
i= 1 

M:= max {ll'ti,F-
1 11; XE ;~

1 
Qi} ist. 

Haben wir l und die Qi so ausgewählt, so ist nach Satz 18.3 jedes 
F(Qi) in einem Parallelotop Bi enthalten mit V(BJ:-s;c(1 +i:')"V(QJ 

N 

Insbesondere ist also F(A) s; LJ Bi, und es gilt 
i= 1 

N N 

L V(BJ:-s;c(1 +i;')" L V(QJ:-s:;2d <1:. 1 
i= 1 i= 1 

Aus diesem Satz folgt unter anderem, daß jede kompakte Teilmenge 
einer niederdimensionalen Untermannigfaltigkeit des IR" eine Null
menge im IR" ist; denn für kompakte Teilmengen niederdimensionaler 
linearer Teilräume ist diese Aussage offenbar richtig. Eine weitere wich
tige Folgerung ist der nächste Satz, dessen Beweis unmittelbar aus Satz 
18.1 folgt, wenn man beachtet, daß ein Diffeomorphismus den Rand 
einer Teilmenge des IR" auf den Rand der Bildmenge abbildet: 

18.5 Satz: F: G-> G' sei ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen 
Mengen des IR", und A sei eine kompakte meßbare Teilmenge von G. Dann 
ist F(A) ebenfalls meßbar. 

18.6 Satz: F: G->G' sei ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen 
Mengen des IR", A eine kompakte meßbare Teilmenge von G und f:A->IR 
eine stetige Funktion auf A':=F(A). Dann gilt: 

J f(y)dy 1 ... dyn= J f{F(x))ldet !lJI dx 1 ... dxn. 
A' A 

Beweis: A sei eine kompakte Umgebung von A in G, d. h. eine kom
pakte Teilmenge von G, in deren Innerem A liegt, dann ist A' := F(A) 
eine kompakte Umgebung von A' in G'. 

Für das Folgende dürfen wir o.B.d.A. annehmen, daß f(y);::,: 0 ist für 
alle yEA'. (Andernfalls zerlege man f in positiven und negativen Anteil 
und behandle beide getrennt.) Wir setzen jetzt 

M:=max{ll'tlYF- 111; YE A'}, 

c:=max{ldet('!\F)I; xEA} 

und wählen zu vorgegebenem r, mit O < 1; < 1 ein r > 0, so daß für alle 
x',x"EA mit llx' -x"ll:<;;;r gilt: 

1; 
ll'ti,, F -1),,, FII < -;:,2f;i · 



§ 18. Das Transformat ionsyesetz jur Gehietsinteyra/e 207 

Q sei ein kompakter Würfel im IR", der A im Innern enthält, und 
:2'=(Q;)i=t .... ,N sei eine Zerlegung dieses Würfels in kleinere Würfel, 
~eren Kantenlänge kleiner als r sei. Von diesen liegen etwa Q 1 , ... , QN

0 
in 

A, und bei genügend feiner Zerlegung dürfen wir annehmen, daß A im 
No 

Inneren von LJ Q; liegt. 
i= l 

Wir setzen 

J(x):=det('.!\F), y:=foF, 

dx:=dx 1 ... dxn, dy:=dy 1 ... dyn, 

mi:=min{y(x); xEQ;}=min[f(y); yEF(Q;)}, 

Mi:= max{y(x); xEQi} = max [ f(y); y EF(Q;)}, 

(f und g seien außerhalb A' bzw. A durch O fortgesetzt), und bezeichnen 
den Mittelpunkt von Qi mit xi. Dann haben wir die folgende Kette 
von Ungleichungen: 

No No 

I mY(F(Q;)) f f(y)dy ' :s I Mi Y(F(Q;)) 
i= 1 A' i= 1 

VI 1/1 
No No No 

I mi(1-i;)"IJ(x;)IY(Q;) :s I g(x;)IJ(x;)I Y(Q;):"'.: I M;(1 +i;)"IJ(x;)IY(Q;). 
i= 1 i= 1 i= l 

Für die Differenz der beiden äußeren Glieder in der unteren Zeile können 
wir folgende Abschätzung machen: 

N(1 Nu 

~:= I M;(1 +e)°IJ(x;)IY(Q;)- I m;{1 -i;)"IJ(x;)IY(Q;) 
i= 1 i= 1 

No 

= I (Mi(1 +e)"-m;(1-i;)")IJ(x;)IY(Q;) 
i= 1 

No Nu 

= I (M;-m;)(1 +i;)"IJ(x;)IY(Q;)+ I m;((1 +1;)"-(1-1:)")IJ(x;)IY(Q;) 
i= 1 i= 1 

~ ~ 

=(1 +e)" I IJ(x;)l(M;-m;)Y(Q;)+((1 +i;)"-(1-r,)") I m;IJ(x;)IY(Q;) 
i= 1 j:::cc 1 

No 

:s2"c I (M;-m;)Y(Q;)+cY(Q)m~.xlflv)l((1 +1;)"-(1-1:)"). 
i = 1 YE A 

Ist jetzt b > 0 vorgegeben, so können wir durch Wahl eines hinreichend 

kleinen r, > 0 erreichen, daß der rechte Summand kleiner als % wird, 

-
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und wegen der Integrierbarkeit von g über A können wir durch genügende 
Verfeinerung der Zerlegung :!Z erreichen, daß auch die linke Seite kleiner 

ö 
als 2 wird. Damit folgt dann aus der obigen Ungleichungskette 

J g(x)IJ(x)ldx= J f(y)dy, 
A A' 

womit unser Satz bewiesen ist. 1 

Der vorangegangene Satz überträgt sich natürlich auf den Fall, wo A 
der ganze IR n ist und die zu integrierende Funktion einen kompakten 
Träger hat. 

Für die spätere Anwendung beim Beweis d·es Satzes von Stokes er
innern wir noch an den Hauptsatz der Differential- und Integralrech
nung: Ist [ a, b] ein kompaktes Intervall in IR und f eine stetig differen
zierbare Funktion auf einer Umgebung von [ a, b ], so ist 

b 

J f' dx= f(b)- f(a), 
a 

wobei f' die Ableitung von f ist. Den Ausdruck auf der rechten Seite 
können wir dabei ebenfalls als Integral bzw. als Differenz zweier Integrale 
auffassen, wenn wir verabreden, daß das nulldimensionale euklidische 
Volumen eines Punktes - also des IR0 

- gleich 1 sein soll. Wir setzen also 
für eine Zahl cEIR, die wir als Funktion auf IR0 auffassen können, 

J c:=c. 
JRÜ 



§ 19: Integration von Funktionen und Differentialformen 
auf Mannigfaltigkeiten 

M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem (absoluten) 
Volumenmaß dµ. 'li'~(M) sei die Menge der stetigen Funktionen auf M, 
deren Träger kompakt ist. Wir wollen nun das Integral S f dµ von 

M 

f E'li'~(M) über M bezüglich des Maßes dµ definieren. Grundsätzlich 
können wir dabei so vorgehen, wie man es etwa im Falle M =IR" tut: 
Man kann zu einer Zerlegung von M Riemannsche Summen bilden und 
deren Grenzwert betrachten, wenn man die Zerlegung immer mehr ver
feinert. Dieses Verfahren ist jedoch nicht besonders geschickt, weil 
etliche Schwierigkeiten auftreten. Zunächst haben wir im IR" die kano
nischen Zerlegungen in Quader oder Simplizes. Dem entspräche die 
Triangulierung einer Mannigfaltigkeit, deren Existenz durchaus nicht 
trivial ist. Ferner müßten wir das Maß der einzelnen Teilstücke der 
Mannigfaltigkeit definieren, was im Grunde genommen nur geht, wenn 
man den Integral begriff bereits hat. 

Wir gehen daher anders vor, indem wir weitgehend von unseren Kennt
nissen über das Riemann-Integral im IR" Gebrauch machen. Dazu 
müssen wir zunächst diesen Integralbegriff noch etwas erweitern. G sei 
eine offene Menge im IR" mit den euklidischen Koordinaten x 1 , ... , xn, 
und dµ sei ein Volumenmaß auf G. Es gibt dann eine eindeutig bestimmte 
differenzierbare und überall positive Funktion h auf G mit 

dµ=hdx 1 ... dxn := hldx 1 /\ • · · /\ dxnl. 

Ist jetzt f eine stetige Funktion auf G mit kompaktem Träger, so defi-
nieren wir S fdµ:= S f hdx 1 ... dxn 

G G 

und nennen diesen Ausdruck das Integral von f über G bezüglich dµ. 
Die für uns wichtigsten Eigenschaften dieses Integrals sind seine 

Linearität und seine Invarianz gegenüber maßerhaltenden Abbildungen. 
Damit meinen wir folgendes: 

19.1 Lemma: Ist dµ ein Volumenmaß auf der offenen Menge G im IR", so 
ist die durch f >-+ S f dµ definierte Abbildung 'li'~( G)---> IR IR-linear. 

G 

Ist Deine weitere offene Menge im IR" und F: D--->G ein Diffeomorphismus, 
so ist für fE'li'~(G) 

f F*(f) F*(dµ) =ff dµ. 
D G 

-
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Beweis: Es sei dµ=hdx 1 ••• dxn=hldx 1 /\···Adxnl; dann ist für 
f;gE((,'~(G) und r,sEIR 

J(rf+sg)dµ= J(rf+sg)hdx 1 ••• dx" 
G G 

= J(rf h+sgh)dx 1 ••• dxn=r Jf dµ+s fodp, 
G G G 

womit die erste Aussage bewiesen ist. 

Die zweite Aussage ergibt sich aus Satz 18.6: 

J F*(f)F*(dµ)= J F*(f)F*(h)l(dx1 A ... /\ dx")o!)F<"ll 
D D 

= J F*(fh)IJFldyl ... dyn 
D 

= Jfhdx 1 ••• dxn = Jfdp, 
G G 

wobei IJFI der Absolutbetrag der Funktionaldeterminante von Fist. 1 

Wir kehren jetzt zu unserem Problem zurück und betrachten eine 
n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit M mit einem Volu
menmaß dµ. 

(Ui,gJicI sei ein <t'°"-Atlas von M, so daß (UJ;ci eine lokal-endliche 
Überdeckung von M ist. (h;)icI sei eine differenzierbare Partition der 
Eins zu dieser Überdeckung. Auf Gi:={Ji(Ui) ist dann (gi- 1)*(dµ) ein 
wohldefiniertes Volumenmaß, und wenn f E<t'~(M) ist, so ist (gi- 1 )* (h; f) 
=(hJ)og;- 1 E<t'~(G;). Wir können also das Integral 

Jg;- 1* (h; f)g;- 1* (dµ) 
G; 

für jedes i E / bilden, und es verschwindet für fast alle i, da hJ für fast 
alle i wegen der Kompaktheit des Trägers von f verschwindet. Wir setzen 

ff dµ:= L f gi- I* (hJ)gi- 1* (dµ), 
IE [ 

19.2 

M G; 

wobei wir in der Summe wie üblich alle Summanden fortlassen, die Null 
sind. Dann bleibt eine endliche Summe, so daß der angegebene Ausdruck 
vernünftig ist. Wenn wir noch zeigen können, daß er nicht von der Wahl 
des Atlas und der Partition der Eins abhängt, können wir ihn als das 
Integral von f über M bezüglich dµ bezeichnen. 

Sei also (Vi,f)jcJ ein weiterer <t''.Xl-Atlas von M, so daß (Vi)jcJ eine 
lokal-endliche Überdeckung von M ist, und sei (k)jc1 eine zu dieser 
Überdeckung gehörende Partition der Eins. 
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Wir setzen Di:=f)Vi). Dann ist 

I: Jg;-'*(h;flg;-'*(dµ)= I: Jg;-'*(h;kJ)g;-'*(dµ) 
iE / iE / 

Gi iEJ Gi 

= I: J 9;- '*(h;kj flg;- '*(dµ); 
iE / 

)EJ g,(U,nV;) 

das letzte Gleichheitszeichen gilt deswegen, weil der Träger von 
g;- 1*(h;kJ) in g;(U;r, Vi) liegt. 

Außerdem haben wir für iEI und }EJ den Diffeomorphismus 
Y;i:=g;of;':.fi(U;r, Vj)--->q;(U;n Vi). Nach Lemma 19.1 ist also 

J Y;- 1* (h;kJ)g;- 1*(dµ)= J g~og;- 1*(h;kJ)g~oq;- 1*(dµ) 
g,(U,nVj) f;(U,nVj) 

J Ij- '*(h;kJ)f/ 1*(d1,), 
f;W,nVj) 

so daß wir insgesamt 

I: r 9;- '*(hJ)g;- '*(dp)= I: 
iE/ J iE/ 

Gi jEl 

= i: r it '*(kJUt*(dµ) 
je] J 

haben. 1 
D, 

Die Eigenschaften des Integrals in Lemma 19.1 übertragen sich auf 
unser soeben definiertes Integral. Der Vollständigkeit halber wollen wir 
noch eine andere Eigenschaft aufführen. 

19.3 Satz: M sei eine differenzierbare Manni_qfaltiykeit mit einem Vo
lumenmaß dµ. Dann hat das Integral über M bezüglich dµ die folgenden 
Eigenschaften: 
(1) Für f~gE<(J~(M) und r,sEIR ist 

J (r f +sg)dp=r J f dµ+s J gdµ. 
M M M 

(2) Ist fiir fE<(J~(M) f(x);::::O für alle xEM und f(x 0 )>0 .für mindestens 
ein x0 EM, so ist 

J f dµ>O. 
M 

1-1* :-
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(3) Ist F: N-> M ein Diffeomorphismus von einer weiteren differenzier
baren Mannigfaltigkeit N nach M, so ist .fiir f E<t'~(M) 

J F*(f)F*(dµ)= J f dµ. 
N M 

Beweis: (1) folgt unmittelbar aus Lemma 19.1. Um (2) und (3) zu be
weisen, nehmen wir wieder einen <t' 00 -Atlas (V;,g;)iEI für M, so daß 
(U;);e1 eine lokal-endliche Überdeckung ist, zu der (h;);e1 eine Partition 
der Eins sei. Dann ist für alle iE I die Funktion g;- 1 *(hJ) auf G; := g;(U;) 
nirgends negativ, und für mindestens ein i0 nimmt sie sogar einen posi
tiven Wert an. Das Maß g;- 1*(dµ) können wir in der Form g;- 1* (dµ) 
= f;dx 1 ... dx" schreiben, wo f; auf ganz G; positiv ist. Für jedes iEl ist 
folglich g;- 1 *(h; !) f; auf ganz G; nicht-negativ, also ist auch 

J g;- 1*(hJ)g;-l*(dµ)= J g;- 1*(hJ)f;dX1 ... dxn~Ü. 
G, G, 

Für i0 hat g;~ 1 (h;
0 
!) f;

0 
sogar einen positiven Wert. Wegen der Stetigkeit 

ist dann auch 

J g;~ 1*(h;J)g~ 1*(dµ)= J g;~ 1*(h;
0
f)f;

0
dX1 ... dxn>Ü. 

Gin Gio 

Daraus ergibt sich jetzt sofort (2): 

I fdµ=i~J g;-l*(hJ)g;-l*(dµ)~ I g;~l*(h;of)g;~l*(dµ)>Ü. 

M Gi Gio 

Für den Beweis von (3) nehmen wir auf N den <c 00 -Atlas (V;,g;)iEI mit 
v;:= F- 1(V;) und [J;:=g;oF. Dann ist (V:);E 1 eine lokal-endliche Über
deckung von N, und durch k;:=h;oF, iEl wird eine dazu gehörige 
Partition der Eins auf N definiert. Nach Definition 19.2 ist also 

I
F*(f)F*(dµ)= :L Ig;- 1*(F*(f))g;- 1*(F*(dµ)) 

IE[ 

N G; 

= i~ I (Fog;- l)*(f)(Fog;- l)*(dµ) 

G, 

= I Jgi- l*U)g;- l*(dµ) 
iE/ 

G, 

= J f dµ . • 
M 
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Es gibt noch eine weitere Eigenschaft unseres Integrals, die eng mit (3) 
zusammenhängt. Weil wir sie weiter unten benötigen werden, wollen wir 
sie in einem besonderen Lemma formulieren: 

19.4 Lemma: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem 
Volumenmaß dµ, und h sei eine auf ganz M positive differenzierbare 
Funktion. Dann ist far fE<t'~(M) 

s (f h)dµ= s .f(hdµ). 
M M 

Beweis: Der Beweis ist beinahe trivial. Wir verwenden dieselben Be
zeichnungen wie im ersten Teil des Beweises von Satz 19.3. Dann ist 

f 
(f h)dµ= .I f gi- 1*(hi .f h)gi- l* (dµ) 

lE / 

M Gi 

= I Jgi-1*(hJ)gi-1*(hJfli-1*(<lµ) 
iE[ 

G, 

= .I f gi- 1*(hJ)gi-l*(hdµ)=f .f(hdµ). • 
IE[ 

G, M 

Bisher haben wir nur solche Funktionen integriert, deren Träger 
kompakt waren. Statt dessen kann man natürlich auch Meßbarkeit und 
Kompaktheit des Integrationsgebietes verlangen. Den Begriff der Meß
barkeit präzisieren wir dabei wie fofgt: 

19.5 Definition: Eine kompakte Teilmenge K einer n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit M heißt meßbar, wenn fur jede ccro-Karte (U,g) von M 
.folgendes gilt: Ist K' eine kompakte meßbare Teilmenge von g(U), so ist 

g(K n U) n K' meßbar. 

K heißt eine Nullmenge, wenn analog g( K n U) n K' eine Nullmenge 
ist. (K' soll dabei alle kompakten Teilmengen von g(U) durchlaufen.) 

Da ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen im IR" meßbare 
kompakte Mengen wieder in solche überführt, ist es klar, daß eine 
kompakte Teilmenge K von M meßbar ist, wenn die oben angegebene 
Bedingung für die Karten eines festen et'") -Atlas erfüllt ist. Überdies gilt 
auch wieder, daß K genau dann meßbar ist, wenn der Rand aK eine Null
menge ist. 

Sei jetzt M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Volumenmaß dµ 

und einem Atlas (Ui,gJiEI' so daß (UJiEI eine lokal-endliche Über-

-
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deckung von M ist. (h;);E, sei eine zugehörige Partition der Eins. Ist K 
eine meßbare kompakte Teilmenge von M und f eine stetige Funktion 
auf M, so ist für iE / g;(supp(h;)) sicher in einer meßbaren kompakten 
Teilmenge K: von g;( V;) enthalten. Insbesondere ist also g;(K n U;)n K: 
meßbar, und J ?/;- l*(hJ)g;- l*(dµ) 

gi(K f'\ ( l i)r. K ', 

ist definiert. Dieses Integral hängt wegen supp(h;)~ K; nicht von der 
Wahl von K: ab, und wir schreiben deshalb einfach 

J g;l*(h;f)g;'*(dµ) 
q.(/( n l/d 

und definieren 

19.6 ff dµ:= '[_ f ?J;- 1*(hJ)q;- l*(dµ) . 
I E / 

K g;(K n U;1 

Satz 19.3-und Lemma 19.4 gelten sinngemäß für diese Integration über 
meßbare kompakte Teilmengen von Mannigfaltigkeiten. 

Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M gibt es i.allg. viele 
Volumenmaße, und jedes dieser Volumenmaße definiert ein Integral über 
M für Funktionen aus '/, ~(M). Trotz der Verschiedenheit dieser Integrale 
ist die Lage nicht ganz so unübersichtlich, wie man es zunächst erwartet. 
Ist nämlich dµ ein festes Volumenmaß auf M, so folgt aus den Über
legungen in Kap. II,§ 10, sofort, daß sich jedes andere Volumenmaß dv 
auf Min der Form dv = hdµ schreiben läßt, wo h eine auf ganz M posi
tive differenzierbare Funktion ist. Lemma 19.4 gestattet es also, ein Inte
gral über M bezüglich dv auf ein Integral bezüglich dµ zurückzuführen. 
Man ist daher versucht, ein bestimmtes Volumenmaß auf M auszuzeich
nen. Auf der anderen Seite kann man sich fragen, ob es nicht möglich ist, 
die Abhängigkeit des Integrals von einem Volumenmaß ganz auszu
schalten. Dazu muß offenbar der Integrand selbst eine Information über 
die Abhängigkeit der verschiedenen Volumenmaße voneinander ent
halten. 

Führt man diese Überlegungen weiter aus, so kommt man schließlich 
auf folgendes: 

(M, @) sei eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit, und 
!iE C9 sei ein orientiertes Volumenmaß, also eine nirgends verschwindende 
n-Form und damit ein Basis-Element des freien <&'"' (M)-Moduls Jn(M). 
l!il ist dann ein absolutes Volumenmaß auf M. 

Ist jetzt lr~(M) die Menge der n-Formen a11!M mit kompaktem Träger 

(d.h. für wElr~(M) soll supp(w):= {xEM:w,4'0} kompakt sein), so 
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läßt sich jedes WE ~~(M) eindeutig in der Form w = f !1 schreiben, mit 

1 h "b . h (J) d fE<fa'~(M). (Anstel e von f sc re1 en wtr auc Li.) Insbcson erc 
können wir einmal 

J fl/11 
M 

bilden. 
Wir behaupten nun, daß dieser Ausdruck lediglich von w und CC ab

hängt, nicht aber von dem speziellen Repräsentanten 11E0. Das ist in 
der Tat leicht einzusehen: Ist etwa /1' E (9 ein anderer Repräsentant von 0, 
so gibt es eine auf ganz M positive differenzierbare Funktion h mit 
/1' = h !1. Andererseits gibt es eine differenzierbare Funktion f' mit kom-

paktem Träger, so daß w = f' !1' ist, und zwar muß f' = f sein. Dann 
ist aber nach Lemma 19.4 

J f'l/1'1= J f'lh!il= J f'(hl/11)= J (f' h)l/11= J 11111. 
M M M M M 

Wir machen daher die folgende Definition: 

19.7 Definition: (M, @) sei eine orientierte n-dimensionale differenzier
bare Mannigfaltigkeit, WE~~(M) eine n-Form auf M mit kompaktem 
Träger. 

Dann heißt 

f w := J ~ 1111 
(M.O) M 

das Integral von w über die orientierte M annigfaltiykeit (M, 0). Dabei sei 
!1 ein beliebiger Repräsentant von 0. 

Gaaz analog können wir das Integral einer beliebigen n-Form 
wE ~n(M), deren Träger nicht notwendig kompakt ist, über eine meßbare 
kompakte Teilmenge K von M definieren: 

19.8 

Für den folgenden Satz ist zu beachten, daß eine zusammenhängende 
differenzierbare Mannigfaltigkeit genau zwei Orientierungen trägt, wenn 
sie überhaupt orientierbar ist. Diese beiden Orientierungen kann man 
dann mit CC' und - CC bezeichnen. (Es ist - er = [ - !1: !1 E er ; ') 

-
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19.9 Satz: (M,(!)) sei eine n-dimensionale orientierte differenzierbare 
Mannigfaltigkeit. Dann gilt für die lnteqration von n-Formen über M bzw. 
über meßbare kompakte Teilmengen Pon M folyendes: 
(1) w,wE~~(M), r,sEIR = f (rw+ .1·cv) = r f w + s f <iJ . 

(M. (!') (M .l") (M.f') 

(2) wE(!), Kr;;M meßbar kompakt, K keine Nullmenye = f w >Ü. 
(K,(')) 

(3) Ist (N,(!)') eineweiteredi[ferenzierbareMannigfaltigkeitundF:M->N 
ein orientierungstreuer Diffeomorphismus, d. h., ist F* ( (!)') = (!), so ist 

f F* w f w 
(M,I!/) (N,<!;') 

für WE~~(N). 

(4) Ist M zusammenhängend, so ist für wE~~(M) 

s (J) = s -w = - s w. 
(M,-1!1) (M,l!I) (M,I!/) 

Die Formeln (1), (3) und (4) gelten entsprechend für die Integration belie
biger n-Formen über meßbare kompakte Teilmengen. 

Beweis: (1) und (2) folgen sofort aus den entsprechenden Aussagen von 
Satz 19.3, ebenso (3), denn für !iE(!)' ist F*!iE(!) und daher 

Zum Beweis von (4) sei schließlich liE (!). Dann ist - liE - (!), also 

f OJ= f ~,1.J-/il= J ~Wl/il= f -W=- f W . 1 
(M, - (1)) M M (M ,C:) (M, I!/) 

Wir wollen noch ganz kurz auf die Integration von Nullformen über 
nulldimensionalen orientierten Mannigfaltigkeiten eingehen : M sei eine 
nulldimensionale Mannigfaltigkeit, also M = { xJE /}. Eine Orientierung 
(!) auf M wird dann durch eine Nullform ,1. repräsentiert, also eine (diffe
renzierbare) Funktion. Diese Nullform darf nirgends verschwinden. 
Definieren wir jetzt eine neue Nullform ,1' auf M durch 

,1' (xJ := sign !i(xJ, 

so repräsentiert diese dieselbe Orientierung. Eine Orientierung auf einer 
nulldimensionalen Mannigfaltigkeit kann also als Bewertung der ein
zelnen Punkte mit + 1 oder -1 aufgefaßt werden. Ist jetzt F E<t'';'(M) 
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eine Funktion mit kompaktem Träger, so ist F(x;) = 0 für fast alle iE /, 

und es ist F = F' 11' mit F' = : = F d'. Daraus folgt 

f F = L F(x;) 11' (x;) = L F(x;) L F(x;). 
iEI iEI iEI 

(M, (!)) !i'(x;) = + 1 !i'(x;) = - 1 

Unter speziellen Voraussetzungen kann man auch das Integral einer 
vektorwertigen Differentialform einführen. Damit so ein Integral über
haupt sinnvoll gebildet werden kann, muß man die Werte der Differen
tialformen an verschiedenen Stellen addieren können, d. h., die Tangen
tialräume in zwei Punkten der Mannigfaltigkeit müssen miteinander ver
gleichbar sein. Das bedeutet, daß es auf der Mannigfaltigkeit M n linear 
unabhängige Vektorfelder X 1 , ... , X n geben muß (n := dim M). Eine 
Form <PE ~t(M) können wir dann in der Gestalt 

n 

<1>= L (();/\X; 
i= 1 

darstellen mit ((); E ~n(M). Ist jetzt M orientiert mit einer Orientierung 
((), so können wir für eine kompakte meßbare Teilmenge K von M 

n ( ) f <1> := L f ((); X; 
(K,/') i= 1 (K,(!)) 

bilden. Leider hängt dieser Ausdruck i. allg. von der speziellen Wahl der 
Basisvektorfelder X 1 , ... , X n ab, wie man sich an einfachen Beispielen 
leicht überzeugt. Man darf also nur eine bestimmte Klasse von Vektor
feldern zulassen. Eine solche ausgezeichnete Klasse existiert auf den 
flachen Mannigfaltigkeiten: Man nehme die Klasse der konstanten 
Vektorfelder (vgl. Satz 15.17). 

Wir fassen unsere Überlegungen zusammen: (M, D) sei eine zusam
menhängende n-dimensionale flache Mannigfaltigkeit, auf der es einen 
n-Rahmen (X1 , ... , Xn) konstanter Vektorfelder gibt. Ferner habe Meine 
feste Orientierung @. Ist dann K c:; M eine kompakte meßbare Teil
menge und <PE it(M) eine vektorwertige Differentialform auf M, so 
setzen wir 

19.10 f <1> := I ( f (();) X;, 
(KJ) i= 1 (K,(!)) 

n 

wenn <1> = L (();/\X; ist mit ((); E ijn(M). 
i= 1 

-
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Dieser Ausdruck hängt jetzt nicht mehr von der speziellen Wahl des 
konstanten n-Rahmens (X 1, ••• ,X,J ab. Ist nämlich (Y1, ••• , Y0 ) ein 
weiterer n-Rahmen konstanter Vektorfelder, so ist 

n 

Y;= L a;iX;, J=1, ... , n , 
j ;. \ 

mit konstanten a;i E IR, weil ja 

n 

O=do Yj = L (da;j /\ xi +a;jdl)X ;) 
i = 1 

n 

=Ida;iAX; 
i 1 

gilt und folglich da1i = 0 sein muß. Aus dem Z usammenhang von J'vl folgt 
dann aiiEIR. 

Dann ist n 

<1>= I: i/Jj /\ rj 
j = 1 

n 

mit L aiii/Ji=</J;, i = 1, . ... , n. 
j = 1 

Daraus folgt: 

= ± (' f cp;)' X;. 
i = 1 CK,€!) 

Es tritt noch eine ähnliche Situation auf, in der man vektorwertige 
Differentialformen integrieren möchte. Wir machen über die Mannig
faltigkeit ,\,f dieselben Annahmen wie oben und betrachten eine p-di
mensionale kompakte Untermannigfaltigkeit N mit Orientierung (( N. 

Ist jetzt <PEip(M) eine vektorwertigep-Form auf M, so ist <PIN im allge
meinen kein Element aus ~r(N), sondern eine p-linearc alternierende 
Abbildung von '1) N< r, nach 1) MIN· Jedoch können wir <PiN in der Form 

n 

<PIN= L ({J; /\ XdN 
i = ! 
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mit (f);E~r(N) schreiben, wo (X 1 •.•. , X 0 ) der betrachtete n-Rahmen 
aus konstanten Vektorfeldern auf M ist. In diesem Sinne können wir 
dann das Integral 

1 (J> f tt,I, 
(NJ,.l (N. e'N) 

bilden. Es hängt nicht von der Wahl des n-Rahmens (X 1 , ... , X
11

) ab. 

• •• 
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Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der Integralrechnung 
und der Differentialrechnung mit Differentialformen herstellen. Dazu 
erinnern wir an den sogenannten Hauptsatz der Differential- und Inte
gralrechnung, nach dem man das Integral einer stetigen Funktion über 
einem Intervall auf die Werte der Stammfunktion an den Intervallenden 
zurückführen kann.· Die Differenz dieser beiden Werte kann als Integral 
über den nulldimensionalen Intervallrand gedeutet werden (vgl. § 18, 
Schluß). Eine Verallgemeinerung dieser Aussage wäre ein Satz, nach dem 
man in geeigneten Fällen ein Integral über eine berandete Mannigfaltig
keit auf ein Integral über den Rand zurückführen kann. Wir beginnen mit 
der Untersuchung eines ganz einfachen Falles: 

Q = I 1 x. ·. x J" sei ein Quader im lR ", d. h. /; (d, b;) sei ein Intervall 
in JR. Wir führen wie schon in Kap. II, § 6, die Bezeichnungen 

und 
Q i 1 xI 2 x, .. xJ", i 1 I 1 n( oo,OJ 

oQ:=([1 n {O}) X / 2 X ... X/" 

ein. (!)" sei die Standardorientierung im JR0 und [}(9° die dadurch indu
zierte Orientierung auf ÖQ. Dann gilt die folgende Aussage: 

20.l Lemma: Für WE(Y 0 _ 1(Q) mit supp(w)nQ kompakt in Q ist 

J dw = J w. 
(Q, e;n) (8Q,oein) 

(Dabei steht auf der rechten Seite w für wl 0Q:=j*(w), wo oQ-+Q die 
kanonische Injektion ist.) 

Beweis: Zunächst behandeln wir den Fall a 1 <0<b 1
• Wir können w 

n ~ 

in der Form w = L /; dx 1 /\ · • · /\ dx; /\ · · · /\ dx0 schreiben. Dann ist 
i; 1 

dw= (f (-1)i+t_~!i\dx1 /\···/\dx
0

, und weil dx1 /\·"/\ 
·= 1 OX;j 

(1)0 ist, 

ist 

~ ( 1 i + 1 J a /; d d L, ) ~ X1 ... Xn 
i=l uxi 

Q 

,, ,, L '" (f, (D,x,, .. ,, x,,)- f, (a,, x,,,.,, x,,))dx, ... dx,, 
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n 

+ I( 
i=2 

1)i+ t f 
Jix .. ><ftx···X/n 

Hierin verschwinden die letzten n -1 Summanden, weil ja für i"c. 2 
J;(x,, ... ,bi, ... ,xn)=f;(X1,···,ai, ... ,xn) 0 ist, wenn a1sx,s0 ist; 
und da außerdem f;(a 1 

,X2, .•• , Ü und dxz /\. ··· /\. dx 0 laoEOßJn ist, 
bleibt 

J dw= J f 1(0,x2, ... ,x0 )dx2 ... dx0 = J f 1dx2 A···Adx
0

• 

IQ, ein) J2 X' .. X [n (()Q,il.en) 

/'. 

Da ferner f; dx1 A • • • A dx; /\. · · · /\. dxnl <'Q für i"c. 2 die Nullform in 
in l (oQ) ist, haben wir 

womit unser Lemma für den Fall a 1 <0<b1 bewiesen ist. 
Im Falle Os a 1 sind Q und oQ leer, so daß nichts mehr zu zeigen ist, 

und für b1 sO tritt in den obigen Ausdrücken b1 an die Stelle von 0, weil 
ja Q Q ist, d. h. genauer, es gilt 

J j 1(b 1
,X2, ... , X 0 )dX2 ... dx0 • 

[ 2 X , , X Jn 

Dieser Ausdruck muß verschwinden, da wegen der Kompaktheit des 
Trägers von w f,(b 1,x2 , ... ,x

0
) 0 ist. Andererseits ist oQ=0, so daß 

auch die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung verschwindet. 1 
Das soeben bewiesene Lemma enthält den Hauptteil des Beweises für 

den nun folgenden Satz von Stokes: 

20.2 Satz: (M, (IJ) sei eine n-dimensionale orientierte differenzierbare 
Mannigfaltigkeit und G r;; M eine berandete Untermannigfaltigkeit mit 
der durch (9 induzierten Orientierung 8(() des Randes oG. Ist dann far 
WE(Y

0
_ 1(M) supp(w)nG kompakt, so ist 

( Genauer gilt wieder 

Injektion ist.) 

J dw = J w . 
(G, Ci) (DG,8(1)) 

J dw = J J*(w), wo j:oG->-M die kanonische 
!G,6) (t)G,c<::) 

Beweis: Nach der Bemerkung im Anschluß an Definition 10.8 in 
Kap. II dürfen wir annehmen, daß wir für G einen 0'x'-Atlas (U;,g;.Q;);E 1 

aus quaderförmigen Karten haben, so daß ( U;, {liL, 1 ein orientierter 

• 
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Atlas von Mist*. Nach Satz 10.14 in Kap. II ist dann der dem Rand iJG von 
G zugeordnete Atlas (<'1 Ui, i:y;)ieI ein orientierter Atlas bezüglich i1(0. 

Wir dürfen außerdem annehmen, daß ( U;);EI eine lokal-endliche Über
deckung von M ist, zu der es eine Partition der Eins (hi)iE/ gibt. 

Für WE ~" 1 (M) ist dann dm= L d(h/n), und wenn wir mit (!" die 
iE/ 

Standardorientierung des IR" bezeichnen, gilt nach Lemma 20.1, weil ja 
der Durchschnitt des Trägers von h/1J mit G n Ui kompakt in Ui liegt, 
und nach Satz 19.9 

f dw= f Ld(hiw)= L f d(hiw) 
lE I IE / 

(G.11') (GJ) (G.(') 

= L f d(hiw)= L f f/;- 1*(d(hiw)) 
iEJ IE / 

(GnU,.1') (Q;J") 

= I f drli- l*(hiwl= I f 
IE / !E / 

(Q;. ('O) (t'Q;,('(i'n) 

= I f .i*(hiwl= I f 
iE I iE / 

j*(hiw)= f j*(w). 

(l'GnU;J1") (t'G.t'f) (tG.tf) 

In der ersten und letzten Summe verschwinden nämlich wegen der 
Kompaktheit von supp(w) n G fast alle Summanden. 1 

Im Falle n= 1 ist der Satz von Stokes genau der bekannte Hauptsatz 
der Differential- und Integralrechnung. Sei der Einfachheit halber z.B. 
M = IR und G = [ a,b] ein kompaktes Intervall. Ist etwa t Koordinaten
funktion von IR, so repräsentiert dt die Standardorientierung. Ein äuße-

res Normalenfeld n auf iJG = { a, b} wird etwa durch n, = - ~~ 1 und 

i1 1 et 3 

nh = + :i"""" gegeben. Daher wird die induzierte Orientierung auf der 
( t h 

nulldimensionalen Mannigfaltigkeit {a,b} durch die Nullform dt (n) 

repräsentiert. Diese Nullform, also eine Funktion. hat aber an der 
Stelle a den Wert -1 und an der Stelle h den Wert + 1. Für eine Funktion 
F E<tf'' (IR) ist daher nach Definition des Integrals J F = F(h)- F(a). 

h (tG. f 1 l 

und das ist bekanntlich gleich f ~~ dt = f dF. 

a (GJ( 1J 

* Diese Voraussetzung ist nur im Fall n:,, 2 erfüllt 1 Die genaue Behandlung des Falles 
n = 1 überlassen wir dem Leser. 
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Aus dem Satz von Stokes können wir eine wichtige Folgerung in einem 
Spezialfall ziehen: 

203 Corollar: Ist (M, CD) eine kompakte n-dimensionale orientierte 
M annigfaltiykeit, so ist jiir jede (n -1)-Form WE Jn- 1 (M) 

J dw=O. 
(M,(!)) 

Beweis: Mit den Bezeichnungen von Satz 20.2 kann man G = M 
nehmen. Die Aussage folgt dann wegen oG = 0. 1 

Der Satz von Stokes und das Lemma von Poincare, bzw. dessen etwas 
stärkere Version 13.4 sind zentrale Aussagen über Differentialformen. 
Wir wollen das am Beispiel dreier Sätze zeigen, deren Beweis mit Hilfe 
des folgenden Corollars recht einfach wird. 

Dabei verabreden wir für das Folgende, daß unsere Mannigfaltig
keiten mit einer festen Orientierung (() versehen sind. Für den IR" soll dies 
die Standardorientierung sein. Statt J schreiben wir dann einfach 
J etc. (M, (!)J 

M 

20.4 Corollar: Mund N seien kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten 
der Dimension n. Sind dann die differenzierbaren Abbildunyen f, y: M--> N 
zueinander homotop, so ist für WE Jn(N) 

J f*w = J y*w. 
M ' M 

Beweis: Nach 13.4 ist f*w-g*w=dr, für em r,EJn_i(M). Mit 
20.3 folgt daher 

J.f*w- Jg*w= Jdr,=0. 1 
M M M 

Nun zu den drei Beispielen: 

20.5 Satz vom Igel: Auf einer Sphäre S" gerader Dimension hat jedes 
differenzierbare Vektorfeld XE ~ 0 (S") eine Nullstelle. 

Bemerkung: Der Stachelpelz eines idealen Igels ist ein Vektorfeld 
auf der 2-Sphäre. In diesem Fall besagt der Satz: Ist der Igel glatt ge
kämmt (d. h. ist das Vektorfeld differenzierbar), so hat er mindestens 
einen Glatzenpunkt. 

Beweis: Wir denken uns S" als Standardsphäre im euklidischen IR"+ 1
. 

Für jedes XE S" können wir Tl, S" mit dem orthogonalen Komplement 
der Geraden IR x im IR"+ 1 identifizieren. X kann also als Abbildung 
X: S"-->IR"+ 1 mit X(x) ..lx aufgefaßt werden. 

-
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X 
Hat X keine Nullstelle, so können wir X durch !IX ersetzen und 

daher o.B.d.A. IIXII = 1 annehmen. Insbesondere bildet also X die 
n-Sphäre sn in sich ab. 

I := [O, 1] sei das abgeschlossene Einheitsintervall in IR. Wir bilden 
F: IX sn-sn, 

F(t,x):=(cosnt)x+ (sinn t)X(x). 

Dann ist F(O,x) x, F(1,x)= -x, d.h. die Identität ls" ist homotop zur 
Antipodenabbildung 1I:= - fs"· Nach 20.4 ist daher für jede n-Form 
WE i'rn(S

0
) s W = s ll*W. 

sn sn 

Andererseits kehrt r:t, da n gerade ist, jede Orientierung von S0 um. 
Nach 19.9, (3) und (4), ist daher 

J :X*W = - J W, 
sn sn 

Jw= Jw=O 
sn sn 

für jeden-Form WE ;r0 (S0 ). Das ist aber offensichtlich falsch. 1 

20.6 Fixpunktsatz von Brouwer: Jede differenzierbare Abbildun9 
f: B0 -+B0 der abgeschlossenen Einheitsvollkugel in sich hat einen Fix
punkt. 

Beweis: Für n = 1 folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz 
für stetige Funktionen. Wir nehmen daher n~2 an. Hat f keinen Fix
punkt, so können wir für jedes xeB0 die Verbindungsstrecke von f(x) 
nach x ziehen. Ihre Verlängerung über x hinaus schneidet sn 1 = o Bn 
in einem Punkt g(x). Wir überlassen es dem Leser, die Differenzierbar
keit von g nachzuweisen. Für x E S0 gilt 9(x) = x. 

Wirbildennun F:Jxsn- 1 ___,,s0
-

1, 

F(t,x):=g(tx). 

Für XESn-l ist F(O,x)=g(O), F(1,x) x, d.h. die Identität Isn 1 ist 
homotop zur konstanten Abbildung p: sn-t___,,g(O). Wegen n~2 ist 
p*w O für WEi'rn- l (S0 1), und mit 20.4 folgt 

J w = J p*w = 0 
sn··· 1 sn··· 1, 

für jede Differentialform WE 6n 1 (S
0

-
1 

). Das ist derselbe Widerspruch 
wie im Beweis von 20.5. 1 
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Bemerkung: Die beiden vorstehenden Sätze bleiben richtig, wenn man 
„differenzierbar" durch „stetig" ersetzt. Man kann das aus den obigen 
Versionen herleiten. 

20.7 Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom P:(['.....,([ vom 
Grade n>O hat eine Nullstelle. 

Beweis: Wir dürfen annehmen, daß P normiert ist, d. h. 
P(z) = zn + a 1 zn- 1 + .. · + an, ai E ([', P: (['--,.(t ist eine reell-differenzierbare 
Abbildung, wenn wir <C mit dem 1R 2 identifizieren. Hat P keine Null
stelle, so ist .f: (['--. S 1 mit 

P(z) 
.f(z) := IP(z)I 

wohldefiniert, und wir können g := .fl S'--. S1 betrachten. 
Der Leser möge nachweisen, daß g homotop zur Abbildung 

Pn:S1--.S1,p0 (z):=z\ ist. 
Wir bilden nun F: / X S1--.S1, 

F(t,z):= .f(tz). 

Für zeS1 ist F(O,z) .f(O) und F(1,z) g(z), d.h. insgesamt ist Pn 
homotop zur konstanten Abbildung p: S1 --. .f(O). Genau wie beim Be
weis von 20.6 schließt man, daß 

für jede 1-Form wEi1 (S
1) ist. Andererseits rechnet man leicht 

J p~w n J CJJ 
S 1 S 1 

aus. Wir haben also 

nJ w=O 
S' 

für jede 1-Form WEtY, (S 1). Das kann nur für n=O der Fall sein. 1 

Im Falle, daß die kompakte Mannigfaltigkeit M zusammenhängend 
ist, ist auch die Umkehrung von 20.3 richtig: Verschwindet das Integral 
einer n-Form über M, so ist sie bereits exakt, d. h. Ableitung einer (n-1)
Form. Das ist durchaus nicht trivial, und im Rest dieses Paragraphen 

• 
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soll diese .Behauptung bewiesen werden. Wir werden sogar eine allge
meinere Aussage herleiten (Satz 20.10). 

20.8 Lemma: M sei eine offene Vollkugel im IRn oder dien-Sphäre sn. 
Ist dann WEij:(M) einen-Form auf M mit kompaktem Träger, so daß 
Jro=O ist,sogibteseine(n-1)-Form 17Eij!_ 1(M) mit w=d17. 
M 

Beweis: Wir führen den Beweis durch Induktion übern und beginnen 
mit n=1: 

Fall a: M ist ein offenes Intervall (a,b) in IR. w hat dann die Form 
w=fdx mit fE't'';'(a,b). Wir können f außerhalb von (a,b) durch 0 
differenzierbar fortsetzen. F sei eine Stammfunktion von f auf IR. Dann 
ist also 

b 

0= J f(x)dx=F(b)-F(a). 
a 

Setzen wir daher F:= F - F(a'), so ist F ebenfalls eine Stammfunktion von 
f, und da der Träger von f kompakt in (a, b) liegt, muß F außerhalb dieses 
Trägers lokal-konstant sein. Wegen F(a)=F(b)=O verschwindet also 
F in einer Umgebung von IR (a, b), hat also kompakten Träger in (a, b) 
und ist somit die gesuchte Stammfunktion von f. 

Fall b: M ist die Kreislinie S 1• Wir können uns S 1 als IR/2 rc Z gegeben 
denken, wobei wir die kanonische Projektion von IR auf S1 mit p:IR-+S 1 

bezeichnen. Anschaulich bedeutet p das Aufwickeln der Geraden IR zu 
einer Kreislinie S 1 vom Radius 1. Ist WEt.1HS1)= ij\(S1

), so hat p*w 
die Gestalt p*w=fdt, wobei f:IR-+IR eine 't'"'-Funktion mit der 
Periode 2 n ist, d. h., es gilt f(x + 2 rc) = f(x) für alle xE IR. F sei eine Stamm
funktion von f. Dann gilt nach Voraussetzung 

x+21t 

Ü= J w= f f(t)dt=F(x+2n)-F(x) 
S 1 X 

für alle xEIR. F hat also ebenfalls die Periode 2n und kann daher als 
Funktion auf S1 gedeutet werden: F=p* F, wobei FE~0 (S1

) eindeutig 
durch F bestimmt ist. Für dieses F ist dann dF w. 

(n-1) => n: Fall a: Mist eine offene Vollkugel im IR n. Da w kompakten 
Träger in M hat, können wir w außerhalb M durch O differenzierbar fort
setzen. Da IR n kontrahierbar ist, ist w exakt, d. h., es gibt eine (n -1 )-Form 
ijEt'jn_ 1(R0

) mit dij=w. Wir werden ij so abändern, daß der Träger der 
neuen Form 17 kompakt in M liegt, aber immer noch d17=w gilt: 
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R sei eine Kugelschalenumgebung von 8M, d.h. eine offene Kugel mit 
größerem Radius als M, aus der eine abgeschlossene Kugel mit kleinerem 
Radius als M herausgenommen ist. R läßt sich auf iJM deformieren, d.h., 
es gibt eine 'if"'-Abbildung r:R-oM, so daß die Abbildungen roj und 
jor homotop zur Identität auf iJM bzw. auf R sind. Dabei bezeichne 
j:fJM-R die Inklusion. 

Nach Voraussetzung ist 

0= J w = J dij = J fj = J j*(ij), 
M M l!M iJM 

d. h. j*(fj) ist nach Induktionsvoraussetzung exakt. Da außerdem 
d,jlR =wlR =0 ist, muß nach Satz 13.4 auch iilR exakt sein. (Es sind näm
lich 111&-r*oj*(fj) und r*oj*(fj) exakt.) D.h., es gibt eine (n-2)-Form 
<pE~n- 2(R) mit dcp=fflR· Wir können ip außerhalb einer geeigneten Um
gebung U von oM auf ganz IR" fortsetzen, zu einer Form q>Eijn_ 2(1R"), so 
daß immer noch dq>lu filu gilt. 

r,:=(ii dq,)IM hat dann kompakten Träger, und nach Konstruktion 
gilt: 

Fall b: Mist dien-Sphäre sn. Wir zerlegen sn in zwei abgeschlossene 
Hemisphären GN und G5 (Nord- und Südhemisphäre), deren Durch
schnitt der zu sn- t diffeomorphe Äquator E ist. Wir versehen ihn mit der 
Orientierung, die er als Rand von GN trägt. UN und Us seien offene kon
trahierbare Umgebungen von GN bzw. G5, so daß R:= UNn Us einen 
Ring bildet, der sich auf den Äquator E deformieren läßt. 

E Us 

s 

Figur 8 

15* .. 
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Da UN und U8 kontrahierbar sin?, gibt es (n 1)-Formen YfN und Yfs 
auf UN bzw. U s mit 

Über R gilt (d17N -d11s)IR =0. Außerdem haben wir nach dem Satz von 
Stokes 

0= J W= J w+ J W= J d17N+ J d11s 
sn GN Gs G,.., Gs 

Dabei tritt im vorletzten Ausdruck das Minuszeichen auf, weil E als 
Rand von Gs entgegengesetzt zu orientieren ist wie als Rand von GN. 

Nach Induktionsvoraussetzung und wegen der Deformierbarkeit von R 
auf E können wir genau wie bei Fall a schließen, daß es eine (n - 2)-Form 
q, auf S" gibt, so daß über einer Umgebung U von E noch 

dq,lu = ( 1'/N - 1'/s)lu 

gilt. Definieren wir jetzt 17EB"n-i(S")=t'J~-i(S") durch 

·-{ 1'/N,x• XEGN, 1'/,,-
1'/s,x+d<p,, XEGs, 

so gilt d17 w, womit Lemma 20.8 vollständig bewiesen ist. 1 

20.9 Lemma: M sei einen-dimensionale orientierte zusammenhängende 
Mannigfaltigkeit. Dann läßt sich jede 'JR.-lineare Abbildung 

T: tY~(M) -> 'JR 

mit Tode O in der Form 

T=r· J 
M 

schreiben fiir ein rE'JR.. (Dabei bezeichnen wir mit de die äußere Ableitung 

jC := di~~- 1 (M) -+ ij~(M).) 

Beweis: U sei eine offene Menge in M, diffeomorph zu einer Vollkugel 
des 'JR. 0

• In Lemma 20.8 haben wir die Exaktheit der Sequenz 
f 

d' {' 
~~- 1(U) ___. ~~(U) ___. 'JR 0 

an der Stelle ~~( U) bewiesen. Außerdem ist die lineare Abbildung 
J: ~~(U)->'JR surjektiv, d. h., die obige Sequenz ist überhaupt exakt. 
u 
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Jede Differentialform aus (Y~( V) können wir außerhalb V durch 0 
fortsetzen und in diesem Sinne iY~(U) als linearen Teilraum von iY~(M) 
auffassen. Insbesondere ist Tl~~(U)-.JR eine wohldefinierte lineare Ab
bildung, die wir wegen Tod0 0 und der Exaktheit der obigen Sequenz 
über J faktorisieren können, d. h., es gibt eine Zahl ruElR mit 

u 

Tlrt;c.(Vl = 'u · J · 
u 

(Vd;E1 sei eine lokal-endliche Überdeckung von M durch offene 
Mengen Uj, die zu Vollkugeln des IR" diffeomorph sind. (Der Leser 
überlege sich, daß so eine Überdeckung existiert!) (hJEI sei eine zuge
hörige Partition der Eins. Dann ist für q>E (Y~(M) 

da wegen der Kompaktheit von supp(cp) die Formj'!n hicp für fast alle iE/ 
verschwinden. Nach der oben durchgeführten Überlegung haben wir 
daher 

= I Tl!Y:;(U,;(hiq>) L'if hicp 
iEI iEI 

ui 

wo die ri nur von T abhängende reelle Zahlen sind. Wir haben also 

T(<p)= J / <p 
M 

mit J:= IrihiEIC00 (M). 
iel 

Zu zeigen bleibt noch, daß f eine Konstante ist. Wegen des Zusam-
menhangs von M ist das gleichbedeutend mit df =0. Nach Voraus
setzung gilt für jede (n-1)-Form 17E(Y~ i(M) 

0= Todc(11)= T(d17)= J f d17= J d(f 17)- J d / A 11 · 
M M M 

Im letzten Ausdruck verschwindet der erste Summand nach dem Satz 
von Stokes. Also ist 

JdfA'7=Ü 
M 

it: lJTO lt 

-
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für alle '7Eij~_ 1(M). Man sieht sofort (vgl. 19.3 (2)), daß das nur richtig 
sein kann, wenn d f = 0 ist. 1 

Jetzt können wir die angekündigte Aussage beweisen, die in gewissem 
Sinne eine Umkehrung des Satzes von Stokes darstellt: 

20.10 Satz: M sei einen-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und 
G eine zusammenhängende kompakte berandete Untermannigfaltigkeit. 
Ferner sei U eine Umgebung von oG und Ü:=Gu U. wEij

0
(Ü) und 

'7Eij0 _ 1(U) seien Differentialformen mit 

wlu = d'7, J w = J '1 · 
G öG 

Dann gibt es Umgebungen V und V von G bzw. oG und eine (n-1)-Form 
~E!Jn-1(V) mit 

wlv=d~, ~lv=IJlv-

Beweis: Zunächst können wir U so zu einer Umgebung V von oG 
verkleinern, daß sich IJ außerhalb V fortsetzen läßt zu einer Form 
'7Eij0 _ 1(V) mit V:=Gu V. 

Für w:=wlv-d~ gilt nun: 

wlv=O, Jw=O. 
G 

Die erste dieser beiden Gleichungen besagt, daß der Träger von w in G 
kompakt ist. Da nach der zweiten Gleichung r · J w = 0 ist für alle rE IR, 

G 

folgt aus Lemma 20.9, daß T(w)=O ist für jede IR-lineare Abbildung 

T:i~(G) - IR 

mit Todc=O. wlG mußdeshalbselberschonzudcm~-1(G))=dm~-1(G)) 
gehören. Es gibt also eine (n ~ 1 )-Form 1/J E ij~ _ 1 ( G) mit dl/J = wlc;. 
Setzen wir 1/1 außerhalb G trivial auf V fort (das geht, weil supp(I/J) s;; G 
kompakt ist), so gilt für ~ :=,; + 1/1 

wlv =w+d,j=di/1 +d,; =dry 
und 

'71v = '71v + 1/Jlv = '71v = IJiv, 

wenn wir V:= Jl-supp(I/J) setzen. 1 

Im Falle, daß M selbst kompakt und zusammenhängend ist, können 
wir G=M nehmen. Dann ist oG=0, und wir können auch U =0 
nehmen. Satz 20.10 ergibt dann die folgende Aussage: 
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20.11 Corollar: M sei eine zusammenhängenden-dimensionale kompakte 
orientierte Mannigfaltigkeit. Ist dann wEt1n(M) eine Differentialform mit 

J w=O, 
M 

so ist w exakt, d.h., es gibt eine (n-1)-Form 1'/E !Yn- 1 (M) mit 

w=dr,. 

Lemma 20.9 gestattet es, noch den für topologische Untersuchungen 
bei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten wichtigen Begriff des Abbil
dungsgrades einzuführen: 

20.12 Satz und Definition: F: M---+ N sei eine differenzierbare Abbildung 
zwischen kompakten orientierten Mannigfaltigkeiten der Dimension n, 
wobei N zusammenhängend sei. Dann gibt es eine reelle Zahl* deg FE IR, 
so daß 

J F*w=degF· J w 
M N 

fiir jede Differentialform WE !Yn(N) gilt. deg F heißt der Abbildungsgrad 
von F. 

Beweis: Für WE ijn(N) setzen wir T(w) := J F* w. Dann ist 
M 

T: fYn(N)---+ IR-linear und erfüllt nach Satz 20.3 die Bedingung Tode= 0. 
Nach Lemma 20.9 können wir also 

T(w)=degF· Jw 
N 

schreiben, wo degFEIR nur von F abhängt. 1 
Zum Schluß dieses Paragraphen bemerken wir noch; daß aus 19.10 

und dem gewöhnlichen Stokesschen Satz sofort der Stokessche Satz für 
vektorwertige Differentialformen folgt: 

20.13 Satz: (M, @) sei eine orientierte zusammenhängenden-dimensionale 
Mannigfaltigkeit mit flachem affinen Zusammenhang D, so daß es auf Mn 
linear unabhängige konstante Vektorfelder gibt. Ist dann G eine kompakte 
berandete Untermannigfaltigkeit und <PE ~n- l (M), so gilt 

J do<P= J <P · 
(G,(')) (oG.v(')) 

* degF ist sogar eine ganze Zahl. (Zum Beweis siehe etwa [17].) 

16* 

-
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(M, (!}) sei in diesem Abschnitt stets eine n-dimensionale orientierte 
Riemannsche Mannigfaltigkeit; ( G, (!}) bezeichne eine n-dimensionale 
kompakte berandete (gleich orientierte) Untermannigfaltigkeit von 
(M, (!}). Ansonsten seien die Bezeichnungen wie in §§ 16 und 17 gewählt. 

Aus der Greenschen Formel (siehe Satz 16.10) für Differentialformen 
WPE (Yp(M) und wp- l E (Yp- l (M): 

d(wp-1 /\ *Wp)=(dwp-1,mp)pdV +(wp-1,bmp)p-l dV 

erhält man mittels des Stokesschen Integralsatzes sofort: 

21.1 Satz: ( Greensche I ntegralformel) 

J (dwp_ 1,wp)pdV+ J (wp_ 1,bwp)p-1dV= J wp-i/\*mp. 
(G,l!I) (G,l!I) (öG,ill!I) 

Wie in Kap. III, § 16, leitet man hieraus die folgenden Integralformeln 
her (siehe Satz 16.12): 

21.2 Satz: Für w,WE(Yp(M) gilt: 

(a) J (dbw,m)pdV+ J (öw,bm)p-idV= J öwA•w, 
(G,l!I) (G,l!I) (öG,iJl!I) 

(b) J (dw,dw)p+ 1 dV + J (w,bdw)pdV = J w /\ •dw, 
(G,l!I) (G,l!I) (iJG,ill!I) 

(c) J (ßw,w)pdV + J (dw,dm)p+ 1 dV + J (bw, bm)p- i dV 
W,M W,l!I) W,l!I) 

J (öcv/\ *W+W/\ •dw), 
(öG,iJl!I) 

(d) J (ßw,m)pdV- J (ßm,w)pdV 
(G,l!I) (G,l!I) 

J (öw /\ •w-öw /\ •w +w /\ •dw-w /\ •dm). 
(iJG,öl!I) 

Wir wollen einige Spezialfälle von Satz 21.1 und Satz 21.2 (c) (d) be
trachten: 

21.3 Satz: Für WE(Y 1(M) gilt: 

J bw-dV= J •m. 
(G,l!I) (iJG,iJl!I) 

Beweis: MansetzeinSatz21.1 p=1, wP=w, wP_ 1=1. 1 
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21.4 Satz: Für f, gE'ij0 (M) gilt: 

(c') J f-!:,.gdV+ J (df,dg) 1 dV= J f-*dg, 
(G,(I)) (G,(I)) (iJG,iJ(I)) 

(d') J (f-!:,.g-g-!:,.f)dV= J (f-*dg-g·*df). 
(G,(I)) (iJG,iJ(I)) 
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Unter den Formeln der Vektoranalysis, die wir in Satz 17.2 zusammen
gestellt haben, wollen wir die heraussuchen, die Aussagen über die 
äußere Ableitung gewisser Differentialformen enthalten: 

(1) df =(gradf, ds) für fE'ij0 (M). 

(2) d(X, dF) = div X· dV für XE ~ 0 (M). 

(3) d(f·gradh,dF)=(f·t:,.h+(gradf,gradh))dV für f,hE'ij0 (M). 

(4) d(f-gradh-h-gradf,dF)=(f·!:,.h-h-!:,.f)dV für f,hE'ij0 (M). 

(5) d(X,ds)=(rotX,dF) für XE~0 (M) und dimM=3. 

(6) d(f-dF)=gradf A dV für fE'ij9 (M). 

(7) d(dFxX)=rotX AdV für XE~0 (M), dimM=3. 

(8) d(ds)=O. 

(9) d(dF)=O. 

Zusammen mit dem Stokesschen Satz erhalten wir hieraus die folgenden 
Integralformeln: 

21.5 Satz: 
(1) J (grad f, ds) = J(y(b))- f (y(a)) für eine differenzierbare Kurve 

y 

y:[a,b]--+M (mit y(t)=FÜ,tE[a,b]). 

(2) J divX·dV= J (X,dF). 
(G,(I)) (iJG,iJ(I)) 

(3) J (f-t:,.h+(gradf,gradh))dV = J U· gradh,dF). 
(G,(I)) (iJG,iJ(I)) 

(4) J (f-!:,.h-h-!:,.f)dV= J (f-gradh-h-gradf,dF). 
(G,(I)) (iJG,iJ(I)) 

(5) J (rotX,dF)= J (X,ds), 
(G',(I)') (öG',iJ(I)') 

wobei (G',@') eine kompakte orientierte berandete Untermannigfaltigkeit 
einer 2dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkeit (M',@') von 
(M,@) darstellt und M selbst 3dimensional ist. 

(6) J gradjAdV= J f-dF, 
(G,(I)) (iJG,iJ(I)) 

-
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falls M flach ist und einen n-Rahmen konstanter Vektorfelder hat. 

(7) J rotX AdV= J dFxX, 
(G.O) (oG.80) 

falls dim M = 3 und M flach ist und einen 3-Rahmen konstanter Vektor
felder hat. 

(8) J ds=O, 
(oG',<10') 

falls M flach ist und einen n-Rahmen konstanter Vektorfelder hat und 
(G', CD') eine 2dimensionale orientierte berandete Untermannigfaltigkeit 
einer 2dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkeit (M', CD') von 
(M, CD) ist ( d. h. (oG', oCD') ist eine differenzierbare orientierte Kurve, die 
eine 2dimensionale orientierte differenzierbare Untermannigfaltigkeit von 
(M,CD) berandet). 

(9) J dF=O, 
(oG,80) 

falls M flach ist und einen n-Rahmen konstanter Vektorfelder hat. 

Bemerkungen: (a) Die lntegralformeln (2), (3) und (4) sind nur Um
formulierungen der Greenschen lntegralformeln von Satz 21.3 und Satz 
21.4 (c'), (d'). 

(b) Bei der Integration von Differentialformen über niederdimen
sionale Untermannigfaltigkeiten (z.B. Randmannigfaltigkeiten) haben 
wir in den obigen lntegralformeln stets die Beschränkungsabbildungen 
ausgelassen. 

Das folgende Corollar beschreibt einen Spezialfall der obigen For
mel (5): 

21.6 Corollar: Für eine 2dimensionale kompakte orientierte Unter
mannigfaltigkeit ( G', CD') von (M, CD) mit dim M = 3 gilt: 

J (rotX,dF)=O. 
(G',(!)') 

Wir wollen die lntegralformeln (1) bis (9) von 21.5 noch in einer 
anderen Schreibweise notieren, die man häufig in der Vektoranalysis 
verwendet. 

Sei (M', CD') eine (n -1 )-dimensionale differenzierbare Untermannig
faltigkeit von (M, CD) mit induzierter Riemannscher Metrik (z.B. eine 
Randmannigfaltigkeit (oG,oCD)). Es gibt dann genau ein Orthonormalen
feld n auf M' (siehe§ 16, Beispiel 1, nach Definition 16.15), so daß gilt: 
(n,dF)lcllM'Jn-, =dV' := orientiertes Riemannsches Volumenmaß auf 
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(M',(()'). Bei einer Randmannigfaltigkeit (oG,o(()) ist n das äußere 
Orthonormalenfeld. Auf Grund von 4.11, Corollar 2, gilt dann: 

dFl(t,M') n-1 =n-dV', 

Ist X ein Vektorfeld auf M, so bezeichnet Xn :=(XIM,,n) die Kom
ponente des Vektorfeldes XIM, in Richtung des Orthonormalenfeldes n. 

Daraus folgt: 

(X,dF)l(tlM') n-1 =Xn •dV' · 

Ist speziell X= grad f, f E 'ij0 (M), so bezeichnen wir die Richtungs
ableitung df(n)=(gradf,n) von f in Richtung n im Punkte xEM' mit 

~ f 1 · Es gilt dann: 
un. of ' 

(gradf,dF)bM') n-1 =On• dV • 

Sei (C,@) eine orientierte glatte Kurve in (M,(()), d.h. eine 1dimensio
nale (berandete oder unberandete) orientierte Untermannigfaltigkeit von 
(M, (()); dann gibt es genau ein normiertes Tangentenfeld t auf C, d. h. 
t.E'.D.C und (t.,t.)=1 für alle XEC, undgenaueine1-Form dcrE'ij 1 (C), 
das sogenannte Bogenmaß, so daß dcr.(t.)=1 ist für alle xEC. 

Da (t·dcr)(t)=t·dcr(t)=t=ds(t) gilt, so ist 

dslt,c=l·dcr. 

Ist X ein Vektorf~ld auf M, so bezeichnet X, :=(Xlc,I) die tangen
tielle Komponente des Vektorfeldes· X lc- Es gilt dann: 

(X,ds)lt,c=X,·dcr. 

Unter Verwendung der obigen Schreibweisen sehen die lntegralfor
meln (1) bis (9) von Satz 21.5 wie folgt aus (vergleiche jeweils die ent
sprechenden Voraussetzungen): 

( 1) J (gradf),dcr=f(y(b))-f(y(a)), 
(C,(I)) 

wenn (C, <D) eine orientierte glatte Kurve mit Rand in (M, (()) ist mit einer 
Parameterdarstellung y: [ a, b ]-> C, wobei y einen orientierungserhalten
den Diffeomorphismus darstellt. (Die Orientierung von [a,b] sei durch 
die Form dtE 'ij 1 (IR) repräsentiert; dann ist die Orientierung von C 
nichts anderes als der „Durchlaufsinn" von y(a) nach y(b).) 

(2) J divX-dV= J Xn·dV'. 
(G,(I)) (oG,i)(I)) 

,. 
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wobei dV' das orientierte Riemannsche Volumenmaß auf (oG,c(9) ist. 

(3) f (/·tlg+(gradf,gradg))dV= J f·*flctv'. 
(G,('IJ (ilG,o('IJ l n 

(4) J (ftig g·tif)dV= J (I~f-g~L)dv'. 
(G,('I) (öG,ilt!) On On 

(5) J (rotX),.dV' J X,dcr. 
(G',c/') (öG',il('I') 

(6) J gradj-dV= f .f,n-dV'. 
(G,c/) (oG,oc/1 

(7) f rot X dV J (n x X)dV'. 
(G,c/) {iJG,M) 

(8) J /·dCi=Ü, 
(iJG',MI') 

d. h., das Integral des orientierten normierten Tangentenfeldes t über 
eine glatte orientierte Randkurve (fJG',fJ(I)') verschwindet. 

(9) f n-dV' 0, 
(oG,iJ(')) 

d. h., das Integral des äußeren Orthonormalenfeldes n über eine o:·ien
tierte Randmannigfaltigkeit (tJG, o (!)) verschwindet. 

Zum Schluß wollen wir eine Anwendung der Umkehrung des Stokes
sehen Integralsatzes behandeln: Eine differenzierbare Funktion f auf 
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit Mist stets lokal gleich der Diver
genz eines Vektorfeldes; denn es ist d(f-dV)=O, und auf Grund des 
Poincare-Lemmas existiert lokal stets eine (n 1)-Form <pn-t, so daß 
über dem Definitionsbereich von <Pn- t d<p0 _ 1 f-dV ist; 
X:=( -1r- 1 F 1 *<Pn- t ist dann ein lokales Vektorfeld mit q> 0 _ 1 = *j X 
und dq>0 _ 1 = d * j X div X· dV, d. h., f ist lokal gleich der Divergenz 
von X. 

Die Umkehrung des Satzes von Stokes (siehe Satz 20.10) liefert ein 
Kriterium dafür, wann eine differenzierbare Funktion global gleich der 
Divergenz eines Vektorfeldes ist: 

21.7 Satz: (M, (!)) sei eine n-dimensionale orientierte Riemannsche 
Mannigfaltigkeit, G eine zusammenhängende, kompakte, berandete Unter
mannigfaltigkeit, f eine Funktion aus ij0 (M). Auf einer ojf'enen Umge
bung V von oG existiere ein Vektorfeld X mit folgenden Eigenschaften: 

( 1) 

(2) 
.flu = div X, 

J fdV = f (X,dF). 
(G,l!l) (ilG,iJ<')) 
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Dann gibt es ein Vektorfeld X auf einer offimen Umgebung Ü von G, so 
daß gilt: 

(1) flu div X. 
(2) Xlv=Xlv für eine Umgebung Vs U n Ü von oG. 

Beweis: cp0 _ 1 :=*jX isteine(n 1)-Formaus tYn-i(U) mitfolgenden 
Eigenschaften : 

(1) dcp 0 _ 1 =d*j X =d(X,dF)=div X ·dV = flu·dV, 

(2) f f-dV= f <pn-1 · 
(G,(l)J (vG.cl!f) 

Nach Satz 20.10 gibt es eine (n 1)-Form (p 0 _ 1 auf einer geeigneten 
Umgebung O von G, so daß gilt: 

(1) dq,0 _ 1 =flu·dV, 

(2) 'Pn-dv=<Pn-ilv für eine Umgebung V~UnÜ von DG. 

Mittels (p 0 _ 1 gewinnt man ein Vektorfeld X:=(-1)"- 1F 1 *<Pn-t auf 
Ü, für das gilt: (p 0 _ 1 :=•JX. Man verifiziert nun leicht für X die Aus
sagen (1) und (2) des Satzes. 1 

21.8 Corollar: Ist (G,<9) ein kompakte, zusammenhängende differenzier
bare Mannigfaltigkeit, feine differenzierbare Funktion auf G mit 

f J,dV 0, 
(G,(ll) 

dann gibt es ein Vektorfeld X auf G, so daß gilt: 

f=divX. 

.. 
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In den Anwendungen benötigt man gelegentlich Integrale über stück
weise glatte Flächen im Raum (z.B. die Oberfläche eines Würfels). Wir 
wollen deshalb stückweise glatte Untermannigfaltigkeiten einer diffe
renzierbaren Mannigfaltigkeit einführen und den Stokesschen Satz für 
kompakte Teilmengen einer Mannigfaltigkeit beweisen, deren Rand so 
eine stückweise glatte Untermannigfaltigkeit ist. 

M sei eine Mannigfaltigkeit mit einem Volumenmaß dµ. Ist K eine 
meßbare kompakte Teilmenge von M, so definieren wir das Volumen 
µ(K) durch 

µ(K):= f dµ. 
K 

Diese Volumenmessung soll nun auch für nicht-kompakte Mengen ein
geführt werden. Für praktische Zwecke genügt es dabei, lokal-abge
schlossene Mengen zu berücksichtigen: Eine Teilmenge G der Mannig
faltigkeit M heißt lokal-abgeschlossen, wenn jeder Punkt x EG eine 
offene Umgebung U, in M besitzt, so daß G n U, abgeschlossen in U, ist, 
also G n U, = G n U x gilt. Wir können in diesem Falle G = Ö n( U U ·) 

xeG 

schreiben, d. h., G ist Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlosse-
nen Menge in M. Umgekehrt ist so eine Teilmenge von M lokal-abge
schlossen. Beispiele lokal-abgeschlossener Teilmengen des JR n sind z.B. 
Würfel und Quader, bei denen einige Seiten mit dazugehören und andere 
nicht; insbesondere sind also alle Intervalle in lR lokal-abgeschlossen. 

Eine lokal-abgeschlossene Teilmenge G der Mannigfaltigkeit M 
nennen wir nun mellbar (mit dem Volumenmaß dµ), wenn sie sich durch 
kompakte, meßbare Mengen ausschöpfen läßt und die Menge 

{lt(K); K G, K kompakt, meßbar} 

beschränkt ist. In diesem Falle nennen wir ihre obere Schranke das 
Volumenmaß von G: 

µ(G) := sup{p(K); K s;; G, K kompakt, meßbar}. 

f:G-,.JR sei eine stetige beschränkte Funktion auf der meßbaren 
lokal-abgeschlossenen Teilmenge G von M.fkann in der Form/= j+-J 
geschrieben werden mit zwei nicht-negativen stetigen beschränkten 
Funktionen f + und f auf G. f + und 1- sind zwar nicht eindeutig be-
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stimmt, jedoch ist für zwei Zerlegungen f ft-f'i .n-fz dieser 
Art .n + .f 1 . Die Zahl 

f.fdµ 
G 

sup{i f+ d1t; K s; G kompakt, meßbar} 

sup{I dµ; K s; G kompakt, meßbar} 

ist dann wohldefiniert und wir nennen sie das Integral von .f über G 
(bezüglich dµ). 

Bei der nun folgenden Einführung stückweise glatter Untermannig
faltigkeiten einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit beschränken wir uns 
auf solche der Dimension n -1. Stückweise glatte Untermannigfaltig
keiten wollen wir durch lokale Eigenschaften charakterisieren; wir be
ginnen daher mit der Definition sogenannter stückweise glatter Graphen. 

Dazu noch eine Vorbemerkung: Den IR" denken wir uns stets mit der 
üblichen euklidischen Metrik versehen. Das zugehörige Volumenmaß 
bezeichnen wir mit dV

0
• Ist N irgendeine (n 1)-dimensionale Unter

mannigfaltigkeit des IR", so wird durch die euklidische Metrik des IR" 
eine Riemannsche Metrik g

0
_ 1 auf N induziert. Das zugehörige (ab

solute) Riemannsche Volumenmaß werde mit dVn- i bezeichnet. 
Ist D eine offene Teilmenge im IR n-

1 urrd f: D-, IR eine Funktion, so 
verstehen wir unter ihrem Graphen die Teilmenge 

Gr := {(y,x)EIR x D; y= f(x), xED} 

von IR x D. Üblicherweise definiert man den Graphen als Teilmenge von 
D x IR. Um jedoch später bei der Definition einer Orientierung nicht in 
Vorzeichenschwierigkeiten zu geraten, haben wir die Komponenten 
vertauscht. 

Einen Punkt ZEGr nennen wir regulär, wenn es eine offene Umgebung 
V von z in IR x D gibt, so daß Gc n V eine differenzierbare Unter
mannigfaltigkeit von V ist. Die Menge der regulären Punkte werde mit 
Rr bezeichnet. Rr ist per definitionem offen in Gr. Gr Rr heißt die 
Singularitätenmenge von Gr. Mit n:IR x D--+D bezeichnen wir im folgen
den die Projektion auf D. 

22.l Definition: D sei eine offene meßbare Teilmenge des IR n-
1• Der 

Graph 
Gr {(f(x),x);xED}s;;lRxD 

einer stetigen Funktion f: D--+IR heißt stückweise glatt, wenn folgendes 
gilt: 

• 
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(1) Die Menge Rr der regulären Punkte von Gr ist (bez. dVn_ 1) meßbar. 
(2) 11:(Sr) ist eine Nullmenge in D. 
(3) f ist auf 11:(Sr) lokal Lipschitz-stetig, d. h., zu jeder kompakten Teil
menge K von 11:(Sr) gibt es eine reelle Zahl k, so daß für x, YE K 
lf(x)- f(y)I s;kUx-yll gilt. 

Im folgenden sei Grs;;;IR. x D ein fester stückweise glatter Graph der 
Dimension n -1. Auf Rr gibt es ein ausgezeichnetes Orthonormalenfeld 
nE r(Rr, !)(JR. x D)), das in allen Punkten in Richtung 

Gt := {(y,x)eJR. x D; y~ f(x)} 

weist. (Eine formal strenge Definition kann in Analogie zu Definition 
10.9 gegeben werden.) Die Differentialform dx 1 /\ ·• · /\ dx" E ffn(JR. x D) 
repräsentiert die Orientierung von JR. x D, und nach Satz 10.13 re
präsentiert (dx 11\ ••• /\ dxnrE 6n-1 (Rr) eine Orientierung auf Rr, die 
wir mit 0°- 1 bezeichnen. Wir nennen sie die Standardorientierung des 
Graphen Gr. 

22.2 Lemma: q>EtJ~_ 1(JR.xD) sei eine (n-1)-Form auf JR.xD mit 
kompaktem Träger. Dann gibt es eine stetige beschränkte Funktion 
h:Rr--+IR., so daß 

ist. Dabei sei i: Rr--+IR. x D die lnklusionsabbildung. 

Beweis: Auf Rr ist die Funktion . 

·- i* q> 
h.-(d d n X 1 /\ ..• /\ Xn) 

wohldefiniert und sogar differenzierbar. Wir müssen also nur noch die 
Beschränktheit von h zeigen. Sei dazu zeRr und (X 2 , •.• , X n) eine 
orientierte Orthonormalbasis von !)z(Rr) (bezüglich g

0
_ 1 und der 

Standardorientierung (() 0
-

1 von Gr)· Dann ist 

h(z) = (i*q>)(X2,~··, ~n_) __ 
(dx1 A • •• "dx0 ) (X 2 , ... , X 0 ) 

(i*cp)(X 2 , •.• , X
0

) 

(i*q,)(Xz, ... ,Xn)= (X X) 
1 <p 2,•••, n· 
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(fJ können wir in der Form 

n /'.. 

<p= L J;dX1 A··· Adxi A··· Adxn 
i= 1 

schreiben mit /;Et'jg(JR x D). Xi hat die Gestalt 

n i) 1 X; L aii , 
j=l z 

Da die Xi eine Orthonormalbasis von !\(Rr) und die „
0 

1 eine von 
oxi z 

l)z(JRxD) bilden,muß laijl$1 sein für i=2, ... ,n;j=1, ... ,n. Daherist 

l<P(X 2, ••. , X n)I 

1 
t J;(z)dx 1 A···Adx;A ··· Adxn(.± a2j/ _, ,, .. , .± anj / .1 )1 
•=l 1=1 uXJz 1=1 uXiz 

= 1 ± fi(z) L ( -1)i-l sign(G)a2„(2) •.• ano(nl 1 
i= 1 t1€.:l'n 

a(l)=i 

" 
$ L 1/;(z)l(n 1)!. 

i= 1 

Weil nun die J; kompakten Träger in JR x D haben und stetig sind, muß 
der letzte Ausdruck beschränkt sein, woraus nach unserer obigen Rech
nung die Beschränktheit von h folgt. 1 

Das vorliegende Lemma gestattet es nun, für eine Differentialform 
(/JE t'j~-1 (JR X D) 

22.3 

zu definieren. 
Für den Beweis der nächsten Aussage, die ein Analogon zu Lemma 20.1 

darstellt, bemerken wir noch, daß für aEJR die Menge 

{(y,x)EJR x D; a s;;f(x)} 

meßbar ist, und zwar ist sie ein sogenannter Normalbereich über der 
meßbaren Menge D im JR."- 1. 

-
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22.4 Lemma: Die Dij.ferentia(/orm <PE~~ 1 (IR x D) verschwinde über 
einer Umgebung Mn Sr in IR x D. Ferner sei Gr {(y,x)EIR x D; y:s;;f(x)}. 
Dann gilt 

.J d<p J (j). 
(Gt, l") ((fr. f,n i} 

Beweis: Zunächst müssen wir noch erklären, was wir unter . J d<P 
Wr. <"n) 

verstehen. Gr ist i. allg. ja nicht meßbar, aber wegen der Kompaktheit von 
supp(d<P) gibt es eine Zahl aEIR mit 

supp(tp)s;:; ßr := {(y,x)EIR x D; a ~ f(x)}, 

und das Integral . J d<p ist unabhängig von der speziellen Wahl 
~nGr, tn) ,.., 

dieses a, so daß wir es als Integral von d<p über Gr bezeichnen können. 
Nun zum Beweis des Lemmas: <p verschwinde über der offenen Um

gebung V von S1 in IR x D. Weil Sr abgeschlossen in G1 und damit auch 
in V ist, gibt es eine offene Umgebung U von Sr in IR x D, so daß D n (IR x D) 
ganz in V liegt. (IR x D) Ü ist eine n-dimensionale differenzierbare 
Mannigfaltigkeit M, und G, n M ist eine berandete Untermannigfaltigkeit 
vonMmit GrnAf alsRand. GrnM istzwari.allg.nichtkompakt,aher 
der Träger von <P ist kompakt in M. Nach Satz 20.2 erhält man daher 

s d<p J ({). 
(Grr;M,i'in) (GrnM,i'i" 1) 

Da schließlich supp(q,)n Gr kompakt in Gr n M liegt und 
supp(d(I'.)) n G1 kompakt in G1 n M, haben wir 

. J d<p = J <p = J <p . • 
(Grc,M,19°) (GrnM.i'i" 1 ) ((Jr,<"m ··') 

Wir wollen nun in Lemma 22.4 die Voraussetzung, daß cp in einer Um
gebung von Sr verschwindet, fallen lassen. Dazu werden wir wesentlich 
die Bedingungen (2) und (3) der Definition 22.1 benutzen und mit ihrer 
Hilfe zwei Lemmata beweisen. Einige Bezeichnungen nehmen wir vor
weg. Ist Q ein Würfel in D, etwa mit Kantenlänge 2 r, so bezeichnet Q' 
den Würfel mit gleichem Mittelpunkt, dessen Kantenlänge zwei Drittel 

d K l Q b „ l 4 r E h d ·1 f" . er anten änge von etragt, a so . ..,ntsprec en es gt t ur emen 
Quader Q in IR x D. 

22.5 Lemma: K sei eine kompakte Teilmen{Je von Sr, und es sei o > 0 
vorgegeben. Dann gibt es fur hinreichend kleines r>O endlich viele 
kompakte Wü1:fel Q 1, ... , QN der Kantenlänge 2 r in D mit folgenden 
Eigenschaften: 
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N 

(1) 1t(K)s: U Q;. (Zur Definition von Q; siehe oben.) 
j; 1 

(2) Je n + 1 verschiedene der Q; haben leeren Durchschnitt. 

(3) V n 1 (~
1 
Q) :5: ö . 

V n 1 ( 7t -
1 
(~

1 
Q) n Rf) ~ ö . (4) 

Beweis: n(K) ist eine kompakte Nullmenge in D. Es gibt daher eine 
Folge meßbarer offener Umgebungen Uv von n(K) in D mit Uv 2 Uv + i, 

oc, n Üv=n(K) und lim Vn_ 1(Uv)=0. n- 1(U.)nRr ist dann eine offene 
v= 1 v-c:o 

Teilmenge von Rr und ebenfalls für jedes v meßbar, und wegen 
ff) n n··· 1(Üv)nRr=0 muß auch limVn_ 1(n- 1(Uv)nRr)=0 gelten: Zu 

v~ 1 v-+oc, 

beliebigem 1'1>0 gibt es wegen der Meßbarkeit von Rr eine kompakte 
Teilmenge A von Rrmit V0 _ 1(A)> Vn 1(Rr)-l'f. Die Rr-n- 1(Üv) bilden 
eine offene Überdeckung von Rr, und es gibt deshalb ein v mit 
As;;Rr-1t- 1(ÜJ Daraus folgt aber Vn-i (n:- 1(U.) n Rr) <11, womit 
lim V n- 1 ( 1t - 1 

( Uv) n Rr) = 0 gezeigt ist. Es gibt also sicher eine meßbare 
v-oc, 

offene Umgebung Uvon n(K)inDmitV0 _ 1(U)~o und V0 _ 1 (n-1(U)nRr)~o. 
Für hinreichend kleines r>O können wir jetzt n(K) durch endlich 

viele, ganz in U liegende Würfel der Kantenlänge 2r überdecken, so daß 
(1) und (2) gelten ((3) und (4) sind dann automatisch erfüllt): Dazu zer-

lege man einfach den JR n- t in Würfel der Kantenlänge 
4

r so daß je 

n + 1 verschiedene leeren Durchschnitt haben (siehe Figur 9). n(K) liegt 
in der Vereinigung endlich vieler dieser Würfel, und indem man diese 

Figur 9 

•• 
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anschließend entsprechend vergrößert, erhält man die gesuchten Würfel. 
Für genügend kleines r liegen sie alle ganz in U. 1 

22.6 Lemma: K sei eine kompakte Teilmenge von Sr. Dann gibt es zu 
jedem e>O eine Umgebung U, von Kin lR x D und eine differenzierbare 
Funktion h, auf IR x D mit folgenden Eigenschaften: 
(1) U,und U, nRr sindmeßbar,undesgilt Vn(U,)sc, V" _ 1 (U, nRr)se. 
(2) 0 s h, s 1, h, = 0 über einer V rngebung von Kin v., h, = 1 außerhalb V,. 

(3) V"(U,)11 :::llse mit ll !~ll:=supl!~:(z)I; )=1, ... ,n. 

Beweis: Wegen (3) in Definition 22.1 gibt es eine reelle Zahl k mit 
lf(x)- f(y)l s kllx-yll für x,yen(K). Q1, .. . ,QN seien Würfel, wie sie 
nach Lemma 22.5 existieren, wobei das [, noch zu bestimmen ist. Für 
i = 1, ... , N können wir dann in n - 1(Q;) = IR x Qi einen Quader Qi der 

N 

Höhe 2kr ausschneiden, so daß K c.;;; U Q; gilt (zur Definition von 
Q; siehe oben). i= 1 

1 t f 1 
1 1 

--r 
2kr 

-J _ '-----+-! 
1 ' 

"-2 r-+; 
I 1 1 

1 1 
1 1 
I 1 

1 I 
1 1 
1 / 

'1 
I 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 t 

Figur 10 

rr(K) 

N N 

K 

Setzen wir jetzt W6:= U Qi, so ist n(J-t;;) = U Qj, und wir haben 
i = 1 i = 1 

Vn(W6)s 2krn Vn- t (n(J-t;;)) s2krnö , 

V"_ 1(W6 nRr)sö. 

Dabei dürfen wir o. B. d.A. k ~ 1 annehmen. Außerdem haben je n + 1 
verschiedene der Qi leeren Durchschnitt. 
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Zu Q; gibt es sicher eine ~"'-Funktion h, auf 1RxD mit Osh;s1, 

~ ~ II Jh. II a hj =0 auf Q; und hi = 1 außerhalb Q;, so daß ax: :::;; ·;: ist, wo a eine 
N 

nicht von r abhängende Konstante ist h6 := f1 h, ist dann eine ~ 00
-

;~ 1 

Funktion mit Osh6 s1, die in einer Umgebung von K den Wert 0 
annimmt und außerhalb von W;; den Wert 1. Da je n +-1 verschiedene 
der <t leeren Durchschnitt haben und h; außerhalb Qi konstant ist, 
rechnet man leicht aus: 

1, ... ,n. 

Daraus folgt aber 

V0 (W;;) II ~~6 II s 2krn
2

ö a = 2kn
2
aö, 

<.XJ r 

und für min { s, 
2 

k : 2 a} erfüllen dann 

Forderungen (1) bis (3) von Lemma 22.6. 1 

22.7 Lemma: Es sei <pE ij~. i(JR x D). Dann ist 

. J dq> = J (f) • 
(Gr, ()") (Gr, (In· t J 

Beweis: Die Funktionen 

W;; und 

sind auf 1R x D bzw. Rr stetig und beschränkt, d. h., es gibt eine reelle 
Zahl m mit llflllsm und llollsm. Zu e>Ü wählen wir u. und h, nach 
Lemma 22.6, wobei wir K Srr, supp(<p) nehmen. Die Differentialform 
h.<p verschwindet dann in einer Umgebung von Sr, und wir können auf 
sie Lemma 22.4 anwenden. Andrerseits gilt: 

l(G}()n~q> (G}6~(h.<p) 1= l(GJe;n/(q> h.<p}I 

s I _ s (d<P h.dq>)I + I -s dh. /1 (f)l 
(Gr, e;n) (Gr, (in} 

= 1- J g(1-lz.)dV0 1+ 1.J dh,A(f)I 
(Gr, t!>") (Gr, ~") 

sllgllVn(V,)+1. J dh,A<p,snrn+j. J dh,11cp,. 
(Gr, t!>") (Gr. t!>") 

.. 
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Hat jetzt <p die Form 

" /'-. 

<p= [ f;dx1 /\ ··· /\ dx; /\ ·· · /\ dx0 

i = l 

mit f; e (%(IR x D), so sind die J;. beschränkt, etwa durch M e IR, und 
wegen supp(dh,)s; U, gilt ' 

Folglich haben wir 

1
. J dq> - J d(h,q>),$(m+nM) e . 

(Gr. (!)n) (Gr. tJn) 

Ebenso erhält man 

1 
J <p - J h,cpl$!Jg(1-hJdV0 _ 1 , 

(Gr, (!)n - 1 ) (Gr, 19n - ') Rr 

5 llgl1V0 _ 1 (U, n Rrb me. 

Insgesamt ergibt sich also unter Anwendung von Lemma 22.4 

1
. J dcp - J cp j$(2m+nM)e 

(Gr, (!)n) (Gr, t!i" .. 1 ) 

für jedes e > 0. Da m und M nur von <p abhängende Konstanten sind, 
ist damit Lemma 22.7 bewiesen. 1 

Aus den bisherigen Ergebnissen dieses Paragraphen können wir jetzt 
eine Theorie der stückweise glatten Untermannigfaltigkeiten aufbauen. 
Entscheidend ist dabei tlas folgende Lemma, das im wesentlichen be
sagt, daß das, was wir bisher gemacht haben, koordinatenunabhängig 
ist. Insbesondere ist es also auch nebensächlich, daß wir im 1R" die 
übliche euklidische Metrik verwendet haben, wir hätten genausogut 
eine andere nehmen können. 

22.8 Lemma: D und D' seien meßbare offene Teilmengen im 1R n -
1

, 

f:D-+lR und f' :D'-+JR seien stetige Funktionen, so daß Gr und Gr, 
stückweise glatte Graphen sind. F : U -+ U' sei ein orientierungserhaltender 
Diffeomorphismus zwischen Umgebungen U und U' von Ge bzw. Gr·, so 
daß Gr auf Gr· und Gr n U auf Gr, n U' abgebildet wird. Dann ist für 

(f)E ~~-1 (JR X D') 
J cp = J F* cp · 

(Gr",ll'n-l) (Gr, ('I" ·· '> 
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Beweis: Bevor wir Lemma 22.8 beweisen, bemerken wir noch, daß 
es genügt, wenn Gr stückweise glatt und f' stetig ist Aus den geforderten 
Eigenschaften von F folgert man dann, daß auch Gf' stückweise glatt ist. 
Nun zum Beweis: 

Wir dürfen o. B.d.A. annehmen, daß der Träger von (fJ in U' liegt. Da 
F orientierungserhaltend ist und überdies Gr n U auf Gr, n U' abbildet, 
haben wir 

. J F*(d({J) .J d(F*({J). 
(Gr, 1!!0 ) (Gr,(!)nJ 

Zusammen mit Lemma 22.7 folgt daraus die Behauptung. 1 

22.9 Definition: M sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann 
heißt eine abgeschlossene Teilmenge N von M eine (n -1 )-dimensionale 
stückweise glatte Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem xEN eine 
Karte (U,g) mit xEU von M gibt (verträglich mit der ({;' 00-Struktur von 
M !), so daß g(U)= 1 x D ist, wo 1 ein Intervall in IR und Deine meßbare 
offene Teilmenge im IR n- i ist, und daß g·(u n N) · ein stückweise glatter 
Graph in IR x D ist. 

M 

g(U(W) 

g(U) I xD 

Figur 11 

-
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Es ist klar, daß man auf N jetzt wieder den Begriff des regulären und 
singulären Punktes einführen kann. Ebenso läßt sich erklären, was eine 
Orientierung auf N ist. Es ist eine Orientierung der Regularitätsmenge 
R(N) von N, so daß die oben erwähnten Karten (U,g) so gewählt werden 
können, daß die Abbildungen glR(N) n U -+g(R(N) n U} die Orientie
rung erhalten, wenn wir den stückweise glatten Graphen g(N n U) mit 
der Standardorientierung (!)" - 1 versehen. 

Ist jetzt (N, (!)N) eine stückweise glatte orientierte Untermannigfaltig
keit von M, so kann für eine Differentialform (()E ij~ _ 1 (M) deren Integral 
J <P auf dieselbe Weise mit Hilfe einer Partition der Eins auf M und 

(N,d/N) 

der lokalen Definition 22.3 des Integrals erklärt werden, wie das im 
Falle differenzierbarer Mannigfaltigkeiten geschehen ist. 

22.10 Definition: M sei eine n-dimensionale differenzierbare Mannig
faltigkeit. Eine abgeschlossene Teilmenge G von M heißt stückweise glatt 
berandete Untermannigfaltigkeit von M, wenn es zu jedem Punkt XEG 

eine Karte(U,g)auf M mit xeU gibt, sodaßg(U) ein Quader in IR x IR.0
-

1 

ist, in dem g(oG n U) ein stückweise glatter Graph Gr ist, so daß 
g(G n U)= Grn g(U) gilt. 

Figur 12 

Cl_g(aGni 

ffl-g(Gnu 
g (U) 

Der Rand aG einer stückweise glatt berandeten Untermannigfaltigkeit 
G von M ist also eine stückweise glatte Untermannigfaltigkeit von M 
im Sinne von Definition 22.9. Trägt M eine Orientierung (!), so wird 
durch sie in der gleichen Weise wie in§ 10 eine Orientierung o(!) auf aG 
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induziert. Mit demselben Verfahren wie in § 20 gewinnt man jetzt aus 
Lemma 22.7 den folgenden Satz von Stokes: 

22.11 Satz: (M, (!)) sei eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit, 
G eine kompakte stückweise glatt berandete Untermannigfaltigkeit. Dann 
gilt fiir jede (n-1)-Form WE ~n- l (M) 

J dw = J w. 
(G,(!)) (iJG,iJ(!)) 

• 



LITERATURVERZEICHNIS 

[1 J Auderset, C. : Integration et Dualite de Poincare dans les Varietes di!Terentielles. 
Fribourg (Suissc), 1969 (Diplomarbeit). 

[21 Aus/ander, L.: Differential Geometry. Harper and Row, New York, 1967. 
[3] Bishop, R. and S. Goldberg: Tensor Analysis on Manifolds. Macmillan, New 

York/London, 1968. 
[4) Bourbaki, N.: Topologie generale, Chap. I. Hermann, Paris, 1951. 
[5} Cartan, E.: L~ons sur la Geometrie des Espaces de Riemann. Gauthier-Villars, 

Paris, 1945. 
[6) Cartan, H. : Formes differentielles. Hermann, Paris, 1967. 
[7] Centro lnternazionale Matematico Estivo: Forme di!Terenziali e loro integrali. 

Edizioni Cremoncse, Roma, 1963. 
[8] Choquet-Bruhat, Y. : Geometrie Differentielle et Systemes Exterieurs. Dunod, 

Paris, 1968. 
[9] Dombrowski, P. und F. Hirzebruch: Vektoranalysis. Bonn, 1962 (Vorlesungsaus

arbeitung). 
[10] Erwe, F.: Di!Terential- und Integralrechnung I u. II. Mannheim, Bibliographi

sches Institut, 1962 (Hochschultaschenbücher 30/30a u. 31/ 31 aJ. 
[11] Flanders, H.: Differential Forms. Academic Press, New York, 1962. 
[12) Godbillon, D.: Geometrie Differentielle et Mecanique Analytique. Hermann, Paris, 

1969. 
[13] Godement, R.: Topologie Algebrique et Theorie des Faisceaux. Hermann, Paris, 

1958. 
[14) Grauert, H. und W. Fischer: Di!Terential- und Integralrechnung II. Springer, 

Heidelberg, 1968 (Heidelberger Taschenbuch Nr. 36). 
[15] Grauert, H. und!. Lieb: Differential- und Integralrechnung III. Springer, Heidel

berg, 1968 (Heidelberger Taschenbuch Nr. 43). 
[16] Greub, W. H .: Multilinear Algebra. Springer, Berlin- Heidelberg- New York, 1967. 
[17] Greub, W. H., Ha/perin, S., and R. J. Vanstone: Curvaturc, Connections and 

Cohomology, Vol. I. Academic Press, New York, 1972. 
[18) Hicks, N .: Notes on Differential Geometry. Van Nostrand-Reiohold, Princeton, 

New Jersey, 1965. 
[19] Helgason, S.: Differential Geometry and Symmetrie Spaces. Academic Press, New 

York, 1962. 
[20) Hofmann , H.: Lineare und multilineare Algebra I. Bibliographisches Institut, 

Mannheim, 1970 (B. I. Hochschultaschenbuch 173). 
[21] l.Ang, S .: Analysis Jl . Addison-Wesley, Reading, Mass., 1969. 
[22] l.Ang, S. : Introduction to Differentiable Manifolds. John Wiley & Sons, Inc., New 

York, 1962. 
[23] l.Augwitz, D.: Differentialgeometrie. Teubner, Stuttgart, 1960. 
(24] Milnor, J. W.: Topology from the Differentiable Viewpoint. Univ. Press of Vir

ginia, Charlottesville, 1965. 
[25) Munkres, J. R. : Elementary Differential Topology (Ann. of Math. Studies No. 54). 

Princeton Univ. Press, Princeton, New Jersey, 1966. 
[26) Narasimhan, R.: Analysis on Real and Complex Manifolds. Masson & Cie., Paris, 

North Holland Pub!. Co., Amsterdam, 1968. 
[27] de Rham, G.: Varietes differentiables. Hermann, Paris, 1955. 
[28) S/ebodzinski, W.: Formes Exterieures et leurs Applications, Vol. II. PWN, War

szawa, 1963. 
[29] Spivak, M.: A Comprehensive Introduction to Differential Geometry. Brandeis 

Univ., 1970. 
[30] Spivak, M.: Calculus on Manifolds. W. A. Benjamin, Inc., New York, 1965. 
[31) Teichmann, H.: Physikalische Anwendungen der Vektor- und Tensorrechnung. 

Bibliographisches Institut, Mannheim, 1963 (B. I. Hochschultaschenbuch 39/39a). 
[32) Warner, F. W. : Foundations of Dilferentiable Manifolds and Lie Groups. Scott, 

Foresman & Co., Glenview, lll., 1971. 
[33) Whitney, H.: Differentiable Manifolds. Annals of Mathematics 37, p. 645-680, 

1937. 
[34] Brehmer, S. und H. Haar : DifTerentialformen und Vektoranalysis. VEB Deutscher 

Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1973. 
[35] Heil, E.: DifTerentialformen. Bibliographisches Institut, Zürich, 1974. 
(36] Nöbeling, G. : Integra lsätze der Analysis. De Gruyter, Berlin, 1978. 
[37] Schreiber, M .: Differential Forms. Springer, New York, 1977 (Univcrsitextl. 



Erklärung der Symbole 

sl =.9/R, .9111 =.S!lit Kategorie der (graduierten) 11 
IR-Algebren 

Ann(QJ1, ... ,<pq) Annullator der Pfaffschen For- 142 
men q,1, ••• , <pq 

2tnn(B) Annullator des Teilbündels B von 146 
'!.lM 

2tp(X), 2t(X) := E9 2tp(X) alternierende p-Formen, alter- 17 
PEN nierende Multilinearformen auf 

ß X B', B1 X' .. X B, 
M M M 

gr> 

IC!(M) 

<Cr(U) 

D 
dF 
ds 
dV, ldVI 

dµ, IAI 
df, dq> 

degF 
div0 , div, divdµ 

dem Vektorraum X 
Abbildung zwischen Moduln al- 17, 18 
ternierender M ultilinearformen, 
induziert durch die Abbildung I 
Faserprodukt von Vektorraum- 82, 83 
bündeln 
r-faches Faserprodukt des Vek- 83 
torraumbündels B über M mit 
sich selbst 
Algebra der <Cr-Funktionskeime 66 
in XEM 

Algebra der r-mal stetig diffe- 51 
renzierbaren Funktionen auf U 
affiner Zusammenhang 
Hyperflächenmaß 

153 
47,182 
47, 181 
31,170 

Bogenmaß 
orientiertes bzw. absolutes eu
klidisches (Riemannsches) Volu
menmaß 
Volumenmaß 109 
äußere Ableitung einer Funk- 125 
tion bzw. Differentialform 
äußere Ableitung einer vektor
wertigen Differentialform 
Abbildungsgrad der Abbildung F 
Divergenz 

totales Differential der Abbil
dung f im Punkte x 
Tangentialraum an M im Punk
te X 

155, 186 

231 
168, 186, 
195 
52, 98, 
100 
98 

--



!. 
00 

ip(M), mM) = EB ip(M) 
p=O 

i~(M) 

00 

ß:p(M), ß:(M) := EB ß:p(M) 

lgl 
gradf 
r;j,k, r;t 
r(M,B) 

j: X---. X* 

f!(M,B) 

p=O 

Tangentialbündel von M 
Laplace-Beltrami-Operator 
Coableitung einer Differential
form 
Funktionskeim 

Modul der Differentialformen 
vom Grade p auf M, Algebra der 
Differentialformen auf M 
n-Formen auf M mit kompak
tem Träger 
Garbe der p-Formen über M 
Abbildung zwischen Differential
formenmoduln, induziert durch 
die differenzierbare Abbildung F 

vektorwertige Differentialfor
men auf M 
Matrix emes Skalarprodukts 
bzw. einer Riemannschen Me
trik, inverse Matrix 
Determinante der Matrix (gii) 
Gradient der Funktion f 
Christoffel-Symbole 
Modul der differenzierbaren 
Schnitte im Vektorraumbündel 
B über M 

99 
175,186 
172 

66 

104 

214 

124 
120 

151 

27,107 

32 
186 
154 
84 

q-te de-Rham-Cohomologie- 124 
gruppe von M 
identische Selbstabbildung von 13 
A 
kanonischer Isomorphismus, in- 27 
duziert durch ein Skalarprodukt 
auf dem Vektorraum X 
kanonischer lsomorphismuszwi- 172 
sehen Vektorfeldern und Pfaff
schen Farmen auf einer Rie
mannschen Mannigfaltigkeit 
Kategorie der Vektorraumbün- 84 
del (über M) 
Linearformen auf dem Vektor- 85 
raumbündel B über M 



A(X) = EB Ap(X) 
pEN 

A(f) = EB Ap(f) 
pEN 

A(M,B):= EB Ap(M,B) 
pEN 

9R(X) := EB 9Rp(X) 
pEN 

Graßmann-Algebra des Vektor- 21 
raums X 

Abbildung zwischen Graßmann- 21, 90 
Algebren, induziert durch die 
Abbildung f 

Graßmann-Algebra der alternie- 89 
renden Multilinearformen auf 
dem Vektorraumbündel B über 
M 
Vektorraum der vektorwertigen 40 
alternierenden p-Formen auf X 

Abbildung zwischen Moduln 40 
vektorwertiger alternierender p
Formen, induziert durch die Ab
bildung f 
vektorwertige alternierende p- 91 
Formen .auf dem Vektorraum
bündel B über M 
p-lineare Formen auf dem Vek- 12 
torraum X 
Multilinearformenalgebra auf X 12 

9RP(f), 9R(f) := ffi 9.llP(f) Abbildung zwischen Multilinear- 13 
PEN formenmoduln, induziert durch 

die lineare Abbildung f 
9RP(M,B), AP(M,B) (alternierende) p-Linearformen 88 

auf dem Vektorraumbündel B 
über M 

n Normalenfeld 116 
(0 

aco 
Orientierung 
induzierte Orientierung auf dem 
Rand einer berandeten Unter
mannigfaltigkeit 
Graßmann- Produkte 

induziertes Skalarprodukt für p
Formen 
Vektorprodukt vektorwertiger 
alternierender p-Formen 

30, 111 
119 

21, 42, 
43, 89, 
93, 151 
30,170 

46,159 

'-



Q, Q,oQ 
Ro 
Ric 
rot X 
supp(f) 
y;; 

To 
(x,y) 
xxy 
[X, Y] 
x„x, 

*:Ap(X)->An-p(X), 
*: ~p(M)-> ~n-p(M), 
*:~p(M)->~n-p(M) 

Produkt zweier Multilinearfor- 12 
men 
Quader, Randquader 72 
Krümmungstensor 162 
Riccitensor 198 
Rotation eines Vektorfeldes 186 
Träger der Funktion f 75 
Permutationsgruppe von p Ob- 13 
jekten 
Torsion 163 
Skalarprodukt 27 
Vektorprodukt 37 
Lie-Produkt 103 
Normal- bzw. Tangentialkom- 235 
ponente des Vektorfeldes X 
Kategorie der reellen Vektor- 11 
räume 
*-Operator 33, 17Q, 

181 
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A 

Abbildungsgrad 231 
Ableitung 126 
absolutes Volumenmaß 114 
affine Abbildung 164 
- Mannigfaltigkeit 164 
affiner Zusammenhang 153 
alternierende Differentialformen 120 
- Multilinearform 17 
- p-Form 17 
- p-lineare Abbildung 17 
Annullator 142 
Annullatorgarbe 146 
äußere Ableitung vektorwertiger 

Differentialformen 155 
- - von Differentialformen 126, 129 
- Differentialformen 120 
äußeres Normalenfeld 116 
- Volumen 202 

B 

Banachscher Fixpunktsatz 53 
Basistransformation 26 
berandete Untermannigfaltigkeit 72 
Bianchi-Identität 199 

C 

Cartansche Strukturformel 163 
cartesisches Produkt 12 
- - von 't''-Mannigfaltigkeiten 65 
Cauchy-Folge 53 
Christoffel-Symbole 154 
Coableitung 170, 172 
Cohomologiegruppen 124 
'&''-Abbildung 51 
'&''-Atlas 63 
'&''-Funktion 51, 65 
'&''-Funktionskeim 65 
'&''-Mannigfaltigkeit 62f. 
'&''-Struktur 66 
'&''-verträglich 62 

D 

Darbouxsche Obersumme 202 
- Untersumme 202 
de-Rham-Cohomologie 133, 138 
de-Rham-Sequenz 133, 137 
Derivation 96f., 102 
Determinantenfunktion 111 
Diffeomorphismus 52, 56, 68 

Differentialform 104, 120 
differenzierbar 68 
differenzierbare Injektion 53 
- Mannigfaltigkeit 62 
Divergenz 168, 186 
duale Basis 24 

E 

eigentlich 70 
eigentliche Einbettung 71 
Einbettung 53, 69 
Einheitssphäre 64 
Eulerscher Multiplikator 144 
Euklidischer Zusammenhang 165 
Euklidisches Volumenmaß 31 
exakte Differentialform 133 

Sequenz 123 

F 

Faserprodukt 82 f. 
Faserraum 81 
Faserraumhomomorphismus 81 
Faserraumisomorphismus 81 
feine Auflösung 123, 137 
- Garbe 123 
Fixpunkt 53 
Fixpunktsatz von Brouwer 224 
flache Mannigfaltigkeit 164 
freier 't''(M)-Modul 87 
Frobenius, Satz von 139, 144 
Fundamentalsatz der Algebra 225 
Funktionskeim 65 

G 

Garbe 121 
- der Differentialformen 120 
geodätische Koordinaten 154 
geordnete Orthonormalbasis 27 
geschlossene Differentialform 133 
Gradient 186 
graduierte Algebra 18 
- '&'' (M)-Algebra 89 
- IR -Algebra 11 
graduierter Algebramorphismus 11, 18 
Graph 182, 239 
Graßmann-Algebra 21, 89 
--Produkt 21, 42 f., 89, 151 
Greensche Formel 179 
-- Integralformeln 232 
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H 

Hauptsatz der Differential- und 
Integralrechnung 208, 222 

homogenes Ideal 15 
homotop 136 
Homotopie 136 

I 

Igel, Satz vom 223 
induzierte Orientierung 118 
induziertes Skalarprodukt 49 
inneres Volumen 202 
integrable Differentialform 133 
Integral einer Differentialform 215 
- - Funktion 214 
- - vektorwertigen Differentialform 

217 
Integralkurve 139 
Integralmannigfaltigkeit 141 
involutives Teilbündel 146 

J 

Jacobi-Identität 104 

K 

kanonische Skalarprodukte 28 
konstante Vektorfelder 165 
kontrahierbare Mannigfaltigkeit 136 
kontrahierende Abbildung 53 
Krümmungstensor 162 
Kugelkoordinaten 177 

L 

Längenmessung 107 
Längen- und Winkelmessung 107 
Laplace-Beltrami-Operator 170, 175 
Lemma von Poincare 133 
Lie-Produkt 103 
lineare Injektion 53 
- Karte 82 
- Projektion 53 
Linearform auf einem Vektorraumbündel 

85 
Lipschiz-stetig 240 
lokal-abgeschlossen 238 
lokale Koordinaten 62 
lokal-endlich 75 

M 

Mannigfaltigkeit 68 
Matrixdarstellung 25 
meßbar 202, 213, 238 
Metrik 53 
metrischer Raum 53 

Möbius-Band 65, 115 
M ultilinearform 12 
Multilinearformalgebra 12 
Multilinearform auf einem Vektorraum-

bündel 88 

N 

n-dimensionale Karte 62 
Normalenfeld 116 
n-Rahmen 158 
Nullmenge 202, 213 

0 

*-Operator 27, 33, 45, 170 
orientierte Basis 31 
- Mannigfaltigkeit 111 
orientierter Atlas 115 
orientiertes Volumenmaß 31 114 
Orientierung 30, 107, 111 ' 
Orthonormalenfeld 116 

p 

parakornpakt 75 
Partition der Eins 75, 79 
Pfaffsche Form 104 
p-Forrn 12, 104 
p-linear 12 
p-Linearforrn 12 
Poincare-Lemma 137, 194 
Polarkoordinaten 179 
positiv orientierter n-Rahmen 158 
Prägarbe 121 
Produktregel 95, 97, 102, 158 
Produkt-Vektorraumbündel 81 
Projektion 15 

Q 
quaderförmige Karte 71 
Quotientenraum 65 

R 

Rand 72 
Rang eines Vektorraumbündels 82 
regulär 69 
reguläre Abbildung 52, 58 
regulärer Punkt 239 
Riccitensor 198 
Richtungsableitung 95 
Riemann-Integral 203 
Riemannsche Mannigfaltigkeit 107 

Metrik 107 
Riemannscher Zusammenhang 153 
Riemannsches Volumenmaß 110 
Rotation 186 
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s 
Schnitt 84 
Schrumpfung 75 
Schweiz 201 
Singularitätenmenge 239 
Skalarprodukt auf einem Vektorraum-

bündel 93 
stereographische Projektion 65 
Stokes, Satz von 220f., 249 
strikter Vektorraumbündelhomomor

phismus 91 
stückweise glatt berandete Untermannig-

faltigkeit 248 
- glatter Graph 239 
- glatte Untermannigfaltigkeit 238,247 
Systeme partieller Differential

gleichungen 148 

T 

Tangentialbündel 95, 99 
Tangentialraum 52, 95, 98 
Tangentialvektor 97 
topologischer Rand 73 
Torsion 163 
Torus 65 
totales Differential 52 
Träger einer Funktion 75 

eines Garbenhomomorphismus 122 
Transformationsformeln für Differential

formen 104 
Transformationsgesetz des •-Operators 

38 
- für Gebietsintegrale 201 
triviales Vektorraumbündel 87, 91 
trivialisierende Umgebung 82 

V 

Umkehrung des Satzes von Stokes 230, 
236 

Untermannigfaltigkeit 69 

V 

Vektoranalysis 185 
Vektorfeld 101 
vektorieller Laplace-Operator 186 
Vektorprodukt 37, 46 
Vektorraumbündel 81 f. 
Vektorraumbündelhomomorphismus 84 
vektorwertige alternierende p-Form 40, 

91 
Differentialformen 151 

Verfeinerung 75 
vollständiger metrischer Raum 53 
vollständig integrables System Pfaffscher 

Formen 144 
Volumen 202 
Volumenmaß ·109 

w 
Whitney, Satz von 67, 71 
--Summe 83 
Winkelmessung 107 

z 
zweiseitiges Ideal 15 
Zylinderkoordinaten 178 
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