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6 Vorwort

Einen genaueren Uberblick iiber den in diesem Buch behandelten
Stoff erhdlt man aus dem Inhaltsverzeichnis, wo zu jedem Paragraphen
die dargestellten Gegenstinde stichwortartig angegeben sind.

Dieses Buch ist in gewisser Weise auch eine Einfihrung in die Grund-
begriffe der Differentialgeometrie. Einerseits erfordert das die Behand-
lung der Differentialformen, andererseits lassen sich aus der Theorie der
Differentialformen héufig leicht differentialgeometrische Aussagen ge-
winnen. Fiir eine tiefergehende Einfithrung in die Differentiaigeometrie
sel der Leser aber auf die im Literaturverzeichnis angegebenen Biicher
hingewiesen.

Aul Anwendungen der Theorie der Differentialformen konnte nur
beschrinkt eingegangen werden (vgl. § 13 und § 14). Auch hier sei der
interessierte Leser auf weiterfilhrende Biicher im Literaturverzeichnis
hingewiesen.

Herrn Otto Bossart sind wir fiir seine Hilfe bei der technischen An-
fertigung des Manuskripts und fiir wertvolle Hinweise zu einigen Ab-
schnitten sehr zu Dank verpflichtet. Herzlich danken mochten wir
Frau Erika Waiti und Frau Ruth Ziillig fir das Schreiben des Ma-
nuskripts, Nicht zuletzt schulden wir dem Bibliographischen Institut
groBBen Dank fiir sein Entgegenkommen und seine Geduld.

VORWORT ZUR 2. AUFLAGE

Die vorliegende 2. Auflage unterscheidet sich von der 1. Auflage nur da-
durch, daf3 Druckfehler — wie wir hoffen — weitgehend beseitigt sind.
Das Literaturverzeichnis wurde durch einige neuere Biicher iiber Diffe-
rentialformen ergédnzt.

Fribourg 1981 H. Holmann - H. Rummler
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KapriTEL 1

MULTILINEARE ALGEBRA

Vom Leser werden nur elementare Grundkenntnisse der linearen Al-
gebra erwartet, wie man sie etwa in dem B.I.-Taschenbuch von H. Hol-
mann iber ,,Lineare und multilineare Algebra I in den Paragraphen 1,
2 und 3 findet. Neben den klassischen Begriffen der linearen Algebra
werden wir Begriffe wie Kategorien, Funktoren und Morphismen von
Funktoren verwenden. Diese sollen jedoch nur als Sprechweisen dienen,
um immer wieder auftretende dhnliche Sachverhalte auf eine einheitliche
und einfache Weise auszudriicken. Man findet diese Begriffe in der hier
verwendeten Form im Anhang des oben erwihnten B.I.-Taschenbuches
zusammengestellt, ‘

In diesem Kapitel haben wir es vor allem mit den folgenden Katego-
rien zu tun:

¥ =¥g:= Kategorie der reellen Vektorrdume und linearen Abbildun-
gen.

o =.udg= Kategorie der R-Algebren und Algebramorphismen.

/9= off:= Kalegorie der graduierten R-Algebren und graduierten Al-
gebramorphismen.

An die Definition einer graduierten IR-Algebra und eines graduierten
Algebramorphismus sei noch einmal erinnert:

Eine graduierte IR-Algebra besteht aus einer IR-Algebra 4 und einer
Darstellung A= (—B A; der unterliegenden Vektorraumstruktur von A

ieN

als direkie Summe linearer Unterrdume A4;,ielN, sodaBl A4;-4;=4;,; Vi,
jelN.

Ein Algebramorphismus f:A— B zwischen graduierten IR-Algebren
A= A; und B=(P B, heilit graduiert, wenn f(A4,)<B; VieN.

ieN ieN



§ 1: Multilinearformen

1.1 Definition: X,,..., X, Y seien reelle Vektorrdume, d.h. Elemente aus
Ob ¥ Eine Abbildung

VX x--xX,—»Y

heift p-linear, wenn fiir alle i=1,...,p und fiir alle x;e X, j=1,...,p,j*1,
die Abbildungen

WXy X o O X e Xp) X Y
linear sind.

Ist X=X,=--=X, und Y=IR, so bezeichnen wir das p-fache
cartesische Produkt von X mit XP:= X X=X x--xX, und nennen
eine p-lineare Abbildung

y:XP->R

eine p-Linearform oder kurz eine p-Form auf X.

Die Menge M (X,,...,X,;Y) aller p-linearen Abbildungen
Y: X x-xX,—Y bildet, wie man leicht verifiziert, einen reellen
Vektorraum beziiglich der beiden folgenden Verkniipfungen:

(q7+¢)(xl""9xp):= Q’(Xls---,xp)""ﬂ(xu---’xp)s
(k- @)(xyy..nxp):=k-@(xy,...,X,)

fiir qo,lpe‘JJt;,(Xl,..., X,;Y), keR, x;eX;, i=1,...,p. Speziell bilden die
p-Formen auf X einen reellen Vektorraum M (X):={y: X" —>R;
Y p-linear} fiir alle peN, p>0. Es erweist sich als niitzlich, fiir p=0
zu definieren: My (X):=R.

=P M,(X) besitzt zusitzlich zur Vektorraumstruktur eine
PEN
innere Multiplikation, die es zu einer graduierten IRR-Algebra macht,

der sogenannten Multilinearformenalgebra von X. Diese Multiplikation
ist fiir Y=Yy, o= Yo, MX) (¥,,0,eM,(X)VpeN) wie folgt
erklart: <N peN

Yyopi= Y < Y nppoq;q>.

neN \ pt+g=n

Dabei ist ,0¢,: XP"9>R die folgende (p + g)-Form auf X:

(wpo(pq)(xla"'axpa xp+ 19""xp+q):= lp]:;(xla"'!'xp)'q)q(xp+1”""xp'+'q)'
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Ist p=0 oder ¢=0, d.h. y,eR oder ¢ IR, soist ¥ o, die iibliche
Multiplikation mit Skalaren.

Sei f:X—Y eine lineare Abbildung, d.h. fe¥ (X,Y); dann wird
durch die Zuordnung

fmpmawpwpo(x f)eimp(X),

P

wobei X f=fx--x f:XP-YP das p-fache cartesische Produkt der
P

Abbildung f bezeichnet, eine lineare Abbildung

M) M,(Y) - (X)
definiert; d.h. es ist

(M (S)Wp) (x1s--n Xp) = (S (x1)s-s (X))
Man priift leicht nach, daf3
M(f) = D M,(f): M(Y)-M(X)
PEN

einen graduierten Algebramorphismus darstellt.

In der Sprechweise von Kategorien und Funktoren kann man sagen:

1.2 Satz: M,: ¥"—¥" und M: ¥ —»./? sind kontravariante Funkto-
ren, d. h. es gilt:
(1) M(Ix)=Igm,x), und My)=IgnxVXecOb¥"

(fur irgendeine Menge A bezeichne I, stets die identische Selbstabbildung
von A),

2) M, ()oMy(g)=M,(gef) und IM(f)oM(g)=M(gof)

fiir alle linearen Abbildungen X L Y —2— Z aus der Kategorie ¥".

&, bezeichne die Gruppe der Permutationen von {1,...,p}. Jedem
ned, und jedem reellen Vektorraum X kann man einen Vektorraum-

automorphismus
Ty M (X) = M (X)

zuordnen. Dieser ist definiert durch
(nx l//p) (xl’ vy xp) = lpp('xn(l)’ RS xn(p))

fur ¥,eM (X) und x,,...,x,€X. Die Linearitit von ny verifiziert man
unmittelbar. 7y ist bijektiv, da (n~!)x eine Umkehrabbildung von rmy
darstellt.
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1.7 Satz: Fiir ein Element @, (X) sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(@) ¢,€S%(M, (X)),
(b) S%(@p)= @y
(c) nx(@,)=sign(n)- ¢, Vred,.

Beweis: (a) und (b) sind dquivalent, da S§ eine Projektion darstellt,
d.h, da S%oS%=S% ist.
(b)=(c): Da ¢,=5%(p,) ist, so gilt:

Tx(@p) = nx (Sk(@,)) = sign(n)- Sk(@,) =sign(n)- @,.
(c)=(b): Aus mx(p,)=sign(n)-@, Vre, folgt:
1 . 1 .
Sk(oe) = Y. sign(n) nx(@,) = o 2, sign(n)?-@,=q,. 1

* medp © me¥p
1.8 Satz: Sei f:X—Y eine lineare Abbildung, d.h. fe¥ (X,Y); dann
gilt:

1) SEoM(f)=My(f)oSy VpeN,
) SxoMM(f)=M(f)oSy .

Beweis: Fir ¢, eM(Y), x,...,x,€X rechnet man aus:

1 .
(Sl;((g’np(f)lpp))(xl’ ..,Xp) = ‘; Z Slgn(n) (g'np(f) !I/p)('xu(l)" ""xﬂ(p))

* neSp

1 .
z;f Z Slgn(n)'wp(f(xu(x))wwf(xn(p)))

© neSp

= S§Wp) (f (x1)-, £ (X))
= (Mo (f)(SFYp)xss-X),
d.h. SxeM,(f)=M,(f)oS§. ¥
Die Aussage von Satz 1.8 kann man auch wie folgt formulieren:

1.9 Satz: SP:IMM,-M, und S:IM—-M sind Morphismen von Funktoren.

M muB hier als Funktor mit Werten in der Kategorie ¥~ betrachtet
werden.



§ 2: Alternierende Multilinearformen

2.1 Definition: X, Y seien reelle Vektorrdume. Eine p-lineare Abbildung
¢p: XP—Y heifit alternierend, wenn ¢ (x,...,x,)=0 ist, falls irgendzwei
der Vektoren x,,...,x,€X gleich sind.

Ist Y=R, so hezﬁt ¢, eine altermerende p-Form.

Wir definieren:

A (X):={@,eM,(X); @, alternierend} fiir p>0,
WUo(X):=My(X)=R .
Man beweist leicht die folgenden Aussagen:

2.28atz: (1) UL(X) ist fir XeOb¥" ein linearer Unterraum von

M, (X).
(2) Fiir lineare Abbildungen f:X—Y aus v (X,Y) ist M (f)(AL(Y))
S U (X), so dafi man definieren kann.:
AL()=M, () UL(Y)->U(X).
(3) U,:¥" =7 ist ein kontravarianter Funktor fiir alle peN.
Bemerkung: U(X):= P U,(X) ist ein linearer Teilraum von IM(X)

peN
=@ M,(X), aber keine Teilalgebra.
peN
2.3Satz: Es ist U (X)=S{(M (X)) und WA(X)=Sx(M(X)) fir alle
XeOb7 .
Beweis: Wegen Satz 1.7 geniigt es zu zeigen, dal} fir ¢,eM (X) gilt:
@, alternierend < 1y (¢ ) =sign(n)- @, Vres,.

(a) Sei ¢, alternierend; dann gilt fiir eine Transposition (i,j)e¥, (die
die beiden Zahlen i und j, 1<i<j<p, vertauscht und alle andern fest-
1aBt):
0=(pp(...,xi+xj,...,xi+xj,. )= (pp( )+(pp( s Xjsees)
F Qs X Xis )+ @, Xjyenr Xjye )= ole- Xjs.00)
+ Qs X5 Xpe0), B @ X, X, ) = —(pp(..., irees Xjaens)

oder (,/)x(@,)= — ¢,. Dajede Permutationz € #, ein Produktvon Trans-
positionen ist und da sign(n)=1 oder —1, je nachdem ob die Anzahl
der Transpositionen gerade oder ungerade ist, so gilt stets nx(¢,)
=sign(n)- @,
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Beweis (zu Satz 2.6): Da f(4)=/(P(A)=P(f(A)=P(B)=A4 ist, so
ist f':=f]4—A wohldefiniert und als Beschridnkung einer linearen
Abbildung wieder linear. /" ist ein Algebramorphismus, da fiir a,,a,€ A4
gilt:

f'(@, say)=["(Plajoay)=P(f(a;0a,))=P(f (a,)of (a;))=f"(a)) & f'(ay).

f" ist graduiert; denn 4 und A haben die Graduierungen

A=@ 4,, A=@ A, mit A;=PB,) und A :=P(B,),
pe N peN
und es gilt:

114)=1"(PB,)=P(f(B)SPB)=4,
Kchren wir zurick zu der in Satz 2.4 beschricbenen Algebra 0(X)
der alternierenden Multilinearformen aufl dem reellen Vektorraum X.
Fiir die Zwecke der Theorie der Differentialformen ist es niitzlich, die

Multiplikation in 2(X) ein wenig abzuindern. Diese Anderung kann
man in jeder graduierten Algebra vornehmen; es gilt namlich:

2.7Satz: Sei A= C—D A, eine graduierte R-Algebra mit einer Mullti-

plikation ,, n* Andert man die Multiplikation wie folgt ub:

_letat
P q pq’ a, q

fiir a,eA,, b,eA,, so stelll A= A, bzgl. der Multiplikation ., A*
peN
wieder eine graduierte Algebra dar.

Beweis: Man hat nur das Assoziativgesetz fiir die neue Multiplika-

tion ,, A zu verifizieren; die anderen Axiome sind unmittelbar ein-
sichtig. Seien a,€A4,, b€ A,, ¢c,€A,, dann gilt:

@+g+n)! P+g+n! (p+9g)!
(a,nb)nc, = Y 'r'( AbYac, = M(pwhq)'r‘ FIvL (a,ab)nc,
(p+q+r)!
= prgirt Gebdoc.
(p+qg+r

Analog rechnet man aus: a,A (b Ac,) = a, s (b, ac) Aus

plglr!
der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes fiir die Multiplikation ,, o “ folgt
das Assoziativgesetz fiir ”A“' |
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Zusatz: Graduierte Algebramorphismen f:A—B bleiben nach der
obigen Abiinderung der multiplikativen Struktur von A und B graduierte
Algebramorphismen.

Wenden wir nun unsere Kenntnisse auf die Algebra U(X) der alter-
nierenden Multilinearformen mit der Multiplikation

@ ay:=Sx(poy) fir o,YeW(X)

an. Wie sieht die abgednderte Multiplikation , A fir zwei Elemente
@, WU(X), Y e (X) aus?

r+9)! 1 :
Pp A Yy = 1! NAR( owq)=p—d!q! VZ sign(m)- 7y (@0 Y)-
ne P*p

2.8 Definition: Die innere Verkniipfung ., A auf N(X) heifit Grafmann-
Produkt. Erset=zt man in der Algebra W(X) der alternierenden Multilinear-
SJormen auf X die Multiplikation ., a ™ durch das Grafimann-Produkr .. A
so bezeichnet man die neue Algebra als Grafimann-Algebra von X und

schreibt dafiir ALX)z@Ap(X, wobei A,(X) und W (X) als lineare

Raume identisch sind. Pe¥

f: X—Y sei eine lineare Abbildung zwischen reellen Vektorraumen
X und Y. Der graduierte Algebramorphismus (f)=@ A (f):

peN
A(Y)->AU(X) stellt nach der obigen Bemerkung auch einen graduicrten

Algebramorphismus von A(Y)=@ A,(Y) nach A(X)=@ A(X) dar,

den wir als peN peN
ASY=B ALNAY)=EPD ALY) = AX)=P A, (X)
peN peN peN

schreiben wollen.
Aus Satz 2.4 (3) folgt sofort:

29Satz: AV =Y und NV -0 sind kontravariante Funktoren.

Wir wollen einige Rechenregeln fiir die GraBmann-Algebra A(X)
eines reellen Vektorraumes X zusammenstellen:

2.10 Satz:

1 .
1)@ @A npn=——— Y sign(n)-mg(@ 0 00,)
pl""'pm' ney’pl oot p

fur pieA,(X), i=1...m
(b) @A APu= Y SIgN(R) Py;)0 0P )

neF m

fiir Drs-es (meAl(X)'

m
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(2) (@) @p A Ya=(=1)P Yy A @y fiir o e A(X), YaeA(X).
(b) @py Ao A (Pn(m)ZSign(TC)'(/’l AN NPy
fir @, ..., 0neA({(X)und ne ¥,
(c) Fir o ,.... €A, (X) gilt:
QLA APn=0< {0, ..., 0} ist linear abhingiy.

Beweis: (1) (a) Durch Induktion iiber m zeigt man leicht, daB

(P /\.../\ m
! ¢ Pl pa!

QL 8L APy
ist. Da

Q106 8 Pur=Sx(@0-00y)

1 .
- (p1+ +p )' ¥ Z Slgn(n).nx((plo.“o(pm)’

AP,

so gilt:

1 .
Y. sign(m)-ny(@ 0 00y,).

' !
pl""pm'neyplar.“¢pm

(b) Man beachte, daB fir ne %, x...., x,,e X gilt:

PLA A Py =

T[X((pl 0--~0(pm) (xl’ cevs Xm)=((p10~-~0(pm) (xn(li’ [RER xn(m))

= H (pi(xn(i)): H Q- 1y (X;)

=1 i=1

=(@,- 1(1)0 O Pp- t(m)) (xy,...ox,).
Daraus folgt auf Grund von (a):

QLA A Q= D sign(n) ng(@,0--00,)

ne€ES m
; -1
= Z SIEN(R ™) @ 1(1)0 O P 1(my
€L m
= ) Sign(n) @u )0 0Prm -
nESF m

(2) (a) Wir betrachten die Permutation ne%, ., mit

. g+, falls i=1,...,p,
n()=+ .
{z—p, falls i=p+1,....p+q.

Man rechnet leicht aus: sign(n)=(—1)?"9. Fir x,,... x eX gilt:

nX((ppodjq) (XI* "'7xp+q)=((ppol//q) (xq+1’ ""xq+P’x1’ e xq)
:(pp(xq+l,...,xq+p)'!//q(x1,.--,xq)
=(1//qoq)p)(xl, ..... Xy Xqa 1500 Xgep)
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Daraus folgt: ny(¢p,0¥,)=¥,0¢, und

1 )
o ”E; sign(o)- o(@ o)

1 .
= LY danteen-(aon 00,

¢
TP ta

Pp 1 lz/q:

. 1 .
=sign(n) —— Y sign(a)-oy(nx(@,0,))
p‘(l‘ aesf g

;’[I aeS - g
=sign(my, A @, =(— 1", A o,

(b) Da jede Permutation als Produkt von Transpositionen darstelibar
ist, geniigt es, fur eine Transposition (i, j)c.%,. i<, zu zeigen:

(pl/\.../\(pj/\.../\(pi/\...f\(Pm:_(plAA../\(/)i/\.../\(Pj/\.../\(pm'

Das folgt aber sofort aus (2) (a), da man A @;'A -~ A @; A--- durch
eine ungerade Anzahl von Vertauschungen benachbarter Elemente in
<A @A A @A - liberfihren kann.
(c) Sei {@y,...,¢n} linear abhidngig, dann gibt es ein ¢, , das von
den restlichen ¢, linear abhingt. Nehmen wir an, dal} i,=1 ist. dann ist
¢1= Y 7@, 4R fir i=2,...,m. Daraus folgt:

i=2

PLA AP =D QAP A A =0
i=2

wegen (2) (b) ist ndmlich schon jeder Summand ¢, A @, A - A @
i=2,...,m, gleich Null.

Sei {¢,...,¢n, linear unabhingig, dann ist die lineare Abbildung
¢: X -IR™, P(x):= (@ (x).....@n(x) fir xe X, surjektiv. Es gibt somit
Vektoren  x,....,x,eX mit ¢(x;)=0; (Kronecker-Symbol) fir
i,j=1,...,m. Daraus folgt:

((pl AARA (Pm)(xlv""xm): Z Sign(n)~((p,o--'O(pm)(xﬂ(l),....X,,(m,)

ne % m

= Y sign(m)- [ | ¢i(xe)

neSm i=1
m

= Z sign(m)- l—[ Oiny=1,
neSm i=1

dh o, A Ap,£0 1
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Wir wollen nun fiir einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum
X die Dimension von A (X) und A(X) berechnen. Wir tun das, indem
wir zu einer (geordneten) Basis A =(ay,...,a,) von X,n=dim X, kano-
nische Basen von A _(X) konstruieren. A* =(af, ..., ay) bezeichne die zu 4
duale Basis; d.h.

areA((X)=M(X) mit a¥(a;)=0; fir ij=1,...,n.
Man verifiziert leicht, dal3
AY = {a’v"lon-oa\’:‘p; vi=1,...,ni=1,...,p}
eine Basis von I (X) darstellt.

E ={a n--nat;vi=1,..ni=1,..p}

ist ein Erzeugendensystem von A,(X) (wegen der Surjektivitdt von
21M,(X)—>A (X)). Dabei konnen wir solche Produkte fortlassen, bei
denen zwel Faktoren iibereinstimmen, da diese Produkte gleich Null
sind. Da Permutationen der Faktoren von af A« Aaj) nur Vorzei-
cheniinderungen mit sich bringen, so stellt schon

Ej={af n—nal 1<y <v, < <v,<nj
ein Erzeugendensystem von A (X) dar.

Als erstes stellen wir fest, da3 E =0 fiir p>n, d.h. A (X)=0-fiir

p>n.
Fiir 1<p<n zeigen wir nun, dal} E, eine Basis von A (X) ist. Dazu
haben wir nur noch die lineare Unabhingigkeit von E, zu zeigen. Sei

k a* A---na* =0. Setzen wir Vektoren aq, ,...,d
Vi Vp My

Vi.--Vp T Hp
1gv1<~“<vp_§n

der Basis 4 von X ein, wobel u; <y, <--- <p,,so erhalten wir:

0= Y Koy @A A @) @0, ) =Ky s

1<vy<---<Vp<n

d.h, E, ist linear unabhingig.
Bemerken wir noch, daB A (X)=R ist, so kénnen wir zusammen-
fassen:

2.118atz: Sei XeOb¥, dimX=n A=(ay,...,a,) eine geordnete
Basis von X, A*=(a},...,a*) die zu A duale Basis von A(X), dann gilt:

(@) Ej={af rn-nat;1<v,<v,<---<v,<n} isteine Basis von
AS(X) fir 1<p<n.
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(b) dimA (X)= (;) fir p=01....n,

0 fur p>n.

(c) dimA(X) = 3 <Z>:

Wir wollen uns den Matrixdarstellungen der linearen Abbildungen
AN ALY)=A(X), fe¥ (X,Y), zuwenden.

2.12Satz: X, Y seien reelle Vektorraume, f:X—>Y eine lineare Ab-
bildung; Ax—(al, . ,an), Ay=(b,,....b,) seien geordnete Basen vron X
bzw. Y, =(a¥,....ak), Ay =(bt,....b}%) die zu Ay bzw. Ay dualen Basen.
(}tj,)J 1 m bezezchne die Matrixdarstellung von f: X —Y bez. der Basen

m

Axund Ay, d.h. f(a;)= Z Ayby, i=1,....n. Daraus folgt:

ji=1

Ap(f)(bjikl/\“./\b}kp): Z det(/]ul)u v=1,.... pa;kx/\”'/\a;kp

1<iy<--<ip=Zn
Jir 1<y, < <j,<m
Beweis: Als erstes beweisen wir:
A ()bF=bFof= Z iyat
i=1
Dazu zeigen wir fir a,, v=1,...,n

p=1

(Z/J.a.>a—z/“. D=7,

agE

e =prisian=t ( zmbu>= Y Anbib)=

i=1

Nun konnen wir A (/) (bF A -+ A b¥), 1<jy <jp <+ <j,<n, wie folgt
berechnen:

ALY (BF A A BT )=(bf of YA AbT of)
Z Z Aiviger-Aipindf A A af,

i1=1

i * *

= Z Y sign{m) Ay - /ijiw)) N
1<i < <ip=n \meSp

= Y detQ ) g @i A nal

L<iy< - <ip<n

Speziell fir n=m=p folgt aus Satz 2.12:
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2.13 Corollar: A (f)(bT A -~ Ab¥)=det(A)i =1, n@F A A aY.
Ganz analog zu Satz 2.12 gewinnt man folgende Aussage iiber Basis-

transformationen:

2.14 Satz: X seiein reeller Vektorraum, A=(a,,...,a,) und B=(b,,....b.)
seien zwel geordnete Basen von X die zu A und B dualen Basen seien
mit A*=(a¥t,....a¥)y bzw. B*=(b},...,b}) bezeichnet.

(A3)j.i=1.....n bezeichne die Basistransformation von A nach B d.h.
a=Y i;b; fur i=1,...,n.
i=1
Dann gilt:
b}“‘/\~~~/\b}"p-—— Z det(/lj“iv)u,_1 ____ nai*l/\-n/\a;';

l<ij< - -<jp<n
fiir 1<j,<jy < <j,<n.
Beweis: Man setze in Satz 2.12: Y:=X und f:=14. 1

Speziell gilt:

2.15 Corollar: b A --- AbY=det(4), oy oG A Aar.
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Im folgenden sci X ¢in endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit
festem Skalarprodukt () XxXoR.
Als erstes bemerken wir, daf3 das Skatarprodukt auf X einen Isomorphis-
mus

JiX o X*E=A(X)
von X auf den Dualraum X* von X induziert:
x)()i=(x,y) fir x yveX.

Die Bilinearitdt des Skalarprodukts garantiert, dal} j: X —» X* eine wohl-
definierte lineare Abbildung ist. Um zu beweisen, daB} j einen Isomor-
phismus darstellt, zeigen wir, was auch sonst von Interesse ist, daf jede
geordnete Orthonormalbasis A=(a,,...,aq;) von X durch j in die zu-
gehorige Dualbasis A*=(af,...,ay) von X™* tberfihrt wird: (ja,)(a,)
=(a,.a,)=46,, fur pv=1,., .

Auf dem Dualraum X* gibt es genau ein Skalarprodukt, das j: X — X*
zu einer Isometrie macht. Die Dualbasis A*=(a¥....,a¥) zu einer

-,y

Orthonormalbasis A=(a,.....a,) von X wird dabei stets zu einer Or-
thonormalbasis von X*.

Ist allgemeiner B=(h,..... b,) irgendeine geordnete Basis von X.
B*=(bt,....b¥) die zu B duale Basis von X*, dann gilt:

34 Satz: (a) j(b)= ) g..bk j '(bF)= > ¢*h,.

p=1 v=1
mit g,,:=(b,b,), g"":=(b}.b¥) fur pwv=1.....n.
(b) Die Matrizen (g,,) und (¢"*) sind zueinander incers.
(¢) Ist A=(A, )y p=1.... .. die Basistransformation von B nach irgendeiner

geordneten Orthonormalbasis A=(a,....,a,) von X, d.h. b,= % J
Jur u=1,....n, so gilt: vl

(gy)=72"07.

Beweis: (c) A*=(a¥,....a*) bezeichne die zu 4 duale Orthonormal-
basis von X*. Es gilt dann:

n m
. i1
by=Y iga. a,= Y (A Y).b,
V=1 p=1
n n
- A1
ar=3% i, bx. br= % (2 1),at
=1 v=1
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Man rechnet leicht aus:

bv’bu)_ Z Z Avv op ao’a )- Z on ‘o Zl ()'”)vo)'pu

p=1 =1
=(A"0l),,
d.h. (gvu)—}’ oA.
(b)  g"i=(b}b%)= Z Z A Yplak af)

a=1 p=1 *

= Z (A" Dyald ™ oa= Z (A7 D27 ) =47 To(A) ™),

= ((A'"oA)” 1)uv R
d.h. (¢")=(700) P =(g,)" "

@  (b)b=(byb)=g= Zgw m—(zmmgm
u=1

fir a=1,...,n. Daraus folgt: j(b)= ) g,,bF Wegen (b) gilt: b*
u=1 n
}: g ib)=j Z g‘”b> oder j~'(6¥)= 3 ¢*b,. 1
v=1

v=1
Wir wollen nun auf allen linearen Rdumen A (X),p=0,1,...,n, wobei

n=dim X ist, kanonische Skalarprodukte
(5 e Ap(X) x A(X)—R

einfihren. Fiir p=0 nehmen wir auf A, (X):=IR das gewdhnliche Pro-
dukt reeller Zahlen. Auf A,(X)=X* gibt es genau ein Skalarprodukt,
so daB3 der Isomorphismus j: X —A,(X) eine Isometric wird. Wenden
wir uns dem allgemeinen Fall zu:

Wir beginnen mit einem Isomorphismus

KA, X)* = A (X)),
der wie folgt definiert ist:

(KP)P1 s @) =@ A - A @)
fiir pe(A, X)* @1,..,0,e A (X)=X*

Die Linearitit von x ist unmittelbar zu erkennen. Da der Dualraum
(A, X)* von A (X) die gleiche Dimension wie der Teilraum A _(X*) der
GraBmann-Algebra von X* hat, so haben wir nur die Injektivitit von x zu
kontrollieren. Sei k (¢) =0 fir ¢e(A, X)*; dannist ¢(@, A "> A @, )=0fur
alle @y,...,0,eX* Da A,(X) von {@,A-AQ,i@,...,0,eX*| er-
zeugt wird, so ist ¢=0, d.h. k ist injektiv.
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Der Isomorphismus j: X — X* erzeugt durch Anwendung des kon-
travarianten Funktors A einen Isomorphismus:
AL ALX*) = A(X).
Wir wollen den Isomorphismus
i =A ()or: (A, X)*—>A(X)
niaher untersuchen; vor allem aber wird uns die Umkehrabbildung

Joi=17 VAX) (A, X)*

interessieren.
Fur x,...,x,e X sei a(x,...,x,)e(A, X)* die folgende Auswertungs-
abbildung:
(X, X ) (@)= @p(X a0 X,)
fir @,eA(X). Wir wollen einmal i (a(x,,..... x,))e A (X) berechnen.

Fiir alle y,,...,y,e X ist:

(X X)) Ve V) = A (KX 1, X)) (010 0)
=KX s s X)) UV s V)
=o(x X )Gy ) A - /\(i}’p))
=((y)A - AP (X xp)

= Y sign(m)-((yy)or--o(yp) (Xpr)-- -+ Yrp)
neSp
) p
) = Z sign{n) n (Vi X))
. neYpy i=1
( P
= Z sign(n™ 1) n (X5 Ve 140)
neSp i=1
) 14
= Y sign(a) [] (x.ven)
aeSp i=1

Il

(le)/\ (/Y )(}1
d.h. ip(a(xl,...,xp)):(jxl)/\...,\(/-xp) oder
Jplx) A A ) =alxg )

Wir notieren uns fir spiter das folgende Zwischenresultat der obigen
Rechnung:

Uy A AT (X X)) =(UX ) A AGX)) ()
Mit Hilfe des gerade konstruierten Isomorphismus

Jo Ap(X) = (AL X)*
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kénnen wir eine Bilinearform

(5 et ApX) x A (X)- R
wie folgt definieren:
(@ Vo) = Upl @) ¥
fur @,.¥,eA(X).
3.2 Satz:
(1) (5 ) A(X) X ALX)—>R st ein Skalarprodukt auf A (X) fir
p=1,...,n=dimX.
(2) Ist A=(a,,...,a,) eine geordnete Orthonormalbasis von X und be-
zeichnet A*=(a%, ..., a*) die zu A duale Basis von X*, so ist
Eyi={al nnal 1<y <v,<- <v,<nj

eine Orthonormalbasis von A (X).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dal}

* * * * )
@ Aonak af AcAak ), =0 0

T ¥vimrYvppp
ist fiir T<vi<vy<<vpn 1<y <py <o <p <n:
* X g% A XV i a* A Ad*Vat A A a*
(@@ A Aaj,ag A naf )=jlal Ao anal)ag A A ag)

=jplGa,) A A Ga, ) ag, A A ay)
=x(a,,,....a, )(@f A Aay)
=(a:] A e A a:p)(avl, ay)

= sign(n)(ag o---oak Ma, ., .....a,_ )

neSp
P
= ) sign(n) [] a}(a,,,)
neSp i=1
= Z Sign(n) 6Vn(nu1 évﬂ(p)"lp
neSp
=3y, -Ovpup-

(Wegen 1<y, <. <v,<n und 1<pu,;<--- <p,<n ist in der letzten
Summe héchstens der Summand fiir 7= Identitdt von Null verschieden.) i

Im folgenden sei X ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit einem
festen Skalarprodukt (., .): X x X—IR und einer festen Orientierung ¢:

3.3 Definition: Unter einer Orientierung ¢ auf einem reellen n-dimen-
sionalen Vektorraum X versteht man eine Aquivalenzklasse nicht verschwin-
dender gleichgerichteter alternierender n-Formen aus A (X). Dabei heifien
zweli alternierende n-Formen ¢,=+0, y 0 aus A (X) gleichgerichtet,
wenn @, =AY, ist mit icR, A>0.
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Eine geordnete Basis A=(a,....,a,) von X heifst orientiert bez. einer
Orientierung ( von X, wenn @ (a,,...,a)>0 ist fir alle @ (.

Bemerkung : Man kann auch die Klasse orientierter Basen eines orien-
tierten Vektorraumes zur Definition der Orientierung benutzen (siche
B.I.-Hochschultaschenbuch tiber ,,Lineare und multilineare Algebra I~
von H. Holmann, § 11).

Wir wollen einige spezielle Begriffe zur Volumenmessung auf X zu-
sammenstellen.

3.4 Definition: (a) Die Absolutbetréigye |, | von alternierenden n-For-
men @, +0 aus A (X) heiflen Volumenmafe auf X .
(b) Eine alternierende n-Form ¢, =0 aus A (X) heifit ein orientiertes Vo-
lumenmaf; auf X bez. der Orientierung (., wenn @ c( Ist.
(¢) Unter dem euklidischen Volumenmafs auf X bez. des Skalarprodukis
(...) versteht man das eindeutiy bestimmte Volumenmaf |dV|, dV=+0 aus
A, (X), mit der Eigenschaft '

[dVlta,..... a,) =1

n

fir jede Orthonormalbasis {ay,....a,} von X.

(d) Unter dem orientierten euklidischen Volumenmuafi auf X bez. der
Orientierung ¢ und des Skalarproduktes (...) versteht man die eindeutiy
bestimmte alternierende n-Form dVeA (X) mit

dVia,,....a)=1

[fiir jede orientierte Orthonormalbasis (a,, ..., a,) von X.(Bemerkung:dV
1st ein orientiertes . Volumenmall bez. ¢, und |dV| ist das euklidische
VolumenmaB bez. des Skalarprodukts (., .).)

3.5 Satz: X sei ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (.,): X x X—>IR und Orientierung (. Das zugehirige orientierte
euklidische Volumenmaf3 AV laft sich wie folgt bestimmen:

dV=ua¥* A --- A aF,
wobei A*=(a¥,....a*) die Dualbasis zu irgendeiner orientierten Ortho-
normalbasis A=(a,., ...,a,) von X ist.

Beweis : Wir rechnen zuerst aus:

(@F A A di)ay.oa)= Y sign(a)(aFo 0¥ Ay .. Uy
Y
ne "
- Z SIEH l—[ n(l)
TESn =

L

= Z sign(n 1—[ inti) —

TeS =
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Sei B=(b,,...,b,) eine weitere orientierte Orthonormalbasis von X,
B*=(b%, ..., b¥) bezeichne die zu B duale Basis. Da 4 und B beide
orientierte Orthonormalbasen von X sind, so gibt es reelle Zahlen 4, mit

a,= Z dwb,, v=1,...,n, so daB det(4,)=1 ist. Auf Grund von

Corollar 215 gilt: bf A A b¥=det(A,)af A A daf=af A Aaf.
Daraus folgt: (af A ---Anak)(b,,....b)=(b¥A - AB¥YbD,y,....b)=1;
dh. dV=atnr- - ra¥ 1

Der obige Satz a8t sich wie folgt verallgemeinern:

3.6 Satz (Voraussetzungen wie in Satz3.5.) : B=(b,,...,b,) sei eine
orientierte Basis von X, B* =(b¥, ..., b¥) bezeichne die zu B duale Basis.
(a) Fir das orientierte euklidische Volumenmaf gilt:

dV=+/|glb* A --- A b¥,

wobei |g|:=det(g;;) und g;;:=(b;, b)) ist fiir i,j=1,....n
(b) Fiir das euklidische Volumenmaf3 |dV| gilt:

[dV[(xy,..., x,)= +]/det((x;, x;))

Sir xq,...,x,€X.
Beweis: (a) Wir wihlen irgendeine orientierte QOrthonormalbasis
A=(ay,...,a,) von X. Es gibt eine reelle Matrix 1=(4,,) mit

=Y A,a, fir v=1..n und det(4)>0.

Auf Grund von Corollar 2.15 st dV=a} A --- A a*=det(A)b¥ A .-+ A b¥;
dabei bezeichnet A*=(a%}, ..., a*) die zu A duale Basis. Auf Grund von

Satz 3.1 st (g;;)= A'"0 4, so dal}
lgl=det(g;;) =det(1")-det(1) = (det(2))?
gilt. Daraus folgt:
dV=det(A)b} A - A b¥=+]/Ig|bt A A bE.
(b) Aus (a) folgt sofort
dV(by,...s b= +)/1gl(Bt A - ABE)B,, ..., b,)

= +Vlgl= +]/det((b;,b,)

fiir eine orientierte Basis (b,,...,b,) von X. Fiir eine beliebige Basis
{by,...,b,} von X ist somit

[dV(by, ..., b= + |/det((b;,b;).
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Ist {b,,....h,} =X linear abhingig. so sind beide Seiten der obigen

nj —
Gleichung Null. 1
Wir konnen nun wie folgt den sogenannten =-Operator einfithren.

3.7 Satz: X sei ein n-dimensionaler reeller Vekiorraum mit festem Ska-
larprodukt (...) und fester Orienticrung €. dVeA (X)) bezeichne dus
orientierte cuklidische Volumenmaff auf X.

Dann gibt es zu jedem p=0.....n genau einen Isomorphismus

i ALX) > Ay 1Y),
so daf$ fir alle @ e AJAX) und fiir alle . _ e, _(X) ygilt:
(*(pp‘ l//n* )n*p (pp/\ ll/n* dv)

3.8 Zusatz 1: [s1 A=(a,..... a,) eine orientierte Orthonormalbasis von
X, A*=\(ua¥. ..., a¥) die zugehorige Dualbasis, dann i,\'r
* ¥y @y \ ’ * *
w(a¥ Ao A u\‘],)fslgn(\ P Vodald oA ndl

fiir jede Permutation (vy.....v\)e%, (mit i—v, fur i=1....0n).
3.9 Zusatz 2: A (X) = A, _ (X)) ist eine Isometrie. d .
(K@ * Py = (@),
Sir alle @ e A(X).
Beweis : Eindeutigkeir: Nach Satz 3.2 ist

E

* . , . )
aep=GE A A al T ISy L <<y <

eine Orthonormalbasis von A, _ (X). Daraus folgt fiir jedes ¢, eA (X):

— * * * *
*Qp= Z (R Qg af A AT )y pdl A A
1Sy, < <vpsn
. * L% * *
= > @y nak  n-nal dVyal A A al
Levp.ge o <vpen

d.h. *¢, 1st eindeutig bestimmt.
Existenz: Man sicht sofort. dal3 durch

o : % oA d® AV at
*p, = S (py Al A nal ANl A Al

Tovy, 0 - vy n

cine lineare Abbildung A (X)—=A, ,(X) definiert wird. Dafl = ¢in
Isomorphismus ist. ergibt sich aus Zusatz 2.
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Beweis : (Zusatz 1): Fiir eine Permutation (v,...,v,)e.%, rechnet man
aus:

w(a¥ A nal)

— * .. * * * * *
= Y (a¥ nonal nag A Aal AV aE A A a)
lL<pper < <ppsn
* * * *
=@ n-nal nag  o~oenay dV)ak oA A ay
wobei 1<o,,,<-- <o, <nund (v.....v .0, .....0,)€Y, ist. Daraus
. . { Vo f 1y
folgt (man beachte {6,,,,....0, = {v . \.....v,}}):
* ALoAg* )=(a* * * N * ce A at
*(df, Aenab y=a A ndl ndl oA nal AV al o oA A al,
=(sign(v, ..., vo)dV.d V), af A Al
=sign(v,,..., v, )(dV,dV), av”l/\u-/\a:‘“
—Q *
=s1gn(vy, ..., v )al  AcAal .

Beweis: (Zusatz 2): Auf Grund von Zusatz 1 ist das =-Bild der Ortho-
normalbasis E, = {af, A~ ndaf ;1<v,<...<v,<n} von A (X) wieder
eine Orthonormalba51s von A,_(X), d.-h. A (X)—>A, _ (X) ist eine
Isometrie. 1

Wir wollen einige Rechenregeln fiir den x-Operator zusammenstellen:

3.10 Satz: (Voraussetzung wie im Satz 3.7) :

(a) x1=dV, *dV =1,

(b) (@Y pha—p=(—1)"" "”’(pp,*t//n oo
fiir @ueAyX). Yy pAL_(X),

(c) (K@ * P )n p=(0y,40), fur wp,t// eAL(X),

(d) QA xY =@, ,),dV  fiir @, ,e AL (X),

(d') @ A x@=dV fiir jede alternicrende 1-Form e A(X) mit(¢,¢), =1,

(e) P, A* .//p:.ppm(pp und

(¢ QAP =xon@, fur @, eA(X),

(f () =(— 1)‘""””% fir @ e AL(X),

(8) (Ux)A*(y)=(x,y) fur x,yeX.

Beweis :
(a) #1=(x1,dV) . dV=(1-dV,dV) dV=dV,

«dV=(xdV,1),=(dV-1 dV) =(dV,dV), =1.
(b) (*(pp’l//n p)n p (pp/\lpn pdv)n 1)(n_p)p(l//n‘p/\(pp’dv)n

(c) Siehe 3.9 = (=) l/j"“”('olﬂ)p:(“‘1)(nvp'p((pp’’”//nﬂ:)p
¢) Sieche 3.9.
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(d) pr*l//p:(pr*l//,,.dV)ndV:(*wp.*l//,,)n pdV=(p ,),dV.
(e) pr*w o WolpdV =Y, @), dV =y rxq,.

) xp A, =(=1)"" "’pl// Ax@ =(=1)" PP Asif =xi A,
(h Firalle ¢, eA X) 5111

H

(M@ )W), =x@ A dV), =(=1)" PPy A, dV),

(=" 0,),d V. V),
( 1)“‘ p)p(l//p‘(pp)p
(=

"),

1l

I

Daraus folgt: *(xp )=(—1)"" "¢ .
(g) /: X —>A(X) 1st eine fsometrie, d.h. (fvj1), =(x.y) fur alle x.reX.
Rechenregel (d) ergibt dann:

Hx)A*jpy=*(x /) dV)=(xj1) =dV=(xy). 1
Wir wollen einige Beispiele durchrechnen: :
Beispiel 1: X sei ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalar-
produkt (.,.) und Orienlierung €. B=(b,....,b,) sei irgendeine orien-
tierte Basis von X, B*=(b%, ..., b¥) bezeichne die Dualbasis. Wir wollen

einmal *b¥ berechnen. Dazu wenden wir dic obige Rechenregel (d) auf
b¥ A xb¥ an:

bE A xbE=(bE bE)AV =g | gl b Ao AbE
(vgl. Satz 3.1 und Satz 3.6).

P . . R
Da (bt n---nbk A AbXip=1,....n eine Basisvon A _,(X) ist. so
mul} xb¥ die Gestalt

A~
A Pt A AbY A ABE
1

xbh¥ =

"

1=

haben (die mit einem versehenen Elemente sind auszulassen), so daf

gilt:
n A
* * * N A ... *
b Axbt=% a bXAb¥A--ADEA - ADY
p=1
_i\ub:/\b* /\};E/M--/\b:

=(—1)»" awhf/\w/\b*.

Daraus folgt: a,,=(—1*"1¢"] |gl. so dal also gilt:

3.1 wbE= S (1P P bt A ABE A A BE

p=1

3*
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Beispiel 2 (Bezeichnungen wie in Beispiel 1): Im Fall dimX =3 wird
aus der obigen Formel 3.11 fiir xb*:
bt =/1gl(g" ' bI A DY +g' 203 A DY +g" BT A DY),
xb%=1/1gl(g>' b3 A b% +g*2 bX A bY +g? bt A DY),
¥=1/1gl(g>" b3 A% +g 2 b% A bY + g7  bT A bY).
Da (¢"™)=(g,,)” " ist,erhalten wir unter Beriicksichtigung von = = [den-
titdt (das gilt, da dim X ungerade 1t):

1
(b*/\b* Zgl lziAJb)
qul S l/iql

BEAB = 3 gbt =

Tj(bz)
Vgl i< Vgl

3
WBIABY = S gkt =

L ity
Vgl =1 119l

d.h., fiir (v,u,p)e % mit sign(v,pu, p)= +1 gilt:

1 1
(b*/\b*)_» Z qpx i :mj(bp)

Vgl i< V14l

Fiir beliebiges (v, p)e % gilt also:

3
, 1
*(b¥ A bY)= sign(v,i1,p) Y. gpib¥ = ——sign(v, 1, p)j(b,)
lg1 i=1 Vgl
Beispiel 3: Formel 3.11 von Beispiel 1 it sich wie folgt verallge-
meinern:
* (b A nbE) = Y sign(v )/ lglg grrebE A ABY

(Vi oo, Vh)E S
Vp+1 < o<y

wobei 1<y, < <p,<n ist.
Um diese Formel zu beweisen, geniigt es auf Grund von Satz 3.7
zu zeigen, daf
Z sign(vi.. v [ lglg g (bY A ABYE B A A ),

(vi...., )Ey

=(b¥ A /\b* AbY A abE dV),

Mp+1

ist fur alle (n—p)-Tupel (p,y ... 1) Mit 1<, <o <p,<n. Man

verifiziert leicht, daB3 beide Seiten der Gleichung sign{u,,...,u,)
ergeben. l/lll|
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Fir 3dimensionale reelle Vektorriiume mit festem Skalarprodukt und
fester Orientierung kann man mittels des = Operators ein Vektorpro-
dukt X x X—X definicren:

3.12 Definition: Unter einem Vektorprodukt auf einem 3dimensionalen
reellen Vektorraum X mit festem Skalarprodukt und fester Orientierung
versteht man ewwe bilineare Abbilduny

X XXX
mit folyenden Eigenschaften (wir schreiben a x b:=v{a.b) fur a.beX/.
(1) axb=—bxa furalle a beX.

(2) a, xa,=ay fiir jede orientierte Orthonormalbasis (a,.a.as) von X.

3.13 Satz: Es gibt genau ein Vekrorprodukt auf jedem 3dimensionalen
reellen Vektorraum X mit festem Skalarprodukt und fester Orientieruny.
und dieses ist definiert durch

axb=j"'(x(janjb)
fiir a,be X.

Beweis: Eindeutigkeir: Sei (¢,.c¢,.¢5) eine orientierte Orthonormal-
3 3

basis von X. dann rechnet man fir Vektoren a= Y xe. b= ) fe,
i=1 =1

aus X ihr Vektorprodukt a x b auf Grund von (1) und (2) wic folgt aus:

3

i3
axb=Y Y xafjexe= Y xfexe

i=1 =1 ij=1
iFj y
= (a4~ fy)e; x ey +(é‘3 =2 Bileyxe; +(x iy — a3 frles x ey
=ty fy— oy f)es+ (o iy — o fy)er + (2 iy — 2y Baey .
d.h. a x b ist eindeutig bestimmt.
Existenz: ax b= j Y=(ja A ;b)) ist nach Definition linear in ¢ und ».
Bleibt uns, dic Eigenschaften (1) und (2) nachzuweisen:

(1 axb=j Y x(anjb)=—j ' (=jbrja)=—bxa.

(2) *(ju, Aja,)=jay fur jede orienticrte Orthonormalbasis («¢,.¢;.d5)
von X (siche 3.8). Daraus folgt:

ay < dyi=j = agajas))=ay. 1

Wir wollen ein Beispiel durchrechnen:
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Beispiel 4 (Bezeichnungen wie in Satz 3.13): (b,.b,,b;) sei eine orien-
tierte Basis von X, (b¥,b%,b%) bezeichne die Dualbasis, dann gilt fur
(v.u.p)eS:

3
b, xb,=)/lglsign(v.;,p) Y. ¢ by=]/\glsign(v.pt,p)j " '(b¥).
g=1

Wir kénnen fiir den Beweis der obigen Formel ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daf3 sign(v,z, p)=1 ist. Es gilt dann (unter
Verwendung von Beispiel 2):

3 3
Jbyxb)=x(jb, A jb,)=% < Z] /;Zl GaGupb¥ A b;)

3 3
=) Y Yubup*bF A b
2=1 f=1
1 . 3
= Y Sign( B g dup Y. Uy DE
I gl e k=1

1
=—-— > sign(nf.7)gunYupdp bF
[ Tyl s en

1
= ——|ylb¥ =)/Iglb*.
;

3
Also ist b, x b,=]/lglj~"(b%)=] |yl Y ¢*°b, (vergleiche Satz 3.1 (a)).
a=1

Wir wollen nun die Transformationsgesetze des *-Operators unter-
suchen:

314 Satz: X.Y seien n-dimensionale reelle Vektorriume mit festen
Skalarprodukten (...): X x X >R.(...)y: Y x Y>R und festen Orientic-
rungen (« bow. (y. [:X—>Y sei eine orientierte Isometrie (d. h.
ALy ECy).

Dann ist fiir alle p=0.1..... n

Al 1)ALY )= ALX)

eine Isometrie. und die folyenden Diagramme kommuticren:

AJX) == A, _(X)

\FH)I Ir\np(/;
A _ (Y
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Beweis: (a) Sei Ay =(u,,.... a,) cinc orientierte Orthonormalbasis
von Y, A¥=(af..... a¥) dic zugehodrige Dualbasis. A=/ '114\
=(f"a,..... f~'a,) ist dann eine orientierte Orthonormalbasis von
X und A*:=(uFof,...,u¥of) die zugchirige Dualbasis. Man sicht so-

fort, daB3 A (/) die Orthonormalbasis E(Y):= [af A naf i 1<y, <,
<o <\'p§n} von A {Y) in die Orthonormalbasis E(X)=(u} of)
A A (ut“o_/ )il <o <y, <n) von A(X) clementweise diberfidhrt:
d.ho AL(/):AL(Y)—>A(X) st eine Isometric.

(b) Um die Kommutativitiit des obigen Diagrammes nachzuwecisen.
gentgt es, fir dic Elemente af A - Aaf von E(Y) zu zcigen:

(A N aE A onal ) =N, ) (lad A nad )

Man sicht nun unmittelbar, dafl beide Sciten der Gleichung gleich
sign(v...., v al of A atal of) sind. wobel (vy..... v,) irgendeine
Permutation aus %, ist. 1 .

Der obige Satz a3t sich auch wie folgt formulicren:

3a5Satz: A A, _, ist ein Isomorphismus von Funktoren fir
p=0.1,..., n, wenan man A, und A, als Funktoren auf der folyenden
Kategorie 1, (mit Werten in 1) betrachiet:
(a) Oby,:=UX,5,C); XeOby ., dimX=n. f Skalurproduki auf X.
¢ Orienticrung auf X |.
(b)Y (X B (X B.C)):=1 /X=X [ lincar, isometrisch. orientiert .
(c) Die Verkniipfung in o ist dic iibliche Hintercinanderschaltung lincarer
Abbildungen.
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Analog zum Vektorraum A X der alternierenden p-Formen auf
einem reellen Vektorraum X kann man den Vektorraum /ipX der
alternierenden p-linearen Abbildungen oder vektorwertigen alternierenden
p-Formen einfiihren:

ApX::{qbp:X X-X; d)p altcrnierend,p-linear}, p=1273 ..,
P
A X =X.

Fiir einen Isomorphismus f:X—Y aus 7 (X.,Y) kann man lsomor-
phismen
A A YA X, p=0.1.2,...

wie folgt definieren:
(Ap /)g) (1o )= f Gl f XS )
fur ¢pe/ip Yoxg.... v,eX.p=123...., withrend
Ao fi=f""YoX

ist.

Bezeichnet man mit Iso(r ) die objektgleiche Unterkategorie von
7 . deren Morphismenklasse genau aus den Isomorphismen der Kate-
gorie ¥ besteht, so gilt:

4.1 Satz: /ip: Iso(Y )—1Iso(7 ) ist ein kontravarianter Funkror.

Wir werden nun zeigen. wie sich die vektorwertigen alternierenden
p-Formen mittels der gewohnlichen alternierenden p-Formen erzeugen
lassen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung

foi A X x XA X,

wobel

istfur @ e A, X, x.xp ... x,eX.p=123, ...
to Ao X x X >Ag X

mit AgX:=R. Ay, X:=X ist dic gewdhnliche Multiplikation mit Ska-
laren Rx X - X.
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Bezeichnung: Wir wollen statt s {¢,.x) auch einfach ¢, -x oder
X-¢, schreiben,

4.2 Satz: X sei ein reeller Vektorraum mit  geordneter  Buasis
A=(u,,...,a,). Jede 1'()k1({/"\'€1‘1/g1(' alternierende p-Form ¢ e A X laft
sich dann eindeutiy in der Form

mit Koeffizienten ¢\, e A X darstellen.

Beweis: Die Eindeutigkeit der Darstellung ergibt sich aus den Basis-
eigenschaften von A=(u,.....q,). Um die Existenz der Darstellung zu
beweisen, gibt man die Koeffizienten @b explizit an. Sei 7;: X >R die
kanonische Projektion (bez. 4) auf die i-te Koordinate:

n
Xsx=) xa — xelR:
i1

dann definieren wir:

(.

Py =Tog,.  i=1..n

Man rechnet fir x,.....x e X nun leicht aus:

n

Polxio )= Yy lxr X

i=1

= Z(p“'\l,... (Z o > (X xp)

i=1

Daraus folgt: ¢ Z AR |

i=1

4.3 Satz: Sei - XY ein Isomorphismus wnd

Z PV vEeA Y mit @V eAY. vieY:

i1

dann yilt

"

(A, ), = Z (ALY T ).

1
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Beweis :
(A1) (Z P g)(xl, e Xp) =71 << Y <P‘pi"yi> (fxp ., /'xp)>
i=1 i=1

=/ ( 2 on(fxys s fxp)yi>

i=1

i

PP Xy [3)f7H0)

Sch 1M=

(A f) I \1"""[))_/7]().i)

1l

H

(A DL 1) )\'.Vl,...,,vcp)

/\
HM, -

fur beliebige x,,....x,eX. Daraus folgt die Behauptung des Satzes. B

Das GraBmann-Produkt A:A X x A XA, X 1aBt sich wie folgt
zu einem Grafmann-Produkt

A :AprAqX - Kp+qX

erweitern:
/\(tbq)(xl*""“\’p+q)
1 .
= Z Slgn(n)(pp('\‘n(l\‘""'Yﬁ(p))¢q(xﬂ(p+l)9""xx(p+q))
J2 MESD + g
fir @ eA, X, €A X, Xy, X, € X.

Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir

Z (plll

i=1
mit (p"’eA X, g;eX fir i=1,...,n das GraBmann-Produkt wie folgt
berechnet werden kann:

Pp A dg= 2 (9, A OY) 4.
i=1
Ganz analog definiert man ein GraBmann-Produkt
A :/in XA, X - /ime.
indem man fur @peN, X, qﬁqef\qX, X1y oens Xp4q SELZL
(Pq A @) (¥yov Xy g)

1
::v? Z SIEN(T) Dy (Xng1ys -+ X)) P Xniq s 110 s Xnip + 1) -
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Mit den obigen Bezeichnungen ist

n

(/)q/\(pp:‘z ((p‘q”/\(pp)-ui.

=1

Die Rechenregeln des gewdhnlichen GraBBmann-Produkts (siehe 2.9
und 2.10) lassen sich sinngemal auf das GraBmann-Produkt von vektor-
wertigen und gewdhnlichen alternierenden Multilinearformen iiber-
tragen:

4.4 Satz: (a) Fiir @, e A, X. ¢ eA X ist

(pp/\qsq:(v1)pq(/)q/\([)p.
(b Fiir @ eA, X, A X, p eA X ist

(@A YING =@, AW A D),
(@A PIAY, = @, A (P A V).
(Par @)t =P Ao, AY)).

(c) Fiir @,eA,Y, ¢quq Y und einen Isomorphismus [ XY gilt:
Ap oV @pn d)=(AnfYou AAS By

Fur einen reellen Vektorraum X mit festem Skalarprodukt
{.,.): X x X>R kann man auch noch ein GraBmann-Produkt

A :/\pX quX = Ay X
einfihren:
(¢pA ‘I’q) (Xpe i Xpa )

1 .
= P_'(F n yz SIEN(T) (D p (Xa1ys -+ Xnipph FaXaps 15 -5 Xngps ))-
Haben ¢, und ¥, die Darstellungen

n

¢p= Z (p(pn"\‘i* V= Z 'f//ixj)'y.i

i=1 i1
mit Ve A, X, ¢ e A X, X, ;€ X. dann gilt:
GoAP =2 D OV AP (X
i=1 j=1
Von Interesse ist der Spezialfall g=0 (A, X:=X), wo das GraBmann-

Produkt hauptsichlich den Charakter eines Skalarproduktes hat. Wir
verwenden daher meistens die Schreibweise

LRALX XX > A X,
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Fur qﬁpe/‘\pX und x.x, ... x, e X ist:
(P XHX Lo X)) = (X Xp) X))

Hat ¢, die Gestalt ¢, = Z PW-a, @V eA, X, uje X, so ist

i=1

M:

()= Y (e, ).

1

Fir das GraBmann-Produkt vektorwertiger alternierender Multilinear-
formen gelten wieder die folgenden Rechenregeln:

4.5 Satz: (a) Fur d)peApX. ?’quqX ist
P AV, =(=1)"Y Ao,
(b) Fiir ¢,eA,X. p,e A X. W A, X isi
Py A V)=l nd)A Y .
Gy A, A Y )=(p A @,)n Y.,
Py AP n@)=(d,n ¥ )ro,.

(g) Fiir ¢,eAY, ¥Y,eA,Y und einen isomeirischen Isomorphismus
[ XY gilt:

(Apsra Ny A PY=(AL )y A APy
Warnung: Fiir das Grallmann-Produkt dreier vektorwertiger alter-

nierender Multilinearformen gilt nicht das Assoziativgesclz, d.h. 1. allg.
istfir g eA, X. P,eA X, O A X

P AP ANO)F (P AV YA O, .

Ist X ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit festem Skalarprodukt
(...): XxX->R und fester Orientierung ¢, so existiert wieder ein
x-Operator:

*:f\pX — A,]_DX.
Man wihle zunichst cine feste geordnete Basis A={(a,,....¢,) von X.

n
Fir ¢,= > ol-a. ¢'eA X, definieren wir dann:

i=1

(*‘P‘p“)'ur

[\/]:

*(rbp =

i=1
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Wir wollen uns iiberzecugen. dafy diese Definition des -Operators von der
Basis A unabhiingig ist. Zu diesem Zweck zeigen wir. dald fir i’ A XL
xeX j=1.....m stets gilt:

m m
( 3 ﬂ) LT A
j=1 '

J=1

Da A cine Basis von X st so gilt: x;= S Zia; mit 2, e R, Daraus folgt
i=1

<i Y ) =% i (i 1//;"»/1‘).(“

(A Sown)) =t S e

i=1 j=1

J I

m

(- Z dai= Y (k)

= r=1 j=1

Ms

Aus der Linearitit des gew6hnlichen s Operators = A X =A_ _ X folgt:
4.6 Satz: +(x. ¢ )=(x.x¢ ) fiir xe X. q‘)l,e/\p X.

Beweis: ¢, hat einc Darstellung ¢, = Z @p-a; mit @t'e AN und
a;e X. Man rechnet nun aus:

(Vo) = V o (. )— Y (*(p“‘)(.\'.ai)

|7l =

4<_x‘. Z(*(p")ml) =(vxh,). B
i1 ,

Aus Satz 3.10 cregeben sich folgende Rechenregeln fiir den verallge-
meinerten x-Operator:

4.7 Satz: X sei ein n-dimensionaler reefler Vektorraum mit festem
§ku/arpr()dukl und fester Orientieruny. Sind ¢ und Wy, aus A X oder
A, X, dann gil1:

wp/\*lj/p:wp/\*wp.
2) *rp ) =(— 1P

Sei nun X ein dreidimensionaler reeller Vektorraum mit festem

Skalarprodukt und fester Orienticrung:
X xX - X
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bezeichne das zugehorige Vektorprodukt. Es induziert cine bilincare
Abbildung
CALX XAX > AL X

(wir schreiben ¢, x ¥ :=v(p,. ¥,) fir ¢,eA, X.¥,eA, X) wobei

(d)px V)l nx,,)
1
p (/ Mz‘: ) mgn(n)d) Xni1)s n(p))x l]l( n(p+l) """" \‘nlp*ql)
ist fir ... Yo €X.
Haben ¢, und ¥, die Darstcllungen
=L Y= Tt
i=1 ji=1

mit oV eA X ¥ €A, X, ¢.b;e X. dann ist

Gpox W= Y (¢ Ay)(a, xb)).

i—1 j=1
Fir p=¢g=0 ist t:A, X xAy X—>AyX das Vektorprodukt auf X.
Von Interesse ist besonders der Spezialfall, wo p beliebig. aber ¢g=0
ist (und umgekehrt):

L‘I/T\pXXX—H;\pX,
X XA X oALX .
Fir ¢ eA X, aeX, x,....,x,eX ist
(X @) (X, X)) =h (Xph. X, ) xd,

(ax¢y) (xy,...x )=ax ¢ (x....x).

Hat ¢, die obige Darstellung ¢, = Z P -a;, so ist

i=1

o X a= Z oL (a; x a)

i=1

axpy= > oV (axay

i=1
Die Rechenregeln fiir das gewdhnliche Vektorprodukt iibertragen sich
wie folgt auf seine Verallgemeinerung: Aus der Antisymmetric axb
= —bxa des gewohnlichen Vektorproduktes folgt fiir beA, X,
Y,eA X und aeX:

Ppx V= — (=1 Y x ¢, Py xa=—ax¢,.
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Aus der Rechenregel (e x by xc=(c.ayp—(c.hya fur wb.ceX wird fir
PN, X, e X, OeA X!
(P x V) x O, = (= 1V)I¥ A (P, A O)~Pp A (P 10O
Speziell gilt fiir (/)pe/\,,)(. a.b.eX:
(axb)yx ¢, ={¢,.a)-b—(p,.b)u.
(P, xa)xb=(P,.b)-a—(a.b)p,.
Beispiel 1: X sci cin n-dimensionaler reeller Vektorruum mit festem
Skalarprodukt und fester Orientierung.

dsi= Y a*aeA X=1 (X.X).
vl

wobei la,. ..., a,! irgendeine Basis von X darstellt und [a¥. ool ar,
dic zugehorige Dualbdsls bezeichnet, ist nichts anderes dls die identische
Sclbsldbblldung Iy von X.

Fir x= Z 7;a;e X rechnet man ndmlich aus:
i=1
n n n n
YooY aFa )= Y Y satla)a,

v=1 i=1 v=1 i=1

Il

ds(x)

"

n n
Z Y 204, = Y il =X.
v b

1—1

Dic vektorwertige alternicrende 1-Form ds ist damit unabhiingig von
der Wahl der Basis (aq.....q,! von X,

Beispiel 2: Da ds = ) af-a,= Iy ist (siche Beispiel 1). so konnen
v=1

wir definieren:
dFi=xds= ¥ (xa¥)ae A, | X
(U |

Es sei bemerkt, daf3 die vektorwertige alternicrende (n—1)-Form dF
genau wic ds unabhingig von der Wahl der Basis (a,..... ayy von X st
Wir wollen einige Relationen zwischen ds. dF und dV beweisen:

4.8Satz: X sei cin n-dimensionaler reeller Vektorraum mit fesiem
Skalarproduke und fester Orienticruny. Dann yilt:

1) dsAdF=ndV,

2) jx=(x,ds) fiiralle xeX.

3) s(y)=(v.dF} fiiralle ~xeX .

4) «(jx)y=dV(x...... ) firalle xeX.
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n
Y at a(xak)-(a,.a,)

v=1 =1 1 u=1
n
= Y a¥nalxal)
v=1
falls {a,.....a,} eine Orthonormalbasis von X ist und |a¥.....a*} die
zugehorige Dualbasis bezeichnet. Da (a¥ «¥); =1 ist fur v=1.....n, so

gilt auf Grund von Satz 3.10 (d")
aFaxa¥=dV fir v=1....n.

Dauraus folgt: dsadF=ndV.
(2) !a,.....a,} sei eine Orthonormalbasis von X. |a%.....a¥] die zu-

gehorige Dualbasis (dannist ja,=af fir v=1....,n). Fir x= ) AageX

rechnet man nun leicht aus: i=1

(x.ds)= <Z/a Y ata ) S Y hat-lana)= Y it =jx.

i=1 ;= i=1 v=1 i=1

B

(3) Auf Grund von Satz 4.6 und der obigen Formel (2) gilt:
(x.dFY=(x.*ds)=*(x,ds)=*(j x) .

(4) Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dal3
(x.x)=1 ist. Wir ergénzen x zu eciner orientierten Orthonormalbasis
(Nox,. x,) von X. (x%f...0 x*) bezeichne die zugehérige Dualbasis.
Es ist dV=xtA- Axi= ) sign(n)x},o0---oxk,, Fir beliebige Vek-

n
neY,

toren ds..... a,e X rechnet man nun aus:

AV(Valigerrn) = Y SIERNE (X)X 5y (@2) X (a1,)
nEFn
= ) sign(m)axky(ay). xhy(a)=(x3 A A X dg.. . a,)
n(nlg)zl
= (xx¥)(a,,...a,)=(*(x)) (dy.....a,) .
Daraus folgt: dVi(x,O..... ==*(Gx). 1

Die geometrische Bedeutung der vektorwertigen alternierenden (n—1)-
Form dF auf einem n-dimensionalen recllen Vektorraum mit festem
Skalarprodukt und fester Orientierung ergibt sich aus folgenden Aus-
sagen.

4.9 Satz: (X.[.C) seiein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit festem
Skalarprodukt [=(.,.): X x X>IR und fester Orientierung (., (Y,B.(")
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sel ein (n—1)-dimensionaler linearer Unterraum von X mit induzicrtem
Skalarprodukt ' :=f1Y x Y >R wund fester Orienticrung €. dV und V"
seien die orientierten cuklidischen Volumenmafe auf X bow. Y.

Fiir einen Vektor see X sind tolyende Aussagen dquicalent :

(1) (5. dF)| Y ' =dV', (se.22)=1.2 1Y.

(2) dV(se,[J.....[ | Y" "=dV. (pecsz)=1.217Y.

(3) (#2,v5,....v,) ist eine orienticrte Orthonormalbasis von X fiir jede
orientierte Orthonormalbasis (v,.. ... v, ron Y.

By re=(—1)" "1 Yxivy A Ajv) flir jede orientierte Orthonormalbasis

(vae.ees 1, ron'Y.

Beweis: (1)<=>(2): Folgt unmittclbar aus Satz 4.8 (3) und (4).

(2)=(3): (15.....1,) sei eine orientierte Orthonormalbasis von ¥ dann
ist (z2,),,....),) eine geordnete Orthonormalbasis von X. und es gilt
dV(se,vy.....0)=dV' (i, v )y=1. d.h (sey o) stellt eine orien-

tierte Basis von X dar. .
(3y=(4): Sel (1,....,v,) cine orientierte Orthonormalbasis von Y. Nach
Voraussetzung ist (s.15.....V,) cine orientierte Orthonormalbasis von
X.AulGrund von 3.8ist #(jsz)=j1s A - Ajy, oder {—1)"7 " jse=x(x(js))
=*(jy, A Ajiy) oder = (1) T k(i A AT,

@ =) (Vyeeens 1) sel eine orientierte Orthonormalbasis von Y. Auf
Grund von Satz 4.8 (3) und 3.8 ist (se.dF)==*(j2e)=/v5 A - Aj1,. Dar-
aus folgt:

(e dF) Y T =jry A nju [ YO T =dV D

4.10 Corollar 1: Es existicrt genau ein Vektor 2 in X mit den Eigen-
schaften (1) bis (4) von Satz 4.9.

Beweis: Man tiberzeugt sich, dal} es genau einen Vektor 2z in X' mit
der Eigenschaft (2) gibt. I

4.11 Corollar 2: »~c X geniige den Aussagen (1) bis (4) von Sarz 4.9;
dann gilt fiir jeden Vekior ve X :

(CdB) YO T =(ve)dV .
d.h.
dF Y™ '=5-dV'.

Beweis: Sel (35.....v,) eine orientierte Orthonormalbasis von 1Y
dann ist (s.v,.....1,) eine orientierte Orthonormalbasis von X (wegen
(3)). Es geniigt, die obige Gleichung fiir x=12. y,.....}, zu bewcisen.
Der Fall x =, ist identisch mit Aussage (1) von Satz 4.9. Im Fall x=1,
rechnet man leicht aus, dall beide Seiten der Gleichung Null werden:
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(@) 0 dE)=*(jy)=%(z)A(y)n-- /\(//.}\’;) Ao n(y,). Da jrelY =0,
so ist auch (y,,dF}| Y"~'=0.
(b) (r.22)dV' =0, da v, Ls gilt. 1

Bemerkung: Der Vektor »eX mit den Eigenschalften (1) bis (4) von
Satz 4.9 ist durch die Orientiecrung ¢ des Unterraumes Y cindeutig
festgelegt. Umgekehrt bestimmt auch jeder Vektor s2e X mit den Eigen-
schaften (s2.2)=1. 22 LY eine Orienticrung ¢’ von Y, nimlich die
durch (s,dF)}Y" " 'eA__, Y reprisentierte, und » geniigt wieder den
Aussagen (1) bis (4) von Satz 4.9 bez. dieser Orientierung.



KAPITEL 11

DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

§ S: Differenzierbare Abbildungen zwischen offenen Mengen
in Zahlenriumen

In diesem Paragraphen sollen einige Tatsachen aus der Differential-
rechnung mehrerer Verianderlichen zusammengestellt werden. die wir
spater bendtigen.

U sei eine offenc Menge im IR". Eine 4 "-Funktion auf U ist dann cine
Funktion f:U—IR, dcren partielle Ablcitungen bis zur r-ten Ordnung
existieren und stetig sind. Dabei lassen wir »r=0,1,2...., 7 zu. Im Falle
r=x sollen partielle Ableitung belicbiger Ordnung von [ cxisticren
(sie sind dann notwendig stetig!). Die % °-Funktionen sind genau dic
stetigen Funktionen.

Die 4¢™-Funktionen aufl U bilden eincn kommutativen Ring & (U).
wenn man Addition und Multiplikation wie iiblich punktweise erklirt.
¢"(U) 1st sogar eine IR-Algebra, wobei die Multiplikation ciner Funk-
tion [e%"(U) mit einer recllen Zahl 2 cbenfalls punktweise cerkliirt
wird.

Neben den 4 7-Funktionen betrachtet man auch noch ¢ "-Abbildungen. -
Um diesen Begriff spiiter verallgemeinern zu kénnen. verwenden wir
die folgende Definition:

5.1 Definition: F:U—V sei eine Abbildung -wischien —wei offenen
Mengen im R™ bzw. R™. Dann heifst F eine €~ Abbildung. wenn fiir jede
G -Funktion {e%"(V) die mit F geliftete Funkiion

F*(f):=[oF

eine € '-Funktion auf U ist.

Aus dieser Definition folgt sofort, dall dic Identitit auf einer offenen
Menge im R" eine % "-Abbildung ist und dal} die Hintereinanderschaltung
zweier ¢ -Abbildungen cbenfalls eine 4 '-Abbildung ist. Die offenen
Mengen in Zahlenriiumen bilden also mit den %'-Abbildungen als
Morphismen cine Kategorie. Das Ziel dieses Kapitels ist es, diese Kate-
goric zu erweitern und dabel moglichst viele Begriffe auf diese grofere
Kategoric zu iibertragen, dic aus der Differentialrechnung fiir % -Abbil-
dungen zwischen offenen Mengen in Zahlenriumen bekannt sind.
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Mit p,:IR"—IR bezeichnen wir die Projektion des R" auf dic i-te
Komponente, d.h., wir setzen p(x,,....x ):=x;. Dic p; sind dann % -
Funktionen. Ist jetzt F:U—V eine ¢ "-Abbildung zwischen zwei offenen
Mengen im IR™ bzw. R", so sind also nach Definition die Komponenten-
funktionen F;:=p,oF von F %'-Funktionen. Es gilt aber auch die
Umkehrung: Sind die F; ¥"-Funktionen, so ist F eine ¢'-Abbildung.
Wir konnen namlich Fin der Form F(x)=(F(x), F,(x),..., F,(x)} schrei-
ben. Im Falle r=0 ist F nach Definition stetig, wenn es dic F; sind.
Im Fall r>1 sei f:V—-R eine %"-Funktion; dann kénnen wir fofF
in der Form [oF(x)= f(F,(x)....F,(x)) schreiben. und mit Hilfe der
Kettenregel - und im Falle r>1 auch noch der Produktregel- der
Differentialrechnung zeigt man, dal3 foF wieder eine ¢"-Funktion ist.

Im folgenden sei stets r>0. Ist dann F:U—V eine % "-Abbildung
(U und V wie oben), so konnen wir fiir xeU das totale Differential
oder die Ableitung

D, FR™"R"

betrachten. also die in einem wohldefinierten Sinne beste lincare Appro-
ximation der Abbildung (F-—F(x)):U—R". Beziiglich der Standard-
basen von R™ und R" wird , F durch die Matrix der partiellen Ablei-
(;Fi (x) beschrieben. d.h. fiir

Cx

e

f Cyl Frodnl Fy t
t={ ¢ | eR™ st D F()= : : .
. Col FoooiCl Fy I'm

wobei die F; wie oben definiert sind und x,, ..., x,, die Koordinaten des
IR™ sind. In diesem Zusammenhang bezeichnen wir R™ bzw. R™ auch als
Tangentialraum an U in x bzw. an V' in F(x).

Eine 4¥"-Abbildung F:U-—V nennen wir im Punkte xeU regulir
vom Grad k. wenn fiir alle y aus einer offenen Umgebung von x D, F den
Rang k hat. Ist £ maximal, d.h. k= max imonl (USR™, VSR"). so ist
F genau dann regular vom Grade k i in X, wenn D, F maximalen Rang hat.
{Man nennt in diesem Falle auch F regulir in x und verzichtet dabei auf
die Angabe des Grades) Unter den reguldren Abbildungen sind be-
sonders die folgenden Beispiele interessant:

(1) F: U—V ist ein 6"-Diffeormorphismus, d.h., F ist bijektiv, und F und
F~ ' sind ¢ -Abbildungen. In diesem Fall ist F aufl ganz U reguliir vom
Grad m=n.

(2) Essei m<nundi: R™—>R" die durch

Xy = (X x g 00,0

tungen ¢ F:=
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definierte Abbildung. / 1st eine lincare Injektion vom Range m. d h. in
allen Punkten reguliir vom Grade m.
(3) Essci m>nund p: R"—>R" dic durch

PN o) = (X))

definierte Abbildung. p ist eine lineare Projektion vom Rang n. d.h.. in
allen Punkten aus R™ ist p regulir vom Grade 7.
(4) Es sei m<n, und aufl der offenen Teilmenge U des R™ seien n—m
¢'-Funktionen [, ,..... [, gegeben. Dann ist die durch Jiv,. ..o x)
= (X Xoo fros ( (X)e o fo0X) T v={(x,.....x,) definierte Abbildung
J: U—IR" in ganz U regulir vom Grade m. J bezeichnen wir als eine
differenzierbare Injektion oder Einbettung. Das Bild von J ist gerade
der Graph der Abbildung f=(/f,,..... fi): U=>R"™™

Es soll nun gezeigt werden, dafl diesc Beispicle reguliirer Abbildun-
gen im wesentlichen alle Typen beschreiben. Damit meinen wir genauer.
daf3 sich jede reguldre Abbildung lokal als Komposition von Abbildun-
gen der eben aufgefiihrien Typen schreiben [dft. Um das zu beweisen.
verwenden wir den Banachschen Fixpunktsatz. Dazu sei an cinige
Definitionen erinnert:

Eine Metrik auf einer nicht-lecren Menge X st eine Abbildung
d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften

(1) d(x,y)>0, und d(x,1)=0 <> x=y,
(2) dix.oy<d(x.1)+d(y.2)  (Dreiecksungleichung).
(3) dx.yv)=d(. x)  (Symmetrie).

Das Paar (X,d) nennen wir cinen metrischen Raum. Er heift vollstindig.
wenn in thm jede Cauchy-Folge konvergiert. Dabei heifit cine Folge
{X;);cn In X eine Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ >0 cin nye N gibt. so
dald fiir alle i,j>n, d(x;. x;) <z ist.

Einc Abbildung T:X,—X, zwischen zwei metrischen Riumen
(X,.d;)und (X ,,d,) heif3t beschriinkt. wenn es eine positive Zahl K gibt.
so daB fir alle v,ye X,

d(Tx), TON<Kd(x.v)

1st: K heifdt dann eine Schranke fur 7. T hei3t kontrahierend. wenn K < |
gewithlt werden kann.
Nun konnen wir den Banachschen Fixpunktsatz beweisen:

5.2 Satz: (X.d) sei ein vollsiindiger metrischer Raum und T- X — X eine
kontrahierende Abbildung. Dann hat T genau einen Fixpunkeo in Xod h. es
gibt genau ein xe X mit T{x)=x.
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Beweis: Wir withlen irgendeinen Punkt x, € X und definieren einc
Folge (x;);.n In X rekursiv durch

= T(xy).
Ist 0< K <1 eine Schranke fur 7. so ist fur alle ie N
d(x; 1 X)) < Kdlxx; o)< < Kd(x L x).
Daher ist fir ije N mit /<
dixp.x)<d(xpx; ) Hdx LX)+ +dxg LX)

<K T ld(x . xp)+ KI 7 2d(x . xg)+ - + Kid(x,.x)
j—i—1

=K'd(x,.xp) Z K* < K d(r,..\‘(,).

Weil K <1 ist, gibt es zu jedem ¢>0 ein nyeN, so daB fir i>n, der
letzte Ausdruck kleiner als & wird. (). 15t also eine Cauchy-Folge. die
wegen der Vollstindigkeit von (X, d) gégen cinen Punkt xe X konver-
giert. x ist der gesuchte Fixpunkt. Es gilt nimlich

d(x. T) <d(x.x; 4 )+ d(xi . T)
=d(x,x; )+ d(T(x;), T(x))
<d(xv.x; . ))+ Kd(x,, x)
fur alle ieN. Weil d(x,,x) mit wachsendem i/ gegen 0 strebt, mul} also
d(x. T(x))=0 sein, d.h., es ist T(x)=x

Damit haben wir die Existenz des Fixpunktes gezeigt. Di¢c Eindeutig-
keit ist leicht einzusehen: Sind v und x' zwei Fixpunkte von T, so gilt
d(x. X )=d(T(). T(X)<Kd(x,x) oder (1-K)dx,x1=0 und damit
d(x,x)=0, also x=x". §

Fir die Formulierung und den Beweis des folgenden Lemmas nehmen
wir einige Bezeichnungen vorweg. Fiir x=(v, ..., x,)e R" bezeichnen wir
mit x| die sogenannte Maximumsnorm von x:

Ixll = max!|x|: i=1.....n1}.
Q. sei fur £>0 der kompakte Wiirfel um 0 mit der Kantenldnge 2¢, also
Q.= lxe R"jiv|| <) .
Wegen der Kompaktheit von Q, ist fiir eine stetige Funktion ¢:Q,—»R
llgll:=max {lg(x)}: xeQ,}
wohldefintert. entsprechend fiir ¢ine stetige Abbildung ¢:Q,—R"

flglle:= max{[lg(x)ll: xeQ,} .
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Ist 4 eine Teilmenge des IR™. so se1 % (’(Qr,.A) diec Menge der stetigen

Abbildungen von @, nach A. Durch

ditg. h):=lly —hl,
wird eine Metrik auf % °(Q,.A) definiert. und % °(Q,. A) ist vollstindig.
falls A abgeschlossen ist: Diese Behauptung ist lediglich eine andere
Formulierung des bekannten Satzes. daf3 eine gleichmii8ig konvergente
Folge stetiger Funktionen auf @, gegen eine stetige Grenzfunktion kon-
vergiert.

5.3 Lemma: f:Q,—IR" sei eine stetige Abbildung mit f{0)=0. so
dap fiir alle x,veQ.

Mg~ 1N = U — (YO < S =0
ist. Dann besitzt [ auf Q. ein stetiges Rechisinverses. d.h. es gibt eine
stetige Abbilduny h:Q. ,— Q.. so duf
foh=1,,
ist.

Beweis: Wir sctzen X:=%°(Q, ,.Q,) und verschen diese Menge mit
der oben beschricbenen Metrik di=d ,. so dal} also (X.d) em voll-
standiger metrischer Raum ist. Durch

Ty)y=g+1y, ,— 1oy
wird einc Abbildung 7T:X-—X definiert: Fir geX st nidmlich
T(g):Q,,—R" cine wohldefinierte stetige Abbildung, und nach Vor-
aussetzung ist fir xeQ,, und ge X
I TN )= llg(x)+ x = fog(v)]

=l Uga— g (X)) + X1l

<H”mn—f)((/(\'))‘( re = HON -+l ]]

< 5l ()= 0] + i)

§§1,+25.—~i,.

d.h. es ist T(g)(x)eQ,. so dall T(y) eine stetige Abbildung von Q,
nach Q, ist, also zu X gehort.

Als nichstes zeigen wir, daBB T kontrahierend mit einer Schranke
K=1% ist: Fiir xeQ,, und g.heX ist g(x)h(x)eQ,. und daher gilt
nach Voraussetzung

I T(g)(x) = T =lg(x) = h(x) = ([ ogix)— [ oh(x))}
== g(xX)) = Uga— 1H{HX))]]
< Hlglx)=Axi.
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Das bedeutet aber gerade

d(T(g), T(h)<d(g.h).

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T also genau einen Fix-
punkt he X. Fir dieses /1 gilt dann

h=T(hy=h+1,, ,~foh

und damit foh=I,.,. 1

Im vorliegenden Beweis sind wir in der Schreibweise ungenau gewesen,
indem wir z.B. die Identitat/q_, auf Q,, gelegentlich mit der Inklusions-
abbildung von @, , in Q, identifiziert haben.

Die wichtigste Anwendung von Lemma 5.3 ist der Beweis des nich-
sten Satzes:

5.4 Satz: G sei eine offene Menge im R™ und f:G—R" eine €"-Ab-
bildung (r>1), sodaf D, f fiir xeG bijektiv ist. Dann ist f in einer Um-
gebung von x ein €"-Diffeomorphismus, d. h., es gibt eine offene Umgebuny
U von x in G, so dafp V.= f(U) ebenfalls offer ist und f{U—V ein €*-
Diffeomorphismus ist.

Fiir yeV gilt iiberdies

DT =D )7

Beweis: Wir diirfen 0.B.d. A. x=0 und f(0)=0 annehmen. Da
D,/ bijektiv ist, ist 4:=(D, f)~' wohldefiniert, und die Abbildung
g:=foA ist auf einer geeigneten Umgebung von 0 definiert. g ist eben-
falls eine ¥"-Abbildung mit g(0)=0, und es ist Dyg=(Dy floA=Ign.
Insbesondere verschwinden also alle partiellen Ableitungen der ersten
Ordnung von fz.—g an der Stelle 0. Da diese Ableitungen stetig sind,
gibt es ein ¢>0, so daB g auf ganz Q, definiert ist und dort gilt:

(Iga—g); 1 ..
— < — =1,...
éx; Sop BT heof

Zu x,yeQ, gibt es dann nach dem Mittelwertsatz einen Punkt z; auf
der Verbindungsstrecke von x nach y (also in Q,), so dal3

n I N .
Pilllga—g)(x) —Ugn —g)(¥)) = Z )_ Exi %

Zi

gilt. Insbesondere ist dann also

(T 9)(x) = (o= )] < 55 max {lx; =yl j=1o..om} = Hox =]
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%"~ '-Abbildung. Nach Induktionsvoraussetzung muf3 also /i ebenfalls
eine ¢° '-Abbildung sein, und damit schlieBlich auch T/ als Kom-
position zweier 6" '-Abbildungen und einer ¢ *-Abbildung.

Zum SchluB} zeigen wir noch, da /i auch linksinvers zu / ist. Da
Dh=(D )" bijektiv ist, erfiillt h die Voraussetzungen unseres Satzes,
und nach dem bisher bewiesenen existiert auf einer geeigneten Umge-
bung von 0 ein Rechtsinverses /' von A Dann gilt iiber einer offenen
Umgebung U von 0in G

f=Ffolhof)=(foh)of"=[".

V.= f(U) ist dann ebenfalls offen im R", weil f(U)=/""(U) ist. Damit
haben wir Satz 5.4 vollstindig bewiesen. 1

Satz 5.4 gestattet es nun, das oben angekiindigte Resultat zu beweisen,
dal sich jede regulire Abbildung lokal aus speziellen reguliren Abbil-
dungen zusammensetzen 140t:

5.5Satz: G sei eine offene Teilmenge im R™ mit 0eG, und ¢:G—-R"
sei eine 6€'-Abbildung mit ¢(0)=0, die in O reguliir vom Grade k ist.
Dann gibt es einen €'-Diffeomorphismus [:U—Q, wo U eine offene Um-
geburg von O und Q ein offener Wiirfel um 0 in G ist. so dafs sich ¢|U—>IR"
in der Form

gly=Jopof

schreiben lifit, wo p:R™—IR* eine lineare Projektion und J:p(Q)—R"
eine ¢'-Einbettung vom Rang k ist.

Beweis: Durch Umnumerierung der Variablen kdnnen wir erreichen,
daB die Matrix (¢logi)i j- ...« den Rang k hat, und wegen der Regu-
laritiéit von ¢ hat dann (|, ;)i -1, . . fir alle x aus einer Umgebung
von 0 den Rang k, also 0.B.d.A. fiir alle xeG. Eine ¢"-Abbildung
f:G—>R™ definieren wir nun durch

SO xg) i = (g () g () Xy e X XY= (g o) -

Man sieht sofort, daB3 f* die Voraussetzungen von Satz 5.4 erfiillt. Es
gibt daher eine offene Umgebung U von 0 in G, die durch f bijektiv
auf einen Wiirfel Q um 0 in G abgebildet wird, so daBl f:U—-Q ein
¢"-Diffeomorphismus ist. Die Abbildung f ~* hat dabei dic Form

/- 1()’1*--~s}'m):(h1()')v--’hk()')u"u e ¥m)s ¥=00 0 0m) s

wobei die #; ¢ "-Funktionen auf Q sind. Die Abbildung F:=go /™ ':Q—R"
sieht dann so aus:

Frovoopm) =01 b 0 7 00 gaof 710
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R™KCR™

N

I76°) gUu

-

/ 0
Y /i

f
R™-K CR™
R CR™ Vo p
0
Je=Qc NRTK
Qc CRT
-
e = Qe NR*
Figur 1

fragen. Fiir festes y"= (31, ...
die Menge

Rnfk an

s(U)CRT

—RKCR

, y.) ist die Losungsmannigfaltigkeit gerade

Unf N p ' 0 =Un ({0 v €00 i =2 va =)

Aus unserem Beweis geht hervor, dall das genau der Durchschnitt von

U mit

O ROV Uy AU (A U PSRN 120 X5 (P T 1 &

(1

‘n+l""‘.rm)€Q}

ist, wo die 4; ¥"-Funktionen sind. Setzen wir jetzt noch

B Gngtsos V)

=R e Y Yas i Vi) -

so sind die 4; differenzierbare Funktionen auf einer offenen Teilmenge U’

des R"™™, und die Faser ¢~ '(3"})n U ist genau die Menge

4

g ox)ix gy xgyeUL xi=hi(x o q0 o X 1= 10

Hy.
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Die Gleichung g(x,, ..., x,)=» ist also durch die /1, nach v,...., x,
auflgsbar. Die h; bezeichnet man als implizite Funktionen, die durch
diese Gleichung definiert werden, und die eben bewiesene Aussage iiber
die Losung der Gleichung g(x)=) als den Satz von den impliziten
Funktionen.

Zum Abschlul} dieses Paragraphen wollen wir noch eine Erginzung
zu Satz 5.5 beweisen. Aus diesem Satz folgt ja insbesondere, daf3 sich eine
regulare Abbildung durch Davorschalten eines geeigneten Diffeomor-
phismus (ndmlich ') lokal als Komposition einer Projektion und einer
Einbettung schreiben ldBt. Der folgende Satz besagt nun, daB sich durch
Dahinterschalten eines geeigneten Diffeomorphismus sogar erreichen
1aBt, daB diese Einbettung linear ist:

5.6 Satz: J:G—-IR" sei eine € -Einbettuny einer offenen Menge im
R"™ in den R". Dann gibt es zu jedem x°c G eine Umgebung U ron J(<°) in
R" und einen €'-Diffeomorphismus f: U —V, wo V eine offene Teilmenge
des R" ist, so daff foJ auf J~'(U) die Form

Jod(Xyy s Xg)={(¥y,.... %,.0,...,0)
hat.
Beweis : Es sei J gegeben durch
J(xqy o X =0, o Xy T 1 (X)L (X))
fir x=(x,,..., xy)eG. Dann ist die Abbildung J:GxR" "->R"
die wir durch J'(xy, ..., x,) = (X1, s Xo Xa 1 TS 1 00 o x0T (X)

definieren, auf ganz G x R" ™ reguliar vom Grade n. Uber einer Umge-
bung U von J(x°) existiert also die Umkehrabbildung f:U— V., die dann
ein ¢"-Diffeomorphismus ist, und fiir xe J ' (U) ist dann

F0J Xy X = J6 (Xys oo X O 0) = (X, oo X0 0,0, 0) . B
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Nachdem wir im vorigen Paragraphen %*-Abbildungen zwischen
Teilmengen von Zahlenrdumen untersucht haben, wollen wir nun die
umfassendere Kategorie der ¢ ~-Mannigfaltigkeiten kennenlernen. Wenn
nichts anderes erwiahnt wird, lassen wir wieder r=0,1,..., 3¢ zu. Spiter
werden wir uns dann auf den Fall r=oc beschrinken.

M sei ein Hausdorfl-Raum mit abzihlbarer Basis. Unter einer (reellen)
n-dimensionalen Karte aul M verstehen wir ein Paar (U,y), wo U eine
offene Teilmenge von M und ¢:U —g(U) ein Homdomorphismus von U
auf eine offene Menge g(Uy<IR™ ist (d.h., ¢4 ist bijektiv, und ¢g und ¢ !
sind stetig). U heif3t der Triger der Karte. Ist p,:IR"—~IR die Projektion
des R™ auf die i-te Komponente (vgl. § 5), so kénnen wir die Funktionen
x; = pog:U—-R bilden, i=1,....,n. Wir bezeichnen sie als (lokale)
Koordinaten fir U; ist xe U, so sprechen wir auch von lokalen Koordi-
naten in x. Zwei solche Karten (U .g,) und (U,.g,) heillen miteinander
¢ -vertriglich. wenn die Abbildungen

ga1=4¢y04; 19 (Uyn Uyl = g:(UnU,»)
und

gy2°= glogz_liélz(Ul NU,) =g (U nU,)

% -Abbildungen sind. (Im Falle U, n U, =0 sind ¢,, und ¢,, die leeren
Abbildungen. die auch 7 "-Abbildungen sind!) Falls U, ~U,+0 ist.
sind ¢,, und g,, ¥ "-Diffeomorphismen, so daB3 insbesondere U, und U,
gleiche Dimension haben.

Bei der Definition der 6"-Vertriglichkeit sind wir in der Schreibweise
etwas nachlissig gewesen. Genau genommen miissen wir g,, als die
Hintereinanderschaltung der Abbildungen ¢; '|g,(U,nU)~»U, U,
und g,|U;nU,—g,(U, nU,) definieren; entsprechendes gilt fiir ¢,,.
Da wir es mit dhnlichen Situationen noch oft zu tun haben werden, wol-
len wir ein fir allemal foigende Vereinbarung treffen: Sind f:U-V,
und g:F,—» W beliebige Abbildungen zwischen Mengen, so soll die
Hintereinanderausfihrung der Abbildungen [/ NV, n V)=V, ¥,
und gV, nV,—-g(V, n V,) einfach mit go [ bezeichnet werden.

Die folgende Skizze soll den Begriff der %*-Vertriglichkeit zweier
Karten verdeutlichen:
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\

2 (U) g0 ) TR
1 1

£ T 8278,

Figur 2

Unter cinem n-dimensionalen ¢ -Atlas aul M verstehen wir jetzt eine
Familie ,
(Us-i)ie
von n-dimensionalen Karten aul M. so dall |J U, =M ist und alle Kar-
ten miteinander paarweise % "-vertriglich sind.

6.1 Definition: Einc n-dimensionale ¢'-Mannigfaltigkeit ist e¢in Paar
(MU gi)ied) -

wo M ein Hausdorff-Rawm mit abzdhlbarer Basis und (U, ;). ein n-dimen-
sionaler €'~ Arlas auf M ist.

Die Bedingung, dal3 M eine¢ abzihlbare Basis hat, wird in der Definition
hiufig fortgelassen. Sie ist jedoch fiir die Entwicklung der Theorie recht
praktisch (vgl. § 7) und stellt auch keine groBle Einschrinkung dar, da die
in den Anwendungen aultretenden Mannigfaltigkeiten diese Bedingung
stets erfiillen.

Bevor wir uns weiter mit der Theorie der % -Mannigfaltigkeiten be-
fassen, sollen cinige Beispicle die Definition erliutern:

(1) Dic offencn Mengen im R" sind in natiirlicher Weise % “-Mannig-
faltigkeiten.
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(2) Die n-dimensionale Einheitssphire

n+ 1
Sn::{(,\’l,...,Xn+1)€an+l; Z Xizzi}

i=1

1st eine ¥ *-Mannigfaltigkeit mit folgendem Atlas:

U= {{x;.....0 Xpr)€S™ x,, <1},
U, = {{x Xop)EST Xy > — 1),
1 n
gr(xy, o Xy q) = f—(xl,...,xn)elR ,
~Xa+t
1 n
golxy, ..., nt1) = — (x,,....x)eR
I

X .1-Achse
(

X ,..., Xp-Ebene

('\/l yeees X +1)

Figur 3
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g,:U,;—g(U;)=IR" ist die stercographische Projektion vom Nordpol
(0,...,0,1) der Sphire aus auf die Aquatorebene [(x,.....x, . 0)eR""'!;
entsprechend 1st g, die stereographische Projektion vom Siidpol aus
auf dieselbe Ebene.

(3) Das Mébius-Band konstruieren wir folgendermaBen: Im [R? nehmen
wir die beiden Rechtecke D, := (0,2} x(—1,1)und D, ;= (—2,0)x({—1.1)
und ,,verkleben™ sie miteinander auf folgende Weise: Ist x> 1, so iden-
tifizieren wir einen Punkt (x,y)eD, mit dem Punkt (x-—-3,))eD,: ist
dagegen x < 1, so identifizieren wir (x, y)e D, mit (x —1, — y)e D,. Mathe-
matisch  exakt gesprochen bilden wir den Quotientenraum
M := (D, uD,)/R, wo R die durch die eben beschricbenen Identifizie-
rungen gegebene Aquivalenzrelation auf D, U D, ist. M versehen wir mit
der Quotiententopologie, so dall also die natiirliche Projektion
¢@:D,uUD,;—M stetig und offen ist. Setzen wir noch U;:=¢(D;) und
gii=@ 'W,»D, i=1,2,s0ist (U, g;);—, , ein ¥ *-Atlas fiir M.

(4) Das cartesische Produkt zweier ¢"-Mannigfaltigkeiten ist wieder eine
%'-Mannigfaltigkeit: Sind (M,(U;,g;);.,) und (N,(V,hy);.,) die beiden
Mannigfaltigkeiten, so ist (U; x Vj.g; X ;) jyer. 5 €in 67-Atlas fiir M x N.

Insbzsondere ist also der n-dimensionale Torus 7":=(S")" als n-faches

cartesisches Produkt der Kreislinie S! eine % *-Mannigfaltigkeit.

6.2 Definition: (M.(U;,¢;)ic;) sei eine 6'-Mannigfaltigkeit. Unter einer
€"-Funktion auf einer offenen Teilmenge U von M verstehen wir dann eine
Funktion [:U—-R, so daf die Funktionen

fogi Vg U, nU) - R

fiir alle ie I 6"-Funktionen im Sinne des Paragraphen 5 sind.

Eine auf einer Urgebung eines Punktes xeM definierte reclhwertige
Funlktion [ heift eine € -Funktion in x, wenn es eine Umgebung U von X in
M gibr. so dafs f1U eine 6'-Funktion ist.

Der letzte Teil unserer Definition ist wichtig fur den Begriff des
% -Funktionskeimes in einem Punkte x einer ¢ '-Mannigfaltigkeit M:
Ist f eine ¥"°-Funktion in x, so hingt diese Eigenschaft offenbar nur vom
Verhalten von f auf einer Umgebung von x ab. Wir bezeichnen daher
zwei auf einer Umgebung U bzw. 1V von x definierte Funktionen als
aquivalent in x, wenn sie auf einer Umgebung von x in Un 1" iberein-
stimmen. Dadurch wird eine Aquivalenzrelation in der Menge aller auf
Umgebungen von x definierten Funktionen erkliirt. und die Aquivalenz-
klassen dieser Relation bezeichnen wir als Funktionskeime in v. Ist f

S HTR Holmann Rummler
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eine Funktion auf einer Umgebung von x, so schreiben wir f, fiir den von
fin x erzeugten Funktionskeim. Es ist also

fi=19:U,—»R; U, Umgebung von x,
g\W,= f|W, fiir eine Umgebung W, von x}.

[st jetzt f eine 6"-Funktion in x, so sind es offenbar auch alle gef,. Es
ist also sinnvoll, von ¢"-Funktionskeimen in x zu sprechen.

Die Menge € (M) der ¢"-Funktionskeime in x bildet eine R-Algebra:
Sind f, und g, aus € (M) mit Reprdsentanten f: U—IR, bzw.g: V=R, so
sind f+g und fg auf U~V definiert und ¢'-Funktionen in x; wir

setzen: h+a=U+gw  Liga=Uak-

Entsprechend wird 4 f, fiir eine reelle Zahl £ erklirt. Sind jetzt f:U—R
und §: V—R andere Reprisentanten fiir f, bzw. g,, dann existiert
eine Umgebung W von x, so daB (f+§{W=(f+g)|W, d.h. (f+g),
=(f+§),- Entsprechend gilt (fg),=(fd), und A(f)=4(f,). Die Aus-
driicke f,+g¢,, f,g, und Af, hingen also nicht von der Wahl der Re-
prasentanten fir f, .bzw. g, ab und sind somit wohldefiniert. Die
R-Algebra-Gesetze priift man leicht nach.

Ebenso ist fiir f,e¥ (M) mit einem Reprisentanten f:U-—-R der
Funktionswert f{x) durch f,(x):= f(x) wohldefiniert.

Nehmen wir einmal an, wir hitten auf M zwei €'-Atlanten (U}, g;)ic,
und (¥}, h;);c, gegeben. Dann bezeichnet man diese Atlanten als dqui-
valent, wenn in allen Punkten von M die Algebren der ¢*-Funktionskeime
beziiglich beider Atlanten iibereinstimmen. Das ist offenbar genau dann
der Fall, wenn alle Karten des einen Atlas mit denen des anderen €"-ver-
traglich sind. DaB diese Bedingung fiir die Aquivalenz der beiden At-
lanten hinreichend ist, ist klar. Sie ist aber auch notwendig: Sind die
Atlanten nicht miteinander €"-vertriglich, so ist mindestens fiir ein Paar
(ijyeI x J die Abbildung hjog ':gi(U;n V)>hy(Uin V) keine €"-Ab-
bildung. Insbesondere ist dann U; V] nicht leer, und es gibt eine €'
Funktion f auf h(U;nV)), so daBl foh,og ' keine €'-Funktion ist.
Die Funktion foh;:U;nV,—>R ist dann aber beziiglich des Atlas
(Vi.h;);c; eine €'-Funktion, erzeugt also in jedem Punkt aus U;nV
einen ¢"-Funktionskeim, wihrend das beziiglich des Atlas (U,,g:);.,
nicht der Fall ist.

Man kann diesen Aquivalenzbegriff auch noch anders beschreiben:
Ist ein fester ¥"-Atlas auf M gegeben, so kénnen wir ihn maximalisieren,
indem wir alle Karten hinzunehmen, die mit den bereits vorhandenen
¢ -vertraglich sind. Dieser maximale Atlas, den man auch eine %'-
Struktur nennt, ist offenbar durch den urspriinglich gegebenen Atlas
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eindeutig bestimmt. Zwei Atlanten sind jetzt genau dann dquivalent,
wenn sie Unteratlanten derselben € *-Struktur sind.

Im folgenden wollen wir zwei %'-Mannigfaltigkeiten (M.(U;.¢.)i.,)
und (M.(V.h;);.,) miteinander identifiziercn, wenn (U, ¢, und
(V;-h;)jc, dquivalent sind. Im allgemeinen werden wir auch einfach M an
Stelle von (M, (U, 4;);c,) schreiben und den Atlas (U,.¢,);., nur erwih-
nen, wenn er fiir unsere Uberlegungen explizit bcnotlg wird. In allen
anderen Fillen denken wir unseine % ~-Mannigfaltigkeit M sullschweigend
mit einem % "-Atlas versehen.

Sei F:M—N eine stetige Abbildung zwischen zwel % -Mannigfaltig-
keiten und x ein Punkt in M. Fiir einen Funktionskeim /., in F(x) mit
einem Reprdsentanten [:1—-IR auf einer Umgebung } von F{x) in N
ist dann F~'(}V) eine Umgebung von x in M. auf der die Funktion
F*(/):= foF definiert ist. Der Funktionskeim (foF),  hingt dann nur
von F und fy, ab. nicht aber von der Wahl des Reprisentanten  fiir
Jrw» und wir setzen daher

F*(frw) = (F*(h = foF),

und nennen F*(f, ) den mit F zuriickgenommenen oder gelifteten
Funktionskeim.

Die Abbildung F bezeichnen wir nun als % *-Abbildung, wenn durch
F* €'-Funktionskeime auf ¢"-Funktionskeime abgebildet werden:

6.3 Definition: M und N seien zwei 6 *-Mannigfaltigkeiten und F: M —N
eine stetige Abbildung. Dann heifit F eine ¢ "-Abbildung. wenn fiir alle xc M

FX (@ (N S 61(M)

gilt, d.h., wenn €*-Funktionskeime in F(x) auf %'-Funktionskeime in x
abgebildet werden.

Aus dieser Definition sieht man sofort, dall die Hintereinanderaus-
fihrung zweier ¥"-Abbildungen wieder ecine ist. Trivialerweise ist auch
die Identitit auf einer ¥*-Mannigfaltigkeit eine ¢'-Abbildung. Insge-
samt haben wir also das Ergebnis, dall die 4 "-Mannigfaltigkeiten ¢ine
Kategorie 4" bilden, deren Morphismen die soeben definierten %'-
Abbildungen sind. Es gilt €= ---c 2<% ' =%°, wobei die Inklusionen
sogar echt sind. Man kann aber andererseits jede ¢"-Mannigfaltigkeit
fiir r > 1 als #”-Mannigfaltigkeit auffassen. wobei natiirlich 1. allg. weniger
Funktionen auf der Mannigfaltigkeit ¥ *-Funktionen sein werden als die
urspriinglichen €"-Funktionen. Genauer gilt der folgende Satz von
Whitney, den wir hier nur zitieren wollen (zum Beweis siche [33]):

g*
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6.4 Satz: M sei eine €'-Mannigfaltigkeit (r=1) mit der Struktur
(Ui @ )ier- Dann gibt es einen Teilatlas (U, g)ier von (U giie;. 50 daff
(M (U, .g)i.;) eine €*-Mannigfaltigkeit ist.

Aufgrund dieses Satzes wollen wir uns im folgenden auf den Fall
r=o¢ beschrinken, d. h., wir werden nur % *-Mannigfaltigkeiten, -Abbil-
dungen und -Funktionen betrachten und sie wie iblich einfach als
differenzierbar bezeichnen. Bei den Mannigfaltigkeiten werden wir
meistens auch noch auf das , differenzierbar” verzichten: Eine Manmg-
faltigkeit ist fiir uns also stets eine ¥ *-Mannigfaitigkeit!

Die meisten Begriffe werden sich auch auf %¥"-Mannigfaltigkeiten etc.
fiir r < ¢ Ubertragen lassen, ohne daB wir das jeweils ¢igens erwihnen,
Manchmal ist dabei allerdings besondere Vorsicht geboten, und wir wer-
den gelegentlich darauf eingehen.

Ist M eine Mannigfaltigkeit, so ist ¥*({M,R) die Menge der ¢ *-
Morphismen von M nach IR, also dic Menge aller ¥ *-Funktionen auf
M. Stat $*(M,IR) schreiben wir einfacher ¥*(M). Erkliren wir
Addition und Multiplikation in ¥ *(M) wie iiblich punktweise (d.h.
durch (f+¢)(x):= f(x)+g(x) fir f,ge€” (M), xeM etc), so wird
% (M) zu einer R-Algebra.

Ist {. eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit und F:L—M eine
dilferenzierbare Abbildung, so haben wir oben bereits eine Abbildung
F*:€=(M)—>¥>"(L) definiert, indem wir fir fe®™(M) F*{/):= foF
gesetzt haben. F* ist ein Algebrahomomorphismus, wie man sofort sicht.
Auflerdem folgt aus der Definition (GoF)*=F*o(G* wenn G:M-oN
eine differenzierbare Abbildung von M in eine dritte differenzierbare
Mannigfaltigkeit N ist. SchlieBlich ist fiur die Identitat I,, auf M I} die
Identitit auf €= (M). Die Zuordnung M~—%> (M), F-»F* stelit also
einen kontravarianten Funktor auf der Kategorie ¥® dar, und zwar
mit Werten in der Kategorie .o/ der IR-Algebren.

Fiir eine differenzierbare Abbildung zwischen offenen Mengen im
IR® haben wir bereits definiert, wann sie ein Diffeomorphismus ist bzw.
in emnem Punkte reguldr heifft. Diese Begriffe iibertragen sich ohne
weiteres auf differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten.

6.5 Definition: Eine differenzierbare Abbildung F:M—N zwischen
zwei Mannigfaltigkeiten heifit ein Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist
und F~' ebenfalls differenzierbar ist.

Nach dieser Definition sind also die Diffeomorphismen genau die
[somorphismen der Kategorie €™,

6.6 Definition: (M,(U;,g,)..;) und (N,(V,.h); ) seien differenzierbare
Mannigfaltigkeiten und F:M— N eine differenzierbare Abbildung. Dann
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heifpt F reguldr im Punkt xe M. wenn flir iel mit xel, und jeJ mi
Fixje V| stets die Abbilduny

hioFoy g FTHV)n U)-hy (V)
reguldr in g,(x) Ist.

Um die Regularitiat von F in x zu testen, genligt es, die Bedingung der
Deflinition fiir ein Paar (ig.jp)el xJ mit vel, und F(yjed zu
iberpriifen. Fiir alle anderen Kartenpaare mit xe U, und F{xje ¥ folgt
sie dann aus der ¥ “-Vertriglichkeit der Karten.

In der elementaren Differentialgeometric betrachtet man Kurven und
Fliachenstiicke im R®. Entsprechend untersucht man in der Theorie der
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten auch Untermannigfaltigkeiten:

6.7 Definition: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, X eine
Tetlmenge von M. Dann heifit X eine ( differenzierbare ) Untermannigiul-
tigkeit von M, wenn gilt;
(1) X ist selbst eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
{2) Die Injektion i X - M ist differenzierbar und iiberall reguliir.

Beispiele: (1) Die #-Sphiire §” ist eine differenzierbare Untermannig-
faltigkeit des R"* ',

{2y M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkelt mit dem Atlas | Uidj)ese
X eine offene Teilmenge von M. Dann erhalten wir auf einfache Weise
einen Atlas fir X, der X zu einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit
von M macht, wobei X die Relativtopologie trigt. Dazu setzen wir
fur jeJ Vii=U;nX und h=yg;|V;—g, (V). Dann st (Vi) der
gesuchte ¥*-Atlas fir X.

(3) M und N seien Mannigfaltigkeiten, f:M -+ N eine injektive dif-
ferenzierbare Abbildung, die iiberall regulir ist. Dann kéonnen wir die
Topoeiogie und differenzierbare Struktur von M mittels / auf (M)
itbertragen und erhalten so eine differenzierbare Untermannigfuiigkeit
von N. Im Gegensatz zu Beispiel (2) braucht diese Untermaaniglaltig-
keit jedoch 1.allg. nicht die Relativtopologie zu tragen!

Da die nach Beispiel (3) konstruierten Untermannigfaltigkeiten cine
hesondere Rolle spielen, machen wir die folgende Definition:

6.8 Definition: [:M—N sei eine differenczierbare Abbilduny zwischen
owel Manaigfaltigheiten. Dann heifft | eine Eindetrung. wenn gilt :
y [ ist infektir,
(2) [ istitherall vequliir,
Der nichste Satz gibt drei Charakterisierungen einer wichtigen Klasse
von Einvettungen:
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" 6.9 Satz: M wund N seien Mannigfaitigkeiten der Dimension m bzw. n,
f:M—N eine Einbettung. Dann sind folgende Aussagen iiquivalent;
{1} Zu jedem xeN gibt es eine Umgebung U in N und einen Diffeomor-
phismus g:U—-D von U auf eine offene Teilmenge D des R®, so daff
gofif YUY =D lxy, . X )€ R, Xy = =x,=01 ebenfalls ein
Diffeomorphismus ist.
(2) [ ist eigentlich, d.h.. die Urbilder kompakter Mengen sind kompaki.

(3) [ ist abgeschlossen, d.h., die Bilder abgeschiossener Mengen sind ah-
geschlossen.

Beweis: Wir identifizieren M gemilB Beispiel (3) mit f(M) (d.h.. wir
versehen f(M) mit derselben Mannigfaltigkéitsstruk(ur wic M) und
haben dann unsere Aussagen fiir die Inklusionsabbildung f(M)—~N
zu beweisen. Daher nehmen wir 0.B.d.A. an, dafl M eine Tellmenge von
Nund [:M-N die Inklusionsabbiidung ist.

(1)=>(2): Zuniichst zeigen wir, daB M abgeschlossen in N ist: Ist xe M,
so gibt es nach Voraussetzung eine Umgebung U von x in N und einen
Diffeomorphismus g:U—D von U auf eine offene Menge D im R”,
so daBl giUnM—-Dni{x,, = - =x,=0} ebenfalls ein Diffeamor-
phismus 1st. Da D {x,,,=---=x,=0} abgeschlossen in D ist. ist
auch U~ M abgeschlossen in U, also xe M. Ferner ergibt sich aus der
speziellen lokalen Darstellung von M, dall M die Relativtopologie trigt.
fstnun K< N kompakt, soistauch f ' (K)=K M als abgeschlossene
Teilmenge etner kompakten Menge kompakt in N. also auch in M.
(2)==(3): DaB f als eigentliche Abbildung abgeschlossen ist, 1st aus der
Topologie bekannt (zum Beweis siche etwa [4}).

(3)=(1): Ist f abgeschlossen, so ist insbesondere M= [ (M) abgeschios-
sen in N. Liegt jetzt xeN nicht in M, so ist (1} einfach zu erfiillen: Es
gibt sicher eine Karte (U, g) der € *-Struktur von N, sodall UnM= ¢
ist und xeU gilt. Durch Verkleinerung von U und eventuclle Trans-
Jation von g(U/) im R” kénnen wir erreichen, dal D:=g{U) mit
v ox)eR™Y x =+ =x,=0! leeren Durchschnilt hat. Befassen
wir uns also milt dem Fall xeM. (V.fj und (U.y) seien Karlen von M
bzw. N mit xel und xel. Wir dirfen daber wegen der Stetigkeit
von [ o.B.d.A. annehmen, dall V= /(V)cU gilt. Die Abbildung
go foh™ ' h(V)—g(U) ist dann differenzierbar und iiberall regulir. Durch
Davor- und Dahinterschalten geeigneter Diffeomorphismen kénnen
wir nach Satz 5.5 und 5.6 sogar erreichen, dafl f:=gofoh ' dic Form
fixy o xp)=(x¢p....x0,0,...,0) hat. Um (1) nachzuweisen. bleibt nur
noch zu zeigen, dafl ¥ und U so gewihlt werden kénnen, dafi V=UnM
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ist. Das ist offenbar richtig, falls M die Relativtopologie {in N} triigt.
Dal} das der Fall 1st, ergibt sich aber aus der Abgeschlossenheit von /. 11

Die in Satz 6.9 aufgefithrten Eigenschaften von Einbettungen sehen
recht einschrinkend aus. und es gibt durchaus Einbettungen, die diese
Eigenschaften nicht haben. wie das folgende einfache Beispiel zeigt: Ist
G ein Gebiet im R", G+ R". so erfiillt die Einbetiung i:G—-IR" die in
6.9 aufgefithrten Bedingungen nicht. Ein ..pathologischeres™ Beispiel
einer nicht-eigentlichen Einbettung erhiilt man, indem man eine Gerade
auf dem zweidimensionalen Torus so ,aufwickelt, daB sie dort tiberall
dicht hegt.

Trotzdem spielen eigentliche Einbettungen eine wichtige Rolle, denn
es gilt der folgende Satz von Whitney:

6.10 Satz: Sei M eine n-dimensionale zusammenhingende differenzier-
bare Mannigfaltigkeit. Dann  gibt  es eine eigentliche Embetiuny
fM-oR™TL

Man kann sich also theoretisch bei der Betmchlunﬁ der zusammen-
hingenden differenzierbaren Mannigfaltigkeiten aufl abgeschlossene
Untermannigfaltigkeiten des R" beschriinken. Da aber in der Praxis
differenzierbare Manngifaltigkeiten oft durch einen Atlas gegeben sind.
so dal sich nicht ohne weiteres cine konkrete eigentliche Emnbettung in
einen Zahlenraum konstruieren li0t, wollen wir im folgenden die Theo-
rie der Differentialformen auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten be-
handeln, ohne von der Moglichkeit einer eigentlichen Einbettung in
Zahlenrdume Gebrauch zu machen. Deswegen verzichten wir hier auf
den Beweis des Satzes von Whitney, den man etwa in [33] findet.

Ist M ecine Mannigfaltigkeit der Dimension n mit einem % *-Atlas
(Uind)icy» SO gibt es einen dazu idquivalenten % *-Atlas (V,.h;),.,. bei
dcm alle AV dthenpara le Quader des R" sind, d.h. die Form
Qj:=hj(Vj)=Ijl -x [I? haben, wo die Ij_{ayb}) nicht-leere offene
Intervalle auf der reellen Geraden sind. Dabei wollen wir auch a;= — =
und b;= + o zulassen. (I] darf also auch eine Halbgerade oder ganz
R sein.) Um einen soichen Atas zu erhalten. kann man etwa folgender-
mallen vor;:chun' Fir festes igl ist ¢,(U;) eine abzihlbare Vereinigung

achsenparalleler Quader, d.h., wir konnen U= [J V,, schreiben. so
veN

daB gV, ,—gi(Vi,) V¥, aul einen Quader abbildet. Fiihrt man diesen
Prozef fiir alle durch. so erhilt man einen Atdlas der gewiinschten Art.

[Jm o einen Atlas mit quaderformigen Karten vor gewdhnlichen Atlan-
ten auszuzeichnen, werden wir (U,.g,,Q,);., schreiben. um dadurch aus-
zudriicken, dali Q;:=¢,(U,) ein (achsenparalleler} Quader in einem R"
ist.
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Istjetzt Q=1'x--- x [" ein Quader des R", so konnen wir die beiden
Teilmengen
O=(I""(—oc,0xI?x . xI"
und
Q=" {0} xI*x o x ["

von @ betrachten:

R" = {(0,x;,...x,) e R" }

atner=0 / ¢mat)
/y
R
// “-——BQ=12><«.-‘><1n=g(8w=ag(ab‘)
|

Figur 4

¢Q konnen wir dabei im Falle, daB 0e /' gilt, mit /% x ---x I" identifi-
zieren und als offene Teilmenge des R"~! interpretieren, indem wir
R""' mit dem Teilraum {(0,x,,...,x,)eR”} von RR" identifizieren.
Dann ist 20 eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von . die den
Rand von @ in Q bildet. Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir nun
definieren, was eine berandete Untermannigfaltigkeit einer Mannig-
faltigkeit sein soll:

6.11 Definition: M sei eine Mannigfaltigkeir der Dimension n. Dann
heifit eine Teilmenge G < M eine berandete Untermannigfaltigkeit von M,
wenn M einen €”-Atlas (U, ¢;,Q.);c; mit folgenden Eigenschaften hat:
(1) Fiir jedes iel ist Q;=g,(U,)) ein achsenparalleler Quader im R*;

) fiir jedes iel ist GAU;=g; " (0). ¢G:=Ug;7 ' (@Q,) heifit der Rand

iel

von G, und (U, g,,Q:)ic; heifit ein € -Atlas der beranderen Untermannig-
Jaltigkeit G von M.
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6.12 Satz: M sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und G eine be-
randete Untermannigfaltigkeir mit dem 6 -Atlas (U,.g;,Q.),.,. Dann gilt:
(1} G ist der topologische Rand* von G in M, und ex ist ¢G< G, d h.
G ist abgeschlossen.

(2) @G ist leer oder eine cigentlich etngebetrete (n —1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von M mit dem 4 -Atlas (cU,.Cy,.C Q). definiert
durch

CUp=0GA ;.

Cgi=gilcU—0Q,.
(Vergleiche auch Figur 4.)

Beweis: (1) Ist xedG, so ist fiir ein iel g(x)eg{cQ,). und i jeder
Umgebung von g;(x) liegen sowohl Punkte aus Qi als auch aus Q,-0,.
Wegen ¢,(0)=G und g,(Q,—0)~ G=0 liegen daher in jeder Umge-
bung von x sowohl Punkte aus G als auch aus M —G, .d.h.. x gehort
zum topologischen Rand von G. Ist umgekehrt das letztere der Fall, so
liegt x in einem U, und in jeder Umgebung von x kénnen nur dann
Punkte aus G und aus M —G liegen, wenn xeclU,=g/(dQ,) ist. Also
gehort x zu 6G.

DaB ¢G< G gilt, folgt unmittelbar aus der Definition von ¢G.

(2) (0U,0g;,€Q));; 18t in dem Sinne eine (n—1)-dimensionale Karte
auf 00, dall wir 2Q, als Teilmenge des IR" ! auffassen (s.0.). Die & *-
Vertriglichkeit dieser Karten folgt aus der der Karten (U,,g,,Q;). DaB
schlieBlich die Inklusionsabbildung j:éG—M eine eigentliche Einbet-
tung ist, ergibt sich aus Satz 6.9 (Punkt (1)}, wobei die Differenzierbarkeit
von j aus der der Inklusionsabbildungen ¢Q,--Q, folgt. 1

Ist G eine Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M, so braucht man 1. allg.
keinen Atlas aus quaderformigen Karten fiir ganz M zu suchen, um fest-
zustellen, ob G eine berandete Untermannigfaltigkeit von M ist. Es gilt
namlich das folgende Kriterium:

6.13 Satz: M sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist eine
Teilmenge G von M genau dann eine berandete Untermannigfaltigkeit,
wenn (G abgeschlossen ist und wenn es ru jedem xeG eine {mit der gege-
benen Struktur vertrigliche) Karre (U, g, Q) auf M gibr mit xe U, so daf
Q=g(U) ein achsenparalleler Quader im R" ist und G ~U=g"" (Q) gilr.

Beweis: Die Notwendigkeit des Kriteriums ist klar. Sei umgekehrt
G eine abgeschlossene Teilmenge von M, so dal} es zu jedem xeG eine

* xeM gehort genau dann zum topologischen Rand von G. wenn in jeder Umgebung
von x sowohl Punkte aus G als auch aus M - G liegen.
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Karte der angegebenen Art gibt. Diese Karten bzw. ihre Tréger iiber-
decken dann eine offene Umgebung von G in M. Zu xe M — G kdnnen
wir aullerdem sicher eine quaderférmige Karte (U,g,Q) finden, deren
Triager U noch ganz in M —G liegt und x enthilt, so daB Q=0 ist.
Die Menge aller dieser Karten bildet dann zusammen mit den bereits
gegebenen einen % “-Atlas (zur gegebenen Differenzierbarkeitsstruktur)
von M, der die Bedingungen von Definition 6.11 erfiillt.

Als Beispiel einer berandeten Untermannigfaltigkeit des IR™ sei die
n-dimensionale Einheitskugel erwihnt; ihr Rand ist gerade die Einheits-
sphire §" 71



§ 7: Partition der Eins

Fiir die im folgenden zu entwickelnde Theorie der Vektorfelder und
Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit sowie fiir die Integrations-
theorie des Kapitels IV ist die Partition der Eins ein wesentliches Hilfs-
mittel. {Die Theorie der analytischen Mannigfaltigkeiten wird z. B. in
mancher Hinsicht dadurch schwieriger als die der differenzierbaren, weil
man dort keine analytische Partition der Eins zur Verfiigung hat} In
diesem Paragraphen wollen wir die notigen Begriffe einfiithren und
schlieBlich die Existenz einer Partition der Eins zu vorgegebener lokal-
endlicher Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit zeigen.

Eine offene Uberdeckung U =(U),., eines topologischen Raumes X
heilit lokal-endlich, wenn es zu jedem xe X einge Umgebung U in X gibt.
so dall U~ U, nur flr endlich viele 7e! nicht leer istWir sagen dann
auch, da UnU;=0 fir fast alle 7e/ gilt Ist B =(})), , cine weitere
offene Uberdeckung von X, so nennt man & eine Verfeinerung von M,
wenn jedes V; in einem U, enthaiten ist. B heilit eine Schrumpfung, wenn
J=1 istund lir alle ie! V,< U, gilt.

Ein Hausdor({f-Raum X heilt parakompakt. wenn jede offene (Uber-
deckung von X eine lokal-endliche Verfeinerung besitzt.

Unter dem Tridger einer Funktion f: X--R auf cinem topologischen
Raum X versichen wir die Menge

7.1 Satz: Ein lokal-kompakter Hausdorfi-Raum X mit ubzihlbarer Busis
ist kompuak:, oder er ist parakompakt und 1t sich durch abzidhtbar viele
kompakte Mengen ausschopfen, d. h.. es gibt eine Folye (K;),.n kompakter
Teilmengen von X mit K,< K, und |J K,;=X.

ie N

Beweis: U =(U,),.n sci eine Basis der Topologie von X. Wegen der
Lokal-Kompaktheit von X diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, daB T, fur
alle ieIN kompakt ist.

Wir setzen nun K, := U,  Es gibt ein minimales k,eN mit
K,cU,wuU,u-—-ul,,. da K, kompakt ist. Nun setzen wir

wir die Folge der K; rekursiv: Sind K,..... K, bereits konstruiert. so gibt
es wieder ein minimales A eN mit K, < U, wU,u-wl) . und wir
setzen K., = U,u0U,u-- U, . Falls X nicht kompakt ist. erhalten
wir so die gewiinschte Ausschopfung von X
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Um die Parakompaktheit von X zu zeigen, setzen wir 4,:=K,,,— K,
und betrachten cine offene Uberdeckung 8= (V))jes von X. A, ist kom-
pakt und wird daher von endlich vielen J; iberdeckt, ctwa von
v k=1,..,k,. Es sei W, =V, r\(KMz K, ,); dann ist

n,x?

MW= (W, Du=1... k..nen €ine offene Uberdeckung von X=J 4,,

nelN
und zwar eing Verfeinerung von B. 9B ist lokal-endlich, denn jedes

xeX liegt im Inneren eines K, das nur von den endlich vielen W,
mit m<n geschnitten wird. 1

7.2 Satz: X sei ein lokal-kompakter Hausdorf{f-Raum mit abzihibarer
Basis, U=(U,),.; eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es eine
Schrumpfung von U.

Beweis: Aus dem Beweis des vorangegangenen Satzes folgt, dal3 M eine
abzihlbare lokal-endliche Verfeinerung U =(U ), besitzt. Wir kon-
struieren zunichst eine Schrumpfung von I:

Sei R;:= U U, und W,:=U,~R,. Da X lokal- -kompakt ist, gibt es

vl

zu jedem xe W, eine Umgebung W(x), so dal} W(x)< U, ist. Nehmen

wir zu W= (W(x)),.w, noch R, hinzu, so haben wir eine offene Uber-

deckung von X, die nach Satz 7.1 eine lokal-endliche Verfeinerung

W=(W,),, besitzi. Fiir ¥, := |J W, ist wegen der Lokal-Endlichkeit
W_,LR[

von 98 (vgl. Lemma 7.3) V, = U w= U W-g U,, denn jedes W-
WJ‘;Rl WJ@R!

liegt ja in einem W(x) fur ein geeignetes x €Wy, und es ist W(r)C U,.

Setzen wir Ul:=V, und U} := U, fir v22, so ist U= (U1),.n eine
offene Uberdeckung von X, da U, — U U,=W, =V, ist. Dieses Verfah-

vl
ren wenden wir der Reihe nach auf alle U ,veN, an und erhalten so eine
Schrumpfung 8 =(V, Wvey VON U. Dabei ist zu beachten, daB man bei
der Konstruktion von V an Stelle der U,, u<v, die schon konstru-
ierten Schrumpfungen V zu verwenden hat.
Um daraus eine Schrumpfung B von U zu konstruieren, setzen wir
U V.. Mit I ist namlich auch & lokal-endlich, und daher gilt

ff\-g U;
nach dem unten stehenden Lemma 7.3

~=U U

QI
f<*|

c U U,csUu,. 1
ﬂvgui

Das Lemma, das wir im Bewels von Satz 7.2 bereits zweimal verwendet
haben, wollen wir jetzt nachtragen:
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7.3 Lemma: B=(V)), , sei eine lokal-endliche Uberdeckung des ropo-

logischen Raumes X. Dann ist \JV,= UV fir jede Teilmenge 1<J.

jet jer
Beweis : Zu zeigen ist lediglich Dj/ = U V Sei also xe U V.. Es gibt
Jel Jjel jel

,elne Umgebung U von x, die nur endlich viele ¥, schneidet, etwa fiir
]EJ wo J eine endliche Teilmenge von J ist. Folglu.h liegt x bereits in

U V. undda I~ J endlichist,habenwir x e J V,= U V= U¥,.1

jel~d jel~d jelrJd jel
Zu den bisher behandelten topologischen Riumen gehoren auch die

differenzierbaren Mannigfaltigkeiten: Lokal-kompakt sind sie, weil sie
lokal homdomorph zu Gebieten eines R" sind; und die abzihlbare Basis
fiir ihre Topologie haben wir in Definition 6.1 verlangt.

Jetzt wollen wir eine Eigenschaft differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
beweisen, die nicht rein topologisch ist, sondern eine Aussage iiber die
Existenz ,geniigend vieler* differenzierbarer Funktionen aul einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit macht. Dazu sei Bemerkt, dal} die
folgenden Uberlegungen auch fiir 4'-Mannigfaltigkeiten mit r< > gel-
ten, nicht jedoch fur analytische Mannigfaltigkeiten!

7.4 Satz: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. V und W offene
Teilmengen von M, so dafi VS W gilt. Dann gibt es eine differenzierbare
Funktion h: M— IR mit folgenden Eigenschaften:

(1) 0shx)s firalle xeM;
(2) Mx)=1 fiir alle x eV
(3) supp(h)=W.

Beweis: Wir behandeln zunidchst den Spezialfall M=R" und
V=[{xeR"; |x||<r}, W={xeR"; x| <r} mit r<r, wo ||| die eukli-
dische Norm im R" bezeichnet.

Eine Abbildung ¢, .:IR—R definieren wir durch

1
S f T . i
exp (\(’*_1)(",—.[)) Ur r<t<r’;

(prr' ([) =
0 sonst

@, ist unendlich oft differenzierbar, ebenso die Funktionen
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und ¥,.A1) ;= 1~,,.(#). Die Funktion A: R" R definieren wir nun durch
h(x):= g (ixl)) fur xeR".

Als niichstes untersuchen wir den Fall, wo M eine beliebige differen-
zierbare Mannigfaltigkeit ist und ¥ kompakt in W liegt. (Wir wollen das
mit V< < W abkiirzen.) Fiir einen Punkt x e}V betrachten wir eine Karte
(U.g) auf M mit xe U und g(x)=0&IR". Dann enthilt U cine offene Um-
gebung U, von x, die durch ¢ auf eine offene Kugel K, := {xeR"; |Ix|j <r"}
im R” abgebildet wird, so daB auflerdem noch U,cc W gilt. Sei nun
D<r<r<r. Wir setzen V,:=g (K, W,:=¢g '(K,) und definieren
mit dem oben konstruierten A: h, == hog: U, —IR, Diese V,, W, und h,
konnen wir fiir alle x eV konstruieren. Da ¥ kompakt ist, gibt es be-
reits endlich viele Punkte x,, ..., x, eV, so dal}

k k
veUV,cs UU,caew
o

¥ =]

gilt. Die i, setzen wir aulerhalb U, trivial fort, d.h, wir definieren

h(y):=0 fir yeM —U,. Dann sind die A, differenzierbare Funktionen

aufl M, und k

h=1-[]01-4k,)
ve i

ist die gesuchte Funktion aufl M. :
Jetzt kénnen wir den allgemeinen Fall behandeln: M ist lokal-kom-
pakt und hat eine abzihlbare Basis. Wie wir oben gesehen haben, gibt es
daher eine lokal-endliche offene Uberdeckung (U)),., von M, so daB [,
kompakt ist fir alle ief. (0)),., sei eine Schrumpfung dieser Uberdek-
kung. Fiir iel setzen wir V=V~ U, und W = Wn U;. Dann gilt
Voo W, und nach dem oben bewiesenen Spezialfall gibt es zu jedem
iel eine differenzierbare Funktion A; aul M mit folgenden Eigenschaften:
(1) 0 hy(x)<1 fiir alle xe M, (2) h(x)=1 fiir alle xe 7, (3) supp(h;)< W,.
g = Y h; ist dann eine wohldefinierte differenzierbare Funktion auf M,
iel
da supp(h)= W,c U, ist und (U,),, cine lokal-endliche Uberdeckung
ist. Jeder Punkt xeM besitzt nimlich deshalb eine offene Umgebung,
Uiber der fast alle A, verschwinden, so dafl die Summation einen Sinn hat
und g lokal die Summe endlich vieler differenzierbarer Funktionen ist. ¢
hat folgende Eigenschaften:

(1) g(x)=0 fir alle xeM,
(2) gix)=1 fiiralle xeV,
(3) supp(g)= W.
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Vi={xeM;g(x)<4%} ist eine offenc Teilmenge von M, ebenso
W:=M-V, und es gilt V"< W’ Daher gibt es eine differenzierbare
Funktion ¢' auf M mit analogen Eigenschalten wie g, d. h.:
(1Y g (x}=0 fir alle xeM,
(2) g'(x)=1 fiir alle xeV”,
(3) supplgh s W'
Ist g(x)=0, so ist also xel” und daher g'(x)=1, d.h, fir alle xeM
ist g(x}+g'{x)>0, so daf
=9
gty

eine wohldefinierte differenzierbare Funktion auf M ist. /i 1st die gesuchte
Funktion: Da g und ¢ iiberall positiv sind, ist fir alle xe M 0<h(x)<{.
Wegen supp(g )= W =M -V verschwindet ¢’ auf ¥, so daf dort k den
Wert | annimmt, und wegen supp{g)c W gilt auch supp(mcW. |

Satz 74 ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung differen-
zierbarer Mannigfaltigkeiten. Insbesondere stiitzt sich auf ihn und auf
Satz 7.2 der Beweis des Satzes von der Partition der Eins, die wir nun
einfithren wollen:

7.5 Definition; U=(U,),., Sei eine lokal-endliche offene Uberdeckung
der Mannigfaltigkeit M. Dann verstehen wir unter einer U zugeordneten
(differenzierbaren ) Partition oder Zerlegung der Eins eine Familie (h,),.,
differenzierbarer Funkitionen auf M mit folgenden Eigenschaften:

(D) A(x)=0 fiir alle xe M,

(2) supp(h)= U;;

(3) Y h(x)=1 firalle xeM.

ief

Bemerkung: (3) ist sinnvoll, da wegen (2) und der Lokal-Endlichkeit

von M A,(x)=0 ist fir alle iel.

7.6 Satz: U=(U,),., sei eine lokal-endliche offene Uberdeckung der
Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es eine Y zugeordnete differenzierbare
Partition der Eins auf M.

Beweis: M besitzt nach Satz 7.2 eine Schrumpfung 8 =(¥)),.,. und
ebenso gibt es zu B eine Schrumpfung M=(W,), ,. Fiir alle iel ist
also W,2V, und V,c U, Daher gibt es nach Satz 7.4 differenzierbare

1

Funktionen g,;:M-»IR mit folgenden Eigenschaften: (1) 0<g(x)<1

fiir alle xeM, (2) g|W,=1, (3) gIM—~V,=0 (d.h. suppigic Ve l)).
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g(x):= ) gix) ist fur alle xeM wohldefiniert und liefert eine differen-
ief

zierbare Funktion g auf M mit g(x)>0 fiir alle xeM. Setzen wir jetzt

so ist (h),.; die gesuchte Partition der Eins. 1
Eine weitere wichtige Anwendung von Satz 7.4 ist der Beweis der
folgenden Aussage:

7.7 Satz: Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M besitzt jeder
% *-Funktionskeim einen globalen Reprisentanten, d.h., zu [,e6. (M),
xeM, existiert stets eine Funktion e €><(M) mit

S=1-

Beweis: f, hat einen Reprisentanten fe%*(U), wo U ecine offene
Umgebung von x in M ist. Es gibt offene Umgebungen V und W von x
in M mit VW und WcU. Nach Satz 7.4 gibt es ferner eine Funk-
tion Ae®“ (M), die auBerhalb W verschwindet und auf ¥ den Wert 1
annimmt. A-f ist dann auf U differenzierbar und verschwindet auf
U — W. Wir kénnen daher k- f zu einer Funktion fe%>(M) fortsetzen,
indem wir flU:=h~f{U setzen und auBerhalb von U f den Wert Null
zuordnen. f stimmt auf ¥ mit f iiberein, erzeugt also in x denselben
Funktionskeim wie f. 1

Satz 7.7 1st eine wichtige Aussage in der Theorie der differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten. Es sei daher bemerkt, da} dieser Satz fiir analytische
Funktionskeime auf analytischen Mannigfaltigkeiten i.allg. falsch ist.
Emn einfaches Beispiel dafiir ist dic Riemannsche Zahlenkugel als eindi-
mensionale komplexe Mannigfaltigkeit: Globale holomorphe, d.h.,
analytische Funktionen sind hier nur die Konstanten.,



§ 8: Vektorraumbiindel

Bevor wir Tangentialraume und das Tangentialbiinde! einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit emfithren. wollen wir die wichtigsten Sitze
iiber Vektorraumbiindel kennenlernen. Wir beschrinken uns dabei auf
den {(unendlich oft) differenzierbaren Fall, erinnern aber daran. daf}
analoge Dehnitionen und Siitze auch fiir r-mal stetig differenzierbare
Vektorraumbiindel gelten.

M sei im folgenden eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein (diffe-
renzierbarer) Faserraum iiber M ist dann ein Tripel (B,p, M), wo B eine
weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit und p:B—M eine surjektive
differenzierbare Abbildung ist. p heif3t die Projektion von B auf M ; und
wenn klar ist, welche Abbildung p gemeint ist, spricht man auch einfach
von B als einem Faserraum iiber M. Fir xeM heillt”B,:=p~ '{x) die
Faser iiber x. Ist U eine Teilmenge von M. so setzen wir Bj,:=p (L.
Ist (B,p’,N) ein weiterer Faserraum iiber einer Mannigfaltigkeit N, so
verstehen wir unter einem Faserraumhomomorphismus von (B.p, M}
nach (B,p.N) ein Paar (F, /) differenzierbarer Abbildungen F:B—- B
und f:M - N, so dal} das Diagramm

B X p

r P

M LN

kommutativ ist. Wir sagen dann auch, F sei ein Faserraumhomomor-
phismus von B nach B' liber [, oder einfach, F sei ein f-Homomorphis-
mus von B nach B’. Hiulig werden wir den Fall N=M und [=Iy
betrachten; dann nennen wir F einfach einen Homomorphismus von
B nach B'. Ein Faserraumisomerphismus ist ein bijektiver Faserraum-
homomorphismus, dessen Inverses ebenfalls ein Faserraumhomomor-
phismus ist.

Ein spezieller Faserraum iiber M ist das Produkt-Vektorraumbiindel
(M xIR"p,M), wobei p:M xR"—M die natiirliche Projektion auf die
erste Komponente ist. In diesem Fall ist fiir jedes xeM die Faser B,
ein reeller Vektorraum der Dimension », und »# nennen wir den Rang
des Biindels. Ein Vektorraumbiinde! iiber M ist nun ein Faserraum. der
lokal wie das eben beschriebene Produkt-Vektorraumbiindel aussieht.
Genauer meinen wir damit das folgende:

rOTTTD et s Do
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8.1 Definition: Ein Faserraum (B,p, M) heifit ein Vektorraumbiindel
vom Rang n iiber M, wenn folgendes gilt :

(1) Fiir jedes xeM ist die Faser B, iiber x ein n-dimensionaler reeller
Vekrorraum;

(2) Zu jedem xeM gibt es eine Umgebung U von x in M und ecinen Faser-
raumisomorphismus F:B|,—U xR", der in den Fasern linear ist, d.h.,
fir yeU ist F,=F|B,—»{y} xIR" eine lineare Abbildung, wobei wir
{y} xR"™ mit dem Vektorraum R" identifizieren.

U heifit eine trivialisierende Umgebung von x, und das Paar (U,F)
nennen wir eine lineare Karte fiir B.

Ist (B,p, M) ¢in Vektorraumbiindel vom Rang » und sind (U, F) und
(V, H) zwei lincare Karten fiir B, so konnen wir einmal die Abbiidun-
gen HoF " “(UnV)xR" = (UnV)xR" und FoH ':(UnV)xR"
—(Un¥)xR" bilden: Es sind Faserraumisomorphismen, die ebenfalls
in den Fasern linear sind.

Sei umgekehrt B eine Menge und p: B—M e¢ine surjektive Abbildung,
so daB [ir jedes xeM die Faser B, iiber x ein n-dimensionaler reeller
Vektorraum ist. Ferner sei (U, F),; ein ,linearer Atlas” fir B, d.h,,
die U; bilden eine offene Uberdeckung von M, und F:Bj,,— U, x R"
sei fur jedes /€] eine bijektive fasertreue Abbildung (d. h. E(B,}={x} x R"),
die in den Fasern linear sei, sodaB FoF ™ ':(U,nU))x R°—{U,n U) x R
fur alle i, jeJ differenzicrbar ist. Dann kdnnen wir mittels der linearen
Karten (U, F) auf B eine Topologie und eine differenzierbare Struktur
so einfiuhren, daB (B,p,M) ein Vektorraumbiindel wird. Man nehme
dazu einfach die gribste Topologie auf B, so daB p und alle F, stetig sind.
Dann sind die F sogar Homdomorphismen, und die (Bj,,,F) sind mit-
einander ¥™-vertrigliche Karten auf B, die B zu einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit machen. Der Rest ist dann trivial.

Fiir die Theorie der Differentialformen ist der Begriff des Faserpro-
dukts von Vektorraumbiindeln iiber dersclben Mannigfaltigkeit von Be-
deutung, den wir deshalb jetzt einfithren wollen:

(B.p,M) und (B,p,M) seicn zwei Vektorraumbiindel. Dann setzen
wir B X B:={(b,b)eB X B'; p(b)=p (b))}
und versehen diese Teilmenge von Bx B mit der Relativtopologie.
(B x B’ trage die Produkttopologie.) Eine Projektion p:B x B —~M defi-

nieren wir durch pib.&'):=p(b)=p'(b’). Dann ist p stetig und surjektiv.
Wir wollen jetzt aus B x B eine differenzierbare Mannigfaltigkeit

machen, so dal3 wir einen Faserraum iiber M erhalten. Dazu diirfen wir
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annehmen, daB M ecinen € ™-Atlas (U, 4,);., besitzt, so daB die
beziiglich B und B’ trivialisierend sind, d.h., daB zu jedem iel lineare.
Karten (U, F) und (U, F) von B bzw. B’ existicren. Sind die Ringe

von Bund B’ mbzw. n, so definieren wir Homdomorphismen F: (B X B¢,
=g (U)xR™xR" durch

E(b.b')y:=(g;0p(b.b), pyoFih). pyoF (b)),

wo py U xR™=R™ die Projektion auf die zweite Komponente ist,
und entsprechend p5:U, x R"—=R".
Man bestitigt leicht, daB (B x By, ) ein ¢“-Atlas fir B X B
iel
1st, der Bx B zu eingm Faserraum iiber M macht. Dabei sieht mdn .
auch sofort, dal3 die so dehnierte differenzierbare Struktur auf Bx B
M

nicht von der speziellen Wahl des trivialisierenden Adas (U,.g,)., ab-
hingt. :

Man kann ibrigens B x B’ auch als Vektorraumbiindel auffassen.
Die Faser liber xeM ist ja B, x B,, und diese versehe man mit der
iiblichen Vektorraumstruktur des Produktes der Vektorrdume B, und
B.. In diesemn Falle schreibt man B@ B anstelle von B x B’ und spricht

von der direkten Summe oder der Whitney-Summe der beiden Biindel.
Ganz analog konnen wir ein Faserprodukt von mehr als zwei Vektor-

raumbiindeln definieren, indem wir fir Vektorraumbiindel (B,,p,.M).....
(,Br”pl"r‘M)

B, XX B.:={(b,....b)eB, x - xB_.p,(b))==p/b,)}
setzen. B, gy B, kann in dhnlicher We.se wie bei zwel Faktoren zu

einem Faserraum gemacht werden.

Da wir es spiter hauptsichlich mit Fgserprodukten von mehreren
Exemplaren des gleichen Vektorraumbundels zu tun haben werden,
wollen wir dafiir eine abkiirzende Schreibweise einfiithren: B'” sei das
r-fache Faserprodukt des Biindels B iiber M mit sich selbst.

Ist B ein Vektorraumbiindel {iber M, so ist fiir jedes xeM die Faser
von B X B iiber x nach Definition (B X B) =B, x B,, und die Addition

+,in der Faser B, ist eine Abblldung + . B, x B, —B,. Diese Abbil-
dungen +,, xeM, setzen sich zu einer Abbildung
+:BxB—B
M

e
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zusammen, und ganz analog definiert die Skalarenmultiplikation in den
einzelnen Fasern eine Abbildung

wIRxB->B.

Beide Abbildungen sind Faserraumhomomorphismen.
Der Begriff des Schnittes spielt in der Theorie der Vektorraumbiindel
eine wichtige Rolle:

8.2 Definition: Unter einem Schnitt /iiber M ) im Vektorraumbiindel
(B,p, M) verstehen wir eine Abbildung s:M—B mit pos=1,,.

I'm allgemeinen werden wir uns nur fir differenzierbare Schnitte inte-
ressieren, und wir bezeichnen die Menge der differenzierbaren Schnitte
iiber M in B mit I'(M,B). Die Angabe ,iiber M* machen wir dabei aus
dem Grunde, weil gelegentlich auch Schnitte in B iiber einer offenen
Teilmenge U von M betrachtet werden. Im Sinne unserer Definition
sind das genau die Schnitte in B|,. Die Menge der differenzierbaren
Schnitte dber U in B bezeichnen wir mit T'(U, B). Der Einfachheit halber
wollen wir jedoch im folgenden nur Schnitte in B {iber M betrachten
und es dem Leser iiberlassen, analoge Uberlegungen fiir Schnitte iiber
einer offenen Teilmenge von M durchzufihren.

Fir s5,5el(M,B) definieren wir s4s5:M—>B durch {s+5)(x):=
s(x)+,5(x) fur xe M. Dann ist s+ wieder ein differenzierbarer Schnitt
{(weil die Abbildung +:B“®—>B differenzierbar ist und weil wir s+
in der Form +ofs,s) schreiben konnen). Ist ferner fe®*(M) eine
differenzierbare Funktion auf M, so ist auch fs ein differenzierbarer
Schnitt in B, definiert durch fs(x):= f(x)s{x) fur xeM. (Wir konnen
niamlich wieder fs=puo(/,s) schreiben.)

8.3 Satz: Ist B ein Vektorraumbiindel tiber der Mannigfaltigkeit M, so
ist T(M,B) be:z. der eben beschriebenen Operationen ein % *{M)-Modul.

8.4 Definition: (B,p,M) und (B',p,N) seien zwei Vektorraumbiindel
iiber den differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M bzw. N, [*M—>N eine
differenzierbare Abbildung. Dann heifit ein Faserraumhomomorphismus
F:B—B iber f linear oder ein Vektorraumbiindelhomomorphismus, wenn
far jedes xeM die Abbildung F,:=F|B,—By,, eine lineare Abbildung
zwischen den reellen Vektorrdumen B, und By, ist.

Man sieht leicht, daf3 die Vektorraumbiindel mit den so definierten
Morphismen eine Kategorie & bilden. Ist M eine feste Mannigfaltigkeit
und betrachtet man nur Vektorraumbiindel {iber M und Homomor-
phismen iiber I, so erhilt man eine Unterkategorie % von .&.
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8.5 Definition: Unter einer Linearform auf dem Vektorraumbiindel
(B, p. M) verstehen wir eine differenzierbare Funktion 1: B—R. die in den
einzelnen Fasern linear ist. D.hi, fiir xeM ist f, = {|B .~ eine Linear-
Jorm auf B,.

Die Menge der Linearformen auf B bezeichnen wir mit £(M.,B).
Entsprechend konnen wir wieder £(U,B) fir eine offene Teilmenge U
von M definieren. Wie die differenzierbaren Schnitte in B, so bilden auch
die Linearformen auf B einen 4> (M)-Modul beziglich der folgenden
Verkniipfungen: Fiir f,ge¢(M.B), et ™ (M) und beB definieren wir

(f+g)b):=[{b)+g(b).  (h[)(b):= hip(h)) f(b).

DaB dann f+¢g und & f wieder Lincarformen auf B sind, ist trivial: und
ebenso weist man nach, dall die €*{M)-Modul-Axiome fiir ¥{M.B)
erfiillt sind.

Ist jetzt (B',p.N) ecin weiteres Vektorraumbiindel, <M N cine
differenzierbare Abbildung und F:B-+B' eine lincare Abbildung iiber /.
so ist fiir ge (N, B) goF:B-IR chenfalls eine Linearform, also ein Ele-
ment aus L£(M,B). Anstelle von goF schreiben wir wieder F*{y).
Fiir g,¢'e Q(N,B)und he¥™(N) gilt

FXg+g)=F*g)+ F*y),  F*lhg)= [ F*y).

Wir haben also den folgenden Satz:

8.6 Satz: Sind (B.p, M) und (B,p',N) zwei Vektorbiindel, ist [-M N
eine differenzierbare Abbildunyg und F:B— B eine lincare Abbildung iiber
[, 50 ist

F* 2(N,B) - 2(M,B)

ein Modulhomomorphismus iiber dem Ringhomomorphismus
[RGB (N) - 6 (M).

(B.p, M) seiein Vektorraumbiindel, seT'(M. B) und f e 2(M, B). Dann
koénnen wir die Funktion fos:M-»IR betrachten. Da s und [ differen-
zierbar sind, st fos ebenfalls differenzierbar, d.h., wir haben durch f eine
Abbildung f: I'(M, B)—%> (M) definiert. (Gelegentlich werden wir auch
einfach f(s)anstelle von fos schreiben.) Diese Abbildung ist ein % {M)-
Homomorphismus, d.h., fir s,.5,eI'(M, B) und he®>{M) gilt [{5,+5,)
= fls )+ f(s;yund J(hs))=h (s,

Sei umgekehrt ein ¥ *(M)-Homomorphismus ¢ :T(M,B)-% ™ (M)
gegeben. Dann kénnen wir aus ¢ ein fe $(M.B) konstruieren, so dal
fos=qls) ist fir alle seI" (M, B), und dieses f ist durch ¢ eindeutig be-
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stimmt. Dazu setzen wir fiir beB,, xe M, [(b) = @{s)(x), wo s irgendein
Schnitt aus T(M, B) mit s(x)="5 ist. (So ein s existiert sicher: Uber einer
geeigneten Umgebung U von x ist das trivial, und fiir ganz M kann man
dann einen solchen Schnitt konstruieren, indem man etwa einen Schnitt
sSe (U, B) mit einer differenzierbaren Funktion 4 aul M multipliziert,
die an der Stelle x den Wert 1 hat und avflerhalb einer Umgebung V von x
mit ¥c <« U verschwindet. So eine Funktion gibt es nach Satz 7.4.
Dann kénnen wir s:= iy setzen und diesen Schnitt auf ganz M trivial
fortsetzen.)

Die Hauptschwierigkeit besteht nun darin, zu zeigen, daly f wohl-
definiert ist, d. h., daB f nicht von der Wahl des Schnittes s abhingt. Das
ergibt sich aber aus dem folgenden Lemma und der ¢ (M)-Linearitit
von .

8.7 Lemma: ¢:T'(M,B)-»%* (M) sei eine €™ (M)-lineare Abbildung
und sel'(M,B) mit s{(x)==0 fiir ein xeM. Dann ist fiir dieses x auch
@(3)(x)==0.

Beweis: U sei eine trivialisierende Umgebung von x in M, (U, F) die zu-
gehorige lineare Karte fiir B. Bhabe den Rangn, d.h. esist F:B|,—UxR"
In U wihlen wir offene Umgebungen U; und U, von x, so dal3
Ucal,ccl/ gilt

fU,,M —U,} ist dann eine endliche offene Uberdeckung von M, zu
der es eine Partition der Eins gibt, d.h. Funktionen A,,h,e%€™ (M) mit
supp(h;)S U,, supp(hy)sM ~U, und h +h,=1.

Ist jetzt {e,,...,e,} eine Basis des R", etwa die Standardbasis, so
konnen wir /U in der Form

n n
sU=F"! ( Z 9y f’i) = L gilF e

i=1 i=1
schreiben, wo die g, differenzierbare Funktionen auf U sind. Dabei haben
wir ¢ mit dem ,konstanten” Schnitt aus I'(U, U x R") identifiziert, der
durch e{x):= (x,e) defimert ist. Die Funktionen f;:= h, g, sind auf U
wohldefiniert und verschwinden auflerhalb U,; daher kdénnen wir sie
auf ganz M trivial fortsetzen. Auflerdem setzen wir noch f, ., = #h,.
Ebenso kénnen wir zu den F~'oe; Schnitte s;e[ (M, B) finden, die auf
U, mit F~log, ubereinstimmen. Setzen wir auflerdem noch s, =3,

n+i
so haben wir s= Y f,s,, wobei f,(x)=0 ist fur i=1....,n+1. Folglich
15t auch i=1
n+ 1 N n+i

P(s){x)= ¢ ( Y f‘i.si)(,\')z Y fi)els)ix)=0. 1
i=1

ie |
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Den Nachweis, dall unser aus dem ¢ konstruieries [ differenzierbar
ist, wollen wir hier nicht fliihren. Man kann das wieder mit Hilfe von
linearen Karten fiir B ausrechnen. Dal schlieBlich f so aussehen muB.
wie wir es angegeben haben, ist auch klar.

Damit haben wir eine neue [nterpretation von L{M,B) gewonnen:
Die Linearformen auf B sind genau die % * (M)-lincaren Abbildungen von
(M, B) nach ™ (M). Wir formulieren diese Aussage als Satz:

8.8 Satz: Jede Linearform auf einem Vektorraumbiindel B iiber der
Mannigfaltigkeit M definiert eine %= (M)-lineare Abbilduny ron T(M,B)
nach (M), und diese Zuordnung -wischen L(M.B) und den 47 (M)-
linearen Abbildungen von T(M,B)Y nach €™ (M) ist ein €™ (M)-Modul-
Isomorphismus.

Diese Interpretation von L(M, B} liefert ein Kriterium fiir die Triviali-
tat eines Vektorraumbiindels. Dabei bezeichnen wir ein Vektorraumbiin-
del B iiber M als trivial, wenn es zu einem Produkt-Vektorraumbiindel
MxR" isomorph ist. Es gilt der folgende Satz:

8.9 Satz: Das Vektorraumbiindel (B,p, M) ist genau dann trivial, wenn
T'(M,B) ein freier €™ (M)-Modul isr. In diesem Fall ist der Rang von B
gleich dem Rang von T (M, B).

Beweis: B set trivial, also etwa isomorph zum Produktvektotraum-
biindel MxR". Dann ist auch I'(M, B) isomorph zu ['(M,MxR"), und
es geniigt zu zeigen, dal} I“"[M,MXIR“) em freier ¢ (M)-Modul vem
Rang n ist. Ist {e,,...,e,} eine Basis von R", etwa die Standardbasis, so
konnen wir die ¢; wie oben 1im Beweis von Lemma 8.7 als Schnitte in
MxIR" auffassen, indem wir fiir veM ¢ (v} = (v,¢) seteen. jeg..... Cyl
ist dann eine Basis von (M, MxIR" tber €°(M) denn jedes
sel (M, MxR") liftsich cindeutiginder Form s= Y fe, mit f;€% " (M)

i=1
schreiben. I'(M, MxIR") st also ein [reier % 7 (M)-Modul vom Rang n.

Sei umgekehrt T(M,B) ein freier %7 (M)»-Modul mit einer Basis
15100 8y Die Dualbasis sei | f;,.... f,]. d.h.die f;sind % * (M)-lineare
Abbildungen von I'(M.B) nach ¢ *{M) mit f{s;)=0d;; (Kronecker-
Symbol}). Dann kénnen wir die f, auch als Elemente aus ¥(M.B) auf-
fassen, d.h. als Linearformen f:B-—IR. Eine linearc Abbildung
F:B-+MxR" wird jetzt durch Fib)= (pth). fih). ... £ (h) definiert.
F ist ein Isomorphismus: wir konnen ndmlich dic Umkchrabbildung
sofort angeben:

FoYxa.... )= Y sy fir xeM. (. )eR
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Neben Linearformen auf einem Vektorraumbiindel werden wir auch
Multlinearformen untersuchen. Eine p-Linearform aufl einem Vekior-
raum 15t eine Funktion auf dem p-fachen Produkt dieses Vektorraumes
mit sich seibst. Um eine analoge Definition fiir Vektorraumbiindel zu er-
halten, mu3 man das Faserprodukt anstelle des Produktes nehmen.
Genauer sicht das so aus:

8.10 Definition: (B,p, M) sei ein Vektorraumbiindel. Dann verstehen wir
unter einer p-Linearform auf B (iiber M) eine differenzierbare Abbildung

f:BP >R,

die in jeder Faser p-linear ist. D.h., fiir xeM ist f, = f|B"' >R eine
p-Linearform auf B, . (Es ist ja B =(B, /)
| heifit alternierend, wenn [, fiir jedes xeM alternierend ist.

Die Menge der (alternierenden) p-Linearformen auf B bezeichnen wir
mit M, (M. B).(bzw. A (M, B)).

Entsprechend konnen wir natiirlich auch wieder 9 (U,B) und
A,(U.B) fir eine offene Teilmenge U von M betrachten, also Multi-
linearformen auf B iiber U. i (M,B) und A (M,B) sind genau wie
LM, B)=M (M, B)=A,(M, B) €*(M)-Moduln, wobei fir f,geM_(M,B)
und he€*(M) f+¢ und hf durch

(f+g)®) = f(b)+g(b):  hf(b):= h(5b)) f(b)

definiert werden (beB™); die Projektion von B‘® auf M haben wir
mit j bezeichnet).

Bevor wir uns weiter mit den Multilinearformen auf einem Vektor-
raumbiindel befassen, wollen wir noch eine vereinfachende Schreib-
weise einfiihren: Ist U eine Teilmenge von M und fe9R (M,B), so
schreiben wir f|,, anstelle von f{(B®}).

(B,p, M) und (B, p’, N} seien zwei Vektorraumbiindel, /"M —>N eine
differenzierbare Abbildung und F:B-» B’ eine lineare Abbildung iiber f.
F induziert dann in natirlicher Weise einen Faserraumhomomorphis-
mus FP:B® L B'® jiber [ (siimlich FP:= Fx ... x F[B® S B Fiir
geMM (N, B) ist dann goF”eIR (M.B), und entsprechendes gilt fiir
geA,(N,B). Anstelle von goF'™ schreiben wir meist I, (F){g) bzw.
Ap(F)(g). M (F): MM (N,B)->IM (M, B) und A (F):A_(N.B)—>A (M.B)
sind dann wieder Modulhomomorphismen iiber dem Ringhomomor-
phismus [*:4™(N)>¢™ (M), was man genauso zeigt wie Satz 8.6.

Genau wie bei den Linearformen kdnnen wir auch die (alternierenden)
Multilinearformen auf B als die (alternierenden) multilinearen Abbil-
dungen von I'(M,B) nach ¢*(M) auffassen (wobei wir Multilinearitit
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iiber 4™ (M) meinen): Wi (M, B} ist nichts anderes als der % * (M)-Modul
der iiber €™ (M) p-linearen Abbildungen von {I"(M. BY)" nach %~ (M) etc.
Der Beweis dafiir stiitzt sich auch wieder wesentlich auf Lemma 8.7,

In § 2 (Kapitel 1) haben wir das GraBmann-Produkt alternierender
Multilinearformen auf emem reellen Vektorraum eingefithrt und da-
durch die altermerenden Multilinearformen zu einer graduierten RR-Al-
gebra gemacht. Das gleiche wollen wir jetzt fiir die alternicrenden Multi-
linearformen aufl einem Vektorraumbiindel tun. wobei wir im wesent-
lichen die Ergebnisse von § 2 iibertragen kénnen:

(B,p,M) sei ein \’el\torraumbundel, Fur xeM. @eA(M.B) und
e A (M. B)istdann nach Definition ¢, e A (B,)und i e A (B,). Wir kon-
nen aiso ¢, Ay,eA, . (B) bilden. Das GraBmann-Produkt ¢ A
delinieren wir auf diese Art faserweise. d.h. durch

(@ A =@ A, xeM
Fir (by,....b,, JeBF " I'=(B "4 ist also

oAby b, )
=@ AUl b =lo A dh by

1
= = Y sign(mo by, S S 1/ - S Dps )
Piq e,
1 . , .
= [7;?7 "g;‘ lSlgr‘l{rz)@(b,,(U. SRR BN 11/ o MR Deipr ) -
Damit ist insbesondere gezeigt, dall ¢ A ¥ wicder differenzierbar ist,
Nach Konstruktion ist aullerdem fiir veM (@ A ), e A, (B also ist
@ A l[/e/\pw M, B).

Setzen wir A (M. B):=%" (M) und f A o= fo fir feA,(M.B).
peA (M, B). so wird
A(M.B):= G—) A (M. B}
peN
beziiglich der Verkniipfungen + und A eine graduierte % *(M)-Algebra.
d.h., es gelten die im niichsten Satz aufgefihrten Rechenregeln. {Dabei
haben wir A aul A(M.B) fortgesetzt. d.h. fir Y @, und 3 4, mit

A " 9 &N eIN
pEALM, B Y e A (M. B). definieren wir r 1
( y q)n) A ( Y = Y ounai,= Y ( S, l//q),
speN e N : PN Fo IN Py oy /

Insbesondere ist A{M, B) dann eine graduierte R-Algebra. Wir nennen
sie die GraBmann-Algebra der alternierenden Multlinearformen auf
dem Biindel B
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Ist (B,p,N) ein weiteres Vektorraumbiindel und (F,f) ein Vektor-
raumbiindelhomomorphismus von (B,p.M) nach (B,p'.N), so ist
A{F):=EP A(F) ein Homomorphismus zwischen graduierten IR-Al-

peN
gebren, homogen vom Grade 0.

8.11 Satz: A=@ A,: ¥y ist ein kontravarianter Funktor auf
peN
der Kategorie ' der Vektorraumbiindel mit Werten in der Kategorie <4

der graduierten R-Algebren.
Ist (B,p, M) e Vektorraumbiindel vom Range n, so gelten fiir
A(M,B) =P A,(M,B) die folgenden Rechenregeln
pPeEN
(1) @AW= A+ nY,,
Wi+ no=dro+y, g
Jir @y e AMM, B);

(2) fro=onf=fo

fir feAg(M.B)=%¢*(M). @eA(M.B):

(3) pAY=(=1 n o

fiir geA(M.B). YA (M,B);

4 Py A A Qu=SIEN(T) Pry) A0 A Pugpy
fir @y,...,0,€A(M,B), med;

(5) A M,B)=0  fiir p>n.

Beweis: (B.p, M) BLIEEN (B,p' M) LG9, (B",p",M") sei cine Sequenz
von Vektorraumbiindeln und linearen Abbildungen. Dann ist fiir
peA(M",B")

/\(GOF)((p]z(pO(GOF)(D’z(J)OG(D’OFW)
=A(F)(peG™)=A(F)oA(G)(9).

Ferner ist A(l,) die Identitit aul A(M, B). Damit ist die Funktoreigen-
schaft von A gezeigt.

DaB die Werte von A in o/¥ liegen, besagt gerade, dall die Rechen-
regeln (1) bis (4) gelten und dall A(F) ein Homomorphismus zwischen
graduierten R-Algebren ist (F wie oben). Beides folgt aber aus der Defi-
nition der Verkniipfungen + und A und den entsprechenden Rechen-
regeln in den GraBmann-Algebren A(B,) fir xeM sowie aus der Tat-
sache, daB (A(F)(@),=A(F ) @gy,) ist fir pe A(M',B), xeM, denn
A(F): (B~ (B,) ist ein Homomorphismus zwischen den beiden
Gralimann-Algebren.
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Fiir p>n ist schlieBlich A (B,)=0 fur alle e M. d.h.. fir peA (M.B)
ist @, =0fir alle xeM, also p=0. I

Wir wollen noch die Gralmann-Algebra der alternierenden Multi-
linearformen auf einem trivialen Vektorraumbiindel (B,p. M) unter-
suchen. Nach Satz 8.9 ist dann ['(M.B) ein freier ¢ *{(M)-Modul. etwa
mit einer Basis {s,,.... s,}. $({M, B) ist genau der duale Modul zu I'(M. B).
mit der Dualbasis {¢,..... ¢, (d.h.esist @i(s)=0,). Fir xeM ist dann
f80(x). ..., 5,(x)) eine Basis von B,, und [¢, ...... P, . st diec dazu ge-
hérende Dualbasis von B Nach 2.11 ist also fur p> 1

s . , . )
Qv A AP TSy <o <y <ng

eine Basis von A (B,) tiber IR, und jedes peA (M, B) 1d0t sich eindeutig
in der Form
o= ) S IR N TR N

L O R - |

schreiben. Man zeigt leicht, dal3 die f, ,, dabet differenzierbare Funk-

EATERERS

tionen auf M sind. A_(M.B) ist also ein {reier 6 * (M)-Modul vom Rang
;2 mit der Basis (o, A A i<y < v <

u bemerken ist noch, dal3 dieses Ergebnis fiir jedes Vektorraumbiin-
del lokal gilt: Ist (B.p,M) ein beliebiges Vektorraumbiindel und U
eine trivialisierende Umgebung von x in M, 5o ist B, trivial. insbesondere
ist also A (U, B) ein freier % * (U)-Modul.

In Kapitel I, § 4 haben wir neben den | gewdhnlichen™ noch vektor-
wertige Multilinearformen auf einem Vektorraum eingefiihrt. Dasselbe
kénnen wir fur ein Vektorraumbiindel (B,p. M) tun: Eine vektorwertige
alternierende p-Form ist ¢in Faserraumhomomorphismus &:B™—B
mit der Eigenschaft, dal} fur jedes xeM &, = |(B,)"— B, e¢in Element
aus /\p(Bx) ist. Die Menge der \:ektprwertigen alternierenden p-Formen
auf B iiber M bezeichnen wir mit A (M. B). Entsprechend st A (U, B)
fiir cine offene Teilmenge U von M definiert. A (M.B) ist wieder ein
€™ (M)-Modul, wobei A,(M,B)=T(M,B) ist.

Hingegen konnen wir nicht ohne weiteres cinen Funktor f\p definie-
ren. Dazu miissen wir die Kategorie ¥ der Vektorraumbiindel auf eine
objektgleiche Unterkategorie einschranken (vgl. Satz 4.1). Die Morphis-
men dieser Kategorie sind die sogenannten strikten Vektorraumbiindel-
homomorphismen; das sind digjenigen Homomorphismen. die in den
einzelnen Fasern [somorphismen sind.

Seien (B.p. M) und (B.p. M) Vektorraumbiindel und F:B—8" ein
strikter Homomorphismus tber der differenzierbaren Abbildung
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MM st (B,p, M)ein weiter~er Faserraum iiber M (nicht notwendig
ein Vektorraumbiindel!) und G:B— B’ ein Faserraumhomomorphismus
iiber £, so kdnnen wir eine Abbildung von B nach B durch

b—(Fys)) 1oGib), beB,
definieren, denn es ist G(B)eB; sy, Und Fy): By Biaa, ISt ja ein
Vektorraumisomorphismus. Wir bezeichnen diese Abbildung mit
F~'cG:B— B und sind uns dabei der Tatsache bewuBt, daB F kein
Inverses F~!' zu haben braucht. Diese Abbildung ist nun wieder ein
Faserraumhomomorphismus;

8.12 Lemma: Unter den eben aufgefiihrien Voraussetzungen ist die
Abbildung F~'cG:B—B ein Faserraumhomomorphismus iiber der den-
it auf M.

Beweis: Trivial ist die Fasertreue von F~'oG, d.h. die Kommuta-
tivitat des Diagramms

~ F7laG
B —

ﬁ] 11)
§ IM
M-— M
Zu zeigen ist also noch die Differenzierbarkeit von F~!oG:

Um diese in einem Punkte deB nachzuweisen, geniigt es offenbar,
F”‘oG]U zu untersuchen, wo U eine trivialisierende Umgebung (beziig-
lich B) von j(b) ist. Wegen der Stetigkeit von f konnen wir dabei an-
nehmen, dal f(U)eV gilt, wo V cine (beziglich B) trivialisierende
Umgebung von f(5(h))ist. Wir diirfen also B|y=UxR"und B}, =V x R"
annehmen. (B und B’ miissen gleichen Rang haben, wenn F ein strikter
Homomorphismus ist!) Dann hat aber FIU: UxR">VxIR" die Form
Fx.n=(f(x) E(x)(t) fir xeU, teR", wobei F:U—GL(nR) eine
%~-Abbildung von U in die Mannigfaltigkeit GL(n,IR} der inver-
tierbaren (n x n)-Matrizen ist (vgl. § 5, Beweis von Satz 54).
inv: GL(n,IR) > GL(n,IR) bezeichne die durch die Matrizeninversion de-
finierte ¥™-Abbildung. Mit diesen Bezeichnungen ist

F'oGb)=(p(b)(invoFop(B))(p,0G(hY) fir beB|,,

wo p,:Vx R">R" die Projektion auf die zweite Komponente ist.
Daraus folgt aber die Differenzierbarkeit von F™'oGl;. 1

Wir behalten die soeben verwendeten Bezeichnungen bei und setzen
speziell B:=B™ und G:=®oF®, wo (De/.\p(M’, B’) ist. Dann ist
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F 'o(@oF®): B 5B ein Faserraumhomomorphismus nach Lemma
8.12, und man sieht sofort. dall F ~'o{(@oF'™} in den cinzelnen Fasern
multilinear und alternierend ist. Anstelle von F~lo(@oF'") schreiben
wir /\D[F)(fb). Dann ist /\p ein kontravarianter Funktor auf der Kate-
gorie der Vektorraumbiindel mit strikten Vektorraumbiindelhomomor-
phismen als Morphismen. dessen Werte in der Kategorie 7, der reellen
Vektorriume liegen.

Die in § 4 eingefithrien Produktbildungen zwischen vektorwertigen
alternierenden Linearformen und gewdhnlichen alternierenden Multi-
linearformen sowie von vektorwertigen altermierenden Linearformen
mit sich selbst kdnnen wir jetzt auch auf die entsprechenden Formen
auf Vektorraumbiindeln iibertragen, indem wir die Produkte faserweise
ausfithren. Im einzelnen sicht das so aus (wober (B.p, M) ein festes Vek-
torraumbiindel set):

Fiir peAL(M.B) und @A (M.B) ist ¢ A ¢ durch

{oA®), =@ Ad,. YeM,

definiert. Entsprechend ist @A erklirt,. oa® und @ A¢ Sind
Elemente aus /M\pv*q(;\ff.B). st @eAM.B) oder ®cA (M.B). so
schreiben wir wig tiblich ¢ & anstelle von ¢ A @ clc.

Auf B sei jetzr ein Skalarprodukt gegeben, d.h. eine Bilincarform aus
Wi, (M. B). die wir mit {-.-) bezeichnen wollen, so dal3 (- .-), aul der Faser
B, von B fiir alle xeM ecin Skalarpt odukt 1st. Nach § 4 kénnen wir dann
(), 2u einem Produkt A A ol B, )xA (B)—A, . (B, fortsetzen. Ent-
sprechend kdénnen wir (-, ) Zu ¢inem Produkl auf A (M.B)qu(M.B
fortsetzen, indem wir fir deA o(M.B) und ‘{/eA (M B) an der Stelle
xeM

(@AP), =P AW,

setzen. Fir by....,b . eB, gilt aiso nach §4

1 . .
ol Y sign(m) Hbagry B PlOipr v Prips )
Y e, g

¢ A W(blq .y p+q)
A 1AP(JW,B) x /iq(M,B)_»ApW(M B) ist dann ¢ine iiber € (M) bilineare
Abbildung.

Die Rechenregein fiir diese Produkthildungen lassen sich sofort aus
den entsprechenden Regeln 4.4 und 4.5 herleiten:

8.13 Satz: Fiir die soeben definierten Produktbildungen gelten folyende
Rechenregeln:
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(1) Die Abbildungen
A:ALM,B)x A (M,B)>A,, (M,B),

A A(M.B) x AyM,B)> A, (M, B),
A AM,B)x A (M,B)> A, . (M, B)

sind €*(M)-bilinear.

(2) Fir ¢eA,(M,B) und deA oM. B) ist pADP=(—1)P1DA¢.

(3) Fur decA o(M,B) und lI’eA oM.B) ist @AY =(—1PI¥PAD.

(4) Ist (F,f): (B p.MYy—(B,p, M) ein strikter Vektorraumbiindelhomo-
morphismus, so ist fir ¢eA (M',B’) und deA «M',B)

AgsqF)(@ A ®Y=AL(F)(0) A AL (F)(®).

(5) Tragen B und B Skalarprodukte (-,-) bzw. (-,-), und ist (F, f) wie in
(4) und zusatzlich isometrisch (d. h. fur by,byeB,, xeM. ist stets
( (1), F(by)) =(by, b)), s0 gilt fiir deA o(M',B) und YeA M'.B)

(F)((DMI/) ALFU®) A A (F)(P).

P+q

Zum Schlufl noch etwas zur Darstellung der Elemente aus A o(M.B):
Fir deA o(M.B) und xeM ist ja &, eA o(B,). Nach 4.2 konnen wir
daher @, in der Form

n

(D—Z(plxlx Z 1x(pi,x

i=1 =

schreiben, wo die @, , €A, (B,) und die e; ,eB, sind. Diese Darstellung
istsogar eindeutig, d.h., die ¢, , sind eindeutig bestimmt, falls {e, ,.....e, .}
eine Basis von B, ist. Daraus folgt sofort, da} wir @ lokal immer in der

Form &|,= Y ¢,e,= ) €@, schreiben konnen mit e,el(U,B),
i=1 i=1
¢,eA,(U,B). Diese Darstellung ist sogar global moglich und eindeutig,
wenn B trivial und {e;,...,e,} eine Basis des frelen ¥*(M)-Moduls
(M, B) ist.
Sind jetzt @, ¢;,i=1,...,m und ¥, j=1,...,n Elemente aus A_(M,B)
bzw. Aq(M,B) und ay,....4a,,, b,,...,b,e (M, B), so gilt

(Z v;b ) S (@ nib;.

1
_Z Qa4 N Z l//jbjz_Z((Pi/\l//j)(aisbj)

(A~.(--) wie oben).
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In diesem Paragraphen soll iiber jeder Mannigfaltigkeit ein bestimmtes
Vektorraumbiindel konstruiert werden, das sogenannte Tangential-
biindel. Auf dieses Biindel werden wir dann die Ergebnisse des vorigen
Paragraphen anwenden.

In § 5 haben wir als Tangentialraum an eine offene Menge U im R"
im Punkte xeU den RR" bezeichnet. Mit dieser Definition laBt sich
jedoch der Begriff des Tangentialraumes schlecht auf Mannigfaltigkeiten
iibertragen, und wir miissen daher nach einer geeigneten Charakteri-
sierung suchen, die sich auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern 1aft.
Dazu betrachten wir den Tangentialraum einmal mehr vom algebraischen
Standpunkt aus als vom geometrischen, indem wir jedem Vektor des
R" die Richtungsableitung in Richtung dieses Vektofs zuordnen: Ist

-

t=(ty,...,1,)eR" so bilden wir dazu die Richtungsableitung -
definiert durch Ix

wobei ¢ die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate an der
Stelle x bezeichnet und fe¥*(V) fiir eine offenc Umgebung V von x
in U ist. Ist f eine weitere ¥ *-Funktion iiber einer Umgebung von x, die
auf einer Umgebung W von x mit f iibereinstimmt, so ist % %
: [ ¢

% hiangt also nur von dem durch f in x erzeugten Funktionskeim
ab, und wir kénnen daher f— als eine Abbildung von 4.*(U) nach R
C .

X X

jal

X "o

. . . . . cf
auffassen. Wir werden nebeneinander die Schreibweisen —
B

und

X X

verwenden, wenn f, ein Funktionskeim aus ¢ (U) mit einem Repri-
sentanten f ist. -

Die Abbildung % 267 (U)»R hat zwet charakteristische Eigen-
7

X

schaften: sie ist R-lincar. und sic geniigt der Produktregel. d.h. fiir
fogx€6(U) gilt

2(h g0

ct

f

ct

X
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Eine Abbildung mit diesen beiden Eigenschaften nennt man eine R-
Derivation. Die R-Derivationen auf €,.”(U) bilden einen reellen Vektor-
raum D, U, wenn wir fir X,YeD, U, ieR und f e€X(U)

X+N(L)=X(L)+Y(), AX)(f)=2X(f)

setzen. Wir wollen nun zeigen, daff {&,]
Vektorraumes ist.
Dal} die ¢, zu D, U gehoren, haben wir schon gesehen. Thre lineare

.,Gql,} eine Basis dieses

X"

L
Unabhingigkeit ist ebenfalls leicht nachzuweisen: Ist Y £, =0, so ist
i=1

t= Zt, = it(é’! xJ)_(i;a,J( x;)=0

= P==1

fur j=1,....,n. Zu zeigen bleibt also, dab sich jede Derivation aus D, U
als Richtungsableitung an der Stelle x auffassen 1af3t. Dazu benétigen
wir das folgende Lemma:

9.1 Lemma: V sei eine offene konvexe Menge im R™, x° ein Punkt aus
V und fe€ (V). Dann gibt es Funktionen ¢,,...,q,.€6*(V), s0 dafl
fur alle xeV gilt:

S =1+ Y (x—xD)gix),
i=1

a(xN=¢. 1, i=1,...,n.
Beweis: Es ist
TO=fX)—fx1es X0 1X7)
+f X Xn~1s xn) fXI: 2 l»xn)
+f( xl,...,xg_,,xn)—f x,,‘.‘,x‘:_z,xg_l,xg)
+.-‘
+ 0, x5, x) — 1S, X0+ £(x0)
AuBerdem ist fiir i=1,...,n
S X X2 e, X0 = f (e X0, x9)

Xy
= [ 8 f(xp X 5x0 ., x0)ds

x]
= 5 G f Xy Xy 1uX) 1 = XD XD oL XD 06— X))
0

Da f eine ¥ -Funktion ist, sind es auch die J;f und daher auch die
Funktionen g;, die wir durch
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x)i= {0 f(x gy xi XY Fulx —x0)x), ., xD)du
0

definieren. Diese g, leisten dann das Verlangte. 1

Nun zuriick zu unserer Behauptung, daB jede Derivation eine Rich-
tungsableitung ist. Sei dazu wieder U eine offene Menge im R" und
x%cU. Ein Funktionskeim f,.e%%5(L/) hat dann nach Satz 7.7 einen
globalen Reprisentanten, also erst recht einen Repridsentanten fe (V)
wo V eine konvexe Umgebung von x® in U ist. Nach Lemma 9.1 hat f

die Form f(x)=f(x Z —xD)g;(x) mit g;e€*(V)und g;(x°) =2, . f.

Ist jetzt X e®D, U, so 1st

n

=X(f(x)+ Z —x)gi(x®) + 0 — x7)(x%) X (g)))

= Z X (x; —x)g;(x%)= _Z X (x)é,. f- .

Auf den Konstanten f(x°) und x? verschwindet nimlich X, weil aus
der Produktregel X(1)=0 folgt:

X(=X(1-1)=X(1)+X(1).

Damit haben wir gezeigt, was wir zeigen wollten: {¢,] ,,...,0,) .} ist
eine Basis von D,.U.
Insbesondere wird durch die Zuordnung

n
[n)_’ Z f E’i,
i=1

ein Isomorphismus zwischen R™ und D, U definiert, der es gestattet,
die Vektoren des R" als R-Derivationen auf €°(U) zu interpretieren
und umgekehrt. Wir nennen daher D, U den Tangentialraum an U im
Punkte x und bezeichnen seine Elemente als Tangenten- oder Tangen-
tialvektoren.

Dieser Begnff des Tangentialvektors 148t sich aber ohne weiteres auf
Mannigfaltigkeiten {ibertragen:

9.2 Definition: M sei eine Mannigfaltigkeit. Dann verstehen wir unter
einem Tangentenvektor an M im Punkte xeM eine IR-Derivation
X €°(M)>1R, d h. eine Abbildung, die folyenden Bedingungen gentigt:

(1) X ist R-linear;

(2) X erfiillt die Produktregel: fiir f,, q,€€7(M) ist

X(/,9)=X(£)g.(x)+ fo(x) X (g,).
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Die Menge der Tangentialvektoren an M im Punkte x bildet wieder
in natiirlicher Weise einen reellen Vektorraum D, M, den wir als Tan-
gentialraum an M in x bezeichnen.

Ist jetzt eine differenzierbare Abbildung F:M—N von M in eine
weitere Mannigfaltigkeit N gegeben, so kénnen wir dem Tangenten-
vektor Xe®D,M einen Tangentenvektor (D, F)Xe€Dg, N zuordnen,
indem wir fir fg,e%g,,(N)

((DxF)X)fF(x}:=X(F*(fF(x)))

setzen. D, F: D, M—->Dg, N ist dann eine R-lineare Abbildung. Fiir
zwei differenzierbare Abbildungen F:M—+N und G:N—L zwischen
Mannigfaltigkeiten folgt dann aus der Definition sofort die Kettenregel

Dl(GoF)sz(X)GODxF, XEM .

Ist U eine offene Teilmenge von M und j:U—-M die Inklusionsab-
bildung, so kénnen wir fir xeU die Abbildung D,j: D, U—-D.M bil-
den. Wir behaupten nun, daB D,/ ein Isomorphismus ist. Dazu geniigt
es offenbar nachzuweisen, dal} j*:¥°(M)—%>(U) ein Isomorphismus
ist. Injektivitdt und Surjektivitdt der Abbildung j* folgen daraus, daB U
offen ist und deshalb jede Umgebung von x in U auch eine in M ist.
Das bedeutet gerade, dall jeder Funktionskeim f, aus 4(U) einen
Reprisentanten f besitzt, der genau einen Funktionskeim in %X(M)
definiert, der durch j* auf f, abgebildet wird.

Fiir das folgende erinnern wir noch einmal an den Begriff der lokalen
Koordinaten in einem Punkte x einer Mannigfaltigkeit M: Ist (U,g)
eine n-dimensionale Karte mit xe U, und ist fir i=1,...,n p,;R">R
die Projektion auf die i~te Komponente, so nennen wir die Funktionen
Xy,...,X, mMit x;:=p,og lokale Koordinaten in x. Oft wird nur von den
lokalen Koordinaten die Rede sein, ohne daB wir die zugehorige Karte
0

T 3x

x n

= (Dg(x](g_ 1))61!‘-9(,; *

X

€D, M definieren wir

X

.. .. A d
explizit erwiihnen. Derivationen —
jetzt durch X1

é

~

Fir f,e%>(M) ist also

d fx -
5.;: X =6i}9!1)((g 1)*fx)
oder, falls f ein Repriisentant von f, iiber einer Umgebung von x ist:

af

5‘? = ai'ggx,(f°g— 1) .

X
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Sind xq,...,x, Koordinaten fir Uc M undist fe¥>(U), so definieren

wir % durch g}{: X) = (;T)}: x fur xeU, i=1,...,n. g—)% ist wieder eine
% *-Funktion. p
Dabei bemerken wir, daf} die 5;_ natiirlich von g abhingen! Trotz-

dem sind die —| fiir uns von Interesse; sie bilden ndmlich eine Basis

Xi |x
von D, M: Bei ihrer Definition haben wir g~ ! als Abbildung von g(U)
nach M aufgefaBBt: g~ ':g(U)—M. Wir kdnnen diese Abbildung aber
auch iiber die Inklusionsabbildung j:U— M faktorisieren und haben
dann in etwas nachlissiger Schreibweise g~ !'=jog™!

=jog !, wo das linke

~1 als Abbildung nach M aufgefal3t ist, das rechte als Diffeomorphismus
von g(U) nach U. Dann ist aber auch D, (g ")=D,jo D, (¢~ "). Hier
ist D, ein Isomorphismus, wic wir berelts oben gesehen haben, und das
rechte Dg,;(g~") ist ebenfalls ein Isomorphismus, weil g~ ':g(U)-U
ein Diffeomorphismus ist. (D, g ist invers zu Dy, (g~ ")!) Unsere Ab-
bildung D,y (g "): Dy 8(U) = D, Mistalsoein Isomorphismus,unddadie

ai{gm Z(Dg(x}(g_l))ailg(,)

eine von D, M.

eine Basis von D, g(U) bilden, bilden die -

Uber einer Mannigfaltigkeit M konstruieren wir nun deren Tangen-
tialbiindel D M. Dazu definieren wir zunichst als Menge

DM:= | x}x DM,
xeM

und die Projektion p:DM->M definieren wir in natiirlicher Weise
durch p(x,X):=x. Nach dem im Anschlul} an Definition 8.1 angege-
benen Verfahren machen wir nun (DM,p, M) zu einem Vektorraum-
biindel, indem wir einen ,linearen Atlas” konstruieren. (Die Fasern von
M sind ja bereits reelle Vektorraume der gleichen Dimension wie M!)

Ist etwa (U, g) eine Karte der ¢™-Struktur von M mit Koordinaten
Xy,...,X,, so ist die Abbildung G:U xR"—D M|, die wir durch

G(x,t,,.. ( i %)

i=1
definieren, bijektiv, fasertreu und in den Fasern ein linearer Isomor-

oxy |,
abbildung G:=G~1: DM|,—>U xR" ist durch
Gx, X)=(%, X(X .. X(x,), XeD M

~
1

phismus, da ja { } eine Basis von D, M ist. Die Umkehr-

X nx
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gegeben, wie man leicht sieht, da GoG = Ipm|, ist. (U, G) ist eine lineare
Karte fiir M tber U, durch die D M|, zu einem trivialen Vektorraum-
biindel tiber U wird. Ist jetzt (V,h) eine weitere Karte der 4 *-Struktur
von M mit Koordinaten y,,...,y, und H:DM|,-»V xR" die analog
zu G definierte lineare Abbildung, so ist fir xeUnV und (¢4,...,1,)eR"

)

. Oy, . . . .
Da die ;3% %€®-Funktionen auf UnV sind, ist auch HoG™! eine

¢ -Abbildung. Insbesondere istalso HoG™':{(Un V) x R">(Un V) x R"
ein Vektorraumbiindelisomorphismus, d.h., die beiden Karten (U,G)
und (V, H) sind miteinander vertriglich. Konstruieren wir jetzt auf diese
Weise zu jeder Karte der ¥*-Struktur von M eine lineare Karte fiir
DM, 'so erhalten wir einen linearen Atlas, der DM zu einem Vektor-
raumbiindel iiber M macht, dessen Rang gleich der Dimension von M
ist.

Sei jetzt N eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit und F: M —>N
eine differenzierbare Abbildung. Dann konnen wir eine Abbildung
DF:DM->DN definieren, indem wir sie faserweise durch die D, F, xe M,
erkldren, d.h., indem wir fiir (x, X)e®M

DF(x, X):=(F(x),(D,F)X)

setzen. DF ist in den Fasern linear, und die Abbildung ist sogar ein
Vektorraumbiindelhomomorphismus. Dazu mufl nur noch die Diffe-
renzierbarkeit von DF gezeigt werden, und zwar geniigt es, das in der
Umgebung jeder Faser von DM zu tun. Sei etwa x°eM, dann gibt es
Karten (U,g) und (V,h) der ¥*-Strukturen von M bzw. N mit x°cU
und F(U)< V. Die dadurch gegebenen Koordinaten seien etwa x;,...,x,
bzw. ¥i,..,¥Vm G:DM|y—>U xR und H:DN|,—»V xIR" seien wie
oben definiert. Dann ist fur (x,¢,,...,f,)e U x R"

HoDFoG™ Y (x,ty,...,t,)
=HoDF (x, i; t, £ > =H <F(x), ,-Z H(DF) 5 -

" 2
>_y1,..., Z ti (%xF)g;*

i=1 i

n

HoGAl(x,tl,...,tn)zH(x’ Y f—

o1 0x
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Damit ist gezeigt, daB HoDFoG ™! differenzierbar ist, und da H und G
per definitionem Diffeomorphismen sind, ist auch DF|{DM|;>DNly
differenzierbar.

Aus unseren Uberlegungen ergibt sich, daB D ein kovarianter Funktor
auf der Kategorie €™ mit Werten in der Kategorie ¥ der Vektorraum-
biindel ist. Genauer haben wir den folgenden Satz:

9.3 Satz: D: ¥ — ¥ ist ein kovarianter Funktor mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Ist M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n, so ist DM ein Vektor-
raumbiindel vom Rang n itber M. Ist F:M—N eine differenzierbare
Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten, so ist DF:DM->DN
eine lineare Abbildung tiber F.

(2) Ist U eine offene Teilmenge der Mannigfaltigkeit M, so ist fir die
Inklusionsabbildung j:U—M die Abbildung Dj: DU->DM|, ein
Isomorphismus. :

(3) Die Abbildung h,:IR" x R"—>DIR", definiert durch

hn(x,tl,...,tn):=<x, Y ti(?ix),

i=1

ist ein Isomorphismus, und fiir eine differenzierbare Abbildung
F:R*>IR™ ist

h,;IODFOhn(x,t,,...,tn)z(F(x), Y el Frao, Y ti("iijm>.

i=1 i=1

Der Funktor D ist durch (1), (2) und (3) bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmd.

Beweis: Zu zeigen ist lediglich noch, dal3 D durch (1), (2) und (3) bis
auf Isomorphie charakterisiert ist. Da wir diese Tatsache jedoch nicht
verwenden, wollen wir den Beweis dafiir nur andeuten: Durch (3) ist D
auf der Kategorie der $*-Abbildungen zwischen Zahlenriumen IR™,
nelN, eindeutig bestimmt, durch (2) dann auch auf der Kategorie der
% ~-Abbildungen zwischen offenen Mengen in Zahlenrdumen. Ist jetzt
M eine Mannigfaltigkeit mit €°-Atlas (U,,g;);c;,» so ist durch die Funk-
toreigenschaft und nach dem oben gesagten D U, bereits fiir alle iel
bestimmt, also nach (2) auch DM]|;; . Aus der Funktoreigenschaft und
(3) folgt jetzt, wie die D M|y, zu einem Vektorraumbiindel DM ,zusam-
menzukleben* sind. Ahnlich schlieBt man, daB D F fiir eine differenzier-
bare Abbildung F durch (1) bis (3) bestimmt ist. @

9.4 Definition: Unter einem Vektorfeld auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M verstehen wir einen differenzierbaren Schnitt xeT' (M, D M).
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Ist Xel'(M,DM), so werden wir i.a. X, anstelle von X (x) schreiben.
Fiir f,e¥®(M) ist dann X,(f,) eine wohldefinierte reelle Zahl*, ebenso
X, (f) fir fe€™(M). Wir konnen daher eine reellwertige Funktion
X [ auf M durch (X f)(x):=X, f, definieren. X f ist sogar eine diffe-
renzierbare Funktion auf M: Sind etwa x,,...,x, lokale Koordinaten

. - 0

auf M in x° soist X, = <x, Y. t(x) é—

i=1 i

x% und X ist genau dann differenzierbar auf U, wenn es die ¢ sind.
Dabher gilt iiber U

) iiber einer Umgebung U von

n af
(X f)(x)= i:Zl ’i(x)(g}‘i )
N . . of . . .
und in diesem Ausdruck sind die ¢ und o differenzierbar; also ist

auch X f auf U differenzierbar.

Das Vektorfeld XeI'(M,DM) definiert somit eine Abbildung von
%™ (M) in sich, die wir wieder mit X bezeichnen wollen: X :4°(M)—%*(M).
Diese Abbildung ist eine R-Derivation von ¥ (M) in sich, d.h,, sie ist
R-linear und geniigt der Produktregel:

X(fg)=(XNg+f(Xg) fir fge€™(M).

Sei jetzt umgekehrt eine R-Derivation X :¢*(M)—% > (M) gegeben.
Fir yeM und fe%°(M) setzen wir X (f):=(X f)(y), wo f ein
globaler Reprisentant von f ist, der nach Satz 7.7 existiert. Wir wollen
uns zunichst iiberlegen, da X (f,) wohldefiniert ist, d.h. nicht von der
speziellen Wahl des Reprasentanten f abhingt. Dazu geniigt es zu
zeigen, daB (X f)(»)=0 ist, falls f =0 ist, d.h. falls f in einer Um-
gebung U von y verschwindet. In diesem Fall gibt es eine offene Um-
gebung W von y mit W< U und eine Funktion he%*(M) mit h(W=1
und A|M — U =0. Weil.f auf U verschwindet, ist f=(1—h)f und daher

XNH)=X(1-hY)fO)+1-h)(X f)()=0

wegen f(y)=(1—h){(y)=0.

X,:6°(M)-R ist also eine wohldefinierte Abbildung und offenbar
sogar eine IRR-Derivation, also ein Element aus D, M. Wir kdnnen daher
X als einen Schnitt in DM auffassen. Die Differenzierbarkeit dieses
Schnittes zeigt man wieder mit Hilfe lokaler Koordinaten x,,...,x,
in einem Punkte x%°eM: Uber einer Umgebung U von x° ist

* Genaugenommen ist X, ein Element aus {x} x D, M, hat also die Form X,=(x,X,)
mit X,eD,M. Wir wollen hier aber X, mit X, identifizieren und schreiben daher
X.(f)=X.(/) Entsprechendes gilt weiter unten.
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X,= Z t(y) — P . Dabei sei U so klein, daB es X, ..., X,€€> (M) gibt
y

mit leu—xj. Fiir yeU gilt dann

1

L0)= Z L(0)0;;= Z t(y)

(Lo

und da X %; nach Voraussetzung differenzierbar ist, ist es auch ¢; iiber
U, womit die Differenzierbarkeit von X:M DM gezeigt ist.

Wir fassen das Ergebnis unserer Uberlegungen in dem folgenden
Satz zusammen:

9.5 Satz: Ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so sind die
R-Derivationen von €* (M) in sich genau die Vektorfelder auf M.

M

> x.ly)z Xy(xjy)z(Xij)(y) s

X und Y seien zwei Vektorfelder auf der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M. Fassen wir X und Y als R-Derivationen der Algebra
% (M) auf, so konnen wir die Abbildung

[X,Y]:=XoY — YoX:4°(M)>%>(M)

bilden. [ X, Y] ist wieder eine R-Derivation auf ¢*(M): Die R-Lineari-
tat ist trivial; und fir f, ge4*(M) ist
[X.Y](f@)=XoY(fg)—YoX(f9g)
=X((YN)g+f(Yg)-Y(X Ng+f(X9)
=(XoY(NN)g+(YN)X g+ X /) Yg)+fXoY(g)
—(YoX(Ng—(X N Yg—(Y )X g—[YoX(g)
=([X,Y]N)g+/([X.Y]g):
die Produktregel ist also auch erfiillt. Das Vektorfeld [ X, Y] heiit das
Lie-Produkt der Vektorfelder X und Y. ¥*(M) bildet beziiglich des

Lie-Produktes und der RR-Vektorraum-Operationen eine reelle Lie-
Algebra, d.h,, es gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) [L:TM,DM)xT (M, DM)-T(M,DM)
ist R-bilinear;
@ [X,¥]=-[Y.X]

fir X,Yel'(M,DM);
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(3) ([x,Y].Zz]+([Y.Z], X]+[[Z.X]. Y]=0

fir X,Y,Zel'(M,DM).
(3) nennt man die Jacobi-Indentitt.

Wir wenden uns jetzt den alternierenden Multilinearformen atf dem
Tangentialbiindel DM einer Mannigfaltigkeit M zu. Anstelle von
A (M, DM) bzw. A(M,DM) schreiben wir §,(M) bzw. F(M), und die
Elemente dieser ¥*(M)-Moduln nennen wir Differentialformen:

9.6 Definition: Unter einer Differentialform vom Grade p oder einer
p-Form auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir ein Element ¢ e §,(M)
=AM, DM).

Die 1-Formen heifien auch Pfaffsche Formen.

Insbesondere ist F(M)=¢*(M), und falls p groBer als die Di-
mension von M ist, ist & (M)=0. Fir das Rechnen in der Algebra

FM)= P &,(M) gelten die in §8 aufgestellten Rechenregeln fiir
-0

alternier;::nde Multilinearformen auf Vektorraumbiindeln. Wir werden
darauf noch zuriickkommen. Im Augenblick wollen wir untersuchen,
wie sich Differentialformen in lokalen Koordinaten beschreiben lassen,
und was geschieht, wenn man das Koordinatensystem wechselt.

Dazu wollen wir ein fiir allemal die folgende Bezeichnungsweise ver-
abreden: Sind x,,...,x, lokale Koordinaten fiir M, etwa auf einer
offetnen Menge U von M, so haben wir bereits die Vektorfelder

0 0 ) S . .
—-.»>—€l(U,DM) eingefithrt. Sie bilden eine Basis des freien
0x, 0x,
€*(U)-Moduls I'(U, D M). Diedazuduale Basis von &, (U)=A{(U,DM)
bezeichnen wir mit dx,,...,dx,, d.h. es gilt dx; <£-) =4;;. Nach §8

J
ist dann fir 1<p<n {dx; A---Adx;,;1<i;<---<i,<n} eine Basis von
&,(U). Wichtig sind nun die folgenden Transformationsformeln fir
Differentialformen:

9.7 Satz: M sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und (U,qg) eine
Karte auf M mit Koordinaten x,,...,x,. Dann ist § (U) fur 1 <p<n ein

Sreier €°(U)-Modul vom Rang <Z> mit der Basis

{dx;, A Adx 1<i < < <n},
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wo die dx,e & (U) durch

¢
(D dx; (z&;)zau
definiert sind.

Ist (V,h) eine weitere Karte mit Koordinaten y,,...,y,, so gelten iiber
UnV die folgenden Transformationsformeln:

a " dx, @
2 oy B2
@) 0)’] i;1 a}’j ox;’
n - ay
3 dy.= —dx,
( ) y_l i:zl axidxl’
5 dy
4 d — =
) ¥ <6xi> A’
(5)  dy; A ady;,
. oy, ay,
— Z Z Slgn(n)%...___JL dxil/\.../\dxip
1<iy < <ip<n \me% “ip(1) ‘xin(D)
dy;
(6) dy,A---ady,=det é—xJ dx, A+ Adx,.

Beweis: Zu zeigen sind noch die Formeln (2)-(6)! Zum Nachweis
von (2) sei fe€*(U n V). Dannist nach Definition ander Stelle xeU N V

0
JIx
= L 8 (fog7 D] (i0h ™Y
v O S« x| af
igl éQxi xajlh(X)(XiOh )— igl 8yj X 8X1 x’

also gilt (2). Durch Dualisierung von (2), d.h.,, durch Anwendung von
(1) ergibt sich (3). (4) ist eine Folgerung aus (1) und (3). (5) und (6) ent-
sprechen den Sétzen 2.14 und 2.15 im ersten Kapitel. 1

Zum Schluf3 dieses Paragraphen noch einige Bemerkungen iiber
Tangentialriume an ¥'-Mannigfaltigkeiten mit r<oo: Lemma 9.1 ist
in diesem Falle i. allg. falsch (mit den dort verwendeten Bezeichnungen
ist fiir fe@*(V) g; i.allg. lediglich aus €~ '(V)). Das hat zur Folge,
daB der Vektorraum der R-Derivationen X:%5.(U)—IR unendlich-
dimensional ist und also nicht anstelle des geometrischen Tangential-






§10: Mafe und Orientierungen

In §3 haben wir die Begriffe der Lingen-, Winkel- und Volumen-
messung in Vektorrdumen sowie den der QOrientierung eingefiihrt. Diese
Begriffe konnen wir speziell auf die Tangentialriume an eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit anwenden, also auf die Fasern des Tangen-
tialbiindels. Hingen dann diese Objekte in einer noch zu prizisierenden
Weise differenzierbar von den Punkten der Mannigfaltigkeit ab, so
spricht man von einer MaBbestimmung bzw. Orientierung auf der
Mannigfaltigkeit.

Wir beginnen mit dem cinfachsten Begriff, dem der Lingen- und
Winkelmessung, d.h. des Skalarproduktes.

10.1 Definition: Unter einer Riemannschen Metrik auf einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit M versteht man eine positiv definite symme-
trische Bilinearform auf dem Tangentialbiindel M, d.h. eine Bilinearform
ge VLM, D M), so daf fiir jedes xe M g€ M,(D, M) ein Skalarproduk:
auf DM ist.

Das Paar (M,g) heifit dann eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein
Diffeomorphismus F:M— N in eine weitere Riemannsche Mannigfaltig-
keit (N,g') heifit eine Isometrie, wenn fur alle X, X,eD M, xeM,
g(DFX L (DF)X,)=g(X 1, X,) gil.

(M, g) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann kdnnen wir nach
§8 g als €“(M)-bilineare Abbildung von I'(M,DM) <[ (M,DM) nach
% (M) auffassen. Entsprechendes gilt iiber einer offenen Menge U von
M, fur die wir Koordinaten x,,...,x, haben. Dann ist I'(U,D M) sogar

.

ein freier ¥“(U)-Modul mit der Basis {E;
gas!

0 —
”F);:} und g ist iiber U
. . 6 0 . .
durch die Funktionen qviJ —g(ﬁx cx->€cg%(U) bestimmt: Fiir
i i]

X= ZXlaa Y= ZY —eF(UDM)lstnamllch






$ 10. Mafle und Orientierungen 109

Als nichstes iibertragen wir den Begriff der Volumenmessung auf
eine Mannigfaltigkeit M. Fiir xeM 1st D, M ein reeller Vektorraum,
und nach 3.4 (Kapitel ) ist ein Volumenmal auf D, M eine Funktion
dp (DM >R der Form du =I|A,|, wobei A, ein Element aus
A(D, M) ist, das nicht Null ist (n sei die Dimension von M). Unter
einem Volumenmaf} auf M verstehen wir nun eine Kollektion (dp, ).y
von VolumenmaBen auf den D, M, die . differenzierbar” von x abhingt.
Prizisieren wir diesen Begrifl, so gelangen wir zu folgender Definition:

10.3 Definition: Unter einem (differenzierbaren) Volumenmafl auf einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine differenzierbare
Funktion du:DM™-IR, so dap fiir jedes xeM du :=du[(D,M)-R
ein Volumenmaf} auf D .M ist.

Genau wie bel einer Riemannschen Metrik wollen wir auch fur ein
Volumenmaf} untersuchen, wie es sich in lokalen Koordinaten aus-
driickt. Wir nehmen dazu wieder an, wir hitten auf der Mannigfaltigkeit
M lokale Koordinaten x,,...,x, fiir eine offene Menge U. Fir xeU

. . . é b,

ist dann ein Volumenmal d g, durch seinen Wert auf (5}- e )
AL X i |x

bestimmt; denn ist d i, = |A,| mit A, e A (D, M), soist fiir X,..., X, e DM

=1 0

A X5 Xo) = 1A (X, X))

X

i,
= [det(X;;)|d g, (5-*5:

X

é
Setzen wir jetzt f(x):=dyu, (———

ox,
0 é ‘ i
d#;(gg a-“;’é_x: x)=f(x) 8__;1 x) ,
so dal wir also dy, = f(x)|dx; A --- Adx,| haben. (Statt |dx, A Adx,]
schreibt man auch hiufig dx,...dx,.) Ist jetzt du ein Volumenmaf} auf

M, so gilt iiber U

-~

.

n

), SO 15t
X

0

s AT
ox,

dx; A Adxn(

R
X X

dpu=fldx, A ndx,|,
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und wegen f =d,u( d ¢ ) ist f sicher differenzierbar und iiberall

6—‘;—;,-“, axn
positiv. Umgekehrt definiert ein solches fe%*(U) ein Volumenmal
auf U.

Haben wir auf V<M andere Koordinaten y,,...,y, und ist dort
du=fldy, A--- ady,|, so folgt aus Satz 9.7 die Transformationsformel

det (%J')

10.4 Satz: Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit gibt es stets
ein Volumenmaf} d u.

Ist g eine Riemannsche Metrik, so gibt es genau ein Volumenmafl du
auf M, das auf den Orthonormalbasen der Tangentialrdume den Wert 1
annimmt, d. h. fiir das gilt:

Ist {X,,....X,} eine Orthonormalbasis von D, M beziiglich g,, so ist
du(X,,....,X,)=1.

Dieses VolumenmaB nennen wir das zu g gehorende Riemannsche Volu-
menmaf auf M.

f= I/

die iiber UV giiltig ist.

Beweis: Den ersten Teil des Satzes kann man genauso wie Satz 10.2
beweisen, indem man zunichst lokale Volumenmale konstruiert und
sie dann mittels einer Partition der Eins zu einem VolumenmaB auf
ganz M aufsummiert. Wir wollen hier nur den zweiten Teil des Satzes
beweisen, aus dem ja mit Satz 10.2 ohnehin auch der erste Teil folgt.
Firr X,,...,X,e®, M ist nach 3.6 durch

dp( Xy, X,):=]/det(g(X;, X))

das einzige Volumenmal} auf ®, M definiert, das auf jeder Orthonormal-
basis den Wert 1 annimmt. Die du,, xeM, bilden dann das gesuchte
VolumenmaB auf M, dessen Differenzierbarkeit unmittelbar aus der
Definition folgt. 8

Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch angeben, wie sich das
Riemannsche VolumenmaB auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) in lokalen Koordinaten x,...,x, auf einer offenen Menge Uc M
ausdriickt. Dort sei etwa

n

g= 3. g;dxodx;.

i,j=1
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. a 0 . .
Damit ist du=dyu (5)—;,5)‘—) [dx, A+ Adx,|, wie wir weiter oben
1 n

gesehen haben, und da du das Riemannsche Volumenmal ist, ist

P 8 o 4\ -
du (H;,;’_,‘,Eg)zl/det(g(a: a}>)=l/‘m9,

also haben wir iiber U

du=}) det(gijjldx1 A-eadx ).

Ist du ein Volumenmaf} auf M und F: N—M eine Einbettung einer an-
deren Mannigfaltigkeit N gleicher Dimension wie M,soist DF: DN—-DM
ein strikter Vektorraumbiindelhomomorphismus, und man schlieBt
daraus sofort, daf3

FHdu)=dpo(DF)™: (DN =R
ein VolumenmaB auf N ist. )

Der dritte Begriff, den wir in diesem Paragraphen einfithren wollen,
ist der der Orientierung. Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
so ist eine Orientierung ¢, auf dem Tangentialraum D, M, xe M, eine
Klasse nicht verschwindender gleichgerichteter alternierender n-Formen
aus A,(D,M). Sie wird reprasentiert durch ein Element A eA (D, M).
Von einer Orientierung auf M sprechen wir nun, wenn jeder Tangential-
raum D, M eine Orientierung ¢, tragt, die durch ein A €A, (D, M)
reprasentiert wird, so dafl die A, ein Element AeA (M, DM)=§ (M)
definieren. Wir kénnen das auch wieder so ausdriicken: Zwet Deter-
minantenfunktionen, d.h. nirgends verschwindende Differentialformen
Aund A’e & M) nennen wir gleichgerichtet, und wir schreiben A~A',
wenn es eine iiberall positive Funktion fe® (M) gibt, so dal A'=fA
ist. f ist dann eindeutig bestimmt, weil A (D, M) ein eindimensionaler

. . . A X L
Vektorraum ist. Wir schreiben auch A anstelle von f. ,,~* ist eine

Aquivalenzrelation in der Menge aller Determinantenfunktionen aus
%(M), und wir definieren:

10.5 Definition: Eine Orientierung © auf einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M ist eine Aquivalenzklasse gleichgerichteter Determinanten-
funktionen aus & (M). (M, 0) heifit eine orientierte Mannigfaltigkeit.

Im Gegensatz zu Riemannscher Metrik und Volumenmaf} 1a63t sich
nicht immer eine Orientierung ¢ auf einer Mannigfaitigkeit M finden.
Wenn dies der Fall ist, nennen wir M orientierbar. Der folgende Satz
enthilt eine Reihe von Orientierbarkeitskriterien.
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0 é

P” )
differenzierbare Funktion auf U;, die wegen des Zusammenhangs von
U; iiberall positiv oder iiberall negativ ist. Diffeomorphismen o,: R">R",

iel, definieren wir nun durch

naten fiir U, so ist fi:=A > eine nirgends verschwindende

GilPrs- Py =(SIEN ()P 1P Pa) -
(Falls f; positiv ist, ist also ¢, die Identitit, im anderen Falle die Spiege-
lung an der (p,,...,p,)-Hyperebene.) Es ist ¢; ' =0,, und mit g,:= 0,04,
ist (U, g).; der gesuchte ¢*-Atlas von M. Fir /el ist niamlich

o] 2
. C ¢ . .. ) .
fii=Al =—..... = | eine iberall positive Funktion (x,,...,. Y selen
- ox ox! "

n

die durch g; definierten Koordinaten auf U,), weil nach Satz 9.7

2 2 S 2
fi= Alagrag | =83 ae 72
x4 cxt xb ORI ORYTTU AR
‘J

& n ¢ ¢
_A(mgn(f aﬂvngxn)‘s‘g“(fim (ﬂ""’ff‘)
=sign(f) fi=]£1>0

gilt. Andererseits gilt iiber U;n U,

_Aiﬁxi(’/ "6.»({6
ST Polc: JOM Sl

VI Oxp exyTT S Axg exd
éxd ¢ ¢ éxty
=det| —|A A AT =det| 7/
cx, Cx} X)) 0x,
oxi . .
Deshalb mull det{ —— ) >0 sein. Nach Definition ist aber gerade

jul J "

det<ax ) die Funktionaldeterminante von g og;
X, |«

gi(x)egi(U,nUj).

(5) = (6): Ist du ein Volumenmall auf M, so kdnnen wir iiber U, du in
der Form

' an der Stelle

duly, = fldx} A Adx|

schreiben, wobei xi,...,x! wieder die durch g, auf U; definierten Koor-
dinaten sind, und iiber U;nU; gilt

e

filUinU;= SilUinU;.
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1
Da det (ﬁx:) > 0 ist, haben wir also iiber U;n U; sogar
M

ox
fi= det( )fj

Andrerseits wird durch A;:=f,dx} A --- Adx} eine n-Form aus & (U))
definiert, und nach Satz 9.7 ist iber U;n U,

A= fidxi A Adxilzfidet((:}x;')dle A ndad
ox

Tty

i 3
= det (Qi&)det (6" )/ dxd A adxd
ax)

=fidxin- Adxl=A,,

1

d.h, die A;,iel definieren ein Element Ae & (M) mit A|; =A;. Nach
Konstruktion ist aber du=|A|
(6) = (1): Nach Satz 10.4 gibt es ein Volumenmall du auf M, und dieses
hat nach Voraussetzung die Form du==]A}, wo A eine Determinanten-
funktion auf M ist. Die Klasse aller mit A gleichgerichteten Determi-
nantenfunktionen auf M ist dann eine Orientierung auf M. 1

Im Hinblick auf den engen Zusammenhang zwischen Orientierung
und Volumenmal, der in Satz 10.6 zum Ausdruck kommt, bezeichnen
wir eine Determinantenfunktion Ae & (M) auch als orientiertes Volu-
menmaf auf der orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeit (M, ),
wenn Ae@; |A] heilt dann das dazu gehorende absolute Volumenmap
{vergleiche Definition 3.4),

10.7 Satz: (M,0) sei eine orientierte Mannigfaltigkeit mit einem
Volumenmafl dy. Dann gibt es genau ein orientiertes Volumenmafi Ae(

mit du=I1Aj.

Beweis: Essei Ae(. Dann ist A ein erzeugendes Element von & (M)
iber ¥*(M) (n sei die Dimension von M). Ferner gibt es ein A'e §,(M),
mit du=:]A"}, da M orientierbar ist. Dann ist A'=fA, wo f eine
nirgends verschwindende differenzierbare Funktion auf M ist. Folglich
ist du=|A| fir A=|f|A, und A ist wegen |f|>0 gleichgerichtet mit
A, gehort also ebenfalls zu ¢. Die Eindeutigkeit von A folgt sofort aus
|Al=du und Ae@. 1

10.8 Definition: (M, () sei eine n-dimensionale differenzierbare Mannig-
faltigkeit. Dann heifit ein €=-Atlas (U,,g);;, von M mit Koordinaten
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Xiseoosxy fiir U, orientiert, wenn fiir jedes iel dxiA - AdxieCly, ist.
(Dabei sei Oly,:={Al,,: AeC} die kanonische Einschrdankung der Orien-
tierung O auf U, ).

Der Beweis von Satz 10.6 hat gezeigt, dal wir auf einer orientierten
Mannigfaltigkeit aus jedem % *-Atlas einen orientierten Atlas machen
kionnen, indem wir ggf. die Zusammenhangskomponenten einzelner
Karten ,umorientieren” (das ist gerade der Sinn der Abbildungen o,
im Beweis von 10.6). Wir werden weiter unten von dieser Tatsache
Gebrauch machen.

Man kann daraus unter anderem herleiten, dal3 das Mdbius-Band
nicht orientierbar ist. In Beispiel (3) auf Seite 65 haben wir nimlich
einen Atlas aus zwei Karten (U,,g,) und (U,.g,) fiic das Mobius-Band
angegeben, so dal U, n U, zwel Zusammenhangskomponenten hat,
wiihrend U; und U, zusammenhingend sind. Die Funktionaldetermi-
nante von g,og; ! hat nun auf den beiden Zusammenhangskompo-
nenten von g,(U; nU,;) verschiedenes Vorzeichen, woran man auch
durch Umorientieren einer der beiden Karten nichts dndern kann, da
das lediglich zu einem Vorzeichenwechsel auf beiden Zusammenhangs-
komponenten von g,(U, n U,) fiihrt.

Wir wollen jetzt eine Moglichkeit untersuchen, Untermannigfaltig-
keiten einer orientierten Mannigfaltigkeit zu orientieren. Immer ist das
sicher micht moglich, wie das Beispiel des Mobius-Bandes zeigt, das
man etwa in den RR® einbetten kann. Sei (M, ) eine n-dimensionale
orientierte Mannigfaltigkeit .und N eine (n - 1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, wobei die kanonische Injektion j:N—M eigentlich
sei. jist in jedem Punkte xe N reguldr, d. h., die Abbildung D, ;: D N-DM
ist injektiv, und wir kénnen T, N als linearen Teilraum von D, M auf-
fassen. (Geometrisch ist ©, N in diesem Sinne der Raum der Tangenten-
vektoren an M in x, die tangentiell zu N sind. Algebraisch kann D, N
als Menge der Derivationen aus D, M aufgefalit werden, die auf allen
Funktionskeimen aus ¥7(M) verschwinden, deren Einschrankung auf
N Null ist.)

DM]y ist ein Vektorraumbiindel iiber N, und es sei XeI'(N,DM)
=T (N,DM]|y) ein differenzierbarer Schnitt iiber N in diesem Biindel.
Ferner sei Ae( eine die Orientierung aufl M reprisentierende n-Form.
Fiir xe N und X,.....X,_,eD N setzen wir

AKXy Xy )= A X e X))

A¥ ist dann eine (n—1)-Form auf N. Sie entsteht dadurch, dal man
zunichst Aly bildet; das ist eine n-Form auf D M|y. In dieser n-Form
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setzt man dann stets das erste Argument gleich X und erhilt so eine
(n—1)-Form auf DM|, die man aufl DN beschrinkt. Falls jetzt fir
alle xeN X, von DN linear unabhingig ist, ist A¥ wieder eine Deter-
minantenfunktion auf N, definiert also eine Orientierung auf N, die
natiirlich von X abhingt. Ein XeI'(N,DM|), das diese Bedingung
erfiillt, nennt man ein Normalenfeld auf N.

Ist g eine Riemannsche Metrik, so konnen wir auch noch den Be-
griff des Orthonormalenfeldes einfiihren: Das ist ein Normalenfeld
Xel(N,DM), so daB fiir alle xeN g(X,,X,)=1 und X, orthogonal zu
DN ist (beziiglich g).

10.9 Definition: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und G
eine berandete Untermannigfaltigkeit von M mit nicht-leerem Rand.
Dann heifit ein Normalenfeld » auf ¢G ein auferes Normalenfeld, wenn
fir alle xedG und jede Funktion fe€*(M) mit f|G<0 und f10G=0
7, f=0 ist.

Die Definition besagt gerade, daf3 sz, fiir alle xedG eine Richtungs-
ableitung in einer nach auBlen (d.h. nach M — G) weisenden Richtung
ist. Genauer gilt das folgende Lemma:

10.10 Lemma: G sei eine berandete Untermannigfaltigkeit der n-di-
mensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, und es sei (U,q,0)
eine quaderformige Karte auf M mit xe U n 3G und Koordinaten x,,...,x,
{im Sinne von Def 611). Dann ist fiir ein dufleres Normalenfeld

é
7el(0G,DM) » _Z s ! mit t,>0.

Ist umgekehrt ein Schmtt neF( G, D M) gegeben, der fiir die quader-
formigen Karten, die 0G iiberdecken, stets diese Bedingung erfiillt, so ist
»2 ein duferes Normalenfeld auf 0G.

Beweis: 7 sei eine Funktion aus (M), deren Triiger in U liegt und
die nirgends negativ ist und in einer Umgebung von x identisch Eins ist.
hx, ist dann eine auf U wohldefinierte Funktion, die sich auf ganz M
durch 0 fortsetzen 148t zu einer Funktion fe(g“’(M) Fur dieses f ist

)

f1G<0und f]0G=0. Folglich ist fiir s, = Z t’@x

n n "‘

Iy= Z 50,;= Z i '[q

i=1

(xl =22 ('xl x)””z (/x)>0

X

X i

da » ein duBeres Normalenfeld auf 4G ist und f,=x,, ist (wegen
h|V =1 iiber einer Umgebung V von x). Es ist also ¢, >0. Uberdies
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mul} aber auch ¢, 40 sein, da sonst », €D, G wiire, was fiir.ein Nor-
malenfeld nicht sein darll Damit ist 7, >0 gezeigt.

Die andere Richtung ist beinahe trivial: s sei ein Schnitt in DM
iiber 3G, und (U, g, Q) sei wieder eine quader[@rmige Karte mit xeUnéaG

-

und Koordinaten x,,...,x,. Ist dann », = Z mit ¢, >0 und
i=1 ( ix

ist fe¥*(M) eine Funktion mit /|G <0, f]|8G=0, so gilt

n

a
2 (f)= 3 L35

i=1 A

=) Ti‘?iLm(./'OFfIL
i

R

Da f auf éG verschwindet und die ;i—-
\'l X

ist % =0 fr i=2,....,n. Aullerdem ist auf Q=g(GnU)

={(p1, -+ Pn)EQ: py <0} fog™ ' nicht positiv, wihrend. fog™ ' (g(x))=

Li=2,....n, zu D, G gehoren,

1ist. Daher ist 9
X,
(f)»tlv}f» >0. SchlieBlich hat ;>0 zur Folge, dal », nicht n

1 ix
D, 0G liegt, also iiberhaupt ein Normalenvektor ist. 1

=0y),,,(feg”')=0 und somit wegen 7,>0 auch
X

10.11 Satz: G sei eine berandete Untermannigfaltigkeit der Manniy-
faltigkeit M mit nicht-leerem Rand ¢G. Dann gibt es auf CG ein dufferes
Normalenfeld 2.

Ist g eine Riemannsche Metrik auf G, so kann s sogar als Orthonor-
malenfeld gewdhit werden.

Beweis: Wir konnen annehmen, dal wir einen Atlas (U, g, Q)i;
aus quaderformigen Karten fir G gegeben haben, mit Koordinaten
xi,...,xt fur U, so daB (U,);., eine lokal-endliche Uberdeckung von M
ist. (h,);.,; sei eine dazu gehorende Partition der Eins. Aul cU UncG
ist dann aCT ein duferes Normalenfeld, und »: *(Z h, ) ¢G st

5x1 iel (xl
nach dem oben bewiesenen Lemma ein duBeres Normalenfeld auf ¢G.
Um das zu schen, mufl man sich lediglich iiberlegen, dal} fiir xeU;nEU,,

. oxy
i,jel, stets €—> 0 ist. Dann ist namlich fur xedU,
X

axi

22y = Z (Z hj';—'-“
H=1

3

¢
} Ayl
x/ CXy

jet T OXy

5

x
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worin der Koeffizient von ng’_ nimlich ) h ) (x) nicht-negativ
1 jel
ist; er ist sogar positiv, weil fiir wenigstens eljnj hj(x)> 0 sein mub.
é
, & 0 N . X

relativ zu EE ’Ex‘ orthogonalisieren und normieren, ehe man sie
mittels der h; zu » aufsummiert. Dall das stets moglich ist, iiberlegt man
sich leicht. 1

Sei jetzt (M, ©) eine orientierte Mannigfaltigkeit und G eine berandete
Untermannigfaltigkeit mit nicht-leerem Rand. Auf ¢G gibt es dann ein
duBeres Normalenfeld ». Ist Ae(, so ist A” eine Determinantenfunk-
tion auf &G, definiert also eine Orientierung auf éG. Das folgende
Lemma zeigt, da diese Orientierung nur von ¢ abhingt, nicht aber
von der speziellen Wahl von A und ».. Wir nennen sie die durch ¢ indu-
zierte Orientierung und bezeichnen sie mit ¢¢. Den Rand einer Unter-
mannigfaltigkeit einer orientierten Mannigfaltigkeit denken wir uns
stets mit dieser induzierten Orientierung versehen. Nun das angekiin-

digte Lemma:

Um den Zusatz zu beweisen, mufl man die Normalenfelder

10.12 Lemma: M sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und G eine
berandete Untermannigfaltigkeit von M mit nicht-leerem Rand. Sind dann
s und 5 zwei dufere Normalenfelder auf 8G und A und A zwei gleichge-
richtete Determinantenfunktionen auf M, so sind auch A™ und A* gleich-
gerichiet.

Beweis: Wir haben die beiden Aussagen ,A” ~A®* und ,A”~A*"
zu beweisen. Beginnen wir mit JAF~A: Esist A= fA, wo fe€™(M)
eine iiberall positive Funktion ist. Daraus folgt A”=(f]@G)A”, und
f18G ist eine iiberall positive Funktion aus ¢#*(8G). Folglich ist A” ~ A”.

Nun zum Beweis der zweiten Aussage: A” und A* sind Determinan-
tenfunktionen auf dG. Nach Satz 10.6 ist also A* = fA” fiir eine nirgends
verschwindende Funktion fe®®(¢G). Wir miissen noch zeigen, daf}
iiberall positiv ist. Sei dazu xedG und (U,g,Q) eine quaderférmige

, . , 0 G,
Karte von G mit xeU und Koordinaten x,,...,x,. Da —1,...,—

eine Basis von D, 2G ist, gilt dann x| 0x,

(2
flx)= :

At
éx,

x

g
X

x
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. - G . o~ 0 . ..
Ferner ist »s,= % 1,—| und 5,= Y r,—/| mit positivem ¢, und
i=1 OXjj =1 0x
t,. Deshalb ist
if &~ @ ¢ 0
A Z:hé-“ vl Ly
- i= 1 OXix OX;3 g Xn lx
f(x) - n (‘; 2
N } ¢ ¢
Y o
i=1 OXjlx OXp i ﬁxn x
2~ 0 ¢ 0
A(t‘ éx, |, ex, t
ox &x -
- 1x 2 |x njx =_1>0. (]
~ 0 0 é £
A ll T - "; “““ —
Oxl x X2 i« OXy x

Aus diesem Lemma ergibt sich dann, wie wir oben gesehen haben,
die folgende Aussage:

10.13 Satz: G sei eine berandete Untermannigfaltigkeit einer n-dimen-
sionalen orientierten Mannigfaltigkeit (M, ). Ist dann A€ und » ein
dufBeres Normalenfeld auf ¢G, so definiert die Determinantenfunktion
A e, _((6G) eine Orientierung 00 auf oG, die nur von (¢ abhingt.

Wir wollen noch einen Satz angeben, der es gestattet, die induzierte
Orientierung auf dem Rand einer Untermannigfaltigkeit einer orien-
tierten Mannigfaltigkeit ohne ein dulleres Normalenfeld zu bestimmen:

10.14 Satz: (M, ) sei eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit
und G eine berandete Untermanigfaltighkeit mit einem orientierten Atlas
(Ui, Q)ies aus quaderformigen Karten. Dann ist (¢U,,lg;),.; ein orien-
tierter Atlas von (0G,30).

Beweis: Wir miissen zeigen, dal fiir ie] mit 6U,+0 die (n—1)-Form
dxy A adxl die Orientierung 061, rgpréiscptiert. (x},....,x., seien
Koordinaten fiir U;; dann kénnen wir x5,...,x! als Koordinaten fiir
0 U, auffassen.) Se1 dazu » ein dulleres Normalenfeld aul ¢G, das wir in

der Form »|dU;= > f, ﬂ—aT schreiben kdnnen, wobei f, eine auf ganz
k=1 OXy

¢U, positive Funktion ist. Da dxillauf DIG=DM|,; verschwindet, ist
(dxj A Adxg)®=fidx; Ac- adx,. Weil f;>01st und (dx; A+ Adx,)”
zu ¢@ly, gehort, soist auch dx; A+ Adx,edCl;,. |



KaPITEL 111

DIFFERENTIALRECHNUNG DER
DIFFERENTIALFORMEN

§11: Die Garbe der Differentialformen auf einer
Mannigfaltigkeit

Im letzten Kapitel haben wir bereits die graduierte IR-Algebra
FM)= P &F,(M) der Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit M
p=0

kennengelernt, und zwar war §,(M)=A_(M,DM) und entsprechend
FM)=AM,DM). Ist F:M->N eine differenzierbare Abbildung von
M in eine weitere Mannigfaltigkeit, so setzen wir & (F):=A_(DF) und
FF)=ADF). F(F):&N)=FHM) ist dann nach §8 ein Modulhomo-
morphismus iiber dem Ringhomomorphismus F*:4*(N)—>%"(M) und
sogar ein graduierter IR-Algebramorphismus. Nach Definition ist dabei
F(M)=%*(M) und F(F)=F*€¢=(N)—~¢>(M). F(F) ist also eine
Fortsetzung von F* auf die Algebra §(N), und wir schreiben daher 1. allg.
wieder F* anstelle von §(F) bzw. §.(F).

Da D ein kovarianter Funktor ist und A, und A kontravariante Funk-
toren sind, sind auch & =A_ oD und F=AoD kontravariante Funk-
toren auf der Kategorie 4¥* der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten,
und zwar mit Werten in der Kategorie der reelien (unendlichdimensiona-
len) Vektorraume bzw. der graduierten R-Algebren.

Zu unserer Bezeichnung ist noch zu bemerken, dal man hiufig von
alternierenden oder dufleren Differentialformen spricht, um dadurch
anzudeuten, dal} es sich um die duBere Algebra der alternierenden Multi-
linearformen auf dem Tangentialbiindel handelt. Gemeint st dabei aber
immer das, was wir hier e¢infach als Differentialformen bezeichnen.

Die wichtigsten Rechenregeln fir Differentialformen haben wir be-
reits in Satz 9.7 aufgefiihrt, so daB wir uns hier damit nicht mehr zu be-
schiftigen brauchen. Hingegen wollen wir die Funktoreigenschaft der
Differentialformenalgebra noch etwas niher untersuchen und zeigen, dal3
die Differentialformen iiber den offenen Mengen einer Mannigfaltig-
keit eine sogenannte Garbe bilden. Dazu sollen nun die wichtigsten Be-
griffe der Garbentheorie eingefiihrt werden.
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Ist M ein topologischer Raum, so kénnen wir die Topologie .7, von M
zu einer Kategorie machen, wenn wir als Morphismen die Inklusions-
abbildungen nehmen. (D. h., fiir zwei offenc Mengen U und V in M besteht
IulU, V) nur aus der Inklusionsabbildung U — V, falls U < V ist, und
ist sonst leer.) %, ist eine Unterkategorie von ¥~ falls M eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit ist.

Ist F: M —> N eine stetige Abbildung von M in einen weiteren topo-
logischen Raum N, so kénnen wir F™!': 9, — 4, als kovarianten Funktor
auffassen, denn fiir U, Ve 7, mitl U;Vlst auch F~'(U)c F Y (V)in %,

Die Kategorie .7y hat eine besondere Eigenschaft: Zu je zwei Objekten
U und V aus Zy existiert das Produkt in .7, nimlich der Durchschnitt
UnV.

11.1 Definition: M sei ein topologischer Raum, A~ eine Kategorie. Dann
heifit ein kontravarianter Funktor ©:9y— X" eine Praqarbe von X-0b-
jekten iiber M.

Sind die Objekte von X~ Mengen mit einer zusétzlichen Strukiur®, so
heifit © eine Garbe, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

(G) (Uy)ic; sei eine Familie von offenen Teilmengen von M, und es sei
U= U U,. Ferner sei zu jedem iel ein s;,e S(U,) gegeben, so daf fiir

iel

alle i, jel
= U U;
Suiny, 8)=3giAy, (5)

gilt. (Dabei sei SY:=S(U-V) fir U,Vedy mit USV.) Dann gibt es
genau ein se S(U), so daf fiir alle iel

\"L (8)=s;

gilt.
Fiir Ue9y heiflen die Elemente von G(U) Schnitte in S iiber U.

Wir werden es im folgenden mit Garben von abelschen Gruppen zu
tun haben (. ist also in diesem Falle die Kategorie der abelschen Grup-
pen). Setzt man dabei in (G) I:=0, so ist auch U=0, und es folgt, da3
€(0) genau ein Element enthiilt, also die triviale Gruppe 0 ist.

11.2 Definition: F:M N sei eine stetige Abbildung zwischen topo-
logischen Rdumen, und S:Fy— A und & :Fy—>H seien Garben von
H -Objekten tiber M bzw. N. Dann versteht man unter einem Garben-

* 7.B. Gruppen, abelsche Gruppen oder Ringe. Verzichtet man auf diese Bedingung,
so muB man {G) durch eine etwas kompliziertere Forderung crsetzen, um Garben
definieren zu konnen.
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homomorphismus von S’ nach < iiber der Abbildung F einen Morphismus
von Funktoren

h:@ - SoF™1,
Der Garbenhomomorphismus h: & ->SoF ™! ist also eine Familie
(hy)uesn voOn K -Morphismen hy: S (U)»S(F~'(U)), so daB fir

U,VeZy mit UcV das Diagramm

S(V) -2 S(FY(V)

lei‘::x:
h

SW) —— S(F (V)

v
6U

stets kommutativ ist.

Sei jetzt S eine Garbe von abelschen Gruppen iiber dem topologischen
Raum M und h:5—-& ein Endomorphismus (iiber der Identitat auf M).
Wir sagen, dab hin xe M verschwindet, wenn es eine offene Umgebung
U von x in M gibt, so dab fiir jede offene Teilmenge V" von U hy =0 ist.
Man sieht sofort, daBl die Menge der Punkte, in denen /4 verschwindet,
offen in M ist. Ihr Komplement bezeichnen wir als den Trédger von A, und
wir schreiben dafiir supp(h).

Fir UeZy mit U nsupp(h)=90 ist hy;=0: Zu jedem xeU gibt es
nimlich eine offene Umgebung U, von x in U mit hy =0. Ist jetzt
seS(U), soist fiir alle xeU

68,(’%(5))=hU,(68,(s))=0'
Da U=|J U, ist, muB nach (G) hy(s)=0 sein.

xelU

Ist jetzt (U)),, eine lokal-endliche Uberdeckung von M und ().,
eine Familie von Endomorphismen #;: €—& mit supp(h,)= U, so gibt
es zu jedem xeM eine Umgebung U, die nur endlich viele U, schneidet,
so daB auch nur fir endlich viele iel h; ;+0 ist. Der Ausdruck Zhi,U

iel
ist also durchaus sinnvoll, wenn wir wie iiblich verabreden, daB bei der
Summation alle Nullen fortzulassen sind. Wir kénnen daher die folgende

Definition machen:

11.3 Definition: < sei eine Garbe von abelschen Gruppen iiber dem topo-
logischen Raum M, (U)),.; eine lokalendliche Uberdeckung von M. Unter
einer dieser Uberdeckung zugeordneten Partition der ldentitit auf S ver-
steht man eine Familie (h),.; von Endomorphismen h;:S—S, so dafi
Solgendes gilt:
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(1) Fir jedes iel ist supp(h)<=U,.
(2) Jedes xeM besitzt eine Umgebungsbasis von Umgebungen U mit

Z hi.U=IG(U)~
iel

Die Garbe  heifit fein, wenn es zu jeder lokal-endlichen Uberdeckung von
M eine Partition der Identitit auf S gibt.

Fiir die Anwendung in § 13 ist noch der Begriff der exakten Sequenz von
Garben abelscher Gruppen wichtig.

11.4 Definition: Eine Sequenz S —— & -~ & von Garben abelscher
Gruppen tiber dem topologischen Raum M heifit exakt (an der Stelle ),
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.:

(1) Esist koh=0, d.h., fiir alle Ue Ty ist kyohy: S (U)>E"(U) der Null-
homomorphismus.

(2) Ist ky(s)=0 fir se S(U), so gibt es zu jedem xelU eine oj]éne Um-
gebung U, von x in U und einen Schnitt s'e S (U,) mit hy (s')= \.«U (s).

M sei ein parakompakter Raum und £ eine Garbe von abelschen
Gruppen iiber M. Unter einer feinen Auflésung von & versteht man eine
exakte Sequenz

0—S-L3, %, CHL NI
von feinen Garben abelscher Gruppen iiber M. Aus der Exaktheit dieser
Sequenz folgt nicht die Exaktheit der Sequenz

0—> S(M) L0 Sy (M) 225 & (M) 225 .

Jedoch gilt d,,, yod, y=0. Fir Z%=kerd, y und Bi:=imd _, y
gilt daher Bi=Z9 wobei wir d_, =0 setzen. Dann konnen wir
H9:=Z79/B% bilden fiir g>0. HY ist eine abelsche Gruppe, die ein Mal}
fiir die Unexaktheit der Sequenz an der Stelle € (M), ¢>0, ist. In der
Garbentheorie zeigt man, dal H? nur von M und abhingt, nicht je-
doch von der Wahl der feinen Auflosung

0—eC-Lg, e e,
Man schreibt daher HY(M, ) und nennt HY(M, &) die ¢g-te Cohomolo-
giegruppe von M mit Koeffizienten in der Garbe S. Ferner kann man zu
jeder Garbe & eine feine Auflosung angeben, so dal HY(M, ) immer
definiert ist. Wir kénnen hier nicht ndher darauf eingehen, und der
interessierte Leser sei auf die einschldgigen Lehrbiicher iiber algebraische
Topologie verwiesen, wo er auch niheres iiber die folgenden Bemerkun-

gen finden wird.
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Setzen wir fiir Ue %y
R(U):={f: U—R|S stetig und lokal-konstant},

so ist R in natiirlicher Weise eine Garbe von abelschen Gruppen iiber M,
wenn wir fiir U, Ve 7y mit U<V RY:R(V)—IR(U) einfach als dic Be-
schrankungsabbildung erkliren, die jeder Funktion felR(V) ihre Be-
schrinkung f|U auf U zuordnet. Die Garbe R hiingt offenbar nur von
der Topologie des Raumes M ab und damit ebenso die Cohomologie-
gruppen H9(M,R). Unter bestimmten Voraussetzungen iiber M stim-
men sie mit den Cohomologiegruppen anderer Cohomologietheorien
iiberein. Man ist daher daran interessiert, H(M,IR) zu berechnen. Zu
diesem Zwecke werden wir eine feine Auflosung von IR angeben, falls M
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Das werden wir in§ 13 tun. Hier
wollen wir zunichst die feinen Garben fir diese Auflosung angeben.

11.5 Satz: Ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so bilden die
Differentialformen vom Grade p auf den offenen Mengen von M eine feine
Garbe von R-Vektorridumen, und fiir eine differenzierbare Abbildung
F:M N zwischen zwei Mannigfaitigkeiten definiert F* einen Garben-
homomorphismus zwischen diesen Garben iiber F.

Beweis: ¥, ist ein kontravarianter Funktor, und wir kdnnen die Ein-
schrinkung &, |7y— ¥ bilden, wobei wir gy in natiirlicher Weise als
Unterkategorie von %> auffassen, indem wir jeder offenen Teilmenge von
M ihre durch M definierte ¥-Struktur zuordnen. (Wir setzen g,(#):=0)
&, ist also eine Garbe von R-Vektorrdumen auf M, fa’lls wir die Eigen-
schaft (G) aus Definition 11.1 nachweisen kénnen.

Sei dazu (U);,.; eine Familie offener Teilmengen von M mit
U:=J U, und zu jedem ie! sei eine Differentialform w,e§,(U)) gege-

iel

ben, so dab fiir i, jel stets

i}p'd:(‘\Uj(O)i) = 3pbiﬁUj(o‘)j) (%)
gilt. o, ist nach Definition insbesondere eine differenzierbare Funktion
auf D M), und (») besagt gerade, dafl fiir alle i, je I w; und w; auf DM P,
iibereinstimmen. Es gibt daher genau eine differenzierbare Funktion @
auf DM, die fiir jedes iel auf DM [P mit w, ibereinstimmt. Dann ist
we F,(U), und fiir alle ie I gilt %pﬂj(w)zwi, und w ist eindeutig bestimmt.
(Um keine Sonderiiberlegungen fiir den Fall p=0 anstellen zu miissen,
braucht man nur P M®:= M zu setzen, wobei dann DM|P=U ist.)

&, ist also eine Garbe von IR-Vektorrdumen auf M, die wir die Garbe
der p-Formen nennen. Gelegentlich schreiben wir &, wenn wir hervor-
heben wollen, auf welcher Mannigfaltigkeit wir die Garbe betrachten.
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Nun zur Feinheit der Garbe §,! Da es sich um eine Garbe von Vektor-
rdumen handelt, die insbesondere abelsche Gruppen sind, hat es einen
Sinn, von der Feinheit dieser Garbe zu sprechen. Sei also (U}),., eine
lokal-endliche offene Uberdeckung von M. Dann gibt es eine differen-
zierbare Partition der Eins (f;),., zu dieser Uberdeckung. Fiir Ue %,
und weF (U) definieren wir h; y(w):=(f|UV)w. Da F,(U) ein €7 (U)-
Modul ist, ist Ay, (U)—F,(U) ein Homomorphismus der additiven
abelschen Gruppe §,(U) in sich, und man priift leicht, daB die A,
Ue Zy, einen Endomorphismus A;: ¥, — &, bilden, dessen Triger ganz in
U, liegt. Ist jetzt xe M, so gibt es eine Umgebung U, von x, die nur end-
lich viele U; schneidet. Fiir jede Umgebung U von x in U, und we§,(U)
ist dann
( Zha‘u)(w)z Y by plo)

Niel icl

-

=LUlheo=( filU)o=o.

iel el
womit gezeigt ist, daf} (h;);, eine Partition der Identitit auf §, zur Uber-
deckung (U)),.; ist.

Zu zeigen bleibt noch die letzte Behauptung des Satzes, daB fiir cine
differenzierbare Abbildung F:M—N durch F* ein Garbenhomomor-
phismus definiert wird. Dazu muB fir U, Ve 7 mit U<V die Kommu-
tativitit des Diagramms

NE(V) o u(F (V)

v [
\-%an ‘{ Ms’m ‘it

N (U) —E— (F,(F ')

gezeigt werden. Die folgt aber sofort aus der Funktoreigenschaft von
Fo- (Esistja (Fu=U—V)*etch) 1

Die Garben §,, peN, liber einer Mallnigfaltigkeit M werden spiiter
die Garben einer feinen Auflosung von IR sein. Dazu definieren wir im
nichsten Paragraphen Abbildungen d:g,—&,,; und zeigen in § 13,
daB die dadurch definierte Garbensequenz exakt ist.

Neben den Garben §, kann man natiirlich auch die Garbe

F=EP &, aller Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit betrach-
p=0
ten. & ist eine Garbe von graduierten R-Algebren, und fir eine diffe-

renzierbare Abbildung F: M —N definiert F£* cinen Homomorphismus
zwischen den Garben i und .
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M sei im folgenden eine feste differenzierbare Mannigfaltigkeit. Im
letzten Kapitel haben wir gesehen, daBl die Vektorfelder auf M als R-
Derivationen der Algebra €= (M) in sich aufgefaB3t werden k&nnen. Ins-
besondere ist fir X eI' (M, D M) und fe%™ (M) X{ wieder ein Element
aus €~ (M). Halten wir jetzt einmal [ fest, so ist die Zuordnung X+~ X
€= (M)linear. Es wird dadurch also nach § 8 eine Linearform auf DM
definiert. Diese Pfaffsche Form bezeichnen wir mit d /' und nennen sie
die (duBere) Ableitung der Funktion f. d f ist also definiert durch

df(X)y=Xf fir XeDM.

Die Abbildung d: & ,(M)— &, (M) ist R-linear, wie man sofort sieht.
Wir wollen sie nun zu einer Abbildung d: F(M)—F(M) fortsetzen, wo-
bei wir von dieser Abbildung bestimmte Eigenschaften verlangen, die
siec dann eindeutig festlegen. Wir formulieren das im néchsten Satz:

12.1 Satz: Es gibr genau eine Abbildung d: F(M)— (M) mit folgenden
Eigenschaften:

0) d ist R-linear.

(1) d(g‘p(M))ggp+l(M) ﬁr pe]N‘

(2) Fir Je Fo(M)und XeDM istdf(X)=X7.

(3) d ist eine Ableitung, d.h. fir ¢e§F (M) und YeF (M) gilt

d{o A Y)=de Ay +(—1)p A dy.

“4) ded=0.

Beweis: Es geniigt, die Existenz und Eindeutigkeit der Abbildungen
d:F.M)—§, . (M) zu zeigen. Wir machen das in mehreren Schritten
und behandeln zunichst den Fall, wo M =G eine offene Menge im R"
mit Koordinaten Xx,,..., x, ist. Dann kdnnen wir nach Satz 9.7 ¢e &, (M)
eindeutig in der Form

P= Z fsl...ipdxi,/\"'/\dxip
lgip<---<ipgn
schreiben, wo die f;, ; €€*(G)=Fo(G) sind.
Dabei haben wir urspriinglich {dx;,...,dx,} als Dualbasis zu

d 0
{-_—- ey A} definiert. Es gilt also
x4 0x

n

é 0 .
dxi(a)—éij ‘—“E(xi)v laj_ia""n’

j j
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d.h,, es ist tatsichlich dx,=d(x;) fiir dic oben eingefiihrte Abbildung
d: Fo(G)— &, (6).
Damit die Bedingungen (0), (2) und (3) erfullt sind, mul}
d(p:—Z(dﬁl_“ip Adxg A Adxg + f g d(dxg A Adxg )
sein. Wegen (4) gilt dabei fir 1</, < <i <n
ddx;, A - Adx; )=ddx; Adx A adxg
~dx; Ad(dx;, A Adx;)
=0—dx;, nd(dx;, A - Andx, )

:-v-:(*1]p'ld~’cil A cee Ad»*ip,IAdd"‘ip=0'
Es kann daher nur

12.2 do= S dfi, i ndx; A ady

tp
1<iy<---<ip<n .

sein, womit die Eindeutigkeit von d (fiir M =G!) bereits gezeigt ist.
Definieren wir umgekehrt d durch 12.2, so sind die Bedingungen (0)

bis (4) erfullt. Fiir (0), (1) und (2) sicht man das unmittelbar, so daB3 wir
nur noch den Nachweis fiir (3) und (4) zu fithren brauchen:
(3): Fir

o= T fi,dxaeadx eE(6)

l2i;<---<ip<n

und

V= Y i, 5. dX; A - Adx; € FB(G)

I<jy<-<jgsn
ist nach 12.2
d{p A ¥)=d ¥ Jiiniy e dXi A Adx Adxg A Adx;

; ; Ja
l<i < <ip<n
Igji< o <jgsn

:z(dfi;..,ip)gj;,..jq Adxg Aoadx Adxg A Adxg,
+Xfil___ipdgh,__jq Adx A adx adxg A adxg,

=Y dfi, s adx; Aeady Agp 5 dxg A adxg,
F(=1PY £, i dx A adx Adgoadxg A adxg,

=doay+(—1)Poady.

(4): Fiir fe®(G) und X= Y g, ({;er(abc;) ist
=1 0X

v w0y Lof
df(X)-Xf—‘;lgia:” ) ax,

i=1

dx;(X),
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d.h.es ist
df= i; gi dx;
Daraus folgt aber
" .
dds=d (e; %dxi) = ‘.zzl d (g{,) Adx,
" on a2
= 5;1 jzl @)chc{xidxj/\dxi
= 1gi¥jsn afjéij (dx;adx;+dx;Adx)=0,

2f &

0x;0x; Cx;0x;

da wegen der unendlichen Differenzierbarkeit von f
fir 1<i,j<n gilt.
Fiir p= Y firipydx;, A adx; st dann
1gi<——<ip<n
ddp=d(}.df, ; rdx; A adx)
=yddfi, i oadx - adx
_dei,..,a,,/\d(dxa,’\""\dxip)=0>

da ja d(dx; A---Adx; )=0 ist, wie wir bereits weiter oben gesehen
haben.

Sei jetzt M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir nehmen
einmal an, wir hitten die Abbildung d: & (M)— F(M) bereits gefunden.
Wir zeigen zundchst, dal dann d lokal sein mul3, d.h. daB fiir zwei
Formen ¢ und ¢ auf M, die iiber einer offenen Teilmenge U von M
iibereinstimmen, auch d¢|y=dy|; ist. Dazu geniigt es offenbar, dg|;=0
zu zeigen, falls @j;=0 ist. Sei xeU; es gibt eine Umgebung ' von x
mit V< U und eine differenzierbare Funktion A auf M, die auf V ver-
schwindet und auBerhalb von U identisch Eins ist. Wenn ¢|,=0 ist,
ist dann insbesondere @=~h¢, woraus nach (2) do=dhAp+hde
folgt. Wegen ¢|y=0 und h|y=0 mull daher auch dely=0 sein, und
weil IV eine Umgebung von x und xeU beliebig war, mufi de¢|,=0
sein.

Aus d: F(M)— F(M) konnen wir jetzt eine Abbildung dy: F(U)- F(U)
fiir jede offene Teilmenge U ven M konstruieren: Ist e F(U), so gibt
eszujedem xe U eine Umgebung V, mit ¥, < U und eine Form ¢, € (M)
mit @ Jy_=@ly,. Man nechme etwa eine Umgebung ¥, von x mit ¥, U
und bilde die Differentialform h¢, wo h eine ¥*-Funktion auf M mit
supp(h)c U und Aj¥,=1 ist. he ist auf U definiert und verschwindet
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auf einer Umgebung des Randes von U. Wir kdnnen daher h¢ auBer-
halb U trivial fortsetzen und erhalten so ¢,. Die Form d@,,y, hingt
dann nicht von der speziellen Wahl von @, ab, wie wir gerade gesehen
haben, und da d lokal ist, ist fir x, yeU auch d@,lv v, =d@,ly, v,
so dal} durch

(qu)”\’,‘::(d(ﬁxNVx‘ xeU,

eine wohldefinierte Differentialform dype&(U) bestimmt ist. Man
priift leicht nach, dall d, die Bedingungen (0) bis (4) erfiillt, da d sie er-
fiilllt. Aullerdem ergibt sich aus der Definition von dy; fir eine Differen-
tialform e & (M) sofort

12.3 dy(yly =¥y .

Ist jetzt speziell U eine offene Teilmenge von M. mit Koordinaten
Xi5...,X,, SO ist nach dem ersten Teil unseres Beweises d,; eindeutig
durch 12.2 festgelegt. Durch 12.3 ist damit auch d eindeutig bestimmt,
wenn wir U alle Karten eines ¢“-Atlas fir M durchlaufen lassen.

Definieren wir umgekehrt d:§F(M)— F(M) durch 12.3, wo wir U die
Karten eines ¥ *-Atlas durchlaufen lassen und d;, nach 12.2 definieren,
so erfillt d offenbar (0) bis (4), falls wir zeigen kénnen, dall d iiberhaupt
wohldefiniert ist. Seien U und V dazu zwei offene Teilmengen von M
mit Koordinaten x,.....x, bzw. y,....y,. Uber UV haben wir dann
Koordinaten x,,...,x, und auch y,,....v,. Mit Hilfe von beiden kén-
nen wir d:F(U n VY- FU n ¥V} nach 12.2 bilden, und beide Abbildun-
gen missen wegen der Eindeutigkeitsaussage des Satzes {die ja bereits
bewiesen ist!) iibereinstimmen. Das bedeutet aber gerade dy(¥|y)lunv
=dy(|y)N.y fir YeFM). womit gezeigt ist, daB d durch 12.3 wohl-
definiert ist. B

Die Abbildung d nennen wir die duflere Ableitung. Sind M und N
zwel Mannigfaltigkeiten und ist F:M—N ceine differenzierbare Abbil-
dung, so konnen wir die Abbildungen doF*:JF(N)—F(M) und
F*od: F(N)—%(M) bilden und miteinander vergleichen. Es stellt sich
heraus, daB sie iibereinstimmen, d.h., daf3 der folgende Satz gilt:

12.4 Satz: d:§—F ist ein Morphismus von Funkioren.

Beweis: Der Satz besagt, daB fiir eine differenzierbare Abbildung
F:M—N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten stets F*od=doF* gilt,
d.h., daB fir jede Form ¢@e&(N) F*(de)=d(F*¢) ist. Fir M und N
gibt es ¥ ™-Atlanten, so dal jede Karte von M durch F in eine Karte
von N hinein abgebildet wird. Ist etwa U so eine Karte von M mit

G HTR Halmanm Poomasian
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F(U)= V, wo V eine von N ist, so bezeichnen wir die Abbildung F|U—V
einmal mit F. Dann ist nach den Definitionen von F und d

F*(do)|y = F*(d(el))
und

d(F* )|y =d(F*(ply)) .

Da es geniigt, F*(do)ly,=d(F*)|; fur alle Karten U von M zu zeigen,
konnen wir uns auf den Fall beschrianken, da M und N Gebiete im
R™ bzw. R" sind. Weiter kdnnen wir annehmen, dal ¢ homogen vom
Grade p ist, und wegen der R-Linearitit von d und F* diirfen wir sogar
@=gdy;, A--- Andy; annehmen, wo y,,....y, Koordinaten fir N sind.
Insbesondere 140t sich also ¢ in der Form

o=y rdf

schreiben mit fe&(N) und yeF,_,(N). Nehmen wir einmal an, wir
hitten fir 0-Formen und (p—1)-Formen @ bereits F*({dw)=d(F*w)
gezeigt. Dann gilt fiir unser ¢ wegen dod=0
d(F*@)=d(F*(y ndf))=d(F*y A F*(d )
=d(F* yAd(F*f))=d(F*y)nd(F*[)
=F*dy) A F*df)=F*d rdf)=F*(de).
Wir konnen unsere Behauptung also durch Induktion iiber p beweisen

und miissen nur noch den Induktionsanfang untersuchen, nimlich den
Fall p=0. Fir fe&%(N) und XeI'(M,D M) ist an der Stelle xe M

(do F*(/NX) = X,(F* )= (D F (X)) =d [/ (D F{X)
=(F*d/Y(X)=(F*ed(/HX).

Also ist (doF*)(f)=(F*od)}{(f). 1

Ist f:M—RR eine differenzierbare Funktion auf der Mannigfaltigkeit
M, so konnen wir einmal untersuchen, in welcher Bezichung die beiden
Abbildungen df:DM-R und D/:DM-DR zueinander stehen.
Es zeigt sich, daBB d f durch D/ eindeutig bestimmt ist und umgekehrt,
und zwar gilt fir xeM und X, e®d M

d
'Dxf(Xx):df(Xx).(ﬂ s
S (x)

wenn ! die Koordinatenfunktion von R ist, oder, was dasselbe ist,

D/ X0~ (S04 G
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Der Beweis ist einfach; fiir he4™(IR) gilt nimiich

dh .
(D S XN =Xhof) = 7| Xi(f)
fix)
d a )
= — / df(X h,
(X‘(‘”d/m)“) ( (X))

also 1st D, [(X,)= d/{X) . (Man beachte dabei, dall €/ (R)

dt f{x}
nach Satz 7.7 aus den Keimen der globalen Funktionen he®™(R)

besteht und dal} es deshalb geniigt, (D, _f(Xx))(h):(d./'(xx)_q >(h]
fiir diese h zu zeigen!) Hreo

d

Zum SchluB wollen wir noch eine Formel fiir die Berechnung der
duBeren Ableitung angeben, die oft recht niitzlich ist:

125 Satz: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, @&, (M)
und X,,..., X, e (M, DM). Dann gilt
do(X.....X )

e
Z D XX Koo X )

Y (=)o Xu XL Xy X X X o),

l<]

wobei das ~ iiber einem Symbol wie iiblich bedeutet, daff das berreffende
Symbol forizulassen ist.

Beweis: Wir beschrianken uns auf den Fall, daff M ein Gebiet im
R" mit Koordinaten x,...... x, ist und daB ¢=fdx; A Adx, ist
Aus diesem Spezialfall folgert man dann leicht den allgemeinen Fall.
Jetzt gilt

do(X.... X o )=df Adx; A Adx (X, XL y)
:-:L Z sign(m)d {( nm)dxa "\dv"p(xai3>»"'~f\,n{p+!))

¥

C MES
p+l X .
= Y (=1 X()dx A adx (XS Xiv o Xoot)
[
p+1i .
= V(=) X (@ X K X )
i=1
pt1

— Y (=1 XX A Adx X K X))

Q*
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Die Richtigkeit des dritten Gleichheitszeichens iiberlegt man sich dabei
folgendermaBen: Fiir festes / gibt es p! Permutationen ne%,,, mit
n{1)=1/, und fir jede dieser Permutationen ist

sign(m)dx, A AdX (Xpayeee o Xnps 1))
=(=1)"tdx, A Adx (X X X ) S
weil sign(n ~—(—1)‘“Slgn( ) ist, wo 7’ die Permutation aus ¢ ist, die

das p-Tupel (1,....7,....p+1) zu (m(2),....n(p+1)) permutiert.
Andererseits ist

S (=1t e([X, j],Xl,...,Xi,...,)‘(j,...,XM1)

i<j
=Y (—1fdx A Aadx (XL X XL X)L X )
i<j
=Y (—0f Y sign(@dxy ) (Xy) - daggo ([ X XD - dxg (X )
P<j nes,
=Y (—=1)'f ¥ sign(mdx, (X)) ... Xidx, - (X)) ... dx (X, )
i<y neS
=Y (=1 Y sign(m)dx, (X)) .. Xj(dxgg- (X)) - dXey (X4 )
i<j ney
= Z —1)if Z sign{m)dx,;,(X;). Xi(dx,[(j_”(Xj))_..dx,[(m(XpH)
i<j meSp
+ Y (=1f ¥ sign(mdag ) (X)) o X (dXe (X)) doxg (X))
i<j nEY,
p+1 ! ) N
=Y (—1)']‘Xi( > Sign(n)dx,,m(Xl)...d,tn[p,(XMl))
i=1 Tedp
ptl

=— 2 DXy A Adg (X X X 1)

Hierin ergibt sich das dritte Gleichheitszeichen daraus, dal3
Ao (DX XD = [X X (- 1)
:)(i(X( Xngj—- 1;)) (X(’Cm W)
= Xi(dxng - (X)) — X;(doxg 1) (X0)
gilt. Fiir das néichste Gleichheitszeichen ersetze man in der zweiten Summe
jede Permutation ne¥, durch mor;;_,, wobei r;; , die folgende
Permutation aus %, ist:
v, falls v<i oder v>j—1,
Ty, -1v)i=< j—1, falls v=i,
v—1, falls i<v<j—1.

Dann folgt der Vorzeichenwechsel aus signr, ; ;= —(—1y"1



§ 13: Das Lemma von Poincaré und die de-Rham-Cohomologie

Wir haben im letzten Paragraphen geschen, dal3 sich die dullere Ab-
leitung als Morphismus von Funktoren d:&—§ auffassen la6t. Ist M
eine feste differenzierbare Mannigfaltigkeit, so kénnen wir insbesondere
d aufl die Garbe & beschriinken: d: &—y& 1st dann ein Garbenho-
momorphismus, wenn wir & als Garbe von R-Vektorriumen betrach-
ten. (d ist kein Algebramorphismusi) Wegen d(§)< ¥, ., konnen wir
die Sequenz

0_,1]3_1’_,;;0_1_.“__‘?_,;;2__,... (Rh)

bilden. (Wir haben wieder &, anstelle von % geschrieben, da wir die
Mannigfaltigkeit M im Augenblick als fest betrachten.) R ist dabei die
bereits in § 11 eingefihrte Garbe der lokal-konstanten reellwertigen
Funktionen auf M, und j ist die natiirliche Einbettung (jede lokal-kon-
stante Funktion ist differenzierbar!).

Die Sequenz (Rh) nennen wir die de-Rham-Sequenz. Wir wollen
zeigen, dab sie eine feine Aufldsung der Garbe R ist und daher zur Be-
rechnung der Cohomologicgruppen HP(M,R) dieren kann. Dazu
miissen wir nur noch nachweisen, dall die de-Rham-Sequenz exakt ist.
Wir werden dazu sogar eine stiirkere Aussage beweisen, nimilich das
Poincarésche Lemma.

13.1 Definition: M sei eine differenzierbare Mannigjaltigkeit. Dann
heifsit eine Differentialform @€ §,(M) geschlossen, wenn dp=0 Ist.
@ heifit exakt (oder integrabel ), wenn es eine Differentialform e §,_ (M)
mit diy= gibt (bzw. wenn @ eine lokal-konstante Funktion ist im Falle
p=0).

Wegen ded=0 ist sicher jede exakte Differentialform geschlossen.
Unsere Aufgabe besteht nun darin zu untersuchen, unter welchen Be-
dingungen auch die Umkehrung richtig ist. DaB das nicht immer der
Fall ist, wollen wir an einem Beispiel zeigen:

Es sei M:=R?—{0}, und ¢ sei die folgende Pfaffsche Form auf M
(x,y seien Koordinaten):

(p L= S (.‘( d)" _,"' d 'Y) "
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Dann ist
dg=d —v~——1 {(xdy—ydx) + ———-—~1 d(xdy—ydx
; 3 )’2 AAXAY—yas 3 3 yz (v y—=)y )

2
gy s (xdx+ydy)a(xdy—ypdx) + xi dxndy

2
S dx Ady=0,
+y

@ 1st also geschlossen.

Falls es eine Funktion fe¥,(M) mit df=¢ gibt, so bilden wir die
Funktion ¢g:R—R, definiert durch g{f):= f(cost, sint). (Wir betrach-
ten also f auf dem Rand des Einheitskreises im IR2.) g ist dann insheson-
dere periodisch mit der Periode 27, nimmt also auf R lokale Maxi-
ma an und hat folglich eine Ableitung ¢, die irgendwo verschwindet.
Andererseits ist aber

~ -

, ¢ ) . ¢ .
g)=— —,&[ (cost, sing)sint + —:f‘ (cost, sinf)cos!
ox ay

sin? ¢ cos?t
- =1,

cos?r+sin®t = cos?t+sin’t

womit gezeigt ist, daB es kein f mit d f = ¢ geben kann.

Wir werden weiter unten schen, daB das Hindernis fiir die Exaktheit
der Differentialform ¢ in diesem Fall das Fehlen des Nullpunktes ist,
also eine geometrische Bedingung. ¢ 4Bt sich ja auch nicht in den Null-
punkt fortsetzen!

Im folgenden sei [:=[0,1] das abgeschlossene Einheitsintervall in IR.
Es hat Sinn, von ¥”-Funktionen auf / zu sprechen, wenn man in den
Endpunkien jeweils nur einseitige Ableitungen bildet. Entsprechendes
gilt fiir Funktionen und Differentialformen auf 7 x M, wo M eine be-
liebige Mannigfaltigkeit ist. Fiir tel bezeichne dann i: M-I xM die
kanonische Einbettung, definiert durch i{(x):=(t,x).

13.2 Lemma: M sei eine Mannigfaltigkeif. Dann gibt es fiir p=0 eine
R-lineare Abbildung K:§&, . (I x M)—»E (M), so daff dK + Kd=if—i}
ist.

Beweis: ! sei die Koordinatenfunktion auf I, und es sei X, := ﬁ%
aufgefalBt als Vektorfeld auf Ix M. Wie frither bezeichnen wir fur
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PEFy+1 (I x M) mit p*c die folgende p-Form auf I x M: Fiir Vektorfel-
der X,,.... X e/ x M, D(I x M)) soll

XX 1, X )= (X g, X o X))

sein. Fiir re[ ist jetzt i*(¢™°)e F (M), und als K¢ nehmen wir einfach

den , Mittelwert” dieser Formen iiber [. Genauer heif3t das, dafl wir fiir
X,.... X eT(M.DM)

Ko(X,,...,X )= j(: oy (X, ... X )d¢

p

setzen. Man priift leicht nach, daB K tatsichlich ein Element aus
& (M) ist: Dazu braucht man ja nur zu zeigen, dafl Ko:(I'(M,DM)P
—%*(M) alternierend und %™ (M)-multilinear ist. Fir #*¢*" ist das
sicher richtig, und die Integration iiber ¢ stért diesen Sachverhalt nicht.

Um besser weiterrechnen zu kénnen, wollen wir noch den Ausdruck
¥ @*(X..... X,) in ctwas anderer Form schreiben: X,...., X, koénnen
wir als Vektorfelder auf {/} x M auffassen, und zwar fur jedes tel:
setzen wir dann noch @, 1= @}y, S0 Ist

FO(X s X)) =0 Xo. X X))

P

Nach Satz 12.5 gilt dann fir X,,..., X, e[(M,DM)

+ Y (=0 e X [ X X 1 Xy X X ) dr
I<i<jgp+1 0
und .
(Kd@) (X .o X i) "(d (Xo XL Xy 0dr
1
=§ Xolo(X ... X 1 )dr
Q
1
p+1
2(—1)@ [Xo. X ] Xpooon Xo oo X0 p)dr
1
rtl
2 S VRARD S XD ¢ ST SRUND Gy I
0
1
+J Yo (1Yo X X )Xo Xy XL X d e
1gi<jep+1l

0



136 Differentialrechnung der Differentialformen

In den letzten Ausdriicken diirfen wir dic Summation mit der Inte-
gration vertauschen, und mit Hilfe von lokalen Koordinaten auf M
rechnet man leicht [Xg, X;]=0 fir i=1,...,p+1 aus. Ebenso zeigt
man, daB fir jedes ge @ (] x M) mit g, = goi,

1 H
Xi(jg,dt) =[(X,(g)de, i=1,...,p+1,
0 0

gilt. Nach diesen Bemerkungen koénnen wir jetzt (dK+Kd)p aus-

rechnen:
Fir X,,..., XPHEI"(M,DM) ist

(AK+Kd)g) (Xp0.o0s X 1)

1

= jXO(q»‘(Xl, Xy

0
1

:j é%((p‘(Xl,...,XpH))dl

0
=@ (X1 s Xpr )= @0l X5 s X i)
—(10) (X, X, )= (30) (X, oo X ).

Damit ist das Lemma 13.2 bewiesen. Zu bemerken ist lediglich noch, daB3
wir beim vorliegenden Beweis eigentlich nur den Fall p>1 beriicksich-
tigt haben. Im Fall p=0 kann man aber den Beweis genauso fiithren; er
vereinfacht sich dann sogar noch, da die Ausdriicke fur d¢ und dK ¢
einfacher werden. &

Wir kommen jetzt zu den Anwendungen von Lemma 13.2 und be-
nétigen dazu noch einige Definitionen:

13.3 Definition: Zwei differenzierbare Abbildungen f,g:M—->N zwi-
schen zwei Mannigfaltigkeiten heifien (6 -Yhomotop zueinander, wenn es
eine differenzierbare Abbildung F:IxM—N mit f=F = Foi, und
g=F = Foli, giht. Wir schreiben dann F:f~g.

M heifit kontrahierbar auf den Punkt xy,e M, wenn die Identitdt auf M
homotop zur konstanten Abbildung xo:M—-M mit x4(x):= x, fir
xeM ist.

Man sieht leicht, daB die ¥°-Homotopie eine Aquivalenzrelation auf
den differenzierbaren Abbildungen zwischen zwei festen Mannigfaltig-
keiten ist.
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134 Satz: f,g: M — N seien zwei zueinander homotope differenzierbare
Abbildungen. Dann ist fiir jede geschlossene Differentialform e (N)
g*o— [*@e§, (M) eine exakte Differentialform.

Beweis: Der Fall p==0 ist trivial, so daBB wir p>1 annehmen diirfen.
F: f~ g seieine ¥“-Homotopie zwischen fund g, K: §, , , (I xM)— § (M)
sei die nach Lemma 13.2 existierende Abbildung. Dann gilt fiir k= KoF*

dk+kd=dKF*+ KF*d=dKF*+ KdF*
=(dK+Kd)oF*=ifoF*—jioF*
=(Foi,)*—(Foig)*=g*~f*.
Da ¢ geschlossen ist — es ist also dg =0 — ist jetzt
(g* =" e=(dk+kd)p=dk{gp),
d.h. (g*—f*) ¢ ist eine exakte Differentialform. 1§
Der folgende Satz ist das sogenannte Poincaresche L‘emma:

13.5 Satz: Die differenzierbare Mannigfaltigkeit M sei kontrahierbar.
Dann ist jede geschlossene Differentialform @e g (M) exakt.

Beweis: M sei kontrahierbar auf den Punkt x, d. h., die Identitét I auf
M sei homotop zur konstanten Abbildung x,. Ist @€ &,(M) geschlossen,
so ist nach Satz 13.4 (I —x¥)¢ exakt. Im Falle p>0 ist aber x@ ¢ =0,
wihrend I} ¢ =¢ ist, so daB wir in diesem Fall fertig sind. Ist p=0, so
folgert man aus der lokalen Darstellung von d direkt, dal ¢ eine lokal-
konstante Funktion sein muB, wenn dg =0 sein soll. 1

13.6 Satz: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist die
de-Rham-Sequen:z
0_,1T{L,H}_"__+;§l _“,“L....

eine feine Auflosung der Garbe R iiber M.

Beweis: Zu zeigen ist nur noch die Exaktheit der Sequenz. Dall dod=0
ist, wissen wir bereits. Ist jetzt U eine offene Teilmenge von M und
@e §,(U) eine Differentialform auf U mit dp =0, also eine geschlossene
Differentialform, so miissen wir zeigen, daB es zu jedem xe U eine Um-
gebung U, in U gibt. so dai ¢l exakt ist. Da M lokal diffeomorph zu
einem Zahlenraum RR" ist, gibt es sicher zu jedem xeU eine kontra-
hierbare Umgebung U, in U. Da mit ¢ auch ¢|,;  geschlossen ist, ist @
nach Satz 13.5 exakt. 1§ ,

Da die de-Rham-Sequenz eine feine Aufldsung der Garbe R iiber
einer Mannigfaltigkeit M ist, kann sie nach § 11 zur Berechnung der
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Cohomologiegruppen H9(M,R) dienen. In diesem Falle, d.h. bei Ver-
wendung der de-Rham-Sequenz, spricht man auch von der de-Rham-
Cohomologie der Mannigfaltigkeit M. Da wir hier keine andere Cohomo-
logietheorie betrachten, lassen wir die Angabe der Koeffizientengarbe R
fort und schreiben einfach H9(M) anstelle von H3(M,RR). Es ist also
_Z2%(M)
T BIM)’
g-Formen auf M ist und B4(M) der der exakten, falls ¢>0 ist. Im Falle
g=0 ist H°(M)=Z°M) der Vektorraum der lokal-konstanten Funk-
tionen, also H®(M)=R(M).

Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so ist &, (M)=0 fir
g>n, also ist erst recht H¥{M)=0 fir g>n.

Ist M kontrahierbar, so ist sogar HI(M)=0 fir ¢>0, und fiir g=0
ist H°(M)=R. (Das ist nur eine andere Formulierung von Satz 13.5.)

f:M—N sei eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Mannig-
faltigkeiten. Da f*:{ (N)— &,(M) mit der duBeren Ableitung d kommu-
tiert, werden geschlossene und exakte Differentialformen durch f*
wieder auf geschlossene bzw. exakte Differentialformen abgebildet, d.h.,
es ist f*(ZYN))=Z%M) und f*(BY(N))<=BI(M). f* induziert also fur
g>0 eine R-lineare Abbildung HY(f):HYN)->H%M), und aus der
Funktoreigenschaft von &, folgert man leicht, daB auch H: 4>y~
ein kontravarianter Funktor ist.

Der folgende Satz besagt nun, dall wir H® auch als Funktor auf der
Kategorie der Homotopieklassen differenzierbarer Abbildungen auf-
fassen kénnen:

HY(M Z3(M) der R-Vektorraum der geschlossenen

13.7 Satz: f,g: M — N seien zwei zueinander €*-homotope differenzier-
bare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten. Dann ist fiir ¢>0

H3(f)=H4(g).

Beweis: Der Satz stellt lediglich eine andere Formulierung von Satz
13.4 dar: Fir @eZi(N) ist g*@—f*peBI(M). /* und g* induzieren
also dieselbe Abbildung von H3%(N) nach H(M). 1§
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Im vorigen Paragraphen haben wir algebraische Eigenschaften der
Differentialformen untersucht, die sich aus geometrischen Eigenschaften
der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeiten ergaben. In diesem Para-
graphen gehen wir nun in gewissem Sinne umgekehrt vor. Dabei werden
nicht nur Differentialformen eine Rolle spielen, sondern auch Vektor-
felder.

Wir beginnen mit dem anschaulichen Begriff der Integralkurve eines
Vektorfeldes auf einer Mannigfaltigkeit. Unter einer (glatten) Kurve auf
der Mannigfaltigkeit M versteht man eine differenzierbare Abbildung
w:(a,b)—M. wo (a,b) ein Intervall in R ist. Fiir te(a,b) ist

o Lfd

w(t) = (D, w) (a-t ’)
ein Vektor aus D,,, M. Wir bezeichnen ihn als Tangentenvektor an die
Kurve w im Punkte w(z). Sind etwa x,,...,x, lokale Koordinaten in

w(t), so schreiben wir w; == x,ow, i=1,...,n Dann driickt sich »{7) in
diesen Koordinaten so aus:

[

wm:i B

Py .
v OX; wit)

Es sei jetzt ein Vektorfeld X auf M vorgegeben. Eine Kurve wi(a,b)—M
nennen wir eine Integralkurve von X, wenn fiir alle re{a.b)

"‘"(T) = Xw(r}
gilt.
[st x ein fester Punkt aus M mit lokalen Koordinaten x,,...,x,. 50
koénnen wir X iiber eimer Umgebung U von x in der Form
" d . : ) .
X=3 i5r mit  fe¥*(U) schreiben, und eine Integralkurve
i=1 OX;

wi(a,b)—U von X mit w(t,)=x fiir ein 14e(a b) mull dem Differential-
gleichungssystem

dw,
dr

= filwy....owy)

mit der Anfangsbedingung
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geniigen. Dieses System ist aber stets 16sbar, und die Losung ist in einer
Umgebung von 1, eindeutig bestimmt, wie man aus der Theorie det ge-
wohnlichen Differentialgleichungen wei. Mit anderen Worten: Zu
einem gegebenen Vektorfeld gibt es durch jeden Punkt eine Integralkurve.
Wir konnen sogar lokale Koordinaten so finden, dal die Integralkurve
eine besonders einfache Form hat, falls das Vektorfeld nicht verschwindet:

14.1 Satz: M sei eine Mannigfaltigkeit, x ein Punkt aus M und X ein
Vektorfeld auf M mit X 0. Dann gibt es lokale Koordinaten x,...,x

0
fiir eine Umgebung U von x, so dafi X|U =~ﬁ—§-w ist.
Beweis: Da die Aussage lokal ist, dirfen wir 0.B.d.A. annehmen, daf
M=G eine Umgebung des Nullpunktes im R" mit Koordinaten
Yio-on ¥y 1st und daB x=0 ist. Wir suchen dann neue Koordinaten

a
Xisomos Xy, sodall X = — ist.

w !
S
yilo C¥alo
dem Austauschsatz von Steinitz ein Element durch X, ersetzen kénnen,

VX,

} ist eing Basis von D, G iiber R, in der wir nach

éd . . , . ,
etwa FT nach geeigneter Umnumerierung der Koordinaten. Ver-
0 ¥n |0 N
kleinern wir G unter Umstinden noch, so ist wegen der Stetigkeit der Ab-

bildung X:G—-D G auch {;ﬁm,...,—,—}i», X} eine Basis von I'(G, D G)
4 'n—l

iiber € (G). e
Fir y=(y, .., Ya_ DER* ! mit (yy,..., ¥, 1.0€G sel

W(v' B) : (ay9 by) - G

eine Integralkurve von X durch den Punkt (y,,...,y,.,,0). Aus der
Theorie der Differentialgleichungen weill man dann, daB w differenzier-
bar von y abhiingt und daf$ fiir hinreichend nahe bei O gelegene y die
w{y,J)} aul einem gemeinsamen Intervall (a,4) definiert sind, etwa fiir
yeU, wo U eine offene Umgebung von 0in R™"! ist. w:U x(a,b) > G
st also eine differenzierbare Abbildung. Insbesondere ist fir f=0
w{y,0)=(3,0), d. h,, fir w, == y,ow gilt

aw,
- LY - ij=1,...,n—1.
Ty, o~ o W=
. Ow e w ooodw, (0,0 ¢ ,
Auerdem ist ——"| =0, weil ja Xo= ) aw(0,0) — | linear un-
ar o | dr  cnifo
. 5 .
abhiangig von —| ,...,x ist. Daraus folgt nach Satz 5.4, dal}
¥y o Cla-11o
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w eine Umgebung von 0 in U x(a,b) diffeomorph auf einc Umgebung
von 0 in G abbildet, also 0.B.d.A. auf G. Insbesondere sind die Funk-

tionen x;=pow !, i=1,...,n neue Koordinaten fiir G, wobei

pi:R"—>R diec kanonische Projektion auf die i-te Komponente be-

-

. . 0 .
zeichnet. Wir miissen nur noch X = +-- nachweisen. Nach Konstruk-
.. dx
tion ist aber n
5} "odw(v,) ©
A PURD TR i B
‘xn wiy.t) i= 1 ‘yi wiy,t}

Was uns an einer Integralkurve zu einem gegebenen Vektorfeld in-
teressiert, ist oft nicht die Abbildung w, sondern deren Bild, das 1.allg.
ein¢ eindimensionale Untermannigfaltigkeit von M sein wird, eben das,
was man anschaulich als Kurve bezeichnet. Haben wir z. B. die Situation
des Satzes 14.1 vorliegen, so sind die Integralkurven von X genau die
eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten, die durch x,=const.,...,
X,.,=const. definiert werden. Diese sind dann aber - in dem eben er-
kliirten Sinne —auch Integralkurven fiir jedes Vektorfeld /' X, wo fe € (M)
eine nirgends verschwindende Funktion ist. Das fithrt zum Begriff der
Integralmannigfaltigkeit an ein Teilvektorraumbiindel B des Tangen-
tialbiindels D M einer Mannigfaltigkeit M. (D.h., B ist eine Unterman-
nigfaltigkeit von DM, so dal} fiir jedes xeM B, :=Bn D, M cin Unter-
vektorraum von D, M ist und B mit dieser linearen Struktur auf den
Fasern B, ein Vektorraumbiindel iiber M ist.)

14.2 Definition: M sei eine Mannigfaltigkeir und B ein Teilvektorraum-
biindel von D M. Dann versteht man unter einer Integralmannigfaltigheit
von B eine Untermannigfaltigheit N von M, so daff D,N<B, fiir alle
xeN ist, d.h., daf DN S Bl ist.

Dabei haben wir in unserer Definition DN mit Dj(DN)= DM |y iden-
tifiziert, wo j: N—M die Inklusionsabbildung ist, wie wir es auch frither
getan haben.

Besonders ist man natiirlich an moglichst hochdimensionalen Inte-
gralmannigfaltigkeit interessiert, woméglich so, dal DN == B} ist. Hat
B den Rang 1, so garantiert Satz 14.1 die Existenz einer eindimensionalen
Integralmannigfaltigkeit durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit M.
Unser Ziel st es, auch fiir héhere Dimensionen eine notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Existenz solcher lokalen Integralman-
nigfaltigkeiten anzugeben, deren Dimension gleich dem Rang des vor-
gegebenen Teilbiindels B ist. Doch zunichst noch ¢in Lemma:
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14.3 Lemma: G sei ein Gebiet im R" der Form G:Gx(a,b), wo G
ein Gebiet im R" ™' und (a,b) ein Intervall in R ist. Es seien q* Funktionen
hjke(gm(f}) gegeben, j, k =1,...,q<n. Danngibt es g* Funktionen bije%’m(f}),
i,j=1,...,q, die dem Differentialgleichungssystem

by
0x

geniigen, so daf} die Matrix B(x)=(b;;(x)) fiir alle xeG regulir ist.

q
+ ) bijhy =0
j=1

n

Beweis: Fir festes (x,,...,x,_;)€G betrachten wir das System ge-
wohnlicher linearer Differentialgleichungen

db, = 3
dxk+zlbjhjk=0, k=1,....q.

j=

Es hat g iiberall linear unabhingige Losungen (b,,....b,), i=1,....q,
die iiberdies von den Parametern x,,...,x,_; unendlich oft differen-
zierbar abhdngen. Diese b;; sind dann die gesuchten Funktionen. 1

@15--, Q4 € &1 (M) seien Pfaffsche Formen auf der Mannigfaltigkeit M.
Unter ihrem Annullator Ann(g,,...,¢,) verstehen wir die Menge aller
Vektorfelder auf M, auf denen die ¢, verschwinden, also

5.

Ann((pl"“’(pq): ker(wi)*

1

n

t

wenn wir die ¢; als lineare Abbildungen von I'(M,D M) nach ¢*(M)
auffassen.
Mit §,_ (M) A(@y,...,0,) bezeichnen wir die Menge derjenigen p-
q
Formen auf M, die sichals ) ; A ¢; mit ;€ &,— (M) schreiben lassen.
i=1
Wenn wir im folgenden sagen, daB die Pfaffschen Formen ¢,...,¢,
linear unabhingig sind, meinen wir damit, daB fiir jedes xeM die
@1 x»---»Pq., linear unabhingig iiber R sind.

144 Lemma: ¢,,...,q, seien linear unabhiingige Pfaffsche Formen
auf der Mannigfaltigkeit M, und es sei Ye§,(M). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent :

(1) YAQ A AQ=0.
(2) Zu jedem xeM gibt es eine Umgebung U, so dafy
w‘Uegp—l(U)/\((101|U""7()0q'l})

ist.
(3) Y(Ann(gy.....0,)F)=0.
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Beweis: (1) = (2): U sei eine Umgebung von x in M, so dal} sich
{@1lus-- 9,1y} zu einer Basis von &, (U) iliber ¥*(U) ergiinzen laf3t,
etwa {¢,...,0,}. (Der Einfachheit halber lassen wir im folgenden
das ,|* fort.) Dann koénnen wir ¢ iiber U in der Form

Y= Z ./i,...i,,(Pil/\"'/\(Pip

1<ip<---<ip<n

mit f; ; €6*(U) schreiben. Folglich ist

0=yYngin-ne,= Z S i@ A APUAPLA APy

I<iy<:-<ip<n

= Z fi,...i,,(Pi,/\'"/\(Pip/\‘!’1/\"'/\‘/’q-

g<iy<---<ip<n
Dann muB aber fir g<ij<---<i<n f,.; =0 sein, was gerade

YeF,-1(U)A(e,...,p,) bedeutet.
(2) = (3): Esseien Xi,...,X,eAnn(¢,,...,@,), und iiber der Umgebung

q
UvonxinMsei ¢y= ) Y;nq@ mit y;eF,_,(U). Es geniigt zu zeigen,

i=1
daB y(X,,...,X,) liber U verschwindet. Dort ist aber
q
WXy X) = S Y S @K Xa— 1) 05X ) =0,
(p_i) i=1 ne%

daja @i(Xy,,)=0 ist fir alle i=1,...,q und alle ne¥,.

(3) = (1): Es geniigt zu zeigen, dal} jeder Punkt xeM eine Umgebung
U besitzt, iiber der Y Ay A -+ A @, verschwindet. Dazu wihlen wir U
wieder wie im ersten Teil unseres Beweises und ergéinzen iiber U die ¢,
zu einer Basis {¢,,...,@,} von &, (U) iber €*(U). {X,...,X,} sei dazu
die Dualbasis von I'(U,DM). Dann ist A @, A--- A @, genau dann
von Null verschieden, wenn es Zahlen iy,...,i,., zwischen 1 und n
gibt, so daB Yy A @ A A@g(X,.., X, )¥0 ist. Das kann nur dann
der Fall sein, wenn unter den Xipe s Xi 1y alle X,,...,X, vorkommen,
was notwendig zur Folge hat, dal dann die restlichen X; von X,,..., X,
verschieden sein miissen. Insbesondere liegen sie dann im Kern der ¢,
fir i=1,...,q, also nach Definition in Ann(g;,...,¢,). Durch Umord-

nung der Argumente kénnen wir also aus Y A @, A--- A, *0 folgern,

daly
YAQ A /\(pq(Xil,‘..,Xip,Xl,...,Xq)#:O
ist. Es ist aber
YAQA - /\(pq(Xil,...,Xip,Xl,...,Xq):W(Xil,...,X ),

ip

und W(Xil,...,Xip) verschwindet, da ja die Vektorfelder Xipn Xi)

nach dem oben Gesagten in Ann(g,...,¢,) liegen. Die Annahme
YA@ A A, #0 fiihrt also zum Widerspruch. 8
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14.5 Definition: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
@1re s 04 € 1 (M) linear unabhiingige Pfaffsche Formen. Dann heifit das
System {@y,...,@,} vollstindiq integrabel, wenn es zu jedem xeM eine
Umgebung U und Koordinaten x,,...,x, fiir U gibt, so daf} tiber U

= i:l fiydx;
mit f,e € (U) gilt "
Betrachten wir in dieser Definition einmal den Spezialfall ¢=1. Dann
konnen wir dx, = }—q), schreiben. Die Funktion ;F ist als Eulerscher

Multiplikator bekannt, der aus der Form ¢, die exakte Form = @y

!
macht. Der folgende Satz von Frobenius ist eine Verallgemeinerung des
Kriteriums fiir die Existenz solcher Eulerscher Multiplikatoren, das in
der Theorie der Differentialgleichungen im Falle n=2 verwendet wird.

14.6 Satz: o,,...,@, seien linear unabhingige Pfaffsche Formen auf
der Mannigfaltigkeit M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) dg; Ay A A =0 fiir i=1,....q.
(2) Jeder Punkt xeM besitzt eine Umgebung U, so daf iiber U
dp,e & (U)A (@, ..., 0,) ist fir i=1,...,q
(3) {@1,..- 04} ist vollstindig integrabel.

Beweis: Dic Aquivalenz von (1) und (2) ist eine einfache Folgerung
aus Lemma 14.4, und (3) = (1) ist trivial, so dafl wir nur noch (2) = (3)
zu zeigen brauchen. Es sei dabei # die Dimension von M, und wir setzen
r:=n-—gq. Den Beweis fithren wir jetzt durch Induktion iber r. Fiir r=0
ist dic Aussage trivial, da dann jedes Koordinatensystem die in De-
finition 14.5 genannte Bedingung erfiillt. Nehmen wir also an, wir hitten
den Satz bereits fur r bewiesen, und leiten wir daraus seine Giiltigkeit fiir
r+1 her. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, diirfen wir 0.B.d.A.
die folgenden vercinfachenden Annahmen machen: Es ist M=G ein
Gebiet im IR", und der Punkt x, in dessen Umgebung wir neue Koordi-
naten suchen, ist der Nullpunkt. Die ¢, lassen sich zu einer Basis ¢4, ..., ¢,
von ,(G) tiber %™ (G) erganzen, und es gilt iiber ganz G

q
d%:Zd’ij’\q’j fuir i=1,...,q
j=t
mit \I/ijeigl(é)‘

{Xy,..., X, seidie Dualbasis zu {¢,,...,¢,}. Wegen g<n ist dann
insbesondere ¢;(X,)=0 fir i=1,...,¢q. Nach Satz 14.1 kdnnen wir
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— eventuell nach geeigneter Verkleinerung — G in der Form G =G x (a,b)

schreiben, wo G ein Gebiet im R" ' mit Koordinaten x,,...,x,_, ist

und (a,b) ein Intervall in R mit der Koordinate x,, so dall X, = FI%

Xy

ist. ¢;(X,)=0 fir i=1,...,¢q bedeutet dann gerade, dafl in diesen
¢; dx, nicht mehr vorkommt.

Wir zerlegen jetzt die y;; in einen Bestandteil, in dem dx, nicht vor-
kommt, und in einen mit dx,:

Vij=zij+hidx,.  1;€€*G)dxy, .. dx, ), h,e€*(G).
Das Differentialgleichungssystem
Chy; q N
ij+ Zb‘kth—O l,_]:],”"q

tn

hat nach Lemma 14.3 Lésungen b; e%“"(é), so daB (b;;(x)) fur alle xeG
eine reguldre Matrix ist. Damit gl]t dann

0 0
(db,,+ Z b,kl//kj) (ax ) = Sb” + Z tk'//kj (0; )

oh;;
= “,‘iJ + Z bikhkao,
k=1

oXx,

q
d.h,, in den Pfaffschen Formen db;;+ Y b ¥,; kommt dx, nicht vor.
: K=1

Wir definieren jetzt
q .
Y= ) by, i=1,...4,
i=1

und bemerken, dal mit ¢,,....¢, auch die y,,....y, lincar unab-
hingig sind, da ja fur alle xeG die Matrix (bi;(x)) reguldr ist. Insbe-
sondere spannen die y; denselben %*(G)-Untermodul von &,(G) auf
wie die ¢;, und es geniigt daher, die vollstindige Integabilitit des Systems
¥y...., b, zu zeigen. Dazu liberzeugen wir uns zunichst, daB die ¥;
wieder der Bedingung (2) geniigen:

q q
i=1 1
q q
= -21 (dbij+ Z by wkj)/\ ®;»
j= g

d-h. dye5(GVA (@1 @)= FI(G) AWy, . ¥y).

14 TITL TIitemiemsn T iiaanaaal oo
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q
Dabei kommt dx, weder in den ¢; noch in den db;;+ Y b,y vor,
k=1

d.h., auch in den dy, und den ; tritt es nicht auf, was nichts anderes be-
deutet, als dall die ; iiberhaupt nicht von x, abhingen. Es ist also
Y =p*x;, wo die ,€&,(G) sind und p:G—G die natiirliche Projektion
ist, und das System {y,,...,,} erfiillt ebenfalls die Bedingung (2). Nach
Induktionsvoraussetzung ist daher {Xi>---» x4} vollstindig integrabel,
d.h., es gibt fiir G Koordinaten y,,...,y,_; mit

q
X.i= Z j;]d.}‘_p i:1,<..,q,
i=1
wo die f;;e%*(() sind. Setzen wir jetzt noch y, = x,, sosind y;,...,y,
die gesuchten Koordinaten fiir G, denn es gilt dann

q q
Yi=p* = .le*(fi,-)p* dy;= .21 gydyp,  i=1...q,
j= i=

wenn wir g;; = p*(f;) setzen und y,,...,y, im letzten Ausdruck als
Koordinaten auf G auffassen. Al

Sei jetzt M eine Mannigfaltigkeit und B ein Teilvektorraumbiindel von
D M. Fiir jede offene Teilmenge U von M konnen wir

S(U) := {9 & (U): 9(Bly) =0}
bilden. S(U) ist ein ¥*(U)-Untermodul von §,(U), und die S(U)
bilden eine Untergarbe € von §,, wenn wir U alle offenen Teilmengen
von M durchlaufen lassen. Diese Garbe bezeichnen wir mit nn(B)
und nennen sie die Annullatorgarbe oder auch einfach den Annullator
des Vektorraumbiindels B.

Das Teilbiindel B von M nennt man involutiv, wenn mit X, YeI'(M, B)
auch [X,Y]eIl'(M, B) ist. Ist U eine offene Teilmenge von M und xe U,
so gibt es zu zwei Vektorfeldern X,YeI(U,B) stets Vektorfelder
X, f’eF(M, B), die iiber einer Umgebung V von x mit X bzw. Y liberein-
stimmen. Uber V gilt dann auch [X,Y]|v=[X,Y]|y, und wenn B
involutiv ist, ist also [X,Y]|ye[(V,B). Da xeU belicbig war, gilt auch
[X,Y]e[(U,B). Mit B ist also auch das Biindel B, involutiv. (Diese
Eigenschaft involutiver Teilbiindel ist charakteristisch fiir den differen-
zierbaren Fall. Bei analytischen Mannigfaltigkeiten wird die Aussage
i.allg. falsch. Das liegt daran, daB es dort nicht zu jedem Schnitt iiber U
einen globalen Schnitt gibt, der auf einer Umgebung eines vorgegebenen
Punktes aus U mit dem gegebenen Schnitt tibereinstimmt. Um den fol-
genden Satz auch in diesem Falle beweisen zu kdénnen, mul3 man ver-
langen, daB fur alle offenen U< M das Biindel B|,; involutiv ist.)



§ 14. Der Satz von Frobenius 147

Nun koénnen wir das am Anfang dieses Paragraphen erwihnte Kri-
terium fiir die Existenz von Integralmannigfaltigkeiten angeben:

14.7 Satz: M sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und B ein Teil-
vektorraumbiindel von DM vom Rang r. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) B ist involutiv.
(2) Ann(B) ist vollstindig integrabel, d.h., jeder Punkt xeM besitzt eine
Umgebung U mit Koordinaten y, ..., y,, so daf}

(Ann(B)(U) =B (U)(d, s .. A7)
ist.
(3) Jeder Punkt xeM besitzt eine Umgebung U mit Koordinaten
Viseony Voo SO daf die r-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten von U, die
durch y .,=const,...,y,=const. definiert sind, Integralmannigfaltig-
keiten von B sind.
(4) Durch jeden Punkt xeM geht eine r-dimensionale Integralmannig-
faltigkeit von B.

Beweis: (1)=(2): Zu xeM gibt es eine Umgebung U, so daB I'(U, B)
iiber ¢ (U) von r linear unabhingigen Vektorfeldern X, ..., X, auf-
gespannt wird, die sich zu einer Basis {X,.... X} von ['(U, DM) er-
ginzen lassen. Ist dann [¢,....,@,} die zugehdrige Dualbasis von
F.(U), so ist genau (Wnn(B)(U)=F“(U)(@,4..... ¢,). Sind jetzt X

und Yaus (U, B), soist auch [X, Y]el'(U,B). Daher ist fir i=r+1,...,n

dei(X, Y)=X(o:(Y))— Y{e:)(X)) - o:i([X. Y])=0,

und nach Lemma 14.4 ist

doag, A Apy=0, i=r+1,..,n,

weil ja nach Konstruktion I'(U, B)=¥nn(gp,,,..... @,) 1ist. Nach Satz
14.6 ist also {¢,,,..., ¢,} vollstindig integrabel, was gleichbedeutend
mit (2) ist.

(2y=(3): U und y,,...,y, seien wie in (2), und es sei N eine durch
V4 =const, ..., y,=const. definierte Untermannigfaltigkeit von U. Ist
xeN, so ist fir X, e®N dy, (X)=-=dy,(X,)=0, d.h, es ist
X,eB,. N ist also eine Integralmannigfaltigkeit von B.

(3) = (4): trivial.

4= (1): N sei eine r-dimensionale Integralmannigfaltigkeit von B
durch xe M. Aus Dimensionsgriinden ist DN = B|y. Sind jetzt X und Y
aus ['(M,B), so sind X|y und Yl aus [(N, TN). Man iiberlegt sich
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leicht, daB [X,Y]|y=[XIxYIn] ist, woraus [X,Y]{yel(N,DN)
folgt, also insbesondere [X,Y],eD,N=B, Da wir so fir jedes xeM
verfahren konnen, mul [X,Y]el'(M,B) sein. 1

Satz 14.7 zeigt — durch (2) und (3) - insbesondere, dall die Integral-
mannigfaltigkeiten maximaler Dimension bei einem involutiven Biindel
B lokal stets eindeutig bestimmt sind, d.h., zwei solche Integralmannig-
faltigkeiten, die einen Punkt gemeinsam haben, stimmen in einer Um-
gebung dieses Punktes iiberein.

Als Anwendung des Satzes von Frobenius (Satz 14.6) bzw. des Satzes
14.7 wollen wir eine Aussage iiber Systeme partieller Differentialgleichun-
gen erster Ordnung beweisen. Und zwar soll das folgende Problem unter-
sucht werden:

U und V seien offene Mengen im R™ bzw. IR”, und Fle%™“(U x V)
seien vorgegebene Funktionen fur j=1,...,n;i=1,...,m. x,,..., X, und
Pis---» Y, seien Koordinaten fir U bzw. V. Wir stellen das System par-
tieller Differentialgleichungen

(%) %: Fi(x,f(x), Jj=1,...,n; i=1,....m,
auf (mit x:=(x,,...,x.), f:= (f1,..../,)) Wir kdnnen uns jetzt fragen,

ob (#) eine Lésung mlt vorgegcbener Anfangsbedingung f(xy)=y, be-
sitzt, {xq,vo)eU x ¥V, d.h., ob es iiber einer Umgebung von x, in U
¢*-Funktionen f,,...,f, gibt, so da} [ :=(f,,...,/,) diese Umgebung
von x, nach 1 abbildet und () mit f(x,)=y, erfullt ist.

Nehmen wir einmal an, es giabe so eine Losung, die der Einfachheit
halber auf ganz U definiert sei. Dann kénnen wir die ¥*-Einbettung
g:U—U x V betrachten, die durch g(x):= (x, f(x)) definiertist. M :=g(U)
ist dann e¢ine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von U x ¥, und man
rechnet leicht aus, dal D ,,M als Unterraum von D, (¢, (U x V)
durch die m Tangentialvektoren
+ 3 s _ﬁ_c; ,  i=1,...,m,

CXilx,tix)y j=1 ox; CYi |, f00)

~

aufgespannt wird. Da f der Gleichung (%) geniigt, heifit das gerade, dal}
M eine Integralmannigfaltigkeit des Teilbiindels B von D(U x V) ist,

o A

¢ .
das von den Vektorfeldern 5— + Z 17;— i=1,...,m, aufgespannt

wird.
Sei jetzt umgekehrt M einc Integralmannigfaltigkeit dieses Biindels B
mit dimM=m und (x4,y,)eM. p:UxV-U sei die natiirliche Pro-
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jektion. Fiir (x,y)e M ‘wird dann D,, ,,M aufgespannt von den m Vek-

é ul é , .
toren F Z ng-_ , i=1,...,m. Wenden wir darauf D, ,p
ifixyy j=1 Vi (x.y}

an, so erhalten wir

5‘ i G 0
D P + 5 Fl— = i=1,...,m.
(x,¥) i By L] » »
x xy) j=1 a)fj (x.y) CXi |x

PP Dy M- D, (U) ist also ein Isomorphismus, und p{M—U ist
damit ein Diffeomorphismus in der Umgebung jedes Punktes {x,y)e M.
g: U'-U xV sei die Umkehrabbildung von p{M—U aufeiner Um-
gebung U’ von x,. Dann hat g die Form g¢(x)=(x f(x)) wo fU -V
eine geeignete ¥“-Abbildung ist, die wir als f=(f,,.... f,) mit ;e €*(U")
schreiben kénnen. Diese Funktionen f erfiillen dann {*), denn fir xelU’
muB

é

Loof, @
ax;

ooiy =1 0x; 0Y;

i n o
D‘ ] c. | —
I <ax ) fgl ’ (5)“1 (x.ﬂx»)

sein, und wegen der linearen Unabhéangigkeit der Vektoren

(xF)
n Fk 8

iE
(x.fixy k=1 0 0¥

il 0 d ¢
‘5"“ 4 eees A N —_}*’—‘ soeee 2T
X1 et OXpm e f(x)) OX1 lix.ttx)) Oa |x,fa0
mull ¢;=4¢;; sein, d.h., es muf} iiber U’
cf. Lo
7= = Fi(x, f(x))
dx;
gelten.

Damit haben wir folgendes gezeigt: (+) besitzt in der Umgebung eines
Punktes x,eU eine Losung f mit f(x,)=y,eV genau dann, wenn es zu
dem von
¢ o0 ¢

+ Y Fi

oxy = oy

aufgespannten Teilbiindel B von D(U x V) eine m-dimensionale
Integralmannigfaltigkeit durch (x,, y,) gibt. Nach Satz 14.7 existiert also
zu jeder Anfangsbedingung f(xq)=yq, (Xe.¥o)eU x V. eine Losung
genau dann, wenn dieses Biindel B involutiv ist.
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Untersuchen wir also, wann B involutiv ist: Dazu geniigt es, die Lie-
Produkte der oben angegebenen n Vektorfelder untereinander zu unter-
suchen. Man rechnet auf Grund der Gleichungen

¢ ¢ Jd & é ¢
— x—|=| 5=, = |=| 2= 5 | =0
ax; Ox; 0x;” 0y Sy Oy

1‘».1‘:19‘-‘1’"; k,hZL...JI,

ALh A h n Yy h A ph jal
= [eFy COF L3 FjaF" Fi CF; ¢
- S Rl v

WTI\CX 0 S\ ayy cyi)) ey

Dieses Vektorfeld kann offenbar nur dann eine Linearkombination der
0 0 . .
Vektorfelder —— + Z Fi—— 3 ,i==1,...,m, sein, wenn siamtliche Koeffi-
x, ;
i j=1 Fi
zienten verschwinden, d.h., wenn es das Nullfeld ist. Jedes von Null ver-

-

schiedene Vektorfeld in B enthilt niamlich die mit nicht identisch

A

Cx,
verschwindenden Koeffizienten, und das ist fiir das oben berechnete
Vektorfeld nicht der Fall.

Fassen wir unsere Uberlegungen zusammen, so erhalten wir den fol-
genden Satz, wobei die letzte Aussage aus der Bemerkung im Anschiufl
an Satz 14.7 folgt:

14.8 Satz: U und V seien offene Mengen im R™ bzw. R™ mit Koordinaten
Xysoery X BZW. Y1, ..., ¥, und es seien mn Funktionen Fie€*(U x V)
gegeben, i==1,... . m;j=1,..., n

Dann gibt es genau dann zu jedem Punkt (xo,v0)eU x V eine Losung
S=Uf1,....[,) des Gleichungssystems

—J‘(r) Flix,f(x), i=1,....m; j=1,..,n,

iiber einer Umgebung von xo mit f(xy)=y,, wenn die Fi der folgenden
Integrabilitiitsbedingung geniigen.

CFY  @8Fh " oFt cFY
et Y F - Fl =0
ax; 0xy 4 ay; Cy;

fir ik=1,....m;h=1,....n
Die Losungen sind lokal eindeutig bestimm.
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Die Ergebnisse der ersten drei Paragraphen dieses Kapitels wollen
wir nun — soweit das moglich ist — auf vektorwertige Differentialformen
iibertragen. Beginnen wir mit ihrer Definition (vergleiche § 4 und § 8):

15.1 Defimtmn M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
heifr i’y (M):=A (M, DM) der Modul der vektorwertigen Differential-

formen vom Grade p auf M. Auflerdem sei F(M):= @ ;‘;- (M).

Ist ferner F:M—N eine iiberall regulire Abbzldunq (siehe Definition
6.6) von M in eine weitere Mannigfaltigkeit qleuhm Dimension, so sei

"§ (F):=A,(DF) und entsprechend (F @ "§' (F). Statt ﬁp(F) bzw.
‘[i( ).schrezben wir auch F*. p0

Fiir den zweiten Teil der Definition sei noch emmal daran erinnert, daf}
DF ein strikter Vektorraumbiindelhomomorphismus (siehe §8) von
DM nach DN sein mul}, damit KP(DF) iiberhaupt definiert werden
kann. Deswegen haben wir hier die Regularitiat von F verlangt.

ff,, und § sind kontravariante Funktoren auf der Kategorie der regu-
liren Abbildungen zwischen gleichdimensionalen Mannigfaltigkeiten,
mit Werten in der Kategorie der reellen Vektorriume.

Im folgenden sei M eine feste Mannigfaltigkeit. Nach § 8 kénnen wir
dann ein GraBmann-Produkt zwischen Elementen aus (M) und F(M)
definieren. Ist ferner g eine Riemannsche Metrik auf M, so konnen wir
sie zu einer Abbildung A : (M) x fy(M)a{?(M) fortsetzen, die dhnliche
Eigenschaften wie das GraBmann-Produkt hat. Es gilt der folgende
Satz, der eine Anwendung der Ergebnisse von § 8 auf den Spezialfall ist,
dal} das betrachtete Vektorraumbiinde! das Tangentialbiindel 1st:

15.2 Satz: (M,g) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gelten
die folgenden Rechenregeln fiir die Produktbildung zwischen gewdhnlichen
und vektorwertigen Differentialformen sowie zwischen vektorwertigen Dif-
Jerentialformen untereinander:

(1) Die durch die Produkte definierten Abbildungen §(M)x F(M)—F(M),
F(M) » F(M)—FM) und F(M)x FM)- FM) sind%™(M)-bilinear.
(2) Fur @e§,(M) und ¢e'§ (M) ist

PAD=(—1)"DAgp.
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(3) Fiir de®, (M) und YeF (M) ist
PAY=(—1PPAD;
inshesondere ist fiir XeT(M,DM)=F,(M)
gX. V) =X A¥=g(¥.X)=¥rX.

(4) Ist F:M—N eine requlire Abbilduny zwischen gleichdimensionalen
Mannigfaltigkeiten, so gilt fiir @e§,(N) und ®eF,(N)

F¥on®)=(F*o)n (F*®);
ist F eine Isometrie, so gilt fiir ®e @D(N) und ‘Pefﬁ'q(N]
F¥*(@AY)=(F*®)A(F* V).

Uber die Darstellung vektorwertiger Differentialformen konnen wir
auch sofort einiges sagen: Sind x,....,x, Koordinaten fiir eine offene
Menge U von M, so kdnnen wir @€ (M) iiber U in der Form

Ply= Z Xinog= Z ¢ X,
i=1 i=1

t

schreiben, wo die X;eI'(U,DM) und die ¢,e,(U) sind. Speziell

konnen wir m=n und X, =—a~ wihlen. Dann sind die ¢, sogar ein-
. . 0x
deutig bestimmt.
Haben wir jetzt die Situation von Satz 15.2 vorliegen und Differen-
tialformen @, @;,y;eF(U) sowie Vektorfelder X;, Y,e (U, D M), so gilt

| :

=1
m k
(Z q)iXi) A ( Z ¥ Y})‘—‘ZH(XVYJ)(PM\%'
i=1 =1

ij

i

gk}

((0 A (Pi)Xi ’
T

1=
1=

(NP O

f
It

ﬁ"iXi) N p=

1

Als nichstes mochte man gerne eine Abbildung d:FM)—F(M)
definieren, die analoge Figenschaften wie die dullere Ableitung der ge-
wohnlichen Differentialformen hat. Versucht man aber, die in Satz 12.1
aufgefithrten charakteristischen Bedingungen (0) bis (4) fiir die gesuchte
Abbildung umzuformulieren, so st66t man bei (2) auf Schwierigkeiten:
Wir haben keine Abbildung d:§,(M)—&,(M) zur Verfiigung, die wir
fortsetzen konnten. Die Abbildung d:&,(M)— F,(M) erhielten wir aus
der Tatsache, daB3 die Vektorfelder als Derivationen der IR-Algebra
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&o(M) in sich aufgefalt werden konnten. Entsprechend miifiten wir
jetzt eine Moglichkeit haben, Vektorfelder als ,,Derivationen® von §,(M)
in sich zu deuten. Wir fithren daher cinen neuen Begriff ein:

15.3 Definition: Unrer einem affinen Zusammenhang auf einer Mannig-
faltigkeit M versteht man eine Abbildung

D Fo(M) x Fo(M)=Fo(M),
(X,Y)>DyY

die folgenden Bedingungen geniigt:
(1) D ist R-bilinear.
(2) Fir fe€™(M) und X,Ye§o(M) gilt Dy Y=/DyY,

Dx(fY)=(Xf)Y+fDyY.

Ohne auf die geometrische Bedeutung eines affinen Zusammenhangs
niher einzugehen (er gestattet die Einfiihrung des Begriffs der Paralleli-
tat), wollen wir noch bemerken, daBl (2) zur Felge hat, dall (DY),
fir xeM und X, Ye f‘yo(M) schon eindeutig durch (X)) und Y|, wo
U eine Umgebung von x ist, bestimmt ist. (Dy Y), kann man als eine
Art Ableitung des Vektorfeldes ¥ an der Stelle x in Richtung X, auf-
fassen, und gelegentlich nennt man einen affinen Zusammenhang aus
diesem Grunde auch eine kovariante Ableitung. .

"DabB es auf jeder Mannigfaltigkeit einen affinen Zusammenhang gibt,
zeigt der folgende Satz, in Verbindung mit Satz 10.2:

15.4 Satz: (M.y) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es
auf M genau einen affinen Zusammenhang D, der den folgenden zusiitz-
lichen Bedingungen geniigt:

(3) Fiir X, Ye&,(M) ist
DyY-DyX—[X,Y]=0.
(4) Fiir X,Y.ZeFo(M) ist
X{(g(Y.2)=g(Dx Y, Z)+4g(Y.DxZ).
D heifit dann der Riemannsche Zusammenhang auf M.

Beweis: Wir behandeln nur den Spezialfall, dal M =G eine offene
Menge im R” mit Koordinaten x,,...,x, ist, und iiberlassen die Uber-

tragung auf den allgemeinen Fall demm Leser. Die Riemannsche Metrik g
. . . . ¢ 0 .
auf G ist durch die Matrix der Funktionen gijzzg(~w, F{x ) bestimmt;
\ X OX;
die Elemente der Umkehrmatrix bezeichnen wir mit ¢'*, d.h, es gilt
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n

Y 959" =04 Lk=1,....n. Fir ijk=1,.n setzen wir

j=1
) A
r (/‘]Jk+£”&\i_('.(}ij
NS =1 P 7 A ’
155 0x;  dx;  0x
: n
k__ k
rlj" Z rij,rgr
r=1

Die I; , und I} heiBen die Christoffel-Symbole erster bzw. zweiter Art.
Wir behdupten nun, daf} der Riemannsche Zusammenhang auf G
eindeutig durch

0 oo 0
15.6 D:. s—= Z Is—, &Lj=1..n
L 0x; = Yo

bestimmt ist. Zunichst ist klar, dal D eindeutig durch die Werte

D bestimmt ist, und daBl umgekehrt die Vorgabe solcher Werte

%, 0%,
stets einen affinen Zusammenhang definiert. Man priift dann leicht
nach, dafl der durch 15.6 gegebene affine Zusammenhang (3) und (4)
erfullt.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit, d.h., dal ein affiner Zusammen-
hang, der (3) und (4) geniigt, notwendig 15.6 erfiillen muB. D sei so ein

Zusammenhang. Im folgenden schreiben wir der Einfachheit halber X
ai . Dann ist fiir 4,j,r=1,...,n
Xig(Xj’Xr)+ng(Xi’Xr)—Xrg(Xi’Xj)
=¢g(Dx, X;, X)) +g(X;,Dx X))
+9(Dx, X, X ) +9(X;,Dx; X,)
~g(Dy, X, X;)~4(X,.Dx, X,
=g(Dy, X;+ Dy, X, X)) +9(X;, [ X;, X, ])
+9(Xi, [ X, X, ])=29(Dx, X;, X)),
also g(Dy, X;, X,)=T;;,. Daraus folgt aber
Dy, X;= i g(Dyx, X;, X,)g"‘szkzl KX, o

r.k=1

anstelle von

i

15.7 Definition: (M,g) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und x
ein Punkt aus M. Dann verstehen wir unter geoddtischen Koordinaten in x
lokale Koordinaten x,, ..., x, fiir eine Umgebung von x, so dafl

. 0 I P - L.
gi;(x) = (3x.l’ A x =0, iLj=1i,...,n

Ix ]




§ 15. Vektorwertige Differentialformen 155

und
’g;; o
2 (x)=0, ijk=1,....n
0x,
gilt.
Sind x,,..., x, geoditische Koordinaten in xeM, so verschwinden

auch die Christoffel-Symbole Tj; ,(x) und T¥(x), und ebenso ist
HWI() g

ax, 0x, Xk |x
Gehen wir nimlich von beliebigen Koordinaten z,,...,z, in xe M mit
z,(x)=---=z,(x)=0 aus und bezeichnen wir die zugehorigen Christoffel-

(det(g;;))=0. Geoditische Koordinaten existieren stets.

so sind durch

Vii=2zi+3 Z I:}k(x)zj Zx
ik

Symbole mit T

l_]’

neue Koordinaten y,,...,y, definiert, so daBl fiir die zugehdrigen
o 0 0gi;(x . o :
Gi=9lz- 5— ‘(i”( ) _ 0 gilt. Durch eine‘lineare Koordinaten-
ay;” 0y; G
transformation x; := 3 a;;y, dndert sich daran nichts, und man kann die
i=1
N 0 ¢ : .
a;; so wihlen, daf} g;,(x)=g x| K =0;; 1st. Dazu mufl man die

Tatsache benutzen, dal (g;;(x)) und folghch auch (g'(x)) eine positiv-
definite symmetrische Matrix ist, so daB es eine Matrix (g;,)e GL(n,R)
mit ‘

Z aiuguvajv = 5ij

A\

gibt. Diese Matrix (a;;) definiert dann die gesuchte Koordinaten-
transformation.
Jetzt wollen wir das Analogon zu Satz 12.1 formulieren:

15.8 Satz: M sei eine Mannigfaltigkeit mit einem affinen Zusammenhang
D. Dann gibt es genau eine Abbildung dp: FM)->FM), die folgende
Eigenschafien hat:

(0) dp ist R-linear.
(1) dn(igp(M))% 8p+1(M) fiir peN.
(2) Fir X, Ye§o(M) ist
d, X(Y)=D, X.
(3) dy, ist eine Ableituny, d.h., fur Pe f§p(M) und @eF (M) gilt

dp(@ A @)=dp, @A p+(—1P P Ade.
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Zusatz: (3) Ist D der Riemannsche {ummnz('nhanq auf M beziiglich
einer Riemannschen Metrik g, so gilt fiir <De”§ (M) und ‘Pe”? (M)

APAY)=dy® AP +(—1)PPAd, .

Beweis: Wir gehen genauso vor, wie beim Beweis von Satz 12.1, indem
wir Existenz und Eindeutigkeit der Abbildungen dD:24‘5"1,(!\/!)%f‘s‘-p+ M)
zeigen. Dabei beschranken wir uns auf den Fall, daB M eine offene
Menge im R" mit Koordinaten x,,...,x, ist. Die Verallgemeinerung
auf beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeiten geschicht dann ebenso
wie im Beweis von 12.1.

Sei also @e &,(M); dann kdénnen wir @ eindeutig in der Form

n ('1
<P~—i; 7, A @
schreiben mit ¢,e®,(M). Wenn (0), (2) und (3) gelten sollen, mulB}

b= i d ° A+ < A dyg
_s-_q DAy Py x Pi

A s A

mit {%)

D .._. - Z ( ] > A dx’
. = CX;
fx; 1

sein, womit die Eindeutigkeit von d,, bereits gezeigt ist. Wir definieren
daher dj, durch (*) und zeigen, dal} d,, dann die Eigenschaften (0) bis (3)
hat. Fiir (0) bis (2) ist das aber klar, so daB wir nur noch (3) nachweisen
miissen:

P
Fir &= % iy N mit @€ F,(M) und @eF (M) ist
{=1 i
Prp= V ((\ A (@A Q).

:'~1 Vi

2 A
dp(® A @) Zd ;—;A(w.f\wHZ —M~Ad(<x>,Ac0)

also
= ‘ i1 cx i
-

(Z )/\(p+(T —v/\d(p)/\(pﬁ-(—ﬂp(}:~;(w—/\(p>f\d(p
= t*i(“\i i=1 CX

=d,)d)/\(p+(w1)"d§/\d<pA

/n -

Wir miissen noch den Zusatz beweisen. Dazu behandeln wir erst ein-
mal den Spezialfall, wo @ und ¥ vektorwertige Differentialformen vom
Grade Null sind, d.h. Vektorfelder X und Y: Ist Z ein drittes Vektorfeld,
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so ist nach Definition des Riemannschen Zusammenhangs (siche Satz
15.4)
(dg(X. Y))Z)=Z(g(X,Y))

=g(D; X, Y)+g(X.D,Y)
=g(dp X(Z), Y)+g(X,d, Y(2))
=dp XA Y+ X Ady Y)Z),
also haben wir
dg(X,Y)=dp X AY+ X AdpY.

J

Daraus folgt fir @= Y X, A¢@,und ¥=
i=1
und ¥, € a;p(jw)a '#ie 3q(M)
d(@ A 'P)=Z(d.q(Xa, A@ny;+9(X,, }})d(@i/\ ;)

5] '

S Y Ay, mit X, YeFo(M)
=1

=2 [dpXiA Y+ X, Ady Yn oA,
y
+;_'>:jy(X'i, Y)(doAg+ (= 1P ady)
=?Zj((d[)Xi A @) ALY AP ) +H(—1P(X A @) Atdy Y, AY))
;_;((Xi/\d(pi)/\(y}/\ W)+ = 1P (X A @) ALY, AdY))
%Z(;;DXM\ @i+ X Ado) ALY, AY)
y
+(—1)"§(Xi A)A(dp YA+ Y Ady)

Da wir uns beim Beweis des Zusatzes auf den eben behandelten Spe-
zialfall globaler vektorwertiger Differentialformen beschrianken konnen,
ist der Satz damit bewiesen. 1

Sei jetzt (M,g,0) eine dreidimensionale orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Dann wird durch das Skalarprodukt g, und die Orien-
tierung ¢, in jedem Punkte xeM ein Vektorprodukt auf T, M definiert,
und dadurch erhilt man ein Vektorprodukt auf T'(M, D M), d.h, eine
bilineare Abbildung

M. DM)xT(M,DM) - T (M. DM),
{(X.Y)— XxY,
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wobei fiir X, YeI'(M, DM) das Vektorfeld X x Y durch
(X xY), = X,xY,, xeM,

definiert ist. Aul der rechten Seite steht dabei das Vektorprodukt in D M.
Sind jetzt x,,x,,x; Koordinaten einer Karte U, die zu ¢inem orientier-
& ¢ 0
ten Atlas von M gehort, so bilden die Vektorfelder A A Axs einen
Cxy Oxy Xy
positiv orientierten 3-Rahmen iiber U. (Dabei verstehen wir ganz allge-
mein unter einem n-Rahmen iber einer offenen Menge V' einer Mannig-
faltigkeit ein n-Tupel (X,,...,X,) von Vektorfeldern iiber V, die in
jedem Punkt linear unabhingig sind. Hat die Mannigfaltigkeit eine
Orientierung ¢, so nennen wir den n-Rahmen positiv orientiert, wenn das
n-Tupel (X ,,..., X, fir alle xeV die Onientierung @, definiert.) Fir

-

. L ¢ a4 ¢ .
unseren positiv orientierten 3-Rahmen :-—,I;—-m,ﬁﬁ) gilt dann
0xy 0x, Oxy)

0

159 pioe -; =)/lglsign(i,j.k Z ¢

Xt‘
wobei (i,j,k)e. % ist und (g*%) wie iiblich die inverse Matrix zur Matrix
d 0 . ,
der gij:“—‘g((:j-~, 5;) bezeichnet; auBlerdem ist |g|:=det(g;;). (Ver-
i 0X;
gleiche § 3, Beispiel 4)

15.10 Satz: Sind X,Y,Z Vektorfelder auf einer orientierten dreidi-
mensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit M, so gilt fur den zugehirigen
Riemannschen Zusammenhang folgende Produktregel:

Dz(A’l X Y)Z(D7X) x Y‘{“z\r X (DZ Y)

Beweis: Wir wollen die Produktregel in einem Punkte xeM verifi-
zieren und wiahlen zu diesem Zwecke geoditische Koordinaten x,,x,,x5
in x, wobei wir ferner annehmen diirfen, daB der 3-Rahmen

(6 ¢ 0
B .
Ox," 0x," dx,

positiv orientiert ist. Der Einfachheit halber schreiben wir X, anstelle von
------ . Dann entnimmt man der Formel 159, daB fiir ij,ke{1,2,3} stets

(L),(i/\’j)l,;-*-[D,(k(Xi x X M,=0 ist. Daraus folgt natiirlich fir belicbiges
Zel'lM, D M)
(D7Xj)|!m(DZ(Xi X Xj))lxm()'
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3
Y g;X;. so rechnet man aus:

3
Istjetzt X= ) f X, und Y=
=1 1

Agf.:ﬁj(xixxj))/\)!‘

= (LAZ g+ HZ )X, Xj))

Noj

7 I

DX xY)|,= (D,(

X

=(LEZRXxa; )| +(1hXix(Zg)X;)
e j E Wi J E

=D, X x L +(XxD, Ni,. 1

X

Genau wie dic Riemannsche Metrik g konnen wir jetzt auch das
Vektorprodukt zu einer bilinearen Abbildung

FoAM)yx FAM)=TF, , (M)

fortsetzen, indem wir fiir (be'f?‘,(M), ‘Peﬁq(M) und X;,.... X ;€D M,
xeM
(&x (X,,....X

ptal

1 .
Y SIgn () @(X, 1y Xaip) X P (Xaips 10 Xp )

S ”—1'—‘
Plgl e

setzen. Falls wir fiir ¢ und ¥ Darstellungen der Form &= ) Y, A,
" i=1
Y= 3 Z;ary; mit Y, Z,e (M. DM) und ¢,eF, (M), ¢;c §,(M) haben,
i=t
schreibt sich ¢ x ¥ in der Form
GxP=)Y (YxZyng,ny;.
L
Aus Satz 1510 kdnnen wir sofort eine entsprechende Produktregel
fiir die dem Riemannschen Zusammenhang D zugeordnete duBere Ab-
leitung d,, gewinnen:

1511 Satz: M sei eine drei-dimensionale orientierte Riemannsche
Mannigfaitigkeir, und es seien dcF (M), YeF(M). Dann gilt fir die
dem Riemannschen Zusammenhang D zugeordnere duflere Ableitung d,
die folgende Produktregel:

do(® x ¥)=(dp ® x P)+(—1)P(P x dpy ¥} .
Beweis: U sei eine offene Menge in M mit Koordinaten x,,x,,xs,

3
und es sei wieder X,:=--—. Dann kénnen wir @|,= 3 X, An¢; und
i=1

7 X

3
Yo=Y X, Ay, mit @, yeFU) schreiben.
i=1
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Aus Satz 15.10 folgt zunichst

dp(Xi x X;)= Dy, (X; x Xj) Adx,
1

=

((Dy, Xi) % X;+ X, x (Dy, X)) Adx,
1
K 3

(D, Xpadx)x X+ 3 X;x(Dy, X;adxy)
ksl

Eal

li
A HMu 4

r

k=1

=dp X;x X;+ Xy xdp X .
Daraus folgt nun
dp(® x ¥)ly= Z dp(Xix X)A @ Ay + Z(Xi x Xj)/\d((P;/\ ‘/’j)
i, if

= ¥ (dp X % X;+ X, xdp X)) A o, A,
:;(Xi x X)) A(d@y Ay, +(— 1P, Ady))

= ?:z(é“Xi A @)X (X A lj/j)+(~ll)PiZ()(i A @) (do X, A )
:;(X‘ Ad@)x (XA l//,-)+(-1)v':§£_ (X; A @) < (X; Ady))

={dp@x V), +(—1DP(@xdyP)ly- 1

Wir kommen nun auf eine Beziehung zwischen einer algebraischen
Eigenschaft der dufleren Ableitung d, und einer geometrischen Eigen-
schaft des sie definierenden affinen Zusammenhangs zu sprechen. Bei
Satz 15.8 féllt sofort ein Unterschied zu Satz 12.1 auf:Es fehlt die Aussage
wdpodp=0% In der Tat hiangt die Richtigkeit dieser Aussage auch von
dem gegebenen affinen Zusammenhang D ab. Ein Beispiel soll zeigen,
daB i.allg. micht dyed;,=0 ist:

Als Mannigfaltigkeit wihlen wir den IR? mit Koordinaten x und y,
und anstelle von ;x und ;v schreiben wir X bzw. Y. Fiir zwei Vektor-
felder fX+gX und hX+kY mit f,gh keé (R?) definicren wir

Dixsgyh X +kY):=(fh,+gh) X +(fk,+gk,+[kxp)Y,

-~ g

o Of L -
wo f, wie iblich = bedeutet ete. D ist ein affiner Zusammenhang, und
’ 0x

wir wollen einmal dp(d,Y) ausrechnen: Es ist dy Y(X)=DyY=x)yY
und d, Y(Y)= Dy Y=0. Daraus ergibt sich dj, Y=xy YA dx. Folglich ist
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dp(dp Y)=dpxy YIandx+xy Y Ad(dx)=dp(xy Y)Adx, und  fir
(dp(dp Y))(X, Y) ergibt sich daraus

(dp(dp, Y)IX, Y)=dp(xy Y)(X)dx(Y)—dp(xy Y)(Y)dx(X)
= =dplxy V)(¥)= —Dylxy¥)= —x¥+0.

Um ein Kriterium angeben zu kénnen, wann dj,od,=0 ist, bendtigen
wir ein Lemma:

1512 Lemma: M sei eine Mannigfattigkeit mit affinem Zusammen-
hang D. Dann gilt fir ®e§ (M) und X,,.... X, e[ (M, DM)
p+1

dp®(Xy,... X, )= Z( 1Dy (P Koo Xp i 1)

+ Y (S XL X L X s Ko X X )

. . J' ’ ’ p
i<y
Beweis: Wir kénnen uns auf den Fall beschrinken, daf} sich ¢ in der

Form &= Y T, ane, mit T,el'(M,DM) und: p,e§ (M) schreiben
v=1
laBt. Dann ist u
dp®= 3 (dp LA, + T, Adg,).
v

Daraus folgt nach Delinition der d; T, und nach Satz 12.5
dp®(Xy,..., X, 4 1)

n pt+1 -
=y (Z (—1)* (D, T A @Ko Koo Ky 1)

p+1

+T,A Y (=D X (@ X s s Koo Xy 1))

i= l

+7~VA Z (_..1)i+3(ﬂv([)"i,Xj]':Xlﬁ""Xi?"“)X'j"'"‘Xp-i"1)>
i<j *

p+l ’

= Z (=1 ' Dy (DX e, X Xy 1)

1

+ Z ”“’”1 3+14)([X ,‘\.}Xls X ﬁfi\vjs-“a‘xrp%l)' '
r<;
15.13 Satz: M sei eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem
affinen Zusammenhang D. Dann gilt fir die aus diesem Zusammenhang
konstruierte Abbildung dy: FM)—F(M) genau dann dpody=0. wenn

firalle X,Y,ZeI'(M,DM)

Dy(Dy Z)~Dy(Dy Z)~ D(X.YIZZO
ist.
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Beweis: Es sei dpod,=0. Wendet man Lemma 1512 jetzt auf
dpZe® (M) und X, YeI'(M,DM) an, so erhilt man

0=(dp(dp Z)(X,Y)=Dyx(dp Z(Y))— Dy(d, Z(X))—d,, Z([ X, Y])
= DX(DY Z)‘ DY(DX Z)-- D{x,v]Z .

Sei umgekehrt
Dy(Dy Z)—Dy(Dx Z)— D{X.Y] Z=0

fur alle X,Y,Zel'(M,DM). Es geniigt wieder dp(d,®)=0 zu zeigen
fir = Y T, Ao, mit T,el(M,DM) und @, €%,(M). Es ist aber in

v=1
diesem Falle n
dp®= z dpToAe,+T,~do,),
also v=1
dD(dD(p): Z (dD(d[)R)A(pv_dDTvAd(pv+dDT::Ad(Pv+ T;/\d(d(pv))
i

V=

= Z dD(dD 7;)A (pv .
v=1
Wir haben also nur noch zu zeigen, dall dp(dy T,)=0 ist. Aus dem
ersten Teil des Beweises entnimmt man aber, dal} fir beliebige Vektor-
felder X, YeI'(M,D M)

(do(dn Tv))(X, Y)= DX(DY T\-) - D\'(Dx Tv) - D(x,vl Tv

ist, und dieser Ausdruck verschwindet nach Voraussetzung iiber D.

Der Ausdruck Rp(X,Y)Z:=Dx(DyZ)—Dy(DyxZ)—~Dx y,Z spielt
in der Differentialgeometrie eine Rolle. Nach unserer Konstruktion von
dp ist fir X,Y,Zel(M,DM) Rp(X,Y)Z=dp(dpZ)(X,Y). Daraus folgt
sofort, dall R, ¢*(M)-linear in den ersten beiden Argumenten ist.
Auberdem ist fiir fe%*(M)

dp(dp(f2)=dpdf A Z+fd,Z)
=ddfAZ—-df AdpZ+dfAdpZ+ fdp(dp2)
‘—"de(dDZ),

d.h., Ry, ist auch hnear im dritten Argument, also insgesamt eine 4 *(M)-
trilineare Abbildung von (I'(M,DM))* nach I'(M,DM). Nach §8
konnen wir daher R, als Faserraumhomomorphismus von © M nach
DM auflassen, der auf den einzelnen Fasern trilinear ist. Ry heifit der
dem Zusammenhang D zugeordnete Kriimmungstensor, und Satz 15.13
besagt gerade, daB dpod,,=0 genau dann der Fall ist, wenn der Kriim-
mungstensor Ry, verschwindet.
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Noch eine weitere vektorwertige Differentialform besitzt differential-
geometrisches Interesse: Die Identitit aufl '(M,DM) ist ja ein Element
aus g, (M), das wir hier einmal mit I bezeichnen wollen. Die Form

Tp:=dp, €&, (M)

heif3t die Torsion des affinen Zusammenhangs D. Fiur X, Y.e['(M,DM)
ist dann auf Grund von 1512 To(X.Y)=Dy Y-Dy X —[X,Y].

Ist Ty=0, so heilit der Zusammenhang D symmetrisch. Bei der Defi-
nition des Riemannschen Zusammenhangs ist (3) gerade die Forderung
der Symmetrie (vgl. Satz 15.4); bei den Christoffel-Symbolen 2. Art driickt
sich die Symmetrie als Symmetrie in den unteren Indizes aus.

U sei eine offene Menge einer Mannigfaltigkeit M mit affinem Zu-
sammenhang D und Koordinaten x,,....x, fiir U. Dannist ['(U,DM)
ein freicr ¢ *(U)-Modul mit einer Basis {X,....,X,}, X;e['(U,DM).

nis
-

(Wir konnen z.B. X, ::5(;{ nehmen.) Die Dualbasis von &,(U) sei

{¢y,--»¢,}. Dann gibt es eindeutig bestimmte Differentialformen
;€& (M) und 1,p;;€ &, (M), sodal gilt:

dpX;= Y Xing;. j=1,....n,
i=1
(%) dpdpX) =3 Xiap;, Jj=1..n,
. i=1
To= Y X AT
i=1

Wenn man jetzt bedenkt, daB sich [ iiber U in der Form I= Y X;A¢;
i=1

schreiben 1aBt, so rechnet man mit Hilfe der Produktregel (3) in Satz

15.8 fir d, leicht die folgenden Carranschen Strukturformeln aus: (Man

berechne dazu d 1 und dy(dp 1) unter Verwendung von (x).)

do;= — Z QNP+ T, i=1,..., n,

15.14 ’:1

dg;;=— Z Pix APy +pis Lj=1..n.
K=1

Satz 12.4 sagte aus, daBl die dulere Ableitung d der gewdhnlichen
Differentialformen ein Morphismus von Funktoren ist. Etwas Ent-
sprechendes gilt {iir d;,, wenn man sich auf die Kategorie der affincn
Mannigfaltigkeiten und affinen Abbildungen beschrinkt:



164 Differentialrechnung der Differentialformen

Unter einer dffinen Mannigfaltigkeit versteht man ein Paar (M, D),
wo M eine Mannigfaltigkeit und D ein affiner Zusammenhang auf M
ist. Ist (M',D’) eine weitere affine Mannigfaltigkeit, so heiB3t ein Diffeo-
morphismus F:M—>M' eine affine Abbildung, wenn fiir Vektorfelder
X, Y, eI(M,DM') stets D, F*Y=F*Dy Y) gilt. (Dabei sei noch
einmal an die Definition von F*X_—-(ffo(F))(X) erinnert: F*X
=DF 'oXoF)

15.15 Satz: (M,D) und (M',D’) seien zwei affine Mannigfaltigkeiten
und F:M—-M' eine affine Abbildung. Dann ist F*ody =dpoF*.

Beweis: Es geniigt, F*(dy ®)=d,(F* @) fiir den Fall zu zeigen, dal
sich e, (M) in der Form &= Y XA ¢, mit X,e[(M,DM’) und

i=1

@€ &,(M’) schreiben 1dBt. Dann ist aber nach Satz 15.2 (4)

F*(dpy rp):F*(Z dD’Xi/‘<Pi+Xi/\d<Pi>
i=1

|

[ne Rl sk

]
—_

(F¥(dy X)A F*o,+ F* X; A F*d o)

i

(dp(F* X)) A F* @i+ F* X, Ad(F* )
= DF*(D)3

falls wir fur jedes Vektorfeld Xel(M',DM') zeigen konnen, dafl
F*(dy X)=dp(F*X) ist. Sei dazu Y ein Vektorfeld aus ['(M,DM).
Wir miissen (F*dp X))(Y)=(dp(F* X))(Y) zeigen:
(F*(dy X))(Y)=DF 'ody XoDFoY
=DF 'o(dy XoDFoYoF ')oF
=DF 'o(dy X((F~")*Y))oF
IQF#IODLFAH*YXOF
=F*(Dign-1y X)
=Dy F* X =(dp(F* X))(Y). 1

Als nichstes wollen wir die sogenannten flachen Mannigfaltigkeiten
untersuchen. Dazu zuerst ihre Definition:

15.16 Definition: Eine affine Mannigfaltigkeit (M,D) und ihr affiner
Zusammenhang D heifien flach, wenn gilt: Tp=0, Rp=0.
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Flache Mannigfaitigkeiten besitzen eine besonders einfache Geo-
metrie; sie tragen namlich lokal dieselbe affine Struktur wie ein eukli-
discher R™:

Sind x,,..., x, die euklidischen Koordinaten des IR", so wird durch

d .
D, (T) =0, i,j,=1....n, ein affiner Zusammenhang auf R" defi-
ax; i
0
niert, den man als den euklidischen bezeichnet. Ist X = Z /,3 und
i=1

0 . -
Y= Z 95,50 ist fiir den euklidischen Zusammenhang D
j=1 j

¢

9i ‘_

Iy

||
HM:

. g . L
Insbesondere ist also Dy (;;;) =0, j=1,...,n, wo X ein beliebiges
0X; p
Vektorfeld auf dem IR" ist. Das bedeutet aber d I =0,j=1,...,n
’ ]

Lokal gibt es eine Basis von Vektorfeldern auf einer affinen Mannigfaltig-
keit mit dieser Eigenschaft immer dann, wenn der Kriimmungstensor des
affinen Zusammenhangs verschwindet:

15.17 Satz: (M, D) sei eine n-dimensionale affine Mannigfaltigkeit mit
verschwindendem Kriimmungstensor Ry,. Dann besitzt jeder Punkt xe M
eine offene Umgebung U mit einem n-Rahmen (X,,..., X,) konstanter
Vektorfelder auf U, d.h., es gilt dp X;=0,i=1,...,n

Beweis: Da die Aussage lokaler Natur ist, kdnnen wir annehmen, dal3
M =G eine offene Menge im R"” mit Koordinaten x,,...,x, und dal x
der Nullpunkt ist. Wir suchen n Vektorfelder X, ..., X, iiber einer Um-
gebung U von 0, die-linear unabhéngig sind und d, X;=0 erfiillen. Es

5 .
muB also dDXi<5x~> =D, X;=0 sein, ij=1,...,n
j 7

Wir machen dazu den Ansatz

X,= kaﬁ . i=1,..,n,

X,

mit feé*(U), wobei U noch zu bestimmen ist. Es ist
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mit F5, e (G), woraus

(o b
D.X= Je T .
’ 1 Z ((’)’X Pkk + Z, /k ]k 8 ,)

r=1

(S an )

folgt; und dieser Ausdruck muf} fir 4/ =1,...,n verschwinden, d.h.
es mul}

X

%
"" + 3 SFE =0, ijk=1,.n

re=1

gelten, und auBerdem sollen die f} iiberall eine regulire (n x n)-Matrix
bilden, damit die Vektorfelder X ,..., X, linear unabhingig sind.
Wir betrachten dazu das Differentialgleichungssystem

ka

k ‘.
Fe W= FS O k=

(%)

mit
Fiten) = = 3 5, P

und stellen dabei n verschiedene Anfangsbedingungen

(x) [(0)=68,, ik=1,...n

Nach Satz 14.8 besitzt jedes der Systeme (*, *,), i=1, ..., n, ¢ine Losung
in einer Umgebung von 0, falls wir die dort angegebene Integrabilitits-

bedingung
cFy  OFF " LOF ,"F"
5 _§§+ Z Fi- ay - o =0

X r=

fur ij k=1,...,n verifiziecren kénnen.

Es ist aber
Nk Ak n A ok a ok
CFy CF pr O OFY
= - st i i A
' 2 . AL, L
CX; "'\j r=1 ('yr cy,
n ~ ok ~rk
L, (P iH
== 2 Vul|l =" Ty
e \('\i ['j

+ i (( i }‘anirm) ( Y P ‘Jm) Fk)

R P L
= Yar ((_:JE '(W-,\—'LT - Z (Plrrnluy‘r'~ I;m}‘:(r)>
i

O cx. =
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A ) ¢
Nach Voraussetzung verschwindet R,,; es ist also dl,(db(?—»»>)=0.
. . . Cxp,
Andererseits rechnet man leicht aus:

0 OFk.  OFF
d-{d (_._ - Hjm _ CLim
D( b \@xm>> > ;S ((’}xi ax;

<k<n

n 3
— Y (FFf—Fln F"))——w/\d’c Adx;.
r=1 OXy

0 = .
Da die Formen 5—(; Adx; AdxeF,(0), 1<i<j<n, 1<k<n, linear un-
k
abhingig sind, muB} also

OFh, ﬁF“
dx

. Z (Flrmlﬂ_;kr Fjrmﬂli)zo

sein fir alle i,j,k,me{L...,n}.
Die Differentialgleichungssysteme (%%}, i=1, ..., n, erfiillen also die

Integrabilititsbedingung und sind daher Gber einer Umgebung U von
0 in G losbar, und die durch ihre Losungen [}, i,k=1,....n definierten

Vektorfelder X;:= Z fk»-— e(U,DG) leisten das Verlangte. 1§

15.18 Lemma: (M,D) sei eine affine Mannigfaltigkeit der Dimension
n mit verschwindender Torsion Ty. Ist dann (X,,...,X,) ein n-Rahmen
aus konstanten Vektorfeldern auf M (d.h. dp X,=0), so gibt es zu jedem
Punkt xe M eine Umgebung U mit Koordinaten x,,...,x,, so daf} iiber U

o
Xi=g, gl i=t..n

Beweis: {¢,,....¢,; sei die Dualbasis zu {X,,....X,};. d.h, es gilt
pi(X;}=0;;, i.j=1,...,n. Dann ist
d‘pi(Xj’Xk):Xj((pi(Xk))_Xk((pi(Xj))“(Pi([Xj»Xk])
:Xj(éik)_Xk(éij)”(pi([xjsxk])
(pi([vaXk])~
Andererseits 1st wegen der verschwindenden Torsion
OZTD(Xj»Xk):dDI(/Yj’Xk)
zI)xJXk“—kaXJ—[XJ,Xk]: -[Xj‘ka]’
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dajanach Voraussetzung Dy, X, =d,, X, (X;) =0 ist. AlsomuB8 [ X, X, ]=0
sein und somit auch — ([ X, X, ] =de(X;, X,) fur ijk=1,....,n Das
bedeutet gerade do =0 fir /=1,...,n.

Nach dem Poincaré-Lemma gibt es daher zu jedem xeM eine Um-
gebung U und n Funktionen x,,...,x,e4*(U) mit ¢@;=dx;. Daraus

0 : . .
folgt Xi:vﬁ—, i=1,...,n, sowie dall die Funktionen x,,...,. , Koordi-
Ay

natenfunktionen sind. (Evtl. nach Verkleinerung von U). 1
Aus 1517 und 15.18 ergibt sich jetzt ohne weitercs die angekiindigte

Charakterisierung der flachen Mannigfaltigkeiten:

15.19 Satz: Eine affine Mannigfaltigkeit (M, D) ist genau dann flach,
wenn es zu jedem Punkt xe M eine Umgebung U und eine affine Abbil-
dung F:U—-V gibt, wo V eine offene Menge in einem euklidischen R"
ist (d.h. mit der oben eingefiihrten euklidischen affinen Struktur versehen ).
Die durch F definierten Koordinaten nennt man euklidisch.

Beweis: LBt sich M lokal affin auf offene Teilmengen eines R" ab-
bilden, so ist M trivialerweise flach, da der euklidische Zusammenhang
des IR" flach ist.

Ist umgekehrt (M, D) flach, so gibt es nach 15.17 und 15.18 zu jedem.
xeM eine Umgebung U und Koordinaten x,,....x, fir U, so daB die

0

Vektorfelder 5%,...,5% konstant sind. Dann definieren die x,,...,x,
1 ghad ||

aber gerade eine affine Abbildung von U auf eine offene Menge des R™. 1

Zum AbschiuB dieses Paragraphen wollen wir die Divergenz eines
Vektorfeldes einfiihren:

15.20 Definition: (M, D) sei eine affine Mannigfaltigkeit. Fiir ein Vek-
torfeld X eT'(M, D M) ist dann die Divergenz an der Stelle xe M definiert
als Spur des Vektorraumendomorphismus (dp X),: D,M ->D, M:

(divy X)(x):=Sp((d,, X),) .

Ist F:M—-M cine affine Abbildung zwischen zwei affinen Mannig-
faltigkeiten (M, D) und (M', D), so ist fir ein Vektorfeld Xe(M, DM

(divp(F* X)) (x) =Sp((dp, F* X),)=Sp((F* dp X),)
=Sp(DF~'o(dy X)pyoDF)
Sp((dp X )p) = (divy X)(F(x))
=(F*(divy X))(x),

H
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d.h, es ist divy(F* X)= F*({div, X). Die Divergenz ist also eine affine
Invariante.

Wir wollen noch die Divergenz cines Vektorfeldes in lokalen Koor-
dinaten ausrechnen: Seien dazu x,,...,x, Koordinaten auf einer offenen
Menge U einer affinen Mannigfaltigkeit (M,D). Das Vektorfeld

" H
XeT(U,DM) habe eine Darstellung X= 3 f, 5;—,];630(11). Dann ist
i=1 e
0 - [ Ofi ¢ 0
) é =0
Mit D , =——= ) F} - hat man daher
O i1 0K
3 rief, 2 ) 0
G - i ) 2 0 P
dDX<axk) s; (5xk+j;1fJ kJ) ox;’
also 7
. Y 7 A,
divp X =Sp(dp X)= Y {2+ Y fiF},
=1 \0X =
oder
. nRf
15.21 divpX= Y [==+ £ Y Fi}.
=1 \OX i=1

Ist spezicll D der Riemannsche Zusammenhang zu einer Riemann-
schen Metrik auf M, so sind dic Ffj=T}; die Christoffel-Symbole zweiter
Art, und wir haben 15.21 mit [} anstelle von F}. Im Gbrigen soll die
Theorie der vektorwertigen Differentialformen auf Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten in den Paragraphen 16 und 17 behandelt werden.
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M sei 1m folgenden eine n-dimensionale orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit; ge9i,(M,D M) bezeichne die Riemannsche Metrik
auf M und dV das orientierte Riemannsche Volumenmall, das dadurch
eindeutig festgelegt ist, dall dV{e,,,....e,,)=1 ist fir alle positiv orien-
tierten Orthonormalbasen (e,,...,¢,,) von D, M, xe M. Jeder Tangen-
tialraum D, M von M ist also mit dem Skalarprodukt g, :=g¢|D, M x D M
und der durch dV, :=dV|(D, M)" reprisentierten Orientierung versehen.

In Kapitel I, § 3, hatten wir fiir orientierte n-dimensionale reelle Vektor-
rdume X mit Skalarprodukt (-,-): X x X—IR Skalarprodukte

() A X XA, XoR,  p=0,1,....n,
und einen *-Operator
A X->A X, p=01,..n,

eingefiihrt. Diese Abbildungen induzieren auf kanonische Weise §,(M)-
bilineare Abbildungen

)i Fp(M) X Fo(M)=Fo(M),  p=01,....n,
und wiede( als »-Operator bezeichnete §,(M)-linearec Abbildungen
* F, M)=>F. (M), p=01,..n:
Fir w, ®e§,(M) definieren wir:
(0, ®),(x):= (WD), xeM.

Dabei seidaran erinnert, dall w, fiir xe M die Beschrinkung ,:=w|g w»
ist. Ferner setzen wir fir we §,(M):

(*w) ==(w,), xeM.

*® ist nach Konstruktion alternierend (n— p)-linear auf jedem Tangen-
tialraum D M, xeM.

Es bleibt die Differenzierbarkeit der Funktionen (w,®),:M—R und
*»@:DMP PSR zu zeigen. Jeder Punkt aus M besitzt eine offene
Umgebung U in M mit einem orientierten Orthonormalrahmen (e,,....e.);
(e%,...,e¥) bezeichne den hierzu dualen Rahmen, d.h. (¢},,...,e}) ist die
Dualbasis zu (¢,,,....e,,) fiir alle xeU. Die Beschrinkungen |, und
&}, haben dann die Darstellungen
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*
A ~~/\€ip,

wly= Y w; y

I|---ip il
l<iy<---<ip<n

D= TN NN
Oly= Y Wi eh A AeT
<< <

mit auf U differenzierbaren Funktionen w; .., . w; ., so daf fur alle

xel gilt:

ip?

(,®),(x)= Z Wil ()W (el Ao nek el A nel),
1<ij<- <ip<n
1<ji< <jpsn

= 2. Wiy, (W5 ()

L<iy < <ig<n

d.h. (w,®), ist differenzierbar auf U und damit auch auf ganz M.
(*w) :=#*(w,) hat die Darstellung (siche Kap. I, § 3)

(*w)xz Z ((U Ael +1x/\'”/\€* dv )n ip +1XA ’\eﬁ.x
Igigse < - <iygn
fiir alle xe U; also haben wir
*wIU: Z (wil)/\elp+1 |n7dV|U)n ip+ ‘/\"‘/\e?‘n,

1gipgs 1< " <ingn

d.h. #w| ist differenzierbar und damit auch »w selbst.
Die in Kap. I, § 3, abgeleiteten Rechenregeln fiir den #-Operator gelten
auch fur den x-Operator

v §,(M) - §,_,(M).

Zunichst einmal 1aft sich, wie in Kap. I, § 3, der -Operator dadurch ein-
deutig charakterisieren, da8 fiir w e& (M), &, €§,_ (M) gilt:

(*0p @y o p =W, A Dy -, dV),.

Ferner gelten wieder die Rechenregeln (a) bis (g) von Satz 3.10 in Kapitel I:
16.1 Satz:
(a) #l=dV, xdV=1,
(b) (0, Dy )y p={(—1 ) "“’(wp, ¥, _ ), fiir w e F (M),
(Dn——pEgn—-p(M)’

(c) (+, # D), - = (0, D), fiir @, O eF, ('VI'

(d) W, A ¥, =(w,,®,),dV fiir w,,d e’?

(d) @ A*@=dV fir jede Pfaffsche Form (peﬁ ( mzt ( 0,9); =1,
{(e) Wy A D =D, A %),

(€') KW, A D, =*D AW, fur o, d,eq (M),

0] x(xw ) =(=1)""PPa fir we§, (M),

&) X AvY)=¢g(X,Y) fur Vektorfelder X.Y auf M.
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Zu Aussage (g) ist folgendes zu bemerken: Das Skalarprodukt
9 D MxD M-R auf dem Tangentialraum D M, xeM, induziert
einen Isomorphismus (siche § 3):

I DM = (DM =A(D, M)
von D, M auf den Dualraum (D, M)* von D, M, definiert durch
U X)Y:=g.(X.Y)
fir X, YeD, M. Man kann also eine Abbildung
J:Fo(M) — F, (M)
erkliren, die jedem Vektorfeld X e §,(M) eine Pfaffsche Form j Xe &, (M)
zuordnet mit der Eigenschaft
(GX), == (X () =g (X(x).00),  xeX.
Wie in Kap. [, § 3 (vergleiche 3.8 Zusatz 1 und Formel 3.11) beweist man
16.2 Satz:

(@) (X,, ..., X,) sei ein orientierter Orthonormalrahmen auf M, (@, ..., @,)
bezeichne den dualen Rahmen, dann ist

@y, A A@ )=SIgn(vy, ., V)@, A AR,

fir jede Permutation (v,,..., v e,

(b) Ist (X,,...,X,) ein orientierter n-Rahmen auf einer offenen Menge
. &l .
UcM, bestehend aus lauter Koordinatenvektoren (d.h. X, =i mit
‘X
Koordinatenfunktionen x,,....x, auf U), dann kénnen wir den dualen
Rahmen mit (dx,,...,dx,) bezeichnen, und es gilt:

wdx,= Y (=1 g% lgldx, A~ adX, A adx,
p=1
far v=1,...,n. Dabei ist gij::g(Xi’Xj) fir ij=1,....n und (¢*)
=g~ lgl:=det(g;;).

Mit Hilfe des +Operators und der duBeren Ableitung
d:F,(M)= ¥, (M) kann man die sogenannte Coableitung

8:Fp(M) — - 1(M)

fir p=0,1,...,n einfihren (dabei verabreden wir §_,(M):={0}). Sie
ist eine R-lineare Abbildung.
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16.3 Definition:
(a) day=(—1)""""x(d(+w,)) fir w,eF (M), p=1,2,....n.
(b) 8 =0 fir feFo(M).

Bemerkung: Man beachte, dal3 & nicht von der Orientierung von M
abhiingt, da in der Definition von & der *Operator zweimal vorkommt:

FoM) 25 F M) -5 F (M) F (M),
a , 1

) (~ 1)npeng

Insbesondere 148t sich 6 auch auf einer nicht orientierten Mannigfaltig-
keit definieren, indem man diese lokal irgendwie orientiert und so & lokal
definiert.

Wir wollen einige Rechenregeln fiir die Coableitung zusammenstellen:

16.4 Satz:

(a) 06=0,

(b) x5d =dbx,

(c) *xdd=08dx*,

(d) d«6=038xd=0,

(€) *Bw)=(—1P"d(xw,),

® S(xwy)=(—1Px(dw,) fur w,eFM).
Beweis :

(a) 88 =+ (»d%)(xd*)= + +dd*=0.

(b)  (x8dyw,=(—1)""* V" "sxdxdw,=(—1)""(—1)" PP dxdw,
=(—1Pdxdw, fir weF, (M),
(déx)w,=(—1)"""P " dxdxxw,=(—1)"(—1)""PPd+dw,
=(—1Pdrdw, fir weF,(M).
Daraus folgt: *6d=d8=.
(c) und (d) beweist man analog zu (b).
@ 0wy =(—1)""* " rxdxw,=(—1)P (=1 P E" U

= (=1~ d(xw,).

() beweist man analog zu (e).
Wir wollen die Coableitung 8 in Koordinaten beschreiben. Sei U eine
offene Menge in M mit orientierten Koordinaten x,,....,x, (d.h.

0 a\. . . oy s .
(6~x~ e —6—;) ist ein orientierter n-Rahmen), dann 4Bt sich eine 1-Form
X, 1

n
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we F (M) in der Form ol = Z f,dx, darstellen, und es gilt (vergleiche
Satz 16.2, (b)): e

n 1

soly= Y faxdx,=Y ¥ (—1)"*‘fug""[flgwl'dx1 A---A@DA-»-Adxn.
u=1

u=1 p=1

Daraus folgt

daly =*dxawly

n H n ’j
Z*ZI Zl Zl 1 ‘**(f )""]/[- dx, Adx, A - /\é}p/\m/\dxn
vl op=1 p=
.‘ —

A n el
=xy Y ax -(juq“"l/lg{)dx A ndx,,

¥=1 u=1

d.h.

165 dwly = L

mvzlulcx

Sind x,,...,x, euklidische Koordinaten, d.h., ist g;;=¢""=6;; und
somit |g|=1, dann ist

nv

Allgemein 1aBt sich die Coableitung dw, einer p-Form w, € §,(M)
in euklidischen Koordinaten wie folgt ausdriicken: Sei

wP‘U= Z Jorv, Ay A /\dYV ’

P
1gvy<--<yp<n

wobel f, . €§o(U) ist, dann gilt:
16.6
dw, = Y Z( 1) ‘%i—ﬂdx A /\d/)\Cvp/\“'/\dxvp.
Iy <---<vp<n p=1 Vo

Es geniigt zu beweisen, daB fir w,=fdx, A---Adx, mit feF,(U)

gilt: 6, = Z(—1 6fdx1 oA dx, A adx
ﬂ

bwp:(—l)"p+"*d*(fd,¥l A A dxp)
=(—1)""+"*d(j'dxp+l A ndx)

p-

“(—1)"p+"*i —a-!-dx Adx . A--Adx
B , ax, Pl Terd "
p=1 UXy

n
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np+n p“ (7,
=(—1) Y ;?T’---*(dxp/\dxp,,, A adx))
p=1 Y2
e & af
=(—1)wrr Y b#——sngn(pgpﬂ ,,,,, n ... p—1.p+1,. . .p)dx, A

p=1 e
AN
Adx, A Adx,

P ‘:) : A
=(—1tn Y 5—4(—1)‘"""”"*““’_%&/\---/\dxp/\m/\dxp
p=1 Yp

Mit Hilfe von d und § kénnen wir den Laplace-Beltrami-Operator
einfuhren,

16.7 Definition: Die R-lineare Abbildung A:=dd+8d:§ (M)—F (M)
heifst Laplace-Beltramischer Differentialoperator. °

Bemerkung: Genau wie die Coableitung & hingt auch A nicht von der
Orientierung von M ab. Insbesondere 1463t sich A auch wieder auf nicht-
orientierbaren Riemannschen Mannigfaltigkeiten definieren. Fiir p=0,
d.h. feF,(M) ist Af=38df, da 6 f=0 ist.

Wir wollen einige Rechenregeln fiir den Laplace-Operator zusammen-
stellen:

16.8 Satz:
(a) *A=Ax;
(b) dA=Ad=déd;
9] BA=A0=56dJ.

Beweis: (a) *A=»d8 +*8d=0dx+dd*=(0d +db)*=A=,
(b) dA=ddé+ddéd=ddéd=ddd+3dd=(do+8d)d=Ad,
(c) 0A=06dd+66d=06d6=0d0+d3d=(6d+dd)o=A5. 1

Wir wollen den Laplace-Operator mittels Koordinaten beschreiben.
Sei U eine offene Menge in M mit orientierten Koordinaten x,...,Xx,;
dann gilt fir fe&,(M): ‘

Af=8df=5 Y A dx,.
w=1 CXy

Unter Benutzung von Formel 16.5 erhdlt man hieraus:

] n n

. — ¢ Ch‘f w1 /1,1
16.9 Af :Wa ”;l »Zx («”"f; (f—’c:q ) W!)
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Fiir euklidische Koordinaten x,,...,x, ergibt sich hieraus:

n 62
af- % 9 £a
Fiir euklidische Koordinaten a8t sich auch Aw, fiir w e, (M) leicht
in Koordinaten angegeben. Sei

w,= Z j“mvpdxvl/\“'/\dx
1<vi<--<vp<n

dann gilt:
Aw,= Y A(f,,...,)dx, A= adx

Vp .
l<v)<---<vp<n

Es geniigt wieder, fir w,=fdx A--Adx, feF,(M), zu zeigen:
Aw,=(Af)dx, A+ Adx,.
» .

=d ) (—1)"‘16—jdx1/\-'-/\d/}cp/\m/\dx
P 0x

p

p n 2

=Pgl vz:l(_“p?l(')j(?fx dx,adx, A .A@PA“'Adxp
r 2

_—_v; 3 3d)cl/\ Andx,

=8 Y (=1Pz—dx;An--adx adx,
v=p+1 a v
n 62]

= Y sdx A adx,

2
v=p+1 ax

p

52
- Z Z(—l fx de/\dxl/\--~/\d/)\cp/\~--/\d.~c

v=p+1l p=1 6 6 p
Daraus folgt:
n 2
Awp:d(5wp)+5(dwp)=(z 6x£>dx A ndx,=(Af)dx; A Adx

p
v=1

Beispiele: Den dreidimensionalenreellen Zahlenraum IR?={(x,, x,,x;);
x;eR} kann man wie folgt als Riemannsche Mannigfaltigkeit ansehen:
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.
Die Riemannsche Metrik g sei festgelegt durch g<ﬂ(;c ,%)zéij fur
i j=1,2,3; dV=dx, ndx, Adx, reprisentiere die Orientierjung, so dalB3
also dV das orientierte euklidische VolumenmaB des R* ist. Hierfiir
wollen wir einmal den Laplace-Operator in Kugel- und Zylinderkoor-
dinaten berechnen.

(1) Kugelkoordinaten: Die Kugelkoordinaten (r,a, ) hingen mit den
euklidischen Koordinaten (x, x,, x;) wie folgt zusammen:

Xy=rcosasinf,
X, =rsinasinf§,

X3=rcosf},

fiir O<r<oo, 0<a<2mn, O<f<m.
Die Koordinatenvektorfelder haben die Gestalt

0 0x; @ 0x, ¢ {Oxy @

XN=F3 = 0x,  0r dx, O {x,
. 0 . ¢ 0
:cosozsmﬁ(,;fx—1 +smasm[35x—2 +C0$Bi’x3’
X_@_ﬁxl 0 ox, ¢ 0xy ¢
*T8a  da Ox,  da dx,  lu ax,
. ¢ : é
:—rsmozsm,BaTc1 +rcosas1nﬁTXZ,
o

0 0x; 0 ox, ¢ 0x; 0

YTOBT 3B ox, | OB ox,

of Ox;

=rcosocosff

) o} . 3
+rsinacosf—— —rsinff — .
'Bﬁx f Ox

X1 X2 0X3

Daraus folgt fiir die Komponenten g;;:=¢(X;,X;) der Riemannschen

. . 0 ¢ .
Metrik g des IR?, die durch ¢ <§, (*V =§,; festgelegt ist:
X, C

A
i YYj

gii=1,g,=r*sin’B, g;3=r>, ;=0 fiir i+, d.h.

1 0 0
(g:)=10 r’sin’f 0
0 0 r
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Daraus folgt:

1 0 0
. 1
e (g )V = .
(q ) (qu) 1.2 Sanﬁ
0o 0 5

................

AufGrund von Formcl 169 gilt fiir fe &, (R?):
e (it m) (v G He)
= rs_%[i ((fr (F ,/.’ sin /3) (;(/fi 2 g:n /31 *sin /)’>
“aplag o)

C
e ,ef 1 “2/ 1 2. Fj/‘)\
N (ﬁ:(’ E) tSinTp B oat * sn sinff ¢ f snb’?/),

t/¢/,¢ 1 ¢ | ¢
A=o (2’7 (’ E) T sing 1/3( ﬁ”ﬁ) sin? 8 (*-"{2')’

(2) Zylinderkoordinaten: Die Zylinderkoordinaten (r,x./) hdngen mit
den euklidischen Koordinaten (x,,x,,x;) wie folgt zusammen:

X, =rcosa,
X, =rsina,
xy=h.

fir 0<r<w,0<a<2n, —xx<h<+ 7.
Die zugehorigen Koordinatenvektorfelder haben die Gestalt:

~ ~ -

){1 =
cr Xy X,

. ¢ ¢ ¢

X, = — = —rsinx—— +7COS & —— .
co X, CXy
¢ 5

Xy= g = o
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Daraus folgt fir g;;:=g(X,, X,. ij=1.23: gy, =1, g;,=1% ¢3;=1,
g;;=0 fiir i4/, d.h.

't 0 0
(i) 0 s
0 0 1
Daraus folgt:
t 0 0
1

(.‘Iij):(!/sj)ilz 0 2 0
0 0 17

und |/ gl = [/del(q”)—.:
Auf Grund von Formel 16.9 gilt fiir fe &,(R?*):

1 ¢ /C i) 5, ; O fCf 4
Af=—— (( ((/q“Vlm)wLﬁ(-»’q /1 11> ,___<_,_q W!))
Vgl \¢
1 faf af & (1 éf o (o
"7(0( Er)+(’?a<7 F‘a>+:_h( (/1))

Ff 1 1B
art v ar ot Qo Ok
d.h
(?2+1r"‘+1(’2+f'2
ort r dr it oxt R

Dem obigen Beweis entnimmt man sofort, daB fiir den IR? der Laplace-
Operator in Polarkoordinaten (r,a) die folgende Gestalt hat:

¢ 1 2
~ 2
; ;

¥t Ca?
Wir wollen nun die Greenschen Formeln ableiten, die zusammen mit
dem Stokesschen Integralsatz die Greenschen Integralformeln ergeben:

16.10 Satz: (Greensche Formel):
Fiir m,€ EP(M), t?)p,](:ﬁ'p_ (MY gilt:

d(@, jAxo)=dd,_  Axo +0, o Axdoy,

=(dd,. . w,), dV +(D,_.0m,), ;dV.

p1
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Beweis: (@, | A*w)=dd,_ Axw,+ (=17 'd,_, Ad*w,
=dd,_ A*o,+ @, A*dw,, da d¥w,=(-1)""" x 8w, ist. Die zwei-
te Gleichung folgt aus Satz 16.1(d). &

Wir wollen nun verschiedene Spezialfille der obigen Greenschen
Formel betrachten:

16.11 Satz: Fir we & (M) ist
d(xw)=0w-dV.

Beweis: Man setze in Satz 16.10 fiir ® die Konstante 1 ein. 1

16.12 Satz: Fir w,0€§,(M) git:
(a) d@d A *w)=(ddd, w),dV +{dd,8w),_,dV,
(b) d(@ A *xdw)=(dd,dw),, ,dV+(d,bdw),dV,
(€) dBDA *w + w A *dd) = (AD, w),dV+(dd, dw), ., dV+ (B, 0w), - (dV,
(A {(Ad, ), — (Aw,®),)dV=d@D A +® — 3w A+ D+ A *dD —d A *dw),
(d') (Spezialfall p=0 von (d)):

(AN)f ~ f-Af)dV=d(f(xd )~ f=d ),
(¢ (Spezialfall p=0 von (c)):
d(f(xdf)=(A]) fdV+(d/.df),dV.

Beweis: (2) Man setze in Satz 16.10 fiir &,_, die (p—1)-Form 6@ ein.
(b) Man ersetze in Satz 16.10 p durch p+1 und w, durch dw.
(c) Man vertausche in (b) @ und & und addiere dann die Gleichungen
(a) und (b).
{d) ergibt sich auf naheliegende Weise aus (¢). 1

Wir wollen die Vertriglichkeit der Operatoren *6 und A mit dem
Liften von Differentialformen untersuchen.

16.13 Satz: M, N seien n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeiten, f:M—N eine orientierte isometrische differenzierbare Ab-
bildung (d.h. D, f: D M-y N ist fir alle xeM eine orientierte
Isometrie).

Dann sind die folgenden Diagramme fiir p=0,1,....n kommutativ:

Fo M) —— F.(NV)
oo oM) —— F._(N)

Der Beweis ergibt sich sofort aus der entsprechenden Aussage in der
multilinearen Algebra (siche Satz 3.14, Kap. I).
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16.14 Satz: M,N seien n-dimensionale orientierbare Riemannsche
Mannigfaltigkeiten, [: M—>N eine isometrische differenzierbare Abbil-
dung.

Dann kommutieren die folgenden Diagramme fiir alle p=0,1, ..., n:

B (M) —— F.(N) F M) —L— F(N)
) 1 J ] A [ i A
Foo s (M) —L— F,_ (V) FoM) —— F(N).

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem obigen Satz 16.13 und der Ver-
triglichkeit der dulleren Ableitung d mit dem Liften sowie der Orientie-
rungsunabhéngigkeit von 3.

Ganz analog wie bei gewodhnlichen Differentialformen kann man auch
fir vektorwertige Differentialformen auf einer orientierten Riemannschen
Mannigfaltigkeit M einen *-Operator einfiihren (man vergleiche die
Einfithrung des »-Operators fiir vektorwertige alternierende p-Formen
in Kap. I, § 4):

16.15 Definition: *Iﬁp(M)—»@nNP(M) sei definiert durch
(+Q) 1= #(Q2) VxeM, QeF,(M).

U sei eine offene Menge in M mit orientierten Koordinaten x,..., x,;

= 3

é %, . . v e

(WE‘W’ S bezeichne den orientierten n-Rahmen der zugehérigen
x| X,

Koordinatenvektorfelder. Dann lafit sich @, wie folgt schreiben:

0 . ,
Q=3 s—Arw, mit weg,U).
i=1 0%

Es gilt dann:

n pa}

(#Q) = +(Q,) = Z ;-; A(xy).

i=1 i

Beispiel 1: ds:=1I,, € §, (M) ist eine vektorwertige 1-Form (vergleiche
Beispiel 1 von § 4, Kap. I), die sich in lokalen Koordinaten (siehe obige
Bezeichnungen) wie folgt schreiben lafBt:

o
dSiU= Z (;-;/\dxi.

i=1 X
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dF:=xdse f?ngl(M) ist eine vektorwertige (n—1)-Form (vergleiche
Beispiel 2 von § 4, Kap. 1), die sich in orientierten lokalen Koordinaten
wie folgt darstellt: .
dF|,= 3} = A*dx;.
=1 0x;

Mit Hilfe der vektorwertigen (n—1)-Form dF auf einer n-dimensio-
nalen orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M 1aBt sich das
orientierte euklidische VolumenmaB dV’ einer orientierten (n—1)-
dimensionalen Riemannschen Untermannigfaltigkeit M’ von M gut
beschreiben. Man wihle auf einer geeigneten Umgebung U eines jeden
Punktes aus M’ einen orientierten Orthonormalrahmen (X,,..., X ).
Es gibt dann genau ein Vektorfeld » auf M', so daB (s, X, ... X100
fiir alle xe U eine orientierte Orthonormalbasis von D, M darstellt (ver-
gleiche Satz 4.9 (3) und (4)). Es ist dann

dv,:dv(”’ Dv sy D)l(DM‘)(nil) =(dFv”)
Wir wollen dV'=(dF, ) in einem Spezialfall berechnen:

Beispiel 2: Wir kénnen den reellen Zahlenraum R":={(x,, ..., x,);
x;€R} wie folgt als orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit ansehen:
N . . 0 0
Die Riemannsche Metrik g sei festgelegt durch g(é’@?) =0;; fur
X, 0x;
Lj=1,...,n;dV:=dx, A--- Adx, reprisentiere die Orientierung. Natiir-
lich ist dV dann das orientierte euklidische Volumenmaf des IR".

l'Rnf-l

baar?s o
N e e e

Figur 5 D

Sei nun D ein Gebiet im R ' mit den Koordinaten x,,...,x,,
f:==D-R""' ¢ine differenzierbare  Funktion. G;:= {(f(x).x);
x=(x,,...,x,)e¢ D} ist eine abgeschlossene differenzierbare Unter-

mannigfaltigkeit von R x DS R", der sogenannte Graph von f.
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Wir kénnen G, als Riemannsche Untermannigfaltigkeit des IR" anschen,
deren Metrik ¢ gleich der Beschrinkung der Metrik ¢ des IR" ist.

iiD—Gp, Dax=(x,, ..., x,) > (f(x). X;...., X, )€ G,, stellt einen Diffeo-
morphismus dar mit der Umkehrabbildung ( f(x),x,. ..., x,)—= (X2, ..., X.);
d.h. x,,..., x, sind Koordinaten von G;.

Wir kdénnen eine Orienticrung von G, durch Angabe cines Normalen-
feldes »2 auf G; vornehmen. Dazu betrachten wir das folgende Vektorleld
» auf G, das nirgends auf G, verschwindet:

-

-

. ( " /! ¢
2 (f(x),x) = 5 Z e .
X1 o vZ2 X, (3 v ifxy.x)
Wir konnen es wie folgt normieren:
_ 2 _ 1 ( ¢ i of ¢
Vgl ) TE e \exs A& ox dxy)
1+ (=
/):2 (‘.Yo '

Die Vektorfelder X, -—/ ,L + < —’Dz( auf G, u=2,....n,
Cx, Cx;  Cx, Cx,

bilden einen (n—1)- Rahmen Man vcrlflzlert leicht, daB (X ,2)=0 ist
fir u=2,...,n. Das heiBt, daB s(f(x),x) L D0 s undHn(/(x V)l =1
ist fiir alle xeD. dV'=(dF, ) reprisentiert also eine Orientierung auf
G, und stellt gleichzeitig das zugehorige orientierte euklidische Volumen-
mapB dar.

Wir wollen einmal dV' in den Koordinaten x,,...,x, ausdriicken,
d.h. *dV'=*{dF, ) berechnen:

n (‘3 1 oy n Doy (‘1
AV LY I S P — R o <
= Ox, n 7 AFNZACY = (X, (X
(f 1 u=2 n n
1+ Z <:‘:~“>
p=2 {"\p
1 o of
= *{xdx — ) Af wdx,
I\ u=2 €X '




184 Differentialrechnung der Differentialformen

n '\‘/ -
B e ——— 'y A d-xn — o ( — 1)”
V1 + i (i!)z( 2n #; CXy
- X

AN
dx)adx, n--Adx A /\dxn>

T:<dx2A...Adxn- ¥ ‘;l(-n'*“

1 VEYAT
= e Ay A Adx + Y (25 ) dXp A Adx,
" (‘}j 2 ve 2 @x
1+Z(q )
~,\0x,
N2

Fassen wir zusammen:

. , n af 2
#dV = /14 Y [ =) dxya-adx,.
v=2 G‘xv




§17: Vektoranalysis

Im folgenden sei M wie im vorangegangenen Paragraphen eine n-di-
mensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (mit Riemann-
scher Metrik ge¥li,(M,DM) und orientiertem Riemannschen Volu-
menmall dVeF,(M)).

Wir wollen nun die Begriffe und Ergebnisse des letzten Paragraphen in
die Sprache der Vektoranalysis iibertragen. Die Ubersetzung geschieht
im wesentlichen mittels der Abbildung

J: Fo(M) = F(M),

die Vektorfeldern X :M->DM auf M gewd6hnliche Differentialformen
vom Grade 1, also Pfaffsche Formen j X: DM - R auf M zuordnet. Ist Y
ein Vektor aus D, M,xe M, so definiert man (vergleiche § 16, Seite 172)

UX)Y:=g(X(x).Y).

J X ist wegen der Differenzierbarkeit von g und X differenzierbar auf DM ;
da g eine lineare Funktion des zweiten Arguments darstellt, so ist j X auf
allen Fasern D M,xe M, linear;j X gehért also zu §,(M).

Wir wollen nun j X mittels orientierter Koordinaten x,...,x, auf
einer offenen Menge U< M beschreiben. Der zugehorige orientierte n-

. . a ¢

Rahmen von Koordinatenvektorfeldern ist (~~~——..“M ) und X},
.. L o} X

1aBt sich in der Form

XIU—Zf vvvvvvvv . [iEe®(U) fur i=1,...,n,

darstellen, und es gilt (siche Satz 3.1 (a)):
2 n

(361,) fir v,u=1,...,n ist.

d
g éx
Daraus folgt nun:

JXle=i(Xly)= ¥ (Z Iy gw)

wobei g,,:=

u=1
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Jjist ein Fo(M)-Isomorphismus; und zwar gilt mit den eben verwen-
deten Bezeichnungen

n A
Hdx )= gn " , H=1,...n
( u) VZIJ 57.1-\, !

Wir definleren jetzt die klassischen Operationen der Vektoranalysis,
die Divergenz

div: Fo(M) — Fo(M),
den Gradienten
grad: §, (M) — Fo(M),
die Rotation (fiir dim M = 3)
rot: o (M) — @0(3\/1)
und den vektoriellen Laplace-Operator
A:Fo(M) > Fo(M

17.1 Definition: Fiir fe §(M) und Xe f}O(M) sel definiert:
div X =87 X =+dxj X,
grad f=;"'df,
rotX:=; 'xd;X (dimM=3),
AX:=j"'Aj X

Wir wollen hierfiir nun einige Rechenregeln beweisen. Dabei verwen-
den wir folgende

Bezeichnungen: Es se1 M einc n-dimensionale orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit, ge9R,(M, D M) die zugehorige Riemannsche Metrik,
dVeF. (M) das orientierte Riemannsche Volumenmal auf M,
D:?}O(M) X ﬁo(M)—» fgo(M) der zugehorige affine Zusammenhang,a:mdD
die durch D induzierte &ullerc Ableitung d:ffp(M)afipH(M),
p=0,1,....n. Die vektorwertigen Differentialformen dseF,(M) und
dF =dse &, _ (M) seien wie in § 16, Seite 181, definiert. X und Y be-
zeichnen Vektorfelder auf M, f und & differenzierbare Funktionen auf
M. [X,Y] sei das Lie-Produkt der Vektorfelder X,Y auf M; statt
g(X,Y) schreiben wir hiufig abgekiirzt (X,Y). Mit x,,...,x, bezeich-
nen wir Koordinaten auf einer offenen Menge U< M. Falls in einer
Formel rot vorkommt, wird dimM =3 vorausgesetzt.
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17.2 Satz:

(1) (X.ds)=j X, (grad f.ds)=df, (Xdr)—*jX

) d{ds)=0, d(dF)=

(3) divX-dV:*SjX=d(X,dF):aX/\dF=San~dV
=divp, X-dV, und damit divX =divp X,

4) grad f AdV =d(f-dF)=d/ AdF,
(5) (grad [, dF)==xd f,
(6) (grad [, gradg)dV =d f A xdg=(d [.dg), dV,
(7) rotX AdV= d(deX) dF xd X,
(8) (rot X, dF)= de d(X,ds)=d X Ads,
9) rolX[l~Zj 1{d)c)xD (X),
(10) grad(f - h)-—j -gradh+h- gradf
(11) div(f- X)= f-divX +(grad f, X},
(12) A(f-W=[- Ah+h Af +2(grad f, grad f),
(13) div(X x Y)=(rot X, Y)—(X,rot Y},
(14) rot(f-X)= f-rol X +grad f x X,
(15) rof(X x Y)=(div ¥)- X —(div X)- Y - [ X, Y],
(16) grad(X, Y)=;"'((d X, Y)+(X dy))
=Dy Y +D, X+ X xrotY+ Y xrotX,
(17) div(grad f)=A 7,
(18) grad(div X)=rot(rot X)+AX,
(19) rot(grad f)=0,
(20) ' div(rot X)=0,
21) d{(f-grad h),dF)=(f Ah+(grad f, grad h)}dV,
22) d((f-gradh—h-grad [),dF)=(f-Ah—h-A f)dV.

Beweis: (1) (X,ds)==/X und (X,dF)=x+jX folgen sofort aus den ent-
sprechenden Aussagen der multilinearen Algebra (siche Satz 4.8 (2) und
(3). Setzt man in (X,ds)=jX fiir X speziell grad f ein, so ergibt sich:

{grad f,ds)=jgrad f =d .
{2) In lokalen Koordinaten x,,...,x, auf einer offenen Menge UM

gilt:

&(ds)=a<nz A dxi) = i d <wﬂ-> Adx;

i=1 CX i=1
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3 é
= D,{=]~D, = }]adx adx,
=\ 0x L\ Ox ! !
P x5 i ax; \V

_Jg,[ﬁx T i]/\dx Adx;=0

Wihlen wir nun orientierte Koordinaten x,,...,x, auf einer offcnen
Menge U< M, die in einem Punkt xeM geoditisch sind, so gilt dort

ag;; _gh dlg|
(-;xk( )= (x) = E(x) x, (x)=0

Daraus folgt:

i

(Z Zr !Adx) =0,
Jj=1 k=1 X

_1)p~lgipl/@dx1 A.../\aj(p/\“'/\dxn)
:(Z Z (-—1)p71£,—(9ipl/@)dxk /\dxl"\"’/\é}p/\m/\dx"> =0.
il

(dxdx,), = (d

T =

1 X

p=1 k=1 x
Also gilt
(ddF)), ( Y ajx— *dx)
i=1 i x
=3 (32 Apdxg+ T (22 ) Adedx), =0
RANEY M Aty ey

d.h,, es ist allgemein 'a(dF)zo.

(3} divX-dV=58( X)-dV=25jX =d(x X)=d(X,dF)=d X A dF.

Um aXAdF:San-dV zu venfizieren, wollen wir lokale Koordi-
naten x,,...,x, auf einer offenen Menge U< M verwenden. X|; hat

dann eine Darstellung X|;= Z fk""i‘— mit auf U differenzierbaren
=1 Xy

Funktionen f,.k=1,...,n Man rechnet nun aus:
oo
dX/\dF{U-—ZD(~ (Z fk,.’») dxi/\z —(%A*dxj
i1 x j=1 X
n n ':
-3 ¥ (D 5 g 8xj)dx A vdx,
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n n n ,) a (_‘
5 L)l () s
:Z Z} 2 1( () gkj+szr,kgrj> Hqv

@
= (f)+

X X Mlk) dV = Spur(d X)-dV|,

i=1 k=1

I
B T
s -
fod ]
_><

Die vorletzte Gleichung folgt aus

dX}U—ZD (Zn )

i=1

- z 3 (3 Adx+2 Y Y AT b g A0

=1 i=1 k=1 j=1

n

. d * noo
SpdXj,= Z é}'(f.)‘*‘Zl Z ST

i=1

(4) gradf AdV=j""(df)AdV=Y g‘ff'*l(dxi)Adv
i=1 X

n n 0]‘ ; n (gf' 6‘
= 24 g A dV == N ,
i; j; o.x,q 6x Ad ,Zl JZ, ox; Cx; Adxinxdx,
n af‘
:ZA /\Z =d f AdF=d(f-dF).
S 0x; =1 0X;
5) (grad f,dF)=jgrad f ==d f.
{6) (grad f, grad 1)dV=(d f,dh),dV =d [ A =dh,

(7} Wirrechnen ersteinmal d(/ X} in lokalen Koordinaten x,,x,,x aus:

d(j X)=d(X.ds)=d X Ads= Z D ; (X)adx, Ads

k=1 ka

3
=) dx, A (D s (X),ds) Z dx, /\[(D X))
K=1 o i

DX X

Daraus folgt:

ot X =" '»dj X ="+ Z dxkAj<D B X)

i‘xk
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Wir kénnen nun die Rechenregel (7) beweisen:

3 3
dF xdX = (Z 52—A*dxi) X <Z D, (X)/\dxk>
=1 9% k=1 ox;

3 3
- 3 (mxp. x)stasnan
k=1 \0X; g

3
e (Foani(o, 1)) o
k=1 xe

=rotX AdV,
(8) (rot X, dF)=xj(rot X)=+jj '+dj X =»+dj X =dj X
=d(X,ds)=d X nds+ X ndds=d X Ads.

(9) Beim Beweis zur Rechenregel (7) haben wir in lokalen Koordinaten
X;,Xx;,X3 ausgerechnet:

3
rotX ="'y dxk/\j(D a X).
k=1 é

axy

Daraus folgt:

3
rotX=5% j‘l*(i(i""’dxk)/\j(D . X))

Xy

(10) grad(f-h)=j"'d(f-h)=j"'((df)-h+ f-dh)
=j M f)-h+ f-j~ ' (dh)=(grad f)-h + f-(grad h).
(1) div f X =8j(f X)=»du( f-j X)=#d( %/ X)
=x(df A ¥ X)+ [(xdyj X)=x(jgrad f A%/ X)+ f-8j X
={grad f, X)+ [-divX.
(12) A(f-hy=div(grad(J-h))=div(f-gradh+h-grad f)
=div(/- grad h)+div(h-grad f)
=2(grad f,grad h)+ f-div(grad A)+ h-div(grad f)
=2(grad f,gradh)+ f-Ah+h-Af.
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(13) div(X x Y)=div(i "% X AjY)=86x(X A} Y)
=+d(i X AjY)=+{d(X)AjY—jX Ad(Y))
=+#xTOt X AJY)—*(j X A xjTOtY)
=+(j Y A 5jrot X} —=(f X A #jTOLY)
=(Y,rot X)—(X,rot ).
(14) rot(f X)=j "sdj(f X)=j" '+d(f-j X)
=i 'Hdf AjX + [-djX)
=)~ 's(jigrad f) A X)+ [ 'edjX
=grad(f)x X+ f-rotX.
(15) Wir beweisen zunichst mittels lokaler Koordinaten x,,x,,x;:
. 3 3
Dy X =dX(Y)= Z D, (X)dx,(Y)= Z D, X)) 'dx, V)

i=1  ax; =1 x;

:1(*jY/\ YD, (X)/\dxi>
=t ax;

=4 YAdX)=+(dF,¥Y)adX),
d.h,

Dy(X)AdV=(dF, Y)AdX.
Daraus folgt mit (7):
rot(X x Y) AdV=d(dF x (X x Y))=d((dF, Y)A X —(dF,X)AY)
=d(dF, Y)A X +(dF, Y) Ad X —d(dF.X)A Y—(dF, X)Ad Y
=(divY)- X AdV —(divX)- Y AdV 4+ D(X) A dV —Dy(Y) A dV,
d.h. es gilt:

rot(X x Y)=(divY)- X —(divX)- Y+(Dy X ~ Dy Y)
=divY) X —(divX)- Y-[X,Y].

(16) grad(X,Y)=;""(d(X,Y) =/ "(d X, Y)+(X, dY)).
Es bleibt das Folgende zu zeigen:

(%) X, dY)=D Y+ X xrot Y.
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X xrotY=X x Lj (dx)xD , Y

(7x,

-5 ((X D, Y)J‘“‘ (dx)—(X,/" 1(dx;)-D Y>

(’xi Xy

3
sjd(Z(X’DiY)d"O de(X -

e} Axy
;17}(X’a Y, —aY(zY)z_]—l(x'adY}wa :
)

Daraus folgt sofort Gleichung (x).
(17) div(grad )=8j(j " "(df))=8df =8df +d6 f =Af (wegen & =0).
(18) grad(divX)=;"1d8; X =/ 1(dd)j X
=j NA- Z)d)jX-j "AJX —j18djX.
=AX 4+ lededj X =AX + (" '#d))(j ' xd)) X
az&X—Hot(rotX].
(19) rot(grad f)=/""+djj " 'df=; 'sddf =0, da dd=0 ist.
(20) div(rot X)=8;(j '*dj X)=0xdj X =0, da d+d=0 ist.
(21) und (22) sind Umformulierungen der Greenschen Formeln (c), (d')
von Satz 16.12. 1
Wir wollen noch die Operatoren grad, div, rot mittels lokaler Koordi-
naten ausdriicken. Dazu sei [ eine differenzierbare Funktion auf M und
X ein Vektorfeld auf M, das sich in lokalen Koordinaten x,,..., x, auf
einer offenen Menge U< M in der Form

<« . 0
X = L=
i;floxi

darstelit, wobei die f; differenzierbare Funktionen auf U/ sind. Wir neh-
men dabei wieder n=13 an, wenn wir rot X bilden.
Es gelten nun die folgenden Formeln:

173 grad f= Z (Z (f k!) 8
i=1 0x ﬁx:
denn es ist
n 7 " n Ef
rad m‘“‘dfa'""( fidx>m Y 2L iday)
g f J J J kgl 8xk k k?l axk.l ( k-
"ﬂ 4 kla_m"l"f?:f;k' ._(:_
z 0y t;g ax; —l; (k; exy ] éx;
17.4 dvi=—— 3 S (/e
17. [/15} 2oa Ui yl).
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Unter Benutzung der Koordinatendarstellung des Operators & (siche
16.5) ergibt sich namlich

n "‘} n n
div X =8( X)=5 _Zl fi (:j) 8 Z (Z fq.k) dx,

1 = noom
= m r; ;{;( ZI Z! f.g.kq“l/lcll)

-~

1 "o o
= o VD
12 P
175 rotX= Vﬁ Z > sign(k.m, "o (j Gin) =
gy i1tk o

thon rie ¥y ﬁ‘

T

Man rechnet das wie folgt aus:

3 3 ‘
rot X =;" 'adj X =7 '»d ( Y N fidim dxm>
¢ mosd

3 ju
- Y .
=} 1* E E a - (.figim) dxk ~ dxm
i=1 mek OXg
1 2 o
—j ( — Y ¥ sign(km,r) (f Jm,)j( ))
\]/ gl i=1 tm, News X,
1 3

5
- sign(k, m, r) o im
]g[ [gl {k,m;syz g (j g )ﬁx

(vgl. Beispiel 2 von § 3).
Sind die in 17.3-17.5 auftretenden Koordinaten so gewihlt, daB sie im

Punkt X g:.odatlsch sind {d.h. es ist g,{x)=

g
¢i(x)=5;; und 5 (x)
ax,
ka (x) 0), so gilt:

7.3

3 N
17.4 (div X){ </
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, . . Of, 0
17.5 (rotX),= Y  sign(kir) 5 (X) 4
(

(k.i,rye 4 3 Mk ('Yr

NGIRTAYN]

- ((" , o (’.\3) ('\)F’.\‘l

+<‘)/1 _(/ >(Y) ~

Ox Cx, x,
Ay

+ ((wx\l a (KZ>(Y) AN

In cuklidischen Koordinaten (wo allgemein g;;=49;; ist) gelten die
Gleichungen 17.3'-17.5" iiberall im Definitionsbereich des Koordinaten-
systems.

Wir wollen nun das Poincaré-Lemma in der Sprache der Vektoranaly-
sis ausdriicken:

X

X

X

X

17.6 Satz: Sei M cine 3dimensionale, zusammencziehbare, orientierte
Riemannsche Mannigfaltigkeit, X ein Vektorfeld auf M. Dann gilt:
(1) divX =0 = es gibt ein Vektorfeld Y auf M mit rotY=X.
(2) rot X =0 = es gibt eine differenzierbare Funktion [ auf M mit
grad [=X.

Beweis: (1) Da nach Voraussetzung d(X.dF)=divX-dV=0 ist, so
gibt es nach dem Poincaré-Lemma eine Pfaffsche Form we §&,(M) mit
do=(X,dF). Fir Y:=; Yw)eF,(M) gilt dann: (rotY.dF)=d(jY)
=dw=(X,dF). Daraus folgt rotY=X.

(2) Nach Voraussetzung ist (rot X.dF)=d(j X)=0. Auf Grund des
Poincaré-Lemmas gibt es eine differenzierbare Funktion fe§,(M). so
daB df=jX ist;d.h.esgilt: grad f=;""'df=X. 1

Wir wollen einmal untersuchen, von welchen Bestimmungsstiicken
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M (mit Riemannscher Metrik ¢
und zugehorigem absoluten Riemannschen Volumenmal} |dV]) dic
Divergenz div=35o; effektiv abhiingt. Betrachten wir dic Darstellung
von div X in lokalen Koordinaten x,....,x, auf einer offenen Menge
ucM:

1 n ol n n

D WS VAL I WS W S )

gt =1 O - =

div X}, =
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. o]0 . . . . .
wobei X|, =) f,— mit auf U differenzierbaren Funktionen
i=1 Y

T f, seci: dann schen wir, dafl div X nur von dem absoluten Rie-
mannschen Volumenmal} [dV] (in Koordinaten:

AV, =/lgl ldx, A Adx,))

abhingt. Man kann also wic folgt zu einem absoluten Volumenmal3 du
auf emer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M einen Divergenzbegriff
divg, einfiihren: Man wihle eine Riemannsche Metrik ge¥,(M, D M),
so dal} das zugehorige absolute Riemannsche Volumenmall |dV] gleich
du ist, und setze dann fiir cin Vektorfeld X auf M

divg, X 1= 3( X),

wobei 6 die zur Riemannschen Metrik ¢ gehdrende Coableitung ist. Es
ist nach den obigen Feststellungen klar, daB div,, nicht von der speziell
gewithlten Riemannschen Metrik ¢ abhingt. (Dent Nachweis, dal} es so
eine Metrik iiberhaupt gibt. iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaul-
gabe!y In lokalen Koordinaten x,,....x, auf einer offenen Menge
UcM ist

duly=fldx; A adx],

wobei [:U—IR differenzierbar und f(x)>0 ist fiir alle xeU. Folglich
hat div,, X folgende Koordinatendarstellung:

] 1 n ~ o
divy, X1, = 7 Z (1(\_ (fi- )
. i=1 “vi
o0 0 .
:ig:l (.'\_i (/1)+l§l /l (TE (lOg / )

Wir wollen uns nun die Frage stellen, wann es aufeiner affinen Mannig-
faltigkeit mit symmetrischem affinem Zusammenhang D ein absolutes
Volumenmal} du gibt, so dall div,=div,, ist. Lokal lif3t sich die Frage
vollstindig beantworten.

17.7 Satz: M sei eine uffine Mannigfaltigkeit mit einem svmmetrischen
affinen Zusammenhang D. Folgende Aussagen sind dquicalent:
(1) Jeder Punkt xeM besiizt eine offene Umgebuny U mit einem abso-
luten Volumenmaf dp. so dafp div, (X|o)=divy, X| fiir alle X € §,(M) ist.
(2) Die Spur des Kriimmungstensors verschwindet:

SpR=0.






$§ 17. Vektoranalysis 197

oder

SpR= ) D (af"“ - g'iki> dx, Adx,,

m

Beweis von 17.7: (1)=-(2): U sei eine offene Umgebung eines Punktes
xe M, dyu ein absolutes Volumenmafl auf U, so daB fiir alle Xe&,(M)
gilt:

(%) divy,(X|y)=divp X|y.

Wihlen wir U klein genug, so gibt es Koordinaten x,,...,x, auf U, so
daB fiis ein Vektorfeld X e & (M), das auf U die Darstellung

"0
X‘U:mz‘l S .
hat, gilt:

(%) divqu(X]U) = Z ai Z log f).

m=1
f st dabei eine auf U differenzierbare Funktion mit f(x}>0 fiir alle

xeUund du= fldx, An--- Adx,)
Wie am Ende des Beweises von Satz 17.2 (3) zeigt man:

n

(%%%) divp Xy = Z af + ZI Zf fim

m=1

Aus den drei Gleichungen (x), (x*), (x**) ergibt sich sofort:

dlog )= ¥ 5 (log /)d W= Y Y findy, =

= m=1 i=1

.finidxm'

1 i=1

e

(Man beachte die Symmetrie von D, d.h. fi = fi..)
Daraus folgt:

m

Z S mi dxm> =d(d(log f))=0.

1 i=1

SPR|U=d<
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(2)=>(1): Jeder Punkt xeM besitzt eine zusammenziehbare Umgebung
U mit Koordinaten x,,...,x,. SpR=0 bedeutet

d<mi1 ii}/‘:mdxm>= ( Z ) 0.

Auf Grund des Poincaréschen Lemmas gibt es eine differenzierbare
Funktion / auf U, so dal3 gilt:

HM=

u[\/],

Setzen wir f=e¢" d.h. h=log f, dann ist

74(ogl)—2 S ims

i=1

und du=f|dx; A---Adx,| ist ein absolutes Volumenmal auf U, so
daB (vgl. () und (xx%x))

divy, (X|y)=divp X|y

fir alle Xe&,(M) ist.

Bemerkungen: (1) Unter der Voraussetzung SpR=0 gibt es im allge-
meinen kein absolutes Volumenmal du auf ganz M, so daB3 div,, =div,
ist. Ist dagegen M zusammenziehbar, so ist SpR =0 auch hinreichend
fiir die Existenz eines absoluten Volumenmalles dy mit divy, =divy,.
(2) Gibt es auf einer offenen zusammenhiangenden Menge U= M e¢in
absolutes VolumenmaB du mit divy,(X|y)=divy, X, fiir alle X eF,(M),
dann ist solch ein dyu bis auf einen positiven konstanten Faktor eindeutig
bestimmt.

17.8 Satz: Fiir einen symmetrischen affinen Zusammenhang D auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M sind folgende Bedingungen dqui-
valent :

(1) SpR=0.
(2) Der Riccitensor Ric zu D ist symmetrisch.

Bezeichnungen: Der Riccitensor Ric(X,Y), X, Ye }0 ), ist definiert
als

Ric(X, Y):=Ricp(X,Y):=Sp((dp(d, X)((I. Y))
= Sp(R({J, Y)(X)).
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Beweis: Fiir den Kriimmungstensor R gilt wegen der Symmetrie von
D die sogenannte Bianchi-1dentitiit

RIX,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y=0, X,Y.ZeF,(M).
Aus der Definition von R folgt unmittelbar
R(X,Y)(Z)= —R(Y,X)(Z), X.Y.ZeF(M).
Daraus ergibt sich
Ric(X, Y)—Ric(Y,X)=(SpR){(X,Y)

fir beliebige Vektorfelder X, Ye f?O(M); d.h., der Riccitensor ist genau
dann symmetrisch, wenn SpR =0 ist. 1§

Wir wollen noch eine geometrische Deutung von div,, fiir eine diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit mit absolutem Volumenmafl du geben:

179 Satz: &I xM-M (I=(—¢¢)6>0) sei eine differenzierbare
Abbildung (eine sogenannte differenzierbare Schar von differenzierbaren
Selbstabbildungen von M) mit ®(0,x)=x fiir alle xeM. Xe Fo(M) sei
das folyende Vektorfeld (infinitesimale Transformation zu &) :

_ O\
X(x)=DP, ((E/,())’ xeM,

wobei @ 1M durch @, (t):=®(1,x) definiert ist. Dann gilt:

(!g*fd/‘)>
o\ du '

wobei @ M—M durch ®@(x):=®(t,x) definiert ist.

. ¢
(*) dlvduX: avt

Bemerkung: Beschreibt @: 1 x M—M eine Stromung auf M im Zeit-
intervall I, so ist X das Geschwindigkeitsfeld der Strémung zum Zeit-
punkt r=0 und divy X nichts anderes als die relative Volumenin-
derung der Strémung pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢=0.

Beweis: Da die Aussage des Satzes lokaler Natur ist, kdnnen wir uns
aufeine offene Menge U von M mit Koordinaten x,, ..., x, beschrinken.
Wir wollen dann fiir einen Punkt x,eU die obige Gleichung nach-
weisen. Wir kénnen annehmen, daB x, eine offene Umgebung V< U
besitzt, so daBB @(I x V)= U ist. Definieren wir @'(t, x):= x;0®(t, x), so ist
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fir alle xe V. Es gilt dann

. i 6241‘ Gl 0
(divy, X))= 3 250 0x)+ 3 5 (00) 5 (g N)(),

wobei f eine positive differenzierbare Funktion mit
duly=fldx; A+ ndx,|
ist.
Wir wollen nun die rechte Seite der obigen Gleichung (*) berechnen.

Es ist
. 3 e
(t¢ (d)u))x <<ax1>x PIREREY <a_xn>x>
> -| det (?ﬂ (t,x))‘
D1, x) OX;

¢

= (dl‘)wu.x) <\

0x,

¢

PR Rre
D(t, x) 8xn

det (;fjl {, x)) .

=/ (@t x)-

Daraus folgt:

(@*(du), < ‘ ‘ )
(t¢*(d:u))x axl X o CXq |x _ f(¢([’ Y)) a¢l
. . i g = ) det (6_xj([’x)> ,
s éxy | T 0x,
0 P 1 & of 0P i idi‘
ot o< du >— f(x) i; 0x; ) ot (O’X)+a (0,%) det(axj)‘

n a¢| n 62(151
:‘:Z (Ox (logf +Z o, (0,x),

denn auf Grund der Rechenregeln fiir das Differenzieren von Determi-

nanten und wegen <;§ (O,x)> =(d;; gilt:

(34) oP! z ('fzd)’

0

or

(0,x)
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bilden. Aus der Stetigkeit von f|A und der MeBbarkeit von A folgert man
dann, daB das Infimum der Obersummen zu allen Zerlegungen des
Quaders @ existiert und gleich dem Supremum der Untersummen ist.
Man nennt diesen Wert das (Riemann-jIntegral von f uber A und
schreibt dafir

| fdxy . .dx,.
A

Ist / eine stetige Funktion auf cinem Gebiet G des R™ mit kompaktem
Triger, so kénnen wir den Trager supp(f) in einem kompakten Quader
Q unterbringen und. da dieser meBbar ist. | fdx,...dx, bilden. Dieser

0
Wert hiingt nicht von der Wahl von @ ab, und wir schreiben dafiir cinfach

{ fdy,...dx,.
G

Wir haben uns hier von vorneherein auf stetige Funktionen beschrankt.
Man kann die oben beschriebenen Prozesse der Unter- und Obersum-
menbildung natiirlich auch fiir andere Funktionen durchfithren und auf
diese Art erklidren. wann eine Funktion integrierbar im Riemannschen
Sinne heilt. Da wir uns spiiter sogar aul differenzierbare Funktionen be-
schrinken werden, wollen wir hier auf diese Allgemeinheit verzichten
und nur stetige Funktionen betrachten.

Fiir die Transformationsformel von Integralen mufl man im wesent-
lichen wissen, wie sich mellbare Mengen unter Diffeomorphismen ver-
halten. Wir untersuchen dazu zunichst, auf was fiir eine Menge ein kom-
pakter Wiirfel mittels eines Diffecomorphismus abgebildet wird.

Wir verabreden folgende Bezeichnungen:

Ix|l:=max{lx,}: i=1.....n} fir x=(x,....,x)eR",
Al = max {la;;l; i,j=1.....n) fiireine (nxn)}-Matrix A=(a;)

Q,:= {xeR": ||xl <.

Damit gilt der folgende Satz:

18.2 Satz: F:G— G sei ein Diffeomorphismus -wischen zwei offenen
Teilmengen des R™ mit 0c G und F{0y=0eG'". Ferner sei Dy F = Ign. und
Jiir afle xeQ, <G sei
1D F I« &

n
Jireimemit 0<e< 1,
Dann gilr.

Qr(l —s)gF{Q‘)gQrH +e)
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Beweis: Es sei g:=F—I,.,. Dann gilt fiir alle xeQ,

g,
0X;

x)

£ ..
<;, iLj=1,...,n.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es Zahlen
hi,....,h, mit Q<h,<1, sodaB

gilt. Daraus folgt fiir alle xeQ,
¢
lg I =NF(x)—xl| <n -l <er .

Speziell gilt also fir xeQ,

IF GOl =HF(x) = x4+ xf| <N F(x) = xl| + x| < r +er=r(1 +2),
und fiir x€0Q,:

IFCo = F (x) = x +x]| = [lx] = [|F(x) = xl| > r —sr=r(1 —#).

Die erste dieser beiden Ungleichungen besagt gerade F(Q,)S Q. +¢)
die zweite F(3Q)N Q. _y=0. Da F(0Q,)=2a(F(Q)) ist, muB
0.1-9 S F(Q,) sein, oder es muB Q, . _,,=IR"—F(Q,) gelten. Das letztere
kann aber nicht der Fall sein, da 0€Q,; _,,n F(Q,) ist. Damit haben wir
insgesamt Q ;- S F(Q)SQ,+, gezeigt. 1

Satz 18.2 k6nnen wir sofort verallgemeinern, indem wir nicht unbe-
dingt fordern, dal D, F die Identitit ist:

18.3 Satz: F : G- sei ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teil-
mengen des R" mit 0 G und F(0)=0eG'. Ferner sei M:=|D,F ||, und
fur alle xeQ, =G sei

£
D F-D,F -
1D F=Do Fll <

Dann gilt:
Do F(Qr1- ) SF(Q) =D F(Qr 1+ 4)-

Beweis: Es sei F:= DOF‘IPF. Dann erfiillt £ die Voraussetzungen
von Satz 18.2, denn es ist Dy F =Dy F !0y F= I3 und

I2F = Iall =1 F~ (D, F = Do Y| <nMIDF =D Fl <~
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Also ist Q. AE,EI?(Q,)SQ,(1 +5 und folglich wegen F=7D, FoF
’DOF(Qr(l—c))gF(Qr)gDOF(Qr(l+c))' ]

Der letzte Satz besagt insbesondere, dal3 F(Q,) in einem Parallelotop
mit dem Volumen |[det D, FI(1+¢)"V(Q,) liegt und ein weiteres Parallelo-
top mit dem Volumen |det D, F|(1 —&)" V(Q,) enthilt. Dabei verwenden
wir die Tatsache, daB fiir eine lineare Abbildung T:R"->R" T(Q,)
meBbar ist mit V(T(Q,)=|detT|V(Q,) (vgl. [20],§11, S. 138).

Db (Qr146))
G F(Qr)

: =
/2

Do (Qri-1))

Figur 7

Der nachste Satz macht eine Aussage liber das Verhalten von Null-
mengen unter Diffeomorphismen:

18.4 Satz: F:G—G' sei ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen
imR" und A< G sei eine kompakte Nullmenge. Dann ist A':=F(A) eine
kompakte Nullmenge in G'.

Beweis: Zu jedem & >0 gibt es endlich viele kompakte Wirfel
Q......Qn, deren Vereinigung A enthilt, so daB3 die Summe der Vo-
lumina dieser Wiirfel kleiner als ¢ ist. Zu vorgegebenem ¢>0 konnen
wir dabei ¢ so wihlen, dal3 folgendes gilt:

Y < &
(1+&)"< 8<2C

N

wo c:=max{ldet(ibx Fl:xelU Qi} ist. AuBerdem konnen die Wiirfel
i=1

so klein gewidhlt werden, daB fir ihre maximale halbe Kantenlidnge r gilt:
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/ N
1D F—D,-F|| < n—;}q fir x,x’elJQ, mit |x'—x"|<r, wobei
i=1
N
M= max{“‘Dx,F ;s xelU Qi} ist.
i=1
Haben wir & und die Q; so ausgewihlt, so ist nach Satz 18.3 jedes
F(Q;) in einem Parallelotop B; enthalten mit V(B)<c(1+¢)"V(Q,).

N
Insbesondere ist also F(4) < |J B;, und es gilt
i=1

V(By<c(l+¢) i V(@)<2ce <e. 1

1 i=1

M=

Aus diesem Satz folgt unter anderem, dal} jede kompakte Teilmenge
einer niederdimensionalen Untermannigfaltigkeit des R" eine Null-
menge im R" ist; denn fiir kompakte Teilmengen niederdimensionaler
linearer Teilrdume ist diese Aussage offenbar richtig. Eine weitere wich-
tige Folgerung ist der nichste Satz, dessen Beweis unmittelbar aus Satz
18.1 folgt, wenn man beachtet, daBl ein Diffeomnorphismus den Rand
einer Teilmenge des R™ auf den Rand der Bildmenge abbildet:

185 Satz: F:G—G' sei ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen
Mengen des R", und A sei eine kompakte mefibare Teilmenge von G. Dann
ist F(A) ebenfalls mefibar.

18.6 Satz: F:G—G' sei ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen
Mengen des R", A eine kompakte mefbare Teilmenge von G und f:A—R
eine stetige Funktion auf A’:=F(A). Dann gilt :

{ £0)dy, -..dy,= | {F(x))det D, Fldx,...dx,.

Beweis: A sei cine kompakte Umgebung von 4 in G, d.h. eine kom-
pakte Teilmenge von G, in deren Innerem A liegt, dann ist A':=F(A)
eine kompakte Umgebung von A" in G'".

Fiir das Folgende diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, daB f(y)>0 ist fiir
alle yeA'. (Andernfalls zerlege man f in positiven und negativen Anteil
und behandle beide getrennt.) Wir setzen jetzt

M:=max{|D,F'|; ye A,
¢:=max|[det(D F)|; xeA)

und wihlen zu vorgegebenem ¢ mit O0<e<1 ein >0, so daf fir alle
X, x"eAmit |x' —x"<r gilt:
&

DF—DFl < o
IDeF =D Fl <y
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Q sei ein kompakter Wiirfel im R", der 4 im Innern enthilt, und
7 =(Qi)i-.....n sei eine Zerlegung dieses Wiirfels in kleinere Wiirfel,
deren Kantenlinge kleiner als r sei. Von diesen liegen etwa Q,, ..., Qy, in

A, und bei geniigend feiner Zerlegung diirfen wir annehmen, ddB A im
No

Inneren von |J Q; liegt.
i=1

Wir setzen
J(x):=det(D, F), g:=foF,
dx:=dx,...dx,, dy:=dy,...dy,,
m:=min{g(x); xeQ,;}=min{f(y); yveF(Q,)],
M;:=max{g(x); xeQ;j=max{[(y);yeF(Qy;],
(f und ¢ seien auflerhalb A" bzw. A durch O fortgesetzt), und bezeichnen

den Mittelpunkt von @, mit x;. Dann haben wir die folgende Kette
von Ungleichungen:

No No
Y mV(F(Q)) < [ fody < S M V(F(Q)
i=1 A’ i=1
VI IA
No No Nao
_z (= (x)IV(Q) < Zg(x )l VQ ZM 1+ oI () VUQy) -

Fiir die Differenz der beiden d4uBeren Glieder in der unteren Zeile konnen
wir folgende Abschitzung machen:

A= Y M+ URIVQ)— Y mdt — W (x)IV(Q)

i=1

HMZ 'ﬁMz _1‘

Il

(M (T+&)"—m(1 —)")IJ(x)IV(Q)

No

(M —m)(1 +¢) |Jx)|VQ)+Zm (148" —(1 =) J(x;)| V(Q)

1

No

No
Z WM —m) V(Q) +((1+2)"—(1—¢) )ZmlJ( x)IVIQ)
<ve (M;—m)V(Qy) + ¢ V(Q)max | f(l((1+2)"— (1 —2)").
i=1 ye
Ist jetzt 6> 0 vorgegeben, so konnen wir durch Wahl eines hinreichend

kleinen £>0 erreichen, daB der rechte Summand kleiner als g wird,
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und wegen der Integrierbarkeit von g tiber 4 kdnnen wir durch geniigende
Verfeinerung der Zerlegung 2 erreichen, daB auch die linke Seite kleiner

o . ) . .
als > wird. Damit folgt dann aus der obigen Ungleichungskette

fgeIdx= § f()dy,

womit unser S