Prof. Dr. Joachim Lohkamp WWU Miinster
Matthias Kemper WS17/18

DIFFERENTIALGEOMETRIE [
Blatt 6

Abgabe am 29.11.2017

Aufgabe 1: Jacobifelder und Interpretation der Schnittkrimmung

Seien p € M und v, w € T,M. Dann ist J(t) := dexp,,(tw) = tdexp;,(w) (mit dexpy, :
T TpyM = TyM — Texp(1)yM) bekanntlich ein Jacobi-Vektorfeld entlang der Geodéten (&) =
exp(tv). Zeigen Sie:

(a) J(0) =0, J(0) = Vi) = w.

(b) Die Taylorentwicklung von |.J(¢)|? um ¢ = 0 lautet

T = w22 — %g(R(w,v)v,w)t‘L + O .

Berechnen Sie dazu explizit die Ableitungen und benutzen Sie die Jacobifeldgleichung
J(t) = R(¥(t), J(t))¥(t). Was sagt das iiber das Verhalten benachbarter Geodédten aus?

(c) Mit Polarisierung folgt fiir die Taylorentwicklung der Metrik g;; = g(9;, 0;) in Normalko-
ordinaten

1
gij = 0ij — ngMj(O)%kaZ + O(|z]*)

Mit O |exp(tv) = dexpy,(e;) fiir eine Orthonormalbasis (e;); von T, M.

Aufgabe 2: Volumen und Interpretation der Skalarkriimmung

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M" ist durch dV = /| det(g;;)|dz! - - - d2™ in lokalen
Koordinaten ein Mafs definiert (global mit einer Zerlegung der Eins). Zeigen Sie:

(a) dV ist von der Wahl der Koordinaten unabhéngig.

(b) In Normalkoordinaten (%) um p gilt
1
det(gij) = 1 — 3 Ricy aFat + O(|z)?)

mit der Ricci-Kriimmung Ricy, = g% Rige;.

(c) Fir das Volumen von kleinen Béllen mit Mittelpunkt p gilt

Vol9(B,(p)) = Scalr? + O(r3)> Voleul(B,.(0))

im Vergleich zu Billen mit demselben Radius im R". Scal = g% Ric;; ist hier die Skalar-
krimmung.



Aufgabe 3: Standardmetriken in Polarkoordinaten

Geben Sie fiir den R", die S™ und die hyperbolischen Ebene die Metrik in normalen Polarkoor-
dinaten (d.h. in der Form dr? + f(r)ggn-1) an. Warum nimmt die Metrik hier diese Form an?

Fiir die hyperbolische Ebene kénnen Sie benutzen, dass im Poincaré-Scheibenmodell ein geo-
détischer Strahl vom Ursprung zum Punkt (x,0) die Lange 2 artanh(z) hat.

Aufgabe 4: Flache Flachen

(a) Einen flachen Torus bekommt man, indem man aus dem euklidischen R? ein Gitter (eine
zu 72 isomorphe Untergruppe) herausteilt. Finden Sie flache Tori, die nicht isometrisch
zueinander sind.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine nicht vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren
Vervollstandigung (als metrischer Raum, beziiglich der Distanzfunktion) keine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit ist.



