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Aufgabe 1: Poincaré-Scheibe

Funktionen f : C := CU {oo} = C der Form f(z) = ijr's mit a,b,c,d € C, ad — be # 0 nennt
man Mdébiustransformationen.

(a) Zeigen Sie, dass sich jede Mobiustransformation als Verkettung von Translationen, Dreh-
streckungen und z — 1/z (Inversion am Einheitskreis + Spiegelung an reeller Achse)
schreiben lasst.

(b) Folgern Sie, dass Mobiustransformationen Kreise und Geraden auf Kreise oder Geraden

abbilden.

(c) Finden Sie eine Mobiustransformation ¢, die die Einheitskreisscheibe auf die obere Halb-
ebene (und (1,1, —1,—i) auf (1,00,—1,0)) abbildet.

(d) Beschreiben Sie die Geodéten beziiglich der Pullbackmetrik ¢*gny, der hyberbolischen
Metrik ghyp = y—lg(dzr2 +dy?) = E dzdz auf der obenen Halbebene.
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(e) Zeigen Sie in einem der beiden Modelle, dass die hyperbolische Ebene vollstandig ist.

Aufgabe 2: Standardmetriken in Polarkoordinaten

Geben Sie fiir
(a) den R™,
(b) die hyperbolischen Ebene und
(c) die S™

die Metrik in normalen Polarkoordinaten (d.h. in der Form dr? + f(r)ggn-1) an.

Aufgabe 3: Infinitesimale Deformation von Metriken

Wir betrachten eine Einparameterfamilie (g¢) —e<¢<. von Riemannschen Metriken auf einer Man-
nigfaltigkeit M. Wie sieht die Richtungsableitung des zugehorigen Kriimmungstensors in Rich-
tung h = %‘tzo gt aus?

Hinweis: Sie konnen wie folgt vorgehen (lokale Koordinaten sind hier tibersichtlicher):

e Die Variation der Christoffelsymbole ist

d 1
0L = dt|,_, rf=g" 5 (hjei + hiej = hije) -



Dabei bezeichnet hjg; = O;hje — Filj-hkg — I’i’zhjk die Komponenten der k‘ovariante Ab-
leitung von h. 61" ist (im Gegensatz zu I") ein Tensor.

e In Koordinaten schreibt man den Kriimmungstensor iiblicherweise als

Rl = da'(R(9;,00)0:) = 0,1k — Ok Il + Iin T, — T T,

Zeigen Sie

5Rfjk = 5F£¢,j - 6Fj€',k

und driicken Sie dies durch h aus.

Aufgabe 4: Bianchi-Identitédten

Ziel dieser Aufgabe ist es, zu sehen, dass die Bianchi-Identitdten eine infinitesimale Formulie-
rung der Diffeomorphismusinvarianz des Kriimmungstensors

R?Y = 'R (%)
(vgl. Blatt 4, Aufg. 4(a)) sind.

(a) Differenzieren Sie (i) nach ¢ fiir eine Einparameterfamilie ¢; von Diffeomorphismen mit
%! o Pt = V. Werten Sie die rechte Seite mit Hilfe von Aufg. 4(c) auf Blatt 4 aus.

(b) Berechnen Sie die linke Seite mit Hilfe von Aufgabe 3. Wie sieht h = % ‘ —o P19 aus? Sie
sollten

1 1
5 (VmBll;mz) j - 5 (VmB]Zmz) & + v <Rfjm,k - Rfkm,j)

+ ViR + VI Ry — Vi R + VI Ry

ijm imk ijk
[ Ré RZ RZ
Bijk = z‘jk+ kij+ jki

erhalten.

(c) Aus der Gleichheit der beiden Seiten sollten Sie die Identitét
v (Rt Rt Rt _Lympe L (ympe
iikom T mj ke T Lk | = B kmi) T imi)

erhalten. Folgern Sie aus geeigneten Wahlen fiir V' zunéchst die erste (ijk = 0) und dann

die zweite (Rfjk,m + Rfmj,k + Rfkmg = 0) Bianchi-Identitét.

*Diese Konvention scheint in mathematischer Literatur iiblicher zu sein, wahrend Physiker haufig X; ; fiir die
(koordinatenabhéngige) partielle Ableitung 0;X; und Xj;; fiir die kovariante Ableitung benutzen.



