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Aufgabe 1: Krümmungstensor

Der Riemannsche Krümmungstensor ist definiert als

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z für X,Y, Z ∈ Γ(TM) .

Zeigen Sie:

(a) R ist wirklich ein (1,3)-Tensor, d. h. C∞-linear in allen drei Komponenten,

(b) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z und

(c) g(R(X,Y )Z,W ) = −g(R(X,Y )W,Z).

Aufgabe 2: Hyperbolische Ebene

Die Poincaré-Halbebene ist der Raum {(x, y) ∈ R2 | y > 0} mit Metrik

g =
1

y2
geukl .

(a) Finden Sie hinreichend viele Isometrien, um jeden Punkt auf einen beliebigen anderen
abbilden zu können (also eine transitiv wirkende Untergruppe der Isometriegruppe).

(b) Finden Sie eine Isometrie, die genau die Punkte im Abstand 1 vom Ursprung fixiert.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe dieser Isometrien alle Geodäten.

Aufgabe 3: Kinetische Energie

Für eine Kurve γ : [a, b]→M definieren wir die Energie als

E(γ) :=
1

2

∫ b

a
|γ̇(t)|2dt .

Ω(x, y) bezeichne die Menge aller differenzierbaren Kurven mit Startpunkt x und Endpunkt y.
Zeigen Sie:

(a) Für eine Schar von Kurven γs : [a, b]→M mit Variationsvektorfeld V = d
ds

∣∣
s=0

γs gilt

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(γs) = g(V, γ̇0)|ba −
∫ b

a
g(V,∇γ̇0 γ̇0)dt ,

die kritischen Punkte von E : Ω(x, y) → R sind also genau die Lösungen der Geodäten-
gleichung ∇γ̇ γ̇ = 0.

(b) γ ∈ Ω(x, y) hat genau dann minimale Energie in Ω(x, y), wenn γ proportional zur Bogen-
länge parametrisiert und längenminimierend ist.
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Aufgabe 4: Pullback und Lieableitung

Wir schreiben T rs M := Γ(TM⊗r⊗T ∗M⊗s). Sei ϕ : M → N eine glatte Abbildung. Der Pullback
ϕ∗S ∈ TsN eines kovarianten Tensors S ∈ TsM ist definiert als

ϕ∗S(X1, . . . , Xs) = S(dϕ(X1), . . . ,dϕ(Xs)) für X1, . . . , Xs ∈ Γ(TM) .

Falls ϕ ein Diffeomorphismus ist, so ist (ϕ∗X)(p) := dϕ|f−1(p)(X) ein Vektorfeld auf N und
wir können den Pullback eines (1, r)-Tensors T definieren als

ϕ∗T (X1, . . . , Xs) = (ϕ−1)∗ [T (dϕ(X1), . . . ,dϕ(Xs))] .

Zeigen Sie:

(a) Für den Krümmungstensor verhält sich natürlich: Rϕ∗g = ϕ∗Rg.

(b) Ist ϕt eine Einparameterfamilie von Diffeomorphismen mit d
dt

∣∣
t=0

ϕt = V , so gilt

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ∗tX = [V,X] .

(c) Allgemeiner gilt für (1, r)-Tensoren T

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ∗tT = LV T ,

wobei LV die Lieableitung ist, die sich auf beliebige Tensoren fortsetzen lässt, indem man
die Gültigkeit von LV (T ⊗ S) = (LV T )⊗ S + T ⊗ (LV S) und (LV ω)(X) = LV (ω(X))−
ω(LVX) fordert.
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