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Aufgabe 1: Kriimmungstensor

Der Riemannsche Kriimmungstensor einer (Semi-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist
definiert als

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —VixyZ fir X,Y,Z € T(TM) |
Zeigen Sie:
(a) R ist wirklich ein (1,3)-Tensor, d.h. C*°-linear in allen drei Komponenten,
(b) R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z und
(¢) g(RIX,Y)Z,W) =—g(R(X, Y)W, Z).

Aufgabe 2: Schnitt- und Riccikriimmung

(a) Ist die von zwei Vektoren u, v aufgespannte Ebene E im Tangentialraum 7, M eines
Punktes x einer (Pseudo-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) nichtdegeneriert, d. h.
g(u,u)g(v,v) — g(u,v)? # 0, so ist die Schnittkriimmung definiert als

g(R(u,v)v,u)
g(u7 u)g(v, U) - g(u, U)

Sec(z, E) = 5 -
Vergewissern Sie sich, dass die Definition nicht von der Wahl der Vektoren abhéngt, die
den Unterraum aufspannen, und dass sich R wieder vollstdndig aus Sec zuriickgewinnen
l&sst.

(b) Die Ricci-Kriimmung ist gegeben als Ric(X,Y) = trR(-, X)Y = Rikinij, wobei
man den Kriimmungstensor in lokalen Koordinaten iiblicherweise als RkeijZﬁXin =
(R(X,Y)Z)¥ schreibt. Zeigen Sie, dass Ric ein symmetrischer Tensor ist.

(c) Driicken Sie die Ricci-Kritmmung Ric(u, u) eines Vektors w in einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit als Mittelwert von Schnittkriimmungen aus.



