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Aufgabe 1: Bertotti-Robinson-Metrik
Auf R x R, x S? ist die Metrik

= \2d¢? - R—de - R?
gBR = A"dl 2 gs?

gegeben, wobei gg2 die runde Metrik und R > 0 eine Konstante ist. Physikalisch beschreibt sie ein
Universum mit einem uniformen magnetischen Feld.

(a) Zeigen Sie, dass durch u; =t + R/X und ug =t - R/A Nullkoordinaten definiert werden.

(b) Ersetzen Sie t durch eine der Nullkoordinaten, um zu sehen, dass es sich bei A = 0 nur um
eine Koordinatensingularitat handelt

(c) Benutzen sie die neuen Koordinaten v; = tan"!uy und ve = —cot™! ug, um das Penrosedia-
gramm der maximalen Erweiterung des Bertotti-Robinson-Universums zu erhalten.
Aufgabe 2: Killing-Vektorfelder 1
Ein Vektorfeld X auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit heifit Killing- Vektorfeld, wenn
Lxg=0.
(a) Zeigen Sie, dass diese Bedingung dquivalent ist zu
g(VyX,Z)+g(Y,VzX)=0 fir alle Vektorfelder Y, Z
bzw. X;.; + Xj,; = 0 in Koordinaten.

(b) Zeigen Sie, dass der Fluss von X, sofern existent, eine Isometrie ist, und umgekehrt jede
Einparametergruppe von Isometrien von einem Killing-Vektorfeld erzeugt wird.

(c) Uberzeugen Sie sich davon, dass die Killing-Vektorfelder mit dem Kommutator von Vektor-
feldern eine Lie-Algebra bilden. Fiir vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten ist dies
tatsdchlich die Lie-Algebra der Isometriegruppe.

(d) Eine Raumzeit M heiflt statisch, wenn es auf ihr eine glatte skalarwertige Funktion f gibt,
sodass grad f ein zeitartiges Killing-Vektorfeld ist. Zeigen Sie, dass sich M dann als semi-
Riemannsches Produkt schreiben lasst.

(e) Geben Sie Killing-Vektorfelder fiir den Minkowski-Raum an.

Aufgabe 3: Killing-Vektorfelder II

(a) X sei ein Killing-Vektorfeld, Y und Z beliebige Vektorfelder. Benutzen Sie die algebraische
Bianchi-Identitat, um zu zeigen, dass

VizX = R(Y,X)Z ,
wobei die zweite kovariante Ableitung durch V%’, 7 =VyVz—Vy,z gegeben ist.

(b) Folgern Sie daraus, dass ein Killing-Vektorfeld fiir jede Geodéte ein Jacobi-Vektorfeld ist.
(Das sollte aus den Eigenschaften von Isometrien ohnehin klar sein.)



