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Ubungen zur Vorlesung Geometrische Lineare Algebra

Abgabetermin: Dienstag, 3.12.19, 8:15 Uhr.

1. Sei V := R? ein R-Vektorraum und = = (21, 22)7 und y = (y1, y2)? zwei beliebige Elemente

aus V. In welchen der folgenden Fille ist die gegebene Abbildung ® : V' x V' — R bilinear?
In welchen Féllen ist ® gegebenenfalls ausgeartet, symmetrisch oder positiv definit?

(i) ®(z,y) = z122 + Y192
(i) @(z,y) == 2192 + 2201
(i) ®(x,y) := z1y1 + T1Y2 + T2y1 + T2Y2 (4 Punkte)

2. Es sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Zeigen Sie die folgende Version der
Dreiecksungleichung:

lul = Jv| <|u—v| und |u] = |u| <|u— v Vu,v e V.

Zeigen Sie dariiber hinaus, dass |u + v|* + |u — v|* = 2(Jul® + |[v|*) Vu,v € V gilt. Diese
Gleichung heift Parallelogrammidentitdt. (4 Punkte)

3. Sei U = ((1,0,0,0,0)7,(1,0,1,0,0)7,(1,1,1,0,2)7,(2,1,0,2,3)T) ein Untervektorraum
des euklidischen Vektorraums R® versehen mit dem Standardskalarprodukt. Bestimmen
Sie mit dem Orthonormierungsverfahren von E. Schmidt eine Orthonormalbasis von U.

(4 Punkte)

4. Austauschprozesse und stochastische Matrizen
Ein Fahrradverleih in Miinster hat die Filialen A, B oder C, in denen die Fahrrider be-
liebig ausgeliehen und abgegeben werden konnen. Seien ay, by und c¢; die Anzahlen der
Fahrrader am Morgen vor Ladenéffnung in den Filialen A, B bzw. C. Das Wechselverhal-
ten der Fahrriader von einem Tag zum néchsten wird durch folgende Ubergangsmatriz F

beschrieben:
k41 ag 0,8 0 0,3
bpy1 | = F- | by mit F = 0O 1 0 (1)
Ck+1 Ck; 0,2 0 0,7

Da die Gesamtanzahl der Fahrriader konstant bleibt und sie lediglich die Filialen wechseln
spricht man von einem Austauschprozess. Weitere Erklarungen finden Sie auf der Riickseite.

(a) Am Morgen des 26. Novembers waren in der Filiale A 24 Fahrrider, in B 31 Fahrréa-
der und in C 36 Fahrrader. Bestimmen Sie wie viele Fahrrader am 25., 27. und 28.
November in den Filialen waren.

(b) Gibt es eine stabile Verteilung der Fahrrader, bei der trotz ihres Wechselverhaltens die
Anzahl der Fahrridhder von Tag zu Tag konstant bleibt? Bestimmen Sie diese, wenn
es sie gibt.

Bitte wenden



(c) Eine quadratische Matrix A = (a;;) € R™™ heift stochastische Matriz, falls 0 <
a;; <1 fiur alle 4,7 und die Summe > ; a;; der Eintrége in jeder Spalte gleich 1 ist.
Ein Beispiel ist die Matrix A aus (1). Zeigen Sie, dass jede stochastische Matrix den
Eigenwert 1 besitzt und erkldren Sie, was dies mit Teil (b) zu tun hat.

(4 Punkte)

5. Welche Zusammenhinge, Details, Inhalte oder Fragen sollen in der niichsten Ubung be-
sprochen werden?

Austauschprozesse und stochastische Matrizen

Ein Prozess, der ein Wechselverhalten (von Fahrrddern, etc.) beschreibt heifit ein Aus-
tauschprozess, wenn die Gesamtanzahl konstant bleibt, aber sich die Verteilung (der Fahr-
rader, etc.) auf verschiedene Moglichkeiten (wie die Filialen in Aufgabe 4) dndern kann.

Austauschprozesse konnen mittels einer Ubergangsmatrix A = (a;;) € R™"™ gegeben sein,

bei der fiir alle Eintrige a;; gilt 0 < a;; < 1. D.h. ist 22t = (231t ... 22T die Verteilung
vor dem Wechsel und 2" = (27", ... 22°")T die Verteilung nach dem Wechsel, so gilt
phen — 4. xalt )

In diesem Fall ist A eine stochastische Matrix. Die Eigenschaft, dass die Summe der
Eintrige in jeder Spalte gleich 1 ist, d.h. also dass Y ;" ; a;; = 1 fiir alle j ist, entspricht
dabei genau der Eigenschaft, dass die Gesamtanzahl (der Fahrrader, etc.) konstant ist.

Beweis. Sei G .= Y"1 23t = (1,...,1) - 22!* die Gesamtanzahl vor dem Wechsel und
GPet =0 et =(1,...,1) - 2" die Gesamtanzahl nach dem Wechsel. Gilt nun
i — 4. xalt

so gilt G*" = (1,...,1) - 2™ = (1,...,1) - A- 2?8 Die Eigenschaft G = G2 ist
aquivalent zu der Gleichung

(1,...,1) - A-2® = (1,...,1) - 2.

Diese Gleichung gilt fiir alle 22 € R” (d.h. also unabhiingig von der Verteilung vor
dem Wechsel) genau dann, wenn (1,...,1)- A = (1,...,1) ist. Wegen (1,...,1)- A =
(Z?:l Qilyoos Doty aiyn), ist letztere Gleichung dquivalent dazu, dass A eine stochastische
Matrix ist. O

Eine Verteilung z*!* heit eine stabile Verteilung, falls 2™ = A - 22t = 22I* ist. d.h. also
falls 22! ein Eigenvektor von A ist.
(Hinweis zu Aufgabe 4(c): Was hat die Gleichung (1,...,1)-A = (1,...,1) mit det(A—1Id,,)

zu tun?)




