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Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II

Abgabetermin: Montag, 20.5.2019, 10:15 Uhr

1. (a) Sei K ein Korper und L O K eine Korpererweiterung. Zeigen Sie:
Sind f,g € K[X] ~ {0} und ¢ € L[X] Polynome mit f = gq, dann gilt ¢ € K[X].
(b) Dividieren Sie die folgenden Polynome f € Q[X] jeweils mit Rest durch g € Q[X]:
(i) f=X"—1,9g=X —1mit n €Ny,
i) f=X"+X" 14+ ..4+1,g=X+1mit n € Nyy. (4 Punkte)

2. Die Matrix A € Q3*3 sei gegeben durch

4 7 =2
A= -2 =5 2
-4 -8 3

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A. Zeigen Sie, dass
A diagonalisierbar ist und bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S € Q3*3 mit der
Eigenschaft, dass die Matrix S~'AS Diagonalgestalt besitzt. (4 Punkte)

3. Fibonacci-Zahlen. Die Folge der Fibonacci-Zahlen c1,ca, ... € N ist definiert durch ¢; =
co =1 und cpi2 = cpt1 + ¢y, fiir n € N. Geben Sie fiir ¢, einen geschlossenen Ausdruck an,
der nur von n abhéngt.

Hinweis: Bestimmen Sie eine Matrix A € R**2 mit A (“s) = (¢7) fiir n > 1 und eine

Basiswechselmatrix S € GLa(R), derart dass S~! - A - S Diagonalgestalt besitzt.
(4 Punkte)

4. Austauschprozesse und stochastische Matrizen
In einem Wildreservat leben Tiere, von denen jedes téglich eine der Tranken a, b oder
¢ aufsucht. Am Tag k seien ag, b und ¢ die Anzahlen der Tiere an den Tréanken a, b
bzw. c. Das Wechselverhalten der Tiere von einem Tag zum néchsten wird durch folgende
Ubergangsmatriz A beschrieben:

k41 ak 0,4 0,3 0,2
b1 | = A-| by mit A=103 0,5 0,4 (1)
Ck+1 Ck 0,3 0,2 0,4

Da die Gesamtanzahl der Tiere konstant bleibt und sie lediglich die Trdnken wechseln
spricht man von einem Austauschprozess. Weitere Erklarungen finden Sie auf der Riickseite.

(a) Am 20. Mai trinken an den Trinken a 6600 Tiere, an b 8100 Tiere und an ¢ 7200
Tiere. Bestimmen Sie wieviele Tiere am 19., 21., 22. Mai an den Tréanken trinken.

(b) Gibt es eine stabile Verteilung der Tiere, bei der trotz ihres Wechselverhaltens die
Anzahl der Tiere an den drei Trianken von Tag zu Tag konstant bleibt? Bestimmen
Sie diese, wenn es sie gibt.



(c) Eine quadratische Matrix A = (a;;) € R™™ heift stochastische Matriz, falls 0 <
a;; <1 fiur alle 4,7 und die Summe > ; a;; der Eintrége in jeder Spalte gleich 1 ist.
Ein Beispiel ist die Matrix A aus (1). Zeigen Sie, dass jede stochastische Matrix den
Eigenwert 1 besitzt und erkldren Sie, was dies mit Teil (b) zu tun hat. (4 Punkte)

5. Welche Zusammenhinge, Details, Inhalte oder Fragen sollen in der niichsten Ubung be-
sprochen werden?

Austauschprozesse und stochastische Matrizen

Ein Prozess, der ein Wechselverhalten (von Tieren, Menschen, etc.) beschreibt heifst ein Aus-
tauschprozess, wenn die Gesamtanzahl konstant bleibt, aber sich die Verteilung (der Tiere, Men-
schen, etc.) auf verschiedene Moglichkeiten (wie z.B. die Tranken a, b und ¢ aus Aufgabe 4)
andern kann.

Austauschprozesse kénnen mittels einer Ubergangsmatrix A = (a;j) € R™™ gebeben sein, bei

$?lt
der fiir alle Eintrage a;; gilt 0 < a;; < 1. D.h. ist 2t = die Verteilung vor dem Wechsel
let
gheu
und ™" = : die Verteilung nach dem Wechsel, so gilt
et

n
hen — 4. xalt )

In diesem Fall ist A eine stochastische Matrix. Die Eigenschaft, dass die Summe der Eintrige in
jeder Spalte gleich 1 ist, d.h. also dass > a;; = 1 fiir alle j ist, entspricht dabei genau der
Eigenschaft, dass die Gesamtanzahl (der Tiere, Menschen, etc.) konstant ist.

Beweis. Sei Gt := Y"1 xalt = (1,...,1) - 2°!" die Gesamtanzahl vor dem Wechsel und G™" :=

Yot =(1,...,1) - 2" die Gesamtanzahl nach dem Wechsel. Gilt nun

e — 4. xalt’

so gilt G™" = (1,...,1) 2™ = (1,...,1)- A- 2. Die Eigenschaft G™" = G ist #quivalent
zu der Gleichung

(1,...,1) - A2 = (1,...,1) - 2.
Diese Gleichung gilt fiir alle 2z2!* € R™ (d.h. also unabhingig von der Verteilung vor dem Wechsel)
genau dann, wenn (1,...,1)-A=(1,...,1)ist. Wegen (1,...,1)- A= (30", ai1,..., D1y Gin),
ist letztere Gleichung dquivalent dazu, dass A eine stochastische Matrix ist. O

Eine Verteilung z** heift eine stabile Verteilung, falls " = A -zt = 22! ist, d.h. also falls 2!

ein Eigenvektor von A ist.

(Hinweis zu Aufgabe 4(c): Was hat die Gleichung (1,...,1)- A= (1,...,1) mit det(A —Id,) zu
tun?)



