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1
EinleitungDas Hauptanliegen der Naturwissens
haften besteht darin, die beoba
htbaren Ph�anomene der Na-tur zu verstehen und erkl�aren zu k�onnen. Um dies zu errei
hen, gibt es zwei Parteien, die Handin Hand arbeiten: Der Experimentator liefert dur
h te
hnis
hen Forts
hritt und neue Me�ideenimmer genauere Me�daten f�ur die Bes
hreibung von Naturers
heinungen und versu
ht, dur
h seineExperimente theoretis
he Bere
hnungen empiris
h zu veri�zieren oder zu widerlegen. Der Theore-tiker versu
ht, aus experimentellen Erkenntnissen und mit gesundem Mens
henverstand die Naturin einem Modell vereinfa
ht darzustellen und hiermit (f�ur weitere Experimente) vorhersagbar zuma
hen. Das Manko des Experimentators liegt dabei in der begrenzten Me�genauigkeit seiner Da-ten { das des Theoretikers in der Notwendigkeit von analytis
hen und numeris
hen N�aherungen.Lernen { als eine Verbesserung des generellen Wissenstands im Laufe der Zeit { hat die Aufgabe,die Ergebnisse beider Parteien zusammenzuf�uhren, um immer pr�azisere Aussagen �uber den Zu-stand der Natur zu ma
hen. Es kann somit als eine Art S
hnittstelle von Theorie und Experimentangesehen werden.Das Lernen aus Bayess
her Si
ht wird dabei im wesentli
hen von drei Faktoren beein
u�t: dem Vor-wissen, der Lernstrategie und dem Zufall. Unter Vorwissen versteht man dabei zusammenfassendalle Erwartungen, die an den Zustand des betra
hteten Systems vor Erhebung der Daten gekn�upftsind. Hierunter fallen beispielsweise Meinungen und Erfahrungen von Experten, unterst�utzt vonplausiblen Argumenten von Laien, die Existenz von Mustern f�ur die Problemstellung oder dasWissen �uber zu erwartende Me�ungenauigkeiten. Die Lernstrategie h�angt im wesentli
hen von derZielsetzung und der Komplexit�at des Problems ab. Sie regelt die gesamte Organisation f�ur dieEnts
heidungs�ndung. Zu guter Letzt mu� man si
h dar�uber im klaren sein, da� man auf denUmgang mit empiris
hen Daten angewiesen und somit zu probabilistis
hen Aussagen gezwungenist. Die Lerntheorie wird also von den Gesetzen der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung getragen.Diese Arbeit befa�t si
h mit dem Lernen an quantenme
hanis
hen Systemen. Dabei nehmen dieGesetze der Quantenme
hanik dur
h Festlegung von Me�wahrs
heinli
hkeiten und dur
h das quan-tenme
hanis
he Me�prinzip Ein
u� auf den Formalismus. M�o
hte man dur
h Messungen Aussagen�uber das Potential eines Hamilton{Operators gewinnen, so handelt es si
h dabei um ein inversesProblem, da die quantenme
hanis
he Theorie Auskunft �uber Me�wahrs
heinli
hkeiten bei gegebe-nem Potential ma
ht { und ni
ht umgekehrt. Es gibt bis dato mehrere Teilberei
he der Physik,die si
h mit dieser Thematik bes
h�aftigen: In der Spektraltheorie der mathematis
hen Physik wirduntersu
ht, wel
he Mindestinformation �uber Wellenfunktionen und Eigenwerte vorliegen m�ussen,um einen Hamilton{Operator eindeutig zu spezi�zieren. Die inverse Streutheorie versu
ht, mittelsWirkungsquers
hnitten und Streuphasen R�u
ks
hl�usse auf das zugrundeliegende Streupotential zuziehen, und erh�alt eine experimentelle Verwirkli
hung in Kern{, Atom{ und Molek�ulphysik sowie inder Elektronenmikroskopie. Als letzter Punkt sei hier die Rastertunnelmikroskopie erw�ahnt, bei derder Tunnelstrom Aussagen �uber das Potential im Ober
�a
henberei
h des untersu
hten Festk�orperszul�a�t.Der ents
heidende Zugang f�ur das Lernen in der Quantenme
hanik gelingt in dieser Arbeit dur
hdie Anwendung des Bayes{Theorems f�ur bedingte Wahrs
heinli
hkeiten. Hierdur
h ergibt si
h die



2 EinleitungM�ogli
hkeit, das inverse Lernproblem unter Kontrolle zu bringen, indem die logis
he Abh�angig-keit der "Ereignisse" vertaus
ht wird. Die Einbindung von Vorwissen erfolgt hier auf nat�urli
heWeise. Sie ist essentiell, da eine endli
he Menge von Me�daten keine beliebig genauen Aussagen�uber die unendli
hdimensionale Potentialfunktion zul�a�t. Dur
h Betra
htung von statistis
hen En-semblen, die si
h im thermis
hen Glei
hgewi
ht mit ihrer Umgebung be�nden, k�onnen voneinanderunabh�angige Messungen vorgenommen werden. Die dur
h den Bayess
hen Ansatz resultierendenLernalgorithmen haben das iterative, selbstkonsistente L�osen von ni
htlinearen Di�erentialglei-
hungen zum Ziel.Insgesamt kann man sagen, da� in dieser Arbeit die Theorien der klassis
hen Wahrs
heinli
hkeits-re
hnung und der Quantenstatistik miteinander verbunden werden. Ziel der Arbeit ist es, anhandvers
hiedener Anwendungen einen Einbli
k in das Bayess
he Lernen in der Quantentheorie zu lie-fern und dabei aufzuzeigen, worin die Vor{ und Na
hteile dieses Ansatzes liegen.Die Arbeit ist folgenderma�en gegliedert: Im ersten Kapitel wird die Theorie des Bayess
hen Ler-nens vorgestellt. Dabei werden die Grundlagen f�ur das Verst�andnis und Motivationen f�ur dasVorgehen in den speziellen Anwendungen der weiteren Kapitel geliefert.Das zweite Kapitel befa�t si
h mit dem Regressions{ und dem Di
hteapproximationsproblem. Eswird das Bayess
he Lernen f�ur si
h zeitli
h �andernde Wahrs
heinli
hkeitsdi
hteverteilungen ange-wandt. Dabei k�onnte es si
h um die "Trajektorie" eines quantenme
hanis
hen Teil
hens handeln,wobei das Teil
hen nur zu bestimmten Zeiten lokalisiert werden kann. Das Vorwissen verbindetsi
h mit der Erwartung, da� eine in Orts{ und Zeitkoordinaten glatte Di
hteverteilung auftritt.Das dritte Kapitel beinhaltet das Lernen statistis
her Operatoren anhand von Messungen vers
hie-dener Observablen. Dabei werden zwei entgegengesetzte F�alle behandelt: Der statistis
he Operatorsoll das Prinzip der Maximierung der Informationsentropie erf�ullen oder einen reinen Zustand be-s
hreiben.Im vierten Kapitel werden Potentiale gelernt, wel
he dur
h ein{ oder zweidimensionale Variablenparametrisiert sind. So werden Aussagen �uber ein Doppelmuldenpotential gema
ht, indem Orts-messungen im Tieftemperaturfall vorgenommen werden. Dabei werden gen�aherte Grundzustands-wellenfunktionen betra
htet. In einem weiteren Beispiel wird f�ur einen anharmonis
hen Oszillatordie unbekannte Kopplungskonstante gelernt. Die Ortsme�wahrs
heinli
hkeiten werden dur
h einPfadintegral dargestellt und hierf�ur N�aherungen f�ur die beiden Temperaturgrenzf�alle vorgenom-men.Der Generalisierungss
hritt auf ni
htparametris
he Potentiale erfolgt im f�unften und se
hsten Ka-pitel. F�ur das Lernen von Einteil
henpotentialen mittels Ortsmessung am kanonis
hen Ensemblewird eine Theorie einer inversen Quantenstatistik konstruiert [1℄. Dabei werden unters
hiedli
heDarstellungen diskutiert: So k�onnen die Ergebnisse dur
h das Arbeiten in der Energiedarstellungund der Pfadintegraldarstellung miteinander vergli
hen werden.Die Situation aus den vorherigen Kapiteln wird im siebten Kapitel auf den fermionis
hen Viel-teil
henfall verallgemeinert. So wird f�ur den Tieftemperaturfall eine Zweiteil
henwe
hselwirkunggelernt, indem n�aherungsweise der Hartree{Fo
k{Grundzustand betra
htet wird [2℄. In einem wei-teren S
hritt werden auf zwei vers
hiedene Arten Hartree{Fo
k{Theorien f�ur das gro�kanonis
heEnsemble ausgearbeitet: Diese unters
heiden si
h in der Reihenfolge, in der eine Mean{Field{N�ahe-rung f�ur das Vielteil
henproblem und eine Maximum{Aposteriori{Approximation dur
hgef�uhrtwerden. So k�onnen beide Approximationen glei
hzeitig oder na
heinander angewandt werden. Diejeweilige N�aherungsstrategie hat Konsequenzen f�ur die Struktur der zu l�osenden Glei
hungen.Die analytis
hen Ergebnisse einzelner Kapitel werden dur
h numeris
he Beispiele verans
hauli
htund damit die Anwendbarkeit der Ans�atze verdeutli
ht beziehungsweise deren Grenzen aufgezeigt.
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Kapitel 1Prinzipien des Bayess
hen LernensIn diesem Kapitel werden die Grundz�uge der Theorie des Lernens aus Si
ht der Bayess
hen Wahr-s
heinli
hkeitsre
hnung vorgestellt. Es wird darauf hingewiesen, da� versu
ht wurde, Formeln undBegri�e m�ogli
hst einfa
h, abstrakt und allgemein zu halten, um die Aufmerksamkeit des Lesersauf die wesentli
hen Merkmale der Theorie zu lenken. Detailliertere Darstellungen erfolgen dannin den Anwendungen der n�a
hsten Kapitel. Es wird davon ausgegangen, da� der Leser mit denGrundregeln der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung vertraut ist. Als fundamentale Einf�uhrungen in denFormalismus sind die B�u
her von Bishop [3℄ und Berger [4℄ zu empfehlen. Weiterf�uhrende Anwen-dungen und Varianten werden bei Lemm vorgef�uhrt [5, 6℄.1.1 Notation und FormalismusDas zugrundeliegende { meist physikalis
he { System wird �uber eine feste Anzahl von Variablenkontrolliert, wel
he den Zustand des Systems 
harakterisieren. Diese Gr�o�en sind in der Regel ni
htdirekt me�bar und werden kollektiv mit f 2 F bezei
hnet { wobei F die Menge aller m�ogli
henf kennzei
hnet { und k�onnen unter Umst�anden sehr ho
hdimensional sein. Der Begri� "Zustand"kann dabei verallgemeinert aufgefa�t werden. So legt der statistis
he Operator den Zustand ineinem quantenme
hanis
hen System eindeutig fest, w�ahrend ein Hamilton{Operator die Dyna-mik eines Systems bestimmt, ohne den Zustand dur
h Angabe von Anfangsbedingungen eindeutigzu 
harakterisieren. Bei physikalis
hen Anwendungen kann { je na
h Fragestellung { "Zustand"eine Wellenfunktion, einen statistis
hen Operator oder das Potential im Hamilton{Operator bezie-hungsweise deren klassis
hes Analogon bedeuten.Ziel ist es, probabilistis
he Aussagen �uber den wahren Zustand des Systems ~f zu ma
hen, indemman si
h Informationen dur
h Messungen von Observablen vers
ha�t, wel
he direkt oder indirektvon ~f abh�angen. Wi
htig ist dabei, da� vor jeder einzelnen Messung jeweils der glei
he Zustandvorliegt. Jedes Me�ergebnis wird dabei dur
h zwei Gr�o�en bes
hrieben: erstens dur
h die Observa-ble, die man mi�t und die vom Experimentator vorgegeben oder kontrolliert wird { repr�asentiertdur
h x 2 X { und zweitens dur
h den eigentli
hen Me�wert y(x) 2 Yx. Die Gesamtheit der em-piris
hen Daten aus N Messungen wird mit der Menge D = f(xi; yi) j i = 1; : : : ; Ng abgek�urzt.Die erw�ahnte Unsi
herheit bei der Festlegung des wahren { aber unbekannten { Zustands ~f na
hErhebung der Daten wird �uber die bedingte Wahrs
heinli
hkeit p[f jD℄ ausgedr�u
kt. p[f jD℄ re-pr�asentiert den aktuellen Stand des Wissens. Ziel des Lernens ist es, dur
h immer mehr Datenimmer genauere Aussagen �uber ~f ma
hen zu k�onnen. Das hei�t, eine immer s
h�arfer konzentrier-te Wahrs
heinli
hkeitsverteilung zu erhalten, bis m�ogli
herweise am Ende eine deterministis
he



4 Kapitel 1: Prinzipien des Bayess
hen LernensAussage steht: p[f jD℄ �! Æ(f � ~f) f�ur N !1 : (1.1)Der formelle Ausdru
k p[f jD℄ ist von der logis
hen Reihenfolge der EreignisseD und f her kontr�arzur gew�ohnli
h anzutre�enden Ordnung. So ist in den meisten F�allen das Augenmerk auf dieVerteilung p[Djf ℄ geri
htet { also die Messung von Daten bei gegebenem Systemzustand. Somitkann man sagen, da� es si
h beim Lernen { also der Bestimmung von der Wahrs
heinli
hkeit p[f jD℄und ihrer zeitli
hen Entwi
klung { um ein inverses Problem handelt. Oft hat man bei einfa
hentheoretis
hen Modellen die Gr�o�e p[Djf ℄ analytis
h unter Kontrolle, w�ahrend die inverse Verteilungp[f jD℄ s
hwierig zu handhaben ist. Hierin liegt die Motivation, mittels der Identit�at f�ur verbundeneund bedingte Wahrs
heinli
hkeitenp[f;D℄ = p[f jD℄ p[D℄ = p[Djf ℄ p[f ℄ (1.2)die logis
he Abh�angigkeit na
h dem Bayes{Theorem umzudrehen:p[f jD℄ = p[Djf ℄ p[f ℄p[D℄ : (1.3)Die in der Identit�at auftretenden Faktoren haben folgende Bedeutung:� Die Verteilung p[f ℄ gibt das Vorwissen und die Erwartungen, die man mit f verkn�upft, vorErhebung der Daten wieder. Sie bes
hreibt den Startpunkt des Lernens und wird deshalbau
h Apriori{Wahrs
heinli
hkeitsverteilung genannt. Bei Ni
hvorhandensein von Vorwissenwird p[f ℄ als Glei
hverteilung gew�ahlt.� p[f jD℄ ist der Stand des Wissens na
h Erhebung der Daten. Der Verglei
h mit p[f ℄ bes
hreibtden Lernforts
hritt. p[f jD℄ bezei
hnet man als Aposteriori{Verteilung.� p[Djf ℄ wird in der Literatur Likelihood f�ur f genannt, weil f�ur �xierte Daten die Funkti-on gD(f) = p[Djf ℄ gro�e Funktionswerte f�ur sol
he f hat, wel
he dem wahren, datenge-nerierenden ~f sehr �ahnli
h sind. Man bea
hte, da� bei p[f ℄ = 
onst die Proportionalit�atp[Djf ℄ � p[f jD℄ gilt.� Die unbedingte Datenwahrs
heinli
hkeit p[D℄ ist eine f{unabh�angige Normierungskonstante.Sie ist �uber die Normierungsbedingung von (1.3) festgelegt: p[D℄ = R df p[Djf ℄ p[f ℄.Oft ist gar ni
ht von Interesse, in wel
hem Zustand si
h das System na
h den Messungen von Trai-ningsdaten D0 be�ndet, sondern wel
he Daten D (Testdaten) bei weiteren Messungen zu erwartensind. Es gilt na
h k�unstli
her Einf�uhrung eines Integrals �uber alle m�ogli
hen Zust�ande f :p[DjD0℄ = Z dfp[D; f jD0℄ = Z dfp[Djf;D0℄ p[f jD0℄ = Z dfp[Djf ℄ p[f jD0℄= 1p[D0℄ Z dfp[Djf ℄ p[D0jf ℄ p[f ℄ = 1p[D0℄ < p[Djf ℄ p[D0jf ℄ >p[f ℄; (1.4)wobei angenommen wurde, da� die Testdaten nur direkt von f abh�angen (p[Djf;D0℄ = p[Djf ℄).< � � � >p[f ℄ steht f�ur die Erwartungswertbildung unter der Verteilung p[f ℄.Man sieht, da� die M�ogli
hkeit, Aussagen �uber zuk�unftige Daten zu tre�en, e�ektiv von der Korre-lation der beiden betre�enden Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten unter dem Vorwissen p[f ℄ abh�angt.Dieses verdeutli
ht den engen Zusammenhang von Apriori{Wissen und Korrelationen f�ur die F�ahig-keit zu generalisieren. Bei der Abwesenheit von Vorwissen (p[f ℄ = 
onst) gilt:p[DjD0℄ � Z dfp[Djf ℄ p[D0jf ℄: (1.5)



5Das Integral wird von demjenigen f̂ dominiert, f�ur das das Produkt der beiden Likelihood{Verteilungen maximal ist. Im Falle, da� gen�ugend gro�e Datenmengen D, D0 vorliegen, sind dieseVerteilungen in der Variablen f lokalisiert, und es kann gen�ahert werden:argmaxD p[DjD0℄ = argmaxD Z dfp[Djf ℄ p[D0jf ℄ � argmaxD p[Djf̂ ℄ p[D0jf̂ ℄: (1.6)Wie ni
ht anders zu erwarten, sind die wahrs
heinli
hsten Testdaten D sol
he, f�ur die die Likeli-hood{Di
hte nahe derjenigen der Trainingsdaten ist, d.h. f�ur Daten D, die D0 sehr �ahnli
h sind.Generalisieren ist also nur unmittelbar in der N�ahe von D0 m�ogli
h, wenn kein Vorwissen vorhan-den ist.1.2 Unabh�angige MessungenEs wird meistens bei den Daten davon ausgegangen, da� sie unabh�angig voneinander gewonnenwurden (p[xi; yijxj ; yj ℄ = p[xi; yi℄, 8i; j), so da� die verbundenen Wahrs
heinli
hkeiten faktorisie-ren:p[Djf ℄ = p[(x1; y1); : : : ; (xN ; yN)jf ℄ = NYi=1 p[xi; yijf ℄ = NYi=1 p[yijxi; f ℄ p[xijf ℄ = NYi=1 p[yijxi; f ℄ p[xi℄;(1.7)wobei die Unabh�angigkeit der Wahl der Messung x von f angenommen wurde. Es wird davonausgegangen, da� der Experimentator die Verteilung p[x℄ kennt oder kontrolliert, er aber m�ogli-
herweise ausw�urfelt, wel
he Messung er jeweils vornimmt. Oft wird man nur eine Observable ~xzulassen und deren Messung wiederholt dur
hf�uhren (p[x℄ = Æ(x� ~x)).Im quantenme
hanis
hen Fall sei zum Me�proze� folgendes angemerkt: Dur
h eine sortierendeMessung geht das System von einem Ausgangszustand in einen neuen Zustand { einen Eigenzu-stand der Observablen zum gemessenen Eigenwert { �uber. Be�ndet si
h beispielsweise ein Systemin einem reinen Zustand f =j 	 >< 	 j und m�o
hte man die verbundene Wahrs
heinli
hkeit f�urdie Messung zweier ni
htkommutierender Observablen Â und B̂ mit den jeweiligen Me�werten aund b angeben, so mu� die Reihenfolge der Messungen festgelegt werden. Man bekommt im Fallvon "erst B̂ dann Â" die bedingten Wahrs
heinli
hkeitenp[(a; Â); (b; B̂)jf ℄ = p[(a; Â)j(b; B̂); f ℄ p[(b; B̂)jf ℄ mit f =j 	 >< 	 j : (1.8)Unter der Voraussetzung, da� B̂ keine entarteten Eigenwerte besitzt, gilt p[(a; Â)j(b; B̂); f ℄ =p[(a; Â)j(b; B̂)℄ 6= p[(a; Â)jf ℄. Die Messungen faktorisieren also ni
ht analog zu (1.7), und die ex-plizite Abh�angigkeit von j 	 > ist nur f�ur die erste Messung gegeben. Insgesamt kann man dannsagen, da� dur
h die Messung die M�ogli
hkeit verloren geht, den unbekannten Zustand j 	 >eindeutig zu bestimmen, da dur
h den Me�proze� nur die Komponente von j 	 > auf dem Eigen-raum des Me�werts �uberlebt. Alle folgenden Messungen erh�ohen im Falle von Ni
htentartung dieInformation �uber j 	 > ni
ht. In den B�u
hern von Ballentine und Balian [7, 8℄ wird eine Diskus-sion zur Bere
hnung von bedingten Wahrs
heinli
hkeiten und deren Interpretation anhand einesquantenme
hanis
hen Spinsystems vorgef�uhrt.Die Unabh�angigkeit der Messungen kann nur errei
ht werden, indem gew�ahrleistet wird, da� vorjeder einzelnen Messung der quantenme
hanis
he Zustand dur
h den glei
hen statistis
hen Opera-tor bes
hrieben wird. Diese Bedingung kann dur
h die Betra
htung von kanonis
hen Gesamtheitenerf�ullt werden. Eine Alternative dazu ist das wiederholte Messen an einem einzelnen Ensemble-mitglied, wobei na
h jeder Messung gen�ugend Zeit gelassen wird, bis das System abermals indas thermis
he Glei
hgewi
ht gelangt. Eine andere M�ogli
hkeit ist eine jeweilige Pr�aparation vonidentis
hen Ausgangszust�anden dur
h ein vorangegangenes Experiment.



6 Kapitel 1: Prinzipien des Bayess
hen Lernens1.3 EnergienEs ist aus vers
hiedenen Gr�unden sehr bequem, Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen p[z℄ dur
h "Ener-giefunktionen" �(z) auszudr�u
ken und dabei k�unstli
h eine Skalierung � einzuf�uhren:p[z℄ � e���(z)Z(�) , Z(�) = Z dz e���(z) (1.9)mit Umkehrabbildung �(z) = � 1� ln p[z℄ ; Z dz p[z℄ = 1 : (1.10)Die Motivation hierf�ur ist das bequeme Arbeiten mit den unnormierten Energien �(z). Die not-wendige Bedingung p[z℄ � 0 8z ist s
hon explizit dur
h Parametrisierung gew�ahrleistet. Die Mo-notonie der e{Funktion l�a�t die S
hlu�folgerung zu, da� kleine �(z) zu gro�en Wahrs
heinli
h-keiten p[z℄ f�uhren. In der Parametrisierung (1.9) lassen si
h bequem Wahrs
heinli
hkeitsvertei-lungen mit gew�uns
hten Eigens
haften konstruieren. So f�uhrt die eindimensionale Energiefunktion�(z) = (1=2)(z�z0)2, wel
he die Abwei
hung von z zu einer Referenz z0 "bestraft", bekannterweisezur Gau�{Verteilung p[z℄ =r �2�e��2 (z�z0)2 : (1.11)p[z℄ k�onnte zum Beispiel der Apriori{Wahrs
heinli
hkeit p[f ℄ aus (1.3) entspre
hen, wobei danndas Vorwissen der Erwartung entspre
hen w�urde, da� f nahe einem vorgegebenen Zustand f0 = z0liegt.Es wird darauf hingewiesen, da� eine formale Analogie von (1.9) zur Boltzmann{Verteilung vorliegt,beide Ans�atze aber unter vers
hiedenen Gesi
htspunkten gesehen werden m�ussen. W�ahrend dieBoltzmann{Verteilung diejenige L�osung p[z℄ ist, wel
he bei physikalis
h vorgegebener Hamilton{Funktion die Entropie eines kanonis
hen Ensembles bei konstanter Temperatur � = 1=(kT ) maxi-miert, wird hier die Glei
hung (1.9) als Abbildung von � na
h p angesehen, weil es bequemer ist,� zu kontrollieren. Die N�aherungsformalismen der statistis
hen Me
hanik (Ho
h{ und Tieftempe-raturn�aherungen, Sattelpunktsn�aherungen, et
.) lassen si
h auf die Theorie �ubertragen, wenn mandie Skalierung � als inverse Temperatur au�a�t.Bei faktorisierenden Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen { beispielsweise bei vorliegenden unabh�angi-gen Ereignissen zi { f�ur die die jeweiligen Energiefunktionen �i(zi) und Zustandssummen Zi be-kannt sind, k�onnen die Energiefunktionen addiert und die Zustandssummen multipliziert werden:p[z1; : : : ; zM ℄ = MYi=1 p[zi℄ = e��PMi=1 �i(zi)QMi=1 Zi = e���(z1;:::;zM )Z (1.12)mit Z =Qi Zi und � =Pi �i.1.4 LernstrategienWenn das eigentli
he Ziel des Lernens ni
ht die Angabe von p[f jD℄ ist, sondern man si
h bei derKenntnis von p[f jD℄ f�ur eine Hypothese f� 2 F f�ur den wahren Zustand ~f ents
heiden mu�, gibtes vers
hiedene Vorgehensweisen.Man wird in der Regel dasjenige f� w�ahlen, wel
hes p[f jD℄ maximiert:f� = argmaxf2F p[f jD℄ ; (1.13)



7also insbesondere na
h Stellen su
hen, f�ur die�p[f jD℄�f = 0 oder ��f �p[Djf ℄ p[f ℄� = 0 ; �2p[f jD℄�f2 < 0 (1.14)erf�ullt ist. Diese Ents
heidung f�ur ein festes f� und deren weitere Konsequenzen f�ur den Formalis-mus wird Maximum{Aposteriori{Approximation genannt. Falls die Verteilung p[f jD0℄ in (1.4) imFalle einer gro�en Datenmenge D0 s
harf um ein f� lokalisiert ist, kann f�ur die Wahrs
heinli
hkeitweiterer Messungen mit p[Djf;D0℄ = p[Djf ℄ mittelsp[DjD0℄ = Z df p[Djf ℄ p[f jD0℄ � p[Djf�℄ Z df p[f jD0℄ = p[Djf�℄ (1.15)gen�ahert werden. Sie entspri
ht der Likelihood{Verteilung bez�ugli
h f�.Im Gegensatz dazu ist es au
h m�ogli
h, die Likelihood{Verteilung p[Djf ℄, aufgefa�t als Funktionvon f f�ur �xierte Daten D, bez�ugli
h f zu maximieren:f� = argmaxf2F p[Djf ℄ : (1.16)Diese Vorgehensweise wird Maximum{Likelihood{Methode genannt. Sie ist dann sinnvoll, wenndas Apriori{Wissen s
hwa
h von f abh�angt, denn f�ur p[f ℄ = 
onst fallen die beiden Ents
heidun-gen zusammen. Nat�urli
h ist es au
h m�ogli
h, den Erwartungswert f� = R df f p[f jD℄ zu w�ahlen,falls dieser in F enthalten ist. Dieses setzt voraus, da� p[f jD℄ analytis
h f�ur alle f kontrolliert unddas m�ogli
herweise ho
hdimensionale f{Integral ausgef�uhrt werden kann.Man
hmal ist es gar ni
ht so sinnvoll, si
h f�ur die wahrs
heinli
hste Hypothese f� zu ents
heiden,da zus�atzli
h zu dem Apriori{Wissen und Me�daten no
h andere Faktoren eine Rolle spielen. Fallsein Experimentator beispielsweise wei�, da� sein Me�ger�at f�ur einige Me�berei
he unters
hiedli
heMe�genauigkeiten liefert, dann wird er einzelnen Me�werten mehr Vertrauen s
henken als ande-ren. Deshalb f�uhrt man eine Kostenfunktion l = l(x; y; f̂) ein, wel
he die Wahl einer m�ogli
henHypothese f̂ 2 F unter allen m�ogli
hen Observablenkombinationen (x; y) bestraft. Diese Funktionist oft s
hwer mathematis
h zu fassen, da sie unter anderem Ents
heidungsmotivationen und psy-
hologis
he Aspekte enth�alt.F�ur �xierten Systemzustand f , wel
her die m�ogli
hen Datenpaare (x; y) erzeugt, ist der Erwar-tungswert von l als Funktion einer m�ogli
hen Hypothese f̂ { das sogenannte Risiko { gegebendur
h: rf (f̂) = ZX dx ZYx dy l(x; y; f̂) p[y; xjf ℄ : (1.17)Falls der Stand des Wissens dur
h p[f jD℄ gegeben wird, betra
htet man das mittlere Risiko R, denErwartungswert von rf unter dieser Verteilung,R(f̂ ; D) = Z df rf (f̂) p[f jD℄ = Z df dx dy l(x; y; f̂) p[f jD℄ p[yjx; f ℄ p[x℄ ; (1.18)unter Ausnutzung von p[xjf ℄ = p[x℄. Die Ents
heidung f�ur eine Hypothese entspri
ht dann derMinimierung von R(f̂ ; D) bez�ugli
h f̂ :f� = argminf̂2FR(f̂ ; D) : (1.19)Man bea
hte, da� f�ur l = 
onst sofort R = 
onst folgt, also keine Ents
heidung m�ogli
h ist (au
hf�ur p[f jD℄ 6= 
onst). Wird aber zum Beispiel als Bestrafungsfunktion die negative Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit f�ur f̂ na
h Messung des einzelnen Datenpaars (x; y) angenommen (l(x; y; f̂) =



8 Kapitel 1: Prinzipien des Bayess
hen Lernens�p[f̂ jx; y℄), so erh�alt man unter der Annahme, da� die Verteilung f�ur f̂ ni
ht direkt von f , sondernnur indirekt �uber (x; y) abh�angt (p[f̂ jx; y℄ = p[f̂ jx; y; f ℄), und unter Ausnutzung von p[f̂ jf ℄ =p[f̂ jf;D℄ letztli
h die Ents
heidung:f� = argminf̂R(f̂ ; D) = argminf̂ �� Z df dx dy p[f̂ jx; y℄ p[x; yjf ℄ p[f jD℄� (1.20)= argminf̂ �� Z df p[f̂ jf ℄ p[f jD℄� = argminf̂ h�p[f̂ jD℄i= argmaxf̂ p[f̂ jD℄ ;was genau der Maximum{Aposteriori{Approximation (1.13) entspri
ht.1.5 HyperparameterOft kommt es vor, da� man nur an bestimmten Anteilen h vom Gesamtzustand f interessiert ist,w�ahrend man �uber die �ubrigen Komponenten keine Aussagen ma
hen will. Deshalb teilt man fin zwei Komponenten f = (h; �) auf und behandelt diese probabilistis
h separat. Zum Beispielwird der Zustand eines kanonis
hen Ensembles dur
h den statistis
hen Operator � = exp(��h)=Zmit dem Hamilton{Operator h, der inversen Temperatur � und der Zustandssumme Z festgelegt.M�o
hte man dur
h Messung am Ensemble Aussagen �uber p[hjD℄ gewinnen, so mu� man � entwedergenau kennen oder zumindest p[�℄ kontrollieren. F�ur diese Konstellation erh�alt man statt (1.3) f�urdie Verteilung p[hjD℄ eine �uber p[�℄ gemittelte Version:p[hjD℄ = Z d� p[h; �jD℄ = 1p[D℄ Z d� p[Djh; �℄ p[h℄ p[�℄ ; (1.21)wobei die Unabh�angigkeit p[h; �℄ = p[h℄ p[�℄ angenommen wurde. Andererseits kann es sein, da�die Apriori{Verteilung f�ur h nur bis auf eine Parametrisierung in � bestimmt ist. Beispielsweisew�urde bei dem Vorwissen p[h℄ ) p[hj�℄ � e��(h�h0)2 (1.22)der Parameter � die m�ogli
he Abwei
hung von h bez�ugli
h einer Referenz h0 bes
hreiben. � hataber keinen direkten Ein
u� auf die Datenerzeugung: p[Dj�; h℄ = p[Djh℄. Ist p[�℄ bekannt, so kanndie Abh�angigkeit von � ohne Kenntnis der Likelihood weggemittelt werden:p[hjD℄ = Z d� p[h; �jD℄ = 1p[D℄ Z d�p[Dj�; h℄ p[�; h℄ = 1p[D℄ Z d� p[Djh℄ p[hj�℄ p[�℄ : (1.23)Man bea
hte, da� im Gegensatz zu (1.21) die zu integrierende Variable im Prior{Term und ni
htim Likelihood{Term auftritt. Variablen wie � und � werden Hyperparameter, die Verteilungen p[�℄und p[�℄ Hyperprior genannt.Sind �, � deterministis
h bekannt, so wird die Verteilung p[hj�; �;D℄ betra
htet, und man erh�altunter Anwendung des Bayess
hen Theorems zur Vertaus
hung der logis
hen Reihenfolge von h undD: p[hj�; �;D℄ = p[Dj�; �; h℄ p[hj�; �℄p[Dj�; �℄ = p[Dj�; h℄ p[hj�℄p[Dj�; �℄ ; (1.24)wobei die oben ew�ahnten Abh�angigkeiten von den Hyperparametern ausgenutzt wurden.M�o
hte man den Ein
u� von � und � probabilistis
h behandeln, so m�ussen (1.21) und (1.23)



9miteinander verkn�upft werden. Mit p[h; �; �℄ = p[hj�℄ p[�℄ p[�℄ folgt:p[hjD℄ = Z d� d� p[h; �; �jD℄ = 1p[D℄ Z d� d� p[Dj�; �; h℄ p[h; �; �℄= 1p[D℄ Z d� d� p[Dj�; h℄ p[hj�℄ p[�℄ p[�℄ : (1.25)Als Maximum{Aposteriori{Approximation f�ur Glei
hung (1.25) ergibt si
h folgende Bedingung:0 = �p[hjD℄�h und damit 0 = Z d� d� � ��hp[Dj�; h℄ p[hj�℄� p[�℄ p[�℄ ; (1.26)also eine bez�ugli
h p[�℄ und p[�℄ gemittelte Version von (1.14).Es ist dur
h vorherige Messungen von D0 au
h m�ogli
h, eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung f�urp[�; �jD0℄ zu konstruieren. So erh�alt man mit p[�; �℄ = p[�℄ p[�℄ na
h Bayes:p[�; �jD0℄ = p[D0j�; �℄ p[�; �℄p[D0℄ = p[�℄ p[�℄p[D0℄ Z dh p[D0; hj�; �℄ (1.27)= p[�℄ p[�℄p[D0℄ Z dh p[D0jh; �; �℄ p[hj�; �℄ = p[�℄ p[�℄p[D0℄ Z dh p[D0jh; �℄ p[hj�℄ :Glei
hung (1.27) enth�alt ein meist s
hwer zu handhabendes Integral �uber den gesamten Zustands-raum von h, und man ist in der Regel auf N�aherungen angewiesen. Eine N�aherungsstrategie k�onntesein, da� h{Integral dur
h den maximalen Integranden zu n�ahern. Diese Stellen sind gegeben dur
h0 = ��h�p[D0j�; h℄ p[hj�℄� : (1.28)Diese Approximation wird umso besser, je gr�o�er die Datenmenge D0 ist, da die Verteilungp[D0jh; �℄ umso s
h�arfer lokalisiert ist. Weiter ist zu bea
hten, da� ein na
h (1.28) ausgew�ahl-ter Zustand �{ und �{abh�angig w�are. F�uhrt man glei
hzeitig zu (1.28) in (1.27) eine partielleAbleitung na
h den Hyperparametern dur
h, so erh�alt man die zus�atzli
hen Bedingungen:0 = ����p[�℄ p[hj�℄� ; 0 = ����p[�℄ p[D0j�; h℄�; (1.29)wel
he simultan mit (1.28) gel�ost werden m�ussen. Die station�aren Werte ~� und ~� sind so n�ahe-rungsweise an das Vorwissen und glei
hzeitig an D0 angepa�t. Am Ende dieser N�aherungen f�ur(1.27) steht dann p[�; �jD0℄ � Æ(� � ~�)Æ(� � ~�) : (1.30)Fa�t man (1.25) und (1.27) zusammen, wobei nur D0 direkten Ein
u� auf die Hyperparameterhat, so faktorisieren die Wahrs
heinli
hkeiten folgenderma�en:p[hjD;D0℄ = Z d� d� p[h; �; �jD;D0℄ = Z d� d� p[hj�; �;D;D0℄ p[�; �jD;D0℄= Z d� d� p[hj�; �;D℄ p[�; �jD0℄ : (1.31)Indem man si
h gem�a� (1.30) f�ur ein Paar ~�; ~� festlegt, bekommt man �ahnli
h zu (1.24)p[hjD;D0℄ � p[hj~�; ~�;D℄ : (1.32)
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hen Lernens1.6 AlgorithmenDie Maximum{Aposteriori{Approximation entspri
ht na
h (1.13) demMaximieren der Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit p[f jD℄ beziehungsweise dem Minimieren der zugeh�origen Energiefunktion F [f ℄= � ln p[f jD℄ bez�ugli
h aller betra
hteten Zust�ande f , wobei f ein m�ogli
herweise ho
hdimensio-naler Vektor ist. Das Problem lautet alsof� = argminf F [f ℄ : (1.33)In der Regel wird die Abh�angigkeit der Funktion F von f ni
ht so einfa
h sein, da� si
h die Stellen,an denen der Gradient rfF [f ℄ vers
hwindet, analytis
h angeben lassen. Versu
ht man numeris
hL�osungen von (1.33) zu �nden, so wird man mit einer Vermutung f (0) f�ur den gesu
hten Zustandstarten, in der Ho�nung, da� dieser so nahe bei f� liegt, da� zwis
hen diesen beiden Zust�andendie Energiefunktion kein lokales Maximum besitzt. Bere
hnet man den Gradienten rfF [f (0)℄, sozeigt dieser Vektor in Ri
htung des steilsten Anstiegs der Energiefunktion F an dieser Stelle. Eskann dur
h Taylor{Entwi
klung gezeigt werden, da� dann eine hinrei
hend kleine reelle Zahl � > 0existiert, so da� ein S
hritt zu einem neuen Zustand in die entgegengesetzte Ri
htung �rfF [f (0)℄zu einem kleineren Energiewert f�uhrt. Wiederholt man dieses Vorgehen, so wandert man auf derEnergieober
�a
he abw�arts zum n�a
hsten Minimum. Der Algorithmus f�ur den i{ten Iterationss
hrittbesitzt dann die Formf (i+1) = f (i) � �(i)rfF [f (i)℄ mit �(i) > 0 ) F [f (i+1)℄ � F [f (i)℄ (1.34)und wird bis zur Konvergenz f (i+1) = f (i) wiederholt. Die S
hrittweite �(i) kann f�ur jeden Iterati-onss
hritt na
h der Regel �(i) = argmin�>0 F �f (i) � �rfF [f (i)℄� (1.35)angepa�t werden. (1.34) wird Gradientenabstiegsverfahren genannt. Die Vorteile liegen in seinerEinfa
hheit, die Na
hteile in der meist s
hle
hten Konvergenz im Verglei
h zu aufwendigeren Ver-fahren.Das Gradientenabstiegsverfahren kann verallgemeinert werden, indem der Vektor rfF [f ℄ dur
heinen neuen Vektor OrfF [f ℄ mit einer beliebigen positiv{de�niten, symmetris
hen Matrix O er-setzt wird. Die an O gestellten Bedingungen gew�ahrleisten, da� der Vektor �OrfF [f ℄ weiterhinin Ri
htung des Abstiegs von F zeigt. Der abge�anderte Algorithmus besitzt dann die Strukurf (i+1) = f (i) � �(i)O(i)rfF [f (i)℄ mit �(i) > 0 ) F [f (i+1)℄ � F [f (i)℄ : (1.36)Bei der Iteration na
h der Newton{Methode w�ahlt man f�ur O(i) die inverse Hesse{Matrix an derStelle f (i): O(i) = �rfrf 0F [f (i)℄��1 ; (1.37)vorausgesetzt sie ist invertierbar und positiv{de�nit. Dieses ist aber in der N�ahe des Minimums f�zu erwarten. In jedem Iterationss
hritt wird F dur
h eine quadratis
he Approximation gen�ahertund bez�ugli
h dieser ein Iterationss
hritt vorgenommen. Dadur
h wird eine gegen�uber dem Gradi-entenabstiegsverfahren bessere Konvergenz errei
ht. Die Na
hteile liegen in dem verh�altnism�a�ighohen Re
henaufwand bei der Inversion aus (1.37). Ist die jeweilige Bestimmung von (1.37) zuumst�andli
h, so kann man versu
hen mit einer gen�aherten Matrix O zu iterieren, beispielsweiseindem man nur O(0) anwendet oder indem man si
h bei der Bestimmung der Hesse{Matrix auf dieDiagonalelemente r2fF bes
hr�ankt.F�ur eine detaillierte Darstellung der numeris
hen Behandlung ni
htlinearer Glei
hungen ist dasBu
h von Bertsekas [9℄ zu empfehlen.
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Kapitel 2Lernen von zeitabh�angigenWahrs
heinli
hkeitsdi
hten2.1 Formulierung in Wahrs
heinli
hkeitsdi
htenDieses Kapitel handelt von Regressions{ und Di
hteapproximationsproblemen aus der Si
ht derBayess
hen Theorie. Eine grundlegende Behandlung f�ur die zeitunabh�angige Di
hteapproximati-on wird in [10℄ erbra
ht. Die Ergebnisse dieser Ver�o�entli
hung werden in diesem Kapitel dur
hBetra
htung von si
h zeitli
h �andernden Di
hteverteilungen und dem Einbau einer Regressions-funktion generalisiert.Ein Problem k�onnte beispielsweise sein, die Trajektorie X(t) eines Teil
hens zu rekonstruieren.Liegen f�ur das Teil
hen Ortsmessungen D = f(xi; ti)ji = 1; : : : ; Ng vor, so geht es bei der Re-gressionstheorie darum, eine Funktion X(t) oder eine Verteilung p[X jD℄ zu bere
hnen, wel
heden "Informationsgehalt" der Daten unter vorgegebenen Gesi
htspunkten optimal wiedergeben.Handelt es si
h um ein quantenme
hanis
hes Teil
hen oder m�o
hte man der endli
hen Me�ge-nauigkeit Re
hnung tragen, so kann man diese Unsi
herheit in den Formalismus einbauen, indemman eine Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte Q(x; t) f�ur das Teil
hen einf�uhrt und das Problem dadur
hk�unstli
h erweitert. Dur
h Einf�uhrung eines Hilfsintegrals �uber die Di
hten Q(x; t) erh�alt man f�urdie Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeitp[X jD℄ = Z [dQ(x; t)℄ p[X;QjD℄ = Z [dQ(x; t)℄ p[X jQ;D℄ p[QjD℄ : (2.1)Unter der obigen Interpretation f�ur Q(x; t) kann f�ur die Abh�angigkeiten in den bedingten Wahr-s
heinli
hkeiten p[X jQ;D℄ = p[X jQ℄ (2.2)ausgenutzt werden. Wendet man in einem zweiten S
hritt das Bayes{Theorem f�urp[QjD℄ = p[DjQ℄ p[Q℄p[D℄ (2.3)an und setzt die beiden Ergebnisse in (2.1) ein, so erh�alt man:p[X jD℄ = 1p[D℄ Z [dQ(x; t)℄ p[Q℄ p[DjQ℄ p[X jQ℄ : (2.4)Das Funktionalintegral �uber alle m�ogli
hen Di
hten Q(x; t) aus (2.4) wird in der Regel ni
ht ana-lytis
h ausf�uhrbar sein. Die Form von (2.4) ist aber anwendungsfreundli
h gegen�uber N�aherungen.



12 Kapitel 2: Lernen von zeitabh�angigen Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten

Abbildung 2.1: Erl�auterung der Gr�o�en X(t) und Q(x; t).Im weiteren Verlauf werden Annahmen f�ur die einzelnen Wahrs
heinli
hkeiten aus (2.4) gema
htund das Funktionalintegral mittels Station�arer Phasenapproximation bearbeitet.Die Wahrs
heinli
hkeit f�ur die Daten p[DjQ℄ ist dur
h die De�nition von Q dur
hp[DjQ℄ = NYi=1Q(xi; ti) = ePNi=1 lnQ(xi;ti) (2.5)vorgegeben. Freiheiten hat man bei der Wahl der bedingten Wahrs
heinli
hkeit p[X jQ℄. Im wesent-li
hen erwartet man, da� der Ortserwartungswert unter der Verteilung Q(x; t) mit der RegressionX(t) zusammenf�allt. Diese kann �uber eine strikte Forderung1p[X jQ℄ =Yt Æ�X(t)� < x(t) >Q � =Yt Æ�X(t)� Z dx xQ(x; t)� (2.6)implementiert werden. Eine s
hw�a
here Variante ist eine Gau�{Verteilungp[X jQ℄ = 1Z e� 12�2 R dt�X(t)�<x(t)>Q�2 (2.7)mit der Normkonstanten Z = Z [dX(t)℄ e� 12�2 R dt�X(t)�<x(t)>Q�2 (2.8)und vorgegebener Standardabwei
hung �. Man bea
hte, da� die Normierung Z aus (2.8) un-abh�angig von Q(x; t) und < x >Q ist.1In diesem Abs
hnitt werden die Variablen x und t aus Gr�unden der Notation kontinuierli
h ausges
hrieben,obwohl sie im Hinbli
k auf numeris
he Anwendungen diskret geda
ht sind. So steht das SymbolQt f�ur ein endli
hesProdukt �uber eine diskretisierte Zeita
hse, das Integral R dt f�ur die diskrete Summe Pt und das PfadintegralR [dX(t)℄ f�ur die Summation �uber alle m�ogli
hen Pfade X(t) des Gitters. Ableitungsoperationen ��t k�onnen dur
hdie in Kapitel 5.4 genannten Matrizen mit der Gitterkonstanten �t = 1 implementiert werden.



13Als weiteres Beispiel sei hier die Verteilungp[X jQ℄ =Yt Q(X(t); t) (2.9)angegeben. (2.9) entspri
ht im Verglei
h zu (2.5) der Wahrs
heinli
hkeit, die einzelnen Funktions-werte der Regressionsfunktion unabh�angig voneinander zu messen. Alle drei Wahrs
heinli
hkeits-verteilungen (2.6), (2.7) und (2.9) sind korrekt normiert, erf�ullen also die erforderli
he Bedingung1 = R [dX(t)℄ p[X jQ℄.Das Vorwissen f�ur die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte Q wird in p[Q℄ wiedergegeben. Dabei kann zwi-s
hen den notwendigen Bedingungen, die an Q gestellt werden { wie die Forderung Q(x; t) � 0f�ur alle (x; t) und die Normierungsbedingung R dxQ(x; t) = 1 f�ur alle t { und problemspezi�s
hemWissen, wie zum Beispiel die Erwartung, da� Q sowohl in der Orts{ als au
h in der Zeitkoordinateglatt ist, unters
hieden werden. So wird in den Anwendungen mit einer Verteilung der Formp[Q℄ = 1Z0 e��0[Q℄hYt Æ�1� Z dxQ(x; t)�ihYx t ��Q(x; t)�i (2.10)gearbeitet. Mittels des Energiefunktionals �0 kann die Erwartung gro�er Glattheit dur
h�0�Q� = 12�21 Z dt dx �rxQ(x; t)�2 + 12�22 Z dt dx ��Q(x; t)�t �2 (2.11)ausgedr�u
kt werden. Eine andere M�ogli
hkeit besteht in der Verwendung von�0�Q� = k Z dt dxQ(x; t) lnQ(x; t) (2.12)und entspri
ht der Forderung na
h einer gro�en Entropie von Q.Die Æ{ und �{Funktionen aus (2.10) k�onnen �uber die IntegraldarstellungenYt Æ�1� Z dxQ(x; t)� = Z [d�(t)℄N eiR dt �(t)�1�R dxQ(x;t)� (2.13)und Yx t ��Q(x; t)� = Z [ds(x; t)℄N 0 eR dx dt�i s(x;t)Q(x;t)�ln(s(x;t)�i�)� (2.14)implementiert werden. Die Einf�uhrung der Hilfsintegrale ma
ht die unangenehmen Bedingungenanalytis
h handhabbar. Die Integrale werden im weiteren Verlauf dur
h Station�are Phasenap-proximation behandelt. Im Falle von (2.13) ist diese �aquivalent zu der Methode der Lagrange{Multiplikatoren.F�ur den Fall, da� eine sehr gro�e Zahl von Daten vorliegt oder da� das Vorwissen die m�ogli
henDi
hten Q stark eins
hr�ankt, ist die Verteilung p[QjD℄ s
harf an einer Stelle ~Q lokalisiert. DieseKenntnis kann daf�ur genutzt werden, das Integral aus (2.1) zu n�ahern, indem p[X jQ℄ an der Stelle~Q herausgezogen wird: p[X jD℄ � p[X j ~Q℄ Z [dQ℄ p[QjD℄ = p[X j ~Q℄ : (2.15)Beim Lernen der Regressionsfunktion besteht das Problem also darin, dur
h eine Maximum{Aposteriori{Approximation von (2.3) die Di
hte ~Q zu �nden, wel
he p[QjD℄ maximiert. Somit kannmit (2.15) das Regressionsproblem im wesentli
hen als ein Di
hteapproximationsproblem angese-hen werden. Im Falle von (2.6) folgt ein deterministis
her Zusammenhang von RegressionsfunktionX(t) und Di
hte Q(x; t): p[X jD℄ � p[X j ~Q℄ =Yt Æ�X(t)� < x(t) > ~Q � : (2.16)



14 Kapitel 2: Lernen von zeitabh�angigen Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten2.2 Formulierung in logarithmis
hen Wahrs
heinli
hkeitenDie Hauptproblematik beim Arbeiten mit Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten Q(x; t) ist die analytis
heImplementierung der Positivit�at Q(x; t) � 0. Eine g�unstige Art, dies s
hon von vornherein zuimplementieren, ist die Einf�uhrung von logarithmis
hen Wahrs
heinli
hkeiten na
h�(x; t) = � lnQ(x; t) oder Q(x; t) = e��(x;t) : (2.17)Die Vorzei
hen f�ur � wurde dabei so gew�ahlt, da� � glei
hzeitig die Interpretation einer Energieerh�alt: F�ur kleine � ist die dazugeh�orige Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte Q gro�. Dur
h den positivenWerteberei
h der Exponentialfunktion wird das positive Vorzei
hen von Q erzwungen, und � mu�als notwendige Bedingung nur die NormenZ dx e��(x;t) = 1 8 t (2.18)erf�ullen. S
hreibt man die Wahrs
heinli
hkeiten des vorherigen Abs
hnitts auf die logarithmis
henWahrs
heinli
hkeiten um, so erh�alt man f�ur die Apriori{Wahrs
heinli
hkeit von � analog zu (2.10)eine Verteilung der Form p[�℄ = 1Z0 e��0[�℄hYt Æ�1� Z dx e��(x;t)�i : (2.19)W�ahlt man ein Energiefunktional na
h�0��� = 12�21 Z dt dx �rx�(x; t)�2 + 12�22 Z dt dx ���(x; t)�t �2 (2.20)und bestraft somit die Abwei
hung von der Glattheit f�ur �, so ist dies ein prinzipieller Unters
hiedgegen�uber (2.11). Denn wegenZ dx dt � ��t lnQ(x; t)�2 = Z dx dt 1Q2(x; t) ��Q(x; t)�t �2 (2.21)wird im Verglei
h zu (2.11) an den Stellen (x; t) st�arker bestraft, an denen Q(x; t) besonders kleinist. Dies ist ein dur
haus willkommener E�ekt, denn die Stellen kleiner Wahrs
heinli
hkeitsdi
htesind in gr�o�erem Abstand von den Datenpunkten lokalisiert. Dort sind Abwei
hungen von derGlattheit am wenigsten zu erwarten.Die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeit f�ur die Daten p[Dj�℄ bekommt mit (2.17) die FormNYi=1 p[(xi; ti)j�℄ = e�PNi=1 �(xi;ti) ; (2.22)und der Wahrs
heinli
hkeit f�ur die Regressionsfunktion bei gegebener Di
hte p[X jQ℄ aus (2.9)entspri
ht der Ausdru
k p[X j�℄ =Yt e��(X(t);t) = e�R dt �(X(t);t) : (2.23)Man bea
hte, da� beim Arbeiten mit der Di
hte Q in den Exponenten der Normierungsbedingungna
h (2.13) Q linear und in der Likelihood{Di
hte (2.5) ni
htlinear auftritt. Die Rollen sind inder Darstellung mittels � na
h (2.18) und (2.22) genau vertaus
ht. Dies hat im weiteren Verlauf



15Konsequenzen bei der Dur
hf�uhrung einer Maximum{Aposteriori{Approximation.Der ni
htlineareCharakter der Exponenten f�uhrt auf ni
htlineare Di�erentialglei
hungen.Zuletzt sei no
h die M�ogli
hkeit erw�ahnt, die Positivit�at von Q zu erzwingen, indem mit reellen'(x; t) als Wurzel von Q gearbeitet wird:�pQ(x; t) = '(x; t) oder '2(x; t) = Q(x; t) ; (2.24)mit der Normbedingung Z dx'2(x; t) = 1 8 t : (2.25)Es zeigt si
h, da� die Wahl von (2.24) si
h besonders f�ur den Einbau von Mustern und das Arbeitenmit �Uberlappen eignet.2.3 Behandlung von Mustern und KorrelationenOft ist zu erwarten, da� die Regressionsfunktion X(t) zus�atzli
h einem oder mehreren gegebenenMustern �ahnli
h ist oder da� aus einer Menge von Mustern eines zu X(t) pa�t. Als Abk�urzung f�urdie Musterfunktionen wird hier die Menge 
 = f�j(t)jj = 1; : : : ; sg eingef�uhrt. Genauso k�onnenMuster f�ur die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hteQ(x; t) vorhanden sein. Zur Unters
heidung werden diesemit � = f�j(x; t) j �j(x; t) � 08x; t ; Z dx�j(x; t) = 18t ; j = 1; : : : ; sg (2.26)gekennzei
hnet. Der Index j kann dabei sowohl eine diskrete als au
h eine kontinuierli
he Mengeparametrisieren. Die f�ur das Lernen interessante Verteilung ist dann die Wahrs
heinli
hkeit f�ur dieRegressionsfunktion bei gegebenen Daten und Mustern p[X jD;�℄.Geht man analog zu (2.1) vor und f�uhrt die Di
hten Q(x; t) mit der glei
hen Interpretation ein, soerh�alt man p[X jD;�℄ = Z [dQ(x; t)℄ p[X;QjD;�℄= Z [dQ(x; t)℄ p[X jQ;D;�℄ p[QjD;�℄ ; (2.27)wobei hier erneut p[X jQ;D;�℄ = p[X jQ℄ (2.28)ausgenutzt werden kann. Anwendung des Bayes{Theorems zur Vertaus
hung der Abh�angigkeitenvon Q und D liefert p[QjD;�℄ = p[DjQ;�℄ p[Qj�℄p[Dj�℄ = p[DjQ℄ p[Qj�℄p[Dj�℄ ; (2.29)und damit bekommt man f�ur (2.27) eine Verallgemeinerung von (2.4):p[X jD;�℄ = 1p[Dj�℄ Z [dQ(x; t)℄ p[X jQ℄ p[DjQ℄ p[Qj�℄ : (2.30)In der Regel wird die Menge � nur aus einemMuster �(x; t) bestehen, und es wird erwartet, da� dieVerteilung Q(x; t) diesem "�ahnli
h" ist. Die bedingte Wahrs
heinli
hkeit p[Qj�℄ kann dann analogzu (2.10) von der Formp[Qj�℄ � e�(�0[Q℄+�[Q;�℄)hYt Æ�1� Z dxQ(x; t)�ihYx t ��Q(x; t)�i (2.31)
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heinli
hkeitsdi
htengew�ahlt werden. In (2.31) wird zwis
hen einem �{unabh�angigen Anteil �0, zum Beispiel (2.11),und einem �{abh�angigen Anteil �[Q;�℄ im Energiefunktional unters
hieden. Als Funktional �[Q;�℄bietet si
h beispielsweise der Abstand der beiden Ortserwartungswerte unter den jeweiligen Ver-teilungen an:�[Q;�℄ = 
2 Z dt� < x(t) >Q � < x(t) >� �2 = 
2 Z dt�Z dx x�Q(x; t)� �(x; t)��2 (2.32)und im Fall von einem s
harfen Muster �(x; t) = Æ(�(t) � x)�[Q; � ℄ = 
2 Z dt� < x(t) >Q ��(t)�2 : (2.33)Die Energiefunktionale (2.32) und (2.33) alleine sind f�ur die Bes
hreibung des Apriori{Wissenswenig geeignet, da sie kaum Information �uber die Form der Verteilung Q beinhalten. So gibt eseine gro�e Zahl sehr unters
hiedli
her Verteilungen Q, die denselben Erwartungswert < x(t) >Qbesitzen. Diese Freiheit kann einges
hr�ankt werden, indem zus�atzli
h eine kleine Varianz f�ur dieVerteilung mittelsZ dt �< x2(t) >Q � < x(t) >2Q� = Z dt dxQ(x; t)x2 � Z dt �Z dxQ(x; t)x�2 (2.34)gefordert wird. Eine zweite M�ogli
hkeit ist, die Funktionswerte der Di
hten f�ur alle Orte und Zeitenzu verglei
hen: �[Q;�℄ = 
2 Z dt dx�Q(x; t)� �(x; t)�2 : (2.35)Motiviert dur
h (2.9) und (2.23) bietet si
h ein Verwendung von�[Q; � ℄ = 
 Z dt lnQ(�(t); t) (2.36)an, und bei der Darstellung mittels logarithmis
herWahrs
heinli
hkeiten bekommt man s
hlie�li
h�[�; � ℄ = 
 Z dt �(�(t); t) : (2.37)Sind mehrere Muster vorhanden und soll Q s�amtli
hen Mustern �j glei
hzeitig �ahnli
h sehen, soentspri
ht dies einer logis
hen AND{Verkn�upfung der Muster. Die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeitp[Qj�℄ ist f�ur sol
he Di
hten Q gro�, bei denen die Merkmale der einzelnen Muster im Mittelauftreten. Dies leistet eine Verteilung der Formp[Qj�℄ � e�Psj=1 �j [Q;�j ℄hYt Æ�1� Z dxQ(x; t)�ihYx t ��Q(x; t)�i (2.38)mit den einzelnen Energiefunktionalen �j .Arbeitet man wie in (2.24) mit reellen �j(x; t) = �p�j(x; t) und '(x; t) = �pQ(x; t) , so k�onnendie zeitabh�angigen �Uberlappe von Muster und Verteilung Q�j(t) = Z dx �j(x; t)'(x; t) (2.39)de�niert werden. Die Verwendung von �(t) hat den Vorteil, da� dur
h die Normbedingungen f�ur Qund �j der Werteberei
h von �j(t) auf das Intervall [�1; 1℄ bes
hr�ankt wird. Umgekehrt folgt aus



17dem Fall �j(t0) = �1 f�ur eine feste Zeit t0 sofort die Glei
hheit von Di
hteverteilung und MusterQ(x; t0) = �j(x; t0) f�ur alle x. Somit kann entspre
hend (2.31) mit (2.35) f�ur ein Muster � in dieserDarstellung p['j�℄ � e� 12�2 R dt�1��2(t)�2Yt Æ�1� Z dx'2(x; t)� (2.40)gew�ahlt werden.Oft erwartet man, da� nur genau eines der gegebenen Muster zu der Verteilung Q pa�t. Diesentspri
ht einer logis
hen OR{Verkn�upfung der Muster. De�niert man die zeitli
hen Mittelwerteder �Uberlappe von ' und einzelnen Mustern �i und der Muster untereinander:��i = limT!1 1T Z T0 dt �i(t) 2 [�1; 1℄ ��ij = limT!1 1T Z T0 dt dx �i(x; t)�j(x; t) 2 [�1; 1℄ ; (2.41)so k�onnen Energiefunktionale in diesen �Uberlappen f�ur den OR{Fall konstruiert werden. Manbea
hte, da� aus ��i = �1 sofort Q(x; t) = �i(x; t) f�ur alle (x; t) folgt. Als direkte Implementierungder OR{Verkn�upfung bietet si
h, motiviert dur
h (2.40), eine Bestrafung der Form�(��1; : : : ; ��s) = � ln� sXj=1 e�(1���2j )2� (2.42)an. Ein weiteres Beispiel ist eine Produktform na
h�(��1; : : : ; ��s) = sYj=1�1� ��2j�2 : (2.43)Der Na
hteil von (2.42) und (2.43) liegt in der s
hle
hten analytis
hen und numeris
hen Handhab-barkeit und im m�ogli
herweise ho
hdimensionalen, gemis
hten Polynom in ��j . Die Energiefunk-tionale bestrafen, wenn der �Uberlapp �1{' oder �2{' oder � � � oder �s{' ni
ht glei
h Eins ist.Eine �ahnli
he Eigens
haft kann konstruiert werden, indem man bestraft, wenn der �Uberlapp �1{'weder gro� no
h klein ist und � � � und der �Uberlapp �s{' weder gro� no
h klein ist. Ein sol
hesFunktional ist�(��1; : : : ; ��s) = sXj=1 ��2j�1� ��2j�2 = 8<: 0 falls ein ��j = �1 und ��ij = Æij0 falls alle ��j = 04s27 = max falls alle ��j = � 1p3 : (2.44)Im Unters
hied zu (2.42) und (2.43) wird ni
ht mehr bestraft, wenn alle �Uberlappe mit den Musternvers
hwinden. Der Vorteil von (2.44) liegt in der logis
hen AND{Verkn�upfung. Es treten keinegemis
hten Terme in ��j auf. Die Wahl von (2.44) ist aber unges
hi
kt f�ur den Fall, da� si
h dieMuster untereinander �uberlappen ( ��ij 6= Æij), denn dann w�urde unter Umst�anden die Bestrafungf�ur den Fall, da� f�ur ein ��i = �1 gilt, ni
ht vers
hwinden. Dies kann korrigiert werden, indem�(��1; : : : ; ��s; ��ij) = sXi=1 ��2i sYj=1 ���2ij � ��2i �2 = 8<: 0 falls mindestens ein ��i = �10 falls alle ��i = 0> 0 sonst (2.45)gew�ahlt wird, denn f�ur den Fall ��k = �1 f�ur einen der k{Werte folgt mit ' = ��k und derDe�nition von (2.41): ��2i = ��2ik f�ur alle i. Das hei�t, jeder Summand aus (2.45) vers
hwindet, dain dem Produkt der (k = j){Term identis
h Null ist.Als Spezialfall von (2.45) f�ur orthogonale Muster ��ij = Æij erh�alt man mit�(��1; : : : ; ��s) = sXi=1 ��2i sYj=1 �Æij � ��2i �2 = sXi=1 ��2i (1� ��2i )2Yj 6=i �Æij � ��2i �2 = sXi=1 ��2si (1� ��2i )2 (2.46)
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heinli
hkeitsdi
htenein gegen�uber (2.44) lei
ht abge�andertes Ergebnis.2.4 Anwendungen f�ur die Di
hteapproximationIn diesem Abs
hnitt wird der Bayess
he Formalismus f�ur die zeitabh�angige Di
hteapproximationan unters
hiedli
hen Beispielen angewandt. In einem ersten Beispiel wird die Formulierung inlogarithmis
hen Wahrs
heinli
hkeiten �(x; t) gew�ahlt. Es wird davon ausgegangen, da� zus�atzli
hzu den Me�daten D ein s
harfes Muster �(t) vorliegt. F�ur die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit giltdann: p[�jD; � ℄ = p[Dj�℄ p[�j� ℄p[Dj� ℄ ; (2.47)und die Verteilung p[�j� ℄ soll eine zu (2.31) analoge Formp[�j� ℄ � e�(�0[�℄+�[�;� ℄)hYt Æ�1� Z dx e��(x;t)�i (2.48)mit �0 aus (2.20) besitzen. Es werden zwei M�ogli
hkeiten dur
hgespielt, das Muster in die Re
hnungeinzubauen. Die erste Variante besteht darin, da� Muster mittels (2.37) einzuf�uhren. Eine Alter-native dazu ist die Verwendung von (2.33) und (2.34). Unter diesen beiden Annahmen bekommtman f�ur die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeitp[�jD; � ℄ � Z [d�(t)℄ e�F [�;�;D;� ℄ (2.49)mit dem EnergiefunktionalF [�; �;D; � ℄ = �i Z dt �(t)�1� Z dx e��(x;t)�+ NXi=1 �(xi; ti) (2.50)+ 12�21 Z dt dx� (rx�(x; t))2 + � (�x�(x; t))2 �+ 12�22 Z dt dx ���(x; t)�t �2 + � ��2�(x; t)�t2 �2!+( 
 R dt � (�(t); t)
2 R dt� < x(t) >� ��(t)�2 + #2 R dt �< x2(t) >� � < x(t) >2�� :Dabei wurde die Normierungsbedingung in der integralen Darstellung analog zu (2.13) verwendet.Man bea
hte, da� zus�atzli
h zur Glattheit von � eine mit � gewi
htete Glattheit der Ableitungenvon � gefordert wird. Die Motivation hierf�ur ist die Vermeidung von Unstetigkeiten der Ableitun-gen von � in den Datenpunkten und damit eine abgerundetere Wahrs
heinli
hkeitsverteilung alsL�osung.Die Glattheitsterme aus (2.50) k�onnen mittels partieller Integration bearbeitet werden. Unter Vor-aussetzung von zyklis
hen Randbedingungen f�ur � in Orts{ und Zeitkoordinaten vers
hwinden dieRandterme, und es folgt:Z dt ���(x; t)�t �2 = � Z dt �(x; t)�2�(x; t)�t2 ; Z dt ��2�(x; t)�t2 �2 = Z dt �(x; t)�4�(x; t)�t4 :(2.51)



19F�uhrt man nun eine Maximum{Aposteriori{Approximation f�ur die Verteilungen (2.49) unter glei
h-zeitiger Sattelpunktsn�aherung f�ur das �{Integral dur
h, so wird die Normbedingung1 = Z dx e��(x;t) 8 t (2.52)und die Stationarit�atsglei
hung0 = ÆF [�; �;D; � ℄Æ�(x; t) = 1�21 ���x�(x; t) + ��2x�(x; t)�+ 1�22 �� �2�(x; t)�t2 + � �4�(x; t)�t4 ��i�(t) e��(x;t) + NXi=1 Æ(x� xi)Æ(t� ti) (2.53)+( 
Æ(x� �(t))
 e��(x;t)x��(t)� < x(t) >� �+ #2 e��(x;t)x�2 < x(t) >� �x�erhalten. Die Lagrange{Parameter �(t) k�onnen eliminiert werden, indem in Glei
hung (2.53) dieOrtsvariable ausintegriert und die Normbedingung ausgenutzt wird. Dies f�uhrt mit den zyklis
henRandbedingungen auf�i�(t) = � 1�22 Z dx�� �2�(x; t)�t2 + � �4�(x; t)�t4 �� NXi=1 Æ(t� ti) (2.54)�( 

 < x(t) >� ��(t)� < x(t) >� �+ #2�2 < x(t) >2� � < x2(t) >� � :Man bea
hte, da� bei Wegfall von s�amtli
hen Vorwissens { das hei�t, �(t) tritt ni
ht auf, und esgilt �1 = �2 =1 { die Stationarit�atsglei
hung (2.53) zusammen mit (2.54) auf0 = NXi=1 Æ(t� ti)�Æ(x � xi)� e��(x;t)� (2.55)zusammenf�allt. Erwartungsgem�a� ist die L�osung an den Stellen ti dur
h die Æ{DistributionenQ(x; ti) = e��(x;ti) = Æ(x� xi) (2.56)gegeben, falls zur Zeit ti nur ein Datum xi vorliegt. Zu anderen Zeiten t 6= ti ist jede normierteVerteilung eine L�osung.In einer numeris
hen Anwendung2 wurde f�ur beide Varianten die Stationarit�atsglei
hung (2.53) f�urden zweidimensionalen Fall �(x; t) gem�a� Kapitel 1.6 dur
h Iteration mittels�(j+1)(x; t) = �(j)(x; t)� �(j) Z dt0 dx0O(x; t;x0; t0) ÆF [�(j)℄Æ�(x0; t0) (2.57)gel�ost. Daf�ur wurde die Funktion �(x; t) auf einem zweidimensionalen Gitter diskretisiert (�x = 1,�t = 1) und entspre
hend s�amtli
he Operatoren als Matrizen dargestellt (siehe Kapitel 5.4). EinGitter der Gr�o�e 30 � 40 war dabei numeris
h gut handhabbar. Es ist zu bea
hten, da� in denAbleitungsoperatoren zyklis
he Randbedingungen verwendet werden mu�ten. Als Iterationsmatrixbot si
hO�1(x; t;x0; t0) = Æ(x� x0)Æ(t� t0) 1�21 �� �2�x2 + � �4�x4 �+ 1�22 �� �2�t2 + � �4�t4�+ �! (2.58)2In den numeris
hen Anwendungen der gesamten Arbeit wird mit dimensionslosen Gr�o�en gere
hnet.
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heinli
hkeitsdi
htenals gen�aherte Hesse{Matrix von (2.53) an. Die "Masse" � wurde dabei aus Gr�unden der Inver-tierbarkeit eingef�uhrt. Gestartet wurde die Iteration mit der Glei
hverteilung. Es hat si
h ei-ne S
hrittweitenoptimierung von �(j) als g�unstig herausgestellt, da im Laufe der Iteration auf-grund der zunehmenden Bedeutung des Datenanteils f�ur das Energiefunktional die Anwendungvon (2.58) als N�aherung immer s
hle
hter wurde. Das Ergebnis einer Su
he na
h L�osungen deroberen Variante von (2.53) mittels (2.57) ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Als Musterfunktion wur-de �(t) = 20 + 10 
os� 2�30 t� auf dem verwendeten Gitter angenommen. Diese Wahl f�ur das Musterwar konform mit den zyklis
hen Randbedingungen bez�ugli
h der Zeita
hse. Die Daten wurden er-zeugt, indem aus den Intervallen t 2 [8; 15℄ und t 2 [22; 25℄ zuf�allige Zeiten ti glei
hverteilt gezogenwurden und die Ortskoordinaten mittels xi(ti) = 20 + 15 
os � 2�30 ti� + � mit einer ganzzahligenZufallszahl � 2 [0; 3℄ bere
hnet wurden.Zu den Abbildungen lohnen si
h folgende Bemerkungen: Wie zu erwarten, versu
ht die L�osung f�urdie Regressionsfunktion den Verlauf der Daten unter den Gesi
htspunkten des Vorwissens wieder-zugeben. Dur
h die Forderung einer glatten Funktion � ist au
h eine glatte RegressionsfunktionX(t) zu erwarten. Die Kopplung von Muster und L�osung Q ist aufgrund eines kleinen Hyperpara-meters 
 eher s
hwa
h. Das Abstellen des Musters �(t) hat aber ein deutli
h s
hle
hteres Ergebniszur Folge. Man bea
hte, da� si
h an Stellen hoher Datendi
hte erwartungsgem�a� die Wahrs
hein-li
hkeitsdi
hte an den Daten konzentiert und damit die Unsi
herheit f�ur die L�osung X(t) abnimmt,w�ahrend an den �ubrigen Stellen die Tendenz zur Glei
hverteilung dominiert.Das Ergebnis zu der unteren Variante von (2.53) ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Es sind die glei-
hen E�ekte f�ur die L�osung zu erkennen wie in Abbildung 2.2. Es zeigt si
h allerdings eine h�artereImplementierung des Musters �(t). Nur an den Stellen, an denen die Daten f�ur eine Abwei
hungvon der Musterfunktion spre
hen, verl�a�t die Regressionsfunktion das Muster.Im Verglei
h der beiden Varianten l�a�t si
h feststellen, da� in der ersten Variante das Mustere�ektiv als zus�atzli
he Daten bei den Funktionswerten von � angesehen werden kann, w�ahrendin der zweiten Variante das Muster in die Re
hnung eingeht, indem es dur
h Fixierung des Er-wartungswerts von Q Ein
u� auf die Gestalt der L�osung nimmt. Die Di
hteverteilungen Q derL�osungen f�ur die beiden Varianten unters
heiden si
h wenig. Abwei
hungen treten im wesentli
henbeim Verglei
h der Regressionsfunktionen an Orten geringer Datendi
hte auf.In einem zweiten Beispiel wird die direkte Darstellung in Q(x; t) benutzt. Die unangenehme Posi-tivit�atsforderung f�ur Q wird auf passive Art und Weise behandelt. Darunter ist zu verstehen, da�erst im na
hhinein f�ur die L�osung �uberpr�uft wird, ob die Bedingung Q(x; t) � 0 erf�ullt ist. Diessetzt einen geeigneten Startpunkt f�ur die Iteration, eine g�unstige Wahl f�ur die Iterationsmatrixund hinrei
hend kleine Iterationss
hritte � voraus, damit die L�osung Q(x; t) ni
ht lokal in dennegativen Werteberei
h abgleitet.Falls kein Muster vorhanden ist, kann f�ur die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit der Di
htep[QjD℄ = p[DjQ℄ p[Q℄p[D℄ � Z [d�(t)℄ e�F [Q;�;D℄Yx t ��Q(x; t)� (2.59)ges
hrieben werden, wobei das Funktional F von der analytis
hen FormF [Q; �;D℄ = �i Z dt �(t)�1� Z dxQ(x; t)�� NXi=1 lnQ(xi; ti)+ 12�21 Z dt dx� (rxQ(x; t))2 + � (�xQ(x; t))2 �+ 12�22 Z dt dx ��Q(x; t)�t �2 + � ��2Q(x; t)�t2 �2! (2.60)
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Abbildung 2.2: Lernen von Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten mittels oberer Variante von (2.53). DieZeita
hse wurde in 30, die Ortsa
hse in 40 Gitterpunkten diskretisiert. Oben: Die Punkte mar-kieren die Daten (xi; ti), und die d�unne dur
hgezogene Linie kennzei
hnet das Muster �(t). Diegelernte RegressionsfunktionX(t) als Ortserwartungswert von Q(x; t) = e��(x;t) ist dur
h die di
kedur
hgezogene Linie dargestellt. Die gestri
helten Linien zeigen die Standardabwei
hung f�ur dieL�osung X(t) unter der Verteilung Q an. Unten ist die dazugeh�orige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungQ(x; t) dargestellt. Die Parameter sind: �1 = �2 = 4:08, 
 = 1, � = 5, N = 40, � = 0:1.
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Abbildung 2.3: Lernen von Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten mittels unterer Variante von (2.53). DieBedeutung der Graphen ist in Abbildung 2.2 erl�auert. Die Parameter sind 
 = 7, # = 0:5, �1 =�2 = 4:08, � = 8, N = 60, � = 0:1:



23ist. Eine Dur
hf�uhrung einer Maximum{Aposteriori{Approximation mittels glei
hzeitiger Sattel-punktsn�aherung f�ur die Wirkung bez�ugli
h Q und � f�uhrt auf die Normbedingung 1 = R dxQ(x; t)zur�u
k. Als zweite Glei
hung erh�alt man die ni
htlineare Di�erentialglei
hung0 = ÆF [Q; �;D℄ÆQ(x; t) = 1�21 ���xQ(x; t) + ��2xQ(x; t)�+ 1�22 �� �2Q(x; t)�t2 + � �4Q(x; t)�t4 �+i�(t)� NXi=1 Æ(x� xi)Æ(t� ti)Q(x; t) : (2.61)Multiplikation der Glei
hung (2.61) mit Q(x; t) von links mit ans
hlie�ender Integration �uber dieOrtskoordinaten erm�ogli
ht die Bere
hnung des Hilfsfeldes. So erh�alt man:i�(t) = � 1�22 Z dxQ(x; t)�� �2Q(x; t)�t2 + � �4Q(x; t)�t4 �� 1�21 Z dxQ(x; t)���xQ(x; t) + ��2xQ(x; t)�+ NXi=1 Æ(t� ti) : (2.62)In Abbildung 2.4 ist das Ergebnis einer Su
he na
h L�osungen von (2.61) vorgestellt. Die Regres-sionsfunktion gibt den Verlauf der Daten wieder. An Stellen geringer Datendi
hte dominiert dieTendenz zur Glei
hverteilung. Die Varianzen zeigen die zu erwartenden Unsi
herheiten f�ur die Re-gressionsfunktion. Das Beispiel zeigt, da� die "Qualit�at" der L�osung au
h ohne Anwesenheit einesMusters ni
ht na
hhaltig na
hl�a�t.Insgesamt kann man sagen, da� die Verwendung der logarithmis
hen Wahrs
heinli
hkeitsdi
htenaus numeris
hen Gr�unden zu bevorzugen ist. Dur
h das Ignorieren der �{Bedingung beim Arbeitenmit Q f�ur die L�osung der Stationarit�atsglei
hung tendiert die Di
hte w�ahrend der Iteration dazu,zu Zeiten t hoher Datendi
hte an den R�andern negative Werte anzunehmen, damit die Di
hte inden Datenpunkten m�ogli
hst gro� werden kann, ohne die Normbedingung zu verletzen. Um die-sen E�ekt zu vermeiden, mu� in der N�ahe der L�osung �au�erst "vorsi
htig" iteriert werden. Beider Verwendung von (2.14) zur Erzwingung der Positivit�at erh�alt das Energiefunktional (2.60) diezus�atzli
hen SummandenF [Q; �;D; s℄ = � � � � � � � i Z dx dt s(x; t)Q(x; t) + Z dx dt ln s(x; t) : (2.63)Der Sattelpunkt f�ur das Hilfsintegral (2.14) liefert die Bedingung s(x; t) = � iQ(x;t) . Dadur
h be-kommt die Stationarit�atsglei
hung (2.61) einen extra Summanden0 = ÆF [Q; �;D; s℄ÆQ(x; t) = � � � � is(x; t) = � � � � 1Q(x; t) = � � � � Æ R dx0 dt0 lnQ(x0; t0)ÆQ(x; t) : (2.64)Das hei�t, die Positivit�atsbedingung f�uhrt e�ektiv auf einen Bestrafungsterm der Form�[Q℄ = � Z dx0 dt0 lnQ(x0; t0) : (2.65)Dieser verhindert dur
h zu kleine Funktionswerte von Q(x; t). Der Lagrange{Multiplikator � aus(2.62) mu� dann mittels i�(t) = � � �+ R dx ver�andert werden.
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Abbildung 2.4: Lernen von Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten mittels (2.61). Die Parameter sind: N = 60,� = 1, � = 1, �1 = 2:24, �2 = 0:07
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Kapitel 3Lernen von statistis
henOperatoren3.1 Statistis
he OperatorenDer Zustand eines quantenme
hanis
hen Systems wird dur
h den statistis
hen Operator � festge-legt. Hier sind no
h einmal in K�urze die wi
htigsten Eigens
haften von � zusammengefa�t. � istein hermitis
her (�y = �), positiv{semide�niter Operator, d.h. diagonalisierbar mit Eigenwertengr�o�er glei
h Null. Zus�atzli
h ist seine Spur auf Eins normiert (Tr[�℄ = 1). F�ur die Darstellung von� in seiner (ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit diskreten) Eigenbasis folgt dann:� =Xn pn j n >< n j ; Xn pn = 1 mit pn � 0 8n : (3.1)(3.1) legt die Interpretation von � als Zustandsgemis
h nahe, wobei pn die Wahrs
heinli
hkeit f�urden reinen Zustand j n > angibt.Die Erwartungswerte f�ur Messungen einer Observablen A an einem dur
h � bes
hriebenen Zustandk�onnen mittels < A >�= Tr��A� =Xn pn < n j A j n > (3.2)bere
hnet werden. Wenn j � >< � j den Projektor auf den Eigenzustand des Me�operators A zumEigenwert � darstellt, so gibtTrh� j � >< � j i =Xn pnj < n j � > j2 = p[�jA; �℄ (3.3)die Wahrs
heinli
hkeit f�ur die Messung des Eigenzustands zum Eigenwert �. Hier wurde die No-tation von (1.7) mit f ) �, x ) A und y ) � wieder aufgenommen. Die Wahrs
heinli
hkeits-interpretation aus (3.3) bleibt im Falle von Entartung erhalten, wenn bei e{fa
her Entartung desEigenraums von A zum Eigenwert � (A j �i >= � j �i > , 8i = 1; : : : ; e) der Erwartungswert vonj � >< � j=Pei=1 j �i >< �i j betra
htet wird:Trh j � >< � j �i = eXi=1Xn pnj < n j �i > j2 = p[�jA; �℄ : (3.4)Wi
htig f�ur die Angabe von Me�wahrs
heinli
hkeiten ist also, da� zu jedem Me�operator Eigen-zust�ande, Eigenwerte und Entartungsgrade bekannt sein m�ussen.
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hen OperatorenIst der statistis
he Operator glei
hzeitig ein Projektionsoperator (�2 = �), dann (und nur dann)bes
hreibt � einen reinen Zustand, denn wegen der Bedingungen pn 2 f0; 1g und Pn pn = 1 folgtsofort pn = Ænj f�ur ein bestimmtes j und damit � =j j >< j j.3.2 Lernen unter Maximierung der EntropieDieses Kapitel handelt davon, Aussagen �uber den statistis
hen Operator na
h Messung von Ob-servablen zu ma
hen1. Es wird davon ausgegangen, da� ein Ensemble von identis
h pr�aparier-ten Zustandsgemis
hen vorliegt. Alle Ensemblemitglieder werden dur
h den glei
hen statistis
henOperator � bes
hrieben. An einem Gemis
h wird h�o
hstens eine Messung vorgenommen, um dieUnabh�angigkeit der Me�daten zu gew�ahrleisten.Bei dem Me�proze� kann es si
h sowohl um die Anwendung von unters
hiedli
hen Operatoren alsau
h um wiederholtes Messen desselben Operators handeln. Die Daten werden in diesem Kapiteldur
h die Menge D = fj �i >< �i j ji = 1; : : : ; Ng abgek�urzt, wobei j �i >< �i j der bei derMessung des i{ten Operators auftretende Projektor zum Me�wert �i ist. Bei Entartung von �i istder gesamte Eigenraum gemeint.Zus�atzli
h kann es sein, da� ein Referenzoperator �0 f�ur � bekannt ist { also zu erwarten ist, da� �und �0 �ahnli
he statistis
he Gemis
he bes
hreiben. Die Festlegung von �0 k�onnte auf den Erwar-tungen na
h vorangegangenen Messungen beruhen.Der Bayess
he Ansatz der Behandlung der Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit p[�jD; �0℄ lautet dann:p[�jD; �0℄ = p[Dj�; �0℄ p[�j�0℄p[Dj�0℄ = p[Dj�℄ p[�j�0℄p[Dj�0℄ ; (3.5)denn unter der Voraussetzung, da� � der wahre, datenerzeugende statistis
he Operator ist, giltp[Dj�; �0℄ = p[Dj�℄. Unter Annahme von unabh�angigen Messungen folgt aus der Quantenme
hanikp[Dj�℄ = NYi=1Trh j �i >< �i j �i : (3.6)Freiheiten sind bei der Wahl von p[�j�0℄ gegeben. Folgender Fall wird jetzt studiert: Es wird eineVerteilung konstruiert, wel
he das Prinzip der Entropiemaximierung erf�ullt und glei
hzeitig eineTendenz zu den wahrs
heinli
hsten Zust�anden von �0 beinhaltet:p[�j�0℄ = 1Z e�kTr[� ln �℄+�Tr[�0�℄Æ�Tr[�℄� 1� : (3.7)Denn mit �0 = Pm p0m j �m >< �m j in der Darstellung seiner Eigenbasis und � wie in (3.1)entspri
ht < �0 >�=< � >�0= Tr���0� =Xm p0m "Xn pnj < n j �m > j2# (3.8)der mittlerenWahrs
heinli
hkeit die Basiszust�ande von � zu messen, wenn �0 der wahre statistis
heOperator w�are (oder umgekehrt!). Mit (3.7) folgt f�ur (3.5) unter Einf�uhrung der Æ{Funktion in ihrerIntegraldarstellung: p[�jD; �0℄ � Z d� e�F [�;�0;D;�℄ (3.9)1Zu der Rekonstruktion von statistis
hen Operatoren f�ur Spin{ 12 {Systeme gibt es einige Ver�o�entli
hungen.Diese beruhen ebenfalls auf dem Prinzip der Entropiemaximierung [11℄ oder nehmen den Bayess
hen Formalismusauf [12℄. Im Unters
hied zu diesem Kapitel wird dort allerdings die exakte Kenntnis von Erwartungswerten oder dieDur
hf�uhrung einer unendli
hen Anzahl von Messungen vorausgesetzt.



27mit der WirkungF [�; �0; D; �℄ = kTr�� ln ��� �Tr���0�� i��Tr���� 1�� NXi=1 lnTrh j �i >< �i j �i : (3.10)Eine Maximum{Aposteriori{Approximation von (3.9) entspri
ht der Su
he na
h einem Lagrange{Parameter, der die Nebenbedingung erf�ullt0 = �F�� ; also Tr��� = 1 ; (3.11)und na
h Stationarit�at bez�ugli
h des Operators �. Im Anhang B ist vorgef�uhrt, wie mittels Ablei-tung na
h den Matrixelementen von � in beliebiger Basis die Operatoridentit�at0 = ÆFÆ� ) 0 = k ln �� �i�� k�I � ��0 � NXi=1 j �i >< �i jTr� j �i >< �i j �� (3.12)hergeleitet werden kann. Multiplikation mit � von links, ans
hlie�ende Spurbildung und Ausnut-zung von (3.11) ergibt die Bedingung f�ur �:i�� k = kTr�� ln ��� �Tr���0��N ; (3.13)und damit erh�alt man aus (3.12) die Glei
hung� = eA(�;�0;D)Z(�) mit A(�; �0; D) = �k �0 + 1k NXi=1 j �i >< �i jTr�� j �i >< �i j � (3.14)mit der NormierungskonstanteZ(�) = e�Tr�� ln ��+�kTr���0�+Nk = Tr[eA(�)℄ ; (3.15)wel
he dur
h Iteration selbstkonsistent f�ur � gel�ost werden mu�.Diskutiert man die beiden Grenzf�alle k !1 oder k ! 0, so entspri
ht dies einer �Ubergewi
htungbeziehungsweise einer Verna
hl�assigung des Entropieterms aus (3.10). Wie zu erwarten ist, ist imFall von k !1 die Glei
hverteilung die L�osung des Problems (3.14):� = eTr�� ln �� I ) � = 1dimH I : (3.16)Interessanter ist der Fall k ! 0. Die Glei
hung (3.14) ist von der Form� = eTr�� ln ��+ 1kB(�) ; (3.17)wobei glei
hzeitig Tr��� = 1 erf�ullt ist. Da f�ur einen normierten Operator die Spur Tr�� ln �� dur
h� � I na
h unten bes
hr�ankt ist, ist im Grenzwert k ! 0 die Bedingung (3.14) mit (3.11) nur f�urden Fall 0 = B = �� �Tr���0��N�I + ��0 + NXi=1 j �i >< �i jTr�� j �i >< �i j � (3.18)erf�ullbar.Als weiteres Vorgehen bietet si
h die Diagonalisierung des hermitis
hen Operators A aus (3.14)na
h A(�) j n(�) >= an(�) j n(�) > und A(�) =Xn an(�) j n(�) >< n(�) j (3.19)
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hen Operatorenan. Es sei hier no
hmals angemerkt, da� die Zust�ande j �i > im allgemeinen ni
ht Eigenzust�andeein und desselben Me�operators sind. MitePn anjn><nj =Xn ean j n >< n j (3.20)folgt f�ur (3.14) dann die Darstellung von � in der Eigenbasis� = eA(�)Tr�eA(�)� =Xn pn(�) j n(�) >< n(�) j mit pn(�) = ean(�)Pm eam(�) : (3.21)Beim iterativen Vorgehen zum L�osen der Glei
hung (3.21) startet man mit einer Vermutung f�ur� (zum Beispiel � = �0 im Falle gro�er �), l�ost das Eigenwertproblem (3.19) und bere
hnet na
h(3.21) einen neuen statistis
hen Operator. Man wiederholt dieses bis zur Selbstkonsistenz.In einem numeris
hen Beispiel werden Orts{ und Impulsmessungen an einem unbekannten En-semble betra
htet. Als wahrer statistis
her Operator wurde�D = e��HTr[e��H ℄ mit H = p̂22m + 12m!2(x̂� x0)2 (3.22)angenommen. Die Daten wurden aus den Likelihood{Verteilungen p[~pjp̂; �D℄ und p[xjx̂; �D℄ gewon-nen (siehe Anhang A). Es wurde davon ausgegangen, da� kein Referenzoperator �0 vorliegt. AlleOperatoren wurden numeris
h jeweils auf einem Gitter der Gr�o�e n = 20 mit der Gitterkonstanten�x = 1 diskretisiert in ihrer Ortsdarstellung behandelt. Dies wird f�ur den Hamilton{Operator {und damit au
h f�ur den statistis
hen Operator { im Abs
hnitt 5.4 n�aher erl�autert. Der Impulsope-rator in Ortsdarstellung p̂ = �i�hrx wurde numeris
h dur
h die Matrixp̂) � i�h2 (�x) 0BBBBBBB� 0 1 0 � � � 0�1 . . . . . . ...0 . . . 0... . . . . . . 10 � � � 0 �1 0
1CCCCCCCA (3.23)implementiert. Dur
h diese Wahl f�ur den Ableitungsoperator im Ortsraum wurden die Hermitizit�atund die damit verbundenen reellen Eigenwerte gew�ahrleistet. Dur
h Diagonalisierung wurden dienumeris
hen Eigenvektoren und Eigenwerte ~p als m�ogli
he Me�ergebnisse gewonnen. In Abbildung3.1 sind die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten f�ur die einzelnen statistis
hen Operatoren im Orts{ undImpulsraum dargestellt. Es zeigt si
h, da� die L�osung von (3.21) in beiden R�aumen die Datenver-teilungen wiedergibt. Das oben bes
hriebene iterative Vorgehen versagt, falls die Gewi
htung desEntropieterms dur
h k zu klein ist. Dieses liegt an dem "emp�ndli
hen" Nenner des Datentermsaus (3.14). In der Anwendung wurde vorsi
htiger mittels�(j+1) = �(j) + � eA(�(j))Tr�eA(�(j))� � �(j)! (3.24)iteriert.3.3 Spezialfall glei
her MessungenIn diesem Abs
hnitt wird ein h�au�g auftretender Spezialfall behandelt: So wird jetzt davon aus-gegangen, da� nur eine feste Observable A wiederholt gemessen wird. Die dazugeh�origen Eigen-zust�ande j �n > erf�ullen dann Vollst�andigkeits{ und Orthogonalit�atsrelation. Die bei den Messun-gen erhaltenen Daten k�onnen jetzt au
h dur
h die absolute H�au�gkeitsverteilunghn der gemessenen
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Abbildung 3.1: Lernen statistis
her Operatoren f�ur Orts{ und Impulsmessungen. Links sind dieWahrs
heinli
hkeitsverteilungen der statistis
hen Operatoren im Ortsraum, re
hts im Impulsraumdargestellt. Die di
ken dur
hgezogenen Linien sind die Verteilungen der L�osung � na
h (3.14)mittels Iteration na
h (3.24). Die d�unnen dur
hgezogenen Linien kennzei
hnen die Verteilung desOperators �D, f�ur den die Daten (Balkendiagramm) erzeugt wurden. Die Masse des betra
htetenTeil
hens betrug m = 0:1, bei �h = 1. Die Anzahl der Daten der Orts{ und Impulsmessungen istNx = N~p = 60. Die Iteration wurde mit der Glei
hverteilung gestartet. Die �ubrigen Parametersind: k = 30, � = 0:8, ! = 1, x0 = 10.Eigenwerte von A ausgedr�u
kt werden { also Pn hn = N . Au�erdem wird angenommen, da� �0diagonal in dieser Basis ist: �0 =Pn p0n j �n >< �n j.Der Operator A aus (3.14) bekommt dann die FormA =Xn " hnkTr�� j �n >< �n j � + �k p0n# j �n >< �n j (3.25)und ist bereits in der Basis von A diagonal. Damit wird au
h � na
h (3.20) diagonal und dur
hdie Angabe von pn(�) na
h � =Xn pn(�) j �n >< �n j (3.26)eindeutig festgelegt. Im Gegensatz zu (3.21) h�angen die Basiszust�ande ni
ht mehr von � ab. MitTrh� j �n >< �n j i = pn(�) ; Trh� ln �i =Xn pn(�) ln pn(�) und Trh��0i =Xn pn(�)p0n(3.27)bekommt man s
hlie�li
h f�ur (3.14) und (3.15) gekoppelte Glei
hungen f�ur die Wahrs
heinli
hkeitenpn: pn = 1Z e hnkpn+�k p0n mit Z =Xm e hmkpm+�k p0m = e�Pm pm ln pm+�kPm pmp0m+Nk : (3.28)Die Darstellung (3.28) l�a�t si
h unter Verwendung des Produktlogarithmus auf eine andere Formbringen. Die Funktion w(x) wird der Produktlogarithmus von x genannt, wenn sie die Glei
hungx = wew l�ost. Eine Glei
hung der Form x = e 
x+t kann somit mittels x = 
w(
e�t) na
h x aufgel�ostwerden. Also folgt: pn = hnk 1w�hnZk e��k p0n� ; (3.29)
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hen Operatorenwobei Z na
h (3.28) pn{abh�angig ist. F�ur hn = 0 liegt in (3.29) eine hebare Singularit�at vor, und esgilt in �Ubereinstimmung mit (3.28) pn = 1Z e�k p0n . F�ur das L�osen der Glei
hungen (3.28) beziehungs-weise (3.29) wird eine g�unstige Vorgehensweise sein, erst die Abh�angigkeit der Zustandssumme Zvon pn zu ignorieren, indem dur
h die Wahl von Z = 1 in (3.29) unnormierte Wahrs
heinli
hkeitenp0n bere
hnet und diese dana
h dur
h Z = Pn p0n normiert werden. Diese Prozedur kann bis zurKonvergenz fortgesetzt werden.Ents
heidend f�ur die L�osung von (3.28) ist die Gewi
htung der Parameter � und N . Dominierteiner der beiden Summanden, so liegt die L�osung in der N�ahe der beiden Extremf�alle:pn = e�k p0nPm e�k p0m f�ur hn = 0 8n ; (3.30)pn = e hnkpnPm e hmkpm = hnkw�hnZk � f�ur � = 0 : (3.31)Man bea
hte, da� f�ur den Fall, da� keine Daten vorhanden sind (N = 0), f�ur gro�es � die Wahr-s
heinli
hkeiten pn ni
ht gegen p0n, sondern Æ{f�ormig gegen die Stelle n0 des Maximalwerts von p0nstrebt. Ein weiterer wi
htiger Grenzfall ist das Abs
halten des Entropieterms dur
h k ! 0. F�urdie Operatorglei
hung (3.18) bekommt man unter obigen Voraussetzungen:I =Xn  �p0n + hnpn�Pm pmp0m +N! j �n >< �n j : (3.32)Die Operatoridentit�at kann aufgrund der Vollst�andigkeit nur erf�ullt werden, wenn alle KoeÆzientenidentis
h Eins sind: 1 = �p0n + hnpn�Pm pmp0m +N 8n : (3.33)Vereinfa
hung von (3.33) bringt s
hlie�li
hpn = hn��Pm pmp0m � p0n�+N ; (3.34)woran pn ! hnN f�ur den Fall von kleiner Gewi
htung des Musters �0 dur
h � beziehungsweise f�urgro�e N zu erkennen ist; d.h. die Wahrs
heinli
hkeiten entspre
hen den relativen H�au�gkeiten.In einer numeris
hen Anwendung f�ur diesen Fall wird ein in der Ortsdarstellung diagonaler sta-tistis
her Operator �0 = R dx p0(x) j x >< x j mit vorgegebenen Wahrs
heinli
hkeiten p0(x)als Referenz verwendet. In dem Beispiel aus Abbildung 3.2 wurde eine um x0 = 44 lokalisierteGau�{Verteilung angenommen. Die Daten wurden aus einer dazu vers
hobenen Gau�{Verteilung(x0 = 55) mit glei
her Varianz erzeugt. F�ur vers
hiedene Kombinationen von � und k wurde na
hL�osungen von (3.29) gesu
ht. Beim iterativen L�osen von (3.29) mu� numeris
h mit der Singularit�atbei h(x) = 0 vorsi
htig umgegangen werden, indem diese Stellen separat na
h (3.28) bere
hnetwerden. Bei diesem Vorgehen zeigte si
h eine stabile Konvergenz na
h 10 bis 20 Iterationss
hritten.In den Ergebnissen k�onnen die wesentli
hen Vorhersagen f�ur p(x) { wie Tendenz zum Maximalwertvon p0(x) f�ur gro�e �, Tendenz zur Glei
hverteilung f�ur gro�e k und Tendenz zur empiris
henH�au�gkeit f�ur kleine k und � { beoba
htet werden.3.4 Lernen unter Minimierung der EntropieAlternativ kann in (3.7) eine Apriori{Verteilung angesetzt werden, wel
he einer Minimierung derEntropie entspri
ht. Dieses ist genau dann der Fall, wenn � ein Projektor auf einen reinen Zustand
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Abbildung 3.2: Lernen statistis
her Operatoren. Die di
ke dur
hgezogene Linie kennzei
hnet dieWahrs
heinli
hkeitsverteilung der L�osung p(x). Die d�unne dur
hgezogene Linie stellt die Verteilungdar, aus der die Daten (Balkendiagramm) generiert wurden. Die gestri
helte Linie kennzei
hnetdie Referenzwahrs
heinli
hkeiten p0(x). Die Anzahl der Daten betr�agt N = 200. Die jeweiligenParameter sind: oben links k = 3, � = 10; oben re
hts k = 3, � = 500; unten links k = 3, � = 800;unten re
hts k = 30, � = 100. ist, also �2 = � oder � = j >< j< j > :p[�j�0℄ = 1Z e�Tr[��0℄Æ�Tr���� 1�Æ��2 � �� : (3.35)Die Bedingung �2 = � ist genau dann erf�ullt, wenn in einer beliebigen Basis alle Matrixelemente�ubereinstimmen. Na
h Einf�uhrung der Æ{Funktion in ihrer Spektraldarstellung:Æ��2 � �� = Y�� Æ���2 � ����� = Z 0�Y�� d���2� 1A eiP�� �����2�����= Z 0�Y�� d���2� 1A eiTr����2���� (3.36)und Einsetzen von (3.35) mit (3.36) in die Verteilung p[�j�0; D℄ erh�alt man als Energiefunktionalanstatt (3.10):F [�; �0;�; �;D℄ = ��Trh��0i� NXi=1 ln Trh j �i >< �i j �i!� i��Tr���� 1�� iTr����2 � ��� :(3.37)
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hen OperatorenDie Stationarit�atsglei
hungen bez�ugli
h �, � und � sind einfa
h. Zus�atzli
h zuTr��� = 1 und �2 = � (3.38)bekommt man:0 = �F��st = ���0ts � NXi=1 < t j �i >< �i j s >Tr�� j �i >< �i j � � i�Æts � iX� ��s�t� � iX� �t���s+ i�ts : (3.39)Damit gilt f�ur die Operatoren0 = ��0 + NXi=1 j �i >< �i jTr�� j �i >< �i j � + i�I + i��+ i��� i� : (3.40)Multipliziert man die Glei
hung (3.40) einmal von links und einmal von re
hts mit �, nutzt dabei�2 = � aus und subtrahiert die beiden Glei
hungen voneinander, so werden glei
hzeitig � und �eliminiert. Das Ergebnis ist der Kommutator0 = h��0 + NXi=1 j �i >< �i jTr�� j �i >< �i j � ; �i = hkA ; �i (3.41)mit dem Operator A aus (3.14). Zum L�osen von (3.41) wird eine Basis gesu
ht, in der die beidenOperatoren des Kommutators glei
hzeitig diagonal werden. Dabei m�ussen die Bedingungen (3.38)erf�ullt sein. Dies kann errei
ht werden, indem man einen statistis
hen Operator � vorgibt, dannden Operator A(�) diagonalisiert und einen neuen statistis
hen Operator w�ahlt, der den Eigen-vektor zum gr�o�ten Eigenwert von A als reinen Zustand bes
hreibt. Man wiederholt dies bis zurSelbstkonsistenz.M�o
hte man alternativ zu (3.41) eine Zustandsglei
hung f�ur j  > gewinnen, so kann man � =j >< j< j > in (3.41) einsetzen und ans
hlie�end die Operatorglei
hung mit j  > oder <  j multipli-zieren. Dies f�uhrt auf� NXi=1 <  j  ><  j �i > j �i >= ���0 � �<  j �0 j  ><  j  > �N� j  > (3.42)beziehungsweise die adjungierte Glei
hung. Eine M�ogli
hkeit zum L�osen von (3.42) w�are das In-vertieren des Operators der re
hten Seite. Somit k�onnte eine teilweise na
h j  > aufgel�oste Formerhalten werden. Dieses Vorgehen hat si
h in der Praxis als ung�unstig herausgestellt, da die In-vertierbarkeit des betre�enden Operators w�ahrend des sukzessiven Einsetzens von j  > ni
htgew�ahrleistet war. Das Arbeiten mit dem Gradientenabstiegsverfahren na
hj  (j+1) >=j  (j) > �� � NXi=1 <  (j) j  (j) ><  (j) j �i > j �i > ����0��<  (j) j �0 j  (j) ><  (j) j  (j) > �N� j  (j) > !(3.43)vermeidet die Inversion und f�uhrt zum Erfolg. In einer numeris
hen Anwendung aus Abbildung 3.3wurde als statistis
her Referenzoperator�0 = e��(t+v)Tr[e��(t+v)℄ mit v(x) = 12m!2(x� 20)2 (3.44)verwendet. F�ur den wahren Zustand des Systems wurde ein Impulseigenzustand angenommen.
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Abbildung 3.3: Lernen statistis
her Operatoren unter Verwendung von (3.43). Es sind die Ergeb-nisse im Ortsraum dargestellt. Die dur
hgezogene Linie zeigt die Verteilung der L�osung von (3.42),die gestri
helte Linie die Verteilung f�ur den Referenzoperator und die d�unne Linie die Verteilungf�ur die Datenerzeugung (inklusive empiris
her Datenverteilung). Dabei sind: N = 200, m = 1,� = 0:002. F�ur den Referenzoperator wurden � = 0:08, ! = 0:6 gew�ahlt. Es wurden unters
hied-li
he Gewi
htungen der Referenz mittels � getestet. Links: � = 1000, Re
hts: � = 6000.Daher wurden die Daten aus einer Glei
hverteilung im Ortsraum gewonnen. Die Diagramme, indenen die Verteilungen im Ortsraum dargestellt sind, zeigen verglei
hbare Ergebnisse wie in Ab-bildung 3.2. Bei der Interpretation f�ur diese Verteilungen mu� unters
hieden werden: W�ahrenddie L�osung f�ur den statistis
hen Operator aus Kapitel 3.3 in Ortsdarstellung diagonal ist, also f�ureinen Hilbert{Raum der Dimension n� = 0BBBBBB� p1 0 � � � 00 p2 . . . ...... . . . . . . 00 � � � 0 pn
1CCCCCCA (3.45)gilt, ist dies in diesem Abs
hnitt ni
ht der Fall. Hier besteht der statistis
he Operator aus demdyadis
hen Produkt � = 0BBB�  1 2... n 1CCCA � �  �1 ;  �2 ; � � � ;  �n � (3.46)mit den Komponenten  j =  (xj).
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Kapitel 4Lernen von parametrisiertenPotentialenDieses Kapitel handelt von der Bestimmung von Einteil
henpotentialen, bei denen eine parame-trisierte Form vorliegt. Dabei wird davon ausgegangen, da� wiederholt Ortsmessungen an einemkanonis
hen Ensemble unabh�angig voneinander vorgenommen werden. Als Anwendungen werdenanharmonis
he Potentiale diskutiert. Dur
h die Kenntnis der Parametrisierungen hat man die sta-tistis
hen Operatoren f�ur die Ho
h{ und Tieftemperaturgrenzf�alle analytis
h unter Kontrolle. DieMaximum{Likelihood{Approximation f�uhrt auf Stationarit�atsglei
hungen, wel
he f�ur die Parame-ter selbstkonsistent gel�ost werden m�ussen.4.1 DoppelmuldenpotentialeAls erstes Beispiel werden hier die sogenannten Doppelmuldenpotentiale betra
htet, wel
he folgen-de analytis
he Struktur besitzen:v(x) = s4(x� �)4 � t2(x� �)2 + t24s t; s � 0 (4.1)mit den unbekannten Parametern �, s und t, wel
he die Vers
hiebung des Potentials in Ortsri
htungund die jeweiligen KoeÆzienten vor quartis
hem und quadratis
hem Term festlegen. Die Parame-trisierung ist so gew�ahlt, da� die beiden Minima bei den Stellen x = � � a { mit der Abk�urzunga = pt=s { mit dem Funktionswert v(� � a) = 0 auftreten. Dabei gilt f�ur die zweite Ableitungan diesen Stellen v00(� � a) = 2t > 0. Der Funktionswert des lokalen Maximums bei x = � istv(�) = t24s .Es wird in diesem Abs
hnitt davon ausgegangen, da� unabh�angige Ortsmessungen an einem sta-tistis
hen Ensemble im Tieftemperaturfall (T = 0) vorgenommen werden. F�ur zwei "gut getrenn-te" Minima ist die Wellenfunktion des Grundzustands von v(x) in N�aherung eine symmetris
he�Uberlagerung der beiden bei den Minima lokalisierten Grundzust�ande [13℄. Legt man approxima-tiv Oszillatorpotentiale in die beiden Mulden, so wird die Form dur
h v00(� � a) bestimmt. DieWellenfunktion  osz und Grundzustandsenergie E0 eines bei x = 0 lokalisierten harmonis
henOszillatorpotentials vosz(x) = 12m!2x2 mit Masse m und Kreisfrequenz ! ist bekannterma�endur
h  osz(x) = � 1p�x0� 12 e� x22x20 und E0 = �h!2 (4.2)



35mit der 
harakteristis
hen L�ange x0 = q �hm! gegeben. Die Adaption der Gr�o�en des Oszillatorsauf das obige Potential entspri
ht dannt = 12m!2 und damit x0 = � �h22mt� 14 : (4.3)Bere
hnet man die Wellenfunktion einer symmetris
hen �Uberlagerung der bei � � a lokalisiertenOszillatorwellenfunktionen, so erh�alt man	(x) = 1N0 h osz(x���a)+ osz(x��+a)i = 1N0 � 1p�x0� 12 e� (x��)2+a22x20 2 
osh� (x� �)ax20 � (4.4)mit der Normierung N20 = 2"1 + e� a2x20 # : (4.5)Die N�aherung (4.4) f�ur die Gesamtwellenfunktion des Grundzustands ist nur dann anwendbar,wenn die Energie E0 wesentli
h kleiner als das Potential im Maximum ist. Daraus folgt mitE0 � t24s ) 8�h2m � t3s2 ) 2� ax0 (4.6)eine Bedingung f�ur den Mindestabstand der Minima { skaliert in der 
harakeristis
hen L�ange x0.Dann gilt f�ur die Wahrs
heinli
hkeit von N unabh�angigen Ortsmessungen mit den Ausg�angen xibei gegebenem Potential:p[x1; : : : ; xN jx̂; a; x0; �℄ = NYi=1 j	(�; a; x0; xi)j2 � e�F [�;a;x0;xi℄ (4.7)mit dem ExponentenF [�; a; x0; xi℄ = N a2x20 + 1x20 NXi=1 �xi���2� 2 NXi=1 ln�
osha(xi � �)x20 �+N ln�x0�1+ e�a2x20 �� : (4.8)F�ur den Fall, da� kein Vorwissen f�ur die Parameter vorhanden ist (p[a; x0; �℄ = 
onst), ent-spri
ht die Maximum{Likelihood{Approximation der Maximum{Aposteriori{Approximation. ImGegensatz zu den n�a
hsten Kapiteln, wo ni
htparametrisierte Potentiale betra
htet werden, beidenen jeder Funktionswert v(x) als eigener Freiheitsgrad aufgefa�t wird, rei
ht hier die strikte Ein-s
hr�ankung auf Potentiale der Form (4.1) aus, um pathologis
he L�osungen zu vermeiden. Au
h beiAbwesenheit von Vorwissen kann das Potential die Daten ni
ht dur
h Æ{f�ormige L�osungen beliebiggut adaptieren. In gewissem Sinn kann die Kenntnis, da� v eine Struktur von (4.1) besitzt, au
hals Vorwissen betra
htet werden. F�uhrt man eine Maximum{Likelihood{Approximation dur
h, som�ussen die Ableitungen von (4.8) na
h den Parametern �, a und x0 bere
hnet werden.Die Stationarit�at von F bez�ugli
h � liefert direkt mit� = 1N NXi=1 xi � aN NXi=1 tanh� ax20 �xi � ��� (4.9)eine implizite Beziehung, die die Vers
hiebung des Potentials festlegt; d.h. � wei
ht von dem empi-ris
hen Mittelwert der Messungen ab. Allerdings wird f�ur eine gro�e Anzahl von Messungen N der
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Abbildung 4.1: Lernen von Doppelmuldenpotentialen. Links sind das wahre Potential (gestri
helteLinie) mit den Parametern t0 = 0:02, s0 = 0:000025, �0 = 50 und das rekonstruierte Potential(dur
hgezogene Linie) mit t = 0:0178, s = 0:0000264, � = 48:50 angegeben. Re
hts sind die dazu-geh�origen Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten f�ur den wahren Grundzustand (d�unne dur
hgezogeneLinie), den na
h (4.4) gen�aherten Grundzustand des wahren Potentials (gestri
helte Linie) und denGrundzustand des rekonstruierten Potentials dargestellt. Das Balkendiagrammzeigt die empiris
heH�au�gkeit f�ur die Me�daten.zweite Summand vers
hwinden. Mit der N�aherung, da� f�ur gro�e N der empiris
he Erwartungs-wert einer Funktion f(x) gegen den Erwartungswert unter der datenerzeugenden Wahrs
heinli
h-keitsverteilung p(x) konvergiert ( 1N PNi=1 f(xi) ! R dx f(x)p(x)), und bei Ber�u
ksi
htigung, da�der tanh{Term ungerade und die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung j	j2 gerade bez�ugli
h des Punktesx = � ist, folgt: � �! 1N NXi=1 xi f�ur N !1 : (4.10)Man bea
hte weiter, da� im Falle eines gro�en Abstands der beiden Minima des Potentials wegentanh� ax20 �xi � ��� �! � 1 ; xi > ��1 ; xi < � f�ur ax0 !1 (4.11)der zweite Summand e�ektiv z�ahlt, wieviele Daten re
hts und links von � liegen. Stationarit�at vonF bez�ugli
h a liefert f�ur den Abstanda = 1N �1 + e� a2x20 � NXi=1 �xi � ��tanh� ax20 �xi � ��� ; (4.12)wobei wegen (4.11) der Limes a �! 1N NXi=1 jxi � �j f�ur ax0 !1 (4.13)angegeben werden kann. Na
h der Ableitung von F na
h x0 bekommt man unter Ausnutzung von(4.12) die kompakte Form f�ur die 
harakteristis
he L�ange:x20 = 2N NXi=1 �xi � ��2 � 2a21 + e� a2x20 �! 2� 1N NXi=1 �xi � ��2 � a2� f�ur ax0 !1 : (4.14)
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Abbildung 4.2: Verletzung der Bedingung ax0 � 2. Die Grundzustandsenergien liegen bei E0 = 2:41f�ur vD und E0 = 2:30 f�ur v. Die Parameter sind t0 = 0:022, s0 = 0:000025, �0 = 50, t = 0:014,s = 0:000023, � = 48:7. Es wurde N = 70 Daten betra
htet.Die Glei
hungen (4.9), (4.12) und (4.14) m�ussen glei
hzeitig selbstkonsistent gel�ost werden. Beidem Ergebnis mu� darauf gea
htet werden, da� (4.6) erf�ullt ist. Aus den station�aren Werten f�ur aund x0 k�onnen s und t bere
hnet werden.Numeris
h bietet si
h ein Iterationsverfahren an, bei dem mit den obigen Abs
h�atzungen f�ur �,a und x0 f�ur den Fall a � x0 gestartet wird. Diese Werte k�onnen auf den re
hten Seiten derBestimmungsglei
hungen (4.9), (4.12) und (4.14) eingesetzt werden, und mit den jeweiligen Ergeb-nissen kann analog bis zur Selbstkonsistenz fortgefahren werden. Dieses Vorgehen zeigt eine guteKonvergenz na
h sehr wenigen Iterationss
hritten. In der Anwendung wurden die Werte �0, t0und s0 des wahren Potentials vD vorgegeben und bez�ugli
h dieses Potentials Daten erzeugt, indemvD auf einem Gitter mit n = 100 St�utzstellen diskretisiert wurde (Gitterkonstante: �x = 1). F�urden diskreten Hamilton{Operator mit gegebener Teil
henmasse m = 0:005 und �h = 1 wurde derGrundzustand bestimmt und aus der Grundzustandswahrs
heinli
hkeitsdi
hte 81 Daten gezogen.In Abbildung 4.1 sind die Ergebnisse des Computerexperiments zusammengefa�t. Es zeigt si
h einepassable Rekonstruktion des wahren Potentials, wobei in der L�osung datenspezi�s
he Merkmaleenthalten sind. So wird die Di
hte der linken Potentialmulde dur
h die Daten besser wiedergegebenals die der re
hten. Die Grundzustandsenergien liegen mit E0 = 1:34 f�ur vD und E0 = 1:33 f�ur veindeutig unterhalb der jeweiligen Werte der lokalen Maxima. Das Verh�altnis ax0 erf�ullt mit 3:36f�ur vD und 2:99 f�ur v die notwendige Bedingung aus (4.6). Es zeigt si
h aber au
h eine Abwei-
hung von exakter und gen�aherter Verteilung f�ur vD. Dies zeigt die Grenzen des Modells auf. Umdiese no
h zu verdeutli
hen, wird nun die Bedingung (4.6) bewu�t verletzt, beispielsweise indemdie Masse des betra
hteten Teil
hens auf m = 0:0013 reduziert und dadur
h die Grundzustands-energie vergr�o�ert wird. Abbildung 4.2 zeigt das Resultat unter diesen Voraussetzungen. Die hierauftretenden Verh�altnisse ax0 betragen 2:6 f�ur vD und 1:9 f�ur v. Bei erh�ohter Energie wird dur
hTunnele�ekte die Antre�wahrs
heinli
hkeit des Teil
hens zwis
hen den beiden Mulden gr�o�er. DieTunnelprozesse werden bei der einfa
hen �Uberlagerung der Wellenfunktionen na
h (4.4) unzurei-
hend ber�u
ksi
htigt, und somit gibt au
h die L�osung v die in diesem Fall fals
hen Voraussetzungenwieder. Dieses zeigt si
h au
h beim Betra
hten der beiden Verteilungen in Abbildung 4.2.4.2 Anharmonis
her OszillatorAls zweites Beispiel wird ein Potential betra
htet, da� aus einem gegebenen Potential eines harmo-nis
hen Oszillators besteht und dur
h einen quartis
hen Anteil mit unbekanntem Gewi
ht gest�ortwird. Dies entspri
ht einer �ahnli
h parametrisierten Form wie (4.1), aber mit unters
hiedli
hen



38 Kapitel 4: Lernen von parametrisierten PotentialenVorzei
hen: v(x) = 12�x2 + 14gx4 g � 0 � > 0 ; (4.15)wobei die unbekannte Gr�o�e g dur
h Ortsmessungen an einem kanonis
hen Ensemble bestimmtwerden soll. W�ahlt man die Darstellung mittels euklidis
her Pfadintegrale [14℄, so k�onnen dieMatrixelemente des statistis
hen Operators und damit die Wahrs
heinli
hkeiten f�ur die einzelnenOrtsmessungen bei beliebiger Temperatur �uberp[xijx̂; g℄ =< xi j e��HZ j xi >= 1Z Z q(��h)=xiq(0)=xi [dq(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _q2(t)+ 12�q2(t)+ 14 gq4(t)� (4.16)ausgedr�u
kt werden. Die Benutzung der Pfadintegraldarstellung hat den Vorteil, da� eine analyti-s
he Verarbeitung der Likelihood{Di
hte vorgenommen werden kann. Dies ist bei der weiter untenin Kapitel 5 na
h (5.14) verwendeten Energiedarstellung ni
ht der Fall, da Eigenfunktionen undEigenwerte des Hamilton{Operators f�ur beliebige g ni
ht exakt vorliegen.Das weitere Vorgehen ist dadur
h gekennzei
hnet, eine N�aherung f�ur das Pfadintegral aus (4.16)zu �nden, indem der quartis
he Term dur
h Einf�uhrung eines Hilfsintegrals in einen e�ektivenquadratis
hen Term umgewandelt wird. Dana
h kann eine auf komplexe Kreisfrequenzen verallge-meinerte Re
hnung des harmonis
hen Oszillators vorgenommen werden.Wie gew�ohnli
h diskretisiert man die Zeitvariable t, indem man das Zeitintervall [0; ��h℄ in M Ab-s
hnitte der L�ange � = �h�M aufteilt. Mit der Abk�urzung q(�k) = qk f�ur k 2 f1; : : :Mg bekommtman e� g4�h R ��h0 dt q4(t) �! e� g4�hPMkk0 �q2kq2k0Ækk0 = e 12Pkk0 � i�g�h q2k�A(k;k0)� i�g�h q2k0� (4.17)mit der positiv{de�niten Matrix A(k; k0) = �h2g�Ækk0 . Mittels Einf�uhrung eines Gau�{Integrals �ubereine Hilfsvariable �k gelingt die Umwandlung des quartis
hen Terms:e� g4�hPMkk0 �q2kq2k0 Ækk0 = 1pdetA Z  MYk=1 d�kp2�! e� 12Pkk0 �kA�1(k;k0)�k0�i �g�h Pk �kq2k : (4.18)Bildet man den Grenz�ubergang � ! 0, M ! 1, wobei �M = ��h endli
h bleibt, und setzt dasErgebnis in (4.16) ein, so erh�alt man f�ur die Matrixelemente< xi j e��H j xi >= Z [d�(t)℄N 0(g) Z [dq(t)℄N e� 1�h R ��h0 dth 12m _q2(t)+ 12��+i2g�(t)�q2(t)+g�2(t)� : (4.19)Bei der Glei
hung (4.19) handelt es si
h um eine Identit�at. Der anharmonis
he Anteil des Poten-tials wurde mit Hilfe des �{Integrals in ein Oszillatorpotential mit zeitabh�angiger Kreisfrequenzumgewandelt.Die Vorteile der Darstellung (4.19) liegen in der M�ogli
hkeit, N�aherungen vorzunehmen. S
hr�anktman beispielsweise die Integration der Variablen �(t) auf statis
he Felder � ein, so erh�alt man f�ur(4.19) bis auf eine xi{unabh�angige Normierungskonstante:< xi j e��H j xi >� Z d� e�g��2 Z q(��h)=xiq(0)=xi [dq(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _q2(t)+ 12m!2(�)q2(t)� (4.20)mit !(�) = �r �m + i2g�m : (4.21)



39Es wird bei der Wahl des Vorzei
hens von ! angenommen, da� es einen positiven Realteil gew�ahr-leistet. (4.20) entspri
ht einer Summation �uber harmonis
he Oszillatoren mit abge�anderten, kom-plexen Kreisfrequenzen. Nimmt man eine Variablentransformation r(t) = q(t)� q
(t) vor, wobei q
die L�osung der klassis
hen Bewegungsglei
hung�q
(t) = !2q
(t) mit q
(0) = q
(��h) = xi (4.22)ist, so bekommt man< xi j e��H j xi >� Z d� e�g��2� 1�h R ��h0 dt � 12m _q2
 (t)+ 12m!2(�)q2
 (t)��Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _r2(t)+ 12m!2(�)r2(t)� : (4.23)Dabei wurde mit (4.22) ausgenutzt, da� die Wirkung additiv f�ur die Argumente ist:S[q℄ = S[q
℄ + S[r℄ mit S[q℄ = Z ��h0 dt h12m _q2(t) + 12m!2q2(t)i : (4.24)Die Bewegungsglei
hung (4.22) kann dur
h einen Ansatz q
(t) = Ae!t+Be�!t gel�ost werden. Diesf�uhrt auf das Ergebnis: q
(t) = xisinh(��h!)�sinh(!t) + sinh(!(��h� t)� : (4.25)Damit erh�alt man f�ur den station�aren Wert S[q
℄ dur
h einmalige partielle Integration und Aus-nutzen von (4.22)S[q
℄ = Z ��h0 dt�12m _q2
 (t) + 12m!2q2
 (t)� = h12mq
(t) _q
(t)i��h0= m!x2isinh(��h!)�
osh(��h!)� 1� = m!x2i tanh��h!2 : (4.26)Das Pfadintegral aus (4.23) �uber Fluktuationen r(t) ist ebenfalls exakt ausf�uhrbar. Integriert mandas Integral der kinetis
hen Energie einmal partiell und nutzt die Randbedingung r(0) = r(��h)=0aus, so bekommt man: I = Z [dr(t)℄N e�m2�h R ��h0 dt dt0 r(t)Æ(t�t0)�� �2�t02+!2�r(t0) (4.27)mit der Integralnormierung [14℄N � Z [dy(t)℄ e�m2�h R ��h0 dt dt0 y(t)Æ(t�t0)�� �2�t02 �y(t0) : (4.28)Die Pfadintegrale aus (4.27) und (4.28) sind ho
hdimensionale Gau�{Integrale und werden dur
hdie Determinanten von Operatoren der FormA!(t; t0) = m�h Æ(t� t0)�� �2�t02 + !2� (4.29)bestimmt. Bere
hnet man die Determinanten �uber das Produkt der Eigenwerte von A!, so m�ussendie Eigenwertglei
hungen�� �2�t2 + !2�rn(t) = �nrn(t) mit rn(0) = rn(��h) = 0 (4.30)



40 Kapitel 4: Lernen von parametrisierten Potentialengel�ost werden. Die normierten Eigenfunktionen rn mit den dazugeh�origen Eigenwerten k�onnen mitrn(t) =r 2��h sin �nt��h mit �n = �2n2�2�h2 + !2 n > 0 (4.31)analytis
h angegeben werden. Das Gau�{Integral (4.27) ist konvergent. Denn setzt man ! aus(4.21) in die Eigenwerte von A! ein, so folgt mitRe�n = �2n2�2�h2 + �m > 0 (4.32)ein positiver Realteil. Damit erh�alt man f�ur (4.27) unter Ausnutzung der Produktdarstellung desSinushyperboli
usI �rdetA!=0detA! =vuutYn>0 �2n2�2�h2�2n2�2�h2 + !2 = 1rQn>0 �1 + �2�h2!2�2n2 � =s ��h!sinh(��h!) : (4.33)Man bea
hte, da� ! weiterhin komplex ist. Zusammenfassend sind die Matrixelemente dann bisauf einen xi{unabh�angigen Proportionalit�atsfaktor, der si
h sp�ater dur
h die Zustandssummewegk�urzt, in der N�aherung statis
her �{Felder dur
h< xi j e��H j xi >� Z d� e�g��2�m!(�)x2i�h tanh�!(�)�h�2 �s ��h!(�)sinh���h!(�)� (4.34)gegeben.Desweiteren werden wegen der s
hle
hten Handhabbarkeit der �{Abh�angigkeiten in (4.34) Ho
h{und Tieftemperaturgrenzwerte betra
htet und eine Station�are Phasenapproximation des �{Inte-grals vorgenommen. Im Ho
htemperaturgrenzwert � ! 0 k�onnen die hyperbolis
hen Funktionendur
h ihr Argument gen�ahert werden (tanhz ! z und sinhz ! z), so da� f�ur (4.34) folgt< xi j e��H j xi >� Z d� e�g��2�m�!22 x2i : (4.35)Die Stationarit�atsglei
hung lautet dann:0 = �2g��� 12m�x2i �(!2)�� = �2g��� i�gx2i ; (4.36)wobei �!�� = i gm! na
h (4.21) ausgenutzt wurde. Damit folgt f�ur die Sattelpunkte� = �ix2i2 und !2 = �m + gmx2i : (4.37)Setzt man die station�aren Werte f�ur � wieder in den Integranden ein und nutzt aus, da� diequadratis
he Korrektur zur Sattelpunktsn�aherung unabh�angig von xi ist, da na
h (4.36) die zweiteAbleitung des Exponenten na
h � unabh�angig von xi ist, so ergibt si
h:< xi j e��H j xi >� e���2 x2i� �g4 x4i = e��v(xi) : (4.38)F�ur diesen Grenzfall ist dann die Wahrs
heinli
hkeit f�ur eine Ortsmessung f�ur gegebenes Potentialn�aherungsweise: p[xijx̂; g℄ = 1Z(g)e���2 x2i� �g4 x4i f�ur� ! 0 (4.39)



41mit der Zustandssumme Z(g) = Z dx e���2 x2� �g4 x4 : (4.40)Somit werden die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten im Ho
htemperaturgrenzfall unabh�angig vonm und �h. Dieses Resultat ist ni
ht �uberras
hend. So entspri
ht (4.39) dem Ergebnis der klassis
henstatistis
hen Me
hanik f�ur das kanonis
he Ensemble. Betra
htet man den Phasenraum mit dendazugeh�origen Orts{ und Impulskoordinaten ~q, ~p, so ist die Hamilton{Funktion von der FormH(~q; ~p) = 12m ~p2 + v(~q). Die verbundene Wahrs
heinli
hkeit p[~q; ~p℄ im kanonis
hen Ensemble, dasTeil
hen glei
hzeitig mit dem Koordinatenpaar ~q; ~p zu messen, ist dann:p[~q; ~p℄ = 1Z e��H(~q;~p) mit Z = Z d~q d~p e��H(~q;~p) : (4.41)Bei der Bere
hnung der Wahrs
heinli
hkeit p[~q℄ m�ussen die Impulse ausintegriert werden. Aufgrundder rein additiven Form der Hamilton{Funktion k�urzen si
h die Beitr�age der kinetis
hen Energiein der Boltzmann{Verteilung heraus, und man erh�alt (4.39):p[~q℄ = Z d~p p[~q; ~p℄ = e��v(~q)R d~q e��v(~q) : (4.42)Im Tieftemperaturfall kann analog vorgegangen werden: Dur
h die Vorzei
henwahl f�ur ! in (4.21)kann Re! > 0 erzwungen werden. Daraus folgen die Grenzwertetanh��h!2 �! 1 und sinh(��h!) �! 12e��h! f�ur� !1 : (4.43)Mit dieser Abs
h�atzung gilt f�ur die Matrixelemente (4.34)< xi j e��H j xi >� Z d� e�g��2�m!(�)�h x2i+ 12 ln ���h!(�)�� 12��h!(�) ; (4.44)und die Stationarit�atsglei
hung lautet unter Ber�u
ksi
htigung der f�uhrenden Terme in � f�ur � !1:0 = �2g��� 12��h�!�� = �2g��� i ��hg2m! : (4.45)Damit ergibt si
h f�ur Zusammenhang von � und !:� = �i �h4m! oder !2 = �m + g�h2m2! : (4.46)Als station�aren Wert erh�alt man eine Gau�{Verteilung in xi, allerdings mit einer gegen�uber demungest�orten harmonis
henOszillator abge�anderten Kreisfrequenz, die dur
h die kubis
he Glei
hung(4.46) gegeben ist. Die Zustandssumme l�a�t si
h als Gau�{Integral lei
ht ausf�uhren, und man erh�alts
hlie�li
h: < xi j e��HZ j xi >= �m!��h � 12 e�m!�h x2i mit !3 � �m! � g�h2m2 = 0 : (4.47)Die kubis
he Glei
hung f�ur ! kann mit Hilfe von Mathemati
a gel�ost werden. Es zeigt si
h, da�f�ur �; g > 0 nur eine der drei Nullstellen den erforderli
hen positiven Realteil besitzt. Die e�ek-tive Kreisfrequenz ist erwartungsgem�a� gr�o�er als die des ungest�oren harmonis
hen Oszillators:! � !0 =p �m .Die Qualit�at der f�ur den Ho
h{ und Tieftemperaturfall gema
hten N�aherungen ist in Abbildung4.3 dargestellt. Es zeigt si
h eine sehr gute Approximation der Likelihood{Verteilung dur
h die
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Abbildung 4.3: Exakte und gen�aherte Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten des anharmonis
hen Oszil-lators im Ho
h{ und Tieftemperaturfall. Die dur
hgezogenen Linien zeigen die auf einem Gittervon 50 St�utzstellen exakten Di
hten f�ur eine hohe Temperatur �1 = 0:008 und eine sehr kleineTemperatur �2 = 10000 f�ur einen bei x = 25 lokalisierten anharmonis
hen Oszillator mit den Pa-rametern g = 0:01, � = 0:01, m = 0:007. Die gestri
helten Linien zeigen die in (4.39) und (4.47)bere
hneten N�aherungen. Es wurde �h = 1 und �x = 1 angenommen.klassis
hen Wahrs
heinli
hkeiten f�ur gr�o�ere Temperaturen, w�ahrend bei der Betra
htung des ex-akten und gen�aherten Grundzustands im Tieftemperaturlimes Abwei
hungen auftreten. Die na
h(4.47) gen�aherte Verteilung weist eine gr�o�ere Varianz als die auf dem Gitter exakte Verteilungauf. Im Grenzwert g ! 0 oder m ! 1 vers
hwindet diese Diskrepanz, und die Ergebnisse desharmonis
hen Oszillators werden reproduziert.Im folgenden wird eine Maximum{Likelihood{Methode f�ur die Grenzf�alle dur
hgef�uhrt. Dadur
h,da� die Likelihood{Di
hten analytis
h vorliegen, ist der numeris
he Aufwand zum L�osen der ent-spre
henden Sattelpunktsglei
hungen sehr einfa
h.F�ur die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeit f�ur unabh�angige Messung von N Daten bekommt man bei� ! 0: p[x1; : : : ; xN jx̂; g℄ = 1ZN (g)e���2 PNi=1 x2i� �g4 PNi=1 x4i ; (4.48)und die Maximum{Likelihood{Approximation f�ur (4.48) liefert die Bedingung1N NXi=1 x4i = 1Z(g) Z dx e���2 x2��g4 x4x4 =< x4 > (4.49)f�ur die Bestimmung von g. Es mu� also na
h Potentialen gesu
ht werden, bei denen der empi-ris
he Erwartungswert von x4 mit dem statistis
hen Wert zusammenf�allt. In einer numeris
henAnwendung auf einem Gitter der Gr�o�e n = 50 wurde eine Kopplungskonstante g0 f�ur einen beix = 25 lokalisierten Oszillator f�ur die Datenerzeugung vorgegeben. Verwendet man das in Kapitel1.6 vorgestellte Newton{Verfahren zum Lernen von g na
h Glei
hung (4.49), so zeigt si
h eine sehr



43gute Konvergenz s
hon na
h wenigen Iterationss
hritten. In Abbildung 4.4 ist die Anwendbarkeitder Theorie demonstriert. F�ur den Fall von N = 70 Datenpunkten liegt die gelernte Kopplungs-konstante g nahe bei g0.Im Tieftemperaturfall ist die Likelihood{Di
hte dur
hp[x1; : : : ; xN jx̂; g℄ = �m!��h �N2 e�m!�h PNi=1 x2i (4.50)mit ! = !(g) gegeben. Die Maximierung von (4.50) bez�ugli
h g liefert sofort! = N�h2m 1PNi=1 x2i ; (4.51)und mit (4.47) folgt als Ergebnis f�ur g:g = 2m2�h �!3 � �m!� = N3�h24m�PNi=1 x2i �3 � �NPNi=1 x2i : (4.52)Als Spezialfall � = 0 gilt dann direkt: g = N3�h24m�PNi=1 x2i �3 : (4.53)Abbildung 4.5 zeigt ein numeris
hes Beispiel f�ur das Lernen na
h (4.52).
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Abbildung 4.4: Lernen am anharmonis
hen Oszillator f�ur gro�e Temperaturen. F�ur ein Teil
hender Masse m = 0:1 wurden N = 70 Daten f�ur ein Potential mit � = 0:01 und g0 = 0:01 beieiner inversen Temperatur von � = 0:008 gewonnen (�h = 1, �x = 1). Das wahre Potentialund die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung sind in den Diagrammen gestri
helt dargestellt. Die gelernteKopplungskonstante betr�agt g = 0:0123. Das gelernte Potential und die dazugeh�orige Di
hte sinddie dur
hgezogenen Linien. Der Erwartungswert f�ur eine Energiemessung liegt bei < H >= 41:0.
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Abbildung 4.5: Lernen am anharmonis
hen Oszillator f�ur tiefe Temperaturen. Die Bedeutung derKurven ist analog zu Abbildung 4.4 gew�ahlt. Die wahre und gelernte Kopplungskonstante betrageng0 = 0:001 und g = 0:00127. Die �ubrigen Parameter sind N = 100, m = 0:00001, � = 0:005. DieGrundzustandsenergie liegt bei E0 = 90:4.
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Kapitel 5Lernen von Potentialen(Energiedarstellung)Ziel dieses Kapitels ist, dur
h Ortsmessung an einem kanonis
hen Ensemble bei bekannter, �xierterinverser Temperatur � = 1=(kT ) Aussagen �uber den zugrundeliegenden Einteil
hen{Hamilton{Operator H = t + v bei unbekanntem Potential v zu ma
hen. Um die Unabh�angigkeit der Orts-messungen zu gew�ahrleisten, wird davon ausgegangen, da� im Falle wiederholter Messungen aneinem einzelnen Ensemblemitglied na
h jeder Messung dem System gen�ugend Zeit gelassen wird,um erneut in das thermis
he Glei
hgewi
ht zu relaxieren. Die Datenmenge bei der wiederholtenMessung von x̂ wird dabei mit D = fxiji = 1; : : : ; Ng bes
hrieben, wobei xi hier die Me�ausg�angeund ni
ht wie in (1.7) die Me�observablen kennzei
hnet. Je na
h Dimension des betra
hteten Pro-blems handelt es si
h bei xi um einen Vektor oder eine skalare Zahl.Die Bes
hr�ankung auf Ortsmessungen ist f�ur die Problemstellung ni
ht essentiell, bietet si
h aberaufgrund der Annahme an, da� das Potential diagonal in den Ortskoordinaten ist. So ist in derOrtsdarstellung (Basis j x >) der Hamilton{Operator f�ur ein Teil
hen der Masse m gegeben dur
h:H(x; x0) =< x j H j x0 >= Æ(x� x0)�� �h22m�x0 + v(x0)� (5.1)mit dem skalaren, reellen Feld v. Es wird momentan stills
hweigend angenommen, da� der Hamil-ton{Operator na
h unten bes
hr�ankt ist. Hierf�ur ist hinrei
hend, da� v(x0) na
h unten bes
hr�anktist. Weiter wird davon ausgegangen, da� die Eigenwerte von H ni
ht entartet sind.Die orthogonalen Eigenfunktionen mit den dazugeh�origen reellen Eigenwerten werden �uber dieEigenwertglei
hung bestimmt:H j 'n >= En j 'n > mit �1 < E0 < En ;8n : (5.2)Der quantenme
hanis
he Zustand des Ensembles im thermis
hen Glei
hgewi
ht wird bekannter-ma�en dur
h den statistis
hen Operator� = e��HTr[e��H ℄ =Xn e��EnZ j 'n >< 'n j< 'n j 'n > ; Z =Xn e��En (5.3)festgelegt; d.h. � ist eine eindeutige Parametrisierung von � und H . F�ur die Wahrs
heinli
hkeiteiner Ortsmessung mit dem Ergebnis xi folgt dann:p[xijx̂; �℄ = Trh j xi >< xi j �i =< xi j e��HZ j xi > ; (5.4)



46 Kapitel 5: Lernen von Potentialen (Energiedarstellung)wobei x̂ j xi >= xi j xi > mit < xi j xi >= 1 gilt. In diesem Fall werden also die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten direkt von der Quantenme
hanik vorgegeben.Der Bayess
he Ansatz f�ur die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit p[vjD℄ analog zu (1.3) und (1.7) l�a�tsi
h dann mittels p[vjD℄ = p[Djv℄ p[v℄p[D℄ � e�
�[v℄ NYi=1 < xi j e��HZ j xi >= e�F [v℄ (5.5)mit dem EnergiefunktionalF [v℄ = � NXi=1 ln < xi j e��H j xi > +N lnZ + 
�[v℄ (5.6)ausdr�u
ken. Dabei wurde die Apriori{Verteilung p[v℄ analog zu (1.9) �uber eine Energiefunktion�[v℄ mit Hyperparameter 
 eingef�uhrt. Eine Spezi�zierung von � erfolgt in sp�ateren Abs
hnitten.5.1 Klassis
he N�aherungIm Falle gro�er Massen (m! 1) wird erwartet, da� si
h die quantenme
hanis
he Re
hnung denklassis
hen Ergebnissen der statistis
hen Me
hanik ann�ahert. So folgt f�ur die Matrixelemente aus(5.4) f�ur gro�e Massen mit< x j e��� p̂22m+v(x̂)� j x >�!< x j e��v(x̂) j x >= e��v(x) und Z = Z dx e��v(x) (5.7)das glei
he Ergebnis wie in (4.42). �Ubernimmt man die na
h (5.7) bere
hnete N�aherung, so gilt f�urdie Likelihood{Verteilung p[Djv℄ = NYi=1 p[xijx̂; �℄ = 1ZN e��PNi=1 v(xi) : (5.8)Damit erh�alt man f�ur die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeitp[vjD℄ � e�
�[v℄��PNi=1 v(xi)�N lnZ(v) : (5.9)Eine Maximum{Aposteriori{Approximation entspri
ht der Su
he na
h dem maximalen Funktio-nalwert von p[vjD℄. Dies f�uhrt auf die Stationarit�atsglei
hungÆ�Æv(x) = ��
 NXi=1 Æ(x� xi) + �N
Z e��v(x) : (5.10)W�ahlt man beispielsweise eine Bestrafungsfunktion [3℄�[v℄ = 12 Z dx �e�22 rxv(x)�2 = 12 Z dx v(x)e��22 �xv(x) ; (5.11)so bekommt (5.10) wegen Æ�Æv = e��22 �xv den Charakter einer Di�erentialglei
hung. � ist eine ty-pis
he Regularisierungsfunktion, die die Glattheit der Funktion v und ihrer Ableitungen fordert. Die



47Verwendung von (5.11) ist vor allem deswegen bequem, weil die Greens
hen{Funktionen G�(x; x0)von e��22 �x unter den Randbedingungen G�(x�x0)! 0 f�ur jx�x0j ! 1 Gau�{Funktionen sind:e��22 �xG�(x; x0) = Æ(x� x0) mit G�(x; x0) = 1p2��e� 12�2 (x�x0)2 : (5.12)Somit kann die Glei
hung (5.10) formal na
h v aufgel�ost werden. Erinnert man si
h daran, da� diein (5.8) gema
hte klassis
he N�aherung nur im Falle hinrei
hend kleiner � g�ultig ist, so kann derzweite Summand aus (5.10) verna
hl�assigt werden. Denn ber�u
ksi
htigt man nur die in � linearenTerme, so erh�alt man �Z e��v(x) ! �R dx . Damit bekommt man als Endergebnis mitv(x) = � �p2��
 NXi=1 e� 12�2 (x�xi)2 (5.13)eine Faltung von negativen Gau�{Funktionen und Datenverteilung. Das Potential wird umso tieferdesto kleiner die Temperatur beziehungsweise desto kleiner die Glattheitsforderung mittels 
 ist.Die Varianz wird alleine dur
h � festgelegt.5.2 Spektraler ZugangEs gibt mehrere Methoden, die Matrixelemente < xi j e��H j xi > analytis
h zu bearbeiten.Die eine besteht in der M�ogli
hkeit, die �Ubergangsmatrixelemente �uber ein Pfadintegral auszu-dr�u
ken. Dieser Weg wird im Kapitel 6 gegangen. Eine andere M�ogli
hkeit ist das Arbeiten mitden Energieeigenfunktionen. Dr�u
kt man die Matrixelemente des statistis
hen Operators � in seinerSpektraldarstellung (5.3) aus< xi j e��H j xi >=Xn e��En< xi j 'n >< 'n j xi >< 'n j 'n > ; Z =Xn e��En ; (5.14)so ist man bei der weiteren Re
hnung auf den Umgang mit En und 'n angewiesen. Die Maximum{Aposteriori{Approximation f�ur den Ausdru
k (5.5) f�uhrt dann auf:0 = ÆF [v℄Æv(x00) = 
 Æ�[v℄Æv(x00) + NZ ÆZÆv(x00) (5.15)� NXi=1 1< xi j e��H j xi >Xn e��En< xi j 'n >< 'n j xi >< 'n j 'n > �"� � ÆEnÆv(x00) + < xi j Æ'nv(x00) >< xi j 'n > + < Æ'nÆv(x00) j xi >< 'n j xi > � < 'n j Æ'nv(x00) >< 'n j 'n > � < Æ'nÆv(x00) j 'n >< 'n j 'n > #:Es verbleibt also die Bestimmung der Variationsableitungen ÆEnÆv(x00) , j Æ'nÆv(x00) > und ÆZÆv(x00) . DieAbleitungen k�onnen �uber die Eigenwertglei
hung (5.2) gewonnen werden. So folgt mitÆHÆv(x00) j 'n > +H j Æ'nÆv(x00) >= ÆEnÆv(x00) j 'n > +En j Æ'nÆv(x00) > (5.16)und Multiplikation mit < 'n j von links die Variation der Eigenwerte:ÆEnÆv(x00) = < 'n j x00 >< x00 j 'n >< 'n j 'n > : (5.17)



48 Kapitel 5: Lernen von Potentialen (Energiedarstellung)Mit (5.1) kann f�ur die Variation des Hamilton{Operators eine Operatoridentit�at erre
hnet werden:Man erh�alt mit< x j ÆHÆv(x00) j x0 >= ÆH(x; x0)Æv(x00) = Æ(x� x0)Æ(x0 � x00) ;8x; x0 ; ÆHÆv(x00) =j x00 >< x00 j(5.18)den Projektor auf die Ortseigenfunktionen. Mit (5.17) wird au
h die Ableitung der Zustandssummeausf�uhrbar. Es ergibt si
h mit (5.4):1Z ÆZÆv(x00) = ��Xn e��EnZ ÆEnÆv(x00) = �� < x00 j e��HZ j x00 >= ��p[x00jx̂; �℄ : (5.19)Zur Bestimmung von Æ'nÆv kann die Glei
hung (5.16) umgestellt werden:(H �En) j Æ'nÆv(x00) >= �< 'n j x00 >< x00 j 'n >< 'n j 'n > � j x00 >< x00 j� j 'n > : (5.20)Der Operator H �En ist o�ensi
htli
h ni
ht invertierbar. Wie dur
h Arbeiten mit dem pseudoin-versen Operator die Au
�osung na
h Æ'nÆv trotzdem gelingt, wird im Anhang C vorgef�uhrt. AlsErgebnis erh�alt man:j Æ'nÆv(x00) >= < 'n j �n >< 'n j 'n > j 'n > �Xj 6=n 1Ej �En j 'j > < 'j j x00 >< x00 j 'n >< 'j j 'j > (5.21)und die entspre
hend adjungierte Glei
hung f�ur < Æ'nÆv(x00) j. Dabei ist j �n > ein beliebiger Zustand,der die 'n{Komponente festlegt. Man bea
hte die Analogie von (5.21) zu den Ergebnissen derzeitunabh�angigen St�orungstheorie. Es ist zu erwarten, da� haupts�a
hli
h 'j{Komponenten zu Æ'nÆvbetragen, die energetis
h nahe bei En liegen.Setzt man die Ergebnisse (5.17), (5.19) und (5.21) in (5.15) ein und nutzt die Orthogonalit�at derZust�ande < 'j j 'n >= Ænj < 'n j 'n > aus, so f�allt die Abh�angigkeit von j �n > heraus, undman erh�alt:0 = ÆF [v℄Æv(x00) = 
 �[v℄Æv(x00) �N� < x00 j e��HZ j x00 > (5.22)� NXi=1 1< xi j e��H j xi >Xn e��En(� �< xi j 'n >< 'n j xi >< x00 j 'n >< 'n j x00 >< 'n j 'n >2� 2< 'n j 'n >Xj 6=n 1Ej �En Reh < xi j 'j >< 'j j x00 >< x00 j 'n >< 'n j xi > i< 'j j 'j > ) :Die Stationarit�atsglei
hung (5.22) ist invariant unter Umnormierung von 'n, was auf die Invarianzvon (5.2) und (5.3) bez�ugli
h Umnormierung zur�u
kzuf�uhren ist.Es sei no
h angemerkt, da� die G�ultigkeit von (5.22) im Falle von anderen Me�observablen erhaltenbleibt. Betra
htet man beispielsweise Impulsmessungen ~pi, so gilt analog f�ur die Me�wahrs
hein-li
hkeiten p[~pijp̂; �℄ =< ~pi j � j ~pi >=Xn e��EnZ < ~pi j 'n >< 'n j ~pi >< 'n j 'n > : (5.23)Das hei�t, der Formalismus f�ur die Variationsableitungen na
h v bleibt unver�andert. E�ektivm�ussen in der Glei
hung (5.22) nur die Ortseigenzust�ande j xi > dur
h die jeweiligen gemes-senen Eigenzust�ande j ~pi > ersetzt werden. Der weitere Verlauf dieses Kapitels bes
h�aftigt si
hmit der Diskussion der Glei
hung (5.22). Es werden numeris
he Anwendungen und N�aherungenverfolgt.



495.3 Ho
h{ und Tieftemperaturgrenzf�alleIm Tieftemperaturgrenzfall � !1 konvergiert der statistis
he Operator gegen den Projektor aufden Grundzustand '0 von H . Dieser bes
hreibt also einen reinen Zustand:� = e��HZ �! j '0 >< '0 j< '0 j '0 > f�ur� !1 : (5.24)In der Stationarit�atsglei
hung (5.22) f�allt der zweite Summand mit dem ersten Term des drittenSummanden weg, und man erh�alt0 = lim�!1 ÆF [v℄Æv(x00) = (5.25)
 Æ�[v℄Æv(x00) + 2 NXi=1Xj 6=0 1Ej �E0 1< 'j j 'j >Re �< xi j 'j >< 'j j x00 >< x00 j '0 >< xi j '0 > � :Man bea
hte, da� trotz Tieftemperaturn�aherung s�amtli
he Eigenfunktionen zur Stationarit�at bei-tragen { und zwar mit einem Summanden proportional 1Ej�E0 . Das hei�t, die Eigenzust�ande inunmittelbarer N�ahe zum Grundzustand haben den gr�o�ten Ein
u�. Der numeris
he Aufwand zumL�osen von (5.25) ist im Verglei
h zu (5.22) eindeutig reduziert worden, da eine der Summen �uberden vollen Hilbert{Raum vers
hwindet.Im Falle von sehr hohen Temperaturen konvergiert der statistis
he Operator gegen� �! 1dimH I f�ur� ! 0 ; (5.26)wobei dimH f�ur die Dimension des Hilbert{Raums steht. Das Ensemble besteht aus einem voll-st�andigen, glei
hverteilten Gemis
h. F�ur die Me�wahrs
heinli
hkeiten folgt dann sofort: p[xijx̂; �℄ =
onst.Der statistis
he Operator wird also von H unabh�angig. Diese Tatsa
he mu� si
h au
h in den obigenErgebnissen widerspiegeln. F�uhrt man einen Ho
htemperaturlimes � ! 0 in nullter Entwi
klungs-ordnung in � bei Glei
hung (5.22) aus, so bekommt man0 = lim�!0 ÆF [v℄Æv(x00) = 
 Æ�[v℄Æv(x00) (5.27)+2 NXi=1Xnjn6=j 1Ej �En Reh < xi j 'j >< 'j j x00 >< x00 j 'n >< 'n j xi > i< 'j j 'j >< 'n j 'n > :Mit der De�nitionanj � 1Ej �En Reh < xi j 'j >< 'j j x00 >< x00 j 'n >< 'n j xi > i< 'j j 'j >< 'n j 'n > (5.28)folgt anj = �ajn. Also kann f�ur den letzten Summanden aus (5.27) gezeigt werden, da� er ver-s
hwindet: Xnjn6=j anj = 12Xnjn6=j hanj + ajni = 12Xnjn6=j hanj � anji = 0 : (5.29)Somit tr�agt erwartungsgem�a� nur das Vorwissen p[v℄ dur
h � zur Bestimmung der Maximum{Aposteriori{L�osung bei.



50 Kapitel 5: Lernen von Potentialen (Energiedarstellung)5.4 Numeris
he ImplementierungBei der numeris
hen Su
he na
h L�osungen der Stationarit�atsglei
hung (5.22) ist man auf die Diskre-tisierung des Hilbert{Raums angewiesen. Es bietet si
h dabei das Arbeiten in der Ortsdarstellungan. Erzeugt man einen n{dimensionalen Hilbert{Raum, indem man die Ortsa
hse dur
h n �aqui-distante St�utzstellen xj mit der Gitterkonstanten �x 
odiert, so f�uhrt dies auf das Arbeiten mitOperatoren als n� n{Matrizen und Zust�anden als n{dimensionale Vektoren. Die diskrete Versiondes Hamilton{Operators aus (5.1) hat dann in einer Dimension die Form
H(x; x0) =)� �h22m(�x)2 0BBBBBBBBBB�

�2 1 0 � � � 0 11 �2 1 . . . 00 1 �2 . . . ...... . . . . . . . . . 00 . . . . . . 11 0 � � � 0 1 �2
1CCCCCCCCCCA+0BBBBBBBBBB�

v1 0 � � � � � � 00 v2 . . . ...... . . . . . . . . . ...... . . . . . . 00 � � � � � � 0 vn
1CCCCCCCCCCA ;(5.30)wobei das Potential an den St�utzstellen mit v(xj) = vj abgek�urzt wurde und der Operator derzweiten Ableitung mit zyklis
hen Randbedingungen verwendet wurde. Im Gegensatz zu der Wahlvon �x =) 1(�x)2 0BBBBBBBBBB�

�2 1 0 � � � 01 �2 1 . . . ...0 1 �2 . . .... . . . . . . . . . 0. . . . . . 10 � � � 0 1 �2
1CCCCCCCCCCA (5.31)werden in (5.30) die Wellenfunktionen auf den R�andern ni
ht notwendigerweise auf Null �xiert.Eine sol
he Fixierung w�urde einem unendli
h hohen Potential an den R�andern entspre
hen. EineVerwendung von (5.31) hat bei derWirkung im Potentialraum{ beispielsweise dur
h die Glattheits-forderung �[v℄ = � 12Pni;j=1 vi�ijvj { den Vorteil, da� das Potential auf den R�andern automatis
hauf Null gesetzt wird. Dadur
h wird die Invarianz der L�osung von (5.22) gegen�uber Vers
hiebungdes Potentials l�angs der Energiea
hse aufgehoben. Wird als Vorwissen der Erwartungswert f�ur eineEnergiemessung < H > f�ur das Potential vorgegeben, so hat dies bei (5.31) einen direkten Ein
u�auf die Potentialform { bei der Anwendung von �x mit zyklis
hen Randbedingungen resultiert nureine Vers
hiebung in Energieri
htung.Das numeris
he L�osen der Glei
hung (5.22) analog zu den in Kapitel 1.6 vorgestellten Algorithmenf�uhrt auf Iterationsglei
hungen der vektoriellen Formv(j+1) = v(j) � �(j)O(j) ÆF [v(j)℄Æv mit F [v(j)℄ = 
�[v(j)℄� NXi=1 ln < xi j e��H(v(j))Z(v(j)) j xi > ;(5.32)wobei v ein n{dimensionalerVektor ist und j den Iterationss
hritt angibt. In jedem Iterationss
hrittbesteht also die Hauptarbeit darin, den jeweiligen Gradienten des Funktionals zu bestimmen, indemdie Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamilton{OperatorsH(v(j)) bere
hnet werden. Es ist ei-ne S
hrittweitenoptimierung bei der Wahl von �(j) zu empfehlen, da die Iteration sehr emp�ndli
hbei zu gro�er S
hrittweite reagiert. Falls kein Referenzpotential vorhanden ist, bietet si
h als Start-potential f�ur die Iteration eine geeignet skalierte Funktion an, die die empiris
he Datenverteilung



51mit negativem Vorzei
hen wiedergibt. Als IterationsmatrixO(j) hat si
h die Einheitsmatrix f�ur dasGradientenabstiegsverfahren als �au�erst ung�unstig erwiesen. Bei ni
ht zu kleiner Gewi
htung desVorwissens dur
h 
 zeigt die Verwendung von O = (
 Æ2�ÆvÆv0 )�1 als gen�aherte inverse Hesse{Matrixeine passable Konvergenz. Im Anhang D ist die Bere
hnung der Hesse{Matrix des Datenanteils imTieftemperaturfall vorgef�uhrt. Deren zeitli
h aufwendige Bestimmung lohnt si
h allerdings nur beisehr keiner Dimension des betra
hteten Hilbert{Raums, verbessert aber die Konvergenz der Itera-tion wesentli
h. In den numeris
hen Anwendungen dieser Arbeit werden Gitterkonstanten �x = 1und Gittergr�o�en bis n = 36 verwendet. Im Tieftemperaturfall sind Gittergr�o�en von n = 100handhabbar.5.5 Beispiele f�ur Apriori{WissenVorwissen ist f�ur die Anwendung essentiell. Bei der Abwesenheit von Vorwissen (� � 0) sindpathologis
he L�osungen zu erwarten. Das Potential als L�osung von (5.22) tendiert dann dazu, anden Datenpunkten Æ{f�ormige Peaks zu bekommen. Als Beispiel sei hier der Tieftemperaturfall aus(5.25) f�ur einen einzelnen Datenpunkt D = fx0g diskutiert.F�ur einen Hamilton{Operator mit einem Æ{f�ormigen Potential v(x) = �aÆ(x� x0) erre
hnen si
hdie Eigenfunktionen �uber:�� �h22m �2�x2 � aÆ(x� x0)�'0(x) = E0'0(x) a > 0 : (5.33)Als normierbare L�osung mit negativem Eigenwert ergibt si
h dann'0(x) = p� he�(x�x0)�(x0 � x) + e��(x�x0)�(x� x0)i mit E0 = ��h2�22m : (5.34)Dur
h einmalige Integration R x0+�x0�� dx in (5.33) mit in�nitesimalem � > 0 kann unter Ausnutzungder Stetigkeitsbedingung f�ur '0 eine Sprungbedingung�'0(x0 + �)�x � �'0(x0 � �)�x = �2ma'0(x0)�h2 �! � = am�h2 (5.35)ausgere
hnet werden, wel
he die Quantisierung der Eigenwerte festlegt. Somit existiert nur einZustand mit negativer Energie. Dieser Grundzustand hat die Energie E0 = �a2m2�h2 und ist ni
htentartet. Im Grenzfall a!1 f�allt j '0 > aufgrund von (5.34) und (5.35) mit dem Ortseigenzustandj x0 > zusammen:'0(x) =< x j '0 >) Æ(x � x0) =< x j x0 > und E0 ) �1 : (5.36)Alle anderen Eigenzust�ande haben eine positive Energie Ej > 0 f�ur j 6= 0 (Streuzust�ande) und dieOrthogonalit�atsbedingung fordert0 =< '0 j 'j >=< x0 j 'j >= Z dx'�0(x)'j(x) = 'j(x0) 8j 6= 0 : (5.37)Das konstruierte Potential v(x) = lima!1(�aÆ(x � x0)) erf�ullt im Fall von einem Datenpunktbei x0 die Stationarit�atsglei
hung (5.25), da die �Uberlappe < x0 j 'j > gegen Null und glei
h-zeitig Ej � E0 gegen Unendli
h tendieren. Somit ist bei � � 0 das Potential v eine L�osung derMaximum{Aposteriori{Approximation. In der Abbildung 5.1 werden diese �Uberlegungen dur
hein numeris
hes Beispiel best�atigt. Es wurde auf einem Gitter der Gr�o�e n = 100 ein einzelnerDatenpunkt bei x0 = 50 angenommen und f�ur den Tieftemperaturfall na
h L�osungen von (5.25)



52 Kapitel 5: Lernen von Potentialen (Energiedarstellung)
0 20 40 60 80 100

x

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

v

0 20 40 60 80 100
x

0

0.04

0.08

0.12

p

0 20 40 60 80 100
x

-15

-10

-5

0

v

0 20 40 60 80 100
x

0

0.3

0.6

p

Abbildung 5.1: Abstellen des Vorwissens. Oben sind Potential und Likelihood f�ur den Fall 
 = 3dargestellt. Bei den unteren Diagrammen wurde 
 auf 0:001 reduziert. Die Masse des betra
htetenTeil
hens betr�agt m = 0:1, (�h = 1). Zus�atzli
h sind die tiefsten Eigenenergien der Potentialeeingezei
hnet. Man bea
hte die unters
hiedli
he Skalierung der A
hsen.gesu
ht. Ein abnehmender Ein
u� von Vorwissen der Form (5.40) wurde dur
h Verkleinerung von
 simuliert (siehe unten). Es zeigt si
h, da� dur
h Abstellen des Vorwissens die L�osung f�ur dasPotential im Datenpunkt und die Grundzustandsenergie gegen minus Unendli
h konvergieren. Diedazugeh�orige Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte f�ur den Grundzustand nimmt die Form einer Æ{Funktionan. Der Grundzustand ist { im Gegensatz zu dem Fall einer gr�o�eren Gewi
htung von � { dereinzige gebundene Zustand.Das Beispiel zeigt, da� ohne Vorwissen die Flexibilit�at des unendli
hdimensionalen Feldes v zu gro�ist. Die endli
hdimensionale Datenmenge kann mittels Æ{f�ormiger L�osungen adaptiert werden. DieM�ogli
hkeit zu generalisieren ist also nur bei der Anwesenheit von Vorwissen vorhanden (vgl. Ar-gumentation um (1.5) und (1.6)). Die Aufgabe des Vorwissens besteht darin, dur
h seinen Ein
u�in dem Energiefunktional ni
htlokale Information (im Gegensatz zu den Daten) einzubringen undsomit pathologis
he L�osungen auszus
hlie�en.Falls es m�ogli
h ist, wird man ein in v quadratis
hes Energiefunktional w�ahlen, was einer unend-li
hdimensionalen Gau�{Verteilung als Apriori{Verteilung p[v℄ entspri
ht:p[v℄ = �det� 
2�O�� 12 e� 
2 R dxdx0�v(x)�v0(x)�O(x;x0)�v(x0)�v0(x0)� � e�
�[v℄ (5.38)mit symmetris
her, positiv{de�niter Matrix O(x; x0), die eine Metrik auf dem Funktionenraum vonv de�niert, und einem Referenzfeld v0, wel
hes als ho
hdimensionaler Hyperparameter aufgefa�twerden kann { also p[v℄ = p[vjv0℄. F�ur die Variationsableitung des Energiefunktionals � folgt eine
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Abbildung 5.2: Potential f�ur einen Datenpunkt bei unters
hiedli
hen Temperaturen. Links sind diePotentiale, re
hts die dazugeh�origen Likelihood{Di
hten f�ur die F�alle � = 1000 (dur
hgezogeneLinie), � = 10 (kleingestri
helte Linie) und � = 1 (gro�gestri
helte Linie) gezei
hnet. Die Erwar-tungswerte f�ur eine Energiemessung liegen f�ur kleinere Temperaturen mit < H >�=1000= �0:058und < H >�=10= �0:11 im Berei
h gebundener Zust�ande, f�ur gro�e Temperaturen im Streu-berei
h: < H >�=1= 0:48. Die �ubrigen Parameter sind: 
 = 100, m = 1:25. Es wurde �h = 1angenommen.lineare Abh�angigkeit in v: Æ�[v℄Æv(x00) = Z dx0O(x00; x0)�v(x0)� v0(x0)� ; (5.39)und die Verteilung p[v℄ wird f�ur v = v0 maximiert.Oft besteht das Vorwissen aus der Erwartung, da� das Potential glatt ist. Dieses entspri
ht in(5.38) einer Referenzfunktion v0 � 0 und O(x; x0) = �Æ(x � x0) d2dx2 . Dann gilt mittels partiellerIntegration unter der Annahme zyklis
her Randbedingungen:�[v℄ = 12 Z dx �dv(x)dx �2 : (5.40)F�ur diese Art von Vorwissen wird eine Anwendung in Abbildung 5.2 vorgestellt. Es wurde auf einemGitter der Gr�o�e n = 50 f�ur einen einzelnen Datenpunkt bei x0 = 25 der Ein
u� der Temperaturdes kanonis
hen Ensembles auf die L�osung von (5.22) untersu
ht. Hierbei wurde die Bestrafungmittels � konstant gehalten. Es zeigt si
h, da� si
h erwartungsgem�a� f�ur steigende Temperaturendie Varianzen der um x0 konzentrierten Likelihood{Di
hten vergr�o�ern, bis s
hlie�li
h die Glei
h-verteilung errei
ht wird. Komplizierter ist die Situation bei den L�osungen f�ur die Potentiale. Vonder L�osung f�ur den Tieftemperaturfall ausgehend vergr�o�ert si
h zuerst die Tiefe der Potentialmul-de mit steigender Temperatur. Von einer gewissen Grenztemperatur ab kehrt si
h dieses Ph�anomenum: Die Potentialtiefe nimmt wieder ab, und die Potentiale streben gegen die Nullfunktion. Dieanf�angli
he Vertiefung kann dur
h den wa
hsenden Ein
u� der ersten angeregten Zust�ande zumDatenanteil des Funktionals (5.6) erkl�art werden. Dur
h die Vertiefung sind die energetis
h unter-sten Zust�ande st�arker bei x0 lokalisiert. Dadur
h wird der Likelihood{Anteil in F erh�oht, und dieVers
hle
hterung des Prior{Anteils zum Energiefunktional wird dur
h diesen E�ekt mehr als kom-pensiert. F�ur sehr gro�e Temperaturen wird der statistis
he Operator unabh�angig vom Potentialund bes
hreibt eine Glei
hverteilung. Das hei�t, nur der Prior{Term tr�agt e�ektiv zur L�osung derStationarit�atsglei
hung bei. Wegen �[v � 0℄ = 0 tendiert die L�osung f�ur das Potential gegen dieNullfunktion.



54 Kapitel 5: Lernen von Potentialen (Energiedarstellung)Ein anderer Spezialfall von (5.38) ist:O(x; x0) = Æ(x� x0) und �[v℄ = 12 Z dx�v(x) � v0(x)�2 : (5.41)Hier mi�t � den quadratis
hen Abstand der beiden Potentiale.Eine Vers
hiebung des Potentials um eine Konstante v
 hat na
h (5.2) eine Vers
hiebung der Ener-gieeigenwerte na
h En+v
 zur Folge, wobei die Eigenfunktionen j 'n > invariant gelassen werden.Dies hat keine Auswirkungen auf die L�osung von (5.22), die das gesu
hte Potential nur bis auf eineadditive Konstante bestimmt. M�o
hte man trotzdem die energetis
he Lage des rekonstruierten Po-tentials eindeutig �xieren, so bietet si
h eine Messung der mittleren Energie U f�ur das kanonis
heEnsemble an. Dana
h k�onnte v
 so gew�ahlt werden, da� U mit dem theoretis
hen Erwartungswert< H >= Tr[�H ℄ =Xn e��EnZ �En + v
� (5.42)zusammenf�allt.Eine andere Art von Vorwissen, ist die Kenntnis von Randbedingungen f�ur v. Oft ist beispiels-weise bekannt, da� das Potential im Unendli
hen vers
hwindet: limx!�1 v(x) = 0. Unter dieserAnnahme ist das Erzwingen von U �< H > dur
h einen Term der Formp[v℄ � e� 
2 (U�<H>)2 oder p[v℄ � Æ(U� < H >) (5.43)eine e
hte, zus�atzli
he Bedingung, die im wesentli
hen die Tiefe des Potentials festlegt.Eine logis
he AND{Verkn�upfung einzelner Prior{Terme f�uhrt na
h (1.12) zu einer Summe derEnergiefunktionale.5.6 Rekonstruktion von PotentialenDieser Abs
hnitt befa�t si
h mit der Rekonstruktion von Potentialen, indem Ortsmessungen f�urdas unbekannte Potential vorgenommen werden. Es zeigt si
h, da� der Erfolg bei der Rekonstruk-tion ents
heidend von der Qualit�at des Vorwissens abh�angt. Dies liegt vor allem an der Tatsa
he,da� es sehr unters
hiedli
he Potentiale mit sehr �ahnli
hen Likelihood{Di
hten gibt beziehungsweiseda� m�ogli
herweise kleine Variationen des Potentials gro�e �Anderungen in der Likelihood{Di
htezur Folge haben.Im Tieftemperaturfall kommt es zu keiner Mis
hung der Eigenzust�ande: Die Likelihood{Di
hteentspri
ht der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte des Grundzustands. Falls die Grundzustandswellenfunk-tion '0(x) und die zugeh�orige Grundzustandsenergie E0 bekannt sind, kann das Potential mittelsAu
�osung der Eigenwertglei
hung (5.2) in Ortsdarstellung na
hv(x) = E0 + �h22m '�0(x)�x'0(x)j'0(x)j2 (5.44)direkt analytis
h bestimmt werden. Die Energieeigenfunktionen k�onnen ohne Bes
hr�ankung derAllgemeinheit als reell angenommen werden. Denn dadur
h, da� der Hamilton{Operator reell ist,erlaubt die komplexkonjugierte Eigenwertglei
hungH'0(x) = E0'0(x) =) H'�0(x) = E0'�0(x) (5.45)die S
hlu�folgerung '0(x) � '�0(x), falls E0 ni
ht entartet ist. Im Falle von Entartung lassen si
hreelle Eigenfunktionen dur
h geeignete Linearkombinationen erzeugen.
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Abbildung 5.3: Rekonstruktion von Potentialen na
h (5.44). Das linke Diagramm zeigt die originaleLikelihood{Di
hte j'0(x)j2 (glatte Funktion) und die empiris
he Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte h(x)(lei
ht s
hwankende Funktion) bei einer Datenmenge von N = 30000. Re
hts ist das mittels h(x)aus (5.44) rekonstruierte Potential dargestellt. Die Masse des Teil
hens ist m = 2:78, �h = 1.Dies legt bei der Rekonstruktion des Potentials ein Vorgehen nahe, bei dem einmal die Grund-zustandsenergie gemessen und die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte bei sehr h�au�gen Messungen dur
hdie empiris
he Datenverteilung '0(x) � ph(x) approximiert wird. Vorzei
henwe
hsel von '0(x),wel
he h(x) ni
ht registrieren w�urde, sind ni
ht zu erwarten, da der Grundzustand betra
htetwird. In Abbildung 5.3 ist dargestellt, da� diese Strategie selbst bei einer sehr gro�en Datenmen-ge (N = 30000) ni
ht zum Erfolg f�uhrt. Auf einem Gitter der Gr�o�e n = 100 wurden f�ur einWoods{Saxon{Potential als angenommenes OriginalpotentialvD(x) = � 11 + e(jx�50j�25)=3 (5.46)30000 Daten aus der Verteilung des Grundzustands gewonnen. Obwohl die originale Likelihood{Di
hte dur
h die H�au�gkeitsverteilung h(x) gut wiedergegeben wird, versagt die Rekonstruktionvon v(x) na
h (5.44) mit gen�ahertem '0. Der Grund hierf�ur liegt darin, da� die Information �uberdas Potential na
h (5.44) in der zweiten Ableitung der Wellenfunktion ste
kt.Im folgenden wird dargestellt, wie eine Rekonstruktion mittels des in diesem Kapitel vorgestelltenFormalismus aussehen kann. In einem ersten Beispiel wird erneut der Fall T = 0 betra
htet. DasVorwissen besteht dabei aus der Erwartung eines glatten Potentials und der ungef�ahren KenntnisE0 { der Grundzustandsenergie des wahren Potentials. Zusammen mit der Bedingung, da� das Po-tential auf den R�andern vers
hwindet, m�u�ten somit bei hinrei
hend gro�er Datenmenge gen�ugendInformationen vorliegen, um die wesentli
hen Merkmale des wahren Potentials zu erkennen. Es istdabei zu erwarten, da� an Orten, in denen das konstruierte Potential unterhalb von E0 liegt, diePotentialform am besten erkannt wird, weil dort die meisten Daten auftreten werden. An Ortenmit geringer Datendi
hte wird die L�osung vor allem versu
hen, die Kriterien des Vorwissens zuerf�ullen.Die Implementierung des obigen Vorwissens f�uhrt f�ur das Energiefunktional aus (5.6) mit derNormierung < '0 j '0 >= 1 auf die Form:F [v℄ = �
2 Z dx v(x)�xv(x) � NXi=1 ln < xi j '0(v) >< '0(v) j xi > +�2� < H > �E0�2 (5.47)mit �x aus (5.31) und vorgegebenen Hyperparametern 
 und �. Es best�unde au
h die M�ogli
hkeit,diese Parameter dur
h das in Kapitel 1 bes
hriebene Vorgehen zu lernen. In Abbildung 5.4 ist das
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Abbildung 5.4: Rekonstruktion von Potentialen na
h (5.47). Links sind Originalpotential (gestri-
helt) und rekonstruiertes Potential (dur
hgezogen) mit den Grundzustandsenergien gezei
hnet.Re
hts sind die Likelihood{Di
hten und die empiris
he Verteilung der Daten dargestellt. Die �ubri-gen Parameter sind: � = 3000, 
 = 10, N = 2000 , m = 2:78.Ergebnis einer Iteration mittels (5.32) mit (5.47) dargestellt: W�ahrend die Likelihood{Di
hte gutwiedergegeben wird, wird f�ur das Potential nur die grobe Form reproduziert. Dies verdeutli
ht dieProblematik, Aussagen �uber das direkt ni
ht me�bare Potential zu ma
hen: Die observable Wahr-s
heinli
hkeitsdi
hte h�angt dur
h die quantenme
hanis
hen Gesetze �uber keinen injektiven Zusam-menhang von dem gesu
hten Potential ab. Bei dem Inversionsproblem, von den Likelihood{Di
htenauf die Potentiale zu s
hlie�en, ist vor allem dann ein gutes Lernen m�ogli
h, wenn das Vorwissenunter der Vielzahl der Potentiale mit �ahnli
her Di
hteverteilung das ri
htige heraus�ltert. Die-se S
hlu�folgerungen deuten darauf hin, da� pr�aziseres Vorwissen erstrebenswert ist. Dies k�onntebeispielsweise die Anwesenheit eines Referenzpotentials sein. Eine weitere Ver�anderungsm�ogli
h-keit w�are Messungen am kanonis
hen Ensemble f�ur abge�anderte Temperaturen vorzunehmen. EineErh�ohung der Temperatur hat eine Erh�ohung des Energieerwartungswertes zur Folge. Dadur
h be-steht die M�ogli
hkeit, an Daten bei energetis
h h�oher liegenden Potentialabs
hnitten zu gelangen,wel
he lokale Informationen an diesen Orten mit si
h bringen.Ein zweites Beispiel bes
h�aftigt si
h mit der Rekonstruktion eines n�aherungsweise periodis
henPotentials. Dies k�onnte beispielsweise das Potential eines Festk�orpers in einem eindimensionalenModell sein, bei dem eine Fehlstelle vorliegt. Ziel des Lernens ist, die Stelle der Abwei
hung eindeu-tig zu lokalisieren und, wenn m�ogli
h, Aussagen �uber die Art der St�orung zu ma
hen. Das untenverwendete Originalpotential hat auf einem Gitter der Gr�o�e n = 30 die FormvD(x) = � sin � 2�6 x� f�ur x � 12; x � 25sin � 2�12x� f�ur 13 � x � 24 : (5.48)Im Unters
hied zum obigen Beispiel liegt ein Referenzpotential v0(x) = sin � 2�x6 � f�ur das ungest�ortePotential vor. Es wird der allgemeinere Fall T 6= 0 betra
htet. F�ur vers
hiedene Fehlerfunktionale,die unters
hiedli
hes Vorwissen bes
hreiben, k�onnen die numeris
hen Ergebnisse miteinander ver-gli
hen werden. Die ersten drei Funktionale versu
hen ohne eine Referenzfunktion f�ur die St�orstelleauszukommen. Daf�ur wird eine ungef�ahre Kenntnis des Energieerwartungswertes< H > angenom-men. Eine Wahl f�ur das zu minimierende Funktional k�onnteF [v℄ = ��2 Z dx�v(x) � v0��x�v(x)� v0�+ �2� < H > �U�2 � NXi=1 ln < xi j e��H(v)Z(v) j xi >(5.49)



57sein. Bei kleinem Hyperparameter � ist zu erwarten, da� dur
h die ni
htperiodis
he Likelihood{Di
hte die Position der Fehlstelle erkannt wird. (5.49) hat den o�ensi
htli
hen Na
hteil, da� dieReferenz v0 �uber das gesamte Gitter Ein
u� auf die Potentialgestalt hat. Dieses zeigt au
h dasErgebnis der numeris
hen Re
hnung mit der Referenzfunktion als Startpotential (v(0) = v0) inAbbildung 5.5. W�ahrend die Potentialform an Orten, in denen das Referenzpotential dur
h dieempiris
hen Daten unterst�utzt wird, und bei den Stellen des St�orberei
hs, in denen das Potentialunterhalb von < H > liegt, gut rekonstruiert wird, ist sie im Berei
h x 2 [14; 20℄ , wo wenige Datenauftreten, fehlerhaft. Trotzdem wird die Fehlstelle zufriedenstellend lokalisiert. Man bea
hte, da�die Likelihood{Di
hte es in den Berei
hen au�erhalb der Fehlstelle s
ha�t, die Individualit�at derDaten wiederzugeben, ohne da� das Potential an diesen Stellen merkli
h von der Referenz abwei
ht.Eine Verbesserung von (5.49) kann dur
h ein Funktional errei
ht werden, bei dem die Wirkung desReferenzpotentials in den Berei
hen abgestellt wird, in denen die Daten f�ur eine Abwei
hung vonder Likelihood{Di
hte von v0 spre
hen. Ein sol
hes Funktional istF [v℄ = 
2 Z dx ��v(x)�x �2 + �2 Z dxL(x) ��b� L(x)�+ �2� < H > �U�2� NXi=1 ln < xi j e��H(v)Z(v) j xi > (5.50)mit dem euklidis
hen Abstand L(x) = �v(x) � v0(x)�2 : (5.51)Eine Variante von (5.50) ist die WahlF [v℄ = 
2 Z dx ��v(x)�x �2 ��l(x)� b�+ �2 Z dx l(x) ��b� l(x)�+ �2� < H > �U�2� NXi=1 ln < xi j e��H(v)Z(v) j xi > (5.52)mit dem lokalen, di�erentiellen Abstand von Potential und Referenzl(x) =  ��x�v(x) � v0(x)�!2 : (5.53)W�ahrend in (5.52) zwis
hen den beiden Alternativen v = v0 (Muster) und v = 0 (Glattheit) umge-s
haltet wird, wird in (5.50) nur das Muster v0 lokal an{ oder abges
haltet. Der Hyperparameterb gibt dabei die S
hranke f�ur das Ums
halten vor. Ents
heidend f�ur die Iteration ist die Wahl desAnfangspotentials. Es besteht die Gefahr, da� bei einem ung�unstigen Startpotential die Iterationin einem unerw�uns
hten Nebenminimum des Energiefunktionals "h�angenbleibt". In den beidennumeris
hen Anwendungen zu (5.50) und (5.52) (Abbildung 5.5) wurde mit der Referenzfunktionv0(x) = sin � 2�x6 � gestartet, wobei im Intervall x 2 [14; 24℄, in dem die Daten f�ur eine Abwei
hungspre
hen, das Startpotential auf Null gesetzt wurde. Das Vorgehen mit (5.50) hat einen ents
hei-denden Na
hteil: Kommt es am Ort der Fehlstelle zu zuf�alligen �Ubers
hneidungen von Potentialund Referenzpotential, so wird unerw�uns
hterweise in diesen Berei
hen die Referenz v0 angestellt.Der glei
he E�ekt tritt auf, wenn im Falle von (5.52) die Ableitungen �ubereinstimmen. �Ahnli
hwie bei der Verwendung von (5.49) l�a�t si
h feststellen, da� die Position der St�orstelle identi�ziertwird, aber die Nullfunktion als Referenz f�ur das St�orstellenpotential wenig geeignet ist.In einem letzten Beispiel wird eine zweite Referenzfunktion f�ur die St�orstelle zur Verf�ugung gestellt.
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Abbildung 5.5: Rekonstruktion von n�aherungsweise periodis
hen Potentialen. Links sind Original-potential (d�unne Linie), rekonstruiertes Potential (di
ke Linie) und Referenzpotential v0 (gestri
hel-te Linie) eingezei
hnet, re
hts die dazugeh�origen Di
hteverteilungen mit der empiris
hen H�au�gkeitder Daten. Die Temperatur des kanonis
hen Ensembles betr�agt � = 4. Es wurden N = 200 Datengewonnen, und die Masse des betra
hteten Teil
hens ist m = 0:25. Oben ist das Ergebnis zu (5.49)dargestellt. Die Energieerwartungswerte betragen < H >v= �0:353 und U =< H >vD= �0:388,die Hyperparameter sind � = 1000 und � = 0:05. In der Mitte wurde das Funktional aus (5.50)verwendet. Die Balken im Diagramm markieren die Stellen, an denen der Ein
u� von v0 abgestelltist. Die Energien liegen bei < H >v= �0:382 und U =< H >vD= �0:388. Die vorgegebenenParameter sind: � = 10, 
 = 1, � = 5 und b = 0:15. Unten: Ergebnis bei Gebrau
h von (5.52).Die Energien sind < H >v= �0:354 und U =< H >vD= �0:388. Als Hyperparameter wurden� = 100, 
 = 0:8, � = 4 und b = 0:025 gew�ahlt.
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Abbildung 5.6: Rekonstruktion von n�aherungsweise periodis
hen Potentialen na
h (5.57). Bedeu-tung der Linien wie in Abbildung 5.5 mit zus�atzli
hem zweiten Referenzpotential. Die Hyperpa-rameter sind �1 = �2 = 10, k = 10, N = 200, � = 4. Als Startpotential f�ur die Iteration wurdev(0)(x) = v2(x) f�ur x 2 [16; 25℄ und v(0)(x) = v1(x) f�ur den Komplementberei
h gew�ahlt.Bei der Verwendung der beiden Musterv1(x) = sin2�2�6 x� signh sin�2�6 x�i und v2(x) = 23 sin�2�12x� (5.54)liegen jeweils lei
ht abgewandelte Komponenten des Originalpotentials (5.48) vor. Die Funktionenli(x) = � ��x�v(x) � vi(x)��2 i 2 f1; 2g (5.55)geben den lokalen Abstand von v zu den jeweiligen Mustern an. Als e�ektives Muster wird einzusammengesetztes Muster konstruiert, das lokal aus dem jeweils im Sinne von (5.55) n�aherenMuster vi(x) besteht: v0(x) = � v1(x) f�ur x mit ��l1(x)� l2(x)� = 0v2(x) f�ur x mit ��l1(x)� l2(x)� = 1 : (5.56)Somit wird jedem Potential v ein e�ektives Muster zugeordnet (v0 = v0(v)). Ein Problem k�onn-te sein, da� aufgrund zuf�alliger �Ahnli
hkeiten vor allem im Berei
h der St�orstelle unerw�uns
hth�au�ge Ums
haltungen zwis
hen den Mustern auftreten. Dies ist die Motivation, einen Bestra-fungsterm einzuf�uhren, der die Anzahl der Ums
haltungen zwis
hen den Mustern z�ahlt: Z(v) ="Anzahl der Ums
haltungen". Als insgesamt zu minimierendes Funktional w�ahlt man dannF [v℄ = �12 Z dx l1(x) ��l2(x)� l1(x)�+ �22 Z dx l2(x) ��l1(x)� l2(x)�� NXi=1 ln < xi j e��H(v)Z(v) j xi > +kZ(v) : (5.57)Das Resultat einer Iteration ist sehr emp�ndli
h gegen�uber dem Startpotential. Dies liegt daran,da� das Potential selber dar�uber ents
heidet, wel
hes e�ektive Muster es "sieht". In den Anwen-dungen wurde ein Startpotential gew�ahlt, bei dem Potential und e�ektives Muster zusammenfallen:



60 Kapitel 5: Lernen von Potentialen (Energiedarstellung)v(0) � v0(v(0)). Damit vers
hwinden im Energiefunktional (5.57) f�ur v(0) die ersten beiden Sum-manden, und es gilt: F [v(0)℄ = � NXi=1 ln < xi j e��H(v(0))Z(v(0)) j xi > +kZ(v(0)) : (5.58)Vor dem eigentli
hen Iterationsproze� wird na
h einem v(0) gesu
ht, wel
hes das Funktional (5.58)f�ur si
h minimiert, und dieses dann als Startpotential f�ur die Iteration na
h (5.57) verwendet.In Abbildung 5.6 ist das Ergebnis f�ur dieses Vorgehen dargestellt. Die Su
he na
h v(0) f�uhrt beik = 10 auf ein Startpotential, das im Intervall x 2 [16; 25℄ aus v2(x) und sonst aus v1(x) besteht.Das dazugeh�orige Ergebnis zeigt au
h in den Stellen geringer Datenh�au�gkeit eine trotz fehlerhafterMuster gute Rekonstruktion.
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Kapitel 6Lernen von Potentialen(Pfadintegraldarstellung)In diesemKapitel wird mittels Pfadintegralen eine alternative Methode zur Darstellung der Matrix-elemente des statistis
hen Operators gew�ahlt. Die Verwendung von Pfadintegralen und die resul-tierende Stationarit�atsglei
hung f�ur die Maximum{Aposteriori{Approximation ist �aquivalent zurentspre
henden Glei
hung aus Kapitel 5. Im Unters
hied zur Spektraldarstellung ergibt si
h mitder M�ogli
hkeit f�ur eine Station�are Phasenapproximation der Pfadintegrale eine semiklassis
heN�aherungsstrategie f�ur die Bere
hnung der Matrixelemente. W�ahrend man im vorangegangenenKapitel auf den Umgang mit Eigenwertglei
hungen angewiesen war, erfordert die Station�are Pha-senapproximation das L�osen von klassis
hen Bewegungsglei
hungen.6.1 Erste VarianteDie Pfadintegraldarstellung der Matrixelemente des statistis
hen Operators als Alternative zu(5.14) besitzt na
h [14, 15, 16℄ die funktionale Form< xi j e��H j xi >= Z q(��h)=xiq(0)=xi [dq(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _q2(t)+v(q(t))� : (6.1)Die Darstellung (6.1) ist eine Abk�urzung f�ur eine unendli
hdimensionale Ortsintegration, die si
hergibt, wenn das Zeitintervall ��h in �aquidistante Teilst�u
ke der L�ange � = ��hM geteilt wird, der Pfadq(t) an den diskreten Zeiten dur
h qk = q(tk) mit tk = �k 
odiert und ans
hlie�end der GrenzwertM !1 ausgef�uhrt wird:< xi j e��H j xi >= limM!1� m2��h��M2 Z  M�1Yk=1 dqk! e� ��hPMk=1�m2 � qk�qk�1� �2+v(qk)� : (6.2)Hierbei sind die Randwerte q0 = qM = xi vorgegeben. Es wurde ohne Bes
hr�ankung der Allge-meinheit von einer eindimensionalen Ortskoordinate xi ausgegangen. N aus (6.1) ist eine v{ undxi{unabh�angige Normierungskonstante:N�1 = limM!1� m2��h��M2 : (6.3)Das Integral (6.1) entspri
ht also einer Summe �uber alle m�ogli
hen Pfade q(t) des De�nitionsbe-rei
hs t 2 [0; ��h℄, wobei die zeitli
hen Randbedingungen q(0) = q(��h) = xi erf�ullt sein m�ussen.



62 Kapitel 6: Lernen von Potentialen (Pfadintegraldarstellung)Nur in einzelnen Spezialf�allen l�a�t si
h das Integral analytis
h l�osen. W�ahrend bei der spektralenBehandlung die Matrixelemente und deren Ableitung exakt bearbeitet wurden, bietet si
h hier dieMethode der Station�aren Phasen als N�aherung an. Dabei wird na
h Pfaden gesu
ht, die die eukli-dis
he Wirkung minimieren und somit den Hauptbeitrag zum Pfadintegral liefern. Dieses f�uhrt aufdas L�osen von klassis
hen Bewegungsglei
hungen, wobei dur
h die Datenpunkte xi die zeitli
henRandbedingungen vorgegeben werden. Da die G�ute dieser N�aherung im Limes �h ! 0 zunimmt,spri
ht man au
h von einer semiklassis
hen N�aherung.Die Zustandssume l�a�t si
h als Spur im Ortsraum dur
h ein Pfadintegral �uber alle periodis
henFunktionen mit vorgegebener Periode ��h ausdr�u
ken:Z = Tr[e��H ℄ = Z dx < x j e��H j x > (6.4)= Z dx Z q(��h)=xq(0)=x [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ = Zq(0)=q(��h) [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ :Dabei ist die euklidis
he Wirkung mitS[q℄ = Z ��h0 dt h12m _q2(t) + v(q(t))i (6.5)abgek�urzt.Setzt man (6.1) in (5.5) ein und ber�u
ksi
htigt, da� jedes Datum ein eigenes Pfadintegral erh�alt,so bekommt man als Ausdru
k f�ur die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit des Potentials:p[vjD℄ � Z  NYi=1[dqi(t)℄! e� 1�hF [qi;v℄ ; (6.6)wobei die Gesamtwirkung F dur
hF �qi; v� = NXi=1 Z ��h0 dt h12m _q2i (t) + v(qi(t))i + �hN lnZ(v) + �h
�[v℄ (6.7)gegeben ist. In einer ersten Variante f�ur die Behandlung der Wahrs
heinli
hkeit p[vjD℄ wird ei-ne Station�are Phasenapproximation der Pfadintegrale qi(t) mit einer glei
hzeitigen Maximum{Aposteriori{Approximation f�ur v vorgenommen. Dies entspri
ht dann dem L�osen der Bewegungs-glei
hungen:0 = ÆFÆqi(t) =) m�qi(t) = v0(qi(t)) ; qi(0) = qi(��h) = xi 8i = 1; : : : ; N ; (6.8)wel
he die Bewegung eines klassis
hen Teil
hens in dem Potential �v(x) unter periodis
hen Rand-bedingungen festlegen. Auf jedem Pfad bleibt die EnergieEi = 12m _q2i (t)� v(qi(t)) (6.9)zeitli
h erhalten. Die zweite, simultan mit (6.8) zu behandelnde Bedingung lautet:0 = ÆFÆv(x0) = NXi=1 Z ��h0 dt Æ(qi(t)� x0)� ��hN < x0 j e��HZ j x0 > +
�h Æ�Æv(x0) : (6.10)



63Hierbei wurde f�ur die Ableitung der Zustandssumme das Ergebnis aus (5.19) ausgenutzt. DieIntegrale �uber die Æ{Funktionen k�onnen im Falle von einfa
hen Nullstellen im Argument unterAusnutzung von (6.9) mitZ ��h0 dt Æ(qi(t)� x0) = ni(x0)Xji=1 1j _qi(tji)j = ni(x0)Xji=1 1q 2m�Ei + v(qi(tji))� = ni(x0)q 2m�Ei + v(x0)� (6.11)angegeben werden. Dabei sind mit ni(x0) die Anzahl der Zeiten tji mit qi(tji) = x0 gekennzei
h-net. Die Bedingung aus (6.10) l�a�t si
h kompakt ausdr�u
ken, indem man mit einer beliebigenObservablen f(x0)=(N��h) multipliziert und dana
h x0 ausintegriert:0 = 1N�h� NXi=1 Z ��h0 dt f(qi(t))� Z dx0 f(x0) < x0 j e��HZ j x0 > + 
N� Z dx0 f(x0) Æ�Æv(x0)= 1N NXi=1 �fi� < f > + 
N� Z dx0 f(x0) Æ�Æv(x0) 8 f ; (6.12)wobei �fi den zeitli
hen Mittelwert von f auf der klassis
hen Trajektorie qi(t) angibt und < f >f�ur den Erwartungswert der Observablen f steht. Die beiden Glei
hungen (6.10) und (6.12) sind�aquivalent, da (6.12) f�ur alle f erf�ullt sein mu�. Funktionalableitung von (6.12) bez�ugli
h f f�uhrtzur�u
k auf (6.10). Das Ergebnis (6.12) erinnert sehr an die Aussage der Ergodenhypothese [17℄der statistis
hen Me
hanik. Dort ist die Glei
hheit von "Zeitmittel" und "Ensemblemittel" eineder wesentli
hen Annahmen f�ur alle physikalis
hen Observablen. Im Gegensatz zu (6.12) erfordertdie Ergodenhypothese allerdings eine Zeitmittelung �uber einen unendli
hen Zeitraum, und dieTrajektorien q(t) werden dur
h Anfangsbedingungen f�ur qi, _qi und ni
ht �uber ein Randwertproblem(6.8) vorgegeben.Diskutiert man den Ho
htemperaturlimes � ! 0 von (6.12), so k�onnen im ersten Summandendie Integrale mittels R ��h0 dt f(qi(t)) � ��hf(xi) gen�ahert werden. Hierbei wurde die zu erwartendeStetigkeit von qi(t) ausgenutzt. Der zweite Summand wird wegen e��H � I und damit < f >��R dx0 f(x0)� = R dx0 ebenfalls �{unabh�angig. Wie zu erwarten dominiert der Prior{Term in diesemGrenzfall die Stationarit�atsglei
hung (6.12). Die Glei
hung (6.12) darf im Tieftemperaturfall ni
htbenutzt werden, da f�ur deren Herleitung explizit � 6=1 benutzt wurde.Falls kein Vorwissen vorhanden ist (� = 0), kann analog zu Abs
hnitt 5.5 f�ur den Tieftemperaturfallgezeigt werden, da� v(x) = � lima!1aXi Æ(xi � x) (6.13)die L�osung von (6.10) ist. Denn die Bewegungsglei
hungen (6.8) haben dann die instabilen L�osun-gen qi(t) � xi, und damit folgt f�ur den ersten Summanden von (6.10):Xi Z dt Æ(qi(t)� x0) = ��hXi Æ(xi � x0) : (6.14)Mit (5.36) gilt f�ur dieses Potentiallim�!1 < x0 j e��HZ j x0 >= 1N NXi Æ(xi � x0) : (6.15)Damit heben si
h der erste und zweite Summand aus (6.10) weg.Im Gegensatz zu Kapitel 5 ist die Bes
hr�ankung auf Ortsmessungen f�ur die G�ultigkeit von (6.1)
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Abbildung 6.1: Graphis
he Erl�auterung der Argumentation f�ur den S
hritt von (6.18) na
h (6.19).essentiell. M�o
hte man mit anderen Me�observablen arbeiten, aber glei
hzeitig den Pfadintegralfor-malismus beibehalten, so k�onnen die Matrixelemente �uber die Vollst�andigkeit dargestellt werden.Im Falle von Impulsmessungen ~p bekommt man mittels Fourier{Transformation< ~p j e��H j ~p > = Z dx dx0 < ~p j x0 >< x0 j e��H j x >< x j ~p >� Z dx dx0 Z q(��h)=x0q(0)=x [dq(t)℄N e� 1�h�S[q℄+i~p(x0�x)�= Z [dq(t)℄N e� 1�h�S[q℄+i~p(q(��h)�q(0))� (6.16)ein Integral �uber s�amtli
he Pfade q(t) des De�nitionsberei
hs t 2 [0; ��h℄. F�ur den weiteren Verlaufder Re
hnung bietet si
h beispielsweise eine Sattelpunktsn�aherung als N�aherungsmethode f�ur dieOrtsintegrale an.6.2 Zweite VarianteIn (6.6) wurde das Produkt der Pfadintegrale e�ektiv �uber ein einzelnes Pfadintegral ausgedr�u
ktund glei
hzeitig eine Maximierung bez�ugli
h v und eine Station�are Phasenapproximation f�ur dasgesamte Integral vorgenommen. In diesem Abs
hnitt wird mittels Pfadintegralmethoden eine zu(5.22) alternative Darstellung f�ur ÆÆv(x0) < xi j e��H j xi > und ÆZÆv(x0) hergeleitet und in dieStationarit�atsbedingung zu (5.6):0 = 
 Æ�Æv(x0) + NZ ÆZÆv(x0) � NXi=1 ÆÆv(x0) < xi j e��H j xi >< xi j e��H j xi > (6.17)eingesetzt.Eine Funktionalableitung der Zustandssumme aus (6.4) na
h v(x0) mit ans
hlie�ender Vertau-s
hung der Reihenfolge der beiden Integrationen f�uhrt auf:ÆZÆv(x0) = � 1�h Zq(0)=q(��h) [dq(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _q2(t)+v(q(t))� Z ��h0 dt0 Æ�q(t0)� x0�= � 1�h Z ��h0 dt0 Zq(0)=q(��h) [dq(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _q2(t)+v(q(t))� Æ�q(t0)� x0� : (6.18)
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Abbildung 6.2: Aufspaltung des Pfads q in die beiden Anteile q1 und q2.Der Wert des Pfadintegrals kann direkt angegeben werden, wenn man si
h verans
hauli
ht, da�Wirkung S[q℄ und Normierung N invariant unter einer zyklis
hen Vers
hiebung jedes Pfades q(t)um den Wert t0 auf der Zeita
hse sind. Diese Vers
hiebung ist in der Abbildung 6.1 angedeutet.Beide Pfade q1 und q2 nehmen insgesamt die glei
hen Funktionswerte an und besitzen deshalb denglei
hen Wert f�ur R dt v(q(t)). Die Pfade nehmen ebenfalls auf dem Zeitintervall die glei
hen Ablei-tungswerte _q(t) an. Somit ist f�ur beide Pfade das Integral R dt _q2(t) identis
h. Der Argumentationfolgend kann das Pfadintegral aus (6.18), bei dem �uber alle periodis
hen Pfade, die zuglei
h dur
hden Punkt x0 zur Zeit t0 gehen, e�ektiv als ein Pfadintegral �uber alle Pfade, die bei x0 starten undenden, ausgedr�u
kt werden:Zq(0)=q(��h) [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ Æ�q(t0)� x0� = Z q(��h)=x0q(0)=x0 [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ =< x0 j e��H j x0 > : (6.19)Hierbei wurde die De�nition (6.1) ausgenutzt. Man bea
hte, da� die Glei
hung (6.19) unabh�angigvon t0 g�ultig ist. Die Ausf�uhrung des t0{Integrals aus (6.18) wird dadur
h trivial, und das Ergebnisaus (5.19) wird reproduziert: ÆZÆv(x0) = �� < x0 j e��H j x0 > : (6.20)Mittels �ahnli
her Methoden k�onnen die Ableitungen der Matrixelemente < xi j e��H j xi > in(6.17) bere
hnet werden. Na
h AbleitungÆÆv(x0) < xi j e��H j xi > = � 1�h Z ��h0 dt0 Z q(��h)=xiq(0)=xi [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ Æ�q(t0)� x0�= � 1�h Z ��h0 dt0 Z q(��h)=xiq(t0 )=x0q(0)=xi [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ (6.21)kann das Pfadintegral in zwei separate Integrale aufgespalten werden (siehe Abbildung 6.2). Na
hBer�u
ksi
htigung der zeitli
hen Randbedingungen f�ur die Pfade q1 und q2 entsteht ein Produkt



66 Kapitel 6: Lernen von Potentialen (Pfadintegraldarstellung)von �Ubergangsmatrixelementen von statistis
hen Operatoren mit abge�anderten Temperaturen:Æ < xi j e��H j xi >Æv(x0) = � 1�h Z ��h0 dt0 Z q2(��h)=xiq2(t0)=x0 [dq2℄N2 e� 1�hS2[q2℄ Z q1(t0)=x0q1(0)=xi [dq1℄N1 e� 1�h S1[q1℄= � 1�h Z ��h0 dt0 < xi j e�(�� t0�h )H j x0 >< x0 j e� t0�h H j xi >= � Z �0 d�0 < xi j e�(���0)H j x0 >< x0 j e��0H j xi > ; (6.22)wobei N = N1N2 gilt, und die Wirkung mittelsS1[q1℄ = Z t00 dt h12m _q21(t) + v(q1(t))i und S2[q2℄ = Z ��ht0 dt h12m _q22(t) + v(q2(t))i (6.23)aufgeteilt wurde.Man bea
hte, da� die Ableitung (6.22) { ebenso wie (5.22) { exakt ist. Deshalb mu� (6.22) mitden Ergebnissen aus Kapitel 5 analytis
h �ubereinstimmen. Um die �Aquivalenz zu beweisen, f�uhrtman in beiden Matrixelementen aus (6.22) eine Identit�at aus Energieeigenfunktionen (5.2) I =Pn j'n><'nj<'nj'n> ein und nutzt die Eigenwertglei
hung aus. So erh�alt man:Æ < xi j e��H j xi >Æv(x0) = �Xmn < xi j 'n >< 'n j x0 >< x0 j 'm >< 'm j xi >< 'n j 'n >< 'm j 'm >� e��En �Z0 d�0 e��0(Em�En) : (6.24)Unter Verwendung vonZ �0 d�0 e��0(Em�En) = ( � m = n1Em�En � e��(Em�En)Em�En m 6= n (6.25)bekommt man f�ur (6.24)Æ < xi j e��H j xi >Æv(x0) = ��Xm e��Em< xi j 'm >< 'm j x0 >< x0 j 'm >< 'm j xi >< 'm j 'm >2�2Xmnm6=n e��EnEm �En Reh < xi j 'm >< 'm j x0 >< x0 j 'n >< 'n j xi > i< 'n j 'n >< 'm j 'm > : (6.26)Setzt man (6.26) zusammen mit (6.20) in die Glei
hung (6.17) ein, so ist die �Aquivalenz derStationarit�atsglei
hung0 = 
 Æ�Æv(x0) �N� < x0 j e��HZ j x0 > + NXi=1 Z �0 d�0 < xi j e�(���0)H j x0 >< x0 j e��0H j xi >< xi j e��H j xi > (6.27)mit dem Resultat (5.22) aus Kapitel 5 bewiesen.Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden analytis
he N�aherungsstrategien f�ur die in Glei
hung(6.27) auftretenden Matrixelemente diskutiert. Es kann gezeigt werden, unter wel
her Approxima-tion das exakte Ergebnis der zweiten Pfadintegralversion (6.27) in das dur
h Sattelpunktsn�aherung



67erhaltene Resultat der ersten Pfadintegralversion (6.10) �ubergeht. Zus�atzli
h wird aufgezeigt, wieein im Verglei
h zu (6.10) verbessertes Ergebnis aussehen kann.Im Anhang E wird eine Verallgemeinerung von (6.20) auf eine N{fa
he Variationsableitung derZustandssumme vorgef�uhrt. Dur
h die Bestimmung h�oherer Ableitungen werden die analytis
henVoraussetzungen zur Festlegung der Hesse{Matrix geliefert.6.3 N�aherungen f�ur die Matrixelemente < x j e��H j x >Der Umgang mit den Matrixelementen < x j e��H j x > mittels Pfadintegralmethoden ist Stan-dard. So konzentriert man si
h bei der n�aherungsweisen Bere
hnung von< x j e��H j x >= Z q(��h)=xq(0)=x [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ (6.28)auf die Su
he na
h den Pfaden qx(t), die die klassis
he Bewegungsglei
hung0 = ÆSÆqx(t) = �m�qx(t) + v0(qx(t)) mit qx(0) = qx(��h) = x (6.29)erf�ullen. Bei der Variablentransformation zu neuen Koordinaten r(t) na
h q(t) = qx(t) + r(t)liefert der Pfad qx den Hauptbeitrag zum Pfadintegral, w�ahrend r(t) die Fluktuationen um diesenPfad bes
hreibt. Es ist zu erwarten, da� gerade kleine Abwei
hungen von qx gro�en Beitrag zumverbleibenden Pfadintegral �uber r(t) liefern. Somit ma
ht eine Entwi
klung des Potentials um qxna
h v(q) � v(qx) + v0(qx)(q � qx) + 12v00(qx)(q � qx)2 (6.30)Sinn. Die Wirkung S[q℄ ver�andert si
h dann insgesamt zu:S[q℄ = Z ��h0 dt h12m _q2x(t) + 12m _r2(t) +m _qx(t) _r(t) + v�qx(t) + r(t)�i� Z ��h0 dt h12m _q2x(t) + v(qx(t))i+ Z ��h0 dt h12m _r2(t) + 12v00(qx(t))r2(t)i+ Z ��h0 dt hm _qx(t) _r(t) + v0(qx(t))r(t)i ; (6.31)wobei der letzte Summand aus (6.31) unter Ausnutzung von (6.29) na
hZ ��h0 dt hm _qx(t) _r(t) + v0(qx(t))r(t)i = hm _qx(t)r(t)i��h0 = 0 (6.32)vers
hwindet. Die station�are Wirkung S[qx℄ kann aus dem Integral herausgezogen werden, undman erh�alt s
hlie�li
h< x j e��H j x > � e� 1�hS[qx℄ Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _r2(t)+ 12 v00(qx(t))r2(t)� (6.33)= e� 1�hS[qx℄ Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 12�h R ��h0 dt dt0 r(t0)� Æ2S[q℄Æq(t0)Æq(t) ���q=qx�r(t)mit Æ2S[q℄Æq(t0)Æq(t) ����q=qx � Æ(t� t0)��m �2�t2 + v00(qx(t))� (6.34)



68 Kapitel 6: Lernen von Potentialen (Pfadintegraldarstellung)in der N�aherung (6.30). Notwendige Bedingung f�ur die Konvergenz des Pfadintegrals aus (6.33) isteine positiv{de�nite Hesse{Matrix (6.34). Unter der Entwi
klung von (6.30) ist v00(x) > 0 f�ur allex daf�ur hinrei
hend.Das verbleibende Pfadintegral aus (6.33) kann mittels der "Shifting{Methode" [18, 14℄ exakt gel�ostwerden. Das Ergebnis wird hier nur angegeben. Es ist unter der Van Vle
k{Formel bekannt undbetr�agt< x j e��H j x >�  2��h�x(��h)�x(0)m Z ��h0 dt�2x(t)!� 12 e� 1�hS[qx℄ = �� 12��h �2S[qx℄�x2 � 12 e� 1�hS[qx℄ ;(6.35)wobei �x(t) eine L�osung der Glei
hung 1mv00(qx(t)) = ��x(t)�x(t) (6.36)ist. Falls auf dem Pfad qx die Ges
hwindigkeit _qx(t) ni
ht vers
hwindet, kann aufgrund von (6.29)�x(t) = _qx(t) gew�ahlt werden.Um die Zustandssumme in dieser DarstellungZ = Z dx < x j e��H j x >= Z dx Z q(��h)=xq(0)=x [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ (6.37)auszure
hnen, m�u�te eigentli
h die Glei
hung (6.29) f�ur alle Randbedingungen qx(0) = qx(��h) =x gel�ost werden. Eine zus�atzli
h ausgef�uhrte Sattelpunktsn�aherung f�ur das x{Integral vermeidetdiese Aufgabe und f�uhrt zu der Bedingung, da� die Ges
hwindigkeiten auf den R�andern ebenfalls�ubereinstimmen [16, 19℄. Es mu� also na
h Orten x0 gesu
ht werden, f�ur die neben (6.29) no
h_qx0(0) = _qx0(��h) erf�ullt ist. Damit erh�alt man f�ur die Zustandssumme zu (6.33) f�ur ein einzelnesx0: Z � e� 1�hS[qx0 ℄ Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _r2(t)+ 12 v00(qx0 (t))r2(t)� (6.38)und insgesamt f�ur die Matrixelemente des statistis
hen Operators< x j e��HZ j x >� AxAx0 e� 1�h�S[qx℄�S[qx0 ℄� (6.39)mit jeweiligen Pfadintegralen Ax und Ax0 aus (6.33) und (6.38).Im Falle gro�er Massen m m�ussen die Ergebnisse der klassis
hen statistis
hen Me
hanik (4.42)beziehungsweise (5.7) reproduziert werden. Dies kann bewiesen werden, indem man si
h veran-s
hauli
ht, da� aufgrund von �qx = 1mv0(qx) �! 0 f�ur m!1 (6.40)die L�osungen der Bewegungsglei
hungen (6.29) die statis
hen Pfade qx(t) � x sind. Setzt mandieses Ergebnis in die euklidis
hen Wirkungen ein, so erh�alt man f�ur (6.33):< x j e��H j x >� e��v(x) Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _r2(t)+ 12 v00(x)r2(t)� : (6.41)Das verbleibende Pfadintegral eines harmonis
hen Oszillators wird im Falle gro�er Massen imGrenzwert v00(x)m ! 0 mitZ r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _r2(t)+ 12 v00(x)r2(t)� �r m2��h2� (6.42)



69unabh�angig von v00(x) [14℄, und damit folgt das klassis
he Ergebnis< x j e��HZ j x >� e��v(x)R dx0 e��v(x0) : (6.43)Eine etwas genauere Re
hnung bei gro�en Massen ergibt si
h, indem in (6.33) gen�ahert wird. Inder Wirkung des Pfadintegrals dominiert f�ur gro�e m{Werte der Term der kinetis
hen Energie:� 12�h Z ��h0 dt hm _r2(t) + v00(qx(t))r2(t)i � �m2�h Z ��h0 dt _r2(t) : (6.44)Dadur
h erh�alt man na
h (6.44) eine x{unabh�angige quadratis
he Korrektur und bekommt< x j e��H j x >� e� 1�hS[qx℄ (6.45)als Resultat.6.4 N�aherungen f�ur R �0 d� 0 < x j e�(���0)H j x0 >< x0 j e��0H j x >Bei N�aherungen f�ur das Ergebnis von (6.21) beziehungsweise (6.22) gibt es mehrere Vorgehenswei-sen, die im wesentli
hen darauf abzielen, da� im dritten Summanden von (6.27) das Matrixelement< xi j e��H j xi > herausgek�urzt werden kann. Es werden hier mehrere M�ogli
hkeiten vorgestellt,wie dies ges
hehen kann.Eine erste M�ogli
hkeit besteht darin, ein Integral der Form R dx g(x)f(x) unter der Voraussetzung,da� f(x) um x0 lokalisiert ist und g(x) dort s
hwa
h oszilliert, dur
h g(x0) R dx f(x) zu approximie-ren. Dies entspri
ht in (6.21) dem Rausziehen von Æ�q(t0)� x0� f�ur den Pfad q(t0) = qxi(t0), wobeiqxi die klassis
he Bewegungsglei
hung (6.29) mit den Randbedingungen qxi(0) = qxi(��h) = xierf�ullt (und damit mit dem Pfad qi aus (6.8) �ubereinstimmt):ÆÆv(x0) < xi j e��H j xi > = � 1�h Z ��h0 dt0 Z q(��h)=xiq(0)=xi [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄Æ�q(t0)� x0�� � 1�h Z ��h0 dt0 Æ�qxi(t0)� x0� Z q(��h)=xiq(0)=xi [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄: (6.46)Beim Einsetzen in (6.27) k�urzt si
h gerade das t0{unabh�angige Matrixelement herausÆÆv(x0) < xi j e��H j xi >< xi j e��H j xi > = � 1�h Z ��h0 dt0 Æ�qxi(t0)� x0� ; (6.47)und damit geht die Stationarit�atsglei
hung (6.27) in das Ergebnis von (6.10) �uber. M�o
hte mangenauer re
hnen, so kann analog (6.33) in einem ersten S
hritt die klassis
he Wirkung dur
h Varia-blentransformation q(t) = qxi(t) + r(t) herausgezogen werden. Eine ans
hlie�ende N�aherung na
h(6.46) bringt:Æ < xi j e��H j xi >Æv(x0) � (6.48)�e� 1�hS[qxi ℄�h Z ��h0 dt0 Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _r2(t)+ 12 v00(qxi (t))r2(t)� Æ�qxi(t0) + r(t0)� x0�� �e� 1�hS[qxi ℄�h Z ��h0 dt0 Æ�qxi(t0) + rxi(t0)� x0�� Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _r2(t)+ 12 v00(qxi (t))r2(t)� ;



70 Kapitel 6: Lernen von Potentialen (Pfadintegraldarstellung)wobei rxi die L�osung vonm�rxi(t) = v00(qxi(t))rxi (t) mit rxi(0) = rxi(��h) = 0 (6.49)ist. Unter Ausnutzung von (6.33) bekommt man im Verglei
h zu (6.47) beiÆÆv(x0) < xi j e��H j xi >< xi j e��H j xi > = � 1�h Z ��h0 dt0 Æ�qxi(t0) + rxi(t0)� x0� (6.50)einen Korrekturterm rxi , der die Fluktuationen um die Mean{Field{L�osung qxi bes
hreibt.Eine zweite M�ogli
hkeit f�ur die Bearbeitung von (6.22) besteht darin, die Æ{Funktion aus (6.48) inihrer Spektraldarstellung einzusetzen. Damit erh�alt man mitÆ < xi j e��H j xi >Æv(x0) � �e� 1�hS[qxi ℄�h Z ��h0 dt0 Z d�2� ei��qxi (t0)�x0� �Z r(��h)=0r(0)=0 [dr(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt� 12m _r2(t)+ 12 v00(qxi (t))r2(t)�i��hÆ(t�t0)r(t)�(6.51)ein Pfadintegral, wel
hes in der Hamilton{Funktion neben dem Anteil des harmonis
hen Potentialszus�atzli
h ein rein imagin�ares, Æ{f�ormiges Potential enth�alt. Die Su
he na
h Sattelpunkten f�ur dasPfadintegral f�uhrt auf die Bewegungsglei
hung�m�2rxit0�(t)�t2 + v00(qxi(t))rxit0�(t) = i��hÆ(t� t0) mit rxit0�(0) = rxit0�(��h) = 0 : (6.52)Dabei ist zu bea
hten, da� die L�osung rxi sowohl �{ als au
h t0{abh�angig ist. Der Pfad rxi ist imwesentli
hen die Greens
he{Funktion des Operators �m �2�t2 + v00(qxi(t)) mit vorgegebenen Rand-bedingungen. Denn falls man die Greens
he{Funktion Rxi na
h�m�2Rxi(t; t0)�t2 + v00(qxi(t))Rxi(t; t0) = Æ(t� t0) mit Rxi(0; t0) = Rxi(��h; t0) = 0 ; 8t0 (6.53)gefunden hat, so folgt f�ur die L�osung von (6.52) direkt: rxit0�(t) = i�h�Rxi(t; t0).Weiter ergibt si
h dur
h Multiplikation von (6.52) mit rxit0�, ans
hlie�ender t{Integration undeinmaliger partieller Integration na
h R dt r(t)�r(t) = � R dt _r2(t) f�ur den quadratis
hen Teil derstation�aren Wirkung von (6.51):� 1�h Z ��h0 dt h12m _r2xit0�(t) + 12v00(qxi(t))r2xit0�(t)i = � i�2 rxit0�(t0) = �2�h2 Rxi(t0; t0) (6.54)f�ur alle � und t0. Na
h erneuter Variablentransformation r(t) = rxit0;�(t)+l(t) fallen in der Wirkungdes Pfadintegrals aus (6.51) mit (6.52) erneut Terme mittelsZ ��h0 dt hm _rxit0�(t) _l(t) + v00(qxi(t))l(t)rxit0�(t)� i�hl(t)Æ(t� t0)i = hm _rxit0�(t)l(t)i��h0 = 0 (6.55)weg, und man erh�altÆ < xi j e��H j xi >Æv(x0) � �e� 1�hS[qxi ℄�h Z ��h0 dt0 Z d�2� ei��qxi (t0)�x0�ei�rxit0�(t0)�e� 1�h R ��h0 dt� 12m _r2xit0�(t)+ 12 v00(qxi (t))r2xit0�(t)� Z l(��h)=0l(0)=0 [dl(t)℄N e� 1�h R ��h0 dt � 12m _l2(t)+ 12 v00(qxi (t))l2(t)� :(6.56)



71Na
h Ausnutzen von (6.54) kann das Gau�{Integral �uber � na
hZ d�2� e� 12 �hRxi (t0;t0)�2+i��qxi (t0)�x0� = 1p2��hRxi(t0; t0)e� 12�hRxi (t0;t0)�qxi (t0)�x0�2 (6.57)ausgef�uhrt werden. Als Endergebnis bekommt man mit (6.33):ÆÆv(x0) < xi j e��H j xi >< xi j e��H j xi > = � 1�h Z ��h0 dt0 1p2��hRxi(t0; t0)e� 12�hRxi (t0;t0)�qxi (t0)�x0�2 : (6.58)Im Verglei
h zu (6.47) und (6.50) sind die Æ{Funktionen der obigen Ergebnisse hier dur
h eine�uber x0 normierte Gau�{Verteilung ersetzt worden. Die Varianz dieser Verteilung wird dur
h dieGreens
he{Funktion festgelegt. Man bea
hte, da� dur
h Multiplikation von (6.53) mit Rxi(t; t0)und Zeitintegration aufgrund von v00(qxi) > 0:Rxi(t0; t0) = Z dt h12m��Rxi(t; t0)�t �2 + 12v00(qxi(t))R2xi(t; t0)i > 0 (6.59)folgt. F�ur besonders gut lokalisierte Minima (v00 ! 1) geht das Resultat (6.58) in (6.47) �uber.Abs
hlie�end sei eine letzte M�ogli
hkeit f�ur die Behandlung von (6.22) vorgestellt. Die einzelnenMatrixelemente k�onnen separat dur
h ein Pfadintegral ausgedr�u
kt werden. Na
h einer Station�arenPhasenapproximation f�ur beide Pfadintegrale kann eine Sattelpunktsn�aherung f�ur das �0{Integralanges
hlossen werden. Die Stationarit�at von� Z �0 d�0 < xi j e�(���0)H j x0 >< x0 j e��0H j xi > (6.60)= � Z �0 d�0 Z q2(��h)=xiq2(�0�h)=x0 [dq2(t)℄N2 Z q1(�0�h)=x0q1(0)=xi [dq1(t)℄N1 e� 1�h�S1[q1℄+S2[q2℄�mit den einzelnen WirkungenS1[q1℄ = Z �0�h0 dt h12m _q21(t) + v(q1(t))i und S2[q2℄ = Z ��h�0�h dt h12m _q22(t) + v(q2(t))i (6.61)f�uhrt auf die gewohnten Bewegungsglei
hungenmit den Randbedingungen q1(0) = xi, q1(�0�h) = x0,q2(�0�h) = x0 und q2(��h) = xi. Die Ableitung na
h �0 liefert die Bedingung:0 = ���0�S1[q1℄ + S2[q2℄� = 12m _q21(�0�h) + v(q1(�0�h))� 12m _q22(�0�h)� v(q2(�0�h)) : (6.62)Mit der Randbedingung v(q1(�0�h)) = v(q2(�0�h)) folgt somit, da� si
h die Betr�age der Ges
hwin-digkeiten entspre
hen: _q1(�0�h) = � _q2(�0�h). Damit fallen au
h die beiden Energien Ej = 12m _q2j (t)�v(qj(t)) f�ur j 2 f1; 2g der Pfade zusammen.Dur
h die Quotientenbildung kommt man zu dem Ergebnis:ÆÆv(x0) < xi j e��H j xi >< xi j e��H j xi > = �A1A2Axi e� 1�h�S1[q1℄+S2[q2℄�S[qxi ℄� ; (6.63)wobei qxi f�ur den Pfad aus (6.8) mit qxi(0) = qxi(��h) = xi und Aj f�ur die jeweiligen Fluktuationenum die Mean{Field{Beitr�age entspre
hend (6.33) stehen soll.



72 Kapitel 6: Lernen von Potentialen (Pfadintegraldarstellung)6.5 Numeris
he ImplementierungAbs
hlie�end wird eine m�ogli
he numeris
he Implementierung der Theorie dieses Kapitels vorge-stellt. Das Beispiel bes
hr�ankt si
h auf die erste Variante aus Abs
hnitt 6.1 und hat einzig undallein den Beweis der numeris
hen Anwendbarkeit zum Ziel.Wesentli
her Bestandteil ist die L�osung der Bewegungsglei
hungen (6.8) beziehungsweise (6.29).F�ur ein beliebiges, gegebenes Potential v(x) ist man auf eine Diskretisierung des Zeitintervalls[0; ��h℄ angewiesen. Bei einer Aufteilung in nt �aquidistante St�utzstellen und �h = 1 ergibt si
h einAbstand von � = �nt . Die Pfade werden dur
h einen Vektor mit den Komponenten qk = q(tk)bei tk = �k mit k 2 f0; : : : ; ntg 
odiert. Die Bewegungsglei
hungen (6.29) bekommen dann in derdiskreten Version die Form0 = �m�2 (qk+1 � 2qk + qk�1) + v0(qk) k = 1; : : : ; nt � 1 : (6.64)Zus�atzli
h m�ussen die Randbedingungen q0 = x und qnt = x erf�ullt werden. Zusammen l�a�t si
hdies dur
h die Matrixglei
hung
0 = �m�2

0BBBBBBBBBBBB�
�2m 0 � � � � � � 01 �2 1 0 00 1 �2 1 . . . ...... . . . . . . . . . . . .. . . . . . 00 � � � 0 1 �2 10 � � � � � � 0 �2m

1CCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBB�

q0q1......qnt�1qnt
1CCCCCCCCCCCCA+0BBBBBBBBBBBB�

xv0(q1)......v0(qnt�1)x
1CCCCCCCCCCCCA � A~q + ~t(~q)

(6.65)ausdr�u
ken. Wie gewohnt mu� die Glei
hung (6.65) iterativ selbstkonsistent gel�ost werden. Dabeiwurde im unteren Beispiel der Algorithmus~q (j+1) = ~q (j) � �q�~q (j) +A�1~t(~q (j))� (6.66)gew�ahlt, was dem Verfahren (1.36) mit O = A�1 entspri
ht.F�ur das eigentli
he Problem des Lernens { der Su
he na
h L�osungen v(x) der Stationarit�atsglei-
hung (6.10) { ist ebenfalls eine Diskretisierung der Ortskoordinate erforderli
h. Der Werteberei
hder Pfade kann mit dem ganzzahligen De�nitionsberei
h des Potentials in Einklang gebra
ht wer-den, indem die Funktionswerte der Pfade gerundet werden oder das Potential zwis
hen den St�utz-stellen linear interpoliert wird.In einem Beispiel wurde ein Potential der Formv(x) = � 11 + e jx�15j�42 (6.67)auf einem Gitter der Gr�o�e nx = 30 vorgegeben. F�ur dieses Potential wurden mittels (6.66) diePfade qx(t) f�ur alle 30 m�ogli
hen Randbedingungen qx(0) = qx(��h) = x des Ortsgitters bestimmt(� = 6, �h = 1). F�ur die Gittergr�o�e der Zeitkoordinate wurde nt = 30 gew�ahlt. Im Diagramm6.3 sind die klassis
hen (na
h (6.43) bere
hneten) Ortsme�wahrs
heinli
hkeiten, die quantenme-
hanis
hen (na
h (5.4) bere
hneten) Wahrs
heinli
hkeiten und die semiklassis
hen (mittels (6.45)bestimmten) Wahrs
heinli
hkeiten aufgetragen worden. Es zeigt si
h, da� beim �Ubergang vonklassis
her zu quantenme
hanis
her Bere
hnung die Verteilungen aufgrund der Uns
h�arferelati-on erwartungsgem�a� eine gr�o�ere Varianz aufweisen. Es lohnt si
h die Bemerkung, da� bei einer
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Abbildung 6.3: Verglei
h von klassis
her, semiklassis
her und quantenme
hanis
her Me�wahr-s
heinli
hkeit. Oben links: vorgegebenes Potential v(x). Oben re
hts: Potential u(x) = �v(x),wel
hes f�ur die L�osung der Bewegungsglei
hungen (6.29) ents
heidend ist. Die d�unnen, horizon-talen Linien kennzei
hnen den Ortsberei
h und die Energien der einzelnen Pfade qx. Unten links:klassis
he (feingestri
helte Linie), quantenme
hanis
he (grobgestri
helte Linie) und semiklassis
he(dur
hgezogene Linie) Ortsme�wahrs
heinli
hkeiten. Unten re
hts: Darstellung der Pfade qx. DieParameter sind: m = 0:1, � = 6, nt = 30, nx = 30.Erh�ohung der Temperatur oder bei einer Erh�ohung der Masse die Me�wahrs
heinli
hkeiten zusam-menfallen und die drei Kurven �ubereinanderliegen.Na
hdem diese Voraussetzungen f�ur das L�osen der Bewegungsglei
hungen ges
ha�en wurden, kannnun na
h numeris
hen L�osungen der Stationarit�atsglei
hung (6.10) gesu
ht werden. Die Auswer-tung des ersten Summanden mittels (6.11) kann bei der Betra
htung einer eindimensionalen Varia-blen x ni
ht verwendet werden, da auf allen eindimensionalen, periodis
hen Pfaden zu mindestenseiner Zeit die Ges
hwindigkeit Null wird. F�ur diese Zeit liegt keine einfa
he Nullstelle im Argu-ment der Æ{Funktion vor. Bei der numeris
hen Behandlung wurden im folgenden Beispiel f�ur allediskreten Zeiten die Funktionswerte der Pfade qi(tj) = qij gerundet und die Bedingung mittelsR dt Æ(qi(t) � x0) ! �Pntj=1 Æqij x0 mit ganzzahligen Orten x0 2 [1; nx℄ ausgewertet. Die Matrix-elemente < x0 j e��H j x0 > des zweiten Summanden aus (6.10) wurden semiklassis
h dur
h(6.45) bere
hnet. Als Bestrafungsfunktion wurde erneut eine Glattheitsforderung f�ur das Potentialv(xj) = vj dur
h �[v℄ = � 12Pnxij=1 vi�ijvj mit � aus (5.31) gew�ahlt. In der Anwendung wurdenN = 15 Daten aus der diskreten Version des Potentials (nx = 30)vD(x) = � 14� 
os � 2�10 (x� 15)�� 1� f�ur x 2 [5; 25℄0 f�ur sonst (6.68)



74 Kapitel 6: Lernen von Potentialen (Pfadintegraldarstellung)quantenme
hanis
h zu vorgegebener Temperatur � = 10 gewonnen. Die Ergebnisse einer Iterationf�ur (6.10) mit dem Gradientenabstiegsverfahren (1.34) sind in Abbildung 6.4 dargestellt. Dabeiwurde der Hyperparameter 
 so gew�ahlt, da� die Tiefen der Potentiale n�aherungsweise zusammen-fallen. Es zeigt si
h, da� im Falle hinrei
hend gro�er Massen die grobe Form des Originalpotentialserkannt werden kann. Die semiklassis
he Di
hte und die exakte quantenme
hanis
he Di
hte fallenn�aherungsweise zusammen.In Abbildung 6.5 ist vorgef�uhrt, was bei einer Verkleinerung der Masse passiert. Damit weitergetrennt aufgel�oste Maxima der quantenme
hanis
hen, datenerzeugenden Verteilung des Origi-nalpotentials vorliegen, wurde die Potentialtiefe in (6.68) vergr�o�ert. Die Doppelmuldenform desOriginalpotentials wurde somit erneut erkannt, wobei aber zu bea
hten ist, da� die auf drei ver-s
hiedene Arten bere
hneten Di
hteverteilungen bemerkenswert voneinander abwei
hen. Eine Ver-kleinerung des Hyperparameters 
 hat eine Vertiefung der L�osung v zur Folge, verzerrt allerdingsdie Form der Doppelmulde eindeutig.Insgesamt kann man sagen, da� si
h f�ur hinrei
hend gro�e Massen die Verwendung von semiklas-sis
her beziehungsweise klassis
her Re
hnung anbietet, falls man ni
ht zu gro�e Zeitgitter verwen-det. Denn der haupts�a
hli
he numeris
he Aufwand liegt in der Bestimmung der L�osung der Be-wegungsglei
hungen und ist damit dur
h die Gr�o�e des Zeitgitters vorgegeben. Eine Vergr�o�erungdes Ortsgitters hat im Gegensatz zu Kapitel 5 { wo das Ortsgitter die Gr�o�e des Hilbert{Raumsvorgibt { geringere Konsequenzen f�ur die Re
hnungsdauer.
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Abbildung 6.4: Lernen von Potentialen mittels Pfadintegralmethoden. Links sind Originalpoten-tial (6.68) (d�unne Linie) und die L�osungen von (6.10) (di
ke Linie) dargestellt. Re
hts sind dieempiris
he H�au�gkeit der Daten (Balkendiagramm), die Likelihood{Di
hte des Originalpotentials(d�unne Linie) und die Likelihood{Di
hte des rekonstruierten Potentials v aufgetragen. Hierbei istdie semiklassis
h bere
hnete Di
hte, bez�ugli
h der iteriert wurde, dur
h die di
ke Linie dargestellt.Die klassis
h bere
hnete Di
hte f�ur v ist als d�unngestri
helte Linie, die quantenme
hanis
h be-re
hnete Di
hte als grobgestri
helte Linie gezei
hnet. Die Parameter sind: � = 10, m = 1, 
 = 5,N = 15.
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Abbildung 6.5: Lernen von Potentialen mittels Pfadintegralmethoden im Falle sehr kleiner Massenm. Die Bedeutung der Graphen ist analog zu Abbildung 6.4 gew�ahlt. Die Parameter sind: � = 10,m = 0:05, 
 = 10, N = 15.
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henwe
hselwirkungen
Kapitel 7Lernen vonZweiteil
henwe
hselwirkungenZiel dieses Kapitels ist, mittels empiris
her Me�daten Aussagen �uber das zugrundeliegende Potenti-al einer Zweiteil
henwe
hselwirkung zu ma
hen. Die We
hselwirkungen werden im Sinne e�ektiverWe
hselwirkungen aufgefa�t, da nur diese si
h in den Daten widerspiegeln. Das Lernen von Zwei-teil
henwe
hselwirkungen bedeutet im Verglei
h zu Kapitel 5 einen eindeutigen Generalisierungs-s
hritt. Die Anzahl der zu betra
htenden Freiheitsgrade ist bei diesem inversen Vielteil
henproblemho
h, da der Hamilton{Operator und der statistis
he Operator von s�amtli
henKoordinaten der auf-tretenden Teil
hen abh�angen. Hinzu kommt, da� eine allgemeine, ni
htlokale Zweiteil
henwe
hsel-wirkung zus�atzli
he Freiheitsgrade mit si
h bringt. Im Falle von ununters
heidbaren, fermionis
henTeil
hen mu� die Antisymmetrie der Gesamtwellenfunktion in der Re
hnung ber�u
ksi
htigt werden.Eine exakte Behandlung des Hamilton{Operators ist f�ur ein allgemeines Vielteil
henpotential unddamit f�ur die erforderli
he Bere
hnung der Likelihood{Di
hte ni
ht m�ogli
h. Somit wird man imLaufe der Re
hnung auf N�aherungen angewiesen sein. Diesbez�ugli
h wird hier die Hartree{Fo
k{Methode als fundamentale Vielteil
henn�aherung angewandt. Um die Unabh�angigkeit der Messun-gen zu gew�ahrleisten, werden erneut Messungen an einem kanonis
hen Ensemble vorgenommen. Imvorliegenden Fall m�ussen dabei Aussagen �uber die Art der Messung gema
ht werden: So bestehtdie M�ogli
hkeit, da� bei jedem Me�vorgang alle anwesenden Teil
hen lokalisiert oder nur jeweilsdie Koordinaten einzelner Teil
hen bestimmt werden.In Abs
hnitt 7.1 wird der Einstieg anhand der Betra
htung eines kanonis
hen Ensembles f�ur denFall T = 0 ges
ha�en, indem statt des vollen Vielteil
hen{Hamilton{Operators der Hartree{Fo
k{Operator als e�ektiver Einteil
henoperator verwendet wird. Das weitere Vorgehen ist dem vonKapitel 5 analog. In Abs
hnitt 7.2 erfolgt eine Generalisierung auf den Fall T 6= 0 f�ur ein gro�ka-nonis
hes Ensemble. Abs
hnitt 7.3 stellt eine Alternative zu 7.2 dar. Es wird mittels Hilfsintegral-methoden der statistis
he Operator des Vielteil
hensystems auf eine Summe von zeitabh�angigenEinteil
henoperatoren abgebildet. Ans
hlie�end wird eine glei
hzeitige Sattelpunktsn�aherung f�urdas Hilfsintegral und eine Maximum{Aposteriori{Approximation vorgenommen.7.1 Kanonis
hes Ensemble bei T = 0In diesemAbs
hnitt wird das Bayess
he Lernen f�ur eine Zweiteil
henwe
hselwirkungdur
h Messungan einem kanonis
hen Ensemble bei Temperatur T = 0 angewandt. Es wird ein fermionis
hess{Teil
hensystem betra
htet. Die Teil
henzahl s ist dabei bekannt und �xiert. Es wird davonausgegangen, da� bei jeder Messung die Orte aller s Teil
hen bestimmt werden k�onnen. Aufgrund



77der Ununters
heidbarkeit der identis
hen Teil
hen kann das Ergebnis jeder Messung mit einer s{Teil
hen Slaterdeterminante j x1; : : : ; xs > angegeben werden. Die Gesamtheit der Daten aus NMessungen besteht dann aus der Menge D = fj xi1; : : : ; xis > ji = 1; : : : ; Ng.Aufgrund der Notwendigkeit einer antisymmetrisierten Re
hnung bietet si
h die Darstellung derzweiten Quantisierung an. Ein Hamilton{Operator mit Anteilen aus kinetis
her und potentiellerEnergie einer Zweiteil
henwe
hselwirkung bekommt dann in willk�urli
her Basis die FormH =X�
 t�
ay�a
 + 12 X��
Æ v��
Æay�ay�aÆa
 : (7.1)Dabei sind die Matrixelemente v��
Æ = (�� j v j 
Æ) ni
htantisymmetris
h, und die Erzeugungs{und Verni
htungsoperatoren erf�ullen die fermionis
hen Vertaus
hungsrelationen. Eine grundlegen-de Voraussetzung f�ur das Arbeiten in der zweiten Quantisierung ist, da� die We
hselwirkung sym-metris
h unter Vertaus
hung der Teil
hen ist. Dies entspri
ht der erforderli
hen Symmetrie derMatrixelemente v��
Æ = v��Æ
 (7.2)und mu� explizit dur
h die Apriori{Wahrs
heinli
hkeit p[v℄ gew�ahrleistet werden. Oft ist zus�atzli
hbekannt, da� es si
h bei v um ein lokales Potential handelt. Das hei�t, v ist in der Ortsdarstellungdiagonal (x1x2 j v j x3x4) = Æ(x1 � x3)Æ(x2 � x4)v(x1; x2), und f�ur die Matrixelemente gilt:v��
Æ = (�� j v j 
Æ) = Z dx dx0 '��(x)'��(x0)v(x; x0)'
(x)'Æ(x0) : (7.3)Man bea
hte, da� dur
h dieses Wissen die Zahl der Freiheitsgrade f�ur das Potential halbiert wird.Im weiteren Verlauf der Re
hnung wird diese Eins
hr�ankung ni
ht gema
ht. Es werden au
h ni
ht-lokale Potentiale zugelassen.F�ur die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeit, den Zustand j xi1; : : : ; xis > in einem kanonis
hen Ensembleim Tieftemperaturfall � !1 zu messen, gilt als Verallgemeinerung von (5.4) und (5.24)p[xi1; : : : ; xisjx̂; �℄ =< xi1; : : : ; xis j e��HZ j xi1; : : : ; xis >�!< xi1; : : : ; xis j �0 >< �0 j xi1; : : : ; xis > :(7.4)Hierbei ist die Zustandssumme Z eine Spur im s{Teil
henraum, und j �0 > steht f�ur die normiertes{Teil
hen Slaterdeterminante des Grundzustands von H . Die Bestimmung von j �0 > entspri
htdem L�osen einer Vielteil
hen{S
hr�odinger{Glei
hung und ist nur in den seltensten F�allen direktdur
hf�uhrbar. Hierin liegt die Motivation, den Hamilton{Operator H dur
h den Hartree{Fo
k{Operator des GrundzustandsH �! h =X�
 ay�a
�t�
 + sXn=1 �v�'n
'n� =X�
 ay�a
�t�
 + sXn=1X�Æ �v��
Æ < 'n j � >< Æ j 'n > �(7.5)zu ersetzen. Dabei sind mit�v�'n
'n =< �'n j v j 
'n >= (�'n j v j 
'n)� (�'n j v j 'n
) (7.6)antisymmetris
he Matrixelemente abgek�urzt, und die in (7.5) auftretenden Hartree{Fo
k{Orbitalewerden dur
h die Einteil
henglei
hungenh j '� >= "� j '� > � = 1; : : : ; s (7.7)mit den s niedrigsten Eigenenergien "� festgelegt. Die Hartree{Fo
k{Glei
hungen (7.5) und (7.7)m�ussen glei
hzeitig selbstkonsistent gel�ost werden. Der gen�aherte Grundzustand ist dann dur
h
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henwe
hselwirkungenj �0 >�!j '1; : : : ; 's > gegeben.Bei der Apriori{Wahrs
heinli
hkeit f�ur das Potential mu� die Symmetrieforderung (7.2) ber�u
k-si
htigt werden. Aus diesem Grund wird von einer Verteilung der Formp[v℄ � e�
�[v℄ Y��
Æ Æ�v��
Æ � v��Æ
� (7.8)ausgegangen. Na
h der gewohnten Einf�uhrung der Integraldarstellung der Æ{DistributionY��
Æ Æ�v��
Æ � v��Æ
� = Z 0�Y��
Æ d���
Æ2� 1A eiP��
Æ ���
Æ�v��
Æ�v��Æ
� (7.9)kann die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeit des Potentials mittelsp[vjD℄ � Z 0�Y��
Æ d���
Æ1A e�F [�;v℄ (7.10)ausgedr�u
kt werden. Dabei ist das Energiefunktional dur
hF [�; v℄ = 
�[v℄� i X��
Æ ���
Æ�v��
Æ � v��Æ
�� NXi=1 h ln < xi1; : : : ; xis j '1; : : : ; 's > + ln < '1; : : : ; 's j xi1; : : : ; xis > i (7.11)gegeben. Bei der ans
hlie�enden Maximum{Aposteriori{Approximation f�ur (7.10) ist man auf dieAbleitung der Slaterdeterminante na
h den Matrixelementen von v angewiesen. Na
h Verwendungdes AntisymmetrisierersA = 1ps!PP(�1)P , Ausnutzen des Kommutators [ ÆÆv ;P ℄ = 0 und Ableitenna
h der Produktregel erh�alt man:ÆÆv j '1; : : : ; 's >= ÆÆvA sY�=1 j '� >= ÆÆv 1ps!XP (�1)PPh'1; : : : ; 'si (7.12)= 1ps!XP (�1)P ÆÆvP�'1; : : : ; 'si = A ÆÆv sY�=1 j '� >= A sX�=10� sYn6=� j 'n >1A j Æ'�Æv >= sX�=1A0� sYn6=� j 'n >1A j Æ'�Æv >= sX�=1 j '1; : : : ; Æ'�Æv ; : : : ; 's > :Na
hdem diese Voraussetzungen ges
ha�en wurden, kann dur
h Ableitung na
h den Matrixele-menten von v die Stationarit�atsbedingung gewonnen werden:0 = 
 Æ�[v℄Æv1234 � 2Re" NXi=1 sX�=1 < xi1; : : : ; xis j '1; : : : ; Æ'�Æv1234 ; : : : ; 's >< xi1; : : : ; xis j '1; : : : ; 's > #� i�1234 + i�2143 : (7.13)Die Abh�angigkeit von den Lagrange{Parametern kann aufgehoben werden, indem man Glei
hung(7.13) mit der Glei
hung addiert, die dur
h glei
hzeitigen Austaus
h von 1$ 2 und 3$ 4 entsteht.Unter Ausnutzung der Determinanteneigens
haften erh�alt man mit0 = 
� Æ�[v℄Æv1234 + Æ�[v℄Æv2143�� 2Re24 NXi=1 sX�=1 < xi1; : : : ; xis j '1; : : : ;� Æ'�Æv1234 + Æ'�Æv2143 � ; : : : ; 's >< xi1; : : : ; xis j '1; : : : ; 's > 35(7.14)



79eine symmetrisierte Stationarit�atsglei
hung.Das Ergebnis aus (7.14) l�a�t si
h kompakter ausdr�u
ken, indem man die �Uberlappmatrizen Mivon Datenvektor und besetzten OrbitalenM i�n =< xi� j 'n > i = f1; : : : ; Ng �; n = f1; : : : ; sg (7.15)und deren Adjunkten ~Mi~Mi = � detMi�M�1i ; ~M i�n = (�1)�+njM in� j (7.16)einf�uhrt. Hierbei wird mit jM in� j die Determinante der Matrix abgek�urzt, die dur
h Strei
hender n{ten Zeile und �{ten Spalte von Mi entsteht. Der aus zwei Slaterdeterminanten bestehendeQuotient aus (7.14) l�a�t si
h dann mittels< xi1; : : : ; xis j '1; : : : ;� Æ'�Æv1234 + Æ'�Æv2143 � ; : : : ; 's >< xi1; : : : ; xis j '1; : : : ; 's > = (7.17)sXn=1 (�1)�+ndetMi < xin j Æ'�Æv1234 + Æ'�Æv2143 > jM in� j = sXn=1�M�1i ��n < xin j Æ'�Æv1234 + Æ'�Æv2143 >umformen, und man erh�alt als vorl�au�ges Endergebnis die Stationarit�atsglei
hung0 = 
 � Æ�[v℄Æv1234 + Æ�[v℄Æv2143�� 2Re" NXi=1 sX�=1 sXn=1�M�1i ��n < xin j Æ'�Æv1234 + Æ'�Æv2143 ># : (7.18)Es fehlt f�ur die Auswertung von (7.18) letztli
h die Bestimmung der Orbitalableitungen j Æ'�Æv1234 >.Diese erfolgt analog zum Vorgehen aus Kapitel 5 { mit dem Unters
hied, da� die Abh�angigkeit desHartree{Fo
k{Operators (7.5) von den Hartree{Fo
k{Orbitalen ber�u
ksi
htigt werden mu�. DieAbleitung der Eigenwertglei
hung (7.7) liefert:ÆhÆv j '� > +h j Æ'�Æv >= Æ"�Æv j '� > +"� j Æ'�Æv > : (7.19)Setzt man zus�atzli
h die Normierung der Hartree{Fo
k{Orbitale (< '� j '� >= 1) voraus, soerh�alt man mit 0 =< Æ'�Æv j '� > + < '� j Æ'�Æv > (7.20)eine Beziehung f�ur die �Uberlappe der Orbitale und deren Ableitung. Na
h Au
�osung von (7.19)�h� "�� j Æ'�Æv1234 >= � Æ"�Æv1234 � ÆhÆv1234� j '� > (7.21)und der Pseudoinversion von h� "� dur
h das Vorgehen analog zu Anhang C bekommt manj Æ'�Æv1234 >=j '� >< '� j �� > �Xk 6=� 1"k � "� j 'k >< 'k j ÆhÆv1234 j '� > (7.22)und die entspre
hend adjungierte Glei
hung. Au�erdem mu� die Bedingung (7.20) erf�ullt werden.Deshalb kann ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit j �� >= 0 gew�ahlt werden. Dur
h Einsetzenvon (7.22) in den zweiten Summanden von (7.18) kann gezeigt werden, da� von der k{Summe e�ek-tiv nur die ni
htbesetzten Orbitale zur Stationarit�atsglei
hung beitragen. Denn na
h Aufspaltung
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henwe
hselwirkungender k{Summe in Lo
h{ und Teil
henorbitale und unter Ausnutzung der De�nition (7.15) erh�altman sX�=1 sXn=1�M�1i ��n < xin j Æ'�Æv1234 + Æ'�Æv2143 >= sX�=1 sXn=1Xk 6=� �M�1i ��n < xin j 'k > Ak�= sX�=1 sXn=1 sXk 6=� �M�1i ��nM inkAk� + sX�=1 sXn=1Xk>s �M�1i ��n < xin j 'k > Ak�= sX�=1 sXn=1Xk>s �M�1i ��n < xin j 'k > Ak� : (7.23)Dabei wurde die Abk�urzungAk� = 1"k � "� < 'k j ÆhÆv1234 + ÆhÆv2143 j '� > ; k 6= � (7.24)verwendet. Die Ableitung des Hartree{Fo
k{Operators kann aus (7.5) gewonnen werden. Dies f�uhrtauf das ErgebnisÆhÆv1234 = sXn=1 < 'n j 2 >< 4 j 'n > ay1a3 � sXn=1 < 'n j 2 >< 3 j 'n > ay1a4 (7.25)+X�
 sXn=1 ay�a
h < � Æ'nÆv1234 j v j 
'n > + < �'n j v j 
 Æ'nÆv1234 > i :Mit Hilfe von (7.25) k�onnen nun die Ableitungen der Hartree{Fo
k{Energien bere
hnet werden.Dur
h Multiplikation von (7.19) mit < '� j gewinnt man f�ur die VariationenÆ"�Æv1234 = < '� j ÆhÆv1234 j '� >= sXn=1 < '� j 1 >< 'n j 2 > h < 3 j '� >< 4 j 'n > � < 4 j '� >< 3 j 'n > i+ sXn=1 h < '� Æ'nÆv1234 j v j '�'n > + < '�'n j v j '� Æ'nÆv1234 > i : (7.26)Und unter Einsetzen von (7.25) in (7.22) erh�alt man s
hlie�li
h f�ur die Orbitalableitungenj Æ'�Æv1234 > = �Xk 6=� 1"k � "� j 'k > � (7.27)" sXn=1 < 'n j 2 >< 'k j 1 > h < 4 j 'n >< 3 j '� > � < 3 j 'n >< 4 j '� > i+ sXn=1 h < 'k Æ'nÆv1234 j v j '�'n > + < 'k'n j v j '� Æ'nÆv1234 > i# :Man bea
hte, da� die Glei
hung (7.27) f�ur alle besetzten Orbitale bestimmt werden mu�. DieIndizes � und n stehen f�ur die s Lo
hraumorbitale, w�ahrend der Index k �uber die volle Hartree{Fo
k{Basis l�auft.



81Die Aufgabe bei der Dur
hf�uhrung der Maximum{Aposteriori{Approximation besteht darin, eineL�osung v f�ur die Stationarit�atsglei
hung (7.18) zu �nden, wobei die Orbitale und deren Ableitungendur
h die Glei
hungen (7.7) und (7.27) gegeben sind. Diese h�angen wiederum selbst von v ab. Manmu� iterativ vorgehen, indem man mit einer Vermutung f�ur das Potential v startet und hierf�urdie Hartee{Fo
k{Glei
hung l�ost. Sind die Hartree{Fo
k{Orbitale bekannt, kann die Glei
hung f�urdie Orbitalableitungen (7.27) f�ur si
h selbstkonsistent gel�ost werden. Dana
h kann mit Hilfe einesgeeigneten Algorithmus mittels (7.18) ein neues Potential bere
hnet werden. Dieser Zyklus mu�bis zur Konvergenz fortgesetzt werden.Der Inhalt dieses Kapitels ist in [2℄ ver�o�entli
ht worden. Der Artikel enth�alt zus�atzli
h eine vonLemm programmierte numeris
he Anwendung. Als einfa
hstes Beispiel wurde ein eindimensionalesZweiteil
henproblem gew�ahlt und ein lokales Potential angenommen. Auf Anregung eines Guta
h-ters wurde ebenfalls der Fall untersu
ht, da� bei jeder Messung jeweils nur eines der s Teil
henlokalisiert wurde, also eine Datenmenge D = fxiji = 1; : : : ; Ng vorliegt. Der Informationsgehaltaus diesen Messungen ist weitaus geringer, da die Information �uber die Teil
henwe
hselwirkungenin den Korrelationen der Teil
henkoordinaten ste
kt. Analytis
h m�ussen hierf�ur in der Likelihood{Di
hte (7.4) die ni
ht gemessenen Koordinaten ausintegriert werden. Dur
h das Einf�uhren derSlaterdeterminanten als �Uberlappmatrizen, das jeweilige Entwi
keln na
h der Zeile beziehungswei-se der Spalte, in denen xi auftritt, und Ausnutzen der Vollst�andigkeit erh�alt man:p[xijx̂; �℄ = Z dx2 � � � dxs p[xi; x2; : : : ; xsjx̂; �℄� Z dx2 � � � dxs < xi; x2; : : : ; xs j '1; : : : ; 's >< '1; : : : ; 's j xi; x2; : : : ; xs >= sXn�=1(�1)n+� < xi j 'n >< '� j xi > �Z dx2 � � � dxs < '1; : : : ; 's| {z }ohne'� j x2; : : : ; xs >< x2; : : : ; xs j '1; : : : ; 's| {z }ohne'n >= sXn�=1(�1)n+� < xi j 'n >< '� j xi > =Æn�z }| {< '1; : : : ; 's| {z }ohne'� j '1; : : : ; 's| {z }ohne'n >= sX�=1 < xi j '� >< '� j xi > : (7.28)Somit ver�andert si
h die Wirkung (7.11) zuF [�; v℄ = 
�[v℄� i X��
Æ ���
Æ�v��
Æ � v��Æ
�� NXi=1 ln sX�=1 < xi j '� >< '� j xi >! : (7.29)Eine Funktionalableitung im Rahmen einer Maximum{Aposteriori{Approximation liefert statt(7.18) das abge�anderte Ergebnis0 = 
 � Æ�[v℄Æv1234 + Æ�[v℄Æv2143�� 2Re" NXi=1 Ps�=1 < '� j xi >< xi j Æ'�Æv1234 + Æ'�Æv2143 >Ps�=1 < xi j '� >< '� j xi > # ; (7.30)wobei die Orbitalableitungen weiterhin dur
h (7.27) gegeben sind.
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henwe
hselwirkungen7.2 Gro�kanonis
hes Ensemble (Energiedarstellung)Nun erfolgt eine Generalisierung der Situation von 7.1. Es wird der Fall eines gro�kanonis
henEnsembles f�ur eine beliebige Temperatur betra
htet. Dadur
h ist die Teil
henzahl ni
ht mehr �xiert,sondern nur deren Erwartungswert. Es wird davon ausgegangen, da� bei jeder der N Messungenalle Teil
hen des Ensembles lokalisiert werden k�onnen. Die Daten k�onnen �uber eine Menge vonSlaterdeterminanten D = fj �i >=j xi1; : : : ; xisi > ji = 1; : : : ; Ng mit variabler Teil
henzahl siangegeben werden. Das Prinzip der Re
hnung bleibt aber im Verglei
h zu Abs
hnitt 7.1 insgesamterhalten.Der statistis
he Operator f�ur das gro�kanonis
he Ensemble ist dur
hD = 1Z e��(H��N̂) Z = Trhe��(H��N̂)i (7.31)gegeben. Dabei ist N̂ = P� ay�a� der Teil
henzahloperator und � das 
hemis
he Potential desSystems. Es ist zu bea
hten, da� die Spurbildung jetzt �uber den gesamten Fo
k{Raum auszuf�uhrenist. In v�olliger Analogie zu dem vorherigen Abs
hnitt wird der exakte statistis
he Operator alsN�aherung dur
h die Hartree{Fo
k{Variante ersetzt:D �! 1ZHF e��(h��N̂) : (7.32)Hierbei ist h jetzt der Hartree{Fo
k{Hamilton{Operator des gro�kanonis
hen Ensembles undselbstkonsistent �uber die Matrixelemente< � j h j 
 >=< � j t j 
 > +X�Æ < �� j v j 
Æ > %Æ� = t�
 +Xm < �'m j v j 
'm > nm (7.33)de�niert. Wie �ubli
h wurde in (7.33) der Einteil
hendi
hteoperator% = 11 + e�(h��) (7.34)eingef�uhrt. Dieser ist ni
ht mit dem statistis
hen Operator � der vorangegangenen Kapitel zuverwe
hseln. Die Orbitale 'm sind mith j 'm >= "m j 'm > (7.35)die Eigenzust�ande von h und damit glei
hzeitig Eigenzust�ande von %:% j 'm >= nm j 'm > (7.36)mit den Besetzungszahlen der Fermi{Verteilungnm = 11 + e�("m��) : (7.37)Der Operator (7.33) stellt eine Verallgemeinerung von (7.5) auf den Fall T > 0 dar. Die Summenaus (7.33) laufen �uber die gesamte Einteil
henbasis. Die Zustandssumme aus (7.32) nimmt imHartree{Fo
k{Fall den WertZHF = Tr he��(h��N̂)i =Ym �1 + e��("m��)� (7.38)



83an. Der Vollst�andigkeit halber seien hier no
h der Erwartungswert f�ur eine Teil
henzahlmessung< N̂ >= TrhDN̂i =Xm nm =Xm 11 + e�("m��) (7.39)und f�ur die Messung der Gesamtenergie< H >= TrhDHi =Xm < 'm j t j 'm > nm + 12Xmn < 'm'n j v j 'm'n > nmnn (7.40)angegeben.Die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeit f�ur ein Datum �i bere
hnet si
h dur
h das Matrixelement desstatistis
hen Operators beziehungsweise als Erwartungswert f�ur den Projektor auf den gemessenenZustand:< xi1; : : : ; xisi j e��(h��N̂)ZHF j xi1; : : : ; xisi > = Trhe��(h��N̂)ZHF ayxi1 � � �ayxisiaxisi � � � axi1i (7.41)= detWi = etri� lnWi� :Dabei l�a�t si
h die Spurbildung f�ur die Erwartungswertbere
hnung in (7.41) analytis
h exaktausf�uhren [20℄. Die in (7.41) eingef�uhrte si � si{Matrix Wi beinhaltet die Matrixelemente desEinteil
hendi
hteoperators (7.34) f�ur die gemessenen Eigenzust�ande:W ipq =< xip j % j xiq >=Xn < xip j 'n >< 'n j xiq > nn ; p; q 2 f1; : : : ; sig : (7.42)"tri" k�urzt die Spurbildung im si� si{Raum ab und darf ni
ht mit der Spur �uber den Fo
k{Raumverwe
hselt werden. F�ur die Likelihood{Verteilung aller Daten ergibt si
h somitp[Djv℄ = NYi=1 < xi1; : : : ; xisi j e��(h(v)��N̂)ZHF (v) j xi1; : : : ; xisi >= ePNi=1 tri� lnWi(v)� : (7.43)Verwendet man die Apriori{Verteilung p[v℄ von der Form (7.8), so folgt als Maximum{Aposteriori{Approximation von p[vjD℄ anstatt von (7.14) die Bedingung0 = 
� Æ�[v℄Æv1234 + Æ�[v℄Æv2143�� ÆÆv1234 NXi=1 trih lnWii� ÆÆv2143 NXi=1 trih lnWii (7.44)= 
� Æ�[v℄Æv1234 + Æ�[v℄Æv2143�� NXi=1 siXpiqi=1� ÆWiÆv1234 + ÆWiÆv2143�piqi �W�1i �qipi :Dabei wurde f�ur die Umformung der letzten beiden SummandenÆÆv1234 NXi=1 trih lnWii = NXi=1 trih ÆWiÆv1234W�1i i = NXi=1 siXpiqi=1� ÆWiÆv1234�piqi �W�1i �qipi (7.45)verwendet. Dieser S
hritt kann dur
h Vorgehen analog zum Anhang B bewiesen werde. Im weiterenVerlauf der Re
hnung ist man also auf die Bestimmung der Ableitung ÆWÆv angewiesen. Aus (7.42)erh�alt man dabei sofort � ÆWiÆv1234�pq =< xip j Æ%Æv1234 j xiq > : (7.46)
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henwe
hselwirkungenUnd die Variation des Di
hteoperators (7.34) in seiner Darstellung in Eigenfunktionen liefertÆ%Æv =Xn j Æ'nÆv >< 'n j nn +Xn j 'n >< Æ'nÆv j nn +Xn j 'n >< 'n j ÆnnÆv : (7.47)Dabei l�a�t si
h die Variation der Besetzungszahlen aus (7.37)ÆnnÆv = ��2 Æ"nÆv 11 + 
osh�� ("n � �) � (7.48)gewinnen, und es verbleibt die Bere
hnung der Ableitungen der Hartree{Fo
k{Orbitale und derEigenenergien. Da die Glei
hung (7.22) ihre Ri
htigkeit f�ur den gro�kanonis
hen Fall beh�alt:j Æ'nÆv1234 >= �Xk 6=n 1"k � "n j 'k >< 'k j ÆhÆv1234 j 'n > ; (7.49)kann im folgenden analog zu Kapitel 7.1 vorgegangen werden. Dur
h Ableitung der Hartree{Fo
k{Glei
hung (7.33) folgtÆhÆv1234 = Xm nm < 'm j 2 >< 4 j 'm > ay1a3 �Xm nm < 'm j 2 >< 3 j 'm > ay1a4+X�
 Xm ay�a
 nmh < � Æ'mÆv1234 j v j 
'm > + < �'m j v j 
 Æ'mÆv1234 > i+X�
 Xm ay�a
 < �'m j v j 
'm > ÆnmÆv1234 (7.50)und damit direktÆ"nÆv1234 = Xm nm < 'n j 1 >< 'm j 2 > h < 3 j 'n >< 4 j 'm > � < 4 j 'n >< 3 j 'm > i+Xm nmh < 'n Æ'mÆv1234 j v j 'n'm > + < 'n'm j v j 'n Æ'mÆv1234 > i+Xm < 'n'm j v j 'n'm > ÆnmÆv1234 (7.51)und j Æ'nÆv1234 >= �Xk 6=nXm 1"k � "n j 'k > � (7.52)(nm < 'm j 2 >< 'k j 1 > h < 4 j 'm >< 3 j 'n > � < 3 j 'm >< 4 j 'n > i+nm < 'k Æ'mÆv1234 j v j 'n'm > +nm < 'k'm j v j 'n Æ'mÆv1234 >+ < 'k'm j v j 'n'm > ÆnmÆv1234)als Verallgemeinerung von (7.26) und (7.27).Das L�osen der Stationarit�atsglei
hung (7.44) ist dur
h mehrere S
hritte gekennzei
hnet. In einem



85

L�osungspotential vStationarit�atsglei
hung
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Abbildung 7.1: Erl�auterung der L�osungss
hritte f�ur die Maximum{Aposteriori{Approximationna
h (7.44). Die Pfeile symbolisieren die logis
hen Abh�angigkeiten der einzelnen Gr�o�en. Die run-den Pfeile bedeuten eine zus�atzli
he, selbstkonsistente Abh�angigkeit.ersten S
hritt werden f�ur ein gegebenes Potential v die Hartree{Fo
k{Glei
hungen (7.33) und (7.35)gel�ost. Hiermit k�onnen in einem zweiten S
hritt die Ableitungen der Orbitale (7.52) und Energien(7.51) glei
hzeitig selbstkonsistent bestimmt werden. Mittels eines geeigneten Algorithmus kann imletzten S
hritt dur
h die Stationarit�atsglei
hung ein neues Potential gewonnen werden, mit demdie Iteration bis zur Konvergenz fortgef�uhrt wird. Die Reihenfolge der L�osungss
hritte w�ahrendder Iteration und die logis
hen Abh�angigkeiten der einzelnen Ausdr�u
ke sind in Abbildung 7.1dargestellt.Im Tieftemperaturfall � !1 werden Ergebnisse des kanonis
hen Ensembles aus 7.1 reproduziert.W�ahlt man das 
hemis
he Potential � so, da� < N̂ > und s zusammenfallen, so ergibt si
h f�ur dieBesetzungszahlen: nm = 1 f�ur m � s und nm = 0 f�ur m > s. Der Di
hteoperator f�allt damit aufden Projektor auf die s Orbitale mit den niedrigsten Energien zusammen:% = sXm=1 j 'm >< 'm j und %2 = % : (7.53)Damit geht au
h der Hartree{Fo
k{Operator des gro�kanonis
hen Ensembles (7.33) in den deskanonis
hen Ensembles bei T = 0 (7.5) �uber, und im Tieftemperaturfall vers
hwinden die Varia-tionen der Besetzungszahlen ÆnmÆv ! 0. Die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten (7.41) nehmen unter
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henwe
hselwirkungenAusnutzung von det (AB) = (detA)(detB) f�ur die Matrizenmultiplikation mitdet < xip j % j xiq > = det sXm=1 < xip j 'm >< 'm j xiq >= < xi1; : : : ; xis j '1; : : : ; 's >< '1; : : : ; 's j xi1; : : : ; xis > (7.54)die Matrixelemente f�ur die Me�wahrs
heinli
hkeiten aus (7.4) an. Glei
hzeitig geht die Stationa-rit�atsglei
hung (7.44) in die Glei
hung (7.18) �uber: Unter Benutzung der �UberlappmatrizenMi aus(7.15) und der adjungierten MatrizenM+i k�onnen die Matrixelemente des Di
hteoperators mittelsW ipq =Xm < xip j 'm >< 'm j xiq >= �MiM+i �pq (7.55)ausgedr�u
kt werden. Unter Ausnutzung von (AB)�1 = B�1A�1 erh�alt man mitNXi=1 sXpq=1�ÆWiÆv �pq �W�1i �qp (7.56)= NXi=1 sXpq=1 sXnm=1�< xip j Æ'mÆv > (M+i )mq +M ipm < Æ'mÆv j xiq >��(M+i )�1�qn (M�1i )np= NXi=1 sXpm=1�< xip j Æ'mÆv > (M�1i )mp+ < Æ'mÆv j xip > ((M+i )�1)pm�= 2Re" NXi=1 sXpm=1 < xip j Æ'mÆv > (M�1i )mp# (7.57)das glei
he Ergebnis wie in (7.18).7.3 Gro�kanonis
hes Ensemble (Pfadintegraldarstellung)W�ahrend im Abs
hnitt 7.2 s
hon apriori mit dem Hartree{Fo
k{Hamilton{Operator gearbeitetwurde und die weitere Re
hnung auf der Benutzung der Hartree{Fo
k{Orbitale und deren Funktio-nalableitung aufbaute, wird hier die Zweiteil
henwe
hselwirkungmittels eines Pfadintegrals auf einIntegral �uber Einteil
henoperatoren abgebildet. Die Maximum{Aposteriori{Approximation wirdglei
hzeitig mit der Sattelpunktsn�aherung f�ur das Pfadintegral dur
hgef�uhrt. Hierin unters
heidetsi
h das Vorgehen im Verglei
h zu Abs
hnitt 7.2.Die Linearisierung der Zweiteil
henwe
hselwirkung eines statistis
hen Operators ist Standard [16,21℄. Bei der Variante mittels Hubbard{Stratonovi
h{Transformation ges
hieht diese Linearisierungauf Kosten einer k�unstli
hen Einf�uhrung eines Gau�{Integrals. Na
h Einf�uhrung der Operatoren��
 = ay�a
 kann der Vielteil
hen{Hamilton{Operator (7.1) mittelsH =X�
 K�
��
 + 12 X��
Æ v��
Æ��
��Æ (7.58)in eine quadratis
he Form umgeordnet werden. Hierbei sind mit K die Einteil
henmatrixelementeK�
 = t�
 � 12P� v���
 abgek�urzt. Das weitere Vorgehen ist dur
h in�nitesimale Zerlegung derinversen Temperatur � des statistis
hen Operators gekennzei
hnet. Dur
h Erweiterung von � mit �herh�alt der statistis
he Operator die Form eines Zeitentwi
klungsoperators mit rein imagin�arer Zeit.



87Bei Aufteilung des Zeitintervalls ��h im M �aquidistante Teilst�u
ke der L�ange � = ��hM kommutierenim Limes �! 0 die Operatoren des Exponents, und es kanne��(H��N̂) � MYk=1 e� ��h�P�
(K�
��Æ�
)��
+ 12P��
Æ v��
Æ��
��Æ� (7.59)�!0� MYk=1 e� ��hP�
(K�
��Æ�
)��
 e� �2�hP��
Æ v��
Æ��
��Æges
hrieben werden. Nun kann die Linearisierung des quadratis
hen Terms vorgenommen werden.Daf�ur wird f�ur jeden einzelnen Faktor aus (7.59) der Exponent umgeordnet und ans
hlie�end einGau�{Integral �uber die Hilfsfelder � eingef�uhrt:e� �2�hP��
Æ ��
v��
Æ��Æ = e 12P��
Æ( ��h ��
)(� �h� v��
Æ)( ��h ��Æ) (7.60)=rdet�� ��hv�1�Z  Y�
 d���
p2� ! e �2�hP��
Æ ���
(v�1)��
Æ���Æ� ��hP�
 ���
��
=rdet�� ��hv�Z  Y�
 d��
p2� ! e �2�hP��
Æ ��
v��
Æ��Æ� ��hP��
Æ ��
v��
Æ��Æ :Dabei wurde eine Variablentransformation��
 =X�Æ �v�1���
Æ ���Æ (7.61)vorgenommen. Eine notwendige Bedingung f�ur die Konvergenz des Hilfsintegrals ist dabei, da� dasPotential �v positiv{de�nit ist. Diese Bedingung mu� dur
h das Vorwissen explizit gew�ahrleistetwerden. Setzt man das Ergebnis von (7.60) in den Ausdru
k (7.59) ein, so folgte��(H��N̂) � 1N0(v) Z  MYk=1Y�
 d��
(k)! e �2�hPMk=1P��
Æ ��
(k)v��
Æ��Æ(k)� MYk=1 e� ��hP�
�K�
��Æ�
+P�Æ ��Æ(k)v��Æ
���
 ; (7.62)wobei die Normierung mittels 1N0(v) = MYk=1sdet �� ��hv�Q�
 2� (7.63)abgek�urzt wurde. Beim �Ubergang von einer endli
hen L�ange � zu einem in�nitesimalen dt undunter Einf�uhrung des Zeitordnungsoperators T erh�alt man s
hlie�li
h das Pfadintegrale��(H��N̂) = 1N0(v) Z  Y�
 [d��
(t)℄! e 12�h R ��h0 dtP��
Æ ��
 (t)v��
Æ��Æ(t) T e� 1�h R ��h0 dt g�(t) (7.64)mit der NormierungN0(v) = Z  Y�
 [d��
(t)℄! e 12�h R ��h0 dtP��
Æ ��
 (t)v��
Æ�(t)�Æ (7.65)
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henwe
hselwirkungenund dem zeitabh�angigen Einteil
henoperatorg�(t) =X�
 0�K�
 � �Æ�
 +X�Æ ��Æ(t)v��Æ
1A ��
 : (7.66)Die Matrixelemente des statistis
hen Operators lassen si
h dann mit (7.64) mittels< xi1; : : : ; xisi j e��(H��N̂) j xi1; : : : ; xisi >= (7.67)1N0(v) Z  Y�
 [d�i�
(t)℄! e 12�h R ��h0 dtP��
Æ �i�
 (t)v��
Æ�i�Æ(t)� < xi1; : : : ; xisi j T e� 1�h R ��h0 dtP�
 g�i�
(t)ay�a
 j xi1; : : : ; xisi >ausdr�u
ken.Der Operator g enth�alt die Matrixelemente des Potentials v in der Art, da� er mit den Di
hten �iin einer "Hartree{Form" koppelt. Die Matrixelemente der kinetis
hen EnergieK besitzen weiterhineine unphysikalis
he Selbstenergie, wel
he dur
h Umsortieren der Erzeugungs{ und Verni
htungs-operatoren in die Re
hnung gelangte. Na
h [16, 21, 22℄ besteht bei der Einf�uhrung des Pfadintegralseine Willk�ur darin, die Matrixelemente im Potentialterm von g von "au�en" vorzugeben, ohne denWert des vollen Pfadintegrals als sol
hes zu ver�andern. Bei einer Sattelpunktsn�aherung f�ur dasPfadintegral hat dieser Eingri� allerdings Konsequenzen, indem der Potentialterm das Mean{Fieldfestlegt. Aus Gr�unden der Ans
hauli
hkeit wurde hier der Weg �uber die Einf�uhrung der Gau�{Integrale mit diesen unerw�uns
hten Konsequenzen vorgef�uhrt. Im weiteren Verlauf der Re
hnungwird davon ausgegangen, da� bereits in (7.66) die Matrixelemente ohne Selbstenergie (K�
 ! t�
)in der Hartree{Fo
k{Form (v��
Æ ! �v��
Æ) vorliegen.Die Darstellung (7.67) f�ur die Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten kann nun f�ur die Aposteriori{Wahrs
heinli
hkeiten des Potentials verwendet werden. Benutzt man eine Apriori{Verteilung na
h(7.8), so folgt:p[vjD℄ � p[Djv℄ p[v℄ = p[v℄ NYi=1 < xi1; : : : ; xisi j e��(H��N̂)Z j xi1; : : : ; xisi > (7.68)= Z 0�Y��
Æ d���
Æ1AZ  NYi=1Y�
 [d�i�
(t)℄! e�F [�i;v;�;D℄ :Die bei einer Maximum{Aposteriori{Approximation zu minimierende Wirkung F ist dabei dur
hF [�i; v; �;D℄ = � 12�h NXi=1 Z ��h0 dt X��
Æ �i�
(t)v��
Æ�i�Æ(t) +N lnZ(v) + 
�[v℄ +N lnN0(v)� NXi=1 ln < �i j T e� 1�h R ��h0 dt g�i (t) j �i > �i X��
Æ ���
Æ�v��
Æ � v��Æ
� (7.69)mit der Abk�urzung j �i >=j xi1; : : : ; xisi > gegeben. Hierbei ist in der Bestrafungsfunktion �weiterhin zu gew�ahrleisten, da��v positiv{de�nit ist. Dies k�onnte indirekt ges
hehen, indem analog(5.38) eine Funktion v0 als positiv{de�nites Muster mit hinrei
hend gro�er Gewi
htung dur
h 
gew�ahlt wird oder direkt dur
h eine explizite Parametrisierung von v na
h v = �w2.



89Es wird nun eine glei
hzeitige Sattelpunktsn�aherung f�ur die Felder �i und eine Maximum{Aposte-riori{Approximation f�ur das zu lernende Potential v dur
hgef�uhrt. Die Stationarit�atsbedingung f�urdie Di
hten lautet:0 = ÆFÆ�i12(t) = � 1�hX�Æ v1�2Æ�i�Æ(t) (7.70)+1�hX�
 v1�2
< �i j [T e� 1�h R ��ht dt0 g�i (t0)℄ay�a
 [T e� 1�h R t0 dt0 g�i (t0)℄ j �i >< �i j T e� 1�h R dt0 g�i (t0) j �i > 8i ;und dur
h Au
�osung erh�alt man die selbstkonsistente Glei
hung�i�Æ(t) = < �i j [T e� 1�h R ��ht dt0 g�i (t0)℄ay�aÆ[T e� 1�h R t0 dt0 g�i (t0)℄ j �i >< �i j T e� 1�h R ��h0 dt0 g�i (t0) j �i > ; i 2 f1; : : : ; Ng : (7.71)Diese mu� f�ur alle Datenvektoren j �i > separat gel�ost werden. Dadur
h wird au
h der Hamilton{Operator g�i aus (7.66) datenabh�angig. Hierin unters
heidet si
h der Ansatz dieses Abs
hnitts imVerglei
h zu Kapitel 7.2, wo der Hartree{Fo
k{Operator (7.33) datenunabh�angig vorliegt.Es bietet si
h die De�nition von Einteil
hendi
hteoperatoren %i an, wel
he �uber die Matrixelemente< Æ j %i(t) j � >= �i�Æ(t) (7.72)festgelegt werden. Dur
h Zeitableitung von (7.71) l�a�t si
h dann unter Ausnutzung des Kommuta-tors [g(t); ay�aÆ ℄ =P� �g��(t)ay�aÆ � gÆ�(t)ay�a�� zeigen, da� f�ur die Operatoren die Bewegungs-glei
hung der zeitabh�angigen Hartree{Fo
k{Methode��t%i(t) = � 1�hhg%i(t) ; %i(t)i (7.73)erf�ullt ist.Die Maximum{Aposteriori{Approximation f�ur (7.69) liefert die Glei
hung0 = ÆFÆv1234 = � 12�h NXi=1 Z ��h0 dt �i13(t)�i24(t) +N 1Z ÆZÆv1234 + NN0 ÆN0Æv1234 + 
 Æ�[v℄Æv1234 � i�1234+i�2143 + 1�h Z ��h0 dt NXi=1 �i13(t)< �i j [T e� 1�h R ��ht dt0 g�i (t0)℄ay2a4[T e� 1�h R t0 dt0 g�i (t0)℄ j �i >< �i j T e� 1�h R ��h0 dt0 g�i (t0) j �i > : (7.74)Die Bedingung (7.71) kann in (7.74) eingesetzt werden. Dabei erh�alt man0 = 12�h NXi=1 Z ��h0 dt �i13(t)�i24(t) +N 1Z ÆZÆv1234 + NN0 ÆN0Æv1234 + 
 Æ�[v℄Æv1234 � i�1234 + i�2143 : (7.75)F�ur die weitere Verarbeitung von (7.75) ist die Bere
hnung der Ableitung der Zustandssumme Zunerl�a�li
h. Die Zustandssumme l�a�t si
h mit Hilfe (7.64) auf die FormZ = Trhe��(H��N̂)i = (7.76)= 1N0 Z  Y�
 [d~��
(t)℄! e 12�h R ��h0 dtP��
Æ ~��
(t)v��
Æ~��Æ(t)TrhT e� 1�h R ��h0 dt g~�(t)i
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henwe
hselwirkungenbringen. Station�are Phasenapproximation des ~�{Integrals f�uhrt auf die Mean{Field{Di
hten alsHauptbeitrag zum Integral:~��Æ(t) = Trh[T e� 1�h R ��ht dt0 g~�(t0)℄ay�aÆ[T e� 1�h R t0 dt0 g~�(t0)℄iTrhT e� 1�h R ��h0 dt0 g~�(t0)i (7.77)mit g~� analog (7.66). Als Ableitung f�ur die Zustandssumme erh�alt man1Z ÆZÆv1234 = � 1N0 ÆN0Æv1234 (7.78)+ 1N0Z Z  Y�
 [d~��
(t)℄! e 12�h R ��h0 dtP��
Æ ~��
(t)v��
Æ~��Æ(t)+lnTr�T e� 1�h R ��h0 dt g~�(t)�� 1�h Z ��h0 dt(12 ~�13(t)~�24(t)� ~�13(t)Tr �[T e� 1�h R ��ht dt0 g~�(t0)℄ay2a4[T e� 1�h R t0 dt0 g~�(t0)℄�Tr �T e� 1�h R ��h0 dt0 g~�(t0)� ) :Diese Glei
hung l�a�t si
h ni
ht exakt handhaben. Man ist im weiteren auf N�aherungen f�ur das Pfad-integral angewiesen. Wie s
hon in Kapitel 6.4 liegt im zweiten Summand von (7.78) ein Integral derForm I = 1N0Z R [d~�℄f(~�)z(~�) vor, wobei die Zustandssumme selber dur
h Z = 1N0 R [d~�℄f(~�) gege-ben ist. Unter der Annahme, da� die Funktion f um ihre Mean{Field{Di
hte ~�0 (7.77) hinrei
hendlokalisiert ist, w�ahrend die Funktion z dort s
hwa
h oszilliert, kann z an der Stelle ~�0 unter demIntegral herausgezogen werden. Damit erh�alt man I � z(~�0), und unter dieser N�aherung ergibtsi
h: 1Z ÆZÆv1234 � � 1N0 ÆN0Æv1234 � 12�h Z ��h0 dt ~�13(t)~�24(t) : (7.79)Na
h Eliminierung der Lagrange{Parameter analog zu Kapitel 7.1 kann f�ur die Stationarit�atsglei-
hung (7.75)0 = 1��h Z ��h0 dt h 1N NXi=1 �i13(t)�i24(t)� ~�13(t)~�24(t)i+ 
N� � Æ�Æv1234 + Æ�Æv2143� (7.80)ges
hrieben werden. (7.80) mu� zusammen mit den Glei
hungen (7.71) und (7.77) f�ur die Bestim-mung der Di
hten gel�ost werden.Bes
hr�ankt man si
h auf die Su
he na
h statis
hen Di
hten, so k�onnen die Matrixelemente aus(7.71) und die Spurbildungen aus (7.77) ausgef�uhrt werden. F�ur zeitunabh�angige Hamilton{Ope-ratoren g erh�alt man f�ur (7.77) die Bestimmungsglei
hung f�ur die Hartree{Fo
k{Di
hten:~��Æ = Tr�e��g~�ay�aÆ�Tr�e��g~�� =< Æ j % j � >=Xm nm < Æ j 'm >< 'm j � > : (7.81)Dabei entspri
ht % dem Di
hteoperator% = 11 + e�(h~���N̂) (7.82)und nm der Fermi{Verteilung (7.37). 'm kennzei
hnen erneut die Hartree{Fo
k{Orbitale, wel
heselbstkonsistent als Eigenzust�ande vonh~��
 = t�
 +X�Æ ~��Æv��Æ
 = t�
 +Xm < �'m j v j 
'm > nm (7.83)



91de�niert sind.Die statis
hen, datenabh�angigen Di
hten �i als L�osungen der Glei
hung (7.71) m�ussen { falls sieexistieren { aufgrund von (7.73) mit dem Einteil
henoperator (7.66) kommutieren:0 = hg%i ; %ii 8 i : (7.84)F�ur die Bestimmungsglei
hung der Di
hten erh�alt man dann bei der Wahl von t = 0 die Matrix-elemente �i�Æ = < �i j e��(h�i��N̂)ay�aÆ j �i >< �i j e��(h�i��N̂) j �i > (7.85)mit h�i�
 = t�
 +X�Æ �i�Æv��Æ
 : (7.86)Es bietet si
h nun eine Einf�uhrung von Slaterdeterminanten < 	�i j=<  �i1 ; : : : ;  �isi j mittels< xi1; : : : ; xisi j e��(h�i��N̂) =<  �i1 ; : : : ;  �isi j (7.87)an. Dur
h den Einteil
hen
harakter des Hamilton{Operators g�i entspri
ht dies der Entwi
klungder Orbitale na
h< xin j e��(h�i��) =<  �in j ; n = f1; : : : ; sig ; i = f1; : : : ; Ng : (7.88)Na
h Einsetzen der De�nition k�onnen die Matrixelemente mittels Wi
k{Theorem ausgewertet wer-den, und man erh�alt das Ergebnis:�i�Æ = < 	�i j ay�aÆ j �i >< 	�i j �i > =< Æ j %i j � > (7.89)mit dem Di
hteoperator %i = siXmn=1 j xin > �B�1i �nm <  �im j (7.90)und der �UberlappmatrixBimn =<  �im j xin >=< xim j e��(h�i��) j xin > : (7.91)Die Glei
hungen (7.84) und (7.89) m�ussen nun zusammen selbstkonsistent gel�ost werden. Dabeiist die L�osung �i im allgemeinen ni
hthermitis
h. Dies hat eine m�ogli
he Abwei
hung von derHermitizit�at f�ur v zur Folge. Das Problem kann korrigiert werden, indem eine hermitis
he Matrixmittels �Ubergang �i�
 ! 12 (�i�
 + (�i
�)�) konstruiert wird.Die Stationarit�atsglei
hung (7.80) geht im statis
hen Fall in die Bedingung0 = 
�N � Æ�Æv1234 + Æ�Æv2143�� ~�13~�23 + 1N NXi=1 �i13�i24 (7.92)�uber. Die beiden Stationarit�atsglei
hungen (7.92) und (7.44) unters
heiden si
h in wesentli
henPunkten. In Abs
hnitt 7.2 werden die Mean{Field{Approximation und die Maximum{Aposteriori{Approximation na
heinander dur
hgef�uhrt. Dies hat zur Folge, da� na
h Abbildung 7.1 die Ablei-tungen der Mean{Field{Gr�o�en au
h selbstkonsistent voneinander abh�angen. Die Daten gehen erst
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hselwirkungen

L�osungspotential vStationarit�atsglei
hung
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Abbildung 7.2: Erl�auterung der L�osungss
hritte f�ur die Maximum{Aposteriori{Approximationna
h (7.92).dur
h die Stationarit�atsglei
hung in den Formalismus ein. In (7.92) k�onnen dur
h die glei
hzeitigeAnwendung der Approximationen die beiden Di
hten ~� und �i als Eingabe f�ur die Stationarit�ats-glei
hung unabh�angig voneinander bestimmt werden. Dies ges
hieht unter den Kosten, da� dieDi
hten �i datenabh�angig sind und f�ur jedes Datum getrennt bere
hnet werden m�ussen. Die lo-gis
hen Abh�angigkeiten der f�ur die Stationarit�atsglei
hung (7.92) relevanten Gr�o�en sind in derAbbildung 7.2 dargestellt. Man bea
hte, da� zwis
hen ~� und �i keine Pfeile auftreten. Aufgrundder Unabh�angigkeit dieser Gr�o�en kann man f�ur die numeris
he Anwendbarkeit sagen, da� beini
ht zu gro�er Datenmenge D der Formalismus aus diesem Abs
hnitt dem aus 7.2 vorzuziehenist.
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ZusammenfassungDiese Arbeit basiert auf der fundamentalen Anwendung des Bayes{Theorems. Hierin liegt derS
hl�ussel, das inverse Problem des Lernens in ein "direktes" umzuwandeln. Dur
h die einfa
heM�ogli
hkeit, die Abh�angigkeiten in den bedingten Wahrs
heinli
hkeiten umzukehren, ergibt si
hein neuer Zugang, an quantenme
hanis
hen Systemen zu lernen.Der Ansatz des Bayess
hen Lernens hat den ents
heidenden Vorteil, da� si
h s�amtli
he Erwar-tungen { physikalis
her und ni
htphysikalis
her Natur { dur
h das Vorwissen p[f ℄ auf nat�urli
heWeise in den Lernproze� einbauen lassen. Desweiteren kann f�ur die Bere
hnung der Likelihood{Wahrs
heinli
hkeiten p[Djf ℄ auf die vorhandenen Ergebnisse der Quantenme
hanik zur�u
kgegri�enwerden. Analytis
her S
hwerpunkt der Arbeit war die Bere
hnung der Maximum{Aposteriori{Approximation von p[f jD℄ � p[Djf ℄ p[D℄ f�ur vers
hiedenste Anwendungen aus dem Berei
h derklassis
hen Quantenstatistik. Hauptaugenmerk galt der Variation der Likelihood{Di
hte p[Djf ℄.�Uber diese Funktion nimmt die Quantenme
hanik Ein
u� auf die Re
hnung. Damit wurden diewesentli
hen Voraussetzungen f�ur das Lernen in der Quantentheorie ges
ha�en. Die Maximum{Aposteriori{Approximation f�uhrt auf ni
htlineare Glei
hungen. Bei der Su
he na
h L�osungen istman auf eine numeris
he Behandlung und in der Regel auf eine Diskretisierung des Problemsangewiesen. In zahlrei
hen numeris
hen Beispielen konnte die Anwendbarkeit der Theorie belegtwerden. Es zeigt si
h, da� die Wahl des Vorwissens dabei von tragender Bedeutung ist. Dies liegt ander Tatsa
he, da� die Likelihood{Verteilung p[Djf ℄ als Funktion des Zustands f f�ur �xierte Datenkeine injektive Funktion ist. Das hei�t, es liegt keine eindeutige Abbildung vor, da in der Regeleine gro�e Zahl sehr unters
hiedli
her Zust�ande f die glei
he oder eine sehr �ahnli
he Likelihood{Verteilung haben. Den observablen Funktionen, wie den Verteilungen j (x)j2 und < x j � j x >,geht Information dur
h die Betragsquadratbildung von  oder dur
h die Projektion des Operators� verloren. Dieser Informationsverlust kann nur dur
h geeignetes Vorwissen kompensiert werden.Dadur
h kann eine Konvexit�at der Energiefunktionale erzwungen werden. Ein wesentli
hes Merk-mal der Theorie ist die probabilistis
he Unabh�angigkeit der Messungen. Dies setzt eine glei
hartigePr�aparation von identis
hen Systemen jeweils vor den Messungen voraus und kann als Na
hteil derMethode angesehen werden. Die Betra
htung von kanonis
hen Ensemblen ist ein nat�urli
her Aus-weg, der glei
hzeitig aber den oft vorliegenden experimentellen Voraussetzungen entgegenkommt.Lemm hat in [24℄ eine Anwendung untersu
ht, bei der die Unabh�angigkeit der Messungen fallen-gelassen wurde.Insgesamt kann man sagen, da� die Idee, das Bayess
he Lernen in der Quantentheorie anzuwen-den, um statistis
he Operatoren und Ein{ und Zweiteil
henpotentiale zu lernen, analytis
h undnumeris
h verwirkli
ht werden konnte. In bezug auf die ni
htrelativistis
he Quantentheorie kannder Formalismus als abgerundet angesehen werden. Es gibt einige Ver�anderungsm�ogli
hkeiten inden Details: So k�onnten beim Lernen der Potentiale andere als Ortsmessungen ber�u
ksi
htigt wer-den. Hierbei seien bei Vielteil
henexperimenten erhaltene Zweiteil
henkorrelationen im Impuls-raum erw�ahnt, die zus�atzli
h zu den Einteil
hendi
hten verwendet werden k�onnten. Desweiterenk�onnte die in Kapitel 7 bes
hriebene Freiheit bei der Wahl des Mean{Fields daf�ur genutzt wer-den, einen von der Hartree{Fo
k{Methode abwei
henden N�aherungsformalismus anzuwenden. Eine



94Weiterf�uhrung dieses Gedankens f�uhrt auf die Betra
htung von Quasiteil
hen und Pairing{Mean{Field im Rahmen der Hartree{Fo
k{Bogoliubov{Methode. Eine hierzu alternative M�ogli
hkeit,die Ergebnisse der Hartree{Fo
k{Methode zu verbessern, w�are der Einbau einer Random{Phase{Approximation. Ein aus numeris
hen Gr�unden vorteilhafter Ansatz w�are, die Basis des vollenHilbert{Raums auf eine endli
hdimensionale Basis einzus
hr�anken. Die Variation der Wellenfunk-tionen und die Diagonalisierung des vollen Hamilton{Operators m�u�ten in diesem Teilraum aus-gef�uhrt werden. Weitere Generalisierungsm�ogli
hkeiten k�onnten Anwendungen aus dem Berei
hder relativistis
hen Quantenme
hanik sein. Dies f�uhrt auf das Arbeiten mit der Klein{Gordon{beziehungsweise Dira
{Glei
hung.
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Anhang ADatenerzeugung aus vorgegebenerWahrs
heinli
hkeitsverteilungM�o
hte man Daten aus einer auf x 2 [xmin; xmax℄ de�nierten, vorgegebenen Wahrs
heinli
hkeits-verteilung p[x℄ gewinnen, wobei nur auf glei
hverteilte Zufallszahlen aus dem Intervall [0; 1℄ zur�u
k-gegri�en werden kann, so betra
htet man die Verteilungsfunktion � von p[x℄:� : [xmin; xmax℄! [0; 1℄ �(x) = Z xxmin dx0 p[x0℄ : (A.1)F�ur p[x℄ > 0 ist die Funktion � streng monoton steigend und damit umkehrbar. F�ur die na
h��1 : [0; 1℄! [xmin; xmax℄ x = ��1(y) (A.2)de�nierte Umkehrfunktion kann die Ableitungdxdy = d��1(y)dx = 1�0(x) = 1p[x℄ (A.3)bestimmt werden.Die Motivation f�ur die Einf�uhrung von � wird deutli
h, wenn man den Erwartungswert f�ur einebeliebige Funktion f(x) unter der Verteilung p[x℄ bere
hnet. Dur
h Substitution na
h (A.2) l�a�tsi
h mit (A.3) die Identit�atZ xmaxxmin dx p[x℄ f(x) = Z 10 dy f(��1(y)) 8 f (A.4)zeigen. Da (A.4) unabh�angig von f erf�ullt ist, ist es also bei einer empiris
hen Auswertung derIntegrale �aquivalent, die aus der Verteilung p[x℄ gewonnenen x{Werte oder die glei
hverteilteny{Werte zu verwenden. Das hei�t, die Daten xi aus der Verteilung p[x℄ k�onnen erzeugt werden,indem glei
hverteilte Zufallszahlen yi 2 [0; 1℄ gezogen und die zugeh�origen xi = ��1(yi) bere
hnetwerden.
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Anhang BOperatorenableitungUnter Ableitung der Wirkung (3.10) na
h dem Operator � versteht man die Ableitung na
h denMatrixelementen �st =< s j � j t > in der festen, aber beliebigen Basis, in der au
h die Spurausgewertet wird. In Matrixelementen ausgedr�u
kt l�a�t si
h die Wirkung alsF [�℄ = kX�� ���� ln ���� � �X�� ����0�� � i� X� ��� � 1! (B.1)� NXi=1 ln0�X�� < � j �i >< �i j � > ���1As
hreiben. Die Ableitungen na
h Matrixelementen �st sind bis auf den ersten Summanden trivial.Im folgenden wird das intuitiv zu erwartende Ergebnis���st X�� ���� ln ���� = � ln ��ts + Æts (B.2)hergeleitet.Unter der Annahme, da� die Eigenwerte von � im Intervall pn 2 [0; 2℄ liegen, kann die Taylor{Reihedes Logarithmus verwendet werden:ln � = 1Xn=1 
n��� I�n mit 
n = (�1)n+1n : (B.3)Setzt man die Potenzreihe f�ur den Logarithmus ein, addiert und subtrahiert Æ�� und dr�u
kt dasn{fa
he Matrixprodukt mittels y1; : : : ; yn�1{Summationen aus, so bekommt man na
hX�� ���� ln ���� = 1Xn=1 
nX�� h��� I��� + Æ��i��� I�n�� (B.4)= 1Xn=1 
nX�� Xy1:::yn�1 ��� I������ I��y1��� I�y1y2 : : : ��� I�yn�1�+ 1Xn=1 
nX�� Æ�� Xy1:::yn�1 ��� I��y1��� I�y1y2 : : : ��� I�yn�1�



97eine in ��� I� zyklis
he Struktur unter den Summen. Dadur
h erh�alt man na
h Ableiten mit derProduktregel und Zusammenfassen der beiden Summanden das Ergebnis (B.2):���st X�� ���� ln ���� = 1Xn=1 
n(n+ 1) Xy1:::yn�1 ��� I�ty1��� I�y1y2 : : : ��� I�yn�1s ++ 1Xn=1 
nn Xy1:::yn�2 ��� I�ty1��� I�y1y2 : : : ��� I�yn�2s= 1Xn=1 
n(n+ 1)��� I�nts + 1Xn=1 
nn��� I�n�1ts (B.5)= 1Xn=1 h�
n + 
n+1��n+ 1�i��� I�nts + 
1Æts = � ln ��ts + Æts ;wobei im letzten S
hritt f�ur die KoeÆzienten�
n + 
n+1��n+ 1� = (�1)n+1n = 
n und 
1 = 1 (B.6)angewandt wurde.Somit erh�alt man f�ur die Ableitung von (B.1)�F [�℄��st = k(ln �)ts + kÆts � ��0ts � i�Æts � NXi=1 < t j �i >< �i j s >P�� < � j �i >< �i j � > ��� 8s; t : (B.7)Da (B.7) f�ur alle Matrixelemente gilt, kann die Bedingung ÆFÆ� = 0 mittels0 = k ln �� �i�� k�I � ��0 � NXi=1 j �i >< �i jTr� j �i >< �i j �� (B.8)angegeben werden.
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Anhang CPseudoinversion von H �EEin pseudoinverser Operator A℄ zu einem linearen Operator A wird �uber:A℄AA℄ = A℄ und AA℄A = A (C.1)de�niert. Also ist A au
h der pseudoinverse Operator zu A℄. Falls A invertierbar ist, ist A�1 dereindeutige pseudoinverse Operator. Au�erdem kann gezeigt werden, da� jeder lineare Operatoreinen pseudoinversen Operator besitzt.Die ents
heidende Anwendung f�ur pseudoinverse Operatoren liegt in der Au
�osbarkeit von Glei-
hungen der Form A j � >=j b > na
h j b > f�ur den Fall, da� A ni
ht invertierbar ist.So sind die beiden folgenden Aussagen �aquivalent [23℄:A j � >=j b > l�osbar f�ur j � > zu vorgegebenem j b > () AA℄ j b >=j b > : (C.2)Ist der Fall aus (C.2) erf�ullt, so ist j � >=j � > �A℄A j � > +A℄ j b > mit beliebigem j � > dieallgemeinste L�osung.Im folgenden wird die �Aquivalenz von (C.2) auf das Problem (5.20) angewandt. So ist der pseu-doinverse Operator zu A = H �En gegeben dur
h:A℄ = 1H �En �I � j 'n >< 'n j< 'n j 'n > � =Xj 6=n 1Ej �En j 'j >< 'j j< 'j j 'j > ; (C.3)denn mit H =Pn j'n><'nj<'nj'n> En und dem Kommutator h(H �En) ; j 'n >< 'n j i = 0 folgtAA℄A = (H �En) 1H �En �I � j 'n >< 'n j< 'n j 'n > � (H �En) = H �En = A (C.4)und unter Ausnutzung der Projektoreigens
haftenA℄AA℄ = 1H �En �I � j 'n >< 'n j< 'n j 'n > �2 = 1H �En �I � j 'n >< 'n j< 'n j 'n > � = A℄ : (C.5)Also sind die beiden Bedingungen (C.1) erf�ullt.F�ur das Problem aus (5.20) { Au
�osung von(H �En) j Æ'nÆv(x00) >=j b > mit j b >= �< 'n j x00 >< x00 j 'n >< 'n j 'n > � j x00 >< x00 j� j 'n >(C.6)



99na
h j Æ'nÆv > { ist die re
hte Seite von (C.2) wegen:AA℄ j b > = �I � j 'n >< 'n j< 'n j 'n > ��< 'n j x00 >< x00 j 'n >< 'n j 'n > � j x00 >< x00 j� j 'n >= �< 'n j x00 >< x00 j 'n >< 'n j 'n > � j x00 >< x00 j� j 'n >=j b > (C.7)erf�ullt. Damit ergibt si
h f�ur die allgemeinste L�osungj Æ'nÆv(x00) > = j �n > �A℄A j �n > +A℄ j b > (C.8)= < 'n j �n >< 'n j 'n > j 'n > +Xj 6=n 1Ej �En j 'j >< 'j j< 'j j 'j > �< x00 j 'n >< x00 j 'n >< 'n j 'n > � j x00 >< x00 j� j 'n >= < 'n j �n >< 'n j 'n > j 'n > �Xj 6=n 1Ej �En < 'j j x00 >< x00 j 'n >< 'j j 'j > j 'j >mit beliebigen j �n > zu gew�ahltem j 'n >.
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Anhang DHesse{Matrix imTieftemperaturfallZur numeris
hen L�osung der Di�erentialglei
hung (5.25) mittels Newton{Iteration wird die Hesse{Matrix des Funktionals F = 
�� NXi=1 ln < xi j '0 >< '0 j xi >< '0 j '0 > (D.1)ben�otigt. Die Bestimmung ist m�uhsam, aber einfa
h.Na
h zweifa
her Ableitung erh�alt manÆ2FÆv(x)Æv(x0) = 
 Æ2�Æv(x)Æv(x0) � 2 NXi=1 Re(< xi j Æ2'0ÆvÆv0 >< xi j '0 > � < xi j Æ'0Æv0 >< xi j Æ'0Æv >< xi j '0 >2 (D.2)�< '0 j Æ2'0Æv0Æv >< '0 j '0 > � < Æ'0Æv0 j Æ'0Æv >< '0 j '0 > + < '0 j Æ'0Æv >< '0 j '0 >2 �< Æ'0Æv0 j '0 > + < '0 j Æ'0Æv0 >�);wobei die Abk�urzung Æ2Æv(x)Æv(x0) = Æ2ÆvÆv0 verwendet wurde. Die Variationen zweiter Ordnung derEnergieeigenfunktionen k�onnen dur
h erneute Ableitung der Eigenwertglei
hung (5.16)Æ2HÆvÆv0 j '0 > +HÆv j Æ'0Æv0 > +ÆHÆv0 j Æ'0Æv > +H j Æ2'0ÆvÆv0 >= (D.3)Æ2E0ÆvÆv0 j '0 > +ÆE0Æv j Æ'0Æv0 > +ÆE0Æv0 j Æ'0Æv > +E0 j Æ2'0ÆvÆv0 > (D.4)gewonnen werden. Dur
h Ableitung von (5.17) folgt mit (C.8)Æ2E0ÆvÆv0 = 2Re"< Æ'0Æv0 j x >< x j '0 >< '0 j '0 > � < '0 j x >< x j '0 >< Æ'0Æv0 j '0 >< '0 j '0 >2 # (D.5)= �2Re24< x j '0 >< '0 j x0 >< '0 j '0 > Xj 6=0 < 'j j x >< x0 j 'j >(Ej �E0) < 'j j 'j >35 : (D.6)Na
h Au
�osung von (D.3) und mit Æ2HÆvÆv0 = 0 na
h(H �E0) j Æ2'0ÆvÆv0 >= Æ2E0ÆvÆv0 j '0 > +�ÆE0Æv � ÆHÆv � j Æ'0Æv0 > +�ÆE0Æv0 � ÆHÆv0� j Æ'0Æv > (D.7)



101gelingt mittels erneuter Pseudoinversion die Au
�osung na
h den Orbitalen j Æ2'0ÆvÆv0 >. Daf�ur werdendie Ergebnisse f�ur j Æ'0Æv > und j Æ'0Æv0 > aus Anhang C auf der re
hten Seite von (D.7) eingesetztund �ÆE0Æv � ÆHÆv � j Æ'0Æv0 >= < '0 j x >< x j '0 >< '0 j � >< '0 j '0 >2 j '0 >�< '0 j x >< x j '0 >< '0 j '0 > Xj 6=0 1Ej � E0 j 'j > < 'j j x0 >< x0 j '0 >< 'j j 'j > (D.8)� j x > < '0 j � >< x j '0 >< '0 j '0 > + j x >Xj 6=0 1Ej �E0 < x j 'j >< 'j j x0 >< x0 j '0 >< 'j j 'j >und die Glei
hung mit v $ v0 und x$ x0 Austaus
h ausgere
hnet. Insgesamt f�uhrt dies auf:j Æ2'0ÆvÆv0 > = < '0 j ~� >< '0 j '0 > j '0 > (D.9)+(�Xk 6=0 1Ek �E0 j 'k > < 'k j x >< '0 j � >< x j '0 >< '0 j '0 >< 'k j 'k >�< '0 j x >< x j '0 >< '0 j '0 > Xj 6=0 1(Ej �E0)2 j 'j > < 'j j x0 >< x0 j '0 >< 'j j 'j >+ Xj;k 6=0 1Ej �E0 1Ek � E0 j 'k > < 'k j x >< x j 'j >< 'j j x0 >< x0 j '0 >< 'j j 'j >< 'k j 'k >+x; x0{Austaus
h)und die entspre
hend adjungierte Glei
hung. Setzt man die Ableitungen in die Glei
hung (D.2)ein, so fallen die Abh�angigkeiten von �, �0 und ~� heraus, und man erh�alt das EndergebnisÆ2FÆvÆv0 = 
 Æ2�ÆvÆv0 � 2Re NXi=1 �a(x; x0) + bi(x; x0) + 
i(x; x0) + di(x; x0)� (D.10)mit den einzelnen Summanden:a(x; x0) = �Xj 6=0 1(Ej �E0)2 < '0 j x >< x j 'j >< 'j j x0 >< x0 j '0 >< '0 j '0 >< 'j j 'j > ; (D.11)bi(x; x0) = �Xj 6=0 1(Ej �E0)2 < x j '0 >< x0 j '0 >< xi j 'j >< 'j j 'j >< '0 j '0 >< xi j '0 > �� < '0 j x >< 'j j x0 > + < '0 j x0 >< 'j j x > � ; (D.12)
i(x; x0) = Xj;k 6=0 1Ej �E0 1Ek �E0 < xi j 'k >< xi j '0 >< 'k j 'k >< 'j j 'j > � (D.13) < 'k j x >< x0 j '0 >< x j 'j >< 'j j x0 >+ < 'k j x0 >< x j '0 >< x0 j 'j >< 'j j x > !



102 Anhang: Hesse{Matrix im Tieftemperaturfallunddi(x; x0) = � Xj;k 6=0 < xi j 'j >< xi j 'k >< 'j j x >< x j '0 >< 'k j x0 >< x0 j '0 >(Ej �E0)(Ek �E0) < 'j j 'j >< 'k j 'k >< xi j '0 >2 : (D.14)
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Anhang EN{fa
he Ableitung derZustandssummeDer Vollst�andigkeit halber sei hier no
h die N{fa
he Variationsableitung der Zustandssumme vor-gef�uhrt. So folgt dur
h Verallgemeinerung von (6.18):ÆNZÆv(x1) � � � Æv(xN ) = �� 1�h�N Z ��h0 dt1 � � � dtN Zq(0)=q(��h) [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ NYi=1 Æ�q(ti)� xi� (E.1)= �� 1�h�N Z dx Z ��h0 dt1 � � � dtN Z q(0)=q(��h)=xq(ti)=xi 8i [dq(t)℄N e� 1�hS[q℄ :Das Ergebnis (E.1) l�a�t si
h kompakt weiterverarbeiten, indem man die Pfadintegrale analog zu(6.22) zerlegt. Der Zeitordnungsoperator T ist erforderli
h, um die ri
htige Reihenfolge der Inte-grationsvariablen einzuhalten. Diese Notwendigkeit kann dur
h Verallgemeinerung der Abbildung6.2 auf den vorliegenden Fall na
hvollzogen werden. Mit der Verabredung t0 = 0, tN+1 = ��h undx0 = xN+1 = x folgt:ÆNZÆv(x1) � � � Æv(xN ) = �� 1�h�N Z dx Z dt1 � � � dtN T NYi=0 < xi+1 j e�(ti+1�ti)H�h j xi >= �� 1�h�N Z dt1 � � � dtN Tr"e��H T  NYi=1 j xi(ti) >< xi(ti) j!# ; (E.2)wobei im zweiten S
hritt die Zeitentwi
klung von j xi > mittelsj xi(ti) >< xi(ti) j= e ti�h H j xi >< xi j e� ti�h H (E.3)abgek�urzt wurde. Im Tieftemperaturfall f�allt die Spur auf den Beitrag des Grundzustands j '0 >von H zusammen, und man erh�alt:ÆNZÆv(x1) � � � Æv(xN ) �! �� 1�h�N Z dt1 � � � dtN < '0 j T  NYi=1 j xi(ti) >< xi(ti) j! j '0 > e��E0(E.4)f�ur � !1.Im Fall N = 1 folgt aus (E.2) dur
h Wegfallen von T und Ausnutzen der Vollst�andigkeit sofort
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he Ableitung der Zustandssumme(6.20). Das Ergebnis von (6.22) kann man mitÆÆv(x0) < xi j e��H j xi >= � 1� Æ2ZÆv(x0)Æv(xi) (E.5)mittels (E.2) herleiten, indem man die Zeitordnung explizit dur
h den Einbau der Stufenfunktion�(t) gew�ahrleistet:Æ2ZÆv(x1)Æv(x2) = 1�h2 Z dx Z ��h0 dt1 Z ��h0 dt2� (E.6)"�(t2 � t1) < x j e�(�� t2�h )H j x2 >< x2 j e�(t2�t1)H�h j x1 >< x1 j e� t1�h H j x >+ �(t1 � t2) < x j e�(�� t1�h )H j x1 >< x1 j e�(t1�t2)H�h j x2 >< x2 j e� t2�h H j x > # :Das x{Integral vers
hwindet in beiden Summanden direkt mit der Vollst�andigkeitsrelation. Na
hAufspaltung in die beiden Integrale, Umbenennung t1 $ t2 im zweiten Integral, Umparametrisierenvon t2 mittels t0 = t2 � t1 im ersten Integral und t0 = ��h� t2 + t1 im zweiten Integral erh�alt manÆ2ZÆv(x1)Æv(x2) = 1�h2 Z ��h0 dt1 Z ��h�t1�t1 dt0 �(t0) < x1 j e�(�� t0�h )H j x2 >< x2 j e� t0�h H j x1 > +Z ��h0 dt1 Z ��h+t1t1 dt0 �(��h� t0) < x1 j e�(�� t0�h )H j x2 >< x2 j e� t0�h H j x1 > ! :Nun k�onnen die �{Bedingungen ausgef�uhrt und die Integrale wieder zusammengefa�t werden. Manerh�alt Æ2ZÆv(x1)Æv(x2) = 1�h2 Z ��h0 dt1 Z ��h0 dt0 < x1 j e�(�� t0�h )H j x2 >< x2 j e� t0�h H j x1 >= ��h Z ��h0 dt0 < x1 j e�(�� t0�h )H j x2 >< x2 j e� t0�h H j x1 > (E.7)und somit mit (E.5) das Ergebnis (6.22).
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