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Einleitung

Das Hauptanliegen der Naturwissenschaften besteht darin, die beobachtbaren Phéinomene der Na-
tur zu verstehen und erkldren zu kénnen. Um dies zu erreichen, gibt es zwei Parteien, die Hand
in Hand arbeiten: Der Experimentator liefert durch technischen Fortschritt und neue Meflideen
immer genauere Mefidaten fiir die Beschreibung von Naturerscheinungen und versucht, durch seine
Experimente theoretische Berechnungen empirisch zu verifizieren oder zu widerlegen. Der Theore-
tiker versucht, aus experimentellen Erkenntnissen und mit gesundem Menschenverstand die Natur
in einem Modell vereinfacht darzustellen und hiermit (fiir weitere Experimente) vorhersaghar zu
machen. Das Manko des Experimentators liegt dabei in der begrenzten Meflgenauigkeit seiner Da-
ten — das des Theoretikers in der Notwendigkeit von analytischen und numerischen Niherungen.
Lernen — als eine Verbesserung des generellen Wissenstands im Laufe der Zeit — hat die Aufgabe,
die Ergebnisse beider Parteien zusammenzufiihren, um immer priizisere Aussagen iiber den Zu-
stand der Natur zu machen. Es kann somit als eine Art Schnittstelle von Theorie und Experiment
angesehen werden.

Das Lernen aus Bayesscher Sicht wird dabei im wesentlichen von drei Faktoren beeinflufit: dem Vor-
wissen, der Lernstrategie und dem Zufall. Unter Vorwissen versteht man dabei zusammenfassend
alle Erwartungen, die an den Zustand des betrachteten Systems vor Erhebung der Daten gekniipft
sind. Hierunter fallen beispielsweise Meinungen und Erfahrungen von Experten, unterstiitzt von
plausiblen Argumenten von Laien, die Existenz von Mustern fiir die Problemstellung oder das
Wissen iiber zu erwartende Meflungenauigkeiten. Die Lernstrategie hingt im wesentlichen von der
Zielsetzung und der Komplexitéit des Problems ab. Sie regelt die gesamte Organisation fiir die
Entscheidungsfindung. Zu guter Letzt mufl man sich dariiber im klaren sein, dafl man auf den
Umgang mit empirischen Daten angewiesen und somit zu probabilistischen Aussagen gezwungen
ist. Die Lerntheorie wird also von den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung getragen.

Diese Arbeit befafit sich mit dem Lernen an quantenmechanischen Systemen. Dabei nehmen die
Gesetze der Quantenmechanik durch Festlegung von MeSwahrscheinlichkeiten und durch das quan-
tenmechanische Mefprinzip Einfluf§ auf den Formalismus. Méchte man durch Messungen Aussagen
iiber das Potential eines Hamilton—Operators gewinnen, so handelt es sich dabei um ein inverses
Problem, da die quantenmechanische Theorie Auskunft iiber Meflwahrscheinlichkeiten bei gegebe-
nem Potential macht — und nicht umgekehrt. Es gibt bis dato mehrere Teilbereiche der Physik,
die sich mit dieser Thematik beschéftigen: In der Spektraltheorie der mathematischen Physik wird
untersucht, welche Mindestinformation iiber Wellenfunktionen und Eigenwerte vorliegen miissen,
um einen Hamilton—Operator eindeutig zu spezifizieren. Die inverse Streutheorie versucht, mittels
Wirkungsquerschnitten und Streuphasen Riickschliisse auf das zugrundeliegende Streupotential zu
ziehen, und erhiilt eine experimentelle Verwirklichung in Kern—, Atom— und Molekiilphysik sowie in
der Elektronenmikroskopie. Als letzter Punkt sei hier die Rastertunnelmikroskopie erwihnt, bei der
der Tunnelstrom Aussagen iiber das Potential im Oberflichenbereich des untersuchten Festkorpers
zuléft.

Der entscheidende Zugang fiir das Lernen in der Quantenmechanik gelingt in dieser Arbeit durch
die Anwendung des Bayes—Theorems fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten. Hierdurch ergibt sich die
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Maoglichkeit, das inverse Lernproblem unter Kontrolle zu bringen, indem die logische Abhiingig-
keit der ”Ereignisse” vertauscht wird. Die Einbindung von Vorwissen erfolgt hier auf natiirliche
Weise. Sie ist essentiell, da eine endliche Menge von Mefidaten keine beliebig genauen Aussagen
iiber die unendlichdimensionale Potentialfunktion zulé#fit. Durch Betrachtung von statistischen En-
semblen, die sich im thermischen Gleichgewicht mit ihrer Umgebung befinden, kénnen voneinander
unabhiingige Messungen vorgenommen werden. Die durch den Bayesschen Ansatz resultierenden
Lernalgorithmen haben das iterative, selbstkonsistente Losen von nichtlinearen Differentialglei-
chungen zum Ziel.

Insgesamt kann man sagen, daf in dieser Arbeit die Theorien der klassischen Wahrscheinlichkeits-
rechnung und der Quantenstatistik miteinander verbunden werden. Ziel der Arbeit ist es, anhand
verschiedener Anwendungen einen Einblick in das Bayessche Lernen in der Quantentheorie zu lie-
fern und dabei aufzuzeigen, worin die Vor— und Nachteile dieses Ansatzes liegen.

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: Im ersten Kapitel wird die Theorie des Bayesschen Ler-
nens vorgestellt. Dabei werden die Grundlagen fiir das Verstindnis und Motivationen fiir das
Vorgehen in den speziellen Anwendungen der weiteren Kapitel geliefert.

Das zweite Kapitel befafit sich mit dem Regressions— und dem Dichteapproximationsproblem. Es
wird das Bayessche Lernen fiir sich zeitlich #ndernde Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen ange-
wandt. Dabei kénnte es sich um die ”"Trajektorie” eines quantenmechanischen Teilchens handeln,
wobei das Teilchen nur zu bestimmten Zeiten lokalisiert werden kann. Das Vorwissen verbindet
sich mit der Erwartung, daf eine in Orts— und Zeitkoordinaten glatte Dichteverteilung auftritt.
Das dritte Kapitel beinhaltet das Lernen statistischer Operatoren anhand von Messungen verschie-
dener Observablen. Dabei werden zwei entgegengesetzte Fille behandelt: Der statistische Operator
soll das Prinzip der Maximierung der Informationsentropie erfiillen oder einen reinen Zustand be-
schreiben.

Im vierten Kapitel werden Potentiale gelernt, welche durch ein— oder zweidimensionale Variablen
parametrisiert sind. So werden Aussagen iiber ein Doppelmuldenpotential gemacht, indem Orts-
messungen im Tieftemperaturfall vorgenommen werden. Dabei werden genéherte Grundzustands-
wellenfunktionen betrachtet. In einem weiteren Beispiel wird fiir einen anharmonischen Oszillator
die unbekannte Kopplungskonstante gelernt. Die Ortsmefiwahrscheinlichkeiten werden durch ein
Pfadintegral dargestellt und hierfiir Naherungen fiir die beiden Temperaturgrenzfille vorgenom-
men.

Der Generalisierungsschritt auf nichtparametrische Potentiale erfolgt im fiinften und sechsten Ka-
pitel. Fiir das Lernen von Einteilchenpotentialen mittels Ortsmessung am kanonischen Ensemble
wird eine Theorie einer inversen Quantenstatistik konstruiert [1]. Dabei werden unterschiedliche
Darstellungen diskutiert: So konnen die Ergebnisse durch das Arbeiten in der Energiedarstellung
und der Pfadintegraldarstellung miteinander verglichen werden.

Die Situation aus den vorherigen Kapiteln wird im siebten Kapitel auf den fermionischen Viel-
teilchenfall verallgemeinert. So wird fiir den Tieftemperaturfall eine Zweiteilchenwechselwirkung
gelernt, indem néherungsweise der Hartree-Fock-Grundzustand betrachtet wird [2]. In einem wei-
teren Schritt werden auf zwei verschiedene Arten Hartree—Fock—Theorien fiir das grofikanonische
Ensemble ausgearbeitet: Diese unterscheiden sich in der Reihenfolge, in der eine Mean—-Field—Nahe-
rung fiir das Vielteilchenproblem und eine Maximum—Aposteriori-Approximation durchgefiihrt
werden. So kénnen beide Approximationen gleichzeitig oder nacheinander angewandt werden. Die
jeweilige Ndherungsstrategie hat Konsequenzen fiir die Struktur der zu l6senden Gleichungen.
Die analytischen Ergebnisse einzelner Kapitel werden durch numerische Beispiele veranschaulicht
und damit die Anwendbarkeit der Anséitze verdeutlicht beziehungsweise deren Grenzen aufgezeigt.



Kapitel 1

Prinzipien des Bayesschen Lernens

In diesem Kapitel werden die Grundziige der Theorie des Lernens aus Sicht der Bayesschen Wahr-
scheinlichkeitsrechnung vorgestellt. Es wird darauf hingewiesen, dafl versucht wurde, Formeln und
Begriffe moglichst einfach, abstrakt und allgemein zu halten, um die Aufmerksamkeit des Lesers
auf die wesentlichen Merkmale der Theorie zu lenken. Detailliertere Darstellungen erfolgen dann
in den Anwendungen der niichsten Kapitel. Es wird davon ausgegangen, dafl der Leser mit den
Grundregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut ist. Als fundamentale Einfiihrungen in den
Formalismus sind die Biicher von Bishop [3] und Berger [4] zu empfehlen. Weiterfithrende Anwen-
dungen und Varianten werden bei Lemm vorgefiihrt [5, 6].

1.1 Notation und Formalismus

Das zugrundeliegende — meist physikalische — System wird iiber eine feste Anzahl von Variablen
kontrolliert, welche den Zustand des Systems charakterisieren. Diese Groflen sind in der Regel nicht
direkt mefibar und werden kollektiv mit f € F bezeichnet — wobei F die Menge aller méglichen
f kennzeichnet — und kénnen unter Umstéinden sehr hochdimensional sein. Der Begriff ” Zustand”
kann dabei verallgemeinert aufgefaflt werden. So legt der statistische Operator den Zustand in
einem quantenmechanischen System eindeutig fest, wihrend ein Hamilton-Operator die Dyna-
mik eines Systems bestimmt, ohne den Zustand durch Angabe von Anfangsbedingungen eindeutig
zu charakterisieren. Bei physikalischen Anwendungen kann — je nach Fragestellung — ”Zustand”
eine Wellenfunktion, einen statistischen Operator oder das Potential im Hamilton—Operator bezie-
hungsweise deren klassisches Analogon bedeuten.

Ziel ist es, probabilistische Aussagen iiber den wahren Zustand des Systems f zu machen, indem
man sich Informationen durch Messungen von Observablen verschafft, welche direkt oder indirekt
von f abhéingen. Wichtig ist dabei, da$ vor jeder einzelnen Messung jeweils der gleiche Zustand
vorliegt. Jedes Meflergebnis wird dabei durch zwei Gréflen beschrieben: erstens durch die Observa-
ble, die man mifit und die vom Experimentator vorgegeben oder kontrolliert wird — repriisentiert
durch z € X — und zweitens durch den eigentlichen Mefiwert y(z) € V.. Die Gesamtheit der em-
pirischen Daten aus N Messungen wird mit der Menge D = {(z;,y;) | i = 1,..., N} abgekiirzt.
Die erwihnte Unsicherheit bei der Festlegung des wahren — aber unbekannten — Zustands f nach
Erhebung der Daten wird iiber die bedingte Wahrscheinlichkeit p[f|D] ausgedriickt. p[f|D] re-
prisentiert den aktuellen Stand des Wissens. Ziel des Lernens ist es, durch immer mehr Daten
immer genauere Aussagen iiber f machen zu konnen. Das heifit, eine immer schérfer konzentrier-
te Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erhalten, bis moglicherweise am Ende eine deterministische
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Aussage steht: _
p[fID] — o(f — f) fiir N — o0. (1.1)

Der formelle Ausdruck p[f|D] ist von der logischen Reihenfolge der Ereignisse D und f her kontrér
zur gewohnlich anzutreffenden Ordnung. So ist in den meisten Féllen das Augenmerk auf die
Verteilung p[D|f] gerichtet — also die Messung von Daten bei gegebenem Systemzustand. Somit
kann man sagen, daf} es sich beim Lernen — also der Bestimmung von der Wahrscheinlichkeit p[f|D]
und ihrer zeitlichen Entwicklung — um ein inverses Problem handelt. Oft hat man bei einfachen
theoretischen Modellen die Grofie p[D| f] analytisch unter Kontrolle, wihrend die inverse Verteilung
p[f| D] schwierig zu handhaben ist. Hierin liegt die Motivation, mittels der Identitét fiir verbundene
und bedingte Wahrscheinlichkeiten

plf, D] = p[f|D] p[D] = p[D|f] p[f] (1.2)
die logische Abhiingigkeit nach dem Bayes—Theorem umzudrehen:
_ p[D|f] plf]

Die in der Identitéit auftretenden Faktoren haben folgende Bedeutung;:

e Die Verteilung p[f] gibt das Vorwissen und die Erwartungen, die man mit f verkniipft, vor
Erhebung der Daten wieder. Sie beschreibt den Startpunkt des Lernens und wird deshalb
auch Apriori-Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt. Bei Nichvorhandensein von Vorwissen
wird p[f] als Gleichverteilung gewéhlt.

e p[f|D]ist der Stand des Wissens nach Erhebung der Daten. Der Vergleich mit p[f] beschreibt
den Lernfortschritt. p[f|D] bezeichnet man als Aposteriori—Verteilung.

e p[D|f] wird in der Literatur Likelihood fiir f genannt, weil fiir fixierte Daten die Funkti-
on gp(f) = p[D|f] groBBe Funktionswerte fiir solche f hat, welche dem wahren, datenge-
nerierenden f sehr dhnlich sind. Man beachte, daf§ bei p[f] = const die Proportionalitét

p[D|f] ~ p[f|D] gilt.

¢ Die unbedingte Datenwahrscheinlichkeit p[D] ist eine f—unabhiingige Normierungskonstante.
Sie ist iiber die Normierungsbedingung von (1.3) festgelegt: p[D] = [ df p[D|f]p[f].

Oft ist gar nicht von Interesse, in welchem Zustand sich das System nach den Messungen von Trai-
ningsdaten Dy befindet, sondern welche Daten D (Testdaten) bei weiteren Messungen zu erwarten
sind. Es gilt nach kiinstlicher Einfiihrung eines Integrals iiber alle moglichen Zusténde f:

p[D|Do]

/ dfp(D, f1Do] = / dfp(DIf, Dol plf|Do] = / dfp(D|f] plf| Do)
1
p[Do]

wobei angenommen wurde, dafl die Testdaten nur direkt von f abhéingen (p[D|f, Do] = p[D|f]).
< --+ >piy steht fiir die Erwartungswertbildung unter der Verteilung p[f].

Man sieht, dafl die Moglichkeit, Aussagen iiber zukiinftige Daten zu treffen, effektiv von der Korre-
lation der beiden betreffenden Likelihood-Wahrscheinlichkeiten unter dem Vorwissen p[f] abhéingt.
Dieses verdeutlicht den engen Zusammenhang von Apriori-Wissen und Korrelationen fiir die Fihig-
keit zu generalisieren. Bei der Abwesenheit von Vorwissen (p[f] = const) gilt:

zﬁ [ drvlDIABIDaIf1511) = 7 < BIDIABDS) >y, (1)

p[D|Do] ~ / dfp(D|f]p[Dolf]. (1.5)



Das Integral wird von demjenigen f dominiert, fiir das das Produkt der beiden Likelihood—
Verteilungen maximal ist. Im Falle, dafl geniigend grofle Datenmengen D, Dg vorliegen, sind diese
Verteilungen in der Variablen f lokalisiert, und es kann gendhert werden:

argmaxp p[D|Do] = argmaxp, / dfplD|f]p[Do|f] ~ argmaxy, p[D|f]p[Dolf].  (1.6)

Wie nicht anders zu erwarten, sind die wahrscheinlichsten Testdaten D solche, fiir die die Likeli-
hood-Dichte nahe derjenigen der Trainingsdaten ist, d.h. fiir Daten D, die Dg sehr &hnlich sind.
Generalisieren ist also nur unmittelbar in der Nihe von Dy mdglich, wenn kein Vorwissen vorhan-
den ist.

1.2 Unabhingige Messungen

Es wird meistens bei den Daten davon ausgegangen, dafl sie unabhiingig voneinander gewonnen
wurden (p[z;, yi|z;,y;] = plzi, vi], Vi, j), so daBl die verbundenen Wahrscheinlichkeiten faktorisie-
ren:

N N N
p[D|f] = pl(z1,91),---, (N, yN)|f] = Hp[xi,yﬂf] = Hp[yi|$i,f]l’[$i|f] = Hp[yi|$i,f]l)[$i],

(1.7)

wobei die Unabhiingigkeit der Wahl der Messung z von f angenommen wurde. Es wird davon
ausgegangen, dafl der Experimentator die Verteilung p[z] kennt oder kontrolliert, er aber méogli-
cherweise auswiirfelt, welche Messung er jeweils vornimmt. Oft wird man nur eine Observable &
zulassen und deren Messung wiederholt durchfiihren (p[z] = §(z — Z)).
Im quantenmechanischen Fall sei zum Meflprozefl folgendes angemerkt: Durch eine sortierende
Messung geht das System von einem Ausgangszustand in einen neuen Zustand — einen Eigenzu-
stand der Observablen zum gemessenen Eigenwert — iiber. Befindet sich beispielsweise ein System
in einem reinen Zustand f =| ¥ >< ¥ | und moéchte man die verbundene Wahrscheinlichkeit fiir
die Messung zweier nichtkommutierender Observablen A und B mit den jeweiligen Meflwerten a
und b angeben, so mufl die Reihenfolge der Messungen festgelegt werden. Man bekommt im Fall
von "erst B dann A” die bedingten Wahrscheinlichkeiten

pl(a, 4), (b, B)|f] = pl(a, 4)|(b, B), flpl(6, B)|f] ~ mit f=|T><T]. (1.8)

Unter der Voraussetzung, da B keine entarteten Eigenwerte besitzt, gilt p[(a, A)|(b,E), f]l =
pl(a, A)|(b, B)] # p|(a, A)|f]. Die Messungen faktorisieren also nicht analog zu (1.7), und die ex-
plizite Abhiingigkeit von | ¥ > ist nur fiir die erste Messung gegeben. Insgesamt kann man dann
sagen, dafl durch die Messung die Moglichkeit verloren geht, den unbekannten Zustand | ¥ >
eindeutig zu bestimmen, da durch den Mefiprozel nur die Komponente von | ¥ > auf dem Eigen-
raum des Mefiwerts iiberlebt. Alle folgenden Messungen erhéhen im Falle von Nichtentartung die
Information iiber | ¥ > nicht. In den Biichern von Ballentine und Balian [7, 8] wird eine Diskus-
sion zur Berechnung von bedingten Wahrscheinlichkeiten und deren Interpretation anhand eines
quantenmechanischen Spinsystems vorgefiihrt.

Die Unabhingigkeit der Messungen kann nur erreicht werden, indem gewihrleistet wird, daf§ vor
jeder einzelnen Messung der quantenmechanische Zustand durch den gleichen statistischen Opera-
tor beschrieben wird. Diese Bedingung kann durch die Betrachtung von kanonischen Gesamtheiten
erfiillt werden. Eine Alternative dazu ist das wiederholte Messen an einem einzelnen Ensemble-
mitglied, wobei nach jeder Messung geniigend Zeit gelassen wird, bis das System abermals in
das thermische Gleichgewicht gelangt. Eine andere Moglichkeit ist eine jeweilige Priparation von
identischen Ausgangszustinden durch ein vorangegangenes Experiment.
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1.3 Energien

Es ist aus verschiedenen Griinden sehr bequem, Wahrscheinlichkeitsverteilungen p[z] durch ”Ener-
giefunktionen” ¢(z) auszudriicken und dabei kiinstlich eine Skalierung A einzufiihren:

e~ (2) \
= — - ¢(z)
plz] = Z0) , Z(\) /dze (1.9)
mit Umkehrabbildung
d(z) = —% In p[z] ) /dzp[z] =1. (1.10)

Die Motivation hierfiir ist das bequeme Arbeiten mit den unnormierten Energien ¢(z). Die not-
wendige Bedingung p[z] > 0 Vz ist schon explizit durch Parametrisierung gewihrleistet. Die Mo-
notonie der e—Funktion 1#8t die Schlufifolgerung zu, dafl kleine ¢(z) zu groen Wahrscheinlich-
keiten p[z] fithren. In der Parametrisierung (1.9) lassen sich bequem Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen mit gewiinschten Eigenschaften konstruieren. So fiihrt die eindimensionale Energiefunktion
#(z) = (1/2)(2 —20)?, welche die Abweichung von z zu einer Referenz zo "bestraft”, bekannterweise
zur Gauf—Verteilung

R )X

plz] =4[5 e ® : (1.11)
p[z] konnte zum Beispiel der Apriori-Wahrscheinlichkeit p[f] aus (1.3) entsprechen, wobei dann
das Vorwissen der Erwartung entsprechen wiirde, dal f nahe einem vorgegebenen Zustand fy = 2z
liegt.
Es wird darauf hingewiesen, daf} eine formale Analogie von (1.9) zur Boltzmann—Verteilung vorliegt,
beide Ansétze aber unter verschiedenen Gesichtspunkten gesehen werden miissen. Wihrend die
Boltzmann—Verteilung diejenige Losung p[z] ist, welche bei physikalisch vorgegebener Hamilton—
Funktion die Entropie eines kanonischen Ensembles bei konstanter Temperatur 5 = 1/(kT') maxi-
miert, wird hier die Gleichung (1.9) als Abbildung von ¢ nach p angesehen, weil es bequemer ist,
¢ zu kontrollieren. Die Niherungsformalismen der statistischen Mechanik (Hoch— und Tieftempe-
raturniherungen, Sattelpunktsniherungen, etc.) lassen sich auf die Theorie iibertragen, wenn man
die Skalierung A als inverse Temperatur auffafit.
Bei faktorisierenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen — beispielsweise bei vorliegenden unabhéngi-
gen Ereignissen z; — fiir die die jeweiligen Energiefunktionen ¢;(2;) und Zustandssummen Z; be-
kannt sind, kénnen die Energiefunktionen addiert und die Zustandssummen multipliziert werden:

M AN pilz) —AT(21,..r201)
e i=1 e LERET}
pla, .. zu] = [ plail = 7 = (1.12)
i=1 Hi:l Z; Z

mit Z=[[,Z; und T =3, ¢;.

1.4 Lernstrategien

Wenn das eigentliche Ziel des Lernens nicht die Angabe von p[f|D] ist, sondern man sich bei der
Kenntnis von p[f|D] fiir eine Hypothese f* € F fiir den wahren Zustand f entscheiden mu8, gibt
es verschiedene Vorgehensweisen.

Man wird in der Regel dasjenige f* wihlen, welches p[f|D] maximiert:

f* = argmax;r p[f|D], (1.13)



also insbesondere nach Stellen suchen, fiir die

P 0 oter o (sDIfIAA) =0

erfiillt ist. Diese Entscheidung fiir ein festes f* und deren weitere Konsequenzen fiir den Formalis-
mus wird Maximum—-Aposteriori-Approximation genannt. Falls die Verteilung p[f|Do] in (1.4) im
Falle einer grofen Datenmenge Dg scharf um ein f* lokalisiert ist, kann fiir die Wahrscheinlichkeit
weiterer Messungen mit p[D|f, Do] = p[D|f] mittels

0°plf|D]
af>

<0 (1.14)

p[D|Do] = / df p(D|f]plf|Do] ~ pID| "] / df (Do) = plD| "] (1.15)

gendhert werden. Sie entspricht der Likelihood—Verteilung beziiglich f*.
Im Gegensatz dazu ist es auch moglich, die Likelihood—Verteilung p[D|f], aufgefait als Funktion
von f fiir fixierte Daten D, beziiglich f zu maximieren:

f* = argmax;, » p[D|f]. (1.16)

Diese Vorgehensweise wird Maximum-Likelihood—Methode genannt. Sie ist dann sinnvoll, wenn
das Apriori-Wissen schwach von f abhingt, denn fiir p[f] = const fallen die beiden Entscheidun-
gen zusammen. Natiirlich ist es auch mdglich, den Erwartungswert f* = [ df f p[f|D] zu wihlen,
falls dieser in F enthalten ist. Dieses setzt voraus, daf p[f|D] analytisch fiir alle f kontrolliert und
das moglicherweise hochdimensionale f-Integral ausgefiihrt werden kann.

Manchmal ist es gar nicht so sinnvoll, sich fiir die wahrscheinlichste Hypothese f* zu entscheiden,
da zusétzlich zu dem Apriori-Wissen und Mefidaten noch andere Faktoren eine Rolle spielen. Falls
ein Experimentator beispielsweise weif}, daf} sein Mefigeriit fiir einige Mefibereiche unterschiedliche
Mefigenauigkeiten liefert, dann wird er einzelnen Mefwerten mehr Vertrauen schenken als ande-
ren. Deshalb fiihrt man eine Kostenfunktion ! = [(z,y, f) ein, welche die Wahl einer mdglichen
Hypothese f € F unter allen méglichen Observablenkombinationen (z,y) bestraft. Diese Funktion
ist oft schwer mathematisch zu fassen, da sie unter anderem Entscheidungsmotivationen und psy-
chologische Aspekte enthélt.

Fiir fixierten Systemzustand f, welcher die méglichen Datenpaare (z,y) erzeugt, ist der Erwar-
tungswert von [/ als Funktion einer mdoglichen Hypothese f — das sogenannte Risiko — gegeben
durch:

r(f) = /X dz / dyl(z,y, f) ply, 2/ f]. (117)

Falls der Stand des Wissens durch p[f|D] gegeben wird, betrachtet man das mittlere Risiko R, den
Erwartungswert von r; unter dieser Verteilung,

R(f, D) = / df r¢(f) plf|D] = / df dz dyl(z,y, f) plf D) plyles o), (L18)

unter Ausnutzung von p[z|f] = p[z]. Die Entscheidung fiir eine Hypothese entspricht dann der
Minimierung von R(f, D) beziiglich f:

f* = argmin;_-R(f, D). (1.19)

Man beachte, daB fiir [ = const sofort R = const folgt, also keine Entscheidung moglich ist (auch
fiir p[f|D] # const). Wird aber zum Beispiel als Bestrafungsfunktion die negative Aposteriori—

A,

Wahrscheinlichkeit fiir f nach Messung des einzelnen Datenpaars (z,y) angenommen (I(z,y, f) =



8 Kapitel 1: Prinzipien des Bayesschen Lernens

—p[f|m, y]), so erhélt man unter der Annahme, daf die Verteilung fiir f nicht direkt von f, sondern
nur indirekt iiber (z,y) abhingt (p[f|z,y] = p[f|z,y, f]), und unter Ausnutzung von p[f|f] =
p[f|f, D] letztlich die Entscheidung:

fr= argminfR(f, D)

axgming [ [ df dedypiflo.plo,al 91710 (1.20)

axgain; |~ [ df p17171315101] = avguin; [~51710]

argmax ; p[f|D],

was genau der Maximum—Aposteriori-Approximation (1.13) entspricht.

1.5 Hyperparameter

Oft kommt es vor, dafl man nur an bestimmten Anteilen h vom Gesamtzustand f interessiert ist,
wihrend man iiber die iibrigen Komponenten keine Aussagen machen will. Deshalb teilt man f
in zwei Komponenten f = (h,3) auf und behandelt diese probabilistisch separat. Zum Beispiel
wird der Zustand eines kanonischen Ensembles durch den statistischen Operator p = exp(—38h)/Z
mit dem Hamilton—Operator h, der inversen Temperatur 8 und der Zustandssumme Z festgelegt.
Méchte man durch Messung am Ensemble Aussagen iiber p[h|D] gewinnen, so mufi man 3 entweder
genau kennen oder zumindest p[3] kontrollieren. Fiir diese Konstellation erhélt man statt (1.3) fiir
die Verteilung p[h|D] eine iiber p[3] gemittelte Version:

plh|D] = / a8 plh, B|D] = Zﬁ / a8 plDh, B plh] plA] (1.21)

wobei die Unabhiingigkeit p[h, 3] = p[h]p[F] angenommen wurde. Andererseits kann es sein, dafl
die Apriori—Verteilung fiir h nur bis auf eine Parametrisierung in a bestimmt ist. Beispielsweise
wiirde bei dem Vorwissen

plh] = plhla] ~ et ho” (1.22)

der Parameter a die mogliche Abweichung von h beziiglich einer Referenz ho beschreiben. a hat
aber keinen direkten Einfluf} auf die Datenerzeugung: p[D|a, h] = p[D|h]. Ist p[a] bekannt, so kann
die Abhiingigkeit von o ohne Kenntnis der Likelihood weggemittelt werden:

plh| D] = / da plh, o| D] = Iﬁ / dap|Dla, h] plas, h] = Zﬁ / dep[D|h]plhla]pla] . (1.23)

Man beachte, daf3 im Gegensatz zu (1.21) die zu integrierende Variable im Prior-Term und nicht
im Likelihood—Term auftritt. Variablen wie @ und 3 werden Hyperparameter, die Verteilungen p[a]
und p[S] Hyperprior genannt.

Sind a, B deterministisch bekannt, so wird die Verteilung p[h|a, B, D] betrachtet, und man erhilt
unter Anwendung des Bayesschen Theorems zur Vertauschung der logischen Reihenfolge von h und

D:
Dla, 8, k] p[hla, 8] _ p[D|B, k] plhla]
p[D|a, f] p[Dle,f]

wobei die oben ewdhnten Abhiingigkeiten von den Hyperparametern ausgenutzt wurden.
Mochte man den Einflul von a und S probabilistisch behandeln, so miissen (1.21) und (1.23)

plhla, 8, D] = !

(1.24)



miteinander verkniipft werden. Mit p[h, a, 8] = p[h|a] p[e] p[B] folgt:
pD) = [ dadspih,apiD) =~ [ dadsplDe, 5, hipih 0]
=~ [ dedBpIDIB. lplhiel plel 1) (1.25)

Als Maximum—Aposteriori-Approximation fiir Gleichung (1.25) ergibt sich folgende Bedingung;:

dp[h|D]

0=

und damit 0:/dadﬂ [6 [D|ﬂ,h]p[h|a]] pla] plF], (1.26)

also eine beziiglich p[a] und p[f] gemittelte Version von (1.14).
Es ist durch vorherige Messungen von Dy auch moglich, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
pla, B|Do] zu konstruieren. So erhiilt man mit p[a, 8] = p[a] p[B] nach Bayes:

_ p[Dole, B] ple, B] _p[a]p[ﬁ] N
piet, 51Di] ol - = [ anolDo,hio, (1.27)

_ alp /dh [Dolh, o, 8] plha, B] = “”’ / dh p[Do|, 5] plh]c]

Gleichung (1.27) enthilt ein meist schwer zu handhabendes Integral iiber den gesamten Zustands-
raum von h, und man ist in der Regel auf Ndherungen angewiesen. Eine Niherungsstrategie kénnte
sein, dafl h—-Integral durch den maximalen Integranden zu nahern. Diese Stellen sind gegeben durch

0= 2 (pIDol8, hl plhlad ) (1.28)

Diese Approximation wird umso besser, je grofler die Datenmenge Dy ist, da die Verteilung
p[Do|h, 8] umso schirfer lokalisiert ist. Weiter ist zu beachten, daf} ein nach (1.28) ausgewihl-
ter Zustand a— und [-abhiingig wire. Fiihrt man gleichzeitig zu (1.28) in (1.27) eine partielle
Ableitung nach den Hyperparametern durch, so erhiilt man die zusétzlichen Bedingungen:

0= 2 (vfolplhlal) , 0= ~=(pl8]pIDold, H]), (1.29)

B
welche simultan mit (1.28) gelést werden miissen. Die stationdren Werte & und 8 sind so nihe-
rungsweise an das Vorwissen und gleichzeitig an Do angepafit. Am Ende dieser Niherungen fiir
(1.27) steht dann

pla, B1Do] ~ §(a — &)8(8 — ) - (1.30)

Fafit man (1.25) und (1.27) zusammen, wobei nur Dy direkten Einflufl auf die Hyperparameter
hat, so faktorisieren die Wahrscheinlichkeiten folgendermaflen:

p[h|Da DO]

/dadﬂp[haaaﬂLDaDO]:/dadﬂp[h|aaﬂaDaDO]p[aaﬂ|DaD0]
= [ dadspinja, 5,Dlpla 5IDo]. (131)

Indem man sich gem&B (1.30) fiir ein Paar @&, 3 festlegt, bekommt man #hnlich zu (1.24)

p[h|D,D0] Np[h|&,B,D]. (132)
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1.6 Algorithmen

Die Maximum-—Aposteriori—-Approximation entspricht nach (1.13) dem Maximieren der Aposteriori—
Wahrscheinlichkeit p[f|D] beziehungsweise dem Minimieren der zugehorigen Energiefunktion F[f]
= — Inp[f|D] beziiglich aller betrachteten Zustéinde f, wobei f ein moglicherweise hochdimensio-
naler Vektor ist. Das Problem lautet also

f* = argmin; F[f]. (1.33)

In der Regel wird die Abhéngigkeit der Funktion F' von f nicht so einfach sein, daf sich die Stellen,
an denen der Gradient V;F[f] verschwindet, analytisch angeben lassen. Versucht man numerisch
Loésungen von (1.33) zu finden, so wird man mit einer Vermutung f(©) fiir den gesuchten Zustand
starten, in der Hoffnung, dafl dieser so nahe bei f* liegt, dafl zwischen diesen beiden Zustinden
die Energiefunktion kein lokales Maximum besitzt. Berechnet man den Gradienten V;F|[f 0], so
zeigt dieser Vektor in Richtung des steilsten Anstiegs der Energiefunktion F' an dieser Stelle. Es
kann durch Taylor-Entwicklung gezeigt werden, dafl dann eine hinreichend kleine reelle Zahl n > 0
existiert, so daf§ ein Schritt zu einem neuen Zustand in die entgegengesetzte Richtung —V ¢ F[f (0)]
zu einem kleineren Energiewert fithrt. Wiederholt man dieses Vorgehen, so wandert man auf der
Energieoberfliche abwirts zum nichsten Minimum. Der Algorithmus fiir den i—ten Iterationsschritt
besitzt dann die Form

fE =50 OV RO mitn® >0 = FFE] < F A (1.34)

und wird bis zur Konvergenz f(i+1) = (9 wiederholt. Die Schrittweite n(* kann fiir jeden Iterati-
onsschritt nach der Regel

n(i) = argmin, F[f(i) — anF[f(i)]] (1.35)

angepafit werden. (1.34) wird Gradientenabstiegsverfahren genannt. Die Vorteile liegen in seiner
Einfachheit, die Nachteile in der meist schlechten Konvergenz im Vergleich zu aufwendigeren Ver-
fahren.

Das Gradientenabstiegsverfahren kann verallgemeinert werden, indem der Vektor V;F[f] durch
einen neuen Vektor OV ;F[f] mit einer beliebigen positiv—definiten, symmetrischen Matrix O er-
setzt wird. Die an O gestellten Bedingungen gewihrleisten, daf§ der Vektor —OV ;F'[f] weiterhin
in Richtung des Abstiegs von F' zeigt. Der abgeéinderte Algorithmus besitzt dann die Strukur

fE =0 D00V O] mitn® >0 = FFEYI <P (136)

Bei der Iteration nach der Newton—Methode wihlt man fiir O die inverse Hesse—Matrix an der
Stelle f(i):

00 = (v, v, FIf9)) (1.37)

vorausgesetzt sie ist invertierbar und positiv—definit. Dieses ist aber in der Nihe des Minimums f*
zu erwarten. In jedem Iterationsschritt wird F' durch eine quadratische Approximation gendhert
und beziiglich dieser ein Iterationsschritt vorgenommen. Dadurch wird eine gegeniiber dem Gradi-
entenabstiegsverfahren bessere Konvergenz erreicht. Die Nachteile liegen in dem verhiltnismé&Big
hohen Rechenaufwand bei der Inversion aus (1.37). Ist die jeweilige Bestimmung von (1.37) zu
umsténdlich, so kann man versuchen mit einer geniiherten Matrix O zu iterieren, beispielsweise
indem man nur O(®) anwendet oder indem man sich bei der Bestimmung der Hesse-Matrix auf die
Diagonalelemente V3 F beschréinkt.

Fiir eine detaillierte Darstellung der numerischen Behandlung nichtlinearer Gleichungen ist das
Buch von Bertsekas [9] zu empfehlen.
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Kapitel 2

Lernen von zeitabhingigen
Wahrscheinlichkeitsdichten

2.1 Formulierung in Wahrscheinlichkeitsdichten

Dieses Kapitel handelt von Regressions— und Dichteapproximationsproblemen aus der Sicht der
Bayesschen Theorie. Eine grundlegende Behandlung fiir die zeitunabhingige Dichteapproximati-
on wird in [10] erbracht. Die Ergebnisse dieser Versffentlichung werden in diesem Kapitel durch
Betrachtung von sich zeitlich dndernden Dichteverteilungen und dem Einbau einer Regressions-
funktion generalisiert.

Ein Problem koénnte beispielsweise sein, die Trajektorie X (¢) eines Teilchens zu rekonstruieren.
Liegen fiir das Teilchen Ortsmessungen D = {(z;,¢;)|s = 1,..., N} vor, so geht es bei der Re-
gressionstheorie darum, eine Funktion X (¢) oder eine Verteilung p[X|D] zu berechnen, welche
den ”Informationsgehalt” der Daten unter vorgegebenen Gesichtspunkten optimal wiedergeben.
Handelt es sich um ein quantenmechanisches Teilchen oder moéchte man der endlichen Mefige-
nauigkeit Rechnung tragen, so kann man diese Unsicherheit in den Formalismus einbauen, indem
man eine Wahrscheinlichkeitsdichte Q(z,t) fiir das Teilchen einfiihrt und das Problem dadurch
kiinstlich erweitert. Durch Einfiihrung eines Hilfsintegrals iiber die Dichten Q(z,t) erhilt man fiir
die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit

p[X|D] = / [dQ(z, t)] plX, Q|D] = / 1dQ(z,1)] p[X|Q, D] plQ|D). (2.1)

Unter der obigen Interpretation fiir Q(z,t) kann fiir die Abhiingigkeiten in den bedingten Wahr-
scheinlichkeiten

p[X1Q, D] = p[X|Q] (2.2)
ausgenutzt werden. Wendet man in einem zweiten Schritt das Bayes—Theorem fiir
p[D|Q] plQ]
D =——F7— 2.3
QiD= 2= (23)

an und setzt die beiden Ergebnisse in (2.1) ein, so erhélt man:
1
X|D) = [ 14, 01511 pIDIQIX|Q). (2.4)

Das Funktionalintegral iiber alle moglichen Dichten Q(z,t) aus (2.4) wird in der Regel nicht ana-
lytisch ausfiihrbar sein. Die Form von (2.4) ist aber anwendungsfreundlich gegeniiber Ndherungen.
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X(t)

Abbildung 2.1: Erluterung der GroBen X (¢) und Q(z,t).

Im weiteren Verlauf werden Annahmen fiir die einzelnen Wahrscheinlichkeiten aus (2.4) gemacht
und das Funktionalintegral mittels Stationirer Phasenapproximation bearbeitet.
Die Wahrscheinlichkeit fiir die Daten p[D|Q] ist durch die Definition von @ durch

N N
p[DIQ] = [] Q@i t:) = e2oims 2 Qi) (2.5)
=1

vorgegeben. Freiheiten hat man bei der Wahl der bedingten Wahrscheinlichkeit p[X|Q]. Im wesent-
lichen erwartet man, dafl der Ortserwartungswert unter der Verteilung Q(z,t) mit der Regression
X (t) zusammenfillt. Diese kann iiber eine strikte Forderung®

plx1Q] = [[5(X (0~ <2(t) ¢ ) = [[5(x(0) - /dwzQ(w,t)) (2.6)

implementiert werden. Eine schwichere Variante ist eine Gaufi—Verteilung

1 1 -~ 2
p[X|Q] = 2372;2 fdt (X(t) <“7(t)>Q) (27)
mit der Normkonstanten
2
Z — /[dX(t)] 672‘7;2 fdt (X(t)7<z(t)>Q) (28)

und vorgegebener Standardabweichung o. Man beachte, dafl die Normierung Z aus (2.8) un-
abhéngig von Q(z,t) und < z > ist.

'In diesem Abschnitt werden die Variablen z und ¢ aus Griinden der Notation kontinuierlich ausgeschrieben,
obwohl sie im Hinblick auf numerische Anwendungen diskret gedacht sind. So steht das Symbol H , fiir ein endliches

Produkt iiber eine diskretisierte Zeitachse, das Integral f dt fiir die diskrete Summe Z , und das Pfadintegral

f [dX ()] fiir die Summation iiber alle méglichen Pfade X(t) des Gitters. Ableitungsoperationen % koénnen durch
die in Kapitel 5.4 genannten Matrizen mit der Gitterkonstanten At = 1 implementiert werden.
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Als weiteres Beispiel sei hier die Verteilung

pIX|Q] = HQ (2.9)

angegeben. (2.9) entspricht im Vergleich zu (2.5) der Wahrscheinlichkeit, die einzelnen Funktions-
werte der Regressionsfunktion unabhiingig voneinander zu messen. Alle drei Wahrscheinlichkeits-
verteilungen (2.6), (2.7) und (2.9) sind korrekt normiert, erfiillen also die erforderliche Bedingung
— [dX ()] plX|Q)-

Das Vorwissen fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte @ wird in p[Q] wiedergegeben. Dabei kann zwi-
schen den notwendigen Bedingungen, die an @ gestellt werden — wie die Forderung Q(z,t) > 0
fiir alle (z,¢) und die Normierungsbedingung [ dz Q(z,t) = 1 fiir alle ¢ — und problemspezifischem
Wissen, wie zum Beispiel die Erwartung, dafl @) sowohl in der Orts— als auch in der Zeitkoordinate
glatt ist, unterschieden werden. So wird in den Anwendungen mit einer Verteilung der Form

plQ] = e Tl H5 1—/da:ta Ha( z,4))] (2.10)

gearbeitet. Mittels des Energiefunktionals I'y kann die Erwartung grofler Glattheit durch

2
To[Q] = - /dtdx (V2 Q(z, ) + /dtd 9Q(=,1) (2.11)
202 203 ot
ausgedriickt werden. Eine andere Moglichkeit besteht in der Verwendung von
Q] = k/dtsz(x,t) In Q(z,t) (2.12)

und entspricht der Forderung nach einer grofien Entropie von Q.
Die 6— und #—Funktionen aus (2.10) kénnen iiber die Integraldarstellungen

H5 1 _/ d.’L‘Q / [d;\\/ fdtk(t)( fde(m,t)) (213)

und

NI

implementiert werden. Die Einfiihrung der Hilfsintegrale macht die unangenehmen Bedingungen
analytisch handhabbar. Die Integrale werden im weiteren Verlauf durch Station&ire Phasenap-
proximation behandelt. Im Falle von (2.13) ist diese dquivalent zu der Methode der Lagrange—
Multiplikatoren.

Fiir den Fall, da8} eine sehr grofle Zahl von Daten vorliegt oder dafl das Vorwissen die méglichen
Dichten @ stark einschriinkt, ist die Verteilung p[@Q|D] scharf an einer Stelle Q lokalisiert. Diese
Kenntnis kann dafiir genutzt werden, das Integral aus (2.1) zu nihern, indem p[X|Q] an der Stelle
Q herausgezogen wird:

He(Q(z,t)) _ / [dS z, t ] fdzdt (zs(a: t)Q(z,t)—In(s(z,t)— ln)) (214)
Tt

p[X|D] ~ p[X|Q] /[dQ]p[QID] = p[X|Q]. (2.15)

Beim Lernen der Regressionsfunktion besteht das Problem also darin, durch eine Maximum-—
Aposteriori-Approximation von (2.3) die Dichte Q zu finden, welche p[Q|D] maximiert. Somit kann
mit (2.15) das Regressionsproblem im wesentlichen als ein Dichteapproximationsproblem angese-
hen werden. Im Falle von (2.6) folgt ein deterministischer Zusammenhang von Regressionsfunktion
X (t) und Dichte Q(z,t):

pIX|D] ~ plX|Q] = Hs( 2(t) >¢ ) - (2.16)
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2.2 Formulierung in logarithmischen Wahrscheinlichkeiten

Die Hauptproblematik beim Arbeiten mit Wahrscheinlichkeitsdichten Q(z,t) ist die analytische
Implementierung der Positivitit @Q(z,t) > 0. Eine giinstige Art, dies schon von vornherein zu
implementieren, ist die Einfithrung von logarithmischen Wahrscheinlichkeiten nach

o(z,t) = —InQ(z,t) oder Q(z,t) = e ¢ (2.17)

Die Vorzeichen fiir ¢ wurde dabei so gewihlt, dal ¢ gleichzeitig die Interpretation einer Energie
erhilt: Fiir kleine ¢ ist die dazugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte @@ grof}. Durch den positiven
Wertebereich der Exponentialfunktion wird das positive Vorzeichen von @ erzwungen, und ¢ muf
als notwendige Bedingung nur die Normen

/da: e @ =1 vt (2.18)

erfiillen. Schreibt man die Wahrscheinlichkeiten des vorherigen Abschnitts auf die logarithmischen
Wahrscheinlichkeiten um, so erhiilt man fiir die Apriori-Wahrscheinlichkeit von ¢ analog zu (2.10)
eine Verteilung der Form

plé] = Zioe*“[d’] [Hé(l - / dz e*¢(z~t>)] . (2.19)

Wihlt man ein Energiefunktional nach

1

To[¢] = 52 /dtdm (Vod(, ) + 212 dt de (%) (2.20)

und bestraft somit die Abweichung von der Glattheit fiir ¢, so ist dies ein prinzipieller Unterschied
gegeniiber (2.11). Denn wegen

/dwdt( anzt> /d dt l,t (6%’;’”)2 (2.21)

wird im Vergleich zu (2.11) an den Stellen (z,t) stirker bestraft, an denen Q(z,t) besonders klein
ist. Dies ist ein durchaus willkommener Effekt, denn die Stellen kleiner Wahrscheinlichkeitsdichte
sind in groflerem Abstand von den Datenpunkten lokalisiert. Dort sind Abweichungen von der

Glattheit am wenigsten zu erwarten.
Die Likelihood—Wahrscheinlichkeit fiir die Daten p[D|¢] bekommt mit (2.17) die Form

N N
[T vl t)lg] = o 220, (2.22)

und der Wahrscheinlichkeit fiir die Regressionsfunktion bei gegebener Dichte p[X|Q] aus (2.9)
entspricht der Ausdruck

p[X|¢] = He p(X(8)t) — o= [dtO(X(®)t) (2.23)

Man beachte, dal beim Arbeiten mit der Dichte @) in den Exponenten der Normierungsbedingung
nach (2.13) @ linear und in der Likelihood-Dichte (2.5) nichtlinear auftritt. Die Rollen sind in
der Darstellung mittels ¢ nach (2.18) und (2.22) genau vertauscht. Dies hat im weiteren Verlauf
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Konsequenzen bei der Durchfiihrung einer Maximum—Aposteriori-Approximation. Der nichtlineare
Charakter der Exponenten fiihrt auf nichtlineare Differentialgleichungen.

Zuletzt sei noch die Moglichkeit erwdhnt, die Positivitdt von @) zu erzwingen, indem mit reellen
o(z,t) als Wurzel von @ gearbeitet wird:

+/Q(z,t) = ¢(z,1) oder 302(1"’ t) = Q(z,1), (2.24)
mit der Normbedingung

/dztp z,t) Vit. (2.25)

Es zeigt sich, daf} die Wahl von (2.24) sich besonders fiir den Einbau von Mustern und das Arbeiten
mit Uberlappen eignet.

2.3 Behandlung von Mustern und Korrelationen

Oft ist zu erwarten, da die Regressionsfunktion X (¢) zusiitzlich einem oder mehreren gegebenen
Mustern #hnlich ist oder daf} aus einer Menge von Mustern eines zu X (¢) pafit. Als Abkiirzung fiir
die Musterfunktionen wird hier die Menge @ = {r;(¢)|j = 1,...,s} eingefiihrt. Genauso kénnen
Muster fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte Q(z,t) vorhanden sein. Zur Unterscheidung werden diese
mit

A ={x;(=,1) | xj(z,t) > 0Va,t; /dij(ﬂf,t) =1vt;j=1,...,s} (2.26)

gekennzeichnet. Der Index 7 kann dabei sowohl eine diskrete als auch eine kontinuierliche Menge
parametrisieren. Die fiir das Lernen interessante Verteilung ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir die
Regressionsfunktion bei gegebenen Daten und Mustern p[X|D, A].

Geht man analog zu (2.1) vor und fiihrt die Dichten Q(z,t) mit der gleichen Interpretation ein, so
erhilt man

pIX|D,A] = / 1dQ(z, )] p[X, Q|D, A]
- / 1dQ(z, ] IX|Q, D, A] plQID, Al (2.27)
wobeil hier erneut
p[X|Q, D, A] = p[X|Q] (2.28)

ausgenutzt werden kann. Anwendung des Bayes—Theorems zur Vertauschung der Abhingigkeiten

von @ und D liefert
p[D|Q, Alp[Q[A] _ p[D|Q]p[QIA]

und damit bekommt man fiir (2.27) eine Verallgemeinerung von (2.4):
1
p[X|D,A] = DA /[dQ(w,t)]p[XlQ]p[DlQ]p[QlA]- (2.30)

In der Regel wird die Menge A nur aus einem Muster x(z, t) bestehen, und es wird erwartet, daf die
Verteilung Q(z,t) diesem ”&hnlich” ist. Die bedingte Wahrscheinlichkeit p[@|A] kann dann analog
u (2.10) von der Form

PlQIA] ~ e~ l@TI@) [TT 5(1 —/ axQ(z,0)] [T]0(Qt.1)] (2.31)
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gewihlt werden. In (2.31) wird zwischen einem y—unabhiingigen Anteil I'g, zum Beispiel (2.11),
und einem x—abhéngigen Anteil I'[@, x] im Energiefunktional unterschieden. Als Funktional I'[@, x]
bietet sich beispielsweise der Abstand der beiden Ortserwartungswerte unter den jeweiligen Ver-
teilungen an:

rQ,x] = %/dt ( <z(t) > — < z(t) /dt /dwz (z,t) — x(z, t))) (2.32)
und im Fall von einem scharfen Muster x(z,t) = d(7(t) — z)
r[Q, 7] = g/dt ( <z(t) > —T(t))2. (2.33)

Die Energiefunktionale (2.32) und (2.33) alleine sind fiir die Beschreibung des Apriori-Wissens
wenig geeignet, da sie kaum Information iiber die Form der Verteilung @) beinhalten. So gibt es
eine grofle Zahl sehr unterschiedlicher Verteilungen @, die denselben Erwartungswert < z(t) >¢
besitzen. Diese Freiheit kann eingeschréinkt werden, indem zusétzlich eine kleine Varianz fiir die
Verteilung mittels

/dt (< 2%(t) >0 — < =(t) >5) = /dtda: Q(z,t)z* — /dt (/ dz Q(a:,t)a:)2 (2.34)

gefordert wird. Eine zweite M6glichkeit ist, die Funktionswerte der Dichten fiir alle Orte und Zeiten
zu vergleichen:

TQ,x] = / dtde (Q(z,t) - X(a:,t))2. (2.35)

Motiviert durch (2.9) und (2.23) bietet sich ein Verwendung von

Q7= [ dt mQr(e), 0 (2.36)

an, und bei der Darstellung mittels logarithmischer Wahrscheinlichkeiten bekommt man schliefilich

T, 7] = v / dt $(7(t), ). (2.37)

Sind mehrere Muster vorhanden und soll @ sdmtlichen Mustern x; gleichzeitig dhnlich sehen, so
entspricht dies einer logischen AND—Verkniipfung der Muster. Die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit
p[Q|A] ist fiir solche Dichten @ grof, bei denen die Merkmale der einzelnen Muster im Mittel
auftreten. Dies leistet eine Verteilung der Form

PIQ|A] ~ & 2i=1 T31Qs] [H5(1 —/ sz(x,t))] [HG(Q(z,t))] (2.38)

mit den einzelnen Energiefunktionalen I';.
Arbeitet man wie in (2.24) mit reellen &;(z,t) = £4/x;(z,¢) und ¢(z,t) = £4/Q(x,t), so kénnen
die zeitabhiingigen Uberlappe von Muster und Verteilung Q

= /dx &z, t)p(z,t) (2.39)

definiert werden. Die Verwendung von «(t) hat den Vorteil, da§ durch die Normbedingungen fiir Q
und x; der Wertebereich von «;(t) auf das Intervall [—1, 1] beschréinkt wird. Umgekehrt folgt aus
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dem Fall o;(to) = +1 fiir eine feste Zeit ¢y sofort die Gleichheit von Dichteverteilung und Muster
Q(z,to0) = x;(=, o) fiir alle z. Somit kann entsprechend (2.31) mit (2.35) fiir ein Muster £ in dieser

Darstellung .
p[t,0|§] ~ 372.7;2 fdt (1,a2(t)) H 5(1 _ /d.’l} 902 ((E, t)) (240)
t

gewéhlt werden.

Oft erwartet man, daf nur genau eines der gegebenen Muster zu der Verteilung @ paft. Dies
entspricht einer logischen OR-Verkniipfung der Muster. Definiert man die zeitlichen Mittelwerte
der Uberlappe von ¢ und einzelnen Mustern &; und der Muster untereinander:

N N
a; = Th_}n;o T/o dt o;(t) € [-1,1] Bij = Th_}n;o T/o dt dx & (z,t)€; (2, t) € [-1,1], (2.41)
so konnen Energiefunktionale in diesen Uberlappen fiir den OR-Fall konstruiert werden. Man
beachte, daf aus @; = +1 sofort Q(z,t) = xi(z,t) fiir alle (z,t) folgt. Als direkte Implementierung
der OR—Verkniipfung bietet sich, motiviert durch (2.40), eine Bestrafung der Form

T(a,...,d) = —In (Zsje—ﬂ—&?)z) (2.42)
j=1

an. Ein weiteres Beispiel ist eine Produktform nach

S

T(ay,...,a) =[] (1-&5)2. (2.43)

Jj=1

Der Nachteil von (2.42) und (2.43) liegt in der schlechten analytischen und numerischen Handhab-
barkeit und im moglicherweise hochdimensionalen, gemischten Polynom in &;. Die Energiefunk-
tionale bestrafen, wenn der Uberlapp & —¢ oder &—¢ oder - - oder &—¢ nicht gleich Eins ist.
Eine #hnliche Eigenschaft kann konstruiert werden, indem man bestraft, wenn der Uberlapp &;—¢
weder groB noch klein ist und - -- und der Uberlapp &,—p weder grof noch klein ist. Ein solches
Funktional ist

s 0 falls eina; = +1 undﬂ_ij = 05
D(@,...,a8) =Y a(l- a?)’ = 0 falls allea; = 0 L (2.44)
j=1 ;—; =max fallsallea; = j:%

Im Unterschied zu (2.42) und (2.43) wird nicht mehr bestraft, wenn alle Uberlappe mit den Mustern
verschwinden. Der Vorteil von (2.44) liegt in der logischen AND—Verkniipfung. Es treten keine
gemischten Terme in @&; auf. Die Wahl von (2.44) ist aber ungeschickt fiir den Fall, daf} sich die
Muster untereinander iiberlappen (sz # 0;;), denn dann wiirde unter Umstéinden die Bestrafung
fiir den Fall, daB fiir ein &; = 1 gilt, nicht verschwinden. Dies kann korrigiert werden, indem

B s s R 0 falls mindestens eina; = +1
T(a,...,a08;) = > a; [[ (B} —al)" =S 0 fallsallea; =0 (2.45)
=1 j=1 >0 sonst

gewdhlt wird, denn fiir den Fall @ = =+1 fiir einen der k—Werte folgt mit ¢ = £, und der
Definition von (2.41): @2 = B fiir alle i. Das heifit, jeder Summand aus (2.45) verschwindet, da
in dem Produkt der (k = j)-Term identisch Null ist.

Als Spezialfall von (2.45) fiir orthogonale Muster §3;; = §;; erhilt man mit

S

L(a,...,a) =Y a [[ (6 -a2)* =Y a1 -a2)?* [] (6,5 —a?)* = > a*(1-a?)® (2.46)
=1 j=1 i=1

j#i i=1
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ein gegeniiber (2.44) leicht abgeéindertes Ergebnis.

2.4 Anwendungen fiir die Dichteapproximation

In diesem Abschnitt wird der Bayessche Formalismus fiir die zeitabhéingige Dichteapproximation
an unterschiedlichen Beispielen angewandt. In einem ersten Beispiel wird die Formulierung in
logarithmischen Wahrscheinlichkeiten ¢(z,t) gewihlt. Es wird davon ausgegangen, daf zusiitzlich
zu den Mefidaten D ein scharfes Muster 7(¢) vorliegt. Fiir die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit gilt
o [DIg] plgl7]

p p|o|IT

und die Verteilung p[¢|7] soll eine zu (2.31) analoge Form
plgir] ~ e~ TololToD [T 5(1 - / dret=9)] (2.48)
¢

mit 'y aus (2.20) besitzen. Es werden zwei Moglichkeiten durchgespielt, das Muster in die Rechnung
einzubauen. Die erste Variante besteht darin, da Muster mittels (2.37) einzufiihren. Eine Alter-
native dazu ist die Verwendung von (2.33) und (2.34). Unter diesen beiden Annahmen bekommt
man fiir die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit

i, 7] ~ [la@)e Tere (2.49)
mit dem Energiefunktional
N
Flg\D,7] = —i / ae\(t) (1 - / dre==0) 13 ol ) (2.50)
=1

+é /dtdz ((T26(2,6) + ¢ (Asd(z,1)*)

+2%% /dtdz ( (L((;, t)> +¢ <762q;$’t)> )
v [dte(r(t),) ,
+{ I [dt ( <z(t) >4 —T(t)) +Lfat (< 23 (t) >4 — < z(t) >3)

Dabei wurde die Normierungsbedingung in der integralen Darstellung analog zu (2.13) verwendet.
Man beachte, daf} zusitzlich zur Glattheit von ¢ eine mit { gewichtete Glattheit der Ableitungen
von ¢ gefordert wird. Die Motivation hierfiir ist die Vermeidung von Unstetigkeiten der Ableitun-
gen von ¢ in den Datenpunkten und damit eine abgerundetere Wahrscheinlichkeitsverteilung als
Losung.

Die Glattheitsterme aus (2.50) konnen mittels partieller Integration bearbeitet werden. Unter Vor-
aussetzung von zyklischen Randbedingungen fiir ¢ in Orts— und Zeitkoordinaten verschwinden die
Randterme, und es folgt:

/dt <%)2 = —/dtqs(m,t)% : /dt (%)2 :/dtqb(m,t)%i(;)si)
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Fiihrt man nun eine Maximum-—Aposteriori-Approximation fiir die Verteilungen (2.49) unter gleich-
zeitiger Sattelpunktsndherung fiir das A-Integral durch, so wird die Normbedingung

1= /dzeﬂf’(“) vt (2.52)
und die Stationaritétsgleichung
_0F[,\,D,7] _ 1 5 1 02p(z,t) 0to(z,t)
0= S = oAb At + (- =G+ 5
N
—iX(t) e D 13 bz — @) 8(t — i) (2.53)
i=1

{ v0(z — 7(t))
+

'ye_d’(’”’t)x(r(t)— < z(t) >4 ) + ge_¢(m't)z(2 < z(t) >4 —x)

erhalten. Die Lagrange—Parameter A(t) konnen eliminiert werden, indem in Gleichung (2.53) die
Ortsvariable ausintegriert und die Normbedingung ausgenutzt wird. Dies fiihrt mit den zyklischen
Randbedingungen auf

24(z 4h(z N
_iAt) = —Ui%/dx(—aq;gz’t)wLCa ‘gg;t))—ztm—ti) (2.54)
Y

{ v < z(t) >y (T(t)— < z(t) >y ) + g(z <a(t) >3 — <@ (t) >4 )

Man beachte, dafl bei Wegfall von simtlichen Vorwissens — das heifit, 7(¢) tritt nicht auf, und es
gilt o1 = 02 = 0o — die Stationarititsgleichung (2.53) zusammen mit (2.54) auf

N
0= 6t —t) (5(2: —a) - e—W»t)) (2.55)

zusammenfillt. Erwartungsgem8 ist die Lésung an den Stellen ¢; durch die §—Distributionen
Q(z, t;) = e @) = §(z — x;) (2.56)

gegeben, falls zur Zeit ¢; nur ein Datum z; vorliegt. Zu anderen Zeiten t # t; ist jede normierte
Verteilung eine Losung.
In einer numerischen Anwendung? wurde fiir beide Varianten die Stationaritétsgleichung (2.53) fiir
den zweidimensionalen Fall ¢(z,t) gemifl Kapitel 1.6 durch Iteration mittels

. . . SF[pD]

+1 — .

(;b(] )(117, t) - (;b(]) (117, t) - n(J) /dtl dil?l 0(117, t, (E’, t’)m (257)

gelost. Dafiir wurde die Funktion ¢(z,t) auf einem zweidimensionalen Gitter diskretisiert (Az = 1,
At = 1) und entsprechend séimtliche Operatoren als Matrizen dargestellt (siche Kapitel 5.4). Ein
Gitter der GréBle 30 x 40 war dabei numerisch gut handhabbar. Es ist zu beachten, daf} in den
Ableitungsoperatoren zyklische Randbedingungen verwendet werden mufiten. Als Iterationsmatrix
bot sich

Ay pa ) = 8o — sy [ L (O 0y, oo O
Oz, t;2',t') = 6(z — z')d(t t)(U%( ax2+cam4)+ag( 6t2+C6t4)+V (2.58)

2In den numerischen Anwendungen der gesamten Arbeit wird mit dimensionslosen Groflen gerechnet.
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als geniherte Hesse-Matrix von (2.53) an. Die ”Masse” v wurde dabei aus Griinden der Inver-
tierbarkeit eingefiihrt. Gestartet wurde die Iteration mit der Gleichverteilung. Es hat sich ei-
ne Schrittweitenoptimierung von n(?) als giinstig herausgestellt, da im Laufe der Iteration auf-
grund der zunehmenden Bedeutung des Datenanteils fiir das Energiefunktional die Anwendung
von (2.58) als Ndherung immer schlechter wurde. Das Ergebnis einer Suche nach Losungen der
oberen Variante von (2.53) mittels (2.57) ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Als Musterfunktion wur-
de 7(t) = 20 + 10 cos (2t) auf dem verwendeten Gitter angenommen. Diese Wahl fiir das Muster
war konform mit den zyklischen Randbedingungen beziiglich der Zeitachse. Die Daten wurden er-
zeugt, indem aus den Intervallen ¢ € [8,15] und ¢ € [22, 25] zufiillige Zeiten t; gleichverteilt gezogen
wurden und die Ortskoordinaten mittels z;(¢;) = 20 + 15 cos (g—gti) + T mit einer ganzzahligen
Zufallszahl T € [0, 3] berechnet wurden.

Zu den Abbildungen lohnen sich folgende Bemerkungen: Wie zu erwarten, versucht die Losung fiir
die Regressionsfunktion den Verlauf der Daten unter den Gesichtspunkten des Vorwissens wieder-
zugeben. Durch die Forderung einer glatten Funktion ¢ ist auch eine glatte Regressionsfunktion
X (t) zu erwarten. Die Kopplung von Muster und Lésung @ ist aufgrund eines kleinen Hyperpara-
meters 7 eher schwach. Das Abstellen des Musters 7(¢) hat aber ein deutlich schlechteres Ergebnis
zur Folge. Man beachte, dafl sich an Stellen hoher Datendichte erwartungsgemif die Wahrschein-
lichkeitsdichte an den Daten konzentiert und damit die Unsicherheit fiir die Lésung X (¢) abnimmt,
wiahrend an den iibrigen Stellen die Tendenz zur Gleichverteilung dominiert.

Das Ergebnis zu der unteren Variante von (2.53) ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Es sind die glei-
chen Effekte fiir die Losung zu erkennen wie in Abbildung 2.2. Es zeigt sich allerdings eine hértere
Implementierung des Musters 7(¢). Nur an den Stellen, an denen die Daten fiir eine Abweichung
von der Musterfunktion sprechen, verléfit die Regressionsfunktion das Muster.

Im Vergleich der beiden Varianten 148t sich feststellen, dal in der ersten Variante das Muster
effektiv als zusétzliche Daten bei den Funktionswerten von 7 angesehen werden kann, wiahrend
in der zweiten Variante das Muster in die Rechnung eingeht, indem es durch Fixierung des Er-
wartungswerts von ) Einflul auf die Gestalt der Lésung nimmt. Die Dichteverteilungen @ der
Losungen fiir die beiden Varianten unterscheiden sich wenig. Abweichungen treten im wesentlichen
beim Vergleich der Regressionsfunktionen an Orten geringer Datendichte auf.

In einem zweiten Beispiel wird die direkte Darstellung in Q(z,t) benutzt. Die unangenehme Posi-
tivitatsforderung fiir @) wird auf passive Art und Weise behandelt. Darunter ist zu verstehen, daf§
erst im nachhinein fiir die Losung iiberpriift wird, ob die Bedingung Q(z,t) > 0 erfiillt ist. Dies
setzt einen geeigneten Startpunkt fiir die Iteration, eine giinstige Wahl fiir die Iterationsmatrix
und hinreichend kleine Iterationsschritte n voraus, damit die Losung Q(z,t) nicht lokal in den
negativen Wertebereich abgleitet.

Falls kein Muster vorhanden ist, kann fiir die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit der Dichte

p[D|Q]pQ] / —F[Q,\,D]
pl@Q|D] = ————— ~ [ [d\(P)]e h 0 Q(x,t 2.59
@i =P8 oX0) [1¢(atz0) (2.59)
geschrieben werden, wobei das Funktional F' von der analytischen Form

F[Q,\,D] = —z/dt/\ 1—/da:ta Zanzz,z

+F /dtdz ((v.Q(,)? +<(AmQW))2)

507 /dtd ((‘9@ z t)> +¢ (L%S’t))z) (2.60)
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Abbildung 2.2: Lernen von Wahrscheinlichkeitsdichten mittels oberer Variante von (2.53). Die
Zeitachse wurde in 30, die Ortsachse in 40 Gitterpunkten diskretisiert. Oben: Die Punkte mar-
kieren die Daten (z;,t;), und die diinne durchgezogene Linie kennzeichnet das Muster 7(¢). Die
gelernte Regressionsfunktion X (t) als Ortserwartungswert von Q(z,t) = e~ #(*!) ist durch die dicke
durchgezogene Linie dargestellt. Die gestrichelten Linien zeigen die Standardabweichung fiir die
Losung X (t) unter der Verteilung @ an. Unten ist die dazugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung
Q(z,t) dargestellt. Die Parameter sind: oy = 02 =4.08, vy =1, ( =5, N = 40, v = 0.1.
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Abbildung 2.3: Lernen von Wahrscheinlichkeitsdichten mittels unterer Variante von (2.53). Die
Bedeutung der Graphen ist in Abbildung 2.2 erlduert. Die Parameter sind v = 7, 4 = 0.5, o1 =
gp =4.08,( =8, N = 60, v = 0.1.
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ist. Eine Durchfiihrung einer Maximum-Aposteriori-Approximation mittels gleichzeitiger Sattel-
punktsnéherung fiir die Wirkung beziiglich @ und X fiihrt auf die Normbedingung 1 = [ dz Q(z,t)
zuriick. Als zweite Gleichung erhélt man die nichtlineare Differentialgleichung

_GF[QAD] 1 \ 1, 8Q(xt) .0*Q(z,t)
0= "on = U—%(— A, Q(,1) + (A2Q(w,1)) + U—%(— P (=)
N
+iAE) -y Oe = 2)olt —t:) (2.61)

Q(z,t)

i=1

Multiplikation der Gleichung (2.61) mit Q(z,t) von links mit anschlieBender Integration iiber die
Ortskoordinaten ermdoglicht die Berechnung des Hilfsfeldes. So erhilt man:

N
s [ a0~ 2.0 1) + 2200 0) + Y5 1) (262)

i=1

In Abbildung 2.4 ist das Ergebnis einer Suche nach Losungen von (2.61) vorgestellt. Die Regres-
sionsfunktion gibt den Verlauf der Daten wieder. An Stellen geringer Datendichte dominiert die
Tendenz zur Gleichverteilung. Die Varianzen zeigen die zu erwartenden Unsicherheiten fiir die Re-
gressionsfunktion. Das Beispiel zeigt, dafl die ”Qualitdt” der Losung auch ohne Anwesenheit eines
Musters nicht nachhaltig nachléft.

Insgesamt kann man sagen, dal die Verwendung der logarithmischen Wahrscheinlichkeitsdichten
aus numerischen Griinden zu bevorzugen ist. Durch das Ignorieren der 6—Bedingung beim Arbeiten
mit @ fiir die Losung der Stationaritéitsgleichung tendiert die Dichte wéhrend der Iteration dazu,
zu Zeiten t hoher Datendichte an den Rédndern negative Werte anzunehmen, damit die Dichte in
den Datenpunkten moglichst grol werden kann, ohne die Normbedingung zu verletzen. Um die-
sen Effekt zu vermeiden, mufl in der Ndhe der Losung duflerst ”vorsichtig” iteriert werden. Bei
der Verwendung von (2.14) zur Erzwingung der Positivitét erhélt das Energiefunktional (2.60) die
zusdtzlichen Summanden

FlQ,\,D,s]=------ - i/dm dt s(z,t)Q(z,t) + /dm dt ln s(z,t) . (2.63)
Der Sattelpunkt fiir das Hilfsintegral (2.14) liefert die Bedingung s(z,t) = —ﬁ. Dadurch be-
kommt die Stationaritéitsgleichung (2.61) einen extra Summanden
OF[Q,A\, D 1 0 [da'dt'] "t
Ozwz..._is(z,t):..._ = f a: nQ(e, ) (2.64)
6Q(z,1t) Q(z,1) 6Q(x, 1)

Das heif3t, die Positivitdtsbedingung fithrt effektiv auf einen Bestrafungsterm der Form
Q)= - /dx' dt' InQ(z',t"). (2.65)

Dieser verhindert durch zu kleine Funktionswerte von Q(z,t). Der Lagrange-Multiplikator A aus
(2.62) muB dann mittels iA(f) = --- + [ dz verdndert werden.
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Abbildung 2.4: Lernen von Wahrscheinlichkeitsdichten mittels (2.61). Die Parameter sind: N = 60,
vV = ]., C: ]., [ 224, 0y — 0.07
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Kapitel 3

Lernen von statistischen
Operatoren

3.1 Statistische Operatoren

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch den statistischen Operator p festge-
legt. Hier sind noch einmal in Kiirze die wichtigsten Eigenschaften von p zusammengefafit. p ist
ein hermitischer (p' = p), positiv-semidefiniter Operator, d.h. diagonalisierbar mit Eigenwerten
grofer gleich Null. Zusétzlich ist seine Spur auf Eins normiert (Tr[p] = 1). Fiir die Darstellung von
p in seiner (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diskreten) Eigenbasis folgt dann:

p=2pn|n><n| , anzl mit p, >0 Vn. (3.1)
n n

(3.1) legt die Interpretation von p als Zustandsgemisch nahe, wobei p,, die Wahrscheinlichkeit fiir
den reinen Zustand | n > angibt.

Die Erwartungswerte fiir Messungen einer Observablen A an einem durch p beschriebenen Zustand
konnen mittels

<A>,,=Tr[pA]=an<n|A|n> (3.2)

berechnet werden. Wenn | € >< € | den Projektor auf den Eigenzustand des MeBoperators A zum
Eigenwert e darstellt, so gibt

Tr[p|e><e|}=an|<n|e>|2=p[e|,4,p] (3.3)

die Wahrscheinlichkeit fiir die Messung des Eigenzustands zum Eigenwert €. Hier wurde die No-
tation von (1.7) mit f = p, ¢ = A und y = ¢ wieder aufgenommen. Die Wahrscheinlichkeits-
interpretation aus (3.3) bleibt im Falle von Entartung erhalten, wenn bei e—facher Entartung des
Eigenraums von A zum Eigenwert € (A4 | ¢; >=¢€| ¢ >, Vi =1,...,e) der Erwartungswert von
|e><e|=>7: | €& ><e¢ | betrachtet wird:

e

Tr[|e><e|p]=22pn|<n|ei>|2=p[e|A,p]. (3.4)

i=1 n

Wichtig fiir die Angabe von Meflwahrscheinlichkeiten ist also, da8 zu jedem Mefloperator Eigen-
zustdnde, Eigenwerte und Entartungsgrade bekannt sein miissen.
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Ist der statistische Operator gleichzeitig ein Projektionsoperator (p? = p), dann (und nur dann)
beschreibt p einen reinen Zustand, denn wegen der Bedingungen p, € {0,1} und >, p, =1 folgt
sofort py, = dy; fiir ein bestimmtes j und damit p =| j >< j |.

3.2 Lernen unter Maximierung der Entropie

Dieses Kapitel handelt davon, Aussagen iiber den statistischen Operator nach Messung von Ob-
servablen zu machen!. Es wird davon ausgegangen, dafl ein Ensemble von identisch priparier-
ten Zustandsgemischen vorliegt. Alle Ensemblemitglieder werden durch den gleichen statistischen
Operator p beschrieben. An einem Gemisch wird héchstens eine Messung vorgenommen, um die
Unabhingigkeit der MeBdaten zu gewihrleisten.

Bei dem Mefiprozef kann es sich sowohl um die Anwendung von unterschiedlichen Operatoren als
auch um wiederholtes Messen desselben Operators handeln. Die Daten werden in diesem Kapitel
durch die Menge D = {| x; >< xi | |¢ = 1,..., N} abgekiirzt, wobei | x; >< x; | der bei der
Messung des i—ten Operators auftretende Projektor zum Meflwert y; ist. Bei Entartung von y; ist
der gesamte Eigenraum gemeint.

Zusatzlich kann es sein, daf} ein Referenzoperator pg fiir p bekannt ist — also zu erwarten ist, dafl p
und po dhnliche statistische Gemische beschreiben. Die Festlegung von pg kénnte auf den Erwar-
tungen nach vorangegangenen Messungen beruhen.

Der Bayessche Ansatz der Behandlung der Aposteriori-Wahrscheinlichkeit p[p|D, po| lautet dann:

_ p[Dlp, polplplpol _ p[Dlp] plplpo]
PloID; pol = p[D]po] ~ p[Dlpo] (3:5)

denn unter der Voraussetzung, dafl p der wahre, datenerzeugende statistische Operator ist, gilt
p[D|p, po] = p|D|p]. Unter Annahme von unabhingigen Messungen folgt aus der Quantenmechanik

N
P[D|P]=HTT[|Xi>< Xi|P]- (3.6)

i=1

Freiheiten sind bei der Wahl von p[p|po] gegeben. Folgender Fall wird jetzt studiert: Es wird eine
Verteilung konstruiert, welche das Prinzip der Entropiemaximierung erfiillt und gleichzeitig eine
Tendenz zu den wahrscheinlichsten Zustdnden von py beinhaltet:

1
plplpo] = Ee—kTr[pln p]+uTI’[pop]5(Tr[p] _ 1) . (3.7)

Denn mit po = 3., 9% | {m >< (n | in der Darstellung seiner Eigenbasis und p wie in (3.1)
entspricht

< po >p=<p >p,= ’I‘I‘[ppo] = Zp?n [an| <n | Cm > |2] (38)
m n

der mittleren Wahrscheinlichkeit die Basiszustdnde von p zu messen, wenn py der wahre statistische
Operator wire (oder umgekehrt!). Mit (3.7) folgt fiir (3.5) unter Einfiihrung der —Funktion in ihrer
Integraldarstellung:

—F[p,po,D,X
ploID, po] ~ / dx e=Flooeo,D A (3.9)
1Zu der Rekonstruktion von statistischen Operatoren fiir Spinféfsysteme gibt es einige Veroffentlichungen.
Diese beruhen ebenfalls auf dem Prinzip der Entropiemaximierung [11] oder nehmen den Bayesschen Formalismus
auf [12]. Im Unterschied zu diesem Kapitel wird dort allerdings die exakte Kenntnis von Erwartungswerten oder die
Durchfiihrung einer unendlichen Anzahl von Messungen vorausgesetzt.
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mit der Wirkung

N
Flp,po, D, Al = kTr[pln p] — pTr[ppo] —iA(Tr[p] — 1) — Zlnﬂ[ | xi >< xi | p] - (3.10)

i=1

Eine Maximum—Aposteriori-Approximation von (3.9) entspricht der Suche nach einem Lagrange—
Parameter, der die Nebenbedingung erfiillt
OF
0=—%, also Tr[p] =1, (3.11)
und nach Stationaritiit beziiglich des Operators p. Im Anhang B ist vorgefiihrt, wie mittels Ablei-
tung nach den Matrixelementen von p in beliebiger Basis die Operatoridentitét

oF . S i ><xil
0=— = O0=klnp— (iIA—k)Z — ppo —
op ( ) ° ;TI'“Xi><Xi|P]

(3.12)
hergeleitet werden kann. Multiplikation mit p von links, anschlieflende Spurbildung und Ausnut-
zung von (3.11) ergibt die Bedingung fiir A:

i\—k =kTr[plnp] — uTr[ppo] — N, (3.13)

und damit erhilt man aus (3.12) die Gleichung

eA(PvaD) 1 N | Xi >< X |
p=——=—— mit A(p,po,D) po - (3.14)
Z(p) Tk k; Trlp| xi >< xi | ]
mit der Normierungskonstante
2(p) = e~ Trlom o]+ £ T (o] 45 _ yfeato)) (3.15)

welche durch Iteration selbstkonsistent fiir p gelést werden muf.

Diskutiert man die beiden Grenzfille k — oo oder k — 0, so entspricht dies einer Ubergewichtung
beziehungsweise einer Vernachlissigung des Entropieterms aus (3.10). Wie zu erwarten ist, ist im
Fall von k — oo die Gleichverteilung die Losung des Problems (3.14):

1
p:eTr[pl“p]I = p:dim’HI' (3.16)

Interessanter ist der Fall & — 0. Die Gleichung (3.14) ist von der Form
p= eTI'[plnp]-i-%B(P) , (3.17)

wobei gleichzeitig ’I‘r[p] = 1 erfiillt ist. Da fiir einen normierten Operator die Spur Tr[p In p] durch
p ~ T nach unten beschrinkt ist, ist im Grenzwert ¥ — 0 die Bedingung (3.14) mit (3.11) nur fiir
den Fall

| xi >< xi |
Tr[p | xi >< xi | ]

0=B-= (—u’I‘r[ppo] —N)I-I-upo-l-z (3.18)

erfiillbar.
Als weiteres Vorgehen bietet sich die Diagonalisierung des hermitischen Operators A aus (3.14)
nach

A(p) | n(p) >=an(p) [n(p) >  und Afp Zan ) ><n(p) | (3.19)
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an. Es sei hier nochmals angemerkt, daf} die Zustéinde | x; > im allgemeinen nicht Eigenzustinde
ein und desselben Mefloperators sind. Mit

edan anln><nl _ Zea" In><n]| (3.20)

folgt fiir (3.14) dann die Darstellung von p in der Eigenbasis

A(p . ean(P)
p= an ) >< n(p) | mit p,(p) = Zm eam(p)

Beim iterativen Vorgehen zum Losen der Gleichung (3.21) startet man mit einer Vermutung fiir
p (zum Beispiel p = po im Falle grofler u), 16st das Eigenwertproblem (3.19) und berechnet nach
(3.21) einen neuen statistischen Operator. Man wiederholt dieses bis zur Selbstkonsistenz.

In einem numerischen Beispiel werden Orts— und Impulsmessungen an einem unbekannten En-
semble betrachtet. Als wahrer statistischer Operator wurde

(3.21)

_ i H=2 4 L — gy 3.22

angenommen. Die Daten wurden aus den Likelihood—Verteilungen p[p|p, pp] und p[z|Z, pp] gewon-
nen (sieche Anhang A). Es wurde davon ausgegangen, daf} kein Referenzoperator pg vorliegt. Alle
Operatoren wurden numerisch jeweils auf einem Gitter der Gré8ie n = 20 mit der Gitterkonstanten
Az = 1 diskretisiert in ihrer Ortsdarstellung behandelt. Dies wird fiir den Hamilton-Operator —
und damit auch fiir den statistischen Operator — im Abschnitt 5.4 niher erliutert. Der Impulsope-

rator in Ortsdarstellung p = —iAiV, wurde numerisch durch die Matrix
o 1 o0 --- 0
.h _1
i
h= _ _ - 2
p= 2 (Az) 0 . 0 (3.23)
: . -1
o --- 0 -10

implementiert. Durch diese Wahl fiir den Ableitungsoperator im Ortsraum wurden die Hermitizitét
und die damit verbundenen reellen Eigenwerte gewihrleistet. Durch Diagonalisierung wurden die
numerischen Eigenvektoren und Eigenwerte p als mégliche Meflergebnisse gewonnen. In Abbildung
3.1 sind die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die einzelnen statistischen Operatoren im Orts— und
Impulsraum dargestellt. Es zeigt sich, daf} die Lésung von (3.21) in beiden Rdumen die Datenver-
teilungen wiedergibt. Das oben beschriebene iterative Vorgehen versagt, falls die Gewichtung des
Entropieterms durch k zu klein ist. Dieses liegt an dem ”empfindlichen” Nenner des Datenterms
aus (3.14). In der Anwendung wurde vorsichtiger mittels

( (J))
(G+1) _ () RN ()
p p +n(ﬂ[e,;(p(j))] p ) (3.24)

iteriert.

3.3 Spezialfall gleicher Messungen

In diesem Abschnitt wird ein hiufig auftretender Spezialfall behandelt: So wird jetzt davon aus-
gegangen, dafl nur eine feste Observable 4 wiederholt gemessen wird. Die dazugehérigen Eigen-
zusténde | x,, > erfiillen dann Vollstindigkeits— und Orthogonalititsrelation. Die bei den Messun-
gen erhaltenen Daten kénnen jetzt auch durch die absolute Haufigkeitsverteilung h,, der gemessenen
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Abbildung 3.1: Lernen statistischer Operatoren fiir Orts— und Impulsmessungen. Links sind die
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen der statistischen Operatoren im Ortsraum, rechts im Impulsraum
dargestellt. Die dicken durchgezogenen Linien sind die Verteilungen der Lésung p nach (3.14)
mittels Iteration nach (3.24). Die diinnen durchgezogenen Linien kennzeichnen die Verteilung des
Operators pp, fiir den die Daten (Balkendiagramm) erzeugt wurden. Die Masse des betrachteten
Teilchens betrug m = 0.1, bei A = 1. Die Anzahl der Daten der Orts— und Impulsmessungen ist
N, = Ny = 60. Die Iteration wurde mit der Gleichverteilung gestartet. Die iibrigen Parameter
sind: £k =30,8 =0.8, w =1, g = 10.

Eigenwerte von A ausgedriickt werden — also > h, = N. Auflerdem wird angenommen, daf8 po
diagonal in dieser Basis ist: po = >, P2 | xn >< xn |-
Der Operator A aus (3.14) bekommt dann die Form

K o
A= E + = n >< Xn 3.25
[kHP|Xn><X|] k: ]|X X| ( )

und ist bereits in der Basis von A diagonal. Damit wird auch p nach (3.20) diagonal und durch
die Angabe von p,(p) nach

p= an | Xn >< Xn | (3'26)

eindeutig festgelegt. Im Gegensatz zu (3.21) hiingen die Basiszustéinde nicht mehr von p ab. Mit

Tr|p | Xn >< Xn I] =palp) Tr[plnp} an )Inp,(p) und Tr[ppo] => pulp)p

(3.27)
bekommt man schliefilich fiir (3.14) und (3.15) gekoppelte Gleichungen fiir die Wahrscheinlichkeiten

Dn:

1 nn 0 . hom _ n 0, N
Pn = Eekpn+kp" mit 7 = Zekpm+kpm =e Zmpmlnpm+k Zmpmp’”+’“ . (328)

Die Darstellung (3.28) 1488t sich unter Verwendung des Produktlogarithmus auf eine andere Form
bringen. Die Funktion w(z) wird der Produktlogarithmus von z genannt, wenn sie die Gleichung
r = we® 16st. Eine Gleichung der Form z = e>** kann somit mittels z = w(cz,,) nach z aufgeldst

werden. Also folgt:

(3.29)
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wobei Z nach (3.28) p,—abhingig ist. Fiir h,, = 0 liegt in (3.29) eine hebare Singularitét vor, und es
gilt in Ubereinstimmung mit (3.28) p, = %e%pg. Fiir das Losen der Gleichungen (3.28) beziehungs-
weise (3.29) wird eine giinstige Vorgehensweise sein, erst die Abhingigkeit der Zustandssumme Z
von py, zu ignorieren, indem durch die Wahl von Z = 1 in (3.29) unnormierte Wahrscheinlichkeiten
p), berechnet und diese danach durch Z = )" p!, normiert werden. Diese Prozedur kann bis zur
Konvergenz fortgesetzt werden.

Entscheidend fiir die Lésung von (3.28) ist die Gewichtung der Parameter 4 und N. Dominiert
einer der beiden Summanden, so liegt die Losung in der Nihe der beiden Extremfille:

» 0
& Pn

pn = ﬁ fiir hy, =0 Vn, (3.30)
ekix n fii 0 (3.31)
Pn = T A ir pu=20. .
D om EFm kw (%47)

Man beachte, daB fiir den Fall, daf§ keine Daten vorhanden sind (N = 0), fiir grofies p die Wahr-
scheinlichkeiten p,, nicht gegen p®, sondern §—férmig gegen die Stelle ny des Maximalwerts von p2
strebt. Fin weiterer wichtiger Grenzfall ist das Abschalten des Entropieterms durch k& — 0. Fiir
die Operatorgleichung (3.18) bekommt man unter obigen Voraussetzungen:

0 h
upy + 5
I= P | Xn ><Xn| - (3.32)

Die Operatoridentitét kann aufgrund der Vollsténdigkeit nur erfiillt werden, wenn alle Koeffizienten

identisch Eins sind: .

_ mpht
1Y Pmpl + N

Vereinfachung von (3.33) bringt schlielich

1 Vn. (3.33)

hn
1( X, Pmpl —1%) + N’

Dn = (334)

woran p, — hw" fiir den Fall von kleiner Gewichtung des Musters po durch p beziehungsweise fiir
grofie N zu erkennen ist; d.h. die Wahrscheinlichkeiten entsprechen den relativen Hiufigkeiten.

In einer numerischen Anwendung fiir diesen Fall wird ein in der Ortsdarstellung diagonaler sta-
tistischer Operator po = [dzp®(z) | # >< = | mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten p°(z)
als Referenz verwendet. In dem Beispiel aus Abbildung 3.2 wurde eine um zo = 44 lokalisierte
Gaufl—Verteilung angenommen. Die Daten wurden aus einer dazu verschobenen Gauf3—Verteilung
(zo = 55) mit gleicher Varianz erzeugt. Fiir verschiedene Kombinationen von p und k& wurde nach
Losungen von (3.29) gesucht. Beim iterativen Lésen von (3.29) mufl numerisch mit der Singularitit
bei h(z) = 0 vorsichtig umgegangen werden, indem diese Stellen separat nach (3.28) berechnet
werden. Bei diesem Vorgehen zeigte sich eine stabile Konvergenz nach 10 bis 20 Iterationsschritten.
In den Ergebnissen konnen die wesentlichen Vorhersagen fiir p(z) — wie Tendenz zum Maximalwert
von p°(z) fiir groBe pu, Tendenz zur Gleichverteilung fiir grofie k¥ und Tendenz zur empirischen
Hiufigkeit fiir kleine k£ und p — beobachtet werden.

3.4 Lernen unter Minimierung der Entropie

Alternativ kann in (3.7) eine Apriori—Verteilung angesetzt werden, welche einer Minimierung der
Entropie entspricht. Dieses ist genau dann der Fall, wenn p ein Projektor auf einen reinen Zustand
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Abbildung 3.2: Lernen statistischer Operatoren. Die dicke durchgezogene Linie kennzeichnet die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Losung p(z). Die diinne durchgezogene Linie stellt die Verteilung
dar, aus der die Daten (Balkendiagramm) generiert wurden. Die gestrichelte Linie kennzeichnet
die Referenzwahrscheinlichkeiten p°(z). Die Anzahl der Daten betrigt N = 200. Die jeweiligen
Parameter sind: oben links £ = 3, 4 = 10; oben rechts k = 3, 4 = 500; unten links k = 3, u = 800;
unten rechts k = 30, u = 100.

1 ist, also p? = p oder p = ‘i’ilfp‘i‘:

ploloo] = e TPI5(Te(o] ~ 1)5(5" — p) (3.35)

Die Bedingung p?> = p ist genau dann erfiillt, wenn in einer beliebigen Basis alle Matrixelemente
iibereinstimmen. Nach Einfiihrung der —Funktion in ihrer Spektraldarstellung:

8" —p) = 1_[5((/’2 - p)aﬁ) - / (H di—;ﬁ> ¢ s 20e(P70)
oB o
/ (H dﬁ—;ﬁ) eTrla )] (3.36)

ap

und Einsetzen von (3.35) mit (3.36) in die Verteilung p[p|po, D] erhilt man als Energiefunktional
anstatt (3.10):

Flp,po, 8,1, D] = ~uTx[ppo] ~ " In (Tr[ | xi >< xi | p]) —iM(Tr[p] — 1) —iTr[A (0 - p)] .
(3.37)
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Die Stationaritétsgleichungen beziiglich p, A und A sind einfach. Zusétzlich zu
Trlp] =1 und P> =p (3.38)

bekommt man:

N
OF <tlxi><xi|s> . ) . .
0=o—=—upls— Y — i —i Y A —iy A +ilAs . (3.39
Bpur UPis 2 TI'[,D|XZ < Xz|] ts . asPta - tBPBs ts- ( )

Damit gilt fiir die Operatoren

| Xi >< X | . . . .
0= + + 1AL + ipA +iAp — A 3.40
14po Z Tl o<l p p (3.40)

Multipliziert man die Gleichung (3.40) einmal von links und einmal von rechts mit p, nutzt dabei

p? = p aus und subtrahiert die beiden Gleichungen voneinander, so werden gleichzeitig A und A

eliminiert. Das Ergebnis ist der Kommutator

0= [upo + Z L>|<x>§§x| 7 p] - {kA, p] (3.41)

mit dem Operator A aus (3.14). Zum Losen von (3.41) wird eine Basis gesucht, in der die beiden
Operatoren des Kommutators gleichzeitig diagonal werden. Dabei miissen die Bedingungen (3.38)
erfiillt sein. Dies kann erreicht werden, indem man einen statistischen Operator p vorgibt, dann
den Operator A(p) diagonalisiert und einen neuen statistischen Operator wihlt, der den Eigen-
vektor zum gréBten Eigenwert von A als reinen Zustand beschreibt. Man wiederholt dies bis zur
Selbstkonsistenz.

Mochte man alternativ zu (3.41) eine Zustandsgleichung fiir | ¢ > gewinnen, so kann man p =

lﬁ;ﬁp@ in (3.41) einsetzen und anschlieend die Operatorgleichung mit | ¢ > oder < ¢ | multipli-
zieren. Dies fiithrt auf
N
<y|P> <¢lpol¥>
— — | xs >= —p———————N > 3.42
Zl<"/’|Xi>|X (w0 = <9 9> )1v (3.42)

beziehungsweise die adjungierte Gleichung. Eine Moglichkeit zum Losen von (3.42) wire das In-
vertieren des Operators der rechten Seite. Somit konnte eine teilweise nach | ¢ > aufgeloste Form
erhalten werden. Dieses Vorgehen hat sich in der Praxis als ungiinstig herausgestellt, da die In-
vertierbarkeit des betreffenden Operators wihrend des sukzessiven Einsetzens von | ¢ > nicht
gewihrleistet war. Das Arbeiten mit dem Gradientenabstiegsverfahren nach

N () | @) () ()
GH) o ) o o[ NSOV [PV > <Y | po [PV > ()
| ¥ >=[ypV) > n( 1:21 <90 x> | xi > (upo W <00 [T S N)|¢ >
(3.43)

vermeidet die Inversion und fithrt zum Erfolg. In einer numerischen Anwendung aus Abbildung 3.3
wurde als statistischer Referenzoperator
e Pt : L o 2

verwendet. Fiir den wahren Zustand des Systems wurde ein Impulseigenzustand angenommen.
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Abbildung 3.3: Lernen statistischer Operatoren unter Verwendung von (3.43). Es sind die Ergeb-
nisse im Ortsraum dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt die Verteilung der Losung von (3.42),
die gestrichelte Linie die Verteilung fiir den Referenzoperator und die diinne Linie die Verteilung
fiir die Datenerzeugung (inklusive empirischer Datenverteilung). Dabei sind: N = 200, m = 1,
1 = 0.002. Fiir den Referenzoperator wurden 8 = 0.08, w = 0.6 gewihlt. Es wurden unterschied-
liche Gewichtungen der Referenz mittels u getestet. Links: u = 1000, Rechts: g = 6000.

Daher wurden die Daten aus einer Gleichverteilung im Ortsraum gewonnen. Die Diagramme, in
denen die Verteilungen im Ortsraum dargestellt sind, zeigen vergleichbare Ergebnisse wie in Ab-
bildung 3.2. Bei der Interpretation fiir diese Verteilungen mufl unterschieden werden: W#hrend
die Losung fiir den statistischen Operator aus Kapitel 3.3 in Ortsdarstellung diagonal ist, also fiir
einen Hilbert—-Raum der Dimension n

pn O 0
0 P2 .
o= L (3.45)
0
0 ... 0 pn

gilt, ist dies in diesem Abschnitt nicht der Fall. Hier besteht der statistische Operator aus dem
dyadischen Produkt

(40

P2
¥n

mit den Komponenten ¢; = ¢(z;).
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Kapitel 4

Lernen von parametrisierten
Potentialen

Dieses Kapitel handelt von der Bestimmung von Einteilchenpotentialen, bei denen eine parame-
trisierte Form vorliegt. Dabei wird davon ausgegangen, daf} wiederholt Ortsmessungen an einem
kanonischen Ensemble unabhingig voneinander vorgenommen werden. Als Anwendungen werden
anharmonische Potentiale diskutiert. Durch die Kenntnis der Parametrisierungen hat man die sta-
tistischen Operatoren fiir die Hoch— und Tieftemperaturgrenzfille analytisch unter Kontrolle. Die
Maximum-Likelihood—Approximation fiihrt auf Stationaritéitsgleichungen, welche fiir die Parame-
ter selbstkonsistent gelést werden miissen.

4.1 Doppelmuldenpotentiale

Als erstes Beispiel werden hier die sogenannten Doppelmuldenpotentiale betrachtet, welche folgen-
de analytische Struktur besitzen:

2 t2

W)= S-S —pP et 6520 (4.1)

NG

mit den unbekannten Parametern y, s und ¢, welche die Verschiebung des Potentials in Ortsrichtung
und die jeweiligen Koeffizienten vor quartischem und quadratischem Term festlegen. Die Parame-
trisierung ist so gewihlt, dafl die beiden Minima bei den Stellen z = y £+ a — mit der Abkiirzung
a = \/t/s — mit dem Funktionswert v(u + a) = 0 auftreten. Dabei gilt fiir die zweite Ableitung
an diesen Stellen v"(u £ a) = 2¢ > 0. Der Funktionswert des lokalen Maximums bei z = p ist
v(p) = &

Es wird in diesem Abschnitt davon ausgegangen, dafl unabhiingige Ortsmessungen an einem sta-
tistischen Ensemble im Tieftemperaturfall (T = 0) vorgenommen werden. Fiir zwei ”gut getrenn-
te” Minima ist die Wellenfunktion des Grundzustands von v(z) in N&herung eine symmetrische
Uberlagerung der beiden bei den Minima lokalisierten Grundzustéinde [13]. Legt man approxima-
tiv Oszillatorpotentiale in die beiden Mulden, so wird die Form durch v"(u + a) bestimmt. Die
Wellenfunktion ,s, und Grundzustandsenergie E, eines bei z = 0 lokalisierten harmonischen
Oszillatorpotentials vos.(z) = tmw?z? mit Masse m und Kreisfrequenz w ist bekanntermafien
durch

Yosz(x) = (\/7_1%) e > und Ey=— (4.2)
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mit der charakteristischen Linge zo = ,/% gegeben. Die Adaption der Groflen des Oszillators
auf das obige Potential entspricht dann

b= L d damit _ (Y (4.3)
—2mw un aml g = ot . .

Berechnet man die Wellenfunktion einer symmetrischen Uberlagerung der bei p + a lokalisierten
Oszillatorwellenfunktionen, so erhiilt man

5 _ (2=p)?4a® .
¥(z) = Nio ¢osz($—ﬂ—a)+¢osz($—u+a)] = Nio (\/;%) e  *% 2cosh <%> (4.4)

mit der Normierung
a

2
N2=2|1+e o] (4.5)

Die Niherung (4.4) fiir die Gesamtwellenfunktion des Grundzustands ist nur dann anwendbar,
wenn die Energie Ey wesentlich kleiner als das Potential im Maximum ist. Daraus folgt mit

t? 8n* 3 a

Ey < — = — <L = = 2K — (4.6)

4s m s )
eine Bedingung fiir den Mindestabstand der Minima — skaliert in der charakeristischen Lange zg.
Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von N unabhéingigen Ortsmessungen mit den Ausgéingen z;
bei gegebenem Potential:

N
p[xh LR $N|:i’ a, Zo, IJ’] = H |\Il(/~]’5 a, Zo, xz)|2 ~ eiF[Ma’zO’mi] (47)
i=1

mit dem Exponenten

2 1 N N P 7ﬁ
Flu,a,z9,2;] = N% + s Z (2 —u)2 - 221n (coshW) +Nln (zo(l +e ”g)) . (4.8)
0 0 i=1 i=1 0

Fiir den Fall, dafl kein Vorwissen fiir die Parameter vorhanden ist (p[a,zo,u] = const), ent-
spricht die Maximum-Likelihood—Approximation der Maximum—Aposteriori-Approximation. Im
Gegensatz zu den nichsten Kapiteln, wo nichtparametrisierte Potentiale betrachtet werden, bei
denen jeder Funktionswert v(z) als eigener Freiheitsgrad aufgefafit wird, reicht hier die strikte Ein-
schrinkung auf Potentiale der Form (4.1) aus, um pathologische Losungen zu vermeiden. Auch bei
Abwesenheit von Vorwissen kann das Potential die Daten nicht durch é—f6rmige Lésungen beliebig
gut adaptieren. In gewissem Sinn kann die Kenntnis, daf v eine Struktur von (4.1) besitzt, auch
als Vorwissen betrachtet werden. Fiihrt man eine Maximum-Likelihood—Approximation durch, so
miissen die Ableitungen von (4.8) nach den Parametern y, a und zo berechnet werden.

Die Stationaritéit von F' beziiglich y liefert direkt mit

1 Y 0 & a
“:szi_ﬁztanh(z_%(mi_“)) (4.9)
i=1 i=1

eine implizite Beziehung, die die Verschiebung des Potentials festlegt; d.h. u weicht von dem empi-
rischen Mittelwert der Messungen ab. Allerdings wird fiir eine grofie Anzahl von Messungen N der
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Abbildung 4.1: Lernen von Doppelmuldenpotentialen. Links sind das wahre Potential (gestrichelte
Linie) mit den Parametern o = 0.02, so = 0.000025, ;o = 50 und das rekonstruierte Potential
(durchgezogene Linie) mit ¢ = 0.0178, s = 0.0000264, . = 48.50 angegeben. Rechts sind die dazu-
gehorigen Likelihood—Wahrscheinlichkeiten fiir den wahren Grundzustand (diinne durchgezogene
Linie), den nach (4.4) geniiherten Grundzustand des wahren Potentials (gestrichelte Linie) und den
Grundzustand des rekonstruierten Potentials dargestellt. Das Balkendiagramm zeigt die empirische
Haufigkeit fiir die Me3daten.

zweite Summand verschwinden. Mit der Naherung, daf} fiir grole N der empirische Erwartungs-
wert einer Funktion f(z) gegen den Erwartungswert unter der datenerzeugenden Wahrscheinlich-
keitsverteilung p(z) konvergiert (+ Zil f(z;) — [dz f(z)p(z)), und bei Beriicksichtigung, daf
der tanh—Term ungerade und die Wahrscheinlichkeitsverteilung |¥|? gerade beziiglich des Punktes
x = p ist, folgt:

1
—>N2xi fiir N — oo. (4.10)
Man beachte weiter, dafl im Falle eines grofien Abstands der beiden Minima des Potentials wegen

a 1 T; > WU . a
tanh [ — (z; — — P fiir — — 4.11
o <1‘3 @ u)) { ~1 ym<p g Y (1)

der zweite Summand effektiv z#hlt, wieviele Daten rechts und links von y liegen. Stationaritéit von
F beziiglich a liefert fiir den Abstand

[

1 ~3\ -
azﬁ(l—l—e O)Z tanh(—%(z—u)), (4.12)

i=1

wobei wegen (4.11) der Limes
a—>l2|1"— | fiir — — 00 (4.13)
N — ! H Zo '

angegeben werden kann. Nach der Ableitung von F' nach zy bekommt man unter Ausnutzung von
(4.12) die kompakte Form fiir die charakteristische Léinge:

3T Y

l1+e *

2 |

N
Z 2) fiir — - 0. (4.14)

i=1

Olo
Bl
ZIH

o
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Abbildung 4.2: Verletzung der Bedingung ;> >> 2. Die Grundzustandsenergien liegen bei Fy = 2.41
fiir vp und Eo = 2.30 fiir v. Die Parameter sind ¢y = 0.022, so = 0.000025, up = 50, t = 0.014,
s = 0.000023, p = 48.7. Es wurde N = 70 Daten betrachtet.

Die Gleichungen (4.9), (4.12) und (4.14) miissen gleichzeitig selbstkonsistent gelst werden. Bei
dem Ergebnis muf} darauf geachtet werden, daf§ (4.6) erfiillt ist. Aus den stationfiren Werten fiir a
und z¢ kénnen s und ¢ berechnet werden.

Numerisch bietet sich ein Iterationsverfahren an, bei dem mit den obigen Abschitzungen fiir pu,
a und zg fiir den Fall a > xo gestartet wird. Diese Werte koénnen auf den rechten Seiten der
Bestimmungsgleichungen (4.9), (4.12) und (4.14) eingesetzt werden, und mit den jeweiligen Ergeb-
nissen kann analog bis zur Selbstkonsistenz fortgefahren werden. Dieses Vorgehen zeigt eine gute
Konvergenz nach sehr wenigen Iterationsschritten. In der Anwendung wurden die Werte pg, to
und so des wahren Potentials vp vorgegeben und beziiglich dieses Potentials Daten erzeugt, indem
vp auf einem Gitter mit n = 100 Stiitzstellen diskretisiert wurde (Gitterkonstante: Az = 1). Fiir
den diskreten Hamilton-Operator mit gegebener Teilchenmasse m = 0.005 und A = 1 wurde der
Grundzustand bestimmt und aus der Grundzustandswahrscheinlichkeitsdichte 81 Daten gezogen.
In Abbildung 4.1 sind die Ergebnisse des Computerexperiments zusammengefafit. Es zeigt sich eine
passable Rekonstruktion des wahren Potentials, wobei in der Losung datenspezifische Merkmale
enthalten sind. So wird die Dichte der linken Potentialmulde durch die Daten besser wiedergegeben
als die der rechten. Die Grundzustandsenergien liegen mit Fq = 1.34 fiir vp und Ey = 1.33 fiir v
eindeutig unterhalb der jeweiligen Werte der lokalen Maxima. Das Verhé&ltnis % erfiillt mit 3.36
fiir vp und 2.99 fiir v die notwendige Bedingung aus (4.6). Es zeigt sich aber auch eine Abwei-
chung von exakter und genédherter Verteilung fiir vp. Dies zeigt die Grenzen des Modells auf. Um
diese noch zu verdeutlichen, wird nun die Bedingung (4.6) bewuflt verletzt, beispielsweise indem
die Masse des betrachteten Teilchens auf m = 0.0013 reduziert und dadurch die Grundzustands-
energie vergroflert wird. Abbildung 4.2 zeigt das Resultat unter diesen Voraussetzungen. Die hier
auftretenden Verhéltnisse = betragen 2.6 fiir vp und 1.9 fiir v. Bei erhohter Energie wird durch
Tunneleffekte die Antreffwahrschemhchkelt des Teilchens zwischen den beiden Mulden gréfier. Die
Tunnelprozesse werden bei der einfachen Uberlagerung der Wellenfunktionen nach (4.4) unzurei-
chend beriicksichtigt, und somit gibt auch die Losung v die in diesem Fall falschen Voraussetzungen
wieder. Dieses zeigt sich auch beim Betrachten der beiden Verteilungen in Abbildung 4.2.

4.2 Anharmonischer Oszillator

Als zweites Beispiel wird ein Potential betrachtet, dafl aus einem gegebenen Potential eines harmo-
nischen Oszillators besteht und durch einen quartischen Anteil mit unbekanntem Gewicht gestort
wird. Dies entspricht einer #hnlich parametrisierten Form wie (4.1), aber mit unterschiedlichen
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Vorzeichen:
1

1
v(z) = Eaxz + ng‘l g>0 a>0, (4.15)
wobei die unbekannte Gréfle g durch Ortsmessungen an einem kanonischen Ensemble bestimmt
werden soll. Wihlt man die Darstellung mittels euklidischer Pfadintegrale [14], so kénnen die
Matrixelemente des statistischen Operators und damit die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen
Ortsmessungen bei beliebiger Temperatur iiber

O s L [TV )] 4 [ [ 0 pad® 0+ doa* 0]
Z (3

(4.16)
Z Joy=2; N

plri|T, g] =< z; |

ausgedriickt werden. Die Benutzung der Pfadintegraldarstellung hat den Vorteil, daf} eine analyti-
sche Verarbeitung der Likelihood—Dichte vorgenommen werden kann. Dies ist bei der weiter unten
in Kapitel 5 nach (5.14) verwendeten Energiedarstellung nicht der Fall, da Eigenfunktionen und
Eigenwerte des Hamilton—Operators fiir beliebige g nicht exakt vorliegen.

Das weitere Vorgehen ist dadurch gekennzeichnet, eine Niherung fiir das Pfadintegral aus (4.16)
zu finden, indem der quartische Term durch Einfiihrung eines Hilfsintegrals in einen effektiven
quadratischen Term umgewandelt wird. Danach kann eine auf komplexe Kreisfrequenzen verallge-
meinerte Rechnung des harmonischen Oszillators vorgenommen werden.

Wie gewohnlich diskretisiert man die Zeitvariable ¢, indem man das Zeitintervall [0, k] in M Ab-
schnitte der Linge ¢ = % aufteilt. Mit der Abkiirzung g(ek) = ¢ fiir & € {1,... M} bekommt
man

6_% oﬂﬁ dt q4(t) N 67% Zﬁ, eqiqi,Jkkr — 6% Zkk’ (i;g qi)A(k,kl) (iequi’) (417)

mit der positiv—definiten Matrix A(k, k') = 2igs§kk:. Mittels Einfiihrung eines Gaufi-Integrals iiber
eine Hilfsvariable \; gelingt die Umwandlung des quartischen Terms:

M
B DML THL N (H 1dFAk ) e 3 D MAT RN R DS N (4 1)
vdet A 2T
k=1

Bildet man den Grenziibergang ¢ — 0, M — oo, wobei eM = (A endlich bleibt, und setzt das
Ergebnis in (4.16) ein, so erhilt man fiir die Matrixelemente

e o [A®)] [ [da(®)] % [ a [émﬁtwé (a+i207(®) a*(1)+92%(1)]
<mzile | z; >—/ N'(9) N © . (4.19)
Bei der Gleichung (4.19) handelt es sich um eine Identitét. Der anharmonische Anteil des Poten-
tials wurde mit Hilfe des A-Integrals in ein Oszillatorpotential mit zeitabhiingiger Kreisfrequenz
umgewandelt.

Die Vorteile der Darstellung (4.19) liegen in der Méglichkeit, Ndherungen vorzunehmen. Schrinkt
man beispielsweise die Integration der Variablen A(t) auf statische Felder A ein, so erhilt man fiir
(4.19) bis auf eine z;—unabhiingige Normierungskonstante:

<o | €T |y o / P / "N da(t)] - [ [ImP@+imlt R 0] (g 90)
=2, N
mit
.2g)
_ 294 4.21
w(\) +it (4.21)

a
m



39

Es wird bei der Wahl des Vorzeichens von w angenommen, daf es einen positiven Realteil gewihr-
leistet. (4.20) entspricht einer Summation iiber harmonische Oszillatoren mit abgeénderten, kom-
plexen Kreisfrequenzen. Nimmt man eine Variablentransformation r(t) = ¢(t) — q.(¢) vor, wobei g,
die Lésung der klassischen Bewegungsgleichung

Ge(t) = w?qe(t)  mit  ge(0) = ge(BR) = z; (4.22)

ist, so bekommt man

BR )
<zi|e PH |z >~ /dAe’f’BV*é S at [Ama2()+ime? (a2 ()]

/T(Bh)_o [dr(®)] ~# [2" at [1mi* 0+ Eme? 0 ()] (4.23)
r(0)=0 N
Dabei wurde mit (4.22) ausgenutzt, dafl die Wirkung additiv fiir die Argumente ist:
AR 11 1
Slgl = S[g] + S[r]  mit S[q] = / dt [5m42(t) + §mw2q2(t)] . (4.24)
0

Die Bewegungsgleichung (4.22) kann durch einen Ansatz q.(t) = Ae“t + Be~“* gel6st werden. Dies
fithrt auf das Ergebnis:

Z;

q.(t) = Sh(Gha) (smh(wt) + sinh(w(Bh — t)) . (4.25)
Damit erhélt man fiir den stationdiren Wert S[g.] durch einmalige partielle Integration und Aus-

nutzen von (4.22)

Bh
Stad = [ de (Gmiz) + gmetel®) = [Gmaic]
= % (cosh(ﬂhw) - 1) = mwmftanhﬂ% . (4.26)

Das Pfadintegral aus (4.23) iiber Fluktuationen r(t) ist ebenfalls exakt ausfiihrbar. Integriert man
das Integral der kinetischen Energie einmal partiell und nutzt die Randbedingung r(0) = r(8h)=0
aus, so bekommt man:

I / [d;é‘t)] B [77 atat r()s(e—t) (- Ly +w?) r(t)) (4.27)
mit der Integralnormierung [14]
m [BR L ' 2\
N~ /[dy(t)] e By ardt v (im)ue) (4.28)

Die Pfadintegrale aus (4.27) und (4.28) sind hochdimensionale Gau-Integrale und werden durch
die Determinanten von Operatoren der Form

2

m 0
Ault,t) = 25t =) (- 5

bestimmt. Berechnet man die Determinanten iiber das Produkt der Eigenwerte von A, so miissen
die Eigenwertgleichungen

+ w2) (4.29)

( a2 + wz)rn(t) = UnTn(t) mit rn(0) = r,(BR) =0 (4.30)
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gelost werden. Die normierten Eigenfunktionen r,, mit den dazugehérigen Eigenwerten konnen mit

2 . mnt . m2n? 5

rn(t) =4/ =-sin—— mit p, = W +w n >0 (4.31)
analytisch angegeben werden. Das Gaufl-Integral (4.27) ist konvergent. Denn setzt man w aus
(4.21) in die Eigenwerte von A, ein, so folgt mit

™n?  «

Re pn, = W + m >0 (4.32)

ein positiver Realteil. Damit erhiilt man fiir (4.27) unter Ausnutzung der Produktdarstellung des
Sinushyperbolicus

2,2
det A,—o =he 1 Bhw
_ _ - : 4.33)
dea, —\ = \ smh(gh (
) o B P (14 gy VRO

Man beachte, dafl w weiterhin komplex ist. Zusammenfassend sind die Matrixelemente dann bis
auf einen z;—unabhingigen Proportionalitdtsfaktor, der sich spater durch die Zustandssumme
wegkiirzt, in der Ndherung statischer A-Felder durch

2 mw(N)a? w(A)h
<z | € PH |z > / dr 9B =" tanh (=02) [ BRw() (4.34)
sinh (Bhw())

gegeben.

Desweiteren werden wegen der schlechten Handhabbarkeit der A-Abhéngigkeiten in (4.34) Hoch—
und Tieftemperaturgrenzwerte betrachtet und eine Stationiire Phasenapproximation des A-Inte-
grals vorgenommen. Im Hochtemperaturgrenzwert § — 0 kénnen die hyperbolischen Funktionen
durch ihr Argument genihert werden (tanhz — z und sinhz — z), so daf fiir (4.34) folgt

m w2
<zi|ePH |z >~ / d\e 98N —m5=al (4.35)

Die Stationaritétsgleichung lautet dann:

2
0= —298\ — %mﬁxfag‘;) = 298\ — ifgz?, (4.36)

wobei ‘g—‘; = i7Z- nach (4.21) ausgenutzt wurde. Damit folgt fiir die Sattelpunkte

z e
A=—i—+ und wr=—+ imf. (4.37)
2 m m
Setzt man die stationdiren Werte fiir A wieder in den Integranden ein und nutzt aus, daf§ die
quadratische Korrektur zur Sattelpunktsniherung unabhéngig von z; ist, da nach (4.36) die zweite
Ableitung des Exponenten nach A unabhéingig von z; ist, so ergibt sich:

el = B (4.38)

Fiir diesen Grenzfall ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir eine Ortsmessung fiir gegebenes Potential

niherungsweise:
1 aB 2 _Bg

plzilz, gl = ——e

7% fiir 8 — 0 (4.39)
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mit der Zustandssumme

Z(g) = /dw e~ Tt (4.40)

Somit werden die Likelihood-Wahrscheinlichkeiten im Hochtemperaturgrenzfall unabhéngig von
m und f. Dieses Resultat ist nicht iiberraschend. So entspricht (4.39) dem Ergebnis der klassischen
statistischen Mechanik fiir das kanonische Ensemble. Betrachtet man den Phasenraum mit den
dazugehorigen Orts— und Impulskoordinaten ¢, p, so ist die Hamilton—Funktion von der Form
H(g,p) = p + v(g). Die verbundene Wahrscheinlichkeit p[g, p] im kanonischen Ensemble, das
Teilchen glelchzeltlg mit dem Koordinatenpaar ¢, p zu messen, ist dann:

1 G5 5
plap) = e PHOP mit 7= / dj e PH0P) (4.41)

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit p[¢] miissen die Impulse ausintegriert werden. Aufgrund
der rein additiven Form der Hamilton—-Funktion kiirzen sich die Beitridge der kinetischen Energie
in der Boltzmann—Verteilung heraus, und man erhilt (4.39):

_ o e—Bv(d)
pld] = /dpp[q,p] = W- (4.42)

Im Tieftemperaturfall kann analog vorgegangen werden: Durch die Vorzeichenwahl fiir w in (4.21)
kann Rew > 0 erzwungen werden. Daraus folgen die Grenzwerte

k 1
tanhﬂTw —1 und sinh(fhw) — Eeﬁh“ fiir g — o00. (4.43)
Mit dieser Abschiitzung gilt fiir die Matrixelemente (4.34)
_ _ 2 mw(k) 2 1
<z |e PH |z >~ /d)\e 963>~ 258052+ i (1w () ~ 48R0 () (4.44)

und die Stationaritéitsgleichung lautet unter Beriicksichtigung der fiihrenden Terme in 3 fiir 8 — oo:

1 _ow Bhg
= —2g8\ — =fh— = —2gB\ — 44
0= —2g8\ - 5h> = ~200A — i 2. (4.45)
Damit ergibt sich fiir Zusammenhang von A und w:
A=—i oder wr=2 gh (4.46)
dmw m  2miw’ '

Als stationsiren Wert erhilt man eine Gaul—Verteilung in z;, allerdings mit einer gegeniiber dem
ungestorten harmonischen Oszillator abgeidnderten Kreisfrequenz, die durch die kubische Gleichung
(4.46) gegeben ist. Die Zustandssumme 18t sich als Gaui—Integral leicht ausfiihren, und man erhélt
schliefllich:

—BH

e
<z S

1
Z _me h
Z | 2 >= (%) P e el mit WLy I~ (4.47)

rh m 2m?

Die kubische Gleichung fiir w kann mit Hilfe von Mathematica gelost werden. Es zeigt sich, dafl
fiir ,g > 0 nur eine der drei Nullstellen den erforderlichen positiven Realteil besitzt. Die effek-
tive Kreisfrequenz ist erwartungsgemif grofler als die des ungestdren harmonischen Oszillators:
w > wy = \/g

Die Qualitit der fiir den Hoch— und Tieftemperaturfall gemachten Niherungen ist in Abbildung
4.3 dargestellt. Es zeigt sich eine sehr gute Approximation der Likelihood—Verteilung durch die
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Abbildung 4.3: Exakte und gen#herte Likelihood—-Wahrscheinlichkeiten des anharmonischen Oszil-
lators im Hoch— und Tieftemperaturfall. Die durchgezogenen Linien zeigen die auf einem Gitter
von 50 Stiitzstellen exakten Dichten fiir eine hohe Temperatur 8; = 0.008 und eine sehr kleine
Temperatur G2 = 10000 fiir einen bei z = 25 lokalisierten anharmonischen Oszillator mit den Pa-
rametern g = 0.01, @ = 0.01, m = 0.007. Die gestrichelten Linien zeigen die in (4.39) und (4.47)
berechneten N#iherungen. Es wurde A =1 und Az = 1 angenommen.

klassischen Wahrscheinlichkeiten fiir grofiere Temperaturen, wihrend bei der Betrachtung des ex-
akten und gendherten Grundzustands im Tieftemperaturlimes Abweichungen auftreten. Die nach
(4.47) geniherte Verteilung weist eine grofere Varianz als die auf dem Gitter exakte Verteilung
auf. Im Grenzwert ¢ — 0 oder m — oo verschwindet diese Diskrepanz, und die Ergebnisse des
harmonischen Oszillators werden reproduziert.
Im folgenden wird eine Maximum-Likelihood-Methode fiir die Grenzfille durchgefiihrt. Dadurch,
daB die Likelihood—Dichten analytisch vorliegen, ist der numerische Aufwand zum Losen der ent-
sprechenden Sattelpunktsgleichungen sehr einfach.
Fiir die Likelihood—Wahrscheinlichkeit fiir unabhéngige Messung von N Daten bekommt man bei
B —0:

]‘ N szﬁ N ZE4

A _aB 2 4
p[ml,---,$N|$,g]=ZN—@e D DARE S DI Y (4.48)

und die Maximum-Likelihood—Approximation fiir (4.48) liefert die Bedingung

N

1 1 a P)

N E 117;1 = m /dIE G_TBEZ_BT:E4(E4 =< (E4 > (449)
=1

fiir die Bestimmung von g. Es muf} also nach Potentialen gesucht werden, bei denen der empi-
rische Erwartungswert von z* mit dem statistischen Wert zusammenfillt. In einer numerischen
Anwendung auf einem Gitter der Gréfle n = 50 wurde eine Kopplungskonstante gg fiir einen bei
z = 25 lokalisierten Oszillator fiir die Datenerzeugung vorgegeben. Verwendet man das in Kapitel
1.6 vorgestellte Newton—Verfahren zum Lernen von g nach Gleichung (4.49), so zeigt sich eine sehr
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gute Konvergenz schon nach wenigen Iterationsschritten. In Abbildung 4.4 ist die Anwendbarkeit
der Theorie demonstriert. Fiir den Fall von N = 70 Datenpunkten liegt die gelernte Kopplungs-
konstante g nahe bei go.

Im Tieftemperaturfall ist die Likelihood—Dichte durch

. MW\ Y _mey WV 2
p[$1,---,$N|$,g] = (ﬁ) ’ e " Ei:l i (450)

mit w = w(g) gegeben. Die Maximierung von (4.50) beziiglich g liefert sofort

Nn 1
W= o= (4.51)
2m 3w
und mit (4.47) folgt als Ergebnis fiir g:
2m? N3R? N
9= 7;(“3_2“’): ;- — . (4.52)
m dm (ZZA;I zf) D1 T
Als Spezialfall & = 0 gilt dann direkt:
N3R?
g=—""-3. (4.53)
4m (Ei\i1 xf)

Abbildung 4.5 zeigt ein numerisches Beispiel fiir das Lernen nach (4.52).
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Abbildung 4.4: Lernen am anharmonischen Oszillator fiir grole Temperaturen. Fiir ein Teilchen
der Masse m = 0.1 wurden N = 70 Daten fiir ein Potential mit @« = 0.01 und go = 0.01 bei
einer inversen Temperatur von 3 = 0.008 gewonnen (A = 1, Az = 1). Das wahre Potential
und die Wahrscheinlichkeitsverteilung sind in den Diagrammen gestrichelt dargestellt. Die gelernte
Kopplungskonstante betragt g = 0.0123. Das gelernte Potential und die dazugehorige Dichte sind
die durchgezogenen Linien. Der Erwartungswert fiir eine Energiemessung liegt bei < H >= 41.0.
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Abbildung 4.5: Lernen am anharmonischen Oszillator fiir tiefe Temperaturen. Die Bedeutung der
Kurven ist analog zu Abbildung 4.4 gew#hlt. Die wahre und gelernte Kopplungskonstante betragen
go = 0.001 und g = 0.00127. Die iibrigen Parameter sind N = 100, m = 0.00001, o = 0.005. Die
Grundzustandsenergie liegt bei Ey = 90.4.
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Kapitel 5

Lernen von Potentialen
(Energiedarstellung)

Ziel dieses Kapitels ist, durch Ortsmessung an einem kanonischen Ensemble bei bekannter, fixierter
inverser Temperatur 8 = 1/(kT) Aussagen iiber den zugrundeliegenden Einteilchen—-Hamilton—
Operator H = t + v bei unbekanntem Potential v zu machen. Um die Unabhéngigkeit der Orts-
messungen zu gewéhrleisten, wird davon ausgegangen, dafl im Falle wiederholter Messungen an
einem einzelnen Ensemblemitglied nach jeder Messung dem System geniigend Zeit gelassen wird,
um erneut in das thermische Gleichgewicht zu relaxieren. Die Datenmenge bei der wiederholten
Messung von Z wird dabei mit D = {z;|¢ = 1,..., N} beschrieben, wobei z; hier die MeBausginge
und nicht wie in (1.7) die MeBobservablen kennzeichnet. Je nach Dimension des betrachteten Pro-
blems handelt es sich bei z; um einen Vektor oder eine skalare Zahl.

Die Beschriankung auf Ortsmessungen ist fiir die Problemstellung nicht essentiell, bietet sich aber
aufgrund der Annahme an, dafl das Potential diagonal in den Ortskoordinaten ist. So ist in der
Ortsdarstellung (Basis | z >) der Hamilton—Operator fiir ein Teilchen der Masse m gegeben durch:

H(z,2')=<z|H|z'>=6§(z—2) (_;_mAE’ + v(x')) (5.1)

mit dem skalaren, reellen Feld v. Es wird momentan stillschweigend angenommen, dafl der Hamil-
ton—Operator nach unten beschrénkt ist. Hierfiir ist hinreichend, daf§ v(z') nach unten beschrinkt
ist. Weiter wird davon ausgegangen, dafl die Eigenwerte von H nicht entartet sind.

Die orthogonalen Eigenfunktionen mit den dazugehérigen reellen Eigenwerten werden iiber die
Eigenwertgleichung bestimmt:

H|p,>=FE,|p,> mit —oco< Ey<E,,Vn. (5.2)

Der quantenmechanische Zustand des Ensembles im thermischen Gleichgewicht wird bekannter-
maflen durch den statistischen Operator

—BH —BE, |
e T e Pn >< pn | S e hE

= — = R 7 = e n 5.3
P Tr[e=PH] 4~ Z <opnl|pn> - (5:3)

festgelegt; d.h. p ist eine eindeutige Parametrisierung von # und H. Fiir die Wahrscheinlichkeit
einer Ortsmessung mit dem Ergebnis z; folgt dann:
e PH
p[mim,p]:ﬁ“xi >< mi|p] =<ai| S | >, (5.4)
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wobei & | z; >= z; | ®; > mit < z; | z; >= 1 gilt. In diesem Fall werden also die Likelihood—
Wahrscheinlichkeiten direkt von der Quantenmechanik vorgegeben.

Der Bayessche Ansatz fiir die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit p[v|D] analog zu (1.3) und (1.7) 148t
sich dann mittels

N
_ pDlvlplv]  _rp e PR
plv|D] = D] e ll:[l <z - |z; >=e (5.5)

mit dem Energiefunktional

N
Flo] ==Y In<az;|e ™ |z;>+NInZ+T[] (5.6)
i=1
ausdriicken. Dabei wurde die Apriori-Verteilung p[v] analog zu (1.9) iiber eine Energiefunktion
I'[v] mit Hyperparameter v eingefiihrt. Eine Spezifizierung von T erfolgt in spéiteren Abschnitten.
5.1 Klassische Niherung
Im Falle grofier Massen (m — oo) wird erwartet, daf} sich die quantenmechanische Rechnung den

klassischen Ergebnissen der statistischen Mechanik annéhert. So folgt fiir die Matrixelemente aus
(5.4) fiir grofie Massen mit

B[ £tz R
<zl|e ( ( )) |z >—<a|e @ | g >= P und Z = /dz e P (5.7)

das gleiche Ergebnis wie in (4.42). Ubernimmt man die nach (5.7) berechnete Niherung, so gilt fiir
die Likelihood—Verteilung

N
A ]- — N v(Z;
pIDle] = [ plail, o] = e 2eimn ") (5.8)
i=1

Damit erhilt man fiir die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit
N
p[’U|D] ~ ef'yl"[v]fﬁ Zi:l v(z;)—Nln Z(v) ) (59)

Eine Maximum-Aposteriori-Approximation entspricht der Suche nach dem maximalen Funktio-
nalwert von p[v|D]. Dies fiihrt auf die Stationaritétsgleichung

T B BN o)
o) ;5@ —z;)+ 7—Ze . (5.10)

Wihlt man beispielsweise eine Bestrafungsfunktion [3]
1 a2 2 1 2
Clv] = 3 /da: (eTv”v(x)) =3 /da: v(z)e” TAy(z), (5.11)

o2
so bekommt (5.10) wegen ‘;—1; = e~ 5 2=y den Charakter einer Differentialgleichung. I ist eine ty-
pische Regularisierungsfunktion, die die Glattheit der Funktion v und ihrer Ableitungen fordert. Die
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Verwendung von (5.11) ist vor allem deswegen bequem, weil die Greenschen—Funktionen G, (z, z")
o2

von e~ T A= unter den Randbedingungen G (z —2') — 0 fiir |z — 2’| — oo GauB-Funktionen sind:

2 1 2
TN Go(2,0) = bz =)  mit  Gale,a)) = ——e 27 (5.12)
2o

Somit kann die Gleichung (5.10) formal nach v aufgel6st werden. Erinnert man sich daran, daf die
in (5.8) gemachte klassische Nidherung nur im Falle hinreichend kleiner 3 giiltig ist, so kann der
zweite Summand aus (5.10) vernachléssigt werden. Denn beriicksichtigt man nur die in 3 linearen
Terme, so erhilt man %6*5”(“7) — ﬁ. Damit bekommt man als Endergebnis mit

Z e zaz (e )’ (5.13)

v(z) =
2ﬂa7

eine Faltung von negativen Gaufi-Funktionen und Datenverteilung. Das Potential wird umso tiefer
desto kleiner die Temperatur beziehungsweise desto kleiner die Glattheitsforderung mittels v ist.
Die Varianz wird alleine durch a festgelegt.

5.2 Spektraler Zugang

Es gibt mehrere Methoden, die Matrixelemente < z; | e ## | z; > analytisch zu bearbeiten.
Die eine besteht in der Moglichkeit, die Ubergangsmatrixelemente iiber ein Pfadintegral auszu-
driicken. Dieser Weg wird im Kapitel 6 gegangen. Eine andere Moglichkeit ist das Arbeiten mit
den Energieeigenfunktionen. Driickt man die Matrixelemente des statistischen Operators p in seiner
Spektraldarstellung (5.3) aus

_ _ Lz | on ><n|zi> _
<xi|eﬁH|mi>:Ze BEn Z<;n|¢nn> . , Z:Ze BEn (5.14)

n

so ist man bei der weiteren Rechnung auf den Umgang mit E,, und ¢,, angewiesen. Die Maximum—
Aposteriori-Approximation fiir den Ausdruck (5.5) fiihrt dann auf:

_ O6F] _ éTl] N 6Z
° = so(@") ~ You(@) T Z (") (5.15)

N
_Z 1 Ze_BEn<zi|<pn><tpn|zi>
i:1<xi|e*5H|m-> ~ >

<(Pn|§0n
5on 5¢n 8¢n
SE, +<x2|v(m,,)> <m@EnlTi> <enly@y > <5 len>
du(z")  <=mi|pn> <n|zi> <@n|pn> <@n|pn>

-8

Es verbleibt also die Bestimmung der Variationsableitungen S(Z | Jv(z”) > und Jv(z”)' Die
Ableitungen konnen iiber die Eigenwertgleichung (5.2) gewonnen werden So folgt mit

0H don 0E, don
H 5.16
5o | 7> TH 5 am 2T sy | o S0 (5-16)
und Multiplikation mit < ¢, | von links die Variation der Eigenwerte:
0B,  <opnlz'" ><a"|pn> (5.17)

sv(z") < pn | on >
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Mit (5.1) kann fiir die Variation des Hamilton—Operators eine Operatoridentitét errechnet werden:
Man erh&lt mit

2| , 0H (z,z") 0H

oH el ok R o T '
5o(@") |z’ >= 5o(z") =d(z—z)o(z' —2") ,Vz,z , 5o (@)

=z >< 2" |

(5.18)
den Projektor auf die Ortseigenfunktionen. Mit (5.17) wird auch die Ableitung der Zustandssumme
ausfiihrbar. Es ergibt sich mit (5.4):

1 En e—BH X
T = ﬁZ e = 8 <3| |a" = —ple el (519
Zur Bestimmung von g‘;" kann die Gleichung (5.16) umgestellt werden:
dp <opplz'><z"| op >
(H - n)|§v(x7:,) =( "|<Q0 I >| D" ><a"|) | on> - (5.20)

Der Operator H — E,, ist offensichtlich nicht invertierbar. Wie durch Arbeiten mit dem pseudoin-
versen Operator die Auflésung nach % trotzdem gelingt, wird im Anhang C vorgefiihrt. Als
Ergebnis erhilt man:

dpn < on|An> il ><a" | pn >

I on> = e 9y >

(5.21)

und die entsprechend adjungierte Gleichung fiir < 532’%,) |. Dabei ist | A,, > ein beliebiger Zustand,

der die p,~Komponente festlegt. Man beachte die Analogie von (5.21) zu den Ergebnissen der
zeitunabhingigen Stérungstheorie. Es ist zu erwarten, daf8 hauptséchlich ¢;~Komponenten zu 5:5""
betragen, die energetisch nahe bei E,, liegen.

Setzt man die Ergebnisse (5.17), (5.19) und (5.21) in (5.15) ein und nutzt die Orthogonalitit der
Zustinde < @; | ¢n >= 0p; < ¢©n | pn > aus, so fillt die Abhéingigkeit von | A, > heraus, und

man erhélt:

0 F[v] T[v] e PH
0= = -Ng<a"|——]z"> 5.22
dv(z") 75v(m”) p<a] Z @ (5:22)
N " "
_Z 1 Ze_ﬁEn _ﬂ<xi|gon><<pn|xi><x | on ><n | z" >
<zi|ePH|z; > <n | pn >2
9 1 Re[<xi|tpj><tpj|z”><x”|<pn><tpn|zi>]
<¢n|pn> = B - En <wjlei> '

Die Stationaritétsgleichung (5.22) ist invariant unter Umnormierung von ¢,, was auf die Invarianz
von (5.2) und (5.3) beziiglich Umnormierung zuriickzufiihren ist.
Es sei noch angemerkt, daf§ die Giiltigkeit von (5.22) im Falle von anderen Meflobservablen erhalten
bleibt. Betrachtet man beispielsweise Impulsmessungen p;, so gilt analog fiir die Meflwahrschein-
lichkeiten s 3 _

PRl =< s p 7 >= 3 O S I B (5:23)
Das heifit, der Formalismus fiir die Variationsableitungen nach v bleibt unverdndert. Effektiv
miissen in der Gleichung (5.22) nur die Ortseigenzustinde | z; > durch die jeweiligen gemes-
senen Eigenzustinde | p; > ersetzt werden. Der weitere Verlauf dieses Kapitels beschiiftigt sich
mit der Diskussion der Gleichung (5.22). Es werden numerische Anwendungen und N#herungen
verfolgt.
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5.3 Hoch— und Tieftemperaturgrenzfille

Im Tieftemperaturgrenzfall 3 — oo konvergiert der statistische Operator gegen den Projektor auf
den Grundzustand ¢y von H. Dieser beschreibt also einen reinen Zustand:

e PH | po >< o |

Z <o | po >

p= fiir g — o0. (5.24)

In der Stationaritéitsgleichung (5.22) fillt der zweite Summand mit dem ersten Term des dritten
Summanden weg, und man erhélt

6F[v]
0= li = 5.25
i (525)
0T [v] +2iz 1 1 Re <zl >< ;| ><a" | o >
du(z") = = E;j —Eo<gj|p;> <zi|po>

Man beachte, daf trotz Tieftemperaturniherung simtliche Eigenfunktionen zur Stationaritit bei-
tragen — und zwar mit einem Summanden proportional Eji B Das heifit, die Eigenzustéinde in
unmittelbarer Nihe zum Grundzustand haben den gréfiten Einflufl. Der numerische Aufwand zum
Losen von (5.25) ist im Vergleich zu (5.22) eindeutig reduziert worden, da eine der Summen iiber
den vollen Hilbert-Raum verschwindet.

Im Falle von sehr hohen Temperaturen konvergiert der statistische Operator gegen

1
— —7 fiir g — 2

p T iir —0, (5.26)
wobei dim# fiir die Dimension des Hilbert-Raums steht. Das Ensemble besteht aus einem voll-
standigen, gleichverteilten Gemisch. Fiir die Mewahrscheinlichkeiten folgt dann sofort: p[z;|Z, p] =
const.
Der statistische Operator wird also von H unabhingig. Diese Tatsache muf sich auch in den obigen
Ergebnissen widerspiegeln. Fiihrt man einen Hochtemperaturlimes f — 0 in nullter Entwicklungs-
ordnung in 8 bei Gleichung (5.22) aus, so bekommt man

0= 511?9[:']) - Vsir(g[:']) (5:27)
N 1 Re[<zi|t,oj><t,0j|z”><x”|<pn><tpn|xi>]
+2;%EJ’—En <@jlei><onl|en>
Mit der Definition
1 Re[<zi|t,oj><t,0j|z”><x”|<pn><tpn|xi>]

“ = ;- B, <@jl i ><enlpn> (528)
folgt an; = —ajn. Also kann fiir den letzten Summanden aus (5.27) gezeigt werden, dafl er ver-
schwindet: 1 )

Z anj = 5 Z [an]- + ajn] =3 Z {anj - anj] =0. (5.29)
ni ni st

Somit trégt erwartungsgemif nur das Vorwissen p[v] durch I' zur Bestimmung der Maximum-—
Aposteriori-Losung bei.
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5.4 Numerische Implementierung

Bei der numerischen Suche nach Losungen der Stationaritéitsgleichung (5.22) ist man auf die Diskre-
tisierung des Hilbert—-Raums angewiesen. Es bietet sich dabei das Arbeiten in der Ortsdarstellung
an. Erzeugt man einen n—dimensionalen Hilbert-Raum, indem man die Ortsachse durch n dqui-
distante Stiitzstellen z; mit der Gitterkonstanten Az codiert, so fiihrt dies auf das Arbeiten mit
Operatoren als n x n—Matrizen und Zusténden als n—dimensionale Vektoren. Die diskrete Version
des Hamilton-Operators aus (5.1) hat dann in einer Dimension die Form

-2 1 0 --- 0 1 vu 0 --- e 0
1 -2 1 - 0 0 v :
K2 0 1 -2 : :
H(z, ' -

(020 = =By o7 !

0 o1 : L0

1 0O .-+ 0 1 -2 0o --- e 0 oy
(5.30)

wobei das Potential an den Stiitzstellen mit v(z;) = v; abgekiirzt wurde und der Operator der
zweiten Ableitung mit zyklischen Randbedingungen verwendet wurde. Im Gegensatz zu der Wahl
von

-2 1 0 - 0
1 -2 1
A, = (Alm)z 0 1 -2 (5.31)
0
. . 1
0 - 0 1 -2

werden in (5.30) die Wellenfunktionen auf den Réndern nicht notwendigerweise auf Null fixiert.
Eine solche Fixierung wiirde einem unendlich hohen Potential an den Réndern entsprechen. Eine
Verwendung von (5.31) hat bei der Wirkung im Potentialraum — beispielsweise durch die Glattheits-
forderung T[] = -4 377 j=1 ViAijv; — den Vorteil, dafl das Potential auf den Réndern automatisch
auf Null gesetzt wird. Dadurch wird die Invarianz der Losung von (5.22) gegeniiber Verschiebung
des Potentials lings der Energieachse aufgehoben. Wird als Vorwissen der Erwartungswert fiir eine
Energiemessung < H > fiir das Potential vorgegeben, so hat dies bei (5.31) einen direkten Einfluf}
auf die Potentialform — bei der Anwendung von A, mit zyklischen Randbedingungen resultiert nur
eine Verschiebung in Energierichtung.

Das numerische Losen der Gleichung (5.22) analog zu den in Kapitel 1.6 vorgestellten Algorithmen
fithrt auf Iterationsgleichungen der vektoriellen Form

: . . . (4) . . N —BH(v)
W+ Z i) _ () o) % mit  Flo)] = 4T[p] — ;m <z eZ(T)) 2>,
(5.32)
wobei v ein n—dimensionaler Vektor ist und j den Iterationsschritt angibt. In jedem Iterationsschritt
besteht also die Hauptarbeit darin, den jeweiligen Gradienten des Funktionals zu bestimmen, indem
die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamilton-Operators H(v()) berechnet werden. Es ist ei-
ne Schrittweitenoptimierung bei der Wahl von n{¥) zu empfehlen, da die Iteration sehr empfindlich
bei zu grofler Schrittweite reagiert. Falls kein Referenzpotential vorhanden ist, bietet sich als Start-

potential fiir die Iteration eine geeignet skalierte Funktion an, die die empirische Datenverteilung



51

mit negativem Vorzeichen wiedergibt. Als Iterationsmatrix O'9) hat sich die Einheitsmatrix fiir das
Gradientenabstiegsverfahren als duflerst ungiinstig erwiesen. Bei nicht zu kleiner Gewichtung des
Vorwissens durch « zeigt die Verwendung von O = (y 5‘2)255, )~1 als gen#herte inverse Hesse-Matrix
eine passable Konvergenz. Im Anhang D ist die Berechnung der Hesse-Matrix des Datenanteils im
Tieftemperaturfall vorgefiihrt. Deren zeitlich aufwendige Bestimmung lohnt sich allerdings nur bei
sehr keiner Dimension des betrachteten Hilbert—Raums, verbessert aber die Konvergenz der Itera-
tion wesentlich. In den numerischen Anwendungen dieser Arbeit werden Gitterkonstanten Az =1
und Gittergroflen bis n = 36 verwendet. Im Tieftemperaturfall sind Gittergr68en von n = 100
handhabbar.

5.5 Beispiele fiir Apriori—-Wissen

Vorwissen ist fiir die Anwendung essentiell. Bei der Abwesenheit von Vorwissen (I' = 0) sind
pathologische Losungen zu erwarten. Das Potential als Losung von (5.22) tendiert dann dazu, an
den Datenpunkten d—formige Peaks zu bekommen. Als Beispiel sei hier der Tieftemperaturfall aus
(5.25) fiir einen einzelnen Datenpunkt D = {zo} diskutiert.

Fiir einen Hamilton-Operator mit einem d—férmigen Potential v(z) = —ad(z — zo) errechnen sich
die Eigenfunktionen iiber:
h? 9
[—%w —ad(z — af:o)] vo(z) = Eopo(z) a>0. (5.33)
Als normierbare Losung mit negativem Eigenwert ergibt sich dann
R p2
®o (;1:) = \/l_j, [e”(z7z0)0($0 — (E) + eiu(mimo)O(.’l} — :Eo)] mit Eo = — om . (534)

Durch einmalige Integration f;o(’j: dz in (5.33) mit infinitesimalem € > 0 kann unter Ausnutzung

der Stetigkeitsbedingung fiir po eine Sprungbedingung

9¢po(zo +€)  Opo(zo —€) 2magpo (o) am
- = —u = — 5.35
ox ox h? =2 (5.35)
ausgerechnet werden, welche die Quantisierung der Eigenwerte festlegt. Somit existiert nur ein
Zustand mit negativer Energie. Dieser Grundzustand hat die Energie FEy = —‘12;? und ist nicht

entartet. Im Grenzfall a — oo fillt | ¢9 > aufgrund von (5.34) und (5.35) mit dem Ortseigenzustand
| Zp > zZusammen:

wo(z) =<z |po>=d(x —20) =<z |20> und Ey= —00. (5.36)

Alle anderen Eigenzustinde haben eine positive Energie E; > 0 fiir j # 0 (Streuzusténde) und die
Orthogonalititsbedingung fordert

0=<yo|p; >=<ao|p; >= /dl‘ oo (z)pi(x) = pj(m)  Vj#0. (5.37)

Das konstruierte Potential v(z) = lim, o (—ad(z — zo)) erfiillt im Fall von einem Datenpunkt
bei zo die Stationarititsgleichung (5.25), da die Uberlappe < zo | ; > gegen Null und gleich-
zeitig E; — Ep gegen Unendlich tendieren. Somit ist bei I' = 0 das Potential v eine Losung der
Maximum-—Aposteriori-Approximation. In der Abbildung 5.1 werden diese Uberlegungen durch
ein numerisches Beispiel bestitigt. Es wurde auf einem Gitter der Gré8e n = 100 ein einzelner
Datenpunkt bei o = 50 angenommen und fiir den Tieftemperaturfall nach Losungen von (5.25)
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Abbildung 5.1: Abstellen des Vorwissens. Oben sind Potential und Likelihood fiir den Fall ¥ = 3
dargestellt. Bei den unteren Diagrammen wurde v auf 0.001 reduziert. Die Masse des betrachteten
Teilchens betrigt m = 0.1, (A = 1). Zusétzlich sind die tiefsten Eigenenergien der Potentiale
eingezeichnet. Man beachte die unterschiedliche Skalierung der Achsen.

gesucht. Ein abnehmender Einflufl von Vorwissen der Form (5.40) wurde durch Verkleinerung von
v simuliert (siehe unten). Es zeigt sich, dafl durch Abstellen des Vorwissens die Losung fiir das
Potential im Datenpunkt und die Grundzustandsenergie gegen minus Unendlich konvergieren. Die
dazugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Grundzustand nimmt die Form einer d—Funktion
an. Der Grundzustand ist — im Gegensatz zu dem Fall einer gréferen Gewichtung von I' — der
einzige gebundene Zustand.

Das Beispiel zeigt, dafl ohne Vorwissen die Flexibilitéit des unendlichdimensionalen Feldes v zu grofl
ist. Die endlichdimensionale Datenmenge kann mittels é—formiger Losungen adaptiert werden. Die
Moglichkeit zu generalisieren ist also nur bei der Anwesenheit von Vorwissen vorhanden (vgl. Ar-
gumentation um (1.5) und (1.6)). Die Aufgabe des Vorwissens besteht darin, durch seinen Einfluf}
in dem Energiefunktional nichtlokale Information (im Gegensatz zu den Daten) einzubringen und
somit pathologische Lésungen auszuschlieflen.

Falls es moglich ist, wird man ein in v quadratisches Energiefunktional wahlen, was einer unend-
lichdimensionalen Gaufi—Verteilung als Apriori—Verteilung p[v] entspricht:

p[’l}] _ (det (%O))E 6_% fd:t dz’ (v(m)—vo(m))O(x,m') (’U((z}’)—’vo(:p’)) - ef»yl"[v] (538)

mit symmetrischer, positiv—definiter Matrix O(z, z'), die eine Metrik auf dem Funktionenraum von
v definiert, und einem Referenzfeld vg, welches als hochdimensionaler Hyperparameter aufgefaft
werden kann — also p[v] = p[v|vp]. Fiir die Variationsableitung des Energiefunktionals I" folgt eine
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Abbildung 5.2: Potential fiir einen Datenpunkt bei unterschiedlichen Temperaturen. Links sind die
Potentiale, rechts die dazugehorigen Likelihood—Dichten fiir die Félle 8 = 1000 (durchgezogene
Linie), 8 = 10 (kleingestrichelte Linie) und 8 = 1 (grofigestrichelte Linie) gezeichnet. Die Erwar-
tungswerte fiir eine Energiemessung liegen fiir kleinere Temperaturen mit < H >g_1990= —0.058
und < H >g—_19= —0.11 im Bereich gebundener Zusténde, fiir grofe Temperaturen im Streu-
bereich: < H >g_;= 0.48. Die iibrigen Parameter sind: v = 100, m = 1.25. Es wurde A = 1
angenommen.

lineare Abhéngigkeit in v:

So(e") /dm'@(x",m')(v(m') - vo(m')) , (5.39)

und die Verteilung p[v] wird fiir v = vg maximiert.

Oft besteht das Vorwissen aus der Erwartung, dafl das Potential glatt ist. Dieses entspricht in
(5.38) einer Referenzfunktion vg = 0 und O(z,z') = —d(z — x’);—;. Dann gilt mittels partieller
Integration unter der Annahme zyklischer Randbedingungen:

o] = %/dm (dz(;”)>2 . (5.40)

Fiir diese Art von Vorwissen wird eine Anwendung in Abbildung 5.2 vorgestellt. Es wurde auf einem
Gitter der Grofle n = 50 fiir einen einzelnen Datenpunkt bei o = 25 der Einflufl der Temperatur
des kanonischen Ensembles auf die Lésung von (5.22) untersucht. Hierbei wurde die Bestrafung
mittels T' konstant gehalten. Es zeigt sich, daf sich erwartungsgemé$ fiir steigende Temperaturen
die Varianzen der um zo konzentrierten Likelihood-Dichten vergréfern, bis schliefflich die Gleich-
verteilung erreicht wird. Komplizierter ist die Situation bei den Losungen fiir die Potentiale. Von
der Losung fiir den Tieftemperaturfall ausgehend vergréfiert sich zuerst die Tiefe der Potentialmul-
de mit steigender Temperatur. Von einer gewissen Grenztemperatur ab kehrt sich dieses Phinomen
um: Die Potentialtiefe nimmt wieder ab, und die Potentiale streben gegen die Nullfunktion. Die
anfingliche Vertiefung kann durch den wachsenden Einflufl der ersten angeregten Zustéinde zum
Datenanteil des Funktionals (5.6) erklidrt werden. Durch die Vertiefung sind die energetisch unter-
sten Zusténde stirker bei xg lokalisiert. Dadurch wird der Likelihood—Anteil in F' erh6ht, und die
Verschlechterung des Prior—Anteils zum Energiefunktional wird durch diesen Effekt mehr als kom-
pensiert. Fiir sehr grole Temperaturen wird der statistische Operator unabhingig vom Potential
und beschreibt eine Gleichverteilung. Das heifit, nur der Prior-Term tréigt effektiv zur Lésung der
Stationaritétsgleichung bei. Wegen I'[v = 0] = 0 tendiert die Losung fiir das Potential gegen die
Nullfunktion.
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Ein anderer Spezialfall von (5.38) ist:

2
O(z,z') = 6(z — ) und o] = %/dm (v(m) - vo(x)) . (5.41)
Hier mifit I den quadratischen Abstand der beiden Potentiale.
Eine Verschiebung des Potentials um eine Konstante v, hat nach (5.2) eine Verschiebung der Ener-
gieeigenwerte nach E,, + v, zur Folge, wobei die Eigenfunktionen | ¢, > invariant gelassen werden.
Dies hat keine Auswirkungen auf die Lsung von (5.22), die das gesuchte Potential nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt. M6chte man trotzdem die energetische Lage des rekonstruierten Po-
tentials eindeutig fixieren, so bietet sich eine Messung der mittleren Energie U fiir das kanonische
Ensemble an. Danach koénnte v, so gewahlt werden, dafl U mit dem theoretischen Erwartungswert

—BEn

<H>=TrjpH] =Y *—— (B, +v.) (5.42)

Z

zusammenfillt.
Eine andere Art von Vorwissen, ist die Kenntnis von Randbedingungen fiir v. Oft ist beispiels-
weise bekannt, dafi das Potential im Unendlichen verschwindet: lim, 4o, v(z) = 0. Unter dieser
Annahme ist das Erzwingen von U ~< H > durch einen Term der Form

plv] ~ e~ 3(U—<H>)? oder  pv]~§U—- < H >) (5.43)
eine echte, zusétzliche Bedingung, die im wesentlichen die Tiefe des Potentials festlegt.
Eine logische AND-Verkniipfung einzelner Prior—Terme fiihrt nach (1.12) zu einer Summe der
Energiefunktionale.

5.6 Rekonstruktion von Potentialen

Dieser Abschnitt befafit sich mit der Rekonstruktion von Potentialen, indem Ortsmessungen fiir
das unbekannte Potential vorgenommen werden. Es zeigt sich, daf der Erfolg bei der Rekonstruk-
tion entscheidend von der Qualitit des Vorwissens abhéingt. Dies liegt vor allem an der Tatsache,
dafB es sehr unterschiedliche Potentiale mit sehr &hnlichen Likelihood—Dichten gibt beziehungsweise
daB moglicherweise kleine Variationen des Potentials groBe Anderungen in der Likelihood-Dichte
zur Folge haben.

Im Tieftemperaturfall kommt es zu keiner Mischung der Eigenzustinde: Die Likelihood—Dichte
entspricht der Wahrscheinlichkeitsdichte des Grundzustands. Falls die Grundzustandswellenfunk-
tion ¢o(z) und die zugehdrige Grundzustandsenergie Fy bekannt sind, kann das Potential mittels
Auflssung der Eigenwertgleichung (5.2) in Ortsdarstellung nach

1 03(2)Aaipo (@)

2m lpo@)P (5.44)

v(z) = Ep +

direkt analytisch bestimmt werden. Die Energieeigenfunktionen kénnen ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit als reell angenommen werden. Denn dadurch, dal der Hamilton—Operator reell ist,
erlaubt die komplexkonjugierte Eigenwertgleichung

Heo(z) = Eopo(z) = Hyg(z) = Eops(2) (5.45)

die Schluffolgerung po(z) = p§(z), falls Ep nicht entartet ist. Im Falle von Entartung lassen sich
reelle Eigenfunktionen durch geeignete Linearkombinationen erzeugen.
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Abbildung 5.3: Rekonstruktion von Potentialen nach (5.44). Das linke Diagramm zeigt die originale
Likelihood-Dichte |¢o(z)|? (glatte Funktion) und die empirische Wahrscheinlichkeitsdichte h(z)
(leicht schwankende Funktion) bei einer Datenmenge von N = 30000. Rechts ist das mittels h(z)
aus (5.44) rekonstruierte Potential dargestellt. Die Masse des Teilchens ist m = 2.78, i = 1.

Dies legt bei der Rekonstruktion des Potentials ein Vorgehen nahe, bei dem einmal die Grund-
zustandsenergie gemessen und die Wahrscheinlichkeitsdichte bei sehr hiufigen Messungen durch
die empirische Datenverteilung @o(z) ~ 1/h(z) approximiert wird. Vorzeichenwechsel von g (z),
welche h(z) nicht registrieren wiirde, sind nicht zu erwarten, da der Grundzustand betrachtet
wird. In Abbildung 5.3 ist dargestellt, da} diese Strategie selbst bei einer sehr grolen Datenmen-
ge (N = 30000) nicht zum Erfolg fiihrt. Auf einem Gitter der Grofie n = 100 wurden fiir ein
Woods—Saxon-Potential als angenommenes Originalpotential

1
1+ e(lz—50/—25)/3

vp(z) = — (5.46)
30000 Daten aus der Verteilung des Grundzustands gewonnen. Obwohl die originale Likelihood—
Dichte durch die Haufigkeitsverteilung h(z) gut wiedergegeben wird, versagt die Rekonstruktion
von v(z) nach (5.44) mit geniihertem (g. Der Grund hierfiir liegt darin, dafl die Information iiber
das Potential nach (5.44) in der zweiten Ableitung der Wellenfunktion steckt.

Im folgenden wird dargestellt, wie eine Rekonstruktion mittels des in diesem Kapitel vorgestellten
Formalismus aussehen kann. In einem ersten Beispiel wird erneut der Fall T = 0 betrachtet. Das
Vorwissen besteht dabei aus der Erwartung eines glatten Potentials und der ungefahren Kenntnis
Ej — der Grundzustandsenergie des wahren Potentials. Zusammen mit der Bedingung, daf} das Po-
tential auf den Réndern verschwindet, miiiten somit bei hinreichend grofier Datenmenge geniigend
Informationen vorliegen, um die wesentlichen Merkmale des wahren Potentials zu erkennen. Es ist
dabei zu erwarten, dal an Orten, in denen das konstruierte Potential unterhalb von Ej liegt, die
Potentialform am besten erkannt wird, weil dort die meisten Daten auftreten werden. An Orten
mit geringer Datendichte wird die Losung vor allem versuchen, die Kriterien des Vorwissens zu
erfiillen.

Die Implementierung des obigen Vorwissens fiihrt fiir das Energiefunktional aus (5.6) mit der
Normierung < g | o >=1 auf die Form:

N 2
Flo] = —%/daf:v(x)sz(m) - Zln < i | po(v) >< po(v) | z; > +§( <H> —Eo) (5.47)

mit A, aus (5.31) und vorgegebenen Hyperparametern v und . Es bestiinde auch die Moglichkeit,
diese Parameter durch das in Kapitel 1 beschriebene Vorgehen zu lernen. In Abbildung 5.4 ist das
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Abbildung 5.4: Rekonstruktion von Potentialen nach (5.47). Links sind Originalpotential (gestri-
chelt) und rekonstruiertes Potential (durchgezogen) mit den Grundzustandsenergien gezeichnet.
Rechts sind die Likelihood—-Dichten und die empirische Verteilung der Daten dargestellt. Die tibri-
gen Parameter sind: x = 3000, v = 10, N = 2000 , m = 2.78.

Ergebnis einer Iteration mittels (5.32) mit (5.47) dargestellt: Wihrend die Likelihood-Dichte gut
wiedergegeben wird, wird fiir das Potential nur die grobe Form reproduziert. Dies verdeutlicht die
Problematik, Aussagen iiber das direkt nicht mef3bare Potential zu machen: Die observable Wahr-
scheinlichkeitsdichte hingt durch die quantenmechanischen Gesetze iiber keinen injektiven Zusam-
menhang von dem gesuchten Potential ab. Bei dem Inversionsproblem, von den Likelihood—-Dichten
auf die Potentiale zu schlieflen, ist vor allem dann ein gutes Lernen méglich, wenn das Vorwissen
unter der Vielzahl der Potentiale mit #hnlicher Dichteverteilung das richtige herausfiltert. Die-
se Schlufolgerungen deuten darauf hin, dafl préaziseres Vorwissen erstrebenswert ist. Dies kénnte
beispielsweise die Anwesenheit eines Referenzpotentials sein. Eine weitere Verdnderungsmoglich-
keit wiire Messungen am kanonischen Ensemble fiir abgeéinderte Temperaturen vorzunehmen. Eine
Erhohung der Temperatur hat eine Erh6hung des Energieerwartungswertes zur Folge. Dadurch be-
steht die Moglichkeit, an Daten bei energetisch hoher liegenden Potentialabschnitten zu gelangen,
welche lokale Informationen an diesen Orten mit sich bringen.
Ein zweites Beispiel beschiftigt sich mit der Rekonstruktion eines niherungsweise periodischen
Potentials. Dies konnte beispielsweise das Potential eines Festkorpers in einem eindimensionalen
Modell sein, bei dem eine Fehlstelle vorliegt. Ziel des Lernens ist, die Stelle der Abweichung eindeu-
tig zu lokalisieren und, wenn moglich, Aussagen iiber die Art der Stérung zu machen. Das unten
verwendete Originalpotential hat auf einem Gitter der Gréfle n = 30 die Form
sin (222) fiir z <12,z > 25
vp(z) = { sin Eﬁzg fir 13<z <24 (5.48)

[

Im Unterschied zum obigen Beispiel liegt ein Referenzpotential v (z) = sin (252 fiir das ungestorte

Potential vor. Es wird der allgemeinere Fall T' # 0 betrachtet. Fiir verschiedene Fehlerfunktionale,
die unterschiedliches Vorwissen beschreiben, kénnen die numerischen Ergebnisse miteinander ver-
glichen werden. Die ersten drei Funktionale versuchen ohne eine Referenzfunktion fiir die Storstelle
auszukommen. Dafiir wird eine ungefihre Kenntnis des Energieerwartungswertes < H > angenom-
men. Eine Wahl fiir das zu minimierende Funktional kénnte

Flv] = —% /dx (v(x) - vO)Az (v(m) _ UO) n %( <H> —U)2 B iln <o o—BH(v)

I P>
Zw °

(5.49)
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sein. Bei kleinem Hyperparameter A ist zu erwarten, dafl durch die nichtperiodische Likelihood—
Dichte die Position der Fehlstelle erkannt wird. (5.49) hat den offensichtlichen Nachteil, daf} die
Referenz v iiber das gesamte Gitter Einflul auf die Potentialgestalt hat. Dieses zeigt auch das
Ergebnis der numerischen Rechnung mit der Referenzfunktion als Startpotential (v(®) = vp) in
Abbildung 5.5. Wihrend die Potentialform an Orten, in denen das Referenzpotential durch die
empirischen Daten unterstiitzt wird, und bei den Stellen des Storbereichs, in denen das Potential
unterhalb von < H > liegt, gut rekonstruiert wird, ist sie im Bereich = € [14,20] , wo wenige Daten
auftreten, fehlerhaft. Trotzdem wird die Fehlstelle zufriedenstellend lokalisiert. Man beachte, dafl
die Likelihood—Dichte es in den Bereichen auflerhalb der Fehlstelle schafft, die Individualitit der
Daten wiederzugeben, ohne dafl das Potential an diesen Stellen merklich von der Referenz abweicht.
Eine Verbesserung von (5.49) kann durch ein Funktional erreicht werden, bei dem die Wirkung des
Referenzpotentials in den Bereichen abgestellt wird, in denen die Daten fiir eine Abweichung von
der Likelihood-Dichte von vy sprechen. Ein solches Funktional ist

Pl - g/dx (6:;(;))2_,_%/dmL(m)G[b—L(x)] +

,BH

—Zln<ml| OB |xi> (5.50)

N[

(<H>—U)2

mit dem euklidischen Abstand )
L(z) = (v(m) - vo(m)) . (5.51)
Eine Variante von (5.50) ist die Wahl

Fl] = g/dm (ag(;)>20[l(x)—b] +g/dml(m)0[b—l(x)] +

e—BH(v)

—Zln<ml| 700 | z; > (5.52)

<H>—U)2

o[>
—~

mit dem lokalen, differentiellen Abstand von Potential und Referenz

I(z) = (%(v(z)—vo(z))> : (5.53)

Wiéhrend in (5.52) zwischen den beiden Alternativen v = vy (Muster) und v = 0 (Glattheit) umge-
schaltet wird, wird in (5.50) nur das Muster vy lokal an— oder abgeschaltet. Der Hyperparameter
b gibt dabei die Schranke fiir das Umschalten vor. Entscheidend fiir die Iteration ist die Wahl des
Anfangspotentials. Es besteht die Gefahr, dafl bei einem ungiinstigen Startpotential die Iteration
in einem unerwiinschten Nebenminimum des Energiefunktionals "héngenbleibt”. In den beiden
numerischen Anwendungen zu (5.50) und (5.52) (Abbildung 5.5) wurde mit der Referenzfunktion
vo(z) = sin (2£2) gestartet, wobei im Intervall z € [14,24], in dem die Daten fiir eine Abweichung
sprechen, das Startpotential auf Null gesetzt wurde. Das Vorgehen mit (5.50) hat einen entschei-
denden Nachteil: Kommt es am Ort der Fehlstelle zu zufilligen Uberschneidungen von Potential
und Referenzpotential, so wird unerwiinschterweise in diesen Bereichen die Referenz vy angestellt.
Der gleiche Effekt tritt auf, wenn im Falle von (5.52) die Ableitungen iibereinstimmen. Ahnlich
wie bei der Verwendung von (5.49) 148t sich feststellen, dafl die Position der Stérstelle identifiziert
wird, aber die Nullfunktion als Referenz fiir das Stérstellenpotential wenig geeignet ist.

In einem letzten Beispiel wird eine zweite Referenzfunktion fiir die Storstelle zur Verfiigung gestellt.
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Abbildung 5.5: Rekonstruktion von niherungsweise periodischen Potentialen. Links sind Original-
potential (diinne Linie), rekonstruiertes Potential (dicke Linie) und Referenzpotential vy (gestrichel-
te Linie) eingezeichnet, rechts die dazugehorigen Dichteverteilungen mit der empirischen Hiufigkeit
der Daten. Die Temperatur des kanonischen Ensembles betrigt 5 = 4. Es wurden N = 200 Daten
gewonnen, und die Masse des betrachteten Teilchens ist m = 0.25. Oben ist das Ergebnis zu (5.49)
dargestellt. Die Energieerwartungswerte betragen < H >,= —0.353 und U =< H >,,= —0.388,
die Hyperparameter sind xy = 1000 und A = 0.05. In der Mitte wurde das Funktional aus (5.50)
verwendet. Die Balken im Diagramm markieren die Stellen, an denen der Einflufl von vy abgestellt
ist. Die Energien liegen bei < H >,= —0.382 und U =< H >,,= —0.388. Die vorgegebenen
Parameter sind: x = 10, v = 1, A = 5 und b = 0.15. Unten: Ergebnis bei Gebrauch von (5.52).
Die Energien sind < H >,= —0.354 und U =< H >,,= —0.388. Als Hyperparameter wurden
x = 100, vy = 0.8, A = 4 und b = 0.025 gewihlt.
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Abbildung 5.6: Rekonstruktion von niherungsweise periodischen Potentialen nach (5.57). Bedeu-
tung der Linien wie in Abbildung 5.5 mit zuséitzlichem zweiten Referenzpotential. Die Hyperpa-
rameter sind A\; = Ay = 10, k = 10, N = 200, 8 = 4. Als Startpotential fiir die Iteration wurde
v (z) = vy(z) fiir z € [16,25] und v(°)(z) = v, (z) fiir den Komplementbereich gewihlt.

Bei der Verwendung der beiden Muster

vi(z) = sin? <%”m> sign[sin <%”x> ] und  wa(z) = gsin G—gm) (5.54)

liegen jeweils leicht abgewandelte Komponenten des Originalpotentials (5.48) vor. Die Funktionen

li(z) = (%(v(x) _ vi(a:)))2 ic{1,2) (5.55)

geben den lokalen Abstand von v zu den jeweiligen Mustern an. Als effektives Muster wird ein
zusammengesetztes Muster konstruiert, das lokal aus dem jeweils im Sinne von (5.55) niheren
Muster v;(z) besteht:

| vi(z) fiir £ mit 8[l;(z) — l2(z)] =0
vo() = { v2 () fiir z mit [l (z) — l2(z)] = 1 (5.56)
Somit wird jedem Potential v ein effektives Muster zugeordnet (vo = vo(v)). Ein Problem konn-
te sein, daf} aufgrund zufélliger Ahnlichkeiten vor allem im Bereich der Storstelle unerwiinscht
hiufige Umschaltungen zwischen den Mustern auftreten. Dies ist die Motivation, einen Bestra-
fungsterm einzufiihren, der die Anzahl der Umschaltungen zwischen den Mustern z#hlt: Z(v) =

” Anzahl der Umschaltungen”. Als insgesamt zu minimierendes Funktional wihlt man dann

Flv] = A21 da 1y (z) 0[lz(2) — I (2)] +%/daf:lz(m)0[ll(m) —ly()]
7BH (v)
—Zln<x2| WOR | 2 > +kZ(v). (5.57)

Das Resultat einer Iteration ist sehr empfindlich gegeniiber dem Startpotential. Dies liegt daran,
daf} das Potential selber dariiber entscheidet, welches effektive Muster es ”sieht”. In den Anwen-
dungen wurde ein Startpotential gewéhlt, bei dem Potential und effektives Muster zusammenfallen:
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v = vo(v(®). Damit verschwinden im Energiefunktional (5.57) fiir v(®) die ersten beiden Sum-
manden, und es gilt:

0 N eiBH(U(O)) o
Fp©@l==Y In<a| STOR | z; > +kZ (). (5.58)
=1

Vor dem eigentlichen Iterationsprozef wird nach einem v(°) gesucht, welches das Funktional (5.58)
fiir sich minimiert, und dieses dann als Startpotential fiir die Iteration nach (5.57) verwendet.
In Abbildung 5.6 ist das Ergebnis fiir dieses Vorgehen dargestellt. Die Suche nach v(®) fiihrt bei
k = 10 auf ein Startpotential, das im Intervall z € [16, 25] aus va(z) und sonst aus v;(z) besteht.
Das dazugehorige Ergebnis zeigt auch in den Stellen geringer Datenhéufigkeit eine trotz fehlerhafter
Muster gute Rekonstruktion.
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Kapitel 6

Lernen von Potentialen
(Pfadintegraldarstellung)

In diesem Kapitel wird mittels Pfadintegralen eine alternative Methode zur Darstellung der Matrix-
elemente des statistischen Operators gewihlt. Die Verwendung von Pfadintegralen und die resul-
tierende Stationaritéitsgleichung fiir die Maximum—Aposteriori—Approximation ist dquivalent zur
entsprechenden Gleichung aus Kapitel 5. Im Unterschied zur Spektraldarstellung ergibt sich mit
der Moglichkeit fiir eine Stationire Phasenapproximation der Pfadintegrale eine semiklassische
Niherungsstrategie fiir die Berechnung der Matrixelemente. Wihrend man im vorangegangenen
Kapitel auf den Umgang mit Eigenwertgleichungen angewiesen war, erfordert die Stationédre Pha-
senapproximation das Losen von klassischen Bewegungsgleichungen.

6.1 Erste Variante

Die Pfadintegraldarstellung der Matrixelemente des statistischen Operators als Alternative zu
(5.14) besitzt nach [14, 15, 16] die funktionale Form

<a —BH 2 >= /q(Bﬁ)mi M e_%fom dt [%qu(t)+v(q(t))] ] (6.1)
3 (2 q(O):mi N

Die Darstellung (6.1) ist eine Abkiirzung fiir eine unendlichdimensionale Ortsintegration, die sich
ergibt, wenn das Zeitintervall 8A in dquidistante Teilstiicke der Lange € = %ﬁ geteilt wird, der Pfad
q(t) an den diskreten Zeiten durch g = q(t;) mit t; = ek codiert und anschlielend der Grenzwert
M — oo ausgefiihrt wird:

M M—1 _e S (12
<z;|ePH | z;>= lim ( m )2/<H qu>e HZk:l(z( ‘ )+(qk)). (6.2)
k=1

M—o00 \27he

Hierbei sind die Randwerte g9 = qp = x; vorgegeben. Es wurde ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit von einer eindimensionalen Ortskoordinate z; ausgegangen. N aus (6.1) ist eine v— und
z;—unabhingige Normierungskonstante:

M
2

N = Jim (57

Das Integral (6.1) entspricht also einer Summe iiber alle moglichen Pfade ¢(¢) des Definitionsbe-
reichs ¢ € [0, 8%], wobei die zeitlichen Randbedingungen ¢(0) = ¢(B8h) = =; erfiillt sein miissen.

(6.3)
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Nur in einzelnen Spezialfillen 148t sich das Integral analytisch 16sen. Wihrend bei der spektralen
Behandlung die Matrixelemente und deren Ableitung exakt bearbeitet wurden, bietet sich hier die
Methode der Stationédren Phasen als Ndherung an. Dabei wird nach Pfaden gesucht, die die eukli-
dische Wirkung minimieren und somit den Hauptbeitrag zum Pfadintegral liefern. Dieses fiihrt auf
das Losen von klassischen Bewegungsgleichungen, wobei durch die Datenpunkte z; die zeitlichen
Randbedingungen vorgegeben werden. Da die Giite dieser Ndherung im Limes A — 0 zunimmt,
spricht man auch von einer semiklassischen Naherung.

Die Zustandssume 148t sich als Spur im Ortsraum durch ein Pfadintegral iiber alle periodischen
Funktionen mit vorgegebener Periode SA ausdriicken:

Z

Tr[e_'BH]z/dx <z|ePH|z> (6.4)

_ /da: /q(ﬁﬁ)_m [da®)] - 1s1q :/ [da®)] —1s1q
aoy== N a0)=a(an) N

Dabei ist die euklidische Wirkung mit

= [ dt [Jm ) + (at0)] (65)

abgekiirzt.
Setzt man (6.1) in (5.5) ein und beriicksichtigt, da jedes Datum ein eigenes Pfadintegral erhilt,
so bekommt man als Ausdruck fiir die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit des Potentials:

N 1
p[v|D] ~ / <H[in(t)]> e Flan] (6.6)

wobei die Gesamtwirkung F' durch

N Bh 1
Fla,,0] = Z/O dt [3m () + (@i(5)] + AN Z(v) + byTo] (6.7)

gegeben ist. In einer ersten Variante fiir die Behandlung der Wahrscheinlichkeit p[v|D] wird ei-
ne Stationire Phasenapproximation der Pfadintegrale ¢;(t) mit einer gleichzeitigen Maximum-—
Aposteriori-Approximation fiir v vorgenommen. Dies entspricht dann dem Losen der Bewegungs-
gleichungen:

_4F
IAG)

welche die Bewegung eines klassischen Teilchens in dem Potential —v(z) unter periodischen Rand-
bedingungen festlegen. Auf jedem Pfad bleibt die Energie

0 = mgi(t) =v'(qi(t)) , (0)=qi(Bh) =z Vi=1,...,N, (6.8)

1

E; = Em(Iiz(t) —v(ai(t)) (6.9)

zeitlich erhalten. Die zweite, simultan mit (6.8) zu behandelnde Bedingung lautet:

oF N, pen , e PH or
= = i — — ! _— ! . ]_
0 ;:1 ; dté(q;(t) —z') — BAN < z' | Z | ' > +’Yh5v(a:’) (6.10)



63

Hierbei wurde fiir die Ableitung der Zustandssumme das Ergebnis aus (5.19) ausgenutzt. Die
Integrale iiber die §—Funktionen konnen im Falle von einfachen Nullstellen im Argument unter
Ausnutzung von (6.9) mit

asta - - 3 L= 1 m@) (e
t6(g;(t) —2') = — = = ! 6.11
ji=1 4: (25:) ji=1 \/% (Ei + U(Qi(t]'i))) \/% (Ei + U(xl))

angegeben werden. Dabei sind mit n;(z') die Anzahl der Zeiten ¢;, mit g;(¢;,) = ' gekennzeich-
net. Die Bedingung aus (6.10) ld8t sich kompakt ausdriicken, indem man mit einer beliebigen
Observablen f(z')/(NSR) multipliziert und danach z' ausintegriert:

N
or

wobei f; den zeitlichen Mittelwert von f auf der klassischen Trajektorie ¢;(t) angibt und < f >
fiir den Erwartungswert der Observablen f steht. Die beiden Gleichungen (6.10) und (6.12) sind
dquivalent, da (6.12) fiir alle f erfiillt sein muf}. Funktionalableitung von (6.12) beziiglich f fiihrt
zuriick auf (6.10). Das Ergebnis (6.12) erinnert sehr an die Aussage der Ergodenhypothese [17]
der statistischen Mechanik. Dort ist die Gleichheit von ”Zeitmittel” und ”Ensemblemittel” eine
der wesentlichen Annahmen fiir alle physikalischen Observablen. Im Gegensatz zu (6.12) erfordert
die Ergodenhypothese allerdings eine Zeitmittelung iiber einen unendlichen Zeitraum, und die
Trajektorien ¢(t) werden durch Anfangsbedingungen fiir ¢;, ¢; und nicht iiber ein Randwertproblem
(6.8) vorgegeben.

Diskutiert man den Hochtemperaturlimes 8 — 0 von (6.12), so kdénnen im ersten Summanden
die Integrale mittels foﬁ " dt f(qi(t)) =~ Bhf(z;) gendhert werden. Hierbei wurde die zu erwartende
Stetigkeit von ¢;(t) ausgenutzt. Der zweite Summand wird wegen e ## ~ Z und damit < f >~
( [ dz' f(a:’)) / [ dz' ebenfalls f—unabhingig. Wie zu erwarten dominiert der Prior—Term in diesem
Grenzfall die Stationaritéitsgleichung (6.12). Die Gleichung (6.12) darf im Tieftemperaturfall nicht
benutzt werden, da fiir deren Herleitung explizit 8 # oo benutzt wurde.

Falls kein Vorwissen vorhanden ist (I' = 0), kann analog zu Abschnitt 5.5 fiir den Tieftemperaturfall
gezeigt werden, dafl

v(z) = — alin;oa Z 0(z; — ) (6.13)

die Losung von (6.10) ist. Denn die Bewegungsgleichungen (6.8) haben dann die instabilen Losun-
gen ¢;(t) = z;, und damit folgt fiir den ersten Summanden von (6.10):

Z/dt 8(qs(t) —2') = ﬂhZ&(xi —z'). (6.14)

Mit (5.36) gilt fiir dieses Potential

5 N
hm <z |T|x >= NZ&(xi—z'). (6.15)
i

—>00

Damit heben sich der erste und zweite Summand aus (6.10) weg.
Im Gegensatz zu Kapitel 5 ist die Beschrinkung auf Ortsmessungen fiir die Giiltigkeit von (6.1)
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A /

? > .
0 t’ Bh t 0 Bh
Abbildung 6.1: Graphische Erlduterung der Argumentation fiir den Schritt von (6.18) nach (6.19).
essentiell. M6chte man mit anderen MefBobservablen arbeiten, aber gleichzeitig den Pfadintegralfor-

malismus beibehalten, so kénnen die Matrixelemente iiber die Vollstindigkeit dargestellt werden.
Im Falle von Impulsmessungen p bekommt man mittels Fourier—Transformation

<plePH|p>

/dxdx’<ﬁ|m’><m’|e*ﬁH|x><m|ﬁ>

q(BR)=2'
~ / da da’ / [dq [da®)] i (stal+ise’ )
a(0)=2

/ [dg(t)] —l(S[q]+lp(( Bh)—4(0))) (6.16)

ein Integral iiber sdmtliche Pfade ¢(t) des Definitionsbereichs ¢ € [0, Bh]. Fiir den weiteren Verlauf
der Rechnung bietet sich beispielsweise eine Sattelpunktsniherung als Ndherungsmethode fiir die
Ortsintegrale an.

6.2 Zweite Variante

In (6.6) wurde das Produkt der Pfadintegrale effektiv iiber ein einzelnes Pfadintegral ausgedriickt
und gleichzeitig eine Maximierung beziiglich v und eine Stationire Phasenapproximation fiir das
gesamte Integral vorgenommen. In d1esem Abschnitt wird mittels Pfadlntegralmethoden eine zu
(5.22) alternative Darstellung fiir W <ai|ePH |z > und ; z) hergeleitet und in die
Stationaritdtsbedingung zu (5.6):

oT NJZ i":av <wi|e P e >

0= 75v(z’) Z bv(x <z;|eBH|z; > (6.17)

i=1

eingesetzt.
Eine Funktionalableitung der Zustandssumme aus (6.4) nach v(z') mit anschliefender Vertau-
schung der Reihenfolge der beiden Integrationen fiihrt auf:

07z _ 1 d t 7lfmidt [%mdz(t)+v(q(t))] /Bh ' A
@) ~ & ; dt' §(q(t') — ')

q(Bh)
Bh
eI
q(Bh)

] 75]\% [ mdz(t)+v(‘1(t))] é(q(t') _x’) . (6.18)
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b
0 t’ Bh t

Abbildung 6.2: Aufspaltung des Pfads ¢ in die beiden Anteile ¢; und ¢,.

Der Wert des Pfadintegrals kann direkt angegeben werden, wenn man sich veranschaulicht, dafl
Wirkung S[g] und Normierung A invariant unter einer zyklischen Verschiebung jedes Pfades ¢(t)
um den Wert ¢' auf der Zeitachse sind. Diese Verschiebung ist in der Abbildung 6.1 angedeutet.
Beide Pfade ¢; und ¢ nehmen insgesamt die gleichen Funktionswerte an und besitzen deshalb den
gleichen Wert fiir [ dtv(q(t)). Die Pfade nehmen ebenfalls auf dem Zeitintervall die gleichen Ablei-
tungswerte ¢(t) an. Somlt ist fiir beide Pfade das Integral [ dt ¢*(¢) identisch. Der Argumentation
folgend kann das Pfadintegral aus (6.18), bei dem iiber alle perlodlschen Pfade, die zugleich durch
den Punkt z’ zur Zeit t' gehen, effektiv als ein Pfadintegral iiber alle Pfade, die bei z’ starten und
enden, ausgedriickt werden:

dal(t a(Br)=2" 11.(4

/ [ q( )] ef%s[q](s(q(t') —CE’) :/ [ q( ) ef%S[q] =< z | efﬁH | ' > . (619)
(0)=q(BH) q(0)=a=’

Hierbei wurde die Definition (6.1) ausgenutzt. Man beachte, daf§ die Gleichung (6.19) unabhiingig

von t' giiltig ist. Die Ausfiihrung des ¢'-Integrals aus (6.18) wird dadurch trivial, und das Ergebnis
aus (5.19) wird reproduziert:

0Z

_ 4 —-BH !
So@) B<z|e |z’ > . (6.20)

Mittels dhnlicher Methoden konnen die Ableitungen der Matrixelemente < z; | e ## | z; > in
(6.17) berechnet werden. Nach Ableitung

) R CLOE T PR
<ai|ePH |z > = —_/ dt’/ e~ w5l §(g(t") — o'
dv(z'") z; | e | h q(0)=z; N (q( ) x)
. __/3h /q(ﬁﬁ) i dq ]ef%s[q] (6.21)
q((g)):

kann das Pfadintegral in zwei separate Integrale aufgespalten werden (siehe Abbildung 6.2). Nach
Beriicksichtigung der zeitlichen Randbedingungen fiir die Pfade ¢; und g2 entsteht ein Produkt



66 Kapitel 6: Lernen von Potentialen (Pfadintegraldarstellung)

von Ubergangsmatrixelementen von statistischen Operatoren mit abgeéinderten Temperaturen:

o< | e PH | Ti > = 3 /Bh /qZ(Bh) " dq2] —152[42] nit)=e @3_% S1(q1]
dv(z") aa(t))=a’ n©=s; M
= —— dt <z |e B h)H|z><z|e H|zi>
h 0
B ’ ’
= —/ df <z |e PP | o' s o’ | e PH |4y >, (6.22)
0

wobei N' = M1 N, gilt, und die Wirkung mittels

51[11112/:’ dt[lmql()+v(q1(t))] und Sz[qzlzftlﬁhdt{lqu()+v(q2(t))] (6.23)

aufgeteilt wurde.

Man beachte, daf$ die Ableitung (6.22) — ebenso wie (5.22) — exakt ist. Deshalb muf} (6.22) mit
den Ergebnissen aus Kapitel 5 analytisch iibereinstimmen. Um die Aquivalenz zu beweisen, fiihrt
man in beiden Matrixelementen aus (6.22) eine Identitdt aus Energieeigenfunktionen (5.2) T =

> Len><¢nl oip und nutzt die Eigenwertgleichung aus. So erhilt man:

n <gnlpn>
<wmilePT|zi> = <zilpa><onl|d ><@'|om ><om|zi>
v (z') mn <@nlen><om|om >
B
x e PEn /dB’ e=F'(Bm=En) (6.24)

Unter Verwendung von

B , m=n
/ dg’ e B (Em—En) :{ g 1 e—B(Bm —En) (6.25)

0 En-—E,  En_E. m#n

bekommt man fiir (6.24)

§<xi|e*BH|xi>:_Bze,ﬁEm<mi|gom><gom|a:’><a:’|<pm><<pm|xi>
dv(z') < Om | Pm >2

e—BEn Re[<zi|g0m><tpm|x’><x’|<pn><g0n|xi>

_9 6.26
;Em—En < On | on>< Pm | om > (6:26)
m#n

Setzt man (6.26) zusammen mit (6.20) in die Gleichung (6.17) ein, so ist die Aquivalenz der
Stationaritdtsgleichung

-BH N 8 ) o= (B=B)H | 1) o=B'H |
0=~ oTr —Nﬂ<a:’|e |x’>+2/ dﬂ,<x,|e |z ><z'|e | z; >
dv(z') 7 — Jo <z;|eBH |z; >

(6.27)
mit dem Resultat (5.22) aus Kapitel 5 bewiesen.
Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden analytische Niherungsstrategien fiir die in Gleichung
(6.27) auftretenden Matrixelemente diskutiert. Es kann gezeigt werden, unter welcher Approxima-
tion das exakte Ergebnis der zweiten Pfadintegralversion (6.27) in das durch Sattelpunktsniherung
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erhaltene Resultat der ersten Pfadintegralversion (6.10) iibergeht. Zusitzlich wird aufgezeigt, wie
ein im Vergleich zu (6.10) verbessertes Ergebnis aussehen kann.

Im Anhang E wird eine Verallgemeinerung von (6.20) auf eine N—fache Variationsableitung der
Zustandssumme vorgefiihrt. Durch die Bestimmung hoherer Ableitungen werden die analytischen
Voraussetzungen zur Festlegung der Hesse-Matrix geliefert.

6.3 Niherungen fiir die Matrixelemente < z | e ?H | £ >

Der Umgang mit den Matrixelementen < z | e ## | z > mittels Pfadintegralmethoden ist Stan-
dard. So konzentriert man sich bei der ndherungsweisen Berechnung von

a(BR)=z 110 (¢
<z|ePH|z>= / Me—%s[q] (6.28)
9(0)=z N
auf die Suche nach den Pfaden g,(t), die die klassische Bewegungsgleichung
0S . .
= FPRO) = —md,(t) + v'(gz(t)) mit ¢,(0) = q,(Bh) == (6.29)
erfiillen. Bei der Variablentransformation zu neuen Koordinaten r(¢) nach q(t) = g.(t) + r(2)

liefert der Pfad g, den Hauptbeitrag zum Pfadintegral, wihrend r(¢) die Fluktuationen um diesen
Pfad beschreibt. Es ist zu erwarten, dafl gerade kleine Abweichungen von ¢, groflen Beitrag zum
verbleibenden Pfadintegral iiber 7(¢) liefern. Somit macht eine Entwicklung des Potentials um g,
nach

oa) ~ v(a:) + ' (0:)(a — 1) + 5v"(a2) (g~ 02)° (6:30)

Sinn. Die Wirkung S[g] veréndert sich dann insgesamt zu:

Bh
Sl = [ a [Gma) + 5mi®@) + ma(070) + olan(t) + (1)

X

[ amizo o) + [ e [fmo + aono)

B
+ [ dt [mia 070+ 0)r(0)] (6.31)
wobei der letzte Summand aus (6.31) unter Ausnutzung von (6.29) nach
Bh Bh
/0 dt [m. ()¢ (1) + v/ (@ O)r ()] = [md.(Or(®)] ~ =0 (6.32)

verschwindet. Die stationire Wirkung S[g,] kann aus dem Integral herausgezogen werden, und
man erhalt schlieflich

<zlePH|z> =~

T(Bﬁ)zo 1 h 1 .2 1,01 2
e*%S[qm]/ dr(?) e_ﬁfoﬂ at [3m#*(O+" (@ () (0] (6.33)
r(0)=0 N
- )r(t)

~at—t) (—m% +v" (g (t))) (6.34)

#)=0 dtdt’ r(t') [ 225kl
= S[qz]/ rien= [dr e 2ﬁf 7( )(sw )aa(t)

(0)=0

§*S[q]
8q(t")dq(t) | ,—,
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in der Ndherung (6.30). Notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des Pfadintegrals aus (6.33) ist
eine positiv—definite Hesse-Matrix (6.34). Unter der Entwicklung von (6.30) ist v"(z) > 0 fiir alle
z dafiir hinreichend.

Das verbleibende Pfadintegral aus (6.33) kann mittels der ”Shifting-Methode” [18, 14] exakt geldst
werden. Das Ergebnis wird hier nur angegeben. Es ist unter der Van Vleck-Formel bekannt und
betragt

oh -4
<z|e P |z >~ <2ﬂhﬁm(ﬂh)%(0) / dt ) e~ #Sle] — < 1 [q’”]> e~ iSlal
0

m K2(t) 2rh  Ox?

(6.35)
wobei k4 (t) eine Losung der Gleichung

Lo g e
v @) = 72

ist. Falls auf dem Pfad g, die Geschwindigkeit ¢, (t) nicht verschwindet, kann aufgrund von (6.29)
ke (t) = gz (t) gewihlt werden.
Um die Zustandssumme in dieser Darstellung

q(Bh)== .
Z = /daf: <zl|ePH|z>= /da: / @eiﬁs[‘ﬂ (6.37)
q

(0)==

(6.36)

auszurechnen, miifite eigentlich die Gleichung (6.29) fiir alle Randbedingungen ¢,(0) = ¢,(8h) =
z gelost werden. Eine zusétzlich ausgefiihrte Sattelpunktsniherung fiir das z—Integral vermeidet
diese Aufgabe und fiihrt zu der Bedingung, daf} die Geschwindigkeiten auf den Riindern ebenfalls
iibereinstimmen [16, 19]. Es muf also nach Orten zo gesucht werden, fiir die neben (6.29) noch
4z (0) = Gz, (BR) erfiillt ist. Damit erhilt man fiir die Zustandssumme zu (6.33) fiir ein einzelnes
Zo:

T(ﬁh):O . "
7 o ot Slao) / [dr(O)] & [ ae [3mi () 3" (0ag () 0)] (6.38)
r(0)=0
und insgesamt fiir die Matrixelemente des statistischen Operators
—BH A
<z|Z 7 |z >~ A—me_%(s[q”]_s[q”’]) (6.39)

Zo

mit jeweiligen Pfadintegralen A, und A, aus (6.33) und (6.38).

Im Falle grofler Massen m miissen die Ergebnisse der klassischen statistischen Mechanik (4.42)
beziehungsweise (5.7) reproduziert werden. Dies kann bewiesen werden, indem man sich veran-
schaulicht, da§ aufgrund von

1
Ge = —0'(gz) — 0 firm — oo (6.40)
m

die Losungen der Bewegungsgleichungen (6.29) die statischen Pfade ¢,(t) = z sind. Setzt man
dieses Ergebnis in die euklidischen Wirkungen ein, so erhélt man fiir (6.33):

r(Bh)=0 . "
<z|ePH |z > efﬁv(z)/ dr(®)] ef%fomi at [Fmi(0)+ 30" ()7 (1) . (6.41)
r(0)=0

Das verblelbende Pfadintegral eines harmonischen Oszillators wird im Falle grofler Massen im
Grenzwert ~ (z) — 0 mit

r(BR)=0 fﬁﬁ [ 2 1 ”(a:)rz(t)] m 6.49
2 (6.42)
,,,(0):0 N 27['h ﬂ
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unabhéngig von v"(z) [14], und damit folgt das klassische Ergebnis
o—BH e—Bv(2)
Eine etwas genauere Rechnung bei grofien Massen ergibt sich, indem in (6.33) gen#hert wird. In
der Wirkung des Pfadintegrals dominiert fiir grofie m—Werte der Term der kinetischen Energie:
1 [An
2h

Dadurch erhélt man nach (6.44) eine z—unabhéngige quadratische Korrektur und bekommt

(6.43)

m Bh
it [mi? (8) + " (@ (D) (6)] ~ — 50 /0 dt i (t). (6.44)

<z|ePH |z >~ e w5l (6.45)

als Resultat.

6.4 Niherungen fiir [(df <z |e B-FH | o < o' | PH | 2 >

Bei N#herungen fiir das Ergebnis von (6.21) beziehungsweise (6.22) gibt es mehrere Vorgehenswei-
sen, die im wesentlichen darauf abzielen, daf} im dritten Summanden von (6.27) das Matrixelement
< z; | e PH | z; > herausgekiirzt werden kann. Es werden hier mehrere Moglichkeiten vorgestellt,
wie dies geschehen kann.

Eine erste Moglichkeit besteht darin, ein Integral der Form [ dz g(z) f(z) unter der Voraussetzung,
daB f(z) um zo lokalisiert ist und g(z) dort schwach oszilliert, durch g(zo) [ dz f(z) zu approximie-
ren. Dies entspricht in (6.21) dem Rausziehen von §(g(t') — z') fiir den Pfad q(t') = g, ('), wobei
gz; die klassische Bewegungsgleichung (6.29) mit den Randbedingungen g¢,;(0) = ¢.,(8h) = =;
erfiillt (und damit mit dem Pfad g; aus (6.8) uberelnstlmmt)

) ——/ﬁhdt’/ . ] *%S[q]é(q(t’)—x’)

ov(z')
W= [dg(t)] s ld]

1
N —— dt 0(gz;(t) — / =l emwSld (6.46
hi Jo S a=2 N (6:46)

Beim Einsetzen in (6.27) kiirzt sich gerade das ¢'—unabh#ngige Matrixelement heraus

<zi|ePH |z >

(Sv((sz’) <z | e PH | Ti > _ _1 on dt' 5( (tl) . :L_I) (6 47)
<z;lePH|z;> k) Qo ’ ’

und damit geht die Stationarititsgleichung (6.27) in das Ergebnis von (6.10) iiber. Mochte man
genauer rechnen, so kann analog (6.33) in einem ersten Schritt die klassische Wirkung durch Varia-
blentransformation q(t) = g, (t) + r(t) herausgezogen werden. Eine anschliefende Néherung nach
(6.46) bringt:

§<wzi|ePH|z; >
5v(a:’)

S[4a;] /ﬁh /T(Bh d’l" ] 75‘[35 [ (t)+ 30" (go, (t))r2(t)] J(qz.(t') -I-T(t,) _ ;Ul)

S[qz ]
N - 7/ dt' §(gz, (t') + 12 (t') — ')
h 0
r(Bh)=0 fﬁn
r(0)=0 N

(6.48)

[4mi2(5)+ 10" (g, (t))r2(t)]

X
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wobei r,, die Losung von
mi'a, (t) = 0" (qz; ())ra;(t)  mit 14, (0) =71z, (BR) =0 (6.49)
ist. Unter Ausnutzung von (6.33) bekommt man im Vergleich zu (6.47) bei

61)(62’) <z | eiﬁH | z; >

<z;|ePH |z >

Bh
= —% /0 dt' (g, (') + 74, (t') — ') (6.50)

einen Korrekturterm r,,, der die Fluktuationen um die Mean—Field-Losung g,, beschreibt.
Eine zweite Moglichkeit fiir die Bearbeitung von (6.22) besteht darin, die §—Funktion aus (6.48) in
ihrer Spektraldarstellung einzusetzen. Damit erhilt man mit

<z |ePH |z;> N e,% [gz;] /ﬁhdt/d)\ ix(qu; ()~ )><
dv(z')

/T(ﬁh | e —k 77 de [3m () + 30" (g, ()72 (6) MRS (6=t ) (1)
r(0)=0 N

(6.51)
ein Pfadintegral, welches in der Hamilton-Funktion neben dem Anteil des harmonischen Potentials

zusétzlich ein rein imaginéres, 6—formiges Potential enthélt. Die Suche nach Sattelpunkten fiir das
Pfadintegral fiihrt auf die Bewegungsgleichung

LT (t)
ot?
Dabei ist zu beachten, daf§ die Lésung r,, sowohl A— als auch ¢'—abhingig ist. Der Pfad r,, ist im

+ 'U”(q:z:i (t))’l"zitl)\(t) = Z)\h(S(t - t’) mit "'z,-t’k(o) = ’l"zitq(ﬂh) =0. (652)

wesentlichen die Greensche-Funktion des Operators —mg—; + v"(qz, (t)) mit vorgegebenen Rand-
bedingungen. Denn falls man die Greensche-Funktion R,, nach
O’Ry, (t,t)
—ptmi\n )
or?

gefunden hat, so folgt fiir die Losung von (6.52) direkt: ry,¢x(t) = thAR,, (¢,t').
Weiter ergibt sich durch Multiplikation von (6. 52) mit 7,4, anschlieﬁender t-Integration und

+v"(qe, (t)) Ry, (t, ') = 8(t —t') mit R,,(0,t') = R,.(Bh,t')=0,Vt (6.53)

einmaliger partieller Integration nach [ dtr(t)F(t) = — [dt7?(t) fiir den quadratischen Teil der
stationdiren Wirkung von (6.51):
1 [Pl 1 2 AR
—= [t [3miZan®) + 50" (@ ()2 ()] = —Freen) = SR () (654
hJo 2 : 2 2

fiir alle A und ¢'. Nach erneuter Variablentransformation r(¢) = 7y, 1 (t)+1(¢) fallen in der Wirkung
des Pfadintegrals aus (6.51) mit (6.52) erneut Terme mittels

Bh X Bh
/0 dt [mfmim(t)l(t) 0" (go, () rase 0 (2) —ihl(t)é(t—t’)] - [mfmim(t)l(t) =0 (655)
weg, und man erhilt

_ 1 13
o< x; | e BH | xr; > ~ _6 7 Sla=;] /B v / d\ l}\ ga; () — :v) ikrmit’x(t’)x
dv(z') 0

k[Tt [3mi2 (O E (e (0)72, 0 ()] /l(ﬁh) 0 [dI(t)] ook [t [EmiP )+ 30" (@, ()P (0)]
V :

(6.56)
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Nach Ausnutzen von (6.54) kann das Gau-Integral iiber A nach

2
/d)\ —L1AR,, (¢ )N +ix (gu; () —2') _ 1 e—m(q”(t’)ﬂ’) (6.57)
2m 21hR,,(t',t')

ausgefiihrt werden. Als Endergebnis bekommt man mit (6.33):

) —BH
ey <l > 1o *m(%i(t')*z')z

<z |eBH|z;> k) /21hR,, (¢, 1)

(6.58)

Im Vergleich zu (6.47) und (6.50) sind die §—Funktionen der obigen Ergebnisse hier durch eine
iiber z' normierte Gaufi—Verteilung ersetzt worden. Die Varianz dieser Verteilung wird durch die
Greensche-Funktion festgelegt. Man beachte, dafi durch Multiplikation von (6.53) mit R, (t,t')
und Zeitintegration aufgrund von v"(gq;,) > 0:

() / at | ( B(ttt)> +%v”(qmi(t))R§i(t,t’)] >0 (6.59)

folgt. Fiir besonders gut lokalisierte Minima (v"” — o0) geht das Resultat (6.58) in (6.47) iiber.
Abschlielend sei eine letzte Moglichkeit fiir die Behandlung von (6.22) vorgestellt. Die einzelnen
Matrixelemente kénnen separat durch ein Pfadintegral ausgedriickt werden. Nach einer Stationiren
Phasenapproximation fiir beide Pfadintegrale kann eine Sattelpunktsniherung fiir das 3'—Integral
angeschlossen werden. Die Stationaritdt von

/dB <ai|e BB | g scg' e P H |z > (6.60)
h)=z; h)=z'
/ dﬂ’/ 2(Bh)= [dg2(t ]/01(5 )= ()] e—%(51[q1]+52[02])
q2(B'h)=z’

mit den einzelnen Wirkungen

Bh

Sila) = /f'hdt[émq'%(ww(ql(t))] und Salas] = [ de [[mdE() +o(a(e)] (061

B'h

fithrt auf die gewohnten Bewegungsgleichungen mit den Randbedingungen ¢4 (0) = z;, ¢1(8'h) = z',
¢2(B8'R) = 2’ und ¢2(Bh) = z;. Die Ableitung nach g’ liefert die Bedingung:

0= o (Silar] + Sal]) = Sma(B'9) + o(@(B'R) — SmB(E'R) ~v(@(EB) . (6.62)

B ( 2

Mit der Randbedingung v(q:1(8'h)) = v(q2(8'h)) folgt somit, da sich die Betrige der Geschwin-
digkeiten entsprechen: ¢; (8'h) = £4»(8'h). Damit fallen auch die beiden Energien E; = %mqf.(t) -
v(g;(t)) fiir j € {1,2} der Pfade zusammen.

Durch die Quotientenbildung kommt man zu dem Ergebnis:

6 | e BH | p.
5u(z") <z | e | T; > _ _A1A2 e—%(51[41]+52[42]—S[qzi]) (663)
<z|ePH|z; > A, ’

wobei g,; fiir den Pfad aus (6.8) mit g,, (0) = g, (8h) = z; und A; fiir die jeweiligen Fluktuationen
um die Mean-Field-Beitriige entsprechend (6.33) stehen soll.
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6.5 Numerische Implementierung

Abschliefiend wird eine mogliche numerische Implementierung der Theorie dieses Kapitels vorge-
stellt. Das Beispiel beschrinkt sich auf die erste Variante aus Abschnitt 6.1 und hat einzig und
allein den Beweis der numerischen Anwendbarkeit zum Ziel.

Wesentlicher Bestandteil ist die Losung der Bewegungsgleichungen (6.8) beziehungsweise (6.29).
Fiir ein beliebiges, gegebenes Potential v(z) ist man auf eine Diskretisierung des Zeitintervalls
[0, Bh] angewiesen. Bei einer Aufteilung in n; dquidistante Stiitzstellen und i = 1 ergibt sich ein
Abstand von € = nﬁt Die Pfade werden durch einen Vektor mit den Komponenten gr = q(tx)
bei t;, = ek mit k € {0,...,n;} codiert. Die Bewegungsgleichungen (6.29) bekommen dann in der
diskreten Version die Form

m
0=~ (q+1 — 2q¢ +qe-1) +0' (@) k=1,...,m -1 . (6.64)

Zus#tzlich miissen die Randbedingungen ¢o = = und ¢,, = z erfiillt werden. Zusammen 148t sich
dies durch die Matrixgleichung

m I
0=-5 + = A7+ t(q)
. i 0 . .
0 -0 1 -2 12 Gns—1 'U’(Qnt—l)
o - e 0 & n, x
(6.65)

ausdriicken. Wie gewohnt muf} die Gleichung (6.65) iterativ selbstkonsistent gelost werden. Dabei
wurde im unteren Beispiel der Algorithmus

quty = G0 — (79 + A7ME(gW)) (6.66)

gewihlt, was dem Verfahren (1.36) mit O = A~! entspricht.
Fiir das eigentliche Problem des Lernens — der Suche nach Losungen v(z) der Stationaritétsglei-
chung (6.10) — ist ebenfalls eine Diskretisierung der Ortskoordinate erforderlich. Der Wertebereich
der Pfade kann mit dem ganzzahligen Definitionsbereich des Potentials in Einklang gebracht wer-
den, indem die Funktionswerte der Pfade gerundet werden oder das Potential zwischen den Stiitz-
stellen linear interpoliert wird.
In einem Beispiel wurde ein Potential der Form
1
’U(ZL') = T [o—15]-2 (667)
1+e =2

auf einem Gitter der Grofie n, = 30 vorgegeben. Fiir dieses Potential wurden mittels (6.66) die
Pfade g, (t) fiir alle 30 moglichen Randbedingungen ¢, (0) = ¢,(8h) = = des Ortsgitters bestimmt
(8 = 6, h = 1). Fiir die Gittergrofie der Zeitkoordinate wurde n; = 30 gewihlt. Im Diagramm
6.3 sind die klassischen (nach (6.43) berechneten) Ortsmefiwahrscheinlichkeiten, die quantenme-
chanischen (nach (5.4) berechneten) Wahrscheinlichkeiten und die semiklassischen (mittels (6.45)
bestimmten) Wahrscheinlichkeiten aufgetragen worden. Es zeigt sich, daf beim Ubergang von
klassischer zu quantenmechanischer Berechnung die Verteilungen aufgrund der Unschérferelati-
on erwartungsgemif eine groflere Varianz aufweisen. Es lohnt sich die Bemerkung, dafl bei einer
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Abbildung 6.3: Vergleich von klassischer, semiklassischer und quantenmechanischer Mefwahr-
scheinlichkeit. Oben links: vorgegebenes Potential v(z). Oben rechts: Potential u(z) = —wv(z),
welches fiir die Losung der Bewegungsgleichungen (6.29) entscheidend ist. Die diinnen, horizon-
talen Linien kennzeichnen den Ortsbereich und die Energien der einzelnen Pfade g,. Unten links:
klassische (feingestrichelte Linie), quantenmechanische (grobgestrichelte Linie) und semiklassische
(durchgezogene Linie) OrtsmefBwahrscheinlichkeiten. Unten rechts: Darstellung der Pfade g,. Die
Parameter sind: m = 0.1, 8 = 6, n; = 30, n, = 30.

Erhohung der Temperatur oder bei einer Erh6hung der Masse die Mefiwahrscheinlichkeiten zusam-
menfallen und die drei Kurven iibereinanderliegen.

Nachdem diese Voraussetzungen fiir das Losen der Bewegungsgleichungen geschaffen wurden, kann
nun nach numerischen Lésungen der Stationaritétsgleichung (6.10) gesucht werden. Die Auswer-
tung des ersten Summanden mittels (6.11) kann bei der Betrachtung einer eindimensionalen Varia-
blen z nicht verwendet werden, da auf allen eindimensionalen, periodischen Pfaden zu mindestens
einer Zeit die Geschwindigkeit Null wird. Fiir diese Zeit liegt keine einfache Nullstelle im Argu-
ment der —Funktion vor. Bei der numerischen Behandlung wurden im folgenden Beispiel fiir alle
diskreten Zeiten die Funktionswerte der Pfade g;(¢;) = gi; gerundet und die Bedingung mittels
[dtd(qi(t) —2') — €>27%, 8g;; » mit ganzzahligen Orten z' € [1,7n,] ausgewertet. Die Matrix-
elemente < 2’ | e™#H | 2’ > des zweiten Summanden aus (6.10) wurden semiklassisch durch
(6.45) berechnet. Als Bestrafungsfunktion wurde erneut eine Glattheitsforderung fiir das Potential

Ny

v(z;) = vj durch T'[v] = -1 i=1 Vilijv; mit A aus (5.31) gew#hlt. In der Anwendung wurden

N =15 Daten aus der diskreten Version des Potentials (n, = 30)

[cos (32 (z — 15)) —1]  fir = € [5,25]
fiir sonst

O =

vp(z) = { (6.68)
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quantenmechanisch zu vorgegebener Temperatur § = 10 gewonnen. Die Ergebnisse einer Iteration
fiir (6.10) mit dem Gradientenabstiegsverfahren (1.34) sind in Abbildung 6.4 dargestellt. Dabei
wurde der Hyperparameter v so gewahlt, daf} die Tiefen der Potentiale ndherungsweise zusammen-
fallen. Es zeigt sich, daf im Falle hinreichend grofler Massen die grobe Form des Originalpotentials
erkannt werden kann. Die semiklassische Dichte und die exakte quantenmechanische Dichte fallen
niherungsweise zusammen.

In Abbildung 6.5 ist vorgefiihrt, was bei einer Verkleinerung der Masse passiert. Damit weiter
getrennt aufgeloste Maxima der quantenmechanischen, datenerzeugenden Verteilung des Origi-
nalpotentials vorliegen, wurde die Potentialtiefe in (6.68) vergréfiert. Die Doppelmuldenform des
Originalpotentials wurde somit erneut erkannt, wobei aber zu beachten ist, da} die auf drei ver-
schiedene Arten berechneten Dichteverteilungen bemerkenswert voneinander abweichen. Eine Ver-
kleinerung des Hyperparameters  hat eine Vertiefung der Lésung v zur Folge, verzerrt allerdings
die Form der Doppelmulde eindeutig.

Insgesamt kann man sagen, daf} sich fiir hinreichend grofle Massen die Verwendung von semiklas-
sischer beziehungsweise klassischer Rechnung anbietet, falls man nicht zu grofie Zeitgitter verwen-
det. Denn der hauptsiichliche numerische Aufwand liegt in der Bestimmung der Losung der Be-
wegungsgleichungen und ist damit durch die Grofle des Zeitgitters vorgegeben. Eine Vergréfierung
des Ortsgitters hat im Gegensatz zu Kapitel 5 — wo das Ortsgitter die Grofle des Hilbert—Raums
vorgibt — geringere Konsequenzen fiir die Rechnungsdauer.



75

|
e
a A W N

Abbildung 6.4: Lernen von Potentialen mittels Pfadintegralmethoden. Links sind Originalpoten-
tial (6.68) (diinne Linie) und die Losungen von (6.10) (dicke Linie) dargestellt. Rechts sind die
empirische Hiufigkeit der Daten (Balkendiagramm), die Likelihood—Dichte des Originalpotentials
(diinne Linie) und die Likelihood—Dichte des rekonstruierten Potentials v aufgetragen. Hierbei ist
die semiklassisch berechnete Dichte, beziiglich der iteriert wurde, durch die dicke Linie dargestellt.
Die klassisch berechnete Dichte fiir v ist als diinngestrichelte Linie, die quantenmechanisch be-
rechnete Dichte als grobgestrichelte Linie gezeichnet. Die Parameter sind: § = 10, m = 1, v = 5,
N =15.
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Abbildung 6.5: Lernen von Potentialen mittels Pfadintegralmethoden im Falle sehr kleiner Massen
m. Die Bedeutung der Graphen ist analog zu Abbildung 6.4 gew#hlt. Die Parameter sind: 8 = 10,
m = 0.05, v =10, N = 15.
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Kapitel 7

Lernen von
Zweiteilchenwechselwirkungen

Ziel dieses Kapitels ist, mittels empirischer Mefidaten Aussagen iiber das zugrundeliegende Potenti-
al einer Zweiteilchenwechselwirkung zu machen. Die Wechselwirkungen werden im Sinne effektiver
Wechselwirkungen aufgefafit, da nur diese sich in den Daten widerspiegeln. Das Lernen von Zwei-
teilchenwechselwirkungen bedeutet im Vergleich zu Kapitel 5 einen eindeutigen Generalisierungs-
schritt. Die Anzahl der zu betrachtenden Freiheitsgrade ist bei diesem inversen Vielteilchenproblem
hoch, da der Hamilton—Operator und der statistische Operator von sdmtlichen Koordinaten der auf-
tretenden Teilchen abhingen. Hinzu kommt, daf} eine allgemeine, nichtlokale Zweiteilchenwechsel-
wirkung zusétzliche Freiheitsgrade mit sich bringt. Im Falle von ununterscheidbaren, fermionischen
Teilchen muf} die Antisymmetrie der Gesamtwellenfunktion in der Rechnung beriicksichtigt werden.
Eine exakte Behandlung des Hamilton-Operators ist fiir ein allgemeines Vielteilchenpotential und
damit fiir die erforderliche Berechnung der Likelihood—Dichte nicht méglich. Somit wird man im
Laufe der Rechnung auf Niherungen angewiesen sein. Diesbeziiglich wird hier die Hartree—-Fock—
Methode als fundamentale Vielteilchenn&herung angewandt. Um die Unabhingigkeit der Messun-
gen zu gewihrleisten, werden erneut Messungen an einem kanonischen Ensemble vorgenommen. Im
vorliegenden Fall miissen dabei Aussagen iiber die Art der Messung gemacht werden: So besteht
die Moglichkeit, dal bei jedem Mefivorgang alle anwesenden Teilchen lokalisiert oder nur jeweils
die Koordinaten einzelner Teilchen bestimmt werden.

In Abschnitt 7.1 wird der Einstieg anhand der Betrachtung eines kanonischen Ensembles fiir den
Fall T = 0 geschaffen, indem statt des vollen Vielteilchen—Hamilton—Operators der Hartree—Fock—
Operator als effektiver Einteilchenoperator verwendet wird. Das weitere Vorgehen ist dem von
Kapitel 5 analog. In Abschnitt 7.2 erfolgt eine Generalisierung auf den Fall T' # 0 fiir ein grofka-
nonisches Ensemble. Abschnitt 7.3 stellt eine Alternative zu 7.2 dar. Es wird mittels Hilfsintegral-
methoden der statistische Operator des Vielteilchensystems auf eine Summe von zeitabhingigen
Einteilchenoperatoren abgebildet. Anschlieflend wird eine gleichzeitige Sattelpunktsniherung fiir
das Hilfsintegral und eine Maximum—Aposteriori—-Approximation vorgenommen.

7.1 Kanonisches Ensemble bei 7' =0

In diesem Abschnitt wird das Bayessche Lernen fiir eine Zweiteilchenwechselwirkung durch Messung
an einem kanonischen Ensemble bei Temperatur 7 = 0 angewandt. Es wird ein fermionisches
s—Teilchensystem betrachtet. Die Teilchenzahl s ist dabei bekannt und fixiert. Es wird davon
ausgegangen, daf} bei jeder Messung die Orte aller s Teilchen bestimmt werden kénnen. Aufgrund
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der Ununterscheidbarkeit der identischen Teilchen kann das Ergebnis jeder Messung mit einer s—
Teilchen Slaterdeterminante | z1,...,2zs > angegeben werden. Die Gesamtheit der Daten aus N
Messungen besteht dann aus der Menge D = {| z¢,...,2 > |[i=1,...,N}.

Aufgrund der Notwendigkeit einer antisymmetrisierten Rechnung bietet sich die Darstellung der
zweiten Quantisierung an. Ein Hamilton—Operator mit Anteilen aus kinetischer und potentieller
Energie einer Zweiteilchenwechselwirkung bekommt dann in willkiirlicher Basis die Form

1
H = Ztaﬂyalaﬂy + 3 Z vag,yga:rxa;agaﬂy. (7.1)
ay aByé

Dabei sind die Matrixelemente vogy5 = (@8 | v | ¥d) nichtantisymmetrisch, und die Erzeugungs—
und Vernichtungsoperatoren erfiillen die fermionischen Vertauschungsrelationen. Eine grundlegen-
de Voraussetzung fiir das Arbeiten in der zweiten Quantisierung ist, daf§ die Wechselwirkung sym-
metrisch unter Vertauschung der Teilchen ist. Dies entspricht der erforderlichen Symmetrie der
Matrixelemente

Vapys = Vady (7.2)

und muf} explizit durch die Apriori-Wahrscheinlichkeit p[v] gewéhrleistet werden. Oft ist zusitzlich
bekannt, daf es sich bei v um ein lokales Potential handelt. Das heift, v ist in der Ortsdarstellung
diagonal (z122 | v | zZ324) = 0(21 — 23)d(22 — z4)v(21, 22), und fiir die Matrixelemente gilt:

vapys = (@B | v | 7d) = /dw dz' o;, (z)pp (2" )v(@,2") 0y (2) s (2') - (7.3)

Man beachte, dafl durch dieses Wissen die Zahl der Freiheitsgrade fiir das Potential halbiert wird.
Im weiteren Verlauf der Rechnung wird diese Einschrinkung nicht gemacht. Es werden auch nicht-
lokale Potentiale zugelassen.

Fiir die Likelihood—Wahrscheinlichkeit, den Zustand | i, ..., 2. > in einem kanonischen Ensemble
im Tieftemperaturfall 5 — oo zu messen, gilt als Verallgemeinerung von (5.4) und (5.24)

. _— . . e
plzy, ..., zh|E, pl =< z},..., 2} | ——

7 |zl .l >—<at, 2k | go >< ¢o |, zl > .

(7.4)
Hierbei ist die Zustandssumme Z eine Spur im s—Teilchenraum, und | ¢pg > steht fiir die normierte
s—Teilchen Slaterdeterminante des Grundzustands von H. Die Bestimmung von | ¢g > entspricht
dem Lésen einer Vielteilchen—Schrédinger—Gleichung und ist nur in den seltensten Fillen direkt
durchfiithrbar. Hierin liegt die Motivation, den Hamilton-Operator H durch den Hartree—Fock—
Operator des Grundzustands

S S
H—h= ZaLay(tM + Zf)w”%) = Za@mv(tcw + D0 Bapys <on | B><6 | pn > )
ay n=1 ay n=1 B§
(7.5)
zu ersetzen. Dabei sind mit

Vagpnypn, =< 0pn | v [ Yon >= (apn | v | ypn) — (@pn | v | ©nY) (7.6)

antisymmetrische Matrixelemente abgekiirzt, und die in (7.5) auftretenden Hartree-Fock—Orbitale
werden durch die Einteilchengleichungen

hlow>=c¢eu|py > v=1,...,s (7.7)

mit den s niedrigsten Eigenenergien ¢, festgelegt. Die Hartree—Fock—Gleichungen (7.5) und (7.7)
miissen gleichzeitig selbstkonsistent gelost werden. Der gendherte Grundzustand ist dann durch
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| do >—| 1,--.,ps > gegeben.
Bei der Apriori-Wahrscheinlichkeit fiir das Potential mufy die Symmetrieforderung (7.2) beriick-
sichtigt werden. Aus diesem Grund wird von einer Verteilung der Form

plv] ~ e T H 8 (vapys — VBasy) (7.8)
afBvydé

ausgegangen. Nach der gewohnten Einfiihrung der Integraldarstellung der é—Distribution

H 6(”01,375 - ”ﬁaév) :/ H M eizaﬂvé Aapys (v"ﬂ”_vﬁ"‘”) (7.9)

aByd aByd 2m

kann die Aposteriori-Wahrscheinlichkeit des Potentials mittels

p[’U|D] N/ H d)\aﬁ’yé ein"U] (710)

afydé
ausgedriickt werden. Dabei ist das Energiefunktional durch

F[’\’ ’U] = 'YF[U] -1 Z )‘cxﬁ’yé ('Uoz,B'y(S - 'U,Baéﬂy)
afByé

N
_Z[1n<zi,...,xi|t,01,...,<ps>—|—1n<<p1,...,<ps|xi,...,xi>] (7.11)

gegeben. Bei der anschlieBenden Maximum-—Aposteriori-Approximation fiir (7.10) ist man auf die
Ableitung der Slaterdeterminante nach den Matrixelementen von v angewiesen. Nach Verwendung
des Antisymmetrisierers 4 = ﬁ > p(—1)%, Ausnutzen des Kommutators | 5‘5 ,P] = 0 und Ableiten
nach der Produktregel erhélt man:

) ) = )
%|¢1,...,¢s>=%¢4yﬂ_l|%>=%}2 PP o1, 0] (712
5u
\/—Z 9015"’ ]:A_H|‘10V> AZ H|<pn ;j}>
v=1 \ n#v
= 253“4 II |¢n > 6¢V j{: P1, - --55¢U5---5¢s:>
v=1 n#v v=1

Nachdem diese Voraussetzungen geschaffen wurden, kann durch Ableitung nach den Matrixele-
menten von v die Stationarititsbedingung gewonnen werden:

G dpy
<:E1, ..,:I/‘z|(101,...,6 ,...,(‘Os> i .
Z Z . i . —iA1234 +A2143.  (7.13)
i=1 v=1 < ml’ : ’xs| P1y..yPs >

LA U

2Re
51}1234

Die Abhingigkeit von den Lagrange-Parametern kann aufgehoben werden, indem man Gleichung
(7.13) mit der Gleichung addiert, die durch gleichzeitigen Austausch von 1 <+ 2 und 3 < 4 entsteht.
Unter Ausnutzung der Determinanteneigenschaften erhilt man mit

0:7(51_‘_[0]4_61"_[11]) R [i\’:i:<xi,...,mile,...,(ajﬁ"ﬂ +5j;:3),...,<ps>}

dvi2za  OV2143 |_i:1 —rt <zi, oz Q1,08 >

(7.14)
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eine symmetrisierte Stationaritétsgleichung.
Das Ergebnis aus (7.14) 1t sich kompakter ausdriicken, indem man die Uberlappmatrizen M;
von Datenvektor und besetzten Orbitalen

M =<zt | on> i={1,...,N} vyn={1,...,s} (7.15)
und deren Adjunkten M;
= (det Mi) MY, ML = (-1 M| (7.16)

einfiihrt. Hierbei wird mit |M¢,| die Determinante der Matrix abgekiirzt, die durch Streichen
der n—ten Zeile und v—ten Spalte von M; entsteht. Der aus zwei Slaterdeterminanten bestehende
Quotient aus (7.14) 148t sich dann mittels

) ) 50, Son
<x’1,...,a:§|¢1,...,((M;’j+5é’ﬁ),...,¢s> (717)
<xia 'amé|301a"'agos ‘
1/+n , 5@ s 5@ 5@
< zt v N — (M»_l) < :lT 14 + v
g detM n | 5171234 51’2143 | V| Z ! vn | 51}1234 51}2143

n=1

umformen, und man erhélt als vorldufiges Endergebnis die Stationaritdtsgleichung

o= (f o JU) come |35 (), <ot e s ]

o1 v=1ne=1 dvizza  Ov2143
Es fehlt fiir die Auswertung von (7.18) letztlich die Bestimmung der Orbitalableitungen | o
Diese erfolgt analog zum Vorgehen aus Kapitel 5 — mit dem Unterschied, daf} die Abhanglgkelt des
Hartree-Fock—Operators (7.5) von den Hartree-Fock—Orbitalen beriicksichtigt werden muf. Die
Ableitung der Eigenwertgleichung (7.7) liefert:

oh 5<Pu _ 651/

ov

| ou (7.19)

Setzt man zusétzlich die Normierung der Hartree—Fock—Orbitale (< ¢, | ¢, >= 1) voraus, so

erhilt man mit

0=< 5‘””

| o (7.20)

eine Beziehung fiir die Uberlappe der Orbitale und deren Ableitung. Nach Auflésung von (7.19)

(h—ay)| S >:( by _ _Sh )|¢,,> (7.21)

0v1234 0v1234 0v1234

und der Pseudoinversion von h — ¢, durch das Vorgehen analog zu Anhang C bekommt man

dp,
0v1234

oh
>=| oy ><u [ A > = |gok><gok|m|tp,,> (7.22)

€k — €
k#uk v

und die entsprechend adjungierte Gleichung. Auflerdem mufl die Bedingung (7.20) erfiillt werden.
Deshalb kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit | A, >= 0 gewihlt werden. Durch Einsetzen
von (7.22) in den zweiten Summanden von (7.18) kann gezeigt werden, daf von der k-Summe effek-
tiv nur die nichtbesetzten Orbitale zur Stationaritétsgleichung beitragen. Denn nach Aufspaltung
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der k-Summe in Loch- und Teilchenorbitale und unter Ausnutzung der Definition (7.15) erhilt
man

ii (szl)yn <zt | depy 5<.0u ZZ Z ( 1),,n <o [ or> A

0v1234 51}2143

v=1n=1 v=1n=1 k#v
s s s s s
-1 i _1 .
=3 (M) M+ DY (M) <alon> A
v=1n=1k7#v v=1n=1k>s

i i > (Mi_l)m <z | op > Apw - (7.23)

v=1n=1k>s
Dabei wurde die Abkiirzung

| oh oh
kE—Ev Pk dv1234 dva143

Ay = a lop > , k#v (7.24)

verwendet. Die Ableitung des Hartree-Fock—Operators kann aus (7.5) gewonnen werden. Dies fiihrt
auf das Ergebnis

oh
= <op,|2><4 n>aa— <p|2><3 n>aa 7.25
Sorans Z on | | on > alas nZl on | | on > ajay (7.25)
+ZZaa[<a | v | ypn >+ < ap |v|"/5¢) >
7 dv1234 " " dv1234

ay n=1

Mit Hilfe von (7.25) kénnen nun die Ableitungen der Hartree-Fock—Energien berechnet werden.
Durch Multiplikation von (7.19) mit < ¢, | gewinnt man fiir die Variationen

e,

0v1234

= Z<tp,,|1><<pn|2>[<3|<,0,,><4|t,0n>—<4|<p,,><3|t,0n>

n=1

Z{<%

dpn
On >+ < Pron | V] Py — 501231 > |. (7.26)

Und unter Einsetzen von (7.25) in (7.22) erhiilt man schliefllich fiir die Orbitalableitungen

dp, _ _Z

51}1234 kv

| or > % (7.27)
€k —Ev

Yo <onl2><pp|1> <4|<pn><3|gou>—<3|son><4|90y>]

n=1

dpn
+Z[<sok5v IvIsouson>+<<pkson|v|sou5v1234>]]-

Man beachte, dal die Gleichung (7.27) fiir alle besetzten Orbitale bestimmt werden mufl. Die
Indizes v und n stehen fiir die s Lochraumorbitale, wihrend der Index k iiber die volle Hartree—
Fock—Basis 1auft.
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Die Aufgabe bei der Durchfiihrung der Maximum—Aposteriori-Approximation besteht darin, eine
Losung v fiir die Stationaritétsgleichung (7.18) zu finden, wobei die Orbitale und deren Ableitungen
durch die Gleichungen (7.7) und (7.27) gegeben sind. Diese hiingen wiederum selbst von v ab. Man
muf} iterativ vorgehen, indem man mit einer Vermutung fiir das Potential v startet und hierfiir
die Hartee-Fock—Gleichung 16st. Sind die Hartree-Fock—Orbitale bekannt, kann die Gleichung fiir
die Orbitalableitungen (7.27) fiir sich selbstkonsistent gelost werden. Danach kann mit Hilfe eines
geeigneten Algorithmus mittels (7.18) ein neues Potential berechnet werden. Dieser Zyklus muf}
bis zur Konvergenz fortgesetzt werden.

Der Inhalt dieses Kapitels ist in [2] versffentlicht worden. Der Artikel enthélt zusétzlich eine von
Lemm programmierte numerische Anwendung. Als einfachstes Beispiel wurde ein eindimensionales
Zweiteilchenproblem gew#hlt und ein lokales Potential angenommen. Auf Anregung eines Gutach-
ters wurde ebenfalls der Fall untersucht, da§ bei jeder Messung jeweils nur eines der s Teilchen
lokalisiert wurde, also eine Datenmenge D = {z%|i = 1,..., N} vorliegt. Der Informationsgehalt
aus diesen Messungen ist weitaus geringer, da die Information iiber die Teilchenwechselwirkungen
in den Korrelationen der Teilchenkoordinaten steckt. Analytisch miissen hierfiir in der Likelihood—
Dichte (7.4) die nicht gemessenen Koordinaten ausintegriert werden. Durch das Einfiihren der
Slaterdeterminanten als Uberlappmatrizen, das jeweilige Entwickeln nach der Zeile beziehungswei-
se der Spalte, in denen z? auftritt, und Ausnutzen der Vollstindigkeit erhilt man:

p[$i|‘,i.’p] / dx2'"dxsp[xi5x2,---,$s|§:’p]

~ /dxg---dxs<xi,x2,...,zs|<p1,...,gos >< Q1,08 | T 20y, s >

8
= Z(—l)”+”<zi|<pn><tp,,|zi>x
nv=1
/dmz---dms < Plyee ey Ps | Tayee ey s < Tayeo oy Ts | P1ye vy Ps >
—_——— —_——
ohne ¢, ohne .,

=0nv
s N

= D ()" <t o ><p |2 > <1y, 08 | Q1 ps >
—_—— ——

nv=1

ohne ¢, ohney,

= Z<mi|<p,,><g0,,|a:i>. (7.28)

v=1
Somit veréndert sich die Wirkung (7.11) zu
N s ) )
F\v]=9[v] — 1 Z AaBys (vag,yg — vgms,y) — Zln <Z <z |y >< |zt >> . (7.29)
aByé i=1 v=1

Eine Funktionalableitung im Rahmen einer Maximum—Aposteriori-Approximation liefert statt
(7.18) das abgeénderte Ergebnis

N i i dpy Joy
0=n ( 0T [v] N 0T [v] ) —9Re Z Z;s/:1 <y |zt ‘>< z' | 51;(1’;34 +‘ 6v;43 > (7.30)
dviaza  O0v2143 pa S i<z, >< g, |zt > ’

wobei die Orbitalableitungen weiterhin durch (7.27) gegeben sind.
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7.2 Groflkanonisches Ensemble (Energiedarstellung)

Nun erfolgt eine Generalisierung der Situation von 7.1. Es wird der Fall eines grofikanonischen
Ensembles fiir eine beliebige Temperatur betrachtet. Dadurch ist die Teilchenzahl nicht mehr fixiert,
sondern nur deren Erwartungswert. Es wird davon ausgegangen, dafl bei jeder der N Messungen
alle Teilchen des Ensembles lokalisiert werden kénnen. Die Daten konnen iiber eine Menge von
Slaterdeterminanten D = {| x* >=| zi,...,2i > |i = 1,..., N} mit variabler Teilchenzahl s;
angegeben werden. Das Prinzip der Rechnung bleibt aber im Vergleich zu Abschnitt 7.1 insgesamt
erhalten.

Der statistische Operator fiir das groflkanonische Ensemble ist durch

D= %e_ﬁ(H_“N) Z= Tr[e—ﬁ(H—“N)] (7.31)

gegeben. Dabei ist N = Yo al a, der Teilchenzahloperator und u das chemische Potential des
Systems. Es ist zu beachten, daf} die Spurbildung jetzt iiber den gesamten Fock—Raum auszufiihren
ist. In volliger Analogie zu dem vorherigen Abschnitt wird der exakte statistische Operator als
Naherung durch die Hartree-Fock—Variante ersetzt:

D— Z:IF e B(huN) (7.32)

Hierbei ist h jetzt der Hartree—Fock—Hamilton—Operator des groflkanonischen Ensembles und
selbstkonsistent iiber die Matrixelemente

<a|h|'y>=<a|t|'y>—|—z<aﬁ|v|'y§>g(55=ta7+z<atpm|v|'yg0m>nm (7.33)
B m

definiert. Wie iiblich wurde in (7.33) der Einteilchendichteoperator

1

S 11 e, (7.34)

4

eingefiihrt. Dieser ist nicht mit dem statistischen Operator p der vorangegangenen Kapitel zu
verwechseln. Die Orbitale ¢,, sind mit

h|om >=¢em | om > (7.35)
die Eigenzustinde von h und damit gleichzeitig Eigenzustéinde von p:

o om >=nm | om > (7.36)
mit den Besetzungszahlen der Fermi-Verteilung

1

- e (7.37)

Nm

Der Operator (7.33) stellt eine Verallgemeinerung von (7.5) auf den Fall T > 0 dar. Die Summen
aus (7.33) laufen iiber die gesamte Einteilchenbasis. Die Zustandssumme aus (7.32) nimmt im
Hartree—Fock-Fall den Wert

Zyr = Tr [e—ﬁ(h—ﬂﬁ)] =11 (1 + 6_5(5’”_“)) (7.38)

m
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an. Der Vollstindigkeit halber seien hier noch der Erwartungswert fiir eine Teilchenzahlmessung

1+ eflem—n)

N N 1
<N>=T[DN]| =Y nn=) ——— (7.39)
und fiir die Messung der Gesamtenergie

<H>=Tr[DH] Z<<pm|t|<pm>nm+ Z<<pmtpn|v|tpm<pn>nmnn (7.40)

mn

angegeben.

Die Likelihood—Wahrscheinlichkeit fiir ein Datum Y’ berechnet sich durch das Matrixelement des
statistischen Operators beziehungsweise als Erwartungswert fiir den Projektor auf den gemessenen
Zustand:

i

. e B(r—uN) . e A(h—uN)
< Ty, oy, | —5—— ’I‘r[i

(3 (3
| z3,...,2%. > =
1 »¥s;

Zor ali ---alii Agi - Oy (7.41)

— det Wz — etri [ani] .
Dabei 148t sich die Spurbildung fiir die Erwartungswertberechnung in (7.41) analytisch exakt

ausfiithren [20]. Die in (7.41) eingefiihrte s; x s;—Matrix W; beinhaltet die Matrixelemente des
Einteilchendichteoperators (7.34) fiir die gemessenen Eigenzusténde:

Wi =<az!|ol|z} >=Z<z§,|tpn ><n |zl >n, , pge{l,..., s} (7.42)

n

”tr;” kiirzt die Spurbildung im s; X s;—Raum ab und darf nicht mit der Spur iiber den Fock—-Raum
verwechselt werden. Fiir die Likelihood—Verteilung aller Daten ergibt sich somit

o B(h(0)-uEV)

i i N otr [ mwi(v)]
Tiyeeo, X >—ez . 7.43
ZHF(’U) | ! ( )

Si

p[Dv] = H<a:1, oy T,

Verwendet man die Apriori-Verteilung p[v] von der Form (7.8), so folgt als Maximum—Aposteriori—
Approximation von p[v|D] anstatt von (7.14) die Bedingung

_ 0T [v] N
o (5’”1234 " 5'”2143) 5’”1234 Ztrz {an] 5’02143 Ztrz [an] (7.44)

_ 7(51“[11] &)2143) Z Z ( LW )M Wi,

51}1234 =1 prgiet1 51}1234 51}2143

Dabei wurde fiir die Umformung der letzten beiden Summanden
N

Ztrl[an] Ztr,[(sw W, ] Z Z (

v1234 P ——
i

5171234 51}1234

)M Wiy (745)

verwendet. Dieser Schritt kann durch Vorgehen analog zum Anhang B bew1esen werde. Im weiteren
Verlauf der Rechnung ist man also auf die Bestimmung der Ableltung angewiesen. Aus (7.42)

erhilt man dabei sofort W 50
( : ) =< g | |zi > . (7.46)
0v1234 pq dv1234
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Und die Variation des Dichteoperators (7.34) in seiner Darstellung in Eigenfunktionen liefert

do _

5

Dabei 148t sich die Variation der Besetzungszahlen aus (7.37)

onn, B ey, 1
_mn_ _EFr=n 7.48
dv 2 6v 1+ cosh(B (en — p)) (7.48)

gewinnen, und es verbleibt die Berechnung der Ableitungen der Hartree—Fock—Orbitale und der
Eigenenergien. Da die Gleichung (7.22) ihre Richtigkeit fiir den grofikanonischen Fall behélt:

dpn sh
>=— >< —— n >, 7.49
dv1234 gl €k — | Pk P | dv1234 | 4 ( )

kann im folgenden analog zu Kapitel 7.1 vorgegangen werden. Durch Ableitung der Hartree—Fock—
Gleichung (7.33) folgt

oh
50 an<gom|2><4|g0m>aJ{a3—an<<pm|2><3|<pm>al{a4
1234 —

£ alay | < oo+ < ap L2522
~ 0v1234 0v1234
¥y m

+ZZa Ay < P | V| YPm > 6 (7.50)
ay m V1234

und damit direkt

den
£ an<tpn|1><<pm|2>[<3|<pn><4|tpm>—<4|t,0n><3|t,0m>
0v1234
dom
+an|:<90n |v|90n90m>+<‘10n‘;0m|v|90n >
0v1234
oM,
+Z<s0ns0m|v|s0n<pm>5v1234 (7.51)
und
dpn
= - > X 7.52
o > Zzsk_a | ox (7.52)

k#n m
{nm<<pm|2><gok|1>[<4|<pm><3|<pn>—<3|<pm><4|s0n>]

dom
0v1234

>

dpm
+nm < Pk |'U|‘10n‘;0m>+nm<‘10k90m|v|‘;0n

6v12

Onm,
+<‘10k90m|v|‘10n90m>5—
V1234

als Verallgemeinerung von (7.26) und (7.27).
Das Lésen der Stationaritéitsgleichung (7.44) ist durch mehrere Schritte gekennzeichnet. In einem
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Iterationspotential v

Y

1 Hartree—Fock ¢,y €ms N

4

1 Ableitungen 53’% < > Ableitungen 6:;15”, 5:5:{,” )

Y.

Daten D

Stationaritétsgleichung

Y

Y

Loésungspotential v

Abbildung 7.1: Erliuterung der Losungsschritte fiir die Maximum-—Aposteriori-Approximation
nach (7.44). Die Pfeile symbolisieren die logischen Abhéingigkeiten der einzelnen Gréfien. Die run-
den Pfeile bedeuten eine zuséitzliche, selbstkonsistente Abhingigkeit.

ersten Schritt werden fiir ein gegebenes Potential v die Hartree-Fock—Gleichungen (7.33) und (7.35)
gelost. Hiermit konnen in einem zweiten Schritt die Ableitungen der Orbitale (7.52) und Energien
(7.51) gleichzeitig selbstkonsistent bestimmt werden. Mittels eines geeigneten Algorithmus kann im
letzten Schritt durch die Stationarititsgleichung ein neues Potential gewonnen werden, mit dem
die Iteration bis zur Konvergenz fortgefithrt wird. Die Reihenfolge der Losungsschritte wihrend
der Tteration und die logischen Abhingigkeiten der einzelnen Ausdriicke sind in Abbildung 7.1
dargestellt.

Im Tieftemperaturfall 3 — oo werden Ergebnisse des kanonischen Ensembles aus 7.1 reproduziert.
Wihlt man das chemische Potential p so, daff < N > und s zusammenfallen, so ergibt sich fiir die
Besetzungszahlen: n,, = 1 fiir m < s und n,, = 0 fiir m > s. Der Dichteoperator fillt damit auf
den Projektor auf die s Orbitale mit den niedrigsten Energien zusammen:

0= Z | om >< ©m | und o’ =o. (7.53)

m=1

Damit geht auch der Hartree-Fock-Operator des grofikanonischen Ensembles (7.33) in den des
kanonischen Ensembles bei T' = 0 (7.5) iiber, und im Tieftemperaturfall verschwinden die Varia-
tionen der Besetzungszahlen ‘5(’5‘—0"* — 0. Die Likelihood—Wahrscheinlichkeiten (7.41) nehmen unter
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Ausnutzung von det (AB) = (det .A)(det B) fiir die Matrizenmultiplikation mit

s
det <z, |olz,> = detz <z, | om >< om | Ty >
m=1

= <zl 2 |01y 08 > P18 | 2t > (7.54)

die Matrixelemente fiir die MeBwahrscheinlichkeiten aus (7.4) an. Gleichzeitig geht die Stationa-
ritidtsgleichung (7.44) in die Gleichung (7.18) iiber: Unter Benutzung der Uberlappmatrizen M; aus
(7.15) und der adjungierten Matrizen M;" konnen die Matrixelemente des Dichteoperators mittels

=Y <@yl pm ><om | Ty >= (MM]) | (7.55)

ausgedriickt werden. Unter Ausnutzung von (AB) " = B 1A ! erhilt man mit

> (%

) 1)qp (7.56)

i= lpq 1

||Mz uMz

Z: n; ( > (M )mg + M, < 5;’% | ) ) (L)1), (M g
(

> (M gt < 222 5 > (7)) )

N s

Z 5“% > (M) mp (7.57)

=1 p

das gleiche Ergebnis wie in (7.18).

7.3 Groflkanonisches Ensemble (Pfadintegraldarstellung)

Wihrend im Abschnitt 7.2 schon apriori mit dem Hartree—-Fock—Hamilton—Operator gearbeitet
wurde und die weitere Rechnung auf der Benutzung der Hartree-Fock—Orbitale und deren Funktio-
nalableitung aufbaute, wird hier die Zweiteilchenwechselwirkung mittels eines Pfadintegrals auf ein
Integral iiber Einteilchenoperatoren abgebildet. Die Maximum—Aposteriori-Approximation wird
gleichzeitig mit der Sattelpunktsniherung fiir das Pfadintegral durchgefiihrt. Hierin unterscheidet
sich das Vorgehen im Vergleich zu Abschnitt 7.2.

Die Linearisierung der Zweiteilchenwechselwirkung eines statistischen Operators ist Standard [16,
21]. Bei der Variante mittels Hubbard—Stratonovich—Transformation geschieht diese Linearisierung
auf Kosten einer kiinstlichen Einfiihrung eines Gaufi-Integrals. Nach Einfiithrung der Operatoren
€ay = ala, kann der Vielteilchen-Hamilton-Operator (7.1) mittels

H= ZKMfM 5 Z Vapys€arEps (7.58)

afydé

in eine quadratische Form umgeordnet werden. Hierbei sind mit K die Einteilchenmatrixelemente
Koy =toy — % ZB Vappy abgekiirzt. Das weitere Vorgehen ist durch infinitesimale Zerlegung der
inversen Temperatur 3 des statistischen Operators gekennzeichnet. Durch Erweiterung von 8 mit A
erhilt der statistische Operator die Form eines Zeitentwicklungsoperators mit rein imaginérer Zeit.
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Bei Aufteilung des Zeitintervalls A im M dquidistante Teilstiicke der Liinge € = 'B—A;‘ kommutieren
im Limes ¢ — 0 die Operatoren des Exponents, und es kann

() (S, (Kar—#8an)bartd 3, 5, vasstastos) (7.59)

2
S
(‘\
Mo

x~
Il
-

ZM(KM—MJM)&-Y e—ﬁ Eaﬂ’yé Vapys€arbps

2l
==
ml
St

£
Il
—

geschrieben werden. Nun kann die Linearisierung des quadratischen Terms vorgenommen werden.
Dafiir wird fiir jeden einzelnen Faktor aus (7.59) der Exponent umgeordnet und anschliefiend ein
Gaufl-Integral iiber die Hilfsfelder o eingefiihrt:

eiﬁ ZQB'WS Sayvapyslps _ e% Zaﬁ’ys(ég"w)(7%0“5‘75)(%555) (7.60)

= —1 = € -
\/H/ (H d0a7> ch'yrS oy (V7 )apysFas—F EM Faybary
\/deti/ (H do""”) aﬁvé TanyVapvsTp6 — 5 Eag” TayVapyslps

Dabei wurde eine Variablentransformation

Oay = Z (’U—l)aﬁ’ﬂs 035 (761)

Bé

vorgenommen. Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des Hilfsintegrals ist dabei, daf} das
Potential —v positiv—definit ist. Diese Bedingung mufl durch das Vorwissen explizit gew&hrleistet
werden. Setzt man das Ergebnis von (7.60) in den Ausdruck (7.59) ein, so folgt

e P~ / (H H do o (k ) e 2oils Xy Tar (K)o sss (k)

k=1 ay
X H 67; Za., (Ka“/*ﬁ“swﬂLZM ‘765(’9)”3&57)5(17 , (762)
wobei die Normierung mittels
M
1 det (—+5
BRI | YL G ) (7.63)

abgekiirzt wurde. Beim Ubergang von einer endlichen Linge € zu einem infinitesimalen dt und
unter Einfiihrung des Zeitordnungsoperators 7 erhélt man schliefflich das Pfadintegral

e*ﬁ(H*MI\A/) _ %@/ <H[d0’a.y(t)]> L fﬁh dt Z o Jaav(t)vagvsags Te 7w Jo dtg,( ) (764)
0

ay

mit der Normierung

Now) = | (H[dam(tﬂ> F L Doy rer o (7.65)
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und dem zeitabhingigen Einteilchenoperator

9o(t) =Y | Koy = #0ay + Y 055(t)0pasy | Ear - (7.66)
ay Bé

Die Matrixelemente des statistischen Operators lassen sich dann mit (7.64) mittels

<zi,...,z |e_'3(H_“N) |ai,..., 2l >= (7.67)
1 /(H : [Tt Y ok (Bvagschs ()
L (o ) o 02" % g @resnacis
No(v) o
. ) 1 PR ol t . )
NS T e 3 LD M UL PN
ausdriicken.

Der Operator g enthilt die Matrixelemente des Potentials v in der Art, daB er mit den Dichten o*
in einer "Hartree-Form” koppelt. Die Matrixelemente der kinetischen Energie K besitzen weiterhin
eine unphysikalische Selbstenergie, welche durch Umsortieren der Erzeugungs— und Vernichtungs-
operatoren in die Rechnung gelangte. Nach [16, 21, 22] besteht bei der Einfiihrung des Pfadintegrals
eine Willkiir darin, die Matrixelemente im Potentialterm von g von ”auflen” vorzugeben, ohne den
Wert des vollen Pfadintegrals als solches zu verdndern. Bei einer Sattelpunktsniherung fiir das
Pfadintegral hat dieser Eingriff allerdings Konsequenzen, indem der Potentialterm das Mean—Field
festlegt. Aus Griinden der Anschaulichkeit wurde hier der Weg iiber die Einfiihrung der Gaufi-
Integrale mit diesen unerwiinschten Konsequenzen vorgefiihrt. Im weiteren Verlauf der Rechnung
wird davon ausgegangen, dafl bereits in (7.66) die Matrixelemente ohne Selbstenergie (Kyy — tony)
in der Hartree-Fock-Form (vagys — Uagys) vorliegen.

Die Darstellung (7.67) fiir die Likelihood-Wahrscheinlichkeiten kann nun fiir die Aposteriori-
Wahrscheinlichkeiten des Potentials verwendet werden. Benutzt man eine Apriori—Verteilung nach
(7.8), so folgt:

—B(H-uN

Z

e

N
p[v|D] ~ p[D|v]plv] = plv] H <z, .. .,xii | zi,.. .,mii > (7.68)
i=1

N . .
- / IT drasys /(H H[dggy(t)]> o FlotwAD]

afBydé i=1 ay

Die bei einer Maximum—Aposteriori—Approximation zu minimierende Wirkung F' ist dabei durch

N

. 1 Bh . ,

Flo*,v,\,D] = ~57 E /0 dt g oy (1)Vapy5055(t) + N n Z(v) +yT[v] + N In Ny(v)
i=1 afByé

N . oh .
— Zln < XZ | Te_% fo dtg,i ) | XZ > —3 Z )\ag.yg (Uag,y(; — Ugag,y) (7.69)
i=1 afBvydé

mit der Abkiirzung | x* >=| zi,...,2¢ > gegeben. Hierbei ist in der Bestrafungsfunktion T

.y T,
weiterhin zu gewéhrleisten, dal —v positiv—definit ist. Dies kénnte indirekt geschehen, indem analog

(5.38) eine Funktion vy als positiv—definites Muster mit hinreichend groler Gewichtung durch ~

gewihlt wird oder direkt durch eine explizite Parametrisierung von v nach v = —w?.
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Es wird nun eine gleichzeitige Sattelpunktsniherung fiir die Felder o und eine Maximum—Aposte-
riori-Approximation fiir das zu lernende Potential v durchgefiihrt. Die Stationaritdtsbedingung fiir
die Dichten lautet:

OF
0= 60’12 = Z ’U]_ﬁz(jaﬁa (770)

1 Sl I e 3 NG NVEN
_Zvla27

Vi,
<xXi|Te” i [t g,:(t) |XZ>

und durch Auflssung erhilt man die selbstkonsistente Gleichung

. R L Ll 1t gl .
<x|[Te nj; dt’ g, (t )]azaa(s['re nf(, dt gaz(t)] x>

o ,ic{l,...,N}. (7.71)
<X"|Te_%fo dt g“i(t)|xi>

os(t) =

Diese mu$ fiir alle Datenvektoren | x* > separat gelost werden. Dadurch wird auch der Hamilton—
Operator g,: aus (7.66) datenabhéingig. Hierin unterscheidet sich der Ansatz dieses Abschnitts im
Vergleich zu Kapitel 7.2, wo der Hartree—-Fock—Operator (7.33) datenunabhiingig vorliegt.

Es bietet sich die Definition von Einteilchendichteoperatoren p; an, welche iiber die Matrixelemente

<8 oi(t) | B>=ops(t) (7.72)

festgelegt werden. Durch Zeitableitung von (7.71) 148t sich dann unter Ausnutzung des Kommuta-
tors [g(t), agag] =3, (gag (t)alas — gsa (t)agaa) zeigen, daf} fiir die Operatoren die Bewegungs-
gleichung der zeitabhingigen Hartree-Fock—Methode

or0i(t) = 3 [00.(6), 0:(0) (7.73)

erfiillt ist.
Die Maximum-Aposteriori-Approximation fiir (7.69) liefert die Gleichung

0=

1 67 N N or .
hZ/ dt ol ()b (t) + N— +— 0 +v ] —iA1234

5171234 Z 5171234 No 51}1234 51}1234

Nt [ [Te T e Ot e L e )i
20'13(t)

1 [Pn
+iXo143 + ﬁ/o dt . (7.74)
i_

<Xt Tew JJ7 at aus () | x¢ >
Die Bedingung (7.71) kann in (7.74) eingesetzt werden. Dabei erhilt man

N .8h
) . . 1 67 N 6N 6T [v]
0= ﬁ; 0 dtoi3(t)os,(t) + N

No —iA iXotaz . (7.75
Z bvizza  No 0v1234 SV1234 iA1234 +id2143 . (7.75)

Fiir die weitere Verarbeitung von (7.75) ist die Berechnung der Ableitung der Zustandssumme Z
unerléBlich. Die Zustandssumme 18t sich mit Hilfe (7.64) auf die Form

7 - Tr[e_B(H_“N)]: (7.76)

Ai/'/ (H[d&a’y(t)]) e% foﬁﬁ dt Zaﬂw Gay(t)VapysFps(t |:T6 = f dtg,(t)]
0

ay
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bringen. Stationire Phasenapproximation des o—Integrals fiihrt auf die Mean-Field-Dichten als
Hauptbeitrag zum Integral:

ﬁﬁ 1 1 t 1 r
Tr[['rei%ft dt’ gz (t )]aTﬁats[Tei%fo dt’ g5 (¢ )]]

Gps(t) = .77
() ﬁ[Te—% S ar ga(t')] (7:77)
mit g5 analog (7.66). Als Ableitung fiir die Zustandssumme erhilt man
1 07 1 4
= No (7.78)

E 5’01234 _.A_/'o 51}1234

Bh . . —1 [P 95 (1)
-I-j\[lZ / (H[d&a’Y(t)]) e D D Gy (H)Vapysdps(t)+In Tr[Te J ]
0 o

ﬂ’i ’ ’ t ’ !
Tr [[Te% St ar @)1} g ek o dt oa >]]
2 }

1P 1

X E / dt —5’13(t)5’24(t) — 6’13(t) L P L ;

: N
Diese Gleichung 148t sich nicht exakt handhaben. Man ist im weiteren auf Ndherungen fiir das Pfad-
integral angewiesen. Wie schon in Kapitel 6.4 liegt im zweiten Summand von (7.78) ein Integral der
Form I = Ni_z [1d5]f(5)z(6) vor, wobei die Zustandssumme selber durch Z = ng [1d5]f(5) gege-
ben ist. Unter der Annahme, daf} die Funktion f um ihre Mean-Field-Dichte & (7.77) hinreichend
lokalisiert ist, wihrend die Funktion z dort schwach oszilliert, kann z an der Stelle 5o unter dem
Integral herausgezogen werden. Damit erhélt man I ~ 2(G9), und unter dieser Niherung ergibt

sich: o
1 62 1 6MNg 1 ) )
E 61}1234 - _FO 5’[)1234 - ﬁ 0 dt 713 (t)024 (t) . (779)

Nach Eliminierung der Lagrange-Parameter analog zu Kapitel 7.1 kann fiir die Stationarititsglei-
chung (7.75)

TR RN o vy [ 6T 6T
0= 3 /0 at [~ ;aw(t)a%(t) G18(8)52(t)] + 5 ( o * &)2143) (7.80)
geschrieben werden. (7.80) mufl zusammen mit den Gleichungen (7.71) und (7.77) fiir die Bestim-
mung der Dichten gel6st werden.
Beschriankt man sich auf die Suche nach statischen Dichten, so kdnnen die Matrixelemente aus
(7.71) und die Spurbildungen aus (7.77) ausgefiihrt werden. Fiir zeitunabhéngige Hamilton—Ope-
ratoren g erhilt man fiir (7.77) die Bestimmungsgleichung fiir die Hartree—~Fock—Dichten:

’I‘r[e‘ﬁg& a;ats]

&BJ - 'I‘r[e_ﬁga]

=<8]0|B>=) nm <0|om><om|B> . (7.81)

Dabei entspricht ¢ dem Dichteoperator
_ 1
1 + eﬁ(hﬁf}‘N)

und n,, der Fermi—Verteilung (7.37). ¢,, kennzeichnen erneut die Hartree-Fock—Orbitale, welche
selbstkonsistent als Eigenzustéinde von

0 (7.82)

hzv =ty + Z GB5VBasy = tay + Z < apm | v ] vom > nm (7.83)
Bé m
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definiert sind.
Die statischen, datenabhéingigen Dichten o¢ als Losungen der Gleichung (7.71) miissen — falls sie
existieren — aufgrund von (7.73) mit dem Einteilchenoperator (7.66) kommutieren:

0= g0 1] Vi (7.84)

Fiir die Bestimmungsgleichung der Dichten erh&lt man dann bei der Wahl von ¢t = 0 die Matrix-
elemente A
<x'| e Pl iN)alas | xi >

)

Ops = - 7.85)
85 , _ . (
<X o B(hgi—ul) x>
mit , '
hey =tay+ > ThsVsasy - (7.86)
Bs
Es bietet sich nun eine Einfiihrung von Slaterdeterminanten < g |=< zﬁi’i e ng: | mittels
<ai,. x| Bl nN) —cget et (7.87)

an. Durch den Einteilchencharakter des Hamilton—Operators g,: entspricht dies der Entwicklung
der Orbitale nach

<ai, | e Pl mh) =<y

,n=A{1,...,s},i={1,...,N}. (7.88)

Nach Einsetzen der Definition kénnen die Matrixelemente mittels Wick—Theorem ausgewertet wer-
den, und man erh&lt das Ergebnis:

< ' | aZaaé | x>
o = - -
po < T | xi>

=<d|ei|B> (7.89)

mit dem Dichteoperator

8; .
oi= Y lzb> (B, <v

mn=1

(7.90)

und der Uberlappmatrix
Bi =<y |zl >=<ai |eBlhoi=n) |gi 5 (7.91)

Die Gleichungen (7.84) und (7.89) miissen nun zusammen selbstkonsistent geldst werden. Dabei
ist die Losung o’ im allgemeinen nichthermitisch. Dies hat eine mégliche Abweichung von der
Hermitizitét fiir v zur Folge. Das Problem kann korrigiert werden, indem eine hermitische Matrix
mittels Ubergang ol = 3(0k, + (044)*) konstruiert wird.

Die Stationaritétsgleichung (7.80) geht im statischen Fall in die Bedingung

N
Y or or L 1 o
°" N N 27137 7.92

BN (5’01234 * dv2143 713023 + N ;‘7130’24 ( )

iiber. Die beiden Stationaritéitsgleichungen (7.92) und (7.44) unterscheiden sich in wesentlichen
Punkten. In Abschnitt 7.2 werden die Mean—Field—Approximation und die Maximum-Aposteriori—
Approximation nacheinander durchgefiihrt. Dies hat zur Folge, dafl nach Abbildung 7.1 die Ablei-
tungen der Mean—Field—Groflen auch selbstkonsistent voneinander abhéngen. Die Daten gehen erst
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A

Daten D Iterationspotential v

( Datendichten o* HF-Dichten & |

Y.

Stationaritétsgleichung

Y

Loésungspotential v

Abbildung 7.2: Erliuterung der Losungsschritte fiir die Maximum-Aposteriori-Approximation
nach (7.92).

durch die Stationaritéitsgleichung in den Formalismus ein. In (7.92) kénnen durch die gleichzeitige
Anwendung der Approximationen die beiden Dichten & und o* als Eingabe fiir die Stationaritits-
gleichung unabhingig voneinander bestimmt werden. Dies geschieht unter den Kosten, daf} die
Dichten ¢ datenabhingig sind und fiir jedes Datum getrennt berechnet werden miissen. Die lo-
gischen Abhéngigkeiten der fiir die Stationarititsgleichung (7.92) relevanten Gréflen sind in der
Abbildung 7.2 dargestellt. Man beachte, da$ zwischen & und o* keine Pfeile auftreten. Aufgrund
der Unabhingigkeit dieser Gréfilen kann man fiir die numerische Anwendbarkeit sagen, daf bei
nicht zu grofler Datenmenge D der Formalismus aus diesem Abschnitt dem aus 7.2 vorzuziehen
ist.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit basiert auf der fundamentalen Anwendung des Bayes—Theorems. Hierin liegt der
Schliissel, das inverse Problem des Lernens in ein ”direktes” umzuwandeln. Durch die einfache
Mboglichkeit, die Abh#éngigkeiten in den bedingten Wahrscheinlichkeiten umzukehren, ergibt sich
ein neuer Zugang, an quantenmechanischen Systemen zu lernen.

Der Ansatz des Bayesschen Lernens hat den entscheidenden Vorteil, daf sich simtliche Erwar-
tungen — physikalischer und nichtphysikalischer Natur — durch das Vorwissen p[f] auf natiirliche
Weise in den LernprozeB einbauen lassen. Desweiteren kann fiir die Berechnung der Likelihood-
Wabhrscheinlichkeiten p[D| f] auf die vorhandenen Ergebnisse der Quantenmechanik zuriickgegriffen
werden. Analytischer Schwerpunkt der Arbeit war die Berechnung der Maximum-—Aposteriori—
Approximation von p[f|D] ~ p[D|f]p[D] fiir verschiedenste Anwendungen aus dem Bereich der
klassischen Quantenstatistik. Hauptaugenmerk galt der Variation der Likelihood-Dichte p[D|f].
Uber diese Funktion nimmt die Quantenmechanik Einflul auf die Rechnung. Damit wurden die
wesentlichen Voraussetzungen fiir das Lernen in der Quantentheorie geschaffen. Die Maximum-—
Aposteriori-Approximation fiihrt auf nichtlineare Gleichungen. Bei der Suche nach Lésungen ist
man auf eine numerische Behandlung und in der Regel auf eine Diskretisierung des Problems
angewiesen. In zahlreichen numerischen Beispielen konnte die Anwendbarkeit der Theorie belegt
werden. Es zeigt sich, dafl die Wahl des Vorwissens dabei von tragender Bedeutung ist. Dies liegt an
der Tatsache, daf§ die Likelihood—Verteilung p[D|f] als Funktion des Zustands f fiir fixierte Daten
keine injektive Funktion ist. Das heifit, es liegt keine eindeutige Abbildung vor, da in der Regel
eine grofle Zahl sehr unterschiedlicher Zustinde f die gleiche oder eine sehr #hnliche Likelihood—
Verteilung haben. Den observablen Funktionen, wie den Verteilungen |¢(z)|> und <z | p | z >,
geht Information durch die Betragsquadratbildung von ¢ oder durch die Projektion des Operators
p verloren. Dieser Informationsverlust kann nur durch geeignetes Vorwissen kompensiert werden.
Dadurch kann eine Konvexitit der Energiefunktionale erzwungen werden. Ein wesentliches Merk-
mal der Theorie ist die probabilistische Unabhéngigkeit der Messungen. Dies setzt eine gleichartige
Priparation von identischen Systemen jeweils vor den Messungen voraus und kann als Nachteil der
Methode angesehen werden. Die Betrachtung von kanonischen Ensemblen ist ein natiirlicher Aus-
weg, der gleichzeitig aber den oft vorliegenden experimentellen Voraussetzungen entgegenkommt.
Lemm hat in [24] eine Anwendung untersucht, bei der die Unabhiingigkeit der Messungen fallen-
gelassen wurde.

Insgesamt kann man sagen, dafl die Idee, das Bayessche Lernen in der Quantentheorie anzuwen-
den, um statistische Operatoren und Ein— und Zweiteilchenpotentiale zu lernen, analytisch und
numerisch verwirklicht werden konnte. In bezug auf die nichtrelativistische Quantentheorie kann
der Formalismus als abgerundet angesehen werden. Es gibt einige Verinderungsmdoglichkeiten in
den Details: So konnten beim Lernen der Potentiale andere als Ortsmessungen beriicksichtigt wer-
den. Hierbei seien bei Vielteilchenexperimenten erhaltene Zweiteilchenkorrelationen im Impuls-
raum erwihnt, die zuséitzlich zu den Einteilchendichten verwendet werden kénnten. Desweiteren
konnte die in Kapitel 7 beschriebene Freiheit bei der Wahl des Mean-Fields dafiir genutzt wer-
den, einen von der Hartree-Fock—Methode abweichenden N&herungsformalismus anzuwenden. Eine
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Weiterfiihrung dieses Gedankens fiihrt auf die Betrachtung von Quasiteilchen und Pairing-Mean—
Field im Rahmen der Hartree-Fock—Bogoliubov—Methode. Eine hierzu alternative Moglichkeit,
die Ergebnisse der Hartree-Fock—-Methode zu verbessern, wire der Einbau einer Random—Phase—
Approximation. Ein aus numerischen Griinden vorteilhafter Ansatz wire, die Basis des vollen
Hilbert—Raums auf eine endlichdimensionale Basis einzuschrinken. Die Variation der Wellenfunk-
tionen und die Diagonalisierung des vollen Hamilton-Operators miifiten in diesem Teilraum aus-
gefiihrt werden. Weitere Generalisierungsmoglichkeiten kénnten Anwendungen aus dem Bereich
der relativistischen Quantenmechanik sein. Dies fiihrt auf das Arbeiten mit der Klein—Gordon—
beziehungsweise Dirac—Gleichung.
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Anhang A

Datenerzeugung aus vorgegebener
Wahrscheinlichkeitsverteilung

Mochte man Daten aus einer auf = € [Zmin, Tmae| definierten, vorgegebenen Wahrscheinlichkeits-
verteilung p[z] gewinnen, wobei nur auf gleichverteilte Zufallszahlen aus dem Intervall [0, 1] zuriick-
gegriffen werden kann, so betrachtet man die Verteilungsfunktion ¢ von p[z]:

& ¢ [Tmin, Tmaz] = [0,1] o(z) = / dz' p[z']. (A.1)
Fiir p[z] > 0 ist die Funktion ¢ streng monoton steigend und damit umkehrbar. Fiir die nach
¢71 : [Oa 1] - [xminaxmaz] T = ¢71(y) (Az)
definierte Umkehrfunktion kann die Ableitung

dr _dpy) _ 1 _ 1
W& 9@ ol (43

bestimmt werden.

Die Motivation fiir die Einfiihrung von ¢ wird deutlich, wenn man den Erwartungswert fiir eine
beliebige Funktion f(z) unter der Verteilung p[z] berechnet. Durch Substitution nach (A.2) 148t
sich mit (A.3) die Identitit

/ " deple] £(2) = / dyf67' () Vf (A.4)

Tmin

zeigen. Da (A.4) unabhiingig von f erfiillt ist, ist es also bei einer empirischen Auswertung der
Integrale #quivalent, die aus der Verteilung p[z] gewonnenen z—Werte oder die gleichverteilten
y—Werte zu verwenden. Das heifit, die Daten z; aus der Verteilung p[z] konnen erzeugt werden,
indem gleichverteilte Zufallszahlen y; € [0, 1] gezogen und die zugehérigen z; = ¢ (y;) berechnet
werden.
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Anhang B

Operatorenableitung

Unter Ableitung der Wirkung (3.10) nach dem Operator p versteht man die Ableitung nach den
Matrixelementen ps; =< s | p | ¢ > in der festen, aber beliebigen Basis, in der auch die Spur
ausgewertet wird. In Matrixelementen ausgedriickt 148t sich die Wirkung als

SUIED WATUV YD WSV RO o/ERY @
af aB o

N
> In | <alxi><xilB>psa

i=1 af

schreiben. Die Ableitungen nach Matrixelementen ps; sind bis auf den ersten Summanden trivial.
Im folgenden wird das intuitiv zu erwartende Ergebnis

0
apst

Z paﬁ(lnp)ﬁa = (ln p)ts + O (B.2)
af

hergeleitet.
Unter der Annahme, daf} die Eigenwerte von p im Intervall p,, € [0, 2] liegen, kann die Taylor—Reihe
des Logarithmus verwendet werden:

= (1)

lnp=ch(p—I)n mit Cn = (B.3)
n=1

Setzt man die Potenzreihe fiir den Logarithmus ein, addiert und subtrahiert d,g und driickt das
n—fache Matrixprodukt mittels y1,. .., y,—1—Summationen aus, so bekommt man nach

S poa(lnp)sy = Y end [(0—T) o5+ 0us] (0~ D), (B.4)
af n=1 ap

=YY Y (-0, (-1, -D), .
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eine in (p — I) zyklische Struktur unter den Summen. Dadurch erhélt man nach Ableiten mit der

Produktregel und Zusammenfassen der beiden Summanden das Ergebnis (B.2):

a o0
5 Zpag(lnp)ﬁa = ch(n-l-l) Z (p—I)tyl(p—I)ylyz...(p—I)ynils+
pSt aﬁ n=1 Y1---Yn—1
+chn Z (p—I)tyl(p—I)ylyz...(p—I)yn_2s
n=1 Y1 Yn—2
= ch(n—l—l)(p—l):s+chn(p—1):s—1
n=1 n=1

= i [(cn + cnt1) (n+ 1)] (p—I):s + 16 = (Inp),, + 6,

wobei im letzten Schritt fiir die Koeffizienten

_1\n+1
(cn-l-cnﬂ)(n-l-l):%:cn und ¢; =1

angewandt wurde.

Somit erhilt man fiir die Ableitung von (B.1)

OF[p] _
6,ost

<tlxi><xils>
ap < Xi ><Xi|B > psa

N
k(lnp)ts + kéts - /’l’p?s - i/\éts - Z Z
i=1

Da (B.7) fiir alle Matrixelemente gilt, kann die Bedingung %—I: = 0 mittels

N
: | xi ><xi |
0=klnp—(z/\—k)I—up0— E
“— Tr[ | xi >< xi | P]

angegeben werden.

(B.5)

(B.6)

(B.8)
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Anhang C

Pseudoinversion von H — E

Ein pseudoinverser Operator A* zu einem linearen Operator A wird iiber:
APAAP = A" und  AA'A=A (C.1)

definiert. Also ist A auch der pseudoinverse Operator zu A*. Falls A invertierbar ist, ist A~ der
eindeutige pseudoinverse Operator. Auflerdem kann gezeigt werden, dal jeder lineare Operator
einen pseudoinversen Operator besitzt.

Die entscheidende Anwendung fiir pseudoinverse Operatoren liegt in der Auflésbarkeit von Glei-
chungen der Form A | x >=| b > nach | b > fiir den Fall, daf§ A nicht invertierbar ist.

So sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent [23]:

A|x>=|b> losbar fiir | x > zu vorgegebenem | b > <= AA* |b>=|b> . (C.2)

Ist der Fall aus (C.2) erfiillt, so ist | x >=| A > —A*4 | A\ > +A* | b > mit beliebigem | A > die
allgemeinste Losung.

Im folgenden wird die Aquivalenz von (C.2) auf das Problem (5.20) angewandt. So ist der pseu-
doinverse Operator zu A = H — E,, gegeben durch:

1 |s0n><s0n|> L |9 ><gjl
Af = (I— = J I C.3
H-E, < on | pn > glEj—En<¢j|¢j> (C.3)
denn mit H =) %En und dem Kommutator [(H —E,), | on><n|| =0 folgt
1 | on >< on |>
AA*A = (H -E, (I—i H-E,))=H—-E,=4A C4
(- B g (T- 22700 ) - B) (C4)
und unter Ausnutzung der Projektoreigenschaften
1 | on ><n | ? 1 | on ><on |
ATAAY = (I— = I- = At C5
H-E, <‘Pn|90n> H—-E, <<Pn|‘;0n> ( )

Also sind die beiden Bedingungen (C.1) erfiillt.
Fiir das Problem aus (5.20) — Auflssung von

<pn 2" >< 2" | on >
< on | pn >

dpn

(H —Ey) | dv(z")

>=|b> mit |b>:< —|x"><m"|>|gon>

(C.6)



nach | 5{;’% > — ist die rechte Seite von (C.2) wegen:

AAu|b> — (I_|(Pn><90n|> (<(Pn|$”><m”|§0n>
< n | pn > < on | pn >
< 2" >< 2" >
n n

erfiillt. Damit ergibt sich fiir die allgemeinste Losung

99

_|$”><$”|>|Q0n>

>=|b> (C.7)

dp
|5v(m’f,) = | An> AN, > +4% D> (C.8)
< An >
- M|¢n>+
< n | on >
1 i i " n " n
Z |‘P]><(P]|<<m|§0 ><z" | >—|m"><af:”|>|gon>
j¢nEj_En<<pj|<pj> <‘Pn|<pn>
< on | An > 1 <oz ><a" | pn >
b LT ELE PR e L1 n 2 |y >
< Pn | on > j#n T3 T <§DJ'|(PJ'>

mit beliebigen | A,, > zu gewéhltem | ¢, >.
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Anhang D

Hesse—Matrix im
Tieftemperaturfall

Zur numerischen Losung der Differentialgleichung (5.25) mittels Newton-Iteration wird die Hesse—
Matrix des Funktionals

N
<zi|po><ol|Ti>
F =~ — In D.1
¥ }Eﬁ <o 90> (D.1)

benétigt. Die Bestimmung ist mithsam, aber einfach.
Nach zweifacher Ableitung erhélt man

8’ s
8°F _, 52 2ZR <wi| gEE > <mi| B ><w | B> (D.2)
dv(z)dv(z') dv(z) <z | po > <z | po >2

o
| v’ >] }’

wobei die Abkiirzung M(m)‘s;v(x,) = 55;}, verwendet wurde. Die Variationen zweiter Ordnung der

82 5
_<wo|ﬁ> 2% > <po| >[ 5900
< o | po > vo | po > < o | po >2

Energieeigenfunktionen kénnen durch erneute Ableitung der Eigenwertgleichung (5.16)

(52H H 6(p0 6H 6(p0 62(p0
H = D.
soso | 90> o 5w > s L e 2 sy (D-3)
62E0 (5E0 5@0 (5E0 5@0 (52@0
- E, D.4
dvov' [po > +57 ov | ov' >+ ov' ' v +Eo | ovov' > (D-4)

gewonnen werden. Durch Ableitung von (5.17) folgt mit (C.8)

82E, oRe <§®|z><z|po> <gpo|z><z|po>< 5|0 > (D.5)
dvdv’ <o | po > <o | po >2
< >< "> <pjle><a|p;>

_ _ope |S8lv0><w|e ) pjlz><z'|y; _ (D.6)

<o | o > 2 (Bj = Eo) <j|p;>

Nach Auflésung von (D.3) und mit 551;52[ = 0 nach

(52@0 (5 Eo (5E0 0H 5@0 (5E0 0H 5@0
5os Sy’ | #° (W‘E)' 50’ (w _W> 3 > B0

(H — Ep) |
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2
gelingt mittels erneuter Pseudoinversion die Auflssung nach den Orbitalen | gv;)", >. Dafiir werden

die Ergebnisse fiir | % > und | %ﬁ? > aus Anhang C auf der rechten Seite von (D.7) eingesetzt
und

SEy O6H)\ |, by <wolz><z|po><o|A>

OBy _OH) | %% - 0o >
dv dv dv < o | po >
_<<p0|x><a:|<p0>z 1 <pjlz' ><z'| o>

P>
< o | po > Ej_E0|(p] <pjlp;i>

(D.8)

j#0

< A>< > 1 < >< il >< >

“lz> %o | z | po fz>Y z|p; ><gpj|z' ><a'|po
< o | po > E; — Eo <jlp;>

j#0 7

und die Gleichung mit v <> v' und z <+ =’ Austausch ausgerechnet. Insgesamt fiihrt dies auf:

| (52@0 _ < ¢¥o | A >
dvdv' < o | ©wo >

1 < r >< A><z >
n _Zﬁ|¢k> Pk | ¢o | | ¢o
kzo kT 0 < o | po >< o | pr >

| 0o > (D.9)

_<<p0|a:><a:|<p0>Z 1 o <gpjlz ><z'|po>
< o | o > £ (Ej — Eo)? ' ™’ <jlp;>
J#0
1 1 < r><z|p ><p;lz ><a >
+Z | o > ok | |¢’J ‘P]| | Yo
fodo Bi — Eo By — By <pjlwi >< k| pr>

+z, m’Austausch}

und die entsprechend adjungierte Gleichung. Setzt man die Ableitungen in die Gleichung (D.2)
ein, so fallen die Abhingigkeiten von A, ' und A heraus, und man erhélt das Endergebnis

§°F §°T al
it bowow i 2Rez (a(z,z') +bi(z,z') + ci(z,2') + d;i(z, x')) (D.10)
i—1

mit den einzelnen Summanden:

a(xx,)z_z 1 <wolz><z|p;><pj|a ><z'|po> (D.11)

’ = (B — Eo)? <o |lpo><pjle;> ’

1 ' | s

biz,z) = _Z <z|po><z|po><mi|p;> "

5 (B = Eo)? < ¢j | pj >< o [ po >< zi | po >
(<<p0|m><goj|x’>+<<p0|x’><goj|x>), (D.12)

1 1 <z | ok >
! 1

ci(z,z = X D.13
i ) j%OEj—EOEk—E0<xi|¢0><¢k|g0k><goj|<p]-> ( )

<<tpk|z><z'|g00><x|<pj><<pj|x'>

+<¢pk|z’><z|goo><l"|90j><90j|$>>
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<zl ><zmi|or ><g@jlr><z|po><pr|z ><z'|py>

D.14
(Ej — Eo)(Er — Eo) < @j | pj >< ¢k | or >< i | po >? (D14
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Anhang E

N—ftache Ableitung der
Zustandssumme

Der Vollsténdigkeit halber sei hier noch die N-fache Variationsableitung der Zustandssumme vor-
gefiihrt. So folgt durch Verallgemeinerung von (6.18):

NZ < 1>N /ﬁh / [dq
—(_= dty -« dt Sld] 6 :L' E.l
6v(z1) - dv(zN) h 0 ' v a(0)=q(Bn) H =

N [ [da(®)] ;s
=|-7 —#=Sldl
( h) / )y ddt /z(iiiewﬁ,);. N '

Das Ergebnis (E.1) 148t sich kompakt weiterverarbeiten, indem man die Pfadintegrale analog zu
(6.22) zerlegt. Der Zeitordnungsoperator 7 ist erforderlich, um die richtige Reihenfolge der Inte-
grationsvariablen einzuhalten. Diese Notwendigkeit kann durch Verallgemeinerung der Abbildung
6.2 auf den vorliegenden Fall nachvollzogen werden. Mit der Verabredung ¢y = 0, ty+1 = Sk und
zg = zny+1 =  folgt:

SNz _1 /d /dt -dt TH< | (tig1—ts) ﬁ|
So(ar) - ou(en) R) [ de [ dieedi zie | e o >

=0
1 N
<_E> /dtl---dtNTr

BHT<H|:L‘Z i) ><x(t)|>] , (E2)

wobei im zweiten Schritt die Zeitentwicklung von | z; > mittels
i t
| zi(t;) >< z;(t;) |= en H | z; >< z; | e wH (E.3)

abgekiirzt wurde. Im Tieftemperaturfall fillt die Spur auf den Beitrag des Grundzustands | o >
von H zusammen, und man erhélt:

6NZ .
51}(;1;1) .. '6’U($N) — <_ > / It ---dtn < @o | ] (I I | xz z >< :):z( z) |> | Yo > e

fiir 8 — oo.
Im Fall N = 1 folgt aus (E.2) durch Wegfallen von 7 und Ausnutzen der Vollstindigkeit sofort
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(6.20). Das Ergebnis von (6.22) kann man mit

0 B o1 &z
dv(z') Tile v B dv(z")ov(z;)

mittels (E.2) herleiten, indem man die Zeitordnung explizit durch den Einbau der Stufenfunktion
0(t) gewéhrleistet:

52 Bh Bh

0(t2—t1)<x|e(ﬁ H|x2><x2|e(t2 tl)ﬁ|z1><z1|e H|z>

(E.5)

+0(t1—t2)<$|6 G H|Zl?1><£l?1|6 (tr—ta) & |$2><$2|6 %H|$>].

Das z-Integral verschwindet in beiden Summanden direkt mit der Vollstéindigkeitsrelation. Nach
Aufspaltung in die beiden Integrale, Umbenennung ¢; ¢+ t2 im zweiten Integral, Umparametrisieren
von to mittels ¢’ = to — ¢; im ersten Integral und ¢’ = Bk — t2 + t; im zweiten Integral erhélt man

827 Bh Bh—t1 ., )
m = hg / dt1/ dt' o(t' <a:1|e*(ﬁfi)H|x2><x2|e—iH|x1>+

Bh Bh+t1
/ dtl/ dt0,8h—t)<x1|e(5 H|x2><x2|e EH|z1> .
¢

Nun kénnen die #-Bedingungen ausgefiihrt und die Integrale wieder zusammengefafit werden. Man
erhilt

827z 1 PR Bh o-tym .
S NN T I3 dt dt' < >< -5 >
dv(z1)dv(z2) B2 /0 1 o Ty |e | z2 z2 | e | z1
,8 ph ' N
= ﬁ/ dt' < 1 | ef(ﬁ*i)H | Ty >< T | efiH | T > (E7)
0

und somit mit (E.5) das Ergebnis (6.22).
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