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Einleitung

Unter Vielteichentheorie versteht man die mathematische Beschreibung von unter-
einander wechselwirkenden Teilchen, die in einem endlichen quantenmechanischen
System zusammengefaflt werden konnen. Beispiele hierfiir sind Atomkerne, wo Nuk-
leonen als identische Teilchen wechselwirken, aber auch elektrische Leiter und Su-
praleiter aus dem Bereich der Festkorperphysik mit Elektronen bzw. Quasiteilchen
als elementaren Konstituenten.

Fiir die verschiedenen Vielteilchen-Probleme werden abstrahierende Modelle aufge-
stellt, bei deren Behandlung man in der Regel auf Approximationen des exakten
Problems angewiesen ist. Als schlagkriftige Naherungsstrategie hat sich dabei die
Mean-Field-Approximation herausgestellt. Hierbei werden die Wechselwirkungen ei-
nes einzelnen Teilchens mit allen iibrigen durch ein effektives Einteilchen-Feld simu-
liert. Fiir Nukleonen-Systeme gilt die Faustregel, dafl bis zu einer Anregungsenergie
von maximal 10 MeV pro Nukleon direkte Zweierstéfle von Nukleonen aufgrund des
Pauli-Prinzips und seiner abstoflenden Wirkung weitgehend auszuschlieflen sind, d.h.
fiir kleinere Energie scheint die Mean-Field-Annahme gerechtfertigt zu sein.

Fiir die Darstellung von quantenmechanischen Streuprozessen, in denen die Streu-
partner selbst als Vielteilchensysteme aufzufassen sind, gibt es nun zwei dquivalente
Zugénge:

i) In der zeitabhingigen Formulierung, die mit dem Zeitentwicklungsoperator
arbeitet, wird das quantenmechanische Vielteilchen-System zu jedem Zeit-
punkt ’beobachtet’, d.h. die Entwicklung vom Eingangskanal-Zustand bei t;
in den Ausgangskanal-Zustand bei t; wird zeitlich verfolgt, und es kénnen di-
rekt zeitabhingige Erwartungswerte von Observablen berechnet werden. Phy-
sikalisch interessante Groflen, wie zum Beispiel die Matrixelemente des S-
Operators, werden im Grenzwert ¢; — —oo,ty — oo erhalten.

Die Mean-Field-Approximation zu dieser Darstellung fiihrt auf das zeitabhéngi-
ge Mean-Field-Verfahren (TDMF) [1]. Dieses unterscheidet sich von der zeit-
abhingigen Hartree-Fock-Theorie (TDHF) dadurch, da8 nicht ein einfaches
zeitliches Anfangswertproblem vorliegt, bei dem man das System sich von einer
Zeit t; an weiterentwickeln 148t, sondern dafl zum Mean-Field samtliche Zeiten
t € [ti;ts] beitragen, indem sich der Ausgangskanal in der Zeit 'riickwérts’ und
der Eingangskanal 'vorwirts’ entwickelt (Bilokalitéit in der Zeit).

Es gibt mehrere mathematische Zugidnge zur Ableitung dieses Verfahrens:
Die natiirliche Erweiterung der statischen HF-Rechnung auf zeitabhéngige
Slaterdeterminanten [2] oder der Ansatz eines zeitabhdngigen Funktionals,



2 FEinleitung

welches unter Annahme von Slaterdeterminanten als Versuchsfunktionen sta-
tiondr gemacht wird [3]. Der elegantere Weg ist die Darstellung des Zeit-
entwicklungsoperators als Pfadintegral. Dort wird mit Hilfe der Station&ren
Phasen-Approximation (SPA) in erster Ordnung die TDMF reproduziert. Qua-
dratische Korrekturen erfassen Teilchen-Loch-Korrelationen im Rahmen der
Random-Phase-Approximation (RPA) [3, 4].

Probleme tauchen allerdings auf, wenn S-Matrixelemente betrachtet werden.
Durch den selbstkonsistenten Charakter der Mean-Field-Gleichungen und der
Bilokalitédt in der Zeit ist eine Konvergenz der gendherten Operatoren fiir t —
+o00 nicht gewihrleistet. Reinhardt bietet in [5] diesbeziiglich einen Lésungs-
voschlag an.

it) Bei zeitunabhdngiger Beschreibung von Streuprozessen ist die Zeit auf Ko-
sten der Energie eliminiert worden. Dies geschieht durch Fouriertransformation
der zeitabhidngigen Darstellungen. Die Aufgaben des Zeitentwicklungsopera-
tors tibernimmt hier der Greensche-Operator; somit hat man mit Vielteilchen-
Inversions-Problemen und damit inhomogenen Gleichungen zu tun (statt Dia-
gonalisierungs-Problem und Eigenwertgleichung bei der Hartree-Fock-Rech-
nung).
In der zeitunabhingigen Mean-Field-Theorie (TIMF) [6, 7, 8] wird unter Ge-
brauch eines Variationsverfahrens eine Einschrankung des Variationsraums auf
Slaterdeterminanten als Ndherung durchgefiihrt. Dieses fiihrt auf Inversions-
gleichungen im Einteilchenraum unter Vorgabe von Orbitalen der Ein- und
Ausgangskanile (inhomogene Version). In [8] wird gezeigt, dafl dieses dquiva-
lent zu einer nicht-hermitischen Hartree-Fock-Rechnung ist (homogene Ver-
sion). Gleichzeitig wird dort angegeben, wie Verbesserungen des Mean-Field-
Ansatzes moglich sind: Es gelingt eine Verallgemeinerung auf eine nichther-
mitische Random-Phase-Approximation (IRPA). Die Ergebnisse der TIMF-
Theorie wurden fiir Probleme mit wenigen Teilchen unter Annahme von ein-
fachen Wechselwirkungen mit den exakten (numerisch berechneten) Losungen
verglichen und eine akzeptable Ubereinstimmung festgestellt [9, 10].

Wegen der Nichtlinearitit beider Approximationsansitze kénnen die TIMF-Glei-
chungen nicht mehr durch Fouriertransformation aus den TDMF-Gleichungen er-
halten werden. Ziel der Arbeit ist es nun, eine Verbindung zwischen TDMF und
TIMF herzustellen und sie damit vergleichbar zu machen.

Der Losungsansatz besteht darin, die Vielteilchenresolvente mittels exakter Energie-
Zeit-Fouriertransformation auf den Zeitentwicklungsoperator abzubilden und iiber
ein Pfadintegral darzustellen {1}. Indem fiir das Funktionalintegral nur nach sta-
tischen Stationaritdtspunkten gesucht wird, erfolgt wieder eine Zuriickfiihrung auf
die zeitunabhéingigen Mean-Field-Gleichungen, obwohl man eigentlich in der La-
ge wire, die TDMF-Theorie darzustellen {2}. Unter Ausnutzung von Nichteindeu-
tigkeiten bei der Pfadintegraldefinition gelangt man zu den erwiinschten TIMF-
Gleichungen. Wenn man quadratische Korrekturen zur SPA ausrechnen will, mufl
man wieder zeitliche Variationen um die Mean-Field-Losung (Quantenfluktuationen)
zulassen; man wird auf RPA-Energieverschiebungen gefiihrt, die mit den Ergebnis-
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Abbildung: Ableitung der TIMF duch zeitabhingige Darstellung. In der Arbeit
wird der "Weg’ 1,2,3 statt A,B gegangen

sen der IRPA verglichen werden kénnen {3}. Die Arbeit ist wie folgt struktuiert:

In den ersten beiden Kapiteln werden die Grundlagen fiir die Arbeit geliefert. So
werden in Kapitel 1 der Ansatz und die wichtigsten Ergebnisse der TIMF-Theorie
erliutert und in Kapitel 2 die grofle Flexibilitdt beim Einsatz von Pfadintegralen in
der Quantenmechanik vorgestellt. Die Ableitung der TIMF-Theorie in einer etwas
anderen Darstellung wird in Kapitel 3 prisentiert. Dabei wird die Aquivalenz der
TIMF in homogener Version zur nichthermitischen Hartree-Fock-Rechnung ausge-
nutzt, um in natiirlicher Weise zu einer Darstellung in Einteilchen-Dichtematrizen
zu gelangen. In Kapitel 4 erfolgt dann ein ’Vorschlag’, die TIMF-Gleichungen und
teilweise die Ergebnisse der IRPA anhand des im Diagramm zuriickgelegten Weges
1-2-3 nachzuvollziehen. Hierbei ist das Ziel die homogene Version der TIMF (Va-
riationsfunktionen werden iiber Eigenwert-Gleichungen eingefiihrt). Es wird dabei
die Chance ausgenutzt, mittels Pfadintegraleinfiihrung auch ein nicht-hermitisches
Mean-Field zu erzeugen. In Kapitel 5 wird eine alternative Ableitung geliefert. Die
Idee hierfiir brachte eine Verdffentlichung von Giraud, Hahn [11], in der die TIMF-
Gleichungen {iber eine spektrale Integraldarstellung der Variationsfunktionen des
TIMF-Funktionals hergeleitet wurden (im Anhang A wird der Einbau von Pfadin-
tegralen in diesen Ansatz dargestellt). Es gelingt mit dhnlicher Vorgehensweise, die
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Vielteilchenresolvente auf ein Produkt von Einteilchenresolventen unter Einfiihrung
von Energie- und Pfadintegralen abzubilden. Bei gleichzeitiger SPA dieser Integrale
und unter Ausnutzung von inhomogenen Einteilchengleichungen werden die TIMF-
Gleichungen und -Matrixelemente erhalten.



Kapitel 1

Vorstellung der zeitunabhingigen
Mean-Field Methode (TIMF)

1.1 Bedeutung der Resolvente

Der Greensche Operator (Resolvente) ist definiert als inverser Operator zu (E —H):

1 .
E—-H ~
wobei fiir £ auch komplexe Energie-Werte zugelassen werden. Fiir einen hermiti-
schen Hamiltonoperator # liegen die Eigenwerte auf der reellen Achse, somit ist der
Operator G beschrinkt und damit wohldefiniert fiir ImE # 0. Eine spektrale Darstel-
lung der Resolvente erhdlt man, indem man G in Eigenfunktionen von H ausdriickt.
Ein typisches Spektrum eines in der Streutheorie auftretenden Hamiltonoperators
[12] besitzt Bindungszustinde (diskrete Pole) mit Eigenenergien kleiner Null und
einen Schnitt auf der positiven reellen Achse zur Beschreibung von ungebunden-
en Zustidnden (Streukanile). Entwicklung in diese diskreten und kontinuierlichen
Eigenzustinde

G(E) =

H=T+V ; (1.1)

H|V,>=E,|¥, > bzw. H|Vp>=FE'"|¥}, > (1.2)

unter Ausnutzung der Vollstdndigkeit liefert:

Z|\If ><‘I’"|+ | U >< Up |

e dE (1.3)

Die gewiinschten physikalischen Matrixelemente von G zwischen beliebigen Vielteil-
chenzustinden y, x’

D(E) =< x'| ; | x >= (1.4)

Z<X I\Ifn><\Ifn|x>+/<x’|‘I’Ef><\IfEf|X>
E - E, E—E

n

dE’ ; EecC

werden im Limes ImE — 0 erhalten. Anhand von (1.4) ist zu sehen, daf§ die Matrix-
elemente fiir alle £ € C\{E, | n € IN} als in E analytische Funktion angesehen
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werden konnen. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Uberlappe < x’ | U, > bzw.
< U, | x > nicht verschwinden (hebbare Singularititen). Die Polstellen E = E,,
fallen mit dem Spektrum von H zusammen, wobei dann die Residuen der Pole
< x|V, >< ¥, | x > betragen. Man sagt auch G(E) hat bei den Eigenener-
gien F, von H den Projektionsoperator auf das n-te Energieniveau | ¥,, >< ¥,, |
als Residuum (bzw. bei Entartung den Projektor auf den Unterraum der Eigen-
funktionen). Mit (1.3) und (1.4) steht fest, dafl die vollstindige Kenntnis {iber den
Greenschen-Operator vollig dquivalent zum Eigenwertproblem (1.2) ist, da in beiden
Gleichungen Eigenwert und Eigenfunktionen bekannt sein miissen.

Der prinzipielle Ansatz beim Arbeiten mit der Resolvente ist eine zeitunabhingige
Beschreibung von physikalischen Problemen:

i) So konnen in der zeitunabhiingigen Streutheorie wichtige Grofien mit Hilfe
des Greenschen-Operators und seinem ’komplexerem Verwandten’ — dem T-
Operator — dargestellt werden. Beispiel hierfiir ist der Mgller-Operator und
damit die Matrixelemente der S-Matrix.

i1) Mit Methoden der zeitunabhéngigen Stérungstheorie kénnen Niherungen fiir
die Lippmann-Schwinger-Gleichung G(E) = G°(F) + G(E)VG°(E) mit G° =
(E — T)~" in Ordnungen der ’Stérung’ V angegeben werden.

i77) Um zu Aussagen iiber zeitabhiingige Phiinomene zu gelangen, mufi G(E) wie
iiblich einer Energie-Zeit-Fouriertransformation unterzogen werden. So 148t
sich der Zeitentwicklungsoperator erhalten als:

i . ) o0 i 1
B(T)e +(H—inT _ L/ W~ dE 1.5
(T)e )’ E—Htir (15)

mit k > 0 infinitisimal.

Mit Gleichung (1.5) kénnen dann z.B. Ubergangsamplituden bzw. Zerfallswahr-
scheinlichkeiten ausgerechnet werden [13]. Die Pfadintegraldarstellung des Zeitent-
wicklungsoperators e #"T bei inverser Transformation und verschiedene Niherun-
gen hierfiir werden einen Schwerpunkt in dieser Arbeit einnehmen, um die exakte
Resolvente und das dadurch gegebene Vielteilchenproblem zu approximieren.
Mittels einer von Giraud und Nagarajan entwickelten Variationsmethode [6] gelingt
es, die Matrixelemente der Vielteilchenresolvente gendhert zu berechnen. Hierbei
sind x, x' von auflen vorgegebene, quadratintegrable N-Teilchenzustinde, und fiir
H wird ein Hamiltonoperator mit kinetischem Anteil und Zweiteilchenwechselwir-
kung angenommen:

N N
H=> ti+ Y v (1.6)

i=1 i<j=1
bzw. in Formulierung der 2. Quantisierung

1
H = Z(a |t |7) aLaA, + 3 Z (aB | v | ~0) azaga,;av (1.7)
ay afvyé



mit nicht-antisymmetrischen Matrixelementen (a8 | v | vd) und Darstellung in
willkiirlicher Fock-Raum-Basis. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfiil-
len dabei die bekannten Fermionen-Antivertauschungsrelationen

[aa;aqy]+ =0 [a:f!;a:'y + =0 und [ag;al]y =80, - (1.8)

Es gibt nun zwei verschiedene Zuginge zur TIMF-Theorie, welche sich durch die
zugrunde liegenden Funktionale, deren stationdre Punkte gesucht werden, unter-
scheiden.

e Bei der inhomogenen Version wird die Gesamtenergie £ von auflen fixiert vor-
gegeben. Die dazugehorenden Funktionale fiihren bei Mean-Field-Ndherung
auf Inversion eines Einteilchenoperators. Die Matrixelemente der Vielteilchen-
resolvente D(F) sind als stationdrer Wert des gendherten Funktionals eine
Funktion der exakten Energie E.

e Bei der homogenen Version liegt ein verallgemeinertes Ritzsches Funktional
mit nichthermitischem Hamiltonoperator zugrunde. Naturgemafl fiihren die
zugehorigen Stationaritdtsgleichungen bei Mean-Field-Nidherung auf Eigen-
wertgleichungen im Einteilchenraum. Als Ergebnis erhidlt man eine approxi-
mierte Gesamtenergie F(D) als Funktion eines fixierten Wertes fiir die Matrix-
elemente D.

1.2 Inhomogene Version der TIMF

Fiir die beiden in einem Paar unabhingiger Versuchsfunktionen ¥, ¥’ gegebenen
Funktionale

Fu, U =<x|¥>+<V¥|x>—<¥|E—-H|T¥ > (additive Variante)
(1.9)
bzw.

<V | x><x|¥>

F'[V, ¥ =
¥, ] <V |E-H|T >

(multiplikative Variante) (1.10)

wird Stationaritdt unter uneingeschrinkter Variation von ¥ und ¥’ genau dann er-
reicht, wenn die Funktionalableitungen beziiglich der Versuchsfunktionen gleichzeitig
verschwinden:

, OF
= =<Y|=-<V¥|(FE - 1.11
02 Srgs =N |- <V (E-H) (1.11)
. OF
0_5<\Iﬂ|_|x>—(E—’H)|\I/> (1.12)

bzw.
OF' _<\Il’|E—’H|\II>

5T > <X | P>
§F' <V |E-H|T>
S < | <V | x>

0= Y |- <¥|(E-H) (1.13)

0= Ix>—(E—H)| T > . (1.14)
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Werden die Losungen ¥, ¥’ des Inversionsproblems der Sattelpunktsgleichungen
wieder in das Funktional F' (bzw F') eingesetzt, so erhidlt man die gewiinschten
ezakten Matrixelemente von (E — H)™":

1
Far = Fpqp =< X' | E—% | x >=D(E) . (1.15)
Hierbei liegen die Vorziige des multiplikativen Funktionals gegeniiber dem additi-
ven in der Invarianz unter Umnormierung der Losungen von (1.13, 1.14). Aulerdem
gelingt mittels des Funktionals F' die Umschreibung der inhomogenen Theorie auf
die homogene Version (siehe unten).

Das Problem bei der Suche nach Lésungen von (1.11, 1.12, 1.13, 1.14) liegt in der
Inversion auf dem N-Teilchen-Niveau: Das Prinzip der folgenden Naherung ist, die
exakte Inversion im N-Teilchenraum auf eine approximierte Inversion im Einteil-
chenraum (bzw. auf Eigenwertgleichungen im Einteilchenraum) zuriickzufiihren.
Zur zeitunabhingigen Mean-Field-Ndherung (TIMF) gelangt man, indem man den
Variationsraum der Versuchsfunktionen ¥, W' auf faktorisierte Wellenfunktionen
(reine Produktzustdnde oder auch Slaterdeterminanten) einschrénkt, und die Sta-
tionaritdtsgleichungen in diesem Raum 16st [8]. Die gleiche Annahme wird fiir die
Kanalzustinde x, x' gemacht. Letzteres beinhaltet keine Einschrinkung des Pro-
blems, da nach vollzogener TIMF-N&herung beliebige physikalische Kanalzustédnde
durch Superposition der Slaterdeterminanten (oder Produktzustinde) erzeugt wer-
den konnen (Vollstindigkeit!). Indem man fordert, dal ¥, ¥’ aus N Teilchen kon-
struierte Slaterdeterminanten sind, beriicksichtigt man im Folgenden zumindest die
Pauli-Korrelationen fiir ununterscheidbare Fermionen; d.h. es wird allen durch die
erzwungene Antisymmetrisierung erzeugten quantenmechanischen Effekten Rech-
nung getragen.

N-Teilchen Slaterdeterminanten kénnen durch Anwendung des Antisymmetrisierers
A = 75 X p(—1)"P auf einfache Produkte der Orbitale erzeugt werden:

N N
| U >=|®>=VNIAJ] | i > ; <\I!’|z<¢>’|:\/m<ﬂ<<p§|>¢4 (1.16)
i=1 i=1

N N
[x>=VNIAT] | xi > <x’|=m<ﬂ<x§|>A- (1.17)
i=1 i=1

Setzt man diese antisymmetrisierten Zusténde in das obige Funktional F' (bzw. F’)
ein, so ergeben die Stationaritdtsbedingungen beziiglich aller Orbitale ¢;, ¢} :

OF OF
= und 0= —~ , i=1,...,N (1.18)
6| pi > 6 < ;|

und nach leichter, aber "unangenehmer’ Rechnung mit Uberlappmatrizen und deren
Kofaktoren die inhomogenen Einteilchengleichungen (TIMF-Gleichungen):

<@l (m—h)y=X<xi| und (m—h)|ei>=N]|xi> ; i=1,...,N .
(1.19)



Dabei sind

N /
<- : >
PRI NPIIO S. TEAR

, L h=t+U (1.20)
k=1 <g0k|g0k>

ein nichthermitischer, vom Teilchenindex ¢ unabhingiger Einteilchen-Hamiltonope-
rator mit dem Mean-Field-Potential U,

V<o lt+Slorn> <@ [t+U | g > g <¥IH[2>

= E — + = + €
! kz::l < ¢k | x> < ;| i > <P | P> €
(1.21)

komplexe Selbstenergie des i-ten Teilchens im Mean-Field Potential, und

_<¥®|x><yilei> <X |2><¢;|pi>
<[P >< g | xi > | e>< x>

; (1.22)
legen die Normen und die Phasen der zuberechnenden ¢;, ¢} fest.

Es wurde in der Rechnung die Freiheit ausgenutzt, dafl mittels unitarer Transforma-
tion innerhalb der endlichen Orbitalmengen der vier Slaterdeterminanten x, x’, ®, ®’
deren Uberlappmatrizen und die Matrixelemente des Mean-Field Hamiltonoperators

im Lochraum (i,5 = 1,..., N) diagonalisiert werden kénnen
ai; =< (,0; | Xj >= 5Z]mz ; Oz;j =< X; | p; >= 5z]m; (1.23)
Bij =< il @i >=bini 5 hy =<gi|h|g; >=bjen; (1.24)

ohne den stationdren Wert des Funktionals (1.9, 1.10) zu verdndern.

Wie bei einer Mean-Field-Ndherung zu erwarten, miissen die Gleichungen (1.19)
selbstkonsistent gelost werden, wobei F und y;, x; durch die betrachtete Reaktion
oder Zerfall vorgegeben sind.

Das lineare (eindeutige) Problem der Inversion im N-Teilchenraum (1.11, 1.12) ist
also auf ein nichtlineares (nichteindeutiges) Invertieren im Einteilchenraum (1.19)
approximativ abbgebildet worden. In der Mean-Field-Ndherung wird der Propagator
D dann zu einem Produkt von Matrixelementen der Einteilchenresolventen g; =
(s —h)™h

Der stationdre Wert des additiven Funktionals F' kann dann auf folgende Form
gebracht werden, in der alle Summanden aus (1.9) denselben Wert annehmen:

N N
Drivr = H<‘P;|Xi>:H)\;<X;|

| xi >
i=1 -1 n —h
N
= JIXN <xilg|xi>=deta (1.25)
i=1

bzw.
N N 1
Driyr = H<X;|S0i>:H)\i<X;|m|Xi>
i—1 i—1 i

N
= JIN<xilgl|xi>=deta . (1.26)
i1
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Beim normunabhéngigen multiplikativen Funktional F' ergibt sich:

<X'|®><® |x> deta'deta

D = = 1.27
TIME 7<®|®> 7jdet 3 (127)
mit der Abkiirzung
<O |H|D>
T=me <P | P> (1.28)

Dabei miissen hier die Orbitale von ®, ® anstatt der TIMF-Gleichungen (1.19) nur
die vereinfachten Gleichungen

<@ | (m—h)=<xi| und (m—h)|p;i>=|xs> ; i=1,...,N (1.29)

erfiillen, denn n; und A sind ebenfalls invariant unter Umnormierung von ¢;, ¢ !
Eine elegantere Darstellung der Theorie ergibt sich {iber die Ausnutzung der Vorziige
der 2. Quantisierung [8]. Alle Unannehmlichkeiten, die beim Rechnen mit Slater-
determinanten entstehen konnen, werden auf das Arbeiten mit Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren abgewélzt. Die Beschreibung in 2. Quantisierung ist unver-
zichtbar fiir den Einbau von Teilchen-Loch-Korrelationen im Rahmen der Random-
Phase-Approximation (RPA) und die unten eingefiihrte Biorthogonalbasis des Fock-
Raums wird ebenfalls fiir den Pfadintegralzugang zur TIMF benétigt.

Um die vier N-Teilchen-Slaterdeterminanten y,x', ®, ® aufzubauen, benutzt man
nach [8] drei verkniipfte Biorthogonalsysteme:

Die Erzeuger und Vernichter der einzelnen Orbitalmengen sind in folgender Tabelle
dargestellt:

| Lochvakuum [Ix>] <@ | |[2> |<x']]
Lochorbitale: 1 < N a;i Ay; = Q a;-r = a;r(( ay,

Teilchenorbitale: n > N a;f(n Ay, F G | af, # a;rc,n Ay

— wobei durch einen senkrechten Strich getrennte Erzeuger und Vernichter jeweils
biorthogonal! sind. Die antisymmetrischen Zustinde werden durch Wirkung der
entsprechenden Erzeuger bzw. Vernichter auf das Fermionenvakuum generiert:

| ® >= (f[l a;f> 10> ; <® |=<0| (ﬁ ai> (1.32)

i=1
N N

| x >= (H a;fa) |0 > ; <x' |=<0| (H a,d) : (1.33)
i=1 i=1

IBiorthogonalitit bedeutet, daff die Uberlappmatrizen im gesamten Hilbertraum diagonal sind,
was man zusammenfassend in den Vertauschungsrelationen

z.B. [ap; a£]+ =<, | g >=0pg < @y, | p > Vp, g € Teilchen- und Lochraum  (1.30)

ausdriicken kann. Der Einsoperator des Einteilchen-Hilbert-Raums 148t sich dann darstellen als:

>< @l
1= Z | p ©p | . (131)

P <(P;;|(Pp>



11

In [8] ist die i.a. nicht-unitéire, kanonische Transformation? , welche auf die in der
Tabelle angegebenen Quasiteilchenoperatoren fiihrt, explizit angegeben. Die Eigen-
schaft, dal die Operatoren a,, ag die Zustinde ® und ®' als Rechts- bzw. Linksva-
kuum besitzten, 148t sich in den bekannten Annihilierungseigenschaften zusammen-
fassen:

al |8>=0 ; an|®>=0 ; <& |a;=0 ; <& |al=0 , (1.39)

wobei ¢ Loch- und n Teilchenorbitale indizieren. Zur Motivation in der obigen Ba-
sis zu arbeiten, kann man sagen, dafy die in den TIMF-Funktionalen auftretenden
Matrixelemente

<®|...]®> , <xX'|...]®> und <@ |...|x> (1.35)

leicht nach Darstellung der Operatoren in dieser Basis mittels Wick-Theorem [3]
ausgewertet werden konnen, da die normalgeordneten Produkte verschwinden und
nur Kontraktionen effektiv beitragen.

Bei der Festlegung von a,, = a; bzw. a; = a;r(; wurde die bereits oben erwdhnte

mégliche Diagonalisierung der Uberlappmatrizen a, o' durch unitire Transformation
der Loch-Orbitale x; und x; ausgenutzt. Nach Darstellung des Hamiltonoperators
H in dieser Basis gelingt die Variationsableitung analog zu (1.18) mittels Thouless-
Parametrisierung fiir Slaterdeterminanten. Die dabei auftretenden Matrixelemente
der Form (1.35) kénnen durch Rechnung mit Kontraktionen (bzw. Diagrammregeln)
bewéltigt werden. Als Ergebnis erhiilt man die obigen TIMF-Gleichungen (1.19, 1.20,
1.21, 1.22).

1.3 Homogene Version der TIMF

Mittels eines eleganten Tricks kann man das Inversionsproblem bei den Sattelpunkts-
gleichungen des TIMF-Funktionals (1.11-1.14) in ein Eigenwertproblem auf dem
N-Teilchenniveau umwandeln. Indem man die inhomogenen Seiten der Gleichung
(1.11, 1.12) mit dem stationiren Wert (1.15) der TIMF-Funktionale F, F' (1.9,
1.10) erweitert (Fl,,; = Fstat =< X' | ¥ >=< V' | x >= D)

S

<X > <W x>

1 )
D D

(1.36)

und sich die Grofle D = % fixiert denkt, erh&dlt man die beiden adjungierten Glei-
chungen

(E-H)|T>=A|x><xX|¥> |, <V |(E-H)=A<TV|x><x|
(1.37)

?Dadurch, da < @' | im allgemeinen nicht der zu | ® > hermitisch adjungierte Zustand ist
(bzw. < x' | nicht zu | x >), bleiben bei der erforderlichen Transformation fiir die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren zwar die gewdhnlichen Fermionen-Vertauschungsrelationen (1.8) erhalten,
aber a;-r und a; sind i.a. nur kanonisch konjugiert — und nicht hermitisch konjugiert, wie bei unitiren

Transformationen.
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Die Gleichungen (1.37) sind immer noch Stationarititsgleichungen des beziiglich ¥,
U’ norminvarianten multiplikativen Funktionals. Sie konnen auch als Eigenwertglei-
chung gelesen werden:

(E—H)|¥T>=0 ; <V |(E-H)=0 (1.38)

mit
H=HA)=H+A|x><X]| . (1.39)
Die Versuchsfunktionen | ¥ > und < ¥’ | sind also Rechts- bzw. Links-Eigenzustinde
eines nichthermitischen N-Teilchen Ersatz-Hamiltonoperators H' zur Gesamt-Ener-

gie E. In der Sprache der 2. Quantisierung bekommt #' bei der Wahl der oben
genannten Biorthogonalbasis die Gestalt:

<l |t > 1 <@l os|v >
W= Y Yo |t ] es atas+ 1 3 PP |V ] Prps > 4 4

a'aLasa
" NaNg 4 g NaNgNy N apTmY

T T
+Aay, . .ay Ay ey (1.40)

Insgesamt kann man sagen, dafi D (also A) und FE gegeniiber der inhomogenen Funk-
tionalversion die Rollen getauscht haben; denn hier wird jetzt bei Fixierung von D
und gleichzeitiger Variation von ¥ bzw ¥’ in (1.36) nach Losungen F = E(D) in
(1.37) gesucht — und nicht umgekehrt (1.15). Sucht man einen bestimmten Wert
D = D(E), so mufl man A solange verschieben, bis man die gewiinschte Energie E
als Eigenwert von H'(A) erhilt.

Losungen von (1.38) werden in volliger Analogie zum hermitischen Eigenwertpro-
blem mittels Stationaritédt des Ritz-Funktionals

EU, ¥ =<V |E—-H|¥ > (1.41)

gefunden. Hartree-Fock-Rechnung als Mean-Field-Niherung (also Einschrinkung
der Variation auf die Slaterdeterminanten ®, ®') fiihrt dann in natiirlicher Weise auf
Einteilchen-Eigenwertgleichungen, die sich bei ndherem Hinsehen als die Ergebnisse
der inhomogenen Version (1.19) herausstellen:

Dabei sind:
i) h' ein nichthermitischer Hartree-Fock-Operator

detadet o’ L n;
h'=h+A - i ><x: |, 1.43
FASEEy e < (1.43)

der sich um einen separablen Einteilchenterm vom Mean-Field-Hamiltonope-
rator (1.20) unterscheidet;

it) m; die komplexen Eigenenergien, die durch Diagonalisierung von A’ und (1.42)
berechnet werden konnen. Im Lochraum kommt man im Hinblick auf (1.27)
mit der Definition

_ ydetadeta’ detadeta

(A)=4 det3 Ddetp (1.44)

Bl
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und (1.43) zu dem Ergebnis:

! <P |HA)| D> <@l h(A)]| ;>
n=¢e+nA)=FE— | #(A) | <Pz|,( )| @ _
<[> < @i | i >

(1.45)

Zur gendherten Gesamtenergie Errpr als Funktion von D gelangt man, indem man
(1.45) auflost:

<O |[H[2> <P |H[D>
<P |[d> <P |D>

(1.46)

Bei diagonalen Uberlappmatrizen o, o/ entsprechen diese Gleichungen offensichtlich,
bis auf den oben erw&hnten Rollentausch, den Mean-Field-Gleichungen der inho-
mogenen Version (1.19). Eine wichtige Konsequenz der Hartree-Fock-Gleichungen
(1.42) ist, daB die Polstellen der TIMF-Resolvente D, an denen A = 0 ist, mit den
Eigenenergien der HF-Gleichung fiir A'(A = 0) = h zusammenfallen.

Durch die homogene Formulierung (1.41, 1.38) des TIMF-Funktionals sind die Vor-
aussetzungen geschaffen, eine Beschreibung der Theorie in Einteilchen-Dichtematri-
zen zu vollziehen. Diese wird im Kapitel 2 vorgestellt.

1.4 Nichthermitische Random-Phase-Approxima-
tion (IRPA) als Korrektur zur TIMF

Durch die Analogie der homogenen TIMF-Version zur ’klassischen’ Hartree-Fock-
Rechnung wird klar, wie man zur Verbesserung der Theorie iiber die einfache Mean-
Field Ndherung hinausgehen kann: 1995 hat Lemm gezeigt, wie Teilchen-Loch-
Korrelationen fiir den Grundzustand (Random-Phase-Approximation) in die be-
stehende Theorie eingebaut werden konnen, indem man die hermitische RPA in
natiirlicher Weise fiir den nichthermitischen Ersatzhamiltonoperator H' erweitert
8, 14]. Diese Ergebnisse seien hier kurz vorgestellt.

Bei der Methode der Bewegungsgleichungen werden formal Operatoren Q,,, Q! ein-
gefiihrt, deren Wirkungsweise darin besteht, angeregte Zustinde der exakten Losung
der Stationaritédtsgleichung (1.38) der homogenen Version zu erzeugen:

QU >=|¥,> mit #|¥,>=E, |7¥,> (1.47)

bzw.
<V |Q,=<¥| mit <V |H =FE, <V | (1.48)

oder als Kommutatorbeziehung
[H; Q:r/]— = (B, — E)Ql , [QuH-= (B, - E)Q, , (1.49)

wobei < ¥’ | als Linksvakuum von Q und | ¥ > als Rechtsvakuum von Q,, voraus-
gesetzt wird:
Q |¥>=0 , <¥V|Ql=0 . (1.50)
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Dabei sind Qf und Q, im allgemeinen nur kanonisch konjugiert und nicht hermi-
tisch adjungiert. Fiir die so definierten Erzeuger und Vernichter macht man den
approximativen Ansatz:

ol =3 (Xr‘:jalzaj - Yrjja;r'an) , Q= (Uf{ja;-an - Vn”jallaj) ,  (1.51)

nj nj

wobei im Folgenden j,i Loch- und n,m Teilchenorbitale bezeichnen und a, ag
fiir die oben angegebene Biorthogonalbasis (S.10) stehen sollen. | ¥, > soll also
eine Superposition von Zustdnden sein, die sich durch 1-Teilchen-1-Loch-Erzeugung
gewichtet mit der Amplitude X, (bzw. deren Vernichtung — gewichtet mit Y,";)
aus dem exakten Eigenzustand | ¥ > zusammensetzt (analog fiir < ! | beziiglich
< U’ |). Als RPA-Referenz-Zustinde werden jetzt die Rechts- und Linksvakua der
gendherten Operatoren (1.51) definiert:

Q,| RPA>=0 <RPA'|Ql =0 . (1.52)

Indem man — wie {iblich — die exakten Zustinde ¥ und ¥' durch die Lésungen der
nichthermitischen Hartree-Fock-Gleichungen (TIMF-Losungen) | ® >, < &' | ersetzt
(Quasi-Boson-Approximation|2]), kann der RPA-Ansatz (1.51) zusammen mit den
Operator-Gleichungen (1.49) in eine verallgemeinerte RPA-Eigenwertgleichung zur
Bestimmung von (X", Y") bzw (V¥,U") und deren Eigenfrequenzen w, = (E, — E)

umgewandelt werden:
A B XV XV

(& o) (5) () w50

mit den Blockmatrizen (bei Bi-Normierung der Basis n, =< ¢, | po >= 1 fiir alle
Orbitale)

Aming = <@ |[afam; [H;ala] ] | ® > (1.55)

N 1
_ < X
= 5ij5mn(77m - 772) - 51]772 Pm |
=1

1 >< X1 | pn >
mym;

< I xi ><Xj | on >

i Y

+ < 00 | v | pipn > 40

TTT,iTI’L_7
Buinj = —<® |[alam, [H;ala,]- ] |® > (1.56)
< ! ! 3 i >
<Gty 0] iy > I XG>
m;m;
Cminj = — <& |[abas;[Hafa;] ]| @ > (1.57)
_< XX | Pmepn >
= <@ [ v | Ompn > +7 ’;n,m:nn ,
i

Duinj = <@ |[al,a;;[Halan) - | @ >= Apji (1.58)



15

Der Ausdruck 'Quasi-Boson-Approximation’ kommt daher, da} der Austausch der
Zustédnde | RPA >—| TIMF > aufgrund der Vakuum-Eigenschaften beziiglich der
Operatoren af, und ag exakt wire, wenn die Teilchen-Loch-Erzeuger und -Vernichter

Bim = alam und BL]- = ala; (1.59)
bosonische Vertauschungsrelationen
[Bim; Bujl- = (Bl Blj]- =0 und  [Bim; B~ = 6ii0mn (1.60)
erfiillen wiirden, so wie es zwischen den TIMF-Zustinden der Fall ist:
<@ | [alam;ala;] | ® >= 6;6mn (1.61)

Insgesamt liegt in der Ndherung eine Entwicklung eines Fermionen-Erzeuger-Vernich-
ter-Paares in Operatoren mit bosonischen Vertauschungsrelationen vor, wobei nur
die erste Ordnung mitgenommen wird [2].

Gegeniiber der hermitischen RPA ist die Symmetrie der Matrix (é g) ‘geschwicht’.
Statt der gewohnten Hermitizitdt von A bei D=A und der Matrixsymmetrie von B
bei C=B*, gelten hier nur die Transpositions-Relationen

A=D ; B=B und c=C . (1.62)

Die Eigenwertgleichung (1.53, 1.54) entspricht einer Diagonalisierung der Matrix

2= (3 0) (4 8) 19

durch Ahnlichkeitstranformation mittels der Matrix T mit
Xl/ VV
-1

also:
TZT ' =Q (1.65)

mit der Diagonalmatrix €2 der w,-Frequenzen.
In [8] wird gezeigt, dal T' zu einer (i.a. nicht-unitdren) kanonischen, bosonischen
Transformation korrespondiert, da die Matrix T' die erforderliche Bedingung [3]

T(_(l) é)T:(_(l) é) (1.66)

erfiillt. Dieses ist auf die Eigenschaft zuriickzufiihren, daf die Eigenwerte der Ma-
trix Z sich zu Paaren (w,; —w,) zusammenfassen lassen (obwohl sie nicht — wie im
hermitischen Fall — reell sind). Also kann Q auf die Form

Q- ( p _Ow ) (1.67)
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mit Diagonalmatrix w gebracht werden. Mit (1.65, 1.66, 1.67) ist das Eigenwert-
problem (1.53, 1.54) nach [2] vollig dquivalent zu einer Diagonalisierung eines in
bosonischen Operatoren (1.60) quadratischen Hamiltonoperators H?:

1
HB = ETIMF + Z AmZnJBInZBJn + 5 Z (BmmJBImBIL] + CminjBimBjn) (168)

mingj minj

mittels kanonischer (d.h. vertauschungsrelationenerhaltender) Transformation T zu
den obigen RPA-Operatoren Q,, Q. Diese fiihrt auf

1 1

Q
mit dem Zeilenvektor Qf = (QJ{,...,.) und dem Spaltenvektor Q@ = ( ,1 )

HE erzeugt harmonische Anregungen aus den TIMF-Zustinden ®, &', ohne de-
ren Gesamtenergie zu verschieben. Als Energiekorrektur AE zur Energie Errar(D)

(1.46) erhilt man die Differenz des Erwartungswerts von H? zwischen den RPA-
Zustdnden (1.52) und den TIMF-Zustdnden:

1 1
AE =< RPA' | HP |RPA> — < ¥ | H? | ® >= 5 Trw — STrA. (1.70)

Dabei wurden die Gleichung (1.52) und die Eigenschaft der Biorthogonalbasis von
Seite 10 ausgenutzt.

Abschlieflend sei noch das Problem der Aufteilung der Eigenwerte in die Matrizen w
und —w angesprochen: Dadurch, dafl komplexe Frequenzen zu erwarten sind, besteht
hier eine gewisse Willkiir. Bei der hermitischen RPA mit ihren reellen Frequenzen
schldgt man alle positiven Frequenzen der Matrix w zu; damit wird Trw betragsmafig
maximal. Fiir die Energiekorrektur ergibt sich [2]:

Y b T A= Y6 VP (1.71)

wy, >0

(Also verschwindet fiir die Tamm-Dancoff-Approximation (TDA), bei der Y%, = 0
gesetzt wird, die Korrektur, und | RPA > und | TIMF > fallen zusammen.) Bei
der nichthermitischen RPA sieht [8] verschiedene Auswahlkriterien fiir das Sortieren
der Frequenzen vor. Bei den RPA-Ergebnissen, die auf quadratischer Korrektur der
Stationiren-Phasen-Approximation bei der Pfadintegral-Rechnung basieren (Kapi-
tel 4), wird man auf eine Aufteilung gefiihrt, in der alle w, mit Imw, > 0 (bzw.
Rew, > 0) der Matrix w und mit Imw, < 0 (bzw. Rew, < 0) der Matrix —w
zugeordnet werden. Eigenwerte w,=0 bediirfen dabei einer Sonderbehandlung.
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Kapitel 2

Pfadintegralbeschreibung von
quantenmechanischen
Vielteilchensystemen

In diesem Kapitel wird die Benutzung von Funktionalintegralmethoden zur Beschrei-
bung wechselwirkender Vielteilchensystemen vorgestellt. Die Vorziige in diesem Zu-
gang liegen in der groflen Flexibilitdt beim Umgang mit Pfadintegralen und der
Moglichkeit, diese als ’Startpunkt’ fiir Approximationen zu nutzen, welche gleichzei-
tig physikalische Interpretationen liefern. So ist die SPA als Mean-Field-Ndherung
als eine Art semiklassischer Grenzfall der exakten Quantenmechanik anzusehen. Na-
herungen héherer Ordnung kénnen als Stérungstheorie eingebaut werden und fithren
zu Quantenkorrekturen der Mean-Field-Loésung, wie zum Beispiel harmonische An-
regungen (RPA).

2.1 Darstellung des Zeitentwicklungsoperators

Ein quantenmechanischer Ubergang von einem Anfangszustand | x > zu einem
Endzustand < ' | wird iiber die Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators

Ulty,t;) = e 7 HEH) (2.1)

beschrieben, wobei hier A als der zugrundeliegende Vielteilchen-Hamiltonoperator
als zeitunabhénig angenommen wurde. Der Operator U steuert die Zeitentwicklung,
wenn das System sich zum Zeitpunkt ¢; im Zustand y befindet, zu einem Zustand
X(ty) zum Zeitpunkt t;:

| x(tr) >=U(ts, t:) | x > . (2.2)
Als Ubergangsamplitude < x’ | x(tf) > erhilt man also die Matrixelemente von
(2.1)
<X Uty t) | x > (23)
und die Betragsquadrate | < x' | x(tf) > |* geben die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten an.
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Ziel ist es, die Matrixelemente (2.3) approximativ anzugeben, wobei willkiirliche
von auflen vorgegebene Kanalzustinde y, X’ zugrundeliegen. Der Hamiltonopera-
tor H wird bequemerweise in Form der 2. Quantisierung (1.7) beschrieben, da die
Statistik der Fermionen dann bereits beriicksichtigt ist. Die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren af, ag korrespondieren dabei vorerst zu einer beliebigen Fock-
Raum-Basis.

Bei der Darstellung von Zeitentwicklungsoperatoren gibt es mehere Moglichkei-
ten, Pfadintegrale einzufiihren. Am geldufigsten sind die Zugénge mittels Hubbard-
Stratonovich-Transformation [4, 15, 16], welche hier aus didaktischen Griinden vor-
erst benutzt werden, oder die Ausnutzung der Ubervollstindigkeit von Slaterdeter-
minanten als Basis fiir den Hilbertraum [4]. Weiter unten wird eine andere Metho-
de beschrieben, die auf einem erzeugenden Funktional beruht, welches die iibrigen
Ansdtze — in Bezug auf die mathematische Flexibilitdt — bei weitem iibertrifft. Die
Motivation fiir das weitere Vorgehen ist, den Zweiteilchenwechselwirkungsterm von
‘H auf Kosten der Einfithrung eines Funktionalintegrals auf einen Einteilchenope-
rator abzubilden. Schliissel hierfiir ist die Gaufische Operator-Identitdt (Hubbard-
Stratonovich-Transformation)

TW? o —mz?2rWa
e = / dxe , (2.4)

welche fiir beschriankte Operatoren W erfiillt ist.
Zwecks Anwendbarkeit empfiehlt es sich, den normalgeordneten Hamiltonoperator
umzuschreiben und zu den neuen Operatoren

pay = alay (2.5)
iiberzugehen:
1
H= Z Kclx'ypa’y + 5 Z VaByé ParyPBé (26)
ay apyd
mit .
K(,x'y = tOt’Y - 5 % Vappy (27)

und nicht-antisymmetrischen Matrixelementen

Vapys = (@B | v | ¥6) . (2.8)

Dabei entsteht die unphysikalische Selbstwechselwirkung %Zg Vappy durch die Ver-
tauschungsrelationen (1.8). Der Ubergang von den individuellen Teilchenoperatoren
aL,aﬂ Zu pey, Welche offensichtlich auf Teilchenkorrelationen fiihren, ist rein intui-
tiv. Da man aber vor allem an kollektiven Eigenschaften des Vielteilchensystems
interessiert ist, welche gerade durch die Zweiteilchenwechselwirkung gesteuert wer-
den, ist dieses im Hinblick auf geeignete Ndherungen nicht nur aus mathematischen
Griinden sinnvoll. Die Anwendung des GauB-"Tricks’ (2.4) mit p als zu linearisieren-
dem Operator macht deutlich, dafl die Formulierung des Problems in 2. Quantisie-
rung unerlédfllich ist.

Durch Aufteilung des Zeitabschnitts ¢; —¢; in M Intervalle (M vorerst endlich) der
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Linge € = tf t erreicht man im Limes ¢ — 0 die Faktorisierung der e-Funktion des
Zeltentw1ck1ungsoperat0rs in den in p linearen und quadratischen Term, obwohl die
Operatoren V und T offensichtlich nicht kommutieren:

i —ie K' +1 v )
—%E’H e 3 ( B apPaB T3 ZQB‘YS aBv8 PayPBS (29)
~ 6_%5 Ea;g K gPap e‘ﬁf Zag.ya VaByé Py PBS

Unter Ausnutzung des reellen Gaufl-Integrals im mehrdimensionalen Fall bekommt
(2.4) die Gestalt:

1 o0 M d 4z
ezbATD \/M/ Vi o—swAvtbe (2.10)

mit den gew6hnlichen Abkiirzungen

M M
zAr = Z z;Ajjz; und br = Zbixi (2.11)
ij=1 i=1

und reeller symmetrischer Matrix 4. Die Konvergenz des Integrals ist nur gewahr-
leistet, wenn A positiv definit ist.
Nun kann die Linearisierung des 2. Faktors aus (2.9) vorgenommen werden':

e‘ﬁfzama PayVapysPBS (2_12)

dooy i Fomv=)l as i 5
al@'yé —afy‘ezﬁezaﬂﬂyé o-a‘yvaﬂ'yso-ﬁa HEZQ‘Y Tary Pay

oder nach der Variablentransformation

1 ~ .
y = Z ”aﬁ750ﬂ6 . (213)
86
do-a £ EZ [op v, g, 7162 g v,
det vaﬂ’yé Y p2R € 2iapys TavVaBYETBE T RE 2uapys TovVaBySPRS (2_14)

\/ﬁ

Dabei sind die Darstellungen (2.12) und (2.14) vollig dquivalent. Es wird diejenige
gewdhlt, in der sich am bequemsten arbeiten 148t. Bei Gleichung (2.12) haben die
Koordinaten & die Dimension des Potentials, wihrend sich in (2.14) o die Dichtver-
teilung der Teilchen widerspiegelt. Vollfithrt man den Schritt (2.12) fiir jeden der
M Teilschritte (indiziert mit k), so ergibt sich fiir den gesamten Zeitentwicklungso-
perator:

— g H(ts—t:) 62}15 ok Zag.y,; Tay (K)vapys9a5 (K)

(&
k=1 ay

x n <z> 219

!Die obige Symmetrieforderung setzt nur voraus, dal V unter Teilchenvertauschung invariant
ist.
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mit der Normierung des Hilfsintegrals

(2.16)

Es liegt nun auf der Hand, den Limes M — oo (also € — 0) durchzufiihren, um
so die endgiiltige infinitisimale Pfadintegral-Darstellung von (2.15) zu erhalten: Der
Zeitindex k wird durch die kontinuierliche Variable ¢ (bzw. e durch dt) und die
Summation iiber k durch das entsprechende Integral (e Xa", f(k) — ftfdtf( )
ersetzt:

e wHt ) = /H doay (1) e fttf At 3 s Tar (DVapysops (1)
_i [tf
« e~ i # Do Mo Dabay (2.17)

mit der Pfadintegralnormierung

tf a vo
N = 11m./\/ /Hdo.a’y 2;1 'ftz dt o(t)vo(t) . (2.18)

Hierbei muf} der Zeitordnungsoperator T eingefiihrt werden, da die Operatoren der
Exponentialreihe zu verschiedenen Zeiten i.a. nicht kommutieren.

(A, pe @] L0, t £t . (2.19)

Fiir die Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators ergibt sich insgesamt die
Funktionalintegral-Darstellung

]- £ tf o vo
<X |Ultr, ) | x >= 57 [ Do) e 70" o agy (ty,8) | x> (2.20)

mit den Abkiirzungen

- Hdacw(t) , o(t)o(t) = ;6 Tary (1) Vapys0ss(t) (2.21)

und dem vom Feld abhéngigen Einteilchen-Zeitentwicklungsoperator

. i ftf o
Uy (t7,8:) = Te I @ Ly P (2.22)
mit dem Hamiltonoperator in 2. Quantisierung
ha(t) Z ( + Z 0'55 U,BQJ’Y) Pay - (223)
oy

Zur Interpretation von (2.20) 148t sich sagen, daf ein Vielteilchen-Zeitentwicklungs-
operator mit zeitunabhéngiger Zweiteilchenwechselwirkung dquivalent als Superpo-
sition von Einteilchen-Zeitentwicklungsoperatoren, welche das System durch einen
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zeitabhiingigen Hamiltonoperator in einem dufleren kollektiven Feld o(t) dirigieren,
beschrieben werden kann. Dabei muf} im funktionalen Sinn {iber alle moglichen Fel-
der mit der GauBgewichtung e J dtove integriert (gemittelt) werden. Durch den
GauB-Trick (2.4) ist erreicht worden, dafl die Feldoperatoren p,, nur noch linear
im Exponenten auftreten. Dieses geschieht durch ein Pfadintegral, in dem dafiir die
Integrationsvariable in quadratischer Ordnung auftritt.

Alle kollektiven Eigenschaften des wechselwirkenden Systems sind jetzt in dem Hilfs-
feld o enthalten und kénnen durch geeignete Ndherungen erhalten werden. Es lohnt
sich zu betonen, dafl die Gleichung (2.20) exakt ist. Eine ebenso exakte Darstellung
hétte man bei einer anderen Umordnung von H in (2.6, 2.7) erreicht. So gibt zum
Beispiel:

i)

~ 1

H= Z Koypay — 2 Z VaBsyParyPBs (2.24)
ay afvé

- 1

Koy = tay + 9 Z Vapyps (2.25)
B
unter Ausnutzung von
6#6 Zaﬂ‘y5 VaBsyPoyPBS — (2.26)
do-a')’ LZO'Q,YUQE(; 0354—1620’(1711,155 pBs
det aﬂ67 II 2ﬂn e 2k ¥ 3 ¥

als Ergebnis:

]' —i [ Oa Va o
<X |Uts,ti) | x> = N/Da(t)e o J, 4632 0ey (Dvapsy 55 (1)

<X | Toltp ) | X > (2.27)
mit
i, — e # e *Xe, (Ko s 755005005 ) oo , (2.28)

das trotz seiner 'optisch’ abweichenden Form mit (2.22), (2.23) dquivalent ist.

it) Hatte man mit antisymmetrischen Matrixelementen in (2.6) gearbeitet:

1 _
V= 1 Z vag,y,;a:ga;gagav (2.29)
afyd
mit
Vapys =< af |v |76 >=(af | v [70) — (@B v |dy) , (2.30)

so hétte sich bei identischer Herleitung der verdnderte Faktor % durch die gesamte
Rechnung gezogen, und in den Gleichungen (2.20)-(2.23) miiiten alle v44,5 durch
%T) ersetzt werden.

Erst wenn man N&herungen fiir die Funktionalintegrale anstrebt, erhdlt man durch
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die Nichteindeutigkeit der Darstellung unterschiedliche Mean-Field-Potentiale (Har-
tree, Fock bzw. %Hartree—Fock, in der Reihenfolge der obigen Ansitze). Hierin zeigen
sich die ’Licht- und Schattenseiten’, die sich beim Arbeiten mit Pfadintegralen er-
geben: Einerseits kann man die Freiheit in der Darstellung teilweise ausnutzen, um
gewiinschte mittlere Potentiale zu erzeugen; anderseits zeigt sich weiter unten, dafl
man auf diesem Weg nicht zum ’normalen’ Hartree-Fock-Feld und zur Eliminie-
rung der unphysikalischen Selbstwechselwirkung gelangt. Durch einen weiter unten
vorgestellten Zugang wird dieses Problem gelost.

2.2 Mean-Field-Approximation fiir Pfadintegrale

Es empfielt sich, daf in (2.20) erhaltene Funktional fiir den Vielteilchen-Zeitentwick-
lungsoperator auf eine kompaktere Form zu bringen:

Do(t)
<X Ulty, ) | x 5= [ P70 kot (231)
mit der ’kollektiven Wirkung’
1 rt A i [t "+o(t)
Sesflo] = §/fdta(t)va(t) ikl <y | Te I AU e (g 39
t;

Wire die Integration iiber das Feld o in (2.31) durchfiihrbar, hdtte man das quanten-
mechanische Vielteilchenproblem exakt gelost. Dieses ist aber durch die komplizierte
Struktur (Nichtlinearitét) der effektiven Wirkung meist unmoglich.

Die Integral-Darstellung ist aber anwenderfreundlich gegeniiber stérungstheoreti-
schen Approximationsstrategien. Hierbei wird der Integrand meist mit Hilfe eines
reellen Parameters bis zu einer endlichen Ordnung um seinen stationidren Wert ent-
wickelt und die Integration fiir den approximierten Integranden ausgefiihrt. Als Bei-
spiel sei hier das eindimensionale reelle Integral von der Form

:/ dee ™™ | leR* (2.33)

mit beliebiger Funktion f(z) angegeben. Ist [ betragsmifBig sehr klein, so wird der
Wert des Integrals von der Stelle 2, dominiert, bei der der Funktionswert f(z)
minimal wird (= f'(zo) = 0; f”(z9) > 0). Eine Entwicklung von f(z) um z, liefert:

f(&) = Flao) + @ — 2o [ (w0) + D (e~ w)" [P ae)  (234)
n=3 "
und fiir das Integral
[ (/ doe S @) +0(l%))

vl

= P ( 2l +O(l

() )) : (2.35)
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In erster Ordnung nimmt das Integral I den einfachen Wert des Integranden an der
Stationaritdtsstelle des Exponenten an. Die quadratische Korrektur wird iiber die
'Kriimmung’ f"(zo) (= Breite des Gaufi-Peaks) an dieser Stelle diktiert.

Nun liegt in der Darstellung (2.31) ein komplexwertiger Integrand vor — d.h. es
werden Sattelpunkte angenommen und keine Minima und Maxima wie in der re-
ellen Analysis — wobei aber nach (2.12) eigentlich reelle Hilfsvariable o eingefiihrt
wurden. Deshalb generalisiert man das Beispiel, indem man ¢ analytisch in die
komplexe Ebene fortsetzt; man erlaubt, den eigentlichen Integrationsweg der rellen
Achse zu verlassen und ’iiber die Stellen zu ziehen’, an denen das Integral stationér
wird. Bei holomorphem Integranden wére dieses exakt, solange keine Polstellen auf
dem Deformationsgebiet liegen. Bei der Mean-Field-Ndherung fiir den Zeitentwick-
lungsoperator bietet sich # als der isolierte reelle Entwicklungsparameter an. Ist die
Wirkung S.;; an der Stationaritdtsstelle grof im Verhéltnis zu & (was fiir Bewe-
gungen von Teilchen mit groflen Amplituden zu erwarten ist), dann haben wir eine
Rechtfertigung fiir die Stationdre Phasen-Approximation.

Entscheidend fiir die Giite der Mean-Field-Ndherung ist nicht nur der Betrag von
Sefs im Vergleich zu 7, sondern auch wie stark S,¢; insbesondere am Stationaritéts-
punkt oszilliert, wenn o variiert wird (Auspragung des stationdren Werts). Wenn
alle Teilchen bei dem Ubergang | x >—=< x' | beteiligt sind, ist anzunehmen, daf
kleine Anderungen in o groBe Variationen in der Wirkung Seff erzeugen.

Die Sattelpunktsgleichungen fiir die SPA lauten:

0Sesflo]

= ) 2.
50y () 0 Vay (2.36)

Die stationiren Lésungen & von (2.36) liefern den grofiten Beitrag zum Integral
und legen somit die Matrixelemente (2.3) fest. Sie definieren das Mean-Field fiir
das Vielteilchenproblem und fiihren physikalisch auf eine semiklassische Naherung
der quantenmechanischen Beschreibung, da sie der ersten Entwicklungsordnung in
+ entprechen. Ausfithrung von Gleichung (2.36) unter Ausnutzung von (2.32) liefert
eine selbstkonsistente 'klassische’ Bewegungsgleichung, die die Mean-Field-Dichten
festlegt:

<X [ Us(ty, ) parls (t, t;) | x >

Tary(t) = 2.37
M Tt x> (237
Nach Durchfiihrung einer Zeitableitung kommt man zur Matrixgleichung:
o(t
ihagi ) _1h(5));6] (2.38)

mit h aus (2.23). Dieses ist offenbar nichts anderes als die zeitabhéngige Hartree-
Fock-Gleichung (TDHF) fiir die Dichtematrizen, aber unter anderen Randbedin-
gungen. So stellt (2.38) eine nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung dar,
deren Losung von der Angabe der beiden Randbedingungen | x > und < x' | fest-
gelegt wird. Diese Besonderheit der Mean-Field-Gleichung erzeugt eine nichtlokale
Zeitabhingigkeit: Der Eingangszustand entwickelt sich von der Zeit t; an durch den
MF-Operator Uz ’vorwéarts’ bis zur Zeit ¢, wahrend sich der Ausgangszustand zur
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Zeit t; 'riickwérts’ dorthin entwickelt; d.h. die Mean-Field-Gleichung koppelt ih-
re Losungen fiir alle ¢ € [t;;t¢] in einer nichtlinearen Weise [1]. Definiert man die
Zusténde

| X°(t) >=Us(t,t;) | x> und < X() |=< X' |Us(ts,t) (2.39)
so erhdlt man die kompakte Form

5o (t) = <X o | X°(0) >
T ) >

wobei der Nenner insgesamt zeitunabhéngig ist. Damit 148t sich das Stationaritats-
problem auf zwei Bewegungsgleichungen mit Einteilchen-Hamiltonoperator in Schro-
dingerdarstellung umschreiben:

, (2.40)

ihe | x7(t) >= R (¢) | X7 () > mit | x°(t;) >=| x > (2.41)

. 0 15 15 I : 1 /
—iha < X7(8) |=< X7 (0) | A7(8) mit < X7(t) =< X' - (2.42)

Der oben erwidhnte semiklassische Charakter der Mean-Field-N&herung spiegelt sich
im Ergebnis wieder: Jeder einzelne Ubergang | x >—< X' | bekommt mit (2.37)
sein eigenes Mean-Field zugeordnet, d.h. es wird gleichzeitig der "Weg’ o(t) angege-
ben, wie dieser Ubergang vollzogen wird. Dieser Weg bringt den Hauptbeitrag zur
Ubergangsamplitude < x' | U | x > und spielt eine klassisch weitgehend verstandli-
che Rolle. Damit ist der Kontakt zur quantenmechanischen Beschreibung verloren,
denn dort werden nach (2.20) alle Wege erlaubt und mit ihren Wahrscheinlichkeiten
aufsummiert.

Eine 'Unannehmlichkeit’ ergibt sich aus der Zulassung von komplexen o’s bei der
Suche nach Stationaritdtspunkten. Es sind also im allgemeinen nichthermitische Fel-
der bei willkiirlicher Wahl von x, x’ zu erwarten, und somit ergeben sich zwar keine
mathematische, wohl aber physikalische Interpretationsprobleme. Um reelle Felder
zu erzwingen, kann man die Variation von S.ss auf reelle Werte einschrénken, und
man erhilt anstatt (2.37):

< X' | Us(ty, t) payUs(t,ts) | x >
<X | Us(ts,ti) | x >

Gay(t) = Re (2.43)
Der Unterschied von (2.37) und (2.43) zur Bestimmung der Sattelpunkte liegt darin,
dafl man bei (2.36) sowohl Oszillationen von Real- und Imaginérteil beriicksichtigt,
wéhrend man bei der Herleitung von (2.43) nur Realteilschwankungen beachtet.

Nach erfolgreicher Bestimmung von Losungen der Gleichung (2.37) bzw. (2.41, 2.42),
gewinnt man fiir den Mean-Field-Wert der Ubergangsamplitude in erster Ordnung

(vgl.(2.35)):

< XI | e_ﬁH(tf_ti

12

x> o# Sersl5 ()]

i ['f dte(tys
o7 S HIOTE ) x> . (2.44)
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Hierbei wurde vorweggenommen, dafl in gendherter quadratischer Korrektur die
Pfadintegralnorm (2.18) weggekiirzt wird; denn bei Vernachlissigung des 2. Sum-
manden in Sers (2.32) (der ja wegen i — 0 im Vergleich zum ersten duflerst schwach
oszilliert, so dal Variationen in hoherer Ordnung dieses Terms iibergangen werden
konnen) und Entwicklung von S.s; mit dieser Ndherung um die Mean-Field-Losung
bis zur 2. Ordnung kann mit

528, 7
50 (13053 (F)

die Gauf3-Integration zur Bestimmung der quadratischen Korrektur exakt ausgefiihrt
werden — mit dem Ergebnis:

= Uapys0(t — t') (2.45)

o=0

2
82s,

S [ dtat’ 3 (t) ———=ff
2k fz aBys Tov\Y) 5o (5055 (2)
/ Do(t)e” ” Vs

oas(t')
3

=N . (2.46)

Damit erhilt man in (2.44) keine Vorfaktoren. Eine ausfiihrlichere Beschreibung fiir
die exakte Berechnung der quadratischen Korrektur fiir die Pfadintegral-SPA erfolgt
in Kapitel 5.

Wenn man fiir die Darstellung der Ubergangsamptitude unter der Annahme, daf
die Kanalzustinde x,x' aus N-Teilchen-Slaterdeterminanten — aufgebaut aus den
Orbitalen ;, x; — bestehen, eine SPA durchfithrt und dabei nur nach statischen
Losungen? & bei der Stationaritét sucht, so erhilt man anstatt (2.41, 2.42) die
Einteilchen-Schrodingergleichungen mit zeitunabhingigem h:

L 0 N 5 . : .
zh& | xi(6,t) >=h7 | xi(6,t) > mit | xi(F,t:) >=| x; > (2.48)
0 .
—ihar <Xi(G,1) [=<xi(3,8) [ A7 mit < x;(6,t5) |=< x| (2.49)
firi =1,..., N, wobei das selbstkonsistente h durch (2.23) mit
&statisch _ i < X; | o >y | Xi > (2 50)
« i=1 <x;lxi> .
gegeben ist. A enthilt also das Mean-Field-Potential
N !
Ug—lartree — &statischv = (Xia | v | leY) - (251)
’ %65 bt = 2 T

U besitzt dann die Hartree-Form (es tauchen nur direkte Terme — d.h. gleichzeitige
Summation iiber ersten und dritten bzw. zweiten und vierten Index von wv,g,s auf

2 Auf statische Losungen wird man automatisch bei der Wahl von | x > als Rechtseigenzustand
und < x' | als Linkseigenzustand des MF-Zeitentwicklungsoperators aus (2.39) gefiihrt; dieses
erkennt man sofort aus Gleichung (2.37):

- :<X’|ch7|X>

2.47
7o <x'lx> (2.47)
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— was ausschliefllich auf lokale Wechselwirkungsterme fiihrt). Dieses Ergebnis ist et-
was iiberraschend: Da man mit antisymmetrisierten Zustinden y, x' und mit H in
Form der 2. Quantisierung gerechnet hat, hdtte man eigentlich das Hartree-Fock-
Feld erwartet. Zumindest ist das Mean-Field von symmetrischer Form — d.h. vom
Teilchenindex ¢ unabhingig, da in (2.51) iiber alle ¢ = 1,... N summiert wird. Es
148t sich zeigen, dafl der Charakter des Mean-Fields unverdndert bleibt, wenn man
mit symmetrischen, antisymmetrischen oder einfachen Produktzustdnden arbeitet.
Die Hartree-Eigenschaft wird schon durch die Darstellung von # in (2.6) festge-
legt. Das Mean-Field kann keine auf Austauschwechselwirkung beruhenden Effekte
(Fock-Terme) wiedergeben. Ein weiteres Manko ist, dafl die MF-Gleichungen, und
damit die gensherte Ubergangsamplitude, die unphysikalische Selbstwechselwirkung
(2.7) enthalten.

Analoge SPA fiir die Darstellung (2.27) fiihrt dagegen auf die Fock-Form als Mean-
Field (nur indirekte Terme — gleichzeitige Summation vom ersten und vierten bzw.
zweiten und dritten Index von vag.s), welche rein bilokale Wechselwirkung beschrei-
ben:

« i=1 mn <X; | Xi > K i=1 <X; | Xi >

Und das Arbeiten mit den antisymmetrischen Matrixelementen in V' (2.30) ergibt
kurioserweise als Mean-Field das halbe Hartree-Fock-Potential:

1Y < xha|v | xiy >
Udr =% —— = : (2.53)
24 <xilxi>

Also nur die Potentiale (2.51, 2.52, 2.53) koénnen als Entwicklungspunkte fiir eine
weiterfilhrende Stérungstheorie angesehen werden.
Einen weiteren Mean-Field-Ansatz gewinnt man, wenn man schon bei der Bestim-
mung des Mean-Fields (2.36) den schwach oszillierenden Term aus S, vernachlis-
sigt: daraus folgt ndmlich

Oay =0 (2.54)

und somit fillt A mit K’ zusammen. Die Mean-Field-Entwicklung beginnt also (bis
auf die Selbstwechselwirkung) bei der Physik der freien Teilchen, was natiirlich z.B.
fiir die Beschreibung von Bindungszustédnden weitgehend unbrauchbar ist.
Die obigen Einschriankungen bei der Mean-Field-Definition werden durch die spezi-
fischen mathematischen Umstidnde der Anwendbarkeit des GauB-Tricks diktiert; wie
diese nach [16] gemildert werden kénnen, wird im Folgenden kurz referiert:

i) Wie die quadratische Korrektur exakt ausgefiihrt werden kann, ist in [16] ge-
zeigt. Nach Entwicklung der kollektiven Wirkung bis zur 2. Ordnung um den
Sattelpunkt ¢ = & erh&lt man bei der Berechnung des gendherten Integrals ei-
ne Funktionaldeterminante, welche Effekte von kleinen Quantenfluktuationen
des Dichtefeldes 0 um das Mean-Field beschreibt:

i =1, i 525,
iS¢0l 78esfl6]+55 fdaf:da:’dtdt’ g(z,t)ng(ﬁ,’tl) £z t')
Doekvefs Dée |

— i Sessld] Agorr (2.55)
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mit der quadratischen Korrektur

detv(z — 2")o(t — ¢
AIs:orr = ( 52)5( ) . (256)
det Sod0”

Dabei wurde aus Bequemlichkeitsgriinden in die Ortsdarstellung gegangen und
die Variablentransformation

§(m, t) = 0'(1’, t) o 6-('77, t) (257)
durchgefiihrt. Exakte Berechnung von 6‘;2% _ ergibt zusitzlich zu (2.45) Dich-

tekorrelationsterme und kann unter Ausnutzung von
det(1 — A) = exp(trin(l — A)) (2.58)

mit der Reihendarstellung des Logarithmus
In(1—4)=->) —-A" (2.59)

(Konvergenzgebiet ist der komplexe Einheitskreis) zur Bestimmung der Wurzel
(2.56) benutzt werden. Hierbei zeigt sich, daf fiir den Spezialfall des statischen
Mean-Fields (es wird zusdtzlich gefordert, dafl x%, x; Eigenzustinde zum glei-
chen Eigenwert von U; sind) die Korrektur des stationdren Funktionalwerts
die Selbstwechselwirkung des Operators K’ zu K kompensiert (hierfiir ist der
n=1-Term der Reihenentwicklung verantwortlich) und die Fock-Energie (2.52)
zusdtzlich zur schon vorhandenen Hartree-Energie erzeugt wird (ebenfalls n=1-
Term). Die restliche Summe (n > 2) von (2.59) erzeugt Hartree-RPA-Phonon-
Energien:
< U|x> ~ 6—% [Z;V:1<x;\tl><j>+% Zﬁj:ﬁx;x;\v\Xka>+AERPA] (tr—ti)

— 6—%(EHF+AERPA)(tf—ti) (260)

unter Voraussetzung der Normierung der Orbitale: < xi: | x; >= 1. Die
Mean-Field-Gleichungen bleiben davon natiirlich unbeeinflufft und enthalten
Hartree-Potential und Selbstwechselwirkung (h = K' + Ufariree).

h'|Xi>:€i|Xi> , <X:|h:62<X:| Zzl,,N . (261)

Erwihnt sei eine eingeschrinkte Moglichkeit, auch dieses Defizit aus i) zu
bewiltigen, ohne auf den Gauf-Trick zu verzichten. Dabei geht man davon
aus, dafl die Zweiteilchenwechselwirkung in eine Summe aus direktem und
Austausch-Potential zerlegt werden kann:

y=vP+ V", (2.62)

mit
D E D E
Vapys — Uaﬂ’yé + Uaﬁfyé = Uaﬂ'yé - Uaﬂ&y ’ (263)
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wobei gefordert wird, dafl der Hartree-Term von VF und der Fock-Term von
VP verschwinden:

S(ka | P [ yk) =Y (ka | v" |ky) =0  Va,y . (2.64)

k k
Erreicht werden kann dieses durch Spin-Algebra-Methoden (spinabhingige
Potentiale[16]); die Anwendbarkeit ist allerdings auf spin-gesittigte Systeme
(z.B. magische Kerne und ihre direkten Nachbarn) beschrinkt. Aufgrund der
Eigenschaften (2.63, 2.64) wird bei der stationéiren Phasen-Approximation das
HF-Potential erzeugt, und der Selbstwechselwirkungsterm taucht wegen der
Umordnung (2.6, 2.7) erst gar nicht auf:

1 1
H=>3" (tcw 5 > (Vassy + ”f&w)) ala, + 5 > (,Ugﬂ'yé + vfﬂ'yé) afxava;ga,; :
oy

) aByd
(2.65)
Auflerdem verschwindet der 'n=1-Term’ der quadratischen Korrektur.

2.3 Entwicklung des Pfadintegrals um ein belie-
biges Mean-Field

1982 wurde von Kerman, Levit und Troudet ein eleganterer Zugang zur Darstellung
von Matrixelementen des Zeitentwicklungsoperators vorgestellt, der es erlaubt, ein
beliebiges Feld vorzugeben, um das bei einer Mean-Field Ndherung entwickelt wird
[17]. Somit fallen die Probleme, die bei der Anwendung des simlpen Gauf-Tricks
(2.12) entstehen, unter den Tisch. Die Methode schépft die maximale Flexibilitéit
beim exakten Umgang mit Pfadintegralen aus und ist bei der Herleitung der TIMF-
Gleichungen iiber Funktionalintegrale &uflerst hilfreich, da schon vor der SPA durch
erlaubte ’Manipulation’ an nicht-eindeutigen Parametern des Integrals ein Mean-
Field fixiert werden kann, das mdéglicherweise auch nicht-hermitisch ist.

Um die Notation [17] beizubehalten definieren wir statt (1.7) fiir den Gesamt-
Hamiltonoperator:

1
mit der abkiirzenden Matrixschreibweise
Kp=> Kuypay , Py = ala, (2.67)
ay
und
VQ = Z Ua5579ﬁ7a5 3 Qg,yag = aLaana . (268)
aByd

Fiir den Zeitentwicklungsoperator benutzen wir die Produktdarstellung der Expo-
nentialfunktion:

M

A T (1 . %er . %df@)k : (2.69)

th_Jti o k=1

€=
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Wie in (2.9) wurde hier investiert, daf§ im Limes ¢ — 0 die Faktoren des Produkts
kommutieren. Genau wie oben wendet man das Gaufl-Integral (2.14) als erzeugendes
Funktional an, aber in einer anderen Variante: Leitet man die Identitét

) 1 ie'Ve' +iJVe!
—igvy _ J oy dog, €2

f Ha’y do.(lyy e%me

e (2.70)

zweimal nach J ab, multipliziert nach der ersten Ableitung geeignet mit 2 und setzt
danach J = 0, so kann

i !
[ oy dol, e27 V7 a'VQV o'

VQ — 2.7
fHa'y dO'&,y@EU Vo ( )
verifiziert werden, mit den Abkiirzungen
o'Vo' = 00, Vapys0ss (2.72)
afyd
und
d'VQVe' = > a('w (Z Uaa,prap)\NU)\ﬁug) ops - (2.73)
aByé Appo

Die ’Starke’ der Identitdt (2.71) liegt darin, da8 der Zweiteilchenwechselwirkungs-
term V(2 auf Kosten der Einfiihrung eines Hilfsintegrals bearbeitet wird; und zwar
auf die Art und Weise, dafl der Operator €2, bestehend aus den vier Feldoperato-
ren, beziiglich ¢’ nur in quadratischer Ordnung im Integranden auftaucht. Hierin
liegt der Schliissel, bei spédterer SPA in erster Ordnung keine Beitrdge vom Viel-
teilchenanteil V() zu erhalten. Die Strategie gegeniiber der direkten Linearisierung
des Operators (2 mittels Gaufi-Trick hat sich also gedndert. Nachdem man in der
Darstellung (2.69) in jedem Faktor die Identitét (2.71) einsetzt und dabei den Index
k zur Unterscheidung der einzelnen Integrationsvariablen o} benutzt, folgt:

; Do i 2 M 1 €2 1 1
—LH(ty—t;) 1 k 2—52 E oy Ua,y(k) ] [ v . 5 3
¢’ ) N Tk:l (1 KPRV ak)

(2.74)
mit dem Maf?

Doy = ﬁ [l doa () (2.75)

k=1 oy
der Pfadintegralnormierung
N(e) = / Doye ™ Znay %ar(#) (2.76)
und ) ) 1 1
O-kVEQVEO'k - Z O-Q’Y(k)vga'ypgo-p)\”v;ﬁuao-ﬂa(k) . (2.77)
afB~§
Appo

3Der Index k soll daran erinnern, daf iiber alle zeitabhiingigen Pfade integriert wird.
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Dabei wurden alle Integrale (2.70) mittels

h 1
Tay(k) = P Z”;ﬁyéglﬂa(k) (2.78)
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umskaliert. Dadurch 148t sich der Index k als Zeitvariable (t; = ke) auffassen und
das Integral (2.70) bekommt im Exponent des Intergranden eine diagonale Gestalt.
Die Ausfiihrung des Grenzwerts ¢ — 0 in der Notation o5 = o(ty) ergibt das mit
der Darstellung (2.17) vergleichbare Ergebnis:

i vy . 1 4 [ 42 t) dt
RH(—t) — | /D £)e d 7O 4 ti 2.79
e A;%Ii N(e) U( )6 o’( o ) ( )

mit dem Operator

2

U (ts, t;) Tﬁ 1= Legpo €
Jti) = ——eKp— —5
o\'f AT 7P o2

akV%QV%ak> . (2.80)
Im Unterschied zu U, aus (2.22) ist dieses a priori kein Zeitentwicklungsoperator,
der auf einem Einteilchen-Hamiltonoperator wie (2.23) beruht, da er iiber Q Zwei-
teilchenkorrelationen angesichts (2.78) in der Ordnung O(e) enthélt. Dieses bestatigt
auch (2.74): Der GauB-Gewichtungsfaktor 2" erzwingt bei Anwesenheit des Inte-
grals, dafl die dominierenden Werte von o in O(e%l) auftreten. Der Operator (2.22)
bekommt in der Reihenentwicklung der e-Funktion zwar auch p?=Q und hohere
p-Potenzen, kann aber insgesamt als Einteilchenoperator mit faktorisierten Vielteil-
cheneigenzustanden aufgefait werden. Die Version (2.79) des Zeitentwicklungsope-
rators ist wegen der nur teilweise vollzogenen Grenzwertbildung (¢ — 0) ’optisch’ der
Darstellung (2.17) unterlegen; aber es existiert ein grofie Effektivitit beim exakten
Arbeiten mit (2.79) bei der Untersuchung von Grenzwertszenarios. Der entscheide-
ne Punkt ist, ob man die Grenzwertbildung ¢ — 0 wor oder nach Ausfithrung des
Pfadintegrals durchfiihrt.*

Betrachtet man die Grenzwetbildung lim,_,o & ohne Anwesenheit des Pfadintegrals,
so verschwindet der €2-Term in (2.80) fiir ein fest gegebenes o, denn beim Ausrech-
nen der Produkte in Ordnungen von e fiir die einzelnen Summanden aus (2.80) ergibt
sich:

R 'l M 62 M
U, = T(l—ﬁeng—ﬁk’%;(Kp)(Kp)+...)
k#k!
. ez M 11
+T(—ﬁk§10kVZQv2ak+...) : (2.81)

wobei bei allen Summanden der ersten Zeile die Anzahl der Summen iiber den zu €
inversen Index k gleich der Potenz von € ist, also wegen ek = t ein endlicher Beitrag
bei Limes € — 0 zu erwarten ist. Genau dies ist in der 2. Zeile nicht der Fall: hier

4Man beachte, dal das Maf§ des Integrals Do von e abhingig ist!
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liegt die Potenz von € immer um 1 héher als die Anzahl der k-Summationen, und
somit verschwindet die 2. Zeile fiir ¢ — 0. Fiir den gesamten Operator U (2.79)
erhilt man das widerspriichliche Resultat:

Uty t) = imUs(ty, 1) = e #0000 (2.82)

was offensichtlich nur fiir die Zeitentwicklung freier Teilchen Sinn gibt. Um das rich-
tige Ergebnis e % "7 bei € — 0 zu erhalten, mufl man erst iiber die diskreten Felder
oy, fiir endliche Zeitintervalle integrieren und danach Limes ¢ — 0 bestimmen, da
der quadratische Term in o}, zur Erzeugung des Operators e~ %7 in (2.79) benétigt
wird.

Offensichtlich ist aber auch, daf§ in den Zeitentwicklungsoperator (2.80) ein willkiir-
licher Term, der linear zu o ist, aus rein analytischen Griinden eingefiihrt werden
kann, ohne dafl er die exakte Darstellung des Gesamt-Zeitentwicklungsoperators
(2.79) verdndert. Eine Integration iiber die volle reelle Achse fiir o 148t den ungera-
den Summanden wieder verschwinden. Hier liegt die entscheidene Freiheit, dafl man
anstatt U unter dem Integral schreiben kann:

M - : 2
Uty t;) = Tkl;ll (1 — %er — %eak@p — ;—hzakV%QV%ak) (2.83)
mit

0kOp = D Oay(k)Oapyspss - (2.84)

aByd

Man fiihrt also kiinstlich einen in o linearen Einteilchenterm in O(e) ein, gewichtet
mit einem willkiirlichen erst spéter zu fixierendem ’Versuchsfeld’ ©. Somit wird
die Linearisierung des Gesamthamiltonoperators aus dem vorigen Abschnitt des
Kapitels hier durch die Nichteindeutigkeit bei der Pfadintegraldefinition ersetzt.
Wenn jetzt analog zu (2.31) die Mean-Field-Nidherung durchgefiihrt wird, so erhilt
man zur Bestimmung von Stationaritdtspunkten nach (2.36) eine MF-Gleichung, die
die Grenzwertbildung ¢ — 0 ohne Anwesenheit des Pfadintegrals erlaubt. Hierbei
hingen die Ergebnisse gerade von der Wahl von © ab. Offensichtlich gilt:

_i [tf o
. ,.Lfti dt (K+o(t)O)p (2.85)

ua(tf’ti) = lg%ua(tf’ti) =T
Die quadratischen Terme in ¢ und damit die Wechselwirkung ) geben zwar keinen
Beitrag zur Mean-Field-Wahl, wohl aber wenn Korrekturen hierzu berechnet wer-
den, weil dann hohere Ableitungen in o gebraucht werden.
Das von auflen vorgegebene Feld © kann, dadurch dafl es das Mean-Field eindeutig
festlegt, als das Potential angesehen werden, um das eine Mean-Field-Entwicklung
vorgenommen wird. Hierbei besteht eine gewisse Analogie zur ’klassischen’ Stérungs-
theorie, bei der eine Zerlegung des Hamiltonoperators nach

H=T+V=(T+U)+(V-0) (2.86)

vorgenommen wird, wobei U ein willkiirlicher, der physikalischen Situation ange-
paBter Einteilchenoperator ist, und eine Entwicklung in Ordnungen von (V — U)
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berechnet wird. Um zum Beispiel das HF-Potential zu erhalten, hat man © in (2.83)
so zu wihlen, dafl der Einteilchen-Hamiltonoperator die Form bekommt:

h=(K+00)p=(K+v")p . (2.87)

In [17] wird der Beweis angegeben, dafl die HF-Wahl von © als optimal angesehen
werden kann.

Als vorldufiges Endergebnis erhalten wir fiir die Matrixelemente des Zeitentwick-
lungsoperator:

< x| e FME ) |y s lim - /Dakeh Sestlonc0] (2.88)

e—0 N
mit
Seff[o'k, €, @] = (289)

2
520%— ihln <y | T H(l——er——eak@p
k

€
akV QV2ak | x > .
A h 21? )
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Kapitel 3

TIMEF in Dichtematrizen

In Abschnitt 1.3 wurde gezeigt, wie das Vielteilchen-Inversionsproblem der Statio-
naritdtsgleichung des TIMF-Funktionals (1.11, 1.12) in ein nichthermitisches Eigen-
wertproblem (1.38) umgewandelt werden kann. Nun liegt es nahe, die hermitische
HF-Rechnung in der Darstellung mit Dichtematrizen auf dieses Vielteilchenproblem
zu erweitern. Dabei werden wir sehen, daf3 dieses in natiirlicher Weise méglich ist,
wenn geeignet nichthermitische Einteilchen-Dichtematrizen eingefiithrt werden. Das
Ritz-Funktional (1.41) kann alternativ als

<(I>’|7-L’|<I>>_<<I>’|H|<I>>+A<<I>’|x><x’|(1>>
<P¥|d> @ <P|D> <®|d>

E[®,9] = (3.1)

umgeschrieben werden.

Ziel ist es nun, die Darstellung (3.1) in den Variationszustinden ®, ®' durch eine
dquivalente Darstellung in Dichtematrizen (die zu ®, &' assoziiert sind) umzuéndern,
und dann die Variationsableitung in dem Raum der Dichtematrizen durchzufiihren.

3.1 Nichthermitische Dichtematrizen

Das Matrixelement (3.1) kann nach dem Wick-Theorem fiir zeitunabhingige Opera-
toren [3] berechnet werden, wenn man das Biorthogonalsystem af,, as, welches &, @’
als Quasiteilchenvakua besitzt, zur Hilfe nimmt. Die Auswertung ergibt die Summe
iiber alle moglichen Kontraktionskombinationen der Operatoren von H' gewichtet
mit Permutationsfaktoren. Die Kontraktion von zwei zeitunabhdngigen Operatoren
ab ist definiert als die Differenz der gegebenen Reihenfolge und der normalgeordneten
(Erzeuger ’links’ von Vernichter):

ab=ab— :ab: . (3.2)

Sei z.B. cf, beliebiger Erzeugungsoperator mit < 0 | ¢/ =0, ¢}, | 0 >=| @ > und cz be-
liebiger Vernichtungsoperator mit ¢z | 0 >=0, < 0 | cg=< (' | einer (Biorthogonal)-
Basis, in der H' dargestellt ist, so erhdlt man alle méglichen Kontraktionen durch
Erwartungswertbildung < ® | ... | ® > von (3.2) im Hinblick auf (1.40):
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= < |cdeg|®> L<ploi><gl|a>
C(TXCB — | (jacﬂ | — Z /B | QO l (pz | a (3.3)
<P | P> = < b pi>
i)
chel = cge5 = 0 (3.4)
)
cpch =< B | > —cheg . (3.5)

Es liegt nun nahe, einen Operator einzufiihren, dessen Matrixelemente mit den Kon-
traktionen (3.3) zusammenfallen. Also':

<B'|pla>=psa=che . (3.6)

Aus (3.3) folgt dann sofort, dafl p der Schief-Projektor auf dem Loch-Raum der

Slaterdeterminanten ist:
N

| i >< ¢} |
p= —— . (3.7)

= <] e >

p wird (nichthermitischer) Einteilchen-Dichteoperator genannt. Grund hierfiir ist,
daf} p die Biorthogonalbasis von Seite 10 als Rechts- bzw. Linkseigenbasis besitzt
und die jeweiligen Eigenwerte angeben, ob das Orbital j aus dem Loch- oder Teil-
chenraum stammt:

ploj>=nile;> , <gjlp=n;<y;| (3.8)
mit den Besetzungszahlen

n; — { 1 wenn j Lochorbital (3.9)

0 wenn j Teilchenorbital

Die charakteristischen Eigenschaften des Operators liegen wegen (1.30) auf der
Hand:

i) p ist Projektionsoperator:
P=p ; (3.10)
d.h. alle Eigenwerte sind reell und haben den Wert Eins oder Null,

i1) die Spur des Operators ergibt die Lochteilchenzahl

Trp=N . (3.11)

!Die Notation p richtet sich nach [3] und sollte nicht mit der Definition (2.5) verwechselt werden.
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Entscheidend fiir die weitere Rechnung ist, dal die Arbeit mit Slaterdeterminanten
dquivalent zur Darstellung mit der korrespondiereneden Dichtematrix p ist:
Wellenfunktionen ®, &' sind genau dann N-Teilchen-Slaterdeterminanten, wenn der
Operator pge: der Projektor auf deren Lochraum ist (d.h. (3.10) und (3.11) erfiillt
sind). Die Slaterdeterminanten sind dann bis auf Phasenfaktoren eindeutig festge-
legt.

Dabei ist die eine Richtung der obigen Aquivalenz durch (3.7) und (3.10) unter An-
nahme von (1.30) direkt gegeben. Die entgegengesetzte Folgerung kann wie folgt
bewiesen werden:

Sei p beliebiger Operator mit p?> = p und Trp = N. Nach Bestimmung von Rechts- und Links-
eigenzusténden analog zu (3.8) folgt aus (3.10) n; € {0,1}; mit (3.11) ergibt sich, daf es genau
N Eigenwerte mit Wert 1 gibt. Die aus den Rechts- und Linksorbitalen zum Eigenwert 1 zusam-
mengesetzten Slaterdeterminanten | ® > und < @' | sind dann die gesuchten Zusténde, die p als
korrespondierenden Dichteoperator besitzen. Die so erhaltenen Slaterdeterminanten sind nur bis
auf jeweils einen Phasenfaktor eindeutig bestimmt, denn lineare unitéire Transformationen unter
den Orbitalen — welche solche erzeugen — lassen die Dichtematrix invariant. Fordert man zusétzlich

die Bedingung der Bi-Orthonormierung der Lochorbitale, so wird eine Phase festgelegt.

3.2 Homogene Version in Dichtematrizen

Der erste Erwartungswert auf der rechten Seite der Gleichung (3.1) kann jetzt mittels
des Wick-Theorems in die oben definierten Dichtematrizen umgeschrieben werden
(mit der Bi-Normierung der Basis: < o/ | @ >=1):

<P |H|D> ) <®|ala, | ®>
= <ad|t]y> . 3.12
<P | P> ; o Itly <P | D> (3:.12)
1 <®|af agagaay | & >
+5 D (@B v [9) F
2 a5 <P | D>
= Z<Oz'|t|7>a£a7
ay
1
+3 PR CEARART) (a3a7 abas — ahas aEaA,)
aByd
1
= Z<al|t|7>p7a+52<a’lﬂl|v|75>p'yap55-
ay aByd

Bei dem 2. Erwartungswert von (3.1) tauchen Probleme auf, den separablen Ope-
rator | x >< X' | in beliebiger Bi-Orthonormalbasis darzustellen. Statt mit Wick-
Theorem kann man aber mit der Orbitalschreibweise (3.7) arbeiten. Weiter gehen
wir davon aus, da8 die Uberlappmatrizen o und o/ diagonal sind (1.23), also

<X 2><¥ x> _ {1 <xXjle; ><¢jlx; >
<P P> j=1 <l g;>

(3.13)
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Unter der Voraussetzung der Diagonalitidt von «, o/ kann dann E’; i;ﬁ' durch den
7
gesamten Projektor (3.7) ersetzt werden. Nach zweimaligem Einschub einer 1 in

gleicher Basis, die bei der Darstellung von H verwendet wurde, folgt:

<X | P><® | x>

N N
=l <xjlolx;i>=T1D. <dIxi><Xjlp> ppq-
j=1

<®|®> i
(3.14)
Somit ergibt sich fiir das gesamte Funktional in Dichtematrizen:
~ 1
E[p] = Z<a,|t|’7>p’ﬂl+§ Z <O‘lﬁl|v|75>pvo¢p6ﬁ
ay afvé
N
+ATIY <d 1 ><Xjlp>pp - (3.15)
j=1 pq

Wenn jetzt Stationarititsstellen von E[p] bei Einschrinkung auf Slaterdeterminan-
ten gesucht werden, so muf} p unter der Bedingung p? = p variiert werden. Also fiihrt
man Lagrange-Multiplikatoren ein, die gewdhrleisten sollen, dafl die Matrixelemente
von (p® — p) verschwinden. Somit lauten die Stationaritétsgleichungen:

OE[p] 0 ( ) ) .
+ Lonn (9 — -0 Vi,j . 3.16
op; "+ oo %,: (" =p), J (3.16)

Definiert man einen "Hartree-Fock’-Operator A' iiber die Matrixelemente

hy =<j' | b |i>= —— (3.17)
so ist wegen (3.14) eigentlich a priori nicht zu erwarten, dafl A’ ein Einteilchen-

Operator ist. Berechnet man jedoch (3.17), so erhédlt man den TIMF-Hamiltonope-
rator der homogenen Version (1.43):

i) Ableitung der ersten beiden Summanden von (3.15) ergibt den Hamiltonope-
rator der inhomogenen Version (1.20):

hip = <g|tli>+> <38 |v|id > pss
B

N N .

< >

= <Ok ler>

(3.18)

it) Die Ableitung (3.17) des separablen Terms (3.14) ergibt mit der Produktregel
!
(M £) =0 (T, £) £

N
Z(H2<ql|Xk><X;c|p>ppq)<j’|Xs><X;|i> (3.19)

s=1 \k#s Pq
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und die Erweiterung des Produkts mittels [Tz, fr = (Hszl fk) fi bringt

idetadeta’ <7 Ixs><xi|i> _
SodetB T <d [ X ><Xe [P > oy
detadeta’§:<j'|xs >< XL 1>

det 8 = <xilplxs>

(3.20)

Aus (3.20) ist jetzt ersichtlich, daf h' wirklich ein Einteilchenoperator ist: Das
Produkt [], in (3.13) wurde erfolgreich in eine Summe umgewandelt. Somit bil-
den die Gleichungen (3.17) den Gesamt-Hamiltonoperator H' auf einen Einteilchen-
Hamiltonoperator A’ ab. Wenn in (3.20) die Dichtematrix in Orbitalschreibweise
eingesetzt und die Diagonalitit der Uberlappmatrizen a, o' sowie (1.27, 1.44) aus-
genutzt wird, kommt man insgesamt zu dem ’versprochenen’ Endergebnis fiir A':

N TN .

< >

h’;z <jl|t|i>+z ]@kl|v|wjk
= <ok >

(3.21)

_ <§0;|‘Ps> ) Py
+7(A <j'Ixs><x.|i>
()sgl<x’s|<ps><so’s|xs> | g

Die Stationarititsgleichungen (3.16) bekommen dann nach Ausfiihrung der Ablei-
tung die Gestalt:

Die Lagrange-Multiplikatoren kénnen aus den Gleichungen eliminiert werden, indem
man (3.22) von links und rechts geeignet multipliziert und dann subtrahiert:
Wenn man

> Pyipx — Y Pap;i =0  Vk,j (3.23)
ausrechnet und dabei p? = p ausnutzt, kommt man zu dem Endergebnis
(W'p—ph")y =0 Vik . (3.24)

Da (3.24) fiir alle Matrixelemente von h'p — ph' erfiillt ist, gilt offensichtlich die
Operatorgleichung
[R50 =0 . (3.25)

Diese ist nichts anderes als die homogenen TIMF-Gleichungen in etwas anderer
Gestalt; sie stellt eine nichthermitische Erweiterung der 'normalen’ HF-Gleichung
dar. Da h' seinerseits wieder von p abhingt, handelt es sich um eine nichtlineare
Operator-Gleichung, die selbstkonsistent gelost werden muf. Im Vergleich zu (1.42)
sind die Orbitale, Teilchenenergien und Gesamtteilchenzahl — wenn auch nur ’ober-
flachlich’ — aus der Rechnung verschwunden. Die 'neuen’ TIMF-Gleichungen (3.25)
gelten fiir eine fixierte Teilchenzahl N, diese ist in dem Hamiltonoperator A’ iiber
den separablen Term bereits vorgegeben. Die komplexen Selbstenergien 1; werden
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iiber das Spektrum von h’ geliefert, und die Orbitale iiber gleichzeitige Rechts- und
Linkseigenzuszinde von p und hA' bestimmt.

Zu den TIMF-Gleichungen gelangt man also zuriick, indem man nach einer Bi-
Orthogonalbasis sucht, die p und h' gleichzeitig diagonalisiert. Denn offensichtlich
sind die aus der TIMF-Bi-Orthogonalbasis zusammengesetzten Operatoren hf;u,p
(3.21) und prrar eine Losung von (3.25) mit Trprrarr = N.

Der stationire Wert des Funktionals ergibt sich, indem prrar in (3.15) eingesetzt
wird. Analog zur Argumentation in Abschnitt 1.3 erhdlt man wegen h' = h'(A)

wieder eine gendherte Gesamtenergie Erryp = E‘[pTIMF] als Funktion von A = %.

3.3 Inhomogene Version in Dichtematrizen

Die Formulierung (3.25) in Dichtematrizen 148t sich im Ergebnis auf die inhomogene
Variante der TIMF umschreiben. Dafiir filhren wir ’inhomogene’ Dichtematrizen

N ! N !
P |<le xil oo pxzzlle ! |

3.26
o <Xl > = <] xi > ( )

ein. Die einzelnen Summanden des Kommutators (3.25) lassen sich unter Benutzung
von (3.7, 3.21) und diagonalen Uberlappmatrizen auch ausrechnen als:

N | xi >< ¢} |

h'p = hp+17 3.27
;<§02|Xi> (8.27)

N !
o' = phgy PNl (3.28)

= <Xilei>

wobei h der TIMF-Hamiltonoperator (1.20) der inhomogenen Version ist. Aus (3.25)
folgt direkt:

[hsp] =1 (px — Px) - (3.29)
Somit erhélt man insgesamt eine inhomogene Kommutatorgleichung, wobei die Inho-
mogenitdt durch die Kanaldichtematrizen p,/, p, und die Gesamtenergie (représen-
tiert durch 7 = 77(F)) bestimmt wird. In dem Kommutator sind dafiir keine Kanal-

orbitale enthalten. Um zu bestétigen, daf die inhomogen TIMF-Gleichungen (1.19)
Losungen von (3.29) sind, berechnet man

N | . ! . !
_ (e ><xi|l |xi ><s0i|>
Moy —px) = n( - (3.30)
oo ; <xilwi> <¢ilxi>
(1.19) §ﬁ<|%~ >< @il (mi—h)  (m—h)|e>< 902|>

< Xi | @i > X i < @5 | xi >

i=1
Nach Einsetzen von 7 durch

<90;|77i_h|§0i>:/\1'<X2|§0i>:)\'<90;|Xi>
< @i | i > <olloi> <ol g >

(3.31)

77]:
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konnen die 7; eliminiert werden, und man kommt zu dem gewiinschten Resultat:
[h; p.
Gleichung (3.29) entspricht in der zeitabhidngigen Theorie der Bewegungsgleichung

., 0p

ih i [h; p] (3.32)
mit zeitabhingigem Operator h. Wie das Ubersichtsschema auf Seite 3 zeigt, ist
(3.29) nicht (3.32) dquivalent — (3.29) ist eine schlechtere Approximation des ex-
akten Problems als (3.32). Dafiir ist (3.29) erheblich leichter zu 16sen als (3.32):
Anfangs- und Endzustand sind in (3.29) schon in der Inhomogenitét ’eingebaut’, die
selbstkonsistente Losung von (3.29) zu fester Energie E entspricht dem Aufwand
einer gewohnlichen Hartree-Fock-Rechnung. Demgegeniiber ist (3.32) als zeitliches
Randwertproblem (nicht Anfangswertproblem!) zu 16sen so, dafl

Py fir t—t;
p— { py  fir t—ot; (3.33)

Selbstkonsistenz ist hier iiber das gesamte Zeitintervall ¢; < t < ¢; zu fordern (vgl.
Abschnitt 2.2).

Abschlieflend sei noch erwédhnt, dafl Probleme auftreten, die Kommutatorgleichung
(3.29) direkt mit Hilfe des Funktionals (1.9) abzuleiten. Dieses miifite wegen der
verschiedenen Vakua in die drei Dichtematrizen p, p, und p,, umgeschrieben wer-
den. Da die Variationen dieser Matrizen nicht unabhingig 6sind, miiffiten bei der
dp

P
x und 3;" berechnet werden.

Stationaritdt beziiglich p 'unangenehme’ Terme wie 25
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Kapitel 4

1. Herleitung der TIMF aus
Pfadintegraldarstellung: homogene
Version

In diesem Kapitel wird eine alternative Ableitung der TIMF-Theorie vorgestellt:
Die exakte Resolvente wird mittels Fourier-Integral iiber den Zeitentwicklungsope-
rator dargestellt und dieser nach (2.79, 2.80) durch ein Pfadintegral représentiert.
Im Rahmen der Mean-Field-Ndherung konnen dann TIMF und TDMF miteinander
'verglichen’ werden.

Wenn man die TIMF-Gleichungen (1.19) gewinnen will, muf8 man kiinstlich die Va-
riationszustinde ®,®’ als Slaterdeterminanten in das Pfadintegral einfiihren, um
dann — durch SPA zum Funktionalintegral- zu selbstkonsistenten Einteilchenglei-
chungen in deren Orbitalen zu gelangen. Dabei gibt es mehrere Moglichkeiten, wie
die ®- und ®'-Zustinde ’ins Spiel’ gebracht werden kénnen. Hier werden jetzt die
beiden Zustdnde iiber Eigenwertgleichungen beziiglich des bei der Sattelpunktsné-
herung zu erwartenden MF-Hamiltonoperators definiert (deshalb homogene Ver-
sion). Die in Abschnitt 2.3 beschriebene Flexibilitiat bei der Definition der Pfadin-
tegrale erlaubt es uns, das Mean-Field auf den homogenen TIMF-Hamiltonoperator
h' (1.42) zu fixieren. Dieses ist das Konzept, die TIMF-Gleichungen zu erzeugen
und gleichzeitig die TIMF-Amplitude (1.27, 1.44) als Mean-Field-Entwicklung des
Funktionals um A’ zu gewinnen. Wir werden sehen, daf fiir Letzteres quadratische
Korrekturen zum Pfadintegral berechnet werden miissen.

4.1 Darstellung der Resolvente

Bereits in Kapitel 1.1 wurde der Zusammenhang (1.5) zwischen Zeitentwicklungsope-
rator und Green-Operator mittels Fouriertransformation gegeben. Die dazu inverse
Transformation lautet:
]_ Z oo ; .
o By (4.1)
mit positiv infinitisimalem x und der Stufenfunktion (7). Dabei ist die Einfiihrung
von k erforderlich, damit die Resolvente wohldefiniert ist und im Integral ’saubere’



41

Konvergenz erzeugt wird, denn bei der T-Integration ﬁber das Intervall [0; oo ver-
schwindet der obere Wert der Stammfunktion wegen ‘e e (B ‘ .
Wenn man Matrixelemente von (4.1) zwischen N-Teilchen-Slaterdeterminanten x, x’

betrachtet, so kann die Pfadintegraldarstellung fiir den Zeitentwicklungsoperator
(2.88, 2.89) inklusive einer willkiirlichen Matrix © eingefiihrt werden:

1
< - >=
X w1 X
v [ i Do ~
. v +(E+ik)T k E o2 ! €,0
lg%[ h/o dTek N()e2h W <X | USE(T) | x > (4.2)

mit der Norm (2.76), dem Maf (2.75) und dem Operator U, aus (2.83). Im nichsten
Schritt folgt die Einfiihrung der ®, ®'-Zustinde und zwar iiber Rechts- und Linksei-
genzustinde des Operators U, im Limes € — 0, der nach (2.85) durch den Entwick-
lungsoperator U°(T) mit dem i.a. nichthermitischen Einteilchenhamitonoperator
(K + 00)p gegeben ist.

Antisymmetrisierte N-Teilchen-Eigenzustédnde sind daher Slaterdeterminanten aus
Eigenorbitalen von I{,!. Der 1-Operator im N-Teilchen-Hilbert-Raum ist dann ge-
geben durch:

5 [ Prn(0) >< By 0] |
(knkn} S D in (0) | Pryoky (0) >

({k;} entspricht allen moglichen verschiedenen, das Pauli-Prinzip nicht verletzenden
Besetzungsmoglichkeiten der N identischen Teilchen) mit den Slaterdeterminanten

1= (4.3)

| Rrrky =] ks Phy > 5 < Py iy [F< Py - Py | (4.4)

(k; Quantenzahl des i-ten Teilchens). Die geforderten Eigenwertbeziehungen fiir die
Zustdnde lauten:

Uy (T) | Bty (0) >= e 5 L1 o7 [ By o (5) > (4.5)

< By gy (0) | UA(T) = e AR <(I)k1 kn(0) | (4.6)

unter Annahme von

1,(T) = e ™) < g | . (4.7)

Uy (T) | pp, >= e 74T | g >

Die Eigenwertgleichungen kénnen somit in (4.2) erst nach Durchfiihrung des Grenz-
wertes € — 0 — z.B. bei Mean-Field-Gleichungen — ausgenutzt werden. Wenn der
1-Operator (4.3) in (4.2) sowohl zwischen &/ und x, als auch zwischen Z/ und y'
eingeschoben wird, erhdlt man:

<X | Prr ><‘I’k' K | Uy | Dt s >< Py | X >

>

{k1--kN}
{k’l...kgv}

4.8
<P, | Prpkyy >< Py iy | Phiky > (48)

!Eigenzustéinde von U, sind i.a. keine einfachen Slaterdeterminanten, denn der Zweiteilchen-
Term 2 erzwingt Korrelationen der Einteilchenorbitale!
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Bis zu diesem Punkt ist die Resolvente exakt wiedergegeben. Fiir die weitere Rech-
nung ist es jedoch erforderlich, sich auf N Lochorbitale ¢y, , ¢}, mit k={1,..., N}
zu beschriinken?. Dieses liegt an dem gesteckten Ziel, in den TIMF-Gleichungen eine
eindeutige Zuordnung x; <> ¢; bzw. x; <> ¢} i=1,..., N zu erhalten. Somit miissen
die ’iiberfliissigen’ Teilchenorbitale k;={N +1, ...} aus der Rechnung extrahiert wer-
den.

Die mathematische Argumentation hierfiir ist, dafl im so definierten Lochraum ana-
log zur TIMF eine Diagonalisierung der zu < ¢! ... ¢y | x1... x5 > bzw.

<Xy XN 1oy >und < @) ..oy | 1. .. pn > gehdrenden Uberlappmatri-
zen durch unitdre Transformation jeweils innerhalb der Orbitalmengen ¢;, ¢}, xi, X&)
ohne (4.5, 4.6) zu verletzen, méglich ist®, d.h. man kann zu einer eindeutigen Zu-
ordnung x; <> @; <> ¢ <> xi, i=1,..., N gelangen.

Sobald man ein oder mehrere Lochorbitale p;, p; . .. bzw. ¢}, ¢} . .. durch Teilchenor-
bitale @, @y ... bzw. @) @l ... ersetzt — wobei im Weiteren mit 7, j Loch- und mit
m,n Teilchenorbitale indiziert werden — und man fordert, daff die Teilchen-Loch-
Uberlappmatrizen

<P lxi>=0 5 <xi|lom>x0 Vm,i (4.9)

weitgehend verschwinden, kénnen auch die Gesamtiiberlappe von ® und x’ bzw. &'
und x vernachléssigt werden, wenn mindestens ein Orbital ¢, bzw. ¢} aus dem
Teilchenraum stammt:

<O el x>0 5 <X | ®Pr.ky >0 sobaldeink; € {N+1,...} ,
(4.10)
weil ganze Zeilen bzw. Spalten der korrespondierenden Uberlappmatrizen verschwin-
den. Insgesamt hat diese Naherung zur Folge, daf8 die Darstellung der Eins (4.3) —
iiber Vollstdndigkeit der Eigenfunktionen (4.5, 4.6) eingefiihrt — bis auf den Projek-
tor auf den oben definierten Lochraum zusammenfallt:

<X | B >< B | U | By, >< B | x > N
: ~ Y () (4.11)

ki,k2:1

>,

{k;}

<D | B >< D | By, >
(k) '

<X |e><?|U|D><P | x>
B <P |P><P| D>

mit den durch (4.5, 4.6) gegebenen | & >=| p;...on >; < P’ |[=< ¢} ... ¢!y |. Hier-
bei wurde ausgenutzt, dafl es jeweils nur eine Realisierungsmoglichkeit der Zgzl N
gibt, da keine Quantenzahlen in den Slaterdeterminanten doppelt auftreten diirfen.
Die Annahme (4.9) ist die entscheidende Approximation, die fiir die Herleitung
der TIMF-Theorie notwendig ist. Die Veré6ffentlichungen [17, 18], die die Herleitung
der gewohnlichen statischen Hartree-Fock-Gleichungen zum Ziel haben, beschranken

2Hier wird also eine ’Sortierung’ der Quantenzahlen k; < N und k; > N vorgenommen; ¢;
beschreibt jetzt den Quantenzustand des i-ten Teilchens!

3Wegen der Nichthermitizit#it von 2, sind die Orbitale ¢y, ¢}, i-a. nicht orthogonal. Es ist aber
eine Orthogonalisierung im Lochraum méglich.
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sich auf die Spurbildung (Zustandssumme) des Zeitentwicklungsoperators — statt Be-
rechnung von Matrixelementen zwischen beliebigen Zustinden y, x’. Dabei ist die
Spurbildung bekanntlich basisunabhingig, so kann man je nach Rechenlage sich der
bequemsten Basis bedienen und ist auf keinerlei weitere Approximationen angewie-
sen.

Nach Einfiihrung der ®, ®'-Zustéinde erhilt man fiir die Resolvente

# | x >= —% lim [ dTetB+nT %eéseﬁ["’“@‘] (4.12)
— K €—>

0Jo N (e)
mit der effektiven Wirkung

(o) | Uy | B(0) > ., <P(0) [ x><x|P(0)>
< ®'(0) | (o) > < ®'(0) | ®(0) >

|

<X

<
Seff = 5202 —thln
k

(4.13)
Insgesamt wurde also erreicht, daf der Zeitentwicklungsoperator jetzt zwischen des-
sen Eigenfunktionen (fiir ¢ — 0) steht. Die Kanalzusténde x, X’ wurden rein optisch
vom Operator U getrennt und sind jetzt unabhingig von der Grenzwertbildung
e — 0. (®,®' sind von € unabhingig definiert!)

4.2 Stationire Phasen-Approximation
(SPA) im statischen Grenzfall

Als Néchstes wird nach Stationaritdtsstellen des Pfadintegrals gesucht. Dabei sind
wir nur an statischen Sattelpunkten

Ust(k) = Og¢ Vk (414)

interessiert, um das zeitunabhéingige TIMF-Feld zu gewinnen. Die Sattelpunktsglei-
chungen von (4.12) lauten:

lim 5Seff[0', @, 6] _
e—0 00

0 Vst . (4.15)

Der Zeitentwicklungsoperator von (4.13) bekommt wegen (2.83) und (4.14) die
beziiglich ¢ zeitunabhingige Gestalt:

z]e — (1 _ EEKP _ iea@p _ io‘V%QV%O’)M . (416)
o B A 2h2

Nach Vertauschung von Grenzwertbildung und Variationsableitung fiir den 2. Sum-
manden in (4.13) kénnen die Eigenwertgleichungen ausgenutzt werden:
. 1<<I>’|Zfl|<I>> <®|U|D>
imIn =
e—0 <P | P> <P | P>

ipSN o 1 N
—lne #T2im = —ﬁTan , (4.17)
i=1
wobei investiert wurde, daf§ fiir ¢ — 0 im Exponenten des Zeitentwicklungsoperators

der zeitunabhiingige Einteilchen-Hamiltonoperator i’ = (K +00©)p steht, und somit
die Zeitabhiingigkeit der Eigenwerte in (4.5, 4.6) die Form

a;(0,T) =: Tn;(o) (4.18)
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annimmt.

Fiir den mifitrauischen Leser sei hier angemerkt: In Kapitel 2.3 war die Vertauschung von Limes
€ — 0 und Pfadintegration offensichtlich nicht moglich, hier aber gilt fiir die Ableitung nach den
statischen Feldern o

5 ~ . i i 62 1 1 M—1 i 62 1 1
251(1) %uﬂ = !%M(I—Eer—ﬁeoG)p—ﬁaVﬂlVZa) (—ﬁe@p—?aVZQVﬂ
i - 6 .. -
= —ﬁepTU = % !1_1)%1/{0 y (419)

d.h. Vertauschung fiir den Operator I/ ist moglich. Auf dem absolut sicheren Weg ist man, wenn
die Zustinde ®,®' als Funktionen des endlichen Grenzparameters € > 0 eigefiihrt werden:

S | 8(01,6) >= Do) | B(or,) > (4.20)
< @' (op,€) |UE =T(op,€) < (o, €) | (4.21)

(dann konnen also die Zustinde ®, ®' im allgemeinen nicht als Slaterdeterminanten angenommen
werden). Schiebt man die Projektoren | ®(o,€) >< ®'(0,¢) | anstatt (4.11) in die Gleichung (4.2)
ein, so wird die physikalische Bedeutung des Projektors erst im Grenzwert ¢ — 0 klar: Denn dann
gehen die in (4.20, 4.21) definierten Zusténde in die obigen Slaterdeterminanten iiber

| #(o,e=0)>=|®> ; <¥(0,e=0)|=<2'] (4.22)

und

i N o
T(o,e=0)=e #T2ia | (4.23)

und die Interpretation 1 —Projektor kann iibernommen werden. Die Gleichungen (4.22) haben

den entscheidenen Vorteil, daf§ die Eigenwertgleichungen fiir jedes ¢ angewandt werden konnen,

und man nicht erst auf Limes ¢ — 0 angewiesen ist. Ansonsten ergibt sich eine vollig analoge

Rechnung mit (4.20, 4.21) wie mit (4.5, 4.6).

Die Gleichungen (4.7) konnen unter statischen Verhéltnissen als Einteilchen-Schrédin-
gergleichungen fiir die Orbitale ausgedriickt werden:

(0 —he) l@i(0) >=0 , <o) | (i —hy) =0 ,i=1,...,N. (4.24)

Die effektive Wirkung fiir die statische Betrachtung 148t sich nach Ersetzung von
eM durch T ausdriicken als:

T N <X |®><®|x>
Serfl0,0,T] = = 2 T 7 —ihl 4.25
ff[O' ] 2 ;Ua'y zzzlnz L n < @/ | @ > ( )

Bei der Variationsableitung (4.15) vernachldssigt man den wegen i — 0 schwach
oszillierenden 3. Summanden aus (4.25) (vgl. Argumente aus Abschnitt 2.2). Man
hétte bei der Variation auch gravierende Probleme bekommen:

i) Die Eigenwertgleichungen (4.5, 4.6) stellen keine Gleichungen fiir die Gréfen
<X |L|®><L®|®>bzw. & <P | &> bereit sondern nur die
Eigenwertvariationen ‘;i

it) Da alle anderen Summanden in (4.25) linear in T sind, wiirde ein T-abhéingi-
ges Mean-Field zu erwarten sein, d.h. man wiirde fiir die Matrixelemente je-
des Zeitentwicklungsoperators e **T ein unterschiedliches Mean-Field erhal-
ten, und damit wiirde die T-Integration (4.1, 4.2) iiber alle Matrixelemente
ohne Ndherung undurchfiihrbar.
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i13) Auch wenn die Uberlapp-Terme nicht variiert werden, wird der zu berechnende

& &
stationdre Wert des Funktionals D = %% bei Variation in o natiirlich
auch verdndert.

Mit dieser Annahme bekommt die Gleichung (4.15) die Gestalt:

0=Toy — TZ:M‘ (4.26)

6Ust

Die Variationsableitungen der Eigenwerte 7; konnen aus (4.24) gewonnen werden:

<5ni Sh!

(SO'st (SO'st

)
! S 4.2
w%>+( MMJ%> 0 , (4.27)

und nach Multiplikation mit < ¢} | aus (4.24) folgt:

00 < (Pz | pi > .
<<p;|a1a5|<p-> <L | B><d]| @i >
— Y Oy LR S wll K
< ;| pi > < @il pi >

wobei auffallt, dafl fiir die Bestimmung des Sattelpunktes die Orbitalableitungen
von ;, ¢, nicht beitragen.
Insgesamt erhilt man die selbstkonsistenten, statischen Stationaritétsgleichungen

<pi(0) | B><0 | pi(5) >
"”‘2% <) i) > O (4.29)

mit der willkiirlichen Matrix ©. Das Mean-Field kann also v6llig unabhéngig von
der eigentlichen Wechselwirkung v gewihlt werden. Setzt man das stationédre Feld
wieder in den Hamiltonoperator A’ ein, bekommt man den Mean-Field-Operator:

<gilp><q|pi>
h:.} = a,a ay T L ©5,5098a5 (430)
Z 7( Y 2%6 <Q02|<Pz'> Bpéq™~ B 7)

_ t <gilp><q|gi> 7
= ;aaav(Kav"‘% <o o > (© @)amq) ’

mit (070)apyq = > ps @gﬂya@ﬂpéq-
Die Idee ist nun, die Matrix © so zu fixieren, da§ (©70) in (4.30) den TIMF-
Hamiltonoperator hf;,,» generiert, inklusive separablem Anteil. Somit kann man
die MF-Gleichungen aus (4.24) mit den homogenen TIMF-Gleichungen identifizie-
ren. Dabei besteht eine gewisse Willkiir iiber die Festlegung der Matrix ©. Die ent-
scheidene physikalische Groe ist das Produkt ©7@. Dieses besitzt die Dimension
einer Observablen (Potential). Also stellen wir die Forderung an das ’Versuchsfeld’
O:
!
Py = hoy (TIMF) . (4.31)
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Ohne © explizit anzugeben, kann dieses erreicht werden, indem z.B.

Wagys = (070)apys = Tagys + fapys (4.32)
1 N
= <aﬁ|v|75>+NZC]~<a|xj><x;|7><ﬁ|5>
j=1
mit n.
C:. =pg—2 4.33

gewéhlt wird, wobei 7, nj, m;, m}; mit den TIMF-GroBen frivr, < ¢} | ¢; >,
< Xj | pj > und < ¢} | x; > identifiziert werden. Zur Bestitigung, dafl (4.32) eine
geeignete Losung von (4.31) ist, sei hier angegeben:
i)
N / N !
<g;|p>< i > < ap; v P >
D3 sozlp, qle By = 3 soll e (4.34)
i=1 pq < ;| pi> o <eilei>

i)

§Z<so2|p,><q|soi>

i=1 pq < i | pi>
iv:zic_<§02|p><p|Q><Q|§0i>
ij=1 pq N’ < @i | s >

[ apyq —

<alx;><xjly>=

N

Y.Ci<alx;><x;lv> (4.35)

j=1
Die Mehrdeutigkeit bei der Wahl von © wird schon alleine dadurch bestétigt, daf3
die Wahl

~ N —

faprs = 3. Cj<alx; ><xj|lv><¢i[§><B|g;> (4.36)

=1

zum gleichen Mean-Field fiihrt, wenn man C; = % setzt.

An der Stationaritétsstelle ¢ kann nach der Festjlegung von © nun der Wert der
effektiven Wirkung (4.13, 4.25) berechnet werden:

i) Der erste Summand aus (4.25) ergibt

<P B><8|pi><¢l|s><t|pr>

~9 (4.29) T
E O, = g (@ @)s td
- i35 < @i | i > < @ | o > g
k,st
N 10
. < : i >
) g < Pk | v | orp (4.37)

i1 <@l ok >< ¢ [ i >

N _
<gilxi><xglei>q n
ik j=1 < ;| i > N m;m/;

_|_
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Im Fall diagonaler Uberlappmatrizen verschwindet im 2. Summanden eine der
drei Summen, und sdmtliche Orbitaliiberlappe und Indextrager kiirzen sich
bei Identifizierung der mj, m},n; mit (1.23, 1.24) weg. Somit bleibt nur die
triviale Summation }7;; 1 = N? {ibrig, und man erhélt:

N 1o
~ < PrPi | V| PrPi > _
Do =2 — @] o +N7j (4.38)
ay i1 <@l o >< i [ pi >
ii) Der zweite Summand von (4.25) kann wegen n; = ] "M¥ (1.21) unter einfachen

Umformungen ermittelt werden:

N N ,
< t >
S = NE-(N-1)Y "Dkl| | ox
=1 o <@k ler>
+<1_E> <@ | vl eeer >
wioL < @kl e >< g | o >

5 (4.39)

i17) Die Zusammenfassung von Termen aus (4.25) unter Benutzung von (4.38) und
(4.39) sowie der Gesamtenergie (siehe(4.2)) ergibt nach einiger Rechnung:

1 X <oy |v ;> N 1
E+iy Isom| |§017Q01 St v
205 <@k lor><viloi> 72

N !

< @it >

1-NME+(N-1)Yy A 17~
z-; < ;| i >

N—l N < oo v > 1

3 IQDkQOl | v | <P13<Pl 1

2 k,z:1<</7k|90k><901|s01> 2

N< ! t+g S 1

k=1 < 0 | o > 2

B <O |H|D> 1. N, _
_(1—N)<E— —F 5 >+—Nn_(1—3)n . (4.40)

2
Insgesamt kann jetzt der stationire Wert des Pfadintegrals (4.2) angegeben werden.
Der Ausdruck fiir die Mean-Field-Entwicklung um & bis zur 2. Ordnung lautet:

1
E—-H+ik
1 [o° i N :
__ dTer (M Z+ir)

5l e

<x'| | x >=

r<® () | x><x'12() >
< ®'(5)| ®(6) >

Agorr (4.41)

wobei die quadratischen Korrekturen im néchsten Abschnitt berechnet werden. Bei
Annahme Ay, &~ 1 (also der Argumentation um (2.45, 2.46) folgend) hitte man
das Ziel noch nicht erreicht, die gesamte TIMF-Theorie zu erzeugen. Die Orbitale
der Slaterdeterminanten ®; ®' erfiillen zwar die TIMF-Orbitalgleichungen, aber der
Wert des Funktionals nach T-Integration stimmt nicht mit (1.27, 1.44) iiberein. Es
wird gezeigt, dafl Ag,,» den erforderlichen Term ﬁ% im Exponenten von (4.41) liefert.
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4.3 Gaufische Niherung (1.Teil)

Fiir die Festlegung des Mean-Fields war allein der in € lineare kiinstlich eingefiihrte
Term verantwortlich. Im Falle der quadratischen Korrektur werden 2. Ableitungen
der effektiven Wirkung S.ss beziiglich 0 mitgenommen. Somit ist zu erwarten, dafl
der Q-Term aus (2.83) jetzt eine entscheidene Rolle spielt.

Hier ist man jetzt auf die Integration vor Grenzwertbildung ¢ — 0 angewiesen.
Der quadratische Korrekturterm von (4.41) ergibt analog zu (2.35, 2.55) ein Gauf}-
Integral iiber die zeitlichen Fluktuationen & um das statische Mean-Field &

§k =0 — o (442)
also: .
1 ﬁ Zk,k’ 3 %&f:;m &t
Akor‘r‘ - 15% m /ng € & =0 (443)
mit der in die neuen Koordinaten transformierten Wirkung
— o € -
Serslér,0:€l = 5 2(6 +&)°— (4.44)
k
o <O TIL (- jeKp— 166 +&)Op — &V 3QV3E) | 8 >
<P | D>

Dabei wurden nur die Zeitindizes k, k' angegeben. In dem Q-Term von (4.44) wurden
die durch Einsetzen von (4.42) und binomischer Formel entstehenden Terme 6% bzw.
&, vernachlissigt, weil & unabhéngig von € ist und &, offensichlich wie o von (’)(e_%)
ist. Somit kénnen sie im Vergleich zu £2-Termen ignoriert werden. Das Integral (4.43)
ist eines der wenigen Pfadintegrale, die exakt ausgefiihrt werden kénnen. Die formale
Berechnung kann mittels der Gauf-Identitit (2.10) (b = 0) vollzogen werden:

Die Pfadintegralnorm (2.76) ergibt deshalb

1 1 _ <de1i_([5kkf5g:£66)> ? _ (H 27Tih) . (4.45)

N e 2
N [ Doe> D Ty () ark e avk €

D=

Das Integral (4.43) erhilt mit der Abkiirzung

628
Ak, k) = 4.46
k)= Sedtn (1.46)
die Form
; "eas (K omih | ¥
Des o7 Dt Soss bor (W) Aupys (ka5 (k) _ [ ok 4T
/ e det A(k, k1)) (4.47)

wobei die Determinanten in (4.45, 4.47) iiber alle Orts- (inkl. Spin, Isospin) und
Zeitkoordinaten zu verstehen sind.
Insgesamt ist dann die Korrektur (4.43) gegeben durch:

det(l S )] . (4.48)
&,=0 J

€ 06,06

o=

Akorr = ll_I)% {
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Das niichste Ziel ist es also, die 2-fache Ableitung von (4.44) zu berechnen; damit
wire das Pfadintegral (4. 43) exakt gelost.

Bei den 2. Ableitungen 56 55, an der Stelle des Mean-Fields & machen wir die An-
nahme, dafl die Zustédnde ®, ®’ auf ihren MF-Werten ®;, ®% fixiert bleiben und mit
& nicht mitvariiert werden. Eigentlich miifite mit | ®(5 + &) >, < ®'(6 + &) |
gerechnet werden, aber da kleine Fluktuationen um das Mean-Field (wegen Gauf}-
Gewichtung in (4.44)) die grofiten Beitriige zur quadratischen Korrektur geben, ist
es eine akzeptable Ndherung, nur die Variationen des Operators zwischen diesen
Zustidnden in 2. Ordnung mitzunehmen. Mathematischer Hintergrund hierfiir ist,
daf so die Eigenwert-Gleichungen (4.5, 4.6) anwendbar bleiben.

Insgesamt kann man sagen, dafl die Ableitungen durch die notwendige Produkt-
darstellung in (4.44) optisch und rechnerisch duflerst 'unschén’ werden. Die erste
Ableitung von S,y lautet:

5‘§eff

7] €(Fmn + &mn (7)) (4.49)
) 1
<@ | T[( Il Pk)(——ezemﬁnapﬁé W %Imﬂna&a(j))(il;ll Pl @ >

. k=j+1
—1ih =

<<I>’|THkPk|<I>>

mit der Abkiirzung

. . 2
i i€ € 101
Pp=1—ceKp— ﬁ(‘f +&)Op — ﬁfkv29v2§k : (4.50)
also
TP =Use =U (4.51)
k
und L. N .
Topys = (Vzgvz)aw — gp:a VaoroQopruVisus - (4.52)
Die ldngliche 2. Ableitung ergibt:
, = €050mpOn 4.53
0&mn(5)0Epq(3) e ( )
ih(l — 5]'3)
<P |U|®>

{<<I>'|T[(k:1:[ilPk)( Z@paqbpab h221paqbfab )(k1;[+1Pk)

<— %%@mgmspga — meﬂmsfﬁa > ( H Pk)] | @ > }

L < | T Pkﬂmmq(’n P | @ >

55. k=j+1 k=1
78 <P |U|®>

h
+ Zh[(l — 5]'5) + 5js] X
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k—j+1
J X

- M ) N it
<O |T[( I P)(—% %@mﬂnépﬂé — %Imﬂnéfﬁé(]))(kljl Pyl | @ >
{ <P |U|P>

~ M . 5 s—1

<@ T[(k_HHPk)(—% Z;@paqbpab — ijlpaqb§ab(s))( I1P)]|®>
<P |U|®> }

Sehr viel kiirzer und kompakter wird Gleichung (4.53), wenn die Stationarititsstellen

& = 0 eingesetzt werden. Nach Sortierung in Faktoren d;; und (1 — §;;) bekommt
man:

. 1428 ,
iy - Sese|,_, =1 S 5
, M j—1
Z. o, <FICI PR (P 8>
—(5'3 { Fnan 2 — =
M PR O < U[®>
- Z ('-)mBnJ@paqb X
Bdab
, M j—1 , M s—1
<@ [( Il Ppgs(Il P)[@><®|( IT P)pas(IT P)|®>
k=j+1 k=1 k=s+1 k=1
<®|U|®> <P |U|P>
, “ M s—1 j—1
Z. <@ | 1T Poal T Ploss(Tl P)] | @ >
Fe(1 = 33) 3 OpatOmans | = = -
+ he( J)Z pagb Bnd <(I)’|U|(I)>

abBd
, M j—1 , M s—1

<®[( Il Ppgs(Il P)[@><® |( [T P)paus(IT1 P)|® >

_ k=j+1 k=1 k=st1 k=1 }
<P |U|®> <P |U|P>

wobei hier

Ple,o=P=1- %Kp . %5@;) (4.55)

definiert wurde. Somit ist der Zeit-Ordnungsoperator nur noch im 4. Summanden
von (4.54) erforderlich, da nicht bekannt ist, ob j < s bzw. s < j. Erweitert man
die jeweils ’links’ von den Feldoperatoren stehenden Seiten bzw. zwischen den Ope-
ratoren nach

ﬁ P= (lﬁp> (kf[lp—l) : 1:[1 P= (3‘[_113) (gp—1> ,  (4.56)

k=j+1 k=j+1

so konnen bei Durchfithrung des e-Grenzwerts (5 — t', s — t) die Operatoren aus
(4.54) folgendermafen interpretiert werden:

M j—1

( II P)e(IIP) — Un(t) (4.57)

k=j+1 k=1



o1

R M s—1 7j—1 .
T[( I P)e( II P)o(IIP)] — UT|p(t)e(t)] (4.58)
K=s+1 k=j+1 k=1
mit den Feldoperatoren in Heisenberg-Darstellung im Mean-Field-Fall:
pary ()]s = Us ()parUs(t)  baw.  Qapys(t)l,_5 = U (£)QapysUs(t)  (4.59)
mit* ' ‘ ‘
Uf(t)=etwlst | Us(t)=e 7Mst | U=e#mT | (4.60)
Somit kénnen in allen Nennern und Z#hlern die Eigenwertgleichungen (4.5, 4.6)

ausgenutzt werden und die Eigenwerte kiirzen sich weg. Gleichzeitig wird im d;;-
Term die Zeitordnung iiberfliissig und mit (4.59) gilt im Mean-Field-Fall:

<O |pt)|®>=<® |US(t)pUs(t) | ® >=<®' |p| D> . (4.61)
Geht man wieder in diskrete Darstellung zuriick, so erhélt man fiir Gleichung (4.54):

_ i 1 1 <P Qopru [ 2>
lim léjsampénq +bjse 3 v 5
<tI>’|p/35|<I>><(I>’|pab|‘1>>}

- ®mn®a
/3%, froBreadt ™ [ > <@ [ B >

<@ | Tlpa(5)pss(i)] | @ >

1
+£€(1 - 51’8) Z ®paqb@mﬂn5{

335 <P | P>

SVl [ 2> < ¥ lpale) 12>}

<P | P> <P | D>

. €1 1
= lim (674 + bjs—5 + (1 - 5js)eﬁ@D@T] (4.62)
mit den Abkiirzungen
S = Vi<Q>Vie O@<p><p>0T (4.63)
D = <pp>—<p><p> (4.64)

und
p(l) = (I:IP_l)p(I:[P) L l=s,7 . (4.65)

Dabei wurden im Hinblick auf eine {ibersichtliche Notation in (4.62) die Eigenwert-
gleichungen (4.5, 4.6) fiir den Operator U schon vorweggenommen.

Zur Interpretation der drei Summanden von (4.62) kann Folgendes gesagt werden:
Das Kronecker-Delta des 1. Summanden sorgt bei Vernachlédssigung der anderen
beiden Terme fiir den in (2.46) beschriebenen Fall: In erster Ndherung wird die
Pfadintegralnorm A genau durch die Gauf3-Integration weggekiirzt; d.h. Ao ~ 1.
Im 2. Summanden taucht der angekiindigte (2-Term auf. Er ist eine direkte Folge

4U™ bedeutet also nicht hemitisch adjungierter Operator zu U, da h' nicht hermitisch ist!
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aus der ’kiinstlichen’ Konstruktion des Pfadintegrals (2.83) unter Einfiihrung von
©. In ihm wird zum ersten Mal durch die Anwesenheit von v Einflufy durch die
eigentliche Wechselwirkung genommen. Dieser Term kann weiter unten in natiirli-
cher Weise zum stationdren Wert des Funktionals (4.41) zugeschlagen werden. Der
3. Summand beschreibt Dichtekorrelationen, die mit dem Versuchsfeld © gewichtet
sind, und wird auf RPA-Korrekturen zum Mean-Field fiihren.

Die Weiterverarbeitung der Ergebnisse von (4.62) in (4.48) ergibt unter Einbezie-
hung der Matrixidentitét (2.58) und Reihenentwicklung des Logarithmus® um die
Einheitsmatrix (2.59) die Form:

1Trin(1+ i esS+e(1-8) i©DOT)

Aporr = lime™2
e—0
lim e3 onet = LT(—e33S—e(1-8) ;0DOT)" (4.66)
e—0 ’ ’

Analog zur Argumentation um die Gleichung (2.81) werden die Potenzen von €S
im Limes € — 0 nur fiir n = 1 ’iiberleben’, da die zeitlichen Delta-Funktionen §;,
die Zeit-Summationen in Matrixprodukten von (edS) unterdriicken, soda8 nur die
zeitliche Spurbildung in (4.66) bleibt. Somit ist die e-Potenz fiir n > 2 grofler als die
Anzahl der Zeit-Summationen, und damit verschwinden die betroffenen Terme im
Grenzwert € — 0. Die gleiche Uberlegung gilt fiir den e§©DOT-Term.

Insgesamt kann der Exponent von (4.66) also umgeschrieben werden als:

—%T‘r(e(SS) + ;—hTr(ecS@D@T) + %n; %Tr( - e%@D@T)” . (4.67)
Wir konzentrieren uns im Folgenden nur auf den Beitrag des ersten Summanden von
(4.67); die restlichen Terme werden im néchsten Abschnitt behandelt. Die Spurbil-
dung beinhaltet Orts- und Zeitkoordinaten.
Der Zeitanteil kann fiir den €)S-Term unter Grenzwertbildung sofort ausgefiihrt wer-
den: Da S nach (4.62) von allen Zeitindizes unabhingig ist, ergibt die Zeitsummation
mit lim, o>, 1 =T":

A.SfTerm — ef%trS , (468)

korr
wobei tr jetzt nur noch die Spur im Hilbert-Raum beinhaltet. Aus (4.62) kénnen
mittels Wick-Theorem fiir zeitunabhingige Operatoren die Erwartungswertbildun-
gen analog zu (3.12) vorgenommen werden:

1 1
D < >opap VnonoUipug — O OmpnsOpagp < P >p5< P >ap= (4.69)
Appo Bdab

1 1 —_—
} : i T T T 3 2 } : T T, =
(a/)\au AoQp — A)Qp aaau)vﬁzo‘npvfpuq — @mﬁn(;@paqbaﬂag AaQp = Fpmqn y
Appo Bdab

so daf fiir die Spur gilt:
trE pmgn = Z Fopgq =
pq

Yo <o lv|pp> ala, aba, — > (@TG)aﬂbJCL}:}CLJ abay . (4.70)
Aupo Bdab
5Mit der Annahme, daf} die letzten beiden Summanden klein im Vergleich zum ersten sind, gibt
die Reihenentwicklung mit Konvergenzradius 1 Sinn.
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Fiir die Wahl (4.32) fiir das Versuchsfeld ©T0 gilt dann weiter:

tr Fymgn = (4.71)

> [<)\a|v|,up>—<)\a|v|up>—f,\a,,p]a§a,,a:§ap:—Nﬁ,
Aupo

und damit wird der Beitrag (4.68) der quadratischen Korrektur® zu:

Ap-Term — ezNAT (4.72)

korr

Insgesamt sind wir dadurch jetzt in der Lage, die TIMF-Amplitude als stationdren
Wert des Funktionals anzugeben, denn (4.41) wird mit Ay Te™:

korr

1
E—H+ ik

<P |x><x|®>
<P | D>

|

<X x> = —1/ dTer (1)
hJo

<P |x><x|P>
n<®|®>

, (4.73)

was offensichtlich (1.27, 1.44) entspricht; und die Orbitale von ®,®’ erfiillen nach
(4.24) und (4.31) die erforderlichen TIMF-Gleichungen. Der S-Term in der quadrati-
schen Korrektur bringt den bendtigten Phasen-Faktor; die MF-Entwicklung bis zur
2. Ordnung um ¢ erzeugt den gewiinschten Funktionalwert.

4.4 Gauflsche Niherung (2.Teil)

In diesem Abschnitt werden die ab Gleichung (4.67) vernachléssigten Terme bearbei-
tet. Das Problem der weiteren Rechnung liegt in der Auswertung der Spur iiber das
n-fache Matrixprodukt. Die Losung hierfiir ist die Diagonalisierung der betroffenen
Matrizen (Eigenwertproblem) und die Bestimmung der Zeit-Spur im Frequenzraum.
Zunichst wird fiir den 3. Summanden aus (4.67) die Invarianz der Spur unter zyk-
lischer Vertauschung der Operatoren ausgenutzt. Mit

> Ompns Dsass (4, 5)Opagy = (ODOT ) g (4.74)
abBé

folgt fiir dessen n-te Potenz unter einmaliger zyklischer Vertauschung der Matrizen
(epe’)" = epe’repe’...eDe’
S——— S——

n—mal

= DOTeDOTO...DOTO = (DOTO)" = (DW)".  (4.75)
S—_— — S——

In einem zweiten Schritt kann mit dem Wick-Theorem fiir zeitabhéngige Operatoren
der Dichtekorrelationsterm (4.64) umgeschrieben werden:

< @ | Tlaj(5)as(j)al(s)as(s)] | @ >

<P | P>
6Die Wahl von ©T0® = 7 + f bringt das gleiche Ergebnis.

Dﬂaéb(j) S) =
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<@ | a(f)as(j) | ® > < &' | af(s)an(s) | & >

<P P> <P | D>
<@ | Tlaf()as(s)] | @ > < & | Tlas(j)al(s)] | & > (476)
<P | D> <P [P > '

Im Gegensatz zu (3.2) werden Kontraktionen von zwei Operatoren jetzt iiber die Differenz von
ihrem T-Produkt und dem Normal-Produkt definiert. Fiir beliebige Erzeuger oder Vernichter ¢; (¢1);
¢a(t2) heifit das also:

Cl(tl)CQ(tQ) = T[Cl(tl)CQ(tz)]— : Cl(tl)CQ(tQ) : . (477)

Eine direkte Folgerung hieraus ist, dafi Kontraktionen von Erzeugern (bzw. Vernichtern) unterein-
ander verschwinden und Kontraktionen, in denen jeweils ein Erzeuger und Vernichter auftauchen,
ausgedriickt werden kénnen als:

ao(t1)al(tz) = O(ts — t2) < a(tr) | B(t2) >= —af(t2)aa(t) t1 #t2 . (4.78)

Somit hingen die Kontraktionen von der jeweiligen Zeitentwicklung der Operatoren (bzw. der
assoziierten Zustéinde) ab. Fiir den Fall zeitgleicher Operatoren ¢; = t; wird das T-Produkt durch
die gegebene Reihenfolge bestimmt.

Dabei wurde in (4.76) investiert, dafl mittels kanonischer Transformation erreicht
werden kann, dafl die Erwartungswerte der Normalprodukte zwischen ihren neuen
Vakua ®,®' verschwinden und somit fiir die Kontraktionen keinen Beitrag geben:

1| LLT Nag(s —_—
<P T<[ é(f]|)<p (>)] @ > ah()an(s) (4.79)

" as(7)al (s YETAY
<® | T<[ (I)(Ij|)£(>)] [ &> _ as(j)al(s) (4.80)

und
< @ | Tlaj(j)as(j)ak(s)as(s)] | @ > _
<P P>
ab(j)as(s) as(s)ak(s) + af(j)as(s) ak(s)as(s) , (4.81)

was genau (4.76) beweist.
Insgesamt kann dann der Term ©@ DOT unter der Spur umgeschrieben werden als:

ij Wamimah (7)as(s) as(j)ak(s) . (4.82)

Zur Auswertung der Kontraktionen [19] geht man jetzt in die Biorthogonalbasis
Seite 10, d.h. die schon bestimmten N Lochorbitale (4.24) ergénzt man durch den
Teilchenraum iiber weitere Eigenfunktionen von hj%. Durch Gebrauch von (4.78)
und der Zeitabhéngigkeit der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (4.59) unter
Mean-Field-Bedingungen erhilt man explizit:



a;(tl)ab(tz) as(t1)al (t2) beide Orb. aus
t1 >ty 0 , < @ | o > Ssaewtrmt2)Ins Teilchenraum
<y | g > dgpenlt2t1)ms 0 Lochraum
ta >t | — < | pp > dppe wlt2Tt)ns 0 , Teilchenraum
0 — < @ | po > dse w1 t2)5 || Lochraum

95

Das Produkt der beiden Kontraktionen aus (4.82) kann deshalb kompakt ausge-
driickt werden:

“Ii(tl)ab(tz) as(t)ak(ts) = 5ﬂb55a67%(""7"")(t17t2)

X [9(751 — ta)ngp(1 — nsa) + 6(t2 — t1)nsa(l — nﬂb)] (4.83)

mit der Stufenfunktion # und den Matrixelementen des Projektors auf den Lochraum
7 und den Teilchenraum (1 — 7):

N ! !
_ N S9iles><ey | pi>
- ,; <¢ilpi> 484
Wenn” man versucht, den 3. Term von (4.67)
1 €1
—iTr(ln(l + EDW)) (4.86)

auszurechnen, so stellt man fest, dafl die Zeitspur nicht direkt ausgewertet werden
kann, weil das Argument des Logarithmus nicht diagonal in der Zeit ist. Nach (4.83)
ist der gesamte Ausdruck unter der Spur aber nur von der Differenz 7 = t; — t,
abhéngig. Deshalb bietet es sich an, die Spurbildung im Fourierraum durchzufiihren.
Fouriertransformation von (4.83) beziiglich der Variablen 7 fiihrt auf:

Dgagb(w) = L dTeiWTDBagb(T) =

1- a a 1- 5 5 a\ltad —
0pb0sa l gl 6)1 _ Ml nﬂb)1 = i (1os = 150) . (4.87)
W= —m)5 @ (a—m)% (1 —m) —w
Aus Bequemlichkeit kann man nun
D(w
Qw) := 751 ) (4.88)

definieren, so daf in (4.86) fiir die zeitliche Spur-Summe geschrieben werden kann
([4] S. 146-150):
1T

~52n /o:o dwtrin(l — Q(w)W)

"In der weiteren Rechnung wird 0.B.d.A. davon ausgegangen, dafl unsere Biorthogonalbasis
normiert ist:

(4.89)

) !
<oh | pa>=1 Vo (4.85)
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Hierbei wurde der lineare Charakter der Fouriertransformation beziiglich Spur und
Logarithmusreihe ausgenutzt. Als Ergebnis wurde also die Zeitspurbildung auf das
vorerst reell definierte Frequenz-Integral abgewélzt.

Zur Berechnung des Integrals bedienen wir uns der Funktionentheorie: Wir fassen
nun w als eine in die komplexe Ebene fortgesetzte Variable auf; der Integrand von
(4.89) wird dann eine analytisch fortgesetzte Funktion. Da fiir Q(w) das Konver—
genzverhalten fiir |w| — oo mit 1 feststeht, fillt der Logarithmus schneller als L.
Damit ist es moglich, den reellen Integratmnsweg in der oberen (oder unteren) He-
misphére im ’Unendlichen’ zu schlieen. Das dadurch entstehende Integral besitzt
den gleichen Wert wie (4.89), kann aber mittels Residuensatz berechnet werden.

R

Rew

NI

Wegen des geschlossenen Integrationsweges kann mit Hilfe einer partiellen Integra-
tion im Komplexen der Logarithmus-Term eliminiert werden ([3] S. 540):

ﬁ )dw 1 tr(ln(l - QW)) = wtrln(1 — QW)‘ ~f )dww (tri In(1— QW)) ,

dw
(4.90)

wobei der ausintegrierte Term offensichtlich verschwindet. Wenn man analog zu [3]
eine Matrix L mit der Eigenschaft

1— Q)W = —Q(w) L (w) (4.91)

einfiihrt, dann ergibt elementare Matrizenrechnung:

LHNw)=-Q '(w)+ W bzw. L(w)=-Qw)+ Qw)WL(w) . (4.92)
Hiermit kann die Logarithmus-Ableitung aus (4.90) ausgedriickt werden:
d dQ dL‘1
— In(1 — ! 4,
L -qwy=@ 1S9 (4.93)
und die Spurbildung der einzelnen Terme kann vorgenommen werden.
Durch Ableiten von (4.88) erhilt man:
d 1 Ngs — N
<@Q> = 7 0p0sa AL (4.94)
Bash (00 —m) —w)

Da die diagonalen Matrixelemente von D bzw. @) verschwinden, wenn (a,b) bzw.
(0, B) keine Teilchen-Loch-Konfigurationen beschreiben, reicht es, sich bei der Spur-
bildung auf Teilchen-Loch-Elemente zu beschrinken, d.h. mit

5055[3;,(71(15 — ’I’Lﬂb) € {1; —1} (495)
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wird die Matrix @) invertierbar:

(na - nb) —w

na — Nmb

1
. = hdmbéna g

manb

(4.96)

Der erste Summand von (4.93) kann jetzt berechnet und die in (4.90) geforderte
Spurbildung durchgefiihrt werden?:

ph Np — Mh) — W %(np_nh)'ﬂ")

Unter Ausnutzung von (4.92) bzw. (4.96) gilt mit (4.95):

dL Y (w) dQ(w) dQ!
- _ ) = — ) 4.
o dw und dw - hémbéna(nmb nna) ( 98)
Die diagonale Matrix % hat die Blockgestalt Ohfoh , da ngp — N, = 1 fiir

m, b €ELochraum und n, a uéTeilchenraum, bzw. -1 fiir die vertauschten Rollen. Auf-
grund von (4.92) hat L die Gestalt:

1 Nas — Ngb 1 Nmé — Ngn
L adb — —=0 b56a + = J n(SJm kan'Lka ib
’ B Ly — ) — w hm%j i s —mg) —w
1 ng —ng
= — 06060 — D WikgjLiajb 4.99
T — ) — o Olie = 2 Wi L) %9

mit n; = n;. Wegen des Auftretens des Teilchen-Loch-Projektors konnen die beiden
zu betrachtenden Fille (3 = h und § = p bzw. § = h und 8 = p) separat angege-
ben werden. Zusitzlich wird die Summe (k, j) in Summen iiber (p',h') und (h',p’)
aufgespalten:

1
thapb - l( _ _ (5hb5pa - Z th’hp’Lh’ap’b - Z pr’hh’Lp’ah’b) (4100)
7 \Ulp 77h) w h'p' p'h
bzw.
1
thahb = 7 (5pb5ha - Z Whh’pp’ Lh’ap’b_ Z Whp’ph’ Lp’ah’b) . (4101)
ﬁ(nh - np) —w h'p' !
p p

Die Pole von L(w) liegen nach [20] genau bei den Frequenzen w,, die Eigenwerte
der Matrix-Gleichung sind, die durch Streichen der inhomogenen Anteile von (4.100,
4.101) entsteht. Umbenennung von Ly, in X,p bzw. Lpeps in Y, ergibt dann die
Eigenwertgleichung fiir die Bestimmung der Singularitdten von L:

(np — nh)X;Zh + Z th’hp’X;)l’h’ + Z pr’hh’l/;’lh’ = hwan:’h (4102)

hlpl pl hl

8Im Folgenden werden mit p Teilchen- und mit A Lochorbitale bezeichnet!
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und

(np - nh)YprIZz + Z Whh’pp’X;'h' + Z Whp’ph’Y;'lh' = _hwanrlzl ) (4103)

hlpl pl hl

wobei der Index n die Eigenwerte inkl. Eigenfunktionen durchnumeriert. Eine Um-
schreibung auf eine Matrixgestalt bringt dann:

(é g><§:>:hwn<§n> (4.104)

mit den Blockmatrizen®

App’hh’ = 5pp’5hh’ (np - nh) + th’hp’ — 5pp’5hh’(77p - nh)+ < @;%0;11 | v | PrPp! >

(4.105)
Bpp’hh’ = pr’hh’ =< (p;(p;, | v | ©OrPn! > (4106)
Coprint = Whipy =< ©h0m | v | oppp > (4.107)
Dpp’hh’ - 5pp’5hh’(np - nh) + Whp’ph’ = 5pp’5hh’ (np - nh)+ < @;190;7’ | v | PpPh! > .
(4.108)

Dabei wurde beim Einsetzen von W (4.32) ausgenutzt, dal der separable Anteil
wegen < @ | on >=< ¢} | ¢, >= 0 in der ausgewéhlten Biorthonormalbasis
verschwindet:

fpp’hh’ = fhp’ph’ = fph’hp’ == fhh’pp’ — 0 . (4.109)
Wie bei [8] erfiillen die Blockmatrizen die Relationen
Applhhl == Dplph’h 9 Bpp’hh’ - Bp’ph’h 9 Cpp’hh’ - Cp’ph’h . (4.110)

Aufgrund dieser Symmetrie 148t sich zeigen [8], dal die Eigenwerte paarweise mit
(wn, —wyp) auftreten, d.h. es gibt Vektoren mit:

(Y™ X7 ( 4 ) — B(—wn) (Y™ —X") (4.111)

Trotz der Nichthermitizitdt von AB) existiert zu jedem (Xn) ein Vektor (g:), der

cD yn
genau die adjungierten Eigenschaften besitzt:
(U’V)<C D)-hwn(U,—V) (4.112)

. () (0w )

Die Rechts- und Links-Eigenvektoren sind hier schon biorthogonalisiert, denn aus
e (4 B) () = satemr vy
= hw, (UT™X"-V™Y") , (4.114)

Die Indexfolge ist im Vergleich zu (1.55-1.58) veréndert, da dort die Matrix-Index-Reihenfolge
aus [8] iibernommen wurde.
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folgt bei Nichtentartung der Eigenwerte:

m m Xn m n m n [
o™, -vm) ( yn ) => (UpXp —VRYp)=0 firm#n . (4.115)
ph

Fiir die Normen legt man fest [20]:

X ) _ { +1 fiir Eigenwerte Imw,, > 0 (4.116)

o™ =vm) ( ym —1 fiir Eigenwerte Imw,, <0

Y\Yyn
trachteten Teilchen-Loch-Raum voraus, so 148t sich die Matrix L (4.99) in ihrer
Entwicklung nach diesen Eigenfunktionen angeben!®:

Setzt man die Vollstindigkeit der Biorthonormalbasis (U™; V") (Xn) fiir den be-

Lﬁa,;b(w) = (4117)
1 1 XV 1 1 X
- UV,VI/ = UV,VV
h Z+wy—w<Y”>( V) h Zw,,—w(Y”)( V)
wy €H wy€H

wobei die Indizes a,b in X”,Y” und (3,6 in U”, V" versteckt sind.
Der gesamte 2. Summand aus (4.93) ergibt unter Zusammenfassung der Ergebnisse
(4.98, 4.117):

dL! 1 0
L~ = AL ( S ) (4.118)
1 XV ) 1 XV
- - Dy ¥ () e
wugﬁ Wy — W ( Y wugi Wy — W Y
und damit unter Gebrauch von (4.116):
dL! 1 1

trL = — — 4.119
g dw w,,%ﬁw”_w wueszl,—w ( )

Fiir das gewiinschte Integral (4.89) ergibt sich dann mit (4.97, 4.119) mittels Resi-
duensatz das vorldufige Endergebnis:

T
e dwtrln(l — QW) =
T ) 1 1
=2l X zmm) = X zmmm) = X w | =
4m psh p,h wyEH*
Im(np—np)>0 Im(np—np)<0
1T
) Yp—m)—h Y w] . (4.120)
p,h wyEHT

10Das Problem des Auftretens von Nullmoden (w, = 0) wird mit Hinweis auf [3] (S. 313-317)
ignoriert.
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Die Eigenfrequenzen w, werden nun wegen der geschwéchten Symmetrie im Ver-
gleich zur 'normalen’ RPA-Matrix i.a. nicht reell sein. Um auch Pole auf der reellen
Achse zu beriicksichtigen, wird bei der obigen Anwendung des Residuensatzes ver-
einbart, daf fiir w > 0 Pole eingeschlossen und fiir w < 0 ausgeschlossen werden. Der
Integrationsweg wird also folgendermaflen fiir assoziierte reelle Pole ’deformiert’:

Imw

A

Wy

= v Rew

Wegen der Symmetrie der Eigenwerte w, und von (4.97) unter Austausch von
w — —w erkennt man, dafl dem Integral der gleiche Wert zugeschrieben worden
wéare, wenn der Integrationsweg in der unteren Halbebene geschlossen worden wére.
Denn hier hitte der Residuensatz —2m: geliefert, aber die Residuen hitten genau
die entgegengesetzten Vorzeichen.

Die Anwendung des Residuensatzes erzwingt hier die Aufteilung der Frequenzen in
Imw, < 0 bzw. Imw, > 0 fiir die Berechnung von Trw = Y1, - w, (vgl. [8]). Nach
[3] ist durch ’Fouriertransformation iiber die imaginire Achse’ auch eine Aufteilung
in Rew < 0, Rew > 0 moglich.

Anschliefilend wird nun die Berechnung des 2. Summanden aus (4.67) angegeben.
Analog zur Auswertung von Tr(edS) kommt man wegen § auf zeitunabhiingige Ope-
ratoren, was die Zeitspur trivial macht:

<@ |alay | ®><d |azal | ®>
<P | P> <P | P>

1 1i
5ﬁTr(aSDW) = —_Ttr (Z Wingns

2h 5

(4.121)

Durch Ausnutzung der Projektoreigenschaften der ®', ®-Erwartungswerte auf Loch-
und Teilchenraum der Biorthonormalbasis erhilt man:

1 .
—iTr(e(SDW) = ;_ETZ Wonhp =
ph

0

2h 2h

TY <@penlvlionpy> ,  (4122)
ph

wobei auch hier der separable Anteil von W verschwindet.

Unter Zusammenfassung von (4.122) mit dem Ergebnis (4.120) kann die RPA-En-

ergiekorrektur angegeben werden'!:

1

0 R
ABFPA =2 % w = 53 (o —mt < Gl [ v onpy > ) = 5 trw — Strd.
(4.123)

wyeHT ph
Dabei steht A fiir die Blockmatrix oben links in den RPA-Gleichungen (4.104).
Der auf harmonischen Oszillationen um das Mean-Field beruhende Energieshift be-
sitzt somit die typischen Strukturen der hermitischen RPA; weiter unten wird das

Ytr wird hier nur als Summe iiber Teilchen-Loch-Konfigurationen aufgefaft!
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Ergebnis mit [8] verglichen.
Beriicksichtigung aller gewonnen Korrekturterme (4.67) ergibt statt (4.73) fiir die
Resolvente:

/| 1 <P |x><x|P>

e |x>= 4.124
E—#Hiin X7T <% (6> () - ABFPA) (4.124)

<X

Im Unterschied zu [8] beschreibt (4.124) eine Korrektur der Greenschen-Funktion D
als Funktion einer verinderten Energie E' = E — AERP4 bei insgesamt unverdnder-
ten Mean-Field-Gleichungen fiir die Bestimmung von ®;®' beziiglich E. Hierbei
wurde vorausgesetzt, dafl 7 = (E) = E— < H > bei der Definition von h' (1.43)
eingefiihrt wurde.

Die Pole der Greenschen-Funktion nach (4.124) liegen dann bei den Energien:

EPol :<H > —|—AERPA:

N N
1

_El<§0;|t|§0i>+§.§ 1<<p;<p;-|v|<pi<pj>+AERPA:

i= i\j=

E"F L AERPA | (4.125)

Das Vorgehen bei Anwendung der Theorie ist durch folgende Schritte gekennzeich-
net:

i) Der Lochraum wird durch die Vorgabe der diagonalisierten Uberlappmatri-
zen m;, m;,n; in h' festgelegt. Die Lochorbitale ¢;, %, i = 1,..., N koénnen
durch Diagonalisierung von h' mit der Selbstenergie n; = E— < H > +¢;
selbstkonsistent berechnet werden.

it) Der Einteilchen-Hamiltonoperator A’ wird nur durch die Lochorbitale bestimmt.
Man ergénzt den Lochraum durch Teilchenorbitale ¢,,, ¢l,, m = N+1,... aus
Eigenzustanden von h’, die aber i.a. nicht mehr die Beziehung n,,—¢,, = E— <
‘H > erfiillen, zu einer vollstindigen Biorthonormalbasis. Aufgrund der Annah-
me (4.9): < ¢! | xi >~ 0, < X} | pm >= 0, miifite eigentlich konsistenterweise
wegen des Verschwindens des separablen Terms aus A’ fiir die Teilchenorbitale
gelten, daf sie nahe den HF-Eigenzustédnde liegen:

(M —h) | pm >=0 , < (p;n | (Mm —h) =0 (4.126)
und mit der Definition (1.21) also: 9, & €.

i17) Mit den so bestimmten Loch- und Teilchenorbitalen kann die RPA-Gleichung
(4.104) gelost werden und somit konnen die Matrixelemente der Resolvente
mittels (4.124) ausgerechnet werden.

Vergleich der IRPA-Gleichungen (1.53, 1.54) [8] mit den in (4.104-4.108) gefunde-
nen Beziehungen zeigt, dafl simtliche vom separablen Anteil von H' hervorgerufenen
Terme hier nicht auftreten. Grund hierfiir ist, daf3 die IRPA auf dem Vielteilchenope-
rator H' aufbaut, wihrend die in diesem Abschnitt durchgefiihrte Rechnung auf dem
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Hamiltonoperator h' basiert, welcher a priori ein Einteilchenoperator ist. 2-Teilchen-
2-Loch-Elemente des ’separablen Anteils’ der RPA verschwinden also automatisch
unabhéngig von der mit Willkiir belegten ’separablen’ Matrix aufgrund der erfor-
derlichen direkten Teilcheniiberlappe der Biorthonormalbasis in f bzw. f .

Es lohnt sich aber herauszustellen, dafl die Lemm-RPA-Matrix unter der Annahme
(4.9) in die Matrix (4.104) iibergeht. Somit ist die in (4.9) eingefiihrte Bedingung
zumindest konsistent mit dem Endergebnis im Vergleich zu Lemm.

Bei [8] wird eine Energie-Korrektur AFE zu fester Amplitude D erhalten. Aufgrund
der durchzufiihrenden Inversion der E = E(D)-Beziehung muf} somit D solange ver-
schoben werden (und damit auch die MF-Gleichungen wegen h'(D)), bis die RPA-
korrigierte Energie Ezps = E + AFEEPA erhalten wird. Der Ubergang zu einer
solchen inversen Beziehung fiir den in diesem Kapitel vorgestellten Zugang kann
geschaffen werden, wenn in (4.30, 4.32) nicht ' = h/(F), sondern h' = h'(D) mit
der exakten Amplitude D fixiert wird. Mit

1 detadeta’ & n;
W =h+— L ; g 4.12
D detp 2 mm X< (4.127)
also 1 det ovdet o
et adet o
n=n(D)= ——— —— — 4.128

werden die Mean-Field-Gleichungen jetzt in D parametrisiert (®'(D), ®(D)). Statt
der Gleichung (4.124) erhilt man mit (4.38, 4.71) dann eine in D implizite Gleichung,
in der die Energie E so gewdhlt werden muf}, daf3 die Bedingung:

D— det a(D) det o/ (D)
det BD)[E + NA(D) + 15 < ¢ | U @& > — :m(D) — AEFPA(D)]
(4.129)
erfiillt ist. Wegen (4.127, 4.128) gilt n;(D) = €;(D) + 7(D) und hiermit folgt, daf
Teile des Nenners zusammengefafit werden konnen:

<P |H|P>
<P | P>

, (4.130)

1
Na(D) = > m(D) + 53 <¢p | U [¢x >= -
7 k D

und damit ist die Losung von (4.129) offensichtlich (ohne RPA-Anteil):

<P |H|P> <O |H|P>
E = Ermyr = mi(D) — (D =7
rivr = 1i(D) — &(D) + <[> |, (D) <[>
(4.131)
bzw. unter Beriicksichtigung von AERPA(D) in (4.129)
E = Egpa = Eryr + AERPA (4.132)

was bis auf die unterschiedlichen RPA-Energien dem Ergebnis von Lemm entspricht.
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Kapitel 5

2. Herleitung der TIMF aus
Pfadintegraldarstellung:
inhomogene Version

Nachdem im 4. Kapitel vorgestellt wurde, wie die TIMF-Theorie mittels Eigenwert-
beziehungen und maximaler Ausnutzung der Flexibilitat der Pfadintegraldarstellung
hergeleitet werden kann, wird hier eine ’bodenstdndigere’ Methode mit gleichem Ziel
angegeben. An das Pfadintegral wird jetzt 'nur’ die Forderung gestellt, daf es eine
antisymmetrische Theorie generiert — also Hartree-Fock - statt Hartree-Potential er-
zeugt.

Die Strategie bei der Herleitung ist die Abbildung der Vielteilchenresolvente auf Ein-
teilchenpropagatoren unter Einfiihrung von Hilfsintegralen. Auf diesem Niveau wer-
den iiber Einteilchen-Inversionsgleichungen die Variationszustinde ®,®’ eingefiihrt
und danach sdmtliche Hilfs-, Zeit- und Pfadintegrale durch SPA gen&hert.

5.1 Abbildung der Vielteilchenresolvente auf ein
Produkt von Einteilchenoperatoren

Wir beginnen wieder mit der Darstellung der Resolvente iiber die Gleichung (4.1).
Fiir die Pfadintegraldefinition nehmen wir aus ’optischen’ Griinden die Version
(2.12) mittels Gauf-Trick. Hierbei ignorieren wir allerdings die in Abschnitt 2.2
erlduterten Probleme mit der Selbstwechselwirkung und dem Hartree-Potential mit
der Begriindung, daf} die Potentialzerlegung (2.63) — falls anwendbar — Abhilfe schaf-
fen wird. Falls nicht, bringt die Darstellung (2.83) mit der optimalen Wahl von
OTe=vHF das gewiinschte Ergebnis. Sie ist vollig problemlos auf die unten angege-
bene Rechnung iibertragbar, bringt aber lastige Schreibarbeit mit sich.

Da wir sowieso nur an statischen Mean-Field-Potentialen interessiert sind, schrinken
wir die Summe {iber alle moglichen Pfade auf die statischen Wege 0° # o°(t) ein.
Aus (2.12, 2.20) erhilt man dann

Xy (5.1)
XN E - H s X7 ‘
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_% /Ooo dTeé‘(Eer)T/A%e#TZQM T2 VnpysThs <y - iheT >
mit dem zeitunabh&nigigen Hamiltonoperator
h=h"" =3 (Ko +02,)ala, (5.2)
ary

(0° hat also Potentialdimension) und der erforderlichen neuen Normierung des In-
1oy 27

tegrals
— DUOQ#TJOU_IO'O —
/ det(Tv-1)

Wie gewohnt gehen wir wieder von x,x’ als N-Teilchen-Slaterdeterminanten aus.
Da h ein (symmetrischer) Einteilchenoperator in 2. Quantisierung ist, kann zwischen
diesen Zustdnden in die Orbitalschreibweise h; gewechselt werden; dabei deutet der
Index i jetzt an, dafl h nur auf das i-te Teilchen wirkt. Im N-Teilchenraum kann
somit formuliert werden:

N
h—> h; mit h=1®... ® ...Q1 und h=t+0° (5.4)

i=1 A

i-te Stelle
also

3 T N 7

e whT 7 ki = [[e #"" wegen [hi;h;]=0 . (5.5)
i=1

Unter Einfiihrung der schon in (1.1) erwiihnten Operatoridentitit®

—iuT

i o e h i .
— A na—— U LTl 5.6
27 /—oo ww —h+ik er (T) (5.6)

fiir jeden der Faktoren von (5.5) und der Benutzung von 6(T)N = 6(T') erhiilt man
fiir die Vielteilchenresolvente

1
E—H+ ik

B (I (i 5

X<X|H h—i—mz

!Der Beweis hlerfur gehngt mit dem Residuensatz: h wird dabei wegen der vorerst definiti-
onsgemif reellen Felder o° als hermitisch angenommen und hat somit reelle Eigenwerte. Erst
in der Selbstkonsistenzbedingung der Mean-Field-Ndherung wird ein moglicherweise nichthermi-
tisches h erhalten und der w-Integrationsweg ins Komplexe gezogen. Nach (5.6) liegen die 'Pole’

w — 0o
Imw>0

<X

|

| x >=

| x> (5.7)

unterhalb der reellen Achse, fir T < 0 gilt |e=#“7| 0. Wird der Integrationsweg in der
oberen komplexen Halbebene geschlossen, so liegen keine Pole innerhalb des Weges; also gibt das
Integral keinen Beitrag. Fiir 7' > 0 muf} das Integral in der unteren Hemisphire geschlossen wer-

w— 0o

den (e~ #«T| "225° (). Jetzt wird der ’Operatorpol’ im Uhrzeigersinn umlaufen; der Residuensatz
liefert —27i mit dem Residuum e~ # (A~ “)T was (5.6) beweist. Den klassischen Sinn bekommt die
Gleichung (5.6), wenn mit Eigenzustinden von h gearbeitet wird, und so der Operator durch seine
Eigenwerte als Zahlen ersetzt werden kann.



65

mit der zusammengefafiten infinitisimalen Grofle

N

K=k—Y k>0, (5.8)
i=1

welche 0.B.d.A. immer noch positives Vorzeichen besitzen soll, um die Konvergenz

der T-Integration von (5.7) zu gewahrleisten.

Auf Kosten der N Energie-Integrale ist es gelungen, die N-Teilchenresolvente exakt

mit Einteilchenresolventen zu identifizieren. (5.7) kann als Summe {iber alle Ein-

teilchenpropagatoren mit allen moglichen Energien und Hamiltonoperator h (Gaufl-

Gewichtung fiir 0° und lineare Gewichtung fiir w;) angesehen werden. Erst in der

MF-N&herung wird ein h%" und ein &; ausgewihlt, welche die HF-Pole der Vielteil-

chenresolvente approximativ festlegen.

Wenn man das Produkt der Einteilchenoperatoren aus (5.7) auf Slaterdeterminanten

wirken 148t, erhdlt man eine neue Slaterdeterminante, ndmlich:

1
wi—hi’

N
Mgl xw - oxv>=lgix1,-- - 9vxw >, gi= (5.9)
i—1

weil der Antisymmetrisierer mit [[; g; vertauscht. Es liegt nun auf der Hand im
Hinblick auf die TIMF-Gleichungen neue Zusténde ¢;, ¢} zu definieren, welche die
Inversionsgleichnungen ¢; = g;x; bzw. ¢; = g;x; erfiillen, also:

(wi—hao) | pi(0°,w;) >=| x; > bzw. < ¢i(0°,w;) | (wi—hao) =<x:| , (5.10)

t = 1,...,N. Dabei haben wir uns wieder daran erinnert, dafl alle h; von dem
symmetrischen h aus (5.2) abstammen und der Index i jetzt auf dem Einteilchen-
Niveau wieder iiberfliissig wird.

Im Gegensatz zur homogenen Version wird jedem Kanalorbital genau ein neues
Orbital zugeordnet. Man beachte, dafl die Energien w; keinen Potentialindex o°
tragen — im Gegensatz zu 1y aus der Eigenwertdefinition.

Wie gewohnt werden die Uberlappmatrizen (1.23) wieder als diagonal angenommen;
somit 148t sich mit obiger Definition die Gleichung (5.7) umschreiben:

D(E +ik) = (i)N (%) /Ooo dT/DO’O /O:O (1:[ dwi> ﬁT)e%Se”["o"‘”’T] (5.11)

mit der effektiven Wirkung

1
Seff[ao’wi’T] = (E +il{’, + 5 Z 0371’;576025 - ZWZ)T - ZF[,ZIH < X: | Y > .

afyd

(5.12)
Im Gegensatz zu (4.12, 4.25) wird hier noch iiber die Energien w; integriert; wir
werden also zusdtzlich auf eine SPA beziiglich dieser Integrale angewiesen sein, in
der Hoffnung, dafl die stationdren Werte auf die n; fiihren.
Im Anhang A wird die TIMF hergeleitet, indem die Versuchsfunktionen iiber Inte-
gralentwicklungen angesetzt werden. Hierbei wird nach [11] die gleiche Einfiihrung
von Energie-Integralen benétigt, um faktorisierte Zustédnde benutzen zu kénnen.
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5.2 SPA zu Pfad- und Energie-Integralen

Als N&herungsstrategie fiir das 'Dreifach’-Integral aus (5.11) wird nun vorerst eine
gleichzeitige SPA von w- und Pfadintegral und danach erst die Sattelpunktsnihe-
rung fiir das T-Integral angegangen. Anhand von (5.10) sind wir jetzt in der Lage,
Ableitungen < x' | 2® > bzw. < L& | x > auszudriicken, was mit (4.24) nicht
moglich war. Deshalb kénnen wir jetzt bei der Variation von (5.12) auch den schwach
oszillierenden Term A ln < x' | & > mitnehmen. Dieses hat zur Folge, dal nach der
ersten SPA von T abhéngige mittlere Potentiale zu erwarten sind, was die exakte T-
Integration — wie bei der homogenen Version — verhindert. Entscheidend ist nun, daf
vor der SPA die beiden Variablen w und ¢ als absolut unabhéngig angesehen werden
konnen (% = g‘; = 0). Erst mit Durchfiihrung der Sattelpunktsniherung werden
komplexe @;,c° erhalten, die durch selbstkonsistente MF-Gleichungen miteinander
gekoppelt werden. Die beiden Stationaritdtsgleichungen lauten:

s
(5Seff -1 . N o< X; | ) | v; >
0= =T ° —h mn 5.13
und /| 5 |
98, N < Xilzo7 | i >
0= — 7 _in$ Sog 717 (5.14)
Ow; o <xilei>

wobei aufgrund des linearen Auftretens von w im Exponenten von (5.11) eine direkte
Auflésung nach @ nicht zu erwarten ist. Die Ableitungen von ¢; konnen direkt aus
(5.10) entnommen werden:

i) Variationsableitung der ket-Gleichung beziiglich ¢° ergibt

)
- | i > +(wi—h)—|pi>=0 , (5.15)
5U$nn (So'gm

und durch Multiplikation mit einem bra-Zustand aus (5.10) folgt mit (5.2):

| i >=< ¢ | a;fnan | i >=< ¢, |m><n|ep > . (5.16)

< X; | =
mn

it) Die analoge Rechnung fiir die w;-Ableitung fiihrt unter Beriicksichtigung, daf}
©; nur von w; bei gleichem Index ¢ abhéngt, auf:

oy 0
5i1’( | i > +(wi — h? )87 K% >)=0 (5.17)
J

und damit
<xXil=—|pi>=—< | @;i>0bi . 5.18
Xz | 8 i | z| J ( )

Die mit ) und i) aufgelosten Mean-Field-Gleichungen nehmen dann folgende Ge-
stalt an: _
_ih <@ilm><n|e>

Umsnt VS, (5.19)
T i,mn < X; | pi > men
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und y /
< X; i > .
—’:in i=1,....N | (5.20)
T <gilei>
wobei die Notation '~ fiir die Zustédnde ¢}, ¢; aus Bequemlichkeit weggelassen

wurde. Durch Einsetzen von (5.20) in (5.19) kann die Zeit T' zumindest in einer der

beiden MF-Gleichungen eliminiert werden, und man erhilt (mit v = vF)
s <l |lm><n|g > N o< ols|v]| gt >
st — Z 1 ] Umsnt = Z i . , (521)
i,mn < 2 | Pi > i=1 < 2 | Pi >

wobei allerdings weiterhin ¢} = ¢i(T') und ¢; = ¢;(T).
Analog zur TIMF kann der Erwartungswert von h zwischen ¢;, ¢} definiert werden:

< @i | h7 ] i >

0w = : 5.22
’ <¢ilpi> (5:22)
und damit 148t sich (5.20) mit (5.10) auch ohne Orbitale ausdriicken:
.
% —Gi—E . (5.23)

Ziel der weiteren Rechnung ist es, die Gleichungen (5.10) mit den Mean-Field-
Bedingungen (5.21, 5.23) in die inhomogenen TIMF-Gleichungen (1.19) zu iiber-
fiihren und gleichzeitig die TIMF-Amplitude (1.25) als stationdren Wert des Funk-
tionals (5.11) zu erhalten.

Dabei muf} insgesamt beriicksichtigt werden, dafl die Gleichungen (5.10) ohne die
Faktoren \;, A} eingefiihrt wurden, diese aber essentiell fiir die Darstellung von
Driyr im additiven Funktional (1.9) sind, wo alle drei Summanden in Stationaritét
den gleichen Wert annehmen. AuBerst mithsam wird es in der folgenden Rechnung

sein, die Integralnormierungsfaktoren 2, (i)N und N(T), die durch die kiinstli-
che Einfiihrung von T-, w- und o-Integralen auftreten, wieder aus der Rechnung zu
verbannen; offensichtlich sind wir auf quadratische Korrekturen angewiesen:

Entsprechend den Uberlegungen um Gleichung (2.45) kiirzt sich die Pfadintegral-
norm N bei GauB-Korrektur unter Vernachlissigung der letzten Summanden aus

(5.12) wegen

0%Sess
=Tyt 5.24
50_;))550_;;2” vsmtn ( )

und (5.3) gerade weg.
Dadurch, daf die effektive Wirkung diagonal im Teilchenindex ¢ ist, kann der Inte-
grand faktorisiert werden:

< —ET Y witY ) In<xt|pi>
/ Hdwi e i i
i

— 00
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wobei im letzten Schritt jedes Integral mittels (2.35) approximiert wurde. Bei der

GauB-Korrektur reicht es also die diagonale Hesse-Matrix % statt agjai - zu be-
trachten. Fiir die 2. Ableitung erhilt man mit (5.10, 5.14, 5.18):
62Seff 0 ih 7 ( 1 )2 1 8ei (5 26)
= =—1 — : .
8&)1-2 &ui W; — €; W; — € 8wi

Wir machen hier die Annahme, daf§ die partielle Ableitung % im Vergleich zu 1

vernachldssigt werden kann. Diese Vernachldssigung hat unter anderem den prak-
tischen Grund, dafl die Ableitung g—z mit den gegebenen Zustidnden ¢;, ¢} nicht
exakt ausgedriickt werden kann, da Terme mit < X% | g3 | x; > auftreten, die sich
im Gegensatz zu < xj | g; | xi >=< x; | i > und < x; | 67 | xi >=< ¢} | ¢; >
nicht auf die Matrizen «, o' reduzieren lassen. Hier besteht die Moglichkeit durch
Einfiihrung von Zustdnden &;, & mit g; | ¢; >=| & > bzw. < & |=< ¢} | g; die
folgende Rechnung zu verbessern.

Mit dieser Approximation von (5.26) folgt an der Stationaritétstelle (5.23):

iT?
) =7 (5.27)

9%S

Ow?

)

und somit erhélt man fiir die Gaufl-Niherung von (5.25)

B e

i gff(wi)
Fiir den stationdren Funktionalwert nach w- und o-SPA und den errechneten Kor-
rekturen bekommt man unter Benutzung von (5.21, 5.23):

. N oo i‘(E+l5°v_15°*Z€i+i5’)T hi N ~
D(E +ir) = (#) (\/LQ_J /dTe" ’ ; (%) <x'|®>
0

(5.29)
Es fillt auf, dal mit \/‘;—ﬂ die durch Einfiihrung der Energie-Integrale auftretenden

Faktoren ;- (Residuensatz!) nach der SPA nicht verschwunden sind. Beim Pfadinte-
gral war dieses genau der Fall, weil die Norm durch den Gauf3trick in die Rechnung
gebracht wurde; und die SPA (2.35) ist nichts anderes als die inverse Anwendung
des Gauftricks (2.12). Die w-Integrale werden allerdings iiber den Residuensatz in-
volviert, so dafl die SPA der w-Integrale es in quadratischer Ordnung nicht schafft,
die Norm zu eliminieren, was fiir eine weitere Rechnung duflerst wiinschenswert ist.
Hierin liegt die Begriindung, da8 in (5.29)

e

V21

gesetzt wird; was dem mathematisch orientierten Leser wahrscheinlich die Haare
strdubt, zumal sich der ’Fehler’ mit der Teilchenzahl N potenziert. Trost bietet
die Tatsache, dafl bei Festhalten an den \/‘;?—Faktoren sich die unten berechnete

~1.084...~1 (5.30)
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Resolventenamplitude nur um einen reellen Faktor von der TIMF-Amplitude unter-
scheidet. Somit vermischen sich Real- und Imaginérteilfunktionen nicht, und Infor-
mationen wie Pole (Bindungszusténde) lassen sich weiter ablesen.

Da das T-Integral wegen der selbstkonsistenten Groflien 6°, €;, ¢; offensichtlich nicht
mehr exakt ausfithrbar ist, ist das weitere Vorgehen durch SPA beziiglich der Zeit-
variablen bestimmt.

5.3 SPA zu Zeitintegralen

Da fiir das Zeitintegral (5.29) die Grenzen 0 und +oo festliegen, macht es im Hinblick
auf die SPA Sinn, es durch die Einfiihrung der Stufenfunktion #(7T') in ein Integral
T €] — 0o0; 0o umzuwandeln?. Die Integraldarstellung der Stufenfunktion ist

oy = L [Ty il 5.31
()_%/700 PP ’ (5.31)

was dhnlich (5.6) mittels Residuensatz bewiesen werden kann.
(5.29) wird mit (5.31) zu:

i 1~0,—1x~ ~ .
FT(s+E+556° 00*2i6i+m’) <27:L

N
1
D(E +ik) = ﬁ/d:rdse T) I <xil:i>

—5 + K"
1 o0 o0 i
- /_OO dT /_OO ds e SetssT] (5.32)
mit
1
Seprls, T) = T(s+E+ 50" (T '5°(T) = YS&(T) + i) (5.33)

i

—ih Y In <X} | @:(T) > —ihN ln% +ihln(—s + k") .

Wir fiihren jetzt eine gleichzeitige Sattelpunktsndherung fiir die beiden Integrale
durch, wobei auf die Zeitabhéingigkeit der Variablen &, ¢;, @; in (5.33) geachtet wird.

i) Die einfache Stationaritéitsgleichung des s-Integrals lautet:

(5.34)

und damit

—§=i (% - 4’) (5.35)

2Eigentlich ist eine direkte SPA des T-Integrals moglich, liefert aber ein anderes Ergebnis.
Hierin zeigt sich erneut, dafl die Mean-Field-Approximation angewandt fiir verschiedene ezakte
Darstellungen zu unterschiedlichen Resultaten fithren kann.
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it) Die T-Stationarititsbedingung liefert unter Mitnahme aller Terme:

9S, 1 9 /1
0= _ LBy 5% °+T—< &"v_l&")—za-

orT 2 oT

0¢; < X | | Qoz N
—-T L —ih ilor h— 5.36
Z ; < Xz | "'z > + ? T 9 ( )

Die Zeitableitungen der selbstkonsistenten Gréflen konnen mittels der Gleichung
(5.10) unter Mean-Field-Bedingungen (5.21, 5.23) errechnet werden. Analog zur
Rechnung aus Abschnitt 5.2 bringt die Zeitableitung von

h 50
(% +&—h7 ) | 6 >=]xi > (5.37)
mit h=%t+o0°:
th 0¢  05° ih =0\ O

- ;> &—h | — | @ >=0 . 5.38
( oT a:r)'“" +(T+ )aTW (5.38)

Multiplikation mit < @} | liefert die Beziehung:

0 th  0¢; 06° | .

<Xilzp | o> —(ﬁ—aT><%lsoz>+<%|8TIsoz'> - (5:39)

Der 4. Summand von (5.36) kann ebenfalls mit Ausnutzung von (5.21) und der
Symmetrie Uomyn = Umany vereinfacht werden:

005 0o°
~1 =~o vl Z¥Bs |, TPay, -1 =~o
Z vVaprsPss| = 5 Z O oy Vafins + Va0 5s)
aﬂvé ] aﬂvé oT oT
B Z < @hlm><n|@ >060,
Pyt < @i | g > oT

N ~ 05° ~
_ Z“"; or | #i > (5.40)
= <@l gi>

so daf die Gleichung (5.36) weiter bearbeitet werden kann:

1., . <@ | | g > E;
0 = s+E+-6v"16°+T or — =T
° 27" 7 zz: <@ | i > zz: Z
h2 AR & < ¢ | v; >
I sojlso Liny & soflso
T2 < x| i > ~ 0T < xi | ¢i >
05° .
<(pz _|()02 ?
—1ih + AN — 5.41
zi: <Xilwi> T (5.41)
O|pi>

Unter Ausnutzung der Gleichung (5.20) fallen alle durch die Ableitungen % 57
T > hervorgerufenen Terme heraus:

1
—-§=FE+ 20°v*10° — Zé : (5.42)
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Dieses ist genau das Ergebnis, welches man unter der Vernachldssigung der Ablei-
tungen von &, ¢;, 5° und des schwach oszillierenden Terms In % aus (5.33) direkt
erhalten hitte. Die vier Mean-Field-Gleichungen (5.23, 5.21, 5.35, 5.42) der w-, 0°-,
s- und T-SPA fiir die Festlegung von (5.10) konnen nun gleichzeitig selbstkonsistent

gelost werden. Mit Hilfe von (5.21) gilt:

]' ~0 -1 =~o ]' N < Qolgo;c | v | QOzQOk >
3 Z OarVaprs¥ss = 3 ; L (5.43)
N

afyo < @i | i >< oy | o >

/

:Z %|90z’>

o <éilei>
und
< @i |t i < ;| 6° ] @i >
i <§0z|§01 i <§0i|§0i>
wobei in (5.43) d1e oben diskutierte Antisymmetrie von v benétigt wird. Durch

Einsetzen von (5.20) und (5.35) in (5.42) kann das Stationaritdtsproblem kompakt
geschrieben werden:

1Y <o |t+% |or>

=F — — + € 5.45
2k21 < ¢ | or > (5.45)

mit
_Z<9"k|”|9"’“> (5.46)

= <L o>

Identifiziert man @; mit n/ ™™ (1.21), 6° mit UT™F (1.20) und —§ mit 77 'MF
(1.28), so stellen (5.10) genau die TIMF-Gleichungen ohne die norm- und phasener-
zeugenden Faktoren A;, \; dar.

Es mufl noch eine Begriindung dafiir geliefert werden, dafl der Vorfaktor ﬁ aus
(5.32) nach der SPA nicht mehr auftritt. Nach Gleichung (5.42) ist gezeigt, daf bei
Vernachlissigung der Terme proportional zu & und 2 5 ‘?9?_,, nur unter Mitnahme des
stark oszillierenden Terms linear in T' der Sattelpunkt 0 = s+ E + 10°v*10° — > ¢&
festgelegt wird. Da dann die 2. Ableitung verschwindet, wird die GauB—Naherung
nicht anwendbar. Dieses entspricht einem Ubergang in die §-Distribution.

Fiir die Niherung der T-Integration bedeutet das mathematisch?:
l~0,—1~0 ~ sl ]_
27rh/ dTe—T(s-i—E-I— v o —Zieri-zn) — 5(5+E+§&ov_15‘°—;€i+ih‘,l) . (547)

Bei gleichzeitiger Durchfiihrung der s-Integralniherung unter Annahme von (5.47)

wird der ’iibrigbleibende’ Term 2 aus (5.32) auf den Sattelpunkt der eigentlichen

s-SPA (5.35) gesetzt. Also:

/ds (s+E+36°v716° — Zgi—i-ihil)(_ YT < | @i >
=" 'L <xi|gi> - (5.48)

3Die weitere Benutzung der infinitisimalen Gré8e s’ wird nach Anwendung der SPA wegen
lim,,_, o+ /(") = 1 iiberfliissig.
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Dabei macht es Sinn, die quadratische Korrektur der 7- und s-SPA ’stiefmiitter-
lich’ zu behandeln, da durch die vorangegangene w- und ¢°-SPA schon Terme ver-
nachléssigt wurden. Im Rahmen der gesamten Ndherungsstrategie ist es wichtiger,
bei ’frithen” Approximationen genauer zu rechnen, damit sich die Fehler in weiteren
Rechenschritten nicht potenzieren, als umgekehrt mit ’schlechten’ Zwischenergeb-
nissen hinterher zu versuchen, genauer zu rechnen.

Als Endergebnis der Sattelpunktsndherungen erhélt man den stationdren Wert

1 -
N lx>=a" <[>, (5.49)

wobei die Orbitale @;, ¢; die TIMF-Gleichungen ohne A;, \; erfiillen.

Daf} Gleichung (5.49) trotzdem die gew6hnliche TIMF-Amplitude ist, kann bewie-
sen werden, indem Dz (1.25) auf Orbitale ohne A;, A} umgeschrieben wird. Of-
fensichtlich stimmen 7;,7 und &° (bzw. U) in beiden Formulierungen wegen der
Invarianz unter Umnormierung der Orbitale iiberein. (A;, A; sind nach (1.22) nicht
von einer Umnormierung unabhingig, da sie die Normierung ja gerade erzeugen!).

Deshalb gilt der Zusammenhang

pi(TIMF)
X(TIMF)

PU(TIMF)

baw. < @ |=< L AT)
> baw. < @i f=< N(TIMF) |

(5.50)

| @i >=|

und aus (5.50) folgt unmittelbar fiir die Amplitude:
Drmr =[] < X | i(TIMF) >= (H )\;f”MF) (1‘[ ar: >> . (5.51)

Berechnung des 1. Faktors gibt mit (1.19, 1.22, 1.28) und diagonaler Uberlappmatrix
<X | i (TIMF) >= alj:

H)\’__Z“IMF _ HH < @p(TIMF) | xx >

L7 i iz < P(TIMF) | o (TIMF) >
-1 < Gi(TIMF) | xi > M
B < {(TIMF) | o;(TIMF) >

i

1 N-1
_ v (H )\_TIMF> , (5.52)

i

Die Gleichung (5.52) kann nach []; \; aufgelost werden — mit dem Ergebnis:

N
[[ATME =Nt (5.53)

i—1
womit fiir (5.49) genau das gewiinschte Ergebnis

1
E—H+1ik

<x'| | X >= Driur (5.54)

bewiesen ist.
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Schluflbemerkung

In dieser Arbeit wurde ein Bogen von der exakten zeitabhangigen Formulierung der
Greenschen Funktion zur approximativen zeitunabh&nigen Darstellung der TIMF
gespannt und dabei aufgezeigt, wie die TIMF in der TDMF eingebettet ist.
Wihrend in der TIMF fiir jeweils eine fest vorgegebene Energie E nach Mean-Field-
Losungen gesucht wird, hat man es bei der TDMF mit einem in der Zeit bilokalen
Mean-Field zu tun, d.h. sdmtliche Zeiten ¢ zwischen zwei vorgegebenen Zeiten t;,
ty tragen gleichzeitig zur Mean-Field-Losung bei. Die Mean-Field-Gleichungen sind
also selbstkonsistent als zeitliches Randwertproblem zu l6sen, was eine weitere ana-
lytische sowie numerischer Bearbeitung weitgehend unterbindet. Es ist somit nicht
verwunderlich, dafl bei ’krasser’ Unterdriickung dieser Zeitabhéngigkeit durch For-
derung von statischen Feldern die TIMF-Theorie erhalten wurde. Gleichzeitig wurde
ein Weg angedeutet, wie Korrekturen zur einfachen Mean-Field-Lésung berechnet
werden kdnnen.

Der Schliissel fiir die Verbindung TDMF-TIMF lag in der Anwendung von Pfadin-
tegralen, welche unter statischer Stationdrer Phasen-Approximation die Interpreta-
tionsmoglichkeit er6ffneten, die TIMF als semiklassische Ndherung anzusehen, bei
der zeitliche Fluktuationen um das Mean-Field die RPA-Korrekturen erzeugen.
Die in den Kapiteln 4 und 5 vorgestellten Wege kénnen als ’Vorschlag’ angesehen
werden, wie die TIMF alternativ konstruiert und gesehen werden kann. In beiden
Ableitungen mufiten einige Hindernisse {iberwunden werden: So wurde immer auf die
Art und Weise gendhert, dafl die kiinstlich eingefiihrten Definitionsgleichungen fiir
die Einteilchenwellenfunktionen y;, ¢} gerade ausreichten, um alle benétigten Gréflen
zu berechnen. Dieses 'zielgerichtete’ Arbeiten wirkt zugegebenermafien etwas abrupt
und unmotiviert, erst im Endergebnis haben sich die gemachten Annahmen als be-
rechtigt erwiesen.

Der zweifellos elegantere Weg zur TIMF ist der iiber den homogenen Ansatz aus
Kapitel 4. Unter ’legaler’ Ausnutzung der Flexibilitdt in der Pfadintegraldarstellung
werden die Mean-Field-Gleichungen an den TIMF-Gleichungen fixiert und dann die
TIMF-Amplitude als stationdrer Integralwert erhalten. Die Hauptndherung liegt
dabei in der Vernachlissigung der Uberlappe der Teilchenorbitale ©On, ), Mit den
Kanalorbitalen x;, x}.

Der Weg iiber die inhomogene Version ist holprig und durch Probleme bei der Elimi-
nierung von Normkonstanten der Integrale nach der SPA gekennzeichnet. Man erhilt
aber auf ’natiirliche’ Weise gleichzeitig in laufender Rechnung TIMF-Gleichung und
-Amplitude. Den zur homogenen Fassung inversen Weg nimmt die im Anhang vor-
gefiihrte Rechnung: Hier wird die TIMF-Amplitude im wesentlichen vorgegeben und
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die TIMF-Gleichungen erhalten.

Die in dieser Arbeit angewandten Pfadintegralmethoden lassen sich moglicherweise
auch fiir die Ableitung der TIMF fiir die T-Matrix [8] verwenden. Die zeitunabhingi-
ge Beschreibung der Reaktion a + A — b + B hat ihr zeitabhingiges Analogon in
der Formulierung durch Mpgller-Operatoren bzw. der S-Matrix. Alhassid, Koonin
[21] und Rheinhardt [5] haben den Pfadintegralzugang hierfiir formuliert, indem
fiir die S-Matrix im Wechselwirkungsbild fiir die auftretenden Kanal- und Gesamt-
Zeitentwicklungsoperatoren Uy, U; und U Funktionalintegrale eingefiihrt werden:

<X'|SIx> = lim <x"| U0, T)U(T, =T)U:(=T,0) | x >

i o T T Gt oivio;
= lim /DUfDJDa,-eﬁ{fTdtafvaerf—TdtUWJrfO dta’v’g’}

T—00
X < XI | Uaf(O;T)Ua(Ta _T)Uai(_T’ 0) | X >

mit den Einteilchenoperatoren U, und innerhalb der Fragmente antisymmetrisierten
Zustanden y, x'.

Man koénnte nun analog zu Kapitel 4 z.B. Hilfszustinde ®,®' als Eigenfunktionen
von U, im Limes T' — oo zwischen den Operatoren einfithren und danach fiir alle
drei Pfadintegrale eine gleichzeitige statische SPA mit allen méglichen Vorziigen der
Nichteindeutigkeit anstreben, wobei hierdurch die Matrixelemente < x' | U,, | ® >,
<® | Uy | x>und < @ | U, | 2 > die Kanal-Mean-Field-Potentiale bzw. das
Wechselwirkungs-Mean-Field erzeugen sollen. Im Vergleich zu Kapitel 4 und 5 wird
jetzt die T-Integration durch die Grenzwertbildung 7' — oo ersetzt. Durch die stati-
sche Voraussetzung fallen grundlegende Probleme bei der Konvergenz zeitabhéngi-
ger Felder, welche iiber die nichtlineare, selbstkonsistente Definition entstehen, unter
den Tisch, da die zu erwartende T-Abhéngigkeit auf reine Phasen fiihren wird. Die
Grenzwertbildung T' — oo schafft den Ubergang zur zeitunabhingigen Theorie, und
die Benutzung der elementaren Beziehung von S- und T-Matrix bringt die mogli-
che Verbindung zur TIMF. Die dabei zu erwartenden Probleme liegen darin, daf
keine homogene Formulierung der T-Matrix im Rahmen der TIMF vorliegt, so daf3
Eigenwertdefinitionen schwer iibertragbar sein werden. Auflerdem sind die Kanal-
Wechselwirkungen vy, v; unsymmetrisch in den Teilchen und damit die Zustdnde
X, X' nur noch teilweise antisymmetrisch, was auf weitere Schwierigkeiten fiihrt.
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Anhang A

Spektraler Zugang zur TIMF

In [11] wird ein anderer Zugang zur TIMF dargelegt. Dabei werden die Variati-
onsfunktionale (1.9, 1.10) auf eine Integralform gebracht, indem fiir die Versuchs-
funktionen — statt einfacher Slaterdeterminanten — Intergralentwicklungen von Sla-
terdeterminanten mit Orbitalen, die Einteilchen-Inversionsgleichungen erfiillen, an-
genommen werden. Es wird gezeigt, dafl die Sattelpunkte des Integranden wieder
zuriick zur TIMF fiihren.

Dieses wird in [11] explizit fiir einen auf Einteilchenanteile eingeschrinkten Hamil-
tonoperator H mittels einer Integralentwicklung in endlicher Dimension vorgefiihrt
und fiir die Verallgemeinerung auf den Hamiltonoperator (1.7) eine Einfiihrung von
Integralen mit unendlicher Zahl von Parametern als Darstellung der Versuchsfunk-
tionen vorgeschlagen. Dieses Konzept wird hier unter Gebrauch von Pfadintegralen
durchgefiihrt.

In Kapitel 5 wird mit Gleichung (5.7) erfolgreich die Vielteilchenresolvente als Pro-
dukt von Einteilchen-Propagatoren ausgedriickt. Die dort definierten Zustande (5.10)
werden unter dem Integral durch die eingefiihrten Hilfsvariablen gekoppelt. Unter
der Annahme, daf das Feld ¢° nicht von der Zeit T" abhéngt (6° # ¢°(T)) kann die
Zeit in (5.7) formal ausintegriert werden, also

1

E—-H+in /DUO/ (Hdwz) fao(wz-)i:ﬁlgi (A.1)

mit den Einteilchresolventen
1

= A2
9 W; — h + i/ﬁ;i ( )
und dem Kopplungsfaktor
i\ (=) [ AT i (Biletv-ton Y, witin!)T
. ) — [ _ _ = 30°VT0°—) witik A
for (@) (27r> (h)fo N : (A.3)

wobei Probleme mit der Wohldefiniertheit und Konvergenz des Integrals (A.3) (M (T)
in (5.3)!) mit der Begriindung ignoriert werden, dafl die Norm nach Durchfiihrung
der SPA ihren eigentlchen Sinn verliert — sie wird bei erfolgreich angewandter SPA
gerade weggekiirzt.
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Die Gleichung (A.1) ist bereits als Approximation anzusehen, da die Summation auf
Felder o° eingeschrankt wird, die von den beiden Zeitparametern ¢ € [0; 7] (zeitli-
ches Verhalten des Feldes) und 7" € [ 0; 00| (obere zeitliche Grenze des Entwicklungs-
operators) nicht abhingen; dieses ist natiirlich im Hinblick auf die TIMF-Ergebnisse
gerechtfertigt. Aufgrund von (A.1) bietet es sich an, fiir die Versuchsfunktionen der
Variationsfunktionale folgende Integralentwicklungen anzusetzen:

|\If>:/Da/dwa )| ®(0°,w) > (A.4)
<V | = /Da'°/dw for (W) < ®'(c,0') |

Dabei sind ®(¢°,w) und ®'(0'°,w’) Slaterdeterminanten, deren Orbitale die Einteil-
chengleichungen

(wi = h7) [ @i(o®wi) >=[xi >, <i(a"w) [ (Wi—h")=<xi| (ASD)

erfiillen sollen; es werden also im Gegensatz zu (5.10) verschiedene Felder und Ener-
gien fiir die bra- und ket-Gleichungen zugelassen.

Die Einschrinkung des Projektionsraums entspricht also einer GCM-Projektion auf
Slaterdeterminanten, die — zusédtzlich zur Pauli-Korrelation — Orbitale besitzen, die
Inversionsbedingungen von der Struktur der TIMF-Gleichungen erfiillen und gleich-
zeitig durch f gekoppelt werden. Stationaritdtsforderungen an Funktionale mit (A.4)
als Darstellung der Variationszustdnde entsprechen dann einer Variation nach Pro-
jektion.

Es gibt nun neben (1.9, 1.10) mehrere Funktionale, die fiir eine erfolgreiche Rech-
nung angesetzt werden konnen. Da beim additiven und multiplikativen Funktional
Probleme mit der gleichzeitigen Integraldarstellung aller Terme des Funktionals auf-
treten, empfiehlt es sich nach [11] folgendes Funktional zu betrachten:

F=<9|x><xX'|¥>-D<V'|E-H|T> . (A.6)

Der stationidre Wert des Funktionals bei uneingeschréankter Variation ist wegen der
Stationaritdtsgleichungen

D<VU'|(E-H)=<V'|x><X'| , DE-H)|V>=<x|¥>x> (A7)

unabhéngig von D identisch Null. Die gendherte Amplitude Drrpr wird nachher
so definiert, dafl gefordert wird, dafl auch bei Stationaritdtsbedingungen mit dem
eingeschrinkten Versuchsraum (A.4) der Wert des Funktionals verschwindet. Nach
Einsetzen der GCM-Anséitze erhilt das Funktional die Gestalt:

F= / Do® / Do" / dw / 4o’ foe () fore () (A.8)
x[ < ®(0",w) [ x >< X | ®(0°,w) > —~D < ¥(0",0) | E~H | B(0°,w) > |

Bei Zulassen von komplexen Sattelpunkten des Integranden durch Verlassen der re-
ellen Integrationswege konnen die Sattelpunktsgleichungen unter Ausnutzung von
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w; = wi(p;), wi = wi(eh) und 6° = 0°(p1;...;0n), bzw. 0’ = (¢} ... ¢)y) ange-
geben werden (mit & = ®(o,w) und &' = &'(¢’,w")):
oF
0 = A9
2o (A.9)
0
= [<x'|<I>><<I>'|X>—D<<I>'|E—’H|<I>>]f(w',a')%
N {< X | 2>< P | x>-D<P|E-—H|P>}| 0| ¢ >
+1f
o | ©; > 8(.{)7;
oF
0 = — A.10
5o (A.10)
)
= [<X’|(I>><<I>’|x>—D<<I>’|E—’H|(I>>]£f’
NI§{<x|®><® |x>-D<P|E-—H|D> ]|y >
i=1 | i > do
OF OF
0= oo und O:@ . (A.11)
Dabei entsprechen die Gleichungen (A.11) denen von (A.9, A.10) mit Rollentausch

Qi > ¢}

Die gleichzeitigen Losungen von (A.9-A.11) legen die Stationaritatsstelle @,5,d’, &'
fest. Daf3 diese Gleichungen gerade die TIMF-Theorie generieren, kann erkannt wer-
den, wenn man fordert, daf sdmtliche eckige Klammern aus (A.9-A.11) verschwin-
den. Die ausgerechneten Funktionalableitungen der geschweiften Klammern lauten:

L <X | 2>< P | x>-D<P|E-H|D>]

0 = A.12
6 < ¢} | (A-12)
< | x> <®| P>
= oy les STIx> s pE IR s
<o | xi > < ;| pi >
o< | @ >< @ >-D<®|E-—H|P>
5|§0z’>
<x'|®> <P |P>
SXIP> st | -DSTI2 > o)
< Xi | i > < @i | i >

mit den normunabhingigen TIMF-Gro8en »; (1.21) und h (1.20), aber mit den Or-
bitalen ¢;(@,5) und @}(&',6') aus (A.5), die sich von (1.19) in der Normierung
unterscheiden.

Um die Gleichungen (A.12, A.13), die die Struktur der TIMF-Gleichungen mit norm-
und phasenerzeugenden Faktoren besitzen, mit den gleichzeitig zu erfiillenden Or-
bitalgleichungen aus (A.5) ohne A;, \; in Einklang zu bringen, kann eine Umnormie-
rung aller Orbitale ¢;(w;, o) bzw. @l(w!,o') auf die gewiinschten Normen in (A.4)
vorgenommen werden:

1 1

$i(wi, 0) = mgoi(wi, o) bzw.  @i(w;, o) = )gog(w’a’) . (A.14)

A(w', o'
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Dieses wird erreicht, indem die Gewichtsfaktoren gleichzeitig in

(f_v[l /\i(w,a)> f(w,0) bzw. (f[l Ag(w',a')> fW',o") (A.15)

abgedndert werden, wobei die Orbitale ¢;, ¢} weiterhin die Gleichung (A.5) erfiillen.
Wichtig ist hierbei, dafl die selbstkonsistenten Gréfien n; und h von der Umnormie-
rung unberiihrt bleiben; in den Gleichungen (A.14) wurde investiert, da8 die Fak-
toren A; nach (1.22) unabhingig unter Umnormierung von ' und A, unabhingig
unter Umnormierung von & ist. Dadurch ist die separate Umnormierung von ¢;, ¢}
in (A.14) legitimiert.
Mit den angepafiten Orbitalen kénnen die Gleichungen (A.12, A.13) umgeschrieben
werden:
Ss _,
> = D SEIREIANT s (A
<X |2><® | x><@|pi>
! / N
x| = ol ST EXNA g (a)
<P |x><xX|P><@i|pi>

Bei Fixierung von D auf Dy sind dieses nichts anderes als die TIMF-Gleichungen
(1.19) beziiglich ¢;, ¢;’, da Dyjyr =< x' | ® >=< & | x >. Somit verschwinden
jeweils die zweiten eckigen Klammern aus (A.9-A.11), wenn fiir die Orbitale ¢;, ¢;
die Bedingung (A.5) mit den stationiren Werten &; = ;' = n/"™7F und ¢° =
5'° = UTT™MT erfiillt ist, was Einsetzen von (A.14) in (A.16) direkt liefert. Die ersten
eckigen Klammern und damit der Stationaritdtswert von (A.6) sind bei gleicher
Wabhl fiir D ebenfalls identisch Null. Die TIMF-Gleichungen und -Amplitude werden
also gewonnen, wenn Stationaritdt und weiterhin das Verschwinden des stationédren

Werts des Funktionals (A.6) beziiglich der Funktionen (A.4, A.5) gefordert wird.
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