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1
EinleitungUnter Vieltei
hentheorie versteht man die mathematis
he Bes
hreibung von unter-einander we
hselwirkenden Teil
hen, die in einem endli
hen quantenme
hanis
henSystem zusammengefa�t werden k�onnen. Beispiele hierf�ur sind Atomkerne, wo Nuk-leonen als identis
he Teil
hen we
hselwirken, aber au
h elektris
he Leiter und Su-praleiter aus dem Berei
h der Festk�orperphysik mit Elektronen bzw. Quasiteil
henals elementaren Konstituenten.F�ur die vers
hiedenen Vielteil
hen-Probleme werden abstrahierende Modelle aufge-stellt, bei deren Behandlung man in der Regel auf Approximationen des exaktenProblems angewiesen ist. Als s
hlagkr�aftige N�aherungsstrategie hat si
h dabei dieMean-Field-Approximation herausgestellt. Hierbei werden die We
hselwirkungen ei-nes einzelnen Teil
hens mit allen �ubrigen dur
h ein e�ektives Einteil
hen-Feld simu-liert. F�ur Nukleonen-Systeme gilt die Faustregel, da� bis zu einer Anregungsenergievon maximal 10 MeV pro Nukleon direkte Zweierst�o�e von Nukleonen aufgrund desPauli-Prinzips und seiner absto�enden Wirkung weitgehend auszus
hlie�en sind, d.h.f�ur kleinere Energie s
heint die Mean-Field-Annahme gere
htfertigt zu sein.F�ur die Darstellung von quantenme
hanis
hen Streuprozessen, in denen die Streu-partner selbst als Vielteil
hensysteme aufzufassen sind, gibt es nun zwei �aquivalenteZug�ange:i) In der zeitabh�angigen Formulierung, die mit dem Zeitentwi
klungsoperatorarbeitet, wird das quantenme
hanis
he Vielteil
hen-System zu jedem Zeit-punkt 'beoba
htet', d.h. die Entwi
klung vom Eingangskanal-Zustand bei tiin den Ausgangskanal-Zustand bei tf wird zeitli
h verfolgt, und es k�onnen di-rekt zeitabh�angige Erwartungswerte von Observablen bere
hnet werden. Phy-sikalis
h interessante Gr�o�en, wie zum Beispiel die Matrixelemente des S-Operators, werden im Grenzwert ti ! �1; tf !1 erhalten.Die Mean-Field-Approximation zu dieser Darstellung f�uhrt auf das zeitabh�angi-ge Mean-Field-Verfahren (TDMF) [1℄. Dieses unters
heidet si
h von der zeit-abh�angigen Hartree-Fo
k-Theorie (TDHF) dadur
h, da� ni
ht ein einfa
heszeitli
hes Anfangswertproblem vorliegt, bei dem man das System si
h von einerZeit ti an weiterentwi
keln l�a�t, sondern da� zum Mean-Field s�amtli
he Zeitent 2 [ti; tf ℄ beitragen, indem si
h der Ausgangskanal in der Zeit 'r�u
kw�arts' undder Eingangskanal 'vorw�arts' entwi
kelt (Bilokalit�at in der Zeit).Es gibt mehrere mathematis
he Zug�ange zur Ableitung dieses Verfahrens:Die nat�urli
he Erweiterung der statis
hen HF-Re
hnung auf zeitabh�angigeSlaterdeterminanten [2℄ oder der Ansatz eines zeitabh�angigen Funktionals,



2 Einleitungwel
hes unter Annahme von Slaterdeterminanten als Versu
hsfunktionen sta-tion�ar gema
ht wird [3℄. Der elegantere Weg ist die Darstellung des Zeit-entwi
klungsoperators als Pfadintegral. Dort wird mit Hilfe der Station�arenPhasen-Approximation (SPA) in erster Ordnung die TDMF reproduziert. Qua-dratis
he Korrekturen erfassen Teil
hen-Lo
h-Korrelationen im Rahmen derRandom-Phase-Approximation (RPA) [3, 4℄.Probleme tau
hen allerdings auf, wenn S-Matrixelemente betra
htet werden.Dur
h den selbstkonsistenten Charakter der Mean-Field-Glei
hungen und derBilokalit�at in der Zeit ist eine Konvergenz der gen�aherten Operatoren f�ur t!�1 ni
ht gew�ahrleistet. Reinhardt bietet in [5℄ diesbez�ugli
h einen L�osungs-vos
hlag an.ii) Bei zeitunabh�angiger Bes
hreibung von Streuprozessen ist die Zeit auf Ko-sten der Energie eliminiert worden. Dies ges
hieht dur
h Fouriertransformationder zeitabh�angigen Darstellungen. Die Aufgaben des Zeitentwi
klungsopera-tors �ubernimmt hier der Greens
he-Operator; somit hat man mit Vielteil
hen-Inversions-Problemen und damit inhomogenen Glei
hungen zu tun (statt Dia-gonalisierungs-Problem und Eigenwertglei
hung bei der Hartree-Fo
k-Re
h-nung).In der zeitunabh�angigen Mean-Field-Theorie (TIMF) [6, 7, 8℄ wird unter Ge-brau
h eines Variationsverfahrens eine Eins
hr�ankung des Variationsraums aufSlaterdeterminanten als N�aherung dur
hgef�uhrt. Dieses f�uhrt auf Inversions-glei
hungen im Einteil
henraum unter Vorgabe von Orbitalen der Ein- undAusgangskan�ale (inhomogene Version). In [8℄ wird gezeigt, da� dieses �aquiva-lent zu einer ni
ht-hermitis
hen Hartree-Fo
k-Re
hnung ist (homogene Ver-sion). Glei
hzeitig wird dort angegeben, wie Verbesserungen des Mean-Field-Ansatzes m�ogli
h sind: Es gelingt eine Verallgemeinerung auf eine ni
hther-mitis
he Random-Phase-Approximation (IRPA). Die Ergebnisse der TIMF-Theorie wurden f�ur Probleme mit wenigen Teil
hen unter Annahme von ein-fa
hen We
hselwirkungen mit den exakten (numeris
h bere
hneten) L�osungenvergli
hen und eine akzeptable �Ubereinstimmung festgestellt [9, 10℄.Wegen der Ni
htlinearit�at beider Approximationsans�atze k�onnen die TIMF-Glei-
hungen ni
ht mehr dur
h Fouriertransformation aus den TDMF-Glei
hungen er-halten werden. Ziel der Arbeit ist es nun, eine Verbindung zwis
hen TDMF undTIMF herzustellen und sie damit verglei
hbar zu ma
hen.Der L�osungsansatz besteht darin, die Vielteil
henresolvente mittels exakter Energie-Zeit-Fouriertransformation auf den Zeitentwi
klungsoperator abzubilden und �uberein Pfadintegral darzustellen f1g. Indem f�ur das Funktionalintegral nur na
h sta-tis
hen Stationarit�atspunkten gesu
ht wird, erfolgt wieder eine Zur�u
kf�uhrung aufdie zeitunabh�angigen Mean-Field-Glei
hungen, obwohl man eigentli
h in der La-ge w�are, die TDMF-Theorie darzustellen f2g. Unter Ausnutzung von Ni
hteindeu-tigkeiten bei der Pfadintegralde�nition gelangt man zu den erw�uns
hten TIMF-Glei
hungen. Wenn man quadratis
he Korrekturen zur SPA ausre
hnen will, mu�man wieder zeitli
he Variationen um die Mean-Field-L�osung (Quanten
uktuationen)zulassen; man wird auf RPA-Energievers
hiebungen gef�uhrt, die mit den Ergebnis-
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Abbildung: Ableitung der TIMF du
h zeitabh�angige Darstellung. In der Arbeitwird der 'Weg' 1,2,3 statt A,B gegangensen der IRPA vergli
hen werden k�onnen f3g. Die Arbeit ist wie folgt struktuiert:In den ersten beiden Kapiteln werden die Grundlagen f�ur die Arbeit geliefert. Sowerden in Kapitel 1 der Ansatz und die wi
htigsten Ergebnisse der TIMF-Theorieerl�autert und in Kapitel 2 die gro�e Flexibilit�at beim Einsatz von Pfadintegralen inder Quantenme
hanik vorgestellt. Die Ableitung der TIMF-Theorie in einer etwasanderen Darstellung wird in Kapitel 3 pr�asentiert. Dabei wird die �Aquivalenz derTIMF in homogener Version zur ni
hthermitis
hen Hartree-Fo
k-Re
hnung ausge-nutzt, um in nat�urli
her Weise zu einer Darstellung in Einteil
hen-Di
htematrizenzu gelangen. In Kapitel 4 erfolgt dann ein 'Vors
hlag', die TIMF-Glei
hungen undteilweise die Ergebnisse der IRPA anhand des im Diagramm zur�u
kgelegten Weges1-2-3 na
hzuvollziehen. Hierbei ist das Ziel die homogene Version der TIMF (Va-riationsfunktionen werden �uber Eigenwert-Glei
hungen eingef�uhrt). Es wird dabeidie Chan
e ausgenutzt, mittels Pfadintegraleinf�uhrung au
h ein ni
ht-hermitis
hesMean-Field zu erzeugen. In Kapitel 5 wird eine alternative Ableitung geliefert. DieIdee hierf�ur bra
hte eine Ver�o�entli
hung von Giraud, Hahn [11℄, in der die TIMF-Glei
hungen �uber eine spektrale Integraldarstellung der Variationsfunktionen desTIMF-Funktionals hergeleitet wurden (im Anhang A wird der Einbau von Pfadin-tegralen in diesen Ansatz dargestellt). Es gelingt mit �ahnli
her Vorgehensweise, die



4 EinleitungVielteil
henresolvente auf ein Produkt von Einteil
henresolventen unter Einf�uhrungvon Energie- und Pfadintegralen abzubilden. Bei glei
hzeitiger SPA dieser Integraleund unter Ausnutzung von inhomogenen Einteil
henglei
hungen werden die TIMF-Glei
hungen und -Matrixelemente erhalten.
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Kapitel 1Vorstellung der zeitunabh�angigenMean-Field Methode (TIMF)
1.1 Bedeutung der ResolventeDer Greens
he Operator (Resolvente) ist de�niert als inverser Operator zu (E�H):G(E) � 1E �H ; H = T + V ; (1.1)wobei f�ur E au
h komplexe Energie-Werte zugelassen werden. F�ur einen hermiti-s
hen HamiltonoperatorH liegen die Eigenwerte auf der reellen A
hse, somit ist derOperator G bes
hr�ankt und damit wohlde�niert f�ur ImE 6= 0. Eine spektrale Darstel-lung der Resolvente erh�alt man, indem man G in Eigenfunktionen von H ausdr�u
kt.Ein typis
hes Spektrum eines in der Streutheorie auftretenden Hamiltonoperators[12℄ besitzt Bindungszust�ande (diskrete Pole) mit Eigenenergien kleiner Null undeinen S
hnitt auf der positiven reellen A
hse zur Bes
hreibung von ungebunden-en Zust�anden (Streukan�ale). Entwi
klung in diese diskreten und kontinuierli
henEigenzust�andeH j 	n >= En j 	n > bzw. H j 	0E >= E 0 j 	0E > (1.2)unter Ausnutzung der Vollst�andigkeit liefert:G(E) =Xn j 	n >< 	n jE � En + Z j 	E0 >< 	E0 jE � E 0 dE 0 : (1.3)Die gew�uns
hten physikalis
hen Matrixelemente von G zwis
hen beliebigen Vielteil-
henzust�anden �, �0D(E) =< �0 j 1E �H j � >= (1.4)Xn < �0 j 	n >< 	n j � >E � En + Z < �0 j 	E0 >< 	E0 j � >E � E 0 dE 0 ; E 2 Cwerden im Limes ImE ! 0 erhalten. Anhand von (1.4) ist zu sehen, da� die Matrix-elemente f�ur alle E 2 CnfEn j n 2 INg als in E analytis
he Funktion angesehen



6 Kapitel 1: TIMFwerden k�onnen. Dabei wird vorausgesetzt, da� die �Uberlappe < �0 j 	n > bzw.< 	n j � > ni
ht vers
hwinden (hebbare Singularit�aten). Die Polstellen E = Enfallen mit dem Spektrum von H zusammen, wobei dann die Residuen der Pole< �0 j 	n >< 	n j � > betragen. Man sagt au
h G(E) hat bei den Eigenener-gien En von H den Projektionsoperator auf das n-te Energieniveau j 	n >< 	n jals Residuum (bzw. bei Entartung den Projektor auf den Unterraum der Eigen-funktionen). Mit (1.3) und (1.4) steht fest, da� die vollst�andige Kenntnis �uber denGreens
hen-Operator v�ollig �aquivalent zum Eigenwertproblem (1.2) ist, da in beidenGlei
hungen Eigenwert und Eigenfunktionen bekannt sein m�ussen.Der prinzipielle Ansatz beim Arbeiten mit der Resolvente ist eine zeitunabh�angigeBes
hreibung von physikalis
hen Problemen:i) So k�onnen in der zeitunabh�angigen Streutheorie wi
htige Gr�o�en mit Hilfedes Greens
hen-Operators und seinem 'komplexerem Verwandten' { dem T-Operator { dargestellt werden. Beispiel hierf�ur ist der M�ller-Operator unddamit die Matrixelemente der S-Matrix.ii) Mit Methoden der zeitunabh�angigen St�orungstheorie k�onnen N�aherungen f�urdie Lippmann-S
hwinger-Glei
hung G(E) = G0(E) + G(E)VG0(E) mit G0 =(E � T )�1 in Ordnungen der 'St�orung' V angegeben werden.iii) Um zu Aussagen �uber zeitabh�angige Ph�anomene zu gelangen, mu� G(E) wie�ubli
h einer Energie-Zeit-Fouriertransformation unterzogen werden. So l�a�tsi
h der Zeitentwi
klungsoperator erhalten als:�(T )e� i�h (H�i�)T = i2� Z 1�1 e� i�hET 1E �H + i� dE (1.5)mit � > 0 in�nitisimal.Mit Glei
hung (1.5) k�onnen dann z.B. �Ubergangsamplituden bzw. Zerfallswahr-s
heinli
hkeiten ausgere
hnet werden [13℄. Die Pfadintegraldarstellung des Zeitent-wi
klungsoperators e� i�hHT bei inverser Transformation und vers
hiedene N�aherun-gen hierf�ur werden einen S
hwerpunkt in dieser Arbeit einnehmen, um die exakteResolvente und das dadur
h gegebene Vielteil
henproblem zu approximieren.Mittels einer von Giraud und Nagarajan entwi
kelten Variationsmethode [6℄ gelingtes, die Matrixelemente der Vielteil
henresolvente gen�ahert zu bere
hnen. Hierbeisind �, �0 von au�en vorgegebene, quadratintegrable N -Teil
henzust�ande, und f�urH wird ein Hamiltonoperator mit kinetis
hem Anteil und Zweiteil
henwe
hselwir-kung angenommen: H = NXi=1 ti + NXi<j=1 vij (1.6)bzw. in Formulierung der 2. QuantisierungH =X�
 (� j t j 
) ay�a
 + 12 X��
Æ(�� j v j 
Æ) ay�ay�aÆa
 (1.7)



7mit ni
ht-antisymmetris
hen Matrixelementen (�� j v j 
Æ) und Darstellung inwillk�urli
her Fo
k-Raum-Basis. Die Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren erf�ul-len dabei die bekannten Fermionen-Antivertaus
hungsrelationen[a�; a
℄+ = 0 ; [ay�; ay
℄+ = 0 und [a�; ay
℄+ = Æ�
 : (1.8)Es gibt nun zwei vers
hiedene Zug�ange zur TIMF-Theorie, wel
he si
h dur
h diezugrunde liegenden Funktionale, deren station�are Punkte gesu
ht werden, unter-s
heiden.� Bei der inhomogenen Version wird die Gesamtenergie E von au�en �xiert vor-gegeben. Die dazugeh�orenden Funktionale f�uhren bei Mean-Field-N�aherungauf Inversion eines Einteil
henoperators. Die Matrixelemente der Vielteil
hen-resolvente D(E) sind als station�arer Wert des gen�aherten Funktionals eineFunktion der exakten Energie E.� Bei der homogenen Version liegt ein verallgemeinertes Ritzs
hes Funktionalmit ni
hthermitis
hem Hamiltonoperator zugrunde. Naturgem�a� f�uhren diezugeh�origen Stationarit�atsglei
hungen bei Mean-Field-N�aherung auf Eigen-wertglei
hungen im Einteil
henraum. Als Ergebnis erh�alt man eine approxi-mierte Gesamtenergie E(D) als Funktion eines �xierten Wertes f�ur die Matrix-elemente D.1.2 Inhomogene Version der TIMFF�ur die beiden in einem Paar unabh�angiger Versu
hsfunktionen 	, 	0 gegebenenFunktionaleF [	;	0℄ =< �0 j 	 > + < 	0 j � > � < 	0 j E �H j 	 > (additive Variante)(1.9)bzw. F 0[	;	0℄ = < 	0 j � >< �0 j 	 >< 	0 j E �H j 	 > (multiplikative Variante) (1.10)wird Stationarit�at unter uneinges
hr�ankter Variation von 	 und 	0 genau dann er-rei
ht, wenn die Funktionalableitungen bez�ugli
h der Versu
hsfunktionen glei
hzeitigvers
hwinden: 0 != ÆFÆ j 	 > =< �0 j � < 	0 j (E �H) (1.11)0 != ÆFÆ < 	0 j =j � > � (E �H) j 	 > (1.12)bzw. 0 != ÆF 0Æ j 	 > = < 	0 j E �H j 	 >< �0 j 	 > < �0 j � < 	0 j (E �H) (1.13)0 != ÆF 0Æ < 	0 j = < 	0 j E �H j 	 >< 	0 j � > j � > � (E �H) j 	 > : (1.14)



8 Kapitel 1: TIMFWerden die L�osungen 	, 	0 des Inversionsproblems der Sattelpunktsglei
hungenwieder in das Funktional F (bzw F 0) eingesetzt, so erh�alt man die gew�uns
htenexakten Matrixelemente von (E �H)�1:Fstat = F 0stat =< �0 j 1E �H j � >= D(E) . (1.15)Hierbei liegen die Vorz�uge des multiplikativen Funktionals gegen�uber dem additi-ven in der Invarianz unter Umnormierung der L�osungen von (1.13, 1.14). Au�erdemgelingt mittels des Funktionals F 0 die Ums
hreibung der inhomogenen Theorie aufdie homogene Version (siehe unten).Das Problem bei der Su
he na
h L�osungen von (1.11, 1.12, 1.13, 1.14) liegt in derInversion auf dem N -Teil
hen-Niveau: Das Prinzip der folgenden N�aherung ist, dieexakte Inversion im N -Teil
henraum auf eine approximierte Inversion im Einteil-
henraum (bzw. auf Eigenwertglei
hungen im Einteil
henraum) zur�u
kzuf�uhren.Zur zeitunabh�angigen Mean-Field-N�aherung (TIMF) gelangt man, indem man denVariationsraum der Versu
hsfunktionen 	, 	0 auf faktorisierte Wellenfunktionen(reine Produktzust�ande oder au
h Slaterdeterminanten) eins
hr�ankt, und die Sta-tionarit�atsglei
hungen in diesem Raum l�ost [8℄. Die glei
he Annahme wird f�ur dieKanalzust�ande �, �0 gema
ht. Letzteres beinhaltet keine Eins
hr�ankung des Pro-blems, da na
h vollzogener TIMF-N�aherung beliebige physikalis
he Kanalzust�andedur
h Superposition der Slaterdeterminanten (oder Produktzust�ande) erzeugt wer-den k�onnen (Vollst�andigkeit!). Indem man fordert, da� 	,	0 aus N Teil
hen kon-struierte Slaterdeterminanten sind, ber�u
ksi
htigt man im Folgenden zumindest diePauli-Korrelationen f�ur ununters
heidbare Fermionen; d.h. es wird allen dur
h dieerzwungene Antisymmetrisierung erzeugten quantenme
hanis
hen E�ekten Re
h-nung getragen.N -Teil
hen Slaterdeterminanten k�onnen dur
h Anwendung des AntisymmetrisierersA = 1N ! PP(�1)PP auf einfa
he Produkte der Orbitale erzeugt werden:j 	 >�j � >= pN !A NYi=1 j 'i > ; < 	0 j�< �0 j= pN ! NYi=1 < '0i j!A (1.16)j � >= pN !A NYi=1 j �i > ; < �0 j= pN ! NYi=1 < �0i j!A : (1.17)Setzt man diese antisymmetrisierten Zust�ande in das obige Funktional F (bzw. F 0)ein, so ergeben die Stationarit�atsbedingungen bez�ugli
h aller Orbitale 'i, '0i :0 = ÆFÆ j 'i > und 0 = ÆFÆ < '0i j , i = 1; : : : ; N (1.18)und na
h lei
hter, aber 'unangenehmer' Re
hnung mit �Uberlappmatrizen und derenKofaktoren die inhomogenen Einteil
henglei
hungen (TIMF-Glei
hungen):< '0i j (�i � h) = �0i < �0i j und (�i � h) j 'i >= �i j �i > ; i = 1; : : : ; N :(1.19)



9Dabei sind< � j h j � >=< � j t j � > + NXk=1 < �'0k j v j �'k >< '0k j 'k > ; h = t + U (1.20)ein ni
hthermitis
her, vom Teil
henindex i unabh�angiger Einteil
hen-Hamiltonope-rator mit dem Mean-Field-Potential U ,�i = E � NXk=1 < '0k j t + U2 j 'k >< '0k j 'k > + < '0i j t + U j 'i >< '0i j 'i > = E � < �0 j H j � >< �0 j � > + �i(1.21)komplexe Selbstenergie des i-ten Teil
hens im Mean-Field Potential, und�i = < �0 j � >< �0 j � >< '0i j 'i >< '0i j �i > ; �0i = < �0 j � >< �0 j � >< '0i j 'i >< �0i j 'i > (1.22)legen die Normen und die Phasen der zubere
hnenden 'i, '0i fest.Es wurde in der Re
hnung die Freiheit ausgenutzt, da� mittels unit�arer Transforma-tion innerhalb der endli
hen Orbitalmengen der vier Slaterdeterminanten �, �0, �, �0deren �Uberlappmatrizen und die Matrixelemente des Mean-Field Hamiltonoperatorsim Lo
hraum (i; j = 1; : : : ; N) diagonalisiert werden k�onnen�ij �< '0i j �j >= Æijmi ; �0ij �< �0i j 'j >= Æijm0i (1.23)�ij �< '0i j 'j >= Æijni ; hij �< '0i j h j 'j >= Æij�ini , (1.24)ohne den station�aren Wert des Funktionals (1.9, 1.10) zu ver�andern.Wie bei einer Mean-Field-N�aherung zu erwarten, m�ussen die Glei
hungen (1.19)selbstkonsistent gel�ost werden, wobei E und �i, �0i dur
h die betra
htete Reaktionoder Zerfall vorgegeben sind.Das lineare (eindeutige) Problem der Inversion im N -Teil
henraum (1.11, 1.12) istalso auf ein ni
htlineares (ni
hteindeutiges) Invertieren im Einteil
henraum (1.19)approximativ abbgebildet worden. In der Mean-Field-N�aherung wird der PropagatorD dann zu einem Produkt von Matrixelementen der Einteil
henresolventen gi =(�i � h)�1:Der station�are Wert des additiven Funktionals F kann dann auf folgende Formgebra
ht werden, in der alle Summanden aus (1.9) denselben Wert annehmen:DTIMF = NYi=1 < '0i j �i >= NYi=1�0i < �0i j 1�i � h j �i >= NYi=1�0i < �0i j gi j �i >= det� (1.25)bzw. DTIMF = NYi=1 < �0i j 'i >= NYi=1�i < �0i j 1�i � h j �i >= NYi=1�i < �0i j gi j �i >= det�0 : (1.26)



10 Kapitel 1: TIMFBeim normunabh�angigen multiplikativen Funktional F 0 ergibt si
h:DTIMF = < �0 j � >< �0 j � >�� < �0 j � > = det�0 det��� det � (1.27)mit der Abk�urzung �� � �i � �i = E � < �0 j H j � >< �0 j � > : (1.28)Dabei m�ussen hier die Orbitale von �, �0 anstatt der TIMF-Glei
hungen (1.19) nurdie vereinfa
hten Glei
hungen< '0i j (�i � h) =< �0i j und (�i � h) j 'i >=j �i > ; i = 1; : : : ; N (1.29)erf�ullen, denn �i und h sind ebenfalls invariant unter Umnormierung von 'i, '0i !Eine elegantere Darstellung der Theorie ergibt si
h �uber die Ausnutzung der Vorz�ugeder 2. Quantisierung [8℄. Alle Unannehmli
hkeiten, die beim Re
hnen mit Slater-determinanten entstehen k�onnen, werden auf das Arbeiten mit Erzeugungs- undVerni
htungsoperatoren abgew�alzt. Die Bes
hreibung in 2. Quantisierung ist unver-zi
htbar f�ur den Einbau von Teil
hen-Lo
h-Korrelationen im Rahmen der Random-Phase-Approximation (RPA) und die unten eingef�uhrte Biorthogonalbasis des Fo
k-Raums wird ebenfalls f�ur den Pfadintegralzugang zur TIMF ben�otigt.Um die vier N -Teil
hen-Slaterdeterminanten �; �0;�;�0 aufzubauen, benutzt manna
h [8℄ drei verkn�upfte Biorthogonalsysteme:Die Erzeuger und Verni
hter der einzelnen Orbitalmengen sind in folgender Tabelledargestellt: Lo
hvakuum j � > < �0 j j � > < �0 jLo
horbitale: i � N ay�i a�i = ai ayi = ay�0i a�0iTeil
henorbitale: n > N ay�n a�n 6= an ayn 6= ay�0n a�0n{ wobei dur
h einen senkre
hten Stri
h getrennte Erzeuger und Verni
hter jeweilsbiorthogonal1 sind. Die antisymmetris
hen Zust�ande werden dur
h Wirkung derentspre
henden Erzeuger bzw. Verni
hter auf das Fermionenvakuum generiert:j � >=  NYi=1 ayi! j 0 > ; < �0 j=< 0 j  NYi=1 ai! (1.32)j � >=  NYi=1 ay�i! j 0 > ; < �0 j=< 0 j  NYi=1 a�0i! : (1.33)1Biorthogonalit�at bedeutet, da� die �Uberlappmatrizen im gesamten Hilbertraum diagonal sind,was man zusammenfassend in den Vertaus
hungsrelationenz.B. [ap; ayq ℄+ =< '0p j 'q >= Æpq < '0p j 'p > 8p; q 2 Teil
hen- und Lo
hraum (1.30)ausdr�u
ken kann. Der Einsoperator des Einteil
hen-Hilbert-Raums l�a�t si
h dann darstellen als:1 =Xp j 'p >< '0p j< '0p j 'p > : (1.31)



11In [8℄ ist die i.a. ni
ht-unit�are, kanonis
he Transformation2 , wel
he auf die in derTabelle angegebenen Quasiteil
henoperatoren f�uhrt, explizit angegeben. Die Eigen-s
haft, da� die Operatoren ap, ayq die Zust�ande � und �0 als Re
hts- bzw. Linksva-kuum besitzten, l�a�t si
h in den bekannten Annihilierungseigens
haften zusammen-fassen:ayi j � >= 0 ; an j � >= 0 ; < �0 j ai = 0 ; < �0 j ayn = 0 ; (1.34)wobei i Lo
h- und n Teil
henorbitale indizieren. Zur Motivation in der obigen Ba-sis zu arbeiten, kann man sagen, da� die in den TIMF-Funktionalen auftretendenMatrixelemente< �0 j : : : j � > ; < �0 j : : : j � > und < �0 j : : : j � > (1.35)lei
ht na
h Darstellung der Operatoren in dieser Basis mittels Wi
k-Theorem [3℄ausgewertet werden k�onnen, da die normalgeordneten Produkte vers
hwinden undnur Kontraktionen e�ektiv beitragen.Bei der Festlegung von a�i = ai bzw. ayi = ay�0i wurde die bereits oben erw�ahntem�ogli
he Diagonalisierung der �Uberlappmatrizen �, �0 dur
h unit�are Transformationder Lo
h-Orbitale �i und �0i ausgenutzt. Na
h Darstellung des HamiltonoperatorsH in dieser Basis gelingt die Variationsableitung analog zu (1.18) mittels Thouless-Parametrisierung f�ur Slaterdeterminanten. Die dabei auftretenden Matrixelementeder Form (1.35) k�onnen dur
h Re
hnung mit Kontraktionen (bzw. Diagrammregeln)bew�altigt werden. Als Ergebnis erh�alt man die obigen TIMF-Glei
hungen (1.19, 1.20,1.21, 1.22).1.3 Homogene Version der TIMFMittels eines eleganten Tri
ks kann man das Inversionsproblem bei den Sattelpunkts-glei
hungen des TIMF-Funktionals (1.11-1.14) in ein Eigenwertproblem auf demN -Teil
henniveau umwandeln. Indem man die inhomogenen Seiten der Glei
hung(1.11, 1.12) mit dem station�aren Wert (1.15) der TIMF-Funktionale F , F 0 (1.9,1.10) erweitert (F 0stat = Fstat =< �0 j 	 >=< 	0 j � >= D)1 = < �0 j 	 >D = < 	0 j � >D ; (1.36)und si
h die Gr�o�e D � 1� �xiert denkt, erh�alt man die beiden adjungierten Glei-
hungen(E �H) j 	 >= � j � >< �0 j 	 > ; < 	0 j (E �H) = � < 	0 j � >< �0 j(1.37)2Dadur
h, da� < �0 j im allgemeinen ni
ht der zu j � > hermitis
h adjungierte Zustand ist(bzw. < �0 j ni
ht zu j � >), bleiben bei der erforderli
hen Transformation f�ur die Erzeugungs- undVerni
htungsoperatoren zwar die gew�ohnli
hen Fermionen-Vertaus
hungsrelationen (1.8) erhalten,aber ayi und ai sind i.a. nur kanonis
h konjugiert { und ni
ht hermitis
h konjugiert, wie bei unit�arenTransformationen.



12 Kapitel 1: TIMFDie Glei
hungen (1.37) sind immer no
h Stationarit�atsglei
hungen des bez�ugli
h 	,	0 norminvarianten multiplikativen Funktionals. Sie k�onnen au
h als Eigenwertglei-
hung gelesen werden:(E �H0) j 	 >= 0 ; < 	0 j (E �H0) = 0 (1.38)mit H0 = H0(�) = H +� j � >< �0 j : (1.39)Die Versu
hsfunktionen j 	 > und < 	0 j sind also Re
hts- bzw. Links-Eigenzust�andeeines ni
hthermitis
hen N -Teil
hen Ersatz-Hamiltonoperators H0 zur Gesamt-Ener-gie E. In der Spra
he der 2. Quantisierung bekommt H0 bei der Wahl der obengenannten Biorthogonalbasis die Gestalt:H0 = X�� < '0� j t j '� >n�n� ay�a� + 14 X��
Æ < '0�'0� j v j '
'Æ >n�n�n
nÆ ay�ay�aÆa
+�ay�1 : : : ay�Na�0N : : : a�01 : (1.40)Insgesamt kann man sagen, da�D (also �) und E gegen�uber der inhomogenen Funk-tionalversion die Rollen getaus
ht haben; denn hier wird jetzt bei Fixierung von Dund glei
hzeitiger Variation von 	 bzw 	0 in (1.36) na
h L�osungen E = E(D) in(1.37) gesu
ht { und ni
ht umgekehrt (1.15). Su
ht man einen bestimmten WertD = D(E), so mu� man � solange vers
hieben, bis man die gew�uns
hte Energie Eals Eigenwert von H0(�) erh�alt.L�osungen von (1.38) werden in v�olliger Analogie zum hermitis
hen Eigenwertpro-blem mittels Stationarit�at des Ritz-FunktionalsE[	;	0℄ =< 	0 j E �H0 j 	 > (1.41)gefunden. Hartree-Fo
k-Re
hnung als Mean-Field-N�aherung (also Eins
hr�ankungder Variation auf die Slaterdeterminanten �, �0) f�uhrt dann in nat�urli
her Weise aufEinteil
hen-Eigenwertglei
hungen, die si
h bei n�aherem Hinsehen als die Ergebnisseder inhomogenen Version (1.19) herausstellen:(�i � h0) j 'i >= 0 ; < '0i j (�i � h0) = 0 ; i = 1; : : : ; N (1.42)Dabei sind:i) h0 ein ni
hthermitis
her Hartree-Fo
k-Operatorh0 = h+�det� det�0det � NXi=1 nimim0i j �i >< �0i j ; (1.43)der si
h um einen separablen Einteil
henterm vom Mean-Field-Hamiltonope-rator (1.20) unters
heidet;ii) �i die komplexen Eigenenergien, die dur
h Diagonalisierung von h0 und (1.42)bere
hnet werden k�onnen. Im Lo
hraum kommt man im Hinbli
k auf (1.27)mit der De�nition ��(�) � �det� det�0det � = det� det�0D det � (1.44)



13und (1.43) zu dem Ergebnis:�i = �i + ��(�) != E � < �0 j H(�) j � >< �0 j � > + < '0i j h(�) j 'i >< '0i j 'i > : (1.45)Zur gen�aherten Gesamtenergie ETIMF als Funktion von D gelangt man, indem man(1.45) au
�ost:ETIMF (�) = ��(�) + < �0 j H j � >< �0 j � > = < �0 j H0 j � >< �0 j � > : (1.46)Bei diagonalen �Uberlappmatrizen �, �0 entspre
hen diese Glei
hungen o�ensi
htli
h,bis auf den oben erw�ahnten Rollentaus
h, den Mean-Field-Glei
hungen der inho-mogenen Version (1.19). Eine wi
htige Konsequenz der Hartree-Fo
k-Glei
hungen(1.42) ist, da� die Polstellen der TIMF-Resolvente D, an denen � = 0 ist, mit denEigenenergien der HF-Glei
hung f�ur h0(� = 0) = h zusammenfallen.Dur
h die homogene Formulierung (1.41, 1.38) des TIMF-Funktionals sind die Vor-aussetzungen ges
ha�en, eine Bes
hreibung der Theorie in Einteil
hen-Di
htematri-zen zu vollziehen. Diese wird im Kapitel 2 vorgestellt.1.4 Ni
hthermitis
he Random-Phase-Approxima-tion (IRPA) als Korrektur zur TIMFDur
h die Analogie der homogenen TIMF-Version zur 'klassis
hen' Hartree-Fo
k-Re
hnung wird klar, wie man zur Verbesserung der Theorie �uber die einfa
he Mean-Field N�aherung hinausgehen kann: 1995 hat Lemm gezeigt, wie Teil
hen-Lo
h-Korrelationen f�ur den Grundzustand (Random-Phase-Approximation) in die be-stehende Theorie eingebaut werden k�onnen, indem man die hermitis
he RPA innat�urli
her Weise f�ur den ni
hthermitis
hen Ersatzhamiltonoperator H0 erweitert[8, 14℄. Diese Ergebnisse seien hier kurz vorgestellt.Bei der Methode der Bewegungsglei
hungen werden formal Operatoren Q�, Qy� ein-gef�uhrt, deren Wirkungsweise darin besteht, angeregte Zust�ande der exakten L�osungder Stationarit�atsglei
hung (1.38) der homogenen Version zu erzeugen:Qy� j 	 >=j 	� > mit H0 j 	� >= E� j 	� > (1.47)bzw. < 	0 j Q� =< 	0� j mit < 	0� j H0 = E� < 	0� j (1.48)oder als Kommutatorbeziehung[H0;Qy�℄� = (E� � E)Qy� ; [Q�;H0℄� = (E� � E)Q� ; (1.49)wobei < 	0 j als Linksvakuum von Qy� und j 	 > als Re
htsvakuum von Q� voraus-gesetzt wird: Q� j 	 >= 0 ; < 	0 j Qy� = 0 : (1.50)



14 Kapitel 1: TIMFDabei sind Qy� und Q� im allgemeinen nur kanonis
h konjugiert und ni
ht hermi-tis
h adjungiert. F�ur die so de�nierten Erzeuger und Verni
hter ma
ht man denapproximativen Ansatz:Qy� =Xnj �X�njaynaj � Y ynjayjan� ; Q� =Xnj �U�njayjan � V �njaynaj� ; (1.51)wobei im Folgenden j; i Lo
h- und n;m Teil
henorbitale bezei
hnen und ay�, a�f�ur die oben angegebene Biorthogonalbasis (S.10) stehen sollen. j 	� > soll alsoeine Superposition von Zust�anden sein, die si
h dur
h 1-Teil
hen-1-Lo
h-Erzeugunggewi
htet mit der Amplitude X�nj (bzw. deren Verni
htung { gewi
htet mit Y �nj)aus dem exakten Eigenzustand j 	 > zusammensetzt (analog f�ur < 	0� j bez�ugli
h< 	0 j). Als RPA-Referenz-Zust�ande werden jetzt die Re
hts- und Linksvakua dergen�aherten Operatoren (1.51) de�niert:Q� j RPA >= 0 ; < RPA0 j Qy� = 0 : (1.52)Indem man { wie �ubli
h { die exakten Zust�ande 	 und 	0 dur
h die L�osungen derni
hthermitis
hen Hartree-Fo
k-Glei
hungen (TIMF-L�osungen) j � >, < �0 j ersetzt(Quasi-Boson-Approximation[2℄), kann der RPA-Ansatz (1.51) zusammen mit denOperator-Glei
hungen (1.49) in eine verallgemeinerte RPA-Eigenwertglei
hung zurBestimmung von (X�; Y �) bzw (V �; U�) und deren Eigenfrequenzen !� � (E� �E)umgewandelt werden:  A BC D ! X�Y � ! = !�  X��Y � ! (1.53) A BC D ! V �U� ! = !�  V ��U� ! (1.54)mit den Blo
kmatrizen (bei Bi-Normierung der Basis n� =< '0� j '� >= 1 f�ur alleOrbitale)Aminj = < �0 j [ayiam; [H0; aynaj℄�℄� j � > (1.55)= ÆijÆmn(�m � �i)� Æij�� NXl=1 < '0m j �l >< �0l j 'n >mlm0l+ < '0m'0j j v j 'i'n > +��< '0m j �i >< �0j j 'n >mim0j ;Bminj = � < �0 j [ayiam; [H0; ayjan℄�℄� j � > (1.56)= < '0m'0n j v j 'i'j > +��< '0m'0n j �i�j >mimj ;Cminj = � < �0 j [aymai; [H0; aynaj℄�℄� j � > (1.57)= < '0i'0j j v j 'm'n > +��< �0i�0j j 'm'n >m0im0j ;Dminj = < �0 j [aymai; [H0; ayjan℄�℄� j � >= Anjmi : (1.58)



15Der Ausdru
k 'Quasi-Boson-Approximation' kommt daher, da� der Austaus
h derZust�ande j RPA >!j TIMF > aufgrund der Vakuum-Eigens
haften bez�ugli
h derOperatoren ay� und a� exakt w�are, wenn die Teil
hen-Lo
h-Erzeuger und -Verni
hterBim � ayiam und Bynj � aynaj (1.59)bosonis
he Vertaus
hungsrelationen[Bim;Bnj℄� = [Byim;Bynj℄� = 0 und [Bim;Bynj℄� = ÆijÆmn (1.60)erf�ullen w�urden, so wie es zwis
hen den TIMF-Zust�anden der Fall ist:< �0 j [ayiam; aynaj℄� j � >= ÆijÆmn (1.61)Insgesamt liegt in der N�aherung eine Entwi
klung eines Fermionen-Erzeuger-Verni
h-ter-Paares in Operatoren mit bosonis
hen Vertaus
hungsrelationen vor, wobei nurdie erste Ordnung mitgenommen wird [2℄.Gegen�uber der hermitis
hen RPA ist die Symmetrie der Matrix �ABC D� 'ges
hw�a
ht'.Statt der gewohnten Hermitizit�at von A bei D=A und der Matrixsymmetrie von Bbei C=B�, gelten hier nur die Transpositions-RelationenA = ~D ; B = ~B und C = ~C : (1.62)Die Eigenwertglei
hung (1.53, 1.54) entspri
ht einer Diagonalisierung der MatrixZ �  1 00 �1 ! A BC D ! (1.63)dur
h �Ahnli
hkeitstranformation mittels der Matrix T mitT�1 =  X� V �Y � U� ! ; (1.64)also: TZT�1 = 
 (1.65)mit der Diagonalmatrix 
 der !�-Frequenzen.In [8℄ wird gezeigt, da� T zu einer (i.a. ni
ht-unit�aren) kanonis
hen, bosonis
henTransformation korrespondiert, da die Matrix T die erforderli
he Bedingung [3℄T  0 1�1 0 ! ~T =  0 1�1 0 ! (1.66)erf�ullt. Dieses ist auf die Eigens
haft zur�u
kzuf�uhren, da� die Eigenwerte der Ma-trix Z si
h zu Paaren (!�;�!�) zusammenfassen lassen (obwohl sie ni
ht { wie imhermitis
hen Fall { reell sind). Also kann 
 auf die Form
 =  ! 00 �! ! (1.67)



16 Kapitel 1: TIMFmit Diagonalmatrix ! gebra
ht werden. Mit (1.65, 1.66, 1.67) ist das Eigenwert-problem (1.53, 1.54) na
h [2℄ v�ollig �aquivalent zu einer Diagonalisierung eines inbosonis
hen Operatoren (1.60) quadratis
hen Hamiltonoperators HB:HB � ETIMF + XminjAminjBymiBjn + 12 Xminj �BminjBymiBynj + CminjBimBjn� (1.68)mittels kanonis
her (d.h. vertaus
hungsrelationenerhaltender) Transformation T zuden obigen RPA-Operatoren Q� , Qy�. Diese f�uhrt aufHB = ETIMF +Qy!Q+ 12Tr! � 12TrA (1.69)mit dem Zeilenvektor Qy = �Qy1; : : : ; :� und dem Spaltenvektor Q = 0� Q1... 1A.HB erzeugt harmonis
he Anregungen aus den TIMF-Zust�anden �, �0, ohne de-ren Gesamtenergie zu vers
hieben. Als Energiekorrektur �E zur Energie ETIMF (D)(1.46) erh�alt man die Di�erenz des Erwartungswerts von HB zwis
hen den RPA-Zust�anden (1.52) und den TIMF-Zust�anden:�E =< RPA0 j HB j RPA > � < �0 j HB j � >= 12Tr! � 12TrA : (1.70)Dabei wurden die Glei
hung (1.52) und die Eigens
haft der Biorthogonalbasis vonSeite 10 ausgenutzt.Abs
hlie�end sei no
h das Problem der Aufteilung der Eigenwerte in die Matrizen !und �! angespro
hen: Dadur
h, da� komplexe Frequenzen zu erwarten sind, bestehthier eine gewisse Willk�ur. Bei der hermitis
hen RPA mit ihren reellen Frequenzens
hl�agt man alle positiven Frequenzen der Matrix ! zu; damit wird Tr! betragsm�a�igmaximal. F�ur die Energiekorrektur ergibt si
h [2℄:12 X!�>0!� � 12TrA = �X� !�Xmi jY �mij2 (1.71)(Also vers
hwindet f�ur die Tamm-Dan
o�-Approximation (TDA), bei der Y �mi = 0gesetzt wird, die Korrektur, und j RPA > und j TIMF > fallen zusammen.) Beider ni
hthermitis
hen RPA sieht [8℄ vers
hiedene Auswahlkriterien f�ur das Sortierender Frequenzen vor. Bei den RPA-Ergebnissen, die auf quadratis
her Korrektur derStation�aren-Phasen-Approximation bei der Pfadintegral-Re
hnung basieren (Kapi-tel 4), wird man auf eine Aufteilung gef�uhrt, in der alle !� mit Im!� > 0 (bzw.Re!� > 0) der Matrix ! und mit Im!� < 0 (bzw. Re!� < 0) der Matrix �!zugeordnet werden. Eigenwerte !�=0 bed�urfen dabei einer Sonderbehandlung.
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Kapitel 2Pfadintegralbes
hreibung vonquantenme
hanis
henVielteil
hensystemenIn diesem Kapitel wird die Benutzung von Funktionalintegralmethoden zur Bes
hrei-bung we
hselwirkender Vielteil
hensystemen vorgestellt. Die Vorz�uge in diesem Zu-gang liegen in der gro�en Flexibilit�at beim Umgang mit Pfadintegralen und derM�ogli
hkeit, diese als 'Startpunkt' f�ur Approximationen zu nutzen, wel
he glei
hzei-tig physikalis
he Interpretationen liefern. So ist die SPA als Mean-Field-N�aherungals eine Art semiklassis
her Grenzfall der exakten Quantenme
hanik anzusehen. N�a-herungen h�oherer Ordnung k�onnen als St�orungstheorie eingebaut werden und f�uhrenzu Quantenkorrekturen der Mean-Field-L�osung, wie zum Beispiel harmonis
he An-regungen (RPA).2.1 Darstellung des Zeitentwi
klungsoperatorsEin quantenme
hanis
her �Ubergang von einem Anfangszustand j � > zu einemEndzustand < �0 j wird �uber die Matrixelemente des Zeitentwi
klungsoperatorsU(tf ; ti) = e� i�hH(tf�ti) (2.1)bes
hrieben, wobei hier H als der zugrundeliegende Vielteil
hen-Hamiltonoperatorals zeitunabh�anig angenommen wurde. Der Operator U steuert die Zeitentwi
klung,wenn das System si
h zum Zeitpunkt ti im Zustand � be�ndet, zu einem Zustand�(tf) zum Zeitpunkt tf : j �(tf ) >= U(tf ; ti) j � > : (2.2)Als �Ubergangsamplitude < �0 j �(tf) > erh�alt man also die Matrixelemente von(2.1) < �0 j U(tf ; ti) j � > (2.3)und die Betragsquadrate j < �0 j �(tf ) > j2 geben die �Ubergangswahrs
heinli
hkei-ten an.



18 Kapitel 2: PfadintegraleZiel ist es, die Matrixelemente (2.3) approximativ anzugeben, wobei willk�urli
hevon au�en vorgegebene Kanalzust�ande �; �0 zugrundeliegen. Der Hamiltonopera-tor H wird bequemerweise in Form der 2. Quantisierung (1.7) bes
hrieben, da dieStatistik der Fermionen dann bereits ber�u
ksi
htigt ist. Die Erzeugungs- und Ver-ni
htungsoperatoren ay�; a� korrespondieren dabei vorerst zu einer beliebigen Fo
k-Raum-Basis.Bei der Darstellung von Zeitentwi
klungsoperatoren gibt es mehere M�ogli
hkei-ten, Pfadintegrale einzuf�uhren. Am gel�au�gsten sind die Zug�ange mittels Hubbard-Stratonovi
h-Transformation [4, 15, 16℄, wel
he hier aus didaktis
hen Gr�unden vor-erst benutzt werden, oder die Ausnutzung der �Ubervollst�andigkeit von Slaterdeter-minanten als Basis f�ur den Hilbertraum [4℄. Weiter unten wird eine andere Metho-de bes
hrieben, die auf einem erzeugenden Funktional beruht, wel
hes die �ubrigenAns�atze { in Bezug auf die mathematis
he Flexibilit�at { bei weitem �ubertri�t. DieMotivation f�ur das weitere Vorgehen ist, den Zweiteil
henwe
hselwirkungsterm vonH auf Kosten der Einf�uhrung eines Funktionalintegrals auf einen Einteil
henope-rator abzubilden. S
hl�ussel hierf�ur ist die Gau�s
he Operator-Identit�at (Hubbard-Stratonovi
h-Transformation)e�W2 = Z 1�1 dx e��x2+2�Wx ; (2.4)wel
he f�ur bes
hr�ankte Operatoren W erf�ullt ist.Zwe
ks Anwendbarkeit emp�ehlt es si
h, den normalgeordneten Hamiltonoperatorumzus
hreiben und zu den neuen Operatoren��
 � ay�a
 (2.5)�uberzugehen: H =X�
 K 0�
��
 + 12 X��
Æ v��
Æ��
��Æ (2.6)mit K 0�
 = t�
 � 12X� v���
 (2.7)und ni
ht-antisymmetris
hen Matrixelementenv��
Æ = (�� j v j 
Æ) : (2.8)Dabei entsteht die unphysikalis
he Selbstwe
hselwirkung 12 P� v���
 dur
h die Ver-taus
hungsrelationen (1.8). Der �Ubergang von den individuellen Teil
henoperatorenay�; a� zu ��
 , wel
he o�ensi
htli
h auf Teil
henkorrelationen f�uhren, ist rein intui-tiv. Da man aber vor allem an kollektiven Eigens
haften des Vielteil
hensystemsinteressiert ist, wel
he gerade dur
h die Zweiteil
henwe
hselwirkung gesteuert wer-den, ist dieses im Hinbli
k auf geeignete N�aherungen ni
ht nur aus mathematis
henGr�unden sinnvoll. Die Anwendung des Gau�-'Tri
ks' (2.4) mit � als zu linearisieren-dem Operator ma
ht deutli
h, da� die Formulierung des Problems in 2. Quantisie-rung unerl�a�li
h ist.Dur
h Aufteilung des Zeitabs
hnitts tf � ti in M Intervalle (M vorerst endli
h) der



19L�ange � = tf�tiM errei
ht man im Limes �! 0 die Faktorisierung der e-Funktion desZeitentwi
klungsoperators in den in � linearen und quadratis
hen Term, obwohl dieOperatoren V und T o�ensi
htli
h ni
ht kommutieren:e� i�h �H = e� i�h ��P�� K0�����+ 12P��
Æ v��
Æ��
��Æ� (2.9)�!0� e� i�h �P�� K0����� e� i2�h �P��
Æ v��
Æ��
��Æ :Unter Ausnutzung des reellen Gau�-Integrals im mehrdimensionalen Fall bekommt(2.4) die Gestalt: e 12 bA�1b = pdetA Z 1�1 MYi=1 dxip2�e� 12xAx+bx (2.10)mit den gew�ohnli
hen Abk�urzungenxAx = MXi;j=1xiAijxj und bx = MXi=1 bixi (2.11)und reeller symmetris
her Matrix A. Die Konvergenz des Integrals ist nur gew�ahr-leistet, wenn A positiv de�nit ist.Nun kann die Linearisierung des 2. Faktors aus (2.9) vorgenommen werden1:e� i2�h �P��
Æ ��
v��
Æ��Æ = (2.12)sdet� ��hv�1��
Æ�Z Y�
 d~��
p2�ie i2�h �P��
Æ ~��
v�1��
Æ~��Æ� i�h �P�
 ~��
��
oder na
h der Variablentransformation��
 =X�Æ v�1��
Æ~��Æ : (2.13)sdet� ��hv��
Æ� Z Y�
 d��
p2�ie i2�h �P��
Æ ��
v��
Æ��Æ� i�h �P��
Æ ��
v��
Æ��Æ : (2.14)Dabei sind die Darstellungen (2.12) und (2.14) v�ollig �aquivalent. Es wird diejenigegew�ahlt, in der si
h am bequemsten arbeiten l�a�t. Bei Glei
hung (2.12) haben dieKoordinaten ~� die Dimension des Potentials, w�ahrend si
h in (2.14) � die Di
htver-teilung der Teil
hen widerspiegelt. Vollf�uhrt man den S
hritt (2.12) f�ur jeden derM Teils
hritte (indiziert mit k), so ergibt si
h f�ur den gesamten Zeitentwi
klungso-perator: e� i�hH(tf�ti) = 1N (�) Z MYk=1Y�
 d��
(k) e i2�h �PkP��
Æ ��
(k)v��
Æ��Æ(k)� MYk=1 e� i�h �P�
�K0�
+P�Æ ��Æ(k)v��Æ
���
 (2.15)1Die obige Symmetrieforderung setzt nur voraus, da� V unter Teil
henvertaus
hung invariantist.



20 Kapitel 2: Pfadintegralemit der Normierung des Hilfsintegrals1N (�) = MYk=1vuuutdet � ��hv��
Æ�Q�
 2�i : (2.16)Es liegt nun auf der Hand, den Limes M ! 1 (also � ! 0) dur
hzuf�uhren, umso die endg�ultige in�nitisimale Pfadintegral-Darstellung von (2.15) zu erhalten: DerZeitindex k wird dur
h die kontinuierli
he Variable t (bzw. � dur
h dt) und dieSummation �uber k dur
h das entspre
hende Integral (�PMk=1 f(k) ! R tfti dt f(t))ersetzt: e� i�hH(tf�ti) = 1N Z Y�
 d��
(t) e i2�h R tfti dtP��
Æ ��
(t)v��
Æ��Æ(t)� T̂ e� i�h R tfti dtP�
 h��
(t)ay�a
 (2.17)mit der PfadintegralnormierungN = lim�!0N (�) = Z Y�
 d��
(t) e i2�h R tfti dt �(t)v�(t) : (2.18)Hierbei mu� der Zeitordnungsoperator T̂ eingef�uhrt werden, da die Operatoren derExponentialreihe zu vers
hiedenen Zeiten i.a. ni
ht kommutieren.[h�(t); h�(t0)℄ 6= 0 ; t 6= t0 : (2.19)F�ur die Matrixelemente des Zeitentwi
klungsoperators ergibt si
h insgesamt dieFunktionalintegral-Darstellung< �0 j U(tf ; ti) j � >= 1N Z D�(t) e i2�h R tfti dt �(t)v�(t) < �0 j U�(tf ; ti) j � > (2.20)mit den Abk�urzungenD�(t) =Y�
 d��
(t) ; �(t)v�(t) = X��
Æ ��
(t)v��
Æ��Æ(t) (2.21)und dem vom Feld abh�angigen Einteil
hen-Zeitentwi
klungsoperatorU�(tf ; ti) = T̂ e� i�h R tfti dtP�
 h��
(t)��
 (2.22)mit dem Hamiltonoperator in 2. Quantisierungh�(t) =X�
 0�K 0�
 +X�Æ ��Æ(t)v��Æ
1A ��
 : (2.23)Zur Interpretation von (2.20) l�a�t si
h sagen, da� ein Vielteil
hen-Zeitentwi
klungs-operator mit zeitunabh�angiger Zweiteil
henwe
hselwirkung �aquivalent als Superpo-sition von Einteil
hen-Zeitentwi
klungsoperatoren, wel
he das System dur
h einen



21zeitabh�angigen Hamiltonoperator in einem �au�eren kollektiven Feld �(t) dirigieren,bes
hrieben werden kann. Dabei mu� im funktionalen Sinn �uber alle m�ogli
hen Fel-der mit der Gau�gewi
htung e i2�h R dt�v� integriert (gemittelt) werden. Dur
h denGau�-Tri
k (2.4) ist errei
ht worden, da� die Feldoperatoren ��
 nur no
h linearim Exponenten auftreten. Dieses ges
hieht dur
h ein Pfadintegral, in dem daf�ur dieIntegrationsvariable in quadratis
her Ordnung auftritt.Alle kollektiven Eigens
haften des we
hselwirkenden Systems sind jetzt in dem Hilfs-feld � enthalten und k�onnen dur
h geeignete N�aherungen erhalten werden. Es lohntsi
h zu betonen, da� die Glei
hung (2.20) exakt ist. Eine ebenso exakte Darstellungh�atte man bei einer anderen Umordnung von H in (2.6, 2.7) errei
ht. So gibt zumBeispiel:i) H =X�
 ~K�
��
 � 12 X��
Æ v��Æ
��
��Æ (2.24)~K�
 = t�
 + 12X� v��
� (2.25)unter Ausnutzung vone i2�h �P��
Æ v��Æ
��
��Æ = (2.26)sdet�� ��hv�1��Æ
� Z Y�
 d��
p2�i e� i2�hP��
v��Æ
��Æ+ i�h �P��
v��Æ
��Æals Ergebnis:< �0 j U(tf ; ti) j � > = 1N Z D�(t)e� i2�h R tfti dtP��
(t)v��Æ
��Æ(t)� < �0 j ~U�(tf ; ti) j � > (2.27)mit ~U� = T̂ e� i�h R tfti dtP�
� ~K�
�P�Æ ��Æ(t)v��
Æ���
 ; (2.28)das trotz seiner 'optis
h' abwei
henden Form mit (2.22), (2.23) �aquivalent ist.ii) H�atte man mit antisymmetris
hen Matrixelementen in (2.6) gearbeitet:V = 14 X��
Æ �v��
Æay�ay�aÆa
 (2.29)mit �v��
Æ =< �� j v j 
Æ >= (�� j v j 
Æ)� (�� j v j Æ
) ; (2.30)so h�atte si
h bei identis
her Herleitung der ver�anderte Faktor 12 dur
h die gesamteRe
hnung gezogen, und in den Glei
hungen (2.20)-(2.23) m�u�ten alle v��
Æ dur
h12�v ersetzt werden.Erst wenn man N�aherungen f�ur die Funktionalintegrale anstrebt, erh�alt man dur
h



22 Kapitel 2: Pfadintegraledie Ni
hteindeutigkeit der Darstellung unters
hiedli
he Mean-Field-Potentiale (Har-tree, Fo
k bzw. 12Hartree-Fo
k, in der Reihenfolge der obigen Ans�atze). Hierin zeigensi
h die 'Li
ht- und S
hattenseiten', die si
h beim Arbeiten mit Pfadintegralen er-geben: Einerseits kann man die Freiheit in der Darstellung teilweise ausnutzen, umgew�uns
hte mittlere Potentiale zu erzeugen; anderseits zeigt si
h weiter unten, da�man auf diesem Weg ni
ht zum 'normalen' Hartree-Fo
k-Feld und zur Eliminie-rung der unphysikalis
hen Selbstwe
hselwirkung gelangt. Dur
h einen weiter untenvorgestellten Zugang wird dieses Problem gel�ost.2.2 Mean-Field-Approximation f�ur PfadintegraleEs emp�elt si
h, da� in (2.20) erhaltene Funktional f�ur den Vielteil
hen-Zeitentwi
k-lungsoperator auf eine kompaktere Form zu bringen:< �0 j U(tf ; ti) j � >= Z D�(t)N e i�hSeff [�(t)℄ (2.31)mit der 'kollektiven Wirkung'Seff [�℄ = 12 Z tfti dt �(t)v�(t)� i�h ln < �0 j T̂ e� i�h R tfti dt (K0+�(t)v)� j � > : (2.32)W�are die Integration �uber das Feld � in (2.31) dur
hf�uhrbar, h�atte man das quanten-me
hanis
he Vielteil
henproblem exakt gel�ost. Dieses ist aber dur
h die komplizierteStruktur (Ni
htlinearit�at) der e�ektiven Wirkung meist unm�ogli
h.Die Integral-Darstellung ist aber anwenderfreundli
h gegen�uber st�orungstheoreti-s
hen Approximationsstrategien. Hierbei wird der Integrand meist mit Hilfe einesreellen Parameters bis zu einer endli
hen Ordnung um seinen station�aren Wert ent-wi
kelt und die Integration f�ur den approximierten Integranden ausgef�uhrt. Als Bei-spiel sei hier das eindimensionale reelle Integral von der FormI(l) = Z 1�1 dx e� f(x)l ; l 2 IR+ (2.33)mit beliebiger Funktion f(x) angegeben. Ist l betragsm�a�ig sehr klein, so wird derWert des Integrals von der Stelle x0 dominiert, bei der der Funktionswert f(x0)minimal wird (=̂ f 0(x0) = 0; f 00(x0) > 0). Eine Entwi
klung von f(x) um x0 liefert:f(x) = f(x0) + 12(x� x0)2f 00(x0) + 1Xn=3 1n! (x� x0)nf (n)(x0) (2.34)und f�ur das IntegralI(l) = e� f(x0)l �Z 1�1 dx e� (x�x0)22l f 00(x0) +O(l 32 )�= e� f(x0)l  s 2�lf 00(x0) +O(l 32 )! : (2.35)



23In erster Ordnung nimmt das Integral I den einfa
hen Wert des Integranden an derStationarit�atsstelle des Exponenten an. Die quadratis
he Korrektur wird �uber die'Kr�ummung' f 00(x0) (=̂ Breite des Gau�-Peaks) an dieser Stelle diktiert.Nun liegt in der Darstellung (2.31) ein komplexwertiger Integrand vor { d.h. eswerden Sattelpunkte angenommen und keine Minima und Maxima wie in der re-ellen Analysis { wobei aber na
h (2.12) eigentli
h reelle Hilfsvariable � eingef�uhrtwurden. Deshalb generalisiert man das Beispiel, indem man � analytis
h in diekomplexe Ebene fortsetzt; man erlaubt, den eigentli
hen Integrationsweg der rellenA
hse zu verlassen und '�uber die Stellen zu ziehen', an denen das Integral station�arwird. Bei holomorphem Integranden w�are dieses exakt, solange keine Polstellen aufdem Deformationsgebiet liegen. Bei der Mean-Field-N�aherung f�ur den Zeitentwi
k-lungsoperator bietet si
h �h als der isolierte reelle Entwi
klungsparameter an. Ist dieWirkung Seff an der Stationarit�atsstelle gro� im Verh�altnis zu �h (was f�ur Bewe-gungen von Teil
hen mit gro�en Amplituden zu erwarten ist), dann haben wir eineRe
htfertigung f�ur die Station�are Phasen-Approximation.Ents
heidend f�ur die G�ute der Mean-Field-N�aherung ist ni
ht nur der Betrag vonSeff im Verglei
h zu �h, sondern au
h wie stark Seff insbesondere am Stationarit�ats-punkt oszilliert, wenn � variiert wird (Auspr�agung des station�aren Werts). Wennalle Teil
hen bei dem �Ubergang j � >!< �0 j beteiligt sind, ist anzunehmen, da�kleine �Anderungen in � gro�e Variationen in der Wirkung Seff erzeugen.Die Sattelpunktsglei
hungen f�ur die SPA lauten:ÆSeff [�℄Æ��
(t) = 0 8�
 : (2.36)Die station�aren L�osungen ~� von (2.36) liefern den gr�o�ten Beitrag zum Integralund legen somit die Matrixelemente (2.3) fest. Sie de�nieren das Mean-Field f�urdas Vielteil
henproblem und f�uhren physikalis
h auf eine semiklassis
he N�aherungder quantenme
hanis
hen Bes
hreibung, da sie der ersten Entwi
klungsordnung in1�h entpre
hen. Ausf�uhrung von Glei
hung (2.36) unter Ausnutzung von (2.32) lieferteine selbstkonsistente 'klassis
he' Bewegungsglei
hung, die die Mean-Field-Di
htenfestlegt: ~��
(t) = < �0 j U~�(tf ; t)��
U~�(t; ti) j � >< �0 j U~�(tf ; ti) j � > : (2.37)Na
h Dur
hf�uhrung einer Zeitableitung kommt man zur Matrixglei
hung:i�h�~�(t)�t = [h (~�(t)) ; ~�℄ (2.38)mit h aus (2.23). Dieses ist o�enbar ni
hts anderes als die zeitabh�angige Hartree-Fo
k-Glei
hung (TDHF) f�ur die Di
htematrizen, aber unter anderen Randbedin-gungen. So stellt (2.38) eine ni
htlineare Di�erentialglei
hung erster Ordnung dar,deren L�osung von der Angabe der beiden Randbedingungen j � > und < �0 j fest-gelegt wird. Diese Besonderheit der Mean-Field-Glei
hung erzeugt eine ni
htlokaleZeitabh�angigkeit: Der Eingangszustand entwi
kelt si
h von der Zeit ti an dur
h denMF-Operator U~� 'vorw�arts' bis zur Zeit t, w�ahrend si
h der Ausgangszustand zur



24 Kapitel 2: PfadintegraleZeit tf 'r�u
kw�arts' dorthin entwi
kelt; d.h. die Mean-Field-Glei
hung koppelt ih-re L�osungen f�ur alle t 2 [ti; tf ℄ in einer ni
htlinearen Weise [1℄. De�niert man dieZust�andej �~�(t) >= U~�(t; ti) j � > und < �0~�(t) j=< �0 j U~�(tf ; t) ; (2.39)so erh�alt man die kompakte Form~��
(t) = < �0~�(t) j ��
 j �~�(t) >< �0~�(t) j �~�(t) > ; (2.40)wobei der Nenner insgesamt zeitunabh�angig ist. Damit l�a�t si
h das Stationarit�ats-problem auf zwei Bewegungsglei
hungen mit Einteil
hen-Hamiltonoperator in S
hr�o-dingerdarstellung ums
hreiben:i�h ��t j �~�(t) >= h~�(t) j �~�(t) > mit j �~�(ti) >=j � > (2.41)�i�h ��t < �0~�(t) j=< �0~�(t) j h~�(t) mit < �0~�(tf) j=< �0 j : (2.42)Der oben erw�ahnte semiklassis
he Charakter der Mean-Field-N�aherung spiegelt si
him Ergebnis wieder: Jeder einzelne �Ubergang j � >!< �0 j bekommt mit (2.37)sein eigenes Mean-Field zugeordnet, d.h. es wird glei
hzeitig der 'Weg' �(t) angege-ben, wie dieser �Ubergang vollzogen wird. Dieser Weg bringt den Hauptbeitrag zur�Ubergangsamplitude < �0 j U j � > und spielt eine klassis
h weitgehend verst�andli-
he Rolle. Damit ist der Kontakt zur quantenme
hanis
hen Bes
hreibung verloren,denn dort werden na
h (2.20) alle Wege erlaubt und mit ihren Wahrs
heinli
hkeitenaufsummiert.Eine 'Unannehmli
hkeit' ergibt si
h aus der Zulassung von komplexen �'s bei derSu
he na
h Stationarit�atspunkten. Es sind also im allgemeinen ni
hthermitis
he Fel-der bei willk�urli
her Wahl von �; �0 zu erwarten, und somit ergeben si
h zwar keinemathematis
he, wohl aber physikalis
he Interpretationsprobleme. Um reelle Felderzu erzwingen, kann man die Variation von Seff auf reelle Werte eins
hr�anken, undman erh�alt anstatt (2.37):~��
(t) = Re< �0 j U~�(tf ; t)��
U~�(t; ti) j � >< �0 j U~�(tf ; ti) j � > : (2.43)Der Unters
hied von (2.37) und (2.43) zur Bestimmung der Sattelpunkte liegt darin,da� man bei (2.36) sowohl Oszillationen von Real- und Imagin�arteil ber�u
ksi
htigt,w�ahrend man bei der Herleitung von (2.43) nur Realteils
hwankungen bea
htet.Na
h erfolgrei
her Bestimmung von L�osungen der Glei
hung (2.37) bzw. (2.41, 2.42),gewinnt man f�ur den Mean-Field-Wert der �Ubergangsamplitude in erster Ordnung(vgl.(2.35)):< �0 j e� i�hH(tf�ti) j � > �= e i�hSeff [~�(t)℄= e i2�h R tfti dt ~�(t)v~�(t) < �0 j U~�(tf ; ti) j � > : (2.44)



25Hierbei wurde vorweggenommen, da� in gen�aherter quadratis
her Korrektur diePfadintegralnorm (2.18) weggek�urzt wird; denn bei Verna
hl�assigung des 2. Sum-manden in Seff (2.32) (der ja wegen �h! 0 im Verglei
h zum ersten �au�erst s
hwa
hoszilliert, so da� Variationen in h�oherer Ordnung dieses Terms �ubergangen werdenk�onnen) und Entwi
klung von Seff mit dieser N�aherung um die Mean-Field-L�osungbis zur 2. Ordnung kann mitÆ2SeffÆ��
(t)Æ��Æ(t0) ������=~� = v��
ÆÆ(t� t0) (2.45)die Gau�-Integration zur Bestimmung der quadratis
hen Korrektur exakt ausgef�uhrtwerden { mit dem Ergebnis:Z D�(t) e i2�h R tfti dtdt0 P��
Æ ��
(t) Æ2SeffÆ��
 (t)Æ��Æ(t0) ����~���Æ(t0) = N : (2.46)Damit erh�alt man in (2.44) keine Vorfaktoren. Eine ausf�uhrli
here Bes
hreibung f�urdie exakte Bere
hnung der quadratis
hen Korrektur f�ur die Pfadintegral-SPA erfolgtin Kapitel 5.Wenn man f�ur die Darstellung der �Ubergangsamptitude unter der Annahme, da�die Kanalzust�ande �; �0 aus N -Teil
hen-Slaterdeterminanten { aufgebaut aus denOrbitalen �i; �0i { bestehen, eine SPA dur
hf�uhrt und dabei nur na
h statis
henL�osungen2 ~� bei der Stationarit�at su
ht, so erh�alt man anstatt (2.41, 2.42) dieEinteil
hen-S
hr�odingerglei
hungen mit zeitunabh�angigem h~�:i�h ��t j �i(~�; t) >= h~� j �i(~�; t) > mit j �i(~�; ti) >=j �i > (2.48)�i�h ��t < �0i(~�; t) j=< �0i(~�; t) j h~� mit < �0i(~�; tf) j=< �0i j (2.49)f�ur i = 1; : : : ; N , wobei das selbstkonsistente h dur
h (2.23) mit~�statis
h�
 = NXi=1 < �0i j � >< 
 j �i >< �0i j �i > (2.50)gegeben ist. h enth�alt also das Mean-Field-PotentialUHartree�
 =X�Æ ~�statis
h�Æ v��Æ
 = NXi=1 (�0i� j v j �i
)< �0i j �i > : (2.51)U besitzt dann die Hartree-Form (es tau
hen nur direkte Terme { d.h. glei
hzeitigeSummation �uber ersten und dritten bzw. zweiten und vierten Index von v��
Æ auf2Auf statis
he L�osungen wird man automatis
h bei der Wahl von j � > als Re
htseigenzustandund < �0 j als Linkseigenzustand des MF-Zeitentwi
klungsoperators aus (2.39) gef�uhrt; dieseserkennt man sofort aus Glei
hung (2.37):~��
 = < �0 j ��
 j � >< �0 j � > (2.47)



26 Kapitel 2: Pfadintegrale{ was auss
hlie�li
h auf lokale We
hselwirkungsterme f�uhrt). Dieses Ergebnis ist et-was �uberras
hend: Da man mit antisymmetrisierten Zust�anden �; �0 und mit H inForm der 2. Quantisierung gere
hnet hat, h�atte man eigentli
h das Hartree-Fo
k-Feld erwartet. Zumindest ist das Mean-Field von symmetris
her Form { d.h. vomTeil
henindex i unabh�angig, da in (2.51) �uber alle i = 1; : : : N summiert wird. Esl�a�t si
h zeigen, da� der Charakter des Mean-Fields unver�andert bleibt, wenn manmit symmetris
hen, antisymmetris
hen oder einfa
hen Produktzust�anden arbeitet.Die Hartree-Eigens
haft wird s
hon dur
h die Darstellung von H in (2.6) festge-legt. Das Mean-Field kann keine auf Austaus
hwe
hselwirkung beruhenden E�ekte(Fo
k-Terme) wiedergeben. Ein weiteres Manko ist, da� die MF-Glei
hungen, unddamit die gen�aherte �Ubergangsamplitude, die unphysikalis
he Selbstwe
hselwirkung(2.7) enthalten.Analoge SPA f�ur die Darstellung (2.27) f�uhrt dagegen auf die Fo
k-Form als Mean-Field (nur indirekte Terme { glei
hzeitige Summation vom ersten und vierten bzw.zweiten und dritten Index von v��
Æ), wel
he rein bilokale We
hselwirkung bes
hrei-ben:UFo
k�
 = � NXi=1Xmn < �0i j m >< n j �i >< �0i j �i > vm�
n = � NXi=1 (�0i� j v j 
�i)< �0i j �i > : (2.52)Und das Arbeiten mit den antisymmetris
hen Matrixelementen in V (2.30) ergibtkurioserweise als Mean-Field das halbe Hartree-Fo
k-Potential:UHF�
 = 12 NXi=1 < �0i� j v j �i
 >< �0i j �i > : (2.53)Also nur die Potentiale (2.51, 2.52, 2.53) k�onnen als Entwi
klungspunkte f�ur eineweiterf�uhrende St�orungstheorie angesehen werden.Einen weiteren Mean-Field-Ansatz gewinnt man, wenn man s
hon bei der Bestim-mung des Mean-Fields (2.36) den s
hwa
h oszillierenden Term aus Seff verna
hl�as-sigt: daraus folgt n�amli
h ~��
 = 0 ; (2.54)und somit f�allt h mit K 0 zusammen. Die Mean-Field-Entwi
klung beginnt also (bisauf die Selbstwe
hselwirkung) bei der Physik der freien Teil
hen, was nat�urli
h z.B.f�ur die Bes
hreibung von Bindungszust�anden weitgehend unbrau
hbar ist.Die obigen Eins
hr�ankungen bei der Mean-Field-De�nition werden dur
h die spezi-�s
hen mathematis
hen Umst�ande der Anwendbarkeit des Gau�-Tri
ks diktiert; wiediese na
h [16℄ gemildert werden k�onnen, wird im Folgenden kurz referiert:i) Wie die quadratis
he Korrektur exakt ausgef�uhrt werden kann, ist in [16℄ ge-zeigt. Na
h Entwi
klung der kollektiven Wirkung bis zur 2. Ordnung um denSattelpunkt � = ~� erh�alt man bei der Bere
hnung des gen�aherten Integrals ei-ne Funktionaldeterminante, wel
he E�ekte von kleinen Quanten
uktuationendes Di
htefeldes � um das Mean-Field bes
hreibt:Z D�e i�hSeff [�℄ = Z D�e i�hSeff [~�℄+ i2�h R dxdx0dtdt0 �(x;t) Æ2SeffÆ�(x;t)Æ�(x0;t0) �����=~��(x0;t0)= e i�hSeff [~�℄ �korr (2.55)



27mit der quadratis
hen Korrektur�korr = vuutdet v(x� x0)Æ(t� t0)det Æ2SÆ�Æ�0 : (2.56)Dabei wurde aus Bequemli
hkeitsgr�unden in die Ortsdarstellung gegangen unddie Variablentransformation�(x; t) = �(x; t)� ~�(x; t) (2.57)dur
hgef�uhrt. Exakte Bere
hnung von Æ2SÆ�Æ�0 ���~� ergibt zus�atzli
h zu (2.45) Di
h-tekorrelationsterme und kann unter Ausnutzung vondet(1� A) = exp(tr ln(1� A)) (2.58)mit der Reihendarstellung des Logarithmusln(1� A) = � 1Xn=1 1nAn (2.59)(Konvergenzgebiet ist der komplexe Einheitskreis) zur Bestimmung der Wurzel(2.56) benutzt werden. Hierbei zeigt si
h, da� f�ur den Spezialfall des statis
henMean-Fields (es wird zus�atzli
h gefordert, da� �0i; �i Eigenzust�ande zum glei-
hen Eigenwert von U~� sind) die Korrektur des station�aren Funktionalwertsdie Selbstwe
hselwirkung des Operators K 0 zu K kompensiert (hierf�ur ist dern=1-Term der Reihenentwi
klung verantwortli
h) und die Fo
k-Energie (2.52)zus�atzli
h zur s
hon vorhandenen Hartree-Energie erzeugt wird (ebenfalls n=1-Term). Die restli
he Summe (n � 2) von (2.59) erzeugt Hartree-RPA-Phonon-Energien:< �0 j U j � > ' e� i�hhPNj=1<�0j jtj�j>+ 12PNk;j=1<�0k�0j jvj�k�j>+�ERPAi(tf�ti)= e� i�h (EHF+�ERPA)(tf�ti) (2.60)unter Voraussetzung der Normierung der Orbitale: < �0i j �i >= 1. DieMean-Field-Glei
hungen bleiben davon nat�urli
h unbeein
u�t und enthaltenHartree-Potential und Selbstwe
hselwirkung (h = K 0 + UHartree):h j �i >= �i j �i > ; < �0i j h = �i < �0i j i = 1; : : : ; N : (2.61)ii) Erw�ahnt sei eine einges
hr�ankte M�ogli
hkeit, au
h dieses De�zit aus i) zubew�altigen, ohne auf den Gau�-Tri
k zu verzi
hten. Dabei geht man davonaus, da� die Zweiteil
henwe
hselwirkung in eine Summe aus direktem undAustaus
h-Potential zerlegt werden kann:V = VD + VE ; (2.62)mit v��
Æ = vD��
Æ + vE��
Æ = vD��
Æ � vE��Æ
 ; (2.63)



28 Kapitel 2: Pfadintegralewobei gefordert wird, da� der Hartree-Term von VE und der Fo
k-Term vonVD vers
hwinden:Xk (k� j vD j 
k) =Xk (k� j vE j k
) = 0 8�; 
 : (2.64)Errei
ht werden kann dieses dur
h Spin-Algebra-Methoden (spinabh�angigePotentiale[16℄); die Anwendbarkeit ist allerdings auf spin-ges�attigte Systeme(z.B. magis
he Kerne und ihre direkten Na
hbarn) bes
hr�ankt. Aufgrund derEigens
haften (2.63, 2.64) wird bei der station�aren Phasen-Approximation dasHF-Potential erzeugt, und der Selbstwe
hselwirkungsterm tau
ht wegen derUmordnung (2.6, 2.7) erst gar ni
ht auf:H =X�
  t�
 � 12XÆ (vD�ÆÆ
 + vE�ÆÆ
)! ay�a
 + 12 X��
Æ �vD��
Æ + vE��
Æ� ay�a
ay�aÆ :(2.65)Au�erdem vers
hwindet der 'n=1-Term' der quadratis
hen Korrektur.2.3 Entwi
klung des Pfadintegrals um ein belie-biges Mean-Field1982 wurde von Kerman, Levit und Troudet ein eleganterer Zugang zur Darstellungvon Matrixelementen des Zeitentwi
klungsoperators vorgestellt, der es erlaubt, einbeliebiges Feld vorzugeben, um das bei einer Mean-Field N�aherung entwi
kelt wird[17℄. Somit fallen die Probleme, die bei der Anwendung des simlpen Gau�-Tri
ks(2.12) entstehen, unter den Tis
h. Die Methode s
h�opft die maximale Flexibilit�atbeim exakten Umgang mit Pfadintegralen aus und ist bei der Herleitung der TIMF-Glei
hungen �uber Funktionalintegrale �au�erst hilfrei
h, da s
hon vor der SPA dur
herlaubte 'Manipulation' an ni
ht-eindeutigen Parametern des Integrals ein Mean-Field �xiert werden kann, das m�ogli
herweise au
h ni
ht-hermitis
h ist.Um die Notation [17℄ beizubehalten de�nieren wir statt (1.7) f�ur den Gesamt-Hamiltonoperator: H = K�+ 12V 
 (2.66)mit der abk�urzenden Matrixs
hreibweiseK� =X�
 K�
��
 ; ��
 = ay�a
 (2.67)und V 
 = X��
Æ v��Æ

�
�Æ ; 
�
�Æ = ay�ay�a
aÆ : (2.68)F�ur den Zeitentwi
klungsoperator benutzen wir die Produktdarstellung der Expo-nentialfunktion:e� i�hH(tf�ti) = limM!1�= tf�tiM !0 MYk=1�1� i�h�K�� i2�h�V 
�k : (2.69)



29Wie in (2.9) wurde hier investiert, da� im Limes � ! 0 die Faktoren des Produktskommutieren. Genau wie oben wendet man das Gau�-Integral (2.14) als erzeugendesFunktional an, aber in einer anderen Variante: Leitet man die Identit�ate� i2JV J = R Q�
 d�0�
 e i2�0V �0+iJV �0R Q�
 d�0�
 e i2�0V �0 (2.70)zweimal na
h J ab, multipliziert na
h der ersten Ableitung geeignet mit 
 und setztdana
h J = 0, so kann iV 
 = R Q�
 d�0�
 e i2�0V �0�0V 
V �0R Q�
 d�0�
e i2�0V �0 (2.71)veri�ziert werden, mit den Abk�urzungen�0V �0 = X��
Æ �0�
v��
Æ�0�Æ (2.72)und �0V 
V �0 = X��
Æ �0�
 0�X���� v��
�
����v���Æ1A�0�Æ : (2.73)Die 'St�arke' der Identit�at (2.71) liegt darin, da� der Zweiteil
henwe
hselwirkungs-term V 
 auf Kosten der Einf�uhrung eines Hilfsintegrals bearbeitet wird; und zwarauf die Art und Weise, da� der Operator 
, bestehend aus den vier Feldoperato-ren, bez�ugli
h �0 nur in quadratis
her Ordnung im Integranden auftau
ht. Hierinliegt der S
hl�ussel, bei sp�aterer SPA in erster Ordnung keine Beitr�age vom Viel-teil
henanteil V 
 zu erhalten. Die Strategie gegen�uber der direkten Linearisierungdes Operators 
 mittels Gau�-Tri
k hat si
h also ge�andert. Na
hdem man in derDarstellung (2.69) in jedem Faktor die Identit�at (2.71) einsetzt und dabei den Indexk zur Unters
heidung der einzelnen Integrationsvariablen �k benutzt, folgt:e� i�hH(tf�ti) = lim�!0 Z D�kN (�) e i2�h �PkP�
 �2�
(k)T̂ MYk=1 1� i�h�K�� �22�h2�kV 12
V 12�k!(2.74)mit dem Ma�3 D�k = MYk=1Y�
 d��
(k) ; (2.75)der PfadintegralnormierungN (�) = Z D�ke i2�h �Pk;�
 �2�
(k) (2.76)und �kV 12
V 12�k = X��
Æ���� ��
(k)v 12��
�
����v 12���Æ��Æ(k) : (2.77)3Der Index k soll daran erinnern, da� �uber alle zeitabh�angigen Pfade integriert wird.



30 Kapitel 2: PfadintegraleDabei wurden alle Integrale (2.70) mittels��
(k) = s�h� X�Æ v 12��
Æ�0�Æ(k) (2.78)umskaliert. Dadur
h l�a�t si
h der Index k als Zeitvariable (tk = k�) au�assen unddas Integral (2.70) bekommt im Exponent des Intergranden eine diagonale Gestalt.Die Ausf�uhrung des Grenzwerts � ! 0 in der Notation �k = �(tk) ergibt das mitder Darstellung (2.17) verglei
hbare Ergebnis:e� i�hH(tf�ti) = lim�!0M!1 1N (�) Z D�(t)e i2�h R tfti �2(t) dtU ��(tf ; ti) (2.79)mit dem OperatorU ��(tf ; ti) = T̂ MYk=1 1� i�h�K�� �22�h2�kV 12
V 12�k! : (2.80)Im Unters
hied zu U� aus (2.22) ist dieses a priori kein Zeitentwi
klungsoperator,der auf einem Einteil
hen-Hamiltonoperator wie (2.23) beruht, da er �uber 
 Zwei-teil
henkorrelationen angesi
hts (2.78) in der Ordnung O(�) enth�alt. Dieses best�atigtau
h (2.74): Der Gau�-Gewi
htungsfaktor e i�2�h�2 erzwingt bei Anwesenheit des Inte-grals, da� die dominierenden Werte von � in O(��12 ) auftreten. Der Operator (2.22)bekommt in der Reihenentwi
klung der e-Funktion zwar au
h �2=̂
 und h�ohere�-Potenzen, kann aber insgesamt als Einteil
henoperator mit faktorisierten Vielteil-
heneigenzust�anden aufgefa�t werden. Die Version (2.79) des Zeitentwi
klungsope-rators ist wegen der nur teilweise vollzogenen Grenzwertbildung (�! 0) 'optis
h' derDarstellung (2.17) unterlegen; aber es existiert ein gro�e E�ektivit�at beim exaktenArbeiten mit (2.79) bei der Untersu
hung von Grenzwertszenarios. Der ents
heide-ne Punkt ist, ob man die Grenzwertbildung � ! 0 vor oder na
h Ausf�uhrung desPfadintegrals dur
hf�uhrt.4Betra
htet man die Grenzwetbildung lim�!0 U �� ohne Anwesenheit des Pfadintegrals,so vers
hwindet der �2-Term in (2.80) f�ur ein fest gegebenes �k, denn beim Ausre
h-nen der Produkte in Ordnungen von � f�ur die einzelnen Summanden aus (2.80) ergibtsi
h: U� = T̂�1� i�h� MXk=1K�� �22�h2 MXk;k0=1k 6=k0 (K�)(K�) + : : : �+T̂�� �22�h2 MXk=1�kV 12
V 12�k + : : : � ; (2.81)wobei bei allen Summanden der ersten Zeile die Anzahl der Summen �uber den zu �inversen Index k glei
h der Potenz von � ist, also wegen �k = t ein endli
her Beitragbei Limes � ! 0 zu erwarten ist. Genau dies ist in der 2. Zeile ni
ht der Fall: hier4Man bea
hte, da� das Ma� des Integrals D� von � abh�angig ist!



31liegt die Potenz von � immer um 1 h�oher als die Anzahl der k-Summationen, undsomit vers
hwindet die 2. Zeile f�ur � ! 0. F�ur den gesamten Operator U (2.79)erh�alt man das widerspr�u
hli
he Resultat:U(tf ; ti) = lim�!0U ��(tf ; ti) = e� i�hK�(tf�ti) ; (2.82)was o�ensi
htli
h nur f�ur die Zeitentwi
klung freier Teil
hen Sinn gibt. Um das ri
h-tige Ergebnis e�i�h HT bei �! 0 zu erhalten, mu� man erst �uber die diskreten Felder�k f�ur endli
he Zeitintervalle integrieren und dana
h Limes � ! 0 bestimmen, dader quadratis
he Term in �k zur Erzeugung des Operators e� i�hHT in (2.79) ben�otigtwird.O�ensi
htli
h ist aber au
h, da� in den Zeitentwi
klungsoperator (2.80) ein willk�ur-li
her Term, der linear zu � ist, aus rein analytis
hen Gr�unden eingef�uhrt werdenkann, ohne da� er die exakte Darstellung des Gesamt-Zeitentwi
klungsoperators(2.79) ver�andert. Eine Integration �uber die volle reelle A
hse f�ur �k l�a�t den ungera-den Summanden wieder vers
hwinden. Hier liegt die ents
heidene Freiheit, da� mananstatt U �� unter dem Integral s
hreiben kann:~U ��(tf ; ti) = T̂ MYk=1 �1� i�h�K�� i�h��k��� �22�h2�kV 12
V 12�k� (2.83)mit �k�� = X��
Æ ��
(k)���
Æ��Æ : (2.84)Man f�uhrt also k�unstli
h einen in � linearen Einteil
henterm in O(�) ein, gewi
htetmit einem willk�urli
hen erst sp�ater zu �xierendem 'Versu
hsfeld' �. Somit wirddie Linearisierung des Gesamthamiltonoperators aus dem vorigen Abs
hnitt desKapitels hier dur
h die Ni
hteindeutigkeit bei der Pfadintegralde�nition ersetzt.Wenn jetzt analog zu (2.31) die Mean-Field-N�aherung dur
hgef�uhrt wird, so erh�altman zur Bestimmung von Stationarit�atspunkten na
h (2.36) eine MF-Glei
hung, diedie Grenzwertbildung � ! 0 ohne Anwesenheit des Pfadintegrals erlaubt. Hierbeih�angen die Ergebnisse gerade von der Wahl von � ab. O�ensi
htli
h gilt:�U�(tf ; ti) � lim�!0 ~U ��(tf ; ti) = T̂ e� i�h R tfti dt (K+�(t)�)� : (2.85)Die quadratis
hen Terme in � und damit die We
hselwirkung V geben zwar keinenBeitrag zur Mean-Field-Wahl, wohl aber wenn Korrekturen hierzu bere
hnet wer-den, weil dann h�ohere Ableitungen in �k gebrau
ht werden.Das von au�en vorgegebene Feld � kann, dadur
h da� es das Mean-Field eindeutigfestlegt, als das Potential angesehen werden, um das eine Mean-Field-Entwi
klungvorgenommen wird. Hierbei besteht eine gewisse Analogie zur 'klassis
hen' St�orungs-theorie, bei der eine Zerlegung des Hamiltonoperators na
hH = T + V = (T + U) + (V � U) (2.86)vorgenommen wird, wobei U ein willk�urli
her, der physikalis
hen Situation ange-pa�ter Einteil
henoperator ist, und eine Entwi
klung in Ordnungen von (V � U)
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hnet wird. Um zum Beispiel das HF-Potential zu erhalten, hat man � in (2.83)so zu w�ahlen, da� der Einteil
hen-Hamiltonoperator die Form bekommt:h = (K + ��)� != (K + vHF )� : (2.87)In [17℄ wird der Beweis angegeben, da� die HF-Wahl von � als optimal angesehenwerden kann.Als vorl�au�ges Endergebnis erhalten wir f�ur die Matrixelemente des Zeitentwi
k-lungsoperator: < �0 j e� i�hH(tf�ti) j � >= lim�!0 1N (�) Z D�k e i�hSeff [�k;�;�℄ (2.88)mitSeff [�k; �;�℄ = (2.89)�2Xk �2k � i�h ln < �0 j T̂Yk �1� i�h�K�� i�h��k��� �22�h2�kV 12
V 12�k� j � > :



33
Kapitel 3TIMF in Di
htematrizenIn Abs
hnitt 1.3 wurde gezeigt, wie das Vielteil
hen-Inversionsproblem der Statio-narit�atsglei
hung des TIMF-Funktionals (1.11, 1.12) in ein ni
hthermitis
hes Eigen-wertproblem (1.38) umgewandelt werden kann. Nun liegt es nahe, die hermitis
heHF-Re
hnung in der Darstellung mit Di
htematrizen auf dieses Vielteil
henproblemzu erweitern. Dabei werden wir sehen, da� dieses in nat�urli
her Weise m�ogli
h ist,wenn geeignet ni
hthermitis
he Einteil
hen-Di
htematrizen eingef�uhrt werden. DasRitz-Funktional (1.41) kann alternativ als~E[ �;�0℄ = < �0 j H0 j � >< �0 j � > = < �0 j H j � >< �0 j � > +�< �0 j � >< �0 j � >< �0 j � > (3.1)umges
hrieben werden.Ziel ist es nun, die Darstellung (3.1) in den Variationszust�anden �, �0 dur
h eine�aquivalente Darstellung in Di
htematrizen (die zu �;�0 assoziiert sind) umzu�andern,und dann die Variationsableitung in dem Raum der Di
htematrizen dur
hzuf�uhren.3.1 Ni
hthermitis
he Di
htematrizenDas Matrixelement (3.1) kann na
h dem Wi
k-Theorem f�ur zeitunabh�angige Opera-toren [3℄ bere
hnet werden, wenn man das Biorthogonalsystem ay�; a�, wel
hes �;�0als Quasiteil
henvakua besitzt, zur Hilfe nimmt. Die Auswertung ergibt die Summe�uber alle m�ogli
hen Kontraktionskombinationen der Operatoren von H0 gewi
htetmit Permutationsfaktoren. Die Kontraktion von zwei zeitunabh�angigen Operatorenab ist de�niert als die Di�erenz der gegebenen Reihenfolge und der normalgeordneten(Erzeuger 'links' von Verni
hter):ab = ab� : ab : : (3.2)Sei z.B. 
y� beliebiger Erzeugungsoperator mit < 0 j 
y�=0, 
y� j 0 >=j � > und 
� be-liebiger Verni
htungsoperator mit 
� j 0 >=0, < 0 j 
�=< � 0 j einer (Biorthogonal)-Basis, in der H0 dargestellt ist, so erh�alt man alle m�ogli
hen Kontraktionen dur
hErwartungswertbildung < �0 j : : : j � > von (3.2) im Hinbli
k auf (1.40):
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htematrizeni) 
y�
� = < �0 j 
y�
� j � >< �0 j � > = NXi=1 < � 0 j 'i >< '0i j � >< '0i j 'i > (3.3)ii) 
y�
y
 = 
�
Æ = 0 (3.4)iii) 
�
y� =< � 0 j � > � 
y�
� : (3.5)Es liegt nun nahe, einen Operator einzuf�uhren, dessen Matrixelemente mit den Kon-traktionen (3.3) zusammenfallen. Also1:< � 0 j � j � >= ��� != 
y�
� : (3.6)Aus (3.3) folgt dann sofort, da� � der S
hief-Projektor auf dem Lo
h-Raum derSlaterdeterminanten ist: � = NXi=1 j 'i >< '0i j< '0i j 'i > : (3.7)� wird (ni
hthermitis
her) Einteil
hen-Di
hteoperator genannt. Grund hierf�ur ist,da� � die Biorthogonalbasis von Seite 10 als Re
hts- bzw. Linkseigenbasis besitztund die jeweiligen Eigenwerte angeben, ob das Orbital j aus dem Lo
h- oder Teil-
henraum stammt: � j 'j >= nj j 'j > ; < '0j j � = nj < '0j j (3.8)mit den Besetzungszahlennj = ( 1 wenn j Lo
horbital0 wenn j Teil
henorbital : (3.9)Die 
harakteristis
hen Eigens
haften des Operators liegen wegen (1.30) auf derHand:i) � ist Projektionsoperator: �2 = � ; (3.10)d.h. alle Eigenwerte sind reell und haben den Wert Eins oder Null,ii) die Spur des Operators ergibt die Lo
hteil
henzahlTr� = N : (3.11)1Die Notation � ri
htet si
h na
h [3℄ und sollte ni
ht mit der De�nition (2.5) verwe
hselt werden.



35Ents
heidend f�ur die weitere Re
hnung ist, da� die Arbeit mit Slaterdeterminanten�aquivalent zur Darstellung mit der korrespondiereneden Di
htematrix � ist:Wellenfunktionen �;�0 sind genau dann N -Teil
hen-Slaterdeterminanten, wenn derOperator ���0 der Projektor auf deren Lo
hraum ist (d.h. (3.10) und (3.11) erf�ulltsind). Die Slaterdeterminanten sind dann bis auf Phasenfaktoren eindeutig festge-legt.Dabei ist die eine Ri
htung der obigen �Aquivalenz dur
h (3.7) und (3.10) unter An-nahme von (1.30) direkt gegeben. Die entgegengesetzte Folgerung kann wie folgtbewiesen werden:Sei � beliebiger Operator mit �2 = � und Tr� = N . Na
h Bestimmung von Re
hts- und Links-eigenzust�anden analog zu (3.8) folgt aus (3.10) ni 2 f0; 1g; mit (3.11) ergibt si
h, da� es genauN Eigenwerte mit Wert 1 gibt. Die aus den Re
hts- und Linksorbitalen zum Eigenwert 1 zusam-mengesetzten Slaterdeterminanten j � > und < �0 j sind dann die gesu
hten Zust�ande, die � alskorrespondierenden Di
hteoperator besitzen. Die so erhaltenen Slaterdeterminanten sind nur bisauf jeweils einen Phasenfaktor eindeutig bestimmt, denn lineare unit�are Transformationen unterden Orbitalen { wel
he sol
he erzeugen { lassen die Di
htematrix invariant. Fordert man zus�atzli
hdie Bedingung der Bi-Orthonormierung der Lo
horbitale, so wird eine Phase festgelegt.3.2 Homogene Version in Di
htematrizenDer erste Erwartungswert auf der re
hten Seite der Glei
hung (3.1) kann jetzt mittelsdes Wi
k-Theorems in die oben de�nierten Di
htematrizen umges
hrieben werden(mit der Bi-Normierung der Basis: < �0 j � >= 1):< �0 j H j � >< �0 j � > = X�
 < �0 j t j 
 > < �0 j ay�a
 j � >< �0 j � > (3.12)+12 X��
Æ (�0� 0 j v j 
Æ) < �0 j ay�ay�aÆa
 j � >< �0 j � >= X�
 < �0 j t j 
 > ay�a
+12 X��
Æ (�0� 0 j v j 
Æ)�ay�a
 ay�aÆ � ay�aÆ ay�a
�= X�
 < �0 j t j 
 > �
� + 12 X��
Æ < �0� 0 j v j 
Æ > �
��Æ� :Bei dem 2. Erwartungswert von (3.1) tau
hen Probleme auf, den separablen Ope-rator j � >< �0 j in beliebiger Bi-Orthonormalbasis darzustellen. Statt mit Wi
k-Theorem kann man aber mit der Orbitals
hreibweise (3.7) arbeiten. Weiter gehenwir davon aus, da� die �Uberlappmatrizen � und �0 diagonal sind (1.23), also< �0 j � >< �0 j � >< �0 j � > = NYj=1 < �0j j 'j >< '0j j �j >< '0j j 'j > : (3.13)



36 Kapitel 3: TIMF in Di
htematrizenUnter der Voraussetzung der Diagonalit�at von �, �0 kann dann j'j><'0j j<'0j j'j> dur
h dengesamten Projektor (3.7) ersetzt werden. Na
h zweimaligem Eins
hub einer 1 inglei
her Basis, die bei der Darstellung von H verwendet wurde, folgt:< �0 j � >< �0 j � >< �0 j � > = NYj=1 < �0j j � j �j >= NYj=1Xpq < q0 j �j >< �0j j p > �pq :(3.14)Somit ergibt si
h f�ur das gesamte Funktional in Di
htematrizen:~E[�℄ = X�
 < �0 j t j 
 > �
� + 12 X��
Æ < �0� 0 j v j 
Æ > �
��Æ�+� NYj=1Xpq < q0 j �j >< �0j j p > �pq : (3.15)Wenn jetzt Stationarit�atsstellen von ~E[�℄ bei Eins
hr�ankung auf Slaterdeterminan-ten gesu
ht werden, so mu� � unter der Bedingung �2 = � variiert werden. Also f�uhrtman Lagrange-Multiplikatoren ein, die gew�ahrleisten sollen, da� die Matrixelementevon (�2 � �) vers
hwinden. Somit lauten die Stationarit�atsglei
hungen:� ~E[�℄��ij + ���ij  Xmn Lmn ��2 � ��mn! = 0 8i; j : (3.16)De�niert man einen 'Hartree-Fo
k'-Operator h0 �uber die Matrixelementeh0ji =< j 0 j h0 j i >� � ~E[�℄��ij ; (3.17)so ist wegen (3.14) eigentli
h a priori ni
ht zu erwarten, da� h0 ein Einteil
hen-Operator ist. Bere
hnet man jedo
h (3.17), so erh�alt man den TIMF-Hamiltonope-rator der homogenen Version (1.43):i) Ableitung der ersten beiden Summanden von (3.15) ergibt den Hamiltonope-rator der inhomogenen Version (1.20):hji = < j 0 j t j i > +X�Æ < j 0� 0 j v j iÆ > �Æ�= < j 0 j t j i > + NXk=1 < j 0'0k j v j i'k >< '0k j 'k > : (3.18)ii) Die Ableitung (3.17) des separablen Terms (3.14) ergibt mit der Produktregel�QNs=1 fs�0 = PNs=1 �QNk 6=s fk� f 0s :NXs=10�Yk 6=sXpq < q0 j �k >< �0k j p > �pq1A < j 0 j �s >< �0s j i > (3.19)



37und die Erweiterung des Produkts mittels Qk 6=s fk = �QNk=1 fk� 1fs bringtNXs=1 det� det�0det � < j 0 j �s >< �0s j i >Ppq < q0 j �s >< �0s j p > �pq = (3.20)det� det�0det � NXs=1 < j 0 j �s >< �0s j i >< �0s j � j �s > :Aus (3.20) ist jetzt ersi
htli
h, da� h0 wirkli
h ein Einteil
henoperator ist: DasProdukt Qs in (3.13) wurde erfolgrei
h in eine Summe umgewandelt. Somit bil-den die Glei
hungen (3.17) den Gesamt-HamiltonoperatorH0 auf einen Einteil
hen-Hamiltonoperator h0 ab. Wenn in (3.20) die Di
htematrix in Orbitals
hreibweiseeingesetzt und die Diagonalit�at der �Uberlappmatrizen �, �0 sowie (1.27, 1.44) aus-genutzt wird, kommt man insgesamt zu dem 'verspro
henen' Endergebnis f�ur h0:h0ji = < j 0 j t j i > + NXk=1 < j 0'0k j v j i'k >< '0k j 'k > (3.21)+��(�) NXs=1 < '0s j 's >< �0s j 's >< '0s j �s > < j 0 j �s >< �0s j i > :Die Stationarit�atsglei
hungen (3.16) bekommen dann na
h Ausf�uhrung der Ablei-tung die Gestalt:Pji � h0ji +Xn Lin�jn +Xm Lmj�mi � Lij = 0 8i; j : (3.22)Die Lagrange-Multiplikatoren k�onnen aus den Glei
hungen eliminiert werden, indemman (3.22) von links und re
hts geeignet multipliziert und dann subtrahiert:Wenn man Xi Pji�ik �Xi Pik�ji = 0 8k; j (3.23)ausre
hnet und dabei �2 = � ausnutzt, kommt man zu dem Endergebnis(h0�� �h0)jk = 0 8j; k : (3.24)Da (3.24) f�ur alle Matrixelemente von h0� � �h0 erf�ullt ist, gilt o�ensi
htli
h dieOperatorglei
hung [h0; �℄ = 0 : (3.25)Diese ist ni
hts anderes als die homogenen TIMF-Glei
hungen in etwas andererGestalt; sie stellt eine ni
hthermitis
he Erweiterung der 'normalen' HF-Glei
hungdar. Da h0 seinerseits wieder von � abh�angt, handelt es si
h um eine ni
htlineareOperator-Glei
hung, die selbstkonsistent gel�ost werden mu�. Im Verglei
h zu (1.42)sind die Orbitale, Teil
henenergien und Gesamtteil
henzahl { wenn au
h nur 'ober-
�a
hli
h' { aus der Re
hnung vers
hwunden. Die 'neuen' TIMF-Glei
hungen (3.25)gelten f�ur eine �xierte Teil
henzahl N , diese ist in dem Hamiltonoperator h0 �uberden separablen Term bereits vorgegeben. Die komplexen Selbstenergien �i werden



38 Kapitel 3: TIMF in Di
htematrizen�uber das Spektrum von h0 geliefert, und die Orbitale �uber glei
hzeitige Re
hts- undLinkseigenzusz�ande von � und h0 bestimmt.Zu den TIMF-Glei
hungen gelangt man also zur�u
k, indem man na
h einer Bi-Orthogonalbasis su
ht, die � und h0 glei
hzeitig diagonalisiert. Denn o�ensi
htli
hsind die aus der TIMF-Bi-Orthogonalbasis zusammengesetzten Operatoren h0TIMF(3.21) und �TIMF eine L�osung von (3.25) mit Tr�TIMF = N .Der station�are Wert des Funktionals ergibt si
h, indem �TIMF in (3.15) eingesetztwird. Analog zur Argumentation in Abs
hnitt 1.3 erh�alt man wegen h0 = h0(�)wieder eine gen�aherte Gesamtenergie ETIMF = ~E[�TIMF ℄ als Funktion von � = 1D .3.3 Inhomogene Version in Di
htematrizenDie Formulierung (3.25) in Di
htematrizen l�a�t si
h im Ergebnis auf die inhomogeneVariante der TIMF ums
hreiben. Daf�ur f�uhren wir 'inhomogene' Di
htematrizen��0 = NXi=1 j 'i >< �0i j< �0i j 'i > und �� = NXi=1 j �i >< '0i j< '0i j �i > (3.26)ein. Die einzelnen Summanden des Kommutators (3.25) lassen si
h unter Benutzungvon (3.7, 3.21) und diagonalen �Uberlappmatrizen au
h ausre
hnen als:h0� = h� + �� NXi=1 j �i >< '0i j< '0i j �i > (3.27)�h0 = �h + �� NXi=1 j 'i >< �0i j< �0i j 'i > ; (3.28)wobei h der TIMF-Hamiltonoperator (1.20) der inhomogenen Version ist. Aus (3.25)folgt direkt: [h; �℄ = �� (��0 � ��) : (3.29)Somit erh�alt man insgesamt eine inhomogene Kommutatorglei
hung, wobei die Inho-mogenit�at dur
h die Kanaldi
htematrizen ��0, �� und die Gesamtenergie (repr�asen-tiert dur
h �� = ��(E)) bestimmt wird. In dem Kommutator sind daf�ur keine Kanal-orbitale enthalten. Um zu best�atigen, da� die inhomogen TIMF-Glei
hungen (1.19)L�osungen von (3.29) sind, bere
hnet man�� (��0 � ��) = NXi=1 ��  j 'i >< �0i j< �0i j 'i > � j �i >< '0i j< '0i j �i > ! (3.30)(1:19)= NXi=1 ��  j 'i >< '0i j (�i � h)< �0i j 'i > �0i � (�i � h) j 'i >< '0i j�i < '0i j �i > ! :Na
h Einsetzen von �� dur
h�� = < '0i j �i � h j 'i >< '0i j 'i > = �0i< �0i j 'i >< '0i j 'i > = �i< '0i j �i >< '0i j 'i > (3.31)



39k�onnen die �i eliminiert werden, und man kommt zu dem gew�uns
hten Resultat:[h; �℄.Glei
hung (3.29) entspri
ht in der zeitabh�angigen Theorie der Bewegungsglei
hungi�h���t = [h; �℄ (3.32)mit zeitabh�angigem Operator h. Wie das �Ubersi
htss
hema auf Seite 3 zeigt, ist(3.29) ni
ht (3.32) �aquivalent { (3.29) ist eine s
hle
htere Approximation des ex-akten Problems als (3.32). Daf�ur ist (3.29) erhebli
h lei
hter zu l�osen als (3.32):Anfangs- und Endzustand sind in (3.29) s
hon in der Inhomogenit�at 'eingebaut', dieselbstkonsistente L�osung von (3.29) zu fester Energie E entspri
ht dem Aufwandeiner gew�ohnli
hen Hartree-Fo
k-Re
hnung. Demgegen�uber ist (3.32) als zeitli
hesRandwertproblem (ni
ht Anfangswertproblem!) zu l�osen so, da��! ( �� f�ur t! ti��0 f�ur t! tf : (3.33)Selbstkonsistenz ist hier �uber das gesamte Zeitintervall ti � t � tf zu fordern (vgl.Abs
hnitt 2.2).Abs
hlie�end sei no
h erw�ahnt, da� Probleme auftreten, die Kommutatorglei
hung(3.29) direkt mit Hilfe des Funktionals (1.9) abzuleiten. Dieses m�u�te wegen dervers
hiedenen Vakua in die drei Di
htematrizen �, �� und ��0 umges
hrieben wer-den. Da die Variationen dieser Matrizen ni
ht unabh�angig sind, m�u�ten bei derStationarit�at bez�ugli
h � 'unangenehme' Terme wie ����� und ���0�� bere
hnet werden.



40 Kapitel 4: 1. Herleitung
Kapitel 41. Herleitung der TIMF ausPfadintegraldarstellung: homogeneVersionIn diesem Kapitel wird eine alternative Ableitung der TIMF-Theorie vorgestellt:Die exakte Resolvente wird mittels Fourier-Integral �uber den Zeitentwi
klungsope-rator dargestellt und dieser na
h (2.79, 2.80) dur
h ein Pfadintegral repr�asentiert.Im Rahmen der Mean-Field-N�aherung k�onnen dann TIMF und TDMF miteinander'vergli
hen' werden.Wenn man die TIMF-Glei
hungen (1.19) gewinnen will, mu� man k�unstli
h die Va-riationszust�ande �;�0 als Slaterdeterminanten in das Pfadintegral einf�uhren, umdann { dur
h SPA zum Funktionalintegral{ zu selbstkonsistenten Einteil
henglei-
hungen in deren Orbitalen zu gelangen. Dabei gibt es mehrere M�ogli
hkeiten, wiedie �- und �0-Zust�ande 'ins Spiel' gebra
ht werden k�onnen. Hier werden jetzt diebeiden Zust�ande �uber Eigenwertglei
hungen bez�ugli
h des bei der Sattelpunktsn�a-herung zu erwartenden MF-Hamiltonoperators de�niert (deshalb homogene Ver-sion). Die in Abs
hnitt 2.3 bes
hriebene Flexibilit�at bei der De�nition der Pfadin-tegrale erlaubt es uns, das Mean-Field auf den homogenen TIMF-Hamiltonoperatorh0 (1.42) zu �xieren. Dieses ist das Konzept, die TIMF-Glei
hungen zu erzeugenund glei
hzeitig die TIMF-Amplitude (1.27, 1.44) als Mean-Field-Entwi
klung desFunktionals um h0 zu gewinnen. Wir werden sehen, da� f�ur Letzteres quadratis
heKorrekturen zum Pfadintegral bere
hnet werden m�ussen.4.1 Darstellung der ResolventeBereits in Kapitel 1.1 wurde der Zusammenhang (1.5) zwis
hen Zeitentwi
klungsope-rator und Green-Operator mittels Fouriertransformation gegeben. Die dazu inverseTransformation lautet: 1E �H + i� = � i�h Z 1�1 dTe i�h (E�H+i�)T �(T ) (4.1)mit positiv in�nitisimalem � und der Stufenfunktion �(T ). Dabei ist die Einf�uhrungvon � erforderli
h, damit die Resolvente wohlde�niert ist und im Integral 'saubere'



41Konvergenz erzeugt wird, denn bei der T -Integration �uber das Intervall [0;1[ ver-s
hwindet der obere Wert der Stammfunktion wegen ���e��T�h e i�h (E�H)T ��� T!1�! 0.Wenn man Matrixelemente von (4.1) zwis
hen N -Teil
hen-Slaterdeterminanten �; �0betra
htet, so kann die Pfadintegraldarstellung f�ur den Zeitentwi
klungsoperator(2.88, 2.89) inklusive einer willk�urli
hen Matrix � eingef�uhrt werden:< �0 j 1E �H + i� j � >=lim�!0 "� i�h Z 10 dTe i�h (E+i�)T Z D�kN (�)e i�2�hPk �2k < �0 j ~U �;�� (T ) j � ># (4.2)mit der Norm (2.76), dem Ma� (2.75) und dem Operator ~U� aus (2.83). Im n�a
hstenS
hritt folgt die Einf�uhrung der �;�0-Zust�ande und zwar �uber Re
hts- und Linksei-genzust�ande des Operators ~U� im Limes �! 0, der na
h (2.85) dur
h den Entwi
k-lungsoperator �U�� (T ) mit dem i.a. ni
hthermitis
hen Einteil
henhamitonoperator(K + ��)� gegeben ist.Antisymmetrisierte N -Teil
hen-Eigenzust�ande sind daher Slaterdeterminanten ausEigenorbitalen von �U�1. Der 1-Operator im N -Teil
hen-Hilbert-Raum ist dann ge-geben dur
h: 1 = Xfk1;:::;kNg j �k1:::kN (�) >< �0k1:::kN (�) j< �0k1:::kN (�) j �k1:::kN (�) > (4.3)(fkig entspri
ht allen m�ogli
hen vers
hiedenen, das Pauli-Prinzip ni
ht verletzendenBesetzungsm�ogli
hkeiten der N identis
hen Teil
hen) mit den Slaterdeterminantenj �k1:::kN >=j 'k1 : : : 'kN > ; < �0k1:::kN j=< '0k1 : : : '0kN j (4.4)(ki Quantenzahl des i-ten Teil
hens). Die geforderten Eigenwertbeziehungen f�ur dieZust�ande lauten:�U�(T ) j �k1:::kN (�) >= e� i�hPNi=1 �ki (T;�) j �k1:::kN (�) > (4.5)< �0k1:::kN (�) j �U�(T ) = e� i�hPNi=1 �ki (T;�) < �0k1:::kN (�) j (4.6)unter Annahme von�U�(T ) j 'ki >= e� i�h�ki (T;�) j 'ki > ; < '0ki j �U�(T ) = e� i�h�ki (T;�) < '0ki j : (4.7)Die Eigenwertglei
hungen k�onnen somit in (4.2) erst na
h Dur
hf�uhrung des Grenz-wertes � ! 0 { z.B. bei Mean-Field-Glei
hungen { ausgenutzt werden. Wenn der1-Operator (4.3) in (4.2) sowohl zwis
hen ~U und �, als au
h zwis
hen ~U und �0einges
hoben wird, erh�alt man:Xfk1:::kN gfk01:::k0N g < �0 j �k01:::k0N >< �0k01:::k0N j ~U� j �k1:::kN >< �0k1:::kN j � >< �0k01:::k0N j �k01:::k0N >< �0k1:::kN j �k1:::kN > : (4.8)1Eigenzust�ande von ~U� sind i.a. keine einfa
hen Slaterdeterminanten, denn der Zweiteil
hen-Term 
 erzwingt Korrelationen der Einteil
henorbitale!



42 Kapitel 4: 1. HerleitungBis zu diesem Punkt ist die Resolvente exakt wiedergegeben. F�ur die weitere Re
h-nung ist es jedo
h erforderli
h, si
h auf N Lo
horbitale 'ki; '0ki mit ki=f1; : : : ; Ngzu bes
hr�anken2. Dieses liegt an dem geste
kten Ziel, in den TIMF-Glei
hungen eineeindeutige Zuordnung �i $ 'i bzw. �0i $ '0i i=1; : : : ; N zu erhalten. Somit m�ussendie '�uber
�ussigen' Teil
henorbitale ki=fN+1; : : :g aus der Re
hnung extrahiert wer-den.Die mathematis
he Argumentation hierf�ur ist, da� im so de�nierten Lo
hraum ana-log zur TIMF eine Diagonalisierung der zu < '01 : : : '0N j �1 : : : �N > bzw.< �01 : : : �0N j '1 : : : 'N > und < '01 : : : '0N j '1 : : : 'N > geh�orenden �Uberlappmatri-zen dur
h unit�are Transformation jeweils innerhalb der Orbitalmengen 'i; '0i; �i; �0i,ohne (4.5, 4.6) zu verletzen, m�ogli
h ist3, d.h. man kann zu einer eindeutigen Zu-ordnung �0i $ 'i $ '0i $ �i, i=1; : : : ; N gelangen.Sobald man ein oder mehrere Lo
horbitale 'i; 'j : : : bzw. '0i; '0j : : : dur
h Teil
henor-bitale 'm; 'n : : : bzw. '0m; '0n : : : ersetzt { wobei im Weiteren mit i; j Lo
h- und mitm;n Teil
henorbitale indiziert werden { und man fordert, da� die Teil
hen-Lo
h-�Uberlappmatrizen < '0m j �i >� 0 ; < �0i j 'm >� 0 8m; i (4.9)weitgehend vers
hwinden, k�onnen au
h die Gesamt�uberlappe von � und �0 bzw. �0und � verna
hl�assigt werden, wenn mindestens ein Orbital 'ki bzw. '0ki aus demTeil
henraum stammt:< �0k1:::kN j � >� 0 ; < �0 j �k1:::kN >� 0 sobald ein ki 2 fN + 1; : : :g ;(4.10)weil ganze Zeilen bzw. Spalten der korrespondierenden �Uberlappmatrizen vers
hwin-den. Insgesamt hat diese N�aherung zur Folge, da� die Darstellung der Eins (4.3) {�uber Vollst�andigkeit der Eigenfunktionen (4.5, 4.6) eingef�uhrt { bis auf den Projek-tor auf den oben de�nierten Lo
hraum zusammenf�allt:Xfkigfk0ig < �0 j �k0i >< �0k0i j ~U j �ki >< �0ki j � >< �0k0i j �k0i >< �0ki j �ki > � NXki;k0i=1(: : :) (4.11)= < �0 j � >< �0 j ~U j � >< �0 j � >< �0 j � >< �0 j � >mit den dur
h (4.5, 4.6) gegebenen j � >=j '1 : : : 'N >; < �0 j=< '01 : : : '0N j. Hier-bei wurde ausgenutzt, da� es jeweils nur eine Realisierungsm�ogli
hkeit derPNki=1PNk0i=1gibt, da keine Quantenzahlen in den Slaterdeterminanten doppelt auftreten d�urfen.Die Annahme (4.9) ist die ents
heidende Approximation, die f�ur die Herleitungder TIMF-Theorie notwendig ist. Die Ver�o�entli
hungen [17, 18℄, die die Herleitungder gew�ohnli
hen statis
hen Hartree-Fo
k-Glei
hungen zum Ziel haben, bes
hr�anken2Hier wird also eine 'Sortierung' der Quantenzahlen ki � N und ki > N vorgenommen; 'ibes
hreibt jetzt den Quantenzustand des i-ten Teil
hens!3Wegen der Ni
hthermitizit�at von �U� sind die Orbitale 'ki ; '0ki i.a. ni
ht orthogonal. Es ist abereine Orthogonalisierung im Lo
hraum m�ogli
h.



43si
h auf die Spurbildung (Zustandssumme) des Zeitentwi
klungsoperators { statt Be-re
hnung von Matrixelementen zwis
hen beliebigen Zust�anden �; �0. Dabei ist dieSpurbildung bekanntli
h basisunabh�angig, so kann man je na
h Re
henlage si
h derbequemsten Basis bedienen und ist auf keinerlei weitere Approximationen angewie-sen.Na
h Einf�uhrung der �;�0-Zust�ande erh�alt man f�ur die Resolvente< �0 j 1E �H + i� j � >= � i�h lim�!0 Z 10 dTe i�h (E+i�)T Z D�kN (�)e i�hSeff [�k;�;�℄ (4.12)mit der e�ektiven WirkungSeff = �2Xk �2k � i�h ln < �0(�) j ~U �� j �(�) >< �0(�) j �(�) > � i�h ln < �0(�) j � >< �0 j �(�) >< �0(�) j �(�) > :(4.13)Insgesamt wurde also errei
ht, da� der Zeitentwi
klungsoperator jetzt zwis
hen des-sen Eigenfunktionen (f�ur �! 0) steht. Die Kanalzust�ande �; �0 wurden rein optis
hvom Operator ~U getrennt und sind jetzt unabh�angig von der Grenzwertbildung�! 0. (�;�0 sind von � unabh�angig de�niert!)4.2 Station�are Phasen-Approximation(SPA) im statis
hen GrenzfallAls N�a
hstes wird na
h Stationarit�atsstellen des Pfadintegrals gesu
ht. Dabei sindwir nur an statis
hen Sattelpunkten�st(k) � �st 8k (4.14)interessiert, um das zeitunabh�angige TIMF-Feld zu gewinnen. Die Sattelpunktsglei-
hungen von (4.12) lauten:lim�!0 ÆSeff [�;�; �℄Æ�st = 0 8s; t : (4.15)Der Zeitentwi
klungsoperator von (4.13) bekommt wegen (2.83) und (4.14) diebez�ugli
h t zeitunabh�angige Gestalt:~U �� = �1� i�h�K�� i�h����� �22�h2�V 12
V 12��M : (4.16)Na
h Vertaus
hung von Grenzwertbildung und Variationsableitung f�ur den 2. Sum-manden in (4.13) k�onnen die Eigenwertglei
hungen ausgenutzt werden:lim�!0 ln < �0 j ~U j � >< �0 j � > = ln < �0 j �U j � >< �0 j � > = ln e� i�hTPNi=1 ��i = � i�hT NXi=1 ��i ; (4.17)wobei investiert wurde, da� f�ur �! 0 im Exponenten des Zeitentwi
klungsoperatorsder zeitunabh�angige Einteil
hen-Hamiltonoperator h0 = (K+��)� steht, und somitdie Zeitabh�angigkeit der Eigenwerte in (4.5, 4.6) die Form�i(�; T ) =: T�i(�) (4.18)



44 Kapitel 4: 1. Herleitungannimmt.F�ur den mi�trauis
hen Leser sei hier angemerkt: In Kapitel 2.3 war die Vertaus
hung von Limes� ! 0 und Pfadintegration o�ensi
htli
h ni
ht m�ogli
h, hier aber gilt f�ur die Ableitung na
h denstatis
hen Feldern �:lim�!0 ÆÆ� ~U� = lim�!0M(1� i�h�K�� i�h����� �22�h2�V 12
V 12 �)M�1(� i�h���� �2�h2�V 12
V 12 )= � i�h��T �U = ÆÆ� lim�!0 ~U� ; (4.19)d.h. Vertaus
hung f�ur den Operator ~U ist m�ogli
h. Auf dem absolut si
heren Weg ist man, wenndie Zust�ande �;�0 als Funktionen des endli
hen Grenzparameters � � 0 eigef�uhrt werden:~U�� j �(�k ; �) >= �(�k ; �) j �(�k; �) > (4.20)< �0(�k; �) j ~U�� = �(�k; �) < �0(�k ; �) j (4.21)(dann k�onnen also die Zust�ande �;�0 im allgemeinen ni
ht als Slaterdeterminanten angenommenwerden). S
hiebt man die Projektoren j �(�; �) >< �0(�; �) j anstatt (4.11) in die Glei
hung (4.2)ein, so wird die physikalis
he Bedeutung des Projektors erst im Grenzwert �! 0 klar: Denn danngehen die in (4.20, 4.21) de�nierten Zust�ande in die obigen Slaterdeterminanten �uberj �(�; � = 0) >=j � > ; < �0(�; � = 0) j=< �0 j (4.22)und �(�; � = 0) = e� i�hTPNi=1 ��i ; (4.23)und die Interpretation 1 !Projektor kann �ubernommen werden. Die Glei
hungen (4.22) habenden ents
heidenen Vorteil, da� die Eigenwertglei
hungen f�ur jedes � angewandt werden k�onnen,und man ni
ht erst auf Limes � ! 0 angewiesen ist. Ansonsten ergibt si
h eine v�ollig analogeRe
hnung mit (4.20, 4.21) wie mit (4.5, 4.6).Die Glei
hungen (4.7) k�onnen unter statis
hen Verh�altnissen als Einteil
hen-S
hr�odin-gerglei
hungen f�ur die Orbitale ausgedr�u
kt werden:(��i � h0�) j 'i(�) >= 0 ; < '0i(�) j (��i � h0�) = 0 ; i = 1; : : : ; N : (4.24)Die e�ektive Wirkung f�ur die statis
he Betra
htung l�a�t si
h na
h Ersetzung von�M dur
h T ausdr�u
ken als:Seff [�;�; T ℄ = T2 X�
 �2�
 � T NXi=1 ��i � i�h ln < �0 j � >< �0 j � >< �0 j � > : (4.25)Bei der Variationsableitung (4.15) verna
hl�assigt man den wegen �h ! 0 s
hwa
hoszillierenden 3. Summanden aus (4.25) (vgl. Argumente aus Abs
hnitt 2.2). Manh�atte bei der Variation au
h gravierende Probleme bekommen:i) Die Eigenwertglei
hungen (4.5, 4.6) stellen keine Glei
hungen f�ur die Gr�o�en< �0 j ÆÆ� j � >, < ÆÆ��0 j � > bzw. ÆÆ� < �0 j � > bereit sondern nur dieEigenwertvariationen Æ�iÆ� .ii) Da alle anderen Summanden in (4.25) linear in T sind, w�urde ein T -abh�angi-ges Mean-Field zu erwarten sein, d.h. man w�urde f�ur die Matrixelemente je-des Zeitentwi
klungsoperators e�iHT ein unters
hiedli
hes Mean-Field erhal-ten, und damit w�urde die T -Integration (4.1, 4.2) �uber alle Matrixelementeohne N�aherung undur
hf�uhrbar.



45iii) Au
h wenn die �Uberlapp-Terme ni
ht variiert werden, wird der zu bere
hnendestation�areWert des FunktionalsD = 1�� <�0j�><�0j�><�0j�> bei Variation in � nat�urli
hau
h ver�andert.Mit dieser Annahme bekommt die Glei
hung (4.15) die Gestalt:0 = T�st � T NXi=1 Æ��iÆ�st : (4.26)Die Variationsableitungen der Eigenwerte �i k�onnen aus (4.24) gewonnen werden: Æ�iÆ�st � Æh0Æ�st! j 'i > +(�i � h0) ÆÆ�st j 'i >= 0 ; (4.27)und na
h Multiplikation mit < '0i j aus (4.24) folgt:Æ�iÆ�st = < '0i j Æh0Æ�st j 'i >< '0i j 'i > (4.28)= X�Æ �s�tÆ< '0i j ay�aÆ j 'i >< '0i j 'i > =X�Æ �s�tÆ< '0i j � >< Æ j 'i >< '0i j 'i > ;wobei au��allt, da� f�ur die Bestimmung des Sattelpunktes die Orbitalableitungenvon 'i; '0i ni
ht beitragen.Insgesamt erh�alt man die selbstkonsistenten, statis
hen Stationarit�atsglei
hungen~�st = NXi=1X�Æ < '0i(~�) j � >< Æ j 'i(~�) >< '0i(~�) j 'i(~�) > �s�tÆ (4.29)mit der willk�urli
hen Matrix �. Das Mean-Field kann also v�ollig unabh�angig vonder eigentli
hen We
hselwirkung v gew�ahlt werden. Setzt man das station�are Feldwieder in den Hamiltonoperator h0 ein, bekommt man den Mean-Field-Operator:h0~� = X�
 ay�a
�K�
 + Xi;pq�Æ < '0i j p >< q j 'i >< '0i j 'i > ��pÆq���Æ
� (4.30)= X�
 ay�a
�K�
 +Xi;pq < '0i j p >< q j 'i >< '0i j 'i > (�T�)�p
q� ;mit (�T�)�p
q = P�Æ �T��
Æ��pÆq.Die Idee ist nun, die Matrix � so zu �xieren, da� (�T�) in (4.30) den TIMF-Hamiltonoperator h0TIMF generiert, inklusive separablem Anteil. Somit kann mandie MF-Glei
hungen aus (4.24) mit den homogenen TIMF-Glei
hungen identi�zie-ren. Dabei besteht eine gewisse Willk�ur �uber die Festlegung der Matrix �. Die ent-s
heidene physikalis
he Gr�o�e ist das Produkt �T�. Dieses besitzt die Dimensioneiner Observablen (Potential). Also stellen wir die Forderung an das 'Versu
hsfeld'� : h0�
 != h0�
(TIMF ) : (4.31)



46 Kapitel 4: 1. HerleitungOhne � explizit anzugeben, kann dieses errei
ht werden, indem z.B.W��
Æ := (�T�)��
Æ = �v��
Æ + f��
Æ (4.32)= < �� j v j 
Æ > + 1N NXj=1Cj < � j �j >< �0j j 
 >< � j Æ >mit Cj = �� njmjm0j (4.33)gew�ahlt wird, wobei ��, nj, mj, m0j mit den TIMF-Gr�o�en ��TIMF , < '0j j 'j >,< �0j j 'j > und < '0j j �j > identi�ziert werden. Zur Best�atigung, da� (4.32) einegeeignete L�osung von (4.31) ist, sei hier angegeben:i) NXi=1Xpq < '0i j p >< q j 'i >< '0i j 'i > �v�p
q = NXi=1 < �'0i j v j 
'i >< '0i j 'i > (4.34)ii) NXi=1Xpq < '0i j p >< q j 'i >< '0i j 'i > f�p
q =NXi;j=1Xpq 1NCj< '0i j p >< p j q >< q j 'i >< '0i j 'i > < � j �j >< �0j j 
 >=NXj=1Cj < � j �j >< �0j j 
 > (4.35)Die Mehrdeutigkeit bei der Wahl von � wird s
hon alleine dadur
h best�atigt, da�die Wahl ~f��
Æ � NXj;l=1 �Cj < � j �j >< �0j j 
 >< '0l j Æ >< � j 'j > (4.36)zum glei
hen Mean-Field f�uhrt, wenn man �Cj = Cjnj setzt.An der Stationarit�atsstelle ~� kann na
h der Festlegung von � nun der Wert dere�ektiven Wirkung (4.13, 4.25) bere
hnet werden:i) Der erste Summand aus (4.25) ergibtX�
 ~�2�
 (4:29)= Xi;�Æk;st < '0i j � >< Æ j 'i >< '0i j 'i > < '0k j s >< t j 'k >< '0k j 'k > (�T�)s�tÆ(4:32)= NXi;k=1 < '0k'0i j v j 'k'i >< '0k j 'k >< '0i j 'i > (4.37)+ NXi;k;j=1 < '0i j �j >< �0j j 'i >< '0i j 'i > ��N njmjm0j :



47Im Fall diagonaler �Uberlappmatrizen vers
hwindet im 2. Summanden eine derdrei Summen, und s�amtli
he Orbital�uberlappe und Indextr�ager k�urzen si
hbei Identi�zierung der mj; m0j; nj mit (1.23, 1.24) weg. Somit bleibt nur dietriviale Summation Pij 1 = N2 �ubrig, und man erh�alt:X�
 ~�2�
 = NXi;k=1 < '0k'0i j v j 'k'i >< '0k j 'k >< '0i j 'i > +N �� : (4.38)ii) Der zweite Summand von (4.25) kann wegen �i = �TIMFi (1.21) unter einfa
henUmformungen ermittelt werden:NXi=1 �i = NE � (N � 1) NXk=1 < '0k j t j 'k >< '0k j 'k >+�1� N2 � NXk;l=1 < '0k'0l j v j 'k'l >< '0k j 'k >< '0l j 'l > : (4.39)iii) Die Zusammenfassung von Termen aus (4.25) unter Benutzung von (4.38) und(4.39) sowie der Gesamtenergie (siehe(4.2)) ergibt na
h einiger Re
hnung:E + 12 NXi;k=1 < '0k'0i j v j 'k'i >< '0k j 'k >< '0i j 'i > � NXi=1 �i + 12N �� =(1�N)E + (N � 1) NXi=1 < '0i j t j 'i >< '0i j 'i >+N � 12 NXk;l=1 < '0k'0l j v j 'k'l >< '0k j 'k >< '0l j 'l > + 12N ��= (1�N) E � NXk=1 < '0k j t + U2 j 'k >< '0k j 'k > !+ 12N ��= (1�N) E � < �0 j H j � >< �0 j � > !+ 12N �� = (1� N2 )�� : (4.40)Insgesamt kann jetzt der station�are Wert des Pfadintegrals (4.2) angegeben werden.Der Ausdru
k f�ur die Mean-Field-Entwi
klung um ~� bis zur 2. Ordnung lautet:< �0 j 1E �H + i� j � >=� i�h Z 10 dTe i�h (���N2 ��+i�)T < �0(~�) j � >< �0 j �(~�) >< �0(~�) j �(~�) > �korr ; (4.41)wobei die quadratis
hen Korrekturen im n�a
hsten Abs
hnitt bere
hnet werden. BeiAnnahme �korr � 1 (also der Argumentation um (2.45, 2.46) folgend) h�atte mandas Ziel no
h ni
ht errei
ht, die gesamte TIMF-Theorie zu erzeugen. Die Orbitaleder Slaterdeterminanten �; �0 erf�ullen zwar die TIMF-Orbitalglei
hungen, aber derWert des Funktionals na
h T -Integration stimmt ni
ht mit (1.27, 1.44) �uberein. Eswird gezeigt, da� �korr den erforderli
hen Term ��N2 im Exponenten von (4.41) liefert.



48 Kapitel 4: 1. Herleitung4.3 Gau�s
he N�aherung (1.Teil)F�ur die Festlegung des Mean-Fields war allein der in � lineare k�unstli
h eingef�uhrteTerm verantwortli
h. Im Falle der quadratis
hen Korrektur werden 2. Ableitungender e�ektiven Wirkung Seff bez�ugli
h � mitgenommen. Somit ist zu erwarten, da�der 
-Term aus (2.83) jetzt eine ents
heidene Rolle spielt.Hier ist man jetzt auf die Integration vor Grenzwertbildung � ! 0 angewiesen.Der quadratis
he Korrekturterm von (4.41) ergibt analog zu (2.35, 2.55) ein Gau�-Integral �uber die zeitli
hen Fluktuationen �k um das statis
he Mean-Field ~��k := �k � ~� (4.42)also: �korr = lim�!0 1N (�) Z D�k e i2�hPk;k0 �k Æ2 �Seff [�k;~�;�℄Æ�kÆ�k0 �����k=0�k0 (4.43)mit der in die neuen Koordinaten transformierten Wirkung�Seff [�k; ~�; �℄ = �2Xk (~� + �k)2� (4.44)i�h ln < �0 j T̂ Qk (1� i�h�K�� i�h�(~� + �k)��� �22�h2 �kV 12
V 12 �k) j � >< �0 j � > :Dabei wurden nur die Zeitindizes k; k0 angegeben. In dem 
-Term von (4.44) wurdendie dur
h Einsetzen von (4.42) und binomis
her Formel entstehenden Terme ~�2 bzw.~��k verna
hl�assigt, weil ~� unabh�angig von � ist und �k o�ensi
hli
h wie �k vonO(�� 12 )ist. Somit k�onnen sie im Verglei
h zu �2k-Termen ignoriert werden. Das Integral (4.43)ist eines der wenigen Pfadintegrale, die exakt ausgef�uhrt werden k�onnen. Die formaleBere
hnung kann mittels der Gau�-Identit�at (2.10) (b = 0) vollzogen werden:Die Pfadintegralnorm (2.76) ergibt deshalb1N = 1R D�e i�2�hP�
;k �2�
(k) =  det(Ækk0Æ�
Æ�Æ)Q�
;k 2�i�h� ! 12 = 0�Y�
;k 2�i�h� 1A� 12 : (4.45)Das Integral (4.43) erh�alt mit der Abk�urzungA(k; k0) = Æ2 �SÆ�kÆ�k0 ������k=0 (4.46)die FormZ D�k e i2�hPkk0P��
Æ ��
(k)A��
Æ(k;k0)��Æ(k0) =  Q�
;k 2�i�hdetA(k; k0)! 12 ; (4.47)wobei die Determinanten in (4.45, 4.47) �uber alle Orts- (inkl. Spin, Isospin) undZeitkoordinaten zu verstehen sind.Insgesamt ist dann die Korrektur (4.43) gegeben dur
h:�korr = lim�!024det0�1� Æ2 �SÆ�kÆ�k0 ������k=01A35� 12 : (4.48)



49Das n�a
hste Ziel ist es also, die 2-fa
he Ableitung von (4.44) zu bere
hnen; damitw�are das Pfadintegral (4.43) exakt gel�ost.Bei den 2. Ableitungen Æ2 �SÆ�Æ�0 an der Stelle des Mean-Fields ~� ma
hen wir die An-nahme, da� die Zust�ande �;�0 auf ihren MF-Werten �~�;�0~� �xiert bleiben und mit�k ni
ht mitvariiert werden. Eigentli
h m�u�te mit j �(~� + �k) >, < �0(~� + �k) jgere
hnet werden, aber da kleine Fluktuationen um das Mean-Field (wegen Gau�-Gewi
htung in (4.44)) die gr�o�ten Beitr�age zur quadratis
hen Korrektur geben, istes eine akzeptable N�aherung, nur die Variationen des Operators zwis
hen diesenZust�anden in 2. Ordnung mitzunehmen. Mathematis
her Hintergrund hierf�ur ist,da� so die Eigenwert-Glei
hungen (4.5, 4.6) anwendbar bleiben.Insgesamt kann man sagen, da� die Ableitungen dur
h die notwendige Produkt-darstellung in (4.44) optis
h und re
hneris
h �au�erst 'uns
h�on' werden. Die ersteAbleitung von �Seff lautet:Æ �SeffÆ�mn(j) = �(~�mn + �mn(j)) (4.49)�i�h< �0 j T̂ [( MQk=j+1Pk)(� i�h�P�Æ �m�nÆ��Æ � �2�h2 P�Æ Im�nÆ��Æ(j))(j�1Qk=1Pk)℄ j � >< �0 j T̂ Qk Pk j � >mit der Abk�urzungPk = 1� i�h�K�� i��h (~� + �k)��� �22�h2 �kV 12
V 12 �k ; (4.50)also T̂Yk Pk = ~U �~�+�k � U (4.51)und I��
Æ � �V 12
V 12 ���
Æ = X���� v 12��
�
����v 12���Æ : (4.52)Die l�angli
he 2. Ableitung ergibt:Æ2 �SeffÆ�mn(j)Æ�pq(s) = �ÆjsÆmpÆnq (4.53)� i�h(1� Æjs)< �0 j U j � > �( < �0 j T̂"� MYk=s+1Pk��� i��h Xab �paqb�ab � �2�h2 Xab Ipaqb�ab(s)�� s�1Yk=j+1Pk��� i��h X�Æ �m�nÆ��Æ � �2�h2 X�Æ Im�nÆ��Æ(j)�� j�1Yk=1Pk�� j � > )
+ i�2�h Æjs< �0 j T̂ [( MQk=j+1Pk)Impnq(j�1Qk=1Pk)℄ j � >< �0 j U j � >+ i�h[(1� Æjs) + Æjs℄�



50 Kapitel 4: 1. Herleitung(< �0 j T̂ [( MQk=j+1Pk)(� i��h P�Æ �m�nÆ��Æ � �2�h2 P�Æ Im�nÆ��Æ(j))(j�1Qk=1Pk)℄ j � >< �0 j U j � > �< �0 j T̂ [( MQk=s+1Pk)(� i��h Pab �paqb�ab � �2�h2 Pab Ipaqb�ab(s))(s�1Qk=1Pk)℄ j � >< �0 j U j � > )Sehr viel k�urzer und kompakter wird Glei
hung (4.53), wenn die Stationarit�atsstellen�k = 0 eingesetzt werden. Na
h Sortierung in Faktoren Æij und (1 � Æij) bekommtman:lim�!0 1� Æ2 �SÆ�Æ�0 ������=0 = lim�!0 "ÆjsÆmpÆnq (4.54)+ i�hÆjs�� X���� v 12m�n�v 12�p�q< �0 j ( MQk=j+1P )
����(j�1Qk=1P ) j � >< �0 j U j � >� X�Æab�m�nÆ�paqb �< �0 j ( MQk=j+1P )��Æ(j�1Qk=1P ) j � >< �0 j U j � > < �0 j ( MQk=s+1P )�ab(s�1Qk=1P ) j � >< �0 j U j � > �
+ i�h�(1� Æjs)Xab�Æ�paqb�m�nÆ�< �0 j T̂ [( MQk=s+1P )�ab( s�1Qk=j+1P )��Æ(j�1Qk=1P )℄ j � >< �0 j U j � >� < �0 j ( MQk=j+1P )��Æ(j�1Qk=1P ) j � >< �0 j U j � > < �0 j ( MQk=s+1P )�ab(s�1Qk=1P ) j � >< �0 j U j � > �#wobei hier Pkj�k=0 � P = 1� i��hK�� i��h ~��� (4.55)de�niert wurde. Somit ist der Zeit-Ordnungsoperator nur no
h im 4. Summandenvon (4.54) erforderli
h, da ni
ht bekannt ist, ob j < s bzw. s < j. Erweitert mandie jeweils 'links' von den Feldoperatoren stehenden Seiten bzw. zwis
hen den Ope-ratoren na
hMYk=j+1P =  MYk=1P!0� jYk=1P�11A ; s�1Yk=j+1P =  s�1Yk=1P!0� jYk=1P�11A ; (4.56)so k�onnen bei Dur
hf�uhrung des �-Grenzwerts (j ! t0, s ! t) die Operatoren aus(4.54) folgenderma�en interpretiert werden:� MYk=j+1P��� j�1Yk=1P� �! U�(t0) (4.57)



51T̂ h� MYK=s+1P��� s�1Yk=j+1P��� j�1Yk=1P�i �! UT̂ h�(t)�(t0)i (4.58)mit den Feldoperatoren in Heisenberg-Darstellung im Mean-Field-Fall:��
(t)j�=~� = U+~� (t)��
U~�(t) bzw. 
��
Æ(t)j�=~� = U+~� (t)
��
ÆU~�(t) (4.59)mit4 U+~� (t) = e+ i�hh0~�t ; U~�(t) = e� i�hh0~�t ; U = e� i�hh0~�T : (4.60)Somit k�onnen in allen Nennern und Z�ahlern die Eigenwertglei
hungen (4.5, 4.6)ausgenutzt werden und die Eigenwerte k�urzen si
h weg. Glei
hzeitig wird im Æij-Term die Zeitordnung �uber
�ussig und mit (4.59) gilt im Mean-Field-Fall:< �0 j �(t) j � >=< �0 j U+~� (t)�U~�(t) j � >=< �0 j � j � > : (4.61)Geht man wieder in diskrete Darstellung zur�u
k, so erh�alt man f�ur Glei
hung (4.54):lim�!0 "ÆjsÆmpÆnq + Æjs� i�h� X���� v 12m�n�v 12�p�q< �0 j 
���� j � >< �0 j � >�X�Æab�m�nÆ�paqb< �0 j ��Æ j � >< �0 j � > < �0 j �ab j � >< �0 j � > �+ i�h�(1� Æjs)Xab�Æ�paqb�m�nÆ�< �0 j T̂ [�ab(s)��Æ(j)℄ j � >< �0 j � >�< �0 j ��Æ(j) j � >< �0 j � > < �0 j �ab(s) j � >< �0 j � > �#� lim�!0 hÆjs + Æjs � i�h S + (1� Æjs)� i�h�D�T i (4.62)mit den Abk�urzungenS � V 12 < 
 > V 12 � � < � >< �0 > �T (4.63)D � < ��0 > � < � >< �0 > (4.64)und �(l) = � lYk=1P�1��� l�1Yk=1P� ; l = s; j : (4.65)Dabei wurden im Hinbli
k auf eine �ubersi
htli
he Notation in (4.62) die Eigenwert-glei
hungen (4.5, 4.6) f�ur den Operator U s
hon vorweggenommen.Zur Interpretation der drei Summanden von (4.62) kann Folgendes gesagt werden:Das Krone
ker-Delta des 1. Summanden sorgt bei Verna
hl�assigung der anderenbeiden Terme f�ur den in (2.46) bes
hriebenen Fall: In erster N�aherung wird diePfadintegralnorm N genau dur
h die Gau�-Integration weggek�urzt; d.h. �korr � 1.Im 2. Summanden tau
ht der angek�undigte 
-Term auf. Er ist eine direkte Folge4U+ bedeutet also ni
ht hemitis
h adjungierter Operator zu U , da h0 ni
ht hermitis
h ist!



52 Kapitel 4: 1. Herleitungaus der 'k�unstli
hen' Konstruktion des Pfadintegrals (2.83) unter Einf�uhrung von�. In ihm wird zum ersten Mal dur
h die Anwesenheit von v Ein
u� dur
h dieeigentli
he We
hselwirkung genommen. Dieser Term kann weiter unten in nat�urli-
her Weise zum station�aren Wert des Funktionals (4.41) zuges
hlagen werden. Der3. Summand bes
hreibt Di
htekorrelationen, die mit dem Versu
hsfeld � gewi
htetsind, und wird auf RPA-Korrekturen zum Mean-Field f�uhren.Die Weiterverarbeitung der Ergebnisse von (4.62) in (4.48) ergibt unter Einbezie-hung der Matrixidentit�at (2.58) und Reihenentwi
klung des Logarithmus5 um dieEinheitsmatrix (2.59) die Form:�korr = lim�!0 e� 12Tr ln(1+ i�h �ÆS+�(1�Æ) i�h�D�T )lim�!0 e 12P1n=1 1nTr(�� i�h ÆS��(1�Æ) i�h�D�T )n : (4.66)Analog zur Argumentation um die Glei
hung (2.81) werden die Potenzen von �ÆSim Limes � ! 0 nur f�ur n = 1 '�uberleben', da die zeitli
hen Delta-Funktionen Æjsdie Zeit-Summationen in Matrixprodukten von (�ÆS) unterdr�u
ken, soda� nur diezeitli
he Spurbildung in (4.66) bleibt. Somit ist die �-Potenz f�ur n � 2 gr�o�er als dieAnzahl der Zeit-Summationen, und damit vers
hwinden die betro�enen Terme imGrenzwert �! 0. Die glei
he �Uberlegung gilt f�ur den �Æ�D�T -Term.Insgesamt kann der Exponent von (4.66) also umges
hrieben werden als:� i2�hTr��ÆS�+ i2�hTr��Æ�D�T�+ 12 1Xn=1 1nTr�� � i�h�D�T�n : (4.67)Wir konzentrieren uns im Folgenden nur auf den Beitrag des ersten Summanden von(4.67); die restli
hen Terme werden im n�a
hsten Abs
hnitt behandelt. Die Spurbil-dung beinhaltet Orts- und Zeitkoordinaten.Der Zeitanteil kann f�ur den �ÆS-Term unter Grenzwertbildung sofort ausgef�uhrt wer-den: Da S na
h (4.62) von allen Zeitindizes unabh�angig ist, ergibt die Zeitsummationmit lim�!0 �Pk 1 = T : �S�Termkorr = e� iT2�h trS ; (4.68)wobei tr jetzt nur no
h die Spur im Hilbert-Raum beinhaltet. Aus (4.62) k�onnenmittels Wi
k-Theorem f�ur zeitunabh�angige Operatoren die Erwartungswertbildun-gen analog zu (3.12) vorgenommen werden:X���� < 
 >���� v 12m�n�v 12�p�q �X�Æab�m�nÆ�paqb < � >�Æ< � >ab= (4.69)X����(ay�a� ay�a� � ay�a� ay�a�)v 12m�n�v 12�p�q � X�Æab�m�nÆ�paqbay�aÆ ayaab � Fpmqn ;so da� f�ur die Spur gilt:trFpmqn =Xpq Fppqq =X���� < �� j v j �� > ay�a� ay�a� � X�Æab(�T�)a�bÆay�aÆ ayaab : (4.70)5Mit der Annahme, da� die letzten beiden Summanden klein im Verglei
h zum ersten sind, gibtdie Reihenentwi
klung mit Konvergenzradius 1 Sinn.



53F�ur die Wahl (4.32) f�ur das Versu
hsfeld �T� gilt dann weiter:trFpmqn = (4.71)X���� h < �� j v j �� > � < �� j v j �� > � f����iay�a� ay�a� = �N �� ;und damit wird der Beitrag (4.68) der quadratis
hen Korrektur6 zu:�S�Termkorr = e i2�hN ��T : (4.72)Insgesamt sind wir dadur
h jetzt in der Lage, die TIMF-Amplitude als station�arenWert des Funktionals anzugeben, denn (4.41) wird mit �S�Termkorr :< �0 j 1E �H + i� j � > = � i�h Z 10 dTe i�h (��+i�)T < �0 j � >< �0 j � >< �0 j � >= < �0 j � >< �0 j � >�� < �0 j � > ; (4.73)was o�ensi
htli
h (1.27, 1.44) entspri
ht; und die Orbitale von �;�0 erf�ullen na
h(4.24) und (4.31) die erforderli
hen TIMF-Glei
hungen. Der S-Term in der quadrati-s
hen Korrektur bringt den ben�otigten Phasen-Faktor; die MF-Entwi
klung bis zur2. Ordnung um ~� erzeugt den gew�uns
hten Funktionalwert.4.4 Gau�s
he N�aherung (2.Teil)In diesem Abs
hnitt werden die ab Glei
hung (4.67) verna
hl�assigten Terme bearbei-tet. Das Problem der weiteren Re
hnung liegt in der Auswertung der Spur �uber dasn-fa
he Matrixprodukt. Die L�osung hierf�ur ist die Diagonalisierung der betro�enenMatrizen (Eigenwertproblem) und die Bestimmung der Zeit-Spur im Frequenzraum.Zun�a
hst wird f�ur den 3. Summanden aus (4.67) die Invarianz der Spur unter zyk-lis
her Vertaus
hung der Operatoren ausgenutzt. MitXab�Æ�m�nÆD�aÆb(j; s)�paqb = (�D�T )mpnq (4.74)folgt f�ur dessen n-te Potenz unter einmaliger zyklis
her Vertaus
hung der Matrizen(�D�T )n = �D�T| {z }�D�T| {z }n�mal : : :�D�T| {z }= D�T�| {z }D�T�| {z } : : :D�T�| {z } = (D�T�)n = (DW )n : (4.75)In einem zweiten S
hritt kann mit dem Wi
k-Theorem f�ur zeitabh�angige Operatorender Di
htekorrelationsterm (4.64) umges
hrieben werden:D�aÆb(j; s) = < �0 j T̂ [ay�(j)aÆ(j)aya(s)ab(s)℄ j � >< �0 j � > �6Die Wahl von �T� = �v + ~f bringt das glei
he Ergebnis.



54 Kapitel 4: 1. Herleitung< �0 j ay�(j)aÆ(j) j � >< �0 j � > < �0 j aya(s)ab(s) j � >< �0 j � >= < �0 j T̂ [ay�(j)ab(s)℄ j � >< �0 j � > < �0 j T̂ [aÆ(j)aya(s)℄ j � >< �0 j � > : (4.76)Im Gegensatz zu (3.2) werden Kontraktionen von zwei Operatoren jetzt �uber die Di�erenz vonihremT-Produkt und demNormal-Produkt de�niert. F�ur beliebige Erzeuger oder Verni
hter 
1(t1);
2(t2) hei�t das also: 
1(t1)
2(t2) � T̂ [
1(t1)
2(t2)℄� : 
1(t1)
2(t2) : : (4.77)Eine direkte Folgerung hieraus ist, da� Kontraktionen von Erzeugern (bzw. Verni
htern) unterein-ander vers
hwinden und Kontraktionen, in denen jeweils ein Erzeuger und Verni
hter auftau
hen,ausgedr�u
kt werden k�onnen als:a�(t1)ay�(t2) = �(t1 � t2) < �(t1) j �(t2) >= �ay�(t2)a�(t1) t1 6= t2 : (4.78)Somit h�angen die Kontraktionen von der jeweiligen Zeitentwi
klung der Operatoren (bzw. derassoziierten Zust�ande) ab. F�ur den Fall zeitglei
her Operatoren t1 = t2 wird das T̂ -Produkt dur
hdie gegebene Reihenfolge bestimmt.Dabei wurde in (4.76) investiert, da� mittels kanonis
her Transformation errei
htwerden kann, da� die Erwartungswerte der Normalprodukte zwis
hen ihren neuenVakua �;�0 vers
hwinden und somit f�ur die Kontraktionen keinen Beitrag geben:< �0 j T̂ [ay�(j)ab(s)℄ j � >< �0 j � > = ay�(j)ab(s) (4.79)< �0 j T̂ [aÆ(j)aya(s)℄ j � >< �0 j � > = aÆ(j)aya(s) (4.80)und < �0 j T̂ [ay�(j)aÆ(j)aya(s)ab(s)℄ j � >< �0 j � > =ay�(j)ab(s) aÆ(j)aya(s) + ay�(j)aÆ(j) aya(s)ab(s) ; (4.81)was genau (4.76) beweist.Insgesamt kann dann der Term �D�T unter der Spur umges
hrieben werden als:Xab Wambnay�(j)ab(s) aÆ(j)aya(s) : (4.82)Zur Auswertung der Kontraktionen [19℄ geht man jetzt in die BiorthogonalbasisSeite 10, d.h. die s
hon bestimmten N Lo
horbitale (4.24) erg�anzt man dur
h denTeil
henraum �uber weitere Eigenfunktionen von h0~�. Dur
h Gebrau
h von (4.78)und der Zeitabh�angigkeit der Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren (4.59) unterMean-Field-Bedingungen erh�alt man explizit:



55ay�(t1)ab(t2) aÆ(t1)aya(t2) beide Orb. aust1 > t2 0 < '0Æ j 'a > ÆÆae� i�h (t1�t2)�Æ Teil
henraum< '0b j '� > Æ�be� i�h (t2�t1)�� 0 Lo
hraumt2 > t1 � < '0b j '� > Æ�be� i�h (t2�t1)�� 0 Teil
henraum0 � < '0Æ j 'a > ÆÆae� i�h (t1�t2)�Æ Lo
hraumDas Produkt der beiden Kontraktionen aus (4.82) kann deshalb kompakt ausge-dr�u
kt werden:ay�(t1)ab(t2) aÆ(t1)aya(t2) = Æ�bÆÆae� i�h (�a��b)(t1�t2)�h�(t1 � t2)n�b(1� nÆa) + �(t2 � t1)nÆa(1� n�b)i (4.83)mit der Stufenfunktion � und den Matrixelementen des Projektors auf den Lo
hraumn̂ und den Teil
henraum (1� n̂):n�b � NXi=1 < '0i j '� >< '0b j 'i >< '0i j 'i > (4.84)Wenn7 man versu
ht, den 3. Term von (4.67)�12Tr� ln(1 + � i�h DW )� (4.86)auszure
hnen, so stellt man fest, da� die Zeitspur ni
ht direkt ausgewertet werdenkann, weil das Argument des Logarithmus ni
ht diagonal in der Zeit ist. Na
h (4.83)ist der gesamte Ausdru
k unter der Spur aber nur von der Di�erenz � = t1 � t2abh�angig. Deshalb bietet es si
h an, die Spurbildung im Fourierraum dur
hzuf�uhren.Fouriertransformation von (4.83) bez�ugli
h der Variablen � f�uhrt auf:D�aÆb(!) = Z 1�1 d�ei!�D�aÆb(�) =iÆ�bÆÆa " n�b(1� naÆ)! � (�a � �b) 1�h � naÆ(1� n�b)! � (�a � �b) 1�h # = iÆ�bÆÆa(naÆ � n�b)1�h(�a � �b)� ! : (4.87)Aus Bequemli
hkeit kann man nunQ(!) := D(!)�hi (4.88)de�nieren, so da� in (4.86) f�ur die zeitli
he Spur-Summe ges
hrieben werden kann([4℄ S. 146-150): �12 T2� Z 1�1 d! tr ln(1�Q(!)W ) : (4.89)7In der weiteren Re
hnung wird o.B.d.A. davon ausgegangen, da� unsere Biorthogonalbasisnormiert ist: < '0� j '� > != 1 8� : (4.85)



56 Kapitel 4: 1. HerleitungHierbei wurde der lineare Charakter der Fouriertransformation bez�ugli
h Spur undLogarithmusreihe ausgenutzt. Als Ergebnis wurde also die Zeitspurbildung auf dasvorerst reell de�nierte Frequenz-Integral abgew�alzt.Zur Bere
hnung des Integrals bedienen wir uns der Funktionentheorie: Wir fassennun ! als eine in die komplexe Ebene fortgesetzte Variable auf; der Integrand von(4.89) wird dann eine analytis
h fortgesetzte Funktion. Da f�ur Q(!) das Konver-genzverhalten f�ur j!j ! 1 mit 1! feststeht, f�allt der Logarithmus s
hneller als 1! .Damit ist es m�ogli
h, den reellen Integrationsweg in der oberen (oder unteren) He-misph�are im 'Unendli
hen' zu s
hlie�en. Das dadur
h entstehende Integral besitztden glei
hen Wert wie (4.89), kann aber mittels Residuensatz bere
hnet werden.
-Re!--& %

' $
1

2Wegen des ges
hlossenen Integrationsweges kann mit Hilfe einer partiellen Integra-tion im Komplexen der Logarithmus-Term eliminiert werden ([3℄ S. 540):I(
1) d! 1 tr� ln(1�QW )� = !tr ln(1�QW )��� � I(
1) d! !  tr dd! ln(1�QW )! ;(4.90)wobei der ausintegrierte Term o�ensi
htli
h vers
hwindet. Wenn man analog zu [3℄eine Matrix L mit der Eigens
haft1�Q(!)W � �Q(!)L�1(!) (4.91)einf�uhrt, dann ergibt elementare Matrizenre
hnung:L�1(!) = �Q�1(!) +W bzw. L(!) = �Q(!) +Q(!)WL(!) : (4.92)Hiermit kann die Logarithmus-Ableitung aus (4.90) ausgedr�u
kt werden:dd! ln(1�QW ) = Q�1dQd! + LdL�1d! (4.93)und die Spurbildung der einzelnen Terme kann vorgenommen werden.Dur
h Ableiten von (4.88) erh�alt man: dd!Q!�aÆb = 1�hÆ�bÆÆa naÆ � n�b� 1�h(�a � �b)� !�2 : (4.94)Da die diagonalen Matrixelemente von D bzw. Q vers
hwinden, wenn (a; b) bzw.(Æ; �) keine Teil
hen-Lo
h-Kon�gurationen bes
hreiben, rei
ht es, si
h bei der Spur-bildung auf Teil
hen-Lo
h-Elemente zu bes
hr�anken, d.h. mitÆaÆÆ�b(naÆ � n�b) 2 f1;�1g (4.95)



57wird die Matrix Q invertierbar:Q�1manb = �hÆmbÆna 1�h(�a � �b)� !nna � nmb : (4.96)Der erste Summand von (4.93) kann jetzt bere
hnet und die in (4.90) geforderteSpurbildung dur
hgef�uhrt werden8:tr Q�1 dd!Q! =Xph  11�h(�p � �h)� ! � 11�h(�p � �h) + !! (4.97)Unter Ausnutzung von (4.92) bzw. (4.96) gilt mit (4.95):dL�1(!)d! = �dQ�1(!)d! und  dQ�1d! !manb = �hÆmbÆna(nmb � nna) : (4.98)Die diagonale Matrix dQ�1d! hat die Blo
kgestalt � �h 00��h�, da nmb � nna = 1 f�urm; b 2Lo
hraum und n; a 2Teil
henraum, bzw. -1 f�ur die vertaus
hten Rollen. Auf-grund von (4.92) hat L die Gestalt:L�aÆb = �1�hÆ�bÆÆa naÆ � n�b1�h(�a � �b)� ! + 1�h Xmnkj Æ�nÆÆm nmÆ � n�n1�h(�Æ � ��)� !WmknjLkajb= 1�h n� � nÆ1�h(�Æ � ��)� !�Æ�bÆÆa �Xkj WÆk�jLkajb� (4.99)mit ni = nii. Wegen des Auftretens des Teil
hen-Lo
h-Projektors k�onnen die beidenzu betra
htenden F�alle (� = h und Æ = p bzw. Æ = h und � = p) separat angege-ben werden. Zus�atzli
h wird die Summe (k; j) in Summen �uber (p0; h0) und (h0; p0)aufgespalten:�hLhapb = 11�h(�p � �h)� !�ÆhbÆpa �Xh0p0Wph0hp0Lh0ap0b �Xp0h0Wpp0hh0Lp0ah0b� (4.100)bzw.�hLpahb = � 11�h(�h � �p)� !�ÆpbÆha�Xh0p0Whh0pp0Lh0ap0b�Xp0h0Whp0ph0Lp0ah0b� : (4.101)Die Pole von L(!) liegen na
h [20℄ genau bei den Frequenzen !n, die Eigenwerteder Matrix-Glei
hung sind, die dur
h Strei
hen der inhomogenen Anteile von (4.100,4.101) entsteht. Umbenennung von Lhapb in Xph bzw. Lpahb in Yph ergibt dann dieEigenwertglei
hung f�ur die Bestimmung der Singularit�aten von L:(�p � �h)Xnph +Xh0p0Wph0hp0Xnp0h0 +Xp0h0Wpp0hh0Y np0h0 = �h!nXnph (4.102)8Im Folgenden werden mit p Teil
hen- und mit h Lo
horbitale bezei
hnet!



58 Kapitel 4: 1. Herleitungund (�p � �h)Y nph +Xh0p0Whh0pp0Xnp0h0 +Xp0h0Whp0ph0Y np0h0 = ��h!nY nph ; (4.103)wobei der Index n die Eigenwerte inkl. Eigenfunktionen dur
hnumeriert. Eine Um-s
hreibung auf eine Matrixgestalt bringt dann: A BC D ! XnY n ! = �h!n  Xn�Y n ! (4.104)mit den Blo
kmatrizen9App0hh0 = Æpp0Æhh0(�p � �h) +Wph0hp0 = Æpp0Æhh0(�p � �h)+ < '0p'0h0 j v j 'h'p0 >(4.105)Bpp0hh0 = Wpp0hh0 =< '0p'0p0 j v j 'h'h0 > (4.106)Cpp0hh0 = Whh0pp0 =< '0h'0h0 j v j 'p'p0 > (4.107)Dpp0hh0 = Æpp0Æhh0(�p � �h) +Whp0ph0 = Æpp0Æhh0(�p � �h)+ < '0h'0p0 j v j 'p'h0 > :(4.108)Dabei wurde beim Einsetzen von W (4.32) ausgenutzt, da� der separable Anteilwegen < '0p j 'h >=< '0h j 'p >= 0 in der ausgew�ahlten Biorthonormalbasisvers
hwindet: fpp0hh0 = fhp0ph0 = fph0hp0 = fhh0pp0 = 0 : (4.109)Wie bei [8℄ erf�ullen die Blo
kmatrizen die RelationenApp0hh0 = Dp0ph0h ; Bpp0hh0 = Bp0ph0h ; Cpp0hh0 = Cp0ph0h : (4.110)Aufgrund dieser Symmetrie l�a�t si
h zeigen [8℄, da� die Eigenwerte paarweise mit(!n;�!n) auftreten, d.h. es gibt Vektoren mit:(Y n;Xn) A BC D ! = �h(�!n) (Y n;�Xn) : (4.111)Trotz der Ni
hthermitizit�at von �ABCD� existiert zu jedem �XnY n� ein Vektor �UnV n�, dergenau die adjungierten Eigens
haften besitzt:(Un;V n) A BC D ! = �h!n (Un;�V n) (4.112)bzw.  A BC D ! V nUn ! = �h(�!n) V n�Un ! : (4.113)Die Re
hts- und Links-Eigenvektoren sind hier s
hon biorthogonalisiert, denn aus(Um;V m) A BC D ! XnY n ! = �h!m (UmXn � V mY n)= �h!n (UmXn � V mY n) ; (4.114)9Die Indexfolge ist im Verglei
h zu (1.55-1.58) ver�andert, da dort die Matrix-Index-Reihenfolgeaus [8℄ �ubernommen wurde.



59folgt bei Ni
htentartung der Eigenwerte:(Um;�V m) XnY n ! =Xph (UmphXnph � V mphY nph) = 0 f�ur m 6= n : (4.115)F�ur die Normen legt man fest [20℄:(Um;�V m) XmY m ! = ( +1 f�ur Eigenwerte Im!m > 0�1 f�ur Eigenwerte Im!m < 0 : (4.116)Setzt man die Vollst�andigkeit der Biorthonormalbasis (Un;V n); �XnY n� f�ur den be-tra
hteten Teil
hen-Lo
h-Raum voraus, so l�a�t si
h die Matrix L (4.99) in ihrerEntwi
klung na
h diesen Eigenfunktionen angeben10:L�aÆb(!) = (4.117)1�h X!�2IH+ 1!� � !  X�Y � ! (U� ;V �)� 1�h X!�2IH� 1!� � !  X�Y � ! (U�;V �) ;wobei die Indizes a; b in X�; Y � und �; Æ in U� ; V � verste
kt sind.Der gesamte 2. Summand aus (4.93) ergibt unter Zusammenfassung der Ergebnisse(4.98, 4.117):LdL�1d! = ��hL 1 00 �1 ! (4.118)= � X!�2IH+ 1!� � !  X�Y � ! (U�;�V �) + X!�2IH� 1!� � !  X�Y � ! (U� ;�V �)und damit unter Gebrau
h von (4.116):trLdL�1d! = � X!�2IH+ 1!� � ! � X!�2IH� 1!� � ! : (4.119)F�ur das gew�uns
hte Integral (4.89) ergibt si
h dann mit (4.97, 4.119) mittels Resi-duensatz das vorl�au�ge Endergebnis:� T4� Z 1�1 d!tr ln(1�QW ) =T4�2�i0BB� Xp;hIm(�p��h)>0 1�h(�p � �h)� Xp;hIm(�p��h)<0 1�h(�h � �p)� X!�2H+ !�1CCA =i�h T2 0�Xp;h(�p � �h)� �h X!�2H+ !�1A : (4.120)10Das Problem des Auftretens von Nullmoden (!� = 0) wird mit Hinweis auf [3℄ (S. 313-317)ignoriert.



60 Kapitel 4: 1. HerleitungDie Eigenfrequenzen !� werden nun wegen der ges
hw�a
hten Symmetrie im Ver-glei
h zur 'normalen' RPA-Matrix i.a. ni
ht reell sein. Um au
h Pole auf der reellenA
hse zu ber�u
ksi
htigen, wird bei der obigen Anwendung des Residuensatzes ver-einbart, da� f�ur ! > 0 Pole einges
hlossen und f�ur ! < 0 ausges
hlossen werden. DerIntegrationsweg wird also folgenderma�en f�ur assoziierte reelle Pole 'deformiert':
-6Im! Re!!��!��� Æ
Wegen der Symmetrie der Eigenwerte !� und von (4.97) unter Austaus
h von! ! �! erkennt man, da� dem Integral der glei
he Wert zuges
hrieben wordenw�are, wenn der Integrationsweg in der unteren Halbebene ges
hlossen worden w�are.Denn hier h�atte der Residuensatz �2�i geliefert, aber die Residuen h�atten genaudie entgegengesetzten Vorzei
hen.Die Anwendung des Residuensatzes erzwingt hier die Aufteilung der Frequenzen inIm!� < 0 bzw. Im!� > 0 f�ur die Bere
hnung von Tr! = PIm!�>0 !� (vgl. [8℄). Na
h[3℄ ist dur
h 'Fouriertransformation �uber die imagin�are A
hse' au
h eine Aufteilungin Re! < 0, Re! > 0 m�ogli
h.Ans
hlie�end wird nun die Bere
hnung des 2. Summanden aus (4.67) angegeben.Analog zur Auswertung von Tr(�ÆS) kommt man wegen Æ auf zeitunabh�angige Ope-ratoren, was die Zeitspur trivial ma
ht:12 i�hTr��ÆDW� = 12 i�hT tr0�X�Æ < �0 j ay�ab j � >< �0 j � > < �0 j aÆaya j � >< �0 j � > Wm�nÆ1A :(4.121)Dur
h Ausnutzung der Projektoreigens
haften der �0;�-Erwartungswerte auf Lo
h-und Teil
henraum der Biorthonormalbasis erh�alt man:12 i�hTr��ÆDW� = i2�hTXph Wphhp = i2�hT Xph < '0p'0h j v j 'h'p > ; (4.122)wobei au
h hier der separable Anteil von W vers
hwindet.Unter Zusammenfassung von (4.122) mit dem Ergebnis (4.120) kann die RPA-En-ergiekorrektur angegeben werden11:�ERPA = �h2 X!�2H+ !� � 12Xph ��p � �h+ < '0p'0h j v j 'h'p > � = �h2 tr! � 12trA :(4.123)Dabei steht A f�ur die Blo
kmatrix oben links in den RPA-Glei
hungen (4.104).Der auf harmonis
hen Oszillationen um das Mean-Field beruhende Energieshift be-sitzt somit die typis
hen Strukturen der hermitis
hen RPA; weiter unten wird das11tr wird hier nur als Summe �uber Teil
hen-Lo
h-Kon�gurationen aufgefa�t!



61Ergebnis mit [8℄ vergli
hen.Ber�u
ksi
htigung aller gewonnen Korrekturterme (4.67) ergibt statt (4.73) f�ur dieResolvente:< �0 j 1E �H + i� j � >= < �0 j � >< �0 j � >< �0 j � > (��(E)��ERPA) : (4.124)Im Unters
hied zu [8℄ bes
hreibt (4.124) eine Korrektur der Greens
hen-Funktion Dals Funktion einer ver�anderten Energie E 0 = E��ERPA bei insgesamt unver�ander-ten Mean-Field-Glei
hungen f�ur die Bestimmung von �;�0 bez�ugli
h E. Hierbeiwurde vorausgesetzt, da� �� = ��(E) = E� < H > bei der De�nition von h0 (1.43)eingef�uhrt wurde.Die Pole der Greens
hen-Funktion na
h (4.124) liegen dann bei den Energien:EPol =< H > +�ERPA =NXi=1 < '0i j t j 'i > +12 NXi;j=1 < '0i'0j j v j 'i'j > +�ERPA =EHF +�ERPA : (4.125)Das Vorgehen bei Anwendung der Theorie ist dur
h folgende S
hritte gekennzei
h-net:i) Der Lo
hraum wird dur
h die Vorgabe der diagonalisierten �Uberlappmatri-zen mi; m0i; ni in h0 festgelegt. Die Lo
horbitale 'i; '0i, i = 1; : : : ; N k�onnendur
h Diagonalisierung von h0 mit der Selbstenergie �i = E� < H > +�iselbstkonsistent bere
hnet werden.ii) Der Einteil
hen-Hamiltonoperator h0 wird nur dur
h die Lo
horbitale bestimmt.Man erg�anzt den Lo
hraum dur
h Teil
henorbitale 'm; '0m, m = N+1; : : : ausEigenzust�anden von h0, die aber i.a. ni
ht mehr die Beziehung �m��m = E� <H > erf�ullen, zu einer vollst�andigen Biorthonormalbasis. Aufgrund der Annah-me (4.9): < '0m j �i >� 0, < �0i j 'm >� 0, m�u�te eigentli
h konsistenterweisewegen des Vers
hwindens des separablen Terms aus h0 f�ur die Teil
henorbitalegelten, da� sie nahe den HF-Eigenzust�ande liegen:(�m � h) j 'm >� 0 ; < '0m j (�m � h) � 0 (4.126)und mit der De�nition (1.21) also: �m � �m.iii) Mit den so bestimmten Lo
h- und Teil
henorbitalen kann die RPA-Glei
hung(4.104) gel�ost werden und somit k�onnen die Matrixelemente der Resolventemittels (4.124) ausgere
hnet werden.Verglei
h der IRPA-Glei
hungen (1.53, 1.54) [8℄ mit den in (4.104-4.108) gefunde-nen Beziehungen zeigt, da� s�amtli
he vom separablen Anteil von H0 hervorgerufenenTerme hier ni
ht auftreten. Grund hierf�ur ist, da� die IRPA auf dem Vielteil
henope-ratorH0 aufbaut, w�ahrend die in diesem Abs
hnitt dur
hgef�uhrte Re
hnung auf dem



62 Kapitel 4: 1. HerleitungHamiltonoperator h0 basiert, wel
her a priori ein Einteil
henoperator ist. 2-Teil
hen-2-Lo
h-Elemente des 'separablen Anteils' der RPA vers
hwinden also automatis
hunabh�angig von der mit Willk�ur belegten 'separablen' Matrix aufgrund der erfor-derli
hen direkten Teil
hen�uberlappe der Biorthonormalbasis in f bzw. ~f .Es lohnt si
h aber herauszustellen, da� die Lemm-RPA-Matrix unter der Annahme(4.9) in die Matrix (4.104) �ubergeht. Somit ist die in (4.9) eingef�uhrte Bedingungzumindest konsistent mit dem Endergebnis im Verglei
h zu Lemm.Bei [8℄ wird eine Energie-Korrektur �E zu fester Amplitude D erhalten. Aufgrundder dur
hzuf�uhrenden Inversion der E = E(D)-Beziehung mu� somit D solange ver-s
hoben werden (und damit au
h die MF-Glei
hungen wegen h0(D)), bis die RPA-korrigierte Energie ERPA = E + �ERPA erhalten wird. Der �Ubergang zu einersol
hen inversen Beziehung f�ur den in diesem Kapitel vorgestellten Zugang kannges
ha�en werden, wenn in (4.30, 4.32) ni
ht h0 = h0(E), sondern h0 = h0(D) mitder exakten Amplitude D �xiert wird. Mith0 = h+ 1D det� det�0det � NXi=1 nimim0i j �i >< �0i j ; (4.127)also �� = ��(D) = 1D det� det�0det � ; (4.128)werden die Mean-Field-Glei
hungen jetzt in D parametrisiert (�0(D);�(D)). Stattder Glei
hung (4.124) erh�alt man mit (4.38, 4.71) dann eine inD implizite Glei
hung,in der die Energie E so gew�ahlt werden mu�, da� die Bedingung:D = det�(D) det�0(D)det �(D)[E +N ��(D) + 12 Pk < '0k j U j 'k > �Pi �i(D)��ERPA(D)℄(4.129)erf�ullt ist. Wegen (4.127, 4.128) gilt �i(D) = �i(D) + ��(D) und hiermit folgt, da�Teile des Nenners zusammengefa�t werden k�onnen:N ��(D)�Xi �i(D) + 12Xk < '0k j U j 'k >= �< �0 j H j � >< �0 j � > �����D ; (4.130)und damit ist die L�osung von (4.129) o�ensi
htli
h (ohne RPA-Anteil):E = ETIMF = �i(D)� �i(D) + < �0 j H j � >< �0 j � > �����D = ��(D) + < �0 j H j � >< �0 j � > �����D(4.131)bzw. unter Ber�u
ksi
htigung von �ERPA(D) in (4.129)E = ERPA = ETIMF +�ERPA ; (4.132)was bis auf die unters
hiedli
hen RPA-Energien dem Ergebnis von Lemm entspri
ht.
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Kapitel 52. Herleitung der TIMF ausPfadintegraldarstellung:inhomogene VersionNa
hdem im 4. Kapitel vorgestellt wurde, wie die TIMF-Theorie mittels Eigenwert-beziehungen und maximaler Ausnutzung der Flexibilit�at der Pfadintegraldarstellunghergeleitet werden kann, wird hier eine 'bodenst�andigere' Methode mit glei
hem Zielangegeben. An das Pfadintegral wird jetzt 'nur' die Forderung gestellt, da� es eineantisymmetris
he Theorie generiert { also Hartree-Fo
k - statt Hartree-Potential er-zeugt.Die Strategie bei der Herleitung ist die Abbildung der Vielteil
henresolvente auf Ein-teil
henpropagatoren unter Einf�uhrung von Hilfsintegralen. Auf diesem Niveau wer-den �uber Einteil
hen-Inversionsglei
hungen die Variationszust�ande �;�0 eingef�uhrtund dana
h s�amtli
he Hilfs-, Zeit- und Pfadintegrale dur
h SPA gen�ahert.5.1 Abbildung der Vielteil
henresolvente auf einProdukt von Einteil
henoperatorenWir beginnen wieder mit der Darstellung der Resolvente �uber die Glei
hung (4.1).F�ur die Pfadintegralde�nition nehmen wir aus 'optis
hen' Gr�unden die Version(2.12) mittels Gau�-Tri
k. Hierbei ignorieren wir allerdings die in Abs
hnitt 2.2erl�auterten Probleme mit der Selbstwe
hselwirkung und dem Hartree-Potential mitder Begr�undung, da� die Potentialzerlegung (2.63) { falls anwendbar { Abhilfe s
haf-fen wird. Falls ni
ht, bringt die Darstellung (2.83) mit der optimalen Wahl von�T�=̂vHF das gew�uns
hte Ergebnis. Sie ist v�ollig problemlos auf die unten angege-bene Re
hnung �ubertragbar, bringt aber l�astige S
hreibarbeit mit si
h.Da wir sowieso nur an statis
hen Mean-Field-Potentialen interessiert sind, s
hr�ankenwir die Summe �uber alle m�ogli
hen Pfade auf die statis
hen Wege �Æ 6= �Æ(t) ein.Aus (2.12, 2.20) erh�alt man dann< �0 j 1E �H + i� j � >�= (5.1)



64 Kapitel 5: 2. Herleitung� i�h Z 10 dTe i�h (E+i�)T Z D�Æ�N (T )e i2�hTP��
Æ �Æ�
v�1��
Æ�Æ�Æ < �0 j e� i�hh�ÆT j � >mit dem zeitunabh�anigigen Hamiltonoperatorh = h�Æ =X�
 (K�
 + �Æ�
)ay�a
 (5.2)(�Æ hat also Potentialdimension) und der erforderli
hen neuen Normierung des In-tegrals �N (T ) = Z D�Æe i2�hT�Æv�1�Æ = vuut Q�
 2�idet(T�hv�1) : (5.3)Wie gewohnt gehen wir wieder von �; �0 als N -Teil
hen-Slaterdeterminanten aus.Da h ein (symmetris
her) Einteil
henoperator in 2. Quantisierung ist, kann zwis
hendiesen Zust�anden in die Orbitals
hreibweise hi gewe
hselt werden; dabei deutet derIndex i jetzt an, da� h nur auf das i-te Teil
hen wirkt. Im N -Teil
henraum kannsomit formuliert werden:h! NXi=1 hi mit hi = 1
 : : : 
h
| {z }i-te Stelle : : :
 1 und h = t + �Æ (5.4)also e� i�hhT ! e� iT�h Pi hi = NYi=1 e� i�hhiT wegen [hi; hj℄ = 0 : (5.5)Unter Einf�uhrung der s
hon in (1.1) erw�ahnten Operatoridentit�at1i2� Z 1�1 d! e� i�h!T! � h+ i� = e� i�h (h�i�)T �(T ) (5.6)f�ur jeden der Faktoren von (5.5) und der Benutzung von �(T )N = �(T ) erh�alt manf�ur die Vielteil
henresolvente< �0 j 1E �H + i� j � >=� i2��N ��i�h � Z 10 dT Z D�Æ�N (T ) Z 1�1  Yi d!i! e i�h (E+i�0+ 12�Æv�1�Æ�Pi !i)T� < �0 j NYi=1 1!i � hi + i�i j � > (5.7)1Der Beweis hierf�ur gelingt mit dem Residuensatz: h wird dabei wegen der vorerst de�niti-onsgem�a� reellen Felder �Æ als hermitis
h angenommen und hat somit reelle Eigenwerte. Erstin der Selbstkonsistenzbedingung der Mean-Field-N�aherung wird ein m�ogli
herweise ni
hthermi-tis
hes h erhalten und der !-Integrationsweg ins Komplexe gezogen. Na
h (5.6) liegen die 'Pole'unterhalb der reellen A
hse, f�ur T < 0 gilt je� i�h!T j !!1Im!>0�! 0. Wird der Integrationsweg in deroberen komplexen Halbebene ges
hlossen, so liegen keine Pole innerhalb des Weges; also gibt dasIntegral keinen Beitrag. F�ur T > 0 mu� das Integral in der unteren Hemisph�are ges
hlossen wer-den (je� i�h!T j !!1Im!<0�! 0). Jetzt wird der 'Operatorpol' im Uhrzeigersinn umlaufen; der Residuensatzliefert �2�i mit dem Residuum e� i�h (h��)T , was (5.6) beweist. Den klassis
hen Sinn bekommt dieGlei
hung (5.6), wenn mit Eigenzust�anden von h gearbeitet wird, und so der Operator dur
h seineEigenwerte als Zahlen ersetzt werden kann.



65mit der zusammengefa�ten in�nitisimalen Gr�o�e�0 = �� NXi=1 �i > 0 ; (5.8)wel
he o.B.d.A. immer no
h positives Vorzei
hen besitzen soll, um die Konvergenzder T -Integration von (5.7) zu gew�ahrleisten.Auf Kosten der N Energie-Integrale ist es gelungen, die N -Teil
henresolvente exaktmit Einteil
henresolventen zu identi�zieren. (5.7) kann als Summe �uber alle Ein-teil
henpropagatoren mit allen m�ogli
hen Energien und Hamiltonoperator h (Gau�-Gewi
htung f�ur �Æ und lineare Gewi
htung f�ur !i) angesehen werden. Erst in derMF-N�aherung wird ein h~�Æ und ein ~!i ausgew�ahlt, wel
he die HF-Pole der Vielteil-
henresolvente approximativ festlegen.Wenn man das Produkt der Einteil
henoperatoren aus (5.7) auf Slaterdeterminantenwirken l�a�t, erh�alt man eine neue Slaterdeterminante, n�amli
h:NYi=1 gi j �1; : : : ; �N >=j g1�1; : : : ; gN�N > ; gi � 1!i � hi ; (5.9)weil der Antisymmetrisierer mit Qi gi vertaus
ht. Es liegt nun auf der Hand imHinbli
k auf die TIMF-Glei
hungen neue Zust�ande 'i; '0i zu de�nieren, wel
he dieInversionsglei
hnungen 'i = gi�i bzw. '0i = gi�0i erf�ullen, also:(!i�h�Æ) j 'i(�Æ; !i) >=j �i > bzw. < '0i(�Æ; !i) j (!i�h�Æ) =< �0i j ; (5.10)i = 1; : : : ; N . Dabei haben wir uns wieder daran erinnert, da� alle hi von demsymmetris
hen h aus (5.2) abstammen und der Index i jetzt auf dem Einteil
hen-Niveau wieder �uber
�ussig wird.Im Gegensatz zur homogenen Version wird jedem Kanalorbital genau ein neuesOrbital zugeordnet. Man bea
hte, da� die Energien !i keinen Potentialindex �Ætragen { im Gegensatz zu ��Æi aus der Eigenwertde�nition.Wie gewohnt werden die �Uberlappmatrizen (1.23) wieder als diagonal angenommen;somit l�a�t si
h mit obiger De�nition die Glei
hung (5.7) ums
hreiben:D(E + i�) = � i2��N ��i�h �Z 10 dT Z D�Æ Z 1�1  Yi d!i! 1�N (T )e i�hSeff [�Æ;!i;T ℄ (5.11)mit der e�ektiven WirkungSeff [�Æ; !i; T ℄ = �E + i�0 + 12 X��
Æ �Æ�
v�1��
Æ�Æ�Æ �Xi !i�T � i�hXi ln < �0i j 'i > :(5.12)Im Gegensatz zu (4.12, 4.25) wird hier no
h �uber die Energien !i integriert; wirwerden also zus�atzli
h auf eine SPA bez�ugli
h dieser Integrale angewiesen sein, inder Ho�nung, da� die station�aren Werte auf die �i f�uhren.Im Anhang A wird die TIMF hergeleitet, indem die Versu
hsfunktionen �uber Inte-gralentwi
klungen angesetzt werden. Hierbei wird na
h [11℄ die glei
he Einf�uhrungvon Energie-Integralen ben�otigt, um faktorisierte Zust�ande benutzen zu k�onnen.



66 Kapitel 5: 2. Herleitung5.2 SPA zu Pfad- und Energie-IntegralenAls N�aherungsstrategie f�ur das 'Dreifa
h'-Integral aus (5.11) wird nun vorerst eineglei
hzeitige SPA von !- und Pfadintegral und dana
h erst die Sattelpunktsn�ahe-rung f�ur das T -Integral angegangen. Anhand von (5.10) sind wir jetzt in der Lage,Ableitungen < �0 j ÆÆ�� > bzw. < ÆÆ��0 j � > auszudr�u
ken, was mit (4.24) ni
htm�ogli
h war. Deshalb k�onnen wir jetzt bei der Variation von (5.12) au
h den s
hwa
hoszillierenden Term �h ln < �0 j � > mitnehmen. Dieses hat zur Folge, da� na
h derersten SPA von T abh�angige mittlere Potentiale zu erwarten sind, was die exakte T -Integration { wie bei der homogenen Version { verhindert. Ents
heidend ist nun, da�vor der SPA die beiden Variablen ! und � als absolut unabh�angig angesehen werdenk�onnen ( Æ!iÆ� = ��Æ�!i = 0). Erst mit Dur
hf�uhrung der Sattelpunktsn�aherung werdenkomplexe ~!i; ~�Æ erhalten, die dur
h selbstkonsistente MF-Glei
hungen miteinandergekoppelt werden. Die beiden Stationarit�atsglei
hungen lauten:0 = ÆSeffÆ�Æmn = T X�
 �Æ�
v�1�m
n � i�h NXi=1 < �0i j ÆÆ�Æmn j 'i >< �0i j 'i > (5.13)und 0 = �Seff�!j = �T � i�h NXi=1 < �0i j ��!j j 'i >< �0i j 'i > ; (5.14)wobei aufgrund des linearen Auftretens von ! im Exponenten von (5.11) eine direkteAu
�osung na
h ~! ni
ht zu erwarten ist. Die Ableitungen von 'i k�onnen direkt aus(5.10) entnommen werden:i) Variationsableitung der ket-Glei
hung bez�ugli
h �Æ ergibt� ÆhÆ�Æmn j 'i > +(!i � h) ÆÆ�Æmn j 'i >= 0 ; (5.15)und dur
h Multiplikation mit einem bra-Zustand aus (5.10) folgt mit (5.2):< �0i j ÆÆ�Æmn j 'i >=< '0i j ayman j 'i >=< '0i j m >< n j 'i > : (5.16)ii) Die analoge Re
hnung f�ur die !i-Ableitung f�uhrt unter Ber�u
ksi
htigung, da�'i nur von !i bei glei
hem Index i abh�angt, auf:Æij� j 'i > +(!i � h�Æ) ��!j j 'i > � = 0 (5.17)und damit < �0i j ��!j j 'i >= � < '0i j 'i > Æij : (5.18)Die mit i) und ii) aufgel�osten Mean-Field-Glei
hungen nehmen dann folgende Ge-stalt an: ~�Æst = i�hT Xi;mn < '0i j m >< n j 'i >< �0i j 'i > vmsnt 8s; t (5.19)



67und �hiT = < �0i j 'i >< '0i j 'i > i = 1; : : : ; N ; (5.20)wobei die Notation '�' f�ur die Zust�ande '0i, 'i aus Bequemli
hkeit weggelassenwurde. Dur
h Einsetzen von (5.20) in (5.19) kann die Zeit T zumindest in einer derbeiden MF-Glei
hungen eliminiert werden, und man erh�alt (mit v = vHF )~�Æst = Xi;mn < '0i j m >< n j 'i >< '0i j 'i > vmsnt = NXi=1 < '0is j v j 'it >< '0i j 'i > ; (5.21)wobei allerdings weiterhin '0i = '0i(T ) und 'i = 'i(T ).Analog zur TIMF kann der Erwartungswert von h zwis
hen 'i; '0i de�niert werden:��!i � < '0i j h� j 'i >< '0i j 'i > ; (5.22)und damit l�a�t si
h (5.20) mit (5.10) au
h ohne Orbitale ausdr�u
ken:�hiT = ~!i � ~�i : (5.23)Ziel der weiteren Re
hnung ist es, die Glei
hungen (5.10) mit den Mean-Field-Bedingungen (5.21, 5.23) in die inhomogenen TIMF-Glei
hungen (1.19) zu �uber-f�uhren und glei
hzeitig die TIMF-Amplitude (1.25) als station�aren Wert des Funk-tionals (5.11) zu erhalten.Dabei mu� insgesamt ber�u
ksi
htigt werden, da� die Glei
hungen (5.10) ohne dieFaktoren �i; �0i eingef�uhrt wurden, diese aber essentiell f�ur die Darstellung vonDTIMF im additiven Funktional (1.9) sind, wo alle drei Summanden in Stationarit�atden glei
hen Wert annehmen. �Au�erst m�uhsam wird es in der folgenden Re
hnungsein, die Integralnormierungsfaktoren �i�h , � i2��N und �N (T ), die dur
h die k�unstli-
he Einf�uhrung von T -, !- und �-Integralen auftreten, wieder aus der Re
hnung zuverbannen; o�ensi
htli
h sind wir auf quadratis
he Korrekturen angewiesen:Entspre
hend den �Uberlegungen um Glei
hung (2.45) k�urzt si
h die Pfadintegral-norm �N bei Gau�-Korrektur unter Verna
hl�assigung der letzten Summanden aus(5.12) wegen Æ2SeffÆ�ÆstÆ�Æmn = Tv�1smtn (5.24)und (5.3) gerade weg.Dadur
h, da� die e�ektive Wirkung diagonal im Teil
henindex i ist, kann der Inte-grand faktorisiert werden:1Z�1  Yi d!i! e� i�hTPi !i+Pi ln<�0ij'i> = NYi=1 24 1Z�1 d!i e i�h (�T!i�i�h ln<�0ij'i>)35 (5.25)SPA= NYi=1 e i�h (�T ~!i�i�h ln<�0ij ~'i>)vuuut 2�i�hS 00eff (!i)���~!i ;



68 Kapitel 5: 2. Herleitungwobei im letzten S
hritt jedes Integral mittels (2.35) approximiert wurde. Bei derGau�-Korrektur rei
ht es also die diagonale Hesse-Matrix �2S�!2i statt �2S�!i�!j zu be-tra
hten. F�ur die 2. Ableitung erh�alt man mit (5.10, 5.14, 5.18):�2Seff�!2i = ��!i  i�h!i � �i! = �i�h� 1!i � �i�2  1� ��i�!i! : (5.26)Wir ma
hen hier die Annahme, da� die partielle Ableitung ��i�!i im Verglei
h zu 1verna
hl�assigt werden kann. Diese Verna
hl�assigung hat unter anderem den prak-tis
hen Grund, da� die Ableitung ��i�!i mit den gegebenen Zust�anden 'i, '0i ni
htexakt ausgedr�u
kt werden kann, da Terme mit < �0i j g3i j �i > auftreten, die si
him Gegensatz zu < �0i j gi j �i >=< �0i j 'i > und < �0i j g2i j �i >=< '0i j 'i >ni
ht auf die Matrizen �, �0 reduzieren lassen. Hier besteht die M�ogli
hkeit dur
hEinf�uhrung von Zust�anden �i; �0i mit gi j 'i >=j �i > bzw. < �0i j=< '0i j gi diefolgende Re
hnung zu verbessern.Mit dieser Approximation von (5.26) folgt an der Stationarit�atstelle (5.23):�2S�!2i �����~!i = iT 2�h ; (5.27)und somit erh�alt man f�ur die Gau�-N�aherung von (5.25)vuutYi 2�i�hS 00eff(!i) �����~!i =  p2�i !N  i�hT !N : (5.28)F�ur den station�aren Funktionalwert na
h !- und �-SPA und den erre
hneten Kor-rekturen bekommt man unter Benutzung von (5.21, 5.23):D(E + i�) = ��i�h � ep2�!N 1Z0 dTe i�h(E+ 12 ~�Æv�1~�Æ�Pi ~�i+i�0)T  �hiT !N < �0 j ~� >(5.29)Es f�allt auf, da� mit ep2� die dur
h Einf�uhrung der Energie-Integrale auftretendenFaktoren i2� (Residuensatz!) na
h der SPA ni
ht vers
hwunden sind. Beim Pfadinte-gral war dieses genau der Fall, weil die Norm dur
h den Gau�tri
k in die Re
hnunggebra
ht wurde; und die SPA (2.35) ist ni
hts anderes als die inverse Anwendungdes Gau�tri
ks (2.12). Die !-Integrale werden allerdings �uber den Residuensatz in-volviert, so da� die SPA der !-Integrale es in quadratis
her Ordnung ni
ht s
ha�t,die Norm zu eliminieren, was f�ur eine weitere Re
hnung �au�erst w�uns
henswert ist.Hierin liegt die Begr�undung, da� in (5.29)ep2� = 1:084 : : : � 1 (5.30)gesetzt wird; was dem mathematis
h orientierten Leser wahrs
heinli
h die Haarestr�aubt, zumal si
h der 'Fehler' mit der Teil
henzahl N potenziert. Trost bietetdie Tatsa
he, da� bei Festhalten an den ep2� -Faktoren si
h die unten bere
hnete



69Resolventenamplitude nur um einen reellen Faktor von der TIMF-Amplitude unter-s
heidet. Somit vermis
hen si
h Real- und Imagin�arteilfunktionen ni
ht, und Infor-mationen wie Pole (Bindungszust�ande) lassen si
h weiter ablesen.Da das T -Integral wegen der selbstkonsistenten Gr�o�en ~�Æ, ~�i, ~'i o�ensi
htli
h ni
htmehr exakt ausf�uhrbar ist, ist das weitere Vorgehen dur
h SPA bez�ugli
h der Zeit-variablen bestimmt.5.3 SPA zu ZeitintegralenDa f�ur das Zeitintegral (5.29) die Grenzen 0 und +1 festliegen, ma
ht es im Hinbli
kauf die SPA Sinn, es dur
h die Einf�uhrung der Stufenfunktion �(T ) in ein IntegralT 2 ℄�1;1[ umzuwandeln2. Die Integraldarstellung der Stufenfunktion ist�(T ) = 12�i Z 1�1 ds e i�h sTs� i�00 ; (5.31)was �ahnli
h (5.6) mittels Residuensatz bewiesen werden kann.(5.29) wird mit (5.31) zu:D(E + i�) = 12��h Z dT dse i�hT (s+E+ 12 ~�Æv�1~�Æ�Pi ~�i+i�0)�s+ i�00  i�hT !N Yi < �0i j ~'i >= 12��h Z 1�1 dT Z 1�1 ds e i�hSeff [s;T ℄ (5.32)mit Seff [s; T ℄ = T�s+ E + 12~�Æ(T )v�1~�Æ(T )�Xi ~�i(T ) + i�0� (5.33)� i�hXi ln < �0i j ~'i(T ) > �i�hN ln i�hT + i�h ln(�s + i�00) :Wir f�uhren jetzt eine glei
hzeitige Sattelpunktsn�aherung f�ur die beiden Integraledur
h, wobei auf die Zeitabh�angigkeit der Variablen ~�; ~�i; ~'i in (5.33) gea
htet wird.i) Die einfa
he Stationarit�atsglei
hung des s-Integrals lautet:0 = �Seff�s = T + i�h 1s� i�00 (5.34)und damit �~s = i �h~T � �00! (5.35)2Eigentli
h ist eine direkte SPA des T -Integrals m�ogli
h, liefert aber ein anderes Ergebnis.Hierin zeigt si
h erneut, da� die Mean-Field-Approximation angewandt f�ur vers
hiedene exakteDarstellungen zu unters
hiedli
hen Resultaten f�uhren kann.



70 Kapitel 5: 2. Herleitungii) Die T -Stationarit�atsbedingung liefert unter Mitnahme aller Terme:0 = �Seff�T = s+ E + 12~�Æv�1~�Æ + T ��T �12 ~�Æv�1~�Æ��Xi ~�i� TXi �~�i�T � i�hXi < �0i j ��T j ~'i >< �0i j ~'i > + i�hNT ; (5.36)Die Zeitableitungen der selbstkonsistenten Gr�o�en k�onnen mittels der Glei
hung(5.10) unter Mean-Field-Bedingungen (5.21, 5.23) erre
hnet werden. Analog zurRe
hnung aus Abs
hnitt 5.2 bringt die Zeitableitung von i�hT + ~�i � h~�Æ! j ~'i >=j �i > (5.37)mit h = t + �Æ: � i�hT 2 + �~�i�T � �~�Æ�T ! j ~'i > + i�hT + ~�i � h~�Æ! ��T j ~'i >= 0 : (5.38)Multiplikation mit < ~'0i j liefert die Beziehung:< �0i j ��T j ~'i >=  i�hT 2 � �~�i�T ! < ~'0i j ~'i > + < ~'0i j �~�Æ�T j ~'i > : (5.39)Der 4. Summand von (5.36) kann ebenfalls mit Ausnutzung von (5.21) und derSymmetrie v�m
n = vm�n
 vereinfa
ht werden:��T 2412 X��
Æ ~�Æ�
v�1��
Æ~�Æ�Æ35 = 12 X��
Æ(~�Æ�
v�1��
Æ �~�Æ�Æ�T + �~�Æ�
�T v�1��
Æ~�Æ�Æ)= Xi;mn < ~'0i j m >< n j ~'i >< ~'0i j ~'i > �~�Æmn�T= NXi=1 < ~'0i j �~�Æ�T j ~'i >< ~'0i j ~'i > ; (5.40)so da� die Glei
hung (5.36) weiter bearbeitet werden kann:0 = s+ E + 12~�Æv�1~�Æ + TXi < 'i j �~�Æ�T j 'i >< '0i j 'i > �Xi ~�i � TXi �~�i�T+�h2T 2 Xi < '0i j 'i >< �0i j 'i > + i�hXi �~�i�T < '0i j 'i >< �0i j 'i >�i�hXi < '0i j �~�Æ�T j 'i >< �0i j 'i > + �hN iT (5.41)Unter Ausnutzung der Glei
hung (5.20) fallen alle dur
h die Ableitungen �~�i�T , �j'i>�T ,�~�Æ�T hervorgerufenen Terme heraus:�~s = E + 12~�Æv�1~�Æ �Xi ~�i : (5.42)



71Dieses ist genau das Ergebnis, wel
hes man unter der Verna
hl�assigung der Ablei-tungen von ~�i, 'i, ~�Æ und des s
hwa
h oszillierenden Terms ln �hiT aus (5.33) direkterhalten h�atte. Die vier Mean-Field-Glei
hungen (5.23, 5.21, 5.35, 5.42) der !-, �Æ-,s- und T -SPA f�ur die Festlegung von (5.10) k�onnen nun glei
hzeitig selbstkonsistentgel�ost werden. Mit Hilfe von (5.21) gilt:12 X��
Æ ~�Æ�
v�1��
Æ~�Æ�Æ = 12 NXi;k=1 < '0i'0k j v j 'i'k >< '0i j 'i >< '0k j 'k > (5.43)= NXi=1 < '0i j ~�Æ2 j 'i >< '0i j 'i >und NXi=1 ~�i =Xi < '0i j t j 'i >< '0i j 'i > +Xi < '0i j ~�Æ j 'i >< '0i j 'i > ; (5.44)wobei in (5.43) die oben diskutierte Antisymmetrie von v ben�otigt wird. Dur
hEinsetzen von (5.20) und (5.35) in (5.42) kann das Stationarit�atsproblem kompaktges
hrieben werden: ~!i = E � 12 NXk=1 < '0k j t+ ~�Æ2 j 'k >< '0k j 'k > + ~�i (5.45)mit ~�Æ = NXk=1 < �'0k j v j �'k >< '0k j 'k > : (5.46)Identi�ziert man ~!i mit �TIMFi (1.21), ~�Æ mit UTIMF (1.20) und �~s mit ��TIMF(1.28), so stellen (5.10) genau die TIMF-Glei
hungen ohne die norm- und phasener-zeugenden Faktoren �i; �0i dar.Es mu� no
h eine Begr�undung daf�ur geliefert werden, da� der Vorfaktor 12��h aus(5.32) na
h der SPA ni
ht mehr auftritt. Na
h Glei
hung (5.42) ist gezeigt, da� beiVerna
hl�assigung der Terme proportional zu �h und �~�i�T ; �~�Æ�T nur unter Mitnahme desstark oszillierenden Terms linear in T der Sattelpunkt 0 = s+E + 12 ~�Æv�1~�Æ �P ~�ifestgelegt wird. Da dann die 2. Ableitung vers
hwindet, wird die Gau�-N�aherungni
ht anwendbar. Dieses entspri
ht einem �Ubergang in die Æ-Distribution.F�ur die N�aherung der T -Integration bedeutet das mathematis
h3:12��h Z 1�1 dT e i�hT (s+E+ 12 ~�Æv�1~�Æ�Pi ~�i+i�0) = Æ�s+E+12~�Æv�1~�Æ�Xi ~�i+i�0� : (5.47)Bei glei
hzeitiger Dur
hf�uhrung der s-Integraln�aherung unter Annahme von (5.47)wird der '�ubrigbleibende' Term i�hT aus (5.32) auf den Sattelpunkt der eigentli
hens-SPA (5.35) gesetzt. Also:Z dsÆ(s+ E + 12 ~�Æv�1~�Æ �P ~�i + i�0)�s (�s)N Yi < �0i j ~'i >= (�~s)N�1Yi < �0i j ~'i > : (5.48)3Die weitere Benutzung der in�nitisimalen Gr�o�e �0 wird na
h Anwendung der SPA wegenlim�!0+ ei(i�0) = 1 �uber
�ussig.



72 Kapitel 5: 2. HerleitungDabei ma
ht es Sinn, die quadratis
he Korrektur der T - und s-SPA 'stiefm�utter-li
h' zu behandeln, da dur
h die vorangegangene !- und �Æ-SPA s
hon Terme ver-na
hl�assigt wurden. Im Rahmen der gesamten N�aherungsstrategie ist es wi
htiger,bei 'fr�uhen' Approximationen genauer zu re
hnen, damit si
h die Fehler in weiterenRe
hens
hritten ni
ht potenzieren, als umgekehrt mit 's
hle
hten' Zwis
henergeb-nissen hinterher zu versu
hen, genauer zu re
hnen.Als Endergebnis der Sattelpunktsn�aherungen erh�alt man den station�aren Wert< �0 j 1E �H + i� j � >= ��N�1 < �0 j ~� > ; (5.49)wobei die Orbitale ~'i; ~'0i die TIMF-Glei
hungen ohne �i; �0i erf�ullen.Da� Glei
hung (5.49) trotzdem die gew�ohnli
he TIMF-Amplitude ist, kann bewie-sen werden, indem DTIMF (1.25) auf Orbitale ohne �i, �0i umges
hrieben wird. Of-fensi
htli
h stimmen �i; �� und ~�Æ (bzw. U) in beiden Formulierungen wegen derInvarianz unter Umnormierung der Orbitale �uberein. (�i; �0i sind na
h (1.22) ni
htvon einer Umnormierung unabh�angig, da sie die Normierung ja gerade erzeugen!).Deshalb gilt der Zusammenhangj ~'i >=j 'i(TIMF )�i(TIMF ) > bzw. < ~'0i j=< '0i(TIMF )�0i(TIMF ) j ; (5.50)und aus (5.50) folgt unmittelbar f�ur die Amplitude:DTIMF =Yi < �0i j 'i(TIMF ) >=  Yi �TIMFi ! Yi < �0i j ~'i >! : (5.51)Bere
hnung des 1. Faktors gibt mit (1.19, 1.22, 1.28) und diagonaler �Uberlappmatrix< �0i j 'j(TIMF ) >= �0ij:Yi �TIMFi = Yi Yk 6=i < '0k(TIMF ) j �k >< '0k(TIMF ) j 'k(TIMF ) >= Yi  < '0i(TIMF ) j �i >< '0i(TIMF ) j 'i(TIMF ) >!N�1= ��N(N�1)  Yi 1�TIMFi !N�1 : (5.52)Die Glei
hung (5.52) kann na
h Qi �i aufgel�ost werden { mit dem Ergebnis:NYi=1�TIMFi = ��N�1 ; (5.53)womit f�ur (5.49) genau das gew�uns
hte Ergebnis< �0 j 1E �H + i� j � >= DTIMF (5.54)bewiesen ist.
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S
hlu�bemerkungIn dieser Arbeit wurde ein Bogen von der exakten zeitabh�angigen Formulierung derGreens
hen Funktion zur approximativen zeitunabh�anigen Darstellung der TIMFgespannt und dabei aufgezeigt, wie die TIMF in der TDMF eingebettet ist.W�ahrend in der TIMF f�ur jeweils eine fest vorgegebene Energie E na
h Mean-Field-L�osungen gesu
ht wird, hat man es bei der TDMF mit einem in der Zeit bilokalenMean-Field zu tun, d.h. s�amtli
he Zeiten t zwis
hen zwei vorgegebenen Zeiten ti,tf tragen glei
hzeitig zur Mean-Field-L�osung bei. Die Mean-Field-Glei
hungen sindalso selbstkonsistent als zeitli
hes Randwertproblem zu l�osen, was eine weitere ana-lytis
he sowie numeris
her Bearbeitung weitgehend unterbindet. Es ist somit ni
htverwunderli
h, da� bei 'krasser' Unterdr�u
kung dieser Zeitabh�angigkeit dur
h For-derung von statis
hen Feldern die TIMF-Theorie erhalten wurde. Glei
hzeitig wurdeein Weg angedeutet, wie Korrekturen zur einfa
hen Mean-Field-L�osung bere
hnetwerden k�onnen.Der S
hl�ussel f�ur die Verbindung TDMF-TIMF lag in der Anwendung von Pfadin-tegralen, wel
he unter statis
her Station�arer Phasen-Approximation die Interpreta-tionsm�ogli
hkeit er�o�neten, die TIMF als semiklassis
he N�aherung anzusehen, beider zeitli
he Fluktuationen um das Mean-Field die RPA-Korrekturen erzeugen.Die in den Kapiteln 4 und 5 vorgestellten Wege k�onnen als 'Vors
hlag' angesehenwerden, wie die TIMF alternativ konstruiert und gesehen werden kann. In beidenAbleitungen mu�ten einige Hindernisse �uberwunden werden: So wurde immer auf dieArt und Weise gen�ahert, da� die k�unstli
h eingef�uhrten De�nitionsglei
hungen f�urdie Einteil
henwellenfunktionen 'i; '0i gerade ausrei
hten, um alle ben�otigten Gr�o�enzu bere
hnen. Dieses 'zielgeri
htete' Arbeiten wirkt zugegebenerma�en etwas abruptund unmotiviert, erst im Endergebnis haben si
h die gema
hten Annahmen als be-re
htigt erwiesen.Der zweifellos elegantere Weg zur TIMF ist der �uber den homogenen Ansatz ausKapitel 4. Unter 'legaler' Ausnutzung der Flexibilit�at in der Pfadintegraldarstellungwerden die Mean-Field-Glei
hungen an den TIMF-Glei
hungen �xiert und dann dieTIMF-Amplitude als station�arer Integralwert erhalten. Die Hauptn�aherung liegtdabei in der Verna
hl�assigung der �Uberlappe der Teil
henorbitale 'n; '0n mit denKanalorbitalen �i; �0i.Der Weg �uber die inhomogene Version ist holprig und dur
h Probleme bei der Elimi-nierung von Normkonstanten der Integrale na
h der SPA gekennzei
hnet. Man erh�altaber auf 'nat�urli
he' Weise glei
hzeitig in laufender Re
hnung TIMF-Glei
hung und-Amplitude. Den zur homogenen Fassung inversen Weg nimmt die im Anhang vor-gef�uhrte Re
hnung: Hier wird die TIMF-Amplitude im wesentli
hen vorgegeben und



74 S
hlu�bemerkungdie TIMF-Glei
hungen erhalten.Die in dieser Arbeit angewandten Pfadintegralmethoden lassen si
h m�ogli
herweiseau
h f�ur die Ableitung der TIMF f�ur die T-Matrix [8℄ verwenden. Die zeitunabh�angi-ge Bes
hreibung der Reaktion a + A ! b + B hat ihr zeitabh�angiges Analogon inder Formulierung dur
h M�ller-Operatoren bzw. der S-Matrix. Alhassid, Koonin[21℄ und Rheinhardt [5℄ haben den Pfadintegralzugang hierf�ur formuliert, indemf�ur die S-Matrix im We
hselwirkungsbild f�ur die auftretenden Kanal- und Gesamt-Zeitentwi
klungsoperatoren Uf ; Ui und U Funktionalintegrale eingef�uhrt werden:< �0 j S j � > = limT!1 < �0 j Uf (0; T )U(T;�T )Ui(�T; 0) j � >= limT!1 Z D�fD�D�i e i2�hnR 0T dt�f vf�f+R T�T dt �v�+R �T0 dt �ivi�io� < �0 j U�f (0;T )U�(T;�T )U�i(�T; 0) j � >mit den Einteil
henoperatoren U� und innerhalb der Fragmente antisymmetrisiertenZust�anden �; �0.Man k�onnte nun analog zu Kapitel 4 z.B. Hilfszust�ande �;�0 als Eigenfunktionenvon U� im Limes T ! 1 zwis
hen den Operatoren einf�uhren und dana
h f�ur alledrei Pfadintegrale eine glei
hzeitige statis
he SPA mit allen m�ogli
hen Vorz�ugen derNi
hteindeutigkeit anstreben, wobei hierdur
h die Matrixelemente < �0 j U�f j � >,< �0 j U�i j � > und < �0 j U� j � > die Kanal-Mean-Field-Potentiale bzw. dasWe
hselwirkungs-Mean-Field erzeugen sollen. Im Verglei
h zu Kapitel 4 und 5 wirdjetzt die T -Integration dur
h die Grenzwertbildung T !1 ersetzt. Dur
h die stati-s
he Voraussetzung fallen grundlegende Probleme bei der Konvergenz zeitabh�angi-ger Felder, wel
he �uber die ni
htlineare, selbstkonsistente De�nition entstehen, unterden Tis
h, da die zu erwartende T -Abh�angigkeit auf reine Phasen f�uhren wird. DieGrenzwertbildung T !1 s
ha�t den �Ubergang zur zeitunabh�angigen Theorie, unddie Benutzung der elementaren Beziehung von S- und T-Matrix bringt die m�ogli-
he Verbindung zur TIMF. Die dabei zu erwartenden Probleme liegen darin, da�keine homogene Formulierung der T-Matrix im Rahmen der TIMF vorliegt, so da�Eigenwertde�nitionen s
hwer �ubertragbar sein werden. Au�erdem sind die Kanal-We
hselwirkungen vf , vi unsymmetris
h in den Teil
hen und damit die Zust�ande�; �0 nur no
h teilweise antisymmetris
h, was auf weitere S
hwierigkeiten f�uhrt.
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Anhang ASpektraler Zugang zur TIMFIn [11℄ wird ein anderer Zugang zur TIMF dargelegt. Dabei werden die Variati-onsfunktionale (1.9, 1.10) auf eine Integralform gebra
ht, indem f�ur die Versu
hs-funktionen { statt einfa
her Slaterdeterminanten { Intergralentwi
klungen von Sla-terdeterminanten mit Orbitalen, die Einteil
hen-Inversionsglei
hungen erf�ullen, an-genommen werden. Es wird gezeigt, da� die Sattelpunkte des Integranden wiederzur�u
k zur TIMF f�uhren.Dieses wird in [11℄ explizit f�ur einen auf Einteil
henanteile einges
hr�ankten Hamil-tonoperator H mittels einer Integralentwi
klung in endli
her Dimension vorgef�uhrtund f�ur die Verallgemeinerung auf den Hamiltonoperator (1.7) eine Einf�uhrung vonIntegralen mit unendli
her Zahl von Parametern als Darstellung der Versu
hsfunk-tionen vorges
hlagen. Dieses Konzept wird hier unter Gebrau
h von Pfadintegralendur
hgef�uhrt.In Kapitel 5 wird mit Glei
hung (5.7) erfolgrei
h die Vielteil
henresolvente als Pro-dukt von Einteil
hen-Propagatoren ausgedr�u
kt. Die dort de�nierten Zust�ande (5.10)werden unter dem Integral dur
h die eingef�uhrten Hilfsvariablen gekoppelt. Unterder Annahme, da� das Feld �Æ ni
ht von der Zeit T abh�angt (�Æ 6= �Æ(T )) kann dieZeit in (5.7) formal ausintegriert werden, also1E �H + i� = Z D�Æ Z  Yi d!i! f�Æ(!i) NYi=1 gi (A.1)mit den Einteil
hresolventen gi = 1!i � h+ i�i (A.2)und dem Kopplungsfaktorf�Æ(!i) = � i2��N ��i�h � Z 10 dT�N (T )e i�h(E+ 12�Æv�1�Æ�Pi !i+i�0)T ; (A.3)wobei Probleme mit der Wohlde�niertheit und Konvergenz des Integrals (A.3) ( �N (T )in (5.3)!) mit der Begr�undung ignoriert werden, da� die Norm na
h Dur
hf�uhrungder SPA ihren eigentl
hen Sinn verliert { sie wird bei erfolgrei
h angewandter SPAgerade weggek�urzt.



76 Anhang: Spektraler Zugang zur TIMFDie Glei
hung (A.1) ist bereits als Approximation anzusehen, da die Summation aufFelder �Æ einges
hr�ankt wird, die von den beiden Zeitparametern t 2 [ 0;T ℄ (zeitli-
hes Verhalten des Feldes) und T 2 [ 0;1℄ (obere zeitli
he Grenze des Entwi
klungs-operators) ni
ht abh�angen; dieses ist nat�urli
h im Hinbli
k auf die TIMF-Ergebnissegere
htfertigt. Aufgrund von (A.1) bietet es si
h an, f�ur die Versu
hsfunktionen derVariationsfunktionale folgende Integralentwi
klungen anzusetzen:j 	 > = Z D�Æ Z d! f�Æ(!) j �(�Æ; !) > (A.4)< 	0 j = Z D�0Æ Z d!0 f�0Æ(!0) < �0(�0Æ; !0) j :Dabei sind �(�Æ; !) und �0(�0Æ; !0) Slaterdeterminanten, deren Orbitale die Einteil-
henglei
hungen(!i � h�Æ) j 'i(�Æ; !i) >=j �i > ; < '0i(�0Æ; !0i) j (!0i � h�0Æ) =< �0i j (A.5)erf�ullen sollen; es werden also im Gegensatz zu (5.10) vers
hiedene Felder und Ener-gien f�ur die bra- und ket-Glei
hungen zugelassen.Die Eins
hr�ankung des Projektionsraums entspri
ht also einer GCM-Projektion aufSlaterdeterminanten, die { zus�atzli
h zur Pauli-Korrelation { Orbitale besitzen, dieInversionsbedingungen von der Struktur der TIMF-Glei
hungen erf�ullen und glei
h-zeitig dur
h f gekoppelt werden. Stationarit�atsforderungen an Funktionale mit (A.4)als Darstellung der Variationszust�ande entspre
hen dann einer Variation na
h Pro-jektion.Es gibt nun neben (1.9, 1.10) mehrere Funktionale, die f�ur eine erfolgrei
he Re
h-nung angesetzt werden k�onnen. Da beim additiven und multiplikativen FunktionalProbleme mit der glei
hzeitigen Integraldarstellung aller Terme des Funktionals auf-treten, emp�ehlt es si
h na
h [11℄ folgendes Funktional zu betra
hten:F =< 	0 j � >< �0 j 	 > �D < 	0 j E �H j 	 > : (A.6)Der station�are Wert des Funktionals bei uneinges
hr�ankter Variation ist wegen derStationarit�atsglei
hungenD < 	0 j (E�H) =< 	0 j � >< �0 j ; D(E�H) j 	 >=< �0 j 	 >j � > (A.7)unabh�angig von D identis
h Null. Die gen�aherte Amplitude DTIMF wird na
hherso de�niert, da� gefordert wird, da� au
h bei Stationarit�atsbedingungen mit demeinges
hr�ankten Versu
hsraum (A.4) der Wert des Funktionals vers
hwindet. Na
hEinsetzen der GCM-Ans�atze erh�alt das Funktional die Gestalt:F = Z D�Æ Z D�0Æ Z d! Z d!0 f�Æ(!)f�0Æ(!0) (A.8)�h < �0(�0Æ; !0) j � >< �0 j �(�Æ; !) > �D < �0(�0Æ; !0) j E �H j �(�Æ; !) > iBei Zulassen von komplexen Sattelpunkten des Integranden dur
h Verlassen der re-ellen Integrationswege k�onnen die Sattelpunktsglei
hungen unter Ausnutzung von



77!i = !i('i), !0i = !0i('0i) und �Æ = �Æ('1; : : : ;'N), bzw. �0Æ = �0Æ('01 : : : '0N) ange-geben werden (mit � = �(�; !) und �0 = �0(�0; !0)):0 = �F�!i (A.9)= h < �0 j � >< �0 j � > �D < �0 j E �H j � > if(!0; �0)�f(!; �)�!i+ff 0 "Æf< �0 j � >< �0 j � > �D < �0 j E �H j � >gÆ j 'i > # � j 'i >�!i0 = ÆFÆ� (A.10)= h < �0 j � >< �0 j � > �D < �0 j E �H j � > iÆfÆ�f 0+ff 0 NXi=1 "Æf< �0 j � >< �0 j � > �D < �0 j E �H j � >gÆ j 'i > Æ j 'i >Æ� #0 = �F�!0i und 0 = ÆFÆ�0 : (A.11)Dabei entspre
hen die Glei
hungen (A.11) denen von (A.9, A.10) mit Rollentaus
h'i $ '0i.Die glei
hzeitigen L�osungen von (A.9-A.11) legen die Stationarit�atsstelle ~!; ~�; ~!0; ~�0fest. Da� diese Glei
hungen gerade die TIMF-Theorie generieren, kann erkannt wer-den, wenn man fordert, da� s�amtli
he e
kige Klammern aus (A.9-A.11) vers
hwin-den. Die ausgere
hneten Funktionalableitungen der ges
hweiften Klammern lauten:0 != Æ[< �0 j � >< �0 j � > �D < �0 j E �H j � >℄Æ < '0i j (A.12)= < �0 j � > < �0 j � >< '0i j �i > j �i > �D< �0 j � >< '0i j 'i >(�i � h) j 'i >0 != Æ[< �0 j � >< �0 j � > �D < �0 j E �H j � >℄Æ j 'i > (A.13)= < �0 j � >< �0i j 'i > < �0 j � >< �0i j �D< �0 j � >< '0i j 'i > < '0i j (�i � h)mit den normunabh�angigen TIMF-Gr�o�en �i (1.21) und h (1.20), aber mit den Or-bitalen 'i(~!; ~�) und '0i(~!0; ~�0) aus (A.5), die si
h von (1.19) in der Normierungunters
heiden.Um die Glei
hungen (A.12, A.13), die die Struktur der TIMF-Glei
hungen mit norm-und phasenerzeugenden Faktoren besitzen, mit den glei
hzeitig zu erf�ullenden Or-bitalglei
hungen aus (A.5) ohne �i; �0i in Einklang zu bringen, kann eine Umnormie-rung aller Orbitale 'i(!i; �) bzw. '0i(!0i; �0) auf die gew�uns
hten Normen in (A.4)vorgenommen werden:'̂i(!i; �) � 1�i(!; �)'i(!i; �) bzw. '̂0i(!0i; �0) � 1�0i(!0; �0)'0i(!0�0) : (A.14)



78 Anhang: Spektraler Zugang zur TIMFDieses wird errei
ht, indem die Gewi
htsfaktoren glei
hzeitig in NYi=1�i(!; �)! f(!; �) bzw.  NYi=1�0i(!0; �0)! f(!0; �0) (A.15)abge�andert werden, wobei die Orbitale 'i; '0i weiterhin die Glei
hung (A.5) erf�ullen.Wi
htig ist hierbei, da� die selbstkonsistenten Gr�o�en �i und h von der Umnormie-rung unber�uhrt bleiben; in den Glei
hungen (A.14) wurde investiert, da� die Fak-toren �i na
h (1.22) unabh�angig unter Umnormierung von �0 und �0i unabh�angigunter Umnormierung von � ist. Dadur
h ist die separate Umnormierung von 'i, '0iin (A.14) legitimiert.Mit den angepa�ten Orbitalen k�onnen die Glei
hungen (A.12, A.13) umges
hriebenwerden: j �i > = D< �0 j �̂ >< �̂0 j �̂ >< �̂0 j � > < '̂i0 j �i >< '̂i0 j '̂i > (�i � h) j '̂i > (A.16)< �0i j = D< �̂0 j � >< �̂0 j � >< �0 j �̂ > < �0i j '̂i >< '̂i0 j '̂i > < '̂0i j (�i � h) : (A.17)Bei Fixierung von D aufDTIMF sind dieses ni
hts anderes als die TIMF-Glei
hungen(1.19) bez�ugli
h '̂i; '̂i0, da DTIMF =< �0 j �̂ >=< �̂0 j � >. Somit vers
hwindenjeweils die zweiten e
kigen Klammern aus (A.9-A.11), wenn f�ur die Orbitale 'i; '0idie Bedingung (A.5) mit den station�aren Werten ~!i = ~!i0 = �TIMFi und ~�Æ =~�0Æ = UTIMF erf�ullt ist, was Einsetzen von (A.14) in (A.16) direkt liefert. Die erstene
kigen Klammern und damit der Stationarit�atswert von (A.6) sind bei glei
herWahl f�ur D ebenfalls identis
h Null. Die TIMF-Glei
hungen und -Amplitude werdenalso gewonnen, wenn Stationarit�at und weiterhin das Vers
hwinden des station�arenWerts des Funktionals (A.6) bez�ugli
h der Funktionen (A.4, A.5) gefordert wird.
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