Bachelorarbeit

Swarmingilibergange in diskreten
Modellen

Jonas Plate

21.09.2016

Gutachter: Prof. Dr. Uwe Thiele / Dr. Svetlana Gurevich

Westfalische Wilhelms-Universitat Miinster

WESTFALISCHE
WILHELMS-UNIVERSITAT institut for
ons theoretische physik






Inhaltsverzeichnis

(1. Einleitung] 5
(1.I. Swarming und aktive Materie| . . . . . . . . ... ... ... ... )

[2. Ein minimales Modell tir Jager-Schwarm-Interaktionen| 9
[3. Theoretische Grundlagen| 11
[3.1. Graphische Analyse dynamischer Systeme| . . . . . . . ... ... 11
[3.2. Stabilitat linearer Systeme| . . . . . . . ..o 12
[3.3. Lineare Stabilitatsanalysel . . . . . . .. ... ... ... ... .. 14
B.4. Bifurkationen| . . . . . . . ... 15
(3.4.1. Sattel-Knoten-Bifurkation| . . . . . .. ... ... ... .. 16

(3.4.2. Pitchfork-Bifurkationl . . . . . ... .. ..o 17

[3.4.3. Hopt-Bifurkation| . . . . . ... ... ... ... ... ... 19

[3.5. Numerische Kontinuierungl . . . . . . ... .. ... ... ..... 20

[4. Analyse des minimalen Jager-Schwarm-Modells| 23
[4.1. System aus zwei Beuteteilchen| . . . . . . . ..o 000000 23
[4.2. Ein Beuteteilchen und ein Jager| . . . . . . . ... ... .. 25
[4.3. 1 Jager und 2 Beuteteilchen auf der Limie}. . . . . . ... ... .. 28
[4.4. 1 Jager und 2 Beuteteilchen in der Ebene]. . . . . . . . . ... .. 33
[4.5. 1 Jager und 30 Beuteteilchen|. . . . . . . . . ... ... ... ... 46

[5. Zusammenfassung] 51
[A. Graphen fur das Schwingungsverhalten des Systems mit einem Ja- |
[ ger und 30 Beuteteilchen| 56
[A.1. Schwingungsverhalten des Jagers in x-Richtung be1l unterschiedli- |

[ chen O . . . . ... 56
[A.2. Absoluter Abstand des Jagers zum Koordinatenursprung bei unter- |

[ schiedlichen b . . . . . .. . ... oo 57
[A.3. Absoluter Abstand vom Jager der Teilchen im inneren und aulseren |

[ Kreis fiir unterschiedliche 0. . . . . . . ... ... ... ... ... 58
[A.4. Bewegungsverlauf eines Beuteteilchens bei unterschiedlichen bf 59
[A.5. Periodenanderung aut dem Weg ins chaotische Verhalten| . . . . . 60

[B. Erklarung zur Bachelorarbeit] 61







1. Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, ein minimales, theoretisches Modell fiir Jager-Schwarm-
Interaktionen - das von Chen und Kolokolnikov vorgeschlagene minimal model
of predator-swarm interactions 2] - fur unterschiedliche Schwarmgrofen genau-
er zu analysieren und dabei im Speziellen Uberginge im dynamichen Verhalten
des Systems unter der Variation eines Systemparameters wie der Jagerstarke zu
untersuchen. Nach einer kurzen Einfithrung ins Thema wird zunéchst das zu unter-
suchende Modell eingefiihrt. Im Anschluss werden einige theoretische Grundlagen
der nichtlinearen Physik, welche fiir diese Arbeit von Bedeutung sind, erlédutert
und anschlieflend das Modell fiir unterschiedliche Félle analytisch und numerisch
genauer untersucht.

1.1. Swarming und aktive Materie

Swarming” bezeichnet ein gemeinsames Verhalten von Organismen, speziell von
Tieren wie Vogeln, Fischen und Insekten, sich zu Aggregationen zusammenzu-
schliefsen und z.B. gemeinsam fortzubewegen oder an einem bestimmten Ort wie
etwa einer Tranke zu versammeln. Auch auf anderen Ebenen lebender Organis-
men wie in Bakterienkolonien oder in Stadten lassen sich unterschiedliche Formen
kollektiven Verhaltens beobachten. Es lidsst sich vermuten, dass Swarming eine
evolutiondre Anpassung darstellt, die einem Individuum oder Kollektiv Vorteile
bietet [18]. Hierzu gehoren Schutz vor Jagern wie in einem Fischschwarm [21] oder
einer Herde von Zebras [19], Schutz vor Kélte in einer Gruppe von Pinguinen|27]
oder eine effizientere Futtersuche[2].

Abbildung 1: Ein Fischschwarm (oben links) versucht sich vor einem Hai zu schiit-
zen (Abbildung aus [26]). Zebras (oben rechts) versammeln sich an einer Trénke
(Abbildung aus [6]) und Pinguine (unten) bilden einen Schwarm, um sich vor
Kilte zu schiitzen (Abbildung aus [22]).
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Moskitos bilden zur Paarungszeit kurzzeitig kleinere Schwérme [18], da dies die
Paarungssuche vereinfacht. Einer Herde Zebras gelingt es beispielsweise, durch
erhohte Wachsamkeit in der Gruppe einen Jéger wie eine Hyéne oder einen Léwen
frither zu entdecken und diesem durch den Verwirrungs-Effekt (die Unfahigkeit des
Jégers, sich auf ein bestimmtes Beutetier einer grofen Gruppe zu konzentrieren)
zu entkommen [I8]. Auf der anderen Seite ziehen grofe Gruppen Jéger an, weil
sie von diesen einfacher zu entdecken sind. Weitere Griinde fiir die Aggregation
sind energetische Vorteile beim Fliegen oder Schwimmen sowie eine effizientere
Futtersuche[2], [18].

Ein Schwarm kann dabei anfangs durch zufélliges Aufeinandertreffen von Indi-
viduen zustande kommen und anschlieffend durch Faktoren wachsen, die von der
Schwarmdichte abhéngen. Die Grofe des Schwarms wird dabei durch den Nutzen
aller Individuen bestimmt und beeinflusst seine Effektivitédt. Bei einer geringen
Anzahl an Mitgliedern wirkt sich das Fehlerverhalten eines Individuums stark auf
das Gruppenverhalten aus, da die Fehlinformation nicht durch statistische Effekte
wie bei einem grofen Schwarm abgeschwicht wird. Dadurch wird die Kommunika-
tion innerhalb der Gruppe fehlerhaft, z.B. konnten Jéger schwerer abgeschiittelt
werde. Bei einer grofsen Anzahl an Individuen hingegen steigt die Gefahr, dass
diese um mangelnde Ressourcen kiimpfen oder an Krankheiten erliegen [18].

Obwohl Schwérme aus einzelnen Individuen bestehen, funktionieren sie als eine
Einheit und zeigen komplexe Verhaltensweisen, die auf der Ebene des individuellen
Organismus nicht moglich wiaren. Manchmal fiithrt dies zu ganz neuen Funktionen
und einer Art von Intelligenz, Schwarmintelligenz genannt [1]; wie z.B. im Fall
von Ameisen die Féahigkeit, ein Nest zu bauen, dieses effektiv gegen Angreifer zu
verteidigen und den kiirzesten Weg zur Nahrung zu finden [7], oder bei Bienen die
Féhigkeit, die Temperatur des Stocks zu regulieren [9].

Die complezity theory [13], welche sich mit dem Verhalten komplexer Systeme
beschéaftigt, zeigt jedoch, dass sich auch in der unbelebten Welt, bei grofen Popu-
lationen einer Einheit, Strukturen als Epiphédnomene (Zusténde eines Systems, die
keine signifikante Auswirkung auf dieses haben) ausbilden|18]. Deshalb stellt sich
die Frage, ob alle Eigenschaften von Schwéirmen eine Funktion erfiillen, oder ob
manche nur zuféllig gebildete Strukturen darstellen. Um dieser Frage nachzugehen
und die Prozesse, die zur Schwarmbildung fithren und sein Verhalten bestimmen,
besser zu verstehen, ist es notig, theoretische Modelle zu untersuchen und diese
mit empirischer Forschung zu verbinden. Die dadurch gewonnenen Erkenntnisse
konnten dabei helfen, Autoverkehr zu optimieren, autonome Autos zu verbessern
und Roboter-Teams zu programmieren, die z.B. in ein brennendes Gebaude ge-
schickt werden konnen. Auch militédrische Einsatzgebiete z.B. fiir Kampfdrohnen
gibt es; ein grofes Potenzial liegt ebenfalls im Internet und der intelligenten Ver-
netzung des Wissens aller Individuen [16].

Es gibt unterschiedliche Ansétze zur theoretischen Untersuchung von Schwarm-
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verhalten. Ein Ansatz besteht darin, das aus diskreten Teilchen bestehende System
in einer Dichtefeld-Néherung als Kontinuum zu betrachten. Dabei werden die Ef-
fekte, die von allen einzelnen Teilchen auf ein gegebenes Teilchen wirken, durch
einen einzigen durchschnittlichen Effekt angendhert, wodurch das Viel-Korper
Problem auf ein Ein-Korper Problem reduziert wird[18].

Ein weiterer Ansatz basiert auf diskreten Bewegungsgleichungen fiir die ein-
zelnen Teilchen des Systems, nach denen die Bewegung des Individuums durch
einfache Verhaltensregeln bestimmt wird. Modelle dieser Art kénnen lebhafte und
sichtbare Voraussagen iiber den individuellen Beitrag eines Teilchens zum Verhal-
ten des Schwarms geben [18]. Ein Beispiel fiir diese Herangehensweise ist das von
Chen und Kolokolnikov vorgeschlagene minimal model of predator-swarm inter-
actions [2], welches hier genauer untersucht werden soll und etwas weiter unten
eingefiihrt wird.

Die oben beschriebenen Systeme werden hiufig unter dem Uberbegriff der ak-
tiven Materie zusammengefasst. Solche Systeme teilen die charakteristische Ei-
genschaft, dass sie aus selbst angetriebenen Einheiten, aktiven Teilchen bestehen.
Diese konnen gespeicherte oder freie Energie aus der Umgebung in systematische
Bewegung umwandeln[15].

Nach Marchetti et al. [15] haben aktive Teilchen meist eine ldngliche Form, de-
ren eigene Antriebsrichtung mehr durch ihre Anisotropie bestimmt wird, als durch
ein dufseres Feld. Systeme, mit denen sich die Forschung der aktiven Materie be-
schéftigt und die der Laie gewohnlich nicht mit dem Begriff Swarming in Ver-
bindung bringt, sind z.B. Zell-Filamente wie Mikrotubuli mit zugehorigen Motor-
Proteinen [25]. Mikrotubuli sind Zellstrukturen, die einen Teil des Zellskellets ei-
ner Zelle ausmachen|[12]. Weitere untersuchte Systeme sind Bakterienkolonien[5],
Zellschichten|11] sowie die schon erwihnten Schwérme. Ebenso leblose aktive Ma-
terie, wie kolloidale oder Nanopartikel, die sich durch chemische Reaktionen in-
nerhalb einer Fliissigkeit fortbewegen, gehoren zum Forschungsfeld|15].

Im Unterschied zu anderen Nichtgleichgewichtssystemen besitzt aktive Materie
die definierende Eigenschaft, dass die zugefiihrte Energie, durch die das System
aus dem Gleichgewicht gebracht wird, von lokaler Ebene kommt, also von der
Ebene jedes Teilchens und nicht von den Grenzen des Systems, wie es z.B. bei
Stromungen der Fall ist[I5].

Marchetti et al. [I5] teilen Systeme aktiver Materie in vier Einheitsklassen ein.
Innerhalb dieser Einheitsklassen zeigen die Systeme makroskopisch dhnliche Ei-
genschaften, obwohl sie auf mikroskopischer Ebene sehr unterschiedlich in der
Grofsenordnung und detaillierten Dynamik sein konnen.

Eine Einteilung erfolgt iiber die Symmetrie in polar - fiir Individuen mit Vorder
und Hinterteil, wie z.B. Fische, die im Durchschnitt eine gemeinsame Ausrichtung
sowie einen gemeinsamen Richtungssinn besitzen - und nematisch fiir gemeinsam
ausgerichtete Teilchen ohne gemeinsamen Richtungssinn. Eine weitere Aufteilung
erfolgt in trocken - fiir Systeme in denen der Impuls nicht erhalten ist wie bei
einer Fliissigkeit, die sich auf einem Untergrund bewegt und dabei einen Teil des
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Impulses z.B. durch Reibung an diesen abgibt{l| - und in feucht fiir Systeme, in
denen der Impuls erhalten ist. Dieses Thema wird im Artikel Hydrodynamics of
soft active matter von Marchetti et al. [I5] ausfiihrlicher behandelt.

Bevor im Weiteren das zu untersuchende Modell eingefiihrt wird, soll darauf hin-
gewiesen werden, dass einige der hier erwahnten Systeme, insbesondere solche,
die aus Schwiarmen mit Beute- und Jagertieren bestehen, das dritte newtonsche
Gesetz brechen. Dieses besagt, dass die von einem Teilchen A auf ein zweites Teil-
chen B wirkende Kraft der vom Teilchen B auf das Teilchen A wirkenden Kraft
entgegengesetzt ist: Fagp = —Fp4. Dies ist vielleicht fiir Schwéarme von Tieren und
Jagertieren intuitiv und nicht iiberraschend, da die hier wirkenden Kréafte nicht
physikalisch sind. Es gibt jedoch auch Systeme aus nicht lebender Materie, fiir
die dies zutrifft; z.B. wenn ein System aus verschiedenen Teilchen besteht, deren
Interaktion mit der Umwelt im Ungleichgewicht ist[I0]} In dem hier untersuchten
Modell bleibt die Symmetrie der Kréfte innerhalb des Schwarms ohne den Jéger
erhalten. Bei der Interaktion eines Beuteteilchens mit dem Jiger wird diese je-
doch dadurch gebrochen, dass der Jéger eine Anziehung in Richtung Beute spiirt
und diese wiederum eine Abstofung vom Jéger. Das heifst die Kréfte der Teilchen
zeigen in dieselbe Richtung und sind nicht entgegengerichtet. Des Weiteren unter-
scheiden sie sich quantitativ dadurch, dass der Jéger erst spéter, also bei kleineren
Abstédnden, auf in der Nahe befindliche Beute reagiert und dann jedoch stérker
als die Beute.

!Der Gesamtimpuls von Fliissigkeit und Untergrund bleibt natiirlich erhalten.
2Fiir das gesamte Systeme: Teilchen + Umwelt bleibt das Gesetz erhalten



2. Ein minimales Modell fur
Jager-Schwarm-Interaktionen

An dieser Stelle wird das von Chen und Kolokolikov vorgeschlagene minimal model
of predator-swarm interactions|2] eingefithrt, welches in dieser Arbeit untersucht
wird.

Angenommen, es gibt einen Schwarm bestehend aus N Beuteteilchen B;, welche
sich in der xy-Ebene an der Position

zp,(t) = ( zigg ) i=1.N (1)

befinden und ein Jégerteilchen J an der Stelle x(t) € R?
(t) )
xy(t) = . 2
o= @)
Die Teilchen sollen den Newtonschen Bewegungsgleichungen
d2$3i diBBi
mpg dtQ + 2 dt = E,Beute—Beute + E,Beute—Jaeger (3)
dQIDJ dch
— =F aeger— Beute 4
Mg TR = Facger—peut 4)

folgen. Hierbei sind mp bzw. m; die Masse des jeweiligen Teilchens, 1 die Rei-
bung und F; peyte—Beute die Gesamtkraft zwischen dem ¢. Beuteteilchen und allen
anderen Beuteteilchen sowie Fj peute—Jaeger die Kraft zwischen dem ¢. Beuteteil-
chen und dem Jéagerteilchen. Fjqeger—eute €ntspricht der von allen Beuteteilchen
auf das Jégerteilchen wirkenden Kraft.

Geht man davon aus, dass die Zeit, die ein Teilchen zur Beschleunigung auf sei-
ne, durch p bestimmte Maximalgeschwindigkeit braucht, klein ist im Verhéltnis
zu den betrachteten Zeitintervallen, lasst sich der Tragheitsterm gegeniiber dem
Reibungsterm vernachlassigen. Damit konnen die Differentialgleichungen auf Glei-
chungen erster Ordnung reduziert werden. Nach einer Reskalierung des Systems,
sodass 4 = 1 wird, erhélt man.

dxp.
Bi = E,Beute—Beute + -Fi,Beute—JaegeT (5)

dt

dCCJ
_:Faeer— eute* 6
il Jaeger—Beut (6)

Dieses Modell ist im Gegensatz zum Ausgangsmodell analytisch einfacher zu un-
tersuchen.

Als néchstes werden die einzelnen Kréafte definiert. Um den Schwarm zusammen-
zuhalten, wirkt jeweils zwischen dem . Beuteteilchen 75 und dem k. Beuteteilchen
kp eine lineare, langreichweitige, anzichende Kraft —a(xp, — xp, ), die durch eine
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kurzreichweitige, abstoftende Kraft > ergidnzt wird, um Kollisionen unter

Tp,—Tp
den Beuteteilchen zu verhindern. H1|erbel 1skt| a die Stirke der Anziehung zwischen
den Beuteteilchen.

Um die durchschnittliche, auf ein Teilchen wirkende, Kraft zu erhalten, wird
noch iiber alle N Beuteteilchen gemittelt. Dadurch bleibt die maximal erreichbare
Kraft, die auf ein Teilchen wirken kann fiir alle NV gleich.

N
1 Irp, —TpB
Fi,Beute—Beute = N E ( k2 - CL(mBi - ka)) . (7)

k=1,k#i |5, — x|

Fiir die kurzreichweitige, abstofiende Kraft F; peyte—Jaeger die das i. Beuteteil-
chen vom Jéagerteilchen erfahrt, wird dieselbe Form wie fiir die Abstofsung unter
den Beuteteilchen gewahlt:

Fi,BeutefJaeger = mez—wjga
[z, — ]
hierbei ist b die Stérke der Abstoffung der Beute vom Jéger.

Im einfachsten Fall setzt sich Fjueger—Beute aus dem Mittelwert tiber alle Jaeger-
Beute-Wechselwirkungen zusammen, wobei diese jeweils einem Kraftgesetz folgen,
welches mit steigendem Abstand abnimmt, sodass sich das folgende System aus
gekoppelten Differentialgleichungen ergibt:

N
. 1 Tp, — TR Tp, — Ty
B, = N Z ( k2 - a(mBi - mBk)) +0 2 (8)

k=1,k#i x5, — ka| |Tp, —x;
(IIBl — Xy
p € N. 9
E D r—— (9)

Dabei kann ¢ als Starke des Jagers und p als dessen Empfindlichkeit auf in der
Néhe befindliche Beute interpretiert werden. Obwohl dieses Modell sehr einfach
ist, erfasst es die essentiellen Eigenschaften von Jéger-Schwarm-Verhalten und
reproduziert in der Natur beobachtbare Verhaltensmuster, wie sie z.B. bei einem
Hirten inmitten einer Herde von Schafen zu beobachten sind. Des Weiteren kann
es im Gegensatz zu komplexeren Modellen, die nur iiber numerische Simulationen
zugénglich sind, analytisch untersucht werden|[2].

10



3. Theoretische Grundlagen

Bevor das vorgestellte Modell genauer untersucht wird, werden im Folgenden noch
einige Begriffe und Methoden aus der nichtlinearen Physik erlautert, die fiir diese
Arbeit von Bedeutung sind.

3.1. Graphische Analyse dynamischer Systeme

Ein allgemeines dynamisches System kann durch das folgende Gleichungssystem
aus Gleichungen 1. Ordnung beschrieben werden:

I'l :fl(ZEh ceey {En>

.’tn :fn(l'l, ceey Z’n)
Hierbei ist = dfl—(tt). System wird hier im Sinne eines dynamischen Systems ge-
meint und nicht im Sinne einer Reihe von Gleichungen. Das heifst, auch eine einzige
Gleichung kann ein System sein.

Losungen x(t) = (z1(t), ..., z,(t)) eines solchen Systems erfiillen alle Gleichun-
gen des Gleichungssystems.

Oft ist es sinnvoll und hilfreich, die Losungen in einem sogenannten Phasen-
portrait darzustellen. Dabei kann man diese als eine Kurve, Trajektorie genannt,
in einem sogenannten N-dimensionalen Phasenraum interpretieren. Die Differen-
tialgleichungen des Systems représentieren dabei ein Vektorfeld fiir die Bewegung
eines Punktes auf der Trajektorie. Der Vorteil einer graphischen Analyse gegen-
iiber reinen Formeln soll am folgenden, eindimensionalen Beispiel illustriert wer-
den, welches dem Buch Nonlinear Dynamics and Chaos von S.H. Strogatz [24]
S.16] entnommen wurde. Man betrachte die nichtlineare Differentialgleichung

& = sin(z), (10)

welche eine der wenigen nichtlinearen Gleichungen ist, die in geschlossener Form
gelost werden kann. Die Losung lautet

t:ln(

mit der Zeit ¢ und der Anfangsbedingung x(0) = x¢. Diese ist zwar exakt, aber
implizit und schwer zu interpretieren. Durch eine graphische Analyse wird das
Verhalten des Systems jedoch schnell klar. Gleichung lasst sich als Vektorfeld
auf der Linie interpretieren, welches an jedem Ort z die Bewegungsrichtung eines
Punktes auf der x-Achse angibt. Dieses lédsst sich graphisch darstellen, indem man
T gegen x auftriagt und auf der x-Achse Pfeile einzeichnet, die der Richtung der

Geschwindigkeit entsprechen (Abb. .

csc(xg) + cot(xo)
csc(x) + cot(x)

11
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Abbildung 2: Phasenportrait des Systems , die Vektoren auf der x-Achse zei-
gen in die Richtung der Geschwindigkeit eines Punktes an der jeweiligen Stelle.
Schwarze Punkte reprisentieren Senken (stabile Fixpunkte), weifte Punkte repréa-
sentieren Quellen (instabile Fixpunkte). (Abbildung aus S.H. Strogatz. Nonlinear
dynamics and chaos |24}, S. 17|)

Auf der x-Achse befinden sich Punkte z*, von denen alle Pfeile weg oder zu denen
alle Pfeile hin zeigen. Dies sind sogenannte Fizpunkte, auch stationdre Losungen
genannt. Diese erfiillen die Bedingung f(z*) = 0: Startet ein System an einem
dieser Punkte, bleibt es - vorausgesetzt, es erfahrt keine Storung - fiir alle Zeit in
diesem Zustand. Was passiert, wenn das System in diesem Zustand gestort wird,
héngt von der Stabilitdt des Fixpunktes ab. Dabei ist eine stationdre Losung stabil,
wenn alle ausreichend kleinen Storungen dx = x — x* vom Fixpunkt weg mit der
Zeit geringer werden und umgekehrt ist ein Fixpunkt instabil, wenn eine Storung
mit der Zeit wichst. Ein Fixpunkt * eines Systems & = f(x) ist

e anzichend, wenn es ein 0z > 0 gibt, sodass tlirn x(t) = x* gilt, immer wenn
—00
|2 (0) — x*|| < dx ist.

e Lyapunov-stabil, wenn fiir jedes € > 0 ein dz > 0 existiert, sodass ||x(t) —
x*|| < e fiir alle t > 0 und ||x(0) — x*|| < dz.

e asymptotisch stabil, wenn er anziehend und Lyapunov-stabil ist.

e instabil, wenn er weder anziehend, noch Lyapunov-stabil ist [24].

3.2. Stabilitat linearer Systeme

In einem spéteren Abschnitt wird die sogenannte lineare Stabilitdtsanalyse ein-
gefiihrt, bei der ein nichtlineares System an einem Fixpunkt durch ein lineares
System angenahert wird, um dessen Stabilitdt an dieser Stelle zu untersuchen.
Deshalb wird an dieser Stelle zuerst die Stabilitdtsbestimmung fiir lineare Systeme
hergeleitet und im Abschnitt das Vorgehen auf nichtlineare Systeme erweitert.

12
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Ein n-dimensionales, lineares System hat die Form

1:1 = a1171 + Q1,22 =+ ..+ A1.nTn
Tog = Q2101 + Q22T + ... + A2, Ty

Ty = Qp1T1 + Ap, 222 + ...+ ApnTn,

wobei ay 1, ..., an ,, Parameter sind. Dies kann auch geschrieben werden als: € = Ax
wobel A eine Matrix ist und @ ein Vektor:

a1 Ai12 ... Qinp T

Q21 Q22 ... Q2p i)
A= i i und x =

ap1 Qp2 ... Qpn In

Ein solches lineares Gleichungssystem hat die Eigenschaft, dass wenn x; und @,
Losungen sind, auch c¢yxy 4+ coxs eine Losung ist. Diese Tatsache lédsst sich aus-
nutzen, um alle moglichen Trajektorien eines n-dimensionalen, linearen Systems
zu bestimmen. Dabei geht man wie folgt vor: Zunéchst werden Trajektorien auf
einer Linie der Form

x(t) = eMv (11)

gesucht, wobei v # 0 ein noch zu bestimmender Vektor und A eine ebenfalls noch
zu bestimmende Wachstumsrate ist. Wenn solche Losungen existieren, entsprechen
sie einer exponentiellen Bewegung entlang der von v aufgespannten Linie. Setzt
man den Ansatz x(t) = eMv in & = Az ein erhilt man:

Av = v, v #0. (12)

Das bedeutet, diese Losung existiert, wenn der Vektor v ein Eigenvektor der Ma-
trix A mit dem Eigenwert \ ist.

Sind alle Eigenwerte unterschiedlich A\ # Ao # ... # \,, dann sind alle zu-
gehorigen Eigenvektoren vy, v, ...v,, linear unabhéngig und spannen den gesam-
ten Raum auf. Dann kann jeder Anfangswert aq als eine Linearkombination der
Eigenvektoren geschrieben werden: ®y = cjv1 + covse + ... + ¢,v,. Damit kann
auch die allgemeine Losung als Linearkombination geschrieben werden: x(t) =
creMtvg + ety + ...+ e, Dies ist so, weil sie eine Linearkombination der
Losungen & = Ax ist und weil sie die Anfangsbedingung x(0) = x, erfiillt. Das
Existenz- und Eindeutigkeitstheorem besagt aukerdem, dass es die einzige Losung
ist[24]

Um die Stabilitat eines Fixpunktes zu bestimmen, reicht es aus, die Eigenwerte
A1 bis A\, zu kennen. Sind die Realteile aller Eigenwerte negativ, dann ist der Fix-
punkt stabil und anziehend; ist mindestens Eigenwerte negativ im Realteil, dann
ist er instabil. Je nach Dynamik des Systems werden die Fixpunkte - ob stabil oder

13



3. Theoretische Grundlagen

instabil - unterschiedlich Bezeichnet. Ein Fixpunkt wird mit Spirale bezeichnet,
wenn die Eigenwerte komplex sind und mit Knoten, wenn alle Eigenwerte reell
sind. Dartiber hinaus gibt es noch einige weitere Typen von Fixpunkten an der
Ubergangsgrenze. Sind alle Eigenwerte rein imaginér, wird der Fixpunkt Zentrum
genannt, weil die Trajektorien eine Ellipse um den Fixpunkt bilden[24].

@ Q) =

Abbildung 3: Beispiel einiger Typen von Fixpunkten: Bei einem Zentrum (links)
ist der Ursprung ein Fixpunkt, alle anderen Losungen bewegen sich auf Ellipsen
um diesen herum. Bei einer Spirale (Mitte) bewegen sich die Losungen je nach
Stabilitét spiralformig zum Fixpunkt im Ursprung hin bzw. davon weg. Sind alle
Eigenwerte reell, ist der Fixpunkt im Ursprung ein Knoten (rechts). (Abbildungen
aus S.H. Strogatz. Nonlinear dynamics and chaos [24, S.134 u. S. 136])

3.3. Lineare Stabilitdtsanalyse

Fiir nichtlineare Systeme ist es hingegen schwieriger, die Stabilitdt zu bestim-
men. Eine Moglichkeit besteht darin, das nichtlineare System an der Stelle des
Fixpunktes durch ein lineares System anzundhern und dessen Stabilitit wie in
Abschnitt3.2] iiber die Eigenwerte der Jacobi-Matrix zu bestimmen. Das Vorge-
hen wird nun fiir einen 2-dimensionalen Fall erldutert, ist jedoch auch auf hohere
Dimensionen iibertragbar. Man betrachte das System

&= f(x,y) (13)
y=g(z,y) (14)

mit dem Fixpunkt (z*,y*). Angenommen
dr=x—a2% dy=y—y" (15)

sind die Komponenten einer kleinen Stérung des Systems vom Fixpunkt weg. Um
herauszufinden, ob die Stérung mit der Zeit wéchst oder kleiner wird, miissen die
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3.4. Bifurkationen

Zeitableitungen von dx und dy gebildet werden:

dr=1—1"=1a (da * = 0 ist)
= f(z* + dx,y" + dy) (durch Substitution)

= [,y )+5x—f+5 of

o 8y+(’)(5m ,6y°, 6x6y)

(durch Taylorentwicklung um (x*, y*))

= 5m—f + 5ygf +

B2 O(62°, 0y?, dxdy) (da f(z*,y*) = 0)

Dabei kennzeichnet O(dx2, dy?, dxdy) sehr kleine Terme hoherer Ordnungen. Au-
Kerdem sei darauf hingewiesen, dass die partiellen Ableitungen jeweils am Fix-
punkt (z*,y*) ausgewertet werden miissen und daher Zahlen darstellen und keine
Funktionen. Analog erhélt man

0

ag + O(522, 6y°, 630y).

dg
0y —5— o
Y xa +0y

Das heifst, die Storung (dx, dy) entwickelt sich nach

. af  of
63.7 =% % o + hohere Terme.

of of

0. 0
A=15 o

0r 0y /) |(@* )

wird Jacobi-Matrix an der Stelle des Fixpunktes (z*, y*) genannt.

Vernachléssigt man die hoheren Terme, erhélt man ein linearisiertes System,
dessen Stabilitat wie in Abschnitt analysiert werden kann.

Dies ist jedoch nicht in jedem Fall moglich, da die kleinen nichtlinearen Terme
an den Ubergangsgrenzen das exakte Verhalten in die eine oder andere Richtung
kippen konnen. Insbesondere, wenn mindestens einer der Eigenwerte A = 0 ist
muss die Stabilitit zusétzlich durch andere Methoden iiberpriift werden. An den
Ubergéngen von einem Knoten zu einer Spirale lisst sich zwar die Stabilitét be-
stimmen, jedoch nicht die spezifische Art des Fixpunktes [24].

Die Matrix

3.4. Bifurkationen

Der Begriff Bifurkation beschreibt eine plotzliche, qualitative Zustandsédnderung
der Dynamik eines nichtlinearen Systems, unter der Variation eines Parameters[24].
Bei der Analyse dynamischer Systeme spielen Bifurkationsdiagramme eine wich-
tige Rolle. In diesem werden die stationdren Losungen eines Systems iiber einen
der Systemparameter aufgetragen; da bei einer Bifurkation oft neue Zweige von

15



3. Theoretische Grundlagen

Losungen entstehen, kann man die Bifurkationspunkte dann in einem Bifurkati-
onsdiagramm erkennen. Einige typische Bifurkationen werden im folgenden kurz
vorgestellt. Die Unterkapitel zu den einzelnen Bifurkationstypen orientieren sich
jeweils an den korrespondierenden Kapiteln in S.H. Strogatz. Nonlinear dynamics
and chaos [24].

3.4.1. Sattel-Knoten-Bifurkation

Die Sattel-Knoten-Bifurkation ist ein grundlegender Mechanismus, durch den Fix-
punkte entstehen und verschwinden. Dabei bewegen sich zwei Fixpunkte unter Va-
riation eines Parameters aufeinander zu und 16schen sich beim Aufeinandertreffen
gegenseitig aus. Das prototypische Beispiel einer solchen Bifurkation ist durch das
System

&=r+a’

gegeben.

e X — ———— x

(a) r<0 (b) r=0 (c) r>0

Abbildung 4: Sattel-Knoten Bifurkation des Systems & = r + 2 im Phasenraum-
portrait: Fiir negative r (a) gibt es zwei Fixpunkte, einer ist stabil (schwarzer
Punkt), der andere instabil (weiffer Punkt). Wahrend r sich 0 né&hert, bewegt
sich die Parabel aufwarts, die Fixpunkte bewegen sich aufeinander zu und ,yer-
schmelzen“ bei r = 0 (b) zu einem einzigen halb stabilen Fixpunkt (halb ausge-
fullter Punkt). Wird » > 0 (c), verschwindet auch dieser Fixpunkt. Man sagt,
das System durchgeht bei r = 0 eine Bifurkation. (Abbildung aus S.H. Strogatz.
Nonlinear dynamics and chaos [24], S. 45])

Abbildung [5| zeigt das Bifurkationsdiagramm dieses Systems. Am Punkt der Bi-
furkation entstehen bzw. verschwinden zwei Losungszweige. Sattel-Knoten-Bifurkationen
gibt es auch in allen hoheren Dimensionen[24].
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3.4. Bifurkationen

instabil- - _

stabil

Abbildung 5: Bifurkationsdiagramm des Systems & = r + 22. Die stationiren Lo-
sungen x* sind gegen den Systemparameter r aufgetragen. Stabile Fixpunkte sind
durch die durchgezogene Linie und instabile Fixpunkte durch die gestrichelte Li-
nie gekennzeichnet. Geht r vom negativen gegen 0, nidhern sich die Fixpunkte
unterschiedlicher Stabilitét einander an und verschwinden fiir » > 0. (Abbildung
aus S.H. Strogatz. Nonlinear dynamics and chaos |24, S. 46|)

3.4.2. Pitchfork-Bifurkation

Die Pitchfork- oder auf Deutsch Gabel-Bifurkation tritt haufig bei physikalischen
Problemen mit Symmetrien auf. Beispielweise haben viele Probleme eine raumli-
che Links-Rechts-Symmetrie, sodass Fixpunkte tendenziell in symmetrischen Paa-
ren entstehen und verschwinden. Es gibt zwei Arten von Pitchfork-Bifurkationen,
an dieser Stelle soll jedoch nur die superkritische Pitchfork-Bifurkation erldutert
werden. Das einfachste Beispiel fiir diese bietet das System

& =re— o (16)

Bei diesem Bifurkationstyp zweigen unter der Variation eines Systemparameters
r von einem stabilen Fixpunkt im Ursprung zwei neue, symmetrische und stabile
Fixpunkte ab, wihrend der urspriinglich stabile Fixpunkt im Ursprung instabil
wird (Abb. [6] und [7)). Auch die Pitchfork-Bifurkation gibt es in allen hoheren

Dimensionen [24].
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3. Theoretische Grundlagen

\

x .

(a) r<0 (b) r=0 €} r>0

Abbildung 6: Superkritische Pitchfork-Bifurkation des Systems & = rz — 2 im

Phasenraumportrait. Fiir r < 0 (a) existiert nur ein stabiler Fixpunkt im Ur-
sprung. Bei » = 0 ist der Ursprung immernoch stabil, jedoch sehr viel weniger
als zuvor. Fir r > 0 (c¢) wird der Fixpunkt im Ursprung instabil und zwei neue
stabile Fixpunkte bei z* = 44/ sind entstanden.(Abbildung aus S.H. Strogatz.
Nonlinear dynamics and chaos [24], S. 56] )

stabil

Stabi | me—— e o oo o instabil

stabil

Abbildung 7: Superkritische Pitchfork-Bifurkation des Systems & = rz — 2® im

Bifurkationsdiagramm. Stabile Fixpunkte sind durch die durchgezogene Linie
und instabile Fixpunkte durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet. Ein stabiler
Fixpunkt dndert am Bifurkationspunkt » = 0 seine Stabilitdt und es entstehen
zwei neue stabile Fixpunkte. (Abbildung aus S.H. Strogatz. Nonlinear dynamics
and chaos [24, S. 56])
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3.4. Bifurkationen

3.4.3. Hopf-Bifurkation

Die beiden vorherigen Bifurkationstypen treten schon fiir Systeme ab der ers-
ten Dimension auf und haben Analogien in allen hoheren Dimensionen. Hopf-
Bifurkationen dagegen sind erst ab der zweiten Dimension moglich. Hierbei gibt
es, wie auch schon bei der Pitchfork-Bifurkation, zwei Typen, von denen an dieser
Stelle nur die superkritische Hopf-Bifurkation erlautert wird. Generell tritt eine
Hopf-Bifurkation auf, wenn ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte der Jacobi-
Matrix unter Variation eines Systemparameters die imagindre Achse kreuzt. Das
heifst, wenn ihr Realteil vom Negativen ins Positive libergeht.

Dabei geht eine stabile Spirale am Hopf-Bifurkationspunkt in eine instabile Spi-
rale im Ursprung mit einem stabilen Grenzzyklus um den Ursprung iiber. Ein
einfaches Beispiel zur Veranschaulichung ist das System

fz,ur—r‘g

. 17

0 =w+ br?. (17)
Der Parameter p bestimmt die Stabilitdt des Fixpunktes, w ist die Frequenz infi-
nitesimaler Oszillationen um diesen herum und b die Abhéngigkeit der Oszillati-
onsfrequenz von der Auslenkung.

G\

a) #<0 (b) >0

Abbildung 8: Superkritische Hopf-Bifurkation des Systems (17) im Phasenraum-
portrait. Fiir g < 0 (a) ist der Ursprung eine stabile Spirale, deren Rotations-
richtung vom Vorzeichen von w abhéngt. Bei y = 0 ist der Ursprung noch eine
Spirale mit sehr schwacher Stabilitit, eine lineare Stabilitdtsanalyse wiirde an
dieser Stelle falschlicherweise ein Zentrum voraussagen. Fiir p > 0 gibt es einen
Grenzzyklus bei r = |/, dem alle Trajektorien innerhalb und auferhalb dieses
Zyklusses spiralformig entgegenstreben. (Abbildung aus S.H. Strogatz. Nonlinear
dynamics and chaos [24], S. 250])
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3. Theoretische Grundlagen

stabiler Grenzzyklus

X

stabiler Fixpunkt
/ "
7/
instabiler Figpunkt

Abbildung 9: Superkritische Hopf-Bifurkation des Systems im Bifurkations-
diagramm. Aus einem Fixpunkt im Ursprung entsteht am Hopfpunkt u. = 0
ein instabiler Fixpunkt im Ursprung und ein stabiler Grenzzyklus (blaue Fla-
chen) in der  — y-Ebene mit einem Radius r = /ji. (Abbildung aus A. Piehler.
Bio-Physics wiki [20])

3.5. Numerische Kontinuierung

Eine Methode zur Analyse nicht linearer Differentialgleichungen, die in dieser Ar-

beit mit Hilfe des Softwarepakets auto07p [4] genutzt wird, ist die numerische

Kontinuierung. Bei dieser wird eine stationdre Losung unter Variation eines Pa-

rameters p weiterverfolgt. Die grundlegende Idee soll nun kurz erlautert werden.
Man betrachte ein System

S, p) =0 (18)

aus n nichtlinearen Differentialgleichungen 1. Ordnung, n Variablen & und einem
Parameter . Angenommen es gibt einen Parameterwert u°, fiir den das System
eine stationidre Losung x*0 = (210, 230, ..., 279) besitzt. Das heift, (x*, u°) erfiillt
das Gleichungssystem ((18)).

Die Frage ist nun, ob es, wenn der Parameter eine kleine Anderung zu = u°+Ap
erfahrt, in der Nihe qualitativ dhnliche Losungen @ = (z*° + Ax) gibt.

Der Satz {iber implizite Funktionen sagt aus, dass diese Losungen existieren, wenn
alle Eigenwerte A der Jacobi-Matrix von f an der Stelle (z*°, 1%) ungleich Null
sind. Dann existiert in der Nachbarschaft von (*°, 1u°) eine lokale Funktion x*(u)
mit x*(u’) = *°, welche eindeutig ist[8]. Man nennt x*(11) einen Losungszweig.
Wird einer der Eigenwerte Null, ist die Eindeutigkeit der Funktion nicht mehr
gegeben, dies ist an Bifurkationspunkten der Fall, da hier neue Losungszweige
entstehen konnen.

Um einen Losungszweig weiterzuverfolgen, wird zunéchst ein bekannter Fixpunkt
mit zugehorigem Parameter benotigt, von diesem ausgehend wird der Parameter-

20



3.5. Numerische Kontinuierung

wert kleinschrittig erhoht oder erniedrigt und bei jedem Schritt der neue Fixpunkt
durch ein iteratives, sogenanntes Rootfinding-Verfahren wie z.B. der Newton-
Methode approximiert|I7]. Die Formel fiir das Newton-Verfahren lautet

2D = 2™ —(DF) ), k=012, (19)
wobei ¥ = (xgk), x%"‘), o a:%k)) der approximierte Fixpunkt nach der k-ten Itera-

tion der Methode ist, f(()k) = f(x®" u°) und (Df(()k))_1 steht fiir die Inverse der
Jacobi-Matrix an der Stelle (), 1°).

Die Iteration wird bis zu einer bestimmten Zahl fortgesetzt oder gestoppt, sobald
die approximierte Losung nah genug an der Exakten liegt. Gleichzeit werden die
Eigenwerte der Jacobi-Matrix berechnet, um Bifurkationspunkte zu bestimmen
und dann die Kontinuierung zu stoppen|S].

Zur Veranschaulichung hier nochmal die Formel der Newton-Methode im Eindi-
mensionalen:

ﬂ| ’

oz | (z(*))

Geometrisch entspricht (z**1 0) dem Punkt, an dem die Tangente des Graphen
f an der Stelle (x| f(z®) die x-Achse schneidet (Abb. .

x(

I
I
I
I
I
I
I
k+1 ‘ »
) VA Gl x¥ X

Abbildung 10: Graphische Darstellung einer Iteration der Newton-Methode. Aus-
gehend vom Punkt x* wird mit Hilfe der Tangente (rote Linie) an der Stelle z*
des Graphen f(z) (blaue Linie) eine bessere Approximation z**! fiir die Losung
x* von f(x) =0 bestimmt.
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4. Analyse des minimalen
Jager-Schwarm-Modells

Zunachst werden zum Einstieg einige niederdimensionale Félle mit maximal drei
Teilchen betrachtet. Dazu wurden die stationdren Losungen zu jedem Fall zu-
néichst analytisch berechnet und graphisch mit den Losungen der numerischen
Kontinuierung verglichen. Die Stabilitdt der Fixpunkte wurde mithilfe der linea-
ren Stabilitdtsanalyse bestimmt und das dynamische Verhalten zusétzlich in einer
Zeitsimulation untersucht. Im néchsten Schritt wird dann ein héherdimensionaler
Fall mit einem Schwarm aus 30 Beuteteilchen untersucht. Die Empfindlichkeit p
des Jégers fiir Beute wird, wenn nicht anders vermerkt, auf p = 3 gesetzt.

4.1. System aus zwei Beuteteilchen

Der einfachste Fall ist ein System mit zwei Beuteteilchen. Da keine dufteren Kréaf-
te wirken, wird die Bewegungsrichtung auf die Verbindungslinie beider Teilchen
beschrankt. Dadurch kann das Koordinatensystem so gewahlt werden, dass die
Bewegung nur auf der x-Achse stattfindet. Dann wird zZu

. 1/1 :
B, :§(a—a-d>m1td:$31—x32

xBZ = —xBl.

(20)

g, = 0 fiir die stationéren Losungen ergibt

l—a-d?=0

1
—d" = 4/ —,
a
wobei das Sternchen * im weiteren Verlauf fiir eine stationdre Losung steht. Der
stationdre Abstand der beiden Teilchen in Abhéngigkeit der Anziehung a zwischen
den beiden Teilchen liegt also bei |d*(a)| = \/La

Abbildung [11] zeigt das Verhalten des Systems in der Zeitsimulation. Die sta-

tiondren Losungen wurden in Abbildung zum Vergleich zusammen mit den
Losungen der numerischen Kontinuierung in einem Graphen aufgetragen. Die Lo-
sungen unterscheiden sich so gering, dass nur eine Kurve zu erkennen ist.
Im weiteren Verlauf werden Systeme behandelt, die nur in einem mitbewegten
Bezugssystem stationére Losungen besitzen, z.B. wenn sich alle Teilchen mit kon-
stanter Geschwindigkeit in die selbe Richtung bewegen. Daher wird zur besseren
Vergleichbarkeit ab sofort die Farbe Griin fiir Losungen gewéhlt, die auch im
Laborsystem stationér sind. Eine durchgezogene Linie steht dabei fiir stabile Lo-
sungen, eine gestrichelte fiir instabile.
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t=0 t=4.40 1=50.00
4T T 4T T 4T T

3t 3 3t .
2 2 2 .
1+ 1 1 . g
OF &—= =—» 0 *~— -—e 0 o-d——o E
1+ -1 1 g
2+ -2 2 g
3 -3 3 .
I S R Y T N /S T R T N S S N I

432101234 432101234 432101234

Abbildung 11: Verhalten des Systems in der Zeitsimulation fiir a =
0.2,b = ¢ = 0. Die Pfeile der ersten beiden Abbildungen entsprechen den
Geschwindigkeits- bzw. Kraftvektoren der Teilchen. Die Lange der Vektoren ist
proportional zur Geschwindigkeit. Von ihrem Ausgangspunkt (¢ = 0) bewegen
sich die Teilchen zunéchst schnell aufeinander zu. Die Anziehungskraft nimmt
durch den sinkenden Abstand ab, wiahrend die Abstofsung grofer wird (¢ = 4.40),
sodass die Teilchen bei einem Gleichgewicht der Kréfte im Abstand d* zum Ste-
hen kommen (¢ = 50.00).

Abbildung 12: Bifurkationsdiagramm fiir das System . Aufgetragen ist der
Stationédre Abstand d*(a) in Abhéngigkeit der Anziehung a zwischen den Beute-
teilchen. Die Losungen sind stabil (durchgezogene Linie). Der Verlauf der statio-
naren Losung fallt fiir kleine a sehr steil ab und flacht ab d* = 1 stark ab, da fiir
d* < 1 die kurzreichweitige, abstofsende Kraft stark ansteigt.
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4.2. FEin Beuteteilchen und ein Jéger

Die Stabilitét bei einer Storung 0d = d — d* aus dem stationdren Zustand wurde
mit Hilfe der linearen Stabilitdtsanalyse ermittelt. Die Anderung dieser Stérung
mit der Zeit ist:

5d:d:f(d):f(d*+6d):2($—a-d)

_0f(d)
~ad

—1

Das heifst fiir positive a sind die stationdren Losungen stabil. Dies ist plausibel,
da die abstoffende Komponente der Kraft bei Anndherung der Teilchen schneller
wachst und beim Entfernen schneller schrumpft als die anziehende Komponente.

4.2. Ein Beuteteilchen und ein Jager

Der néchst einfachere Fall ist ein System mit einem Beuteteilchen und einem Jéger.
Die Bewegung wird wieder nur auf der Verbindungslinie zwischen beiden Teilchen
stattfinden. Da das Beuteteilchen eine abstofende und das Jagerteilchen eine an-
ziehende Kraft spiirt, wird es keine stationére Losungen im Laborsystem geben,
aufser wenn sich die Teilchen in unendlicher Entfernung voneinander befinden, da
alle wirkenden Kréfte mit groferem Abstand immer weiter abnehmen.

Es gibt jedoch den Fall, dass sich beide Teilchen bei einem bestimmten Abstand
|d|* = |z, — z5|" zueinander mit konstanter Geschwindigkeit in dieselbe Richtung
bewegen, sodass eine stationdre Losung fiir d existiert. Die Bewegungsgleichungen
lauten in diesem Fall

. xBl - :CJ
tp, =b——"—="5
‘xBl _wJ| (21)
. xBl — Ty
Ty =cr—5
|zp, — ]
- d
und |d| = ELTBl —xyl. (22)

Zur Erinnerung: b ist die Abstofung der Beute vom Jéger und ¢ kann als Starke des
Jagers interpretiert werden. Mit d = 0 fiir die stationdre Losung muss @y = 2 p,
sein. Und somit

bd _cd
jd*  ldI”
. (C\i
— |d| <b> mit p > 3 (23)

Der stationére Abstand |d|* nimmt mit steigender Jégerstirke bzw. sinkender
Beutestéarke zu. Fiir p = 2 existieren nur fiir b = ¢ stationére Losungen, dann sind
jedoch alle (zp,,x ) stationére Losungen.
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t=0 t=100.00 t=200.00
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Abbildung 13: Zeitsimulation des Systems fiir unterschiedliche Abstidnde d
zwischen Jager und Beute mit a = 0,b = 0.1,¢ = 0.2. Der rote Punkt repra-
sentiert den Jager, der schwarze die Beute. Die Pfeile zeigen in die Bewegungs-
richtung des jeweiligen Teilchens und sind proportional zur Geschwindigkeit. Die
Geschwindigkeitsvektoren wurden im letzten Bild zur Ubersichtlichkeit entfernt.
Im stationdren Abstand d* bewegen sich beide Teilchen mit gleicher Geschwin-
digkeit in dieselbe Richtung (a). Ist der Abstand d > d*, kann die Beute dem
Jager ,entkommen” und der Abstand wird immer grofer (b). Ist d < d*, ,fangt“
der Jiger die Beute (c¢). Dann divergieren die Kréfte und es ist unklar, wie sich
das System weiter verhalt.

Die stationdren Losungen, in Abhéngigkeit der Parameter b bzw. ¢, wurden
wieder jeweils zusammen mit den Losungen der numerischen Kontinuierung in
einem Graphen aufgetragen (Abb. [14). Um zu kennzeichnen, dass es sich nur im
mitbewegten Bezugssystem um stationdre Zusténde handelt, wurde die Farbe Vio-
lett fiir den Graphen gewahlt. Zusétzlich wurde die Geschwindigkeit des Systems
iiber den Parameter b bzw. ¢ aufgetragen. Das Verhalten des Systems fiir einen
stationdren sowie fiir nicht stationiare Abstande ist in Abb. [13] zu sehen.
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Abbildung 14: Bifurkationsdiagramme des Systems fiir unterschiedliche Para-
meter b und ¢ bei Festhalten des jeweils anderen Parameters (obere Zeile), sowie
die korrespondierenden Geschwindigkeiten des Jéagers im stationdren Abstand
d* (untere Zeile). Die analytischen und numerischen Losungen stimmen {iberein,
sodass jeweils nur eine Kurve zu sehen ist.

Wie weiter unten gezeigt wird, ist immer mindestens ein Eigenwert der Jacobi-
Matrix fiir die Storung dd positiv, sodass alle Losungen instabil sind. Das liegt
daran, dass die Geschwindigkeit des Jégers bei Verkleinerung des Abstandes mit
einer Potenz in é schneller zunimmt und bei Vergrofserung des Abstandes schneller
abnimmt als die Geschwindigkeit der Beute. Das Verhalten des Systems nach einer
Storung wird in Abbildung [13] gezeigt. Halt man die Stérke ¢ des Jégers fest, sinkt
der stationdre Abstand proportional zu \/LE’ dadurch nimmt die Geschwindigkeit
des Systems fiir steigende b zu, da sie proportional zu d% ist. Wird b festgehalten
und c erhoht, zeigt sich ein linearer Zusammenhang zum stationéren Abstand, die
Geschwindigkeit fillt daher proportional zu = ab.

C
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Fiir die zeitliche Anderung der Stérung dd = d — d* ergibt sich

i((gd):d:f(d):fl(u_c'_(i):é_ ¢

dt d\ & dr d dr!
%%(Qmwh(%%ﬁ—;aﬁd
Einsetzen von d*: = (c(p — i b7 0 b:EQ> -od
cr2 cr—2
= (%) -0d mit p > 3. (24)
cr-

Eine stationdre Losung ist stabil, wenn kleine Storungen dd aus dem stationédren
Zustand mit der Zeit kleiner werden, oder im Falle von Lyapunov-Stabilitiat, wenn
die Trajektorie in der Nihe der stationiren Losung bleibt. Dafiir darf die An-
derung der Stérung mit der Zeit nicht positiv werden. Da dies jedoch in dem
untersuchten System fiir p > 3 und positiven b, ¢ der Fall ist, sind die Losungen
fiir p > 3 instabil. Ist p = 2, dann sind die stationdren Losungen, wenn sie exis-
tieren, Lyaponov-stabil, da fiir diesen Fall immer &5, = 2, ist. Das heifit weder
wachsen Storungen, noch werden sie kleiner.

4.3. 1 Jager und 2 Beuteteilchen auf der Linie

Als néchste Erweiterung wird ein zweites Beuteteilchen mit in Betracht gezogen.
Zunichst soll die Bewegung der Teilchen auf eine Raumdimension beschréankt
werden. Da nur Absténde zwischen den Teilchen in die Gleichungen eingehen,
ist das System translationssymmetrisch. Daher kann der Jager in den Ursprung
eines mit &; mitbewegten Koordinatensystems O’ gesetzt werden (2/, = 0). Dann

werden GL(8) und (9) zu

/

1( ap — 2 x
. 1 BQ / / Bl
I = 5 —‘2 —a(zp, —p,) | +0b |2

2 ‘ W ‘ /
ZL‘BI ZL‘BQ ZE’Bl
1( oy — 2 )
. o 2 Bl / ! BQ
TBy = 5 / ;2 CL(LL’B2 o 'IBl) +b ;|2 (25)
‘xBl - $Bz‘ ‘xB2|

/ /

c g 'y
L= 1 2
REANFAARrAY )

g, T,

Der stationére Fall ist 25, = p, = @, dafiir wurden keine Losungen ungleich
Null gefunden. Das heifst, es gibt keine Konfiguration, bei der sich alle Teilchen
mit gleicher Geschwindigkeit in einem stationdren Abstand in dieselbe Richtung
bewegen. Der einzig mogliche Fall wére, wenn sich beide Beuteteilchen auf dersel-
ben Stelle befinden. Dieser wurde nicht genauer untersucht, da die Kréfte dabei
divergieren und er physikalisch nicht relevant ist.
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4.3. 1 Jager und 2 Beuteteilchen auf der Linie

Fir 25, = 2, = ©; = 0 gibt es jedoch eine Losung, mit ; = 0 erhalt man

* *
./I/‘Bl l’B2 _O
%Bl :EB2
* _ *

g, = 0 und Einsetzen von (26| ergibt

Ty bx;
fl 5 —Tpat *312 =0
|27, | |75,
b+1/4
— xp, =+ +a / (27)

Das System ist stationér, wenn sich der Jager genau in der Mitte der beiden Beute-
teilchen befindet und diese einen von b und a abhéngigen Abstand d* = |z, — 2
vom Jéagerteilchen haben. Das Verhalten des Systems in der Zeitsimulation fiir un-
terschiedliche Anfangsbedingungen ist in Abbildung [15] zu sehen.
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Abbildung 15: Zeitsimulation des Systems fiir unterschiedliche b mit a = 1
und ¢ = 1.5/2. Die Geschwindigkeitsvektoren wurden im letzten Bild von (c) zur
besseren Ubersichtlichkeit entfernt. Haben beide Beuteteilchen zu Beginn den-
selben Abstand zum Jager (a), bewegen sich beide mit gleicher Geschwindigkeit
auf diesen zu, bis sie im stationdren Abstand d* = ’x*Bl vom Jager zum Stehen
kommen. Die Werte von b und ¢ haben in diesem Fall keine Auswirkung auf das
qualitative Verhalten, solange sie positiv sind. Wie weiter unten gezeigt wird,
durchgeht das System bei b = 2.54 eine Bifurkation, deshalb gibt es fiir asymme-
trische Anfangspositionen zwei Félle. Fiir b = 2.6 > 2.54 (b) sind die stationéren
Losungen stabil: Beide Beuteteilchen bewegen sich zu Beginn auf den Jager zu
(t = 0), ab einem bestimmten Abstand kehrt sich die Bewegungsrichtung des
Beuteteilchens, das dem Jéger am néchsten ist, um (¢ = 3.20) und das Sys-
tem bewegt sich zusammen in eine Richtung, wobei sich der Abstand zwischen
,wverfolgtem* Teilchen und Jager vergréftert, wiahrend sich dieser fiir das andere
Beuteteilchen verringert (t = 40.00), bis das System im stationdren Abstand zum
Stehen kommt und in diesem Zustand bleibt (¢ = 300). Fiir b < 2.54 = bp (c)
sind die stationdren Losungen instabil: Das anfingliche Verhalten des Systems
ist dhnlich wie im in (b), mit dem Unterschied, dass das Beuteteilchen vom Jéger
weingeholt” wird (¢ = 12.40). Das heifit Jager und Beute befinden sich ab einem
Punkt auf derselben Stelle. Wie sich das System dann weiter verhélt, ist unklar,
da die Kréfte divergieren. Fiir symmetrische Anfangsbedingungen geht das Sys-
tem jedoch, wie in der linearen Stabilitdtsanalyse gezeigt wird, fiir alle positiven
Werte von b, wie in Zeile eins, in einen stationdren Zustand {iber.
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4.3. 1 Jager und 2 Beuteteilchen auf der Linie

Die stationidren Losungen sind in Abbildung [16| dargestellt, dabei wurden wie
bisher zum Vergleich die analytischen Losungen zusammen mit denen der nume-
rischen Kontinuierung in einem Graphen aufgetragen.

5‘ 4

4| b=05c=15v2 3L Ca=1lc=15/2
31 2 | _——

sa | S e

2 f 1t b=254 :
1 0F :
0 | | | | 77\‘7 | _1 | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 -1 0 1 2 3 4 5 6

a b

Abbildung 16: Stationére Losungen fiir die Position der Beute xp bei x; = 0 fiir
das System ([25) unter Variation von a bzw. b, die Werte der jeweils anderen
Parameter sind wie angegeben. Gestrichelte Linien stehen fiir instabile, durchge-
zogene fiir stabile Losungen. Die rote, gestrichelte Linie im rechten Bild markiert
den Ubergang von instabilen zu stabilen Losungen bei b = 2.54, wie weiter unten
berechnet wird. Fiir b > 2.54 ist die Geschwindigkeit des ,yverfolgten” Beuteteil-
chens bei einer kleinen Stérung, wie in Abbildung (15| (b) besprochen, grofer als
die des Jégers, sodass sich der Abstand zwischen beiden vergrofsert, bis sich das
System wieder im stationdren Zustand befindet. In der Zeitsimulation hat sich
gezeigt, dass fiir kleiner werdende Werte von b die maximale Grofse der Storung,
fiir die das System wieder in den stationdren Zustand zuriickkehrt, sinkt. Ab
b < 2.54 wird die Geschwindigkeit des Jigers auch bei sehr kleinen Stérungen
wie in Abbildung [15] (¢) grofer als die des gejagten Teilchens und der Abstand
zwischen Beute und Jager wird immer kleiner, bis beide Teilchen auf derselben
Stelle sind.

Der stationére Abstand d*(a) = |x}(a)| fir feste (b, c¢) ist wie in Abschnitt
proportional zu La Das liegt daran, dass die zusétzliche abstofsende Komponente
des Jégers dieselbe Form hat wie die Abstofsung zwischen den Beuteteilchen. Fiir
steigende b nimmt d*(b) hingegen langsam zu, wobei bei bg = 2.54 eine Bifurkation
stattfindet, bei der jedoch keine neue Losungszweige entstehen. Die Form des
zweiten Bifurkationsdiagramms erweckt den Eindruck, dass bei b = —0.25 eine
Pitchfork-Bifurkation stattfinden konnte. Dazu miisste an dieser Stelle einer der
Eigenwerte der Jacobi-Matrix sein Vorzeichen &ndern.

Mit den Stérungen dxp, = rp, — 13, 0T, = Tp, — T, und dx; = z; — 15
ergibt sich fiir die Jacobi-Matrix an der Stelle 23 , 2%, , 7%
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dip, Oip, Oip
81’31 6ac32 BZJ

0ip, Oip, OZp,
BIBI 6:1732 ox gy (28)
5% oty oty

8zB 8x5 827] * * *
1 2 |25, @, 2]

1 1 b 1 1 b
() M(dea) &
2 (41*31 :v*Bl 2 43631 TE,
_ 1 1 1 1 b b
- 2 <4m*2 + &> 2 (4:5*2 tal— T*2 T*2 (29)
B; Bj B B
o |” o |” oo
1 1 1

und damit fiir die Eigenwerte

Al =0 AZ — |x*B‘(2_p)C(p B 1) —b

A3 =—a—1 30
32 3 (30)
Bei p = 3 ist Ay negativ, wenn b > 2%, bzw. ¢ < ;Ii

Tp

bil. Mit den in Abbildung |15 verwendeten Parameterwerten a = 1 und ¢ = 1.5v/2

wird Ao damit negativ, wenn b > 2.54 ist. Fiir p = 4 muss b > 13*‘;, bzw. ¢ < bt

B 12a
sein, damit die stationdren Losungen stabil sind. Obwohl die stationdren Losungen
des Systems unabhéngig von c sind, ist die Stabilitdt dieser Losungen von diesem

Parameter abhéngig.

#jl, dann ist die Losung sta-

Eigenwerte
o

Abbildung 17: Eigenwerte \; bis A3 der Jacobi-Matrix (29)) an der Stelle der sta-
tiondren Losung fiir a =1 und ¢ = 1.5v/2. )\; ist konstant 0, A3 ist —a — 1 und
Ao geht fiir , lirg25 gegen oco. Bei b = 2.54 wird Ay negativ, d.h. die stationaren

——0.

Losungen werden stabil.
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4.4. 1 Jéager und 2 Beuteteilchen in der Ebene

A1 ist immer Null, da das System Translationssymmetrisch ist und eine Stérung
dxy der Jégerposition auch durch die Storungen dxp,,dxp, ausgedriickt werden
kann. Dadurch sind die Spalten der Jacobi-Matrix linear abhéngig und diese be-

sitzt nicht ihren vollen Rang. Fiir limo geht Ay gegen oo und A3 ist immer —a — 1.
B
Das heifst, keiner der Eigenwerte dndert bei b = —0.25 sein Vorzeichen und es

scheint keine Bifurkation zu geben.

Die in Abb. [16] dargestellten Stabilitdten beziehen sich auch auf Stérungen, die
nicht symmetrisch sind. Gegeniiber einer symmetrischen Stérung (dz; = —dzs)
der beiden Beuteteilchen sind die Losungen jedoch immer stabil, da der Jager zu
jeder Zeit von beiden Seiten die gleiche Kraft spiirt und seine Position beibehlt.

Die Anderung der Stérung des Teilchens z, ist d2p, = gi—giém + gi—;éw& (0
ist 0, wenn nur symmetrische Stérungen zugelassen werden). Wegen 04, = —0ip,
ist das System also stabil gegeniiber symmetrischen Storungen, wenn fiir positive
dxp, 0xp, negativ wird und umgekehrt:

Oip, i,
81331 “B1"By 83332

oz = dxp, (

xgl’xE2) = —2@(5.%31. (31)

Das heiftt, fiir positive a ist das System immer stabil gegeniiber symmetrischen
Storungen und es verhalt sich fiir alle b so wie in (15| (a).

4.4. 1 Jager und 2 Beuteteilchen in der Ebene

Nun sollen fiir den im vorherigen Abschnitt diskutierten Fall zusétzlich Bewegun-
gen in y-Richtung zugelassen werden.

Mit g, = ( TBi ) und ¢y = ( v > lauten die Bewegungsgleichungen:

yBi Yy
1 — —
ip = L <M T %)) LT
2\|xp, — zp,| |Tp, — x|
1 — —
B, = = <M ~ a(wp, — mBl)) BT (32)
2 |xp, — Tp| |xp, — ]|
zbJ—E( rB, —LJj sz—CEJ)
2\ |z, — 4"  |xB, — X
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Abbildung 18: Verhalten des Systems fiir unterschiedliche Anfangsbedingun-
gen in der Zeitsimulation. Die Teilchen befinden sich jeweils zu Beginn auf einer
Kreisbahn um den Jiger. Die Parameterwerte sind @ = 1,b = 1.5,¢ = 1.5v/2.
In (a) befinden sich alle Teilchen im stationdren Abstand voneinander. Das Sys-
tems bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit in y-Richtung, ohne dass sich
die Absténde dndern. Bei (b) wurde der Abstand zwischen Beute und Jéger et-
was grofer gewéhlt, dadurch ist die Geschwindigkeit der Beuteteilchen grofer als
die des Jégers und sie ,entkommen®, wihrend sie sich bis auf einen bestimmten
Abstand aneinander annéhern. Ist der Abstand zwischen Beute und Jéager zu
Beginn geringer als im stationdren Zustand (c), dann ist die Geschwindigkeit des
Jagers grofser als die der Beute. Wahrend die Beuteteilchen leicht auseinander
gehen, nimmt der Abstand zwischen Schwerpunkt der Beuteteilchen und Jager
ab, bis der Jager sich genau zwischen der Beute befindet und das System statio-
nar ist. Dabei ist das System in den in Abschnitt diskutierten Fall auf der
Linie iibergegangen, sodass der stationdre Abstand d* zwischen Beute und Jéger
d* = /2035 gt

Dieses System hat sechs Freiheitsgrade. Um die analytische Betrachtung zu
vereinfachen, werden diese zunéchst durch Zwangsbedingungen und Betrachtung
von Symmetrien reduziert. Zunédchst wird die Bedingung eingefiihrt, dass sich
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4.4. 1 Jéager und 2 Beuteteilchen in der Ebene

beide Beuteteilchen auf einer Kreisbahn um den Jager befinden:
(g, —27)* + (yB, —ys)* = (B, — 25)* + (y5, — ys)*. (33)

Damit wird durch die Symmetrie das Jagerteilchen vom Schwerpunkt der bei-
den Beuteteilchen angezogen, sodass es wie auch schon in Abschnitt den Fall
geben wird, bei dem sich alle Teilchen mit gleicher Geschwindigkeit in dieselbe
Richtung fortbewegen. Das heifst, dieser Fall liefe sich auch auf den Fall mit ei-
nem Jager und einem Schwerpunkt-Beuteteilchen reduzieren. Hier sollen jedoch
beide Beuteteilchen mitbetrachtet werden. Abbildung [18] zeigt das Verhalten des
Systems in der Zeitsimulation fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen.

Wegen der Translationssymmetrie des Systems kann der Jéger in den Ursprung
des Koordinatensystems gesetzt werden: x; = y; = 0. Des Weiteren ist das System
rotationssymmetrisch, sodass das Koordinatensystem so gewéhlt werden kann,
dass die Bewegung des Jégers nur in Richtung der y-Achse stattfindet (z; = 0).
Durch Einsetzen von (33) in #; = 0 ergibt sich:

B, o TB,
3 T .3
|25, | |75, |
—Tp, = —IB,- (34)

Einsetzen in (33]) gibt

2 2 2 2
T T Y, = T, T Yn,
2 2 2 2
—Tp +Yp =Tp T Yp,
—YB, = TYBa, (35)
wobei yp, = —yp, dem bereits untersuchten Fall aller Teilchen auf einer Linie ent-
spricht. Damit wurden die Freiheitsgrade des Systems von sechs auf zwei reduziert.

Um den Fall zu untersuchen, bei dem alle Teilchen eine Konstante Geschwindigkeit
haben, werden die stationdren Losungen im mit ¢; mitbewegten Bezugssystem O’
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gesucht und yp, = yp, gewahlt. Damit haben die Bewegungsgleichungen die Form

/ /
Y'p, =Y — 91 =b— 2yB1 2 © ZBl 2" (36)
|xB1‘ + ‘y31| \/‘x%1| + ’lel‘
/ /
Y'p, = U — Y1 = b— 2y31 2 ¢ 331 2F
|$B1’ + ‘y31| \/‘xlBll + ’lel‘

2y =0
y/J:yJ_yJ:O
mit 2’p = xp, und Yz, = yp, — Ys

Das heifit 3/ B = Y/ B, und 2'p, = —a'p,. Dadurch ergeben sich implizit die
stationaren Losungen zu

ZL’/Bl =0
1 , ( T
— —ary =—b- | —5—"%5
/% B /%2 /%2
43331 rh + g
% — (I‘T,E %2 /%2 /%2
day, 1 4cm:B1 1 rg + Yp;
— b _ — v — (37)
x /%2
Bq 4:1331
TR
. !
und ' =0
/ /
b-yg, CYp,

— =
/%2 /%2 P
T Y Jr 4y
b- m/EZ + y/B*2 p—2
b () (38)

xr
/%2 /%2 B1
LB, + Yp,

—c=
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Diese lassen sich auflosen zu

aus (38): 275,

aus (B7): v, =

@) in @: 5, =

/%
—YB, =

Bzw. mit p =3

I
rp ==

e
yBl -

4.4. 1 Jéager und 2 Beuteteilchen in der Ebene

2
C p—2 %
==+ (l_)) - ijf

i\/x’gf(élb —dax’;? + 1)

%2
dax’hi —1

i%%
Vo) 7

+—

2 b

c
2V ac? — b3
¢ [dac® —b*(4b+ 1)
2b ac? — b3 '

1 (c>m . 4a(g)£ —4b—1.

(39)
(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

Die Abbildungen [19] bis [22] zeigen die z- und y-Position der Beuteteilchen fiir
stationdre Zustdnde, wenn x; = y; = 0 ist, sowie die Geschwindigkeiten des
mitbewegten Bezugssystems bei Variation unterschiedlicher Parameter. Die ana-
lytischen Losungen wurden wieder zusammen mit den Losungen der numerischen
Kontinuierung in einem Graphen aufgetragen.
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Abbildung 19: Stationédre Losungen fiir die Position eines der Beuteteilchen aus
dem System (36)) (obere Zeile) sowie die Geschwindigkeit des mitbewegten Be-
zugssystems (untere Zeile) in Abhéngigkeit von b. Alle Koordinaten im mitbe-
wegten Bezugssystem, welches bei £; = 0 mit dem Laborsystem iibereinstimmt.
Die Werte der anderen Parameter sind a = 1,¢ = 1.5v/2. Zur Erinnerung: a
reprasentiert die Anziehung unter den Beuteteilchen, b ist die Abstofung der
Beute vom Jager und ¢ kann als Stérke des Jagers interpretiert werden. Die vio-
letten Kurven représentieren Losungen, fiir die sich das System mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt, die griinen Linien stehen fiir Losungen im Laborsys-
tem. Da die Zwangsbedingung eingefiilhrt wurde und daher zp, = —xp,
und yp, = yp, ist, beziehen sich die eingezeichneten Stabilitdten auf symmetri-
sche Storungen dxp, = —dxp, und dyp, = Jdyp,. Die roten, vertikalen Linien
kennzeichnen Punkte, an denen ein neuer Losungszweig entsteht. Analytische
Losungen stimmen mit den Lésungen der numerischen Kontinuierung tiberein,
sodass nur zwei Losungskurven zu sehen sind.

Fiir dieses System gibt es zwei Losungszweige, wobei der Griine den bereits
behandelten Grenzfall darstellt, bei dem sich alle Teilchen auf einer Linie befin-
den. Dieser hat erwartungsgeméf auch die selbe Form, die Stabilitédt unterscheidet
sich jedoch durch die zusédtzlich mogliche Bewegungsrichtung von der des Falles
auf der Linie. Weiter unten wird die Stabilitat der stationdren Losungen fiir sym-
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metrische Stérungen dxrp, = —dxp,,dyp, = dyp, und fir allgemeine Stérungen
dxp,,0xp,,0ys,,0yp, mithilfe der linearen Stabilitdtsanalyse bestimmt. Die Ei-
genwerte der Jacobi-Matrix bei allgemeinen und symmetrischen Stérungen sind
fiir Losungen in der Ebene und auf der Linie in Abbildung [20] iiber b aufgetragen.
Hier sieht man, dass fiir die Losungen auf der Linie, bei symmetrischen Storungen
der Eigenwert A\ fiir b = —0.25 den Wert Null annimmt. Dies deutet darauf hin,
dass, anders als wie im vorherigen Fall auf der Linie bei dem nur Bewegungen
auf der Linie zugelassen waren an dieser Stelle noch weitere Losungen abzweigen
kénnten, die aufgrund der divergierenden Kréfte nicht gefunden wurden. Da dieser
Fall jedoch physikalisch nicht relevant ist, wird hier nicht weiter untersucht, ob
tatsdchlich noch weitere Losungen existieren.

Es stellt sich heraus, dass die Losungen auf der Linie bei den in Abbildung

gewahlten Parameterwerten fiir b < 1.572 stabil gegeniiber symmetrischen Storun-
gen sind, dieser Wert wurde numerisch bestimmt. Fiir Anfangsbedingungen auf
der Linie verhélt sich das System dann bei einer symmetrischen Stérung, wie in
(a). Fiir Anfangsbedingungen in der Ebene verhélt es sich dafiir wie in 18| (c).
Fiir allgemeine Storungen sind die Losungen in der Ebene sowie die Lésungen auf
der Linie instabil. Das Verhalten fiir unterschiedliche allgemeine Storungen ist in
Abbildung [23] zu schen.
Die Losungen in der Ebene existieren bei den in Abbildung [19 gewédhlten Para-
meterwerten nur fiir 0 < b < 1.572. Dies lasst sich folgendermafsen erklaren: Fiir
b < 0 kann keine konstante Bewegung mehr stattfinden, da die Beute nicht mehr
vom Jéger abgestofen wird. Wird b grofser, so muss der Abstand (im weiteren Ver-
lauf ist, soweit nicht anders vermerkt, mit Abstand der Abstand im stationéren
Zustand gemeint) zwischen Schwerpunkt der Beute und dem Jéger abnehmen,
damit die Bewegungsgeschwindigkeiten gleich bleiben. Hierdurch wird jedoch die
vom Jager ausgehende Abstofsung grofer, die die Beuteteilchen auseinander treibt,
sodass also der y-Abstand zum Jager immer kleiner und der z-Abstand immer gré-
fer wird. Das heifst, fiir grofere b nahert sich die Beute der x-Achse an, bis alle
Teilchen bei b = 1.572 auf einer Linie sind.

Fiir kleine b befindet sich die Beute in Abbildung [19] im stationdren Zustand
noch nah aneinander und weit entfernt vom Jager. Steigt b, nimmt der Abstand
zum Jéager sehr schnell ab, wahrend der Abstand zwischen den Beuteteilchen nur
langsam grofser wird. Dadurch wird die Geschwindigkeit des Jégers zunéchst gro-
fser, da die Beute naher kommt und der Jager noch ,fokussiert” ist. Mit Fokussie-
rung ist im weiteren Verlauf gemeint, ob ein grofer oder geringer Anteil der auf
den Jéager wirkenden Kréfte in Bewegungsrichtung zeigt. Dabei ist die Fokussie-
rung am grofsten, wenn sich beide Beuteteilchen auf einem Punkt befinden und am
geringsten, wenn sie sich rechts und links auf einer Linie mit dem Jager befinden.
Sieht man sich die Ableitungen von xp, und yp, an, zeigt sich, dass die Rate,
mit der der Abstand zwischen den Beuteteilchen grofer wird, steigt, wahrend die
Rate, mit der der y-Abstand zwischen Beute und Jéger kleiner wird, sinkt. Ab
einem bestimmten Punkt vergrofert sich der Abstand zwischen den Beuteteilchen
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4. Analyse des minimalen Jéger-Schwarm-Modells

so schnell, dass die Fokussierung des Jégers und damit auch seine Geschwindigkeit
wieder stark abnimmt.

Auf der Ebene Auf der Linie
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Abbildung 20: Eigenwerte der Jacobi-Matrix fiir allgemeine Storungen
drp,,0Tp,,0yp,,0yp, (obere Zeile) und fir symmetrische Stérungen
drp, = —drp,,0yp, = Oyp, (untere Zeile) in Abhingigkeit von b. Die
Werte der anderen Parameter sind wie in Abbildung : a =1.c = 1.5v/2.
In der linken Spalte wurden die Eigenwerte fiir stationdre Losungen in der
Ebene ausgewertet und in der rechten Spalte fiir stationdre Losungen auf der
Linie. Fiir die Losungen auf der Ebene ist immer mindestens ein Eigenwert
positiv, daher sind diese Losungen immer instabil. Fir Losungen auf der
Linie ist, fiir allgemeine Storungen, ebenfalls immer ein Eigenwert positiv. Fiir
symmetrische Storungen jedoch sind bei b < bp = 1.572 alle Eigenwerte negativ,
das heiftt, Losungen auf der Linie sind in diesem Wertebereich stabil gegeniiber
symmetrischen Storungen. Ay wird fiir Losungen auf der Linie und symmetrische
Storungen bei b = —0.25 Null. Dies deutet darauf hin, dass an dieser Stelle
noch ein weiterer Losungsast abzweigt. Dieser wurde hier jedoch aufgrund der
divergierenden Kréafte und da er physikalisch nicht relevant ist, nicht néher
untersucht.
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Abbildung 21: Stationére Losungen fiir die Position eines der Beuteteilchen aus
dem System (36| (obere Zeile) sowie die Geschwindigkeit des mitbewegten Be-
zugssystems (untere Zeile) in Abhéngigkeit von a. Die Werte der anderen Para-
meter sind b = 0.5,¢c = 1.54/2. Die Farben der Linien haben dieselbe Bedeutung
wie bisher. Analytische Losungen stimmen mit den Losungen der numerischen
Kontinuierung iiberein, sodass nur zwei Losungszweige zu sehen sind.

Wird a variiert (Abb. [2I)), ist der stationdre Abstand zwischen den Beuteteil-
chen in der Ebene etwas geringer als fiir den Fall auf der Linie, sinkt ansonsten
jedoch in dhnlicher Weise. Durch die zusétzliche Entfernung in y-Richtung vom
Jéger wird die abstofsende Komponente durch den Jéger im Vergleich zum Fall
auf der Linie etwas abgeschwécht, wodurch die Beute einen geringeren Abstand
voneinander einnehmen kann. Dagegen steigt der stationdre y-Abstand zwischen
Beute und Jager zunéchst sehr steil an und strebt dann sehr schnell einem Grenz-
wert entgegen. Durch die starke Abnahme des Abstandes zwischen den Beute-
teilchen zu Beginn wird die Fokussierung des Jégers stérker, sodass sich der Ab-
stand zwischen diesem und dem Schwerpunkt der Beute erh6hen muss, damit das
System stationdr bleibt. Haben dann die Beuteteilchen nur noch einen geringen
Abstand zueinander, hat eine weitere Annéherung keine grofte Auswirkung mehr
auf die Fokussierung des Jégers, sodass der Abstand zum Schwerpunkt nicht wei-
ter steigt. Mit der Geschwindigkeit des Jagers bei konstanter Bewegung verhalt
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4. Analyse des minimalen Jéger-Schwarm-Modells

es sich &hnlich, da sie proportional zu yp, ist: Weil b, ¢ konstant sind und wegen

Y; = Yp, — oo = = ——=<-——, muss der radiale Abstand

3 2 2
VB, TR, B VB, o% U,
zwischen Beute und Jager r = ,/:EZBI + y%l auch konstant sein. Also hingt die

Geschwindigkeit des Jégers nur von yp, ab und ist hierzu proportional.
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Abbildung 22: Stationére Losungen fiir die Position eines der Beuteteilchen aus
dem System (36| (obere Zeile) sowie die Geschwindigkeit des mitbewegten Be-
zugssystems (untere Zeile) in Abhéngigkeit von a. Die Werte der anderen Pa-
rameter sind a = 1,b = 0.5. Analytische Losungen stimmen mit den Losungen
der numerischen Kontinuierung iiberein, sodass nur zwei Losungskurven zu sehen
sind.

Werden a und b konstant gehalten und ¢ vergrofert (Abb. , muss sich der
Abstand zwischen Jager und Schwerpunkt vergrofern (der Abstand zwischen den
Beuteteilchen kann nicht grofer werden, da a und b konstant sind), damit die Ge-
schwindigkeiten von Beute und Jéger gleich bleiben. Durch den erhéhten Abstand
vom Jéger nimmt die von diesem ausgehende, die Beute auseinander treibende
Kraft stark ab, sodass der Abstand zwischen diesen sinkt und einen Grenzwert
erreicht, an dem nur noch die zwischen den Beuteteilchen wirkenden Kréifte Aus-
wirkung auf ihren Abstand voneinander haben. Der Grenzwert ist dann wie in
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4.4. 1 Jéager und 2 Beuteteilchen in der Ebene

Abschnitt cd = \/La

Die Geschwindigkeit des Jagers steigt fiir grofer werdende ¢ fast instantan auf
einen Maximalwert an und fallt dann proportional zu % ab: Der radiale Abstand r
zwischen Beute und Jéger nimmt wegen b = ¢ proportional zu ¢ zu, die Geschwin-
digkeit des Jégers ist &; = “%. Fiir kleine ¢ ist » < 1 und yp, nimmt noch sehr
stark zu, sodass die Geschwindigkeit steigt. Wird ¢ grofser, geht die Zunahme von
yp, jedoch ins Lineare iiber und der radiale Abstand r wird grofer als 1, sodass
die Geschwindigkeit wieder sinkt.

Die Jacobi-Matrix an der Stelle #’; , 35 mit 35 # 0 (Losungen in der Ebene)

fiir die Stérungen dz’p = 2’5, — 2’5, und dyp, = Yy, — Y5, bei p = 3 ist

! !
81731 83.131
! !
9%'p, 9y
o/, oy
By yBl ol gl
B1°7Bq
%2 " ’
1 —a+ b . 2(11};1 _M
g T GE T
- be’l*ygl n 303/;3*13:/1;1 b 2by§12 c n 3cy}3*12
L LR s e R v v R v U P v

(45)

Da die Eigenwerte sehr grofe Terme ergeben, an denen das Stabilitédtsverhalten
nicht mehr abzulesen ist, wurden diese in dem Programm Maple [14] fiir alle
Parameterkombinationen a, b und ¢ im Wertebereich von 0 bis 4 in 0.01 Schritten
berechnet. Dabei wurden keine negativen Eigenwertpaare gefunden, fiir die die
stationdren Losungen jeweils reell sind. Die stationdren Losungen in der Ebene
sind also in diesem Parameterbereich nicht stabil.

Wertet man die Determinante fiir Losungen auf einer Linie (y33, = 0,23 =

HWT'%) aus, so zeigt sich, dass diese mit @ = 1 und ¢ = 1.5v/2 fiir b < 1.57
stabil gegeniiber symmetrischen Storungen o', = —d0a’,; 0y, = dyp, sind. Um
herauszufinden, ob in diesem System die Losungen auf der Linie auch fiir nicht
symmetrische Storungen stabil sind, ist die Jacobi-Matrix fiir die allgemeine St&-
rung 0rp,,0TR,, 0Yn,,0ys, an der Stelle der Losungen fiir den Fall auf der Linie
(2'3,,7'5,, v, ¥p,) auszuwerten:
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4. Analyse des minimalen Jager-Schwarm-Modells

ox'p, 9x'p, Ox'p, O2'p,
Oy 0%, M, O,
0z'p, 02’ g, 0z'p, 0r'B,
8:}0’31 8:1'0’32 83'1331 83',1332
oyp, 9y'p, 9Y'p, 9y B,
91y, Oz, Oyp g,
ay/BQ ay/BQ ay/BQ ay/BQ
axjgl 8:1:332 Bngl 8ng2

1%

1% 1% /%
zBl’IBQ’yBl’yBQ

—a(1/8+b)

a/8
b+0.25 % 51025 T % 0 0
b+0.25 2 b+0.25 2 (46)
0 0 a(1/8+h) o —a/8 a
b+0./285 2 in(/)'s?-Eﬁb) 2
—a a —a a
0 0 b+0.25+§ b4+0.25 2
Die Eigenwerte sind: \; = 0; Ay = 4‘})‘}:’1;)\3 = —2a;\y = —ﬁ)‘_ﬁ’l, somit sind auch

die Losungen auf der Linie instabil gegeniiber asymmetrischen Storungen. Das
Verhalten des Systems fiir unterschiedliche asymmetrische Storungen dxp, # dxp,
wurde in der Zeitsimulation untersucht und ist in Abbildung 23 dargestellt.
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Abbildung 23: Verhalten des Systems |32 bei asymmetrischen Stérungen aus dem
stationéren Zustand. Die Parameterwerte in (a) und (b) sind a = 1,¢ = 1.5v/2,
b= 1.5und in (c) ist b = 3.75. Wie bereits gezeigt, sind die stationdren Losungen
fiir alle b instabil. In (a) wurde das linke Teilchen um 0.1 in x-Richtung néher an
den Jager gesetzt als im stationdren Zustand auf der Ebene. Wéhrend sich das
linke Teilchen und Jéger zunéchst nach links oben bewegen (¢ = 0), bewegt sich
das rechte Teilchen etwas langsamer nach rechts oben. Irgendwann kehrt sich auch
die Richtung der beiden anderen Teilchen um und diese bewegen sich ebenfalls
nach rechts oben (¢ = 28.00), wéhrend das linke Teilchen langsam um den Jéger
auf die rechte Seite wandert (t = 31.20—t = 34.40). Die Geschwindigkeit des
Jagers ist geringer als die der beiden Teilchen, sodass sich diese immer weiter
vom Jéger entfernen (¢ = 100). In (b) wurde das linke Teilchen in y-Richtung
um 0.1 ndher an den Jager gesetzt als im stationdren Zustand auf der Ebene.
Das anfingliche Verhalten ist @hnlich wie in (a) (¢ = 0—t = 19.60), mit dem
Unterschied, dass das linke Beuteteilchen beim Umrunden des Jagers zu nah an
diesen heran kommt (¢ = 20.80) und der Jéger das Teilchen beim ¢t = 21.20
,einholt”. Dabei divergieren die Krafte, weshalb das weitere Verhalten unklar ist.
In (c) wurde das linke Teilchen aus der stationédren Losung auf der Linie um
0.1 in y-Richtung vom Jager weg versetzt. Alle Teilchen bewegen sich nach oben
rechts t = 0. Dabei ist die Geschwindigkeit der Beute grofser als die des Jégers
und der Abstand in y-Richtung nimmt zu. Durch den groferen Abstand vom
Jager in y-Richtung ndhern sich die Beuteteilchen aufgrund der langreichweitigen
Anziehung bis auf den in Abschnitt 4.1{berechneten stationiren Abstand d* = =

0

T Va
aneinander an (¢t = 3.60—t = 7.60), wihrend der Abstand vom Jéger immer
grofer wird (t = 11.60—¢ = 100)
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4.5. 1 Jager und 30 Beuteteilchen

Abschliefsend wird ein System aus einem Jéger und 30 Beuteteilchen untersucht.
Aufgrund der Dimension des Systems wurden die Losungen fiir stationédre Zu-
stande nur noch mit Hilfe der numerischen Kontinuierung bestimmt. Ergidnzend
wurden diese durch Zeitsimulationen iiberpriift. Die Stabilitdt der einzelnen Lo-
sungséste sowie die fiir die numerische Kontinuierung benétigte stationédre Start-
16sung wurde ebenfalls mit Hilfe von Zeitsimulationen bestimmt. Abbildung [24]
zeigt die stationdren Losungen fiir eine Jégerstirke ¢ = 2 und eine Anziehung
zwischen den Beuteteilchen a = 1.
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Abbildung 24: Bifurkationsdiagramm fiir ein System aus einem Jéger und 30 Beu-
teteilchen, bei ¢ = 2 und a = 1. Aufgetragen ist der stationére, absolute Abstand
r* eines Beuteteilchens zum Jéger, in Abhéngigkeit der Abstofiung b der Beute
vom Jéger. Die Losungszweige wurden mit Hilfe der numerischen Kontinuierung
bestimmt, die Stabilitdten tiber Zeitsimulationen. Die schwarze Kurve kennzeich-
net Losungen, fiir die sich alle Teilchen gleichméfig verteilt auf derselben Kreis-
bahn um den Jager befinden. Die gelben Kurven kennzeichnen Losungen, fiir die
die Teilchen einen Doppelkreis um den Jéager bilden, dabei befinden sich diese
abwechselnd wie in Abbildung 25| (4.Zeile ¢t = 0) im Abstand 7} (oberste Kurve)
und 5 (unterste Kurve) vom Jéger. Bei bg, ~ 1.39 findet eine Bifurkation statt
(durch das ,B* gekennzeichnet) und es entstehen zwei neue, zunéchst instabile,
Losungszweige. Eine weitere Bifurkation findet bei bp, ~ 1.34 statt, hier werden
die neu entstandenen Losungszweige stabil. Bei by ~ 0.646 durchgeht das Sys-
tem eine Hopf-Bifurkation (durch ,H* gekennzeichnet) und beginnt zu schwingen

(vgl. Abb. [25] 4. Zeile).

Das dynamische Verhalten fiir unterschiedliche Werte von b ist in Abbildung
zu sehen.
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Abbildung 25: Verhalten des Systems mit einem Jéger und 30 Beuteteilchen fiir
unterschiedliche b. Die Parameter sind a = 1, ¢ = 2. Die Bifurkationswerte fiir
b wurden durch Zeitsimulationen bestimmt und sind bg, ~ 1.34,bp, ~ 1.39 und
by ~ 0.646. Die Vektoren sind proportional zur Geschwindigkeit des jeweiligen
Teilchens. In der ersten Zeile wurden die Teilchen zu Beginn auf einen Kreis um
den Jéager mit kleinerem Radius, als im stationédren Zustand gesetzt. In Zeile zwei
starten die Teilchen gleichméfig verteilt auf zwei unterschiedlich grofen Kreisen
um den Jéger. Die Anfangsbedingungen fiir Zeile drei sind zuféllig gewéhlt und
in den letzten drei Zeilen starten die Teilchen im stationdren Zustand auf einem
Doppelkreis. In den letzten drei Zeilen wurde ein Beuteteilchen gelb markiert,
um seine Bewegung nachzuverfolgen. Fiir b > bp, (erste Zeile) entkommt der
Schwarm vollkommen, fiir bg, < b < bp, (zweite Zeile) kann sich ein instabiler
Doppelkreis um den Jéager bilden, bevor der Schwarm ebenfalls entkommt. Ist
by < b < bp, (dritte Zeile), holt der Jager den Schwarm ein, ist jedoch nicht fo-
kussiert genug, sodass der Schwarm einen stabilen Doppelring um diesen bildet.
Ist b leicht unter by (vierte Zeile), oszilliert der Jéger im Kreis, wihrend die Beu-
te ebenfalls langsam um diesen herum wandert, jedoch noch im urspriinglichen
Teil des Doppelkreises bleibt. Fiir noch niedrigere b werden die Schwingungen
komplexer, Teilchen aus dem inneren Kreis gehen in den dufseren Kreis iiber une
anders herum (sechste Zeile). In der der siebten Zeile ist b < b, ~ 0.570, der
Jager holt die Beute ein und es sind keine periodischen Bewegungen mehr zu be-
obachten. Da hierbei die Kréfte divergieren, wurde die Simulation abgebrochen
und das weitere Verhalten ist unklar.



4. Analyse des minimalen Jéger-Schwarm-Modells

Die stationédren Losungen, fiir die sich alle Teilchen im selben Abstand r* vom
Jager befinden (schwarze Kurve), sind fiir den untersuchten Parameterbereich und
Teilchenanzahl immer instabil. Abhéngig von b zeigt das System bei einer Stérung
aus diesem Zustand unterschiedliche Dynamiken. Oberhalb von bp, gelingt es der
Beute, dem Jager zu ,entkommen”. Obwohl fiir bg, < b < bp, bereits zwei neue
Losungszweige existieren, wachsen Storungen so schnell an, dass in der Zeitsi-
mulation, mit stationdren Anfangsbedingungen auf einem Kreis, vor der , Flucht*
der Beute kein Ubergang in den instabilen Doppelkreis zu beobachten ist. Startet
das System in diesem Parameterbereich jedoch mit den Beuteteilchen auf einem
nicht stationdren Doppelkreis, so d&ndert sich vor der ,Flucht* zunéchst der Radi-
us der beiden Kreise bis zum stationéren Zustand (Abb[25] 2. Zeile). Die statio-
nédre Losung scheint in diesem Bereich also gegeniiber symmetrischen Stérungen
0ry = dry = ... = Jrgp stabil zu sein. Fir by < b < bp, geht der instabile
Kreis nach einiger Zeit in einen stabilen Doppelkreis iiber. Der Doppelkreis bildet
sich, da der Gleichgewichtsabstand zwischen zwei benachbarten Beuteteilchen bei
niedrigeren b so gering wird, dass die kurzreichweitige, abstolende Komponente
die Beuteteilchen bei einer Storung auseinander driickt.

Wird b weiter gesenkt, durchgeht das System bei by =~ 0.646 eine Hopf-Bifurkation
und beginnt zu schwingen. Die Schwingungen werden fiir kleinere b immer kom-
plexer und gehen dann ins chaotische Verhalten iiber, bevor der Jager die Beute
bei b, ~ 0.570 ,fangt* (Abb. 25| letzte Zeile). Die Simulation wurde an dieser Stelle
abgebrochen, da dabei die Krafte divergieren.

Um das Schwingungsverhalten genauer zu untersuchen, wurden fiir unterschied-
liche b < by die x-Positionen des Jagers, der absolute Abstand vom Ursprung
sowie die x-Positionen und absoluten Absténde der Beuteteilchen vom Jéger iiber
die Zeit aufgetragen (siche Anhang . Dabei zeigt sich, dass schon ab b =
1.34 Schwingungen mit Amplituden in der Gréfenordnung 1073 —1071 auftre-
ten (A.I). Diese lassen sich jedoch wahrscheinlich durch numerisches Rauschen
erkldren, weshalb angenommen werden kann, dass dafiir keine Hopf-Bifurkation
verantwortlich ist. Zur Vollstandigkeit wurden die Frequenzen dieser Schwingun-
gen dennoch ebenfalls bestimmt.

Fiir bestimmte Werte von b sind die Auslenkungen des Jégers nicht immer gleich
(vel. , sondern das periodische Verhalten dndert sich, wobei sich die Periode
bei Variation von b zunéchst vervielfacht und der Prozess sich anschlieffend wie-
der umkehrt (vgl. . Fiir die in Abbildung 26| bestimmten Frequenzen wurden
jedoch immer die Frequenzen einer Links-Rechts Bewegung des Jagers beriicksich-
tigt, die hier ab sofort als Hauptschwingung bezeichnet werden sollen.

Periodenverdopplung ist einer der typischen Wege eines nichtlinearen Systems
ins Chaos[3]. Dabei verdoppelt sich die Dauer der periodischen Bewegung eines
Systems unter der Variation eines Systemparameters wieder und wieder. Dies wird
auch als period doubling cascade bezeichnet. Zusatzlich zur Periode verdoppelt sich
dabei auch die Grofe der Auslenkung der periodischen Bewegung [24]. Dies lésst
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4.5. 1 Jager und 30 Beuteteilchen

sich auch bei dem hier untersuchten System z.B. in Abbildung [27]bei b = 0.63 be-
obachten. Untypisch ist jedoch die in beobachtete, anschliefsende Umkehr der
Periodenverdopplung. Die Griinde fiir dieses Verhalten miissen noch genauer Un-
tersucht werden. In der Literatur werden jedoch dynamische Systeme erwéhnt, in
denen sich dieser Prozess in der Ndhe bestimmter Parameterwerte unter Variation
des Systemparameters sogar unendlich oft umkehrt|3]. In 6kologischen Modellen
fungiert diese Umkehrung moglicherweise als Kontrolle fiir den Ubergang ins Cha-
os und kann diesen unter Umsténden sogar verhindern|23].
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Abbildung 26: Frequenzverlauf der Hauptschwingungen des Jégers in x-Richtung.
Es wurde jeweils iiber die Periode von 10 Schwingungen aus der Zeitsimulation
gemittelt. Geht man von hohen zu niedrigen b-Werten, steigt die Frequenz zu-
néchst langsam an. Bei b = 1.15 sinkt diese wieder fiir einen kurzen Intervall.
Der Grund dafiir ist unbekannt. Ab b = 0.630 gibt es einen starken Anstieg.
Dies ist auch etwa der Bereich, ab dem die Schwingungen beginnen komplexer zu
werden und wie in Abbildung [27] zu sehen, gibt es hier einen starken Anstieg der
maximalen Auslenkung des absoluten Teilchenabstands vom Jéger, der mit der
bereits angesprochenen Periodenverdopplung zusammenhéngt. Von b = 0.605 bis
b = 0.575 geht die Steigung der Frequenz wieder etwas zuriick.

Bis b = 0.646 bleiben die beobachteten Schwingungsamplituden des Jagers in
x-Richtung im 107'? Bereich, dann gibt es jedoch einen plétzlichen Anstieg auf
fast 0.25, wihrend der absolute Abstand des Jagers vom Ursprung noch nahezu
konstant bleibt . Der Jager beginnt sich in einem nahezu perfekten Kreis um
den Ursprung des Koordinatensystems zu bewegen. Die Beuteteilchen beginnen
ab diesem Wert ebenfalls, langsam um den Jéager zu wandern . Fiir noch
niedrigere b werden die Bewegungen komplexer: Die Schwingungen des Jagers in
eine Raumrichtung haben nun nicht immer die gleiche Amplitude, sondern die-
se variiert periodisch mit der Zeit. Dies trifft auch fiir die absolute Auslenkung
vom Koordinatenursprung zu, . Das bedeutet, der Jager bewegt sich nicht
mehr auf einem perfekten Kreis, sondern auf einer Ellipse, welche mit der Zeit
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periodisch ihre Form &ndert. Wird b noch weiter gesenkt, beginnen bei b = 0.62
die Teilchen im inneren Teil des Doppelkreises ihre Position mit denen im duferen
Teil zu tauschen (Abb. 25| vorletzte Zeile). Dadurch 16st sich die Struktur des Dop-
pelkreises immer weiter auf und das periodische Verhalten wird noch komplexer,
bis bei b = 0.610 ein chaotisches Verhalten zu beobachten ist letzter Graph).
In Abbildung [27] wurden die maximalen und minimalen absoluten Absténde der
Beute vom Jager fiir b < by aufgetragen. Dabei ist zu erkennen, dass fiir kleiner
werdende b die Auslenkung um die stationdre Losung sehr langsam steigt. Bei
b = 0.63 gibt es fiir einen kurzen Intervall einen starken Anstieg, der kurz da-
nach wieder stark abflacht. Der starke Anstieg der Auslenkung féllt mit dem in
Abbildung [26] beobachteten starken Anstieg der Frequenz der Hauptschwingung,
sowie mit der in beobachteten Periodenverdopplung zusammen. Bei b = 0.62
gibt es nochmal einen groferen Anstieg, welcher wiederum mit der Umkehrung
der Periodenverdopplung zusammenfillt. Dieser Ubergang ins Chaos muss noch
genauer Untersucht werden, um die Griinde fiir dieses Verhalten zu verstehen.

1.6 T T T T T T
Maximale bzw. minimale Auslenkung fiir Teilchen im inneren Kreis —+—
Maximale bzw. minimale Auslenkung fir Teilchen im &uBeren Kreis —+—

06 ] 1 1 1 1 1 1
0.615 0.62 0.625 0.63 0.635 0.64 0.645 0.65

b

Abbildung 27: Maximale und minimale absolute Absténde der Beute vom Jéger
fiir b < by. Der griine Zweig kennzeichnet die Absténde fiir Beute, die sich im
auferen Teil des Doppelkreises befindet, der violette Zweig kennzeichnet Abstén-
de fiir Beute, die sich im inneren Teil des Doppelkreises befindet. Die gelben und
schwarzen Kurven sind die stationédren Losungen. Die maximalen und minimalen
Auslenkungen des jeweiligen Hopf-Zweigs befinden sich symmetrisch um eine der
Losungen des Doppelkreises. Nach dem Hopf-Punkt steigt bzw. fallt der Abstand
zundchst schnell, bleibt dann nahezu konstant und steigt bzw. fillt noch einmal
bei b = 0.630 starker an bzw. ab, um danach wieder langsamer zu steigen bzw.
fallen. Die starke Anderung bei b = 0.630 hingt mit der Periodenverdopplung auf
dem Weg ins Chaos zusammen, welche sich jedoch bei b = 0.62, wo es nochmal
einen stirkeren Anstieg der Auslenkung gibt, wieder umkehrt.
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5. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das von Chen und Kolokolnikov vorgeschlagene minimal
model of predator-swarm interactions [2] auf Ubergéinge im Swarmingverhalten
unter der Variation eines Systemparameters untersucht. Dazu wurden fiir unter-
schiedliche Falle analytisch sowie mit Hilfe numerischer Kontinuierung die statio-
naren Losungen des betrachteten Systems berechnet und in einem Bifurkations-
diagramm aufgetragen. Die Stabilitdt der stationéren Losungen wurde mit Hilfe
der linearen Stabilitdtsanalyse bestimmt. Zusétzlich wurden Zeitsimulationen des
jeweils betrachteten Falls fiir unterschiedliche Parameterwerte und Anfangsbedin-
gungen untersucht, um Ubergéinge in der Dynamik qualitativ zu untersuchen.
Zunachst wurde in Kapitel ein kurzer Uberblick iiber Swarming und aktive Mate-
rie gegeben. Dabei wurden unterschiedliche Systeme angesprochen, die Schwarm-
verhalten zeigen, und Anwendungsgebiete aufgezeigt, die aus der Erforschung die-
ser Systeme profitieren.

In Kapitel [2| wurde das zu untersuchende minimal model of predator-swarm in-
teractions eingefithrt und die unterschiedlichen Terme der Gleichungen erléautert.
Als néchstes wurden dann in Kapitel [3] einige theoretische Grundlagen, Begriffe
und Methode erldutert, die fiir die Untersuchung der hier betrachteten Systeme
von Bedeutung sind.

Zunéchst wurde die graphische Analyse eines nichtlinearen Systems erlautert
und motiviert, der Begriff des Fixpunktes wurde eingefiithrt und eine Definiti-
on seiner Stabilitdt gegeben. Im Anschluss wurde die Bestimmung der Stabilitét
eines Fixpunktes fiir lineare Systeme erlautert und mit Hilfe der linearen Stabili-
tatsanalyse auf nichtlineare Systeme erweitert. Der Begriff der Bifurkation wurde
eingefiihrt und einige typische Typen von Bifurkationen vorgestellt. Abschliefend
wurde das Verfahren der numerischen Kontinuierung erlautert.

In Kapitel [ wurde das minimal model of predator-swarm interactions fir ver-
schiedene Fille untersucht. Im Fall eines Systems aus lediglich zwei Beuteteilchen
wurden fiir alle positiven a stabile, stationdre Abstédnde d*(a) = \/LE gefunden,
wobei a die Anziehung zwischen den Beuteteilchen ist. Fiir ein Beuteteilchen und
einen Jéager Wurdenllediglich in einem mitbewegten Bezugssystem O’ stationére
Absténde d* = (‘g) »=2 fiir p > 3 gefunden, wobei p die Empfindlichkeit des Jégers
fiir in der Néhe befindliche Beute, b die Abstofiung der Beute vom Jager und ¢ die
Starke des Jagers ist. Diese stationédren Losungen sind fiir alle positiven Parame-
terwerte (b, ¢) instabil. Fiir p = 2 existieren nur Losungen, wenn b = ¢ ist. Dann
sind jedoch auch alle Losungen stationadr und Lyapunov-stabil.

Weiterhin wurde der Fall fiir zwei Beuteteilchen und einem Jéger auf einer Linie
untersucht. Hierfiir wurden nur stationdre Losungen gefunden, fiir die sich der
Jager genau in der Mitte beider Beuteteilchen befindet. Dabei betrigt der statio-

nire Abstand der Beute vom Jéger jeweils 7 = \/M}T'%. Diese Losungen sind

gegeniiber symmetrischen Stérungen (0xp, = —dxp,) fir positive a immer sta-
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5. Zusammenfassung

bil. Fiir allgemeine Stérungen (dzp,0xp,,dz ;) sind sie nur unter der Bedingung
b+l

a

b
C<Z

rung entweder ,entkommen‘, oder eines der Teilchen wird vom Jager ,,gefangen®.

stabil. Fiir instabile Losungen konnen die Beuteteilchen bei einer Sto-

Anschlieffend wurde der Fall mit zwei Beuteteilchen und einem Jager auf die
Ebene erweitert. Hier wurden stationére Losungen im Laborsystem gefunden, die
denen des Falles auf der Linie entsprechen und stationédre Losungen im mitbeweg-
ten Bezugssystem O’. Die stationdren Losungen auf der Linie sind fiir symmetri-
sche Storungen (dxp, = —dxp,,dys, = 6yp,) mit a = 1, ¢ = 1.5v/2 fiir b < 1.572
stabil. Da die Eigenwerte sehr grofe Terme ergeben, konnte hier keine allgemeine
Bedingung fiir die Stabilitdt gegeben werden. Fiir die Losungen im mitbewegten
Bezugssystem mit @; # 0 befinden sich die Beuteteilchen auf einer Kreisbahn um
den Jéger. Befindet sich der Jager im Koordinatenursprung, sind die stationéren
Losungen auf der Ebene mit p = 3:

c
2v/ ac? —b3
¢ [dac®—b*(4b+1)
2b ac?—b3 ’

Ix Ix
—{L’B2 —ZL‘Bl —

Yp, = Yp, =+

Diese existieren nur fiir bestimmte Parameterwerte und sind instabil, sodass das
System bei einer Storung entweder in den Fall auf der Linie tibergeht, die Beute
JHieht”, oder der Jéger eines der Teilchen ,fangt “.

Abschliefsend wurde ein System mit einem Jéger und 30 Beuteteilchen fiir a = 1
und ¢ = 2 untersucht. Hierbei wurde aufgrund der hohen Dimension des Systems
auf eine analytische Betrachtung verzichtet und die stationdren Lésungen durch
numerische Kontinuierung bestimmt. Die Stabilitdt der bestimmten Losungséste
und das Verhalten fiir bestimmte Parameterwerte wurden in Zeitsimulationen un-
tersucht. Es wurde ein fiir alle betrachteten Werte von b instabiler Losungszweig
gefunden, fiir den sich alle Beuteteilchen, gleichméfig auf einen Kreis verteilt, im
stationdren Abstand r(b)* vom Jéger befinden. Fiir b > bp, ~ 1.39 gelingt es
allen Teilchen, nach einer Stérung aus diesem Zustand vor dem Jager zu ,flichen”.
Wird b gesenkt, gibt es bei b = bp, eine Bifurkation, bei der zwei neue Losungs-
zweige entstehen. Fiir diese Losungen sind die Beuteteilchen gleichméfig auf zwei
unterschiedlich grofe Kreise mit Radius rj und r5 um den Jager verteilt. Diese
sind zunédchst instabil und werden bei weiterer Senkung von b bei b = bp, ~ 1.34
stabil.

Fir bp, < b < bp, geht der einfache Kreis jedoch bei einer Stérung nicht erst
in den Doppelkreis iiber, sondern die Teilchen ,flichen immernoch direkt. Nur
wenn die Teilchen bereits auf zwei unterschiedlich grofsen Kreisen starten, geht
das System vorher in den stationdren Zustand im Doppelkreis iiber. Fiir b < bp,
sind die stationdren Losungen auf dem Doppelkreis stabil, sodass das System auch
bei zufilligen Anfangsbedingungen in diesen Zustand {ibergeht, solange der Jéger
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nicht zu weit von der Beute entfernt startet. Wird b noch weiter gesenkt, fangt
das System bei b = by ~ 0.646 an zu schwingen. Dabei bewegt sich der Jéger
zunachst in einem nahezu perfekten Kreis um den Ursprung, welcher bei weiterer
Senkung von b in eine sich d&ndernde Ellipse iibergeht. Dabei werden die periodi-
schen Bewegungen zunehmend komplexer, bis keine Periode mehr zu beobachten
ist.

Auf dem Weg in das chaotische Verhalten ist eine Periodenvervielfachung zu beob-
achten, die sich dann jedoch wieder umkehrt. Dieses Verhalten bedarf jedoch noch
weiterer Untersuchungen. Bei b = b, =~ 0.570 gelingt es dem Jéger schlielich, ein
Beuteteilchen ,einzuholen. Das Verhalten nach dem ,Einholen wurde aufgrund
von divergierenden Kréften nicht weiter untersucht.

Im Hinblick auf weitere Forschung wére es interessant zu untersuchen, ab wie
vielen Beuteteilchen sich ein stationdrer Doppelkreis bilden kann und ob es fiir
noch hohere Teilchenzahlen analog stationdre Losungen fiir drei oder mehr un-
terschiedlich grofe Kreise gibt, oder ob sich die Teilchen ab einer bestimmten
Anzahl keinem bestimmten Kreis mehr zuordnen lassen. Es wére aufserdem, wie
schon in der Einleitung erwahnt, wichtig, die theoretischen Ergebnisse dieser Ar-
beit mit dem Verhalten entsprechender Schwérme in der Umwelt experimentell zu
vergleichen. Die Umkehrung der Periodenvervielfachung auf dem Weg ins Chaos
kénnte noch genauer untersucht werden und, wie haufig diese Umkehrung auftritt.
Auch wenn dies nicht physikalisch relevant ist, kdnnte zur Vollstandigkeit eben-
falls noch genauer untersucht werden, ob fiir den Fall mit zwei Beuteteilchen und
einem Jager doch noch weitere stationére Losungen zp, = xp, = 0 existieren.
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A.1l. Schwingungsverhalten des Jagers in x-Richtung bei
unterschiedlichen b
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Abbildung 28: Schwingungsverlauf des Jagers in x-Richtung fiir unterschiedliche
b. Bis b = 0.646 bleiben die Amplituden im Bereich von maximal 107'*. Dann
nehmen sie mit sinkendem b zu. Die Schwingungen sind zunéchst einfach, werden
dann immer komplexer, bis kein periodisches Verhalten mehr zu beobachten ist.
Der zweite Graph mit b = 1.00zeigt die auch fiir stabile, stationédre Zustinde
beobachteten Schwingungen.
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Abbildung 29: Anderung des absoluten Abstands des Jagers zum Ursprung mit
der Zeit. Zunéchst bleibt der Abstand konstant, der Jéger bewegt sich auf einem
nahezu perfekten Kreis um den Ursprung. Fiir niedrigere b bewegt sich der Jager
auf einer Ellipse um den Ursprung, deren Form sich periodisch mit der Zeit
andert. Die Grofe der Ellipse nimmt fiir sinkende b zu. Fiir sehr niedrige b geht
die Bewegung des Jégers ins Chaotische iiber.
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A. Graphen fiir das Schwingungsverhalten des Systems mit einem Jédger und 30 Beuteteilchen

A.3. Absoluter Abstand vom Jager der Teilchen im inneren
und dulleren Kreis fur unterschiedliche b
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Abbildung 30: Absoluter Abstand der Beuteteilchen im inneren Kreis (linke Spal-
te) und duferen Kreis (rechte Spalte) vom Jéger fiir unterschiedliche b mit der
Zeit. Die Amplitude der Schwingung um den stationdren Abstand nimmt fiir
sinkende b zu.
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Abbildung 31: Verlauf der x-Position eines Beuteteilchens iiber die Zeit. Das Beu-
teteilchen bewegt sich periodisch mit der Zeit um den Jéger herum, wéihrend es
zusétzlich kleinere Schwingungen gibt
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A.5. Periodenanderung auf dem Weg ins chaotische
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Abbildung 32: Anderung des absoluten Abstandes des Jégers zum Ursprung mit
der Zeit fiir unterschiedliche b. Alle Graphen wurden jeweils fiir den gleichen
Zeitintervall aufgetragen, um die Anderung der Periode zu veranschaulichen. Bei
b = 0.630 sind die einzelnen Auslenkungen des Jégers vom Ursprung noch sehr
ahnlich, es ist jedoch bereits eine komplexere Periode zu erkennen. Wahrend der
Unterschied zwischen den einzelnen Auslenkungen immer grofer wird, wéchst
zunachst auch die Dauer der periodischen Bewegung an. Bei b = 0.626 hat sich
die Periode im Vergleich zu b = 0.630 fast verdoppelt und wéchst fiir b = 0.625
noch weiter an. Wird b weiter gesenkt, scheint sich der Prozess der Periodenver-
vielfachung wieder umzukehren.
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