Modellierung spreitender Tropfen auf weichen
Substraten
Modelling of spreading drops on soft substrates

Bachelorarbeit
im Rahmen des Studiengangs
Bachelor of Science Physik

Institut fiir Theoretische Physik

Ausgegeben und betreut von:
Prof. Dr. Uwe Thiele

Zweitgutachter:
Frau Dr. Svetlana Gurevich

Vorgelegt von:
Mark Stringe

04. August 2014



Inhaltsverzeichnis
1 Einfiihrung und Motivation

2 Grundlagen der Betrachtung diinner viskoser Filme
2.1 Oberflaichenspannung . . . . . . . ... ... .. L oL
2.2 Laplace- und Trennungsdruck . . . . . ... ... ... ... .....
2.3 Benetzung und Entnetzung - Interaktion der verschiedenen Phasen .
2.4 Diinne viskose Filme . . . . . .. ... .. o 0oL
2.4.1 Grundgleichungen . . . .. ... ... ... L.
2.4.2 Skalierung - Schmiermittelndherung . . . . . . . . ... ...
2.4.3 Dinnfilmgleichung . . . . . ... ... ... 000
2.4.4 Stationdre Losungen . . . . . . . . . .. .. ... ...
2.4.5 Lineare Stabilitdtsanalyse eines flachen Films . . . . . . . ..
2.5 Nicht-triviale stationdre Zustdnde . . . . . . . . . . .. ... ... ..
2.5.1 Lineare Stabilitdt von stationdren Zusténden . . . ... . ..
2.6 Youngsche Gleichung . . . . ... ... ... ... L.

3 Evolution eines Zwei-Schicht Systems
3.1 Grundgleichungen . . . . .. .. ... ... . o
3.2 Das flissig-fliissig System . . . . . .. ... oL
3.2.1 Stationdre Losungen . . . . . . . .. ... ...
3.22 Ergebnisse. . . . . ...
3.2.3 Kontaktregion . . . ... ... ... o
3.3 Das fliissig-elastisch System . . . . . ... ... ... ..
3.3.1 Stationdre Losungen . . . . . . .. ... ... ...
3.3.2 Ergebnisse ohne vertikale Elastizitat . . . . . ... ... ...
3.3.3 Ergebnisse mit vertikaler Elastizitat . . . . .. ... ... ..
3.3.4 Kontaktregion . . . . ... ... oo

4 Vergleich des Kontaktwinkels

5 Zusammenfassung und Ausblick

© 00 1O Utw wihN p—t

—_ =
ot W = O

17
17
19
20
20
23
25
25
26
28
32

39

40



1 Einfiihrung und Motivation

Der Begriff Weiche Materie ist nicht so eng definiert, als dass er nur in speziellen Teil-
gebieten der Naturwissenschaften vorkommt. Vielmehr ist Weiche Materie grundle-
gend fiir eine Vielzahl von Forschungsgebieten, die sich mit kondensierter Materie
beschéftigen. Anwendungen findet Weiche Materie also in Systeme aus Fliissigkris-
tallen bis hin zu biophysikalischen und biochemischen Systemen. Grundlegend lésst
sich sagen, dass Weiche Materie sowhol Eigenschaften fliissiger, als auch Eigen-
schaften fester Materialien besitzt. Auf mesoskopischen Skalen zeigt weiche Materie
sich entwickelnde Strukturen, die ein System grundlegend bestimmen kénnen [7].
Medizinisch und biophysikalisch motiviert ist als Beispiel die Erforschung der physika-
lischen Wechselwirkung von Tumoren mit umgebendem Zellgewebe, um die Ausbrei-
tung solcher Zellanhdufungen im gesunden Gewebe zu verstehen und verhindern
zu kénnen. Wird die rdumliche und zeitliche Entwicklung eines Systems mit ver-
schiedenen Gewebearten bzw. Stoffen untersucht, sind die Grenzschichten mit ihren
physikalischen Eigenschaften von besonderem Interesse.

Als Beispiel fiir solch ein System ldsst sich ein Zellaggregat auf einem flachen Unter-
grund beschreiben. Dass die Beschaffenheit des Untergrundes fiir die Benetzung mit
einem Zellaggregat eine grofle Rolle spielt, zeigen verschiedene Untersuchungen. Fiir
Zellaggregate auf elastischen Untergriinden [5] zeigt sich experimentell eine empfind-
liche Abhéngigkeit zwischen der Entwicklung des Systems und den physikalischen
Eigenschaften des Untergrundes.

Um die Dynamik von beweglichen Kontaktlinien auf elastischen Substraten, die
durch den Ubergang von kontinuierlicher Bewegung und der sogenannten stick-slip-
Bewegung charakterisiert ist [8], zu beschreiben, ist es ebenfalls von groflem Interesse
Modelle zu entwickeln, die das Verhalten von Tropfen auf elastischen Untergriinden
beschreiben. Grundsétzlich ist die Entnetzung von diinnen Filmen auf beliebigen
Untergriinden also aktueller Forschungsgegenstand.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Modellierung eines Fliissigkeitstropfens auf ein-
er viskos-elastischen Schicht. Werden mikroskopische Eigenschaften der Materialien
gegeniiber einer makroskopischen Betrachtung als Kontinuum vernachléssigt, lésst
sich aus den Grundgleichungen der Hydrodynamik die Diinnfilmgleichung herleiten,
mit Hilfe derer zunéchst die Tropfenbildung eines diinnen Films auf einem festen
Substrat beschrieben werden kann. Dieses Modell bietet dann den Einstieg fiir ein
System aus zwei iibereinanderliegenden fliissigen Filmen, was so vereinfacht werden
soll, dass die Tropfenbildung in der oberen Schicht erreicht wird. Mit der Einfithrung
zusétzlicher Elastizitdten der unteren Schicht wird letztlich ein weiches Substrat
simuliert. Das Modellieren von Tropfen auf weichen Substraten soll zeigen, dass ins-
besondere in der Kontaktregion der drei Phasen aus umgebendem Gas, der oberen
Flissigkeit und der elastischen Schicht, je nach Parameterwahl, komplexe Struk-
turen auftreten.

Die Abhéngigkeit der Strukturen in der Kontaktregion von bestimmten Parametern
wird untersucht. So kénnen die drei Modelle verglichen werden.



2 Grundlagen der Betrachtung diinner viskoser Filme

2.1 Oberflichenspannung

Die Grenzfldche zwischen zwei nicht vermischbaren Fliissigkeiten besitzt, genau wie
die Grenzflache zwischen einer Fliissigkeit und einem Gas, die Eigenschaft ihre Form
so zu verdndern, dass die Oberflichenenergie minimiert wird. Um dies beschreiben
zu koénnen, soll im Folgenden das Phénomen der Oberfldchenspannung eingefiihrt
werden.

Aus mikroskopischer Sicht unterliegen Fliissigkeitsmolekiile, die sich im Inneren eines
Tropfens befinden, kohésiven Kraften die gleichméfig in alle Richtungen wirken.
Befinden sich die Molekiile dagegen an der Grenzschicht zwischen einer Fliissigkeit
(I) und einem Gas (g) spiiren sie nur asymmetrische Wechselwirkung (Abbildung
1 (a)). Aufgrund dieser asymmetrischen Kréfte an der Grenzschicht zweier Phasen
besitzten Molekiile an der Grenzschicht und Molekéle im Volumen unterschiedliche
Energien. Besitzen die Molekiile an der Grenzschicht grofiere Energien als jene im
Volumen, wird die Oberfliche minimiert, um die Menge energetisch ungiinstiger
Zusténde zu minimieren.

Aus makroskopischer Sicht lasst sich das Phdnomen der Oberflichenspannung eben-
falls beschreiben. Soll als Beispiel die Grenzfliche einer Fliissigkeit um ein Fléch-
enelement dA vergrofiert werden, muss dabei die Arbeit dW verrichtet werden und
es gilt

AW = adA, (2.1)

wobei o die Oberflichen- bzw. Grenzflichenspannung mit [o] = EL™2 ist.

Eine weitere Moglichkeit ist dadurch gegeben, die Oberflichenspannung als Kraft
parallel zur Oberfliche pro Einheitslinge zu definieren, also [y] = FL~!. Ublich-
es Beispiel fiir diese Definition ist eine Phasengrenze in einem zweidimensionalen
Rechteck mit einer beweglichen Kante der Lénge L [6] (Abbildung 1 (b)). Wird
diese Kante um eine Strecke dz parallel zur Oberfliche verschoben, wird die Arbeit
dW = Fdz = oLdx verrichtet.

%4
\ L ——p dx
(a) Teilchen im Tropfen (b) Grenzschicht in Rechteck

Abbildung 1: Schematische Abbildung zur Interaktion eines Teilchens in der Mitte
und an der Grenzfliche eines Fliissigkeitstropfens (a). Fliissigkeitsfilm in einem
Rechteck der Kantenldnge L. Die Kante rechts wird um Strecke dx verschoben.



2.2 Laplace- und Trennungsdruck

Als Laplace-Druck oder auch Young-Laplace-Gleichung wird der Zusammenhang
zwischen der Oberflichenkrimmung einer Fliissigkeit, der dazugehorigen Oberflichen-
spannung und des an der Grenzfliche herrschenden Drucks bezeichnet. Damit sich
eine gekriimmte nichtdeformierbare Oberfliche im Gleichgewicht befindet, miissen
die Arbeit, die zur Deformation der Oberfliche notwendig ist, und die Arbeit, die
durch die Druckdifferenz von Innen- (p) zu Auflendruck (p,) hervorgerufen wird,
gleich sein: 0W = ApdV 4+ 0dA = 0. Wird in Nédherung eine Kugel des Radius R
mit V(R) = %ﬂ'R?’ und A(R) = 47 R? betrachtet, ergibt sich mit Ap = p, — p:

ApATR? 4+ 087R =0

und damit

20

= Do+ —, 2.2

P=rat 5 (2.2)

wobei 20 /R = pr, als Laplace-Druck mit dem Kriitmmungsradius R der Oberflache

bezeichnet wird. Fiir ein freies Oberflichenprofil, also unter der Annahme, dass die

Gasphase tiber einem Fliissigkeitsfilm keine Kréifte auf diesen ausiibt, ldsst sich die
Kriimmung des Oberflachenprofils rein geometrisch darstellen als

—0Ogzh

k= ——— . 2.3

(14 (0:h)2)3/2 (23)

Fir schwache Kriimmungen k£ = 1/R eines Oberflachenprofils h(z) = z ist k ~

—0ygzh(x) und es ergibt sich

p(z,z = h(x)) = pg — 200,:h(x). (2.4)

Fiir den Fall sehr diinner Filme, d.h. fiir Filme unter einer Dicke von 100 nm
[9], wird ein weiterer Term eingefiihrt, der repulsive und attraktive Krafte zwischen
Flissigkeit und Substrat in Abhéngigkeit der Hoéhe des Oberflichenprofils h bertick-
sichtigt. Dieser wurde von Derjaguin beschrieben und kann als additiver Druck-Term
dem Laplace-Druck als sogenannter Trennungsdruck angefiigt werden [3]. Mit dem
Trennungsdruck II(h) = —df /dh folgt

pr — pr + 1I(R). (2.5)

Die genaue Form von II(h) héngt von der Wechselwirkung zwischen den einzelnen
Phasen ab und wird an benétigter Stelle jeweils angegeben.

2.3 Benetzung und Entnetzung - Interaktion der verschiedenen
Phasen

Der Kontakt dreier Phasen verursacht ein Phdnomen, das aus dem alltédglichen Leben
bekannt ist. Wird eine bestimmte Menge Fliissigkeit auf ein festes bzw. fliissiges oder
elastisches Substrat gegeben, wird das Substrat, in Abhédngigkeit von den beteiligten
Oberflachenenergien, vollstéandig oder teilweise benetzt. Auf einem festen Substrat



treten drei Félle auf, die in Abbildung 2 beschrieben sind. In Abhéngigkeit vom
Gleichgewichts-Kontaktwinkel ©., welcher durch die Youngsche Gleichung

014c08(0c) = 059 — Ogf (2.6)

gegeben ist, kommt es zur vollstdndigen, partiellen oder zu keiner Benetzung des
Substrats. Hierbei beschreiben die Indizes g, f, s jeweils die drei Phasen Gas, Fliis-
sigkeit und Substrat. Der Ausdruck o;; beschreibt die Oberflichenspannung an der
jeweiligen Grenzschicht ¢ — j. Es erweist sich aulerdem als sinnvoll, den sogenannten
Spreitparameter [6]

S=0s—0pg—0sf (2.7)
und fiir partielle Benetzung mit (2.6)
S =0y4(cos(©c) — 1) (2.8)

einzufiihren, der den Energieunterschied zwischen benetzter und nicht benetzter
“trockener” Oberfliche angibt. Fiir S > 0 benetzt die Fliissigkeit das Substrat voll-
standig, es gilt ®, = 0, wohingegen S < 0 die partielle Benetzung des Substrats

bedeutet.
(a) (b)

(c)

Abbildung 2: Skizze der verschiedenen Benetzungsarten eines Tropfens auf einem
festen Substrat auf makroskopischer Skala. In (a) ist das Substrat komplett benetzt,
in (b) ist es partiell benetzt und in (c¢) nicht benetzt.

Gas
Flssigkeit

Usf

Y AN A

Substrat

Abbildung 3: Skizze des Kontaktwinkels, der sich zwischen Fliissigkeitsoberfliche
und Substrat einstellt auf makroskopischer Skala.

Der Ubergang von einem dicken Fliissigkeitsfilm mit den Grenzflichenspannun-
gen osr und oy, zu einem trockenen Substrat mit der Grenzflichenspannung o,

4



ist nicht direkt beschreibbar. Je nach Wechselwirkung zwischen Substrat und Fliis-
sigkeit, also je nach Trennungsdruck II(h), kommt es zur Bildung eines sogenannten
precursor films der Hohe h,,, der sich als diinne Schicht {iber das trockene Substrat
zieht und die Kontaktstelle der drei Phasen auf mesoskopischer Skala zu einer Kon-
taktregion werden liasst und so die Bewegung der Kontaktlinie erméglicht [9].

Gas

Kontaktregion

hy
FlUssigkeit

Substrat

Abbildung 4: Skizze der Kontaktregion auf mesoskopischerkopischer Skala. Die Hoéhe
des precursor films ist hy.

2.4 Diinne viskose Filme

Allgemein ist ein dinner Film eine Schicht einer beliebigen Flissigkeit mit freier
Oberfliche auf einem ebenfalls beliebigen festen Substrat als Untergrund. Hierbei
muss die Dicke des Films klein gegen alle typischen Gréflenordnungen des Systems
parallel zum Substrat sein. Die rdumliche und zeitliche Entwicklung des Oberflachen-
profils eines diinnen Films kann aus den Navier-Stokes Gleichungen mit bestimmten
Randbedingungen an beiden Grenzflichen und mit Benutzung der Schmiermittel-
ndherung hergeleitet werden [2]. Mathematisch modelliert wird das Oberflachenprofil
des diinnen Films h(t, Z) sodann durch die Dinnfilmgleichung, welche im Folgenden
genauer untersucht werden soll. Im néchsten Abschnitt wird ein homogenes, hori-
zontales Substrat betrachtet.

Gas

T~

FlUssigkeit
h

/ /Su bstrat / / / /

Abbildung 5: Skizze der Geometrie eines diinnen Films auf einem festen Substrat.
Die Hohe des Profils in z-Richtung wird fiir eine rdumliche Koordinate z durch
h(t,x) beschrieben.



2.4.1 Grundgleichungen

Wird die Dynamik eines Fluids nicht auf mikroskopischen Skalen betrachtet, kann
diese als Dynamik eines Kontinuums beschrieben werden [1]. Fiir eine inkompressible
Fliissigkeit, d.h. fiir eine konstante Dichteverteilung im Fluid p = const., ergibt sich
eine Impulsgleichung des Systems, die Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible
Fluide

p O + (@ V)il = —Vp + f +nAd, (2.9)
mit einer Kontinuitdtsgleichung
V-u=0. (2.10)

Hierbei ist @ = (u,w) das Geschwindigkeitsfeld mit Komponenten in z- bzw. z-
Richtung, p der thermodynamische Druck pro Einheitsflache, f beschriebt &duflere
Krafteinwirkungen und 7 ist die dynamische Viskositdt des Fluids. Im Folgenden
wird sich an der Herleitung einer Evolutionsgleichung fiir einen diinnen Film auf
einem festen Substrat aus [10] orientiert. Die oben eingefiihrte Navier-Stokes-Glei-
chung fiir inkompressible Fluide und die Kontinuitéatsgleichung ergeben sich kompo-
nentenweise ausgeschrieben zu:

p(Oru + udgu + wo,u) = —0zp + NAu (2.11)
p(Orw + udyw + wo,w) = —0,p + nAw (2.12)
0 = 0yu + 0,w. (2.13)

Hierbei werden duflere Kréfte f = 0 angenommen. Die Randbedingungen des Sys-
tems werden fiir die Grenzflichen z = 0 und z = h aufgestellt. An der Grenzfliche
zwischen Substrat und Fliissigkeit z = 0 muss die Geschwindigkeitkomponente w
verschwinden und die Navier-slip- Bedingung wird eingefiihrt:
w(0) =0 (2.14)
u(0) = B0, u(0). (2.15)
Die Randbedingungen an der freien Oberfliche! z = h(t,z) sind durch die kinema-
tische Randbedingung und durch ein Kréftegleichgewicht gegeben
w = Oth + udzh (2.16)

Oy
s
Es ist T4 der Spannungstensor der Fliissigkeit, —kvy = py, entspricht dem Laplace-

T it = kyit + -t + f. (2.17)

druck und %Z beschriebt eine mogliche Anderung der Oberflichenspannung v entlang

der Bogenldnge s [9]. Normalenvektor, Tangentialvektor und Kriimmung sind wie

folgt gegeben:

<_8$71) ng (178I)

— t= —— 2.18

A+ @ T @) 219
Ozzh

k= ———————r 2.19
T+ @77 219

'Freie Oberfliche bedeutet hier, dass die von oben angrenzende Luft keine Kraft auf die Gren-
zflache ausiibt. Der Spannungstensor der Luft ist 74 = 0.

n=




2.4.2 Skalierung - Schmiermittelndherung

Im Folgenden soll ein Film einer idealen und wirbelfreien Fliissigkeit beschrieben
werden, dessen vertikale Ausdehnung [ klein gegen beliebige typische Langen L pa-
rallel zum Substrat ist. Um die Herleitung einer Diinnfilmgleichung mit bereits er-
wahnter Schmiermittelndherung zu erméglichen, wird deswegen ein dimensionsloser
Kleinheitsparameter € eigefiihrt, der oben Genanntes ausdriickt:

l

e=7 <1 (2.20)
Es ist L eine typische Lénge in horizontaler Richtung, beispielhaft die Periode
von Strukturen des Oberflachenprofils bzw. Tropfengrofien, wohingegen [ Gréfien
in vertikaler Richtung beschreibt, hier konnen die Durchschnittshéhe hg eines Diin-
nfilms oder die Hohe hj, eines precursor films gewdhlt werden. Mit der folgenden
Skalierung werden die auftretenden Groéflen entdimensionalisiert und es ergeben sich
dimensionslose Gréflen, welche mit Tilden gekennzeichnet sind:

x=Li= éf (2.21)
2=z (2.22)
u = upl (2.23)
w = wyw (2.24)
t = tot (2.25)
p = pop (2.26)

mit tg = l/eup, wo = eup und py = pu%, wobei p die Dichte ist.
Partielle Ableitungen werden entsprechend wie folgt skaliert:
1 1 1

8$ = Zaj, at = %857 ah = 73;1

Hierbei ist 8%1, = 0, die partielle Ableitung nach der Variablen z;.
Nach der Skalierung der Grundgleichungen (2.11), (2.12) und (2.13) und der Randbe-
dingungen fiir jeweils z = 0 und z = h wird fiir kleine € nur die niedrigste Ordnung

in € betrachtet, was zu folgenden skalierten Ausdriicken? fithrt:
Fiir die Impuls- und die Kontinuitatsgleichung:

Ot = Ogp (2.27)
0,p=0 (2.28)
0 = 0yu + O,w, (2.29)

fiir die Randbedingungen bei z = 0:

u=w=0 (2.30)

2In folgenden sklaierten Ausdriicken werden die Tilden weggelassen



und fir die Randbedingung bei z = h(t, z):

w = &h + udyh (2.31)

d,u =0 (2.32)
Opah

_ _ Ym 2.33

P On (2.33)

wobei die Kapillarititszahl Ca = Ca/e? mit der Ordnung O(e®) nicht vernachlissigt
werden kann, da der fiir Oberflichenspannungen relevante Term sonst verschwinden
wiirde. Das oben gezeigte System kann nun gelost werden. Zweimaliges Integrieren
von (2.27) mit den dazugehorigen Randbedingungen liefert

z

2
u(z,z) = Oxp (2 - zh) . (2.34)

Fiir die Filmhohe h(t, z) ergibt sich aus (2.31) mit passenden Randbedingungen die
Erhaltungsgleichung fiir die Filmhohe [10] zu

Oth = —0, </Oh udz) . (2.35)

Wird (2.34) in (2.35) eingesetzt und integriert folgt daraus mit dem Trennungsdruck
II(h) der zusétzlich im Laplacedruck berticksichtigt wird

3 3
Orh = —0, (’;arp> — -0, (’;a (-%- H(h))) . (2.36)

2.4.3 Diinnfilmgleichung

Die Dynamik eines viskosen Films auf festem Untergrund entspricht dabei einer Gra-
dientendynamik auf einem zugehorigen Energiefunktional F[h]. Die Zeitentwicklung
des Ordnungsparameterfeldes h(¢, ) kann nach weiterer Umskalierung von Glei-
chung (2.36) wie folgt beschrieben werden [17]:
0Fh
ouh = 0, - [0, 1) (2.37)
oh

Hierbei ist die Mobilitédt Q(h) > 0. Bis auf die genaue Form der Mobilitét l4sst sich
diese Diinnfilmgleichung auch aus energetischen Uberlegungen herleiten. Adhésions-
und Kapillaritatskrifte werden durch das Energiefunktional

Fh] = / B(axhﬁ + f(h)} do (2.38)

als Lyapunov Funktional eingefiithrt. Dieses beriicksichtigt mit dem ersten Term
die Grenzflache und mit dem zweiten die lokale freie Energiedichte f(h), die hier

der Benetzungs- bzw. Adhésionsenergie enspricht. Es ist L = h}%@/ a—gg die spezielle

3
Skalierung fiir die dimensionsbehaftete Funktion f = ¢ ( 5};55 — 2,112), wobei hf’, =1
gewdhlt wird. Die Variation des Funktionals nach h ist dann:
oF
= —Oyh+ 0y f. 2.39
5h + Onf (2.39)



Im Folgenden ist II(h) = —8,f = 75 — 75 der Trennungsdruck [13], der aus einer
langreichweitigen, destabilisierenden van der Waals und einer kurzreichweitigen, sta-
bilisierenden Wechselwirkung zusammengesetzt ist. Die Dinnfilmgleichung fiir ein
horizontales, homogenes Substrat ergibt sich dann aus Gleichung (2.37) und (2.39)
Zu:

Ouh = —0{Q()Du[0ush + TI()] } (2.40)

2.4.4 Stationire Losungen

Um stationdre Losungen der Gleichung (2.40) zu bestimmen, wird d;h = 0 gesetzt.
Es ergibt sich
0= *8x{Q(h)a:(:[arxh - ahf(h)]}

Einmaliges Integrieren liefert
0 = Q(h)[Daxh — 0 (Onf (1)) + Co.
Der Fluss Cy = 0 verschwindet und eine zweite Integration liefert:
0 = Ogzh(z) — Onf(h) + C1. (2.41)

Die Integrationskonstante C; kann hier als ein chemisches Potential, als Dampfdruck
oder als Bedingung fiir Massenerhaltung aufgefasst werden [9]. Im Weiteren soll sie
als Lagrangemultiplikator fiir die Massenerhaltung dienen.

Um numerisch Losungen der Gleichung (2.41) zu finden, wird sie als System zweier
autonomer gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung (ODE) geschrieben.
Hierzu wird

dh

up = h — hg uz =

substituiert, was

’[Ll = LUQ

Uz = L[f'(ho +u1) — C1]
liefert. Es wird so ersetzt, dass Punkte die Ableitung nach v = 7 und Striche die
Ableitung nach h bezeichnen, wobei L hier die Systemgrofie in der rdumlichen Ko-
ordinate z ist. Damit ergeben sich fiir u;(v) und ug(v) mit einer Systemgréfie von 1
die skalierten Felder h(Lv) = h(x) und 0yh(Lv) = Ozh(x). Dieses zweidimensionale

System aus ODE kann nun mit dem Programm AUTO-07p durch Kontinuierung im
Parameterraum analysiert werden®. Es werden die Randbedingungen

U1(1> = Ul (0)
up(1) = u2(0)

und die Integralbedingung fiir Massenerhaltung gewahlt

1
0 :/ up dv. (2.42)
0

Die Startlosung L = i—f fiir die Kontinuierung wird im folgenden Abschnitt (2.4.5)
bestimmt.

3Der Quellcode fiir die Kontinuierung dieses Modells stammt aus einem Tutorial, was mir vom
Betreuer zur Verfiigung gestellt wurde.



2.4.5 Lineare Stabilitédtsanalyse eines flachen Films

Im Folgenden soll die Stabilitédt eines diinnen Films mit einer linearen Stabilitéts-
analyse untersucht werden. Hierzu wird Gleichung (2.40) um den Gleichgewichts-
zustand h(z) = hg als Losung fiir den flachen Film, mit ehy(z,t) gestort und in e
linearisiert. Der Ansatz liefert:

€dih1(z,t) ~ —0,[Q(h0)Dy(eDpuhi (z,t) + I(hg) + €dpIL(ho)hy(z,t))]

Es ergeben sich zwei Gleichungen. Eine fiir die Ordnung O(1) und eine fiir O(e). Mit
der periodischen Storung hi(z,t) = €%+ ergibt sich aus der Ordnung O(e) nach
Umformung die Dispersionsrelation:

A = —Q(ho)k>*(k* + Ohn f (ho)) (2.43)

Fir die Ordnung O(1) ergibt sich die Beziehung II(hg) + C; = 0, die hp und C in
Beziehung setzt. Es wird der Trennungsdruck als Ableitung der freien Energiedichte
ersetzt. Die kritische Wellenzahl k. ergibt sich also zu:

ke = \/—Bnf(ho) (2.44)

Fiir Oppf(ho) < 0 ist der Film fiir 0 < k < k. linear instabil, die Stérung wichst
exponentiell mit der Rate (k) an. Abbildung (6) zeigt die Dispersionsrelation fir
die lineare Stabilitét eines flachen Films.

0.1

Schwellwert
stabil
0.05 e, instabil e y

-0.05

0.1 5
0.15 \

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Wellenzahl k

Wachstumsrate B

Abbildung 6: Gezeigt ist die Dispersionsrelation fiir die lineare Stabilitéit eines Diin-
nfilms. Das Oberflichenprofil wird mit einer Stérung moduliert, die zum Reiflen des
Films flihrt und die Tropfenbildung ermoglicht. Aufgetragen ist die Wachstumsrate
B gegen die Wellenzahl k nach Gleichung (2.43) mit Opp f(ho) = —% + %. Fir die
instabile Losung (blau) wurde hg = 1.65, fir die stabile (griin) ho = 1.0 und fiir den
Schwellwert (rot) genahert hg = 1.26 gesetzt.

Die Instabilitdt des Films setzt bei Opp f(ho) = 0 ein. Fiir den instabilen Verlauf

gibt es eine kritische Wellenzahl k. genau dort, wo die Kurve durch $ = 0 verlauft.
Fiir negative Wachstumsraten g ist der Film stabil, da die Stérung dann abklingt.
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2.5 Nicht-triviale stationiare Zustande

Um die gesamte Losungsstruktur abzubilden, bietet es sich an, Abbildungen im Pa-
rameterraum zu erstellen. Dies geschieht mit dem Programm AUTO-07p durch Kon-
tinuierung in verschiedenen Parametern. Wie folgende Abbildungen zeigen werden,
lasst sich erkennen, dass nicht-triviale stationédre Zustdnde bei k. aus dem flachen
Film hervorgehen.

> ho=1,27 ——

ho=1.50

hg=2,50 -eveeeen
4 p-hy=5,00
3

e
2 2700 T T N s

[ T SRS SIS RO eI SN SESSIINE SRRTTL Lo
1 SIS Mo )
0 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Periode

Abbildung 7: Aufgetragen ist die Lo-Norm ||dh| = \/% fOL(h(a:) — hg)?dx pro Lange
gegen die Periode der Losung. Es sind die Bifurkationskurven fiir verschiedene Hohen
ho gezeigt, deren Werte in der Legende aufgefiihrt sind. Die Kurven charakterisieren
die Entwicklung von Tropfen-Strukturen aus dem flachen Film fiir unterschiedliche
ho.

Es ist zu erkennen, dass es fiir hg = 1.5 eine superkritische Bifurkation gibt.
Die Losung entwickelt sich aus dem flachen Film bei L. = 2—7: und ihre Norm steigt
monoton mit zunehmender Periode. Andere Bifurkationen sind subkritisch (z.B.
ho = 2.50). Die Losung entwickelt sich ebenfalls bei L. aus dem flachen Film, jedoch
mit vorerst sinkender Periode. Weiter lauft der Ast bei einer minimalen Periode
in eine Sattelknotenbifurkation, ab der er mit weiter steigender Norm wieder zu
groferen Perioden hin verlauft.
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Abbildung 8: Gezeigt sind die Bifurkationskurven fiir stationare Tropfen-Losungen,
2

hier in Abhingigkeit von der Energie pro Linge E = % fOL (% —|—f(h)) dx

genormt auf hg.

Die Losungsfamilien der nicht-trivialen stationdren Losungen, wie sie auch in
Abbildung (7) gezeigt sind, sind in Abbildung (8) fiir die Abhéngigkeit der Energie
von der Periode dargestellt. Sie starten bei L. = %’Z aus dem flachen Film. Bei der
superkritischen Bifurkation ist zu erkennen, dass die Losungen mit zunehmender
Periode zu immer niedrigeren Energien verlaufen. Die Energie liegt dauerhaft unter
der des flachen Films. Im Falle einer subkritischen Bifurkation wird jedoch ein hoch-
und ein nieder-energtischer Ast gefunden. Der hoch-energetische Ast zweigt bei L.
vom flachen Film ab. Er verlduft zunéchst in Richtung kleinerer Periode, wobei die
Energie zunimmt. Hier handelt es sich um instabile Nukleations-Losungen, welche
iiberwunden werden miissen, damit der Film zerreift. Der zweite, nieder-energetische
Ast sinkt mit zunehmender Periode und erreicht Energien, die unter der des flachen

Films liegen.
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Abbildung 9: Gegeben sind ausgewédhlte Losungen fiir einen Film mit hg = 2.5. Das
Bifurkationsdiagramm (a) zeigt die Norm iiber der Domaingrée L. Bei L. = 24.3
entwickelt sich die Lésung aus dem flachen Film, die Sattelknotenbifurkation ist mit
L = 20.4 gezeigt. Fiir L = 50 ist zu erkennen, dass der Film auflerhalb des Tropfens
in die Waagerechte iibergeht. Diese Losung befindet sich auf dem stabilen Ast der
Bifurkationskurve.

Der horizontale Verlauf des Profils in Abbildung 9 (b) fiir L = 50 zeigt hier den
precursor film der Hohe hy, = 1.

2.5.1 Lineare Stabilitdt von stationidren Zustianden

Um eine lineare Stabilitdtsanalyse fiir eindimensionale stationére und nicht uniforme
Losungen durchzufithren, muss die stationdre Gleichung

0= 8mh0(x) - 8hf(h0) + 1 (2.45)

zusammen mit dem linearen Eigenwertproblem gelost werden, welches man erhélt,
wenn man die Diinnfilmgleichung um hg(x) linearisiert. Fiir die Linearisierung im
Kleinheitsparameter ¢ um die stationdren Losungen wird der Ansatz h(z,y,t) =
ho(z)+e€h1(z) exp(St) verwendet. Das daraus folgende, oben bereits erwiahnte lineare
Eigenwertproblem mit der Wachstumsrate 3 als Eigenwert und der Stérung hi(z)
als Eigenfunktion hat die Form

Bhi(z) = Lho(z)]hi(z), (2.46)

wobei Llhg(z)] ein linearer Operator vierter Ordnung ist, der auf hy(z) wirkt. Es
gilt, dass
Lhi(x) = = 95(0nQoh1 (2) [0 (Ozzho(x) — Onfo)])+

(2.47)
= 02(Q002(0zzha () — Opn foha (x))]
ist. Berticksichtigt man nun (2.45) in Gleichung (2.47) ergibt sich:
/Bhl = _ax[Qoax(axmhl (l‘) - ahhf0h1($))] (248)
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Um dieses Problem zu 16sen, werden die Gleichungen (2.45) und (2.46) mit folgenden
Substitutionen in ein System aus sechs ODE erster Ordnung umgeformt:

d
ulzho—h, U2:£h0

2 3
%hb us = %hla ug = %/h
Es werden wieder periodische Randbedingungen w;(0) = u;(1) und die Integralbe-
dingung fiir Massenerhaltung (2.42) verwendet. Die Startlosung fiir ho(z) ist har-
monisch mit kleiner Amplitude und Wellenldnge L. = %, die fur hy = 0. k. ist
hierbei wieder die kritische Wellenzahl fiir den flachen Fliissigkeitsfilm aus dem vo-
rangehenden Abschnitt.
Um die Stabilitdt zu untersuchen, werden mit AUTO—07p zunéchst die stationdren
Losungen, daraufhin die Eigenwerte § und dann die dazugehorige Eigenfunktion
hi(z) bestimmt, so dass folglich die Kontinuierung in /3 bei verdnderlichem L durchge-
fithrt werden kann. Abbildung (10) zeigt das Ergebnis fiir zwei unterschiedliche
Durchschnittshohen hy = 2.5 und hg = 5.0.

ug = hq, Uy =

0.15

h0:2j50 —_
hy=5,00
0.1

0.05

Wachstumsrate

-0.05 \ //
-0.1 \/ >

-0.15

-0.2

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 10: Gezeigt ist die Wachstumsrate 5 in Abhéngigkeit von der Systemgrofie
L fiir zwei Losungsiste mit hg = 2.5 und hg = 5.0. Die Aste starten jeweils bei
L. = %7: und verlaufen zunéchst mit steigendem [ instabil zurick zu kleineren
Domaingréflien, bis die Wachstumsrate beginnt rapide zu sinken und in den negativen
Bereich féllt, wo die Losungen stabil werden. Mit zunehmendem L lauft 5 aus dem
relativ stark negativen Bereich wieder zu grofleren, jedoch immer negativen Werten.

Es ist zu erkennen, dass es fiir beide Kurven einen Bereich in L gibt in dem
mehrere Losungen existieren, wobei dann eine Losung stabil und eine instabil ist.
Dies sind die Bereiche mit betraglich grofiten Werten fiir 5 bzw. die Bereiche fiir die
kleinsten Systemgroflen L. Mit Verweis auf Abbildungen (7) und (8) ist fir hg = 5,0
und hg = 2,5 in obiger Abbildung zu erkennen, dass stabile Losungen ab einer
Domaingrofle von L = 20 fiir hg = 2,5 und L ~ 40 fir hg = 5,0 ab der maximalen
Energie (Abbildung (8)) bzw. aber der Sattelknotenbifurkation in Abbildung (7)
erreicht werden, was bestétigt, dass sich auf dem oberen Ast der Bifurkationskurve
aus Abbildung (7) stabile Zustdnde befinden.
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2.6 Youngsche Gleichung

Um Aussagen iiber den Kontaktwinkel des Tropfens zum festen Substrat zu machen,
soll im Folgenden die Youngsche Gleichung aus Abschnitt 2.3 verwendet werden.
Unter Beriticksichtigung des precursor films der Hohe h, ergibt sich fiir die Ober-
flichenspannung zwischen Substrat und Gas die dimensonsbehaftete Beziehung

Osg = 0sf + 01+ f(hp) (2.49)
& 059 —0sf =0+ cf(hy). (2.50)

Mit Gleichung (2.6) ergibt sich folgende Beziehung:
org(cos(® — 1)) = cf (hy). (2.51)

Fiir kleine Winkel © = €0 = h—lf’@ ergibt sich aus (2.51) der in Schmiermittel-
ndherung skalierte Ausdruck:

h 0?2 h3 1
T
h4 3

2
T (2.53)

und mit L = hQ\/ 4 ergibt sich die skalierte Young-Laplace-Beziehung in Schmier-

mittelndherung zu
0= \/7 ~ 0.77. (2.54)

Der rechte Kontaktwinkel des Tropfens © (siehe Abbildung 11) wird durch die min-
imale Steigung des Profils h bestimmt:

Oz |min= ©. (2.55)
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(a) Auschnitt aus der Loésung fir einen (b) Der Winkel © iiber der Systemgrofe L in
Tropfen mit L = 10% und ho = 3.0. logarithmischer Skalierung.

Abbildung 11: Gezeigt ist die rechte Halfte eines Tropfens mit dem maximalen
Winkel © zum Substrat. Die Kontinuierung in L startet beim kritischen Wert
L.= n27r Um das Minimum der Steigung des Profils h besser bestimmen zu kénnen,
wird das System mit einer Periode n = 0.5 betrachtet.
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Figur (b) ist zu entnehmen, dass der Winkel nach (2.55) fiir ausreichend grofie
L gegen den theoretischen Wert von (2.54) konvergiert. Folgende Abbildung zeigt
die Abhédngigkeit des Winkels von der Systemgrofle fiir unterschiedliche Werte von
ho (Vgl. Abschnitt 2.5).

0.8 ' ' "
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. he=5,0 ——

10 100 1000 10000 100000 1e+06  1e+07
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Abbildung 12: Gezeigt ist die Abhéngigkeit des Kontaktwinkels © von der System-
groffe L in logarithmischer Skalierung. Die Kontinuierung ist fiir eine halbe Periode
gezeigt. Die unterschiedlichen Filmhoéhen sind der Legende zu entnehmen. Um einen
Vergleich mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.5 zu erméglichen, wurden die Winkel
gegen 2L aufgetragen.

Qualitativ ist das gleiche Verhalten der Losungskurven zu erkennen, was auch
in Abschnitt 2.5 zu erkennen ist. Bei dem kritischen Wert L. startend, verlaufen
die Kurven fiir hg = 1,27, hg = 2,5 und hg = 5,0 mit steigendem Winkel zunéchst
zu kleineren Systemgrofien. Ab einer minimalen Systemgréfie nimmt L dann mit
weiter steigendem Winkel wieder zu. Fiir grofle L ndhern sich die Kurven an und
und konvergieren gegen die Youngsche Gleichung.
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3 Evolution eines Zwei-Schicht Systems

3.1 Grundgleichungen

Das im vorangehenden Abschnitt dargestellte System aus einer diinnen Fliissigkeits-
schicht auf einem festen Substrat, ldsst sich nun erweitern auf Systeme, bei denen
zwei Filme iibereinander angeordent sind. Je nach Eigenschaften dieser Schichten,
wie Schichtdicken, Elastizitdten, Oberflichenenergien und je nach Wechselwirkun-
gen zwischen den Grenzen der einzelnen Schichten Substrat (Index s), Flissigkeit
1 (Index 1), Flissigkeit 2 (Index 2), Gas (Index g), ergeben sich unterschiedliche
Strukturen der Profile. Weiterfithrende Untersuchungen wiren die Beantwortung
oder Untersuchung der Frage, welche der Schichten zuerst instabil wird und wann
und in welcher Schicht es zur Strukturbildung bzw. zu nicht-trivialen Lésungen
kommt und wie deren Stabilitit beschrieben werden kann [12].

Gas

Flussigkeit 2
Z/—\//

Fltssigkeit 1 ¢

h

/ / /Substrat / / /

Abbildung 13: Skizze der Geometrie eines Zweischichtsystems auf einem festen Sub-
strat. Die Hohe der jeweiligen Profile in z-Richtung werden durch h(t, ) und £(t, )
beschrieben.

Der Herleitung der gekoppelten Evolutionsgleichungen fiir die beiden Profile
Flissigkeit 1 - Flissigkeit 2 (1 — 2) und Flissigkeit 2 - Gas (2 — g) aus [12] fol-
gend, sollen die wesentlichen Schritte fiir ein isothermes System diinner Filme im
Folgenden dargestellt werden. Ausgangspunkt sind die Navier-Stokes-Gleichungen
fiir die jeweilige Schicht ¢ = 1,2 unter der Annahme, dass die konvektiven Terme
verschwinden, da die vertikale Ausbreitung der Schichten sehr klein ist. Es ergibt
sich

V(pi + ¢i) = mi A, (3.1)

mit den Geschwindigkeitsfeldern mit je z- und z-Komponenten @; = (u;, w;), dem
Druck p;, dem Potential fiir &uflere Krafte ¢ und der dynamischen Viskositat n;.
Mit p; = p; + ¢; und geeigeneter Skalierung lassen sich die Grundgleichungen analog
zu Abschnitt 2.4.2 als Reihe im Kleinheitsparameter € darstellen. Die nierdrigste
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Ordnung in € ergibt fiir beide Schichten:

7728zzu2 = 8;[;}52, (32)
P2 =0 (3.3)
und
771822”1 = arp~17 (3'4)
0,p1 = 0. (3.5)

Es werden Randbedingungen fiir die Grenzschichten aufgestellt:

Fir z = 0 sind die Navier slip mit der slip-Lédnge 8 und die no-penetration Be-
dingung, die das Verschwinden der vertikalen Geschwindigkeitskomponente an der
Grenzschicht zum Substrat fordert, aufgestellt:

uyp = B@Zul, w1 = O, (3.6)

fiir die Grenzschicht zwischen beiden Schichten bei z = h; = £ werden die Stetigkeit
des Geschwindigkeitsfeldes, die kinematische Randbedingung und die Stetigkeit der
Tangentialkomponenten der Spannungen in der Fliissigkeit gefordert:

ul == UQ, 'Ll)l - 'U}Q, (37)
w, = 8t§ + ulamf, (3.8)
mozuy — m20zuz = 0, (3.9)

und an der oberen Grenzschicht z = hy = h werden die kinematische Randbedingung
und die Stetigkeit der Tangentialkomponenten aufgestellt:

wo = Oth + ugd:h, (3.10)
7728ZU2 =0. (3.11)

Es sind 012 und o9, die Grenzflichenspannungen der Grenzflachen (1 —2) und (2 —
g). Die Druckdifferenzen zwischen den Grenzschichten kénnen als Variation eines
Enrgie-Funktionals zusammengefasst und durch folgende Bedingungen beschrieben
werden:

pQ(h) _pGas(h) = _O-anzh + H2(£, h) = (;7]2, (312)
p1(€) = p2(§) = —01205:§ + T (&, h) = g. (3.13)

Der Trennungsdruck II;(&, k) beschreibt hierbei die Interaktion zwischen den Schich-
ten. Das Energiefunktional mit der lokalen freien Energiedichte f(&,h) nimmt fol-
gende Form an:

- /(Uu@f)? +%(&;h)? e h)>_ (3.14)

Analog zu Abschnitt 2.4.2 konnen die gendherten Ausdriicken fiir die Impulsgleichungen
der beiden Schichten (3.4) und (3.2) mit dazugehorigen Randbedingungen integri-
ert werden, um die Geschwindigkeitsfelder zu erhalten. Es ergeben sich daraus die
Evolutionsgleichungen fiir die beiden Profile (¢, z) und h(t, x):
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oF oF
Oth = 0, [Qn@ + Q120: ]

73
(3.15)
04§ = Oy [Qma (;F + Q220; (35?]

Die Mobilitédtsmatrix Q setzt sich aus den einzelnen positiven Mobilitaten Q;; zusam-
men. Die Oberflichenenergien der Grenzflichen und die Adhésionsenergie, die durch
den erweiterten Laplacedruck gegeben sind, sind als Variation des Energiefunktion-
als F zusammengefasst.

In folgenden Abschnitten werden zwei Modelle fiir den Zwei-Schicht-Fall (Abschnitt
3.2, 3.3) genauer untersucht. Diese Modelle wurden mir vom Betreuer zur Verfiigung
gestellt [15], um die Systeme damit zu untersuchen.

3.2 Das fliissig-fliissig System

Fiir ein Zweischichtsystem mit fixierten Durchschnittshohen hg und £y werden analog
zur Diinnfilmgleichung aus Abschnitt 2.4.4 Lagrangemultiplikatoren p;, und pe zur
Volumenerhaltung eingefiihrt. Fiir die Variationen des Lyapunov Funktionals F[h, £]
[12] ergbit sich mit den Lagrangemultiplikatoren:

5F _,
on
5F (3.16)

Das Energie-Funktional fiir ein System mit zwei viskosen Schichten setzt sich zusam-
men aus zwei Gradiententermen fiir die Oberflachenspannungen der Grenzschichten
2-g und 1-2 und einer freien lokalen Energiedichte f(h, &), die die Wechselwirkungen
der Schichten beschreibt. Fiir £ > h — £, also ein relativ dickes Substrat, ergibt sich
néherungsweise:

A B
F0.8~ 10 =0) = 55" ~ 50— 7

1 b
= [z (‘2<h 2 T £>5>

Hierbei ist |A194| der Betrag der Drei-Index-Hamaker-Konstante, welche die Wech-
selwirkung zwischen den Grenzflachen 1-2 und 2-g beschreibt [12].
Fiir das Funktional ergibt sich:

(3.17)

F = / [0’2 (8x2h)2 + 012 (626)2 + f(h — f)] dx. (318)

Die im Weiteren verwendete Skalierung ist L = hfﬂ / |Xl22~“’g‘ mit o = o12/02 und b = 1.
Die Tilden der skalierten Ausdriicke werden weggelassen.
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3.2.1 Stationire Losungen

Um die stationéren Losungen von (3.15) zu finden wird 0;h = 0;{ = 0 gesetzt und
integriert. Das liefert

oF oF
= Q110;— + Q120
oh 3 (3.19)
5]: oF )
Q213 + Q220; F

wobei C7 und C5 als Fluss interpretiert fiir stationdre Losungen verschwinden. Mit
der nicht-singuldren Matrix Q ergeben sich die stationdren Losungen des Systems
(3.19) als Extrema des Lyapunov-Funktionals F, also als Losungen von (3.16):

O0F
Sh —Opzh + O f = Hh
0F (3.20)
(55 O'axx§+a£f = M.
Wird (3.20) jetzt in zwei Dimensionen mit dem Ansatz
h = ho+ eexp(ik.:x + ft) (3.21)
§ = &o + ex exp(ikz + ()
linearisiert, ergibt sich
0=k*+ Opnf + X0
hnf + XOne f (3.22)

0= O‘XkQ + 65hf + Xaggf.

Um nun Startlésungen fiir die Kontinuierung zu erhalten, ergibt sich aus (3.22)

k2 = —8hhf — Xahgf (3.23)

und durch Einsetzten von (3.23) in die zweite Gleichung aus (3.22)

o aggf—afiJ <W> L (324

20’8h§f 20'ah5f

Die Startlosung ergibt sich dann mit L = n—=% \/17 wobei n die Periode ist.

3.2.2 Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen drei verschiedene Fille gezeigt werden, die das Sys-
temverhalten beschreiben. Die Kontinuierungen starten bei der in Abschnitt 3.2.1
bestimmten Startlosung. Fiir die Verwendung der Kontinuierungssoftware wird das
Differentialgleichungssystem (3.20) zunéchst analog zu Abschnitt 2.4.4 in ein System
aus vier ODEs umgeformt?®. Es werden periodische Randbedingungen fiir die Felder
&(x) und h(x) und zwei Integralbedingungen fiir die Massenerhaltung der beiden
Schichten eingefiihrt. Es ist dg = ho—&p die Dicke der oberen Fliissigkeitsschicht. Mit
ho = 1 [ hdx, & = + [} ¢dx und der Lo-Norm Lo = L [ ((h — ho)? + (€ — &)?) dx.

“Der Quellcode fiir die Kontinuierung dieses Modells wurde mir vom Betreuer zur Verfiigung
gestellt.
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Folgende Abbildung zeigt verschiedene Losungskurven in Abhéangigkeit der System-
grofle. Mit Referenz zum Ein-Schicht-Fall ist fiir die gegebenen Schichtdicken dy
qualitativ das gleiche Verhalten zu erkennen, was in Abbildung 7 zu sehen ist.
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Abbildung 14: Gezeigt sind verschiedene Bifurkationskurven der Systemgréfie L in
logaritmischer Skala {iber der Lo-Norm fiir verschiedene o. In den Abbildungen
sind die Kurven fiir verschiedene Schichtdicken dy der oberen Schicht dargestellt.
Die Kurven starten bei L.. Fiir beide Abbildungen ist £ = 10. Fur dg = 1.5 sind
superkritische Bifurkationen zu erkennen. Fiir die iibrigen dy zeigen sich subkritische
Bifurkationen.

Bei den Losungen auf den unteren Asten der subkritischen Bifurkationen handelt
es sich wie auch schon in Abschnitt 2.5 beschrieben um Losungen, die noch keine
Tropfenbildung zeigen. Erst Losungen auf dem oberen Ast zeigen eine Tropfenbil-
dung der oberen Schicht. Veranschaulicht werden die beiden beschriebenen Félle in
der folgenden Abbildung.
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(a) Instabile Losung fir L = 100. (b) Stabile Tropfenlosung fiir L = 100.

Abbildung 15: Fiir beide Losungen sind L = 100, dy = 6, § = 10 und o = 10.
Gezeigt sind die Profile zweier Losungen des Zweischichtsystems, wie es in obiger
Abbildung (14 (b)) zu sehen ist. In (b) stellt sich neben dem Tropfen der precursor
film ein.

In Teilabbildung 15 (a) ist erkennbar, dass das Profil der oberen Schicht h(x)
noch nicht gerissen ist. Das Profil in (b) zeigt einen Bereich der deutlich erkennbar
horizontal verlauft. Es hat sich ein Tropfen gebildet. Ebenfalls ist hier bereits erkennbar,
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was im Folgenden (Abbildungen 16, 18) noch deutlicher wird: der Tropfen liegt “lin-
senartig” auf dem untern Profil £(x), das durch den Tropfen nach unten verformt
wird.

Der zweite Fall zeigt fiir angegebene Parameterwahl zwei Losungen auf unterschiedlichen
Skalen. Die charakteristische linsenartige Form ist gut erkennbar. Es werden die Pro-
file fiir die zwei verschiedene Systemgrofien gezeigt.
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(a) Losung fir L = 100. (b) Losung fiir L = 1000.

Abbildung 16: Gezeigt sind die Profile zweier Losungen des Zweischichtsystems. Hier
fir ein kleineres dy = 3, fiir £y = 6 und fiir 0 = 10. Die Grenzflachen h(z) und £(z)
sind gegen die auf die Systemgréfie L genormte raumliche Koordinate x aufgetragen.

Der dritte Fall soll die Grenzen dieses Modells aufzeigen. Da bei der theore-
tischen Herleitung von dicken unteren Schichten £(x) ausgegangen wird, wurde die
Wechselwirkung zwischen der Grenzfliche 1 — 2 und dem Substrat vernachléssigt.
Mit einem Verhéltnis der Oberflichenspannungen von ¢ = 1.0 ergeben sich folgende
Losungen.
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(a) Losung fiir L = 100. (b) Losung fir L = 1000.

Abbildung 17: Gezeigt sind die Profile fiir zwei verschiedene Losungen des Zweis-
chichtsystems. Hier fiir dg = 3, fiir {o = 6 und fiir ¢ = 1. Die Grenzflichen h(z)
und &(x) sind gegen die auf die Systemgrofe L genormte raumliche Koordinate z
aufgetragen.

Es ist deutlich zu erkennen, dass in (b) um das Minimum von £ negative Schicht-
dicken vorkommen, was die Massen- bzw. Volumenerhaltung des Modells verletzt.
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Fiir physikalisch sinnvolle Ergebnisse miisste die Wechselwirkung der oberen Schicht
mit dem Substrat ebenfalls berticksichtigt werden. Selbst fiir grofle Skalen bleiben
die Tropfen auf dem Profil {(z) linsenférmig, es bilden sich keine komplexeren Kon-
taktregionen.
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(a) Losung fir L = 5000. (b) Kontaktregion links fiir L = 5000.

Abbildung 18: Gezeigt ist das Profil beider Grenzschichten des Zweischichtsystems
mit einem Auschnitt der linken Kontaktregion beider Grenzflachen. Hier fiir dg = 6,
fir £y = 10 und fiir 0 = 10. Die Grenzflichen h(x) und £(z) sind gegen die auf die
SystemgroBe L genormte rdumliche Koordinate x aufgetragen.

3.2.3 Kontaktregion

Fiir den Fall zweier viskoser Schichten ergibt sich die oben gezeigte linsenartige Form
des Tropfens der Schicht 2 auf der Schicht 1. Dabei stellen sich zwei Winkel zur
Horizontalen ein die das System charakterisieren. Der Winkel ©9 als Kontaktwinkel
zwischen der Horizontalen und dem Profil A und der Winkel ©; als Winkel der
unteren Schicht zur Horizontalen.

Da zu Untersuchung der Kontaktregion wieder eine halbe Periode n = 0.5 be-
trachtet wird, miissen die vier Randbedingungen angepasst werden:

links: Orh =0,£=0 (3.25)
rechts: Orh = 0§ =0 (3.26)
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Abbildung 19: Gezeigt ist ein Auschnitt der rechten Tropfenhélfte. Das System zeigt
eine halbe Periode mit der Systemgrofle L = 50000. Die Parameterwahl ist hg =
3, & = 6 und o0 = 10. Die Winkel der beiden Profile ©,, ©; sind schematisch
dargestellt.

Die Abhéngigkeit der beiden Winkel von der Systemgréfie L und dem Verhéltnis
der Grenzflichenspannungen o ist in folgender Abbildung gezeigt.
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(a) Beide Winkel in Abhéngigkeit von L mit o = (b) Abhéngigkeit der Winkel von o fir L =
10. 50000.

Abbildung 20: ©2, ©1 in Abhingigkeit von L in logarithmischer Skala. Die iibrigen
Parameter sind hg = 3, { = 6.

Figur (a) zeigt fiir die gewéhlte Parameterwahl ein analoges Verhalten zum
Einschicht-Fall. Beim kritischen L. startend, verlaufen die Kurven fiir steigende
Winkel zu einer minimalen Systemgréfie. Mit weiter steigendem Winkel verlaufen
die Kurven jeweils zu grofleren L. Beide Winkel konvergieren fiir ausreichend grofie L
gegen einen bestimmten Winkel. ©9 bleibt hierbei fiir ¢ = 10 kleiner als der Winkel
© fiir grofie L im Ein-Schicht-Fall. ©; ist stets kleiner als ©y. In (b) zeigt sich fiir
ein verdnderliches Verhélnis der Oberflichenspannungen o = 012/02, ein steigender
Kontaktwinkel ©9 des oberen Profils h bei abnehmendem ©. Der Kontaktwinkel ©9
néhert sich dem Winkel der Youngschen Gleichung (2.54) fiir einen Film auf einem
festen Substrat. Winkel ©1 konvergiert gegen 0.
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3.3 Das fliissig-elastisch System

Im Folgenden wird ein Zwei-Schicht-System mit einer viskosen (Schicht 2) und einer
weichen, elastischen Schicht (Schicht 1) betrachtet. Im Energiefunktional muss also
zusétzlich die Elastizitdt der ersten Schicht beriicksichtigt werden. Des Weiteren
wird, wie auch im Abschnitt 3.2, bei der theoretischen Betrachtung des Modells eine
dicke untere Schicht vorausgesetzt. Es ist wie gehabt

Atag Biag

f(h,f)%f(h_f): 2(h-§)2 o 5(h_§)5

(3.27)
1 b
=l (~ g =g * 57
Das Energiefunktional ist
2 2 2
F = / [02 (8x2h) + 012 (89625) + f(h—=¢&) + F;(ang)l dx, (3.28)

wobei der Term mit % eine Biege-Elastizitdt der unteren Schicht einfiihrt.

3.3.1 Stationidre Losungen

Mit der gleichen Skalierung wie in Abschnitt 3.2 und analoger Rechnung ergeben
sich die stationdren Zustinde als Extrema des Lyapunov-Funktionals aus

oF

7—*8:1:xh+8hf = Hhn
o (3.29)
E :Haﬂﬁxzmg_aaxm£+aff = He-

Die Tilden der dimensionslosen Groflen werden weggelassen. Mit Ansatz (3.21) lésst
sich das System (3.29) linearisieren zu

0=k + Onnf + Xahgf (3.30)
0= xrk* + oxk® + Ocn + XOge - (3.31)

Um analytisch eine Startlosung fiir die Kontinuierung zu erhalten, wird das li-
nearisierte System aufgelost. Aus (3.30) ergibt sich:

_ K+ 0mf
One f

Ausdruck (3.32) in (3.31) eingesetzt ergibt eine Gleichung sechster Ordnung in k,
welche mit der Substitution k2 — ¢ zu einer kubischen Gleichung in ¢ wird:

&+ <8hhf+ ‘7) 2+ (Uahhf+a£€f) o+ <3hhf3££f - (3£hf)2> ~0 (333)
K K

K

(3.32)

Fiir die oben beschriebene Wahl von f(h — &) fallt der Klammerausdruck nullter
Ordnung in ¢ weg, da Opp fOec f — ((9ghf)2 = 0 ist. Es gibt an der Stelle k = 0 eine
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doppelte Nullstelle. Die Losungen von (3.33) sind

g1 =20

1 o 1 o\?  oOunf + Occf
QH—:—QGMJ+R>i¢4GMf+K>—hwﬁ&-

K
Die Startlosung fiir die Kontinuierung ist

2
L= ni,
Va+

wobei n die Anzahl der Perioden angibt.

3.3.2 Ergebnisse ohne vertikale Elastizitéat

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Folgendes System zeigt Losungen fiir das Zweischichtmodell mit einer elastischen
unteren Schicht &(z), dessen Elastizitat durch einen zusétzlichen Elastizitétsterm
im Energie-Funktional eigefiihrt wird. Die Kontinuierung startet bei (3.36). Das
Differentialgleichungssystem wird fiir die Kontinuierung analog zu Abschnitt 2.4.4 in
ein System aus sechs ODEs umgewandelt. Mit sechs periodischen Randbedingungen
und zwei Integralbedingungen fiir die Massenerhaltung startet die Kontinuierung °

uber eine Periode.

5Der Quellcode fiir die Kontinuierung des Modells mit Elastizitdt wurde mir vom Betreuer zur

Verfiigung gestellt.
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Abbildung 21: Fir dg = 3, §g = 6, 0 = 0.1 und k = 2 wird eine Kontinuierung
in L gestartet. Ausgewéhlte Profile der beiden Grenzschichten h(x) und £(z) sind
gegen die auf die Systemgrofle L genormte, rdumliche Koordinate x aufgetragen.
Abbildungen (a) und (b) zeigen Tropfen und Kontaktregion einer Losung. Abbildung
(c) zeigt eine unphysikalische Losung.

Im Fall groerer Oberflachenspannungen der oberen Schicht A(z) sind Eindel-
lungen des Profils in der Kontaktregion erkennbar (siehe (b)). Das Profil h(z) ist
an dieser Stelle nach unten gezogen, wohingegen das Profil der untern Schicht £(z)
in selber Region monton absinkt. Um eine Kontaktregion zu erzeugen, wie sie bei
der stick-slip-Bewegung spreitender Tropfen auf weichen Substraten auftritt [8], ist
dieses Modell noch nicht ausreichend angepasst. In Abschnitt 3.3.3 wird zu diesem
Zweck ein weiterer Elastizitdtsterm eingefiihrt.

AuBlerdem erkennbar in (c) ist fiir diese Parameterwahl eine Losung mit negativen
Schichtdicken &(z), wie sie weiter oben auch schon gezeigt sind. Mit steigendem o
verschwinden die Eindellungen.
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Abbildung 22: Fiir die Parameter dy = 3, §y = 6 und o wird ein Profil (a) der beiden
Grenzflachen h(x) und £(z) und eine Vergroferung der Kontaktregion (b) gezeigt.
Das Profil h(z) steigt in der gezeigten Kontaktregion (b) monoton.

3.3.3 Ergebnisse mit vertikaler Elastizitat

In diesem Abschnitt wird das Modell insofern erweitert, als eine vertikale Elastizitit
der unteren Schicht eingefiihrt wird. Es wird der Term &, (¢ — &)?* verwendet, der
analog zum harmonischen Potential einer linearen Feder eine Riickstellkraft fiir das
Substrat modelliert, also eine vereinfachte Kompressions-Elastizitat darstellt. In die
Variation des Funktionals F nach ¢ eingefiihrt, ergibt sich fir (3.29)

% = —0Opzh + ahf
i (3.37)
g = KOpaze€ — 00z:€ + O f + 4ky(€ — €0)3'

Da k, die gleiche Dimension wie x haben muss, ist x, o AL *H 2. Der Kon-
tinuierungslauf wird fiir dieses Modell auf einer Kontinuierung aus dem vorherigen
Abschnitt aufbauen, weil der zusétzliche Term fiir die vertikale Elastizitidt die Bes-
timmung einer Startlosung erschweren wiirde, da die Stabilitét des Systems dadurch
verandert wird. Die Kontinuierung mit Parameter k, baut also auf einer bestehen-
den Losung des Kontinuierungslaufs aus Abschnitt 3.3.2 auf.

Zunéchst werden zwei Félle fiir 0 = 0.1 und o = 10 gezeigt. Die Kontinuierung lauft
hierbei im Parameter fiir die vertikale Elastizitat x,.
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Abbildung 23: Gezeigt sind die Profile fiir festes L = 500 von vier verschiedenen
Losungen des Zweischichtsystems. Hier fir dy = 3, §g = 6, x = 2 und fiir ¢ = 0.1.
Die Kontinuierung im Parameter x, startete bei einer Losung mit L = 500, die
mit k, = 0 generiert wurde. Die Grenzflichen h(z) und &(x) sind gegen die auf die
Systemgrofe L genormte rdumliche Koordinate x aufgetragen.

Fiir kleine Werte von &, (a) sind die Eindellungen in der Kontaktregion fiir das
Profil h(z) noch erkennbar. Das Profil £(z) beginnt Maxima (Peaks) in der Kon-
taktregion zu entwickeln, die in (b) gut erkennbar werden. Fiir steigende Werte von
Ky nehmen die Eindellungen im Profil A(xz) ab und scheinen fiir die hier maximal
betrachtete vertikale Elastizitat «, = 0.1 zu verschwinden (d). h(z) steigt bzw. sinkt
in den Kontaktregionen monoton. Ebenfalls mit zunehmendem &, ist zu sehen, dass
die Maxima in £(z) absolut an Hoéhe verlieren.

Auflerdem ist zu erwdhnen, dass das Modell fiir (a) und (b) wieder negative Schicht-
dicken zeigt.
Der zweite Fall wird fiir 0 = 10 gezeigt.
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Abbildung 24: Gezeigt sind Auschnitte der Profile fiir festes L = 500 von drei ver-
schiedenen Losungen des Zweischichtsystems. Hier fir dg = 3, §g = 6, Kk = 2 und fiir
o = 10. Die Kontinuierung im Parameter k, startete bei einer Losung mit L = 500,
die mit k, = 0 generiert wurde. Die Grenzflachen h(x) und £(x) sind gegen die auf
die Systemgrofle L genormte rdumliche Koordinate x aufgetragen.

In der Abbildung ist zu sehen, dass sich in (a) und (b) fir £(x) qualitativ das

gleiche Verhalten wie fir den zuvor gezeigten Fall (Abbildung 23) mit o = 0.1 zeigt.
Die Maxima des Profils ¢ sind fiir eine relativ geringe Oberflichenspannung der
Grenzschicht h(z) weniger ausgepréigt und deutlich nur in der Vergréfierung (d) zu
erkennen.
In einem weiteren Kontinuierungslauf wird eine oben gezeigte Losung als Startpunkt
gewahlt. Ausgehend von der Losung (a) aus Abbildung 23 wird bei unverdnderten
iibrigen Parametern die Losung fiir grofier werdene Tropfen bis zu einer Systemgrofle
von L = 50000 bestimmt. Ausgewéhlte Losungen zeigt die folgende Abbildung.
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Abbildung 25: Gezeigt sind Auschnitte der Profile fiir verschiedene Skalen. Hier fiir
do=3,& =6, k=2, k, = 107° und fiir ¢ = 0.1. Die Kontinuierung im Parameter
L startet bei einer Loésung mit L = 500 und vorher genannten Parametern. Die
Grenzflachen h(z) und (z) sind gegen die auf die Systemgrofie L genormte raumliche
Koordinate = aufgetragen. In (d) sind zwei Losungen in realer z-Skale im Vergleich
gezeigt. Der Tropfen fiir L = 50000 wurde um Az = 20000 nach links verschoben.

Im Vergleich von (a), (b) und (c) ist zu erkennen, dass mit steigender System-
grofle die Maxima von &(x) in der Kontaktregion bei ansonsten fixierten Parametern
in Relation zur maximalen Tropfenhohe an Hohe verlieren. Das Profil unter dem
Tropfen verlduft bis zu den Peaks im unteren Profil annédhernd horizontal. In Figur
(d) zeigt der Winkel zum festen Substrat im Vergleich der beiden Skalen keinen
erkennbaren Unterschied. Auch die Kontaktregionen mit den Peaks in der Gren-
zschicht 1 — 2 weisen keinen auf den Bildern erkennbaren Unterschied auf. Da das
Profil des Tropfens fiir L = 50000 die im Vergleich definiertesten Strukturen in der
Kontaktregion zeigt, soll mit dieser Losung die genaue Struktur im Kontaktbereich
der drei Phasen im folgenden Abschnitt genauer untersucht werden.
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3.3.4 Kontaktregion

Um die Kontaktregion verschiedener Systeme im Folgenden genauer zu untersuchen,
wird die Kontinuierung fiir eine halbe Periode n = 0.5 durchgefithrt. Auf diese
Weise konnen Maxima von {(z) bzw. die Maxima und Minima der Steigung 0,¢
fiir einen Peak im Substrat einfacher betrachtet werden. Hierzu miissen die sechs
Randbedingungen des System am linken bzw. rechten Rand angepasst werden:

links : 0,£,0.h =0 und Ozzz€ =0

(3.38)
rechts : 0,¢,0.h =0 und Ozzz€ =0

Zunéchst wird eine Kontinuierung in L gestartet, um zu verdeutlichen wie sich fiir
die Parameter dy = 3, & = 6, K = 2, Kk, = 107° und fiir ¢ = 0.1 das Modell
mit wachsender Systemgrofe verhélt. Eine Losung fiir die Kontinuierung mit halber
Periode ist zur Veranschaulichung in folgender Abbildung gezeigt.
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Abbildung 26: Gezeigt sind Auschnitte der Profile in realer z-Skale. Es ist zu beach-
ten, dass die Kontinuierung nur iiber eine halbe Periode 1duft, also anschaulich {iber
eine Hilfte des Tropfensystems. Hier fiir dy = 3, & = 6, k = 2, K, = 107° und fiir
o0 =0.1. In (b) sind die Winkel in der Kontaktregion definiert. In (c) wird die Breite
des Peaks in ¢ als b¢ und die Hohendifferenz zwischen dem Peakmaximum und dem
rechten Randwert von £ als a¢ eingefiihrt.

Die Breite b¢ des Peaks wird zwischen den Punkten der maximalen und mini-

malen Steigung des Profils £(x) gemessen. Die maximalen Winkel zur Horizontalen
werden aus der extremalen Neigung der Profile bestimmt.
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Folgende Abbildung zeigt Auschnitte ausgewéhlter Profile &; fiir unterschiedliche o
zur Veranschaulichung der Verdnderungen der Grenzschicht 1 — 2, die in der folgen-
den Betrachtung (Abbildungen 28 bis 31) verdeutlicht werden sollen.
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Abbildung 27: Fiir dy = 3, & = 6, k = 2, Ky, = 107> und L = 50000 sind drei
ausgewéahlte Profile §;(x) mit unterschiedlichen Werten fir o gezeigt. Ein kleiner
werdender Peak ist im Vergleich der drei Profile zu erkennen.
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Die genaue Form des Tropfens und insbesondere der Kontaktregion wird durch
die Kontinuierung im Parameterbereich von L = 500 bis L = 100000 genauer unter-
sucht.
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Abbildung 28: Parameter dy = 3, £ = 6, k = 2, k, = 107° und o = 0.1. In (a) ist das
Maximum von h in Abhéngigkeit von der Systemgrofie gezeigt. In (b) ist die Hohe
des Peaks in ¢ gezeigt. Der maximale Winkel des Profils A ist in (¢) in Abhéngigkeit
von der Systemgrofle dargestellt. Die Winkel, die den Peak in & charakterisieren sind
in (d) und (e) zu sehen. Es sind die logarithmischen Skalierungen zu beachten.

Es ist zu erkennen, dass bei realtiv kleinen Systemgrofien die Hohe des Peaks in
¢ stark ansteigt (a). Der Winkel des Profils h(x) gegeniiber der Horizontalen nimmt
mit steigender Systemgrofle zu (c). Aufféllig ist ebenfalls, dass sich die Winkel zwi-
schen maximaler bzw. minimaler Steigung des Profils £ unterschiedlich verhalten.
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Der Winkel in (d) fallt, wohingegen der Winkel in (e) mit zunehmender System-
grofle steigt.

Weitere Kontinuierungen in ¢ und &, sollen zeigen, was im Grenzfall grofier
Oberflichenspannung der Grenzschicht 1 — 2 und grofler werdender Elastizitét s,
geschieht. Hierbei wird die Systemgrofie auf L = 50000 fixiert und die Losungen des
Systems werden fiir o = 0.1 bis ¢ = 10000 bzw. &, = 1076 bis x, = 10 erstellt.
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Abbildung 29: Verschiedene Charakteristika des Tropfens und der Kontaktregion
in Abhéngigkeit von dem Verhéltnis der Oberflichenspannungen o. Die einzelnen
bereits eingefithrten Groflen sind den Unterschriften der Figuren zu entnehmen.
Parameter dy = 3, &g = 6, K, = 107> und L = 50000 fiir je s = 1, kK = 2 und s = 6.
Die Achse fiir veranderliches o ist logarithmisch skaliert.
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Abbildung 30: Verschiedene Charakteristika des Tropfens und der Kontaktregion in
Abhéngigkeit von dem Verhéltnis der Oberflachenspannungen o. Parameter dg = 3,
& =6, k =2 und L = 50000 fiir je k, = 1072, k, = 1073 und k, = 10~'. Die Achse
fiir verdnderliches o ist logarithmisch skaliert.
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Abbildung 31: Verschiedene Charakteristika des Tropfens und der Kontaktregion
in Abhingigkeit der Elastizitdt r,. Parameter dy = 3, & = 6, kK, = 107° und
L = 50000 fir je 0 = 0.1, 0 = 10 und ¢ = 1000. Die Achse fiir verdnderliches &,
ist logarithmisch skaliert. In (d) sind fiir ¢ = 1000 Probleme bei der Kontinuierung
aufgetreten.

37



Abbildung 29 zeigt, dass die Hohe des Tropfens monoton fiir zunehmendes o
steigt. Die Elastizitit s zeigt fiir die dargestellten Werte, die in einer Gréflenord-
nung liegen, nur fiir kleine o einen Einfluss. Fir grofle o liegen die drei Kurven
iibereinander.

Der Kontaktwinkel des Profils A fallt zunéchst bis zu einem minimalen Wert. Dieses
Verhalten ist in den beiden anderen Modellen (Ein-Schicht-Fall und System aus zwei
viskosen Schichten) nicht zu sehen. Nach dem Minimum des Kontaktwinkels steigen
die Kurven monoton und konvergieren gegen den selben Wert, der jedoch auch fiir
den Grenzfall grofler Oberflichenspannungen der Grenzschicht 1—2 leicht unter dem
Wert © des Ein-Schicht-Falls liegt. Die Teilabbildungen (c), (e) und (f) zeigen, dass
fiir den Grenzfall relativ grofler Oberflaichenspannungen o2 der Peak im Profil £
verschwindet und ein Tropfen auf einer annéhernd horizontal verlaufenden Schicht
modelliert wird. Die Winkel ©1,,;, und ©1,,4, verschwinden und die Breite des Peaks
nimmt deutlich zu. Die Breite zeigt hierbei eine empfindlichere Abhéngigkeit von der
Biege-Elastizitit als die anderen Gréflen. Auch bei o > 1 sind fiir unterschiedliche
k deutliche Unterschiede im Verlauf der Kurven zu erkennen. Fiir sehr grofie o gab
es Probleme bei der Kontinuierung, was der sprunghafte Verlauf der Kurven zeigt.

Abbildung 30 zeigt die Abhéngigkeit der zuvor gezeigten Gréfien von o fiir unter-
schiedliche vertikale Elastizitdten k,. Die Wahl der Werte fiir &, erstreckt sich iiber
mehrere Gréflenordnungen. Die Tropfenhohe hj,q, steigt mit zunehmendem o fiir
groflere x, weniger stark. Der Winkel O} zeigt qualitativ das gleiche Verhalten wie
fir den in Abbildung 29 gezeigten Fall. Die Unterschiede zwischen den drei Elastiz-
itdten sind deutlicher zu erkennen. Es gibt fiir die drei Kurven fiir unterschiedliche
Ky ein Minimum des Winkels ©y,. Dies ist fiir groflere Elastizitdten bei grofleren o zu
finden. Ab diesem Minimum steigen die Winkel fiir steigendes ¢ und konvergieren
gegen den selben Wert. Die Teilabbildungen (c), (e) und (f) zeigen auch hier das
Verschwinden des Peaks in £ im Grenzfall relativ grofler Oberflachenspannungen
o12. Auffillig ist hier im Vergleich zu den drei Kurven fiir x, dass die Breiten des
Peaks im betrachteten Parameterbereich nicht gegen den gleichen Wert laufen.

Abbildung 31 zeigt die Abhédngigkeit der geometrischen Betrachtungen der Kon-
taktregion fiir drei unterschiedliche o und verénderliche Elastizitit x, des Substrats.
Der Wert fiir k = 2 ist fixiert. Die Probleme bei der Kontinuierung, die in Abbildung
30 zu sehen sind, setzten sich hier in Teilabbildung (d) fort. Die Teilabbildungen
zeigen grundsétzlich das gleiche Verhalten wie es in Abbildung 30 gezeigt ist. Es ist
deutlich zu erkennen, dass fiir den Grenzfall relativ groflier Oberflichenspannung o1
und grofler Elastizitét x, der Peak in £ verschwindet ((c), (e) und (f)). AuBlerdem
ist hier gut erkennbar, das fiir diesen Grenzfall der Kontaktwinkel ©j des Tropfens
zur Horizontalen gegen einen bestimmten Wert konvergiert.
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4 Vergleich des Kontaktwinkels

Um die Beobachtungen aus den Abschnitten 3.2.3 und 3.3.4 zu vergleichen, sind die
Kontaktwinkel im Vergleich gezeigt.
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Abbildung 32: Fiir jeweils dyg = 3, £ = 6, L = 50000 und fiir das elastische Substrat
x = 2 und k, = 107° sind die Kontaktwinkel des fliissig-fliissigen Modells ©5 und
des fliissig-elastischen Modells O im Vergleich gezeigt. Die Winkel sind fiir eine
veranderliche Grenzflichenspannung o erstellt.

Der Vergleich zeigt, dass die Winkel fiir einen groien Bereich der Grenzflachenspan-
nung o unterschiedlich sind. Erst im Grenzfall sehr grofler ¢ > 100 nédhern sich die
Winkel an. Wie vorher bereits gezeigt wurde, zeigen die Systeme fiir den Grenzfall
sehr grofler o zum Ein-Schicht-Fall vergleichbare Winkel. Die grofie Oberflichenspan-
nung o019 der Grenzschicht 1 — 2 simuliert ein anndhernd festes Substrat. Die Winkel
ndhern sich im Grenzfall 0 — oo der Youngschen Gleichung 2.54. Der Wert wird fiir
hier gezeigte Parameterwahl jedoch nicht exakt erreicht.

39



5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde gezeigt, wie die Modellierung eines Tropfens auf einem elastis-
chen Substrat ausgehend von einem System aus Evolutionsgleichungen fiir das Profil
der tropfenbildenden Schicht und des Substrates méglich ist. Als Einfithrung in das
Thema dient ein Modell, was die Entnetzung eines Dinnfilms auf einem homogenen
festen Untergrund modelliert. Dieses Modell wird zu einem System aus einer fliissi-
gen und einer elastischen Schicht erweitert. Hierbei werden verschiedene Naherungen
eingefiihrt, die das physikalische Verhalten eines realen Systems nur fiir gewisse Pa-
rameterbereiche wiedergeben.

Auflerdem wurde gezeigt, dass sich in der Kontaktregion der Grenzfliche des Tropfens
zur gasformigen Phase und zum Substrat komplexe Formen der Profile ergeben (Ab-
schnitt 3.3.3). Es konnte zudem gezeigt werden, dass die genau Geometrie der Kon-
taktregion von Parametern wie Oberflichenspannung, Elastizitdt und Systemgriofe
abhingen.

Ein Vergleich der Modelle zeigt, dass das System aus zwei viskosen Schichten im
Grenzfall grofler Oberflichenspannungen an der Grenzschicht zwischen beiden Fliis-
sigkeiten Ahnlichkeit zum Ein-Schicht-Fall eines viskosen Films auf festem Sub-
strat zeigt. In diesem Grenzfall ndhert sich der Kontaktwinkel des Tropfens dem
Youngschen Gesetz. Fir Elastische Systeme ist diese Grenzfallbetrachtung ebenfalls
moglich. Der Vergleich in Abschnitt 4 zeigt, dass sich fiir gleiche Parameterwahl die
Kontaktwinkel des fliissig-fliissigen und des fliissig-elastischen Systems im Grenzfall
o — oo anndhern. Fiir kleinere o zeigen die Kontaktwinkel der beiden Systeme un-
terschiedliches Verhalten. Beide Winkel erreichen den Wert des Kontaktwinkels fiir
einen Tropfen auf festem Substrat jedoch nicht exakt.

Um die Systeme genauer zu untersuchen und unphysikalische Effekte wie die neg-
ativen Schichtdicken in den Losungen aus Abbildungen 17, 21 und 23 zu vermei-
den, missten die in dieser Arbeit vernachlassigten Wechselwirkungen mit bertick-
sichtigt werden. Das wiirde eine genaue Stabilitdtsanalyse der Zwei-Schicht-Félle er-
moglichen [12]. Um die Entwicklung eines Zellaggregats auf einem weichen Substrat
zu modellieren, wére die Untersuchung eines Modells mit zwei weichen Schichten
interessant.
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