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1. Einleitung

Das Thema dieser Bachelorarbeit ist die numerische Untersuchung eindimensionaler Entmi-
schungsfronten in einer vereinfachten Variante der Cahn-Hilliard-Gleichung hinsichtlich ihrer
Ausbreitungsgeschwindigkeit und der Periodenldnge des Musters, das sie hinterlassen. Die zu-
grunde liegende Differentialgleichung lautet [1]:

0rc = Ogy (—8mc —c+ 03) . (1.1)

Dabei ist ¢(z,t) eine reelle Funktion von Ort (x € R) und Zeit und koénnte physikalisch fiir eine
Konzentration eines Stoffes stehen. Die Ermittlung der oben angesprochenen Eigenschaften der
Entmischungsfronten erfolgt durch eine Zeitsimulation. Dabei wird GI. auf einer begrenzten,
festen Doméne entwickelt. Es werden Randbedingungen gewéhlt, die keinen Fluss durch den Rand
erlauben, was in diesem Fall dem Verschwinden der ersten und dritten rdumlichen Ableitung von
c auf dem Rand entspricht.
Des Weiteren werden dieselben Untersuchungen an einer erweiterten Form obiger Gleichung
durchgefiihrt [2]:

Ohe = Dug (—Ouue — e+ ¢ + X (0:0)%) (1.2)

Die Cahn-Hilliard-Gleichung wurde urspriinglich zur Beschreibung von Phasentrennung in binéren
Mischungen eingefiihrt und ist seitdem in vielen physikalischen Modellen zu finden [1]. Im Bilde
eines Fliissigkeitsgemischs aus zwei Stoffen ist die Konzentration eines Stoffes zu Beginn rdumlich
homogen, und nimmt im Zuge der Entmischung an einigen Stellen grofiere, an anderen Stellen
kleinere Werte an. Dort, wo die Konzentration des einen Stoffes sinkt, steigt zwangsweise die des
anderen Stoffes an.
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Abbildung 1: Die Zeit-Ort-Darstellung einer Zeitsimulation von GI. zeigt die Entmi-
schungsfront, die sich in diesem Fall von einer kleinen, initialen Stérung am
rechten Rand von rechts nach links ausbreitet. Es ist zu erkennen, dass sich
auf dem periodischen Muster, das die erste Front hinterlésst, eine zweite Front
ausbreitet, die ihrerseits ein Muster mit einer gréfferen Periodenldnge bildet.

Auch die Gleichungen und sorgen fiir die Bildung solcher Entmischungsmuster [3].
Homogene Losungen mit |c| < % sind instabil und kleinste Perturbationen fithren zur Bil-
dung eines Wellenmusters begrenzter Amplitude. Sind die anfanglichen Perturbationen raumlich
lokalisiert, so geschieht die Entmischung zunéchst am Ort der initialen Stérung selbst, und
erst dann in ihrer Nachbarschaft. Aus diesem Grund kann von einer rdumlichen Ausbreitung

der Entmischung oder auch von einer Entmischungsfront gesprochen werden . Dies ist in



1. Einleitung

Abbildung (1| durch eine Zeitsimulation von GI. illustriert. Zu sehen ist, dass sich auf einer
homogenen Losung eine Entmischungsfront von rechts nach links ausbreitet. Charakteristisch fiir
die Cahn-Hilliard-Gleichung ist zudem die Bildung einer zweiten Front, die der ersten folgt und
fiir eine Zunahme der Periodenlédnge des Wellenmusters sorgt [1]. Man nennt sie aufgrund dieser
Eigenschaft auch Coarsening-Front.

Die erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung (Gl. (1.2))) findet bei der Modellierung aktiver Medien
Anwendung [2]. Unter einem aktiven Medium ist beispielsweise eine Néhrlosung einer Bakterien-
kultur zu verstehen. Die Bakterien tragen dabei durch die Umsetzung chemischer in kinetische
Energie aktiv zur Dynamik des Mediums bei. Wahrend sich Gl. noch aus einem Funktional
ableiten lasst, ist dies durch den zusiitzlichen, nichtlinearen Term A (9,.¢)? nicht mehr méglich, der
zudem die Invarianz der Differentialgleichung unter Vorzeichenvertauschung von ¢ zunichtemacht.
Mithilfe der Simulationen soll eine qualitative Aussage tiber den Einfluss des Parameters A\ auf
die Entmischungsfronten gemacht werden.

1.1. Aufbau dieser Arbeit

Die Arbeit ist wie folgt strukturiert: Begonnen wird mit einer Beleuchtung des physikalischen
Hintergrunds und der Herkunft der Cahn-Hilliard-Gleichung nach [5, 6]. Daraufthin wird gezeigt,
wie die allgemeine Form der Gleichung durch eine Vereinfachung und eine anschliefende Skalierung
in die Form aus Gl. gebracht werden kann (vgl. [3, 7]).

In Abschnitt [3| wird zunéchst das statische Problem, d.h. d;c = 0, betrachtet. Ein Blick auf die
zeitlich konstanten Losungen ist fiir die Untersuchung von Entmischungsfronten sehr wichtig, weil
die Muster, die sie hinterlassen, auf begrenzten Zeitskalen durch solche Lésungen beschrieben
werden konnen [1]. Ferner soll dieser Abschnitt das Verhalten der Cahn-Hilliard-Gleichung im
Kontext der Entmischung herleiten. Dazu werden verschiedene Herangehensweisen prasentiert:
Zunichst wird aus den allgemeinen Eigenschaften und stark vereinfachenden Annahmen im
Rahmen des Langzeitverhaltens der Differentialgleichung eine Methode zur Bestimmung der
maximalen Amplitude des Wellenmusters gezeigt. Dies wird sowohl fiir die vereinfachte Cahn-
Hilliard-Gleichung in nach [4, 8] als auch fiir die erweiterte Gleichung in nach
[2] gemacht. Ferner wird die Transformation des stationdren Problems in ein mechanisches,
anschaulicheres Problem vorgestellt, mit dessen Hilfe qualitativ Muster erklart werden koénnen,
die sich nicht aus der Betrachtung des Langzeitverhaltens ergeben. Als dritte Moglichkeit der
Bestimmung zeitlich konstanter Lésungen werden Ergebnisse eines Kontinuierungsverfahrens
vorgestellt (vgl. [9,10]). Diese Ergebnisse werden bei der Diskussion der numerischen Resultate
bendtigt.

In Abschnitt [4| wird die Dynamik von Fronten in linearer Naherung diskutiert. Es wird gezeigt,
wie die Geschwindigkeit einer in einen rdumlich homogenen Zustand propagierenden Front und die
Wellenzahl des Musters, das sie hinterlédsst, berechnet werden kénnen (nach [11, 12]). Basierend
auf [13] werden zudem Aspekte der Frontstabilitat vorgestellt.

Abschnitt [5] befasst sich mit numerischen und technischen Themen zu dieser Arbeit und soll
einen moglichst prazisen, zugleich aber selektiven Einblick in die Generierung der Ergebnisse
dieser Arbeit gewédhren. Der Schwerpunkt liegt dabei nicht auf der Numerik selbst, sondern auf
eventuelle Besonderheiten und Schwierigkeiten, die sich bei der Simulation der Cahn-Hilliard-
Gleichung ergeben und die teilweise mit der Theorie aus Abschnitt [4] erklart werden kénnen.
In Abschnitt [6] werden die numerischen Resultate préasentiert und interpretiert. Ein Grofteil
dieses Kapitels widmet sich der Diskussion der Giiltigkeit der Ergebnisse und der Verifikation der
numerischen Resultate anhand eines Vergleichs mit den Losungen des Kontinuierungsverfahrens.



2. Hintergriinde zur Cahn-Hilliard-Gleichung

John W. Cahn und John E. Hilliard entwickelten 1958 ein Modell zur Beschreibung Spinodaler
Phasenseparation in Legierungen [1]. Seitdem findet dieses Modell jedoch auch bei der Beschrei-
bung der Phasentrennung in Fliissigkeitsgemischen, Gldsern oder gar biologisch komplexeren
Systemen Anwendung [14]. Der Term ,spinodal“ kennzeichnet eine Form der Entmischung, die
aus der Dynamik des Systems selbst entstehen kann und keine stochastischen Elemente zur
Beschreibung benétigt. Ein recht einfaches Modell, mit dessen Hilfe die Untersuchung von zu
spinodaler Entmischung fihigen System in einem thermodynamischen Kontext motiviert werden
kann, ist das Van-der-Waals-Gas. Bekannt ist, dass die Isotherme, also der Druck p als Funktion
des Volumens V bei konstanter Temperatur 7', unterhalb einer kritischen Temperatur T, auf
einem von T abhéngigen Intervall monoton steigend ist [15, 16]. Auf diesem Intervall fiir das
Volumen gilt g—@ > 0, was physikalisch nicht sinnvoll ist. Die Menge aller Intervalle fiir alle
T € (0,T.] macht den spinodalen Bereich aus. Zustédnde innerhalb dieses Bereiches sind instabil
und es kommt zur Phasentrennung. Dieses Prinzip geht nicht verloren, wenn zu komplexeren
Systemen iibergegangen wird [5, 6]. Betrachtet werde ein Gemisch aus Ol und Wasser, welches bei
hohen Temperaturen auf einer makroskopischen Skala gut durchmischt und nahezu homogen ist.
Wird die Mischung abgekiihlt, so wird der homogene Zustand instabil und die Stoffe entmischen
sich, d.h. es bilden sich Gebiete, in denen mehr Wasser ist und solche, in denen mehr Ol ist. Da die
Préparation von instabilen Zustdnden praktisch kaum moglich ist, tritt Spinodale Entmischung
in der Natur folglich dann auf, wenn ein zu Beginn stabiler Zustand erst durch eine Anderung
eines dufleren Parameters, beispielsweise durch Temperaturabfall, instabil wird [14].

Vor dem Hintergrund eines Fliissigkeitsgemischs aus zwei Soffen A und B soll die Cahn-Hilliard-
Gleichung nun phdnomenologisch abgeleitet werden, wobei die wesentlichen Anhaltspunkte der
nun folgenden Argumentation [4] und [7] entnommen sind. Die Konzentration jedes Stoffes sei
an jedem Ort x € R3 und zu jeder Zeit t € R durch eine ausreichend oft stetig differenzierbare
Funktion c4(x,t) bzw. cp(x,t) gegeben. Die Gesamtkonzentration c4 + c¢p sei raumlich konstant,
sodass zur vollstdndigen Beschreibung des Systems nur eine Konzentration ausreicht. Man wéhle
ca = c¢. Die Masse des Systems,

m ::V/cdx, (2.1)

soll zeitlich erhalten bleiben. Wird die Kontinuitatsgleichung fiir die Konzentration aufgestellt, so
folgt, dass die zeitliche, partielle Ableitung von ¢ zur Divergenz einer Stromdichte j proportional
ist [3]:

8tC =-V J . (22)

Dabei miissen die Randbedingungen so gewéhlt sein, dass sie keinen Fluss durch den Rand
erlauben, d.h.
n-ji =0, (2.3)
oV
wobei n den Normalenvektor auf dem Rand OV des Volumens V bezeichnet. Der Strom j ist
tiber eine Mobilitdt M zum negativen Gradienten des chemischen Potentials p proportional [7]:

j=-MVy , M>0. (2.4)

Die Mobilitdt kann im Allgemeinen von der Konzentration abhidngen, wird hier jedoch als
Konstante angenommen. Das chemische Potential selbst wird durch die Variation der aus der
Thermodynamik bekannten freien Energie F' nach der Konzentration, 3, ermittelt [4]. Die freie
Energie kann als Funktional von ¢ berechnet werden und ist folgendermafien definiert [7]:

Fle(x,t)] = / [f(c(x,t)) + g(Vc(X, t)?] dx. (2.5)
14



2. Hintergriinde zur Cahn-Hilliard-Gleichung

Der Integrand besteht hierbei aus einer lokalen freien Energiedichte f, die allein von ¢ abhéngt,
und einem Term, der den Gradienten der Konzentration beinhaltet. Die freie Energiedichte f als
Funktion von ¢ ist im Modell von Cahn und Hilliard ein Doppelmuldenpotential, d.h. es existieren
zwei Konzentrationen, an denen f lokal minimal wird [17]. Liegt die mittlere Konzentration
zwischen diesen Minimalwerten, so kann die freie Energie abnehmen, wenn die Konzentration
gegen diese Minimalwerte strebt. Diese Aussage ist rein qualitativ zu verstehen und kann durch
einige Rechnungen noch weiter prézisiert werden.

Der zweite Term berticksichtigt den Energiebeitrag aller Phasengrenzen. Eine Phasengrenze ist
gleichbedeutend mit einer riumlichen Anderung von ¢ oder auch mit einem nicht verschwindenden
Konzentrationsgradienten. Damit ihr Beitrag zur Energie auch tatsdchlich positiv ist, muss der
in GL neu eingefiithrte Koeffizient K grofler Null sein [4]. Der zweite Term sorgt fiir eine
Begiinstigung der Zunahme der charakteristischen Léngenskal da im thermodynamischen Kon-
text die freie Energie stets minimiert wird. Unter der Zunahme der Léngenskala ist beispielsweise
zu verstehen, dass sich kleinere Tropfen zu einem grofleren vereinen. Wird die Variation von F,

Lo (o) o S Howe

fiir 1o in GL. (2.4) eingesetzt und der sich daraus ergebende Ausdruck fiir den Strom in Gl (2.2)
verwendet, so folgt die partielle Differentialgleichung:

of

8tC—MA<8C

K Ac) . (2.7)
In einem physikalischen Kontext ist die zeitlich monotone Abnahme der freien Energie F' von
hochstem Interesse. Da es sich bei dem Funktional in Gl. (2.5) um ein Lyapunov-Funktional
handelt, ist dies stets gewéhrleistet [4]:

%: / gf 8tc+K(Vc)(V(9tc)]
1%
_ V/ _‘Zf e — (Ac)((‘)tc)] dx—i—Kaé (Ve)(9yc) - dn (2.82)
3 PNC %)
|
!

[_‘WJ} dn—M/{ } < 0. (2.8¢)

Dabei wurde in den Gleichungen und partiell integriert und der Gaufische Integralsatz
[18] in Kombination mit den Randbedingungen aus GI. verwendet. In Gl wurde die
Differentialgleichung aus eingesetzt.

Im Rahmen dieser Arbeit soll die Cahn-Hilliard-Gleichung in einer Dimension behandelt werden.
Aus dem Vektor x wird dann die Variable € R und das Volumen V ist ein Intervall auf der

z-Achse. Mit Gl. (2.7) folgt:

of
Oic = MOy, <8c — K(?mc) ) (2.9)
In einer Dimension lautet der Strom nach Gl. (2.4):
s OF @29) 0> f
= M@ 5e M | KOypypc — 5 50z | . (2.10)

!Bei periodischen Mustern fiir eine Zunahme der Periodenlénge.



2.1. Skalierung

Im Falle eines begrenzten Intervalls [0, L] wird das Verschwinden des Stroms auf dem Rand fiir
beliebige K und f demnach durch folgende Randbedingungen gewéhrleistet:

Oec| =0 ., Ouuac| =0. (2.11)
0,L 0,L

Um die in der Einleitung genannte Differentialgleichung (1.1) zu erhalten, muss die Funktion
f(c) konkretisiert und Gl. (2.9)) skaliert werden. Dies soll im Folgenden geschehen.

2.1. Skalierung

Das Doppelmuldenpotential fiir die freie Energiedichte f(c¢) soll der Einfachheit durch ein Polynom
vierten Grades beschrieben werden [7]. Dies entspricht der Approximation der Energiedichte durch
ihre Taylorentwicklung bis zur vierten Ordnung. Um die zu untersuchende Differentialgleichung
(2.9) zu vereinfachen, kommt es zu Gute, dass durch die dufiere Ableitung nach dem Ort auf der
rechten Seite dieser Gleichung prinzipiell alle konstanten Terme der Ableitung der Energiedichte
irrelevant werden. Konstante Terme oder Terme der Ordnung ¢! in f miissen also nicht beriick-
sichtigt werden: f(c) = asc*+asc®+aac?. Zunichst wird der Term in dritter Ordnung von ¢ durch

a

eine lineare Verschiebung der Konzentration, ¢ — ¢ — 4—3, eliminiert, damit die Energiedichte
a4

symmetrisch beziiglich Vorzeichenvertauschung von ¢ ist [3]. Die Differentialgleichung lautet

dann:

0ic = MOyy (a03 + be — Kamc) (2.12)
. 3a3 . . . .
mit a = 4a4 und b=2 | as — 30, | Im ersten Schritt der Skalierung sollen die Koeffizienten der
ay
Terme von % den Betrag 1 erhalten. Mit ¢ = ~¢ folgt die Gleichung |b| = 7?|a| und damit:
b K
2O, = MOy bl <53 b |b|8”é> . (2.13)

t skaliert. Der Koeffizient a

K K
Im zweiten Schritt werden Ort und Zeit mit x = /| —Z und ¢t =
|b] Mb?

ist sicher positiv, da es physikalisch nur Sinn ergibt, wenn die Energiedichte fiir beliebig hohe
Konzentrationen ansteigt. Damit sich auch effektiv ein Doppelmuldenpotential ergibt, muss b
negativ sein. Es bleibt

Ot = sz (& — & — Dast) (2.14)

zu untersuchen, was eben genau der eingangs gezeigten GI. entspricht. Die lineare Ver-
schiebung und die Skalierung zeigen, dass Gl. dquivalent zur Cahn-Hilliard-Gleichung mit
beliebigen Polynomen 4. Ordnung ist, die die Form eines nach oben gedffneten Doppelmuldenpo-
tentials besitzen. Im Folgenden werden die Tilden stets weggelassen. Der Term ,,Konzentration*
wird zur Bezeichnung der Gréfie ¢ beibehalten, obwohl es sich im allgemeinen Sinne eher um
einen ,,Ordnungsparameter handelt [16].

3. Zeitlich konstante Losungen

Fiir die Untersuchung der Dynamik eines Entmischungsmusters hinter einer Front sind Lésungen,
die 0yc = 0 l6sen, von Belang. Dies gilt sowohl fiir die vereinfachte Cahn-Hilliard-Gleichung aus
GL als auch fiir ihre erweiterte Form aus Gl. (1.2). Offensichtlich ist jede konstante Konzen-
trationsverteilung Losung der beiden Differentialgleichungen. Um stabile homogene Zusténde
von instabilen unterscheiden zu kénnen, wird eine rdumlich und zeitlich homogene Lésung cy
versehen mit einer Perturbation kleiner Amplitude e betrachtet: c(z,t) = co + ee" %% Wird



3. Zeitlich konstante Lésungen

r(k)

0 kml k* ka k

Y

Abbildung 2: Zu sehen ist die Wachstumsrate r in Abhéngigkeit der Wellenzahl k aus GI.
fiir verschiedene mittlere Konzentrationen ¢g. Fiir die Linie mit ¢y = 0 sind einige
wichtige Wellenzahlen eingezeichnet. Die gréfite Wellenzahl aller wachsenden
Fouriermoden ist k2, die Wellenzahl der in linearer Naherung am starksten
wachsenden Mode ist k;;; und die Wellenzahl des Musters, dass die in rdumlich
homogene Zusténde einfallende Front hinterlésst, ist k*.

dieser Ansatz exemplarisch in die erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung (1.2) eingesetzt, so folgt:
E,rert—&—ik;v = Oy {Cg + 36(2)€ert+ika: + 0(62) —co— eert-‘rikm + €k2€rt+ika: _ )\]{326267‘t+ik$} ) (31)

Da € klein ist, konnen Terme der Ordnung zwei oder héher in € vernachlassigt werden. Wegen
(9p¢)* ~ O(€?) folgt, dass das sich aus Gl. 1' ergebende Resultat sowohl fiir die vereinfachte
als auch fiir die erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung gilt:

r(k) = —k? (k= (1-3d)) - (3.2)

Die Grofle r(k) hat hierbei die Funktion einer zeitlichen Wachstumsrate und k ist eine Wellenzahl.
Gleichung erlaubt es, zu identifizieren, welche Fouriermoden in erster Ordnung wachsen
wiirden, d.h. instabil sind. Dazu wird r als Funktion von k betrachtet, wie sie in Abb.
dargestellt ist. Wegen 7| koo > —00 werden beliebig hohe Fouriermoden unterdriickt und
im Einklang mit der Massenerhaltung ist r(k = 0) = 0. Positive r existieren im Intervall

0 < k < /1—3c =: /a. Das bedeutet aber auch, dass nur auf homogenen Zustinden mit

leo| < % ~ 0,577 Perturbationen wachsen kénnen, d.h. dass nur unter dieser Bedingung fiir
1
1
allgemeinen Sinn als der spinodale Bereich der vereinfachten, skalierten Cahn-Hilliard-Gleichung
zu verstehen.

Die GroBe v/a entspricht der maximalen Fouriermode k2, die zeitliches Wachstum verspricht.

Ferner kann die Mode bestimmt werden, die im Rahmen der linearen N&herung am schnellsten

die Anfangskonzentration Phasentrennung stattfinden kann. Das Intervall [—%, ist im

wachst. Sie wird erhalten aus S—Z(k:ml) =0=kp1 = \/g . Nichtsdestotrotz ist k,,1 nicht diejenige
Wellenzahl, die sich auf einer langen Zeitskala durchsetzt. Wie die Theorie der Frontpropagation
in Abschnitt zeigen wird, liegt die sich am Ende bildende Wellenzahl k = £* zwischen k1
und k2 (siehe hierzu Abb. . Die Rechnungen dazu erfordern u.a. komplexe Wellenzahlen, da
eine Entmischungsfront schlielich lokalisiert werden kann und daher auch eine Abhdngigkeit
der Einhiillenden des Wellenmusters vom Ort gegeben sein sollte. Ferner wird die Grofle r nicht
weiter verwendet, sondern an ihrer Stelle die Dispersionsrelation w(k) = ir(k) = —ik* (k* — a).

Das in diesem Abschnitt beschriebene Wachstum der Fouriermoden gilt natiirlich nur in linearer
Néaherung und ist in Wahrheit begrenzt. Des Weiteren kénnen wegen 0ym = 0 mit m aus GL
rdumlich homogene Losungen nicht auf der kompletten betrachteten Doméne anwachsen oder
sich absenken. Stattdessen strebt die Konzentration gegen zwei verschiedene Gleichgewichtswerte



3.1. Langzeitverhalten der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung

ch12, die die mittlere Konzentration cg einschlieflen. Es wurde bereits diskutiert, dass diese im
Zusammenhang mit der Existenz von zwei lokalen Minima der Energiedichte f stehen. Wie
jedoch im folgenden gezeigt werden soll, ist es nicht allgemein giiltig, dass die Gleichgewichtswerte
mit den Minima ¢;,1,2 ibereinstimmen.

3.1. Langzeitverhalten der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung

In diesem Abschnitt wird sich auf die Berechnung der Gleichgewichtswerte der Cahn-Hilliard-
Gleichung ohne aktiven Term beschriankt. Um allgemeine Doppelmuldenpotentiale fiir die freie
Energiedichte f diskutieren zu kénnen und um sich nicht auf Polynome 4. Ordnung fiir die
Energiedichte beschrénken zu miissen, wird noch einmal GI. betrachtet. Die zentralen Ideen
der nun folgenden Rechnung sind [4] und [8] entnommen worden.
Das System befinde sich in einem Zustand zu spéten Zeiten, sodass die Entmischung schon
grofitenteils stattgefunden hat. Neben der zeitlichen Ableitung von ¢ verschwindet im Gleichge-
wicht zudem die Stromdichte j. Die sich bei der Integration des Stroms aus GI. ergebende
Konstante kann als das chemische Potential verstanden werden:

= g‘i — KOyzc. (3.3)
Aufgrund der Massenerhaltung kann die Konzentration in einem System mit beliebigem m
(GL. (2.1)) nicht im gesamten Bereich auf eine der beiden Gleichgewichtsldsungen abfallen oder
ansteigen. Es wird also immer einen kleinen Bereich geben, in dem die Konzentration zwischen
cp1 und c¢po iibergeht. Im Idealfall existiert dann nur noch eine Phasengrenze zwischen den beiden
Gleichgewichtswerten, wie in Abb. [3a] dargestellt. In den Randgebieten, in der Abbildung mit
2, und xp bezeichnet, seien die rdumlichen Ableitungen von ¢ vernachléssigbar klein und die
Konzentration selbst hat eine der beiden Gleichgewichtswerte cp; oder cpo angenommen. Damit
folgt fiur GL ausgewertet an diesen Stellen:

_ Of(en2) _ Of(cn)
= 862 - [“)c1 ' (34)

Eine weitere Bedingung zur Bestimmung der Gleichgewichtswerte ergibt sich, wenn Gl. (3.3)) mit
0,c multipliziert und {iber die z-Achse durch die Phasengrenze integriert wird. Aufgrund der
Konstanz von pu ergibt sich dann:

L

K 2
— — (Ozc . .
5 (0:0”| (35)

p(cn2 — cn1) = flen2) — f(en1)
Der hintere Term entfallt in GI. wieder. Der iibrig bleibende Ausdruck definiert zusammen
mit den beiden Relationen in Gl. die drei Unbekannten u, cps und cpp. Die erhaltenen
Gleichungen sind geometrisch zu verstehen als die Konstruktion einer Doppeltangente an das
Doppelmuldenpotential f, wie sie in Gl. gezeigt wird. Die Minima ¢,,; und ¢p,2 von f und
die Gleichgewichtslésungen c¢j; und cpo fallen also nicht zwangsweise zusammen. Im Falle der
sich durch die Skalierung ergebende, mit ¢ symmetrischen Energiedichte f(c) = %c‘l — %02 sind
sie jedoch identisch und lauten cp1 2 = ¢jn1,2 = £1. Das chemische Potential p ist Null.

3.2. Ubertragung auf eine mechanische Bewegungsgleichung

Wo nun die rdumlich homogenen Gleichgewichtslosungen diskutiert wurden, stellt sich die Frage,
was iiber die rdumlich inhomogenen Lésungen des stationdren Problems der Cahn-Hilliard-
Gleichung aus Gl. ausgesagt werden kann. Aufgrund der Massenerhaltung wird nach der
Argumentation aus dem vorangehenden Abschnitt mindestens eine Phasengrenze gefordert.
Eine mogliche Herangehensweise an das stationédre Problem besteht darin, Gl. mit einem
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Abbildung 3: (a) Im hier dargestellten Fall einer einzelnen Phasengrenze, bei der die Konzen-
tration zwischen den beiden Gleichgewichtsphasen cpo und c¢p; ibergeht, sind
die rdumlichen Ableitungen von ¢ am Rand, hier dargestellt durch x, und xy,
vernachléssigbar.

(b) Die Doppeltangente an einem asymmetrischen Doppelmuldenpotential be-
rithrt die Kurve f(c) in den Punkten ¢ 2, wohingegen die leicht links davon
liegenden Punkte c,,12 die Minima von f markieren.

mechanischen Beispiel zu vergleichen, wenn ¢ die Position eines Teilchens und \/% = { die Zeit
ist [2]. Gleichung (3.3) ldsst sich dann wie folgt schreiben:

e _ o
o(x/VEK)? o

Die Schreibweise in GI. erinnert an eine Newtonsche Bewegungsgleichung eines Teilchens
im Potential pc — f(c). Dieses Potential besitzt zwei Maxima, die p = % = f'(c) erfﬁlle
und nach GI. sind dies gerade cp1 2. Stabile Losungen sind Oszillationen des ,Ortes” ¢
des Teilchens mit der Zeit zwischen diesen Werten. Wiirde sich das Teilchen zu irgend einem
Zeitpunkt auBlerhalb des Intervalls [cp1, cp2] befinden, wiirde es bis ins Unendliche abdriften.
Dieses durch den mechanischen Analogieschluss qualitativ ermittelte Verhalten von GI. soll
nun noch einmal formal festgehalten werden. Dazu wird das Problem in ein System aus zwei
gewohnlichen, nichtlinearen Differentialgleichungen tiberfiihrt:

_of _
e .

2 (e~ f(0)) = Koure = —:c. (36)

(3.7)

c=s , S

Die Fixpunkte des Systems in GI. 1) lassen sich bestimmen zu cp1 2,3, wobei cj3 zwischen ¢y
und cpo liegt und f/(cp3) = p erfiillt. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix

0 1
f(e) 0

0
mit f"(c) = Tc{ ausgewertet an diesen Fixpunkten lauten £,/ f”(cp123). Laut Annahme hat

[ zwei lokale Minima und ein lokales Maximum, sodass f”(cp3) < 0 und f”(cp1,2) > 0 gelten
soll. Demnach sind die Eigenwerte der Jacobi-Matrix am Fixpunkt cp3 rein imagindr und bei den
anderen Fixpunkten cp; und cpo handelt es sich jeweils um einen Sattel. Um die Eigenvektoren der

?Beide Schreibweisen der Ableitung einer beliebigen Funktion f(z) als f'(x) = % werden verwendet.
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Abbildung 4: (a) Das Phasenraumportrait des Systems aus Gl. enthélt zwei Sattelpunkte
bei cp12 und ein Zentrum bei cp3. Der gestrichelte Orbit ist einer von vielen
Grenzzyklen und stellt eine periodische Losung dar.
(b) Losungen mit beliebiger Amplitude stehen nicht im Widerspruch zum Lang-
zeitverhalten, wenn 0,,c an den Stellen maximaler Amplitude nicht verschwindet.
In dieser Abbildung bezieht sich diese Aussage auf die Minima der zeitlich
Konstanten Losung mit Mittelwert co = 7, die nicht auf ¢y liegen.

Jacobi-Matrix ausgewertet an den Sattelpunkten und damit die stabile Richtung zum negativen
Eigenwert bzw. die instabile Richtung zum positiven Eigenwert zu berechnen, muss das homogene

Gleichungssystem
£/ enz) ! : <C> —0 (3.8)
|f"(cm2)l 4/ f"(cn12) s

gelost werden, wobei im Falle der positiven Vorzeichen in GI. der Eigenwert der stabilen
Richtung, im Falle des negativen Vorzeichens derjenige der instabilen Richtung eingesetzt worden
ist. Aus Gl wird ersichtlich, dass die Winkel, die die stabilen Richtungen an beiden
Fixpunkten im c-s-Phasenraum mit der c-Achse einschlielen, dasselbe Vorzeichen haben. Im
Falle der stabilen Eigenwerte ergibt sich beispielsweise

§= —\/f"(Chl,z) C.

Das bedeutet, dass ¢ und s in dieser Gleichung unterschiedliche Vorzeichen haben, unabhingig
davon, welcher der beiden Fixpunkte cp; oder ¢po betrachtet wird. Dies wird anschaulicher in
Abb.|4al, wo das Phasenraumportrait dargestellt ist. Demnach existieren beliebig viele Grenzzyklen
um den Punkt (¢,s) = (0,0), d.h. im stationdren Fall ,pendelt die Konzentration iiber dem
Ort zwischen beliebigen Werten, die zwischen den Gleichgewichtslésungen ¢ und ¢ liegen.
Diese Wellenmuster mit beliebig kleiner Amplitude existieren, sofern die Wellenlédnge klein genug
ist. Dies steht nicht im Widerspruch mit den Erkenntnissen aus dem vorherigen Kapitel, da bei
kleinen Wellenldngen die zweite Ableitung 0,,c nicht mehr an den Stellen vernachléssigbar ist,
wo die Amplitude maximal wird (siehe Abb. , und sich folglich Gl. nicht mehr herleiten
lasst.

3.3. Der Einfluss des aktiven Terms auf die Gleichgewichtswerte

Wie in der Einleitung erwéhnt, soll zusétzlich die Cahn-Hilliard-Gleichung, bei der das chemische
Potential um einen aktiven Term A (8900)2 erweitert wurde, untersucht werden. Anstelle von GL
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gilt es nun

_of 2
= 5o~ KOue+ A (0:0) (3.9)

zu betrachten. Um den Einfluss des aktiven Terms auf die Gleichgewichtswerte von ¢ im Langzeit-
verhalten zu ermitteln, wird zunédchst im mechanischen Bild des vorigen Abschnitts verblieben,
allerdings werden die Energiedichte f(c) = ic‘l — %02 und K =1 aus der skalierten Gleichung
schon eingesetzt. Der zusétzliche Term entspricht dann einer geschwindigkeitsabhéngigen
Kraft und es wird anschaulich klar, dass sich fiir A > 0 auch die Gleichgewichtswerte zu grofieren
Werten verschieben [2]. Es kann sich auf A > 0 beschrankt werden, da sich fiir negative A die
gleichen Losungen fiir c;1 2 und g mit umgekehrtem Vorzeichen ergeben.

Die Fixpunkte des Systems aus Gl. sind immer noch durch s = 0 und ¢ = c1 2.3 gegeben.
Das bedeutet, dass GI. immer noch gilt. Aufgrund des aktiven Terms kann die Gleichung
allerdings nicht integriert werden, um die Relation aus GI. zu erhalten, die zur Doppeltan-
gentenkonstruktion gefiihrt hat. Das bedeutet, dass p # 0 moglich ist. Effektiv muss das Teilchen
sich jedoch immer noch in einem Doppelmuldenpotential bewegen, welches durch f(c) — pc
gegeben ist. Um zu untersuchen, fiir welche p dies erfiillt ist, kann derjenige Wert fiir ;1 bestimmt
werden, fiir den die Funktion f — pc einen Sattelpunkt hat. Die Wendepunkte dieses Polynoms
ergeben sich aus f”(¢) = 0 und lauten ¢ = j:%. Sollen diese gleichzeitig Extrempunkte sein,

so muss f’ (i%) = u gelten. Daraus folgt zunédchst pu = i32—3 fiir einen Sattelpunkt. Die
Funktion f hat zwei lokale Minima bei ¢ = £1, wobei f(1) = f(—1) gilt. Der zusétzliche lineare
Term —pc sorgt fiir eine Absenkung des einen Minimums und fiir ein Anheben des anderen.
Zudem verschiebt sich die Lage der Minima. Fiir kleine u bleibt allerdings immer noch die Form
eines Doppelmuldenpotentials erhalten. Daraus wird geschlossen, dass die Funktion f — uc fir

| < % stets zwei Minima und ein Maximum hat.

Zur Bestimmung der Gleichgewichtswerte wird eine nichtlineare Substitution w(c) = s?(c) in GI.
(3.9) durchgefiihrt, sodass folgt [2]:

dw ds ds dt . 3

E(C) = 25(6)& = 205& =25=2 (c —c— ,u) + 2 w(c) . (3.10)
In dieser Gleichung ist # = z (mit K = 1) wie im vorangehenden Kapitel und es wurde ausgenutzt,
dass ¢ im stationdren Problem nur noch von z, nicht aber von ¢ abhéngt. Gleichung 1' ist
eine inhomogene, gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir w(c) und ldsst sich durch
Variation der Konstanten 16sen. Einsetzen des Ansatzes A(c; p, A)e?* in Gl 1) gibt fir
Al i, A):

0A

08 ) =2 (¢ - - ) 2

3 4 1
= Algp,A) = [—4)\4 (1 +2Xc + 2072 + 3)\363> + o5 (14 2Xc) + /ﬂ e o
=: P(c;p, Ne 2+ C. (3.11)

Die Konstante C' auf der rechten Seite ist durch die Anfangsbedingung der Differentialgleichung
(3.10) gegeben. Die Losung fiir w(c) lautet in ihrer kompletten Form:

w(e; p, A) = P(e; p, A) + Ce .

Die Gleichgewichtslésungen miissen nun die notwendige Bedingung w(cp1,2) = 0 erfiillen, weil
dann auch s = 0,.¢ verschwindet. Dies resultiert in die Gleichung

h(en; s A) = hlcnz; i, A) = C mit h(c; p, A) = Ple; p, Ae ™2 (3.12)

10
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Abbildung 5: (a) Oben: Grafische Darstellung der Nullstellen von ¢ — ¢ — p in Abhéngigkeit
von [, welche die Zuordnung zu den jeweilgen Fixpunkten ermoglicht. Unten:
Die Funktion H(u) aus Gl. fiir verschiedene A, deren Nullstelle es zu
bestimmen gilt.
(b) Zu sehen sind die durch lésen von Gl erhaltenen Werte fiir cj;1 2 und p
in Abhéngigkeit von A. Die schwarze Linie hinter den einzelnen Punkten ist eine
Referenzkurve, die mithilfe eines Kontinuierungsprogramms bestimmt wurde.

Die Grofie h als Funktion von c ist eine exponentiell abfallende Kurve multipliziert mit einem
Polynom dritten Grades, sodass sich maximal drei Extremstellen ergeben kénnen. Die Ableitung
von h nach c ausgewertet an den Gleichgewichtswerten ergibt:

oP .

oh

e (3.13)

Ch1,2 Ch1,2 Ch1,2

Da Gl. 1' gilt, ist der Ausdruck in GI. 1' Null und die Stellen ¢y 2 sind demnach auch

die Extremstellen von h(c; p, A). Die Losungen der Gleichung % = p bzw. die Nullstellen von

3 — ¢ — p lassen sich durch die Cardanoischen Formeln [19] in Abhingigkeit von u ausdriicken:

__2 (a—”> _ 2 <a> __2 (0‘+”) (3.14)
Chl = \/gcos 3 , chg—\/gcos 3 , Ch3 = \/gcos 3 .

mit « = arccos (M u). Teile der Berechnung dieser Nullstellen sind in Anhang|A.1|zu finden.

2
Die Zuordnung der drei Loésungen aus den Cardanoischen Formeln zu den drei Fixpunkten

kann durch eine grafische Darstellung der Nullstellen ganz leicht nachvollzogen werden (siehe
Abb. oben). Die Problemstellung ist nun die Folgende: in Abhéngigkeit von p kénnen die
Gleichgewichtswerte cj1 2 berechnet werden und fiir ein gegebenes A\ muss dieses p so gewéhlt
werden, dass GI. erfillt ist. Dies ist dquivalent zum Losen der Gleichung

H(p) := h(cn2(p), 3 A) — hicni(p), s A) = 0. (3.15)

Die Funktion H ist exemplarisch fiir einige A in Abb. unten, als Funktion von p gezeichnet.
Da das Intervall, aus dem pu stammt, bekannt ist, liegt eine Losung der Gleichung mittels
Bisektionsverfahren nahe (siehe Anhang . Diese Losungen sind in Abb. |5b| fiir verschiedene A
dargestellt. Zuséatzlich sind dort Kurven eingezeichnet, die mit einem Kontinuierungsprogramm
berechnet wurden. Details zu diesem Programm werden im folgenden Abschnitt genannt. Der
Vergleich bestéatigt die Giiltigkeit obiger Rechnungen. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
diese Gleichgewichtswerte wieder nur im Langzeitverhalten auf ausreichend groflen Doméanen

11
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Abbildung 6: In den oberen Abbildungen ist die Lo-Norm nach GI. 1) zeitlich konstanter
Losungen in Abhéngigkeit der Linge der Doméne L aufgetragen. In den unteren
Abbildungen ist £’ aus GI. |) zu sehen.

angestrebt werden. Auch hier sind periodische Muster mit deutlich kleinerer Amplitude méoglich,
wenn die Periodenléinge klein ist. Eine tiefergehende Diskussion anhand des mechanischen
Analogons dhnlich zu Abschnitt ist in [2] gegeben.

3.4. Bifurkationsdiagramm

Ein Moglichkeit zur Verifikation der Ergebnisse der Zeitsimulation ist der Vergleich mit Resultaten
eines Kontinuierungsverfahrens. Hierzu wurde das Programm ,auto-07p“ verwendet [9, 10, 20].
Es sucht im Prinzip Fixpunkte durch ein verallgemeinertes Newton-Verfahren und kann dadurch
auch instabile Fixpunkte ausfindig machen. Zu jeder Losung kann die Lo-Norm

I16¢]| = Z/(c(x) — o) du. (3.16)

berechnet und mit der Ly-Norm der Losungen der Zeitsimulation verglichen werden. In Abb. [6]
sind schematisch die Resultate des Kontinuierungsverfahrens dargestellt, wobei hier wieder
die skalierte Form der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung aus GI. verwendet wurde.
Hierbei werden die zeitlich konstanten Losungen in Abhéngigkeit der Langenskala L, auf der
die Differentialgeichung betrachtet wird, mit periodischen Randbedingungen gesucht. Damit
entspricht die L-Achse in den oberen Grafiken immer der konstanten Liosung ¢ = ¢y, die erst ab

2
der kritischen Léange Lo = k—ﬂ instabil wird. Fiir groflere L kommt es zur Phasentrennung,

wobei der erste Ast, der bei Lm;n SQtartet, fiir ein Muster mit einem Minimum und einem Maximum
steht, d.h. die Lange der Doméne entspricht der Periodenldnge der Losung und mit periodischen
Randbedingungen hat diese zwei Phasengrenzen. Wird die Linge der Doméne vergréfert, so
existiert ab 2L,,9 ein zweiter Ast, der einem Muster mit zwei Minima und Maxima entspricht, d.h.
die Lange der Doméne entspricht der doppelten Periodenléinge des Musters und die Losung hat
entsprechend vier Phasengrenzen. Fiir dieses Muster ist ein anschauliches Beispiel in Abschnitt

12



3.4. Bifurkationsdiagramm

co=0,25 co = 0,45
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Abbildung 7: Diese Abbildungen sollen den Einfluss des A-Terms in der aktiven Cahn-Hilliard-
Gleichung auf die Ly-Norm der konstanten Losungen (oben) und den Maximal-
bzw. Minimalwerten der Konzentration (unten) zeigen.

in Abb. zu finden. Da in diesem Fall die Losungen mehr Phasengrenzen hat, ist der Zustand
ungiinstiger. Dies korrespondiert auch mit den Ergebnissen der Energie pro Léngeneinheit. Im
unteren Teil der Abbildung ist die auf L normierte Differenz des Lyapunov-Funktionals (vgl. Gl.
(2.5)) und der Energie einer konstanten Konzentrationsverteilung auf der Hohe der mittleren
Konzentration cg,

P = 7 [Fle(a)] - Fleo]] (3.17)

dargestellt. Aus dem Diagramm wird ersichtlich, dass mit zunehmender Linge der Doméne
, 2
immer mehr Aste existieren und die Bifurkationspunkte an den Stellen nk—ﬂ, n € N, liegen.
2

Die Muster, die die Fronten hinterlassen, nédhern sich laut [1] einer kurzwellige;n, zeitlich konstanten
Losung an. Dies beinhaltet auf dem ersten Blick einen Widerspruch in Anbetracht der Existenz
einer zweiten Front. Die Ursache fiir diese ist, dass die Muster der Invasionsfronten instabil
sind. Bevor die Muster demnach vollstidndig relaxieren, werden sie durch die Coarsening-Fronten,
entstanden aus minimalen Stérungen, wieder verédndert. Ein Blick ins Bifurkationsdiagramm
zeigt, dass eine Zunahme der Periodenlénge fiir eine Abnahme der Energie sorgt, was die Tendenz
zur Vergroferung der charakteristischen Langenskala begriindet.

Es wird festgestellt, dass fiir eine mittlere Konzentration von ¢y 5 0,45 die Bifurkationen an den
Vielfachen von L superkritisch sind, und fiir gréflere L subkritisch. Beide Félle sind in der Abbil-
dung festgehalten. Im Falle einer subkritischen Bifurkation existieren Losungen mit Energien,
die grofler sind als diejenigen der konstanten Konzentrationsverteilung (in der Abbildung leicht
oberhalb der L-Achse, links der Markierungen an den Vielfachen der kritischen Periodenldnge zu
sehen.).

Die Normen der Losungen der erweiterten Cahn-Hilliard-Gleichung iiber der Periodenlénge sind
in Abb. [7]dargestellt. Da hier die Energie nicht mehr iiber das Funktional berechnet werden kann,
werden stattdessen die maximalen und minimalen Werte der Konzentrationsverteilung gezeigt.
Den Abbildungen ist zu entnehmen, dass der aktive Term in der Nihe der kritischen Lénge
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4. Frontpropagation in instabile Zustande

2

k—w mit steigendem |A| fiir immer geringere Amplituden sorgt. Haben A\ und ¢y unterschiedliche
2

Vglrzeichen, so ist die Bifurkation fiir grofle ¢y nicht ldnger subkritisch. Die Darstellung der

Minimal- und Maximalwerte in Abhéngigkeit von der Periodenlidnge des Musters in Abb.
bestatigt zudem die Existenz von Losungen mit beliebig kleiner Amplitude und Periodenliange,
wobei natiirlich L > ,f—rj; gelten muss. In Abschnitt wurden solche Losungen qualitativ anhand
der Diskussion des Phasenraumportraits vorausgesagt. Inwiefern auch die zeitlich konstanten Lo-
sungen der erweiterten Cahn-Hilliard-Gleichung mit den Mustern hinter den Entmischungsfronten
tibereinstimmen, wird sich in Abschnitt [6.2] zeigen.

4. Frontpropagation in instabile Zustande

Bisher wurde nur das statische Problem diskutiert. Nun soll es um die Beschreibung der Entmi-
schungsfront gehen, die sich auf einer homogenen Konzentrationsverteilung bewegt bzw. in diese
Heinfallt®.

Die Bewegung einer Front mit einer konstanten Geschwindigkeit legt eine Transformation in ein
mitbewegtes Bezugssystem nahe. Die Geschwindigkeit dieses Systems werde mit v bezeichnet.
Wenn c(x,t) die Funktion im Laborsystem ist, so lautet die zugehorige Funktion im mitbewegten
System c(z — vt,t) =: ¢(§,t). Bezeichnen 0; » die Ableitungen nach dem ersten bzw. zweiten
Argument von ¢(&,t), dann gilt fiir die Zeitableitung d; im Laborsystem dieser Funktion:

8tc(§7 t) = 816(57 t)atg + 826(57 t)att = _UaQC(ga t) + 810(57 t) : (41)

Analog folgt, etwas leichter nachzurechnen, fiir die Ortsableitung im Laborsystem 0,c(§,t) =
O1¢(&,t). Wie aus GL geschlussfolgert werden kann, stimmen die zeitlichen Differential-
operatoren 0; im ruhenden und im mitbewegten System nicht iiberein. Da in diesem Abschnitt
die Konzentrationsverteilung ausschlie§lich im mitbewegten System betrachtet wird, wird 0y
durch ¢ und 95 durch die Schreibweise J; ersetzt, im Hinterkopf behaltend, dass es sich nicht
um den zeitlichen Differentialoperator im Laborsystem handelt. Mit dieser Konvention wird die
erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung (Gl. (1.2))) im mitbewegten Bezugssystem formuliert [1, [11]:

0rc = Oge (03 —c—Ogc+ A (850)2> +v0gc. (4.2)

Wie zu Beginn von Abschnitt [3| wird wieder als Losungsansatz eine zeitlich konstante Losung
co, versehen mit einer kleinen Storung ee’®¢—%1) in l) eingesetzt. In einer zu Gl. 1) vollig
analogen Rechnung wird jetzt im mitbewegten Bezugsystem folgende Dispersionsrelation erhalten:

(k) = —ik*(k* — o) — vk = w(k) — vk, (4.3)

wobei w(k) = ir(k) mit r(k) aus GL die Disperionsrelation der linearisierten Cahn-Hilliard-
Gleichung im ruhenden System und o = 1 — 3¢Z ist. Analog wie in Abschnitt |3/ triigt der aktive
Term nicht zur linearisierten Gleichung bei und folglich ergibt sich dasselbe Ergebnis fiir die
vereinfachte Cahn-Hilliard-Gleichung . Aus diesem Grund gelten alle in diesem Abschnitt
erarbeiteten Erkenntnisse fiir beide Modelle.

In einem linearen System erfiillt jede Linearkombination aller bekannten Losungen die Differenti-
algleichung. Folglich kann im Rahmen der Giiltigkeit der linearen Néherung die Lésung von GI.
als Fourierintegral notiert werden [11]:

c(€,t) — o = / o(k)etRe—iwk) vkt gy, (4.4)
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4.1. Sattelpunktsnidherung

Die Funktion ¢(k) ist bis auf einige Vorfaktoren die Fouriertransformierte der Anfangsbedingung.
Diese sei eine hinreichend gut lokalisierte Perturbation um einen homogenen Zustand. Was ,, gut
lokalisiert”“ bedeutet, wird spédter noch in Abschnitt diskutiert. Von dieser Perturbation
ausgehend breitet sich eine Front aus, deren Geschwindigkeit im Limes ¢ — oo gegen einen
konstanten Wert v* konvergiert [12]. Mit dieser Annahme kann GL fiir den Grenzfall sehr
grofler Zeiten durch die Sattelpunktsniherung gelost werden. Diese mathematische Technik soll
im Folgenden kurz vorgestellt werden [21], [22].

4.1. Sattelpunktsndaherung

Seien f,g: C — C zwei holomorphe Funktionen und C' ein Weg in der komplexen Ebene mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Der Realteil von f werde an den Randpunkten des Weges C beliebig negativ. Falls C
ein unbeschriankter Weg ist und fiir diesen eine Parametrisierung C' : p € R — C(p) € C

existiert, so gilt lim R[f]| — —oc.

p—Foo ’C’

(ii) R[f] =: f, hat entlang eines Weges C, dessen Randpunkte mit C' iibereinstimmen, an einer
Stelle zp = C(pg) € C ein Maximum. Sei ¢ die Phase der Ableitung des Weges am Ort des

= |¢"(po)
Ppo

e, so gilt

: dc
Maximums, d.h. a

|

Hierbei wurden die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ausgenutzt sowie Real-
bzw. Imaginédrteil durch tiefgestelle Indizes r und ¢ markiert.

& fr
02,0%;

— R [feen] = T

= 5.2 sin(2¢) < 0. (4.5)

20

2 cos(2¢) +

a2

20 20

(iii) f hat an der Stelle zy einen Sattelpunkt, es gilt also % =0.

20

(iv) An den Randzonen von C bzw. C' wird das Verhalten der Funktion g(z)e!/(*) durch die
Exponentialfunktion dominiert, wobei ¢ eine reelle Konstante ist.

Dann lésst sich das Integral [~ getf dz zunichst aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes durch
das Integral iiber C ersetzen und dann im Grenzfall sehr groSer ¢ durch folgenden Ausdruck
approximieren:

27

/g(Z)th(Z)dZ =~ g(zo)etf(zo)e_w T/(zo) .

c

(4.6)

Grundlage dieser Naherung ist das Ersetzen der Funktion f durch ihre Taylorentwicklung zweiter
Ordnung um den Punkt zp mit der Idee, dass aufgrund der Multiplikation mit der sehr grofien
Zahl t und des Exponenzierens lediglich Punkte in der Umgebung von zy mafigeblich zum
Integral beitragen. Hierfiir ist es aber eben wichtig, dass der Winkel ¢, unter dem der Weg
C durch den Sattelpunkt zy verlduft, korrekt gewéhlt wird, und zwar so, dass R [f” (zo)e’g‘”]
minimal wird (Punkt [(ii)). Aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fallen
bei holomorphen Funktionen die Kurven, auf denen sich der Realteil f, maximal d&ndert, mit
den Aquipotentiallinien des Imaginérteils $[f] =: f; zusammen. Das bedeutet, dass f; um den
Punkt zp auf C konstant ist und daher sich auch die Phase der Exponentialfunktion nicht &ndert.
Die Approximation des Betrages des Integrals durch | glet’r ist demnach gerechtfertigt. Wenn
der Integrand an den Randpunkten von C' und C verschwindet (Punkte |(i)| und , so kann
der Weg durch den Punkt zg auch gleich durch eine Gerade approximiert werden und iibrig
bleibt ein Gau-Integral. Punkt folgt daraus, dass f, bei zg ein Maximum hat. Existieren
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4. Frontpropagation in instabile Zustande

mehrere Sattelpunkte auf C, so miissen die GauBintegrale ausgewertet an jedem Sattelpunkt
addiert werden.

4.2. Geschwindigkeit und Wellenzahl der ersten Front

Um das Fourierintegral in Gl. {i durch die Sattelpunktsniherung zu l6sen, wird é(k)e*¢ mit
g(z) aus Gl (4.6) und —i(w(k) — vk) = —i&(k) mit f(z) identifiziert. Dann folgt aus Punkt

der Sattelpunktsniherung: <= (w(k') — vk’) =0 < v = 42| . Hierbei ist &’ die Stelle, an der @

einen Sattelpunkt hat. Wird verlangt, dass die Geschwingigkeit v reell ist, so ldsst sich diese
Bedingung in Real- und Imaginérteil separieren und es ergeben sich zwei getrennte, zu erfiillende
Gleichungen.

Eine dritte Bedingung ergibt sich aus der erneuten Betrachtung des Fourierintegrals in GI. .
Die Geschwindigkeit v und die Stelle ¥’ des Sattelpunkts von @ sollen so gewéhlt sein, dass sich
die Einhiillende der Front zeitlich nicht mehr &ndert. Demnach wird S [w(k’) — vk/] = 0 gefordert.
Zusammengefasst lauten die drei Gleichungen zur Bestimmung der Invasionsfrontgeschwindigkeit
und der dominanten Wellenzahl im Rahmen der linearen Naherung [11, 12]:

. dw dw] w; (k’)

- Tl Zl| =0 (@) v= (4.7¢).

v - /
k/ kl

(4.7a), R [

Hierbei bezeichnen tiefgestellte Indizes r und ¢ wieder den Real- bzw. Imaginérteil. Um diese
Gleichungen auf die Dispersionsrelation w(k) = —ik?(k? — o) anzuwenden, miissen zuniéichst Real-
und Imaginérteil von w und 3—‘;; berechnet werden:

wi = a (k= k?) + 6k2kZ — k! — K], (4.8a)
wp = 2kki (2K — 2kF — a) (4.8b)
dw] ‘ 9 9
R LNJ = 2k; (6k2 — 2k — o) , (4.8¢)
dw
x| — 2 _ 912
S {dk} = 2k, (6K — 2k + a) . (4.8d)
wi (k")

Mit Gl. (4.8d) lasst sich k2 = 3k} + & in den iibrigen Gleichungen eliminieren und sodann

k!

mit Gl. (4.8¢c) gleichsetzen:

2
20k + % + 8kt = 32K +4ak? = K= % (ﬁ - 1) , (4.92)

K=+ % (V7+3). (4.9b)

Die Festlegung des Vorzeichens von k; hingt mit der Festlegung des Vorzeichens von v zusammen.
Der Term 2ck? + %2 + 8k auf der linken Seite von Gl entspricht w; und ist offensichtlich
immer grofler oder gleich Null. Mit Gl. wird dann klar, dass v und &, dieselben Vorzeichen
haben miissen.

Die Ergebnisse kénnen wiederum in GIL. oder GI. eingesetzt werden und es ergibt
sich die Losung fiir die Geschwindigkeit [6]:

v =v* = 2V \ﬁ_l(2+\ﬁ>a3/2
3v6
Wihrend die Losung fiir &, (Gl 1' direkt mit dem kritischen exponentiellen Abfall der

(4.10)
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4.2. Geschwindigkeit und Wellenzahl der ersten Front

-1 -0,5 0 0,5 1
Ky

Abbildung 8: In der Sattelpunktsapproximation des Fourier-Integrals in Gl. ist im Limes
t — oo der Realteil von —iw(k) von Interesse. Dieser ist gleich @; und hat in
der komplexen k-Ebene zwei relevante Sattelpunkte £k, + k., die hier als weifle
Kreise eingezeichnet sind. Ein moglicher Integrationsweg C' aus der Sattelpunkt-
snaherung ist hier auch dargestellt. Entlang der gestrichelten Linien wird & (k')
minimal.

Einhiillenden der Front in Verbindung steht, ist k. (Gl (4.9D)) nicht die Wellenzahl k* des
Musters hinter der Front. Warum dies so ist, soll durch folgende Argumentation plausibel
gemacht werden: Die Ausbreitung der Front, die die Cahn-Hilliard-Gleichung erzeugt,
ist dadurch definiert, dass an einer Stelle ein Wellenberg wéchst und danach neben ihm ein
zweiter, sich diese Wellenberge jedoch nicht {iber die x-Achse bewegen. Propagiert die Front im
Laborsystem nach rechts, so ist im mitbewegten Bezugssystem eine mit der Geschwindigkeit v*
nach links laufende Welle mit in &-Richtung exponentiell abfallender Amplitude zu sehen. Die
Unbeschréanktheit der Amplitude folgt hier natiirlich nur aus der linearen Néherung. Die am
meisten beitragende Frequenz ist aufgrund der Sattelpunktsnidherung durch @ ausgewertet an
k' = k. + ik, mit den Werten aus Gl. gegeben. Die Form der ebenen Welle lautet aufgrund
des Fourieransatzes ¢/*¢~%) Aus diesem Grund gilt :

__ 3T (411)

8\/(ﬁ—1) (V7+2)

Wy

,U*

k" =

An dieser Stelle kann noch diskutiert werden, inwiefern alle Kriterien der Sattelpunktsndherung
erfiillt werden. Die Minimierung des Ausdrucks aus Gl. (4.5)) gibt fiir den Winkel ¢, unter dem
die Kurve C durch den Punkt (k., k}) verlaufen muss, folgenden Wert:

T

a’rrafv‘ =
1 | 7+ arccos = — falls 9,500, > 0
o= v (3rrw5>2;<3mw)2 N 0,127 (4.12)
T — arccos N R R alls  O0p0, <

82
Hierbei soll 0, die zweifache Ableitung nach k, bezeichnen und 9,; fiir die Ableitung Dok
rUhg

stehen. Der gesamte Weg C muss an den Réndern gegen k; = 0 und k, — o0 laufen und kénnte
daher aussehen wie in Abb. [§ dargestellt. Es stellt sich heraus, dass aufgrund der Symmetrie zur
imaginédren k-Achse tiber beide Sattelpunkte +k/ + ik} integriert werden muss.
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4. Frontpropagation in instabile Zustande

4.3. Stabilitat von Fronten

Der Ausdruck in Gl. definiert die Geschwindigkeit der linearen Dynamik. Eine Front kann
nicht langsamer propagieren als mit v* [12]. Es ist jedoch wohl moglich, dass die Front sich
schneller ausbreitet. Dies muss nicht unbedingt aus der nichtlinearen Dynamik der Gleichung
folgen, die bei grofler werdender Amplitude der Perturbationen mehr und mehr Einfluss auf die
Entwicklung des Systems nimmt. Schnellere Fronten kénnen auch durch geeignete Wahl von
Anfangsbedingungen erzeugt werden. Die Erkenntnisse des vorangehenden Abschnitts setzen
voraus, dass die Anfangsbedingungen ,,gut lokalisiert* sind. Nun soll dieser Term durch eine
Betrachtung der Stabilitdt von in erster Naherung exponentiell abfallenden Fronten genauer
erldutert werden. Die Argumentation ist dabei wie in [13].

Die Beschreibung einer Wellenfront mit einer Exponentialfunktion legt eine nichtlineare Trans-
formation der Form c(z,t) = e *“®! nahe. Daraus folgt eine Gleichung der Form du =
—d(0zu, Ozzu, ...), wobei d eine Funktion der rdumlichen Ableitungen von w ist, nicht jedoch
von u selbst abhéing Im mit einer Geschwindigkeit v bewegten Bezugssystem folgt wieder mit
analogen Uberlegungen wie oben:

Opu = v0gu — d(Ocu, Ogeu, ...) . (4.13)

Wiirde diese linearisierte Gleichung wieder im Rahmen der Sattelpunktsndherung als eine ebene
Welle geschrieben werden, so ist d¢u = —ik, alle hoheren Ableitungen von u entfallen und
die Funktion d geht in die Dispersionsrelation r = —iw iiber. Wird verlangt, dass sich die
Frontposition im bewegten System nicht dndert, so darf sich die Einhiillende der ebenen Welle
e~ "&b geitlich nicht dndern und entsprechend muss R[0yu] = R [i (w — vk)] = 0 gelten. Hiermit
sind keine neuen Erkenntnisse gewonnen worden, weil dies auch aus dem Fourieransatz klar war
(siche Gl. (4.7¢)). Um die Stabilitéit dieser Front in linearer Néherung zu untersuchen, wird die
ebene Welle mit einer kleinen Stérung versehen, d.h. u(¢,t) = —ik& + 6(€,t) mit § ~ e~ und
[ = const. Fiir eine nach rechts propagierender Welle, die durch v > 0 ausgezeichnet werden kann,
miissen auch die ,stérenden“ Perturbationen nach rechts hin abfallen. Es muss also R[l] > 0
gelten. Eine Entwicklung der Funktion d um die Losung der Front mit konstanter Einhiillenden,
d.h. O:u = —ik, ergibt:

od
9(9¢u)

d(Ogu, Ogeut, ...) = d(—ik,0,...) +

9¢6 + T.h.O. (4.14)
Ocu=—ik

Die Terme hoéherer Ordnung enthalten sowohl héhere Potenzen von O¢su ~ [ als auch hohere
Ableitungen wie Ogeu ~ I2. Das Weglassen dieser Terme ist fiir kleine [ gerechtfertigt. In GI.

(4.13)) eingesetzt ergibt dies:

006 ~o— iw(k) — vk) + [v - j‘]ﬂ 05 (4.15)

Soll die Front stabil sein, so ist es notwendig, dass der Realteil der zeitlichen Abhangigkeit dieser
Stérungen (Gl. (4.15)) kleiner Null ist:

m[aﬂ:—{v—%[‘;‘mzr—%{ﬁ}zmo. (4.16)

Real- und Imaginérteil der Stérung ! sind unabhéngig voneinander. Hieraus wird in [11, 13|
gefolgert: & [g—ﬂ = 0. Dies entspricht Gl. (4.7b) und gibt &, als eine Funktion von k;. Wie in GI.

3Wer es exakt ausrechnet, kommt auf d(d,u, dzzu,...) = —(0zu)* + 6(0:u)? sttt — 3(Orstt)? — 40,u0spau +
Orzaall — oz(@_qcu)2 + a0zqu, was fiir eine von z unabhéngige Ableitung Oyu = —ik in d = —iw = r aus Gl 1'
ibergeht.
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4.3. Stabilitat von Fronten

' v(k;), stabil —
v v(k;), instabil ---
numerische Ergebnisse v

Abbildung 9: Eingezeichnet ist die Geschwindigkeit der Front v als Funktion der Rate des
exponentiellen Abfalls k; geméfl Gl. . Ist der exponentielle Abfall der Front
kleiner als der kritische Wert &, so breitet sich die Front schneller als mit v*
aus. Ist die Abnahme der Einhiillenden der Front stiarker, so wéiren die Fronten,
die sich mit v(k;) ausbreiten wiirden, instabil. Die Frontgeschwindigkeit betrégt
dann v*, wie die eingezeichneten numerischen Ergebnisse zeigen.

1} ausgenutzt, lautet dieser Zusammenhang k2 = 3k? + 5. Zusammen mit der Stationaritét
der Front folgt, dass die Geschwindigkeit v als eine Funktion des Imaginérteils von k, der den
exponentiellen Abfall der Front charakterisiert, dargestellt werden kann:

2
=2 4 oak; +8kS. (4.17)
k2=3k2+< Aki

wj

Wegen [, > 0 folgt aus Gl (4.16) fiir stabile Fronten:

dw Ow Ow; dv Oow;  w;\ 1 Ow; 1
e R B R Al )e= (a5 <o
(4.18)
Dieses Ergebnis ist so zu interpretieren, dass die stabilen Fronten durch eine exponentielle
Abnahme charakterisiert sind, bei der die Geschwindigkeit als Funktion von k; (siche Gl. (4.17))
monoton fallend ist.

oki ki

k;

8(4.),' _ % {dw
Ok; dk
der einzigen, bei der Betrachtung der Stabilitdt noch nicht aufgetauchten Bedingung aus Gl.
aus der Sattelpunktsndherung entspricht. In diesem Fall ist v = v*.

Zur Veranschaulichung ist v(k;) aus Gl in Abb. [9] dargestellt. Diese Funktion ist monoton
fallend fir k; < k}. Entsprechend sind Fronten, die raumlich schwécher abfallen als mit dem
kritischen Wert k/, stabil und ihre Geschwindigkeit entspricht dem Wert v(k;) aus der linearen
Néherung. Diese Erkenntnis wird in der Abbildung mit numerischen Ergebnissen untermauert. Sie
stellen die Geschwindigkeiten von simulierten Fronten mit ¢y = 0 mit verschiedenen raumlichen
exponentiellen Abfallraten dar. Fiir die Details der Simulation und die Bestimmung der Geschwin-
digkeit wird auf Abschnitt |5 verwiesen. Die Besonderheit der Simulation, mithilfe derer die in
Abb. [9]dargestellten Ergebnisse produziert wurden, ist, dass die exponentielle Abfallrate der Front
durch die Wahl der Anfangsbedingungen kontrolliert wurde. Fiir diese wurde im Wesentlichen
eine auf einem begrenzten Intervall beschriankte Exponentialfunktion e~*** gew#hlt. Diese wurde
mit einer Kosinusfunktion multipliziert, damit die anfdngliche Auslenkung differenzierbar ist.
Wie genau dies zu verstehen ist, wird in Abschnitt noch einmal thematisiert.

Fronten mit einer starkeren raumlichen Abnahme, d.h. k; > &/, sind im Rahmen obiger Be-
trachtungen zur Stabilitdt instabil. Die numerischen Ergebnisse zeigen, dass in diesem Fall die

Das Verschwinden der Ableitung von v(k;) bedingt die Gleichheit von v und ] , Was
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5. Methoden der Zeitsimulation und der Auswertung

Frontgeschwindigkeit v* betrégt, und nicht v(k;).

Initiale Perturbationen sind also ,,gut lokalisiert®, falls sie in Richtung der Frontausbreitung
mindestens genauso schnell abnehmen wie eine Exponentialfunktion mit e %, Eine GauBfunktion
oder eine auf einem endlichen Intervall begrenzte anféngliche Stérungen erfiillen diese Bedingung
auch [12]. Wichtig dabei ist, dass die Fouriertransformierte dieser Funktionen keine Polstellen in
der komplexen Ebene hat. Wird sich GI. und Punkt aus Abschnitt [4.1]in Erinnerung
gerufen, so wird klar, dass in einem solchen Fall der Integrationsweg C' nicht beliebig gewahlt
werden kann. Verlduft er zu nahe an der Polstelle, so ist ihr Beitrag zum Integral nicht zu
vernachléssigen [12].

4.4. Nichtlineare Aspekte und die zweite Front

In den vorangehenden Abschnitten zur Frontpropagation wurde stets in linearer Ndherung
gerechnet. Das nichtlineare Verhalten ist deutlich schwerer zu untersuchen und deswegen sollen
hier nur einige Aspekte qualitativ vorgestellt werden.

Wird das Verhalten von ¢ fiir kleine Perturbationen um ¢y durch das lineare Verhalten der
Differentialgleichung dominiert, so kann das nichtlineare Verhalten erst seine Auswirkung zeigen,
wenn die Perturbationen geniigend grofl angewachsen sind. In der Zeit, in der dies geschieht,
ist die Front aber schon weiter gewandert und folglich kénnen die Nichtlinearitdten keinen
Einfluss auf die Frontpropagation nehmen. Die Geschwindigkeit ist durch v* gegeben und man
spricht von , gezogenen“ Fronten. Bisweilen existieren jedoch Gleichungen, in denen nichtlineares
Wachstum schon bei kleinen Perturbationen eine Rolle spielt. Falls diese Fronten erzeugen, die
mit einer Geschwindigkeit v > v* unterwegs sind, so bewegt sich die gesamte Front auch bei
korrekt gewdhlten Anfangsbedingungen schneller und es handelt sich um eine ,, geschobene® Front
[12]. Um welche Art von Fronten es sich bei der Cahn-Hilliard-Gleichung handelt, werden die
Zeitsimulationen zeigen.

Wie bereits in [1] thematisiert, ist das Muster, dass die erste Front hinterldsst, instabil, sodass es
sich bei der Coarsening-Front auch um eine Invasionsfront handelt, die lediglich in ein periodisches
Muster einfallt und nicht in einen homogenen Zustand. Die Berechnung der zweiten Front erfordert
demnach eine Linearisierung der Differentialgleichung um die inhomogenen Zustéinde anstatt
um eine rdumlich homogenen Loésung cg. Auf die zweite Front kénnen im allgemeinen noch
weitere Folgen, die ihrerseits wieder ein Muster immer gréflerer Periodenldnge hinterlassen. Die
Beschreibung ist um Einiges komplexer als im Falle der erst Front, weswegen sich im Rahmen
dieser Arbeit auf eine phdnomenologische Untersuchung der Coarsening-Fronten beschriankt wird

5. Methoden der Zeitsimulation und der Auswertung

In diesem Abschnitt soll die numerische Methode zum Lésen der vereinfachten Cahn-Hilliard-
Gleichung und ihrer erweiterten Form in GI. vorgestellt werden. Der Schwerpunkt
dieses Abschnitts liegt allerdings nicht auf der Numerik, sondern auf einigen technischen Aspekten,
die es bei der Auswertung der numerischen Daten zu beriicksichtigen gilt. Alle hier genannten
Punkte betreffen sowohl die Untersuchung der vereinfachten als auch die der erweiterten Cahn-
Hilliard-Gleichung.

5.1. Zeitentwicklung

Die Entwicklung der Differentialgleichung erfolgt auf einem begrenzten Intervall mit L = 1500.
Fiir die Zeitentwicklung wird die Runge-Kutta-4-5-Fehlberg-Methode mit adaptiver Zeitschritt-
weitenregulierug [23, 24] verwendet. Details zum verwendeten Verfahren sind in Anhang zZu
finden. An dieser Stelle sei nur das Noétigste zusammengefasst: Die x-Achse wird in N = 6000

aquidistante Intervalle zerlegt, sodass z; = jAz ist mit Az = % Die Wahl der Ortsschrittweite
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5.2. Wahl der Ortsdiskretisierung

Az wird in Abschnitt begriindet. Zu einer bestimmten Zeit ¢; wird nun der Konzentrations-
verlauf durch N Werte approximiert: ¢(z;,t;) = c¢(jAx,t;) =: ¢;(t;) mit j = 0,..., N — 1. Die
Schreibweise {c;}(¢;) soll die Gesamtheit aller Werte fiir die Konzentration an allen Punkten des
rdumlichen Gitters zum Zeitpunkt ¢; kenntlich machen.

Auch die Zeit wird diskretisiert, d.h. dass die Konzentrationsverldufe zu konkreten Zeitpunkten
berechnet werden. Das Runge-Kutta-Verfahren ist ein Einschrittverfahren, was bedeutet, dass
die {cj}(ti+1) im néchsten Zeitschritt ¢;11 = t; + At; aus den {c;}(¢;) zu ermitteln sind. Dies
erfordert unter anderem die Approximation der rdumlichen Ableitungen durch finite Differenzen.
In den zu simulierenden Gleichungen und werden die erste, die zweite und die vierte
rdumliche Ableitung benétigt. Die Randbedingungen aus GI. erfordern zudem das Berech-
nen der dritten Ableitung. Diese Ableitungen werden wie folgt aus den diskrete Werten fiir die
Konzentration c;(t;) ermittelt:

_Ca(t) — ¢ (t)

Bucla;, ;) ~ N , (5.1a)
Ol 1) ~ cjt1(ti) + ch_;gti) — 2¢j(t;) ’ (5.1b)
Do) ~ cjra(ti) — cj_g(ti)2—A2mng+1(ti) —cj—1(ti)] ’ (5.1¢)
Oy 15) cjra(ti) +cj—a(t;) — 4 [ci;l(tz) + ¢j—1(t;)] + 6¢;(t;) ' (5.1d)

Die Beriicksichtigung der Randbedingungen erfordert das zu Null setzen der Gleichungen
und (5.1c) an den Randpunkten j = 0 und j = N — 1. Dazu werden zwei zusétzliche Punkte an
jeweils beiden Randern in die Gesamtzahl aller Gitterpunkte hinzugefiigt, d.h. der Index j lauft
jetzt formal von —2 bis NV 4+ 1, und die Randbedingungen werden durch

C1 (tz) = C_1(ti) y Cg(ti) = C_Q(ti> s CN_Q(ti) = CN(ti) s CN_3(tZ') = CN+1(751'). (5.2)

erfiillt [3]. Die Zeitschrittweite At; wird in jedem Zeitschritt aus einer Fehlerabschétzung neu
berechnet und variiert aus diesem Grund. Zu den Details dieser Vorgehensweise werde wieder

auf den Anhang verwiesen.

5.2. Wahl der Ortsdiskretisierung

Um zu untersuchen, wie klein die Schrittweite gewédhlt werden darf, ohne dass die numerischen
Fehler iiberwiegen, wird die Massenerhaltung der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung ausge-
nutzt. Dazu wird die vereinfachte Cahn-Hilliard-Gleichung fiir verschiedene Ortsauflésungen tiber
einen gewissen Zeitraum entwickelt und zu festen Zeitpunkten ¢; die Masse m; = fOL c(x,t;)dx
bestimmt. Da die Masse konstant sein soll, wird schliellich als Maf fiir die Ungenauigkeit der

Ausdruck
Am = \/Z (mj — Leo)? (5.3)
J

berechnet, welcher moglichst klein und idealerweise Null sein sollte. Das Resultat ist in Abb.
zu sehen. Bis zu einer Ortsauflésung von ﬁ ~ 4,8 sinken die Varianzen, weil der Diskretisie-
rungsfehler fiir kleinere Az zunéchst abnimmt. Fiir grofiere Auflésungen steigen die Varianzen
jedoch rapide an, weil dann die Rundungsfehler stark ins Gewicht fallen. Rundungsfehler haben
an mehreren Stellen der numerischen Methode einen entscheidenden Einfluss in Abhéngigkeit
von der Ortsdiskretisierung. Erstens stimmen die bei der Methode der finiten Differenzen zu
subtrahierenden Werte fiir die Konzentration auf benachbarten Gitterpunkten in mehr Nachkom-
mastellen iiberein, wenn die Ortsauflosung erhoht wird. Folglich steigt aufgrund der begrenzten
Stellengenauigkeit der Fehler bei der Subtraktion dieser Werte. Zweitens sinkt mit abnehmender
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Abbildung 10: Zu sehen sind die Varianzen der in festen Zeitabstdnden bestimmten Massen
(Gl (5.3)) in Abhéngigkeit der Ortsaufldsung fiir verschiedene Konzentrationen.
Die grofie Varianz (GI. ) der Masse bei kleinen Ortsschrittweiten (- > 5)
dient als Indikator dafiir, dass hier numerische Fehler iiberwiegen.

Ortsschrittweite auch die Zeitschrittweite. Dadurch werden zwischen den Zeitpunkten, an denen
die Masse berechnet wird, viel mehr Entwicklungsschritte gemacht, sodass aufgrund der Mehrzahl
an Rechenschritten der Einfluss von Rundungsfehlern an Bedeutung gewinnt.

Um sicherzustellen, dass die numerischen Fehler die Genauigkeit der Auflosung nicht {iberwiegen,
wird mit A%C = 4 gearbeitet. Diese Ortsauflosung wird auch fiir die Untersuchung der erweiterten
Cahn-Hilliard-Gleichung verwendet, obwohl die Ergebnisse in Abb. |10| mithilfe der vereinfachten
Cahn-Hilliard-Gleichung erzielt wurden.

5.3. Wahl der Anfangsbedingungen

Da die Fronten in rdumlich homogene Zustande c¢(z,t) = ¢¢ einfallen sollen, ist die Anfangsbedin-
gungen eine auf fast der kompletten z-Achse konstante Konzentrationsverteilung. Lediglich am
rechten Rand betrigt die Konzentration 1,0 und wird dann auf einem kurzen Intervall mittels
einer Viertelperiode einer Kosinusfunktion differenzierbar an die homogene Lisung angeschlossen.
Das Viertel der Periodenlidnge der Kosinusfunktion betrigt in den Einheiten der skalierten
x-Achse weniger als 10 und wird mit [ bezeichnet. Die initiale Perturbation kann wie folgt notiert

werden: X
1o (] ) fi 0,1
c(x,t)—coz{ 20 (L cos (%)), fir s €(0.1) (5.4)

0 , sonst

Diese Auslenkung sorgt fiir die Invasionsfront und soll hinsichtlich einiger Kriterien, die in
Abschnitt [4.3| genannte werden, untersucht werden. Die Fouriertransformierte von Gl. (5.4) lautet

bis auf einige Vorfaktoren:
. : !
—iké Sll’l(k%) 4 ik cos <k§> (5 5)
— : .
K (7)" — &2

e

Sie hat drei Polstellen bei kK = 0 und k = +7, ist allerdings in einer beliebig kleinen Umgebung
um diese Stellen beschrankt und C-differenzierbar in diese fortsetzbar. Damit auch die Anfangs-
bedingung die Randbedingung erfiillt, entspricht die initiale Auslenkung nicht ganz der Funktion
in GL . In Wahrheit betragen die ersten fiinf Randpunkte ¢; mit j = —2,...,2 allesamt
1,0. Dadurch erhélt die Fouriertransformierte in Gl. lediglich eine zusétzliche Phase sowie
einen additiven Term der Form %, kann also immer noch in ihre Polstellen C-differenzierbar
fortgesetzt werden. Da die Anfangsbedingung auf einem beschrinkten Intervall begrenzt ist und
ihre Fouriertransformierte iiber keine Singularitiaten verfiigt, erfiillt sie die Bedingungen, um
gut lokalisiert zu sein und folglich sind Fronten zu erwarten, die mit einer Geschwindigkeit v*
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5.4. Bestimmung von Geschwindigkeit und Wellenzahl

propagieren, vorausgesetzt, es handelt sich um , gezogene* Fronten (siche Abschnitt [4.4).

5.4. Bestimmung von Geschwindigkeit und Wellenzahl

Aus den numerischen Simulationen gilt es vier Gréflen zu bestimmen, sofern sie sich aus den
Ergebnissen bestimmen lassen: Jeweils zwei Geschwindigkeiten und zwei Wellenzahlen fiir die
erste und die zweite Front.

Die Lokalisierung der ersten Front erfolgt durch die Bestimmung der Stelle, an der die Konzen-
tration zum ersten Mal um mehr als einen kleinen Schwellwert von der mittleren Konzentration
abweicht. Dies ist schematisch in Abb. dargestellt.

Zur Bestimmung der Geschwindigkeit werden nicht alle Frontpositionen zu allen Zeiten mit
einbezogen. Die Simulation wird abgebrochen, sobald die (nach rechts propagierende) Front
sich in einem gewissen Abstand zum rechten Rand befindet, um zu verhindern, dass ebendieser
Rand einen Einfluss auf die Geschwindigkeit nimmt. In den Simulationen betrigt dieser Abstand
200 Einheiten auf der x-Achse. Ferner stellt sich die Geschwindigkeit v* nicht von Anfang an
ein. Vielmehr konvergiert die Frontgeschwindigkeit im Laufe der Zeit gegen diese [25]. Die Ge-
schwindigkeit in linearer Ndherung ergibt sich schliefllich aus der Sattelpunktsapproximation, die
sich ohnehin den Grenzwert grofler Zeiten zunutze macht. Folglich werden die Frontpositionen
erst dann zur Geschwindigkeitsbestimmung beriicksichtigt, wenn die Front bereits eine gewisse
Strecke zuriick gelegt hat bzw. wenn sie einen gewissen Abstand zum linken Rand hat. Dieser
Abstand wird in den Simulationen zu 600 Einheiten auf der z-Achse gewéhlt. Die Ermittlung der
Geschwindigkeit erfolgt letztendlich durch lineare Interpolation der iibrigen Frontpositionen.
Durch numerische Fehler und die Methode der finiten Differenzen kommt es vor, dass schon zu
frithen Zeiten an Stellen fern von der Front die Konzentrationsverteilung bereits gestort wird.
Dies hat zur Folge, dass die Front plotzlich deutlich schneller propagiert als durch die lineare
Stabilitatsanalyse gegeben - sie ,bricht aus®. Die numerischen Instabilitdten sorgen dabei fiir
eine zu schwache rdumliche Abnahme der Front, was im Einklang mit der linearen Theorie zu
schnelleren Fronten fiihrt. Dieser Sachverhalt ist in den Abb. und pathologisch dargestellt.
Um dem Ausbrechen der Front vorzubeugen, wird eine , Einfrierfront“ eingefiihrt, d.h. dass die
Differentialgleichung nicht auf der gesamten Doméne, sondern nur bis zu dieser Einfrierfront
entwickelt wird. Diese Front hat zu Beginn einen kleinen Vorsprung zur eigentlichen Front und
bewegt sich mit 1,2v*. Hierbei wurden bereits numerische Erkenntnisse ausgenutzt, dass sich
die in rdumlich homogene Zustédnde einfallenden Fronten in der Cahn-Hilliard-Gleichung mit v*
bewegen. In Abb. ist die relative Position der ersten Front und der Einfrierfront zu sehen.
Die Ermittlung der Wellenzahl erfolgt durch die Bestimmung der Schnittpunkte von ¢(x,t) mit
cg. Dadurch kann k£ nur an konkreten Punkten, z.B. zwischen zwei solchen Schnittpunkten
bestimmt werden. Abbildung [12] zeigt exemplarisch einen Ausschnitt aus einer Zeitsimulation. In
diesem Diagramm sind zudem die zu den abgebildeten Fronten korrespondierenden Wellenzahlen
eingezeichnet sowie die momentane Position der Einfrierfront, der ersten und der zweiten Front.
Die Lokalisierung der Letzteren gelingt durch die Bestimmung der Wellenzahlen. Da die Werte
der ersten Front ziemlich gut mit £* iibereinstimmen, kann die Position der Coarsening-Front
als diejenige Stelle definiert werden, bei der k um mehr als einen gewissen Schwellwert von
k* abweicht. Fir den Schwellwert wird 0,02 in Einheiten von k verwendet. Die Wellenzahlen
der ersten Front werden durch Mittelung der entsprechenden Werte zwischen der ersten und
der zweiten Front erhalten. Die Wellenzahlen der zweiten Front ergeben sich durch Mittelung
von k iiber einem Intervall, das vor der Position dieser Front liegt. Dies ist allerdings nicht
immer einfach. In Abb.[12|ist zu sehen, dass k bei x &~ 160 nach oben abweicht. Die fehlenden
Konstanz der Wellenzahlen der zweiten Front ist ein generelles Problem, das insbesondere bei
Konzentrationen niedrigen Betrags auftaucht. In dem in Abb. dargestellten Fall tritt eine
vereinzelte Abweichung der Wellenzahlen der zweiten Front von einem mehr oder weniger
konstantem Verlauf auf. In solchen Féllen werden diese Abweichungen bei der Mittelung der
Daten aufler Acht gelassen. Schwankt &k jedoch auf dem gesamten Intervall sehr stark, so werden
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5. Methoden der Zeitsimulation und der Auswertung
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Abbildung 11: (a) Zu sehen ist schematisch eine nach rechts propagierende Front zu zwei Zeiten
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to > t1. Die Position der ersten Front ist das grofite x, fiir das die Konzentration
¢ um mehr als einen gewissen Schwellwert von ¢g abweicht. Der verwendete
Schwellwert lautet ¢ — ¢g = 0,01.

(b) Diese Abbildung zeigt qualitativ eine mogliche Auswirkung von numerischen
Instabilitdten anhand der Daten einer Simulation ohne Einfrierfront. Dadurch
kann eine neue, schnellere Front (siehe (c)) entstehen, die iiber = schwécher
abfallt als durch die lineare Stabilitdtsanalyse (Abschnitt und Gl. (4.9a))
gegeben. Die Front ,bricht aus®

(c) Das Ausbrechen der Front kann auch in dieser Abbildung veranschaulicht
werden, in der die Position der ersten Front iiber der Zeit aufgetragen ist. Die
Abruptheit des Ausbruchs wird durch den Knick im Graphen deutlich.

(d) Diese Abbildung zeigt die Positionen verschiedener Fronten einer Simulation,
die weiter ausgewertet werden kann. (1) steht fir die 1. Front, (2) fur die
Coarsening-Front und (3) fur die Einfrierfront. Zusétzlich ist eine Gerade
eingezeichnet, die verdeutlicht, dass der Graph der Position der zweiten Front
zu Beginn, in diesem Fall fiir ¢ < 880, linear angepasst werden kann.
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Abbildung 12: Der Ausschnitt aus einer Zeitsimulation mit ¢y = 0, 3 zeigt ¢(z,t) aufgetragen
gegen die linke y-Achse sowie die daraus bestimmten lokalen Wellenzahlen &
aufgetragen gegen die rechte y-Achse.

alle Daten berticksichtigt und die entsprechend grofiere Varianz der Daten als Fehlerabschétzung
verwendet.

Es bleibt noch zu erklédren, wie die Geschwindigkeit der Coarsening-Front bestimmt wird. Prinzipi-
ell kann diese, genau wie bei der ersten Front, durch lineare Datenanpassung der Frontpositionen
erhalten werden. In Abb. ist die Position der zweiten Front tiber der Zeit aufgetragen. Es
ist zu sehen, dass sie zunéchst linear propagiert, dann aber beschleunigt und sich zunehmend
unregelméflig ausbreitet. Dies wird auf numerische Instabilitdten zuriickgefiithrt. Es wird ange-
nommen, dass diese mehr und mehr Uberhand gewinnen, je mehr Entwicklungsschritte ausgefiihrt
wurden. Aus diesem Grund wird davon ausgegangen, dass zur Ermittlung der Geschwindigkeit
der Coarsening-Front die Datenanpassung einfach auf frithen Intervall vorgenommen werden
muss, wie es auch in Abb. illustriert ist.

6. Resultate

In diesem Abschnitt sollen die Resultate der numerischen Simulationen préisentiert werden.
Untersucht werden dabei die Differentialgleichungen und (1.2). Da v* und k* iiber & vom
Mittelwert der Konzentration abhéngen, miissen die Frontgeschwindigkeiten fiir verschiedene c¢q
bestimmt werden.

6.1. Vereinfachte Cahn-Hilliard-Gleichung

V3
Es werden jedoch keine Untersuchungen fiir ¢y > 0,5 gemacht, da die Simulation dann zunehmend

aufwendiger wird. Die Ergebnisse der Geschwindigkeiten sind in Abb. die der Wellenzahlen
in Abb. dargestellt.

Die Abweichung der numerisch ermittelten Geschwindigkeiten der ersten Front von den nach
Gl. rechnerisch zu erwartenden Werten betragt fiir alle Datenpunkte weniger als 1,5 %.
Theorie und Numerik stimmen folglich unter Beriicksichtigung numerischer Fehler hier iiberein.
Da die Geschwindigkeit der ersten Fronten aus den Zeitsimulationen stets etwas unterhalb der
Kurve v*(¢p) liegen, wird geschlussfolgert, dass auf dem betrachteten Bereich fiir ¢o nur gezogene

Aufgrund der Symmetrie der Differentialgleichung 1) reicht es aus, ¢y € [0, i} zu betrachten.
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6. Resultate
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Abbildung 13: (a) Dargestellt sind die numerisch bestimmten Geschwindigkeiten der ersten und
zweiten Front in der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung (1.1). Die schwarze
Kurve entspricht der theoretisch vorausgesagten Geschwindigkeit der ersten
Front im Grenzfall ¢ — co aus Gl. (4.10).
(b) In dieser Abbildung sind die Wellenzahlen der Fronten dargestellt. Die
schwarze Kurve zeigt k*(cp) der linearen Stabilitdtsanalyse aus Gl. (4.11).
Bei cg > 0,475 sind keine Datenpunkte fiir die erste Front gezeigt, weil hier
die Coarsening-Front unmittelbar hinter der ersten Front das Wellenmuster
veradndert.

Fronten in der Cahn-Hilliard-Gleichung existieren.

Die numerisch ermittelten Wellenzahlen der Muster der ersten Front weichen fiir ¢y < 0,475 um
weniger als 0,15 % von k*(¢p) aus Gl ab. Fir die mittleren Konzentrationen ¢y = 0,475
und ¢y = 0,5 wird effektiv nur eine einzelne Front beobachtet, die sich mit v*(cg) ausbreitet
und deren Wellenzahl in etwa bei @ liegt. Dieses Resultat ist so zu interpretieren, dass die
zweite Front genauso schnell propagiert wie die erste und unmittelbar hinter dieser lokalisiert ist.
Auf die in den rdumlich homogenen Zustand propagierende Front folgt eine instantane Verdopp-
lung der Periodenléinge des Wellenmusters. In diesem Zusammenhang wird vom sogenannten
slocking-phenomenon® gesprochen [1]. Die Coarsening-Front ist dann anschaulich an die erste
Front gekoppelt.

Fir ¢g £ 0,25 sind die zweiten Fronten periodenverdoppelnd. Die relative Abweichung der
Wellenzahl dieser Fronten von % betragt hier weniger als 1,6 %. Fiir kleinere mittlere Kon-
zentrationen ist die Geschwindigkeit der zweiten Front ungefihr konstant und die Wellenzahlen
sind etwas grofier. Diese Resultate stehen qualitativ im Einklang mit [1].

Sowohl die Geschwindigkeiten als auch die Wellenzahlen der zweiten Fronten sind mit grofieren
Fehlern behaftet als die Werte der ersten Front. Dies beruht auf den gréfleren Einfluss numerischer
Fehler auf die Simulation der Frontpropagationen der Coarsening-Front in rdumlich inhomogene,
instabile Muster. Im Wesentlichen kann zwischen drei Ursachen fiir das Zustandekommen von
Abweichungen unterschieden werden. Die einzige in die Fehlerabschitzung mit einbezogene
Ursache ist der Fehler, der bei der Auswertung der Daten gemacht wird. Da die Wellenzahlen
sich durch Mittlung tiber n Datenpunkte, k = (k), ergeben (siehe Abschnitt [5.4), werden ihre
Fehler durch die Varianz abgeschéatzt:

Ak = (k) = (B2
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6.1. Vereinfachte Cahn-Hilliard-Gleichung

Fiir die Geschwindigkeiten liefert das verwendete Verfahren zur linearen Datenanpassung, der
Levenberg-Marquardt-Algorithmus, implementiert im Programm Gnuplot [26], einen statistischen
Fehler der Fit-Parameter.

Die anderen beiden, hier nicht beriicksichtigten Ursachen sind der Diskretisierungsfehler und
Rundungsfehler, die aus der Entwicklung der Differentialgleichung stammen. Ersteres beruht
darauf, dass sich durch die Formulierung der Ableitungen als finite Differenzen eine verdnderte
Dispersionsrelation ergibt und entsprechend andere Werte fiir v* und k* zu erwarten sind.
Im Falle der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung und dem expliziten Euler-Verfahren als
Zeitschrittverfahren lautet die Dispersionsrelation (siche Anhang[A.4):

. 4 2
wp(k) = éln [1 — At [(Alx (eik%AI — e_ik%AI)> + « (Alx (eik%Al’ — e_ikéA“”)) H .

Die Untersuchung dieser Dispersionsrelation nach den Gleichungen ist wesentlich aufwendiger.
Soll die Dispersionsrelation fiir das in dieser Arbeit verwendete Runge-Kutta-Verfahren berechnet
werden, so nimmt die Komplexitédt des Problems betrachtlich zu. Aus diesem Grund wird auf
eine Abschitzung des Diskretisierungsfehlers verzichtet, weil diese den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wirde.

6.1.1. Vergleich mit den Ergebnissen des Kontinuierungsverfahrens

Um die Giiltigkeit der in Abb. und dargestellten Ergebnisse zu beurteilen, werden die
Losungen fiir die Konzentrationsverteilung ¢(x,t) der Zeitsimulationen mit Ergebnissen eines
Kontinuierungsprogramms (siche Abschnitt verglichen. Unter welchen Voraussetzungen
entsprechen diese Losungen denen der Zeitsimulationen und wie kann der Vergleich vorgenommen
werden? Dazu werde wieder ein Blick auf Abb. 12| geworfen. Dort ist zu erkennen, dass auf einem
Intervall 300 $ = < 700 die Werte fiir ¢(z,t) dem Wellenmuster der ersten Front, auf 0 < z 5 200
demjenigen der zweiten Front entsprechen. Auf diesen Intervallen werden die Werte fiir ¢(x, t)
auf einem Teilintervall, dessen Lénge einem ganzzahligen Vielfachen der Periodenlénge des
Wellenmusters entspricht, entnommen. Der Vergleich dieser den Zeitsimulationen entnommenen
Daten mit den Ergebnissen des Kontinuierungsverfahrens setzt zwei Bedingungen voraus:

(i) Die Muster, die die Fronten hinterlassen, entsprechen zeitlich konstanten Losungen. In
Abschnitt wurde erwahnt, dass dies nie exakt erfillt sein kann, weil diese Losungen
instabil sind und die Coarsening-Front in diese einféllt, wahrend sie noch relaxieren. Aus
diesem Grund ist eine inhdrente Abweichung der Ls-Normen zu erwarten.

(ii) Das Kontinuierungsprogramm berechnet die Losungen fiir ¢ auf Doménen, deren Lénge
der Periodenldnge des Wellenmusters entspricht, mit periodischen Randbedingungen. Die
Losungen der Zeitsimulationen, die ja mit von Neumann-Randbedingungen (siehe Gl.
und (5.2)) arbeiten, entsprechen den Ergebnissen des Kontinuierungsverfahrens nur dann,
wenn die Liange der Doméne in den Zeitsimulationen deutlich gréfer ist als die Periodenlénge
des Wellenmusters.

Die kleinste Wellenzahl, die sich aus den Zeitsimulationen ergeben hat, ist die der zweiten Front
bei ¢y = 0,5 und hat ungefihr den Wert 0,2 in Einheiten von k (siehe Abb. [13b). Damit lassen
sich die Periodenlingen der Wellenmuster aus den Zeitsimulationen abschétzen:

21 2T
k 0,2

<40<0,03-L,

A

wobei L = 1500 der Doménenlange entspricht. Beide Bedingungen werden demnach naherungs-
weise erfiillt. Konkret verglichen werden die Lo-Norm ||dc|| aus Gl (3.16) und die mit der freien
Energie in Zusammenhang stehende Gréfle F' aus Gl. 1} sowie die Minimal- und Maximalwerte
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6. Resultate
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Abbildung 14: In der oberen Abbildung ist die Lo-Norm nach Gl. 1} iiber der Periodenldnge
L der Muster fiir ¢g = 0,0 und ¢y = 0,5 aufgetragen. Die untere Darstellung
zeigt F' aus GI. 1) Die schwarzen Kurven sind die Ergebnisse des Kontinu-

2
ierungsverfahrens. Es gilt L*(¢g) = = (ﬂ 7 Die Pfeile sollen die Dynamik der
co

Cahn-Hilliard-Gleichung veranschaulichen.

der Konzentrationsverteilung. Dass aus den Zeitsimulationen mehrere Wellenziige entnommen
werden, stellt keine Schwierigkeit dar, weil ||dc|| und F' aus auf die Periodenlédnge zu normierenden
Integralen berechnet werden und fiir eine [-periodische, reelle Funktion ¢(z) und ein n € N gilt:

nl

;l/c(m)dx = }O/ZC(x)dx.

0

In Abb. [14] sind [|d¢|| und F exemplarisch fiir ¢g = 0 und ¢y = 0,5 dargestellt. Die aus den
Zeitsimulationen bestimmten Werte sind auch eingezeichnet und stimmen mit den Ergebnissen
des Kontinuierungsverfahrens iiberein. Die Pfeile sollen die Dynamik der Cahn-Hilliard-Gleichung
verdeutlichen. Im Fall cg = 0 ist zu erkennen, wie das System durch einen Ubergang von einer
rdumlich homogenen Konzentrationsverteilung, F=0 entsprechend, tiber das Muster der ersten
Front zum Muster der zweiten Front seine Energie verkleinert. Fiir ¢g = 0,5 wurde nur ein
einziges periodisches Muster beobachtet, fiir welches die Lo-Norm bestimmt werden konnte.

Der Vergleich fiir alle iibrigen mittleren Konzentrationen ist in Abb. [15| dargestellt, in der die

relative Abweichung
(6.1)

az — QK
=
fir alle zu vergleichenden Parameter gezeigt ist. Dabei ist ax ein Parameter aus dem Kontinuie-
rungsverfahren und az einer aus der Zeitsimulation. Der Parameter steht hierbei entweder fiir
die Ly-Norm, F', dem Minimal- oder dem Maximalwert einer Losung. Die relative Abweichung
betrégt bei der ersten Front fiir alle Werte aufler F unter 1%. Dass die Abweichungen fiir die
auf L normierte Energie grofler sind, wird auf den numerischen Mehraufwand zur Bestimmung
dieser GroBer zuriickgefiihrt, weil zur Berechnung von F' nicht nur wie im Falle von ||d¢|| inte-
griert, sondern auch noch die erste rdumliche Ableitung von ¢ aus dem diskreten Datensatz {c;}
des Wellenzugs aus den Zeitsimulationen berechnet werden muss. Details zur Berechnung der
Ly-Norm und von F' aus den Wellenziigen der Zeitsimulationen werden in Anhang behandelt.
Fir die Coarsening-Front sind die Abweichungen fiir ¢ > 0,3 mit unter 1% sehr klein. Fir
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6.2. Erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung
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Abbildung 15: Verglichen werden Ls-Norm ||oc|| aus Gl 1} F aus Gl 1) und die
Minimal- und Maximalwerte der Losungen, die sich einmal aus den Zeitsi-
mulationen und einmal aus dem Kontinuierungsverfahren ergeben. In dieser
Abbildung aufgetragen sind die relativen Abweichungen nach Gl dieser
Werte bezogen auf die Ergebnisse des Kontinuierungsprogramms. Aufgrund
unterschiedlicher GréBenordnungen der relativen Abweichungen ist ' der Uber-
sicht wegen in einem eigenen Diagramm aufgetragen.

kleinere mittlere Konzentrationen scheinen die numerischen Fehler jedoch sehr stark ins Gewicht
zu fallen.

Fiir die in Abb. [13|dargestellten Geschwindigkeiten und Wellenzahlen bedeutet dies nun, dass
die Ergebnisse der zweiten Front fiir mittlere Konzentrationen ¢y < 0,3 mit Vorsicht zu genieflen
sind, wahrend die iibrigen Daten durch die Untersuchungen mit dem Kontinuierungsprogramm
bestétigt werden.

6.2. Erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung

Soll die Cahn-Hilliard-Gleichung mit dem aktiven Term aus GI. untersucht werden, so muss
in diesem Fall die mittlere Konzentration sowohl iiber negative als auch iiber positive Werte
variiert werden, weil diese Gleichung nicht invariant unter Vorzeichenvertauschung von c ist.
Wie in dem im vorangehenden Abschnitt behandelten Fall A = 0 wird |cp| < 0,5 gewéhlt. Der
Parameter A wird iiber negative Werte variiert. Dann braucht die Differentialgleichung nicht fiir
positive Werte von A\ untersucht zu werden, weil dann die Resultate dieselben wéaren, nur dass
sich in ihrer Abhéngigkeit von der mittleren Konzentration das Vorzeichen von ¢y &ndert.

Wie in Abschnitt [3| und Abschnitt |4] erwdhnt, stimmen die linearisierten Formen der erweiter-
ten und der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung iiberein, weswegen fiir beide Modelle die
theoretisch vorausgesagten Ergebnisse fiir v und k der Front, die in den homogenen Zustand
propagiert, dieselben sind. Das heif3t, dass der aktive Term keinen Einfluss auf die Ausbreitungs-
geschwindigkeit der ersten Front hat. Was die Wellenzahl betrifft, so sollte auch diese k*(cp)
entsprechen, sofern nicht wie bei den in Abschnitt dargestellten Ergebnissen der Untersuchung
zur vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung instantane Periodenvergroflerung auftritt.

Die numerischen Untersuchungen bestitigen in allen Féllen die sich rechnerisch ergebenden
Geschwindigkeit fiir die erste Front. Es kdnnen demnach auch hier keine ,, geschobenen“ Fronten
ausgemacht werden. Die Wellenzahlen der Muster, die sie hinterlassen, werden im Intervall
—0,4 < co £ 0,45 bestétigt. Allerdings werden wieder wie in Abschnitt fiir betragsméfig
grofle cg keine zwei getrennten Fronten beobachtet und die Wellenzahl der einzigen, aus den
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6. Resultate

Abbildung 16: Der Vergleich von (a) und (b) soll zeigen, dass die Amplitude des Musters der
ersten Front deutlich abnimmt, wenn |\| grofler wird. Dies stimmt qualitativ
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mit den Ergebnissen aus Abschnitt [3.4] iiberein.

Die Abbildungen (c) und (d) zeigen, dass im Falle unterschiedlicher Vorzeichen
von A und cq die zweite Front ausgebremst wird und im Falle gleicher Vorzeichen
effektiv eine einzige Front beobachtet wird, d.h. die zweite Front bewegt sich

hier genauso schnell wie die erste.




6.2. Erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung

Eigenschaften der zweiten Front
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Abbildung 17: (a) Hier sind die numerisch ermittelten Geschwindigkeiten der Coarsening-Front

in Abhéngigkeit von ¢g fiir verschiedene A\ aufgetragen. Die Datenpunkte sind

nur der Ubersicht wegen durch Linien verbunden.

(b) In dieser Abbildung sind die Ergebnisse der Wellenzahlen des Musters, dass
k*(co)

2

uber der mittleren Konzentra-

die zweite Front hinterldsst, normiert auf

tion fiir verschiedene A zu sehen.
In beiden Abbildungen ergeben sich die eingezeichneten Fehlerbalken aus den-
selben Fehlerabschéitzungen, wie sie in Abschnitt gemacht wurden.

k*(co)

A dabei zu diskutieren, werden zwei grundsatzlich zu unterscheidende Félle betrachtet.

Im ersten Fall ist die mittlere Konzentration positiv, sodass ¢y und A unterschiedliche Vorzeichen
haben. Qualitativ sorgt der aktive Term bei kleiner werdendem A fiir eine Abnahme der Amplitude
des Musters hinter der ersten Front, wovon sich durch den Vergleich der Abbildungen und
iiberzeugt werden kann. Zudem vergroflert sich die rdumliche Krimmung der Konzentrati-
onsverteilung c(z,t) an den Minimalstellen mit grofer werdendem |A|, d.h. die Minima werden
,,spitzer‘ (siehe zweite Front in Abb. (c)) Zusatzlich wird die zweite Front mit abnehmendem
A bei hohen mittleren Konzentrationen verlangsamt. Dies hat zur Folge, dass ab A < —1 auch
bei cg = 0,5 zwei getrennte Fronten beobachtet werden kénnen und die Wellenzahl des Musters
der ersten dieser beiden Fronten mit &*(0,5) iibereinstimmt (vgl. Abb. [16t).

Im zweiten Fall ist die mittlere Konzentration negativ. Hier erreicht die Coarsening-Front bei
niedrigen ¢y die Geschwindigkeit v*(cp) der ersten Front. Bei ¢g = —0,5 werden grundsétzlich
keine zwei Fronten beobachtet (vgl. Abb.[16d), und fiir ¢g = —0,45 ist es ab A < —0,5 auch
nicht mehr moglich.

Das Problem der Wellenzahl des Musters der ersten Front iibertriagt sich folglich auf die Fra-
ge nach der Geschwindigkeit der zweiten Front. Die numerischen Ergebnisse hierfiir sind in
Abb. dargestellt. Die Geschwindigkeit der zweiten Front ist in Abhéngigkeit der mittleren
Konzentration fiir verschiedene A aufgetragen. Der Abbildung ist zu entnehmen, dass fiir be-
tragsméflig grofler werdende A die Geschwindigkeiten zunehmend asymmetrisch werden beziiglich
Vorzeichenvertauschung von c¢g. Wahrend die Geschwindigkeiten mit fallendem A fiir negative

Simulationen erhaltenen Front liegt bei . Um dies zu préazisieren und um den Einfluss von

4Wire X positiv, wiirden dies an den Maximalstellen beobachtet werden.
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6. Resultate
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Abbildung 18: Open sind die relativen Abweichungen der Lo-Normen der Konzentrationsvertei-
lungen aus den Zeitsimulationen von denjenigen aus dem Kontinuierungsverfah-
ren zu sehen. Die relative Abweichung wird wie in GL. und die Lo-Norm
wie in Gl berechnet. Der Vergleich geschieht sowohl fiir die erste als
auch fiir die zweite Front.

Unten ist derselbe Vergleich anhand der Minimal- und Maximalwerte der Kon-
zentrationsverteilungen dargestellt.
Man beachte die unterschiedliche Skalierung der y-Achsen!

co steigen, sinken sie fir positive ¢y ab. Nach den Datenpunkten in der Abbildung entspricht
die Geschwindigkeit fiir A = —2 und A = —4 auf weiten Teilen der negativen cg-Halbachse in
etwa derjenigen der ersten Front, v*(cg). Teilweise liegt sie sogar dartiber. Fiir ¢y > —0, 4 werden
jedoch stets zwei rdumlich klar voneinander getrennte Fronten beobachtet. Die Coarsening-Front
befindet sich dann eindeutig hinter der ersten Front, sodass hier nicht von einer ,,Kopplung“ beider
Fronten gesprochen werden kann. Wie in Abb. dargestellt, ergeben die Simulationen zwei klar
unterscheidbare Fronten. Es ist anzunehmen, dass die ermittelten Ausbreitungsgeschwindigkeit
der zweiten Fronten aufgrund von numerischen Fehlern zu grofl sind. Ein Beleg hierfiir ist die
starke Schwankung der Werte, die beispielsweise in Abb. am Datenpunkt bei c¢g = —0, 15
und A = —2 deutlich wird und einen diskontinuierlichen Verlauf von v iiber ¢y suggeriert.

Die Wellenzahlen der Konzentrationsverldufe hinter der zweiten Front sind in Abb. [I7b, normiert

k*(co)
2

Teilen der co-Achse der Hélfte der sich aus der linearen Naherung ergebenden Wellenzahl k*(cp).
Das bedeutet, dass auch hier die Coarsening-Front fiir eine Verdopplung der Periodenldnge des
Entmischungsmusters sorgt. Der Darstellung in Abb. ist zu entnehmen, dass die Wellenzahlen

C())

fiir fallende A zu grofleren cg hin verschiebt. Wie auch bei den Geschwindigkeiten sind diese
Werte jedoch mit Vorsicht zu genieflen. Oftmals sind die Konzentrationsverteilungen aus den
Simulationen hinter der ersten Front sehr unregelméflig, wie exemplarisch in den Abbildungen
und zu sehen. Dadurch sind die Muster nicht mehr periodisch, obwohl dies eigentlich

, gegen ¢q aufgetragen. Die Wellenzahlen der zweiten Front entsprechen auf weiten

auf

auf einem gewissen Intervall von nach oben abweichen, und dass sich dieses Intervall
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6.2. Erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung

Voraussetzung fiir die Bestimmung der Wellenzahl dieser Losungen wére.

Ein etwas préziserer Ansatz zur Diskussion der Ergebnisse erfolgt wieder durch den Vergleich der
Losungen aus den Zeitsimulationen mit denen des Kontinuierungsverfahrens. Die Vorgehensweise
ist dabei genau wie in Abschnitt In Abb.[18]sind exemplarisch die Vergleiche fiir einige A
dargestellt. Der Vergleich der Lao-Normen zeigt, dass die Muster der ersten Front fiir betragsméfig
kleine c¢g im Allgemeinen besser mit den Losungen des Kontinuierungsprogramms {ibereinstimmen
als diejenigen der zweiten Front. Befindet sich ¢y jedoch am Rand des untersuchten Intervalls
fiir die mittlere Konzentration, so verhélt es sich umgekehrt. Des Weiteren steigen die relativen
Abweichungen der Minimalwerte fiir positive ¢y stark an. Dies ist darin zu begriinden, dass der
Konzentrationsverlauf an den Minimalstellen stark gekriimmt ist und es folglich schwer wird,
die Funktion ¢(x,t) aufgrund der Ortsdiskretisierung an ihren rdumlichen Extrema ausreichend
gut aufzulésen. Fir negative ¢y tritt dieses Problem entsprechend an den Maximalstellen auf,
weswegen die relativen Abweichungen der Maximalwerte hier gréfler sind als fiir positive cg. Der
Effekt ist hier jedoch nicht so stark, weil der aktive Term, wie bereits erwédhnt, insbesondere fir
ein ,,Zuspitzen“ der Minima des Wellenmusters sorgt.

Der Vergleich mit dem Kontinuierungsverfahren bestatigt hier insbesondere die numerisch
ermittelten Geschwindigkeiten und Wellenzahlen der ersten Front. Auf dem betrachteten Intervall
der mittleren Konzentration verhalten sich auch in der erweiterten Cahn-Hilliard-Gleichung
die in rdumlich homogene Zustidnde einfallende Fronten genau so, wie es durch die lineare
Stabilitatsanalyse vorher gesagt wurde. Der aktive Term erzeugt keine geschobenen Fronten.
Aus dem Vergleich kann jedoch auch geschlossen werden, dass die verwendeten numerische
Methoden nicht ausreichen, um prézise Aussagen iiber die Dynamik der zweiten Front fiir
beliebige Werte von ¢y zu machen. Fiir betragsméflig grofie ¢y bleibt der verwendete Code stabil
und die Simulationen zeigen, dass das System ein periodisches Wellenmuster bildet. Ist der Betrag
der mittleren Konzentration klein, d.h. in etwa |¢o| < 0, 3, so sind die erhaltenen Muster oft sehr
unregelméBig.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

7. Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Untersuchung der Ausbreitung von Entmischungsfronten und den sich
dabei bildenden, periodischen Mustern in der eindimensionalen, vereinfachten Cahn-Hilliard-
Gleichung und einer um einen aktiven Term erweiterten Form.

Zunéchst wurden zeitlich konstante Losungen der Cahn-Hilliard-Gleichung diskutiert. Im Lang-
zeitverhalten pendelt die Konzentration zwischen zwei Gleichgewichtswerten. Im Falle der ver-
einfachten Cahn-Hilliard-Gleichung lassen sich diese trivial bestimmen. Durch den Einbau des
aktiven Terms verschieben sich jedoch die Gleichgewichtswerte. Diese Verschiebung wurde mit-
tels einer Formulierung eines mechanischen Analogons fiir das stationdre Problem und einer
nichtlinearen Substitution der sich dabei ergebenden Differentialgleichungen berechnet.

Nach erfolgter Auseinandersetzung mit den zeitlich konstanten Lésungen wurde die Dynamik
in linearer Naherung betrachtet und speziell fiir die vereinfachte sowie fiir die erweiterte Cahn-
Hilliard-Gleichung die Herleitung eines Ausdrucks fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit und die
Wellenzahl einer Entmischungsfront im Grenzfall grofler Zeiten nachvollzogen. Mit dem Ziel,
die Stabilitét einer Front zu diskutieren, wurde die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit von der
rdumlichen exponentiellen Abfallrate der Front in linearer Naherung bestimmt und numerisch
bestétigt. Eine vollstdndige Diskussion der Stabilitdt involviert die Betrachtung nichtlinearen
Wachstums, was in dieser Arbeit komplett aufler Acht gelassen wurde und deswegen noch fiir
zukiinftige Arbeiten offenbliebe.

Die numerischen Untersuchungen bestatigen die theoretisch vorausgesagten Geschwindigkeiten aus
der linearen Naherung. Demnach existieren sowohl in der vereinfachten als auch in der erweiterten
Cahn-Hilliard-Gleichung ausschliefilich gezogene Fronten. Die Wellenzahlen der Konzentrations-
verteilungen der ersten Fronten lieflen sich fiir betragsméfig kleine mittlere Konzentrationen
bestétigen. Befindet sich die mittlere Konzentration am Rande des spinodalen Bereichs, so breiten
sich die zweiten Fronten mit derselben Geschwindigkeit aus wie die ersten und sorgen dabei in
unmittelbarer Néhe hinter der ersten Front fiir eine instantane Verdopplung der Periodenlénge.
In den Féllen betragsméflig kleiner mittlerer Konzentrationen wurden stets Fronten beobachtet,
die in inhomogene Konzentrationsverteilungen einfallen und die charakteristische Léngenskala
der Muster vergroflerten.

Bei der Modellierung der erweiterten Cahn-Hilliard-Gleichung wurden qualitativ verdnderte
Entmischungsmuster beobachtet. Die Simulationen haben dariiber hinaus ergeben, dass die
Konzentrationsbereiche, in denen periodenldngenverdoppelnde Coarsening-Fronten existieren,
durch den symmetriebrechenden, aktiven Term in die entgegengesetzte Richtung verschoben
werden wie die Gleichgewichtswerte.

Im Allgemeinen erwies sich die Modellierung der zweiten Fronten als sehr schwierig, weil die
Zeitsimulation aufgrund der zu untersuchenden Frontpropagation in instabile, rdumlich inhomo-
gene Zustidnde sehr stark durch numerische Fehler beeinflusst wurde. Auf Basis dessen kann eine
genauere Untersuchung der zweiten Fronten, zum Beispiel durch Praparation eines inhomogenen
Anfangszustands, noch Gegenstand zahlreicher Untersuchungen von Entmischungsfronten in
der Cahn-Hilliard-Gleichung sein. Ferner besteht noch die Moglichkeit, den Diskretisierungsfeh-
ler abzuschétzen, indem die Dispersionsrelation der in der numerischen Methode verwendeten
Differenzengleichung hinsichtlich der Theorie der Frontpropagation untersucht wird.
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A. Anhang

A.1. Anwendung der Cardanoischen Formeln zur Bestimmung der
Gleichgewichtslosungen

In Abschnitt [3.3| muss eine kubische Gleichung der Form

A —c—pu=0 (A.1)

mit |p| < % gelost werden. Fiir diesen Zweck sind die Cardanoischen Formeln niitzlich, die

beispielsweise in [19] nachgelesen werden kénnen. Zur Losung von Gl (A.1) wird ¢ = y1 + y2
substituiert. Die dann erhaltene Gleichung wird wie folgt notiert:

Y+ s — u+ (3yaye — 1) (y1 +y2) = 0. (A.2)

Daraus wird geschlussfolgert:

1
yi+ys=p und yiye = 3 (A.3)

Nach dem Satz von Vieta sind y§ und y3 demnach Losungen der quadratischen Gleichung

1

(z—y?)(z—y%)zzQ—uz—i—E:O. (A.4)
Das bedeutet:
2
p Iz 1
2172 = yi2 = 5 + Z - 277 . (A5)

Der Ausdruck unter der Wurzel ist sicher negativ, weil laut Annahme |u| < % gilt. Zunéchst

wird eine der beiden Losungen z1 2 der quadratischen Gleichung 1) in der komplexen Polar-
darstellung notiert:

1 2 1 .
2 = g + Z\/27f'lj1 = ﬁem mit « = arccos <3\2/§u> . (A~6)

Die andere Losung zo ist offensichtlich das komplex Konjugierte von z; und demnach gilt
29 = ﬁe_w‘. Beim Ziehen der dritten Wurzel zur Berechnung von y; = /21 und yo = /29
miissen die drei komplexen Einheitswurzeln beriicksichtigt werden. Damit ergeben sich fiir y;

und ys jeweils drei Losungen:

1 itatiZnk, 1
y1=—F=
V3

e'39Ts und y = —e
Von den neun Kombinationsmdéglichkeiten der Losungen fiir y1 und g9 erfiillen jedoch nicht alle

.1 .2

—izatisTh. it k1o =0,1,2. AT

73 1,2 (A7)
die Bedingung in GI. 1 , rechts. Die giiltigen Losungen kénnen dadurch herausgefiltert werden:

1
3
Dadurch sind nur noch die Kombinationsmoglichkeiten (ki, k2) € {(0,0),(2,1), (1,2)} zugelassen.

Wird ¢ = y; +y2 unter Bertiicksichtigung diesen Kombinationsmoglichkeiten berechnet, so ergeben
sich die Losungen, die in Abschnitt in Gl. (3.14) stehen.

1.
= Y1 k1 Y2,ko = ge%“(kﬁk?) = ki +k €{0,3,6,..}. (A.8)
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A. Anhang

A.2. Bisektionsverfahren

Die Problemstellung sei folgende: Gegeben sei eine reelle Funktion f(x), die auf einem Intervall
[ao, bo] nur eine Nullstelle hat. Es gilt sign(f(a)) # sign(f(b)), wobei sign(~) die Signumsfunktion
ist. Sei ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit f(a) > 0 und f(b) < 0. Im umgekehrten Fall
miissen in den folgenden Gleichung dann einfach die Ordnungsrelationen vertauscht werden. Die
Approximation der Nullstelle erfolgt durch iterative Halbierung des Intervalls [27]:

, (A.9)

0 ] = {[mn,bn] falls f(my) > 0
[an,my] falls f(my) <0

an + by,

ao

by —
wobei m,, = ist. Nach n Iterationen betrigt der Fehler der Nullstelle OT

A.3. Koeffizienten der Runge-Kutta-4-5-Fehlberg-Methode und Finite Differenzen
Zur numerischen Integration einer Differentialgleichung der Form:
oe = f(t, ¢, 0zpC, Ogac, ...) (A.10)

werden Ort und Zeit diskretisiert. Die Zerlegung der x-Achse ist dquidistant, d.h. z; = jAx
mit 7 =0,..., N — 1, wahrend aufgrund der adaptiven Zeitschrittweitenregulierung At variiert
und deswegen mit dem Zeitindex i versehen werden muss. Die Funktion c¢(z,t) wird dann
durch N Punkte c(zj,t;) = ¢;j(t;) approximiert. Die rdumlichen Ableitungen werden durch finite
Differenzen gendhert. In der Cahn-Hilliard-Gleichung

O = ~OraaaC — Ouu + O () (A.11)

werden die zweite und vierte rdumliche Ableitung einer Funktion bendtigt, fiir die Randbedin-
gungen die erste und die dritte:

_ G (ti) = ¢j—1(ts)

Ozc(zj,t;) ~ N ; (A.12a)
Dol ts) ~ AT Cg;?” — 265(t) (A.12b)
Ouaac(@j 1)) ~ 2 () o5 ‘2<ti)2_ Azﬁfﬂ‘“(“) — cj=1(ti)] : (A.12¢)
Oy, 1) cjva(ti) +cja(t;) — 4 (ci;l(ti) +cj1(ti)) + 6¢;(t;) ‘ (A124)

Damit kann die Funktion f in Gl. (A.10) zum Zeitpunkt ¢; und am Ort z; wie folgt approximiert
werden:

tiscle ), Ductag ), ) = § (tseyte), PGy e, (A
(2

wobei die Schreibweise {c;}(t;) einen Vektor aus den Datenpunkten ¢; an allen Orten zur Zeit
t; bezeichnen soll und das zweite Argument j von f kennzeichnet, dass die aus diesem Vektor
berechneten rdumlichen Ableitungen von ¢ am Ort z; zu nehmen sind. Zur Beriicksichtigung
der Randbedingungen miissen an jedem Rand zwei zusatzliche Punkte in diesen Vektor mit
einbezogen werden, sodass das Verschwinden der ersten und dritten Ableitung (siehe Gl. (2.11))
an den Punkten j =0 und j = N — 1 durch

Cl(tz‘) = C_1(ti) s Cg(ti) = C_Q(tz‘) N CN,Q(ti) = CN(ti) ) CNfg(ti) = CN+1(ti) . (A.14)



A.3. Koeftizienten der Runge-Kutta-4-5-Fehlberg-Methode und Finite Differenzen

Tabelle 1: Die Koeffizienten S,,;.

m || =1 [ i=2 | 1=3 | 1=4 1=5
2 1/4
3 3/32 9/32
4 || 1932/2197 | —7200/2197 | 7296/2197
5 || 439/216 -8 3680/513 | —845/4104
6| —8/27 2 —3544/2565 | 1859/4104 | —11/40

gewihrleistet werden kann.

Die Zeitentwicklung ist etwas aufwendiger und benétigt eine Vielzahl von Koeffizienten, die
allesamt [23, 24] entnommen sind. Da die Funktion f und in der Cahn-Hilliard-Gleichung
und damit f nicht explizit von ¢ abhéngen, reduziert sich die Gesamtzahl an bendtigten
Koeffizienten zur Beschreibung des Verfahrens zunéchst ein wenig. Die Runge-Kutta-Methode
ist ein Einschrittverfahren: An jedem Gitterpunkt auf dem Ortsgitter wird die Funktion ¢ im
néchsten Zeitschritt durch ihren Wert im aktuellen Zeitschritt wie folgt berechnet:

6
¢j(tiv1) = cj(ti) + Aty > ek j(t), (A.15)
m=1

wobei

m—1

km.j(ti) = f (J', {ej}(t) + At Y 5ml{kl,j}(ti)> (A.16)
=1

und {k;;}(;) ein Vektor mit j = —2,..., N + 1 und festem [ ist. Die Koeflizienten cgb) und B,

sind in den Tabellen [1] und [2| zu finden. Die Beriicksichtigung der Randbedingungen nach GI.

(A.14)) erfolgt, bevor fiir ein festes m alle ky, ; mit j = —2,..., N 4 1 berechnet werden.

Fiir die Zeitschrittweitenregulierung wird ein

J
mit 6
Eij = Ati Z [Cg;:)) — 67(7%)} km,j(tz’) (A.18)
m=1

berechnet, wobei die Koeffizienten c%) ebenfalls in Tabelle |2| zu finden sind. Dies stellt eine
Fehlerabschatzung dar, indem der Unterschied zweier verschieden genauer Runge-Kutta-Methoden

(4 und 5) ermittelt wird. Ist die GroBe ¢; kleiner als ein Toleranzwert g9 = 10710, so wird der
Zeitentwicklungsschritt nach Gleichung (A.15)) ausgefiihrt und die neue Zeitschrittweite durch

£0) 025
Atiy1 =5 () At; (A.19)
i
berechnet, wobei s = 0,85 ein Faktor ist, der zur Vermeidung von Instabilitdten beitragen soll.
Uberschreitet &; den Toleranzwert, so wird der Zeitentwicklungsschritt noch nicht ausgefiihrt
und die Zeitschrittweite durch 09

Atiyr = s (50) At (A.20)

€q

verkleinert.
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A. Anhang

Tabelle 2: Die Koeffizienten cﬁf) mit R =4,5.

R R R R R R
I L N I
4 1| 25/216 0 1408/2565 2197/4104 -1/5

5| 16/135 | 0 | 6656/12825 | 28561/56430 | —9/50 | 2/55

A.4. Dispersionsrelation der Differenzengleichung

Aufgrund der Diskretisierung von Ort und Zeit im numerischen Verfahren ergibt sich bei der
Linearisierung der vereinfachten Cahn-Hilliard-Gleichung (Gl. (1.1)) eine verdnderte Dispersi-
onsrelation w(k) (vgl. Gl (4.8)) [12]. Diese soll beispielhaft fiir die Verwendung der expliziten

Euler-Methode als Zeitschrittverfahren berechnet werden. Die zeitliche Ableitung von ¢ am Ort

(t+ At) —ci(t
xj = jAx zur Zeit ¢t wird dann durch den Differenzenquotienten ¢t + At = ¢(t)

approximiert.

Die um die rdumlich homogene Losung ¢y linearisierte, diskrete Cahn-Hilliard-Gleichung lautet
analog zu GI. |D Orc = 04z ((1 — 3c3)c — Dyzc). Mit den Formeln fiir die finiten Differenzen aus

den Gleichungen (A.12d) und (A.12b) gilt dann:

¢t + A1) —c;j(t) _ cjpalts) +cj—a(ts) — 4lejv1(ti) + ¢j—1(t:)] + 6¢;(t)
At N Azt
Gt +eia(ti) — 2¢5(t:)
Az? '

(A.21)

Hierbei ist @ = 1 — 3c2. In diese Gleichung wird wieder ein exponentieller Ansatz eingesetzt:
cj(t) = ¢i(kiAz—wt) Dann ergibt sich die neue Dispersionsrelation der Differenzengleichung wp
Zu:

: 4 2
wp(k) = é In [1 — At l(Alac (eik%Ax - e‘ik%AI>> +a (Alx (eik%AI — e’ik%A”>) H .

(A.22)

Falls eine Fehlerabschatzung der numerisch bestimmten Geschwindigkeiten und Wellenzahlen

vorgenommen werden soll, so kénnen auf diese Dispersionsrelation die Gleichungen angewen-

det werden. Falls wie im Falle dieser Arbeit die Runge-Kutta-4-5-Methode zur Zeit-Entwicklung

benutzt wurde, so sollte sich, da diese Methode im Allgemeinen genauer ist als das explizite

Euler-Verfahren, eine Abschétzung der Fehler nach oben ergeben.

A.5. Technik: Numerische Integration

Gegeben sei die formale Definition eines zu berechnenden Integrals

b

/ I(2)dz, (A.23)

a

wobei die Funktion I nur in Form von N diskreten Datenpunkten an dquidistanten Stellen

vorliegt:
b—a

N-1 "~

I =1(zj) =1(a+jAz) mit Azx= j=0,.,N—1.
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Die Verwendung des Simpson-Verfahrens [27] stellt einen Kompromiss aus geringem Aufwand
und relativ hoher Genauigkeit zur Approximation des Integrals in Gl. (A.23)) dar:

bI s Aw Io+In— 1+4Z] 13 I—|—2Zj 24 Ij> falls N ungerade
/ (z)dw ~ 5 = Aw Io+Iny_1+ 511 +5IN_ 2—}—62 73]) falls N gerade '
(A.24)
Im Falle der Berechnung der Lo-Norm aus GI. 1-) muss lediglich I = ¢2, also I; = c], mtegrlert
werden. Zur Berechnung der Grofle F aus Gl. muss das Lyapunov—Funktlonal aus Gl. (
berechnet werden. Hier lautet der Integrand:

2 1

=5 _<
1 2+ (ac)

Mit den konkreten Datenpunkten wird geschrieben:

¢1—Co A
A2 Az 7 =0
]:i_i_i_, CN—1—CN-—2 - N—1.
R I
T, sonst
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