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1 Einleitung

Kontinuierliche Modelle aktiver Medien werden héufig verwendet, um kollektive
Bewegung zu modellieren. Diese tritt auf, wenn grofle Gruppen interagierender
Einzelteile sich kollektiv auf einer deutlich grofleren Skala als ihrer eigenen Grofle
bewegen. Solches Verhalten tritt sowohl in der Natur als auch in kiinstlichen Sys-
temen auf. Einige Beispiele aus biologischen Systemen sind Schafherden, Fisch-
und Vogelschwérme [I] oder auch Bakterien- und Zellkolonien [2, 3, [4]. In Abb.
sind mit einer Schafherde und einem Fischschwarm zwei der Beispiele abgebildet.
Beispiele fiir Systeme mit kiinstlichem Antrieb sind geschiittelte polare Korner [5],
selbst angetriebene Tropfen [6] oder Rollkolloide [7].

Das aktive Modell, welches hier untersucht wird, beschreibt unter anderem lo-
kalisierte Strukturen. Dabei handelt es sich um lokale rdumliche Anordnungen
im betrachteten Medium, welche sich vom restlichen Bereich abheben und tiber
einen gewissen Zeitraum bestehen bleiben. In einigen Zusammenhdngen werden
diese Strukturen auch Solitonen genannt. Beispiele sind etwa Strukturen in ma-
gnetischen Fluiden [8] (siche Abb. [I.2[(a)) und beim Kristallwachstum [9]. Auch
ausgedehnte Muster wie Fell- bzw. Hautzeichnungen von Tieren [10], Vegetations-
muster [I1] sowie von Wind und Wasser verursachte Ablagerungen im Sand [12]
werden von aktiven Modellen beschrieben. In Abb. [L.2(b) ist dazu ein Beispiel
abgebildet.

Eines der zur Beschreibung von lokalisierten Strukturen nutzbaren aktiven Mo-
delle ist das aktive Allen-Cahn-Modell. Dieses entsteht aus dem passiven Allen-
Cahn-Modell durch das Hinzufiigen einer weiteren Gleichung fiir den aktiven An-
trieb. Das passive Modell beruht auf der Allen-Cahn-Gleichung, welche eine wich-
tige Modellgleichung der nichtlinearen Physik darstellt und von Allen und Cahn
eingefithrt wurde [13]. Mit dieser Gleichung kann beispielsweise die Dynamik ei-
ner Magnetisierung beschrieben werden [I4]. Dabei wird fiir die zu beschreibende
GroBe ein Ordnungsparameterfeld ¢(z, t) definiert, dessen zeitliche Anderung unter
dem Einfluss verschiedener Parameter, wie zum Beispiel dem chemischen Potential
(t, betrachtet wird.

Eine Erweiterung des Modells um eine zweite Gleichung ermoglicht die Be-



2 1 FEinleitung

Abbildung 1.1: Dargestellt sind Beispiele fiir kollektive Bewegung in der Natur. (a)
Eine Schafherde meidet den Schiferll] (b) Fische in einem Schwarm schwim-
men in geordneter Polarisatiorﬂ.

schreibung aktiver Materie [I5]. Dazu wird mit der Polarisation P ein weiteres
Ordnungsparameterfeld eingefiihrt, das fiir einen aktiven Antrieb sorgt [16]. Dem
Feld ¢ wird durch Kopplung der beiden Felder eine Richtung und eine Stérke des
aktiven Antriebs zugeordnet. In [I7] wird auf einen Vergleich eines Ferromagneten
mit sich bewegenden Schwarmen zuriickgegriffen, um mit einer Gleichung zur Be-
schreibung einer Magnetisierung kollektive Bewegung beschreiben zu konnen. Wie
auch die Spins der Eisenatome in einem Ferromagneten orientieren sich die Indi-
viduen eines Schwarms an ihren nachsten Nachbarn. Anstelle von Spins tragen die
Individuen in diesem Zusammenhang allerdings Geschwindigkeiten, die laufend an
die Geschwindigkeiten der Nachbarn angepasst werden. Die Allen-Cahn-Gleichung
beschreibt dabei jedoch keine diskreten Individuen, sondern wie in der Fluiddyna-
mik ein Kontinuum.

Das aktive Allen-Cahn-Modell besitzt unterschiedliche lokalisierte Losungen,
welche danach unterschieden werden kénnen, ob sie sich fortbewegen oder nicht.
Die zeitlich konstanten lokalisierten Strukturen werden ruhende Zusténde genannt,
die sich fortbewegenden lokalisierten Strukturen bewegte Zustande. Das Auffin-
den der bewegten Zustinde sowie der Ubergang zwischen ruhenden und bewegten
Zustédnden sind fiir diese Arbeit von Interesse. Da es sich bei der Allen-Cahn-
Gleichung um eine nichtlineare Gleichung handelt, ist eine rein analytische Be-
trachtung des Modells nicht moglich. Stattdessen kommen numerische Methoden

zum Einsatz, wie die direkte Zeitsimulation und die Kontinuierung. Letztere wird

lentnommen aus [18]
2entnommen aus [19]



Abbildung 1.2: Abgebildet sind Beispiele fiir lokalisierte Strukturen und ausge-
dehnte Muster. (a) Durch das Anlegen eines Magnetfelds entstehen in einem
magnetischen Fluid neun Solitonerf] (b) Grasvegetation im ndrdlichen Ne-
gev (Israel) bildet aufgrund begrenzter Wasserversorgung zweidimensionale
lokalisierte Strukturen ausﬁ

verwendet, um ruhende und bewegte Zustinde durch den Parameterraum zu ver-
folgen.

Dazu werden in Kapitel [2] theoretische Voriiberlegungen getroffen, welche zum
Verstandnis der weiteren Kapitel benotigt werden. Anschliefend wird in Kapitel
zunachst das in dieser Arbeit betrachtete Modell eingefiihrt und die homogenen
stationdren Losungen hinsichtlich der linearen Stabilitdt untersucht. In Kapitel (]
werden die Ergebnisse der Kontinuierung mit dem Programm auto07p prasentiert.
Die gefundenen lokalisierten Zusténde des Modells werden schliellich in Kapitel
mit einer Zeitsimulation untersucht, um unter anderem die Geschwindigkeit der
bewegten Zustande zu bestimmen. AbschlieBend gibt Kapitel [6] eine Zusammen-

fassung und einen Ausblick.

3entnommen aus [§]
4entnommen aus [11]






2 Theorie

2.1 Nichtlinearitat

Eine nichtlineare Funktion f zeichnet sich dadurch aus, dass die Eigenschaft der

Proportionalitdt nicht erfiillt ist, es gilt also

flax +bx) # f(ax) + f(bx). (2.1)

Eine Verdopplung der Eingangsgrofle fithrt bei einer nichtlinearen Funktion daher
nicht zu einer Verdopplung der Ausgangsgrofie. Ein System aus n Differentialglei-

chungen
Tn = fulzy, .. p) (2.2)

ist dann linear, wenn die f,, linear in den x; sind. Eine Nichtlinearitit in einer Glei-
chung sorgt dafiir, dass die Gleichung analytisch schwer oder unmaoglich zu lésen
ist, da das Superpositionsprinzip nicht anwendbar ist und somit jede Gleichung
einen Einzelfall darstellt. In den néchsten Abschnitten werden daher erste Heran-

gehensweisen an ein nichtlineares Problem dargelegt und am Beispielproblem

L 3

t=x—=x (2.3)
erlautert.

2.1.1 Fixpunkte

Eine Moglichkeit eine nichtlineare Gleichung erster Ordnung & = f(z) zu untersu-
chen besteht darin, sie als iiberddmpftes mechanisches Problem zu diskutieren und

dazu ein Potential zu definieren, in dem sich ein mechanisches Teilchen bewegt.

Das Potential V(z) wird durch

dVv

flo) =5 (2.4)

bestimmt, das Minuszeichen ist hierbei eine Konvention aus der Mechanik. In der
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Abbildung 2.1: Im Beispielpotential aus Gleichung werden zwei Teilchen plat-
ziert, welche durch die schwarzen Punkte dargestellt werden. Wird Teilchen
1 minimal ausgelenkt, so bewegt es sich in einen der beiden benachbarten
Fixpunkte. Teilchen 2 hingegen verbleibt bei geringer Auslenkung im Fix-
punkt. Bei geniigend grofler Auslenkung kann Teilchen 2 in den instabilen
Fixpunkt iibergehen oder bei noch stéirkerer Auslenkung den néchsten Fix-
punkt anstreben.

Potentialdarstellung konnen Fixpunkte und ihre Stabilitéit schnell erkannt werden,
da sie den Extrema des mechanischen Potentials entsprechen. Liegt das Teilchen
auf einem der Extrempunkte, entfernt es sich ohne Auslenkung nicht von diesen
Punkten. Die Stabilitét eines solchen Punktes kann durch ein kleines Auslenken des
Teilchens untersucht werden. Kehrt es trotz Auslenkung in seine urspriingliche Po-
sition zuriick, ist der Fixpunkt stabil. Wird die Auslenkung immer gréfer und das
Teilchen kehrt nicht an die Ausgangsposition zuriick, ist der Fixpunkt instabil. In
der Potentialdarstellung werden instabile Fixpunkte durch Maxima reprasentiert,
stabile Fixpunkte dagegen durch Minima. Die Extrema des Potentials sind durch
die Nullstellen seiner Ableitung gegeben, welche wegen Gleichung gerade den
Nullstellen der urspriinglichen Funktion f(z) in Gleichung entsprechen.
Aus dem in Gleichung definierten System ergibt sich mit Gleichung



durch Integration das Potential
V(z) = 2%~ 5 (2.5)

welches in Abb. gegen x aufgetragen ist. Die beliebig zu wéhlende Integrations-
konstante wird dabei zu Null gewéhlt. Die Punkte in der Abbildung symbolisieren
Teilchen, welche im Potential platziert werden. Da Teilchen 1 bei einer kleinen
Auslenkung nach links oder nach rechts hinunterrutschen wiirde, beschreibt x = 0
einen instabilen Fixpunkt. Teilchen 2 wiirde bei einer kleinen Auslenkung in seine
urspriingliche Position zurtickkehren, befindet sich bei x = 1 also in einem stabilen

Fixpunkt.

2.1.2 Lineare Stabilitatsanalyse

Um die Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt zu quantifizieren, kann eine
lineare Stabilitatsanalyse durchgefithrt werden [20]. Diese geht von den aus der
Bedingung f(z) = 0 erhaltenen Fixpunkten z* aus und untersucht diese auf ihre
Stabilitat. Es sei

e(t) = x(t) — z” (2.6)

eine kleine Storung des Fixpunktes. Um zu untersuchen, ob die Storung wéchst
oder abféllt, wird die zeitliche Ableitung

£ = (i(x—x*) =z (2.7)

betrachtet. Da z* ein Fixpunkt ist und somit konstant, entspricht dies

e=f(x)= fle+z"). (2.8)

Diese nichtlineare Gleichung wird nun linearisiert. Eine Taylorentwicklung um den

Fixpunkt ergibt

fle+a%) =f(@") + fa")(z —2") + O() (2.92)
—f(") +ef/(27) + O(2). (2.9b)

Da x* ein Fixpunkt ist, gilt f(z*) = 0. Unter der Voraussetzung, dass f'(z*) # 0

und ¢ hinreichend klein ist, konnen die Terme quadratischer und héherer Ordnung
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O(g?) vernachlissigt werden, sodass sich schlieBlich
¢ =ef'(a") (2.10)

ergibt. Diese lineare Gleichung beschreibt nun die Anderungsrate der Storung. Ist
f'(z*) > 0, wichst die Storung exponentiell, ist f'(z*) < 0, schrumpft sie. Aus
Gleichung wird deutlich, dass die Steigung f'(x*) dabei das MafB fiir die
Wachstums- bzw. Zerfallsrate ist. Deshalb kann mit dieser Grofle die Stabilitéat des
Fixpunktes quantifiziert werden. Ist die Storung zu grof, wird die lineare Analyse
ungenau oder sogar inkorrekt. Dies kann mit Abb. erklart werden. Wird der
Fixpunkt bei x = 1 einer Storung ausgesetzt, die iiber x = 0 hinausgeht, bewegt
sich das System zum Fixpunkt bei x = —1 und x* = 1 erscheint instabil.

Mit dem zuvor definierten Beispielsystem ergeben sich aus

f2)=0=2—2° (2.11)
zunachst die Fixpunkte
r1 =0und 293 = £1. (2.12)
Mit der Ableitung
fl(x) =1— 32" (2.13)

wird die Stabilitdt der Fixpunkte bestimmt. Dabei werden die Werte
f(xy) =1 und f'(x9) = f'(23) = -2 (2.14)

erhalten. Der Fixpunkt x; ist somit instabil, die beiden anderen Fixpunkte sind
stabil. Dieses Ergebnis deckt sich mit der Betrachtung des Potentials in Abb.

2.1.3 Bifurkationen

Komplexe Systeme besitzen oft Parameterabhéngigkeiten. Durch variierende Pa-
rameter kann sich das Verhalten des Systems qualitativ verandern. Beispielsweise
konnen Fixpunkte ihre Stabilitdt wechseln, entstehen oder verschwinden. Eine sol-
che qualitative Anderung wird Bifurkation genannt. Die Orte im Parameterraum,
an denen eine Anderung auftritt, sind die Bifurkationspunkte. Wird der Para-
meterraum der entsprechenden Losungen in einem Diagramm aufgetragen, wird

dieses Bifurkationsdiagramm genannt. Dabei werden stabile Losungen héufig als
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Abbildung 2.2: Dargestellt ist das Bifurkationsdiagramm zu Gleichung . Auf
der horizontalen Achse ist der Parameter r aufgetragen, auf der vertika-
len Achse Re(x). Die Losungséaste entsprechen den Fixpunkten aus Glei-
chung . Die stabilen Losungen sind als durchgezogene Linien darge-
stellt, die instabilen als gestrichelte. Fiir r < 0 werden die Fixpunkte x5
und z3 imaginér, weshalb erst im Bifurkationspunkt bei » = 0 die beiden
instabilen Losungséaste abzweigen. Diese Art der Bifurkation wird Pitchfork-
Bifurkation genannt.

durchgezogene Linie dargestellt, instabile Losungen hingegen gestrichelt.

Pitchfork-Bifurkation

Das bisherige Beispielsystem wird zur Demonstration eines Bifurkationspunktes
leicht abgedndert. Der lineare Term aus Gleichung (2.3)) erhilt dazu einen zusétz-
lichen Parameter r, welcher sowohl positiv als auch negativ sein kann. Das System

lautet somit
i=rr—a°, (2.15)

sodass sich die Fixpunkte zu
1 =0und 293 = £/ (2.16)
andern. Die Ableitung aus Gleichung (2.13]) dndert sich zu

f'(x)=r—3a%, (2.17)
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sodass ihre Auswertung

f'(z1) =rund f'(z2) = f'(x3) = —2r (2.18)

ergibt. Damit ist die Stabilitat der Fixpunkte vom Parameter r abhédngig. Die Fix-
punkte werden nun gegen r in einem Bifurkationsdiagramm aufgetragen (Abb. .
Die Linien der einzelnen Fixpunkte werden dabei als Losungsast bezeichnet, die
Punkte, an denen solche Aste aufeinandertreffen, sind die Bifurkationspunkte. In
einem Bifurkationsdiagramm werden stabile Losungsaste meist durch durchgezo-
gene Linien symbolisiert, instabile Losungsaste durch gestrichelte. Die in Abb.
dargestellte Bifurkation wird Pitchfork-Bifurkation genannt, Gleichung ist

die dazugehorige Normalform.

Hopf-Bifurkation

Eine weitere wichtige Bifurkation ist die Hopf-Bifurkation, welche die Anderung
der Stabilitat eines Fixpunktes beschreibt [20]. Diese tritt nur in mindestens zweidi-
mensionalen Systemen auf. Bei der Linearisierung eines zweidimensionalen Systems
zur Untersuchung der Stabilitdt wird statt einer einzelnen Ableitung eine zweidi-
mensionale Jacobi-Matrix erhalten, deren Eigenwerte \;, \s fiir die Stabilitéit eines
Fixpunkts ausschlaggebend sind. Nur wenn fiir beide Eigenwerte Re(\) < 0 gilt, ist
der Fixpunkt stabil. Kreuzen die Eigenwerte die imaginédre Achse, wird der Realteil
positiv und fithrt zu einer Anderung der Stabilitat. Da die Eigenwerte aus einer
quadratischen Gleichung mit reellen Koeffizienten erhalten werden, gibt es fiir die
Eigenwerte eines stabilen Fixpunkts zwei mogliche Muster. Entweder sind beide
rein reell und negativ oder sie sind komplex konjugiert zueinander. Ist ersteres
der Fall, iberqueren sie die imaginare Achse nacheinander. Dies fiihrt beispiels-
weise zu einer zweidimensionalen Entsprechung der zuvor diskutierten Pitchfork-
Bifurkation. Bei komplex konjugierten Eigenwerten kreuzen beide die imaginére
Achse gleichzeitig. Dieser Prozess ist charakteristisch fiir eine Hopf-Bifurkation.
Ein System erreiche seinen Fixpunkt iiber eine exponentiell gedampfte Oszillation
mit einer Zerfallsrate, welche vom Parameter r abhéngt. Diese Zerfallsrate kann
unter Variation von r immer kleiner werden und schliellich an einem kritischen
Wert r. in eine Wachstumsrate tibergehen, wodurch der Fixpunkt seine Stabilitat
verliert. Geht der frithere Fixpunkt dann in einen sinusoidalen Grenzzyklus iiber,

hat das System eine superkritische Hopf-Bifurkation durchlaufen. Die Normalform



11

einer Hopf-Bifurkation ist in Polarkoordinaten durch

n=rn—n (2.19a)
0 =w+ b’ (2.19b)

gegeben. Der Parameter r ist wie schon in Gleichung (22.15)) fir die Stabilitat des
Fixpunkts bei n = 0 verantwortlich. Um die Eigenwerte zu untersuchen, wird
das System in kartesische Koordinaten x = ncosf und y = nsin@ transformiert,

wodurch

& =rz —wy+ O(z%,y?) (2.20a)
Y =wr +ry+ O2? y?) (2.20b)

erhalten wird. Aus dieser Notation lasst sich die Jacobi-Matrix J

J= ( b ) (2.21)

leicht ablesen. Die Matrix J hat die komplex konjugierten Eigenwerte
Ay =r+iw, (2.22)

welche gleichzeitig von links nach rechts die imagindre Achse kreuzen, wenn r
von negativen zu positiven Werten anwéachst. Dies entspricht der oben getroffenen
Definition einer Hopf-Bifurkation.

Die weiteren grundlegenden Bifurkationen werden durch ahnlich einfache Sys-
teme wie die beiden untersuchten Normalformen erzeugt, hier aber nicht weiter

dargelegt.

2.2 Numerische Methoden

Nichtlineare Probleme lassen sich héufig nur schwierig analytisch behandeln. Al-
ternativ werden numerische Methoden verwendet, mit deren Hilfe auch die Zeit-
entwicklung analytisch weniger zugénglicher Systeme betrachtet werden kann. In
den néchsten Absétzen werden mogliche numerische Methoden vorgestellt und er-

lautert.
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(@\H_l? /\H-l)
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Abbildung 2.3: Eine durch eine Tangente (gestrichelter Pfeil) getroffene Vorher-
sage fiir den nichsten Punkt auf dem Losungsast (477, \;y1) wird durch
ein Korrekturverfahren (durchgezogener Pfeil) an die tatséchliche Losung
(¥, A\iy1) angepasst.”

2.2.1 Kontinuierung

Kontinuierung beschreibt ein Verfahren, anhand dessen nichtlineare Differential-
gleichungen numerisch analysiert werden konnen. Dabei wird eine Losung eines
nichtlinearen Gleichungssystems betrachtet, welches von dem Parameter A abhéan-
ge. Um den Losungsast im Parameterraum zu verfolgen, wird ein Vorhersage-
Korrektur-Verfahren angewandt, welches in Abb. schematisch dargestellt ist.
Von einem Punkt (y¢, \;) auf dem Losungsast ausgehend wird eine Tangente an
diesen Punkt angelegt. Mit einer Schrittweite A\ und der Tangente wird nun néhe-
rungsweise der nichste Punkt des Losungsastes (71, \; 1) vorhergesagt. Die vor-
hergesagte Losung wird dann durch das Newton-Verfahren bis auf eine gewiinschte
Genauigkeit an die tatsichliche Losung ("™, X\;11) angepasst. Diese Implementie-
rung der Kontinuierung ist nicht in der Lage, den Losungsast durch eine Faltung
zu verfolgen, da das Newton-Verfahren bei festgehaltenen Parametern nach Lo-
sungen sucht. Deshalb wird die sogenannte Bogenlangen-Kontinuierung verwen-
det. Fiir diese wird die Bogenlénge s als neuer Parameter definiert. Dazu wird eine

zusitzliche Bedingung eingefithrt, um das Problem fiir den Parameter s zu losen.

Sentnommen aus [21]



13

Diese wird aus der lokalen Néherung der Bogenlange
|Ay[® + (AN)? = (As)? (2.23)

gewonnen [21]. Weitere Informationen zur Kontinuierung sind in [22] 23], 24] zu
finden.

2.2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Das Runge-Kutta-Verfahren ist ein Verfahren numerischer Integration zur Losung
von Anfangswertproblemen, die analytisch nicht oder nur sehr schwer zu 16sen sind.
Zunéchst wird hier das sogenannte Euler-Verfahren beschrieben, um die grundle-
gende Idee zu verdeutlichen.

Ausgangspunkt bei beiden Verfahren ist ein Anfangswertproblem
& = f(x) mit zy = x(to), (2.24)

welches die zeitliche Ableitung von z beschreibt. Die Steigung f(z¢) an der Stelle
xo ist damit bekannt. Von f(z() wird nun ndherungsweise auf den Funktionswert
x(to + At) geschlossen. Dazu wird eine Taylorentwicklung vorgenommen, welche

nach der ersten Ordnung abgebrochen wird. Damit kann durch

2(to) + f(x(to)) At (2.25b)

der neue Funktionswert nach einer verstrichenen Zeit von At errechnet werden. Da-
mit die durch die Taylorentwicklung getroffene Annahme einer konstanten Steigung
gerechtfertigt ist, wird der Zeitschritt At klein gewahlt. Vom berechneten Funk-
tionswert aus kann tiber eine erneute Bestimmung der Steigung die Berechnung
fortgesetzt werden. Die Rekursionsformel zur Bestimmung des nachsten Schrittes

lautet beim Euler-Verfahren somit
Tps1 = Tp + f(xn)AL. (2.26)

Da die Annahme einer {iber ein Intervall konstanten Steigung eine Néherung ist,
entstehen bei jeder Iteration Fehler.

Beim Euler-Verfahren wird die Steigung nur am ersten Punkt des betrachteten
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Zeitintervalls ausgewertet. Das Runge-Kutta-Verfahren verbessert die Berechnung,
indem an weiteren Punkten innerhalb des Intervalls durch erneute Auswertung
von f die Steigung ermittelt wird und zur Bestimmung des neuen Funktionswerts
der gewichtete Mittelwert verwendet wird. Dabei konnen theoretisch beliebig viele
Stiitzstellen gewahlt werden. Mit jeder Funktionsauswertung steigt jedoch der fiir
eine Iteration benétigte Rechenaufwand. Ein angemessenes Verhéltnis zwischen
Genauigkeit der Rechnung und Rechenaufwand bietet eine Anzahl von vier Stiitz-
stellen. Diese Anzahl wird beim Runge-Kutta-4-Verfahren erreicht. Die k; sind
dabei die Stiitzstellen, welche durch

by = ()AL (2.27)
o = I+ D) (2.27h)
ks —f(an + %)At (2.27¢)
ko =f (n + k) Al (2.27d)

gegeben sind [20]. Mit dem vorigen Wert z,, wird der nachste Wert dann aus dem

gewichteten Mittelwert durch

1
Tpnt1 = Tp, + 6 (lﬁ + 2k’2 + 2/{73 + ]{74) (228)

berechnet.
Dieses Verfahren kann auch auf ein System aus zwei Differentialgleichungen
angewandt werden. Dazu werden jeweils fiir beide Ordnungsfelder die k; bestimmt,

mit denen der nachste Zeitschritt errechnet werden kann.

2.2.3 Pseudospektralverfahren

Wahrend zuvor ein Verfahren zur Analyse gewohnlicher Differentialgleichungen
vorgestellt wurde, werden mit dem Pseudospektralverfahren partielle Differential-
gleichungen untersucht. Dieses nutzt zur Berechnung von rdumlichen Ableitungen
das spektrale Ableiten aus. Die dafiir benétigte Fouriertransformation F der Funk-
tion f(z) ist durch

Flf(@)] = \/127 / +: Fz)e*od (2.29)
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definiert, ihre inverse Transformation durch

1 +oo ixk
fla) = \/%/_OO Flf (2)]e* dk . (2.30)

Fir die Bestimmung der raumlichen Ableitungen wird ausgenutzt, dass mit parti-

eller Integration und einer absolut integrablen Funktion [25]

Flf(z)] = \/127/:0 f(x)e= ™ de (2.31a)
e / T ik (2)e- %o da (2.31D)
V2 v=—oo  V2m Joo '

=0

— ik F[f(x)] (2.31c)

gilt. Eine Ableitung im Realraum entspricht also einer Multiplikation der Transfor-
mierten mit ¢k im Fourierraum. Das spektrale Ableiten ist jedoch nur bei linearen
Problemen sinnvoll, da eine bei Nichtlinearitdten auftretende Multiplikation im
Realraum zu einer Faltung im Fourierraum fithrt und umgekehrt. Eine Faltung

f * g zweier Funktionen f(z) und g(x) ist definiert durch

f*xg= /1:00 fw)g(x —u)du (2.32)

und verursacht durch das Integral einen hohen zusétzlichen Rechenaufwand ([25]).
Um dies zu vermeiden, wird beim Pseudospektralverfahren die Linearitat der Fou-
riertransformation ausgenutzt. Dazu werden nur die Terme transformiert, welche
eine Ableitung beinhalten. Die Ableitung wird nach Gleichung ausgerechnet
und die transformierten Terme daraufhin nach Gleichung zuriicktransfor-
miert. Anschliefend werden die Terme, welche keine Ableitung beinhalten, ohne
Transformation zu den tibrigen Termen addiert, woher auch der Name Pseudo

stammt.
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3 Analytische Betrachtung

3.1 Aktives Allen-Cahn-Modell

Das untersuchte aktive System besteht aus den kinetischen Gleichungen fiir die

Ordnungsparameterfelder ¢(x,t) und P(z,1)

0,0(,1) = Oped — ¢* + ¢ — 100, P — 1 (3.1a)
8,P(x,t) = Dy P — D, P — 10,6 (3.1b)

Das Feld ¢ kann je nach Kontext verschiedene Bedeutungen haben. So kann ¢
beispielsweise eine Dichte, eine Magnetisierung oder eine Konzentration beschrei-
ben. Das Feld P reprasentiert eine Polarisation, welche im Modell den aktiven
Antrieb darstellt. Sowohl Dr als auch D, sind Diffusionskonstanten. Da negati-
ve Diffusionskonstanten unphysikalisch sind, werden fiir Dy und D, nur positive
Werte gewahlt. Die beiden Terme

—090, P und — vy0,0

aus Gleichung sind die Kopplungsterme. Die Starke der Kopplung wird da-
bei durch die in beiden Termen vorhandene Kopplungskonstante vy reguliert. Die
Konstante p steht fiir ein optionales chemisches Potential. Zur Vereinfachung in
der folgenden analytischen Betrachtung wird u = 0 gewahlt. Ein d&hnliches System
wie Gleichung wird in [26] betrachtet. Fiir den Fall vy = 0 ergibt sich aus
Gleichung die Allen-Cahn-Gleichung. Ist weiterhin p = 0 und d;¢(z,t) = 0,

ergibt sich durch die Umbenennung z — ¢ die newtonsche Bewegungsgleichung
i=—-—— (3.2)

mit dem mechanischen Potential V', welches in Abschnitt betrachtet wird.
Um das System und die folgenden Rechnungen iibersichtlicher darzustellen, wird
Gleichung (3.1)) in Vektordarstellung notiert. Die erste Komponente des Vektors

i beschreibt dabei das Ordnungsparameterfeld ¢, die zweite die Polarisation P,
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sodass folgende Gleichung erhalten wird:

M:at( ¢ ) _ (am—as2+1 ~090, ) ( ¢ ) 63
P _U()az DTazz - DT P

3.2 Ermittlung der Fixpunkte

Um das System (i3.3]) zu untersuchen, werden zunachst die homogenen, stationéren
Zustéande (Fixpunkte) ermittelt, d.h. die Zusténde, fir die sowohl die rdumlichen

als auch die zeitlichen Ableitungen verschwinden. Mit dieser Bedingung wird Glei-

chung (3.3) zu

0=¢—¢* (3.4a)
0=-D.P, (3.4b)

woraus sich in Vektorschreibweise die drei Fixpunkte

B T L
u1—<0),u2—(0)ud3 (0) (3.5)

3.3 Lineare Stabilitatsanalyse

ergeben.

Zur Ermittlung der Stabilitdt der Fixpunkte wird analog zu Abschnitt ei-
ne kleine Storung auf das System im Fixpunkt addiert und analysiert, ob diese
anwachst oder schrumpft. Da der lineare Term nicht verschwindet, reicht es aus,

Terme zu betrachten, welche linear in der Storung sind. Um das System zu linea-
risieren, wird in Gleichung (3.1

7= ( ¢o + e ) (3.6)
P0+€P1

eingesetzt. ¢y und P, sind die oben bereits ermittelten Fixpunkte, welche hier um
die Storung ¢;(x,t) und Pj(x,t) ergdnzt werden. € ist ein Kleinheitsparameter,

welcher sicherstellt, dass das System einer geniigend kleinen Storung ausgesetzt
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wird. Die erste Gleichung des Systems wird damit zu

Do + €0191 = Do + 1) + o + b1 — (Po +¢1)* — v00u(Po +eP1), (3.7)

die zweite zu
@Po -+ aatPl = DTa_fm<P0 + €P1) — DT(PO + €P1> — anx(gbo + €¢1) . (38)

Da sowohl ¢q als auch F, Fixpunkte sind, verschwinden in den obigen beiden
Gleichungen die rdumlichen und zeitlichen Ableitungen an diesen Punkten. Unter
Berticksichtigung der Bedingung Gleichung fir die Fixpunkte verschwinden
weitere Terme. In beiden Gleichungen werden nun nur die Terme, welche linear in
¢ sind, betrachtet. Terme hoherer Ordnung in € werden vernachlassigt, da ¢ als
hinreichend klein angenommen wird. Aus den beriicksichtigten Termen wird das

linearisierte Gleichungssystem

1 = Opothr + 1 — 351 — Vo0, Py (3.9a)
atPl == DTamPl — D’I‘Pl — anxqbl . (39b)

Auch hier wird nun die Matrixdarstellung verwendet. Der Vektor

i = ( g ) (3.10)

beschreibt die Storung, also gilt

1-3¢2 —
iy = [ G TL=3% —wde ) L (3.11)
_anm DTaxz — Dr

Die Stérung wird nun spezifiziert und ersetzt. Dazu wird die periodische Storung
iy = vertier (3.12)

gewéhlt. Der Vektor ¢ sei die konstante Amplitude der Stérung. Re(\) beschreibt
die Wachstumsrate der Storung. A kann sowohl komplex als auch reell sein. Fiir
komplexe A liegt eine zeitliche Oszillation der Storung vor. Entscheidend fir die
Stabilitat des Fixpunktes ist Re(\), welcher ein zeitliches Anwachsen oder Abklin-

gen der Storung beschreibt. Der zweite Summand des Exponenten sorgt fiir die
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rdumliche Periodizitat der Storung, welche die Wellenzahl ¢ besitzt. Wird nun u;
aus Gleichung (3.12]) in Gleichung (3.11)) eingesetzt und die raumlichen Ableitun-
gen angewandt (¢ konstant), so ergibt sich nach Kiirzen der Exponentialfunktion

das Eigenwertproblem

42 1— 2 s
w:( ¢+ 130 "o )U::A-U:(ab)ﬁ, (3.13)

—ivoq —Drq* — D, c d

zu dessen iibersichtlicher Notation die Matrix A definiert wurde. Die Eigenwerte

A von A sind gegeben durch

Ao = ; (Sp(A) +\/(Sp(A))? — 4det(A)> . (3.14)

Die daraus erhaltenen Dispersionsrelationen A\(¢) werden im Folgenden untersucht.
Sind alle Re(\) negativ, ist der betrachtete Fixpunkt linear stabil, da die in Glei-
chung definierte Storung exponentiell abfillt. Ist dagegen mindestens ein
Re(A) positiv, wachst die Storung in der Zeit exponentiell an und der Fixpunkt
ist linear instabil. Wie in Gleichung zu sehen, besitzt das betrachtete System
drei homogene Fixpunkte. Diese liegen bei Py = 0 und ¢y = 1,—1 und 0. Da in
Matrix A die GroBe ¢y nur quadratisch eingeht, kénnen ¢y = 1 und ¢g = —1

gemeinsam betrachtet werden, sodass sich nur zwei verschiedene Félle ergeben.

3.4 Untersuchung der Dispersionsrelation

Aus Gleichung (33.14]) ergibt sich mit Matrix A die allgemeine Dispersionsrelation

1
A =g - (*(1+ Dr) + D, + 363 — 1) (3.15)

/(@1 + Dr) + Dy +3¢3 = 1)° — 4 (132 + (¢ + 363 — 1)(Dra? + D;))

welche nun fiir die beiden Félle ¢y = £1 und ¢g = 0 untersucht wird.
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3.4.1 Fixpunkte ¢, =

In Gleichung ([3.15)) wird zunéchst ¢g = 1 eingesetzt. Damit ergibt sich

=3 - (¢*(1+ D7) +2+ D,) (3.16)

:I:\/ (1+Dp)+2+D,)? —4(q4DT+q2(2DT+DT)+2DT)—4v3q2],

dies lasst sich zu

21+DT Dr

1 2
T e e 2\/(q2(DT ~1)+ D, — 2) —dvgg®  (3.17)

vereinfachen. Von Interesse ist nun, unter welchen Bedingungen der Realteil von
A positiv wird. Fiir Dy, D, > 0 gilt Re(\) < 0. Der Term 4v¢? ist positiv, somit
kann die Diskriminante in Gleichung negativ werden. In diesem Fall wird AL
komplex und es gilt Re(A;) < 0. In die Diskriminante geht vy negativ quadratisch
ein. Ein von Null verschiedenes vy lasst die Diskriminante also kleiner werden. Um
zu iiberpriifen, ob fiir eine beliebige Wahl der Parameter die Diskriminante grof3
genug werden kann, sodass Re(\) > 0, wird daher vy gleich Null gesetzt. Die so
erhaltene Gleichung fiir A, lautet
1+Dr D

Ao =0 5 —?T‘F ¢*(Dr — 1)+ D, - 2|. (3.18)

Eine Fallunterscheidung liefert

)\jt:—q21+2DT —2’“+q2(DT—1)+DT—2 (3.19a)
A =— 21+2DT — Z’" —¢*(Dr —1)—D, +2. (3.19Db)
Beides lasst sich vereinfachen zu
MNo=—¢-2 <0 (3.20a)
bzw. A} = —&qQ -D, <0. (3.20b)

2

Daraus folgt, dass es fiir die Fixpunkte ¢y = £1 keinen Eigenwert mit nicht-

negativem Realteil gibt, diese Fixpunkte also fiir jedes ¢ und vy stabil sind.
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3.4.2 Fixpunkt ¢g =0

Durch Einsetzten des Fixpunkts ¢y = 0 in Gleichung (3.15)) ergibt sich

1
AiZQ(—qZ‘H—DTq?—a

(3.21)

+/(—¢2 + 1 — Drq? — D)2 — 4(v3q? + (1 — ¢2)(—Drg? — Dr))) :

Diese Dispersionsrelation ist fiir ¢ = 0 fiir beide Losungen vg-unabhéngig, mit
A+ = 1 bzw. A_ = —D,. Demnach wachst die Storung fir ¢ = 0 an und der
Fixpunkt ¢y = 0 ist fiir ¢ = 0 instabil. Um zu untersuchen, ob dies auch fiir ¢ # 0
gilt, werden die Nullstellen der Dispersionsrelation untersucht. Fiir das Verhalten
der Nullstellen ist relevant, wie sich die Diskriminante verhélt, da die Losungen
durch diese komplex werden konnen. Wird die Diskriminante Null, ergibt sich eine

Losung, welche fiir jede Parameterkombination reell bleibt. Daraus leitet sich mit
Gleichung (3.21]) die Bedingung

402+ (1= @A) (=Dr¢* = D,)) = (=¢* + 1 — Dpg* — D,)? (3.22)

ab. In den Matrixelementen aus Gleichung (3.13|) ausgedriickt ist dies

(a+d)* = 4(ad — be) . (3.23)
Damit folgt
a® + d* + 2ad = 4ad — 4bc (3.24a)
a® + d* — 2ad = —4bc (3.24Db)
—4bc = (a — d)?, (3.24c¢)

und durch Einsetzen von Gleichung ((3.13))

i = (1 — ¢+ Drg® + D,)? (3.25a)
+2v9¢ =q(Dr — 1)+ D, + 1. (3.25b)
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Die sich ergebende quadratische Gleichung

2 2’00 DT—f—l .

Tt 11 D, o1

0

erhélt dabei durch den £-Term vier Nullstellen, welche durch

Vo Vo 2 D, +1
g = 0 3.26
Gabed = =1 "p ) \/<DT—1> 1Dy (3.26)

beschrieben werden. Diese Losungen sind um Null symmetrisch, daher ist das
Verhalten fiir positive und negative ¢ gleich und kann somit durch den Betrag von
q beschrieben werden.

Jede Uber- bzw. Unterschreitung der Nullstellen aus Gleichung markiert
eine Anderung zwischen einem imagindren oder reellen Wurzelterm. Mit den vier
Losungen aus Gleichung ergeben sich daraus Intervalle, an deren Grenzen es
Uberginge zwischen komplexen und rein reellen A gibt. Weiter oben wurde bereits
betrachtet, welchen Wert A fiir ¢ = 0 annimmt. Da dieser Wert fiir alle Parameter

reell ist, sind die Werte fiir kleine |g| bis zur ersten Nullstelle der Diskriminante

Vo Vo 2 Dr+1
== n + 3.27
] ‘ 1- Dy \/(DT—I) 1- Dy (3.27)

ebenfalls rein reell. Damit wird fiir |¢| < |¢,| die Diskriminante positiv und der

Imaginérteil Null. An der Nullstelle g, wechselt das Vorzeichen der Diskriminante,

fir |ga| < |g| < |gs| wird A daher komplex. Fiir g, gilt dabei

Vo Vo 2 Dr+1
(o) +
1—DT DT—l 1_l)T

Wird |gs| < |g|, wechselt das Vorzeichen der Diskriminante erneut, sodass A wieder

|g| = . (3.28)

rein reell wird.

Mit den Parameterwerten
vo =5, Dr =0.1 und D, = 0.05 (3.29)

gilt fir |g,| = 0.104 und |g| = 11.215. In Abb. ist fiir das Beispiel aus (3.29)
die Dispersionsrelation A gegen ¢ aufgetragen. Die griin gepunktete Linie und die

rot gestrichelte Linie stellen dabei den Imaginéarteil der beiden Eigenwerte A, und
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Abbildung 3.1: In Grafik (a) sind Imaginir- und Realteil beider Losungen der Di-

spersionsrelation aus Gleichung fir den Fixpunkt ¢y = 0 dargestellt.
Dazu ist A gegen ¢ aufgetragen. Da die Dispersionsrelation symmetrisch ist,
werden nur positive Werte von ¢ abgebildet. In (b) und (c) sind Ausschnitte
der gleichen Grafik dargestellt. Zur Visualisierung werden die Parameter aus
Gleichung gewéhlt. Die blaue, durchgezogene Linie entspricht Re(A, ),
die gelbe, punkt-gestrichelte Linie Re(A_). Die Imaginérteile von A, und A_
werden durch die griine gepunktete sowie die rote, gestrichelte Linie dar-
gestellt. Fir grofie ¢ sind beide Realteile negativ und kreuzen, wie in (b)
zu sehen ist, bei ¢ = +0.929 die Null. Damit ist der Fixpunkt fiir ¢ > ¢;
stabil, nach Gleichung ist diese Stabilitatsgrenze vy-unabhéngig. Die
Realteile von A stimmen im Intervall zwischen ¢, und ¢, tiberein, da in Glei-
chung die Diskriminante negativ wird und die Wurzel damit imaginér.
Fir ¢ < ¢, gilt dies nicht mehr, sodass in (c) eine Aufspaltung der beiden
Realteile zu erkennen ist. Re(\_) kreuzt bei go = £4.477 x 1072 erneut die
Null. Der Bereich ¢ < ¢, ist somit nur einfach instabil, wihrend der Bereich
¢2 < q < ¢ doppelt instabil ist. Fiir die Bereiche, in denen die Realteile
nicht tibereinander liegen, sind beide Imaginérteile Null. Damit haben die
Imaginarteile nur zwischen ¢, = +11.215 und ¢, = +0.104 einen von Null
verschiedenen Wert.
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A_ dar. An diesen ist zu erkennen, dass der Imaginéarteil nur im oben genannten
Abschnitt von Null verschieden ist. Die blau durchgezogene Linie und die gelb
punkt-gestrichelte Linie beschreiben den Realteil der beiden A. Diese liegen in den
Intervallen mit von Null verschiedenem Imaginarteil iibereinander.

In Abb. 3.2(a) und B.2(b) sind ¢, und g, gegen vy bzw. D, aufgetragen. Als
griine, durchgezogene Linie ist dabei ¢, gegeben, die violette, gestrichelte Linie
gibt ¢,. Die schwarz gestrichelte Linie in Abb. (b) stellt den Verlauf von ¢,
gegen D, dar, die blaue, durchgezogene den von ¢,. Dabei ist zu erkennen, dass
ein Verandern von D, eine lineare Anderung der Wellenzahlen ¢, und ¢, bewirkt.
Eine Anderung von v, erzeugt bei g, zundchst ein lineares Abfallen, welches fiir
positive vy in eine abfallende Wurzelfunktion tibergeht und schliellich gegen Null
lauft. Fiir ¢, hat die Anderung einen gespiegelten Effekt.

Fiir den Fall eines komplexen A, also im Intervall |¢,| < |q| < |g|, wird der
Realteil von A, wie in Gleichung (3.14]) zu erkennen, nur durch die Spur der Matrix

A bestimmt. Wird unter dieser Bedingung A gleich Null gesetzt, folgt daraus
1 2 2
0=3 (-+1-Dr¢*-D,) . (3.30)

Nach ¢ aufgelost ergibt sich daraus der Wert

1-D,
14+ Dy

¢ == (3.31)
mit einem von vy unabhéngigen Nulldurchgang der beiden Eigenwerte. Mit der be-
reits verwendeten Parameterwahl ist damit ¢ = £0.929. In Abb. [3.1|(b) ist
der Nulldurchgang der iibereinanderliegenden blauen, durchgezogenen und der gel-
ben, punkt-gestrichelten Linie zu sehen. Da hier beide Eigenwerte das Vorzeichen
wechseln, wird ¢; als eine Stabilitatsgrenze ausgemacht. Fir ¢ > ¢ ist der Fix-
punkt stabil, fiir ¢ < ¢ instabil. Bei Betrachtung der Imaginérteile in Abb. [3.1](b)
wird deutlich, dass es sich hier um ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte han-
delt, welche gleichzeitig die imagindre Achse tiberqueren. Damit liegt bei ¢; eine
Hopf-Bifurkation vor.

Fir Werte von ¢, die aulerhalb des Intervalls |g,| < |q| < |g| liegen, ist die
Diskriminante positiv und A damit rein reell. Auch fiir diesen Fall wird A\ gleich
Null gesetzt und untersucht, wie das entsprechende ¢ von den anderen Parametern
abhéngt. In diesem Fall ist relevant, dass Gleichung zwei Losungen hat. Fiir

die negative Losung ist aus dieser Gleichung schnell zu erkennen, dass A Null wird,
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3 Analytische Betrachtung
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Abbildung 3.2: Die Grafik zeigt, wie q,, ¢, und ¢ sich in Abhéngigkeit von vy bzw.

D, verhalten. In (a) und (b) dargestellt sind die Intervallgrenzen g, und g,
des komplexen Bereichs der Eigenwerte. Es treten nur im Intervall |g,| <
lg] < |gp| komplexe Eigenwerte auf. Diese Grenzen sind in Abhéngigkeit
der Parameter vy und D, aufgetragen. Die griine, durchgezogene und die
violette, gestrichelte Linie in (a) entsprechen ¢, und ¢,. Der Verlauf von
q. und g, ist dabei gespiegelt. Um die Null herum entsteht bei beiden eine
Anderung der Steigung, damit wird durch eine Anderung von v, die Grofie
des komplexen Intervalls verdandert. Ohne Kopplung existiert kein komplexer
Eigenwert, da ¢, und g, sich bei vy = 0 kreuzen. In (b) sind ¢, und ¢, gegen
D, aufgetragen. Die blaue, durchgezogene Linie entspricht ¢, die schwarze,
gestrichelte Linie ¢,. Dabei ist ein linearer Zusammenhang zu erkennen.
Bei einer Anderung von D, éndert sich die Gréfle des komplexen Intervalls
nicht, es verschiebt sich lediglich. Zur Verdeutlichung der Intervalle ist in
den Abbildungen beschriftet, welche Parameterbereiche komplex und welche
reell sind. (¢) Mit einer durchgezogenen Linie abgebildet ist die positive reelle
Losung aus Gleichung fir die Nullstelle von Re(A_), welche gegen vy
aufgetragen ist. Da die Losung um die Null symmetrisch ist, ist nur vy > 0
gezeigt. Zum Vergleich ist mit der gelben, gestrichelten Linie ¢; aufgetragen,
welches mit vy unverandert bleibt. ¢, néhert sich fiir grofler werdende vy der
Null an. Da ¢, die Stelle bezeichnet, an welcher der negative Eigenwert das
Vorzeichen wechselt, liegt hier eine Stabilitatsgrenze. Fiir ¢ < ¢y andert sich
die Stabilitdt von doppelt instabil zu einfach instabil. Die entsprechenden
Bereiche sind in der Abbildung eingetragen.
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wenn die Determinante Null ist. Aus det(A) = 0 ergibt sich
—v5q* = (1 —¢*)(=Drg” — D,). (3.32)

Um obige Gleichung nach ¢ umzustellen, wird u = ¢* substituiert:

v D, D,

2
oo Y 3.33
u® = uf Dy DTHDT (3.33)
1 (v2+ D, 1 (v + D, > D,
=y = - SR TN 1 . 3.34
b 2( Dy ) \l4< Dy “Dr (3.54)

Durch Resubstitution ergeben sich dadurch die vier Losungen

(o = F1/U13 (3.35)

Mit der Parameterwahl (3.29)) wird us negativ, sodass zwei der vier Lésungen von

q imagindr werden. Die beiden reellen Losungen betragen
+qp = +4.477 x 1072

Da hier nur einer der beiden Eigenwerte das Vorzeichen wechselt, bleibt der Fix-
punkt auch fiir ¢ < g instabil. Dadurch, dass einer der Eigenwerte negativ wird,
wechselt die Stabilitat allerdings von doppelt instabil zu einfach instabil. Die Null-
stellen von A_ sind in Abb. 3.Ic) auf der gelben, punkt-gestrichelten Linie zu
sehen, welche im Bereich ¢ < g, von der blauen, durchgezogenen Linie abweicht.
Weiterhin ist das Verhalten der beiden Nullstellen bei einer Anderung von v, in
Abb. (c) dargestellt. Dazu sind die beiden Losungen gegen vy aufgetragen. Die
rote, durchgezogene Linie entspricht der positiven Losung, die gelbe, gestrichelte
der negativen. Zu erkennen ist, dass das Intervall zwischen beiden Nullstellen mit
steigendem vy immer kleiner wird. Damit geht auch ¢ fiir grofie vy gegen Null,
wodurch der einfach instabile Bereich fiir ausreichend grofle vy verschwindet.

Fiir die Losung von Gleichung mit positivem Vorzeichen vor der Wurzel
wird die Rechnung, um sie tibersichtlicher zu gestalten, zunéchst wieder mit den

Matrixelementen a, b, ¢, und d durchgefiithrt. Damit wird

A =0= ; <a+d+ \/(a+d)2—4(ad—bc)> : (3.36a)

bzw. 0 =a+d+ /(a — d)? + 4bc. (3.36b)
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Nach Einsetzen der Matrixelemente entsteht daraus

¢*(1+ Dp) + D, — 1= /((Dr — 1) + D, + 1)? — 4j¢?. (3.37)

Unter der Voraussetzung, dass der Wurzelterm reell ist, wird die rechte Seite der
Gleichung positiv. Damit die Gleichung erfiillt ist, muss also auch die linke Seite
positiv werden. Deshalb wird die linke Seite von Gleichung Null gesetzt und
nach ¢ umgestellt. Damit die linke Seite der Gleichung positiv wird, muss fiir ¢
also gelten, dass

1—-D,
14+ Dr
Wie fiir Gleichung erlautert, ist ¢; der Grenzwert fiir einen nicht verschwin-

denden Imaginarteil. Damit wird der hier betrachtete Fall, dass der Wurzelterm

1| > (3.38)

rein reell ist, nicht mehr erfillt. Daraus folgt, dass es innerhalb der hier unter-
suchten Intervalle, ndmlich |¢| < |¢.| und |g| > |g], kein ¢ gibt, fiir das A, = 0
gilt.

Der Fixpunkt ¢y = 0 verhalt sich damit komplizierter als die zuvor untersuchten
Fixpunkte ¢y = +1. Abhéngig von der Wellenzahl ¢ der Stérung verdndert sich
die Stabilitat. Fiir kleine ¢ zeigt der Fixpunkt ein instabiles Verhalten, dabei ist
zwischen einem einfach und einem doppelt instabilen Intervall zu unterscheiden.
Fir ¢ < ¢ ist der Fixpunkt einfach instabil, fiir ¢ < ¢ < ¢, doppelt instabil.
Mit Uberschreiten der durch eine Hopf-Bifurkation gegebenen Stabilititsgrenze
q > ¢, wird der Fixpunkt stabil. Diese Grenze ist unabhéngig von der Stéirke der
Kopplung, hangt jedoch von der Wahl der Diffusionskonstanten D, und Dt ab.
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4 Kontinuierung mit auto07p

4.1 Anwendung auf das Allen-Cahn-Modell

Die in Abschnitt [2.2.1] vorgestellte Kontinuierung wird mit dem Programm auto07p
durchgefiihrt [24] 27]. Um das aktive Allen-Cahn-Modell mit auto07p untersuchen
zu konnen, muss dieses in ein System aus gewohnlichen Differentialgleichungen um-
geschrieben werden. Da bewegte Zustande beschrieben werden sollen, wird zuvor
eine Transformation in ein mitbewegtes Bezugssystem vorgenommen. Die dafiir

verwendete Transformation lautet

o(z,t) = ¢(§) (4.1)
mit der neu eingefithrten, dimensionslosen Variable £ = %Ct Die zeitliche sowie
die rdumliche Ableitung werden dadurch zu

0 ——-S0, wnd 9,10 (4.2)
t L 3 un £ L 3 :

transformiert. Die Konstante ¢ beschreibt die Geschwindigkeitsdifferenz, mit der
sich das mitbewegte System im Vergleich zum starren Bezugssystem verhélt. Die
Systemgrofle L wird eingefithrt, um das System zu entdimensionalisieren. Dies
ist notig, da auto07p auf einem dimensionslosen Intervall von 0 bis 1 rechnet,
welches durch die Systemgrofle L entsprechend skaliert wird. Die beschriebene
Transformation wird in Gleichung eingesetzt. Werden alle Terme auf die

rechte Seite gebracht, ergibt sich daraus das transformierte System

1 Vo c

0= 750c0 — 6"+ o+ FOP + 700 — (4.3a)
D

0= =5 0ecP = DoP + L0c+ T0cP. (4.3b)

Um ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zu erhalten, werden die neuen
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Variablen

U1 = QZ5, (44&)
1
U, = zagqs, (4.4b)
Us=P, (4.4¢)
und U, = iﬁgP. (4.4d)

eingefiihrt. Die vier Variablen werden in Gleichung (4.3)) eingesetzt und das System

aus gewohnlichen Differentialgleichungen

8§U1 = LU2 (45&)

OcUn = L (U} = Uy = woUy — cUs + 1) (4.5b)

8£U3 = LU4 (4.56)
L

85U4 = —_— (DrUg — ’UOUQ — CU4) (45(1)
Dr

erhalten, welches in auto07p implementiert wird. Zusatzlich werden periodische
Randbedingungen der Form
Ui(0) = Us(1) (4.6)

mit ¢ = 1,2, 3,4 verwendet. Die Translationssymmetrie der Losungen wird durch
eine integrale Nebenbedingung gebrochen [27].

Fiir die Zahl N der Kontinuierungsparameter in auto07p gilt N = Ngc+ NinT —
Npmv + 1. Dabei ist Npc die Anzahl der Randbedingungen, Nyt die Anzahl der
integralen Nebenbedingungen und Nppy die Anzahl der Dimensionen des Modells,
womit fiir die Anzahl der Kontinuierungsparameter N = 2 erhalten wird. Bei
jeder in auto07p gestarteten Rechnung werden deshalb jeweils zwei Parameter
spezifiziert, in denen kontinuiert wird.

Um einen Ausgangspunkt fiir die Kontinuierung zu finden, wird die linearisierte
homogene Losung mit der kritischen Wellenzahl gestort. Dazu wird vy = 0 sowie

c¢ = 0 gewahlt. So entstehen die Differentialgleichungen

06 = 230kt + 6~ & — s (4.7)

D
P = L—fagcxp —D,P. (4.7b)
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Das chemische Potential p wird festgelegt durch die Wahl von ¢y. Wird ein

homogener, stationdrer Zustand betrachtet, entsteht die Bedingung

Go— by —p=0, (4.8)

aus welcher zu einem gegebenen ¢, das zugehorige p abgeleitet werden kann. Wer-
den die Gleichungen (Gleichung (4.7)) im Anschluss linearisiert und ¢y dabei in
Abhéangigkeit von p notiert, lautet Gleichung (4.7al)

016 = T30kt + 6 — 3dolu)” (4.9

Das linearisierte System wird nun mit dem Ansatz

ﬁ:(é)eMWf (4.10)

gelost, womit die Gleichung

q2

A=

+1— 3¢5 (4.11)

erhalten wird. Um den von der homogenen Losung abgehenden Ast zu erreichen,
wird durch die Bedingung A = 0 der Punkt gesucht, an dem sich die Stabilitat
der Losungen andert. Dies entspricht dem Punkt, an dem der Ast der lokalisierten
Losungen vom Ast der homogenen Losungen abzweigt. Deshalb wird dieser als
Startpunkt genutzt. Das zu diesem Punkt gehorende L wird dadurch ermittelt,
dass Gleichung Null gesetzt und nach L umgestellt wird. Damit ergibt sich

17
V1= 303
Die Frequenz ¢ aus dieser Gleichung ist die kritische Wellenzahl und héangt tiber
den Ausdruck

L= (4.12)

2mn

I (4.13)

q:

mit der Systemgrofie Lg von auto07p zusammen, fir die Lg = 1 gilt. Wird die erste
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Mode (n = 1) betrachtet, ergibt sich so die kritische Systemgrofie

L—_ " (4.14)

J1-38%
Damit der lokalisierte Zustand entstehen kann, wird auf den homogenen Zustand
¢p eine Storung in Form eines Sinus mit einer kleinen Amplitude addiert. Diese hat
die Frequenz ¢, damit die periodischen Randbedingungen eingehalten werden. Der

Anfangswert, bei welchem der lokalisierte Ast anregt werden kann, lautet damit
¢ = ¢o + 0.001sin(gé) . (4.15)

Als Losungsmafl wird fiir die Kontinuierung die Lo-Norm verwendet. Diese kann
sowohl aus allen Uy, mit k = 1,2, 3,4 gebildet werden als auch nur aus Uy. Ly(Uy)
ist definiert durch

Lo(Uy) = J /0 U Ul (4.16)

und wird fiir die Kontinuierung in L als Losungsmafl verwendet. Fiir die Kontinu-
ierung in vy wird dagegen die Lo-Norm von U; als Losungsmafl gebraucht. Diese
ist definiert durch

Lo(Uy) = /01 U (x)2dz (4.17)

Das Einsetzen der Bewegung wird in der Kontinuierung in vy durch die Bedin-

gung
10:P|| = [10:]| = 0 (4.18)

markiert [28], welche als Losungsmafl der Routine in auto07p definiert wird. Wech-
selt das Maf} das Vorzeichen, so kann von diesem Bifurkationspunkt auf den Ast

der bewegten Losungen gewechselt werden.

4.2 Kontinuierung mit =0

Zunichst werden die Parameter aus Abschnitt [3.4 zum Starten der Kontinuierung
verwendet. Es wird in der Systemgrofie mit vg = 0 und pu = 0 kontinuiert, als
Startwert wird L = 27 gewédhlt. Damit gilt ¢g = 0. Als Anfangswert wird nach

Gleichung (4.15])
¢ = 0.001 sin(27¢) (4.19)
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Abbildung 4.1: (a) Abgebildet ist die Kontinuierung in der Systemgrofie L bei
vo = 0 fiir © = 0. Dafiir ist die Systemgrofie gegen die Lo-Norm aufgetragen,
welche in Gleichung definiert ist. Die durchgezogene Linie ist der Ast
der lokalisierten Losungen, die gestrichelte Linie der Ast der homogenen Lo-
sungen. Die Kontinuierung des Astes der lokalisierten Losungen startet bei
L = 27 und lauft bis L = 500. Der schwarze Punkt markiert die Systemgro-
Be, mit der die ndchste Rechnung durchgefiihrt wird. In (b) ist die Losung
des homogenen Astes abgebildet, es gilt ¢ = P = 0. (c) zeigt die Losung des
lokalisierten Ast bei der in (a) markierten Systemgrofie. Da vy = 0 ist, gilt
fir die Polarisation sowohl in (b) als auch in (¢) P = 0.

gewéhlt, als Losungsmaf wird die Ly-Norm Ly (Uy) verwendet.

4.2.1 Kontinuierung in der SystemgroBe

Die erste Rechnung ist eine Kontinuierung in der Systemgrofie. In Abb. (a)
ist diese Kontinuierung abgebildet. Die gestrichelte Linie stellt den Ast der ho-
mogenen Losungen dar, die durchgezogene den der lokalisierten. Die Norm steigt
wahrend der Kontinuierung des Ast der lokalisierten Losungen zuerst schnell stark
an, in diesem Bereich werden die lokalisierten Zusténde ausgebildet. Fiir grofle L
&ndert sich die Norm nur sehr schwach. In Abb. [4.1(b) und (c) sind zwei Lésungen
abgebildet. Die homogene Losung in (b) weist keine Strukturen auf, diese sind in

(c) bei einer Systemgrofie von L = 140.34 bereits deutlich zu erkennen. Da bei
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Abbildung 4.2: Abgebildet ist — uhender Zustand
die Kontinuierung in der
Kopplungskonstante mit
positiven vy. Dazu ist der
Ast der ruhenden Losun-
gen aufgetragen. Ein Ast
der bewegten Zustinde
lasst sich in auto07p nicht
bestimmen. Es fillt auf,
dass der Ast der ruhen-
den Losungen bei vy =
5 endet. Dies ist auf
die Wahl der Systemgro-
Be zuriickzufiihren, wel-
che nach Gleichung
passend zu ¢o(vg = 5) ge-
wahlt wurde.

Ly-Norm U,

dieser Kontinuierung vy = 0 gilt und der Anfangswert P = 0 ist, ist bei beiden

Losungen keine Polarisation vorhanden.

4.2.2 Kontinuierung in v

Als Startpunkt fir die néchste Rechnung wird die Systemgrofle, die zur in Ab-
schnitt bestimmten Wellenzahl gs(vy = 5) gehort, gewéhlt. Fiir die Systemgro-
Be ergibt sich nach Gleichung somit L = 140.34. Mit diesem L wird in der
Kopplungskonstante vg kontinuiert. Diese Rechnung ist in Abb. mit dem Lo-
sungsmafl aus Gleichung abgebildet. Der Ast der ruhenden Losungen endet
bei vy = 5, dies wird durch die Wahl von L begriindet und bestatigt die Berech-
nung des Bifurkationspunktes ¢, aus Abschnitt Anschlielend wird versucht,
anhand der Bedingung zum Einsetzen der Bewegung aus Gleichung den Ast
der bewegten Zusténde zu erreichen. Obwohl die Bedingung erfiillt ist, gelingt es

nicht, auf den Ast bewegter Losungen zu wechseln.

4.3 Kontinuierung mit p # 0

Um das Einsetzen der Bewegung in auto07p zu berechnen, wird abweichend von
Abschnitt p # 0 gewdhlt. Dazu muss nach Gleichung (4.8)) auch ¢y # 0 sein.
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Abbildung 4.3: (a) Abgebildet ist die Kontinuierung in der Systemgrofie L bei vy =
0 fir g = 0.099. Dafiir ist die Systemgrofie gegen die Lo-Norm aufgetragen,
welche in Gleichung definiert ist. Die durchgezogene Linie ist der Ast
der lokalisierten Losungen, die gestrichelte Linie der Ast der homogenen
Losungen. Die Kontinuierung des Astes der lokalisierten Losungen startet bei
L = 6.3796 und lauft bis L = 500. In der Abbildung ist mit einem schwarzen
Punkt die Systemgrofle L = 100 markiert, mit dieser Systemgrofie werden
die weiteren Rechnungen durchgefiihrt. In (b) ist die Losung des homogenen
Ast dargestellt, in (c) die lokalisierte Losung bei der markierten Systemgrofie
L = 100.

Damit wird das chemische Potential aus Gleichung nun als von Null verschie-
den betrachtet. Der konstante Term in der ersten Gleichung des Systems hat ein
Verkippen des Potentials zur Folge, da der konstante Term durch die Integration
linear wird und somit die Minima gegeneinander verschiebt. Dieses Vorgehen ist
notwendig, um das Einsetzen der Bewegung in auto07p zu detektieren. Die Para-
meter werden wie in Abschnitt definiert, abweichend davon wird nur ¢y = 0.1
gewahlt. Fir den Anfangswert ¢ ergibt sich damit nach Gleichung

¢ = 0.1+ 0.001 sin(27¢) (4.20)

und mit Gleichung (4.14)) L = 6.3796, fir das chemische Potential gilt mit Glei-
chung (4.8) somit 1 = 0.099.
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Abbildung 4.4: Abgebildet ist die Kontinuierung in der Kopplungskonstante vy.
Dafiir ist v gegen die Ly-Norm U(1) aufgetragen, welche in Gleichung
definiert ist. Da sich das System symmetrisch fiir vy verhalt, ist nur der
Teil mit positiver Kopplungskonstante abgebildet. Die schnell abfallende,
griine, durchgezogene Linie ist der ruhende Zustand, die langsam abfallende,
violette, gestrichelte Linie stellt den bewegten Zustand dar. Die schwarzen
Punkte stellen die vy dar, die spater in der direkten Numerik (in Kapitel
untersucht werden.

4.3.1 Kontinuierung in der SystemgroBle

Zunéchst wird wieder in der Systemgrofie kontinuiert. Dafiir wird als freier Konti-
nuierungsparameter die Systemgrofle L verwendet, als zweiter Parameter die Ge-
schwindigkeit des mitbewegten Bezugssystems c. Das Ergebnis der Kontinuierung
ist in Abb. [£.3|a) dargestellt. Dabei ist die Lo-Norm der Uy (k = 1,2,3,4) aus
Gleichung gegen die Systemgrofle L aufgetragen. Der homogene Zustand
ist in der Abbildung als gestrichelte Linie dargestellt, der abzweigende lokalisier-
te Zustand als durchgezogene Linie. Vom homogenen Zustand startend steigt die
Norm zunéchst stark an, mit steigender Systemgrofie flacht die Steigung immer

mehr ab, bis die Norm nahezu konstant bleibt. Das ist drauf zuriickzufiihren, dass
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Abbildung 4.5: (a) Abgebildet ist die Kontinuierung aus Abb. , hier ist jedoch
die Geschwindigkeit ¢ gegen vy aufgetragen. Die griine, durchgezogene Linie
entspricht den ruhenden lokalisierten Zustédnden, die violette, gestrichelte
den bewegten Zusténden. Der Ast der bewegten Losungen steigt linear mit
vp an. An der Stelle, an der der violette Ast vom griinen Ast abzweigt, setzt
die Bewegung des lokalisierten Zustands ein. In (b) und (c) sind eine ruhende
und eine bewegte Losung abgebildet. Die blaue, durchgezogene Linie ist ¢,
die rote, gestichelte P. Beide Losungen liegen bei vy = 5, die Punkte der
Losungen auf den Losungsésten sind in (a) schwarz markiert.

vom homogenen Zustand ausgehend mit der Kontinuierung in L zunéchst schnell

ein lokalisierter Zustand angenommen wird, welcher sich fiir grofie L nicht mehr

stark verandert. Fiir weitere Rechnungen wird L = 100 gewahlt, der entsprechende
Punkt ist in Abb. 4.3 markiert.

4.3.2 Kontinuierung in v,

Von der Loésung bei L = 100 ausgehend, wird nun als freier Kontinuierungspa-

rameter vy gewdhlt. Der zweite Parameter ist auch hier die Geschwindigkeit c.

Ausgehend von vy = 0 wird nun vy variiert und der Loésungsast untersucht. Auf

diesem Ast bleibt ¢ zunédchst Null, es handelt sich daher um ruhende Zusténde.

Dabei ergibt sich die in Abb. dargestellte griine, durchgezogene Linie.
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Im Gegensatz zu Abb. ist hier nur die Lo-Norm von U; gegen die Kopplung
vg dargestellt. Die Norm aus Gleichung ist in Abb. gegen vy aufgetragen.
Vom Losungsast der ruhenden Zustiande ausgehend, wird nun der Punkt gesucht,
an dem der Ast bewegter Losungen abzweigt. Dieser wird nach Gleichung
durch einen Vorzeichenwechsel markiert. Am Punkt des Vorzeichenwechsels wird
zum Auffinden der Losung erneut eine Kontinuierung in vy gestartet, dabei wird ein
Astwechsel vorgenommen. In der Kontinuierung mit p # 0 konnte der Ast bewegter
Losungen gefunden werden. In Abb. ist der Ast bewegter Losungen violett und
gestrichelt dargestellt, dazu ist die Geschwindigkeit ¢ gegen v, aufgetragen. In
dieser Darstellung ist ein linearer Zusammenhang zwischen ¢ und vy zu erkennen.
Da die griine Linie fiir grofle vy verschwindet, kann es ab einer gewissen Starke der
Kopplung nur noch bewegte lokalisierte Zustédnde sowie homogene Zustande geben.
Diese sind in Abb. und jedoch nicht eingetragen, da die Geschwindigkeit ¢

fir diese Zustande nicht definiert ist.
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5 Zeitsimulation in der direkten Numerik

Mit auto07p wurden mehrere Losungsaste im mitbewegten System untersucht. In
diesem Abschnitt soll nun fiir verschiedene solcher Losungen die direkte Zeitsi-
mulation im ruhenden System betrachtet werden. Die Implementierung erfolgt in
Python. Die Zeitsimulation verwendet dabei das in Abschnitt vorgestellte
Runge-Kutta-4-Verfahren, sowie zur Bestimmung der rdumlichen Ableitungen das
in Abschnitt vorgestellte Pseudospektralverfahren. Fiir die Fouriertransfor-
mationen gibt es in Python eine Bibliothek mit Routinen, aus welcher die fast
fourier transformation (FFT) verwendet wird.

Mit der Zeitsimulation werden fiir verschiedene vy sowohl ruhende als auch be-
wegte Zustidnde untersucht. Dafiir werden zwei Losungen auf dem ruhenden Ast
und zwei Losungen auf dem bewegten Ast betrachtet. Als Anfangswert werden
dabei mit dem Matlab-Paket pde2path bestimmte Losungen verwendet, da die
so bestimmten Losungen im Gegensatz zu den Losungen aus auto07p dquidistan-
te Werte besitzen, welche fiir die Zeitsimulation benotigt werden. Die verwende-
ten Losungen besitzen die gleichen Parametereinstellungen und haben die gleiche
Struktur. Dy und D, haben die aus bekannten Werte, vy dagegen wird fiir

die verschiedenen Rechnungen variiert.

5.1 Ruhende Zustande

Im Rahmen der direkten Numerik werden zwei stationidre Zustande untersucht.

Diese unterscheiden sich durch die Werte von v, welche
v = 0.13257 und vy = 0.14090

betragen. Beide untersuchten Zustinde verharren in der Zeitsimulation wie erwar-
tet auf der Stelle. Die Zustédnde verlieren bei einer ausreichend langen Laufzeit
(ca. t = 10) ihre Stationaritat, was jedoch nicht auf einen physikalischen Effekt
zuriickzufiithren ist, sondern auf die numerischen Ungenauigkeiten. Diese entstehen
bei der Verwendung des Runge-Kutta-Verfahrens, welches wie in Abschnitt
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Abbildung 5.1: Dargestellt sind die Anfangswerte, die in die Zeitsimulation ein-
gelesen werden zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die blaue, durchgezogene Linie ist
das Feld ¢, die rote, gestrichelte Linie ist die Polarisation P. Abb. (a) stellt
vo = 0.13257 dar, auf Abb. (b) ist vg = 0.14090 abgebildet. Da es sich
hier um ruhende Zustinde handelt, &ndern sich die Zustidnde mit der Zeit
zunachst nicht, sodass die folgenden Bilder der Simulation fir ¢ > 0 den
dargestellten entsprechen.

erldutert bei jedem Zeitschritt eine Ndherung trifft. Uber viele Zeitschritte hinweg
summieren die Fehler der Naherung sich auf, bis der Zustand nicht mehr stabil ist.
Die beiden betrachteten Zustande sind in Abb. [5.1]abgebildet. Auf der z-Achse ist
der Ort z aufgetragen, auf der y-Achse das Feld ¢ bzw. die Polarisation P. Die
blaue, durchgezogene Linie stellt ¢ dar, die rote, gestrichelte Linie P.

5.2 Bewegte Zustande

Auch die bewegten Zustande werden anhand zwei verschiedener Werte von vy,
vp = 0.18987 und vy = 1.97503,

untersucht. Wie bei den ruhenden Zustéinden zerlaufen auch diese etwa ab t = 10.
Die Zustande zu den beiden oben genannten Werten von v, sind in Abb. abge-
bildet. Dort ist zu erkennen, dass die Zustéinde sich mit einer konstanten Geschwin-
digkeit ¢ nach rechts bewegen, dies allerdings mit einer deutlich unterschiedlichen
Geschwindigkeit. Um diese Geschwindigkeit zu bestimmen, wird auf der abfallen-
den Flanke ein Wert von ungeféhr ¢ = —0.75 gewahlt und zu jedem ausgegebenen

Zeitschritt die zugehorige Systemgrofie ermittelt. Da die Geschwindigkeit konstant
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Abbildung 5.2: Der bewegte Zustand bei vy = 0.189 87 ist in (a) dargestellt, der bei
vo = 1.97503 in (b). Abgebildet ist jeweils nur ein Ausschnitt des Systems
der Grofle L = 100. In beiden Darstellungen sind die Zusténde fiir die drei
ausgewdahlten Zeiten t = 0, ¢ = 5 und t = 10 abgebildet. Aufgetragen sind
jeweils ¢ und P gegen den Ort x. Die durchgezogenen Linien stellen ¢ dar,
die gestrichelten Linien sind P. Die Zeiten steigen in der Reihenfolge ¢ = 0,
5, 10 auf der x-Achse von links nach rechts an. Dabei liegt zwischen den drei
abgebildeten Zeiten des jeweiligen vy die gleiche Entfernung. Daran ist die
konstante Geschwindigkeit zu erkennen. Auflerdem ist zu erkennen, dass die
Geschwindigkeit fiir den grofleren Wert von vy hoher ist.

ist, ergibt sich daraus der lineare Zusammenhang
x=c-t+xg (5.1)

zwischen Zeitschritt ¢ und Ort z mit einem Startwert von xy. Durch eine lineare
Anpassung nach der Methode der kleinsten Quadrate mit der scipy-Bibliothek aus
Python wird die Steigung ¢ ermittelt, welche die Geschwindigkeit des bewegten
Zustands beschreibt. Beide Fit-Geraden sind in Abb. dargestellt, es wurden
die Geschwindigkeiten ¢ = 0.106 36 4+ 0.00141 und ¢ = 1.966 29 4+ 0.000 43 errech-
net. Die Unsicherheiten entsprechen der Standardabweichung und werden ebenfalls

von scipy berechnet. In Abb. [5.3|(a) ist der lineare Zusammenhang weniger deut-
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Abbildung 5.3: Auf den Abbildungen ist fir vy = 0.18987 und vy = 1.97503 die
Zeit t gegen den Ort des bei ¢ ~ —0.75 fixierten Punktes auf der abfallen-
den Flanke aufgetragen. Die Daten zeigen dabei einen deutlichen linearen
Zusammenhang. Durch einen linearen Fit nach Gleichung wird die
Steigung ermittelt, welche der Geschwindigkeit des bewegten Zustands ent-
spricht. Fiir vy = 0.18987 gilt ¢ = 0.106 356 £ 0.001 410, fiir vy = 1.97503
gilt ¢ = 1.966 291 £ 0.000 430.

lich als in (b), auBerdem wurde eine grofiere Schrittweite gewéhlt. Das ist darauf
zurtickzufithren, dass sich der Zustand in (a) sehr viel langsamer bewegt als der
in (b). Eine kleinere Schrittweite wiirde aufgrund der Diskretisierung dazu fithren,
dass sich Zustand (a) tiber mehrere Zeitschritte nicht verandert, wie es ansatzweise
auch bei der gewahlten Schrittweite zu erkennen ist.

Die durch die direkte Numerik bestimmten Geschwindigkeiten werden fiir beide
vp mit den von auto07p errechneten Geschwindigkeiten verglichen. Diese entspre-
chen dem in Gleichung eingefiihrten Parameter ¢, welcher die Geschwindig-
keit des fiir die Implementierung in auto07p bendtigten mitbewegten Bezugssys-
tems beschreibt. In der Gegeniiberstellung in Tabelle wird deutlich, dass bei
vo = 0.189 87 beide Methoden zur Berechnung von ¢ im Rahmen der Unsicherheit
die gleichen Ergebnisse liefern. Fir vy = 1.97503 stimmen die beiden Methoden

Tabelle 5.1: Die Tabelle stellt fiir beide vg die Ergebnisse der Zeitsimulation und der
Kontinuierung gegentiber. Die aus der Zeitsimulation errechnete Geschwin-
digkeit wird cze;y genannt, die mit auto07p ermittelte Geschwindigkeit c,uto-
Die Fehler entsprechen der ausgegebenen Unsicherheit der Fitparameter.

Vo ‘ CZeit Cauto
0.18987 | 0.106 36 £ 0.00141 0.106 75
1.97503 | 1.966 29 + 0.00043 1.967 57
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auch im Unsicherheitsintervall nicht iiberein. Die relative Abweichung der beiden
Geschwindigkeiten liegt dabei jedoch in der GréSenordnung 10~*, weshalb die bei-

den Methoden auch hier eine gute Ubereinstimmung aufweisen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Zusammengefasst wurden lokalisierte Zustinde eines aktiven, eindimensionalen
Allen-Cahn-Modells betrachtet. Dafiir wurde zunéchst ein einfaches Modell aufge-
stellt, welches aus zwei verkoppelten kinetischen Gleichungen fiir die Ordnungspa-
rameterfelder ¢ und P besteht. Mit dem Parameter ;1 = 0 wurden fiir das Modell
dann die rdumlich homogenen Fixpunkte ermittelt. Die gefundenen Fixpunkte bei
P =0 und ¢ = 0, =1 wurden anschlieBend mit einer linearen Stabilitatsanalyse
auf ihre Stabilitdt in Abhangigkeit von verschiedenen Parametern gepriift. Dabei
ergab sich, dass die beiden Fixpunkte ¢ = 41 unter der Voraussetzung positiver
Diffusionskonstanten D, und D7 unabhéangig von der Stérke der Kopplung stets
stabil sind. Der Fixpunkt bei ¢ = 0 weist ein komplexeres Verhalten auf. In Abhéan-
gigkeit der Wellenzahl der Storung ist dieser entweder stabil oder instabil, wobei
als Stabilitatsgrenze ¢; aus Gleichung ausgemacht werden konnte. Diese Sta-
bilitatsgrenze liegt in Form einer Hopf-Bifurkation vor. Fiir ¢ > ¢; ist der Fixpunkt
dabei stabil. Fiir das Modell wurde nun die Technik der Kontinuierung verwendet,
um ruhende und bewegte Losungséste zu identifizieren. Bei einer Systemgrofie von
L = 100 wurde durch eine Kontinuierung in vy der Punkt des Einsetzens der Bewe-
gung gefunden. Aus dem Bifurkationsdiagramm lasst sich ableiten, dass bei einer
starken Kopplung keine ruhenden lokalisierten Zustande existieren. Fir grofle vy
gibt es entweder bewegte lokalisierte Zustiande oder homogene, nichtlokalisierte
Zustande.

Weiterhin wurden einzelne Losungen auf den Asten mit direkter Numerik in
der Zeitsimulation betrachtet. Dabei wurden die beiden ruhenden Zustande bei
vg = 0.14090 und vy = 0.13257 und die bewegten Zustande bei vy = 0.18987
und vy = 1.97503 untersucht. Bei der Durchfithrung der Zeitsimulation zeig-
te sich, dass die lokalisierten Zustédnde bei einer langen Laufzeit der Simulati-
on zu zerlaufen beginnen. Dieser Effekt wird auf numerische Unsicherheiten zu-
riickgefithrt und trat erst ausreichend spét ein, um sowohl ruhende als auch be-
wegte Zustande betrachten zu konnen. Fiir beide bewegten Zustdnde wurde ein
Punkt an der Front des Zustands verfolgt und gegen die Zeit aufgetragen. An den

sich ergebenden linearen Zusammenhang wurde mit einem Fit eine Gerade an-
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gepasst. Deren Steigung entspricht der Geschwindigkeit des bewegten Zustands,
fir v = 0.18987 wurde ¢ = 0.106 356 & 0.001 410 ermittelt, fir vg = 1.97503
wurde ¢ = 1.966 291 + 0.000 430 ausgerechnet. Die Geschwindigkeiten wurden mit
den durch auto07p berechneten Geschwindigkeiten verglichen, dabei wurde eine
hohe Ubereinstimmung erreicht. Beim Erstellen der Startwerte fiir die direkte Nu-
merik wurde auf pde2path zuriickgegriffen, da die Ergebnisse aus auto07p keine
dquidistanten Werte aufweisen, wie sie fiir die Zeitsimulation beno6tigt werden. Es
steht damit noch aus, die Simulation so anzupassen, dass direkt die Losungen aus
auto07p verwendet werden kénnen.

Es bleibt weiterhin zu untersuchen, wie sich ¢ und vy zueinander verhalten. Die
bisherigen Ergebnisse lassen vermuten, dass vy und ¢ proportional zueinander sind,
jedoch sind zwei untersuchte Zustinde nicht ausreichend fiir eine abschliefende Be-
wertung. Weiterhin kann untersucht werden, wie das Modell auf Verdnderungen
der Diffusionskonstanten D, und Dr reagiert, insbesondere in Anbetracht des-
sen, dass die gefundene Stabilitatsgrenze aus Gleichung imaginar wird, falls
D, > 1 wird. Fir die Hopf-Bifurkation bei ¢; kann des Weiteren gepriift wer-
den, ob sie superkritisch oder subkritisch ist. Zusétzlich kann mit auto07p eine
Kontinuierung in der Hopf-Bifurkation vorgenommen werden. Auflerdem ist eine
Erweiterung der bereits durchgefithrten linearen Stabilitatsanalyse auf p # 0 sinn-
voll, um ein tieferes Verstandnis fiir das mit auto07p zum Auffinden der bewegten
Zusténde letztendlich verwendete Modell zu erlangen. In einem weitergehenden
Schritt kann das Modell auf zwei Dimensionen erweitert werden, um auch hier

lokalisierte Zustande zu untersuchen.
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A Anhang

Im Anhang wird der Quellcode der numerischen Berechnungen festgehalten. Wei-
terhin wird ein kurzes Tutorial zur den in auto07p durchgefithrten Rechnungen

gegeben.

Tutorial zur Kontinuierung mit auto07p

Fortran-File beschreibt die Datei, aus welcher die Problemstellung ausgelesen
wird (aac.£90):

SUBROUTINE FUNC(NDIM,U,ICP,PAR,IJAC,F,DFDU,DFDP)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN) :: NDIM, IJAC, ICP (%)
DOUBLE PRECISION, INTENT(IN) :: U(NDIM), PAR(*)
DOUBLE PRECISION, INTENT(OUT) :: F(NDIM), DFDU(NDIM,*), DFDP(NDIM,*)

DOUBLE PRECISION mu,D_T,D_r,v0,EPS,Fp,Fphi,LL,TPI,c
DOUBLE PRECISION PHI,PHIx,P,Px

PHI = U(1)
PHIX = U(2)
P = U(3)
Px= U(4)

TPI 8.0%ATAN (1.0)
EPS PAR (1)

mu=PAR (2)
D_T=PAR(3)
D_r=PAR (4)

vO=PAR (5)

LL=PAR (6)

c=PAR(7)

Fp = D_rxP
Fphi=-PHI+PHI **3

0D ERshIsitle sl e SEEEEES e e e S e e e e L
F(1) = LL*PHIX - EPS * (FPHI - mu)
F(2) = LL*(Fphi +mu -vO*Px - c*PHIx)
F(3) = LL*(Px)
F(4) = LL/D_T*(-c*Px-Fp-vO*PHIx)
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!/

!/

END SUBROUTINE FUNC

SUBROUTINE STPNT (NDIM,U,PAR,T)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN) :: NDIM
DOUBLE PRECISION, INTENT(INOUT) :: U(NDIM), PAR(%)
DOUBLE PRECISION, INTENT(IN) :: T

DOUBLE PRECISION mu,D_T,D_r,vO,EPS,Fp,Fphi,LL,
DOUBLE PRECISION FPHIO,FPHIPHIO,c,AMPL ,PHIMEAN

TPI = 8.0%ATAN(1.0)
PHIMEAN = 0.1

FPHIO = -PHIMEAN + PHIMEAN=*%*(3.0)
mu = FPHIO

FPHIPHIO = -1. + 3.0*xPHIMEAN*%*(2.0)
LL = TPI/SQRT (-FPHIPHIO)

PAR(1) = 0.0 ! EPS

PAR(2) = mu

PAR(3)=0.1 /D_T
PAR(4)=-0.05/D_r
PAR(5)=0.0'/v0

PAR(6) = LL

PAR(7)=0"'c

PAR(9) = 0.0 ! ENERGY

PAR(11) = 1.0 ! INTERNAL auto07p PERIOD

INITIAL SMALL AMPLITUDE SINUSOIDAL PROFILE

AMPL = 0.001
U(1) = PHIMEAN + AMPL*SIN(TPI*T)

U(2) = AMPL*TPI*COS(TPI*T)
U(3) = 0.0
U(4) = 0.0

END SUBROUTINE STPNT

SUBROUTINE BCND(NDIM,PAR,ICP,NBC,UO,U1,FB,IJAC,DBC)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN) :: NDIM, ICP(*), NBC, IJAC

DOUBLE PRECISION, INTENT(IN) :: PAR(x), UO(NDIM), U1(NDIM)
DOUBLE PRECISION, INTENT(OUT) :: FB(NBC)

DOUBLE PRECISION, INTENT(INOUT) :: DBC(NBC,*)

PERIODIC BOUNDARY CONDITIONS

FB(1)=U0(1)-U1(1)
FB(2)=U0(2)-U1(2)
FB(3)=U0(3)-U1(3)
FB(4)=U0(4)-U1(4)

END SUBROUTINE BCND
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SUBROUTINE ICND (NDIM,PAR,ICP,NINT,U,UOLD,UDOT,UPOLD,FI,IJAC,DINT)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN) :: NDIM, ICP(*), NINT, IJAC

DOUBLE PRECISION, INTENT(IN) :: PAR(x*)

DOUBLE PRECISION, INTENT(IN) :: U(NDIM),UOLD(NDIM),UDOT(NDIM),UPOLD(NDIM)
DOUBLE PRECISION, INTENT(OUT) :: FI(NINT)

DOUBLE PRECISION, INTENT(INOUT) :: DINT(NINT,*)

DOUBLE PRECISION PHIMEAN,FF,FFO,PHI,PHIX,6KAPPA,AA,BB

! integral pinning condition to break Translationssym. of homogeneous substrate
FI(1) = U(1)*UPOLD (1)

END SUBROUTINE ICND

DOUBLE PRECISION FUNCTION GETU2(U,NDX,NTST,NCOL)

INTEGER, INTENT(IN) :: NDX,NCOL,NTST
DOUBLE PRECISION, INTENT(IN) :: U(NDX,O:NCOL=*NTST)

GETU2 = U(2,0)

END FUNCTION GETU2

SUBROUTINE PVLS(NDIM,U,PAR)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN) :: NDIM

DOUBLE PRECISION, INTENT(IN) :: U(NDIM)
DOUBLE PRECISION, INTENT(INOUT) :: PAR (%)
DOUBLE PRECISION, EXTERNAL :: GETP,GETU2

INTEGER NDX,NCOL,NTST
DOUBLE PRECISION PHIMEAN

! NOTE
! Parameters set im this subroutine should be considered as ‘‘solution
! measures’’ and be used for output purposes only.

!They should never be used as ‘true’’ continuation parameters.
PHIMEAN = PAR(1)
PAR (41)=(GETP (’NRM’ ,2,U))**2-(GETP (’NRM’ ,4,U) ) **2
PAR (42)=(GETP (’NRM’ ,1,U))**2-(GETP (’NRM’ ,3,U) ) **2

END SUBROUTINE PVLS

SUBROUTINE FOPT
END SUBROUTINE FOPT
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c.-Files legen Kontinuierungsparameter und Konstanten wie Schrittweite fest.
Erste Rechnung: Kontinuierung in L, Ast der lokalisierten Zustédnde, dazu Aufruf

und Speichern von c.aac.1 tber

@GR aac 1

@sv di

NDIM = 4, IPS = 4, IRS = 0, ILP = 0

ICP = [6,41,42]

NTST= 2000, NCOL= 4, IAD = 3, ISP = 0, ISW = 1, IPLT= 0, NBC= 4, NINT= 0O
NMX= 5000, NPR= 1000, MXBF= 1, IID = 2, ITMX= 8, ITNW= 5, NWTN= 3, JAC= 0
EPSL= 1e-06, EPSU = 1e-06, EPSS = 1e-04

DS = 0.001, DSMIN= 1e-15, DSMAX= 0.1, IADS= 1

NPAR = 50, THL = {}, THU = {}

UZR = {6: [25.0, 30,35.0, 50.0,100.0], -6: 0}

Zweite Rechnung: Kontinuierung in L, Ast der homogenen Zustéande, fiir diese
Rechnung in .£90-Datei U(1) =PHIMEAN, U(2) =0 dndern, dann Aufruf und Spei-

chern von c.aac.1 mit NINT =0 tber

QOR aac 1

@sv homogen

NDIM = 4, IPS = 4, IRS = 0, ILP = 0

ICP = [6,7,41,42]

NTST= 2000, NCOL= 4, IAD = 3, ISP = 0, ISWw = 1, IPLT= 0, NBC= 4, NINT= 1
NMX= 5000, NPR= 1000, MXBF= 1, IID = 2, ITMX= 8, ITNW= 5, NWIN= 3, JAC= 0
EPSL= 1e-06, EPSU = 1e-06, EPSS = 1le-04

DS = 0.001, DSMIN= 1le-15, DSMAX= 0.1, IADS= 1

NPAR = 50, THL = {}, THU = {}

UZR = {6: [25.0, 30,35.0, 50.0,100.0], -6: 500}

Die ersten beiden Rechnungen erzeugen Abb. [1.3(a), Abb. [£.1(a) wird analog er-
zeugt mit angepassten Parametern in .£90-Datei
Dritte Rechnung: Kontinuierung in vy bei I = 100, ruhende Zustande, dazu Aufruf

und Speichern von c.aac.2 mit Start von LAB6 (IRS=6) aus d1 tiber

Q@R aac 2 di

@sv d2

NDIM = 4, IPS = 4, IRS = 6, ILP = O

cp = [5,7, 41,42]

NTST= 200, NCOL= 4, IAD = 3, ISP = 1, ISW = 1, IPLT= 9, NBC= 4, NINT= 1
NMX= 3000, NPR= 500, MXBF= 1, IID = 2, ITMX= 8, ITNW= 5, NWTN= 3, JAC= 0
EPSL= 1e-08, EPSU = 1e-08, EPSS = 1e-05

DS = 0.001, DSMIN= le-15, DSMAX=  0.01, IADS= 1

NPAR = 50, THL = {}, THU = {}

UZR = {5:[0.05,0.1,0.13257,0.14090,0.18987,0.25,0.5],42: [0.0], 41: [0.0]}
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Die dritte Rechnung erzeugt den Ast ruhender Zustdnde aus Abb. und mit
angepassten Parametern analog Abb.

Vierte Rechnung: Kontinuierung in vy bei L = 100, bewegte Zustande, dazu Aufruf
und Speichern von c.aac.3 mit Start von LAB15 (IRS=15) aus d2, Astwechsel

initiieren durch ISW=-1 iber

NDIM = 4, IPS = 4, IRS = 15, ILP = 0

Icp = [5,7, 41,42]

NTST= 200, NCOL= 4, IAD = 3, ISP = 1, ISW = -1, IPLT= 9, NBC= 4, NINT= 1
NMX= 2000, NPR= 200, MXBF= 1, IID = 2, ITMX= 8, ITNW= 5, NWTN= 3, JAC= 0
EPSL= 1e-08, EPSU = 1e-08, EPSS = 1e-05

DS = 0.001, DSMIN= 1e-15, DSMAX= 0.01, IADS= 1

NPAR = 50, THL = {}, THU = <{}

UZR = {5:[0.05,0.1,0.25,0.5,1.97503],42: [0.0], 41: [0.0]}

Die vierte Rechnung bestimmt den Ast bewegter Zustande aus Abb.

Zeitsimulation mit Python

Es wurden verschiedene Zeitsimulationen durchgefiihrt, diese beruhen alle auf dem
abgedruckten Quellcode und weisen nur Anderungen der Dateinamen, Konstanten
und Arten der Speicherung auf.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Lx = 2. # Phys. Laenge des Systems in der Eingabe
L = 100.# Phys. Laenge des Systems in der Ausgabe
Nx = 4096 # Anzahl Diskretisierungspunkte in z-Richtung

x = np.arange(Nx) * 1.%Lx/Nx
kx = np.fft.fftfreq(Nx,Lx/(Nx*2.0*np.pi))

ksquare = kx*kx

HAUURRABURRARBRRRRRRRRAA B KOnStant en #ARBHARAHUHRRARBHRRARBHRRARUHRRAHRY
cO =0

AMPL = 0.01

v_0 = 1.97503

mu = 0.099

D.T = 0.1

D_r = 0.05

exit ()

t = 0.0

h = 1le-4

T_End = 50

N_t = int(T_End / h)
timestepper = "RK4"
plotEveryNth = 1000

HARRRRARBRRARRBRRARRRRAA R Anfangsbedingungen #ARBHRAARBURARBRRHARBHRAAS
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¢ = 1.0*np.arange(Nx, dtype=complex)
p = 0.0*np.arange(Nx, dtype=complex)
filename_c = ’phi_mov_vO0_197503_EV1’
filename_p = ’pol_mov_vO0_197503_EV1’
art_anfbed= ’datei_txt’
label = 40
if (art_anfbed == ’random’):
¢ = (np.random.random((Nx))-0.5)*0.03 +cO
elif (art_anfbed == ’datei_npy’):
¢ = np.load(’U1_LAB%3i.npy’%(label))
x = Lx*np.load(’t_LABY%3i.npy’%(label))
p = np.load(’U3_LABY3i.npy’%(label))
Nx=1len(x)
kx = np.fft.fftfreq(Nx,Lx/(Nx*2.0*np.pi))
ksquare = kxx*kx
elif (art_anfbed == ’datei_txt’):
c = np.loadtxt(filename_c)
p = np.loadtxt(filename_p)
Nx=1len(c)
x = np.arange(Nx) * 1.*%xLx/Nx #z-Array
kx = np.fft.fftfreq(Nx,Lx/(Nx*2.0*np.pi))
ksquare = kx*kx
else:
c=0%c
HARBRBRRRRRRRARRRR AR R AR AR Pseudospektral +RungeKutl ta ###HAARRRRRRRRHRRAHS
def rhs(c,p,t):
ck = np.fft.£fft(c)
pk = np.fft.fft (p)
result_ck = -ksquare/L**2.%xck - np.fft.fft(np.fft.ifft (ck)**3)-v_0%*1j*xkx/L*pk

def

rhs_p = np.fft.ifft(-D_Txksquare/L**2.*xpk - v_0*1.0j*xkx/L*ck) - D_r*p

rhs_c = np.fft.ifft(result_ck) + c + mu

return rhs_c, rhs_p

RK4 (c,p,t,h):

kic, kip = rhs(c,p,t)

k2c, k2p = rhs(c+h/2.0*klc, p+h/2.0*klp, t+h/2.0)
k3c, k3p = rhs(c+h/2.0%k2c, p+h/2.0*xk2p, t+h/2.0)
k4c, k4p = rhs(c+h*k3c, p+h*k3p, t+h)

C_

pP_

new = c+h/6.0x(klc + 2.0*k2c + 2.0xk3c + kéc)
new = p+h/6.0%(klp + 2.0xk2p + 2.0xk3p + k4p)

return c_new, p_new

HARRRHARRARARBRARAR AR AR Speichern der Ergebnisse####ARAA#RAHARRAHAHA

for

i in xrange(N_t):

if (timestepper == "RK4"):
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t = ixh
c, p = RK4(c,p,t,h)
error = 0.0

if (i % plotEveryNth == 0):

print ("Step%04d,t=%f,error=Yf,new_h=Y%f"%(i,t,error ,h))
plt.xlabel(’x’) #p[i]=0

plt.ylabel (’c(x)’)
plt.title(r"AC_with_$N_x=%3i,t=%3.1f,c_0=%2.4f,v_0=%1.5f$"
plt.plot(x,c.real, ’ob’)

plt.plot(x,p.real, ’ob’)

plt.axis([x.min(), x.max(), -1.05, 1.05])

filename = "Allen-Cahn-1D-%04d.png" % (i/plotEveryNth)
plt.savefig(filename)

plt.close ()

%(Nx ,t,cO0,v_0))
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