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1 Einleitung

1 Einleitung

Die mathematische Beschreibung der Ausbreitung von Biofilmen ist ein Gebiet, auf dem schon
seit iiber 80 Jahren [I] geforscht wurde und das auch heute noch von grofiem Interessen so-
wohl in der Physik, als auch in der Biologie und Medizin ist. Dabei existieren sowohl diskrete
Ansétze [2] und Kontinuumsmodelle [3], als auch Hybride [4] aus den beiden. Die diskre-
ten Modelle basieren dabei auf zelluldren Automaten [5], wihrend die Kontinuumsmodelle
das Verhalten des Biofilms als makroskopisches Objekt ohne Beriicksichtigung der einzelnen
Bakterien anhand von Differentialgleichungen beschreiben. Diese Arbeit soll sich dabei aus-
schliefilich mit der Kontinuumsmodellierung der Biofilmausbreitung befassen.

Die untersuchten Modelle bestehen dabei aus Systemen von gekoppelten Differentialgleichun-
gen mit zwei Komponenten: dem Biofilm selbst und den Nahrstoffen, die die Bakterien bend-
tigen, um Zellteilung durchzufiithren und neue Biomasse zu generieren. In der Literatur sind
auch komplexere Systeme mit weiteren Komponenten, wie beispielsweise unterschiedlichen
Nahrstoffen oder inaktiven Bakterien zu finden [3], jedoch lassen sich mit zwei Komponenten
bereits etliche Verhaltensweisen modellieren.

In dieser Arbeit werden zwei Modelle untersucht, die auf unterschiedlichen Ansétzen beruh-
ren. Zuerst wird ein reines Reaktions-Diffusions-System betrachtet, in dem Bakterien und
Néhrstoffe von Reaktions-Diffusions-Gleichungen beschrieben werden. Dabei beschreibt der
Reaktionsterm die Umwandelung von Néhrstoffen in Biomasse. Spéater wird im zweiten Mo-
dell der Diffusionsterm des Biofilms ersetzt durch eine Diinnfilmgleichung, sodass der Biofilm
als viskoser Fliissigkeitsfilm betrachtet wird. Experimentell wurde unter anderem von Se-
minara et. al [6] gezeigt, dass die Ausbreitung einer Bacillus Subtilis Kultur kaum von der
individuellen Mobilitédt der Bakterien abhidngt und somit die Modellierung der aktiven Mo-
bilitdt der Bakterien nicht zwangslaufig vonnoten ist.

Zur Untersuchung der Modelle werden hauptséchlich die numerische Zeitschrittintegrati-
on mittels einer in Python implementierten Finite-Differenzen-Methode und einer Finite-
Elemente-Methode der Software DUNHY verwendet. Weiterhin wird numerische Kontinu-
ierung von Parametern mittels AUTO-07P[7] benutzt, um statische Losungen genauer zu

untersuchen. Abschliefend wird das Verhalten der beiden Modelle kurz verglichen.

'siche DUNE-Webseite: https://www.dune-project.org/
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2 Theoretische Grundlagen - Modelle

2.1 Monod-Kinetik

Die Grundlage fiir das Bakterienwachstum in den spéter betrachteten Modellen bildet die
Monod-Kinetik [§]. Dabei handelt es sich um ein einfaches Modell zur Beschreibung von
bakteriellem Wachstum, das durch einen einzelnen Néhrstoff limitiert wird. Die Menge dieses
Néhrstoffes wird fortan mit n bezeichnet.

Eine einfache Moglichkeit die lokale Wachstumsgeschwindigkeit eines Biofilms zu beschreiben

bietet die Differenzialgleichung

Bailzath:g'h. (1)
Dabei ist h die aktuelle Bakterienmenge und ¢ die sogenannte spezifische Wachstumsrate. Fir
g = konst. > 0 wiirde dieses Modell zu unlimitiertem exponentiellem Wachstum fithren und
ist damit fiir grole Zeiten offensichtlich unphysikalisch. Zur Losung dieses Problems ist es
notwendig, die Abhéngigkeit des Wachstums von einem limitierenden Nahrstoff zu beriicksich-
tigen. Ein haufig verwendetes, experimentell verifiziertes Modell [8, [9], fiir die Beschreibung

eines nahrstoffabhédngigen Wachstums ist die sogenannte Monod-Kinetik

. S
ath = 9Monod * h  mit 9Monod = gmaacma (2)

wobei S dem Verhéltnis 3 zwischen limitierendem Néhrstoff n und Bakterienmenge h ent-

spricht und K die sogenannte Sdttigungskonstante ist, die den Wert von S festlegt, an dem

g = #mex ist. Mit der Annahme, dass jegliche Nahrstoffe von den Bakterien zur Vermehrung

verwendet werden, also keine weiteren Nahrstoffe-verbrauchenden Prozesse stattfinden folgt
h-S h-n

S+ K = =P Ymax = —p - Gronoa(h,n). (3)

atn:_p‘gMonod'h:_p'gmam m—

Dabei beschreibt die Konstante p den Ertrag an Bakterienmenge pro verbrauchten Nahrstof-
fen. Da in dieser Arbeit jedoch keine quantitativen Vergleiche mit experimentellen Messungen
gezogen werden, ldsst sich die Nahrstoffmenge n so skalieren, dass p = 1 gilt. Insgesamt ergibt

sich also ein System gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen:

h-n
Oth = gmaxm
h-n
On = _gmamm (4)
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Fiir K = 1 lasst sich dieses System auf das logistische Wachstum 0,h = ¢ - h(hpmazr — h)
mit nur einer Komponente zuriickfithren und damit analytisch 16sen (siehe Kapitel . Im
Fall K = 0 erhélt man wie ebenfalls in gezeigt wieder exponentielles Wachstum. Fiir
h(t =0) = ho > 0 und n(t = 0) = ng > 0 gilt in diesem System fiir groBe Zeiten h — hg + ng
und n — 0. Es werden also alle N&hrstoffe ohne Verluste in Biomasse umgewandelt.

Die Form der Monod-Gleichung lédsst sich anschaulich dadurch begriinden, dass g fiir sehr
kleine Nihrstoffmengen ndherungsweise proportional zu 7 sein sollte, da in diesem Grenzfall
ohnehin nur ein Bruchteil der Bakterien mit Nahrstoffen fiir die Vermehrung versorgt wer-
den kann, sodass das Gesamtwachstum unabhéngig von h ist. Im Grenzfall grofier n sollte
J & Gmaz gelten, da in diesem Fall genug Néahrstoffe zur Verfiigung stehen, um die Néhrstof-
faufnahme aller Bakterien zu sittigen. Abbildung [2.1] zeigt garonoa fiir festgehaltenes h bei
verschiedenen Werten von K. Man erkennt, dass das Wachstum fiir kleine n Proportional

zum inversen von K steigt, jedoch fiir alle Werte von K gegen 1 konvergiert.
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Abbildung 2.1: gpronod(n) fiir verschiedene Werte von K.

2.2 Das Reaktions-Diffusions-Modell

Reaktions-Diffusions-Systeme (RD-Systeme) finden in vielen Gebieten Anwendung als Mo-
delle fiir Prozesse, in denen sich eine oder mehrere Komponenten diffusiv ausbreiten und
miteinander wechselwirken. Auch zur Beschreibung von Biofilmen wurden bereits zahlreiche
RD-Modelle entwickelt[3].

Die allgemeine Reaktions-Diffusions-Gleichung ldsst sich herleiten, indem der Kontinuitats-
gleichung fiir eine Dichte ¢ und ihre Stromdichte j ein lokaler Reaktionsterm R(c) hinzugefiigt

wird:

-

dc+V -7 = R(c). (5)
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Entsprechend dem ersten Fickschen Gesetz ] = —DVe mit dem skalaren Diffusionskoeffizi-

enten D folgt dann nach Umstellen die Reaktions-Diffusions-Gleichung
0rc = DAc+ R(c) (6)

fiir eine einzelne Komponente. Um dies auf mehrere Komponenten zu verallgemeinern, wird
¢ durch einen Vektor c ersetzt, dessen Komponenten ¢; die einzelnen Komponenten beschrei-
ben. Der Diffusionskoeffizient wird dann zu einer Diagonalmatrix D, deren Elemente die
Diffusionskoeffizienten der einzelnen Komponenten beschreiben und der Reaktionsterm wird
zu einer vektorwertigen Funktion, deren Argumente die lokale Dichte aller Komponenten
sind. Diese Funktion beschreibt die Wechselwirkungen der Komponenten untereinander und
mit sich selbst.

In dieser Arbeit werden ausschliefilich Systeme aus zwei Komponenten h(7) und n(r) be-
trachtet, die die lokale Bakterien- und die Néhrstoffdichte beschreiben. Weiterhin wird fiir
die Reaktionsterme entsprechend Kapitel [2.1| Ry, (h,n) = —Ry,(h,n) = G(h,n) angenommen.
Mit dem Monod-Wachstum G pjon0q €rgibt sich also insgesamt das System

h-n
h =Dy Ah mar —————
O h t9 n+ Kh
h-n
:DnA —Ymax T 7>
Om T Imar TR, ™)

Im Folgenden wird g¢,,q, nur noch mit g bezeichnet.

2.3 Das Diinnfilm-Modell

Im zweiten betrachteten Modell wird die Reaktions-Diffusions-Gleichung fiir die Biofilmh&he
h ersetzt durch eine Diinnfilmgleichung mit einem Wachstumsterm G(h, n). Die Gleichung fiir
die Néhrstoffe wird unverdndert gelassen, da die Nahrstoffe in der Regel nicht als Fliissigkeit
auf dem Substrat vorliegt, sondern sich unter typischen Laborbedingungen diffusiv im Agar-

Substrat ausbreiten kann, auf dem der Biofilm wéchst [3].

2.3.1 Die Diinnfilm-Gleichung

Die Diinnfilmgleichung kann hergeleitet werden [I0} 1T}, 12], indem man bei der Kontinui-
tatsgleichung 0:h = —6]_' beginnt. Die Flussdichte 7 kann aus den Navier-Stokes Gleichun-
gen hergeleitet werden. Dabei werden als Naherungen angenommen, dass die Fliissigkeit
inkompressibel ist und dass die Skala L der Ausbreitung des Biofilms entlang der x- und

y-Koordinaten deutlich gréfler ist, als die Dicke des Biofilms [ entlang der z-Achse. Damit




2 Theoretische Grundlagen - Modelle 2.3 Das Diinnfilm-Modell

lasst sich der Kleinheitsparameter € = % < 1 einfiihren, sodass sich die Koordinaten skalieren

lassen als
r=1Lr'=-2', y=Ly=-v, z=17. (8)

Die Gleichungen werden dann nach einsetzen der neuen Koordinaten in diesem Kleinheitspa-
rameter € entwickelt und héhere Ordnungen werden vernachlassigt.

Als Randbedingungen werden dabei angenommen, dass an der Grenzfliche zum Substrat die
Geschwindigkeit der Fliissigkeit gleich der Geschwindigkeit des Substrates ist (hier vgypst = 0)
und an der Grenzfliche zur Luft keine Kraft tangential zur Oberfliche wirkt. Damit ergibt

sich die Flussrate
j=--Vp (9)

mit der konstanten Viskositdt g und dem Druck p. Der Druck wird dabei als Kombination
aus Laplace-Druck —oAh und Trennungsdruck —II angenommen. Dabei ist o die Oberfla-
chenspannung. Andere Faktoren, wie beispielsweise Gravitation werden hier aufgrund ihres

geringen Einflusses vernachléssigt. Der Trennungsdruck hat dabei die Form

naf() - (')

Die Parameter werden als n = 6,m = 3 und h;, = 1 gewahlt, womit die Konstante B sich mit

dem Kontaktwinkel 6 zwischen Substrat und Fliissigkeit in Relation bringen lasst [13]:

B = gataHQ(H). (11)

Die Konstante h), ist die Hohe der diinnen homogenen Benetzungsschicht (Precursor Film),
die dem Biofilm vorauseilt und erlaubt, dass der Film sich auf die trockene Oberfliche des

Substrates ausbreitet[I4]. Damit ergibt sich insgesamt die Form

- - 1 1
_ 3
Coh =V (h \Y [W <h3 — h6> — Ah]) (12)
mit
3 B _ 5
C= o und W = ~ =3 tan“(0). (13)

Dabei ist W ein Benetzungsparameter, der die relative Starke des Trennungsdruckes gegen-
tiber dem Laplace-Druck angibt [13]. Grofere Werte fir W bedeuten dabei schwéchere Benet-

zung des Substrates. Der Parameter C' lasst sich dabei durch eine Reskalierung der Zeit auf
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C = 1 normieren, da dieser nur die Geschwindigkeit des Vorgangs beeinflusst. Das bedeutet
auch, dass die Viskositdt p in der verwendeten Ndherung keinen Einfluss auf das qualitative
Verhalten hat, sondern nur die Zeitskala beeinflusst. Die Oberflichenspannung hingegen ist
implizit auch in der rechten Seite der Gleichung enthalten, da diese den Kontaktwinkel und
damit W beeinflusst.

2.3.2 Wachstumsterm

Im Diinnfilm-Modell kann der Wachstumsterm aus Kapitel nicht ohne Weiteres verwen-
det werden. Zuerst muss eine Korrektur fiir den Precursorfilm eingefithrt werden, der keine
Bakterien enthélt, sodass h durch (h — h;) ersetzt wird. Weiterhin hat sich bei der Zeitinte-
gration mittels der von DUNE bereitgestellten Finite-Elemente-Methode (siehe Kapitel
gezeigt, dass das Modell auflerordentlich kleine Raum- und Zeitschritte ben6tigt, um sinnvolle
Ergebnisse zu liefern. Aufgrund der stark steigenden Berechnungszeit, die daraus resultiert,
ist dies jedoch im Zeitrahmen dieser Arbeit keine Option. Das Problem liegt dabei darin,

dass h = h;, zwar im Wachstumsterm

n

h—h,)———

(14)
offensichtlich einen Fixpunkt darstellt, jedoch ist dieser so instabil, dass durch numerische
Ungenauigkeit beispielsweise vor dem eigentlichen Biofilm weitere sekundére Biofilme entste-
hen, die offenbar unphysikalisch sind, da keine Bakterien entstehen kénnen, wenn nicht bereits
Bakterien vorhanden sind, die Zellteilung durchfiihren kénnen. Zur Losung dieses Problems

wurde der Monod-Wachstumsterm durch das modifizierte Wachstum

h2 . n hg A
G"Monod . (1 - h) - g(h hp)n+ Kh <1 h > = GMonod (15)

ersetzt, sodass h = h,, ein stabiler Fixpunkt wird und A einen instabilen Fixpunkt darstellt.
Physikalisch lasst dies sich rechtfertigen als stetige Ndherung an einen Schwellwert an Bak-
terien pro Fléache, ab dem Bakteriellen Wachstum stattfinden kann, wie er unter anderem in
[3] eingefiihrt wird. Fiir grofle h néhert das modifizierte Wachstum sich an. Das Stabili-
titsverhalten von G ajonod fiir ho = 1.5 ist in Abbildung dargestellt.

Das Verhalten dhnelt dabei fiir A > hs dem normalen Monod-Wachstum mit einer leichten
Verschiebung nach unten (siehe Abbildung . Qualitativ sollte das Verhalten sich durch
diese Modifikation also abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der Kontaktlinie und

einer allgemeinen Verlangsamung des Wachstums kaum verdndern.
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Abbildung 2.2: Angepasster Wachstumsterm fiir bessere numerische Stabilitdt. Die Parameter
lauten dabei ng = 100,h, = 1,ho = 1.5

Insgesamt ergibt sich mit dem modifizierten Wachstumsterm also das folgende Diinnfilm-
Modell:

- - 1 1 n h
_ 3 _ _ _ _ 2
8th—V(hV{W<h3 hG) Ah])+g(h )t (1 h)
dn = DAn — g(h — hy)—— (1—h2> (16)
e sanTg Pn+ Kh h)
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Zur Untersuchung der Modelle werden hauptséchlich numerische Zeitintegrationen der Glei-
chungen durchgefiihrt. Dabei wird das Reaktions-Diffusions-Modell mithilfe einer in Python
implementierten expliziten Cash-Karp-Methode und Finite-Differenzen Diskretisierung un-
tersucht. Das Diinnfilm-Modell ldsst sich mit einer Finite-Differenzen-Methode kaum berech-
nen, daher wird hier auf die Software DUNE zuriickgegriffen, die eine implizite Runge-Kutta-

Methode verwendet um das Problem in der Finite-Elemente-Formulierung zu 16sen.

3.1 Runge-Kutta-Methoden

Runge-Kutta-Methoden (RK-Methoden) sind Verfahren zur numerischen Zeitintegration von
Differentialgleichungen, die die Integration {iber eine Anzahl von Zwischenstufen durchfiihren.
Fiir Differentialgleichungen der Form d;u(t) = f(u(t)) mit der Anfangsbedingung u(tg) = uo

lautet die Gleichung fiir den néchsten Zeitschritt allgemein
S
u(t+h) =u(t)+hY_ bik (17)
j=1
wobei s die Anzahl der Zwischenstufen ist und k; der j—te Zwischenschritt

ki=f <u(t) + hzs:ajlkk> . (18)
=1

Man unterscheidet dabei zwischen expliziten und impliziten Methoden, wobei der Unterschied
darin besteht, dass alle aj; mit [ > j bei expliziten Gleichungen gleich 0 sind. Im expliziten
Verfahren muss dadurch kein Gleichungssystem gelost werden und jeder Zeitschritt ist somit
schneller berechnet. Nachteil dabei ist die geringere Genauigkeit der Losung, die zu numeri-
scher Instabilitat fithrt, wenn die Zeitschritte zu grofl sind. Die Parameter a und b lassen sich
aus dem sogenannten Butcher-Tableau ablesen, dass jede Runge-Kutta Methode charakteri-
siert. Das Butcher-Tableu hat dabei die Form

(19)

LA [N

wobei b und ¢ Vektoren mit s Komponenten und A eine s x s-Matrix ist. Die Parameter
¢ werden nur fiir explizit zeitabhédngige Funktionen f(u(t),t) benétigt, bei denen in jeder

Zwischenstufe die Zeit hc; eingesetzt wird.

10
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3.1.1 Cash-Karp-Methode

Das besondere and der Cash-Karp-Methode[15] ist, dass es zwei Vektoren b gibt. Die Lo-
sung wird in Genauigkeit vierter und fiinfter Ordnung berechnet. Durch den Vergleich der
beiden Losungen lésst sich ein Maf fiir die Ungenauigkeit finden. Abhéngig von dieser Grofie
kann die Zeitschrittweite verringert werden, falls die relative Abweichung zwischen den bei-
den iiber einer gewissen Toleranz liegt, oder erhoht werden, falls die Ungenauigkeit deutlich
geringer als gewiinscht ist. Dadurch wird eine optimale Laufzeit bei gegebener Genauig-
keit sichergestellt und eine numerische Instabilitdt beispielsweise bei Verwendung mit Finite-
Differenzen-Methoden kontrolliert. Das Butcher-Tableau fiir diese Methode ist in Abbildung
dargestellt.

0 0
11 o
5 5
3] 3 8 0
10 40 40
3| 3 _9 6 0
5 10 10 5
1| _nos _m 8 0
54 2 27 27
7 1631 175 575 44275 253 0
8 55296 512 13824 110592 4096
37 0 250 125 0 512  Orderb
378 621 594 1771
2825 0 18575 13525 277 1 Order 4
27648 48384 55296 14336 4

Abbildung 3.1: Butcher-Tableau der Cash-Karp-Methode[I5].

3.1.2 Implizite Runge-Kutta-Methoden

Bei impliziten Runge-Kutta-Methoden sind wie bereits erwdhnt manche oder alle Elemente
auf und iiber der Diagonalen von A ungleich Null, sodass keine explizite Gleichung fiir jedes
k; gegeben ist [16]. Stattdessen erhélt man fiir die k; ein Gleichungssystem, das sich beispiels-
weise iiber die Newton-Raphson-Methode [17] 16sen lasst. Der Vorteil dabei ist eine bessere
Stabilitat und groflere mogliche Schrittweiten als explizite Runge-Kutta-Methoden. Ist die
Stabilitédt jedoch nicht problematisch sind explizite Methoden oft schneller, da das Lésen von

Gleichungssystemen einen erheblichen numerischen Aufwand darstellen kann.

11
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3.2 Raumliche Diskretisierung

Um ein rdumlich ausgedehntes System von Differentialgleichungen numerisch zu integrieren,
muss zunéchst das betrachtete Gebiet diskretisiert und rdumliche Ableitungen approximiert
werden. Es existieren eine Vielzahl an Verfahren, um dieses Problem anzugehen. Hier werden
die in dieser Arbeit verwendeten Verfahren der Finite-Elemente-Methode und der Finite-

Differenzen-Methode vorgestellt.

3.2.1 Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) dient der Diskretisierung des rdumlichen Gebietes
zur numerischen Approximation und der rdumlichen Ableitungen in Differentialgleichungen
[18]. Der folgende Einblick in die Methode basiert auf [19] und [20] und beschrankt sich der
Einfachheit halber auf eindimensionale Probleme. Analog lasst die Methode sich jedoch auf
Probleme beliebiger Dimension anwenden. In [20] findet sich ein Beispiel fiir die Anwendung
auf eine Diinnfilmgleichung.

Gesucht sei die Losung einer Differentialgleichung dyu(x) = f(u,u/,u”,...) auf einem Gebiet
der Lange L. In der FEM wird die Differentialgleichung zunéchst in die sogenannte schwache
Form umgeschrieben. Dazu wird eine glatte Testfunktion ¢ an die Gleichungen multipliziert
und die Gleichung partiell iiber das Gebiet 2 integriert, sodass rdumliche Ableitungen der
gesuchten Funktion u auf die Testfunktion {ibertragen werden. Lésungen fiir v in der schwa-
chen Formulierung werden schwache Losung genannt und sind im allgemeinen keine Losung
der urspriinglichen Gleichung, da sie weniger oft differenzierbar sein miissen.

Wenn die Gleichung in schwacher Form vorliegt, ist der néchste Schirtt die Unterteilung
des Gebietes ) in n kleinere Untergebiete €);, die sogenannten Elemente. Die Randpunkte
der Elemente werden dabei als Knoten bezeichnet. Die Knoten werden hier als dquidistant
gewdhlt, sodass alle Elemente gleich grofl sind. Die Losung der Differentialgleichung wird
dann in Ansatzfunktionen entwickelt, die jeweils nur auf einem beschrinkten Gebiet definiert
sind. Hier werden als Ansatzfunktionen lineare Funktionen verwendet, deren Freiheitsgrade
die Werte u; = u(z%) auf den Knoten sind. Man wahlt nach dem Galerkin-Ansatz auch fiir
die Testfunktionen die selben Ansatzfunktionen. Die Integrale lassen sich dann in gewichtete
Summen umschreiben. Dadurch ergibt sich ein System von algebraischen Gleichungen fiir die
unbekannten Gewichtungskoeffizienten der Ansatzfunktionen, das sich beispielsweise mit der
Newton-Raphson-Methode 16sen ldsst. Wenn die Koeffizienten bestimmt sind, 14sst sich die
Gesamtfunktion aus den entsprechend gewichteten Ansatzfunktionen zusammensetzen und
dann so oft wie benétigt ableiten um f(u, v/, u”,...) zum aktuellen Zeitpunkt zu bestimmen.
Dann kann ein Zeitintegrationsverfahren wie beispielsweise eine Runge-Kutta-Methode an-

gewendet werden.
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Randbedingungen kénnen in der schwachen Formulierung direkt in die bei der partiel-
len Integration entstehenden Randintegrale einfliefen. Dadurch sind vor allem Neumann-
Randbedingungen sehr leicht umzusetzen, da sie dazu fiihren, dass diese Randintegrale ver-
schwinden.

Die in dieser Arbeit verwendete Software DUNE benutzt zur Zeitintegration eine implizi-
te Runge-Kutta-Methode und zur Losung des Gleichungssystems ein sogenannte biconjugate

gradient stabilized method [21] und symmetric successive over-relazation [22].

3.2.2 Finite-Differenzen-Methode

Die Finite-Differenzen-Methode (FDM) [23] ist ein Verfahren zur numerischen Approximation
von (rdumlichen) Ableitungen basierend auf der Taylor-Entwicklung. Die Ableitung einer

Funktion f(x) wird dabei in erster Ordnung approximiert durch die Naherungen

f(z) = flx—h)
- ;

9, f(z) ~ LEF h]?b —@) der 0, f(2) ~

(20)

die entsprechend Vorwérts- oder Riickwérts-Ableitung genannt werden. Die Funktion wird
also auf einem diskreten Gitter mit Schrittweite h betrachtet. Fiir h — 0 lasst sich die exakte
Losung beliebig gut anndhern, wobei jedoch der benétigte Rechenaufwand stark steigt. In
zweiter Ordnung nimmt man den Mittelwert aus Vorwérts- und Riickwérts-Ableitung und
erhalt

fle+h)—flz—h)

8:cf($) ~ oh (21)

Dies ist jedoch ungeeignet fiir die Verwendung in hoheren Ableitungen, da beispielsweise fiir

die zweite Ableitung folgen wiirde

flz+2h) —2f(z) + f(x - 2h)

Do f () ~ o

(22)

und somit im betrachteten Gitter die nebeneinander liegenden Punkte jeweils vollkommen
unabhéngig voneinander wiren. Fiir die zweiten Ableitungen im Reaktions-Diffusions-Modell
wird daher jeweils eine Vorwérts- und eine Riickwérts-Ableitung verwendet.

Ein Vorteil der Methode gegeniiber der Finite-Elemente-Methode ist die einfache Implemen-
tierung und schnelle Laufzeit bei geeigneten Problemen. Fir die Diinnfilmgleichung ist die
FEM jedoch besser geeignet, da die enthaltenen vierten Ableitungen in der FDM numerisch

sehr instabil sind.
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3.3 Kontinuierungsmethoden

Numerische Kontinuierung [7), 24] ist eine Methode zur Approximation von Losungen eines

Gleichungssystems der Form
F(u,p) =0 (23)

mit F, ue R" und einem Parameter p. Ausgangspunkt fiir die Kontinuierung ist eine sta-
tiondre Losung u® des Systems fiir den Parameter p°. Gesucht werden dann Lésungen
u'!, die sich qualitativ kaum von der Anfangslésung unterscheiden und die Gleichung fiir den
leicht verinderten Parameter p' 16sen. Eine eindeutige Losung u![p'] existiert genau dann in

0 wenn die Jacobi-Determinante von F an der Stelle (u?, p®) ungleich

der Umgebung von u
0 ist[25]. Fiir die Losung u! gilt in diesem Fall u![p’] = 2° und man spricht von einem Lo-
sungszweig. Falls die Determinante ungleich 0 ist, konnen mehrere Losungszweige existieren.
Um die Losung u' fiir einen Parameter p! zu finden, wird zunéchst eine Losung u° fiir einen
Parameter p” benétigt. Der Parameter p° wird dann schrittweise variiert und nach jedem

Schritt wird eine neue Losung u beispielsweise iiber die iterative Newton-Raphson-Methode
alb+D) — gk ( DF(k))‘l Fk) (24)

gesucht. Dabei ist u® die Losung nach k Iterationen des Verfahrens, F*) = F(x®) pl) und
(DF(’“))i1 die Inverse der Jacobimatrix von F. Die Anzahl der bendtigten Iterationen ist
abhingig von der gewiinschten Genauigkeit der Approximation, da die Losung u®) sich mit
steigendem k der gesuchten Losung u' immer weiter annihert. Damit die Newton-Raphson-
Methode konvergiert, muss die Anfangslosung u” nah an der gesuchten Losung u sein. Daher
ist es oft nicht mdglich mit nur einer Anwendung der Newton-Raphson-Methode von p° zu p?
zu kommen und man geht stattdessen in mehreren Schritten iiber eine Reihe von Parametern
pi, die zwischen Start- und Endparameter liegen.

Die Kontinuierungen in dieser Arbeit werden mit der Software AUTO-07P[7] durchgefiihrt,
die alle bendtigten Methoden bereitstellt. Es wird die Pseudo-Arclength-Continuation statt
der Newton-Raphson-Methode verwendet, die jedoch auf demselben Grundprinzip beruht.

14



4 Analyse der Modelle

4 Analyse der Modelle

In diesem Abschnitt sollen die zuvor erklarten Modelle untersucht werden. Dazu wird zu-
néchst das lokale Monod-Wachstum betrachtet. Anschliefend wird der Einfluss der verschie-
denen Parameter auf die Charakteristiken des Reaktions-Diffusions-Systems untersucht. Dar-
auf folgt eine Betrachtung des Diinnfilm-Modells bei verschiedenen Parametern. Zuletzt wer-

den die beiden Modelle kurz verglichen.

4.1 Lokales Monod-Wachstum

Zunéchst soll kurz der Einfluss der Sattigungskonstante K auf das lokale Monod-Wachstum
anhand von numerischer Zeitintegration betrachtet werden. Dazu verwendet wird eine in
Python implementierte Cash-Karp-Methode, wie sie in Kapitel [3.I] beschrieben ist. Als Start-
werte werden n(t = 0) = 100 und h(t = 0) = 1 verwendet. Zum Vergleich ist ebenfalls eine
Kurve fiir logistisches Wachstum der Form 0,h = ¢-h(hpqp —h) mit ¢ = Wlaz und hyee = 101
dargestellt. Das Ergebnis ist in Abbildung [£.1] zu sehen.

100

80

60

0 === |0gist. Wachstum
— K=1
20 — K=0.25 I
K=14
0 ‘
15 20

Zeit

Abbildung 4.1: Vergleich zwischen Monod-Wachstum mit Wachstumsparameter g = 1 fiir
verschiedene K und logistischem Wachstum.

Wie in Kapitel analytisch gezeigt, gleich das logistische Wachstum genau dem Monod-
Wachstum mit K = 1. Eine Verdnderung von K hat kaum Einfluss auf das anféngliche
Wachstum, jedoch flacht das Wachstum fiir grofle K schnell ab, wihrend es fiir kleine K
erst spéat abflacht. Im Grenzfall K — 0 ndhert das Wachstum sich exponentiellem Wachstum

mit einem scharfen Knick bei A = hg + ng an und fir X = 0 erhdlt man unbeschrinktes
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exponentielles Wachstum.

4.2 Reaktions-Diffusions-Modell

Im Folgenden wird das Reaktions-Diffusions-Modell untersucht. Dabei wird die Betrach-
tung zunachst auf eindimensionale Gebiete beschriankt und spater im Zusammenhang mit
Frontinstabilitdten auf zweidimensionale Gebiete ausgeweitet. Im eindimensionalen Fall bil-
det sich je nach gewédhlten Parametern nach einer gewissen Zeit eine Frontlésung aus, die sich
mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegt. Als Startwerte werden im Folgenden immer eine
homogene Néhrstoffverteilung mit ng = 100 und fir ho(z) eine GauBlkurve mit Maximum
ho = 10 bei x = 0 gewihlt. Betrachtet wird zundchst nur der Fall gleicher Diffusionskonstan-
ten Dy = D, = D.

4.2.1 Die Sattigungskonstante K

Abbildung (4.2 zeigt die Entwicklung der Fornt fiir zwei verschiedene Werte von K.

K=50 K=0.1
T T T 300 T T T - 300
120 1 270 120 1 270
240 \ 240
100} T ‘ T ‘ } T 1
210 | 210
4180 80| 1 =180
1150 t ‘ H150 t
£ 60 4
4120 4120
{90 40t ‘ 190
160 ‘ —460
20 ‘ 1
130 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 430
!.l‘.‘,‘\‘\\\‘
Lo 0 ! ! (-
800 1000 0 200 400 600 800 1000
X

Abbildung 4.2: Vergleich der Frontform fiir K = 50 und K = 0.1. Das Zeitintervall zwischen
zwei Linien betrdgt At = 10 und die restlichen Parameter D = 1,9 = 1.

Im Vergleich der beiden Zeitentwicklungen ist zu erkennen, dass die Sattigungskonstante K
die Form der gebildeten Front beeinflusst und wie lange es dauert, bis die Front ihre finale
Form erreicht. Rechts ist die finale Frontform bereits nach einem Zeitintervall erreicht, Links
hingegen erst gegen Ende des Betrachteten Zeitraums. Fiir groBe K wird die obere Hélfte
der Front abgerundet, wahrend bei kleinen K die Front sehr steil ist und oben fast eine Ecke
bildet. Selbst bei einer Verdnderung um den Faktor 500 hat K jedoch kaum Einfluss auf
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die Ausbreitungsgeschwindigkeit und das Verhalten des Biofilms bei kleinen h. Dies deutet
darauf hin, das die Ausbreitungsgeschwindigkeit hauptsédchlich vom Verhalten des Systems bei
kleinen h abhéingig ist. Der kleine Hiigel, der sich am linken Rand bildet, ist eine Auswirkung
der Startbedingungen, da bei x = 0 das Maximum der initialen Bakterienverteilung lag und

die Néhrstoffe homogen verteilt waren.

4.2.2 Frontgeschwindigkeit

In diesem Abschnitt werden einige theoretische und analytische Uberlegungen zur Frontge-
schwindigkeit gemacht, die dann im darauffolgenden Abschnitt mit numerischen Beobach-
tungen verglichen werden sollen.

Betrachtet auf einem eindimensionalen Gebiet ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit vp pro-
portional zum Gesamtwachstum an der Front. Dies ldsst erwarten, dass die Ausbreitungsge-
schwindigkeit steigt, wenn der Wachstumsparameter g und die Diffusionskonstante D erhéht
werden. Die Griinde dafiir sind, dass eine Erhohung von D zu einer breiteren Front fiihrt,
sodass die Flache auf der Wachstum stattfindet ebenfalls steigt und im Falle einer Erhohung
von g das Wachstum an jeder Stelle der Front erhéht wird. Da eine Erhéhung von g jedoch
auch zu einer steileren Front fiithrt, ist der Zusammenhang zwischen g und v nicht linear.
Aus Gleichung @ folgt

8th{ocg,aD} = a@th{g,D}. (25)

Wenn sowohl D, als auch g um einen Faktor a € R variiert werden, verdndert sich die
Gesamténderungsrate von h und damit die Frontgeschwindigkeit auch um diesen Faktor c.
Damit ldsst sich auch zeigen, dass die Frontform nur vom Verhéltnis von D und g, aber
nicht von den genauen Werten der beiden abhéingig ist. Im eindimensionalen Fall muss die

Frontgeschwindigkeit proportional zur Anderungsrate auf dem gesamten Gebiet sein:
v~ / (:h) da (26)

Da die Diffusion massenerhaltend ist und Wachstum nur im Bereich der Front stattfindet

folgt aus

/ (Dthiagapy) do = o / (Othiy.py) da (27)

= a/G(g)d$ = a/G(g)da: (28)
Front{ag,aD} Front{g, D}

Gleichung gilt offensichtlich, wenn die Frontform in beiden Féllen gleich ist.
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Vergleich mit Numerik

Im folgenden Abschnitt soll der Einfluss der beiden Parameter D und g auf die Frontgeschwin-
digkeit in der numerischen Zeitentwicklung und mittels Kontinuierung betrachtet werden.
Dazu wurde die Frontgeschwindigkeit zundchst aus einer Reihe von numerischen Berechnun-
gen bestimmt. Dazu wird die Frontposition zy definiert als der Ort mit h(zp,t) = % und
die Zeitentwicklung fiir jeden Parametersatz soweit durchgefithrt, dass die Geschwindigkeit,
mit der diese Frontposition sich fortbewegt, ihren endgiiltigen Wert erreicht.

Zum Vergleich wird die Frontgeschwindigkeit auch mithilfe von Kontinuierung in AUTO-07P
bestimmt. Da Kontinuierungsmethoden nur auf statische Losungen anwendbar sind, muss
zunéchst die Gleichung in ein Koordinatensystem {ibertragen werden, dass sich mit der Front

bewegt. Es ergibt sich dann die folgende Form:

Oth =D1Ah + G(h, n) —vpVh =0
On =DaAn — G(h,n) —vpVn = 0. (29)

Es wurde dann eine der zuvor numerisch erzeugten Lésungen in AUTO eingelesen und von
dieser aus die Kontinuierung gestartet. Abbildung zeigt die Frontgeschwindigkeit aufge-

tragen gegen die Wachstumskonstante g, die mit beiden Methoden bestimmt wurde.

14 4 — a-xbfit
+ numerische Daten
Auto Daten
12 A
10 A
8 -
6 -
4 -
A
P
2 ___.__._/»//*/
0 .
1072 1071 10° 10!

Abbildung 4.3: Vergleich der Frontgeschwindigkeit gegen g anhand der Werte aus Auto und
den numerischen Ergebnissen. Die anderen Parameter betrugen dabei K =2 und D = 1.
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An die Daten wurde auerdem jeweils eine Funktion der Form vr(g) = a - ¢° angepasst. Die
angepassten Parameter lauten dabei fiir die numersichen Daten ¢ = 1.9540.03,b = 0.54+0.01
und fiir die Daten aus AUTO lauten sie a = 1.81 + 0.04,b = 0.56 + 0.02. Man sieht das die
Form der angepassten Kurve qualitativ sehr gut zu beiden Datensétzen passt, jedoch stim-
men die beiden Datenséitze nicht exakt iiberein und mittels Kontinuierung konnte nur ein
geringerer Bereich untersucht werden.

Um mit Gleichung konsistent zu sein, miisste also bei der entsprechenden Untersuchung
der Frontgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Diffusionskonstante D ebenfalls eine Funk-
tion der Form vp(D) = a - D® das Ergebnis sein. Das Ergebnis fiir den Parameter b aus den
numerischen Daten miisste ewta b = 0.46 sein und aus den Daten der Kontinuierung sollte
etwa b = 0.44 das Ergebnis sein. Abbildung [4.4] zeigt die Relationen zwischen D und vp, die

mit den beiden Methoden gefunden wurden. An die beiden Datensétze wurde wieder eine

1.4 4 — a xbfit
+ numerische Daten
Auto Daten
1.2 A
1.0 A
§ 0.8 1
0.6 4
0.4 i
e
A
v _/’/"*’!
0.0 A
1072 1071 10° 10t
D

Abbildung 4.4: Vergleich der Frontgeschwindigkeit gegen D anhand der Werte aus Auto und
den numerischen Ergebnissen. Die anderen Parameter betrugen dabei K =2 und g = 0.1.

Funktion der Form f(D) = a - D® angepasst. Die Parameter lauten hier fiir die numerischen
Daten a = 0.61 £0.01,6 = 0.49 +0.01 und a = 0.60 + 0.01,b = 0.46 4+ 0.01 fiir die Daten aus
der Kontinuierung. Auch in diesem Fall stimmen die numerischen Ergebnisse und die Ergeb-
nisse aus der Kontinuierung mittels Auto gut iiberein, jedoch konnte mittels Kontinuierung
wieder nur ein geringer Bereich von Werten fiir D untersucht werden.

Die angepassten Funktionen erlauben einen Vergleich der numerischen Ergebnisse mit Glei-
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chung . Aus den numerischen Daten ergibt sich dabei

vp(ag,aD) = o’ . o"Pyp(g, D) = o Bup(g, D), (30)
wéahrend die Kontinuierung folgendes Ergebnis liefert:

vr(ag, aD) = a%%% . a%%yp(g, D) = o' 2vp(g, D). (31)

Beide stimmen somit im Rahmen der jeweiligen Genauigkeit sehr gut mit den theoretischen
Vorhersagen iiberein.

Weiterhin wurde der Fall Dy, # D,, betrachtet, indem Dy, bei konstantem D,, variiert wurde.
Abbildung zeigt, dass auch fiir Dy, eine Kurve der Form vp(Dy,) = a- D% angepasst werden
kann. Vergleicht man die dabei erhaltenen Parametern a = 2.08 £ 0.02,b = 0.45 £ 0.01 mit
denen fiir Dj, = D, ist ersichtlich, das geringe Anderungen von D,, kaum Einfluss auf die
Frontgeschwindigkeit haben. Der Grund dafiir ist in Abbildung erkennbar. Da die beiden
Fronten sich so stark iiberschneiden liegt der Anfang der Bakterienfront in einem Bereich
wo weitaus mehr Nahrstoffe verfiigbar sind als die vorhandenen Bakterien konsumieren kon-
nen. Das Wachstum im Bereich des vorderen Teils der Front, das wie zuvor bereits gezeigt
fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit verantwortlich ist, wird also nicht durch die Nahrstof-
fe limitiert. Daraus folgt, dass die Diffusionskonstante der Néhrstoffe kaum Einfluss auf die

Ausbreitungsgeschwindigkeit hat.

4.0

— a-xbfit
3.5 1 + numerische Daten

VF

0.0 T :
1072 1071 10°

Abbildung 4.5: Frontgeschwindigkeit gegen Dy, aus der numerischen Betrachtung. Die anderen
Parameter betragen D, =1, K =2 und g = 1.
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Abbildung 4.6: Fronten des Biofilms und der Néhrstoffe zum selben Zeitpunkt bei den Para-
metern g = 0.05, Dy, = D,, = 2.

4.2.3 Frontform

In Folgenden soll die Abhéngigkeit der Frontform vom Wachstumsparameter g und der Dif-
fusionskonstante D untersucht werden. Dazu wurde die Zeitentwicklung fiir jede Parame-
terkombination solange durchgefiihrt, bis die Frontposition zr einen bestimmten Wert (hier
xp = 150) erreicht hat, sodass die Fronten sich anschaulich vergleichen lassen. Die Ergebnisse

von vier verschiedenen Parameterkombinationen sind dazu in Abbildung [£.7] aufgetragen.

100 - = D=0.1,9g=0.05
— D=1,g=05
D=0.1,g=0.5
80 - — D=1,g=0.05
60
~
40
20 -
0 .

50 75 100 125 150 175 200 225 250
X

Abbildung 4.7: Vergleich der Frontform bei verschiedenen Kombinationen von g und D

Wie erwartet wird die Front steiler, wenn die Wachstumskonstante g erhéht wird und flacher,
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wenn die Diffusionskonstante D erhoht wird. Die in rot und blau eingezeichneten Kurven be-
statigen, dass die Frontform unverdndert bleibt, wenn beide Parameter um denselben Faktor

variiert werden.

Anderungsrate

Abbildung zeigt die momentane Anderungsrate zu den selben Zeitpunkten, an denen die
Fronten der entsprechenden Parameterkombinationen in Abbildung [4.7] zu sehen sind. Bei
gleichem g zeigt sich jeweils eine gleiche maximale Anderungsrate, jedoch ist die Breite der
Kurve geringer, wenn D verringert wird, sodass die Gesamtdnderungsrate auch geringer aus-
fallt. Auch hier ist zu erkennen, dass die Form der beiden Kurven, bei denen beide Parameter
um den Faktor 10 skaliert sind sich bis auf den Faktor 10 in der Hohe gleichen. Das Maximum
der Anderungsrate befindet sich in allen Fallen leicht rechts von der Frontposition, wobei eine

hohere Diffusionskonstante die Position des Maximums weiter nach rechts verschiebt.

10
— D=0.1,g=0.05
— D=1,9g=05
8 A i D=0.1,9=0.5
— D=1,9g=0.05
2
©
5 61
1]
El
%]
°
8 41
=
2_
0 T T T T T T T
50 75 100 125 150 175 200 225 250

X

Abbildung 4.8: Vergleich der Anderungsrate bei verschiedenen Kombinationen von g und D

4.2.4 Frontinstabilitat auf zweidimensionalem Gebiet

Zuletzt werden anhand einer modifizierten Version des Reaktions-Diffusions-Systems noch
instabile Fronten auf zweidimensionalen Gebieten untersucht. Dazu wird ein Schwellwert
eingefiihrt fiir die minimale Bakteriendichte, ab der Wachstum stattfinden kann. Dieser ist

dadurch zu begriinden, dass es sich bei einem Biofilm eigentlich um diskrete Bakterien handelt
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[3]. Der modifizierte Wachstumsterm lautet dann

n
n+ Kh

GManod'@(h_ﬁ) = gh @(h_ﬂ) ECA;’Monoda (32)

wobei © die Heaviside-Funktion ist. Durch geeignete Wahl der Parameter und Startwerte
lassen sich in diesem Modell instabile Fronten beobachten. Abbildung zeigt die zeitliche
Entwicklung einer solchen instabilen Front. Als Startwerte wurden dabei ng(z,y) = 50 und
eine planare Front mit Rauschen fiir hy gewahlt.

Man erkennt, wie bei fortschreitender Zeit die Furchen zwischen den Fingern deutlicher
werden und der Biofilm sich zu einem regelméfligen Muster hin entwickelt. Da das Modell
kein Sterben von Bakterien enthélt und diese somit nie immobil werden, werden die Furchen

weit entfernt von der Front jedoch langsam aufgrund der Diffusion aufgefiillt.

0
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X 20
30

0 10 20 30 40
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10 20 30 40
y

(c) t =100

(a)t=8

Abbildung 4.9: Instabile Front zu verschiedenen Zeiten. (¢ = 5,D, = 0.01,D,, = 1,K =
1,8=2)

Um das entstehende Muster genauer zu analysieren, wird zunéchst eine Funktion

L
H(y) = [ hay)de (33)
0

definiert, wobei L = 40 die Seitenldnge des betrachteten Gebiets ist. Diese Funktion ist in
Abbildung[4.10] (a) fiir verschiedene Zeiten dargestellt. In dieser Abbildung ist nochmals deut-
licher zu erkennen, wie sich der Biofilm von einer unregelméfiigen Form zu einer Struktur mit
klar erkennbaren rdumlichen Frequenzen in y-Richtung tibergeht. Abbildung (b) zeigt
das entsprechende Wellenzahlspektrum anhand der diskreten Fouriertransformation (FFT)
von H. Man sieht, wie die Amplituden der héheren Frequenzen, die bei kleinen Zeiten auf-
grund der Anfangsbedingungen noch vorhanden sind, schnell abnehmen. Die Amplituden der
Eigenfrequenzen des Systems steigen mit der Zeit und es wird £, 1 ~ 0.125 als die Hauptmo-
de erkennbar. Aufgrund der Nichtlinearitdt des Systems sind auch héhere Harmonische wie

beispielsweise ky 2 ~ 0.25 und £y 3 ~ 0.375 im Fourierspektrum zu sehen.
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Abbildung 4.10: Zeitliche Entwicklung von H (y) und der diskrete Fouriertransformation von
H.

Fiir eine genauere Bestimmung der Wellenzahlen miisste die rdumliche Diskretisierung des
Gebietes auf dem der Biofilm betrachtet wird verbessert werden. Dies fiihrt jedoch zu einem
immensen Anstieg an benotigter Rechenzeit, da beispielsweise zur Verbesserung der Auflésung
um den Faktor zwei die Rechenzeit um einen Faktor 16 steigt.

Zur Beschreibung der Frontform in einem mitbewegten Koordinatensystem kann man den

Ansatz
h(z,t) = ho(x) + hl(x)eikyy“’t (34)

wéhlen, wobei ho(z) eine in y-Richtung homogene Front darstellt. Die Grofle o ist dabei ein
Ma$ fiir das Wachstum der Mode der Instabilitét mit der Wellenzahl k. Abbildung zeigt
o fiir ky = ky1 zu jedem Zeitschritt.

Man sieht, dass o anfangs abféllt und sich ab ¢ = 40 kaum noch verdndert. Die Hauptmode
der Instabilitdt wéchst also anfangs sehr stark und néhert sich dann einem exponentiellen
Wachstum mit o ~ 0.015.

Mit dem gewahlten Ansatz ist prinzipiell auch eine transversale lineare Stabilitdtsanalyse
moglich. Die erhaltene Dispersionsrelation o (k) konnte dann beispielsweise mit den Ergebnis-
sen fiir die am schnellsten wachsende Mode aus der numerischen Zeitentwicklung verglichen
werden. Leider war diese Stabilitdtsanalyse mittels AUTO jedoch nicht erfolgreich, da vor

allem die Heaviside Funktion grofie Probleme mit der numerischen Genauigkeit bereitet hat.
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Abbildung 4.11: o fiir die Mode mit Wellenzahl £, ; gegen Zeit.

4.3 Diinnfilm-Modell

Im folgenden Teil wird das Diinnfilm-Modell analysiert. Dabei wird zunéachst die Trop-
fenform und die Ausbreitungsgeschwindigkeit untersucht und danach der Kontaktwinkel zwi-

schen Biofilm und Substrat unter verschiedenen Bedingungen betrachtet.

4.3.1 Tropfenform

Zur Untersuchung der Auswirkung der Benetzungs- und Wachstumsparameter W und g
auf die Form des Biofilms zeigen die Abbildungen [£.12] und [.13] jeweils einen Vergleich
der zeitlichen Entwicklung des Biofilms fiir zwei unterschiedliche Werte des jeweiligen
Parameters. Als Startwerte werden dabei eine homogene Néahrstoffverteilung mit ng(z) = 50
und eine Gauflkurve mit maximaler Hohe hg = 5 fiir den Biofilm verwendet.

In allen Féllen ist zu erkennen, dass sich der Biofilm anfangs haupséchlich in vertikale
Richtung ausbreitet und danach zu horizontalem Wachstum tibergeht. Anders als beim
Reaktions-Diffusions-Modell ist hier kein Ubergang zu einer Front mit konstanter Form zu
sehen, da der Biofilm seine Form iiber den gesamten betrachteten Zeitraum verdndert. Es
existiert daher keine Darstellung einer statischen Front in einem mitbewegten Koordina-
tensystem und somit besteht nicht die Moglichkeit diese mit Kontinuierungsmethoden zu
untersuchen. Der Grund dafiir ist die Entnetzung, die eine Folge des Trennungsdrucks ist.

Der Biofilm wird aufgrund des Trennungsdruckes fortwéihrend zu einer Tropfenform hin
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verformt, da diese die Oberflaichenenergie minimiert.

Es ist nicht auszuschlielen, dass sich fir sehr grofle Zeiten eine Frontlésung bilden koénnte,
jedoch erhoht der numerische Aufwand pro berechneter Zeit sich so stark fiir grofie Zeiten,
dass dies nicht zu beobachten war. In diesem Fall miisste die Zeitskala des Wachstums
deutlich schneller sein, als die der Hydrodynamik, sodass die Tropfenform nicht langfristig

aufrechterhalten werden kann.

100 T T T T 100 T T T T 1000

0 100 200 300 400 300 o 100 200 300 400 500
X X

(a) g = 0.005 (b) g =0.05

Abbildung 4.12: Zeitliche Entwicklung des Diinnfilm-Modells fiir verschiedene Wachstumspa-
rameter g (W =0.01, K =2,D = 0.5).

In Abbildung wurden fiir die beiden Fille unterschiedliche Zeitskalen gewéhlt um die
Entwicklung des Biofilms in beiden Féllen angemessen darstellen zu kénnen. Es ist damit
erkennbar, dass fiir groflere g die Entwicklung des Biofilms deutlich schneller voranschreitet.
Die Form des Tropfens ist in [4.12] (a) immernoch einer Parabel &hnlich, wihrend in [£.12] (b)
ein leichter Knick erkennbar ist. Die hydrodynamische Zeitskala ist hier zu langsam um mit
dem schnellen Wachstum am vorderen Teil des Biofilms mitzuhalten, sodass der Tropfen die
zu sehende Deformation erhélt.

Abbildung [1.13] zeigt zwei Biofilme mit unterschiedlich gewéhltem Benetzungsparameter W
bei gleichem g.

Die Zeitskala der Biofilmentwicklung &ndert sich kaum, wenn der Benetzungsparameter W
variiert wird. Erhoht man die Benetzbarkeit, wird der Biofilm stidrker zusammengehalten
und erhélt somit einen steileren Rand und breitet sich langsamer aus. Der stirkere Zusam-
menhalt des Biofilms bei groflerem W fithrt auch zu einer leichten Erh6hung der maximalen
Biofilmhohe.
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Abbildung 4.13: Zeitliche Entwicklung des Diinnfilm-Modells fiir verschiedene Benetzungspa-
rameter W (¢ = 0.01, K =2, D = 0.5).

4.3.2 Kontaktwinkel

Der folgende Abschnitt befasst sich mit dem Kontaktwinkel zwischen Biofilm und Substrat.
Dabei wird zunédchst nur ein passiver Flissigkeitstropfen ohne Wachstumsterm betrachtet

und danach der Einfluss des Wachstumsterms beobachtet.

Kontaktwinkel fiir passive Tropfen
Im néchsten Abschnitt soll der Kontaktwinkel zwischen Biofilm und Substrat untersucht
werden. Im Fall von g = 0 lédsst sich die Tropfenform im Gleichgewicht als parabelférming

annehmen [26], womit sich iiber die Kriimmung im Maximum der Kontaktwinkel 6 als
9,3
6 = arctan (gW) (35)

bestimmen lasst [I3]. Abbildung zeigt den Gleichgewichtskontaktwinkel bei g = 0 fiir
verschiedene Benetzungsparameter W. Eine Erhohung von W fiihrt zu einem schmaleren, ho-
heren Tropfen und damit steilerem Kontaktwinkel 8. Die Werte Oppcorie fiir den Kontaktwinkel
nach Gleichung werden in Tabelle mit den aus den numerischen Daten bestimm-
ten Winkeln verglichen. Dabei wird der Winkel aus den numerischen Daten einmal aus der
Kriimmung im Maximum bestimmt (6um, Paraber) und einmal aus der Steigung am Rand des
Biofilms (0pum,Steigung), die genau am Ubergang zwischen Biofilm und Substrat sein sollte.

Steigung und Kriimmung werden dabei mittels Finite-Differenzen-Methoden bestimmt.

Es ist zu erkennen, dass der Winkel, der aus der Kriimmung im Maximum bestimmt wurde,
bis auf eine geringe Abweichung durch die Diskretisierung des Raumes sehr gut mit dem

theoretischen Wert aus der parabelférmigen Ndherung tibereinstimmt. Beide sind jedoch gro-
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Abbildung 4.14: Kontaktwinkel gegen Zeit fiir verschiedene Parameter g (W = 0.05).

Tabelle 1: Kontaktwinkel fiir verschiedene Benetzungsparameter W

W OTheorie enum,Parabel anum,S teigung
0.05 9.8 10 7.3
0.5 29 29 23
5 60 59 53

Ber, als der Winkel, der aus der Steigung ohne weitere Ndherungen bestimmt wurde. Der
Grund dafiir liegt darin, dass die numerische Losung aufgrund der raumlichen Diskretisie-
rung am unteren Rand des Biofilms leicht abflacht, sodass auch die Steigung dort geringer
ist. Das qualitative Verhalten des Winkels in Relation zum Benetzungsparameter W wird

jedoch auch anhand der Steigung richtig wiedergegeben.

Kontaktwinkel mit Wachstum

Im Folgenden soll die Auswirkung des Wachstumsterms auf den Kontaktwinkel 6 in Abhén-
gigkeit vom Wachstumsparameter g genauer betrachtet werden. Dazu wurde bei konstantem
Benetzungsparameter W und gleichen Startwerten der Wachstumsparameter variiert und je-
weils eine Zeitentwicklung durchgefiihrt. In Abbildung[d.15]ist der aus der Steigung bestimmte
Kontaktwinkel gegen die Zeit aufgetragen. Dabei wurde fiir die Zeit eine logarithmische Ach-
se gewahlt, da sich die Zeitskalen auf denen die Entwicklung stattfindet je nach Wahl von ¢
stark unterscheiden. Zum Vergleich wurde der Gleichgewichtskontaktwinkel fiir den passiven

Tropfen eingezeichnet.
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Zeitentwicklung des Kontaktwinkels
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Abbildung 4.15: Kontaktwinkel gegen Zeit fiir verschiedene Wachstumsparameter g bei festem
W = 0.05. Zur besseren Ubersichtlichkeit wurden Datenpunkte mit Linien verbunden.

Alle Kurven mit g > 0 zeigen qualitativ ein dhnliches Verhalten. Zuerst steigt der Winkel
stark an und erreicht ein Maximum. Danach fallt er leicht ab und lduft gegen einen
Gleichgewichtswinkel 0.,. Die Maximums- und Gleichgewichtswinkel steigen, wenn g erhoht
wird und nédhern sich dem Kontaktwinkel des passiven Tropfens fiir sehr kleine g an.

Bei bewegten passiven Tropfen (beispielsweise auf einer schiefen Ebene) steigt der Kontakt-
winkel mit steigender Geschwindigkeit [27), 28]. Dies deutet darauf hin, dass der steigende
Kontaktwinkel bei grofieren Wachstumsparametern g dadurch verursacht wird, dass die
Ausbreitungsgeschwindigkeit erhoht wird [13].

Der Grund dafiir, dass der Winkel zunéchst iiber den Gleichgewichtswinkel hinausgeht und
ein Maximum erreicht, liegt darin, dass das Wachstum zunéchst hauptséchlich in vertikale
Richtung stattfindet. Wenn der Biofilm sich dann seiner finalen Hohe annéhert, beginnt er
sich horizontal auszubreiten. Dabei dndert sich die Hohe im Maximum kaum, sodass der
Film insgesamt flacher wird (siehe Abbildung . Nach einer gewissen Zeit stellt sich so
der Gleichgewichtswinkel 6., ein.

Abbildung zeigt die Zeit, die das erreichen des maximalen Winkels bend6tigt, gegen den
Wachstumsparameter g aufgetragen. Die angepasste Kurve der Form f(g) = a - g~° zeigt,
dass die Zeit bis der maximale Winkel erreicht ist, in guter Néherung proportional zum

inversen von g ist.
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Abbildung 4.16: Zeit, bis der maximale Kontaktwinkel erreicht ist gegen g. Parameter der
angepassten Funktion: a =7.54+0.4,6=14+0.01

4.3.3 Ausbreitungsgeschwindigkeit

Zuletzt soll die Ausbreitungsgeschwindigkeit beim Diinnfilm-Modell in Abhéngigkeit der
Benetzungs- und Wachstumsparameter W und g untersucht werden. Dabei wird die Aus-
breitungsgeschwindigkeit analog zur Frontgeschwindigkeit in Kapitel definiert als die
zeitliche Anderungsrate der Position xx mit h(xr) = 10. In Abbildung ist fiir verschie-
dene Werte von g die Ausbreitungsgeschwindigkeit gegen die Zeit aufgetragen.

Man erkennt, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Allgemeinen grofler ist, wenn der
Wachtumsparameter g grofler gewdhlt wird. Wie der Kontaktwinkel lauft fiir grofle g auch
die Ausbreitungsgeschwindigkeit gegen einen konstanten Wert. Konstante Kontaktwinkel und
Ausbreitungsgeschwindigkeiten sind typischerweise Merkmale von statischen Fronten, zeigen
sich hier jedoch auch bei einer dynamischen Frontform. Fiir kleine g ist aus den vorhandenen
Daten unklar, ob die Geschwindigkeit gegen einen Grenzwert lauft, oder mit steigender Zeit
weiter fallt.

Der Grund fiir die sehr schnelle Ausbreitung bei kleinen Zeiten liegt in der Definition der
Frontposition, da diese sich beim zunéchst vertikalen Wachstum des Tropfens schnell tiber
die Breite des anfinglichen Biofilms bewegt, bevor die Kontaktlinie beginnt sich zu verschie-

ben.
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Abbildung 4.17: Ausbreitungsgeschwindigkeit des Biofilms gegen Zeit fiir verschiedene Wachs-
tumsparameter g (W = 0.05, D = 0.5).

Abbildung zeigt die Ausbreitungsgeschwindigkeit gegen die Zeit fiir verschiedene Be-
netzungsparameter W. Wie im vorigen Absatz erklart, sinkt auch hier in allen Féllen die
Ausbreitungsgeschwindigkeit zunéchst. Fiir kleine W lduft sie dann gegen einen konstan-
ten Grenzwert, wiahrend sie flir groflere W nach einem kurzen Plateau weiter abfillt. Der
Grund dafiir liegt darin, dass der Trennungsdruck den Tropfen in diesen Féallen immer stér-
ker zusammenhélt und die starke Entnetzung somit die Ausbreitung verlangsamt. Fiir kleine
W verdndert sich das Verhalten kaum noch. Der Grund dafiir liegt darin, dass der Tren-
nungsdruck relativ zum Laplace-Druck fiir W — 0 verschwindend gering wird und somit der
Laplace-Druck fiir kleine W das hydrodynamische Verhalten des Tropfens bestimmt.

Aufgrund der rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung bei der Berechnung sind auch die
Geschwindigkeiten diskretisiert. Dies fithrt auch zu den Fluktuationen, die besipielsweise in

der Kurve fiir W = 1 sichtbar sind, wenn die Geschwindigkeit zwischen zwei Werten liegt.
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Abbildung 4.18: Ausbreitungsgeschwindigkeit des Biofilms gegen Zeit fiir verschiedene Benet-

zungsparameter W (g = 0.01, D = 0.5).
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In dieser Arbeit wurden zwei Modelle zur Ausbreitung von Biofilmen untersucht, die auf
unterschiedlichen Ansétzen basieren. Dazu wurde zunédchst in Kapitel 4.1] die Monod-Kinetik
genauer betrachtet, die die Grundlage fiir die Modellierung des Bakterienwachstums in beiden
Modellen bildet.

Im Rahmen von Kapitel wurden einige Eigenschaften des Reaktions-Diffusions-Modells
analysiert. Dazu wurde zundchst anhand von numerischen Zeitentwicklungen der FEinfluss
der einzelnen Parameter auf die Form der Frontlésung und ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit
betrachtet. Der Einfluss des Wachstumsparameters g und der Diffusionskonstanten D auf
die Ausbreitungsgeschwindigkeit wurde zudem auch mittels Kontinuierung untersucht und
die Ergebnisse der beiden Methoden waren sowohl untereinander konsistent, als auch mit
den vorangegangenen theoretischen Uberlegungen aus Kapitel Die Frontform und die
momentane Anderungsrate wurden nur numerisch betrachtet, da mittels Kontinuierung nur
ein enger Parameterbereich erreichbar war.

Zuletzt wurde gezeigt, dass sich auf einem zweidimensionalen Gebiet instabile Fronten erzeu-
gen lassen, wenn der Wachstumsterm um einen Schwellwert fiir h erweitert wird, vor dem kein
Bakterienwachstum stattfindet. Dabei wurden auch die Wellenzahl k, ; der Hauptmode der
Instabilitdt und ihre Wachstumsrate aus dem Ansatz bestimmt. Vergleichbares Instabi-
litdtsverhalten wurde in einem dhnlichen Modell in [3] gefunden, wobei dort in komplexeren

Modellen auch weiter verzweigte Fingerstrukturen zu sehen sind.

Kapitel hat sich mit dem Diinnfilm-Modell befasst. Dabei wurde zuerst der Einfluss
auf die Entwicklung der Tropfenform des Wachstumsparameters g und des Benetzungspa-
rameters W betrachtet. Dabei wurden in diesem Modell aufgrund der Entnetzung keine
statischen Fronten gefunden, womit Kontinuierungsmethoden nicht anwendbar sind. Obwohl
sich keine statische Front bildet, liefen Kontaktwinkel und Ausbreitungsgeschwindigkeit den-
noch fiir einige Parameterkombinationen gegen einen konstanten Wert. Ahnliches Verhalten
fiir den Kontaktwinkel ldsst sich in der Literatur auch fiir andere Diinnfilm-Modelle finden
[13], jedoch stellt sich in dort eine statische Frontform ein. Das zunéchst vertikale Wachstum
bis zur Anniherung an eine maximale Hohe und der dann folgende Ubergang zu horizonta-
ler Ausbreitung lassen sich ebenfalls in anderen Diinnfilm-Modellen finden [29, 13] und sind

zudem auch experimentell beobachtet worden [6].

Betrachtet man beide Modelle zunéchst fiir g = 0, ist sehr unterschiedliches Verhalten zu
erkennen. Beim Reaktions-Diffusion-Modell lauft der Biofilm auseinander und néhert sich ei-
ner homogenen Vertielung an, wihrend er sich beim Diinnfilm-Modell je nach Anfangswerten

auch durch die vom Trennungsdruck verursachte Entnetzung zusammenziehen kann und zu
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einer statischen Parabelform tibergeht.

Fir g > 0 bildet sich im Reaktions-Diffusions-Modell eine statische Front. Im Diinnfilm-
Modell stellt sich zwar ein konstanter Kontaktwinkel und eine konstante Ausbreitungsge-
schwindigkeit ein, jedoch entsteht aufgrund der Kapillaritdt keine statische Frontform. Im
Reaktions-Diffusions-Modell existiert kein statischer Gleichgewichtskontaktwinkel, da der
Biofilm aufgrund der Diffusion nach unten hin abflacht. Die Ausbreitungsgeschwindigkei-
ten der beiden Modelle lassen sich nicht quantitativ vergleichen, da die Zeitskalen in beiden

Modellen beliebig skaliert wurden.

Beide Modelle kénnen prinzipiell beliebig erweitert werden. Beispiele dafiir sind aktive Suche
von Néahrstoffen durch Chemotaxis oder ein von den Bakterien produzierter Schmierstoff als
weitere Komponente die die Diffusion beeinflusst [3].

Bei der Untersuchung des Reaktions-Diffusions-Modelles auf einem zweidimensionalen Gebiet
wére der néchste sinnvolle Schritt der Vergleich der Ergebnisse mit einer transversalen linea-
ren Stabilitdtsanalyse. Es konnte tiberpriift werden ob die mittels Fourieranalyse gefundene
Wellenzahl k, ; fiir die Hauptmode mit der Stabilitdtsanalyse iibereinstimmt, und wie sich
das Stabilitatsverhalten dndert, wenn die Parameter des Modells verdandert werden.

Im Diinnfilm-Modell ldsst sich auch fiir die Nahrstoffe der Reaktions-Diffusions-Ansatz durch
einen Diinnfilmansatz ersetzen. Das Diinnfilm-Modell kénnte des Weiteren auf einem zwei-
dimensionalen Gebiet untersucht werden, um zu tberpriifen ob sich auch in diesem Modell

eine inhomogene Kontaktlinie ausbilden kann.
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A Anhang

A.1 Analytische Losung der Wachstumsgleichung mit Monod-Kinetik

Wie in Kapitel bereits erwéhnt, ldsst sich die das System fiir K = 1 analytisch 16sen.
Einfachheitshalber wird dabei ¢y = 1 betrachtet. Aufgrund von

ath = —atn (36)

folgt n = —h + ¢ mit ¢ = konst. . Setzt man dies in die Differentialgleichung fiir A ein, erhalt

man

_h(=h+e) _ lh(c — h). (37)

Oth = h+(—h+c) ¢

Dies entspricht dem logistischen Wachstum mit A, = ¢ und dem Vorfaktor % Mit ng =
n(t =0),hy = h(t = 0) folgt ng = —ho + ¢ und somit ¢ = ng + hg. Das Ergebnis ¢ = hpqr =
ho + ng macht anschaulich Sinn, da nach unendlich langer Zeit alle anfanglichen Néhrstoffe
in Biomasse umgewandelt werden. Die logistische Wachstumsgleichung ist lasst sich mittels

Separation der Variablen lésenE] und fiihrt zu der Gleichung

1 hmam - hO
= Nmax i A= .
h(t)=nh [T Ac mit ™ (38)

Ersetzt man dabei t durch g4t erhdlt man dabei die Losung fiir beliebige gaz-

Fiir den Fall K = 0 lasst sich leicht zeigen, dass man wieder exponentielles Wachstum erhélt:

n K=0 n
oh = mamhi - mamh* = mamh- 39
; Imazh mazh g (39)

A.2 Das modifizierte Monod-Wachstum

Abbildung zeigt den Vergleich zwischen dem normalen und dem Modifizierten Monod-
Wachstum mit hg = 1.5. In beiden Féllen ist h, = 1 und n = 100.

2vgl. http://www.math.northwestern.edu/~mlerma/courses/math214-2-04f /notes/c2-logist.pdf
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