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Kapitel 1

Einleitung

Die Muster und Strukturbildung zeigt sich in diversen Facetten der Natur. Zahlreiche
Phénomene wie das Entstehen von Stiirmen, Streifenmuster auf den Schuppen von Fischen
oder Regentropfen auf einer Glasscheibe, lassen sich durch mathematische Modelle beschrei-
ben. Diese Methode, naturwissenschaftliche Phinomene mathematisch zu beschreiben, ist
der ein Grundstein der Physik. Somit ist das Beschreiben der vorher genannten Beispiele,
obwohl sie auf dem ersten Blick eher aus der Meteorologie, Biologie etc. stammen, ein
Teilgebiet der Physik. Da die mathematischen Zusammenhénge mit denen Muster und
Strukturbildung beschrieben werden, meist von nichtlinearer Form sind ist die Muster und
Strukturbildung eines der Hauptthemen der nichtlinearen Physik.

Selbst das Verhalten Menschen, welche sich meist als autonome Individuen sehen, fiihrt, bei
der Betrachtung grofler Mengen, zu Musterbildungen die durch Methoden der Nichtlinearen
Physik erklart werden koénnen.

Eine bestimmte Klasse der partiellen Differentialgleichungen, die Reaktions-Diffusions-
Gleichungen , findet oft Verwendung in der statistischen Beschreibung diverser Aspekten der
Dynamik von Menschen. Aus Biologischer Sichtweise, fiithlen sich Menschen oft Geriichen
angezogen oder abgestoflen, seien es nun der Duft guten Essens oder der Gestank von
Verdorbenem. Sie bewegen sich deswegen meist zu den Quellen dieser Diifte hin, oder
von ihnen weg. Die daraus resultierende Dynamik ist ein Beispiel das durch Reaktions-
Diffusions-Gleichungen beschreibbar ist [9].

Nun wurde in [I8] ein Modell aufgestellt, dass aus sozialwissenschaftlicher Perspektive,
mithilfe von Reaktions-Diffusions-Gleichungen die rdumliche und zeitliche Entwicklung von
Kriminalitédt behandelt. Das Modell wurde aus der Motivation aufgestellt, die Bekamp-
fung von Verbrechen, durch das Verstindnis der Musterbildung der Kriminalitéit, zu
unterstiitzen. Bei den entstehenden Mustern handeln es sich um raum- zeitliche Cluster
hoher Kriminalitétsraten, so genannter kriminellen Hotspots.

Die Verbrechensbekémpfung macht sich die natiirlich auftretende Musterbildung der Kri-
minalitdt zunutze, indem Polizeiprasenz an diesen Hotspots vermehrt eingesetzt wird.
Anhand statistischer Daten ist es ersichtlich an welchen Position sich die Hotspots in in
der Vergangenheit befanden [I7], jedoch kénnen daraus wenige bis keine Prognosen fiir die
zukiinftige Position oder Intensitit des Hotspots gemacht werden.

Versténdnis iiber das Entstehen und die dynamischen Eigenschaften von kriminellen
Hotspots, aus einer physikalischen Sicht der Muster und Strukturbildung, kann zu einer
effizienteren Verteilung der Polizeiprisenz fiihren.



Auf der einen Seite konnte, durch Prognosen iiber das dynamische Verhalten, die Polizei-
prisenz praventiv verteilt werden. Auf der anderen Seite kann die Entstehung krimineller
Hotspots beeinflusst werden, wenn bekannt ist, welche spezifischen Effekte die Polizeipriasenz
auf die Kriminalitdtsrate ausiibt.

Dieser Nutzen fithrt zu der Motivation das statistische Modell fiir kriminelles Verhalten
aus [I§] auf dynamische Eigenschaften und die Entstehung von Hotspots zu untersuchen.
Dabei beschrinkt sich die Betrachtung in dieser Arbeit auf eine rdumliche Dimension. Der
Fokus der Untersuchungen liegt auf Methoden der Numerik.

Zunéchst soll das Modell in den theoretischen Kontext von Reaktions-Diffusions-Gleichungen
eingeordnet werden. Somit konnen die Komponenten, der zu Grunde liegenden Gleichungen,
verstanden und mit d&hnlichen Modellen verglichen werden.

Da das Modell, in dieser Arbeit, zu einem groflen Teil, durch numerische Simulationen
untersucht wird, wird danach auf die benutzten numerischen Ndherungsverfahren einge-
gangen. Die explizite Implementierung dieser Methoden erfolgt durch PYTHON.

Darauf wird ein Kriterium fiir das Entstehen von Hotspots aus einer rdumlich homogenen
Verteilung bestimmt. Durch dieses Kriterium kénnen erste Kategorisierungen iiber die
Wirkung der Parameter auf die Zustinde des Systems gemacht werden.

Weiterhin wird durch Variation der Parameter das System auf Zerfille und Enstehungen
von Hotspots und somit den Wechsel von verschiedenen Zusténden untersucht.

Es besteht die Frage ob in dem Modell iiberhaupt dynamische Hotspots existieren. In [12]
wurde eine Beispiel driftender Hotspots gezeigt, wihrend die Hotspots diese Eigenschaft
nach [I8],[17] nicht besitzen sollten. Diese Frage wird durch numerische Reproduktion des
Beispiels aus [12] untersucht. AuBlerdem wird das System auf Oszillationen untersucht.
Zuletzt wird die Stabilitét spezifischer Hotspot Losungen analysiert um so Aufschluss iiber
mogliche Dynamik zu erhalten.




Kapitel 2

Modellgleichungen

Zuerst werden ein paar Grundlagen der Reaktions-Diffusions-Gleichungen erldutert. Da-
durch kénnen die statistischen Modellgleichungen fiir kriminelles Verhalten in den physikali-
schen Kontext der Muster und Strukturbildung eingeordnet werden. Es wird weiterhin das
Modell fiir Chemotaxis kurz vorgestellt, damit ein Vergleich zum Modell der Kriminalitat
gezogen werden kann.

2.1 Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Reaktions-Diffusions-Gleichungen beschreiben das Verhéltnis von drei verschiedenen Gréfien
eines Systems. Dabei handeln es sich um die die rdumliche Verteilung z.B. einer Dichte
p(x,t), dem Fluss bzw. dem Strom J(x,t) und der Produktionsrate f(p,x,t) einer oder
mehrerer Groflen [14]. Bei diesen Grofien kann es sich um Untersuchungsgegenstéinde diverser
Disziplinen handeln, z.B. Populationen, reagierenden Chemikalien, oder auch Kriminalitét.
Durch den fundamentalen Erhaltungssatz, der besagt, dass die zeitliche Anderungsrate
einer Grofle im Volumen V' durch ihren Fluss durch V und ihrer Produktionsrate in V'
beschrieben wird, lasst sich folgende Relation ableiten:

Op(x,t) + VJ(x,t) = f(p,x,1) (2.1)

Aus dieser Gleichung lassen sich nun Reaktions-Diffusions-Gleichungen aufstellen, indem
Fluss und Produktionsrate durch das jeweilige System spezifiziert werden. Der simpelste
Fall ist ein System bei dem der Fluss proportional zum Gradienten der Dichte ist,

J =—-DVp. (2.2)

Dieses Verhalten wird als Diffusion bezeichnet [§]. Phanomenologisch lésst sich Diffusion
als jenes Verhalten verstehen, durch das Partikel in einem Medium (bspw. einer Fliissigkeit
oder einem Gas) von Bereichen hoher Konzentration zu Bereichen niedriger Konzentration
transportiert werden. Dies resultiert aus den unzihligen Stéflen, die zwischen den Partikeln
auf kleinster Skala ablaufen [10]. Die Diffusionskonstante kann somit als ein Langenverhélt-
nis des Konzentrationsabfalls der jeweiligen Komponente aufgefasst werden [6]

Die Transportrichtung ldsst sich umkehren, wenn sich das Vorzeichen der Diffusionskon-
stante D verdndert. Ein Gegenbeispiel zu den auseinander diffundierenden Teilchen, findet
sich in der Biologie. Eine Menge von Organismen die sich zu anderen ihrer Art angezogen
fiihlt konnte mit einer negativen Diffusionskonstante beschrieben werden.
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Das Einsetzen von Gleichung (2.2]) in (2.1) fithrt zu der Normalform von Reaktions-
Diffusions-Gleichungen,
dp = DVp+ f(p,x,1). (2.3)

Nun existieren weiter Aspekte die auf den Strom einer Grofle wirken konnen Advektion
beschreibt im Kontext der Reaktions-Diffusions-Gleichungen, die Wirkung eines Geschwin-
digkeitsfeldes V(x,t) auf die Stromdichte einer Grofe.

Unter einem solchen Feld liele sich das Beispiel einer verschmutzten Wasserleitung nennen.
Zuerst wird die Leitung im Stillstand betrachtet. Tritt eine Verschmutzung an einer Stelle
der Leitung auf, durch bspw. einen Materialfehler in einem der Rohre, héitte dies zur
Folge, dass sich die im Wasser gelosten Verschmutzungspartikel durch Diffusion homogen
in der gesamten Leitung verteilen. Steht diese jedoch unter Betrieb, erhalten die Partikel
durch die nun herrschende Strémung einen Drift in paralleler Richtung. Die Verteilung der
Mineralien in der Wasserleitung ist nun nicht mehr homogen.

Im allgemeinen Fall wirkt sich die Advektion durch ein Geschwindigkeitsfeld auf den Strom
J in folgender Weise aus:

J=—-DVp+V(x,t)p (2.4)
Dies fithrt zu der Reaktions-Diffusions-Gleichung:
Op =V [DVp — V(x,t)p] + f(p.x, ). (2.5)

Advektion liasst sich weiterhin in zwei verschieden Kategorien einordnen. Es wird von
passiver Advektion gesprochen, wenn ein externes Feld V' (x,t) anliegt, welches nicht von
den einzelnen Komponenten der Reaktions-Diffusions-Gleichungen abhéngt. Besteht eine
Abhéngigkeit von den Konzentrationen der Komponenten V (x,t, p), so wird diese Form
von Advektion als aktiv bezeichnet [20].

2.2 Ein statistisches Modell fiir kriminelles Verhalten

Die Grofien, des in dieser Arbeit zu Grunde liegenden Modells, sind die Kriminalitit
und die Attraktivitdt fiir Kriminalitdt. Diese Attraktivitdt besteht nicht nur aus einer
statischen, sondern auch aus einer dynamischen Komponente die nur aus dem Verhalten
der Kriminalitdt hervorgeht. Dieser Dynamik basiert auf den sozialwissenschaftlichen
“Broken-Windows-Effekt” [18].

Der Broken-Windows-Effekt besagt, dass an Orten und ihrer unmittelbarer Umgebung die
Attraktivitéit fiir potentielle Kriminalitdt dann steigt, wenn bereits Kriminalitét an diesem
Ort stattgefunden hat. Wiederholte Kriminalitét fithrt somit zur Steigung der Attraktivitét
fiir weitere Kriminalitédt. Diese dynamische Komponente sinkt zeitlich ab.

Die Validitit des Effektes wurde statistisch von Short et al.[19] mit Daten realer Verbrechen
unterstiitzt. Bildlich gesprochen ist es somit wahrscheinlicher, dass in ein Haus eingebrochen
wird, welches zerbrochene Fenster besitzt. Ein weiteres Beispiel wére, dass Personen, die
durch ein Erleiden eines vorherigen Verbrechen schutzlos wirken, eher ausgeraubt werden.
Diese dynamische Komponente der Attraktivitit ermoglicht, selbst bei homogener Ver-
teilung der statischen Attraktivitdt, das Entstehen und die Dynamik von lokalisierten
Strukturen der Attraktivitdt und der Anzahl an Kriminellen. Die Strukturen in denen eine
relativ zur Umgebung hohe Ansammlung von Kriminalitdt zu erkennen ist, werden als
kriminelle Hotspots bezeichnet.

Die Modellgleichungen des Systems wurden in “A statistical model of criminal behavior” [18]
von M.B. Short et al. aus einem diskreten Modell, dass auf dem Broken-Windows-Effekt
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basiert hergeleitet. Diese beschreiben zum einen die zeitliche Entwicklung der rdumlich
ausgedehnten Attraktivitdt A(x,t) und zum anderen die Dichte an Kriminellen bzw.
Kriminalitét p(x,t). Die Variable x beschreibt hier die Position in einem zweidimensionalen
Raum. Die Untersuchungen dieser Arbeit beschrinken sich jedoch auf eine rdumliche
Dimensionen z. Diese Differentialgleichungen besitzen folgende reduzierte dimensionslose
Form:

HA =V?A - A+ pA+« (2.6)
A
Op =DV <Vp — 2va> —pA+v—« (2.7)

Die Gleichung fiir die kriminelle Attraktivitét lisst sich durch die Normalform ([2.3))
klassifizieren. Die Variable der Attraktivitit A entspricht wie Dichten oder Konzentrationen
der raumlichen Verteilung einer GriBe. Der Parameter €2 lisst sich als Diffusionskonstante
der Attraktivitit identifizieren. Wir erkennen also, dass durch den Broken-Windows-Effekt
die Attraktivitdt durch den Raum diffundiert. Es lasst sich der reaktive Term

fa=—A+pA+a (2.8)

ablesen. Der Term pA beschreibt die Rate des Auftretens von Kriminalitéit. Die Krimina-
litdtsrate fithrt somit, wie durch den Broken-Windows-Effekt beschrieben, zur Steigerung
der Attraktivitit. Die Attraktivitdt nimmt durch —A exponentiell ab bis zu der Basis
Attraktivitit a. Uber den Parameter a wird die statische Komponente der Attraktivitit
festgelegt. Diese ist beschrinkt auf das Intervall von null bis eins, 0 < a < 1.

In Anwendungsbeispielen kann die Basis-Attraktivitéit rdumlich modifiziert werden, um z.B.
das Modell an geographische Umgebungsbedingungen anzupassen. Dadurch wiirde aber
die Muster- und Strukturbildung durch die Geographie beeinflusst werden. Um die Effekte
des Modells somit isoliert zu betrachten, wird in dieser Arbeit die Basis-Attraktivitit als
rdumlich homogen angenommen. Der Broken-Windows-Effekt wird somit in allen Aspekten
durch Gleichung simuliert.

Nun wird die Dichte der Kriminellen p (Gl. (2.7))) betrachtet. Diese besitzt einen Reakti-

onsterm der Form
fo=—pA+s—a. 2.9)

Wiéhrend die Kriminalitdtsrate pA dazu fiithrt, dass die Attraktivitit steigt, senkt sie die
Dichte der Kriminellen. Dies resultiert aus der Annahme, dass Kriminelle von dem Tatort
flichen. Der Term v — « fungiert als konstante Rate, mit der Kriminelle generiert werden.
Es gilt zwischen den Parametern folgende Beziehung: 0 < o < v < 2. Die Bedeutung des
Parameters « selbst ist die Attraktivitdt im homogenen Zustand. Der homogene Zustand
wird an spétere Stelle ndher diskutiert. Da v > « vorausgesetzt wird, erhoht sich somit die
Dichte.

Waéhrend sich D eindeutig als Diffusionskonstante identifizieren ldasst, scheint der Rest des
Diffusionsterm jedoch nicht der Normalform zu entsprechen. Somit nimmt der Kriminellen-
fluss

A
J,=-D <vp - 2va> (2.10)

eine nichtlineare Form an. Diese wird durch Advektion (vgl. GL. (2.5))) beschreiben. Fiir
die Gleichung (2.7)) ldsst sich somit das Geschwindigkeitsfeld
VA

Vo(A,VA,2,t) = 2D~ = 2DV In(A) (2.11)

der aktiven Advektion der Dichte der Kriminellen aufstellen. Die Dichte der Kriminellen
diffundiert somit ebenfalls durch den Raum, mit der Diffusionskonstante D, wihrend
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sie gusatzlich eine aktive Advektion in Richtung des Gradienten des natiirlichen Loga-
rithmus der Attraktivitit erfihrt. Die Kriminalitdt bewegt sich somit in Richtung hoher
Attraktivitat.

Da das Modell der Chemotaxis Ahnlichkeiten mit dem Modell fiirr Kriminalitiit besitzt,
bietet sich an dieser Stelle ein Vergleich an.

2.3 Vergleich zur Chemotaxis

Das Modell der Chemotaxis beschreibt das Verhalten von Organismen, die Dynamik
dadurch erfahren, dass sie eine Anderung einer Konzentration auslosen [9].

Ein anschauliches Beispiel dafiir sind Amoben, die sich von Bakterien in einem Substrat
ernidhren. Unter dem Substrat versteht man den Raum auf dem sich die Am&ben bewegen.
Die Amoben sind im Falle einer Séttigung der Populationen der Bakterien homogen verteilt.
Liegt jedoch ein Mangel an Bakterien vor, ein Nahrungsmangel, so verhalten sich die
Amoben auf eine Weise, die dem vorgestellten Modell fiir Kriminalitdt phanomenologisch
bereits stark dhnelt.

Die Amé&ben beginnen eine bestimmte Chemikalie zu sekretieren. Diese Chemikalie wirkt
anziehend auf andere Amében und diffundiert selbst [14]. Wie im Modell der Kriminalitét
wird durch eine diffundierende Komponente die Konzentration einer anderen diffundierenden
Komponente erhoht, welche einen Drift der vorherigen Komponente zu der Konzentration
der zweiten Komponente auslost. Das Verhalten von Verbrechern und Amoében wirkt aus
dieser Sichtweise duflerst dhnlich.

Die folgende Betrachtung bezieht sich auf eine Raumdimension. Es werden die Konzentration
an Amoben nun a(z,t), sowie die des Sekretes c(z,t) benannt. Zu Grunde liegen folgende
Reaktions-Diffusions-Gleichungen mit Stromdichten J; 5 und Reaktionsterm f(a,c):

oa = =VJ1 = =V (Jaiff + Jenem), (2.12)

drc = —Via + f(a,¢) = DV?c + sa — ke. (2.13)

Anders als die Kriminalitdtsdichte besitzt die Reaktions-Diffusions-Gleichung der Amében-
konzentration nun keinen Reaktionsterm. Die Gesamt-Anzahl an Amoben dndert
sich somit nicht in diesem Modell. Das Sekret diffundiert mit der Konstante D, wihrend es
mit der Sekretionsrate s von den Amoben ausgestofien wird und mit der konstante k zerfillt
[14]. Die Amoben diffundieren mit Jg7¢ = —DoVa und erfahren eine chemotaktische
Advektion, durch das Geschwindigkeitsfeld V.pep, mit der Konstante v:

Vehem = vVe. (2.14)

Die Geschwindigkeitsfelder und weisen nun eine dhnliche Form auf, mit
dem Unterschied, dass die Kriminalitétsdichte den Logarithmus der anderen Komponente
beinhaltet. Deswegen wird der advektive Term der Kriminalitéitsdichte in der Literatur oft
als chemotaktischer Driftterm bezeichnet [12]. Somit ist die Beschreibung der Terme der

Hauptgleichungen (22.6)), (2.7 vollstandig.




Kapitel 3

Numerische Niherungsverfahren

Um das Modell simulieren zu kénnen werden einige Operatoren bendétigt, die durch die
Programmierumgebung nicht oder in nicht zufriedenstellender Form implementiert sind.
Da in den Hauptgleichungen , einige Ableitungsoperatoren vorkommen ist ein
geeignete Methode zur Implementierung der Ableitung nétig, die im idealen Fall wenig
Rechenleistung benétigt. Abhilfe schafft die Fouriertransformation. Die rdumliche Ableitung
im Spektralraum erfolgt simpel iiber eine Multiplikation mit dem Wellenvektor.
Auflerdem ist es fiir die Lineare Stabilitéitsanalyse notwendig verallgemeinerte Operatoren
der Ableitung selbst zu implementieren. Dies gelingt iiber finite Differenzen. Zuletzt ist es
notwendig ein geeignetes Integrationsverfahren zu wéahlen. Dieses soll nun zuerst beschrieben
werden.

3.1 Runge-Kutta-Fehlberg Verfahren

Ein Runge-Kutta-Verfahren ist ein iteratives Verfahren zur Losung des Anfangswertproblem
von gewohnlichen Differentialgleichungen. Einer Funktion f(¢,y(t)) = diy wird so eine
erzeugende Funktion ®(t,y(¢); h; f)) zugeordnet, y, ®,f € R"™. Fiir Anfangswerte yo = y(¢o)
gibt ® eine Nidherung der Losung der Differentialgleichung fiir einen Integrationsschritt h.
Im Falle einer zeitlichen Integration erh&lt man somit eine Ndherung der Losung zu dem
Zeitpunkt tg + h. Die erzeugende Funktion @ fiir ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren ist
folgendermaflen definiert [21]:

®(tg,y(to); h;f)) =xo(to + h) :== 1k + - - + csks, (3.1)

mit den Koeflizienten

kl = f(t(]’ yO)a (32)
ky = £(to + a2h, yo + hB21k1), (3.3)
ks = f(to + ash, yo + h(Bs1k1 + B32k2)), (3.4)

- (3.5)
ks = f(tO + Qshv Yo + h(ﬁslkl + -+ /Bs,s—lks - 1)) (36)

Den Koeffizienten werden Zahlenwerte zugeordnet die sich aus der Herleitung des Verfahrens
ableiten. In der Anwendung werden diese aus so genannten Butcher Tableaus abgelesen
[21].
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as | B
as | B31 P32

Qs 651 552 te Bs,s—l

C1 C2 T Cs—1 Cs

Tabelle 3.1: Allgemeine Form des Butcher Tableaus

Der Diskretisierungsfehler des Runge-Kutta-Verfahren héngt von der Schrittweite ab.
FEine Verringerung von dieser wiirde auch einen verringerten Fehler hervorrufen. Kleinere
Schrittweiten bedeuten jedoch auch einen héheren Rechenaufwand. Es gilt somit ein
Kompromiss zwischen der Genauigkeit des Verfahrens und dem Rechenaufwand einzugehen.
In der Praxis bietet es sich an die Schrittweite h dynamisch zu wahlen. Die Basis dieser Idee
schlug E. Fehlberg 1969 [7] in der Anwendung zur Losung des Wirmeleitungsproblems vor.
Die Idee dieses Verfahrens ist die Fehlerabschéitzung einer gewéhlten Schrittweite und die
Variation dieser, sollte der abgeschitzte Fehler € iiber oder unter einer gewihlten Toleranz
€0 liegen. Der abgeschétzte Fehler e bildet sich aus der Differenz der Ergebnisse jeweils
einer Iteration des Runge-Kutta-Verfahren in vierter y4 und fiinfter Ordnung ys5

€ = \y4 — y5\. (3.7)

Die neue Schrittweite A* ist nun definiert als:

e {m ()7 ez

_ o (%0)1/;0, e (3.8)

Der Parameter p beschreibt hier die Ordnung des Diskretisierungsfehlers und ist in diesem
Anwendungsfall p = 4. Wihrend 8 ein Anpassungsfaktor ist mit dem die Schrittweite in der
Anwendung oft modifiziert wird [21I]. In den Simulationen dieser Arbeit, wurde § = 0.85
und €y = 1078 gewihlt. Es wurde folgendes Butcher Tableau in Tabelle verwendet.

0 0

1/4 1/4

3/8 3/32  9/32

12/13 | 1932/2197 -7200/2197 7296/2197

1 439/216 -8 3680/513  -845/4101

1/2 8/21 2 -3544/2565 1859/4101  -11/40
25/216 0 1408/2565 2197/4104  -1/5
16/135 0 656/12825  28561/56430 -9/50  2/55

Tabelle 3.2: Butcher Tableaus des RKF45 Verfahrens [7]

3.2 Pseudo-Spektralmethode

Die in der numerischen Berechnungen auftretenden Ableitungen werden implementiert
mit Hilfe einer Pseudo-Spektralmethode. Dies ist zum einen niitzlich, da die rdumliche
Ableitung einer Funktion f(z) im Spektralraum simpel durch Multiplikation mit dem
Wellenvektor k definiert ist

Ouf = FikF) = Z ik Z[f]). (3.9)
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Dabei steht .# fiir die Fouriertransformation und .# ! fiir die Inverse. F impliziert die
Fouriertransformierte von f. Das Verwenden solcher Methoden suggeriert die benttigten
periodischen Randbedingungen [4]. Zu Grunde liegen Algorithmen, die fiir die diskreten
Felder f, = f(nL/N) der Simulationen eine diskrete Fouriertransformation (DFT) zu F,
und eine inverse diskrete Fouriertransformation (IDFT) ausfiithren. Dabei ist N die Anzahl
an Gitterpunkten und L die Domainlénge.

1 N—-1 s
Fo=5 D fae ¥ (3.10)
n=0
N-1 o
fo=> Fpenm™ (3.11)
k=0

Der Vorteil ist, dass die Anzahl an Rechenoperation der schnellen Fouriertransforma-
tionsalgorithmus (FFT), mit O(N log N) Operationen, geringer als die der reguldren
Fouriertransformation O(N?) ist [3].

Analytisch gesehen wird eine trigonometrische Interpolation minimaler Oszilationen von
f(z) durchgefiithrt durch den Aliasing Effekte minimiert werden [11].

f(x) = FO —+ Z <er%kx —+ FN_kei%kw> —+ FN/2 COS (%N:U) (312)
0<k<N/2

Zu vermerken ist das Verhalten des Nyquist Terms Fy/, bei der Differenzierung von
(3.12), da dadurch zwei verschiedene Operationen fiir die erste und zweite Ableitung zu
implementieren sind. Damit gilt fiir die diskreten Ableitungen (x=nL/N):

2 ) i e
=3 %]f (er%nk - Fkae_QWnk) (3.13)
0<k<N/2
" 2m ? 2min g —2ringk n|T 2
0<k<N/2

Zu erkennen ist, dass in der ersten Ableitung der Nyquist Term mit sin(7n) = 0 verschwin-
det, fiir die zweite jedoch nicht. Somit gilt nicht der oft intuitive Ansatz, die erste Ableitung
ein zweites mal abzuleiten, um die zweite Ableitung zu erhalten,

2 3 271
f) == > [ZL”k] (er%n’f —|—FN_ke’T"k> £ 7. (3.15)

0<k<N/2

3.3 Finite Differenzen

In der numerischen linearen Stabilitdtsanalyse wird ein Eigenwertproblem gelost bei dem
Differenzierungsoperatoren auftauchen. Diese werden implementiert durch finite Differenzen.
Wir gehen von einer diskretisierten Funktion f(x;) mit einer Anzahl von N Stiitzstellen x;,

L
auf einer Domain der Lénge L aus , wobei anzumerken ist, dass sich ¢ = 1...N periodisch
verhilt. Die finiten Differenzen lassen sich herleiten iiber die Taylorentwicklung von f(x)
an der Stelle z; [4]. Es folgen somit die ersten beiden Ableitungen in einer Dimension:
df 1

dz|, ~ ons (F@in) = f(zi)) + O(Az?) (3.17)
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d>f 1

prel i oz (Flwipn) = 2f (i) + f i) + O(Az?) (3.18)

Wichtig ist es, periodische Randbedingungen nun Manuell zu implementieren, da keine
Spektralmethode in der linearen Stabilitdtsanalyse benutzt wird.




Kapitel 4

Turing-Instabilitat

4.1 Instabilitatskriterium

In diesem Kapitel soll ein Kriterium hergeleitet werden, dass angibt fiir welche Parameter
in des Systems , Hotspots auftreten. Zuerst wird die Turing-Instabilitdt diskutiert
welches als historisches und hinleitendes Beispiel dient. Danach wird eine dhnliche lineare
Stabilitdtsanalyse des homogenen Zustandes auf das Modell fiir Kriminalitdt angewandt.
Anzumerken ist, dass eine Linearisierung in der Anwendung auf das Modell stattfindet und
nur in diesem Rahmen Giiltigkeit besitzt.

4.1.1 Turing-Instabilitét

Diffusion galt stets als ein Phdnomen, dass zu der Homogenitét eines Systems fiihrt. A.
Turing stellte 1952 ein Modell auf, welches Musterbildung, sprich Inhomogenitéten, von
zwei diffundierenden und reagierenden Chemikalien voraussagte [23]. Solche Systeme lassen
sich nun durch die Grundgleichungen von Reaktions-Diffusions-Systemen zweier gekoppelter
Komponenten ausdriicken,

ou = D, V?*u + f(u,v),
70w = D,V + g(u,v).

—~~
N =
— —

Bei den Komponenten handelt es sich im Falle der Betrachtung von Turing, um zwei
chemische Stoffe u und v. Die Funktionen f(u,v) und g(u,v) stehen fiir die chemischen
Reaktionen dieser Stoffe, wihrend die Diffusion durch die linearen Diffusionsterme D, V?u
und DvV% mit den jeweiligen positiven Diffusionskonstanten D,,, D, beschrieben wird. Der
Parameter 7 entspricht einem gewéhlten zeitlichem Skalenverhéltnis zwischen den beiden
Reaktanten. Anhand der Jacobimatrix

U, v
o 2y (09 < (% 1)
9(u,v) Ju Yo
lassen sich nun, wenn die Bedingung f,, > 0 und g, < 0 erfiillt ist, die jeweiligen Reaktanten
als Inhibitor v und Aktivator w identifizieren. Aktivatoren verursachen einen Anstieg,
wéhrend Inhibitoren eine Verringerung der Konzentrationen auslosen [10].

Nun gilt es die zeitliche Stabilitdt eines solchen Systems zu bestimmen. Es werden die
Losungen der Reaktions-Diffusions-Gleichungen in ihre homogenen Teile @, v , sowie kleiner

11
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Abweichungen |u| < 1, |0,| < 1 aufgeteilt, u = @ + 4, v = ¥ + 0. Durch die Betrachtung
der Fouriermoden der Abweichung,

i(x,t) = 6,2t 4 coc. (4.3)
bz, t) = et L cc

konnen Eigenschaften iiber die Stabilitit abgeleitet werden [10]. Diese sind abhingig von
komplexen Konstanten §,, §, und der Wellenzahl k. Der Eigenwert o beschreibt somit die
Stabilitit des Systems. Es lésst sich eine Dispersionsrelation zwischen den Eigenwerten o
und den Wellenzahlen k aufstellen, die Auskunft gibt fiir welche Moden von k der Eigenwert
o das Vorzeichen wechselt. Ist der Eigenwert o negativ, so ist die Losung fiir diese Moden
stabil, sowie instabil fiir positive Werte des Eigenwertes.

4.1.2 Lineare Stabilitidtsanalyse des homogenen Zustands

Nun soll das Verfahren des Vorherigen Abschnittes angewandt werden, damit bestimmt
werden kann fiir welche Parameter Hotspots entstehen kénnen.

Die Hauptgleichungen , besitzen nicht die selbe Form wie Gleichungen und
. Bei Betrachtung der Gleichungen der Attraktivitit und Kriminellendichte kann keine
Unterscheidung zwischen Aktivator und Inhibitor gemacht werden, da die Diffusion der
Dichte der Kriminellen Nicht-Linearitéten enthélt. Trotzdem wird das Entstehen von
Hotspots in mancher Literatur als Turing-Instabilitit bezeichnet [12].

Hotspots sollen definiert werden als signifikante Abweichungen von der rdumlich homogenen
Losung (VA = 0, Vp = 0). Zusitzlich wird davon ausgegangen, dass nur Systeme im
Gleichgewichtszustand (0;A = 0, d;p = 0) betrachtet werden. Aus diesen Annahmen folgt
aus den Hauptgleichungen des Systems , folgende Losungen fiir die Homogenen
Zusténde:

A=~, p=1"9 (4.5)
8
Zu vermerken ist, dass diese nicht von den Diffusionskonstanten €2 und D abhiingen. Fiir
eine kleine Abweichungen [04,| < 1 von diesen homogenen Losungen wird, dquivalent
zu Turing-Instabilitdten, eine lineare Stabilitdtsanalyse angewandt. Diese Abweichungen
oder Storungen werden als Fouriermoden mit der Wellenzahl k£ und dem Eigenwert o
ausgedriickt. Es bilden sich somit folgende Losungsansétze:

A(z,t) = A+ gpemotet (4.6)
p(a,t) = p+ 5ttt (4.7)
Es wird fiir beide Gleichungen dieselbe Wellenzahl benutzt, da Stérungen verschiedener
Moden mit der Zeit verschwinden [I8]. Durch Einsetzen in die Hauptgleichungen ([2.6]),(2.7)

und einer Linearisierung durch Vernachlissigung von Termen der Ordnung 6%, 5§, (04-6,),
erhélt man das folgende lineare Gleichungssystem:

Sa] |-k =140 A 5a (48)
6,) 7T | Do _p5 _pr2—A| |6, '

Alle Losungen mit positivem Eigenwert o bedeuten eine zeitlich ansteigende Abweichung
vom homogenen Zustand und fithren zu einem oder mehreren Hotspots. Dies ist der Fall,
wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix in negativ ist [I§]. Fiir negative
Determinanten gilt somit die folgende Ungleichung:

k*?D — k*(3pD —?A— D)+ A< 0 (4.9)
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Wert der Determinante

Wellenzahl k

Abbildung 4.1: Determinante der Koeffizientenmatrix gegen Wellenzahl k aufgetragen; fiir
Parameter v = 0.2, e = 0.2, D = 1; a = 0.05 innerhalb des Kriteriums in
durchgezogener Linie, « = 0.17 auflerhalb des Kriteriums in gestrichelter
Linie und « = 0.12 im Grenzfall in gepunkteter Linie

Diese Ungleichung gilt nur fiir ein endliches Band an Wellenzahlen. Dies ist in Abbildung
verdeutlicht. Es wurden die Determinante in Abhéngigkeit zur Wellenzahl k fiir drei
verschiedene Fille aufgetragen. Bei diesen wurde der Parameter « so variiert, dass Instabi-
litdt, Stabilitdt und ein Grenzfall vorliegt. Fiir den instabilen Fall ist das endliche Band an
negativen Werten zu erkennen. Analytisch wird der Bereich des endlichen Bandes durch
eine Extremalwertbetrachtung fiir die Determinante bestimmt. Es findet sich somit ein
Wert fiir das Minimum von:

_ 3pD — e2A—-D

N 2¢2D

Setzt man diesen wieder in die Gleichung ein, so erhilt man eine Ungleichung, die
nur von den Parametern der Differentialgleichungen abhéngen.

]62

D(3p—1) — A >2eV DA (4.10)

Ist diese erfiillt, so sind Hotspots in den Losungen der Differentialgleichungen zu erwarten.

4.2 Numerisches Beispiel

Es wurde eine numerische Berechnung durchgefiihrt um das Kriterium fiir die Entstehung
von Hotspots zu zeigen. Dafiir wurden eine Reihe an Losungen der Hauptgleichungen
, angefertigt, bei dem der Parameter o erhoht wurde. Jede Losung benutzt die
Vorherige als Anfangswerte, wihrend fiir die erste Losung Anfangswerte in zufélliger
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Verteilung um die homogene Losung gewahlt wurde. Zusétzlich werden die vorherigen
Losungen, die als Anfangswerte dienen, minimal gestort, damit sich der Zustand wechseln
kann. Es wurde die L?-Norm der Funktionen der Form ¢(z),

L
12(6(x) = /0 o()2dx (4.11)

fiir die Attraktivitdt A jeder Losung berechnet und in Abhéingigkeit zu dem variierenden
Parameter o in Abbildung aufgetragen.

0.40 \

0.35) I I1

0.30}
& 0.25)
0.20} ",

0.15f

2 0.14 0.16 0.18 0.20
a

70.06 0.08 0.10 0.

Abbildung 4.2: Auftragung der Verringerung von o gegen die L>-Norm der Attraktivitiit;
Die horizontale Linie entspricht dem homogenen Zustand; Die vertikale
Linie entspricht der Schwelle zwischen Turing-Stabilitdt II und -Instabilitét
I

Das Koordinatensystem ist durch eine vertikale Linie getrennt. Diese liegt auf dem Wert
von « fiir den, nach dem Kriterium , ein Ubergang zwischen der homogenen Lisung
II und Losungen die Hotspots ausbilden I bestimmt ist. Die L?-Norm der homogenen
Losung wurde ebenfalls als horizontale Linie aufgetragen. Es ist zu erkennen, dass sich
der homogene Zustand als Losung bildet, sobald der Parameter o das Kriterium deutlich
erfiillt, die Losungen also die vertikale Linie iibertritt. Aufgrund der Linearisierung in
Gleichung ist der eigentlich nichtlineare Ubergang in den Homogenen Zustand nicht
exakt beschrieben. Man erhélt noch Hotspot-Losungen unmittelbar nach und auf der
vertikalen Linie.

Eine Simulation, mit der ungestérten homogenen Losung der Attraktivitéit als Anfangswerte,
wiirde unter Variation des Parameters o (wie auch fiir alle anderen Parameter aufler v,
siehe Gleichung ) diese homogene Losung nicht verindern. Diese Option kann als
ein Ast, in Abbildung als vertikale gepunktete Linie, angesehen werden. Werden nun
kleine Storungen in die Simulation implementiert, wird fiir Werte von « im Bereich I,
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der Ast der homogenen Losung instabil. Dabei bildet sich nun ein neuer Ast an stabilen
Losungen. Diese Aufspaltung bzw. Zerstorung oder Entstehen von Asten oder Trajektorien
der Fixpunkte, wie sie im Phasenraum bezeichnet werden, wird als Bifurkation bezeichnet
[22]. Es ist unklar um welche Bifurkation es sich handelt, da hier die L? Norm betrachtet
wird und nicht eine einzige Variable. Um diese exakt zu klassifizieren, sind Numerische
Betrachtungen zwar richtungsweisend, aber nicht ausreichend. Stattdessen muss analytisch
von den Gleichungen (2.6),(2.7) auf die Normalform der jeweiligen Bifurkation geschlossen
werden.

Es wurden aus jedem Bereich jeweils eine Losung der Attraktivitdt in Abbildung
aufgetragen. Links I ist eine Ein-Hotspot-Losung zu erkennen, wihrend rechts II die
homogene Losung aufgetragen ist. Bis auf a wurden die gleichen Parameter wie in Abbildung
gewithlt. Fiir A = v = 0,2 ist also die homogene Losung II in Abbildung den
Erwartungen entsprechend.

07 a:9.09 a=0.16

0.6 I
0.5} 1 F 1
< 0.4} 1t 1
0.3} 1 F 1
0.2} 1
0.1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Abbildung 4.3: Hotspot Losung I und homogene Losung II der Attraktivitét fiir verschie-
dene Werte von «
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Kapitel 5

Numerische Untersuchungen des
Phasenraums

Im Folgenden wird der Einfluss der Parameter auf die stationdren Zustédnde des Systems
untersucht. Dies erfolgt {iber numerische Simulationen des Anfangswertproblems der parti-
ellen Differentialgleichungen , . Die L2-Norm (vgl. GL ) der ndherungsweise
stationédren Zustdnde wird in Abhéngigkeit der Variation eines Parameters betrachtet. Dies
gibt Aufschluss iiber das Verhalten der stationdren Lsungen im Phasenraum, speziell iiber
Strukturen wie Bifurkationen oder homogene Zusténde.

5.1 Variation der Parameter

Es werden nun Reihen an Simulationen durchgefiihrt, jede mit der Variation eines un-
terschiedlichen Parameters. Begonnen wird mit dem kleinsten Wert des zu variierenden
Parameters, der numerisch Simuliert werden kann E] und sich im vorbestimmten Bereich
(siehe Kapitel 2) befindet. Dieser wird nach jeder Simulation erhoht, bis das Ende des
Parameterbereichs erreicht wurde. Danach wird der Parameter verringert, bis der initiale
Wert des Parameters erreicht wurde. Durch Variation in positiver sowie negativer Richtung
soll somit ein Teil des Phasenraums untersucht werden. Dabei werden positive Variations-
richtungen mit 1 und negative mit | gekennzeichnet.

Das Ziel jeder einzelnen Simulation ist es, die L?-Norm der Kriminalititsrate pA des
erreichten Zustandes zu berechnen und in Abhéngigkeit des Parameters darzustellen.

Die initialen Anfangswerte einer Simulationsreihe bilden sich durch zufillig gestorte ho-
mogene Zustinde A’, p’. Nach jeder weiteren Variation wird die Loésung der vorherigen
Simulation ebenfalls zufillig gestort. Die Stérung eines Zustandes ist notig, da verhindert
werden soll, dass instabile Zustéinde bestehen bleiben. Wiirde z.B. der homogene Zustand
nicht gestort werden, so bliebe er fiir jeden Wert des Parameters bestehen. Erst durch die
kleine Storung wird die Stabilitét des Zustands deutlich.

Wie in Kapitel 3 beschrieben, werden fiir die Simulation das Runge-Kutta-Fehlberg Ver-
fahren, sowie fiir Ableitungen ein Pseudospektralverfahren verwendet. Die Anzahl an
Iterationen des Runge-Kutta-Fehlberg Verfahrens ist so hoch, dass ein stationédrer Zustand

'In manchen Grenzfillen, wie sehr kleine Parameter, benétigen die Simulationen eine zu grofie Anzahl
an Iterationen. Deswegen wird oft nicht mit der unteren Grenze des Bereichs begonnen.

17
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erreicht wird, 0;A = 0, 0;p = 0. Numerisch ist es ratsam eine untere Schranke bzw. ein
Abbruchkriterium einzufiihren, da ein exakter Wert von null numerisch meist nicht er-
reichbar ist oder einen zu hohen Rechenaufwand darstellen wiirde. Das Abbruchkriterium
kann an die bendtigte Genauigkeit der jeweiligen Betrachtung angepasst werden. Fiir die
Untersuchungen in diesem Kapitel ist es ausreichend, wenn die zeitlichen Ableitungen 0, A
und 9;p eine Ordnung von O(1073) erreichen.

Dieses Kriterium tritt in den meisten Fallen in Kraft. In wenigen Féllen wird kein stati-
ondrer Zustand erreicht, da das System fiir gewisse Parameterbereiche zu Oszillationen
neigt. Es wird deswegen eine Obergrenze an Iterationen eingefiihrt, damit die Simulationen
nicht unendlich lang fortgesetzt werden. Auf die Fille in denen die stationéren Zustédnde
nicht erreicht wurden wird spezifisch eingegangen.

Dieser Fall kann eintreten, wenn das System eine Hopfbifurkation (oder #hnliche Oszilla-
tionen) durchfiihrt, durch die das System nicht (oder stark verspétet) einen stationéren
Zustand einnimmt. In Punktférmigen Systemen sind Hopfbifurkationen an oszillatorischen
Ubergéingen von Fixpunkten zu elliptischen Grenzzyklen, bei Variation der Parameter, im
Phasenraum erkennbar. Die linearisierte Jacobi-Matix des Systems besitzt, im Falle einer
Hopfbifurkation, zwei rein imaginére, komplex konjugierte Eigenwerte [22]. In ausgedehnten
Systemen wie diesem ist die Klassifikation etwas komplexer. Dies wird in Kapitel 7 erneut
aufgegriffen.

Die Betrachtung wird auf einen bestimmten Parametersatz limitiert. Dieser ist in Tabelle
dargestellt. Auflerdem wurden in den numerischen Berechnungen eine Domainlénge
L =12 und eine Anzahl an Stiitzstellen von N = 128 benutzt.

5.1.1 Homogene Attraktivitit v

Zunichst werden die Ergebnisse der Variation der homogenen Attraktivitit + vorgestellt.
Da v — a die Rate der Generation von Kriminellen darstellt, wére eine Steigung der
Kriminalitétsrate pA, bei einer Erhohung des Parameters « naheliegend.

Die Ergebnisse fiir die Variation der homogenen Attraktivitéit sind in Abbildung
dargestellt. In dem Intervall v € [0.13, 2] werden nach dem Kriterium keine homogene
Losungen erwartet und gefunden. Eine Erhohung des Parameters von v = 0.1 bis auf v = 2,
in Absténden von Ay = 0.01, bewirkt einen grofteils stetig wirkenden Verlauf der L?-Norm
der Kriminalitétsrate. Die Verringerung des Parameters bewirkt nahezu gleiche Werte der
L?-Norm wie Abbildung zu erkennen ist.

Dies ist nicht der Fall im Bereich von (0.11,0.14). In positiver Richtung bildet sich eine
Zwei-Hotspot Losung fiir v = 0.11 1. Durch einen unstetigen Sprung in Abbildung
ist zu sehen, dass ab v = 0.14 1 sich eine Drei-Hotspot Losung bildet, welche fiir die
weitere Variation bestehen bleibt. Somit existieren fiir v = 0.14 zwei verschiedene Losungen
des gleichen Parametersatzes. Die Eigenschaft der Existenz von zwei stabilen Zusténden
eines Systems wird als Bistabilitédt bezeichnet [15]. Die Losungen der zuvor beschriebenen
Parameter sind in Abbildung aufgetragen.
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Abbildung 5.1: Auftragung der gesonderten Weiterfithrung der Simulation von Loésung
~v = 0.14 1 aus der Simulation in Abb. zu drei Zeiten von ¢ und Verlauf
der L?-Norm der Kriminalititsrate pA. Die Symmetrisierung tritt erst nach
einer groflen Menge von Zeitschritten ein. Die Norm #ndert sich dabei nicht
signifikant.

Die deutliche Asymmetrie der Losung fiir v = 0.14 1 scheint ein Artefakt des Abbruchkri-
teriums zu sein. Bei gesonderte Simulation dieses Zustands mit einem Abbruchkriterium
niedrigerer Ordnung, symmetrisiert sich der Zustand iiber einen grofien Zeitabstand (vgl.
Abb. . Die L?-Norm versindert sich jedoch, mit einer Ordnung von O(10~%), nicht
signifikant. Somit ist das Abbruchkriterium fiir die Betrachtung der L?-Norm ausreichend.
Dies wird fiir alle Ergebnisse der Variation der Parameter angenommen.
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Abbildung 5.2: Auftragung der L?-Norm der Kriminalititsrate pA mit positiver 1 (blaue
Punkte) und negativer | (griine Kreuze) Variation des Parameters ; Para-
metersatz I; VergroBlerung fiir Bereich bistabiler Zustdnde; Alphabetische
Markierung der Zustidnde die in Abb. aufgetragen sind. Die Markie-
rung folgt der Richtung der Variation. Die Kriminalitéitsrate steigt fiir
Erhshungen von ~ und sinkt fiir Verringerungen.
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Abbildung 5.3: Auftragung der Losungen aus Simulation in Abb. fiir sechs Werte von

1012 0 2 4 6 8 1012 0 2 4

X

6 8 10 12

~. Die Losungen sind in Reihenfolge der Variation aufgelistet, bis auf A
und F um die Bistabilitét zu unterstreichen. Bei B bildet sich der dritte

Hotspot. Der Zustand bleibt stabil fiir gesamte weitere Variation von ~y

5.1.2 Basis-Attraktivitat o

Dasselbe Verfahren wird nun analog, mit dem selben Parametersatz I, auf die Basis-
Attraktivitit o angewandt. Der Parameter o wird tiber das Intervall [0.01,0.2] variiert.
Es wird erwartet, dass sich analog zu Kapitel 4.2 rdumlich homogene Zusténde, bei der
Grenze a =~ 0.12 bilden. Da eine Erhéhung der Basis-Attraktivitéit eine Verringerung der
Generationsrate v — o der Kriminalitdt auslost, ist ein Sinken der Kriminalitétsrate zu

erwarten.
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Abbildung 5.4: Auftragung der L?-Norm der Kriminalititsrate pA mit positiver 1 (blaue
Punkte) und negativer | (griine Kreuze) Variation des Parameters a,
sowie der L?-Norm der Kriminalitéitsrate pA des homogenen Zustands als
gepunktete Kurve und Grenze zur Instabilitdt des homogenen Zustand
nach als vertikale gestrichelte Linie; Parametersatz I; Alphabetische
Markierung der Zustidnde die in Abb. aufgetragen sind. Die Markierung
folgt der Richtung der Variation. Die Kriminalitéitsrate sinkt fiir Erh6hungen
von v und steigt fiir Verringerungen. Es ist Bistabilitdt in der Hysterese
bei der Stabilititsgrenze des homogenen Zustands und zwischen den Asten
zwischen H und A,B erkennbar.

Fiir die Variation des Parameters « sind die Werte der L?-Norm der Kriminalititsrate
in Abbildung dargestellt. Mit steigendem Parameter « sinkt die Kriminalitéitsrate
unstetig. Diese Unstetigkeiten werden als Spriinge in Abbildung deutlich. Sie entstehen
dadurch, dass die Anzahl der Hotspots sinkt bzw. steigt. Dieses Entstehen bzw. Zerfallen der
Hotspots ist in den Losungen in Abbildung ersichtlich. Die Asymmetrie der Losungen
ist auf das Abbruchkriterium zuriickzufiihren.

Bei D ist eine asymmetrische Losung zu sehen. Diese wiirde durch weitere Iterationen in
eine symmetrische Losung iibergehen. Der Ubergang in den homogenen Zustand erfolgt
von drei zu keinen Hotspots. Zusétzlich ist bei der Variation um die Stabilitédtsgrenze des
homogenen Zustands nach ein Hystereseverhalten erkennbar. Der homogene Zustand,
der durch eine gepunktete Kurve eingezeichnet ist, bildet sich erst bei einem héheren Wert
von «, als bei dem Wert bei dem sich Hotspots in negativer Variationsrichtung bilden.
Aus dem homogenen Zustand bildet sich ein Drei-Hotspots Zustand (sieche G Abb.
dessen Anzahl sich nicht weiter verdndert. Das System besitzt somit zwei Bereiche der
Bistabilitét.
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Die Unterschiede der L?-Normen der Drei-Hotspot Losungen, bei gleichen Parameter und
unterschiedlicher Variationsrichtung, (siehe Bereich um Markierung C Abb. lassen
sich durch numerische Abweichungen durch das Abbruchkriterium erkliren. Wiirde genug
Rechenzeit zu Verfiigung stehen wiirden die Aste auf den selben Werten liegen.
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Abbildung 5.5: Auftragung der Losungen aus Simulation in Abb. fiir acht Werte von a.
Die Losungen sind in Reihenfolge der Variation aufgelistet. Es sind Zerfille
der Hotspots von A bis E zu sehen. Bei G bilden sich wieder drei Hotspots
und bleiben fiir weitere Verringerung Bestehen.

5.1.3 Diffusionskonstante der Kriminalitit D

Die Untersuchung der Variation der Diffusionskonstante der Kriminalitidt D, mit dem
Parametersatz I, ist in Abbildung aufgetragen. Es wurde ein Intervall von [0.01, 5]
durchlaufen. Nach dem Kriterium ist in dem Intervall die Bildung des homogenen Zu-
standes fiir D = 0.08 oder D = 0.03 zu erwarten. Die Grenzen sind als vertikale gestrichelte
Linien und der homogene Zustand ist als horizontale gepunktete Linie eingezeichnet. Durch
Betrachtung der Lésungen ist es eindeutig, dass der Fall D = 0.03 als Abgrenzung fiir
den homogenen Zustand eingetroffen ist.

Da die Variation, anders als in den anderen Abschnitten, mit einem homogenen Zustand
begonnen hat, bilden sich direkt symmetrische Losungen. Somit liegen die Werte der L2-
Norm fiir Variationsrichtungen gleicher Zustinde néher beieinander. Anhand der genaueren
Symmetrie der Hotspots in den Losungen wird dieser Zusammenhang deutlich.
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Abbildung 5.6: Auftragung der L?-Norm der Kriminalititsrate pA mit positiver 1 (blaue
Punkte) und negativer | (griine Kreuze) Variation des Parameters D,
sowie der L?-Norm der Kriminalititsrate pA des homogenen Zustands
als gepunktete Linie und zwei Grenzen zur Instabilitidt des homogenen
Zustand nach als vertikal gestrichelte Linien; der Fall; Parametersatz
I; Alphabetische Markierung der Zusténde die in Abb. aufgetragen sind.
Die Markierung folgt der Richtung der Variation

Es wird Bistabilitéit, durch ein Hystereseverhalten, der L?-Norm beobachtet, bei dem sich
die Anzahl der Hotspots halbiert bzw. verdoppelt. Dies steht im Kontrast zu den Zerfillen
bzw. Formationen der Variation der Parameter o und «y (wie im néchsten Abschnitt zu sehen
ist teilweise auch €), da bei diesen sich die Hotspotmenge stets nur um Einen veréindert.
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Abbildung 5.7: Auftragung der Losungen aus Simulation in Abb. fiir sechs Werte von
D. Die Losungen sind in Reihenfolge der Variation aufgelistet. Es ist eine
Halbierung sowie Verdopplung der Anzahl der Hotspots zu Erkennen. Auf
die Darstellung der homogenen Zusténde wurde hier verzichtet.

5.1.4 Diffusionskonstante der Attraktivitit e

Die Untersuchungen des Parameters € verlaufen analog, mit der Ausnahme, dass ein dritter
Variationsstrang simuliert wird. In positiver Variationsrichtung, wird nach dem ersten
Zerfall eines Hotspots eine separate Simulation negativer Variationsrichtung |’ gestartet.
Im Gesamten wurde das Intervall [0.13, 1] durchlaufen. In diesem Intervall werden keine
homogenen Zustinde erwartet. Bei der isolierten Betrachtung der L?-Norm ist die Bildung
eines vermeintlich homogenen Zustands zu erkennen (vgl. Abb. . In Abbildung
ist bei Markierung A dieser Zustand zu sehen. Dieser besitzt zwar die selbe Norm wie
der homogene Zustand, formt aber eine Gestalt, die ein Maximum besitzt. Aufgrund der
geringen Hohe lasst sich das Maximum jedoch nicht als Hotspot klassifizieren.

Durch das Ansteigen der Diffusionskonstante der Attraktivitit sinkt die L?-Norm der
Kriminalitétsrate, mit Ausnahmen durch den Zerfall von Hotspots. Es sind in Abbildung
drei Bereiche der Bistabilitdt und einen Bereich drei stabiler Losungen zu erkennen.
Dieser Bereich drei verschiedener Zustéinde ist in Abbildung fiir das Beispiel von € = 0.3,
durch Markierungen mit romischen Zahlen verdeutlicht.
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3.5 .

Abbildung 5.8: Auftragung der L?-Norm der Kriminalititsrate pA mit positiver 1 (blaue
Punkte) und negativer | (griine Kreuze und rote Rauten) Variation des
Parameters €, sowie der L?-Norm der Kriminalitiitsrate pA des homogenen
Zustands als gepunktete Linie; Parametersatz I; Vergroflerung in den Hyste-
resebereich. Nummerierung von drei Zustédnden (siche Abb. auf jeweils
einem Ast bei € = 0.3 durch rémische Zahlen. Markierung der Zustéinde in
der Vergroflerung durch Buchstaben.

Im Bereich von € = 0.47 bis 0.55 sind zackenformige Strukturen im negativen Ast | zu
erkennen. Dies liegt daran, dass fiir diesen Parameterbereich das System schwach geddmpf-
te Ostzillationen durchfiihrt. Fiir diese Werte wurde nicht die Genauigkeit der Ordnung
O(1073) erreicht, wodurch die Anzahl maximaler Iterationen {iberschritten wurde. Diese
Abweichungen der zwei Aste setzt sich weiter fort. Die Losung B zeigt einen Extremfall
asymmetrischer Losungen. Die L2-Norm dieser Losung entspriiche bei geniigender Simu-
lation dem anderen Ast. Dieses oszillatorisches Verhalten soll im néchsten Kapitel naher
diskutiert werden.




5.1. VARIATION DER PARAMETER 27

0.40
0.35
0.30
0.25

g_azo
0.15
0.10
0.05} 1t 1
0.00

_ o /
1.6 €=0.301 €=0.304

141 1 1 1o 1 [ III ﬂ 1
1.2} 4 L ] |

1.0} 4 L i L i
T 0.8} 1 f {1} :

I | :JJ:

0.4
0 2 4 6 81012 0 2 4 6 8 1012 0 2 4 6 8 10 12
i

0.2
0.0

Abbildung 5.9: Auftragung der Losungen aus Simulation in Abb. fiir sechs Werte von ¢;
Vergleich von drei Stabilen Zusténden des gleichen Parameter in rémischen
Zahlen. Betrachtung der Zusténde in der Niéhe des homogenen Zustands
markiert durch Buchstaben.
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Kapitel 6

Dynamische Eigenschaften der
Hotspots

Die Dynamik der Hotspots stellt deswegen ein grofles Interesse dar, da ein Verstdndnis dieser
in der Anwendung groien Nutzen darstellt. Die Ressourcen der Verbrechensbekdmpfung
konnten somit effektiver auf den Raum verteilt werden.

Zunichst ist es jedoch fraglich ob dynamische Zustinde in dem untersuchten Modell
tiberhaupt existieren. Unter einem dynamischen Hotspot, wird ein solcher verstanden, der
nicht in einen stationdren Zustand relaxiert. Dies kann zum einen aus einer Hopfbifurkation
resultieren, sodass die Hohe oder Position des Hotspots kontinuierlich oszilliert. Zum
anderen konnte jedoch ein Driften vorliegen, sodass sich der Hotspot kontinuierlich in eine
Richtung bewegt.

Die Fragestellung nach der Existenz dynamischer Hotspots loste verschiedene Antworten
aus. In [I8],[17] wird die Existenz von Dynamischen Hotspots bestritten. Sie seien zwar in
dem diskreten, jedoch nicht im kontinuierlichen Modell vorhanden.

In [I2] wurde unter anderem die Stabilitét einer Zwei-Hotspot Losung untersucht. Es wurde
beobachtet, dass unter bestimmten Bedingungen ein Hotspot zerfillt und der andere einen
kontinuierlichen Drift erfihrt. Da in [I2] jedoch nur die Stabilitéit betrachtet wurde, blieb
eine néhere Diskussion dieses Drifts aus.

Zunéchst soll das System auf driftende Hotspots untersucht werden, indem die numerischen
Untersuchungen aus [12] reproduziert werden. Danach wird auf den Fall oszillierender
Hotspots eingegangen.

6.1 Driftende Hotspots

Das Driften von Hotspots wurde nur beobachtet, wenn sich mehrere Hotspots dquidistant
auf den Raum verteilen. Ein Beispiel einer Drei-Hotspot Losung die zu einer Zwei-Hotspot
Losung zerfillt ist in Abbildung dargestellt. Die zwei iibrigen Hotspots wachsen in
ihrer Hohe und driften, aufgrund der Symmetrie der Periodischen Randbedingungen, zu
dquidistanten Abstédnden.
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Abbildung 6.1: Auftragung des Zerfalls einer Drei-Hotspot Losung und anschlieSende
dquidistante Verteilung der iibrigen zwei Hotspots; Auftragung von Position
gegen Zeit mit farblicher Kennzeichnung fiir die Kriminalitdtsrate pA;
Parametersatz X aus Tabelle
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Abbildung 6.2: Auftragung des Zerfalls einer Zwei-Hotspot Losung. Nach [12] wird ein drif-
tender Hotspot und eine langsame Zeitinstabilitit erwartet; Auftragung von
Position gegen Zeit mit farblicher Kennzeichnung fiir die Kriminalitdtsrate
pA; Parametersatz 11 aus Tabelle

In [12] wurden unter anderem Grenzen fiir die Diffusionskonstante der Kriminalitdt be-
stimmt, die die Zeitliche Stabilitdt einer K-Hotspot Losung, im Bereich fiir die Diffusions-
konstante € — 0 charakterisieren. Fiir Werte von D < D

5 (LA

Kia2r2e2 (6.1)
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soll eine K-Hotspot Losung zeitlich stabil sein und fiir Werte von D > D’

p=p.— % (6.2)

1+ cos(7/K) '

soll eine K-Hotspot Losung schnell auftretende Instabilitdt aufweisen. Der Bereich D<D<
D’ charakterisiert K -Hotspot Losungen die eine zeitlich langsame Instabilitéit aufweisen.
Fiir diesen Bereich wurde in [12], fiir K = 2 nach dem Zerfall, ein einzelner driftender
Hotspot gezeigt. Dieses Driften ist in dem Bereich zeitlich schneller Instabilitéit nicht zu
beobachten. Die Parameter die in [12] benutzt wurden, sind in[A.2] aufgelistet. Damit ergibt
sich ein Wert von D’ = 20.67 als erste Grenze fiir die Diffusionskonstante. Der Driftende
Hotspot wurde in [12] bei einem Wert von D = 30 beobachtet.

blieb die entstandene Ein-Hotspot Losung stationér (vgl. Abb[6.2a). AuBerdem wurde fiir
D = 30 keine langsame Instabilitit beobachtet.

Es wurde analog eine zweite Simulation mit D = 21 durchgefiihrt, die nach den Ergebnissen
aus [12] gleiches Verhalten aufweisen sollte. Dieses Ergebnis ist in Abbildung aufgetra-
gen. Es ist nun eine Instabilitdt zu beobachten, die erst nach einem léngeren Verlauf der
Zeit eintritt. Ein driften der Hotspots ist nicht zu beobachten.

Somit ist die Existent driftender Ein-Hotspot Losungen, nach den hier bestimmten Unter-
suchungen weiterhin anzuzweifeln. Im néchsten Kapitel soll die Entstehende Losung auf
ihre Stabilitdt analysiert werden. Fiir weitere Untersuchungen soll der Fall von D = 21
betrachtet werden, da dadurch ein geringerer Rechenaufwand als bei D = 30 entsteht.

6.2 Oszillierende Hotspots

Die Relaxion zu einem stationédren Hotspot Zustand erfolgt, in manchen Parameterbereichen
iiber eine Oszillation der Losung um den stationdren Zustand. Dieses Verhalten wird als
“Ringing” bezeichnet [22]. Es besteht die Annahme, dass das Ringing auch in ausgedehnten
Systemen, wie dem hier betrachteten, auftreten kann.

Bei der Betrachtung der L?-Norm ist dieses Relaxionsverhalten, fiir kleine Werte von D des
Parametersatzes 111 vergleichbar mit einer geddmpften Schwingung (siehe Abb. .
Die Maxima der Hotspots sinken nach jeder Schwingung, fiir die Werte von D = 0.5, 0.75
und 1. Durch eine Variation der Parameter scheint diese “Dampfung”variierbar zu sein.
FEin Erhohung des Parameters D bewirkt somit eine stérkere Verzogerung der Relaxion in
den stationédren Zustand. Ab einem Wert von D = 3 ist, in den Ergebnissen in Abbildung
iiber den verlauf von ¢t = 500 Zeiteinheiten kein sinken der Maxima deutlich.

Eine gesonderte Betrachtung fiir einen Wert von D = 14, zeigt {iber einen Verlauf von
t = 2500 Zeiteinheiten, weiterhin keine Démpfung (vgl. Abb. [6.4). Entweder ist die
Déampfung nun verschwindend gering, oder das System ist im Zustand einer Hopfbifurkation.
Dieses Verhalten soll nun durch eine lineare Stabilitétsanalyse genauer betrachtet werden.
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Abbildung 6.3: Auftragung der Zeit gegen die L?-Norm der Kriminalitit in logarithmischer
Darstellung, fiir verschiedene Werte von D. Parametersatz III aus Tabelle
Die Oszilationen halten linger an fiir steigende Werte von D.
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Abbildung 6.4: Auftragung der Zeit gegen die L?-Norm der Kriminalitiit, fir D = 14.
Parametersatz 111 aus Tabelle [A.3] Es ist keine Relaxion erkennbar.




Kapitel 7

Numerische lineare
Stabilititsanalyse

Durch die numerische lineare Stabilitdtsanalyse wird das Spektrum der Eigenwerte, des
linearisierten Operators des Systems, fiir einen stationéiren Zustand gewonnen. Dieses
Spektrum gibt in erster Linie Aufschluss iiber die Stabilitidt des Zustandes. In zweiter Linie
koénnen Vermutungen iiber dynamisches Verhalten gemacht werden, indem Zustinde fir
Parametervariationen verglichen werden.

Nach einer Herleitung des Verfahrens, wird die Methode einleitend auf eine Ein-Hotspot
Losung angewandt und weiterfithrend auf Losungen angewandt, die auf dynamschies
Verhalten iiberleiten kdnnten.

7.1 Herleitung des Formalismus

Um ein tieferes Verstdndnis iiber die Losungen der Differentialgleichung aus den nume-
rischen Simulationen zu erhalten, bietet sich eine numerische lineare Stabilitdtsanalyse
an. Sie beschreibt, wie sich ein System unter Einfluss einer kleinen Stérung in Nidherung
erster Ordnung verhilt. Der hier durchgefithrte Formalismus ist dquivalent zu der in [1]
beschriebenen Methode.

Zunichst werden die Differentialgleichungen durch einen nichtlinearen Operator .% (V, z)[']
beschrieben. Die Variablen der Attraktivitdt und Kriminalitdtsdichte werden als Vektor
f = (A(x,t), p(x,t))T in kompakter Schreibweise vereinfacht. Somit kénnen wir die der
Arbeit zu Grunde liegende gekoppelten Differentialgleichungen , schreiben als:

af = Z(V,2)[f(z,1)] (7.1)

Nun wird angenommen, dass eine stationdre Losung f'(x) fiir Attraktivitdt und Dichte
existiert. Es wird die zeitliche Entwicklung dieser stationiren Losung unter Einfluss einer
zeitlich abhidngenden Stoérung n(x,t)

f(x,t) = f(z) + n(z,t) (7.2)

betrachtet. Dieser Ansatz kann nun in die urspriingliche Gleichung ([7.1)) eingesetzt werden.
Auf der linken Seite ist zu erkennen, dass die Ableitung nach der Zeit fiir den stationéren
Teil der Losung verschwindet,

om(x,t) = F(V, x)[f'(x) + n(z, t)]. (7.3)
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Der rechte Teil der Gleichung lasst sich nun um die stationére Losung entwickeln,
Om(x,t) = F(V,2)[f(@)] + F'(V,2) g (@, t) + O(). (7.4)

F' beschreibt die Fréchet-Ableitung [2] des nichtlinearen Operators .%. Der Operator %’
ist linear und nimmt im Falle der Gleichung (7.4) folgende Form an:
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Aufgrund der Linearisierung werden in der Entwicklung Terme der Ordnung n? und
hoher vernachlissigt. Zusétzlich ist ersichtlich, dass der Operator Z (V, z) angewandt auf
die stationdre Losung ebenfalls verschwindet. Man erhélt nun eine linearisierte zeitliche
Entwicklungsgleichung der Stérung,

on(x,t) = ﬁ'(v,x)h;(x)n(:c, t). (7.6)

Nun soll die Stoérung dargestellt werden als Linearkombination von den Eigenfunktionen
nj(x) des Operators .#’, mit einer exponentiellen Zeitabhéngigkeit mit einem Exponenten
A,
)\ .
n(x,t) = an(x)e it, (7.7)
J

Durch einsetzen dieser Darstellung in die Zeitentwicklungsgleichung (|7.6)) ergibt sich das
FEigenwertproblem,

Aij(@) = F'(V,2) 5y (@). (7.8)

Durch die Bestimmung der Eigenwerte \; konnen auf diese Weise Aussagen iiber die
lineare Stabilitdt der jeweiligen stationédren Losung f'(:n) gemacht werden. Nach dem
Hartmann-Grobmann Theorem [22] lassen sich die Eigenschaften der Linearisierung auf
die des gesamten Systems iibertragen, wenn der Realteil aller Eigenwerte ungleich null
ist, R(A;) # 0 Vi. Existiert ein Eigenwert mit einem Realteil der grofier als null ist, 3
R(Aj) > 0, so lasst sich der Schluss ziehen, dass der Zustand instabil ist. Sind die Realteile

aller Eigenwerte kleiner als null, so schliefft man auf einen stabilen Zustand.

Wihrend in Lehrbiichern oft das Beispiel des homogenen Zustand aufgegriffen wird [I],
wird in diesem Abschnitt das Verfahren auf stationdre Zustéinde verallgemeinert. Diese
Zustiinde f (x) werden in ihrer diskretisierten Form numerisch simuliert. Die Gradienten des
F'(V,z)| Fa) Operators werden durch ihre finiten Differenzen approximiert. Durch diese
Implementierung, besitzt .Z'(V, )| 7(») die Form einer 2N x 2N-Matrix, mit N als Anzahl
der Gitterpunkte der Simulation. Es werden vorgefertigte Algorithmen der Programmier-
umgebung zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen der #'(V, z)| ﬂx)—Matrix
genutzt.
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Die lineare Stabilitéitsanalyse benotigt eine hohere Genauigkeit als die Betrachtungen
der vorherigen Kapitel. Dabei lauft es darauf hinaus, dass der stationire Zustand f
N = 512 Stiitzstellen benotigt. Rechenleistung wird dadurch eingespart, dass f zuerst
mit N = 128 Stiitzstellen berechnet wird und auf N = 512 Stiitzstellen extrapoliert
wird. Dieser extrapolierte Zustand wird dann weitersimuliert, bis ein Abbruchkriterium
mit d;p, ;A in O(10~*) erreicht wird. Die erreichte Genauigkeit ist an der Ordnung des
Eigenwertes der Eigenfunktionen der Translation abslesbar. Diese sollte im Idealfall O(10~3
nicht iibersteigen.

Aufgrund der Symmetrie der Losungen und den Periodischen Randbedinungen ist es
ersichtlich, dass die Losung translationsinvariant ist. Sie miisste also, ohne eine Verdnderung
der Gestalt, durch den Raum verschiebbar sein. Diese Eigenschaft der Translationsinvarianz
soll im Spektrum deutlich werden. Das Spektrum muss somit immer einen Eigenwert auf
dem Ursprung besitzen. Die Eigenfunktionen dieses Eigenwertes besitzt die Gestalt der
ridumlichen Ableitung der Losung [16]. Der Zusammenhang zwischen der Translation und
der ersten rdumlichen Ableitung kann durch eine Taylorentwicklung an der Position xg

d(x0 + 0) = ¢(x0) + ¢ (x0)d + O(6%) (7.9)

deutlich gemacht werden. Je kleiner die Verschiebung ¢ ist wird, desto genauer wire die
Verschiebung durch eine Addition der Ableitung darstellbar.

7.2 Ein-Hotspot-Zustand

Begonnen wird mit der Analyse einer Ein-Hotspot Losung. Diese basiert auf den Parame-
tersatz IV Dieser Parametersatz wurde gewéhlt, da dort eine schnelle Relaxion in
den stationdren Zustand eintritt. Somit kann die benétigte Genauigkeit effizient erreicht
werden.

In Abbildung ist ein Teil des Spektrums der grofiten Eigenwerte \; des Eigenwertpro-
blems aus Gleichung dargestellt. Das Spektrum zeigt einen Eigenwert A\g im Ursprung.
Die Restlichen Eigenwerte besitzen alle einen negativen Realteil. Somit ist der Zustand
zeitlich Stabil. Es existieren aulerdem zwei Paare komplex konjugierter Eigenwerte. Diese
weisen auf das oszillatorische Verhalten bei dem Erreichen des stationdren Zustandes, wie
das Ringing des Maximum des Hotspots hin.
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Abbildung 7.1: Auftragung der gréfiten 50 Eigenwerte einer Ein-Hotspot Losung des Para-
metersatzes IV aus Tabelle [A.4] mit dem Realteil als horizontale und dem
Imaginérteil als vertikale Achse. Alle Eigenwerte haben ndherungsweise
einen Realteil von $(\;) < 0. Die Losung ist stabil.

Die erreichte Prizision der Analyse ist durch die Betrachtung des Eigenwertes Ay ablesbar.
Dieser Eigenwert gehort zu der vorher besprochenen Translationsmode. Diese Mode ist
die dem Eigenwert entsprechende Eigenfunktion ng bzw. 14,0 und 7,0 da das System zwei
Variablen besitzt.

In Abbildung sind Links die Translationsmoden und die erste Ableitungen aufgetragen.
Bis auf eine kleine Ungenauigkeit, sichtbar im Maximum der Attraktivitdt, besitzen die
Funktionen die gleiche Gestalt. Da aufgrund der Symmetrie und Randbedinungen der
Figenwert im Idealfall Ay = 0 wére, gibt der berechnete Wert \g = 0.00531 zusétzlich die
Prézision der Stabilitdtsanalyse an.

Auf der Rechten Seite von Abbildung ist die Losung in schwarz und die Losung mit
einer Addition der Translationsmode in rot zu sehen. Die Verschiebung ist nicht ideal, da
sich die Gestalt, erkennbar an der hohe der Maxima, geéindert hat. Im idealen Fall muss
der Faktor ¢ infinitisimal klein sein, wodurch die Verschiebung aber auch im gleichen Mafle
klein wird.
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Abbildung 7.2: Links: Translationsmoden und erste Ableitungen einer Ein-Hotspot Losung
des Parametersatzes IV aus Tabelle Anpassung der Funktionen durch
einen Faktor ¢. Die Funktionen haben bis auf eine kleine Ungenauigkeit die
selbe Gestalt.

Rechts: Ein-Hotspot Losung des Parametersatzes IV in schwarz und Addi-
tion der Translationsmode in rot. Keine Ideale Verschiebung sichtbar.

7.3 Driftende Hotspots

Nun soll der Zustand analysiert werden, der nach [12] einen Drift erfahren soll. Driftet
der Hotspot, so sollte dies im Speltrum sichtbar sein. Es wird die Endlésung, sichtbar in
Abbildung analysiert.

In Abbildung ist das bestimmte Spektrum der Eigenwerte \; aufgetragen. Alle Eigen-
werte besitzen néherungsweise einen Realteil von R();) < 0. Die Losung ist somit stabil
und nicht driftend. Es muss jedoch hinzugefiigt werden, dass die Prézision geringer als im
vorherigen Beispiel ist. Der Eigenwert der Translationsmode Ay besitzt einen Wert von
Ao = 0.00969.
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Abbildung 7.3: Auftragung der groiten 50 Eigenwerte einer Ein-Hotspot Losung mit den
Parametersatz II aus Tabelle mit dem Realteil als horizontale und dem
Imaginérteil als vertikale Achse. Alle Eigenwerte haben ndherungsweise
einen Realteil von $(\;) < 0. Die Losung ist stabil.

7.4 Oszillierende Hotspots

Zuletzt soll das System im Parametersatz III (Tabelle auf ein Anzeichen einer Hoptbi-
furkation untersucht werden. Da mit Erhéhung des Parameters D die Relaxionszeit steigt,
wie es in Abbildung [6.3] zu sehen ist, ist im Spektrum zu erwarten, dass sich durch die
Erhshung von D die komplex konjugierte Eigenwerte der imagindren Achse annéhern. Es
liegt somit nahe, die relaxierten Zustédnde von D = 0.5, D = 0.75 zu untersuchen. Bei diesen
erhélt man jedoch Spektren, die zum einen Instabilitédten aufweisen und zum anderen keinen
Eigenwert mit dem Realteil null besitzen, der eigentlich aufgrund der Randbedinungen
vorhanden sein muss. Da somit diese Spektren definitiv nicht den Zusténden entsprechen,
wird auf eine Darstellung dieser verzichtet.

Vermutlich fithren noch nicht entdeckte Effekte zu Instabilitdten in dem System. Um diese
weiter zu untersuchen, wiirde der néchste Arbeitsschritt in der Variation des Parameters
der Diffusionskonstante der Attraktivitit e liegen. Es wird vermutet, dass hohe e diese un-
bekannte Instabilitit auslosen, da Parametersatz IV [A.4 mit der linearen Stabilitéitsanalyse

untersuchbar ist (vgl. Abb[7.1)).

Eine andere Option wire das Wechseln des numerischen Néherungsverfahren zur Losung
des Anfangswertproblems. Wéhrend fiir die Iterationen durch das Runge-Kutta-Fehlberg
Verfahren, bei der Simulation mit D = 0.5 bzw. D = 0.75 in der néhe des stationéren
Zustands, die partiellen Ableitungen der Gleichungen , in einer Ordnung von
O(1073) verweilen, verdindert sich jedoch die L?-Norm der Kriminalititsrate nur mit einer
Ordnung von O(10~!). Das System wirkt also instabil , obwohl es sich in einen stationiren
Zustand relaxiert hat. Die hohe Ordnung der 94, 9; von O(1073) scheint der Grund der
falschen Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse, fiir den Parametersatz I11[A3] zu sein.
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Abbildung 7.4: Zeitliche Entwicklung der L?-Norm der Kriminalititsrate pA, fiir den
Parametersatz IV[A.4] Es ist geddmpftes oszillatorisches Verhalten sichtbar.
Dieses entspricht den Eigenwerten in Abbildung

Die Hopfbifurkation selbst, also der Fall, dass ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte rein
imaginér ist, ist durch die lineare Stabilitdtsanalyse nicht nachweisbar. Dies resultiert daraus,
dass die Analyse in dieser Form einen stationdren Zustand als Untersuchungsgegenstand
bendtigt. Befindet sich das System in einer Hopfbifurkation, so erreicht es den stationéren
Zustand nicht.

Trotzdem soll die Hypothese getestet werden, dass eine Variation von D eine Verschiebung
der komplex konjugierten Eigenwerte auslost und somit zu einer Hopfbifurkation fithren
kann. Dazu wird der D im Parametersatz IV variiert. Bei diesem ist fiir D = 1 bereits
in Abbildung sichtbar. Die zeitliche Entwicklung der L?-Norm der Kriminalititsrate
pA zeigt ebenfalls ein oszillatorisches Verhalten (siehe Abb. . Bei einer Verringerung
von D sollte nun das Paar von komplex konjugierten Eigenwerten einen geringeren Realteil
besitzen, wihrend einer Erhéhung den Realteil erhohen sollte. In Abbildung 7?7 ist dieses
Verhalten zunichst zu sehen. Jedoch éndert sich die Richtung der Anderung des Realteils,
die mit einer Erhohung von D mit eingeht. Vermutlich folgt der tatsdchliche Verlauf der
komplex konjugierten Eigenwerte einem “snaking ”in negativer Richtung der imagindren
Achse. In [13] wurde bereits in verschiedenen Aspekten ein snaking der L2-Norm gefunden.
Hier scheint dieses Verhalten ebenfalls im Spektrum der Eigenwerte zu finden zu sein.

Fiir diesen Parametersatz wird somit wahrscheinlich keine Hopfbifurkation durch die
Variation von D erreicht. Trotzdem sollte das System nach den Ergebnissen aus Kapitel 6,
wahrscheinlich eine Hopfbifurkation durchfiihren.
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Abbildung 7.5: Auftragung der komplex konjugierten Eigenwerte von Ein-Hotspot Lésun-
gen verschiedener Werte von D. Die Eigenwert sind in steigender Richtung
von D durch Linien Verbunden. Eine Erhchung von D fiithrt zun&chst zu
einer Erhohung des Realteils. Bei D = 1.2 sinkt der Realteil bei einer
Erhshung von D. Fiir D = 1.6 steigt sie erneut. Ansétze eines Snaking sind
zu erkennen.




Kapitel 8

Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war es, Erkenntnisse iiber die Entstehung und dynamischem Ei-
genschaften von kriminellen Hotspots, des statistischen Modells fiir Kriminalitéit aus [I1§],
zu gewinnen. Der Fokus der Untersuchungen bestand in der Anwendung numerischer
Methoden, wihrend analytische Methoden als Hilfsmittel dienten. Dabei beschriankte sich
die Betrachtung auf eine rdumliche Dimension.

Zunichst wurden die zwei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen, die das Modell
vollstandig beschreiben, in den Kontext der Reaktions-Diffusions-Gleichungen eingeordnet.
So konnte Versténdnis iiber die einzelnen Bestandteile dieser Gleichungen gewonnen wer-
den. Die Attraktivitat fiir kriminelle Aktivitdten, eine Grofle die die Wahrscheinlichkeit
beschreibt, dass Objekte oder Personen potenzielles Opfer von Kriminalitét werden, diffun-
diert frei durch den Raum. Die Dichte der Kriminellen selbst diffundiert ebenfalls durch
den Raum, erfihrt jedoch einen Drift in Richtung hoher Attraktivitdten. Dabei erhoht das
Eintreten von Kriminalitit die Attraktivitiat und Verringert die Dichte an der jeweiligen
Position im Raum. Cluster hoher Kriminalitdtsraten, die sich aus der Attraktivitdt und
Kriminalitédtsdichte zussammensetzt, werden Kriminelle Hotspots genannt.

Zusétzlich wurde ein Vergleich zwischen dem Driftterm der Kriminellen und dem Driftterm
im Modell fiir Chemotaxis gezogen.

Drei numerische Néiherungsverfahren wurden benutzt und besprochen. Darunter befinden
sich das Runge-Kutta-Fehlbergverfahren zur Losung des Anfangswertproblems, sowie die
Pseudospektralmethode und finite Differenzen zur Implementierung der Differenzierung.

Ein Kriterium der Bildung von lokalisierten Strukturen in Reaktions-Diffusions Systeme
wurde zunéchst aus historischer Sicht vorgestellt und auf das Modell fiir Kriminalitét
angewandt. Es wurde eine Ungleichung gefunden, die die Bildung von Hotspots, fiir das
Verhéltnis der einzelnen Parameter vorhersagt. Dies wurde fiir einen Parameter numerisch
gezeigt.

Weiterhin wurde numerisch ein Teil des Phasenraums untersucht. Durch Variation der
Parameter wurden so, verschiedene stabile Zusténde gezeigt die das System einnehmen kann.
Es wurde gezeigt, dass das System viele Bistabilitdten aufweist und auch Parameterbereiche
mit drei Stabilen Zustdnden. Diese Zustdnde unterscheiden sich in der Anzahl der Hotspots.
In den entstandenen Bifurkationsdiagrammen sind einige Stellen deutlich geworden, die
auf dynamisches Verhalten verwiesen haben.

Somit wurden die Méglichkeiten der Dynamik von Hotspots diskutiert. Beziiglich des Driften
von Hotspots gibt es in der Literatur sich widersprechende Ergebnisse. In dieser Arbeit
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wurden keine driftende Ein-Hotspot Zustéinde gefunden. Einzig die rdumliche Verteilung
von mehreren Hotspots zeigt ein driftendes Verhalten, welches jedoch abnimmt sobald
diese sich auf dquidistanten Absténden befinden.

Zusétzlich wurden Oszillationen von Hotspots gezeigt. Bei diesen wurden Hinweise fiir
die Existenz einer Hopfbifurkation gefunden. Um diese Existenz zu bestétigen sind jedoch
numerische Simulationen nicht ausreichende.

Zuletzt wurde die numerische Lineare Stabilitdtsanalyse vorgestellt und angewandt. Durch
diese kénnen nun réumlich inhomogene Zustédnde wie der Ein-Hotspot Zustand untersucht
werden. Zuerst wurde die Stabilitéit einer Ein-Hotspot Losung gezeigt. Danach wurde die
Analyse auf den Hotspot Zustand angewandt, der in [12] ein driftendes Verhalten aufweisen
sollte. Dieser Zeigt sich wie erwartete jedoch als Stationér. Zuletzt wurde das System, durch
Variation eines Parameters und ein Vergleich der Eigenwertspektren der Linearisierung
des Systems, auf die vorher vermutete Hopfbifurkation untersucht. Dabei wurde nicht das
erwartete Verhalten gefunden, dass zu einer Hopfbifurkation fithrt. Trotzdem wurde gezeigt
welchen Einfluss der Parameter D, auf die komplexe konjugierten Eigenwerte des mit der
linearen Stabilitdtsanalyse gewonnen Spektrums. Eine Erhohung von D scheint somit zu
einem snaking der komplex konjugierten Eigenwerte zu fithren.

Als direkter Anschluss sollte ein alternatives Verfahren zur Losung des Anfangswertproblems
benutzt werden, um zu vergleichen ob die numerischen Instabilitdten bei der Simulation
hoher € wie bei Parametersatz I1I[A.3] auftreten.

Weitergehend bestiinde die Option mit der Linearen Stabilitdtsanalyse die Bistabilitdten
aus Kapitel 5 zu untersuchen. Die Verédnderung der Eigenwertspektren konnte Aufschluss
iiber die Bifurkationen geben. Neben der Stabilitéit der Zusténde, kann untersucht werden,
welche Form Storungen haben sollten um den Zustand des Systems in einen Anderen zu
iiberfithren. Diese Stérungen wiren durch einen Einsatz von Polizeimafinahmen in der
Anwendung realisierbar. Somit fithrt dieses Wissen zu einem gréflerem Mafi an Kontrolle
iiber die Kriminalitét.

Auflerdem ist eine analytische Betrachtung notwendig. Erst durch diese kann bestimmt
werden, welche Bifurkationen in dem Modell wirklich auftreten.

Allgemein ist die Implementierung einer Verbrechensbekampfung in das Modell ein Schritt
der den Nutzen des Modells in der Anwendung erhéhen wiirde. Ein Beispiel dafiir findet
sich in [19] bei dem Polizeiprisenz als Verringerung der Attraktivitdt implementiert wurde.
Alternativ ldsst sich Polizeiprisenz auch als dritte Variable im System realisieren. Dies
wurde in [5], einem Modell das Piraterie beschreibt, implementiert. Dieses Modell zeigt den
weiteren Forschungstrang auf, das Modell auf unterschiedliche Umgebungen anzupassen.
Wiéhrend die eindimensionale Betrachtung die in dieser Arbeit durchgefiihrt wurde, bspw.
eine Strafle beschreiben kénnte, so werden fiir komplexere Umgebungen zwei rdumliche
Dimensionen benétigt. Zur Darstellung der Umgebung besteht zum einen die Moglich-
keit die statische Komponente der Attraktivitit « rdumlich inhomogen zu gestalten. So
konnten z.B. unterschiedliche Bezirke einer Stadt dargestellt werden. Auch konnte der
Einfluss unterschiedlicher Randbedingungen getestet werden. Durch diese Anpassung an
Umgebungen kann getestet werden, ob das Modell wirklich die Realitét beschreibt.

Erst die Antwort auf die Frage tiber die Giiltigkeit des Modells, kann dariiber aufkldren ob
weitere wissenschaftliche Ressourcen in die theoretische Erforschung des Modells investiert
werden sollten, oder ob ein neues Modell entwickelt werden muss. Denn der Nutzen, den
ein Verstédndnis iiber die Entstehung und Dynamik von kriminellen Hotspots erbringen
wiirde, ist unbestreitbar.
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Anhang

Tabelle A.1: Parametersatz I

Parameter ‘ Numerischer Wert

o 0.05
o 0.2
€ 0.2
D 1

Tabelle A.3: Parametersatz 111

Parameter ‘ Numerischer Wert

Q 0.05
o 0.10
€ 0.3
D -

Tabelle A.5: Parametersatz X

Parameter | Numerischer Wert

o 0.05
¥ 0.20
€ 0.30
D 13
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Tabelle A.2: Parametersatz 11

Parameter ‘ Numerischer Wert

« 1
vy 2
€ 0.07
D -

Tabelle A.4: Parametersatz IV

Parameter ‘ Numerischer Wert

o 0.05
ol 0.10
€ 0.09
D 1
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