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EINLEITUNG

Einleitung

Lokalisierte Strukturen in dissipativen Medien sind bereits in einer Vielzahl unterschiedli-
cher experimenteller und theoretischer Systeme beobachtet worden. In optischen Systemen
treten diese zum Beispiel als lokalisierte Lichtpunkte in nichtlinearen Resonatoren auf [1, 2],
wéahrend es sich in chemischen und biologischen Systemen um Punkte mit deutlich erhohter
Konzentration handelt [3, 4, 5]. Lokalisierte Strukturen treten in Form von einzelnen Wellen
in dissipativen Fliissigkeiten auf [6] und als Stromungsfaden in Gasentladungssystemen [7].
Aufgrund des Fortschritts im Bereich der Halbleitertechnologie sind bisher vor allem lokali-
sierte Strukturen in der transversalen Ebene eines elektrisch gepumpten Oberflichenemitters
experimentell erzeugt und untersucht worden [8]. In diesen Systemen konnten lokalisierte
Strukturen sowohl unter [8] als auch iiber [9] der Lasing-Schwelle beobachtet werden. Das
Interesse an lokalisierten Strukturen in nichtlinearen Lasersystem ist im groflen Gebiet der
moglichen Anwendungen begriindet. Diese umfassen lokalisierte Strukturen in Oberfliche-
nemittern als komplett optische Verzogerungsleitung [10] und optische Logikgatter [11]. Lo-
kalisierte Strukturen in Lasersystemen eignen sich fiir solche Aufgaben besonders, da die
Reaktionszeit der Halbleiter sehr gering ist. Zur praktischen Umsetzung dieser Aufgaben ist
es notig die lokalisierten Strukturen in Oberflichenemittern zu kontrollieren, weshalb ein
hinreichendes theoretisches Verstdndnis der lokalisierten Strukturen, sowie deren Dynamik
notwendig ist.

In [12, 13] wurde gezeigt, dass lokalisierte Strukturen in Oberflichenemittern mit gesattig-
tem Absorber nicht unbedingt stationédr sein miissen, sondern sich spontan bewegen kon-
nen, wenn das Verhéltnis der Lebensdauern der Ladungstrdger im aktiven und passiven
Lasermedium bestimmte Werte annimmt. Neben sehr komplexen Bewegungsmustern der
lokalisierten Strukturen konnte zusétzlich eine Atmung (engl. “breathing”) der Struktur, so-
wie weitere komplexe Verhaltensmuster beobachtet werden. Auflierdem wurde gezeigt, dass
die Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur von den Parametern des Systems eindeutig
bestimmt wird. Eine solche Bewegung wird als intrinsischer Drift bezeichnet. Spontane Be-
wegungen von sonst stationdren lokalisierten Strukturen kénnen durch thermische Effekte
hervorgerufen werden [14, 15].

Unter dem Einfluss von zeitverzogerter optischer Riickkopplung ist es ebenfalls moglich sta-
tiondre lokalisierte Strukturen in einem Oberflichenemitter mit geséttigtem Absorber zu
bewegen. In [16] wird gezeigt, dass bei Erhohung der Riickkopplungsstérke in einem solchen
System die Dynamik der lokalisierten Struktur von Periodenverdopplung ins Chaos iiber-
geht. Der Einfluss der Riickkopplungsphase auf den Bifurkationspunkt der Driftinstabilitét
der lokalisierten Strukturen wurde in [17] untersucht.

Ziel dieser Arbeit ist die theoretische Untersuchung der Dynamik von lokalisierten Struktu-
ren in einem Oberflichenemitter mit gesdattigtem Absorber unter dem Einfluss von optischer
zeitverzogerter Riickkopplung. In Kapitel 1 wird eine mogliche experimentelle Realisierung
des betrachteten Systems diskutiert. Ein theoretisches Modell zur Beschreibung von Ober-
flachenemittern mit gesittigtem Absorber wird in Kapitel 2 vorgestellt. Aulerdem werden
die Losungen des Modells analysiert und diskutiert. Die Erweiterung des Modells zur Be-
schreibung von Oberflichenemittern mit optischer zeitverzégerter Riickkopplung geschieht
in Kapitel 3. Mit Hilfe des Modells und der geschickten Wahl eines Ansatzes, lassen sich
explizit zeitlich stationére lokalisierte Strukturen finden. Diese werden einer linearen Stabili-
tatsanalyse unterzogen und es wird eine Bedingung fiir den Schwellwert der Driftbifurkation
vorgestellt. In Kapitel 4 wird die Umsetzung einer numerischen Simulation des Modells dis-
kutiert, wihrend in Kapitel 5 die Ergebnisse der Simulationen betrachtet werden. Dabei zeigt
sich, dass die Dynamik der lokalisierte Struktur mit Hilfe der zeitverzogerten Riickkopplung
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in der Lage ist sehr komplexen Bewegungsmustern zu folgen. Zusétzlich wird gezeigt, dass
es fiir entsprechende Parameter gezielt moglich ist unterschiedliche Bewegungsmoden auch
einzeln zu destabilisieren. In Kapitel 6 wird der durch die Einfiihrung der zeitverzogerten
Riickkopplung entstandene Parameterraum systemmatisch untersucht und diskutiert. Der
darauffolgende Teil der Arbeit beschéftigt sich mit lokalisierten Strukturen, welche intrin-
sisch driften. Es wird gezeigt, dass diese Strukturen mit Hilfe der zeitverzoégerten Riickkopp-
lung stabilisiert werden kénnen.



1 EXPERIMENTELLE UMSETZUNG

1 Experimentelle Umsetzung

Lokalisierte Strukuturen kénnen in sogenannten Oberflichenemittern (engl. “vertical-cavity
surface-emitting lasers”, kurz VCSELSs) experimentell erzeugt und beobachtet werden. Im
Folgenden wird ein Halbleiterlaser betrachtet, welcher als Oberflichenemitter fungiert. Die
beiden Braggreflektoren bilden einen optischen Resonator innerhalb dessen sich das aktive
und das passive Lasermedium befinden. Der emittierte Laserstrahl wird auf einen Spiegel
mit von Null verschiedenem Transmissionskoeffizienten geleitet. Dieser Spiegel ist in einem
Abstand Leyt so positioniert, dass der reflektierte Anteil des Strahls wieder in den Oberfla-
chenemitter eingespeist wird. Dadurch wird das Signal mit einer Zeitverzogerung 7 o< Loyt
wieder in das System eingekoppelt. In Abbildung 1 ist ein solcher Aufbau schematisch dar-
gestellt [16].
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Abbildung 1: Schematischer Aufbau eines oberflichenemittierenden Halbleiterlasers mit zeit-
verzogerter Riickkopplung. Zur Realisierung der zeitverzogerten Riickkopplung wird ein teil-
weise transmissiver Riickkopplungsspiegel im Abstand Ley zum Laser so platziert, dass die-
ser den reflektierten Strahlanteil wieder in den Resonator zurtickleiten kann. Die durchgezo-
gene Linie reprisentiert den aus dem System ausgekoppelten Strahl, die gestricheltet Linie
den vom Riickkopplungsspiegel reflektierten und die gepunktete Linie den transmittierten
Strahlanteil.

Da es sich um einen Oberflachenemitter handelt, wird der Laserstrahl nicht parallel zur
Grenzflache der beiden Medien, sondern orthogonal dazu ausgekoppelt.

Die lokalisierten Strukuturen, welche in dieser Arbeit betrachtet werden, sind Lichtpunk-
te die in der transversalen Ebene des Lasers entstehen. Zur Erzeugung der lokalisierten
Strukuturen ist keine Riickkopplung nétig und der Riickkopplungsspiegel kann entfernt wer-
den. Sobald die lokalisierte Strukutur entstanden ist, kann der Riickkopplungsspiegel in
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den Strahlengang eingefiihrt werden um den Einfluss der zeitverzégerten Riickkopplung zu
untersuchen.

2 Modellbeschreibung ohne Riickkopplung

Zur Beschreibung der Dynamik in der transversalen Ebene eines Oberflichenemitters werden
die Maxwell-Bloch Gleichungen verwendet. Unter der Annahme, dass sich bei einer Rotation
des elektrischen Feldvektors in der komplexen Ebene der Betrag des Vektors nur langsam
dndert, kann man ein System von partiellen Differentialgleichungen erhalten [13]:

t)=((1 —ia)N + (1 —if)n — 1 +iv?) E(x,t) (2.1)
atN( - (n=NO+IEP)
dn(x,t) = —ba (v +n(l + s|E[*)) (2.3)

Dabei entspricht FE(x,t) dem elektrischen Feld, x = (x,y) der Position in der transver-
salen Ebene des Oberflichenemitters, N(x,t) (bzw. n(x,t)) einer Gréfle proportional zur
Ladungstriagerdichte des aktiven (passiven) Mediums, o (8) dem a-Faktor des aktiven (pas-
siven) Lasermediums, V dem Nabla Operator in der rdumlichen Dimension von x, p der
Pumprate, v dem Absorptionskoeffizienten und s dem S&ttigungsparameter. by (b2) ent-
spricht dem Verhéltnis von Photonlebensdauer zur Ladungstriagerlebensdauer im aktiven
(passiven) Lasermedium.

Dieses Gleichungssystem besitzt drei unterschiedliche Losungen [12]: Eine homogene nicht
lasing Losung, eine lasing Losung, sowie lokalisierte Strukturen. Die homogene Losung zeich-
net sich durch folgende Form aus

E=0, N=pu, n=-—v. (2.4)
Bei der lasing Losung breitet sich eine stehende Welle iiber das gesamte Lasermedium aus

E= e, N=-1L g 2.
0¢ ’ 1"']0’ " 1+SIO ( 5)

Dabei bezeichnet Iy = |E|? die Intensitéiit des elektrischen Feldes. Man kann zeigen [12], dass
in der Region der Koexistenz von Gleichung (2.4) und Gleichung (2.5)

M<u<l+7 (2.6)

stabile lokalisierte Strukturen existieren. Diese kdnnen sowohl stationir sein, als auch eine
Driftbewegung ausfithren [12] oder eine komplexere Dynamik zeigen [13]. In Abbildung 2
sind die Existenzbereiche der oben genannten Lésungen auf der (i, |E|?)-Ebene angegeben.
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Abbildung 2: Losungséste der Losungen von der Modellgleichung Gleichung (2.1) bis Glei-
chung (2.3) auf der von p und |E|? aufgespannten Ebene. Aufgetragen ist jeweils das Maxi-
mum von |E|%. Die gestrichelte schwarze Linie repréiisentiert die lasing Lésung (2.5), withrend
die durchgezogene blaue Linie fiir die lokalisierten Strukturen steht. Beide Aste sind instabil
fiir negative Steigungen. Die homogene nicht lasing Losung (2.4) ist tiber eine subkritische
Bifurkation bei g = 1 4+ v mit den anderen beiden Losungen verbunden.

Die homogene Losung (2.4) ist bis zu einem Schwellwert von p = 1 + « stabil. An diesem
Schwellwert entspringen die Aste der beiden anderen méglichen Losungen. Stabile lokalisierte
Strukturen existieren nur in einem Bereich, in dem der obere Ast der lokalisierten Strukturen
mit der homogenen nicht lasing Losung koexistiert (2.6).

3 Erweiterung des Modells um Riickkopplung

Das vorhandene Modell (2.1) - (2.3) soll nun erweitert werden um auch ein System wie
in Abbildung 1 dargestellt zu beschreiben. Durch den Spiegel wird optisch wieder ein Teil
des elektrischen Feldes in das System eingespeist. Aufgrund der endlichen Lichtgeschwin-
digkeit vergeht die Zeit 7 bis der Laserstrahl wieder in den Oberflichenemitter eingespeist
wird, welche proportional zum Abstand Ly zwischen Laser und Riickkopplungsspiegel ist.
Dementsprechend wird das elektrische Feld E(x,¢ — 7) mit einer Verzogerung 7 in das Sys-
tem eingestrahlt. Beim Durchgang des Laserstrahls durch den transmissiven Spiegel wird
ein Grofiteil des Strahls reflektiert und dadurch aus dem System ausgekoppelt. Der Anteil
des Strahls, welcher den Spiegel passiert und infolgedessen wieder in das System eingespeist
wird, wird mit der Riickkopplungsstérke n beschrieben. Bei der Reflektion, sowie beim Pas-
sieren des Spiegels kann es zu Phasenverschiebungen ¢ kommen, welche im Modell ebenfalls
beriicksichtigt wird. Zur Erweiterung der bisherigen Gleichungen (2.1)-(2.3) werden die oben
beschriebenen Terme zu (2.1) hinzugefiigt. Die Ladungstragerdichten der Lasermedien sind
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von der Riickkopplung nicht beeinflusst, weswegen deren Zeitentwicklung unverédndert bleibt.
QE(x,t) = ((1 —ia)N + (1 —iB)n— 14 iv?) E(x,t) + ne"’E(x,t — T) (3.1)
N (x,t) =by (L— N1+ |E[*))
din(x,t) = —ba (v +n(1 + s|E[*))

3.1 Betrachtung der stationdren Losungen

Da lokalisierte Strukturen betrachtet werden sollen, wird ein Ansatz gewéhlt, welcher die
Amplitude des elektrischen Feldes von der komplexen Rotation des Vektors trennt [18]:

B(x,t) = Ey(x)e™ ™! N = Ny(x), n=no(x) (3.4)

Mit Hilfe dieses Ansatzes werden lokalisierten Strukturen in Oberflichenemittern ohne Riick-
kopplung (n = 0) zu stationiren Losungen des Modells (3.1) - (3.2):
0= ((1—ia)No + (1 —iB)ng — 1 + iw + iV?) Ep(x) (3.5)
0="by (n— No(1+|Eol*))
0= —b2 (’}/ + no(]. + 8‘E0|2)) .

Um lokalisierte Strukturen in einem Oberflachenemitter mit Riickkopplung zu betrachten
wird n > 0 gewahlt:

0= ((1—ia)No+ (1 —iB)ng — 1 +iw + iv?) Eo(x) + e’ Ey(x) (3.8)
0=b1 (1— No(1+ |Eo|?)) :
0=—bo (v +no(l+s|E*)). (3.10)

Hierbei entspricht 8§ = wr + ¢ der effektiven Phase des elektrischen Feldes, welches wieder
in das System eingekoppelt wird.

3.2 Lineare Stabilitidtsanalyse

Zur vereinfachten Betrachtung der Stabilitdtsanalyse wird zunédchst das System (3.1)-(3.3)
verallgemeinert dargestellt [18]:

dha(x,t) = L9 (a(x,1)) + nBeq(x,t — 7). (3.11)

Dabei entspricht q(x,t) dem Systemzustand, £y beschreibt einen nichtlinearen Operator
von (3.1)-(3.3) und B, eine Rotationsmatrix fiir das elektrische Feld um den Winkel ¢:

Re(E) cosp —sing 0 0
Im(E sin coS 0 0

q(x,t) = sz ) B.= 70" %7 0 o (3.12)
n 0 0 0 0

Ahnlich wie in Unterkapitel 3.1, sei q(x,t) = (e e~ 1,1)T . qo(x) eine stationire
lokalisierte Struktur, welche folgende Gleichung erfiillt

0 = £v(qo(x)) + nBqo(x). (3.13)
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Dabei ist qo(x) = (Re(Ep),Im(Ey), No,n9)?, B eine Rotationsmatrix fiir das elektrische
Feld um den Winkel § = wr + ¢ und £y ein nichtlinearer Operator von (3.8) - (3.10).

Es soll das Verhalten des Systems analysiert werden, wenn es sich in einem Zustand in der
Néhe der stationaren Losung befindet. Dazu wird zur stationiren Losung eine kleine Storung
p(x,t) addiert. Dies wird in (3.11) eingesetzt:

Op(x,t) = £y (qo(x) + p(x,t)) + nB (qo(x) + p(x,t — 7)) (3.14)
Gleichung (3.14) wird in p(x,t) linearisiert:

9p(x,t) = Ly (qo(x)) +nBao(x) +L£5(qo(x))p(x,t) + nBp(x,t — 7). (3.15)
=0

Dabei entspricht £ (qo(x)) dem linearen Operator, den man bei der Linearisierung von
£v(q(x),t) um qg(x) erhilt. Unter Beriicksichtigung von (3.13) folgt aus (3.15)

Oip(x,t) = L5(qo(x))p(x,t) + nBp(x,t — 7). (3.16)

3.3 Zerlegung der Storung in Eigenfunktionen

Um Aussagen iiber die Stabilitat treffen zu konnen, ist es notig die Stérung p(x,t) in Ei-
genfunktionen 1 (x) des linearen Operators £5(qo(x)) zu zerlegen

P, 1) = 3 a4, (x). (3.17)
k

Dabei sind aj, der Amplitudenfaktor der jeweiligen Eigenfunktion und A der zur Eigen-
funktion vy, korrespondierende Eigenwert. Ohne Riickkopplung, also mit = 0, erhilt man
damit aus (3.16) folgendes Eigenwertproblem mit den Eigenwerten A

0= (Slv (qo0(x)) = 1Ak)9y, (3.18)

Dabei entspricht 1 der Einheitsmatrix mit der Dimension von £ (qo(x)).

Die Losung qo(x) ist stabil, solange fiir jeden Eigenwert gilt Re(A;) < 0. Ist diese Bedin-
gung erfiillt, verschwindet aufgrund des exponentiellen Abfalls jeder Summand von p(x,t)
fiir grofle Zeiten t. Dadurch ist sichergestellt, dass das System trotz der Stérung wieder in
die stabile Losung qo(x) relaxiert.

Sobald fiir einen Eigenwert Re(Ar) > 0 gilt, wichst die Stérung mit fortlaufender Zeit expo-
nentiell an. Die lineare Stabilitdtsanalyse verliert dann ihre Giiltigkeit, da die zunéchst als
klein angenommene Storung wéchst. In diesem Fall kann im Rahmen der linearen Stabili-
tatsanalyse keine Aussage iiber die Stabilitdt des Systems getroffen werden.

Gilt Re(A;) < 0 und existiert mindestens ein Eigenwert mit Ay = 0, so kann keine Aussage
iber die Stabilitidt der Losung qo(x) getroffen werden. Innerhalb der linearen Stabilitédtsana-
lyse wird die Storung der dazugehérigen Eigenfunktion mit fortlaufender Zeit weder zerfallen
noch anwachsen. Daher bezeichnet man solche Losungen als neutral-stabil. Uber das Uber-
leben oder Sterben der Losung entscheiden in diesem Fall Terme héherer Ordnungen von
p(x,t), welche man in Gleichung (3.15) beriicksichtigen miisste. Betrachtet man in (3.15)
auch Terme hoherer Ordnungen, so handelt es sich nicht mehr um eine lineare Stabilitéts-
analyse, sondern um eine nichtlineare Stabilitdtsanalyse.

Bei Systemen, welche Symmetrieeigenschaften besitzen (z. B. Translationssymmetrie), gibt
es mindestens einen Eigenwert mit A = 0. Dieser Eigenwert gehort zu einer sogenannten
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Goldstone-Mode, welche eine neutral-stabile Eigenfunktion des Systems ist. Fiir den Fall,
dass die grofiten Eigenwerte mit Ay, = 0 zu sogenannten Goldstone-Moden gehoren (siehe
[19]), lassen sich auch ohne nichtlineare Stabilitdtsanalyse Aussagen iiber die Stabilitdt tref-
fen. In diesem Fall ist das System neutral-stabil gegentiber Stérungen in Form jener Moden.

3.4 Eigenwertproblem mit Riickkopplung

Das in (3.18) dargestellte Eigenwertproblem wird fiir 7 # 0 zu einem transzendenten Eigen-
wertproblem

0= (£ (ao(x)) — Al + nBe ) . (3.19)

Ohne weitere Berechnung sind zunéchst nur 2 Eigenwerte mit Ay = 0 bekannt. Da der Ope-
rator £5(qo(x)) invariant gegeniiber einer Translation, sowie einer Rotation der Phase ist,
besitzt er die jeweils dazugehorige Goldstone-Mode. Die Translationsmode ist hierbei durch
Y1y = OxQo(x) gegeben, wihrend die der Rotation der Phase zugehorige Eigenmode durch
’l/}Ph = (Za iv 07 O)T : qO(X) gegeben ist.

Es handelt sich bei den Goldstone-Moden um neutral-stabile Stérungen, welche die Stabili-
tét der betrachteten Losung zunéchst nicht beeinflussen. Kommt es jedoch bei der Variation
von Kontrollparametern dazu, dass eine weitere Eigenmode, die die Form einer Goldstone-
Mode besitzt, instabil wird, so wird die stationidre Losung destabilisiert.

Besitzt eine Eigenmode 1) ebenfalls den Eigenwert A = 0 fiir einen bestimmten Wert des
Kontrollparameters, wird das Eigenwertproblem degeneriert. Dadurch muss die Basis von
Eigenfunktionen zum Eigenwert A = 0 um die generalisierte Eigenfunktion erweitert werden.
Mit diesem Vorwissen, lassen sich Bedingungen fir die Bifurkationspunkte der Goldstone-
Moden bestimmen. Besonderes Interesse gilt dabei der Driftbifurkation, da diese an lokali-
sierten Strukturen besonders gut beobachtbar ist. Die Herleitung ist sowohl fiir die Transla-
tionsmode, als auch fiir die Mode der Rotation der Phase gleich. Zunéchst wird das Eigen-
wertproblem (3.19) in der Nihe des Bifurkationspunktes betrachtet

A=0+¢, Vv =1y + e, ek 1. (3.20)

1o ist hierbei die Eigenmode einer Goldstone-Mode. Beim Einsetzen in (3.19) wird die
Exponentialfunktion durch ihre Reihendarstellung bis zur ersten Ordnung angenéhert

0= (£5(q0) +nB)¢o + (€5 (qo) + nB)evys — (1 +nB7)(tho + et )e. (3.21)

Durch das Sortieren von (3.21) nach Ordnungen von ¢ erhélt man 2 Gleichungen:
e’ (L5 (o) +nB)tho =0 (3.22)
e (€5(ao0) +nB)¢1 = (1 +n7B)to. (3.23)

Gleichung (3.22) zeigt, dass die Goldstone-Mode ¥y mit Ao = 0 das Eigenwertproblem in
(3.19) 16st. Fur n = 0 beschreibt die Gleichung die Definition der generalisierten Eigenfunk-
tion 9g. Gleichung (3.23) definiert die generalisierte Eigenfunktion ;. Nach der Fredholm-
schen Alternative der linearen Algebra existiert von Gleichung (3.23) eine eindeutige nicht
triviale Losung, wenn gilt:

(4| 1+ n7B J1ho) = 0. (3.24)

Dabei entspricht (.|.) dem Skalarprodukt in Form von kompletter Integration iiber das be-
trachtete Gebiet und wg der neutralen Eigenfunktion des adjungierten Operators (£5(qo) +
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nB)t. Aus dieser Losbarkeitsbedingung erhilt man eine Bedingung fiir den Bifurkations-
punkt der Driftbifurkation und der Bifurkation der Rotation der Phase:

e — —_Wblo)_ (3.25)

(13| Bluo)

Dabei ist zu beachten, dass (3.25) explizit von den beiden Riickkopplungsparametern 7 und
1 abhéngt, wihrend es von dem Phasenfaktor ¢ nur implizit abhéngt. Dies liegt daran, dass
die Rotationsmatrix B sich auf den Winkel 0 = wt + ¢ bezieht.

4 Numerische Behandlung

Die in (3.1) bis (3.3) vorgestellten Differentialgleichungen werden numerisch direkt geldst.
Das Problem wird in einer Dimension betrachtet auf einem Grundgebiet der Groéfle L, mit
N, Stiitzstellen. Um eine Interaktion der lokalisierten Struktur mit den Rédndern des Grund-
gebiets zu vermeiden, werden periodische Randbedingungen verwendet.

Die vorkommenden raumlichen Ableitungen werden mit Hilfe des Pseudospektralverfahrens
berechnet [20]. Hierbei wird der entsprechende Term mit einer schnellen Fouriertransfor-
mation (kurz, engl. “FFT”) in den Fourierraum transformiert. Die rdumliche Ableitung
entspricht im Fourierraum einer Multiplikation mit dem k-Vektor und ist daher exakt, im
Gegensatz zur numerischen Berechnung der Ableitung im Realraum

F [0pu] = ik T [u]. (4.1)

Hierbei ist .%# die Fouriertransformation der rdumlichen Ableitung 9, des Systems u. Nach
der Multiplikation wird der Term wieder in den Realraum zuriicktransformiert, in dem die
restlichen Berechnungen stattfinden.

Die Berechnung des Zeitschritts wird mit Hilfe des klassischen Runge-Kutta Verfahrens (oder
Runge-Kutta 4) durchgefithrt. Das Runge-Kutta Verfahren ermoglicht die Berechnung eines
Systems X(t,+1) zum Zeitpunkt ¢,41, wenn der Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢,
bekannt ist. Sei

dx

& fex) (1:2)
tn+1 - tn = (43)
kl = f(tnv X(tn)) (44)
h h
ko = f(tn + §7X(tn) + §k1) (4.5)
s = fltn + ox(t0) + 5k2) (4.6
ko = F(tn + B, x(bn) + k). (4.7)
Nach Runge-Kutta gilt dann
X(tns1) = () + 5 (ht + 2k + 2k + k). (48)

Die numerische Simulation wurde mit Hilfe eines Python Programms umgesetzt. Der Quell-
code der Simulation befindet sich in Anhang A.



4 NUMERISCHE BEHANDLUNG

4.1 Simulationsablauf
4.1.1 Injektion

Zu Beginn der Simulation wird die lokalisierte Struktur in das System injiziert. Die Injekti-
on wird numerisch folgendermaflen simuliert. Zu Beginn wird das elektrische Feld innerhalb
jedes Simulationsschrittes auf seinem Anfangswert festgehalten. Der Anfangswert des elek-
trischen Feldes ist so gewéhlt, dass dieser einer lokalisierten Struktur &hnlich ist. Durch
das Fixieren des elektrischen Feldes auf einen bestimmten Wert, bekommen das aktive, so-
wie das passive Medium die Moglichkeit sich daran anzupassen. Die Lasermedien werden
gesattigt. Nach 1 % der gesamten Simulationsdauer wird der Wert des elektrischen Feldes
nicht mehr fixiert und kann sich den gewéhlten Parametern anpassen. Durch das fixieren
des elektrischen Feldes ist sichergestellt, dass die lokalisierte Struktur tiberlebt.

4.1.2 Riickkopplung

Die verwendete Simulation bietet die Moglichkeit nach einer gewissen Dauer die Riickkopp-
lung einzuschalten. Das heiffit der Wert von n wird von 0 auf einen Wert n > 0 geédndert.
Dadurch ldsst sich der Unterschied zwischen einem System mit und ohne Riickkopplung
beobachten.

Die Riickkopplung wird numerisch folgendermaflen realisiert. Es wird ein Array erstellt, wel-
ches den Verlauf des elektrischen Feldes iiber die Dauer der Riickkopplungszeit 7 speichern
soll. Bei der Berechnung des Runge-Kutta Schritts, wird der Zustand des elektrischen Feldes
zum Zeitpunkt ¢ — 7 aus dem Array ausgelesen und als zusétzlicher Parameter tibergeben.
In jedem Simulationsschritt, wird nach der Berechnung des Runge-Kutta Schritts der ak-
tuelle Zustand des elektrischen Feldes in das eben ausgelesene Feld des Arrays geschrieben
und der Laufindex um eins erhéht. Sobald der Laufindex des Arrays das Ende erreicht hat,
wird dieser wieder zuriickgesetzt, sodass das Array wieder von neuem ausgelesen und befiillt
werden kann.

Nach Beendigung der Injektionsphase wird das Array komplett mit Nullen befiillt, damit
keine Artefakte aus der Injektionsphase die Riickkopplung beeinflussen. Das heifit, dass die
Simulation nach der Injektionsphase noch mindestens 7 Zeitschritte laufen muss, um einen
Riickkopplungseffekt zu beobachten. h entspricht dabei der gewéhlten Zeitschrittweite.

4.2 Schwerpunktsbestimmung

Zur Analyse des Systems wird auflerdem die Position des Schwerpunktes der lokalisierten
Struktur in jedem Simulationsschritt ermittelt. Dadurch lassen sich Aussagen iiber die Be-
wegung der Struktur treffen.

Die Bestimmung des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur betrachtet den Betrag des
elektrischen Feldes. Zunichst wird im Grundgebiet auf dem die Simulation durchgefiihrt
wird das Maximum des elektrischen Feldes gesucht. Da die meisten lokalisierten Strukturen
einer gaufischen Glockenfunktion dhneln wird das Array so verschoben, dass der Maximal-
wert sich in der Mitte des Grundgebiets befindet. Mit Hilfe eines gewichteten Mittelwertes
wird dann der Schwerpunkt der lokalisierten Struktur berechnet. Danach wird die Struktur
wieder an die ursprungliche Position zuriickverschoben. Durch dieses Vorgehen wird sicherge-
stellt, dass die periodischen Randbedingungen bei der Berechnung des Schwerpunktes keine
Probleme verursachen, wenn die Struktur sich am Rand des Grundgebiets befindet.
Kommt es dazu, dass sich eine lokalisierte Struktur {iber die Grenzen des Grundgebiets hin-
weg bewegt und dadurch wieder am anderen Ende des Grundgebiets erscheint, so fiihrt dies
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5 DESTABILISIERUNG STATIONARER LOKALISIERTER STRUKTUREN

zu Problemen bei der korrekten Bestimmung der Bewegung der Struktur. Dies kann erst in
der Nachbearbeitung entfernt werden.

5 Destabilisierung stationarer lokalisierter Strukturen

Im folgenden Kapitel sollen die Ergebnisse der direkten Numerik présentiert werden. Dazu
wird mit Hilfe der Simulation zunécht eine lokalisierte Struktur in einem Oberflichenemit-
ter ohne Riickkopplung simuliert. Die Parameter des Oberflichenemitters werden fiir die
folgenden Simulationen nicht gedndert und sind daher an dieser Stelle angegeben:

a=0.0 8=00 b1 =09
by =1.0 v =20 s=10.0 (5.1)
©=2.06

Die Simulation wird auf einem Grundgebiet L, = [—50,50] ausgefithrt mit einer Stiitz-

stellenanzahl N, = 128. Die Schrittweite eines Simulationsschrittes betrdgt h = 0.01. Mit
dieser Parameterwahl l&sst sich eine stationidre lokalisierte Struktur erzeugen, wie sie in
Abbildung 3 dargestellt ist.

t = 200
4 I I I I I
— |E] — Re(E) — Im(E) — N — n
3 = -
2F \/ -]
1 = -
0 A
1}k _
-2
1 1 1 1 1
—40 —20 0 20 40
Position

Abbildung 3: Lokalisierte Struktur zum Zeitpunkt ¢ = 200 mit den Parametern aus (5.1).
Die Injektion wurde zum Zeitpunkt ¢ = 36 beendet. Dargestellt sind die Zahlenwerte der
numerischen Simulation des Betrages des elektrischen Feldes (blau), sowie dessen Real- und
Imaginérteil (griin und rot). Ebenso die Werte der Ladungstriagerdichten im aktiven (cyan)
und passiven (lila) Lasermedium. Dabei sind der Betrag des elektrischen Feldes, sowie die
beiden Ladungstrigerdichten zeitlich konstant, wihrend Real- und Imaginérteil des elektri-
schen Feldes mit der Frequenz w rotieren.

Nachdem sich eine stabile stationére lokalisierte Struktur gebildet hat, wird die Riickkopp-
lung aktiviert. Es wird dann die Reaktion der lokalisierten Struktur auf die Riickkopplung

11



5 DESTABILISIERUNG STATIONARER LOKALISIERTER STRUKTUREN

beobachtet.

Zur Beobachtung der Bewegung der lokalisierten Struktur ist die Positionsangabe des Schwer-
punktes ein gutes Mafl, da fiir die meisten der Riickkopplungsparameter die lokalisierte
Struktur formstabil bleibt. Durch die Beschrdnkung der Angabe auf die Schwerpunktsbewe-
gung lasst sich diese deutlich besser nachvollziehen. Auflerdem lésst sich die Positionsangabe
so nachbearbeiten, dass der Effekt der periodischen Randbedingungen nicht mehr sichtbar
ist.

5.1 Drift

Wie bereits erlautert muss das System aufgrund seiner Translationsinvarianz eine Driftei-
genmode besitzen. Durch das Aktivieren der Riickkopplung ist es moglich, dass es zur Desta-
bilisierung einer Eigenmode kommt, welche die Form einer neutral-stabilen Goldstonemode
besitzt. Dieser Effekt konnte zum Beispiel fiir die Riickkopplungsparameter 7 = 100, n =
0.0072, ¢ = 0 beobachtet werden.

Um die zeitliche Entwicklung des Systems darzustellen, wird ein sogenanntes Raumzeitdia-
gramm verwendet. In Abbildung 4 ist ein solches Diagramm dargestellt.

E(z,t
» (2, 1)
0.64
1200
0.56
1000 1048
« 800 —40.40
=
40.24
400
0.16
200 0.08
0 0.00
—40 —20 0 20 40
Position z

Abbildung 4: Raumzeitdiagramm | E(x, t)| einer driftenden lokalisierten Struktur. Simulation
mit den Parameterwerten 7 = 100, n = 0.0072, ¢ = 0. Die Riickkopplung wird bei ¢t = 360
eingeschaltet (weifler Balken).

Nach Einschalten der Riickkopplung bleibt die lokalisierte Struktur zunéchst stationér, bis
bei ungefihr ¢ = 800 der Drift einsetzt. Nach einer kurzen Einschwingphase bleibt die
Geschwindigkeit auf einem konstanten Wert (siehe Abbildung 5). Instantan reagiert die
Struktur auf die Riickkopplung, indem sich ihre Form leicht &ndert. Dabei erhéht sich der
Peak der Glockenfunktion und die Breite verringert sich marginal.
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5.1 Drift

Betrachtet man die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur, so ist
eindeutig zu sehen, dass diese zunéchst nicht konstant ist. Erst nach einer Einschwingphase
erreicht diese einen konstanten Wert. Um dies zu erkennen, wurde bei gleichen Parame-
tern die Simulation verldngert und die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisierten
Struktur bestimmt (siehe Abbildung 5).

Die Geschwindigkeit des Schwerpunkts der lokalisierten Struktur wird mit Hilfe der Vor-
wiartsdifferenziermethode bestimmt. Da es kurz nach Beendigung der Injektionsphase zu
kleineren Spriingen der lokalisierten Struktur kommen kann, wird die Geschwindigkeit fiir
Zeiten t bevor die Riickkopplung aktiviert ist auf den Wert v = 0 gesetzt.

Riickkopplung an
0.00

—0.01 | J

—0.02 |- .
—0.03 |- .
= —0.04 |- .
—0.05 | J
—0.06 |- J

Geschwindigkeit v

—0.07 |- =
—0.08 |- J

—0.09 . ' .
0 500 1000 1500 2000

Zeit t

Abbildung 5: Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur in Abhangigkeit
der Zeit. Simulation mit den Parameterwerten 7 = 100, n = 0.0072, ¢ = 0. Die Riick-
kopplung wird bei ¢ = 360 eingeschaltet (schwarzer Balken). Eine Negative Geschwindigkeit
bedeutet, dass sich die lokalisierte Struktur nach links bewegt (in Richtung negativer z-
Werte).

In Abbildung 5 ist eindeutig zu erkennen, dass die lokalisierte Struktur nicht instantan mit
einer Bewegung auf die Riickkopplung reagiert, sondern erst nach einer Einschwingphase
eine konstante Geschwindigkeit erreicht wird.

Durch das Einschalten der Riickkopplung kommt es bei diesem Parametersatz von 7,  und
¢ zur Destabilisierung einer Driftmode. Der zur instabilen Driftmode zugehorige Eigenwert
A hat die Eigenschaft Re(A) > 0. Nach der linearen Stabilitdtsanalyse wéchst die korre-
spondierende Eigenmode mit fortschreitender Zeit exponentiell an und miisste irgendwann
das System dominieren. Da die Geschwindigkeit hier jedoch einen konstanten Wert erreicht,
muss dieses exponentielle Wachstum geddmpft sein. Dies geschieht durch die nichtlinearen
FEigenschaften des Systems, welche bei der linearen Stabilitdtsanalyse vernachlassigt werden.
Damit lésst sich auch die Einschwingphase erkléren, da das Wachstum der Driftmode durch
nichtlineare Effekte geddmpft wird.

Zur oszillierenden Bewegung der Struktur wéahrend der Einschwingphase konnen auch stabile
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5 DESTABILISIERUNG STATIONARER LOKALISIERTER STRUKTUREN

Eigenwerte (Re(A) < 0) mit Im(\) # 0 beitragen. Die korrespondierenden Eigenfunktionen
klingen zwar mit der Zeit ab, aber bringen zu Beginn Relaxationsoszillationen in das System.

5.2 Oszillation

Anstatt eines Driftes kann es nach dem Einschalten der Riickkopplung auch zu einer Os-
zillation in der Position der lokalisierten Struktur kommen. Wahlt man die Parameter
7 =150, n = 0.0072, ¢ = 0 ist dieser Effekt zu beobachten. In Abbildung 6 ist die Position
des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur in Abhéngigkeit von der Zeit aufgetragen.

Riickkopplung an

AAAAAA

Position =
o

L L L L L
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Zeit t

Abbildung 6: Die Position = des Schwerpunktes von |E(x,t)| wird gegeniiber der Zeit ¢ in
diesem Diagramm aufgetragen. Die Riickkopplung wurde bei ¢ = 120 eingeschaltet (Riick-
kopplungsparameter: 7 = 150, n = 0.0072, ¢ = 0).

Nach dem Einschalten der Riickkopplung beginnt die lokalisierte Struktur zunéchst nur mit
einer sehr kleinen Amplitude zu schwingen. Diese wéchst an, bis sie bei ungefihr ¢ ~ 8000
einen Grenzwert erreicht. Wahrend den Zeiten mit ¢ < 8000 befindet sich das System in
einer Einschwingphase.

Die hier dargestellte komplexe Oszillationsmode wéchst deutlich langsamer an, als die Drift-
mode aus Unterkapitel 5.1, da héchstwahrscheinlich Re(\) deutlich kleiner ist. In Abbil-
dung 6 ist sehr schon zu erkennen, dass zunéchst lineare Effekte dominieren und die Ampli-
tude der Oszillation (also die Mode) exponentiell anwéchst.
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5.2 Oszillation

Da in Abbildung 6 erkennbar ist, dass sich die Entwicklung der Oszillationsmode im Bereich
fir 0 < ¢ < 8000 abspielt, wird im folgenden Raumzeitdiagramm nur noch dieser Bereich
gezeigt.

E(x,t
o (2, )
7000 0.64
0.56
6000
40.48
5000
‘2 4000
N 40.32
3000 1024
2000 0.16
1000 0.08
0 — — 0.00
—40 —20 0 20 40
Position =

Abbildung 7: Raumzeitdiagramm von |E(z,t)| einer in der Position oszillierenden lokalisier-
ten Struktur (7 = 150, n = 0.0072, ¢ = 0). Die Riickkopplung wird bei t = 120 (weifler
Balken) aktiviert.

Nach Aktivierung der Riickkopplung beginnt die lokalisierte Struktur in Abbildung 7 mit
einer sehr kleinen Amplitude zu schwingen, welche zunédchst nur sehr langsam anwéchst.
Bei t =~ 8000 erreicht die Amplitude der Oszillation einen stabilen Grenzwert. An diesem
Diagramm ist auflerdem zu erkennen, dass die lokalisierte Struktur trotz der ozsillierenden
Bewegung formstabil bleibt.
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5 DESTABILISIERUNG STATIONARER LOKALISIERTER STRUKTUREN

Betrachtet man die Fouriertransformierte der Schwerpunktsbewegung, so ist deutlich er-
kennbar, dass es sich um eine Oszillation mit einer bestimmten Frequenz handelt. Dazu
wird die FFT der Schwerpunktsbewegung gebildet in dem Bereich 8000 < ¢ < 12000 in dem
sich Ostzillation eingependelt hat. Das Maximum der Fouriertransformierten befindet sich

109 —— —— T
1055
10*

103 p

|7 (w)]

10% F E

10" 3

1073 1072 107! 10°

Frequenz w

Abbildung 8: Fouriertransformierte der Schwerpunktsbewegung im Bereich 8000 < ¢ <
12000. Der betrachtete Zeitbereich wurde so gewéhlt, damit die Einschwingphase der Bewe-
gung keinen Einfluss auf das Spektrum hat.

bei einer Frequenz von w = 0.0330. Dabei ist zu beachten, dass keine weiteren nennenswer-
ten Maxima im Spektrum zu finden sind und daher die Schwerpunktsbewegung tatséchlich
nur aus der Schwingung mit einer festen Frequenz bestehen muss. Deshalb kann davon aus-
gegangen werden, dass durch das Einschalten der Riickkopplung bei diesen Parametern nur
ein komplexes Paar Eigenwerte destabilisiert wurde.

Diese Mode ist ungerade, da die lokalisierte Struktur sonst nicht in der Position oszillieren
wiirde. Hochstwahrscheinlich gehort die Mode zu einem komplexen Ast von Eigenwerten
ausgehend von A = 0 (siehe [18]).
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5.8 Oszillation und Drift

5.3 Oszillation und Drift

Sowohl eine Drift-, als auch eine Oszillationsmode kénnen gleichzeitig destabilisiert werden.
Diese beiden kénnen koexistieren und es kommt zu einer Uberlagerung der beiden Bewe-
gungsformen. Dies ldsst sich bei einer Parameterwahl von 7 = 320, n = 0.005, ¢ = 0
beobachten.

|E(x,1)|
0.64
4000 0.56
4 0.48
3000
- 4 0.40
.E
40.32
™ 2000 03
4 0.24
0.08
0 0.00
—40 —20 0 20 40
Position x

Abbildung 9: Raumzeitdiagramm |E(z,t)| einer in der Position oszillierenden und driften-
den lokalisierten Struktur bei den Riickkopplungsparametern 7 = 320, n = 0.005, ¢ = 0.
Riickkopplung wird bei ¢t = 480 aktiviert (weifler Balken).

Wie bereits bei den vorherigen Bewegungsmoden bleibt die lokalisierte Struktur nach ein-
schalten der Riickkopplung zunéchst stationdr und beginnt danach zu Laufen. In diesem
Diagramm sind die periodischen Randbedingungen mit denen die Simulation durchgefiihrt
wurde deutlich zu erkennen. Bei ¢ ~ 2500 setzt die lokalisierte Struktur ihre Bewegung am
rechten Rand des Grundgebiets fort.
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5 DESTABILISIERUNG STATIONARER LOKALISIERTER STRUKTUREN

Betrachtet man nur die Bewegung des Schwerpunktes ist noch deutlicher zu erkennen, dass
es sich um die Uberlagerung einer Driftmode und einer Oszillationsmode handelt. In Abbil-
dung 10 ist sowohl die Position des Schwerpunktes (links) als auch dessen Geschwindigkeit
(rechts) in Abhéngigkeit von der Zeit dargestellt.

Riickkopplung an Riickkopplung an
20 0.02
0 0.00 ” ﬂ n ﬂ ﬂ n ﬂ
—20 |

|
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o
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|
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|
(@)
(@)
I

Geschwindigkeit v
|
=)
o
=
I

—80F —0.06 |
—100 }
10k —0.08 }
—140 ' ' ' ' —0.10 L L L
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
Zeit t Zeit t

Abbildung 10: Simulation mit Riickkopplungsparametern: 7 = 320, n = 0.005, ¢ = 0 und
aktivierter Riickkopplung bei t = 480. Links: Position des Schwerpunktes der lokalisierten
Struktur in Abhangigkeit von der Zeit t. Rechts: Geschwindigkeit des Schwerpunktes der
lokalisierten Struktur in Abhéngigkeit von der Zeit ¢.

Hier ist sehr eindeutig zu erkennen, dass die lokalisierte Struktur zunéchst ruht, und nach
Aktivierung der Riickkopplung, sowohl einen konstanten Drift, als auch eine Schwingung
ausfithrt. Links in Abbildung 10 ist der Effekt der Nachbearbeitung zu sehen, da die Schwer-
punktsposition aulerhalb des urspriinglichen Grundgebiets liegt.

Die Position des Schwerpunktes wurde so nachbearbeitet, dass der Effekt der periodischen
Randbedingungen verschwindet und es wird ein unendlich grofies Grundgebiet simuliert.
Deswegen sind auch Positionen mit z < —50 und x > 50 moglich. Durch diese Nachbe-
arbeitung kann die Bewegung der lokalisierten Struktur korrekt dargestellt werden. Ohne
diesen Arbeitsschritt wiirde die lokalisierte Struktur, sobald sie den Wert bei z = —50 tiber-
schreitet, einen Sprung zu z = 50 machen. Dies wiirde die Auswertung der Daten deutlich
erschweren.

Betrachtet man die Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur (in Abbildung 10 rechts),
so kann man die Schwingung deutlich erkennen, da der Driftanteil nur noch als Konstante
im Diagramm auftaucht. Das die Struktur zusétzlich driftet, ist in diesem Diagramm dar-
an zu erkennen, dass der Mittelpunkt der Schwingung bei v # 0 liegt. Die Amplitude der
Schwingung erreicht nach geniigend langer Simulationsdauer einen Grenzwert.
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5.4 Periodenverdopplung

5.4 Periodenverdopplung

Fiir die Riickkopplungsparameter 7 = 320, n = 0.025, ¢ = 0 kann eine Periodenverdopp-
lung beobachtet werden. Dies ldsst auf zwei instabile Oszillationsmoden schliefien. In Abbil-
dung 11 ist links die Position der lokalisierten Struktur und rechts deren Geschwindigkeit
gegen die Zeit dargestellt.

Riickkopplung an Riickkopplung an
350 0.30
300 [t 0.25 fr
250 = 020f
: : |
= 200 B0 015 )
g : |
2 150 E 010
S 4 ‘
100 S oosft l
50 fr 0.00
0 ] ] ] —0.05 ] ] ]
0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000
Zeit t Zeit t
Abbildung 11: Simulationsergebnisse bei Riickkopplungsparametern 7 = 320, n =

0.025, ¢ = 0. Bei t = 100 wird die Riickkopplung eingeschaltet. Links: Position des Schwer-
punkts der lokalisierten Struktur, rechts: Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisier-
ten Struktur in Abhéngigkeit von der Zeit.

Wie bei den anderen Simulationen braucht die lokalisierte Struktur zunéchst eine Ein-
schwingphase bis sich eine periodische Bewegung einstellt.

Die Periodenverdopplung ist links in Abbildung 11 daran zu erkennen, dass nach jedem An-
stieg abwechselend ein Plateau erreicht wird oder die Struktur ein wenig zuriickféllt. Dieses
Bewegungsmuster setzt sich periodisch fort, weswegen man von einer Periodenverdopplung
spricht.

Da die Position des Schwerpunktes ansteigt mit fortlaufender Zeit ¢ muss zusétzlich zu den
Ostzillationsmoden auch noch eine Driftmode instabil geworden sein.

Der Blick auf das Geschwindigkeitsdiagramm in Abbildung 11 bestétigt die Vermutung, dass
zwei Schwingungen an der Bewegung beteiligt sind. Nach der Einschwingphase ist deutlich zu
erkennen, dass es zwei lokale Maxima mit unterschiedlicher Héhe gibt, welche sich periodisch
wiederholen. Dies ist ein eindeutiges Indiz dafiir, dass mindestens zwei Oszillationsmoden
instabil sind.
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5.5 Schwebung

In Unterkapitel 5.4 wurde der Effekt von einer instabilen Driftmode und mehrerer instabilen
Oszillationsmoden diskutiert. Es ist jedoch auch mdoglich die Riickkopplungsparameter so zu
wahlen, dass ausschliellich Oszillationsmoden instabil werden. Dabei kommt es zu einer
Schwebung, der Uberlagerung mehrerer Schwingungen mit unterschiedlicher Frequenz. In
unserem Fall fithrt die lokalisierte Struktur bei den Riickkopplungsparametern 7 = 370, n =
0.018, ¢ = 0 eine solche Bewegung aus. In Abbildung 12 ist die Schwerpunktsbewegung der
Struktur flir diesen Parametersatz dargestellt.

Riickkopplung an
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Abbildung 12: Position des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur bei fiir die Riickkopp-
lungsparameter 7 = 370, n = 0.018, ¢ = 0. Die Riickkopplung wurde bei ¢ = 100 einge-
schaltet.

In Abbildung 12 erkennt man, dass nach einer Einschwingphase die lokalisierte Struktur
eine periodische Bewegung mit einer Periodendauer von T = 2500 ausfithrt. Zusédtzlich
zu dieser sehr niedrig-frequenten Schwingung haben auch Oszillationsmoden mit héheren
Frequenzen Einfluss auf die Bewegung. Da sich die lokalisierte Struktur in eine Bewegung mit
einem Mittelpunkt bei x &~ 50 eingeschwungen hat, ist sichergestellt, dass an der Bewegung
ausschlieBlich Oszillationsmode beteiligt sind und alle Driftmoden weiterhin stabil sind.
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6 PARAMETERSCAN

6 Parameterscan

Da die einfachsten moglichen Reaktionen des Systems auf die Riickkopplung bekannt sind,
sollen die Grenzen zwischen den verschiedenen Verhaltensmustern bestimmt werden. Da-
fiir wird sich hauptsiichlich auf den Ubergang von stationdren zu laufenden lokalisierten
Strukturen, sowie der Ubergang zu einer oszillierenden Bewegung der lokalisierten Struktur
konzentriert. Diese Bifurkationsgrenzen werden mit Hilfe der direkten Numerik bestimmt.
Dazu wird der Parameterraum von 7, n und ¢ systemmatisch gescannt. Es werden jeweils
Simulationen mit einer Simulationsdauer von tgesams = 8000 durchgefiihrt. Die Injektions-
phase wird immer zum Zeitpunkt ¢; = 80 beendet und die Riickkopplung wird immer zum
Zeitpunkt to = 160 eingeschaltet.

6.1 Analyse

Zur Analyse der Simulationsergebnisse wird im Folgenden immer die Geschwindigkeit des
Schwerpunktes der lokalisierten Struktur im Zeitraum ¢, < tg < tmax betrachtet, also
nachdem sich die lokalisierte Struktur eingeschwungen hat. Zur Unterscheidung der unter-
schiedlichen Bewegungsformen, werden sowohl der Mittelwert v, als auch die Standardab-
weichung o, der Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur im Bereich tg verwendet

- h tmax
b= > w(t) (6.1)
tmax - tmin ti=tmin

1 tmax

> (w(t) —0)2. (6.2)

ti=tmin

Oy =

tmax—tmin __

t; entspricht einem Zeitschritt, wahrend h die Zeitschrittweite reprasentiert. In den folgen-
den Simulationen wird ¢, = 6000 und t,.x = 8000 gewahlt.

Mit Hilfe des Mittelwertes kann unterschieden werden, ob die Struktur lauft oder stationér
bleibt. Ist der Mittelwert der Geschwindigkeit sehr klein, so kann davon ausgegangen wer-
den, dass die Struktur stationér ist. Wird der Mittelwert jedoch von 0 verschieden, folgt
daraus, dass die Struktur laduft und daher mindestens eine Driftmode instabil ist.

Ahnlich kann mit Hilfe der Standardabweichung die Instabilitit von Oszillationsmoden ge-
zeigt werden. Uberschreitet die Standardabweichung eine gewisse Grenze, kann davon aus-
gegangen werden, dass die Bewegung der lokalisierten Struktur oszilliert. Aus einer geringen
Standardabweichung folgt jedoch, dass die Struktur keine oszillierenden Bewegung ausfiihrt
und daher keine Oszillationsmoden instabil sind.

o] | ov | instabile Moden
~0 | ~0 -

~0| >0 Oszillation der Position
>01| =0 Drift

>0 | >0 | Oszillation der Position und Drift

Tabelle 1: Unterscheidung der Bewegungsformen der lokalisierten Struktur anhand des Be-
trags des Mittelwertes der Geschwindigkeit |v| und der Standardabweichung o,,. Fiir unter-
schiedliche Kombinationen der beiden Werte lasst sich auf die Stabilitdt und die Instabilitét
der verschiedenen Moden schliefen.
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6 PARAMETERSCAN

In Tabelle 1 sind die oben genannten Félle dargestellt und die daraus folgenden instabilen
Moden genannt. Fur den Fall o, > 0 kann die Anzahl der instabilen Oszillationsmoden
mit dieser Methode nicht bestimmt werden. Aufgrunddessen inkludiert zum Beispiel die
Kategorie Oszillation auch die Instabilitdt mehrerer Oszillationsmoden, welches dann einer
Schwebung entsprechen wiirde.

Als Néchstes werden nun Schnitte durch den von 7 = [4,400], n = [0, 0.0303] und ¢ = [0, 27)
aufgespannten Parameterraum gezogen. Dazu wird einer der drei Parameter fixiert und die
anderen beiden werden systemmatisch variiert. Die Ergebnisse der Simulationen werden wie
oben beschrieben analysiert. Die Berechnungen der Simulationen wurden auf dem Morfeus
Grid des Instituts fiir Theoretische Physik der Westfélischen Wilhelms-Universitat Miinster
mit HTCondor[21] durchgefiihrt.
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6.2 Schnitt bei p = 0.0

6.2 Schnitt bei ¢ = 0.0

In Abbildung 13 wird die Phase bei ¢ = 0.0 fixiert und die Parameter 7 und 1 werden
variiert.

Wie zu erwarten war, werden fir 7 = 0 keine Driftmoden instabil. In Abbildung 13(a) ist
deutlich zu erkennen, dass es nur fiir bestimmte Bereiche in 7 instabile Driftmoden gibt. Fiir
Werte von 7 < 50 und 7 & 140 bleiben im betrachteten Bereich von 7 alle Driftmoden stabil.
AuBlerdem kann man beobachten, dass die Bereiche mit instabilen Driftmoden fiir héhere 7
bei immer kleineren 7 beginnen. Dies héngt hochstwahrscheinlich damit zusammen, dass in
den Gleichungen der linearen Stabilitdtsanalyse fast ausschlieBlich das Produkt von 1 und
7 auftritt.

Bei der Betrachtung der Standardabweichung in Abbildung 13(b) ist wie bereits bei den Mit-
telwerten zu beobachten, dass mit steigenden 7 die instabilen Bereiche bereits bei kleineren
n-Werten beginnen. Ebenso kann man erkennen, dass das System fiir kleine Riickkopplungs-
zeiten stabil gegeniiber den Oszillationsmoden ist. In Verbindung mit Abbildung 13(a) ergibt
sich, dass fiur 7 < 20 und 0 < 7 < 0.0303 bei ¢ = 0.0 die lokalisierte Struktur trotz ein-
geschalteter Riickkopplung stationér bleibt und weder Drift- noch Oszillationsmode instabil
werden.

Innerhalb der instabilen Bereiche (rot markiert) sind teilweise abrupte Uberginge zu be-
obachten. Diese Uberginge entstehen dadurch, dass zunichst mehrere Oszillationsmoden
instabil sind und daher die Standardabweichung einen sehr hohen Wert annimmt (es ist
keine Driftmode instabil). Andert sich einer der Parameter 7 oder n kann es passieren,
dass eine der instabilen Oszillationsmoden plétzlich in eine instabile Driftmode {ibergeht.
Dadurch sinkt die Standardabweichung abrupt ab, bleibt jedoch aufgrund der anderen wei-
terhin instabilen Oszillationsmoden auf einem von 0 verschiedenen Wert. Betrachtet man
die Mittelwerte in Abbildung 13(a) innerhalb dieses Bereiches, erkennt man, dass die rote
Linie genau die Kontur des abrupten Ubergangs besitzt. Dies zeigt, dass genau an dieser
Stelle eine Driftmode instabil wird.
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6 PARAMETERSCAN

Abbildung 13: Parameterscan bei fester Riickkopplungsphase ¢ = 0.0. Ausgewertet wird die
Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur im Bereich ¢g. In (a) ist der
Betrag des Mittelwertes der Geschwindigkeit dargestellt, wihrend in (b) die Standardabwei-
chung jener gezeigt ist.

400 > =00 0.7
350 0:64
300 0.56
250 0.48

“ 200 0.40
50 0.32
0.24

100 0.16
50 0.08
0.00

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
Ui

(a) Betrag des Mittelwertes der Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur |o|. Die roten Linien sind
Hohenlinien fiir einen Wert von 0.01. Dadurch markieren sie Bereiche in denen davon auszugehen
ist, dass mindestens eine Drifteigenmode instabil ist.

400 s 0.32
350 0.28
300 0.24
250 0.20
k200 0.16
150 0.12
100 0.08
50 0.04
0.00

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
Ui

(b) Standardabweichung der Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur o,. Die weifl markierten
Flecken wurden von der Analyse ausgeschlossen, da aufgrund der groflen Riickkopplungsstirke die
lokalisierten Strukturen in Chaos iibergehen. Ahnlich wie in (a) sind hier mit roten Linien Bereiche
markiert, in denen die Standardabweichung einen Wert von 0.01 {iberschreitet. Es kann davon
ausgegangen werden, dass in diesen Bereichen mindestens eine Oszillationsmode instabil ist.
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6.2 Schnitt bei p = 0.0

Die Ergebnisse aus Abbildung 13 werden gemeinsam in Abbildung 14 dargestellt. Dazu
wird jeder Parametersatz auf Basis des Bewegungsmusters der lokalisierten Struktur einer
Kategorie nach Tabelle 1 zugeordnet. Durch diese Darstellungsmethode ist es méglich die
Bereiche zu erkennen, in denen sich die Gebiete mit instabilen Driftmoden mit denen der
instabilen Oszillationsmoden {iberlappen.

400

350 md Dty

300

250 1 Oszillation
& 200

150 1 Drift

100

50 stationar

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
n

Abbildung 14: Bewegungsmuster der lokalisierten Struktur in der von 7 und 7 aufgespannten
Parameterebene bei fixiertem ¢. Die Bewegungsmuster sind nach Tabelle 1 aufgeschliisselt.
Wie in Abbildung 13(b) sind die weifl markierten Bereiche von der Analyse ausgeschlossen.

Es ist zu erkennen, dass die drei Gebiete in denen laufende lokalisierte Strukturen existieren
dhnlich geformt sind. Fiir kleine 7 kommt es nur zu einem Drift der lokalisierten Struktur. In
jedem Gebiet gibt es fiir kleine 7 einen Bereich mit ausschliefSlich oszillierenden lokalisierten
Strukturen. Im restlichen Teil sind sowohl Driftmode, als auch Oszillationsmode instabil.
Es lasst sich zusédtzlich der Trend erkennen, dass fiir grofiere 7 mehr Moden instabil wer-
den bei steigendem 7. In Abbildung 14 gibt es auch fiir grofie 7 und 7 Bereiche, in denen
stationdre Strukturen existieren.
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6 PARAMETERSCAN

6.3 Schnitt bei n = 0.02

Um auch den Einfluss der Riickkopplungsphase beurteilen zu kénnen wird n fixiert und eine
Ebene des Parameterraums in 7 und ¢ dargestellt. In Abbildung 15 wird sowohl der Betrag
des Mittelwertes, als auch die Standardabweichung der Geschwindigkeit des Schwerpunktes
der lokalisierten Struktur betrachtet.

In Abbildung 15(a) kann man sehr gut den Einfluss der Phase auf das Verhalten der loka-
lisierten Struktur erkennen. Durch die Variation der Phase ist es moglich bei konstantem
1 die Grenze der Driftbifurkation so zu verschieben, dass man selbst fiir sehr kleine 7 ei-
ne laufende lokalisierte Struktur erhélt. Im Vergleich dazu scheint es in Abbildung 13(a)
nicht moglich zu sein einen Drift der lokalisierten Struktur mit 7 < 40 zu erhalten. Die
Verschiebung der Driftbifurkationsgrenze durch die Phase funktioniert genauso fiir grolere
Riickkopplungszeiten 7. Da die Riickkopplungsphase ¢ in der theoretischen Betrachtung nur
in einem Term der Form e’¥ vorkommt, ist zu erwarten, dass das System in ¢ periodisch
sein sollte mit der Periode 2x. Diese Vermutung wird in Abbildung 15(a) bestétigt.
Ebenso wie Abbildung 15(a) ist auch das Diagramm der Standardabweichung in Abbil-
dung 15(b) mit 27 in ¢ periodisch und hat eine vergleichbare Form. Die Riickkopplungs-
phase hat auf die Stabilitdt der Oszillationsmoden einen sehr dhnlichen Einfluss wie auf
die Stabilitdt der Driftmoden. Durch Variation von ¢ lassen sich diese bereits fiir deutlich
kleinere Riickkopplungszeiten destabilisieren.

Ahnlich wie in Abbildung 13(b) ist wieder innerhalb des rot markierten Bereiches ein abrup-
ter Ubergang zu erkennen. Hier befindet er sich bei ¢ ~ 4 bis ¢ ~ 5 und 7 ~ 120. Der Grund
fiir den Ubergang ist wieder der Gleiche. Im Bereich der groBen Standardabweichung sind
mehrere Oszillationsmoden instabil. Werden die Parameter nur leicht verdndert, so wird ei-
ne dieser Moden plétzlich zu einer instabilen Driftmode und die Standardabweichung sinkt,
wird jedoch nicht 0. Betrachtet man im Parameterbereich des Ubergangs die Mittelwerte in
Abbildung 15(a) erkennt man, dass die Konturlinie wieder genau dem Verlauf des abrupten
Ubergangs folgt.
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6.3 Schnitt bei n = 0.02

Abbildung 15: Parameterscan bei fester Riickkopplungsstirke n = 0.02. Ausgewertet wird
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur im Bereich ¢g. In (a) ist
der Betrag des Mittelwertes der Geschwindigkeit dargestellt, wihrend in (b) die Standard-
abweichung jener gezeigt ist.

400 n = 0.02 -
350 0.64
300 0.56
250 0.48

< 200 0.40
0.32

150 0.24
100 0.16
50 0.08
0.00

(a) Betrag des Mittelwertes der Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur |o|. Bereiche instabiler
Driftmoden sind wie bereits zuvor durch rote Linien bei |v] = 0.01 gekennzeichnet.

400 n = 0.02 s
350 0.28
300 0.24
250 0.20

= 200 0.16
150 0.12
100 0.08
50 [ — 0.04

0 1 2 3 4 5 6 0.00

¥

(b) Standardabweichung der Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur o,. Die mit den roten Linien
(0w = 0.01) markierten Bereiche stellen Parameterkombinationen von 7, ¢ und n = 0.02 dar, in
welchen mindestens eine Oszillationsmode instabil ist.

27



6 PARAMETERSCAN

Fiir den betrachteten Parameterraum bei n = 0.02 wird wieder das Bewegungsmuster der
lokalisierten Strukturen nach Tabelle 1 kategorisiert. Das Ergebnis ist in Abbildung 16
dargestellt.

n = 0.02

400

Ovlion

300

250 - Oszillation
= 200

150  Drift

100

50 stationar

0 1 2 3 4 ) 6
12

Abbildung 16: Bewegungsmuster der lokalisierten Struktur in der von ¢ und 7 aufgespannten
Parameterebene bei fixiertem 1 = 0.02. Die Bewegungsmuster sind nach Tabelle 1 aufge-
schliisselt.

Offensichtlich ist es fiir sehr kleine 7 moglich einen Drift der lokalisierten Struktur zu er-
zeugen, wiahrend eine oszillierende Bewegung der lokalisierten Struktur, unabhéngig von der
Riickkopplungsphase ¢, nur mit gréBeren 7 moglich ist.

Das aus Abbildung 14 bekannte Muster zeigt sich auch in diesem Diagramm. Fiir steigen-
de 7, bei fixierter Riickkopplungsphase ¢, geht die Struktur von einer stationdren Losung
in eine in der Position oszillierende Struktur {iber, gefolgt von einer driftenden und in der
Position oszillierenden Struktur und einer ausschliefllich driftenden Struktur.
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6.4 Schnitt bei T = 150

6.4 Schnitt bei 7 = 150

Im Folgenden wird die Riickkopplungszeit 7 bei einem Wert von 150 fixiert. Daher wird eine
von 7 und ¢ aufgespannte Parameterebene vermessen. Wie bereits zuvor wird die Stabilitét
der Drift- und Oszillationsmoden mit Hilfe der Standardabweichung und dem Betrag des
Mittelwertes der Geschwindigkeit der lokalisierten Struktur berechnet. In Abbildung 17 sind
die Ergebnisse des Parameterscans dargestellt.

Im Diagramm der Mittelwerte (Abbildung 17(a)) erkennt man, dass es einen grofien zu-
sammenhingenden Bereich gibt, in dem Driftmoden instabil sind. Hier erkennt man, dass
es auch fir sehr kleine Riickkopplungsstiarken 1 moglich ist Driftmoden zu destabilisieren,
wenn die entsprechende Phase ¢ eingestellt ist. Dies entspricht der Beobachtung aus Ab-
bildung 15(a), dass es auch fiir sehr kleine 7 bei einer bestimmten Riickkopplungsphase ¢
moglich ist Driftmoden zu destabilisieren und die lokalisierte Struktur zum Laufen zu brin-
gen.

Fiir ¢ = 0 erkennt man, dass keine Driftmode instabil ist. Dies entspricht dem Ergebnis
aus Abbildung 13(a) fiir die Reihe bei 7 = 150. Durch Variation der Riickkopplungsphase
@ ist es trotzdem gelungen fiir einen grofien Bereich an Parametern 7 und 5 Driftmoden zu
destabilisieren. Dies zeigt, dass auch die Riickkopplungsphase einen groflen Einfluss auf das
Verhalten der lokalisierten Struktur hat.

In Abbildung 17(b) zeigt sich wieder sehr deutlich, dass das System in ¢ mit 27 periodisch
ist. Dies erkennt man an der Fortsetzung der rot umrandeten Fliche von ¢ =0 in ¢ = 27.
Wie bereits in den anderen Diagrammen der Standardabweichung in Abbildung 13(b) und
Abbildung 15(b) ist auch hier ein abrupter Ubergang innerhalb des Bereiches der instabilen
Oszillationsmoden zu sehen. Der Grund fiir den Ubergang ist wieder der Gleiche. Er ensteht
dadurch, dass eine der instabilen Oszillationsmoden in eine instabile Driftmode iibergeht. In
Abbildung 17(a) ist die Stabilitdt der Driftmoden dargestellt und man kann sehr deutlich
erkennen, dass die rote Konturlinie genau dem Verlauf des Ubergangs in diesem Diagramm
folgt.
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6 PARAMETERSCAN

Abbildung 17: Parameterscan bei fester Riickkopplungsstiarke 7 = 150. Ausgewertet wird
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur im Bereich ¢g. In (a) ist
der Betrag des Mittelwertes der Geschwindigkeit dargestellt, wihrend in (b) die Standard-
abweichung jener gezeigt ist.
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(a) Betrag des Mittelwertes der Geschwindigkeit des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur |o|.
Der von den roten Linien markierte Bereich iiberschreitet einen Schwellwert (|o| = 0.01) und lasst
daher auf die Instabilitdt von mindestens einer Driftmode schlieflen.

0.030 0.32
0.025 0.28
0.24

0.020 020
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0.08

0.005 004
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(b) Standardabweichung der Geschwindigkeit der Schwerpunktsposition der lokalisierten Struktur
0y. Innerhalb der roten Linien befinden sich die Bereiche in denen die Standardabweichung einen
Schwellwert (o, = 0.01) iiberschreitet und daher mindestens eine Oszillationsmode instabil ist.
An den weifl markierten Stellen im Diagramm geht die lokalisierte Struktur aufgrund der hohen
Riickkopplungsstarke nach der Injektionsphase ins Chaos iiber, weswegen diese Werte von der Aus-
wertung ausgeschlossen sind.
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6.4 Schnitt bei T = 150

Es wird wieder das Bewegungsmuster der lokalisierten Strukturen nach Tabelle 1 kategori-
siert. Das Ergebnis ist in Abbildung 18 dargestellt.

7 =150

0.030 J

Oszillation
0.025 und Drift
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S 0.015
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Abbildung 18: Bewegungsmuster der lokalisierten Struktur in der von ¢ und 7 aufgespann-
ten Parameterebene bei fixiertem 7 = 150. Die Bewegungsmuster sind nach Tabelle 1 auf-
geschliisselt. Die weifl markierten Bereiche sind wie in Abbildung 17(b) von der Analyse
ausgeschlossen.

Es lassen sich in diesem Diagramm sehr genau die Bereiche der unterschiedlichen Bewe-
gungsmuster unterscheiden. Wahrend fiir sehr kleine Werte von 7, bei entsprechender Riick-
kopplungsphase ¢, eine driftende lokalisierte Struktur méglich ist, treten in der Position
oszillierende Strukturen nur fiir gréflere n auf.

Der bereits diskutierte abrupte Ubergang von einer lokalisierten Struktur die eine Bewe-
gung in Form einer Schwebung ausfiithrt zu einer lokalisierten Struktur, welche zusétzlich
noch einer Driftbewegung folgt, ist deutlich zu erkennen.
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7 Stabilisierung driftender lokalisierter Strukturen

Die Betrachtung beschrinkte sich bisher auf stationdre lokalisierte Strukturen, welche mit
Hilfe von zeitverzogerter Riickkopplung zu komplexen Bewegungen gebracht wurden. Lokali-
sierte Strukturen in Oberflichenemittern konnen auch ohne den Einfluss von zeitverzégerter
Riickkopplung driften (intrinsischer Drift) [12, 13]. Im Folgenden soll der Einfluss von zeitver-
zogerter Riickkopplung auf lokalisierte Strukturen mit intrinsischem Drift betrachtet werden.
Dazu wird die in Kapitel 5 bereits genutzte Simulation mit Parametern des Halbleiterlasers
verwendet, welche eine lokalisierte Struktur mit intrinsischem Drift erzeugen.

1
=0. =0. by = —
a=0.0 8=0.0 1= 0
1
b2:@ v=2.0 s =10.0 (7.1)
w=2.06

Die in (7.1) angegebenen Parameter werden fiir die Folgenden Simulationen nicht gedndert.

7.1 Stationare lokalisierte Struktur

Bei den Riickkopplungsparametern 7 = 100, n = 0.02, ¢ = 2.094 kann beobachtet werden,
dass eine intrinsisch driftende Struktur unter dem Einfluss der zeitverzdgerten Riickkopplung
in eine stationdre Struktur tibergeht. In Abbildung 19 ist das Raumzeitdiagramm einer
solchen lokalisierten Struktur dargestellt.

|E(z,t)|
0.72
4000 0.64
- 0.56
3000 < 0.48
.j; - 0.40
N
2000 - 0.32
0.24
1000 0.16
0.08
0 0.00
—40 —20 0 20 40
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Abbildung 19: Stabilisierung einer laufender lokalisierten Struktur durch zeitverzogerte
Riickkopplung. Raumzeitdiagramm |E(z,t)| einer lokalisierten Struktur (Riickkopplungs-
parameter: 7 = 100, n = 0.02, ¢ = 2.094). Die Riickkopplung wird bei ¢t = 1200 (weifler
Balken) aktiviert.
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7.2 Oszillation

Fir ¢ < 1200 ist deutlich zu erkennen, dass die lokalisierte Struktur driftet. Nach Akti-
vierung der Riickkopplung wird die lokalisierte Struktur stationdr. Begleitet wird dies von
einer Oszillation der Position der Struktur, deren Amplitude jedoch schnell abfallt. Im Ver-
gleich zu Unterkapitel 5.1 ist das hier gezeigte Verhalten deutlich anders. Hier reagiert die
Struktur sehr schnell auf die Aktivierung der Riickkopplung, wihrend in Unterkapitel 5.1
die lokalisierte Struktur erst nach einer gewissen Einschwingphase reagiert.

Bei genauer Betrachtung von Abbildung 19 kann man erkennen, dass sich die Form der
lokalisierten Struktur leicht &ndert. Unter dem Einfluss der zeitverzogerten Riickkopplung
ist der Maximalwert von |F| grofier.

7.2 Oszillation

Fiir die Riickkopplungsparameter 7 = 100, n = 0.02, ¢ = 3.032 geht eine intrinsisch driften-
de lokalisierte Struktur in eine in der Position oszillierende Struktur iiber. In Abbildung 20
ist ein solcher Prozess dargestellt.
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0.72
4000 0.64
4 0.56
3000 4 0.48
.; 4 0.40
N
2000 4 0.32
0.24
1000 0.16
0.08
0 0.00
—40 —-20 0 20 40
Position x

Abbildung 20: Eine laufende lokalisierte Struktur geht aufgrund von zeitverzogerter Riick-
kopplung in eine lokalisierte Struktur mit oszillierender Position iiber. Raumzeitdiagramm
|E(x,t)| einer lokalisierten Struktur (Riickkopplungsparameter: 7 = 100, n = 0.02, ¢ =
3.032). Die Riickkopplung wird bei ¢ = 1200 (weifler Balken) aktiviert.

In diesem Diagramm wird der Drift der lokalisierten Struktur durch die Aktivierung der
Riickkopplung ebenso abrupt abgebrochen wie in Abbildung 19. Die Amplitude der von der
lokalisierten Struktur ausgefithrten Schwingung erreicht einen Grenzwert. Eine moglich Er-
klédrung fiir dieses Verhalten ist, dass durch die Aktivierung der Riickkopplung ein weiterer
Eigenwert destabilisiert wird, welcher die Position des Eigenwerts der intrinsischen Driftmo-
de einnimmt. Das Eigenwertproblem wird dadurch entartet und es entsteht ein komplexes
Eigenwertepaar, welches fiir die Oszillation in der Position verantwortlich ist.
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ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Auswirkung von zeitverzogerter Riickkopplung auf lokalisierte
Strukturen betrachtet. Dies wurde exemplarisch fiir Lichtpunkte in einem oberflichenemit-
tierenden Halbleiterlaser durchgefiihrt.

In Kapitel 1 wurde zunéchst eine moégliche experimentelle Umsetzung zur Erzeugung von
Lichtpunkten in Oberflichenemittern diskutiert. Auflerdem wurde beschrieben, wie man den
Aufbau erweitern kann um den Einfluss der zeitverzogerten Riickkopplung zu analysieren.
Das Vorgehen bei der theoretischen Beschreibung folgte einem sehr &hnlichen Ablauf. Zu-
néchst wurde der Halbleiterlaser ohne Riickkopplung untersucht. Zur Beschreibung eines
solchen Halbleiterlasers wurde ein mathematisches Modell vorgestellt und analysiert. Es
stellte sich heraus, dass nur in bestimmten Parameterbereichen Lichtpunkte oder lokalisier-
te Strukturen im Laser entstehen kénnen. Der Ast der lokalisierten Strukturen koexistiert
mit dem der homogenen nicht lasing Losung,.

In Kapitel 3 wurde das Modell erweitert um die zeitverzogerte Riickkopplung beschreiben zu
kénnen. Das Modell konnte so umgeschrieben werden, dass lokalisierte Strukturen stationére
Losungen sind. Mit Hilfe der linearen Stabilitdtsanalyse wurde die Stabilitdat dieser lokali-
sierten Strukturen in einer Dimension untersucht. Aufgrund der zeitverzogerten Riickkopp-
lung erhélt man ein transzendentes Eigenwertproblem. Durch die Symmetrieeigenschaften
des Systems konnten zwei neutrale Eigenwerte identifiziert werden, welche jeweils zu den
neutral-stabilen Goldstonemoden gehoren. In der Néhe dieses Bifurkationspunktes konnte
dann eine Bedingung fir die Destabilisierung der Goldstonemoden vorgestellt werden.

Im darauf folgenden Kapitel wurde die zuvor analytisch behandelte Theorie numerisch in
einer Dimension umgesetzt. Zur Berechnung der rdumlichen Ableitungen wurde das Pseu-
dospektralverfahren verwendet. Die Zeitentwicklung des Systems wurde mit Hilfe des klas-
sischen Runge-Kutta Verfahrens vierter Ordnung bestimmt. Gerechnet wurde auf einem
Grundgebiet mit periodischen Randbedingungen. Um experimentelle Umsetzungen mog-
lichst realistisch zu simulieren, wurde die Simulation in mehrere Phasen unterteilt. In der
Injektionsphase wird zunéchst die lokalisierte Struktur mit Hilfe eines weitern Lasers op-
tisch in den Oberflichenemitter injiziert. Dabei wird die Form des elektrischen Feldes fixiert,
sodass sich die Lasermedien daran anpassen konnen. Nach der Injektion der lokalisierten
Struktur wird das System zunéchst ohne Riickkopplung betrachtet. Dadurch kann festge-
stellt werden, ob die lokalisierte Struktur stationédr oder instabil ist. Danach wird die zeit-
verzogerte Riickkopplung aktiviert werden. Auflerdem wurde ein Verfahren zur Bestimmung
des Schwerpunktes der lokalisierten Struktur, sowie dessen Geschwindigkeit, implementiert.
In Kapitel 5 wurde die Reaktion der lokalisierten Struktur auf die Riickkopplung untersucht.
Hierbei stellte sich heraus, dass die Bewegung der lokalisierten Struktur unter Einfluss der
zeitverzogerten Riickkopplung hauptsichlich durch zwei unterschiedliche Bewegungsmuster
bestimmt wird. Dazu gehorten sowohl der bereits vorhergesagte Drift, als auch eine Oszil-
lation in der Position. Aus der unterschiedlichen Kombination dieser beiden Muster kénnen
sehr komplexe Bewegungen entstehen. Durch Variation der Riickkopplungsparameter n, 7
und ¢ ist es moglich diese jeweils zu destabilisieren. Auflerdem hat sich gezeigt, dass es
moglich ist auch mehrere Oszillationsmoden zu destabilisieren.

Nach der Analyse der unterschiedlichen Bewegungsmoglichkeiten der lokalisierten Struktur
wurde in Kapitel 6 der von den Riickkopplungsparametern aufgespannte Raum systema-
tisch untersucht. Dazu wurde zunéchst ein System vorgestellt mit dem es moglich ist das
Bewegungsmuster der lokalisierten Struktur automatisiert zu bestimmen. Im darauffolgen-
den Abschnitt wurden dann die Ergebnisse in Form von Schnitten durch den Parameterraum
préasentiert. Dabei ldsst sich deutlich zwischen stationdren und laufenden Strukturen unter-
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scheiden. Bei den laufenden Strukturen ist die Unterscheidung zwischen dirftenden, oszillie-
renden und einer Kombination aus beiden moglich. Es ist gelungen Bereiche zu separieren
in denen die jeweiligen Bewegungsmuster auftreten und daher die entsprechenden Moden
instabil werden. Zusétzlich wurde das Phénomen beobachtet, dass bei mehreren instabilen
Ostzillationsmoden teilweise schon kleine Parameterdanderungen reichen, um eine Driftmode
zu destabilisieren.

In Kapitel 7 wurden lokalisierte Strukturen mit intrinsischem Drift betrachtet, also Struktu-
ren, die ohne zeitverzogerte Riickkopplung driften. Es wurde der Einfluss der zeitverzogerten
Riickkopplung auf diese Strukturen untersucht. Dabei hat sich gezeigt, dass es moglich ist,
intrinsisch driftende lokalisierte Strukturen durch Aktivierung der zeitverzogerten Riick-
kopplung zu stabilisieren. Eine Oszillation der Position der lokalisierten Struktur nach der
Unterbindung des Driftes konnte ebenfalls beobachtet werden. Im Gegensatz zu den in Ka-
pitel 5 beobachteten Phinomenen, reagierten die lokalisierten Strukturen schnell auf die
Aktivierung der Riickkopplung.

Wie in dieser Arbeit gezeigt wurde, konnen lokalisierte Strukturen in Oberflichenemittern
komplexen Bewegungsmustern folgen. Mit Hilfe der zeitverzogerten Riickkopplung ist es so-
wohl méglich, stabile lokalisierte Strukturen zu destabilisieren als auch instabile lokalisierte
Strukturen zu stabilisieren. Im Falle der Stabilisierung von lokalisierten Strukturen wére ein
Parameterscan, des von den Riickkopplungsparametern n, 7 und ¢ aufgespannten Raumes,
wie in Kapitel 6 erstrebenswert.

Ebenso wére ein Vergleich der Ergebnisse der direkten Numerik mit der in Gleichung (3.25)
vorgestellten Bifurkationsgrenze der Driftbifurkation wiinschenswert. Zur Berechnung der
Eigenwerte und -funktionen in partiellen Differentialgleichungssystemen mit zeitverzogerter
Riickkopplung lasst sich ein in [22] vorgestelltes Matlab Paket verwenden.

In der transversalen Ebene des Oberflaichenemitters kénnen auch schnelle Kavitétssolitonen
erzeugt werden. Dabei handelt es sich ebenfalls um lokalisierte Strukturen, welche sich je-
doch deutlich von denen, welche in dieser Arbeit betrachtet wurden, unterscheiden. Diese
schnellen Kavitétssolitonen haben ein grofleres Intensitdtsmaximum und wurden nur laufend
beobachtet. Die Kontrolle dieser schnellen Kavitétssolitonen durch zeitverzogerte Riickkopp-
lung ist noch nicht untersucht.

Zur besseren Beschreibung experimenteller Umsetzung ist eine Erweiterung der direkten
numerischen Simulation auf ein zweidimensionales Grundgebiet notwendig.
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ANHANG

Anhang

A: Simulation - Quellcode

Im Folgenden ist der Quellcode zur numerischen Berechnung meiner Ergebnisse gezeigt.
Er funktioniert unter Python Version 2.7.9. Das in Zeile 6 importierte Modul enthélt nur
Variablen. Mit Hilfe dieses Moduls und eines Bash-Skriptes lasst sich die Simulation leichter
fiir verschiedene Parameter automatisieren.

#

# necessary python modules

import numpy as np , matplotlib.pyplot as plt

#

# python module used to vary parameters in multiple runs
import curr_param as prm

#
# delay parameters
tau , eta , phi = prm.tau , prm.eta , prm.phi

#

# laser parameters

a ,b, bl , b2, g,s,u = prm.a, prm.b , prm.bl , prm.b2 , prm.g , prm.
s , prm.u

H*

uncomment for live output
# plt.ion()

#
# numerical constants
h = 0.01

Tmax = 3600.
Nsteps = int(Tmax/h)
Ndelay = int(tau/h)

| #

# video parameters (make sure to have same amount of pictures per video to
make them comparable)

picnum = Tmax/12.

#

# spacial discretization
Nx = 128

Lx = 100.

x = ( np.arange( Nx ) - Nx/2 ) *Lx / Nx

#
# initialise array to track center of mass position
com_abs = np.zeros( Nsteps + 1 )

2| #
3|# initialise contour plot array

c_plot = np.zeros((Nsteps + 1, Nx),)

#

# initial condition

Einit = np.zeros((Nx,), dtype=np.complex128) + .b5*np.exp(-x*x/20.0)+0.03*(np.
random.random ((Nx))-0.5)# + np.arange (128)/256. + (np.arange (128)/256.)*1
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J

50| Ninit = np.zeros((Nx,), dtype=np.complex128) + u +0.03*(np.random.random((Nx))
-0.5)# + np.arange (128)/256.

51|ninit = np.zeros((Nx,), dtype=np.complex128) -g -0.03*(np.random.random((Nx))
-0.5)# - np.arange (128)/256.

53| #
54| # delay data
55| Eold = np.zeros( ( Ndelay , Nx ) , dtype=np.complex128 )

56/ = 0

571Y = np.array ([ Einit , Ninit , ninit ])
58| #

59

60| #

61| # system definition
62| def rhs( Y , Eold )

63 E = Y[0]
64 N = Y[1]
65 n = Y[2]

66 delE = del2(E)
67 dE = ( (1.-1j*a)*N + (1.-1j*b)*n - 1.)*E + 1j*delE + etax*np.exp(1lj*phi)x*

Eold
68 dN = b1*( u - Nx(1. + np.abs(E)*np.abs(E)) )
69 dn = -b2*( g + n*(1. + s*np.abs(E)*np.abs(E)) )

70 return np.array( [ dE , dN , dn ] )

73| #

74| # spectral derivative

75|k = np.fft.fftfreq( Nx , Lx/Nx/2./np.pi )

6| def del2( y )

77 return np.fft.ifft( -k*k * np.fft.fft(y) )

80| #
81| # calculate center of mass
s2| def com(x, E )

83 max_index = np.argmax (E)

84 half_dom_size = int(np.size(x)/2.)

85 E_max_middle = np.roll(E, half_dom_size - max_index)

86 return np.average(x, weights=E_max_middle)-(half_dom_size-max_index)*Lx/np
.size(x)

88

89| #

oo| # function to remove clipping (for example from center of mass array)
91| def rmv_clppng2(com, i=0)

92 com_max = np.nanmax (com)

93 com_min = np.nanmin (com)

94 half_dom_size = 20.

95 while i <= np.size(com)-2

96 if np.abs(com[i+1] - com[i]) > half_dom_size
o7 peakdiff = np.abs(com[i+1] - com[i]) + np.abs(com[i-1] - com[il])
98 if np.sign(com[i+1]-com[i]) > O

929 for j in range(l,np.size(com)-1i)
100 com[i+j] = com[i+j] - peakdiff
101 elif np.sign(com[i+1]-com[i]) < O

102 for j in range(1,np.size(com)-i)
103 com[i+j] = com[i+j] + peakdiff
104 i +=1

105 return com

106
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#

# feedback constants, turns on feedback after 2 % of total timesteps
etal = eta

eta = 0.

#

#
# simulation
cnt=0
plt.figure(figsize=(8,5))
for i in range( Nsteps + 1 )
# RK4
k1 =rhs( Y , Eold[j] )
k2 =rhs( Y+0.5*h*kl , Eold[j] )
k3 =rhs( Y+0.5%h*k2 , Eold[j] )
k4 =rhs( Y+h*k3 , Eold[j] )
Y=Y + (h/6.)*(kl + 2.%k2 + 2.%k3 + k4)
# delay
Eold[j] = Y[o0]
j = (j + 1) % Ndelay
# inject soliton
if i<int (0.01*Nsteps)
Y[0] = Einit
if i == int(0.01*Nsteps)
Eold*=0
# turn on feedback
if i>int (0.1*Nsteps)
eta = etal
# output
if picnumx*i % Nsteps == 0 : # number of frames
plt.cla()
plt.plot(x,np.abs(Y[0])*np.abs(Y[0]),’b’,linewidth=2.0,label="abs(E)")
plt.plot(x,Y[0].real,’g’,linewidth=2.0,label="real (E)")
plt.plot(x,Y[0].imag,’r’,linewidth=2.0,label="imag(E)")
plt.plot(x,np.real(Y[1]),’c’,linewidth=2.0,label="N")
plt.plot(x,np.real(Y[2]),’m’,linewidth=2.0,1label="n")
plt.title("eta = {0:6.4f}".format (eta))
plt.legend(loc=’upper left’)
plt.x1im((-50,50))
plt.ylim((-2.5,8.))
# choose output

# plt.draw() # live output with plt.ion()
plt.savefig(’video_curr/img-{0:06d}.png’.format(cnt)) # output image
cnt+=1

print 100.*i/(1.*Nsteps),’%’

# insert center of mass

com_abs[i] = com( x, np.abs(Y[0])*np.abs(Y[0]) )
# insert contour plot

c_plot[i] = np.abs(Y[0])*np.abs(Y[0])

HERBAFARRARARBHAA##E end of for loop #HH#H#H#HAAABHAAARHARARRHS
#
# remove clipping from center of mass array

com_abs = rmv_clppng2(com_abs,int(Nsteps*0.02))

#
# save data for further processing (e.g. FFT)
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np.save (’Center_of_Mass’,com_abs)
np.save (’Contour’,c_plot)

#

# make plot for center of mass movement

plt.close ()

plt.figure(figsize=(16,10))

plt.plot(np.arange(Nsteps + 1) ,com_abs,’b’,linewidth=2.0)
plt.x1im((0, ( Nsteps + 1 )))

plt.xlabel("Timestep")

plt.ylabel ("Position")

plt.title("Position of CoM / Feedback turned on Timestep: {0:06d}".format (int(

Nsteps*0.02)))
plt.savefig(’Center_of_Mass.png’)

#

# calculate velocity of center of mass, due to a little disturbance in the
beginning set all values to zero befor 5 % simulation time

com_abs_velo = np.zeros( Nsteps )
for i in range ( Nsteps ):
if i < int(Nsteps*0.05)

com_abs_velo[i] = 0
else
com_abs_velo[i] = np.abs((com_abs[i+1] - com_abs[i])/h)
#
# plot velocity of center of mass
plt.clf )

plt.plot(np.arange(Nsteps),com_abs_velo,’r’,linewidth=2.0)
plt.x1im((0, Nsteps))

#plt.ylim ((-50,50))

plt.xlabel ("Timestep")

plt.ylabel("Velocity")

Nsteps*0.02)))
plt.savefig(’Center_of_Mass_velocity.png’)

#

# make contour plot

plt.clf )

plt.cla()

plt.imshow(c_plot, interpolation=’splinel6’, aspect=’auto’,
np.shape (c_plot) [0]*h), cmap=plt.cm.jet, origin=’lower’)

plt.colorbar ()

plt.savefig(’Contour_Plot.png’)

)| plt.title("Velocity of CoM / Feedback turned on Timestep: {0:06d}".format (int(

extent=(-50,50,0,
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