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1. Einfithrung

Das Verhalten von Fliissigkeiten ist seit Jahrhunderten Gegenstand der theoretischen
und experimentellen Physik. Einen wichtigen Beitrag lieferte Leonhard Euler, der 1757
die Euler-Gleichungen veroffentlichte. Damit war eine erste mathematische Beschreibung
von idealen nicht-viskosen Fliissigkeiten moglich. Schon 1845 ersetzte die Navier-Stokes-
Gleichung fiir die meisten Anwendungen die Euler-Gleichungen. Diese ermdglicht die
mathematische Handhabung von viskosen Fliissigkeiten.

Die grofle Zeitspanne seit der Formulierung dieser Gleichungen bedeutet, dass die theo-
retische Beschreibung von Fluiden in weiten Teilen abgeschlossen ist. Ein noch nicht ab-
schlieBend erforschter Bereich ist das Verhalten von Fliissigkeiten auf adaptiven Substra-
ten. Hierbei verdndert sich die Oberfliche auf der die Fliissigkeit stromt dynamisch. Na-
turgemifl wirkt sich dies insbesondere auf sehr diinne Filme aus. In dieser Arbeit soll aus-
gehend von [13] das Verhalten von Fliissigkeit auf einer Polymerbiirste erforscht werden.
Der Fokus wird dabei auf Effekte gelegt, die durch die Mischung der Biirstenpolymere
mit der Fliissigkeit entstehen.

Dabei werden Wechselwirkungen auf molekularer Ebene nicht explizit beriicksichtigt.
Stattdessen liefert die verwendete und der Hydrodynamik entnommene Methodik eine
phénomenologische Beschreibung [1, S. 1]. Der Fokus liegt dabei auf der Analyse von
Gleichgewichtszustdnden. Zunichst werden analytisch Vorhersagen getroffen, die dann
durch Kontinuierung und direkte Numerik iiberpriift werden kénnen. Darauf aufbauend
wird die Dynamik des Systems kurz diskutiert.



2. Theoretische Grundlagen

2.1. Grundlagen diinner Filme
2.1.1. Stokes-Gleichung

Fiir die mathematische Beschreibung der Stromungen von Newtonschen Fliissigkeiten
hat sich die Navier-Stokes-Gleichung als Modell etabliert. Gilt fiir die Dichteverteilung
der Fliissigkeit p(7,t) = const., so spricht man von einer inkompressiblen Fliissigkeit.
Die Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten lautet

PO+ (7-V) 8] = —Vp + f + nAv. (2.1)

Hierbei ist p die konstante Dichte, ¥ = ¥ (7,t) die FlieBgeschwindigkeit, p = p(7,t)
der Druck, f beschreibt externe Krifte pro Einheitsvolumen und 7 ist die dynamische
Viskositét. Im Folgenden soll aus der Navier-Stokes-Gleichung (2.1) eine vereinfachte
Gleichung fiir diinne Fliissigkeitsfilme, die sogenannte Diinnfilmgleichung, hergeleitet
werden. Die Herleitung orientiert sich dabei an [1, Kap. 7.3]. Zur weiteren Untersuchung
wird Gleichung (2. 1) zunéchst entdimensionalisiert. Zuerst wird dafiir angenommen, dass
ein Potential fiir f existiert, dass also f VU gilt. Damit lasst sich der verallgemeinerte
Druck P:=p+U deﬁnleren[l, S. 275]. Dann werden die mit einem Strich gekennzeich-
neten dimensionslosen Variablen durch

L
F=1L-7, T=U-7, t:to.tzﬁt', P=pP)-P

eingefithrt. Dabei sind L die Langenskala, U die Geschwindigkeitsskala, tg die Zeitskala
und Py die Druckskala. Gleichung (2.1) ergibt sich mit den eingefiihrten dimensionslosen
Parametern und Skalen zu

U? U
o+ (@ -v) o) = —2vp 4 =

AI =
Lp

<:>>8/—'/ —*/‘V/ —*/:_7 /P/ ’r] A/—*/ 22
U+ (v )v U2pv + UL (2.2)

Uber U%Up =1 ergibt sich die Druckskala Py = U?p und mit R, := % kann eine di-
mensionslose Konstante, die sogenannte Reynolds-Zahl definiert werden. Fiir sehr klei-
ne Reynolds-Zahlen (R, << 1) ist die Stokes-Gleichung eine gute Approximation der

Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten [1, S. 188].
nAv = VP (2.3)

Fiir flache Filme ist die Reynolds-Zahl sehr klein, da die Langenskala L sehr klein gewé#hlt
werden muss. Gleichung (2.3) beschreibt in Verbindung mit der Kontinuitétsgleichung
fiir inkompressible Fliissigkeiten

V.-v=0. (2.4)
das Stromungsfeld ' [1, S. 275]. Gleichung (2.4) ergibt sich aus der iiblichen Konti-
nuitétsgleichung

Op+V-(pt) =0
< O+ (Vp) - U+ p(V7) =0,
welche die Massenerhaltung in hydrodynamischen Systemen beschreibt. Ist eine Fliissigkeit

inkompressibel, so ist die Massendichte zeitlich und 6rtlich konstant. Somit ergibt sich
Gleichung (2.4).



2.1.2. Randbedingungen

Ziel ist die Beschreibung des Hohenprofils h(z, y, t) des Fliissigkeitsfilms. Da die gewihlten
Randbedingungen die Entwicklung des Systems mafigeblich beeinflussen, sollen diese
zunéchst diskutiert werden.

Die zeitliche Anderung der Hohe kann durch zwei unterschiedliche Effekte bedingt wer-
den. Erstens verédndert sich die Hohe, wenn die Geschwindigkeitskomponente v, nicht
verschwindet [1, S. 64]. Dieser Effekt wird durch

athvert = vz(a:,y,z = h(x,y,t),t) (25)

beschrieben. Ist h(x,y,t) nicht rdumlich konstant, so kann sich die Hohe zweitens auch
durch eine rein horizontale Strémung verdndern[l, S. 64]. Sei 7i der Normalenvektor,
der senkrecht auf der Oberfliche des Films steht und @ho, = (vg,v,) die horizonta-
le Geschwindigkeit. Dann kann der zweite Effekt durch die Projektion von ¥y, auf 77
angegeben werden.

L —UgO0zh — vy, 0yh N

Uhor * T = ] m (vh)Q ~ —Uxaxh - Uyayh - atthI‘(mv Y, t) (26)

Gleichungen (2.5) und (2.6) ergeben zusammen die Anderungsrate des Hohenprofils
Oth(z,y,t) = v, — v,0h(z,y,t) — v, 0 h(z,y,t) bei z=h, (2.7)

welche als kinematische Randbedingung bezeichnet wird.
Als weitere Randbedingung wird die no-slip Randbedingung verwendet [1, S. 173]. Sie
besagt, dass das Geschwindigkeitsfeld an der Kontaktlinie von Fliissigkeit und Unter-
grund verschwindet. Es gilt also

¥].—0 = 0. (2.8)

Insbesondere ist damit der Eintritt der Fliissigkeit in feste Oberflichen nicht moglich.
Wenn sich ein Gleichgewicht einstellt, dann &ndert sich die Filmhohe zeitlich nicht. D.h.
alle Krifte, die orthogonal zur Oberfliche wirken, miissen sich gegenseitig aufheben.

pla=pat+n-alo-n+ P (2.9)

Dabei ist p, der Auflendruck, # der Normalenvektor, der senkrecht auf der Oberfliche
steht, o der Reibungstensor und P, der Laplace-Druck, der in Kap. 2.3.1 angegeben wird.
Bei konstanter Oberflichenspannung + miissen zusétzlich die tangentialen Scherkrifte
verschwinden, d.h. es muss

ti-olg-n=0 i=1,2 (2.10)

gelten. #; sind die Tangenteneinheitsvektoren in z- bzw. y-Richtung. Da die Oberfliichen-
spannung im Rahmen dieser Arbeit als konstant angenommen wird, geniigt diese Rand-
bedingung. Der Reibungstensor fiir inkompressible Fliissigkeiten lautet

i, = 0 (Ovk + i) , (2.11)

wobei 0; und 0 rdumliche Ableitungen sind. Bei flachen Filmen wird angenommen,
dass der Normalenvektor auf der Oberflaiche ungefdhr in z-Richtung zeigt. Dies wird
damit begriindet, dass die horizontale Ausbreitung der Fliissigkeit sehr viel hoher als die
vertikale Ausbreitung ist, die értlichen Ableitungen des Feldes h(z,y,t) also klein sind.



Mit dieser Nidherung folgt aus den Gleichungen (2.9) und (2.10) die Randbedingung an
der freien Oberfléche.

QUazvz’z=h = p’z:h — Pa — PL (2.12&)
0xVz|o=n =0 (2.12b)
8.0yl = 0 (2.12¢)

2.1.3. Schmiermittelndherung

Zur Bestimmung des Hohenprofils kann die kinematische Randbedingung (2.7) heran-
gezogen werden. Durch Integration der Kontinuitéitsgleichung (2.4) iiber z erhélt man
unter Anwendung der Leibnizregel fiir Parameterintegrale die folgende Gleichung;:

h(z,y,t) h(z,y.t)
Oth = —85,;/ vy dz — 8y/ vy dz. (2.13)
0 0

Zur Berechnung des Integrals wird die Schmiermittelndherung verwendet [1, Kap. 8.6.1].
Dazu wird der sogenannten Kleinheitsparameter §

d
mit der durchschnittlichen Filmhohe d und einer systemspezifischen horizontalen Linge
[ definiert. Mit den Skalierungen fiir Ort, Druck und Geschwindigkeit

r=21 y=4y1l, z2=47d
l Pl d

/ / N
Vp =V, —, Uy =" Vv, =v,—, P=P =
L A S 6%

ergibt sich aus der Stokes-Gleichung (2.3) ein Gleichungssystem.

n (6202 + 6°0), + 02) v, = O,P (2.15a)
n (6207, + 60 + 02) v, = O, P (2.15b)
no* (8207, + 6°0 + 0%) v, = OLP (2.15¢)

Fiir § — 0 kann aus Gleichung (2.15¢) abgeleitet werden, dass der Druck in z-Richtung
konstant ist, also P = P(x,y) gilt. Dies erméoglicht die Bestimmung von v, und v, durch
die zweifache Integration der Gleichungen (2.15a) und (2.15b) iiber z fiir § = 0.

M,y 2) = 3 (P (,9) 2 + fi(esy) -2+ 01 (.9) (2160)
1oy (2, Y, 2) = % Oy P(z,y)) 2 + fa(z,y) - 2 + g2(2,y) (2.16b)

fi und g; sind Integrationskonstanten. Mit den Randbedingungen fiir den festen Rand
(no-slip (2.8)) und den Randbedingungen fiir die freie Oberflache (s. Gleichungen (2.12a)-
(2.12¢)) konnen sie bestimmt werden.

filz,y) = —=0iP(x,y) - h(z,y) i=12 (2.17a)
gi(z,y) =0 i=1,2 (2.17Db)

Damit sind die Geschwindigkeiten v, und v, bestimmt und koénnen in die integrierte Kon-
tinuitétsgleichung (2.13) eingesetzt werden. Durch das Ausfithren der Integration iiber z



ergibt sich die Diinnfilmgleichung fiir eine rdumlich konstante Oberflichenspannung in
zwei Dimensionen zu

3
Oth = Vg - |:;L77V2P(l’,y):| . (2.18)

Dabei bezeichnet Vo den Nabla-Operator in den zwei horizontalen Dimensionen. Im
folgenden gilt V = V5. Diese Konvention gilt fiir die gesamte Arbeit. Uber die Diinnfilm-
gleichung wird die sogenannte Mobilitdt ) definiert.

h3

h)=— 2.19
Q) = - (219)
Da die Dynamik des diinnen Films neben der Mobilitét nur vom verallgemeinerten Druck

P abhéngt, lidsst sich die Diinnfilmgleichung (2.18) zu

oF [hq (2.20)

Oth =V - [Q(h)v25h

umschreiben, wobei das Funktional F'[h] derart gewihlt werden muss, dass fiir die Funk-
tionalableitung von F'[h]
0F'[h]
W _p
5h (z,9)
erfiillt ist. Dieser Ausdruck dhnelt dem in der Thermodynamik beschriebenen Zusam-
menhang zwischen freier Energie F' und Druck P.

oF

- —_=P 2.21
57 (2.21)

Deshalb wird auch das Funktional F' im folgenden als freie Energie bezeichnet. Die Wahl
der freien Energie legt Gleichgewichtszustéinde und Dynamik des Systems fest, sie wird
daher im Folgenden néher diskutiert (Kap. 2.3). Gleichung (2.20) entspricht dabei einer
sogenannten Gradientendynamik [12]. Die Struktur dieser Gleichung kann auch fiir die
Dynamik anderer Felder verwendet werden. Sei W(Z,t) ein Feld, dann kann die zeitliche
Entwicklung beschrieben werden iiber

QU = V. [Q(\IJ)V(SF] .

— 2.22

50 (2.22)
Diese verallgemeinerte Gleichung dient als Grundlage fiir das in dieser Arbeit untersuch-
te System. Im néchsten Kapitel wird sie verwendet, um das Zwei-Feld-System fiir die
Polymerbiirste und den Fliissigkeitsfilm zu formulieren.

2.2. Flissigkeitsfilme auf Polymerbiirsten

Ziel ist die Beschreibung eines diinnen Fliissigkeitsfilms auf einer Polymerbiirste durch
Gradientendynamik. Eine Polymerbiirste besteht aus Polymeren, die auf eine Oberfléche
gepfropft sind, sich von der Oberfliche wegstrecken und sich dabei kaum iiberlappen [8].
Wird auf diese Polymerbiirste Fliissigkeit aufgetragen, so kann diese in die Polymerbiirste
eindringen und Verdnderungen wie bspw. Hohenénderung auslésen.

In diesem Modell werden alle Polymere als gleichférmig angenommen, d.h. die Wech-
selwirkungsenergie mit der Fliissigkeit ist fiir alle Polymere identisch. Auflerdem haben
alle Polymere den gleichen Polymerisationsgrad N und die gleiche Kuhnlidnge k. Die
Angabe der Kuhnlinge impliziert, dass die Polymere als frei bewegliche Kette modelliert



Burste
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a) Fliissigkeit wird auf ein trockenes Substrat aufgebracht.

b) Fliissigkeit zieht in Biirste ein. Die Polymere strecken sich.

Abbildung 2.1: Skizze des untersuchten Zwei-Felder-Modells. Hier ist eine mogliche zeit-
liche Entwicklung gezeigt.

werden. Fiir die Kuhnlédnge gilt l[x = L/N. Dabei ist L die Lange der frei beweglichen
Kette, wenn sie vollstdndig gestreckt ist. Das Modell ist in Abb. 2.1 skizziert. Hier wird
ein Fliissigkeitsfilm auf eine zunédchst trockene Biirste der Hohe Hiyocken aufgetragen. Die
Fliissigkeit kann von der Biirste teilweise absorbiert werden, bis sich ein Gleichgewichts-
zustand einstellt. Dabei strecken sich die Polymere. In dem Modell wird angenommen,
dass keine Fliissigkeit verdampft, daher bleibt das Gesamtfliissigkeitsvolumen erhalten.
Durch Entnetzung kénnen sich in der Fliissigkeitsschicht zudem Tropfen ausbilden. Die
absorbierte Fliissigkeit wird durch das Feld ((x,y,t) angegeben [13].

Eine weitere wichtige Kenngrofle der Biirste ist ihre Pfropfungsdichte o.ps. Sie gibt
die Anzahl der Polymerketten pro Fliche an. Mithilfe der relativen Pfropfungsdichte
o= aabsl%{ kann die Hohe der trockenen Biirste beschrieben werden

Hirocken = o Nlxk. (223)

Fiir die Polymerbiirste wird vereinfachend angenommen, dass sich die Polymere nicht
iiberlappen. Die Hohe einer Biirste, die bereits Fliissigkeit absorbiert hat, ist somit an-
tiproportional zum Volumenanteil der Monomere am Gesamtvolumen c.
oNlk
c

H=

(2.24)

Da das Volumen in der Biirste entweder von Monomeren oder Fliissigkeit ausgefiillt wird,
entspricht die Menge der absorbierten Fliissigkeit genau dem Volumen, welches in der



Biirste nicht durch Monomere besetzt ist.
(=(1-cH (2.25)
Unter Verwendung von Gleichung (2.24) kann zwischen dem Volumenanteil der Mono-

mere und der absorbierten Fliissigkeit der Zusammenhang zwischen ¢ und ¢ bestimmt
werden.

oNlk
= 2.26
“T {+oNIk (2.26)
Die Biirstenhohe wéchst also linear mit (.
H(z,y,t) = ((z,y,t) + o Nl (2.27)

Der in Gleichung (2.22) vorgestellte Ansatz zur Gradientendynamik wird nun fiir die For-
mulierung des Modells benutzt. Da der Ansatz noch keinen Austausch des Fliissigkeitsvo-
lumens beinhaltet, werden zusétzliche nicht-konservierende Terme eingefiihrt, die diesen
ermoglichen. Dieser Ansatz fithrt zu zwei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen
fiir die Felder h (Z,t) und ¢ (Z,t).

oF oF oF oF
Oth =V - [thv + thv 5<] — Mhhﬁ — th% (2.28&)
5 5F 5F oF

Q, M < R?*? sind die Mobilititsmatrizen. Die Gleichungen lassen sich aufteilen in einen
konservierten Anteil und einen nicht-konservierten Anteil [13]. Die von Q abhéngigen
Terme beschreiben die Transportprozesse innerhalb der Biirste bzw. des Fliissigkeitsfilms.
Hier bleibt die Masse des jeweiligen Feldes erhalten. Die von M abhéngigen Terme
ermoglichen einen Masseaustausch, d.h. die Masse eines einzelnen Feldes kann sich
verindern, wihrend die Gesamtmasse erhalten bleibt. In diesem Modell wird verein-
fachend angenommen, dass ein Druckgradient in der Biirste keinen direkten Einfluss auf
die Fliissigkeit hat und umgekehrt. Damit ergibt sich @ zu einer Diagonalmatrix. Des
Weiteren wird davon ausgegangen, dass der Fliissigkeitstransport innerhalb der Biirste
den Gesetzméifigkeiten der Diffusion gehorcht. Damit kann @ ausgedriickt werden durch

Q- (hsésn 12()' (2.29)

Unter der Annahme, dass keine Fliissigkeit verdampft oder in die Oberfliche unter
der Polymerbiirste einzieht, muss die Gesamtmasse der Fliissigkeit im System erhalten
bleiben. Daher muss der Fluss aus dem Fliissigkeitsreservoir dem Fluss in die Poly-
merbiirste entsprechen, ebenso wie der Fluss aus der Polymerbiirste dem Fluss in das
Fliissigkeitsreservoir entsprechen muss. Dies kann durch

M=M <_11 _11> (2.30)

ausgedriickt werden. M impliziert eine konstante Ubertragungsrate. Damit sind die Mo-
bilitdten bestimmt. Zur Vervollstdndigung muss nun die freie Energie gewéhlt werden.

2.3. Energiefunktional

Das Energiefunktional setzt sich zusammen aus der Energiedichte der Kapillarenergie
feap, der Energiedichte der Benetzungsenergie fyer und der Biirstenenergiedichte fg

F= [ B0 + Fucs(h) + () dadly. (2.31)
A



2.3.1. Kriimmungsdruck

Bei einer gekriimmten Oberfliche ist der Innendruck héher als der AuBendruck. Der
Druck entlang der Aulenfléiche héngt dabei von der Stéirke der Kriimmung ab [1, S. 64].
Dieser Druck ist Teil des Kriftegleichgewichts im Gleichgewichtszustand an der freien
Oberfléiche (2.9) und wird Laplace-Druck P, genannt. Der Laplace-Druck kann sowohl
fir den Fliissigkeitsfilm (P, r) als auch fiir die Biirste (P, g) formuliert werden.

PL,F = — ’ylgA(h + C) (232&)
PLp=—1mA¢ (2.32b)
Hierbei ist ; die Oberflichenspannung an der Fliissigkeit-Gas-Grenze und 4y, die Ober-
flichenspannung an der Fliissigkeit-Biirsten-Grenze. Sie werden im Gleichgewicht als

konstant angenommen. Die freie Energie Fi,p, die sogenannte Kapillarenergie, die im
Rahmen der Gradientendynamik verwendet wird, lautet:

Fcap:/AfggV(h+<)|2+72m|v<—|2d$dy (233)

fcap

Dabei werden die Kriimmungsdriicke der Biirste und der Fliissigkeit zusammengefasst.

2.3.2. Trennungsdruck

Tragt man Fliissigkeit auf eine Oberflache auf, so kann man die Entstehung von Tropfen
beobachten. Diesem Phénomen wird mit dem Trennungsdruck Rechnung getragen. Mit
dem hier gewihlten Ansatz wird der Trennungsdruck II(h) {iber eine kurzreichweitige
und eine langreichweitige Kraft modelliert.

A B
[ER
A und B sind dabei Hamaker-Konstanten, die die Stdrke der jeweiligen Wechselwir-
kung angeben. Dem ersten, also dem langreichweitigen Term liegt die Van-der-Waals-
Wechselwirkung zwischen der Oberfliche der Fliissigkeit und der Polymerbiirste zugrun-
de [7]. Die kurzreichweitige Kraft begriindet sich durch abstofilende Kriifte zwischen die-
sen [1, S. 285]. Nimmt die Schichtdicke eines dicken Films lokal an einer Stelle ab, so
wird dieser Effekt durch den Trennungsdruck verstiarkt und Fliissigkeit wird aus dem fla-
chen Bereich in den hohen Bereich gedriickt. Durch die entstandene Instabilitéit konnen
sich Tropfen ausbilden. Dass die Hohe des Fliissigkeitsfilms nicht beliebig klein wird,
liegt an den abstoflenden Kriften, die zwischen Fliissigkeit und Substrat existieren. Der
Trennungsdruck verschwindet fiir eine Filmhohe

hp = (i)é : (2.35)

Den Film dieser Hohe bezeichnet man als Precursor-Film. Der Precursor-Film kann ex-
perimentell beobachtet werden und hat eine typische Hohe von wenigen Nanometern [1,
S. 285]. Dieser bildet das Minimum des Fliissigkeitsfilms. Ein Film mindestens dieser
Hohe breitet sich iiber die gesamte untersuchte Doméne aus. Umgeschrieben in die freie
Energie ergeben die beschriebenen Phénomene das Energiefunktional der Benetzungs-
energie Fyet mit der Energiedichte fyet

T(h) = — (2.34)

A B
Fyet = —— dz dy. 2.
f
wet



2.3.3. Biirstenenergie

Fiir die Modellierung der Biirstenenergie werden zwei Phdnomene beriicksichtigt. Diese
sind Mischbarkeitseffekte der Polymere in einer Losung und die Elastizitdt der Polymer-
ketten.

Die Elastizitédt wird iiber

kgToN o2
Fstretch:/ B9 %dxdy (237)
A

fstretch

in der Gradientendynamik beriicksichtigt [11]. Hierbei bezeichnet kg die Boltzmann-
Konstante und 7' die Temperatur. Werden die Polymere gestreckt, so gibt es eine riick-
treibende Kraft. Diese Kraft ist proportional zur Auslenkung, d.h. die Elastizitit von
Polymeren kann durch das Hookesche Gesetz beschrieben werden [3, S. 614f.]. Da eine
Auslenkung eines Polymers einer Hohenénderung (s. Gleichung (2.24)) entspricht, gilt
somit die erwartete Proportionalitét

Fltreten < H2. (2.38)

Zur Modellierung der Mischbarkeitseffekte wird das Flory-Huggins-Modell zugrunde ge-
legt. Das Flory-Huggins-Modell ist ein Gittermodell. Die Herleitung der Biirstenenergie
aus dem Flory-Huggins-Modell orientiert sich an [3, S. 596 ff.] und [4, S. 16 ff.]. Zugrun-
deliegende Annahmen sind, dass ein Monomer und ein Fliissigkeitsmolekiil das gleiche
Volumen vy einnehmen, und dass der untersuchte Raum vollstdndig von Monomeren und
Flissigkeitsmolekiilen besetzt ist. Aus diesen Aussagen folgt

Niot = Np + N Np, c=

. 2.39
Ntot ( )

Ny und Np sind die Anzahl aller Fliissigkeitsmolekiile bzw. Polymere und N ist der
Grad der Polymerisation. Ny ist dementsprechend die Gesamtzahl aller Gitterplédtze
und c ist der Volumenanteil der Monomere am Gesamtvolumen.
Die freie Energie F' kann iiber die innere Energie U, die Temperatur T" und die Entropie
S bestimmt werden

F=U-TS. (2.40)

Zunéchst soll die innere Energie U bestimmt werden. Dafiir miissen die Wechselwir-
kungsenergien erp, epp und epp, die die jeweilige Wechselwirkung zwischen Fliissigkeit-
Fliissigkeit, Monomer-Monomer und Monomer-Fliissigkeit beschreiben, festgelegt wer-
den [3, S. 599 f.]. U berechnet sich dann iiber die mit der Wechselwirkungsenergie ge-
wichtete Summe aller Nachbarpaare.

U=e¢errNpr +eppNpp +eprNpp (2.41)

Dabei sind Npp, Npp und Npp die Anzahl aller entsprechenden Nachbarpaare. Hat eine
Zelle z Nachbarn, so kann die Anzahl der Nachbarpaare in Verbindung mit der Anzahl
der Fliissigkeitsmolekiile und Monomere gebracht werden [3, S. 599].

zNp =2Npp + Npp (2.42a)
zNNp =2Npp + Npp (2.42D)



Hierbei handelt es sich um eine Approximation. Gleichung (2.42b) vernachléssigt, dass
bis auf Anfang und Ende des Polymers jedes Monomer Kontakt zu mindestens zwei
weiteren Monomeren hat. Mit der Vereinfachung berechnet sich U zu

U= eFTF (zNs — Npr) + Q%P (zNNp — Npp) + eppNpp. (2.43)

Um die Anzahl der Monomer-Fliissigkeit-Nachbarpaare abzuschitzen, wird die Bragg-
Williams mean field approzimation verwendet [3, S. 599]. Dabei wird angenommen, dass
die Monomere gleichverteilt sind, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass eine Gitterzelle von
einem Monomer besetzt ist lautet N Np/Niot. Damit kann die Anzahl aller Nachbarpaare
geschétzt werden

NN,
Npp ~ 2~ L Np. (2.44)
Ntot
Mit dieser Approximation ergibt sich U zu
NrpNN
U= Np oy ZPP NNp 4 kg Ty 2P (2.45)
2 2 Niot
Dabei ist .
= —(2 — — 2.46
X =57 (2¢pr — €pr — €pp) (2.46)

der dimensionslose Wechselwirkungsparameter des Flory-Huggins-Modells. Da das Mi-
schungsverhalten untersucht wird, ist mit AUyix die Energiedifferenz zwischen dem Sys-
tem, in dem Fliissigkeit und Polymere vermischt sind, und dem System der getrennten
Stoffe, gesucht. Sind die Stoffe getrennt, so kann die innere Energie durch die ersten
beiden Terme ausgedriickt werden. Daher gilt

NpNNp

Die Entropieiinderung AShx berechnet sich iiber

W (Np, N§) >
W (0, Np) W (Np,0) )

ASmix = kg In < (2.48)
Dabei steht W fiir die Anzahl der Mikrozusténde in den jeweiligen Systemen. W (Np, Nf)
steht fiir das gemischte System, W (0, Nr) und W (Np,0) jeweils fiir die ungemischten
Systeme.

Fiir die Entropie des gemischten Systems stellt man sich zunéchst vor, dass in einem ers-
ten Schritt das erste Monomer jedes Polymers auf dem Gitter platziert wird. Dafiir gibt
es K Moglichkeiten. Nun werden die zweiten Monomere gesetzt, dann die dritten, usw.
Dafiir gibt es insgesamt R Moglichkeiten. Da ab dem zweiten Monomer eines Polymers
die Monomere immer in Nachbarschaft zu einem bereits platzierten Monomer gesetzt
werden miissen, gibt es nur noch z Moglichkeiten das zweite Monomer zu platzieren,
ab dem dritten sogar nur noch (z — 1) Moglichkeiten. Des Weiteren wird vereinfachend
angenommen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Platz in der Nachbarschaft noch frei
ist, durch (Niot — k)/Niot bestimmt ist, wobei k die Anzahl aller bereits platzierten
Monomere ist [3, S. 597]. Somit folgt

Ntot!
K=ttt 9.49a
(Neor — Vo)) (2.492)
. Np(N-1) . |
R~ <Z 1) _(Nior — Np)! (2.49b)
Ntot (Ntot _NNP)‘
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Die explizite Rechnung ist im Anhang aufgefithrt (s. B.1). Daraus folgt fiir ununter-
scheidbare Polymere

KR 2= 1\ VPO N
W (Np. Np) =—— = 2.50
2= 1\ PO (N Np)!
Np.0) = b 0 2.50b
W (NP, 0) <NNP> Np! (2.50b)
W (0, Ng) =L. (2.50¢)

Somit gilt fiir die Entropie unter Verwendung der Sterling-Formel und der Gleichungen
aus (2.39)

ASmix = —kB [NF In (1 - C) + NP In (C)] . (2.51)
Die freie Energie AFpix ergibt sich durch

1
A Frix :/ — (AUpix — TASnix) dz dz dy
vV

= /V - [;CIH(C) +(1—=¢)ln(1—c)+ xe(l — c)] dzdz dy. (2.52)

Wird angenommen, dass die Energiedichte in z-Richtung homogen ist, so kann das In-
tegral in z-Richtung ausgefiihrt werden. Dies entspricht einer Hohenmittlung.

= kBT lCI].C — C)in — C C — C T
M= | mlﬂd{Nl()+ﬂ JIn(1 — ¢) + xe(1 >]ddy (2.53)

Wird die in Gleichung (2.24) angegebene Relation fiir die Hohe und das Volumen einer
Gitterzelle vy = l% eingesetzt, so erhélt man

APy = /A kBZjN [le In(c) + (1 _ 1) In(1—¢) + x(1 c)] dedy.  (2.54)

Die Biirstenenergie Fp als Kombination aus der Elastizitét der Polymere und der Energie
aus der Mischung ergibt sich zu

kgToN [o? 1 1
f = [ B 0+ G- 9+ x -] a9
i;}B

Die hier bestimmte Biirstenenergiedichte fp kann nun durch den in Gleichung (2.26) be-
schriebenen Zusammenhang zwischen ¢ und ¢ in Abhéngigkeit des Feldes ( ausgedriickt
werden.

oNkgT [1(C+oNIg)? 1 o Nl
fs = 2 5 2 tyml
2 |2 N2 N "\ (+oNix
; : (2.56)

¢
1
TN <C+JNZK> X NIk
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2.4. Entdimensionalisierung

Die Entdimensionalisierung erfolgt wie in [13]. Zunéchst werden die Funktionalableitun-
gen berechnet.

OF 1 A

S = meA(h+ )+ A <h3 - hg) (2.57a)
5F ,

Van —MNgA(h + () — mAC+ f5(€) (2.57b)

Ziel ist die Uberfiihrung der Gleichungen (2. 28a) und (2.28b) in ein dimensionsloses Mo-
dell. Daher werden zunichst die Skalen h = hoh ¢ = hoC, T = xok, t = tot,F = FOF
und fg = fBo fB eingefiihrt. In entdimensionalisierter Form kénnen die Funktionalablei-
tungen und die Ableitung der Biirstenenergie somit durch

oF 1

5—h:—A(h+C)+——ﬁ (2.58a)
ffg =—A(h+¢) = FAC+ fh (2.58b)
Ty ¢ ol _i ol

fB_T{Z(al+C)+ln<<+Ul~>+C+al~ | N+X¢+ai} (2.58¢)

angegeben werden, wobei die Skalen und dimensionslosen Parameter wie folgt festgelegt

sind:
A ’YIghé
ho = o = hyp, Fo—fB,o—hT%, To =\~

’ybl kBThg)

Y ) = l2 ) l~: 7
= Vg 77 TabsK hp Al%(

Die Tilden sind direkt wieder weggelassen worden. Die Gleichungen fiir die Gradienten-
dynamik ergeben sich in entdimensionalisierter Form zu

OoF 0F OF
_\7. 3 o7
Oth =V {h véh} M [5]1 5(] (2.59a)
O0F OF
=V - |D M — 2.
0¢¢ =V [ CV5C]+ [5h 5(} (2.59b)
mit den Skalen und dimensionslosen Parametern
hy - 3D - hp M
to=3mmg—, D= Gz M= 3 g =4

2.5. Numerische Methoden

Als grundlegende numerische Methode wird die Finite-Elemente-Methode (FEM) ver-
wendet. Diese wird mithilfe der open source C++ Bibliothek oomph-lib implementiert
[9][6]. Dafiir wird die Doméne diskretisiert. Da das Verhalten nur in einer Raumdimensi-
on untersucht wird, wird das Gebiet in N Bereiche aufgeteilt. Die Grofle dieser Bereiche
kann konstant gewéhlt werden oder bei jedem Zeitschritt angepasst werden. Eine ad-
aptive Anpassung ermoglicht es, in uninteressanten Bereichen weniger Stiitzstellen zu
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verwenden. oomph-lib liefert eine Methode fiir die adaptive Bestimmung der Element-
grofe, welche deshalb verwendet wird. Nun werden die Gleichungen (2.59a) und (2.59b)
in die schwache Formulierung mit den allgemeinen Testfunktionen ¢; iiberfiihrt [5, S. 32].

v E] v (1 [E 2 OE] o)

0= /D [h véh} Vi + (M [5}1 5<] —i-ath) p; dx (2.60a)
Ao O - [6F OF

0= /D [ngéc} Vi — <M [5h - (SC] + 0tC) p; dx (2.60b)

Als Testfunktionen werden in oomph-lib Hutfunktionen verwendet. Damit kénnen nu-
merische Losungen fiir hy und  bestimmt werden.

2.5.1. Kontinuierung

Kontinuierung kann als Hilfsmittel verwendet werden, um stationére Losungen im Para-
meterraum zu verfolgen [5, S. 28]. Als Grundlagen fiir die folgenden Erkldrungen dienen
[5, S. 28 fI.] und [14, S. 107 ff.]. Da es sich bei der Kontinuierung um eine numerische
Methode handelt, wird zunéchst die Doméne in ein uniformes Gitter diskretisiert. Dann
wird ein Fixpunkt der untersuchten Gleichung gesucht. Ein Fixpunkt ist ein Punkt,
an dem die zeitliche Ableitung verschwindet. Das System befindet sich also in einem
Gleichgewichtszustand. In diesem Zustand w ist die Gleichung

ur =0=G(u,\) (2.61)

erfiillt. Dies ist als Gleichungssystem aufzufassen, da w ein diskretisierter Zustand ist.
Es handelt sich also um einen Vektor, dessen Eintréige z.B. mit der Filmhohe an diskre-
ten Gitterpunkten iibereinstimmt. G ist ein nichtlinearer Differentialoperator, der das
Problem charakterisiert und A ist der Kontrollparameter. Wird A leicht verdndert, so
erfahrt auch w nur eine geringe Verdnderung [14, S. 108]. Dies kann genutzt werden,
um ausgehend vom gefundenen Fixpunkt den nichsten Fixpunkt zu berechnen. Dafiir
wird zunéchst ein neues u durch Bildung der Ableitung w) geschéitzt und anschliefend
mit dem Newton-Raphson-Verfahren angepasst. In dieser Arbeit wird die sogenannte
Pseudo-Bogenlidngen-Kontinuierung verwendet. Dies ermoglicht auch die Verfolgung von
Losungsésten, auf welchen der Kontrollparameter abnimmt. Fiir jeden Fixpunkt kann
zudem festgestellt werden, ob er stabil oder instabil ist. Dafiir wird das System mit einer
kleinen Stérung moduliert. Fillt die Stérung in der zeitlichen Entwicklung ab, so ist der
Fixpunkt stabil, andernfalls instabil.

2.5.2. Zeitsimulationen

Fiir die Zeitsimulationen wird nun auch die Zeit diskretisiert. Mithilfe des BDF2-Verfahr-
ens kénnen h und ¢ fiir jeden Knoten berechnet werden. Dabei werden periodische Rand-

bedingungen verwendet. Um eine Vielzahl von Simulationen gleichzeitig zu starten, wird
der Computercluster PALMA der WWU Miinster verwendet.

2.6. Parameterwahl fiir nachfolgende Untersuchungen

Das Verhalten des Systems verdndert sich je nach Wahl der dimensionslosen Parame-
ter. Fiir die unterschiedlichen Analysemethoden werden verschiedene Parameterebenen
verwendet. Deshalb soll hier ein kurzer Uberblick dariiber gegeben werden, welche Pa-
rameterebenen in den folgenden Kapiteln untersucht werden.
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Zunéichst wird die Biirstenenergie abhéingig von der effektiven Hohe der absorbierten
Fliissigkeit ¢ ndher untersucht. Hierbei werden sinnvolle Parameterwahlen fiir die nach-
folgenden Untersuchungen herausgearbeitet. Anschlieflend wird das Themengebiet der
Entmischung anhand der Spinodale und der Binodale erldutert. Um zu betonen, dass hier
die Mischungseigenschaften von Polymeren und Biirste im Vordergrund stehen, wird hier
Biirstenenergie abhéingig von der Konzentration ¢ angegeben. Dabei ist insbesondere die
quantitative Bestimmung der maximalen Pfropfungsdichte o, bei der noch Mischungsef-
fekte sichtbar sind, unabhéngig davon, ob ( oder ¢ gewihlt wird. Mithilfe der Spinodale
und Binodale wird gezeigt, dass mit den Zeitsimulationen nach Gleichgewichtszustédnden
gesucht werden kann, in denen koexistierende Losungen unterschiedlicher Konzentrati-
on vorliegen. Da die zweite Ableitung der Biirstenenergie nicht vom Flory-Huggins-
Wechselwirkungsparameter y abhéingt, wird im Rahmen der Spinodale nicht ndher auf
diesen Parameter eingegangen. Dies ist fiir die Kontinuierung nicht relevant, weshalb
x im Rahmen der Kontinuierung variiert wird. Die Ergebnisse der Kontinuierung mo-
tivieren die Wahl von y und der entdimensionalisierten Temperatur T als relevante
Parameter fiir die Zeitsimulationen. Die Variation von y ermoglicht die Beobachtung
von Entmischung. Mit 7 kann der Beitrag der Biirstenenergie an der Gesamtenergie
gesteuert werden. Die Variation von T' erméglicht somit das Differenzieren zwischen den
Einfliissen der unterschiedlichen Energien.
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3. Analytische Betrachtung moglicher Gleichgewichtszustinde

3.1. Untersuchung der Biirstenenergie

x10~! —2
1 1.0 749
—1.1 1
(0]
.G;.)) 0 1 -% 1 2 -
& &
—1 A —1.3 1
T T T —14 T T T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
¢ ¢

a) breites Minimum: o = 0,3, =20, T = b) zwei Minima: o = 0,01, [=20,T=0,2,

0,2, N =20 und x = 1,1. N =20 und x =0,8.
%103
0
Q
(@]
2
w —9
o 2 4 6 8
¢

c) schmales Minimum bei sehr kleinem (:
0 =001,1=20,T=02 N =20 und
x = 1,1

Abbildung 3.1: Fiir die Biirstenenergie fg (3.1) konnen abhingig von der Parameter-
wahl drei qualitativ unterschiedliche Verldufe festgestellt werden. Die
gezeigten Energieprofile ergeben sich aus der Addition der verschiede-
nen Energieanteile (s. Abb. 3.2) und koénnen daher durch die Wahl der
dimensionslosen Parameter geformt werden.

Die Biirstenenergie bestimmt sowohl die Dynamik als auch die Gleichgewichtszustéinde
des Systems wesentlich. Daher wird sie zun#chst insbesondere hinsichtlich der Anzahl
und Lage der Minima untersucht. Die Biirstenenergie héngt sowohl von der absorbierten
Fliissigkeit ¢ als auch von den dimensionslosen Parametern o, [, T, N und y ab

A 2
__ | (C+al 1 ol
fs=0lT <~>—|—ln — +<~ln< ¢ ~>—|— X ¢ = . (3.1)
(212) N ¢+ol ol ¢+ ol ¢+ ol
—— ~—
Elastisch Entropisch Innere Energie
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Zunichst ist festzustellen, dass T keinen Effekt auf die Lage und Anzahl der Minima hat,
die entdimensionalisierte Biirstenenergie skaliert mit der entdimensionalisierten Tempe-
ratur. Je nach Wahl der anderen Parameter veréndert sich das Energieprofil. Fiir die
Energie kénnen drei qualitativ unterschiedliche Verldufe bestimmt werden. Diese sind
in Abb. 3.1 dargestellt. Wie die einzelnen Parameter die Energie beeinflussen kann an-

x10~2
3 -
2 -
1 7 ///
o 0
S ) I —
2 -1
w
92 .
—— Gesamtenergie
-3 — Elastisch
4- —— Entropisch
Innere Energie
_5 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14

Abbildung 3.2: Die Abbildung zeigt die verschiedenen Energieanteile der Biirstenenergie
fB (3.1). Dabei sind die Parameter zu o = 0,01, [=20,T=02, N=20
und x = 0,8 gewihlt. Die Gesamtenergie ergibt sich durch Addition der
drei Energieanteile.

hand von Abb. 3.2 beschrieben werden. Da die Elastizitit des Polymers ndherungsweise
dem Hookeschen Gesetz folgt, wird der elastische Anteil durch eine um ol nach links
verschobene Parabel modelliert. Durch die Verschiebung ist der Energiebeitrag immer
positiv. Nahert sich die absorbierte Fliissigkeit  lokal null an, so konvergiert der elas-
tische Beitrag gegen O'BZT/ 2. Der entropische Anteil der Biirstenenergie hat zunéchst
eine starke negative Steigung und flacht dann ab. Der Anteil der inneren Energie aus
der Mischungsenergie hat zunéchst eine starke positive Steigung, flacht aber ebenfalls
schnell ab. Da die negative Steigung der entropischen Energie jedoch starker ist, liefert
die Mischungsenergie zunéchst eine starke negative Steigung, die schnell abflacht.

Physikalisch bedeutet dies, dass der entropische Anteil der Energie die Vermischung von
Fliissigkeit und Polymeren begiinstigt. Je mehr die Biirste absorbiert, desto kleiner wird
der entropische Term. Hingegen bestrafen der elastische Anteil und die inneren Energie
die Vermischung energetisch. Bei kleinen Pfropfungsdichten wichst der elastische An-
teil im Vergleich mit den anderen Energietermen am langsamsten. Im Gegensatz zu den
anderen Termen nimmt hier die Steigung aber zu, sodass der elastische Term das Ein-
dringen von sehr viel Fliissigkeit verhindert. Dennoch gibt es bei diesem Modell keine
Schranke fiir die absorbierte Fliissigkeit. Bei Rechnungen mit kleinen Pfropfungsdichten
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Abbildung 3.3: Die Abbildung zeigt, wie Biirstenenergien mit zwei Wendepunkten durch
die Variation von x eine unterschiedliche Anzahl von Minima zugewiesen
werden kénnen. Dabei sind die Parameter o = 0,01, [= 20, T = 0,2 und
N = 20 gewahlt. Fiir xy = 0,8 existieren zwei Minima. Auch fiir y = 0,88
existieren noch zwei Minima, allerdings hat sich das globale Minimum
verdndert. Mit wachsendem x wird die Tiefe des rechten Minimums im-
mer geringer, bis es schlieflich verschwindet.

muss daher analysiert werden, ob die errechnete Biirstenhdhe, welche linear in ( ist, noch
physikalisch sinnvoll ist. Die Energie steigt durch den quadratisch mit { wachsenden Bei-
trag der elastischen Energie fiir grole ¢ an. Unabhéngig von der Wahl der Parameter
dominiert daher der elastische Anteil fiir grofie ¢ und verhindert so, dass beliebig viel
Fliissigkeit in die Biirste stromt.

Wenn o ausreichend klein gewéhlt wird, fillt die Gesamtenergie fiir kleine ¢ zunichst
ab. Je kleiner [ und o gewiihlt werden, desto grofer ist der Betrag der anfiinglich negati-
ven Steigung der Gesamtenergie. Da eine kleine Pfropfungsdichte ¢ zudem eine geringe
elastische Energie fiir kleine ¢ bedeutet, bildet sich fiir diese Parameterkombination ein
schmales Minimum bei einem sehr kleinen ¢ aus (s. Abb. 3.1b und 3.1c). Ein breites Mi-
nimum, zu sehen in Abb. 3.1a, bildet sich dementsprechend fiir grofle o aus. In diesem
Fall dhnelt die Biirstenenergie der von Sommer vorgeschlagenen Energie [11]. Wie klein
o gewdhlt werden muss, damit sich das schmale Minimum ausbildet wird in Kap. 3.2
genauer erortert.

Energieprofile mit einem Minimum bei einem sehr kleinen ( zeichnen sich dadurch
aus, dass sie zwei Wendepunkte aufzeigen. Die Energieverldufe mit zwei Wendepunk-
ten konnen wiederum aufgeteilt werden in Energieverldufe mit zwei Minima und solche
mit einem Minimum. Dies wird durch die Wahl des Wechselwirkungsparameters des
Flory-Huggins-Modells x beeinflusst, was in Abb. 3.3 gezeigt wird. Hier bestéitigt sich,
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Abbildung 3.4: Die Heatmaps zeigen den Wert von (, fiir den die Biirstenenergie ihr
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globales Minimum abhéngig von y, ¢ und ! annimmt. Dabei werden die
festen dimensionslosen Parameter N = 20 und T = 0,2 verwendet. In
den Bildern 3.4a und 3.4b ist zu erkennen, dass das globale Minimum mit
wachsendem x hin zu einem kleineren ¢ verschoben wird. Die Wahl von ]
verindert nur die Skalierung. Wird [ um den Faktor zehn groBer gewiihlt,
so wird auch (in um den Faktor zehn vergrélert. Der in Abb. 3.3 gezeig-
te diskontinuierliche Ubergang ist dabei nur bei sehr kleinen Pfropfungs-
dichten zu beobachten. Dieser diskontinuierliche Ubergang wird in Abb.
3.4f deutlich. Hier ist die Pfropfungsdichte mit o = 0,01 ausreichend klein
gewihlt, sodass bei y ~ 0,84 das globale Minimum sprunghaft wechselt.
Im Gegensatz dazu ist der diskontinuierliche Ubergang in Abb. 3.4e nicht
erkennbar. Hier ist o = 0,3 gewéhlt. Das linke Minimum (s. Abb. 3.3)
wird hier durch die hohe Pfropfungsdichte unterdriickt. Die Bilder 3.4c
und 3.4d zeigen erneut, dass (i, linear mit [ wiichst. Gleichzeitig wird
beim Vergleich dieser beiden Bilder deutlich, dass ein grofl gewihlter
Flory-Huggins-Parameter x (min nach links verschiebt. Je kleiner o ist,
desto stédrker ist dieser Einfluss.



dass die Wahl von x beeinflusst, wie stark sich Fliissigkeit und Polymere vermischen.
Wird x erhoht, so wird die Tiefe des rechten Minimums immer geringer, bis es ver-
schwindet. Ferner ist es besonders auffillig, dass sich das globale Minimum sprunghaft
dndern kann. Wenn die Biirstenenergie also die dominierende Energie im Vergleich zu
Feap und Fye ist, so sollte die Biirste durch Erhohung des Wechselwirkungsparameters
sprunghaft ihre Hohe &ndern.

Dies motiviert die Betrachtung der globalen Minima, welche in Abb. 3.4 dargestellt sind.
Fiir die geeignete Wahl von ¢ und x kann das in Abb. 3.3 gezeigte Verhalten sichtbar
gemacht werden. Anhand dieser Bilder kann zudem die Aussage getroffen werden, dass
die Wahl von [ hinsichtlich des diskontinuierlichen Verhaltens nicht entscheidend ist. Je
grofier [ gewdahlt wird, desto hoher ist die Menge an absorbierter Fliissigkeit im energe-
tisch giinstigsten Punkt im Hinblick auf die Biirstenenergie. Dies ergibt Sinn vor dem
Hintergrund, dass [ = Nlig /hyp gilt. Da ¢ im Rahmen der Entdimensionalisierung in Ein-
heiten von h, angegeben wird, bedeutet ein grofieres [ schlichtweg, dass die Monomere
mehr Volumen ausfiillen oder die Kettenlinge erhoht wurde. Beides steigert die Ab-
sorptionsfahigkeit der Polymerbiirste. Dass [ nur die Absorptionstahigkeit skaliert, wird
bereits in Gleichung (3.1) offenbar. Mit der Substitution ¢ = ¢/l kann die Biirstenenergie
unabhéngig von [ geschrieben werden. Das diskontinuierliche Verhalten ist in Abb. 3.4f
sichtbar. Durch Variation von x kann sich das globale Minimum also sprunghaft dndern.
Um folgende Diskussionen zu erleichtern, wird in dieser Arbeit das breite Minimum bei
groferem ¢ das rechte Minimum genannt und das schmale Minimum bei kleinem ¢ wird
das linke Minimum genannt. Diese Konvention wird auch dann verwendet, wenn im
Energieverlauf nur ein Minimum vorliegt.

3.2. Entmischung in zwei Phasen unterschiedlicher Konzentration

Im vorherigen Abschnitt wurde aufgezeigt, dass die gewiihlte Energie bei der Varia-
tion von y fiir bestimmte Parameterkombinationen sprunghafte Wechsel des globalen
Minimums erfihrt. Um relative Pfropfungsdichten o zu bestimmen, bei denen dieses
Verhalten auftreten kann, werden die Spinodale und die Binodale der Biirstenenergie
fB(c) (2.55) verwendet. In diesem Abschnitt ist die Biirstenenergie also abhingig von
der Konzentration ¢ und nicht von der Menge der absorbierten Fliissigkeit (.

Spinodale und Binodale sind Kurven im Phasenraum, die Aussagen iiber die Stabi-
litdt einer Mischung ermdoglichen. Nicht immer ist eine vollstédndige homogene Mischung
energetisch am giinstigsten. Kann die freie Energie durch das gleichzeitige Vorliegen
unterschiedlicher Konzentrationen reduziert werden, so kann Entmischung beobachtet
werden. Die Konzentration ist dann nicht mehr ortsunabhéngig. In einem Bereich, in
dem die Biirstenenergie fg(c) konkav ist, ist die Mischung instabil [4, S. 14]. Die Spi-
nodale beinhaltet dann alle Punkte im Phasenraum, an denen die zweite Ableitung der
Energie beziiglich der Konzentration verschwindet. Liegt eine instabile Mischung vor,
so sind zudem die Konzentrationen der zwei Losungen interessant, die nach der Entmi-
schung vorliegen. Wenn sich eine Losung mit Volumen V und Konzentration c¢ in zwei
unterschiedlichen Phasen entmischt, so liegen danach zwei koexistierende Losungen vor.
Diese haben Volumen Vi und V5 mit den dazugehorigen Konzentrationen c¢; und co.
Dabei miissen sowohl das Gesamtvolumen als auch das Volumen des gelosten Stoffes
erhalten bleiben

V=Vi+V, cV =c1V1 + V5. (3.2)

19



Aus dieser Bedingung kann das Volumen der beiden neuen Losungen in Abhéngigkeit

der Konzentrationen und des Gesamtvolumens berechnet werden
Ccy— ¢ c—c

2TV, V= Ly (3.3)
Cy —C1 Cy —C1

Vi =

Die freie Energie ergibt sich fiir die Biirstenenergie fg(c) aus Gleichung (2.55) folglich

zZu
Cy —C =~

fec1) +
Ccy) — Cq Co2 — C1

CcC—C1

Fy =Vifg(c1) + Vafp(ea) =V [ fB(C2))] : (3.4)

=y
Fir ein gegebenes Volumen V' kann die freie Energie iiber y minimiert werden. y be-
schreibt eine Gerade, die die Punkte (cl, fB(01)> und (02, fB(02)> miteinander verbin-
det. Da F' minimiert werden soll, liegen nach der Entmischung also die zwei Konzentra-
tionen vor, bei denen diese Gerade die geringste Hohe am Punkt (c, fB(c)) besitzt [4,

S. 14]. Da ¢ in einem konkaven Bereich liegt, kénnen die Konzentrationen ¢; und cg durch
die sogenannte Maxwell-Konstruktion gefunden werden, die in Abb. 3.5 gezeigt ist. Die
Punkte, die mit der Maxwell-Konstruktion verbunden werden ergeben die Binodale.

Das Phasendiagramm in Abb. 3.6 zeigt die Spinodale und die Binodale. Der Phasen-

x10~2

—6.4 A

—6.5
o —6.6
ol
()
c
w —6.7 1

—6.8

—— Blirstenenergie fg(c)
—6.9 A Tangente
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Konzentration ¢

Abbildung 3.5: Die Abbildung zeigt die Maxwell-Konstruktion fiir die Biirstenenergie.
Durch die eingezeichnete Tangente werden die zwei unterschiedlichen
Konzentrationen ¢; und co ermittelt, in die sich die Lésung entmischt,
wenn sie sich in einem instabilen Zustand befindet. Die Mischung ist in ei-
nem instabilen Zustand, wenn ¢ im konkaven Bereich der Biirstenenergie
fB (2.55) liegt.

raum ist zweidimensional mit den Koordinaten o und c. Da die zweite Ableitung wegen
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der vorgenommenen Hohenmittlung nicht von y abhéngt, wurde o stattdessen gewéhlt.
Liegt ein Punkt in der instabilen Region des Phasenraums, dann ist fB(c) fiir dieses
¢ und dieses ¢ konkav. Im metastabilen Bereich liegen alle Punkte, die zwischen dem
Wendepunkt und den durch die Maxwell-Konstruktion gefundenen Punkten liegen. Hier
ist die Mischung lokal stabil.

Die maximale Pfropfungsdichte, bei der die Biirstenenergie konkave Regionen besitzt,
wird als kritischer Punkt oy, bezeichnet. Sie ist abhéngig von N und x. Mithilfe der
Spinodale kann vorhergesagt werden, wie klein o gewahlt werden muss, damit das in
Kap. 3.1 demonstrierte diskontinuierliche Verhalten beobachtet werden kann. Schliefilich
ist die Voraussetzung dafiir die Existenz von zwei Wendepunkten. Dies wird im Rahmen
der Zeitsimulationen verwendet, um die Regionen zu finden, in der kleine Anderungen
eines Parameters starke Auswirkungen auf die Entwicklung des Systems haben, weil
hier die Koexistenz zweier verschiedener Biirstenzustinde vorliegt. Bei der Simulation
eines diinnen Fliissigkeitsfilms auf einer Polymerbiirste wird die Gesamtenergie des Sys-
tems minimiert. Somit nehmen neben der Biirstenenergie auch die Kapillarenergie (2.33)
und die Benetzungsenergie (2.36) auf die Gleichgewichtszustéinde Einfluss. Die Binodale
geniigt somit nicht, um die Gleichgewichtszustéinde des Systems vorherzusagen.

x 1072
—— Spinodale
2.0 —— Binodale
X Okrit

. M instabi
5 metastabil
9
n
[@))
S 1.0
kol
o
o

0.5 1

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Konzentration ¢

Abbildung 3.6: Spinodale und Binodale fiir y = 0,8 und N = 20. Die maximale Pfrop-
fungsdichte, bei der die Biirstenenergie konkave Regionen besitzt wird
als oyq¢ bezeichnet. Fiir die hier gewéhlten Parameter gilt oy, ~ 0,021.
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Abbildung 3.7: Die Abbildung zeigt die Dispersionsrelation der zeitlichen Entwicklung
einer Storung mit Wellenzahl k. Fiir 8 < 0 klingt die Stérung ab, fiir
B > 0 nimmt die Stérung zu. Mit kpax(ho) wird die grofite Wellenzahl
bezeichnet, fiir die § = 0 gilt. Je grofler hg ist, desto grofler ist kpax, d.h.
desto kleiner kann die Wellenléinge einer Stérung sein, die Instabilitéten
hervorruft.

3.3. Lineare Stabilitatsanalyse
3.3.1. Film ohne Substrat

Die bisherigen Untersuchungen der Stabilitit der Biirstenzustéinde sollen nun durch
Uberlegungen zur Stabilitit des Gesamtsystems erginzt werden. Dafiir wird eine li-
neare Stabilitdtsanalyse des Systems vorgenommen. Bei der linearen Stabilitdtsanalyse
wird ein Gleichgewichtszustand der Diinnfilmgleichung gewéhlt und mit einer kleinen
Storung moduliert. Klingt die Stérung mit der Zeit wieder ab, so nennt man dieses ein
linear stabiles Gleichgewicht gegeniiber dieser Stérung.

Um einen Vergleichswert fiir die Stabilitdt unterschiedlicher Gleichgewichte zu erhalten,
wird zunéchst eine lineare Stabilitdtsanalyse fiir einen diinnen Fliissigkeitsfilm auf einer
nicht verformbaren und undurchdringlichen Oberfliche durchgefiihrt [5, S. 34]. Dieser
Fliissigkeitsfilm kann durch die Diinnfilmgleichung beschrieben werden
oF
5
Wie bereits diskutiert, ergibt sich die freie Energie aus dem Kriimmungs- und Trennungs-
druck. Mit der bereits vorgestellten Mobilitdt und einer analogen Entdimensionalisierung
kann die Diinnfilmgleichung vollstindig angegeben werden

Ohh = =0, [Q(h)0y(yAh +TI(h))] . (3.6)

i = —, [Q(h)ax (3.5)
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Im Gleichgewichtszustand verschwindet die zeitliche Ableitung. Da fiir den flachen Film
ohne jede Storung alle raumlichen Ableitungen verschwinden, ist ebendieser ein moéglicher
Gleichgewichtszustand. Die Hohe hg des flachen Films kann dabei beliebig gew#hlt wer-
den.
Mit dem Ansatz

h(z,t) = ho + eexp [B(k)t + ikx] (3.7)

wird das Gleichgewicht gestort um zu iiberpriifen, ob der flache Film eine stabile Losung
ist. Eine stabile Losung liegt vor, wenn die Storung nach einiger Zeit abklingt. Dies ist
genau dann der Fall, wenn S(k) < 0 gilt. Durch die Wahl ¢ < 1 wird sichergestellt,
dass es sich um eine sehr kleine Storung handelt. Auflerdem gilt fiir jede differenzierbare
Funktion

f(h) = f(ho) + €hy fu(ho) + O (%) . (3.8)
Mit der Kettenregel kann Gleichung (3.6) umgeschrieben werden

hi = —Q(h) [A%h + Ty (h) Ah + Ty () (VR)?] — Qu(R)VR VAR +T1,(R)VA].  (3.9)

Dabei steht die tiefergestellte Variable fiir eine Ableitung nach ebendieser. h; steht also
fiir die zeitliche Ableitung von h. Setzt man Gleichung (3.7) und (3.8) in Gleichung (3.9)
ein, so erhilt man

eB(k)eP TR = —Q(ho)kPeeP M [k? — T (ho)] + O (€2)
& Bk) = —Q(ho)k” [k* — 11y (ho)] - (3.10)

Die zeitliche Entwicklung héngt also von der Wellenzahl k£ der Stérung ab. Wie man
Gleichung (3.10) entnehmen kann, existiert fiir alle Gleichgewichtshéhen hg ein kpax,
sodass fiir alle k < kpax die Storung zunimmt und fir alle k& > k. abklingt. Dies
ist in Abb. 3.7 dargestellt. Sehr langwellige Storungen werden dementsprechend zeitlich
immer zunehmen. Physikalisch bedeutet dies, dass sich im untersuchten System im-
mer Tropfen ausbilden, die sich im sogenannten Vergroberungsprozess zu einem Tropfen
zusammenschlielen. Fiir £ = 0 gilt 8 = 0. Eine Stérung mit k& = 0 entspricht einer Volu-
menénderung, bei der die glatte Form der freien Oberfléiche erhalten bleibt. Die Losung
ist also metastabil gegeniiber Volumeninderungen. Dies ist konsistent damit, dass flache
Filme mit beliebiger Filmhohe eine Losung der Diinnfilmgleichung sind.

3.3.2. Film mit Substrat

Auch fiir das gekoppelte System soll eine lineare Stabilitétsanalyse vorgenommen werden.
Untersucht wird dabei der Gleichgewichtszustand, bei dem sowohl der Fliissigkeitsfilm
als auch die Biirste eine konstante Hohe haben. Wie bereits gezeigt, verschwinden alle
zeitlichen und ortlichen Ableitungen der Felder in diesem Zustand. Aus den Gleichungen
(2.59a) und (2.59b) verbleibt also der nicht-konservierte Anteil

0= —M [-TI(ho) — fis(Co)] (3.11a)
0= M [-TI(ho) — f5(¢o)] - (3.11b)

Der nicht-konservierte Anteil verschwindet, wenn der Trennungsdruck und die Ablei-
tung der Biirstenenergie den gleichen Betrag mit unterschiedlichem Vorzeichen anneh-
men. Dies ist insbesondere der Fall, wenn (y die Biirstenenergie minimiert und hg der
Héhe des Precursor-Films entspricht. Der Fall fiir ff (o) = 0 ist dementsprechend be-
handelt. Fiir beliebige Hohen wird zunéchst die Gesamthche m = (o 4+ hg definiert.
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Abbildung 3.8: Die Abbildung zeigt den Trennungsdruck und die Ableitung der
Biirstenenergie mit den Parametern ¢ = 0,3, ] = 20, T = 0,2, N = 20
und xy = 0,8.

In Abb. 3.8 ldsst sich bereits erkennen, dass jede Hohe m eine Gleichgewichtshéhe sein
kann. Hier ist die erste Ableitung der Biirstenenergie und der an der z-Achse gespiegelte
Trennungsdruck aufgetragen. Punkte mit gleichem y-Wert 16sen die Gleichungen (3.11a)
und (3.11b). Sei ¢y € R eine feste aber beliebige Filmhéhe, fiir die gilt f§ (¢o) # 0. Setzt
man den Trennungsdruck ein, so kann hg in Abhéngigkeit von (; fiir einen festgelegten
Parametersatz der Biirstenenergie bestimmt werden

o= (s )~ 7 ) (3120
2/5 (o) 2/5 (o) /5 (Go)
2
to2 = a7y - \/<2f{31(<o>) @) (3120)
Die Gesamthohe des Systems m kann also in Abhingigkeit von ¢y festgelegt werden.
1 1 \? 1 ’
my = m + \/<2f{3(Co)> - m ~+ Co, (3.13a)
1 1 2 1 '
me =\ 5y~ \/<2f{3(Co)> @) + o. (3.13b)

Folglich kann es fiir die gleiche Hohe m mehrere Realisierungen geben. Dies ist in
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Abbildung 3.9: Die Abbildung zeigt die moglichen Werte fiir { abhéngig von der kom-
binierten Hohe m. Fiir die Biirstenenergie sind die Parameter o = 0,3,
[=20,T=0,2, N =20 und x = 0,8 gewahlt. Die hier angegeben Werte
fiir ¢ liegen iiber der maximalen physikalisch sinnvollen Hohe. Damit (g
physikalisch sinnvoll ist, muss (o < Cmax = /| (1 —0)=19,8 gelten.

Abb. 3.9 dargestellt. Fiir eine Gesamthohe m gibt es bis zu drei Kombinationsmoglichkeiten
aus hg und (. Fiir alle (p, fiir die

, 1
f (Co) > 1

gilt, gibt es nur noch eine Mo6glichkeit. Dies liegt daran, dass der Trennungsdruck ma-
ximal den Wert 1/4 annimmt. Im folgenden werden zwei Restriktionen eingefiihrt, mit
denen (p und hg festgelegt werden. Erstens wird eine Gesamthohe m festgelegt. Zudem
wird gefordert, die Filmhohe immer iiber der Hohe des Precursorfilms liegen muss. Dies
fithrt zu den in Abb. 3.10 eingezeichneten Gleichgewichtszustdnden.

Die lineare Stabilitéitsanalyse fiir die gezeigten Gleichgewichtszusténde wird nun analog
zur bereits gezeigten Analyse fiir Fliissigkeitsfilme ohne Substrat vorgenommen. Unter
Beriicksichtigung der Ketten- und Produktregel der Ableitung ergibt sich zunéchst

Oth =0,Q1105h [~ 0w [h + (] — OpI1(h)Oh]
+Qu [=Orawa [h+ ¢] = OpnTI(h)(8yh)? — ORIL(h)Dyah]
M [~TI(h) + 7022 — g5(C)]
¢ anga ¢ [0z [h+ ¢) = A0222C + g50:C]
+ Q22 [~ Oraar [h+ (] - YOraw2C + 95 (0:C)? + g102aC]
M [—TI(h) + 302 — g(Q)] -
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Abbildung 3.10: Gleichgewichtslagen fiir einen flachen Fliissigkeitsfilm auf einer fla-
chen Polymerbiirste. Ist der Trennungsdruck gleich der Ableitung der
Biirstenenergie, so ist der flache Film mit flachem Substrat eine Losung
des untersuchten Gleichungssystems. Das Maximum des Trennungs-
drucks liegt auflerhalb des Plots. Die Parameter fiir die Biirstenenergie
sind so gewahlt, dass sich ein Energieverlauf mit einem einzelnen, brei-
ten Minima ergibt (s. Abb. 3.1a).

Auch hier konnen die Ansitze 3.7 und 3.8 eingesetzt werden. Unter Vernachlissigung
der Terme quadratischer Ordnung in € ergeben sich

Bhn = { =Qui(ho)k? [k* = T1(ho)] + MTLy(ho) } b

=Ap
+ {-Quho)k* + N1 [k + gh(Co)] } 1,
=A12
BG = {—Q22(C0)k4 - Mﬂh(ho)} ha
=Ag1
+ {—Qa(Co)k? [k + 3k + gy (Go] — N[5 + gi(o)] | Gu-

~
=Az2

Damit kann das Eigenwertproblem aufgestellt werden
hy hl)
=A . 3.14
o <C1> (Cl (3.14)
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Abbildung 3.11: Lineare Stabilitdtsanalyse fiir m = 10. Hier ist der Fall untersucht, in
dem (p maximal und hg minimal ist. Dies entspricht dem in Abb. 3.10
griin eingezeichneten Gleichgewicht. Alle Werte des Eigenwerts S_ (k)
liegen auflerhalb des Plots im negativen Bereich. Zusétzlich zum Ei-
genwert (4 (k) ist der Eigenwert des Systems ohne adaptives Substrat
eingezeichnet. Die griine Kurve zeigt, dass bei einem Fliissigkeitsfilm der
Hohe hy = 10 Stérungen anwachsen kénnen, wiahrend dies bei einem
Film der Hohe hg = 1,016 nur bei sehr grolen Systemgrofien iiberhaupt
moglich ist.

Dabei gilt
Ayp A

A= <A21 A22> ‘
Damit koénnen fiir 8 zwei unterschiedliche Werte berechnet werden. Diese sind die Ei-
genwerte der Matrix A, die genauen Eigenwerte sind im Anhang (s. B.2) aufgefiihrt.
Fiir eine Gesamthdhe m = 10, D = 0,0001, M = 0,001 und die Biirstenenergieparameter
0=03,1=20,T=0,2, N =20, xy = 0.8 sind die drei in Abbildung 3.10 eingezeichne-
ten Kombinationen aus hg und {y moglich. Fiir diese sind jeweils die Eigenwerte in den
Abb. 3.11-3.13 eingezeichnet.
In Abb. 3.11 sind die Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse fiir das griine Gleichge-
wicht (s. Abb. 3.10) eingezeichnet. Der Verlauf der Eigenwerte abhéngig von k ist fiir
das System mit Biirste und das ohne Biirste fiir einen Fliissigkeitsfilm gleicher Hohe
unterschiedlich. Die Aussage iiber die Stabilitdt bleibt jedoch die gleiche. Beide sind nur
instabil gegeniiber Stérungen mit sehr langen Wellenldngen. Fiir das System mit der
Polymerbiirste klingen die Stérungen allerdings deutlich langsamer ab. Ahnlich verhilt

es sich bei dem in Abb. 3.13 gezeigten Gleichgewicht. Die minimale Wellenlénge, die
eine anwachsende Storung besitzen kann, ist fiir das System mit der Polymerbiirste
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Abbildung 3.12: Lineare Stabilitdtsanalyse fiir m = 10. Hier ist das in Abb. 3.10 in cyan
eingezeichnete Gleichgewicht untersucht. Der Eigenwert S_(k) ist fiir
alle k negativ. B4 zeigt fiir geringe Wellenzahlen einen sehr dhnlichen
Verlauf wie die Kurve ohne Substrat mit hg = 2,958. Allerdings ist
das System mit adaptivem Substrat gegeniiber Storungen mit sehr viel
kleineren Wellenléingen instabil. Stérungen mit einer Wellenzahl k£ >
1,85 nehmen wieder ab.

nur geringfiigig kleiner als fiir das System mit undurchlédssigem Substrat. Stérungen im
System mit Biirste klingen langsamer ab, als Storungen im System ohne Biirste. Das
System verhélt sich jedoch stark anders gegeniiber dem System ganz ohne Biirste, wenn
das gleiche Volumen aufgetragen wird. Im Hinblick auf die Stabilitét fiir diese beiden
Gleichgewichte kann der Unterschied zwischen dem System mit Biirste und dem ohne
Biirste darin gefunden werden, dass im System mit Biirste Fliissigkeit aus dem Film
entfernt und in die Biirste integriert wird. Dies steht im Kontrast zum Gleichgewicht,
dass in Abb. 3.12 gezeigt ist. Dieses ist gegeniiber dem System ohne Biirste instabil fiir
deutlich kleinere Wellenléingen. Dementsprechend kann dieses Gleichgewicht vermutlich
nicht beobachtet werden.

Wird weifles Rauschen als Stérung verwendet, so wachsen die Moden am schnellsten, fiir
die 5(k) am groBten ist. Mit der linearen Stabilitétsanalyse kann also gesagt werden, dass
in linearer Approximation sehr dhnliche Moden in einem System mit Biirste und einem
System ohne Biirste am schnellsten anwachsen, wenn die Fliissigkeitsfilmhohe auf der
Biirste, der Filmhohe auf der festen Oberflache entspricht. Dies bedeutet, dass die sich
anfinglich bildenden Tropfen in beiden Systemen eine sehr dhnliche charakteristische
Wellenlidnge aufweisen.
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: Lineare Stabilitéitsanalyse fiir m = 10. Hier ist das Gleichgewicht un-

tersucht, bei dem hg maximal und (y minimal ist. Dies entspricht dem
in Abb. 3.10 in magenta eingezeichneten Gleichgewicht. Auch hier ist
B—(k) fir alle k negativ. Wie schon in Abb. 3.12 ist die Steigung des
Eigenwerts 54 ab einer bestimmten Wellenzahl abgeflacht. Ab dieser
ist der Eigenwert aber bereits negativ.
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4. Numerische Analyse der Gleichgewichtszustiande

4.1. Kontinuierung

Die Untersuchungen in Kap. 3.3.2 haben gezeigt, dass fiir eine gewihlte Parameterkombi-
nation flache Filme unterschiedlicher Hohe eine Losung sein kénnen. Gleichzeitig konnte
festgestellt werden, dass durch Wahl des Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameters x
bei geniigend kleiner Pfropfungsdichte o Energieverldufe mit mehreren Minima konstru-
iert werden kénnen. Dies motiviert die Kontinuierung einer flachen Lésung mit dem Kon-
trollparameter y. Mithilfe der Kontinuierung einer flachen Losung kann eine Bistabilitéat

x 103

544 — stabil .
—-—— instabil AN
5.2' \\

9.0 1 \

4.8 1 .

Volumen

4.6 1
4.4 1
4.2 7

4.0 1
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Abbildung 4.1: Bifurkationsdiagramm fiir eine flache Losung mit festem Volumen V =
m - L fiir ein Gebiet der Grofle L = 500 und m = 22 mit den Parametern
o =0,01, =20, M = 0,001, D = 0,0001, 5 = 0,01, T = 0,2 und N =
20. Aufgetragen ist das Volumen der Fliissigkeit auflerhalb der Biirste
gegen den Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameter y. Da es sich um
flache Filme handelt, ist hg proportional zu diesem Volumen. Die durch
Kontinuierung gefundene Kurve im Losungsraum ist s-formig.

festgestellt werden. Diese ist in Abb. 4.1 dargestellt. Die beiden stabilen Loésungen sind
durch Sattel-Knoten-Bifurkationen verbunden. Es kann ein Intervall fiir y bestimmt wer-
den, in welchem drei Losungen der Gleichung existieren, von denen zwei stabil sind. Fiir
alle diese Losungen liegt die Filmhohe deutlich iiber der des Precursor-Films. Die Inter-
vallgrenzen sind dabei abhéingig von der Wahl der restlichen Parameter. Mit Ausnahme
der Bistabilitét ist der Trend zu erkennen, dass die Wahl eines héheren Flory-Huggins-
Wechselwirkungsparameters x dazu fiihrt, dass weniger Fliissigkeit von der Biirste ab-
sorbiert wird. Dies ergibt sich bereits aus Gleichung (2.46). Je grofier x ist, desto hoher
ist die Energie, die fiir eine Mischung notwendig ist. Es kommt somit zur Entmischung.
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Die Kurve flacht am Ende ab, weil sich der Grofiteil des Gesamtfliissigkeitsvolumens
bereits auflerhalb der Biirste befindet.

4.2. Zeitsimulationen

Mit der in Kap. 2.5.2 vorgestellten Methodik werden die Zeitsimulationen fiir das ge-
koppelte System durchgefiihrt. In diesem Kapitel werden zunéchst die Gleichgewichts-
zustinde untersucht. Aufgrund der Erkenntnisse der linearen Stabilitétsanalyse wird bei
flachen Filmen mit einer maximalen Hohe von hg = 10 gerechnet. Ziel der Simulationen
ist es, das Verhalten von Tropfen, insbesondere im Hinblick auf den Wechsel des globalen
Minimums, auf einer Polymerbiirste besser zu verstehen. Fiir flache Filme soll heraus-
gefunden werden, fiir welche Parameter sich Tropfen bilden, und fiir welche Parameter
Polymere und Fliissigkeit homogen mischen.

4.2.1. Tropfen
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Abbildung 4.2: Die Abbildung zeigt die L2-Norm des Feldes ¢ im Gleichgewichtszustand,
wenn als Anfangswert fiir h ein Tropfen und fiir { eine konstante Hohe
benutzt wird, abhéngig von der dimensionslosen Temperatur T und dem
Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameter . Fiir die Simulationen wer-
den die Parameter o = 0,01, [ = 20, M = 0,001, D = 0,0001, 5 = 0,01
und N = 20 verwendet. Die L2-Norm des (-Feldes nimmt sowohl mit
steigendem T als auch mit steigendem y ab. Es findet ein diskontinuier-
licher Ubergang von x = 0,8 zu x = 0,9 statt. Hier nimmt die L2-Norm
sprunghaft ab. Dieser Ubergang wird in Abb. 4.3 genauer untersucht.

0.6

0.9

1.2

Fiir die Untersuchung eines Tropfens mit Zeitsimulationen wird mit der vorgestellten
Methodik der Parameterraum abgetastet. Zur Unterscheidung der Biirstenzustédnde wird
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Abbildung 4.3: Die Abbildung zeigt die L2-Norm des Feldes ¢ im Gleichgewichtszustand,
wenn als Anfangswert fiir ~ ein Tropfen und fiir { eine konstante Hohe
benutzt wird, abhingig vom Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameter
. Fiir die Simulationen werden die Parameter o = 0,01, { = 20, M =
0,001, D= 0,0001, v = 0,01, T = 6 und N = 20 verwendet. Die Werte
von y haben einen Abstand von 0,001 zueinander. Mithilfe der L2-Norm
konnen drei unterschiedliche Losungen identifiziert werden. Diese sind in
Abb. 4.4 dargestellt.

die L2-Norm des Feldes der Polymerbiirste ¢ im Gleichgewichtszustand berechnet. Die
L2-Norm von ¢ (z,t — 00) berechnet sich fiir eine Systemgréfie L durch

N|=

—L)2

L/2
1€ (x,t = 00)||p2 = (/ CQ(x,t—>oo)dx> i (4.1)

Da keine analytische Funktion fiir die Biirstenhohe angegeben werden kann, wird nume-
risch mit der Trapezregel integriert. Dafiir wird die im Python Paket scipy enthaltende
Methode genutzt. Die L2-Norm ist in Abb. 4.2 dargestellt. Eine steigende dimensionslose
Temperatur T bzw. ein steigender Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameter x sorgen
dafiir, dass die Biirste weniger Fliissigkeit absorbiert. Dies ist gleichbedeutend mit einem
Sinken der L2-Norm. Die beispielhaft in Abb. 4.4 gezeigten Losungsprofile demonstrie-
ren dies. Im Rahmen der Analyse der Biirstenenergie wurde bereits festgestellt, dass der
Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameter x direkten Einfluss auf das Mischverhalten
hat. Je grofler x gewdhlt wird, desto schlechter mischen sich Fliissigkeit und Polymere.
Da die dimensionslose Temperatur T fiir die Lage der Minima unerheblich ist, wurde ihr
Einfluss auf das System bisher nicht diskutiert.

In diesem Modell wirkt auf das Feld h der Trennungsdruck. Dieser verschwindet fiir
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c) Losung griiner Bereich, x = 0,9. Die Punkte fiir ¢ unter Tropfen und ¢ neben Tropfen
liegen iibereinander.

Abbildung 4.4: Gleichgewichtszustinde fiir die in Abb. 4.2 angegebenen Parameter,
wenn als Anfangswert ein Tropfen verwendet wird. Zusétzlich sind die
Energieverlaufe fiir die der jeweiligen Simulation zugrundeliegenden Pa-
rameterkombination dargestellt. Die dort eingezeichnete effektive Hohe
neben dem Tropfen entspricht dem (, welches am Rand angenommen
wird. Dass es sich tatsédchlich um unterschiedliche Losungen handelt, ist
zum einen der in Abb. 4.3 dargestellten L2-Norm zu entnehmen, zum an-
deren dem Energieverlauf. Unter dem Tropfen nimmt die Energie immer
ein lokales Minimum an. In den dargestellten Beispielen ist dies auch im-
mer das globale Minimum. Dies gilt aber nicht fiir alle Lésungen. Neben
dem Tropfen liegt die Hohe nicht genau im Minimum der Energie. Fiir
hohe x (s. Abb. 4.4c) ist die Abweichung vom Minimum jedoch nur sehr
gering.
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die Precursor-Filmhohe hp. Folglich ist die Benetzungsenergie Fyet minimal, wenn der
Fliissigkeitsfilm auf der Biirste die Precursor-Filmhohe annimmt. Der Trennungsdruck
sorgt also dafiir, dass Fliissigkeit in die Biirste gedriickt wird. Demgegeniiber steht die
Biirstenenergie, die fiir (— oo gegen unendlich lduft. Daher kann nicht beliebig viel
Fliissigkeit von der Biirste aufgenommen werden. Ein stabiles Gleichgewicht stellt sich
ein, wenn weiterer Fliissigkeitsaustausch einen Zugewinn an Energie bedeuten wiirde.
Der Betrag der Biirstenenergie wird mit 7" skaliert. Wird also ein kleines T gewihlt, so
kann ihr Beitrag an der Gesamtenergie so klein werden, dass im energetisch giinstigsten
Zustand die gesamte Fliissigkeit bis auf den Precursor-Film in die Biirste einzieht. Im
Gegenzug bedeutet ein sehr groBes T, dass die Biirstenenergie ihr Minimum annimmt
und keine weitere Fliissigkeit aufnimmt. In diesem Fall verhélt sie sich dhnlich wie eine
feste Oberfliiche. An dieser Stelle sei daran erinnert, dass der Wert von T neben der Tem-
peratur auch vom Léingenverhéltnis der Kuhnldnge /x und der Precursor-Filmhdohe Ay,
abhingt. Fiir hohe Temperaturen findet das Modell keine Anwendung, da hier viele nicht
beriicksichtigte Effekte (z.B. Verdampfen der Fliissigkeit, Aufbrechen der Polymerket-
ten) eine wesentliche Rolle spielen. Daher ist unter einer Erh6hung der dimensionslosen
Temperatur 7" in dieser Arbeit zu verstehen, dass das Verhéltnis von Ik und hy, angepasst
wird. Dies ist insbesondere hinsichtlich der Temperaturabhéngigkeit von x entscheidend.
Wiirde T durch eine Temperaturerhchung vergroflert werden, miisste sich dies auch auf
x auswirken.

Die L2-Norm in Abb. 4.2 zeigt einen Sprung auf, ebenso wie Abb. 3.4f die sprunghafte
Anderung des globalen Minimums zeigt. Der Sprung ist daher in einer #hnlichen Para-
meterregion erkennbar. Da es ein Ziel dieser Arbeit ist, diskontinuierliches Verhalten der
Biirste zu untersuchen, wird dieser Bereich fiir ein festes T = 6 mit einer Schrittweite
in y von 0,001 abgetastet. Die L2-Norm von ( ist in Abb. 4.3 gegen y aufgetragen. Hier
konnen drei Bereiche voneinander getrennt werden. Im blauen Bereich zeigt die Energie
ein breites Minimum (s. Abb. 4.4a). Unter dem Tropfen nimmt die Biirste genau die
Hoéhe an, die die Biirstenenergie minimiert. Neben dem Tropfen ist die Biirstenhohe et-
was hoher. Fiir die Parameter im roten Bereich besitzt die Energie zwei Minima. Dies
gilt allerdings auch fiir Energieverldufe aus dem blauen bzw. griinen Bereich. Der rote
Bereich unterscheidet sich vom blauen und griinen Bereich aber insofern, dass hier unter
dem Tropfen das linke Minimum angenommen wird (s. Abb. 4.4b). Neben dem Trop-
fen ist die absorbierte Fliissigkeitsmenge in der Biirste allerdings wesentlich héher und
liegt nah bei dem rechten Minimum. Der Ubergang vom blauen in den roten Bereich
findet nicht statt, wenn das globale Minimum wechselt. Somit liegen im roten Bereich
Losungen, bei denen die Hohe unter dem Tropfen die Energie nur lokal und nicht global
minimiert. Im griinen und blauen Bereich stellt sich im Gegensatz dazu immer die Hohe
ein, die die Energie global minimiert. Im griinen Bereich wird unter dem Tropfen das
linke Minimum angenommen und auch die Héhe neben dem Tropfen ist sehr nah beim
linken Minimum (s. Abb. 4.4c).

Weist die Energie zwei Minima auf, so kann also fiir bestimmte Parameter Entmischung
beobachtet werden. Hier ist abhingig vom Ort die Hohe der Biirste stark verschieden.
Die lokal unterschiedlichen Zusténde kénnen jeweils verschiedenen Energieminima zu-
geordnet werden. Die bisher getitigten Uberlegungen weisen darauf hin, dass durch die
Erhohung des Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameters sprunghaft der Zustand der
Biirste gedindert werden kann. Durch Simulationen kann dies aber nur bis hin zur unter-
suchten Schrittweite von x = 0,001 bestétigt werden. Es gibt nur einen kleinen Bereich
fiir x, bei dem abhéngig vom Ort vollig unterschiedliche Polymerkonzentrationen vorlie-
gen.
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4.2.2. Flacher Film
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Abbildung 4.5: Die Abbildung zeigt die L?-Norm des Feldes ¢ im Gleichgewichts-
zustand, wenn ein modulierter dicker Film fiir m = 10,1 auf ei-
ner konstant hohen flachen Biiste als Anfangsbedingung benutzt wird,
abhingig von der dimensionslosen Temperatur 7' und dem Flory-
Huggins-Wechselwirkungsparameter x. Fiir die Simulationen werden die
Parameter ¢ = 0,01, [ = 20, M = 0,001, D = 0,0001, 4 = 0,01 und
N = 20 verwendet.

L2-Norm

T

Nun werden Simulationen betrachtet, in denen mit einem flachen Fliissigkeitsfilm und
einer flachen Biirste gestartet wird. Um die verschiedenen L&sungen zu untersuchen,
werden auch hier die Parameter xy und T variiert. Als Anfangsbedingungen werden
¢(z,0) = 0.1 und h(z,0) = 10 + sin (72 /50) gewéhlt.

Die Ergebnisse sind in Abb. 4.5 dargestellt. Die Darstellung der L2-Norm ermdaglicht eine
Einteilung der moglichen Gleichgewichtslosungen in zwei unterschiedliche Bereiche. Das
ist erstens der Bereich mit hoher L2-Norm, der gelb eingefirbt ist. Zustéinde in diesem
Bereich unterscheiden sich von Zustdnden aulerhalb des Bereichs durch ein niedrigeres
T. Abb. 4.6a zeigt eine dieser Losungen. Sie zeichnet sich dadurch aus, dass sich fast
die gesamte Fliissigkeit des Systems in der Biirste befindet. Lediglich der Precursor-
Film verbleibt auf der Biirste. Wie im vorherigen Abschnitt erklért, ist ein niedrigeres
T gleichbedeutend mit einem geringeren Beitrag der Biirstenenergie an der Gesamt-
energie. Der Trennungsdruck iiberwiegt folglich und driickt alle Fliissigkeit bis auf den
Precursor-Film in die Biirste. Der im Gleichgewicht angenommene Zustand des Feldes
¢ ist ortsabhéngig, d.h. die Biirstenhohe ist nicht konstant. Dem gegeniiber stehen die
Zustinde mit einer hoheren entdimensionalisierten Temperatur 7. Hier ist die L2-Norm
von ( geringer, sie sind in rot und violett eingezeichnet. Abb. 4.6b und 4.6¢ zeigen, dass
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Abbildung 4.6: Die Abbildung zeigt représentative Beispiele der Losungen fiir die in
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Abb. 4.5 gezeigten Bereiche. Zusétzlich sind die Energieverlaufe fiir die
der jeweiligen Simulation zugrundeliegenden Parameterkombination dar-
gestellt. Die dort eingezeichnete effektive Hohe neben dem Tropfen ent-
spricht dem (, welches am Rand mit moglichst hohem Abstand zum
Tropfen angenommen wird.



eine Tropfenbildung im Fliissigkeitsfilm fiir die geringere L2-Norm ursiichlich ist. Die
Tropfenlosungen zeigen die gleichen Eigenschaften, wie die in Kap. 4.2.1 vorgestellten
Losungen.

4.2.3. Vergleich von Tropfen und flachem Film

Abschlieflend sollen die Zeitsimulationen fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen mit-
einander verglichen werden. Der qualitative Unterschied der Gleichgewichtszustéinde fiir
die untersuchten Parameter ist bei den Zeitsimulationen fiir flache Filme grofler. Hier
kann zwischen Tropfenlosungen und Lésungen, bei denen die Fliissigkeit fast vollsténdig
absorbiert wird, unterschieden werden. Dies liegt daran, dass die Wahl des Tropfens als
Anfangsbedingung gleichzeitig ein wesentlich hoheres Gesamtfliissigkeitsvolumen bedeu-
tet. Flache Filme mit gleich grofem Gesamtfliissigkeitsvolumen sind bei der untersuch-
ten SystemgroBe jedoch stabil. Durch die Wahl eines sehr kleinen T kénnte auch fiir den
Tropfen als Anfangsbedingung eine Losung gefunden werden, bei der sich die gesamte
Fliissigkeit bis auf den Precursor-Film in der Biirste befindet. In diesem Fall wire die
effektive Biirstenhdhe aber deutlich tiber der physikalisch sinnvollen Biirstenhohe.

Die Tropfen, die sich durch Entnetzung des flachen Films bilden, haben die gleichen
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Abbildung 4.7: Die Abbildung zeigt den numerisch berechneten Gleichgewichtszustand
fiir die Parameter o = 0,01, [ = 20, M = 0,001, D = 0,0001, 5 = 0,01,
T =7 x = 1,2 und N = 20, wenn als Anfangswert der modulierte
dicke Film verwendet wird. Die Punkte fiir ¢ unter Tropfen und ¢ neben
Tropfen liegen iibereinander. Die Hohen unter dem Tropfen und neben
dem Tropfen sind nahezu identisch.

Eigenschaften wie die Tropfen aus Kap. 4.2.1. Dies kann an den Abb. 4.6b, 4.6¢ und 4.7
nachvollzogen werden. Fiir y = 0,8 liegt sowohl die Hohe der Biirste unter dem Tropfen,
als auch die Hohe neben dem Tropfen im rechten Minimum. Fiir x = 1,2 befinden sich
die beiden Hohen hingegen im linken Minimum.
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5. Dynamik der Entnetzung

Die Dynamik des untersuchten Systems kann anhand der Gesamtenergie des Systems
erldutert werden. Fiir die Berechnung der Gesamtenergie werden die entdimensionali-
sierten Energien

) i
Foap = [ 51+ OF + JV¢P do (5.1a)
D

1 1
Fooi= | — ——d 1b
¢ /D 5h5  on2 (5.1b)

A 2
N A YA ¢

verwendet. Durch Integration mit der Trapezregel iiber die gesamte Doméne D kann die
Gesamtenergie bestimmt werden.

Abb. 5.1 zeigt die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie, sowie der Kapillarener-
gie Feap, der Benetzungsenergie Fye; und der Biirstenenergie F. Die Betrachtung der
Energie ermdglicht eine Einteilung der Dynamik in vier Phasen. In der ersten sehr kurz
andauernden Phase sind die Energien nahezu konstant. Diese ist in blau eingezeich-
net. Der flache Film, der nach dem Abklingen der anfinglich addierten Stérung ent-
standen ist, veréndert sich kaum und bleibt flach (Abb. 5.2b). Mit Beginn des griinen
Bereichs beginnt die Entnetzung, d.h. der flache Film bricht auf und es bilden sich Trop-
fen (Abb. 5.2c). Das Aufbrechen des flachen Films erhoht Fi,,. Dies folgt zwingend,
da eine Erhéhung der Kriimmung mit einer Erhchung von Fi,, einhergeht. Dass der
Film dennoch aufbricht liegt daran, dass Fyet stérker sinkt als Fi,p, steigt. Je néher die
Filmhohe der Fliissigkeit der Precursor-Filmhohe kommt, desto negativer wird Fi.et. Die
urspriinglich sehr grofien Tropfen verédndern sich zunéchst (Abb. 5.2d) und brechen fast
in zwei weitere Tropfen auf. Sie werden zeitgleich aber zunehmend schmaler, sodass die
beginnende Entnetzung wieder abbricht. Dieser Prozess fithrt zu den schmalen Tropfen
(Abb. 5.2¢). Dabei bleibt die Biirstenhéhe nahezu konstant, weshalb die Biirstenenergie
naherungsweise unveréndert bleibt. Der griine Bereich endet zu diesem Zeitpunkt und der
rote Bereich beginnt. Auf einer festen Oberfliche wiirde nun der Vergréberungsprozess
einsetzen, bei dem sich die beiden Tropfen zusammenschlieffen. Im untersuchten System
bilden sich aber zunichst wetting ridges aus. Das bedeutet, dass am Rand der Tropfen
die Polymerbiirste Fliissigkeit absorbiert (Abb. 5.2f). Dies fiihrt zu einer Erhohung der
Biirstenenergie. Unter den Tropfen quillt die Biirste von den wetting ridges ausgehend
vom Tropfenrand hin zur Tropfenmitte von beiden Seiten auf (Abb. 5.2g). Dies passiert
gleichzeitig bei beiden Tropfen. Der Mittelpunkt der Tropfen, d.h. der hochste Punkt
des Fliissigkeitsfilms, verbleibt dabei am gleichen Ort. Uberall dort, wo die Biirste in die
Tropfenmitte wichst, verbleibt nur ein Fliissigkeitsfilm mit Precursor-Filmhohe auf der
Biirste (Abb. 5.2h). Dies fiithrt zu einem sukzessiven Sinken von Fyet. Auch Fi,p féllt
vom maximal erreichten Wert etwas ab. Zwischen den Tropfen nimmt die Biirste eine
Hohe an, die sehr nah am globalen Minimum der Biirstenenergie liegt. Am Ende dieses
Prozesses ist die Fliissigkeit bis auf den Precursor-Film von der Biirste absorbiert wor-
den, Fyet wird minimal (Abb. 5.2i). Damit endet der rote Bereich. Im tiirkisen Bereich
bestimmt Ft,p die Dynamik, da die 6rtliche Kriitmmung reduziert wird. Durch Diffusion
breitet sich die Fliissigkeit in der Biirste aus, bis iiberall nahezu die gleiche Konzentrati-
on von Polymeren existiert. So liegt am Ende im Gleichgewicht eine homogene Mischung
vor.
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Abbildung 5.1: Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie und der
ihr zugrundeliegenden Energieterme fiir die Parameter o = 0,01, [ = 20,
M = 0,001, D = 0,0001, ¥ = 0,01, T = 2, x = 1 und N = 20. Dabei
wird die entdimensionalisierte Zeit ¢ verwendet. Sie ist durch die Skala
ty = Snfylghg /A mit der dimensionsbehafteten Zeit verkniipft. Zudem ist
die Zeitachse logarithmisch. Die Entwicklung des Systems lésst sich in
vier Phasen einteilen. Diese sind farblich in blau, griin, rot und tiirkis
markiert. Die Zusténde des Systems sind in Abb. 5.2 dargestellt. Als
Anfangswerte dienen h(0,z) = 10 4 sin(7z/50) und ¢(0,z) = 0,1. Der
Zustand zum Zeitpunkt 0 ist auch in Abb. 5.2a zu sehen. Da zunéchst
die Storung abklingt, ist dieser Teil nicht in dieses Energiediagramm
aufgenommen worden.

Die zu beobachtende Dynamik héngt von den gewéhlten Parametern ab. Dies gilt auch
fiir die Zeitskala. Im blauen und griinen Bereich ist die Dynamik des Fliissigkeitsfilms zu
beobachten. Hier wird die Zeitskala durch die Viskositdt der Fliissigkeit festgelegt. Der
rote Bereich zeigt die Transportprozesse. Die Zeit, die fiir den Austausch von Fliissigkeit
zwischen Fliissigkeitsfilm und Biirste vergeht, kann durch M beeinflusst werden. Im
tiirkisen Bereich diffundiert Fliissigkeit in der Biirste, dementsprechend ist hier die ent-
dimensionalisierte Diffusionskonstante D fiir die Zeitskala entscheidend.
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Abbildung 5.2: Dynamik eines flachen modulierten Films fiir die Parameter o = 0,01,
[l =20, M =0,001, D=0,0001,¥y=0,01, T =2, x=1und N = 20.
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6. Schlussfolgerung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Verhalten von Fliissigkeit auf einer Polymerbiirste anhand
eines idealisierten Modells auf Mischungseffekte untersucht. Dabei wurde insbesondere
auf den Einfluss unterschiedlicher Parameter auf das System eingegangen. Es konn-
te durch die Berechnung der Binodale festgestellt werden, dass nur fiir kleine Pfrop-
fungsdichten ¢ Entmischung beobachtet werden kann. Der starke Einfluss des Flory-
Huggins-Wechselwirkungsparameters x auf die Entwicklung des Systems konnte durch
die sprunghafte Anderung des globalen Minimums der Biirstenenergie unter Variation
von  vorhergesagt werden. Dieses sprunghafte Verhalten des Systems konnte durch eine
Kontinuierung und durch Zeitsimulationen bestétigt werden. Durch die Variation von
T kann der Biirstenenergie unterschiedliche Gewichtung beigemessen werden. Kleine T
ermoglichen ein Einziehen der Fliissigkeit in die Biirste, grofie T unterdriicken dies.
Mithilfe einer linearen Stabilitdtsanalyse konnten Aussagen iiber die Entnetzung des fla-
chen Fliissigkeitsfilms auf einer Biirste mit hoher Pfropfungsdichte getroffen werden. Dies
betrifft zum einen die Stabilitéit. Hier konnte gefunden werden, dass ein Precursor-Film
auf der Biirste ein sehr stabiles System darstellt. Befindet sich das System in einem Zu-
stand, in der der Fliissigkeitsfilm hoher als die Biirste ist, so konnte festgestellt werden,
dass sich das System sehr dhnlich zu einem System ohne Substrat verhélt. Insbesondere
ist die charakteristische Wellenléinge der sich anfiinglich bildenden Tropfen sehr dhnlich.
Die Entmischung bei kleinen Pfropfungsdichten konnte mithilfe von Zeitsimulationen
nachgewiesen werden. Dafiir muss der Biirstenenergie im Vergleich zur Benetzungsener-
gie eine grofie Bedeutung zukommen. Dies wird durch die Erhéhung von T erreicht.
Kleine Pfropfungsdichten kénnen die Aussagekraft des Modells iiber die physikalische
Realitdat begrenzen. Erstens kann die Biirste in diesem Modell unbegrenzt Fliissigkeit
aufnehmen. Die Biirste kann aber nicht tatséchlich beliebig hoch werden, sie ist durch
die Lange der Polymere begrenzt. Fiir grofle Pfropfungsdichten wirkt der elastische An-
teil der Biirstenenergie der Fliissigkeitsaufnahme entgegen. Bei kleinen o kann durch die
Walhl eines grofien T entgegengewirkt werden. Dies verhindert das unbegrenzte Einziehen
der Fliissigkeit in die Biirste auch fiir kleine Pfropfungsdichten. Zweitens wurde in dieser
Arbeit vereinfachend davon ausgegangen, dass die Polymere auch fiir geringe Pfropfungs-
dichten eine Biirste bilden. Dies gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Typischerweise nehmen
gepfropfte Polymere die Form einer Biirste an, wenn die sogenannte tethered density 3
mindestens den Wert 1 annimmt [2]. Sie ist definiert durch

Y= O'abSﬂ'Rg. (6.1)

Dabei ist %y der Radius, den ein einzelnes Polymer abdeckt und o, die absolute Pfrop-
fungsdichte. R, ist im Allgemeinen nicht konstant, sondern héngt von der Tempera-
tur und der Wahl des Losungsmittels ab. Im verwendeten Modell findet all dies keine
Beriicksichtigung.

Das Modell konnte dadurch verbessert werden, dass die Parameter x und 4 nicht mehr
als konstant angenommen werden. 4 konnte abhéngig von der Temperatur formuliert
werden. Zudem ist der Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameter eigentlich konzentra-
tionsabhéngig [10]. Dies wiirde das Modell allerdings auch verkomplizieren. Alternativ
zur Flory-Huggins-Theorie konnte ein eigenes Gittermodell entworfen werden. Das Flory-
Huggins-Modell behandelt freie Polymere in Losung und bertiicksichtigt daher nicht, dass
die Polymere auf eine Oberfliche gepfropft sind.

Vertiefend konnte zudem eine auf Abb. 4.3 basierende Kontinuierung durchgefiihrt wer-
den. Damit konnten die verbindenden Liosungséste zwischen den beobachteten stabilen
Losungen aufgekléart werden.
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B. Anhang

B.1. Berechnung der Anzahl aller moglichen Biirstenzustande

Die Entropie der Polymerbiirste hingt im Flory-Huggins-Modell direkt davon ab, wie
viele Moglichkeiten es gibt die Polymerketten und die Fliissigkeitsmolekiile auf einem
Gitter zu verteilen. R ist dabei die Anzahl der Moglichkeiten die Monomere ab dem
zweiten Monomer pro Polymer auf ein ansonsten leeres Gitter zu verteilen. Hier ist die
Rechnung dafiir angegeben.

[ Niot — V] Niot — Np — 1 Niot — 2V 1
R=|z tot P . tot P C tot P+ (Bl)
Ntot Ntot Ntot
2. Monomer
Niot — 2V Niot —2Np — 1 N, 3N, 1
(Z _ ) tot P . (Z _ 1) tot P .- (Z _ ) tot P + :| (BQ)
L Ntot Ntot Ntot
3. Monomer
N, N — 1)V, Niot — (N —1)Np — 1 Niot — NN, 1
(z—1) tot — ( ) P-(z—l) tot — ( )Np (= 1) tot p+
L Ntot Ntot Ntot
N. Monomer
(B.3)
_ ( z >N (Ntot — Np)' (Z — 1>NP(N_2) (Ntot — 2NP)' (B 4)
Ntot P (Ntot - ZNP)! Ntot (Ntot - NNP)!
N <Z . 1>NP(N1) (Ntot - NP)‘ (B 5)
Ntot (Ntot _NNP)' .

B.2. Lineare Stabilitatsanalyse: Eigenwerte

Die Eigenwerte der linearen Stabilitéatsanalyse fiir ein Zwei-Felder-System bestehend aus
Fliissigkeitsfilm und Polymerbiirste:

B =0 (~Tu(ho) + F4(G0)
]{24
)
k,2
)
+ % M2 (-0, + f4)°
+ &% - ((Q11(ho) — 7Q22(¢0))? + Qa2(C0)(2Q11(ho) + 27Q22(Co) + Q22((p)))
+ 2k[Q22(0) (Q11 (o) Ik (ho) (7 + 1) + f5(Q22(C0) (7 + 1) — Q11(ho))
+AM (5 = 1)) = Qu1(ho)(Qu1(ho) I (ho) + FM)]
+ E*Q11(ho)* s (ho)? + 2Q11 (ho) s (ho) 15 (C0)@22(Co) — 2Q11 (ho) fH5(Co) M
+2Q11 (ho) T (ho) M (5 + 1) + 2114, (ho) Q22(Co) M (7 + 1)
+ (F5(60)Qa2(Co) + AM)? + 2f£(C0)Qa2(Co) M (5 — 1)]
+ 262 (M (Qu1(ho)Tn(ho)? + f#(¢0)*Q22(C0)) + I (ho) £ (o) M (Q11 (ho) + Q22(Co))

(Q11(ho) +7Q22(Co) + Q22(C0))

(—Q11(ho)1(ho) + fH(C0)Qa2(Co) + FM)

2

+ AP (=10 (ho) + f5(Co))]
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