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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird die Statik und Dynamik der Benetzung adaptiver Substrate
mit besonderem Augenmerk auf den Einfluss und die Form von Benetzungskimmen
untersucht. Mit einem mesoskopischen Modell eines Tropfens auf einer Polymer-
biirste und einfachen Annahmen iiber die Form eines Benetzungskamms wird ge-
zeigt, dass im Falle eines unendlich groflen Tropfens der Kontaktwinkel des Tropfens
durch das Young’sche Gesetz bestimmt wird, wihrend die Form des Benetzungs-
kamms einer Entsprechung des Neumann’schen Gesetzes unterliegt, sofern die Hohe
des Benetzungskamms grofl gegeniiber der Prekursorfilmhéhe ist. Nach der nume-
rischen Bestatigung dieser statischen Gesetzméfigkeiten wird eine charakteristische
stick-slip-Bewegung untersucht. Es stellt sich heraus, dass beim Ablosen eines Trop-
fens vom Benetzungskamm die Gibbs-inequality erfiillt wird, was wiederum auf ein
Abflachen des Benetzungskamms zu Beginn der slip-Bewegung zuriickzufithren ist.
Die anschlieBende Einordnung der stick-slip-Bewegung ins Gesamtbild der erzwun-
genen Benetzung impliziert die Vermutung, dass diese in Geschwindigkeitsbereichen
auftritt, in denen der Kontaktwinkel stationarer Stréomungszusténde trotz einer Ge-
schwindigkeitserhohung abnimmt und in denen die Zeitskala des Aufbaus von Be-

netzungskdmmen vergleichbar zur Zeitskala der Tropfenbewegung ist.

Abstract

In this thesis we study static und dynamic wetting of adaptive substrates with special
interest in the influence and shape of wetting ridges. Using a mesoscopic model for a
droplet on a polymer brush and some basic assumptions of the shape of the wetting
ridge, we derive that the contact angle of an infinitely large drop is still governed by
Young’s law whereas the shape of the wetting ridge obeys an equivalent of Neumann’s
law, if the height of the wetting ridge is great compared to the precursor film height.
Following numerical confirmation of the statics, we examine a characteristic stick-
slip-motion and discover that the depinning of a droplet from the wetting ridge
is governed by the Gibbs-inequality, which is satisfied due to a flattening of the
wetting ridge at the slip onset. Looking at the bigger picture of velocity domains of
forced wetting, we suggest that stick-slip-motion occurs when the dynamic contact
angle of stationary states decreases in spite of an increase of the velocity and when

charateristic time scales of ridge growth and droplet motion become comparable.
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1. Einleitung

Gerade wegen ihrer Allgegenwértigkeit schenken wir Be- und Entnetzungsphénome-
nen im Alltag hdufig wenig Beachtung. Schon die Bewegung von Regentrépfchen
auf einer Fensterscheibe, aber auch jedes beschichtete, bemalte oder lackierte Pro-
dukt ist Zeugnis eines Benetzungsphédnomens. Obwohl ihre systematische Untersu-
chung bereits vor iiber 200 Jahren mit Arbeiten von Young und Laplace begann,
sind Benetzungsphdnomene noch immer Gegenstand aktueller Forschung, wobei ein
Schwerpunkt auf den Benetzungsphédnomenen auf weichen und adaptiven Substraten
liegt. Ein besseres Verstdndnis dieser ist auch deshalb entscheidend, da zunehmend
technische Anwendungen aufkommen, die sich das teilweise stark abweichende Be-

netzungsverhalten gegeniiber festen Substraten zunutze machen.

Ziel dieser Arbeit ist ein erweitertes Verstdndnis des Benetzungsverhaltens von Fliis-
sigkeiten auf adaptiven Substraten, wobei besonderes Augenmerk auf die mesosko-
pischen Wechselwirkungen im Bereich von Benetzungskémmen gelegt wird, da diese
das makroskopische Verhalten mafigeblich beeinflussen kénnen. Dabei riicken be-
sonders die vorliegenden Kontaktwinkel in den Fokus, die sowohl im statischen als
auch im dynamischen Fall ein Mittel zur Untersuchung und Charakterisierung der

Benetzung sind.

1.1. Adaptive Substrate

Bei adaptiven Substraten handelt es sich um Substrate, deren Eigenschaften sich
unter dufleren Einfllissen wie der Temperatur, der Luftfeuchtigkeit, elektrischer und
magnetischer Felder oder den Kontakt mit Flissigkeiten dndern [5]. Zu den mogli-
chen ,,Adaptionen“ des Substrats an die verdnderten Begebenheiten zéhlt der Stoff-
transport durch die Substrat-Fliissigkeit-Oberfliche bei Kontakt mit einer Fliissig-
keit, der beispielsweise beim ,, Aufschwellen“ von Polymerbiirsten auftritt. Bei einer
Polymerbiirste handelt es sich um Polymerketten, die einseitig an ein darunterlie-
gendes Substrat gebunden sind, wobei in einem strengeren Sinne zusédtzlich eine
hohe Dichte der Polymerketten gefordert wird, sodass die Eigenschaften der Poly-
merbiirste mafigeblich von den gegenseitigen Wechselwirkungen der Polymerketten
bestimmt wird (vgl. [4]). Durch das Aufschwellen von Polymerbiirsten kommt es zu
einem deutlich verdnderten Benetzungsverhalten gegeniiber dem auf festen Substra-
ten |11].
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Abbildung 1: (Darstellung angelehnt an ) Von links nach rechts ist ein Tropfen
auf einem starren Substrat, einem adaptiven Substrat und einer Fliissigkeit darge-
stellt. Beim adaptiven Substrat tritt in der Kontaktregion ein Benetzungskamm auf,
der hier vergroflert dargestellt ist. Die Félle links und rechts kénnen als Grenzfélle
interpretiert werden, hier lassen sich die Kontaktwinkel wie bspw. der Young’sche
Kontaktwinkel #y beim starren Substrat aus einem Gleichgewicht der Grenzflachen-
spannungen Yy, ysv und sy, an der Kontaktlinie ermitteln.

1.2. Kontaktwinkel und Benetzungskamm

Fiir die Kontaktwinkel, die an der Drei-Phasen-Kontaktlinie eines Fliissigkeitstrop-
fens auf einem Substrat vorliegen, gibt es zwei zentrale Grenzfille, die makro-
skopisch durch ein Kréftegleichgewicht der Grenzflichenspannungen an der Drei-
Phasen-Kontaktlinie beschrieben werden [15], siehe [Abbildung 1| Im Grenzfall eines
starren Substrats wird der Kontaktwinkel durch das Young’sche Gesetz beschrie-
ben, das sich beispielsweise durch eine Variation der Grenzflachenenergien herleiten
lasst (siehe [19]). Mit den Fliissigkeit-Gas-, Substrat-Fliissigkeit- und Substrat-Gas-
Grenzflichenspannungen ~1y, g1, und gy ist es niitzlich, den Spreitungsparameter
S = ~vsv — (YLv + 7s1) einzufithren, mit dem sich als Bedingung fiir partielle Be-
netzung und das Auftreten von Tropfen das Kriterium S < 0 ergibt ﬂ§|, Kap. 1.2.1].
Aus dem lateralen Kréftegleichgewicht ergibt sich dann das Young’sche Gesetz, mit

dem fir den Kontaktwinkel #y des Tropfens der Zusammenhang

S = ’}/L\/(COS 9Y - 1) (1.1)

gilt. Fiir den Fall eines fliissigen Substrats entfillt die Einschrankung, dass ~gr, und
~vgv im 180° Winkel vorliegen. Hier stellt sich ebenfalls unter der Bedingung S < 0
ein vektorielles Kraftegleichgewicht ein, das als Neumann’sches Gesetz bezeichnet
wird ﬂ§|, Kap. 1.2.4]. Bei adaptiven oder elastisches Substraten ist die Substrat-
Fliissigkeit-Grenzfliche durch Materialtransfer (Aufschwellen) bzw. elastisches Ver-
halten deformierbar. Im Falle weicher Substrate treten diese Deformationen jedoch
nur auf einer elastokapillaren Skala auf und auch bei adaptiven Substraten wie Po-

lymerbiirsten sind sie meist klein gegeniiber der Ausdehnung des Tropfens . Dabei



tritt an der Drei-Phasen-Kontaktlinie ein Benetzungskamm wie in auf.
Im Grenzfall, in dem die Gréflenordnung der elastokapillaren Skala klein gegeniiber
der GroBenordnung des Tropfens ist, wird der makroskopische Kontaktwinkel eines
Tropfens auf einem elastischen Substrat weiterhin durch das Young’sche Gesetz be-
schrieben, wihrend die Winkel am Benetzungskamm auf der elastokapillaren Skala
durch das Neumann’sche Gesetz festgelegt werden [2]. Uber diesen Grenzfall hin-
ausgehend unterliegen die Form und die Kontaktwinkel von Tropfen auf weichen
Substraten komplexen GesetzméBigkeiten und sind Gegenstand aktueller Forschung
(siehe [10], [15]). Bemerkenswert ist, dass Ergebnisse in [8] darauf hindeuten, dass
die Kontaktwinkel am Benetzungskamm auch im dynamischen Fall eines bewegten
Tropfens bei kleinen Geschwindigkeiten dem Neumann’schen Gesetz unterliegen,

wahrend das Young’sche Gesetz dort seine Giiltigkeit verliert.

1.3. Stick-slip-Bewegung

Eine markante empirische Auffalligkeit bei der erzwungenen Benetzung weicher oder
adaptiver Substrate gegeniiber festen Substraten ist das mogliche Auftreten einer
sogenannten stick-slip-Bewegung. Dabei haftet die Drei-Phasen-Kontaktlinie trotz
einer Vergroferung des Kontaktwinkels an einer Stelle (stick-Phase). Darauthin re-
laxiert das System an einem gewissen Punkt abrupt, die Kontaktlinie ,springt®
nach vorn und der Kontaktwinkel reduziert sich wieder (slip-Phase). Dies wird bei-
spielsweise bei der Vergréflerung eines ruhenden Tropfens durch die Injektion von
Flissigkeit (|13] - Polymerbiirsten, [12] - viskoelastisches Substrat) oder dem steti-
gen Befiillen zylindrischer Geféfle (|7] - weiches Substrat) experimentell beobachtet.
Ein bemerkenswerter Unterschied zu anderen bekannten stick-slip-Phdnomenen ist,
dass die stick-slip-Bewegung auf weichen und adaptiven Substraten nicht auf die
Rheologie des Substrats zuriickgefithrt wird, sondern darauf, dass die Kontaktlinie
in der stick-Phase am selbst-induzierten Benetzungskamm haftet und sich in der

slip-Phase von diesem ablost [7].



1.4. Aufbau und Methodik

In dieser Arbeit wird anhand des Modells eines Fliissigkeitsfilms auf einer Polymer-
biirste die Statik und Dynamik der Benetzungskdmme adaptiver Substrate unter-
sucht. Dazu wird in ein einfaches mesoskopisches Modell eingefiihrt.
In werden die Gleichgewichtszusténde des Modells analytisch unter-
sucht und daraufhin in mit den numerischen Ergebnissen einer Finite-
Elemente-Simulation (FEM) verglichen. Bei der anschliefenden Untersuchung der
Dynamik wird sich auf den Fall der erzwungenen Benetzung beschrinkt.
ist der stick-slip-Bewegung gewidmet, wobei wesentliche Charakteristiken der Bewe-
gung, der Energiedissipation und Parameterabhéngigkeiten naher betrachtet werden.
In werden Geschwindigkeitsbereiche der erzwungenen Benetzung unter-
sucht, wobei ein besonderes Augenmerk auf dem Auftreten der stick-slip-Bewegung
und den damit verbundenen Zeitskalen liegt.

Fiir alle vorgestellten Simulationsergebnisse wird die C++ FEM-Bibliothek OOMPH-
L1B [9] verwendet, wobei die Zeitschritte durch ein BDF-Verfahren zweiter Ordnung
(engl. ,,backward differentiation formula“) mit adaptiven Zeitschritten und adaptiver

rdumlicher Diskretisierung erfolgen.



2. Mesoskopisches Modell

Im Folgenden wird stufenweise ein Modell fiir die Bewegung einer Flussigkeit auf
einer Polymerbiirste hergeleitet und motiviert. Dazu wird zunéchst aus den Navier-
Stokes-Gleichungen die Diinnfilmgleichung hergeleitet, die sich wiederum als Gra-
dientendynamik eines freien Energie-Funktionals schreiben ldsst. Darauf aufbauend
wird eine geeignete verallgemeinerte freie Energie motiviert und zur Gradientendy-
namik zweier gekoppelter Filme {ibergegangen. Um den Blick auf das Wesentliche zu
erleichtern, werden Vereinfachungen zu Lasten der Allgemeinheit so frith wie méglich
durchgefiihrt. Insbesondere wird zu einer rdumlich eindimensionalen Formulierung

iibergegangen, wo es moglich ist.

2.1. Diinnfilmgleichung

Fiir eine inkompressible, viskose Fliissigkeit vereinfacht sich die Impulsbilanz aus

den allgemeinen Navier-Stokes-Gleichungen fiir kompressible Fluide zu:

p {g: + (V- V)ﬁ} = —Vp+ f + nAd. (2.1)
Dabei ist p die Dichte, ¢ das Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit, p der Druck, f ei-
ne externe Kraft und 7 die dynamische Viskositét. Im Falle sehr zéher Fliissigkeiten
konnen die Trégheitsterme auf der linken Seite vernachléssigt werden. Kann aufler-
dem die externe Kraft gemafl f = —VV als Gradient eines Potentials V' geschrieben
werden, so ldsst sich ein verallgemeinerter Druck P = p+ V einfiihren, mit dem sich
die Gleichung zu

nAv = VP (2.2)

reduziert. Wegen der Inkompressibilitdt gilt zusétzlich die Kontinuitéatsbedingung
V-v=0. (2.3)

Wie der Name bereits suggeriert, beschreibt die Dinnfilmgleichung eine diinne Fliis-
sigkeitsschicht auf einem Substrat. Bei Einschrankung auf eine Dimension x in Sub-
stratrichtung wird diese durch das Hohenprofil h(x,t) der 1D-Grenzfliche eindeutig
beschrieben |3, Kap. 8.6.1]. Mit den Kompononenten der Geschwindigkeit v, und v,

werden die Randbedingungen

.0=0, v2|,_o =0, Oh=v:|__, —ve| _, Och (2.4)
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verwendet, die einer no-slip-Randbedingung und einer no-penetration-Randbedingung
an der Grenzflache von Fliissigkeit und Substrat (z = 0), bzw. der sogenannten kine-
matischen Randbedingung an der freien Oberfliche der Fliissigkeit (z = h) entspre-
chen. In letzterer beriicksichtigt der erste Term auf der rechten Seite die Anderung
der Hohe durch die Strémung in z-Richtung und der zweite die Anderung der Hohe
durch eine Verschiebung des Profils in horizontaler Richtung. Mit einer typischen
Léangenskala [ in z-Richtung, einer typischen Schichtdicke d in z-Richtung und ei-
ner typischen Zeitskala 7 konnen reskalierte, dimensionslose Grofien (mit Tilden)

eingefiihrt werden:

T = 7, z = Zd, t=tr,

~ 77[2
> Vy = Uy

P=P—. 2.5

REESY

Der wesentliche Schritt zur Herleitung der Diinnfilmgleichung ist die Einfiihrung

eines Kleinheitsparameters

d

mit dem sich mit den reskalierten Groien aus komponentenweise

o]

(6203 + 02:)0,
62(6%02, + 02.)v,

0,
0

(2.7)
(2.8)

el

ergibt. Betrachtet wird nur die niedrigste Ordnung in §. Da im Folgenden nur noch
die reskalierten Grofien verwendet werden, wird auf die Tilden verzichtet. Aus
chung 2.8/ folgt 9,P = 0 und damit P = P(z) was wiederum die Durchfithrung der

z-Integrationen in [Gleichung 2.7 ermd6glicht. Es ergibt sich
1 2
vp(z,2) = f(z)z + 5((%]3(95)),2 (2.9)

mit einer von x abhéngigen Integrationskonstanten f(z), wobei bereits berticksich-
tigt ist, dass wegen der no-slip-Randbedingung kein konstanter Term auftritt. In
unserem Fall geniigt es, eine konstante, von z-unabhéngige Oberflichenspannung zu
betrachten. An der Oberfldche tritt dann wegen der sich ausgleichenden Oberfla-
chenspannungen keine Stromung in tangentialer Richtung auf, daraus ergibt sich die
Bedingung [3, Kap. 8.6.1]

D2vg|_, = 0. (2.10)

11



Wird diese Bedingung in die z-Ableitung von [Gleichung 2.9] eingesetzt, so ergibt sich

f(a) = —(0.P)h (2.11)

und insgesamt )
vy = — (0, P)hz + 5((’9IP),22. (2.12)

Uber die kinematische Randbedingung lisst sich die Kontinuitétsgleichung beziiglich

der Filmhohe A umformulieren:

h
Oth = —Bm/ vdz. (2.13)
0

Einsetzen von |Gleichung 2.12| und Losen des Integrals liefert:

h3
Oth = —0, [3(—893]3)1 . (2.14)
Fiir eine 2D-Grenzflache h = h(z,y,t) ergibt eine analoge Rechnung
h3
Oth = -V - [3(—VP)] , (2.15)

wobei hier V = (0,,0,)T den Ableitungen in den Substratkoordinaten entspricht.
Dies ist eine einfache Form der Diinnfilmgleichung. Es handelt sich um eine partielle
Differentialgleichung, die die Anderung der Fliissig-Gas-Grenzfliche eines Films als
Funktion eines verallgemeinerten Drucks P = P(h) beschreibt. Werden kompres-
sible Fluide oder lokale Anderungen der Oberflichenspannung betrachtet, treten

zusatzliche Terme auf.

2.2. Gradientendynamik

Der Term in der eckigen Klammer in IGleichung 2.15 kann als Stromdichte j aufge-

fasst werden, da sich damit wieder eine Kontinuitétsgleichung

dh = —div(j) (2.16)

ergibt. Das Darstellen dieser Stromdichte als Produkt einer Mobilitdt Q(h) und einer
treibenden Kraftdichte K ergibt auf natiirliche Weise die Zuordnung

Q(h) = — K =-VP, (2.17)

12



bei der die treibende Kraft somit dem negativen Gradienten des verallgemeinerten
Drucks entspricht. Analog zur Thermodynamik wird nun gefordert, dass sich der
Druck als Ableitung einer freien Energie F' schreiben ldsst. Im Allgemeinen wird
diese freie Energie jedoch von der gesamten Funktion h(z,y,t) abhédngen und ist

somit ein Funktional F'[h]. Der Druck ergibt sich als Funktionalableitung der freien

Energie:
oF
P=—. 2.1
5h (2.18)
Nach dem Wiedereinsetzen gilt
oF

Auf Basis dieser Verallgemeinerung entsteht so aus einem Modell fiir das freie
Energie-Funktional F[h] und die Beweglichkeit Q(h) eine Bewegungsgleichung fiir
die Fliissigkeit-Gas-Grenzflache.

2.3. Beitrage zur freien Energie

Im néchsten Schritt werden fiir Grenzflachen, Fliissigkeit und die Polymerbiirste
geeignete Beitridge zur freien Energie als Funktionale des Biirstenprofils ¢(x,t) und
des Flissigkeitsfilm h(z,t), der auf der Biirstenoberfliche vorliegt, motiviert. Diese
Geometrie ist in schematisch dargestellt, von nun an wird sich auf
1D-Grenzflachen beschrankt.

2.3.1. Oberflachenenergie

Wiéhrend Molekiile innerhalb einer Fliissigkeit in alle Richtungen Bindungen mit
anderen Molekiilen eingehen kénnen, haben Molekiile an der Phasengrenzfliche in
bestimmten Richtungen keine Bindungspartner zur Verfiigung und deshalb eine er-
héhte Energie. Thermodynamisch lédsst sich dafiir die Oberflichenspannung v ein-
fithren, die die Anderung der freien Energie F bei VergroBerung der Oberfliche A
beschreibt [6, Kap. 1.1.2]:

T=57 (2.20)

Folglich entspricht der Beitrag der Oberfliche zur freien Energie yA, wobei A die
Fléche bzw. in einer Dimension die Lange der Oberfliche ist. Im vorliegenden Fall
existieren zwei Grenzflachen, eine zwischen Biirste und Fliissigkeit ((x,t) und eine
zwischen Flissigkeit und Umgebung (h(z,t) + ((z,t)), fir die Doméane [0,L] ergibt

13



Flussigkeit h(z,1)
()
G‘NEK
{xg Burste

—
€K/a

Abbildung 2: (Abbildung aus iibernommen). Dargesetellt ist das schematische
Modell der Polymerbiirste mit darauf liegendem Fliissigkeitsfilm. Die Gradienten-
dynamik basiert auf der Differenz ((z,t) von aufgeschwemmter zu trockener Hohe
o Nl der Biirste und der Hohe h(xz,t) des Flussigkeitsfilms. Zusétzlich ist die Poly-
merbiirste mit der Segmentlénge [, und der relativen Packungsdichte o visualisiert.

sich mit konstanten Oberflichenspannungen ~ und ~, der Beitrag

Fouplh] = [ ! (W 1+ @b+ 0)? + /1 + <a$<>2) e (221)

wobei der Integrand der Energiedichte fcap, entspricht. Treten nur kleine Steigungen

auf, wird die sogenannte Langwellen-Néherung verwendet, bei der die Wurzeln fiir
kleine Werte von 0, bzw. 0, (h + () entwickelt werden, es folgt:

feap % 15 (Bah+ O + 2015 (0:0)°, (222

wobei der konstante Beitrag der nullten Ordnung weggelassen wird, da er bei der
Variation der freien Energie ohnehin entféllt. Obwohl die Herleitung der Diinnfilm-
gleichung darauf beruht, dass die typische Filmdicke klein gegeniiber einer typischen
Léngenskala in Substratrichtung ist, werden bei der Gradientendynamik zum Teil
exakte Kriimmungsterme im freie Energie-Funktional verwendet. Diese héiufig als
»ezact-curvature-trick” (vgl. [18]) bezeichnete Vorgehensweise ist zwar im Rahmen
der Dynamik nicht formal begriindbar, fithrt aber dazu, dass die statischen Gleich-
gewichtszustdnde als Minima der freien Energie exakt sind, wihrend die Mobilitéts-
funktion eine Naherung darstellt .
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2.3.2. Benetzungspotential

Bei der Beschreibung der Oberflichenenergien bereitet das vollstdndige Trocknen ei-
ner diinnen Fliissigkeitsschicht von einem Substrat Probleme. Wahrend bei einer be-
liebig diinnen Fliissigkeitsschicht die Oberflachenenergie vsr, + v der Fest-Fliissig-
und Fliissig-Gas-Grenzflache auftritt, tritt beim trockenen Substrat nur noch die
Oberflachenspannung gy der Fest-Gas-Grenzfliche auf. Dies fithrt zu einer proble-
matischen Unstetigkeit beim Ubergang zum trockenen Substrat. Dem wird begegnet,
indem mikroskopische Wechselwirkungen wie beispielsweise Van-der-Waals-Kréfte
miteinbezogen werden, die fiir sehr kleine Filmhdhen nicht mehr vernachléssigbar
sind. Diese gehen als Benetzungspotential fyei(h) in die Freie Energie ein. Als typi-

scher Ansatz wird
A B

oz 5

mit den sogenannten Hamaker-Konstanten A und B verwendet, die lang- und

fwet(h) = — (2.23)

kurzreichweitige Wechselwirkungen berticksichtigen (siehe [16], [17]). Die Divergenz
fwet(h) — oo fiir h — 0 verhindert das vollstdndige Austrocknen des Substrats, statt-
dessen existiert eine mikroskopische Filmhéhe minimaler Energie bei h, = ¢/B/A,
die sogenannte Prekusorfilmhohe. In der Praxis tritt eine solche Adsorptionsschicht
in der GroBenordnung nm auf |3, Kap. 8.6.6]. Fiir grole Filmhohen h — oo ist der

Beitrag des Benetzungspotentials erwartungsgeméfl vernachlassigbar.

2.3.3. Polymerbiirste

Zur Beschreibung der freien Energie der Polymerbiirste wird ein stark vereinfachtes
Modell verwendet, das auf dem ,, Alezander-de-Gennes-mean-field“-Ansatz (siehe [1])
beruht. Dabei wird einem Polymersegment der Polymerbiirste im Falle vollsténdiger
Mischbarkeit von Biirste und Losungsmittel die freie Energie gprusn zugeschrieben
[17]:

gbrush = kB T

;’; 4 (i - 1) log (1 - c)] | (2.24)

Darin ist ¢ der Anteil der Polymerkette am Gesamtvolumen und o die relative Po-
lymerdichte in Einheiten der Kuhn-Lénge [, die der Lénge eines Polymersegments
entspricht. Der erste Term entspricht dabei einem harmonischen Potential, dhn-
lich einer Feder zieht sich die Polymerkette zusammen. Der zweite Term hingegen
beriicksichtigt den Beitrag der Mischungsentropie zur freien Energie nach einem
Flory-Huggins-Modell. Mit der Anzahl N der Polymersegmente ergibt sich das in

einer Fliche A vorhandene Polymervolumen zu Vo = Ao Nl. Bei einer trockenen
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Biirste (¢ = 1), nimmt die Biirste folglich die Hohe V,,,1/A = 0 N1}, an. Die Héhe ¢
wird als Hohendifferenz von aufgeschwemmter zu trockener Biirste eingefiihrt, das

Gesamtvolumen betrégt folglich Vyes = A(0 NI + ¢). Damit ergibt sich ¢ zu

~ Voo oNlg
"~ Vges (+oNl

(2.25)

Das Produkt der Energie pro Segment mit der Anzahl N der Segmente liefert die
Energie einer Polymerkette, dies wiederum multipliziert mit der absoluten Polymer-
dichte ogps = 0/ l,% liefert die freie Energie pro Flache gprush = N OapsGbrush, €S ergibt

sich

O'lek‘BT C—FO'le) C ( C >
rush = B | T (2T log (————|. 2.26
Jorush = 73 [2 ( NG, ) NG\ oN, (2.26)

2.4. Kopplung der Diinnfilmgleichungen und Advektionsterm

Fiir eine allgemeine Formulierung der Gradientendynamik zweier gekoppelter ein-
dimensionaler Felder h(x,t) und ((x,t) sind zwei 2 x 2-Matrizen Q und M fiir die
konservierten Strome und den Transfer festzulegen [17]. AuBlerdem wird spéter die
erzwungene Benetzung untersucht, bei der sich ein Tropfen mit konstanter Geschwin-
digkeit U iiber die Polymerbiirste bewegt. Diese wird aus dem Bezugssystem des
Tropfens betrachtet und es werden zusétzliche Advektionsterme Ud,h und U0J,C
berticksichtigt, es ergibt sich:

oF oF OF oF
Oth = 0, [tha + tha (5C] . (Mhh(sh + th(%) 4+ U0:h (2.27)

oF oF oF oF
0:¢C = 0, [Qgha + cha C] (Mgh 5h + MCC 5C) + U0,C. (2.28)

Fir Q und M wird die Wahl

h3
Q= (?67 124‘) ud  M=M (_11 _11> (2.29)

getroffen, wobei bei Q davon ausgegangen wird, dass die Stréme innerhalb der einzel-
nen Filme nur durch den jeweiligen inneren Druckgradienten hervorgerufen werden.
Die Mobilitéat % entspricht einer durch die dynamische Viskositédt 1 dimensionsbe-
hafteten Version der in hergeleiteten Mobilitét einer Fliissigkeit mit
no-slip-Randbedingung, wihrend der Term D( die diffusive Beweglichkeit des Lo-
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sungsmittels in der Biirste modelliert. Die fiir den Austausch zustindige Matrix M
ist mit einer Transferkonstanten M unter der Einschrénkung, dass das Gesamtvolu-

men im System konstant bleibt, moglichst einfach gewéhlt [17].

2.5. Entdimensionalisierung

Um die Anzahl der freien Parameter zu reduzieren, was die analytische und nu-
merische Behandlung erleichtert, werden die Gleichungen auf eine entdimensiona-
lisierte Form gebracht. Dazu werden Skalen verwendet, die sich aus den in der
Gradientendynamik auftretenden Funktionalvariationen der freien Energie F'[h,(] =

J(feap + fwet + gbrush)da nach h in der Langwellenndherung ergeben (vgl. [17]):
— =2+ + = — —. (2.30)

Zunichst wird B mithilfe von h, = /B/A durch die Prekursorfilmhohe ersetzt:

§F 1 R
< =102 (h+ () + A (hg -~ hg’) : (2.31)

Daraufhin werden die Reskalierungen

T = gz\/th), h = hhy, ¢ =Chy (2.32)
eingefiihrt, mit denen sich
10F A - s 1 1
—— = — |02(h + +(~—~>] 2.33
hp 6h B} { h+o) h3 RS (2:33)

ergibt. Daraus wird eine entdimensionalisierte freie Energie F' gemifi F = A/ hgﬁ’

ersichtlich, dies liefert die dimensionslose Form

1 1

= 2(h+() + (h3 — BG) : (2.34)
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Die Variation 9 5¢ L ergibt sich zu:

§F
— =—702(h+¢) — 1m0

6¢
BT [ o o NIy, ¢ )}
NE [Nl (CHoN) + N Og(C—l—ale

A{ (h +) - Lok

h3
kpTh oNly,/h ¢
+ 0Nl /hp) + =——L P 4log | =—2—— .
Al [le/h (C+ oNb/hp) + CtoNl/hy | P\C+ oNI/hy
(2.35)
Mit Einfiihrung der Grofien
. hkpT - oNl Vbl
_"p _
T = Al% ) l= hp ) ’Ybl (236)
wird daraus
SF ~ o, x = ol Qz
— = —92(h+ R2C+T 7 +1)+ =——=+log | =—— 2.37
5 2(h+ () — An102¢ (C+1) Tiol og Tiol (2.37)

Nun wird die Gradientendynamik (inklusive Advektionsterm) betrachtet, es gilt

h3_ OF OF OF
on—a.[2035) [ 2] g
2 . 2 3UR3
_ ’i o, |720, 0L | _ 3Mahpn IF oF n ”\fah (2.38)
3hyn Sh A 6h &C VA

sodass sich mit der dimensionslosen Zeit ¢ und den Gréen M und U gemi8

. A2 - M _ 3UR3
b=, N = Mt o= 2T g 5
3h3yn A /A3
die dimensionslose Form
5 - o - [6F 6F -
oh oh oC
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ergibt. Eine analoge Rechnung fiir den Term 855 fithrt zur dimensionslosen Diffu-

sionkonstanten D
3nD

D="" (2.41)
hy

Im Folgenden wird nur die entdimensionalisierte Formulierung benutzt, wobei fiir

alle dynamischen Gréflen die Tilden weggelassen werden.

2.6. Zusammenfassung des Modells

Zusammenfassend resultiert die folgende Formulierung der Gradientendynamik:

Oih = 0, [h?’ax?;] T {‘ZIZ _ ‘;ﬂ + T,k (2.42)

O = 0, [Dgaﬁﬂ -M {‘ZJZ — ‘?ﬂ + U, (2.43)
mit der freien Energie

FIhGl = [ feap(0) + o) + gbraon (€)] d (2.44)
mit den folgenden Beitrdgen in entdimensionalisierter Form, wobei hier exak-
te Kriimmungsterme mit den Abkiirzungen h, := % und (, = %, sowie

Ehtc =1+ (hg + (4)? bzw. & := /1 + (2 beriicksichtigt werden:

Jeap(R,Q) = Enye + Amiée (2.45)
1 1
fuwet(h) = =525 + e (2.46)
A9 (et i) ¢
gbrush(() =T |:21~ (Q + Ul) + ClOg (C T O’l~>:| . (247)

Angemerkt sei, dass die Entdimensionalisierung nur im Rahmen der Langwellenné&-
herung durchgefithrt wird, da aufgrund der unterschiedlichen Skalierung von x und
h bzw. ¢ zusitzlich deren Skalierungsvehéltnis in den Wurzeln der metrischen Fakto-
ren §p4¢ und & auftritt. Das im Folgenden diskutierte Modell beschrénkt sich daher
auf einen etwas unnatiirlichen Spezialfall, da uns nur so spéter die Identifikation der
Steigungswinkel im entdimensionalisierten Modell mit den metrischen Faktoren ge-
lingt, es kann aber jederzeit wieder zur Langwellenndherung iibergegangen werden.
Alternativ kénnen x, h und ¢ gleich skaliert werden, wodurch sich jedoch bei Nut-

zung der Skala h;, die Fliissig-Gas-Oberflichenspannung (der Vorfaktor von &x4¢)
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nicht mehr eliminieren lisst, dies verkompliziert zwar die folgenden Uberlegungen,
beeinflusst die Resultate aber qualitativ nicht.
Die lateralen Stréme jj, und je werden so definiert, dass sie die Advektion beinhalten,
aulerdem wird der Austauschstrom jy; definiert:
oF - _O0F - oF  OF
jn = —h39y— —Uh, e = —D¢0,—— — U¢, M[ ] 2.48
Dabei ist das Vorzeichen von j5; so gewéhlt, dass der Stofftransport vom Film in die

Biirste einem positiven Strom entspricht. Dieser tritt zusétzlich in der Darstellung

der Gradientendynamik als Kontinuitdtsgleichung geméfl 0:h = —30,j, — jyp und
¢ = —0yjc + ju auf. Die Anderung der freien Energie ergibt sich zu:
oF

Sh 815}1 + 8,4 dz
5£

—[
-5 e (“ui + )]

A @)M [oc(0.5) ae- 315 - )
/

+ [0 (o + on'yr ) da

— Dy, — DC — Dy + Daay (249)

. oF
a:]h M)+7

Dabei werden die auftretenden Integrale der Reihe nach mit der Dissipation im Film
Dy, und in der Biirste D¢, der Dissipation durch Materialaustausch Dy; zwischen
Biirste und Film sowie der Energiednderung durch Advektion D,q4, identifiziert. Bei

() werden die Terme, die j, und j¢ enthalten, partiell integriert.

20



3. Analytische Untersuchung der Gleichgewichtszustande

Im Folgenden werden Gleichgewichtszustédnde des vorgestellten Systems (U = 0) un-
ter der Nebenbedingung eines konstanten Fliissigkeitsvolumens untersucht. Zunéachst
werden zwei verschiedene Formulierungen der das Gleichgewicht definierenden Dif-
ferentialgleichung vorgestellt, um daraufhin zuerst die ,unspektakuldren* Bereiche,
den Tropfen und den flachen Film, zu untersuchen. Daran schliefit die Betrachtung

des Benetzungskamms an.

3.1. Darstellungen der definierenden Differentialgleichung

Im nicht-getriebenen Fall entspricht die freie Energie einem Liapunov-Funktional
(% < 0, da in |Gleichung 2.49| D.qv = 0 gilt), das System strebt einem Zustand
minimaler freier Energie zu (siehe [14, Kap. 7.2]). Im Minimum verschwindet der

Gradient der freien Energie (%—IZ,%—?)T =0.

3.1.1. Nebenbedingung fiir Volumenerhaltung

Die Nebenbedingung eines konstanten Volumens lédsst sich {iber einen Lagrange-
Multiplikator realisieren, mit einer mittleren Hohe hg = V/L als Nebenbedingung
gilt:

Glh(] = /(h 4 ¢~ ho)dz = 0. (3.1)

Mit dem Lagrange-Multiplikator (—P) wird das Funktional
F[h.¢,P] = F[h(] = PGlh] (3.2)

definiert, sodass F' unter der Nebenbedingung GG extremal wird, wenn der Gradient
von F verschwindet. Die Minimierung der freien Energie F' unter der Nebenbedin-

gung G entspricht also der Minimierung einer modifizierten freien Energie F, mit

Fing) = [ Ueap(hO) + Foer () + gora(Q) = P+ O do - (33)

und somit der Minimierung eines groflkanonischen Potentials. Um das konstante
Volumen zu beriicksichtigen wird im Folgenden immer F betrachtet und die Til-
de weggelassen. Vorzeichen und Name des Lagrange-Multiplikators P sind bewusst

gewahlt, da sich P als Druck im System interpretieren lésst.
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3.1.2. Mechanisches Analogon

Da der Integrand der freien Energie nur von h, ( und deren ersten Ableitungen h,
und ¢, abhéngt, korrespondiert die Struktur der auftretenden Funktionalableitungen
mit den Euler-Lagrange-Gleichungen der analytischen Mechanik. In dieser Analogie
entsprechen h und ¢ generalisierten Koordinaten, die Freie Energie F' der Wirkung,
und die Ortskoordinate x der Zeit. Es folgt:

OF d
L — _7ahzfcap + ahfwet - P
oh dz
haz + Caz (3.4)
- - 3 +8hfwet_P:0
Ehc

OF d
57 = _dia@fcap + aCgbrush - P

©o (3.5)

h
— i CCMC Y Cﬂﬁ% + anbrush - P=0.

&

— bl
.

Der Analogie zur klassischen Mechanik folgend ldsst sich eine dquivalente Formulie-

rung des Gleichgewichts finden, die mit den Hamilton’schen Gleichungen korrespon-

diert. Der Integrand in entspricht einer Lagrange-Funktion L:
L(h7C7hmaCl‘) = fCap(hx7€$) + fWet(h) + gbrush(() - P(h + C) (36)

Damit ergeben sich generalisierte Impulse p" und p© zu:

_ — 3.7

P T (3.7)
OL  hy+C . G

© === 2 3.8

p G T ore T Mg (3.8)

In der Interpretation der Oberflachenbeitréige als Kréfte entlang der jeweiligen Grenz-
fliche entspricht p() dem vertikalen Anteil der Fliissig-Gas-Grenzflichenspannung
und p(© der Summe der Anteile von Fliissig-Gas-Grenzflichenspannung und der

Biirste-Fliissigkeit-Grenzflachenspannung. Die Hamilton-Funktion ergibt sich zu:

H = p(h)hz + P(C)Cx —L

= _L - E - fwet(h) - gbrush(C) + P(h + C) (39)

Da H keine explizite x-Abhéngigkeit aufweist, handelt es sich bei H um eine von x
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unabhéngige Erhaltungsgrofie (analog zur Energieerhaltung in der klassischen Me-
chanik). Ausgedriickt durch h, ¢, p" und p(©)| ergibt sich:

H = —\/1— (p®)2 = /52 — (0O = p)2 = fre(h) = gorusn(C) + P(h+C). (3.10)
Damit ergeben sich die Hamilton’schen Differentalgleichungen zu:

OH o P& — )

B — _ _ (3.11)
ap™) \/1 — (pm)2 \/:ygl — (p(©) — p(h))2
OH (©) — p(h)
=2 P P (3.12)
9p Vit — (p© — p)2
OH Of
(h) _ o4 wet
Pe on ~ on L 319
OH 0
©__ 94 _ Gbrush
ol " o (3.14)

Auch wenn Euler-Lagrange und Hamilton’sche Formulierung dquivalent sind, lie-
fern sie in verschiedenen Szenarien mehr oder weniger vorteilhafte Anschauungen.
Insbesondere werden spéter in der Hamilton’schen Formulierung die Steigungswin-
kel identifiziert, wahrend sich die Euler-Lagrange-Gleichungen zur Betrachtung der
Kriimmung eignen, worin sich widerspiegelt, dass es sich um Differentialgleichungs-

systeme erster bzw. zweiter Ordnung handelt.

3.2. Tropfen und ebene Filme

Fernab des Benetzungskamms sind die Euler-Lagrange-Gleichungen mit geeigneten
Annahmen lésbar. Dazu wird ein Tropfen auf einer ebenen Biirste und einen ebenen

Film auf einer ebenen Biirste aulerhalb des Tropfens betrachtet.

3.2.1. Tropfen

Aus der Asymptotik limp_oo fwet = 0 und lime_, o0 ghrush = 00 (siehe [Abbildung 3))

lasst sich schlieflen, dass bei ausreichend grofien Volumina im System die Biirste
nicht beliebig hoch aufschwemmt und folglich ein Bereich mit A > 1 existiert: ein

Flissigkeitstropfen oder ein homogener Film. Aus h > 1 folgt, dass der Term 0y, fet
in vernachlissigbar wird, dies liefert:

=P 3.15
T (3.15)
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Fir die Anfangsbedingungen (h, + (;)(0) = 0 und (h + ¢)(0) = hg wird diese
Differentialgleichung gelost durch:

o= (- ). 3.1
Es bilden sich also kreissegment-

formige Tropfen aus, deren Kriim- Fuer(h) Gorush(Q)

mungsradius durch 1/P gegeben
ist. Der Grenzfall eines unendlich
groflen Tropfens korrespondiert so-
mit mit P = 0. Im Fall P < 0 kehrt

sich die Kriimmung des Trop- ¢ (h) -

gbrush(cn) n

I |~
fens um, weshalb eine geschlossene hp h Zn 4
Kontur nur im Fall P > 0 vorliegen

kann, auf den sich deshalb im Fol- Abbildung 3: Schematischer Verlauf des Benet-
zunspotentials fyet(h) und der Biirstenenergie

genden beschrankt wird. Liegt die
gbrush<c>'

Biirste unter dem Tropfen in einem

flachen Zustand vor ((z» = 0), so folgt aus der Differenz von |Gleichung 3.5(und |Glei-|
chung 3.4

anbrush = 0. (317)

Unter einem Tropfen nimmt die Biirste also unabhingig von P den Zustand mi-
nimaler freier Energiedichte an. Da O¢gnrush aufgrund des Flory-Huggins-Term fiir
kleine ¢ negativ ist und aufgrund des elastischen Terms gpsn fiir grofie ¢ gegen
400 divergiert, existiert diese Biirstenhche minimaler Energie (. Da gppush fir alle
¢ linksgekriimmt istﬂ ist diese eindeutig bestimmt und es existieren keine metasta-

bilen Gleichgewichte.

L2guruen = T |2 + 2| >0, da ¢ >0
Cgbrush = T (C+o'l_)2C , da C .
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3.2.2. Flacher Film

Bei flachen Filmen verschwinden die Kriimmungsterme in |Gleichung 3.4 und [Glei-|

chung 3.5 die Gleichungen vereinfachen sich zu:

1 1
ahfwet_P:O = ﬁ_ﬁ_PZO (3.18)
- | o ~ ol ¢
Orgbrush — P =0 = T |=((+o0l)+——=+1 ( ~) —P=0. (3.19
¢Gbrush A R Sl o (3.19)

Zuerst wird der Fliissigkeitsfilm betrachtet, also [Gleichung 3.18 Auflésen nach A

liefert die Losungen:

1+1—4P
hi =4 g (3.20)

Fir P = 0 existieren die Losungen h_ = 1 bzw. hy = oo, der Prekursorfilm und
der unendlich hohe Film. Im Fall P > % hat die Gleichung keine Losung, es gibt
also keine Filmhohe, die iiberhaupt einen ausreichenden Druck fiir ein Gleichgewicht
erzeugen kann. Dies schrinkt den Wertebereich von P, der fiir das gewédhlte Problem
zu betrachten ist, weiter auf 0 < P < i ein. In diesem Bereich existieren die beiden

angegebenen Losungen hy und h_, von denen jedoch die Losung h_ die geringere

freie Energie liefert, da fyet fiir A > 1 monoton wéchst. h_ kann maximal den Wert
/2 annehmen (bei P = %), folglich unterscheidet sich die Hohe flacher Filme im

energetisch glinstigen Zustand nur leicht in Abhéngigkeit von P.

Nun wird der Zustand der Biirste betrachtet. Aufgrund der Asymptotik von O¢ghrush
existiert eine Losung von Wegen der Monotonie von 9 gprush ist diese
Losung eindeutig bestimmt und bei P > 0 gréfler als die Biirstenhche minimaler
Energie (,, die in einem Tropfen vorliegt. Fiir den Grenzfall des unendlich grofien
Tropfens mit P = 0 verschwindet dieser Unterschied und die Biirste liegt innerhalb

und auflerhalb des Tropfens im gleichen Zustand vor.

3.3. Benetzungskamm

Nun wird sich dem Ubergangsbereich zwischen Tropfen und ebenem Film zugewandst,
in dem der fiir weiche und adaptive Substrate charakteristische Benetzungskamm
auftritt. Dabei wird sich zunéchst auf den Fall des unendlich grofien Tropfens mit
P = 0 beschriankt, der Einfluss einer endlichen Gréfie wird daraufhin separat disku-

tiert.
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3.3.1. Krimmung

Die Differenz aus [Gleichung 3.4] und [Gleichung 3.5 liefert:

Caz 1
= — (9t Gorush — On fwet )- 3.21
55’ ’Ybl( e Gbrush — Oh fwet) (3.21)

Sowohl bei Vorliegen der Prekursorfilmhohe (0, fwet(hp) = 0) als auch bei groBen
Filmhohen (0, fwet(h) =~ 0 fur h > 1) dominiert die Ableitung der Biirstenener-

¢ 9brush

gie die rechte Seite der Gleichung. Folglich ist 9 P

%—3“” der Biirste auf beiden Seiten des Benetzungskamms und somit auch ein Maf}
¢
fir dessen raumliche Ausdehnung. Insbesondere fiihrt eine grofie Biirste-Fliissigkeit-

ein Maf fiir die Kriimmung

Oberflichenspannung 4y, oder eine ,weiche* Biirste mit kleinem O¢ghrush zu einer
groflen rdumlichen Ausdehnung des Benetzungskamms. Da es sich beim Benetzungs-
kamm um eine Erhebung handelt, gilt dort ¢ > ¢, und folglich O¢gprush > 0. So-
mit liegt in allen Bereichen, in denen die Biirstenenergie die rechte Seite von
dominiert eine Linkskriimmung der Biirste vor. Im Bereich der Spitze
muss eine Rechtskriimmung vorliegen, folglich weicht h dort bereits merklich von

der Prekursorfilmhohe ab, sodass 9y, fwet den dominanten Beitrag liefert.

3.3.2. Steigungs- und Kontaktwinkel

Fiir die Steigungswinkel der Flissig-Gas-Grenzfliche 6, = 6i,(x) und der Biirste-
Fliissig-Grenzfliche 0y, = 0y,)(x) in einem bestimmten Punkt = gilt

1 1
cos by = cos(arctan(h, + ;) = OTIAES) = Enre (3.22)
sin 0y = sin(arctan(hy + () = o + Go _het G (3.23)

(he +Co)2+ 1 &nic

bzw. Analoges fiir 6}, bzgl. (, und & statt (hy +(;) und &, 4¢. Die Hamiltonfunktion
in wird als Funktion der Steigungswinkel ausdriickt. Im Folgenden
wird £ := —H verwendet, mit P = 0 folgt:

E = cos(bhg) + b1 €os(0b1) + fwet(h) + gbrusn(€)- (3.24)

Uber Vergleich von E an charakteristischen Positionen kénnen Aussagen iiber die
Form des Benetzungskamms gewonnen werden. Zur vereinfachten Definition der
charakteristischen Winkel wird sich auf den in dargestelllten, ,,rechten®
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Abbildung 4: Dargestellt sind die eingefithrten Winkel 0y, fsr, und fsy am Benet-
zungskamm eines unendlich grofien Tropfens. An z; und x4 ist der Benetzungskamm
weitgehend abgeklungen, es liegt eine flache Biirste vor. Bei z9 ist die Steigung und
der Steigungswinkel der Biirste maximal bzw. bei x5 minimal.

Benetzungskamm eines Tropfens beschrankt und gy als Minimum von 6y, und fgr,
als Maximum von 6y, definiert, wobei die Bezeichnungen in Anlehnung an die Fest-
Gas- und Fliissig-Gas-Kontaktwinkel eines makroskopischen Modells gewéhlt wer-
den. Analog wird mit fy das Minimum von ¢, bezeichnet, welches mit dem Kontakt-
winkel Fliissigkeit-Gas im Young’schen Gesetz korrespondiert. Aufgrund der Identi-
fikation mit Kontaktwinkeln werden diese extremalen Steigungswinkel im Folgenden
ebenfalls als Kontaktwinkel bezeichnet, zur Unterscheidung werden die Indizes der
Steigungswinkel mit Kleinbuchstaben und der Kontaktwinkel mit Grolbuchstaben

angegeben.

3.3.3. Young’'sches Gesetz

Nach den vorangegangen Uberlegungen nimmt die flache Biirste bei P = 0 unter

groflen Filmhohen, sowie im flachen Film auflerhalb des Tropfens, also bei ;1 und

x4 in |Abbildung 4} die Hohe ¢, an. Im flachen Film gilt A(x4) = h, und unter dem
Tropfen fyet(h(z1)) < 1. Aufgrund der verschwindenden Tropfenkriimmung liegt

bei x1 der Winkel 8y vor, sodass sich die Energien dort vereinfachen:

E(xl) = COs 9Y + ’S/bl + gbrush(Cn) (325)
E(x4) =14+ fwet(hp) + gbrush(Cn)‘ (326)
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Gleichsetzen liefert:
cosfy =1+ fuet(hp). (3.27)

Da nach Konstruktion des Trennungsdrucks fyet(hp) < 0 gilt, ist der Kontaktwinkel

definiert. Im verwendeten entdimensionalisierten Modell ist hp, = 1 und fyet(hp) =

_3
10°

Modellparametern und insbesondere vom Einfluss der Biirste. Damit eine Konsistenz

folglich ist der Kontaktwinkel in dieser Reskalierung unabhéngig von allen

mit dem makroskopischen Young’schen-Gesetz S = 7y (cos fy — 1) besteht, muss in

der verwendeten Reskalierung (yry = 1)

S = fuer(hp) (3.28)

gelten. Es sei angemerkt, dass die gleiche Argumentation auch bei einem einzelnen
Film auf einem festen Substrat zum selben Ergebnis fithrt (siehe bspw. [19]). Das we-
sentliche Ergebnis dieser Betrachtung besteht somit darin, dass der makroskopische

Kontaktwinkel vom adaptiven Substrat nicht beeinflusst wird.
3.3.4. Neumann’sches Gesetz
Nun wird ndher an den Benetzungskamm herangegangen und die Orte xo und x3

betrachtet, die durch die maximale bzw. minimale Steigung von ( definiert sind.

Es ldsst sich keine direkte Aussage iiber die Position dieser Wendepunkte von ¢

ableiten. Da es sich nach [Gleichung 3.21] um die Grenzpunkte des Bereichs handelt,

in dem 0}, fwet den dominanten Einfluss hat, ist es naheliegend, dass ihr Abstand
von der Groflenordnung des Prekursorfilms hp, ist und sie sich folglich bei einem

groflen Benetzungskamm ((max — Cn > hp) sehr nahe an der Spitze befinden, siehe

Abbildung 4
Unter der Annahme, dass dort die Hohe der Biirste der Maximalhche des Be-
netzungskamms entspricht, ((x2) = ((23) = (max, sowie dass h(z3) ~ h, und

fwet(h(z2)) < 1 gilt und die Flissig-Gas-Grenzflache bei x5 den Young’schen Kon-
taktwinkel fy annimmt und bei x3 parallel zur d&ufleren Flanke des Benetzungs-

kamms ist, folgt:

E(x2) = cosfy + 1 cos Os1, + gbrush (Cmax) (3.29)
E($3) = COS QSV + :Ybl COS 9SV + fwet(hp) + Gbrush (Cmax)- (330)

Gleichsetzen liefert:

cos By + Ap1 cos s, = (1 + Au1) cos Oy + fwet (hp). (3.31)
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Fiir eine zweite Beziehung wird der generalisierte Impuls p(¢) betrachtet. Ist der
Abstand von x5 und x3 klein gegeniiber der Ausdehnung des Benetzungskammes, ist

p©) niaherungsweise erhalte in 2 und z3 ergibt sich p(©) zu

p(©) (x2) = sin Oy + Ay sin Ogr, (3.32)
p(©) (z3) = sinOgy + ) sin Osy (3.33)

und durch Gleichsetzen folgt
sin Oy + Ap) sin Og, = (1 + ’71)1) sin fgy . (3.34)

Wird p(©) im mechanischen Analogon als ,,Gesamtimpuls® aufgefasst, da Terme bei-
der Grenzlinien ¢ und (h+() auftreten, so liefern die beiden Erhaltungsgré8en E und
p©) den bemerkenswerten Schluss, dass das Neumann’sche Gesetz mit einem ,elasti-
schen Stof der Grenzflichen“ ¢ und (h+() korrespondiert. Da der Kontaktwinkel 6y

durch die vorigen Uberlegungen bereits festgelegt ist, werden mit Gleichung 3.31| und
|Gleichung 3.34] die beiden verbleibenden Winkel Og1, und fsy eindeutig festgelegt.

Insbesondere weisen die Gleichungen eine Ahnlichkeit zum Neumann’schen Gesetz

auf, wobei |Gleichung 3.31| an das horizontale und |Gleichung 3.34] an das vertikale

Kriftegleichgewicht erinnert. Ubertragen auf die verwendete Entdimensionalisierung
(vv = 1) und auf die eingefithrten Winkel bezogen ergébe ein Neumann’sche Kraf-
tegleichgewicht mit den Oberflichenspannungen vs1, und gy der Biirste-Fliissig-

bzw. Burste-Gas-Grenzflachen:

cos By + g1, cos fsy, = Ygv cos fsy (3.35)

sin Oy + g1, sin O, = gy sin fgy. (3.36)

Im Gegensatz zur hergeleiteten [Gleichung 3.31] in der insbesondere der auftreten-
de konstante Term fyet(hp) keine direkte Identifikation mit den Gréflen in
erlaubt, impliziert die zuvor gefundene Beziehung S = fet(hp) mit der
Zuordnung ~ysr, = Ap1 und yry = 1 die Beziehung vsyv = 1 + A1 + fwet (Ap)-

In wird deutlich, dass der Unterschied darauf zuriickzufithren ist, dass

2Mit dem 1. Hauptsatz und |Gleichung 3.7 folgt Ap'® = p©(z3) — p© () = f:; %%Shdx,

mit den vorigen Annahmen gilt aber auch |sinfy| = p'© (z4) — p(© (z1) = f;f ag%%s“dx. Fiir
¢ > (aogilt 89%72“5“ > 0 und mit der Annahme, dass ag‘gg‘“‘ in der Spitze kein singuldres Verhalten

aufweist, folgt aus (r3—x2) < (za—21) auch f;:' %%mdx < f:‘ 39%%%(133 und somit Ap(©) <«

| sin By |, also ist die Anderung von p'© gegeniiber den anderen Termen vernachlassigbar.

29



3m | . .
T —— 05, - Modell-Beziehung MOden-BeZlthng
--- Bsy - Modell-Beziehung P
\ —— 65, - Neumann &g
n
7] --= 6sy - Neumann <
()
o |
<3
=
0 4
-
4 l&«
o 4
S —— Abweichung 6s;.
c 4
= 30 S --- Abweichung 6sy Oy
=
220 Os. 7o o
45 > ¥, sV
£ 104 <CS Yot “
< o $Pb +*
T T T T 1+ F
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 wez(h;?'

Ybi

Abbildung 5: Links sind die Winkel g1, und sy nach den beiden gefundenen Bezie-
hungen, sowie die relative Abweichung der beiden Beziehungen aufgetragen. Rechts
sind die Gleichgewichte fiir 41,; = 0,5 visualisiert. Die = bezeichen die Zuordnung der

makroskopischen Gréfien vy, vs, und S mit den Grofien im entdimensionalisierten
Modell.

der Trennungsdruck fyet(hp) im Rahmen der Dinnfilmgleichung keine Richtungsin-
formation tragt bzw. stets den vertikalen Abstand beriicksichtigt. In
wird ein modifiziertes Benetzungspotential vorgestellt, das mit analogen Annah-
men zur ,echten* Neumann-Beziehung fiihrt, sich aber nur schwer begriinden lésst.
Die Abweichung zwischen dem hergeleiteten Gleichungssystem und der Neumann-
Beziehung verschwindet fiir kleine gy und fgp, bzw. fiir grofie Ay, was anschaulich
darauf zuriickzufiihren ist, dass bei einem flachen Benetzungskamm ~gy in
in die gleiche Richtung wie S zeigﬂ

Beide Gleichungssysteme liefern keine Losung fiir kleine Werte von 4y, dies ent-
spricht dem Fall, dass die Oberflachenspannungen keine Dreiecksungleichung mehr
erfiillen, weil der Fall v1y > g1, +7sv eintritt. Die Diinnfilmgleichung versagt jedoch
bereits zuvor, da gy, in beiden Fillen 7/2 iiberschreitet, was einem Uberhang des
Benetzungskamms entspricht. Aufgrund der Ahnlichkeit wird die in unserem Modell

gefundene Kontaktwinkelbeziehung im Folgenden ebenfalls als Neumann’sches Ge-

3In wird demonstriert, dass beide Beziehungen im dargestellten Fall, also bei Vor-
liegen des Young’schen Kontaktwinkel, fiir flache Benetzungskdmme (1 — oo) asymptotisch
dquivalent sind, und fiir kleine Abweichungen vom Young’schen Kontaktwinkel zumindest in
erster Ordnung iibereinstimmen.
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setz bezeichnet. Sofern nicht explizit kenntlich gemacht, wird sich auf dieses Gesetz

bezogen, nicht auf die ,echte“ Neumann Beziehung.

3.3.5. Hohe des Benetzungskamms

Zusitzlich zur Bestimmung der Winkel mit der vorigen Uberlegung lisst sich durch
Vergleich von F in z1 und z2 eine Ndherung fiir die Hohe des Benetzungskamms
finden. Wie zuvor wird dafiir angenommen, dass in den Punkten x5 und x3 in etwa
die maximale Biirstenhohe (pax vorliegt. Eine direkte Auswertung von E im Hoch-
punkt der Biirste fiihrt nicht weiter, da sich dort, wie in zu erkennen,
die Steigung des Fliissigkeitsfilms stark &ndert und iiber diese und die Filmhohe kei-

ne begriindete Annahme getroffen werden kann. Gleichsetzen von E7 und FEs liefert:

gbrush(Cmax) = gbrush(Cn) + :Ybl(l — COS GSL)- (337)

Da fs;, im Rahmen der Diinnfilmgleichung & nicht iiberschreiten darf, ist 4y

eine obere Schranke fiir die maximal auftretende Differenz der Biirstenenergien

Gbrush (Cmax) — Gbrush (Cn) .

3.3.6. Auswirkung endlicher TropfengroBe auf die Kontaktwinkel

Wie in hergeleitet, entspricht P der Kriitmmung des Tropfens und ist
somit bei ndherungsweise festem Kontaktwinkel ein Maf fiir dessen Gréie. Anschlie-

Bend an die vorige Untersuchung des unendlich groflen Tropfens mit P = 0 stellt
sich die Frage, welche Korrektur des Kontaktwinkels beim Ubergang vom unendlich
zum endlich groflen Tropfen zuerst auftritt. Mathematisch ist also fiir P < 1 nun
zusétzlich die erste Ordnung O(P) miteinzubeziehen.

Die Beriicksichtigung von P ergibt drei wesentliche Modifikationen an der Herleitung
des Young’schen Gesetzes in [Abschnitt 3.3.3l Zunéchst ist nicht mehr klar, dass bei

x1, wo der Benetzungskamm abgeklungen ist, noch hinreichend genau der gesuchte

Kontaktwinkel vorliegt. Wie zutreffend dies weiterhin ist, hdngt vom Verhéltnis der
Kriimmungen von Benetzungskamm und Tropfen ab. Mit den zuvor gefundenen

Kriimmungen ergibt sich daraus die Bedingung

aC GJbrush

> P (3.38)
Vbl

dafiir, dass der Benetzungskamm abklingt, bevor die Kriimmung nennenswerten

Einfluss auf den Steigungswinkel im Tropfen nimmt. In der vorigen Betrachtung
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miissen dann lediglich zwei Modifikationen beriicksichtigt werden. Zum einen entfllt
in der Energie nicht mehr der Term P(h + ():

E= Cos(elg) + ﬁbl COS(le) + fwet(h) + gbrush(C) - P(h + C) (339)

Zum anderen folgt nach dass sich die Biirstenhohen innerhalb und
auBerhalb des Tropfens unterscheiden. Somit sind die Biirstenenergien in F(z1) und
E(x4) nicht mehr gleich, im Tropfen liegt die Héhe ((z1) = (, minimaler Biirsten-
energie vor und auflerhalb eine erhthte Biirstenhohe ((x4). Die Berticksichtigung
dieser Terme liefert den folgenden Ausdruck fiir den Winkel 01y # 6y an der Stelle

I

cos(0v) = 1+ fwet(hp) + gorush (C(4)) — Gbrush (Cn) + P[(R(21) + o) — (h(z4) + ((24)].
(3.40)
Da fir P = 0 die Biirstenenergie gprush(¢(x4)) minimal wird, hat die Differenz der
Biirstenenergien gurush (¢(24)) — gbrush (¢n) fiir geniigend kleine P die Ordnung O(P?)
und kann somit gegeniiber der Hohendifferenz P[(h(z1) + ¢n) — (h(x4) + ((24))]
vernachléssigt werden. Da die Fliissig-Gas-Grenzfliche im Tropfen im Allgemeinen
hoher verlauft als im flachen Film auflerhalb, gilt (h(z1) + () > (h(z4) + ((24))
und somit ist der Fliissig-Gas-Kontaktwinkel betraglich kleiner als der Young’sche
Winkel im Fall des unendlich groflen Tropfens. Zusammenfassend lésst sich also aus-
sagen, dass an den Stellen, die analytisch zugénglich sind, zuerst die Krimmung
den Kontaktwinkel beeinflusst und erst in héherer Ordnung die Terme der Biirs-
tenenergie. Die Biirste und der Benetzungskamm gehen nur indirekt ein, da sie die
Position z; festlegen, an der der Benetzungskamm vollstdndig abgeklungen ist und
die Naherung fyet(h) < 1 giiltig ist.
Sind die Annahmen fiir das Neumann’sche Gesetz weiterhin giiltig, treten in der
horizontalen Bedingung in zusitzliche P-Terme auf, aus dieser wird

cos Oy +Ap1 cos Ost, = (14+Ap1) cos Oy + fwet (hp) +Pl(h(z2) +((z2) — (h(z3)+((23))],

(3.41)
wobei nun miteinbezogen wird, dass der Fliissig-Gas-Kontaktwinkel 61y nicht mehr
mit dem Young’schen Kontaktwinkel 6y tibereinstimmen muss. Unter der Annahme,
dass x2 und x3 im Vergleich zu 1 und x4 sehr nahe beieinander liegen, folgt auch,

dass die auftretende Hohendifferenz kleiner ist:

[h(x2) + C(22) — (h(x3) + C(23))] < [A(z1) + C(21) — (Alza) + ((2a))]. (342)
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Folglich ist der Korrekturterm in [Gleichung 3.40] deutlich gréfler als der in
chung 3.41] Damit bleibt das Neumann’sche Gesetz zundchst ndherungsweise giiltig,
das in dargestellte Gleichgewicht wird lediglich entgegen dem Uhrzei-
gersinn gedreht, da nun fir den Fliissig-Gas-Kontaktwinkel ||thetary| < |0y] gilt.

3.4. Langwellenndherung

Werden statt der exakten Kriimmungsterme die Faktoren &4 und & fiir kleine
Steigungen entwickelt und konstante Terme nicht beriicksichtigt, ergibt sich fiir den

differentiellen Beitrag zur Kapillarenergie der Ausdruck

(hy + (a)?

G
2 )

Feap(h:) .

+ b1 (3.43)
der der Langwellennédherung beider Grenzflachenenergien entspricht. Die vorigen
Rechnungen verlaufen analog und vereinfachen sich zum Teil, dies ist ausfiihrlich
in dargestellt. Ein Einfluss der Naherung besteht darin, dass die
kreisformigen Tropfen parabelférmig werden. Zum anderen stimmen die eingefiihr-
ten Steigungswinkel in dieser Naherung mit den Steigungen iiberein: 6}, =~ (, und

bhg =~ (hy + (). Durch die Ndherung kann das gefundene Gleichungssystem aus

[Gleichung 3.31] und [Gleichung 3.34] fiir fsyv und fgp, gelost werden, daraus folgt

9 _ _2fwet(hp) (3 44)
e Al + Vb1 (b1 + 1) '
_2fwet(hp) (3 45)

98\/ = - ~ >~ = )
L4+ b1+ VAn (b1 + 1)

wobei die Vorzeichen in Bezug auf den zuvor dargestellten ,rechten“ Benetzungs-

kamm gewéhlt sind. Fiir die Hohe des Benetzungskamms (.« folgt

fwet(hp) )
(VI T30+ VA1)

Im Gegensatz zu [Gleichung 3.37] ist aus [Gleichung 3.46| direkt ersichtlich, dass im

gbrush(Cmax) = gbrush((n) - (346)

Grenzfall groler Ay, die Differenz der Biirstenenergien gprush(Cmax) — 9brush(Cn) sehr
klein wird, sodass der Benetzungskamm verschwindet. Anzumerken ist, dass sich mit
der Langwellenndherung fiir kleine 4y das Verhalten auch qualitativ dndert. Insbe-
sondere wird die Kontaktwinkelbeziehung fiir alle Ay, 16sbar und auch das Problem

eines Uberhangs kann nicht mehr auftreten.
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4. Numerische Untersuchung der Gleichgewichte

Im Folgenden werden die Beziehungen aus mit den Gleichgewichtszu-
stdnden der Simulation verglichen, in der ebenfalls die Langwellenndherung verwen-
det wird. Zunéchst wird demonstriert, wie durch die Wahl der Randbedingung der
Grenzfall des unendlich grofien Tropfens simuliert werden kann. Zusétzlich wird die
Grundkonfiguration der Biirstenparameter so gewéhlt, dass der Benetzungskamm
deutlich grofler ist als die Prekursorfilmhéhe, um den Annahmen der analytischen
Diskussion gerecht zu werden. Da nach der analytischen Diskussion die Form des
Benetzungskamms ausschliefSlich von 4y, abhédngt, wird dieser Einfluss separat un-

tersucht und daraufhin auf den Einfluss der Biirstenparameter eingegangen.

4.1. Randbedingungen

Da die héchsten auftretenden Ableitungen von h und ¢ in der Gradientendynamik
jeweils vierter Ordnung sind, werden jeweils vier Randbedingugen fiir jedes Feld

benotigt. Ein konstantes Fliissigkeitsvolumen wird mit

je(x=0)=je(x=L)=jp(x =0) =ju(x=L) =0 (4.1)

sichergestellt, indem alle Fliisse in die betrachtete Doméne [0,L] hinein und heraus
verhindert werden. Zusatzlich werden vier Neumann-Randbedingungen verwendet,

von denen drei
0:¢(x =0)=0,((x =L) = 0h(x=L) =0 (4.2)

damit begriindet werden, dass in einem Teil des Systems (hier ,rechts“, bei z = L)
ein flacher Film vorliegt und dass die Biirste unter dem Tropfen in einem flachen
Zustand vorliegen wird.

Zunichst erscheint es naheliegend, den gesamten Halbraum x > 0 eines symmetri-
schen Tropfens zu simulieren, was einer Randbedingung d,h(x = 0) = 0 entspréche.
Stattdessen wird hier eine Randbedingung d,h(x = 0) = 6y verwendet, wobei 6y so
gewahlt wird, dass im Gleichgewicht P = ‘;—Z = % = 0 gilt. Mit dieser Randbe-
dingung wird somit der Bereich des Benetzungskamms im Grenzfall eines unendlich
groflen Tropfens simuliert. Im Gegensatz dazu kann dieser Grenzfall mit der Rand-
bedingung d,h(z = 0) = 0 nur mit einer Vergroferung des Fliissigkeitsvolumens im
Tropfen bzw. dessen Anfangshéhe asymptotisch angendhert werden, was einerseits

eine groflere Doméne erfordert und somit zu Lasten der Rechenleistung geht und an-
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Abbildung 6: Dargestellt sind die Gleichgewichtszustinde bei Verwendung der Rand-
bedingung h,(0) = 0 und variierender Tropfenhohe hg, sowie bei variierender Rand-
bedingung h,(0) = 6y mit den Parametern [ = 40, 4, = 0,3, ¢ = 0,3 und
T = 0,03. Farblich skaliert sind die Fliissig-Gas-Grenzlinien h+(, die Biirste-Fliissig-
Grenzlinien ¢ sind in orange angedeutet. Die zweite Zeile zeigt die mit der Rand-
bedingung einstellbaren Werte von P, der Plot links unten stellt die Kontaktwinkel

am Benetzungskamm iiber P dar.

dererseits mit einer gewissen Willkiir durch die Festlegung des Volumens und damit

eines endlichen Wertes fiir P einhergeht.

[Abbildung 6]zeigt die Validierung dessen in der Simulation. Wie erwartet kann P = 0

mit der Randbedingung h.(0) = 6y realisiert werden, wihrend die Simulation des

gesamten Halbraums selbst bei Verhéltnissen von Tropfenhohe zu Prekursorfilmhohe
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im Bereich von 1500:1 noch merklich von P = 0 abweicht. Die Darstellung der Kon-
taktwinkel als Funktion von P stimmt fiir beide Randbedingungen iiberein. Bemer-
kenswert ist ebenfalls, dass alle Kontaktwinkel eine nahezu lineare Abhéngigkeit von

P aufweisen. Die Abnahme von |fpy| mit P deckt sich mit der analytischen Diskus-

sion in [Abschnitt 3.3.6, Dass |fsy| mit P abnimmt wéhrend |fgr,| zunimmt, stimmt

mit der diskutierten Drehung des Neumann’schen-Kontaktwinkelgesetzes iiberein.
Fir die folgenden Abschnitte wird die Randbedingung 6y = 6y verwendet, die wie

gezeigt den unendlich groflen Tropfen simuliert.

4.2. Variation der Grenzflachenenergie

Mit der Randbedingung des unendlich groflen Tropfens wird nun die Grenzflédchen-
energie Ap) variiert. In sind die Benetzungskimme im Gleichgewicht
dargestellt. Einerseits zeigt sich das Abflachen der Spitze des Benetzungskamms
mit der Erhohung von 4, das aus den Beziehungen fiir die Kontaktwinkel aus [Ab]
hervorgeht. Andererseits wird auch deutlich, dass die Krimmung des

Benetzungskamms, wie in [Abschnitt 3.3.1| gezeigt, mit steigendem A1) abnimmt.

Die aus der Simulation entnommenen Kontaktwinkel stimmen qualitativ mit dem
Neumann’schen Gesetz iiberein, allerdings ist die Abweichung des Biirste-Fliissig-
Kontaktwinkels gy, deutlich gréfer als die des Blirste-Gas-Kontaktwinkels 0gy. Aus

dem analytischen Zusammenhang fiir die Energiedifferenz des Benetzungskamms

im Gleichgewicht und in der Spitze in [Gleichung 3.46| wird numerisch die Differenz

der Biirstenhohen (nax — (n berechnet, da die Inversion von gpush die Losung ei-
ner transzendentalen Gleichung erfordert. Der Verlauf stimmt in Anbetracht dessen,
dass in der Herleitung die Hohe der Spitze mit den Hohen, an denen die Kontakt-
winkel vorliegen, gleichgesetzt wird, bemerkenswert gut mit den Ergebnissen der
Simulation iiberein. Wie in angemerkt, fithrt die Langwellennédherung
sowohl in der Gleichung als auch der Simulation dazu, dass sich auch fiir beliebig
kleine 41,) Gleichgewichtszustinde ausbilden. Das Problem eines Uberhangs kann in
der Formulierung nicht auftreten. Mit sehr kleinen 4, kann der Biirste-Fliissigkeit-
Kontaktwinkel 6g1,, also hier die Steigung der Grenzlinie beliebig grofl werden, was
erneut demonstriert, dass hier der Geltungsbereich kleiner Steigungen im Rahmen

von Langwellennédherung und Diinnfilmgleichung verlassen wird.
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Abbildung 7: Dargestellt sind die Gleichgewichtzustéinde im Bereich des Benetzungs-
kamms bei Variation der Grenzflichenspannunng 7y fiir die Parameter [ = 40,
o =0,3und T = 0,03, farblich skaliert ist die Biirstengrenzlinie ¢, in hellblau ist die
Tropfengrenzlinie (h + () angedeutet, zur Vergleichbarkeit sind die Benetzungskam-
me um die Spitze zentriert. Unten links werden die Kontaktwinkel und unten rechts
die Differenz zwischen der Hohe des Benetzunskamms und der Gleichgewichtshéhe

der Birste ((max — ¢n) der Simulation mit den Ergebnissen aus|Abschnitt 3.4] vergli-

chen.

4.3. Variation der Biirstenparameter

Nun wird zuséatzlich der Einfluss der Biirstenparamter untersucht, wobei der Reihe
nach T, ¢ und [ variiert werden. Die auftretenden Benetzungskdmme sowie deren
gemessene Hohen und Kontatkwinkel sind in dargestellt. Mit dem Pa-
rameter T wird die Biirstenenergie gprush skaliert. Die Gleichgewichtshohe ¢, als
Nullstelle von O¢gprush wird dadurch nicht beeinflusst. Mit kleinen Werten von T'

muss nur wenig Energie zum Aufschwemmen der Biirste aufgebracht werden, was
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in einer groflen Ausdehung des Benetzungskamms resultiert. Die Erhéhung der Pa-
ckungsdichte o bewirkt ebenfalls, dass die Biirste im Benetzungskamm weniger hoch
aufschwemmt, aulerdem beeinflusst sie die Gleichgewichtshohe (. Die Erh6hung der
Polymerlinge [ fiihrt primér zum Anstieg der Gleichgewichtshohe C,.

Bei allen drei Parametervariationen zeigt sich eine bessere Ubereinstimmung mit
den analytischen Kontaktwinkelgesetzen bei steigender Hohe des Benetzungskamms
Cmax — Cu- Fr den Biirste-Gas-Kontaktwinkel gy suggerieren die Kurven, dass die-
ser unabhéngig davon, welcher Parameter variiert wird, gegen den analytischen Wert
konvergiert, sofern die Hohe des Benetzungskamms grofi gegeniiber der Prekursor-
filmhohe wird (Cmax — ¢n > hp = 1). Fiir den Biirste-Fliissig-Kontaktwinkel g,
zeigt sich eine dhnliche Tendenz. Allerdings liegt bei allen Variationen auch bei der
maximal vorliegenden Hohe des Benetzungskamms weiterhin eine Abweichung von
fs1, vor, die im Falle der Reduktion von T sehr langsam gegen die Neumann’sche
Prognose fiir |fgy,| zu konvergieren scheint. Der Grenzfall o — 0, bei dem die relative
Dichte der Polymerkettten in der Polymerbiirste verschwindend gering wird, repro-
duziert ebenfalls sehr gut die analytische Kontaktwinkelbeziehung. Allerdings sollte
dieser Fall anschaulich dem Ubergang von der Biirste zu einer Fliissigkeit entspre-
chen. Daran wird eine Schwiche des Modells deutlich, denn obwohl dann zwei gleich
beschaffene Filme vorliegen, enthélt das Modell weiterhin die Grenzflichenspannung
b1, die im realen Fall offensichtlich verschwinden muss.

Ein naheliegender Gedanke ist, dass die ,echte“ Neumann-Beziehung aus [AD]
eine bessere Ubereinstimmung liefert als die hergeleitete und verwen-
dete Beziehung im Rahmen des Modells. Wie in demonstriert, liefert
die direkte Neumann-Beziehung jedoch leicht grofiere Werte fiir beide Kontaktwin-
kel und weicht somit stidrker von den Daten der Simulation ab. Bemerkenswert ist
erneut, dass die Gleichung zur Berechnung der Héhe des Benetzungskamms bei al-
len Variationen sehr gut mit der Hohe des Benetzungskamms aus der Simulation
iibereinstimmt und dies im Gegensatz zu den Kontaktwinkeln nahezu unabhéngig

von der Bedingung (max — (n > hp = 1 ist.
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Abbildung 8: Dargestellt sind die Gleichgewichtzustinde im Bereich des Benetzungs-
kamms, bei Variation der Biirstenparameter T, o und [ (von oben nach unten), mit
Werten von | = 40, 7,1 = 0,3, 0 = 0,3 und 7' = 0,03 fiir die nicht-variierten Parame-
ter. Farblich skaliert ist die Biirstengrenzlinie (, in hellblau ist die Tropfengrenzlinie
(h + ¢) angedeutet, zur Vergleichbarkeit sind die Benetzungskdmme um die Spitze

zentriert. Rechts erfolgt der Vergleich mit den Ergebnissen aus
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4.4. Zusammenfassung Gleichgewichtszustande

Zum Abschluss der Diskussion der Gleichgewichtszustinde des Systems aus Tropfen
und Polymerbiirste lasst sich festhalten, dass das verwendete mesoskopische Modell
unter der diskutierten Einschrinkung, dass die enthaltene Form des Neumann’schen
Gesetzes nicht ganz mit dem makroskopischen iibereinstimmt, zentrale Aspekte wi-
derspiegelt, die auch bei anderen Modellen und Experimenten bei weichen Substrate
beobachtet werden. Wird die Prekursorfilmhéhe A, mit der mikroskopischen, die Ho-
he (max — Cn des Benetzungskamms mit der elastokapillaren und 1/P als Radius des
Tropfens mit der makroskopischen Skala wie in [2] identifiziert, so finden wir, dass
im Grenzfall

hp € Cmax — ¢ < 1/P (4.3)

die lokalen Kontaktwinkel des Benetzungskamms durch das Neumann’sche Gesetz
bestimmt werden, wiahrend der makroskopische Kontaktwinkel des Tropfens durch
das Young’sche Gesetz festgelegt wird. Angemerkt sei ebenfalls, dass fiir die analyti-
sche Betrachtung an keiner Stelle die genaue Form der Biirsten-Energiedichte gprush
benotigt wird, sodass sich die Argumentation und die gefundenen Kontatkwinkelge-
setze liber Polymerbirsten hinaus auf eine groflere Klasse von adaptiven Substraten

erweitern lasst.
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5. Stick-slip-Bewegung

Nun werden zusiitzlich die Advektionsterme Ud,h bzw. U 0,¢ in der Gradienten-
dynamik beriicksichtigt. Durch diese wird Energie ins System eingetragen, sodass
selbst in stationdren Stromungszustinden mit d:h = 9¢( = 0 kein Minimum der
freien Energie im System realisiert wird, daher verliert die Argumentation aus [Ab]
ihre Grundlage und ihre Bedeutung. Da dies analytische Zugénge zur Dy-
namik erschwert, wird sich hier grofitenteils auf die Ergebnisse der numerischen
Simulation im Rahmen der Finite-Elemente-Methode gestiitzt. Besonderes Augen-
merk liegt darauf, dass sich fiir gewisse Parameterkonfigurationen auch nach beliebig
langer Einschwingdauer keine stationdren Stromungszustinde, sondern periodische
stick-slip-Bewegungen einstellen, diese werden nun detalliert betrachtet. Es erfolgt
zunachst eine Beschreibung der Dynamik. Darauthin wird auf die Energiedissipation
eingegangen und der Einfluss der Oberflichenspannung sowie der Biirstenparameter

ndher untersucht.

5.1. Randbedingungen

Erneut werden acht Randbedingungen benétigt. Im betrachteten Szenario wird er-
zwungen, dass sich der Tropfen mit der Geschwindigkeit U iiber das Substrat be-
wegt. Folglich kommt im Bezugssystem des Tropfens immer eine fast trockene Po-
lymerbiirste mit Prekursorfilm auf diesen zu, wiahrend eine aufgeschwemmte Biirste

zuriickgelassen wird. Daraus ergeben sich Randbedingungen fiir die Strome zu:

jelw=1)=~U¢le=1L), jalw=L)=-Oh(w=1L), je(w=0)=-U¢(x=0).
(5.1)
Mit der Randbedingung j,(z = 0) wird erzwungen, dass sich der Tropfen iiber das

Substrat bewegt. Dazu wird mit
Jn(x =0) = je(x = L) + ju(x = L) — je(z = 0) (5.2)

erneut ein konstantes Gesamtvolumen sichergestellt. Der Umstand, dass durch die
zuriickgelassene, aufgeschwemmte Biirste eine Reduktion des Tropfenvolumens auf-
tritt, wird durch die Wahl der Randbedingungen unterdriickt. Dieser Effekt wird
mit der Begriindung vernachléssigt, dass erneut grofle Tropfen betrachtet werden.

Zusatzlich werden wieder die gleichen Neumann-Randbedingungen gewahlt:

0:((x=0)=0,((x=L)=0;h(x=L)=0 und 09;h(x=0)=06y. (5.3
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Die Wahl des Young’schen Kontakt-
winkels als Randbedingung simu-
liert hier erneut einen grofien Trop-
fen und bietet den Vorteil, dass die
in [Abschnitt 4l untersuchten Gleich-
gewichte als Grenzfall fir U — 0
enthalten sind. Wie sich zeigt, un-
terscheiden sich die Simulationser-
gebnisse qualitativ nicht von der Si-
mulation des gesamten Halbraums.
Das Volumen im System wird so
grof} gewéahlt, dass der Bereich der
Biirste, der durch die stick-slip-
Bewegung deformiert wird, fernab
der Rénder liegt. Dies ist in
visualisiert, in welcher die

Cbzw. h+C

Cbzw. h+ ¢

200

T
0 200

Abbildung 9: Dargestellt ist das mit Rand-
und Anfangsbedingungen realisierte Szena-
rio der erzwungenen Benetzung. Die Biirste-
Flissig (orange) und Fliissig-Gas-Grenzflache
(blau) werden durch die durchgezogene Linie
beim gréfiten und durch die gestrichelte Linie
beim kleinsten Kontaktwinkel der stick-slip-
Bewegung dargestellt.

gesamte simulierte Doméne zu zwei verschiedenen Zeitpunkten gezeigt wird. Die

stick-slip-Dynamik tritt stark lokalisiert in der Umgebung der Kontaktlinie und so-

mit fern der Rander auf.

5.2. Beschreibung der Bewegung

Zunichst wird auf den Ablauf einer Periode ei-

ner typischen stick-slip-Bewegung eingegangen, die-
ser ist in abgebildet. Aufgrund ei-
nes Hysterese-Verhaltens, das spéter noch genau-
er untersucht wird, kann sich bei der gewéihlten

Geschwindigkeit auch ein stationérer Zustand ein-

stellen, der zum Vergleich herangezogen wird. An- x>

hand des Fliissigkeit-Gas Kontaktwinkels 01y lassen Abbildung 11: Dargestellt

sich die beiden namensgebenden Vorgange der stick- ist die Gibbs-inequality. Bei

slip-Bewegung charakterisieren. Wihrend des stick- starrem, geneigtem Substrat

Vorgangs erhoht sich der Kontaktwinkel, wobei sich (gelb)

an der Kontaktstelle ein Benetzungskamm aufbaut.

16st sich ein Film
(blau) ab, wenn |fry| —
Osv| > |0y| gilt.

Beim slip-Vorgang, der wesentlich schneller ablauft,

rutscht der Tropfen vom Benetzungskamm ab und der Kontaktwinkel reduziert sich.

Daraufhin baut sich wieder ein Benetzungskamm auf und der Vorgang wiederholt
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Abbildung 10: In der oberen Reihe sind vier Momentaufnahmen der stick-slip-
Bewegung in einem Parameterbereich mit Hysterese abgebildet (v.l.n.r. der Zeit-
punkt des maximalen Kontaktwinkels, der minimalen Hohe des Benetzungskamms,
des minimaler Kontaktwinkels und der maximalen Hoéhe des Benetzungskamms).
Die transparenten Kurvenscharen zeigen die vorherige zeitliche Entwicklung, die
einzelnen Linien sind aufgrund der adaptiven Zeitschritte nicht zwingend in glei-
chen Zeitabstinden. Als Parameter werden T' = 0,02, o = 0,3, 5p1 = 0,3, [ = 20,
M =0,1und D=4-10"3 und U = 0,014 verwendet. Unten links ist ein stationérer
Stromungszustand bei gleichem U dargestellt, unten rechts der Verlauf der Kontakt-
winkel iiber eine Periode T'.

sich periodisch. Um das Abldsen des Films beim slip-Vorgang zu verstehen, wird ein
Kriterium herangezogen, das als Gibbs-inequality |7| bezeichnet wird.

Demnach rutscht ein Film genau dann von einem geneigten, festen Substrat ab,
wenn der relative Winkel |fpy| — |fsv]|, den der Film mit dem Substrat einschlieft,

den Gleichgewichtskontaktwinkel |fy| iiberschreitet, sieche|Abbildung 11} Bemerkens-

wert ist, dass das Abrutschen des fliissigen Films nicht durch eine langsame, stetige
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t/T

VergroBerung der Kontaktwinkeldifferenz |fry| — |0sy| bis hin zum Erreichen der
Gibbs-inequality geschieht. Stattdessen bleibt die Kontaktwinkeldifferenz wéahrend
des Grofiteils der Bewegung nahezu konstant und erst durch die Beteiligung des
Benetzungskamm am slip-Prozess kommt es zum Abrutschen des Films. So folgt
nach dem Erreichen des maximalen Kontaktwinkels erst eine Deformation des Be-
netzungskamms, der Benetzungskamm ,schéalt® sich gewissermaflen vom Tropfen
ab. Dieser Prozess endet in einer sehr schnellen Relaxation zu einem flachen Benet-
zungskamm mit kleinem |fgy|. Erst durch diesen Vorgang tritt die Gibbs-inequality
auf und der fliissige Film rutscht vom Benetzungskamm ab. Eine vergleichbare ex-
perimentelle Beobachtung wird in fir den stick-slip-Effekt auf viskoelastischen
Substraten beschrieben. In ist dieses Verhalten zusitzlich in einem
space-time-Plot illustriert. Auch hier deutet sich die Deformation des Benetzungs-

kamms vor dem Eintreten der Gibbs-inequality an.

¢ h+¢
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Abbildung 12: Dargestellt ist das Hohenprofil der Biirste ¢ (links) und des Fliissig-
keitsfilms h + ¢ (rechts) im Bereich des Benetzungskamms {iber einer Periode T,
die griin gestrichelte Linie beschreibt den Zeitpunkt, zu dem die Gibbs-inequality
eintritt. Als Parameter werden 7' = 0,02, ¢ = 0,3, 7,1 = 0,3, [ = 20, M = 0.1,
D =4-10"3 und U = 0,014 verwendet.

5.3. Freie Energie und Energiedissipation

Der stick-slip-Prozess wird zusétzlich im Hinblick auf die auftretenden Werte von

F[h], ihre Zusammensetzung aus den einzelnen Beitrdgen und die Energiedissi-
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Abbildung 13: In der oberen Zeile ist von links nach rechts die gesamte freie Ener-
gie F'[h,(] sowie die einzelnen Beitrage Feap[C], Fiwet[h] und Gprush[¢] wihrend einer
Periode T dargestellt. Die Nulllinie bezieht sich jeweils auf die Energie des Gleichge-
wichtszustands. Unten ist die gesamte Energiedissipation Dyes sowie die Beitrage Dy,
D¢ und Dy dargestellt. Die durchgezogenen Linien beziehen sich auf die stick-slip-
Bewegung und die gestrichelten auf einen stationiren Zustand, beide bei U = 0,014,
alle Energien und Dissipationen bezichen sich auf die Doméne [0,300]. Die rot ge-
strichelte Linie gibt den Zeitpunkt wieder, an dem die Gibbs-inequality auftritt. Als
Parameter werden T = 0,02, ¢ = 0,3, 4,1 = 0,3, [ = 20, M = 0,1 und D = 4 - 1073
verwendet.

pation wihrend einer Periode untersucht, dies ist in dargestellt. Den
dominanten Beitrag macht die Kapillarenergie aus, ihr Beitrag wird sogar noch ein

wenig grofler, wenn statt der verwendeten Randbedingung 6y = 6y der Halbraum
eines Tropfens betrachtet wird. Mit dem Anstellen des Kontaktwinkels wahrend der
stick-Phase erhoht sich die Steigung im Tropfen und damit die Kapillarenergie. In
der slip-Phase relaxiert mit der Kapillarenergie auch die gesamte freie Energie auf ihr
niedrigstes Niveau. Das Benetzungspotentail verhélt sich genau umgekehrt, mit dem
Ansteigen des Kontaktwinkels wihrend der stick-Phase liegt auf einem wachsenden
Teil der Doméne die energetisch gilinstige Prekursorfilmhéhe vor. Der Benetzungs-
kamm, der sich aufbaut, tragt in der betrachteten Parameterkonstellation in Form

von Ghpyush[C] nur wenig zur freien Energie bei.

Die Betrachtung der Energiedissipation liefert den erwartet scharfen Peak wéhrend
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des slip-Vorgangs, bei dem sie um mehr als eine Gréflenordnung grofler ist als die
Dissipation eines stationdren Zustands bei gleicher Geschwindigkeit. Es zeigt sich
erneut, dass das Abrutschen des Tropfens durch eine Deformation der Biirste verur-
sacht wird. So erreicht die Dissipation durch Materialaustausch Djs zwischen Film
und Biirste bereits vor dem Erreichen der Gibbs-inequality ihren Hohepunkt. Erst
danach folgt eine hohe Energiedissipation D durch das Abrutschen des Tropfens,
die zwar den dominanten Beitrag liefert, aber durch den vorigen Prozess ausgelost

wird.

5.4. Variation der Geschwindigkeit

Nun wird anhand einer Parameterkonfiguration, die eine stick-slip-Bewegung zulésst,
die Abhédngigkeit des sich einstellenden Stromungszustands von der Geschwindigkeit
U im GroBenordnungsbereich betrachtet, in dem die stick-slip-Bewegung auftritt.
Als charakteristische Gréflen werden dabei die Frequenz f einer eventuellen periodi-
schen Bewegung, der Kontaktwinkel 6y, des Tropfens, der weiterhin der minimalen
Steigung von h+( entspricht und die Hohe (jhax eines Benetzungskamms betrachtet.
Hier wird eine leicht veréinderte Definition der Hohe des Benetzungskamms (pax
verwendet, indem zusétzlich gefordert wird, dass diese nicht im Inneren des Trop-
fens liegt (konkret wird verwendet, dass fir (;hax nur die Orte infrage kommen, an
denen h < 5 gilt). Dadurch wird erreicht, dass die aktuelle Hohe des Benetzungs-
kamms immer an der Entsprechung der makroskopischen Drei-Phasen-Kontaktlinie
gemessen wird. In ist der Verlauf dieser GréBen bei Variation von U
dargestellt.

Fiir die Ermittlung der Daten wird U jeweils von groBen und kleinen Geschwindig-
keiten ohne stick-slip-Bewegung ausgehend in kleinen Schritten variiert. Tritt eine
stick-slip-Bewegung auf, wird jeweils ein mogliches Einschwingen abgewartet (bis
sich drei aufeinanderfolgende Perioden um weniger als 4 % unterscheiden) und dar-
aufhin fiir die Frequenz der Mittelwert iiber 10 aufeinanderfolgende Perioden verwen-
det, bevor zur néichstkleineren oder néchstgrofieren Geschwindigkeit iibergegangen
wird. Die mininmalen und maximalen Kontaktwinkel und Benetzungskammhohen
werden der letzten Periode entnommen. Liegt ein stationédrer Zustand vor, wird kei-
ne stick-slip-Bewegung erkannt und nach einer Zeit von tp.x = 2 - 10° ebenfalls zur
néchstgroferen oder nichstkleineren Geschwindigkeit iibergegangen. Sowohl am Be-
ginn als auch am Ende des stick-slip-Bereichs tritt eine Hysterese auf, in der die
Dynamik vom vorherigen Bewegungszustand des Systems abhéngt.

Unabhéngig davon, ob die Amplitude der Schwingung als Differenz zwischen maxi-
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Abbildung 14: Fiir die Parameterkonstellation T = 0,02, ¢ = 0,3, 7, = 0,3, [ =
20, M = 0,1 und D = 4-1073 sind die Frequenz f, der maximale und minimale
Fliissig-Gas-Kontaktwinkel |01y max| und |01y min| und die Maximalhéhe (paxt und
Minimalhéhe (pax| des Benetzungskamms iiber der Geschwindigkeit U dargestellt.
Griin unterlegt sind die Bereiche, in denen eine stick-slip-Bewegung auftritt. In den
hellgriinen Bereichen sind abhéngig vom vorigen Systemzustand sowohl stick-slip-
als auch stationdre Strémungszustinde mdoglich.

malem und minimalem Kontaktwinkel oder als Differenz zwischen maximaler und
minimaler Héhe des Benetzungskamms angesehen wird, nimmt diese mit steigender
Geschwindigkeit U ab, wihrend die Frequenz f mit der Geschwindigkeit ansteigt.
Fiir grole Geschwindigkeiten liegt die Vermutung nahe, dass die stick-slip-Bewegung
aufhort, weil die Amplitude stetig gegen Null konvergiert. Bemerkenswert ist eben-
falls, dass die maximale Hohe des Benetzungskamms der stick-slip-Bewegung in allen
Fallen grofler ist, als die eines stationdren Stromungszustands bei der gleichen Ge-

schwindigkeit.
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5.5. Parametervariationen

Nun wird der Einfluss der Biirstenparameter und der Oberflichenspannung auf die
stick-slip-Bewegung betrachtet. Insbesondere kann mit der Variation jedes Parame-
ters der Grenzfall des starren Substrats beliebig angendhert werden, der im stati-
schen Fall in einer verschwindenden Hohendifferenz ((max — ¢n) des Be-
netzungskamms entspricht. Fiir diesen Fall sollte die stick-slip-Bewegung verschwin-
den. Neben der Frage nach dem Einfluss der Parameter auf Frequenz und Ampli-
tude der stick-slip-Bewegung, stellt sich folglich die Frage, wie sich dieser Ubergang
vollzieht. In werden die Parameter so variiert, dass dieser Ubergang
beobachtet wird. Ahnlich wie bei der Variation der Geschwindigkeit U tritt bei allen
Parametervariationen ein Hysteresebereich auf, bei Variation der Parameter 7" und
o kann keine Instabilitit des stationdren Stromungszustands festgestellt werden.
Bemerkenswert ist, dass die Frequenz f der stick-slip-Prozesse nahezu unabhén-
gig von allen Biirstenparametern ist und auch nur eine leichte Abhéngigkeit von
der Grenzflichenspannung Ay aufweist. Auch die Hohe der Benetzungskdmme weist
markante Unterschiede zur Statik auf. Wéhrend die Hohe der statischen Benet-
zungskdmme im gleichen Parameterbereich jeweils um mehr als eine Gréflenord-
nung variiert (siehe , ist die Differenz von minimaler und maximaler
Benetzungskammhohe, die einer Amplitude der Schwingung entspricht, hier nahezu
konstant.

Ein weiterer qualitativer Unterschied zu den Variationen der Geschwindigkeit ist
das Verhalten der Amplitude am Ende der stick-slip-Bewegung. Wéhrend diese bei
einer Erhéhung der Geschwindigkeit U wie gezeigt sehr klein wird, tritt hier in al-
len Fallen ein abruptes Ende der stick-slip-Bewegung auf. Die Gesamtheit dieser
Beobachtungen legt den Schluss nahe, dass eine gewisse ,kritische Weichheit“ des
Substrats zum Auftreten der stick-slip-Bewegung benétigt wird, die in engem Zu-
sammenhang mit der Grofle des Benetzungskamms im Gleichgewicht steht. Diese
ist aber nur Vorraussetzung fiir das Auftreten der stick-slip-Bewegung, die Dynamik

hingegen ist nahezu unabhéngig davon.
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Abbildung 15: Dargestellt sind Frequenz f, minimaler und maximaler Kontaktwinkel
|| und minimale und maximale Hohe des Benetzungskamms (jax von stick-slip-
Bewegungen und stationdren Stromungszustdnden. Von oben nach unten werden
die Grenzflichenspannung A1) sowie die Biirstenparameter 7', ¢ und [ variiert. Die
Werte der nicht-variierten Parameter betragen T =002 0=0,3, o1 = 0,3, [ =20,
M=0,1,D=4-10"3 und U = 0,014.
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6. Erzwungene Benetzung

Anschlieflend an die Beschreibung der stick-slip-Bewegung wird nun versucht, ihr
Auftreten in ein Gesamtbild der erzwungenen Benetzung einzuordnen, indem das
Verhalten der Kontaktwinkel bei Variation der Geschwindigkeit iiber mehrere Gro-
Benordnungen untersucht wird. Dabei wird zunéchst auf kleine und daraufhin auf
grofle Geschwindigkeiten eingegangen. Daran schlieit eine Untersuchung des Ein-
flusses der Transferkonstanten an, der einen Vergleich charakteristischer Zeitskalen

ermoglicht.

6.1. Kleine Geschwindigkeiten - Rotierende Neumann-Beziehung

Nun wird detaillierter auf die stationidren Zustdnde, die bei kleinen Geschwindigkei-
ten vor dem Einsetzen der stick-slip-Bewegung auftreten, eingegangen. Insbesondere
stellt sich die Frage, ob die Kontaktwinkel am Benetzungskamm trotz des verén-

derten Fliissig-Gas-Kontaktwinkels zunéchst weiterhin dem Neumann’schen Gesetz

folgen. Sind die Neumann-Beziehungen aus [Abschnitt 3.3.4] weiter giiltig, ohne dass

der Young’sche Kontaktwinkel vorliegt, so ergibt sich fiir die beiden Winkel g7, und

fsy in Langwellennaherung (siehe |[Abschnitt A.2)):

1447
Os. = by + | ,Yb?blx/ =2 fwet (hp) (6.1)
bl
Ogy =0 ———— /=2 fwet(hp). 6.2
% Lv+\/1+,yb1\/ fwet (hp) (6.2)

In [Gleichung 6.1 und [Gleichung 6.2] spiegelt sich wieder, dass die alleinige Giiltigkeit

der Neumann-Beziehung in der Langwellenndherung nur die Differenzen der Stei-
gungen festlegt, nicht aber deren absoluten Wert. Aus dem Wert von 6py werden
|0sv| und |fsr,| berechnet und mit den Simulationsergebnissen verglichen, die Ergeb-
nisse sind in dargestellt. Ausgehend vom Gleichgewichtszustand, bei
dem 6ry = Oy gilt, &ndert sich der stationdre Stromungszustand fiir sehr kleine Ge-
schwindigkeiten im Bereich bis 107 zunichst wenig. Analog zu den Ergebnissen aus
[Abschnitt 4] trifft auch hier das Neumann’sche Gesetz eine wesentlich bessere Vor-
hersage fiir den Kontaktwinkel fgyv an der dufleren Flanke des Benetzungskamms,
wéhrend diese fir den Innenwinkel fgy merklich abweicht.

Im Geschwindigkeitsbereich von 10™° bis 10™3 kommt es zu einer Erhohung des Kon-
taktwinkels, die mit einer dramatischen Reduktion der Hohe des Benetzungskamms

einhergeht. In diesem Bereich stimmt der gemessene Kontaktwinkel Ogy weiterhin
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Abbildung 16: Links werden fiir kleine Geschwindigkeiten U die Kontaktwinkel am
Benetzungskamm dargestellt und mit dem Neumann’schen Gesetz verglichen. Rechts
oben sind die zentrierten Benetzungskdmme dargestellt und rechts unten die Hohe
des Benetzungskamms. Als Parameter werden T’ = 0,02, o = 0,3, 31,1 = 0,3, [ = 20,
M =0,1 und D = 4-1073 (wie in [Abschnitt 5)) verwendet. Im Detail links oben ist

zur Einordnung der Plot aus dargestellt, wobei der hier betrachtete
Teil rot geférbt ist. Es werden nur stationdre Strémungen betrachtet, der Bereich

ab dem eine stick-slip-Bewegung moglich ist, ist erneut in hellgriin markiert.

sehr gut mit dem Neumann’schen Gesetz {iberein und auch der Verlauf der Kurven
von fgr, suggeriert abgesehen von der konstanten Abweichung, die auch in der Statik
auftritt, eine qualitative Ubereinstimmung. Bevor der Bereich méglicher stick-slip-
Bewegungen erreicht wird, erreichen die Kontaktwinkel 6y und gy ein Maximum.

Im Bereich der Gréflenordnung dieses Maximums beginnt der Winkel gy von der
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Vorhersage der Neumann-Beziehung abzuweichen, die Neumann-Beziehung wird un-
gultig.

Als zentrales Ergebnis der Betrachtung kleiner Geschwindigkeiten (bis ca. eine Gro-
Benordnung vor dem Auftreten der stick-slip-Bewegung) lasst sich die Folgerung
festhalten, dass der Benetzungskamm bei einer Erhohung der Geschwindigkeit durch
eine weiter giiltige Neumann-Beziehung gedreht wird.

Eine Auffélligkeit, welche die Bentzungskdmme der stationdren Stréomungszusténde
von den statischen Benetzungskdmmen unterscheidet, ist das Auftreten einer ,,Mul-
de“ am Fufl der dufleren Biirstenflanke, in der die Biirstenhthe die Hohe der Biirste
unter dem flachen Film unterschreitet. Eine naheliegende Erklarung ist, dass es sich
um einen Effekt der Oberflichenspannung handelt, die trotz einer dadurch erhéhten
Biirstenenergie fiir eine moglichst glatte Kontur der Biirste am Fufl des Benetzungs-
kamms sorgt. Dies hat zufolge, dass der Winkel fg1,, der als maximale Steigung von
¢ definiert ist, nicht mehr in der Innenseite des Tropfens, sondern in dieser Mulde
vorliegt. Die Definition beschreibt also ab einer gewissen Geschwindigkeit nicht mehr
die relevante maximale Steigung der inneren Flanke des Benetzungskamms, weshalb

fiir hohere Geschwindigkeiten nur noch |fsy| und |0ry| betrachtet wird.

6.2. GroBe Geschwindigkeiten

Nun werden die stationdren Stromungszustinde bei hoheren Geschwindigkeiten be-
trachtet, bei denen sich nahezu gar kein Benetzungskamm mehr ausbildet. Wie zuvor
angesprochen kann hier keine sinnvolle Messung von fs;, mehr erfolgen, sodass sich
auf Oy und gy beschrinkt wird. Die Messung dieser beiden Winkel ist fiir die
stationdren Stromungen in dargestellt. Im Grenzfall sehr grofiler Ge-
schwindigkeiten wird die Steigung 01y des Tropfens sehr grofl, wihrend der Winkel
fsy des Benetzungskamms asymptotisch gegen Null konvergiert. Anschaulich ge-
sprochen bewegt sich der Tropfen so schnell iiber die Biirste, dass diese nicht mehr
reagiert, zumindest im Bereich der Kontaktlinie dhnelt die Bewegung der auf einem
festen Substrat. Darin zeigt sich erneut, dass die Neumann-Bezichung hier nicht
mehr gelten kann, was auch die Simulation bestétigt.

Die Kurven in suggerieren, dass sich diese innerhalb des stick-slip-
Bereichs stetig verbinden lassen, was zur Vermutung fithrt, dass dort ebenfalls sta-
tiondre Losungen existieren, die jedoch instabil sind und somit mithilfe der Zeitsi-
mulation nicht beobachtet werden. legt zwei wesentliche Vermutungen

iiber das Auftreten der stick-slip-Bewegung nahe. Einerseits scheint diese nur im

9|6y |

Bereich aufzutreten, in dem o0

negativ ist. In Worten bedeutet dies, dass eine
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Abbildung 17: Dargestellt sind die Kontaktwinkel |fry| und |fgy,| stationédrer Stro-
mungszustinde am Benetzungskamm, sowie deren Differenz und der Young’sche
Kontaktwinkel |fy|. Griin unterlegt ist der stick-slip-Bereich und hellgriin der Be-
reich, in dem eine Hysterese auftritt. Als Parameter werden wie zuvor T = 0,02,
o=20,3, 3, =03,1=20, M =0,1 und D = 4-103 verwendet. Das Rauschen im
Bereich von 3 - 107! bis 1 ist auf numerische Effekte zuriickzufiihren.

Reduktion der Geschwindigkeit zu einer Erhéhung des Kontaktwinkels fiihrt. Dies
kann als Anzeichen fiir die Instabilitidt eines stationdren Zustands gesehen werden:
Bewegt sich der Kontaktbereich des Tropfens inklusive Benetzungskamm langsamer
als dessen Schwerpunkt, der sich mit U bewegt, so wird ein hoherer Kontaktwin-
kel angenommen, was jedoch einem verdnderten stationdren Stromungszustand des
Kontaktbereichs entsprechen kann. Damit kann der Kontaktbereich in einen anderen
Stromungszustand wechseln, als den von U vorgegebenen. Die zweite interessante Be-
obachtung ist, dass im Endpunkt der stick-slip-Bewegung in etwa |0y | —|0sy| = |0y ]
gilt. Dies legt die Vermutung nahe, dass der Endpunkt der stick-slip-Bewegung ge-
nauso wie das Ablésen des Films auf das Auftreten der Gibbs-inequality zuriickzufiih-
ren ist. Sobald diese eintritt, kann der Film folglich nicht mehr am Benetzungskamm
haften bleiben (,,stick-Verhalten*), und folglich auch keine stick-slip Bewegung auf-
treten. Im néchsten Schritt wird untersucht, unter welchen Umsténden es iiberhaupt
dazu kommen kann, dass sich trotz Erhohung der Geschwindigkeit ein stationérer
Zustand mit kleinerem Kontaktwinkel einstellt und wann eine stick-slip-Bewegung

moglich wird.
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6.3. Einfluss der Transferkonstanten

Wie sich zeigt, hat die Transferkonstante M zentralen Einfluss auf das Auftreten
einer stick-slip-Bewegung sowie den Geschwindigkeitsbereich, in dem diese auftritt.
In wird dazu M diskret variiert, wobei hier die Hysterese-Bereiche
nicht ndher untersucht werden, die Simulation wird bei der Minimal- und Maxi-
malgeschwindigkeit gestartet, U langsam variiert, und abgebrochen, sobald keine

stationdre Bewegung mehr auftritt.

6| M=10 l6|

<.
I
-

161

1077 10°5

— 6| —— 10sv] —— [6w|—10sv] --- 6| stick-slip

Abbildung 18: Dargestellt sind die Kontaktwinkel |fry| und |fgy,| stationédrer Stro-
mungszustinde am Benetzungskamm fiir verschiedene Geschwindigkeiten U und
diskret variierte Transferkonstanten M, sowie deren Differenz und der Young’sche
Kontaktwinkel |f#y|. Griin unterlegt sind Bereiche, in denen eine stick-slip-Bewegung
auftritt. Als Parameter werden wie zuvor T = 0,02, ¢ = 0,3, 511 = 0,3, [ = 20 und
D =4-1073 verwendet.

Beide gefundenen Kriterien sind giiltig fiir alle M. Einerseits treten nur stick-slip-
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Bewegungen auf, wenn % < 0 gilt und andererseits stimmt die Maximalge-
schwindigkeit der stick-slip-Bewegungen in etwa mit der Geschwindigkeit iiberein,
ab der die Gibbs-inequality erfiillt ist. Bemerkenswert ist, dass beim kleinsten Wert

M = 10~* trotz negativer Steigung von |fpy| keine stick-slip-Bewegung auftritt.

20,0
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10,0 A

Zbzw. (h+70)
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T 5,0 T T T T T
4 106 108 -150 -100 -50 0 50 100 150
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Abbildung 19: Links ist die Differenz (nax — ¢n einer zu Beginn flachen Biirste mit
¢ = (, unter einem unendlich groflen Tropfen tiber der Zeit dargestellt, die Halb-
wertszeiten dienen als Zeitskalen fiir den Aufbau eines Benetzungskamms. Rechts
ist veranschaulicht wie aus dem Gleichgewichtszustand der Biirste die Langenska-
la Ly des Benetzungskamms ermittelt wird, die rot gestrichelten Linien verdeutli-
chen die Konstruktion der Langenskala als Dreieck mithilfe der Kontaktwinkel Ogy
und gy (siehe . Die verwendeten Parameter sind 7' = 0,02, o = 0,3,
A1 =0,3,1=20und D =4-1075.

Anhand von Zeitskalen wird untersucht, warum es zum Auftreten der stick-slip-

Bewegung kommt. Wie bereits in [Abbildung 14] dargestellt, ist die Hohe (nax des Be-
netzungskamms wahrend der stick-slip-Bewegung nicht konstant, stattdessen kommt

es zu einer periodischen Neubildung des Benetzungskamms (siehe . Dies
suggeriert, dass die Zeitskala T';, in der sich Benetzungskdmme bilden, bei einer
stick-slip-Bewegung vergleichbar mit einer typischen Zeitskala Ty ist, die sich in-
vers zur Geschwindigkeit verhélt. Da es sich um den Aufbau des Benetzungskamms
handelt, wird als Léngenskala die horizontale Lange Ly eines Benetzungskamms

im Gleichgewicht verwendet, wobei diese durch ein Dreieck angendhert wird, siehe

Mit den Steigungen sy und fgp, berechnet sich diese geméifl

LO = (Cmax - Cn)

1 1 ]
—_—t —. 6.3
Osv] ~ |0sL] (6:3)

Mit der Geschwindigkeit U wird damit die Zeitskala Tj; = % definiert. Die Zeitska-

95



- M=10"1 - M=10"2 - M=10"3

106 - 10° 1 \ 106 - \
104 104 + 104 +

— Ty — Ty — Ty
L p— s 1024 1, 1024 g

T T T T T T T T T
1074 102  10° 1074 102  10° 104 102  10°
U U U

Abbildung 20: Fiir verschiedene M sind die Zeitskalen T, i und Ty dber der Ge-
schwindigkeit U dargestellt. In griin sind die Bereiche unterlegt, in denen stick-slip-
Bewegungen registriert werden.

la T)y; fiir den Aufbau des Benetzungskamm wird als Zeit definiert, die eine flache
Biirste mit Gleichgewichtshohe ¢, unter einem (unendlich grofien) Tropfen benétigt,
damit (pax(t) — ¢, die Halfte der Maximalhohe im Gleichgewicht erreicht, die Er-
mittlung fiir verschiedene M ist in dargestellt. In erfolgt
der Vergleich der Zeiskalen Ty und Ty;. In allen drei Féllen liegt der Schnittpunkt
der Zeitskalen im Anfangsbereich der stick-slip-Bewegung. Angemerkt sei an die-
ser Stelle, dass die Definition der Zeitskalen und insbesondere der Langenskala L
groflen Interpretationsspielraum bietet, sodass der Schnittpunkt je nach Definition
auch zentraler im stick-slip-Bereich oder leicht auflerhalb liegen kann. Dennoch de-
monstriert dieses Vorgehen die Vergleichbarkeit der Groflenordnungen der Zeitskalen
und auch die gleiche Position aller Schnittpunkte im griinen Bereich legt nahe, dass
sich mit Anderung von M der Schnittpunkt der Zeitskalen nach den gleichen Ge-
setzméBigkeiten verschiebt wie der stick-slip-Bereich. Dieses Argument ist allerdings
derart vereinfacht, dass es nicht erkléart, warum bei groflen und kleinen Werten von
M kein stick-slip-Verhalten auftritt, obwohl auch da immer eine Geschwindigkeit U

existiert, fur die die Zeitskalen tibereinstimmen.

o6



7. Fazit und Ausblick

Ziel dieser Arbeit ist ein erweitertes Verstdndnis fiir das Benetzungsverhalten von
Flissigkeiten auf adaptiven Substraten mit besonderem Fokus auf den Bereich der
Benetzungskdmme. Dazu wird ein mesoskopisches Modell der Bewegung einer Fliis-
sigkeit auf einer Polymerbiirste eingefiihrt, anhand dessen die statischen Gleichge-

wichtszustdnde und die Dynamik der erzwungenen Benetzung untersucht wird.

Mit einer analytischen Betrachtung koénnen auf Basis grundlegender Annahmen
Kontaktwinkelgesetze fiir einen unendlich groflen Tropfen abgeleitet werden, bei
dem die Benetzungskammhohe grofl gegeniiber der Prekursorfilmhohe ist. Es zeigt
sich, dass der Fliissig-Gas-Kontaktwinkel wie bei einem festen Substrat durch das
Young’sche Gesetz bestimmt wird. Auflerdem werden die Fliissig-Fest- und Fest-Gas-
Kontaktwinkel am Benetzungskamm durch eine Entsprechung des Neumann’schen
Gesetzes bestimmt. Beim Ubergang zum endlich grofien Tropfen wird argumentiert,
dass das Neumann’sche Gesetz zunéchst Giiltigkeit behélt und fiir eine Drehung des

Benetzungskamms sorgt, da der Fliissig-Gas-Kontaktwinkel abnimmt.

Fiir die Uberpriifung dieser Kontaktwinkelbezichungen in einer Zeitsimulation in
Langwellenndherung werden Randbedingungen so gewéhlt, dass der untersuchte
Kontaktbereich dem eines unendlich groflen Trofens entspricht. Die Ergebnisse der
Simulation bestétigen die analytischen Kontaktwinkelbeziehungen fiir den Fall eines
Benetzungskamms, der grofl gegentiber der Prekursorfilmhohe ist, wobei jedoch ei-
ne deutlich schnellere Konvergenz fiir den Fest-Gas-Kontaktwinkel auf der dufleren

Flanke des Benetzungskamms beobachtet wird.

Die Untersuchung der stick-slip-Bewegung liefert das iiberraschende Resultat, dass
dem Abrutschen des Films ein ruckartiges Abflachen des Benetzungskamms vor-
ausgeht. Erst nach diesem ist die Gibbs-inequality erfiillt. Die Variation der Ge-
schwindigkeit im Groflenordnungsbereich der stick-slip-Bewegung legt offen, dass
ihr Auftreten einer Hysterese unterliegt. Neben der Erkenntnis, dass die stick-slip-
Bewegung bei Erhohung der Geschwindigkeit mit einer hohen Amplitude einsetzt
und die Benetzungskdmme gréfer sind als die eines stationdren Zustands bei gleicher
Geschwindigkeit, legt die Zeitsimulation den Schluss nahe, dass sich der Endpunkt
der stick-slip-Bewegung bei hohen Geschwindigkeiten durch eine stetige Konvergenz
der Amplitude gegen null vollzieht. Es zeigt sich, dass mit der Variation jedes Biirs-
tenparameters sowie der Oberflichenspannung der Grenzfall eines trockenen Sub-
strats angendhert werden kann, sodass die stick-slip-Bewegung abbricht. Abseits

davon ist der Einfluss der Biirstenparameter auf die Bewegung und insbesondere die
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Frequenz gering.

Im Gesamtbild der erzwungenen Benetzung scheint eine stick-slip-Bewegung zum
einen in Geschwindigkeitsbereichen aufzutreten, in denen der Kontaktwinkel statio-
narer Zustdnde mit der Erhéhung der Geschwindigkeit abnimmt. Zum anderen wird
festgestellt, dass die Zeitskalen der Bewegung und des Aufbaus eines Benetzungs-
kamms bei der stick-slip-Bewegung vergleichbar sind. Sobald die Gibbs-inequality in
stationdren Zustdnden dauerhaft realisiert ist, kann keine stick-slip-Bewegung mehr
auftreten.

Fiir eine weitere, iiber den hier erarbeiteten Uberblick hinausgehende Untersuchung
wire es interessant, die Uberginge zwischen stick-slip-Bewegung und stationiren
Zusténden im Hinblick auf das Bifurkationsverhalten ndher zu untersuchen. Dazu
scheint jedoch ein grofleres methodisches Repertoire niitzlich und notwendig zu sein,
das insbesondere auch auf Kontinuierungsmethoden zuriickgreift. Als Erweiterung
des Modells und der Simulation kann im néchsten Schritt eine numerische Simu-
lation mit exakten Kriimmungstermen untersucht werden. Andererseits sind auch
Modifikationen der freien Energie wie eine Abhéngigkeit der Grenzflichenspannung
vom Biirstenzustand, ein Benetzungspotential, das die lokale Neigung der Substra-
toberfliche miteinbezieht, oder eine Erweiterung des Modells der Biirstenenergie
denkbar.
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A. Erweiterte Betrachtungen der Kontaktwinkelgesetze

Im Folgenden werden vertiefende Uberlegungen zu den Kontaktwinkelgesetzen aus

vorgestellt.

A.1. Bedingung fiir die Aquivalenz von Neumman- und Modellbeziehung

Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen die im Modell enthaltene Beziehung im
Falle eines flachen Benetzungskamms (75 — o0) dquivalent zur ,echten* Neumann-
Beziehung ist. Wir verwenden dazu nur Kleinwinkelndherungen fiir gy, und fgr,
(analog zu [10]), dies ist eine schwéchere Bedingung als die Langwellenndherung, in
der auch Ory einer Kleinwinkelndherung unterliegt. Der Fliissig-Gas-Kontaktwinkel
frv bleibt beliebig und muss vorerst nicht mit dem Young’schen Kontaktwinkel
ibereinstimmen. Zur Unterscheidung verwenden wir hier fgyy und sy, fiir die
Modell-Beziehung und fsy x und fOsp, x fiir das Neumann-Gesetz. Wir beginnen bei
der Modell-Beziehung:

cos Oy + b1 cos O, v = (1 + Ab1) cos Oy v + fwet (hp) (A.1)
sin Oy + b1 sin st v = (1 + Hb1) sin Osy - (A.2)

Die Kleinwinkelndherung der Biirstenwinkel liefert:
~ 1 2 ~ 1 2
cos Oy + Api(1 — §GSL,M) =1 +90)(1— 593\/,1\/1) + fwet (hp) (A.3)
sin Oy + Anifst,m = (1 4 A1) fsv M- (A.4)

Mit Einfithren von k = cosfry — (1 + fwet(hp)), wobei k& = 0 dem Vorliegen des

Young’schen Kontaktwinkels entspricht, sowie Quadrieren von ergibt
sich:

(1 + '7b1)9§V7M - ’7}319%L,M +2k=0 (A5)
T g, - 2wl o sint Oy
1+ n1 ’ 1+ 9m1 ’ 14 41

(1 + F61)63v 1 — = 0. (A.6)

Die Differenz fiihrt auf eine quadratische Gleichung

1+ ﬁbl Sin2 HLV .

bl bl

egL,M — 2sinOpyOsp,m — 2k 0, (A.7)
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die nach Wiedereinsetzen und Wahl der Vorzeichen die Losungen liefert:

147 2k
Osm =sinfry (1 - T%I (1 + - > (A.8)
’ bl sin® Oy
: bl 2k >
0 =siné 1-— 1 . A9
Ssv,M = sin fry l \/ T+ 50 ( + Sin2 0y ] (A.9)

Bei Vorliegen des Young’schen Kontaktwinkels (¢ = 0) und Langwellenndherung

sinfry = —1/—2 fwet(hp), fihrt diese Verallgemeinerung zuriick auf |Gleichung 3.44
und |Gleichung 3.45] Wie vorgestellt liefert das Neumann’sche Gesetz mit S =

fwet(hp):

cos Oy + Ap1 cos Os1, N = (I+Am + fwet(hp)) cos fsy N (A.10)
sin Oy + Jp1 sin s, x = (143, + fwet(hp)) sin fsy N. (A.11)

Mit analoger Vorgehensweise fithrt dies auf die quadratische Gleichung;:

1+ p1 + fwet(hp) . sin? Oy
A1 (1 + fuet(Pp)) A1+ fuet(hp))

2 2sin QLV

- = A.12
GSLN 1+ fwet(hp) ’ ( )

QSL,N — 2k

und die Losungen:

Os1,N =

ﬂ _ 14+ + fwet(hfp) 2k(1 + fwet(hp))
1+ fuer(hp) [1 \/ bl (1 T oy )] (A19)

sin Oy Aol ( 2k(1 + fwet(hp)))
0 = —[1— — 1+ - . (A.14
SV.N 1+ fwet(hp) [ \/1 + Vb1 + fwet(hp) SlIl2 QLV ( )

Der Fall k£ = 0 entspricht beispielsweise den Gleichungen 41-a und 41-b aus [10], in
diesem Fall, in dem der Young’sche Kontaktwinkel vorliegt, gilt eine asymptotische

Aquivalenz der beiden Gesetze:

fim OSLM gy Gsvar (A.15)
Foi—oo OSLN  Abi—oo gy N

Falls nicht der Young’sche Kontaktwinkel vorliegt, gilt diese Aquivalenz im Allgemei-

nen nicht, die Drehung der Neumann-Beziehung fiithrt dazu, dass fyet(hp) auch fiir

groBe Ay nicht in horizontaler Richtung wirkt. Wir finden aber weiterhin eine Uber-

einstimmung, wenn wir uns zusétzlich auf kleine Abweichungen vom Young’schen

Kontaktwinkel £ < 1 beschranken, die erste Ordnung der Entwicklung nach k& und
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% stimmt iiberein (streng genommen miisste sin 0y = sinfpy (k) ebenfalls in die

Entwicklung einbezogen werden):

1 1 1
OsLm ~ — sin Oy { + _k +0 <()2,k~,/€2>} ~ 031, N (A.16)

2%p1 sin® Oy Fo1” " bl
, 1 k 1, 1
GSV,M X SIn 0LV o~ 9 + O (?) 7k~7,k] ~ QSV7N. (Al?)
29p1 sin® Oy Fol” bl

A.2. Rechnung in Langwellenniaherung

Hier wird auf die wesentlichen Schritte zur Herleitung der Kontaktwinkelgesetze aus

in der Langwellenniherung eingegangen. Mit

ha: . 2 ~ 2
fcap(h7C) ~ ﬂ + ’Yblci

- : (A.18)

ergibt sich fiir die Euler-Lagrange-Gleichungen ((Gleichung 3.4] und |Gleichung 3.5))

oF

(Sih — _(hm: + Cxa:) + ahfwet —P=0 (Alg)
oF -

f — _(h:m: + me) - 'YbIC;m: + aCgbrush — P = 0, (AQO)

wobei aus |Gleichung A.19| ersichtlich wird, dass im Tropfen (0 fwet < 1) die zweite

Ableitung der Fliissig-Gas-Grenzflache konstant wird und diese eine parabolische
Form annimmt. Die in der Hamilton’schen Betrachtungsweise eingefiihrten genera-

lisierten Impulse werden linear von den Steigungen der Grenzflachen abhéngig

P = (he + C) (A.21)
p(C) = (hg + ) + Fo1Cz, (A.22)

sodass sich fur £ mit P = 0 der Ausdruck

(he + ()2 _ (2

E=- B) - ’Yblg + fwet(h) + gbrush(C) (A23)

ergibt. In der Nédherung sind Steigungen und Steigungswinkel gleichbedeutend (6i; =
arctan(hy + (z) = (hy + () und analog fir 6y;), folglich gilt:

O . O
E = _7 - ’Ybl7 + fwet(h) + gbrush(C)' (A24)
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Mit der gleichen Betrachtung wie in der exakten Rechnung ergibt sich damit das

Oy = —\/—2fwet (hp), (A.25)

wobei das Vorzeichen im Hinblick auf den rechten Kontaktbereich des Tropfens (ne-

Young’sche Gesetz zu

gative Steigung) gewéahlt wird. Fiir das Neumann’sche Gesetz liefert die Erhaltung
von E nun:

02 62 03y . 03
—% - 'Ybl% = —% - 'Ybl% + fuwet (hp). (A.26)

Mit [Gleichung A.25| heben sich die konstanten Terme auf und es folgt:

114
fgp, = +, |~ g (A.27)
Vbl
Die Erhaltung von p(©) liefert:
Oy + Foifst. = (1 + Fb1)fsv- (A.28)

Mit einer Wahl der Vorzeichen in Bezug auf den rechten Benetzungskamm eines

Tropfens ergibt sich die Lésung des linearen Gleichungssystems aus [Gleichung A.27)

und [Gleichung A.28 unter Verwendung von [Gleichung A.25| zu:

—2 fwet (hp)

Og1, = — S (A.29)

Al + v/ Ab1 (b1 + 1)

_2fwet(h )
fgy = ——— S (A.30)

L+ b1 + /A1 (G + 1)
Die Beziehung fiir die Hohe des Benetzungskamms wird damit zu
0% N

_7 + gbrush((n) = _(1 + ’Ybl)T + gbrush(Cmax)a (AS]-)

woraus sich mit [Gleichung A.30] und [Gleichung A.25|die Beziehung fiir die Hohe des

Benetzungskamms ergibt:

fwet(hp) .
(VIT bl + Vb))

Ohne die Annahme, dass der Young’sche Kontaktwinkel vorliegt, liefert die Neumann-

gbrush(gmax) = gbrush(gn) - (A32)

Beziehung in |Gleichung A.26| und [Gleichung A.28 mit Oy statt 6y mit analoger
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Rechnung wie in erneut mit entsprechender Wahl der Vorzeichen:

147
Ost, = Ory + 4/ %l%l /=2 et () (A.33)
Osy = Oy + \/ 1 1b%b1\/—2fwet(hp). (A.34)

A.3. Modifikation - Exaktes Neumann-Gesetz

In [Abschnitt 3.3.4] wird ein Kontaktwinkelgesetz gefunden, dass sich vom ,echten*

Neumann’schen Gesetz mit der Identifikation ysy = 1+ A1 + fwet(hp), die aus S =
fwet (hp) folgt, dahingehend unterscheidet, dass der auftretende Term fyet(hp) nicht
in die Winkelbeziehung eingebunden ist und stattdessen konstant in horizontaler
Richtung wirkt. Hier wird eine leicht modifizierte freie Energie vorgestellt, aus der
die ,echte* Neumann-Beziehung folgt. Wir bauen dazu eine Abhéngikeit vom Winkel
der Biirstenoberfldche in ein modifiziertes Benetzungspotential fwet ein:

3 _ fwet(h)
Fer(h) = cos Oy,

= §waet(h)- (A35)

Damit bleibt insbesondere h = hj, die Filmhohe mit der geringsten freien Ener-
giedichte. Ein wesentlicher Kritikpunkt bleibt, dass die hier vorgestellte Form die
Winkelabhéngikeit des Benetzungspotentials einzubauen wenn iiberhaupt als die am
wenigsten komplizierte aber keineswegs als die naheliegendste Form dies zu tun er-
scheint. In sind die Konsequenzen der Modifikation am Beispiel einer
Biirsten-Flanke mit darauf liegendem flachen Film verdeutlicht. Die Modifikation
l6st zwar das Problem, dass sich die korrekte Differenz der Oberflichenspannungen
ergibt, naheliegender wire aber direkt die Hohe vertikal zur Biirstenoberfliche als

Argument des Benetzungspotentials zu verwenden.

Der Grofiteil der Argumentation aus bleibt damit unverdndert, die erste
wesentliche Modifikation tritt in [Abschnitt 3.1.2| auf, der generalisierte Impuls p©)

ergibt sich dann zu:

aL hx+ x ~ X X
©) = == C +’Ybl<+fwet(h)§<-

T 0 Enic &

P (A.36)
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Fuwet=Axfyet(h) Fuet=(Ax/c0s6) fyer(h) Fwet=A)?fwet(F')

Abbildung 21: Schematisch dargestellt ist der Beitrag des Benetzungspotentials auf
der Lange Ax einer Biirstenflanke. Links ist die in der Arbeit verwendete Version, in
der Mitte die Modifikation, die den Steigungswinkel beriicksichtigt und rechts eine
kompliziertere aber naheliegende Variante dargestellt, fiir die sich das Koordinaten-
system der Diinnfilmgleichung fiir das Filmprofil A lokal mit der Steigung der Biirste
andert.

Damit verandert sich die Hamilton-Funktion zu:

5 A.37
__ L Sl O+ Ph+0) (457

und iiber die Steigungswinkel 65 = 01(x) und 6y, = Opi(x) ausgedriickt erhalten wir
mit ¥ = —H und P =0:

P (x) = sin Oig + Fo15in 01 + fuvet (h) sin Oy () (A.38)
E = cos b5 + A1 cos Op1 + fuet () 08 Op1 + Gbrush (€)- (A.39)

Bei der Betrachtung der Punkte 1 und z4 an denen eine flache Biirste mit Prekur-
sorfilm bzw. eine flache Biirste (cosfp = 1) unter einem Tropfen vorliegt, erhalten

wir somit wieder das Young’sche Gesetz fiir den Kontatkwinkel des Tropfens:
cosfy =1+ fuet(hp). (A.40)
Die gleichen Annahmen iiber die Punkte x5 und z3 am Benetzungskamm wie in

an denen die Biirste-Fliissig- bzw. Biirste-Gas-Kontaktwinkel fgy, und
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fsy vorliegen, liefern aber nun:

p(© (x2) = sin Oy + Ap sin fgr, (A.41)
p(o (x3) = sinfgy + Ab1sin Osy + fwet (hp) sin sy (A.42)
E(z3) = cos fy + Fb1 €08 OsL, + ghrush (Cmax) (A.43)
E(x3) = cos gy + Yv1 cos Osv + fuvet (hp) o8 05y + gbrush (Cmax)- (A.44)

Aus dem Gleichsetzen der Energien und Impulse folgt dann die ,,echte* Neumann-
Beziehung, die in direkter Analogie zum makroskopischen Neumann-Gesetz steht,

wenn wir (1 + 4p1 + fwet(hp)) mit ysy identifizieren:

sin Oy + Jp1 sin g, = (1 + Y1 + fwet(hp)) sin Agy (A.45)
cos By + Ap1 cos Osr, = (1 + Aul + fwet (hp)) cosbsy. (A.46)
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