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1 Einleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit wird ein, auf unterschiedliche Art und Weise, gekoppeltes Cahn-Hilliard-Modell
untersucht. Das Cahn-Hilliard-Modell beschreibt die Phasenseparation von bindren Fliissigkeiten
im zeitlichen Verlauf mithilfe der Cahn-Hilliard-Gleichung [1], [2]. Es wird nun die Auswirkung
von unterschiedlich starker Kopplung zweier Teilsystemen, welche physikalisch durch zwei Felder
reprasentiert werden, auf das Bifurkationsverhalten unterschiedlicher bindrer Fliissigkeiten des
Gesamtsystems untersucht. Dafiir werden die stationdren Zusténde, welche das Gesamtsystem
annimmt, analysiert und betrachtet, welche neuen stationdren Zusténde unter Temperaturernied-
rigung beobachtet werden konnen und warum diese auftreten. Die Kopplung der beiden Felder
kann dabei die Gradientendynamik brechend oder erhaltend sein. Den Gradientendynamik erhal-
tenden Fall kennzeichnet, dass fiir das gesamte System eine freie Energie definiert werden kann
[2], [3], wahrend dies im gebrochenen Fall nicht moglich ist aufgrund moglicher duferen Zufliisse
wie zum Beispiel dem Teilchenstrom.

Die stationédren Zustinde des Gesamtsystems kénnen stabil oder instabil gegeniiber einer dufseren
Storung sein. Dies ist relevant, da ein reales physikalisches System nur Zusténde annimmt, welche
stabil gegeniiber stindig auftretender Storungen wie zum Beispiel Temperaturfluktuationen sind.
Fiir das einfache, nicht gekoppelte Cahn-Hilliard-Modell ist charakteristisch, dass ein sogenannter
Vergroberungsprozess (engl. coarsening) bei Temperaturerniedrigung eintritt [4]. Dies bedeutet
anschaulich, dass eine Separation in zwei Phasen der beiden Bestandteile der bindren Fliissigkeit
auftritt. Bei einer Mischung aus Wasser und Ol wiirde es beispielsweise bedeuten, dass sich im
zeitlichen Verlauf eine Schicht aus Wasser und eine riumlich getrennte Schicht aus Ol bildet.

Es wird nun untersucht, ob bei bestimmten Bedingungen in dem gekoppelten Cahn-Hilliard-Modell
eine Unterdriickung des Vergroberungsprozesses auftritt und dieser somit nicht stattfindet. Dies
wurde bereits in [5] im Fall einer gebrochenen Gradientendynamik untersucht, allerdings wird hier
der Einfluss einer immer stérker werdenden Brechung der Gradientendynamik, sowie der Fall ei-
ner erhaltenen Gradientendynamik untersucht. Eine Unterdriickung kann auf unterschiedliche Art
und Weise stattfinden. Zum Beispiel konnte einerseits der Zustand maximaler Phasenseparation
bei hohen Temperaturen stabil sein, allerdings bei niedrigen Temperaturen an Stabilitdt verlieren
und ein anderer periodischer Zustand dort an Stabilitdt gewinnen. Andererseits kénnten mehrere
Zustéande zur selben Temperatur gleichzeitig stabil sein, dabei wird das Vergrobern nicht komplett
unterdriickt. Es konnte auch eine Deformierung des Zustands maximaler Phasenseparation auf-
treten, wobei Konzentrationsschwankungen der Fliissigkeiten auf den Trennschichten existieren.
Nicht zuletzt konnte der Vergroberungsprozess an sich nicht mehr stabil sein, sondern ein anderer
Zustand. Diese unterschiedlichen Arten der Unterdriickung des Vergroberungsprozesses werden
beobachtet und klassifiziert werden.

Das Gesamtsystem wird unter Verwendung zweier unterschiedlicher Arten der Kopplungen unter-
sucht. Dabei wird die Kopplung einmal so eingefiihrt, dass die Gradientendynamik erhalten bleibt
und einmal so, dass diese gebrochen wird. Im Fall der gebrochenen Gradientendynamik wird der
Einfluss auf das Gesamtsystem bei immer stirker werdender Brechung betrachtet. Bei der Unter-

suchung des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modell werden dann unter anderem der Einfluss der Art
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der Fliissigkeiten, die Konzentration der Fliissigkeiten in beiden Feldern, aber auch die Stéarke der
Kopplung von beiden Feldern auf die stationédren Zusténde variiert. Dabei wird besonders auf ein
mogliches Auftreten einer Unterdriickung des Vergréberns geachtet werden.

Zunéchst wird die zum Verstdndnis notwendige Theorie hinter dieser Arbeit erlautert werden. Da-
bei wird begonnen bei den Konzepten der nichtlinearen Physik. Es wird darauf eingegangen, was
stationére Losungen einer partiellen Differentialgleichung darstellen, welchen Einfluss Randbedin-
gungen auf diese haben und warum deren Stabilitdt physikalisch von Interesse ist. Im néchsten
Abschnitt wird auf das Cahn-Hilliard-Modell eingegangen, indem die Cahn-Hilliard-Gleichung
betrachtet und hergeleitet wird. Auferdem wird auf den Vergroberungsprozess und die beiden
unterschiedlichen Arten der Kopplung eingegangen. Als néchstes werden die zur numerischen und
mathematischen Untersuchung des Gesamtsystems notwendigen Methoden, wie zum Beispiel die
lineare Stabilitdtsanalyse, erldutert. Anschliefend werden die Ergebnisse dieser Arbeit dargestellt
werden und erldutert werden. Zum Schluss werden die Ergebnisse zusammengefasst und ein Aus-

blick auf weitere Aspekte gegeben.
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2 Konzepte der nichtlinearen Physik

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Konzepte der nichtlinearen Physik erlautert, welche

fir diese Arbeit relevant sind.

2.1 Gewdhnliche und partielle Differentialgleichungen

Bei einer Differentialgleichung handelt es sich um eine Gleichung, die ein Feld, mathematisch eine
Funktion von Variablen, beschreibt und in welcher Ableitungen des Feldes nach ihren Variablen
auftreten. Eine gewohnlichen Differentialgleichung besitzt die Eigenschaft, dass nur Ableitungen
nach einer Variable auftreten. Ein bekanntes Beispiel stellt dabei die eindimensionale Newton’sche

Bewegungsgleichung
F=m-% (1)

dar, wobei F' eine wirkende Kraft, m die Masse des betrachteten Objekts und & die resultie-
rende Beschleunigung darstellt [6]. Hingt die Kraft F' nun nicht explizit von der Zeit ab, so ist
die gewohnliche Differentialgleichung zusétzlich autonom. Ein Beispiel hierfiir stellt die Schwer-
kraft F, = m g mit Erdbeschleunigung g ~ 9.81% [6] dar. Durch Losung der sich ergebenden
Differentialgleichung

m-g=m-7 (2)

kann die Bewegung des Objekts bei bekannten Anfangsbedingungen bestimmt werden. Allgemein
kann ein n-dimensionales autonomes gewthnliches Differentialgleichungssystem durch

X F) Q
beschrieben werden, wobei & = (1, 23,...,2,) ein Vektorfeld und F = (Fy, Fs,...,F,) einen
n-dimensionalen Vektor darstellt [7]. Die Gleichung beschreibt eine gewohnliche Differential-
gleichung im Allgemeinen, da jede Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein n-dimensionales
gewohnliches Differentialgleichungssystem zuriickgefithrt werden kann [7]. Bei p handelt es sich
um einen sogenannten Kontrollparameter, welcher das System beeinflusst, aber unabhéngig der
Zeit t sein muss. Von besonderem Interesse sind nun Fixpunkte im System. Ein Fixpunkt Zy ist
dadurch definiert, dass gilt

F (&g, p) = 0. (4)

Ein Fixpunkt besitzt nach Gleichung keine Zeitdynamik und stellt im Phasenraum, aufge-
spannt durch die Komponenten x; mit ¢ € {1,2,...,n}, einen singuldren Punkt dar |7].

Im Unterschied zu gewohnlichen Differentialgleichungen kennzeichnen partielle Differentialglei-
chungen, dass sie partielle Ableitungen enthalten. Demnach wird eine Funktion betrachtet, welche

von mehreren Variablen, wie zum Beispiel Ort und Zeit, abhéngt. Ein Beispiel fiir eine partielle
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Differentialgleichung stellt die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

oT (x,t) a62T(a:,t)
o Ox2

()

[8] dar, wobei T die Temperatur und a den Temperaturleitfahigkeitskoeffizienten darstellt. Es
handelt sich um eine partielle Differentialgleichung, da partielle Ableitungen nach dem Ort x und
der Zeit t vorhanden sind. Mithilfe dieser Differentialgleichung kann die Ausbreitung der Warme
von einem gewissen Anfangszustand aus betrachtet werden.

Bei der gewohnlichen Differentialgleichung waren Fixpunkte von besonderem Interesse. Ein Analo-
gon zu diesen bilden bei partiellen Differentialgleichungen, welche nur Orts- und Zeitableitungen
enthalten, auf die sich in dieser Arbeit beschrdnkt wird, die stationdren Losungen. Fiir diese

verschwindet die partielle Zeitableitung (siehe [9])

2
OPT(,1)

o o, (6

was hier beispielsweise anhand der Warmeleitungsgleichung zu erkennen ist.
Auch die in dieser Arbeit untersuchte Cahn-Hilliard-Gleichung
o 1 9? k2 0% 3
—=—=—|-—==—=+ag+ 7
ot L26x2( [20g2 T10T0 @)
ist eine partielle Differentialgleichung. Die physikalische Bedeutung der einzelnen Terme wird in
dem Abschnitt ,[3.1] Die Cahn-Hilliard-Gleichung diskutiert. Da es sich bei der Cahn-Hilliard-
Gleichung um eine partielle Differentialgleichung handelt, wird in den folgenden Abschnitten be-

sonders auf den Umgang mit partiellen Differentialgleichungen geachtet werden.

2.1.1 Randbedingungen

Randbedingungen, wie auch Anfangsbedingungen, haben einen Einfluss auf die Lésung einer parti-
ellen Differentialgleichung. Dabei beschreiben Anfangsbedingungen Anforderungen an das System,
welche zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 gelten sollen. Randbedingungen stellen Anforderungen an das
System am Rand der Doméne dar. Sie gelten zu jedem Zeitpunkt. Die Relevanz von Anfangs-
und Randbedingungen kann anhand des physikalischen Beispiels einer Gitarrensaite verdeutlich

werden. Schwingungen von Saiten werden mithilfe der Wellengleichung

OPu(x,t) .2 0*u(zx,t)

ot? 0z2 (8)

beschrieben, wie in [10] gezeigt. Dabei repréasentiert u(z,t) die Saite und v die Ausbreitungs-
geschwindigkeit abhéngig von der Zugkraft der Saite. Anfangsbedingungen beschreiben nun die
Anfangsauslenkung u(xz,0) und Anfangsgeschwindigkeit u(x,0) der Saite. Bei der Anregung einer
vorher unangeregten Saite u(x,0) = 0 kommt es auf die Anfangsauslenkung der Saite an, welcher
Ton zu héren ist. Es ist ein unterschiedlicher Ton zu horen, wenn die Saite sich in der Nulllage
befindet, als wenn an einer Stelle die Saite auf das Griffbrett gedriickt wird. Genauso kénnen

auch die Randbedingungen veranschaulicht werden: Hat die Gitarrensaite die Lénge L, so ist sie
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in einer Gitarre an den Enden eingespannt. Dies bedeutet, dass die Saite an beiden Réandern fest
ist und zu jedem Zeitpunkt in der Nulllage verharrt, also w(0,t) = u(L,t) = 0. Ist die Saite bei-
spielsweise nicht eingespannt, so gelten andere Randbedingungen und auch andere Schwingungen
beziehungsweise Tone entstehen bei Anregung der Saite.

Es gibt unterschiedliche Arten von Randbedingungen. Die bekanntesten sind dabei Dirichlet-,
Neumann- und periodische Randbedingungen. Das Einspannen der Gitarrensaite im obigen Bei-
spiel entspricht Dirichlet-Randbedingungen, da die Werte der Losung auf dem Rand festgelegt
sind. Definiert man Werte der Ableitung der Losung auf dem Rand, so spricht man von Neumann-
Randbedingungen. Periodische Randbedingungen sind dadurch gekennzeichnet, dass an beiden
Réndern des betrachteten Intervalls die Funktionswerte und die Funktionswerte aller Ableitung
gleich sind. Dadurch ist es moglich, die Funktion periodisch iiber die gesamten reellen Zahlen
fortzusetzen (vgl. [11]).

Randbedingungen fiithren zu einer Einschrinkung der méglichen Lésungen, indem nur diskrete
Schwingungsfrequenzen auftreten konnen. Betrachtet man beispielsweise eine Doméne, welche
eine Lange von einer Einheit besitzt, sich also im Intervall [-L,, L, ] mit L, = % aufhilt, so treten
bei periodischen Randbedingungen nur Wellenzahlen mit 2nm mit n € Z auf, wie im folgenden
Absatz gezeigt wird. Auf einer so gewéhlten Doméne werden auch die gekoppelten Cahn-Hilliard-
Gleichungen untersucht werden.

Eine Schwingung in Form einer ebenen Welle auf der betrachteten Doméne gegeben durch

flz) =e", (9)

wobei physikalisch sinnvoll lediglich der Realteil der Funktion ist. Aufgrund von periodischen
Randbedingungen kann die Funktion f auf die gesamten reellen Zahlen R fortgesetzt werden.

Dabei gilt fiir alle Orte x € R dann die Bedingung:

f(2) = f(a+2L,). (10)

Setzt man nun die Schwingung aus Gleichung @D ein, so erkennt man, dass gerade nur bestimmte

Wellenzahlen erlaubt sind:

L ! ik (z+2Ls) (11)

= 1=l (12)

= 2kL, =2nm mit n € Z (13)

S e (14)
2L,

Setzt man nun 2L, =1 ein, so erhélt man eine Bedingung an die Wellenzahlen bei periodischen

Randbedingungen

kn =2nm mit n € Z. (15)
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2.2 Stationadre Zustande und ihre Stabilitat

Wenn eine stationdre Losung einer partiellen Differentialgleichung bekannt ist, ist es aufserdem
physikalisch von Interesse, ob diese Losung stabil oder instabil gegeniiber einer kleinen dufseren
Storung ist.

Ein einfaches Beispiel, welches diese Thematik veranschaulicht, stellt das geddmpfte Stabpendel
dar. Bei dem Pendel gibt es zwei Fixpunkte, welche in der folgenden Abbildung [I] dargestellt sind.

stabil
xry1 = (07 0)
instabil
To = (71', O)

Abbildung 1: Hier sind die Gleichgewichtspostionen beim Stabpendel dargestellt. Die verwendeten
Koordinaten stellen Winkel ¢ und Winkelgeschwindigkeit w, angegeben als Tupel
(¢,w), im Phasenraum dar [12].

Die beiden in der Abbildung [I] dargestellten Gleichgewichtspositionen x; und x2 sind im mechani-
schen Gleichgewicht, da die Masse des Pendels keine Beschleunigung erfihrt. Mathematisch wird
das geddmpfte Pendel durch die Differentialgleichung

W+ yw+ gsin(9) =0
. : (16)
0=w

[7] beschrieben. Um den Fixpunkt zu bestimmen, gilt nach Gleichung
F(z) =0 = —5l-’ sin(0) = 0. (17)

Aus der Definition vom Sinus ergeben sich dann die beiden Fixpunkte z; = (0,0) und z2 = (7,0).
Dies ist anschaulich dadurch erkldrbar, dass die Gewichtskraft, die auf die Masse des Pendels
wirkt, in der Abbildung [I] nach unten wirkt und da die Lidnge des Stabes konstant ist keine
Bewegung des Pendels ausgelost wird. Anhand dieses Beispiels erkennt man die Wichtigkeit der
Stabilitéit der Gleichgewichtspositionen, da die instabile Losung o durch eine kleine Stérung iiber
Schwingungen in die Losung x; iibergehen wiirde, wohingegen eine Storung auf die stabile Losung

x1 im zeitlichen Verlauf abklingen wiirde. Somit ist fiir die physikalische Anwendung die Stabilitit
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gefundener Losungen wichtig.

Eine Moglichkeit die Stabilitdt von Lésungen analytisch zu bestimmen, stellt die lineare Stabili-
tatsanalyse dar. Sie stellt damit ein wichtiges analytisches Werkzeug zur Auswertung der Ergebnis-
se dar. Die Grundziige der linearen Stabilitdtsanalyse werden im zugehérigen Kapitel ,J4.1] Lineare
Stabilitétsanalyse anhand einer gewShnlichen Differentialgleichung erldutert. Die Anwendung des
Prinzips zur Analyse der Stabilitdt bei der gekoppelten Cahn-Hilliard-Gleichungen befindet sich
in Kapitel ,[5.1.1] Lineare Stabilititsanalyse im Fall der erhaltenen Gradientendynamik®.

2.3 Bifurkationen

Mithilfe der obigen Theorie ist es moglich von gewdhnlichen (partiellen) Differentialgleichungen
ihre Fixpunkte (die stationdre Losung) einschliefslich ihrer Stabilitdt zu bestimmen. Nun ist es
moglich, dass fiir andere Parameter in der zu untersuchenden Gleichung Losungen ihre Stabilitdt
dndern oder auch, dass neue Losungen entstehen. Findet eine solche Anderung der Losung statt,
so wird das als Bifurkation bezeichnet und die zugehorigen Parameter bilden den Bifurkations-
punkt (vgl [13]). Bifurktionen werden typischerweise in einem Bifurkationsdiagramm dargestellt.
In diesem ist der variierte Parameter gegeniiber einer Losungsnorm dargestellt. Bei einer partiellen
Differentialgleichung wird typischerweise eine L,-Norm verwendet. Stabile Losungen werden da-
durch gekennzeichnet, dass eine Linie durchgezogen dargestellt ist, wohingegen instabile Losungen
gestrichelt dargestellt sind. Es gibt verschiedene Typen einer Bifurkation, welche die betrachtete
Bifurkation charakterisieren. Zu den meistens auftretenden Bifurkationstypen zéhlen dabei die
Pitchfork-, die Saddle-Node- und die Hopf-Bifurkation, sowie die transkritische Bifurkation.

Die transkritischen Bifurkation ist dadurch gekennzeichnet, dass sie die Stabilitdt zweier bekannter

Losungen vertauscht. Diese Bifurkation ist in der folgenden Abbildung zu erkennen.

X stable

Stihle m——— - - - - - unstable

unstable
Abbildung 2: In dieser Abbildung ist beispielhaft eine transkritische Bifurkation dargestellt [13].

Die Saddle-Node-Bifurkation ist dadurch gekennzeichnet, dass eine bekannte Losung ihre Stabilitat
dndert, was in der folgenden Abbildung [3] dargestellt ist.

10
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unstable -~ . _

stable

Abbildung 3: In dieser Abbildung ist beispielhaft eine Saddle-Node-Bifurkation dargestellt [13].

Bei der Pitchfork-Bifurkation entstehen zwei neue Losungen gleicher Stabilitét wie die vorherige
Losung, wahrend die vorherige Losung ihre Stabilitat andert. Diese Bifurkation sieht daher etwas
wie eine Heugabel (engl. Pitchfork) aus, woher auch ihr Name stammt. Grundsétzlich wird bei
diesen Bifurkationen zwischen subkritischer und superkritischer Bifurkation unterschieden. Sie un-
terscheiden sich in einer Vertauschung eines Vorzeichens in der betrachteten Differentialgleichung.
In der folgenden Abbildung [] erkennt man beispielhaft eine Pitchfork-Bifurkation.

unstable

stable

unstable

unstable

stable

stable

unstable

stable

Abbildung 4: In dieser Abbildung ist beispielhaft eine Pitchfork-Bifurkation dargestellt. Links ist
die subkritische Bifurkation zu erkennen und rechts die Superkritische [13].

Bei der Hopf-Bifurkation iiberquert ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte die imaginére Achse.
Im Gegensatz zu den vorher beschriebenen Bifurkationen bei denen rein reelle Eigenwerte beteiligt

sind, sorgt der Imaginérteil fiir zeitlich periodische Verhalten der Losungen.

11



3 Das Cahn-Hilliard-Modell

3 Das Cahn-Hilliard-Modell

In diesem Abschnitt wird der grundlegende Anwendungsbereich des Cahn-Hilliard-Modells, ei-
ne Herleitung der zugehorigen Cahn-Hilliard-Gleichung, besondere Eigenschaften dieser und die

Anwendung auf die Untersuchung eines Gesamtsystems aus zwei Feldern dargestellt.

3.1 Die Cahn-Hilliard-Gleichung

Die Cahn-Hilliard-Gleichung beschreibt den Prozess der Phasenseparation von bindren Fliissig-

keiten und lautet im eindimensionalen, entdimensionalisierten Fall (siehe Gleichung (7))

901 0 (R0
L2 9x2

AR 3
ot~ L2022 +“¢+¢)‘

Es handelt sich dabei um eine partielle Differentialgleichung mit Ableitungen bis zur vierter Ord-
nungen im Ort. Die Funktion ¢ wird dabei als Phasenfeld bezeichnet. Eine Phase ist ein rdumlich
abgegrenzter Bereich mit den selben physikalischen Eigenschaften. Diese Eigenschaft stellt das
Phasenfeld dar und ist hier als Konzentration eine Fliissigkeit in einer Mischung interpretierbar
(vel. [2]). ¢ ist abhéngig von Ort und Zeit, was ein einfaches Beispiel anhand einer Mischung
aus Wasser und Ol in einem Glas verdeutlicht. Mischt man diese beiden Fliissigkeiten, so bildet
sich zunéchst ein Mischung aus beiden Fliissigkeiten innerhalb des Glases. Uber die Zeit bilden
sich allerdings zwei Schichten, eine aus Ol und eine aus Wasser. Es kommt zur Phasenseparation.
Somit ist die Funktion ¢ vom Ort innerhalb des Glases und aber auch von der Zeit, da sich ein
Gleichgewicht iiber die Zeit bildet, abhingig. Der Zustand der Phasenseparation ist dabei ein
stabiler stationérer Zustand, da er im Limes unendlich langer Zeit erreicht wird.

Der Parameter a gibt die Temperaturabhéingigkeit des Systems wieder. Die Temperatur im be-
trachteten System hat einen Einfluss auf die Stabilitdt von Zustdnden im System. Es ist daher
sinnvoll dem Parameter a eine Temperaturabhéngigkeit zuzuordnen, da a die Stabilitdt homogener
Losungen dndert (wie im Abschnitt , Vergroberungen® erkennbar).

der Betrachtung der freien Energie in der Herleitung der Cahn-Hilliard-Gleichung im néchsten
Abschnitt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Cahn-Hilliard-Gleichung ist, dass sie eine konservierte Dy-
namik besitzt (vgl. [2]). Das bedeutet, dass die Masse 7> [ ¢ dz im System erhalten ist. Ohne

einen dufseren Einfluss ist es nicht moglich, dass die Gesamtkonzentration der betrachteten Stof-

Der Term stellt den Einfluss von der Bildung von Grenzflichen dar. Dies wird deutlich bei

fen sich innerhalb des Systems &ndert. Im obigen Beispiel wiirde das bedeuten, dass die gesamte
Masse an Wasser und Ol konstant ist, es sei denn es wird beispielsweise mehr Wasser ins System
hinzugefiigt.

3.2 Herleitung

Bei der folgenden Herleitung der Cahn-Hilliard-Gleichung in ihrer gradientendynamischen Form

wird mit einer Kontinuitatsgleichung begonnen. Da bei dem Modell der Cahn-Hilliard-Gleichung

12



3.2 Herleitung

Massenerhaltung gefordert ist, ist es sinnvoll, dass eine Kontinuitatsgleichung gelten muss, denn
sie beschreibt anschaulich, dass die Variation der Dichte in einem Gebiet abhéngig von dem Fluss
durch das Gebiet ist. Mathematisch formuliert entspricht die Kontinuitatsgleichung

¢ L=

A v 18

5 Js (18)
wobei j die Flachenstromdichte, den ,Fluss“, und ¢ den Ordnungsparameter, also die Masse,
darstellt. Nimmt man analog zur theoretischen Mechanik an, dass die Stromdichte j proportional
zu einer verallgemeinerten Kraft f mit Proportionalitétskonstante K (¢) ist, so ergibt sich

9¢

i -VE(¢)f (19)

[2]. Als néchstes kann die verallgemeinerte Kraft durch ihr zugehoriges Potential P ausgedriickt

werden

f=-vP(¢) (20)

[2]. Dieses Potential P ist durch
OF
P = 21
=5 1)

gegeben, wobei F' die freie Energie darstellt [2]. Bei der freien Energie handelt es sich um die
Zustandsgrofse, welche in einem offenen thermodynamischen System ein Minimum anstrebt. Dem-
nach ist die Funktionalableitung der freien Energie ein Maf fiir die Zeitentwicklung des Zustands.
Wird F' beispielsweise extremal, so ist ‘;—g =0 und ein stationérer Zustand ist erreicht. Setzt man
Gleichung und nun in die Gleichung ein, so erhalt man

99

S--v (—K(QS)V(;—Z). (22)

Als néchstes wird ein Ansatz fiir die freie Energie I’ getétigt. Dieser lautet
K 2 3
F= [ 250+ (9) d'r. (23)
\%

Der Term %(Vqﬁ)Q wird als ,Oberflichenterm® bezeichnet. Dieser Teil bewirkt, dass die Bildung
von Schichtiibergéngen einen Beitrag zur freien Energie hat, da Grenzflachen durch eine hohe Stei-
gung gekennzeichnet sind. Die Funktion f(¢) wird durch ein Doppelmuldenpotential angenéhert.
Also ist f(¢) von der Form

1

_ a9 1.4
f(9) =507+ 10" (24)
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3.2 Herleitung

Ein solche Funktion f ist in der folgenden Abbildung [5] dargestellt.

f 1,5“

0.5

-1.5

Abbildung 5: In dieser Abbildung ist beispielhaft ein Doppelmuldenpotential mit a = -2 darge-
stellt. Auf der Abzisse ist dabei ¢ und auf der Ordinate f(¢).

Die Annahme eines Doppelmuldenpotentials ist dabei sinnvoll, da man sich die beiden Minima
als die beiden entstehenden Phasen bei Phasenseparation veranschaulichen kann. Somit stellt
die Phasenseparation den Zustand minimaler Energie dar. Hieran kann man den Einfluss des
Parameters a erkennen, da dieser beeinflusst, ob Phasenseparation auftritt, da wenn a > 0 ist
keine Mulden existieren.

Wertet man nun die Funktionalableitung aus, so erhélt man die gesuchte Cahn-Hilliard-Gleichung.

Die Funktionalableitung ist gegeben durch

OF(9) g Flé(z) + hy(2)] - Fé(z)]
W’l’/} dr = }Llir(l) . , (25)

wobei F' ein Funktional, ¢ und ¢ Funktionen und h € R ist (vgl. [I4]). Zur Auswertung der
Funktionalableitung in Gleichung wird die freie Energie in zwei Teile F' = Z—iFl + F5 aufgeteilt
mit
1
Fi= [ 5(ve) &'F (26)

\%
Fa= [ 1(o) d'r. (27)
%
Da die Funktionalableitung linear ist, siehe [15], gilt

SF  KEOF, 6F,
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3.2 Herleitung

Als néchstes wird die Funktionalableitung von F} gebildet:

§Fi(d) 3. . Filé(x) + hp(x)] - Fi[¢(a)]
_— =1 2
f 5y V4Tl h (29)
2 _ 2
h—>0
_ 2
h%O 2h
2 2
h%O 2h
= ]gir%f Vo Vi + 5(vw)2 d37. (33)
- 14
- [ vo v dir. (34)
\%4
Mithilfe von mehrdimensionaler partieller Integration (nach Gleichung ) ergibt sich
fws-wd3*=fv¢~zpﬁdf’—fA¢-¢d3f. (35)
\%4 ov \%
Da nun das Integral {iber den Rand aufgrund periodischer Randbedingungen null ist, folgt
(5F
14
Aufgrund eines Komponentenvergleichs folgt nun der Wert von der gesuchten Funktionalableitung
6F1(9)
— =-A¢p. 37
L0 - (37)

Ein analoges Vorgehen fiir den zweiten Ableitungsterm beziiglich Fy liefert

3F3(¢) _ 0f(¢) (38)

3¢ 9

sodass durch Einsetzen in die Gleichung folgt

99 2
5 =V E@0)Y (—%Aqﬁ+a¢+q§3). (39)

L

73, so folgt die bereits genannte

Vereinfacht man die drei Dimensionen auf eine und setzt K(¢) =
Cahn-Hilliard-Gleichung (siehe Gleichung (7))

0010 ( @
ot L2 0zx?
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3.3 Vergréberungen

3.3 Vergréberungen

Eine besondere Eigenschaft der Cahn-Hilliard-Gleichung ist das Auftreten von Vergroberungen
(engl. coarsening). Eine Erklarung dieser charakteristischen Eigenschaft ist anhand eines Bifurka-

tionsdiagramm in Abbildung [6] moglich.

0.25
0.2}

—0.15 |

1561

0.1

0.05

0
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

a
Abbildung 6: Bifurkationsdiagramm der Cahn-Hilliard-Gleichung mit a-Kontinuierung und
Neumann-Randbedingungen. Dargestellt ist dabei das Bifurkationsdiagramm der
Gleichung mit L =27, k=0.2, § = 0.0 und Anfangslésung ¢g = 0.0.

In dieser Abbildung [6] erkennt man beispielhaft ein Bifurkationsdiagramm der Cahn-Hilliard-
Gleichung. Die homogene Losung, in schwarz dargestellt, ist bei hohem Parameter a stabil, wih-
rend bei Temperaturerniedrigung ein Bifurkationspunkt auftritt und die homogene Lésung an
Stabilitat verliert. Auf den einzelnen Zweigen (blau) ausgehend vom homogenen Zweig (schwarz)
befinden sich periodische Losungen. Die einzelnen blauen Zweige unterscheiden sich dabei in der
Anzahl an vorhanden Perioden in der stationdren Losung. In der folgenden Abbildung [7] erkennt
man beispielhaft die stationdren Losungen an den mit einem Kreuz gekennzeichneten Positionen
im Bifurkationsdiagramm (siehe Abbildung @

0.4
1 2
0.3 ) 0.2 )
0.2 0.1
0.1
- 0 0
-0.1
-0.2 -0.1
-0.3 _0.2
-0.4
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X

Abbildung 7: Lésungsprofile von der Cahn-Hilliard-Gleichung mit a-Kontinuierung und Neumann-
Randbedingungen. Links erkennt man eine stabile Losung auf dem Ast der ersten
Bifurkation und rechts erkennt man eine instabile Losung auf dem fiinften Zweig.
Zur Bestimmung wurde dabei Gleichung mit L = 27, k = 0.2, § = 0.0 und
Anfangslosung ¢g = 0.0 verwendet.
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3.4 Gekoppelte Cahn-Hilliard-Gleichungen

Man erkennt in dieser Abbildung [7] zwei stationdre Losungen der Cahn-Hilliard-Gleichung. Links
erkennt man eine Funktion, welche einem nach einer halben Periode abgebrochenen Sinus &hnlich
sieht. Physikalisch stellt diese Losung die Phasenseparation des Gemisches aus zwei Fliissigkeiten
mit einer Grenzfliche bei 2z = 0 dar. Auf der rechten Seite der Abbildung [7] erkennt man eine
periodische Abfolge der Fliissigkeiten. Aufgrund der vielen Grenzflachen ist diese Lésung allerdings
nicht stabil. Ein solches Verhalten ist typisch fiir die Cahn-Hilliard-Gleichung, was im folgenden
Abschnitt zusammenfassend dargestellt wird.

Die Kontinuierung wird begonnen bei einer homogenen stabilen Anfangslosung in der Abbildung
[6] erkennbar als schwarze durchgezogene Linie. Erniedrigt man allerdings die Temperatur, so wird
dieser homogene Zustand immer weniger stabil, bis er am ersten Bifurkationspunkt knapp unter-
halb von null an Stabilitdt verliert (schwarze gestrichelte Linie). Stattdessen nimmt der Zustand
mit zwei separierten Phasen (blau durchgezogene Linie) Stabilitéit an. Charakteristisch fiir die Ver-
groberung ist, dass dieser Zustand stabil ist auch bei weiterer Erniedrigung der Temperatur. Es
kommt niemals dazu, dass ein anderer periodischer Zustand auf den anderen Asten an Stabilitéit
gewinnt, sodass das System niemals diesen Zustand annimmt.

Von Interesse in dieser Arbeit ist nun, ob es in dem Modell von zwei gekoppelten Feldern zu einem
Gesamtsystem beobachtbar ist, dass diese charakteristische Eigenschaft des Vergréberns in dem

Modell gekoppelter Systeme unterdriickt wird.

3.4 Gekoppelte Cahn-Hilliard-Gleichungen

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein gekoppeltes System aus zwei einzelnen Cahn-Hilliard-Gleich-
ungen untersucht, welches beispielsweise dazu dienen kann, zwei binére, in Wechselwirkung stehen-
de Fliissigkeiten zu beschreiben. Diese Kopplung wird hier auf zwei verschiedene Weisen eingefiihrt
werden, welche in einen Gradientendynamik erhaltenden Fall und einem Gradientendynamik bre-
chenden Fall aufgeteilt werden. Die erhaltende Gradientendynamik ist dadurch gekennzeichnet,
dass die Kopplung so gegeben ist, dass eine freie Energie definiert werden kann. Das Modell lésst

sich schreiben als

0 0% OF
1) Fre :K1W5T§1 "
0 0% OF
2) aﬁbz = K2$5752
mit der freien Energie
F = f %(V%)Z + f (1) + %(v%)? ++f(¢2) + G(¢1,¢2) dz . (41)

Die freie Energie enthélt Terme der beiden ungekoppelten Cahn-Hilliard-Felder ¢1 und ¢s, sowie

einen Kopplungsterm, fiir den die mathematisch einfachst mégliche und symmetrische Form

G(¢1,92) = ap1¢2 (42)

mit Kopplungsstirke o gewahlt wird. Das Auswerten, der in Gleichung [40] auftretende Funktio-
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3.4 Gekoppelte Cahn-Hilliard-Gleichungen

nalableitungen, ergibt

82 0?
1) —¢1 Kigs ( H1@¢1+a1¢1+51¢§—0¢¢2)
(43)

o2 o° ;
2) aéﬁz =K2@ (—H2@¢2+a2¢2+b2¢2—a¢1) ,

wie im vorherigen Abschnitt dargelegt. Alle Grofen im gekoppelten Modell (Gleichung ) sind
als dimensionsbehaftete Grofen zu verstehen. Um die Losungsstruktur des Modells in Abhéngig-
keit der effektiven Parameter zu analysieren, kann eine Entdimensionalisierung beider Felder, das
heiflt ¢q = élqgl und ¢9 = qgngg, sowie der Variablen t = 7t und x = L% durchgefiihrt werden. Dann

kann das entdimensionalisierte Modell geschrieben werden als

o0- 1 9*( & 0

D 5% maw (_L_;8x2¢1+a¢1+¢1 _0@2) (a4
- Qo ( & x

2) 8_f¢2:ﬁ_0:i2 (_L_228 2¢2+(a+AT Yo + P — aqﬁl) ,

mit @ = \/72, a= al(Zi)% é, a+T. = ag(z—;)i é, R = %(2—?)%, Fo = %(2—;)% und o = a&a,
wobei die Zeitskala 7 = (K14)7! (2—;)_%, sowie ¢ = (b:{’bg)’é\/a und ¢ = (b;’bl)’éx/a verwendet
wurden.

In allen folgenden Analysen dieses Modells werden stationédre Zusténde betrachtet. Daher entfallen
die zeitlichen Ableitungen in Gleichung und durch passende Multiplikation kann man ein
System aus symmetrischen gewohnlichen Differentialgleichungen zur Bestimmung der stationéren

Zustande erhalten:

1 82 /‘LQ 82 3
1) "o (—ﬁﬁﬂﬁl +agr+ ¢y - 0@2)

1 92 k2 92 (45)
2) ZL—%@( Lga 5 ¢+ (a+ AT.)po + 65 - 0@1),

wobei k = \/k1, La = \/2:; und L; = L definiert wurden und alle ,,” “ weggelassen wurden.

Bei der Wahl der Form der Parameter ist anzumerken, dass anstelle einer Unterscheidung in a;
und ao eine Aufteilung in @ und a + AT, getétigt wird. Das liegt daran, dass der Parameter a
eine Temperaturabhéngigkeit darstellt und diese sich wohl mdoglich in beiden betrachteten Feldern
gleichméfig &ndert. Da die Felder im Allgemeinen jedoch einen unterschiedlichen, temperaturu-
nabhingigen Teil des Parameters des linearen Terms besitzen, wird in die zweite Gleichung eine
kritische Temperaturdifferenz AT, = T, — T¢, hinzuaddiert.

Der Fall der gebrochenen Gradientendynamik ist dadurch gekennzeichnet, dass keine allgemeine
freie Energie fiir beide Gleichungen definiert werden kann. Es existiert also keine Funktion G,
sodass die obige Eigenschaft in Gleichung erfiillt ist. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Pa-
rameter ¢ eingefiihrt, der fiir € # 0 die Gradientendynamik des gekoppelten Systems bricht. Dieser

kann langsam erhoht werden, um die Gradientendynamik immer stidrker zu brechen. Es wird ein
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4 Methoden

asymmetrischer Einfluss von ¢ in der Kopplungsstiarke der beiden Felder gewéhlt. So lautet das

gewohnliche Differentialgleichungssystem fiir stationére Losungen der gebrochenen Gradientendy-

namik
1 92 k2 02 3
D 0= g (gt +aon - 0+ 2)0n)
1 0% [ K? 0 "
3
D 0= i (gt (ar ML)+ - 0=

Alle folgenden Angaben von Parameterwerten im gekoppelten Modell beziehen sich auf Gleichung
im Fall der erhaltenen Gradientendynamik und auf Gleichung (6] im Fall der gebrochenen

Gradientendynamik.

4 Methoden

In diesem Abschnitt werden die zur Untersuchung des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells notwen-
digen Methoden erldutert werden. Abschliefend wird auch das Vorgehen bei der Bestimmung der

Ergebnisse dargestellt.

4.1 Lineare Stabilitdtsanalyse

Die nachfolgende Erlauterung der linearen Stabilitdtsanalyse erfolgt nach [7]. Bei der linearen

Stabilitdtsanalyse wird die Auswirkung einer kleinen Stérung §z(t) auf den Fixpunkt Z¢ betrachtet
T =T+ 0Z. (47)

Dieser Ansatz wird in die gewohnliche Differentialgleichung, siehe Gleichung , eingesetzt und
fiir kleine Stérungen linearisiert
dZs doéz

+—=F‘(.ff,/ﬁ)+

et | dF(‘%fau)
dt dt

253+ O(163)), (48)
dz

wobei % = F (Zg, ) = 0 ist, da Zf ein Fixpunkt ist. Vernachléssigt man noch die nichtlinearen

Terme in éz, so ergibt sich:

40z dF (i, p) 5

hebtad i Sk S 49
de dz (49)
Dabei stellt % die Jacobi-Matrix
oy 9Fy .. 0n
~ g%‘l Oz OTn
dz : . :
ok, .. ... OF,
Ox1 Ozn ! (3=7¢)

dar.
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4.1 Lineare Stabilitdtsanalyse

An dieser Stelle wird folgender Ansatz
6%(t) = - eM (51)

verwendet. Hiermit ergibt sich durch Einsetzen in Gleichung eine Eigenwertgleichung

T =X-d-e (52)

mithilfe derer sich die Eigenwerte \; und die zugehérigen Eigenfunktionen ; fiir den zu unter-
suchenden Fixpunkt bestimmt werden kénnen. An dieser Stelle bemerkt man mit Vergleich mit
dem Ansatz in Gleichung , dass im eindimensionalen Fall nun das Vorzeichen von A iiber die
Stabilitét der Fixpunktes unter Storung entscheidet: Nach Gleichung gilt ndmlich
x=xp+u-e, (53)
Ist A <0, so klingt die Stérung dx iiber die Zeit bis x = z¢ ab, sodass der Fixpunkt stabil gegeniiber
kleinen Storungen ist. Fiir A > 0 nimmt die Stérung dz iiber die Zeit zu und der Fixpunkt ist
instabil gegentiiber Storungen. In dem Fall A = 0 ist das System marginal stabil, das heifst, dass die
in Gleichung vernachléssigten nichtlineare Terme {iber die Stabilitdt des Systems entscheiden.
Hat A einen Imaginérteil, so erzeugt dieser nur eine Oszillation und ist somit irrelevant flir die
Stabilitat der Losung.
Im mehrdimensionalen Fall existieren Eigenwerte A1, A, ..., A\, welche die Stabilitdt beeinflussen.
Die allgemeine Losung ist eine Linearkombination

0% = ¢ - iiy - MY, (54)

™M=

i=1

sodass der Fixpunkt nur stabil ist, wenn es beziiglich aller Eigenfunktionen ; stabil ist.
Mithilfe der linearen Stabilitdtsanalyse kann nun auch die Stabilitdt der Losungen beim gedampf-
ten Stabpendel begriindet werden, welches anschaulich im Abschnitt ,[2.2] Stationédre Zustande und

ihre Stabilitat” dargestellt wurde. Im eindimensionalen Fall der linearen Stabilitdtsanalyse gilt:

A= @) GLID 9 ) (55)
dz l

Durch Einsetzen der Fixpunkte ergibt sich fiir xq, dass A\ = —% ist und der Fixpunkt stabil ist
und fiir o, dass A = +% und somit der Fixpunkt instabil ist, was zu der anschaulich sinnvollen
Stabilitat im Beispiel oben passt.

Analog ist das Vorgehen bei der linearen Stabilitdtsanalyse, wenn eine partielle Differentialglei-
chung betrachtet wird. Es wird analog ein Storansatz fiir die stationédre Losung gemacht, dieser in
die partielle Differentialgleichung eingesetzt, fiir kleinamplitudige Stérungen gendhert und Terme
nichtlinearer Ordnung vernachléssigt. Um Umformung in eine Eigenwertgleichung durchzufiihren,

wird analog ein Ansatz fiir die Storung getétigt. Dieser zerlegt die zeit- und ortsabhéngige Stor-
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4.2 Numerische Kontinuierung

funktion in ein Produkt aus zeitabhéngigen exponentiellen Verhalten mit Rate A und rdumliche
Schwingungen mit Wellenzahl k.

Es kann so eine Eigenwertgleichung aufgestellt werden und eine Dispersionsrelation A(k) bestimmt
werden. Diese Dispersionsrelation gibt nun die Stabilitdt der stationdren Losung an: Ist beispiel-
weise A < 0 fiir alle &, so ist die stationédre Losung stabil. Existiert allerdings ein k., sodass A(k¢) > 0

ist, so folgt Instabilitét beziiglicher der Stérung mit dieser kritischen Wellenzahl (vgl. [9]).

4.2 Numerische Kontinuierung

Das Ziel der Kontinuierung ist es eine stationére Losung einer partiellen Differentialgleichung im
Phasenraum unter Variation eines Kontrollparameters zu verfolgen. Dabei kann die Stabilitdt der
Losungen untersucht werden. Aufierdem ist es moglich an Bifurkationspunkten neue Losungen zu
finden und diese weiterzuverfolgen. Im Folgenden wird die Kontinuierung in ihren Grundziigen,

bestehend aus zwei Schritten, erlautert und ist in der folgenden Abbildung [§] illustriert.

y

Ah AM

Abbildung 8: In dieser Skizze der Funktionsweise der Kontinuierung erkennt man die stationére
Losung y dargestellt im Phasenraum. Diese wird numerisch an den Parametern \;
mit ¢ € Ny bestimmt [16].

In dieser Abbildung [§] erkennt man die stationdre Losung y dargestellt im Phasenraum. Zur
Vereinfachung ist die eindimensionale Ordinate aufgetragen gegen den Kontrollparameter A. Die
Losung soll an den Stellen A; mit ¢ € Ny und Abstand AX numerisch approximiert werden. Diese
Punkte der stationdren Losung werden mit y; mit ¢ € Ny bezeichnet. Begonnen wird mit einer
bekannten Losung yg, welche beispielsweise mathematisch errechnet wurde. Im ersten Schritt wird
ein Pradiktionswert ygo) fiir die stationédre Losung i1 bei A1 gefunden. Dafiir wird die Tangente der
stationdren Losung im Phasenraum an dem Punkt yg gebildet und der Funktionswert der Tangente
an der Stelle A; bildet diesen Wert y%o). Im zweiten Schritt wird mithilfe des Newtonverfahrens
iiber mehrere Iterationen die stationére Losung y; bis zu einer Abbruchgenauigkeit bestimmt. Um
weitere Punkte zu erhalten, geht man analog vor: Zunéchst bestimmt man einen Startwert iiber

die Tangente und als néchstes berechnet man daraus die Losung tiber das Newtonverfahren (vgl.
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4.2 Numerische Kontinuierung

[16]). Im Folgenden wird das genaue Vorgehen anhand einer gewohnlichen Differentialgleichung
erlautert.

Bei dem Newtonverfahren handelt es sich um eine Methode, bei der die Nullstellen einer Funktion
numerisch bestimmt werden konnen. Dieses Verfahren kann verwendet werden zur Bestimmung
von Fixpunkten, da eine autonome gewohnliche Differentialgleichung mit Kontrollparameter A
nach Gleichung gegeben ist durch

i
E_G(yaA)

und fiir Fixpunkte gilt dann nach Gleichung
G(5,A) =0.

Demnach kann eine Methode zur Bestimmung von Nullstellen der Funktion G(g,)\), wie das
Newtonverfahren, verwendet werden, um Fixpunkte zu finden. Um die Nullstellen einer eindimen-
sionalen Funktion f(z) zu approximieren, wird beim Newtonverfahren wie folgt vorgegangen (vgl.
[17]): Man wéhlt einen Startwert xo mit f’(zo) # 0 und berechne die Schnittstelle z1 der Tangente
an xg mit der x-Achse. Dann ist 1 = x¢ + Az mit irgendeinem noch unbekannten Abstand Azx.

Um diesen zu berechnen, wird eine Taylorentwicklung von f(zp+ Az) vorgenommen

Fa1) = f(xo + Az) ~ fzo) + f/(20) - Az = 0 (56)

und diese anschlieftend gleich null gesetzt, da ja eine Nullstelle gesucht ist. Stellt man diese Formel

nun nach dem unbekannten Abstand éz um, erh&lt man

Ag=-Slz0) (57)
f' (o)
Es folgt insgesamt eine iterative Formel zur Bestimmung der Nullstelle der Funktion f:
X
Ti=Ti-1 - M < f(@ic1) - Az = f(wi1), (58)
f'(@i-1)

wobeil Ax; = x; — ;-1 ist (vergleiche [17]). Zur Bestimmung der Fixpunkte wird nun das mehrdi-

mensionale Aquivalent des Newtonverfahrens verwendet. Dabei gilt
G50 - Ag0 = G, N), (59)

wobei G(7™, \) die Jacobimatrix von G

9G, 9G1 . 9Gy
oy1 Oy OYn
) Gy . :
Gy, A) =| P o (60)
8y1 8yn

darstellt (vgl. [16]).
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4.3 Finite Elemente Methode und schwache Formulierung

Anhand des Newtonverfahrens ist es nun moglich, von einem bestimmten Startwert auf einen
Fixpunkt fiir festen Parameter A; zu schliefsen. Im néchsten Schritt soll allerdings der Kontroll-
parameter erhoht werden und bei diesem neuen Parameter Ao = A1 + AX ein Fixpunkt bestimmt
werden. Dafiir muss die Tangentenrichtung % bestimmt werden: Man bildet die partielle Ablei-

tung nach A unter Beriicksichtigung der Kettenregel von der Funktion G(§, \). Dann gilt:

oG 0y 0G
i A\ 61
o5 ox ox (61)

wobei nach Gleichung % die Jacobimatrix darstellt. Das so erhaltene Gleichungssystem

Gy = = ——o (62)

kann nun zur Bestimmung der gesuchten Tangentensteigung % genutzt werden. Daraus kann man

den Startwert y(.o)

541 ausgehend von y; allgemein tiber

—

(0) 9y
yj+1:yj+A)\-5. (63)

bestimmen (vgl. [16]).

4.3 Finite Elemente Methode und schwache Formulierung

Die Implementierung der Modellgleichungen erfolgt mittels der finiten Elemente Methode, die
die schwache Formulierung der Differentialgleichung verwendet. Die in der Differentialgleichung
betrachtete Funktion ¢(x,t) ist auf einem Gebiet  definiert. Diese Doméne € wird nun in Teil-
mengen aufgeteilt Q1,Q9,...,Qx c Q, welche als finite Elemente bezeichnet werden (vgl. [10]).
Im Eindimensionalen kann man sich diesen Prozess als Bildung eines Gitters veranschaulichen.
Als néchstes werden Testfunktionen 1,4, ..., %, definiert, welche nur auf einem Gitterpunkt
ungleich null sind. Ein Beispiel fiir solche Testfunktionen sind im Eindimensionalen ,Dreiecks-

funktionen®, welche in der folgenden Abbildung [9] dargestellt ist.

N\

11 P3 Qial
/ \

\

/ \

\ I ~
[ I [ [ I L

0 T3 Ty

Abbildung 9: In dieser Skizze einer méglichen Testfunktion mit v = ¢; [10].
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4.3 Finite Elemente Methode und schwache Formulierung

Die zu untersuchende Funktion ¢(x) wird nun in finite Elemente entwickelt: Die Funktion ¢(x)

ergibt sich dabei als Linearkombination aus Testfunktionen
0= ¢ i, (64)
J

wobei die Koeffizienten gleich dem Wert der Funktion auf den Gitterpunkten ist, also ¢; = ¢; gilt,
wenn ; normiert auf dem betrachteten Gitterpunkt ist.

Ableitungen werden nun mithilfe der schwachen Ableitung definiert. Mithilfe dieses Formalismuses
ist es auch moglich Funktionen eine Ableitung zuzuordnen, welche nicht stetig differenzierbar sind:
Fiir eine Funktion ¢ auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] und einer stetig differenzierbaren

Testfunktion v auf einem kompakten Intervall gilt nach [10]

[ 2D iy aw =~ [ o)) da. (65)
T T

Damit diese Bedingung gilt, werden hier periodische Randbedingungen verwendet, sodass der eine
Summand der partiellen Integration wegfallt. Was das genau bedeutet, ist an einem Beispiel weiter
unten zu erkennen. Eine gleiche Auswirkung hétten auch Neumann-Randbedingungen.

Da dieser Formalismus nun auf die finite Elemente angewandt werden muss, existieren Matrizen,
welche diese Ableitungen darstellen. Dies stellt den Vorteil dieser Formulierung dar. Die Matrizen
sind spezifisch fiir die untersuchte Differentialgleichung. Als Massenmatrix M wird diejenige Ma-
trix bezeichnet, welche die Funktion ¢ auf finite Elemente entwickelt. K, entwickelt auf Elemente
und bildet die erste Ableitung. Die Steifheitsmatrix K entwickelt auch auf Elemente und bildet
die zweite Ableitung (vgl. [10]).

Im folgenden Abschnitt wird anhand der K-Matrix gezeigt, wie diese die zweite Ableitung un-
ter Verwendung periodischer Randbedingungen darstellt. Die Komponenten der K-Matrix sind

gegeben iiber

i % dz

K ;= 66
5 ax 8$ ( )
[10], sodass dann fiir den gesuchten Ausdruck gilt
i O
K-¢); = SN2 b d 67
(o= [ G TG by (67)
oY; 99
= - — dz. 68
ox oz (68)
Hierbei wurde verwendet, dass ¢ in der Basis ¢, (z) mit n € {1,2,..., N} entwickelt wurde
7 09 b
=6, SAED S PN} 69
6= 5054 - 5" L0 g (69)

Um diesen Term weiter zu vereinfachen, muss im Allgemeinen mehrdimensionale partielle In-
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4.4 Nebenbedingungen

tegration durchgefiithrt werden. In einer Dimension gilt: Ist Q = [a,b] ein Intervall und sind
fyg:[a,b] = R stetig differenzierbare Funktionen, dann gilt fiir den Rand von dem betrachteten
Intervall 02 = {a,b} und es folgt

[ @) 2D a0 1) g@)ln - [ 20 g0 (70
Q Q

Ox

[18]. Im Mehrdimensionalen gibt es eine analoge Regel: Betrachtet man eine Teilmenge 2 ¢ R mit
Rand 9€) und Orientierung in normierter 7i-Richtung, sowie ein stetig differenzierbares Vektorfeld

f und ein stetig differenzierbares Skalarfeld ¢, dann gilt
[ F@)-v9@) di= [ f@)-g@) - [ 9F@) 9(@) aa. (71)
Q 0 Q

[19]. Verwendet man nun die partielle Integration nach Gleichung beziehungsweise im mehr-
dimensionalen Fall Gleichung in Gleichung , dann gilt

[0 3¢
(K ' ¢)z = O ax (72)
27
= a_ % n df f % ¢z dx (73)
o0
82¢
= - @ . wz d.l?, (74)

wobei die letzte Zeile aufgrund der periodischen Randbedingungen folgt.

Mithilfe der finiten Elemente Methode und der schwachen Formulierung ist es nun moglich Erset-
zungsregeln fiir die Ableitungen in den Differentialgleichungen zu formulieren. M6chte man eine
Funktion f(¢) auf Elemente entwickeln, so kann dies durch M - f(¢) getitigt werden. Die erste

beziehungsweise zweite Ableitung auf Elementen kann analog durch

0

g(ﬁ = Kz¢ (75)
82
922 -K¢ (76)

dargestellt werden.

4.4 Nebenbedingungen

Bei Nebenbedingungen handelt es sich um eine Gleichung, die zusétzlich zu der betrachteten Dif-
ferentialgleichung erfiillt sein muss. Dabei handelt es sich streng genommen auch um Anfangs-
und Randbedingungen, da diese auch eine Bedingung anhand einer Gleichung zusétzlich zur Dif-
ferentialgleichung darstellen (siche Abschnitt , Randbedingungen*).

Wie bereits oben erwéhnt, werden zur Untersuchung des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells peri-

odische Randbedingungen verwendet. Demnach ist der Funktionswert am Rand der Doméne im-
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4.4 Nebenbedingungen

mer der Gleiche. Der Grund fiir die Verwendung von periodischen Randbedingungen liegt darin,
dass aufgrund von nichtlinearen Effekten bei der Auswertung des partiellen Differentialgleichungs-
systems die Losung zunehmend steiler wird. Dies ist beispielhaft in der folgenden Abbildung
dargestellt.

0.4

0.2+

$,(X)

-0.2}

0.4 ‘ ‘ ‘ ‘
0.5 0.3 0.1 0.1 0.3 0.5

X

Abbildung 10: Beispiel eines Losungsprofils hier auf dem Zweig ausgehend von der zweiten Bifur-
kation von dem gekoppelten Cahn-Hilliard-Modell im Gradientendynamik erhal-
tenden Fall mit a;-Kontinuierung und Neumann-Randbedingungen.

Der steile Anstieg in der Losung, welcher in der Abbildung erkennbar ist, ist problematisch
bei numerischen Fehlern aufgrund der computergestiitzten Berechnung der Lésung. So kann sich
der Ort des Anstiegs um ein kleines Stiick dx verschieben, sodass eine neue verschobene Lésung
w(z) = u(x + dx) erkannt wird und demnach auch ein Bifurkationspunkt, obwohl tatsdchlich die
selbe Losung mit dem selben Eigenwert beobachtet wurde. Periodische Randbedingungen, sowie
die Einflihrung einer Nebenbedingung verhindern das Auftreten dieser Problematik. Wie diese
Nebenbedingung aussehen muss, wird im folgenden Abschnitt dargestellt.
Mithilfe von einer Nebenbedingung soll das Auffinden einer neuen Losung aufgrund von numeri-
schen Fehlern verhindert werden. Bei dieser neuen Losung @(z) = u(z + dz) handelt es sich um
eine Verschiebung der alten Losung u(x) um ein kleines Stiick dz < 1. Um nun eine Bedingung
herzuleiten, damit diese Erkennung als solche nicht auftritt, muss zunéchst die Taylorreihe fiir die
Néaherung dx <« 1 gebildet werden.

u(x+(5az)mu(x)+a—u-(x+5x—x)+182—u-(a:+5x—x)2 (77)

ox 2 Ox?

Vereinfacht man diese Gleichung und vernachléssigt nichtlineare Ordnungen in x, so erhélt

man

u(z +d0x) »u(x) + u ox, (78)
ox

was dquivalent ist zu
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4.4 Nebenbedingungen

u(z +dx) —u(x) = % 0x. (79)

Diese Gleichung besagt, dass die Differenz aus neuer und alter Losung Awu proportional ist
zur Ortlichen Ableitung der alten Losung g—z Um die Erkennung als neue Lésung zu verhindern,
darf also diese Proportionalitét nicht vorhanden sein. Dies verhindert man mithilfe der folgenden

Nebenbedingung:

Au-— 20.
w o= =0 (80)

Diese Bedingung kommt daher, dass Nichtproportionalitdt im Funktionenraum bedeutet, dass bei-
de Funktionen orthogonal zueinander sind und demnach das Skalarprodukt zwischen beiden Funk-
tionen null sein muss. Mithilfe dieser Nebenbedingung ist es demnach moglich, das Auffinden von
Losungen aufgrund numerischer Fehler zu unterdriicken. Auferdem kann diese Nebenbedingung
verwendet werden, um stationidren Losungen eine Geschwindigkeit v zuzuordnen (siehe Gleichung
). So kénnen bewegte stationdre Losungen von den unbewegten unterschieden werden.

Eine weitere Nebenbedingung, unter welcher das gekoppelte System betrachtet wird, ist die Be-
dingung der Massenerhaltung: Die Cahn-Hilliard-Gleichung, dargestellt in Gleichung

@_iy(nw%

3
ot " 1202 L—%¢¢)

hat stationdre Losungen bei ¢ = ¢ wobei ¢ € R aufgrund der mindestens zweifachen partiellen rtli-
chen Ableitung vor jedem Term. Das Ziel ist es nun, eine Losung ¢ = 0 mithilfe von Kontinuierung
unter Variation eines Parameters beispielsweise a zu verfolgen und dabei méglicherweise neue Ei-
genschaften zu beobachten. Ist Massenerhaltung nicht gefordert, tritt allerdings ein Problem auf,
welches anhand der folgenden Abbildung [I1] erklart wird.

A

° Kontinuierungs- / /
a

schritt —_—

Parameter a = ag Parameter a = a1

Abbildung 11: Skizze der auftretenden Problematik ohne Massenerhaltung. Links ist der Anfangs-
punkt ¢ = 0 im (eigentlich unendlich dimensionalen) Phasenraum zu erkennen.
Nach einem Kontinuierungsschritt kann man rechts eine Linie von stationiren Lo6-
sung erkennen.

In dieser Abbildung [11]ist links skizzenhaft die Anfangslosung ¢ = 0 dargestellt. Diese stellt einen

exakt bestimmbaren Punkt im unendlich dimensionalen Phasenraum dar. Nach einem Kontinu-
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4.5 Implementierung der Modellgleichungen und Vorgehen

ierungsschritt erkennt man rechts eine Linie aus stationdren Losungen. Diese kommt daher, dass
nun Losungen beliebiger Masse auch Losung sind, da ¢ = ¢ mit ¢ € R fiir alle a € R stationére
Losung der Cahn-Hilliard-Gleichung ist. Diese Linie stationdrer Losungen ist problematisch, da
so keine eindeutige Losung vorhanden ist, von welcher aus der nachste Kontinuierungsschritt ge-
tatigt werden kann und so moglicherweise zwischen Losungen mit unterschiedlichen Massen bei
der weiteren Kontinuierung gesprungen wird.

Um aus dieser Linie stationdrer Losungen wieder nur einen Punkt zu betrachten, wird die Masse-

nerhaltung gefordert. Es soll gelten

[ ode-60t0 (81)

fiir beide gekoppelten Systeme, wobei ¢ die verwendete Anfangslosung darstellt. Im gekoppelten

System aus ¢ und ¢9 entspricht diese Forderung formal

/ ¢1 dz— 1020 (82)
[ ¢2 Az — P2 20, (83)

wobei ¢1,0 und ¢2 o die entsprechenden gemittelte Dichten der einzelnen Felder in den gekoppelten
Systemen sind.

Beim Einfiigen von Nebenbedingung miissen zusétzlich Lagrange-Multiplikatoren in das Glei-
chungssystem hinzugefiigt werden. Dies liegt daran, dass durch die hier drei Nebenbedingungen
drei Gleichungen mehr als Freiheitsgrade im Gleichungssystem fiir das Auffinden von stationédren
Losungen vorhanden sind. Man sucht quasi ein Extremum unter Nebenbedingungen. Die hinzuge-
fiigten Lagrange-Multiplikatoren lauten ¢; und ¢y fiir die Massenerhaltung (siehe Gleichung
und ) und v fiir die Verschiebungtoleranz beziehungsweise Geschwindigkeit (siehe Gleichung
(80). Diese Parameter miissen zur Untersuchung des Gesamtsystems unter Nebenbedingungen
hinzugefiigt werden und werden an geeigneter Stelle beim Aufstellen des Gleichungssystems hin-

zugefiigt.

4.5 Implementierung der Modellgleichungen und Vorgehen

Als Software zur Berechnung der Bifurkationsdiagramme wurde Matlab mit der pde2path Erwei-
terung verwendet. Diese Erweiterung ermoglicht mithilfe von numerischer Kontinuierung, Bifur-
kationsdiagramme zu bestimmen.

Es werden eindimensionale, gekoppelte Cahn-Hilliard-Gleichungen auf einer Doméne von —L, bis
Ly mit L, = % unter periodischen Randbedingungen, also gleiche Funktionswerte am Rand, un-
tersucht. Als Nebenbedingung wird Massenerhaltung in beiden Feldern und eine Verschiebungs-
nebenbedingung verwendet. Im Rahmen der finiten Elemente Methode werden die Funktionen
statt auf der ganzen Doméne auf ein Gitter mit N Stiitzstellen reduziert. Ableitungen werden
mithilfe der schwachen Formulierung implementiert, sodass nur maximal die zweite Ableitung in

pde2path dargestellt werden kann. Untersucht wurde nun der Gradientendynamik erhaltende Fall,
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4.5 Implementierung der Modellgleichungen und Vorgehen

dargestellt in Gleichung , und der Gradientendynamik brechende Fall, dargestellt in Gleichung
. Da in diesen Gleichungen eine Ableitung der vierten Ordnung im Ort vorhanden ist, muss
zur Implementierung in pde2path eine weitere Variable 7 eingefiihrt werden. Hier am Beispiel des
Gradientendynamik erhaltenden Falls (Gleichung (45))) dargestellt:

1 02
1 0= ——s
) L%@xzm
2 92
K 8 3
2 O=—=5—=—=5¢1 + + @7 — -
) 2 8x2¢1 ag1 + @1 —aga —1m
1 92

3 0=——
) L% 8132772

(84)

4) o—”—28—Q¢ +(a+ AT )py + ¢ — apy —
_L§8x2 2 c)P2+ Pa 1= N2

Auferdem miissen die Lagrangeparameter c1,co und v aufgrund der Nebenbedingungen

q = f o1 dr - 91

0 = f b3 da— oo = 0 (86)

ou

0 (85)

hinzugefiigt werden. Dies bedeutet in Gleichung , dass dieses Gleichungsystem zu

1
1) Oz—ﬁKU1+C1+v'Kx¢1
1

2

2) 0=—%K¢1+M-(a¢1+¢§—a¢z)—m
L (88)

3) 0= 2K7]2+CQ+’L}-KI¢2
L2

2
4) 0= —Z—%qug + M ((a+ ATe) g2 + 65 — adr) =112

unter Verwendung der Matrizen M, K, und K fiir die Ableitungen wird. Auferdem ist ein zusétz-
liches Minusfaktor hinzugefiigt, da das fiir die Stabilitdtbestimmung mit pde2path notwendig ist.
Die Stabilitat der stationéren Losungen wird mithilfe der analytischen Jacobimatrix der linearen

Stabilitdtsanalyse bestimmt. Die Jacobimatrix ist hier gegeben iiber

8f¢1 8fd>1 8fd>1 8f¢1 8f¢1 6f¢1 8f(f>1
0d1 on Do on2 Ocy Oca ov
afm 8fm 9 ?1 8f¢1 8fﬂ1 8f7l1 afm
01 om Do on2 Ocy Oca ov
0 b2 8f¢2 0 P2 6f¢2 8f¢2 8f¢2 8f¢2
b1 o 0o on2 Oci Oca ov
g |0t 0f 0fey O0ey Ofw  Okwm  Ofm (89)
0p1 on Opa on2 oci Oco ov

9 O ¢ 9 d¢n O Oqu
01 om 02 ong Jcy Oca v
Q92 O9¢2 992 92 092 Og2  Og2
091 om O an2 dcy dca )
9¢3 993 93 Ogzs  Ogz D¢z a3
091 om O on2 dcy dca )
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5 Ergebnisse

und muss an der stationdren Losung ausgewertet werden. Dabei ist

fo1 = ng Km+ca +v- Kb (90)
for = H—;Km + M - (a1 + ¢} — age) (91)
oo = 12 an e+ v Kogo (92)
frp = L—;K@ + M ((a+ATe)da + ¢3 - adr). (93)

Das Vorzeichen der Eigenwerte ist dabei das Mafs fiir die Stabilitat einer stationdren Losung. So-
mit ist es moglich anhand eines Vorzeichenwechsels in der Determinante der Jacobimatrix Bifur-
kationen zu detektieren. Bei periodischen Randbedingungen, allerdings wechseln in Bifurkationen,
welche die Refektionssymmetrie erhalten, zwei Eigenwerte ihr Vorzeichen, sodass dieses Bifurka-
tionen nicht durch die Betrachtung der Determinante erkannt werden kénnen. Stattdessen werden

die Eigenwerte berechnet und die Stabilitit als Anzahl der positiven Eigenwerte bestimmt.

5 Ergebnisse

Zunéchst wird mit der Auswertung des Modells fiir das gekoppelte Cahn-Hilliard-Modell bei erhal-
tener Gradientendynamik begonnen. Anschliefsend werden die Ergebnisse im Fall der gebrochenen

Gradientendynamik dargestellt.

5.1 Erhaltene Gradientendynamik

Das Modell aus zwei gekoppelten Feldern wird im Gradientendynamik erhaltenden Fall durch

Gleichung

1 0% ( k*O°
D 0= frga T ot -
1 9% ( K* 02
D 0% s (- fggaet (0 ST oo

modelliert. Mithilfe des Matlab Pakets pde2path kann das Modell nun untersucht werden und Bi-
furkationsdiagramme fiir unterschiedliche Parameterwahl erstellt werden. Um die Bifurkationsdia-
gramme auszuwerten, wird die lineare Stabilitdtsanalyse bendtigt, welche im folgenden Abschnitt

dargestellt ist.
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

5.1.1 Lineare Stabilitdtsanalyse im Fall der erhaltenen Gradientendynamik

Zur Durchfiihrung der linearen Stabilitdtsanalyse der gekoppelten Cahn-Hilliard-Gleichungen im
Gradientendynamik erhaltenden Fall (siche Gleichung ([45]))

0 1 9 ( k2 O? 5
K a¢1:f§@(‘ﬁﬁ¢l+“¢l+¢l‘“¢2)
0 1 0% [ k* O
2) E@ZL_%@( L26 2¢2+(a+ATC)¢2+¢§—a¢1)

wird eine stationdre Losung ¢1,o des ersten Systems und ¢o ¢ des zweiten Systems angenommen.

Fiir die zu untersuchenden gestorten Losungen q31 und ¢y wird folgender Ansatz gewéhlt

1) d1(x,t) = d1o + e (,t)

- (94)
2) d2(x,t) = oo +epa(x,t) ,

wobei ¢1(x,t) und ¢o(x,t) orts- und zeitabhangige Storungen darstellen, welche mit einem Klein-
heitsparameter ¢ skaliert sind. Der Ansatz entspricht einer kleinen Stérung, welche auf die bekannte
stationdre Losung addiert wird, um die Stabilitéit dieser stationdren Losung zu untersuchen.

Der in der Gleichung dargestellte Ansatz wird nun in die gekoppelten Cahn-Hilliard-Gleichungen

eingesetzt. Daraus ergibt sich dann:

05 1 [ w0
ot ' " L20x?| L2 0a?
+(p1,0 + €1 (2,1)) = aBo0 + epa(z,1))]
~ 2 .2 72
0 Gy = L 0 0 (g +eda(e,t)) + (a+ AT) (a0 + (e, 1))

2) he=
+(2,0 +eda(x,1))* — a1 0 + edr(2,1))]

1) (¢1’0+€¢1(l’,t)) +a(¢)170+5¢1(:17,t))

(95)

2" o | o

Als néchstes werden die beiden Gleichungen des Gleichungssystems nach Potenzen von e sortiert:

1) - ¢10+a¢10+¢)10 a¢270)

2 42
+——(—K— 0 ¢1 +ady + 3¢ 0¢1_0‘¢2)
1

L 3 o°
err Pz tL001 + L%@

k2 92
—¢2=—7 - ¢20+(G+AT)¢20+¢20 ag1,0

¢
2)

- o ¢2 +(a+ ATe) P + 3¢2 0P2 — 04(151)

52 62 392

0" 3
L% 02 %2
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

Die Terme nullter Ordnung in € stellen in Gleichung die gekoppelten Cahn-Hilliard-Gleichungen
fir die stationére Losung (41,0, ¢2,0) dar. Da fiir die stationdre Losung nach Voraussetzung die
partielle zeitliche Ableitung null ist, fallen alle Terme in nullter Ordnung von & weg. Dadurch

ergibt sich in linearer Naherung

0 1 9 K2 02 9
1) aﬁﬁl = L_%@ (_ﬁﬁqbl +ad1 + 91 g1 - a¢2) o
0 1 0? K2 0 (97)
2) Frich ﬁﬁ(—L—%a 502+ (a+ AT, )¢2+¢20¢2—04¢1) ;

Als Ansatz zur Losung des linearen Gleichungssystems werden die Stérfunktionen ¢y und ¢o als

eine Superposition aus ortlichen Schwingungen dargestellt. Das wird mathematisch ausgedriickt

61\ [ (a1 () ik
(@) __f (@k(t)) dk . (98)

o0

durch die Fourierentwicklung

Zunichst werden Schwingungen beliebiger Wellenzahl k beriicksichtig. Einsetzen dieses Ansatzes
in die Gleichung fiihrt auf

o [ a1, (1) 6% k= [ (S #0362 ) - aan 0] an
(99)

) o f 0, (£) - dfs - f [(";Q i +(a+AT)+3q§20)a2k(t) aalk(t)] the g

Um weitere Vereinfachungen vorzunehmen, werden beide Gleichungen des Gleichungssystems nun

qr

mit einer anderen Schwingung €% multipliziert und anschliefend iiber die betrachtete Doméne

integriert. Hierdurch ergibt sich

)%ffooalk(t)-ei % dk dx = // [( +a+3¢10>a1k(t)

—00 —00 —00 —00

- aay, (t)] -eikm . eiqxdk dz

2)%f]oa2k(t).eix % dk dx = f[ [(kQ2+(a+AT)+3¢20>.a2k(t)

—00 =00 —00 —00

- aay, (t)] -eikw el dk dx |

(100)

was zunédchst komplizierter aussieht, allerdings mithilfe der Orthogonalitidtsrelation der Fourier-

basis die gewiinschte Vereinfachung ergibt. Es gilt:
/ M o7k Qo §(ky - ky) (101)

Dies ist anschaulich sinnvoll, da es mathematisch einer Fouriertransformation einer komplexen

Schwingung mit genau einer Wellenzahl kq entspricht. Demnach kann die Fouriertransformierte
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

nur eine Frequenz im Fourierraum enthalten, sodass es proportional zu einer A-Distribution ist.

Fiir eine A-Distribution lésst sich das Integral unter Verwendung von

[ #@)-3(z = 20) da = f(a0) (102)

einfach 16sen.
Verwendet man also Gleichung ((101)), um die Gleichung (100]) zu vereinfachen, so ergibt sich:

7~ © 42 2,2
1) %[mk(t)ﬁk‘—q) dk;:[ k [(k—+a+3¢io)a1k(t)—Oéazk(t)]-5(k—q) dk

2 S\ I
o r R 5
2) o [ an (00(k=g) dk= [ |+ (a+ AT) +303 ) aa, (1) — aan, ()| - 60k - q) d.

oo D) 2

(103)
Es ergibt sich aufgrund von Gleichung ((102))
D) _g? [ 22

1) &alq(t) = F[(7+a+3¢%70 ar, (t) — caz, (t)
! ! (104)

2 2,2
2) %aQq(t):L—q%[(%+(a+ATc)+3¢§,o)a2q(t)_O‘alq(t)] :

Die Zeitabhéngigkeit von ay,(t) und ag, (¢) wird nun geschrieben als

t b, s\ s
(D) _ (Prs]). (105)
az, (1) b2,:\
da es sich bei der Gleichung (104)) um eine gewohnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung

handelt. Dabei ist A die Rate des zeitlichen exponentiellen Wachstums. Man setzt nun den Ansatz
aus Gleichung (105]) in die Gleichung (104]) ein, kiirzt die Exponentialfunktion und erhélt

2

2,{,,2
1) /\bLA:—%[(qL—2+a+3qﬁio by — abyx
1 1

2 2,2 (106)
q K 2
2) A 527/\:—? [(—L2 +(CL+ATC)+3¢2’0)b27)\—04b17)\:| s
2 2
was sich in eine Matrizengleichung der Form
Av=A-7, (107)
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

mit

L [b1a
’U =
ba x

o f 2.2 2 108
Y —Lq% (qu% +a+3¢§’70) —Z%a (108)
=" 2 2 2.2
a L_qg (qL_g +(a+ ATy +3¢§,0)

schreiben lasst. Nach dem Determinantenkriterium

(A-X-1)-5=0 (109)

lasst sich dann die Dispersionsrelation A(g) bestimmen:

9 Ly [ 242
A2(q) = a 2[

Ly [ ¢?K?
2L1L2 . Ll L2 +a+ 3¢1 0 L_ L2 (a + AT ) + 3¢2 ,0

2 2
1 4L2[q” +a+3¢2 ] 4L2["” +(a+AT)+3¢20]
+

, (110)
)

ogh. (L1 VN | s AT,) +3¢2 | + 4¢*a2
- L—%+a+ ¢170 L—§+(CL+ C)+ ¢270 +4q-a“.

w
Aus den Eigenwerten ergeben sich die Eigenvektoren w = ( 1) zZu
w2

1 q°K q2/i2
wl(AMz)(Q):m'(I’ [ % +a+3¢10] L3 [L—%+(G+AT<:)+3¢§,0

! Lj ¢’ 3 2 L} ¢x AT.)+3 2
+ —— +a+ + +(a+ +
202 [ L2 a+3¢7 ] [ L2 (a ) %O]

.- 2L%2L3- ar 2+a+3gz5 ﬁ+(a+AT)+3¢2 +4L2 L3202
L2 L2 c 2,0 149

(111)

1
w2()\1a)\2) (Q) =1

beziiglich der beiden Eigenwerte Ap 2.
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

5.1.2 Bifurkationsverhalten und lineare Stabilitatsanalyse des gekoppelten Systems

Zu Beginn der Analyse des Losungsverhaltens vom gekoppelten System

1 82 F(/2 82 3
1 = |- —-——_ _
) 2 022 ( 2922 1 +agr + @ O<¢2)
1 02 k2 0?2
2 (L AT, 3_
) 2022 ( 2 a$2¢2 +(a+ Y2 + P 0@1)

flir unterschiedliche Kopplungsstéirke « ist in der Abbildung ein Bifurkationsdiagramm ex-
emplarisch dargestellt. Dabei dient a als primérer Kontinuierungsparameter unt die restlichen
Parameter sind L1 = Ly =27, k = 0.2, AT = -0.5, ¢1,0=0.4, ¢29=0.2 und o = 1.0.

1)
: e
025 0 025 0.5 0.75 1 125 1.5 1.75 2

a

Abbildung 12: Bifurkationsdiagramm des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells (Gleichung ) im
Gradientendynamik erhaltenden Fall mit a-Kontinuierung und periodischen Rand-
bedingungen. Die verwendeten Parameter sind L1 = Ly = 27, k = 0.2, AT, = -0.5,
a = 1.0 und die gemittelten Dichten sind gesetzt auf ¢19 = 0.4 und ¢29 = 0.2.
Die Profile der mit den Kreuzen gekennzeichneten stationéren Losungen sind in

Abbildung [T3] gezeigt.

Das in der Abbildung[T2] dargestellte Bifurkationsdiagramm besitzt auf der Abzisse den priméren
Kontinuierungsparameter a und auf der Ordinate eine Norm ||d¢||,. Bei dieser Norm handelt es

sich um eine kombinierte Lo-Norm, welche durch

+L
1

l|06]l, = ST f (61— 1,0)2+ (¢2 — h20)? dx (112)
T 7

gegeben ist. Die in Abbildung [I2| mit Kreuzen gekennzeichneten Profile der stationdren Losungen
sind in der folgenden Abbildung [13| gezeigt.
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik
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Abbildung 13: Dargestellt sind die stationdren Losungen an den in dem Bifurkationsdiagramm
in der Abbildung gekennzeichneten Positionen. Die durchgezogene Linie stellt
jeweils das Feld ¢1(x) und die gestrichelte Linie das Feld ¢9(x) dar.

In dieser Abbildung [I3]sind verschiedene Profile der stationdren Losung abgebildet, die im Bifur-
kationsverhalten in Abbildung[12]|zu finden sind. Auf dem schwarz dargestellten trivialen Ast sind
die Felder ¢; und ¢2 homogen (siehe Abbildung . Ausgehend vom trivialen Ast entstehen in
Bifurkationen neue Aste (blau) von periodischen Zustinden (siche Abbildung bis . Da-
bei nimmt die Wellenzahl der neuentstehenden Losungen je Bifurkation zu, sodass die Losung in
Abbildung und 1-periodisch beziehungsweise 5-periodisch sind. Die Nebenbedingung der
Massenerhaltung (siehe Kapitel , Nebenbedingungen*) sorgt dafiir, dass jede der dargestellten
Losungen dieselbe gemittelte Dichte ¢10 und ¢2 besitzt.

Im Folgenden wird die Bifurkationsstruktur bei Variation des Kontrollparameters a anhand von
der Abbildung 2] analysiert. Dabei sind linear stabile Zustdnde mit durchgezogenen Linien, linear
instabile Zustdnde mit gestrichelten Linien gekennzeichnet. Fiir alle a > 0.998529 ist die homogene
stationdre Losung stabil. Bei a » 0.998529 tritt eine subkritische Pitchfork-Bifurkation auf, die
die homogene Losung destabilisiert. Verringert man a weiter, so treten weitere destabilisierende
Bifurkationen auf. Dieses Verhalten ist mithilfe der linearen Stabilitatsanalyse (siehe Kaptiel ,
Lineare Stabilitdtsanalyse im Fall der erhaltenen Gradientendynamik) erklarbar: Setzt man in die
Dispersionsrelation A\(¢g) (Gleichung (110])) die verwendeten festen Parameter ein, so vereinfacht
sich die Gleichung und es ist moglich die Wachstumsrate fiir ein bestimmtes a zu zeichnen. Die
Abbildung [14] zeigt die Dispersionsrelation fiir a = 1.5.
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Abbildung 14: Dispersionsrelation (Gleichung (110)) mit Ly = Ly = 27, k = 0.2, AT, = -0.5,
a=1.0, a=1.5 und gemittelte Dichten ¢1 9= 0.4 und ¢ = 0.2.

Man erkennt in der Abbildung[14] die beiden Eigenwerte A1 2 in Abhéngigkeit der Wellenzahl ¢. Es
gilt A1 2 <0 fiir alle g. Damit Stabilitdt der Losung folgt, miisste A(¢) fiir alle moglichen ¢ kleiner
null sein. Da nun periodische Randbedingungen gelten, kann das System nicht alle Wellenzahlen
q € R annehmen, sondern nach Gleichung nur diskrete Werte

Gn = 2nm mit n € Z.

Also miissen die Eigenwerte nur an diesen Wellenzahlen nach ihren Vorzeichen untersucht wer-
den. Existiert ein g,, sodass A1 oder Ao grofer als null ist, so folgt Instabilitdt der homogenen
Losung. In der folgenden Abbildung[I5]ist die Dispersionsrelation eingeschrénkt auf die moglichen
Wellenzahlen ¢,, dargestellt.

20
0 4 ®
- . .
-20 .
1 °
< -40- ¢
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1 A2(q) .
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q

Abbildung 15: Dispersionsrelation nach Gleichung (110) mit L; = Lo = 2w, & = 0.2, AT, = -0.5,
a=1.0, a = 1.5 und gemittelte Dichten ¢ = 0.4 und ¢2 o = 0.2 ausgewertet an den
diskreten Wellenzahlen g¢,,.
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

Man kann der Abbildungentnehmen, dass fiir alle Wellenzahlen ¢,,, A1 2 < 0 gilt (da die Funktion
monoton fallend ist), weshalb Stabilitdt der homogenen Losung bei a = 1.5 folgt. Bei a ~ 0.998529
kommt es zu einer Bifurkation, indem A\ (¢ = 27) = 0 und fiir kleinere a positiv wird. Dadurch wird
die homogene Losung instabil und es entsteht eine stabile, sinusférmige Losung iiber eine Periode
(siehe Abbildung , da die Instabilitat bezliglich einer Sinusschwingung mit ¢ = 27 aufgetreten
ist. Es ist anhand der Dispersionsrelation aus der linearen Stabilitdtsanalyse auch moglich, diesen
numerisch erhaltenen ersten Bifurkationspunkt bei a = 0.9985 analytisch zu bestimmen. Dafiir
setzt man in die Dispersionsrelation (Gl (46])) nun die Werte der festen Parameter und ¢ = 27

ein, so vereinfacht sich die Gleichung zu

A =0.99853 - a (113)
Ao =-1.17853 - a (114)

und man kann die kritischen Parameter ac, = 0.99853 und a., = —1.17853 ablesen, bei denen \(27)
die Null kreuzen.

Der Punkt auf dem homogenen Ast bei ac, stellt also den ersten Bifurkationspunkt dar, allerdings
ist ac, nicht der zweite Bifurkationspunkt. Das liegt daran, dass die Schwingung beziiglich A\;
bei der nachsthoheren Anregung mit ¢ = 47 fiir einem hoheren Wert von a an Stabilitdt verliert.
An dieser Stelle befindet sich dann der zweite Bifurkationspunkt. Analog kann fiir ¢ = 47 der
kritische Wert von a berechnet werden und auch fiir hohere Wellenzahlen. So erkldren sich die
hoheren Bifurkationen und die periodischen Lésungen, dargestellt in Abbildung und [I13d}, in
den neu entstehenden Zweigen. In der folgenden Abbildung [16] bestétigt sich die eben dargestellte
Erklarung.

1

] 4]
0 e - 2
-1 _- o ] 'Y [ ] <
< < 27] °
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i 6]
-3 ° }\1 (q) -8 _' [} )\1(q) .
1l ¢ A2(a) 1l o A(q)
-4 T T T T I T T T T I T T T T I T T T T -10 T T T T I T T T T I T T T T I T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
q q
(a) Dispersionsrelation a = 0.9 (b) Dispersionsrelation a = 0.75

Abbildung 16: Dargestellt ist ein Zoom der Dispersionsrelation auf die kleinsten Wellenzahlen fiir
unterschiedlichen Werten von a nach Gleichung (110) mit Ly = Ly = 27, k = 0.2,
AT, = -0.5, a = 1.0 und gemittelte Dichten ¢ =0.4 und ¢20 =0.2.

Man erkennt in der Abbildung [I6a], dass fiir einen Wert von a zwischen dem ersten und dem
zweiten Bifurkationspunkt (siehe Abbildung gerade nur die Stérung mit der Wellenzahl ¢q = 27
instabil ist. Analog sind bei einem Wert von a zwischen der zweiten und dritten Bifurkation auf
dem trivialen Ast die ersten beiden Wellenzahlen beziiglich A; instabil, was in Abbildung

erkennbar ist.
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

5.1.3 Abhangigkeit von der Kopplungsstirke o

Als néchstes wird die Abhéngigkeit der Losungsstruktur von der Kopplungsstidrke der Felder
untersucht. Die Abbildung [17] zeigt Bifurkationsdiagramme fiir Ly = Lo = 27w, k = 0.2, AT, = -0.5,
¢1,0 = 0.4 und @20 = 0.2 und unterschiedliche Kopplungsstérken « € {2.0,0.5,-0.2,-1.0}.
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(¢) a=-0.2 (d) a=-1.0
Abbildung 17: Bifurkationsdiagramme fiir dieselben Parameter wie in der Abbildung [12| bei un-

terschiedlichen Kopplungsstiarken «. Die Profile der mit einem Kreuz markierten
stationdren Losungen sind in Abbildung 19| dargestellt.

In dieser Abbildung sind Bifurkationsdiagramme fiir das gekoppelte Cahn-Hilliard-Modell im Fall
der erhaltenen Gradientendynamik dargestellt. Man erkennt, dass im betrachteten Parameterbe-
reich keine weiteren Losungen durch unterschiedliche Wahl der Kopplung entstehen. Allerdings
verschiebt sich der erste Bifurkationspunkt fiir betragsméfig kleinere Werte von « in negative
Richtung. Das heifst, dass eine stéarkere Kopplung den homogenen Zustand bei hoheren Tempera-
turen destabilisiert.

Es ist auflerdem erkennbar, dass bei kleiner werdender Kopplung der instabile Teil des Zweiges

der ersten Bifurkation immer kleiner wird. Insgesamt kommt es aber zu einem Ubergang von su-
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

perkritischen Bifurkationen im Fall der einfachen Cahn-Hilliard-Gleichung zu einem subkritischen
Bifurkationsverhalten. Diese Instabilitdt 16st ein Hystereseverhalten der vom System angenom-
menen Zustdnde bei Temperaturverianderung aus, was in der folgenden Abbildung [I§] illustriert

ist.

1.5 1.75 2 2.25 2.5
a

Abbildung 18: Vereinfachtes Bifurkationsdiagramm der Abbildung mit a-Kontinuierung und
periodischen Randbedingungen um das Hystereseverhalten darzustellen. In gelb ist
der Verlauf bei Temperaturerniedrigung und in rot der bei Temperaturerhéhung
zu erkennen.

Das System nimmt den Zustand an, welcher zu der betrachteten Temperatur stabil ist. Existieren
zwei stabile Zustdnde bei der selben Temperatur, so nimmt das System den Zustand an, welcher
bei einer vorherigen Temperatur vorhanden war. Das bedeutet, wenn man eine stationére Losung
auf dem homogenen Zweig betrachtet und erniedrigt die Temperatur, so bleibt die homogenen
Losung bis zur ersten Bifurkation stabil, erst bei weiterer Erniedrigung der Temperatur bildet
sich die periodische Losung. Erhéht man an dieser Stelle die Temperatur wieder, so ist die peri-
odische Losung bei hoheren Temperaturen als bei dem ersten Bifurkationspunkt stabil aufgrund
der Faltung des instabilen Bereiches. Dadurch entsteht ein Hystereseverhalten. Wie man in der
Abbildung [I7] erkennen kann, wird diese Hysterese immer kleiner fiir kleiner werdendes «, bis sie
bei o = —1.0 nicht mehr vorhanden ist. Bei o = —1.0 ist die erste Bifurkation nun superkritisch statt
subkritische wie bei den anderen hoheren «. Dadurch dhnelt das Bifurkationsdiagramm fiir klei-
ner werdendes o immer mehr dem Bifurkationsdiagramm der einfachen Cahn-Hilliard-Gleichung.
Fiir a = 0 sollte das Bifurkationsverhalten dem von zwei einfachen Cahn-Hilliard-Gleichungen mit
unterschiedlichen kritischen Temperaturen entsprechen, da keine Kopplung vorhanden ist.
Aufserdem existiert ein Unterschied in den stationédren Losungen zwischen positiven und negativen
Kopplungskoeffizienten. Um diesen Unterschied zu verstehen, werden beispielhaft fiir a = 0.2
und « = —1.0 die stationdren Losungen auf dem Zweig der zweiten Bifurkation in der folgenden
Abbildung [T9] dargestellt.
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Abbildung 19: Profile der stationdren Loésungen an den in den Bifurkationsdiagrammen in der
Abbildung [T7] gekennzeichneten Positionen. Die durchgezogene Linie stellt jeweils
das Feld ¢;(z) und die gestrichelte Linie das Feld ¢2(x) dar.

Man erkennt in dieser Abbildung[I9h] dass die stationdren Losungen der beiden Felder fiir aw = =1.0
die selbe raumliche Periodizitdt aufweisen. Die rdumliche Schwingung verlduft dabei allerdings
gegenphasig. Im Gegensatz dazu ist die rdumliche Schwingung der Felder fiir positive Kopplungen
gleichphasig (siche Abbildung . Andersherum ist in Abbildung die stationédre Losung fiir
a = —0.2 dargestellt, wo die Losungen der beiden Felder in Phase schwingen.

Auch hier liefert die lineare Stabilitdtsanalyse die Erklarung fiir diese Beobachtung. Betrach-
tet man den Eigenvektor der zweiten Instabilititsmode (¢ = 47), so zeigt sich eine gleich- be-
ziechungsweise gegenphasige Schwingung anhand von gleichem beziehungsweise unterschiedlichen
Vorzeichen der Komponenten. Die Eigenvektoren der betrachteten Instabilitdtsmoden, die zu den
rdumlichen Profilen der stationdren Loésungen in Abbildung [19| wurden iiber die Gleichung

mit ¢ = 47 berechnet und sind

- 0.221181 R -0.658531
We=0.2 = 1 und We=-1.0 = 1 . (1 15)

Die Komponenten geben also, wie oben erldautert, das Phasenverhalten der stationdren Losungen
wieder.

Als néchstes wird betrachtet, ob aus einer Kopplung mit negativen « folgt, dass die Losungen
gegenphasig zueinander sind und andersrum gilt, dass bei einer Kopplung mit positiven « die
Losungen in Phase sind. Dafiir werden die Eigenvektoren fiir beliebiges a bei denselben Parametern

wie oben bestimmt. Es folgt

1

( —0.43+2/0.046225+0.250.2
Wy, = a
1

~0.43-2-/0.046225+0.2502
und Wy, = o (116)

Der Eigenvektor wy, beziiglich des Eigenwerts A; ist entscheidend fiir die Phasenbeziehung der
Felder der strukturierten stationiren Losungen der priméren Aste (siehe Abschnitt ,{5.1.2| Bifur-
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

kationsverhalten und lineare Stabilitdtsanalyse des gekoppelten Systems®). Das Vorzeichen der

ersten Komponente der Vektoren ist von Interesse. Es gilt

+1 fiir a positiv
Sgn(wlh) = (117)
-1 fiir @ negativ ,

da -0,43 +2-1/0.046225 + 0.25a2 > 0 ist fiir o € Ry. Demnach gilt, dass fiir stationéiren Losungen
a > 0 bedeutet, dass die Funktion rdumlich in Phase zueinander sind und fiir o < 0, dass sie
gegenphasig sind.

Insgesamt wurde bisher erkannt, dass die Stéarke der Kopplung einen Einfluss auf die Stabilitdt
des homogenen Zustands hat, denn eine stéarkere Kopplung destabilisiert den homogenen Zustand
bei héheren Temperaturen. Aufserdem hat das Vorzeichen der Kopplungsstiarke « einen Einfluss
auf die rdumliche Phasenbeziehung der beiden Felder. Allerdings tritt wie im einfachen Cahn-

Hilliard-Modell der Vergroberungsprozess unverandert auf.

5.1.4 Deformierter Vergroberungsprozess

Fiir andere Parameter im Gesamtsystem ist es moglich eine Unterdriickung des Vergroberungs-
prozesses zu beobachten. So wird im diesem Abschnitt das Auftreten von einem deformierten
Zustand der Vergroberungsmode untersucht. Dabei wurde der Vergroberungsprozess des gekop-
pelten Cahn-Hilliard-Modells im Gradientendynamik erhaltenden Fall nach Gleichung (45)) mit
den Parametern Ly = Ly = 2w, k = 0.2, AT, = -0.5, « = 1.0 und gemittelte Dichten ¢;o = 1.0
und ¢209 = —0.5 analysiert. In der Abbildung ist das sich ergebende Bifurkationsdiagramm
dargestellt.

13611,

0.5 1

Abbildung 20: Bifurkationsdiagramm des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells (Gleichung ) im
Gradientendynamik erhaltenden Fall mit a-Kontinuierung und periodischen Rand-
bedingungen. Die verwendeten Parameter sind L1 = Ly = 27, k = 0.2, AT, = -0.5,
a = 1.0 und gemittelte Dichten ¢ = 1.0 und ¢29 = —0.5. Die rdaumlichen Profi-
le der mit den Kreuzen gekennzeichneten stationdre Losungen sind in der unten

dargestellten Abbildung [27]illustriert.
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5.1 Erhaltene Gradientendynamik

Das Bifurkationsverhalten, dargestellt in Abbildung [20] &hnelt dem Verhalten im vorherigen Ka-
pitel (vergleiche Abbildung . Ein entscheidender Unterschied ist allerdings, dass ein weiterer
instabiler Bereich auf dem Zweig der phasenseparierten Losungen auftritt. Der Ast durchlduft
zwei Foldpunkte bei a » 0.25 und a ~ —0.8. Diese Foldpunkte verbinden beide stabile Bereiche des
Astes mit einem einfach instabilen Teilstiick. In diesem Bereich tritt ebenfalls wie im vorherigen
Kapitel beschrieben ein Hystereseverhalten auf. In der folgenden Abbildung [21]sind die Zusténde

dargestellt, zwischen welchen die Hysterese an dem oberen instabilen Bereich stattfindet.
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Abbildung 21: Die Profile der stationdren Losungen, welche in dem Bifurkationsdiagramm in der
Abbildung [20] gekennzeichneten Positionen sich befinden. Die durchgezogene Linie
stellt jeweils das Feld ¢1(x) und die gestrichelte Linie das Feld ¢o(x) dar.

In der Abbildung ist das Profil der stationdren Losung vor dem zweiten instabilen Bereich
dargestellt. Das Losungsprofil hat die selbe Form wie typische Losungen auf dem Zweig der ersten
Bifurkation (vergleiche Abbildung . Jedoch unterscheidet sich das Losungsprofil in Abbildung
210 von der erwarteten sinusformigen Schwingung, da ein weiteres Minimum ungeféhr bei = =
0.20 entsteht. Da die Funktion verschieden ist zu der erwarteten Phasenseparation, wird der
Vergroberungsprozess hier als deformiert bezeichnet.

Bei der Beobachtung in diesem Abschnitt handelt es sich um eine schwache Unterdriickungen des
Vergroberungsprozesses, da es zwar zur Bildung des Vergroberungszustandes kommt, allerdings
dieser hier in einer deformierten Form stabil ist. Insbesondere ist der deformierte phasenseparierte

Zustand ab a ~ 0.8 die einzige stabile Losung des Systems.

5.1.5 Ist eine lineare Unterdriickung des Vergréberungsprozesses beobachtbar?

In den bisher betrachteten Ergebnissen wurde immer das fiir die einfache Cahn-Hilliard-Gleichung
typische Auftreten des Vergroberungsprozesses beobachtet. Es wurden deformierte Losungen bei
der Vergréberung gefunden, allerdings wurde niemals das Vergrébern unterdriickt.

Fiir die bisher gewéhlten Parameter ist die Vergroberungsmode (q; = 2m) stets die erste Mo-
de, die den homogenen Zustand destabilisiert. Dies fiihrt zum Auftreten des phasenseparierten

Zustands, der nach eventuellem Durchlaufen von Foldbereichen der einzige stabile Zustand des
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Systems ist. Dass gerade eine Stérung mit g; = 27 zuerst die homogene Losung destabilisiert, ist
mathematisch mithilfe der Dispersionsrelation der einfachen Cahn-Hilliard-Gleichung erklérbar.

Die Dispersionsrelation ist von der Form
Ag) =b-¢* - ¢, (118)

wobei b € R gilt. Dies hat zur Folge, dass fiir positive b und kleine ¢ der quadratische Term gegen-
iiber dem quartische Term iiberwiegt und die Eigenwerte dort positiv sind. Ist b grof genug, so ist
es moglich, dass sich der positive Bereich bis hin zu ¢ = 27 ausdehnt und eine Instabilitdtsmode
mit dieser Wellenzahl auftritt. Bei steigendem b kommt es zu weiteren Instabilitdten mit konseku-
tiv steigender Wellenzahl. Die bisher gewahlten Parametersiatze dnderten dieses lineare Verhalten
auch im gekoppelten System nicht. Eine lineare Unterdriickung des Vergréoberungsprozess meint
hier, dass die erste Bifurkation mit einer Instabilitdtsmode mit ¢ = 47 stattfindet und so die peri-
odische Losunge mit zwei Perioden der neue stabile Zustand ist. Eine solche Unterdriickung kann in
der Dispersionsrelation erkannt werden und wird deshalb lineare Unterdriickung des Vergroberns
genannt.

Nun wird iiberpriift, ob bei einem Gesamtsystem mit bestimmten Parametern im Gradienten-
dynamik erhaltenden Fall eine lineare Unterdriickung des Vergréberns auftreten kann und die

Dispersionsrelation die in der Abbildung [22| dargestellten Formen besitzen kann.

fl(Q) A a) fZ(Q) A b)

Abbildung 22: Dargestellt sind mogliche Formen von Dispersionsrelation, welche zu einer linearen
Unterdriickung des Vergroberns fiithren. In der Abbildung a) ist eine Funktion von
der Form fi(q) = rq®+sq* +t¢% mit r <0, s >0 und ¢ < 0 dargestellt. Die Funktion
der Abbildung b) hat die Form fy(q) = r¢® + sq* + tq% +ug®, wobei gilt 7 > 0, 5 <0,
t>0 und u < 0.

Man erkennt in Abbildung dass die Dispersionsrelation mindestens Potenzen der sechsten
Ordnung enthalten muss, damit eine lineare Unterdriickung auftreten kann. Es handelt sich dabei
um ein notwendiges Kriterium.

Um zu iiberpriifen, ob es im gekoppelten Cahn-Hilliard-Modell zu einer linearen Unterdriickung
des Vergroberungsprozesses kommen kann, wird zunéchst die Dispersionsrelation in Potenzen von

q betrachtet. Dafiir wird eine Taylorentwicklung um ¢ = 0 der berechneten Dispersionsrelation
(siche Gleichung (110)) fiir A; durchgefiihrt. Dabei ergibt sich:
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

A2(q) = 11267 + 512" +1¢° +ug® + O(q'"") (119)
mit den Koeffizienten
1
Mas -gprE (a(L}+L3) + LIAT. + 31367 o + 3L1g3 0 + V)
1, (1 1 (Li-Lyx
==+ = —
(Ll L)%a?s! (120)
LALAQ:
o?w%(Li - L3)*x
LSLSQ3

wobei die Abkiirzungen

Q:=a’Ly +4L7L50% + 6aLsdi o + 9L561 o — 2LT L5 (a + 31 o) (a+ AT, + 3¢5 )
+L§l(a+ATC+3¢§7O)2 (121)
x = a(L1 - Lg)(L1 + Ly) - 3L367 o + LT (AT + 343 )

verwendet wurden. Man erkennt in Gleichung , dass mindestens sechs Potenzen vorhanden
sind, falls K # 0, @ # 0 und L; # Lo gilt. Damit sind genug Potenzen vorhanden damit eine lineare
Unterdriickung beobachtet werden konnte. Als néchstes miissen die Koeffizienten in Gleichung
nach ihren Vorzeichen untersucht werden. Dies sieht zun&chst nach sehr vielen Fallunter-
scheidungen aus, allerdings kann man erkennen, dass ¢ immer negativ ist, da es nur aus geraden
Potenzen und Q2 besteht. Da ¢ < 0 ist, kann der Fall b) aus der Abbildung [22| nicht eintreten.
Also miissen nur die Vorzeichen aus Fall a) iiberpriift werden. Es ist moglich r; < 0 zu erhalten,
wenn alle Parameter positiv gewdhlt werden. Die Frage ist nun noch, ob es moglich ist s; > 0
zu erhalten. Eine numerische Untersuchung ergibt, dass wenn r; 2 < 0 ist auch s; 2 < 0 folgt und
demnach auch der Fall a) nicht auftreten kann.

Es wurde im Rahmen dieser Arbeit also schlussendlich keine lineare Unterdriickung des Ver-
groberungsprozesses im Gradientendynamik erhaltenden Fall gefunden. Auch andere Formen der
Unterdriickung neben der Deformierung des stabilen phasenseparierten Zustands wurden nicht
beobachtet.

5.2 Gebrochene Gradientendynamik

Als néchstes wird nun der andere Fall der Kopplung, ndmlich die gebrochenen Gradientendynamik,
untersucht daraufhin, ob hier weitere Formen wie die lineare Unterdriickung oder die spéater als
nichtlineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses bezeichnete Unterdriickung beobachtet
werden konnen. Dieser Fall wird anhand der Gleichung

45



5.2 Gebrochene Gradientendynamik

1 9? k2 92
D OL_a—(L—a 741+ adi+di- (a”)¢2)
1 82 K;2 82
2) OL_a_(L_a 7o+ (a+ ATe)da+ 43 - (O“g)‘“)’

modelliert. Von Interesse ist nun das Losungsverhaltens im Fall der gebrochenen Gradientendyna-
mik und aufserdem wie sich das System verhélt, je stdrker die Gradientendynamik durch Erhéhung
von € gebrochen wird. Zunéchst wird analog zum Kapitel ,[5.1] Erhaltene Gradientendynamik® die
zur Auswertung der Stabilitdt des homogenen Zustands verwendete lineare Stabilitdtsanalyse im
néchsten Abschnitt durchgefiihrt.

5.2.1 Lineare Stabilitdtsanalyse im Fall der gebrochenen Gradientendynamik

Die lineare Stabilitdtsanalyse wird nach Kapitel ,[4.1] Lineare Stabilitatsanalyse* durchgefiihrt. Da
dabei die Schritte aufgrund der Ahnlichkeit der Gleichung analog wie in Abschnitt , Lineare
Stabilitatsanalyse im Fall der erhaltenen Gradientendynamik® sind, wird hier nur das Ergebnis
angegeben.

Die Dispersionsrelation A(q) ist gegeben durch

2 2,2 2,2
q Ly | ¢k 2 Li|¢k 2
A12(q) = 3L L, \ "I, [_L% +a+3¢1’0]_L_2[_L§ +(G+ATc)+3¢2,o])
2 2
2 2| K2 2
. ) ¢*L [L2 +a+3¢? ] +q4L1[ 12 +(a+ATC)+3¢2’O] (122)
2011y \ L2 L3

9244 4K 362 @K AT.) + 342 Aot (a2 — 2
L= 2% L_%+a+ P10 L—%+(a+ c) +3¢5 | +4q* (a® - €2).

w
Aus den Eigenwerten ergeben sich die zugehorigen Eigenvektoren w = ( 1) iber
w2

1 22 EW
Wigs, g (@) = 2o-2) (— [L_f +a+ 3¢%,0] + L} [L_g +(a+AT.) + 3¢5
) 3
Ll L% q2 2 L2 q
+— +a+3 + +AT,)+3
2L2(a—s)\} 1 %10 Lg 3 ) +39%0 (123)

2,.2

q K 2 q*K? 2 272( 2 _ 22
.= 2. 578 +a+3¢170 T +(a+ATc)+3¢27O +4L7L5(a2% - €?)
1 2

War, 0 (@) =1

Dabei ist W), der zum Eigenwert \; zugehorige Eigenvektor.
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

5.2.2 Unterschiedlich starke Brechnung der Gradientendynamik

Zunéchst wird ein gekoppeltes System mit dhnlichen Parametern wie im Abschnitt ,[5.1.2] Bi-
furkationsverhalten und lineare Stabilitdtsanalyse des gekoppelten Systems* mit unterschiedlich
stark gebrochener Gradientendynamik untersucht, um dessen Einfluss zu untersuchen. Das Sys-
tem wird mit Gleichung beschrieben und die Parameter Ly = Lo = 27, k = 0.2, AT, = -0.5,
a = 1.0 und gemittelte Dichten ¢19 = 0.4 und ¢29 = 0.2 wurden verwendet. Die Abbildung
zeigt Bifurkationsdiagramme fiir unterschiedlich stark gebrochene Gradientendynamik, wobei
£€{0.0,0.5,1.0,2.0} verwendet wurde.
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Abbildung 23: Bifurkationsdiagramme des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells (Gleichung )
mit periodischen Randbedingungen und gleichen Parametern wie in der Abbildung
namlich Iy = Lo = 27, k = 0.2, AT, = -0.5, o = 1.0 und gemittelte Dichten
$10 = 0.4 und ¢20 = 0.2 bei unterschiedlich starker Brechung der Gradienten-
dynamik erstellt wurden. Die Bifurkationen, welche nicht verfolgt wurden, stellen
Hopf-Bifurkationen dar.

Man erkennt in der Abbildung dass das Bifurkationsverhalten dem Verhalten derer im Gra-
diendendynamik erhaltenden Fall (siche Abbildung sehr dhnelt und ebenfalls die Hysterese
zu beobachten ist. Entsprechend sind im betrachteten Parameterbereich keine weiteren Losungen
durch die Brechung der Gradientendynamik zu erkennen. Allerdings verschiebt sich die Bifurkatio-

nen fiir wachsendes € zu kleineren Werten von a. Eine stérkere Brechung der Gradientendynamik
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

destabilisiert also den homogenen Zustand bei niedrigeren Temperaturen.

Im Verhéltnis zu den anderen Bifurkationsdiagrammen in Abbildung [23|ist in der Abbildung
mit € = 2.0 nur der homogene Zweig dargestellt. Der Grund ist, dass es sich bei den auftretenden
Bifurkationen um Hopf-Bifurkationen handelt und um diese zu verfolgen eine andere Program-
mierung notwendig ist. Hopf-Bifurkationen wurden daher im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter
verfolgt. Das Auftreten dieser ist allerdings mithilfe der linearen Stabilitdtsanalyse zu begriinden:
Zeichnet man die Dispersionsrelation fiir € = 1.0 bezichungsweise € = 2.0 mit einem a, sodass
bereits eine Bifurkation aufgetreten ist, so erhélt man eine Grafik, welche in der Abbildung
dargestellt ist.

05 1 7
/ — Re(Ay)
y; — Im(Ay)
0 / — Re(A2)
05 / —— Im(A)
-0,5
<
1 -
— Re(M)
54| —= Im(\y)
—_ Re()\g)
— Im(A2)
2T T T T T T T T T T T T T T T T T T L —
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 18 20
q
(a) e=1und a=0.25 (b) e=2und a =-0.15

Abbildung 24: Dispersionsrelation nach Gleichung mit L1 = Lo =27, k = 0.2, AT, = 0.5,
a = 1.0 und gemittelte Dichten ¢1,9 = 0.4 und ¢2 = 0.2 fiir unterschiedliche €. Au-
Rerdem sind alle Wellenzahlen ¢ € R dargestellt und nicht nur die bei periodischen
Randbedingungen physikalisch sinnvollen.

Man erkennt in der Abbildung eine Dispersionsrelation analog zu den vorherigen (siehe bei-
spielsweise Abbildung : Der Imaginarteil der beiden Eigenwerte ist null und der Realteil von
beiden unterscheidet sich. Fiir grofere € jedoch treten, wie man in der Abbildung [24H] erkennen
kann, allerdings komplexwertige Eigenwerte auf. Andern die Realteile dieser komplex-konjugierter
Eigenwerte ihr Vorzeichen, so kommt es zu einer Hopf-Bifurkation (siche Abschnitt , Bifurka-
tionen").

Mathematisch kann nun berechnet werden, ab welchem ¢ Hopf-Bifurkationen auftreten. Dafiir
werden die Variablen L; = Lo = 27, K = 0.2, AT, = -0.5, « = 1.0 und gemittelte Dichten ¢ =0.4
und ¢20 = 0.2 in die Dispersionsrelation A\(g) eingesetzt. Es ergibt sich:

A12(q) ~ —0.000025664¢° - (49.348 + 986.96a + ¢ + 123.37-V/75.8336 — 64c2).  (124)

Gesucht ist nun das ¢, ab dem die Wurzel negativ wird. Dadurch sind die Imaginérteile der beiden
Figenwerte komplex konjugiert zueinander und die beiden Eigenwerte haben den selben Realteil.
Somit treten Hopf-Bifurkationen auf, wenn || > 1.08853 ist. Interessant ist hierbei, dass fiir alle
A1,2(q) der Ubergang von reellen zu komplexen Eigenwerten bei demselben e unabhiingig von der

Wellenzahl q erfolgt.
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

5.2.3 Besonderheit bei ¢ = -1

Es ist aufgefallen, dass fiir ein System modelliert mit € = —1.0 ein unterschiedliches Verhalten des
Gesamtsystems hervorruft. Diese Besonderheit wird anhand eines Bifurkationsdiagramms in der

Abbildung [25] erlautert.
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a

(b) detaillierte Darstellung des Bifurkationsdiagrammes

Abbildung 25: Bifurkationsdiagramm des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells im Gradientendy-
namik gebrochenen Fall mit a-Kontinuierung und periodischen Randbedingungen.
Dargestellt ist hier das Diagramm beziiglich der Gleichung mit Ly = Lo =27,
k=02, AT, = -0.5, a = 1.0, € = -=1.0 und gemittelte Dichten ¢;o = 0.4 und
¢2,0 = 0.2. Die mit den Kreuzen gekennzeichneten stationdre Losungen sind in der
unten dargestellten Abbildung [28]illustriert. Es sind die neuen Losungen bei einigen
hoheren Bifurkationen zur besseren Ubersicht nicht dargestellt.

Anders als bei der Abbildung [23]| erkennt man in dieser Abbildung beziiglich € = —1.0, dass auf
allen Zweigen der Bifurkationen des homogenen Zweigs zusétzlich mehrere Bifurkationen auftreten.

Auferdem wird fiir niedrige Temperaturen auch der Zweig der ersten Bifurkation destabilisiert.
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

Betrachtet man zusétzlich die stationdren Losungen an den markierten Stellen, welche in der

nachfolgenden Abbildung [26| dargestellt sind, so ist dieses Verhalten mithilfe der linearen Stabili-
tatsanalyse erklérbar.
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Abbildung 26: Die Profile der stationdren Losungen an den in dem Bifurkationsdiagramm in der
Abbildung [25| gekennzeichneten Positionen. Die durchgezogene Linie stellt jeweils
das Feld ¢1(x) und die gestrichelte Linie das Feld ¢2(z) dar.

Die stationdren Losungen auf den Zweig der ersten und zweiten Bifurkation in Abbildung
und sind jeweils nur im Feld ¢9 periodisch. Das andere Teilsystem beziiglich ¢, ist weiterhin
homogen. Damit ist ein anderer Zustand des Gesamtsystems stabil als bei anderen e. In den
hoheren Bifurkationen auf diesen Zweigen nimmt auch das Feld ¢; einen periodischen Zustand
an, wahrend das ¢o deformiert wird, wie man in den Abbildungen und erkennen kann.
Dieses Verhalten ist wie bereits erwdhnt mithilfe der linearen Stabilitdtsanalyse erkldrbar, denn
der Eigenvektor ist nach Gleichung mit Ly = Ly =27, k=0.2, AT, =-0.5, a =1.0, e = -1.0,
01,0=0.4, ¢20=0.2 und ¢ = 27 gegeben durch:

0 0.43
Wy, = (1) und Wy, = ( ) ) (125)
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

Dies bedeutet gerade, dass an den beiden Zweigen ausgehend von der homogenen Losung gera-
de das Feld ¢; homogen ist, da die Komponente im Eigenvektor null ist. Bei Betrachtung der
verwendeten Parameter fallt auch ein physikalischer Grund fiir diese Beobachtung auf: Aufgrund
von € = —=1.0 und « = 1.0 findet nur in dem ersten Teilsystem beziiglich ¢; keine Kopplung statt,
daher finden die Bifurkationen der beiden Felder unabhéngig voneinander statt und es ist das

Bifurkationsverhalten wie in der Abbildung zu erkennen.

5.2.4 Deformierter Vergroberungsprozess bei gebrochener Gradientendynamik

Im Vergleich zu dem Fall der erhaltenden Gradientendynamik wird nun die sich ergebende Ver-
anderung bei Brechnung der Gradientendynamik fiir einen Zustand &hnlich zu dem im Abschnitt
p.1.4] Deformierter Vergroberungsprozess untersucht. Es wurden die Parameter Ly = Ly = 2,
k=0.2, AT, = -1.0, a = 1.0, € = 1.0 und gemittelte Dichten ¢ = 1.0 und ¢29 = —0.5 verwendet.
Das sich ergebende Bifurkationsdiagramm ist in der folgenden Abbildung [27] dargestellt.

2
1.75 1.

Abbildung 27: Bifurkationsdiagramm des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells im Gradientendyna-
mik gebrochenen Fall (Gleichung) mit a-Kontinuierung und periodischen Rand-
bedingungen. Die verwendeten Parameter sind Ly = Ly = 27, k = 0.2, AT, = -1.0,
a =1.0, € = 1.0 und gemittelte Dichten ¢1 9 = 1.0 und ¢2 ¢ = —0.5. Die Profile der mit
den Kreuzen gekennzeichneten stationdre Losungen sind in der unten dargestellten
Abbildung 28] illustriert.

Man erkennt in dieser Abbildung [27] das Bifurkationsdiagramm mit dhnlichen Parametern wie bei
dem deformierten Vergroberungsprozess im Gradientendynamik erhaltenden Fall (siehe Abbildung
nur AT ist variiert). Auf dem Zweig der ersten Bifurkation befinden sich zwei instabile Berei-
che, in denen ein Hystereseverhalten auftritt. Auch die Losungen zeigen ein dhnliches Verhalten
wie im anderen Fall, worauf im Rahmen der Abbildung [28] eingegangen wird. Eine Besonderheit,

welche hier im Gradientendynamik gebrochenen Fall auftritt, sind die Bifurkationen, welche auf
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

dem Zweigen der hoheren Bifurkationen des homogenen Zweiges auftreten. Allerdings sind all
diese neuen Losungen aufgrund der Bifurkationen instabil, sodass solche Zustédnde des Gesamt-
systems nicht auftreten konnen. Interessant sind diese Bifurkationen dennoch, da moéglicherweise
bei einer anderen Parameterwahl eine Stabilisierung dieser Zustdnde auftreten kénnte. Dies wiir-
de eine nichtlineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses bedeuten. Wie es moglich wére
eine solche Parameterwahl zu finden und ob eine nichtlineare Unterdriickung des Vergréberns
gefunden werden konnte, ist dem Abschnitt ,[5.2.6] Existiert eine nichtlineare Unterdriickung des
Vergroberungsprozesses? zu entnehmen.

In der folgenden Abbildung [28]sind die Profile der stationdren Losungen an den im Bifurkations-

diagramm markierten Stellen dargestellt.

-1.5 : : : -2 : : :
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5
(a) stationdre Losung an der Stelle 1) (b) stationdre Losung an der Stelle 2)

Abbildung 28: Die Profile der stationdren Lésungen, welche in dem Bifurkationsdiagramm an den
in Abbildung gekennzeichneten Positionen sich befinden. Die durchgezogene
Linie stellt jeweils die Funktion ¢ (2) und die gestrichelte Linie die Funktion ¢2 ()
dar.

Die zu erwartende Form der Zusténde des gekoppelten Systems auf dem Zweig der ersten Bifur-
kation sind in der Abbildung zu erkennen. Sie ist dhnlich zu den Zusténden in der Abbildung
Interessant wird es allerdings, wenn man die deformierten Losungen im Gradientendynamik
erhaltenden Fall (siche Abbildung und dem hier in Abbildung dargestellten Gradienten-
dynamik brechenden Fall vergleicht. In beiden Féllen tritt eine Deformation in der Lésung ¢ auf
allerdings nur im Gradientendynamik erhaltenden Fall auch in ¢o. Interessant wére, ob es an der
Variation der kritischen Temperatur AT liegt, auch wenn das nicht vermutet wird. Die Losungs-
funktion von ¢g ist im Vergleich von Abbildung zZu nur dhnlicher einer Rechteckfunktion
geworden, was ohne Deformation aufgrund nichtlinearer Terme zu erwarten ist.

Insgesamt kann man also sagen, dass auch im Fall der gebrochenen Gradientendynamik eine

Unterdriickung des Vergroberungsprozesses durch Deformation der Losungen stattfindet.
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

5.2.5 Lineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses

Als néchstes wird {iberpriift, ob im Fall der gebrochenen Gradientendynamik eine lineare Unter-
driickung des Vergroberungsprozesses auftritt. Bei der linearen Unterdriickung handelt es sich um
einen Effekt sichtbar in der linearen Stabilitdtsanalyse: Die erste Bifurkation tritt bei ¢ = 47 auf
anstelle wie fiir das Vergrobern charakteristisch bei ¢ = 2. Genaueres dazu ist dem Abschnitt
Jp-1.5] Ist eine lineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses beobachtbar? zu entnehmen.
Bei den bisher untersuchten Parametersitzen ist keine lineare Unterdriickung vorhanden, da nur
eine Léngenskala mit L; = Lo verwendet wurde. Die zugehorige Taylorreihe der Dispersionsrela-
tion A(¢) um ¢ = 0 hat in diesem Fall nur Terme bis zur maximal vierten Ordnung, sodass die
erste Bifurkation immer bei ¢ = 27 auftritt. Setzt man allerdings Ly # Lo, so sind wie auch in
Gleichung héhere gerade Ordnungen in ¢ vorhanden. Anstelle nun weiter mathematisch zu
argumentieren, stellt das folgende Beispiel dar, dass eine lineare Unterdriickung des Vergroberns
moglich ist: Berechnet wird die Dispersionsrelation nach Gleichung unter Verwendung der
Parameter L1 = 27, Ly = 67, k = 1.5, AT, = -3.0, @ = 0.0, € = 3.0 und gemittelte Dichten ¢ =0.0
und ¢z = 0.0. Die Ergebnisse sind in den folgenden Abbildung 29 und [30] dargestellt.
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(a) a=3,0 (b) a=1,5

Abbildung 29: Dispersionsrelation nach Gleichung mit Ly = 2w, Lo = 6w, k = 1.5, AT, = -3.0,
a = 0.0, € = 3.0 und gemittelte Dichten ¢ = 0.0 und ¢2 = 0.0 fiir unterschied-
liche a. Aufserdem sind alle Wellenzahlen ¢ € R dargestellt und nicht nur die bei
periodischen Randbedingungen physikalisch sinnvollen.

Man erkennt in Abbildung[29]die Dispersionsrelation fiir unterschiedliche primédre Kontinuierungs-
parameter a. In der linken Abbildung ist die Dispersionsrelation fiir a = 3.0 dargestellt. Fiir
grofse a sind beide Eigenwerte Aq2 kleiner null fiir alle Wellenzahlen ¢. Dieses Diagramm sieht
ghnlich zu der Dispersionsrelation im Gradientendynamik erhaltenen Fall in der Abbildung
aus, da der Imaginarteil der Eigenwerte gleich null ist und die Form der dargestellten Kurven sich
dhnelt. Die rechte Abbildung stellt die Dispersionsrelation fiir @ = 1.5 dar. Man erkennt, dass
die Eigenwerte auf einem kleinem Intervall einen Imaginérteil besitzen und wichtiger, dass sich
ein lokales Maximum bei ungefihr ¢ = 12 bildet. Dieses Maximum verschiebt sich bei weiterer

Verkleinerung von a nach oben, sodass eine Instabilitdt entsteht und nicht zuletzt die Schwingung
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

beziiglich der Wellenzahl g = 47 instabil wird. Dieses Verhalten ist in der Abbildung[30]dargestellt.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abbildung 30: Dispersionsrelation nach Gleichung mit a = 0.75, L1 = 2w, Le = 67, k = 1.5,
AT, = -3.0, a = 0.0,6 = 3.0 und gemittelte Dichten ¢ = 0.0 und ¢20 = 0.0. Au-
flerdem sind alle Wellenzahlen ¢ € R dargestellt und nicht nur die bei periodischen
Randbedingungen physikalisch sinnvollen.

In Abbildung ist die Dispersionsrelation fiir @ = 0.75 dargestellt. Man erkennt, dass fiir die-
sen Wert des priméren Kontinuierungsparameters gerade die Storung mit der Wellenzahl ¢ = 27
stabil ist, wihrend eine Instabilitdtsmode mit g = 47 auftritt. Insgesamt konnte also eine lineare
Unterdriickung des Vergroberungsprozesses in der Dispersionsrelation beobachtet werden.

Bei den verwendeten Parametern wird nun eine numerische Kontinuierung durchgefiihrt, um die
Auswirkung einer linearen Unterdriickung des Vergroberungsprozesses zu untersuchen. Das sich
ergebende Bifurkationsdiagramm ist in der folgenden Abbildung [31] dargestellt.
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Abbildung 31: Bifurkationsdiagramm des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells im Gradientendy-
namik erhaltenden Fall (Gleichung ) mit a-Kontinuierung und periodischen
Randbedingungen. Die verwendeten Parameter sind L = 2w, Ly = 67, k = 1.5,
AT, =-3.0, «=0.0, € = 3.0, ¢10 = 0.0 und ¢2 = 0.0. Die mit den Kreuzen gekenn-
zeichneten stationdre Losungen sind in Abbildung [32]illustriert. Die Bifurkationen,
welche nicht verfolgt wurden, stellen Hopf-Bifurkationen dar.
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

In Abbildung [31] kann man erkennen, dass der homogene Zweig bei ungefihr a = 1.0 an Stabili-
tat verliert. Bei der dort auftreten Bifurkation handelt es sich um eine superkritische Pitchfork-
Bifurkation. Demnach ist der dort neu auftretende Zweig zunéchst stabil. Bei niedrigerer Tempe-
ratur verliert dieser allerdings auch an Stabilitdt, nachdem eine Hopf-Bifurkation aufgetreten ist.
Interessant ist aukerdem, dass der sonst instabile Zweig der zweiten Bifurkation in einem kleinen
Temperaturbereich stabil ist.

In der linearen Unterdriickung des Vergroberungsprozesses sind gerade nicht die 1-periodischen Lo-
sungen, also die Trennung in zwei Phasen, stabil ist, sondern mehrperiodische Zusténde. Aufgrund
dessen werden zum iiberpriifen, ob eine lineare Unterdriickung hier stattfindet die stationéren Lo-

sungen an den markierten Stellen betrachtet. Diese sind in der Abbildung [32| zu erkennen.
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Abbildung 32: Die Profile der stationidren Losungen, welche in dem Bifurkationsdiagramm an den
in Abbildung gekennzeichneten Positionen sich befinden. Die durchgezogene
Linie stellt jeweils das Felder ¢ (x) und die gestrichelte Linie das Feld ¢o(x) dar.

In dieser Abbildung [32] erkennt man die stabilen stationédren Lésungen auf der ersten beziehungs-
weise zweiten Bifurkation. In der Abbildung [32a] erkennt man den Effekt der linearen Unter-
driickung des Vergroberungsprozesses, denn die stabile Losung der ersten Bifurkation ist nicht wie
bei dem einfachen Cahn-Hilliard-Modell 1-periodisch, sondern aufgrund der Instabilitat beziiglich
der Storung mit Wellenzahl ¢ = 47 sind zwei Perioden zu erkennen. In Abbildung ist die
stabile Losung auf dem zweiten Zweig gezeigt. Es handelt sich dabei um eine Losung mit drei
Perioden.

Im Fall der gebrochenen Gradientendynamik konnte neben der Deformation der Vergréberungs-
mode zusétzlich die hier als lineare Unterdriickung des Vergréberungsprozesses bezeichnete Form

der Unterdriickung beobachtet werden.

5.2.6 Nichtlineare Unterdriickung des Vergréberungsprozesses

Als letztes wird diskutiert, ob eine weitere Form der Unterdriickung des Vergréberungsprozesses
im gekoppelten Cahn-Hilliard-Modell stattfinden kann. Hier wird getestet, ob der Vergroberungs-
zustand bei hohen Temperaturen stabil sein kann, allerdings bei niedrigen Temperaturen an Sta-

bilitdt verlieren und ein anderer periodischer Zustand dort an Stabilitdt gewinnen kann. Diese
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

Form der Unterdriickung wird hier als nichtlineare Unterdriickung des Vergréberungsprozesses
bezeichnet.

Das Auffinden einer nichtlinearen Unterdriickung des Vergréberungsprozesses ist ein schwieriges
Verfahren, da es nicht moglich ist, dieses Phdnomen mithilfe der Dispersionsrelation der linearen
Stabilitatsanalyse zu finden. Die Frage ist deshalb, ob eine instabile stationdre Losung auf der
Zweig der zweiten Bifurkation wie zum Beispiel in Abbildung [27] bei bestimmten Parametern an
Stabilitat gewinnt.

Da in dem Bifurkationsdiagramm in Abbildung ein stabiler Bereich auf dem zweiten Zweig
aufgetreten ist, wird nun versucht die Parameter so zu verdndern, dass diese Stabilitit erhalten
bleibt, allerdings die lineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses nicht stattfindet. Eine
Verénderung von den gemittelte Dichten ¢ und ¢z ruft anstelle einer lineare Unterdriickung
des Vergroberungsprozesses Hopf-Bifurkationen hervor, welche hier im Rahmen dieser Arbeit nicht
verfolgt werden. Aus diesem Grund wird ¢ variiert. Unter Verwendung der Parameter L; = 2,
Ly =67, k =15, AT, = -3.0, a = 0.0, € = 1.0 und gemittelte Dichten ¢ = 0.0 und ¢ = 0.0
wurde das in der Abbildung [33] dargestellte Bifurkationsdiagramm erstellt.

Abbildung 33: Bifurkationsdiagramm des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells im Gradientendyna-
mik erhaltenden Fall (Gleichung )mit a-Kontinuierung und periodischen Rand-
bedingungen. Als Parameter wurden Ly = 27, Lo = 67, k = 1.5, AT, = -3.0, a = 0.0,
¢ = 1.0 und gemittelte Dichten ¢1 = 0.0 und ¢29 = 0.0 verwendet. Die mit den
Kreuzen gekennzeichneten stationére Losungen sind in der unten dargestellten Ab-
bildung @ illustriert. Hopf-Bifurkationen sind mittels einer Raute gekennzeichnet.

In dem in der Abbildung [33] dargestellten Bifurkationsdiagramm ist erkennbar, dass in dem ge-
koppelten System eine nichtlineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses auftreten kann,
was auf im Folgenden erldutert wird: Die ersten Bifurkation des homogenen Zweiges ist eine

superkritische Pitchfork-Bifurkation und der phasenseparierte Zustand (rot) zweigt stabil ab. Die-
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

ser wird bei a » —1.8 durch eine Drift-Pitchfork-Bifurkation destabilisiert und eine neue stabile
aber bewegte Losungen (griiner Zweig) entstehen. Auch auf den griinen Zweig tritt eine Drift-
Pitchfork-Bifurkation auf, sodass wieder eine stabile (rot, durchgezogen) und instabile (rot, ge-
strichelt) nichtbewegte Losung mit einer Periode entstehen. Genaueres zu diesem Verhalten wird
mithilfe der Abbildung [35]erklért. Interessant ist nun der zweite Bifurkationszweig des homogenen
Zweiges, da die anfangliche Instabilitéat iiber eine subkritische Bifurkation verschwindet. In einem
Temperaturintervall von [-1.828,0.771] sind die Zusténde der roten und blauen Linie bistabil. Fiir
-1.828 > a > —2.235 ist nur die Losung des zweiten Bifurkationszweiges stabil. Um dies genauer

zu untersuchen, werden die markierten Losungen in der nidchsten Abbildung [34] betrachtet.
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Abbildung 34: Profile der stationéren Losungen, welche in dem Bifurkationsdiagramm an den in
Abbildung [33] gekennzeichneten Positionen sich befinden. Die durchgezogene Linie
stellt jeweils das Feld ¢1(x) und die gestrichelte Linie das Feld ¢o(x) dar.

In den Abbildungen und erkennt man die Profile einer stabilen stationdren Losung auf
dem Zweig der ersten Bifurkation. Wahrend die stationdre Losung in der Abbildung den zu
erwartende Verlauf darstellt, ist in der Abbildung eine etwas deformierte stabile Losung, da
sich zwei Nebenmaxima bilden, auf dem selben Zweig bei niedrigerer Temperatur dargestellt.

Auferdem ist in der Abbildung beispielhaft eine stabile stationdre Losung auf dem zweiten

Bifurkationszweig zu erkennen. Dies bedeutet, dass in dem Bereich mit —1.828 > a > —2.235 eine
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5.2 Gebrochene Gradientendynamik

Losung mit keiner maximalen Phasenseparation stabil ist, da die Losung auf dem zweiten Bifurka-
tionszweig im stabilen Bereich zwei Perioden besitzt. Bei den anderen stabilen, in der Abbildung
B3] griin dargestellten, Losungen handelt es sich um bewegte Zusténde. Dieser bewegte Zustand
ist in der Abbildung dargestellt und lauft mit konstanter Geschwindigkeit von v = —0.555.
Dabei ist die Bewegungsrichtung mittels eines Pfeiles markiert. Bei diesem stabilen Zustand des
Gesamtsystems handelt es sich um keinen stationiren Zustand mit maximaler Vergroberung. Fiir
ihn ist eine duflere Energiezufuhr notwendig, was im Fall der gebrochenen Gradientendynamik
existieren kann, da keine allgemeine freie Energie fiir das Gesamtsystem existiert. Dass es sich bei
diesen Losungen tatsdchlich um eine bewegte Losungen handelt, stellt die folgende Abbildung [35]

dar.
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Abbildung 35: Dargestellt ist die Geschwindigkeit der einperiodischen Zustéinde aus der Abbil-
dung [33] Die mit den Kreuzen gekennzeichneten stationire Losungen sind in der
Abbildung [34] illustriert.

In dieser Abbildung [35]ist die Geschwindigkeit der Zusténde auf der Zweig der ersten Bifurkati-
on dargestellt. Man erkennt, dass lediglich die in der Abbildung [33] griin dargestellten Zusténde
eine Geschwindigkeit besitzen und somit laufende Wellen darstellen. Alle anderen Lésungen in
der Abbildung dargestellten Zustidnde sind stationédre Zustdnde und haben eine Geschwin-
digkeit gleich null. Daher wurde in dieser Abbildung [35] der einfacheren Sichtbarkeit halber nur
die ,roten* Zustande dargestellt. Betrachtet man diese Abbildung, so sind auferdem die Drift-
Pitchfork-Bifurkationen nicht erkennbar. Dies liegt daran, dass auf den instabilen Zweigen nach
einigen Kontinuierungsschritten ein Foldpunkt sich befindet, sodass der instabile Zweig wieder
aus dem Kreis herauslduft. Die Drift-Pitchfork-Bifurkationen sind genauer in der Abbildung [36]

zu erkennen.
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Abbildung 36: Dargestellt sind die in der Abbildung |35 aufgrund der Skalierung kaum zu erken-
nende Drift-Pitchfork-Bifurkationen.

Insgesamt findet also eine nichtlineare Unterdriickung des Vergréberungsprozesses auf dem Tem-
peraturintervall [-1.828,-2.235] statt, da hier lediglich der 2-periodische, nicht maximal phasen-
separierte Zustand und ein bewegter 1-periodischer Zustand stabil sind, welcher aufgrund der
Geschwindigkeit auch keinen stationéren Zustand mit maximaler Vergroberung darstellt. Dem-
nach tritt kein in dem Bereich kein Vergroberungsprozess auf und eine nichtlineare Unterdriickung
des Vergroberungsprozesses wurde beobachtet.

Der Bereich, wo eine nichtlineare Unterdriickung des Vergroberns stattfinden kénnte, ist allerdings
um einiges groker wie die Abbildung [37] darstellt. Moglicherweise ist mit anderen Parametern
im Fall der gebrochenen Gradientendynamik moglich iiber eine grofsere Temperaturspanne eine

nichtlineare Unterdriickung der maximalen Phasenseparation zu erhalten.
mogliche nichtlineare

L 1
VvV A ' Unterdriickung
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Abbildung 37: Skizzenhafte Darstellung der Abbildung um den Bereich zu markieren, wo mog-
licherweise eine nichtlineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses stattfinden
kann.
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6 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurden die Zusténde, die das gekoppelte Cahn-Hilliard-Modell bei unterschiedli-
chen Temperaturen annimmt, untersucht. Dabei wurden zwei Arten der Kopplung unterschieden.
Eine Form, die die Gradientendynamik erhélt im ersten Fall beziehungsweise eine, die diese bricht
im zweiten Fall. Bei der Auswertung wurde besonderes Augenmerk darauf gelegt, ob in dem
gekoppelten Modell der Vergroberungsprozess, welcher charakteristisch fiir das einfache Cahn-
Hilliard-Modell ist, unterdriickt wird.

Zunichst wurde das Bifurkationsverhalten im Gradientendynamik erhaltenden Fall untersucht.
Dafiir wurde das gekoppelte Cahn-Hilliard-Modell mithilfe der gekoppelten Cahn-Hilliard-Gleich-
ungen in Gleichung simuliert. Mithilfe von numerischer Kontinuierung wurde zunéchst ein
Bifurkationsdiagramm beziiglich der Systemparametern Ly = Ly =27, Kk =0.2, AT, =-0.5, a =1.0
und gemittelte Dichten ¢10 = 0.4 und ¢ = 0.2 erstellt. Dieses ist in der Abbildung dar-
gestellt. Man erkennt, dass trotz der verwendeten Kopplung das Bifurkationsverhalten fiir das
gekoppelte Cahn-Hilliard-Modell &hnlich zu dem Verhalten des Einfachen, dargestellt in Abbil-
dung [0] ist. In beiden Modellen ist jeweils die homogene Lésung bei hohem Parameter a stabil,
wahrend bei Temperaturerniedrigung ein Bifurkationspunkt auftritt und die homogene Losung
iiber eine Pitchfork-Bifurkation an Stabilitdt verliert. Auf den einzelnen neu entstehenden Zwei-
gen ausgehend vom homogenen Zweig befinden sich periodische Losungen. Die einzelnen neuen
Zweige unterscheiden sich dabei in der Anzahl an vorhanden Perioden in der stationéren Losung.
Bei dem gekoppelten Cahn-Hilliard-Modell findet diese Periodenbildung in beiden Feldern statt.
Ein erster Unterschied ist aufferdem zu erkennen, da der erste Bifurkationspunkt im gekoppel-
ten Modell eine subkritische Pitchfork-Bifurkation darstellt, wodurch ein Hystereseverhalten der
stabilen Losung bei Temperaturverdnderung entsteht, wihrend im einfachen Modell dies eine su-
perkritische Bifurkation ist. Zum Verstdndnis der Position der Bifurkationen wurde ihre Position
mithilfe der Linearen Stabilitdtsanalyse ausgewertet. Dabei wurde erkannt, dass die Bifurkation-
punkte auftreten, wenn in der Dispersionrelation die Eigenwerte an den Wellenzahlen g,, = 2n7 mit
n € N aufgrund der periodischen Randbedingungen positiv werden. Dadurch tritt eine Instabilitit
beziiglich dieser Wellenzahl auf und die periodische Storung charakterisiert die neu entstehende
Losung.

Weitergehend wurde der Einfluss der Kopplungstiarke o der beiden Felder auf das Gesamtsys-
tem untersucht. Die erhaltenen Bifurkationsdiagramme sind in der Abbildung [17] dargestellt. Man
erkennt, dass im betrachteten Parameterbereich keine weiteren Losungen durch unterschiedliche
Wahl der Kopplung entstehen. Allerdings verschiebt sich der erste Bifurkationspunkt fiir betrags-
mékig kleinere Werte von « in negative Richtung. Das heifst, dass eine stdrkere Kopplung den
homogenen Zustand bei hoheren Temperaturen destabilisiert. Fiir positive Kopplungsstarken sind
die stationédren Losungen auf den Bifurkationszweigen in Phase zueinander und fiir Negative sind
sie gegenphasig. Auflerdem wird fiir kleiner werdende Kopplungsstéirke die subkritische Bifurka-
tion wieder zu einer Superkritischen wie im Fall der einfachen Cahn-Hilliard-Gleichung. In einer
weitergehenden Analyse wére hierbei interessant, wie die Phasenbeziehung sich fiir alle weiteren

Bifurkationen verhilt und ab welcher kritischen Kopplungsstirke der Ubergang von der superkri-
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tischen Bifurkation in die subkritische Bifurkation stattfindet.

Als néchstes wurde im Gradientendynamik erhaltenden Fall das Auftreten einer moglichen Un-
terdriickung des Vergroberungsprozesses untersucht. Dabei wurden deformierte Vergroberungszu-
stdnde fiir eine Parameterwahl von Ly = Lo = 27, k = 0.2, AT, = -0.5, a = 1.0 und gemittelte
Dichten ¢10 = 1.0 und ¢2p = —0.5 gefunden. An diesen Profilen der stationéren Losungen, wel-
che dargestellt sind in der Abbildung und zugehorig zu dem Bifurkationsdiagramm in der
Abbildung [20] sind, erkennt man, dass die Phasenseparation nicht vollstdndig in zwei homogene
Phasen stattgefunden hat. Diese schwache Art der Unterdriickung des Vergroberungsprozesses ist
allerdings die einzige Art der Unterdriickung, welche im Fall der erhaltenen Gradientendynamik
gefunden wurde. Bei der Ungleichheit zwischen L und Lo wurde mathematisch untersucht, ob eine
lineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses stattfinden kann. Es konnte dabei numerisch
ausgeschlossen werden, dass diese moglich ist. Vermutlich ist es aufserdem sinnvoll noch weitere
Systemparameterkombinationen nach besonderem Verhalten zu untersuchen, vielleicht kann den-
noch eine nichtlineare Unterdriickung gefunden werden. Auch wenn dies unwahrscheinlich ist, da
im Rahmen dieser Arbeit keine gefunden wurde.

Im zweiten Teil der Untersuchung des gekoppelten Cahn-Hilliard-Modells wurde der Fall der gebro-
chenen Gradientendynamik untersucht. Dieser wird mithilfe der Gleichung modelliert. Dabei
wurde zunéchst der Einfluss einer unterschiedlich starken Brechung der Gradientendynamik bei
konstanter Wahl von a = 1.0 untersucht. Es wurden ansonsten die selben Parameter wie bei der
Untersuchung des Verhaltens bei unterschiedlicher Kopplungsstiarke im Gradientendynamik erhal-
tenden Fall verwendet. Die Ergebnisse der Kontinuierung sind in der Abbildung [23] dargestellt.
Man erkennt, dass das Bifurkationsverhalten sehr dhnlich dem Verhalten im Gradiendendynamik
erhaltenden Fall (sieche Abbildung ist: Es sind keine neue Losungen enstanden und die Hys-
terese aufgrund der subkritischen Bifurkation ist auch vorhanden. Fiir wachsendes € verschiebt
sich das Bifurkationsdiagramm in negative Richtung. Das heifst, dass eine stérkere Brechung der
Gradientendynamik den homogenen Zustand bei niedrigeren Temperaturen destabilisiert. Aufer-
dem treten Hopf-Bifurkationen fiir |¢| > 1.08853 auf, da die Eigenwerte in der Dispersionsrelation
einen Imaginérteil besitzen (vgl. Abbildung . Diese Losungen wurden im Rahmen dieser Ar-
beit nicht weiter untersucht. Um das Verhalten des Gesamtsystems genauer zu verstehen, ist es
in einer weiteren Auswertung daher sinnvoll, diese Hopf-Bifurkationen zusétzlich zu verfolgen.
Ein noch nicht zuvor gesehenes Verhalten tritt fiir € = —=1.0 ein und wurde daher gesondert be-
trachtet. Auf dem Bifurkationszweigen der homogenen Loésung in dem Bifurkationsdiagramm in
der Abbildung[25a]ist jeweils der Zustand des Teilsystems beziiglich ¢ homogen, wihrend der Zu-
stand des Teilsystems zu ¢o wie vorher periodisch ist. Auferdem treten im Bifurkationsdiagramm
auf den Bifurkationszweigen der homogenen Losung weitere Bifurkationen auf, wobei periodi-
sche Zustande im Teilsystem ¢; entstehen. Dieses Verhalten der stationdren Losungen ist in der
Abbildung dargestellt. Eine Erklarung dieses Verhaltens liefert wiederum die lineare Stabili-
tatsanalyse, denn die erste Komponente der Eigenvektoren beziiglich ihrer Eigenwerte ist jeweils
gleich null, wihrend die zweite Komponente ungleich null ist. Da die Komponenten zu den Fel-
dern ¢; und ¢9 korrespondieren, bedeutet das, dass der Zustand von ¢; homogen und der von ¢o
periodisch ist. Bei Betrachtung der verwendeten Parameter fiel auch ein physikalischer Grund fiir

diese Beobachtung auf: Aufgrund von £ = —1.0 und « = 1.0 findet nur in dem ersten Teilsystem
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beziiglich ¢; keine Kopplung statt, daher finden die Bifurkationen der beiden Felder unabhéngig
voneinander statt und es ist das Bifurkationsverhalten wie in der Abbildung zu erkennen.
Bei einer weiteren Auswertung konnte die Losungen der zusétzlichen auftretenden Bifurkationen
genauer betrachtet werden und bei anderer Parameterwahl nach Stabilitdten gesucht werden.
Als néchstes wurde der deformierte Vergroberungszustand aus dem Gradientendynamik erhalten-
den Fall unter gebrochener Gradientendynamik untersucht. Das sich ergebende Bifurkationsdia-
gramm ist in der Abbildung [27] dargestellt. Man erkennt, dass auf den hoheren Bifurkationszwei-
gen weitere Bifurkationen mit instabilen Losungen auftreten. Die Zustdnde auf dem Zweig mit
der maximalen Phasenseparation sind immernoch &hnlich deformiert, wie man in der Abbildung
erkennen kann. Unterschiedlich ist jedoch, dass nur ein Zustand der beiden Felder deformiert
ist. Unter Umsténden konnte bei einer weiteren Auswertung eine Stabilisierung der Bifurkationen
auf dem von der homogenen Losung abgehenden Zweigen gefunden werden. Um diese zu finden,
kann eine Kontinuierung beispielsweise in € von einer instabilen Losung auf dem jeweiligen Zweig
durchgefiihrt werden.

Zum Abschluss wurde versucht eine lineare und eine nichtlineare Unterdriickung des Vergrébe-
rungsprozesses zu finden. Hierfiir wurde zunéchst wieder die Taylorentwicklung der Dispersionsre-
lation der gebrochenen Gradientendynamik betrachtet. Dabei wurde herausgefunden, dass wieder
eine Ungleichheit zwischen L und Lo vorhanden sein muss, da sonst keine lineare Unterdriickung
des Vergroberns stattfinden kann. Es konnten damit Parameter, namlich Ly = 27, Ly = 67, k = 1.5,
AT, = -3.0, a=0.0, € = 3.0, ¢10 = 0.0 und ¢ = 0.0, gefunden werden, sodass eine lineare Un-
terdriickung des Vergroberns stattgefunden hat. Dies kann man an der Dispersionsrelation (siehe
Abbildung und erkennen. Das sich ergebende Bifurkationsdiagramm ist in der Abbil-
dung[31] zu erkennen und die Profile der markierten Losungen sind in der Abbildung[32] dargestellt.
Anhand dessen kann man erkennen, dass der Zustand des ersten Bifurkationszweiges zunéchst sta-
bil ist, ab einer bestimmten Temperatur zusétzlich ein Zustand auf dem zweiten Bifurkationszweig
stabil wird. Bei hoheren Temperaturen ist kein stabiler Zustand zu erkennen, demnach muss ein
Zweig einer hoheren Bifurkation stabil werden. Dieser Zustand auf dem Zweig der ersten Bifur-
kation ist aufgrund der linearen Unterdriickung allerdings nicht 1-periodisch sondern besitzt zwei
Perioden, sodass keine maximale Phasenseparation erreicht wird. Aufferdem ist erkennbar, dass es
einen stabilen Bereich auf dem Zweig der zweiten Bifurkation gibt, wo Zusténde mit drei Perioden
vorhanden sind.

Deshalb wurde versucht, die Parameter so zu variieren, dass die Stabilitdat auf dem Zweig der zwei-
ten Bifurkation erhalten bleibt, allerdings keine lineare Unterdriickung auftritt. Eine Verdnderung
von den gemittelte Dichten ¢1¢ und ¢2 ruft anstelle einer linearen Unterdriickung des Vergro-
berungsprozesses Hopf-Bifurkationen hervor, welche hier im Rahmen dieser Arbeit nicht verfolgt
werden. Das Verhalten dieser konnte auch von Interesse sein, da vielleicht hier eine nichtlineare
Unterdriickung des Vergroberungsprozesses stattfinden kénnte. Schlussendlich wurde in ¢ variiert.
Unter Verwendung der Parameter Ly = 2w, Lo = 67, k = 1.5, AT, = -3.0, a = 0.0, € = 1.0 und
gemittelte Dichten ¢ o = 0.0 und ¢2 o = 0.0 wurde das Bifurkationsdiagramm in der Abbildung
dargestellt. Dabei ist eine nichtlineare Unterdriickung des Vergréberns erkennbar: Bei der ersten
Bifurkation auf dem homogenen Zweig handelt es sich um eine superkritische Bifurkation. Auf

dem entstehenden Zweig tritt bei niedrigerer Temperatur eine Drift-Pitchfork-Bifurkation auf.
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Das heifit die phasenseparierte Losung wird instabil und es entstehen zwei neue stabile, bewegte
Losungen, welche in der Abbildung griin dargestellt sind. Auch auf dem griinen Zweig tritt eine
Drift-Pitchfork-Bifurkation auf, sodass wieder eine stabile, nichtbewegte Losung mit einer Periode
entsteht. Dies kann der Abbildung [35] entnommen werden. Interessant daran ist nun der zweite
Bifurkationszweig des homogenen Zweiges, da die anfangliche Instabilitdt iiber eine subkritische
Bifurkation verschwindet. In einem Temperaturintervall von [-1.828,0.771] sind die Zustande der
roten und blauen Linie bistabil. Fir —1.828 > a > —2.235 ist die Losung des zweiten Bifurkati-
onszweiges stabil, sodass eine nichtlineare Unterdriickung des Vergroberungsprozesses stattfindet,
da es sich bei dem weiteren stabilen Zustand um einen bewegten Zustand handelt, welcher kein
stationérer Zustand mit maximaler Vergroberung ist. In der Abbildung [37] erkennt man nun, dass
der Bereich fiir eine mogliche nichtlineare Unterdriickung allerdings viel grofser ist, als der hier
gefundene Bereich der nichtlinearen Unterdriickung. Moglicherweise ist es demnach moglich an-
dere Parameterkonstellationen zu finden, sodass der Bereich, wo eine nichtlineare Unterdriickung
des Vergroberns stattfindet, sich iiber eine grofere Temperaturspanne sich erstreckt. Fraglich ist
aukerdem, ob auch fiir Gleichheit von L; und Lo auch eine nichtlineare Unterdriickung des Ver-

groberungsprozesses beobachtet werden kann.
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