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Einleitung

Nach heutigem Kenntnisstand lassen sich Elementarteilchen und ihre fundamentalen Wech-
selwirkungen durch quantisierte Feldtheorien beschreiben. In einer Feldtheorie werden die
Teilchen mit Feldern identifiziert, die an D-dimensionale Raum-Zeit-Punkte gebunden
sind. Die mathematische Beschreibung der Feldtheorie kann im Lagrange-Formalismus er-
folgen, in der die Lagrange-Dichte die definierende Gréfie der Theorie ist. Ein Verstdndnis
der Feldtheorie als Eichtheorie ist hilfreich, da aufgrund des Noetherschen Theorems die
Suche nach Erhaltungsgréfien vereinfacht wird. Dariiber hinaus kann iiber die Eichfelder
ein mathematischer Zusammenhang zwischen den Materiefeldern der Theorie konstruiert
werden, so dafl Eichfelder in der Lage sind Teilchen zu beschreiben, welche als Austausch-
teilchen Kréfte vermitteln.

Theoretische Grundlage der vorliegenden Arbeit bildet die Quantenchromodynamik (QCD).
Sie ist die quantisierte Feldtheorie, welche im Rahmen des von Glashow, Salam und Wein-
berg entwickelten SU(3) x SU(2) x U(1)-Standardmodells der Elementarteilchen-Theorie
zur mathematischen Formulierung des stark wechselwirkenden Sektors herangezogen wird.
Sie ist als nicht-abelsche Eichtheorie mit Eichgruppe SU(3) eine asymptotisch freie Theo-
rie und kann daher stérungstheoretisch behandelt werden. Die Einfiihrung der elementaren
Begriffe der stérungstheoretischen Approximation der QCD und die Definition der dieser
Arbeit zugrundeliegenden Lagrange-Dichte ist Gegenstand des ersten Kapitels. In einer
Storungstheorie werden die fundamentalen Gréflen der Theorie, die Vertexfunktionen, in
einer Entwicklung im Quadrat der Kopplung angesetzt. Die sehr gut bew#hrte stérungs-
theoretische Behandlung der Feldtheorien erweist sich jedoch in ihrer Anwendung auf die
QCD als unbefriedigend. Zum Beispiel sind in jeder endlichen Ordnung der stérungs-
theoretischen Entwicklung die freien Teilchen der Theorie die Quarks und Gluonen, was
dem experimentellen Befund des Confinement widerspricht. Die Verwendung von nicht-
perturbativen Approximationsschemata wird daher notwendig.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit wird den Arbeiten [Sti 86, Sti 96, Sti 97] folgend ein
analytisches nicht-perturbatives Approximationsschema fiir die Vertexfunktionen vorge-
stellt, das im folgenden als systematisch erweiterte Storungstheorie bezeichnet wird. Die-
ses Schema orientiert sich an der strukturellen Darstellung der Vertexfunktionen in ei-
ner Operator-Produkt-Entwicklung, in der die Vertexfunktionen neben der Entwicklung
im Quadrat der Kopplung zusétzlich im Quadrat der Renormierungsgruppen-invarianten
Massenskala A entwickelt werden. In der erweiterten Storungstheorie werden die Vertex-
funktionen in eine Doppelsequenz entwickelt, die sowohl eine nicht-perturbative Richtung
als auch eine perturbative Richtung verfolgt. Es werden in [Sti 96] fiir die QCD rationale
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Approximanten der Vertexfunktionen mit ungeradem Approximationsgrad r vorgeschla-
gen, da diese in der Lage sind, kurzreichweitige Propagatoren auszubilden und damit
der Forderung nach Confinement geniigen. Durch die der allgemeinen QCD-Eichtheorie
zugrundeliegenden dynamischen Gleichungen (z.B. Dyson-Schwinger-Gleichungen) wird
ein Selbstkonsistenz-Gleichungssystem fiir die Koeffizienten der rationalen Approximan-
ten definiert, welches bereits fiir die gluonischen und fermionischen Vertexkoeflizienten
fiir Np = 2 masselose Fermionen auf der niedrigsten Stufe der rationalen Approximation
behandelt wurde [Sti 97].

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des photonischen Sektors im
Rahmen der systematisch erweiterten Storungstheorie. Grundlage der Untersuchungen
bilden die Dyson-Schwinger-Gleichungen auf dem Ein-Schleifen-Niveau und in niedrig-
ster Ordnung der elektromagnetischen Kopplung, also die DS-Gleichungen des inver-
sen Fermionen-Propagators und die des Quark-Photon-Vertex im photonischen und fer-
mionischen Kanal.

Der inverse Fermion-Propagator ist in Landau-Eichung der QCD bereits in [Kuh 97]
ausfiihrlich behandelt worden. Es werden auch Anmerkungen zum Quark-Photon-Vertex
gegeben, denen zufolge der DS-Schleifenbeitrag zum Quark-Photon-Vertex in Landau-
Eichung verschwindet. Durch diese Behauptung motiviert, werden die Betrachtungen in
dieser Arbeit stets in beliebiger Eichfixierung o der QCD gehalten. Primires Ziel soll
es dabei sein, in direktem Anschlufi an [Kuh 97] die Selbstkonsistenz-Gleichungen (SK-
Gleichungen) fiir den inversen Fermion-Propagator und den Quark-Photon-Vertex in belie-
biger Eichfixierung aufzustellen und somit den photonischen Sektor in niedrigster Ordnung
der elektromagnetischen Kopplung in das bestehende SK-Gleichungssystem zu integrieren.
Da die in der erweiterten Storungstheorie inbegriffene sog. Systematik der kompensieren-
den Pole bisher in Landau-Eichung etabliert wurde [Sti 97], ist es notwendig diese fiir
Betrachtungen in beliebiger Eichung zu priifen und gegebenenfalls zu modifizieren.

In den folgenden beiden Kapiteln dieser Arbeit (Kapitel 3 und Kapitel 4) werden die
Dyson-Schwinger-Gleichungen des inversen Fermion-Propagator und des Quark-Photon-
Vertex mit dem Ziel untersucht, SK-Gleichungen fiir die Vertexparameter des photonischen
Sektors zu gewinnen.

Schliefllich wird im fiinften Kapitel dieser Arbeit eine Auswertung der abgeleiteten Glei-
chungen versucht und diskutiert.



Kapitel 1

Grundlagen der Kontinuums-QCD
und Formulierung ihrer
grundsitzlichen Probleme

Gegenstand dieses ersten Kapitels ist die Einfithrung in die stérungstheoretische Behand-
lung der Kontinuums-QCD. Es werden in den ersten beiden Abschnitten die Grundbe-
griffe im Lagrange-Formalismus erldutert und auf die Problematik der stérungstheoreti-
schen Beschreibung des Quark-Confinement hingewiesen. Im zweiten Teil des ersten Kapi-
tels wird die Renormierungsgruppen(RG)-invariante Massenskala definiert und ihr nicht-
perturbativer Charakter dargestellt. Das Kapitel schlieit mit der Angabe der Lagrange-
Dichte der QCD unter Einbeziehung der Wechselwirkungen zwischen Quarks und Photo-
nen, auf die sich die spdteren Rechnungen stiitzen.

1.1 Die QCD-Eichtheorie

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist im Rahmen des SU(3) x SU(2) x U(1)-Standard-
Modells der Elementarteilchenphysik die quantenfeldtheoretische Beschreibung der star-
ken Wechselwirkung. Die Materiefelder der QCD sind die Dirac-Felder der Quarks. Die
natiirliche (minimale) Kopplung der Quarks an die Gluonen fiihrt auf eine Yang-Mills-
Theorie mit der Eichgruppe SU(N,) mit N, = 3 Farb-Ladungen und Nz Quark-Flavours.
Die zugehorige Lagrange-Dichte [Bel 91, Mut 87| im euklidischen D-dimensionalen Raum-
Zeit-Kontinuum mit beliebiger kovarianter Eichfixierung «

Lo(e) = GG () + 5 ("BL)) + (0" Cale))[0"0us + Gofare BL)ICh(2)
N¢ '
+ 3 B @) | =167 + migyd? + GoTIV Bl | vip (@) (1)
f=1

definiert die QCD-Feldtheorie. Dabei bezeichnet T, = %/\a die Generatoren der funda-
mentalen Darstellung der SU(3) und G%”(z) den nicht-abelschen Feldstirketensor des
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Eichfeldes:
G (z) = O*BY(z) — 8" B(z) + gofabe By () BY () . (1.2)

Durch Integration der Lagrange-Dichte (1.1) iiber das gesamte Raum-Zeit-Kontinuum
ergibt sich das euklidische Wirkungs-Funktional der QCD:

SuB,C,C,, ] = /dDa;([,E(a;)) . (1.3)

Aus ihm lassen sich mittels funktionaler Methoden (siehe Anhang A) die zusammenhéngen-
den, amputierten und Ein-Teilchen-irreduziblen (1PI) Greensfunktionen, die wollen eu-
klidischen Vertex-Funktionen I'p, mit N dufleren Beinen im Impulsraum gewinnen. Die
storungstheoretischen Vertex-Funktionen nullter Ordnung, die nackten Vertexfunktionen
I‘gg)p ert, lassen sich an der Wirkung im Impulsraum ablesen (Anhang A.1). Die Dyna-
mik der durch die Lagrange-Dichte definierten Theorie kann jedoch auch ohne Bezug
auf Storungsmethoden zu nehmen mittels sog. dynamischer Gleichungen (z.B. Dyson-
Schwinger-Gleichungen, exakte Renormierungsgruppen-Differentialgleichungen,...) be-
schrieben werden. Diese stellen exakte Beziehungen zwischen den existierenden Vertex-
funktionen her, die immer Schleifenintegrale iiber alle Impulsgréfienordnungen beinhal-
ten. Mit ihnen lassen sich die Vertexfunktionen auf analytischem Wege bestimmen. In
der Stérungstheorie werden die vollen Vertexfunktionen in einer Entwicklung nach dem
Kopplungsquadrat angesetzt!:

p ~\ 2p
pert __ 1. [p]pert, [plpert __ ~(0)pert g (" )pert
PR = lim TRPTS TRPT =m0 Zl (E) rppert. (1.4)
pl_
Die nackten Vertexfunktionen Fgg)p ' bilden im Sinne dieser Entwicklung die Feynman-

Regeln der Stoérungstheorie (siehe Anhang A). Um eine (semi-)konvergente? Darstellung
der Vertexfunktionen zu erhalten, mufy die Kopplung als Entwicklungsparameter hinrei-
chend klein gew&hlt werden, anderenfalls entstehen unendlich grofle Werte fiir die Ver-
texfunktionen. Aufgrund der Semikonvergenz der Darstellung ist ein Abbruch nach einer
endlichen Ordnung der Entwicklung immer notwendig. Eine stérungstheoretische Beschrei-
bung der QCD hat den groflen Nachteil, dafl in jeder endlichen Ordnung der Entwicklung
die asymptotisch freien Teilchen die Quarks und Gluonen sind. Dieses widerspricht aber
dem experimentellen Befund, wonach die Quarks und Gluonen keine frei detektierbaren
Teilchen sind, sondern stets zu “Paketen” zusammengeschlossen bleiben. Dieser fiir die
QCD charakteristische Zusammenschlufl von Quarks und Gluonen wird Confinement ge-
nannt. Als ein grundlegendes Problem der stérungstheoretischen Behandlung der QCD
wird notiert:

!Die in §* polynomialen Approximanten, d.h. die Teilsummen p-ter Ordnung, werden durch einen in
eckige Klammern gesetzten Index gekennzeichnet.

2Mit dem Begriff semikonvergente Entwicklungen werden in der Physik mathematisch divergente Rei-
hendarstellungen bezeichnet, die bis zu einer Entwicklungsordnung zu konvergieren scheinen, dann aber
fiir hohere Entwicklungsordnungen wieder divergieren.
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Eine storungstheoretische Behandlung der QCD widerspricht dem experimen-
tellen Befund des Quark-Confinement, da in jeder endlichen Ordnung der Ent-

wicklung die freien Teilchen die Quarks und Gluonen sind.

In dieser Arbeit werden die Dyson-Schwinger-Gleichungen (DS-Gleichungen) zur analyti-
schen Bestimmung der Vertexfunktionen herangezogen. Sie bilden ein unendliches hierar-
chisches System gekoppelter Integral-Differentialgleichungen fiir die Vertexfunktionen I'
und TP welche auch auferhalb der Storungstheorie ihre Giiltigkeit beibehalten. Thre

allgemeine Dastellung ist die folgende [DS 49, Riv 87]:

~ N2
Iy = 1“53)”“"” + (i—;) @[F2,F3, ---,FN,FN+1,FN+2] (1.5)

Dabei bezeichnet ® das Dyson-Schwinger-Funktional, welches durch Schleifenintegrale de-
finiert wird®. Beim Berechnen der Schleifenintegrale st68t man auf ein Problem, das im
folgenden Abschnitt behandelt wird: Die Schleifenintegrale divergieren fiir grofie Impuls-
betrége; man sagt, sie divergieren ultraviolett.

1.2 Renormierung der QCD

Die Beseitigung der UV-Divergenzen in Schleifenberechnungen erfolgt in zwei Schritten:
Im ersten Schritt wird das divergente Integral regularisiert. AnschlieBend wird der Inte-
grand renormiert, das heiflt, derart neu definiert, dafl auch nach Zuriicknehmen der Re-
gularisierung endliche Integralwerte verbleiben. Dieses allgemein als Renormierungsprozef3
bezeichnete Verfahren kann in jeder Ordnung der Stérungstheorie erfolgreich angewendet
werden [KUG 97]. In dieser Arbeit wird die dimensionelle Regularisierung [TV 72| ver-
wendet, bei der die Dimension (D = 4) kontinuierlich verringert wird: D — D = 4 — 2¢.
Hierdurch wird die nackte Kopplung gy dimensionsbehaftet und durch eine dimensionslose
Kopplung gq ersetzt, indem die gesamte Dimensionsabhingigkeit auf eine willkiirliche aber
feste Massenskala vy verlagert wird:

go = gol/g . (16)

Dem dimensionellen Regularisierungsschema entsprechend, wird im Kontinuum ein di-
mensionelles und fiir die Parameter der Theorie multiplikatives Renormierungsschema,
das M S-Schema (minimal subtraction), verwendet. Hierin wird u.a die nackte Kopplung
durch eine renormierte ersetzt:

915" = 9°(V)v* Za(g* (v); ) (1.7)

Dabei bezeichnet v im Gegensatz zum v von (1.6) eine frei variierbare Renormierungsskala
(oder Massenskala) und

2 v
Zalg*(0)se) =1~ 5020+ Olg') (1.9

3Die in dieser Arbeit verwendeten DS-Gleichungen sind in Anhang B hergeleitet.
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ist die Kopplungs-Renormierungskonstante auf Ein-Schleifen-Niveau. Mit

11 2
_ Uy 2y 1.9
Bo 3 3 VF (1.9)

wird der erste Koeffizient einer Renormierungsgruppenfunktion, der S-Funktion, bezeich-
net, welche durch die Differentialgleichung
dg(v)

Blgw)) =v—"= (1.10)

definiert wird. In dimensioneller Regularisierung hat sie folgende Gestalt [TV 72]:

2 4
Blg(v),) = —g(v) <€ +ﬂ0(%) + By (%) + (’)(ge)> . (1.11)
Bemerkenswert ist an dieser Stelle, daf} bereits eine Kopplungsrenormierung (1.7) ausrei-
chend ist, obwohl in der Lagrange-Dichte (1.1) verschiedene Wechselwirkungsterme auf-
treten. Der Ausdruck (1.7) ist im Zusammenhang mit (1.1) die mathematische Formulie-
rung der Universalitit der starken Kopplung. Insgesamt werden im Zuge der multiplikati-
ven Renormierung alle in der Lagrange-Dichte auftretenden Groflen (Kopplung, Massen,
Eichparameter und Felder) durch ihre renormierten Gréflen ersetzt. Die QCD ist eine
renormierbare Theorie in dem Sinne, dafl die bei dieser Ersetzung entstehenden endlich
vielen und lokalen Gegenterme zur Beseitigung aller Ultraviolettdivergenzen, Ordnung fiir
Ordnung in g2, geniigen [TV 72a, Kug 97]. Die Renormierungskonstanten kénnen an den
perturbativen Divergenzen der Vertices abgelesen werden.

In dieser Arbeit wird die perturbative Divergenz des inversen Fermion-Propagator auf dem
Ein-Schleifen-Niveau und in beliebiger Eichung benétigt [Mut 87]:

2 2 2
90 Lly ¢ . — 90 511121 Ne -1
(47)2 FFF(q,s) (4m)? s(ﬁ 2N, “
N2o1 o NZo1 oo
). 1.12
i (355 + ) ) Ol . (L1

Der Zusammenhang zwischen dem nackten und renormierten Fermion-Feld (bzw. Antiferm-
ion-Feld) wird durch die zugehorige Renormierungskonstante beschrieben und kann eben-
falls [Mut 87] entnommen werden:

1/

Uiy = 22T baw. W = ZM2 (g% e)urni (1.13)

Dabei sind mit ¥ ¥ ¢ die renormierten Fermion-Felder bezeichnet. Die Gestalt der
Renormierungskonstanten 148t sich an (1.12) ablesen:

2

/2 _ . 9 lch—l 4
zM2 =1 (471')25( SN a+0(e)) +0(g") . (1.14)

Die renormierten Felder und Kopplungen einer Theorie gelten im Gegensatz zu den nicht-
renormierten Groflen als physikalisch. Um aber mit einer renormierten Theorie physikali-
sche Effekte beschreiben zu konnen, ist es erforderlich, Gréflen einzufiihren, die unabhéngig
von der Renormierungsskala sind. Bevor auf diesen Sachverhalt im folgenden Abschnitt
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niher eingegangen wird, wird fiir die Erliuterung des sog. g%—Mechanismus (siehe Kapitel
2.4.2) notwendige Integraldarstellung der Kopplungs-Renormierungskonstante Z, angege-
ben. Durch Ausnutzen der Unabhéngigkeit der nackten Kopplung gy von der Renormie-
rungsskala v gelangt man zu

*(v)
4

@ 1
Zo(a,e) = exp ( —/0 da'W) wobei o =2 (1.15)

al) + al
(An dieser Stelle darf der Eichparameter, der auch mit o bezeichnet wird, nicht mit der
quadratischen Kopplung in (1.15) verwechselt werden.) Durch Abspalten des in ¢ = 0
reguldren Anteils

1
dref(o) + o - 4ref(0) +

- +epa(d,e) mit  p(0,€) =0 (1.16)

kann ihr Verschwinden nach Zuriicknehmen der Regularisierung (¢ — 0) gezeigt werden:

4me

Zo(a,e) = Bo ~exp ( - 6/0 da'pa(a',s)) —0 fiir e—=0. (1.17)

dme

1.3 Die spontane A-Skala

Die renormierten Parameter und die Renormierungskonstanten der Theorie sind von der
Renormierungsskala v abhingig (siehe z.B (1.14)). Im Gegensatz dazu weisen physikali-
sche MefigroBen keine solche Abhéngigkeiten mehr auf. Die Abhéngigkeit von der Renor-
mierugsskala verschwindet von der mefbaren Bildfliche. Der Grund hierfiir ist, daf} die
Skalenabhingigkeiten in einer masselosen Theorie auf einen dimensionsbehafteten Para-
meter projiziert werden konnen, der invariant unter Skalentransformationen bleibt. Die-
ser fundamentale Parameter der Theorie wird spontane oder, seiner Eigenschaft wegen,
Renormierungsgruppen-invariante Massenskala A genannt*. Die Einfiihrung dieser Mas-
senskala kann iiber die S-Funktion erfolgen. Durch Separation der Variablen und anschlie-
Bender Integration von (1.10) erhélt man:

v 9) dg'
ln—:/ =:¥(g(v)) — V(1 1.18
w L B (9(v)) — ¥(g1) (1.18)
Die Integrationskonstanten beider Seiten werden zusammengefafit zu
Inv — ¥(g(v)) := konst (1.19)
und definieren so die RG-invariante Gréfle, die als spontane Massenskala A bezeichnet
wird:
Ao =y~ [ 4 (1.20)
nA(g(v),v)) :=1lnv — —. .
Blg")

“In einer massiven Theorie kann zusitzlich zu A die RG-invariante Strommasse 7 iiber die Renor-
mierungsgruppenfunktion v,, eingefithrt werden. Sie besitzt aber keine Kopplungsabhéngigkeiten und gilt
daher als “triviale” RG-Invariante [Mut 87, Kuh 97].
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Die Abhéngigkeit der spontanen Massenskala vom zugrundeliegenden Renormierungssche-
ma kann durch Fixieren der unteren Integrationsgrenze ausgedriickt werden:

A(g(v),v) = vPexp ( - 2/:(V) B‘gll)> (1.21)
1

— Vexp ( e (%)2(1 + 0(92))> , (D = 4). (1.22)

Dabei bezeichnet g; den Wert der laufenden Kopplung g(v) bei der Skala A = v. Durch
die Abhingigkeit von g; und von den hoheren Koeffizienten 3, mit n > 1 der S-Funktion
wird A abhéngig vom Renormierungsschema; aus experimentellen Daten ist sie erst durch
Vergleich mit dem Zwei-Schleifen(Zwei-Loop)-Ausdruck bestimmbar. Im MS-Schema kann
ein gemittelter Wert [Sch 96] entnommen werden:

M~ 287(431) MeV . (1.23)

Im Zuge des Renormierungsprozesses wird mit Einfithrung der Massenskala die dimensi-
onslose nackte Kopplung in einen Parameter mit Massendimension transformiert. Diese
Art der Transformation, bei der eine dimensionslose Grofie auf eine dimensionsbehaftete
Grofle abgebildet wird, nennt man dimensionelle Transmutation [Col 84].

Fiir sehr hohe Energien kann die Skalenabhingigkeit der effektiven Kopplung g durch eine
Analyse der S-RG-Funktion (1.10) angegeben werden:

( 47.‘,)2 2

=2 2 .
~ fir-—=—= > 1. 1.24
7°(Q%) B ln%; urA2 ( )

Dieser Darstellung der effektiven Kopplung ist direkt anzusehen, da8 sie fiir 8y > 0 (d.h.
nach (1.9) fiir Np < 16) und grofie Impulsskalen (’X—; verschwindet (eine negative Kopp-
lung widerspricht dem physikalischen Bild). Das Verschwinden der effektiven Kopplung
fiir grole Impulsbetrige hat zur Folge, dal die beschriebenen Teilchen bei hohen Ener-
gien ndherungsweise als freie Teilchen angesehen werden kénnen. Man sagt, die QCD sei
eine asymptotisch freie Theorie. Dariiber hinaus offenbart (1.22) eine schwerwiegende Un-
zuldnglichkeit der Stérungstheorie:

In einer stérungstheoretischen Entwicklung der Vertexfunktionen in g? kénnen
polynomiale oder allgemeiner rationale A-Abhingigkeiten der Vertexfunktio-
nen aufgrund des nicht-analytischen Zusammenhangs (1.22) prinzipiell nicht
erfalt werden.

Die RG-invariante Massenskala ist also eine “echt” nicht-perturbative Grofle der Theorie.
Eine Rekonstruktion der Vertexfunktionen, in der die A-Abhéngigkeiten vollstéindig erfaft
werden, ist ein wesentliches Forschungsziel sog. nicht-perturbativer Theorien. Es besteht
die Vermutung, dafl die unzulidngliche Beschreibung physikalischer Effekte im Rahmen
der Storungstheorie, wie z. B. des Confinement, auf die mangelhafte Beriicksichtigung der
A-Skala zuriickzufiihren ist. Die vorliegende Arbeit basiert auf einer nicht-perturbativen
Theorie, der sog. systematisch erweiterten Storungstheorie, die im folgenden Kapitel vorge-
stellt wird. Doch zuvor wird die dieser Arbeit zugrundeliegende Lagrange-Dichte erldutert.
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1.4 Die Einbeziehung des photonischen Sektors in die QCD

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung von photonischen Wechselwirkungen in
der QCD. Eine quantenfeldtheoretische Beschreibung dieser Wechselwirkungen zwischen
Photonen und geladenen Teilchen bietet die Quantenelektrodynamik (QED), in der die
Materiefelder die Dirac-Felder der elementaren Leptonen sind (z.B. die Elektronen und
Positronen), die iiber das Eichfeld der Photonen wechselwirken. Die QED ist wie auch die
QCD Teil des Standardmodells der Elementarteilchenphysik mit Eichgruppe U(1). Die
definierende Grofie der QED-Eichtheorie ist die Lagrange-Dichte [Bec 95, Ryd 97, PS 95]

c@::iwmﬁww+%@umﬂ2

-wwﬂqwmm+mW+aum4W@ (1.25)

mit dem (abelschen) Maxwellschen Feldstirketensor®:

Fr(z) = 98 AY (z) — 0" A*(z) (1.26)

Dabei ist mg die nackte Masse der mit e geladenen Leptonen mit nacktem Feld t*(z). Das
Photon als Eichfeld A”(z) ist selbst masselos und ungeladen. Die oberflichlich divergenten
Vertices der QED sind die beiden inversen Propagatoren der elementaren Felder und der
Lepton-Photon-Vertex.

Benutzt man die Quantenelektrodynamik zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen
den Quarks an Stelle der Leptonen und dem Photon, so mufl lediglich die Masse des
Leptons my durch die Masse der Quarks mit Flavour f ersetzt werden und analog wird
die elektromagnetische Kopplung des Leptons durch die der Quarks ey ersetzt. Da die QCD
insgesamt Ny Quarkfelder beschreibt, wird entsprechend summiert. Die Lagrange-Dichte
der QCD mit Einbeziehung des photonischen Sektors Locp+ps(z) lautet dann:

1
Locpips(z) = 1 G (z)GhY ()

o L)+ L (o) + (o)

+ (9#Ca()) [0"6as + o fane BE(2)| Ch(2)
NF —_ .. .. ..
b S (o)| - 79405 4 o5 + GoT B )
=1
+opy 4(a) W] ) (127)

Durch die Einfiihrung des Photonfeldes wird der bestehende Satz der oberflichlich di-
vergenten Vertices der QCD um den Photon-Propagator und den Quark-Photon-Vertex

’Im Gegensatz dazu wird der nichtabelsche Feldstirketensor (z. B. der der QCD) als verallgemeinerter
Maxwellscher Feldstiarketensor bezeichnet.
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erweitert. Die nackten Groflen dieser Vertices lauten in nullter stérungstheoretischer Ord-

nung:
1
FS)LpertﬂlMZ(q) - _ <5u1uzq2 —(1- E)qqu) (1.28)
(0)pertus
PFFI‘)A(fI;S = ks (1.29)

Fiir die folgenden Betrachtungen (Kapitel 3 bis Kapitel 5) wird stets (1.27) als Lagrange-
Dichte verwendet, so daf} auf die Indizierung QCD—+PS an der Lagrange-Dichte im weiteren

verzichtet wird.



Kapitel 2

Die systematisch erweiterte
Storungstheorie der QCD

Gegenstand dieses Kapitels ist die Motivierung der systematisch erweiterten Stérungs-
theorie anhand der Wilsonschen Operator-Produkt-Entwicklung, wie sie in [Sti 96] vor-
geschlagen wird. Dabei wird der Versuch unternommen, die Wilsonsche Approximation
mit der Theorie der resurgenten Funktionen [Mal 85| in Zusammenhang zu setzen. An-
schlieflend werden die rationalen Approximanten der Vertexfunktionen angegeben und das
Selbstkonsistenz-Problem wird am Beispiel der Dyson-Schwinger-Gleichungen formuliert.
Dieses fiihrt auf den g%—Mechanismus, der die selbstkonsistente Bestimmung der ratio-
nalen Approximanten ermdoglicht. Nachfolgend wird die bestehende Systematik der sog.
kompensierenden Pole fiir Berechnungen in beliebiger Eichung ausgedehnt, was eine Neue-
rung gegeniiber den bisherigen Rechnungen ist. Abschlielend werden die aus der Syste-
matik kompensierender Pole resultierenden Konsequenzen fiir die Vertexapproximanten
diskutiert.

2.1 Die Vertexfunktionen auf Basis einer Operator-
Produkt-Entwicklung

Ein Ziel der erweiterten Storungstheorie ist, ein analytisches Berechnungsverfahren zur
Rekonstruktion der Vertexfunktionen bereitzustellen, dessen Giiltigkeitsbereich sich iiber
die gesamte Energieskala erstreckt. Da sich die reine Stérungstheorie fiir hohe Energien
sehr gut bewidhrt hat, wird stets gefordert, dal die erweiterte Theorie im Limes grofler
Viererimpulse die Resultate der Stérungstheorie reproduziert. Die Erschliefung des Nie-
drigenergiebereiches unter der formulierten Nebenbedingung im Rahmen der erweiterten
Storungstheorie kann man sich als in zwei Schritten erfolgend vorstellen. Die Hypothese
nach Wilson bildet die Grundlage fiir den ersten Schritt zur systematisch erweiterten
Storungstheorie. Nach dieser Hypothese sind die Vertexfunktionen in einer renormierbaren,
aber nicht super-renormierbaren Theorie (D = 4) in eine Doppelsequenz entwickelbar
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(Operator-Produkt-Entwicklung (OPE))[Kug 96]:

:iiq/ (222) , (2.1)

r=0 r=0
wobei A die aus Kapitel 1 bekannte renormierungsgruppeninvariante Skala ist:

K(o) = exp { 15T+ 0]} (22
Bo g
Sie kommt dadurch herein, daf} die in der OPE auftretenden Vakuumkondensate in einer
ansonsten masselosen Theorie Vielfache von Potenzen dieser Skala sind. Im Falle von
r = 0 stimmt diese Doppelentwicklung mit der perturbativen Entwicklung iiberein. Bei
Hinzunahme der Wilsonschen Terme mit » > 0 hat sie nach (2.2) die allgemeine Form

v = LS AERep[es ] (23)

r=0 p=0

welche die typische Form der asymptotischen Entwicklung einer sog. resurgenten! Funktion
ist. Obwohl diese Entwicklung im allgemeinen in beiden Richtungen nur semikonvergent
ist, kann aus ihr, und dies ist fiir die Erschliefung des Niedrigenergiebereiches von zen-

traler Bedeutung, dennoch die “

wahre” Funktion durch eine geeignete Erweiterung der
Borel-Transformation im Prinzip rekonstruiert werden. Die dafiir n6tigen Analytizitits-
voraussetzungen sind wesentlich schwécher als fiir Borel-summierbare Einfachreihen [Sti
00].

Von der Frage der prinzipiellen Rekonstruierbarkeit begrifflich verschieden, aber prak-
tisch nicht vo6llig zu trennen ist das in der Feldtheorie vordringlichere Problem, die re-
surgente Doppelentwicklung oder eine dazu dquivalente Approximantenfolge iiberhaupt
erst einmal aus den zugrundeliegenden dynamischen Gleichungen (in der Theorie der re-
surgenten Funktionen sind dies in der Regel Differential- oder Differenzengleichungen,
im vorliegenden Falle aber die divergenzbehafteten und hierarchisch verkoppelten DS-
Integralgleichungen) zu bestimmen. Hierfiir ist die OPE (2.1) leider nicht der geeignete
Ausgangspunkt, da sie nur eine asymptotische Entwicklung um k? = oo darstellt. In dy-
namischen Gleichungen, die immer Schleifenintegrale iiber den gesamten Impulsbereich
bis hin zu k2 = 0 enthalten, kann sie daher nicht verwendet werden. Dies ist der Grund
dafiir, dafl die OPE zwar eine tiefliegende strukturelle Aussage, aber keine Basis einer
dynamischen Theorie darstellt. Sie ist nicht in der Lage, die in ihr auftretenden Vakuum-
kondensate theoretisch zu bestimmen.

Die Entwicklung (2.3) zeigt aber, dafl die Vertexfunktionen iiber eine A-Abhingigkeit
verfiigen. Diese ist nicht-stérungstheoretischer Natur, da sie in der Entwickung um g¢?2,
wegen der Nichtanalytizitdt von (2.2), nicht erfafit werden kann (siehe auch Kapitel 1).
Um die A-Abhingigkeit rekonstruieren zu kénnen, sucht man Ansétze fiir die Vertex-
funktionen, die eine Vorsummation in r-Richtung realisieren und daher als analytische

'Der Begriff der Resurgenz wurde durch den franzdsischen Mathematiker J. Ecalle geprigt und be-
zeichnet Funktionen, deren Verhalten sich in der Ndhe von Singularitdten in der komplexen Ebene stets
wiederholt.
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Fortsetzung der Wilson-Approximation (OPE) hin zu kleinen Impulsen k verstanden wer-
den kénnen. Dieses rein mathematische Problem wird beispielsweise gelost, wenn man die
Vertexfunktionen als rationale Funktionen in ihren Impulsen ansetzt. Diese leisten wegen
ihrer Analytizitit die Fortsetzung zu kleinen Impulsen und kénnen daher in Schleifenin-
tegralen verwendet werden.

2.2 Definition der systematisch erweiterten Storungstheorie

In Anlehnung an die OPE wird an dieser Stelle die systematisch erweiterte Stérungstheorie
eingefiihrt:

A? und g? werden als formal unabhingige Parameter betrachtet, so da die
Vertexfunktionen als Doppelsequenz in diesen Parametern angesetzt werden:

Tn({k},9(v),v) = lim lim TRPI({k},g(v),v)

r—00 p—00
Mit:
) ) (90 L)
DRk} 9),0) = TRARL M) + D7 (422) 7 T8 (k) A, )
p'=1

(2.4)

Die auf dieser Doppelentwicklung basierende Theorie wird hier als systema-

tisch erweiterte Storungstheorie bezeichnet.

Die Annahme, A und g seien formal unabhingig voneinander behandelbar und auch die
Vertexfunktionen seien von daher in einer Doppelsequenz (nach dem Vorbild der OPE)
unabhéngiger Entwicklungsparameter darstellbar, hat sicherlich axiomatischen Charakter,
so daf} (2.4) als Definitionsgleichung der systematisch erweiterten Stérungstheorie bezeich-
net werden kann. Dieses zeigt, dafl sich die systematisch erweiterte Stérungstheorie von
der bekannten Stérungstheorie abgrenzt. Die systematisch erweiterte Storungstheorie ist
kein erweiterter perturbativer Losungsansatz, sondern ein Versuch, die Vertexfunktionen
auch im Niedrigenergiebereich durch eine semikonvergente Doppelfolge zu approximieren.
Um zu verhindern, dafl man an dieser Stelle in eine unphysikalische Theorie “abrutscht”,
wird folgendes asymptotisches Verhalten der Vertexfunktionen gefordert:

1. Die Forderung nach perturbativer Asymptotik:

Die nicht-perturbativ erweiterten Vertexfunktionen sollen in jeder Ordnung p
in ihren perturbativen Partner iibergehen, sobald die Massenskala abgeschaltet
wird (A = 0):

L") (A = ) = [Plpert (2.5)
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2. Die Forderung nach naiver asymptotischer Freiheit:

Die nicht-perturbativ erweiterten Ansitze der Vertexfunktionen mit p = 0
sollen beim Hochskalieren aller dufleren Impulse in ihre perturbativen nackten
Gegenstiicke {ibergehen:

T\ {k}) — DOPert(\{k}) fiir X — oo (2.6)

Diese Randbedingungen sichern den Ubergang zur Stérungstheorie fiir hohe Energien und
im Wesentlichen die Erhaltung der perturbativen Renormierbarkeit. Die Forderung nach
perturbativer Renormierbarkeit ist genau genommen noch etwas strenger als (2.6) und
besagt, dal die neu eingefiihrten Vertexfunktionen den Divergenzgrad von Schleifeninte-
gralen nicht erhéhen diirfen. Der Divergenzgrad eines Schleifenintegrals sollte, wie in der
reinen Storungstheorie, durch einfaches Abzihlen der fithrenden Impulspotenzen (engl.
power-counting) ermittelbar sein. Diese Forderungen legen die allgemeine Form der Ver-
texfunktionen nahe: Die Menge moglicher Vertexansétze, die die Randbedingungen (2.5)
und (2.6) und das Power-Counting respektieren und dariiber hinaus die Vorsummation
in r-Richtung leisten, beschriankt sich auf die rationalen Funktionen in A und k. Spekt-
raldarstellungen [Sti 90] legen nahe, bei Vertexfunktionen mit mehreren Impulsvariablen
eine Nennerstruktur zu wihlen, die beziiglich ihrer unterschiedlichen Impulse faktorisiert.
Bei Farb-geladenen Vertices ist zu beachten, daf3 die Farbstruktur aufgrund der globa-
len Eichinvarianz bereits vollstindig festgelegt ist. Nach Abspalten der Farbstruktur (hier
mit T}, bezeichnet) wird folgende Vertexapproximation der nullten perturbativen Ordnung

vorgeschlagen:
T ¥ (ke ko, ..) = Tali "W (k1 Ko, ..) (2.7)
mit
PIb(ky Ko, . A
F%O}M(klaka)“"A) = ( ! T2 ) (28)
[T (k2 + uA?) TT (k3 + v,A2)...
s=1 s=1

Dabei steht y fiir die Lorentz-Indexstruktur und PI#(ky, ...) bezeichnet ein Polynom vom
Grade r in k2, ..., welches den Anforderungen der Lorentz-Struktur des Vertex geniigt.
In [Sti 96] wird argumentiert, da fiir die QCD der Grad der rationalen Approximan-
ten r stets ungerade sein sollte. Die rationalen Approximanten der Propagatoren mit
ungeradem Approximationsgrad r besitzen die Eigenschaft, Teilchen zu beschreiben, die
nicht asymptotisch frei detektierbar sind. Dieses liegt darin begriindet, daf fiir ungera-
de r die Parameter so gewéhlt werden kénnen, daf3 keine Polstellen fiir reelle zeitartige
Impusquadrate auftreten, sondern nur komplexe Propagatorpole in konjugierten Paaren,
die intrinsisch kurzlebige Elementaranregungen beschreiben kénnen. Die vorgeschlagenen
Approximanten mit ungeradem r geniigen demnach der Forderung nach Confinement. Die-
se nicht-perturbativ erweiterten rationalen Vertexapproximanten, in nullter perturbativer
Ordnung (p=0, r beliebig ungerade), bilden im Sinne der Doppelsequenz-Entwicklung (2.4)
die “neuen Feynman-Regeln” der systematisch erweiterten Storungstheorie.
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2.3 Ansitze fiir die Vertexfunktionen in beliebiger Eichung

Im Rahmen dieser Arbeit werden der Fermion-Propagator, der Gluon-Propagator, der
Quark-Photon-Vertex und der Quark-Gluon-Vertex benétigt und in diesem Kapitel expli-
[r.p]

zit angegeben. Dabei wird die folgende Notation verwendet: '™ bezeichnet die rationale
Approximante von I'y in p-ter Ordnung der Kopplung und r-ter Ordnung der rationalen
Approximation der A-Abhéngigkeit. Spatere Berechnungen der Schleifenintegrale finden in
dieser Arbeit erstmalig, gleichzeitig mit [Ewe 00], in beliebiger Eichung statt, so dafi der
Longitudinalanteil des Quark-Gluon-Vertex neu eingefithrt werden mufl. Er wird seiner
longitudinal-projizierten Slavnov-Taylor-Identitdt angepafit. Alle angegebenen Approxi-

manten miissen die beiden Forderungen (2.5) und (2.6) erfiillen.

2.3.1 Der Fermion-Propagator

Der Fermion-Propagator mit Flavourindex f trigt nur triviale Farbstruktur und kann
daher, analog zu (2.8), sofort angegeben werden:

: I+ ni5)
Sy () = = : (2.9)

H(¢+mrs+)(ﬁ+n D)

s—1

Dieser Ansatz erfiillt die Forderung nach naiver Asymptotik und fiir die entsprechende

Vertexfunktion S/70(p) = — (T2 7 gilt:
ertexfunktion S ) (]5)——( Fp(f)(lﬁ)) gult:

[7“:0} _ 1'2s+1
Trrn® = Z (b + w5

r (K/s-f)s )2 r "éif)s("“f«f)s )2
= 15(1 -3 2—+(]{)2)> +1 (n,{{? +3 2—%5})) (2.10)
s§= ,2

s=1 (p2 + (’ir,2s) 1 (p2 + (K:r s

Dabei gelten fiir jeden ungeraden Aproximationsgrad » = 1,3,... folgende Beziehungen

zwischen den komplex-konjugierten Gréfien: “ﬁfz)s 4o = n,(qu: und n,(];)s 43 = nﬁf;)s* 41, Sowie

m,{Q L= fsifs)_ Hierbei wird mit 2s immer der gerade Index 2s = 2,4, 6, ..., — 1 bezeichnet.

Die Abhéngigkeit vom Flavour-Index f wird im folgenden nicht mehr exphzit mitgefiihrt.
Im Rahmen dieser Arbeit werden die Fermionen als masselos betrachtet?, ihre Pole werden
direkt proportional zur Massenskala A gesetzt:

Kr1 = wr1A (2.11)

?In einer massiven Theorie werden die Parameter zusitzlich noch proportional zur Strommasse 1 ge-
setzt: kK = wA +v. Eine selbstkonsistente Behandlung dieser Konstruktion ist bisher nicht gelungen [Kuh
97], da gerade bei sehr massiven Quarks (z.B. Top-Quark) die Strommassen nicht mehr vernachlissigbar
klein sind, und daher die Ausbildung eines Faktors A~2° versagt; dieser Faktor ist allerdings essentiell fiir
den g%-Mecha,nismus (siehe dazu Kapitel 2.4.2).
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Kp2s = wr,2sA

(2.12)
K’r,23+1 = wr,2s+1A2 (213)

Die Residuen der Vertexfunktionen kénnen durch die Pole des Propagators ausgedriickt
werden:

r+1

2

H (wr,s+ - wr,2t) (wr,sf - wr,2t)

Wy, = . L t=1,..r (2.14)
H (wr,2s - wr,Zt)
s=1,s#t
Zudem wird h&ufig die Beziehung

r4+1

r 2
Kp1 + g Kr,2s = g ("Gr,s—l— + ﬁr,s—)
s=1

s=1

(2.15)
verwendet, um die komplexen Skalen &, ;4 , k. s auf die rellen Skalen &, 2, umzurechnen.
Sie kann aus dem Vietaschen Wurzelsatz gewonnen werden.

2.3.2 Der Gluon-Propagator

Der Gluon-Propagator lautet in beliebiger Eichung:

Dirfh(g) = #(q) D7 (") + 1" () D (@)
mit dem Transversalprojektor

(2.16)
uv uv qﬂql’ uv uv
Nach heutigem Kenntnisstand wird der Longitudinalanteil aufgrund seiner Slavnov-Taylor-
Identitdt (STI) auf den stoérungstheoretischen Beitrag eingeschriankt:

r, o
Dy (?) 7

(2.18)
wobei o den gluonischen Eichfixierungsparameter bezeichnet. Dagegen wird der Transver-
salanteil durch keine Identitit eingeschriankt. Der allgemeine Ansatz als rationale Appro-
ximation lautet:

r

II (q2 + ”r,2sA2)
D) =
2

[T (¢* + ur,s+A%)(g? + ur,s—A?)
s=1
und sein negativ-Inverses:

(2.19)

_]_'\[7"70}

r Up 2s A2 2
) = b+ Y )

. 2.20
—1 q2 + ur,23A2) ( )
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Wieder ist r ungerade und u, 1, ur 2, ur3 reellwertig, sowie u, 2,12 = u;
Uy 9,41 WObEl s = 2,4,6

L7 —1und up gy =

r,2s bzw. u, 2s+3 —

Up s—. Zwischen den komplex-konjugierten
Polen und den Residuen der Vertexapproximanten besteht der Zusammenhang
rt

—

2
[T (r 54 — vr2e) (r,s— — ur2t)
Upotp1 = (t=1,..,7) (2.21)
H (Ur,2s - ur,2t)
s=1,s#t
Auflerdem gilt nach dem Vietaschen Wurzelsatz
L+1
Up 1 + ZUT 2s = Z 'U'r,s+ + Ups ) (222)
s=1

2.3.3 Der Fermion-Antifermion-Gluon-Vertex

Die Farbstruktur des Fermion-Gluon-Vertex kann aufgrund der globalen Eichinvarianz
absepariert werden:

F[T‘,O}ijl/

1 0
FFVa (_plap27q) = (5)‘(1) F[;vp]‘l;(_php?aQ) (223)
0 0 0
L (—p1,p2a) = 7 ()T pop (—p1,p2,0) + I (@T ppr (—prop2,q)  (2.24)
Die allgemeinste Struktur des transversal-projizierten Vertex beinhaltet acht matrixwer-
tige Vektoren [BC 80]. Die Approximante in beliebiger rationaler Stufe r lautet

[r]o 2
Ny, (P102,07) 1
0]o 1 FFvy \PLH P2
F[;'F']VT(_plﬁp%Q) = r ) r = , r , (225)
Ul(ﬁl + K’r,2s) Ul(qz + ur,2sA2) 1:[1(152 + Ky 23)
mit

NMJ

FFVp (1’51’752’ Z AN Z Z Z Ontomtntidr

m=0n=0 [=0

(q2)m(151)n (ngmz + D[ }

iy )0 220
= (p1 +p2)°-

Die Reihenfolge der Dirac-Matrizen ist zu beachten. Die Forderung nach perturbativer
Asymptotik (2.5) fiihrt auf

wobei r?

DIl —0fir A=0,1
und

(2.27)
C[’“]

mnl —

=1firA\=0m=n=I0l=r.

(2.28)
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Aus der Ladungskonjugationssymmetrie (siehe dazu [Kuh 97]) folgen die Beziehungen

und DE\] nl = DM

Amin *

C[T] _ C[ 7]

Amnl — Y Amin

(2.29)

Die Parameterzahl wird durch die Randbedingungen stark reduziert. Zuséatzlich kann im
Rahmen der Behandlung der kompensierenden Pole gezeigt werden, dafl die Lorentz-
Struktur proportional zu Dmml verschwindet (siehe Kapitel 2.4.4).

Es folgt die Konstruktion des longitudinal-projizierten Quark-Antiquark-Gluon-Vertex
(kurz: Quark-Gluon-Vertex). Als Vorbild dient seine Slavnov-Taylor-Identitét [Sla 72, ST
71], die eine exakte Beziehung zwischen der Drei-Punkt-Funktion und (im Wesentlichen)
der fermionischen Zwei-Punkt-Funktion herstellt. Es liegt also nahe, auf eine Modifikation
des Gluon-Beines zu verzichten. Der in dieser Arbeit gew&hlte Ansatz des longitudinal-

projizierten Quark-Gluon-Vertex lautet:

r,U|jo ]]- rlo ]]_
F[F"I(7_)']VL (_plap2a Q) = T—Nf[rl?'VL (ﬁlaﬁ?a qz)r— (230)
[T (1 + #7.9) [T (b2 + K3.)

s=1 s=1

mit

NI[;?VL (751’752’ ZAAZZ‘anH 2r

= n=0 [=0

wobei 77 = (p1 + p2)?. Der Grenziibergang A — 0 (perturbative Limes) erfordert

Com =1, (2:32)

prl = plil —¢ (2.33)
Orr 1nl ’ :

Bl =gl —o. (2.34)

Die Ladungskonjugationssymmetrie reduziert ebenfalls die Anzahl der freien Parameter:
G = O D3y = Dls By = B (2.35)

Analog zum transversal-projizierten Quark-Gluon-Vertex kann in Kapitel 2.4.4 gezeigt
werden, dafl mit der Einfiihrung der kompensierenden Pole die Lorentz-Strukturen pro-
portional zu Dgyﬂ und E’ml den Divergenzgrad in Schleifenintegralen so stark erhdhen
konnen, dafl sie nach Kapitel 2.2 verschwinden miissen.

Abschlielend wird die rationale Approximante des Quark-Antiquark-Photon-Vertex ange-
geben.

2.3.4 Der Fermion-Photon-Vertex

Die allgemeinste Lorentz-Struktur wird analog zum Quark-Gluon-Vertex durch zw6lf ma-
trixwertige Vektoren gebildet. Ein Vergleich mit der Ward-Takahashi-Identitit [Ryd 97]
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legt nahe, wie beim longitudinalen Quark-Gluon-Vertex lediglich eine faktorisierende Nen-
nerstruktur beziiglich der fermionischen Beine anzusetzen:

P (p1,p2a) = (#7(9) + 17 (2)) 5 NEE (b1, 2, 47) 5 (2.36)
H(Isl +nr2s) 1_[(152 +K’r2s)

s=1 s=1

mit:

NFFA 1517152’ ZAnZZ&H—H-]QT 151 ( 77137 +G£]z}]ﬁ+HmJ A>(I$2) (237)

=0 7=0

wobei 77 = (p; + p2)?. In der Abwesenheit nicht-perturbativer Struktur beziiglich ¢?
spiegelt sich die Tatsache wider, da} das Photon in nullter Ordnung in der elektromagne-
tischen Kopplung ey nicht an der starken Wechselwirkung teilnimmt. Die Forderung der
Reproduzierbarkeit der Storungstheoretischen Vertexfunktion in jeder Stufe der rationalen
Approximation bewirkt

Fol =1, (2.38)
Gy = Gy =0, (2:39)
Hyl=H =0 (2.40)

und die Ladungskonjugationssymmetrie verlangt

Fyiy = Fajis Gy = Gy Hy = Hyi (2:41)
Da die Ansétze den storungstheoretischen Divergenzgrad nicht erhéhen diirfen (siehe Ka-
pitel 2.2), werden weitere Restriktionen an die Vertexapproximante gestellt, die in Kapitel
2.4.4 nach Einfiihrung der kompensierenden Pole angegeben werden.

Damit sind sdmtliche rationalen Approximanten dieser Arbeit konstruiert. Fiir die iibrigen
Ansétze der Basisvertices wird auf [Sti 96] und [Kuh 97] verwiesen. Im folgenden wird die
Systematik der erweiterten Stérungstheorie erldutert.

2.4 Die Systematik der erweiterten Storungstheorie

2.4.1 Formulierung des Selbstkonsistenzproblems

Fiir konkrete Berechnungen physikalischer Gréflen im Rahmen der erweiterten Stérungs-
theorie ist es notwendig, daf} die neu eingefiihrten Vertexparameter u, 25, wy 25, ... aus Ka-
pitel 2.3 bekannt sind. Thre Bestimmung ist Gegenstand aktueller Rechnungen®. Allen

S3Tatséichlich ist in [Voi 99] erstmalig im Rahmen der systematisch erweiterten Stérungstheorie eine
physikalische Gr6fle, ndmlich die p-Mesonenmasse, berechnet worden; allerdings nur in Verbindung mit der
SVZ-Entwicklung [SVZ 79].
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bisher angewendeten Bestimmungsverfahren liegen dynamische Gleichungen der QCD-
Eichtheorie zugrunde, aus denen man durch ein noch zu erlduternden “Filtermechanis-
mus” Gleichungssysteme fiir die Vertexparameter gewinnen kann. Diese Gleichungssyste-
me (sog. Selbstkonsistenz-Gleichungen) sind allerdings nur sehr schwer 16sbar, da sie zum
einen iiber viele Variablen verfiigen und zum anderen in der Regel stark nicht-linear sind.
In dieser Arbeit wird das Selbstkonsistenz-Problem im Rahmen der DS-Gleichungen be-
handelt. Der erste Iterationsschritt einer Dyson-Schwinger-Gleichung (1.5) mit Funktional
® lautet (vergleiche Kapitel 1.1):

g 2 T r, er

Dabei bezeichnet e(r 4+ 1) den Fehler, der sich durch die endliche, globale Approximation
in r ergibt und O(g(v)) bezeichnet den Approximationsfehler der perturbativen Entwick-
lung. Der nicht-perturbative Fehler kann nicht durch einen “kleinen” Parameter [Sti 96]
abgeschitzt werden, so daf8 (2.42) nur an endlich vielen Stellen im Impulsraum erfiillt sein
kann. Diese Impuls-Stiitzdaten sind prinzipiell frei wihlbar, werden aber mit Einfiihren
“kompensierender Pole” in [Kuh 97, Dri 97] auf die Polstellen und Residuen der Vertexap-
proximanten gesetzt. Hierdurch sind die Stiitzdaten durch die Approximanten festgelegt.
Die Bestimmung der Vertexparameter erfolgt im Rahmen dieser Arbeit iiber (2.42). Diese
Gleichung kann nur erfiillt sein, wenn der Vorfaktor vor dem Dyson-Schwinger-Funktional
kompensiert wird. Die linke Seite von (2.42) mufl demnach auch kopplungsunabhingige
Terme (Terme der Ordnung ¢°) erzeugen koénnen. Da die Dyson-Schwinger-Funktionale
durch Schleifenintegrale definiert sind, iibertragen sich diese Anforderungen ganz allge-
mein auf Schleifenintegrale:

Die Erfiillung dynamischer Gleichungen und damit die selbstkonsistente Be-
stimmung der Vertexparameter mittels dieser Gleichungen ist nur méglich,
wenn Schleifenintegrale, mit rationalen Approximanten als Input, einen Fak-

tor g% produzieren kénnen. Dariiber hinaus muf} die resultierende kopplungs-

unabhiingige Grofle endlich sein, damit sie mit F%’O} vergleichbar ist.

Da diese Forderung an die Schleifenintegrale gebunden ist, hat diese Problemstellung fun-
damentalen Charakter fiir die Etablierung der systematisch erweiterten Stérungstheorie.
Diese Problematik wird im folgenden Abschnitt aufgegriffen.

2.4.2 Der gl—z-Mechanismus

Es existiert ein Mechanismus, der das “Aufessen” [Sti 96] des g2-Faktors bewirkt. Es
wird gezeigt, daf§ die divergenten Anteile eines Schleifenintegrals mit nicht-perturbativem
2\ 2
Charakter zusammen mit dem Vorfaktor (Z—fr) aus (2.42) eine kopplungsunabhéngige und
sogar divergenzfreie Grofle ausbilden. Dieser sog. g%—l\/[echanismus ist eine eigensténdige
Konsequenz der systematisch erweiterten Storungstheorie. In Anhang D wird gezeigt, dafl

divergente Anteile von Schleifenintegralen {iber die rationalen Approximanten neben der
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—2¢
Divergenz % zusétzlich eine gebrochene Potenz (A) produzieren. Dies hat zur Folge,

v
daf} sie auf dem Ein-Schleifen-Niveau? die Grofie

II(e) = (9—0)21(5) o (2.43)

A4/ e\

ausbilden. Im folgenden wird gezeigt, dafl diese Gréfle im Renormierungsprozefl nach Fal-
lenlassen der Regularisierung (¢ — 0) exakt kopplungsunabhingig und endlich ist. Nach
einfachen Umformungen erhélt man aus (1.21)

2% q a(v) o
) =l werere) (249

1

und schlieflich mit der Integraldarstellung der Renormierungskonstanten (1.15):

o 0 o
II(s) = 1= exp { /a W’Ha’} . (2.45)

Dieser Darstellung kann man direkt die Unabhéngigkeit von der Kopplung entnehmen, das
heifit, dal die Schleifenintegrale den Vorfaktor in (2.42) kompensieren. Daf} II(¢) dariiber
hinaus eine endliche Gréfie ist, entnimmt man nach Abspalten des in ¢ = 0 reguldren
Anteils der Darstellung:

e - 2L B {—c [ detputare)} (2.46)
=———2 _expq — o po (a .
471'6[3%4%(54-041 P 0 Pt

Fiir £ — 0 erhilt man mit p,(0,e) = 0:

(e — 0) = é (2.47)

Dadurch, daf§ der g%—Mechanismus Terme der Ordnung ¢° entwickelt, wird die storungs-
theoretische Gleichheit von Schleifenordnung und Ordnung beziiglich der g?-Entwicklung
aufgehoben. Es konnen also prinzipiell Graphen mit beliebig hoher Schleifenzahl die nullte
stérungstheoretische Ordnung modifizieren.

Da als Randbedingung die Reproduzierbarkeit der perturbativen Vertexfunktionen gefor-
dert wird, kann die Anwendung des giz—l\/[echanismus nicht auf jede beliebige Divergenz
eines Schleifenintegrals erfolgen. Die Divergenzen miissen je nach Anwendbarkeit des g%—
Mechanismus klassifiziert werden. Eine einfache Einteilung der Divergenzen in zwei Klassen

kann auf folgende Weise geschehen [Dri 97, Voi 99]:

*Die Berechnungen der vorliegenden Arbeit beschrinken sich auf das Ein-Schleifen-Niveau.
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Divergenzen mit rein mnicht-perturbativem Charakter sind dadurch gekenn-
zeichnet, daf} sie eine positive Potenz von A als Faktor mitfiihren und daher
im Limes A — 0 verschwinden. Nach Anwendung des g%—Mechanismus sind
diese Divergenzen im Rahmen der zugrunde liegenden dynamischen Gleichung
selbstkonsistent behandelbar.

Divergenzen mit rein perturbativem Charakter sind dadurch gekennzeichnet,
daB sie im Limes A — 0 nicht verschwinden. Auf diese Divergenzen kann
der g%—Mechanismus nicht angewendet werden; diese Divergenzen sind mit
den rein stérungstheoretischen Divergenzen zu vergleichen, wodurch eventuell

weitere Bedingungen an die Vertexparameter entstehen.

Damit ist der in Kapitel 2.4.1 erwidhnte Mechanismus zum “Herausfiltern” der Selbstkonsis-
tenz-Gleichungen (SK-Gleichungen) dargestellt: Die Vertexparameter der nicht-perturbati-
ven Divergenzen mit gleicher Potenz in A bilden nach Anwendung des giz—Mechanismus
die SK-Gleichungen. Fiir das Auswerten der SK-Gleichungen ist die Endlichkeit von II()
von Bedeutung, da anderenfalls unendliche Gréflen mit einer endlichen verglichen wiirden.
Damit ist auch verstdndlich, daf} eine selbstkonsistente Bestimmung der neu eingefiihrten
Vertexparameter nur dann moéglich ist, wenn die Schleifenintegrale nicht-perturbative Di-
vergenzen erzeugen. Dieses konnen nur die oberflichlich divergenten Vertexfunktionen der
betrachteten Theorie, so daf} sich die selbstkonsistenten Betrachtungen auf einen endlichen
Satz, zumindest in einer renormierbaren Theorie, von SK-Gleichungen beschrinken. In die-
sem Sinne wird durch die Forderung nach Selbstkonsistenz (Kapitel 2.4.1) ein endlicher
Satz von SK-Gleichungen aus dem an sich unendlichen DS-Gleichungssystem ausgekop-
pelt, ohne dafl dazu die {iblichen “Entkopplungsnaherungen” notwendig wéren.

2.4.3 Die Systematik der kompensierenden Pole in beliebiger Eichung

Beim Aufstellen von dynamischen Gleichungen mit den erweiterten Feynman-Regeln sto8t
man auf ein Problem, das bereits von Jackiw und Johnson sowie Cornwall und Norton [JJ
73] erwdahnt wurde. Auf internen Linien dynamischer Gleichungen propagieren scheinbar
mehr Teilchen als in der physikalischen Realitit. Wihrend bei Propagator-DS-Gleichungen
diese iiberfliissigen Teilchenpole herausgekiirzt werden kénnen, ist in den héheren DS-
Gleichungen ein komplizierterer Mechanismus wirksam, der die Kompensation der unphy-
sikalischen Pole bewirkt. Seine Systematik und Wirkungsweise wird an dieser Stelle [Sti
97] und [Kuh 97] folgend vorgestellt. Es wird gezeigt, dafl der Mechanismus auch auferhalb
der Landau-Eichung auf den transversalen Anteil beschréinkt bleibt®. Der Gluon-Austausch
zwischen zwei Quarks als Teil der Ty 7pp-Amplitude (siehe Anhang A) dient als Beispiel
fiir die Erliuterung der Systematik kompensierender Pole in beliebiger Eichung (die gra-

®In [Sti 97] ist gezeigt, daB der Mechanismus in Landau-Eichung im transversalen Sektor vollstindige
Kompensation gewéhrleistet.
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phische Darstellung der Vertices und Propagatoren wird in Anhang A eingefiihrt):

— v [T‘,O] [T‘,O} [T‘,O] v [T‘,O} [T‘,O] [T‘,O}
= " ()T, Dp Ty, + 1 (R)D sy, D Ton (2.48)

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich zunichst auf den transversal-projizierten, an-
schlieflend auf den longitudinal-projizierten Austauschgraphen. Grundlage des Mechanis-
mus bilden Beziehungen zwischen den Residuen der Propagator- und Vertex-DS-Gleichun-
gen: die Residuen der T'-Amplituden sind durch die Residuen der Propagator-DS-Gleichun-
gen bestimmt. Um dieses zu zeigen, werden zunéchst die Residuen der DS-Gleichung fiir
den Quark-Gluon-Verter berechnet. In partialbruchzerlegter Form lautet dieser:

r 7]
0 R, (p1,p
ng}VT(—pl,pz,k) = 7}5 +(u1 232 + R (p1, p2)
t=1 7

+[Terme in(k?)!, (k%)?, ..., (k*)"] (2.49)
Das Residuum beziiglich des Gluonimpulses kann an (2.49) abgelesen werden:

Res Fg’g]VT(—pl,pz, k) = RLT], (t=1,..,7) (2.50)

kzz_ur,2tA2

Da das Residuum in den folgenden Diagrammberechnungen (Kapitel 4) hiufig Verwendung
findet, wird ein neues Diagramm (fiir das Residuum) eingefiihrt:

(GO0 = | (K + up2iA?)

)

k2:_ur,2tA2

Fiir den angestrebten Residuenvergleich wird schlieflich noch das Residuum der rechten
Seite der DS-Gleichung (Anhang B, B.27) benoétigt. Der Einfachheit halber wird nur die
Quark-Schleife betrachtet®. Hilfreich ist an dieser Stelle ein allgemeines Theorem iiber
Korrelationsfunktionen, dem zufolge die TI;FF 7~Amplitude iiber einem Mandelstam-Pol
faktorisiert werden kann [ZIM 60]. Da gerade k? = sg die euklidische Mandelstam-Variable
im horizontalen Kanal der T"-Amplitude ist, kann man schreiben:

T (- U, (—
= t (Ca1,02)¥u(=p1,p2) +  [in k? regulire Terme] (2.51)

[SE + 'Ufr,2tA2}

5DS-Gleichungen sind von Natur aus hierarchisch strukturiert, so daB die folgenden Rechnungen auf
die iibrigen Diagrammteile verallgemeinert werden kénnen.
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Durch Residuenvergleich von (2.50) und (2.51) erhilt man folgende Proportionalititen:

T (g1, 02) = MT R (—q1,0) (2.52)

Uy(—p1,p2) = MR (—p1,p2) - (2.53)

Dabei sind mit M; (¢t = 1,...,r) die (evtl. matrixwertigen) Proportionalitdtskonstanten
bezeichnet, die im Folgenden zu bestimmen sind. Mit (2.52, 2.53) folgt fiir die Zerlegung
der Amplitude (2.51):

[r] _ MTM 7] _
— Ry (—a1,92) My’ MiRy (—p1,p2) + [in k2 reguliire Terme] .

[SE + ur,2tA2}

(2.54)

Setzt man (2.54) in den Teil der DS-Gleichung ein, der die entsprechende Amplitude
enthilt, so ergibt sich:

Rz[sr] (—p1,P2)
€ qu r er r r
—{? [ ST IGIT RS e - DRI~ an,00) |
MT MR (—p1,ps) - (2.55)

Der graphischen Notation dieser Gleichung

g2 —k b2

R (—p1,p2) = (90v)? OO0

q2 p1

entnimmt man, dafl der Term in den Klammern von (2.55) bereits durch die Selbstkonsi-
stenzbedingung fiir den inversen Gluon-Propagator’ festgelegt ist. Der Term in (2.55) ist
das Residuum der Propagator-DS-Gleichung beziiglich k2. Das entsprechende Residuum
des inversen Gluon-Propagators _Fg:,o] kann berechnet werden:

Res T¥(k?) = —upoppi At (t=1,..,7). (2.56)

Dem zufolge sind die Proportionalitdtskonstanten durch die DS-Gleichung der néchst nied-
rigeren Ordnung festgelegt:

MM, = (—upoe AY)™Y (£ =1,.7) (2.57)

TAuch hier wird nur die Quark-Schleife betrachtet. Thr Beitrag zu D;' = —I'r erhilt das iibliche
Minuszeichen, so daf die geschweifte Klammer in (2.55) den Beitrag zu I'r darstellt.
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Insgesamt folgt schlieflich fiir die Amplitude (2.51):

(u A%)
OOOON S PN 75 75 7 () [in k% regulire Terme].
sg + ur, 2tA

Es bietet sich an, fiir den sog. Schatten-Pol ein neues Diagramm einzufiihren:

(u A
BOOOOO) oo — 241 R 0000
SE+U7-2tA

Da dieses Schattenpol-Diagramm keinen Austausch eines physikalischen Gluons beschreibt,
kann es auch nicht als Teilchen-reduzibel gelten [Sti 97]. Dariiber hinaus wird durch sei-
nen reellen Pol aufgrund des negativen Residuums kein physikalischer Bindungszustand
beschrieben. Es gibt also kein physikalisches Argument, welches das Auftreten dieser Schat-
tenpole in T;-Amplituden verbietet [Kuh 97]. Insgesamt sind im s-Kanal r Schattenpole
enthalten, so daB fiir die Summe aller Schattenpole ein neues Diagramm eingefiihrt werden
kann®:

\ A
OO0 OO0 —(ur2en AT OO0
SE—i-’U,erAQ

Fiir die Mandelstam-Variable im s-Kanal sg wird kiinftig wieder die urspriingliche Impuls-
variable k2 verwendet. Die auftretenden r Schattenpole besitzen die wichtige Eigenschaft,
die unphysikalischen reellen Pole (k2 + 'U/T’QtA2)_1 im reduziblen Austausch-Diagramm zu
kompensieren (diese Pole treten im reduziblen Austausch-Diagramm mit umgekehrten,
positiven Vorzeichen auf [Sti 97])

}jﬂﬂﬂ?C{ %ooooooooo%

7] i k? + up 95\
1 NIA Gnd k) 1 L (R 20A%)
- r r 5 A2 r r;l
TL G ) LR ) T 50) ] 12y )2 50
s=

8 An dieser Stelle wird die Konvention von [Kuh 97] der von [Sti 97] vorgezogen, in der das negative
Vorzeichen im Diagramm enthalten ist. So fallen die Vorzeicheniiberlegungen beim Ausmultiplizieren von
Schleifendiagrammen mit Schattenlinien weg.
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1 NI[;}V (B1, P2, k2) 1

TT (1 + Finzs) T1 (K2 + up2sA2) H (B2 + For2s)

s=1 s=1 s=1

r [rlp _
N Z i 1 NI:FVT(dl,dz, up 2t A%) 1
=1 H (gl + "'77',23) H (UT,ZSA2 — Up 2tA2) H (¢2 + Kp 23)
s=1 s=1,s#t s=1
(_ur,2t+1A4)_1 1 (Islaﬁ% ur,2tA2) 1

k2 + up A2 r r
Ur2ET T (b + krps) 11 (ur,st — uy26A2) T] (B2 + Kr,25)
s=1 s=1,s7#t s=1

Z ZPFFV QIan7k2)

n=+,— t=1

1
k2 + ’U,T’tnAz

kz:*ur,tnA2

<(k2 + Ur,tnA2)D¥’0}(k2)> F[;—:’}(;')v]ﬁT(_plap% _k2) (258)

kzz_ur,tnA2 kzz_ur,tnAz

Der letzte Schritt folgt nach einer langen Rechnung, auf die hier nicht niher eingegan-
gen wird®. Der letzten, kompakteren Form der Gleichung kann entnommen werden, daf
keine Pole an den Stellen k% = —ur,zsA2 existieren. Die Schattenpole kompensieren die
unphysikalischen Pole und werden daher als kompensierende Pole bezeichnet. Diese kom-
FFFF -Amplitude
auf, so dafl die Einfithrung eines neuen, entschdrften Ein-Teilchen- Austausch-Diagrammes

pensierenden Pole treten in gleicher Weise in den {ibrigen Kanélen der T

fiir die weiteren Rechnungen vorteilhaft ist:

Betrachtet man dagegen das longitudinal-projizierte Austausch-Diagramm (2.48) und setzt
direkt die eingefiihrten Approximanten ein,

l

1 . 1 a 1

= T—NI[J‘%‘VL (él,g2yk2) r ﬁ r
H (gl + "'77',23) H (¢2 + K/T,ZS) H (]51 + K/T,ZS)
l s=1 s=1 s=1
Nlrls b k2 ]1— 2.59
FF'VL 17]527 ) r ( * )
H (]52 + "'77',23)

s=1
so sieht man, dafl gar keine iiberfliissigen Pole auftreten. Der Grund fiir das Fehlen
der iiberfliissigen Pole liegt in den in dieser Arbeit als ungebrochen giiltig postulierten

“Die notwendigen Schritte dieser Rechnung sind in [Kuh 97] angegeben.
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Slavnov-Taylor-Identitdten, die eine rationale Approximation des longitudinalen Gluon-
Propagators verbieten und dariiber hinaus nahe legen, beziiglich des Gluon-Beines keine
Modifikation des longitudinal projizierten Quark-Gluon-Vertex vorzunehmen. Das heif}t,
daBl durch die STI nicht-perturbativ erweiterte Ansétze fiir den longitudinalen Gluon-
Sektor nahe gelegt werden, in denen sich eine Kompensation der iiberfliissigen Pole eriibrigt.
Es ist zu betonen, daf} in [JJ 73] das Phinomen kompensierender Pole, allerdings in einer
abelschen Theorie, im longitudinalen Sektor auftaucht. Auch vom phinomenologischen
Standpunkt betrachtet ist das Nichtkompensieren nicht ersichtlich. Zwar erscheint es ein-
leuchtend, daB eine unphysikalische Linie'® nicht von iiberfliissigen physikalischen Polen
befreit werden muf}, aber es ist sicherlich nicht ohne Weiteres einzusehen, daf} eine un-
physikalische Linie nicht von unphysikalischen Polen befreit werden muf. Das aufgezeigte
Phinomen ist aus diesem Grund nicht trivial, sondern es erscheint nur als solches, weil die
Propagatoren und Vertex-Ansdtze nach dem Leitfaden der STI konstruiert sind. In [Ewe
00] wird durch explizites Berechnen der STI gezeigt, dal diese Identitdten, die Ausdruck
der Eich- bzw. BRS-Invarianz sind, im Rahmen der erweiterten Stérungstheorie fiir die
A™-Terme gebrochen sein kénnen. Konsequenter Weise ist dann eine nicht-perturbative
Modifikation des longitudinalen Gluon-Sektors nicht ausgeschlossen. Je nach Form der
nicht-stoérungstheoretischen Modifikation kann dieses zu grofien Schwierigkeiten in der Sy-
stematik kompensierender Pole fithren. Die Konstruktion eines neuen Gluon-Sektors ist
jedoch nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit, so dafl bei den folgenden Rechnungen
an den in Kapitel 2.3 eingefiihrten Konstruktionen festgehalten wird.

Abschlieflend wird die Systematik der kompensierenden Pole, wie sie in [Kuh 97] formuliert
ist, erweitert:

Je zwei volle Vertexfunktionen verbindet eine entschirfte Linie. Davon ausge-
schlossen ist der Austausch eines longitudinalen Gluons.

Dieses ist ein wesentliches Resultat dieser Arbeit und bestéitigt auch in beliebiger Ei-
chung das bereits in [Sti 97] formulierte Ergebnis, da das Phinomen kompensierender
Pole im gluonischen Sektor auf den Transversalanteil beschrinkt bleibt. Hierdurch wird
die Moglichkeit er6ffnet, Diagrammberechnungen auflerhalb der Landau-Eichung durch-
zufithren. Damit folgt aber auch, daf} die resultierenden SK-Gleichungen den Eichparame-
ter enthalten, wodurch die Vertexparameter explizit Eichparameter-abhéingig werden. Da
bisher noch keine Vertexparameter aulerhalb der Landau-Eichung bestimmt wurden, ent-
halten die in dieser Arbeit aufgestellten SK-Gleichungen (siehe Kapitel 5) ausschlieflich
unbekannte Parameter.

2.4.4 Folgen fiir die Vertexapproximanten

Mit der Einfiihrung kompensierender Pole werden die invarianten Funktionen der Vertex-
approximanten teilweise auf konstante Werte gesetzt. Dadurch ist es moéglich, dafl die
verbleibende Impulsstruktur der Vertexapproximanten innerhalb eines Schleifenintegrals
den Divergenzgrad der Schleife erhoht und dem zufolge iiber Randbedingung (2.6) zusitz-
lich Einschrinkungen an die Vertexapproximanten entstehen. In Kapitel 4.2 ist mit der

'Djie longitudinale Gluon-Linie ist unphysikalisch.
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Systematik der kompensierenden Pole folgendes Integral zu berechnen:

dPq .. 1 M o, prl 2P
[ ot (q>{m{%nﬂ + D58

U [y, o P20 k) R
P—d+ Erin, [F’”’j 7 Gy 27 Hyiix
1 ey pil  (2p—2k—q)"
P—F— 4+ rim, (bt + D =55 (2:60)

Das rein stoérungstheoretische Integral ist logarithmisch divergent. Die in (2.60) auftre-
tenden Divergenzen sind je nach Kombination der Vertexstrukturen logarithmisch, linear,
quadratisch und kubisch divergent'! Um eine Erhohung des stérungstheoretischen Diver-
genzgrades zu vermeiden, muf} gelten:

DIl —0 fir alle \,m,n,1, (2.61)
G% =0 fiir allen,i,j (2.62)

(Der Schluf} (2.61) (und genauso (2.62)) ist wegen des t#? (q) aus Integral (2.60) schlecht zu
begriinden, wenn auch im allgemeinen wohl richtig. Er wiirde sofort folgen, wenn man eine
fiir beide Gluon-Typen einheitliche Parametrisierung postulieren wiirde.) Der transversal-
projizierte Quark-Gluon-Vertex wird durch die Einfiithrung der kompensierenden Pole auf
seine storungstheoretische Lorentz-Struktur beschrinkt. Auch der Quark-Photon-Vertex
wird nach dem selben Argument stark eingeschrinkt.

In gleicher Weise fiihrt das Abzéhlen der Impulspotenzen bei folgendem Diagramm in Ver-
bindung mit der Forderung nach Beibehaltung des stérungstheoretischen Divergenzgrad
zu starken Einschrénkungen der Lorentz-Strukturen der beteiligten Vertices:

d®q . o [ =] -] 20— )" =i @
/ (zﬂ)Dlﬂ (Q){? [Cmﬂu +D)\nl_2A +E,\an]

1 Wlow A (2P —29— k)" o kY
P—d+ Frm, [F"“ L T
1 2rl o, pil 2P —2k—q@)7  =m 7
I$ — k _ ¢ + Kpt'n |:C(£:;}’l’7 + Dgﬁ’l’T + E([s:glllx (263)
) 2

Die Erh6hung des Divergenzgrades der Schleife kann nur vermieden werden, wenn gilt:

DIl =0 fir alle A,n,1, (2.64)
BVl —0 fiir alle A, n, 1, (2.65)
Gl =0 fir allen,i,j (2.66)

1Dje Divergenzen werden wie folgt bezeichnet: Ein Integral heifit in D=4 Dimensionen

logarithmisch divergent, wenn bezgl. d. Integrationsimpulses gilt: Zéhlergrad = Nennergrad — 4,
linear divergent, wenn bezgl. d. Integrationsimpulses gilt: Zahlergrad = Nennergrad — 3,
quadratisch divergent, wenn bezgl. d. Integrationsimpulses gilt: Zahlergrad = Nennergrad — 2,

kubisch divergent, wenn bezgl. d. Integrationsimpulses gilt: Zdhlergrad = Nennergrad — 1 .
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Der longitudinal-projizierte Quark-Gluon-Vertex wird ebenfalls auf seine stérungstheo-
retische Lorentz-Struktur reduziert. Dagegen kann an die Lorentz-Struktur HT[;}]% des
Quark-Photon-Vertex keine Forderung gestellt werden, da seine Struktur nicht am Inte-
grationsimpuls beteiligt ist. Um die durch Einfiihrung kompensierender Pole gewinnbaren
Restriktionen des Quark-Photon-Vertex voll auszusch6épfen, miissen weitere Diagramme

betrachtet werden.

Dabei ist im vorliegenden Fall das Austausch-Boson ein Photon und die Punkte an allen
inneren Linien deuten an, dafl der Graph vollstdndig von iiberfliissigen Polen entschirft
ist. (Im Prinzip ist eine Entschirfung der inneren Photon-Linie unnétig.) Der maximale
stérungstheoretische Divergenzgrad dieser Schleife ist logarithmisch. Hierdurch wird ange-
deutet, daBl mit der Systematik kompensierender Pole eine Lorentz-Struktur proportional
zu ¢¥, mit g als Integrationsimpuls unter anderem einen festen, linear divergenten Beitrag
liefern wiirde. Eine Bestatigung dieser Vermutung fiihrt in Verbindung mit Randbedingung
(2.6) dazu, alle Terme des Quark-Photon-Vertex proportional zu ¢” auf Null zu setzen,
d.h.

[r]
Hyj

=0 fir alle n,4,5 . (2.67)
Da aber dieses Diagramm von der Ordnung e? in der elektromagnetischen Kopplung ist,
kann es aus Konsistenzgriinden nicht beriicksichtigt werden. Im Rahmen der Rechnun-
gen zum Quark-Photon-Vertex kann die Vermutung analytisch untermauert werden: es
wird am Beispiel des Quark-Photon-Vertex gezeigt, dafl alleine die Forderung nach Re-
produzierbarkeit der perturbativen Divergenz, ausreichend ist, die Lorentz-Struktur der
Vertexapproximanten auf die perturbative Struktur einzuschrinken. Es mufl an dieser
Stelle darauf hingewiesen werden, dafl es kein physikalisches Prinzip gibt, welches eine
Modifikation der Koeffizienten der perturbativen Divergenzen im Rahmen der erweiterten
Storungstheorie verbietet, solange die Eigenschaft 5y > 0 der Betafunktion gewahrt bleibt;
erst wenn die Divergenzgrade hoher als die perturbativen wiirden, wire der Rahmen einer
im iiblichen Sinne renormierbaren Theorie verlassen. Es erscheint lediglich als physikalisch
sinnvoll, die Reproduzierbarkeit der perturbativen Divergenz zu fordern, da hierdurch die
Nihe zur Stérungstheorie auf einfache Weise gewahrt bleibt!2.

12In [Kuh 97] werden die auftretenden perturbativen Divergenzen, welche nicht den stérungstheoretischen
Koeflizienten aufweisen, als Defektterme bezeichnet und als solche zum Verschwinden gebracht. Dieses
entspricht der Forderung nach Reproduzierbarkeit der perturbativen Divergenz.
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2.4.5 Das Selbstkonsistenz-Gleichungssytem

Wie bereits in Kapitel (2.4.2) erortert wird aufgrund der Selbstkonsistenzforderung das
unendliche und hierarchische DS-Gleichungssystem entkoppelt, wodurch ein endliches SK-
Gleichungssystem, beschrinkt auf die sieben Basisvertices, definiert wird. Dieses algebrai-
sche Gleichungssystem fiir die Vertexparameter der Zwei- und Drei-Punkt-Vertices und
des Vier-Gluonen-Vertex wird in [Sti 97] fiir » = 1 und in Landau-Eichung angegeben und
ausfiihrlich diskutiert!3. Dieses Gleichungssystem besteht aus drei SK-Gleichungen fiir die
gluonischen Parameter wu;,us, us'*

W = =iy (2.68)
1 1
up = % Eul - %ml + ng — 2Ng (w3 + (w1 + wa)2z1 + 22 — 523)} ) (2.69)
175 1 1
usg = ,8_ |:§’IL2(3:171 — §$3) + 9U1:173 — 9334 — 2NF (23(103 + 5712) + (’w2 — wl)z4 + Z5)]
0
(2.70)

und aus fiinf Gleichungen

1 [ n 15 n 1 (1 9 n )
rn = —|—-z — —(-z1290 — 92124 + 232
1 % 2Tt 1678 us \4 172 1Z4 3T4
2 1 1
+—-Np (23 + —Ty23 — —2124)i| R (2.71)
3 us ws
_1[22+1(1 92 15 +5 )
o = ,30 3:1,'3 w3 21‘21}4 Ty 2 T1Ts 41‘31}5
+2N (5+ = ! )] (2.72)
— z —r5z3 — —2 .
172 1 37 3
= —|= —( - — — -7
T3 ,30 |:3$3 + w3 ( 4 T1T4 + 21:3334) 1(C)
2 1 1
+=Np (z3 + —T423 — —2124)} , (2.73)
3 ug w3
1[ 9 +15 +1( 31 5 +5 ) Z4(0)
rn = —|—-z — — | — —x129 — 2121 —zox3) —
1 30 21T 178 s g D12 T T1T4 S T2Ts 1
2 1 1
+3 F(Z3 + —T223 — —2124)} , (2.74)
3 us ws
173 1 1 5 15 5
Ty = o [§m§ u_3( - g%t - Zmz + 5 T125 + Zm3m5) — Z5(¢)
PN (B4 ~23)] (2.75)
3 VF Z3 u3$52’3 w324 ) .
(2.76)

13Details zu den Gleichungssystemen der gluonischen Zwei- und Drei-Punkt-Vertizes befinden sich in
[Dri 97] und mit Einbeziehung des Vier-Gluonen-Vertex in[Dri 98]. Der gesamte fermionische Sektor wird
in [Kuh 97] abgehandelt.

'*In dieser Notation wird der Index r = 1 nicht mitgefiihrt
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fiir die Vertexparameter des Drei-Gluon-Vertex 1, o, ..., 5. Dabei werden mit Z1, Zo zwei
Kombinationen aus dem Satz der Vertexkoeffizienten des Vier-Gluonen-Vertex bezeichnet
der nur schwach an das iibrige Gleichungssystem koppelt. Die fermionischen SK-Gleichun-
gen fiir die Selbstenergie- und Vertexparameter wi,ws, w3 und 2z, 29, ..., 25 lauten:

wo = w'2 , (277)
1
w, = —[4w1—4z1} ; (2.78)
Bo
1
wy = —|:4’w121—4:22j| ) (279)
Bo
179 91 1 /15 5 2 1
- -2, _Z2- (e 2 2 “Np— 2.80
21 Be _47:1 1w 2122 s ( 9 x1 4173)24 + 3 Fu3Z3Z4] ) ( )
179 91 , 1,15 5 2 1
- |2, _Z-2_ - (2, _° Np— 2.81
2 ,80 _4Z1 4’LU3Z U3( 2 7 4$3)Z5 + 3 FU3 2325] ’ ( )
179 91
= |2, _Z 2.82
k31 5 l17 4u3x124] : (2.82)
179 91
_ - \Z.._Z 2.83
3 5, 1173 4u3x423] : (2.83)
179 91
N s _ 2= ) 2.84
a = o |gma - g (2.84)

Das nicht-lineare Gleichungssystem (2.68-2.84) verfiigt iiber auergew6hnliche Eigenschaf-
ten, von denen eine an dieser Stelle erwdhnt werden sollte, da von dieser Eigenschaft bei
der Auswertung der Gleichungen (Kapitel 5) Gebrauch gemacht wird. Man erkennt, daf§
das Gleichungssystem skalierbar ist: Prinzipiell kann jeder von Null verschiedene Vertex-
parameter aus dem Gleichungssystem entfernt werden, wenn man die anderen Parameter
und die Massenskala A durch geeignete Potenzen dieses Parameters teilt. Die Ursache fiir
diese Skalierungsfreiheit, die fiir nichtlineare Gleichungssysteme nicht trivial ist, liegt in
der Schemaunabhingigkeit des SK-Mechanismus fiir die nullte Ordnung begriindet [Sti
97]. Als Skalierungsparameter wird der Drei-Gluonen-Vertexparameter z; vorgeschlagen.
Der Grund dafiir ist, dafl 1 = 0 in die perturbative Losung fithrt: alle Parameter ver-
schwinden fiir ; = 0. Somit wird die Wahl des Lésungsraumes durch Verwendung von z;
als Skalierungsparameter nicht eingeschriinkt. Die Skalierung A = ;A fithrt mit positiven

1 auf:
- Ui - U2 u3
Uy = —, 2= T 3= 9>
T1 1 7
~ ~ T2 ~ T3 ~ T4 5
Ty =1, T2 = 5, T3 = —5 T4= 5, T5= 3,
Ty T1 Ty 3
= L1 5 2
Zy=—, Zy=—3,



40 Die systematisch erweiterte Stérungstheorie der QCD

w1 - w3

w2
y W3 = )
VTl (al
- 21 - 22 - z3 - 24 _ z5
21 =—y, R =—y Z3=—, 24— e 25 = —. (2.85)
1 r1 1 VZ1 1
Das reskalierte System, bestehend aus 14 Bedingungen fiir 15 Parameter und Zi, Z, als
auBenstehende Parametersitze, hat zwei verschiedene Parametersitze zur Losung: man

kann iiberpriifen, dafl wenn
{iir, i, g, 01, 0, 3, B, o B, 1, 22, B, s B | (2.86)
eine Losung des Gleichungssystem ist, so ist auch mit den gleichen Z; und Z,
{iir, 05, 5y, — o, —bs, s, B2, 5, 21, B2, 3, —Fa, s | (2.87)

eine Losung. Den Parametersatz (2.87) bezeichnet man als gespiegelte Lésung. Nach einer
ausfiithrlichen Diskussion der méglichen Losungen des Gleichungssystems in [Sti 97] wird
ein Parametersatz fiir Np = 2 masselose Fermionen und » = 1 angegeben:

U] U9 U3 T To T3 Ty Ts
-0.3604  -0.4884 +0.1299 | +1.0000 -8.7433 -8.9088 -3.2607 -6.2711
Wy wa w3 z1 ) zZ3 Z4 25
+0.6749 +0.6749 +0.1202 | -0.9561 -0.9356 -0.4282 +0.4094 +0.2242

Tabelle 2.1: Typische Losungen fiir Np = 2

Auf einige Werte dieser Tabelle wird bei der Auswertung der SK-Gleichung fiir den Quark-
Photon-Vertex zuriickgegriffen. Es mufl an dieser Stelle aber darauf hingewiesen werden,
dafB alle Vertexparameter in Landau-Eichung der QCD bestimmt sind. Eine Auswertung
der SK-Gleichungen des Quark-Photon-Vertex gestiitzt auf Tabelle (2.1) kann daher nur
in Landau-Eichung erfolgen (siehe Kapitel 5).



Kapitel 3
Die Propagatoren

Auf dem Ein-Schleifen-Niveau beschranken sich die photonischen Beitréige zu den Propaga-
tor-Dyson-Schwinger-Gleichungen auf den inversen Photon-Propagator und den inversen
Fermion-Propagator. Von beiden Propagatoren besitzt nur der inverse Fermion-Propagator
einen Beitrag in nullter Ordnung der elektromagnetischen und starken Kopplung und ist
daher hauptsichlich Gegenstand dieses Kapitels. Dieser ist bereits im Rahmen der er-
weiterten Stérungstheorie in [Kuh 97] in Landau-Eichung der QCD behandelt worden.
Da in dieser Arbeit alle Rechnungen in beliebiger Eichung durchgefiihrt werden, ist ei-
ne erweiterte Berechnung des inversen Fermion-Propagators notwendig. Im ersten Ab-
schnitt wird die DS-Gleichung des inversen Fermion-Propagators auf die nullte Ordnung
der elektromagnetischen Kopplung reduziert, und sein DS-Funktional in ein transversal-
und longitudinal-projiziertes Schleifenintegral aufgeteilt. Die folgenden beiden Abschnit-
te befassen sich mit der Integration beider Schleifen, wobei die longitudinal-projizierte
Schleife einen in [Kuh 97] nicht formulierten Beitrag zu den SK-Gleichungen liefert. Im
Anschluf an die Formulierung der SK-Gleichungen auf der niedrigsten Stufe der ratio-
nalen Approximation folgen eine kurze Diskussion seiner exakten DS-Gleichung und die
Darstellung des inversen Photon-Propagators.

3.1 Die genidherte Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den in-
versen Fermion-Propagator

Die Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den inversen Fermion-Propagator unter Einbeziehung
des photonischen Sektors ist in Anhang B.2 berechnet. In graphischer Notation lautet sie:

q—p
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+(ep5)?

q

Die Betrachtungen in dieser Arbeit beschrinken sich auf die niedrigste Ordnung der elek-
tromagnetischen Kopplung ey. Der photonische Beitrag zum inversen Fermion-Propagator
ist immer mindestens von der Ordnung e?c, so daf} der Beitrag der Quark-Photon-Schleife
im Vergleich zu der stark wechselwirkenden Quark-Gluon-Schleife verschwindend gering
ist. Daher wird die Fermion-Photon-Schleife in den folgenden Rechnungen vernachldssigt.
Mit Hilfe der erweiterten Feynman-Regeln erhélt man die analytische Form der Dyson-
Schwinger-Gleichung in nullter Ordnung der elektromagnetischen Kopplung:

P&’li—i]w)— ;%e”(m +0(¢?)

B qu S AT (o 0 o DI ((g — )2
= “(gov§)’ 271')D ()T o7y (=200 — p) ((g—p)%)

Z]NQ > [ dPq 0] ¢\ [0l r,0] 5
=4 N, (90’/0) om)D (¢ = p)S" N g5y, (=0, 0,0 —p) Dy ((q — p)7)

gNe L ey / i L1 (g — p)SrO(@ Pl (—g,p,q — p)DI((q - p)?)
2N, 0 (2m)D FRvp\ Db L :

(3.1)

+4

Die beiden Schleifenintegrale mit transversalem bzw. longitudinalem Gluon werden im
folgenden getrennt berechnet. Diese Berechnungen werden bewufit mit allen algebraischen
Details vorgefiihrt, um eine wesentliche technische Eigenschaft der erweiterten Stérungs-
theorie zu demonstrieren: Obwohl sdmtliche Elemente der Integranden von (3.1) die stark
nicht-perturbative A-Skala enthalten und damit nicht durch Potenzreihen in g2 darstell-
bar sind, kénnen die etablierten Techniken der Schleifenberechnung, die oft irrefithrend
als “perturbative” Techniken bezeichnet werden, tatsdchlich aber nur von der rationalen

Impulsstruktur der Integranden abhdngen, nach wie vor im vollen Umfang angewendet
werden.

3.2 Die transversal-projizierte Fermion-Gluon-Schleife

Zu berechnen ist folgendes Diagramm:

(9015)
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N2_1 dD T 14 T
= 7 =5~ (gov)” / Ltm (g - p)S™ NI (—q,p,0 - p)DF (g~ p)?)

(2m)
_aiNe-1 d”q (g —p)*6" — (¢ —p)*(¢ — p)”
=N, (gOUO)Q/ (2m)P (q—p)?
L+ r2a) A, hhp—-a®) 1
L (6 + e 4 + ) T + o2 T =9+ ured?) [+ )

T

I1((g — p)* + ur2sA?)
{ =1 : (3.2)

ﬁl((q - p)2 + ur,s+A2)((q - p)2 + ur,s_A2)

3
H-
—

Die iiberfliissigen Vertexpole werden herausgekiirzt und die matrixwertigen Nennerpro-
dukte werden durch Erweitern (siehe Anhang C) skalar gemacht, um eine Anwendung der
Feynman-Parametrisierung zu erméglichen:

i Ve — ] dPq (q—p)*8" — (q—p)*(q—p)”
nh) = 5y (QOV‘))Z/(%)D (¢ —p)?

1

-

T1(d + o )(d i)

Nyoy, (@0, (0 — 0)%) 1
:li((q — )2+ ur o A2)((q — p)? + s A2) slill(q/ + Kr.2s)
_ i Ng}\;c 1(901/8)2/ (;i:)qD{(q —p)26””(;£qp;2p)“(q —p)”
ﬁ(d — firs)(d — Frs-)
:1%:(612 +r2,)(q +K2,)
: Ny oy, (&85 (0 — 0)°) } 1 59

S

sli[l((q D) 4 ngs A2)(q — p)? +ups_A2) 1L Fr2s)

Die skalaren Nennerstrukturen kénnen mit der Methode der Feynman-Parametrisierung
zusammengefafit werden (vergleiche dazu Anhang D.1.1). Damit folgt:

ijNe —1 ¢ d®q (¢ —p)*8" — (¢ —p)"(a - p)
Il(l/) = & 2N, ’Y”/dFl(QOVO)2/(2ﬂ_)qD : Z[)(q_pz)Zq_l_RI;]ZTZS P

2
T1(d ~ Frae)(d — i (zm S5 nramentian(@)”
s=1 m=0n=0 [=0
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a- p)szL%nlv”(y>’) . (3.4)
H (Z/ + "‘r.23)

s=1
Fiir die SK-Gleichungen werden ausschliefflich die divergenten Anteile des Integrals bendtigt
und daher im folgenden schrittweise isoliert. Allgemein heifit ein Impulsintegral divergent,
wenn in D = 4 — 2¢ Dimensionen beziiglich des Integrationsimpulses q die Divergenzbe-
dingung

Zahlergrad > Nennergrad — 4 (3.5)

erfiillt ist. Ein Abzdhlen der Zihler- und Nenner- Impulspotenzen von I (p) liefert, dafl
die Divergenzbedingung (3.5) nur fiir

n=r Am=r V n=r—1Am=r (3.6)

erfiillt ist. Die divergenten Anteile des Integrals I (p) sind auf die folgende Z&hlerstruktur
eingeschrankt:

ne) - oLy / dFl(govS)2/ (qu e A

2N, 2m)D [(q — p2)? + R%]2r+3
1 ~ ) (d — rs) ((4)%"@ —pr Yl )
s=1 1=0
+H@) Y (g - )Y C,E”],H,.,.”(z/)’) # + KONV .
=0 1;[1(1?/ + ﬁr,2s)

(3.7)

Da das Integral I1(p) maximal linear divergiert, kénnen Divergenzen nur mit den hochsten
beiden Potenzen des Zéhlerproduktes entstehen. Diese sind in Anhang C berechnet. Damit
wird das Z&hlerpolynom ausmultipliziert und anschliefend nach den divergenten Beitrigen
sortiert. Die divergenten Anteile verbleiben in folgender Struktur:

_ oy N 1 ez 47 (a—=p)*" —(a—p)"(g —p)"
n = (0N [aR? [ Gt

) N g - Y @)

=0
T'_H
2 r
0D s e ) (@) (0 =) YO )
s=1 =0
# + KONV .
[1(# + kra2s)

s=1

(3.8)
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Um den Nenner auf die Form [¢? + R?}® der Standardformel der Impulsintegration (sie-
he dazu Anhang D.2) zu bringen, wird der Integrationsimpuls transformiert: ¢ — g + 2p
(lineare Verschiebung des Integrationsimpulses). Anschlieend wird der Zahler ausmulti-
pliziert, und die divergenten Anteile werden erneut isoliert. Dabei sind die Entwicklungen
der Z&hlerfaktoren bis zur zweitfithrenden Ordnung in ¢ ausreichend (vergleiche Anhang
C). Als Resultat erhilt man rein logarithmisch divergente Integrale!:

O B
{
.

L(y) = (=1 . 2m)D [¢2 + R3]?r+3
(a6 — ") ((4r= = 2r)a" 2y"¢ 7" ap + 24"y )

(2(z —1)6"qp —2(z — 1)q“Q”) q‘“’v“dv”] Z Ao,

=0

41'+2 r— l+1
- ZA l-l—lrr llp/

r+1
1
S T S
[T (7 + rr,2s)

s=1

+KONV . (3.9)

Mit Hilfe der Algebra der y-Matrizen? (Anhang C) kénnen die matrixwertigen Zhler-
potenzen zu Impulsquadraten zusammengefafit werden. Eine anschlielende symmetrische
Integration (vergleiche Anhang D.2) fiihrt auf:

N2 9 qu q41'+2 D—1
— 5 €
) = et [anws? [ T wps (o)

{p/ (4 +2r —4rz— (D + 2)2) Z AT lC’ lrrlp/l

=0

+DZAT l+1C —Il+1rr— llyl

P41
2
1
-D Z(HT,H + s ) Z A" 'C il }—
s=1 =0 H (If + ﬁr,Qs)
s=1
+KONV . (3.10)

Alle divergenten Anteile von I; werden also von zwei Typen logarithmisch divergenter
Schleifenintegrale erzeugt, die sich nur durch ihre Feynman-Parameterintegrale unterschei-
den:

o2 dPq gir+2
Lia= /dFl(goVo) /(ZW)D [ + B2 P8 (3.11)

'Der linear divergente Anteil des Integrals ist bereits durch symmetrische Integration zum Verschwinden
gebracht worden und wird daher nicht aufgefiihrt.
*Im folgenden wird die Kurzbezeichnung y-Algebra verwendet
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( )2 qu q4r+2 ( )
IIA = /dF]_Z ggl/g / 3.12
0 (2m)D [q2 + R2]2r+3

Nach Ausfithren der Feynman-Parameterintegrale (berechnet sind diese in Anhang D.1.1)

und anschlieender Impulsintegration mittels der Standardformel (vergleiche Anhang D)
ergibt sich in D = 4 — 2¢ Dimensionen:

N2 -1 g2 1/A\ 2
— iji'c o — (= _ r—1+1 (] l
Il(l/) d 2Nc (47‘(’)2 c (VO) (D 1)[§A C —Il+1rr— ll#
r+1 r ]1
- Z(ﬁr,s-i— + "Gr,s—) A" lC lrrlp( } -
s=1 1=0 H (7 + Kr2s)
s=1
+KONV
2 2 9
_ 5ich_1 9021(5) 2&@/)#
2Nc (47‘() g\ H (Z/ + Koy 2s)
s=1 ’
+KONV . (3.13)

Abschlieflend wird gezeigt, da§ es sich bei den berechneten Divergenzen (3.13) um nicht-
perturbative Divergenzen handelt, die also im perturbativen Limes A — 0 verschwinden.

Dazu wird der Vietasche Wurzelsatz in der Form
el
2

Z(KIT,H» + K/r,sf) = Kp1 + Z Kr 2s
s=1 s=1
verwendet, um die komplexen Skalen auf die reellen umzurechnen:
r+1
fl(lj) = (D - 1) [ZAT l+1C —l+1rr— lllf Z Kj" s T Krs— )ZAT lC lrrlyj|
=0 =0
r
= (D - 1) Z [Ar l+101[' ]l+1rr u-— /‘érl + ZK'T 2s Ar lCT lrrli|p(l

=0

= (D= 1)[ACT, = (kr1 + D Kr2s) Compe |77 + O(A)
s=1

r
= —(D—DA(wri + Y wr2s) oyt + O(A)
s=1

= 0O(A) (3.14)
Da (3.13) eine nicht-perturbative Divergenz ist, kann der g%—Mechanismus angewendet und

die dimensionelle Regularisierung fallengelassen werden

2
g5 1 ( A ) —2 1
I(e) = - — - —. 3.15

) (4m)? e\ Bo ( )
In D = 4 euklidischen Dimensionen verbleibt schlieflich als nichtperturbativer, endlicher

Term in nullter Ordnung in g%

T _ 51] N2 3 AT l—I—lc[ 7] l
1(#) = 2N, Z —l+1rr— lly
=0
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s=1

_(wl,l + Z wr,2s) Z ArilJrle[-ﬂlrrlpll] ﬁ—
=0

s=1
+KONV .

(3.16)

Dieser Ausdruck kann im Rahmen des in Kapitel 2 erlauterten Verfahren selbstkonsistent
behandelt werden. Anzumerken ist an dieser Stelle, daf} sich keine Divergenz proportio-
nal zu p ausbildet, die als perturbative Divergenz zu identifizieren ist. Dieses liegt darin
begriindet, daB in D = 4 Dimensionen der Term proportional zu p!*! verschwindet und
damit auch fiir [ = r keine Divergenz iibrig bleibt. Die transversal-projizierte Quark-Gluon-
Schleife ist auch mit den stérungstheoretischen Vertexansiitzen divergenzfrei3. (siehe dazu
auch Kapitel 5).

3.3 Die longitudinal-projizierte Fermion-Gluon-Schleife

Das longitudinale Schleifenintegral lautet in graphischer Notation:

q—p
p p
(905)?
l
q
ZNC2 B ]' € qu v r r.0Olv r
= 09 =5 (90" / ol (@ = ST LR (~a,pa = p)D (0~ p)) -

(3.17)

Zunichst werden die rationalen Approximanten in (3.17) eingesetzt, wobei in diesem Fall
der longitudinale Gluon-Propagator und der longitudinal-projizierte Quark-Gluon-Vertex
verwendet werden. Anschliefend konnen die iiberfliissigen Pole herrausgekiirzt werden.

Ein “Skalarmachen” der matrixwertigen Nennerprodukte (siehe dazu Beispiel in Anhang
C) fiihrt auf:

aNZ—-1, dPq ((g—p*(g—p) « 1
R = @S i)’ | L s e
[1(®+ K75 )@+ K7 5-)

s=1

T ~ et (d — e IWNipy, (o (0~ 0)2) ) - (3.18)
s=1 H (p( + F"’T-QS)

s=1

3Dieser Sachverhalt wird bereits in [Kuh 97] geschildert.
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Der skalare Nenner wird mit dem Verfahren der Feynman-Parametrisierung (vergleiche
dazu Anhang D.1.2) zusammengefaft:

A2 _ D o
B = SN 17"/ o) | G TP
H@ — K s )(d — Krs— < Z A Z Z ONtnt, or (d ~£:1ﬂy(l/)l>
s=1 n=0 1=0
# . (3.19)
31;[1(11 + K/T.ZS)

Im folgenden werden schrittweise die divergenten Anteile von I(p) isoliert. Da die Diver-
genzbedingung (3.5) nur fiir n > 2r — 1 erfiillt ist, bleibt der maximale Divergenzgrad,
analog zu (3.7), linear. Nur die héchsten beiden Zahler-Impulspotenzen der Vertexappro-
ximanten kdnnen eine Divergenz erzeugen:

i N2 R dP o y
L) = 55t [ [ o
T~ ) — ire) [«4) oS AR, ()
s=1 =0
yr=t ”ZA’" l+1cr Lt 11(#)’]#+KONV.
sl;ll(# + K/T,Zs)
(3.20)

Das Integral I»(p) enthélt noch iiberfliissige konvergente Anteile, die in dem Z&hler-
Produkt versteckt sind. Wegen der maximal linearen Divergenz des Integrals kdnnen wie-
der nur die hochsten beiden Potenzen des Z&hler-Produktes Divergenzen erzeugen (An-
hang C). Indem das Z&hlerpolynom ausmultipliziert wird, kénnen die divergenten Anteile
abgespalten werden:

ri1 . N? dPq «a

1 NS — 1 . v
=(-1) = 5]27]\,07"/sz(90'/0)2/ @GP (= po? L R (g —p)*(q —p)
{ r+1 1' ZIZAT‘ l lrl

l 1
+q r+1 r 1 VZAT +1 l+1r 1[(#)

DS (R e
s=1

=0
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— + KONV,
I[1&+ "‘r,23)

s=1
(3.21)

Anschlieflend wird die lineare Transformation ¢ — g + zp durchgefiihrt. Der resultierende
Zahler wird ausmultipliziert und nach fithrenden Impulspotenzen sortiert. Die divergenten
Anteile werden von den beiden héchsten Impulspotenzen erzeugt. Das rein linear diver-
gente Integral kann bereits mit Hilfe der symmetrischen Integration zum Verschwinden
gebracht werden. Fiir die divergenten Anteile folgt:

N2 -1 2 dPq a
I = 9 dF: N
#) s [ 1) [ G

{ [2rzq2’"‘2qpq/ ¢’q¢v" + 24" qpd

+(z — 1)2p” qz’"q/q/v]ZA” ol

2r+2 r— l+1
ZA l+1r llp(

r41
2
1
Y (Ko + Fipe) Z AT gt }—
s=1 =0 H (1/ + ’ﬁr,23)
s=1
+KONV . (3.22)

Mit Hilfe der Algebra der Dirac-Matrizen lassen sich die matrixwertigen Impulspotenzen
(soweit wie moglich) zu Impulsquadraten zusammenfassen. Anschlieflend fithrt die sym-
metrische Integration (siehe Anhang D.2) auf:

N2 1 5 qu q27‘+2 1
I = 4§ dF: N —
(#) s [ 1By [ G

{;/(21) (2r + D +2) )ZA”’ it

+D Z Ar7l+10[ }l—l—lr llp(l

=0
r+1
2

.. 1
) 3
s=1 1=0 H (]f + Kfr,2s)

s=1
+KONV . (3.23)

Die divergenten Anteile von Iy sind auf zwei logarithmisch divergente Schleifenintegrale
zuriickgefiihrt, die sich durch ihre Parameterintegrale unterscheiden. Im einzelnen lauten
diese:
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( 8)2 qu q27‘+2 ( )
Iry = /dF2 goV, / R 3.24
0 (27T)D (¢ + R%]r+3
dD 2r+2
_ £\2 q q
Irg = /szZ(gOUO) / (27T)D [q2 n R%]T‘+3 . (325)

Nachdem die Feynman-Parameterintegrale ausgefiihrt sind (Die Berechnung ist in Anhang
D.1.2 durchgefiihrt) kann die Standardformel der Impulsintegration angewendet werden.
In D = 4 — 2¢ Dimensionen und beliebigem r ergibt sich schlielich:

N2 —1 g2 1/A\—2
L) = == Ao (2) a

2N, (4m)2 e\
1 /2D(r +3) —2(2r + D +2)
{B( r+3 )ZAT lCr rﬂ/lﬂ"‘ZAr l+1C —l41r— 1ﬂfl
1=0
r+1
r - 1
- Z('ir,er + Kps—) Z Ar_loiﬂlrll?/l}r— + KONV
s=1 = Hl(y _'_ /ﬁr’23)
s=
2 2 —2
™
c 0 [T+ kr2s)

s=1

Die gesamte Divergenz ist proportional zum Eichfixierungsparameter a. Abschlieflend folgt
die Klassifikation der Divergenz im perturbativen Limes A — 0:

R 1 /2D(r+3) —2(2r + D +2)\ w— ,, 1~ 1A
L (p/) - 5 ( r+3 ) Z A loyjlrlplprl + Z A l+107[‘7jl+1r—1lp/l
=0 =0

r+1
2

3 st + e ) SN ]
s=1

=0

1 /2D(r+3)—2(2r+D+2) G 141
- 5( r+3 )ZAT it

2
+Z |:A7' l+1Cr I+1r—11 (nral_'_zﬁ'r:%)Ar lCr lrl:|I$l
s=1

1 (2D(r+3) —2(2r + D +2)

)EELH — (1na + 3w JACELS + O(A)
s=1

D r+3
1 /2D(r+3)—2(2r + D+ 2)\ A1 i1
- 5l r+3 )Chr# ™!+ 0) (520

Die Entwicklung von I5(p) nach der niedrigsten A-Potenz (3.27) zeigt, da8 die divergenten
Anteile von I»(p) eine Divergenz beinhalten die nach den Ausfithrungen in Kapitel 2
als perturbative Divergenz identifiziert werden kann. Diese wird im folgenden aus der
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Darstellung (3.27) herausgearbeitet. Dazu wird die Impulspotenz p™+! in (3.27) in die
Form des Nennerproduktes entwickelt

r+1 r
I$r+1 = H(Iﬁ + Kr2s) — P Z Kr2s + O(A2)
s:1‘+1 s=1
=@+ sr2s) + O(A) . (3.28)
s=1

Anschlielend werden Zéhler- und Nennermatrizen gegeneinander matrizwertig gekiirzt, d.h
sie werden miteinander multipliziert, so da8 p~1p = 1 ergibt. Als Rest verbleibt ein Term
von nullter Ordnung in A. Das Integral iiber diesen Rest bildet also eine %—Divergenz aus:

1
Z . 3.29
(4m)2 e (3:29)
In D =4 Dimensionen lautet die berechnete perturbative Divergenz mité'(g:]r =1

N2 -1 1 N?-1 g
N ) Lo = =5 (490) oap + O(A) (330)

™ ™

¢ H (P + Kr2s) ¢

s=1

Die perturbative Divergenz ist direkt proportional zu p und zu «. Der Ausdruck (3.30)
ist mit der stérungstheoretischen Divergenz der Schleife zu vergleichen. Eine Auswertung
der Gleichungen befindet sich in Kapitel 5. Die Selbstkonsistenz-Gleichungen werden im
folgenden Abschnitt auf Basis der nichtperturbativen Divergenzen, das sind die Terme der
Ordnung A, A?,..., bestimmt.

3.4 Aufstellen der Selbstkonsistenzgleichungen in » =1

Mit Hilfe der Integrale I1(p) und I2(p) werden in diesem Abschnitt die Selbstkonsistenzglei-
chungen (SK-Gleichungen) fiir den inversen Fermion-Propagator in beliebiger Eichung der
QCD aufgestellt. Ausgangspunkt ist die DS-Gleichung des inversen Fermion-Propagators
in der gendherten Form mit Ny masselosen Fermionen:

+ K25

~p — Kot — Z/zs“ = P+ L)+ L) . (3.31)

Wie in Kapitel 2 erortert, sind nur die nicht-perturbativen Terme selbstkonsistent behan-
delbar. In » = 1 lauten diese

- —-11 1
I, = 3A 2N 3 {[C{l}m_(w1,1+w1,2)C([)1}1JI$

1

+A[C£1]00 (w11 + w1,2)01[11]10} }m )

(3.32)
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- N2—-11 (rsn ~1 ~r1
I, = O‘ATNC%{ [Ch}o + C’LJ}1 — (w11 + w1,2)0(gl}1]¢

+A[C~'§)]o — (w1 + wl,z)éﬁ]o} } (3-33)

1
(P+ k1)
wobei mit I;(p) die rein nichtperturbativen Divergenzen des i-ten Integrals in r = 1 be-
zeichnet sind.

Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren zum Aufstellen der SK-Gleichungen besteht
darin, die Dyson-Schwinger-Gleichungen in ihre matrixwertigen Komponenten zu zerlegen
und die Koeffizienten mit gleicher Matrixstruktur zu vergleichen. Dieser Koeffizientenver-
gleich bildet die SK-Gleichungen der zugrundeliegenden dynamischen Gleichung. Dieses
Verfahren wird im folgenden auf der niedrigsten Stufe der rationalen Approximation an-
gewendet. Zunédchst wird (3.31) mit p + k1 » multipliziert, so daf} eine matrixwertige Glei-
chung mit skalarem Nenner resultiert (Nenner = 1). Danach wird diese Gleichung nach
ihren beiden Matrixstrukturen p und 1 geordnet. Mit 5%,3 = w1,3A2 und k1,1 = wi A
folgt schlieflich:
N2-11

—’LU1’1A]$ — ’LU1’1’LU1’2A2 — w1,3A2 = 2Nc %{3/&2 |:C2[11]00 — (’LU1,1 + w1,2)01[11]10]

+ah? [é%]o — (w1 + wl,z)éﬁ}o}

+3A [01[11]01 — (w11 + w1,2)0([111}11}15
+al [C’PI}O + C"'E]}l — (w11 + w1,2)é£11}1]16} .
(3.34)

Gleichung (3.34) ist nur erfiillt, wenn die Koeffizienten gleicher Matrixstruktur die Glei-
chung erfiillen. Aus dem Koeflizientenvergleich resultieren also zwei Gleichungen, die si-
multan erfiillt sein miissen. Mit den Symmetrieeigenschaften der Vertexkoeffizienten

Cott = Coins - Gy =Gk (3.35)
sowie mit
Coe =Coh =1 (3.36)

resultieren folgende Selbstkonsistenz-Gleichungen:
SK-1: (Terme proportional zu p)

N2-11 1]
—’LUl,lA = 2Nc %A{?)(Cuw — ’LU1’1 - w1,2)
+a(2é{11}0 — w11 — ’wl’z) } (3.37)

SK-2: (Terme proportional zu 1)
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N2-11 1 1
—(wi1wy,2 + w1,3)A2 = TM%A2{3(C2[1]00 — (wy,1 + w1,2)01[1]0)
ta (5'2[})]0 — (w1 + wl,z)éﬁ]o) } (3-38)

Beide SK-Gleichungen sind lineare Gleichungen in den Koeflizienten des transversal und
longitudinal-projizierten Quark-Gluon-Vertex, was bereits an der Struktur der DS-Gleich-
ung abgelesen werden kann. Der Eichfixierungsparameter geht ebenfalls linear in beide
Gleichungen ein. In Landau-Eichung o = 0 kénnen die Resultate aus [Kuh 97] fiir ver-
schwindende Strommassen reproduziert werden. Die bemerkenswerte Neuerung in (3.37)
und (3.38) gegeniiber den in [Kuh 97] formulierten SK-Gleichungen ist ihre Abhdingig-
keit vom Eichfizierungsparameter. Die Vertexkoeffizienten in (3.37) und (3.38) sind keine
konstanten Gréflen mehr, sondern sind Funktionen von a. Da die Abhéingigkeit der Koeffi-
zienten vom Eichparameter in den fritheren Arbeiten (vergleiche z.B. [Kuh 97, Dri 97, Reu
89]) nicht erfait worden ist, verfiigen (3.37) und (3.38) ausschlieBlich {iber unbestimmte
GroBen. Anzumerken bleibt, dafl aufgrund der vollzogenen Reduktion der DS-Gleichung
auf die nullte Ordnung der elektromagnetischen Kopplung keine Abhéngigkeiten von den
“photonischen” Vertexparametern in (3.37) und (3.38) auftreten.

Zum Abschluf} dieses Kapitels wird die exakte DS-Gleichung, also mit Beriicksichtigung
der Quark-Photon-Schleife in besonderer Stufe der rationalen Approximation (r = 0),
diskutiert und es folgen einige Bemerkungen zum inversen Photon-Propagator.

3.5 Die exakte Dyson-Schwinger-Gleichung in » =0

Bei der Behandlung der exakten Dyson-Schwinger-Gleichung st68t man bereits nach kurzer
Rechnung auf ein Problem, auf das an dieser Stelle aufmerksam gemacht werden soll. Dazu
wird die exakte DS-Gleichung fiir den inversen Fermion-Propagator mit Ny masselosen
Fermionen und sehr stark vereinfachten Approximanten (r = 0) betrachtet [Kuh 97]:
Fermion-Propagator: S[00(¢) = ﬁ mit kK = wA

Gluon-Propagator: DI0.0] (¢®) = t’“’(q)m + l’“’(%
Photon-Propagator: A:0(¢?) = t“”(q)q% + l‘“’q%
Vertices: T00» = 4¥

Damit kann die DS-Gleichung berechnet werden:

N2 -1 dPq 1 1
o O 2 2 - _ c " 82/ M (g — v
¥ rt0lge) 7w, M) | et P e e
N2 -1 dPq 1 el
c " £\2 M (g — v
w7 (90v5) /(27)1) (g p)d+n7 TEE
dPq 1 1
u ~£\2 tl“/ — 4
et [ Gt =D Ty
dPq 1 3

+7“(ef173)2/(%)Dl"”(q—p)‘Hmv”(q_p)2
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(3.39)

Nach der Feynman-Parametrisierung der Nennerstrukturen folgt mit den Parameterinte-
gralen [dFz = fdﬁ'z = %:

r0lte) = Nt [artng /(gfﬁj[zfmr
q
{y%(g(D2+D—2)—4D+4)+(D—1)I€}
_N;zN_cl dF(gov§)? / (j:)%) E iq;r{y(z - %(1 - %) +n}

dD 2
/dF(efl/o) /(27T)qD [qQ—zRQF
{#5(§(D2+D_2) 4D+4) (D—l)n}

[y [ 28 éqir{y(z_gu_g))ﬂ}

[q2 1 R

(3.40)

An dieser Stelle wird das Problem deutlich:

Betrachtet man zunéchst nur die gluonischen Impulsintegrale, so fithrt der giz—Mechanismus
bei Divergenzen mit nicht-perturbativem Charakter auf die Ausbildung des Faktors % und
bei den perturbativen Divergenzen folgt die Divergenzstruktur der storungstheoretischen
Divergenz. In gleicher Weise folgt die stérungstheoretische Divergenz bei den photonischen
Impulsintegralen mit perturbativem Charakter. Dagegen sind aber die photonischen Im-
pulsintegrale mit nicht-perturbativer Divergenz nicht ohne weiteres in der Lage, einen
endlichen Faktor zu produzieren: Der g%—Mechanismus kann nicht angewendet werden.
Es gibt prinzipiell zwei Moglichkeiten dieses Problem zu l6sen: Die erste M6glichkeit be-
steht darin, diese Terme als reine e?-Korrekturen aufzufassen und sie im SK-Problem
nicht zu beriicksichtigen. So ist bei den Schleifenberechnungen in den vorangegangenden
Kapiteln verfahren worden. Die zweite Moglichkeit ist die, diese Terme mit (gor§)? zu
e
govg
zwar selbstkonsistent behandelbar, liefern aber auch nur sehr minimale Beitréige. Es ergibt

erweitern, so dafl man Terme proportional zu ( )2%0 erhilt. Dann sind diese Terme
sich also eine Frage der Interpretation dieser Terme, die an dieser Stelle nicht beantwortet
werden kann. Man kann aber zumindest sehen, daB, gleichgiiltig fiir welche Moglichkeit
man sich entscheidet, diese Terme nur sehr kleine Beitrage liefern und es daher gerecht-
fertigt ist, diese Integrale vollstdndig zu vernachlissigen. Dieses zeigt folgendes Beispiel:
Um die Terme unmittelbar vergleichbar zu machen, werden die Integrale auf (%) /3%

gesetzt, so dafl anschlielend D = 4 gesetzt werden kann. In vollstdndiger Landau-Eichung
(o = & = 0) verschwinden die Beitrige proportional zu g und es folgt sofort:

N2-11 3K(efﬂg)2 1 (3.41)

-y —Kk=—-p -3k — - —
v 4 2N. Bo govg/ Bo



3.6 Bemerkungen zum inversen Photon-Propagator 55

Und mit N, = 3 folgt schlieflich:

,30=4+3(ef—”§)2—>4, (3.42)
goly

sofern die festen Skalen v,y von derselben Gréflenordnung sind und ;—g auch im Limes
der Entfernung des Regulators klein bleibt. Wie bereits in [Kuh 97] erwéhnt, liefern zum
einen diese stark vereinfachten Ansitze Ergebnisse der richtigen Grofienordnung (8 = 11—
%N 7 > 0), und zum anderen zeigt dieses kleine Beispiel ganz deutlich, daf} die photonischen
Beitrdge vernachlédssigbar klein sind. Der wesentliche Punkt in diesen Uberlegungen ist,
daB in allen derzeit bekannten analytischen Behandlungen der QED das elektrodynamische
Gegenstiick zur A-Skala niemals nicht-perturbativ behandelt wird, sowohl wegen seiner

el als auch wegen der begrifflich vollig ungeklirten Rolle, die

enormen Grofie von =~ m,
einer derartigen Skala in einer asymptotisch nicht freien Theorie wie der QED zukommt.
Deshalb kénnen sich nirgends (elz)—Faktoren ausbilden, und die “photonischen” Schleifen

behalten stets ihren kleinen Vorfaktor @i ~ L
) 137

3.6 Bemerkungen zum inversen Photon-Propagator

Die Dyson-Schwinger-Gleichung des inversen Photon-Propagators wird in Anhang B be-
rechnet. Seine graphische Notation lautet:

Da die Gleichung im Wesentlichen aus der Quark-Schleife besteht und diese bereits in [Kuh
97] berechnet worden ist, ist eine neue Berechnung dieser Gleichung iiberfliissig. Aulerdem
kann der Darstellung sofort entnommen werden, dafl der Beitrag zum inversen Propagator
quadratisch in der elektromagnetischen Kopplung ey ist. Dariiber hinaus besteht auch ein
beziiglich der starken Kopplung nicht-stérungstheoretischer Ansatz des inversen Propaga-
tors noch immer aus einer Potenzreihe in der elektromagnetischen Kopplung. Daher sind
alle Beitrdge zu moglichen Selbstkonsistenz-Gleichungen immer mindestens von quadra-
tischer Ordnung in der elektromagnetischen Kopplung. Deshalb ist die Behandlung des
inversen Photon-Propagators nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit.



Kapitel 4

Der
Quark-Antiquark-Photon-Vertex

Eine zentrale Stellung nimmt der Quark-Antiquark-Photon-Vertex (kurz: Quark-Photon-
Vertex) in dieser Arbeit ein, dessen DS-Gleichungen in diesem Kapitel auf der Ein-Schleifen-
Né&herung untersucht werden. Ziel ist es in diesem Kapitel, SK-Gleichungen fiir den Quark-
Photon-Vertex zu ermitteln, die ihn in nullter Ordnung der elektromagnetischen Kopp-
lung beschreiben. Eine selbstkonsistente Behandlung des Quark-Photon-Vertex auf Ein-
Schleifen-Niveau ist nur mit den Bethe-Salpeter-resummierten DS-Gleichungen méglich, in
denen der einlaufende nackte Vertex durch den entsprechenden vollen Vertex ersetzt wird.
Nach einer Diskussion der Bethe-Salpeter-resummierten DS-Gleichungen im fermionischen
und photonischen Kanal, wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels eine geeignete Ndherung

auf dem Ein-Schleifen-Niveau angegeben. Es zeigt sich, dafl der Ein-Gluon-Austausch die
IIU‘F‘FF‘_
Amplitude ist. In den beiden folgenden Abschnitten werden die Schleifen-Berechnungen

einzige geeignete Naherung fiir die in der photonischen DS-Gleichung enthaltene

zu dieser Ndherung in beliebiger Eichung durchgefiihrt, so daf} auf die in Kapitel 2.4.3
dargestellte erweiterte Systematik der kompensierenden Pole zuriickgegriffen werden mu8.
Das Kapitel schliefit mit der Angabe der SK-Gleichungen auf der niedrigsten Stufe der
rationalen Approximation.

4.1 Naherung der Bethe-Salpeter-resummierten DS-Gleichung
des Quark-Photon-Vertex

Mit Hilfe des “Filtermechanismus” der Bethe-Salpeter-Resummation (siehe Anhang F)
kann die DS-Gleichung des Quark-Photon-Vertex im photonischen Kanal (siehe Anhang
B) exakt umgeschrieben werden:

p—k

k—
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Dabei enthélt der Kern K, mit Einfiihren der kompensierenden Pole auch beziiglich der
Schattenlinien nur Ein- und Zwei-Teilchen-irreduzible Beitrage. Die elektromagnetische
Kopplung ef ist bereits herausgekiirzt, so daf8 die linke Seite der Gleichung (4.1) mit
der nullten Ordnung in e; beginnt. Es werden im folgenden Beitrige in K, gesucht, die
Terme von nullter Ordnung in ey und g auf der rechten Seite ergeben. Dariiber hinaus
soll (4.1) ausschlieBlich auf dem Ein-Schleifen-Niveau betrachtet werden. Eine Analyse des
Kerns K, (Anhang F) zeigt, da8 unter diesen Bedingungen nur der Ein-Gluon-Austausch
als Ndherung des Kerns in Frage kommt. Da die nachfolgenden Schleifenberechnungen in
beliebiger Eichung durchgefiihrt werden, ist eine Aufteilung der Schleife in eine transversal
und longitudinal-projizierte Gluon-Linie sinnvoll. Mit Beriicksichtigung der Systematik der
kompensierenden Pole (vergleiche Kapitel 2.4.3) resultiert als eine Niaherung der Bethe-
Salpeter-resummierten DS-Gleichung des Quark-Photon-Vertex im photonischen Kanal:

p—k
k— oo
~ — (g075)

b

Es wird darauf hingewiesen, dafl eine Entschirfung der longitudinalen Gluon-Linie auf-

grund der in Kapitel 2.4.3 angefithrten Argumentation entfillt. Die Ndherung (4.2) be-
schreibt den Quark-Photon-Vertex unabhéngig von der elektromagnetischen Kopplung.
Betrachtet man dagegen die dquivalente Formulierung der DS-Gleichung im fermionischen
Kanal (siehe Anhang B)

= + (90v5)? (4.3)

+(gov5)? , (4.4)

so zeigt sich, daB die in ihr auftretende Amplitude T immer mindestens von der

FFAA
Ordnung e?c ist und daher der zweite Graph, im Rahmen dieser Arbeit, vernachlissigbar
kleine Beitrige liefert. Fiihrt man eine Bethe-Salpeter-Resummation der verbleibenden

DS-Gleichung mit anschliefender Ein-Schleifen-Ndherung durch, so kann ebenfalls eine
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von ey unabhéngige Gleichung mit DS-Funktional

gewonnen werden. Diese Schleifenintegrale (gemeint sind das transversal und longitudinal-
projizierte Schleifenintegral) sind identisch mit den Integralen in (4.2), so daf§ die glei-
chen SK-Gleichungen resultieren. Eine Beschreibung des Quark-Photon-Vertex in null-
ter Ordnung der elektromagnetischen Kopplung gelingt im fermionischen Kanal nur mit
744~ Amplitude und fiihrt dariiber hinaus in Ein-Schleifen-Néhe-
rung auf die gleichen Resultate wie (4.2). Damit beschrinken sich die Moglichkeiten

Vernachldssigung der T},

auf ein-Schleifen-Niveau und in nullter Ordnung der elektromagnetischen Kopplung SK-
Gleichungen mit photonischen Vertexparametern zu gewinnen auf nur eine Gleichung. In
dieser Arbeit stiitzen sich die folgenden Betrachtungen auf die Ndherung im photonischen
Kanal. Bei der Auswertung der SK-Gleichungen (Kapitel 5) st68t man daher auf das tibli-
che Problem, dafl wegen der Verkopplung der DS-Gleichungen kein Vertex aus “seiner”
eigenen Einzelgleichung allein vollstdndig bestimmt werden kann.

4.2 Berechnung der Schleifenintegrale der transversal-
projizierten Schleife

Mit Beriicksichtigung der kompensierenden Pole zerfillt das (beziiglich des Gluon-Impuses)
transversal-projizierte Schleifenintegral in acht unterschiedlich modifizierte Schleifeninte-
grale, welche alle (nach Abschnitt 2.4.4) den stérungstheoretischen Divergenzgrad anneh-
men: Sie divergieren maximal logarithmisch. Aufgrund der in Anhang D.3 eingefiihrten
formalen Feynman-Parametrisierung fiir rein logarithmisch divergente Integrale kann die
Berechnung der divergenten Anteile der Schleifenintegrale deutlich vereinfacht werden.
(Wie bereits erwdhnt, konnen nur die divergenten Anteile die DS-Selbstkonsistenz formu-
lieren.)

Mit Hilfe der erweiterten Feynman-Regeln (Kapitel 2.3) und Beachtung der Systematik
kompensierender Pole (Kapitel 2.4) kann die diagrammatische Form der acht Schleifenin-
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tegrale angegeben werden:

(o)’ E G
p
YA
YA YA
+(90v5)? S )’ S
YA YA
+govf)? S (49)
YA

Die divergenten Anteile dieser acht Schleifenintegrale bilden kompliziertere Modifikationen
von zwei Integraltypen, die in dieser Arbeit als Basisintegrale der transversalen Schleife
bezeichnet werden. Sie sind in Anhang D.4 ausfiihrlich berechnet, so daf} es an dieser Stelle
ausreicht, die acht Integrale auf die Basisintegrale zuriickzufiihren. Da in dieser Arbeit
erstmalig Lorentz-Strukturen der Form kT” in Schleifenintegralen mitgefithrt werden, wird
dem Verhalten der berechneten Divergenzen im perturbativen Limes besondere Beachtung
geschenkt. Daher werden nach jeder Schleifenberechnung die niedrigsten Ordnungen der
divergenten Anteile in A fiir r = 1 entwickelt. Diese sind % und A°. Um den Einflufl
der Terme proportional zu kxu auf das Verhalten der Divergenzen im perturbativen Limes

vollstdndig zu erfassen, werden erst im Anschluff an die Analyse der Divergenzen die in
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Kapitel 2 angegebenen Identitdten
1 1 1
Hh]o - HHl - H([Jl]l =0 (4.6)

verwendet. Damit dieses Vorgehen nicht zu Verwirrungen fiihrt, werden die Untersuchun-
gen der Schleifen in Berechnung des Integrals und Analyse der Divergenz aufgeteilt. Die
Untersuchungen der einzelnen Schleifen erfolgt in der durch (4.5) definierten Reihenfolge.
Die Benennung der Impulse ist dem Diagramm der linken Seite von (4.5) angepaft.

Untersuchung der ersten Schleife:

Berechnung des Integrals:

Zu berechnen ist folgendes Diagramm:

(g90v)°

N2 -1 , , 1 . 1
= §W < ef " (k) + 1" (k) T—Iﬂ(p, k) - (4.7)
2Ne ( ) IT (F + Kr2s) IT (b — F + fin2s)

s=1 s=1

Mit Verwendung der Approximanten der erweiterten Feynman-Regeln (siehe Kapitel 2)
erhilt man die analytische Darstellung des ersten Schleifenintegrals:

le (p’ k)

D N[",P]l‘ b —d, 2
— (90V3)2/ (;iﬂ-)th,uU(q) FT'FVTZ(Is ]5 é 2q ) — 1
T T un2ed®) P g =+ ne )

s=1

— NEO (5~ p— g, k)
H (15 - (é + ’ir,23)

s=1

1 1

L= dt )=k =g+ ) IO F i F 2
rﬁg%ZW—k—ﬁﬁ—kﬂ% (4.8)

(q2 + ur’3+A2)(q2 + Ur,sAz)
s=1
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dPq ¢*6H7 — ghq° 1 1
= (g0v5)” ; z
0 / (27T)D q2 H (q2 + Ur,zsAQ) H ((p _ q)2 + K/E,Zs)
s=1 s=1
1 1
slill ((p —q)?+ n?,H) ((p q)? + K, 57) li[ (q2 + u’r,s+A2) (q2 + Ur,szz)
1 1
ﬁ ((p —k—q)*+ K’%,s+) ((p —k—q)2+ n?,,s,) sl;ll ((p —k-9 4w 25)
s=1
{ Z VY Y briaminet b @l 4}
m=0n=0 [=0
[T —d—rrs)B—d—brs ) [0 — 4 — 5r2s { ZA" Z Z5n+z+g 2 (B — )’
s=1 s=1 =0 j=0
(P 4 B ) Gk} TLO K 6 ) 4 s
s=1

10— F = — rrps {ZAJ > Z Z5J+2m ! dr
s=1 =0n'=01'=

k=B (@)L (5~ ;é)”} (4.9)

Ein Abzihlen der hochsten Nenner- und Zahler-Impulspotenzen zeigt, da3 das Integral
maximal logarithmisch divergieren kann. Die Divergenzbedingung (diese ist in Kapitel
3.2 eingefiihrt) ist nur fir m = m' =1 =1 = j = n' = r erfiillt. Wegen der logarith-
mischen Divergenz ist die Methode der formalen Feynman-Parametrisierung ausreichend.
Eine ausfiihrliche Erlduterung zur Integration logarithmisch divergenter Schleifenintegra-
le befindet sich in Anhang D.3. Die auftretenden matrixwertigen Impulspotenzen werden
nach der hochsten ¢-Potenz entwickelt (siehe Anhang C). Es folgt fiir die divergenten
Anteile:

i £)2 d”q gt 2
k) = [dFes) [ 55 S
G g = =2 + B2

(S w el afa(rid w0 )

{,47 ZA’" rolrl, - R }+KONV (4.10)

Um den Nenner auf die Form der Standardformel (Anhang D.2) zu fithren, wird der
Integrationsimpuls linear transformiert: ¢ — ¢ + zp. Die Divergenzen werden durch die
hochste ¢g-Potenz des Zidhler-Polynoms gebildet:

dD 12r

q q
ITl pa ZAT "C, r— nrnrﬁn/dF(goyg)2/ 27)D 6r+4
(2m) [(q — 2p)* + R?




62 Der Quark-Antiquark-Photon-Vertex

! r o o kV’ o
{F(Er}r( 2617 — gt g7y ° + HYL (426" — g )v”ﬂffh }

r
Soartel, - BY +KONV. (4.11)
I'=0
Das Integral in (4.11) besteht aus zwei unterschiedlichen Integraltypen, die beide die Ge-
stalt der Basisintegrale (D.42) und (D.48) aus Anhang D annehmen. Mit diesen Basisinte-
gralen in D = 4 —2e-Dimensionen konnen die divergenten Anteile von I (p, k) angegeben
werden. Insbesondere folgt mit dem Feynman-Parameterintegral [ dF = 1 das Resultat:

Iri(p,k) = ZZAQ’" " l'ﬁ” (16 k)

n=010'=
C,EﬂnWH(E’;LC,E s+ KONV, (4.12)
Die divergenten Anteile werden von der Lorentz-Struktur T[n}] & des Quark-Photon-Vertex

Flr]

erzeugt. Dagegen trégt seine Lorentz-Struktur F,

nicht zur Bildung der Divergenz bei.

Analyse der Divergenzen:

Es werden im folgenden die divergenten Anteile von Iri(p, k) mit der in Kapitel 2.4 ge-
schilderten Methode klassifiziert. Es wird nochmals angemerkt, dal bei der Analyse der
divergenten Anteile nur die niedrigsten beiden Ordnungen in A beriicksichtigt werden. Das
Verfahren wird an dieser Stelle exemplarisch fiir die noch folgenden Rechnungen in r =1
vorgestellt:

Die divergenten Anteile von (4.12) und auch die noch zu berechnenden Divergenzen lassen
sich immer in die Form

ZZAQ’" " "15” (- B K, ) (4.13)

n=1 [

bringen, wobei K["I(n,I') die Struktur der Vertexkoeffizienten bezeichnet und iiber keine
A-Abhiingigkeiten verfiigt. Tn (4.12) ist beispielsweise K{(n,1') = ¢t |\l ol .
In 7 = 1 und mit ¢*' (k) + 1" (k) = 6**' folgt fiir die divergenten Anteile:

2 _
I = 3l )NZN L, {15 imAAkVKM(O’O)Is——kiwl,QA
v 1 1 vl gy L
¢+w12A@ B E0,1) e+ kK (L0 g

R ke L
+¢+w1’2A¢A(¢ WK (1,1)¢_k+w1’2A}. (4.14)

Werden die matrixwertigen Zdhler-Impulse in (4.14) in die Form der Nenner-Impulse um-
geschrieben, d.h.

P = (Pt+wipgh)—wipA (4.15)
und

p—F = (P—F+wigh) —wiph (4.16)
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lassen sich Nenner und Zahler matrixwertig gegeneinander kiirzen'. Im perturbativen Li-
mes A — 0 verbleibt schliefllich:

I(A—=0) = 3H(5)N§]\;c1ef{ﬁ+’::12AK[H(0,1)+%KD](1,O)
1., wi2(2p — k) 1]
5 Gt —F rwan <0
+0(1+LA)} : (4.17)

Neben einem Term, der im perturbativen Limes verschwindet und daher prinzipiell selbst-
konsistent behandelbar ist, werden auch nicht-verschwindende Terme produziert. Drei Bei-
trige in (4.17) geben endliche Resultate, die mit der storungstheoretischen Divergenz zu
vergleichen sind. Dariiber hinaus entwickelt das transversal-projizierte Schleifenintegral
Terme, welche im perturbativen Limes divergieren. Diese Terme werden in Anlehnung an
[Kuh 97] als divergente Defektterme bezeichnet. Sie liefern weder Beitrige zu den SK-
Gleichungen, noch kénnen sie mit der stérungstheoretischen Divergenz verglichen werden.
Dagegen werden Terme die einen endlichen Beitrag liefern konvergente Defektterme ge-
nannt. Sie modifizieren die stérungstheoretische Divergenz.

Mit (4.17) lassen sich die divergenten Anteile von (4.7) im perturbativen Limes angeben:

N2 -1 kv

Iri(p,k) = 3II(e) 9N, efﬁ n w1’2AC£11}10H‘[’11]10511}11
ral(e) el el
+3H(€)%ef %k” “GT w:’:ﬁ;ﬁ__fl o A)] ComiHot Corny
+KONV + O(HLA) . (4.18)

Das transversal-projizierte Schleifenintegral Iy erzeugt Terme der Ordnung %, also Terme,
die im perturbativen Limes divergieren. Es ist fiir den weiteren Verlauf der Betrachtungen
zum Quark-Photon-Vertex von Bedeutung zu erkennen, dafl diese divergenten Defektter-
me in I7i(p, k) ausschlieflich durch Terme des Integranden proportional zu % erzeugt
werden. Diese sind Teil der nicht-perturbativen Approximation des Quark-Photon-Vertex
und daher immer mit einem Faktor H, 7[7’;]]
jektion im ersten Schleifenintegral keine Divergenzen erzeugt, die auf die Lorentz-Struktur

verbunden. Dagegen werden in transversaler Pro-

des Quark-Photon-Vertex der Form Frggfy” zuriickgefithrt werden konnen.

Werden die Identitdten (4.6) in der Darstellung des perturbativen Limes (4.18) verwendet,
so zeigt sich, dafl das transversal-projizierte Schleifenintegral I (p, k) in r = 1 keine Di-
vergenzen fiir A — 0 erzeugt. Es verbleiben auch keine Terme in den divergenten Anteilen,

!Mit der Benennung “matrixwertiges kiirzen” soll, wie schon in Kapitel 3 bemerkt, nur zum Ausdruck
gebracht werden, daf es sich bei den betrachteten Gréfien um Matrizen handelt, die ausmultipliziert die
Einheitsmatrix ergeben: ' = 1.
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die selbstkonsistent behandelt werden konnen.

Analyse der zweiten Schleife:

Berechnung des Integrals:

Im folgenden wird das Diagramm

(9015)

berechnet. Es enthilt einen Schattenpol-Austausch auf der inneren fermionischen Propaga-

tor-Linie. Wegen der in dieser Arbeit gewahlten Vorzeichenkonvention sollte an dieser Stel-

le betont werden, daf dieser Ein-Schattenpol-Graph von dem ersten Diagramm abgezogen

wird. Dieses ist nicht an der graphischen Darstellung des Schleifenintegrals ersichtlich. Mit

der Systematik der kompensierenden Pole aus Kapitel 2.4.3 kann die analytische Form die-

ses Diagramms angegeben werden:

N2 -1 / / 1 . 1
Irs(p, k) = 69~ (t”" (k) + 17 (k)) I, ) (4.19)
¢ 1:[1 (P + Kr2s) 1:[1 (P —F + kr2s)
mit
r 2 -1
R (_K;T ) dD 25ua MO
Ira(p) = 30— (g)? [ T

27)D q2

s=1,s#t
[r,0
Ny, (9 — .4 1 1
r Pl r
2+ T sA2 2 —q+ r,28
T m2eh) [ (g ) = 5 ) L 70 0n20)
1 Ng}gg(_’irﬂtaﬁ - kvq2)

(4.20)

P—F—d+ ko
[1 (q2 + Ur,s+A2)(q2 + ur,sAQ)

s=1
d (—f‘é%,ztﬂ)_l (o 1/5)2/ dPq ¢*6* — qtq° 1
r 0 (2m)P 9 T2 2
=1 [] (“r,2s “r,2t) I1 (¢* + up2sA )
s=1,s#t s=1
1 1
[ 9 9 r+1
— + K ) 2
81;11 ((P q) r,2s Hl ((p _ q)z + "57233+) ((p — q)2 + ,.;g,s_)
sS=

4r r r o r
1 T
e et DL DD D) BUNSMI LU L R Rl
k q) + HT‘,Qt A=0

m=0n=0 [=0
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H(ﬁ — = st ) — ot — Fors—) [T 06— — rr2s)

s=1
Z A" Z Z Snvitgor (B — )"
=0 7=0
(Rl + Hy o) e {6 = 4= )
4r r r r
{ Z A? Z Z Z 05+ 2m! tn/ 41 dr
5=0

m'=0n'=01'=0

/—’H

(—rine)™ (@)™ CLL, ™ (6 — lé)} (4.21)

Das Integral ist maximal logarithmisch divergent, so daf§ die Divergenzbedingung nur fiir
m =1 =1 = m' = r erfiillt werden kann. Mit der Methode der formalen Feynman-
Parametrisierung (Anhang D.3) werden die Nennerprodukte zusammengefafit. Durch eine
Entwicklung nach der hochsten Potenz des Integrationsimpulses ¢ und mit Verwendung
der elementaren Formeln der y-Algebra (siehe Anhang C) konnen die Divergenzen von
I (p, k) isoliert werden:

-1

r 2
jTQ(p, k) = Z 1-( "Gr,2t+1) ZAT nZAr j Z ZAZr n' Klr’2t)n’+j

t=1 H (Kfr,2s Kp 2t) =0l'=
s=1,s#t
. . qu q8r—2
Ciﬂnrrnrogﬂ]—n'_l’rnlllﬁ /dF(90V0)2/ (271.)D |:( )2 R 4r+4
qg—zp)*+ ]

(q%“”—qﬂq”){Fiﬂjm @i e + B ) }(15—16)"
+KONV . (4.22)

Anschlielend wird der Integrationsimpuls ¢ linear transformiert ¢ — g + zp. Der Nenner
n (4.22) nimmt dadurch die Form des Nenners der Standardformel fiir die Impulsin-
tegration an (siehe Anhang D.2). Die Divergenzen werden von der hochsten g-Potenzen
gebildet. Isoliert man die Divergenzen, so kann das Integral Irs (p, k) auf die Basisintegrale
zuriickgefiihrt werden (vergleiche dazu Anhang D.4). Mit dem Feynman-Parameterintegral
J dF =1 ergeben sich schliellich die Divergenzen in D = 4 — 2¢ Dimensionen zu:

-1

r —I<L2
k) = ZZA” nty kY )

r
n=01[0= t=1 H (K/r,Zs _’91',275)2
s=1,s#t
A2r j—n' )J—l—n CH HM CM
—Kr,2t r—nrnr-tr—jrj"2r—n' —U'rn/l’
j=0n'=

+KONV : (4.23)
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Die divergenten Anteile werden ausschlielich von der Lorentz-Struktur T[n}] & des Quark-
Photon-Vertex gebildet. Im folgenden werden die niedrigsten Ordnungen in A aus (4.23)

fiir r = 1 angegeben.

Analyse der Divergenzen:

Die Klassifikation der Divergenzen erfolgt im perturbativen Limes (A — 0). Die Abspal-
tung der nicht-verschwindenden Beitrige in I72(p, k) erfolgt wie bereits oben beschrieben.
Mit K2, = wp2sA und n,%’ 511 = wr,s_HA2 erhalt man schliefllich:

N2—1 k"
2N—1 ]5—|—’LU12A

—u1 3 Z Z —u 2 ]+n Ch}lﬂ 1[ ]]1]C£ }n’ln’l

Ira(p, k) = 3M(e)

j=0n'=0
N2 -1 kY
+30(E) =N, ef,ﬁ F+ w2
1
n 1 1
—wy3) Z 2)7t Cr[n}u 1[]j1j0£jn’1n’0
N2 — 1 1 wi,2(2p — )
4311 er|—kV —
(¢) 2N, f[A (b + wi2A) (P — F + wy 2A)
11
1 1
—w1 3 ! Z Z —w1 2 ]+n 0[1}11 £ ]jljoﬂnlln'l
j=0n'=0
+KONV + O( A ) (4.24)
1+A7° '

Nachdriicklich wird darauf hingewiesen, daf} alle im perturbativen Limes nicht-verschwin-

den Beitrdge von der Lorentz-Struktur ng]] x

Verwendet man die Restriktionen (4.6), so verschwindet die Divergenz auf niedrigster Ap-

des Quark-Photon-Vertex erzeugt werden.

proximationsstufe vollstdndig. Es verbleiben ebenfalls keine selbstkonsistent behandelbare
Beitrige.

Die zwei folgenden Diagramme enthalten ebenfalls einen Schattenpol-Austausch auf einer
innern Propagator-Linie, so dal die Systematik dieser Pole der Systematik der letzten
Schleifenberechnung entspricht. Es werden daher nur die Resultate der beiden Schleifen-
berechnungen notiert:

Untersuchung der dritten Schleife:

Berechnung des Integrals:
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Zu berechnen ist folgende Schleife:

(g05)
N2 -1 ' ' 1 . 1
— gulle ef (tvl/ (k) + v (k)) T—ITg(p, k) - (425)
¢ II®+ "57',2S) II@-k+ "57',2S)
s=1 s=1
Mit den divergenten Anteilen:
Irs(p, k) = Z Z AP ’16" (16 k)

n=01[0"=

r 2 —1 r r
Z (_“r,2s+1) Z ZAzer( )l+zC[ 7] H[r] C[r}
- 2r—n—Irnl™"r—iir ~or ' prl’
t=1 [ (kr2s — Kr2t)? 1=0 i=0
s=1,s#t

+KONV . (4.26)

Analyse der Divergenzen:

Der perturbative Limes A — 0 wird genau wie (4.24) von konvergenten und divergenten
Defekttermen gebildet. Auch diese Terme werden ausschlieBlich durch die Lorentz-Struktur
HT[;}]% gepragt:

N2 i
ef
Nc -1 ]5 =+ ’wl,gA

11
_ i ~[1 1 1
—wi3) " Z Z(_WIJ)H Cg—}uozH{—}iilC([n}u
1=0 i=0

N2 kY
311 ¢
+ (E)N —1ef]$—k+w12A

1 1
—w1 3 ! Z Z l+201 1111H£ }mlch}lo

. [lku wi2(2p — F) ]
TIAY 7 (p+wigh) (B — F+wizh)

1
11
1 1
—wy,3) IZZ —wy,) lﬂCHlu £}ii10(gl}11

+KONV +O(— A)} : (4.27)

Irs(p, k) = 3I(e)
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Mit der Forderung nach Reproduzierbarkeit der perturbativen Vertexfunktionen, d.h.
H([]ll]1 =H {11}0 =H 1[%)]1 = 0, verschwinden alle divergenten Anteile von Ir3(p, k) auf niedrig-

sten Niveau der rationalen Approximation.
Untersuchung der vierten Schleife:

Berechnung des Integrals:

Als letztes Ein-Schattenpol-Austauschdiagramm wird

(90v%)

<
0)0)0)0

AN

von dem ersten Diagramm abgezogen. Das Resultat der Schleifenberechnung lautet:
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Analyse der Divergenzen

Im perturbativen Limes A — 0 bilden sich auf niedrigster Stufe der rationalen Approxi-
mation die folgenden Terme aus:
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N2-1 1, wi2(2p — )
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Es kdnnen analog zu den vorherigen Rechnungen, drei Strukturen als konvergente und di-
vergente Defektterme identifiziert werden. Alle im perturbativen Limes nicht-verschwinden-
den Beitrige werden von der selben Lorentz-Struktur des Quark-Photon-Vertex gebildet.

Auch in dieser Schleife verbleiben in » = 1 keine Divergenzen wenn die Identitdten (4.6)
verwendet werden.

Untersuchung der fiinften Schleife:

Berechnung des Integrals:

Das folgende Diagramm enthélt zwei Schattenpol-Austauschdiagramme und wird daher
zum ersten Diagramm addiert. Die beiden Nennerprodukte der dufleren fermionischen
Beine der Schleife lassen sich aus dem Integral herrausziehen:
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N2 _-1 , ] 1 N 1
=6 e (Y (k) + 1 (k) ) ———— Frs (p, B) — (4.31)
2Ne ( >II@+ﬁm0 [T (F— F + fin2s)

s=1 s=1
Mit der in Kapitel 2.4.3 dargestellten Systematik der kompensierenden Pole kann die

analytische Form des Integrals angegeben werden:
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Geschicktes Erweitern der matrixwertigen Nennerprodukte fiithrt auf eine skalare Nen-
nerstruktur. Durch Abzéhlen der Impuls-Potenzen von Nenner- und Zahlerpolynom kann
der Divergenzgrad des Schleifenintegrals ermittelt werden: das Integral ist maximal loga-
rithmisch divergent und die Divergenzbedingung ist nur fiir m = m' = r erfiillt. Nach
Durchfithrung der formalen Feynman-Parametrisierung (Anhang D.3) der skalaren Nen-
nerstruktur und der Entwicklung nach den divergenzerzeugenden Zihlerpotenzen (siehe
dazu Anhang C) des Integrationsimpulses ¢ ergibt sich schlielich:
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b—F—d- nr,sz’}(ﬁ _B'+ KONV. (4.33)

Nach der linearen Transformation des Integrationsimpulses ¢ — ¢+ zp hat der Nenner die
Gestalt der Standardformel fiir die Impulsintegration. Die divergenten Anteile werden neu
isoliert und mit Hilfe der elementaren Identitéiten der euklidischen v-Algebra (siehe dazu
Anhang C) auf die Form der Basisintegrale (vergleiche mit Anhang D) zuriickgefiihrt:
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Mit den Basisintegralen in D = 4 — 2e-Dimensionen (D.44) und (D.50) erhilt man die
Divergenzen von Irs(p, k). Mit dem Feynman-Parameterintegral [ dF = 1 (Anhang D.1)
lassen sie sich angeben:

Irs(p,k) = ZZA”‘ ik B

n=01[0"=
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Zr: (—”z,ztﬂ)
r

'8
t=1 ] (kr2s —r2e)2¢=1 [ (Kr2s — kror)?

-1 r ( -1

2
_K’r,2t’+1)

s:l,s;ét s=1,s#t
r
ZZA4T I—i—j— n( ﬁr,2t)l+i(_l‘3r,2tl)j+n’
=01 =0n/=
[r] [T] [r]
C2r—n—lranZT'fifjijC%—n’—l’rn’l’ + KONV (4'35)

Die divergenten Anteile der Schleife werden ausschliellich von der Lorentz-Struktur des
Photon-Vertex HT[;}]% erzeugt.

Analyse der Divergenzen:

Abschliefilend wird das Verhalten der Divergenz von Ips(p,k) im perturbativen Limes
untersucht. Nachdem die Impulsstrukturen des Zahlers fiir » = 1 in die entsprechenden
Nennerstrukturen entwickelt sind, konnen Nenner und Zéhler ausmultipliziert werden. Im
perturbativen Limes verbleibt ein nicht-verschwindender Anteil von folgender Gestalt:
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Die gesamte Divergenz von Irs(pk) wird durch die Existenz der Lorentz-Struktur H7[]Z]] e
des Quark-Photon-Vertex geformt. Den perturbativen Limes “iiberleben” insgesamt drei
Strukturen. Da sie in diesem Limes konvergente und divergente Beitrige liefern, werden
sie den konvergenten Defekttermen und entsprechend den divergenten Defekttermen zu-
geordnet.
Werden die Identitdten (4.6) verwendet, so verschwindet ein grofier Teil von (4.36) und
nur Terme proportional zu HQ[B]O sind von Null verschieden:
N2 -1 kY _1 1

2N, efﬁ i wl,zA(_wl’?’) (—wy,3)

Irs(p, k) = 3I(e)
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1 1
n! A1 1 1
Z z:(—wm)lJr C2[—]l10lH£0}OC£—}n’1n’1

N2 -1 kY 1 _1

+3I(e)

1 1

' A1 1 1
>3 (wi) O Hy O o
=0

n'=0
2 _ w _
+3H(6)N§NC lef {%k” R w1,2j\72)$]$— ]ék-l)- wl,gA)] (—wi3) H(~wip) !

1 1
n' AL 1] A1
Z Z(—w1,2)l+ Cl[—]lllngﬁ}Ooi—}n’ln’l

A
KONV +0O(—) . 4.37
+KONV +0(1—5) (437)
Es muf} an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, daf} in (4.37) Terme auftreten, die
selbstkonsistent behandelbar sind. Diese unterliegen keiner Restriktion und werden in den
SK-Gleichungen beriicksichtigt.

Die beiden folgenden Diagramme enthalten jeweils zwei Schattenpol-Linien und werden in

gleicher Weise wie Irs(p, k) berechnet. Daher werden an dieser Stelle nur die Ergebnisse
der Schleifenberechnungen présentiert:

Analyse der sechsten Schleife:

Berechnung der Schleife:
Zu berechnen ist folgendes Schleifenintegral:
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Analyse der Divergenzen:
Im perturbativen Limes A — 0 findet man die Strukturen:
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Es bleiben drei Terme im perturbativen Limes bestehen, die alle als divergente bzw. kon-
vergente Defektterme identifiziert werden konnen. Alle im perturbativen Limes von Null
verschiedenen Beitrige werden durch die Lorentz-Struktur proportional zu H, [Z}] + gebildet.
Die gleiche Erkenntnis kann auch aus der folgenden Schleife gewonnen werden:

Untersuchung der siebten Schleife:

Berechnung des Integrals:
Als letztes Diagramm mit zwei Schattenpolen auf den internen Linien wird folgendes

Diagramm berechnet.
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Analyse der Divergenz:
Den perturbativen Limes A — 0 bilden die folgenden Strukturen:
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Untersuchung der achten Schleife:

Berechnung des Integrals:
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Zu berechnen bleibt schlieflich noch folgendes Diagramm:

(9075)° S
27N
N2 _1 ) , 1 . 1
= 52 2 [V (k) + 1V (k) | ————— Irg(p, k) — (4.44)
2Ne ( >II@+HmJ [T (F— F+ fn2s)
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Die Nennerprodukte als Modifikation der dufleren fermionischen Beine der Quark-Gluon-
Vertices lassen sich aus dem Integral herausziehen (siehe oben). Auf allen inneren Linien
propagieren Schattenpole. Das Diagramm wird vom ersten Diagramm subtrahiert. Mit
Beachtung der in Kapitel 2 eingefithrten Systematik der kompensierenden Pole lautet die
analytische Form des Schleifenintegrals:
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Nach Durchfithrung der formaler Feynman-Parametrisierung (siehe dazu Anhang D.3)

des skalaren Nenners konnen die divergenten Anteile des Integrals mit Verwendung der

Identitdten der Algebra der y-Matrizen (Anhang C) auf die Basisintegrale zuriickgefiihrt

werden (vergleiche mit Anhang D.4). Mit den Basisintegralen (D.45) und (D.51) ergibt

sich schlieBlich in D = 4 — 2e-Dimensionen:
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Analyse der Divergenz:

Abschlielend wird das Verhalten der berechneten Divergenz im perturbativen Limes A — 0
untersucht. Nach dem oben beschriebenen Verfahren kénnen die Terme in niedrigster
Ordnung in A (d.h. Terme der Ordnung % und A°) abgespalten werden:
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Verwendet man die Identitéiten (4.6) in (4.47), so verbleiben schliefilich nur noch die Terme
proportional zu H%}O:
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Anzumerken ist an dieser Stelle, dafl genau wie in Ir5(p, k) divergente Anteile enthalten
sind, die selbstkonsistent behandelt werden kénnen.

Als erstes Zwischenergebnis der Schleifenberechnungen zum Quark-Antiquark-Photon-
Vertex wird an dieser Stelle die Divergenz der transversal-projizierten Schleife auf der
Stufe beliebiger rationaler Approximation vollstindig angegeben:

N2 -1
Ir(p, k) = 6 —

ef <t”"’(k) + W(k)) — Ir(p,k)— (4.49)
H (15 + ’ir,23) H (15 - ]‘/7 + "57',2S)

s=1 s=1

c

mit:

ZZA2r n- ll]ﬁn (]5 ]é) { r— nrnrH([]:}rC}-ﬂl’rrl’

n=01[0"=

r (_ 2 )71
K
r2s+1 2r—j—n' j+n' Ar] [r] [r]
+ Z r Z Z A (—fr2t) Cr nrnrHr—]'M'C2rfn’fl’rn’l’
=1 H (K/T,2S - ""fr,2t) j=0n'=

s=1,s#t
. (—Fross1) " < . S
r,2s o —l—i ! . .
23 S A il Tl
t=1 I (Kr2s — kr2t)? 1=0 i=0
s=1,s#t
r —
* (_ur,23+1) 1A2 Z Z A2r m—m/ —U 2tA2)m+m’
r r
t=1 H (ur,2sA2 - ur,2tA2) m=0m'=
s=1,s#t

[r] [r] ~lr]
C3r72mfnmnr HOrr03r72m’ —U'm!rl’
r 2 —1 r 2
(_“r,2t+1) ( K’r,2t’+1)
+> 3 >
t=1 H (K/T,2S - "'77',2t)2 t'=1 H (K/T,2S - ’ir,2t’)2
s=1,s#t s=1,s#t

-1




78 Der Quark-Antiquark-Photon-Vertex

ol gl ol

2r—n—Irnl"" 2r—i—jij ~2r—n'—l'rn'l’
—1 r

+ ZT: (_nz,2t+1) Z (_UT,Zt’+1A2)_1
r r
=1 H (K:T,ZS - KT‘,Qt)2 t'=1 H (UT,23A2 — u’T‘,2t’A2)2
s=1 S#t s=1,s#£t!

Z Z Z ZAE\T 2m—2m' —j— n( ﬁr,2t)n’+j(_'Ufr,2t’A2)m+m’

m=0 j=0m/=0n'=
[r] M [r]
C3r—2m—nmnrHrfjer4r—2m’—n’—l’m’n’l’
r

(—“3,2t+1)71 Z (—upop+1A%)71

—+

r r
H (K/T,ZS - ’{'77',2t)2 =1 H (UT,ZSA2 - ur,2t’A2)2
s=1,s#t s=1,s#t
r r r r
Z Z Z Z A6r—2m—2m’—l—z’(_nr’zt)l—l—i(_ur’2t1A2)m+m’
m=0 =0 =0 m'=0
ol gl ol

4r—2m—n—Imnl™"r—iir ~3r—2m'—U'm'rl’

- 2 -1
. (_”z,ztﬂ) ! . (_”r,zt'+1)
+> d.—
t_

T
=1 H (ﬁr,2s - "Gr,2t)2 =1 H (ﬁr,2s - "Gr,2t’)2
s=1,s

=1,s#t s:l,s;ﬁt’
r 2\—1
(_ur,2t”+1A) A8r 2m—2m' —l—i—j—n'
r
=1 H (UT,23A2 _Ur,2t”A2)2 01=0 =0 j=0 m'=0n'=
s=1,s#t!"

(=ir2t) (= oo T (—tuy g AZ)™H™

[r] [r] [r]
C4r72mfnflman2r7ifjij C4r72m’ —n/—'m'n'l'

+ KONV. (4.50)

Als Zwischenergebnis der Schleifenberechnung wird notiert:

Alle ultraviolett divergenten Anteile des transversal-projizierten Schleifenintegrals wer-
den durch eine Lorentz-Struktur der Form H [Z]]TV erzeugt. Diese Struktur ist Teil der
nicht-perturbativen Erweiterung des Quark-Photon-Vertex im Rahmen der systematisch
erweiterten Storungstheorie. Dariiber hinaus werden aufgrund dieser Struktur Divergenzen
ausgebildet, die zusétzlich im perturbativen Limes A — 0 divergieren. Dagegen liefert eine
Lorentz-Struktur des Quark-Photon-Vertex der Form FTE:;-’)/” in der transversalen Schleife
keinen ultraviolett divergenten Beitrag. Es ist prinzipiell moglich einige Terme der be-
rechneten Divergenzen selbstkonsistent zu behandeln. Fiir » = 1 sind dieses die Beitrige
proportional zu H2[t]0- Es muf} aber auch bemerkt werden, dafl diese Terme ebenfalls an
der Ausbildung von divergenten und konvergenten Defekttermen beteiligt sind.

Bevor eventuelle Konsequenzen aus einem Vergleich der divergenten Anteile mit der rein
storungstheoretischen Divergenz gezogen werden, wird das longitudinale Schleifeninte-

gral berechnet. AnschlieBend werden auf Basis der perturbativen Divergenzen die SK-
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Gleichungen angegeben.

4.3 Das longitudinal-projizierte Schleifenintegral

Die Berechnung des longitudinal-projizierten Schleifenintegrals ist mit deutlich weniger
Aufwand verbunden, da eine Entschirfung der longitudinalen Gluon-Linie entfillt (siehe
dazu Abschnitt 2.4.3). Auch hier nehmen alle Integralmodifikationen, die durch die Kom-
pensation der unphysikalischen Pole entstehen, den stérungstheoretischen Divergenzgrad
an. Die formale Feynman-Parametrisierung der Nennerstrukturen ist daher ausreichend.
Die der longitudinal-projizierten Schleife zugrundeliegenden Basisintegrale sind in Anhang
D.4 berechnet, so dafl es an dieser Stelle ausreicht, die Schleifenintegrale auf diese Basis-
integrale zuriickzufiihren.

Die diagrammatische Form der Schleife mit Beriicksichtigung der kompensierenden Pole
lautet:

(g0v5)?

+(gov§)? + (g0v§)?

24N

+(gov5)? (4.51)

AN

Der Ablauf der Schleifenberechnungen gleicht dem des vorangegangenen Abschnitts: Die
Untersuchung der einzelnen Schleifen gliedert sich in die Berechnung des Schleifenintegrals
und in die Analyse der divergenten Anteile beziiglich ihrem Verhalten im perturbativen
Limes. Das Interesse gilt auch hier wieder nur den niedrigsten Ordnungen in A, also den
Termen der Ordnung A° (sog. konvergente Defektterme) und den Beitrigen der Ordnung
% (sog. divergente Defektterme). Die Schleifen werden in der Reihenfolge von (4.51) be-

rechnet.
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Untersuchung der ersten Schleife:

Berechnung des Integrals:

Das erste Diagramm:

(g0v5)?
N2 -1 ' ' 1 . 1
=i~ ep|t" (k) + 1" (k) | 57— Ir1(p, k)= (4.52)
2N, ( > sl;Il (B + Kr2s) s];[l (P — K+ Kr2s)
mit
le (pa k)

1

D (8%
= (0 [ G5 SV (b~ d)
1;[1(15 —f+ K5t ) (P — 4 — Frs—)
: NS (5~ g~ F— d, F) !
LL# o+ 2 L0~ = d+ )b F— 4~ )

1

s=

NG E -
TL0 —F = d ot rir2)
d’q ¢"¢’ a 1 1
— (i)? [ o
2m)P ¢ ¢* = T
JINC 02+ k2, ) ((p— )2+ K7,0) I (p— 9)% + K7 55)
1 1

ﬁ (p—k—9q)2+ ﬂz,ﬁ)((pk —q)? - "572»,3—) 31:[1((11 —k—-q)?+ Ky 2s)

{ZA)‘ZZ(;)‘JF”JFlQTﬁ CAn17 (15 d) }H(ﬁ d"""h‘s—k)(ﬁ d_"@rs )
= n=0 =0
H(If—¢+nr2s{Zmzz&mﬂwﬁ o [F + m b - g}

H(lﬁ_ F—d+krs)P—F—d—frs-) H(Iﬁ —k—d+ Kr2s)

s=1 s=1
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{ZAJ >, Z st 110 (B — = 4" Cly " (B — ) } (4.53)

=07 =

Abzihlen der Nenner- und Zihlerpotenzen ergibt, dafl das Integral hichstens logarith-
misch divergiert. Die Divergenzbedingung ist nur fiir [ = ¢ = ;7 = n/ = r erfiillt. Nach
Durchfiihrung der formalen Feynman-Parametrisierung des skalaren Nenners (siehe da-
zu Anhang D.3) und Entwicklung nach den divergenten Anteilen (vergleiche Anhang C)
ergibt sich:

2 r—n Alr] r—1' Alr] £\2 qu q8ra
I = ZA ¢ anA Cp " | dF (govg) (2m)D N 414
A=0 =0 [(q — 25)? + R?
k' :
{eemi(Flr v mL e be-pt aroNv. sy

Der Integrationsimpuls ¢ wird linear transformiert ¢ — ¢ + zp, so dafl der Nenner in
(4.54) die Form des Nenners der Standardformel der Impulsintegration annimmt. Mit den
elementaren Identitdten der y-Algebra kénnen die divergenzerzeugenden Anteile auf die
Gestalt der Basisintegrale gebracht werden. Mit den Basisintegralen (D.54) und (D.58),
sowie mit dem Feynman-Parameterintegral [ dF = 1, kénnen die divergenten Anteile in
D = 4 — 2¢ Dimensionen angegeben werden:

In = a ZZM”W%ﬁerwWw

n=01[0"=

ZZAQT n l’Isn (ﬁ ]é) r nnr ([J:'}rér[-r]l’rl’

n=01[0"=
+ KONV. (4.55)

Die divergenten Anteile sind direkt proportional zum Eichfixierungsparameter. Im Falle
von Iy, ist neben der Lorentz-Struktur HT[’:}J( , k) auch die Lorentz-Struktur Frgzi( ,k) an
der Bildung der Divergenz beteiligt.

Analyse der Divergenz:

Abschlielend wird das Verhalten der Divergenz im perturbativen Limes A — 0 unter-
sucht. Dazu wird die Projektion ausgefiihrt (' = v) und Kr2s = WrasA gesetzt. Die
Nenner-Produkte werden gegen die Zahler-Impulspotenzen nach dem im vorangegange-
nen Abschnitt erlduterten Verfahren gekiirzt. Den Limes iiberstehen schliefilich folgende

Terme:
NZ2—-1  ,-n] 1] Al
Iri(p,k) = all(e) SN efy C([JI]IF(EI]IC([JI}I
]\/'2 1 kY ~n 11 =1
+3adl(e) 2N, efzﬂ—i- w1’2A01[0]1H([11]1Cf[n}1
N2 -1 kY “1] 1] A
+3adl(e) C([JI}IH([JI}ICI[I]O

oN. T —F+wiah
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N2-1 1, wi,2(2p — k) 51 77[1] A1)
+3all(e) N ef Kk - b+ wiah)(— F + wi2h) Cor1Ho1 Conn
A
+ KONV + (9(—1 n A) (4.56)

Bemerkenswert ist, dafl im longitudinal-projizierten Schleifenintegral I (p, k) auch eine
Divergenz proportional zu FTE:;-’}/” enthalten ist und als perturbative Divergenz angesehen
werden mufl. Der Eichfixierungsparameter geht linear in die Divergenzen ein. Mit den
Identitaten

1 1 1
H£0]1 = HHO = H([Jl]l =0 (4.57)
verschwinden alle Divergenzen proportional zu HT[;]]

Untersuchung der zweiten Schleife:

Berechnung des Integrals:

Zu berechnen ist folgendes Diagramm:

(g0v)?

Die dufleren Fermion-Beine an den Quark-Gluon-Vertices kénnen in Form der Nenner-
Produkte aus dem Integral gezogen werden. Mit der in Kapitel 2.4.3 eingefiihrten Syste-
matik der kompensierenden Pole lautet das Schleifenintegral:

N2 -1 , , 1 . 1
= 5 2o [ (k) + 1V (k) | ———————T1a(p, k) — (4.58)
2N < ) [T (& + r2s) [T (F— F+ fn2s)

s=1 s=1

mit:
r —I<.‘,2 -1 D a .
falp ) = Y — e )2(901/8)2 / (;lw)q[,zw(q@zv;;;”vi(ﬁ,ﬁ—m

t=1 H ("'77',25 — Kr2t
s=1,s#t

e I S VP
16— 50— = ) L4 1020

1
(p—F—d+krat)

Der Nenner wird durch entsprechendes Erweitern skalar gemacht. Anschlieflend wird mit

NI -k~ b~ F) - (4.59)

Hilfe der Methode der formalen Feynman-Parametrisierung (Anhang D.3) die skalare Nen-
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nerstruktur zusammengefafit. Das Abspalten der divergenten Anteile fiihrt nach der linea-
ren Transformation ¢ — ¢ + zp des Integrationsimpulses auf die Form:
-1

9
jL2(pak) = Zr: r( K:T,ZHJ) ZZA2T " l’ZZ K/th n—l—]

t=1 H (K:T,Zs — K:T,Zt) n=01[0'= 7j=0n'=
s=1,s#t
_ B qu q4ra
}'ﬂnnrogﬂ]—n—l’rl’ﬁn/dF(gOV8)2/ (27T)D 2r+4
i3

{earyirl ' or + womanl S b -pf
+KONV . (4.60)

Die divergenten Anteile von I72(p, k) haben die Form der Basisintegrale (vergleiche mit
Anbang D.4). Mit (D.55) und (D.59) erhilt man schliefllich die divergenten Beitrége in
D = 4 — 2¢ Dimensionen:

r r r 2 .
Ia(p k) = T S AT Iy G—p' S (=Frpt41)

r
n=01'=0 t=1 [[ (Kr2s — Kr2t)?
s=1,s#t
Z Z A2r i )]+n Cr[' ]nanJT}]r]Cg:]fn’fl’n’l’
j=0n'=
r _
' ’ (_K’z 2t—|—1) !
ZZA2T n— lﬁn (15 k)l Z . L
n=010'= =1 H (’%,23 - "Gr,2t)2
s=1,s#t
r T
Z Z Azri]in (_"77‘, )]+n Cr[' ]nnrﬂiﬂjrjcgﬂfn’fl’n’l’
j=0n'=0
+KONV .

Die divergenten Anteile sind direkt proportional zum Eichfixierungsparameter o und an
der Ausbildung der Divergenz sind beide Lorentz-Strukturen des Quark-Photon-Vertex
beteiligt.

Analyse der Divergenz:

Im perturbativen Limes A — 0 ergibt sich mit k, 25 = wy2,A und n3’23+1 = wr,23+1A2 das
Verhalten der Divergenz (4.61) zu:

N2 1 11 ) )
Ira(p, k) = all(e) SN ery” (—wig) MY Z —wy o)t YL F l[l]jljcl[_]ﬂn’n’l
c =0 n'—0

N2 1 kY -1 ~ o j+n' Al [ All
+3II(e) 15 o 2A —w1,3) Z_% n’z—:ﬁ 1,2)’ CiorH1Z1;C1 " pan
N2 1 kY ’ ; 1 Ly~ ~
+3I(e) N, 5= ]6—I-w12A( w1,3)71 (—wy )" 0511}11&1{1_}]-1102[1_]71%'0
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-1

‘ZVC2_]'6 [l v __ w1,2(2¢_k) (_w )
A" 7 B rwih) B Frw Ayl e

1 1

1 =1
Z Z —w1 2 _7+n C1(%1}1 { }1116{ }n 'n'1
j=0n'=0

+KONV +O(;—¢

Genau wie in der vorangegangenen Rechnung bilden sich im perturbativen Limes vier
Strukturen aus. Davon sind zwei Terme als perturbative Divergenz proportional zu k¥ zu
identifizieren und ein Beitrag zur perturbativen Divergenz wird von der Lorentz-Struktur
FTE:;'VV des Quark-Photon-Vertex erzeugt. Zuséitzlich werden aufgrund der Lorentz-Struktur
% fiir A — 0 divergente Defektterme gebildet. Alle auftretenden Divergenzen von I12(p, k)
sind direkt proportional zum Eichfixierungsparameter «. Mit den Identititen (4.6) liefert

1]

nur der konvergente Defektterm proportional zu F,;; einen Beitrag in r = 1.

Untersuchung der dritten Schleife:

Berechnung des Integrals:

Da das dritte Diagramm in gleicher Weise wie (4.58) berechnet werden kann, wird an
dieser Stelle lediglich das Resultat der Schleifenberechnung angegeben:

(g0v5)°
27N
N? 1

.. —1 , ' 1 A
—oiie o (2 (k) + 17 (k) ) —————Tpa(p, k) — (4.62)
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s=1 s=1

wobei:
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s=1,s#t
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=0 ¢=0

, ' (—k2ori1)”"
ZZAW n— llsn (15 k)l Z . r,2t+
n=01— t=1 ] (Kr2s — Krot)?
s=1,s#t

r r

Az’ui*l(—n 2 )z+lcr[ r] HM B éf["] + KONV

2r—n—Inl*"r—iir ~r-=U'rl’
=0 =0

(4.63)

) - (4.61)
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Analyse der Divergenz:

Im Limes A — 0 ergibt sich mit s, 2, = wy2;A sowie n% 9541 = wr,23+1A2 und Kiirzen der
fiihrenden matrixwertigen Nenner-Potenzen das Verhalten zu:

N2 -1 e < .
Irs(p,k) = all(e) ey’ (—wi,3) 1ZZ(—wlﬁ)lﬂq[l—]nzFl[ljiﬂC(E11]1

1 1
S D (—wi o) Y g L Gl

N2 -1 kY .
e —w
2Nc f]$ — k + ’wl,gA( 1’3)

1 1
S 3 (—wi )N Y

=0 =0
N2-1 1, wi2(2p — F) -
+3all(e) = ey R B+ wah)p—F+ wmA)] (wig) !

1 1
Z Z(_w1,2)i+l0£1—}l1lﬂl[1jiil C(E11]1

+KONV + O( (4.64)

T+
Im perturbativen Limes sind drei Beitrige als Modifikation der stérungtheoretischen Di-
vergenz enthalten. Die divergenten Defektterme werden durch die Lorentz-Struktur H, 7[;;]] kTV
ausgebildet. Anzumerken ist, dafl auch die Lorentz-Struktur F,E:;-q/" an der Ausbildung der
perturbativen Divergenz beteiligt ist. Der Eichfixierungsparameter o geht linear in die
divergenten Anteile von Ir3(p, k) ein. Analog zu den vorangestellten Berechnungen ver-
schwinden in r» = 1 mit den Identitdten (4.6) alle Beitrége proportional zu HEZ}]
Untersuchung der vierten Schleife:

Berechnung des Integrals:

Zu berechnen bleibt schliellich noch folgendes Diagramm:

(90v5)°

ALY
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N2 -1 ' ' 1 . 1
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=01'=

Nach Durchfiihrung der formalen Feynman-Parametrisierung (siehe dazu Anhang D.3) der
skalaren Nennerstruktur des Integranden werden die divergenten Anteile isoliert. Anschlie-
Bend fiihrt die lineare Transformation ¢ — g+2p des Integrationsimpulses und wiederholtes
Abspalten der divergenten Anteile auf die Basisintegrale (D.56) und (D.60) (vergleiche mit
Anhang D.4). Damit kann der divergente Beitrag von I14(p, k) angegeben werden:

r r r 9 4
A ! 1/’ Il (_fi )
Inap k) = TEa) S AT (- Py
n=01'=0 t=1 H (,ﬁms — ﬁr’%)z
s=1,s#t

’“ (_K’%’Qtlﬂ)_l Shuiuly dr—l—i—j—n/ I+i j+n'
2 s 2.2 2.4 (=#in2n) ¥ (= onar)

=1 ] (Kp2s — Krow)? 1=0 i=0 j=0n'=0

s=1,s#£t
~lr] [r] ~r]
027' n— lan2r i— jz'jC21- n— l’ g

-1

/ ' — (—"%2«2”1)
ZZA'” ik P S
n=01— t=1 [[ (Kr2s — Kr2t)?

s=1,s#t



4.3 Das longitudinal-projizierte Schleifenintegral 87

y (_K?“’?t’“)_l b e aby dr—l—i—j—n' I+i j+n!
> % )IDIPIP I (= 20)" (=20

=1 [ (kr2s — Kpow)? 1=0 i=0 j=0n'=0

s=1,sAt
Alr] [r] A(r]
C2r—n—lnlH2r—i—jij02rfnfl’n’l’ .
(4.67)
Die divergenten Anteile werden von den beiden Lorentz-Strukturen HLZ}J + und [Z; v des

Quark-Photon-Vertex getragen. Wie es bereits in den ersten drei Diagrammen der Fall ist,
geht der Eichparameter linear in die divergenten Anteile von Ir4(p, k) ein.

Analyse der Divergenz:

Im Limes A — 0 ergibt sich mit &, 2; = wy2,A und ’{“’?,2s+1 = w,.,23+1A2 das Verhalten zu:
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-1

—wy3) " (—wi,3)

Die divergenten Anteile von I14(p,k) bilden sowohl konvergente als auch divergente De-
fektterme im perturbativen Limes aus. Dabei werden die divergenten Defektterme wie

schon in den vorangestellten Rechnungen von der Lorentz-Struktur ng]]’% erzeugt. Ver-

wendet man die Identitdten (4.6) so zeigt sich, dal durchaus Terme proportional zu HQ[B]O
selbstkonsistent behandelbar sind. Allerdings ist der Vertexkoeffizient auch an der Bildung
von konvergenten und divergenten Defekttermen beteiligt. Mit den Identititen (4.6) ergibt
sich:

Ina(p k) = oll(e)—s—7" (—wi3) " (~w1,3)”
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1+ A)
Abschliefend werden die divergenten Anteile der longitudinalen Schleife auf beliebigem

rationalen Approximationsgrad r vollstindig zusammengestellt:
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s=1,s#t

. (_"51232t+1)71 zr: (_“z,Zt'H)fl
'8

r
t=1  [] (kr2s —kr2e)2t=1 [ (Kr2s — krou)?
s=1,s#t s=1,s#t'
r r r

+

ZZZ Z Atrteds n( ”r,2t)l+i(—ﬁr,2 )’+n C£r] n— lang"]fifjijég;]—n—l’n’l’
1=0

1=0 j=0 n'=

}

+ KONV. (4.71)

Als Zwischenergebnis der Schleifenberechnungen in diesem Abschnitt wird notiert:

Die divergenten Anteile des longitudinal-projizierten Schleifenintegrals werden von den
beiden Lorentz-Strukturen des Quark-Photon-Vertex getragen. Der Eichfixierungsparame-
ter geht linear in die divergenten Anteile ein. Eine Analyse des Verhaltens der Divergenzen
im perturbativen Limes zeigt, dafl die longitudinal-projizierte Schleife Terme entwickelt,
die selbstkonsistent behandelbar sind. Bemerkenswert ist, daﬁ die auftretenden divergenten

il

Defektterme ausschliefllich von der Lorentz-Struktur I-I nij A getragen werden. Dagegen ist

die Lorentz-Struktur F[z;’y nur an der Bildung der konvergenten Defekttermen beteiligt
und dariiber hinaus selbstkonsistent behandelbar.
Im nun folgenden Abschnitt werden auf Basis der perturbativen Divergenzen der longitu-

dinal und transversal-projizierten Schleife die SK-Gleichungen abgeleitet.

4.4 Ableitung der Selbstkonsistenzgleichungen in r=1

Ziel dieses Kapitels ist die Angabe der SK-Gleichungen fiir r=1. Auf dem Niveau niedriger
rationaler Approximation ist es ratsam, auf die Herleitung der SK-Gleichungen durch ma-
trixwertige Residuenbildung zu verzichten: Fiir » = 1 ist es mit deutlich weniger Aufwand
verbunden die SK-Gleichungen an der nach Matrixstrukturen sortierten DS-Gleichung ab-
zulesen. Mit den berechneten Schleifenintegralen I (p, k) und Iy, (p, k) lautet die vollstandi-
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ge DS-Gleichung;:

(1 (k) + 1 Yegg e N ) — e
81;11(15 + “r,28) 31;[1(15 —F+ ’ﬁr,23)
N? - : ; 1 R N
= i 2l (07 (k) w1 ) LI k) + Ti(pk)
it }
1

(4.72)
H (= F + kr2s)

sl
Es wird nochmals darauf hingewiesen, dafl beide Seiten der DS-Gleichung in der elektro-
magnetischen Kopplung von gleicher Groflenordnung sind; die lineare Abhingigkeit der
Gleichung von ef kann einfach herausgekiirzt werden, so dafl (4.72) effektiv nicht von der

elektromagnetischen Kopplung abhingt. Nach Ausfiihren der Projektion t** + ¥ = §**'
kann durch links- und rechtsseitiges Heranmultiplizieren mit den jeweiligen Nennerpro-

dukten aus (4.72) eine matrixwertige Gleichung mit skalarem Nenner gewonnen werden:

NI (B8 — k) - H(I5+'€r237H —E R

s=1

— 5% Ne

2N,

Hinlo.k) + Ir(p. 1)} (4.73)
Mit
N[r}_'/ B, — . k) = zT:zT:Azrijﬁi{F[r] o +HM , E}(ﬁ_ k)] (4.74)
FFA\Y ’ par et 27'717]117 2r—i—jij A :

und den beiden Integralen It(p, k) und I (p, k)

ZZAzT " llsn (15 ]6) { r— nrnrH([J:}TCEﬂl'rrl'

n=0[—p

. (—wros41)7" el ] Al
+Z Z Z —Wr 2t Cr nrnrHr_jer%fn’fl'rn’l’

r
=1 [T (wr2s —wr2e)? 505/~
s=1,s#t

(—wr2541) " o Lti 7] r] ]
+ Z r Z Z(_wT’Zt) CZr—n—lranr—iir027.,[’7.7.1’

t=1 [ (wr2s —wr2t)? 1=0 i=0
s=1,s#t

1 (_Ur,2s+1)71 m+m C[ 7] H[’"] CM
r —Ur 275 3r—2m—nmnr0rr =3, _om! _1'm'rl’
t=1 H (ur,2s - Ur,2t) m=0m =0

(_wr,2t+1)_1 : (_wr,2t’+1)
+ Z T Z r
i=1 H (wr,23 - wr,2t)2 t'=1 H (wr,2s - w,«’gt’ )2
s=1,s71 s=1,s#t'

-1
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I+i n
Z Z Z Z (_wr,%) * (_wr,2t )]+ Cgr] n— lrangr"]fifjijog:]_n’_l’rn’l’

1=0 i=0 j=0 p'—

_ —1
- (—wr241) " . (_ur,2t'+1)
+ Z r Z r
t=1 H (wr,2s - 'wr,2t)2 t'=1 H (ur,2s - ur,Qt’ )2
s=1,s#t s=1,s4t

DID I DI) SIS LI e I L LI

m=0j=0 ' —0n'=0

_ 1
(—wr2t41) 1 d (_ur,2t’+1)
5 )

r r
=1 H (wr,2s - 'wr,2t)2 t'=1 H (ur,2s - ur,Qt’)2
s=1,s

=1,s#t s=1,s#t'
r r r
§ : E :E : —w —u )m-l-m C[ 7] HM C[T]
Ty 2t r,2t 4r—2m—n—Imnl""r—ir"3p_om' _1'm/rl’
m=01=0 =0 ' —g
r -1 r _ -1 r _ -1
+Z (—wr2t11) Z ( wr,2t’+1) Z ( “r,2t”+1)
r T T
t=1 H (_wr,2s - wr,Zt)2 t'=1 H (wr,23 — W 9y )2 =1 H ('U'r,2s - UT,Zt”)Z
s=1,s#t s=1,s#t’ s=1,s#t"

r r r

r I8 r
1 !
I+i j+n m+m
DD D () T (mw T ()
m=0 1=0 i=0 j=0 .,/ —0 n' —0

[r] [r] [r]
C4r72mfnflman2T*i*]'i]'C4r—2m’ —n'='m'n'l'

+ KONV (4.75)

und

- ZZA’” -1 { CFC,

n=0; —

- (—wr,2t+1)*1 ytn gl plrl
+Z r Z Z —Wr, 2’5 1' jrj = 2r—n—1'rl'
=1

H (wr,2s_wr,2t) j=0n'=0
s=1,s#t

- (—wroer1) ! i+l i Gl
_|_Z ZZ — Wy, 2t 027- n— lnl zerr Url’

r
t=1 H (u}r,23 — wr,2t)2 =0 =0
s=1,s#t

r

(_wr,2t+1)_1 a (_wr,2t’+1)_1
+ Z r Z r
t=1 [ (wr,23 - wr,2t)2 =1 ]I (wr,2s - wr,2t’)2
s=1,s#t s=1,s#t!

r r r

Z Z Z Z — Wy, 2t —Wr 2t ')]+n 02[1'} n— lanZ[:]ijijééz}—n—l’n’l’}

1=0 i=0 j=0n'=

I S SIS L {ermicl,,,

n=07_g
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(_wr,2t+1)71 ]+n C[ r] H[’"] é[’"]
+Z Z Z —Wr 275 r—nnr-"r—jrj " 2r—n—1'rl’

r
t=1 H (wr,23_wr,2t) j=0n'=
s=1,s#t

§ : (_wr 2t+1)_1 roor i+l Alr] "] Alr]

" | > (Fwea) Oy B Ol
t=1 ﬁ (wr,2s — wT‘,Qt)Z 1—0 i=0 " 2r—n—In r—ur " r—l'rl
s=1,s7#t

r

(_wr,2t+1)_1 : (_wr,2t’+1)71
+> >
t—=

T
=1 H (wr,2s - wr,2t)2 t'=1 H (wr,2s - wr,Zt’)2
s=1,s#t s=1,s#t

Z Z Z Z — W, 2t : — Wy 2¢ ’)]+n 02[7-} n— lnlHgﬂ]—i—jijégﬂ]—n—l’n’l’}

=0 =0 j=0n'=
+ KONV (4.76)

kann nun nach Matrixstrukturen sortiert werden: die Matrixstrukturen der Integralterme
I7 und Iy, und ihre A-Abhingigkeiten sind in den Darstellungen (4.75) und (4.76) soweit
zusammengefafit, daf} sie alleine durch die Summen

Z Z A2r7n7l’15n,yu(ﬁ . k)l’

n=01'=0

und

ZZA2T n— l’Isn (ﬁ ]é)

n=01[0"=

erzeugt werden. In » = 1 werden demnach insgesamt acht Matrixstrukturen ausgebildet,
von denen nur vier Strukturen mindestens von der Ordnung A! sind. Auf Basis der DS-
Gleichung (4.72) erhilt man also insgesamt vier skalare Selbstkonsistenzgleichungen, die
simultan erfiillt sein miissen. Mit den Symmetrieeigenschaften der Koeffizienten

Cimnt = Comins Cont = G sowie Fyiy = Fii, (4.77)
und den Randbedingungen
Gty = Copr = Fgyr = 1 (4.78)

konnen sie schrittweise zu kompakteren Formen zusammengefaf3t werden:

SK-3 (Terme proportional zu v”)?2:

..N2 — -
(F200 — w1,2)A2 = —awwﬂ—ﬁ{oﬂo
n 1 =1
wl 3 [Z Z —w 2 ]+ 01[1]0 1[ ]]]102[jn’n’0
7j=0n'=

’Die SK-Gleichungen werden in dieser Arbeit fortlaufend nummeriert.
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1 1
) 1 ~[1
+ Z Z w1’2 l+ C[ ]llO 1[ ]uloh}o
(=0 =0
1

1 1 1
- i n 1 ~(1
TR 9 90 9D HEHTALILE L. U
(4.79)

Ausfithren der Summationen und Ausnutzen der oben angegebenen Symmetrien fiir r = 1
fiihrt auf:

NZ-11
(ono - wl,z) w%,s = —ad—t—— 9N, Bo {Cuowl 3
—2w1 30{1}0( Fiib wl,z) ( iob — wl,zéﬁ]o)
) 2
+(F2[0]0 wy 2F110 +wy 2) ( —wy 2011}0) }
(4.80)
SK-4 (Terme proportional zu py”):
(F —w )A = —aéijEH(s)A C
110 1,2 N, 110
~ < 1] [1]
=1
—(w1,3) [Z Z 2)7 Fl 3112 nmro
7=0n'=0
11
i Al 1] Al
+ (—wy2)"* C{ }lllFl[—]iiICHO
1=0 i=0
% 1 ] Fl (1]
1 =1
O S S )
=0 ¢=0 j=0n'=0
(4.81)

Nach Ausfithren der Summationen und Ausnutzen der Symmetrien (4.77) und (4.78) erhilt
man:

N2-11 -
(Fﬁ]o - w1,2)w%,3 = —ad” TN B {Uh 3C110
C

1 =1 =[1 = [1]2
—w1,3 (Fl[l]o - wl,Z) (02[0]0 - 2“’1,26'{1}0 + 01[1]0)
(P~ 278+ 02) (Gl — wnaG)

(G - wi2) } (4.82)
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SK-5 (Terme proportional zu v (p — k)):

N2 —1
(F101 - wl,z)A = _a(ng

C

H(&‘)A{Cuo
11
_ o A Al AL
—(w1,3) I[Z Z(—w1,2)]+ Cl[l]OFl[JjjICI[—]n’n’l
+ (—w1,2)l+ié£1jqu1[lf]ii1]

1 1 1 1
_ i+7+n' Al 1 ~(1
Huty) T Y50 S (e G Y0
=0 i=0 j=0n'=0

-~

(4.83)

Nach Ausfithren der Summationen und Ausnutzen der Symmetrien (4.77) und (4.78) erhilt
man:

o N2_-11 ~
i —wy 2)w2 = —ozé“ci—{w2 Ciio
( 110 , 1,3 2Nc ,30 1,3

1 (1 (1 ~[1]2
—wi3 (F1[1]o - wl,z) (02[0]0 — 2w 2Cl + Ch}o)
+(F2%]0 — 2wioFijp + W%,z) (C'%}o - wl,zéﬁ}o)

(Clih — wra) } (4.84)

Eine besondere Stellung nimmt die SK-Gleichung mit dem photonischen Parameter H2[t]0

ein: Setzt man die Vertexkoeffizienten

H(gll}l = Hﬁ]o = Hl[})]l =0, (4-85)

so resultiert als einzige SK-Gleichung mit dem photonischen Parameter H%}O.

SK-6 (Terme proportional zu k”):
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GV -1
H;J}OA = —3M(e)Ad" 2N, {05}120

11
+(w%,3)_1 Z Z (_w1,2)l+n’ Cz[lf]luoH%}ocgjnqn'o

1] (1] ~[1]
C4—2m—lml0 H200 C4—2m’ —n/m'n'0 }

N2 —-1( -
—all(g)Ad? A {01210

1 1
n' 1] A1
H) 32 52 () Gy T o
:0 :

(4.86)

Die resultierenden SK-Gleichungen sind lineare Gleichungen in den photonischen Para-
metern. Alle Gleichungen sind vom Eichfixierungsparameter abhingig, wodurch die Pa-
rameter selbst Funktionen des Eichfixierungsparameters werden. Offensichtlich sind die
Gleichungen (4.82) und (4.84) aufgrund der Symmetrieen der Koeffizienten identisch.
Damit ist ein wesentliches Ziel dieser Arbeit erreicht worden. Im folgenden Kapitel wird
der Versuch unternommen die abgeleiteten SK-Gleichungen auszuwerten und eventuelle
Restriktionen an die Vertexparameter zu formulieren.



Kapitel 5
Auswertung der Gleichungen

Gegenstand dieses Kapitels ist die Diskussion der erarbeiteten Selbstkonsistenz-Gleichun-
gen mit dem priméren Ziel eine Losung des Gleichungssystems angeben zu kénnen. Wie
schon in den vorangegangenen Kapiteln erwihnt, liegt die Schwierigkeit der Auswertung
des Gleichungssystems nicht in seiner Komplexitdt begriindet, sondern darin, daf} es iiber
sehr viele unbekannte Parameter verfiigt. Es werden in den ersten beiden Abschnitten
dieses Kapitels zunichst die divergenten und die konvergenten Defektterme mit dem Ziel
diskutiert, moégliche Bedingungen an die Vertex-Parameter zu finden, um ihre Anzahl
moglicherweise zu reduzieren. Im Anschlufl daran wird das SK-Gleichungssystem auf die
reellen Vertexparameter umgerechnet (siehe Anhang E) und zusammengestellt. Eine mogli-
che Losung wird in Landau-Eichung angegeben und diskutiert.

5.1 Diskussion der divergenten Defektterme

Die bei den Schleifenberechnungen (Kapitel 4) abgespalteten divergenten Defektterme
stellen keine Modifikation der stérungstheoretischen Divergenz dar und kénnen auch nicht
selbstkonsistent behandelt werden. Es wird daher ihr Verschwinden gefordert, wodurch
sich Einschrinkungen an die Vertexkoeffizienten ergeben. Da die berechneten divergenten
Defektterme iiber unterschiedliche Lorentz-Strukturen verfiigen bindet sich die Forderung
nach “Verschwinden der divergenten Defektterme” an die Terme mit gleicher Lorentz-
Struktur. Die mathematische Formulierung dieser Forderung fiihrt mit Hinzunahme der
Identitaten

1 1 1
Hh]o = H£0}1 = H([]l]l =0 (5-1)

fiir die transversal-projizierte Schleife auf folgende Bedingung:

11
1 " A1 1
0 = Hgo}o [Z Z (_w1,2)l+n Cﬂmlcﬂn'ln'l
1=0

n'=0
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1 1
C?E—]2m—lm1lci£}2m’n’m’n’1:| (52)

In gleicher Weise fithrt die Argumentation bei der longitudinal-projizierten Schleife auf
die Nebenbedingung:

= 200 [Z Z l+n { }llléyjn’n’l (5.3)

=0 n'=
Beide Gleichungen stellen eine starke Einschrinkung an die Vertexkoeffizienten dar. Eine
einfache Losung dieser Bedingungen wére H2[0]0 = 0. Mit mathematischer Strenge kann
aber an dieser Stelle kein Beweis dieser Behaptung gefithrt werden. Im néchsten Ab-
schnitt werden &hnliche Bedingungen an die Parameter gekniipft die ebenfalls die “trivia-

le” Losung zulassen.

5.2 Diskussion der konvergenten Defektterme

5.2.1 Die perturbativen Divergenzen des inversen Fermion-Propagators

Die rein stérungstheoretische Divergenz des inversen Fermion-Propagators auf dem Ein-
Schleifen-Niveau in beliebiger Eichung und ohne fermionische Massen lautet
(sihe Kapitel 1):

98 90 1 N2

(47‘&')2 (I)FF( ’6) - (471-)2 ]5 2N OZ—I-O(gg,EO) (54)

Dagegen liefern die Schleifenberechnungen im dritten Kapitel folgendes Resultat:
g 1 NZ-

(4n)? e p—= O a—l—O(gg,sO) (5.5)

Beide Divergenzen sind identisch. Bemerkenswert ist, dal bei einer Berechnung der Diver-
genz mit den erweiterten Ansétzen in Landau-Eichung, dieses entspricht der transversalen
Schleife, keine Divergenzen auftreten, welche als perturbative Divergenzen klassifiziert wer-
den kénnen. Das gleiche Ergebnis liefert eine Rechnung mit den rein stérungstheoretischen
Vertices und Propagatoren.

5.2.2 Die perturbativen Divergenzen des Quark-Photon-Vertex

Es werden die berchneten perturbativen Divergenzen mit dem stérungstheoretischen Re-
sultat verglichen. Die rein storungstheoretische Divergenz des Quark-Photon-Vertex auf
Basis der DS-Gleichung in niedrigster Ordnung der elektromagnetischen Kopplung erhalt
man nach kurzer Rechnung (nur das longitudinale Schleifenintegral bildet eine von null

verschiedene Divergenz aus):

N2 -1 2/ dPq 1 1 a
a I/E lua W v g

2N, (gO 0) (271_)2 (Q)7 15 — g7 15 — ]6 — g’y q2
N2-1 g2 1

= SN (473)2 7" + KONV, (5.6)
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Die storungstheoretische Rechnung liefert fiir die transversal-projizierte Schleife keine Di-
vergenz. Dagegen bildet die transversal-projizierte Schleife mit den erweiterten Ansétzen
Divergenzen aus, die aufgrund der Forderung nach Reproduzierbarkeit der perturbativen
Divergenz verschwinden miissen. Die mathematische Formulierung dieser Forderung kann
direkt aus den Analysierungen der Divergenzen in Kapitel 4.2 abgelesen werden:

N2 -1 kv B B
0 = 50]0[3H<> e () ug)
~ < [1] (1]
ZZ l+n 2 llOlCI—n’ln’l
:0 :
N2 — kY
I c _ -1/ -1
+311(e) efﬁ_kermA( wi3)” (—wig)
1
Z l+n 1]11110£jn'1n'0
=0 n'=
N2—1 kY
I c _ —1, —1/ -1
+31(e) N, ef;s+w1,2A( wiz)  (—wi3)  (—ui3)

(1] (1]
0472m7lm0l03—2m’—n’m’n’1
N2 -1 kY
+3H(€) < -1 w1 3 -1 -1

)

1 1
CB[‘—}2m—lm1lC4]2m’n’m’n’0:| (57)

Diese Forderung 148t die Losung H%}O =0 zu.
Ein Vergleich der berechneten perturbativen Divergenzen aus Kapitel 4.3 mit der longitudinal-

projizierten storungstheoretischen Divergenz (5.6) fiihrt auf die Forderung:

1 1
v n' 1
Y Z Z —w1 2 ]+ ([]l]lFl[ ]]1]6{ }n 'n'1

_|_

11
7 Z Z(_wlﬁ)lﬂo{l—}zuFl[l—]iil C’(?1}1

1 1 1 1
+7V (_w1,3)_1 Z Z Z Z (_w1’2)l+z(_w1 )]—l—n Cl[ ]lll 2[1]1 jz]CPjn’n’l

11
i -1 1+n’ A1 1] A1
b wioA B H ey
+3]$ + ’LU1’2A( w3) ZZ; nZ_:O( w1,2)"" Gy 101 Ha00C1 it
i ShY 1] (1] ~[1]
——(— -1 _ I+n' 1] AlL
+3I$ - ]6 + w1,2A( w1’3) Z ( wi,2 ) Cl lllHZOOCQ,nInIO (5.8)
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Da diese Gleichung iiber unterschiedliche Matrixstrukturen verfiigt, bindet sich diese For-
derung an die einzelnen Matrixstrukturen. Die storungstheoretische Divergenz kann also
nur reproduziert werden, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt werden:

1 1
1 (1
Z Z —w1 2 ]-I—n C([]l]l 1[ ]]IJCI[Jn’n’l

1 1 1
+(_w1,3)71 Z Z Z (_w1’2)l+z(_w1’2)]+n’ Cl[l_]”le[l_}i_jijcl[l_]nlnll (5'9)

1=0 =0 j=0n'=0
1 1
1 ~[1
0 = H2[0]0 [Z Z (_wl, )l—l—n C£ }lOZCEJn’n’l} (510)
=0 n'=0
1 1
1 i i+n' AL ~[1
0 = HQ[O]O [Z Z (_wl,Z)l—l_z(_wl,Z)]—l_n C]Fjlllc][_jnlnll] (511)
=0 n'=0

Insgesamt wird durch die Nebenbedingungen (5.2, 5.3, 5.7)und (5.9-5.11) ein Gleichungs-
system fiir die Vertexparameter definiert welches prinzipiell ausgewertet werden kann. Es
ergeben sich dann Bedingungen an die Vertexkoeffizienten, wodurch die Anzahl der freien
Parameter eingeschrinkt werden kann. Eine exakte Auswertung dieser Gleichungen kann
im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr durchgefiihrt werden. Es soll aber darauf hingewiesen
werden, daf H. 2%]0 = 0 mit der Nebenbedingung (5.9) eine mégliche Lésung des Gleichungs-
system darstellt.

5.3 Die resultierenden Selbstkonsistenzgleichungen und Ne-
benbedingungen fiir »r =1

Abschliefend werden die Selbstkonsistenz-Gleichungen zusammengestellt. Dabei werden
die Nebenbedingungen (5.2, 5.3, 5.7)und (5.9-5.11) und die SK-Gleichung (4.86) nicht
mehr explizit mitgefithrt. Sie gehoren aber mit zu dem SK-Gleichungssystem dieser Ar-
beit, werden aber von den folgenden Uberlegungen nicht beriihrt. Im folgenden werden
die iibrigen SK-Gleichungen in r = 1 auf die Vertexparameter umgerechnet und zusam-
mengestellt!.

Die SK-Gleichungen des inversen Fermionen-Propagators (N, = 3):
SK-1:

4 -
—,ngl,l = 5{3(2’1 — wl,l) + 01(221 + w2 — wl,l)} (5.12)

'Die Notation der Vertexparameter ist Anhang E entsprechend gewihlt.
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SK-2:
3
—Bo(wiiwiz +wig) = 1{3(22 + z1(wi2 — w1,1) — wi,1wW12)
+a(Z2 + Z1 (w12 —wip) — w1,1w1,2)}
(5.13)
Die SK-Gleichungen des Quark-Photon-Vertex (N. = 3):
SK-3:
3 - - - -
,Bow%,3932 = —az{w%,y,(zq + w1,2)2 —2zywy 3(Z1 + w1 2) (w1221 + Z2)
+(wam1 + @3 + Wi 5) (w251 + 52)°
_/BOW%,S(W%Q — w3+ 2w1,2x1)} (5.14)
SK-4:
2 _ 3y 9 s .2 s 2
Powizr1 = @y wy 3(Z1 +wi2) + T1w13(Z2 — wis + (21 +wi2)?)
221 (w221 + 22)} (5.15)

Man erhilt einen Satz von vier SK-Gleichungen mit einer Nebenbedingung fiir insgesamt
9 freie Parameter. Da bereits alle photonischen DS-Gleichungen in niedrigster Ordnung
der elektromagnetischen Kopplung ausgeschopft sind, ist eine Losung der SK-Gleichungen
(5.12)-(5.15) in niedrigster Ordnung in e unméglich. Eine Losung ist nur in Sicht, wenn die
benoétigten gluonischen Vertexparameter mit ihrer Eichabhingigkeit vollstdndig bestimmt
sind. Wie obiges Gleichungssystem zeigt, werden sémtliche Vertexparameter bei Rech-
nungen auflerhalb der Landau-Eichung explizit vom Eichfixierungsparameter abhiingig.
Deshalb konnen die in [STI 97] aufgelisteten Vertexparameter nicht verwendet werden;
ihre Eichabhingigkeit ist “weggeeicht”. Sdmtliche SK- Gleichungen sind lineare Gleichun-
gen in den photonischen Parametern.

Da die Parameter des gluonischen Sektors fiir » = 1 und in Landau-Eichung bereits be-
stimmt sind, wird eine Losung der photonischen Vertexparametern in Landau Eichung
angegeben: An den SK-Gleichungen SK-3 und SK-4 kann die Losung in Landau-Eichung
direkt abgelesen werden. Die reskalierten Vertexparameter des Quark-Photon-Vertex lau-
ten in Landau-Eichung der QCD:
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In Landau-Eichung, in niedrigster Ordnung in ey und auf dem Ein-Schleifen-Niveau erhélt
also der Quark-Photon-Vertex durch die starke Wechselwirkung der Quarks keine nicht-
perturbative Modifikation nullter Ordnung. Dieses Ergebnis ist ein wesentliches Resultat
dieser Arbeit. Diese Werte konnen der Tabelle (2.1) zugefiigt werden. Anzumerken bleibt
noch, daf} die angegebene Losung in Landau-Eichung effektiv die Losung folgender Glei-
chung ist:
1

Tl =4 (5.18)
Es ist also sehr viel Aufwand betrieben worden um eine relativ einfache Gleichung zu
l6sen. Es folgt zum Schlufl dieser Arbeit eine Diskussion der gewonnen Resultate.

5.4 Diskussion der Ergebnisse

Die Schwierigkeit beim Lisen des SK-Gleichungssystems in beliebiger Eichung liegt darin
begriindet, dafl die enthaltenen Vertex-Parameter vom Eichfixierungsparameter abhingen
und daher bisher unbestimmt sind. Dieser Sachverhalt kann bereits an den zur Verfiigung
stehenden DS-Gleichungen abgelesen werden. S&mtliche Parameter des longitudinalen
Quark-Gluon-Vertex sind unbestimmt. Eine Loésung der SK-Gleichungen in beliebiger
Eichfixierung ist nur zu erwarten, wenn auch die reinen QCD-Vertexgleichungen in all-
gemeiner Eichfixierung behandelt oder wenn Terme in héherer Ordnung der elektroma-
gnetischen Kopplung beriicksichtigt werden. Bereits in der quadratischen Ordnung der
elektromagnetischen Kopplung kénnen SK-Gleichungen mit photonischen Parametern aus
dem inversen Photon-Propagator und dem inversen Fermion-Propagator gewonnen wer-
den. Auch die Ein-Schleifen-Nidherungen der beiden DS-Gleichungen des Quark-Photon-
Vertex liefern dann unterschiedliche SK-Gleichungen. Dieses zeigt, dafl eine Behandlung
des Quark-Photon-Vertex auf dem Ein-Schleifen-Niveau und in niedrigster Ordnung der
elektromagnetischen Kopplung nur eine sehr beschrinkte Analyse zuldfit. Wenn keine wei-
teren Restriktionen durch Einbeziehung anderer Gesichtspunkte gestellt werden, wie z.B.
durch die Ward-Takahashi-Identitdten, ist nur eine Losung in Landau-Eichung mdoglich.
Anlafl zur Diskussion bietet sicherlich auch die Lorentz-Struktur kTU des Quark-Photon-
Vertex. Diese Struktur ist dafiir verantwortlich, dafl bei den Schleifen-Berechnungen im
vierten Kapitel Terme entwickelt werden, die zum einen eine Modifikation der stérungs-
theoretischen Divergenz bewirken und daher als konvergente Defektterme gelten, und zum
anderen sogar Terme produzieren welche im perturbativen Limes divergieren. Hierauf be-
griinden sich die vielen Nebenbedingungen die an die Vertexparameter gestellt werden.
Allen Bedingungen gemeinsam ist, daf} H%}O ihre “triviale” Loésung ist. Es ist also zu
vermuten, dafl eine nicht-stérungstheoretische Modifikation des Quark-Photon-Vertex der
Form Hglz}]’% allgemein abgelehnt werden muf. Dafiir sprechen zum einen die Uberlegun-
gen in Kapitel 2.4.4 und ein Vergleich mit dem Quark-Gluon-Vertex, der als “Verwandter”
des Quark-Photon-Vertex betrachtet werden kann.

Setzt man voraus, dafl der Quark-Photon-Vertex auf seine stérungstheoretische Lorentz-
Struktur eingeschrinkt sei, so folgt aus (5.9) als Nebenbedingung an die photonischen
Vertex-Parameter:
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0 = z237 — 2wy 35121 (5.19)

Diese Bedingung wire dann zumindest in Landau-Eichung exakt erfiillt.



Zusammenfassung und Ausblick

Im ersten Kapitel dieser Arbeit sind die Grundlagen der storungstheoretischen Behandlung
der QCD eingefiihrt und die Notwendigkeit eines nicht-stérungstheoretischen Losungsan-
satzes erlautert worden. Darauf aufbauend wurde im zweiten Kapitel in die systematisch
erweiterte Storungstheorie nach [Sti 96] eingefiihrt. Im Rahmen der systematisch erweiter-
ten Storungstheorie ist es in dieser Arbeit gelungen, die in der erweiterten Stérungstheorie
giiltige Systematik der kompensierenden Pole fiir Schleifenberechnungen mit beliebiger
Eichfixierung bereitzustellen. Die Uberlegungen dazu basierten auf der Struktur der Ver-
texapproximanten, die an die durch die Slavnov-Taylor-Identitdten empfohlene Struktur
angepaft wurden. Hierdurch ist die Moglichkeit er6ffnet worden dynamische Gleichungen
mit kompensierenden Polen auflerhalb der Landau-Eichung zu behandeln und somit einen
tieferen Einblick in die Struktur der Vertexparameter zu gewinnen. Dieses kann als ein
wesentliches Resultat dieser Arbeit gelten.

Gegenstand des dritten Kapitels dieser Arbeit war die Untersuchung des inversen Fermion-
Propagators in beliebiger Eichfixierung. Es konnten SK-Gleichungen auf niedrigster Stu-
fe der rationalen Approximation angegeben werden, die in Landau-Eichung die Resulta-
te in [Kuh 97] reproduzieren. Dariiber hinaus ist gezeigt worden, daf die auftretenden
Vertexparameter vom Eichfixierungsparameter abhéngen, was an in Landau-Eichung be-
stimmten Vertexparametern nicht abgelesen werden kann. Die Vertexparameter werden
auBlerhalb der Landau-Eichung zu Funktionen des Eichfixierungsparameters, so dafl sich
die Frage stellt, wie SK-Gleichungen zu behandeln sind, die iiber eine Abhingigkeit vom
Eichfixierungsparameter verfiigen. An den stérungstheoretischen Divergenzen kann abge-
lesen werden, dafl der Eichfixierungsparameter auf dem Ein-Schleifen-Niveau linear in die
SK-Gleichungen eingeht, was natiirlich nicht bedeutet, dafl die Vertexkoeffizienten lineare
Funktionen des Eichfixierungsparameter sind. Um diese Funktionen bestimmen zu kénnen,
muB ein geeignetes Verfahren entwickelt werden. Ein mdgliches, aber sehr aufwendiges
Verfahren kann darin bestehen, fiir verschiedene Eichfixierungen die Vertexkoeffizienten
zu bestimmen und anschliefend durch Interpolation dieser Werte auf die Eichfixierungs-
abhéngigkeit zu schlieflen.

Die Ausfithrungen im vierten Kapitel der vorliegenden Arbeit zeigten, dafl zur selbst-
konsistenten Behandlung des Quark-Photon-Vertex in niedrigster Ordnung und auf dem
Ein-Schleifen-Niveau nur eine Ndherung seiner DS-Gleichung zur Verfiigung steht. Dieser
Sachverhalt stellt im Rahmen dieser Arbeit eine wichtige Erkenntnis dar und zeigt, daf in
der beschriebenen Ndherung eine selbstkonsistente Behandlung des photonischen Sektors
nur auf einer DS-Gleichung basiert. Um geniigend SK-Gleichungen bereitstellen zu kénnen
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miissen entweder hohere Ordnungen in der elektromagnetischen Kopplung mit in Betracht
gezogen werden, oder es werden andere Restriktionen an die Vertexparameter gefunden,
z.B. iiber die Ward-Takahashi-Identitdten.

Im Zuge der Schleifenberechnungen zum Quark-Photon-Vertex im vierten Kapitel konnte
die in [Kuh 97] aufgestellte Behauptung bestétigt werden, dafi das DS-Funktional der Ver-
texgleichung in Landau-Eichung keinen Beitrag nullter Ordnung liefert, wenn die stérungs-
theoretische Lorentz-Struktur verwendet wird. Die SK-Gleichungen des Quark-Photon-
Vertex sind in beliebiger Eichung auf dem Niveau niedrigster Stufe der rationalen Ap-
proximation aufgestellt und dariiber hinaus im fiinften Kapitel in Landau-Eichung gelGst
worden. Auch diese Vertexparameter verfiigen iiber eine in Landau-Eichung verborgene
Abhéngigkeit vom Eichfixierungsparameter.

Bei den Schleifenberechnungen im vierten Kapitel sind erstmalig Lorentz-Impulsstruk-
turen der allgemeinen Form Hglz}]% beriicksichtigt worden. Diese sind Teile der nicht-
perturbativen Erweiterung des Quark-Photon-Vertex, welche in niedrigster Ordnung der
elektromagnetischen Kopplung nicht den stérungstheoretischen Divergenzgrad erh6hen und
daher durch keine Randbedingungen erfaflt werden kénnen. Es konnte am Beispiel des
Quark-Photon-Vertex gezeigt werden, dafl diese Terme die stérungstheoretische Diver-
genz modifizieren und sogar im perturbativen Limes A — 0 divergente Beitrige liefern.
Durch die Forderung nach der Reproduzierbarkeit der stérungstheoretischen Divergenz
konnte ein Gleichungssystem fiir die Vertexparameter abgeleitet werden, das zumindest
|
tet an, daf} ein tieferer Zusammenhang zwischen der Forderung nach Reproduzierbarkeit

= 0 als eine mogliche und plausible Lésung besitzt. Dieses Gleichungssystem deu-

der stérungstheoretischen Verterfunktion im perturbativen Limes und der Forderung nach
Reproduzierbarkeit der stérungstheoretischen Divergenz im perturbativen Limes besteht.
Eine mathematische Untersuchung dieses Gleichungssystems konnte in dieser Arbeit nicht
mehr durchgefiihrt werden und steht daher noch aus.



Anhang A

Funktionale Methoden

Im Folgenden wird ein Uberblick iiber die in dieser Arbeit verwendete Notation gegeben:
A(z) Photonfeld mit Quelle S

B(z) Gluonfeld mit Quelle J

C,C Geist-, Antigeistfeld mit Quelle w,®

1,1 Fermion-,Antifermionfeld mit Quelle 5,7

F#(z) photonischer Feldstéirketensor

G4” (z) gluonischer Feldstirketensor

¢ photonischer Eichparameter

a gluonische-Eichparameter

r{0Pert  ezeichnet die Vertexfunktionen 0. Ordnung. Dabei bezeichnen {F,F, A,V,...}

F,FAV,...
das Fermion, das Antifermion, das Photon, das Gluon,... .

A.1 Die euklidische Wirkung

Die euklidische Wirkung der QCD mit Einbeziehung des photonischen Sektors lautet im

Ortsraum:

S614,5,0,0,4,9] = | d4m(§cg”(m>azw<m>
+iF‘“’(m)F‘“’(m) + % (0#BL(@)) + %(5“14“@))2

+(8"Ca()) [0 8ap + Go fabe B (2)| Co(2)
Nr _ _ '
£330 @) [ — iyt 4 o6 1G0T BE(z) + éfv“A“(m] %)(w))
f=1
Die acht Matrizen T, = %/\a sind die Erzeugenden der fundamentalen Darstellung der

SU(3).
Die nackte, euklidische Wirkung im Impulsraum erhilt man durch entsprechende Fourier-
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Transformation der Felder mit anschlieBender partieller Integration. In D = 4 — 2 Dimen-

sionen hat sie die Form:

SE[A’BaCa é,’l/),’l/_)] =

1 [ dP daP
-/ (2755/ Gy (20787 (a1 + TR B () Bl (a2)

1 qu1 qu2 qu3 DD

—govg 2m)~4

+3!90V0/(27T)D/(27T)D/(27T)D( ) (1 + a2 +q3)
TSPRTLRE (g1 go, g3) B (1) BE2 (q2) B2 (g3)

3Vaiazas

D D D D
10062 [ i | ot | Gartp | a2 b )

T nraanar " Bl (a1) B2 (22) B (43) B (a4)

4Vaiazasaq
dD d er ~
_/(271")];/(27;)]2 (27T)D5D(q1+q )Fgg)al;(q?)o (91)Ca,(q2)
dP dP dP
+g°US/ (275;7 / (275; / (27r§l3 (2m)76" (@1 + 2 + 3)
F%ﬁ’:ﬁfz%(ql)cal(Q1)Caz(qz)B”3( 3)
qu1 d” qo DD ()pem] ;
_/(27T)D/(27T) (2m) 707 (01 + 2) Zd) Lrr (f) (Q2)7/’(f)(Q2)
dP dP dP
o Oyg/ )P / )P / o 27787 (@ + )

Zw DT ORIyl (a0) BES (a5)

1 dD dP
_5/ L / 5 2m)P 3P (g + )T {7 Al (01) A2 (a2)

GnP | @nP
D D D
rer? 5/ éﬁ’/ it | Gamp 25 )

Z¢ F;’ért” W] 1) (g2) A" (g3)
(A.2)

Die eingefiihrten Vertexfunktionen 0. Ordnung I'(©)Pe"? werden so definiert, daf die Fourier-
transformierte Wirkung positiv definit bleibt; sie konnen dann direkt aus der transformier-

ten Wirkung abgelesen werden:

1
CPET0) = e (95207 — (1= L) (A3)

0
Tty (6%) = —0a10,0° (A.4)
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OB 04 ) a9
ngertmuz(q) _ _ <5u1uzq2 —(1- %)qmqm) (A.6)

0 t .
Fg%izzﬂtw:& (Qb q2, Q3) = Zfa1azas <5#1M2 (ql - QZ)MS

_|_5ﬂ2#3 (q2 _ qs)ﬂl

+6H24 (g3 — Q1)“2> (A7)
0)pert .
Demvnts (@) = ifaiasaa" (A.8)
(0)pertijus _
FFF'V(f)a: = Tayn™ (A.9)
(0)pertus
FFFA(f)3 =" (A.10)
D{OPErtntonsits _ g b Fagagp(811145P215 — g giiams)
+fa1a3bfa4a2b(5”1”25”3”4 - 5”1“45”2”3)
+fa1a4bfaza3b(5ﬂlﬂs(sﬂ2ﬂ4 - 5#1#25#3#4)
(A.11)

A.2 Der Funktionalintegralformalismus

Definiert werden die Greenfunktionen als Vakuumserwartungswerte des zeitgeordneten
Produktes der in der betrachteten Feldtheorie auftretenden Felder. Das Erzeugende Funk-
tional der euklidischen Greenfunktionen fiir die QCD unter Einbeziehung des photonischen
Sektors lautet:

Ze(5, 0., = - [ PADBDCDCD§DG exp { - 5614, 5,0,C.4,5
D
‘/ éln) [S"< 0)A*(q) + T(q) B2 (q) + Cal@)wa(~9) + @a(~4)Calg)
Np
57 (G (@) (—a) + B
fz::l( (H\D(H\ ™ (n( > }

(A.12)

Dabei ist der Normierungsfaktor —E so gewdhlt, da§ Zg[S = 0,...,7 = 0] = 1 ergibt.
Das Erzeugende Funktional fiir die zusammenhingenden (connected-) Greenfunktionen
ist dann

Wg(S, J,w,&,n,7] =InZg[S, J,w,w,n, 7] (A.13)
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Leitet man dieses Funktional nach den Quellen S, J,...,77 ab und setzt diese anschlieflend
gleich null, so erhilt man die entsprechenden euklidischen, zusammenhéingenden Green-
funktionen. In dieser Arbeit werden die folgenden zusammenhingenden Greenfunktionen

benétigt:
82W([S, J..., 7] 1 p
R =4 vz A14
5sw4qgasw(qg‘szm:¢ﬂ (2m)D (1 +2) G447 (a1, @2) (A-14)
S2W[S, J..., 7] D -
) ) _ viv A1l
(;77’/2 (q2)6ﬁ,jl (Q1) ‘S:...:ﬁ:O (27T)D é (ql + Q2)GFF (q17 Q2) ( 5)

SBWIS, J.... 7] ‘

_ # D VivoV3
3572 (q3)dn"2 (g2)07 (q1) Pt @+ as)Gpy (000 ) (A-16)

7=0  (2m)2D

53 [S, J...,ﬁ] 1 D 1V2V3
W _ vivey Al
ST (o ()57 (@) ‘sz...:,—,:o )P 07 (q1 + g2 + a3)G P22 (q1,02,93) (A.17)

SWS, J..., 7]
dn74(q4)0773 (q3)0n"2 (g2)0677"1 (q1) 1S=...=7=0
1 ViVvaV3V.
- W(sl)((ﬂ + a2+ a3 +a)Grp " (q1,42,03,04) (A.18)
SWS, J..., 7]
0574 (qa)dJaz (g3)0n"2(g2)07" (q1) 18=...=7=0
1 ViV V3D,
- W(sD(C—“ + a2+ a3 +a4)Gppy " (01,42,43,04) (A.19)
SAWIS, J..., 7]
0Sva(qa)d55(q3)n¥2 (q2)07" (q1) |s=...=7=0
1 ViVaV3V.
~ (2n)3D 07 (a1 + a2 + a3 + a4) G (a1, 42, 03, 94) (A.20)

Es bestehen folgende Zusammenhénge zwischen den connected-Greenfunktionen und den
Vertexfunktionen (Entwicklung nach Vertexfunktionen):

GLi (q1,q2) = 67" S(q2) (A.21)
G (q1,q2) = 0" K (g2)
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S(@Tpp=-1 (A.22)
K(q)T4a=-1 (A.23)
G (q1,92,43) = es5S(—q)Tn e’ (41, 42, 43) S(92) K (g3) (A.24)
G pive, (@1,a2,03) = 9015 S(—a1 )T 200 (a1, 42, 93)S(q2) Das (a3) (A.25)
Gorns(q1,92,93,94)

= (90v6)*S(—q1)S(q2)T 72" (q1, 42, 3, 94) S (q2) S(—q3)S(qa)  (A.26)

Gopya  (41:92,43,94)
= govherv5S(—a1)S(a2) T h 5 (415 92, 43, 94) Doy (93) K (g4) (A.27)
G2 (a1,92,03,94)

= gov5(es10)?S(—q1)S(q2) L7225 (a1, 42, 43, 44) K (g3) K (q4) (A.28)

A.3 Definition der Feynman-Regeln

Im Folgenden werden die rein perturbativen Feynmanregeln, wie sie in dieser Arbeit ver-
wendet werden, festgelegt:

1) nackte Propagatoren werden durch diinne Linien dargestellt; die stérungstheoretischen
Vertexfunktionen nullter Ordnung (kurz: nackte Vertexfunktionen Fgg)p eTt) mit mehr als
zwei dufleren Beinen werden durch Punkte symbolisiert, in die die entsprechenden Linien
einlaufen. Die einlaufenden diinn gedruckten Linien sind nicht mit den Propagatoren zu

verwechseln, sondern geh6ren zur Symbolik der Vertizes.

2) Beschrieben werden alle Teilchen als in den Vertex einlaufend und der getragene Impuls
und seine Richtung kann, wenn notwendig, durch anliegende Pfeile angegeben werden. Je-
doch muf} bei den gerichteten Linien (also bei fermionischen und geistartigen Linien) die
Laufrichtung angegeben werden.

3) Wie bekannt wird iiber geschlossene Schleifen integriert und bei geschlossenen Fermion-
Schleifen entgegen der Laufrichtung eine Dirac-Matrixspur gebildet sowie ein Faktor —1
angefiigt. Symmetriefaktoren vor Diagrammen mit Permutationssymmetrien werden in
dieser Arbeit nicht benétigt, kénnen aber der allgemeinen Literatur entnommen werden,
da sie unabhéingig von den hier eingefiihrten Konventionen sind.

Die Definition der nackten Groéflen lautet folgendermafien:
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der nackte Gluon-Propagator:

D(O)pertmug (q) — §oro2 (5M1M2q2 _ (1 _ a)qﬂlqﬂz) i4 = m (A29)

aiaz
q

der nackte Photon-Propagator:

D O)pertpps (q) = (5M1M2 2 _ (1- g)ql‘lqi‘z) i4 = AN (A.30)
q

a1a2

der nackte Fermion-Propagator:

S(O)pertij(q) ] 1 = - (A.31)
4+ M)

der nackte Geist-Propagator:

D(O)pert(q) = 50102

a1a2

= —-a--- (A.32)

£L|h‘

der nackte Fermion-Gluon-Vertex:

g — T - a3

der nackte Fermion-Photon-Vertex:

e (A.34)

der nackte 3-Gluon-Vertex:

0 t .
Fg&ﬁi22lfllsﬂ2u3 (q17 q2, q.?)) = zfa1aza3 (6H1M2 (QI - Q2)"3

FH213 (g — gg )1
GHaH1 (g — Q1)”2)
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= (A.35)
der nackte Geist-Gluon-Vertex:
0)pert .
F(G'gVallfziag, (@) = ifara2059"° = (A.36)

Die vollen Propagatoren und Vertexfunktionen werden dagegen durch fettgedruckte Linien
bzw. Kreise dargestellt:

der Photon-Propagator:

AANAN (A.37)
der Fermion-Propagator:

——— (A.38)
der Gluon-Propagator:

SBBBUT (A.39)

der Geist-Propagator:

der Fermion-Gluon-Vertex:
k
pert 9
FFFV(_QIaQ2ak) = (A41)
q1
der Fermion-Photon-Vertex:
k
pert 9
FFFA(_QIaQ2ak) = (A42)



Anhang B
Dyson-Schwinger-Gleichungen

Die Dyson-Schwinger-Gleichungen (DS-Gleichungen) bilden ein unendliches, hierarchisch
gekoppeltes System von Integraldifferentialgleichungen fiir die Vertex-Funktionen I'y mit
N dufleren Beinen, basierend auf der mathematischen Eigenschaft des Funktionalintegrals,
daBl es iiber eine Funktionalableitung verschwindet. Die formale Darstellung der Dyson-
Schwinger-Gleichungen mit Dyson-Schwinger-Funktional ® ist:

'y :Fgg)pert—{—q)]v [FQ,Fg,...,FN,FN+1,FN+2] (B].)

Ist die Wirkung der betrachteten Feldtheorie gegeben, so spiegeln die Dyson-Schwinger-
Gleichungen die Dynamik der Theorie wieder, da sie genau wie die Euler-Lagrange-Glei-
chungen, wegen ihrer Ableitungsterme, als Bewegungsgleichungen der Greenfunktionen
interpretiert werden kénnen (sie verfiigen immer iiber Schleifenintegrale in denen alle Im-
pulsgréfenordnungen auftreten kénnen). In dieser Arbeit werden einige der fermionischen,
der photonischen und der gluonischen Dyson-Schwinger-Gleichungen benétigt.
Exemplarisch wird die Herleitung der Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den inversen Photon-
Propagator ausfiihrlich angegeben.

B.1 Der photonische Kanal
Das Funktionalintegral iiber eine Funktionalableitung verschwindet:

0 = / DADBDCDCDYDY — Sg[A,B,C,C,9,9]

)
s

qu ~ i
[ G [S"(‘Q)A“(Q) + TE(@)BU(a) + Calg)wa(~0) + @a(~)Cala) +

NF . . . .
> (i @rin (-0 + dip-0vin@ )|

(B.2)

(271_)1) s7 (pl)] ZE[A7 B, ’1:[}]
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(B.3)

Dabei ist bereits die Ableitung auf den Quellenterm ausgefiihrt worden. Bei der Berech-

0Sg[A,B,..., . . )
| 7] sind nur zwei Terme von null verschieden:

nung VOHW

_ D__¢
F(z)——(2m) 55(=2)

5 1 [ dPgq dPgq (O)pertuiz 4, ,
5Aw(—p1>{§/ a5 | (oo 87 0+ T 4 ) 4 <q2>}

1 [ dP dP
3 | G [ G 20 % 0+ )85 an + ) TR 4 )

1 v
NEL )DF% TS 4 (py)

) (B.4)

(0 )Pertl’wz
T, . °
65k (—p1)

Und:

5 D D D
m{%/ ((éﬂ'()ﬂ / éﬁ’/ (C;ﬂ§%<2ﬂ)[’6[’(ql+q2+q3)

> aTER ) A" ()|

Ng
dPq [ dPq [ d"q
[ 0] 5 S s

871+ 50 (g +p1)¢(f)(Q1) FF?ZMJW (g2)}

- )T 0 @)

(0)pertijvi J
SR — ) L (B.5)
(@ —pl) Tl (ca)

Damit lautet die Master-Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den photonischen Kanal:

_ (0)pertvy pa d 1 V1
0 = [PAA (53”2(—])1) + (271_)[)‘5' (pl)
Nr ) (0) 0
o 0)pertijvy n
+ efuojdeq2—7————————r ) — % |zg[4,B, ..., 9]
ch::l 577(f) (g2 — p1) FrA "ff)(_@)
(B.6)

B.1.1 DS-Gleichung fiir den inversen Photonpropagator

Anwenden der Funktionalableitung 55+(pz) auf die Master-Gleichung (B.6) mi Zg
exp Wg und anschlielendes Nullsetzen der Quellen fiihrt auf:
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W 1
— F(O)pert’jllm 1Z8%]
0 [ A4 dSV2(pa)dSH2 (—py) ly=...=7=0 * (27T)D5
Np 3
~ (O)pertz]ul "W
+ erS/ g2T _ — 1
Z—:1 A d5v2 (p2)577%f)(Q2 - p1)577ff)(—Q2) ‘J:"':":O}
(B.7)

Es werden die folgenden zusammenhingenden (connected-) Greenfunktionen benotigt
(Anhang A.1.2):

52W[S,J...,ﬁ] 1 D u
3572 (p3)65#2 (—py) ls=..=n=0 (gﬂ)Da (p2 —p1)G R4 (=p1,2)
1
- (2m)D 6P (py — p1)0""* K (p2)
SBWIS, J..., 7] 1, .
6572 (p2)oni(ge — p1)di (—q) ls=..==0 (271')2D5 (p2 — P1)Gor, (—02, 32 — P1,P2)
1

= @ryp® P2~ pepiS(a)
I‘g?A( g2,92 — p1,p2)S(q2 — p1) K (p2)
Auflgsen der §-Funktion (py = p1) liefert:

0 — FE;)Lpertulﬂz( )5”2M2K(p1)+5’/1’/2

CI2 ertijv v
+Zef1/0 / )DF%?A S (q)T (—g2, 32 — P1,P2)S(q2 — p1) K (p2)

(B.8)

Multiplikation der Gleichung mit ' 44(p1) liefert die Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den
inversen Photonpropagator (mit KT'g4 = —1):
T aalp) = 8T ()

N

F 5E\2T dP q2 1-,( )pertz]uls 1-,] 2 g
+Z(ef’/0) r (2 )D FFA ( ) F'FA( Q2,Q2—p17p2) (Q2_p1)
f=1

(B.9)

Mit den Feynmanregeln (Anhang A.1.3) ergibt sich die graphische Darstellung dieser Glei-
chung zu:
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+(ep5)?

B.1.2 Der Fermion-Antifermion-Photon-Vertex im photonischen Kanal

Nach Anwenden von 5 auf die Master-Gleichung (B.6) und anschlieflenden

4 )
“3 (ps) 677”2 (p2)
Nullsetzen der Quellen erhilt man:

= [F(O)pertvlm P*W ‘
Ad 3SH2 (—p1)dn*2 (p3) 372 (p2) l1=...=7=0
NF 4
e (0)pertijvi W
+3 st [ dPr) { — _ _
fz::l FEA dn¥* (p3)877* (p2)dn] ;) (a2 — P1)07( ) (—a2) ‘J:'"Z":O

] |
613 (p3) 7, ;) (—go) 1 T=+-=1=0 01 1) (g2 — p1) 077" (p2) |7 =-..=0=0

(B.10)

Einsetzen der connected-Greenfunktionen, Ausfithren des letzten Impuls-
integrals, Abspalten der d-Funktion (p3s = p; — p2) und Entwickeln nach Vertexfunktionen
(Anhang A.1.2) liefert:

Vav3 a2

0
0 = Filzgpertulm(Pl)ef’/gs(—m)FFpA (p2,p1 — P2, —p1)S(p1 — p2) K(—p1)

g 0)pertij
+ef”3(901/3)2 /dDQZ{PEm;:FZT " 8(g2)8 (g2 — p1)Trppr(—a2, 42 — P1,P2,P1 — P2)

S(—p) S —p2>}

—ep TR 57 S (py — 3625 (~ps)

(B.11)

Setzt man die DS-Gleichung fiir den inversen Photon-Propagator in obige Gleichung ein
und benutzt die Zusammenhénge aus Anhang A.1.2, insbesondere T =T-T riaBKl pia,
so erhilt man die DS-Gleichung fiir den Fermion-Antifermion-Photon-Vertex im photoni-
schen Kanal:
0)pertij
Lrpa(p2,p1 — p2,—p1) = P;w;:?jr o

~(gu)? | quz{r%j"“f“s<qz>s<q2 A p2>}

(B.12)

Und in graphischer Form:
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p—k p-k

= — (g90v5)

B.2 Der fermionische Kanal

Das Funktionalintegral iiber eine Funktionalableitung verschwindet:

0 = / DADBDCDCDYDy exp{ — Sg[A,B,C,C, 1, ]

__d
57/’(’/}) (_pl)

dPq ~ i
- / (2m)D [S“(—q)A"(q) + J4(9) Bt (q) + Ca(q)wa(—4) + @a(—q)Ca(q)

(B.13)

- ﬁ"(y}) (pl)] Zg[A, B, ..., )]

_ . (0)_pertu1j d 1 1
= 1)[FFF (p1) 5 PR (27T)Dn(f)(p1)

(0)pertvijus d

n
5
+ € /dD S — - N YD)
(g076) ol (—a2) PTVes ST (a2 — 1)
5
(

. )
(et dPgo— 0  pOpertvijus % | S, ..,
( f 0)/ qz(sﬁzf) —Q2) FFA 55#3(q2 —p]_) E[ n]
(B.14)

Dieses ist die Master-Gleichung fiir die fermionischen DS-Gleichungen. Im Folgenden wird
der Flavour-Index nicht mehr explizit angegeben.

B.2.1 Der inverse Fermion-Propagator

Anwenden der Funktionalableitung 671%(172) auf die Master-Gleichung mit Zgp = exp Wg

und anschlieBendes Nullsetzen der Quellen fiihrt zu:

2
B (0)pertvyj il
0 — r (pl)(snvz (p2)5ﬁ(_p1) S=...=n=0 '

@ b2~ p1)



B.2 Der fermionische Kanal 117

+(90VE)/qu ()Pertlfljﬂs 63W
0 FEVas  §JK3(gy — p1)6n> (p2)on(—g2)
- BW
1 (esi) [ dPgorlOpertviina : Z5[S, .\ i
(er%) | Par2F; 557 (g2 — pr)on (p)oi(—q) | 2

(B.15)

Einsetzen der connected-Greenfunktionen, Abspalten der J-Funktion (p2 = p1) und Ent-
wickeln nach Vertexfunktionen ergibt die DS-Gleichung fiir die fermionische Selbstenergie:

8T pp(p) = 07T GF " (1)

P 0)pert
+(90V§)2/ @m)D {F%I)f‘iz V1913 8 (gs) %jgﬁas(—%mh% —p1)Dh3 (g2 — p1)

~ dD 1% 14
+(ef1/§)2/ @2n)D {Fg’}?j”t 19k (g )F%?ﬁf( q2,P1, 92 — p1) K" (g2 —p1)}
(B

16)

B.2.2 Der Fermion-Antifermion-Photon-Vertex im fermionischen Kanal

Nach Anwenden der Funktionalableitungen 55”;5(173)(57]%(172) auf obige Master-Gleichung
(B.14) mit Zg = exp Wg und anschlieenden Nullsetzen der Quellen erhilt man (die
Greenfunktionen sind bereits nach Anhang A.1.2 entwickelt):

ertvij 1
0 = [Pg'];?? tl](pl)(Qﬂ.)QD‘sD(M‘i‘ps )G%;.;( P1,P2,P3)

dP 0)pert
+(90V§)/ @m)D {F%ESZ:HM%D(M +p3 — )G}V;’{EAZS( q2,P2,92 — P1,DP3)

. dP 0)pert
Hesmi)? [ L {r}}fj" 95D (py 4 py — p1) Gl (~a2,p2, 42 — P13

7 (p2 + p3 — p1)6” (P2 — 02) G (a2 —p1,p3)G§”§(—qz,p2)H

(B.17)
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Ausfiihren des letzten Integrals, Abspalten der §-Funktion (ps = p; — p2) und Entwickeln
nach Vertexfunktionen liefert:

0 = TWOP"™ () (er75)S(p1) T2 S (p2) K (p1 — p2)

~ dD 0 t y .
"'(QOVS)Q(@fVS)/ (2m)D {F%gxfuﬂsS(CI2)S(P2)T1{J;:3€Z/23(—Q2,P2,Q2 —P1,p1 — P2)

DH3 (g2 — p1) K" (p1 — pz)}

_ dP 0 . .
+(ef’/3)3/ (2m)D {an)a?jrtylwsS(‘]2)S(P2)T1{f;-3ﬁi/3(—Q2,p2,Q2 — p1,P1 — P2)
K" (g2 — p1)K"*(p1 — pz)}

HlegT) K (pr — pa) 2 S(pa) DO

FFA
(B.18)
Verwendet man die DS-Gleichung fiir den inversen Fermion-Propagator aufgelést nach
ng;;ert(pl) und benutzt insbesondere die Beziehungen
Tppya=Triva — DrivSTria (B.19)
Tppan = Trraa —UrraSTrra (B.20)

so erhilt man die DS-Gleichung fiir den Fermion-Antifermion-Photon-Vertex im fermionischen
Kanal:

. -
92 (py, pa, p1 — p2) = Do

dP 0)pertyyj
+(90V3)2 / (27T)D {Fgrg‘iz:uuss(q2)Ti;'FVAa3(_Q2ap27 q2 — P1,P1 — p2)Dg§ (Q2 - pl)

. dP 0 j
+(efu§)2/ 2n)D {I‘%%’jrtm”sS(Q2)T1’:FAA(—Q2,P2,Q2 —p1,p1 — p2) K" (g2 —p1)}
(B.21)

Und mit den Feynmanregeln erhdlt man die graphische Formulierung dieser Gleichung zu:

- =< C@<

+(g0v5)?
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B.3 Der gluonische Kanal
Das Funktionalintegral {iber eine Ableitung verschwindet:

/ DADBDCDC*DQ/JDJ;&B%(M) exp { — Sg[A,B,C,C, 4, y]
by \

D
_/ (Zn)qD [Sﬂ(_q)“w( ) + J4(q)Bi(q) + Ca(q)wa(—q) + @a(—q)Ca(q)
Np
+ NG )+1Z
];((f)q"(f) q )}

_ 8Sg[A, B, ..., 9]
= (0[S

_ (0)pertv d r .,
(_1) [FV‘?IZTG;MZ (pl)(sJ#;(—m) + (27_‘_)1).7(,11 (pl)

1 € D J (0)pertvipaus )
+§(90V0)/d ‘hmrgvm,m% (=p1,q2,01 — @2

5T @ = m)
3
D D Ypertvipo s fia d
3, (90v5) /d Q2/d g3 F4Va1a2a3a4 5,]5‘33( %)

)
d 7:[,(0)1761“751/1 - -
o) [ 20 oo e ) St —p)

)
D pertz]vl
—(g0v /d mz(sn FFVb1 ol (qu _p_l)]ZE[ s 7]

(B.24)

Dieses ist die Master-Gleichung fiir die gluonischen DS-Gleichungen.

B.3.1 Der inverse Gluon-Propagator

Nach Anwenden der Funktionalableitung 5 J,§ auf die Master-Gleichung mit Zg =

b (pz)
exp Wg und anschlielenden Nullsetzen der éuellen erhdlt man nach Abspalten der 4-

Funktion (py = p1):
5 21y = DA (1) DY (1),
—%(90’/8)/(1 qz%lﬁ%ﬂi’ﬁf“:‘(—pl,q2,p1 - Q2)G§{°}l;23';22b2(Q2 — P1, —q2,D1)
90'/0 / d®q, / dPgs F4Vﬂf2t;j;;ff3“4Gité/ﬁﬁzbz (g2 + g3 — p1,—q3, —q2,P1)

1
_i(gou ) /qu Fg‘)z;i:;u;;ffsml)uzm (p1)D*3H4(g3)
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D t
Hourf) [ A aTQET  @)6 ey s, (@~ 21 —01,1)

ti
+(g905 /thh ZTT[ FlfézmylG}Z?Vh(ch —P1,—q1,P1)
(B.25)

Entwicklung nach Vertexfunktionen liefert die DS-Gleichung fiir den inversen Gluon-
Propagator:

Iy 1(p1)5b1b2 —r{f )pertml( 1)0b1 b

1 dPq, 0)pert
+§(90V8)2/ (2m)D {Fév)’gfzzig”2“3(—p1, 92,1 — 2D (g2 — p1)

P (g —qZ,poDM(—ql)}

1 £\2 qu2 qu3 F( )pertu1u2u3M4DM4 D:u3
+§(90V0) (27T)D (27T)D 4Vajazazaq (q2 + q3 — pl) (_Q3)

DF (— o) TES7 (g3 4 g5 — pr, —gs, —q2,pl>}

1 dP t
b (ao)? / z Fiv)’;fz;;;’;i“”‘“D“S”‘*(q3)}

—(90’/0

D
t ~ ~
{ G(}%’Iizlyalzbl )D( )I‘G’lGVazmbg (QI — D1, —Q1,P1)D((CI1 - p1)2)}
—(901/0 {

Ny
Z [ FFI‘);?”VIS(Ql —pl)F%FlVb (1 — p1, —91,171)5(—611)]}
(B.26)

Und mit den Feynmanregeln erhilt man die graphische Form der Gleichung zu:

1 1
+5(901%) DOOOOY ) C00™+ - (90v5)”
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'~.~

1 "' ) 1
£\2 €12
_5(90’/0) m '0’6"0’0‘\— 5(90’/0)
S\, 4

B.3.2 DS-Gleichung fiir den Fermion-Antifermion-Gluon-Vertex

Nach dem gleichen Verfahren erhilt man die DS-Gleichung fiir den Fermion-Antifermion-
Gluon-Vertex im gluonischen Kanal zu:

0
PFF'V(_plvp% k) = F%;_I‘?;Tt(_pl,p% k)

1 e qu er !
5t [ o T DTy (-prsp -~k D+ )

dPq

_ €\2

(90’/0) / (27T)D
dD ert ! ~

—(901/3)2/ (27r)qD {F(C?gv tD(Q)TGC;Fp(—q, k+q,—p1,p2)D(k + Q)}

+ Zwei-Schleifen-Terme mit Ty, 1 (B.27)

—N—

DRt G (VT o (—ak + g, —p1,p2) S(k + q>}

Dabei sind die Zusammenhénge:

!

Tppyy = Trrvv —TrrvSTrrv (B.28)
Tpppr = Trerr — DrpvDlrpy (B.29)
Tocrr = Taorr — TaavDlrpy (B.30)

Die graphischer Notation dieser Gleichung ist:
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(g90v§)?

DN | =

1
+5(90v5)* COQ +

T

+ Zwei-Schleifen-Terme.



Anhang C

Die Algebra der Dirac-Matrizen

In dieser Arbeit wird die euklidische y-Algebra in D = 4 — 2¢ Dimensionen durch die
Antikommutatorrelation

{7“,7"} = 261 (C.1)

erzeugt. Elementare Rechnungen fithren dann auf die folgenden wichtigen Identititen,
wobei stets die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wird:

v4¥ = —D1 (C.2)

Y%y = (D - 2)v* (C.3)

VP Y = —(D - 4)y*y’ +45%°1 (C.4)
Yy = (D = 47y + 29040 (C.5)

Hohere Identititen werden in dieser Arbeit umgangen und daher nicht angegeben. Sie
kénnen aber leicht berechnet werden. Die so definierte Algebra iibertrégt sich mit v*p” = pf
= p”4” auf matrixwertige Impulse zu:

vy = -p° (C.6)

7K = —2pk — iy (C.7)

Dabei ist in konkreten Rechnungen des Skalarprodukt im Sinne der Einsteinschen Sum-
D=4
menkonvention zu verstehen: pk = Y p“k” = pYk”. Weiter findet haufig Verwendung:

v=1

#HY = —20ky + p°K (C.8)

PY'p ="y —2p"p (C.9)
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Damit kdnnen exponenzierte matrixwertige Impulse berechnet werden. Da man sich nur
fiir die divergenten Anteile interessiert reicht es jeweils die hochsten Potenzen (bezgl. des
Integrationsimpulses eines Schleifenintegrals) zu berechnen. Grundlage ist der gew6hnli-
che Binomiallehrsatz unter strenger Beachtung der Nichtvertauschbarkeit matrixwertiger
Impulse. In dieser Arbeit finden folgende Entwicklungen Verwendung:

fiir r gerade

0l

W+dy = (Dip+o
- (—1)3(p’"+rp"2pq+0(p”>) (C.10)

(Der Ausdruck ist effektiv skalarwertig)

fiir r ungerade:

#+d) = (=1)> (p’"l +(r = 1)p"pg + 0(1)"3)) # +4)

r—1

= (_1) 2

(1/19”‘1 (= D g + O + c/p’"-l) (C.11)

(Der Ausdruck ist effektiv matrixwertig)
Weiter wird speziell fiir r ungerade verwendet:

[~ krs)(d = frs) = (~1)F J[16® +d(krss + frs-) = Frisfins]
s=1 s=1
= () [q’"“ F 4TS (et + inp) + O
s=1
(C.12)
[1(¢ - rr2) = @) +0@™)
s=1
= ()T ¢ +00Y (C.13)

Die matrixwertigen Nennerstrukturen der Schleifenintegrale werden durch geschicktes Er-

weitern zu skalaren Nennern:

1 1 ¢—-a d—a

tj+a:tj+a(j—a__q2+a2

Damit ergibt sich beispielsweise:

1 _ sl;ll(q/ - "Gr,s-i—)(q/ — Iir’s_)
sﬁl(d + K/T’s+)(qj - K/T’sf) E(q2 + ’{'712“,8-1—)(‘]2 + K’%,s—)

(C.14)



Anhang D

Berechnung von
Schleifenintegralen

Die Berechnung von Schleifenintegralen erfolgt im Wesentlichen in zwei Schritten: im er-
sten Schritt wird der Nenner des Integranden mittels Feynman-Parametrisierung und an-
schlieflender geeigneter Transformation des Integrationsimpulses so manipuliert, dafl ein
sphérisch symmetrisches Impulsintegral entsteht. Dieses sphérisch symmetrische Integral
kann dann im zweiten Schritt mit Hilfe der symmetrischen Integration auf die Standard-
formel der Impulsintegration zuriickgefiihrt werden.

D.1 Feynman-Parametrisierung

In dieser Arbeit wird folgende Standardformel der Feynman-Parametrisierung verwendet:
n
Z n)

T dzn : o)

Zsfs]

Mit Auflésen des letzten Integrals erhilt man:

o(1 — zi; o)

s=1
f1f2 /dZ1/ dzz.. /dzn ! "* n_l

zsfs + (1 — 21 zS)fn]n

s_l

Anschlieflend wird die Variablentransformation

zZ1 = ]_—Ul
z9 =u1(1—uz)

zZ3 — U1U2(1 — U3)
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Zpn—1 = ul...un_z(l — un_l)

durchgefiihrt. Eine einfache Rechnung ergibt folgende Eigenschaften: die Funktionaldeter-

minante dieser Transformation ist

Zlv-'- znfl) ‘ n—2 n—3
— = ey D.3
B(t1, -y tn_1) 1 Ua Up—2 (D.3)
und es gilt
n—1
1- Z Zg = ULUD... Uy 1 (D.4)
s=1

Insgesamt erhélt man nach Durchfithren dieser Transformation:

1 Z]_, oy Bn— ].
= d d du, ‘0 oy
fifoefn / u1/ e / tn=1 A1y ey i 1) (wrtsz--.tn-1)

|:(1 —up)ft +ur(l —ug)fo+ ... + u1...un1fn:|

= /dul/duz /dunl n2n3 ’U,nfz]

[fl + i (fsr1—fs) ﬁ Uz}n
i=1

=1

Im Falle von nur zwei Faktoren im Nenner vereinfacht sich dieses zu:

1 T+p) [, «*'(1-2)"
=5 = s J, © b1 2(a_ b (D-6)

Man kann leicht nachrechnen:

21, -y Zn— 1
d d d =1 D.7
/ m/ us.. / I —— (D.7)

(klar: das transformierte Integral iiber die eigene Funktionaldeterminante ist eins)

D.1.1 Die transversale Fermion-Gluon-Schleife

Zur Vereinfachung der auftretenden Nennerprodukte wird folgende Definition verwendet:

) KEst fir s =1,..., =51 D
s /i?s 1 fiirs:’”“?’, LT 41 (D-8)
wT T T

.. 1
w = Up s+ fir s =1,..., % (D.9)
§ U, . el fiirs:’"T“'?’,...,r-l—l '

2



D.1 Feynman-Parametrisierung 127

Mit dieser Definiton tritt in der transversalen Fermion-Gluon-Schleife die Nennerstruktur

r+1 1 r+1 : - il (D.10)
(g —p)? l;[1 ((g — p)? +usA?) l;[1 (¢% + K2)

auf. Diese Nennerstruktur wird in mehreren Schritten zusammengefafit: unter Verwendung
von(D.5) erhilt man:

1 1 1 1
_— = 7l dz; dzs... dz, [xr_lxr_2...mr_1]
rtl 0 0 0 b

I1 (¢° + K3)
s=1
1
_ _ (D.11)
[¢? + k3 + Zl(nzﬂ — K2) H1 i
s§= 1=
Und:
1 1 1 1 )
r1 = (r+ 1)!/0 dy, /0 alyz---/0 dyr11[y1y5~ --vr]
(¢ —p)? H1 ((q = p)* + usA?)
1
r+1 s ri2
[(q = p)? + y1urA? + 37 (usA? — u; 1 A?) ] yi]
s=1 i=1
(D.12)
Und mit (D.6) wird dieses zu
/ dF ! (D.13)
i X _
M (¢ - p2)? + BRI

wobei:

1 1 1 1 1 1 1
/dF1 = (27‘+2)!/ dml/ dazg.../ dm,./ dyl/ dyg.../ dyrﬂ/ dz
0 0 0 0 0 0 0

[xq_lxg_z...mrl] [y{y;_l...y,.] 21— 2)

(D.14)
R = z(1-2)p*+(1-2) (n% + Z(ngﬂ — K?) H xz>
s=1 i—1
r+1 s
+z <y1u1A2 + Z(usA2 — us,1A2) H yz>
s=1 i=1
(D.15)

Auflerdem gilt analog zu (D.7)

/dF1 =1 (D.16)
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Bei der Auswertung der Parameterintegrale in der transversalen Fermion-Gluon-Schleife
tritt folgendes Integral auf, das durch r-fache partieller Integration berechnet werden kann:

1 1
! 21— 2) . / dzz"3r(=1)(1 — 2)" !
0

1
d r+21_ roo_
[amaer = 2

r 1
=3 / dzz""3(1 — 2)" !

2r +3)!

 (r+3)..(2r+3

Damit kann das Parameterintegral allgemein angegeben werden

/dFlz = (2r+2)! /dml/ dxs.. /dmr/ dy1/ dys.. /dyr+1

ri(r +2)! . 222T+3_7‘!(7‘+2)!
=T

[m’{ Yol =2, 1] [y vyt ] dzzr+2(1 z)"
@+ 2) rl(r +2)!
ri(r+1)! (2r + 3)!
r+2
T 2 +3 (D-17)

D.1.2 Die longitudinale Fermion-Gluon-Schleife

Es tritt folgende Nennerstruktur auf:

1 1 1
REEES N (D.18)
[(q —p) ] I1(a% + K2)
s=1
Mit (D.6) und (D.11) erhélt man sofort:
1
(D.19)

o=/
= — [ iR _
Ny [(q — pz)* + RY™

wobei:

dFs = (r +2)! dxy dzo.. dz, dz |z ! zh~ 2 Ty 2(1—2)"
/ e [ e [ [ |
(D.20)

und:
R2=2(1-2)p®>+(1-2) (n% + Z(nfﬂ — K2) H) (D.21)
s=1 i=1

und analog zu (D.7) gilt [ dF, = 1. Bei der Auswertung des Schleifenintegrals der longi-

tudinalen Fermion-Gluon-Schleife benétigt man:

/ngz = (r+2)! /dml/ dzs.. /dm,./ dz[r ! zy 2, mrl]z2(1—z)r
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_ L—i_z)!/ldzzz(l—z)r
0

r!
2
= D.22
r+3 ( )

D.2 Symmetrische Integration und Standardformel

Im zweiten Schritt wird das parametrisierte Integral symmetrisch integriert; dazu gibt es
folgende Formel fiir die symmetrische Integration:

D
| G

Sr(zylyz Vn) dD .
:D(D+2)...(D+n—2)/( )Df( ¢*)(¢*)? (D.23)

fiir n gerade und null sonst.

Dabei ist f(¢?) eine beliebige, nicht singulire Funktion und S, ist der totalsymmetrische
Lorentz-Tensor n-ter Stufe (n > 2), der rekursiv dargestellt werden kann:

1/11/2 l/n Z 51/11/1‘51 V2V3 Vi_1Viq1.. Vn) (D.24)

mit Startwert S(1v2) = §rive,

Die zwei ersten Iterationen werden in dieser Arbeit verwendet:

D Svivz D
/ (;T;‘ID f@*)d"a” = = (;ZW)QD JiCals (D.25)

/ qu f(q )qll1 qu qll4 _ SV1V2 §V3va +($V1V2(5V3V4 +51/11/351/21/4/ dD
(2

2m)D a DD +2) )Df( ¢)d'

(D.26)
Damit ist es immer moglich, ein beliebiges Schleifenintegral auf die Standardformel der

dimensionellen Regularisierung zuriickzufiihren; in D = 4 — 2¢ euklidischen Dimensionen
lautet die Standardformel:

/ quD (@ _ 1 _ INCE %)g(ﬂ —a-D) [R2]%7§+%
@2m)P 2+ RY®  (4m)% T(2)r(s)
(D.27)
Mit Kenntnis der fundamentalen Eigenschaften der I'-Funktion
I'(z+1) =2l(x) (D.28)

T(n+1)=n! (D.29)
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I'(e) = % — e + O(¢); (D.30)
|
= lim ——Inn (D.31)
5= Jim {3 ¢~ nn)

konnen die Divergenzen der dimensionell regularisierten logarithmisch divergenten Impul-
sintegrale berechnet werden:

Vge / (;i:)qD [q2((f:2]ﬂ _ (471T ; (A’E()E))—ze (% —v5 +O0(e) + 1n(47r)>

(D.32)

Damit kénnen die Divergenzen solcher Schleifenintegrale sofort angegeben werden:

2,2 / g (@) II(c) + KONV (D.33)

9oV =II(e .
0 ) @mP (2 + R?)°

d.h.: die divergenten Anteile eines beliebigen logarithmisch divergenten Impulsintegrals

unterscheiden sich lediglich durch die Anwendung der Operatoren die sich durch symme-

trische Integration ergeben!

D.3 Speziell: Berechnung rein logarithmisch divergenter In-
tegrale

Um Selbstkonsistensgleichungen (SK-Gleichungen) im Rahmen der erweiterten Stérungs-
theorie aufzustellen, ist es ausreichend, lediglich die divergenten Anteile der Schleifen-
integrale zu berechnen. Daher beschrinken sich die Berechnungen in dieser Arbeit auf
die Divergenzen eines Integrals. Durch diese Beschrinkung kann das erlduterte Berech-
nungsverfahren bei rein logarithmisch divergenten Schleifenintegralen deutlich vereinfacht
werden, wie man auf folgende Weise schnell sehen kann:

in D = 4 — 2¢ Dimensionen sei ein rein logarithmisch divergentes Integral der allgemeinen
Form

dPq q"1q"2...q"m
zg/ q ¢'¢"..q (D.34)

] emP p(gtm)

gegeben. Dabei bezeichnet p(¢**™) ein beliebiges Nennerpolynom vom Grad 4 + m (die
Abhéngigkeit von weiteren Impulsen und Koeffizienten ist nicht von Belang und daher
nicht notiert). Da das Polynom bei Schleifenintegralen immer ein Polynom in ¢? bzw.(q —

koef f)? ist, kann es mittels Feynman-Parametrisierung auf folgende Form gebracht werden
44+m )
=5"):

1 1 1 1 o
(g = (n—l)!/0 du1A duz.../o A1 [ul 2y o)
1

[(q — 2(ui))? + R?(us)]"

(mit n =

(D.35)



D.3 Speziell: Berechnung rein logarithmisch divergenter Integrale 131

Anschliefilend wird das Impulsintegral durch die Verschiebung ¢ — ¢ + z(u;) sphérisch
symmetrisiert:

qu qz/1 qz/2 qu/
2
Z/OE/(ZW)D p(q4+m) (n—1)! / du1/ dus.. / dup—1[u wUp—2]

stf dPq (q+ 2(ui))" (g + 2(ug))”...(q + 2(u;
") emP @+ R

(D.36)

Durch Ausmultiplizieren des Zahlers konnen die konvergenten Anteile von den divergenten
getrennt werden. Wegen der logarithmischen Divergenz des Impulsintegrals vermag nur die
hochste Zahlerpotenz eine Divergenz erzeugen:

qu q”lq”z...q”m
o = (n—-1![ d /d /d n- n-
g / 2m)P  p(gttm) (n / w f duze [ dun—fug ]
uzf/ q¢7q” g7 +KONV}
{ ° ) 2P e +RZ(u,-)] 2%

qu qz/1 qu . .qum

_ 2

_ er/(2 By + KONV
)7 (g + R2(uy)]" 2

(D.37)

Die Feynman-Parameter stecken in dem konvergenten Anteil des Integrals. Die isolierte
Divergenz kann unmittelbar mit symmetrischer Integration auf die Standardformel (D.28)
zuriickgefiithrt werden. Damit ist gezeigt:

Bei der Berechnung von rein logarithmischen Divergenzen ist es ausreichend, die Feynman-
Parametrisierung nur formal durchzufiithren, um die symmetrische Integration zu ermdogli-
chen. Die Berechnungen der divergenten Anteile eines rein logarithmisch divergenten In-
tegral beschrinken sich auf die Anwendung des Operators, der sich durch symmetrische
Integration ergibt.

Damit kann die formale Feynman-Parametrisierung eingefithrt werden, wie sie in Kapitel
4.2 und Kapitel 4.3 verwendet wird. Fiir ein beliebiges maximal logarithmisch divergentes
Integral der allgemeinen Form

/ dPq Z(q,p) (D.38)

(2m)P N(¢*,p)
wird die formale Feynman-Parametrisierung dadurch erklart, daf§

dPq Z(qp _ Z(q,p)
[ o =7 [ ooy B (D:39)

gesetzt wird. Dabei ist n dem Divergenzgrad entsprechend zu setzen und z,p stehen fiir
die Abhingigkeit des Integrals von den Feynman-Parametern, bzw. fiir die Abhéngigkeiten
von den nicht-Integrationsimpulsen.

Bemerkung:
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Dieses Verfahren beschrinkt sich streng auf logarithmische Divergenzen. Bei der Berech-
nung von hoéheren Divergenzen (lineare Divergenz, quadratische Divergenz,...) muf} die
Feynmanparametrisierung vollstdndig durchgefiihrt werden, da noch Feynman-Parameter
im divergenten Anteil verbleiben.

D.4 Die verwendeten Basisintegrale des Quark-Photon-Vertex

Bei der Berechnung der Schleifenintegrale in Kapitel 4 treten einige Integraltypen mehrfach
auf; sie werden im Folgenden berechnet.

D.4.1 Berechnung der Basisintegrale von Kapitel 4.2

Bei der Berechnung der transversalen Schleife tritt folgender Integraltyp auf:

D
B, = (go1f)’ / (ir—)q[,f(qz)t“"(q)v“fév”w’ (D.40)

Mit Hilfe elementarer «y-Algebra und anschlieSender symmetrischen Integration wird der
Integrand zu ¢2-Faktoren zusammengefaft:

dD 25#0_ T
B = (ai)? [ ot
D-2?2-D dP
C=D=20 ) [ it @ (D.41)

In D = 4 — 2¢-Dimensionen folgt dann mit der Standardformel und dem g%—Mechanismus
fiir die verwendeten logarithmisch divergenten Impulsintegrale (D.41):

(D — 2)2 - D ) qu q12r+4
Br1 = ———"(90%) D 6r 14
D (2) [qz +R2}
D-2?2-D
_ 1)l 1; ¥l =0 (D.42)
D=4
und analog:
(D~-22-D ) / d°q gt
B = " ~¥(ggr§ =0 D.43
T2 D y (90 0) (27‘(‘) [ A 2j| 4r+4 ( )
q° +
(D-2?*-D 2 dPq gt
Brs = —~"(gov5) =0 (D.44)
D 0 (27T)D [ 9 n 2j|2 +4
(D—-2?*-D 2/ dPq q*
B — v € = D.4
T4 D v* (90v5) (27)D 7=0 (D.45)
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d.h.: alle Divergenzen proportional zu Fj;; verschwinden in der transversal-projizierten
Schleife!

Weiter wird folgender Integraltyp benétigt:

D
By = (901%)? / (ir—)%f@%t“”(qu (D.46)

Es folgt sofort:

- qu q25ua _ quaﬂ
B — £\2 2 o
L= ) [t @
dPq
= (D= @) [ G (D.47)
Damit ergibt sich fiir die verwendeten Integrale:
. )4 5 qu q12r+4
= II( )E(D—l) = 3TI( )E (D.48)
= € A — € A .
D=4
Und:
_ kY qu q87‘+4 2%
Brs = (D - 1)—(901/8)2/ = 3M0(e)— (D.49)
A 0 (271.)D |:q2 n 2i| 4r+4 A
_ kv qu q4r+4 2%
Brs = (D - 1)—(901/8)2/ = 3M0(e)— (D.50)
A 0 (271.)D |:q2 n 2i| 2r+4 A
- kv dP 4 kY
Brsy = (D- I)X(govS)Q/( d 1 = 31I(e) - (D.51)

D.4.2 Basisintegrale der longitudinalen Schleife

Bei der Berechnung der longitudinalen Schleife des Quark-Photon-Vertex wird folgender
Integraltyp bendétigt:

D
B = ) [ G @0 @ (D.52)

Mit y-Algebra zu g?-Faktoren zusammengefat ergibt sich:

B = (0’/0) /(2
= 901/02/ )qu (D.53)

(q )q ol ol o
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In D = 4 — 2¢e-Dimensionen folgt dann speziell:

qu aq87‘+4

Br1 = (90U8)2/ (27_‘_)1) 4r+47y = a,yl/
gar
4r+4

d°q  oq
(2m)P [qz 4 RQ}

v

v o __
sl T Y

Bra = (90'/3)2/

qu aq4
2m)P =
or]

Brz = (901/8)2/(

Und genau so erhélt man aus

Bu = (0rd)? [ G @ b

nach elementaren Umformungen:

_ kY qu aq8r+4 kY
B - £\2 — v
L1 A (907/0) / (27T)D |:q2 n Rz] 4r+-4 & A
5 kY qu aq47‘+4 kY
Bro = — £)2 = o—
2 = g (905) / (2m)P [qz 4 Rz] Zrd = Op
" B kY o2 qu aq4 B kY
Bz = K(QOVO) / (27_‘_)1) aK

(D.54)

(D.55)

(D.56)

(D.57)

(D.58)

(D.59)

(D.60)



Anhang E

Umrechnungen der
Vertexparameter

E.1 Der transversale Quark-Gluon-Vertex

" _ gl

dmnl — Famnl T
= Clr]y,,) lautet der transversale

Mit Beriicksichtung aller Einschrankungen durch kompensierende Pole (D

0) sowie mit Ausnutzen aller Symmetrieen (Cg';]nnl

Quark-Gluon-Vertex in r=1:

1 1
]51 + K1,2 k2 + ’11,1,2A2

{CE)]OOA%“

"’Cs[*t}wAs (1517“ + 7“152)
+C£}J}11A2161 YHpa
+C£11}00A2k2’)’ﬂ

+oll AR (1617“ + 7“]52)

1 1
+C([)1}11k21617“152}m

Ny ) =

In Partialbruchzerlegung hat der Vertex die Form:

A A A A
N ¥) = (et ) + g
FFVT(Islvﬁ% ) v 21 ﬁ1+51,27 Yy I$2+’il,2 Z2I$1+51,27 I$2+K/1,2
A A A
A e
k2+u1,2A2 zY “ ]$1+K/1,27 7 ]52+I~61,2

A A }

+2z5 ~#
P1+K12 P2t+E12

(E.2)

Indem (F.2) auf den Hauptnenner gebracht wird, kénnen die C-Parameter durch Koeffi-
zientenvergleich der Matrixstrukturen bestimmt werden:

C(gll}u =1 (E3)
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Cltho = 21 + w12 (E.4)
C£11]00 = 23 +wiy + 2wz (E.5)
Cion = 23 + 11,2 (E.6)
C:Ej)]m = 24 + w1223 + W1 2U12 + UL 221 (E.7)

(E.8)

1 2
04[10]00 =25 +wi 224 + 2w1’2u1,2 + 2 (3w1,2u1,2 + 2U1,2) + 2u1,2w1,2 + u1,222

E.2 Der longitudinale Quark-Gluon-Vertex

Unter Beachtung der Einschrinkungen durch kompensierende Pole (13[;}]1; = E’@Ll = 0) und

Ausnutzen der Symmetrieen (C‘;’;}zl =C ;’;}n) lautet der longitudinale Quark-Gluon-Vertex

in r=1:
1
P+ K1,2

{02[%1]01\2’)’“
+OIOA (P17 + 75 )

-1 1
+Cf[n}11517“152 } bt ria

Nph (bop2) =

Die partialbruchzerlegte Variante lautet:

A A
N[”_l‘ k2 = by oz (7 H Mi) +Z g
rrv, (P P2, K) 7 g+ m,ﬂ T+ K12 “p+ ﬁ1,27 P2 + K12

(E.10)

Wird (F.10) auf den Hauptnenner gebracht und anschlieBend nach Matrixstrukturen sor-
tiert, so konnen die Koeffizienten abgelesen werden:

Chir =1 (E.11)
Clip = 21 + w2 (E.12)
ég)}o = w%,z + 2wy 221 + 29 (E.13)

E.3 Der Quark-Photon-Vertex

In r=1 und allen Einschrinkungen durch kompensierende Pole und Symmetrieen lautet
[r,0]

der Quark-Photon-Vertex (insbesondere mit H, " = 0):
(1] 1
N 4 -
FFA(Isl 152) Isl + K1g
{Flipere

PR (¥ +42)
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1
+F ity p———— E.14
011P17" P2 P2+ ri1a ( )
Die partialbruchzerlegte Variante lautet:
A A A A
Nh ) = rtm (et ) +e g
FFA(ﬁl’ISQ’ ) 7 ! ]51+I€1,27 7 ]524-%1,2 2]514-/%1,27 152-1-%1,2

(E.15)

Mittels Koeffizientenvergleich findet man die Beziehungen:
Fil =1 (E.16)
Fl[}]o =21 +wip (E17)

F2[%)]0 = w5 + 2w 971 + T2 (E.18)



Anhang F

Bethe-Salpeter-Resummation der

DS-Gleichung des
Quark-Photon-Vertex

In diesem Kapitel wird die Bethe-Salpeter-Resummation der DS-Gleichung des Quark-
Photon-Vertex durchgefithrt. Mit K, wird der Kern der Ty zpz-Amplitude bezeichnet,
also alle im horizontalen 1PI und 2PI-Funktionen:

K, = (go)? + (gov©)* + .-

+(egvf)? + (egve)* 4.
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Die T’-Amplitude kann dann umgeschrieben werden zu (“Filtermechanismus”):

Setzt man diesen Graphen in die DS-Gleichung ein, so kann der nackte Vertex durch den

vollen Photon-Vertex ersetzt werden:
'\’% ANNS \‘
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