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Einleitung

Mitte des vergangenen Jahrhunderts erlebte die Elementarteilchenphysik eine
stiirmische Entwicklung, immer neue Teilchen wurden mit neuartigen Messap-
paraturen entdeckt und beschrieben. Um 1964 konnten Gell-Mann, Ne’eman
und Zweig mit dem Quarkmodell, das damals die Quarks up, down und strange
umfasste, Ordnung in den sogenannten ,Teilchenzoo“ bringen. Man erkann-
te sehr schnell, dass sich die Teilchenmultipletts mit der Darstellungstheorie
der SU(3)Fr beschreiben lieBen. Im Laufe der Zeit wurden mit charm, bottom
und top drei weitere Quarksorten nachgewiesen, wobei das top-Quark erst 1994
,beobachtet werden konnte [LP 96]. Ebenso wurde sehr schnell klar, dass zur
Beschreibung der Wechselwirkung zwischen den Quarks eine neuartige Kraft,
die sogenannte Farbkraft eingefiihrt werden musste, die wiederum mit der nich-
tabelschen SU(3)¢ beschrieben werden konnte.

Damit wurde das Interesse an nichtabelschen Eichtheorien, die schon vorher
von Yang und Mills aufgestellt worden waren [YM 54|, wegen ihrer scheinba-
ren Unrenormierbarkeit jedoch wenig Beachtung fanden, erneut entfacht und sie
wurden als Quantenchromodynamic (kurz QCD) zu neuem Leben erweckt. Sehr
schnell fanden sich Ergebnisse, die experimentelle Eigenschaften der Kernma-
terie erklaren konnten. Hier sind vor allem die Entdeckung der asymptotischen
Freiheit, die die experimentell und in theoretischen Rechnungen im Parton-
Modell gefundene Eigenschaft der Bjorken-Skalierung nebst den beobachte-
ten logarithmischen Korrekturen dieses Verhaltens erklidren konnte, zu nennen
[Wei 96]. Spétestens seit in [CG 73a] und [CG 73b] bewiesen wurde, dass unter
einer groflen Klasse physikalischer Theorien nur die nichtabelschen Eichtheorien
asymptotische Freiheit aufweisen kénnen, ist die QCD als physikalisch zutref-
fende Beschreibung der starken Wechselwirkung anerkannt. Sie gilt heute als
ein wesentlicher Bestandteil des Standardmodells der Elementarteilchenphysik.

Dennoch kann die QCD nicht alle Fragen zur starken Wechselwirkung be-
antworten. Insbesondere das experimentell gut belegte Phinomen des Quark-
Confinement lieB sich bisher noch nicht theoretisch herleiten. Ein weiteres Pro-
blem der QCD ist das Versagen der Storungstheorie. Weil die Kopplungskon-
stante der starken Wechselwirkung nur fiir grofie Impulse klein wird, konvergiert
die Storungsreihe der QCD im Gegensatz zur der der QED nicht.! Weil man
von einer exakten Losung der QCD weit entfernt ist, steht eines der wichtigsten
Instrumente zur Untersuchung von Streuamplituden und Wirkungsquerschnit-

!Dies ist selbst fiir die QED nur im Sinne der Semikonvergenz der perturbativen Entwick-
lung richtig.



2 EINLEITUNG

ten im Falle der QCD fiir kleine Impulse nicht zur Verfiigung. Nur fiir grofe
Impulse sind perturbative Betrachtungen im Rahmen der QCD sinnvoll.

Ein méglicher Zugang zu diesem Problem wurde in [Sti 96] und [DKS 99]
vorgeschlagen. In diesem nichtperturbativ-erweiterten Ansatz wird die QCD
storungstheoretisch nicht nur nach dem Kopplungsparameter der starken Wech-
selwirkung sondern zusétzlich nach der renormierungsgruppeninvarianten (kurz:
RG-invarianten) Massenskala A entwickelt, die fiir verschindende Kopplung ein
nichtanalytisches Verhalten zeigt. Stellt man die A-erweiterten Feynmanregeln
durch rationale Approximanten dar, kann man die Theorie mit den bekann-
ten Mitteln der perturbativen Feldtheorie behandeln. Durch die Losung der
Dyson-Schwinger-Gleichungen der QCD miissen dann die Parameter der Theo-
rie selbstkonsistent bestimmt werden. Daher stellt dieser Ansatz eine echte Er-
weiterung der bekannten Storungstheorie der QCD dar. Besonders interessant
ist, dass sich die Parameter der rationalen Approximanten mit kurzlebigen Ele-
mentaranregungen, die experimentell fiir die starke Wechselwirkung nachgewie-
sen worden sind, in Verbindung bringen lassen.

Eine weitere interessante Eigenschaft der (renormierten) QCD ist ihre Inva-
rianz unter bestimmten nichtlinearen Transformationen, die in ihrere Gesamt-
heit eine Halbgruppe bilden und unter dem Namen Renormierungsgruppen-
(RG-) Transformationen bekannt sind. Im Rahmen der Feldtheorie sind dies
die Transformationen, die durch eine Anderung der willkiirlichen Renormie-
rungsskala v induziert werden. Aus dieser Eigenschaft lassen sich bestimmte
Eigenschaften einer exakten Losung der QCD untersuchen, wie z.B. die Exi-
stenz kritischer Phinomene oder das asymptotische Verhalten fiir grofle Im-
pulse. Letzteres fithrte in [GW 73b] zur Entdeckung der sogenannten anomalen
Dimensionen und zu logarithmischen Korrekturen fiir die Vertizes der QCD bei
Impulsskalierung.

In dieser Arbeit soll nun untersucht werden, welche Konsequenzen sich aus
einer Kombination des oben erwdhnten logarithmischen Skalenverhaltens mit
den rationalen Approximanten des nichtperturbativ-erweiterten Ansatzes er-
geben. Der erste Teil der Arbeit fasst die wesentlichen Schritte zusammen, die
zur Formulierung logarithmisch modifizierter Feynmanregeln notwendig sind. In
Kapitel 1 fassen wir kurz die wesentlichen Fakten der perturbativen QCD und
der Renormierungsgruppe zusammen und fiithren einige im Folgenden benétigte
Groflen ein. Im anschlielenden Kapitel 2 untersuchen wir die 't Hooft-Weinberg-
Gleichung, die als grundlegender Ausdruck die RG-Invarianz der QCD be-
schreibt, und leiten eine gegeniiber den in der uns bekannten Literatur zu fin-
den Ergebnissen (s. z.B. [GW 73b], [Mut 87] oder [Kug 97]) verbesserte Losung
fiir die logarithmischen Korrekturen im Limes grofler Impulse her. In Kapitel
3 stellen wir dann die nichtperturbativ-erweiterten Ansétze vor und notieren
sdmtliche Dyson-Schwinger-Gleichungen fiir die sieben Basisvertices der QCD.
Ebenfalls dort beweisen wir eine Bethe-Salpeter-resummierte Form der Glei-
chungen fiir die 3-Punkt- und 4-Punkt-Vertizes, die eine verbesserte Bestim-
mung der Selbstkonsistenzgleichungen schon auf niedrigerem Schleifen-Niveau
ermoglicht. Mit dem Mechanismus der kompensierenden Pole [DKS 99], [DS 99]
zeigen wir anschliefend, dass die im Rahmen des nichtperturbativ-erweiterten
Ansatzes auf inneren Propagatorlinien auftauchenden unphysikalischen Pole,



die durch die Struktur der Ansitze bedingt sind, verschwinden. Das folgende
Kapitel 4 zeigt den Zusammenhang zwischen den aus der Renormierungsgrup-
pe stammenden logarithmischen Korrekturen und den fiihrenden Logarithmen
einer perturbativen Berechnung auf. Danach motivieren wir die Wahl logarith-
misch modifizierter Feynmanregeln fiir die QCD aus den Randbedingungen des
nichtperturbativ-erweiterten Ansatzes.

Im zweiten Teil der Arbeit fithren wir mit diesen verdinderten Vertizes Rech-
nungen auf 1-Schleifen-Niveau und in Landau-Eichung aus. Dazu wird in Ka-
pitel 5 ein an die logarithmischen Modifikationen angepasstes Schema zur Be-
rechnung der divergenten Terme vorgestellt, das die bisher bekannten Metho-
den zur Berechnung von Impulsintegralen erweitert. Das folgende Kapitel 6
widmet sich den Dyson-Schwinger-Gleichungen der Propagatoren. Es werden
fiir simtliche 1-Schleifen-Graphen im Rahmen des logarithmisch modifizierten
Ansatzes die Divergenzen berechnet. Um eine bessere Nachvollziehbarkeit der
Rechnungen zu gewihrleisten, werden dabei fiir alle Graphen die Rechnun-
gen detailliert durchgefiihrt. Im anschlieBenden Kapitel 7 wird die resummierte
Dyson-Schwinger-Gleichung des Fermion-Antifermion-Gluon-Vertex betrachtet
und der einzige divergente 1-Schleifen-Graph berechnet. Schlielich diskutieren
wir in Kapitel 8 das Problem der selbstkonsistenten Reproduktion der loga-
rithmisch modifizierten Vertizes und zeigen einen méglichen Losungsweg auf.
Darauf stellen wir die in dieser Arbeit erhaltenen Selbstkonsistenzgleichungen
zusammen und diskutieren die Verinderungen, die sich aus den logarithmisch
modifizierten Feynmanregeln ergeben.






Teil 1

Entwicklung einer
logarithmisch modifizierten
Theorie






Kapitel 1

Einfiihrung in die QCD

matutina parum cautos iam frigora mordent
Horaz [2]

1.1 QCD als Yang-Mills-Theorie

Die QCD ist eine nichtabelsche Eichtheorie mit minimaler Ankopplung von
Fermionfeldern und Symmetriegruppe SU(3). Wir formulieren die Theorie im
D-dimensionalen euklidischen Raum. Die eichkovariante Ableitung lautet:

D, =0, —gT"4}. (1.1)

Dabei ist Af ein lokales Vektorfeld (Eichfeld) iiber dem Hilbertraum der QCD,
d.h. mit Farb- und Lorentzindizes. Das Eichfeld kann im Rahmen der QCD als
Austauschfeld der starken Wechselwirkung, d.h. als Gluon-Feld, interpretiert
werden. Die Lagrangedichte der QCD ist

L=Lr+Lg+ Lgr+ Lg (1.2)

mit freier Lagrangedichte

Lp =) Ui(y*(Du)" —mss9)w]. (1.3)
f

Dabei sind die Fermion-Felder \Il’f grassmannwertige und komplexe Felder in
Fundamentaldarstellung. Der Index f nummeriert hier formal die unterschied-
lichen Fermion- bzw. Quarksorten, die sogenannten Flavours, durch. Kinetische
Energie und Selbstwechselwirkung des Eichfeldes sind enthalten in

1
Ly = 1FpFp (1.4)

mit den (nichtabelschen) Feldstirken

FS, = 0,A% — 0,A% + gf**eAb AC. (1.5)
Zur Festlegung einer Eichung dienen der Eichfixierungsterm
1 2
Lgr = % Z(BMAZ) (1.6)

a

7



8 KAPITEL 1. EINFUHRUNG IN DIE QCD

und der Geist- oder Fadeev-Popov-Term
ﬁFp = (BME“)DZbcb. (17)

Beide Terme sorgen letztlich fiir eine Bestimmung des physikalischen Teils des
Hilbertraums der QCD [Kug 97]. Hierbei sind die Geist-Felder grassmannwer-
tige skalare Felder, die dennoch der Fermi-Statistik geniigen. Sie dienen nur
zur Beseitigung unphysikalischer Freiheitsgrade der Theorie und repréasentieren
keine physikalisch detektierbaren Teilchen.

Man fiithrt nun noch die euklidische Wirkung

Sp = /deE (1.8)

und das Quellenfunktional
jE[Aaéa c’\ij’\lj;‘]a JE’Jc’naﬁ]
= /dDJ,' A-J-l—E-JE-l-jC-C—l-Z\iff-nf—i-ﬁf-\Iff (1.9)
f

ein.! Dann lisst sich das zugehorige erzeugende Funktional der euklidischen
Korrelationsfunktionen, Zg, schreiben als

ZE[Ja jCaJEanaﬁ]
= N/DADcDED\I!D\i!exp{ - Se+jr} (1.10)
mit
N~ = Z[0,0,0,0]. (1.11)

Die Feynmanregeln ergeben sich nun ganz natiirlich als Koeffizienten der nied-
rigsten Funktionalableitungen des erzeugenden Funktionals.
Das erzeugende Funktional der zusammenhingenden Greenschen Funktio-

nen lautet: )
WglJ, Je, Jzyn, 7] = In Zg. (1.12)

Mit den Erwartungswerten der Felder bei nichtverschwindenden Quellen, den
sogenannten effektiven Feldern, die wir hier ohne Indizes und Impulse notieren,

A )

A = EW[‘LE’Jcanaﬁ]’ (113)

N J _

c = 5—ch[J76’J6777777] (1.14)

. )

c = 5—JEW[‘LE’JC777777]’ (115)

2 )

v = _W[J’Eﬂ]c’naﬁ’ (116)
on

- )

v = 5_77W[J357Jca77aﬁL (117)

'Das Skalarprodukt bedeutet dabei in 1.9 Summation iiber die den jeweiligen Feldern und
Quellen zugeordneten Farb- und Lorentzindizes.
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kann man durch eine Legendretransformation das erzeugende Funktional der
1-Teilchen-irreduziblen? (1PI-) Vertexfunktionen definieren:

R0} (1.18)

I€|I>
}E{b

FE'[Aa a\ij] =Wg — ]E[Aaé_a éa

¢,

\.ﬁP

1.1.1 Feynmanregeln der QCD im Impulsraum

Transformiert man die (euklidische) Wirkung 1.8 in den Impulsraum, erhilt

man mit d = 21:3
™

SE[A,E, c, \Tl, \I/]

1
= -3 / @"p1 @Ppa(2m)P 67 (p1 + p2)Thhik Akt AL?

- / del de2(27T)D5D(p1 +p2)f‘12)a1a25a1’3a2

— Z/ del d’ng(Zﬂ)DéD(pl +p2)\Tl3cf‘12’}]\Il§,
f
1 3 3
+5700%5 / [1 @°n(2m)Ps" [sz] Ttz At AL Al
=1 =1

3 3

+gov§ / [[ @°wi(27)PsP [Z p,] T8 4032 Cay Cap A2
I=1 =1

3

3
+goVSZ/H dPpy(2m)P 5P [ZP!
f =1 =1

By A

4 4
1
~ g9 [ ] @miem)s? [Zp,] Tt A Al Al AL
=1 =1
(1.19)

Hierbei wurde die explizite Abhéngigkeit der Vertexfunktionen und Felder von
den Impulsen unterdriickt, die Summationen iiber f bei den Fermion-Vertizes
gehen iiber alle Flavours (u,d,c,s,t,b). Das transformierte Quellenfunktional 1.9
lautet:

jo = [ @I ALD) + calp) o) + eal-P)ealr)
+ 3 (T o) (—p) + 75 ()T (0)) |. (1.20)
f
Die perturbativen Basisvertizes der QCD ergeben sich nun als Koeffizienten

der niedrigsten Funktionalableitungen des erzeugenden Funktionals im Impuls-
raum.

2Zur Definition dieses Begriffes siehe z.B. [Kug 97].
3Wir benutzen diese Konvention durchgehend.
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Wir definieren die drei nackten Propagatoren als Negativ-Inverse der 2-Punkt-
Vertizes,

g a1

S§Y o= - [F’z’}’] , (1.21)
1

prink: = —[ymbz] 1.22)

Dpala2 = - [1-427111112]71 ) (1.23)

und notieren dann die perturbativen Basisvertices der QCD und ihre dazu-
gehorende graphische Darstellung.

e Der Fermion-Propagator®

. o1 ;
SPU () = §¥ = o—a—=e 1.24
P =8 (1.24)

e Der Gluon-Propagator

» Ji1 a2 pﬂlpﬂ2 1
D 511522(17) = 5a1a2 d - (1 - 5) p2 P
Bi,a1  p2,02
= e~ (1.25)
e Der Geist-Propagator
P a1a2 1 @ 2
DPg 0, (P) =19 po = o-=w--9 (1.26)
e Der 3-Gluon-Vertex
ng:gzzé? (plvp2vp3) = ifala203 (5#1#2 (pl - pQ)MS + gHzhs (p2 - p3)ul
M3 (pg — pp)H?)
w3, as
B M1,0a1
,a
H2, 02 (1.27)
e Der Fermion-Gluon-Vertex
R T (1.28)

“Man beachte, dass die Fermionmasse im Propagator eigentlich matrixwertig ist. Korrekt
miisste man schreiben 7y - 1. Wir kénnen aber diese vereinfachte Schreibweise wihlen, da sie
zu keinen Konfusionen Anlass gibt.
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o Der Geist-Gluon-Vertex

-
f§a1a25§ (ﬁ) = ifamzaap'u3 = - (1.29)

S a
b,ax \ 2
\

e Der 4-Gluon-Vertex

P p2 3 pha
F4a1a2a3a4 - fa1a2,asa4

+fa1a3’a4a2 (6#1 22 5#3#4 _ 6”1#4 6#2”3)

+fa1a4,a2a3 (5u1 B3 §H2pa _ SH1B2 5u3u4)

H1,0a1 K4, 04

(5u1u4 SH2ms _ sH1ps 5#2#4)

’a’ 7a’
K2, a2 M3, a3 (1.30)

Dies sind die oberflichlich divergenten perturbativen Vertizes nullter Ordnung
der QCD. Aus ihnen lassen sich alle hoheren Vertizes iterativ aufbauen.

Wir miissen zwischen diesen sogenannten nackten und den vollen Vertizes
der Theorie unterscheiden. Erstere sind die Objekte einer stérungstheoretischen
Entwicklung in der Kopplungskonstante g fiir die QCD und ergeben sich damit
aus dem Grenzfall der freien Theorie. Letztere hingen, wie wir im Folgenden
sehen werden, eng mit den Greenschen Funktionen zusammen und stellen die ez-
akten Groflen dar. Storungstheoretisch betrachtet, enthalten die vollen Vertizes
Beitrige aus allen Ordungen der perturbativen Entwicklung sowie dariiberhin-
aus nicht durch perturbative Entwicklungen darstellbare Beitrége.

1.1.2 Greensche Funktionen

Mit dem erzeugenden Funktional der zusammenhingenden Greenschen Funk-
tionen

Wg[J,w,w,n,7] = In Zg[J,w,o,n,7] (1.31)

kann man nun die vollen Propagatoren im Impulsraum durch Ableitungen nach
den Quellfeldern bestimmen. Wir geben hier zunéchst die Ausdriicke fiir die
drei vollen Propagatoren an:

Wg[J, Jz, Je,n, ] DD

e = (2 ) Dy 1.32
5J¢;,/22(p )5ng2(p1) o ( 71-) (pl +p2) a1a2(p1ap2)’ ( 3 )
52WE[J Jchan 77] —D¢D ™

= (27)"P6P (p; + po)D p2), (133
5‘]-5(12 (p2)5Jca1 (pl) 0 ( ) (pl p2) a1a2 (pl p2) ( )
2 ..
) WE[J Jc,Jcﬂ?ﬂ?] — (27T)7D(5D(p1 +p2)5;1zz(p1’p2)_ (134)
n? (p2)éf (p1) o
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Die Null bedeutet hier, dass alle Quellfelder nach Ausfithren der Ableitungen
auf Null gesetzt werden. Fiir eine allgemeine verbundene Greensche Funktion
(connected Green’s function) erhilt man:

"Wg
0J2% (Pn) - - - 0Jzay 4 (Pr+1)0Tcap 1y (pkal) .- 0nf (p)oi;~ (pi-1) lo

k—1))D sD n
= (27‘-)( n 5 [Z pl] n k l(f) " ag41.. ak_HZZi;ii Zn (p1’ .. ’pn)
(1.35)

mit [ Fermion- und k Geist-Beinen (! und k gerade).

Uber die Definition der effektiven Felder und des effektiven Potentials kann
man zeigen, dass die Greenschen Funktionen und die 1PI-Vertexfunktionen in
folgender Weise zusammenhéngen:

G5(p1,p2) = D(p1,p2) = —[Ta(p1,p2)] ", (1.36)

G5(p1,p2) = D(p1,p2) = — [f‘ (pl,Pz)] , (1.37)

G5(p1,p2) = S(p1,p2) = — [Ta(p1,p2)] -, (1.38)

G5(p1,p2,p3) = —gD(p1)D(p2)D(ps3)T (p1,pz,p3) (1.39)
G§(p1,p2,p3) = —9D(p1)D(p2)D(p3)T3(p1,p2,p3), (1.40)
G5(p1,p2,p3)) = —9S(p1)S(p2)D(p3)Ls(p1,p2,p3), (1.41)
Gi(p1,-..,pa) = —g°D(p1)...D(ps)Ta(p1,...,ps) (1.42)

mit der Dekomposition von T}y in
T4(p17 R ap4) = F4(p17 R 7p4) + F3(p17p27 k)D(k)F3(k7p37p4)
+ 2zykl. Perm.(2,3,4). (1.43)

Dabei stellen die letzten drei Terme in 1.43 die 1-Teilchen-reduziblen Anteile in
den drei Kanélen der 4-Punkt-Amplitude T4 dar und I'y beschreibt den vollen,
in allen Kanéilen 1-Teilchen-irreduziblen 4-Punkt-Vertex.

1.1.3 Renormierung

Bei der Berechnung von Erwartungswerten bzw. Greenschen Funktionen mit-
tels der in Abschnitt 3.3 dargestellten Gleichungen st68t man auf Divergenzen
in den Schleifengraphen fiir die Vertizes. Da physikalische Gréfien jedoch im-
mer endlich sein miissen, darf man die Divergenzen als Artefakte einer mathe-
matisch unzureichenden Beschreibung der physikalischen Vorgéinge auffassen.
Deshalb kann man die Divergenzen durch eine geeignete Regularisierung der
mathematisch divergenten Terme und anschlieBende Renormierung der Felder,
der Kopplungskonstante und der Fermionmassen® beseitigen. Man definiert:
AS = [Zs]7 ARl (1.44)

SWir beschrinken uns hier der Einfachheit halber auf eine Theorie mit nur einer Fer-
mionmasse. Die Verallgemeinerung ist jedoch mit keinen weiteren konzeptionellen Problemen
verbunden.




1.2. DIE RENORMIERUNGSGRUPPE 13

1
ct = [ngp] 2 CRa, (145)

g (1.46)

1
2

V= [Zp]

fiir die in der QCD auftretenden Felder und

90 = Zg9r, (1.47)
§ = Zs¢r, (1.48)
m = Znpmpg (1.49)

fiir die Kopplungskonstante, den Eichparameter und die Fermionmasse. Im Rah-
men der dimensionellen Regularisierung in D = 4 — 2¢ Dimensionen und im
MS-Schema ergibt sich fiir die divergenten Teile der fiinf unabhéingigen Renor-
mierungskonstanten der QCD in Ordung O(g?) [Mut 87]:

g% 111Cq — 4TgrNy

Z;, = 1- )2 < ; + 0(g%), (1.50)
T = 1— (571?")2 3? +0(gh), (1.51)
Zop = 1-— (57%2 CFfR +O(gR), (1.52)
z = 1+ 2 o (B -en) - Smav| o), a9
Zspp = 1+ (497%)2%3 _4£R +O(gg), (1.54)

wobei fiir die Eichgruppe SU(N¢) gilt:

1 N2z -1
— N Tp = = —__-c . 1.
Ca c, Tr=7, Cr NG (1.55)

1.2 Die Renormierungsgruppe

Der Prozess der Renormierung ist notwendig nicht eindeutig, da man bei der De-
finition von divergenten Termen beliebige konvergente Beitrige addieren kann.
Dann ist fiir eine renormierte Vertexfunktion

I'r=Z(R)T (1.56)
evident, dass fiir zwei Renormierungsschemata R und R’ gelten muss:
Tr = Z(R',R)Tg. (1.57)

Diese Relation gibt Anlass zur Formulierung der Renormierungsgruppe.

Zur Festlegung der Renormierungsvorschrift gehért die Wahl einer Renor-
mierungsskala v, fiir die die Subtraktion der Divergenzen vorgenommen wird,
bzw. die Wahl einer Massenskala in den dimensionellen Renormierungssche-
mata [PT 84]. Da die nackten Greenschen Funktionen nicht v-abhingig sind,
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kann man folgende Differentialgleichung fiir die renormierten Vertexfunktionen
aufstellen:

Ogr om; r Oag dZr v
[”3””5%*2” gy Omin T 175 0 =
<UD ((p}, gr, Er, {mr};v) = 0. (1.58)

Durch Betrachtung der Massendimension der Vertexfunktionen kann man eine
weitere Differentialgleichung fiir die gleichférmige Impulsskalierung der Vertex-
funktionen mit einem Parameter A beweisen [PT 84]:

A0r + 3" i 5O + 0, — dr| TED (Ap}, . 5v) = 0. (1.59)
wobeli
dr‘(ﬁ) E4—2€—dGnG —de’n,Fp—dFTLF (1.60)

die (naive) Massendimension des Vertex I' ist. Die Gluon- und Geist-Felder
haben Massendimension d = 1 — € und die Fermion-Felder die Massendimen-
sion dp = 3;25. Kombiniert man beide Gleichungen, erhélt man die ’t Hooft-
Weinberg-Gleichung [Mut 87], deren Losung im néchsten Kapitel durchgefiihrt
wird. Als Vorbereitung dafiir stellen wir hier die RG-Funktionen der QCD zu-
sammen.

Da man in D = 4 — 2¢ Dimensionen rechnet, muss man, um die Kopplungs-

konstanten dimensionslos zu halten, folgende Definitionen vornehmen:

g = govg (1.61)

€

gr = 4RV (1.62)

Daraus folgt sofort [Mut 87]:

gr(v) = ()" Z,(v) 'gs. (1.63)

Fiir die RG-Funktion der Kopplung ergibt sich nach dieser Vorarbeit:

4
v

dgr
IB(QRa fR) Vd—
Violg{m}¢
3
B _ 9r 11Cq — 4TRrNy O(db
€JR (47'(')2 3 + (gR)
= —egr — Bogk + O(g%). (1.64)
Fiir die anomalen Dimensionen der Fermionmassen findet man:
v dm;g v dZpy,
Ymi(9R ER) = —— dz = dm . (1.65)
mZ’R v g’{m}a§ m; v g7{m}75

Fiir den in Abschnitt 1.1.3 behandelten Fall nur einer Fermionmasse folgt damit:

2
Tn(9m,0) = 7E56Cr +0(gh)

= 19g% + O(g%). (1.66)
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Das Gluon-Feld hat die anomale Dimension:
v dZ3
2Z3 dv |gtm}a
2
_ gR 13CG—§R—8TRNf O 4
(47‘(’)2 6 + (gR)

— g2 + 0(gh), (1.67)

Yc(9r,éR) =

das Geist-Feld:

v dZspp

YrP(9r,€R) = —=
2Zsrp W gy

9% 3Cq —Eg

= = (47)2 1 +O(gk)

— 702 + 0(gh) (1.68)

und das Fermion-Feld:

v dZQF
2Z2F dv

r(9r;éR) =
g.{m},£

2
_ _9r Crér 4
- (47‘(’)2 +O(9R)

€

— g% + O(gh). (1.69)

Weil der Eichparameter ¢ in 1.48 iiber die Renormierungskonstante des
Gluon-Feldes renormiert wird, erhilt man mit 1.67:

dér

Udl/

d(gr,€R) = = —2¢rYc(9R,ER)- (1.70)

g-{m}.¢
In Landau-Eichung (¢ = 0) verschwindet §(gr) exakt und yF in erster Ordnung
in ¢
_(0
(95, 0) = 0 = 7,7 (g, 0). (1.71)

Damit sind alle fiir die im néchsten Kapitel vorgenommene Lésung der ’t Hooft-
Weinberg-Gleichung bendtigten Groflen bereitgestellt.






Kapitel 2

Losung der
't Hooft-Weinberg-(Gleichung

afurum] nfostrum] non est aurum vulgi
sprichwortlich [3]

Folgend [Mut 87] und [PT 84| konnen wir Gleichung 1.58 unter Ausnutzung
der oben gegebenen Definitionen der anomalen Dimensionen folgendermafien
schreiben:!

v + ﬁ(gR)agiR - ’Ym(gR)% + 5(9R)% —nrpYrp(9R)

—ngye(9r) — nF?F(gR)] r(nenrenr)(gp, ag,mg,v) = 0. (2.1)

Subtrahiert man davon nun Gleichung 1.59, erhilt man mit ¢ = In A und in
Landau-Eichung £ = 0 nach kurzer Rechnung die sogenannte ’t Hooft- Weinberg-
Gleichung:

0 0 0
— — + B=— — (1 4+ ym)m=—— —w|TD (Apy, ..., Apn; =0 (2.2
6t+ﬂagR ( +7 )mamR w:| (pla ) p,g,m,u) ( )
mit
w(gr) = ngye + nrpyFp — dr. (2.3)
Man definiert die laufende Kopplung g(¢) und die laufende Masse m(t) gemaf:
dg
= = a ag(0) = 2.4
7 = P@), 900 =gr, (2-4)
1 dm
——— =—1-m(3), m0)=mg. (2.5)
m dt

Fiir deren Losung gilt:

/é(t) dg'
t = ,
o B9

m(t) = mexp [—t—/tdt'fym(g(t'))]. (2.6)

0
!Wir benutzen wiederum ein Modell mit nur einer Fermionmasse. Verallgemeinert man
dies, erhélt man zusétzlich Summationen iiber alle Massen bei den entsprechenden Termen.

17
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Ersetzt man nun in der obigen Differentialgleichung gg durch g(—¢) und m
durch m(—t), erhélt man:

[ B gty O (g ()
xTUnY (etpis §(—t), m(—t),v) = 0. (2.7)

Mit den oben angegebenen Differentialgleichungen fiir § und m vereinfacht sich
dies zu:

[ o) DD, gD =0 29

Diese Gleichung wird gel6st durch:

P({n})(etpi;g(_t’g)am(_t’m)al/)
0
= F({"})(pi;gR,mR,u) exp [—/ dt'w(g(t',g))]. (2.9)

—t

Ersetzen wir darin g durch g(t), ergibt sich mit?
g(t) = g(t —t1,5(t1)) (2.10)

= 34(0,9r) = gr = g(—t,3(t)) (2.11)

das gesuchte Zwischenergebnis:

t
T (e'py; gr, me, v) = T (pi; g(t), m(t), v) exp [—/0 dt'W(g(t))] - (2.12)

Fiir die Bestimmung des Skalierungsverhaltens muss man das Verhalten des
Exponentialfaktors studieren:

e |- [ dtuiao)]
= wrep{ [(#ncroG@) e} 213)
Da die QCD eine asymptotisch freie Theorie ist, darf man annehmen:
vi(g(t)) — 0, t — oo, (2.14)
(1) = 1"t + 0(a(1)"). (2.15)
Als néchster Schritt ist g(¢) zu berechnen. Es gilt auf 1-Schleifen-Niveau:

i) go a(t) dd’
= g =/ S — (2.16)
g B Jgn —€g —Bog

®Zu niheren Details siehe [PT 84].
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Als Losung dieses Integrals findet man (vgl. A.29):

1 gl2 :| g(t)
—t=—|ln|—F— 2.17
2¢ [ Bog”? +ell,p, (2.17)
P (Bogy + )] *
(Bog® + €)g7
Losen wir dies nach g2 auf, erhalten wir nach kurzer Rechnung:3
2 )
g-(t) (2.19)

- Bogk (€2t — 1) + ee2et’

Damit kénnen wir das auf 1-Schleifen-Niveau, d.h. in niedrigster Ordung in g%,
fithrende Verhalten des Exponentialfaktors 2.13 bestimmen:

mp{—Adﬂmwamw»+mw%w@w»@

(0) o1 [* 9%
= — 5 dt . 2.20
exp [ [nGVG + nFP?’FP]/O ,30912%(62“’ —1)+ 6629&'] ( )

Als Losung fiir das verbleibende Integral finden wir:

/ Ca i
o ¥ BB — 1) & e?
A.30 et In(e*'e + Bog%(e®* — 1)) — lne

sl n a5 (2.21)
et In(l+ 2et + 2BgR(t + et?))
~ % + 26, . (2.22)

Dabei haben wir im letzten Schritt eine Entwicklung nach e vorgenommen und
die hoheren Terme dieser Entwickung vernachlissigt. Dies ist statthaft, weil
Terme von hoherer Ordung in € auf 1-Schleifen-Niveau im Limes € — 0 ver-
schwinden miissen, ungeachtet des nachher vorgenommenen Limes ¢ — co. Man
erhdlt also fiir das Skalierungsverhalten der Vertexfunktionen:

F(n) ()‘pz, gr, MR, U)
g1 +rEpigh

= M (A28 (In X + eln? X) + 1+ 2¢eln)\]) 280
xT(™ (p;; G(In X), m(In ), v). (2.23)

Diese Gleichung ist fiir unsere Zwecke noch zu kompliziert. Da wir nur an dem
fithrenden Verhalten fiir ¢ — 0 und X\ — oo interessiert sind*, vernachlissigen

3Hieraus lisst sich fiir ¢ — 0 das bekannte Resultat 3.2 [Mut 87] herleiten.
“Wie sich im weiteren Verlauf der Arbeit zeigen wird, liegt eine genauere Rechnung aufer-
halb unserer Moglichkeiten.
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wir die beiden Terme proportional zu €In A. Da die QCD zudem eine asympto-
tisch freie Theorie ist, verschwindet die laufende Kopplung g fiir A — co und
ebenso die laufende Masse m. Daraus folgt:

@ o py ©)
T ) (\p}igr ma,v) ~ AT (A2(BogdIn(A2) + 1)) P
™) ({p};0,0,v). (2.24)

Die Vertizes der QCD néhern sich bei gleichméfiger Hochskalierung der Impulse
dem Verhalten der Vertizes der freien Theorie mit logarithmischen Modifikatio-
nen nicht-ganzer Potenz an.



Kapitel 3

Nichtperturbative Anséitze

entia praeter necessitatem non sunt multiplicanda.
Wilhelm von Ockham [4]

3.1 Die QCD-Vertizes als Doppelsequenz

Eine wichtige Grofle, die sich aus der Analyse der RG-Gleichungen in Kapitel 2
ergibt, ist die RG-invariante Massenskala A. Wahlen wir fiir die Renormierung
die Impulsskala

A =exp{t} = @ (3.1)

und betrachten Gleichung 2.19 im Limes € — 0, kénnen wir eine neue Impuls-
skala A einfithren [Mut 87] durch

g’ = 95 = 1
1+ 2ﬂog%2t Bo In (K_i)

A:Vexp{— ! } (3.3)

2609%

wobei diese funktionale Gestalt von A auf 1-Schleifen-Niveau gilt. Es ist jedoch
moglich, Beziehung 3.3 zu verallgemeinern [Sti 96], [Dri 97].

Das Besondere dieser RG-invarianten Skala ist, dass sie wegen ihrer funktio-
nalen Abhéngigkeit von der Kopplung ~ e 9" in einer storungstheoretischen
Entwicklung in g? nicht reproduziert werden kann. Daher kann man g und A
als unabhéngige Groflien auffassen und die Storungsreihe systematisch erweitern

le!l

(3.2)

s 2s'
T({p},gr(v)iv) = lim [r[""”({p},A)wLZ [gi—ﬂ F“”S'}({P}’A;”)l'
s'=1

r,8—00

(3.4)

In der Gleichung steht = fiir die Approximationsstufe des nichtperturbativ-erweiterten
Schemas und s fiir die Schleifenordung beziiglich der oberflichlich divergenten Basisvertices.

21
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An die Ansitze fiir die erweiterten Vertizes stellen wir die folgenden Forde-
rungen:

e Die erweiterten Vertizes gehen im formalen Limes verschwindender Mas-
senskala A in die perturbativen vollen Vertizes iiber:

Tim T ({p}, A, v) = T*({p}, ). (35)

e Der Divergenzgrad von Schleifenintegralen darf nicht erh6ht werden.

e Die nichtperturbativen Vertizes nullter Ordnung gehen bei groflen Impul-
sen in die perturbativen Basisvertices iiber:

Jim TO({Ap}, A) = TP({Ap}). (3.6)

Zudem verlangt man, dass sich die Ansétze fiir die erweiterten Vertizes in den
Dyson-Schwinger-Gleichungen (vgl. Abschnitt 3.3) selbstkonsistent reproduzie-
ren. Wir formulieren dieses hierarchisch gekoppelte Gleichungssystem hier stark
vereinfacht ([Dri 97], [DKS 99]) als:

2
{ %2@FpﬂPMﬂ} — PN TP 4 0% (v)). (3.7)
(47) Ry

Damit sich die nullte Ordnung der Theorie selbstkonsistent reproduzieren kann,

muss das Funktional ®r Terme proportional zu g, 2 enthalten. Dies zeigt man,

indem man exakte Integraldarstellungen fiir A und die Renormierungskonstante

der Kopplung Z; betrachtet und daraus die folgende Beziehung ableitet:

2 —2€

90 1 [Ale) 1
- = — (14 O(e, el . 3.8

2|2 - gaoema) (3.5

Hierbei ist insbesondere zu beachten, dass 3.8 in g2 erakt gilt.2

3.2 Ansatze fiir die erweiterten Vertizes

Wir geben im Folgenden die in dieser Arbeit verwendeten Ansitze fiir die
nichtperturbativ-erweiterten Propagatoren und Vertizes in beliebiger (ungera-
der) Approximationsstufe r an. Da sdmtliche Schleifenrechungen in dieser Arbeit
in Landau-Eichung (£ = 0) ausgefiihrt werden, kénnen wir uns auf die dafiir
benétigten Terme beschrinken. Insbesondere bedeutet dies, dass alle Gluon-
Propagatoren rein transversal sind und in Schleifenintegralen keine Vertizes auf-
treten, die beziiglich innerer Gluonbeine longitudinal sind. Man kann daher ein
Dyson-Schwinger-System fiir Amplituden mit nur transversalen Gluon-Beinen

aufstellen. Zudem bleiben in Landau-Eichung der Geist-Propagator D11 und
der Geist-Gluon-Vertex f‘[gl’r] rein perturbativ ([Dri 97]).
Mit dem Transversalprojektor
LoV
t () = o# — 2 (3.9)

p
kénnen wir die folgenden Definitionen in besonders einfacher Form schreiben.

’Ein entsprechender Beweis ist in [Sti 96] ausgearbeitet.
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3.2.1 Erweiterte Propagatoren

e Der Gluon-Propagator
DI )

r
H (p2 + ur,2sA2)

_ nip s=1
= daa ™ (p) (r+1)/2
H (p2 + Ur,erAz)(pz + ur,szQ)
s=1
—  AAANANL (3.10)

Die Pole des Gluon-Propagators sind dabei komplexwertig und jeweils
paarweise komplex konjugiert:

gt = (trs)". (3.11)

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit benutzen wir die folgende Umbenen-
nung:

Up,s+ = ﬂr,Zsfla (312)

Ups— = Up2s. (3.13)

e Der Fermion-Propagator

o ) 106+ 575,)

r,0]2] _ 1) s§=

T = e (£) (f)
[T @B+ )@+ rps)

s=1

= c—— (3.14)

Auch die Pole des Fermion-Propagators sind komplexwertig® und paar-
weise komplex konjugiert:

Ry = (el (3.15)
Wie oben benutzen wir meistens die Umbenennungen:
“gs)Jr = ’%gz)s—l’ (3.16)
ns,f;)_ = /%S,Qs (3.17)
e Der Geist-Propagator

- 1

D[T’O}maz (17) = —daia, o

p
= eedgee- (3.18)

3Die Propagatorkoeffizienten x sind wie p eigentlich matrixwertig. Strenggenommen miisste
(f)
- 1.

man z.B. schreiben: &, 5,
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3.2.2 Erweiterte 3-Punkt-Vertizes
e Der I's-Vertex

,0
TOsis () po ps)

= ifaasas !t (p1)EH2H2 (ﬁz)t“3“3(ﬁ3)(5“1“2(p1 —p2)Hs
FIrOl(p2 p2: p2) 4 §H2K5 (py — pg)#s FIMOl(p2, p2: p?)
+0H3H1 (pg — pl)uzp[rﬁ] (p%,p%;p%))

- (3.19)
Hierbei gilt fiir die Zahlerfunktionen FI0:
FrO(p3, p3; p3)
Zr: Clykyiks (D7)F1 (p3)%2 (p3)*3 (A2)37~ (k1 tka-tks)
k;k2k3:0 r T (3.20)
H (p% + UT‘,23A2) H (p% 4 Ur,2sA2) H (pg + ur,2sA2)
s=1 s—1 Pt

und fiir die Vertexparameter wegen der Bose-Symmetrie des I'3-Vertex:
C;;lkz;ks = Clzzkl;kg' (3.21)

e Der Fermion-Gluon-Vertex

0l
Pgr }3«”:3“3(—171,172,173)
ivis 1 NTH3(py, P2, p3) 1
= Ta3 r f r r f
[1 (1 + ip5,) Hl(pé +un2sA?) 11 (2 + 555,)
s= i i

= (3.22)
mit
4r r
N ) = NS iy
A=0 m,n,n'=0
X (ﬁl)né;\mnn”yus (152)71’ : (3'23)
Hier muss man fordern, dass Vertexparameter C_'Kmm,, fiir die
dr —(2m+n+n'+X) <0 (3.24)

ist, verschwinden, damit nicht der unphysikalische Fall einer inversen Fer-
mionmasse im Ansatz fiir den Vertex auftritt.
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e Der Geist-Gluon-Vertex
Wie erwidhnt bleibt dieser Vertex in Landau-Eichung (¢ = 0) auf 1-
Schleifen-Niveau perturbativ:

=[r,0 .
Fgr }gfa2a3(_p17p2’p3) = 7/]00&1aagaaggpg3

= - . (3.25)
»

\

e Der 4-Gluon-Vertex
Da dieser Vertex erst in 2-Schleifen-Termen zu den in dieser Arbeit be-
handelten Gleichungen vorkommt, wird er im Rahmen dieser Arbeit nicht
benétigt. Weil der I'y-Vertex zudem eine sehr komplizierte Struktur hat,
geben wir ihn hier nur graphisch an und verweisen fiir Details auf [Dri 97]
und [DS 99]:

Pg"’o]m#zuslm

1020304 @ . (326)

3.3 Dyson-Schwinger-Gleichungen

3.3.1 Die Propagator-Gleichungen

Wir leiten hier nur die Dyson-Schwinger-Gleichung (kurz: DS-Gleichung) fiir
den Geist-Propagator her. Eine ausfiihrliche Herleitung fiir die beiden anderen
Propagator-Gleichungen findet man in [Kuh 97] und [Dri 97].

Der Ausgangspunkt aller Dyson-Schwinger-Gleichungen ist die Beobach-
tung, dass das Funktionalintegral {iber eine Funktionalableitung bei geeigneten
Randbedingungen verschwindet:

1 _
0= % / DADeDDIDY exp{—Sk + jr}. (3.27)

0
3¢, (—q1)
Setzen wir darin die Gleichungen 1.19 und 1.20 fiir die Fourierdarstellungen
von Sg und jg ein, kénnen wir die Ableitung ausfithren und wegen der sich
ergebenden §-Funktion eine Impulsintegration direkt vornehmen. Dann ersetzen
wir das Geist-Feld ¢ im Integral durch eine Ableitung nach den Quellen geméif

(@) 1 )
Ca,(q) = _

“ (2m)P 8Jcar (—q)
und ziehen die verbleibenden Ableitungen aus dem Funktionalintegral heraus,
so dass wir mit Gleichung 1.12 erhalten:

(3.28)

- ) ~
_ P D P K3
3.27 = F2b1a2(—Q1,Q1)m +90V5/d p2F3b1a2a3

] d 1

X —= + JE
6 Toay(—p2) 0T (p2 — q1) | (2m)D b (q1)

] exp{Wgl[J, Jz, Je, 0, }-
(3.29)
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Leitet man diesen Ausdruck nun noch nach
s
(;Jébz (Q2)

ab, so findet man mit Definition 1.35, Nullsetzen der Quellfelder und ohne die
Deltafunktion (g2 — ¢1):

(3.30)

—Obiby = Pgblaz(m)Dazbz(QI)
+90V5/ de2f‘§(fiZ2a3 (p2 — q1)@§a2b25§’(—pz,q1,p2 - q1).
(3.31)
Substituiert man nun Gleichung 1.37 und 1.40, erh&lt man:
T — TP 2. 2€ dP po TP M3 _
2b1bo (Q1) = 2b1b2 (QI) + 90V, p2 3b1a2a3(p2 Q1)
% Dayaty (02) Dyt (02 = 0T, (=2, 01,92 = q1).-
(3.32)

In graphischer Notation lauten die DS-Gleichungen fiir die drei Propagatoren
der QCD:

Der Geist-Propagator

—1 -1
‘["‘"'] ) ‘[‘*-- b o - --
\\"
(3.33)
Der Fermion-Propagator
-1 -1
S N N
(3.34)
Der Gluon-Propagator
—1 -1
— lm] = — [fvm —|-1 2,,2¢
= 590"
1 ’\AJQN\(
+§Q§V§E

1 S 7
+-94v5" @

6
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—g0v5° ) (3.35)

Aus den Dyson-Schwinger-Gleichungen der Propagatoren bei noch nicht auf
Null gesetzten Quellen erhilt man durch weitere Ableitung nach den Quellfel-
dern die Gleichungen fiir die héheren Vertizes (vgl. z.B. [Kuh 97]).

3.3.2 Die Vertex-Gleichungen
Der f‘3-Vertex im Geist-Kanal

Durch Ableitung von 3.29 nach den Quellen des Eichfeldes, J, erhélt man nach
Nullsetzen der Quellfelder die Gleichungen fiir den I's-Vertex im Geist-Kanal:

@f ‘Jf+g0y0 {,-‘/ (3.36)

\‘,l

Der f‘g-Vertex im Gluon-Kanal

Stellt man die zu 3.27 analoge Gleichung mit einer Funktionalableitung nach
dem Gluon-Feld auf und fithrt danach je eine Ableitung nach der Quelle des
Geist- und des Antigeist-Quellfeldes aus, so erhilt man nach Nullsetzen aller
Quellen die folgende Gleichung fiir den I's-Vertex im Gluon-Kanal:

/ / 4

’ ¥ #
E) = +;gaugf
\ \ AN

ey @ . (3.37)
f
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Der I's-Vertex im Fermion-Kanal

Aus der zu 3.29 analogen Gleichung, die durch funktionale Ableitungen nach
dem Antifermion-Feld und der Fermion-Quelle entsteht, ergibt sich durch eine
weitere Funktionalableitung nach den Quellen des Gluon-Feldes und Nullsetzen
aller Quellen:

‘q = ‘<+g§y§f (3.38)

Der I's-Vertex im Gluon-Kanal

Analog zum Vorgehen in 3.37 (man ersetzt die funktionalen Ableitungen nach
der Geist- und Antigeist-Quellen durch die Ableitungen nach den Fermion- und
Antifermion-Quellen) erhalten wir:

o~

—90ve Y ‘@ : (3.39)
f

Leitet man die fiir den Gluon-Propagator zu 3.29 analoge Gleichung vor Nullset-
zen der Quellen noch zwei Mal nach den Quellfelder des Eichfeldes funktional ab
und setzt erst danach alle Quellen auf Null, so ergibt sich als Dyson-Schwinger-
Gleichung des I's-Vertex:

o

Der I's-Vertex
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Loy Loy
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(3.40)

o

Der I'y-Vertex

Aus der Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den I's-Vertex vor Nullsetzen der Quel-
len erhélt man durch erneutes funktionales Ableiten nach der Gluon-Quelle J
die entsprechende Gleichung fiir den I'4-Vertex. Setzt man dann alle Quellfelder
auf Null, findet man:

1
1
+2g§'/§€ +2 zykl. Perm. (2,3,4)

—gov5° Z : (3.41)
7

Wir haben damit die Dyson-Schwinger-Gleichungen fiir die sieben ober-
flichlich divergenten Vertizes der QCD notiert. Diese Gleichugen zeigen ex-
emplarisch die hierarchische Struktur des Dyson-Schwinger-Systems, i.e. die
dynamische Koplung aller Vertizes an die jeweils ndchsthoheren.
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3.4 Schattenpole

Bei der Skelettgraphenzerlegung voller T-Amplituden, wie sie z.B. in den obi-
gen Gleichungen vorkommen, st6fft man auf das Problem, dass, bedingt durch
die Struktur der nichtperturbativ-erweiterten Ansitze in Abschnitt 3.2, auf den
inneren Linien der Schleifengraphen iiber die dort definierten eigentlichen Pro-
pagatorpole hinaus noch zusitzliche, aus den vollen Vertizes stammende Pole,
verbleiben. Dies wiirde zu einem offensichtlichen Widerspruch zu den Propa-
gatoransitzen fithren und Selbstkonsistenzgleichungen kénnten nicht sinnvoll
aufgestellt werden. In [DKS 99] und [DS 99] wurde mit dem Mechanismus der
kompensierenden Pole fiir den nichtperturbativ-erweiterten Ansatz gezeigt, dass
die aus den Mandelstam-Polen der Vertizes stammenden Beitrdge diese unphy-
sikalischen Pole gerade beseitigen. Es handelt sich hierbei um eine Erweiterung
eines schon in [JJ 73] und [CN 73] bei der Behandlung abelscher Modelle be-
obachteten Zusammenhangs. Folgend [Kuh 97] illustrieren wir dies am Beispiel
des I's-Vertex.
Das Residuum dieses Vertex notieren wir graphisch als:

*I{ ]5+f<a )
p=—=x (f)
2 (gor$)? | (B + KY) ‘@ (3.42)

(f)
ﬁ__K’r 2t

wobei die letzte Gleichung als Bedingung an die Struktur des s-Kanals von
Tys verstanden werden muss. Man kann nun zeigen, dass hieraus und mit der
entsprechenden Gleichung fiir den Fermionpropagator folgt [Kuh 97]:

t
-

—  (90)? ’1= () ’<=
fir,st1) zﬁ—fni’;)t

(3.43)

Hieran erkennt man, dass die Entwicklung kompensierender Pole notwendig
an Schleifenintegrale gekoppelt ist. Man definiert dann als diagrammatische
Reprisentation eines Schattenpols in einem 1-Teilchen- Austauschdiagramm:

——— _‘= "32 2t+1) 4: )
t= 1 P+ nl (3.44)
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Nun definiert man noch einen entschdrften Austauschgraphen durch:

e pea{. el

Analoge Gleichungen kann man fiir alle 1-Teilchen-Austauschgraphen und all-
gemein fiir alle Vertizes des nichtperturbativ-erweiterten Ansatzes notieren und
damit, wie in [DKS 99] und [DS 99] gezeigt wurde, alle unphysikalischen Pole
aus den Dyson-Schwinger-Gleichungen entfernen.

3.5 Bethe-Salpeter-Resummation

Die Technik der Bethe-Salpeter-Resummation wurde schon in [Kuh 97] an ei-
nem einfachen Beispiel vorgestellt. Allerdings wurde dort auf die Méglichkeit,
diese Technik auf alle 3-Punkt- und 4-Punkt-Basisvertices der QCD zu iiber-
tragen, nicht weiter eingegangen. Wir geben hier erstmals ein fiir diese Vertizes
tragfahiges und einheitliches Resummationsschema an.

Durch Reduzibilitdtsanalyse der T-Amplituden in den Dyson-Schwinger-
Gleichungen erhilt man die sogenannten Bethe-Salpeter-Gleichungen, die in
Anhang C ausfiihrlich besprochen werden. Wesentliches Merkmal dieser Glei-
chungen ist die Konstruktion geeigneter Bethe-Salpeter-Kerne, in dieser Arbeit
durch die Bezeichnung K und viereckige Vertizes notiert, die gegeniiber den
vollen Vertizes ein h6heres Mafl an Irreduzibilitdt im horizontalen Impulskanal
aufweisen. Wir zeigen im Folgenden, dass es zur Resummation aller Basisver-
tices geniigt, fiir die Konstruktion der Bethe-Salpeter-Kerne 2-Teilchen- und
zusdatzlich 3-Gluonlinien-Irreduzibilitdt tm horizontalen Kanal zu verlangen. In-
dem man die Bethe-Salpeter-Gleichungen und die in Abschnitt 3.3 vorgestell-
ten DS-Gleichungen kombiniert, kann man in den Schleifengraphen der Dyson-
Schwinger-Gleichungen den linken perturbativen durch einen vollen Vertex er-
setzen. Dies ermoglicht es im Rahmen des nichtperturbativ-erweiterten An-
satzes, auf 1-Schleifen-Niveau zusétzliche und verbesserte Selbstkonsistenzglei-
chungen aufzustellen. Fiir die Diskussion der logarithmischen Modifikationen
werden die resummierten DS-Gleichungen einen wichtigen Hinweis zur Konsi-
stenz der modifizierten Feynmanregeln liefern. Weil sie es aber iiberdies ermdgli-
chen, schon in niedrigen Schleifenordnungen Beitriige aus allen (perturbativen)
Schleifenordnungen der DS-Gleichungen zu berechnen, sind sie auch dariiber-
hinaus interessant.

Wir fithren nun am Beispiel der Dyson-Schwinger-Gleichung des I's-Vertex
die Bethe-Salpeter-Resummation vor.
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3.5.1 Fermion-Kanal

Mit der in C.1 angegebenen Bethe-Salpeter-Gleichung von Tj; im Fermion-
Kanal erhilt man aus Gleichung 3.38:%

= +g§1/§€ 4—<+g§z/§f

o

= +951%5¢ Ky

(3.46)

Vergleicht man diese Gleichung mit der urspriinglichen Form der DS-Gleichung
in 3.38, stellt man fest, dass in dem einzigen Schleifengraphen der linke pertur-
bative durch einen vollen I'3-Vertex ausgetauscht wurde. Zugleich steht anstatt
der im horizontalen Kanal 1-Teilchen-irreduziblen Ty-Amplitude der im ho-
rizontalen Kanal zusitzlich 2-Teilchen-irreduzible® K,;-Kern. Dies ist aus zwei
Griinden bemerkenswert: Zum einen enthilt der Bethe-Salpeter-Kern wegen der
verschirften Irreduzibilititsbedingungen eine gegeniiber der Ty-Amplitude ge-
ringere Menge an Graphenklassen, so dass man bei Rechnungen auf n-Schleifen-
Niveau weitaus weniger Graphen betrachten muss, zum anderen werden durch
die Bethe-Salpeter-Resummation Beitriige aus allen Ordungen in g2 schon in 1-
Schleifen-Niherung zuginglich. Fiir I's im Geist-Kanal findet man eine analoge
Gleichung.

*Diese Gleichung wurde schon in [Kuh 97] bewiesen.

5Im t-Kanal ist dies mit der oben gegebenen Reduzibilititsbedingung fiir die Bethe-
Salpeter-Kerne #quivalent. Kein Beitrag zu K4 kann 3-Gluonlinien-reduzibel im t-Kanal sein,
da dies gegen die Erhaltung der Fermion-Zahl verstiefe.
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3.5.2 Gluon-Kanal

Setzen wir in Gleichung 3.39 die in Anhang C gegebenen Zerlegungen der T'-
Amplituden ein und ordnen die Terme um, so finden wir:
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(3.47)

Wie man hier sieht, ergeben sich in den geschweiften Klammern genau die DS-
Gleichungen der 3-Punkt- und 4-Punkt-Vertizes, die in den Gleichungen 3.37,
3.39, 3.40 und 3.41 vorgestellt wurden. Besonders bemerkenswert ist dabei, dass
sogar die in den DS-Gleichungen fiir den I's- bzw. I'y-Vertex vorkommenden
Graphen, bei denen ein rechtes Gluon-Bein in einen perturbativen I't- bzw. I'}-
Vertex einlduft, reproduziert werden. Damit kénnen wir die resummierte Form
der DS-Gleichung fiir den I'3-Vertex im Gluon-Kanal notieren:

1
- —1-5931/36 K4s
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Wie schon betont, sind die hier auftretenden Bethe-Salpeter-Kerne 1-Teilchen-
2-Teilchen und 3-Gluonlinien-irreduzibel im horizontalen Kanal. Auch in dieser
Gleichung konnten wir die linken perturbativen Vertizes der Schleifengraphen
durch die entsprechenden vollen Vertizes ersetzen. Ansonsten gelten die schon
zur Gleichung im Fermion-Kanal gemachten Anmerkungen auch fiir diesen Fall.
Fiir ['s, I's und T4 lassen sich analoge Gleichungen formulieren. Dabei findet
man jedoch in den Gleichungen fiir den I's- und I'4-Vertex zusétzlich Terme, die
nicht resummiert werden kénnen. Es handelt sich dabei um die Graphen in der
zweiten Zeile von 3.40 bzw. 3.41, bei denen jeweils ein rechtes Gluonbein in einen
perturbativen ['}-Vertex lduft. Ebenso wie die Propagator-Gleichungen kénnen
diese Terme mit dem vorgestellten Resummationsschema prinzipiell nicht be-
handelt werden und bleiben daher unverindert. Zudem unterscheiden sich diese
Graphen dadurch von den anderen Beitridgen zu den DS-Gleichungen, dass die
in ihnen auftretenden vollen Amplituden von besonders einfacher Struktur und
insbesondere linear in dem linken (zu bestimmenden) Vertex der DS-Gleichung
sind.®

Diese Ergebnisse sind eine weitere Anmerkung wert. In [BL 77| konnten mit
den Ward-Takashi-Identititen” der QCD #hnliche Darstellungen der Dyson-
Schwinger-Gleichungen gefunden werden, die das Problem der sogenannten
iberlappenden Divergenzen 16sten, welches eine der Schwierigkeiten beim Be-
weis der Renormierbarkeit der QCD darstellte.® Fiir die Herleitung der oben
vorgestellten DS-Gleichungen werden die Ward-Takahashi-Identitdten jedoch
gerade nicht bendtigt. Ebenso fehlt in der zitierten Arbeit jeder Verweis auf
die besondere Art der Irreduzibilitit, die wir fiir die Konstruktion der Bethe-
Salpeter-Kerne fordern mussten. Weil Baker und Lee iiberdies erweiterte Redu-
zibilitdtsbedingungen auch fiir den vertikalen und diagonalen Kanal der Verti-
zes stellen, ist der Autor dieser Arbeit der Auffassung, dass die Resultate nicht
dquivalent sind. Ein genauerer Vergleich wire zwar wiinschenswert, kann aber
im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt werden.

%In der Tat enthalten die unresummierbaren Graphen fiir den I's-Vertex nur diesen selbst
und die unresummierbaren Graphen fiir den I's-Vertex die Tss-Amplitude. Die T4s-Amplitude
zerfillt aber nach den Gleichungen B.1 und 1.43 in den I's-Vertex und zwei 1-Teilchen-
Austauschgraphen der Form I'3 DT'3. Damit bleiben die nichtresummierbaren Graphen not-
wendig 1-Schleifen-Graphen.

TFiir eine Erklirung dieses Begriffes siehe z.B. [Kug 97].

8Da es starke Hinweise darauf gibt, dass die Ward-Takahashi-Identititen im
nichtperturbativ-erweiterten Ansatz verletzt sind [Ewe 00], ist es fraglich, ob man die von
Baker und Lee erhaltenen Ergebnisse unmodifiziert iibernehmen kénnte.
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3.6 Schattenreduzierte Dyson-Schwinger-
Gleichungen

Mit den in Abschnitt 3.4 definierten gepunkteten Linien kann man einen neuen
Reduzibilititsbegriff einfiihren.

Da zwischen vollen Vertizes nur noch gepunktete (also auf ihre physikali-
schen Anteile beschrinkte) Linien vorkommen diirfen, fordert man statt der
iiblichen Irreduzibilitédt jetzt Irreduzibilitét beziiglich der Teilchen- und Schat-
tenlinien. Analog zu Abschnitt 3.5 fordert man fiir die Konstruktion der schat-
tenreduzierten Bethe-Salpeter-Kerne 2-Teilchen- und zuséitzlich 3-Gluonlinien-
Irreduzibilitdt beziiglich Teilchen- und Schattenlinien. Diese neuen Kerne wer-
den durch quadratische Vertizes mit einer Doppellinie und bei Bedarf durch
die Beschriftung K*" kenntlich gemacht. Analysiert man die in Anhang B de-
finierten T-Amplituden mit diesem neuen Reduzibilitatsbegriff, so stellt man
fest, dass sich zu den Gleichungen in Anhang C analoge Beziehungen ergeben,
lediglich mit dem Unterschied, dass nun alle inneren vollen Propagatorlinien
gepunktet sind. Damit kann man sdmtliche Schritte in der Rechnung zu 3.46
und 3.48 nachvollziehen und so die schattenreduzierte und resummierte Form
der Dyson-Schwinger-Gleichungen erhalten. Wie im vorigen Abschnitt benutzen
wir die besonders einfache Gleichung fiir den I's-Vertex zur Illustration unseres
Argumentes.

Der I's-Vertex im Fermion-Kanal

Zerlegt man Ty; im t-Kanal (wie in Gleichung B.5 definiert) beziiglich gepunk-
teter Linien (also sowohl teilchen- als auch schattenirreduzibel), erhélt man:

~ S
(7o) -

)

N R (3.49)
Hierbei ist besonders zu beachten, dass der in der Entwicklung von Ty, eigentlich
vorkommende einfache Schattenpol auf der rechten Seite der Gleichung nicht
mehr manifest sondern im Schleifenterm verborgen ist. Der Term

(3.50)

ist wegen der Beziehung
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y i

o e D I (3.51)

die sich als Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den Schattenpol-Anteil durch Par-
tialbruchzerlegung von 3.46 ergibt,” im Schleifengraphen von Gleichung 3.49
schon enthalten, da der Graph 3.50 nach Konstruktion Bestandteil von Tj; ist.

Bei dem Mechanismus der kompensierenden Pole handelt es sich um ein
Schema zur Entfernung unphysikalischer Pole von inneren Propagatorlinien.
Wendet man dieses Verfahren auf Propagatorlinien ohne unphysikalische Pole
an, liefert es die Identitit.!'? Daher kann man widerspruchsfrei auch in einen
perturbativen Vertex einlaufende innere Propagatorlinien punktieren. Wir illu-
strieren das Argument mit dem folgenden Beispiel:

- ‘@ . (3.52)

Wir beweisen nun die folgende Identitét fiir den I's-Vertex im Fermion-Kanal:!!
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°In dieser Gleichung ist kondensiert eine Behandlung der Gleichung 3.46 mit dem in Ab-
schnitt 3.4 vorgestellten Mechanismus der kompensiernden Pole zusammengefasst. Ein Resi-
duenvergleich an den aus den Mandelstam-Variablen stammenden Schattenpolen liefert dann
diese DS-Gleichung fiir den ,,Schattenvertex®.

0Genauer formuliert: Die sogenannten Schattenpole stammen aus den Mandelstam-Polen
der vollen Vertizes. Die Koeffizienten der perturbativen Vertizes in den Mandelstam-Polen
sind Null. Daher entwickeln sich durch den Mechanimus der kompensierenden Pole auf diesen
Linien gerade keine zusdtzlichen Beitrige.

""Diese Rechnung findet sich schon in [Kuh 97].
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Damit ist gezeigt, dass die hier geforderte, auf Schattenpole erweiterte Redu-
zibilitdt sich in ihren Auswirkungen auf die Bethe-Salpeter-Resummation von
der gewohnlichen Reduzibilitdt nicht unterscheidet.

Weil sich fiir den Gluon-Kanal aus 3.39 eine zu 3.51 analoge Gleichung er-
gibt, die alle vier Schleifengraphen enthilt,'? und man die entsprechenden Glei-
chungen auch fiir alle anderen ,,Schattenvertices* formulieren kann, ist das hier
vorgestellte Verfahren auf die verbleibenden DS-Gleichungen iibertragbar. Wir
geben nun ohne weitere Rechnung die restlichen Dyson-Schwinger-Gleichungen
fiir die Basisvertices der QCD in schattenpol-reduzierter und resummierter
Form an.

Der I's-Vertex im Gluon-Kanal

3 A\ (3.54)

Der f‘3-Vertex im Geist-Kanal

- *‘;ﬂwévéﬁ —-© ]
AN - »

2Die entsprechende Gleichung ist als Gleichung C.8 im Anhang notiert.

\ : N (3.55)
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Der f‘g-Vertex im Gluon-Kanal
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Der I's-Vertex
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Wie auch in Anhang C bei der Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichungen fiir
die 4-Punkt-Amplituden betont, unterscheidet sich der schattenreduzierte BS-
Kern K}, von den anderen, in dieser Gleichung vorkommenden BS-Kernen,
fundamental. Wahrend aus den anderen Kernen nur die Austauschgraphen zur
Reproduktion der nullten Ordnung auf 1-Schleifen-Niveau beitragen konnen,
enthdlt K37 zusdtzlich einen die Bose-Symmetrie verletzenden Anteil des I'4-
Vertex. Weitere Ausfithrungen zu dieser Bethe-Salpeter-Amplitude finden sich
in der Diskussion von Gleichung C.3 im Anhang.

Der I'y-Vertex
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Wie schon in Abschnitt 3.4 erwdhnt, verbleiben in den Gleichungen fiir die gluo-
nischen Vertizes die Graphen mit einem rechten dusseren Impuls, der in einen
perturbativen I';-Vertex einlduft, unresummiert. Abschlieend bleibt noch zu
erwahnen, dass diese Resultate nicht von einer bestimmten Wahl fiir den Eich-
parameter ¢ abhingen und daher auch auflerhalb der Landau-Eichung gelten.
Ebenso haben wir in den letzten Abschnitten keinen Gebrauch von der beson-
deren Form der gebrochenrationalen Approximanten gemacht. Deshalb sollten
die hier hergeleiteten Ergebnisse auch fiir die im néichsten Kapitel vorgestellten
logarithmisch modifizierten Vertizes gelten, da die logarithmischen Modifikatio-
nen am Mechanismus der kompensierenden Pole nichts dndern kénnen.



Kapitel 4

Modifizierte Feynmanregeln

pedo mellon a minno.
Tolkien [5]

4.1 Die Herkunft der logarithmischen Modifikatio-
nen

In Kapitel 2 haben wir aus der Renormierungsgruppe in erster Niherung in g2
ein Skalierungsverhalten gemif

T(A) ~ A% (In A2) %5 (4.1)

gefunden. Nach Weinbergs Theorem gilt jedoch bei Skalierung von Vertizes mit
einem Faktor A [Col 84]:

T'(A) ~ A9 (Polynom in In \) . (4.2)

Formulieren wir dies z.B. fiir den inversen Gluon-Propagator, so erhalten wir:

o0
Ty =—k>)  gi'T, (K*/v?), (4.3)

n=0

wobei Ty = 1 gilt. Wir vernachlissigen nun in der RG-Gleichung 2.1 die in-
dierekten Abhingigkeiten der RG-Funktionen von v. Damit ist insbesondere
die renormierte Kopplung gr von v unabhingig ist und wird als Konstante
betrachtet. Dieses Vorgehen ist dadurch gerechtfertigt, dass wir im Folgenden
nur die explizite Abhingigkeit der Koeffizienten T}, von v bestimmen wollen.!
Dann erhalten wir durch Differentiation mit % fiir den Koeffizienten von g%{"
in obiger Entwicklung:

n—1
51 Tn = [276(9R) — B(9R)D4s) Y | 97" T (4.4)
n'=0

'Wir folgen der Argumentation in [Col 84].

41
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Weil die anomale Dimension O(g%) und die 3-Funktion O(g%) sind, ist die
Ableitung des n-ten Koeffizienten vollstindig durch die Koeffizienten mit nie-
drigerem n bestimmt. Die Integration dieser Gleichung liefert dann:

Inv

n—1
To =" + 3" 29(9R) — B(9r)grlo2" /0 dnv'Ty (R)17).  (45)
n'=0

Iteriert man dies, kann man T;, auf n Integrationskonstanten und ein Integral
iiber Ty zuriickfithren. Die Losung des verbliebenen Integrals liefert dann den
noch fehlenden Logarithmus, so dass man T;, als Polynom n-ten Grades in Inv

schreiben kann:
n k2 l
T, =Y o [m ﬁ] : (4.6)
1=0

Die Terme dieser Reihe kann man geeignet mit der Grée L = n—I klassifizieren.
L = 0 gibt dann z.B. immer den Logarithmus mit der héchsten Potenz (den
sogenannten leading logarithm) fiir ein bestimmtes n an.

An dieser Stelle muss man betonen, dass die Koeffizienten der Logarithmen
nicht aus der Analyse der RG-Gleichung folgen, sondern durch explizite Be-
rechnung der entsprechenden Terme in n-Schleifen-Ndherung bestimmt werden
miissen. Schreibt man Gleichung 4.3 explizit aus, erhilt man:?

k2
FQ = —kz |:]. +gR(1/)2 <C((]1) ‘I‘Cg_l) lIl —2>
v
2 2y, k2 2 k?
+gr(v)* (cg ) 4+ cg ) lnﬁ + cg ) 1n2 ﬁ)
+... ] . (4.7)
Dies kann man mit der Taylor-Entwicklung des sich aus der Lésung der ’t Hooft-
Weinberg-Gleichung ergebenden Terms
,Y(O)

k27 260
1+ Bog(u)2 In ﬁ]

(0) 2 0),,.(0) 2
_ Ta 2, k 16 (vg' — 26o0) 4,2k
= 1+ S g(v)°In 3 + 3 g(v)*In 2 +... (4.8)

vergleichen (s. Gleichung 2.24). Wie man durch Koeffizientenvergleich erkennt,
stellt die Losung der ’t Hooft-Weinberg-Gleichung eine exakte Resummation
der leading-log-Terme der perturbativen Berechnung auf 1-Schleifen-Niveau dar.
Umgekehrt folgt aus dieser Betrachtung, dass es bei Berechnungen auf 1-Schlei-
fen-Niveau hinreichend ist, nur die fithrenden Logarithmen zu betrachten.

*Hier darf man sich (wieder) daran erinnern, dass die in den Gleichungen vorkommen-
de Kopplung gr(v) abhingig von der Renormierungsskala ist. Wir haben damit die in 4.4
vernachlissigten indirekten Abhéngigkeiten der renormierten Gréssen von v formal wieder
eingefiihrt.
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4.2 Gestalt der logarithmischen Modifikationen

In Kapitel 2 hatten wir die logarithmischen Modifikationen bei gleichméfiger
Skalierung der Impulse mit einem dimensionslosen Faktor A hergeleitet. In die-
sem Kapitel wollen wir die logarithmischen Modifikationen als Korrekturen fiir
grofle Impulse in die Vertexansétze integrieren, da die in Kapitel 3 vorgestellten
Ansitze fiir die Basisvertices dieses logarithmische Skalierungsverhalten nicht
zeigen. Dazu setzen wir in 2.24

A=, (4.9)

wobei k hier zun#chst ein beliebiger Impuls des Vertex ist. Weil wir nur auf
1-Schleifen-Niveau rechnen, kénnen wir Gleichung 3.3 benutzen und in dem
Argument des Logarithmus die Renormierungsskala v durch die invariante Mas-
senskala A ersetzen:

14+ 6 2lnk—2 = Byg? L—i—lnk—2
09Rr 2 09Rr /30912% 2
1 k2
2
= 1 — =
%%nkm{%%}ﬂ]
3.3 k2

Benutzt man nun noch Gleichung 1.63 und setzt dort in erster Nitherung in g2
die Renormierungskonstante auf 1, so findet man:

—2e 5 k2 —2¢ 5 k2
acPogrIn 45 = Fﬂogo In 5. (4.11)

Damit haben wir eine von renormierungsabhingigen Groflen in erster Nihe-
rung unabhingige Gestalt der logarithmischen Modifikationen gefunden, die
wir so zur Konstruktion der logarithmisch modifizierten Feynmanregeln nutzen
konnen.

4.3 Konstruktion modifizierter Feynmanregeln

Das oben besprochene Skalierungsverhalten der Vertizes ist, wenn auch in ge-
ringerer Genauigkeit, schon lange bekannt (s. z.B. [GW 73b]). Dennoch ist uns
nur ein Versuch bekannt, diese Eigenschaft einer exakten Losung der QCD zur
Konstruktion modifizierter Vertizes zu benutzen. In [ASS 93] fithrte ein erster
Versuch zu signifikanten Verdnderungen in den Selbstkonsistenzgleichungen. Al-
lerdings wurden dort einige sehr problematische Vereinfachungen vorgenom-
men. Wir versuchen im weiteren Verlauf dieser Arbeit, die dort gewonnenen
Erkenntnisse zu verbessern und auf das nichtperturbativ-erweiterte Schema zu
iibertragen.
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Bei der Konstruktion logarithmisch modifizierter Feynmanregeln st68t man
auf folgende konzeptionelle Schwierigkeiten:

e Aus Gleichung 2.24 folgt nur das Verhalten bei Hochskalierung aller Im-
pulse. Das Verhalten der Vertizes bei Skalierung einzelner Impulse ist
nicht bekannt.

e Die Logarithmen kénnen unphysikalische Infrarotdivergenzen erzeugen.
Aus diesem Grund miissen wir in 4.11 einen Parameter s zur Beseitigung
eventueller zusétzlicher Infrarot-Divergenzen, d.h aus dem Limes p — 0
stammender Divergenzen, einfiihren.

e Eventuelle Erginzungen diirfen die Dimension des Vertex nicht &ndern.

Weitere Einschrinkungen folgen aus den Forderungen fiir die nichtperturbativ-
erweiterten Vertizes:

1. Die Theorie soll im formalen Limes A — 0 in ihren perturbativen Limes
iibergehen.

2. Die fundamentalen Symmetrien der perturbativen Vertizes sollen erhalten
bleiben.

3. Die Vertexparameter sollen iiber Dyson-Schwinger-Gleichungen selbst-
konsistent bestimmt werden kénnen.

Dadurch ist insbesondere die Wahl fiir die Propagatoren in Landau-Eichung
2

effektiv festgelegt. Setzen wir A = ’5—2 erhalten wir mit 4.11 und dem zusétzlichen

Parameter? s die folgenden Ansitze fiir die modifizierten Propagatoren.

e Der Gluon-Propagator

(0)

Jg
2\ ¢ 2 2 o
* D p°+ sA
e Der Geist-Propagator
2\ —€ 2 2] %o
= ~ p p°+ sA
W0) = Dal) [(—2) og n 2P (4.13)
Yo
e Der Fermion-Propagator
S5 () = S (») (4.14)

Der Fermion-Propagator bleibt unveréndert, da in Landau-Eichung (§ =
0) und in erster Ordnung in g2 gilt: 75,9) =0.

3Dass wir hier nur einen zusétzlichen Parameter einfijhren, ist nicht a priori klar. Es stellt
im Rahmen dieser Arbeit eine zuléssige und irrelevante Vereinfachung dar.
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Die Wahl der geeigneten Ansétze fiir die oberflichlich divergenten 3-Punkt-
und 4-Punkt-Vertizes der QCD ist hingegen nicht eindeutig festgelegt. Die
Form der Gleichung 2.24 legt einen globalen Faktor nahe, der die bekannten
nichtperturbativ-erweiterten Vertizes ergénzt. Dies wird unterstiitzt durch die
Ergebnisse von [Mue 78] und [EGM 79], die bei der Untersuchung eines ver-
wandten Problems im Rahmen des Parton-Modells eine Faktorisierung logarith-
mischer Terme in den Wirkungsquerschnitten beobachteten. Damit ist jedoch
noch nichts iiber die Impulsabhéngigkeit der Logarithmen gesagt. Wie man bei
der Berechnung der fithrenden logarithmischen Terme aus den Selbstenergien
der Vertizes sieht (z.B. [BC 80]), hingen diese von Produkten von Impulsen
und Summen von Impulsquadraten ab. Da die logarithmischen Korrekturen
der Vertizes, die aus der Renormierungsgruppe abgeleitet wurden, perturba-
tiv durch partielle Resummation der fiihrenden Logarithmen entstehen,* sollte
man dhnliche Ansitze fiir die Skalenfaktoren bei Skalierung nur eines Impulses
wéhlen. Auch nach [Mue 78] und [EGM 79] sollte man Beitrége von der Art
In 2234 in den fithrenden Ordnungen der Ansétzen verlangen. Dies fiihrt jedoch
auf rechentechnisch schwer zu behandelnde Terme, die noch dazu die Symme-
trien der Vertizes, wie z.B. die Bose-Symmetrie des I's-Vertex, nicht manifest
erhalten.

Da wir diese Probleme im Rahmen dieser Arbeit nicht 16sen kénnen, be-
schranken wir uns auf die Impulsquadrate der Verteximpulse als Ansatz fiir die
Impulsabhingigkeit der Logarithmen in fiihrender Ordnung.5 Insbesondere sind
damit Logarithmen von Mandelstam-Variablen ausgeschlossen. Dies ist wichtig,
damit der Mechanismus der kompensierenden Pole, wie in Kapitel 3 vorgestellt,
auch fiir logarithmisch modifizierte Vertizes anwendbar bleibt. Weil die Impulse
eines Vertex eindeutig den verschiedenen Feldertypen und damit den verschie-
denen anomalen Dimensionen zugeordnet sind, teilen wir die Potenz in 2.24
auf ein Produkt aus Logarithmen in den jeweiligen Impulsquadraten mit pas-
sender anomaler Dimension auf. Uberdies hat ein rein faktorisierender Ansatz
den rechentechnischen Vorteil, dass sich in Schleifenintegralen die logarithmi-
schen Faktoren der Vertizes mit denen der Propagatoren kiirzen konnen. Auch
die anderen Bedingungen an die logarithmischen Modifikationen sind evident
erfiillt.

“Dies ist in Abschnitt 4.1 vorgefiihrt worden. Diese erste Niherung wird hiufig als LL-
Approximation bezeichnet.

5In der Tat werden wir in Kapitel 5 sehen, dass andere Ansitze auBerhalb unserer rechen-
technischen Mdglichkeiten liegen.
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Fiir die oberflichlich divergenten Vertizes der QCD machen wir also die
folgenden modifizierten Anséitze:

e Der 3-Gluon-Vertex

F;ét'laiile;zg, (plap2vp3)
2 2 2 —ﬁ
9 e
Y41 2, P1 + sA 0
= Fgllfujfffzag, (p1,p2,P3) [Fﬂogo In Tz
0
¥ 5O
—2¢e 2 277 28y —2e 2 21~ 330
P 2 P2t sA o [p3 2, D3+ sA 0
X 1/0726 /8090 In T Z/EZE /8090 In T (4]_5)

o Der Geist-Gluon-Vertex

FglgVala2a3(_p1’p2’p3)
0
—2€ 2 27—
T Py 2 Y41 + sA 0
= Fé3éVa1a2a3(_p1’p2’p3) |:U02€,8090 IHT

—2€ 2 A27° ;12%}); —2€ 2 A27° ;%?)
Do 2..P2t+$ ° | ps 2, P3+38 y
X In—=*—/—— 1 4.16

1/626 18090 n A2 :| |:1/02€ /8090 n A2 ( )

e Der Fermion-Gluon-Vertex

f‘;py(?f%(—l)l,pz,ps)
2 2 2 —ﬁ
_ .. p:)’_ € 9 ps _|_ SA 289
= FF}_%/‘(L)S’) a3(—P1,P2,p3) |:V2518090 lnT (4.17)
0
e Der 4-Gluon-Vertex
DG aietsts (p1,p2,p3,pa)
2 2 2 *ﬁ
—Z€
2,043, p py+ sA 280
= P4Gl;11l225:5: (p1,p2,P3,P4) [—;_26 ng% In 1T]
0
'Vg)) vé?)
2 2 277289 [p2€ 2 27" 285
p2 2 p2 + SA 0 p3 2 p3 + SA 0
X ln—=——— lnZ3 >
|:U02€/8090 A2 :| UJQEIBOQO A2
A
—2¢ 2 217 289
y 21 pi+ sA 0
n IV 4.18
|:I/0_2E Fogo A2 ( )
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Kapitel 5

Berechnung der Divergenz
logarithmisch modifizierter
Integrale

Preise die Schénheit, Bruderschwester!
Witzko [6]

Nachdem wir in Kapitel 4 logarithmisch modifizierte Feynmanregeln definiert
haben, stellt sich uns nun die Aufgabe, mit diesen Feynmanregeln erste Be-
rechnungen durchzufithren. Dabei stoflen wir auf Impulsintegrale mit einem
Integranden vom Typ einer gebrochenrationalen Funktion multipliziert mit ei-
ner nicht-ganzen Potenz des Logarithmus des Impulses. Diese lassen sich nicht
mit der Standardformel der dimensionellen Regularisierung A.24 16sen. Uns ist
auch kein Verfahren bekannt, mit dem man die Stammfunktion des Integranden
geschlossen bestimmen konnte. Das bekannte Schema der dimensionellen Re-
gularisierung, welches bekanntlich das geeignetste fiir die Regularisierung und
Renormierung von Eichtheorien ist, stoB8t daher hier an seine Grenzen. Wir
miissen also zur Bestimmung des Koeffizienten der divergenten Terme einen
neuen Weg suchen. Im Folgenden wird das dazu entwickelte Verfahren vorge-
stellt.

5.1 Integraldarstellung der Logarithmuspotenz

Da die Potenz des Logarithmus eine Berechnung der Stammfunktion stark er-
schwert, muss ein Weg gefunden werden, diesen Term in einen im Sinne der
Extraktion der Divergenz handhabbareren Ausdruck zu iiberfithren. Dazu be-

nutzen wir die folgende Integraldarstellung [Sti 00a]:
1 o0
In(s+b 0‘:—/ dzz® (s 4+ b)" 5.1
in(s 8] = 5 | (5 +1) (5.1)

mit 0 < o, 0 < b.
Beweis:

1 - zz® (s -r
I‘(a)/o dzz® (s + b)

49
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1 /oo a—1_—zln(s+b)
= — drx® e 5.2
(@) Jo (52)

mit y = zIn(s + b) folgt:

- ) /ooo In( W yo= 1n(s + b)) e

INGeY s+0b)
= [In(s + b)]‘aﬁ /0 dyy® eV
= [In(s+b)]™® gq.ed. (5.3)

Damit kénnen wir die Potenz eines Logarithmus in ein Parameterintegral iiber
eine beziiglich der Impulsintegration negative (reelle) Potenz eines Polynoms
umwandeln. Diese kann dann, wie im nichsten Abschnitt vorgefiihrt, per Feyn-
manparametrisierung behandelt werden und fiihrt auf ein l6sbares Impulsinte-
gral.

5.2 Symmetrische Integration und logarithmische
Modifizierungen

Ein wesentliches Merkmal der unmodifizierten Theorie ist das Verschwinden
aller Beitridge mit ungerader Potenz des Schleifenimpulses durch symmetrische
Integration. Wie wir im Folgenden beweisen, bleibt diese Eigenschaft bei der
in Kapitel 4 getroffenen Wahl fiir die Form der logarithmischen Modifikationen
exakt erhalten, eine Tatsache, die ein weiteres Indiz fiir die Konsistenz unseres
Ansatzes ist.

Sei also f(q, k) eine Funktion der Massendimension 8, die bei symmetrischer
Integration iiber g verschwindet. Dann gilt:

wobei sich (¢%+L?)~* durch Feynmanparametrisierung von ((a%+4c1) (8% +cz)) !
und entsprechende Impulsverschiebung ergebe.! Fiigen wir nun die beiden loga-
rithmischen Faktoren entsprechend den Ansétzen in Kapitel 4 hinzu, erhalten
wir Integrale der Form:

1
/ d1‘1d$2d1}3(1—1}3)1}3/qu
0

—2¢ 2 27— 171—2€ 2 218
flg, k) J[a In & + sA b In b° + sA . (5.5)
(% + L?)* Vo—ze A2 VEQE A2

Um die Berechungen zu vereinfachen, skalieren wir wo nétig die GroBen mit A.
Wir fithren fiir solcherart skalierte Groflen die folgende Notation ein: § = {,

!Dies ist gerade der Fall, der bei der Berechung von Integralen aus den Propagator-
Gleichungen auf 1-Schleifen-Niveau vorkommt. Die Variablen @ und b sind dabei Linearkom-
binationen von dufilerem Impuls k£ und Schleifenimpuls ¢ wie z.B. in D.6 definiert.
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k= % usw. Da der Integrand dimensionslos sein soll, skaliert f folgendermafen:
f(q,k) = ABf(q, k). Damit berechnet man weiter:
L .
k
55 = AD+2“'/ Bzl - xg)ng 55%%
0 (¢* + L?)

x[a" % In(a? + )] 7*[b 2 In(b% + s)]#
n.‘éor. AD+2EQ/ dD(jl f((j’,fc)
a2(a2 + ¢1)b2(b% + &)
x[@ 2¢In(a? + s)] b2 In(b? + 5)] .7 (5.6)

Hierbei haben wir insbesondere die Impulsverschiebung
q=q +h(z3)k (5.7)

benutzt, die im konkreten Fall von der Parametrisierung der Schleifenimpulse
abhingt. Einsetzen der Integraldarstellung 5.1 fithrt dann auf:

B AD+2ea 00 dD(jlf(q-/,ié)d)a—lwﬂfl
= vt ), [ 0@ 1 20)(@ + 8) B (2 1 5 (7 + )7

(5.8)

Durch Feynmanparametrisierung gelangt man zu:

AD+2ea

B 1 S R
= F(a)l“(ﬂ)/o dmldm?dyldyzdz/o W @ T IT(WIT(2 + IT()

~ 7. -1 -1
g 1@ Rai (L= o) a7 Tyg(1 = yo) ey (1 - 2) et Ot iery
(02 + 2(a2 — b2) + K"2)4+2et¢+9 ’

(5.9)

Der Nenner des Integranden hat die gleiche Struktur wie im nichtperturbativ-
erweiterten Fall, so dass man hier die gleiche Impulsverschiebung wie in 5.7
durchfithren muss, nur z3 wird durch z ersetzt, um auf die folgende Standard-
form zu kommen:

D+2ex 1 00 T'(4 2 a—1,,8—1
— Ai)/ dmlda;Qdyldyzdz/ dpdy LA T2 TV L) Y
0 0

INCHINCE T2+ e)T(¥)T(2 + €)T(9)
dPqf (3, k)af(1 — wa) ead Tyi(L —yp)TeyY (1 — o) RO Y
/ (52 + K2)4+25+¢+qp

n.Vor

Vor 0 qed. (5.10)

Das Ergebnis folgt, da nach Voraussetzung jedes symmetrische Integral iiber
f verschwindet. Damit wurde gezeigt, dass die in Kapitel 4 hergeleiteten lo-
garithmischen Modifikationen die symmetrische Integration, die im Rahmen
der dimensionellen Regularisierung ein wichtiges Hilfsmittel darstellt, respek-
tieren. Gleichzeitig ist gewihrleistet, dass wegen der Aquivalenz der Impulsver-
schiebungen die Ergebnisse der logarithmisch modifizierten Theorie im Limes
a, — 0 in die bekannten Resultate ([Kuh 97], [Dri 97]) iibergehen.
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5.3 [Eine Integralformel

Bei der Berechnung der Selbstkonsistenzgleichungen steht man vor dem Pro-
blem, dass die (mehrfachen) Logarithmen eine vollstindige analytische Lésung
der Integrale sehr erschweren. Um an diesem Punkt in voller Allgemeinheit wei-
terrechnen zu konnen, ist die Entwicklung neuer Rechentechniken notwendig.
Da es zur Bestimmung der Selbstkonsistenzgleichungen der nullten Ordnung
jedoch geniigt, nur die UV-divergenten Terme zu berechnen, kénnen wir uns in
dieser Arbeit darauf beschrinken, das folgende Integral auszurechnen, das fiir
alle Rechnungen auf 1-Schleifen-Niveau geniigt.
Gesucht ist die Losung von:

I(m,n,a) = [I%Bogd (@ + &) " (5.11)

AD+2ec D~(,}2)nfm(q~)m
e | oy

Wir benutzen Gleichung 5.1:
_ AD+2€a(é2)nfm /oo dtta—l/ aDq (g2)m+ea ]
(v5)°*(Bogg)°T (<) (@* + L?)(@* + K?)*

D+2€a 2 n—m
(Vo)m :8090 OT ['(n)T(t)

~2 m+ea
X / D(j
(@ + (M2 + (1 —a)L2))n+t
A.:24 AD+2€a(k2)n m / dt/ dm ta 1 t 1 m)n—l
(47)2=¢(v5)<eT (2 — €)(Bogp)°T (a
'm+2—-€)P(n+t—m-— 2—I-e)
I'(n)L(t)

(M2(m))mfnft+2fe’ (512)

mit ¢ = e(1— ) und M2(z) = 2K2+ (1 —z)L2. Wir haben der Vollstindigkeit
halber nochmals die Feynmanparametrisierung ausgeschrieben.

Mit Gleichung 5.12 haben wir das Integral I(m,n, ) in eine Form gebracht,
in der wir die Impulsintegration mit der im Anhang beschriebenen Standardfor-
mel A.24 ezakt ausfiihren konnten. Damit miissen nur noch die verbleibenden
Parameterintegrale gelost werden. Hierbei sind Naherungen jedoch weit weniger
kritisch als im Impulsintegral, da man in der Regel den Einfluss der Niherun-
gen auf den Koeffizienten der %—Divergenz sehr gut abschétzen kann. Um nun
weiterrechnen zu kénnen, miissen wir den Divergenzgrad des Integranden fest-
legen.

5.3.1 Logarithmische Divergenz
In diesem Fall gilt m = n — 2 und es ergibt sich:

I(n—2,n;a)

B A72e’k4r(n _ 6,)(,8098)70 o 1F(t +e ) mxtfl(l _ :L.)nfl
- (4m)*e(vg)°T(2 — e)L(a)T(n) /0 i I(t) /0 ! (M2t
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A—2e’k4P o 2\ —« 00 =1 (¢ !
A31 (n — €)(Fogo) / dt[( t+e) oFi(t + €, t;t 4 n; 2)
0

T (@n)2<(R)°T(2 — l(a) L2)HeT (¢t + n)
(5.13)

mit z = 1 — % Uber die Parametertransformation der hypergeometrischen
Funktion [EMO 53a]

2Fi(a,b;¢;2) = (1= 2)° " Py Fi(c — a,c — by 5 2) (5.14)
erhilt man
513 — A—25’k4]__‘(’n, — 6’)([8093)—01 /00 ta—ll'\(t + 6’)(1 _ z)n—t—s'
. (471')2—6(]/3)6&]_—‘(2 — E)F(a) 0 (EQ)HET(t + n)

XoFi(n —€,n;t+n;2). (5.15)

Auch dieses Integral kann man analytisch kaum berechnen. Wir folgen daher
einem erstmals in [Sti 00b] beschrittenen Weg. Mit (1 — z) = Iff—: und der Rei-
hendarstellung der hypergeometrischen Funktion [WG 89]

T(t+n) ~=T(n+m-—e)T(n+m)z"
Fi(n—¢€,njt+mn;z) = — (5.1
2F1(n — €, n;t +n;2) T(n— ¢)I(n) mz_:o T(t+n+m) mi (5:16)
gelangt man zu:
—2¢' 1403 2\—a © s\ __
5.15 A 2’“ (Bogd) BN (k2
(An PR 2 - () 2= \ T2
o m poo . ’
><I‘(n-l—m e€)I'(n +m)z / gt (oLt K? L(t+¢€) .
T'(n)m! 0 L'(t+n+m)
(5.17)

Hier ist das verbleibende Parameterintegral in einer Form, aus der sich der fiir
e — 0 divergente Teil extrahieren lasst. Da n + m eine natiirliche Zahl ist,
wird der Quotient der beiden I'-Funktionen in erster Ndherung in € zu einem
endlichen Produkt. Dieses kann durch Partialbruchzerlegung in eine endliche
Summe umgewandelt werden, so dass gilt:

T(t+€') 1 " gy
= 1+ 0(¢ 5.18
T(t+n+m) t+e lz_; Lo, (5-18)
mit
n+m-—1 1
= —_— 5.19
" H i1 (5.19)
il

Nochmalige Partialbruchzerlegung liefert:

1 1 1 1
= — . 2
t+et+1) 1-¢ (t—l-e’ t+l> (520)
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Diese setzen wir ein und erhalten:

B A—2¢€ k4(,8 g —a © /K2 e
T = T - T 2= (?)
it T'(n+m—€)l(n+m)z™
X Z T'(n)m!
* 1 1 a—1_—tinK? !

Hierzu kann man die Stammfunktion in den einschlidgigen Tabellenwerken nach-
schlagen? und es folgt:

A.35 A 2€’ k4(,3 g —a o0 ,
I(n—2,n; = —€
(n =2,n;0) (4m)2—€(v2)eeT (2 — ¢) Z

2y T+ m K?)
Z l—le’ (I‘(-l_)m)' L(n +m_6)<(e’1)"
(K%'
1-a

m=0
Lm

=1

xT(1 — o, € In K?) — (1 —o,lInK?)+ 0((6')°)>.

(5.22)

Hierbei ist I'(u, v) die unvollstdndige I'-Funktion und z.B. durch A.35 definiert.
Mit Asymptotik dieser Funktion A.36 und der Riicknahme der Partialbruch-
zerlegung 5.18 erhilt man fiir die divergenten Terme:

dl;’ A72E’k4(/809 ) a]_'w(]_ — 6 K n i F n + m z" F(]- B O£) O((€I)0)
(4m)>=<(v)eT(2 — €) ) b(e)ime
(5.23)
Mit der Hilfsformel [KF 60]
> C(n + m) _n
Z = o F1(n,b;b; )|y per. = (1 — 2) (5.24)
=0
kommt man dann auf das einfache Ergebnis:
div A k*(Bogg) °T(1 — ¢) (T(1 — a) "o
5.23 = 0 . 5.25
G (Rt —q \ (e o)) (5:25)

Lost man das Integral ohne die logarithmischen Modifikationen, erhilt man
durch direkte Anwendung des Standardintegrals und anschlielender Entwick-
lung der I'-Funktion in e:

A2k T (n —€) 1
(4m)2—<T'(2—¢€) €
*Siehe z.B. [GR 94] oder [PBM 88a].

I'(n—2,n) = (1+ O(e)). (5.26)
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Wir kénnen nun unmittelbar verifizieren, dass im Limes a — 0 Gleichung 5.25
in 5.26 iibergeht. Das Integral mit den logarithmischen Modifikationen unter-
scheidet sich von dem unmodifizierten durch einen multiplikativen Faktor und
eine Verringerung des Divergenzgrades um a. Letzteres ist konsistent mit den
Ergebnissen aus [ASS 93],> wohingegen der dort erhaltene numerische Faktor
von (in unserer Notation) % hier um einen Faktor zwischen 20 und 50 (fiir
die entsprechenden Werte von «) prézisiert wurde.

5.3.2 Quadratische Divergenz

Weil wir nur an den divergenten Termen interessiert sind, verliuft die Rech-
nung hier analog zum obigen Beispiel. Deshalb fithren wir hier nur noch die
wesentlichen Schritte auf.

Mit m = n — 1 ergibt sich:

I(n—1,n;a)
A24,431 AT E2(Bogd) T (n+1—¢€) /°° t 0t + 1+ ¢€)
B (4m)2=¢(v2)eT (2 — e)T(a)I'(n) Jo (t—1+¢€)(t+€e)(2)
T'(n) [izI‘(t +2)
t(t+1)(L2)¢+t | T(n+1)
(K% — LA)tT(t + 2)
F(n+1+1)

oFy(t, € +t;n+t;2)

oFi(t+ 1, +t;n+ 1+t z)]. (5.27)

Mit der Parametertransformation 5.14 und der Reihendarstellung 5.16 bzw.
A.32 der 9 Fj-Funktion sowie der Partialbruchzerlegung 5.18 erhilt man:

A2—25’k2(6090) O‘F(’I‘L-l-l—t' |: zi K2 n—¢ I‘(n—l-m—e)I‘(n—I—m)

(4m)2=€(v3)eeT(2 —¢) = [(n —€)'(n)

n+m1
/ Z 1 1 o 1 7tan2
t—l—l t—1+4+¢€ t-l—e

o0

K2 "€ Tn4+m)T(n+m+1—¢)z™
Z T(n+1—€¢)T(n) m!

m=0

o mim:clo 1 1 -
dt — et KT 2
></0 2 t+l<t—1+e’ t+e’> ¢ ] (5.28)

=1

Bei den Termen proportional zu ;— 1 e die eine Singularitit innerhalb des In-
tegrationbereiches haben, benutzen wir zur Hebung der Singularitdt die Haupt-
wertvorschrift, weil jede andere Vorschrift dem definitionsgemif reellen eukli-
dischen Schleifenintegral unphysikalische Imaginérteile erteilen wiirde. Dieses
Verfahren ist deshalb gerechtfertigt, weil diese Singularitit nicht aus den Ultra-
violettdivergenzen des Impulsintegrals zu tun hat sondern als divergenter Term
innerhalb eines Parameterintegrals ein Artefakt des Rechenverfahrens ist. In

3Bei einem Vergleich beachte man, dass das in dieser Arbeit verwendete o einem —a in
[ASS 93] entspricht.
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den anderen Termen wird die Divergenz mittels einer weiteren Partialbruchzer-
legung isoliert:

(4m)2—€(12)eT(2 —€) I'(n — €)I'(n)

m m+n—1

XZ_ P[] - Z " /oodt[__i}ta—le—tlnk2
m! l—¢€ Jg t+¢e  t+1

=1

A2-2¢2(Byg2) Ot[‘(n—i—l—e [ 2§: K2” “T(n+m—€)(n+m)
=0
1

0 2oy = (K" T(n+m)T(n+m+1—¢)2m
HE2-17) ) (P2)n T(n+1-el(n) ml

m=0

« P[I]—mgfl i /Oodt[#—i]tae—“n’“ (5.29)
R A t+e  t+l ' '

Wir diirfen nun alle konvergenten Terme vernachlissigen, da uns nur der fiir
€ — 0 divergente Teil des Integrals interessiert und fithren wiederum mit der
Integralformel A.35 das verbleibende Parameterintegral aus und erhalten:

giv A2 E2(Bogd) O‘F(n—l—l—e i K2 =€ D(n+m — )T'(n+m)

S T arw)ete - a2 T(n — )L (n)
Hm m+n—1 r B =9\ el
T l_’elP(aml—a,e'an%(f,{)l)a+0((e'>°>. (5.30)
=1

Der weitere Gang der Rechnung folgt wieder dem logarithmischen Fall. Wir
setzen die Darstellung der unvollstdndigen I'-Funktion ein, nehmen mit 5.18
die Partialbruchzerlegung zuriick und benutzen nochmals Formel 5.24, um zu
dem folgenden Endergebnis zu gelangen:

—2¢' 121.2 ’ /
_ A L°k*(n — (1 —€') T(1 —_a) +o(()Y). (5.31)
(4m)2~€(v)«T(2 — €)(Bogd)* (€)'~
Fiir die Unterschiede zwischen diesem Ergebnis und dem Resultat fiir das unmo-
difizierte Integral gelten die schon fiir die logarithmische Divergenz zu Gleichung
5.25 gemachten Anmerkungen.

Man kann diese Resulatate mit einer unabhiingigen Rechnung (zumindest
fiir die logarithmische Divergenz) bestitigen. Transformiert man den Betrag
des Impulses im Sinne der dimensionellen Regularisierung gemifl £ = e? und
vernachlissigt einen nur die konvergenten Beitrige &ndernden Term, erhilt man
mit Formel A.37 dquivalente Ergebnisse fiir die Divergenzen.




Kapitel 6

Die Propagatoren

sed tamen amoto quaeramus seria ludo
Horaz [7]

6.1 Der Gluon-Propagator

Hier berechnen wir die divergenten Beitrige der Schleifenintegrale aus der
Dyson-Schwinger-Gleichung des Gluon-Propagators 3.40.

6.1.1 Die Gluon-Schleife

Mit den Ansdtzen fiir den nichtperturbativ-erweiterten, logarithmisch modifi-
zierten I';;-Vertex ergibt sich nach Kontraktion der Farbindizes, wenn @ den
oberen und b den unteren Schleifenimpuls' bezeichnet:

a

2. 2¢
9o¥0 ~

kv

N[ =

2.,,2 b
— _902'/'_0 §%Cq / aP gt (—k)tP (b))t (a) X [cxr Gy

by + for O]t (0)GT ()" (k) (a)t7 (b)t*(a) G (a)
X [for 8 F (K2, 0% %) + dy Oy F (a2, 6% k%) 4 cxr 8o FT (0%, k5 02)]

Q0
a?b?k?\ "¢ 23 -9 = = 280
X (12)3 (Bogg)” In(@” + s) In(b” + s) In(k” + ) (6.1)
0
mit den folgenden Definitionen:

k = d+b, (
¢ = —k—b,
d = b—a,

'Die konkrete Wahl von & und b in Abhiéngigkeit von ¢ und k findet sich in D.6.

57
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f = —k-a, (6.5)
_ P
P =% (6.6)
und
i cr p%m1p3m2p2m3A6r72(m1+m2+m3)
mimz2;ms3
0
Fr(p},p3;p3) = T - _ (6.7)
H (p% + uT,SAz) H (p% + uT,SA2) H (Pg + ur,sA2)
s=1 s=1 s=1
sowie o
I 2 p2+sA? —I—sA2 ‘Ygo
[I(p + ur2sA ) [ —r 5090 In ]
*,7 — s=1
H (p2 + ur,s+A2)(p2 + Ur,s—A2)

s=1
Als ersten Schritt zur Berechnung dieses Integrals muss man die aufwendi-
ge Kontraktion der Lorentzindizes durchfithren. Weil in Landau-Eichung alle
gluonischen Beitridge transversal bleibe, kénnen wir das Integral transversal
projezieren und die invariante Funktion berechen. Mit Gleichung 6.25 und mit
den Abkiirzungen F"(k2,a%;0%) = Fy, F"(a2,b%k?) = Fy, F"(b%,k%;02) = Fs

erhilt man:

_ 9ov (k) sap / D, G (@)G™T (BN (a,b, k)
6.1= 20 ="=0"Cc | @ e : (6.9)

wobei wir mit V*" die invariante Funktion fiir die transversalen Beitrige aus
den Vertizes bezeichnen:

N*"(a,b, k)
= 4(a’® - (a-b)?) {i; [(D - 1)a’k? — (a®b® — (a - b)) + (a - k)b°]
+% [(D — 1)a2b? — (a®B? — (a - b)2) — 4(a- b)k2]
% [(D - 1)b%k? — (a®b® — (a - b)?) + (k - b)a?] }
A
" 280

(6.10)

a2b2k2\ ¢ ~ =
" [<(:)T)IZ> (Bogs)? In(@® + s) In(b + 5) In(k* + 5)

Ein analoges Ergebnis findet man z.B. bei [Sti 84].

Partialbruchzerlegung

Die nichste Aufgabe ist, eine Partialbruchzerlegung von Gleichung 6.9 zu fin-
den. Mit

Sp(a|b;k) = 4 (a®b? — (a-b)?) [(D — 1)a®k? — (a®6% — (a - b)?) + (a - k)b?]
(6.11)
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und
Tp(a, b k) = 4 (a2b? — (a - b)?) [(0—1)a2b2—(a2b2 —(a- b)z)—(a-b)kz] (6.12)

ergibt sich:

G*"(a)G™"(b)
TN "(a,b,k)
r r+1 r+1 —1
- <a2b2k2 TT(%? + wr2.02) [] (02 + i, s0?) JT 0% + ar,szﬁ))
s=1 s=1 s=1

A Chamam 2 [E7 @)™ ) S0l 51)

my,mz2,m3=0

+(a®)™(b%)™ (k)™ Tp(a, by k) + (b°)™ (k*)™2(a®)™ Sp(b] a; k }
1
—2ep,—2¢ ﬁ —2e 2 0
X [(717(/3090) ln(EL2 + ) ln(l;2 + 3)] ° [k 2 1n k2 +s ] o
Y
(6.13)

Dies wiederum lisst sich in eine Doppelpartialbruchzerlegung iiberfithren, wobei
wir die in Kapitel 3 angegebene Umindizierung der Propagatorpole verwendet
haben:

r -1 r+1 r+1 r+1 -1
- [;&’ [+ ur’2sA2)] > { ( H A2 (tiys — tig) ] A% (itrs — m,m)

s=1 t,t'=1
;ét s#t!

" 1
r A6T*2(Z m)
X > Crymoyma a2(a? + iy  A2)B2 (B2 + iy p A2)

m1,mz2,m3=0
[(’“2)’"1 (—tip A%)™2 (=i A2)™ S (al b k)
+(—’ar’tA2)m1 (_ar,t,A2)mz (k2)m3TD(a, b; k)
+(—ﬁr,t1A2)m1 (k2)mz (_ar,tA2)m3 Sp(b|a; k)] }

'V(GO) (0)

_2sb—26 s - 280 —9% ) - _;%0
X [7(ﬂ0g0) In(a” + s) In(b —I-s)] [—2518090 In(k* + s)
(v * Yo
(6.14)

Fiihrt man nun noch die Feynmanparametrisierungen und Impulsverschiebun-
gen wie im Anhang D beschrieben durch und verwendet

(0)

Ja
o= =7 6.15
28, (6.15)

was nach Gleichung 1.67 positiv ist, sowie
™ = (B%)™ (= iy g A%)™2 (— iy p A7) (6.16)
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und zyklisch in k, —4,¢ und —, » , so gelangt man zu dem wichtigen Zwischen-
ergebnis:

p G*"(a)G*"(b)N*"(a,b, k)
dq a2b?

= [kz ﬁ(k2 + 'U/r,QSAz):| B [ (’Z—Z> - Bogg In(k* + 5)] )

s=1 0

r+1 r+1 r+1 -1
X Z { < H A2 (ﬂr,s - ﬂ1',t) H A2 (ﬂr,s - ﬂr,t’))

t7t’:]_ s=1 s=1

s#t s#t!
r 1
x ) Cfnl,mz;msAﬁr_z(Em)F(‘l)/ dzidzadrs(l — x3)zs
0

my,mz2,m3=0

—Q

[ | () e @ )

% |:CZ?;7ZZ2m3SD(a| b; k) + cz}gjzmsTD(a, b; k) + C?}{'Z‘?m3SD(b| a; k):| }

(6.17)

Den weiteren Gang der Rechnung kann man im Anhang D verfolgen, wenn auch
ohne die aus den logarithmischen Modifikationen stammenden Terme. Diese
dndern jedoch am vorgestellten Rechengang wegen der in Kapitel 5 gefunde-
nen Ergebnisse fiir die Divergenzen logarithmisch modifizierter Integrale nichts
Wesentliches.

Um die divergenten Teile mit den logarithmischen Modifikationen zu erhal-
ten, werden (a?) € und (b?) € zu (¢?) € abgeschitzt. Der dabei gemachte Fehler
dndert hochstens die konvergenten Terme. Dasselbe gilt fiir die rechentechnisch
notwendige Niherung:?

[ln(d2 + ) In(B? + 3)} (@ +6%))(1+ 0 (7). (6.18)

In den Impulsintegralen aus Anhang D taucht dann zusétzlich der Term

—2a
(6.19)

2\ —€
q PO
<ﬁ> Bogs In(§* + &°)

0

auf, wobei zu 62 auch Terme proportional zum #uBeren Impuls k beitragen.

Dies kann mit den Ergebnissen aus Kapitel 5 zur Berechnung der Divergenzen
logarithmisch modifizierter Integrale behandelt werden. Man definiert nun mit
Blick auf Anhang D die folgenden Basisintegrale, wobei

€' =¢(1 - 2a) (6.20)

2Im Falle einer symmetrischen Wahl der Schleifenimpulse wie in Anhang D gilt diese Nihe-

rung sogar mindestens in O(;y77, qiz)
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bezeichnet:

A2 [2k2(n — D(1 — ") D(1 —2a)
(4m)2=¢(13)2aT (2 — €)(Bogp )2 (e")1 2
B A2EAT(1 — ) I'(1-20)

T (4m) e (1)*°T (2 - €)(Bogd)® (¢l 2

By

(6.21)

(6.22)

Da sich diese von den im Anhang D definierten Basisintegralen nur um einen ge-
meinsamen Faktor und eine Verdnderung der e-Potenz unterscheiden, kann man
die dort vorgestellten Ergebnisse iibernehmen und erhélt so fiir die divergenten
Terme:

Gvge 5t (K) C / 107 (@G T BOIN*"(a, b, F)

5 D1 22
di TR\ C - @
= g2ugeshe (k [1&’ [T + 2,,M’)] [<ﬁ> Boga In(k? + 3)]
s=1 0
r+1 r+1 r+1 _1
Z {(HA2 urs_urt HA2 urs_urt’)>
tt'=1 - =
r "
A% I(1 - 2a)
% Cr A6T*2(Z m)
ml,m%;na_o mimsz;ms3 (477)276(1/3)260(18093)20 (611)17211
15 5 9
X [C?E?m"’zkz e [—Zk2 — A2 (iirg + a,.,t,)]
15
+017,¥,'Z2m3zk2] } (6.23)

Nach Riicknahme der Partialbruchzerlegung mit den Formeln aus Anhang E
erhilt man das folgende Endergebnis:

2. 2¢ sab (Az)ientuy(g) 1 (1 - 2a) |:k 2e ~5 a
= %% - —-Bogs In(k® + s
0%0 (471.)275(1/3)2511 (6")1 20 (,8093)20‘ v; 2¢ P090 ( )

> {aempe B, o)

m=0

r+1
_9(A2)r+17m(k2)m (_ :—1,r;m + C:_‘,T;mZﬁr’t) } (6.24)
t=1

r

X [H(k2 + uT,QSAQ)] -

s=1

Dies entspricht bis auf die aus den logarithmischen Modifikationen stammenden
Unterschiede den Ergebnissen aus [Kuh 97].3 Die zur Konstruktion der Selbst-
konsistenzgleichungen aus den in Abschnitt 3.3 vorgestellten DS-Gleichungen
notwendige weitere Behandlung dieses Terms wird in Kapitel 8 vorgenommen.

3Bei einem Vergleich beachte man allerdings, dass das Ergebnis dort auf eine andere Dar-
stellung der Propagatorpole umgeschrieben wurde.
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6.1.2 Der Tadpole

Auch bei diesem Graph gilt, dass wegen der Landau-Eichung (¢ = 0) nur der
transversal projizierte Teil des Graphen interessiert. Unter Benutzung von

th (p)t*(p) =D — 1 (6.25)
kann man nun die invariante Funktion berechnen:

q

2. 2€
Joo

DN =
Byl
R

ko

K1..-K4

2. ,2¢
— _9027/0 /qut;ml(k)Wabcd(;dctmmg(q»)Gr,*(q—»)tngu(k)

= goVOE(SabCG/ qu [t”V(E)(D _ 1) _ t“”3(E)t”3”2 (@tn2y(g)} GT’*((T)

e ”(E) (k-0 | e
= 25abc — a’q (D —-1)(D—2)+1— P G™*(q).
(6.26)
Fiihrt man nun wie oben die Partialbruchzerlegung aus*, gelangt man zu:
2 ) v E r+1 rr+l ) -1 r )
e Pl Z [H A2 (i — a,,g] TT A2(urze — i)
8= s=1

s#t

D2_3D+3 (E(j)z q—2e y 2
aP _ S |
g / q[ q% + iy A k2q%(q? + 41 A2) Vazg Bogo In(q” + s)

(6.27)

Mit den Formeln fiir die symmetrische Integration wird dies zu:

) ) t‘w(E r+1 rr+l ) -1 r )
= E5a Ca E |: I I A 'U'rs Uy t):| I I A (Ur,Zs - 'ﬁ'r,t)
s= s=1
s;ét

D-1)(D-2)+1-D" [q_25 N 2
% dD ( 21 2 + .

(6.28)

Dies lasst sich mit der allgemeinen Formel 5.24 problemlos integrieren. Wir
erhalten fiir den divergenten Teil des Tadpole-Graphen:

t’w -’ r+1 rr+1 -1 r
= g ®) Z [ T A% - ar,t)] TT A2 (20 — )
s= S:l

s;‘ﬁt

*Vgl. auch [Pot 00].
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A (i AT~ ¢")  T(1-2a) <§> (6.29)

X
(4m)2~(v5) =T (2 — €)(Bogg)®>* (") 2> \ 4
Benutzt man nun noch die Formeln zur Zuriicknahme der Partialbruchzerlegung
aus Anhang E, so folgt als Endergebnis:
9 A2'T(2 — € I'(1 - 20)
4 (4m)?~(v§)«T(2 — €)(Bogd)®> (€")' >

= g2 Cat™ (k)

r+1 r

K[ Dy = 3 ] (6.30)
s=1 s=1

Ein analoges Ergebnis fiir den Fall ohne logarithmische Modifikationen wurde
in [Pot 00] berechnet. Die wesentliche Neuerung des logarithmisch modifizierten
Ansatzes besteht in dem Faktor:

2 \dea (1 - 2a)
(8)°*(Bogg)? (1 — 2c)' 2

Ein logarithmischer Faktor im #usseren Impuls k, wie im Ansatz fiir D*, tritt
nicht auf. Dies stellt fiir die sinnvolle Konstruktion von Selbstkonsistenzglei-
chungen ein ernstes Hindernis dar, dessen mogliche Beseitigung wir in Kapitel
8 diskutieren.

(6.31)

6.1.3 Die Geist-Schleife
Zur Berechnung der Geist-Schleife definieren wir:

7o
a=——". 6.32

260 (6.32)
Nach [Dri 97] werden der Geist-Gluon-Vertex I's und der Geist-Propagator D
in Landau-Eichung ({g = 0) und auf 1-Schleifen-Niveau unabhingig von der
Approximationsstufe r nicht modifiziert. Dies bedeutet, dass die Geist-Schleife
neben der perturbativen Struktur nur die logarithmischen Modifikationen tréigt.
Damit folgt fiir den transversal projizierten Teil der Geist-Schleife:

a
D
/
2.2 /
€
s~y -
kE u \\~y’, v
;
’ = k—?e ~ @
= e (e )| g o (R 49
0

a—2€p—2¢ _ —Q
— (ﬂogg)2 In(a2 + s) In(b% + s)
Y

5ed

dD acdbu’ i bef v
qf ﬁf (—a) —

a
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jﬂggo ln(k2 + s)]

((,_7: . _‘) _ ( _‘)gkb) a—26 —2€ B —a

/Equ k [ —2 (Bog?)?In(a? + s)In(b® + 5)| .
Yy

(6.33)

Mit der iiblichen Feynmanparametrisierung und der symmetrischen Wahl des
Schleifenimpulses wie beim 3-Gluon-Vertex,

i = %E ~q, (6.34)
b = %E +q, (6.35)
kommt man durch die Impulsverschiebung ¢ = ¢’ %#(1 —2z) zu
6.33 = g2 kal) [k z:ﬂ a5 ln(kz—i—s)]a/oldm

(G-5) — BOFED 12 2 ~ ~ B
[* @R AP [ 2 (Bogo)*In(a” =+ 5) In(®" + s)] |

(6.36)

Mit den Formeln der symmetrischen Integration und der schon bei der Gluon-
Schleife praktizierten Approximation der logarithmischen Modifikationen 6.18
erhalten wir:

di t4 (k) [ k2 *
& —ggygfaa”cg (k) 3 ,8090 ln(k2 + 3) / dz
D—1|y % .

aPd ql2(1 — %) qlizE 2 1n(5"2 e
X q (q,2 + k2($ — $2))2 1/0_25 /8090 Il(q + U) .
(6.37)

Daraus lassen sich die Divergenzen problemlos extrahieren. Mit der Definition

e=¢(1—2a) (6.38)
konnen wir schreiben:
4 (k) [k~ o
6.37 °2' gavEes®Cq lg )[ —5 Bogt In(k? —I-s)]
Yo
VA2, 2 (- 22)(2 — eT(1 — ) T(1 — 2a)
x [ dz An)2—2(p2)eaT (2 — mvoa (miea 0 (0-39)
o (4m)>f(15)°T(2 — €)(Bogp)*® (€)
und erhalten als Endergebnis:
Tk - a
= R Cat (B)| g o i + )]
0
1 A ZR2T(1 — ) (1 -2a) (6.40)

12 (4m)2F(1B)OT(2 — €)(Bogg)?® (L 2
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Dieses Ergebnis unterscheidet sich von dem bekannten perturbativen (s. z.B.
[Mut 87]) wiederum nur um einen Faktor und die zusétzliche logarithmische
Modifikation. Zur weiteren Behandlung dieses Terms verweisen wir wiederum
auf Kapitel 8.

6.1.4 Die Fermion-Schleife

Weil die fermionische anomale Dimension in Landau-Eichung verschwindet, gibt
es in diesem Schleifenintegral keine Logarithmen. Aus dem modifizierten Ver-
tex kommt lediglich der mit dem &usseren Impuls skalierende logarithmische
Vorfaktor. Damit ist das schon in [Kuh 97] fiir diesen Term der DS-Gleichung
berechnete Ergebnis direkt iibertragbar.® Auch in [Pot 00] wird dieser Graph
berechnet. Dort ist jedoch die Rechnung fiir die divergenten Terme nicht zu
Ende gefithrt worden. Weil man wegen eines Fehlers in der Riicknahme der
Partialbruchzerlegung (siehe auch Anhang E) mit den dortigen Resultaten auf
ein falsches Endergebnis kommen wiirde, fithren wir hier die Rechnung noch-
mals mit allen wesentlichen Details vor.

a

2. 2¢
—9oVo ™M @ by
k

b

14

ol
=

I3+ x%)

= —gouge Yt (R)t (k) / d’DqTr{v“'T{} ri1)/2 = o1
! I -+ "ér,s+)(¢ + ’fr,sf)

s=1
: N6 [ -
«T? + (f) - P, —a, g4 (f)
Ik g(¢ K’r’2s) Hs:]_(k2+ur’2sA2) 3];[1( ﬁ /‘67‘,28)
T [1(—¢+r:5))
’ [T (o i) (= )

(6.41)

Mit den Umbenennungen 3.16 und 3.17 erhélt man nach Auflésung der Farb-
tensorstruktur:

ggugs ab k% 2 7.2 “ LNV (7
= I s [T i 1 s)| e By (B
2 2y

®Man beachte die unterschiedliche Darstellung des Ergebnisses gegeniiber den Konventio-
nen dieser Arbeit. Wihrend in [Kuh 97] alle Grofien in den reellen Parametern der Propaga-
toren ausgedriickt werden, behalten wir die komplexen Propagatorpole bei. Dieses ist durch
die Rechnung in Kapitel 7 motiviert.
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e ) (R e S DI

(6.42)

Indem man nun wie oben eine Partialbruchzerlegung beziiglich der Schleifenim-
pulse § und —¢ durchfiihrt® sowie die Summendarstellung des Zihlerpolynoms
benutzt, gelangt man zu:

|: - P 18090 111(k2 + S)} r+1 4r

_ 90’/0 5abz s 1 e - ) t““ tuu Z Z Z

t,t'=1 A=0 m,n,n'=0

r+1 -1

m{v“ [H(ﬁes,z - ﬁe,ﬁ,ft))] Mg O (RS
p
1 1 ( e (f) (f -

x [ @Pq o (—# )[ (R — &, J] } (6.43)

Macht man die Nenner im Impulsintegral in bekannter Weise rational, so kann
man die Spur iiber die y-Matrizen ausfithren und verbleibt mit dem transversal
projizierten Impulsintegral:

g o, 3= RO — 1) 267 - ERE)
D1 (82 + (&) (a2 + (R))?)
(6.44)
Man wahlt die symmetrische Parametrisierung der Schleifenimpulse:
o 1~
a = ik —q (6.45)
. 1-

Fiihrt man nun die bekannte Feynmanparametrisierung und die dazugehérige
Impulsverschiebung

—
—

1-
d=q — k(1 -22) (6.47)

2
8Zwar sind ¢ und § matrixwertige Grofen, der Formalismus der Partialbruchzerlegung lisst

sich aber problemlos erweitern. Genauer: Macht man den Nenner rational und fiihrt dann eine

Partialbruchzerlegung beziiglich —a® und —b? durch, erhilt man ein iquivalentes Ergebnis.
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durch, erhilt man:
- — s D) - 2 (i
6.44 — 41" (i /da;/dD ' fridFrr) D1 .
Py Py a2 L (Fy2) 2
b +x(a? —2) + (1 —z)(k,)? + (R, ;)
(6.48)

Beachtet man nun noch die Regeln der symmetrischen Integration, wie sie in
Anhang A vorgestellt werden, so ergibt sich:

1 (g _ 1) q% - i) (f) TRl - 2)e
— AV (L D 1 \D rit et
417 (F) /0 dz [ % e (6.49)
mit
K2 = k(1 —2)z + (1 - 2)(3)? + 2(aY))2. (6.50)

Aus der Impulsintegration erhélt man fiir die divergenten Terme:

. —2€ 1
b (iA)ze (@) [ de[DW( - 2)o - DR - Dl - D]
™ 0 , ,
4h2 =1 (1 L. ;
= Gl (564 30 - 407). o

Damit findet man fiir die divergenten Teile des Graphen:

[ e ﬂogo In(k2 + 3)} 1 Ar r

6.43 & 90”0 5'1”2 T uaD) ZHODIDIDS

t,t'=1 A=0 m,n,n'=0

r+1 —
X [ G ﬁe(f))] (e TR G L of G

T,t s 118,10y
s=1
s#£t
AN 1 (15 1) () e [ TT ~(F) _ () -
(47.‘-)2752 <§k + i(ﬁr,t - K’r,t’) ) (_K/r,t’) |:51;[1(K/7',5 o K/T,t'):| '
s#t!

(6.52)

Durch Riicknahme der Partialbruchzerlegung mit den Formeln aus Anhang E
gelangt man zu:

2 2
2. ,2e A —2¢ —2¢ In k +s
— _Mé‘ab [ ’ /3090 ( )] t’“j E g E
aor e 2T [T5=1 (2 + ur,254%)
7 A=0m=0
~2r—(2m—+A A ~ 2r4+2—(2m+A
XA)\(k2) €|: k2C}‘mT‘T f ( ! ) o Kamar_lar_lmf ! ( ' )

+1
~r A 2r+2—(2m+2A) ~r A 2r+1—(2m+2A)
+C}\,m r—2,rmf + C)\,m,r—l,r E :

r+1
Lo premy) ”) A(f)] . (6.53)
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Wie man durch die Analyse dieses Ausdruckes beziiglich der Fermionmassen 7 ¢
erkennt, tragen Werte von A gréfier als 2r+2 nicht zu den Divergenzen bei, da im
obigen Term keine inversen Fermionmassen auftauchen diirfen. Dieses Ergebnis
ist - ohne die aus den logarithmischen Modifikationen stammenden Terme - eine
umparametrisierte Version des in [Kuh 97] vorgestellten Resultates.

Von besonderem Interesse ist der chirale Limes der massenlosen Theorie.
Hier erhalten wir nur dann Beitrige, wenn der Exponent der Fermionmassen
verschwindet. Damit ergibt sich fiir den chiralen Limes:

[ oo o+ 9]
3 1 k2 —I-’U,T-Q AZ)

653 M0 _200mAT™ abz

1
t+H*Y (k)=
471'2E ()e

r A2)‘ r+1
2 1-A ~ 2X (1.2 1-A~
|:Z 3 (k )T+ C;)\,r—)\,r,r - Z A (k )T+ Cg)\,r—l—l—)\,r—l,r—l

A=0 A=1
r+1
22 (1.2 1-A 2X 1 2

+ZA (k) ACon rp 1A 2T+ZA R

A=1 A=0

= S 00
2\ (1.2 A Py PN

XC2)\+17' Ar— lrzﬁrt ZA k " 02)\7' Ar,r Z Kt K’r,t’:|'

t=1 A=0 t,t/=1
t<t!

(6.54)

Dieses Ergebnis werden wir in Kapitel 8 zur Konstruktion der Selbstkonsistenz-
gleichungen benutzen.

6.2 Der Fermion-Propagator

6.2.1 Die Fermion-Gluon-Schleife

Die Fermion-Gluon-Schleife ist der einzige Schleifengraph, der in der Dyson-
Schwinger-Gleichung des Fermion-Propagators vorkommt. Geméf den in Kapi-
tel 4 gemachten Ansétzen trégt in Landau-Eichung und auf 1-Schleifen-Niveau
nur das ,,Schleifengluon“ logarithmische Modifikationen.

a

2. 2¢
0

I+ x%)

_ 2 % D urpa skl s=1

- /d N 5 0
H1 B+ bps ) B+ k)
s—=

r -1 T,V a2 r -1
7 [ TT+ o] PRl nf)] oevia)
s=1 H (a2 + Ur,2sA2) s=1

s=1
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r

H (a2 + ’U,r,gsAz)

s= a72€ _ -
(r+1) 1 |:U2E Boga In(a? + 3)] (6.55)
H (a2 + ur,s—I—AQ)(az + ur’s_Az) 0
s=1

Unter Kontraktion der Farbindizes, mit den Umbenennungen der Propagator-
pole 3.16 und 3.17 und mit den iiblichen Partialbruchzerlegungen gibt dies:

r+1 A4r r |:1'+1 :| —1

2. 2€ i'N2 R
S = D YO D MRS b1 COR

t,t'=1 A=0 m,n,n'=

s#t
1 m 2 4r—(2 "+ N Vv (=
’}Mm( ur‘t’A ) fr (mbnbn' )( 1(“t)) C)\mnn7 ¢ (a)
K’r,t
kn’ r+1 ) -1 a,QE ) ) -«
s;t
r —1
<| T+ e)] (6.56)
s=1

Indem man nun noch den Nenner des Impulsintegrals von der Dirac-Matrixstruktur
befreit, gelangt man zu dem folgenden Impulsintegral:

(f) Y

/qu’)’MM’YVﬂW(E) - } - a:zeﬂogg 1n(&2+8) . (6.57)
PR e

Mit den Formeln fiir die Kontraktion von Dirac-Matrizen in D euklidischen
Dimensionen (D # 4),

Nhyl = _D, (6.58)
AEyYaE = (D —2)5Y, (6.59)
ko= —k% (6.60)
Byigk = ARk — 2kMF, (6.61)

vereinfacht sich dies zu:

65T — /qu (1 —D)f%fft) +B-D)p 2(a@- b)d
(82 + ()2 (@2 + drg) (82 + ()2 (a2 + @y p)a?
—2€ —a
X [%ﬂogﬁ In(a* + 8)] : (6.62)
0

Durch Feynmanparametrisierung erhélt man:

/ dm/d’D [b2+x a:fi b2§3+_152))¢

x2I'(3)(a - b a 2% - -
- /0 dy 7 m(ag )—(b2) ?i—(éKg’/):”] [%26,3093 In(a®>+s)| . (6.63)
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—

Mit der inzwischen bekannten Impulsverschiebung ¢ = ¢/ — %E(l 2z) gibt dies:

gq=
Ja-D)E) +3-D 1 2or(3)@-b)g
/ i [ 4% [ e, (@ + K}

X [ (V—g> Boga In(a? + s)] (6.64)

mit
K2 = K1 -a)z+ i A+ (1-2)(RY)2 (6.65)
K2 = K(1-a)z+ oy A2 + (1 - 2)(RY)2 (6.66)

Wir sind wieder nur an den divergenten Termen interessiert und bekommen
dafiir mit den Regeln der symmetrischen Integration:

_pa® N
/dﬂ”/dD'[l q'2f+K(2> )k[

gl In(@® + s>] 7
0

[ TR )+ (R -2 [¢, ]
/Ody @ T K [OQﬂogol( + )] ]
(6.67)
Daraus erhilt man mit 5.24:
div A 25(609) I'1-€¢)T(1-a)
(vg)ca(4m)?=<T(2 —¢) (€)™
«|a =Dl + 25 Pk )k
dil) o A_2E’ (/8090)_&]:‘(1 — € ) P(]- B a) I?.‘,(f;) (668)

(vg)(4m)?>~L(2—¢€) ()@
Damit erhalten wir fiir den gesamten Ausdruck:

r+1 4r r

-1
oan 40 i1 5 5w flgenn] e
s=1

t,t'=1 A=0 m,n,n'=

r,t f A,m,n.n'

r+1 —1
- [H(Pagf) _ ,gé(f))] (_k(f))n+1m4r—(2m+"+"'+)\)c‘rr

o A (B0gd) (1 = ) T(1 - )
'U'r t’A2 |: H A 'U/r s Ur t’)] (Ug)ea(47.‘(.))2fe]:‘(2 _ (:') (el)lfa

s;‘ﬁt
gsv ZN
— 5% Ne ZZAA[HH%ML)] p
A=0n'= s=1
+1-(n"+X) -l—)\ —
~ AT— n
X|: ; " Ar,r—1n f Z :|

A2 (Bogd) °T(1 — €) T(1 — )
() (4m)2—T(2—€) () o

(6.69)
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Auch hier ist es von Interesse, den chiralen Limes zu betrachten:

600 "= Sgpipegile 1 1[l£[(k+ﬁ<f> >]1A‘26'(ﬂog§>-ar<1—e')P(l—a)
| . (

27 (vg)e(4m)>~T(2—¢€) (€)'~

s=1

r+1 r+1
[ZAAK"NA )‘C)\rr 1r+1-X ZA)\kT )‘C)\rrr )\Z’irt]

(6.70)

6.3 Der Geist-Propagator

6.3.1 Die Geist-Gluon-Schleife

Nach [Dri 97] bleibt der I's-Vertex in Landau-Eichung (£ = 0) perturbativ.
In dem aktuellen, logarithmisch modifizierten Ansatz kommen jedoch die loga-
rithmischen Korrekturen hinzu. Wir erhalten:

k k
gie - - -
b N i
b_ —Q
= g2 / dP g fdackmset bQ[ —-Bogs In(b* —I-s)] Fefopv sediv ()

[k—25 ) " :|5¢H: 1(a2+ur2sA2) [a—zs

=~ Bog2 In(b?* + Bogé In(a® + ]
V(;ZE o9 ( S) HT+1(G2 + ’u,r sAZ) V(;ZE °9 (a S)
(6.71)

Durch Kontraktion der Farb- und Lorentzindizes sowie Partialbruchzerlegung
bzgl. a? erhilt man:

r+1 r r+1 -1
= _QOVOENcaab/&DQZHA2 Up2s — Urt |:]:[A 'U'rs 'U'rt):|

t=1 s=1

s#t

B2 oo 1% (E-B) (@-F)(@-b)

[Fﬂogo ln(k +3)] [b2(a2+ﬂr,tA2) B b2(a2+12,«,tA2)a2]

% ﬁ 76/3 21n(h? - a_2 - 27, /=2 -
5 090 In(b” + ) 5| PBogoln(@®+s)| . (6.72)
W W

Mit der aus dem vorigen Abschnitt bekannten Feynmanparametrisierung und
der Standardimpulsverschiebung fiir die symmetrische Wahl der Schleifenim-
pulse gelangt man schlielich zu:

r+1 r r+1 -1 k*ZE _
= —g2UNe b Z H Up2s — Upt [ H(ﬂr,s - ﬂr,t)] [Fﬂggg In(k* + s)]
t=1 s=1 s=1 0
s#£t

a
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1 7o 1 S PN
k-b) zl'(3)(@ - k)(a - b)
x [ aP / d _(k-b) / dxd
/ q[ 0o (2K Jy Y (¢” + K2)?
b72€ 5 —a a72e B —a
X |:T25’Bogg 1n(b2 + S):| |:T2618098 1n((l2 + 3)] (6.73)
Y Y
mit
1
K? = Zk2(1 — &)z + ziy A% (6.74)
1
K; = Zk2(1 — )z + Yyl A (6.75)

Wir wollen nun die divergenten Terme isolieren. Dazu definieren wir

a+a (6.76)

Q>
Il

und folglich
e=e(l—a). (6.77)

Wie bei der Gluon-Schleife kann man die beiden logarithmischen Faktoren zu-
sammenfassen:

(%) “magm@ o] [ (%) st o)

0 0
di'v q'2 - 2 ~,2 @ —1
i [(@) Bog] In(q +d@ﬂ (1+0(d ). (6.78)

Mit den Regeln der symmetrischen Integration gelangen wir zu:

di r+1 r r+1 -1
(X% ~ ~ ~
6.73 = —gggNeo™® > [ (ur2s — tiry) [ 1 G - ur,t)]

t=1 s=1

s=1

s#t

N /1 dmdymF(3)q’2k2(1 —z)+ %q'QkQ(l — 2m)]
0 (¢% + K3)?

kf2e 5 . a

X [F'BOQO ln(k =+ 3):| . (6.79)
0

Hierauf konnen wir die Formel 5.24 anwenden. Anschlieflend fithrt man die
Parameterintegrale aus, die hier trivial sind, und nimmt mit den Formeln aus
Anhang E die Partialbruchzerlegung zuriick, was nur die Identitit liefert. Damit
erhalten wir als Endergebnis:

. &
R e

Sy RS LIER TP

(R)E(Am)E=T(2 —€) ()¢ |y, %
(6.80)
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Der logarithmisch modifizierte Ansatz fiihrt lediglich zu den schon bekann-
ten Modifikationen gegeniiber dem perturbativen Resultat: Verdnderung der
%—Divergenz und ein zusétzlicher logarithmischen Faktor, der vom &ufleren Im-
puls abhéngt. Wie erwartet gibt es keinen Beitrag zum nichtperturbativen Sek-
tor der Theorie, weil in 6.80 keine Terme vorkommen, die propotional zu einer
ganzen Potenz von A sind. In Kapitel 8 wird erldutert, dass nur solche Terme
iiber den Selbstkonsistenzmechanismus zur Reproduktion der nullten Ordnung
beitragen konnen.






Kapitel 7

Der I's-Vertex

Ist die wissenschaftliche Begeisterung nicht der schinste

Triumph, den die Vernuft iiber dich feiert?
Feuerbach [8]

Als Beispiel fiir eine Rechnung mit den schattenreduzierten Dyson-Schwinger-
Gleichungen behandeln wir nun noch die fiihrenden Terme fiir den I'3-Vertex.
Aus 3.53 folgt durch Skelettgraphenentwicklung des Bethe-Salpeter-Kerns Kjj
bis zur Ordnung O(g3):

M)
=)

2. 2¢

+90%% + 0(93)- (7.1)

Die hier nicht explizit aufgefithrten Terme enthalten Schleifenbetrige zu dem
oberflichlich konvergenten Kern Kj}j und tragen deshalb nicht zu den Termen
nullter Ordnung in g2 sondern nur zu den sogenannten quasiperturbativen Kor-
rekturen bei. Setzen wir die in Kapitel 4 definierten modifizierten Feynmanre-
geln in diese Gleichung ein, dann fillt sofort Folgendes auf.

Die logarithmischen Faktoren der Vertizes und Propagatoren kiirzen sich
auf den inneren Linien ezakt. Die Schleifenintegrale konnen keine logarithmi-
schen Terme enthalten, sondern stimmen mit den entsprechenden Integralen fiir
den nicht modifizierten Fall iiberein. Des Weiteren erhilt man logarithmische
Faktoren in den drei #ufieren Impulsen, die mit denen des ['}-Vertex iiberein-
stimmen. Die resummierte Gleichung 7.1 zeigt also in den Schleifengraphen das
gleiche Skalenverhalten wie der logarithmisch modifizierte Ansatz. Zum diver-
genten Teil der DS-Gleichung der T'j-Amplitude trigt auf 1-Schleifen-Niveau

75
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nur der zweite Graph in Gleichung 7.1 bei, da man fiir den dritten Graphen
zeigt, dass eventuelle divergente Terme in Landau-Eichung durch symmetrische
Integration verschwinden [Kuh 97]. Dies ist die Bestétigung eines perturbativen
Resultates, wie es sich z.B. in [Mut 87] findet.

Fiir eine moglichst einfache und kompakte Notation der Rechnung miissen
wir noch die folgende Konvention einfiihren:

r+1 r
Ar(ua t) = H AQ(UT s 'lA/fr,t) H A (ur 2s Ur,t)a (7'2)
e =1
r+1 r
NCEUOREN | (CAREA | (G (7.3)
o =
0

T 280

r+1 r -1
= / quTéi“ Z [H(Iﬁl + ﬁf«{tg)s)] [ e Bogp In(p3 + s)
t1,t2,t3=1 -s=1 Yo

A A 5j1jog2i2
(AT(KU) t1))” 1T i (b1, _K£J;)1, —Ur,t3A2 o fay

FFT ) NG
AJF’%(«,t)l
r -1
N7 () ) i ?) [ Tt + nﬁf;?s)] ans (5
s=1
5aga5ifa3a4a5

(A" (u,t)) " [51/“4 (ps — C)"5 Nip(p3, — g i3A?; — iy 2 A?)

B2 + iy, A2
+5Has (C 4 B)V'NgT(—at,t3A2, —ﬁt,t2A2;P§)
+8"5 (=B — p3)" Nip(~dr,2A”, p3; _ﬁt’ti”Az)]

50104 pHapi1 (13'3)

r

-1
hap(GY ATy 1)) 2 ras\2 . 4
(C) 02 +’ar’t3A2 ( (’U,, 3)) [H(pg +u ,2 ) (7 )
Die Kontraktion der Farbindizes ergibt:
N
2CTm2- (7.5)

Setzt man nun noch die N-Funktionen der Vertizes ein, so gelangt man zu:

r+1 r -1
Tz1zz 2 25/ dD Z |:H(I$1+K’1(~f2)s)] Z n1 ZAM

t1,t2,t3=1 ~s=1 n1,n =0
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r 4r r

Z (_ﬁr’taAz)mlmz;r—(2m1+m+n'1+>\1)(_I%%)l)nll Z A2 Z

m1,n})=0 A2=0 ma,n2=0

r
N Iy » dr—(2ma+n2+ni+A2) . L (f) \n
(=1, A°) ™10 (—Re)™ >
k1,k2,k3=0
-1

[ (o, t) A" (1, ) A" tg)] O3 et Cramamant, Ch fosks
(A ) —(k1+k2+ks3) |: A2 ) )(B + @, t2A2)(C2 + ar,t3A2)] -
7#1(,%(]’) ’}’ t" lt1 (p3 _ C)ustuzus (B’) kikoks

r,t1 Cpa,ta,ts

e (C)pns (B)(C + B)Y ks, — 1/03(B)(B + pa) sttt (C) iy

t3 t2,p3 ct2 »D3,t3
r r -1
@ | T1 + W TI08 + wnaat®)| o)
s=1 s=1
P§2€ 2 ~2 - %o
X [Fﬂogo In(ps + s)] . (7.6)
0

Der néchste Schritt besteht in der (recht umsténdlichen) Kontraktion der Lor-
entzindizes und der Feynmanparametrisierung des resultierenden Nenners. Mit
der Wahl! fiir

A= §+%(ﬁ2 + p1), (7.7)
B=q+ %(173 — P2), (7.8)
C=q- %(171 + P3) (7.9)

findet man als Feynmanparametrisierung:

1
(42 + (RY))2)B2(B? + 1,4, A2) C2(C? + ity 4, A2)
| 3
/ dedydadzy +2((1bz__Zl(,)é§ e (0
0

Daraus folgt fiir die Impulsverschiebung:

7=q + =P — 215). (7.11)

Da hier nur die divergenten Teile interessieren und das Integral nur loga-
rithmisch divergent ist, hat diese keinen Einfluss auf die divergenten Terme.
Nachdem man mit den Formeln der symmetrischen Integration die Divergen-
zen extrahiert hat, muss man noch mit den Formeln

v*y* = -D (7.12)
'’ = (D -2y (7.13)

!Man beachte das 7 hier entgegen der iiblichen Konvention als auslaufender, d.h. in Pfeil-
richtung laufender, Impuls gez&hlt wird.
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die y-Matrizen kontrahieren. Dabei stellt man fest, dass nur der mittlere Sum-
mand aus Gleichung 7.6 mit einem numerischen Faktor von —% zu den diver-
genten Termen beitragt, und erhilt als Endergebnis:

dgiv 3Nc i e 2 D(€)A7% 2 R n1a 0
o & Seregup NS o)) X v

f s=1 nlanlzykSZO
r+1 4r r ( , )
A N 2\my ~ 4dr—(2mi+ni+ni+XA ~(f)\n!
DD AN Y (g A (=Ayp)™
t1,t2,t3=1 Ag m1,n}=0
- - ( L) )y
A2 ~ 2\ma A Ar—(2ma+na2+ngy+A2 ~(f) \na
DoAY DY (i Ay (=R)™ >
A2=0 ma,n2=0 k1,k2=0
-1 _ _
r r r r r r
[A (K/atl)A (uvt2)A (U’t3)} Almlnln’lC)\2m2n2n'20k1,k2;k3

(A2)31‘7(k1+k2+k3) (_ﬂr,tg, A2)k1 (_ﬁ/r,t2 AZ)kz
r

r -1
s | TL0% +unaat® [T+ 550| ()

s=1 s=1

—2¢ _;ﬁ_GO
< | B o] (7.4
0

Diese Rechnung wurde, wenn auch nicht in dieser einfachen Darstellung, schon
in [Kuh 97] durchgefiihrt.? Anders als in den Propagatorberechnungen kann
man hier die Partialbruchzerlegungen nicht zuriicknehmen und so kein einfa-
cheres Ergebnis erreichen. Darin spiegelt sich die bei gleicher Schleifenordnung
verbesserte Bestimmung der nichtperturbativen Parameter durch die resum-
mierte Form der DS-Gleichungen wieder.

Fithrt man in 3.55 auch fiir den Gluon-Kanal eine Skelettgraphenentwick-
lung der Bethe-Salpeter-Kerne durch und analysiert den Divergenzgrad der re-
sultierenden 1-Schleifen-Graphen, findet man, dass auch in diesem Fall nur ein
Graph vom oben behandelten Typ zur Reproduktion der nullten Ordnung bei-
tragen kann. Man muss daher in 7.14 die Impulse p; und ps austauschen. Weil
dies jedoch eine reine Umbenennung der Impulse ist (die Graphen sind ro-
tationssymmetrisch), &ndert sich an der Rechnung nichts und man kann das
obige Ergebnis auch fiir den Gluon-Kanal der resummierten Dyson-Schwinger-
Gleichung des T'-Vertex iibernehmen. Dies ist eine direkte Folge der Tatsache,
dass der BS-resummierte Term 7.4 einen in beiden Fermionbeinen symmetri-
schen Charakter hat, wihrend in den fiir unresummierten Gleichungen auf-
tretenden Dreiecksgraphen ein unsymmetrisch angeordneter nackter (pertur-
bativer) Vertex auftaucht. Man erkennt daran, dass die BS-resummierte und
schattenreduzierte Form der DS-Gleichungen den grundlegenden Symmetrien
der Theorie besser darstellen kann als die gew6hnlichen DS-Gleichungen.

’Bei einem Vergleich beachte man den Druckfehler in der Potenz von A im ersten Term
auf Seite 139 von [Kuh 97]: statt ms schreibe 2ms.



Kapitel 8

Selbstkonsistenzgleichungen

Qui mimium probat, nihil probat.
Sprichwort [9]

Aus den Berechnungen auf 1-Schleifen-Niveau, die in den vorigen Kapiteln
durchgefiihrt worden sind, erh&lt man ein Gleichungssystem, aus dem die durch
die nichtperturbativen Erweiterungen eingefiihrten zusétzlichen Parameter der
Theorie selbstkonsistent bestimmt werden miissen. Dazu jedoch miissen die obi-
gen Ergebnisse richtig interpretiert und bearbeitet werden.

Weil in den nichtperturbativ-erweiterten Ansitzen immer auch der pertur-
bative Grenzfall enthalten ist, miissen die Dyson-Schwinger-Gleichungen die
perturbativen Divergenzen reproduzieren, mit denen die Renormierungskon-
stanten berechnet werden, die in diesem Schema unverindert bleiben. Daher
muss man vor dem Aufstellen der Selbstkonsistenzgleichungen den perturbati-
ven Anteil der divergenten Terme abspalten und darf nur die nichtperturbativen
Beitriage fiir die Selbstkonsistenzgleichungen verwenden. Wir miissen im Rah-
men der nichtperturbativ-erweiterten Theorie deshalb die Gréfe

9% 1 [A(f)] o

(4r)2 e | vy

(8.1)

verschieden behandeln. Bei den nicht zu ganzen Potenzen von A proportionalen
Termen, den sog. quasiperturbativen Korrekturen wird 8.1 entwickelt zu:

2
8.1~ (423)2 %(1 +0(e), (8.2)

fiir die restlichen Terme benutzt man die schon in Kapitel 3 vorgestellte Rela-
tion:

2 —2€
(4973)2% [AV(;)] _ %(1 +O(e, elne)). (8.3)
Wir stehen hier vor dem Problem, wie dieses Programm auf die logarithmisch
modifizierte Theorie iibertragen werden kann. Wie schon bei den Endergeb-
nissen in Kapitel 6 erwdhnt, unterscheidet sich das dort erhaltene Ergebnis
insbesondere in einem numerischen Faktor von den Resultaten ohne Modifika-
tionen. Da es uns als vordringlich erscheint, auch bei der modifizierten Theo-
rie eine Reproduktion der perturbativen Renormierungskonstanten zu erreichen,
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beriicksichtigen wir nur Terme mit mindestens einer ganzen Potenz in A (bzw. in
einem fermionischen Propagatorparameter) fiir die Selbstkonsistenzgleichungen.
Die Behandlung dieser Terme illustrieren wir am Beispiel der Gluon-Schleife des
Gluon-Propagators.

Mit 8.2 koénnen wir den in 6.24 zusétzlich zur %—Divergenz auftretenden
Faktor folgendermaflen abschétzen:

1 [A()] 2]
€ _
[/3093; 9] ] = ((4m)) (1 + O(e)). (54)
Den verbleibenden numerischen Faktor entwickeln wir zusammen mit den Re-
normierungsgruppenlogarithmen nach € und o um 0 und beriicksichtigen fiir
die erste Ordung in g2 nur die konstanten Terme:!

—9% _ 2\ —2€ _
1A~ 20) [(’%) Bog In(i? + s)
€ UO

«

@ —2a) % 140l (85)

In den nichtperturbativen Teilen der Schleifenintegrale stehen wir vor einem
ganz anderen Problem. Da das jeweils linke Bein der Graphen in einen per-
turbativen Vertex liuft, fehlt der nach auflen faktorisierende Logarithmus im
Propagatorimpuls. Daher unterscheiden sich linke und rechte Seite der Selbst-
konsistenzgleichung in ihrem Verhalten bei Skalierung des dufleren Impulses. Es
scheint daher, dass eine selbstkonsistente Reproduktion der nullten Ordung der
Stérungstheorie unmdéglich ist. Mit der Resummationstechnik, die fiir die h6her-
en Vertexfunktionen in Kapitel 3 vorgestellt worden ist, kann man jedoch genau
dieses Problem zum Teil beheben. Dort erh&lt man z.B. fiir die auf 1-Schleifen-
Niveau berechnete DS-Gleichung des I'j-Vertex im Fermion-Kanal die gefor-
derte Art der logarithmischen Abhingigkeit vom #ufleren Impuls. Dies dient
uns als Hinweis darauf, dass ein analoges Verfahren auch bei den Propagator-
Gleichungen mdoglich sein kdnnte und man durch explizite Berechung der Bei-
trage in hoheren Schleifenordungen die fehlenden Teile der Summe (im Sinne
der in Abschnitt 4.1 vorgestellten Resummation) erhalten konnte. Eine genauere
Analyse dieser Fragestellung liegt jedoch wegen ihres rechentechnischen Umfan-
ges und ihrer mathematischen Schwierigkeit (man beachte die Vereinfachungen
in Kapitel 5) auflerhalb der Moglichkeiten dieser Arbeit. Wir miissen uns daher
damit begniigen, die Reproduktion der fehlenden Faktoren zu postulieren.

Ein weiteres Detail ist eine Anmerkung wert. Wie auch fiir die quasipertur-
bativen Beitrage ergibt sich auch in den Selbstkonsistenzgleichungen fiir die Pro-
pagatoren ein numerischer Faktor, den wir oben vernachléssigt hatten. In der
resummierten Form der Gleichung des T'3-Vertex taucht dieser Faktor nicht auf.
Es wére daher naheliegend, ihn auch bei der Konstruktion der SK-Gleichungen
der Propagatoren zu vernachlissigen. Man erhielte dann die schon in [Dri 97]
und [Kuh 97] vorgestellte Form der Selbstkonsistenzgleichungen. Da das von
uns oben vorgeschlagene Prinzip der Resummation von der in Kapitel 3 be-

!Dieses Vorgehen erscheint dadurch gerechtfertigt, dass Resummationseffekte im pertur-
bativen Limes gerade nicht beriicksichtigt werden kénnen.
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nutzten Bethe-Salpeter-Resummation jedoch signifikant abweicht,? konnen wir
nicht behaupten, dass diese numerischen Faktoren durch die Resummation ver-
schwinden. Wir miissen sie daher explizit angeben und fithren dazu die folgende
Funktion ein:

Il —x)

RN

(4m)~22. (8.6)

Das Beispiel des ['}-Vertex

Wir fithren nun als Beispiel die notwendigen Operationen am T's-Vertex fiir die
Approximationsstufe » = 1 und im chiralen Limes 7 = 0 vor.

Zunichst muss man den nichtperturbativen Anteil aus der Darstellung des
inversen Propagators extrahieren:

B e B G R Rt (IR (Lo S
E+ nng) E+ "“gfz)

Da bei dem dazugehorigen 1-Schleifen-Graphen nur nichtperturbative Terme
auftauchen,® kénnen wir Relation 8.3 anwenden und die zu den SK-Gleichungen
beitragenden Terme notieren:

-1 4 1 = N .
670 "= 2L 0@ [KAChy - (] +#4)
Bo k + k',
#4°Chas = ACho(R{] + D] 55)

. ) 4 ~ . )
il - A+ el = S @Gk - R AT (89)
und
(f) - 4 ~ . .
_’ﬁgﬂ)“gg = %Q(a)[Azozlloo - A011110(’$§],C1) + ’ﬁgfz))] (8.10)

Als numerischen Wert fiir (c) erhalten wir mit o = 2 bei Ny = 6:

Q(a) ~ 0,54311. (8.11)

’Die Bethe-Salpeter-Resummation ist fiir die Propagator-Gleichungen aus prinzipiellen
Griinden gerade nicht anwendbar.
3Wir erinnern uns: In Landau-Eichung verschwand die Renormierungskonstante in O(g3).
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Der I';-Vertex

Hier nun sind zum ersten Mal sdmtliche ,,Beschwerden“ des logarithmisch mo-
difizierten Ansatzes vorhanden. Fiir den I';-Vertex gilt:

= (k2 + 411 A%) (k% + 41 2A?) [kzﬁ - -
o () ’ ’ o In(k> + s
(k) k2 + uq 2 A2 vy %€ Pogi In( )
- K2A%(Q1 1 + 1,2 — u1,2) + At 18
_k25abt;w k 1 O _ ) ) ) ) )
(B)(1+ (e ) E——
k*2€ _ 2a .
X | ~=g¢Bogp In(k* + 3)] 5t (k). (8.12)
Yo

Mit dem Ergebnis fiir die Gluon-Schleife 6.24 miissen wir nun erstmals die
volle Prozedur zur Konstruktion der SK-Gleichungen, wie oben beschrieben,
durchfithren. Wir erhalten:

25

!gglb*z
6.24 ~ 280t (B) k2 (1 + O(ay €))

(4m)2 € 4
+5abt“V(E)iQ(2 ) k;%ﬂ 21 (%2 N ) 2a ;
By Y | 2O TS A
15 5 25 S
x | E2A? [_C&n — S0l — =u1e — 9(—Cgyy + A1 + u1,2)]
2 4 4
—9AY (= Cgyp + Cip(in + ﬁ1,2)] : (8.13)

Hierbei ist unbedingt zu beachten, dass im Unterschied zu 6.24 der logarith-
mische Faktor mit der Potenz 2a auftaucht und die zusétzliche a-Potenz nur
durch eine postulierte Resummation zu Stande gekommen ist.

Fiir den Tadpole-Graphen 6.30 miissen wir sogar die Resummation des
vollstdndigen logarithmischen Faktors postulieren. Ein perturbativer Beitrag
des Tadpoles hingegen ist in Ubereinstimmung mit [Mut 87] nicht vorhanden.
Dann gilt:

-1 2
6.30 ~ dabt”"(k)ﬂ—ﬂ(2a)z7[ﬁ1,1 + g9 — ug o] A?
0

L2 ) o, 20
X —u0‘2f Bogy In(k* +s)| . (8.14)
Aus dem Ergebnis fiir die Geist-Schleife 6.40 erhalten wir keine nichtper-
turbativen Beitrdge (vgl. [Dri 97]), sondern nur quasiperturbative Korrekturen
zur Renormierungskonstante Z3. Wir schreiben daher:

51 -1

6.40 = 0= 5ot (£)=k2(1 + O(a, €)). (8.15)
(4m)? € 4

Der komplizierteste Term der DS-Gleichung des I'; -Vertex ist die Fermion-

Schleife. Wir betrachten sie hier nur im chiralen Limes (d.h. im masselosen Fall).

Auch der Fermion-Schleife ,,fehlt“ eine a-Potenz des logarithmischen Faktors,
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deren Resummation wiederum postuliert werden muss. Unter dieser Annahme
erhilt man dann fiir » = 1 und im chiralen Limes:

654 L — 90 Lsabuw 524201 1 O(ar )
’ (4m)? € 3 ’

254 (k

1 k2 2
|
/80 k2 Ty 2A2 |: "¢ /8090 Il( + 3):|

)
1 = = . .
X {k2 [A2(3(02011 u1,2) — 021100) + A011101 (“gj,cl) + “g],;))

f
- DR 44~ Gl + ATk SR + A1)
f
—011011 (’%gj,cl) ’%gj,cz))] } (8.16)

Damit erhélt man aus 3.35 durch Koeffizientenvergleich die folgenden SK-
Gleichungen:

. N 1 33 5 1
Ul tuie —ure = _%{Q( )[ 0011 01110 - 13§U1,2

9 . N
—Z(U1,1 + u1,2)]

1 ~ ~ ~ —
-2 [5(021011 —u1p) — C'21100 + C'11101A !

DCERTES WL
f

(8.17)
und
RN 1 /- . 3 . .
U112 = ,80 {99(205)[0010 0110 (U1,1 + ULQ) + Zul,g(ul,l + ul,z)]
+2 [04000 Cionn Z AT? gl) + ’%gff)
f
+Chon Y A2 - (8.18)
f
Als numerischen Wert fiir 2(2a) erhalten wir:
Q(2a) ~ 0.30470. (8.19)

Dies entspricht den in [Kuh 97] aufgestellten SK-Gleichungen. Wie man jedoch
die fermionischen Beitrige zu diesen Gleichungen im Fall nicht-verschwindender
Fermionmassen behandeln muss, bleibt ein strittiger Punkt. Wir gehen auf diese
Diskussion in Anhang F kurz ein.
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Der I'3-Vertex

Fiir den f‘;—VerteX ergeben sich keine SK-Gleichungen, da es in 6.80 keine nicht-
perturbativen Beitrige gibt.

Der f‘g-Vertex

Zunichst merken wir an, dass sich hier der fiir die Selbstkonsistenz im nichtper-
turbativen Teil notwendige logarithmische Faktor exakt ergibt. Wir sind deshalb
nicht, wie im Fall der Propagatorgleichungen, auf eine Postulierung eines nicht
weiter untersuchten Resummationsschemas angewiesen.

Wir formulieren nun die Selbstkonsistenzgleichungen, die sich im masselosen
chiralen Fall aus dem Ergebnis in 7.14 ergeben. Damit werden erstmals, wenn
auch nur in niedrigster Approximationsstufe, Selbstkonsistenzgleichungen fiir
einen resummierten und schattenpolreduzierten Vertex angegeben. Da die dazu
notwendigen Rechnungen, insbesondere zur Isolierung des perturbativen Anteils
in 7.14 uniibersichtlich sind und zum Verstindis nicht wesentlich beitragen,
haben wir sie in Anhang F zusammengefasst. Wir notieren nur die endgiiltige
Form der Selbstkonsistenzgleichungen.

Im Unterschied zu bisherigen Rechnungen erhalten wir eine zusdtzliche SK-
Gleichung.* Dies liegt daran, dass der Koeffizient der fiir » = 1 fiithrenden
Impulspotenz pgzﬁl'y”']h nicht schon per Definition auf 1 gesetzt ist, sondern,
vor allem weil man die Partialbruchzerlegung in 7.14 nicht mehr zuriicknehmen
kann, ein recht uniibersichtlicher und vor allem auch nichtlinearer Term in den
Propagatorparametern ist. Wir erhalten also aus F.2 und F.3 mit m; = 0:5

2
- 2. (f - 3A1 ~(f) A2/ 3A1
1 = Z [ul,tgA K’g,t)l — U143, A°Cryp0 — K’g,t)lA Coonn + A C'3010]
t1,t2,t3=1

x [al,tzAz’%g{t)l - ﬁl,tzA3011101 - ’%g{t)lAzé%()n + ASC’?}OM}
1
XY Ay t) A (u, 1) Al (u, £5)] T O, AR
k1,k2=0

X (=14 A2)F1 (= iy 4, A2)F2. (8.20)

Diese Gleichung unterscheidet sich fundamental von der bisher gewohnten Form
der Selbstkonsistenzgleichungen. Zum ersten Mal muss man mit 1 einen nicht-
verschwindenden numerischen Koeffizienten reproduzieren. Die restlichen Glei-

“In [DKS 99] wurde ein zum folgenden Term analoger Ausdruck noch nicht als systematisch
bedingte SK-Gleichung erkannt.
®Die Definition der A-Symbole findet sich in 7.2 bzw. 7.3.
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chungen folgen dem bekannten Muster:

AC_'11110 - ”§f2)
91 2 _ _ _
= ZB_{ >y [ﬁl,tsAQ’%g{t)l — i34, A°Cly1p — kg{t)1A2021011 + A3C§010]
0 t1,t2,t3=1
i BN aL e A4l p(F) A3l ALCE
X (ULt ARy g G110 — UL, 2100 — K1ty 3010 T 4000
1
XY ANk, 1) A (u, 1) Al (u, t3)] T Ch gy AT 2R
k1,k2=0
X (=i A2 (—i 1, A2)F2 ). (8.21)

Fiir C},,; ergibt sich eine weitere Gleichung. Wegen der Ladungskonjugations-

symmetrie der fermionischen Vertexparameter C_’{mnk = C_’l"mkn ist diese jedoch

zur obigen Gleichung &dquivalent. Weiter finden wir:

2
_ . 3.0 A1 N 4~1 ~(f) A3 A1 441

= E : [“l,tgA K1ty Ci101 —U1,tA"Ca199 —“1,t1A Cs001 +A"Cigoo
t1,t2,t3=1

N 3.(f) A1 N 4 A1 N 3 A1 441
x [Ul,tzA ’ig],ct)l Cii10 — 1,6, A" C90 — ’ig],ct)lA Csp10 + A 04000}

1
X Z [AY (6, t1) A (u, t2) At (u, t3)] TFCp g, A 2F1 2R
k1,k2=0

X (=15 A2 (—n 1, A2) ) (8.22)

und

A2C_'21011 - U1,2A2

91 ¢
= Z%{ Z [ﬁ1,t3A2R§{t)1 — U1, A%Cl110 — Rg{t)lAQCzlou + A3C§010]
t1,t2,t3=1

x [ﬁl,tzA%g{t)l - al,tzAgéllml - ’%gj,ct)l A2C_'21011 + A3C_’§001]

1
XY (AN (K, t) AN (u,t2) AT (u, 5)] T C g, g AR
k1,ko=0

X~ gy A2 (—in, 1, A2)2 ). (8.23)
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Zu der folgenden Gleichung fiir Ciy;, gibt es wieder eine dquivalente fiir Ciooy,
die wir hier nicht notieren. Es gilt:

A*Cp1p — “1,2A2"5g{2)
91 2
= 15_{ Z [ﬁl,tgAQ’%gft)l_al,tsAgollno—’%gft)lAQCzlou"‘A?’C?}om]
0" t1tat5=1
1,1, APRY) Oly1g — 1,4, A Crgg — AV} A3Clyyo + AAC
X ULt ARy g, L1110 — UL,te 2100 — K1ty 3010 T 4000

1
XY (AN (k) AN (u,t2) AT (u, t5)] T C g, g AR
k1,ko=0

><(—al,t3A2)k1(—al,t2A2)k2}. (8.24)

Abschlieflend erhalten wir noch:

A4C’i000 - “1,2A2(’$§f2) )2

’

2
91 7 SUNs ; 46 ~(f) A3 A 4/

= Z% Z [“1,t3A3’$§,t)1 011101 — Uy A 021100 _’ﬁg,t)lA?’C?}om +A Ciooo}

tlyt2)t3:1

N 3.(f) A1 N 4 A1 N 3 A1 441
x [Ul,tzA “g),ct)l Cii10 — 1,6, A" C90 — “g),ct)lA Csp10 + A 04000}

1
XY Ay t) A (u, 1) Al (u, £5)] T O, g AS TR
k1,ka=0

5 (— iy 1y A2 (— iy g A2)F2 } (8.25)

Wir hatten die zu diesen Ergebnissen fithrenden Berechnungen im Fermion-
Kanal des ['3-Vertex durchgefiihrt. Wie schon bei der Berechnung des einzigen
divergenten Graphen in Kapitel 7 erwdhnt, erhilt man im Gluon-Kanal die-
ses Vertex keine neuen Beitrige. Der einzige Term, der zur Selbstkonsistenz
der nullten Ordung auf 1-Schleifen-Niveau beitragt, bleibt der in Kapitel 7 be-
rechnete Graph, jedoch mit einer dem Gluon-Kanal angepassten Permutation
der Impulse untereinander. Daher erhilt man auf 1-Schleifen-Niveau aus den
DS-Gleichungen 3.53 und 3.54 nur diese sechs Gleichungen.

Eine weitere Anmerkung betrifft die Rolle der logarithmischen Modifikatio-
nen in den Selbstkonsistenzgleichungen des I'j-Vertex. Der von uns in Kapitel
4 gewidhlte Ansatz hat auf die inneren, punktierten Propagatorlinien der re-
summierten Gleichungen keinen Einfluss. Die hier bewiesenen SK-Gleichungen
gelten daher in identischer Form auch fiir den I'3-Vertex.

Da es sich dabei um eine reine Umbenennung der Impulse handelt, #ndert sich gegeniiber
7.14 nichts.



Kapitel 9

Zusammenfassung

Wenn alles gesagt ist, soll man schweigen
Kiesow [10]

Abschlieend wollen wir die Ergebnisse unserer Untersuchung logarithmisch
modifizierter Feynmanregeln zusammenfassen.

Ausgehend von einer gegeniiber den in der Literatur (s. z.B. [Mut 87] oder
[Kug 97]) zu findenden Ergebnissen verbesserten Lésung der 't Hooft-Weinberg-
Gleichung fiir die QCD, konnten wir in Kapitel 4 unsere Wahl fiir die modi-
fizierten Ansétze physikalisch untermauern. Dies stellt gegeniiber den Unter-
suchungen in [ASS 93] eine signifikante Verbesserung dar. Wir verfiigen damit
erstmals iiber modifizierte Ansitze, in denen aus der Renormierungsgruppen-
analyse stammende Eigenschaften einer exakten Losung der QCD verarbeitet
sind. Zudem haben wir die Grenzen und N#herungen unserer Ansétze explizit
notieren konnen. Mit der in Kapitel 5 vorgestellten neuartigen Berechnung der
%—Divergenz logarithmisch modifizierter Integrale konnten wir im Folgenden
die sich aus unseren Ansétzen ergebenden Beitrdge zu den Selbstkonsistenz-
gleichungen der nullter Ordnung exakt bestimmen. Auch hier konnten wir die
Ergebnisse aus [ASS 93] prézisieren. W&hrend dort mit einem ad-hoc-Ansatz
und einer Abschitzung der Impulsintegration ein, in unserer Notation, Fak-
tor %Bg‘ als Verdnderung in der SK-Gleichung hergeleitet wurde, haben wir
zeigen konnen, dass dieser Faktor bei préziserer Rechnung nicht auftritt. Wir
erhalten anstatt dessen den rein numerischen Faktor Q(«) bzw. Q(2«), wel-
che von der Groflenordnung 1 sind. In dem folgenden Kapitel konnten wir die
divergenten Terme aller 1-Schleifen-Graphen aus den DS-Gleichungen der Pro-
pagatoren berechnen und so die in [Kuh 97] vorgestellten Ergebnisse bestatigen.
In Kapitel 7 ist uns die erstmalige Berechnung des auf 1-Schleifen-Niveau ein-
zigen divergenten Graphen aus der BS-resummierten und schattenreduzierten
DS-Gleichung des I'3-Vertex gelungen. In Kapitel 8 konnten wir die entspre-
chenden Selbstkonsistenzgleichungen aufstellen. Dabei sind besonders die sechs
SK-Gleichungen aus der resummierten Form des I'3-Vertex in niedrigster Ap-
proximationsstufe bemerkenswert. Diese stellen in ihrer neuartigen Form ein
besonders signifikantes Ergebnis dieser Arbeit dar.

Zugleich kénnen wir aber auch nicht verschweigen, dass wichtige Proble-
me, die sich mit den logarithmisch modifizierten Anséitzen ergeben, im Rahmen

87
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dieser Arbeit nicht abschlieend untersucht und beurteilt werden konnten. Dies
betrifft zundchst das Problem der Nichteindeutigkeit fiir die Wahl der modifi-
zierten héheren Vertizes. Da aus der Analyse der 't Hooft-Weinberg-Gleichung
hier keine hinreichenden Einschrdnkungen folgen, haben wir méglicherweise kei-
ne hinreichend allgemeinen Ansétze benutzt. Insbesondere die Einbeziehung an-
derer Impulskombinationen in die modifizierten Ansétze, wie sie z.B. durch die
Ergebnisse von [EGM 79] nahe gelegt werden, verdiente eine weitere Untersu-
chung.

Aber auch im Rahmen des von uns gewihlten Ansatzes sind noch wichtige
Probleme zu l6sen. Die Berechnung der Divergenz logarithmischer Integrale in
Kapitel b stellt zwar einen wichtigen Fortschritt dar, bleibt jedoch auf einen
einfachen - eben den divergenten - Anteil beschrinkt. Hier wére es wiinschens-
wert, ein Schema zur vollstindigen Berechnung (auch verallgemeinerter) loga-
rithmisch modifizierter Integrale zu entwickeln. Dies gilt auch und vor allem
in Hinblick auf die Berechnung der konvergenten Terme, die letztendliches Ziel
dieses Ansatzes sein sollte. Wir konnen an dieser Stelle nur feststellen, dass
die dafiir bisher zur Verfiigung stehenden mathematischen Mittel nicht ausrei-
chen und hier Anlass fiir mathematisch anspruchsvolle weitere Untersuchungen
besteht.

Das vielleicht wichtigste Problem des von uns gew&dhlten Ansatzes stellt
aber sicherlich die schon in Kapitel 8 diskutierte Verletzung der Skalierungs-
invarianz der DS-Gleichungen vor allem der Propagatoren dar. Dadurch dass
sich aus dem Mechanismus der DS-Gleichungen ,systemimmanent“ ein linker
perturbativer Vertex in den Gleichungen befindet, fehlt den Graphen ein Teil
des fiir eine einfache Selbstkonsistenz notwendigen logarithmischen Faktors im
duBeren Impuls. Nur fiir die 3-Punkt- und 4-Punkt-Vertizes konnten wir in
Kapitel 3 mit den durch Bethe-Salpeter-Resummation entstandenen schatten-
reduzierten DS-Gleichungen die notwendigen Resummationen bei einer grofien
Klasse von Graphen explizit ausfithren. Dies gibt uns Anlass zu der Hoffnung,
dass sich ein dhnliches Verfahren auch fiir die Propagator-Gleichungen und die
in den resummierten Gleichungen der héheren Vertizes verbliebenen unresum-
mierten Terme finden 14f8t. Neben der in Kapitel 8 angesprochenen Resumma-
tion hoherer Schleifenordnungen, die die in Kapitel 4 gezeigte Darstellung der
RG-Logarithmen reproduzieren kénnte, gehort dazu auch die sogenannte tri-
viale Symmetrisierung. Da der Formalismus der DS-Gleichungen systematisch
bedingt die Symmetrien der Vertizes unter Impulsvertauschung bricht und da-
mit ein Impuls (in dieser Arbeit der jeweils linke) ausgezeichnet wird, kann man
sich damit behelfen, dass man entsprechende Gleichungen fiir alle Impulskanéle
aufstellt und aufaddiert. Dieses Verfahren sollte eine Etablierung der logarith-
mischen Faktoren ermdglichen und so die SK-Gleichungen begriinden kénnen.

Aber auch jenseits der logarithmischen Modifikationen konnten in dieser
Arbeit Resultate erzielt werden, die fiir weitere Untersuchungen im Rahmen
des nichtperturbativ-erweiteren Ansatzes niitzlich sein werden. Mit dem in Ka-
pitel 3 ausfiihrlich beschriebenen Beweis der Bethe-Salpeter-resummierten und
schattenreduzierten DS-Gleichungen steht nunmehr eine Darstellung der DS-
Gleichungen zur Verfiigung, bei denen die Selbstkonsistenzgleichungen schon
auf 1-Schleifen-Niveau auf besondere Weise miteinander gekoppelt sind. Als be-
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sonders ermutigendes Ergebnis kann man festhalten, dass mit der in dieser Ar-
beit durchgefiihrten konsequent getrennten Behandlung der perturbativen und
nichtperturbativen Terme aus der DS-Gleichung des I'3-Vertex eine zusitzliche
Selbstkonsistenzgleichung hergeleitet werden konnte. Auch aus der im Rahmen
dieser Arbeit nicht berechneten DS-Gleichung des I's-Vertex sollte sich eine
zusitzliche SK-Gleichung ergeben. Mit den in der ersten Approximationsstufe
(r = 1) jeweils sechs SK-Gleichungen des I's- und I's-Vertex und den je zwei
SK-Gleichungen der Propagatoren stehen nunmehr 16 Bestimmungsgleichun-
gen fiir die insgesamt 16 Parameter der Propagatoren und der 3-Punkt-Vertizes
zur Verfiigung. Dies heisst, dass sich fiir » = 1 und auf 1-Schleifen-Niveau und
vor allem auch unter Vernachldssigung des I'4-Vertex bzw. dessen Anteilen im
Kj:-Kern ein vollstindig bestimmtes Gleichungssystem ergibt. Dieses manifest
nicht-lineare System ist zwar nur noch numerisch l6sbar, jedoch muss man zu
dessen Losung nicht mehr wie bisher Bewegungsgleichungskondensate oder an-
dere Hilfsgr68en heranziehen.

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 2 und auch aus Kapitel 4 kann man
selbstverstindlich auch auf rein perturbativem Niveau logarithmisch modifizier-
te Feynmanregeln definieren. Dieses Vorgehen hat eine iiberraschende Konse-
quenz. Wahlt man die Ansétze fiir die modifizierten Vertizes entsprechendend
unserem Vorgehen in Kapitel 4, kiirzen sich die logarithmischen Modifikatio-
nen auf den inneren Propagatorlinien von Schleifengraphen exakt heraus. Die
Schleifenintegrale fiir die Selbstenergien bleiben also unverindert.! Zugleich ent-
wickeln die entsprechenden Terme die benétigten logarithmischen Faktoren in
den dufleren Impulsen. Ebenso kénnte man eine Theorie betrachten, die sowohl
mit logarithmisch modifizierten perturbativen als auch mit logarithmisch modi-
fizierten nichtperturbativ-erweiterten Feynmanregeln arbeitet. Fiir diesen Fall
gilt mit den Ansitzen aus Kapitel 4 ebenfalls, dass die Modifikationen in den
Schleifenintegralen verschwinden. Eine solche Theorie wiirde zu den bisherigen
Ergebnissen in [Dri 97] und [Kuh 97] vollkommen &quivalente SK-Gleichungen
liefern. Ein Problem bei der Konstruktion der SK-Gleichungen wegen einer
Verletzung der Skaleninvarianz, wie wir es in Kapitel 8 diskutieren mussten,
tritt nicht auf. Um in einem solchen Ansatz Abweichungen von den bekannten
Resultaten erhalten zu kénnen, muss man andere, besser in den Skalierungsei-
genschaften der Vertizes beziiglich eines Impulses begriindete Ansitze fiir die
logarithmischen Modifikationen aufstellen. Wie die Berechnungen in Kapitel 6
jedoch zeigen, konnten solche Modifikationen bestenfalls Einfluss auf die kon-
vergenten Terme haben, triigen also zum Problem der selbstkonsistenten Re-
produktion der nullten Ordnung nicht bei.

Abschlielend kénnen wir feststellen, dass die in dieser Arbeit vorgenomme-
ne Untersuchung logarithmisch modifizierter Feynmanregeln einige interessante
und vielversprechende Resultate erzielen konnte. Es sind jedoch noch weitere
Forschungen und vor allem die Entwicklung neuer Rechentechniken nétig, um
iiber die Relevanz dieses Ansatzes ein fundiertes Urteil abgeben zu kénnen.

!Dieses Phinomen konnten wir auch bei den BS-resummierten DS-Gleichungen beobach-
ten.
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Anhang A

A.1 Notationen und Konventionen

In der gesamten Arbeit wird fiir das Volumenelement der Impulsintegration die
folgende Abkiirzung gebraucht:

d

=—. A1
5 (A.1)
Im Rahmen der dimensionellen Regularisierung rechnen wir in
D =4—2€ (A.2)
Dimensionen.
Fiir die euklidischen «-Matrizen gilt:
P} = (4.3)
Yyt = -D-1, (A.4)
Yyt = (D —-2)y" (A.5)
und
Tr{l} — 4, (A.6)
Tr{fy“} ~ 0, (A.7)
Tr{q/”q/"} = —46". (A.8)

A.2 Darstellungstheorie der SU(N)

SU(N) ist die Menge aller unitdren N x N-Matrizen mit positiver Determinante.
Es sind fup die total antisymmetrischen Strukturkonstanten der SU(IN)-Lie-
Algebra und T* die Generatoren der Lie-Algebra, so dass gilt:

[T T? = i fopeTC. (A.9)

Dann gilt in Fundamentaldarstellung:

a 1 a
Ti = 5% (A.10)
al; = Crdij. (A.11)
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Dabei ist Cr der Erwartungswert des quadratischen Casimiroperators in der
Fundamentaldarstellung und es gilt:
N% -1

Cr = SN (A.12)

Mit den total symmetrischen Strukturkonstanten dg,. erhilt man weiter:

{T°, T} = %50” + debere (A.13)

und
Tr{T°T?} = %5"”, (A.14)
Tr{T°T*T°} = i(dabe + ifabey, (A.15)

Fiir die adjungierte Darstellung gilt:

Tl:zc = _ifabca
Ty Tea = Calpa (A.16)
mit
Cq = N. (A.17)
Analog zu oben findet man:
Tr{T°T?} = Cgd?, (A.18)
Tr{T°T*T°} = z’%f”’”. (A.19)

Aus obenstehenden Gleichungen ergeben sich die folgenden niitzlichen Re-
lationen fiir die Strukturkonstanten:

fabc — _facb (A.ZO)
facdfbcd _ CG(;ab (A.21)
foade gbef pefd - — gfabc_ (A.22)

Wir benétigen noch die folgende Konvention:

fab,cd = fabnfcdn- (A23)

A.3 Integralformeln und Entwicklungen

Impulsintegrale:

Das Standardintegral der dimensionellen Regularisierung (z.B. [Dri 97]) ist:

@™ 1 T([D/2+m(b—a—D/2) o
| Pa@ i = G T(D/2)T(b) (p?ye oo,

(A.24)
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Die in dieser Arbeit bendtigten Formeln der symmetrischen Integration lauten:
Sei f eine beliebige, nichtsingulire Funktion in ¢2. Dann gilt

/quqm P () =0 (A.25)
fiir m ungerade und
/qu "¢ f(¢*) = 5;;1;2 %4’ f(a?) (A.26)
sowie
/ a"qq" "¢ f(¢P) = R +5Dul(l26:2;; R / g 1(@)

(A.27)

Parameterintegrale

Fiir die Feynmanparametrisierung gilt (z.B. [Mut 87]):

1 T(a+p) [ @ (1 — )1
ABB ~ T(a)L(B) /0 AT (=) B (4.28)

In Kapitel 2 benutzen wir die Formeln

/x( dz _ 1, e (A.29)

22 +a?) 2a? " |22 + a?|

(vgl. [PBM 88a] 1.2.11.10) und

dx 1
/ e = oz~ (e 4 b)] (A.30)

(vgl. [PBM 88a] 1.3.1.5).
In Kapitel 5 benétigen wir:

Vg1 —z)"'  T(t)[(n) _a
/(; dx (am—l—b)c = bCF(n-I—t) 2F1(C,t,n+t,—g), (A31)

(vgl. z.B. [WG 89] 4.5.(6)). Fiir die 2F;-Funktion gilt auferdem:
oFi(a,b;c;2) = (1 —2)° 9, F(c — a,c — b; ¢; 2) (A.32)

(vgl. [EMO 53a] 2.9.(2)),

o Fi(n'—€,n;t+n;z) =

T'(t +n) 2 T'(n' +m —€)I(n+m) 2™
(n) 2

T(n' —¢)T T(t 4+ n+m) p (A-33)

(vgl. z.B. [WG 89] 4.6.(1)) und als Sonderfall der 2 F;-Funktion:

> % = 2F1(n,b50;2)[pber. = (1 —2) " (A.34)

m=0
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(vgl. z.B. [KF 60] 4.(40)). Zuletzt braucht man:

1 /00 dtﬁe_bt -1 e”T(1 — a,b2) (A.35)
T(a) Jo t+z gl ’ ’

([PBM 88a] 2.3.6.13). Fiir die Entwicklung der unvollstindigen I'-Funktion gilt
nach [EMO 53b], Formel 9.2.(5):

2. (—1)7pt—ati
(1 —a,b) =T(1 —a) Z T —at7)" (A.36)
]:0
Fiir eine alternative Rechnung kann man
00 a—1_,—pzr St k 1 k
/f P j{: + Dn-1(=2) (A.37)
o (e +z)n ”_1'k:0 (p + gk + qn)®

([PBM 88a] 2.3.12.1) benutzen.
Fiir diese Arbeit sind die folgenden Eigenschaften der I'-Funktion von Be-
deutung:

Fz+1) = zl(x), (A.38)
ra =1 (A.39)
=T(n+1) = nl! (A.40)

fiir alle natiirlichen Zahlen n. Zudem benutzen wir die folgenden Entwicklungen
der I'-Funktion um 0 bzw. —1:

Tle) = %—7+0@ (A.41)

Mle—1) = —%+7+0@) (A.42)

(siehe z.B. [Mut 87]). Dabei ist v die Eulerkonstante:

n

, 1
y = lim z; - Inn| ~ 0.57721. (A.43)
J:



Anhang B

Definition der T-Amplituden der 3- und 4-Punkt-
Vertizes

Die in den 3-Punkt-Vertizes auftauchenden vollen Amplituden T sind so defi-
niert, dass in der DS-Gleichung keine 1-Teilchen-reduziblen Graphen vorkom-
men. Daher kann man sie durch ihr Verhéltnis zu den vollen zusammenhéngen-
den 4-Punkt, 5-Punkt und 6-Punkt-Amplituden explizit angeben. Wichtig hier-
bei ist die Feststellung, dass es keine T3-Amplituden gibt und dass statt dieser
die I's-Vertizes vorkommen. Fiir die 4-Punkt-Amplituden bringen wir nur das

Beispiel:

& Tye =Ty — T'3DTs.

Dann gilt analog fiir:
Tys =Ty — T3DT, (B.3)

Ty, = Ty — I3 DTs. (B.4)

Oben haben wir den Gluon-Gluon<Fermion-Antifermion-Kanal als s-Kanal be-
zeichnet. Den davon grundsétzlich verschiedenen Antifermion-Gluon<+Gluon-
Fermion-Kanal bezeichnen wir daher als t-Kanal, wenn er als horizontaler Kanal
betrachtet wird. Dies gilt fiir die Geist-Amplituden analog. Damit gilt:

<~ T4t = T4 — f‘gSf3 (BG)

und analog
Ty =Ty — T'3DT's, . (B.7)
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98 ANHANG B. DIE T-AMPLITUDEN

Fiir die Amplituden mit drei linken Gluon-Beinen findet man:

¥ -
.}gg @

Die entsprechenden Gleichungen fiir die T53-Amplituden umfassen dagegen
mehr Terme, wobei (3, 4, 5) die drei rechten Gluon-Beine bezeichnen:

e

- @ @ — 2 zykl. Perm.(3,4,5),

! I
O,

(B.10)

(B.11)

. — 2 zykl. Perm. (3,4,5),

(B.12)

»

_ — 2 zykl. Perm.(3,4,5).
4
/

(B.13)
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Als letzter in den Gleichungen auftretender Term bleibt T3 3 zu analysieren.
Man findet:

— @ @ — 2 zykl. Perm. (4,5,6).

(B.14)






Anhang C

Bethe-Salpeter-Gleichungen

Fiir den Beweis der BS-Resummation der 3-Punkt-Vertizes und des 4-Punkt-
Vertex muss man Folgendes bemerken.

Die Anwesenheit des 4-Punkt-Vertex bedingt, dass man bei Reduzibilitéts-
untersuchungen, also der Aufstellung der BS-Gleichungen, die Gluonlinien an-
ders als Fermion- und Geistlinien behandeln muss. Wahrend man bisher nur die
allgemeine 2-Teilchen-Irreduzibilitdt im horizontalen Kanal als Kriterium ver-
wandt hat [Kuh 97], muss man die Bethe-Salpeter-Kerne nun anders konstruie-
ren. Wir wihlen als Kriterium zur Konstruktion der Kerne die 2-Teilchen- und
zusdtzlich dazu die 3-Gluonlinien-Irreduzibilitat tm horizontalen Kanal. Dies ist
insofern eine natiirliche Wahl fiir die Resummation der Vertizes, als dass da-
durch in den so konstruierten Bethe-Salpeter-Kernen keine inneren Schleifen
von der Art mehr vorkommen, die schon in den DS-Gleichungen aufgefiihrt
sind.

Gleichungen fiir den Fermion- und Geist-Kanal

Die Bethe-Salpeter-Gleichungen sind in diese beiden Fillen von einfacher Struk-

tur:
}i >:< +g31E }:8:( :
H e W

2 NV A [

(C.1)

(C.2)

Gleichungen fiir den Gluon-Kanal

Da wir die BS-Kerne hier an die rechte Seite der BS-Terme schreiben, haben
die rechten Beine der hier betrachteten vollen Vertizes auf die Struktur der nun
folgenden Gleichungen keinen Einfluss. Wir fithren daher hier nur den Fall mit
zwei rechten Gluonbeinen an. Ebenso wird die Beschriftung der vollen Vertizes
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und Kerne unterlassen, da sich diese einfach aus der Anordung ihrer Beine
ergibt. Wie schon oben angesprochen, stehen anstatt der T3- die I's- Amplituden.
Wir erhalten:

” =<
1 4. 4de 2. 2€
Tg90% — 90 < s

Y . (©3)
f

Diese Gleichung fiir die Tys-Amplitude ist wegen der Existenz des oberflachlich
divergenten T'y-Vertex von den anderen BS-Gleichungen fundamental verschie-
den. Wihrend in den anderen 4-Punkt-BS-Kernen nur die Austauschgraphen
in den nicht-horizontalen Kanélen (also ¢ und u) zur Reproduktion der null-
ten Ordnung beitragen koénnen, beinhaltet K4, einen zusdtzlich zu den Aus-
tauschgraphen im t- und u-Kanal zur nullten Ordnung beitragenden Term.
Dieser entsteht durch Analyse des 1-Teilchen-irreduziblen I'y-Vertex beziiglich
der hier geforderten Irreduzibilitdt im s-Kanal. Ansétze fiir diese, die Bose-
Symmetrie des I'y-Vertex verletzende, neue oberflichlich divergente Amplitude
gewinnt man aus der Betrachtung der 4-Punkt-Amplituden im Bethe-Salpeter-
Formalismus. Genaueres zu diesem Punkt wird fiir die skalare ®*-Theorie in
[Sti 90] ausgefiihrt. Die anderen beiden Gleichungen sind unproblematisch:

" \
1 4 4de 2. 2€
+690V0 — 900 . s

N ) (C.4)
f
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1 2. 2
= —|—— U,
ll /l 290 0 ll
> » AN
1 4 4de 2 2€ Q
+690V0 P 9oo PR

4 4

\
—giuie Q ]:E . (C.5)
0%0 zf: /4

Analoge Gleichungen mit der gleichen strukturellen Gestalt ergeben sich fiir
die Amplituden T3 3, T2,3 und Tz,g mit drei rechten Gluonbeinen, Ty, Tz,gs und
Trp ;5 mit zwei rechten Fermionbeinen und T4s, T2,2s und T5 128 mit zwei rechten
Geistbeinen. Es bleiben noch die Amplituden mit drei linken Gluonbeinen zu
analysieren. Auch bei diesen beschrianken wir uns darauf, die Gleichung mit
zwei linken Gluonbeinen zu notieren. Wir erhalten fiir T3 o:

%i ] ~>:<+350~' 9 +g§

\_\'\.
et
_|_1 21/25 _1_1 21/26
590%0 590%0 \
ol + 5
2 \ 2 L
JJ l"-\
L 44 2 2
‘|'ggo’/0E LL — 90" o’

Y . ()
f

Strukturell dquivalente Gleichungen ergeben sich auch fiir T3 3, T3,2 und T3,2.
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Der Vorfaktor % vor dem zweiten bzw. dritten Graphen der rechten Seite
von C.6 signalisiert eine passende Zusammenfassung der eigentlich in dem da-
zugehorigen Term entstehenden sechs Graphen in zwei Aquivalenzklassen,! die
beim Einsetzen der entsprechenden Graphen in eine sich links anschlieende
zweifache Gluon-Schleife, wie sie sich z.B. fiir einen I';-Vertex ergibt, gleiche
Beitrige liefern. Dabei ist zu beachten, dass der unten auftauchende Vorfaktor
% daher riihrt, dass hier explizit auch innere Crossing-Symmetrien aufgefiihrt
werden.? Diese sind jedoch in den aus den Feynmanregeln stammenden Vorfak-

toren schon beriicksichtigt.

3
2

e
2'\’:£>v~

s

A0
A0

2

~
TS ym W
.
o
.

1

L

sy
7
™~ (C.7)

Ergénzung zu den Schattenpolen

Wir fithren als Ergénzung fiir die Argumentation in Abschnitt 3.4 noch eine
Dyson-Schwinger-Gleichung fiir die Schattenvertices im Gluon-Kanal auf. Als
Beispiel withlen wir wiederum den Gluon-Kanal des I'3-Vertex im Schattensek-
tor. Aus 3.39 folgt durch Residuenbildung:

1 €
- Lo Ng‘%%\/

1 Y’ N
Lt ik, s
6 \ ‘o’ \\

!Gerade diese werden im graphischen Formalismus der Feynmanregeln notiert.
2Wir verwenden keine gesonderte Notation im Vertrauen darauf, dass die jeweilige Bedeu-
tung der Graphen aus unseren Anmerkungen klar wird.
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e _ (C.8)
0Y0 - \

Dieses lasst sich selbstverstdndlich auf die anderen Schattenvertices analog
iibertragen. Dabei stellt man insbesondere fest, dass sich aus den in den DS-
Gleichungen des I's- und I'4-Vertex, 3.40 bzw. 3.41, vorhandenen Graphen mit
rechten Beinen, die in einen perturbativen Vertex einlaufen, keine Beitrige zu
den Gleichungen fiir die entsprechenden Schattenvertices ergeben.






Anhang D

Erginzungen zur Gluon-Schleife

Wir fithren hier die Berechnungen zur Gluon-Schleife aus Kapitel 6 fort. Am
iibersichtlichsten 14sst sich das ohne die logarithmischen Erweiterungen, d.h. im
bekannten Fall der nichtperturbativen Approximanten durchfiihren.! Wegen der
besonderen Gestalt der in Kapitel 5 erhaltenen Formeln kénnen wir die Ergeb-
nisse dann direkt auch fiir den Fall logarithmischer Modifikationen {ibernehmen.
Weil die folgende Rechnung als Modell fiir alle weiteren 1-Schleifen-Rechnungen
dieser Arbeit gelten kann, werden wir mehr als nur die notwendigsten Rechen-
schritte angeben.

Feynmanparametrisierung

Wir fithren die Feynmanparametrisierung fiir Terme von der allgemeinen Ge-

stalt
1

a?(a? + a)b?(b? + B)

(D.1)

durch:

1
a?(a? + a)b?(b? + )

1 diL'ld:L‘z
L(2)’ /0 (e 1 o) + (1= 21)2 2 (220 £ B) + (1 — 22)07)?

1 d.’l,'ld:l,'zdx?, . .'133(1 - .'133)
= I'4 . D.2
( )/0 (b2 + z3(a® — b2) + 228 + z3(v100 — 228))4 (b-2)
Damit sind nun noch folgende drei Integrale zu berechnen:

I _ / dD / dmldm2dm3 1'3(]. - 1‘3)51)( 2| b2 kz) (D 3)

1 (02 + w3(a? — b2) + 228 + z3(z100 — 228))*
T — / dD / dl‘ld$2dl‘3 m3(]' B 1‘3)TD((Z b2 k2) (D 4)

2 (b? + z3(a® — b?) +$2ﬂ+$3($1a—$2ﬁ))4’ '
I = / aPq / drydrydrs - w3(1 — 23)Sp(b?| a?; k?) (D.5)

(0% + z3(a? — b?) + 298 + z3(z100 — 228))*

'Eine erste Berechnung des resultierenden Integrals wurde in [Spr 95] vorgenommen.
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Berechnung der Impulsintegrale

Um die obigen Integrale 16sen zu kénnen, ist es notwendig, eine konkrete Wahl
fiir die Parametrisierung des Schleifenimpulses zu treffen. Ich wihle die sym-
metrische Parametrisierung, d.h.:

k—q b=Zk+q (D.6)

|||
BN | =

DN =

Es ist die typische Impulsverschiebung im Integral durchzufiithren, um die be-
kannten Standardintegrale zur Auswertung heranziehen zu konnen. Dazu setzt
man zunéchst @ und b in den Nenner ein:

b + z3(a® — b2) + 228 + z3(z10 — 228) = ¢ + (k- O)(1 — 2z3) + ik2 + L.
Mit der Impulsverschiebung
k(1 — 2z3) (D.7)
erhilt man:
¢ + (k- @)1 —223) + k2+L’2

= ¢?+ k(x5 —22) + L'2 = ¢? + L?(zy1, zo, 23), (D.8)

wobei L? in D.24 explizit ausgeschrieben ist, und
i=k(l—z3)—¢, b=kzs+q (D.9)

Man kann nun, da das Volumenelement d”q invariant unter Translationen ist,
die verschobene Variable ¢’ wieder in ¢ umbenennen. Damit ergibt sich:

1
I :I‘(4)/0 dmldmzda:3/ P %SD(W) k) (D.10)

usw. Man muB nun noch @ und b in S p bzw. Tp einsetzen. Man erhilt:
Sp(al b )
= 4(K%* — (k- @) ((D = Dk?(¢* = 20k - g)(1 — w3) + k(23 — 1)?)
(k2% = (F- @) + (F(1 — 23) = (B~ ) (¢ +2(F - )z + ¥*a3) )

(D.11)
Tp(a,b;k)

= 4k~ (k- ) ((D = D" + (k- (s — 2) + 4(F - (2} — 5)
+k2? (222 — 223 + 1) + K2(k - §) (423 — 622 + 223) + k' (1—m3)]

~(Kq* = (k- @)?) = (K*(1 = z)as + (k- q) (1 — 203) — ¢*)K?),
(D.12)



Sp(blask)

—

= 4(k%¢" — (k- 9)%)

H(Bs) + (B )(a = 2(F - D1 — 2) + (25 — 12)).

109

((D = Dk (¢? + 20k - s + 223) — (k2g* — (k- 0)?)

(D.13)

Terme mit ungerader Ordnung im Schleifenimpuls ¢, d.h. in denen eine
ungerade Anzahl Potenzen von (k - §) vorkommt, verschwinden durch die sym-
metrische Integration. Wie man leicht sieht, braucht man daher nur folgende
Impulsintegrale zu 16sen, was mit Formeln A.24, A.26 und A.27 einfach zu be-

werkstelligen ist:

By

B3

By

Bs

Bg

By

k2 6
/qu2q24
(¢* + L?)

B TE+ora-2

4m=  T(F)T4)

/ ap, 4'(k-q)’

T2+ 12)
kPk? 807 1
% D = phr

k4q4
/quz 2\
(¢* + L?)

kK TE+2)re-

4m=  T(F)T4)

/ D k2q*(k - q)?

T2+ 12)"
kPkC §P° 1
% D= ph

(k- q)*
[ oy

kpkakaA SﬁPJTA)

k¥ DD +2)

k6q2
/quz 24
(¢* + L?)

kS T(1+2)yrE-2)

(4r)z  T(HT®)

/dD k4(k‘Q)2

T2+ 12)

pPL.O SpO 1
kPE? § By = LB,

k2 D D

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)
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Damit erhilt man fiir die drei Teilintegrale folgende Ergebnisse:

4D-1) [*
Il = F(4)%/ dxld:lfzd.'l?g(]_ - .'133).'1,'3 [(D - 1)(B3
0
2$3 -1
H1 =200+ a)B0) - Ba (2 + 220 ) 4 (e - adB), (D2)
4D-1) [* By
I, = I‘(4)% /0 dzidzedrs(l — xg)xg(m + (22 — 23)Bg
2
_ T3 — T3 2 201 N2
+(D ]){Bl+a33<4(D_+2)—%2x3 2m34—1>—%x30. mg)z%]),
(D.22)
4D-1) [
3 = FM%LB—l/iMmmmmﬂ—xﬂm«D—U@%+ﬁB@
0
21}3 -1
-uﬁ(x—1+(D+2Q-+m§—m§+m@BQ. (D.23)
Berechnung der Feynmanparameterintegrale
Es ist
L*(1, w2, 73) = k(23 — 3) + 22 + w3(z10 — 220). (D.24)
Terme quadratischer Divergenz
Man berechnet zunéchst:
1 D
/ dxld:lfzd.'l?g(]_ - :133):133(112)?71
0
1 1 5
= / dxgd:lfg(l — $3):173/ da:l((a:3a)m1 + Ml)?il
0 0
2 1 2\ 2 2\ 2
- = / dwadas(1 - 23) ((L3)% (L)% ) (D.25)
aD 0
mit
L3 = k*(z3 — 23) + 2B + z3(0 — 223) (D.26)
L} = E?(x3 — 22) + 228 — x3220). (D.27)

Die nichste Integration liefert fiir D.25:

|y

= % /01 dzs(1 — x3) /01 dzo ((azgﬂ(l —x3) + M>)

—(z2B(1 — z3) + M3)%)

4 1 D+2 D+2 D+2 D+2
= —— [ 4 L) — (L2) 2 —(L%) =2 + (L) 2
aﬂD(DJrZ)/O z3 (( 1) 2 (L1p) 2 (Lo1) 2 + (L) 2 )

(D.28)
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mit
L} = k(23 —23) + B +z3(a— B) (D.29)
L, = k(x5 —22) + 230 (D.30)
Ly = k(a3 —a3)+ 5~ 38 (D.31)
L, = K*(z3 —22). (D.32)
Das verbleibende Integral ist in geschlossener Form so nicht auszuwerten. Man
geht daher zur Darstellung in € = % iiber. Fiir die Selbstkonsistenzgleichun-

gen muss aus dem Integral noch ein Faktor (A%?) ¢ herausgezogen werden. Es
ergibt sich:

! o Dy ! S 2\ ¢
S (DL T = (A7) (D) (-1 (L)? (A—§> . (D.33)
4,j=0 3,j=0

Entwickelt man nun im Integral nach ¢, bleibt als Beitrag im Limes ¢ — 0:

/ dzs Z ) (L)

,j=0

z3 (
<O‘Zﬂ + 5k2> (D.34)

Insgesamt ergibt sich fiir das Parameterintegral im Term quadratischer Diver-
genz also:

1
= 3/ drs (o®B(z5 — 23) + aBf*(z3 — 273 + 73) + aBk* (275 — 4o3 + 223))
0
af

1
/ dzydzydrs(1 — x3)x3(L2)§—1
0

~ (A2)€(2_6)1(3_6) (“Zﬂ 4 5k2> (D.35)

Terme logarithmischer Divergenz

Zur Bestimmung der Terme mit logarithmischen Divergenzen berechnet man
nun:

1
/ d.’l)ldxg(]_ - $3)$3(L2)D/2_2
0

1
= ﬁ/ﬂ dzo(l — z3) ((L%)D/2—1 _ (Lg)D/2—1)
= =5 (T = (B0 = (T2 + (15)°%) . (D30

Analog zu oben ergibt sich

1 1 2\ 7
SO (SD(1P(E3)F = (%) € 3 (1 (=17 (T (i—) (D.37)

i,j=0 1,§=0
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und
1
[ 3
/ dzz (2a8(z3 — 73)) = %B (D.38)
sowie
' 2 af
dzszs (208(z3 — 23)) = o (D.39)
0
1
«
/ dz3z3 (20B(zs — 23)) = 1—0'8 (D.40)
0
Insgesamt also:
! 2\D/2—2 2 1
dridredrs(l — x3)xs(L = (A , (D41
]ﬁ 1dzodrs(1 — 3)z3(L7) (A7) 31— 2 —e) (D-41)
1
1
dzideadrs(1 — z3)ad(LA)P/22 ~ (A%)€ D.42
/0 1422 3( 3) 3( ) ( ) 6(1—6)(2—6) ( )
1
1
daideades(1 — z3)z3(LH)P/22 =~ (A%< . (D.43
/g z1dzradrs(l — x3)w3(L7) (A7) 10(1 — €)(2 — ¢) ( )
Konvergente Beitrige
Fiir die konvergenten Beitréige ist zu berechnen:
1 D
/ da;ldmz(l —:133):133(112)7 3
0
= 2 / dro(l —z ( %7 L2)*7)
a(D — 4) 2(1 = 3)
4 D D—2
= L? L? L2 L .
50— ym ) (T )T — ()T + 15) ")
(D.44)

Analog zu oben ergibt sich hier:

1 L 2\ 7€
Z(—lv(—l)f(L%j)Dzz:(Az)fZ(—1>i(—1>f(L3,->(%> . (D)

i,j=0 4,j=0

Bei der Entwicklung der Terme im Integral stellt man jedoch fest, dass der
fithrende Term proportional € ist, da

1
S (-Di(-1P(13) = 0 (D.46)

i,j=0
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verschwindet. Das € aus der Entwicklung im Integral kiirzt sich gegen das im
Vorfaktor erscheinende e~!. Daher sind als fiihrende Terme fiir die konvergenten
Beitrige auszurechnen (n= 0,1,2,3,4):

2

L2
Z3(n) = 5(1_6 / dzszh Z )/ (L%)In A—g (D.47)

i,j=0

Zusammenfiihrung der Ergebnisse

Zunichst werden (da hier uninteressant) alle konvergenten Beitrége (also Terme
proportional Bg) vernachlissigt. Diese sind aber, wie oben angedeutet, prinzi-
piell berechenbar.

Man erhélt also:

% /01 dzidradrs(1 — mg)mg((D —1)(Bs) — B3 <$3 n 2z3 — 1) )

I, ~ T(4) D12
Y 4(83-2¢) (A7 T -e)T(e) (5 — 46)

(4m)2=¢ (4—2¢) (1—¢€)(2—¢€) T(2—¢) 6
4
~ 7 f)2_6 (A2)*Er(e)1—25, (D.48)
B 4D —1) [t 1
I2 ~ F(4)T/O dxld:lfzd.'l?g(]_ - .'133).'1,'3 (Bgm
2
+(D —1) [BHBg (4(5_”;) + 202 — 205 + 1) ])
_ k2 4(3—2¢) [T(4—e)T(e) (A%) k%2 [3—-2¢  6—4e 1
= @n? e 4—2 < T2-¢ (1-92_0 [ 5 BB_e 18—66]
I'(5—eT(e—1) (A%)°€ a+pB k2
g aman=a 02 (T 5)))
2
s )1 (-3 - 90 +5). (D.49)
_1 2
I; =~ F(4)$ /0 dridredrs(1 — mg)mg((D —2)(B3) + B3 <x3 + 2D3+ 21> )

B E* 4(3-2¢) (A?)"¢  T(4—€)'(e) (5 - 46)
(4m)2=c (4—2¢) (1—¢€)(2—¢€) T(2—¢) 6

k4 15
e —(A?) ()7 (D.50)

Q







Anhang E

Partialbruchzerlegung

Wichtig fiir diese Arbeit ist die Partialbruchzerlegung und ihre Riicknahme.
Bei der Partialbruchzerlegung einer gebrochenrationalen Funktion wird immer
angenommen, dass der Nennergrad grofler als der Zahlergrad ist und dass keine
mehrfachen Polstellen vorkommen. Dann gilt:

r+1

Il

t=1

f@) i 1 f(-a)
(x+a;) =1 v Z+11(as —ay)
s#t

Nach [Pot 00] gilt fiir die Riicknahme der Partialbruchzerlegung:

fir0<m<r,

und

Fiir den Fall m = r + 2 wird der Beweis im Folgenden ausgefiihrt:

r+1 r42
0 aj

Oaw Z r41
=1 H (as - at)
s=1

s#£t

r+1 m

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

o a2+2 r+1 a§+2

= % r+l1 - Z r+1
(as — at) :;11 (ax —ar)? [] (as —ar)

h ek
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o r+2 r+1 r+2
- —maki — lim = r+1
0% 0y —a) TV (et ) —ad)((an— &) —ar) TT (s — a)
11 ] t t£k k t k t P s t
s;k s;é_t,k

(E.5)
Mit der Umbennung ay + € = ax und ax — € = a,4+2 kann man die folgende
Identitdt kondensiert anschreiben:

r+2 r+2
a;+2

> = (0D e
o

Dies konnen wir oben benutzen und finden:

a ar+2 T+1
Eb5 = akai—(—l)r+l li_l;%ak‘i‘f‘i‘ak—f‘i‘zat
k € _
| (as — az) :;zlg
e
I (ay, + )2 (ar — €)™
- EEE(I) r+1 o r+1
2¢ [[ (as — (ar +€))  2¢ [] (as — (ar —€))
Sk ot
r+1
= ()" |20+ ) a |- (E.6)
jors

Durch partielles Differenzieren kann man nun elementar verifizieren, dass gilt:!

r+1 r+1
a:+2

Z I ) =(-1) Z aiay . (E.7)

= (e —e e

Dass die noch mogliche Integrationskonstante hier verschwinden muss, ergibt
sich aus der folgenden, einfachen Uberlegung. Skaliert man alle Variablen mit
einem gemeinsamen Faktor ¢, so skalieren linke und rechte Seite der Gleichung
proportional zu ¢2. Eine Integrationskonstante hingegen skaliert nicht. Da die
Gleichung fiir alle ¢ € R erfiillt sein muss, ist die Konstante gleich Null.

'Diese Formel ist bei [Pot 00] falsch angegeben. Dort fehlt die Einschrinkung t < ¢'.



Anhang F

Zur SK-Gleichung des I's-Vertex

Extrahieren wir in 3.22 in erster Approximationsstufe (r = 1) den perturbativen
Anteil aus dem vollen I'3-Vertex, erhalten wir:

3.22 = TiPoMs 4 TH2(p +n§f2) {pgﬁ [ZA)‘Al AChi10 — ’fgfz) yH

’

1

+p3 Z A)‘m}‘_)\c)l\wl - “@}7“3152
“A=0
2

+p3 ZA)‘m?}‘C}\wo - (“5{2))2}7“3
“A=0
2

+p1 Z A'\m;_)‘o}\on - U1,2A2]7”3152
'A 0

+h _ZA)\ ny )‘C)\OIO — U1 2A2 ( 2)]7“3

)\ 0

+ ZA)\ s )\C)\OOI —ur 2A “1 } Y42 po

“A=0
(F.1)

Fiir den betrachteten chiralen Fall verschwindender Fermionmassen wird dies
zu:
P Ty + Toi® (b1 + “1 2) {Psﬁl [A Cliro — 52)]’}’

+p3 [Alcum - ’ﬁgz} v p2 + p3 [A Caioo — (ng,’;)) ]7

+h [A Cipp — u12A }7“3152 +h [A30§010 - “1,2A2’$§,2)}7“3
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+[AClong — w1 sA2 (k)29 } 0 + w128%) 7 (B + 1))
(F.2)

+ [A3é§001 - U1,2A2"“g{2)]7"3152 + [ASC_';OOI u1 oAk} f v o
)

Zur Konstruktion der Selbstkonsistenzgleichungen miissen wir nun auch in 7.14
den perturbativen Anteil isolieren. Dazu ist es unumgénglich, 7.14 der gleichen
Prozedur wie 3.22 zu unterwerfen. Erst danach konnen wir die Relationen 8.2
bzw. 8.3 anwenden.! Dies liefert:

9 i1t 9 311 (f)y—1
714 = T12(4ﬂ_)2 =y (1 + O(e)) + 4T12 (151"‘“12) X
2 3 1 3_9 A
{Pgﬁl[ ST3T N AN (g gy A ™M (<R, )My e
t1tatz=1 X1 =0 ml,n’1:0

3 1
XN AN (g g, AP) (— Ry, )RR

)\2:0 m2,n2:0
1
1 1 1 -1~1
X Z [A (K7t1)A (U’t2)A (’U,,tg)] C)\lml]_n’ C)\zmznzlcklkzl
k1,ka=0
XA472k172k2(_,&1’t3A2)k1(_ﬁl’t2A2)k2 . 1] 7,/]52

2 3
. N 1. 3—2mi—n'—A
+p§¢1[ Z Z Z A,\l(_ul’tSAQ)ml(_m’tl)nlmf mi—n)—A1
XN AN (g g, AP) (— iy, )RR

1
X Z [Al(n7 tl)Al(’U,, tQ)Al(U, t3)]_10)1\1m11n’ C)\zmanOCklkzl
k1,ka=0

XA472k172k2(_ﬂ1’t3A2)k1(_ﬁl,t2A2)k2 _ Kjg_{;)]’yy

2 4 1
o 1. 4-2mi—nl -\
o3[ D S AN (gAY (< )y TN

t1t2t3=1 A\1=0my,n) =0
3 1
A ~ 2\m P ns ~ 3—2ma—na—A
XYY AN (i, AP)TR (< gy )y MR

Ao=0 m2,n2=0

!

1
Xy (AN (k1) A (u, t2) A (u, £3)] 7 O ot Chamanat Chakat
k1,k2=0

'Die in [Kuh 97] geduferte Auffassung, die Anwesenheit der fermionischen Propagatorpa-
rameter k im Nenner des Integrals 7.10 verhindere eine Ausbildung des Faktors 8.1, kénnen
wir in dieser rigorosen Form nicht teilen. Da k und A von gleicher Dimension sein miissen,
kann man 8.1 durch Skalierung der Parameter mit A erreichen. Dies #ndert, wie auch in An-
hang D fiir die Gluon-Schleife des Gluon-Propagators ausgefiihrt, hochstens die konvergenten
Terme. Die weitere Diskussion dieses Problems erfolgt am Ende des Anhangs.
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4—2k; 2k . 2\k N 2\k N v
X AT TR (g g AT)F (=194, A°) — Ky | P2
2 4 1 ,
by N 2\m ~ n' A 472m17n17)\1
DD D AN (g A (<R )My
titatz=1 A1=0 ml,n’I:O
1

4
CD D Ay ) ()P

A2=0ma2,n2=0
1

X Z [Al(KHtl)Al(uat2)A1(u7t3)]7lc_1)1\1m10n’1CyizmznzOCI]ﬁkzl
k1,k2=0

><A4—2k1—2kg(_ﬂlt Az)kl(—ﬁl,t2A2)k2 _ Kg)’;)],yu

!

sL3

3 1

2
[ D D A (g A (g, ) N

t1t2t3=1 A\1=0m;,n =0

3 1
D I D N

)\2—0 ma,n2=0

X Z [AY (k1) A" (u, 19) A (1, 13)] O3y 101 Chamana1 Cks kg0
k1,k2=0
X AP (i AR (< gy AP — ]9

3 1

2
~ N 3-2 -2
ST YD AN (g A2 (g SN

titats=1 A1=0 ml,n’IZO

~ ~4—2 —ng—A\
XZ Z A2 (=g g, A2)™2 (= oy g, )iy 2me e

Ao=0 ma2,n2=0
1

X Z [Al ("7’ tl)Al (Ua tQ)Al (u, t3)]7lc_')1\1m11n’1 Cy)l\gmgngoc%lkzo

k1,k2=0
6—2k1—2k N 2\k N 2k f
X NS (g g A2 (i g, A7) — ()] 7

!

2

4 1
+[ DY AAl(—ﬁl,t3A2)m1(—Rl,tl)nllmjc_ml_nl_)\l

t1tatz=1 X1 =0 mlyn’]_:(]
3

1
XYY AN (g g, AP) (— iy, )T

Ao=0 m2,n2=0

1
X Z [AI(K7 t]_)Al(’U,, tQ)Al(u’7 t3)]_lc_')1\1m10n’1 C_Y)l\zmznzlclhkzo

k1,ka=0
6—2k1—2ka [ 2\k1( o 2\ ks IN%
XA (=1, A7) (=14, A%)™ — kia (Y P2
2 4 1 ,
§ : 2\m1(_ 2 nf o 4=2mi—nj—XA
E A —l t3A ) (_""Ltl) 1mf
t1tatz=1 X1 =0 mlyn =0
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4 1
X Z Z AA2(_a1,tzA2)m2(_’%1,t1 )n2m4;—2mg—n2—)\2

A2=0ma2,n2=0
1
1 1 1 —-1/~1 ~1 1
X Z [A (’i7t1)A (U’tQ)A (’U,,tg)] C)\lmlon’lc)\zmznzockﬂczo
k1,k2=0

K AS2E1=2ka (g AZYRL( gy AR nﬁ’}]v”’ﬁz}
X(pF +u1 2A%) "L (o + £13) L. (F.3)

Durch Koeffizientenvergleich von F.1 und F.3 erhilt man die SK-Gleichungen
fiir den massiven Fall. Bemerkenswert ist das Auftauchen einer zusitzlichen
Gleichung fiir die Vertexparameter. Der fithrende Term im nichtperturbativen
Anteil von F.3 proportional zu p%}ﬂn”’}ﬁz hat keine Entsprechung in F.1 und
muss daher exakt verschwinden. Diese zusitzliche Gleichung wird hier als syste-
matisch bedingte SK-Gleichung angesehen, wihrend ein in [Kuh 97] aufgestell-
ter analoger Ausdruck noch als Stérung der perturbativen Terme interpretiert
wurde.? Dieses Ergebnis ist unabhingig von dem in dieser Arbeit verwendeten
Ansatz mit logarithmischen Modifikationen.

Wie schon in Kapitel 8 erwdhnt gibt es an dieser Stelle keine eindeutige Ant-
wort auf die Frage, wie die Terme mit gemischten Beitréigen in s und A zu
behandeln sind. In [Kuh 97] wurden diese bei der Diskussion der fermionischen
Beitrage zur DS-Gleichung des Gluon-Propagators als Stérungen des pertuba-
tiven Limes behandelt und dementsprechend ihr Verschwinden gefordert. Dies
fithrt zu einer weitgehenden Entkopplung zwischen dem fermionischen und dem
gluonischen Sektor der Theorie, fiir den sich keine iiberzeugende physikalische
Begriindung finden lisst. Zudem ergibt sich ein unstetiger Ubergang zu der
masselosen Theorie, in der die fermionischen Beitrige in den SK-Gleichungen
der gluonischen Parameter auftauchen miissen. Damit erscheint dieses Vorgehen
fir ,leichte“ Quarks (7 < A) als nicht gerechtfertigt. In dieser Arbeit stellen
wir uns auf den Standpunkt, dass auch die gemischten Terme (z.B. von der
Form (ams 4+ bA)~¢ zu den Selbstkonsistenzgleichungen beitragen miissen und
behandeln sie entsprechend. Dies ergibt einen , glatten® Ubergang von der mas-
selosen Theorie zum Fall leichter Quarkmassen. Andererseits ist unser Vorgehen
fiir schwere Quarks (1¢ > A) nicht angebracht, dort wiirde man eine Behand-
lung wie im Kuhrsschen Verfahren erwarten. Wie man schliefllich Massen in
der Groflenordnung von A behandeln soll, ist vollkommen ungeklirt. Ebenfalls
steht noch nicht fest, ob man eine exakte Reproduktion der perturbativen Re-
normierungskonstanten verlangen soll, wie dies in dieser Arbeit durchgehend
angenommen wird, oder ob es dem nicht-perturbativ-erweiterten Mechanismus
angemessener ist, auch bei diesen Gréfien Anderungen zuzulassen.?

?Ein Vergleich der entsprechenden Terme ist zwar prinzipiell mdglich, wegen der stark un-
terschiedlichen Notation zwischen dieser und der Kuhrsschen Arbeit jedoch schwierig. Deshalb
muss die Frage, ob sich die in [Kuh 97] auf S.145 genannten SK-Gleichungen aus den obigen
Resultaten gewinnen lassen, vorerst unbeantwortet bleiben, einfache Plausibilititsiiberlegun-
gen scheinen dies jedoch zu verneinen.

3Man hitte dann allerdings das Problem, zu entscheiden, welche Anteile der gemischten
Termen die perturbativen Gréflen dndern und welche zu den SK-Gleichungen beitragen.
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Wir kénnen hier nur feststellen, dass man aus physikalischen Griinden erwar-
ten darf, dass leichte Quarks zu den SK-Gleichungen der gluonischen Parameter
voll beitragen und diese Beitridge mit steigender Masse der Quarks allm&hlich
kleiner werden, bis sie fiir schwere Quarks schliellich ganz verschwinden. Um
dieses (letztendlich dynamische) Problem zu behandeln, kénnte sich die in dieser
Arbeit gewidhlte komplexe Darstellung der Propagatorpole als hilfreich erweisen.
Eine mogliche Lésung des oben angesprochenen Problems kénnte darin beste-
hen, dass die Realteile der fermionischen Propagatorpole fiir grole Quarkmas-
sen verschwinden (diese also rein imagindr werden), so dass sich eventuell schon
durch die Losung der SK-Gleichungen in Abhéngigkeit von den Fermionmassen
eine konsistente Behandlung der entsprechenden Terme ergeben kénnte.*

“Dieser Ansatz funktioniert allerdings wegen der zu geringen Zahl an Variablen nicht fiir
r = 1 und nur ein schweres Quark. Schon fiir » = 3 kann man Lésungen finden, in denen
Beitrige schwerer Quarks fiir jede Quarksorte getrennt verschwinden.
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