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EinleitungMitte des vergangenen Jahrhunderts erlebte die Elementarteil
henphysik einest�urmis
he Entwi
klung, immer neue Teil
hen wurden mit neuartigen Messap-paraturen entde
kt und bes
hrieben. Um 1964 konnten Gell-Mann, Ne'emanund Zweig mit dem Quarkmodell, das damals die Quarks up, down und strangeumfasste, Ordnung in den sogenannten "Teil
henzoo\ bringen. Man erkann-te sehr s
hnell, dass si
h die Teil
henmultipletts mit der Darstellungstheorieder SU(3)F bes
hreiben lie�en. Im Laufe der Zeit wurden mit 
harm, bottomund top drei weitere Quarksorten na
hgewiesen, wobei das top-Quark erst 1994"beoba
htet\ werden konnte [LP 96℄. Ebenso wurde sehr s
hnell klar, dass zurBes
hreibung der We
hselwirkung zwis
hen den Quarks eine neuartige Kraft,die sogenannte Farbkraft eingef�uhrt werden musste, die wiederum mit der ni
h-tabels
hen SU(3)C bes
hrieben werden konnte.Damit wurde das Interesse an ni
htabels
hen Ei
htheorien, die s
hon vorhervon Yang und Mills aufgestellt worden waren [YM 54℄, wegen ihrer s
heinba-ren Unrenormierbarkeit jedo
h wenig Bea
htung fanden, erneut entfa
ht und siewurden als Quanten
hromodynami
 (kurz QCD) zu neuem Leben erwe
kt. Sehrs
hnell fanden si
h Ergebnisse, die experimentelle Eigens
haften der Kernma-terie erkl�aren konnten. Hier sind vor allem die Entde
kung der asymptotis
henFreiheit, die die experimentell und in theoretis
hen Re
hnungen im Parton-Modell gefundene Eigens
haft der Bjorken-Skalierung nebst den beoba
hte-ten logarithmis
hen Korrekturen dieses Verhaltens erkl�aren konnte, zu nennen[Wei 96℄. Sp�atestens seit in [CG 73a℄ und [CG 73b℄ bewiesen wurde, dass untereiner gro�en Klasse physikalis
her Theorien nur die ni
htabels
hen Ei
htheorienasymptotis
he Freiheit aufweisen k�onnen, ist die QCD als physikalis
h zutref-fende Bes
hreibung der starken We
hselwirkung anerkannt. Sie gilt heute alsein wesentli
her Bestandteil des Standardmodells der Elementarteil
henphysik.Denno
h kann die QCD ni
ht alle Fragen zur starken We
hselwirkung be-antworten. Insbesondere das experimentell gut belegte Ph�anomen des Quark-Con�nement lie� si
h bisher no
h ni
ht theoretis
h herleiten. Ein weiteres Pro-blem der QCD ist das Versagen der St�orungstheorie. Weil die Kopplungskon-stante der starken We
hselwirkung nur f�ur gro�e Impulse klein wird, konvergiertdie St�orungsreihe der QCD im Gegensatz zur der der QED ni
ht.1 Weil manvon einer exakten L�osung der QCD weit entfernt ist, steht eines der wi
htigstenInstrumente zur Untersu
hung von Streuamplituden und Wirkungsquers
hnit-1Dies ist selbst f�ur die QED nur im Sinne der Semikonvergenz der perturbativen Entwi
k-lung ri
htig. 1



2 EINLEITUNGten im Falle der QCD f�ur kleine Impulse ni
ht zur Verf�ugung. Nur f�ur gro�eImpulse sind perturbative Betra
htungen im Rahmen der QCD sinnvoll.Ein m�ogli
her Zugang zu diesem Problem wurde in [Sti 96℄ und [DKS 99℄vorges
hlagen. In diesem ni
htperturbativ-erweiterten Ansatz wird die QCDst�orungstheoretis
h ni
ht nur na
h dem Kopplungsparameter der starken We
h-selwirkung sondern zus�atzli
h na
h der renormierungsgruppeninvarianten (kurz:RG-invarianten) Massenskala � entwi
kelt, die f�ur vers
hindende Kopplung einni
htanalytis
hes Verhalten zeigt. Stellt man die �-erweiterten Feynmanregelndur
h rationale Approximanten dar, kann man die Theorie mit den bekann-ten Mitteln der perturbativen Feldtheorie behandeln. Dur
h die L�osung derDyson-S
hwinger-Glei
hungen der QCD m�ussen dann die Parameter der Theo-rie selbstkonsistent bestimmt werden. Daher stellt dieser Ansatz eine e
hte Er-weiterung der bekannten St�orungstheorie der QCD dar. Besonders interessantist, dass si
h die Parameter der rationalen Approximanten mit kurzlebigen Ele-mentaranregungen, die experimentell f�ur die starke We
hselwirkung na
hgewie-sen worden sind, in Verbindung bringen lassen.Eine weitere interessante Eigens
haft der (renormierten) QCD ist ihre Inva-rianz unter bestimmten ni
htlinearen Transformationen, die in ihrere Gesamt-heit eine Halbgruppe bilden und unter dem Namen Renormierungsgruppen-(RG-) Transformationen bekannt sind. Im Rahmen der Feldtheorie sind diesdie Transformationen, die dur
h eine �Anderung der willk�urli
hen Renormie-rungsskala � induziert werden. Aus dieser Eigens
haft lassen si
h bestimmteEigens
haften einer exakten L�osung der QCD untersu
hen, wie z.B. die Exi-stenz kritis
her Ph�anomene oder das asymptotis
he Verhalten f�ur gro�e Im-pulse. Letzteres f�uhrte in [GW 73b℄ zur Entde
kung der sogenannten anomalenDimensionen und zu logarithmis
hen Korrekturen f�ur die Vertizes der QCD beiImpulsskalierung.In dieser Arbeit soll nun untersu
ht werden, wel
he Konsequenzen si
h auseiner Kombination des oben erw�ahnten logarithmis
hen Skalenverhaltens mitden rationalen Approximanten des ni
htperturbativ-erweiterten Ansatzes er-geben. Der erste Teil der Arbeit fasst die wesentli
hen S
hritte zusammen, diezur Formulierung logarithmis
h modi�zierter Feynmanregeln notwendig sind. InKapitel 1 fassen wir kurz die wesentli
hen Fakten der perturbativen QCD undder Renormierungsgruppe zusammen und f�uhren einige im Folgenden ben�otigteGr�o�en ein. Im ans
hlie�enden Kapitel 2 untersu
hen wir die 't Hooft-Weinberg-Glei
hung, die als grundlegender Ausdru
k die RG-Invarianz der QCD be-s
hreibt, und leiten eine gegen�uber den in der uns bekannten Literatur zu �n-den Ergebnissen (s. z.B. [GW 73b℄, [Mut 87℄ oder [Kug 97℄) verbesserte L�osungf�ur die logarithmis
hen Korrekturen im Limes gro�er Impulse her. In Kapitel3 stellen wir dann die ni
htperturbativ-erweiterten Ans�atze vor und notierens�amtli
he Dyson-S
hwinger-Glei
hungen f�ur die sieben Basisverti
es der QCD.Ebenfalls dort beweisen wir eine Bethe-Salpeter-resummierte Form der Glei-
hungen f�ur die 3-Punkt- und 4-Punkt-Vertizes, die eine verbesserte Bestim-mung der Selbstkonsistenzglei
hungen s
hon auf niedrigerem S
hleifen-Niveauerm�ogli
ht. Mit dem Me
hanismus der kompensierenden Pole [DKS 99℄, [DS 99℄zeigen wir ans
hlie�end, dass die im Rahmen des ni
htperturbativ-erweitertenAnsatzes auf inneren Propagatorlinien auftau
henden unphysikalis
hen Pole,



3die dur
h die Struktur der Ans�atze bedingt sind, vers
hwinden. Das folgendeKapitel 4 zeigt den Zusammenhang zwis
hen den aus der Renormierungsgrup-pe stammenden logarithmis
hen Korrekturen und den f�uhrenden Logarithmeneiner perturbativen Bere
hnung auf. Dana
h motivieren wir die Wahl logarith-mis
h modi�zierter Feynmanregeln f�ur die QCD aus den Randbedingungen desni
htperturbativ-erweiterten Ansatzes.Im zweiten Teil der Arbeit f�uhren wir mit diesen ver�anderten Vertizes Re
h-nungen auf 1-S
hleifen-Niveau und in Landau-Ei
hung aus. Dazu wird in Ka-pitel 5 ein an die logarithmis
hen Modi�kationen angepasstes S
hema zur Be-re
hnung der divergenten Terme vorgestellt, das die bisher bekannten Metho-den zur Bere
hnung von Impulsintegralen erweitert. Das folgende Kapitel 6widmet si
h den Dyson-S
hwinger-Glei
hungen der Propagatoren. Es werdenf�ur s�amtli
he 1-S
hleifen-Graphen im Rahmen des logarithmis
h modi�ziertenAnsatzes die Divergenzen bere
hnet. Um eine bessere Na
hvollziehbarkeit derRe
hnungen zu gew�ahrleisten, werden dabei f�ur alle Graphen die Re
hnun-gen detailliert dur
hgef�uhrt. Im ans
hlie�enden Kapitel 7 wird die resummierteDyson-S
hwinger-Glei
hung des Fermion-Antifermion-Gluon-Vertex betra
htetund der einzige divergente 1-S
hleifen-Graph bere
hnet. S
hlie�li
h diskutierenwir in Kapitel 8 das Problem der selbstkonsistenten Reproduktion der loga-rithmis
h modi�zierten Vertizes und zeigen einen m�ogli
hen L�osungsweg auf.Darauf stellen wir die in dieser Arbeit erhaltenen Selbstkonsistenzglei
hungenzusammen und diskutieren die Ver�anderungen, die si
h aus den logarithmis
hmodi�zierten Feynmanregeln ergeben.





Teil IEntwi
klung einerlogarithmis
h modi�ziertenTheorie

5





Kapitel 1Einf�uhrung in die QCDmatutina parum 
autos iam frigora mordentHoraz [2℄1.1 QCD als Yang-Mills-TheorieDie QCD ist eine ni
htabels
he Ei
htheorie mit minimaler Ankopplung vonFermionfeldern und Symmetriegruppe SU(3). Wir formulieren die Theorie imD-dimensionalen euklidis
hen Raum. Die ei
hkovariante Ableitung lautet:D� = �� � gT aAa�: (1.1)Dabei ist Aa� ein lokales Vektorfeld (Ei
hfeld) �uber dem Hilbertraum der QCD,d.h. mit Farb- und Lorentzindizes. Das Ei
hfeld kann im Rahmen der QCD alsAustaus
hfeld der starken We
hselwirkung, d.h. als Gluon-Feld, interpretiertwerden. Die Lagrangedi
hte der QCD istL = LF + LE + LEF + LG (1.2)mit freier Lagrangedi
hteLF =Xf �	if (
�(D�)ij �mfÆij)	jf : (1.3)Dabei sind die Fermion-Felder 	if grassmannwertige und komplexe Felder inFundamentaldarstellung. Der Index f nummeriert hier formal die unters
hied-li
hen Fermion- bzw. Quarksorten, die sogenannten Flavours, dur
h. Kinetis
heEnergie und Selbstwe
hselwirkung des Ei
hfeldes sind enthalten inLE = 14F a��F a�� (1.4)mit den (ni
htabels
hen) Feldst�arkenF a�� = ��Aa� � ��Aa� + gfab
Ab�A
� : (1.5)Zur Festlegung einer Ei
hung dienen der Ei
h�xierungstermLEF = 12�Xa (��Aa�)2 (1.6)7



8 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG IN DIE QCDund der Geist- oder Fadeev-Popov-TermLFP = (���
a)Dab� 
b: (1.7)Beide Terme sorgen letztli
h f�ur eine Bestimmung des physikalis
hen Teils desHilbertraums der QCD [Kug 97℄. Hierbei sind die Geist-Felder grassmannwer-tige skalare Felder, die denno
h der Fermi-Statistik gen�ugen. Sie dienen nurzur Beseitigung unphysikalis
her Freiheitsgrade der Theorie und repr�asentierenkeine physikalis
h detektierbaren Teil
hen.Man f�uhrt nun no
h die euklidis
he WirkungSE = Z dDxL (1.8)und das QuellenfunktionaljE [A; �
; 
; �	;	;J; J�
; J
; �; ��℄= Z dDx0�A � J + �
 � J�
 + �J
 � 
+Xf �	f � �f + ��f �	f1A (1.9)ein.1 Dann l�asst si
h das zugeh�orige erzeugende Funktional der euklidis
henKorrelationsfunktionen, ZE, s
hreiben alsZE[J; �J
; J�
; �; ��℄= N Z DAD
D�
D	D �	exp�� SE + jE	 (1.10)mit N�1 = Z[0; 0; 0; 0℄: (1.11)Die Feynmanregeln ergeben si
h nun ganz nat�urli
h als KoeÆzienten der nied-rigsten Funktionalableitungen des erzeugenden Funktionals.Das erzeugende Funktional der zusammenh�angenden Greens
hen Funktio-nen lautet: WE [J; �J
; J�
; �; ��℄ = lnZE : (1.12)Mit den Erwartungswerten der Felder bei ni
htvers
hwindenden Quellen, densogenannten e�ektiven Feldern, die wir hier ohne Indizes und Impulse notieren,Â = ÆÆJ W [J;�
 ; J
; �; ��℄; (1.13)
̂ = ÆÆ �J
W [J;�
 ; J
; �; ��℄ (1.14)�̂
 = ÆÆJ�
W [J;�
 ; J
; �; ��℄; (1.15)�̂	 = ÆÆ�W [J;�
 ; J
; �; ��; (1.16)	̂ = ÆÆ��W [J;�
 ; J
; �; ��℄; (1.17)1Das Skalarprodukt bedeutet dabei in 1.9 Summation �uber die den jeweiligen Feldern undQuellen zugeordneten Farb- und Lorentzindizes.



1.1. QCD ALS YANG-MILLS-THEORIE 9kann man dur
h eine Legendretransformation das erzeugende Funktional der1-Teil
hen-irreduziblen2 (1PI-) Vertexfunktionen de�nieren:�E[Â; �̂
; 
̂; �̂	; 	̂℄ =WE � jE [Â; �̂
; 
̂; �̂	; 	̂; : : :℄: (1.18)1.1.1 Feynmanregeln der QCD im ImpulsraumTransformiert man die (euklidis
he) Wirkung 1.8 in den Impulsraum, erh�altman mit �d � d2� :3SE[A; �
; 
; �	;	℄= �12 Z �dDp1 �dDp2(2�)DÆD(p1 + p2)�p2�1�2a1a2A�1a1A�2a2�Z �dDp1 �dDp2(2�)DÆD(p1 + p2)~�p2a1a2�
a1
a2�Xf Z �dDp1 �dDp2(2�)DÆD(p1 + p2) �	if ��p2ijf 	jf+ 13!g0��0 Z 3Yl=1 �dDpl(2�)DÆD " 3Xl=1 pl#�p3�1�2�3a1a2a3 A�1a1A�2a2A�3a3+g0��0 Z 3Yl=1 �dDpl(2�)DÆD " 3Xl=1 pl# ~�p3a1a2�3a3 �
a1
a2A�3a3+g0��0Xf Z 3Yl=1 �dDpl(2�)DÆD " 3Xl=1 pl# �	if ��p3ijf �3a3	jfA�3a3� 14!g20�2�0 Z 4Yl=1 �dDpl(2�)DÆD " 4Xl=1 pl#�p4�1�2�3�4a1a2a3a4 A�1a1A�2a2A�3a3A�4a4 :(1.19)Hierbei wurde die explizite Abh�angigkeit der Vertexfunktionen und Felder vonden Impulsen unterdr�u
kt, die Summationen �uber f bei den Fermion-Vertizesgehen �uber alle Flavours (u,d,
,s,t,b). Das transformierte Quellenfunktional 1.9lautet: jE = Z �dDp�J�a (�p)A�a(p) + �
a(p)J�
 a(�p) + �J
 a(�p)
a(p)+Xf ��	if (p)�if (�p) + ��if (�p)	if (p)� i: (1.20)Die perturbativen Basisvertizes der QCD ergeben si
h nun als KoeÆzientender niedrigsten Funktionalableitungen des erzeugenden Funktionals im Impuls-raum.2Zur De�nition dieses Begri�es siehe z.B. [Kug 97℄.3Wir benutzen diese Konvention dur
hgehend.



10 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG IN DIE QCDWir de�nieren die drei na
kten Propagatoren als Negativ-Inverse der 2-Punkt-Vertizes, Spf ij � � h��p2 ijf i�1 ; (1.21)Dp �1�2a1a2 � � ��p2 �1�2a1a2 ��1 ; (1.22)~Dp a1a2 � � [�p2 a1a2 ℄�1 ; (1.23)und notieren dann die perturbativen Basisverti
es der QCD und ihre dazu-geh�orende graphis
he Darstellung.� Der Fermion-Propagator4Spf ij(~p) = Æij 1=p+ m̂f = �i j (1.24)� Der Gluon-PropagatorDp�1�2a1a2 (~p) = Æa1a2 �Æ�1�2 � (1� �)p�1p�2p2 � 1p2= ��1; a1 �2; a2 (1.25)� Der Geist-Propagator~Dpa1a2(~p) = Æa1a2 1p2 = �a1 a2 (1.26)� Der 3-Gluon-Vertex�p3�1�2�3a1a2a3 (p1; p2; p3) = ifa1a2a3(Æ�1�2(p1 � p2)�3 + Æ�2�3(p2 � p3)�1+Æ�3�1(p3 � p1)�2)=��1; a1 �2; a2
�3; a3

(1.27)� Der Fermion-Gluon-Vertex��p3ij�3a3 = T a3ij 
�3 =�j�3; a3i (1.28)4Man bea
hte, dass die Fermionmasse im Propagator eigentli
h matrixwertig ist. Korrektm�usste man s
hreiben m̂f � 1. Wir k�onnen aber diese vereinfa
hte S
hreibweise w�ahlen, da siezu keinen Konfusionen Anlass gibt.



1.1. QCD ALS YANG-MILLS-THEORIE 11� Der Geist-Gluon-Vertex~�p3a1a2�3a3 (~p) = ifa1a2a3p�3 =�a2�3; a3~p; a1 (1.29)� Der 4-Gluon-Vertex�p4�1�2�3�4a1a2a3a4 = fa1a2;a3a4(Æ�1�4Æ�2�3 � Æ�1�3Æ�2�4)+fa1a3;a4a2(Æ�1�2Æ�3�4 � Æ�1�4Æ�2�3)+fa1a4;a2a3(Æ�1�3Æ�2�4 � Æ�1�2Æ�3�4)= ��2; a2
�1; a1

�3; a3
�4; a4

(1.30)Dies sind die ober
�a
hli
h divergenten perturbativen Vertizes nullter Ordnungder QCD. Aus ihnen lassen si
h alle h�oheren Vertizes iterativ aufbauen.Wir m�ussen zwis
hen diesen sogenannten na
kten und den vollen Vertizesder Theorie unters
heiden. Erstere sind die Objekte einer st�orungstheoretis
henEntwi
klung in der Kopplungskonstante g f�ur die QCD und ergeben si
h damitaus dem Grenzfall der freien Theorie. Letztere h�angen, wie wir im Folgendensehen werden, eng mit den Greens
hen Funktionen zusammen und stellen die ex-akten Gr�o�en dar. St�orungstheoretis
h betra
htet, enthalten die vollen VertizesBeitr�age aus allen Ordungen der perturbativen Entwi
klung sowie dar�uberhin-aus ni
ht dur
h perturbative Entwi
klungen darstellbare Beitr�age.1.1.2 Greens
he FunktionenMit dem erzeugenden Funktional der zusammenh�angenden Greens
hen Funk-tionen WE[J; !; �!; �; ��℄ = lnZE[J; !; �!; �; ��℄ (1.31)kann man nun die vollen Propagatoren im Impulsraum dur
h Ableitungen na
hden Quellfeldern bestimmen. Wir geben hier zun�a
hst die Ausdr�u
ke f�ur diedrei vollen Propagatoren an:Æ2WE[J; J�
; �J
; �; ��℄ÆJ�2a2 (p2)ÆJ�2a1 (p1) ����0 = (2�)�DÆD(p1 + p2)D�1�2a1a2(p1; p2); (1.32)Æ2WE[J; J�
; �J
; �; ��℄ÆJ�
a2(p2)Æ �J
a1(p1) ����0 = (2�)�DÆD(p1 + p2) ~Da1a2(p1; p2); (1.33)Æ2WE[J; J�
; �J
; �; ��℄Æ�i2f (p2)Æ��i1f (p1) ����0 = (2�)�DÆD(p1 + p2)Si1i2f (p1; p2): (1.34)



12 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG IN DIE QCDDie Null bedeutet hier, dass alle Quellfelder na
h Ausf�uhren der Ableitungenauf Null gesetzt werden. F�ur eine allgemeine verbundene Greens
he Funktion(
onne
ted Green's fun
tion) erh�alt man:ÆnWEÆJ�nan (pn) : : : ÆJ�
ak+l(pk+l)Æ �J
ak+l�1(pk+l�1) : : : Æ�ilf (pl)Æ��il�1f (pl�1) ����0= (2�)(1�(n�k�l))DÆD hX piiG
n;k;l(f)i1:::ilal+1:::ak+l�k+l+1:::�nak+l+1:::an(p1; : : : ; pn)(1.35)mit l Fermion- und k Geist-Beinen (l und k gerade).�Uber die De�nition der e�ektiven Felder und des e�ektiven Potentials kannman zeigen, dass die Greens
hen Funktionen und die 1PI-Vertexfunktionen infolgender Weise zusammenh�angen:G
2(p1; p2) = D(p1; p2) = � [�2(p1; p2)℄�1 ; (1.36)~G
2(p1; p2) = ~D(p1; p2) = � h~�2(p1; p2)i�1 ; (1.37)�G
2(p1; p2) = S(p1; p2) = � ���2(p1; p2)��1 ; (1.38)G
3(p1; p2; p3) = �gD(p1)D(p2)D(p3)�(p1; p2; p3); (1.39)~G
3(p1; p2; p3) = �g ~D(p1) ~D(p2)D(p3)~�3(p1; p2; p3); (1.40)�G
3(p1; p2; p3)) = �gS(p1)S(p2)D(p3)��3(p1; p2; p3); (1.41)G
4(p1; : : : ; p4) = �g2D(p1) : : : D(p4)T4(p1; : : : ; p4) (1.42)mit der Dekomposition von T4 inT4(p1; : : : ; p4) = �4(p1; : : : ; p4) + �3(p1; p2; k)D(k)�3(k; p3; p4)+ 2 zykl: P erm: (2; 3; 4): (1.43)Dabei stellen die letzten drei Terme in 1.43 die 1-Teil
hen-reduziblen Anteile inden drei Kan�alen der 4-Punkt-Amplitude T4 dar und �4 bes
hreibt den vollen,in allen Kan�alen 1-Teil
hen-irreduziblen 4-Punkt-Vertex.1.1.3 RenormierungBei der Bere
hnung von Erwartungswerten bzw. Greens
hen Funktionen mit-tels der in Abs
hnitt 3.3 dargestellten Glei
hungen st�o�t man auf Divergenzenin den S
hleifengraphen f�ur die Vertizes. Da physikalis
he Gr�o�en jedo
h im-mer endli
h sein m�ussen, darf man die Divergenzen als Artefakte einer mathe-matis
h unzurei
henden Bes
hreibung der physikalis
hen Vorg�ange au�assen.Deshalb kann man die Divergenzen dur
h eine geeignete Regularisierung dermathematis
h divergenten Terme und ans
hlie�ende Renormierung der Felder,der Kopplungskonstante und der Fermionmassen5 beseitigen. Man de�niert:Aa� = [Z3℄ 12 AR a�; (1.44)5Wir bes
hr�anken uns hier der Einfa
hheit halber auf eine Theorie mit nur einer Fer-mionmasse. Die Verallgemeinerung ist jedo
h mit keinen weiteren konzeptionellen Problemenverbunden.



1.2. DIE RENORMIERUNGSGRUPPE 13
a = h ~Z3FP i 12 
R a; (1.45)	i = � �Z2F � 12 	R i (1.46)f�ur die in der QCD auftretenden Felder undg0 = ZggR; (1.47)� = Z3�R; (1.48)m = ZmmR (1.49)f�ur die Kopplungskonstante, den Ei
hparameter und die Fermionmasse. Im Rah-men der dimensionellen Regularisierung in D = 4 � 2� Dimensionen und imMS-S
hema ergibt si
h f�ur die divergenten Teile der f�unf unabh�angigen Renor-mierungskonstanten der QCD in Ordung O(g2) [Mut 87℄:Zg = 1� g2R(4�)2 1� 11CG � 4TRNf6 +O(g4R); (1.50)Zm = 1� g2R(4�)2 3CF� +O(g4R); (1.51)�Z2F = 1� g2R(4�)2 CF �R� +O(g4R); (1.52)Z3 = 1 + g2R(4�)2 1� �12CG�133 � �R�� 43TRNf�+O(g4R); (1.53)~Z3FP = 1 + g2R(4�)2 CG� 3� �R4 +O(g4R); (1.54)wobei f�ur die Ei
hgruppe SU(NC) gilt:CG = NC ; TR = 12 ; CF = N2C � 12NC : (1.55)1.2 Die RenormierungsgruppeDer Prozess der Renormierung ist notwendig ni
ht eindeutig, da man bei der De-�nition von divergenten Termen beliebige konvergente Beitr�age addieren kann.Dann ist f�ur eine renormierte Vertexfunktion�R = Z(R)�0 (1.56)evident, dass f�ur zwei Renormierungss
hemata R und R0 gelten muss:�R0 = Z(R0; R)�R: (1.57)Diese Relation gibt Anlass zur Formulierung der Renormierungsgruppe.Zur Festlegung der Renormierungsvors
hrift geh�ort die Wahl einer Renor-mierungsskala �, f�ur die die Subtraktion der Divergenzen vorgenommen wird,bzw. die Wahl einer Massenskala in den dimensionellen Renormierungss
he-mata [PT 84℄. Da die na
kten Greens
hen Funktionen ni
ht �-abh�angig sind,



14 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG IN DIE QCDkann man folgende Di�erentialglei
hung f�ur die renormierten Vertexfunktionenaufstellen: ���� + � �gR�� �gR +X � �mi;R�� �mi;R + ���R�� ��R � dZ�d� �Z����(fng)R (fpg; gR; �R; fmRg; �) = 0: (1.58)Dur
h Betra
htung der Massendimension der Vertexfunktionen kann man eineweitere Di�erentialglei
hung f�ur die glei
hf�ormige Impulsskalierung der Vertex-funktionen mit einem Parameter � beweisen [PT 84℄:h��� +Xmi;R�mi;R + ��� � d�i�(fng)R (�fpg; : : : ; �) = 0: (1.59)wobei d�(�) � 4� 2�� dGnG � dFPnFP � dFnF (1.60)die (naive) Massendimension des Vertex � ist. Die Gluon- und Geist-Felderhaben Massendimension d = 1 � � und die Fermion-Felder die Massendimen-sion dF = 3�2�2 . Kombiniert man beide Glei
hungen, erh�alt man die 't Hooft-Weinberg-Glei
hung [Mut 87℄, deren L�osung im n�a
hsten Kapitel dur
hgef�uhrtwird. Als Vorbereitung daf�ur stellen wir hier die RG-Funktionen der QCD zu-sammen.Da man in D = 4� 2� Dimensionen re
hnet, muss man, um die Kopplungs-konstanten dimensionslos zu halten, folgende De�nitionen vornehmen:g = g0��0 (1.61)gr = gR��: (1.62)Daraus folgt sofort [Mut 87℄:gR(�) = ��0� �� Zg(�)�1g0: (1.63)F�ur die RG-Funktion der Kopplung ergibt si
h na
h dieser Vorarbeit:�(gR; �R) = � dgRd� ����g;fmg;�= ��gR � g3R(4�)2 11CG � 4TRNf3 +O(g5R)= ��gR � �0g3R +O(g5R): (1.64)F�ur die anomalen Dimensionen der Fermionmassen �ndet man:
mi(gR; �R) = � �mi;R dmi;Rd� ����g;fmg;� = �Zmi dZmid� ����g;fmg;�: (1.65)F�ur den in Abs
hnitt 1.1.3 behandelten Fall nur einer Fermionmasse folgt damit:
m(gR; 0) = g2R(4�)2 6CF +O(g4R)= 
(0)m g2R +O(g4R): (1.66)



1.2. DIE RENORMIERUNGSGRUPPE 15Das Gluon-Feld hat die anomale Dimension:
G(gR; �R) = �2Z3 dZ3d� ����g;fmg;�= � g2R(4�)2 13CG � �R � 8TRNf6 +O(g4R)= 
(0)G g2R +O(g4R); (1.67)das Geist-Feld: ~
FP (gR; �R) = �2 ~Z3FP d ~Z3FPd� ����g;fmg;�= � g2R(4�)2 3CG � �R4 +O(g4R)= ~
(0)FP g2R +O(g4R) (1.68)und das Fermion-Feld:�
F (gR; �R) = �2Z2F dZ2Fd� ����g;fmg;�= � g2R(4�)2 CF �R� +O(g4R)= �
(0)F g2R +O(g4R): (1.69)Weil der Ei
hparameter � in 1.48 �uber die Renormierungskonstante desGluon-Feldes renormiert wird, erh�alt man mit 1.67:Æ(gR; �R) = � d�Rd� ����g;fmg;� = �2�R
G(gR; �R): (1.70)In Landau-Ei
hung (� = 0) vers
hwindet Æ(gR) exakt und �
F in erster Ordnungin g2: Æ(gR; 0) = 0 = �
(0)F (gR; 0): (1.71)Damit sind alle f�ur die im n�a
hsten Kapitel vorgenommene L�osung der 't Hooft-Weinberg-Glei
hung ben�otigten Gr�o�en bereitgestellt.





Kapitel 2L�osung der't Hooft-Weinberg-Glei
hunga[urum℄ n[ostrum℄ non est aurum vulgispri
hw�ortli
h [3℄Folgend [Mut 87℄ und [PT 84℄ k�onnen wir Glei
hung 1.58 unter Ausnutzungder oben gegebenen De�nitionen der anomalen Dimensionen folgenderma�ens
hreiben:1�� ��� + �(gR) ��gR � 
m(gR) ��mR + Æ(gR) ���R � nFP ~
FP (gR)�nG
G(gR)� nF �
F (gR)��(nG;nFP ;nF )(gR; �R;mR; �) = 0: (2.1)Subtrahiert man davon nun Glei
hung 1.59, erh�alt man mit t = ln� und inLandau-Ei
hung � = 0 na
h kurzer Re
hnung die sogenannte 't Hooft-Weinberg-Glei
hung :�� ��t + � ��gR � (1 + 
m)m ��mR � !��(fng)(�p1; :::; �pn; g;m; �) = 0 (2.2)mit !(gR) � nG
G + nFP ~
FP � d�: (2.3)Man de�niert die laufende Kopplung �g(t) und die laufende Masse �m(t) gem�a�:d�gdt = �(�g) ; �g(0) = gR; (2.4)1�m d �mdt = �1� 
m(�g) ; �m(0) = mR: (2.5)F�ur deren L�osung gilt:t = Z �g(t)gR dg0�(g0) ;�m(t) = m exp ��t� Z t0 dt0
m(�g(t0))� : (2.6)1Wir benutzen wiederum ein Modell mit nur einer Fermionmasse. Verallgemeinert mandies, erh�alt man zus�atzli
h Summationen �uber alle Massen bei den entspre
henden Termen.17



18 KAPITEL 2. DIE 'T HOOFT-WEINBERG-GLEICHUNGErsetzt man nun in der obigen Di�erentialglei
hung gR dur
h �g(�t) und mdur
h �m(�t), erh�alt man:�� ��t + �(�g(�t)) ���g(�t) � (1 + 
m) �m(�t) �� �m(�t) � !(�g(�t))���(fng)(etpi; �g(�t); �m(�t); �) = 0: (2.7)Mit den oben angegebenen Di�erentialglei
hungen f�ur �g und �m vereinfa
ht si
hdies zu: � ddt + !(�g(�t))��(fng)(etp1; :::; etpn; �g(�t); �m(�t); �) = 0: (2.8)Diese Glei
hung wird gel�ost dur
h:�(fng)(etpi; �g(�t; g); �m(�t;m); �)= �(fng)(pi; gR;mR; �) exp �� Z 0�t dt0!(�g(t0; g))�: (2.9)Ersetzen wir darin gR dur
h �g(t), ergibt si
h mit2�g(t) = �g(t� t1; �g(t1)) (2.10)) �g(0; gR) = gR = �g(�t; �g(t)) (2.11)das gesu
hte Zwis
henergebnis:�(fng)(etpi; gR;mR; �) = �(fng)(pi; �g(t); �m(t); �) exp ��Z t0 dt0!(�g(t))� : (2.12)F�ur die Bestimmung des Skalierungsverhaltens muss man das Verhalten desExponentialfaktors studieren:exp ��Z t0 dt0!(�g(t))�= �d� exp��Z t0 dt0[nG
G(�g(t0)) + nFP �
FP (�g(t0))℄� : (2.13)Da die QCD eine asymptotis
h freie Theorie ist, darf man annehmen:
i(�g(t)) �! 0; t!1; (2.14)
i(�g(t)) = 
(0)i �g(t)2 +O(�g(t)4): (2.15)Als n�a
hster S
hritt ist �g(t) zu bere
hnen. Es gilt auf 1-S
hleifen-Niveau:t = Z �g(t)gR dg0�(g0) = Z �g(t)gR dg0��g0 � �0g03 : (2.16)2Zu n�aheren Details siehe [PT 84℄.



19Als L�osung dieses Integrals �ndet man (vgl. A.29):�t = 12� �ln ���� g02�0g02 + � ������g(t)gR (2.17)= ln� �g2(�0g2R + �)(�0�g2 + �)g2R � 12� : (2.18)L�osen wir dies na
h �g2 auf, erhalten wir na
h kurzer Re
hnung:3�g2(t) = �g2R�0g2R(e2�t � 1) + �e2�t : (2.19)Damit k�onnen wir das auf 1-S
hleifen-Niveau, d.h. in niedrigster Ordung in g2R,f�uhrende Verhalten des Exponentialfaktors 2.13 bestimmen:exp��Z t0 dt0[nG
G(�g(t0)) + nFP ~
FP (�g(t0))℄�= exp ��[nG
(0)G + nFP ~
(0)FP ℄Z t0 dt0 �g2R�0g2R(e2�t0 � 1) + �e2�t0 � : (2.20)Als L�osung f�ur das verbleibende Integral �nden wir:Z t0 dt0 �g2R�0g2R(e2�t0 � 1) + �e2�t0A:30= � �t�0 + ln(e2�t�+ �0g2R(e2�t � 1))� ln �2�0 (2.21)� � �t�0 + ln(1 + 2�t+ 2�0g2R(t+ �t2))2�0 : (2.22)Dabei haben wir im letzten S
hritt eine Entwi
klung na
h � vorgenommen unddie h�oheren Terme dieser Entwi
kung verna
hl�assigt. Dies ist statthaft, weilTerme von h�oherer Ordung in � auf 1-S
hleifen-Niveau im Limes � ! 0 ver-s
hwinden m�ussen, ungea
htet des na
hher vorgenommenen Limes t!1. Manerh�alt also f�ur das Skalierungsverhalten der Vertexfunktionen:�(n)(�pi; gR;mR; �)= �d� ���2�[2�0g2R(ln�+ � ln2 �) + 1 + 2� ln�℄��nG
(0)G +nFP ~
(0)FP2�0��(n)(pi; �g(ln�); �m(ln�); �): (2.23)Diese Glei
hung ist f�ur unsere Zwe
ke no
h zu kompliziert. Da wir nur an demf�uhrenden Verhalten f�ur � ! 0 und � ! 1 interessiert sind4, verna
hl�assigen3Hieraus l�asst si
h f�ur �! 0 das bekannte Resultat 3.2 [Mut 87℄ herleiten.4Wie si
h im weiteren Verlauf der Arbeit zeigen wird, liegt eine genauere Re
hnung au�er-halb unserer M�ogli
hkeiten.



20 KAPITEL 2. DIE 'T HOOFT-WEINBERG-GLEICHUNGwir die beiden Terme proportional zu � ln�. Da die QCD zudem eine asympto-tis
h freie Theorie ist, vers
hwindet die laufende Kopplung �g f�ur � ! 1 undebenso die laufende Masse �m. Daraus folgt:�(fng)(�fpg; gR;mR; �) � �d� ���2�(�0g2R ln(�2) + 1)��nG
(0)G +nFP �
(0)FP2�0�(fng)(fpg; 0; 0; �): (2.24)Die Vertizes der QCD n�ahern si
h bei glei
hm�a�iger Ho
hskalierung der Impulsedem Verhalten der Vertizes der freien Theorie mit logarithmis
hen Modi�katio-nen ni
ht-ganzer Potenz an.



Kapitel 3Ni
htperturbative Ans�atzeentia praeter ne
essitatem non sunt multipli
anda.Wilhelm von O
kham [4℄3.1 Die QCD-Vertizes als DoppelsequenzEine wi
htige Gr�o�e, die si
h aus der Analyse der RG-Glei
hungen in Kapitel 2ergibt, ist die RG-invariante Massenskala �. W�ahlen wir f�ur die Renormierungdie Impulsskala � = expftg = pp2� (3.1)und betra
hten Glei
hung 2.19 im Limes � ! 0, k�onnen wir eine neue Impuls-skala � einf�uhren [Mut 87℄ dur
h�g2 = g2R1 + 2�0g2Rt = 1�0 ln� p2�2� (3.2)mit � = � exp�� 12�0g2R� ; (3.3)wobei diese funktionale Gestalt von � auf 1-S
hleifen-Niveau gilt. Es ist jedo
hm�ogli
h, Beziehung 3.3 zu verallgemeinern [Sti 96℄, [Dri 97℄.Das Besondere dieser RG-invarianten Skala ist, dass sie wegen ihrer funktio-nalen Abh�angigkeit von der Kopplung � e�g�2 in einer st�orungstheoretis
henEntwi
klung in g2 ni
ht reproduziert werden kann. Daher kann man g und �als unabh�angige Gr�o�en au�assen und die St�orungsreihe systematis
h erweiternzu:1�(fpg; gR(�); �) = limr;s!1"�[r;0℄(fpg;�) + sXs0=1 �gR(�)4� �2s0 �[r;s0℄(fpg;�; �)# :(3.4)1In der Glei
hung steht r f�ur die Approximationsstufe des ni
htperturbativ-erweitertenS
hemas und s f�ur die S
hleifenordung bez�ugli
h der ober
�a
hli
h divergenten Basisverti
es.21



22 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZEAn die Ans�atze f�ur die erweiterten Vertizes stellen wir die folgenden Forde-rungen:� Die erweiterten Vertizes gehen im formalen Limes vers
hwindender Mas-senskala � in die perturbativen vollen Vertizes �uber:lim�!0�[r;s℄(fpg;�; �) = �p;s(fpg; �): (3.5)� Der Divergenzgrad von S
hleifenintegralen darf ni
ht erh�oht werden.� Die ni
htperturbativen Vertizes nullter Ordnung gehen bei gro�en Impul-sen in die perturbativen Basisverti
es �uber:lim�!1�[r;0℄(f�pg;�) = �p(f�pg): (3.6)Zudem verlangt man, dass si
h die Ans�atze f�ur die erweiterten Vertizes in denDyson-S
hwinger-Glei
hungen (vgl. Abs
hnitt 3.3) selbstkonsistent reproduzie-ren. Wir formulieren dieses hierar
his
h gekoppelte Glei
hungssystem hier starkvereinfa
ht ([Dri 97℄, [DKS 99℄) als:� g20(4�)2�� h�p;�[r;0℄i�R;� = �[r;0℄ � �p +O(g2(�)): (3.7)Damit si
h die nullte Ordnung der Theorie selbstkonsistent reproduzieren kann,muss das Funktional �� Terme proportional zu g�20 enthalten. Dies zeigt man,indem man exakte Integraldarstellungen f�ur � und die Renormierungskonstanteder Kopplung Zg betra
htet und daraus die folgende Beziehung ableitet:g20(4�)2 1� ��(�)�0 ��2� = 1�0 (1 +O(�; � ln �)): (3.8)Hierbei ist insbesondere zu bea
hten, dass 3.8 in g20 exakt gilt.23.2 Ans�atze f�ur die erweiterten VertizesWir geben im Folgenden die in dieser Arbeit verwendeten Ans�atze f�ur dieni
htperturbativ-erweiterten Propagatoren und Vertizes in beliebiger (ungera-der) Approximationsstufe r an. Da s�amtli
he S
hleifenre
hungen in dieser Arbeitin Landau-Ei
hung (� = 0) ausgef�uhrt werden, k�onnen wir uns auf die daf�urben�otigten Terme bes
hr�anken. Insbesondere bedeutet dies, dass alle Gluon-Propagatoren rein transversal sind und in S
hleifenintegralen keine Vertizes auf-treten, die bez�ugli
h innerer Gluonbeine longitudinal sind. Man kann daher einDyson-S
hwinger-System f�ur Amplituden mit nur transversalen Gluon-Beinenaufstellen. Zudem bleiben in Landau-Ei
hung der Geist-Propagator ~D[1;r℄ undder Geist-Gluon-Vertex ~�[1;r℄3 rein perturbativ ([Dri 97℄).Mit dem Transversalprojektort��(~p) = Æ�� � p�p�p2 (3.9)k�onnen wir die folgenden De�nitionen in besonders einfa
her Form s
hreiben.2Ein entspre
hender Beweis ist in [Sti 96℄ ausgearbeitet.



3.2. ANS�ATZE F�UR DIE ERWEITERTEN VERTIZES 233.2.1 Erweiterte Propagatoren� Der Gluon-PropagatorD[r;0℄�1�2a1a2 (~p)= Æa1a2 t�1�2(~p) rQs=1(p2 + ur;2s�2)(r+1)=2Qs=1 (p2 + ur;s+�2)(p2 + ur;s��2)=� (3.10)Die Pole des Gluon-Propagators sind dabei komplexwertig und jeweilspaarweise komplex konjugiert:ur;s+ = (ur;s�)�: (3.11)Im weiteren Verlauf dieser Arbeit benutzen wir die folgende Umbenen-nung: ur;s+ � ûr;2s�1; (3.12)ur;s� � ûr;2s: (3.13)� Der Fermion-PropagatorS[r;0℄ijf (~p) = Æij rQs=1(=p+ �(f)r;2s)(r+1)=2Qs=1 (=p+ �(f)r;s+)(=p+ �(f)r;s�)=� (3.14)Au
h die Pole des Fermion-Propagators sind komplexwertig3 und paar-weise komplex konjugiert: �(f)r;s+ = (�(f)r;s�)�: (3.15)Wie oben benutzen wir meistens die Umbenennungen:�(f)r;s+ � �̂(f)r;2s�1; (3.16)�(f)r;s� � �̂(f)r;2s: (3.17)� Der Geist-Propagator ~D[r;0℄a1a2(~p) = �Æa1a2 1p2=� (3.18)3Die PropagatorkoeÆzienten � sind wie =p eigentli
h matrixwertig. Strenggenommen m�ussteman z.B. s
hreiben: �(f)r;2s � 1.



24 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZE3.2.2 Erweiterte 3-Punkt-Vertizes� Der �3-Vertex�[r;0℄3 �1�2�3a1a2a3 (p1; p2; p3)= ifa1a2a3 t�1�01(~p1)t�2�02(~p2)t�3�03(~p3)�Æ�01�02(p1 � p2)�03F [r;0℄(p21; p22; p23) + Æ�02�03(p2 � p3)�01F [r;0℄(p22; p23; p21)+Æ�03�01(p3 � p1)�02F [r;0℄(p23; p21; p22)�=��3 (3.19)Hierbei gilt f�ur die Z�ahlerfunktionen F [r;0℄:F [r;0℄(p21; p22; p23)= rPk1k2k3=0Ck1k2;k3(p21)k1(p22)k2(p23)k3(�2)3r�(k1+k2+k3)rQs=1(p21 + ur;2s�2) rQs=1(p22 + ur;2s�2) rQs=1(p23 + ur;2s�2) (3.20)und f�ur die Vertexparameter wegen der Bose-Symmetrie des �3-Vertex:Crk1k2;k3 = Crk2k1;k3 : (3.21)� Der Fermion-Gluon-Vertex��[r;0℄3 i1i2 �3f a3 (�p1; p2; p3)= T i1i2a3 1rQs=1(=p1 + �fr;2s) N r �3(=p1; =p2; p3)rQs=1(p23 + ur;2s�2) 1rQs=1(=p2 + �fr;2s)=���3 (3.22)mit N r �3(=p1; =p2; p3) = 4rX�=0�� rXm;n;n0=0(p23)mm̂4r�2m�n�n0��f�(=p1)n �Cr�mnn0
�3(=p2)n0 : (3.23)Hier muss man fordern, dass Vertexparameter �Cr�mnn0 , f�ur die4r � (2m+ n+ n0 + �) < 0 (3.24)ist, vers
hwinden, damit ni
ht der unphysikalis
he Fall einer inversen Fer-mionmasse im Ansatz f�ur den Vertex auftritt.



3.3. DYSON-SCHWINGER-GLEICHUNGEN 25� Der Geist-Gluon-VertexWie erw�ahnt bleibt dieser Vertex in Landau-Ei
hung (� = 0) auf 1-S
hleifen-Niveau perturbativ:~�[r;0℄3 �3a1a2a3(�p1; p2; p3) = ifa1a2a3p�33=�~�3 : (3.25)� Der 4-Gluon-VertexDa dieser Vertex erst in 2-S
hleifen-Termen zu den in dieser Arbeit be-handelten Glei
hungen vorkommt, wird er im Rahmen dieser Arbeit ni
htben�otigt. Weil der �4-Vertex zudem eine sehr komplizierte Struktur hat,geben wir ihn hier nur graphis
h an und verweisen f�ur Details auf [Dri 97℄und [DS 99℄: �[r;0℄4 �1�2�3�4a1a2a3a4 =��4 : (3.26)3.3 Dyson-S
hwinger-Glei
hungen3.3.1 Die Propagator-Glei
hungenWir leiten hier nur die Dyson-S
hwinger-Glei
hung (kurz: DS-Glei
hung) f�urden Geist-Propagator her. Eine ausf�uhrli
he Herleitung f�ur die beiden anderenPropagator-Glei
hungen �ndet man in [Kuh 97℄ und [Dri 97℄.Der Ausgangspunkt aller Dyson-S
hwinger-Glei
hungen ist die Beoba
h-tung, dass das Funktionalintegral �uber eine Funktionalableitung bei geeignetenRandbedingungen vers
hwindet:0 = 1N Z DAD�
D
D �	D	 ÆÆ�
b1(�q1) expf�SE + jEg: (3.27)Setzen wir darin die Glei
hungen 1.19 und 1.20 f�ur die Fourierdarstellungenvon SE und jE ein, k�onnen wir die Ableitung ausf�uhren und wegen der si
hergebenden Æ-Funktion eine Impulsintegration direkt vornehmen. Dann ersetzenwir das Geist-Feld 
 im Integral dur
h eine Ableitung na
h den Quellen gem�a�
a2(q) = 1(2�)D ÆÆ �J
a2(�q) (3.28)und ziehen die verbleibenden Ableitungen aus dem Funktionalintegral heraus,so dass wir mit Glei
hung 1.12 erhalten:3:27 = �~�p2b1a2(�q1; q1) ÆÆ �J
a2(�q1) + g0��0 Z dDp2~�p3 �3b1a2a3� ÆÆ �J
a2(�p2) ÆÆJ�3a3 (p2 � q1) + 1(2�)D J�
b1(q1)� expfWE [J; J�
; �J
; �; ��℄g:(3.29)



26 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZELeitet man diesen Ausdru
k nun no
h na
hÆÆJ�
b2(q2) (3.30)ab, so �ndet man mit De�nition 1.35, Nullsetzen der Quellfelder und ohne dieDeltafunktion Æ(q2 � q1):�Æb1b2 = ~�p2b1a2(q1) ~Da2b2(q1)+g0��0 Z �dDp2~�p3 �3b1a2a3(p2 � q1) ~G
3a2b2�3a3 (�p2; q1; p2 � q1):(3.31)Substituiert man nun Glei
hung 1.37 und 1.40, erh�alt man:~�2b1b2(q1) = ~�p2b1b2(q1) + g20�2�o Z �dDp2~�p3 �3b1a2a3(p2 � q1)� ~Da2a02(p2)D�3�03a3a03 (p2 � q)~�3 �03a02b2a03(�p2; q1; p2 � q1): (3.32)In graphis
her Notation lauten die DS-Glei
hungen f�ur die drei Propagatorender QCD:Der Geist-Propagator�"� #�1 = �"� #�1 + g20�2�0�~�3 (3.33)Der Fermion-Propagator�"� #�1 = �"� #�1 + g20�2�0���3 (3.34)Der Gluon-Propagator�"� #�1 = �"� #�1 + 12g20�2�0��3+12g20�2�0�+16g40�4�0�T4



3.3. DYSON-SCHWINGER-GLEICHUNGEN 27�g20�2�0�~�3�g20�2�0 Xf���3 (3.35)Aus den Dyson-S
hwinger-Glei
hungen der Propagatoren bei no
h ni
ht aufNull gesetzten Quellen erh�alt man dur
h weitere Ableitung na
h den Quellfel-dern die Glei
hungen f�ur die h�oheren Vertizes (vgl. z.B. [Kuh 97℄).3.3.2 Die Vertex-Glei
hungenDer ~�3-Vertex im Geist-KanalDur
h Ableitung von 3.29 na
h den Quellen des Ei
hfeldes, J , erh�alt man na
hNullsetzen der Quellfelder die Glei
hungen f�ur den ~�3-Vertex im Geist-Kanal:
�~�3 =�+ g20�2�0�~T4t : (3.36)Der ~�3-Vertex im Gluon-KanalStellt man die zu 3.27 analoge Glei
hung mit einer Funktionalableitung na
hdem Gluon-Feld auf und f�uhrt dana
h je eine Ableitung na
h der Quelle desGeist- und des Antigeist-Quellfeldes aus, so erh�alt man na
h Nullsetzen allerQuellen die folgende Glei
hung f�ur den ~�3-Vertex im Gluon-Kanal:
�~�3 =�+ 12g20�2�0�~T4s+16g40�4�0�~T3;2�g20�2�0�~T2;2s�g20�2�0 Xf�~T2f ;2s : (3.37)



28 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZEDer ��3-Vertex im Fermion-KanalAus der zu 3.29 analogen Glei
hung, die dur
h funktionale Ableitungen na
hdem Antifermion-Feld und der Fermion-Quelle entsteht, ergibt si
h dur
h eineweitere Funktionalableitung na
h den Quellen des Gluon-Feldes und Nullsetzenaller Quellen:
���3 =�+ g20�2�0��T4t : (3.38)Der ��3-Vertex im Gluon-KanalAnalog zum Vorgehen in 3.37 (man ersetzt die funktionalen Ableitungen na
hder Geist- und Antigeist-Quellen dur
h die Ableitungen na
h den Fermion- undAntifermion-Quellen) erhalten wir:
���3 =�+ 12g20�2�0��T4s+16g40�4�0��T3;2�g20�2�0�T2;2f s�g20�2�0 Xf��T2;2s : (3.39)Der �3-VertexLeitet man die f�ur den Gluon-Propagator zu 3.29 analoge Glei
hung vor Nullset-zen der Quellen no
h zwei Mal na
h den Quellfelder des Ei
hfeldes funktional abund setzt erst dana
h alle Quellen auf Null, so ergibt si
h als Dyson-S
hwinger-Glei
hung des �3-Vertex:
��3 =�+ 12g20�2�0�T4s



3.3. DYSON-SCHWINGER-GLEICHUNGEN 29+12g20�2�0��3 + 12g20�2�0��3+16g40�4�0�T3;2 � g20�2�0�~T4s�g20�2�0 Xf��T4s : (3.40)Der �4-VertexAus der Dyson-S
hwinger-Glei
hung f�ur den �3-Vertex vor Nullsetzen der Quel-len erh�alt man dur
h erneutes funktionales Ableiten na
h der Gluon-Quelle Jdie entspre
hende Glei
hung f�ur den �4-Vertex. Setzt man dann alle Quellfelderauf Null, �ndet man:
��4 =� + 12g20�2�0�T2;3+12g20�2�0�T4s + 2 zykl: P erm: (2; 3; 4)+16g40�4�0�T3;3�g20�2�0�~T2;3�g20�2�0 Xf��T2;3 : (3.41)Wir haben damit die Dyson-S
hwinger-Glei
hungen f�ur die sieben ober-
�a
hli
h divergenten Vertizes der QCD notiert. Diese Glei
hugen zeigen ex-emplaris
h die hierar
his
he Struktur des Dyson-S
hwinger-Systems, i.e. diedynamis
he Koplung aller Vertizes an die jeweils n�a
hsth�oheren.



30 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZE3.4 S
hattenpoleBei der Skelettgraphenzerlegung voller T -Amplituden, wie sie z.B. in den obi-gen Glei
hungen vorkommen, st�o�t man auf das Problem, dass, bedingt dur
hdie Struktur der ni
htperturbativ-erweiterten Ans�atze in Abs
hnitt 3.2, auf deninneren Linien der S
hleifengraphen �uber die dort de�nierten eigentli
hen Pro-pagatorpole hinaus no
h zus�atzli
he, aus den vollen Vertizes stammende Pole,verbleiben. Dies w�urde zu einem o�ensi
htli
hen Widerspru
h zu den Propa-gatorans�atzen f�uhren und Selbstkonsistenzglei
hungen k�onnten ni
ht sinnvollaufgestellt werden. In [DKS 99℄ und [DS 99℄ wurde mit dem Me
hanismus derkompensierenden Pole f�ur den ni
htperturbativ-erweiterten Ansatz gezeigt, dassdie aus den Mandelstam-Polen der Vertizes stammenden Beitr�age diese unphy-sikalis
hen Pole gerade beseitigen. Es handelt si
h hierbei um eine Erweiterungeines s
hon in [JJ 73℄ und [CN 73℄ bei der Behandlung abels
her Modelle be-oba
hteten Zusammenhangs. Folgend [Kuh 97℄ illustrieren wir dies am Beispieldes ��3-Vertex.Das Residuum dieses Vertex notieren wir graphis
h als:
�t = 2664(=p+ �(f)r;2t)���3 3775=p=��(f)r;2t3:38= (g0��0)2 2664(=p+ �(f)r;2t)��T4t 3775=p=��(f)r;2t ;(3.42)wobei die letzte Glei
hung als Bedingung an die Struktur des s-Kanals von�T4s verstanden werden muss. Man kann nun zeigen, dass hieraus und mit derentspre
henden Glei
hung f�ur den Fermionpropagator folgt [Kuh 97℄:
�t= (g0��0)2"�t �(�(f)r;2t+1)�2�t #=p=��(f)r;2t:(3.43)Hieran erkennt man, dass die Entwi
klung kompensierender Pole notwendigan S
hleifenintegrale gekoppelt ist. Man de�niert dann als diagrammatis
heRepr�asentation eines S
hattenpols in einem 1-Teil
hen-Austaus
hdiagramm:�= rXt=1�t �(�(f)2;2t+1)�2=p+ �(f)r;2t �t . (3.44)



3.5. BETHE-SALPETER-RESUMMATION 31Nun de�niert man no
h einen ents
h�arften Austaus
hgraphen dur
h:
���� � =���3 ��3 +�.(3.45)Analoge Glei
hungen kann man f�ur alle 1-Teil
hen-Austaus
hgraphen und all-gemein f�ur alle Vertizes des ni
htperturbativ-erweiterten Ansatzes notieren unddamit, wie in [DKS 99℄ und [DS 99℄ gezeigt wurde, alle unphysikalis
hen Poleaus den Dyson-S
hwinger-Glei
hungen entfernen.

3.5 Bethe-Salpeter-ResummationDie Te
hnik der Bethe-Salpeter-Resummation wurde s
hon in [Kuh 97℄ an ei-nem einfa
hen Beispiel vorgestellt. Allerdings wurde dort auf die M�ogli
hkeit,diese Te
hnik auf alle 3-Punkt- und 4-Punkt-Basisverti
es der QCD zu �uber-tragen, ni
ht weiter eingegangen. Wir geben hier erstmals ein f�ur diese Vertizestragf�ahiges und einheitli
hes Resummationss
hema an.Dur
h Reduzibilit�atsanalyse der T -Amplituden in den Dyson-S
hwinger-Glei
hungen erh�alt man die sogenannten Bethe-Salpeter-Glei
hungen, die inAnhang C ausf�uhrli
h bespro
hen werden. Wesentli
hes Merkmal dieser Glei-
hungen ist die Konstruktion geeigneter Bethe-Salpeter-Kerne, in dieser Arbeitdur
h die Bezei
hnung K und viere
kige Vertizes notiert, die gegen�uber denvollen Vertizes ein h�oheres Ma� an Irreduzibilit�at im horizontalen Impulskanalaufweisen. Wir zeigen im Folgenden, dass es zur Resummation aller Basisver-ti
es gen�ugt, f�ur die Konstruktion der Bethe-Salpeter-Kerne 2-Teil
hen- undzus�atzli
h 3-Gluonlinien-Irreduzibilit�at im horizontalen Kanal zu verlangen. In-dem man die Bethe-Salpeter-Glei
hungen und die in Abs
hnitt 3.3 vorgestell-ten DS-Glei
hungen kombiniert, kann man in den S
hleifengraphen der Dyson-S
hwinger-Glei
hungen den linken perturbativen dur
h einen vollen Vertex er-setzen. Dies erm�ogli
ht es im Rahmen des ni
htperturbativ-erweiterten An-satzes, auf 1-S
hleifen-Niveau zus�atzli
he und verbesserte Selbstkonsistenzglei-
hungen aufzustellen. F�ur die Diskussion der logarithmis
hen Modi�kationenwerden die resummierten DS-Glei
hungen einen wi
htigen Hinweis zur Konsi-stenz der modi�zierten Feynmanregeln liefern. Weil sie es aber �uberdies erm�ogli-
hen, s
hon in niedrigen S
hleifenordnungen Beitr�age aus allen (perturbativen)S
hleifenordnungen der DS-Glei
hungen zu bere
hnen, sind sie au
h dar�uber-hinaus interessant.Wir f�uhren nun am Beispiel der Dyson-S
hwinger-Glei
hung des ��3-Vertexdie Bethe-Salpeter-Resummation vor.



32 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZE3.5.1 Fermion-KanalMit der in C.1 angegebenen Bethe-Salpeter-Glei
hung von �T4t im Fermion-Kanal erh�alt man aus Glei
hung 3.38:4
���3=�+g20�2�0 ��+g20�2�0��T4t �
���K4t=�+g20�2�0���3 �K4t : (3.46)Verglei
ht man diese Glei
hung mit der urspr�ungli
hen Form der DS-Glei
hungin 3.38, stellt man fest, dass in dem einzigen S
hleifengraphen der linke pertur-bative dur
h einen vollen ��3-Vertex ausgetaus
ht wurde. Zuglei
h steht anstattder im horizontalen Kanal 1-Teil
hen-irreduziblen �T4t-Amplitude der im ho-rizontalen Kanal zus�atzli
h 2-Teil
hen-irreduzible5 �K4t-Kern. Dies ist aus zweiGr�unden bemerkenswert: Zum einen enth�alt der Bethe-Salpeter-Kern wegen dervers
h�arften Irreduzibilit�atsbedingungen eine gegen�uber der �T4t-Amplitude ge-ringere Menge an Graphenklassen, so dass man bei Re
hnungen auf n-S
hleifen-Niveau weitaus weniger Graphen betra
hten muss, zum anderen werden dur
hdie Bethe-Salpeter-Resummation Beitr�age aus allen Ordungen in g2 s
hon in 1-S
hleifen-N�aherung zug�angli
h. F�ur ~�3 im Geist-Kanal �ndet man eine analogeGlei
hung.4Diese Glei
hung wurde s
hon in [Kuh 97℄ bewiesen.5Im t-Kanal ist dies mit der oben gegebenen Reduzibilit�atsbedingung f�ur die Bethe-Salpeter-Kerne �aquivalent. Kein Beitrag zu �K4t kann 3-Gluonlinien-reduzibel im t-Kanal sein,da dies gegen die Erhaltung der Fermion-Zahl verstie�e.



3.5. BETHE-SALPETER-RESUMMATION 333.5.2 Gluon-KanalSetzen wir in Glei
hung 3.39 die in Anhang C gegebenen Zerlegungen der T -Amplituden ein und ordnen die Terme um, so �nden wir:
���3=�+12g20�2�0��+12g20�2�0�T4s+12g20�2�0��3 +12g20�2�0��3+16g40�4�0�T3;2 �g20�2�0�~T4s�g20�2�0 Xf��T4s ���K4s+16g40�4�0�� +12g20�2�0�T2;3
+12g20�2�0�T4s +2 zykl: P erm: (2; 3; 4)+16g40�4�0�T3;3 �g20�2�0�~T2;3�g20�2�0 Xf��T2;3 ���K3;2



34 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZE�g20�2�0 ��+12g20�2�0�~T4s+16g40�4�0�~T3;2 �g20�2�0�~T2;2s�g20�2�0 Xf�~T2f ;2s ��K2;2f�g20�2�0 Xf ��+12g20�2�0��T4s+16g40�4�0��T3;2 �g20�2�0�T2;2f s�g20�2�0 Xf 0��T2;2s ���K2;2 : (3.47)Wie man hier sieht, ergeben si
h in den ges
hweiften Klammern genau die DS-Glei
hungen der 3-Punkt- und 4-Punkt-Vertizes, die in den Glei
hungen 3.37,3.39, 3.40 und 3.41 vorgestellt wurden. Besonders bemerkenswert ist dabei, dasssogar die in den DS-Glei
hungen f�ur den �3- bzw. �4-Vertex vorkommendenGraphen, bei denen ein re
htes Gluon-Bein in einen perturbativen �p3- bzw. �p4-Vertex einl�auft, reproduziert werden. Damit k�onnen wir die resummierte Formder DS-Glei
hung f�ur den ��3-Vertex im Gluon-Kanal notieren:
���3=�+12g20�2�0��K4s�3



3.5. BETHE-SALPETER-RESUMMATION 35+16g40�4�0��K3;2�4 � g20�2�0�K2;2f~�3�g20�2�0 Xf��K2;2��3 : (3.48)Wie s
hon betont, sind die hier auftretenden Bethe-Salpeter-Kerne 1-Teil
hen-2-Teil
hen und 3-Gluonlinien-irreduzibel im horizontalen Kanal. Au
h in dieserGlei
hung konnten wir die linken perturbativen Vertizes der S
hleifengraphendur
h die entspre
henden vollen Vertizes ersetzen. Ansonsten gelten die s
honzur Glei
hung im Fermion-Kanal gema
hten Anmerkungen au
h f�ur diesen Fall.F�ur ~�3, �3 und �4 lassen si
h analoge Glei
hungen formulieren. Dabei �ndetman jedo
h in den Glei
hungen f�ur den �3- und �4-Vertex zus�atzli
h Terme, dieni
ht resummiert werden k�onnen. Es handelt si
h dabei um die Graphen in derzweiten Zeile von 3.40 bzw. 3.41, bei denen jeweils ein re
htes Gluonbein in einenperturbativen �p4-Vertex l�auft. Ebenso wie die Propagator-Glei
hungen k�onnendiese Terme mit dem vorgestellten Resummationss
hema prinzipiell ni
ht be-handelt werden und bleiben daher unver�andert. Zudem unters
heiden si
h dieseGraphen dadur
h von den anderen Beitr�agen zu den DS-Glei
hungen, dass diein ihnen auftretenden vollen Amplituden von besonders einfa
her Struktur undinsbesondere linear in dem linken (zu bestimmenden) Vertex der DS-Glei
hungsind.6Diese Ergebnisse sind eine weitere Anmerkung wert. In [BL 77℄ konnten mitden Ward-Takashi-Identit�aten7 der QCD �ahnli
he Darstellungen der Dyson-S
hwinger-Glei
hungen gefunden werden, die das Problem der sogenannten�uberlappenden Divergenzen l�osten, wel
hes eine der S
hwierigkeiten beim Be-weis der Renormierbarkeit der QCD darstellte.8 F�ur die Herleitung der obenvorgestellten DS-Glei
hungen werden die Ward-Takahashi-Identit�aten jedo
hgerade ni
ht ben�otigt. Ebenso fehlt in der zitierten Arbeit jeder Verweis aufdie besondere Art der Irreduzibilit�at, die wir f�ur die Konstruktion der Bethe-Salpeter-Kerne fordern mussten. Weil Baker und Lee �uberdies erweiterte Redu-zibilit�atsbedingungen au
h f�ur den vertikalen und diagonalen Kanal der Verti-zes stellen, ist der Autor dieser Arbeit der Au�assung, dass die Resultate ni
ht�aquivalent sind. Ein genauerer Verglei
h w�are zwar w�uns
henswert, kann aberim Rahmen dieser Arbeit ni
ht dur
hgef�uhrt werden.6In der Tat enthalten die unresummierbaren Graphen f�ur den �3-Vertex nur diesen selbstund die unresummierbaren Graphen f�ur den �4-Vertex die T4s-Amplitude. Die T4s-Amplitudezerf�allt aber na
h den Glei
hungen B.1 und 1.43 in den �4-Vertex und zwei 1-Teil
hen-Austaus
hgraphen der Form �3D�3. Damit bleiben die ni
htresummierbaren Graphen not-wendig 1-S
hleifen-Graphen.7F�ur eine Erkl�arung dieses Begri�es siehe z.B. [Kug 97℄.8Da es starke Hinweise darauf gibt, dass die Ward-Takahashi-Identit�aten imni
htperturbativ-erweiterten Ansatz verletzt sind [Ewe 00℄, ist es fragli
h, ob man die vonBaker und Lee erhaltenen Ergebnisse unmodi�ziert �ubernehmen k�onnte.



36 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZE3.6 S
hattenreduzierte Dyson-S
hwinger-Glei
hungenMit den in Abs
hnitt 3.4 de�nierten gepunkteten Linien kann man einen neuenReduzibilit�atsbegri� einf�uhren.Da zwis
hen vollen Vertizes nur no
h gepunktete (also auf ihre physikali-s
hen Anteile bes
hr�ankte) Linien vorkommen d�urfen, fordert man statt der�ubli
hen Irreduzibilit�at jetzt Irreduzibilit�at bez�ugli
h der Teil
hen- und S
hat-tenlinien. Analog zu Abs
hnitt 3.5 fordert man f�ur die Konstruktion der s
hat-tenreduzierten Bethe-Salpeter-Kerne 2-Teil
hen- und zus�atzli
h 3-Gluonlinien-Irreduzibilit�at bez�ugli
h Teil
hen- und S
hattenlinien. Diese neuen Kerne wer-den dur
h quadratis
he Vertizes mit einer Doppellinie und bei Bedarf dur
hdie Bes
hriftung Ksr kenntli
h gema
ht. Analysiert man die in Anhang B de-�nierten T -Amplituden mit diesem neuen Reduzibilit�atsbegri�, so stellt manfest, dass si
h zu den Glei
hungen in Anhang C analoge Beziehungen ergeben,ledigli
h mit dem Unters
hied, dass nun alle inneren vollen Propagatorliniengepunktet sind. Damit kann man s�amtli
he S
hritte in der Re
hnung zu 3.46und 3.48 na
hvollziehen und so die s
hattenreduzierte und resummierte Formder Dyson-S
hwinger-Glei
hungen erhalten. Wie im vorigen Abs
hnitt benutzenwir die besonders einfa
he Glei
hung f�ur den ��3-Vertex zur Illustration unseresArgumentes.Der ��3-Vertex im Fermion-KanalZerlegt man �T4t im t-Kanal (wie in Glei
hung B.5 de�niert) bez�ugli
h gepunk-teter Linien (also sowohl teil
hen- als au
h s
hattenirreduzibel), erh�alt man:
��T4t =��Ksr4t + g20�2�0������� �� : (3.49)Hierbei ist besonders zu bea
hten, dass der in der Entwi
klung von T4t eigentli
hvorkommende einfa
he S
hattenpol auf der re
hten Seite der Glei
hung ni
htmehr manifest sondern im S
hleifenterm verborgen ist. Der Term
� (3.50)ist wegen der Beziehung
� = g20�2�0��K4t



3.6. SCHATTENREDUZIERTE DS-GLEICHUNGEN 37= g20�2�0������� �� ; (3.51)die si
h als Dyson-S
hwinger-Glei
hung f�ur den S
hattenpol-Anteil dur
h Par-tialbru
hzerlegung von 3.46 ergibt,9 im S
hleifengraphen von Glei
hung 3.49s
hon enthalten, da der Graph 3.50 na
h Konstruktion Bestandteil von �T4t ist.Bei dem Me
hanismus der kompensierenden Pole handelt es si
h um einS
hema zur Entfernung unphysikalis
her Pole von inneren Propagatorlinien.Wendet man dieses Verfahren auf Propagatorlinien ohne unphysikalis
he Polean, liefert es die Identit�at.10 Daher kann man widerspru
hsfrei au
h in einenperturbativen Vertex einlaufende innere Propagatorlinien punktieren. Wir illu-strieren das Argument mit dem folgenden Beispiel:
�X =����

� X�� : (3.52)Wir beweisen nun die folgende Identit�at f�ur den ��3-Vertex im Fermion-Kanal:11
���3= �+g20�2�0��T4t3:49= �+g20�2�0����� �� +g40�4�0����� ����� ��� ��3:38= �+g20�2�0������� �� . (3.53)9In dieser Glei
hung ist kondensiert eine Behandlung der Glei
hung 3.46 mit dem in Ab-s
hnitt 3.4 vorgestellten Me
hanismus der kompensiernden Pole zusammengefasst. Ein Resi-duenverglei
h an den aus den Mandelstam-Variablen stammenden S
hattenpolen liefert danndiese DS-Glei
hung f�ur den "S
hattenvertex\.10Genauer formuliert: Die sogenannten S
hattenpole stammen aus den Mandelstam-Polender vollen Vertizes. Die KoeÆzienten der perturbativen Vertizes in den Mandelstam-Polensind Null. Daher entwi
keln si
h dur
h den Me
hanimus der kompensierenden Pole auf diesenLinien gerade keine zus�atzli
hen Beitr�age.11Diese Re
hnung �ndet si
h s
hon in [Kuh 97℄.



38 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZEDamit ist gezeigt, dass die hier geforderte, auf S
hattenpole erweiterte Redu-zibilit�at si
h in ihren Auswirkungen auf die Bethe-Salpeter-Resummation vonder gew�ohnli
hen Reduzibilit�at ni
ht unters
heidet.Weil si
h f�ur den Gluon-Kanal aus 3.39 eine zu 3.51 analoge Glei
hung er-gibt, die alle vier S
hleifengraphen enth�alt,12 und man die entspre
henden Glei-
hungen au
h f�ur alle anderen "S
hattenverti
es\ formulieren kann, ist das hiervorgestellte Verfahren auf die verbleibenden DS-Glei
hungen �ubertragbar. Wirgeben nun ohne weitere Re
hnung die restli
hen Dyson-S
hwinger-Glei
hungenf�ur die Basisverti
es der QCD in s
hattenpol-reduzierter und resummierterForm an.Der ��3-Vertex im Gluon-Kanal
���3=�+12g20�2�0������� ��+16g40�4�0���������� ��� �g20�2�0������� ���g20�2�0 Xf������� �� (3.54)Der ~�3-Vertex im Geist-Kanal
�~�3=�+g20�2�0������� �� (3.55)12Die entspre
hende Glei
hung ist als Glei
hung C.8 im Anhang notiert.



3.6. SCHATTENREDUZIERTE DS-GLEICHUNGEN 39Der ~�3-Vertex im Gluon-Kanal
�~�3=�+12g20�2�0������� ��+16g40�4�0���������� ��� �g20�2�0������� ���g20�2�0 Xf������� �� (3.56)Der �3-Vertex
��3=�+12g20�2�0������� ��+12g20�2�0��3 +12g20�2�0��3+16g40�4�0���������� ��� �g20�2�0������� ���g20�2�0 Xf������� �� (3.57)



40 KAPITEL 3. NICHTPERTURBATIVE ANS�ATZEWie au
h in Anhang C bei der Herleitung der Bethe-Salpeter-Glei
hungen f�urdie 4-Punkt-Amplituden betont, unters
heidet si
h der s
hattenreduzierte BS-Kern Ksr4s von den anderen, in dieser Glei
hung vorkommenden BS-Kernen,fundamental. W�ahrend aus den anderen Kernen nur die Austaus
hgraphen zurReproduktion der nullten Ordnung auf 1-S
hleifen-Niveau beitragen k�onnen,enth�alt Ksr4s zus�atzli
h einen die Bose-Symmetrie verletzenden Anteil des �4-Vertex. Weitere Ausf�uhrungen zu dieser Bethe-Salpeter-Amplitude �nden si
hin der Diskussion von Glei
hung C.3 im Anhang.Der �4-Vertex
��4=� +12g20�2�0������� ��+12g20�2�0�T4s +2 zykl: P erm: (2; 3; 4)+16g40�4�0���������� ��� �g20�2�0������� ���g20�2�0 Xf������� �� (3.58)Wie s
hon in Abs
hnitt 3.4 erw�ahnt, verbleiben in den Glei
hungen f�ur die gluo-nis
hen Vertizes die Graphen mit einem re
hten �ausseren Impuls, der in einenperturbativen �p4-Vertex einl�auft, unresummiert. Abs
hlie�end bleibt no
h zuerw�ahnen, dass diese Resultate ni
ht von einer bestimmten Wahl f�ur den Ei
h-parameter � abh�angen und daher au
h au�erhalb der Landau-Ei
hung gelten.Ebenso haben wir in den letzten Abs
hnitten keinen Gebrau
h von der beson-deren Form der gebro
henrationalen Approximanten gema
ht. Deshalb solltendie hier hergeleiteten Ergebnisse au
h f�ur die im n�a
hsten Kapitel vorgestelltenlogarithmis
h modi�zierten Vertizes gelten, da die logarithmis
hen Modi�katio-nen am Me
hanismus der kompensierenden Pole ni
hts �andern k�onnen.



Kapitel 4Modi�zierte Feynmanregelnpedo mellon a minno.Tolkien [5℄4.1 Die Herkunft der logarithmis
hen Modi�katio-nenIn Kapitel 2 haben wir aus der Renormierungsgruppe in erster N�aherung in g2ein Skalierungsverhalten gem�a��(�) � �d� �ln�2� 
2�0 (4.1)gefunden. Na
h Weinbergs Theorem gilt jedo
h bei Skalierung von Vertizes miteinem Faktor � [Col 84℄:�(�) � �d� (Polynom in ln�) : (4.2)Formulieren wir dies z.B. f�ur den inversen Gluon-Propagator, so erhalten wir:�2 = �k2 1Xn=0 g2nR Tn �k2=�2� ; (4.3)wobei T0 = 1 gilt. Wir verna
hl�assigen nun in der RG-Glei
hung 2.1 die in-dierekten Abh�angigkeiten der RG-Funktionen von �. Damit ist insbesonderedie renormierte Kopplung gR von � unabh�angig ist und wird als Konstantebetra
htet. Dieses Vorgehen ist dadur
h gere
htfertigt, dass wir im Folgendennur die explizite Abh�angigkeit der KoeÆzienten Tn von � bestimmen wollen.1Dann erhalten wir dur
h Di�erentiation mit �� ln � f�ur den KoeÆzienten von g2nRin obiger Entwi
klung:�� ln � Tn = [2
G(gR)� �(gR)�gR ℄ n�1Xn0=0 g2n0R Tn0 : (4.4)1Wir folgen der Argumentation in [Col 84℄.41



42 KAPITEL 4. MODIFIZIERTE FEYNMANREGELNWeil die anomale Dimension O(g2R) und die �-Funktion O(g3R) sind, ist dieAbleitung des n-ten KoeÆzienten vollst�andig dur
h die KoeÆzienten mit nie-drigerem n bestimmt. Die Integration dieser Glei
hung liefert dann:Tn = 
(n)0 + n�1Xn0=0[2
(gR)� �(gR)�gR ℄g2n0R Z ln �0 d ln � 0Tn0 �k2=�2� : (4.5)Iteriert man dies, kann man Tn auf n Integrationskonstanten und ein Integral�uber T0 zur�u
kf�uhren. Die L�osung des verbliebenen Integrals liefert dann denno
h fehlenden Logarithmus, so dass man Tn als Polynom n-ten Grades in ln �s
hreiben kann: Tn = nXl=0 
(n)l �ln k2�2�l : (4.6)Die Terme dieser Reihe kann man geeignet mit der Gr�o�e L = n�l klassi�zieren.L = 0 gibt dann z.B. immer den Logarithmus mit der h�o
hsten Potenz (densogenannten leading logarithm) f�ur ein bestimmtes n an.An dieser Stelle muss man betonen, dass die KoeÆzienten der Logarithmenni
ht aus der Analyse der RG-Glei
hung folgen, sondern dur
h explizite Be-re
hnung der entspre
henden Terme in n-S
hleifen-N�aherung bestimmt werdenm�ussen. S
hreibt man Glei
hung 4.3 explizit aus, erh�alt man:2�2 = �k2�1 + gR(�)2�
(1)0 + 
(1)1 ln k2�2�+gR(�)4�
(2)0 + 
(2)1 ln k2�2 + 
(2)2 ln2 k2�2�+ : : : �: (4.7)Dies kann man mit der Taylor-Entwi
klung des si
h aus der L�osung der 't Hooft-Weinberg-Glei
hung ergebenden Terms�1 + �0g(�)2 ln k2�2� 
(0)G2�0= 1 + 
(0)G2 g(�)2 ln k2�2 + 
(0)G (
(0)G � 2�0)8 g(�)4 ln2 k2�2 + : : : (4.8)verglei
hen (s. Glei
hung 2.24). Wie man dur
h KoeÆzientenverglei
h erkennt,stellt die L�osung der 't Hooft-Weinberg-Glei
hung eine exakte Resummationder leading-log-Terme der perturbativen Bere
hnung auf 1-S
hleifen-Niveau dar.Umgekehrt folgt aus dieser Betra
htung, dass es bei Bere
hnungen auf 1-S
hlei-fen-Niveau hinrei
hend ist, nur die f�uhrenden Logarithmen zu betra
hten.2Hier darf man si
h (wieder) daran erinnern, dass die in den Glei
hungen vorkommen-de Kopplung gR(�) abh�angig von der Renormierungsskala ist. Wir haben damit die in 4.4verna
hl�assigten indirekten Abh�angigkeiten der renormierten Gr�ossen von � formal wiedereingef�uhrt.



4.2. GESTALT DER LOGARITHMISCHEN MODIFIKATIONEN 434.2 Gestalt der logarithmis
hen Modi�kationenIn Kapitel 2 hatten wir die logarithmis
hen Modi�kationen bei glei
hm�a�igerSkalierung der Impulse mit einem dimensionslosen Faktor � hergeleitet. In die-sem Kapitel wollen wir die logarithmis
hen Modi�kationen als Korrekturen f�urgro�e Impulse in die Vertexans�atze integrieren, da die in Kapitel 3 vorgestelltenAns�atze f�ur die Basisverti
es dieses logarithmis
he Skalierungsverhalten ni
htzeigen. Dazu setzen wir in 2.24 � = k� ; (4.9)wobei k hier zun�a
hst ein beliebiger Impuls des Vertex ist. Weil wir nur auf1-S
hleifen-Niveau re
hnen, k�onnen wir Glei
hung 3.3 benutzen und in demArgument des Logarithmus die Renormierungsskala � dur
h die invariante Mas-senskala � ersetzen:1 + �0g2R ln k2�2 = �0g2R � 1�0g2R + ln k2�2�= �0g2R ln�exp� 1�0g2R� k2�2�3:3= �0g2R ln k2�2 : (4.10)Benutzt man nun no
h Glei
hung 1.63 und setzt dort in erster N�aherung in g20die Renormierungskonstante auf 1, so �ndet man:k�2���2��0g2R ln k2�2 = k�2���2�0 �0g20 ln k2�2 : (4.11)Damit haben wir eine von renormierungsabh�angigen Gr�o�en in erster N�ahe-rung unabh�angige Gestalt der logarithmis
hen Modi�kationen gefunden, diewir so zur Konstruktion der logarithmis
h modi�zierten Feynmanregeln nutzenk�onnen.4.3 Konstruktion modi�zierter FeynmanregelnDas oben bespro
hene Skalierungsverhalten der Vertizes ist, wenn au
h in ge-ringerer Genauigkeit, s
hon lange bekannt (s. z.B. [GW 73b℄). Denno
h ist unsnur ein Versu
h bekannt, diese Eigens
haft einer exakten L�osung der QCD zurKonstruktion modi�zierter Vertizes zu benutzen. In [ASS 93℄ f�uhrte ein ersterVersu
h zu signi�kanten Ver�anderungen in den Selbstkonsistenzglei
hungen. Al-lerdings wurden dort einige sehr problematis
he Vereinfa
hungen vorgenom-men. Wir versu
hen im weiteren Verlauf dieser Arbeit, die dort gewonnenenErkenntnisse zu verbessern und auf das ni
htperturbativ-erweiterte S
hema zu�ubertragen.



44 KAPITEL 4. MODIFIZIERTE FEYNMANREGELNBei der Konstruktion logarithmis
h modi�zierter Feynmanregeln st�o�t manauf folgende konzeptionelle S
hwierigkeiten:� Aus Glei
hung 2.24 folgt nur das Verhalten bei Ho
hskalierung aller Im-pulse. Das Verhalten der Vertizes bei Skalierung einzelner Impulse istni
ht bekannt.� Die Logarithmen k�onnen unphysikalis
he Infrarotdivergenzen erzeugen.Aus diesem Grund m�ussen wir in 4.11 einen Parameter s zur Beseitigungeventueller zus�atzli
her Infrarot-Divergenzen, d.h aus dem Limes p ! 0stammender Divergenzen, einf�uhren.� Eventuelle Erg�anzungen d�urfen die Dimension des Vertex ni
ht �andern.Weitere Eins
hr�ankungen folgen aus den Forderungen f�ur die ni
htperturbativ-erweiterten Vertizes:1. Die Theorie soll im formalen Limes � ! 0 in ihren perturbativen Limes�ubergehen.2. Die fundamentalen Symmetrien der perturbativen Vertizes sollen erhaltenbleiben.3. Die Vertexparameter sollen �uber Dyson-S
hwinger-Glei
hungen selbst-konsistent bestimmt werden k�onnen.Dadur
h ist insbesondere die Wahl f�ur die Propagatoren in Landau-Ei
hunge�ektiv festgelegt. Setzen wir � = k2�2 erhalten wir mit 4.11 und dem zus�atzli
henParameter3 s die folgenden Ans�atze f�ur die modi�zierten Propagatoren.� Der Gluon-PropagatorD���a;b (p) = D��a;b(p)"�p2�20��� �0g20 ln p2 + s�2�2 # 
(0)G�0 (4.12)� Der Geist-PropagatoreD�ab(p) = eDab(p)"�p2�20��� �0g20 ln p2 + s�2�2 # �
(0)FP�0 (4.13)� Der Fermion-Propagator S� ij(f) (p) = Sij(f)(p) (4.14)Der Fermion-Propagator bleibt unver�andert, da in Landau-Ei
hung (� =0) und in erster Ordnung in g2 gilt: �
(0)F = 0.3Dass wir hier nur einen zus�atzli
hen Parameter einf�uhren, ist ni
ht a priori klar. Es stelltim Rahmen dieser Arbeit eine zul�assige und irrelevante Vereinfa
hung dar.



4.3. KONSTRUKTION MODIFIZIERTER FEYNMANREGELN 45Die Wahl der geeigneten Ans�atze f�ur die ober
�a
hli
h divergenten 3-Punkt-und 4-Punkt-Vertizes der QCD ist hingegen ni
ht eindeutig festgelegt. DieForm der Glei
hung 2.24 legt einen globalen Faktor nahe, der die bekanntenni
htperturbativ-erweiterten Vertizes erg�anzt. Dies wird unterst�utzt dur
h dieErgebnisse von [Mue 78℄ und [EGM 79℄, die bei der Untersu
hung eines ver-wandten Problems im Rahmen des Parton-Modells eine Faktorisierung logarith-mis
her Terme in den Wirkungsquers
hnitten beoba
hteten. Damit ist jedo
hno
h ni
hts �uber die Impulsabh�angigkeit der Logarithmen gesagt. Wie man beider Bere
hnung der f�uhrenden logarithmis
hen Terme aus den Selbstenergiender Vertizes sieht (z.B. [BC 80℄), h�angen diese von Produkten von Impulsenund Summen von Impulsquadraten ab. Da die logarithmis
hen Korrekturender Vertizes, die aus der Renormierungsgruppe abgeleitet wurden, perturba-tiv dur
h partielle Resummation der f�uhrenden Logarithmen entstehen,4 sollteman �ahnli
he Ans�atze f�ur die Skalenfaktoren bei Skalierung nur eines Impulsesw�ahlen. Au
h na
h [Mue 78℄ und [EGM 79℄ sollte man Beitr�age von der Artln pi�pj�2 in den f�uhrenden Ordnungen der Ans�atzen verlangen. Dies f�uhrt jedo
hauf re
hente
hnis
h s
hwer zu behandelnde Terme, die no
h dazu die Symme-trien der Vertizes, wie z.B. die Bose-Symmetrie des �3-Vertex, ni
ht manifesterhalten.Da wir diese Probleme im Rahmen dieser Arbeit ni
ht l�osen k�onnen, be-s
hr�anken wir uns auf die Impulsquadrate der Verteximpulse als Ansatz f�ur dieImpulsabh�angigkeit der Logarithmen in f�uhrender Ordnung.5 Insbesondere sinddamit Logarithmen von Mandelstam-Variablen ausges
hlossen. Dies ist wi
htig,damit der Me
hanismus der kompensierenden Pole, wie in Kapitel 3 vorgestellt,au
h f�ur logarithmis
h modi�zierte Vertizes anwendbar bleibt. Weil die Impulseeines Vertex eindeutig den vers
hiedenen Feldertypen und damit den vers
hie-denen anomalen Dimensionen zugeordnet sind, teilen wir die Potenz in 2.24auf ein Produkt aus Logarithmen in den jeweiligen Impulsquadraten mit pas-sender anomaler Dimension auf. �Uberdies hat ein rein faktorisierender Ansatzden re
hente
hnis
hen Vorteil, dass si
h in S
hleifenintegralen die logarithmi-s
hen Faktoren der Vertizes mit denen der Propagatoren k�urzen k�onnen. Au
hdie anderen Bedingungen an die logarithmis
hen Modi�kationen sind evidenterf�ullt.

4Dies ist in Abs
hnitt 4.1 vorgef�uhrt worden. Diese erste N�aherung wird h�au�g als LL-Approximation bezei
hnet.5In der Tat werden wir in Kapitel 5 sehen, dass andere Ans�atze au�erhalb unserer re
hen-te
hnis
hen M�ogli
hkeiten liegen.



46 KAPITEL 4. MODIFIZIERTE FEYNMANREGELNF�ur die ober
�a
hli
h divergenten Vertizes der QCD ma
hen wir also diefolgenden modi�zierten Ans�atze:� Der 3-Gluon-Vertex���1�2�33V a1a2a3(p1; p2; p3)= ��1�2�33V a1a2a3(p1; p2; p3) �p�2�1��2�0 �0g20 ln p21 + s�2�2 �� 
(0)G2�0� �p�2�2��2�0 �0g20 ln p22 + s�2�2 �� 
(0)G2�0 �p�2�3��2�0 �0g20 ln p23 + s�2�2 �� 
(0)G2�0(4.15)� Der Geist-Gluon-Vertexe���3G �GV a1a2a3(�p1; p2; p3)= e��3G �GV a1a2a3(�p1; p2; p3) �p�2�1��2�0 �0g20 ln p21 + s�2�2 �� �
(0)FP2�0� �p�2�2��2�0 �0g20 ln p22 + s�2�2 �� �
(0)FP2�0 �p�2�3��2�0 �0g20 ln p23 + s�2�2 �� 
(0)G2�0(4.16)� Der Fermion-Gluon-Vertex��� ij �3F �FV (f) a3(�p1; p2; p3)= �� ij �3F �FV (f) a3(�p1; p2; p3) �p�2�3��2�0 �0g20 ln p23 + s�2�2 �� 
(0)G2�0 (4.17)� Der 4-Gluon-Vertex���1;�2;�3;�44Ga1;a2;a3;a4(p1; p2; p3; p4)= � �1;�2;�3;�44Ga1;a2;a3;a4 (p1; p2; p3; p4) �p�2�1��2�0 �0g20 ln p21 + s�2�2 �� 
(0)G2�0� �p�2�2��2�0 �0g20 ln p22 + s�2�2 �� 
(0)G2�0 �p�2�3��2�0 �0g20 ln p23 + s�2�2 �� 
(0)G2�0�p�2�4��2�0 �0g20 ln p24 + s�2�2 �� 
(0)G2�0 (4.18)
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Kapitel 5Bere
hnung der Divergenzlogarithmis
h modi�zierterIntegrale Preise die S
h�onheit, Bruders
hwester!Witzko [6℄Na
hdem wir in Kapitel 4 logarithmis
h modi�zierte Feynmanregeln de�nierthaben, stellt si
h uns nun die Aufgabe, mit diesen Feynmanregeln erste Be-re
hnungen dur
hzuf�uhren. Dabei sto�en wir auf Impulsintegrale mit einemIntegranden vom Typ einer gebro
henrationalen Funktion multipliziert mit ei-ner ni
ht-ganzen Potenz des Logarithmus des Impulses. Diese lassen si
h ni
htmit der Standardformel der dimensionellen Regularisierung A.24 l�osen. Uns istau
h kein Verfahren bekannt, mit dem man die Stammfunktion des Integrandenges
hlossen bestimmen k�onnte. Das bekannte S
hema der dimensionellen Re-gularisierung, wel
hes bekanntli
h das geeignetste f�ur die Regularisierung undRenormierung von Ei
htheorien ist, st�o�t daher hier an seine Grenzen. Wirm�ussen also zur Bestimmung des KoeÆzienten der divergenten Terme einenneuen Weg su
hen. Im Folgenden wird das dazu entwi
kelte Verfahren vorge-stellt.5.1 Integraldarstellung der LogarithmuspotenzDa die Potenz des Logarithmus eine Bere
hnung der Stammfunktion stark er-s
hwert, muss ein Weg gefunden werden, diesen Term in einen im Sinne derExtraktion der Divergenz handhabbareren Ausdru
k zu �uberf�uhren. Dazu be-nutzen wir die folgende Integraldarstellung [Sti 00a℄:[ln(s+ b)℄�� = 1�(�) Z 10 dxx��1(s+ b)�x (5.1)mit 0 < �, 0 < b.Beweis: 1�(�) Z 10 dxx��1(s+ b)�x49



50 KAPITEL 5. DIVERGENZ LOGARITHMISCHER INTEGRALE= 1�(�) Z 10 dxx��1e�x ln(s+b) (5.2)mit y � x ln(s+ b) folgt:= 1�(�) Z 10 dyln(s+ b)y��1(ln(s+ b))1��e�y= [ln(s+ b)℄�� 1�(�) Z 10 dyy��1e�y= [ln(s+ b)℄�� q:e:d: (5.3)Damit k�onnen wir die Potenz eines Logarithmus in ein Parameterintegral �ubereine bez�ugli
h der Impulsintegration negative (reelle) Potenz eines Polynomsumwandeln. Diese kann dann, wie im n�a
hsten Abs
hnitt vorgef�uhrt, per Feyn-manparametrisierung behandelt werden und f�uhrt auf ein l�osbares Impulsinte-gral.5.2 Symmetris
he Integration und logarithmis
heModi�zierungenEin wesentli
hes Merkmal der unmodi�zierten Theorie ist das Vers
hwindenaller Beitr�age mit ungerader Potenz des S
hleifenimpulses dur
h symmetris
heIntegration. Wie wir im Folgenden beweisen, bleibt diese Eigens
haft bei derin Kapitel 4 getro�enen Wahl f�ur die Form der logarithmis
hen Modi�kationenexakt erhalten, eine Tatsa
he, die ein weiteres Indiz f�ur die Konsistenz unseresAnsatzes ist.Sei also f(q; k) eine Funktion der Massendimension 8, die bei symmetris
herIntegration �uber q vers
hwindet. Dann gilt:Z �dDq f(q; k)(q2 + L2)4 A:25= 0; (5.4)wobei si
h (q2+L2)�4 dur
h Feynmanparametrisierung von ((a2+
1)(b2+
2))�1und entspre
hende Impulsvers
hiebung ergebe.1 F�ugen wir nun die beiden loga-rithmis
hen Faktoren entspre
hend den Ans�atzen in Kapitel 4 hinzu, erhaltenwir Integrale der Form:Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3 Z �dDqf(q; k)(q2 + L2)4 �a�2���2�0 ln a2 + s�2�2 ��� � b�2���2�0 ln b2 + s�2�2 ���: (5.5)Um die Bere
hungen zu vereinfa
hen, skalieren wir wo n�otig die Gr�o�en mit �.Wir f�uhren f�ur sol
herart skalierte Gr�o�en die folgende Notation ein: ~q = q� ,1Dies ist gerade der Fall, der bei der Bere
hung von Integralen aus den Propagator-Glei
hungen auf 1-S
hleifen-Niveau vorkommt. Die Variablen ~a und ~b sind dabei Linearkom-binationen von �au�erem Impuls ~k und S
hleifenimpuls ~q wie z.B. in D.6 de�niert.



5.2. SYMMETRISCHE INTEGRATION 51~k = k� usw. Da der Integrand dimensionslos sein soll, skaliert f folgenderma�en:f(q; k) = �8f(~q; ~k). Damit bere
hnet man weiter:5:5 = �D+2�� Z 10 d3x(1� x3)x3 Z �dD~q f(~q; ~k)(~q2 + ~L2)4�[~a�2� ln(~a2 + s)℄��[~b�2� ln(~b2 + s)℄��n:V or:= �D+2�� Z �dD~q0 f(~q0; ~k)~a2(~a2 + ~
1)~b2(~b2 + ~
2)�[~a�2� ln(~a2 + s)℄��[~b�2� ln(~b2 + s)℄��: (5.6)Hierbei haben wir insbesondere die Impulsvers
hiebungq = q0 + h(x3)k (5.7)benutzt, die im konkreten Fall von der Parametrisierung der S
hleifenimpulseabh�angt. Einsetzen der Integraldarstellung 5.1 f�uhrt dann auf:= �D+2���(�)�(�) Z 10 d�d Z �dD~q0f(~q0; ~k)���1 ��1~a2(1+�)(~a2 + ~
1)(~a2 + s)�~b2(1+�)(~b2 + ~
2)(~b2 + s) :(5.8)Dur
h Feynmanparametrisierung gelangt man zu:= �D+2���(�)�(�) Z 10 dx1dx2dy1dy2dz Z 10 d�d �(4 + 2�+  + �)���1 ��1�(2 + �)�( )�(2 + �)�(�)Z �dD~q0 f(~q0; ~k)x�1(1� x2)1+�x��12 y�1(1� y2)1+�y �12 (1� z)1+�+�z1+�+ (~b2 + z(~a2 � ~b2) + ~K 02)4+2�+�+ :(5.9)Der Nenner des Integranden hat die glei
he Struktur wie im ni
htperturbativ-erweiterten Fall, so dass man hier die glei
he Impulsvers
hiebung wie in 5.7dur
hf�uhren muss, nur x3 wird dur
h z ersetzt, um auf die folgende Standard-form zu kommen:= �D+2���(�)�(�) Z 10 dx1dx2dy1dy2dz Z 10 d�d �(4 + 2�+  + �)���1 ��1�(2 + �)�( )�(2 + �)�(�)Z �dD~qf(~q; ~k)x�1(1� x2)1+�x��12 y�1(1� y2)1+�y �12 (1� z)1+�+�z1+�+ (~q2 + ~K2)4+2�+�+ n:V or:= 0 q.e.d. (5.10)Das Ergebnis folgt, da na
h Voraussetzung jedes symmetris
he Integral �uberf vers
hwindet. Damit wurde gezeigt, dass die in Kapitel 4 hergeleiteten lo-garithmis
hen Modi�kationen die symmetris
he Integration, die im Rahmender dimensionellen Regularisierung ein wi
htiges Hilfsmittel darstellt, respek-tieren. Glei
hzeitig ist gew�ahrleistet, dass wegen der �Aquivalenz der Impulsver-s
hiebungen die Ergebnisse der logarithmis
h modi�zierten Theorie im Limes�; � ! 0 in die bekannten Resultate ([Kuh 97℄, [Dri 97℄) �ubergehen.



52 KAPITEL 5. DIVERGENZ LOGARITHMISCHER INTEGRALE5.3 Eine IntegralformelBei der Bere
hnung der Selbstkonsistenzglei
hungen steht man vor dem Pro-blem, dass die (mehrfa
hen) Logarithmen eine vollst�andige analytis
he L�osungder Integrale sehr ers
hweren. Um an diesem Punkt in voller Allgemeinheit wei-terre
hnen zu k�onnen, ist die Entwi
klung neuer Re
hente
hniken notwendig.Da es zur Bestimmung der Selbstkonsistenzglei
hungen der nullten Ordnungjedo
h gen�ugt, nur die UV-divergenten Terme zu bere
hnen, k�onnen wir uns indieser Arbeit darauf bes
hr�anken, das folgende Integral auszure
hnen, das f�uralle Re
hnungen auf 1-S
hleifen-Niveau gen�ugt.Gesu
ht ist die L�osung von:I(m;n; �) = �D+2��(�20 )�� Z �dD~q (~k2)n�m(~q)m(~q2 + ~L2)n h~q�2��0g20 ln(~q2 + ~K2)i��: (5.11)Wir benutzen Glei
hung 5.1:= �D+2��(~k2)n�m(�20 )��(�0g20)��(�) Z 10 dt t��1 Z �dD~q (~q2)m+��(~q2 + ~L2)(~q2 + ~K2)t= �D+2��(~k2)n�m(�20 )��(�0g20)��(�) Z 10 dtZ 10 dx t��1xt�1(1� x)n�1 �(n+ t)�(n)�(t)�Z �dD~q (~q2)m+��(~q2 + (x ~K2 + (1� x)~L2))n+tA:24= �D+2��(~k2)n�m(4�)2��(�20)���(2� �)(�0g20)��(�) Z 10 dtZ 10 dx t��1xt�1(1� x)n�1�(m+ 2� �0)�(n+ t�m� 2 + �0)�(n)�(t) ( ~M2(x))m�n�t+2��0 (5.12)mit �0 � �(1��) und ~M2(x) � x ~K2+(1�x)~L2. Wir haben der Vollst�andigkeithalber no
hmals die Feynmanparametrisierung ausges
hrieben.Mit Glei
hung 5.12 haben wir das Integral I(m;n; �) in eine Form gebra
ht,in der wir die Impulsintegration mit der im Anhang bes
hriebenen Standardfor-mel A.24 exakt ausf�uhren konnten. Damit m�ussen nur no
h die verbleibendenParameter integrale gel�ost werden. Hierbei sind N�aherungen jedo
h weit wenigerkritis
h als im Impulsintegral, da man in der Regel den Ein
uss der N�aherun-gen auf den KoeÆzienten der 1� -Divergenz sehr gut abs
h�atzen kann. Um nunweiterre
hnen zu k�onnen, m�ussen wir den Divergenzgrad des Integranden fest-legen.5.3.1 Logarithmis
he DivergenzIn diesem Fall gilt m = n� 2 und es ergibt si
h:I(n� 2; n;�)= ��2�0k4�(n� �0)(�0g20)��(4�)2��(�20 )���(2� �)�(�)�(n) Z 10 dtt��1�(t+ �0)�(t) Z 10 dxxt�1(1� x)n�1( ~M2)t+�0



5.3. EINE INTEGRALFORMEL 53A:31= ��2�0k4�(n� �0)(�0g20)��(4�)2��(�20 )���(2� �)�(�) Z 10 dt� t��1�(t+ �0)(~L2)t+�0�(t+ n) 2F1(t+ �0; t; t+ n; z)�(5.13)mit z � 1 � ~K2~L2 . �Uber die Parametertransformation der hypergeometris
henFunktion [EMO 53a℄2F1(a; b; 
; z) = (1� z)
�a�b 2F1(
� a; 
� b; 
; z) (5.14)erh�alt man5:13 = ��2�0k4�(n� �0)(�0g20)��(4�)2��(�20)���(2� �)�(�) Z 10 dtt��1�(t+ �0)(1 � z)n�t��0(~L2)t+�0�(t+ n)�2F1(n� �0; n; t+ n; z): (5.15)Au
h dieses Integral kann man analytis
h kaum bere
hnen. Wir folgen dahereinem erstmals in [Sti 00b℄ bes
hrittenen Weg. Mit (1 � z) = ~K2~L2 und der Rei-hendarstellung der hypergeometris
hen Funktion [WG 89℄2F1(n� �0; n; t+ n; z) = �(t+ n)�(n� �0)�(n) 1Xm=0 �(n+m� �0)�(n+m)�(t+ n+m) zmm! (5.16)gelangt man zu:5:15 = ��2�0k4(�0g20)��(4�)2��(�20)���(2� �)�(�) 1Xm=0� ~K2~L2 �n( ~K2)��0��(n+m� �0)�(n+m)zm�(n)m! Z 10 dt t��1e�t ln ~K2 �(t+ �0)�(t+ n+m) :(5.17)Hier ist das verbleibende Parameterintegral in einer Form, aus der si
h der f�ur� ! 0 divergente Teil extrahieren l�asst. Da n + m eine nat�urli
he Zahl ist,wird der Quotient der beiden �-Funktionen in erster N�aherung in � zu einemendli
hen Produkt. Dieses kann dur
h Partialbru
hzerlegung in eine endli
heSumme umgewandelt werden, so dass gilt:�(t+ �0)�(t+ n+m) = 1t+ �0 m+n�1Xl=1 rlt+ l (1 +O(�0)); (5.18)mit rl � n+m�1Yi=1i6=l 1i� l : (5.19)No
hmalige Partialbru
hzerlegung liefert:1(t+ �0)(t+ l) = 1l � �0 � 1t+ �0 � 1t+ l� : (5.20)



54 KAPITEL 5. DIVERGENZ LOGARITHMISCHER INTEGRALEDiese setzen wir ein und erhalten:5:17 = ��2�0k4(�0g20)��(4�)2��(�20)���(2� �)�(�) 1Xm=0� ~K2~L2 �n( ~K2)��0� n+m�1Xl=1 rll � �0 �(n+m� �0)�(n+m)zm�(n)m!Z 10 dt � 1t+ �0 � 1t+ l� t��1e�t ln ~K2(1 +O(�0)): (5.21)Hierzu kann man die Stammfunktion in den eins
hl�agigen Tabellenwerken na
h-s
hlagen2 und es folgt:I(n� 2; n;�) A:35= ��2�0k4(�0g20)��(4�)2��(�20 )���(2� �) 1Xm=0� ~K2~L2 �n( ~K2)��0n+m�1Xl=1 rll � �0 �(n+m)zm�(n)m! �(n+m� �0)� ( ~K2)�0�01����(1� �; �0 ln ~K2)� ( ~K2)ll1�� �(1� �; l ln ~K2) +O((�0)0)�:(5.22)Hierbei ist �(u; v) die unvollst�andige �-Funktion und z.B. dur
h A.35 de�niert.Mit Asymptotik dieser Funktion A.36 und der R�u
knahme der Partialbru
h-zerlegung 5.18 erh�alt man f�ur die divergenten Terme:div= ��2�0k4(�0g20)���(1� �0)(4�)2��(�20)���(2� �) ( ~K2)n(~L2)n 1Xm=0 �(n+m)�(n) zmm! �(1� �)(�0)1�� +O((�0)0):(5.23)Mit der Hilfsformel [KF 60℄1Xm=0 �(n+m)zm�(n)m! = 2F1(n; b; b; z)jb bel: = (1� z)�n (5.24)kommt man dann auf das einfa
he Ergebnis:5:23 div= ��2�0k4(�0g20)���(1� �0)(4�)2��(�20)���(2� �) ��(1� �)(�0)1�� +O((�0)0)�: (5.25)L�ost man das Integral ohne die logarithmis
hen Modi�kationen, erh�alt mandur
h direkte Anwendung des Standardintegrals und ans
hlie�ender Entwi
k-lung der �-Funktion in �:I 0(n� 2; n) = ��2�k4�(n� �)(4�)2���(2� �) 1� (1 +O(�0)): (5.26)2Siehe z.B. [GR 94℄ oder [PBM 88a℄.



5.3. EINE INTEGRALFORMEL 55Wir k�onnen nun unmittelbar veri�zieren, dass im Limes �! 0 Glei
hung 5.25in 5.26 �ubergeht. Das Integral mit den logarithmis
hen Modi�kationen unter-s
heidet si
h von dem unmodi�zierten dur
h einen multiplikativen Faktor undeine Verringerung des Divergenzgrades um �. Letzteres ist konsistent mit denErgebnissen aus [ASS 93℄,3 wohingegen der dort erhaltene numeris
he Faktorvon (in unserer Notation) �21�� hier um einen Faktor zwis
hen 20 und 50 (f�urdie entspre
henden Werte von �) pr�azisiert wurde.5.3.2 Quadratis
he DivergenzWeil wir nur an den divergenten Termen interessiert sind, verl�auft die Re
h-nung hier analog zum obigen Beispiel. Deshalb f�uhren wir hier nur no
h diewesentli
hen S
hritte auf.Mit m = n� 1 ergibt si
h:I(n� 1; n;�)A:24; A:31= �2�2�0k2(�0g20)���(n+ 1� �0)(4�)2��(�20)���(2� �)�(�)�(n) Z 10 dt t��1�(t+ 1 + �0)(t� 1 + �0)(t+ �0)�(t)�(n)t(t+ 1)(~L2)�0+t� ~L2�(t+ 2)�(n+ t) 2F1(t; �0 + t;n+ t; z)+( ~K2 � ~L2)t�(t+ 2)�(n+ 1 + t) 2F1(t+ 1; �0 + t;n+ 1 + t; z)�: (5.27)Mit der Parametertransformation 5.14 und der Reihendarstellung 5.16 bzw.A.32 der 2F1-Funktion sowie der Partialbru
hzerlegung 5.18 erh�alt man:= �2�2�0k2(�0g20)���(n+ 1� �0)(4�)2��(�20)���(2� �)�(�) �~L2 1Xm=0 ( ~K2)n��0(~L2)n �(n+m� �0)�(n+m)�(n� �0)�(n)�zmm! Z 10 dt n+m�1Xl=1 rlt+ l� 1t� 1 + �0 � 1t+ �0�t��1e�t ln ~K2+( ~K2 � ~L2) 1Xm=0 ( ~K2)n��0(~L2)n �(n+m)�(n+m+ 1� �0)�(n+ 1� �0)�(n) zmm!�Z 10 dt n+m�1Xl=1 rlt+ l� 1t� 1 + �0 � 1t+ �0�t�e�t ln ~K2�: (5.28)Bei den Termen proportional zu 1t�1+�0 , die eine Singularit�at innerhalb des In-tegrationberei
hes haben, benutzen wir zur Hebung der Singularit�at die Haupt-wertvors
hrift, weil jede andere Vors
hrift dem de�nitionsgem�a� reellen eukli-dis
hen S
hleifenintegral unphysikalis
he Imagin�arteile erteilen w�urde. DiesesVerfahren ist deshalb gere
htfertigt, weil diese Singularit�at ni
ht aus den Ultra-violettdivergenzen des Impulsintegrals zu tun hat sondern als divergenter Terminnerhalb eines Parameterintegrals ein Artefakt des Re
henverfahrens ist. In3Bei einem Verglei
h bea
hte man, dass das in dieser Arbeit verwendete � einem �� in[ASS 93℄ entspri
ht.



56 KAPITEL 5. DIVERGENZ LOGARITHMISCHER INTEGRALEden anderen Termen wird die Divergenz mittels einer weiteren Partialbru
hzer-legung isoliert:= �2�2�0k2(�0g20)���(n+ 1� �0)(4�)2��(�20)���(2� �)�(�) �~L2 1Xm=0 ( ~K2)n��0(~L2)n �(n+m� �0)�(n+m)�(n� �0)�(n)�zmm!�P[I1℄� m+n�1Xl=1 rll � �0 Z 10 dth 1t+ �0 � 1t+ lit��1e�t ln ~K2�+( ~K2 � ~L2) 1Xm=0 ( ~K2)n��0(~L2)n �(n+m)�(n+m+ 1� �0)�(n+ 1� �0)�(n) zmm!��P[I2℄� m+n�1Xl=1 rll � �0 Z 10 dth 1t+ �0 � 1t+ lit�e�t ln ~K2��: (5.29)Wir d�urfen nun alle konvergenten Terme verna
hl�assigen, da uns nur der f�ur� ! 0 divergente Teil des Integrals interessiert und f�uhren wiederum mit derIntegralformel A.35 das verbleibende Parameterintegral aus und erhalten:div= ��2�2�0k2(�0g20)���(n+ 1� �0)(4�)2��(�20 )���(2� �)�(�) ~L2 1Xm=0 ( ~K2)n��0(~L2)n �(n+m� �0)�(n+m)�(n� �0)�(n)�zmm! m+n�1Xl=1 rll � �0�(�)�(1 � �; �0 ln ~K2) ( ~K2)�0(�0)1�� +O((�0)0): (5.30)Der weitere Gang der Re
hnung folgt wieder dem logarithmis
hen Fall. Wirsetzen die Darstellung der unvollst�andigen �-Funktion ein, nehmen mit 5.18die Partialbru
hzerlegung zur�u
k und benutzen no
hmals Formel 5.24, um zudem folgenden Endergebnis zu gelangen:= � ��2�0L2k2(n� �0)�(1� �0)(4�)2��(�20)���(2� �)(�0g20)� �(1� �)(�0)1�� +O((�0)0): (5.31)F�ur die Unters
hiede zwis
hen diesem Ergebnis und dem Resultat f�ur das unmo-di�zierte Integral gelten die s
hon f�ur die logarithmis
he Divergenz zu Glei
hung5.25 gema
hten Anmerkungen.Man kann diese Resulatate mit einer unabh�angigen Re
hnung (zumindestf�ur die logarithmis
he Divergenz) best�atigen. Transformiert man den Betragdes Impulses im Sinne der dimensionellen Regularisierung gem�a� x = eq undverna
hl�assigt einen nur die konvergenten Beitr�age �andernden Term, erh�alt manmit Formel A.37 �aquivalente Ergebnisse f�ur die Divergenzen.



Kapitel 6Die Propagatorensed tamen amoto quaeramus seria ludoHoraz [7℄6.1 Der Gluon-PropagatorHier bere
hnen wir die divergenten Beitr�age der S
hleifenintegrale aus derDyson-S
hwinger-Glei
hung des Gluon-Propagators 3.40.6.1.1 Die Gluon-S
hleifeMit den Ans�atzen f�ur den ni
htperturbativ-erweiterten, logarithmis
h modi�-zierten ��3V -Vertex ergibt si
h na
h Kontraktion der Farbindizes, wenn ~a denoberen und ~b den unteren S
hleifenimpuls1 bezei
hnet:12g20�2�0�~k � a
b ~k ���3= g20�2�02! ÆabCG Z �dDqt��0(�k)t��0(b)t��0(a)� [
�0Æ�0�0+d�0Æ�0�0 + f�0Æ�0�0 ℄t��(b)G�;r(b)t��0(k)t��0(a)t��0 (b)t��(a)G�;r(a)�[f�0Æ�0�0F r(k2; a2; b2) + d�0Æ�0�0F r(a2; b2; k2) + 
�0Æ�0�0F r(b2; k2; a2)℄�"�a2b2k2(�20 )3 ��� (�0g20)3 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s) ln(~k2 + s)#� 
(0)G2�0 (6.1)mit den folgenden De�nitionen:~k = ~a+~b; (6.2)~
 = �~k �~b; (6.3)~d = ~b� ~a; (6.4)1Die konkrete Wahl von ~a und ~b in Abh�angigkeit von ~q und ~k �ndet si
h in D.6.57



58 KAPITEL 6. DIE PROPAGATOREN~f = �~k � ~a; (6.5)~p = ~p� (6.6)undF r(p21; p22; p23) = rPm1;m2;m3=0Crm1m2;m3p2m11 p2m22 p2m33 �6r�2(m1+m2+m3)rQs=1(p21 + ur;s�2) rQs=1(p22 + ur;s�2) rQs=1(p23 + ur;s�2) (6.7)sowie G�;r(p) � rQs=1(p2 + ur;2s�2) h p�2���2�0 �0g20 ln p2+s�2�2 i 
(0)G�0(r+1)=2Qs=1 (p2 + ur;s+�2)(p2 + ur;s��2) : (6.8)Als ersten S
hritt zur Bere
hnung dieses Integrals muss man die aufwendi-ge Kontraktion der Lorentzindizes dur
hf�uhren. Weil in Landau-Ei
hung allegluonis
hen Beitr�age transversal bleibe, k�onnen wir das Integral transversalprojezieren und die invariante Funktion bere
hen. Mit Glei
hung 6.25 und mitden Abk�urzungen F r(k2; a2; b2) � F1, F r(a2; b2; k2) � F2, F r(b2; k2; a2) � F3erh�alt man:6:1 = �g20�2�02! t��(k)D � 1 ÆabCG Z �dDqG�;r(a)G�;r(b)N�;r(a; b; k)a2b2 ; (6.9)wobei wir mit N�;r die invariante Funktion f�ur die transversalen Beitr�age ausden Vertizes bezei
hnen:N�;r(a; b; k)� 4 �a2b2 � (a � b)2�nF1k2 �(D � 1)a2k2 � (a2b2 � (a � b)2) + (a � k)b2�+F2k2 h(D � 1)a2b2 � �a2b2 � (a � b)2�� 4(a � b)k2iF3k2 �(D � 1)b2k2 � (a2b2 � (a � b)2) + (k � b)a2� o�"�a2b2k2(�20 )3 ��� (�0g20)3 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s) ln(~k2 + s)#� 
(0)G2�0: (6.10)Ein analoges Ergebnis �ndet man z.B. bei [Sti 84℄.Partialbru
hzerlegungDie n�a
hste Aufgabe ist, eine Partialbru
hzerlegung von Glei
hung 6.9 zu �n-den. MitSD(aj b; k) � 4 �a2b2 � (a � b)2� �(D � 1)a2k2 � (a2b2 � (a � b)2) + (a � k)b2�(6.11)



6.1. DER GLUON-PROPAGATOR 59undTD(a; b; k) � 4 �a2b2 � (a � b)2� h(D�1)a2b2��a2b2 � (a � b)2��(a�b)k2i (6.12)ergibt si
h:G�;r(a)G�;r(b)a2b2 N�;r(a; b; k)= �a2b2k2 rYs=1(k2 + ur;2s�2) r+1Ys=1(a2 + ûr;s�2) r+1Ys=1(b2 + ûr;s�2)��1�� rXm1;m2;m3=0Crm1m2;m3�6r�2(Pm)h(k2)m1(a2)m2(b2)m3SD(aj b; k)+(a2)m1(b2)m2(k2)m3TD(a; b; k) + (b2)m1(k2)m2(a2)m3SD(bj a; k)i�� �a�2�b�2�(��4�0 (�0g20)2 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s)� 
(0)G2�0 �k�2��20 �0g20 ln(~k2 + s)�� 
(0)G2�0:(6.13)Dies wiederum l�asst si
h in eine Doppelpartialbru
hzerlegung �uberf�uhren, wobeiwir die in Kapitel 3 angegebene Umindizierung der Propagatorpole verwendethaben:= �k2 rYs=1(k2 + ur;2s�2)��1 r+1Xt;t0=1(� r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t) r+1Ys=1s 6=t0 �2(ûr;s � ûr;t0)��1� rXm1;m2;m3=0Crm1;m2;m3�6r�2(Pm) 1a2(a2 + ûr;t�2)b2(b2 + ûr;t0�2)�(k2)m1(�ûr;t�2)m2(�ûr;t0�2)m3SD(aj b; k)+(�ûr;t�2)m1(�ûr;t0�2)m2(k2)m3TD(a; b; k)+(�ûr;t0�2)m1(k2)m2(�ûr;t�2)m3SD(bj a; k)�)� �a�2�b�2�(��4�0 (�0g20)2 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s)� 
(0)G2�0 �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�� 
(0)G2�0:(6.14)F�uhrt man nun no
h die Feynmanparametrisierungen und Impulsvers
hiebun-gen wie im Anhang D bes
hrieben dur
h und verwendet� � �
(0)G2�0 ; (6.15)was na
h Glei
hung 1.67 positiv ist, sowie
m1m2m3k;t;t0 � (k2)m1(�ûr;t�2)m2(�ûr;t0�2)m3 (6.16)
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h in k, �ûr;t und �ûr;t0 , so gelangt man zu dem wi
htigen Zwis
hen-ergebnis:Z �dDqG�;r(a)G�;r(b)N�;r(a; b; k)a2b2= �k2 rYs=1(k2 + ur;2s�2)��1��k2�20��� �0g20 ln(~k2 + s)��� r+1Xt;t0=1(� r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t) r+1Ys=1s 6=t0 �2(ûr;s � ûr;t0)��1� rXm1;m2;m3=0Crm1;m2;m3�6r�2(Pm)�(4)Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3Z �dDq 1(q2 + L2)4�� a2b2(�20 )2��� (�0g20)2 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s)�����
m1m2m3k;t;t0 SD(aj b; k) + 
m1m2m3t;t0;k TD(a; b; k) + 
m1m2m3t0;k;t SD(bj a; k)��:(6.17)Den weiteren Gang der Re
hnung kann man im Anhang D verfolgen, wenn au
hohne die aus den logarithmis
hen Modi�kationen stammenden Terme. Diese�andern jedo
h am vorgestellten Re
hengang wegen der in Kapitel 5 gefunde-nen Ergebnisse f�ur die Divergenzen logarithmis
h modi�zierter Integrale ni
htsWesentli
hes.Um die divergenten Teile mit den logarithmis
hen Modi�kationen zu erhal-ten, werden (a2)�� und (b2)�� zu (q2)�� abges
h�atzt. Der dabei gema
hte Fehler�andert h�o
hstens die konvergenten Terme. Dasselbe gilt f�ur die re
hente
hnis
hnotwendige N�aherung:2hln(~a2 + s) ln(~b2 + s)i�� � (ln(~q2 + ~�2))�2�(1 +O �q�1�): (6.18)In den Impulsintegralen aus Anhang D tau
ht dann zus�atzli
h der Term"� q2�20��� �0g20 ln(~q2 + ~�2)#�2� (6.19)auf, wobei zu ~�2 au
h Terme proportional zum �au�eren Impuls k beitragen.Dies kann mit den Ergebnissen aus Kapitel 5 zur Bere
hnung der Divergenzenlogarithmis
h modi�zierter Integrale behandelt werden. Man de�niert nun mitBli
k auf Anhang D die folgenden Basisintegrale, wobei�00 � �(1� 2�) (6.20)2Im Falle einer symmetris
hen Wahl der S
hleifenimpulse wie in Anhang D gilt diese N�ahe-rung sogar mindestens in O( 1q ln q ; 1q2 ).



6.1. DER GLUON-PROPAGATOR 61bezei
hnet: B01 = ��2�00L2k2(n� �00)�(1� �00)(4�)2��(�20 )2���(2� �)(�0g20)2� �(1� 2�)(�00)1�2� (6.21)B03 = ��2�00k4�(1� �00)(4�)2��(�20 )2���(2� �)(�0g20)2� �(1� 2�)(�00)1�2� : (6.22)Da si
h diese von den im Anhang D de�nierten Basisintegralen nur um einen ge-meinsamen Faktor und eine Ver�anderung der �-Potenz unters
heiden, kann mandie dort vorgestellten Ergebnisse �ubernehmen und erh�alt so f�ur die divergentenTerme: g20�2�02 Æabt��(~k)CGD � 1 Z �dDqG�;r(a)G�;r(b)N�;r(a; b; k)a2b2div= g20�2�0 Æabt��(~k)�k2 rYs=1(k2 + ur;2s�2)��1��k2�20��� �0g20 ln(~k2 + s)��� r+1Xt;t0=1(� r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t) r+1Ys=1s 6=t0 �2(ûr;s � ûr;t0)��1� rXm1;m2;m3=0Crm1m2;m3�6r�2(Pm) ��2�00(4�)2��(�20)2��(�0g20)2� �(1� 2�)(�00)1�2���
m1m2m3k;t;t0 154 k2 + 
m1m2m3t;t0 ;k ��54k2 � 92�2(ûr;t + ûr;t0)�+
m1m2m3t0;k;t 154 k2��: (6.23)Na
h R�u
knahme der Partialbru
hzerlegung mit den Formeln aus Anhang Eerh�alt man das folgende Endergebnis:= g20�2�0 Æab (�2)��00t��(~k)(4�)2��(�20)2�� 1(�00)1�2� �(1� 2�)(�0g20)2� �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)���� rYs=1(k2 + ur;2s�2)��1 rXm=0��2(r�m)k2(m+1)h152 Crm;r;r � 54Crr;r;mi�9(�2)r+1�m(k2)m �Crr�1;r;m + Crr;r;m r+1Xt=1 ûr;t!�: (6.24)Dies entspri
ht bis auf die aus den logarithmis
hen Modi�kationen stammendenUnters
hiede den Ergebnissen aus [Kuh 97℄.3 Die zur Konstruktion der Selbst-konsistenzglei
hungen aus den in Abs
hnitt 3.3 vorgestellten DS-Glei
hungennotwendige weitere Behandlung dieses Terms wird in Kapitel 8 vorgenommen.3Bei einem Verglei
h bea
hte man allerdings, dass das Ergebnis dort auf eine andere Dar-stellung der Propagatorpole umges
hrieben wurde.



62 KAPITEL 6. DIE PROPAGATOREN6.1.2 Der TadpoleAu
h bei diesem Graph gilt, dass wegen der Landau-Ei
hung (� = 0) nur dertransversal projizierte Teil des Graphen interessiert. Unter Benutzung vont��(p)t��(p) = D � 1 (6.25)kann man nun die invariante Funktion bere
hnen:
12g20�2�0�~k �

q
~k �= �g20�2�02 Z �dDqt��1(~k)W a;b;
;d�1:::�4Æd
t�4�3(~q)Gr;�(~q)t�2�(~k)= �g20�2�0 ÆabCG Z �dDq ht��(~k)(D � 1)� t��3(~k)t�3�2(~q)t�2�(~k)iGr;�(~q)= �g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D � 1 Z �dDq "(D � 1)(D � 2) + 1� (~k � ~q)2k2q2 #Gr;�(~q):(6.26)F�uhrt man nun wie oben die Partialbru
hzerlegung aus4, gelangt man zu:= �g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D � 1 r+1Xt=1 � r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t)��1 rYs=1�2(ur;2s � ûr;t)�Z �dDq�D2 � 3D + 3q2 + ûr;t�2 � (~k � ~q)2k2q2(q2 + ûr;t�2)�� q�2���2�0 �0g20 ln(~q2 + s)�2�:(6.27)Mit den Formeln f�ur die symmetris
he Integration wird dies zu:= �g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D � 1 r+1Xt=1 � r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t)��1 rYs=1�2(ur;2s � ûr;t)�Z �dDq (D � 1)(D � 2) + 1�D�1q2 + ûr;t�2 � q�2���2�0 �0g20 ln(~q2 + s)�2�: (6.28)Dies l�asst si
h mit der allgemeinen Formel 5.24 problemlos integrieren. Wirerhalten f�ur den divergenten Teil des Tadpole-Graphen:= g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D � 1 r+1Xt=1 � r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t)��1 rYs=1�2(ur;2s � ûr;t)4Vgl. au
h [Pot 00℄.



6.1. DER GLUON-PROPAGATOR 63� ��2�00(ûr;t�2)�(2� �00)(4�)2��(�20 )���(2� �)(�0g20)2� �(1� 2�)(�00)1�2� �274 � : (6.29)Benutzt man nun no
h die Formeln zur Zur�u
knahme der Partialbru
hzerlegungaus Anhang E, so folgt als Endergebnis:= g20�2�0 ÆabCGt��(~k)94 ��2�00�(2� �00)(4�)2��(�20 )���(2� �)(�0g20)2� �(1� 2�)(�00)1�2��h r+1Xs=1 ûr;s � rXs=1 ur;2si: (6.30)Ein analoges Ergebnis f�ur den Fall ohne logarithmis
he Modi�kationen wurdein [Pot 00℄ bere
hnet. Die wesentli
he Neuerung des logarithmis
h modi�ziertenAnsatzes besteht in dem Faktor:�2��4��(�20)��(�0g20)2� �(1� 2�)(1� 2�)1�2� : (6.31)Ein logarithmis
her Faktor im �ausseren Impuls k, wie im Ansatz f�ur D�, trittni
ht auf. Dies stellt f�ur die sinnvolle Konstruktion von Selbstkonsistenzglei-
hungen ein ernstes Hindernis dar, dessen m�ogli
he Beseitigung wir in Kapitel8 diskutieren.6.1.3 Die Geist-S
hleifeZur Bere
hnung der Geist-S
hleife de�nieren wir:�� � ��
(0)FP2�0 : (6.32)Na
h [Dri 97℄ werden der Geist-Gluon-Vertex ~�3 und der Geist-Propagator ~Din Landau-Ei
hung (�R = 0) und auf 1-S
hleifen-Niveau unabh�angig von derApproximationsstufe r ni
ht modi�ziert. Dies bedeutet, dass die Geist-S
hleifeneben der perturbativen Struktur nur die logarithmis
hen Modi�kationen tr�agt.Damit folgt f�ur den transversal projizierten Teil der Geist-S
hleife:
g20�2�0�~k � ~b

~a ~k �~��3
= g20�2�0 t��0(k)t��0(~k)�k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)��Z �dDqfa
db�0 Æ
fb2 f bef (�a)�0 Æeda2 �a�2�b�2���4�0 (�0g20)2 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s)����



64 KAPITEL 6. DIE PROPAGATOREN= g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D � 1�k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)��Z �dDq (~a �~b)� (~k~a)(~k~b)k2a2b2 �a�2�b�2���2�0 (�0g20)2 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s)����: (6.33)Mit der �ubli
hen Feynmanparametrisierung und der symmetris
hen Wahl desS
hleifenimpulses wie beim 3-Gluon-Vertex,~a = 12~k � ~q; (6.34)~b = 12~k + ~q; (6.35)kommt man dur
h die Impulsvers
hiebung ~q = ~q0 � 12~k(1� 2x) zu:6:33 = g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D � 1�k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�� Z 10 dxZ �dDq0 (~a �~b)� (~k~a)(~k~b)k2(q02 + k2(x� x2))2 �a�2�b�2���2�0 (�0g20)2 ln(~a2 + s) ln(~b2 + s)����:(6.36)Mit den Formeln der symmetris
hen Integration und der s
hon bei der Gluon-S
hleife praktizierten Approximation der logarithmis
hen Modi�kationen 6.18erhalten wir:div� �g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D � 1�k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�� Z 10 dx�Z �dDq0 q02(1� 1D )(q02 + k2(x� x2))2 �q0�2���2�0 �0g20 ln(~q02 + �)��2��: (6.37)Daraus lassen si
h die Divergenzen problemlos extrahieren. Mit der De�nition�� � �(1� 2��) (6.38)k�onnen wir s
hreiben:6:37 5:31= g20�2�0 ÆabCG t��(~k)D �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)���Z 10 dx��2��k2(x� x2)(2� ��)�(1� ��)(4�)2���(�20)����(2� �)(�0g20)2�� �(1� 2��)(��)1�2�� ; (6.39)und erhalten als Endergebnis:= g20�2�0 ÆabCGt��(~k)�k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)��� 112 ��2��k2�(1� ��)(4�)2���(�20)����(2� �)(�0g20)2�� �(1� 2��)(��)1�2�� : (6.40)



6.1. DER GLUON-PROPAGATOR 65Dieses Ergebnis unters
heidet si
h von dem bekannten perturbativen (s. z.B.[Mut 87℄) wiederum nur um einen Faktor und die zus�atzli
he logarithmis
heModi�kation. Zur weiteren Behandlung dieses Terms verweisen wir wiederumauf Kapitel 8.6.1.4 Die Fermion-S
hleifeWeil die fermionis
he anomale Dimension in Landau-Ei
hung vers
hwindet, gibtes in diesem S
hleifenintegral keine Logarithmen. Aus dem modi�zierten Ver-tex kommt ledigli
h der mit dem �ausseren Impuls skalierende logarithmis
heVorfaktor. Damit ist das s
hon in [Kuh 97℄ f�ur diesen Term der DS-Glei
hungbere
hnete Ergebnis direkt �ubertragbar.5 Au
h in [Pot 00℄ wird dieser Graphbere
hnet. Dort ist jedo
h die Re
hnung f�ur die divergenten Terme ni
ht zuEnde gef�uhrt worden. Weil man wegen eines Fehlers in der R�u
knahme derPartialbru
hzerlegung (siehe au
h Anhang E) mit den dortigen Resultaten aufein fals
hes Endergebnis kommen w�urde, f�uhren wir hier die Re
hnung no
h-mals mit allen wesentli
hen Details vor.�g20�2�0�~k � ~b
~a ~k ����3

= �g20�2�0 Xf t��0(~k)t��0(~k)Z �dDqTr�
�0T aij rQs=1(=b+ �(f)r;2s)(r+1)=2Qs=1 (=b+ �r;s+)(=b+ �r;s�)Æil�T blk " rYs=1(=b+ �(f)r;2s)#�1 N r;�0(=b;�=a;~k2)Qrs=1(k2 + ur;2s�2) " rYs=1(�=a+ �(f)r;2s)#�1
��k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)��Ækj rQs=1(�=a+ �(f)r;2s)(r+1)=2Qs=1 (�=a+ �r;s+)(�=a+ �r;s�)�: (6.41)Mit den Umbenennungen 3.16 und 3.17 erh�alt man na
h Au
�osung der Farb-tensorstruktur:= �g20�2�02 ÆabXf �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)��t��0(~k)t��0(~k)5Man bea
hte die unters
hiedli
he Darstellung des Ergebnisses gegen�uber den Konventio-nen dieser Arbeit. W�ahrend in [Kuh 97℄ alle Gr�o�en in den reellen Parametern der Propaga-toren ausgedr�u
kt werden, behalten wir die komplexen Propagatorpole bei. Dieses ist dur
hdie Re
hnung in Kapitel 7 motiviert.
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�0� r+1Ys=1(=b+ �̂(f)r;s )��1 N r;�0(=b;�=a;~k2)Qrs=1(k2 + ur;2s�2)� r+1Ys=1(�̂(f)r;s � =a)��1�:(6.42)Indem man nun wie oben eine Partialbru
hzerlegung bez�ugli
h der S
hleifenim-pulse =b und �=a dur
hf�uhrt6 sowie die Summendarstellung des Z�ahlerpolynomsbenutzt, gelangt man zu:= �g20�2�02 ÆabXf hk�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)i�Qrs=1(k2 + ur;2s�2) t��0(~k)t��0(~k) r+1Xt;t0=1 4rX�=0 rXm;n;n0=0�Tr�
�0� r+1Ys=1s 6=t (�̂(f)r;s � �̂(f)r;t )��1��(k2)mm̂4r�(2m+n+n0+�)f (��̂(f)r;t )n �Cr�;m;n;n0�Z �dDq 1=b+ �̂(f)r;t 
�0 1�=a+ �̂(f)r;t0 (��̂(f)r;t0)n0� r+1Ys=1s 6=t0 (�̂(f)r;s � �̂(f)r;t0)��1�: (6.43)Ma
ht man die Nenner im Impulsintegral in bekannter Weise rational, so kannman die Spur �uber die 
-Matrizen ausf�uhren und verbleibt mit dem transversalprojizierten Impulsintegral:t��0(~k)t��0(~k)Z �dDqTr�
�0 �̂(f)r;t � =bb2 + (�̂(f)r;t )2 
�0 �̂(f)r;t0 + =aa2 + (�̂(f)r;t0)2�= 4t��0(~k)t��0(~k)Z �dDq (~b � ~a� �̂(f)r;t �̂(f)r;t0)Æ�0�0 � b�0a�0 � a�0b�0(b2 + (�̂(f)r;t )2)(a2 + (�̂(f)r;t0)2)= 4 t��(~k)D � 1 Z �dDq (~b � ~a� �̂(f)r;t �̂(f)r;t0)(D � 1)� 2(~b � ~a� (~k�~b)(~k�~a)k2 )(b2 + (�̂(f)r;t )2)(a2 + (�̂(f)r;t0)2) : (6.44)Man w�ahlt die symmetris
he Parametrisierung der S
hleifenimpulse:~a � 12~k � ~q (6.45)~b � 12~k + ~q: (6.46)F�uhrt man nun die bekannte Feynmanparametrisierung und die dazugeh�origeImpulsvers
hiebung ~q = ~q0 � 12~k(1� 2x) (6.47)6Zwar sind =a und =b matrixwertige Gr�o�en, der Formalismus der Partialbru
hzerlegung l�asstsi
h aber problemlos erweitern. Genauer: Ma
ht man den Nenner rational und f�uhrt dann einePartialbru
hzerlegung bez�ugli
h �a2 und �b2 dur
h, erh�alt man ein �aquivalentes Ergebnis.
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h, erh�alt man:6:44 = 4t��(~k)Z 10 dxZ �dDq0 (~b0 � ~a0 � �̂(f)r;t �̂(f)r;t0)� 2D�1 �~b0 � ~a0 � (~k�~b0)(~k�~a0)k2 ��b02 + x(a02 � b02) + (1� x)(�̂(f)r;t )2 + x(�̂(f)r;t0)2�2 :(6.48)Bea
htet man nun no
h die Regeln der symmetris
hen Integration, wie sie inAnhang A vorgestellt werden, so ergibt si
h:= 4t��(~k)Z 10 dxZ �dDq0 � 2D � 1� q02 � �̂(f)r;t �̂(f)r;t0 + k2(1� x)x(q02 +K2)2 (6.49)mit K2 � k2(1� x)x+ (1� x)(�̂(f)r;t )2 + x(�̂(f)r;t0)2: (6.50)Aus der Impulsintegration erh�alt man f�ur die divergenten Terme:div= 4��2�(4�)2�� t��(~k)Z 10 dxh�(�)(k2(1� x)x� �̂(f)r;t �̂(f)r;t0)� �(�� 1)K2i= 4��2�(4�)2�� t��(~k)1� �13k2 + 12(�̂(f)r;t � �̂(f)r;t0)2� : (6.51)Damit �ndet man f�ur die divergenten Teile des Graphen:6:43 div= �g20�2�02 ÆabXf hk�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)i�Qrs=1(k2 + ur;2s�2) t��(~k) r+1Xt;t0=1 4rX�=0 rXm;n;n0=0�� r+1Ys=1s 6=t (�̂(f)r;s � �̂(f)r;t )��1��(k2)mm̂4r�(2m+n+n0+�)f (��̂(f)r;t )n �Cr�;m;n;n04��2�(4�)2�� 1� �13k2 + 12(�̂(f)r;t � �̂(f)r;t0)2� (��̂(f)r;t0)n0� r+1Ys=1s 6=t0 (�̂(f)r;s � �̂(f)r;t0)��1:(6.52)Dur
h R�u
knahme der Partialbru
hzerlegung mit den Formeln aus Anhang Egelangt man zu:= �2g20�2�0 ��2�(4�)2�� ÆabXf hk�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)i�Qrs=1(k2 + ur;2s�2) t��(~k) 4rX�=0 rXm=0���(k2)m 1� �13k2 �Cr�;m;r;rm̂2r�(2m+�)f � �Cr�;m;r�1;r�1m̂2r+2�(2m+�)f+ �Cr�;m;r�2;rm̂2r+2�(2m+�)f + �Cr�;m;r�1;rm̂2r+1�(2m+�)f r+1Xt=1 �̂(f)r;t� �Cr�;m;r;rm̂2r�(2m+�)f r+1Xt;t0=1t<t0 �̂(f)r;t �̂(f)r;t0�: (6.53)
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h die Analyse dieses Ausdru
kes bez�ugli
h der Fermionmassen m̂ferkennt, tragen Werte von � gr�o�er als 2r+2 ni
ht zu den Divergenzen bei, da imobigen Term keine inversen Fermionmassen auftau
hen d�urfen. Dieses Ergebnisist - ohne die aus den logarithmis
hen Modi�kationen stammenden Terme - eineumparametrisierte Version des in [Kuh 97℄ vorgestellten Resultates.Von besonderem Interesse ist der 
hirale Limes der massenlosen Theorie.Hier erhalten wir nur dann Beitr�age, wenn der Exponent der Fermionmassenvers
hwindet. Damit ergibt si
h f�ur den 
hiralen Limes:6:53 m̂f=0= �2g20�2�0 ��2�(4�)2�� ÆabXf hk�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)i�Qrs=1(k2 + ur;2s�2) t��(~k)1�� rX�=0 �2�3 (k2)r+1�� �Cr2�;r��;r;r � r+1X�=1�2�(k2)r+1�� �Cr2�;r+1��;r�1;r�1+ r+1X�=1�2�(k2)r+1�� �Cr2�;r+1��;r�2;r + rX�=0�2�+1(k2)r��� �Cr2�+1;r��;r�1;r r+1Xt=1 �̂(f)r;t � rX�=0�2�(k2)r�� �Cr2�;r��;r;r r+1Xt;t0=1t<t0 �̂(f)r;t �̂(f)r;t0�:(6.54)Dieses Ergebnis werden wir in Kapitel 8 zur Konstruktion der Selbstkonsistenz-glei
hungen benutzen.6.2 Der Fermion-Propagator6.2.1 Die Fermion-Gluon-S
hleifeDie Fermion-Gluon-S
hleife ist der einzige S
hleifengraph, der in der Dyson-S
hwinger-Glei
hung des Fermion-Propagators vorkommt. Gem�a� den in Kapi-tel 4 gema
hten Ans�atzen tr�agt in Landau-Ei
hung und auf 1-S
hleifen-Niveaunur das "S
hleifengluon\ logarithmis
he Modi�kationen.g20�2�0�~k~k ~a
~b ���3

= g20�2�0 Z �dDq
�T aikÆkl rQs=1(=b+ �(f)r;2s)(r+1)=2Qs=1 (=b+ �(f)r;s+)(=b+ �(f)r;s�)T blj� rYs=1(=b+ �(f)r;2s)��1 N r;�(=b; =k; a2)rQs=1(a2 + ur;2s�2)� rYs=1(=k + �(f)r;2s)��1Æabt��(~a)



6.2. DER FERMION-PROPAGATOR 69rQs=1(a2 + ur;2s�2)(r+1)Qs=1 (a2 + ur;s+�2)(a2 + ur;s��2)�a�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)��� (6.55)Unter Kontraktion der Farbindizes, mit den Umbenennungen der Propagator-pole 3.16 und 3.17 und mit den �ubli
hen Partialbru
hzerlegungen gibt dies:= g20�2�02 ÆijN2C � 1NC Z �dDq r+1Xt;t0=1 4rX�=0 rXm;n;n0=0��� r+1Ys=1s 6=t (�̂(f)r;s � �̂(f)r;t ��1
� 1(=b+ �̂(f)r;t )(�ûr;t0�2)mm̂4r�(2m+n+n0+�)f (��̂(f)r;t )n �Cr�;m;n;n0
�t��(~a)=kn0a2 + ûr;t0�2 � r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t0)��1�a�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)����� rYs=1(=k + �(f)r;2s)��1: (6.56)Indemman nun no
h den Nenner des Impulsintegrals von der Dira
-Matrixstrukturbefreit, gelangt man zu dem folgenden Impulsintegral:Z �dDq
� (�̂(f)r;t � =b)b2 + (�(f)r;t )2 
�t��(~a) 1a2 + ûr;t0�2 �a�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)���: (6.57)Mit den Formeln f�ur die Kontraktion von Dira
-Matrizen in D euklidis
henDimensionen (D 6= 4), 
�
� = �D; (6.58)
�
�
� = (D � 2)
� ; (6.59)=k=k = �k2; (6.60)=k
�=k = 
�k2 � 2k�=k; (6.61)vereinfa
ht si
h dies zu:6:57 = Z �dDq " (1�D)�̂(f)r;t + (3�D)=b(b2 + (�(f)r;t )2)(a2 + ûr;t0) � 2(~a �~b)=a(b2 + (�(f)r;t )2)(a2 + ûr;t0)a2#��a�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)���: (6.62)Dur
h Feynmanparametrisierung erh�alt man:= Z 10 dxZ �dDq� (1�D)�̂(f)r;t + (3�D)=b(b2 + x(a2 � b2) +K 02)2�Z 10 dy x2�(3)(~a �~b)=a(b2 + x(a2 � b2) +K 0y)3 ��a�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)���: (6.63)



70 KAPITEL 6. DIE PROPAGATORENMit der inzwis
hen bekannten Impulsvers
hiebung ~q = ~q0� 12~k(1�2x) gibt dies:= Z 10 dxZ �dDq0 "(1�D)�̂(f)r;t + (3�D)=b(q02 +K2)2 � Z 10 dyx2�(3)(~a �~b)=a(q02 +K 0y)3 #���a2�20��� �0g20 ln(~a2 + s)��� (6.64)mit K2 = k2(1� x)x+ xûr;t0�2 + (1� x)(�̂(f)r;t )2: (6.65)K2y = k2(1� x)x+ xyûr;t0�2 + (1� x)(�̂(f)r;t )2: (6.66)Wir sind wieder nur an den divergenten Termen interessiert und bekommendaf�ur mit den Regeln der symmetris
hen Integration:div= Z 10 dxZ �dDq0�(1�D)�̂(f)r;t + (3�D)x=k(q02 +K2)2 �q0�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)����Z 10 dy2x�(3)(q02=k(x� 1) + (~k � ~q0)=q0(1� 2x))(q02 +K 0y)3 �q0�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)����:(6.67)Daraus erh�alt man mit 5.24:div= ��2�0(�0g20)���(1� �0)(�20 )��(4�)2���(2� �) �(1� �)(�0)1��� �(1�D)�̂(f)r;t + 3�D2 =k + 2�(3)16=kD � 1D �div= �3��2�0(�0g20)���(1� �0)(�20)��(4�)2���(2� �) �(1� �)(�0)1�� �̂(f)r;t : (6.68)Damit erhalten wir f�ur den gesamten Ausdru
k:6:56 div= 3g20�2�02 ÆijN2C � 1NC r+1Xt;t0=1 4rX�=0 rXm;n;n0=0��� rYs=1(=k + �(f)r;2s)��1=kn0�� r+1Ys=1s 6=t (�̂(f)r;s � �̂(f)r;t )��1(��̂(f)r;t )n+1m̂4r�(2m+n+n0+�)f �Cr�;m;n;n0(�ûr;t0�2)m� r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t0)��1��2�0(�0g20)���(1� �0)(�20)��(4�)2���(2� �) �(1� �)(�0)1��= 3g20�2�02 ÆijN2C � 1NC 4rX�=0 rXn0=0��� rYs=1(=k + �(f)r;2s)��1=kn0��m̂r+1�(n0+�)f �Cr�;r;r�1;n0 � m̂r�(n0+�)f �Cr�;r;r;n0 r+1Xt=1 �̂(f)r;t ���2�0(�0g20)���(1� �0)(�20)��(4�)2���(2� �) �(1� �)(�0)1�� : (6.69)



6.3. DER GEIST-PROPAGATOR 71Au
h hier ist es von Interesse, den 
hiralen Limes zu betra
hten:6:69 m̂f=0= 32g20�2�0 ÆijN2C � 1NC � rYs=1(=k + �(f)r;2s)��1��2�0(�0g20)���(1� �0)(�20 )��(4�)2���(2� �) �(1� �)(�0)1���� r+1X�=1��=kr+1�� �Cr�;r;r�1;r+1�� � rX�=0��=kr�� �Cr�;r;r;r�� r+1Xt=1 �̂(f)r;t �:(6.70)6.3 Der Geist-Propagator6.3.1 Die Geist-Gluon-S
hleifeNa
h [Dri 97℄ bleibt der ~�3-Vertex in Landau-Ei
hung (�R = 0) perturbativ.In dem aktuellen, logarithmis
h modi�zierten Ansatz kommen jedo
h die loga-rithmis
hen Korrekturen hinzu. Wir erhalten:g20�2�0�~k~k ~a
~b ~��3= g20�2�0 Z �dDqfda
k�Æ
f 1b2 � b�2���2�0 �0g20 ln(~b2 + s)����f efbb�Æedt��(~a)�k�2���2�0 �0g20 ln(~b2 + s)���Qrs=1(a2 + ur;2s�2)Qr+1s=1(a2 + ûr;s�2) �a�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)���:(6.71)Dur
h Kontraktion der Farb- und Lorentzindizes sowie Partialbru
hzerlegungbzgl. a2 erh�alt man:= �g20�2�0 NCÆab Z �dDq r+1Xt=1 rYs=1�2(ur;2s � ûr;t)� r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t)��1�k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)��� " (~k �~b)b2(a2 + ûr;t�2) � (~a � ~k)(~a �~b)b2(a2 + ûr;t�2)a2#��� b2�20��� �0g20 ln(~b2 + s)������a2�20 ��� �0g20 ln(~a2 + s)���: (6.72)Mit der aus dem vorigen Abs
hnitt bekannten Feynmanparametrisierung undder Standardimpulsvers
hiebung f�ur die symmetris
he Wahl der S
hleifenim-pulse gelangt man s
hlie�li
h zu:= �g20�2�0 NCÆab r+1Xt=1 rYs=1(ur;2s � ûr;t)� r+1Ys=1s 6=t (ûr;s � ûr;t)��1�k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)���



72 KAPITEL 6. DIE PROPAGATOREN�Z �dDq� Z 10 dx (~k �~b)(q02 +K2)2 � Z 10 dxdyx�(3)(~a � ~k)(~a �~b)(q02 +K2y )3 ��� b�2���2�0 �0g20 ln(~b2 + s)�����a�2���2�0 �0g20 ln(~a2 + s)��� (6.73)mit K2 = 14k2(1� x)x+ xûr;t�2; (6.74)K2y = 14k2(1� x)x+ xyûr;t�2: (6.75)Wir wollen nun die divergenten Terme isolieren. Dazu de�nieren wir�̂ � �+ �� (6.76)und folgli
h �̂ � �(1� �̂): (6.77)Wie bei der Gluon-S
hleife kann man die beiden logarithmis
hen Faktoren zu-sammenfassen:�� b2�20��� �0g20 ln(~b2 + s)������a2�20��� �0g20 ln(~a2 + s)���div= � q02�20 !�� �0g20 ln(~q02 + �(k))����(1 +O(q0�1)): (6.78)Mit den Regeln der symmetris
hen Integration gelangen wir zu:6:73 div= �g20�2�0 NCÆab r+1Xt=1 rYs=1(ur;2s � ûr;t)� r+1Ys=1s 6=t (ûr;s � ûr;t)��1Z �dDq� q02�20 !�� �0g20 ln(~q02 + �(k))����� Z 10 dx k2x(q02 +K2)2+Z 10 dxdyx�(3)q02k2(1� x) + 1Dq02k2(1� 2x)(q02 +K2y )3 ���k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)���: (6.79)Hierauf k�onnen wir die Formel 5.24 anwenden. Ans
hlie�end f�uhrt man dieParameterintegrale aus, die hier trivial sind, und nimmt mit den Formeln ausAnhang E die Partialbru
hzerlegung zur�u
k, was nur die Identit�at liefert. Damiterhalten wir als Endergebnis:div= �34g20�2�0 NCÆabk2��2�̂(�0g20)��̂�(1� �̂)(�20)��̂(4�)2���(2� �) �(1� �̂)(�̂)1��̂ �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)���:(6.80)



6.3. DER GEIST-PROPAGATOR 73Der logarithmis
h modi�zierte Ansatz f�uhrt ledigli
h zu den s
hon bekann-ten Modi�kationen gegen�uber dem perturbativen Resultat: Ver�anderung der1� -Divergenz und ein zus�atzli
her logarithmis
hen Faktor, der vom �au�eren Im-puls abh�angt. Wie erwartet gibt es keinen Beitrag zum ni
htperturbativen Sek-tor der Theorie, weil in 6.80 keine Terme vorkommen, die propotional zu einerganzen Potenz von � sind. In Kapitel 8 wird erl�autert, dass nur sol
he Terme�uber den Selbstkonsistenzme
hanismus zur Reproduktion der nullten Ordnungbeitragen k�onnen.





Kapitel 7Der ��3-VertexIst die wissens
haftli
he Begeisterung ni
ht der s
h�onsteTriumph, den die Vernuft �uber di
h feiert?Feuerba
h [8℄Als Beispiel f�ur eine Re
hnung mit den s
hattenreduzierten Dyson-S
hwinger-Glei
hungen behandeln wir nun no
h die f�uhrenden Terme f�ur den ��3-Vertex.Aus 3.53 folgt dur
h Skelettgraphenentwi
klung des Bethe-Salpeter-Kerns Ksr4tbis zur Ordnung O(g20):3:53 =�+ g20�2�0����� ��� ���� �
+g20�2�0����� ��� ���� � +O(g40): (7.1)Die hier ni
ht explizit aufgef�uhrten Terme enthalten S
hleifenbetr�age zu demober
�a
hli
h konvergenten Kern Ksr4t und tragen deshalb ni
ht zu den Termennullter Ordnung in g2 sondern nur zu den sogenannten quasiperturbativen Kor-rekturen bei. Setzen wir die in Kapitel 4 de�nierten modi�zierten Feynmanre-geln in diese Glei
hung ein, dann f�allt sofort Folgendes auf.Die logarithmis
hen Faktoren der Vertizes und Propagatoren k�urzen si
hauf den inneren Linien exakt. Die S
hleifenintegrale k�onnen keine logarithmi-s
hen Terme enthalten, sondern stimmen mit den entspre
henden Integralen f�urden ni
ht modi�zierten Fall �uberein. Des Weiteren erh�alt man logarithmis
heFaktoren in den drei �au�eren Impulsen, die mit denen des ���3-Vertex �uberein-stimmen. Die resummierte Glei
hung 7.1 zeigt also in den S
hleifengraphen dasglei
he Skalenverhalten wie der logarithmis
h modi�zierte Ansatz. Zum diver-genten Teil der DS-Glei
hung der ���3-Amplitude tr�agt auf 1-S
hleifen-Niveau75



76 KAPITEL 7. DER ��3-VERTEXnur der zweite Graph in Glei
hung 7.1 bei, da man f�ur den dritten Graphenzeigt, dass eventuelle divergente Terme in Landau-Ei
hung dur
h symmetris
heIntegration vers
hwinden [Kuh 97℄. Dies ist die Best�atigung eines perturbativenResultates, wie es si
h z.B. in [Mut 87℄ �ndet.F�ur eine m�ogli
hst einfa
he und kompakte Notation der Re
hnung m�ussenwir no
h die folgende Konvention einf�uhren:�r(u; t) � r+1Ys=1s 6=t �2(ûr;s � ûr;t) rY�s=1�2(ur;2s � ûr;t); (7.2)�r(�(f); t) � r+1Ys=1s 6=t (�̂(f)r;s � �̂(f)r;t ) rY�s=1(�(f)r;2s � �̂(f)r;t ): (7.3)Damit erh�alt man f�ur den Graphen:g20�2�0����� ��� ���� �
= Z �dDqT i1j1a1 r+1Xt1;t2;t3=1 � rYs=1(=p1 + �(f)r;2s)��1 �p�2�3��2�0 �0g20 ln(~p23 + s)�� 
(0)G2�0(�r(�(f); t1))�1N r �1F �FT (=p1;��̂(f)r;t1 ;�ûr;t3�2)Æj1j2T j2i2a2=A+ �̂(f)r;t1N r �2F �FT (��̂(f)r;t1 ; =p2;�ûr;t2�2)� rYs=1(=p2 + �(f)r;2s)��1t�2�5( ~B)(�r(u; t2))�1 Æa2a5ifa3a4a5B2 + ûr;t1�2 hÆ�0�4(p3 � C)�5N r3T (p23;�ût;t3�2;�ût;t2�2)+Æ�4�5(C +B)�0N r3T (�ût;t3�2;�ût;t2�2; p23)+Æ�5�0(�B � p3)�4N r3T (�ût;t2�2; p23;�ût;t3�2)it�4�1( ~C)Æa1a4t�4�1(~p3)C2 + ûr;t3�2 (�r(u; t3))�1� rYs=1(p23 + ur;2s�2)��1: (7.4)Die Kontraktion der Farbindizes ergibt:�NC2 T i1i2a3 : (7.5)Setzt man nun no
h die N-Funktionen der Vertizes ein, so gelangt man zu:= �NC2 T i1i2a3 g20�2�0 Z �dDq r+1Xt1;t2;t3=1 � rYs=1(=p1 + �(f)r;2s)��1 rXn1;n02=0(=p1)n1 4rX�1 ��1



77rXm1;n01=0(�ûr;t3�2)m1m̂4r�(2m1+n1+n01+�1)f (��̂(f)r;t1)n01 4rX�2=0��2 rXm2;n2=0(�ûr;t2�2)m2m̂4r�(2m2+n2+n02+�2)f (��̂(f)r;t1)n2 rXk1;k2;k3=0h�r(�; t1)�r(u; t2)�r(u; t3)i�1 �Cr�1m1n1n01 �Cr�2m2n2n02Crk1;k2;k3(�2)3r�(k1+k2+k3)h(A2 + (�̂(f)r;t1)2)(B2 + ûr;t2�2)(C2 + ûr;t3�2)i�1
�1(�̂(f)r;t1 � =A)
�2ht�0�1( ~C)(p3 � C)�5t�2�5( ~B)
k1k2k3p3;t3;t2+t�1�4( ~C)t�4�2( ~B)(C +B)�0
k1k2k3t3;t2;p3 � t�0�2( ~B)(B + p3)�4 t�1�4( ~C)
k1k2k3t2;p3;t3i(=p2)n02� rYs=1(=p2 + �̂(f)r;2s) rYs=1(p23 + ur;2s�2)��1t�0�(~p3)� �p�2�3��2�0 �0g20 ln(~p23 + s)�� 
G2�0 : (7.6)Der n�a
hste S
hritt besteht in der (re
ht umst�andli
hen) Kontraktion der Lor-entzindizes und der Feynmanparametrisierung des resultierenden Nenners. Mitder Wahl1 f�ur ~A � ~q + 13(~p2 + ~p1); (7.7)~B � ~q + 13(~p3 � ~p2); (7.8)~C � ~q � 13(~p1 + ~p3) (7.9)�ndet man als Feynmanparametrisierung:1(A2 + (�̂(f)r;t1)2)B2(B2 + ûr;t2�2)C2(C2 + ûr;t3�2)= �(5) 1Z0 dxdydz1dz2 z1(1 � z1)z32(A2 + z2(B2 + z1(b2 � C2)�A2) +K 02)5 : (7.10)Daraus folgt f�ur die Impulsvers
hiebung:~q = ~q0 + z2(~p2 � z1~p3): (7.11)Da hier nur die divergenten Teile interessieren und das Integral nur loga-rithmis
h divergent ist, hat diese keinen Ein
uss auf die divergenten Terme.Na
hdem man mit den Formeln der symmetris
hen Integration die Divergen-zen extrahiert hat, muss man no
h mit den Formeln
a
a = �D (7.12)
a
b
a = (D � 2)
b (7.13)1Man bea
hte das ~p1 hier entgegen der �ubli
hen Konvention als auslaufender, d.h. in Pfeil-ri
htung laufender, Impuls gez�ahlt wird.



78 KAPITEL 7. DER ��3-VERTEXdie 
-Matrizen kontrahieren. Dabei stellt man fest, dass nur der mittlere Sum-mand aus Glei
hung 7.6 mit einem numeris
hen Faktor von �32 zu den diver-genten Termen beitr�agt, und erh�alt als Endergebnis:7:6 div= 3NC4 T i1i2a3 g20�2�0 �2�0 �(�)��2�(4�)2 Xf � rYs=1(=p1 + �(f)r;2s)��1 rXn1;n02;k3=0(=p1)n1
�0r+1Xt1;t2;t3=1 4rX�1 ��1 rXm1;n01=0(�ûr;t3�2)m1m̂4r�(2m1+n1+n01+�1)f (��̂(f)r;t1)n014rX�2=0��2 rXm2;n2=0(�ûr;t2�2)m2m̂4r�(2m2+n2+n02+�2)f (��̂(f)r;t1)n2 rXk1;k2=0h�r(�; t1)�r(u; t2)�r(u; t3)i�1 �Cr�1m1n1n01 �Cr�2m2n2n02Crk1;k2;k3(�2)3r�(k1+k2+k3)(�ûr;t3�2)k1(�ûr;t2�2)k2(p23)k3(=p2)n02� rYs=1(p23 + ur;2s�2) rYs=1(=p2 + �̂(f)r;2s)��1t�0�(~p3)� �p�2�3��2�0 �0g20 ln(~p23 + s)�� 
G2�0 : (7.14)Diese Re
hnung wurde, wenn au
h ni
ht in dieser einfa
hen Darstellung, s
honin [Kuh 97℄ dur
hgef�uhrt.2 Anders als in den Propagatorbere
hnungen kannman hier die Partialbru
hzerlegungen ni
ht zur�u
knehmen und so kein einfa-
heres Ergebnis errei
hen. Darin spiegelt si
h die bei glei
her S
hleifenordnungverbesserte Bestimmung der ni
htperturbativen Parameter dur
h die resum-mierte Form der DS-Glei
hungen wieder.F�uhrt man in 3.55 au
h f�ur den Gluon-Kanal eine Skelettgraphenentwi
k-lung der Bethe-Salpeter-Kerne dur
h und analysiert den Divergenzgrad der re-sultierenden 1-S
hleifen-Graphen, �ndet man, dass au
h in diesem Fall nur einGraph vom oben behandelten Typ zur Reproduktion der nullten Ordnung bei-tragen kann. Man muss daher in 7.14 die Impulse p1 und p3 austaus
hen. Weildies jedo
h eine reine Umbenennung der Impulse ist (die Graphen sind ro-tationssymmetris
h), �andert si
h an der Re
hnung ni
hts und man kann dasobige Ergebnis au
h f�ur den Gluon-Kanal der resummierten Dyson-S
hwinger-Glei
hung des ���3-Vertex �ubernehmen. Dies ist eine direkte Folge der Tatsa
he,dass der BS-resummierte Term 7.4 einen in beiden Fermionbeinen symmetri-s
hen Charakter hat, w�ahrend in den f�ur unresummierten Glei
hungen auf-tretenden Dreie
ksgraphen ein unsymmetris
h angeordneter na
kter (pertur-bativer) Vertex auftau
ht. Man erkennt daran, dass die BS-resummierte unds
hattenreduzierte Form der DS-Glei
hungen den grundlegenden Symmetriender Theorie besser darstellen kann als die gew�ohnli
hen DS-Glei
hungen.2Bei einem Verglei
h bea
hte man den Dru
kfehler in der Potenz von � im ersten Termauf Seite 139 von [Kuh 97℄: statt m3 s
hreibe 2m3.



Kapitel 8Selbstkonsistenzglei
hungenQui nimium probat, nihil probat.Spri
hwort [9℄Aus den Bere
hnungen auf 1-S
hleifen-Niveau, die in den vorigen Kapitelndur
hgef�uhrt worden sind, erh�alt man ein Glei
hungssystem, aus dem die dur
hdie ni
htperturbativen Erweiterungen eingef�uhrten zus�atzli
hen Parameter derTheorie selbstkonsistent bestimmt werden m�ussen. Dazu jedo
h m�ussen die obi-gen Ergebnisse ri
htig interpretiert und bearbeitet werden.Weil in den ni
htperturbativ-erweiterten Ans�atzen immer au
h der pertur-bative Grenzfall enthalten ist, m�ussen die Dyson-S
hwinger-Glei
hungen dieperturbativen Divergenzen reproduzieren, mit denen die Renormierungskon-stanten bere
hnet werden, die in diesem S
hema unver�andert bleiben. Dahermuss man vor dem Aufstellen der Selbstkonsistenzglei
hungen den perturbati-ven Anteil der divergenten Terme abspalten und darf nur die ni
htperturbativenBeitr�age f�ur die Selbstkonsistenzglei
hungen verwenden. Wir m�ussen im Rah-men der ni
htperturbativ-erweiterten Theorie deshalb die Gr�o�eg20(4�)2 1� ��(�)�0 ��2� (8.1)vers
hieden behandeln. Bei den ni
ht zu ganzen Potenzen von � proportionalenTermen, den sog. quasiperturbativen Korrekturen wird 8.1 entwi
kelt zu:8:1 � g20(4�)2 1� (1 +O(�)); (8.2)f�ur die restli
hen Terme benutzt man die s
hon in Kapitel 3 vorgestellte Rela-tion: g20(4�)2 1� ��(�)�0 ��2� = 1�0 (1 +O(�; � ln �)): (8.3)Wir stehen hier vor dem Problem, wie dieses Programm auf die logarithmis
hmodi�zierte Theorie �ubertragen werden kann. Wie s
hon bei den Endergeb-nissen in Kapitel 6 erw�ahnt, unters
heidet si
h das dort erhaltene Ergebnisinsbesondere in einem numeris
hen Faktor von den Resultaten ohne Modi�ka-tionen. Da es uns als vordringli
h ers
heint, au
h bei der modi�zierten Theo-rie eine Reproduktion der perturbativen Renormierungskonstanten zu errei
hen,79



80 KAPITEL 8. SELBSTKONSISTENZGLEICHUNGENber�u
ksi
htigen wir nur Terme mit mindestens einer ganzen Potenz in � (bzw. ineinem fermionis
hen Propagatorparameter) f�ur die Selbstkonsistenzglei
hungen.Die Behandlung dieser Terme illustrieren wir am Beispiel der Gluon-S
hleife desGluon-Propagators.Mit 8.2 k�onnen wir den in 6.24 zus�atzli
h zur 1� -Divergenz auftretendenFaktor folgenderma�en abs
h�atzen:"�0g20 1� ��(�)�0 ��2�#�2� = ((4�)2)�2�(1 +O(�)): (8.4)Den verbleibenden numeris
hen Faktor entwi
keln wir zusammen mit den Re-normierungsgruppenlogarithmen na
h � und � um 0 und ber�u
ksi
htigen f�urdie erste Ordung in g20 nur die konstanten Terme:11� ��2��(1� 2�)(4�)4�(1� 2�)1�2� "�k2�20��2� �0g2 ln(~k2 + s)#� = 1� [1 +O(�; �)℄: (8.5)In den ni
htperturbativen Teilen der S
hleifenintegrale stehen wir vor einemganz anderen Problem. Da das jeweils linke Bein der Graphen in einen per-turbativen Vertex l�auft, fehlt der na
h au�en faktorisierende Logarithmus imPropagatorimpuls. Daher unters
heiden si
h linke und re
hte Seite der Selbst-konsistenzglei
hung in ihrem Verhalten bei Skalierung des �au�eren Impulses. Ess
heint daher, dass eine selbstkonsistente Reproduktion der nullten Ordung derSt�orungstheorie unm�ogli
h ist. Mit der Resummationste
hnik, die f�ur die h�oher-en Vertexfunktionen in Kapitel 3 vorgestellt worden ist, kann man jedo
h genaudieses Problem zum Teil beheben. Dort erh�alt man z.B. f�ur die auf 1-S
hleifen-Niveau bere
hnete DS-Glei
hung des ���3-Vertex im Fermion-Kanal die gefor-derte Art der logarithmis
hen Abh�angigkeit vom �au�eren Impuls. Dies dientuns als Hinweis darauf, dass ein analoges Verfahren au
h bei den Propagator-Glei
hungen m�ogli
h sein k�onnte und man dur
h explizite Bere
hung der Bei-tr�age in h�oheren S
hleifenordungen die fehlenden Teile der Summe (im Sinneder in Abs
hnitt 4.1 vorgestellten Resummation) erhalten k�onnte. Eine genauereAnalyse dieser Fragestellung liegt jedo
h wegen ihres re
hente
hnis
hen Umfan-ges und ihrer mathematis
hen S
hwierigkeit (man bea
hte die Vereinfa
hungenin Kapitel 5) au�erhalb der M�ogli
hkeiten dieser Arbeit. Wir m�ussen uns daherdamit begn�ugen, die Reproduktion der fehlenden Faktoren zu postulieren.Ein weiteres Detail ist eine Anmerkung wert. Wie au
h f�ur die quasipertur-bativen Beitr�age ergibt si
h au
h in den Selbstkonsistenzglei
hungen f�ur die Pro-pagatoren ein numeris
her Faktor, den wir oben verna
hl�assigt hatten. In derresummierten Form der Glei
hung des ��3-Vertex tau
ht dieser Faktor ni
ht auf.Es w�are daher naheliegend, ihn au
h bei der Konstruktion der SK-Glei
hungender Propagatoren zu verna
hl�assigen. Man erhielte dann die s
hon in [Dri 97℄und [Kuh 97℄ vorgestellte Form der Selbstkonsistenzglei
hungen. Da das vonuns oben vorges
hlagene Prinzip der Resummation von der in Kapitel 3 be-1Dieses Vorgehen ers
heint dadur
h gere
htfertigt, dass Resummationse�ekte im pertur-bativen Limes gerade ni
ht ber�u
ksi
htigt werden k�onnen.



81nutzten Bethe-Salpeter-Resummation jedo
h signi�kant abwei
ht,2 k�onnen wirni
ht behaupten, dass diese numeris
hen Faktoren dur
h die Resummation ver-s
hwinden. Wir m�ussen sie daher explizit angeben und f�uhren dazu die folgendeFunktion ein: 
(x) = �(1� x)(1� x)1�x (4�)�2x: (8.6)Das Beispiel des ���2-VertexWir f�uhren nun als Beispiel die notwendigen Operationen am ��2-Vertex f�ur dieApproximationsstufe r = 1 und im 
hiralen Limes m̂f = 0 vor.Zun�a
hst muss man den ni
htperturbativen Anteil aus der Darstellung desinversen Propagators extrahieren:�(=k + �̂(f)1;1)(=k + �̂(f)1;2 )=k + �(f)1;2 = �=k � =k(�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2 � �(f)1;2) + �̂(f)1;1 �̂(f)1;2=k + �(f)1;2 : (8.7)Da bei dem dazugeh�origen 1-S
hleifen-Graphen nur ni
htperturbative Termeauftau
hen,3 k�onnen wir Relation 8.3 anwenden und die zu den SK-Glei
hungenbeitragenden Terme notieren:6:70 r=1= 4�0 1=k + �(f)1;2 
(�)�=k(� �C11101 � (�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2 ))+�2 �C12100 � � �C11110(�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2)�: (8.8)Dur
h KoeÆzientenverglei
h erhalten wir die beiden SK-Glei
hungen��̂(f)1;1 � �̂(f)1;2 + �(f)1;2 = 4�0
(�)[� �C11101 � (�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2 )℄ (8.9)und ��̂(f)1;1 �̂(f)1;2 = 4�0
(�)[�2 �C12100 � � �C11110(�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2)℄: (8.10)Als numeris
hen Wert f�ur 
(�) erhalten wir mit � = 528 bei NF = 6:
(�) � 0; 54311: (8.11)2Die Bethe-Salpeter-Resummation ist f�ur die Propagator-Glei
hungen aus prinzipiellenGr�unden gerade ni
ht anwendbar.3Wir erinnern uns: In Landau-Ei
hung vers
hwand die Renormierungskonstante in O(g20).



82 KAPITEL 8. SELBSTKONSISTENZGLEICHUNGENDer ��2-VertexHier nun sind zum ersten Mal s�amtli
he "Bes
hwerden\ des logarithmis
h mo-di�zierten Ansatzes vorhanden. F�ur den ��2-Vertex gilt:�Æabt��(~k)(k2 + û1;1�2)(k2 + û1;2�2)k2 + u1;2�2 �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�2�= �k2Æabt��(~k)(1 +O(�; �)) � k2�2(û1;1 + û1;2 � u1;2) + �4û1;1û1;2k2 + u1;2�2� �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�2� Æabt��(~k): (8.12)Mit dem Ergebnis f�ur die Gluon-S
hleife 6.24 m�ussen wir nun erstmals dievolle Prozedur zur Konstruktion der SK-Glei
hungen, wie oben bes
hrieben,dur
hf�uhren. Wir erhalten:6:24 !� g20(4�)2 1� Æabt��(~k)254 k2(1 +O(�; �))+Æabt��(~k) 1�0
(2�) �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�2� 1k2 + u1;2�2��k2�2h152 C1011 � 54C1110 � 254 u1;2 � 9(�C1011 + û1;1 + û1;2)i�9�4(�C1010 + C1110(û1;1 + û1;2)�: (8.13)Hierbei ist unbedingt zu bea
hten, dass im Unters
hied zu 6.24 der logarith-mis
he Faktor mit der Potenz 2� auftau
ht und die zus�atzli
he �-Potenz nurdur
h eine postulierte Resummation zu Stande gekommen ist.F�ur den Tadpole-Graphen 6.30 m�ussen wir sogar die Resummation desvollst�andigen logarithmis
hen Faktors postulieren. Ein perturbativer Beitragdes Tadpoles hingegen ist in �Ubereinstimmung mit [Mut 87℄ ni
ht vorhanden.Dann gilt: 6:30 !� Æabt��(~k) 1�0
(2�)274 [û1;1 + û1;2 � u1;2℄�2� �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�2� : (8.14)Aus dem Ergebnis f�ur die Geist-S
hleife 6.40 erhalten wir keine ni
htper-turbativen Beitr�age (vgl. [Dri 97℄), sondern nur quasiperturbative Korrekturenzur Renormierungskonstante Z3. Wir s
hreiben daher:6:40 = g20(4�)2 1� Æabt��(~k)14k2(1 +O(��; �)): (8.15)Der komplizierteste Term der DS-Glei
hung des ��2 -Vertex ist die Fermion-S
hleife. Wir betra
hten sie hier nur im 
hiralen Limes (d.h. im masselosen Fall).Au
h der Fermion-S
hleife "fehlt\ eine �-Potenz des logarithmis
hen Faktors,



83deren Resummation wiederum postuliert werden muss. Unter dieser Annahmeerh�alt man dann f�ur r = 1 und im 
hiralen Limes:6:54 !� � g20(4�)2 1� Æabt��(~k)23k2(1 +O(�; �))�2Æabt��(~k) 1�0 1k2 + u1;2�2 �k�2���2�0 �0g20 ln(~k2 + s)�2��nk2h�2�13( �C12011 � u1;2)� �C12100�+� �C11101Xf (�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2 )�Xf (�̂(f)1;1 �̂(f)1;2 )i+�2h� �2 �C14000 +� �C13001Xf (�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2)� �C11011Xf (�̂(f)1;1 �̂(f)1;2 )io: (8.16)Damit erh�alt man aus 3.35 dur
h KoeÆzientenverglei
h die folgenden SK-Glei
hungen:û1;1 + û1;2 � u1;2 = � 1�0n
(2�)h332 C1011 � 54C1110 � 1312u1;2�94(û1;1 + û1;2)i�2h13( �C12011 � u1;2)� �C12100 + �C11101��1�Xf (�̂(f)1;1 + �̂(f)1;2)�Xf ��2(�̂(f)1;1 �̂(f)1;2)io(8.17)und̂u1;1û1;2 = � 1�0n9
(2�)[C1010 � C1110(û1;1 + û1;2) + 34u1;2(û1;1 + û1;2)℄+2h �C14000 � �C13001Xf ��1(�̂(f)1;1 + �̂(f)1;1)+ �C11011Xf ��2(�̂(f)1;1 �̂(f)1;2 )io: (8.18)Als numeris
hen Wert f�ur 
(2�) erhalten wir:
(2�) � 0:30470: (8.19)Dies entspri
ht den in [Kuh 97℄ aufgestellten SK-Glei
hungen. Wie man jedo
hdie fermionis
hen Beitr�age zu diesen Glei
hungen im Fall ni
ht-vers
hwindenderFermionmassen behandeln muss, bleibt ein strittiger Punkt. Wir gehen auf dieseDiskussion in Anhang F kurz ein.



84 KAPITEL 8. SELBSTKONSISTENZGLEICHUNGENDer ~��2-VertexF�ur den ~��2-Vertex ergeben si
h keine SK-Glei
hungen, da es in 6.80 keine ni
ht-perturbativen Beitr�age gibt.Der ���3-VertexZun�a
hst merken wir an, dass si
h hier der f�ur die Selbstkonsistenz im ni
htper-turbativen Teil notwendige logarithmis
he Faktor exakt ergibt. Wir sind deshalbni
ht, wie im Fall der Propagatorglei
hungen, auf eine Postulierung eines ni
htweiter untersu
hten Resummationss
hemas angewiesen.Wir formulieren nun die Selbstkonsistenzglei
hungen, die si
h im masselosen
hiralen Fall aus dem Ergebnis in 7.14 ergeben. Damit werden erstmals, wennau
h nur in niedrigster Approximationsstufe, Selbstkonsistenzglei
hungen f�ureinen resummierten und s
hattenpolreduzierten Vertex angegeben. Da die dazunotwendigen Re
hnungen, insbesondere zur Isolierung des perturbativen Anteilsin 7.14 un�ubersi
htli
h sind und zum Verst�andis ni
ht wesentli
h beitragen,haben wir sie in Anhang F zusammengefasst. Wir notieren nur die endg�ultigeForm der Selbstkonsistenzglei
hungen.Im Unters
hied zu bisherigen Re
hnungen erhalten wir eine zus�atzli
he SK-Glei
hung.4 Dies liegt daran, dass der KoeÆzient der f�ur r = 1 f�uhrendenImpulspotenz p23=p1
�0=p2 ni
ht s
hon per De�nition auf 1 gesetzt ist, sondern,vor allem weil man die Partialbru
hzerlegung in 7.14 ni
ht mehr zur�u
knehmenkann, ein re
ht un�ubersi
htli
her und vor allem au
h ni
htlinearer Term in denPropagatorparametern ist. Wir erhalten also aus F.2 und F.3 mit m̂f = 0:51 = 2Xt1;t2;t3=1 hû1;t3�2�̂(f)1;t1 � û1;t3�3 �C11110 � �̂(f)1;t1�2 �C12011 +�3 �C13010i�hû1;t2�2�̂(f)1;t1 � û1;t2�3 �C11101 � �̂(f)1;t1�2 �C12011 +�3 �C13001i� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1C1k1k21�4�2k1�2k2�(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 : (8.20)Diese Glei
hung unters
heidet si
h fundamental von der bisher gewohnten Formder Selbstkonsistenzglei
hungen. Zum ersten Mal muss man mit 1 einen ni
ht-vers
hwindenden numeris
hen KoeÆzienten reproduzieren. Die restli
hen Glei-4In [DKS 99℄ wurde ein zum folgenden Term analoger Ausdru
k no
h ni
ht als systematis
hbedingte SK-Glei
hung erkannt.5Die De�nition der �-Symbole �ndet si
h in 7.2 bzw. 7.3.



85
hungen folgen dem bekannten Muster:� �C11110 � �(f)1;2= 94 1�0n 2Xt1;t2;t3=1 hû1;t3�2�̂(f)1;t1 � û1;t3�3 �C11110 � �̂(f)1;t1�2 �C12011 +�3 �C13010i�hû1;t2�3�̂(f)1;t1 �C11110 � û1;t2�4 �C12100 � �̂(f)1;t1�3 �C13010 +�4 �C14000i� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1C1k1k21�4�2k1�2k2�(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2o: (8.21)F�ur �C11101 ergibt si
h eine weitere Glei
hung. Wegen der Ladungskonjugations-symmetrie der fermionis
hen Vertexparameter �Crlmnk = �Crlmkn ist diese jedo
hzur obigen Glei
hung �aquivalent. Weiter �nden wir:�2 �C12100 � (�(f)1;2 )2= 94 1�0n 2Xt1;t2;t3=1hû1;t3�3�̂(f)1;t1 �C11101 �û1;t3�4 �C12100 ��̂(f)1;t1�3 �C13001 +�4 �C14000i�hû1;t2�3�̂(f)1;t1 �C11110 � û1;t2�4 �C12100 � �̂(f)1;t1�3 �C13010 +�4 �C14000i� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1C1k1k21�4�2k1�2k2�(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2o (8.22)und �2 �C12011 � u1;2�2= 94 1�0n 2Xt1;t2;t3=1 hû1;t3�2�̂(f)1;t1 � û1;t3�3 �C11110 � �̂(f)1;t1�2 �C12011 +�3 �C13010i�hû1;t2�2�̂(f)1;t1 � û1;t2�3 �C11101 � �̂(f)1;t1�2 �C12011 +�3 �C13001i� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1C1k1k20�6�2k1�2k2�(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2o: (8.23)



86 KAPITEL 8. SELBSTKONSISTENZGLEICHUNGENZu der folgenden Glei
hung f�ur �C13010 gibt es wieder eine �aquivalente f�ur �C13001,die wir hier ni
ht notieren. Es gilt:�3 �C13010 � u1;2�2�(f)1;2= 94 1�0n 2Xt1;t2;t3=1 hû1;t3�2�̂(f)1;t1 � û1;t3�3 �C11110 � �̂(f)1;t1�2 �C12011 +�3 �C13010i�hû1;t2�3�̂(f)1;t1 �C11110 � û1;t2�4 �C12100 � �̂(f)1;t1�3 �C13010 +�4 �C14000i� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1C1k1k20�6�2k1�2k2�(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2o: (8.24)Abs
hlie�end erhalten wir no
h:�4 �C14000 � u1;2�2(�(f)1;2 )2= 94 1�0n 2Xt1;t2;t3=1hû1;t3�3�̂(f)1;t1 �C11101 �û1;t3�4 �C12100 ��̂(f)1;t1�3 �C13001 +�4 �C14000i�hû1;t2�3�̂(f)1;t1 �C11110 � û1;t2�4 �C12100 � �̂(f)1;t1�3 �C13010 +�4 �C14000i� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1C1k1k20�6�2k1�2k2�(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2o: (8.25)Wir hatten die zu diesen Ergebnissen f�uhrenden Bere
hnungen im Fermion-Kanal des ���3-Vertex dur
hgef�uhrt. Wie s
hon bei der Bere
hnung des einzigendivergenten Graphen in Kapitel 7 erw�ahnt, erh�alt man im Gluon-Kanal die-ses Vertex keine neuen Beitr�age. Der einzige Term, der zur Selbstkonsistenzder nullten Ordung auf 1-S
hleifen-Niveau beitr�agt, bleibt der in Kapitel 7 be-re
hnete Graph, jedo
h mit einer dem Gluon-Kanal angepassten Permutationder Impulse untereinander.6 Daher erh�alt man auf 1-S
hleifen-Niveau aus denDS-Glei
hungen 3.53 und 3.54 nur diese se
hs Glei
hungen.Eine weitere Anmerkung betri�t die Rolle der logarithmis
hen Modi�katio-nen in den Selbstkonsistenzglei
hungen des ���3-Vertex. Der von uns in Kapitel4 gew�ahlte Ansatz hat auf die inneren, punktierten Propagatorlinien der re-summierten Glei
hungen keinen Ein
uss. Die hier bewiesenen SK-Glei
hungengelten daher in identis
her Form au
h f�ur den ��3-Vertex.6Da es si
h dabei um eine reine Umbenennung der Impulse handelt, �andert si
h gegen�uber7.14 ni
hts.



Kapitel 9ZusammenfassungWenn alles gesagt ist, soll man s
hweigenKiesow [10℄Abs
hlie�end wollen wir die Ergebnisse unserer Untersu
hung logarithmis
hmodi�zierter Feynmanregeln zusammenfassen.Ausgehend von einer gegen�uber den in der Literatur (s. z.B. [Mut 87℄ oder[Kug 97℄) zu �ndenden Ergebnissen verbesserten L�osung der 't Hooft-Weinberg-Glei
hung f�ur die QCD, konnten wir in Kapitel 4 unsere Wahl f�ur die modi-�zierten Ans�atze physikalis
h untermauern. Dies stellt gegen�uber den Unter-su
hungen in [ASS 93℄ eine signi�kante Verbesserung dar. Wir verf�ugen damiterstmals �uber modi�zierte Ans�atze, in denen aus der Renormierungsgruppen-analyse stammende Eigens
haften einer exakten L�osung der QCD verarbeitetsind. Zudem haben wir die Grenzen und N�aherungen unserer Ans�atze explizitnotieren k�onnen. Mit der in Kapitel 5 vorgestellten neuartigen Bere
hnung der1� -Divergenz logarithmis
h modi�zierter Integrale konnten wir im Folgendendie si
h aus unseren Ans�atzen ergebenden Beitr�age zu den Selbstkonsistenz-glei
hungen der nullter Ordnung exakt bestimmen. Au
h hier konnten wir dieErgebnisse aus [ASS 93℄ pr�azisieren. W�ahrend dort mit einem ad-ho
-Ansatzund einer Abs
h�atzung der Impulsintegration ein, in unserer Notation, Fak-tor �21����0 als Ver�anderung in der SK-Glei
hung hergeleitet wurde, haben wirzeigen k�onnen, dass dieser Faktor bei pr�aziserer Re
hnung ni
ht auftritt. Wirerhalten anstatt dessen den rein numeris
hen Faktor 
(�) bzw. 
(2�), wel-
he von der Gr�o�enordnung 1 sind. In dem folgenden Kapitel konnten wir diedivergenten Terme aller 1-S
hleifen-Graphen aus den DS-Glei
hungen der Pro-pagatoren bere
hnen und so die in [Kuh 97℄ vorgestellten Ergebnisse best�atigen.In Kapitel 7 ist uns die erstmalige Bere
hnung des auf 1-S
hleifen-Niveau ein-zigen divergenten Graphen aus der BS-resummierten und s
hattenreduziertenDS-Glei
hung des ��3-Vertex gelungen. In Kapitel 8 konnten wir die entspre-
henden Selbstkonsistenzglei
hungen aufstellen. Dabei sind besonders die se
hsSK-Glei
hungen aus der resummierten Form des ��3-Vertex in niedrigster Ap-proximationsstufe bemerkenswert. Diese stellen in ihrer neuartigen Form einbesonders signi�kantes Ergebnis dieser Arbeit dar.Zuglei
h k�onnen wir aber au
h ni
ht vers
hweigen, dass wi
htige Proble-me, die si
h mit den logarithmis
h modi�zierten Ans�atzen ergeben, im Rahmen87



88 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNGdieser Arbeit ni
ht abs
hlie�end untersu
ht und beurteilt werden konnten. Diesbetri�t zun�a
hst das Problem der Ni
hteindeutigkeit f�ur die Wahl der modi�-zierten h�oheren Vertizes. Da aus der Analyse der 't Hooft-Weinberg-Glei
hunghier keine hinrei
henden Eins
hr�ankungen folgen, haben wir m�ogli
herweise kei-ne hinrei
hend allgemeinen Ans�atze benutzt. Insbesondere die Einbeziehung an-derer Impulskombinationen in die modi�zierten Ans�atze, wie sie z.B. dur
h dieErgebnisse von [EGM 79℄ nahe gelegt werden, verdiente eine weitere Untersu-
hung.Aber au
h im Rahmen des von uns gew�ahlten Ansatzes sind no
h wi
htigeProbleme zu l�osen. Die Bere
hnung der Divergenz logarithmis
her Integrale inKapitel 5 stellt zwar einen wi
htigen Forts
hritt dar, bleibt jedo
h auf eineneinfa
hen - eben den divergenten - Anteil bes
hr�ankt. Hier w�are es w�uns
hens-wert, ein S
hema zur vollst�andigen Bere
hnung (au
h verallgemeinerter) loga-rithmis
h modi�zierter Integrale zu entwi
keln. Dies gilt au
h und vor allemin Hinbli
k auf die Bere
hnung der konvergenten Terme, die letztendli
hes Zieldieses Ansatzes sein sollte. Wir k�onnen an dieser Stelle nur feststellen, dassdie daf�ur bisher zur Verf�ugung stehenden mathematis
hen Mittel ni
ht ausrei-
hen und hier Anlass f�ur mathematis
h anspru
hsvolle weitere Untersu
hungenbesteht.Das viellei
ht wi
htigste Problem des von uns gew�ahlten Ansatzes stelltaber si
herli
h die s
hon in Kapitel 8 diskutierte Verletzung der Skalierungs-invarianz der DS-Glei
hungen vor allem der Propagatoren dar. Dadur
h dasssi
h aus dem Me
hanismus der DS-Glei
hungen "systemimmanent\ ein linkerperturbativer Vertex in den Glei
hungen be�ndet, fehlt den Graphen ein Teildes f�ur eine einfa
he Selbstkonsistenz notwendigen logarithmis
hen Faktors im�au�eren Impuls. Nur f�ur die 3-Punkt- und 4-Punkt-Vertizes konnten wir inKapitel 3 mit den dur
h Bethe-Salpeter-Resummation entstandenen s
hatten-reduzierten DS-Glei
hungen die notwendigen Resummationen bei einer gro�enKlasse von Graphen explizit ausf�uhren. Dies gibt uns Anlass zu der Ho�nung,dass si
h ein �ahnli
hes Verfahren au
h f�ur die Propagator-Glei
hungen und diein den resummierten Glei
hungen der h�oheren Vertizes verbliebenen unresum-mierten Terme �nden l�a�t. Neben der in Kapitel 8 angespro
henen Resumma-tion h�oherer S
hleifenordnungen, die die in Kapitel 4 gezeigte Darstellung derRG-Logarithmen reproduzieren k�onnte, geh�ort dazu au
h die sogenannte tri-viale Symmetrisierung. Da der Formalismus der DS-Glei
hungen systematis
hbedingt die Symmetrien der Vertizes unter Impulsvertaus
hung bri
ht und da-mit ein Impuls (in dieser Arbeit der jeweils linke) ausgezei
hnet wird, kann mansi
h damit behelfen, dass man entspre
hende Glei
hungen f�ur alle Impulskan�aleaufstellt und aufaddiert. Dieses Verfahren sollte eine Etablierung der logarith-mis
hen Faktoren erm�ogli
hen und so die SK-Glei
hungen begr�unden k�onnen.Aber au
h jenseits der logarithmis
hen Modi�kationen konnten in dieserArbeit Resultate erzielt werden, die f�ur weitere Untersu
hungen im Rahmendes ni
htperturbativ-erweiteren Ansatzes n�utzli
h sein werden. Mit dem in Ka-pitel 3 ausf�uhrli
h bes
hriebenen Beweis der Bethe-Salpeter-resummierten unds
hattenreduzierten DS-Glei
hungen steht nunmehr eine Darstellung der DS-Glei
hungen zur Verf�ugung, bei denen die Selbstkonsistenzglei
hungen s
honauf 1-S
hleifen-Niveau auf besondere Weise miteinander gekoppelt sind. Als be-



89sonders ermutigendes Ergebnis kann man festhalten, dass mit der in dieser Ar-beit dur
hgef�uhrten konsequent getrennten Behandlung der perturbativen undni
htperturbativen Terme aus der DS-Glei
hung des ��3-Vertex eine zus�atzli
heSelbstkonsistenzglei
hung hergeleitet werden konnte. Au
h aus der im Rahmendieser Arbeit ni
ht bere
hneten DS-Glei
hung des �3-Vertex sollte si
h einezus�atzli
he SK-Glei
hung ergeben. Mit den in der ersten Approximationsstufe(r = 1) jeweils se
hs SK-Glei
hungen des ��3- und �3-Vertex und den je zweiSK-Glei
hungen der Propagatoren stehen nunmehr 16 Bestimmungsglei
hun-gen f�ur die insgesamt 16 Parameter der Propagatoren und der 3-Punkt-Vertizeszur Verf�ugung. Dies heisst, dass si
h f�ur r = 1 und auf 1-S
hleifen-Niveau undvor allem au
h unter Verna
hl�assigung des �4-Vertex bzw. dessen Anteilen imKsr4s-Kern ein vollst�andig bestimmtes Glei
hungssystem ergibt. Dieses manifestni
ht-lineare System ist zwar nur no
h numeris
h l�osbar, jedo
h muss man zudessen L�osung ni
ht mehr wie bisher Bewegungsglei
hungskondensate oder an-dere Hilfsgr�o�en heranziehen.Mit den Ergebnissen aus Kapitel 2 und au
h aus Kapitel 4 kann manselbstverst�andli
h au
h auf rein perturbativem Niveau logarithmis
h modi�zier-te Feynmanregeln de�nieren. Dieses Vorgehen hat eine �uberras
hende Konse-quenz. W�ahlt man die Ans�atze f�ur die modi�zierten Vertizes entspre
hendendunserem Vorgehen in Kapitel 4, k�urzen si
h die logarithmis
hen Modi�katio-nen auf den inneren Propagatorlinien von S
hleifengraphen exakt heraus. DieS
hleifenintegrale f�ur die Selbstenergien bleiben also unver�andert.1 Zuglei
h ent-wi
keln die entspre
henden Terme die ben�otigten logarithmis
hen Faktoren inden �au�eren Impulsen. Ebenso k�onnte man eine Theorie betra
hten, die sowohlmit logarithmis
h modi�zierten perturbativen als au
h mit logarithmis
h modi-�zierten ni
htperturbativ-erweiterten Feynmanregeln arbeitet. F�ur diesen Fallgilt mit den Ans�atzen aus Kapitel 4 ebenfalls, dass die Modi�kationen in denS
hleifenintegralen vers
hwinden. Eine sol
he Theorie w�urde zu den bisherigenErgebnissen in [Dri 97℄ und [Kuh 97℄ vollkommen �aquivalente SK-Glei
hungenliefern. Ein Problem bei der Konstruktion der SK-Glei
hungen wegen einerVerletzung der Skaleninvarianz, wie wir es in Kapitel 8 diskutieren mussten,tritt ni
ht auf. Um in einem sol
hen Ansatz Abwei
hungen von den bekanntenResultaten erhalten zu k�onnen, muss man andere, besser in den Skalierungsei-gens
haften der Vertizes bez�ugli
h eines Impulses begr�undete Ans�atze f�ur dielogarithmis
hen Modi�kationen aufstellen. Wie die Bere
hnungen in Kapitel 6jedo
h zeigen, k�onnten sol
he Modi�kationen bestenfalls Ein
uss auf die kon-vergenten Terme haben, tr�ugen also zum Problem der selbstkonsistenten Re-produktion der nullten Ordnung ni
ht bei.Abs
hlie�end k�onnen wir feststellen, dass die in dieser Arbeit vorgenomme-ne Untersu
hung logarithmis
h modi�zierter Feynmanregeln einige interessanteund vielverspre
hende Resultate erzielen konnte. Es sind jedo
h no
h weitereFors
hungen und vor allem die Entwi
klung neuer Re
hente
hniken n�otig, um�uber die Relevanz dieses Ansatzes ein fundiertes Urteil abgeben zu k�onnen.1Dieses Ph�anomen konnten wir au
h bei den BS-resummierten DS-Glei
hungen beoba
h-ten.
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Anhang A
A.1 Notationen und KonventionenIn der gesamten Arbeit wird f�ur das Volumenelement der Impulsintegration diefolgende Abk�urzung gebrau
ht: �d = d2� : (A.1)Im Rahmen der dimensionellen Regularisierung re
hnen wir inD = 4� 2� (A.2)Dimensionen.F�ur die euklidis
hen 
-Matrizen gilt:n
�; 
�o = �2Æ�� � 1; (A.3)
�
� = �D � 1; (A.4)
�
�
� = (D � 2)
� (A.5)und Trn1o = 4; (A.6)Trn
�o = 0; (A.7)Trn
�
�o = �4Æ�� : (A.8)A.2 Darstellungstheorie der SU(N)SU(N) ist die Menge aller unit�arenN�N -Matrizen mit positiver Determinante.Es sind fab
 die total antisymmetris
hen Strukturkonstanten der SU(N)-Lie-Algebra und T a die Generatoren der Lie-Algebra, so dass gilt:[T a; T b℄ = ifab
T 
: (A.9)Dann gilt in Fundamentaldarstellung:T aij = 12(�a)ij ; (A.10)T ailT alj = CF Æij : (A.11)93



94 ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANGDabei ist CF der Erwartungswert des quadratis
hen Casimiroperators in derFundamentaldarstellung und es gilt:CF = N2 � 12N : (A.12)Mit den total symmetris
hen Strukturkonstanten dab
 erh�alt man weiter:fT a; T bg = 1N Æab + dab
T 
 (A.13)und TrfT aT bg = 12Æab; (A.14)TrfT aT bT 
g = 14(dab
 + ifab
): (A.15)F�ur die adjungierte Darstellung gilt:T ab
 = �ifab
;T ab
T a
d = CGÆbd (A.16)mit CG = N: (A.17)Analog zu oben �ndet man: TrfT aT bg = CGÆab; (A.18)TrfT aT bT 
g = iN2 fab
: (A.19)Aus obenstehenden Glei
hungen ergeben si
h die folgenden n�utzli
hen Re-lationen f�ur die Strukturkonstanten:fab
 = �fa
b (A.20)fa
df b
d = CGÆab (A.21)fad
f b
ff 
fd = N2 fab
: (A.22)Wir ben�otigen no
h die folgende Konvention:fab;
d = fabnf
dn: (A.23)A.3 Integralformeln und Entwi
klungenImpulsintegrale:Das Standardintegral der dimensionellen Regularisierung (z.B. [Dri 97℄) ist:Z �dDq (q2)m(q2 +M2)n = 1(4�)D=2 �(D=2 +m)�(b� a�D=2)�(D=2)�(b) (M2)a�b+D=2:(A.24)



A.3. INTEGRALFORMELN UND ENTWICKLUNGEN 95Die in dieser Arbeit ben�otigten Formeln der symmetris
hen Integration lauten:Sei f eine beliebige, ni
htsingul�are Funktion in q2. Dann giltZ �dDq q�1 � � � q�mf(q2) = 0 (A.25)f�ur m ungerade undZ �dDq q�1q�2f(q2) = Æ�1�2D Z �dDq q2f(q2) (A.26)sowieZ �dDq q�1q�2q�3q�4f(q2) = Æ�1�2Æ�3�4 +Æ�1�3Æ�2�4 +Æ�1�4Æ�2�3D(D + 2) Z �dDq q4f(q2):(A.27)ParameterintegraleF�ur die Feynmanparametrisierung gilt (z.B. [Mut 87℄):1A�B� = �(�+ �)�(�)�(�) Z 10 dx x��1(1� x)��1(xA+ (1� x)B)�+� : (A.28)In Kapitel 2 benutzen wir die FormelnZ dxx(x2 + a2) = 12a2 ln x2jx2 + a2j (A.29)(vgl. [PBM 88a℄ 1.2.11.10) undZ dxeax + b = 1ab [ax� ln(eax + b)℄ (A.30)(vgl. [PBM 88a℄ 1.3.1.5).In Kapitel 5 ben�otigen wir:Z 10 dxxt�1(1� x)n�1(ax+ b)
 = �(t)�(n)b
�(n+ t) 2F1(
; t; n+ t;�ab ); (A.31)(vgl. z.B. [WG 89℄ 4.5.(6)). F�ur die 2F1-Funktion gilt au�erdem:2F1(a; b; 
; z) = (1� z)
�a�b 2F1(
� a; 
� b; 
; z) (A.32)(vgl. [EMO 53a℄ 2.9.(2)),2F1(n0��0; n; t+n; z) = �(t+ n)�(n0 � �0)�(n) 1Xm=0 �(n0 +m� �0)�(n+m)�(t+ n+m) zmm! (A.33)(vgl. z.B. [WG 89℄ 4.6.(1)) und als Sonderfall der 2F1-Funktion:1Xm=0 �(n+m)zm�(n)m! = 2F1(n; b; b; z)jb bel: = (1� z)�n (A.34)



96 ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANG(vgl. z.B. [KF 60℄ 4.(40)). Zuletzt brau
ht man:1�(a) Z 10 dt ta�1t+ z e�bt = 1z1�a ebz�(1� a; bz) (A.35)([PBM 88a℄ 2.3.6.13). F�ur die Entwi
klung der unvollst�andigen �-Funktion giltna
h [EMO 53b℄, Formel 9.2.(5):�(1� a; b) = �(1� a)� 1Xj=0 (�1)jb1�a+jj!(1 � a+ j) : (A.36)F�ur eine alternative Re
hnung kann manZ 10 dx x��1e�px(eqx + z)n = �(�)(n� 1)! 1Xk=0 (k + 1)n�1(�z)k(p+ qk + qn)� (A.37)([PBM 88a℄ 2.3.12.1) benutzen.F�ur diese Arbeit sind die folgenden Eigens
haften der �-Funktion von Be-deutung: �(x+ 1) = x�(x); (A.38)�(1) = 1 (A.39)) �(n+ 1) = n! (A.40)f�ur alle nat�urli
hen Zahlen n. Zudem benutzen wir die folgenden Entwi
klungender �-Funktion um 0 bzw. �1:�(�) = 1� � 
 +O(�) (A.41)�(�� 1) = �1� + 
 +O(�) (A.42)(siehe z.B. [Mut 87℄). Dabei ist 
 die Eulerkonstante:
 � limn!124 nXj=1 1j � lnn35 � 0:57721 : (A.43)



Anhang B
De�nition der T -Amplituden der 3- und 4-Punkt-VertizesDie in den 3-Punkt-Vertizes auftau
henden vollen Amplituden T sind so de�-niert, dass in der DS-Glei
hung keine 1-Teil
hen-reduziblen Graphen vorkom-men. Daher kann man sie dur
h ihr Verh�altnis zu den vollen zusammenh�angen-den 4-Punkt, 5-Punkt und 6-Punkt-Amplituden explizit angeben. Wi
htig hier-bei ist die Feststellung, dass es keine T3-Amplituden gibt und dass statt dieserdie �3-Vertizes vorkommen. F�ur die 4-Punkt-Amplituden bringen wir nur dasBeispiel:
�T4s =�T4 ���3 �3 (B.1), T4s = T4 � �3D�3: (B.2)Dann gilt analog f�ur: �T4s = �T4 � �3D��3; (B.3)~T4s = ~T4 � �3D~�3: (B.4)Oben haben wir den Gluon-Gluon Fermion-Antifermion-Kanal als s-Kanal be-zei
hnet. Den davon grunds�atzli
h vers
hiedenen Antifermion-Gluon Gluon-Fermion-Kanal bezei
hnen wir daher als t-Kanal, wenn er als horizontaler Kanalbetra
htet wird. Dies gilt f�ur die Geist-Amplituden analog. Damit gilt:
��T4t =��T4 ����3 ��3 (B.5), �T4t = �T4 � ��3S��3 (B.6)und analog ~T4t = ~T4 � ~�3 ~D~�3; : (B.7)97



98 ANHANG B. DIE T -AMPLITUDENF�ur die Amplituden mit drei linken Gluon-Beinen �ndet man:
�T3;2 =�T5 ��T4 �3 ; (B.8)
��T3;2 =��T5 ���T4 ��3 ; (B.9)
�~T3;2 =�~T5 ��~T4 ~�3 : (B.10)Die entspre
henden Glei
hungen f�ur die T2;3-Amplituden umfassen dagegenmehr Terme, wobei (3, 4, 5) die drei re
hten Gluon-Beine bezei
hnen:
�T2;3 =�T5 ���3 T4��T4 �3 � 2 zykl: P erm: (3; 4; 5);(B.11)
��T2;3 =��T5 ����3 T4���T4 �3 � 2 zykl: P erm: (3; 4; 5);(B.12)
�~T2;3 =�~T5 ��~�3 T4��~T4 �3 � 2 zykl: P erm: (3; 4; 5):(B.13)



99Als letzter in den Glei
hungen auftretender Term bleibt T3;3 zu analysieren.Man �ndet:
�T3;3 =�T6 ��T4 T4��T5 �3 � 2 zykl: P erm: (4; 5; 6):(B.14)





Anhang C
Bethe-Salpeter-Glei
hungenF�ur den Beweis der BS-Resummation der 3-Punkt-Vertizes und des 4-Punkt-Vertex muss man Folgendes bemerken.Die Anwesenheit des 4-Punkt-Vertex bedingt, dass man bei Reduzibilit�ats-untersu
hungen, also der Aufstellung der BS-Glei
hungen, die Gluonlinien an-ders als Fermion- und Geistlinien behandeln muss. W�ahrend man bisher nur dieallgemeine 2-Teil
hen-Irreduzibilit�at im horizontalen Kanal als Kriterium ver-wandt hat [Kuh 97℄, muss man die Bethe-Salpeter-Kerne nun anders konstruie-ren. Wir w�ahlen als Kriterium zur Konstruktion der Kerne die 2-Teil
hen- undzus�atzli
h dazu die 3-Gluonlinien-Irreduzibilit�at im horizontalen Kanal. Dies istinsofern eine nat�urli
he Wahl f�ur die Resummation der Vertizes, als dass da-dur
h in den so konstruierten Bethe-Salpeter-Kernen keine inneren S
hleifenvon der Art mehr vorkommen, die s
hon in den DS-Glei
hungen aufgef�uhrtsind.Glei
hungen f�ur den Fermion- und Geist-KanalDie Bethe-Salpeter-Glei
hungen sind in diese beiden F�allen von einfa
her Struk-tur: �=�+g20�2�0�, (C.1)�=�+g20�2�0�. (C.2)Glei
hungen f�ur den Gluon-KanalDa wir die BS-Kerne hier an die re
hte Seite der BS-Terme s
hreiben, habendie re
hten Beine der hier betra
hteten vollen Vertizes auf die Struktur der nunfolgenden Glei
hungen keinen Ein
uss. Wir f�uhren daher hier nur den Fall mitzwei re
hten Gluonbeinen an. Ebenso wird die Bes
hriftung der vollen Vertizes101



102 ANHANG C. BETHE-SALPETER-GLEICHUNGENund Kerne unterlassen, da si
h diese einfa
h aus der Anordung ihrer Beineergibt. Wie s
hon oben angespro
hen, stehen anstatt der T3- die �3-Amplituden.Wir erhalten:
� =�+ 12g20�2�0�+16g40�4�0�� g20�2�0��g20�2�0 Xf� : (C.3)Diese Glei
hung f�ur die T4s-Amplitude ist wegen der Existenz des ober
�a
hli
hdivergenten �4-Vertex von den anderen BS-Glei
hungen fundamental vers
hie-den. W�ahrend in den anderen 4-Punkt-BS-Kernen nur die Austaus
hgraphenin den ni
ht-horizontalen Kan�alen (also t und u) zur Reproduktion der null-ten Ordnung beitragen k�onnen, beinhaltet K4s einen zus�atzli
h zu den Aus-taus
hgraphen im t- und u-Kanal zur nullten Ordnung beitragenden Term.Dieser entsteht dur
h Analyse des 1-Teil
hen-irreduziblen �4-Vertex bez�ugli
hder hier geforderten Irreduzibilit�at im s-Kanal. Ans�atze f�ur diese, die Bose-Symmetrie des �4-Vertex verletzende, neue ober
�a
hli
h divergente Amplitudegewinnt man aus der Betra
htung der 4-Punkt-Amplituden im Bethe-Salpeter-Formalismus. Genaueres zu diesem Punkt wird f�ur die skalare �4-Theorie in[Sti 90℄ ausgef�uhrt. Die anderen beiden Glei
hungen sind unproblematis
h:� =�+ 12g20�2�0�+16g40�4�0�� g20�2�0��g20�2�0 Xf� ; (C.4)



103
� =�+ 12g20�2�0�+16g40�4�0�� g20�2�0��g20�2�0 Xf� : (C.5)Analoge Glei
hungen mit der glei
hen strukturellen Gestalt ergeben si
h f�urdie Amplituden T2;3, �T2;3 und ~T2;3 mit drei re
hten Gluonbeinen, �T4s, �T2;2s undT2;2f s mit zwei re
hten Fermionbeinen und ~T4s, ~T2;2s und T2f ;2s mit zwei re
htenGeistbeinen. Es bleiben no
h die Amplituden mit drei linken Gluonbeinen zuanalysieren. Au
h bei diesen bes
hr�anken wir uns darauf, die Glei
hung mitzwei linken Gluonbeinen zu notieren. Wir erhalten f�ur T3;2:� =�+ 32� + 32�+12g20�2�0�+ 12g20�2�0�+12g20�2�0� + 12g20�2�0�+16g40�4�0�� g20�2�0��g20�2�0 Xf� : (C.6)Strukturell �aquivalente Glei
hungen ergeben si
h au
h f�ur T3;3, �T3;2 und ~T3;2.



104 ANHANG C. BETHE-SALPETER-GLEICHUNGENDer Vorfaktor 32 vor dem zweiten bzw. dritten Graphen der re
hten Seitevon C.6 signalisiert eine passende Zusammenfassung der eigentli
h in dem da-zugeh�origen Term entstehenden se
hs Graphen in zwei �Aquivalenzklassen,1 diebeim Einsetzen der entspre
henden Graphen in eine si
h links ans
hlie�endezweifa
he Gluon-S
hleife, wie sie si
h z.B. f�ur einen �4-Vertex ergibt, glei
heBeitr�age liefern. Dabei ist zu bea
hten, dass der unten auftau
hende Vorfaktor12 daher r�uhrt, dass hier explizit au
h innere Crossing-Symmetrien aufgef�uhrtwerden.2 Diese sind jedo
h in den aus den Feynmanregeln stammenden Vorfak-toren s
hon ber�u
ksi
htigt.32�+32��= 12�+12�+12� +12�+12�+12� (C.7)Erg�anzung zu den S
hattenpolenWir f�uhren als Erg�anzung f�ur die Argumentation in Abs
hnitt 3.4 no
h eineDyson-S
hwinger-Glei
hung f�ur die S
hattenverti
es im Gluon-Kanal auf. AlsBeispiel w�ahlen wir wiederum den Gluon-Kanal des ��3-Vertex im S
hattensek-tor. Aus 3.39 folgt dur
h Residuenbildung:
� = 12g20�2�0�+16g40�4�0�� g20�2�0�1Gerade diese werden im graphis
hen Formalismus der Feynmanregeln notiert.2Wir verwenden keine gesonderte Notation im Vertrauen darauf, dass die jeweilige Bedeu-tung der Graphen aus unseren Anmerkungen klar wird.



105�g20�2�0 Xf�: (C.8)Dieses l�asst si
h selbstverst�andli
h auf die anderen S
hattenverti
es analog�ubertragen. Dabei stellt man insbesondere fest, dass si
h aus den in den DS-Glei
hungen des �3- und �4-Vertex, 3.40 bzw. 3.41, vorhandenen Graphen mitre
hten Beinen, die in einen perturbativen Vertex einlaufen, keine Beitr�age zuden Glei
hungen f�ur die entspre
henden S
hattenverti
es ergeben.





Anhang D
Erg�anzungen zur Gluon-S
hleifeWir f�uhren hier die Bere
hnungen zur Gluon-S
hleife aus Kapitel 6 fort. Am�ubersi
htli
hsten l�asst si
h das ohne die logarithmis
hen Erweiterungen, d.h. imbekannten Fall der ni
htperturbativen Approximanten dur
hf�uhren.1 Wegen derbesonderen Gestalt der in Kapitel 5 erhaltenen Formeln k�onnen wir die Ergeb-nisse dann direkt au
h f�ur den Fall logarithmis
her Modi�kationen �ubernehmen.Weil die folgende Re
hnung als Modell f�ur alle weiteren 1-S
hleifen-Re
hnungendieser Arbeit gelten kann, werden wir mehr als nur die notwendigsten Re
hen-s
hritte angeben.FeynmanparametrisierungWir f�uhren die Feynmanparametrisierung f�ur Terme von der allgemeinen Ge-stalt 1a2(a2 + �)b2(b2 + �) (D.1)dur
h: 1a2(a2 + �)b2(b2 + �)= �(2)2 Z 10 dx1dx2(x1(a2 + �) + (1� x1)a2)2(x2(b2 + �) + (1� x2)b2)2= �(4)Z 10 dx1dx2dx3 � x3(1� x3)(b2 + x3(a2 � b2) + x2� + x3(x1�� x2�))4 : (D.2)Damit sind nun no
h folgende drei Integrale zu bere
hnen:I1 = �(4)Z �dDq Z 10 dx1dx2dx3 � x3(1� x3)SD(a2j b2; k2)(b2 + x3(a2 � b2) + x2� + x3(x1�� x2�))4 ; (D.3)I2 = �(4))Z �dDq Z 10 dx1dx2dx3 � x3(1� x3)TD(a2; b2; k2)(b2 + x3(a2 � b2) + x2� + x3(x1�� x2�))4 ;(D.4)I3 = �(4)Z �dDq Z 10 dx1dx2dx3 � x3(1� x3)SD(b2j a2; k2)(b2 + x3(a2 � b2) + x2� + x3(x1�� x2�))4 : (D.5)1Eine erste Bere
hnung des resultierenden Integrals wurde in [Spr 95℄ vorgenommen.107



108 ANHANG D. ERG�ANZUNGEN ZUR GLUON-SCHLEIFEBere
hnung der ImpulsintegraleUm die obigen Integrale l�osen zu k�onnen, ist es notwendig, eine konkrete Wahlf�ur die Parametrisierung des S
hleifenimpulses zu tre�en. I
h w�ahle die sym-metris
he Parametrisierung, d.h.:~a � 12~k � ~q; ~b � 12~k + ~q: (D.6)Es ist die typis
he Impulsvers
hiebung im Integral dur
hzuf�uhren, um die be-kannten Standardintegrale zur Auswertung heranziehen zu k�onnen. Dazu setztman zun�a
hst ~a und ~b in den Nenner ein:b2 + x3(a2 � b2) + x2� + x3(x1�� x2�) = q2 + (~k � ~q)(1� 2x3) + 14k2 + L02:Mit der Impulsvers
hiebung ~q = ~q0 � 12~k(1� 2x3) (D.7)erh�alt man: q2 + (~k � ~q)(1 � 2x3) + 14k2 + L02= q02 + k2(x3 � x23) + L02 = q02 + L2(x1; x2; x3); (D.8)wobei L2 in D.24 explizit ausges
hrieben ist, und~a = ~k(1� x3)� ~q0; ~b = ~kx3 + ~q0 (D.9)Man kann nun, da das Volumenelement dDq invariant unter Translationen ist,die vers
hobene Variable q0 wieder in q umbenennen. Damit ergibt si
h:I1 = �(4)Z 10 dx1dx2dx3 Z �dDqx3(1� x3)(q2 + L2)4 SD(aj b; k) (D.10)usw. Man mu� nun no
h ~a und ~b in SD bzw. TD einsetzen. Man erh�alt:SD(aj b; k)= 4(k2q2 � (k � q)2)�(D � 1)k2(q2 � 2(k � q)(1� x3) + k2(x3 � 1)2)�(k2q2 � (~k � ~q)2) + (k2(1� x3)� (~k � ~q))(q2 + 2(~k � ~q)x3 + k2x23)�;(D.11)TD(a; b; k)= 4(k2q2 � (~k � ~q)2)�(D � 1)hq4 + q2(~k � ~q)(4x3 � 2) + 4(~k � ~q)2(x23 � x3)+k2q2(2x23 � 2x3 + 1) + k2(~k � ~q)(4x33 � 6x23 + 2x3) + k4x23(1� x3)2i�(k2q2 � (k � q)2)� (k2(1� x3)x3 + (k � q)(1 � 2x3)� q2)k2�; (D.12)



109SD(bj a; k)= 4(k2q2 � (~k � ~q)2)�(D � 1)k2(q2 + 2(~k � ~q)x3 + k2x23)� (k2q2 � (~k � ~q)2)+((k2x3) + (~k � ~q))(q2 � 2(~k � ~q)(1� x3) + k2(x3 � 1)2)�: (D.13)Terme mit ungerader Ordnung im S
hleifenimpuls q, d.h. in denen eineungerade Anzahl Potenzen von (~k � ~q) vorkommt, vers
hwinden dur
h die sym-metris
he Integration. Wie man lei
ht sieht, brau
ht man daher nur folgendeImpulsintegrale zu l�osen, was mit Formeln A.24, A.26 und A.27 einfa
h zu be-werkstelligen ist:B1 = Z �dDq k2q6(q2 + L2)4= k2(4�)D2 �(3 + D2 )�(1 � D2 )�(D2 )�(4) (L2)D2 �1; (D.14)B2 = Z �dDq q4(k � q)2(q2 + L2)4= k�k�k2 Æ��D B1 = 1DB1; (D.15)B3 = Z �dDq k4q4(q2 + L2)4= k4(4�)D2 �(2 + D2 )�(2 � D2 )�(D2 )�(4) (L2)D2 �2; (D.16)B4 = Z �dDqk2q2(k � q)2(q2 + L2)4= k�k�k2 Æ��D B3 = 1DB3; (D.17)B5 = Z �dDq (k � q)4(q2 + L2)4= k�k�k�k�k4 S(����)4D(D + 2)B3 = 3D(D + 2)B3; (D.18)B6 = Z �dDq k6q2(q2 + L2)4= k6(4�)D2 �(1 + D2 )�(3 � D2 )�(D2 )�(4) (L2)D2 �3; (D.19)B7 = Z �dDq k4(k � q)2(q2 + L2)4= k�k�k2 Æ��D B6 = 1DB6: (D.20)



110 ANHANG D. ERG�ANZUNGEN ZUR GLUON-SCHLEIFEDamit erh�alt man f�ur die drei Teilintegrale folgende Ergebnisse:I1 = �(4)4(D � 1)D Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3h(D � 1)(B3+(1� 2x3 + x23)B6))�B3�x3 + 2x3 � 1D + 2 �+ (x23 � x33)B6i; (D.21)I2 = �(4)4(D � 1)D Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3� B3(D + 2) + (x23 � x3)B6+(D � 1)hB1 +B3�4 x23 � x3(D + 2) + 2x23 � 2x3 + 1�+ x23(1� x3)2B6i�;(D.22)I3 = �(4)4(D � 1)D Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3�(D � 1)(B3 + x23B6)+B3�x� 1 + 2x3 � 1(D + 2)�+ (x33 � 2x23 + x3)B6�: (D.23)Bere
hnung der FeynmanparameterintegraleEs ist L2(x1; x2; x3) = k2(x3 � x23) + x2� + x3(x1�� x2�): (D.24)Terme quadratis
her DivergenzMan bere
hnet zun�a
hst:Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3(L2)D2 �1= Z 10 dx2dx3(1� x3)x3 Z 10 dx1((x3�)x1 +M1)D2 �1= 2�D Z 10 dx2dx3(1� x3)�(L21)D2 � (L20)D2 � (D.25)mit L21 = k2(x3 � x23) + x2� + x3(�� x2�) (D.26)L20 = k2(x3 � x23) + x2� � x3x2�): (D.27)Die n�a
hste Integration liefert f�ur D.25:= 2�D Z 10 dx3(1� x3)Z 10 dx2�(x2�(1� x3) +M2)D2�(x2�(1� x3) +M3)D2 �= 4��D(D + 2) Z 10 dx3 �(L211)D+22 � (L210)D+22 � (L201)D+22 + (L200)D+22 �(D.28)



111mit L211 = k2(x3 � x23) + � + x3(�� �) (D.29)L210 = k2(x3 � x23) + x3� (D.30)L201 = k2(x3 � x23) + � � x3� (D.31)L200 = k2(x3 � x23): (D.32)Das verbleibende Integral ist in ges
hlossener Form so ni
ht auszuwerten. Mangeht daher zur Darstellung in � � 4�D2 �uber. F�ur die Selbstkonsistenzglei
hun-gen muss aus dem Integral no
h ein Faktor (�2)�� herausgezogen werden. Esergibt si
h:1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij)D+22 = (�2)�� 1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij)3 L2ij�2 !�� : (D.33)Entwi
kelt man nun im Integral na
h �, bleibt als Beitrag im Limes �! 0:Z 10 dx3 1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij)3= 3Z 10 dx3 ��2�(x23 � x33) + ��2(x3 � 2x23 + x33) + ��k2(2x23 � 4x33 + 2x43)�= �� ��+ �4 + 15k2� : (D.34)Insgesamt ergibt si
h f�ur das Parameterintegral im Term quadratis
her Diver-genz also: Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3(L2)D2 �1� (�2)�� 1(2� �)(3� �) ��+ �4 + 15k2� : (D.35)Terme logarithmis
her DivergenzZur Bestimmung der Terme mit logarithmis
hen Divergenzen bere
hnet mannun: Z 10 dx1dx2(1� x3)x3(L2)D=2�2= 2�(D � 2) Z 10 dx2(1� x3)�(L21)D=2�1 � (L20)D=2�1�= 4��(D � 2)D �(L211)D=2 � (L210)D=2 � (L201)D=2 + (L200)D=2� : (D.36)Analog zu oben ergibt si
h1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij)D2 = (�2)�� 1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij)2 L2ij�2 !�� (D.37)



112 ANHANG D. ERG�ANZUNGEN ZUR GLUON-SCHLEIFEund Z 10 dx3 1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij)2= Z 10 dx3 �2��(x3 � x23)� = ��3 (D.38)sowie Z 10 dx3x3 �2��(x3 � x23)� = ��6 ; (D.39)Z 10 dx3x23 �2��(x3 � x23)� = ��10 : (D.40)Insgesamt also:Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3(L2)D=2�2 � (�2)�� 13(1� �)(2� �) ; (D.41)Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x23(L2)D=2�2 � (�2)�� 16(1� �)(2� �) ; (D.42)Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x33(L2)D=2�2 � (�2)�� 110(1� �)(2 � �) : (D.43)Konvergente Beitr�ageF�ur die konvergenten Beitr�age ist zu bere
hnen:Z 10 dx1dx2(1� x3)x3(L2)D2 �3= 2�(D � 4) Z 10 dx2(1� x3)�(L21)D2 �2 � (L20)D2 �2�= 4��(D � 2)(D � 4) �(L211)D�22 � (L210)D�22 � (L201)D�22 + (L200)D�22 � :(D.44)Analog zu oben ergibt si
h hier:1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij)D�22 = (�2)�� 1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij) L2ij�2 !�� : (D.45)Bei der Entwi
klung der Terme im Integral stellt man jedo
h fest, dass derf�uhrende Term proportional � ist, da1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij) = 0 (D.46)



113vers
hwindet. Das � aus der Entwi
klung im Integral k�urzt si
h gegen das imVorfaktor ers
heinende ��1. Daher sind als f�uhrende Terme f�ur die konvergentenBeitr�age auszure
hnen (n= 0,1,2,3,4):�3(n) � 1��(1 � �) Z 10 dx3xn3 1Xi;j=0(�1)i(�1)j(L2ij) ln L2ij�2 : (D.47)Zusammenf�uhrung der ErgebnisseZun�a
hst werden (da hier uninteressant) alle konvergenten Beitr�age (also Termeproportional B6) verna
hl�assigt. Diese sind aber, wie oben angedeutet, prinzi-piell bere
henbar.Man erh�alt also:I1 � �(4)4(D � 1)D Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3�(D � 1)(B3)�B3�x3 + 2x3 � 1D + 2 ��= k4(4�)2�� 4(3� 2�)(4� 2�) (�2)��(1� �)(2� �) �(4� �)�(�)�(2� �) �5� 4�6 �� k4(4�)2�� (�2)���(�)152 ; (D.48)I2 � �(4)4(D � 1)D Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3�B3 1(D + 2)+(D � 1)hB1 +B3�4 x23 � x3(D + 2) + 2x23 � 2x3 + 1�i�= k2(4�)2�� 4(3� 2�)(4� 2�) ��(4� �)�(�)�(2� �) (�2)��k2(1� �)(2� �) �3� 2�5 � 6� 4�15(3� �) + 118� 6��+�(5� �)�(�� 1)�(2� �) (�2)��(2� �)(3 � �) �(3� 2�)��+ �4 + k25 ���� k2(4�)2�� (�2)���(�)��52k2 � 9(� + �)� ; (D.49)I3 � �(4)4(D � 1)D Z 10 dx1dx2dx3(1� x3)x3�(D � 2)(B3) +B3�x3 + 2x3 � 1D + 2 ��= k4(4�)2�� 4(3� 2�)(4� 2�) (�2)��(1� �)(2� �) �(4� �)�(�)�(2� �) �5� 4�6 �� k4(4�)2�� (�2)���(�)152 : (D.50)





Anhang E
Partialbru
hzerlegungWi
htig f�ur diese Arbeit ist die Partialbru
hzerlegung und ihre R�u
knahme.Bei der Partialbru
hzerlegung einer gebro
henrationalen Funktion wird immerangenommen, dass der Nennergrad gr�o�er als der Z�ahlergrad ist und dass keinemehrfa
hen Polstellen vorkommen. Dann gilt:f(x)r+1Qt=1(x+ at) = r+1Xt=1 1x+ at f(�at)r+1Qs=1s 6=t (as � at) : (E.1)Na
h [Pot 00℄ gilt f�ur die R�u
knahme der Partialbru
hzerlegung:r+1Xt=1 amtr+1Qs=1s 6=t (as � at) = 0 (E.2)f�ur 0 � m < r, r+1Xt=1 artr+1Qs=1s 6=t (as � at) = (�1)r (E.3)und r+1Xt=1 ar+1tr+1Qs=1s 6=t (as � at) = (�1)r r+1Xt=1 at: (E.4)F�ur den Fall m = r + 2 wird der Beweis im Folgenden ausgef�uhrt:��ak r+1Xt=1 ar+2tr+1Qs=1s 6=t (as � at) = ��ak ar+2kr+1Qs=1s 6=k (as � at) � r+1Xt=1t 6=k ar+2t(ak � at)2 r+1Qs=1s 6=t;k(as � at)115



116 ANHANG E. PARTIALBRUCHZERLEGUNG= ��ak ar+2kr+1Qs=1s 6=k(as � at) � lim�!0 r+1Xt=1t 6=k ar+2t((ak + �)� at)((ak � �)� at) r+1Qs=1s 6=t;k(as � at) :(E.5)Mit der Umbennung ak + � = ak und ak � � = ar+2 kann man die folgendeIdentit�at kondensiert ans
hreiben:r+2Xt=1 ar+2tr+2Qs=1s 6=t (as � at) = (�1)r+1 r+2Xt=1 at:Dies k�onnen wir oben benutzen und �nden:E:5 = ��ak ar+2kr+1Qs=1s 6=k (as � at) � (�1)r+10B�lim�!0 ak + �+ ak � �+ r+1Xt=1t 6=k at1CA� lim�!00BBBBB� (ak + �)r+22� r+1Qs=1s 6=k(as � (ak + �)) � (ak � �)r+22� r+1Qs=1s 6=k (as � (ak � �))1CCCCCA= (�1)r0B�2ak + r+1Xt=1t 6=k at1CA : (E.6)Dur
h partielles Di�erenzieren kann man nun elementar veri�zieren, dass gilt:1r+1Xt=1 ar+2tQr+1s=1s 6=t (as � at) = (�1)r r+1Xt;t0=1t�t0 atat0 : (E.7)Dass die no
h m�ogli
he Integrationskonstante hier vers
hwinden muss, ergibtsi
h aus der folgenden, einfa
hen �Uberlegung. Skaliert man alle Variablen miteinem gemeinsamen Faktor 
, so skalieren linke und re
hte Seite der Glei
hungproportional zu 
2. Eine Integrationskonstante hingegen skaliert ni
ht. Da dieGlei
hung f�ur alle 
 2 < erf�ullt sein muss, ist die Konstante glei
h Null.
1Diese Formel ist bei [Pot 00℄ fals
h angegeben. Dort fehlt die Eins
hr�ankung t � t0.



Anhang F
Zur SK-Glei
hung des ��3-VertexExtrahieren wir in 3.22 in erster Approximationsstufe (r = 1) den perturbativenAnteil aus dem vollen ��3-Vertex, erhalten wir:3:22 = T i1i2a3 
�3 + T i1i2a3 (=p1 + �(f)1;2)�1np23=p1h 1X�=0��m̂1��f �C1�110 � �(f)1;2i
�3+p23h 1X�=0��m̂1��f �C1�101 � �(f)1;2i
�3=p2+p23h 2X�=0��m̂2��f �C1�100 � (�(f)1;2 )2i
�3+=p1h 2X�=0��m̂2��f �C1�011 � u1;2�2i
�3=p2+=p1h 3X�=0��m̂3��f �C1�010 � u1;2�2�(f)1;2i
�3+h 3X�=0��m̂3��f �C1�001 � u1;2�2�(f)1;2i
�3=p2+h 3X�=0��m̂3��f �C1�001 � u1;2�2�(f)1;2i
�3=p2+h 4X�=0��m̂4��f �C1�000 � u1;2�2(�(f)1;2 )2i
�3o(p23 + u1;2�2)�1(=p2 + �(f)1;2 )�1:(F.1)F�ur den betra
hteten 
hiralen Fall vers
hwindender Fermionmassen wird dieszu: mf=0= T i1i2a3 
�3 + T i1i2a3 (=p1 + �(f)1;2)�1np23=p1h�1 �C11110 � �(f)1;2i
�3+p23h�1 �C11101 � �(f)1;2i
�3=p2 + p23h�2 �C12100 � (�(f)1;2 )2i
�3+=p1h�2 �C12011 � u1;2�2i
�3=p2 + =p1h�3 �C13010 � u1;2�2�(f)1;2i
�3117



118 ANHANG F. ZUR SK-GLEICHUNG DES ��3-VERTEX+h�3 �C13001 � u1;2�2�(f)1;2i
�3=p2 + h�3 �C13001 � u1;2�2�(f)1;2i
�3=p2+h�4 �C14000 � u1;2�2(�(f)1;2 )2i
�3o(p23 + u1;2�2)�1(=p2 + �(f)1;2 )�1:(F.2)Zur Konstruktion der Selbstkonsistenzglei
hungen m�ussen wir nun au
h in 7.14den perturbativen Anteil isolieren. Dazu ist es unumg�angli
h, 7.14 der glei
henProzedur wie 3.22 zu unterwerfen. Erst dana
h k�onnen wir die Relationen 8.2bzw. 8.3 anwenden.1 Dies liefert:7:14 = 94T i1i2a3 g20(4�)2 1� 
�3(1 +O(�)) + 94T i1i2a3 1�0 (=p1 + �(f)1;2 )�1 ��p23=p1h 2Xt1t2t3=1 3X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂3�2m1�n01��1f� 3X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂3�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m11n01 �C1�2m2n21C1k1k21��4�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � 1i
�0=p2+p23=p1h 2Xt1t2t3=1 3X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂3�2m1�n01��1f� 4X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂4�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m11n01 �C1�2m2n20C1k1k21��4�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � �(f)1;2i
�0+p23h 2Xt1t2t3=1 4X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂4�2m1�n01��1f� 3X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂3�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m10n01 �C1�2m2n21C1k1k211Die in [Kuh 97℄ ge�au�erte Au�assung, die Anwesenheit der fermionis
hen Propagatorpa-rameter � im Nenner des Integrals 7.10 verhindere eine Ausbildung des Faktors 8.1, k�onnenwir in dieser rigorosen Form ni
ht teilen. Da � und � von glei
her Dimension sein m�ussen,kann man 8.1 dur
h Skalierung der Parameter mit � errei
hen. Dies �andert, wie au
h in An-hang D f�ur die Gluon-S
hleife des Gluon-Propagators ausgef�uhrt, h�o
hstens die konvergentenTerme. Die weitere Diskussion dieses Problems erfolgt am Ende des Anhangs.



119��4�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � �(f)1;2i
�0=p2+p23h 2Xt1t2t3=1 4X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂4�2m1�n01��1f� 4X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂4�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m10n01 �C1�2m2n20C1k1k21��4�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � �(f)1;2i
�0+=p1h 2Xt1t2t3=1 3X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂3�2m1�n01��1f� 3X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂3�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m11n01 �C1�2m2n21C1k1k20��6�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � �(f)1;2i
�0=p2+=p1h 2Xt1t2t3=1 3X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂3�2m1�n01��1f� 4X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂4�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m11n01 �C1�2m2n20C1k1k20��6�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � �(f)1;2i
�0+h 2Xt1t2t3=1 4X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂4�2m1�n01��1f� 3X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂3�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m10n01 �C1�2m2n21C1k1k20��6�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � �(f)1;2i
�0=p2+h 2Xt1t2t3=1 4X�1=0 1Xm1;n01=0��1(�û1;t3�2)m1(��̂1;t1)n01m̂4�2m1�n01��1f



120 ANHANG F. ZUR SK-GLEICHUNG DES ��3-VERTEX� 4X�2=0 1Xm2;n2=0��2(�û1;t2�2)m2(��̂1;t1)n2m̂4�2m2�n2��2f� 1Xk1;k2=0[�1(�; t1)�1(u; t2)�1(u; t3)℄�1 �C1�1m10n01 �C1�2m2n20C1k1k20��6�2k1�2k2(�û1;t3�2)k1(�û1;t2�2)k2 � �(f)1;2i
�0=p2��(p23 + u1;2�2)�1(=p2 + �(f)1;2 )�1: (F.3)Dur
h KoeÆzientenverglei
h von F.1 und F.3 erh�alt man die SK-Glei
hungenf�ur den massiven Fall. Bemerkenswert ist das Auftau
hen einer zus�atzli
henGlei
hung f�ur die Vertexparameter. Der f�uhrende Term im ni
htperturbativenAnteil von F.3 proportional zu p23=p1
�0=p2 hat keine Entspre
hung in F.1 undmuss daher exakt vers
hwinden. Diese zus�atzli
he Glei
hung wird hier als syste-matis
h bedingte SK-Glei
hung angesehen, w�ahrend ein in [Kuh 97℄ aufgestell-ter analoger Ausdru
k no
h als St�orung der perturbativen Terme interpretiertwurde.2 Dieses Ergebnis ist unabh�angig von dem in dieser Arbeit verwendetenAnsatz mit logarithmis
hen Modi�kationen.Wie s
hon in Kapitel 8 erw�ahnt gibt es an dieser Stelle keine eindeutige Ant-wort auf die Frage, wie die Terme mit gemis
hten Beitr�agen in m̂f und � zubehandeln sind. In [Kuh 97℄ wurden diese bei der Diskussion der fermionis
henBeitr�age zur DS-Glei
hung des Gluon-Propagators als St�orungen des pertuba-tiven Limes behandelt und dementspre
hend ihr Vers
hwinden gefordert. Diesf�uhrt zu einer weitgehenden Entkopplung zwis
hen dem fermionis
hen und demgluonis
hen Sektor der Theorie, f�ur den si
h keine �uberzeugende physikalis
heBegr�undung �nden l�asst. Zudem ergibt si
h ein unstetiger �Ubergang zu dermasselosen Theorie, in der die fermionis
hen Beitr�age in den SK-Glei
hungender gluonis
hen Parameter auftau
hen m�ussen. Damit ers
heint dieses Vorgehenf�ur "lei
hte\ Quarks (m̂f � �) als ni
ht gere
htfertigt. In dieser Arbeit stellenwir uns auf den Standpunkt, dass au
h die gemis
hten Terme (z.B. von derForm (am̂f + b�)�� zu den Selbstkonsistenzglei
hungen beitragen m�ussen undbehandeln sie entspre
hend. Dies ergibt einen "glatten\ �Ubergang von der mas-selosen Theorie zum Fall lei
hter Quarkmassen. Andererseits ist unser Vorgehenf�ur s
hwere Quarks (m̂f � �) ni
ht angebra
ht, dort w�urde man eine Behand-lung wie im Kuhrss
hen Verfahren erwarten. Wie man s
hlie�li
h Massen inder Gr�o�enordnung von � behandeln soll, ist vollkommen ungekl�art. Ebenfallssteht no
h ni
ht fest, ob man eine exakte Reproduktion der perturbativen Re-normierungskonstanten verlangen soll, wie dies in dieser Arbeit dur
hgehendangenommen wird, oder ob es dem ni
ht-perturbativ-erweiterten Me
hanismusangemessener ist, au
h bei diesen Gr�o�en �Anderungen zuzulassen.32Ein Verglei
h der entspre
henden Terme ist zwar prinzipiell m�ogli
h, wegen der stark un-ters
hiedli
hen Notation zwis
hen dieser und der Kuhrss
hen Arbeit jedo
h s
hwierig. Deshalbmuss die Frage, ob si
h die in [Kuh 97℄ auf S.145 genannten SK-Glei
hungen aus den obigenResultaten gewinnen lassen, vorerst unbeantwortet bleiben, einfa
he Plausibilit�ats�uberlegun-gen s
heinen dies jedo
h zu verneinen.3Man h�atte dann allerdings das Problem, zu ents
heiden, wel
he Anteile der gemis
htenTermen die perturbativen Gr�o�en �andern und wel
he zu den SK-Glei
hungen beitragen.



121Wir k�onnen hier nur feststellen, dass man aus physikalis
hen Gr�unden erwar-ten darf, dass lei
hte Quarks zu den SK-Glei
hungen der gluonis
hen Parametervoll beitragen und diese Beitr�age mit steigender Masse der Quarks allm�ahli
hkleiner werden, bis sie f�ur s
hwere Quarks s
hlie�li
h ganz vers
hwinden. Umdieses (letztendli
h dynamis
he) Problem zu behandeln, k�onnte si
h die in dieserArbeit gew�ahlte komplexe Darstellung der Propagatorpole als hilfrei
h erweisen.Eine m�ogli
he L�osung des oben angespro
henen Problems k�onnte darin beste-hen, dass die Realteile der fermionis
hen Propagatorpole f�ur gro�e Quarkmas-sen vers
hwinden (diese also rein imagin�ar werden), so dass si
h eventuell s
hondur
h die L�osung der SK-Glei
hungen in Abh�angigkeit von den Fermionmasseneine konsistente Behandlung der entspre
henden Terme ergeben k�onnte.4

4Dieser Ansatz funktioniert allerdings wegen der zu geringen Zahl an Variablen ni
ht f�urr = 1 und nur ein s
hweres Quark. S
hon f�ur r = 3 kann man L�osungen �nden, in denenBeitr�age s
hwerer Quarks f�ur jede Quarksorte getrennt vers
hwinden.
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