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EinleitungAus heutiger Sicht hat sich die von Fritzsch und Gell-Mann im Jahre 1972 begr�unde-te Quantenchromodynamik (QCD) allgemein als Theorie zur Beschreibung der starkenWechselwirkung durchgesetzt. Wichtig in diesem Zusammenhang ist ihre Formulierung alslokale, nicht-Abelsche Eichtheorie und damit verbunden die Eigenschaft der Renormier-barkeit [1]. Zum entscheidenden Durchbruch verholfen hat ihr aber die Entdeckung derasymptotischen Freiheit f�ur eine nicht zu gro�e Zahl von Fermionen [2]. Das Verschwin-den der e�ektiven Kopplung bei sehr gro�en Impulsen erm�oglicht die st�orungstheoreti-sche Behandlung von Hochenergieprozessen und hat somit eine Vielzahl von experimen-tell best�atigten Vorhersagen im Bereich der tief-inelastischen Lepton-Nukleon-Streuunghervorgebracht. So begr�undet etwa die asymptotische Freiheit direkt das einfache Skalen-verhalten des Partonmodells. Die durch Strahlungskorrekturen bedingten logarithmischenAbweichungen von der kanonischen Skaleninvarianz lassen sich am einfachsten durch An-wendung von Renormierungsgruppenmethoden gewinnen und erfahren eine zufriedenstel-lende Best�atigung im Experiment.Im Hochenergiebereich beachtliche Erfolge verbuchend, mu� das st�orungstheoretischeKonzept jedoch bei kleinen Impuls�ubertr�agen notwendigerweise versagen. Hierf�ur existie-ren verschiedene Gr�unde. Zum einen l�a�t sich im Rahmen der rein perturbativen Theorienicht ausschlie�en, da� die St�orungsreihe bei den typischen hadronischen Skalen keine guteSemikonvergenz aufweist und unendlicher Resummationen bedarf. Andererseits { und diesist der eigentlich schwerwiegende Grund { besitzen massenbehaftete Observablen in derQCD wesentliche Singularit�aten bei verschwindender Kopplungskonstante; sie divergierenalso gerade an dem Punkt, um den herum in der St�orungstheorie entwickelt wird, undk�onnen deshalb von dieser Entwicklung grunds�atzlich nicht erfa�t werden.Das zentrale Problem der QCD stellt die Nicht-Existenz ihrer grundlegenden Bau-steine als makroskopisch detektierbare Zust�ande dar. Quarks und Gluonen liegen nachbisherigem Kenntnisstand nur in gebundenen Zust�anden vor oder treten als sehr kurz-lebige Elementaranregungen am Ursprung von Jet-Ereignissen auf. Man hat aus diesemGrund die sogenannte Con�nement-Hypothese formuliert, die besagt, da� die asymptotischdetektierbaren stark wechselwirkenden Teilchen nur als Farb-Singuletts vorliegen d�urfen.Dies hat zur Konsequenz, da� die Quarks entweder in Quark-Antiquark- oder aber inDreiquark-Bindungszust�anden eingeschlossen sein m�ussen. Wie der Name schon andeutet,handelt es sich bei der Con�nement-Aussage um ein Postulat. Ein Beweis dieser Behaup-tung steht im Rahmen der QCD derzeit noch aus, und es ist mit Sicherheit eine gro�eHerausforderung f�ur die physikalische Grundlagenforschung, einen tieferen Einblick in denMechanismus des Con�nements zu gewinnen oder ihn gar zu verstehen.Im Falle der starken Wechselwirkung be�ndet man sich daher im Gegensatz etwa zurelektroschwachen Theorie in einem gro�en Dilemma : Obgleich man �uberzeugende Argu-mente daf�ur ins Feld f�uhren kann, mit der QCD die richtige Theorie zur Beschreibung der3



4 EINLEITUNGfundamentalen hadronischen Bausteine gefunden zu haben, ist man jedoch noch nicht inder Lage, sie gerade dort auszuwerten, wo die starke Wechselwirkung etwa in Form derKernkr�afte unsere \Alltagserfahrungen\ pr�agt. So ist es beispielsweise heute { mehr alszwanzig Jahre nach der Geburtsstunde der QCD { immer noch nicht gelungen, die Eigen-schaften eines so fundamental wichtigen Teilchens wie des Protons in zufriedenstellenderWeise quantenchromodynamisch zu erkl�aren.Den zur Zeit wohl am intensivsten studierten nicht-st�orungstheoretischen Zugang zurQCD stellt die Gitterapproximation dar. F�ur die rein gluonische Theorie konnte mit Hilfevon Hochtemperatur-Entwicklungen und Monte-Carlo-Methoden die String-Konstante so-wie die Masse von Gluonb�allen berechnet werden. Die Ber�ucksichtigung der fermionischenFreiheitsgrade ist allerdings nicht unproblematisch. Au�erdem hat die rein numerischeAuswertung der Gittereichtheorie naturgem�a� den Nachteil, keine analytische Einsicht indie L�osung und die dahinterstehenden Mechanismen zu vermitteln. Die wichtigsten ph�ano-menologischen Modelle { wie das Bagmodell oder nicht-relativistische Potentialmodelle {erlauben zwar eine recht gute Beschreibung der experimentellen Beobachtungen; sie bie-ten aber keine befriedigende Erkl�arung ihrer Modellannahmen. Ein allen diesen Modellengemeinsames Merkmal ist der Versuch, das Con�nement-Problem als Folge asymptotischanwachsender Potentiale zu betrachten.Im Gegensatz hierzu wollen wir in der vorliegenden Arbeit auf einen analytischenL�osungsansatz zur�uckgreifen, der sowohl den Hochenergiebereich als auch das nieder-energetische Infrarot-Regime der QCD beschreiben soll und auf einer verallgemeinertenSt�orungsentwicklung f�ur die ober
�achlich divergenten Vertizes beruht. Hierbei geht manvon der Annahme aus, da� die e�ektive Kopplung auch im Infrarotbereich noch hinrei-chend klein ist, um sinnvoll St�orungstheorie betreiben zu k�onnen. Das Con�nement wirdhier demzufolge in einer \weak coupling\-L�osung beschrieben. Auf der Grundlage die-ser systematisch erweiterten St�orungsreihe sollen dann die Vakuumkondensate der QCDberechnet werden. Diese parametrisieren als Vakuumerwartungswerte zusammengesetzterFeldoperatoren die nicht-triviale Struktur des physikalischen Grundzustands der Theorieund dienen somit als fundamentale Kenngr�o�en zur Beschreibung des Spektrums der Ha-dronen.Die Arbeit ist im einzelnen wie folgt gegliedert :Kapitel 1 befa�t sich mit grundlegenden Konzepten einer nicht-st�orungstheoretischen For-mulierung der Kontinuums-QCD. Im ersten Abschnitt stellen wir die Systematik unserernicht-perturbativ modi�zierten St�orungsentwicklung vor und diskutieren ihre wesentlichenEigenschaften. Im Zuge einer kurzen Einf�uhrung in die Formulierung des Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenzproblems der Ans�atze werden wir den sogenannten 1g2 -Mechanismus kennen-lernen. Das durch ihn induzierte Auftreten negativer Potenzen der quadratischen Kopplungim Zusammenhang mit UV-divergenten Schleifenintegralen f�uhrt letztendlich zur Etablie-rung einer nicht-perturbativen nullten Ordnung im Sinne verallgemeinerter Feynman-Regeln. Der zweite Abschnitt thematisiert die feldtheoretische Formulierung lokaler zu-sammengesetzter Operatoren und ihrer Renormierung. Anhand eines einfachen Beispielsaus der ��4�4-Theorie wird die Operatormischung demonstriert. Einen besonderen Schwer-punkt setzen wir dabei mit der Renormierung eichinvarianter Operatoren. Die drei Theore-me von Joglekar und Lee, welche hierf�ur die entscheidende theoretische Grundlage liefern,werden sowohl in ihrer Beweisidee als auch in den mit ihnen verbundenen Konsequen-zen f�ur das Renormierungsproblem ausf�uhrlich erl�autert. Mit der De�nition der Vakuum-kondensate kommen wir dann zum Hauptgegenstand unserer Untersuchungen. Nach der



EINLEITUNG 5Einf�uhrung von Bewegungsgleichungskondensaten gelangt man zur Darstellung des eich-invarianten Gluon-Kondensats 
G2 � als Linearkombination eichabh�angiger Kondensatebis maximal zweiter Schleifenordnung. Anschlie�end wird die physikalische Relevanz vonGluon- und Quark-Kondensat im Zusammenhang mit der anomalen Brechung der QCD-Skaleninvarianz demonstriert. Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels wenden wir unsder Wilsonschen Operator-Produkt-Entwicklung zu, die den gew�unschten Br�uckenschlagzur Physik der Hadronen erm�oglichen wird. In Verbindung mit Potenz-Korrekturen para-metrisieren dabei unsere Vakuumkondensate die f�uhrenden nicht-perturbativen Modi�-kationen des UV-Verhaltens der St�orungsreihe. Nach einem Einschub �uber die mit Hilfevon Renormierungsgruppenmethoden verbesserte Wilson-Entwicklung werden wir dannan Hand zweier Beispiele einen Einblick in das weite Feld der QCD-Summenregeln ge-winnen. Sowohl f�ur PCAC-Relationen als auch im Fall der Elektron-Positron-Vernichtungin Hadronen l�a�t sich dabei, ausgehend von der Operator-Produkt-Entwicklung eichin-varianter Korrelationsfunktionen, ein Zusammenhang zwischen Vakuumkondensaten undmesonischen Observablen herstellen.Die folgenden Kapitel 2 bis 6 haben dann die Berechnung f�uhrender Beitr�age derQCD-Vakuumkondensate mit kanonischen Massendimensionen zwei bzw. vier in Landau-Eichung auf der Grundlage unserer nicht-perturbativ modi�zierten Feynman-Regeln zumInhalt. Ausgehend von der expliziten Form des Ansatzes f�ur die jeweils relevante Ver-texfunktion, erfolgt die De�nition des gesuchten Vakuumerwartungswertes mittels der so-genannten Momentenmethode. Nach Vorstellung und Diskussion der Ergebnisse beendengrunds�atzliche Bemerkungen zum Renormierungsproblem die einzelnen Kapitel.Die Berechnung von Einschleifenkondensaten des Gluon- und Geistsektors mittels kon-ventioneller Feynman-Methoden ist Gegenstand des Kapitels 2. Als Besonderheit stellenwir hier noch eine alternative Methode vor, welche die Extraktion f�uhrender Kondensat-beitr�age aus 1-Loop-Integralen ohne Feynman-Parametrisierung gestattet. In Kapitel 3befassen wir uns mit dem Geist-Gluon-Antigeist-Kondensat der Massendimension vier alsstrukturell einfachstem Beispiel eines nicht-trivialen Vakuumerwartungswertes mit f�uhren-dem Zweischleifenbeitrag. Wir werden in diesem Fall exemplarisch die wichtigsten De-tails der Zweischleifenintegration �uber die rationalen Approximanten zum (beliebigen)Nennergrad r demonstrieren und dabei die sogenannte Gegentermtechnik zur Extraktionf�uhrender Divergenzen vorstellen und begr�unden. Unser viertes Kapitel thematisiert das3-Gluon-Kondensat in Landau-Eichung. Wesentliche Details der recht komplexen Rech-nung sind Anhang B zu entnehmen. Eine Erg�anzung mit der De�nition des eichvarianten4-Gluon-Kondensats rundet diesen Abschnitt ab. Die systematische Untersuchung vonVakuumkondensaten des fermionischen Sektors der Theorie beginnt in Kapitel 5 mit demQuark-Kondensat. Breiten Raum nimmt bei der Diskussion unserer Resultate der chira-le Grenzfall verschwindender externer Strommassen ein. Den allgemeinen Fall massiverQuarks behandeln wir in erster Stufe r = 1 der rationalen Approximantenfolge. Im sel-ben Kontext kommen wir auch auf das Problem zusammengesetzter Massenskalen in denAns�atzen der fermionischen Basisvertizes zu sprechen. Die von uns gew�ahlte subtrakti-ve Renormierung des Quark-Kondensats entspricht einer Beschreibung des E�ekts derrein spontanen chiralen Symmetriebrechung. Eine Diskussion der Ergebnisse zum Quark-Gluon-Antiquark-Kondensat der Massendimension vier erfolgt schlie�lich in Kapitel 6.Hinsichtlich technischer Details der zugeh�origen 2-Loop-Rechnung sei auf Anhang C ver-wiesen. Eine Zusammenstellung der wichtigsten mathematischen Identit�aten, die in dieserArbeit Verwendung gefunden haben, �ndet man in Anhang A.



Kapitel 1Nicht-perturbative Konzepte derKontinuums-QCD1.1 Die erweiterte St�orungsreihe und der Mechanismus dernicht-perturbativen LogarithmenGegenstand unserer Betrachtungen ist die Quantenchromodynamik mit Eichgruppe SU(NC)und NF minimal angekoppelten Quark-Flavours, formuliert f�ur ein Euklidisches Kon-tinuum. Der zugeh�orige e�ektive Lagrangian mit beliebiger kovarianter Eich�xierung lau-tet dann [4] :LQCD =14 G��a G��;a + 12� � @�A�a �2 + � @���a �D�ab�b � NFXf=1 �	(f)i n i
�D�ij �m(f) �ij o	(f)j+Counterbeitr�age : (1.1)Hierbei bezeichnet G��a = @�A�a � @�A�a � g fabcA�bA�cden nicht-Abelschen Feldst�arketensor und f�ur die kovarianten Ableitungen gilt :D�ab = �ab@� � g faebA�eD�ij = �ij@� � ig A�a �Ta�ij :Aus dem mit (1.1) gebildeten Euklidischen WirkungsintegralS = Z d4x LQCD(x) (1.2)lassen sich in bekannter Weise mittels funktionaler Methoden [15] die Korrelationsfunktio-nen der zu Grunde gelegten Quantenfeldtheorie (QFT) bestimmen. Unter diesen wiederum6



1.1. DIE ERWEITERTE ST�ORUNGSREIHE 7sind die ober
�achlich divergenten, 1-Teilchen-irreduziblen (1PI) Greenschen Funktionen,im weiteren auch Basisvertizes genannt, von besonderer Bedeutung, da sie die Diver-genzstruktur und somit die perturbative Renormierung der QFT bestimmen. Im Falle derrenormierbaren QCD schreiben wir in einer Euklidischen Impulsraumformulierung f�ur denSatz der sieben Basisvertizes :�sdiv := ��V V = �D�1;�G �G = � ~D�1;�F �F = �S�1F ;�3V ;�GV �G;�FV �F ;�4V 	 : (1.3)Gem�a� der oben gew�ahlten Reihenfolge sind dies im einzelnen : Die Selbstenergien desGluon-, Geist-, bzw. Quarkfeldes ; weiter die Dreipunkt-Vertexfunktionen der Gluon-, derGeist-Gluon-Antigeist- bzw. der Quark-Gluon-Antiquark-Wechselwirkung und schlie�lichdie eigentliche Vertexfunktion der 4-Gluon-Amplitude.Alle h�oheren eigentlichen Vertexfunktionen sind ober
�achlich konvergent und lassen sichmittels Skelettentwicklungen aus dem endlichen Satz der Basisvertizes aufbauen. Wirschreiben daf�ur : �sconv := ��5V ;�GV V �G;�FV V �F ;�FF �F �F ; : : :	 : (1.4)Die durch den e�ektiven Lagrangian vermittelte Dynamik einer QFT �ndet ihre Formu-lierung in den Dyson-Schwinger-(DS)-Gleichungen [17], welche ein unendliches, hierarchi-sches System gekoppelter Integro-Di�erentialgleichungen f�ur die Korrelationsfunktionender elementaren Felder bilden. Im Falle der sieben primitiv divergenten Basisvertizes derQCD besitzen sie die Struktur 1 :� = �(0)pert + � g04��2�[ � ] : (1.5)Hier bezeichnet � das DS-Funktional in Form von Schleifenintegralen �uber Kombinationender ober
�achlich divergenten Vertexfunktionen im Impulsraum und g0 ist der unrenormier-te Kopplungsparameter. Die nackten Vertizes �(0)pert bilden die nullte st�orungstheoretischeOrdnung und entsprechen den aus (1.1) abgeleiteten Feynman-Regeln.Durch Iteration um Letztere bei Vergleich von Potenzen der quadratischen Kopplungauf beiden Seiten erh�alt man die st�orungstheoretische L�osung von (1.5) in Form der be-kannten St�orungsreihe :�pert = limp!1�(p)pert ; �(p)pert = �(0)pert + pXp0=1 � g(�)4� �2p0 �[p0]pert : (1.6)Das hierbei verwendete Renormierungsschema R ersetzt den nackten Kopplungsparameterdurch eine renormierte Kopplung g(�) in Abh�angigkeit von der Renormierungsskala �. ImMS - Schema ist diese Kopplungsrenormierung f�ur D = 4� � gegeben durch :1Genau genommen sind die Integrale des DS-Funktionals je nach Anzahl der Schleifen mit mindestenseiner Potenz der nackten quadratischen Kopplung verkn�upft. In diesem Sinne besitzt die hier und im folgen-den von uns verwendete Schreibweise formalen Charakter. Die sp�ater entwickelten Argumente hinsichtlichdieser nackten Kopplung lassen sich sinngem�a� auf den Fall h�oherer Potenzen �ubertragen.



8 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDg20 ��0 = g2(�)��Z�� g2(�); � � ; (1.7)wobei f�ur die Renormierungskonstante auf 1-Loop-Niveau gilt [7] :Z� = 1� �0 � g(�)4� �2 2� + O�g4� ; �0 = 113 NC � 23 NF : (1.8)Nun ist aber die St�orungsentwicklung von Korrelationsfunktionen um g2 = 0 keineswegsvollst�andig; vielmehr erlaubt sie als im allgemeinen divergente asymptotische Reihe ledig-lich eine endliche Fehlerabsch�atzung zur wahren L�osung in jeder Ordnung von g2.Andererseits wissen wir jedoch, da� im Zusammenhang mit der Renormierung des dimensions-losen Kopplungsparameters durch dimensionelle Transmutation ein dimensionsbehafteterfundamentaler Parameter in die Theorie eingef�uhrt wird. Im Falle der QCD ergibt sich auseiner Analyse der Renormierungsgruppen(RG)-Gleichungen f�ur den Skalenparameter :��2QCD� g2(�); � � �R = �2 exp(�2 g(�)Z dg0 1��(g0) �R ) ; (1.9)wobei � den frei w�ahlbaren Massenparameter einer Renormierungsvorschrift zum Schema Rbezeichnet. Damit ist �QCD invariant unter RG-Transformationen, h�angt jedoch vom ver-wendeten Renormierungsschema ab. Unter Ber�ucksichtigung der asymptotischen Freiheit�nden wir dann die charakteristische nicht-analytische Abh�angigkeit von der quadratischenKopplung : �2QCD = �2 exp(� 1�0 � 4�g(�)�2 h 1 +O�g2� i) ; (1.10)mit dem vom Schema unabh�angigen, f�uhrenden Koe�zienten der RG-theoretischen �-Funktion :�0 = 113 NC � 23 NF :Den auf Grund von (1.10) formal existierenden, jedoch unphysikalischen Limes verschwin-dender Kopplungsst�arke g2 �! 0 bei Festhalten der Renormierungsmassenskala werdenwir im weiteren Zusammenhang bisweilen als \Abschalten des QCD-Skalenparameters \bezeichnen.Die e�ektive Kopplungsst�arke der QCD 2 l�a�t sich nun wie folgt darstellen :�g2(t) = (4�)2�0 ln t � 1 +O� 1ln t �� ; t = q2�2 � 1 : (1.11)2Das Subskript \QCD\ zur Bezeichnung von Gr�o�en der Quantenchromodynamik wird ab sofort wiederweggelassen.



1.1. DIE ERWEITERTE ST�ORUNGSREIHE 9Die Systematik der nicht-perturbativen ErweiterungO�ensichtlich ist also die QCD-Massenskala schon in Einschleifenn�aherung nicht in g ent-wickelbar und weist damit �uber den Rahmen der gew�ohnlichen St�orungsreihe hinaus. In [6]wurde vorgeschlagen, die nicht-analytische Kopplungsabh�angigkeit bereits in den Ans�atzender Basisvertizes zu ber�ucksichtigen. Um damit zu einer systematischen Erweiterung derSt�orungsreihe (1.6) zu gelangen, betrachten wir die in [3] ausf�uhrlich erl�auterte Doppel-sequenz rationaler Approximanten :�� g2(�); � � = limr!1 limp!1�(r;p)� g2(�); � � ;�(r;p) = �(r;0)(�) + pXp0=1 � g(�)4� �2p0 �[r;p0](�; �) : (1.12)Der grundlegende Gedanke hierbei ist es, eine Kategorie nicht-perturbativer E�ekte derQCD zu beschreiben, die sich durch rationale Abh�angigkeiten 3 der Basisvertizes von derfundamentalen Massenskala � der Theorie manifestieren lassen. Der Index r bezeichnetdabei die Stufe der globalen Approximation �uber den gesamten Euklidischen Impulsbereichin einer bestimmten Nennerordnung bez�uglich �, w�ahrend p in Fortf�uhrung des perturbati-ven Prinzips der lokalen Approximation um g2 = 0 einfach die Potenzen der quadratischenKopplung z�ahlt. Um die Existenz einer solchen Schwachkopplungsl�osung gew�ahrleisten zuk�onnen, bedarf es des Postulats, da� g(�) �uber alle Skalen hinreichend klein bleibt. DieseForderung steht keineswegs im Widerspruch zu unserem derzeitigen Kenntnisstand �uberdas funktionale Verhalten der laufenden Kopplung, wie es durch (1.11) beschrieben wird.In unseren Ans�atzen behandeln wir �2 und g2 zun�achst formal als voneinander un-abh�angige Parameter. Die darin vermittelte Abh�angigkeit von � unterscheidet sich grund-s�atzlich von jener in e�ektiven Gr�o�en wie etwa (1.11) , welche ausschlie�lich im rein per-turbativen Kontext durch RG-theoretische Aufsummation f�uhrender Logarithmen (LL)entstehen. Gleichwohl wird man nat�urlich zum Abschlu� der nicht-perturbativen Be-rechnung physikalischer Gr�o�en durch entsprechende LL-Resummationen die Kopplungs-abh�angigkeit zu Gunsten des RG-invarianten Skalenparameters zu eliminieren versuchen.F�ur die nicht-perturbativen Approximanten aus (1.12) k�onnen wir, auf der G�ultigkeit derSt�orungsreihe im perturbativen Regime basierend, sofort zwei nat�urliche Randbedingun-gen formulieren :� Bei formalem Abschalten des Skalenparameters mu� sich aus unserem L�osungsansatzdie St�orungsreihe (1.6) reproduzieren; also�[r;p](�2 = 0) = �[p]pert p 2 f0; 1; 2; : : :g : (1.13)Wir werden diesen Grenzfall im folgenden als perturbativen Limes bezeichnen.3Ein polynomialer Ansatz bez�uglich des spontanen Massenparameters w�urde einer Beschreibung derasymptotischen Region tief Euklidischer Impulse q2 � �2 entsprechen. Daraus lie�e sich aber keine N�ahe-rung des wahren Impulsverhaltens im physikalisch interessanten Hadronisierungsbereich q2 � �2 ableiten.



10 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCD� Weiter wissen wir aus der st�orungstheoretischen Behandlung der QCD, da� sich dielogarithmischen Korrekturen zur asymptotischen Freiheit durch partielle Aufsum-mation der Potenzreihe in g2 ergeben. Daher macht es Sinn, f�ur die Approximantemit p = 0 naive asymptotische Freiheit zu fordern. Beim gleichzeitigen Hochskalierenaller externen Impulsvariablen soll also gelten :�(r;0)� f� kg � �! �(0)pert� f� kg � ; � �! 1 : (1.14)Anstatt der Eigenschaft (1.14) wollen wir die etwas st�arkere Forderung nach perturbativerRenormierbarkeit der nicht-st�orungstheoretischen Erweiterung von �(pert) stellen. In einerasymptotisch freien Theorie, wie sie die QCD darstellt, wird das Hochenergieverhaltenvon Vertexfunktionen in Schleifenintegralen, etwa der DS-Gleichungen, bis auf die be-reits erw�ahnten logarithmischen Korrekturen aus der RG-Analyse, durch die perturbativeImpulsstruktur bestimmt. F�ur Vertexfunktionen mit N � 3 externen Linien gew�ahrleistetperturbative Renormierbarkeit, da� das UV-Verhalten in Subschleifen, f�ur die nur eineechte Teilmenge aller Impulsvariablen hochskaliert wird, dem st�orungstheoretischen ent-spricht.Insgesamt stellen also unsere Ans�atze zusammen mit den erl�auterten Randbedingungeneine globale Approximation des Impulsverhaltens �uber alle Skalen dar, welche die Beibe-haltung perturbativer Renormierung beinhaltet. Ihr rationaler Charakter erm�oglicht dieeinfache Bestimmung von Divergenzen durch Power-Counting ebenso wie die Anwend-barkeit der aus der St�orungstheorie bekannten Feynman-Techniken zur Berechnung vonSchleifenintegralen �uber Vertexfunktionen. Der Preis, der hierf�ur wie bei jeder globalenApproximation zu zahlen ist, besteht darin, da� die Approximation auf niedrigen Stufen rquantitativ noch sehr grob sein kann, w�ahrend h�ohere r-Stufen, wie gerade die hier do-kumentierten Rechnungen zeigen werden, eine rapide anwachsende algebraische Kompli-kation beinhalten.DS-SelbstkonsistenzDies soll zun�achst bez�uglich der Systematik einer nicht-perturbativen Erweiterung derSt�orungsreihe gen�ugen. Die konkrete Form der Approximantenfolge f�ur die einzelnen Ver-tizes werden wir in den folgenden Kapiteln im Zusammenhang mit unseren Kondensat-rechnungen vorstellen und weiter diskutieren. Zuvor soll jedoch noch kurz auf den Selbst-reproduktionsmechanismus der Approximantensequenz (1.12) in den DS-Gleichungen ein-gegangen werden. In der niedrigsten perturbativen Ordnung ergibt sich aus (1.5) dasSelbstkonsistenzproblem :� � g04� �2���(r;0) � �R;� = �(r;0) � �(0)pert +O� g2(�);�(r+ 1) � : (1.15)�(r + 1) bezeichnet dabei den Fehler, der sich aus der Endlichkeit der globalen Approxi-mationsstufe r ergibt; dieser l�a�t sich im Gegensatz zur perturbativen Reihenentwicklungnicht durch einen \kleinen\ Parameter absch�atzen.



1.1. DIE ERWEITERTE ST�ORUNGSREIHE 11Zur Klarheit der Begri�sbildung m�ussen wir erl�autern, was unter der L�osung des DS-Systems durch unsere Doppelsequenz in (r; p) zu verstehen ist :� Von �(r;0) ausgehend, soll sich die Sequenz in jedem Iterationsschritt jeweils bis aufKorrekturen der n�achst h�oheren perturbativen Ordnung p reproduzieren.� Selbstkonsistenz von �(r;0) kann, der rationalen Impulsstruktur der Approximan-ten entsprechend, nur �Ubereinstimmung auf beiden Seiten der DS-Gleichung ann(r) Vergleichsdaten 4 bedeuten, wenn n(r) die Anzahl der dimensionslosen nicht-perturbativen Koe�zienten f�ur die jeweilige Vertexfunktion bezeichnet. Die au�er-halb dieser St�utzstellen entstehenden Fehler sind demgegen�uber um mindestens eineOrdnung der quadratischen Kopplung unterdr�uckt.Einzelheiten zur selbstkonsistenten Reproduktion der Impulsstruktur sowie eine Diskussionder Wahl m�oglicher St�utzstellen k�onnen am Beispiel des inversen Gluon-Propagators wie-derum [3] entnommen werden.Wir wollen unser Augenmerk im folgenden auf die Selbstreproduktion der Kopplungs-abh�angigkeit richten. Die mit ihrem Studium verbundenen Erkenntnisse werden sp�ater beider Berechnung der Vakuumkondensate von herausragender Bedeutung sein.Ein Blick auf (1.15) zeigt sofort, da� die Approximanten in f�uhrender perturbativer Ord-nung �(r;0) nur dann zu einer nicht-trivialen Modi�kation der Feynman-Regel �(0)pertim Rahmen der DS-Selbstkonsistenz f�uhren k�onnen, falls die Schleifenintegrale des DS-Funktionals in der Lage sind, die nackte Kopplung g20 auf der linken Seite zu eliminierenund insgesamt einen Beitrag ohne zus�atzlichen g2-Faktor ausbilden.Wir erinnern zun�achst daran, da� ein ober
�achlich divergentes Schleifenintegral in di-mensioneller Regularisierung f�ur unsere bez�uglich des Skalenparameters rationalen Ans�atzetypischerweise einen Faktor der Form 5�(�; g2) := � g(�)4� �2 Z�� g2(�); � �� �2��2 ���=2 2� (1.16)auf der linken Seite von (1.15) erzeugt. Dabei bezeichnet �� die Fortsetzung der spontanenQCD-Massenskala aus Gleichung (1.9) f�ur D = 4� � . Weiter haben wir die perturbativeKopplungsrenormierung gem�a� (1.7) ber�ucksichtigt.Zun�achst �ndet man durch elementare Umformungen aus der Verallgemeinerung der De�nitions-gleichung (1.9) bei endlichem UV-Regulator � 6= 0 [9] :� �2��2 ���=2 = �1�(�) exp(Z �(�)�1 d�0�0 + �=2 f(�0) ) ; (1.17)mit der abk�urzenden Bezeichnung � := � g(�)=4� �2 , und4Wir w�ahlen dementsprechend Pad�e-Approximanten vom Typ II [8].5An dieser Stelle sei nochmals an unsere Bemerkung zu (1.5) erinnert.



12 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDf(�) := � �0 + �1 �+ �2 �2 + : : :��1 = � g ��(g) :Die untere Integrationsgrenze ist Teil der Festlegung des Renormierungsschemas und h�angti.a. noch vom Wert des Regulators ab :�1 := �1(�) = �1(0)�1 +O(�) g ;wobei �1(0) dann die renormierte Kopplung am Skalenpunkt � des verwendenten Schemasbezeichnet.Andererseits ist bereits in [10] die folgende Integraldarstellung f�ur die Kopplungsrenormierungs-konstante angegeben worden :Z���(�); � � = exp(� Z �(�)0 d�0�0 + �=2 f(�0) ) : (1.18)Zusammen mit (1.17) erhalten wir also f�ur (1.16) das Resultat :�(�; �) = �(�) = 2 �1(�)� exp(� Z �1(�)0 d�0�0 + �=2 f(�0) ) ; (1.19)welches o�ensichtlich �uberhaupt keine g2-Abh�angigkeiten mehr enth�alt. Damit ist schonein Mechanismus gefunden, der das f�ur die Existenz einer nicht-trivialen L�osung erforder-liche \Aufessen\ der Kopplungspotenzen in (1.15) bewerkstelligen kann; und dies erfolgt{ wie das obige Resultat zeigt { sogar in allen Schleifenordnungen.Eine weitere Analyse der rechten Seite von (1.19) zeigt [3] [9], da� diese bei Abschaltendes UV-Regulators endlich bleibt; genauer gilt :�(�) = 1�0 � 1 +O( �; � ln � )	 : (1.20)Wie man aus dieser sehr pr�agnanten Formulierung entnehmen kann, erfolgt die selbst-konsistente Reproduktion der Basisvertizes �(r;0), ohne da� Polbeitr�age der divergentenSchleifenintegration in f�uhrender Ordnung bez�uglich g2 �uberleben. Damit sind insbeson-dere auch keine nicht-lokalen Counterterme erforderlich.Ein Blick zur�uck auf (1.16) macht aufgrund des dort vorhandenen Polterms deutlich, da�der beschriebene Proze� der dynamischen Selbstreproduktion unserer perturbativ nulltenOrdnung aufs Engste mit der Divergenzstruktur der Theorie verkn�upft ist. Konkret hatdies zur Folge, da� tats�achlich nur die sieben Basisvertizes (1.3) nicht-st�orungstheoretischeBeitr�age f�uhrender Ordnung besitzen. Weiter k�onnen wir schlie�en, da� sich die unendli-che gekoppelte DS-Hierarchie im Fall des Selbstkonsistenzproblems der �(r;0) exakt auf dasendliche System von DS-Gleichungen f�ur die ober
�achlich divergenten Vertizes beschr�ankt.



1.1. DIE ERWEITERTE ST�ORUNGSREIHE 13Dies wird allein durch die Dynamik der Theorie bewirkt, insbesondere sind hierf�ur keinevon au�en aufgepr�agten Entkopplungsn�aherungen erforderlich. Der Satz der �(r;0) f�ur diesieben Basisvertizes der QCD spielt folglich im Fixpunktproblem der DS-Gleichungen eineherausragende Rolle und wir werden k�unftig in seinem Kontext auch von den modi�ziertenFeynman-Regeln der QCD sprechen.Der 1g2 -MechanismusDie Berechnung von Vakuumkondensaten umfa�t Schleifenintegrale �uber Kombinationender Basisvertizes unter Zugrundelegung renormierter Parameter und Elementarfelder derTheorie. Demzufolge wird in dieser Situation kein nackter Kopplungsparameter und damitauch nicht die Gr�o�e (1.16) auftreten. Mit unseren rationalen Approximanten als Ansatzerhalten wir dann in dimensioneller Regularisierung als charakteristischen Vorfaktor einesUV-divergenten Einschleifenintegrals 6:P (�; g2) := � �2��20 ���=2 �� �2� = 2� � ln �2�20 � 
E + O(�) : (1.21)Aus der Darstellung (1.10) des Skalenparameters folgt dann sofort f�ur den nicht-perturbativenLogarithmus : � ln �2�20 = 1�0 � 4�g(�0) �2 � 1 + O(g2) � : (1.22)Es ist gerade dieser durch (1.21) und (1.22) beschriebene 1g2 -Mechanismus [11] als Teil-aspekt der oben diskutierten Selbstreproduktion von Kopplungsabh�angigkeiten in DS-Gleichungen, welcher dann sp�ater bei der mikroskopischen Berechnung f�uhrender Bei-tr�age zu den QCD-Vakuumkondensaten eine wesentliche Rolle spielen wird. Wichtig andieser Stelle ist wiederum der Hinweis auf den fundamentalen Zusammenhang zwischenUV-Divergenzen der Theorie und dem Auftreten negativer Potenzen der quadratischenKopplung. Man beachte �uberdies, da� die Gr�o�e P im Gegensatz zu (1.20) auch Korrek-turen O(g2) enth�alt.Wir werden im folgenden nicht weiter auf die selbstkonsistente Reproduktion der verallge-meinerten Feynman-Regeln in den DS-Gleichungen eingehen. Ein erster L�osungsversuchwurde unter vereinfachenden Annahmen in [55],[56] und [57] unternommen. Die aktuel-len Arbeiten [52] und [53] ber�ucksichtigen teilweise bereits den globalen Approximations-charakter der Ans�atze bez�uglich r. Unser Ziel wird es stattdessen sein, mit dem beschrie-benen Formalismus als Grundlage, ein St�uck des beschwerlichen Weges von der feldtheo-retischen Formulierung der QCD hin zur Beschreibung des Spektrums der Hadronen inAngri� zu nehmen.6Wir wollen hier die spontane Masse � als einzigen dimensionsbehafteten Parameter der QCD behan-deln. Auf die im Zusammenhang mit endlichen externen Quark-Strommassen entstehende Problematikwerden wir sp�ater noch eingehen.



14 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCD1.2 Renormierung zusammengesetzter OperatorenBevor wir mit dem Studium nicht-perturbativer E�ekte in der QCD fortfahren k�onnen,sind noch einige grunds�atzliche �Uberlegungen hinsichtlich der feldtheoretischen Formulie-rung lokaler zusammengesetzter Operatoren und ihrer Renormierung (COR=CompositeOperator Renormalization) erforderlich. In Quantenfeldtheorien begegnen uns immer wie-der Produkte von Feldoperatoren und deren Ableitungen, die am selben Raum-Zeit-Punktauszuwerten sind. Beispiele solcher zusammengesetzter Operatoren �nden wir in Str�omenund Ladungen, etwa aus dem Noether-Theorem, oder in den Bewegungsgleichungen derTheorie; weiter seien die Ward-Identit�aten, die BRS-Transformationen in Yang-Mills-Theorien sowie im Vorausblick die Wilsonsche Operator-Produkt-Entwicklung erw�ahnt,die wir sp�ater noch vorstellen werden. Aufgrund des Distributionscharakters der elemen-taren Feldoperatoren sind zusammengesetzte Operatoren im mathematisch strengen Sin-ne �uberhaupt nicht de�niert. Bei direkter Berechnung bilden sie i.a. 7 zus�atzliche UV-Divergenzen aus, die nicht durch die �ubliche Renormierung der Felder und Parameter derTheorie kompensiert werden.Die geschilderte Problematik zeigt sich bereits konkret im Fall freier Felder. Betrachtenwir dazu das zeitgeordnete Produkt T �(x) �(y) zweier nicht wechselwirkender Feldope-ratoren. Dessen Vakuumerwartungswert 
 0 ��T �(x) �(y) ��0 � ist bis auf einen konstantenFaktor gerade der Propagator des freien Feldes und als solcher divergent im Grenz�uber-gang x �! y.Man kann hier jedoch der Gr�o�e �2(x) eine Bedeutung verleihen, indem einfach der sin-gul�are Vakuumerwartungswert vom gew�ohnlichen Produkt der Feldoperatoren subtrahiertwird : :�2(x) : � limy!x ��(x) �(y)� 
 0 ���(x) �(y) ��0 � 	 : (1.23)Der zusammengesetzte Operator :�2(x) : ist dann nichts anderes als das normalgeordneteProdukt freier Felder und (1.23) das Wicksche Theorem [14]. Diese Erzeugung regul�arerzusammengesetzter Operatoren der freien Theorie durch Subtraktion der Singularit�at kannals Spezialfall der Renormierung allgemeiner zusammengesetzter Feldoperatoren verstan-den werden.Dazu betrachten wir nun Greensche Funktionen einer wechselwirkenden, renormierbarenTheorie mit Einschub eines zusammengesetzten Operators O(x) :G(n)O (x; x1; x2; : : : ; xn) := 
 0 ��T O(x) �(x1) : : : �(xn) �� 0 � : (1.24)Eine derartige Korrelationsfunktion l�a�t sich formal de�nieren durch Einf�uhrung einesQuellterms zum Operator O im erzeugenden Funktional :Z [J; JO] := Z D[�] exp� i Z d4x �L+ J(x) �(x) + JO(x)O(x) �� : (1.25)7Ausnahmen sind Noether-Str�ome exakter innerer Symmetrien [15].



1.2. RENORMIERUNG ZUSAMMENGESETZTER OPERATOREN 15Daraus erh�alt man mittels einer Legendre-Transformation bez�uglich J dann in gewohnterWeise die 1PI Greens-Funktionen mit O-Insertion. Die zugeh�origen Feynman-Regeln f�urOperatoreinsch�ube in die ober
�achlich divergenten Vertexfunktionen auf Baumgraphen-niveau werden auch als Operatorvertizes bezeichnet.OperatormischungBei der st�orungstheoretischen Berechnung der Greenschen Funktionen (1.24) stellt mandann { wie bereits oben angedeutet wurde { fest, da� diese im allgemeinen divergentsind, auch wenn bereits alle Parameter und elementaren Felder der Lagrangedichte re-normiert wurden. Diese zus�atzlichen Divergenzen lassen sich durch die Einf�uhrung neuerRenormierungskonstanten absorbieren, wobei wir zun�achst wie bei gew�ohnlichen Feldope-ratoren f�ur den Zusammenhang zwischen nacktem und renormiertem zusammengesetztenOperator schreiben : O = ZO :O : :Diese Form der multiplikativen Renormierung ist jedoch i.a. noch nicht ausreichend.Existieren n�amlich mehrere Operatoren Oi (i = 1; 2; : : :) mit denselben Quantenzahlenund kanonischen Massendimensionen kleiner oder gleich d(O), so mischen diese mit O beiRenormierung : Oi = Zij :Oj : : (1.26)Die COR l�a�t sich demgem�a� im allgemeinen durch eine Renormierungskonstanten-MatrixZ = (Zij) beschreiben. Renormierte zusammengesetzte Operatoren wurden in der obenangegebenen Form zuerst von Zimmermann [18] de�niert und in Anlehnung an das Wick-sche Theorem freier Felder als Normalprodukte bezeichnet.Als illustratives Beispiel f�ur die Operatormischung im Zusammenhang mit COR betrach-ten wir jetzt gem�a� Fig. 1.1 f�uhrende perturbative Beitr�age zur Greenschen Funktion
 0 ��T 12�2 ~�(p1) ~�(p2) �� 0 � in der ��4�4-Theorie [16]. Die zugeh�origen Gegenterme sinddann Fig. 1.2 zu entnehmen.Die Operatorinsertion von 12�2 haben wir dabei jeweils durch einen kleinen Kreis sym-bolisiert. W�ahrend die Einschleifen-Subdivergenz in Fig. 1.1(c) sich durch Renormierungdes Kopplungsparameters beseitigen l�a�t (Fig. 1.2(a)), enthalten die anderen Divergen-zen den zusammengesetzten Operator als Einschub und erfordern dementsprechend neueCounterterme mit Operatorvertizes. So tritt beispielsweise in den Gegentermen f�ur dieOverall-Divergenzen in Fig. 1.1(b) und 1.1(c) der Vertex f�ur 12�2 gem�a� Fig. 1.2(b) auf,wohingegen die Kompensation der UV-Divergenz des unzusammenh�angenden GraphenFig. 1.1(d) einen Counterterm proportional zum Einheitsoperator erforderlich macht (Fig.1.2(c)).Damit erhalten wir den renormierten zusammengesetzten Operator in der Form :: 12�2 : = � 1 + �1 � � 12�2 + �2m2 � 1 ;



16 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCD(a) + (b) + (c) + : : : +
(d) + : : :Abbildung 1.1: Zweipunkt-Greensfunktion mit Insertion von 12�2(a) (b) (c)Abbildung 1.2: Counterterm-Graphen zu Fig. 1.1wobei �1(�; �) und �2(�; �) die Counterterm-Koe�zienten bezeichnen. F�ur die COR ergibtsich in diesem Fall die Matrixgleichung : 12�2m2 � 1! =  (1 + �1)�1 ��2 (1 + �1)�10 1 !  : 12�2 :m2 � 1!Betrachten wir nun wieder im Rahmen einer allgemeinen, renormierbaren Feldtheorie dieN�-Punkt-Vertexfunktion mit Oi als Operatorinsertion gem�a��Oi;N�q; p1; p2; : : : ; pN� : (1.27)Hierbei bezeichnen p1; : : : ; pN die Impulse der N = N� elementaren Felder und q sei derImpuls des eingeschobenen Operators. F�ur den Zusammenhang zwischen renormierter undnackter 1PI Korrelationsfunktion schreiben wir :



1.2. RENORMIERUNG ZUSAMMENGESETZTER OPERATOREN 17�Oi ;N� q; fpg; fRg;� �= �Z�1�ij Z� �0Oj ;N� q; fpg; f0g; � � ; (1.28)mit Z� := ZN=2� und der Renormierungskonstanten-Matrix Z der Operatoren Oj . Dieunterschiedlichen Vorzeichen der Exponenten von Z und Z� r�uhren von der Amputation�au�erer Beine her. Weiter bezeichnen f0g und fRg die nackten bzw. renormierten Parame-ter und Felder der Theorie, w�ahrend fpg f�ur die Gesamtheit der externen Impulsvariablensteht.Aus der Beobachtung, da� die nackte Vertexfunktion �0 aufgrund ihrer Unabh�angigkeitvon der Renormierungsmasse � invariant unter RG-Transformationen ist, kann man inbekannter Weise durch partielle Di�erentiationen eine RG-Gleichung f�ur die Korrelations-funktionen (1.28) herleiten 8 :" �ij �� @@� + g ��fRg� @@g �m2 
m�fRg� @@m2 � 
�� + 
ij #�Oj ;N� q; fpg; fRg;� �= 0 ;(1.29)wobei 
� := N�2 
� die anomale Massendimension des N -Punkt-Vertex ohne Operator-einschub ist. Neu de�niert wurde in (1.29) die anomale Dimensionen-Matrix :
 = (
ij) ; 
ij := � �Z�1�ik dZkjd � : (1.30)Aufgrund der Operatormischung (1.26) bei der COR sind die anomalen Dimensionen derdaran beteiligten Operatoren Oj durch eine Matrix und die RG-Gleichung durch ein ge-koppeltes System linearer partieller Di�erentialgleichungen gegeben. Der Nachweis, da�die Komponenten der anomale Dimensionen-Matrix (1.30) endlich sind, kann durch einenaheliegende Verallgemeinerung des entsprechenden Beweises [12] f�ur gew�ohnliche Vertex-funktionen erbracht werden.Die Renormierung eichinvarianter OperatorenNachdem wir bisher im Kontext einer allgemeinen renormierbaren Feldtheorie die Grund-lagen lokaler zusammengesetzter Operatoren und ihrer Renormierung kennengelernt ha-ben, wollen wir uns im folgenden einer Problemstellung zuwenden, die typischerweisein quantisierten Eichtheorien auftreten wird. Zur Beschreibung physikalisch me�barerGr�o�en, z.B. im Rahmen der Operator-Produkt-Entwicklung (siehe 1.4), ben�otigen wireichinvariante, renormierte Operatoren, die sich in der Regel aus mehreren elementarenFeldoperatoren, etwa zu Str�omen, zusammensetzen. Bei ober
�achlicher Betrachtungsweiseerscheint es zun�achst nat�urlich zu sein, da� zur Operatormischung in diesem Fall nur selbsteichinvariante Operatoren beitragen k�onnen. Diese Annahme erweist sich jedoch als falsch,wie von Kluberg-Stern und Zuber [19] gezeigt wurde.8Im Fall einer Eichtheorie erscheint in der RG-Gleichung zus�atzlich ein Beitrag mit der RG-Funktion��fRg� des Eichparameters.



18 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDIm Falle einer gew�ohnlichen globalen Symmetrie (wie z.B. Lorentz-Invarianz) mischt einbez�uglich dieser Symmetrie invarianter Operator ausschlie�lich mit invarianten Opera-toren. In einer Eichtheorie brechen wir die Invarianz der Wirkung unter lokalen Eich-transformationen im Zuge kovarianter Quantisierung explizit durch die Einf�uhrung desEich�xierungsterms, und es bleibt die Invarianz der quantisierten Theorie unter BRS-Transformationen [20]. Ein eichinvarianter Operator mischt nun aber sogar mit Operato-ren, die nicht BRST-invariant sind.Um dies zu zeigen [12] [13], betrachten wir einen Operator O, der unter einer gewissen,zun�achst nicht weiter spezi�zierten Transformation invariant sei. Die Summe seiner Gegen-terme bezeichnen wir mit C und nehmen weiterhin an, da� auch die Wirkung unter derbetrachteten Transformation invariant sei. Dann sind die Greenschen Funktionen ebenfallsinvariant und es gilt (X bezeichne ein gew�ohnliches Produkt von Feldoperatoren) :0 = � 
 0 ��T X (O + C) �� 0 �= 
 0 ��T (�X) (O+ C) �� 0 �+ 
 0 ��T X �(O + C) �� 0 �= 
 0 ��T (�X) (O+ C) �� 0 �+ 
 0 ��T X (�C) �� 0 � : (1.31)C ist so de�niert, da� Greensche Funktionen elementarer Felder mit Insertion von O + Cendlich sind. Im Falle einer gew�ohnlichen Symmetrie ist die Variation eines elementarenFeldes wieder ein solches, soda� also der erste Term auf der rechten Seite von (1.31)endlich ist. Dann mu� aber auch der andere Term, eine beliebige Korrelationsfunktion mitEinschub von �C, endlich sein. Im Renormierungsschema der minimalen Subtraktion sinddie Gegenterme Potenzen von 1� und �C ist nur dann endlich, falls es verschwindet. Somitist also gezeigt, da� f�ur die betrachtete Klasse von Symmetrien die Gegenterme zu eineminvarianten Operator selbst invariant sein m�ussen.Bezeichnet hingegen � = �BRS eine BRS-Transformation, so ist die Variation eineselementaren Feldes ein zusammengesetzter Operator. In diesem Falle kann daher nichtmehr die Endlichkeit von 
 0 ��T (�BRSX) (O+C) �� 0 � aus der entsprechenden EigenschaftGreenscher Funktionen mit Einschub von O + C gefolgert werden. Die Gegenterme zueichinvarianten Operatoren m�ussen also nicht zwingend BRST-invariant sein, geschweigedenn eichinvariant.Die obige Argumentation weist uns zugleich den Weg, wie dieses Problem zu behan-deln ist. Sei X das Produkt �1(x1) : : :�N (xN) lokaler Felder. In der Korrelationsfunktion
 0 ��T (�BRSX) �O(y)+C(y) ��� 0 � k�onnen nur dann Divergenzen auftreten, f�ur die wir kei-ne Gegenterme eingef�uhrt haben, falls die Koordinate y mit der raum-zeitlichen Positionxi eines BRST-variierten Operators �BRS�i(xi) aus �BRSX zusammenf�allt. Ist aber nun ymit keinem der xi identisch, dann ist 
 0 ��T (�BRSX) �O(y) + C(y) � �� 0 � endlich und wirk�onnen aus (1.31) die Endlichkeit von 
 0 ��T X (�BRSC) �� 0 � folgern, was wiederum im Fal-le minimaler Subtraktion gleichbedeutend mit dessen Verschwinden ist. Dementsprechendsind beliebige Greens-Funktionen elementarer Felder mit Insertion von �BRSC gleich nullund f�ur die BRST-Variation der Gegenterme gilt die Operatoridentit�at �BRSC = 0; dieCounterterme zu eichinvarianten Operatoren sind BRST-invariant.Man kann versuchen, dieses Theorem durch explizite Rechnungen zu veri�zieren [19].Die Ergebnisse stehen zwar o�ensichtlich im Widerspruch zu ihm, jedoch korrespondieren



1.2. RENORMIERUNG ZUSAMMENGESETZTER OPERATOREN 19die varianten Counterterme mit Operatoren, die aufgrund der Bewegungsgleichungen ver-schwinden.Unser vorrangiges Interesse richtet sich jedoch weniger auf die BRST-invarianten als viel-mehr auf die eichinvarianten Operatoren der Theorie; denn es sind ausschlie�lich die Letz-teren, welche, unabh�angig von der Methode der Eich�xierung, physikalische Bedeutungerlangen. Es wird also zu zeigen sein, da� die mit O mischenden eichvarianten Operatorentats�achlich nicht zu physikalischen Gr�o�en beitragen.Zu diesem Zweck f�uhren wir einen Satz { nach Anwendung der Bewegungsgleichungen {linear unabh�angiger eichinvarianter Operatoren fO1; : : : ; Ong ein, die mit einem vorgegebe-nen eichinvarianten Operator O mischen. Die Oi besitzen dieselben Transformationseigen-schaften wie O bez�uglich globaler Symmetrien und ihre kanonischen Massendimensionensind kleiner oder gleich der des Operators O. Dann gibt es genau drei weitere Klassen vonOperatoren, die ebenfalls zur Operatormischung mit O beitragen k�onnen :� Klasse A : Die Operatoren Ai sind BRST-exakt, d.h. sie lassen sich { gegebenenfallsnach Anwendung der Bewegungsgleichungen { als BRST-Variation anderer Opera-toren darstellen 9 : Ai � �BRSÂi .� Klasse B : Sie enth�alt Operatoren Bi, die aufgrund der Bewegungsgleichungen ver-schwinden.� Klasse C : Diese umfa�t alle anderen Operatoren, die unter Ber�ucksichtigung ihrerQuantenzahlen und kanonischen Massendimension mit O mischen k�onnen, sich je-doch nicht als Linearkombination der Ai, Bi und Oi darstellen lassen.Zun�achst stellt die Nilpotenz der BRS-Transformationen sicher, da� die Operatoren derKlasse A BRST-invariant sind; genauer �BRSAi � 0. Die augenf�alligsten Klassen BRST-invarianter Operatoren, die nach unseren �Uberlegungen von oben f�ur die Mischung mit Oin Frage kommen, sind somit die eichinvarianten Operatoren Oi und die BRST-exaktenOperatoren Ai. Insbesondere erhebt sich nun die Frage, inwieweit noch andere Operatorenbeitragen k�onnen.Die Theoreme von Joglekar und LeeDie Beantwortung unserer zuletzt gestellten Frage sowie weitere grundlegende Aussagen�uber die Renormierung eichinvarianter Operatoren ergeben sich aus drei Theoremen, diezuerst von Joglekar und Lee [21] bewiesen wurden.Das erste Theorem besagt, da� eine Basis der mit O mischenden, nicht-eichinvariantenOperatoren existiert, die ausschlie�lich aus BRST-exakten Operatoren besteht. Mit an-deren Worten : Operatoren aus der Klasse C tragen nicht zur Renormierung von O bei.Zum Beweis dieser Aussage mu� gezeigt werden, da� sich jeder BRST-invariante Ope-rator als Linearkombination aus eichinvarianten und BRST-exakten Operatoren moduloAnwendung der Bewegungsgleichungen darstellen l�a�t. In der von Joglekar und Lee ange-gebenen Form erweist er sich als schwer nachvollziehbar. Ein �ubersichtlicherer Beweis auf9Das geschl�angelte Gleichheitszeichen soll hier die G�ultigkeit der Gleichheitsrelation modulo Anwendungvon Bewegungsgleichungen symbolisieren.



20 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDder Grundlage der Kohomologie-Theorie wurde k�urzlich von Henneaux [22] erbracht.Nach dem zweiten Joglekar-Lee-Theorem besitzt die Renormierungskonstanten-MatrixBlock-Dreiecksgestalt : 0BBB@OAB1CCCA = 0BBB@ZOO ZOA ZOB0 ZAA ZAB0 0 ZBB1CCCA 0BBB@: O ::A :: B :1CCCA (1.32)Der Beweis dieses Theorems ist einfach : Die einzigen Operatoren, die Gegenterme zu einemOperator der Klasse B sein k�onnen, m�ussen selbst aufgrund der Bewegungsgleichungenverschwinden, geh�oren also auch zur Klasse B. Eine Greensche Funktion mit Einschubeines BRST-exakten Operators �BRSÂi aus der Klasse A kann wegen (1.31) in der Form
 0 ��T � �BRSÂi(y) �X �� 0 � = �
 0 ��T Âi(y) �BRSX �� 0 � (1.33)geschrieben werden. Bezeichnet nun C(Âi) den Gegenterm zu Âi, dann ist die Korrelations-funktion 
 0 ��T � Âi+C(Âi) � �BRSX �� 0 � endlich, falls keine der Koordinaten xi mit y zu-sammenf�allt. Der Counterterm des BRST-exakten Operators ist also, bis auf Beitr�age, diewegen der Bewegungsgleichungen verschwinden, durch �BRSC(Âi) gegeben. Die Gegen-terme der Ai geh�oren deshalb ausschlie�lich den Klassen A und B an, womit (1.32) be-wiesen ist.Das Verschwinden physikalischer Matrixelemente 10 f�ur die eichvarianten Operatoren derKlassen A und B ist schlie�lich der Inhalt des dritten Joglekar-Lee-Theorems. Wieder auf-grund der Bewegungsgleichungen tragen Operatoren der Klasse B nicht zu physikalischenMatrixelementen bei. Im Fall der Klasse A ist das S-Matrixelement �uber die LSZ (Leh-mann, Symanzik, Zimmermann)-Reduktionsformel mit der Greens-Funktion 
 0 ��T AiX �� 0 �verkn�upft. Daf�ur gilt aber die Slavnov-Taylor-Identit�at (STI) in Gleichung (1.33). Ein Bei-trag zu �BRSX mit der BRST-Variation eines elementaren Feldoperators �BRS�(x) besitztin der entsprechenden Linie des Feynman-Graphen keinen physikalischen Teilchenpol, da�BRS� ein Geistfeld enth�alt. Also verschwindet das physikalische Matrixelement.Die Block-Dreiecksgestalt der Matrix (1.32) gew�ahrleistet nun, da� zur Bildung physikali-scher Matrixelemente nur eichinvariante Operatoren ber�ucksichtigt werden m�ussen, oderformal : 
� ��O ��	 � = ZOO 
� �� : O : ��	 � ; (1.34)wobei j� i und j	 i beliebige physikalische Zust�ande bezeichnen sollen.Mit diesen Grundlagen aus der Theorie der COR sind wir nun in die Lage versetzt, eine be-sonders interessante Kategorie physikalischer Matrixelemente f�ur zusammengesetzte Ope-ratoren zu de�nieren.10Auf dem Niveau der Darstellung durch Feynman-Graphen bedeutet dies rein transversale Polarisationdes Gluons und on-shell Zust�ande von Quarks bzw. Gluonen.



1.3. DIE VAKUUMKONDENSATE DER QUANTENCHROMODYNAMIK 211.3 Die Vakuumkondensate der QuantenchromodynamikZun�achst f�uhren wir f�ur voneinander verschiedene Raum-Zeit-Punkte x 6= y das nicht-lokale Kondensat { auch Schwinger-Funktion genannt { als Fourier-Transformierte dervollen Impulsraum-Korrelationsfunktion elementarer (renormierter) Feldoperatoren gem�a�
A(x)B(y) � � 

 ��A(x)B(y) ��
 � := Z d4k(2�)4 eik (x�y)G(AB)(k) (1.35)ein. Hierbei bezeichnet j
 i den wahren (physikalischen) Grundzustand der QCD, der alsCharakterisierung nicht-perturbativer Strukturmerkmale der Theorie vom st�orungstheo-retischen Vakuumzustand j 0 i zu unterscheiden ist.Vollziehen wir in (1.35) den Grenz�ubergang zu identischen raum-zeitlichen Koordinateny ! x , so kommen wir zur De�nition endlicher lokaler Kondensate, im folgenden aucheinfach als Vakuumkondensate bezeichnet :
AB � � 

 �� :A(x)B(y) : ��
 �x=y=0 := �Z d4k(2�)4 G(AB)(k) �ren. ; (1.36)wobei von der Translationsinvarianz der Theorie Gebrauch gemacht wurde. Das Auftretenzusammengesetzter Operatoren macht hier im allgemeinen die Anwendung der COR erfor-derlich. Dar�uberhinaus k�onnen jedoch mit der Berechnung von Vakuumkondensaten auchnoch andere Renormierungsma�nahmen verbunden sein, was teilweise aus einer gewissenFreiheit in der De�nition dieser Gr�o�en folgt. Unsere formale Schreibweise in (1.36) sollin diesem Sinne alle Renormierungsvorschriften implementieren, die zu einer endlichenDe�nition der Kondensate f�uhren. N�ahere Details hierzu werden sich dann im Zuge dermikroskopischen Rechnung ergeben.Bereits an dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da� (1.36) als Spezialfall der sogenanntenMomentenmethode [23] bzw. der dazu �aquivalenten \plane wave\-Methode [24] zu ver-stehen ist; Vakuumkondensate sind mit Momenten der entsprechenden Greenschen Funk-tionen zu identi�zieren. Daraus l�a�t sich zumindest f�ur die reine Yang-Mills-Theorie 11schlie�en, da� im Rahmen der St�orungstheorie nur verschwindende Kondensate zu erwar-ten sind. Die Anwendung der perturbativen Feynman-Regeln ergibt skalenfreie Integrale,die nach den Axiomen dimensioneller Regularisierung identisch Null sind. Demzufolge istalso unter der genannten Einschr�ankung die Ausbildung endlicher Vakuumkondensate alsein origin�ar nicht-perturbativer E�ekt zu verstehen, der seine Ursache in der nicht-trivialenStruktur des QCD-Vakuumzustandes �ndet. Zugleich weist uns die eben angestellte �Uber-legung auch einen m�oglichen Weg zu nicht-verschwindenden Vakuumerwartungswerten :Die Ans�atze zur erweiterten St�orungsreihe aus 1.1 enthalten den fundamentalen Skalen-parameter in rationaler Form und Schleifenintegrationen �uber die Impulsvariablen werdendann aufgrund der Anwesenheit dieser zus�atzlichen dimensionsbehafteten Gr�o�e im allge-meinen zu von Null verschiedenen Resultaten f�uhren.11Auf die Besonderheiten bei Anwesenheit endlicher Strommassen f�ur Quarks werden wir im Kontextder Berechnung des Quark-Kondensats noch eingehen.



22 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDBevor wir uns jedoch n�aher mit der Realisierung dieses Gedankens befassen, wollen wirnoch einige konkrete Beispiele f�ur Vakuumkondensate der QCD angeben, die von beson-derer physikalischer Relevanz sind.Das Gluon-Kondensat und die anomale Brechung der SkaleninvarianzAus der Euklidischen Lagrange-Dichte (1.1) ergibt sich sofort f�ur den Vakuumerwartungs-wert des eichinvarianten Feldst�arketensor-Quadrates ausgedr�uckt durch Kondensate BRST-varianter zusammengesetzter Gluon-Operatoren :
G��a G��;a � =: 
G2 �= �2 
Tr (@�A� � @�A�)2 � � 8 
 ig Tr (@�A�) [A�; A� ] �+ 2 
 g2 Tr [A�; A� ] [A�; A� ] �=: �2 � V 2� 8 � V 3 + 2 � V 4 : (1.37)Dabei haben wir bereits die Systematik der Bezeichnungen f�ur Abelsches Gluon-Kondensat,sowie 3- bzw. 4-Gluon-Kondensat in der Form eingef�uhrt, wie sie dann in den sp�aterenKapiteln fortw�ahrend verwendet wird.Unter Anwendung der Euler-Lagrangeschen Bewegungsgleichungen f�ur (1.1) folgt f�ur dieverschwindenden 12 Bewegungsgleichungskondensate der Quantenchromodynamik 13 :0 = 
Tr (@�A� � @�A�)2 + 6ig Tr (@�A�) [A�; A� ]� 2g2Tr [A�; A� ] [A�; A� ]�g fabc (@���a)A�b �c � g �	A=	 � =: V 2 + 6 � V 3� 2 � V 4� �GVG� �FVF ; (1.38a)0 = 
 ��a� �a + g fabc (@���a)A�b �c � =: �GG+ �GVG ; (1.38b)0 = 
 i �	@=	�m �		 + g �	A=	 � =: 
 i �	@=	 ��m � �FF + �FVF : (1.38c)Aus (1.38a) k�onnen wir schlie�en :V 4 = 12 �V 2 + 6 � V 3� �GVG� �FVF � ; (1.39)und nach Einsetzen in (1.37) ergibt sich nun als weitere Darstellung des eichinvariantenVakuumerwartungswertes :
G��a G��;a � = �V 2� 2 � V 3� �GVG� �FVF : (1.40)Auf Grund des Verschwindens der Bewegungsgleichungskondensate ist es uns somit ge-lungen, die Gr�o�e V 4, die wir in 4.5 mit dem nullten Moment der Vierpunkt-GreenschenFunktion in Zusammenhang bringen werden, aus (1.37) zu eliminieren. Stattdessen treten12Siehe dazu auch den formalen Beweis in [12].13Wir beschr�anken uns hier zur Vereinfachung der Darstellung auf nur eine Quark-Flavour.



1.3. DIE VAKUUMKONDENSATE DER QUANTENCHROMODYNAMIK 23jetzt zus�atzlich das Geist-Gluon-Antigeist-Kondensat sowie der Vakuumerwartungswertdes Quark-Vertex in (1.40) auf. Diese Umformung birgt wesentliche technische Erleich-terungen in sich, wie wir weiter unten im Zusammenhang mit der mikroskopischen Be-rechnung von Vakuumkondensaten noch sehen werden.Da hG2 i Vakuumerwartungswert eines eichinvarianten Operators ist, l�a�t sich sein Re-normierungsproblem mit Hilfe der Joglekar-Lee-Theoreme l�osen. Der einzige eichinvarianteOperator der QCD, der zur Mischung mit G2 beitragen kann, ist der zusammengesetzteQuark-Operator �		, dessen Vakuumerwartungswert gerade das Quark-Kondensat �FF :=h �		 i ergibt. Damit lautet (1.34) in diesem Fall : h
 jG2 j
 ih
 j �		 j
 i! =  Z11 Z120 Z22!  hG2 ih �		 i! (1.41)Der Koe�zient Z21 ist dabei Null aufgrund der niedrigeren kanonischen Massendimensiondes Quark-Kondensats. F�ur die nicht-verschwindenden Renormierungskonstanten �ndenwir mit [25] [26] : Z11 = 1� g24�2 2� NC (3 + �)8 (1.42a)Z12 = g24�2 2� 3 (N2C � 1)4NC m (1.42b)Z22 = 1� g24�2 2� N2C � 18NC (3 + �) : (1.42c)Nachdem wir jetzt auf wohlde�nierte Vakuumerwartungswerte eichinvarianter Operato-ren der QCD zur�uckgreifen k�onnen, soll im folgenden ihr Zusammenhang mit Anomaliener�ortert werden.Aus der klassischen Feldtheorie ist bekannt, da� eine Lagrange-Dichte invariant unterSkalentransformationen x� �! � x� ist, falls sie keine dimensionsbehafteten Parameter,insbesondere also keine Massenskalen, enth�alt. Um aber die im Zuge der Quantisierung auf-tretenden UV-Divergenzen regularisieren zu k�onnen, ist die Einf�uhrung einer dimensions-behafteten Renormierungsskala erforderlich. Insofern mu� die Skalensymmetrie in der re-gularisierten Theorie notwendigerweise gebrochen werden. Aber auch nach Beseitigung desCut-o�-Parameters bleibt die somit renormierte, wechselwirkende Theorie skalenvariant.Der Grund hierf�ur ist in der bereits erw�ahnten dimensionellen Transmutation zu sehen,die sich im Falle dimensioneller Regularisierung f�ur D = 4� � pr�agnant formulieren l�a�t :�� = g 2�0 ; (1.43)g0 bezeichnet dabei den (dimensionsbehafteten) nackten Kopplungsparameter und f�ur dieQCD haben wir die spontane Massenskala �� schon in (1.17) vorgestellt.Kommen wir nun zur di�erentiellen Formulierung des Skalenverhaltens der EuklidischenQCD in Form der Noetherschen Divergenzgleichung :



24 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCD@�D� = T�� : (1.44)Auf der rechten Seite steht hierbei die Spur des Energie-Impuls-Tensors, welcher aus demkanonischen durch die von Belinfante [27] vorgeschlagene Modi�kation hervorgeht, und f�urden, ausgedr�uckt in nackten Feldern und Parametern, gilt :T�� = ��� L̂QCD + F̂��a F̂ ��;a + ��� ��10 @%� Â%a@�Â�a �� ��10 h Â�a@�� @�Â�a �+ �� ! � � i +h @� �̂�a�D̂� �̂�a + �� ! � � i � i2 h �̂	i
��D̂�	̂�i + �� ! � � i = T �� : (1.45)Der zugeh�orige Belinfante-Dilatationsstrom lautet dann :D�(x) = x�T��(x)� 2n� @���a(x) � �a(x) + ��1 �@�A�a(x) �A�a(x)o : (1.46)Da� wir in (1.45) von unserer bisherigen Konvention abgewichen sind, zusammengesetzteOperatoren grunds�atzlich durch renormierte Gr�o�en darzustellen, liegt in einer Beobach-tung von Freedman, Muzinich und Weinberg [28] [29] begr�undet : Greensche Funktio-nen mit einer Insertion des Belinfanteschen Energie-Impuls-Operators in der angegebenenForm, sowie mit renormierten �au�eren, elementaren Feldern, sind endlich. Als endlicher 14Operator, ausgedr�uckt in nackten Gr�o�en der Theorie, ist der Belinfante Energie-Impuls-Tensor dann aber eine Invariante unter RG-Transformationen, d.h. es gilt :� dd�T�� = 0 : (1.47)Wie aus (1.44) hervorgeht, ist die Spur des Belinfante-Tensors als Ma� f�ur die Brechungder Skaleninvarianz in unserer Theorie zu verstehen. Aus [31] erhalten wir unter Ber�uck-sichtigung des dritten Theorems von Joglekar und Lee die folgende Darstellung durchrenormierte eichinvariante Operatoren :T�� ��on-shell= �(g)2 g :G2 : + � 1 + 
m(g) �m : �		 : : (1.48)Die beiden zu den Renormierungsgruppenfunktionen 
m bzw. � proportionalen Terme ste-hen dabei f�ur die anomale Brechung der Skaleninvarianz als Quantisierungse�ekt, w�ahrenddie Eins der kanonischen Spur und damit expliziter Symmetriebrechung entspricht. Mit(1.48) ergibt sich sofort der Zusammenhang zwischen Spuranomalie und eichinvariantenVakuumkondensaten der QCD :��� := 

 �� �T�� �anomal ��
 � = �(g)2 g hG2 i+ 
mm h �		 i : (1.49)14Siehe dazu auch die Ausf�uhrungen in [30].



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 25In erster Ordnung der quadratischen Kopplung �nden wir dann das RG-invariante, eich-unabh�angige Gluon-Kondensat gem�a� :C4V := g24�2 hG2 i : (1.50)O�ensichtlich gew�ahrleistet ein nicht-verschwindender Wert dieser Gr�o�e die Brechungder Skalensymmetrie selbst bei Abwesenheit massiver Quarks. Zugleich stellt das Gluon-Kondensat die Energieskala f�uhrender nicht-perturbativer Beitr�age etwa zu Strom-Strom-Korrelationsfunktionen der Quantenchromodynamik dar, wie wir im folgenden Abschnittnoch sehen werden.Aus der RG-Invarianz des Gluon-Kondensats (1.50) k�onnen wir schlie�en :C4V = c � �4 ; (1.51)mit einem rein zahlenwertigen Faktor c, der die gesamte nicht-triviale Information �uberdas Vakuumkondensat enth�alt und im Rahmen der vorliegenden Arbeit (zumindest prin-zipiell) berechnet werden soll. Ber�ucksichtigen wir jetzt noch das explizite Auftreten einerPotenz von g2 in der De�nition von C4V , so ist klar, da� bei Ausf�uhrung der Schleifen-integrationen gem�a� der Momentende�nition unserer Kondensate insgesamt eine reziprokequadratische Kopplung entstehen mu�. Dies ist ein weiterer, deutlicher Hinweis darauf,wie sich mit den rationalen Ans�atzen der erweiterten St�orungsreihe unter Anwendungdes 1g2 -Mechanismus der nicht-perturbativen Logarithmen eine Berechnung des Gluon-Kondensats auf der Grundlage konventioneller Feynman-Methoden bewerkstelligen lassenm�u�te.1.4 Die Operator-Produkt-Entwicklung undQCD-SummenregelnZum Schlu� unserer Vorbetrachtungen wollen wir nun ein m�achtiges Instrument der Quanten-chromodynamik vorstellen, welches uns gestattet, von der \perturbativen Seite\ der Theo-rie her kommend, einen Br�uckenschlag zur Physik der hadronischen Bindungszust�ande zuvollziehen. Wir werden sehen, da� unsere Vakuumkondensate dabei wiederum eine hervor-ragende Rolle spielen, indem sie nicht-st�orungstheoretische E�ekte der QCD parametri-sieren. Man kann sagen, da� es letztendlich das Spektrum der Hadronen ist, welches sichin der nicht-trivialen Struktur des QCD-Grundzustands widerspiegelt.Den formalen Rahmen f�ur unser Vorhaben bildet die von Wilson [32] im Jahre 1969 durch�Uberlegungen zur Bedeutung der Skaleninvarianzbrechung in Quantenfeldtheorien be-gr�undete Operator-Produkt-Entwicklung (OPE). Ihr Erfolg begr�undet sich u.a. in einer aus-gezeichneten experimentellen Best�atigung durch Ergebnisse der tiefinelastischen Lepton-Hadron-Streuung 15.Betrachten wir zun�achst wieder das zeitgeordnete Produkt freier, masseloser Felder. UnterAnwendung des Wickschen Theorems erhalten wir hierf�ur :15Eine �Ubersicht dazu �ndet man in [33].



26 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDT �(x) �(y) = :�(x) �(y) :+ 
 0 ��T �(x) �(y) ��0 � � 1 : (1.52)Das zeitgeordnete Produkt wird im Limes y �! x singul�ar, wobei aber diese Singularit�atallein durch eine c-Zahl-Funktion (in diesem Fall den freien Propagator) gegeben ist. Dasnormalgeordnete Produkt freier Feldoperatoren verh�alt sich im betrachteten Grenz�uber-gang dagegen regul�ar.In Verallgemeinerung von (1.52) w�ahlen wir nun in einer wechselwirkenden Theorie alsformalen Ansatz f�ur das Produkt zweier beliebiger (elementarer oder zusammengesetzter)lokaler Feldoperatoren : A(x)B(y) =Xj Cj(x� y)Nj(x; y) : (1.53)Hierbei sind die Cj in Analogie zu den Wickschen Kontraktionen im freien Fall c-Funktionen,die aufgrund der Translationsinvarianz nur von x�y abh�angen. Mit ihnen verbunden trittein Satz regul�arer bilokaler Operatoren Nj(x; y) auf. Wegen ihres regul�aren Verhaltensim Grenz�ubergang y �! x k�onnen wir die Operatoren Nj(x; y) in eine Taylor-Reihe ent-wickeln und erhalten f�ur y = 0 :Nj(x; 0) =Xn 1n ! @nNj(x; 0)@ x�1 : : : @ x�n ����x=0 x�1 : : :x�n�Xn N (n)�1:::�nj (0; 0) x�1 : : : x�n : (1.54)Einsetzen in (1.53) liefert dann :A(x)B(0) =Xj Cj(x)Xn N (n)�1:::�nj (0; 0) x�1 : : : x�n= C1(x) 1+ C2(x)Xn N (n)�1:::�n2 (0; 0) x�1 : : : x�n + : : : : (1.55)Betrachten wir den Limes x �! 0, so sind die f�uhrenden Beitr�age dieser Entwicklunggerade diejenigen, die keine Ableitungen enthalten, da jede Ableitung von zus�atzlichenFaktoren x� begleitet ist. Damit kommen wir zur Formulierung derWilsonschen Operator-Produkt-Entwicklung gem�a� :A(x)B(0) x!0� XO CO(x) :O(0) : : (1.56)Auf der rechten Seite stehen hier Normalordnungen zusammengesetzter Operatoren, w�ahrenddie als Wilson-Koe�zienten bezeichneten Funktionen CO(x) im allgemeinen Singularit�atenaufweisen f�ur x �! 0. Analoge Entwicklungen existieren f�ur zeitgeordnete Produkte, Kom-mutatoren, sowie Produkte von drei oder mehr Feldern. Entsprechend wie in der freien



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 27Theorie ist es uns mit dem Ansatz (1.56) gelungen, die f�ur \kleine Abst�ande\ x singul�arelinke Seite aufzuspalten, und die Singularit�aten ausschlie�lich in den Wilson-Koe�zientenzu absorbieren.Es ist zu beachten, da� die OPE in der angegebenen Form streng genommen nicht auf derEbene der Operatoren g�ultig ist, sondern lediglich im schwachen Sinne, also f�ur Matrix-elemente der Operatoren. Daher mu� man sich die Entwicklung (1.56) noch zwischen einemAnfangs- und einem Endzustand eingeschlossen denken. Man kann zeigen, da� die OPE f�urfreie skalare und spinorielle Feldtheorien sowie im Falle renormierbarer wechselwirkenderTheorien in allen Ordnungen der St�orungstheorie existiert [34] [35].Im nicht-perturbativen Regime, f�ur das die OPE als Ansatz vorgeschlagen wurde, kannman (1.56) als asymptotische Reihe au�assen und f�ur kleine Abst�ande x �! 0, alsoim fast st�orungstheoretischen Bereich, gute Ergebnisse erzielen. In diesem Sektor hatsich dann auch die OPE trotz fehlenden Beweises als ein sehr wichtiges Hilfsmittel er-wiesen. Dabei zeigt sich, da� die OPE einer Separation der durch kleine L�angenskalenbedingten E�ekte von den langreichweitigen Ph�anomenen der Theorie entspricht. In die-sem Sinne geht daher die Operator-Produkt-Entwicklung �uber den Rahmen der gew�ohn-lichen St�orungstheorie hinaus. So treten beispielsweise im Fall der bereits erw�ahntentiefinelastischen Lepton-Hadron-Streuung Matrixelemente der Normalordnungen :O : f�urhadronische Zust�ande auf, die ihrem Bindungscharakter entsprechend nicht-perturbativeBeitr�age liefern, w�ahrend sich die Wilson-Koe�zienten CO st�orungstheoretisch berech-nen lassen. Grunds�atzlich erweist sich die OPE so lange als g�ultig, wie eine klare Un-terscheidung zwischen kurz- und langreichweitigen E�ekten m�oglich ist. KurzreichweitigeInstanton-L�osungen der Theorie f�uhren insofern ab einer gewissen kritischen Ordnung derPower-Korrekturen (siehe unten) [q2]�dcr zum Zusammenbruch der Wilson-Entwicklung.Im Modell eines verd�unnten Instantongases �ndet man dcr = 6 [41].Setzen wir die Existenz der OPE im oben beschriebenen Sinne voraus, so er�o�net sich nundie M�oglichkeit, von der nicht-trivialen Struktur des physikalischen QCD-Grundzustandesj
 i herr�uhrende Ph�anomene, quantitativ zu beschreiben. Diese manifestieren sich da-durch, da� Operatoren mit verschwindenden Erwartungswerten bez�uglich des rein pertur-bativen Vakuums : 
 0 �� :O : �� 0 � = 0 ; O 6= 1 ; (1.57)nicht-verschwindende Kondensate 

 �� :O : ��
 � 6= 0 (1.58)bilden. Der Einheitsoperator 1, dessen perturbativer Vakuumerwartungswert endlich ist,charakterisiert hierbei gerade den Beitrag der St�orungstheorie.OPE und SkalenverhaltenUm Aussagen �uber den singul�aren Charakter der Wilson-Koe�zienten machen zu k�onnen,m�ussen wir das Skalenverhalten dieser Funktionen bestimmen. Im Gegensatz zu masselosen



28 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDfreien Feldtheorien, die exakt skaleninvariant sind, wird { wie wir bereits gesehen haben {durch Massen- und Wechselwirkungsterme die Skaleninvarianz gebrochen. In asymptotischfreien Theorien wie der QCD wird das singul�are Verhalten der Koe�zientenfunktionen je-doch von den \Resten\ der Skaleninvarianz dominiert.Betrachten wir zun�achst eine freie skaleninvariante Theorie. Anwendung einer Skalentrans-formation auf die Wilson-Entwicklung (1.56) ergibt dann :�d(A)+d(B)A(� x)B(0)�XO CO(x)�d(O) :O(0) : ; (1.59)wobei d(A); d(B) sowie d(O) die kanonischen Dimensionen der entsprechenden Operatorenbezeichnen. Andererseits k�onnen wir aber schreiben :�d(A)+d(B)A(� x)B(0)� �d(A)+d(B) XO CO(� x) :O(0) : : (1.60)Vergleicht man nun die beiden letzten Gleichungen, so folgt unmittelbar :�d(A)+d(B) XO CO(� x) :O(0) : =XO CO(x)�d(O) :O(0) : : (1.61)Sind die in (1.61) auftretenden Normalordnungen voneinander linear unabh�angig, was im-mer erreicht werden kann, erhalten wir f�ur das Skalenverhalten der Wilson-Koe�zienten :CO(� x) = �d(O)�d(A)�d(B)CO(x) : (1.62)Die letzte Gleichung besagt, da� die Wilson-Koe�zienten CO(x) in einer skaleninvariantenTheorie homogen vom Grad d(O)� d(A)� d(B) sind, und insbesondere nur f�urd(O)� d(A)� d(B) < 0 singul�ar sein k�onnen. Ihr Divergenzgrad nimmt folglich mit wach-sender kanonischer Dimension der Operatoren O ab, soda� die f�uhrenden Terme der OPEdurch die Operatoren mit niedrigster Dimension bestimmt sind.Im Falle asymptotisch freier, wechselwirkender Theorien ist das Skalenverhalten der Wilson-Koe�zienten CO(x) f�ur x �! 0 im wesentlichen ebenfalls durchCO(x) � �x2�� d(A)+d(B)�d(O)2 (1.63)gegeben, jedoch sagt die Renormierungsgruppe zus�atzliche logarithmische Korrekturenvoraus, die wir im folgenden bestimmen werden.Die RG-verbesserte OPEWir betrachten dazu im Fall der Quantenchromodynamik die Vertexfunktion mit NVGluon-, NF Quark- und NG Geistfeldern, sowie einer Insertion des zusammengesetztenOperators Oi gem�a�



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 29�Oi ;NV ;NF ;NG(q; p1; p2; : : : ; pN) ; (1.64)wobei N = NV +NF +NG ist. Analog wie in (1.29) �nden wir das zugeh�orige System vonRG-Gleichungen :h �ij D � �ij 
� + 
ij(O) i�Oj ;NV ;NF ;NG(q; fpg; fRg;�) = 0 ; (1.65)mit der anomalen Massendimension der Vertexfunktion ohne Operatoreinschub :
� = NV2 
A + NF2 
F + NG2 
G ; (1.66a)und den Elementen der anomale Dimensionen-Matrix :
ij(O) = � �Z�1(O) �ik dZkj(O)d � : (1.66b)Weiter haben wir in (1.65) die abk�urzende SchreibweiseD � � @@� + g ��fRg� @@g + � ��fRg� @@� �m2 
m�fRg� @@m2eingef�uhrt. Um nun eine RG-Gleichung f�ur die Wilson-Koe�zienten herleiten zu k�onnen,betrachten wir in Anlehnung an (1.55) die OPE in der Form :T A(x)B(0) =Xl;n Cl;�1:::�n(x) :O�1:::�nl (0) : : (1.67)Dann gilt nach �Ubergang in den Impulsraum f�ur die Vertexfunktionen zum physikalischenGrundzustand j
 i mit Insertion der Operatoren aus (1.67) :�A;B;NV ;NF ;NG(q;�q; fpg; fRg;�) =Xl;n ~Cl;�1:::�n(q) �O�1:::�nl ;NV ;NF ;NG(0; fpg; fRg;�) ;(1.68)und sie gen�ugen nach (1.65) den RG-Gleichungen 16 :h �ij D � �ij 
� + 
ij(O�1:::�n) i�O�1:::�nj ;NV ;NF ;NG(0; fpg; fRg;�) = 0 ; (1.69a)sowie hD � 
� + 
A + 
B i�A;B;NV ;NF ;NG(q;�q; fpg; fRg;�) = 0 ; (1.69b)16Wir nehmen aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit an, da� die eingesetzten Operatoren A und B bei derRenormierung nicht mit anderen Operatoren mischen.



30 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDmit den anomalen Dimensionen 
A, 
B der Operatoren A und B . Anwendung des Dif-ferentialoperators D auf beiden Seiten von (1.68) ergibt unter Ber�ucksichtigung der RG-Gleichungen (1.69) :h �ij D + �ij (
A + 
B)� 
ij(O�1:::�n) i ~C�1:::�nj (q) = 0 : (1.70)Dies ist die gesuchte RG-Gleichung f�ur die Wilson-Koe�zienten ~C�1:::�nj (q), die es unsnun erlaubt, das Verhalten der Koe�zienten im tief-Euklidischen Impulsbereich zu unter-suchen. Man sieht bereits am Auftreten der anomalen Dimensionen in (1.70), da� sich dieAbweichungen vom kanonischen Skalenverhalten auch in der OPE zeigen werden.Betrachten wir jetzt die Fourier-Transformierte des Vakuumerwartungswertes der OPEaus Gleichung (1.67) :�(q) : = Z d4x eiqx 

 ��T A(x)B(0) ��
 �=Xl;n 

 �� :O�1 :::�nl (0) : ��
 � Z d4x eiqx Cl(x2) x�1 : : : x�n : (1.71)Daf�ur k�onnen wir auch schreiben :�(q) =Xl;n 

 �� :O�1:::�nl (0) : ��
 � ��i @@q�1� : : :��i @@q�n� Z d4x eiqx Cl(x2) : (1.72)Mit der Beziehung �i @=@q� = �2i q�@=@q2 sowie der De�nition~Cl;n(q2) := ��2iq2�n � @@q2�n Z d4x eiqxCl(x2) ; (1.73)folgt schlie�lich f�ur die OPE im Impulsraum :�(q) =Xl � 

 �� :Ol(0) : ��
 � ~Cl;0(q2) + 

 �� :O�l (0) : ��
 � q�q2 ~Cl;1(q2) +

 �� :O��l (0) : ��
 � ��i ���q2 ~Cl;1(q2) + q�q�q4 ~Cl;2(q2)�+ : : :� : (1.74)Diese Darstellung der OPE von �(q) ist f�ur die Analyse des asymptotischen Verhaltensbesonders gut geeignet, da die ~Cl;n f�ur festes l unabh�angig von n dieselbe kanonische Di-mension besitzen. In (1.74) haben wir die nicht-perturbativen Eigenschaften des wahrenphysikalischen Grundzustands der QCD durch unsere Vakuumkondensate parametrisiert.Weiter erkennt man das charakteristische Auftreten der nicht-st�orungstheoretischen Bei-tr�age als Potenz-Korrekturen in 1q2 (\Power Corrections\).



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 31Die logarithmischen Abweichungen von diesem Potenzgesetz wollen wir jetzt am Beispieldes Wilson-Koe�zienten Cl;0(q2) erl�autern. Zun�achst folgt aus (1.70) unter Ber�ucksichti-gung von (1.71) und (1.74) die RG-Gleichung :h �ij D + �ij (
A + 
B)� 
ij(O) i ~Cj;0(q2) = 0 : (1.75)Weiter nehmen wir vereinfachend an, da� keine Operatormischung vorliege 17; dann gilt
ij(O) = 
O �ij , und wir k�onnen f�ur (1.75) schreiben :hD � 
 ~Ci;0 i ~Ci;0(q2) = 0 ; (1.76)wobei wir die anomalen Dimensionen in der De�nition 
 ~Ci;0 := 
O � 
A � 
B zusammen-gefa�t haben. Als L�osung der zugeh�origen Callan-Symanzik-Gleichung [38] �nden wir inbekannter Weise mit Hilfe der Methode der Charakteristiken :~Ci;0��2 q2; fRg;� �= �d ~Ci;0 ~Ci;0� q2; f �R(t)g;� � � exp�� Z t0 dt0 
 ~Ci;0� f �R(t0)g � � ;(1.77)hierbei bezeichnet d ~Ci;0 die kanonische Dimension und f �R(t)g � f �g(t); ��(t); �m(t) g stehtf�ur den Satz der laufenden Parameter der QCD.Um nun das asymptotische Verhalten zu untersuchen, betrachten wir (1.77) f�ur sehr gro�eWerte von � = et. Das Verschwinden der e�ektiven Kopplung im Grenzfall t!1 gem�a�der asymptotischen Freiheit k�onnen wir unmittelbar (1.11) entnehmen. Entsprechend �n-det man auch f�ur die laufende Quark-Masse [39] :�m(t) t!1����! 0 :Als weitere Vereinfachung w�ahlen wir im Folgenden die Landau-Eichung � = 0, da indiesem Fall der gleitende Eichparameter ��(t) unabh�angig von t identisch verschwindet[39]. Schlie�lich schreiben wir noch die anomale Dimension 
 ~Ci;0 auf Einschleifen-Niveauin der Form : 
 ~Ci;0(g; � = 0) = �� g4��2 
(0)~Ci;0 +O�g4� :Insgesamt erhalten wir dann in guter N�aherung f�ur das Verhalten des Wilson-Koe�zienten(1.77) bei gro�en Skalen :~Ci;0��2 q2; g; � = 0; m;� � � �d ~Ci;0 ~Ci;0� q2; �g = 0; �� = 0; �m = 0;� � � exp(
(0)~Ci;0 Z t0 dt0 � �g(t0)4� �2 ) :(1.78)17F�ur den allgemeinen Fall vorhandener Operatormischung sei auf [36] und [37] verwiesen.



32 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDBer�ucksichtigen wir das kanonische Skalenverhalten gem�a�~Ci;0��2 q2; �g = 0; �� = 0; �m = 0;� � = �d ~Ci;0 ~Ci;0� q2; �g = 0; �� = 0; �m = 0;� � ; (1.79)so kann man folgern : ~Ci;0� q2; �g = 0; �� = 0; �m = 0;� � � �q2�d ~Ci;0=2 ; (1.80)wobei sich aus einem Vergleich mit (1.71) bzw. (1.74) f�ur die kanonische Dimension von ~Ci;0d ~Ci;0 = dA + dB � dOl � 4ergibt. Letztlich erh�alt man so f�ur den Wilson-Koe�zienten bei gro�en Impulsen p2 = �2 q2(�!1) [40] :~Ci;0� p2; g; � = 0; m;� �� �p2�d ~Ci;0=2 "� g4� �2 �0 ln p2�2 #
(0)~Ci;0 =2�0 : (1.81)Der erste Faktor in (1.81) beschreibt dabei gerade das kanonische Skalenverhalten, wel-ches im Falle verschwindender anomaler Dimensionen vorl�age, w�ahrend der zweite Faktordie logarithmischen Korrekturen angibt. Diese rein logarithmischen Abweichungen vomPotenzgesetz der Wilson-Koe�zienten sind als Folge der asymptotischen Freiheit der QCDzu sehen.QCD-SummenregelnWir befassen uns jetzt mit der Anwendung der Operator-Produkt-Entwicklung auf Korre-lationsfunktionen eichinvarianter Stromoperatoren, die es uns erm�oglichen wird, den Bezugzu physikalisch me�baren Eigenschaften hadronischer Materie herzustellen. Man spricht indiesem Zusammenhang von QCD-Summenregeln, die nach den Begr�undern der Methode(Shifman,Vainshtein und Zakharov) auch h�au�g als SVZ-Summenregeln [41] bezeichnetwerden.Wir betrachten zun�achst auf rein formaler Ebene f�ur eine asymptotisch freie EichtheorieGreens-Funktionen der Gestalt :M(y; x1; : : : ; xN) := 
 0 ��T j(y) j(0)X �� 0 � ; (1.82)wobei j ein renormierter eichinvarianter Operator undX das Produkt lokaler Feldoperatorenan Raum-Zeit-Punkten x1; : : : ; xN sein soll. Weiter setzen wir die Existenz der OPEM(y; x1; : : : ; xN) �Xl Cl(y) 
 0 ��T :Ol(0) :X �� 0 � (1.83)



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 33voraus. Die Summation erstreckt sich dabei �uber alle renormierten (zusammengesetzten)Operatoren mit geeigneten Quantenzahlen und passender kanonischer Dimension.In Anwendungen, wie etwa der tief-inelastischen Streuung, erh�alt man hieraus mit Hilfeder LSZ-Reduktionsformel das S-Matrixelement :W := 
P ��T j(y) j(0) ��P � �Xl Cl(y) 
P j :Ol(0) : ��P � ; (1.84)wobei jP i wieder einen physikalischen Zustand bezeichnet.Wir wollen zeigen, da� nur eichinvariante Operatoren in (1.84) zu ber�ucksichtigen sind.Im (st�orungstheoretischen) Beweis der OPE [12] werden die aus Wilson-Koe�zient undNormalordnung bestehenden Terme gerade als Counterbeitr�age des zu renormierendenOperator-Produktes eingef�uhrt. Daher k�onnen wir unsere Methode der Renormierung eich-unabh�angiger Operatoren aus 1.2 auch auf die Wilson-Entwicklung anwenden. So sind dieOperatoren Ol entweder eichinvariant, BRST-exakt oder verschwinden auf Grund der Be-wegungsgleichungen. Falls wir y 6= 0 in (1.84) w�ahlen, ben�otigen wir dann nach demdritten Joglekar-Lee-Theorem tats�achlich nur eichinvariante Operatoren. Mit derselbenBegr�undung l�a�t sich der renormierte Operator j durch eichunabh�angige, BRST-exaktebzw. wegen der Bewegungsgleichungen verschwindende Operatoren darstellen gem�a�j = jGI + �BRS Â+ B : (1.85)F�ur das physikalische Matrixelement gilt dann wiederum nach Joglekar und Lee :
P ��T j(y) j(0) ��P � = 
P ��T jGI(y) jGI(0) ��P � : (1.86)Kehren wir nun zur�uck zu unserer Greens-Funktion (1.82) und beginnen in Analogie zu1.2 mit der STI :0 = �BRS 
 0 ��T j(y) j(0)X �� 0 � = 
 0 ��T j(y) j(0) �BRSX �� 0 � : (1.87)Hierbei nahmen wir zun�achst an, da� alle Raum-Zeit-Koordinaten y, xi und 0 voneinanderverschieden sind und konnten so �BRS j = �BRS B = 0 verwenden. Vollziehen wir jetzt denGrenz�ubergang y ! 0, dann f�allt weiterhin nach Voraussetzung keine der Koordinaten ximit dem Ursprung zusammen, also
 0 ��T j(y) j(0) �BRSX �� 0 � �Xl Cl(y) 
 0 ��T :Ol(0) : �BRSX �� 0 �= �Xl Cl(y) 
 0 ��T : � �BRS Ol(0) � :X �� 0 � : (1.88)Wie uns (1.87) zeigt, verschwindet die linke Seite, w�ahrend rechter Hand gerade ihrebez�uglich des betrachteten Limes f�uhrenden Beitr�age stehen, und somit ebenfalls Null



34 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDergeben. Da wir den Beweis f�ur eine beliebige Greensche Funktion gef�uhrt haben, mu�also insbesondere gelten : Xl Cl : �BRS Ol(0) : = 0 : (1.89)Folglich m�ussen die Operatoren in der Wilson-Entwicklung (1.83) BRST-invariant sein, dawir stets lineare Unabh�angigkeit der Normalordnungen erreichen k�onnen. In physikalischenMatrixelementen d�urfen wir uns deshalb sogar auf eichinvariante Operatoren beschr�anken.Nach dieser allgemein g�ultigen Aussage �uber die OPE eichinvarianter Korrelationsfunktionenwollen wir jetzt noch zwei konkrete Beispiele f�ur QCD-Summenregeln vorstellen.OPE f�ur PCAC-RelationenWir gehen aus von der Korrelationsfunktion zweier axialer Str�ome im Impulsraum :���(q) = Z d4x eiqx 

 ��T A�(x)Ay�(0) ��
 � ; (1.90)hierbei sei der (renormierte) axiale Strom aus den Feldoperatoren eines Up- bzw. Down-Quarks zusammengesetzt : A�(x) = : �u(x) 
� 
5 d(x) : : (1.91)F�ur die OPE der Longitudinalprojektion � l��(q) � q�q�q2 � von (1.90) ergibt sich [42] :l��(q) ���(q) = Z � i mu +mdq2 � 
 �uu �+ 
 �dd �� +O� 1q4 � : (1.92)Z bezeichnet dabei den divergenten st�orungstheoretischen Beitrag. Weiter beachte man,da� Kondensate mit kanonischer Dimension d > 4 erst in der Ordnung O �1=q4� auftre-ten. Lediglich das eichinvariante Gluon-Kondensat C4V k�ame als f�uhrender Beitrag nochin Frage. Man kann jedoch zeigen, da� die Longitudinalprojektion des betre�enden Termsverschwindet.Um nun eine Beziehung zum Pion herzustellen, f�ugen wir in die Korrelationsfunktion (1.90)den Einheitsoperator ausgedr�uckt durch eine Basis hadronischer Zwischenzust�ande ein :���(q) =XX Z d4x eiqx n 

 ��A�(x) ��X � 
X ��Ay�(0) ��
 � �(t) +

 ��Ay�(0) ��X � 
X ��A�(x) ��
 � �(�t) o ; (1.93)und nehmen gem�a� der PCAC-Hypothese [43] an, da� der longitudinale Anteil allein vomPion-Zwischenzustand getragen wird :



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 35l��(q) ���(q) = � l��(q) Z d4x Z d3k(2�)3 12E(k) eiqx �n �(t) 

 �� �u(x) 
� 
5 d(x) ���+(k) � 
 �+(k) �� �d(0) 
� 
5 u(0) ��
 ���(�t) 

 �� �d(0) 
� 
5 u(0) ����(k) �
 ��(k) �� �u(x) 
� 
5 d(x) ��
 � o ;(1.94)wobei E(k) =pk2 +m2� .Verwendet man die De�nition der Pion-Zerfallskonstanten :

 ��A�(x) ����(k) � = i f� k� eikx ; (1.95)sowie die Identit�at e�iEt �(t) = � Z dk02�i eik0tk20 �E2 + i� ;so folgt : l��(q) ���(q) = i q2 f2�q2 �m2� + i� = i f2� + i f2� m2�q2 +O� 1q4 � : (1.96)Durch einen Vergleich mit (1.92) �nden wir f�ur den Zusammenhang zwischen Pion-Masseund Quark-Kondensat :m2� f2� = ��mu +md � � 
 �u u �+ 
 �dd �� : (1.97)Diese Beziehung wurde erstmals von R. Dashen unter Verwendung der Stromalgebra her-geleitet [44]. Experimentell ergibt sich aus �+ �! l+ + �l die Pion-Zerfallskonstante zuf� � 93 MeV.Elektron-Positron-Vernichtung in HadronenExperimentell wird die Produktionsrate f�ur Hadronen relativ zur Produktion von �+��-Paaren gemessen : R := �� e+e� �! 
 �! Hadronen ��� e+e� �! 
 �! �+�� � : (1.98)Wir betrachten die Zweipunkt-Spektralfunktion des elektromagnetischen Stromoperatorsund ber�ucksichtigen dabei seine Erhaltung :



36 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDM��(q) : = i Z d4x eiqx 

 ��T J�(x) J�(0) ��
 �= � q�q� � g��q2 �M(q2) : (1.99)F�ur den absorptiven Beitrag der Korrelationsfunktion (1.99) gilt :~M��(q) := 12� =�M��(q)	 ; (1.100)und damit folgt f�ur den R-Faktor [45] :R(q2) = 12� � =�M(q2)	 : (1.101)Aus den Analytizit�atseigenschaften von M(q2) sowie der Kausalit�atsforderung kann manfolgende verallgemeinerte Kramers-Kronig-Relation herleiten (Q2 := �q2) :�dM(Q2)dQ2 = 1� Z 10 ds =�M(s)	(s+Q2)2 : (1.102)Wir wollen uns im Folgenden auf den Kanal mit Isospin T = 1 beschr�anken und erhaltendaf�ur unter Verwendung von (1.101) :�dM(�)(Q2)dQ2 = 112�2 Z 10 ds R(T=1)(s)(s+Q2)2 : (1.103)Da wir uns also nur f�ur den Beitrag des �-Mesons zu M(q2) interessieren, ben�otigen wirden Isovektor-Anteil des elektromagnetischen Stromes gem�a� :J�(�)(x) = 12 � : �u(x) 
� u(x) :� : �d(x) 
� d(x) :	 : (1.104)F�ur die OPE der Spektralfunktion ergibt sich somit [45] :M(�)(Q2) =� 18�2 � 1 + g24�2 � lnQ2 + 12 nmu 
 �u u �+md 
 �dd � o 1Q4 + 124 C4V 1Q4 �2881 g2 
 �uu �2 1Q6 + : : : : (1.105)Hierbei wurden h�ohere Beitr�age in der OPE, Strahlungskorrekturen zu den Kondensaten,sowie Terme der Ordnung m2=Q2 vernachl�assigt.Nach Einsetzen dieser OPE in die Dispersionsrelation (1.103) erhalten wir die Summen-regel :



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 37Z 10 ds R(T=1)(s)(s+Q2)2 = 32Q2 � 1 + g24�2 + 8�2 hmu 
 �u u �+md 
 �dd � i 1Q4 + 2�23 C4V 1Q4 �224�227 g2 
 �u u �2 1Q6 + : : : � : (1.106)Man kann mittels der RG eine Verbesserung erzielen, indem man die laufende Kopplung�g einf�uhrt. Weiter ist zu beachten, da� in der linken Seite von (1.106) die Annahme der �-Meson-Dominanz steckt, die nur dann gut erf�ullt ist, falls die Impuls�ubertr�age im Bereichder �-Masse liegen. Die rechte Seite ist dagegen nur brauchbar f�ur sehr gro�en Impuls-�ubertrag Q2. Eine m�ogliche Probleml�osung besteht in der Anwendung des Operators derBorel-Transformation :B = limQ2!1;N!1 1(N � 1) ! (�Q2)N � ddQ2 �N ; mit Q2N =:M2 = const ;auf beiden Seiten der Summenregel. Wir erhalten so :Z 10 ds R(T=1)(s) e�s=M2 = 32M2� 1 + �g24�2 + 4�2 hmu 
 �uu �+md 
 �dd � i 1M4 + �23 C4V 1M4 �112�281 �g2 
 �uu �2 1M6 + : : : � : (1.107)Die laufende Kopplung mu� hierbei an der Stelle M2 ausgewertet werden. In der \narrowwidth\-Approximation setzen wir f�ur die Resonanz eine Delta-Distribution an :R(T=1)(s) = 12�2m2�f2� �(s�m2�) : (1.108)Damit ergibt sich aus (1.107) f�ur den Zusammenhang zwischen der Masse des �-Mesonsund eichinvarianten Vakuumkondensaten der QCD :12�2m2�f2� e�m2�=M2 = 32M2� 1 + �g24�2 + 4�2 hmu 
 �uu �+md 
 �dd � i 1M4 + �23 C4V 1M4 �112�281 �g2 
 �uu �2 1M6 + : : : � : (1.109)Eine F�ulle weiterer Beispiele f�ur QCD-Summenregeln und deren Anwendung in der Hadron-physik �ndet man in dem �Ubersichtsartikel von Reinders, Rubinstein und Yazaki [46].



38 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCDSelbstkonsistente Berechnung von VakuumkondensatenWir haben zuletzt gesehen, welch tragende Rolle die Vakuumkondensate im Rahmender Wilsonschen Operator-Produkt-Entwicklung spielen, wenn es darum geht, die nicht-perturbativen Eigenschaften des physikalischen Grundzustands der Theorie zu parametri-sieren. Dabei machten wir bis dato noch keine konkreten Aussagen dar�uber, woher wir dienotwendigen Informationen �uber diese Parameter beziehen k�onnen. Tats�achlich kann unsdie OPE f�ur sich genommen hierbei nicht weiterhelfen, denn sie verwendet die Kondensatelediglich als externen Input; oder um es plakativ auszudr�ucken : Die Wilson-Entwicklungsetzt das Con�nement einfach voraus, ohne es erkl�aren zu wollen.Normalerweise stammen die numerischen Werte f�ur die in der OPE auftretenden (eich-invarianten) Kondensate entweder aus Gitterrechnungen oder sie ergeben sich indirektaus experimentellen Daten. Will man jedoch auf diese beiden M�oglichkeiten nicht zur�uck-greifen, so m�ussen zus�atzlich zur OPE noch die dynamischen Eigenschaften der Theorie {etwa in Form der DS-Gleichungen { ber�ucksichtigt werden.In der reinen Yang-Mills-Theorie 18 betrachtet man dazu die RG-verbesserte OPE f�ur dieober
�achlich divergenten Vertizes in der Gestalt [40] :�nV ;nG(fpg; g;�) = g nV 
(0)V +nG
(0)G�0 1Xn=0 g2n 1Xs=0 �sC(n;s)nV ;nG(fpg; �) : (1.110)Die Koe�zientenfunktionen enthalten dabei auch die charakteristischen RG-Logarithmen�uber die Impulsskalen (siehe (1.81)). Weiter ist zu beachten, da� die OPE der Basisvertizes{ im Gegensatz zum Fall eichinvarianter Korrelationsfunktionen { eichabh�angig ist undim Prinzip alle Kondensate zu ber�ucksichtigen sind, die den Forderungen nach Lorentz-Kovarianz und globaler Eichinvarianz gen�ugen [47]. Geht man jedoch wiederum von derAnnahme aus, da� die QCD-Kopplung �uber alle Skalenbereiche klein bleibt, so kann mansich im Ansatz (1.110) in f�uhrender Ordnung bez�uglich g2 auf die Kondensate mit kanoni-scher Massendimension s � 4 beschr�anken, w�ahrend alle h�oherdimensionalen Kondensatein Koe�zienten C(n;s) mit n � 1 auftauchen. Der Grund hierf�ur ist im 1g2 -Mechanismus(1.21) zu sehen : Da der ober
�achliche UV-Divergenzgrad in der QCD maximal zwei betra-gen kann, sind die Koe�zientenfunktionen mit s > 4 stets mit ober
�achlich konvergentenSchleifenintegralen des (entkoppelten) DS-Systems verkn�upft und ergeben somit Beitr�age,die mindestens um eine Potenz der quadratischen Kopplung gegen�uber den f�uhrendenunterdr�uckt sind. Man kann zeigen [63], da� sich das QCD-Selbstkonsistenzproblem aufdie Berechnung von 13 apriori unbekannten Dimension-4-Kondensaten begrenzen l�a�t, vondenen wiederum nach Anwendung der STI und Bewegungsgleichungen ganze acht �ubrigbleiben.Es ergibt sich nun beispielsweise f�ur den nicht-perturbativen Beitrag zur Gluon-Polarisationin beliebiger kovarianter Eichung gem�a� (1.110), jedoch noch ohne RG-Verbesserung [49] :18Der fermionische Sektor der QCD wird in entsprechender Weise in [48] behandelt.



1.4. OPE UND QCD-SUMMENREGELN 39���(p) =b4(�)p4 � p2 g�� � p�p� �+NC g24 (N2C � 1) p4 h � p2 g�� + 3 p�p� � 
EMGhost �+ � (2� �) p2 g�� + � p�p� � 
EMGluon � i :(1.111)Auf Grund des Verschwindens der Bewegungsgleichungskondensate hEM i ist der Polarisations-beitrag (1.111) rein transversal und gen�ugt folglich der STI. Der Transversalanteil ist durcheine Linearkombination b4(�) von Vakuumkondensaten der kanonischen Massendimensionvier gegeben, die nicht dem eichinvarianten Gluon-Kondensat C4V entspricht, sondernexplizit von der Wahl des Eichparameters abh�angt. Entsprechend erh�alt man auch dieWilson-Entwicklung f�ur die restlichen Basisvertizes.Beginnt man nun die Formulierung des Selbstkonsistenzproblems der ober
�achlich diver-genten Vertexfunktionen mit der strukturell einfachsten DS-Gleichung, n�amlich jener f�urden inversen Geist-Propagator, so kommt man zu dem interessanten Resultat [50] [40],da� sich selbstkonsistente Reproduktion genau dann erzielen l�a�t, wenn { wie im Ansatz(1.110) geschehen { die RG-theoretischen Modi�kationen ber�ucksichtigt werden.Wir werden jetzt jedoch einen anderen Weg einschlagen, wenn es in den folgenden Kapitelndarum geht, die f�uhrenden Beitr�age zu QCD-Vakuumkondensaten der Massendimensionenzwei bzw. vier zu bestimmen. Als Grundlage wird uns dabei die nicht-perturbativ erweiter-te St�orungsreihe (1.12) dienen, wobei wir uns im Sinne der niedrigsten Ordnung einer Ent-wicklung nach der quadratischen Kopplung auf die modi�zierten Feynman-Regeln �(r;0)zur�uckziehen k�onnen. Gem�a� der Momentende�nition lassen sich { wie wir sehen wer-den { Vakuumkondensate als Impulsraummomente �uber die mit unseren Ans�atzen f�urdie Basisvertizes gebildeten Greens-Funktionen der Euklidischen Theorie identi�zieren.Durch eine Analyse der Divergenzstruktur der so entstandenen Schleifenintegrale wirdes verm�oge des 1g2 -Mechanismus dann m�oglich sein, die bez�uglich des Kopplungsparame-ters f�uhrenden Beitr�age der Vakuumerwartungswerte zu extrahieren. Unser Hauptziel istes, die eichinvarianten Kondensate mit Massendimension vier, d.h. das Gluon-Kondensatgem�a� (1.40) sowie das Quark-Kondensat zu bestimmen. Wir werden im Verlaufe derRechnungen das in seinen Grunds�atzen bereits bekannte Renormierungsprogramm kurzerl�autern und verzichten in diesem Zusammenhang weitgehend auf rechnerische Details.Insbesondere hinsichtlich der expliziten Ausf�uhrung der COR f�ur die niedrig dimensio-nalen, eichabh�angigen Vakuumkondensate der reinen Yang-Mills-Theorie sei auf [51] ver-wiesen. Weiter wollen wir an dieser Stelle betonen, da� wir nach dem derzeitigen Standunserer M�oglichkeiten lediglich in der Lage sind, die Kondensate in den bis dato nochunbekannten Parametern aus den Ans�atzen f�ur die modi�zierten Feynman-Regeln auszu-dr�ucken. Numerische Ergebnisse k�onnen daher heute von uns noch nicht vorgestellt wer-den. Wir warten in diesem Zusammenhang gespannt auf die L�osung des bereits erw�ahntenDS-Selbstkonsistenzproblems f�ur die sieben Basisvertizes der Theorie.



Kapitel 2Die Zweipunktkondensate desGluonsektors2.1 Der Gluon-PropagatorWir beginnen mit der kovarianten Zerlegung des Gluon-Propagators nach Farbtensorenund seiner Aufteilung nach transversalen bzw. longitudinalen Beitr�agen :D��ab (k) = �ab � t��(k)DT(k2) + l��(k)DL(k2)	 ; (2.1)wobei t��(k) = ��� � k�k�k2 = ��� � l��(k) den Transversalprojektor bezeichnet.Als Konsequenz aus der BRS-Invarianz der e�ektiven Theorie fordert die Slavnov-Taylor-Identit�at (STI) f�ur den Gluon-Propagator :DL(k2) = �k2 ;d.h. sein Longitudinalanteil ist bereits durch die f�uhrende st�orungstheoretische Ordnung[4] bestimmt und erf�ahrt also insbesondere auch keine nicht-perturbative Modi�kation.Gem�a� der Lehmann-K�allen-Spektraldarstellung ist die Existenz asymptotisch detektier-barer Teilchen direkt mit der Polstruktur des entsprechenden Propagators gekoppelt [5].Ein auf der reellen Achse analytischer Propagator erlaubt f�ur die elementaren Felder keinestabilen teilchenartigen Zust�ande. Als Ansatz f�ur den Transversalanteil unseres Gluon-Propagators in nullter st�orungstheoretischer Ordnung ist deshalb im Sinne der Quasiteil-chensequenz die rationale Approximante mit r+1 Polstellen zu w�ahlen, wobei r ungeradesein soll. Die Polpositionen des Propagators treten dabei jeweils paarweise konjugiert kom-plex auf; weiter ist zumindest eine der Nullstellen des Euklidischen Propagators reell :D(r;0)T (k2) = (k2 + ur;2�2) (k2 + ur;4�2) : : :(k2 + ur;2r�2)(k2 + �r;1�2) (k2 + �r;3�2) : : :(k2 + �r;2r+1�2) : (2.2)Da wir uns im folgenden stets in f�uhrender Ordnung hinsichtlich der perturbativen Ent-wicklung bewegen werden, kann ab sofort die entsprechende Kennzeichnung f�ur nicht-perturbative Gr�o�en wieder weggelassen werden.40



2.2. DEFINITION DES ABELSCHEN GLUON-KONDENSATS 41Die Approximantenfolge (2.2) ber�ucksichtigt bereits explizit die Forderungen nach pertur-bativer Renormierbarkeit und dem korrekten st�orungstheoretischen Limes bei formalemAbschalten der spontanen Massenskala �. Letzterer ist uns dabei durch die EuklidischeFeynman-Regel [4] D(0)pertT (k2) = 1k2 (2.3)gegeben.2.2 De�nition des Abelschen Gluon-Kondensats
Mit der Schwinger-Funktion :
A�a(x)A�b (y) � = ��0 Z dDk(2�)D eik (x�y)D��ab (k) ����!0 ; (2.4)als nicht-lokalem Erwartungswert zweier Eichbosonfelder bez�uglich des wahren, physika-lischen Vakuumzustandes der QCD, folgt durch Di�erentiation f�ur das lokale 2-Gluon-Kondensat der Massendimension vier : 1
 �@�A�a��@!A�b � � = ��0 Z dDk(2�)D k�k!D��ab (k) : (2.5)Eine kovariante Zerlegung dieses Kondensats nach Farb- und Lorentz-Tensoren ergibt :
 �@�A�a��@!A�b � � = �ab f c1 �����! + c2 �����! + c3 ��!��� g : (2.6)Zur Bestimmung der Koe�zienten ci ber�ucksichtigen wir zun�achst Bose-Symmetrie gem�a�D��ab = D��ba und folgern direkt c2 = c3.Aufgrund der rein perturbativen Form des Longitudinalteils des Gluon-Propagators alsKonsequenz der oben erw�ahnten STI, ergibt das hiermit verbundene skalenfreie Integralim Sinne dimensioneller Regularisierung [12] keinen Beitrag zum Kondensat. Wir k�onnendaher formal fordern: k�D��ab = 0 und ersetzen dementsprechend in (2.5) :1Wir setzen hier und im folgenden bei der Schreibweise f�ur Impulsraumintegrale in D = 4 � � Dimen-sionen den anschlie�enden Grenz�ubergang zu verschwindendem UV-Regulator stillschweigend voraus.



42 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORSD��ab (k) �! �ab t��(k)DT(k2) :Bereits an dieser Stelle kann deshalb gefolgert werden, da� das auf (2.5) basierende, ansich eichvariante Abelsche Gluon-Kondensat eine eich�xierungsunabh�angige nullte Ord-nung besitzt. Die Abh�angigkeit von der Wahl des Eichparameters tritt erst mit den per-turbativen Korrekturen in h�oheren Schleifenordnungen auf.Damit erhalten wir f�ur die Zerlegung (2.6) :
 �@�A�a��@!A�b � � = c �abn (D + 1) �����! � �����! � ��!��� o ; (2.7)wobei c = 
 �@�A�a � @�A�a�2 �2(N2C � 1)D(D+ 2)(D � 1) = 
Tr �@�A� � @�A��2 �(N2C � 1)D(D+ 2)(D� 1) : (2.8)Im letzten Schritt haben wir Gebrauch von den Eigenschaften der SU(NC)-Farbalgebraaus A.3 gemacht.Wir de�nieren nun das skalare Abelsche Gluon-Kondensat der kanonischen Massendimen-sion vier wie folgt : V 2 := 
Tr �@�A� � @�A��2 � : (2.9)Es erlangt Bedeutung insbesondere aus der Tatsache, da� seine nullte Ordnung geradeden Einschleifen-Bestandteil des allgemein schlechthin als Gluon-Kondensat bezeichnetenVakuumerwartungswertes (1.37) bildet.An Hand der oben angestellten Betrachtungen folgt sofort die Darstellung des AbelschenGluon-Kondensats als zweites Moment der Transversalprojektion des Gluon-Propagatorsim Impulsraum : V 2 = (N2C � 1) (D� 1)��0 Z dDk(2�)D k2DT (k2) : (2.10)Es sei darauf hingewiesen, da� oben auf der linken Seite gem�a� unserer in (1.36) eingef�uhr-ten Bezeichnungsweise f�ur Vakuumkondensate eigentlich eine renormierte Gr�o�e steht,w�ahrend die rechte Seite von Gleichung (2.10) durchaus noch UV-Divergenzen ausbildet.Wir wollen deshalb vereinbaren, da� hier und in allen weiteren vergleichbaren Situationen,die Anwendung geeigneter Renormierungsma�nahmen (wie etwa COR) implizit unterstelltwird.



2.3. BERECHNUNG DES ABELSCHEN GLUON-KONDENSATS 432.3 Berechnung des Abelschen Gluon-Kondensatszum Nennergrad rIn diesem Abschnitt soll jetzt der Einschleifen-Beitrag zum Abelschen Gluon-Kondensat(2.10) in der r-ten Stufe der rationalen Approximation berechnet werden. Wir betrachtenalso :V 2(r) :=(N2C � 1)(D� 1)��0 Z dDk(2�)D k2D(r)T (k2) (2.11a)=(N2C � 1)(D� 1)��0 Z dDk(2�)D k2 (k2 + ur;2�2) (k2 + ur;4�2) : : :(k2 + ur;2r�2)(k2 + �r;1�2) (k2 + �r;3�2) : : :(k2 + �r;2r+1�2) :(2.11b)Nach Einf�uhrung von Feynman-Parametern gem�a� (A.2) ergibt sich dann :V 2(r) = (N2C � 1)(D� 1)��0 r ! Z Dr+1z Z dDk(2�)D k2 (k2 + ur;2�2) (k2 + ur;4�2) : : :(k2 + ur;2r�2)�k2 + ~wr(z) �2	r+1 ;mit folgender Linearkombination aus Polkoe�zienten des Gluon-Propagators :~wr(z) := z1 �r;1 + z2 �r;3 + : : :+ zr+1 �r;2r+1 :�Uberdies haben wir oben die im folgenden immer wieder verwendete abk�urzende symbo-lische Schreibweise : Z Dnz � Z 10 dz1 : : :Z 10 dzn �(1� z1 � : : :� zn) ;f�ur das Ma� des n-dimensionalen Parameterintegrals eingef�uhrt.Durch Power-Counting �nden wir f�ur den ober
�achlichen UV-Divergenzgrad unseres Ein-schleifenintegrals �k = D. Demzufolge sind maximal quartisch divergente Beitr�age aus(2.11) zu erwarten.Wir schreiben daher den Z�ahler unseres Impulsraumintegranden wie folgt :k2 (k2 + ur;2�2) (k2 + ur;4�2) : : :(k2 + ur;2r�2) =:(k2)r+1 + �(r)r �2 (k2)r + �(r)r�1 �4 (k2)r�1 + r�2Xj=1 �(r)j (�2)r+1�j (k2)j ; (2.12)wobei speziell f�ur die f�uhrenden Koe�zienten explizit gilt :



44 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORS�(r)r = rXt=1 ur;2t �(r)r�1 = rXt;t0=1t<t0 ur;2t ur;2t0 : (2.13)Unter Verwendung der Standardintegralformel dimensioneller Regularisierung (A.11) er-gibt sich f�ur die mit UV-Divergenzen verkn�upften Beitr�age :V 2(r) = (N2C � 1)(D� 1) �4(4�)D=2 �(r � 1 +D=2) �(2�D=2)�(D=2) Z Dr+1z� �(r� 1 +D=2) (r+D=2)D=2 (1�D=2) � ~wr(z)�2 + �r r � 1 +D=21�D=2 ~wr(z) + �r�1 � � ~wr(z) �2�20 �D=2�2+ (konv) : (2.14)Ber�ucksichtigt man nun in (2.14) die Laurent-Entwicklung f�ur D = 4� � gem�a��(2�D=2) � ~wr(z) �2�20 �D=2�2 = 2� � ln �2�20 +O(�0) ; (2.15)so erhalten wir im Limes � �! 0 :V 2(r) = 3 (N2C � 1) �4(4�)2 � 2� � ln �2�20 +O(�0)� �r ! Z Dr+1z � (r + 1) (r+ 2)2 � ~wr(z)�2 � (r + 1)�r ~wr(z) + �r�1 � : (2.16)Es bleibt jetzt noch die Ausf�uhrung der Integrationen �uber die Feynman-Parameter in(2.16). Hierzu setzen wir f�ur m 2 f0; 1; 2g :Z(r)m[r+1] := Z Dr+1z � ~wr(z)�m ;und folgern mit den Resultaten aus (A.5) :Z(r)0 = 1r !Z(r)1[r+1] = 1(r+ 1) ! rXs=0 �r;2s+1Z(r)2[r+1] = 2(r+ 2) ! rXs;s0=0s�s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 :



2.3. BERECHNUNG DES ABELSCHEN GLUON-KONDENSATS 45Der divergente Beitrag zum Abelschen Gluon-Kondensat in niedrigster Schleifenordnunglautet schlie�lich :V 2(r) = 3 (N2C � 1) �4(4�)2 �2� � ln �2�20 +O(�0)� �( rXs;s0=0s�s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 � � rXt=1 ur;2t�� rXs=0 �r;2s+1�+ rXt;t0=1t<t0 ur;2t ur;2t0) : (2.17)Verbunden mit der UV-Divergenz in (2.17) ist wie erwartet das Auftreten eines nicht-perturbativen Logarithmus, welcher verm�oge des 1g2 -Mechanismus eine reziproke Potenzdes Quadrates der renormierten Kopplung erzeugt. So gesehen enth�alt also (2.17) bereitsalle f�uhrenden Beitr�age einer Entwicklung nach dem Kopplungsparameter. Sie sind cha-rakterisiert durch Summanden, die jeweils aus dem Produkt zweier Polkoe�zienten bzw.Nullstellenparameter sowie gemischten Termen bestehen. Weiter entnimmt man diesemResultat die keineswegs �uberraschende Tatsache, da� der QCD-Skalenparameter � alseinzige dimensionsbehaftete Gr�o�e des Gluonsektors gerade die Massenskala des Vakuum-kondensats de�niert.Mit nur geringf�ugig h�oherem Rechenaufwand ist es im vorliegenden Einschleifen-Fall sogarm�oglich, die r-te Approximationsstufe mit allen endlichen Beitr�agen zumindest formaldarzustellen. Eine entsprechende Rechnung liefert dann f�ur das gluonische Zweipunkt-kondensat der Massendimension vier :V 2(r) = 3 (N2C � 1) �4(4�)2 ( �2� + ln 4� � 
E + 13 � ln �2�20� �� rXs;s0=0s�s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 � � rXt=1 ur;2t�� rXs=0 �r;2s+1�+ rXt;t0=1t<t0 ur;2t ur;2t0 � +�S1(r + 1)� 1 � � rXt=1 ur;2t�� rXs=0 �r;2s+1�� hS1(r+ 2)� 32 i rXs;s0=0s�s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 �S1(r) rXt;t0=1t<t0 ur;2tur;2t0 + (r + 1) !� rXt=1 ur;2t� J(r)1 � (r + 2) !2 J(r)2 �r !� rXt;t0=1t<t0 ur;2tur;2t0�J(r)0 + r�2Xj=1 �(r)j (j + 1) ! (r� j � 2) !H(r)j )+ O(�) : (2.18)Dazu haben wir f�ur ganzzahliges, positives � die Gr�o�e



46 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORSS1(�) := �Xi=1 1i (2.19)eingef�uhrt [15], wobei nach [60] der folgende Zusammenhang mit der logarithmischen Ab-leitung der Eulerschen Gamma-Funktion besteht :S1(�) =  (� + 1) + 
E mit  (z) = ddz ln �(z) :Desweiteren wurde f�ur m 2 f0; 1; 2g , 1 � j � r � 2 de�niert :J(r)m := Z Dr+1z ln� ~wr(z) � � ~wr(z) �m = Z 10 dx1 : : :Z 10 dxr xr�11 xr�22 : : : xr�1 ln� ŵr(x) � � ŵr(x) �mH(r)j := Z Dr+1z � ~wr(z) �j+1�r = Z 10 dx1 : : :Z 10 dxr xr�11 xr�22 : : :xr�1 � ŵr(x) �j+1�r ;mitŵr(x) := (1� x1) �r;1 + x1 (1� x2) �r;3+ : : :+ x1 : : :xr�1 (1� xr) �r;2r�1 + x1 : : : xr �r;2r+1 :Speziell im Fall r = 1 erhalten wir explizit f�ur die Parameterintegrale 2 :J(1)0 = �1 + 12 ln(�1;1 �1;3 ) + �1;1 + �1;32 (�1;3� �1;1) ln �1;3�1;1J(1)1 = 14 ((�1;1 + �1;3) ��1 + ln(�1;1 �1;3) �+ �21;3 + �21;1�1;3 � �1;1 ln �1;3�1;1 )J(1)2 = �31;3 � �31;1�1;3 � �1;1 ��19 + 16 ln(�1;1 �1;3)�+ �31;3 + �31;16 (�1;3� �1;1) ln �1;3�1;1 ;und so ergibt sich die erste Approximante des Abelschen Gluon-Kondensats mit allenendlichen Beitr�agen gem�a�V 2(1) = 3 (N2C � 1) �4(4�)2 ( � 2� + ln 4� � 
E + 13 � ln �2�20 �� �21;1 + �21;3 + �1;1 �1;3 � u1;2 (�1;1 + �1;3)���21;1 + �21;3 + �1;1 �1;33 + �31;3 � �31;1�1;3 � �1;1 � 13 � 12 ln(�1;1 �1;3)�+ �31;1 + �31;32 (�1;1 � �1;3) ln �1;3�1;1 +u1;22  ��1;1 + �1;3� ln(�1;1 �1;3 ) + �21;1 + �21;3�1;3 � �1;1 ln �1;3�1;1 ! )+ O(�) : (2.20)2Dann ist die letzte Summe in (2.18) leer.



2.4. DAS GLUON-KONDENSAT DER MASSENDIMENSION 2 47Es sei an dieser Stelle daran erinnert, da� die Terme der Ordnung (g2)0 dieses Aus-drucks nicht den g0-Beitrag des Kondensats schlechthin darstellen, sondern nur seinenEinschleifen-Anteil. Die Ber�ucksichtigung h�oherer Schleifenkorrekturen w�urde u.a. zu Bei-tr�agen vom Typ (g2)0 �0�L+1 f�uhren.2.4 Das Gluon-Kondensat der Massendimension 2
V�ollig analoge �Uberlegungen wie in Abschnitt 2.2 f�uhren uns zur Darstellung des Gluon-Kondensats der kanonischen Massendimension zwei als nulltes Moment des Transversal-anteils des Gluon-Propagators :
TrA�A� � = (N2C � 1)(D� 1)2 ��0 Z dDk(2�)D DT (k2) : (2.21)Dieser Integralausdruck ist �ubrigens bis auf einen Faktor identisch mit dem Tadpole-Beitrag zur Gluon-Selbstenergie.Dementsprechend erh�alt man f�ur das Dimension-2-Kondensat zum Nennergrad r unterVerwendung der rationalen Approximanten aus Gleichung (2.2) :
TrA�A� �(r) = (N2C � 1)(D� 1)2 ��0 Z dDk(2�)D (k2 + ur;2�2) (k2+ ur;4�2) : : :(k2 + ur;2r�2)(k2 + �r;1�2) (k2 + �r;3�2) : : :(k2 + �r;2r+1�2) :(2.22)Eine formal identische Rechnung wie im letzten Abschnitt ergibt dann das Eichboson-Kondensat der naiven Massendimension zwei in niedrigster Schleifenordnung unter Ber�uck-sichtigung s�amtlicher endlichen Beitr�age :
TrA�A� �(r) = 3 (N2C � 1) �22 (4�)2 ( � 2� + ln 4� � 
E + 13 � ln �2�20 �� rXt=1 ur;2t � rXs=0 �r;2s+1�+hS1(r+ 1)� 1 i rXs=0 �r;2s+1 � S1(r) rXt=1 ur;2t +(r + 1) ! J(r)1 � r !� rXt=1 ur;2t� J(r)0 + r�2Xj=0 �(r)j+1 (j + 1) ! (r� j � 2) !H(r)j )+ O(�) :(2.23)



48 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORSDer nicht-perturbative Logarithmus erscheint hier in Verbindung mit der Di�erenz derSummen �uber alle Nullstellenkoe�zienten bzw. s�amtliche Polparameter der Pad�e-Approximanten(2.2).Insbesondere f�ur die erste Approximationstufe r = 1 folgt aus (2.23) :
TrA�A� �(1) = 3 (N2C � 1) �22 (4�)2 ( � 2� + ln 4� � 
E + 13 � ln �2�20 �� u1;2 � (�1;1 + �1;3)��u1;22 � ln(�1;1�1;3) + �1;1 + �1;3�1;3 � �1;1 ln �1;3�1;1 � +12  (�1;1 + �1;3) ln(�1;1�1;3) + �21;1 + �21;3�1;3 � �1;1 ln �1;3�1;1 ! )+O(�) : (2.24)Eine interessante Anwendung des Vakuumerwartungswertes (2.21) besteht in der M�oglich-keit, Faktorisierungsn�aherungen zu formulieren f�ur die eichvarianten Viererkondensate derTheorie, welche wir in Abschnitt 4.5 noch vorstellen werden.2.5 Der Geist-PropagatorAusgehend von der kovarianten Darstellung des Geist-Propagators :~Dab(k) = �ab ~D(k2) ; (2.25)ist als Ansatz f�ur die invariante Funktion in f�uhrender perturbativer Ordnung die Appro-ximantenfolge zu ungeradem Nennergrad r zu w�ahlen :~D(r;0)(k2) = (k2 + vr;2�2) (k2 + vr;4�2) : : :(k2 + vr;2r�2)k2 (k2 + vr;1�2) (k2 + vr;3�2) : : :(k2 + vr;2r�1�2) : (2.26)Diese besitzt einen Pol bei Null [3] sowie eine weitere reelle Polstelle. Alle �ubrigen Poleerscheinen als konjugiert komplexe Paare. Wiederum sind perturbative Renormierbarkeitund der st�orungstheoretische Grenzfall in Form der Euklidischen Feynman-Regel [4]~D0(pert)(k2) = 1k2 (2.27)bereits ber�ucksichtigt worden.2.6 De�nition des Dimension-4-GeisterkondensatsAus dem nicht-lokalen Kondensat (Schwinger-Funktion) eines Geist-Antigeist-Paares :
 �b(y)��a(x) � = ��0 Z dDk(2�)D eik (x�y) ~D(k2) ; (2.28)



2.7. BERECHNUNG DES DIMENSION-4-GEISTERKONDENSATS 49
erhalten wir direkt das lokale (tensorielle) Geistkondensat der Massendimension vier :
 ��a@�@� �b � = ��0 Z dDk(2�)D k�k� ~D(k2) : (2.29)Wir bilden hierzu die kovariante Zerlegung nach Farb- und Lorentz-Tensoren gem�a�
 ��a@�@� �b � = c �ab ��� ; (2.30)wobei f�ur den Skalar gilt : c = 
 ��a� �a �(N2C � 1)D : (2.31)Dies f�uhrt uns schlie�lich zur De�nition des skalaren Geisterkondensats :�GG := 
 ��a� �a � : (2.32)Insgesamt erhalten wir { analog zum gluonischen Fall { das Geisterkondensat der kanoni-schen Massendimension vier als zweites Moment des Geist-Propagators im Impulsraum :�GG = (N2C � 1)��0 Z dDk(2�)D k2 ~D(k2) : (2.33)Dieser Vakuumerwartungswert der unphysikalischen Fadeyev-Popov-Geister tritt beispiels-weise in der OPE des inversen Gluon-Propagators (1.111) auf und spielt dort eine wichtigeRolle, wenn es darum geht, das f�ur die G�ultigkeit der STI erforderliche Verschwinden deslongitudinalen Beitrags sicherzustellen.2.7 Berechnung des Dimension-4-Geisterkondensatszum Nennergrad rEs soll nun das Kondensat (2.33) unter Verwendung des Ansatzes f�ur die nicht-perturbativeFeynman-Regel (2.26) in Stufe r der rationalen Approximantenfolge berechnet werden :



50 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORS�GG(r) :=(N2C � 1)��0 Z dDk(2�)D k2 ~D(r)(k2) (2.34)=(N2C � 1)��0 Z dDk(2�)D (k2 + vr;2�2)(k2 + vr;4�2) : : :(k2 + vr;2r�2)(k2 + vr;1�2)(k2 + vr;3�2) : : :(k2 + vr;2r�1�2) : (2.35)Mit einer Feynman-Parametrisierung folgt dann :�GG(r) = (N2C � 1)��0 (r � 1) ! Z Drz Z dDk(2�)D (k2 + vr;2�2)(k2 + vr;4�2) : : :(k2 + vr;2r�2)� k2 + ~wr(z) �2	r ;(2.36)wobei ~wr(z) := z1 vr;1 + z2 vr;3 + : : :+ zr vr;2r�1 gesetzt wurde.Power-Counting ergibt hier f�ur den ober
�achlichen UV-Divergenzgrad �k = D, soda�wir eine maximal quartische Divergenz bei Ausf�uhrung der Impulsintegration erwartenk�onnen. Dementsprechend schreiben wir f�ur den Z�ahler des Integranden in (2.36) :(k2 + vr;2�2) (k2 + vr;4�2) : : :(k2 + vr;2r�2) =:(k2)r + �(r)r�1�2 (k2)r�1 + �(r)r�2�4 (k2)r�2 + r�3Xj=1 �(r)j (�2)r�j (k2)j ; (2.37)mit �(r)r�1 = rXs=1 vr;2s �(r)r�2 = rXt;t0=1t<t0 vr;2t vr;2t0 : (2.38)Eine im weiteren v�ollig analog zum Fall des Abelschen Gluon-Kondensats verlaufendeRechnung ergibt als divergenten Beitrag :�GG(r) = (N2C � 1) �4(4�)2 � 2� � ln �2�20 +O(�0)� �� r�1Xs;s0=0s�s0 vr;2s+1 vr;2s0+1 � � rXt=1 vr;2t�� r�1Xs=0 vr;2s+1� + rXt;t0=1t<t0 vr;2t vr;2t0 � : (2.39)Dieses Resultat ist bis auf einen durch die unterschiedliche Lorentz-Struktur der Pro-pagatoren bedingten Faktor 3 formal identisch mit (2.17). Es sind lediglich die nicht-perturbativen Parameter aus dem rationalen Ansatz des Gluon-Propagators durch dieentsprechenden Gr�o�en der Geist-Antigeist-Korrelationsfunktion zu ersetzen.



2.7. BERECHNUNG DES DIMENSION-4-GEISTERKONDENSATS 51Das Geist-Kondensat der Massendimension vier unter Ber�ucksichtigung aller endlichenBeitr�age auf Einschleifen-Niveau lautet dann schlie�lich :�GG(r) = (N2C � 1) �4(4�)2 ( � 2� + ln 4� � 
E + 1� ln �2�20 � �� r�1Xs;s0=0s�s0 vr;2s+1 vr;2s0+1 � � rXt=1 vr;2t�� r�1Xs=0 vr;2s+1� + rXt;t0=1t<t0 vr;2t vr;2t0 �+hS1(r)� 1 i� rXt=1 vr;2t�� r�1Xs=0 vr;2s+1�� hS1(r + 1)� 32 i r�1Xs;s0=0s�s0 vr;2s+1 vr;2s0+1 �S1(r � 1)� rXt;t0=1t<t0 vr;2t vr;2t0�+ r ! � rXt=1 vr;2t�K(r)1 � (r + 1) !2 K(r)2 �(r� 1) !� rXt;t0=1t<t0 vr;2t vr;2t0�K(r)0 + r�3Xj=0 �(r)j (j + 1) !(r� j � 3) ! I(r)j )+ O(�) ;(2.40)wobei wir f�ur m 2 f0; 1; 2g , 0 � j � r � 3 de�niert haben :K(r)m := Z Drz ln� ~wr(z) � � ~wr(z) �m = Z 10 dx1 : : :Z 10 dxr�1 xr�21 xr�32 : : :xr�2 ln� ŵr(x) � � ŵr(x) �mI(r)j := Z Drz � ~wr(z) �j+2�r = Z 10 dx1 : : :Z 10 dxr�1 xr�21 xr�32 : : : xr�2 � ŵr(x) �j+2�r ;mitŵr(x) := (1� x1) vr;1 + x1 (1� x2) vr;3+ : : :+ x1 : : :xr�2 (1� xr�1) vr;2r�3 + x1 : : :xr�1 xr;2r�1 :Speziell f�ur r = 1 gilt :K(1)m = Z 10 dz1 �(1� z1) ln(z1 v1;1) (z1 v1;1)m = vm1;1 ln v1;1 ;und damit ergibt sich explizit f�ur die niedrigste Approximation des Euklidischen Geist-Kondensats :�GG(1) = (N2C � 1) �4(4�)2 v1;1� v1;1 � v1;2 �� 2� + ln 4� � 
E + 1� ln �2�20 � ln(v1;1 ) +O(�)� :(2.41)



52 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORSBeim gegenw�artigen Stand der Selbstkonsistenzrechnungen f�ur den Geistsektor [52] scheintsich anzudeuten, da� die nicht-perturbativen Parameter v des Geistpropagators nur f�urEich�xierungen � 6= 0 , d.h. au�erhalb der Landau-Eichung, von Null verschieden sind.Dann w�are �GG bereits in nullter perturbativer Ordnung abh�angig von der Wahl des Eich-parameters, was f�ur ein unphysikalisches Feld ein durchaus plausibles Resultat darstellenw�urde.2.8 Das Geist-Kondensat der Massendimension 2
Mit den entsprechenden �Uberlegungen aus Abschnitt 2.6 ergibt sich das Geisterkondensatder Massendimension zwei als nulltes Moment des Geist-Propagators im Impulsraum :
 �a��a � = (N2C � 1)��0 Z dDk(2�)D ~D(k2) : (2.42)F�ur dessen r-te Approximation gilt :
 �a��a �(r) = (N2C � 1)��0 Z dDk(2�)D (k2 + vr;2�2) (k2 + vr;4�2) : : :(k2 + vr;2r�2)k2 (k2 + vr;1�2) (k2 + vr;3�2) : : :(k2 + vr;2r�1�2) ;(2.43)und f�uhrt schlie�lich unter Ber�ucksichtigung aller endlichen Beitr�age in Einschleifen-Ordnunganalog wie in 2.7 zu folgendem Endresultat :
 �a��a �(r) = (N2C � 1)�2(4�)2 ( � 2� + ln 4� � 
E + 1� ln �2�20 �� rXt=1 vr;2t � r�1Xs=0 vr;2s+1� +hS1(r + 1)� 1 i r�1Xs=0 vr;2s+1 � S1(r) rXt=1 vr;2t + (r+ 1) ! J(r)1 � r ! rXt=1 vr;2t J(r)0 +r�2Xj=0 �(r)j (j + 1) ! (r� j � 2) !H(r)j )+O(�) : (2.44)Hinsichtlich der Struktur dieses Ergebnisses sind sinngem�a� dieselben Feststellungen zutre�en wie im Fall des Gluon-Kondensats gleicher kanonischer Dimension. Insbesonderein niedrigster Stufe der rationalen Approximation erhalten wir explizit :



2.9. SUBTRAKTIONSMETHODE 53
 �a��a �(1) = (N2C � 1) �2(4�)2 � v1;2 � v1;1 � � 2� + ln 4� � 
E + 1� ln �2�20 � ln v1;1 + O(�)� :(2.45)Renormierung der ZweipunktkondensateWir betrachten zun�achst die Renormierung der Kondensate zur kanonischen Massen-dimension zwei. Das zugeh�orige Mischungsproblem lautet dann formal in niedrigster Schleifen-ordnung : h �a��a ihTrA�A� i! = 0@1 + c11 g2(4�)2 2� c12 g2(4�)2 2�0 1 + c22 g2(4�)2 2�1A  h
 j �a��a j
 ih
 jTrA�A� j
 i! (2.46)Das Verschwinden des Geistbeitrags zur Renormierung des Eichbosonkondensats ergibtsich aus der ober
�achlichen Konvergenz des Feynman-Graphen mit Insertion des ent-sprechenden Operatorvertex. Weiter folgt aus unserem Resultat (2.23) explizit f�ur dieLandau-Eichung : c22 = ��0 + 136 NC � 23 NF = �32 NC :Im Fall der Vakuumerwartungswerte V 2 und �GG gestaltet sich die COR wesentlich kom-plizierter. Sie erhalten Beimischungen von Dimension-4-Kondensaten, die in f�uhrenderOrdnung durch Zwei- bzw. sogar Dreischleifenintegrale gegeben sind.2.9 Subtraktive Bestimmung nicht-perturbativerLogarithmenWir wollen in diesem Abschnitt eine alternative Methode vorstellen, die es uns erm�oglichenwird, ohne Verwendung von Feynman-Techniken die mit nicht-perturbativen Logarithmenverbundenen Beitr�age aus 1-Loop-Integralen zu extrahieren. Als anschauliches Beispiel solluns dabei im folgenden das Abelsche Gluon-Kondensat in der r-ten Stufe der rationalenApproximation gem�a� Gleichung (2.11) dienen.Zun�achst schreiben wir die rationale Approximante des Transversalteils des Gluon-Propagatorsaus (2.2) unter Ber�ucksichtigung von (2.12) in polynomialer Form f�ur Z�ahler und Nenner :k2D(r)T (k2) = (k2)r+1 + �(r)r �2 (k2)r + : : :+ �(r)1 (�2)r k2(k2)r+1 + �(r)r �2 (k2)r + : : :+ �(r)0 (�2)r+1 ; (2.47)wobei neben (2.13) noch gilt :



54 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORS�(r)r = rXs=0 �r;2s+1 �(r)r�1 = rXs;s0=0s<s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 : (2.48)Nach Einf�uhrung der dimensionslosen Variablen~k := k� ; (2.49)erhalten wir f�ur das Kondensat unter Ber�ucksichtigung von ��� @~k@k ��� = ��D :V 2(r) = (N2C � 1) (D� 1) �4 � �2�20 ���=2 Z dD~k(2�)D (~k2)r+1 + �(r)r (~k2)r + : : :+ �(r)1 ~k2(~k2)r+1 + �(r)r (~k2)r + : : :+ �(r)0 :(2.50)Grundlegend f�ur unser Verfahren ist nun die Beobachtung, da� jedem UV-divergentenEinschleifenintegral eine e�ektiv logarithmisch divergente Impulsraumintegration entspricht.Dies wird gezeigt durch sukzessive Subtraktion der jeweils f�uhrenden UV-Asymptotik desIntegranden.Wir suchen jetzt also speziell f�ur unseren Integranden aus (2.50) den f�ur das Vorhandenseineiner logarithmischen UV-Divergenz wesentlichen ~k�4-Anteil. Sei demnachI(r)0 (~k2) := (~k2)r+1 + rPi=1�(r)i (~k2)i(~k2)r+1 + rPj=0 �(r)j (~k2)j ; (2.51)dann gilt o�ensichtlich I(r)0 (~k2) UV���! 1 und wir bilden im ersten Subtraktionsschritt 3 :I(r)1 (~k2) := I(r)0 (~k2)� 1 = ��(r)r � �(r)r � (~k2)r + r�1Pi=0��(r)i � �(r)i � (~k2)i(~k2)r+1 + rPj=0 �(r)j (~k2)j : (2.52)Wegen I(r)1 (~k2) UV���! ��(r)r � �(r)r � (~k2)�1 erfolgt der zweite Subtraktionsschritt gem�a� 4 :I(r)2 (~k2) := I(r)1 (~k2)� �(r)r � �(r)r~k2 =� �(r)r (�(r)r � �(r)r ) + �(r)r�1 � �(r)r�1 � (~k2)r + r�1Pi=0� �(r)j (�(r)r � �(r)r ) + �(r)j�1 � �(r)j�1 � (~k2)j(~k2)r+2 + rPj=0 �(r)j (~k2)j+1 :(2.53)3Hierbei haben wir �(r)0 := 0 eingef�uhrt.4Es wurde �(r)�1 = �(r)�1 := 0 de�niert.



2.9. SUBTRAKTIONSMETHODE 55F�ur die UV-Asymptotik ergibt sich nun :I(r)2 (~k2) UV�����! Q(r)(~k2)2 ; (2.54)wobei Q(r) := �(r)r � �(r)r � �(r)r �+ �(r)r�1 � �(r)r�1 (2.55)gesetzt wurde. Wir haben damit den logarithmisch divergenten Beitrag des Integranden(2.51) gefunden. Das Kondensatintegral (2.50) l�a�t sich nun wie folgt in seinen konvergen-ten und divergenten Anteil zerlegen 5:V 2(r) = (N2C � 1) (D� 1) �4 � �2�20 ���=2 Z dD~k(2�)D � I(r)2 (~k2)� Q(r)� ~k2 + � 	2 + 1 + �(r)r � �(r)r~k2 + Q(r)� ~k2 + � 	2 � :(2.56)Wir �nden zun�achst :I(r)2 (~k2)� Q(r)� ~k2 + � 	2 8<: UV�����! C(r)(~k2)3IR�����! D(r)~k2d.h. die entsprechenden Beitr�age zum Integral sind UV- und IR-konvergent.Die beiden folgenden Terme in (2.56) bilden den Integranden eines skalenfreien Integrals,welches nach den Axiomen dimensioneller Regularisierung [12] identisch verschwindet.Schlie�lich bleibt als UV-divergenter Anteil des Abelschen Gluon-Kondensats :V 2(r) = (N2C � 1) (D� 1) �4 � �2�20 ���=2 Z dD~k(2�)D Q(r)� ~k2 + � 	2 + (konv) : (2.57)Anwendung der Standardintegralformel dimensioneller Regularisierung (A.11) ergibt dannnach Laurent-Entwicklung um � = 0 :Z dD~k(2�)D Q(r)� ~k2 + � 	2 = Q(r)(4�)2 � 2� � 
E + ln 4�� +O(�)� : (2.58)Wir erhalten also einen Polbeitrag, der unabh�angig von der speziellen Wahl des Parame-ters � ist. Insofern erm�oglicht die Subtraktionsmethode in wohlde�nierter, konsistenterWeise die Bestimmung von UV-Divergenzen f�ur Einschleifenintegrale im Kontext der di-mensionellen Regularisierung.5� sei eine beliebige, von Null verschiedene reelle Zahl.



56 KAPITEL 2. DIE ZWEIPUNKTKONDENSATE DES GLUONSEKTORSUnsere eigentliche Zielsetzung ist aber die Extraktion nicht-perturbativer Logarithmenund damit, durch den 1g2 -Mechanismus vermittelt, die Analyse f�uhrender Beitr�age dererweiterten St�orungsreihe. Mit (2.58) folgt f�ur (2.57) :V 2(r) = 3 (N2C � 1) �4(4�)2 � 2� � ln �2�20 + O(�0)� Q(r) : (2.59)Ber�ucksichtigen wir jetzt noch (2.13) und (2.48) in (2.55), so ist es uns o�ensichtlich ge-lungen, das Resultat (2.17) f�ur UV-Divergenz und nicht-perturbativen Logarithmus desAbelschen Gluon-Kondensats zu reproduzieren. Das Auftreten des Letzteren ist dabei alsunmittelbare Konsequenz der Impulsskalierung (2.49) mit der spontanen Massenskala zusehen. Diese Vorgehensweise ist allerdings nur dann wohlbestimmt und eindeutig, falls �der einzige dimensionsbehaftete Parameter in der betrachteten Theorie ist.Mit anderen Worten : Die vorgestellte Subtraktionsmethode erlaubt die Bestimmung nicht-perturbativer Beitr�age zu 1-Loop-Integralen im gluonischen Sektor der Quantenchromo-dynamik bzw. im Rahmen der Theorie mit masselosen Quarks. Auf die Komplikationen,welche im Zusammenhang mit endlichen Quark-Strommassen auftreten, werden wir sp�aterbei der Berechnung fermionischer Kondensate noch n�aher eingehen.



Kapitel 3Das Geist-Gluon-Kondensat3.1 Geist-Gluon-Vertex in Landau-Eichung
Im Folgenden setzen wir Impulserhaltung gem�a� p1 + p2 + p3 = 0 voraus und gebenImpulsvariablen grunds�atzlich als einlaufende Gr�o�en bez�uglich des nicht-perturbativ mo-di�zierten Dreipunkt-Vertex an.F�ur die Greens-Funktion der Geist-Gluon-Antigeist-Wechselwirkung gilt in Landau-Eichung :(GGT �G)�abc(p1; p2; p3) = (�GT �G)abc;�(p1; p2; p3) ~D(p21) t��(p2)DT(p22) ~D(p23) ; (3.1)wobei sich der zugeh�orige 1PI-Vertex in einer Lorentz- und farbkovarianten Zerlegungallgemein wie folgt darstellen l�a�t :(�GV �G)�abc(p1; p2; p3) = i gn fabc p�1 F(f);0 + fabc p�2 F(f);1 + dabc p�1 F(d);0 + dabc p�2 F(d);1o :(3.2)Im Fall der Landau-Eichung haben wir dementsprechend keine Beitr�age zur Greens-Funktiondurch F(f);1 bzw. F(d);1 zu erwarten.Mit c 2 ff; dg sowie i 2 f0; 1g sind im Rahmen der erweiterten St�orungstheorie als Ansatzf�ur die in (3.2) eingef�uhrten invarianten Funktionen rationale Approximanten der Quasi-teilchensequenz mit faktorisierender Nennerstruktur in den Impulsvariablen 1 zu w�ahlen.1Wir schreiben daf�ur abk�urzend FDRA=factorizing-denominator rational approximants.57



58 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSATUnter Ber�ucksichtigung der f�ur die DS-Selbstkonsistenz erforderlichen �Ubereinstimmungder Propagator-Nullstellen mit den Polstellen der Vertexfunktion [3] schreiben wir in null-ter st�orungstheoretischer Ordnung :F (r)(c)i(p1; p2; p3) = N (r)GV �G(c)i(p21; p22; p23)h rQs=1(p21 + vr;2s�2) i h rQs=1(p22 + ur;2s�2) i h rQs=1(p23 + vr;2s�2) i ; (3.3a)die Z�ahlerpolynome sind hierbei von der Form :N (r)GV �G(c)i(p21; p22; p23) = �cf �i0 � p21 p22 p23 �r +(?)Xm1;m2;m3�0C(c)i(r)m1;m2;m3 �p21�m1�p22�m2�p23�m3��2�3r�(m1+m2+m3) : (3.3b)Die obige Nennerstruktur wird plausibel, wenn man sie als diskretisierte und auf einenHauptnenner gebrachte Form einer Dreifach-Spektraldarstellung bez�uglich der Impulse p2jau�a�t.Mit den Ans�atzen (3.3) f�ur den Geist-Gluon-Antigeist-Vertex haben wir bereits dem per-turbativen Limes � �! 0 in Form der Euklidischen Feynman-Regel [4]��(0)pertGV �G ��abc = i g fabc p�1 (3.4)explizit Rechnung getragen. Aus der weiteren Forderung nach perturbativer Renormierbar-keit erhalten wir als Einschr�ankungen (?) f�ur den Summationsbereich der Indizes unserernicht-perturbativen Vertexkoe�zienten :m1 +m2 +m3 � 3r� 1m1 +m2 � 2rm2 +m3 � 2rm1 +m3 � 2r :Zusammen mit den rationalen Ans�atzen f�ur die Propagatoren folgt dann f�ur die Colour-antisymmetrische Greens-Funktion zum Nennergrad r in Landau-Eichung :



3.2. DEFINITION DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 59(G(r)GT �G(f))�abc(p1; p2; p3) = i g fabc p1�0 t��0(p2) �rQs=1(p21 + vr;2s�2)p21 r�1Qs=0(p21 + vr;2s+1�2) rQs=1(p22 + ur;2s�2)rQs=0(p22 + �r;2s+1�2) rQs=1(p23 + vr;2s�2)p23 r�1Qs=0(p23 + vr;2s+1�2) �N (r)GT �G(f)0(p21; p22; p23)h rQs=1(p21 + vr;2s�2) i h rQs=1(p22 + ur;2s�2) i h rQs=1(p23 + vr;2s�2) i ;also(G(r)GT �G(f))�abc(p1; p2; p3) = i g fabc� p�1 � (p1 � p2)p22 p�2 � �N (r)GT �G(f)0(p21; p22; p23)p21 h r�1Qs=0(p21 + vr;2s+1�2) i h rQs=0(p22 + �r;2s+1�2) i p23 h r�1Qs=0(p23 + vr;2s+1�2) i : (3.5a)V�ollig analog erhalten wir die Colour-symmetrische Greensche Funktion der Geist-Gluon-Antigeist-Wechselwirkung gem�a� :(G(r)GT �G(d))�abc(p1; p2; p3) = i g dabc�p�1 � (p1 � p2)p22 p�2� �N (r)GT �G(d)0(p21; p22; p23)p21 h r�1Qs=0(p21 + vr;2s+1�2) i h rQs=0(p22 + �r;2s+1�2) i p23 h r�1Qs=0(p23 + vr;2s+1�2) i : (3.5b)3.2 De�nition des Geist-Gluon-Kondensats
Wir beginnen mit der De�nition des nicht-lokalen Kondensats (Schwinger-Funktion) f�urdas Produkt aus Geist-, Eichboson- und Antigeistfeld :



60 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSAT
 �a(z)A�b (y) ��c(x) � = �2�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D eip1(x�z) eip2(y�z) (GGV �G)�abc(p1; p2;�p1 � p2) :(3.6)Daraus folgt durch Di�erentiation unmittelbar das lokale tensorielle Geist-Gluon-Kondensatder Massendimension vier :
 (@� ��c)A�b �a � = �i �2�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D p�1 (GGV �G)�abc(p1; p2;�p1 � p2) : (3.7)In einer kovarianten Zerlegung dieser Gr�o�e nach Farb- und Lorentz-Tensoren gem�a�
 (@� ��c)A�b �a � = ��� �cf fabc + cd dabc	 ; (3.8)gilt f�ur die skalaren Koe�zienten :cf = 1NC(N2C � 1)D 
 fabc (@���c)A�b �a � = � 1NC(N2C � 1)D 
 fabc (@���a)A�b �c �cd = NC(N2C � 4)(N2C � 1)D 
 dabc (@���c)A�b �a � = NC(N2C � 4)(N2C � 1)D 
 dabc (@���a)A�b �c � :Auf dieser Grundlage de�nieren wir nun die beiden skalaren Geist-Gluon-Kondensate :�GVG := g 
 fabc (@���a)A�b �c � (3.9a)�GVGS := g 
 dabc (@���a)A�b �c � : (3.9b)Damit ergibt sich dann das farb(anti)symmetrische Geist-Gluon-Kondensat jeweils alserstes Moment der Geist-Gluon-Antigeist-Greensfunktion im Impulsraum :�GVG = ig �2�0 fabc ��� Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D p�1 (GGV �G)�abc(p1; p2;�p1 � p2) = �g fabc 
 (@���c)A�b �a �(3.10a)�GVGS = �ig �2�0 dabc ��� Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D p�1 (GGV �G)�abc(p1; p2;�p1 � p2) = g dabc 
 (@���c)A�b �a �(3.10b)Die beiden Kondensate (3.9) z�ahlen zu den dreizehn Vakuumerwartungswerten, die imRahmen des DS-Selbstkonsistenzproblems der reinen Yang-Mills-Theorie aus der OPEeichabh�angiger Korrelationsfunktionen zu bestimmen sind. Gem�a� (1.40) tritt das farb-antisymmetrische Geist-Gluon-Kondensat in einer Darstellung des eichinvarianten 4-Gluon-Kondensats auf. Allerdings kann dieser Beitrag unter Verwendung des Bewegungsgleichungs-kondensats (1.38b) zu Gunsten des Vakuumerwartungswertes (2.32) eliminiert werden.



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 613.3 Berechnung des Geist-Gluon-Kondensatszum Nennergrad rIn diesem Abschnitt soll die Methodik zur mikroskopischen Berechnung von Mehrschlei-fenkondensaten der QCD am strukturell einfachsten Beispiel des Geist-Gluon-Kondensatsvorgestellt werden. Es sind zwar letztendlich konventionelle Feynman-Techniken im Kon-text dimensioneller Regularisierung, die den nachfolgenden Berechnungen zu Grunde lie-gen. Sie werden jedoch dazu eingesetzt, die Overall-Divergenz von Zweischleifenintegralenmit einer variablen Anzahl (Gr�o�enordnung 3r) von Nennerfaktoren des Impulsraum-integranden zu extrahieren. Es ist diese durchaus nicht allt�agliche Problemstellung, diees uns angemessen erscheinen l�a�t, hier die Grundz�uge unserer Rechnung detailliert zubeschreiben.In der r-ten Stufe der rationalen Approximation gilt nach Gleichung (3.7) :g 
 (@� ��c)A�b �a �(r) = �i g �2�0 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D p� (G(r)GV �G)�abc(p; k;�p� k) : (3.11)F�ur die Landau-Eichung erhalten wir eine kovariante Zerlegung des tensoriellen Vakuum-erwartungswerts in der Form :g 
 (@� ��c)A�b �a �(r) = g2 ���D nfabc I(r)(f) + dabc I(r)(d)o ; (3.12a)mit dem skalaren Zweischleifenintegral :I(r)(c) = �2�0 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D np2 � (p � k)2k2 o ��cf � p2 k2 (p+ k)2 �r + (?)Pm1 ;m2;m3�0C(c)0(r)m1;m2;m3�p2�m1�k2�m2�(p+ k)2�m3��2�3r�(m1+m2+m3)p2 h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i (p+ k)2 h r�1Qs=0((p+ k)2 + vr;2s+1�2) i :(3.12b)Das wesentlich neue Merkmal von Mehrschleifendiagrammen ist deren Subgraphenstruk-tur. Aus der Renormierungstheorie st�orungstheoretischer Graphen ist bekannt, da� einMehrschleifengraph genau dann keine Divergenzen mehr aufweist, falls alle seine Subgra-phen negativen Divergenzgrad besitzen und sein ober
�achlicher Divergenzgrad ebenfallsnegativ ist [12]. Durch Hinzunahme eines Gegenterms zu jedem divergenten Subgraphengelingt es folglich, Mehrschleifendiagramme zu renormieren. F�ur die QCD als renormier-bare Theorie gen�ugen dazu die Counterterme der sieben ober
�achlich divergenten Vertizes.In [6] wurde auf diesen Grundlagen basierend die Gegentermtechnik vorgestellt. Sie beruhtauf der Aussage, da� sich die f�uhrende Divergenz eines Mehrschleifenintegrals aus derSumme der f�uhrenden Divergenzen all seiner Subdiagramme ergibt. Zum Beweis wurdedort nach Addition des Diagramms und s�amtlicher Counterbeitr�age die Endlichkeit der



62 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSATGraphensumme im Anschlu� an mehrmalige Di�erentiation nach den �au�eren Impuls-variablen gezeigt. Da unsere nicht-perturbativ modi�zierten Feynman-Regeln nach ihremKonstruktionsprinzip den Grunds�atzen perturbativer Renormierung gehorchen, bleibt ins-besondere auch die Gegentermtechnik erlaubt. Nun stehen uns zwar naturgem�a� bei derBerechnung von Vakuumerwartungswerten allgemein und des Kondensats (3.11) im Beson-deren gar keine �au�eren Impulsvariablen zur Verf�ugung; wir werden jedoch im Abschnitt3.4 �uber die Renormierung des Geist-Gluon-Kondensats nach Einf�uhrung der Gegenterm-beitr�age leicht sehen k�onnen, da� das Di�erentiationsargument auch bez�uglich des QCD-Skalenparameters � seine G�ultigkeit beibeh�alt.Unter Anwendung der Gegentermtechnik zur Berechnung der f�uhrenden UV-Divergenz desZweischleifenintegrals (3.12b) m�ussen wir nun die verschiedenen Subdivergenzen spezi�-zieren. Konkret geschieht dies durch Auswahl von je zwei Indizes der nicht-perturbativenVertexfunktion, die �uber ihre angeh�angten Propagatoren jeweils eine Integrationsschleifede�nieren. Wir setzen in diesem Sinne :� I(r)(c) �div =: 3Xn=1 
(r)n(c) ;dabei soll 
(r)n(c) der Extraktion UV-divergenter Beitr�age aus der (mkml)-Schleife mit (n k l)zyklisch im ersten Integrationsschritt zur Berechnung von (3.12b) entsprechen.3.3.1 Subschleife mit (m2m3)
Von Gleichung (3.12b) ausgehend suchen wir jetzt zun�achst die UV-Divergenz der durchdas Eichboson und das aus dem nicht-perturbativen Vertex auslaufende Geistfeld de�nier-ten Impulsschleife :
(r)1(c) = �2�0 Z dDp(2�)D 1p2 h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i Z dDk(2�)D np2 � (p � k)2k2 o ��cf � p2 k2 (p+ k)2 �r + (?)Pm1;m2;m3�0C(c)0(r)m1;m2;m3�p2�m1�k2�m2�(p+ k)2�m3��2�3r�(m1+m2+m3)h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i (p+ k)2 h r�1Qs=0�(p+ k)2 + vr;2s+1�2� i :(3.13)



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 63Die in (3.13) verwendete Schreibweise soll hier und sinngem�a� auch im Folgenden andeu-ten, da� zun�achst die UV-divergenten Anteile der k-Integration zu bestimmen sind, undmit diesen dann die verbleibende p-Integration ausgef�uhrt wird.Power-Counting ergibt f�ur den ober
�achlichen UV-Divergenzgrad des Subintegrals �k = D � 4.Demzufolge kann also eine maximal logarithmische Subdivergenz auftreten. Die Auswahl-regeln (?) f�uhren damit zur notwendigen UV-Divergenzbedingung unserer Vertexkoe�-zienten gem�a� : m2 +m3 = 2r =) m1 � r � 1 :Also gilt f�ur den ersten Subschleifenbeitrag :
(r)1(c) = �2�0 Z dDp(2�)D �cf �p2�r + r�1Pm1=0� (?)Pm2+m3=2rC(c)0(r)m1;m2;m3� ��2�r�m1 �p2�m1p2 h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i �8>>><>>>:Z dDk(2�)D �p2 k2 � (p � k)2� �k2�2r�1h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i (p+ k)2 h r�1Qs=0�(p+ k)2 + vr;2s+1�2� i + (konv)9>>>=>>>; :(3.14)Im n�achsten Schritt de�nieren wir als Hilfsgr�o�e das Einschleifenintegral :J(r)1 (p) := ��0 Z dDk(2�)D �p2 k2 � (p � k)2� �k2�2r�1h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i (p+ k)2 h r�1Qs=0�(p+ k)2 + vr;2s+1�2� i :Nach Einf�uhrung von Feynman-Parametern und Shiften der Integrationsvariablen erhaltenwir daf�ur :J(r)1 (p) = ��0 (2r+ 1) ! Z D2r+2z Z dDq(2�)D �p2 q2 � (p � q)2� �q2�2r�1nq2 + R2(p2)o2r+2 + (konv) ;wobei q := k + wr � pR2(p2) := wr �1� wr� � p2 + ~wr � �2wr := wr(z) := z1 + zr+3 + zr+4 + : : :+ z2r+2~wr := ~wr(z) := z2 �r;1 + z3 �r;3 + : : :+ zr+2 �r;2r+1 + zr+3 vr;1 + : : :+ z2r+2 vr;2r�1 :



64 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSATMit Hilfe der Euklidischen Standardformel (A.11) wird anschlie�end die Impulsintegrationausgef�uhrt. Dabei ergibt sich f�ur den UV-divergenten Anteil der Hilfsgr�o�e :J(r)1 (p) = (D� 1) �(2r+D=2)D �(D=2) �(2�D=2) ��0(4�)D=2 Z D2r+2z p2 �R2(p2)�D=2�2 + (konv) :Damit �nden wir nun f�ur (3.13) bis auf konvergente Beitr�age der ersten Schleifenintegration :
(r)1(c) = �2�0(4�)D=2 (D � 1) �(2r+D=2)D �(D=2) �(2�D=2) �Z D2r+2z Z dDp(2�)D �cf �p2�r + r�1Pm1=0H(r)(c)m1 ��2�r�m1 �p2�m1h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i �R2(p2)�2�D=2 ; (3.15)hierbei haben wir abk�urzend H(r)(c)m1 := (?)Pm2+m3=2rC(c)0(r)m1;m2;m3 f�ur die mit der Divergenzverkn�upfte Linearkombination von Vertexparametern gesetzt.Es bleibt jetzt also noch das EinschleifenintegralK(r)1 := �2�0(4�)D=2 Z dDp(2�)D �cf �p2�r + r�1Pm1=0H(r)(c)m1 ��2�r�m1 �p2�m1h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i �R2(p2)�2�D=2auszuwerten. Mit einer Feynman-Parametrisierung gem�a� (A.1) schreiben wir zun�achst :K(r)1 = �2�0(4�)D=2 �(r + 2�D=2)�(2�D=2) Z 10 dx1 xr�11 Z 10 dx2 xr�22 : : :Z 10 dxr�1 xr�1 Z 10 dxr (1� x1)1�D=2 �Z dDp(2�)D �cf �p2�r + r�1Pm1=0H(r)(c)m1 ��2�r�m1 �p2�m1n y1R2(p2) + y2 (p2 + vr;1�2) + : : :+ yr+1 (p2 + vr;2r�1�2)or+2�D=2 ;wobeiy1 = 1� x1 y2 = x1 (1� x2) y3 = x1 x2 (1� x3) : : : yr = x1 : : :xr�1 (1� xr)yr+1 = x1 : : : xr :Der Nenner des Integranden l�a�t sich damit wie folgt darstellen :



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 65y1R2(p2) + y2 (p2 + vr;1�2) + : : :+ yr+1 (p2 + vr;2r�1�2) = (1� x1) �R2(p2) + x1 � p2 + �r(x) � �2 ;hierbei wurde noch �r(x) := y2 vr;1 + y3 vr;3 + : : : + yr+1 vr;2r�1 als Abk�urzung f�ur diemit Feynman-Parametern gewichtete Linearkombination der Polkoe�zienten des Geist-Propagators eingef�uhrt.Die Auswertung des divergenten Parameterintegrals 2 ergibt nach (A.7) :Z 10 dx1 xr�11 (1� x1)1�D=2 fD(x1) = (r � 1) ! �(2�D=2)�(r + 2�D=2) � fD(1) + O(�0) ;und somit gilt :K(r)1 = �2�0(4�)D=2 (r � 1) ! Z 10 dx2 xr�22 Z 10 dx3 xr�33 : : :Z 10 dxr�1 xr�1 Z 10 dxrZ dDp(2�)D �cf �p2�r + r�1Pm1=0H(r)(c)m1 ��2�r�m1 �p2�m1�p2 + ~�r(x̂) �2	r+2�D=2 + (konv) ;wobei noch ~�r(x̂) := �r(x) jx1=1 de�niert wurde.ImWeiteren verwenden wir als Bezeichnung f�ur das Ma� der r-fachen Feynman-Parameterintegration :Z D̂rx � Z 10 dx2 xr�22 Z 10 dx3 xr�33 : : :Z 10 dxr�1 xr�1 Z 10 dxr :Der UV-divergente Beitrag unseres Einschleifenintegrals ergibt sich nach Integration �uberden Schleifenimpuls wie folgt :K(r)1 = �4(4�)D �(r � 2 +D=2) �(4�D)�(D=2) �(r+ 2�D=2) (r� 1) ! Z D̂rx h~�r(x̂) �2�20 iD�4 �� (r � 2 +D=2)(r� 1 +D=2)(3�D)(2�D) �cf �~�r(x̂)�2 + r � 2 +D=23�D H(r)(c)r�1 ~�r(x̂) +H(r)(c)r�2�+ (konv) ;und wir erhalten weiter f�ur den Subschleifenbeitrag (3.13) :2fD(x) sei analytisch in x = 1.



66 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSAT
(r)1(c) = �4(4�)D (D � 1) �(2r+D=2) �(r� 2 +D=2)D �(D=2)2 �(r + 2�D=2) �(2�D=2) �(4�D) Z D2r+2z(r� 1) ! Z D̂rx � (r� 2 +D=2) (r� 1 +D=2)(3�D) (2�D) �cf �~�r(x̂)�2 + r � 2 +D=23�D H(r)(c)r�1 ~�r(x̂) +H(r)(c)r�2� ��~�r(x̂) �2�20 �D�4 : (3.16)Zur Auswertung der Feynman-Parameterintegrale bez�uglich z benutzen wir als Ergebnisaus A.1.2 : Z(2r+1)0 = 1(2r+ 1) ! :Zusammen mit der Laurent-Entwicklung f�ur D = 4� � :�(2�D=2) �(4�D) �~�r(x̂) �2�20 �D�4 = 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20� ; (3.17)folgt dann im Grenz�ubergang des verschwindenden UV-Regulators :
(r)1(c) = 3�44 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� �(r� 1) ! Z D̂rx � r(r + 1)2 �cf �~�r(x̂)�2 � rH(r)(c)r�1 ~�r(x̂) +H(r)(c)r�2� : (3.18)Hinsichtlich der verbleibenden Feynman-Parameterintegrale in (3.18) erhalten wir mit denResultaten aus (A.9) : X(r�1)0 = 1(r � 1) !X(r�1)1[r] = 1r ! r�1Xs=0 vr;2s+1X(r�1)2[r] = 2(r + 1) ! r�1Xt;t0=0t�t0 vr;2t+1 vr;2t0+1 :Desweiteren kann f�ur die mit dem Doppelpol in � verkn�upften nicht-perturbativen Koef-�zienten des Geist-Gluon-Vertex geschrieben werden :



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 67H(r)(c)r�1 = (?)Xm2+m3=2rC(c)0(r)r�1;m2;m3 = r+1Xm2=r�1C(c)0(r)r�1;m2;2r�m2H(r)(c)r�2 = (?)Xm2+m3=2rC(c)0(r)r�2;m2;m3 = r+2Xm2=r�2C(c)0(r)r�2;m2;2r�m2 :Insgesamt ergibt sich so als Endresultat f�ur den f�uhrenden Divergenzbeitrag aus (3.13) :
(r)1(c) = 3�44 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �(� r�1Xt;t0=0t�t0 vr;2t+1 vr;2t0+1 � �cf � �r�1Xs=0 vr;2s+1�� r+1Xm2=r�1C(c)0(r)r�1;m2;2r�m2� + r+2Xm2=r�2C(c)0(r)r�2;m2;2r�m2 ) :(3.19)Zun�achst ist bez�uglich der Struktur des Kondensatbeitrags (3.19) festzuhalten, da� es wie-derum der QCD-Massenparameter � ist, welcher die Skala des Vakuumerwartungswertesde�niert. Anders ausgedr�uckt : Im rein perturbativen Fall verschwindet (3.13) als skalen-freies Integral. In Verbindung mit dem Doppelpol als f�uhrendem UV-divergenten Anteilin (3.19) �nden wir das Quadrat eines nicht-perturbativen Logarithmus. Verm�oge des 1g2 -Mechanismus entspricht dies einer vierten Potenz der reziproken renormierten Kopplungund manifestiert so einen f�uhrenden Beitrag zum Kondensat im Sinne einer st�orungstheore-tischen Entwicklung. Charakterisiert wird dieser relevante Anteil durch drei Klassen nicht-perturbativer Parameterkombinationen. Als erstes w�are die Summe �uber alle Produkte vonjeweils zwei Polstellen der rationalen Approximante zum Geist-Propagator (2.26) zu nen-nen, welche allerdings nur im farbantisymmetrischen Fall zum Tragen kommt. Unabh�angigvon der Farbsymmetrie �nden wir weitere Beitr�age, die entweder ausschlie�lich aus dennicht-perturbativen Koe�zienten unseres Ansatzes f�ur den Geist-Gluon-Vertex bestehenoder aber sich als Kombinationen aus Propagator- und Vertexparametern pr�asentieren.Das Vorhandensein der beiden letztgenannten Kategorien kann als Hinweis daf�ur verstan-den werden, da� es nicht allein ausreichend ist, die Propagationseigenschaften der elemen-taren Felder der Theorie nicht-st�orungstheoretisch zu modi�zieren; es sind vielmehr auchdie Wechselwirkungsvertizes in derartige �Uberlegungen mit einzubeziehen.Nicht mehr explizit angegeben haben wir in (3.19) Terme in Form von einfachen Polen mitlogarithmischen Residuen. Auf die Problematik dieser nicht-f�uhrenden Kondensatbeitr�agewerden wir in Abschnitt 3.4 im Zusammenhang mit der Renormierung des Geist-Gluon-Kondensats noch zu sprechen kommen.3.3.2 Subschleife mit (m3m1)Jetzt untersuchen wir in einem ersten Schritt zun�achst die Divergenz, welche bei der Inte-gration �uber die von den beiden Geist-Propagatoren gebildete Impulsschleife hervorgerufenwird :



68 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSAT

(r)2(c) = �2�0 Z dDk(2�)D 1rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) Z dDp(2�)D np2 � (p � k)2k2 o ��cf � p2 k2 (p+ k)2 �r + (?)Pm1;m2;m3�0C(c)0(r)m1;m2;m3�p2�m1�k2�m2�(p+ k)2�m3��2�3r�(m1+m2+m3)p2 h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i (p+ k)2 h r�1Qs=0�(p+ k)2 + vr;2s+1�2� i :(3.20)Der UV-Divergenzgrad des Subintegrals betr�agt hier �p = D � 2. Also haben wir einemaximal quadratische Subdivergenz f�ur die erste Impulsintegration zu erwarten. Aus (?)folgt damit sofort als notwendige Divergenzbedingung ausgedr�uckt in den Indizes der Ko-e�zienten aus dem Geist-Gluon-Vertex :2r� 1 � m1 +m3 � 2rm1 +m3 = 2r =) m2 � r � 1m1 +m3 = 2r � 1 =) m2 � r :Wir haben nun zun�achst die divergenzerzeugenden Anteile aus dem Z�ahler des Subintegralszu extrahieren und erhalten daf�ur :�cf � p2 k2 (p+ k)2 �r + (?)Xm1;m2;m3�0C(c)0(r)m1m2m3�p2�m1�k2�m2�(p+ k)2�m3��2�3r�(m1+m2+m3) =:n�(r)1 (k2) p4 + �(r)2 (k2) p2 (p � k) + �(r)3 (k2) �2 p2 + �(r)4 (k2) (p � k)2 o (p2)2r�2 +O �p4r�3� :Die oben de�nierten Koe�zientenfunktionen �(r)j (k2) lauten explizit :



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 69�(r)1 (k2) = �cf �k2�r + r�1Xm2=0 (k2)m2 ��2�r�m2 (?)Xm1+m3=2rC(c)0(r)m1;m2;m3 ;�(r)2 (k2) = 2r �cf �k2�r + 2 r�1Xm2=0 (k2)m2 ��2�r�m2 (?)Xm1+m3=2rm3C(c)0(r)m1;m2 ;m3 ;�(r)3 (k2) = r �cf �k2�r+1 ��2 + r�1Xm2=0 (k2)m2+1 ��2�r�1�m2 (?)Xm1+m3=2rm3C(c)0(r)m1;m2;m3 +rXm2=0 (k2)m2 ��2�r�m2 (?)Xm1+m3=2r�1C(c)0(r)m1;m2;m3 ;�(r)4 (k2) = 2r (r� 1) �cf �k2�r + 2 r�1Xm2=0 (k2)m2 ��2�r�m2 (?)Xm1+m3=2rm3 (m3 � 1)C(c)0(r)m1;m2;m3 :Damit k�onnen wir f�ur unsere Zweischleifengr�o�e (3.20) mit festgelegter Integrationsreihen-folge schreiben :
(r)2(c) = �2�0 Z dDk(2�)D 1k2 h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i �( Z dDp(2�)D �p2 k2 � (p � k)2� (p2)2r�2p2 h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i (p+ k)2 h r�1Qs=0�(p+ k)2 + vr;2s+1�2� i ���(r)1 (k2) p4 + �(r)2 (k2) p2 (p � k) + �(r)3 (k2) �2 p2 + �(r)4 (k2) (p � k)2�+ (konv) ) :(3.21)Von (3.21) ausgehend bietet sich die Einf�uhrung des EinschleifenintegralsJ(r)2 (k) := �0� Z dDp(2�)D �p2 k2 � (p � k)2� (p2)2r�2p2 h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i (p+ k)2 h r�1Qs=0�(p+ k)2 + vr;2s+1�2� i ���(r)1 (k2) p4 + �(r)2 (k2) p2 (p � k) + �(r)3 (k2) �2 p2 + �(r)4 (k2) (p � k)2�als Hilfsgr�o�e an. Mit einer Feynman-Parametrisierung, Shiften des Integrationsimpulses,Entwicklung des Z�ahlers und Anwendung der Eigenschaften symmetrischer Integrationerhalten wir daf�ur :



70 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSATJ(r)2 (k) = �0� (2r+ 1) ! Z D2r+2z Z dDq(2�)D ��(r)1 (k2) q2 + �(r)2 (k2) �2	�q2�2rn q2 + R2(k2)o2r+2 + (konv) ;wobei q := p+ wr � kR2(k2) := wr �1� wr� � k2 + ~wr ��2wr := wr(z) := zr+2 + zr+3 + : : :+ z2r+2~wr := ~wr(z) := (z2 + zr+3) vr;1 + (z3 + zr+4) vr;3 + : : :+ (zr+1 + z2r+2) vr;2r�1 :Hinsichtlich der oben eingef�uhrten Koe�zientenfunktionen �(r)j (k2) �ndet man explizit :�1(k2) = D � 1D �(r)1 (k2) k2�2(k2) = (D + 2) �4r +D � 3�� 6 (2r� 1)D (D+ 2) �2rw2r(z)�(r)1 (k2)� wr(z)�(r)2 (k2)� k4�2 +(D � 1)D (D + 2) ��(r)4 (k2) k4�2 + (D + 2)�(r)3 (k2) k2� :Als Resultat der Impulsintegration mit Hilfe der Standardformel (A.11) erhalten wir f�urden UV-divergenten Beitrag des Subintegrals :J(r)2 (k) = �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) ��0(4�)D=2 Z D2r+2z� 2r +D=21�D=2 �(r)1 (k2) �R2(k2)�D=2�1 + �(r)2 (k2) �2 �R2(k2)�D=2�2�+ (konv) :Somit lautet unser zweiter Subschleifenbeitrag bis auf konvergente Terme des ersten Inte-grationsschrittes :
(r)2(c) = �2�0(4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) Z D2r+2z Z dDk(2�)D 1k2 h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i �� 2r+D=21�D=2 �(r)1 (k2) �R2(k2)�D=2�1 + �(r)2 (k2) �2 �R2(k2)�D=2�2� : (3.22)



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 71F�ur die nachfolgende Berechnung von (3.22) f�uhren wir zweckm�a�igerweise als abk�urzendeBezeichnungen ein : G(c)0(r)m2 := (?)Xm1+m3=2rC(c)0(r)m1;m2;m3~G(c)0(r)m2 := (?)Xm1+m3=2r�1C(c)0(r)m1;m2;m3H(c)0(r)m2 := (?)Xm1+m3=2rm3C(c)0(r)m1;m2 ;m3L(c)0(r)m2 := (?)Xm1+m3=2rm3 (m3 � 1)C(c)0(r)m1;m2;m3 :Damit l�a�t sich f�ur den Zweischleifenbeitrag schreiben :
(r)2(c) = �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) Z D2r+2z rXm2=0 ��2�r�m2 ( (D � 1)(2r+D=2)D(1�D=2) G(c)0(r)m2 �Q(r)m2;1 +1D (D+ 2) � 2 (D+ 2)(4r+D � 3)� 12 (2r� 1) � � rw2r(z)G(c)0(r)m2 � wr(z)H(c)0(r)m2 Q(r)m2+1;2 �+(D � 1) h � 2L(c)0(r)m2 + (D + 2)H(c)0(r)m2 � �Q(r)m2+1;2 + (D+ 2) ~G(c)0(r)m2 �2 �Q(r)m2;2 i ) ;wobei wir f�ur die verbleibenden Impulsraumintegrale aus (3.22) de�niert haben :Q(r)m2;1 := �2�0(4�)D=2 Z dDk(2�)D �k2�m2h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i �R2(k2)�1�D=2Q(r)m2;2 := �2�0(4�)D=2 Z dDk(2�)D �k2�m2h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i �R2(k2)�2�D=2 :Nach Einf�uhrung einer Feynman-Parametrisierung gem�a� (A.1) und der Auswertung desdamit verbundenen divergenten Feynman-Parameterintegrals aus (A.7) :Z 10 dx1 xr1 (1� x1)�D=2 fD(x1) = r ! �(2�D=2)�(r + 2�D=2) � fD(1)(1�D=2) � fD 0(1)r + 2�D=2�+ O(�0) ;



72 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSATerhalten wir unter Verwendung der Standardformel f�ur die Euklidische Impulsintegrationin D Dimensionen zun�achst :Q(r)m2;1 = �2�0(4�)D �(m2 +D=2) �(r+ 2�m2 �D)�(D=2) �(r+ 3�D=2) r ! Z D̂r+1x� h r + 2�D=2 + (1�D=2) (m2+D=2) �1 + wr(z) (wr(z)� 1) �i �~�r(x̂) �2�D+m2�r�2 +(r + 2�m2 �D) (1�D=2) �~�r(x̂)� ~wr(z)��2 �~�r(x̂) �2�D+m2�r�3 �+ (konv) ;wobei wir �r(x) := y2 �r;1 + y3 �r;3 + : : :+ yr+2 �r;2r+1 sowie ~�r(x̂) := �r(x) jx1=1 gesetzthaben.Entsprechend ergibt sich :Q(r)m2;2 = �2�0(4�)D �(m2 +D=2) �(r+ 3�m2 �D)�(D=2) �(r+ 3�D=2) r ! Z D̂r+1x �~�r(x̂) �2�D+m2�r�3 + (konv) :F�ur die in (3.22) noch auszuwertenden Feynman-Parameterintegrale bez�uglich z de�nierenwir (m 2 f0; 1; 2g ) : Z(2r+1)m[r+1] := Z D2r+2z �wr(z)�m~Z(2r+1)[r] := Z D2r+2z ~wr(z) :Dann folgt an Hand der �Uberlegungen und Resultate aus A.1.2 :Z(2r+1)0 = 1(2r+ 1) !Z(2r+1)1[r+1] = r + 1(2r+ 2) !Z(2r+1)2[r+1] = (r+ 1)(r+ 2)(2r+ 3) !~Z(2r+1)[r] = 2(2r+ 2) ! r�1Xs=0 vr;2s+1 :Analog wie in Abschnitt 3.3.1 �ndet man die Resultate der x-Integration :



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 73X(r)0 = 1r !X(r)1[r+1] = 1(r + 1) ! rXs=0 �r;2s+1X(r)2[r+1] = 2(r + 2) ! rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 :Ber�ucksichtigen wir schlie�lich noch f�ur die nicht-perturbativen Vertexkoe�zienten unsereAuswahlregel (?) in der Form :G(c)0(r)r�1 = r+1Xm3=r�1C(c)0(r)2r�m3;r�1;m3 G(c)0(r)r�2 = r+2Xm3=r�2C(c)0(r)2r�m3;r�2;m3~G(c)0(r)r = rXm3=r�1C(c)0(r)2r�1�m3;r;m3 ~G(c)0(r)r�1 = r+1Xm3=r�2C(c)0(r)2r�1�m3;r�1;m3H(c)0(r)r�1 = r+1Xm3=r�1m3 C(c)0(r)2r�m3;r�1;m3 H(c)0(r)r�2 = r+2Xm3=r�2m3 C(c)0(r)2r�m3;r�2;m3L(c)0(r)r�1 = r+1Xm3=r�1m3 (m3 � 1)C(c)0(r)2r�m3;r�1;m3 L(c)0(r)r�2 = r+2Xm3=r�2m3 (m3 � 1)C(c)0(r)2r�m3;r�2;m3 ;so gelangen wir zu den f�uhrenden UV-divergenten Beitr�agen zum Geist-Gluon-Kondensatunserer Subschleifengr�o�e (3.20) :
(r)2(c) = �44 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20�+ O�1� ln �2�20�� �( � 6�r�1Xs=0 vr;2s+1�� rXs=0 �r;2s+1�� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 � �cf �� rXs=0 �r;2s+1� � r+1Xm3=r�1�(r+ 1) (r� 1) +m3 (m3 � 2r)�C(c)0(r)2r�m3;r�1;m3 � 3 rXm3=r�1C(c)0(r)2r�1�m3;r;m3 ��6�r�1Xs=0 vr;2s+1�� r+1Xm3=r�1C(c)0(r)2r�m3;r�1;m3� + r+2Xm3=r�2�(r + 1) (r� 1) +m3 (m3 � 2r)�C(c)0(r)2r�m3;r�2;m3 +3 r+1Xm3=r�2C(c)0(r)2r�1�m3;r�1;m3 ) ;



74 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSATbeziehungsweise nach expliziter Ausf�uhrung der Summationen �uber die nicht-perturbativenIndizes :
(r)2(c) = 3�44 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( � 2�r�1Xs=0 vr;2s+1�� rXs=0 �r;2s+1�� 13 rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 � �cf �� rXs=0 �r;2s+1� h 13C(c)0(r)r;r�1;r � �C(c)0(r)r;r;r�1 + C(c)0(r)r�1;r;r� i �2�r�1Xs=0 vr;2s+1� hC(c)0(r)r+1;r�1;r�1 + C(c)0(r)r;r�1;r + C(c)0(r)r�1;r�1;r+1 i +C(c)0(r)r;r�1;r�1 + C(c)0(r)r�1;r�1;r + C(c)0(r)r+1;r�1;r�2 + C(c)0(r)r�2;r�1;r+1 + C(c)0(r)r+2;r�2;r�2 + C(c)0(r)r�2;r�2;r+2 � 13C(c)0(r)r;r�2;r ) :(3.23)Dem zuletzt vollzogenen Umformungsschritt geb�uhrt unsere besondere Beachtung; denn ermacht deutlich, da� sich die Abh�angigkeiten vom Approximationsgrad r in den zahlenwer-tigen Faktoren vor den Vertexkoe�zienten auf durchaus nicht-triviale Weise kanzellieren.Anders ausgedr�uckt : Es sind ausschlie�lich die Parameter der modi�zierten Feynman-Regeln f�ur Geist-Gluon-Vertex sowie die beiden Propagatoren, welche beim Kondensat-beitrag (3.23) die Stufe der verwendeten Approximanten ins Spiel bringen. In diesem Sinnestellen also die sich aus den Schleifenintegrationen ergebenden reellen Zahlen universelleGr�o�en dar.Hinsichtlich der strukturellen Merkmale des obigen Resultats gelten zun�achst prin-zipiell dieselben Feststellungen, die wir bereits im Rahmen der Diskussion des erstenSubschleifenanteils (3.19) getro�en haben. Neu ist, da� jetzt auch die Polpositionen desGluon-Propagators in Verbindung mit f�uhrenden Kopplungspotenzen auftreten. Schlie�-lich sei noch die formale 3 Symmetrie des Ausdrucks (3.23) unter Vertauschung der Indizesm1 und m3 f�ur Geist- bzw. Antigeistfeld erw�ahnt.3.3.3 Subschleife mit (m1m2)In diesem Abschnitt extrahieren wir zun�achst die UV-Divergenz aus der vom Eichbosonund dem in den nicht-perturbativen Vertex einlaufendenGeistfeld gebildeten Impulsschlei-fe und formulieren den entsprechenden Subschleifenbeitrag wie folgt :3Die Parameter C(c)i(r)m1 ;m2 ;m3 aus unserem Vertexansatz (3.3) weisen im allgemeinen selbst keineSymmetrieeigenschaften hinsichtlich der Vertauschung der beiden Geist-Freiheitsgrade auf, wie man bereitsan der Form der perturbativen Feynman-Regel f�ur den Geist-Gluon-Vertex erkennen kann.
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(r)3(c) = �2�0 Z dDp(2�)D 1p2 h r�1Qs=0(p2 + vr;2s+1�2) i � Z dDk(2�)D np2 � (p � k)2k2 o ��cf � (p� k)2 k2 p2 �r + (?)Pm1;m2;m3�0C(c)0(r)m1m2m3�(p� k)2�m1�k2�m2�p2�m3��2�3r�(m1+m2+m3)h rQs=0(k2 + �r;2s+1�2) i (p� k)2 h r�1Qs=0((p� k)2 + vr;2s+1�2) i :(3.24)Eine vollkommen identische Rechnung wie zu (3.13), allerdings jetzt mit vertauschtenRollen der Indizes m1 und m3 ergibt hier :
(r)3(c) = 3�44 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20�+ O�1� ln �2�20�� �(� r�1Xt;t0=0t�t0 vr;2t+1 vr;2t0+1 � �cf � �r�1Xs=0 vr;2s+1�� r+1Xm2=r�1C(c)0(r)2r�m2;m2;r�1�+ r+2Xm2=r�2C(c)0(r)2r�m2;m2;r�2) :(3.25)Aus der obigen Bemerkung wird klar, da� die beiden Beitr�age (3.19) und (3.25) zusammengenommen, dieselbe formale Vertauschungssymmetrie aufweisen, wie wir sie bereits beimzweiten Subschleifenterm (3.23) gefunden haben.3.3.4 ZusammenfassungInsgesamt folgt nun an Hand der Gegentermresultate (3.19), (3.23) sowie (3.25) f�ur dieim Sinne der erweiterten St�orungsreihe f�uhrenden Beitr�age zu den skalaren Geist-Gluon-Kondensaten der Gleichungen (3.10) in der r-ten Stufe der rationalen Approximantenfolgeund Landau-Eichung :



76 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSAT�GVG(r) = �3 g2NC(N2C � 1) �44 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( 2 r�1Xt;t0=0t�t0 vr;2t+1 vr;2t0+1 + 2�r�1Xs=0 vr;2s+1�� rXs=0 �r;2s+1�� 13 rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 +� rXs=0 �r;2s+1� � 13 C(f)0(r)r;r�1;r � �C(f)0(r)r;r;r�1 + C(f)0(r)r�1;r;r� ���r�1Xs=0 vr;2s+1� � 3�C(f)0(r)r+1;r�1;r�1 + C(f)0(r)r�1;r�1;r+1�+ 2�C(f)0(r)r;r�1;r + C(f)0(r)r�1;r+1;r�1�+ C(f)0(r)r;r;r�1 + C(f)0(r)r�1;r;r �+2�C(f)0(r)r+2;r�2;r�2 + C(f)0(r)r�2;r�2;r+2 + C(f)0(r)r+1;r�1;r�2 + C(f)0(r)r�2;r�1;r+1 + C(f)0(r)r�2;r+2;r�2�+C(f)0(r)r;r�1;r�1 + C(f)0(r)r�1;r�1;r + C(f)0(r)r�1;r+1;r�2 + C(f)0(r)r�2;r+1;r�1 + C(f)0(r)r;r;r�2 + C(f)0(r)r�2;r;r � 13 C(f)0(r)r;r�2;r ) ;(3.26a)�GVGS(r) = 3 g2 (N2C � 4) (N2C � 1) �44NC (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( � rXs=0 �r;2s+1� � 13 C(d)0(r)r;r�1;r � �C(d)0(r)r;r;r�1 + C(d)0(r)r�1;r;r�� ��r�1Xs=0 vr;2s+1� � 3�C(d)0(r)r+1;r�1;r�1 + C(d)0(r)r�1;r�1;r+1�+ 2�C(d)0(r)r;r�1;r + C(d)0(r)r�1;r+1;r�1�+ C(d)0(r)r;r;r�1 + C(d)0(r)r�1;r;r � +2�C(d)0(r)r+2;r�2;r�2 + C(d)0(r)r�2;r�2;r+2 + C(d)0(r)r+1;r�1;r�2 + C(d)0(r)r�2;r�1;r+1 + C(d)0(r)r�2;r+2;r�2�+C(d)0(r)r;r�1;r�1 + C(d)0(r)r�1;r�1;r + C(d)0(r)r�1;r+1;r�2 + C(d)0(r)r�2;r+1;r�1 + C(d)0(r)r;r;r�2 + C(d)0(r)r�2;r;r � 13 C(d)0(r)r;r�2;r ) :(3.26b)Bei beiden Vakuumerwartungswerten �nden wir in der niedrigsten Schleifenordnung Bei-tr�age zur f�uhrenden UV-Divergenz, die entweder als Kombination aus Vertex- und Pro-pagatorkoe�zienten auftreten oder aber ausschlie�lich einen Parameter des Geist-Gluon-Vertex enthalten. Im farbantisymmetrischen Geist-Gluon-Kondensat zeigen sich dar�uber-hinaus auch divergente Terme, die nur aus Kombinationen der Propagatorparameter be-stehen. Das Auftreten Letzterer r�uhrt vom perturbativen Anteil der Vertexfunktion her.Insbesondere erhalten wir aus (3.26a) f�ur das farbantisymmetrische Geist-Gluon-Kondensatin der ersten Approximationsstufe der Quasiteilchen-Sequenz :



3.3. BERECHNUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 77�GVG(1) = �3 g2NC(N2C � 1) �44 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( 2 v21;1+ 2 v1;1��1;1 + �1;3�� 13 ��21;1 + �21;3 + �1;1 �1;3�+��1;1 + �1;3�� 13 C(f)0(1)1;0;1 � �C(f)0(1)1;1;0 + C(f)0(1)0;1;1 � �+ C(f)0(1)1;0;0 + C(f)0(1)0;0;1 �v1;1 � 3�C(f)0(1)2;0;0 + C(f)0(1)0;0;2 � + 2�C(f)0(1)1;0;1 + C(f)0(1)0;2;0 �+ C(f)0(1)1;1;0 + C(f)0(1)0;1;1 � ) :(3.27)In der n�achst folgenden Approximationsstufe r = 3 erh�oht sich augenscheinlich die Anzahlder in Verbindung mit dem Doppelpol auftretenden Terme :�GVG(3) = �3 g2NC(N2C � 1) �44 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( 2�v23;1 + v23;3 + v23;5 + v3;1 (v3;3 + v3;5) + v3;3 v3;5�+2�v3;1 + v3;3 + v3;5���3;1 + �3;3 + �3;5 + �3;7��13 ��23;1 + �23;3 + �23;5 + �23;7 + �3;1 �3;3 + (�3;1 + �3;3) (�3;5+ �3;7) + �3;5 �3;7�+��3;1 + �3;3 + �3;5 + �3;7� � 13 C(f)0(3)3;2;3 � �C(f)0(3)3;3;2 + C(f)0(3)2;3;3 � ���v3;1 + v3;3 + v3;7�� 3�C(f)0(3)4;2;2 + C(f)0(3)2;2;4 �+ 2�C(f)0(3)3;2;3 + C(f)0(3)2;4;2 �+ C(f)0(3)3;3;2 + C(f)0(3)2;3;3 �+2�C(f)0(3)5;1;1 + C(f)0(3)1;1;5 + C(f)0(3)4;2;1 + C(f)0(3)1;2;4 + C(f)0(3)1;5;1 �+C(f)0(3)3;2;2 + C(f)0(3)2;2;3 + C(f)0(3)2;4;1 + C(f)0(3)1;4;2 + C(f)0(3)3;3;1 + C(f)0(3)1;3;3 � 13 C(f)0(3)3;1;3 ) : (3.28)Ein Blick auf (3.26a) macht nun deutlich, da� sich f�ur alle folgenden Stufen der rationalenApproximation die Anzahl der beitragenden Vertexparameter nicht mehr erh�oht. Andersausgedr�uckt: Wir haben ab r = 3 tats�achlich schon alle Strukturmerkmale des Geist-Gluon-Kondensats im Sinne unserer erweiterten St�orungstheorie erfa�t. Dies ist nat�urlichein h�ochst willkommenes Resultat; der algebraische Komplikationsgrad bei der Kondensat-berechnung in f�uhrender Schleifenordnung steigt hier ab r = 3 nicht mehr an. Die Ursache



78 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSATdaf�ur liegt nat�urlich in der charakteristischen Kopplung nicht-perturbativer Logarithmenan die h�ochste Schleifendivergenz, zu der aufgrund perturbativer Renormierbarkeit stetsnur eine begrenzte Zahl von Termen beitragen kann.3.4 Renormierung des Geist-Gluon-KondensatsDas Problem des Auftretens von Poltermen mit logarithmischen Residuen bei der Be-rechnung von Mehrschleifenintegralen mit �uberlappenden Divergenzen ist bereits aus derSt�orungstheorie bekannt. Diese Beitr�age f�ur sich genommen, h�atten nicht-lokale Counter-terme zur Folge und st�unden somit dem fundamentalen Prinzip der lokalen Formulierungeiner Feldtheorie entgegen. 't Hooft und Veltman [58] haben eine Vorschrift zur Beseiti-gung dieser unerw�unschten Polterme angegeben : F�ur jede auftretende Subdivergenz istder Integralbeitrag mit dem zugeh�origen Gegenterm als Insertion zu addieren. �Ubrig bleibtdann die Overall-Divergenz des Mehrschleifenintegrals.Diese Methode ist selbstverst�andlich auch auf Integrale im Rahmen der nicht-perturbativmodi�zierten St�orungsreihe anzuwenden. Dabei ist zu beachten, da� gem�a� dem Prin-zip der perturbativen Renormierbarkeit, die Counterterm-Insertionen der gew�ohnlichenSt�orungsrechnung zu entnehmen sind.Wir wollen das Verfahren jetzt zuerst am Beispiel des in der Kopplung f�uhrenden Bei-trags zum Geist-Gluon-Kondensat demonstrieren. 4 Der gesamte Integral-Gegenterm f�urdie verschiedenen Subdivergenzen des (lorentzkontrahierten) Zweischleifenintegrals (3.11)setzt sich wie folgt zusammen :CT (r) = CT (r)1 + 2 � CT (r)2 : (3.29)Zun�achst gilt f�ur den perturbativen Einschleifen-Counterterm zum Geistanteil der Gluon-polarisation :I��ab (p) = g2NC �ab ��0 Z dDk(2�)D (p+ k)�k�k2 (p+ k)2= g2NC(4�)D=2 �(2�D=2)2�D �ab � ��� p2 � (2�D) p�p� 	 Z 10 dx x (1� x) �x (1� x) p2�20 �D=2�2= � g2NC12 (4�)2 2� �ab � ��� p2 + 2 p�p� 	+ O(�0) : (3.30)4Dabei werden wir hier wiederum nur den Doppelpolbeitrag explizit angeben, da wir bereits im Ver-lauf der Kondensatberechnung einfache Pole mit logarithmischen Residuen als nicht-f�uhrende Divergenzenvernachl�assigt haben.



3.4. RENORMIERUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 79Mit (3.30) als Insertion in der nicht-perturbativen Eichbosonschleife erhalten wir als erstenGegentermbeitrag :
CT (r)1 = �g2NC (N2C � 1) (D� 1)12 (4�)2 2� ��0 Z dDp(2�)D p2D(r)T (p2) : (3.31)Das hierbei auftretende Impulsraumintegral ist bis auf konstante Faktoren identisch mitdem Abelschen Gluon-Kondensat (2.11) zum Nennergrad r.Daher folgt unter Verwendung von (2.18) das Resultat :CT (r)1 =� g2NC (N2C � 1) �42 (4�)4 � 2�2 + O�1� ln �2�20�� �( rXs;s0=0s�s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 � � rXt=1 ur;2t�� rXs=0 �r;2s+1�+ rXt;t0=1t<t0 ur;2t ur;2t0) : (3.32)Weiter ergibt sich f�ur den st�orungstheoretischen Einschleifen-Counterterm zur Geist-Selbstenergiein Landau-Eichung :

Iab(p) = �g2NC �ab ��0 Z dDk(2�)D p2k2 � (p � k)2k4 (p+ k)2= �g2NC (D � 1)2 (4�)D=2 �(2�D=2) �ab p2 Z 10 dx (1� x) �x (1� x) p2�20 �D=2�2= �3 g2NC4 (4�)2 2� �ab p2 +O(�0) : (3.33)



80 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSAT
Der Einschub von (3.33) in die nicht-perturbative Geisterschleife f�uhrt uns dann zumzweiten Integral-Gegenterm des Geist-Gluon-Kondensats gem�a� :CT (r)2 = �3 g2NC (N2C � 1)4 (4�)2 2� ��0 Z dDp(2�)D p2 ~D(r)(p2) : (3.34)Mit dem Resultat (2.40) f�ur das Geisterkondensat der kanonischen Massendimension viererhalten wir explizit :CT (r)2 =� 3 g2NC (N2C � 1) �42 (4�)4 � 2�2 + O�1� ln �2�20 �� �� r�1Xs;s0=0s�s0 vr;2s+1 vr;2s0+1 � � rXt=1 vr;2t�� r�1Xs=0 vr;2s+1�+ rXt;t0=1t<t0 vr;2t vr;2t0 � : (3.35)Begr�undung der Gegentermtechnik� @@�2�3 ( + + 2� ) = endlichAbbildung 3.1: Gegentermtechnik am Beispiel des Geist-Gluon-KondensatsNach unseren Ausf�uhrungen �uber die Beseitigung von Poltermen mit logarithmischenResiduen sind wir nun in die Lage versetzt, wie oben angek�undigt, die G�ultigkeit derGegentermtechnik auch bei Abwesenheit �au�erer Impulse am Beispiel des Geist-Gluon-Kondensats zu demonstrieren. Wir betrachten dazu Fig. 3.1. Zun�achst ist festzustellen,da� die in geschweiften Klammern stehende Summe von Graphen nach Konstruktion ins-gesamt keine Subdivergenzen besitzt. Ein einfaches Power-Counting-Argument liefert alsOverall-Divergenzgrad dieser Graphenkombination � = 4. Weiter sind die Countertermeselbst auf Grund der vorausgesetzten perturbativen Renormierbarkeit unabh�angig vomspontanen QCD-Skalenparameter �. Damit kann man sich aber nun unter Ber�ucksichti-gung der rationalen Struktur der Integranden bez�uglich � relativ leicht davon �uberzeugen,



3.4. RENORMIERUNG DES GEIST-GLUON-KONDENSATS 81da� { wie in der Abbildung angedeutet { die dreimalige Ableitung nach dem Quadrat desSkalenparameters die Overall-Divergenz beseitigt und somit zu einem endlichen Resultatf�uhrt.Die systematische Behandlung des nach Addition der Integral-Gegenterme f�ur die einzel-nen Subdivergenzen verbleibenden Doppelpols in � als Ausdruck der Overall-Divergenz desZweischleifenintegrals (3.11) hat nun im Rahmen der COR zu erfolgen und f�uhrt uns aufdas bereits erw�ahnte Mischungsproblem zusammengesetzter Operatoren mit kanonischerMassendimension vier [51].



Kapitel 4Das 3-Gluon-Kondensat4.1 3-Gluon-Vertex in Landau-Eichung
Wir nehmen jetzt wieder Impulserhaltung gem�a� p1 + p2 + p3 = 0 an und z�ahlen dieeinzelnen Impulsvariablen als einlaufend bez�uglich der nicht-perturbativ modi�ziertenDreipunkt-Vertexfunktion.Beginnend mit der farbkovarianten Zerlegung des Basisvertex f�ur die Wechselwirkungdreier Eichbosonfelder in der Form :��3V ����abc = fabc ����3V (f) + dabc ����3V (d) ; (4.1)w�ahlen wir im Folgenden die Landau-Eichung und setzen :����3T (c)(p1; p2; p3) = t��0(p1) t��0(p2) t��0(p3) ��3V (c)��0�0�0(p1; p2; p3) ; (4.2)wobei c 2 ff; dg die zugeh�orige Farbsymmetrie kennzeichnet.Die Eigenschaft der Lorentz-Kovarianz f�uhrt uns schlie�lich auf folgende Darstellung derdreifach transversal projizierten Vertexfunktion :��3T (c)����(p1; p2; p3) = i g t��0(p1) t��0(p2) t��0(p3)n ��0�0 (p2 � p3)�0 F(c)0(p22; p23; p21) +��0�0 (p3 � p1)�0 F(c)0(p23; p21; p22) + ��0�0 (p1 � p2)�0 F(c)0(p21; p22; p23) +(p2 � p3)�0 (p3 � p1)�0 (p1 � p2)�0 F(c)1(p21; p22; p23)o : (4.3)82



4.1. 3-GLUON-VERTEX IN LANDAU-EICHUNG 83In den FDRA-Ans�atzen [3] f�ur die invarianten Funktionen (k 2 f0; 1g) gem�a�F (r;0)(c)k (p21; p22; p23) := F (r)(c)k(p21; p22; p23)= N (r)3V (c)k(p21; p22; p23)h rQs=1�p21 + ur;2s�2� i h rQs=1�p22 + ur;2s�2� i h rQs=1�p23 + ur;2s�2� i (4.4)wurde bereits wieder die f�ur die DS-Selbstkonsistenz erforderliche �Ubereinstimmung vonPropagatorz�ahlern und dem Nenner der Vertexfunktion implementiert.Die Schreibweise in (4.3) soll andeuten, da� als Folge der Bose-Symmetrie die dimensions-losen Funktionen F(c)0 symmetrisch (falls c = f) bzw. antisymmetrisch (falls c = d) in denersten beiden Argumenten sind, w�ahrend die Funktionen F(c)1 mit Massendimension �2totalsymmetrisch (c = f) bzw. total antisymmetrisch (c = d) sein m�ussen.F�ur die Z�ahlerpolynome aus (4.4) setzen wir an :N (r)3V (c)k(p21; p22; p23) = (?)Xm1;m2;m3�0C(c)k(r)m1;m2;m3 �p21�m1�p22�m2�p23�m3��2�3r�k�(m1+m2+m3) ;(4.5)und ber�ucksichtigen hierbei den st�orungstheoretischen Limes in Gestalt der EuklidischenFeynman-Regel [4] :��(0)pert3V ����abc = i g fabc n ��� (p2 � p3)� + ��� (p3 � p1)� + ��� (p1 � p2)� o ; (4.6)durch die De�nition C(c)k(r)r;r;r := �cf�k0 .Aus der Forderung nach perturbativer Renormierbarkeit unseres Ansatzes (4.4) erhaltenwir als Einschr�ankungen (?) f�ur den Summationsbereich der Indizes der nicht-perturbativenVertexkoe�zienten : m1 +m2 +m3 � 3r � km1 +m2 � 2r � km2 +m3 � 2r � km1 +m3 � 2r � k :Die zur Farbsymmetrie c geh�orige 3-Punkt-Greens-Funktion in Landau-Eichung setzt sichdann in der bekannten Weise aus dem entsprechenden Beitrag des 3-Gluon-Vertex undden Propagatoren des Eichfeldes zusammen :



84 KAPITEL 4. DAS 3-GLUON-KONDENSAT(G3T (c))���(p1; p2; p3) = t��0(p1)DT (p21) t��0(p2)DT (p22) t��0(p3)DT (p23) ��0�0�03T (c) (p1; p2; p3) :F�ur die r-te Stufe der rationalen Approximation im Rahmen unserer erweiterten St�orungs-reihe erhalten wir dementsprechend :�G(r)3T (c)����(p1; p2; p3) =i g t��0 (p1) t��0(p2) t��0(p3)h rQs=0�p21 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�p22 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�p23 + �r;2s+1�2� i �n ��0�0 (p2 � p3)�0 N (r)3T (c)0(p22; p23; p21) + ��0�0 (p3 � p1)�0N (r)3T (c)0(p23; p21; p22) +��0�0 (p1 � p2)�0 N (r)3T (c)0(p21; p22; p23) + (p2 � p3)�0 (p3 � p1)�0 (p1 � p2)�0 N (r)3T (c)1(p21; p22; p23)o :(4.7)Wir werden f�ur sp�atere Berechnungen im Rahmen der Landau-Eichung folgende alterna-tive Schreibweise im Sinne von (4.2) und (4.3) verwenden :����3T (c)(p1; p2; p3) =: i g 4Xj=1 h���j (p1; p2; p3)F(c)j(p21; p22; p23) ; (4.8a)mit h���j (p1; p2; p3) = t��0(p1) t��0(p2) t��0(p3) (fj)�0�0�0(p1; p2; p3) : (4.8b)Dem Summanden mit j = 4 soll hierbei der Fall k = 1 in der urspr�unglichen Notationentsprechen. Der perturbative Grenzfall wird dann gew�ahrleistet durch die De�nitionC(c)j(r)r;r;r := �cf �1� �j4�. Die Funktionen (fj)��� sind unmittelbar (4.3) zu entnehmen.4.2 De�nition des 3-Gluon-Kondensats



4.2. DEFINITION DES 3-GLUON-KONDENSATS 85Der Ausgangspunkt unserer nachfolgenden Betrachtungen sei die Schwinger-Funktion f�urdrei Eichbosonfelder :
A�a(x)A�b (y)A�c (z) � = �2�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D eip1(x�z) eip2(y�z) (G3V )���abc (p1; p2;�p1 � p2) :(4.9)Hieraus folgt durch einmalige Ableitung f�ur das lokale Dreipunktkondensat der Massen-dimension vier :
 (@!A�a)A�bA�c � = i �2�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D (p1)!(G3V )���abc (p1; p2;�p1 � p2) : (4.10)Eine kovariante Zerlegung dieses Vakuumerwartungswertes nach Farb- und Lorentz-Tensorenergibt :
 (@!A�a)A�b A�c � = ctf fabc n �����! � �����! o +dabc n ctd �D (�����! + �����!)� 2 ��!���� + cld ��!��� o : (4.11)Dabei wurde Gebrauch gemacht von der Symmetrie des Tensors (4.10) unter simultanerVertauschung �  ! �, b  ! c. Aus den beiden (��)-symmetrischen Lorentz-Tensoren�����! + �����! und �����! bildeten wir zwei zueinander orthogonale Linearkombinatio-nen.F�ur die skalaren Koe�zienten in (4.11) �ndet man unter Verwendung von Spureigenschaf-ten der SU(NC)-Farbalgebra aus A.3 :ctf = 2iNC(N2C � 1)D(D� 1) 
Tr(@�A�) [A�; A� ] �ctd = NC(N2C � 4)(N2C � 1)D2(D � 1)(D+ 2) 
DTr� (@�A�) fA�; A�g �� dabc (@�A�a)A�;bA�c �cld = NC(N2C � 4)(N2C � 1)D2 
 dabc (@�A�a)A�;bA�c � :Auf dieser Grundlage de�nieren wir nun die skalaren 3-Gluon-Kondensate gem�a� :V 3 := i g 
Tr(@�A�) [A�; A� ] � (4.12a)V 3ST := g 
DTr� (@�A�) fA�; A�g �� dabc (@�A�a)A�;bA�c � (4.12b)V 3SL := g 
 dabc (@�A�a)A�;bA�c � : (4.12c)



86 KAPITEL 4. DAS 3-GLUON-KONDENSATDann gilt 1 :V 3 = 14 g fabc ������! � �����!	
 (@!A�a)A�bA�c � (4.13a)V 3ST = 12 g dabc �D (�����! + �����!)� 2��!���	
 (@!A�a)A�bA�c � (4.13b)V 3SL = g dabc ��!��� 
 (@!A�a)A�bA�c � : (4.13c)Zur Bestimmung der skalaren Vakuumerwartungswerte aus (4.12) gen�ugt also die Kennt-nis des Tensors (4.10), dessen Produkt mit der (renormierten) Kopplungskonstanten wiranschlie�end im Rahmen der mikroskopischen Berechnung dann bis auf weiteres schlecht-hin als das 3-Gluon-Kondensat bezeichnen wollen.Auch die drei Gr�o�en (4.12) z�ahlen zu den insgesamt dreizehn a priori unbekannten Para-metern, deren Bestimmung �aquivalent mit der L�osung des Selbstkonsistenzproblem derDS-Gleichungen f�ur die Yang-Mills-Theorie im Kontext der OPE eichvarianter QCD-Korrelationsfunktionen ist. Weiter ist bekannt, da� eine der Slavnov-Taylor-Identit�atendas Verschwinden des rein longitudinalen Beitrags zum vollen 3-Gluon-Vertex fordert. Wiedie Rechnungen in [63] zeigen, ist diese Forderung f�ur seinen farbantisymmetrischen OPE-Beitrag in beliebiger kovarianter Eichung auf Grund des Verschwindens des gluonischenBewegungsgleichungskondensats erf�ullt; um die G�ultigkeit der STI auch im farbsymmetri-schen Sektor der OPE f�ur den 3-Punkt-Vertex zu gew�ahrleisten, mu� als Relation zwischenden beiden exotischen Vakuumkondensaten gelten :V 3ST + 3 � V 3SL = 0 :Wie (1.40) zu entnehmen ist, tritt das kanonische Dreipunktkondensat V 3 aus Gleichung(4.12a) auch als BRST-varianter Beitrag in einer Darstellung des eichunabh�angigen Gluon-Kondensats hG2 i auf.4.3 Berechnung des 3-Gluon-Kondensats zum Nennergrad rF�ur das 3-Gluon-Kondensat in der r-ten Stufe der rationalen Approximation gilt nachdem oben Gesagten :g 
 (@!A�a)A�bA�c �(r) = i g �2�0 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D p! �G(r)3V ����abc (p; k;�p� k) : (4.14)Wir setzen nun in Landau-Eichung :1Das farbsymmetrische, longitudinale Kondensat V 3SL haben wir hier nur der Vollst�andigkeit halberangegeben. An Stelle unserer dreifach transversal projizierten Vertexfunktion (4.3) m�u�ten wir zu seinerBerechnung die allgemeine Struktur des gluonischen 3-Punkt-Vertex mit seinen 14 linear unabh�angigenLorentz-Tensoren dritter Stufe und 6 verschiedenen invarianten Funktionen f�ur jede der beiden m�oglichenFarbstrukturen [59] verwenden.



4.3. BERECHNUNG DES 3-GLUON-KONDENSATS 87g 
 (@!A�a)A�bA�c �(r) =: �g2 4Xj=1n fabc � I(r)(f)j ����! + dabc � I(r)(d)j ����! o ; (4.15a)wobei mit den rationalen Ans�atzen in niedrigster st�orungstheoretischer Ordnung gilt :� I(r)(c)j ����! = �2�0 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D p! h���j (p; k;�p� k) �(?)Pm1;m2;m3�0C(c)j(r)m1;m2;m3 �p2�m1 �k2�m2 �(p+ k)2�m3 ��2�3r�(m1+m2+m3)��j4h rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i :(4.15b)Zur Berechnung des f�uhrenden divergenten Beitrags aus dem Zweischleifenintegral (4.15b)verwenden wir erneut die Gegentermtechnik und m�ussen daher zun�achst die verschiedenenSubdivergenzen spezi�zieren. Konkret geschieht dies durch Auswahl von je zwei Indizes dernicht-perturbativen Dreipunktfunktion, die �uber ihre angeh�angten Propagatoren jeweilseine Integrationsschleife de�nieren. In diesem Sinne setzen wir also :� I(r)(c)j ����!div =: 3Xn=1 �
(r)n(c)j ����! ;wobei in unserer Notation �
(r)n(c)j ����! der zuerst auszuf�uhrenden (mkml)-Subschleifemit (n k l) zyklisch entsprechen soll.Die analytische Auswertung dieser Integrale erfolgt nun prinzipiell mit denselben Me-thoden, die wir bereits beim Geist-Gluon-Kondensat ausf�uhrlich kennengelernt haben.Sie gestaltet sich jedoch nicht zuletzt auf Grund der hier vorliegenden Divergenzstrukturtechnisch schwieriger und erfordert einen weit h�oheren algebraischen Aufwand. Wir wol-len deshalb an dieser Stelle im wesentlichen nur noch die Ergebnisse referieren. Detailsder jeweiligen Rechnung k�onnen dem entsprechenden Kapitel des Anhangs B entnommenwerden.4.3.1 Subschleife mit (m2m3)Von Gleichung (4.15b) ausgehend, suchen wir hier zun�achst die Subdivergenz der durchdie Indizes m2 und m3 de�nierten Impulsschleife und schreiben bei somit festgelegterIntegrationsreihenfolge :
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�
(r)1(c)j ����! = �2�0 (?)Xm1;m2;m3�0Z dDp(2�)D p! �p2�m1 ��2�r�m1rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� Z dDk(2�)D h���j (p; k;�p� k) �C(c)j(r)m1;m2;m3 �k2�m2 �(p+ k)2�m3 ��2�2r�(m2+m3)��j4h rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i : (4.16)Wie in Anhang B.1 dokumentiert, ergibt sich daf�ur :�
(r)1(c)1 ����! = �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( 9 �� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1�r;2t0+1� �cf � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r�1;r;r � C(c)1(r)r�2;r;r � ������! � �����!�+�C(c)1(r)r�2;r+1;r�1 � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r�1;r+1;r�1 � �13 �����! � 5 �����! � 2 ��!����+� � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r�1;r�1;r+1 � C(c)1(r)r�2;r�1;r+1 � �13 �����! � 5 �����! � 2 ��!����+C(c)1(r)r�2;r+2;r�2 �17 �����! � �����! � 4 ��!����� C(c)1(r)r�2;r�2;r+2 �17 �����! � �����! � 4 ��!���� ) ;(4.17a)
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(r)1(c)2 ����! = �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� �� � rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1�r;2t0+1� �cf � � rXs=0 �r;2s+1�� r+1Xm3=r�1C(c)2(r)r�1;2r�m3;m3�+ r+2Xm3=r�2C(c)2(r)r�2;2r�m3;m3 � ��4 �����! � 32 �����! + 7 ��!���� ; (4.17b)�
(r)1(c)3 ����! = �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� ��� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1�r;2t0+1��cf � � rXs=0 �r;2s+1�� r+1Xm3=r�1C(c)3(r)r�1;2r�m3;m3�+ r+2Xm3=r�2C(c)3(r)r�2;2r�m3;m3 � ��32 �����! � 4 �����! � 7 ��!���� ; (4.17c)�
(r)1(c)4 ����! = 0 +O�1� ln �2�20� : (4.17d)Erneut legt der dimensionsbehaftete spontane Parameter � die Massenskala der Beitr�agezum Vakuumerwartungswert fest. Mit dem f�uhrenden Doppelpol in � tritt jeweils dasQuadrat eines nicht-perturbativen Logarithmus auf, wodurch sich { wie schon mehrfachbeschrieben { f�uhrende Anteile im Sinne der erweiterten St�orungsreihe manifestieren. Ent-sprechend zum Fall des Geist-Gluon-Kondensats �nden wir auch hier sowohl Kombina-tionen aus Vertex- und Propagatorkoe�zienten vor, als auch Beitr�age, die ausschlie�lichdurch die Vertexparameter bestimmt sind. Im farbantisymmetrischen Sektor sind dar�uber-hinaus mit dem rein perturbativen Anteil der gluonischen Dreipunktfunktion wieder di-vergente Strukturen verkn�upft, welche nur aus Kombinationen der Propagatorparameterbestehen. Einfache Pole mit logarithmischen Residuen haben wir als nicht-f�uhrende Bei-tr�age vernachl�assigt.Aus den vorliegenden Resultaten (4.17) deutet sich eine formale (Anti-)Symmetrie-eigenschaft unter simultanen Vertauschungen �  ! � und m2  ! m3 an, wobei diehier verwendete Sprechweise darauf hinweisen soll, da� intrinsische Symmetriemerkmaleder Vertexkoe�zienten zun�achst au�er acht gelassen werden. So ist der Beitrag (4.17a)f�ur sich bereits antisymmetrisch unter der genannten Vertauschungsoperation, w�ahrendman bei (4.17b) und (4.17c) zusammengenommen diese Eigenschaft vor�ndet. Man kannan dieser Stelle bereits die Vermutung �au�ern, da� im Hintergrund unserer Beobachtungdie Bose-Symmetrie des Tensors (4.10) bez�uglich der beiden undi�erenzierten Gluonfeldersteht.4.3.2 Subschleife mit (m3m1)Jetzt berechnen wir f�ur das Zweischleifenintegral (4.15b) zuerst die UV-Divergenz derdurch die Indizes m1 und m3 de�nierten Subschleife :
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�
(r)2(c)j ����! = �2�0 (?)Xm1;m2;m3�0 Z dDk(2�)D �k2�m2 ��2�r�m2rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� Z dDp(2�)D h���j (p; k;�p� k) p! �C(c)j(r)m1;m2;m3 �p2�m1 �(p+ k)2�m3 ��2�2r�(m1+m3)��j4h rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i : (4.18)Mit den in Anhang B.2 beschriebenen technischen Einzelheiten folgt als Resultat f�ur denDoppelpolbeitrag des 2-Loop-Integrals bei festgelegter Schleifenfolge :�
(r)2(c)1����! = �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( � �� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1��cf + � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r;r�1;r � C(c)1(r)r;r�2;r � ������! + 7 �����! � 2 ��!����+� � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r+1;r�1;r�1 � C(c)1(r)r+1;r�2;r�1 � �2 �����! + 2 �����! � ��!����+3 � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r�1;r�1;r+1 � C(c)1(r)r�1;r�2;r+1 � �4 �����! � ��!����+C(c)1(r)r�2;r�2;r+2 ������! � 17 �����! + 4 ��!����� 3C(c)1(r)r+2;r�2;r�2 ������! � �����!� ) ;(4.19a)
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(r)2(c)2����! = �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( � rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1� �cf �2 �����! + 26 �����! � 7 ��!����+ 9 ������! � 5 �����! + ��!���� �� 2� rXs=0 �r;2s+1�2 �cf � � rXs=0 �r;2s+1�� rXm3=r�1C(c)2(r)2r�1�m3;r;m3�+ r+1Xm3=r�2C(c)2(r)2r�1�m3;r�1;m3 �+� rXs=0 �r;2s+1� hC(c)2(r)r+1;r�1;r�1 ��28 �����! + 100 �����! � 13 ��!����+C(c)2(r)r;r�1;r ��20 �����! + 86 �����! � 11 ��!����� 3C(c)2(r)r�1;r�1;r+1 �6 �����! � 34 �����! + 5 ��!���� i +3C(c)2(r)r+2;r�2;r�2 �8 �����! � 18 �����! + ��!����+ 5C(c)2(r)r+1;r�2;r�1 �2 �����! � 2 �����! � ��!����+C(c)2(r)r;r�2;r �2 �����! � 4 �����! � 7 ��!����� 3C(c)2(r)r�1;r�2;r+1 �4 �����! + ��!����+C(c)2(r)r�2;r�2;r+2 �4 �����! � 58 �����! + 7 ��!���� ) ; (4.19b)�
(r)2(c)3����! = �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �( � � rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1� �cf � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)3(r)r;r�1;r + C(c)3(r)r;r�2;r � �34 �����! � 14 �����! � 5 ��!������ � rXs=0 �r;2s+1�C(c)3(r)r+1;r�1;r�1 � C(c)3(r)r+1;r�2;r�1 � �35 �����! � 19 �����! � 4 ��!�����3 � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)3(r)r�1;r�1;r+1 � C(c)3(r)r�1;r�2;r+1 � �11 �����! � 3 �����! � 2 ��!����+3C(c)3(r)r+2;r�2;r�2 �12 �����! � 8 �����! � ��!����+ C(c)3(r)r�2;r�2;r+2 �32 ��� ��! � 4 �����! � 7 ��!���� ) ;(4.19c)
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(r)2(c)4����! = 23�4288 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �� � rXs=0 �r;2s+1�� rXm3=r�1C(c)4(r)2r�1�m3;r�1;m3�� r+1Xm3=r�2C(c)4(r)2r�1�m3;r�2;m3 �������! � 5 �����! + ��!���� :(4.19d)Mit Ausnahme des Symmetriearguments k�onnen hier dieselben Feststellungen hinsichtlichder Strukturmerkmale unserer Gegentermbeitr�age getro�en werden, wie wir sie bereits imAnschlu� an (4.17) diskutiert haben.4.3.3 Subschleife mit (m1m2)
Es soll hier zun�achst die UV-Divergenz aus der Impulsschleife mit den Indizes m1 und m2extrahiert werden :�
(r)3(c)j ����! = �2�0 (?)Xm1;m2;m3�0 Z dDk(2�)D �k2�m3 ��2�r�m3rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� Z dDp(2�)D h���j (p;�p� k; k) p! �C(c)j(r)m1;m2;m3 �p2�m1 �(p+ k)2�m2 ��2�2r�(m1+m2)��j4h rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i : (4.20)Ein Blick zur�uck zu Gleichung (4.18) sowie der Hinweis auf die Eigenschaften 2 :h���1 (p;�p� k; k) = �h���1 (p; k;�p� k)h���2 (p;�p� k; k) = �h���3 (p; k;�p� k)h���3 (p;�p� k; k) = �h���2 (p; k;�p� k)h���4 (p;�p� k; k) = �h���4 (p; k;�p� k) ;2Vergleiche dazu die De�nition in (4.8).



4.3. BERECHNUNG DES 3-GLUON-KONDENSATS 93machen sofort klar, da� wir zur Berechnung des Gegentermbeitrags (4.20) unmittelbar aufdie Ergebnisse des letzten Abschnittes zur�uckgreifen k�onnen. Wir erhalten schlie�lich mitBezug auf (4.19) das Resultat :�
(r)3(c)1����! = � �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 �� �( � �� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1��cf + � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r;r;r�1 � C(c)1(r)r;r;r�2 � ������! + 7 �����! � 2 ��!����+� � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r+1;r�1;r�1 � C(c)1(r)r+1;r�1;r�2 � �2 �����! + 2 �����! � ��!����+3 � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)1(r)r�1;r+1;r�1 � C(c)1(r)r�1;r+1;r�2 � �4 �����! � ��!����+C(c)1(r)r�2;r+2;r�2 ������! � 17 �����! + 4 ��!����� 3C(c)1(r)r+2;r�2;r�2 ������! � �����!� ) ;(4.21a)�
(r)3(c)2����! = � �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 �� �( � � rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1� �cf � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)2(r)r;r;r�1 + C(c)2(r)r;r;r�2 � �34 �����! � 14 �����! � 5 ��!������ � rXs=0 �r;2s+1�C(c)2(r)r+1;r�1;r�1 � C(c)2(r)r+1;r�1;r�2 � �35 �����! � 19 �����! � 4 ��!�����3 � � rXs=0 �r;2s+1�C(c)2(r)r�1;r+1;r�1 � C(c)2(r)r�1;r+1;r�2 � �11 �����! � 3 �����! � 2 ��!����+3C(c)2(r)r+2;r�2;r�2 �12 �����! � 8 �����! � ��!����+ C(c)2(r)r�2;r+2;r�2 �32 ��� ��! � 4 �����! � 7 ��!���� ) ;(4.21b)
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(r)3(c)3����! = � �4144 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 �� �( � rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1� �cf �2 �����! + 26 �����! � 7 ��!����+ 9 ������! � 5 �����! + ��!���� �� 2� rXs=0 �r;2s+1�2 �cf � � rXs=0 �r;2s+1�� rXm2=r�1C(c)3(r)2r�1�m2;m2;r�+ r+1Xm2=r�2C(c)3(r)2r�1�m2;m2;r�1 �+� rXs=0 �r;2s+1� hC(c)3(r)r+1;r�1;r�1 ��28 �����! + 100 �����! � 13 ��!����+C(c)3(r)r;r;r�1 ��20 �����! + 86 �����! � 11 ��!����� 3C(c)3(r)r�1;r+1;r�1 �6 �����! � 34 �����! + 5 ��!���� i +3C(c)3(r)r+2;r�2;r�2 �8 �����! � 18 �����! + ��!����+ 5C(c)3(r)r+1;r�1;r�2 �2 �����! � 2 �����! � ��!����+C(c)3(r)r;r;r�2 �2 �����! � 4 �����! � 7 ��!����� 3C(c)3(r)r�1;r+1;r�2 �4 �����! + ��!����+C(c)3(r)r�2;r+2;r�2 �4 �����! � 58 �����! + 7 ��!���� ) ; (4.21c)�
(r)3(c)4����! = � 23�4288 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 �� �� � rXs=0 �r;2s+1�� rXm2=r�1C(c)4(r)2r�1�m2;m2;r�1�� r+1Xm2=r�2C(c)4(r)2r�1�m2;m2;r�2 �������! � 5 �����! + ��!���� :(4.21d)Zusammen mit (4.19) betrachtet, weist das obige Ergebnis nun ebenfalls die bereits zurSprache gekommene formale Antisymmetrie unter gleichzeitigen Vertauschungen � ! �und m2  ! m3 auf.4.3.4 ZusammenfassungNachdem wir unter Anwendung der Gegentermtechnik alle zur h�ochsten UV-Divergenzdes Zweischleifenintegrals (4.15b) z�ahlenden Beitr�age bestimmt haben, sind wir jetzt alsoin der Lage, den in der quadratischen Kopplung f�uhrenden Anteil der beiden transversalenDreipunktkondensate (4.12a) und (4.12b) in Landau-Eichung anzugeben.Zuvor ist jedoch eine Bemerkung hinsichtlich unserer in Anlehnung an (4.8) de�nier-ten Vertexparameter angebracht : Wir haben im bisherigen Verlauf der Kondensatrech-nung noch keine Aussage zu den Konsequenzen aus der Bose-Symmetrie der 3-Gluon-Korrelationsfunktion gemacht und die damit verbundenen Eigenschaften dementsprechend



4.3. BERECHNUNG DES 3-GLUON-KONDENSATS 95auch nirgendwo verwendet. 3 Dies soll jetzt nachgeholt werden. Unter Ber�ucksichtigung derPermutationssymmetrie �nden wir f�ur die Koe�zienten aus der rationalen Approximantedes vollen 3-Gluon-Vertex :C(c)2(r)m1;m2 ;m3 = C(c)1(r)m2;m3;m1C(c)3(r)m1;m2 ;m3 = C(c)1(r)m3;m1;m2C(f)1(r)m1;m2 ;m3 = C(f)1(r)m1;m3;m2 ; C(f)4(r)m1;m2;m3 totalsymmetrisch�C(d)1(r)m1;m2 ;m3 = C(d)1(r)m1;m3;m2 ; C(d)4(r)m1;m2;m3 total antisymmetrisch :Gemeinsam mit der formalen Antisymmetrie unserer Gegentermbeitr�age sowie der jewei-ligen Farbsymmetrie ergibt sich aus den obigen Permutationsregeln tats�achlich die bereitsin der Diskussion zu (4.17) erw�ahnte partielle Bose-Symmetrie des tensoriellen Vakuum-erwartungswertes (4.10).Auf der Grundlage der Resultate (4.17) , (4.19) und (4.21) folgt dann f�ur den Zweischleifen-beitrag zum kanonischen 3-Gluon-Kondensat (4.12a) in beliebiger Stufe r der rationalenApproximation :V 3(r) =g2NC (N2C � 1) �424 (4�)4 � 2�2 + ln2 ��2�20� +O�1� ln �2�20�� �(�75 rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 � 108� rXs=0 �r;2s+1�2 +� rXs=0 �r;2s+1 � h 78C(f)1(r)r+1;r�1;r�1+ 198C(f)1(r)r;r;r�1 + 368C(f)1(r)r�1;r+1;r�1+ 115C(f)1(r)r�1;r;r � 138C(f)4(r)r;r�1;r�1 i�66C(f)1(r)r+2;r�2;r�2� 78C(f)1(r)r+1;r�2;r�1� 90C(f)1(r)r;r;r�2 � 210C(f)1(r)r�1;r+1;r�2� 108C(f)1(r)r�1;r;r�1�272C(f)1(r)r�2;r+2;r�2� 50C(f)1(r)r�2;r+1;r�1+ 3C(f)1(r)r�2;r;r + 138 �C(f)4(r)r+1;r�2;r�2 + C(f)4(r)r;r�1;r�2 �) :(4.22)Die reellen, zahlenwertigen Vorfaktoren der nicht-perturbativen Parameter in (4.22) er-weisen sich wieder als unabh�angig vom Nennergrad r. Weiter �ndet man drei verschiedeneTypen von Beitr�agen vor : rein aus dem Propagatoransatz stammende Anteile, Kombina-tionen aus Propagator- und Vertexkoe�zienten sowie Terme, die ausschlie�lich Vertexpa-rameter enthalten. Es sei nochmals erw�ahnt, da� die beiden letztgenannten Kategorien imRahmen von Entkopplungsn�aherungen, welche nur die Propagatoren der Theorie modi�-zieren, grunds�atzlich nicht erfa�t werden k�onnen.3Im Gegenzug bekommen wir stattdessen ein Kriterium f�ur die Plausibilit�at der Gegentermresultateaus den vorangegangenen Abschnitten.



96 KAPITEL 4. DAS 3-GLUON-KONDENSATSpeziell die beiden niedrigsten Approximationsstufen f�ur (4.22) lauten explizit :V 3(1) =g2NC (N2C � 1) �424 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� ���183 ��21;1 + �21;3 �� 291 �1;1 �1;3 � 108C(f)1(1)0;1;0 +��1;1 + �1;3 � h 78C(f)1(1)2;0;0 + 198C(f)1(1)1;1;0 + 368C(f)1(1)0;2;0 + 115C(f)1(1)0;1;1 � 138C(f)4(1)1;0;0 i � ;(4.23a)V 3(3) =g2NC (N2C � 1) �424 (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� ���183 ��23;1 + �23;3 + �23;5 + �23;7 �� 291 ��3;1 �3;3 + (�3;1 + �3;3) (�3;5+ �3;7) + �3;5 �3;7 �+��3;1 + �3;3 + �3;5 + �3;7 � h 78C(f)1(3)4;2;2 + 198C(f)1(3)3;3;2 + 368C(f)1(3)2;4;2 + 115C(f)1(3)2;3;3 � 138C(f)4(3)3;2;2 i �66C(f)1(3)5;1;1 � 78C(f)1(3)4;1;2 � 90C(f)1(3)3;3;1 � 210C(f)1(3)2;4;1 � 108C(f)1(3)2;3;2 �272C(f)1(3)1;5;1 � 50C(f)1(3)1;4;2 + 3C(f)1(3)1;3;3 + 138 �C(f)4(3)4;1;1 + C(f)4(3)3;2;1 � � : (4.23b)Man erkennt ein Wachstum in der Anzahl der zur niedrigsten Schleifenordnung des Kon-densats beitragenden Vertexparameter bis r = 3. Gleichzeitig verr�at ein Blick auf unserallgemeines Resultat (4.22), da� mit noch h�oheren Stufen der rationalen Approximationkeine zus�atzlichen neuen Terme verbunden sind.Entsprechend erhalten wir f�ur das farbsymmetrische Kondensat (4.12b) :V 3ST (r) =2 g2 (N2C � 4) (N2C � 1) �4NC (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 �� �( � rXs=0 �r;2s+1�h 5C(d)1(r)r�1;r+1;r�1 + 2C(d)1(r)r;r;r�1 i + C(d)1(r)r�2;r+1;r�1 + 2C(d)1(r)r�2;r+2;r�2 ) ;(4.24)und in seinen beiden f�uhrenden Approximationsstufen gilt :V 3ST (1) =2 g2 (N2C � 4) (N2C � 1) �4NC (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� ���1;1 + �1;3 � h 5C(d)1(1)0;2;0 + 2C(d)1(1)1;1;0 i ; (4.25a)



4.4. RENORMIERUNG DES 3-GLUON-KONDENSATS 97V 3ST (3) =2 g2 (N2C � 4) (N2C � 1) �4NC (4�)4 � 2�2 + ln2��2�20� +O�1� ln �2�20�� �� � �3;1 + �3;3 + �3;5 + �3;7 � h 5C(d)1(3)2;4;2 + 2C(d)1(3)3;3;2 i+ C(d)1(3)1;4;2 + 2C(d)1(3)1;5;1 � :(4.25b)Wir erkennen hier prinzipiell dieselben Strukturmerkmale wie beim kanonischen 3-Gluon-Kondensat { bis auf die Ausnahme, da� jetzt im farbsymmetrischen Fall keine ausschlie�-lich von den Gluon-Propagatoren stammenden Beitr�age zu �nden sind. Die Ursache hierf�urliegt letztendlich in der asymptotischen Freiheit der Theorie in Verbindung mit der anti-symmetrischen Farbstruktur der st�orungstheoretischen Dreipunktfunktion begr�undet.4.4 Renormierung des 3-Gluon-KondensatsUm Polterme mit logarithmischen Residuen aus dem Zweischleifenbeitrag der gluonischenDreipunktkondensate zu eliminieren, untersuchen wir den aus drei identischen Anteilenbestehenden Integral-Gegenterm s�amtlicher Subdivergenzen :CT (r) = 3 � CT (r)1 : (4.26)Zun�achst ist hierf�ur der perturbative Einschleifen-Counterterm des gluonischen Beitragszur Polarisation des Eichfeldes zu berechnen. Wir erhalten :
I��ab (p) = 12 g2NC �ab ��0 Z dDk(2�)D n ��� (2p+ k)� � ��� (p+ 2k)� + ��� (k� p)� o ���0k2 � k�k�0k4 �n����0 (2p+ k)�0 + ��0�0 (p+ 2k)� + ��0� (p� k)�0 o ���0 (p+ k)2 � (p+ k)�(p+ k)�0(p+ k)4= � g2NC6 (4�)2 2� �ab � 252 ���p2 � 14 p�p� �+ O(�0) : (4.27)Durch Insertion von (4.27) in die nicht-perturbative Gluonschleife ergibt sich dann derIntegral-Gegenterm :CT (r)1 = �25 g2NC (N2C � 1) (D� 1)12 (4�)2 2� ��0 Z dDp(2�)D p2D(r)T (p2) : (4.28)



98 KAPITEL 4. DAS 3-GLUON-KONDENSAT
Unter Ber�ucksichtigung des Resultats (2.18) f�ur den divergenten Anteil des AbelschenGluon-Kondensats erhalten wir schlie�lich :CT (r)1 =� 25 g2NC (N2C � 1) �42 (4�)4 � 2�2 + O�1� ln �2�20�� �( rXs;s0=0s�s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 � � rXt=1 ur;2t�� rXs=0 �r;2s+1�+ rXt;t0=1t<t0 ur;2t ur;2t0) : (4.29)Die nach Addition des gesamten Integral-Gegenterms (4.26) �ubrig bleibende Overall-Divergenz des 3-Gluon-Kondensats ist mit den Techniken der COR zu behandeln undf�uhrt wiederum auf das Mischungsproblem der Dimension-4-Operatoren im Rahmen derQCD [51].4.5 Erg�anzung: De�nition des 4-Gluon-KondensatsWir beginnen mit der Darstellung des Vakuumerwartungswertes f�ur das nicht-lokale Pro-dukt von vier Eichbosonfeldern als Fourier-Transformierte der gluonischen Vierpunkt-funktion :
A�a(x)A�b (y)A�c(z)A!d (w) � =�3�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D Z dDp3(2�)D eip1(x�w) eip2(y�w) eip3(z�w) (G4V )���!abcd (p1; p2; p3;�p1�p2�p3) :(4.30)Daraus ergibt sich dann das lokale (tensorielle) Kondensat der kanonischen Massendimen-sion vier als nulltes Moment der 4-Gluon-Greensfunktion im Impulsraum :hA�a A�b A�c A!d i = �3�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D Z dDp3(2�)D (G4V )���!abcd (p1; p2; p3;�p1 � p2 � p3) :(4.31)



4.5. DEFINITION DES 4-GLUON-KONDENSATS 99Nach l�angerer Analyse 4 �ndet man hierf�ur unter Ber�ucksichtigung der Bose-Symmetriedie folgende Lorentz- und farbkovariante 5 Zerlegung :hA�a A�b A�c A!d i = cp n � (abcd) + (adcb) �� �����! + ��!��� � 2 �����! �+� (acdb) + (abdc) �� �����! + �����! � 2 ��!��� �+� (adbc) + (acbd) �� �����! + ��!��� � 2 �����! � o+c(�)p n (ab)(cd) ������! + ��!��� � 2 �����! �+ (ac)(bd) ������! + ��!��� � 2 �����! �+(ad)(bc) ������! + �����! � 2 ��!��� � o+c(d)s � (abcd) + (acdb) + (adcb) + (adbc) + (acbd) + (abdc) �� �����! + �����! + ��!��� �+c(�)s � (ab)(cd) + (ac)(bd) + (ad)(bc) �� �����! + �����! + ��!��� � : (4.32)Die skalaren Koe�zienten sind dabei durch drei Bestimmungsgleichungen gegeben 6 :cp � 1NC c(�)p = � 83N2C (N2C � 1)D (D � 1) �A4�N2C + 6� c(d)s + 5NC c(�)s = 43 (N2C � 1)D (D+ 2) �A4SN2C � 22 c(�)p �NC cp = 83 (N2C � 1)D (D� 1) �A4AS :So kommen wir zur De�nition der 4-Gluon-Kondensate :V 4 := g2A4 :=g2 
 Tr [A�; A� ] [A�; A� ] � (4.33a)V 4S := g2A4S :=g2 
 Tr�2 fA�; A�g fA�; A�g+ fA�; A�g fA� ; A�g+24NC A�A� TrfA�A�g+ 12NC A�A� TrfA�A�g	� (4.33b)V 4AS := g2A4AS :=g2 
 TrfA�A�gTrfA�A�g � TrfA�A�gTrfA�A�g � : (4.33c)Angesichts seiner Darstellung als Dreischleifenintegral sowie aufgrund der kompliziertenTensorstruktur des vollen Vierpunkt-Vertex erscheint die Eliminierung des kanonischenKondensats V 4 aus dem Ausdruck f�ur das eichinvariante Gluon-Kondensat gem�a� (1.39)als wichtiger Schritt zur Beschr�ankung des technischen Aufwands.4Details hierzu siehe [63].5Aufgrund globaler Farbsymmetrie l�a�t sich die gesuchte Farbstruktur als Spur �uber die Generatorender SU(NC) darstellen. Wir verwenden dabei die Schreibweise (abcd) := TrfTa Tb Tc Tdg usw.6Zur vollst�andigen Beschreibung w�aren eigentlich vier Gleichungen n�otig; in den Operator-Produkt-Entwicklungen [63] treten jedoch tats�achlich nur drei Linearkombinationen auf.



Kapitel 5Das Quark-Kondensat5.1 Der Quark-PropagatorAusgangspunkt ist zun�achst die kovariante Zerlegung des Quark-Propagators nach Dirac-und Farbtensoren gem�a� :SijF (k) = �ij SF (k) = �ij nS(F )A (k2) � k=+ S(F )B � 1o : (5.1)Hierbei haben wir die Spinorindizes weggelassen. Der Index F bezeichnet die Quark-Flavour und wird im Folgenden aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit ebenfalls nicht mehrangegeben. Die Farbindizes beziehen sich auf die fundamentale Darstellung der SU(NC);also gilt 1 � i; j � NC .Als Ansatz f�ur die rationale Approximantensequenz des Quark-Propagators in nullter per-turbativer Ordnung w�ahlen wir [3] :S(0;r)(k) = rQs=1(k=+ �r;2s)rQs=0(k=+ �r;2s+1) : (5.2)Die nicht-perturbativen Massenskalen �r;j sind dabei im allgemeinen Funktionen sowohldes QCD-Skalenparameters � als auch der Quark-Strommasse m̂, wobei letztere als Renor-mierungsgruppeninvariante wie folgt mit der renormierten Quark-Masse zusammenh�angt :(m̂)R = [m(�)]R exp(� g(�)Z dg0 �
m(g0)�(g0) �R) ; (5.3)das Subskript R steht hier f�ur die Abh�angigkeit von der Wahl des Renormierungsschemas.Im Hinblick auf den chiralen Grenzfall m̂ �! 0 setzen wir zun�achst f�ur den funktionalenZusammenhang der oben eingef�uhrten nicht-perturbativen Massenparameter an :�r;j(�; m̂) =: �r;j �m̂�� m̂+ �r;j � : (5.4)100



5.2. DEFINITION DES QUARK-KONDENSATS 101Au�erdem fordern wir im Sinne der Quasiteilchen-Sequenz f�ur ungerades r das Auftretender Massenparameter �r;2s+1 im Nenner von (5.2) als Paare konjugiert komplexer Polstel-len. Dann beschreibt unser Ansatz Quarks als kurzlebige, physikalisch nicht-detektierbareElementaranregungen.Weiter erf�ullt (5.2) bereits automatisch die Forderung nach perturbativer Renormierbar-keit der Theorie. Zu untersuchen bleibt der formale st�orungstheoretische Limes vermitteltdurch die Euklidische Feynman-Regel [4]S(0)pert(k) = 1k=+ m̂ : (5.5)An dieser Stelle soll hierzu vorl�au�g der Hinweis gen�ugen, da� die geforderte Eigen-schaft durch Aufpr�agung geeigneter Bedingungen an die �r;j erf�ullt werden kann. Explizitdurchf�uhren werden wir diesen Schritt sp�ater f�ur den Fall r = 1 im Zusammenhang mitder Renormierung des Quark-Kondensats.Wir de�nieren nun f�ur die mit der Diracschen Einheitsmatrix verbundene invariante Funk-tion aus (5.1) : S(r)B (k2) =: rPn=0B(r)n (k2)n �2(r�n)+1rQs=0(k2 + �2r;2s+1) ; (5.6)hierbei sind die B(r)n mit 0 � n � r dimensionslose Funktionen der Verh�altnisse �r;j (�;m̂)� .5.2 De�nition des Quark-Kondensats
Das skalare Quark-Kondensat der Massendimension drei erhalten wir im Rahmen derMomentende�nition durch Spurbildung �uber den Quark-Propagator sowohl im Farb- alsauch im Spinorraum : 
 �		 � = ���0 Z dDk(2�)D tr �ijS(k) : (5.7)Mit der kovarianten Zerlegung des Quark-Propagators gem�a� (5.1) folgt auf Grund derSpurfreiheit der 
-Matrizen die Darstellung des Quark-Kondensats :



102 KAPITEL 5. DAS QUARK-KONDENSAT
 �		 � = �4NC ��0 Z dDk(2�)D SB(k2) : (5.8)Wir setzen im Folgenden : �FF := 
 �		 � : (5.9)5.3 Berechnung des Quark-Kondensats zum Nennergrad rAus (5.8) ergibt sich zusammen mit (5.6) f�ur das Quark-Kondensat in der r-ten Stufe derrationalen Approximation :�FF (r) := �4NC ��0 Z dDk(2�)D S(r)B (k2) = �4NC ���0 Z dDk(2�)D rPn=0B(r)n (k2)n (�2)r�nrQs=0(k2 + �2r;2s+1) :(5.10)Mit Einf�uhrung von Feynman-Parametern gem�a� (A.2) erhalten wir :�FF (r) = �4NC ���0 r ! Z Dr+1z rXn=0B(r)n (�2)r�n Z dDk(2�)D (k2)n�k2 +M2r (z)	r+1 ; (5.11)wobei M2r (z) := z1 �2r;1 + z2 �2r;3 + : : :+ zr+1 �2r;2r+1 :Durch Power-Counting �ndet man f�ur den ober
�achlichen UV-Divergenzgrad �k = D� 2,d.h. eine maximal quadratische Divergenz.Nach Ausf�uhrung der Impulsintegration unter Verwendung von (A.11) folgt f�ur die Approxi-mation des Quark-Kondensats :�FF (r) = � 4NC �(4�)D=2�(D=2) Z Dr+1z(�(r � 1 +D=2) �(2�D=2) � r� 1 +D=21�D=2 B(r)r M2r (z) + B(r)r�1 �2 �+r�2Xn=0�(n +D=2) �(r+ 1� n �D=2)B(r)n (�2)r�n �M2r (z) �n+1�r)�M2r (z)�20 �D=2�2 ;(5.12)wobei die beiden f�uhrenden Entwicklungskoe�zienten aus dem Ansatz (5.6) explizit lauten :



5.3. BERECHNUNG DES QUARK-KONDENSATS 103B(r)r = 1� h rXs=0 �r;2s+1 � rXs=1 �r;2s i (5.13a)B(r)r�1 = 1�3 h rXu;u0 ;u00=1u�u0�u00 �r;2u �r;2u0 �r;2u00 � � rXt;t0=1t�t0 �r;2t �r;2t0�� rXs=0 �r;2s+1� +� rXs=1 �r;2s�� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1�� rXu;u0 ;u00=0u�u0�u00 �r;2u+1 �r;2u0+1 �r;2u00+1 i :(5.13b)Damit folgt nun im Limes �! 0 :�FF (r) = 4NC �(4�)2 r ! Z Dr+1z ( � 2� + ln 4� � 
E + 1� lnM2r (z)�20 � n (r+ 1)B(r)r M2r (z)� B(r)r�1 �2 o�(r + 1) hS1(r+ 1)� 1 iB(r)r M2r (z) + S1(r)B(r)r�1�2 �r�2Xn=0 (n+ 1) !r ! (r � n � 2) !B(r)n (�2)r�n �M2r (z) �n+1�r )+O(�) : (5.14)Bez�uglich der in (5.14) auftretenden Funktion S1(�) sei auf die De�nition (2.19) verwiesen.Es bleiben nun die folgenden Feynman-Parameterintegrale f�urm 2 f0; 1g und 0 � n � r�2auszuwerten : Z(r)m := Z Dr+1z [M2r (z)]mJ(r)m := Z Dr+1z lnM2r (z)�20 �M2r (z)�mH(r)n := Z Dr+1z [M2r (z)]n+1�r :Zun�achst erhalten wir mit den Ergebnissen aus A.1.2 bei beliebigem Nennergrad r :Z(r)0 = 1r !Z(r)1[r+1] = 1(r+ 1) ! rXs=0 �2r;2s+1 ;F�ur die beiden anderen Integraltypen wird die �-Distribution mit Hilfe der ebenfalls inA.1.2 vorgestellten Variablentransformation eliminiert, soda� folgt :



104 KAPITEL 5. DAS QUARK-KONDENSATJ(r)m = Z 10 dx1 : : :Z 10 dxr xr�11 : : :xr�1 lnM2r(x)�20 �M2r(x) �mH(r)n = Z 10 dx1 : : :Z 10 dxr xr�11 : : :xr�1 �M2r(x) �n+1�r ;wobei wir nochM2r(x) := (1� x1) �2r;1 + x1 (1� x2) �2r;3 + : : :+ x1 : : :xr�1 (1� xr) �2r;2r�1 + x1 : : :xr �2r;2r+1gesetzt haben.Eine analytische Auswertung dieser beiden Integrale f�ur beliebige Stufen r der rationalenApproximanten erscheint uns nicht m�oglich zu sein. Wir beschr�anken uns deshalb imFolgenden f�ur die Theorie mit massiven Quarks stets auf die niedrigste Approximationr = 1.5.4 Massive Quarks und r = 1Jetzt gilt 1 :B(1)0 = �1;1 �1;2 �1;3�3 B(1)1 = �1;1 + �1;3 � �1;2�J(1)0 = 1�21;3 � �21;1 (�21;3 ln �21;3�20 � �21;1 ln �21;1�20 + �21;1 � �21;3)J(1)1 = 12 ��21;3 � �21;1� (�41;3 ln �21;3�20 � �41;1 ln �21;1�20 + �41;12 � �41;32 ) ;und wir erhalten somit aus (5.14) f�ur das Quark-Kondensat inklusive aller endlichen Bei-tr�age im Falle nicht-verschwindender Strommassen :�FF (1) = 4NC(4�)2 ( � 2� + ln 4� � 
E + 1� n (�1;1 + �1;3 � �1;2) (�21;1+ �21;3)� �1;1 �1;2 �1;3 o+�1;1 �1;2 �1;3�21;3 � �21;1 (�21;3 ln �21;3�20 � �21;1 ln �21;1�20 )��1;1 + �1;3 � �1;2�21;3 � �21;1 (�41;3 ln �21;3�20 � �41;1 ln �21;1�20 ) )+ O(�) : (5.15)1Die letzte Summe in (5.14) ist f�ur r = 1 leer.



5.5. CHIRALER GRENZFALL 105Wegen der Identit�at :�n1;1 ln �21;1�20 � �n1;3 ln �21;3�20 = �n1;1 � �n1;32 ln �21;1 �21;3�40 + �n1;1 + �n1;32 ln �21;1�21;3 ;sowie mit 12 ln �21;1 �21;3�40 = ln �2�20 bzw. ln �21;1�21;3 = 4i ' ;wobei zuletzt de�niert wurde : ��1;3 = �1;1 := � ei' mit � := j�1;1j und ' := arg(�1;1) ;ergibt sich schlie�lich als vorl�au�ges Endresultat :�FF (1) = 4NC(4�)2 ( � 2� + ln 4� � 
E + 1� ln �2�20 �n (�1;1 + �1;3 � �1;2) (�21;1 + �21;3)� �1;1 �1;2 �1;3 o�2i ' (�1;1 �1;2 �1;3 �21;3 + �21;1�21;3 � �21;1 � ��1;1 + �1;3 � �1;2� �41;3 + �41;1�21;3 � �21;1 ) )+ O(�) :(5.16)Der nicht-perturbative Logarithmus wird hier also mit dem Massenparameter � gebildet,welcher sich { wie in 5.1 beschrieben { sowohl aus spontanen als auch nicht-spontanenMassenskalen zusammensetzt.Dieses Resultat (5.16) steht auch in �Ubereinstimmung mit [6].5.5 Chiraler GrenzfallNun untersuchen wir das Fermion-Kondensat der Massendimension drei im Rahmen einerTheorie mit verschwindenden externen Quark-Massen. Dabei haben wir es dann analogzum gluonischen Sektor wieder ausschlie�lich mit der spontanen Massenskala � zu tunund setzen daher gem�a� (5.4) : �(chiral)r;j = �r;j � :So folgt aus (5.14) f�ur das (unrenormierte) chirale Kondensat :



106 KAPITEL 5. DAS QUARK-KONDENSAT�FF (r)chiral = 4NC �3(4�)2 "� 2� + ln 4� � 
E + 1� ln �2�20 � �� rXt;t0=1t�t0 �r;2t�r;2t0�� rXs=0 �r;2s+1��rXu;u0;u00=1u�u0�u00 �r;2u �r;2u0 �r;2u00 � � rXs=1 �r;2s�� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1�+rXu;u0;u00=0u�u0�u00 �r;2u+1 �r;2u0+1 �r;2u00+1 + � rXs=0 �r;2s+1 � rXs=1 �r;2s�� rXs=0 �2r;2s+1����hS1(r+ 1)� 1 i rXs=0 �2r;2s+1 + (r+ 1) !J (r)1 �� rXs=0 �r;2s+1 � rXs=1 �r;2s� +nS1(r) + r !J (r)0 o � rXu;u0;u00=1u�u0�u00 �r;2u �r;2u0 �r;2u00 � � rXt;t0=1t�t0 �r;2t�r;2t0�� rXs=0 �r;2s+1�+� rXs=1 �r;2s�� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1�r;2t0+1� � rXu;u0 ;u00=0u�u0�u00 �r;2u+1 �r;2u0+1 �r;2u00+1��r�2Xn=0(n+ 1) ! (r� n� 2) !H(r)n B(r)n #+ O(�) : (5.17)Hierbei wurde de�niert : J (r)m := Z Dr+1z ln�~�r(z)� � ~�r(z) �mH(r)n := Z Dr+1z � ~�r(z) �n+1�rB(r)n := B(r)n (m̂ = 0) ;mit der Linearkombination ~�r(z) = z1 �2r;1 + z2 �2r;3 + : : :+ zr+1 �2r;2r+1.Verm�oge (5.17) ist es uns also im chiralen Grenzfall wieder gelungen, die UV-Divergenzund damit, �uber den 1g2 -Mechanismus verbunden, die in einer Entwicklung nach der qua-dratischen Kopplung f�uhrenden, rein spontanen Beitr�age zum Quark-Kondensat f�ur einebeliebige Stufe r der rationalen Approximantenfolge zu bestimmen.Speziell f�ur r = 1 erh�alt man das Resultat :



5.6. RENORMIERUNG DES QUARK-KONDENSATS 107�FF (1)chiral = 4NC �3(4�)2 �" � 2� + ln 4� � 
E + 1� ln �2�20 � n ��1;1 + �1;3 � �1;2 � ��21;1 + �21;3 �� �1;1�1;2 �1;3o+�1;1 �1;2�1;3�21;3 � �21;1 n�21;3 ln�21;3 � �21;1 ln �21;1o � �1;1 + �1;3� �1;2�21;3 � �21;1 n�41;3 ln �21;3� �41;1 ln�21;1o #+O(�) : (5.18)5.6 Renormierung des Quark-KondensatsWir wollen hier zun�achst wie bereits oben angek�undigt, die Zusammensetzung der Massen-parameter �r;j aus der spontanen Massenskala � und externen Quarkstrommassen m̂ ins-besondere unter dem Aspekt der G�ultigkeit des formalen perturbativen Grenzfalls � �! 0untersuchen. Dabei beschr�anken wir uns wiederum aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit aufden Fall der niedrigsten Approximationsstufe r = 1 und vernachl�assigen die Unterschei-dung der einzelnen Quark-Flavours.Aus (5.2) folgt f�ur den inversen Quark-Propagator :hS(0;1)(k) i�1 = ��(0;1)(k) = k=+ �0 + �2Rk=+ �1;2 : (5.19)Unter Ber�ucksichtigung der st�orungstheoretischen Feynman-Regel (5.5) des EuklidischenQuark-Propagators ergibt sich dann :�0 = �1;1 + �1;3 � �1;2 =: m̂+ !0 � (5.20a)�2R = �1;1 �1;3 � �0 �1;2 =: !0R m̂�+ !R�2 ; (5.20b)weiter setzen wir 2 : �1;2 := !01;2 m̂+ !1;2� : (5.20c)Damit folgt f�ur den Zusammenhang unserer beiden Parameters�atze :�1;11;3 = �0 + �1;22 � ir�2R � 14 (�0 � �1;2)2 : (5.21)2Im Rahmen rationaler Ans�atze f�ur die Vertexfunktionen erscheint es uns vern�unftig zu sein, f�ur diezusammengesetzten Massenparameter Polynome in den spontanen und nicht-spontanen Skalen der Theoriezu w�ahlen.



108 KAPITEL 5. DAS QUARK-KONDENSATNach diesen Vor�uberlegungen untersuchen wir jetzt den gem�a��FF (0)pert := h 0 j �	f	f j 0 i(0) := �NC ��0 Z dDk(2�)D Tr S(0)pert(k) (5.22)de�nierten f�uhrenden perturbativen Beitrag zum Quark-Kondensat. Man �ndet :�FF (0)pert = NC(2�)2 m̂3 � 2� + ln 4� � 
E + 1� ln m̂2�20 � : (5.23)F�ur nicht-verschwindende Quarkmassen existiert demzufolge ein Kondensatbeitrag freierFeldoperatoren bez�uglich des st�orungstheoretischen Vakuumzustandes j 0 i. Als unmittel-bare Konsequenz erw�achst hieraus die Notwendigkeit einer subtraktiven Renormierungdes Quark-Kondensats �FF als kanonische Verallgemeinerung der aus der St�orungstheoriebekannten Normalordnungsvorschrift. Denn die mit (5.23) verkn�upfte Divergenz l�a�t sichnicht multiplikativ beseitigen, was sich eben bereits schon im perturbativen Kontext zeigt.Wir subtrahieren hier 3 den Beitrag freier Felder im nicht-perturbativen QCD-Vakuumj
 i und erhalten somit das renormierte Quark-Kondensat zur Approximationsstufe r :�FF (r)ren = h
 j : �		 : j
 i(r) � h
 j �	f	f j
 i(r) : (5.24)Unser Subtraktionsterm in (5.24) ist formal identisch mit dem st�orungstheoretischen Re-sultat (5.23), jedoch m�ussen wir m̂ durch eine e�ektive Masse �̂(r) ersetzen. Die entspre-chende Bestimmungsgleichung im Fall r = 1 kann dann aus (5.16) abgelesen werden :�̂3(1) = ��1;1 + �1;3 � �1;2 � ��21;1 + �21;3 �� �1;1 �1;2 �1;3 : (5.25)Explizit ergibt sich demnach f�ur das renormierte Euklidische Quark-Kondensat in f�uhren-der rationaler Approximation :�FF (1)ren = � NC(2�)2 ( �̂3(1) ln �̂2(1)�2 + 2i' h�1;1 �1;2 �1;3 �21;1 + �21;3�21;1 � �21;3 � ��1;1 + �1;3 � �1;2 � �41;1 + �41;3�21;1 � �21;3 i ) :(5.26)Wir haben somit einen endlichen, reellen Ausdruck f�ur das fermionische Zweipunktkon-densat erhalten, welcher auf Grund seiner Unabh�angigkeit von der Renormierungsskalaeine Invariante unter RG-Transformationen darstellt.Es bleibt jetzt noch sicherzustellen, da� (5.26) tats�achlich wie gew�unscht die rein spontanechirale Symmetriebrechung beschreibt. Demgem�a� fordern wir also :�FF (1)ren ��!0����! 0 : (5.27)3Im Gegensatz dazu wurde in [6] nur der rein perturbative Kondensatbeitrag (5.23) abgezogen.



5.6. RENORMIERUNG DES QUARK-KONDENSATS 109Zun�achst �ndet man : �̂2(1)�2 = 1!01;2 +O(�) ;und es l�a�t sich folgern : ln �̂2(1)�2 ��!0����! 0 () !01;2 = 1 : (5.28)Damit ergibt sich nun f�ur den Rest aus (5.26) :� := ln �1;1�1;3 "�1;1 �1;2 �1;3 �21;1 + �21;3�21;1 � �21;3 � ��1;1 + �1;3 � �1;2 � �41;1 + �41;3�21;1 � �21;3 # = 0 + O(�) :Insgesamt haben wir also nach Subtraktion des Beitrages der expliziten chiralen Symmetrie-brechung das Quark-Kondensat gem�a� (5.26) als endliche, rein spontane RG-Invarianteberechnet.Unter Ber�ucksichtigung von (5.28) folgt aus der Bestimmungsgleichung (5.25) f�ur die e�ek-tive Masse : �̂3(1) = m̂3 +O(�) ;mit der erfreulichen Konsequenz, da� wir das perturbative Resultat (5.23) im formalenLimes � �! 0 aus dem unrenormierten Quark-Kondensat (5.16) reproduzieren k�onnen.Gleichung (5.28) ist ein Beispiel daf�ur, da� sich im Zuge der Untersuchung von Vakuum-kondensaten auch wichtige Einschr�ankungen f�ur die selbstkonsistente Bestimmung derdimensionslosen nicht-perturbativen Parameter ergeben k�onnen.



Kapitel 6Das Quark-Gluon-Kondensat6.1 Quark-Gluon-Vertex in Landau-Eichung
Wir vereinbaren wieder einlaufende Impulsvariablen bez�uglich der vollen Dreipunktfunk-tion und formulieren Impulserhaltung gem�a� p1 + p2 + p3 = 0.In Landau-Eichung gilt f�ur die Greensche Funktion der Quark-Gluon-Antiquark-Wechselwirkung :(GFT �F )�a(p1; p2; p3) = S(p1) (�FT �F )�;a(p1; p2; p3) t��(p2)DT (p22)S(�p3) ; (6.1)Spinor- und Farbindizes der fundamentalen Darstellung haben wir hier aus Gr�unden der�Ubersichtlichkeit weggelassen.Die farbkovariante Formulierung der Theorie erfordert :(�FT �F )�a(p1; p2; p3) = g Ta ��(p1; p2; p3) ; (6.2)wobei Ta = 12 �a die Generatoren der Farbgruppe SU(NC) in ihrer fundamentalen Dar-stellung 1 bezeichnen.F�ur den nicht-perturbativen Quark-Gluon-Antiquark-Vertex in f�uhrender Ordnung desKopplungsparameters konstruieren wir wiederum einen FDRA-Ansatz [61] und ber�uck-sichtigen dabei sofort die �Ubereinstimmung der Propagator-Nullstellen mit den Polstellender Vertexfunktion als notwendige Bedingung f�ur DS-Selbstkonsistenz :1Siehe dazu Anhang A.3 110



6.1. QUARK-GLUON-VERTEX IN LANDAU-EICHUNG 111�(r;0)� (p1; p2; p3) =1rQs=1(p=1 + �r;2s) N (r)FT �F;�(p1; p22; p3) 1rQs=1(p22 + ur;2s�2) 1rQs=1(�p=3 + �r;2s) ; (6.3a)mit dem Z�ahlerpolynom 2 :N (r)�FT �F (p1; p22; p3) =4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0 (p=1)n �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 r�� � (�p=3)n0 �p22�m�� m̂4r�(2m+n+n0+�) ;(6.3b)wobei r := p1�p32 gesetzt wurde.Die Einschr�ankungen (?) f�ur den Summationsbereich der Indizes unserer Vertexparameterin (6.3b) ergeben sich aus folgenden �Uberlegungen :Die Reproduktion der Euklidischen Feynman-Regel [4]��(0)pertFV �F ��a = g 
� Ta (6.4)im formalen st�orungstheoretischen Limes � �! 0 erfordert :C(r)0;m;n;n0 = �mr c(r)r�n c(r)r�n0 D(r)0;m;n;n0 = D(r)1;m;n;n0 = 0 ; (6.5)wobei c(r)0 = 1 c(r)1 = rXs=1 �r;2s c(r)2 = rXt;t0=1t<t0 �r;2t �r;2t0 : : :c(r)r = rYs=1�r;2s :Weiter f�uhrt perturbative Renormierbarkeit unseres Ansatzes (6.3) zu den Bedingungen :C(r)�;m;n;n0 6= 0 nur falls n + n0 � 2r ; 2m+ n � 3r ; 2m+ n0 � 3r (6.6a)2Der kovariante Term E(r)�;m;n;n0 p2� tr�agt in Landau-Eichung nicht bei.



112 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSATD(r)�;m;n;n0 6= 0 nur falls � � 2 undn+ n0 � 2r � 1 ; 2m+ n � 3r � 1 ; 2m+ n0 � 3r � 1 : (6.6b)Hieraus folgt dann f�ur den maximalen Wertebereich der Indizes bei ungeradem r :0 � n � 2r ; 0 � n0 � 2r ; 0 � m � 3r�12 : (6.7)Um zu gew�ahrleisten, da� der chirale Grenz�ubergang m̂ �! 0 stets wohlde�niert bleibt,fordern wir zus�atzlich das Auftreten ausschlie�lich positiver Potenzen der Quark-Strommassenin (6.3b); also : 4r� (2m+ n+ n0 + �) � 0 : (6.8)Die Ladungskonjugationsinvarianz des Quark-Gluon-Antiquark-Vertex dr�uckt sich wie folgtin den Koe�zienten aus :C(r)�;m;n0;n = C(r)�;m;n;n0 D(r)�;m;n0;n = D(r)�;m;n;n0 : (6.9)Im Rahmen der nachfolgenden mikroskopischen Berechnung des Quark-Gluon-Kondensatswerden wir jedoch zun�achst von dieser Eigenschaft keinen expliziten Gebrauch machen;stattdessen wird sie uns im Verlauf der Rechnung als leicht �uberpr�ufbares Kriterium f�urderen Richtigkeit dienen.6.2 De�nition des Quark-Gluon-Kondensats
Ausgehend vom Erwartungswert des nicht-lokalen Quark-Gluon-Antiquark-Feldproduktesbez�uglich des physikalischen Grundzustands der QCD :
	i(z)A�a(y) �	j(x) � = �2�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D eip1(x�z) eip2(y�z) (GFV �F )�a;ij(p1; p2;�p1 � p2) ;(6.10)folgt f�ur das lokale Kondensat der kanonischen Massendimension vier durch Spurbildungim Spinor- und Farbraum der fundamentalen Darstellung :



6.3. BERECHNUNG DES QUARK-GLUON-KONDENSATS 113
 �	A=	 � = ��2�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D tr (GFV �F )�a 
� Ta ; (6.11)wobei A� := A�a Ta gesetzt wurde.Wir f�uhren nun als Bezeichnung ein :�FVF := g 
 �	A=	 � ; (6.12)und erhalten somit das skalare Quark-Gluon-Kondensat als Moment der fermionischenDreipunkt-Greens-Funktion im Impulsraum :�FVF = �g �2�0 Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D tr (GFV �F )�a 
� Ta : (6.13)Der Vakuumerwartungswert (6.12) tritt neben dem Quark-Kondensat als weiterer unbe-kannter fermionischer Parameter in der OPE-Formulierung des DS-Selbstkonsistenzproblemsauf [48]. Desweiteren �nden wir ihn nach Elimination von V 4 auch in unserer Darstellung(1.40) des eichinvarianten 4-Gluon-Kondensats wieder.6.3 Berechnung des Quark-Gluon-Kondensatszum Nennergrad rNach den obigen Erl�auterungen ist das Quark-Gluon-Kondensat in f�uhrender Ordnungeiner Entwicklung nach der quadratischen Kopplung f�ur Landau-Eichung und die r-te Stufeder rationalen Approximantenfolge nun durch folgendes Zweischleifenintegral de�niert :�FVF (r) := �g �2�0 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D tr �G(r)FT �F��a 
� Ta : (6.14)Wir setzen : �FVF (r) =: �N2C � 12 g2 I(r) ; (6.15a)wobei jetzt das skalare 2-Loop-Integral wie folgt gegeben ist :I(r) = �2�0 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D Tr 
� S(r)(p) �(r)� (p; k;�p� k) t��(k)D(r)T (k2)S(r)(p+ k) :(6.15b)Dazu wurde ferner die Farbspur gem�a� (A.21c) ausgef�uhrt und es bleibt in (6.15b) nochdie Spurbildung im Spinorraum.



114 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSATMit den rationalen Ans�atzen f�ur den vollen Quark-Gluon-Antiquark-Vertex sowie die bei-den Propagatoren f�ur Quark und Eichboson ergibt sich f�ur die gesuchte Zweischleifengr�o�eexplizit :I(r) = �2�0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D Tr 
� rYs=0 (p=� �r;2s+1)�p2 + �2r;2s+1� �(p=)n �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 (2p+ k)�2� � (p=+ k=)n0 �t��(k) (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1�2) rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1)�(p+ k)2 + �2r;2s+1� : (6.16)Um f�uhrende Kopplungsbeitr�age aus (6.16) extrahieren zu k�onnen, bedienen wir unsim Folgenden wieder des Verfahrens der Gegentermtechnik. Im Zusammenhang mit derBerechnung der f�uhrenden UV-Divergenz unseres Zweischleifenintegrals m�ussen wir alsozun�achst die verschiedenen Subdivergenzen spezi�zieren. Konkret geschieht dies, indemjeweils zwei Indizes der nicht-perturbativen Dreipunktfunktion (6.3) �uber ihre angeh�ang-ten Quark- bzw. Gluon-Propagatoren eine divergente Impulsschleife de�nieren.Demgem�a� setzen wir an : I(r)div =: 3Xi=1 
(r)i ;wobei hier 
(r)1 der (n; n0)-Schleife, 
(r)2 der (m;n0)-Schleife und schlie�lich 
(r)3 der (m;n)-Schleife entsprechen soll.Hinsichtlich der konkreten Auswertung dieser Integrale gelten sinngem�a� dieselben An-merkungen, die bereits im Fall des 3-Gluon-Kondensats gemacht wurden. Wir wollen unsalso erneut im Wesentlichen auf das Referieren sowie die Diskussion der Endresultate be-schr�anken, soweit wie jedenfalls bereits bekannte Methoden verwendet wurden. WichtigeDetailinformationen, die das Nachvollziehen der �uberaus komplexen Analyse erm�oglichensollen, sind dann den entsprechenden Abschnitten im Anhang C vorbehalten.6.3.1 Subschleife mit (nn0)Unser Ausgangspunkt ist Gleichung (6.16), wobei hier nun im ersten Integrationsschrittzun�achst die UV-Divergenz der durch die beiden Quark-Propagatoren de�nierten Schleifegesucht wird. Der entsprechende Subschleifenbeitrag ergibt sich wie folgt :
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(r)1 = �2�0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) Z dDk(2�)D t�� (k) (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1�2) �Tr 
� Z dDp(2�)D rYs=0 (p=� �r;2s+1)�p2 + �2r;2s+1� (p=)n �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 (2p+ k)�2� � �(p=+ k=)n0 rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1)�(p+ k)2 + �2r;2s+1� : (6.17)Gleichung (6.17) ist gem�a� unseren Konventionen bei festgehaltener Reihenfolge der Inte-grationen auszuwerten, was in diesem Fall konkret bedeutet : Wir bestimmen zuerst diemit der Integrationsvariablen p verkn�upfte UV-Divergenz, um mit dieser dann die nochverbleibende k-Integration durchzuf�uhren.Das Zwischenresultat nach Ausf�uhrung des ersten Integrationsschrittes in (6.17) kannals Basis f�ur einen Vergleich mit Rechnungen zur DS-Selbstkonsistenz der modi�ziertenFeynman-Regeln dienen, und �ndet in diesen auch tats�achlich seine Best�atigung. Hierinsbesondere enth�alt es den fermionischen Beitrag zur Gluon-Polarisation [53].Wir �nden :
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(r)1 = �(2r +D=2)(4�)D=2 �(D=2) �(2�D=2) 4rX�=0 (?)Xm�0�� m̂2 (r�m)�� Z D2r+2z( �2�0 Z dDk(2�)D (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1 �2) [R2(k2)]2�D=2 �� (?)Xn+n0=2rn gerade��(n;n0)C k2 + 
(n;n0)C �2 �C(r)�;m;n;n0 + (?)Xn+n0=2rn ungerade� �(n;n0)C k2 + 
(n;n0)C �2 �C(r)�;m;n;n0 +m̂ (?)Xn+n0=2r�1n gerade h 
(n;n0)C �2C(r)�;m;n;n0 + � �(n;n0)D k2 + 
(n;n0)D �2 �D(r)�;m;n;n0 i +m̂ (?)Xn+n0=2r�1n ungerade h 
(n;n0)C �2C(r)�;m;n;n0 + � �(n;n0)D k2 + 
(n;n0)D �2 �D(r)�;m;n;n0 i +m̂2�2 (?)Xn+n0=2r�2n gerade � 
(n;n0)C C(r)�;m;n;n0 + 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 �+m̂2�2 (?)Xn+n0=2r�2n ungerade� 
(n;n0)C C(r)�;m;n;n0 + 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 �+ m̂3 �2 (?)Xn+n0=2r�3
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 �+2r+D=21�D=2 �2�0 Z dDk(2�)D (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1 �2) [R2(k2)]1�D=2 �� �2 (?)Xn+n0=2rn gerade 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 +�2 (?)Xn+n0=2rn ungerade
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 +m̂�2 (?)Xn+n0=2r�1n gerade 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 + m̂�2 (?)Xn+n0=2r�1n ungerade 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 � ) : (6.18)Die in (6.18) auftretenden Koe�zienten �(n;n0)� , �(n;n0)� und 
(n;n0)� haben wir in Gleichung(C.4) des Anhangs de�niert. Dort �ndet man in einer Au
istung auch ihre explizite Gestalt.



6.3. BERECHNUNG DES QUARK-GLUON-KONDENSATS 117Die Fortf�uhrung der Zweischleifenrechnung liefert dann wie im Anhang beschrieben dasEndresultat :
(r)1 = �2(4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 ��( 4�2� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1�C(r)0;r;r;r � � rXs=0 �r;2s+1�� 12C(r)0;r;r;r �h rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 � � rXs=0 �r;2s+1�2 i + 4m̂2 2X�=0 ��m̂� C(r)�;r�1;r;r +m̂2 3X�=2 ���1m̂��1 �D(r)�;r�1;r�1;r +D(r)�;r�1;r;r�1 �+ 6m̂� rXs=0 �r;2s+1� 1X�=0 ��m̂� �C(r)�;r;r�1;r + C(r)�;r;r;r�1 �+6m̂2 2X�=0 ��m̂� �C(r)�;r;r;r�2 + C(r)�;r;r�2;r � 2C(r)�;r;r�1;r�1 �� 6�� rXs=0 �r;2s+1�D2;r;r�1;r�1 +3m̂2 3X�=2 ���1m̂��1 �D(r)�;r;r�1;r�2 +D(r)�;r;r�2;r�1 ��+ 12 2X�=0 ���2m̂��2 ��h 12 � rXs=0 �r;2s+1�2 � 2 rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 i �C(r)�;r�1;r+1;r�1 + C(r)�;r�1;r�1;r+1 �+h rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 � � rXs=0 �r;2s+1�2 i r+2Xn=r�2n ungeradeC�;r�1;n;2r�n�+3 h� rXs=0 �r;2s+1�2 + 2 rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 i 3X�=2 ���3m̂��3 � r+1Xn=r�2D(r)�;r�1;n;2r�n�1�+6m̂� rXs=0 �r;2s+1� 3X�=0 ���2m̂��2 � r+2Xn=r�3C(r)�;r�1;n;2r�n�1� +6m̂2 4X�=0 ���2m̂��2 � r+2Xn=r�4n ungeradeC(r)�;r�1;n;2r�n�2 � 2 r+1Xn=r�3n geradeC(r)�;r�1;n;2r�n�2 � )+ : : : (6.19)



118 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSAT+ �2(4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 ��( �6m̂� rXs=0 �r;2s+1� 4X�=2 ���3m̂��3 � r+1Xn=r�3D(r)�;r�1;n;2r�n�2�+3m̂2 5X�=2 ���3m̂��3 � r+1Xn=r�4D(r)�;r�1;n;2r�n�3� +12m̂2 4X�=0 ���2m̂��2 �C(r)�;r�2;r+3;r�3+ C(r)�;r�2;r�3;r+3� +4m̂2 4X�=0 ���2m̂��2 �C(r)�;r�2;r;r � 3C(r)�;r�2;r+4;r�4� 3C(r)�;r�2;r�4;r+4�+m̂2 5X�=2 ���3m̂��3 �D(r)�;r�2;r�1;r +D(r)�;r�2;r;r�1 � 3D(r)�;r�2;r+3;r�4� 3D(r)�;r�2;r�4;r+3� ) :Dieses Ergebnis weist ausschlie�lich \spontane\ Logarithmen der Form ln �2�20 auf, obwohlwir nicht-verschwindende Quark-Massen zugelassen haben. Der Grund hierf�ur ist in derabschlie�enden Integration �uber die gluonische Impulsschleife zu sehen. Bei der Extrak-tion des entsprechenden UV-divergenten Beitrags sind die Formeln (A.7) f�ur divergenteFeynman-Parameterintegrale anzuwenden, also insbesondere der Integrand bzw. seine Ab-leitungen an der Stelle x1 = 1 auszuwerten. Wegen (C.9) kann dann aber nur noch diespontane Massenskala in logarithmierter Form auftreten.Die Abh�angigkeit unseres Resultats vom Grad r der rationalen Approximation wirdausschlie�lich von den Koe�zienten aus den nicht-perturbativen Ans�atzen getragen. Ihrerein zahlenwertigen Vorfaktoren stellen also die neue nicht-perturbative Information dar,die f�ur sich genommen unabh�angig vom Approximationsgrad ist. Ein Blick auf die in An-hang C.1 angegebene Zerlegung des Integranden macht deutlich, da� diese interessan-te Eigenschaft von den Urspr�ungen unserer Rechnung her durchaus nicht abzusehen ist.Tats�achlich verh�alt es sich sogar so, da� die r-Abh�angigkeiten in jenen Vorfaktoren sicherst nach Ausf�uhrung s�amtlicher Feynman-Parameterintegrale in nicht-trivialer Weise weg-heben.Weiter erweist sich (6.19) als invariant unter Ladungskonjugation, falls wir die ent-sprechende Eigenschaft (6.9) des Quark-Gluon-Vertex ber�ucksichtigen.6.3.2 Subschleife mit (mn0)Ausgehend von (6.16) suchen wir hier zuerst die UV-Divergenz der durch das Gluon unddas aus dem nicht-perturbativen Vertex auslaufende Quark de�nierten Impulsschleife. Wirbilden dazu :
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(r)2 = �2�0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D t��(k) (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1 �2) �Tr 
� rYs=0 (p=� �r;2s+1)�p2 + �2r;2s+1� (p=)n �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 (2p+ k)�2� � �(p=+ k=)n0 rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1)�(p+ k)2 + �2r;2s+1� : (6.20)Zun�achst folgt nach Ausf�uhrung der k-Integration f�ur das in Gleichung (C.15) des Anhangsde�nierte Subintegral :H(r)� (p) = ��0 �(2r + 1+D=2) �(2�D=2)(4�)D=2D �(D=2) 4rX�=0 (?)Xn�0�� m̂r�n�� Z D2r+3z� (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;n;n0 h �r + n0 +D � 1� wr (4r+ 2+D)�
� p=+�r + n0 � wr (4r+ 2 +D)� p� + (1�D)� rXs=0 �r;2s+1� 
� i+(D � 1) m̂ (?)X2m+n0=3r�1 (�1)m hC(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 p�� i � hR2(p2)iD=2�2 + (konv) :(6.21)Dieses Zwischenresultat auf Einschleifen-Niveau bietet sich an zum Vergleich mit Bei-tr�agen zur Quark-Selbstenergie im Rahmen von DS-Selbstkonsistenzrechnungen [53] undwird durch diesen Vergleich auch best�atigt.Die Fortsetzung der Analyse des Zweischleifenintegrals (6.20) ergibt, wie im Anhangerl�autert, unser vorl�au�ges Endresultat :
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(r)2 = 3(4�)4 �� �2� �(�) r ! Z D̂r+1x " ~M2r(x̂)�20 #��� �4 h (r + 1)� rXs=0 �r;2s+1� ~M2r(x̂) + rXu;u0;u00=0u<u0<u00 �r;2u+1 �r;2u0+1 �r;2u00+1 i �hC(r)0;r;r;r�1 m̂+ �C(r)1;r;r;r�1 � 14 D(r)2;r;r�1;r�1 ��� C(r)0;r;r;r rXs=0 �r;2s+1 i�4 h (r + 1) ~M2r(x̂) + rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 i �h m̂2 2X�=0 ��m̂� �C(r)�;r�1;r�1;r+1� C(r)�;r;r�1;r�1� 12 C(r)�;r�1;r�2;r+2 + 12 C(r)�;r+1;r�2;r�2� +m̂� rXs=0 �r;2s+1� 1X�=0 ��m̂� C(r)�;r;r�1;r � 14 m̂2 3X�=2 ���1m̂��1 �D(r)�;r�1;r�2;r+1�D(r)�;r;r�2;r�1 � i +4 m̂2� rXs=0 �r;2s+1�h m̂ 3X�=0 ��m̂� �C(r)�;r+1;r�2;r�3� C(r)�;r;r�2;r�1+ C(r)�;r�1;r�2;r+1+12 C(r)�;r+1;r�3;r�2 � 12 C(r)�;r�1;r�3;r+2��� rXs=0 �r;2s+1� 2X�=0 ��m̂� �C(r)�;r+1;r�2;r�2� C(r)�;r;r�2;r + C(r)�;r�1;r�2;r+2 ��14 m̂ 4X�=2 ���1m̂��1 �D(r)�;r+1;r�3;r�3 �D(r)�;r;r�3;r�1+D(r)�;r�1;r�3;r+1 � i �4 m̂4 4X�=0 ��m̂� �C(r)�;r+1;r�3;r�3� C(r)�;r;r�3;r�1 + C(r)�;r�1;r�3;r+1 � C(r)�;r�2;r�3;r+3 + C(r)�;r�2;r�4;r+4 �C(r)�;r+2;r�4;r�4+ 12 C(r)�;r+1;r�4;r�2 � 12 C(r)�;r�1;r�4;r+2� +4 m̂3� rXs=0 �r;2s+1� 3X�=0 ��m̂� �C(r)�;r+1;r�3;r�2� C(r)�;r;r�3;r + C(r)�;r�1;r�3;r+2 �+m̂4 5X�=2 ���1m̂��1 �D(r)�;r+1;r�4;r�3 �D(r)�;r;r�4;r�1+D(r)�;r�1;r�4;r+1�D(r)�;r�2;r�4;r+3 � �+O�1�� :(6.22)



6.3. BERECHNUNG DES QUARK-GLUON-KONDENSATS 121Bez�uglich der De�nition der Gr�o�e ~M2r(x̂) als Linearkombination gemischter Massenskalensei auf (C.22) verwiesen.Mit den Ergebnissen f�ur die regul�are x-Integration aus (A.9) :X(r)0 = 1r !X(r)1[r+1] = 1(r + 1) ! rXs=0 �2r;2s+1 ;l�a�t sich (6.22) im chiralen Grenzfall bereits f�ur beliebigen Nennergrad r auswerten.F�ur nicht-verschwindende Quark-Strommassen tritt dagegen an dieser Stelle die bereits ausder Diskussion des Quark-Kondensats bekannte Komplikation auf : ~M2r(x̂) enth�alt dannn�amlich verm�oge der �2r;2s+1 Kombinationen aus spontanen und nicht-spontanen Massen-skalen, weshalb die einfache Anwendung der Funktionalgleichung der Logarithmusfunktionnicht mehr m�oglich ist. Die verbleibenden Feynman-Parameterintegrale sind also explizitauch �uber die Logarithmen aus der Laurent-Entwicklung des Integranden auszuf�uhren.Wir werden dies nun am einfachsten Beispiel r = 1 demonstrieren.Zun�achst erhalten wir aus (6.22) :
(1)2 = 12(4�)4 �� �2� �(�) Z 10 dx2 " ~M21(x2)�20 #�� �� h �1;1 �1;3 + 2 �x2 (�21;3 � �21;1) + �21;1 � i h m̂2 2X�=0 ��m̂� �C(1)�;1;0;0� C(1)�;0;0;2 ��m̂ (�1;1 + �1;3) 1X�=0 ��m̂� C(1)�;1;0;1 i+ 12 (�1;1 + �1;3) � �x2 (�21;3 � �21;1) + �21;1 �D(1)2;1;0;0�2 (�1;1+ �1;3) �x2 (�21;3 � �21;1) + �21;1 � �C(1)0;1;1;0 m̂+ C(1)1;1;1;0�� (�1;1 + �1;3)C(1)0;1;1;1 � �+O�1�� :F�ur die Laurent-Entwicklung des Integranden gilt :�� �2� �(�)" ~M21(x2)�20 #�� = 2�2 + ln2 ~M21(x2)�20 !+O 1� ln" ~M21(x2)�20 #! ;wobei ~M21(x) = (�21;3 � �21;1) x+ �21;1.



122 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSATWir haben nun also f�ur n 2 f0; 1g zu berechnen :W(1)n := Z 10 dx � �1 x+ �0 �n ln2� �1 x+ �0 � ; (6.23)mit �1 := �21;3��21;1�20 und �0 := �21;1�20 .Unter Verwendung der Formeln (A.10) ergibt sich :W(1)0 = 1�21;3 � �21;1 (�21;3 ln2 �21;3�20 !� �21;1 ln2 �21;1�20 !)+O�ln( )�W(1)1 = 12�20 (�21;3 � �21;1) (�41;3 ln2 �21;3�20 !� �41;1 ln2 �21;1�20 !)+O�ln( )� :Somit folgt schlie�lich f�ur unseren zweiten Subschleifenbeitrag in niedrigster Stufe derrationalen Approximation und bei endlichen Strommassen :
(1)2 = 12�2(4�)4 ( " 2�2 ��21;1 + �21;3 + �1;1 �1;3�+ ln2��1;1 �1;3�20 � �31;3 � �31;1�1;3 � �1;1 # �h �C(1)0;1;0;0� C(1)0;0;0;2 � m̂2�2 + �C(1)1;1;0;0� C(1)1;0;0;2 � m̂� +C(1)0;1;0;0� C(1)0;0;0;2� �C(1)0;1;0;1 m̂� + C(1)1;1;0;1� �1;1 + �1;3� i +" 2�2 (�1;1 + �1;3) (�21;1+ �21;3)� + ln2 ��1;1 �1;3�20 � �41;3 � �41;1(�1;3 � �1;1) � # �hD(1)2;1;0;0� C(1)1;1;1;0� C(1)0;1;1;0 m̂� + C(1)0;1;1;1 �1;1 + �1;3� i )+ O�1� ln( )� : (6.24)Eine analytische Darstellung der Feynman-Parameterintegrale f�ur beliebigen (ungeraden)Nennergrad r im Fall einer Theorie mit massiven Quarks erscheint uns nicht ohne Weiteresm�oglich zu sein. Gleichung (6.22) ist jedoch der geeignete Ausgangspunkt zur Berechnungmit einem konkret vorgegebenen Wert f�ur r.Wie bereits oben angedeutet, k�onnen wir im chiralen Grenzfall der QCD mit masselosenQuarks unsere im Gluonsektor erprobten Techniken wieder uneingeschr�ankt anwenden.Wir setzen dazu �(chiral)r;j = �r;j � und erhalten aus (6.22) das Resultat :
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(r)2;chiral = 12�4(4�)4 � 2�2 + ln2��2�20�+ O�1� ln �2�20�� �( � rXu;u0 ;u00=0u�u0�u00 �r;2u+1 �r;2u0+1 �r;2u00+1� h 14 D(r)2;r;r�1;r�1 � C(r)1;r;r;r�1+ C(r)0;r;r;r � rXs=0 �r;2s+1� i +� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1�r;2t0+1� h 14 �D(r)3;r�1;r�2;r+1 �D(r)3;r;r�2;r�1 �+ 12 �C2;r�1;r�2;r+2 � C(r)2;r+1;r�2;r�2 �+C(r)2;r;r�1;r�1 � C(r)2;r�1;r�1;r+1 � C(r)1;r;r�1;r � rXs=0 �r;2s+1� i +� rXs=0 �r;2s+1� hC(r)3;r+1;r�2;r�3 � C(r)3;r;r�2;r�1 + C(r)3;r�1;r�2;r+1 + C(r)3;r+1;r�3;r�2 � C(r)3;r;r�3;r +C(r)3;r�1;r�3;r+2 � 14 �D(r)4;r+1;r�3;r�3 �D(r)4;r;r�3;r�1 +D(r)4;r�1;r�3;r+1 �+12 �C(r)3;r+1;r�3;r�2 � C(r)3;r�1;r�3;r+2 �� � rXs=0 �r;2s+1� �C(r)2;r+1;r�2;r�2� C(r)2;r;r�2;r + C2;r�1;r�2;r+2 � i +C(r)4;r;r�3;r�1 � C(r)4;r+1;r�3;r�3 + C(r)4;r�2;r�3;r+3� C(r)4;r�1;r�3;r+1+ C(r)4;r+2;r�4;r�4 � C(r)4;r�2;r�4;r+4 +12 �C(r)4;r�1;r�4;r+2 � C(r)4;r+1;r�4;r�2 �+14 �D(r)5;r+1;r�4;r�3 �D(r)5;r;r�4;r�1 +D(r)5;r�1;r�4;r+1�D(r)5;r�2;r�4;r+3 � ) : (6.25)6.3.3 Subschleife mit (mn)
Jetzt soll zun�achst die UV-Divergenz der durch das Eichboson und das in den nicht-perturbativen Dreipunktvertex einlaufende Quark de�nierten Impulsschleife extrahiert



124 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSATwerden. Wir haben also zu berechnen :
(r)3 = �2�0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D t��(�k) (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1 �2) �Tr 
� rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1)�(p+ k)2 + �2r;2s+1� (p=+ k=)n �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 (2p+ k)�2� � �(p=)n0 rYs=0 (p=� �r;2s+1)�p2 + �2r;2s+1� : (6.26)Durch zyklische Vertauschungen innerhalb der Spur erh�alt man :
(r)3 = �2�0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D t��(k) (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1 �2) �Tr 
� rYs=0 (p=� �r;2s+1)�p2 + �2r;2s+1� (p=)n0 �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 (2p+ k)�2� � �(p=+ k=)n rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1)�(p+ k)2 + �2r;2s+1� : (6.27)Diese Darstellung ist formal identisch mit (6.20). Es sind lediglich die Rollen von Quarkund Antiquark, ausgedr�uckt in den Indizes n und n0, vertauscht.Wir erhalten daher ein Re-sultat vollst�andig analog zu (6.22) mit der eben erw�ahnten Modi�kation. Beide Ausdr�uckezusammen genommen, zeigen wieder Invarianz unter der Ladungskonjugationsoperation.Die Diskussion des Falles massiver Quarks und r = 1 bzw. des chiralen Grenz�ubergangsgestaltet sich nat�urlich entsprechend wie im vorhergehenden Abschnitt.6.4 Zusammenfassung6.4.1 Massive Quarks und r = 1Es folgt aus (6.19) , (6.24) sowie mit den �Uberlegungen aus 6.3.3 f�ur die erste Approxi-mationsstufe des Quark-Gluon-Kondensats in Landau-Eichung bei Anwesenheit endlicherexterner Quark-Strommassen :



6.4. ZUSAMMENFASSUNG 125�FVF (1) = �6 g2 (N2C � 1) �4(4�)4 " � 2�2 + ln2��2�20 �� � �31;3 � �31;13 (�1;3� �1;1) C(1)0;1;1;1+�21;3 � �21;1�1;3 � �1;1 h �C(1)0;1;0;0� 13 C(1)0;0;1;1� m̂2�2 + �C(1)1;1;0;0� 13 C(1)1;0;1;1� m̂� + C(1)2;1;0;0� 13 C(1)2;0;1;1�16 �D(1)2;0;1;0 m̂� +D(1)3;0;1;0�+ �1;1 �1;3�2 C(1)0;1;1;1� �1;1 + �1;3� �C(1)0;1;1;0 m̂� + C(1)1;1;1;0� 12 D(1)2;1;0;0� i��1;1 �1;3�2 �C(1)0;0;1;1 m̂2�2 + C(1)1;0;1;1 m̂� + C(1)2;0;1;1�+ 3 (�21;1 + �21;3) + 4 �1;1 �1;32�2 �D(1)2;0;1;0 m̂� +D(1)3;0;1;0�� �3 (�21;1 + �21;3) + 2 �1;1 �1;3��C(1)0;0;2;0 m̂2�2 + C(1)1;0;2;0 m̂� + C(1)2;0;2;0� +�1;1 + �1;3� hC(1)0;0;1;0m̂3�3 + �C(1)1;0;1;0� 12 D(1)2;0;0;0�m̂2�2 + �C(1)2;0;1;0� 12D(1)3;0;0;0�m̂� + C(1)3;0;1;0� 12D(1)4;0;0;0 i� hC(1)0;0;0;0 m̂4�4 + C(1)1;0;0;0 m̂3�3 + C(1)2;0;0;0 m̂2�2 + C(1)3;0;0;0 m̂� + C(1)4;0;0;0i�+2 � 2�2 + ln2��1;1 �1;3�20 �� �21;1 + �21;3 + �1;1 �1;3�2 � (C(1)0;1;0;0� C(1)0;0;2;0) m̂2�2 +(C(1)1;1;0;0� C(1)1;0;2;0) m̂� + C(1)2;1;0;0� C(1)2;0;2;0� �C(1)0;1;1;0 m̂� + C(1)1;1;1;0� �1;1 + �1;3� � +2 � 2�2 + ln2��1;1 �1;3�20 �� (�1;1 + �1;3) (�21;1 + �21;3)�3 �� 14 D(1)2;1;0;0� C(1)1;1;1;0� C(1)0;1;1;0 m̂� + C(1)0;1;1;1 �1;1 + �1;3� � #+ O�1� ln �2�20� : (6.28)Die Massenskala des obigen Vakuumerwartungswertes wird sowohl vom spontanen QCD-Parameter � als auch vom Quark-Massenparameter m̂ bestimmt. Dementsprechend tretenin Verbindung mit der f�uhrenden UV-Divergenz neben den rein \spontanen\ Logarithmenauch \nicht-spontane\ Beitr�age auf, die hier im wesentlichen durch das Produkt der beidenzueinander konjugiert komplexen Polparameter �1;1 und �1;3 aus dem Ansatz des Quark-Propagators f�ur r = 1 charakterisiert sind.6.4.2 Chiraler GrenzfallJetzt gilt �(chiral)r;j = �r;j �.Aus unseren Resultaten (6.19) und (6.25) zusammen mit der Diskussion in Abschnitt 6.3.3erhalten wir dann das Quark-Gluon-Kondensat im Fall verschwindender Strommassen undf�ur beliebigen (ungeraden) Nennergrad r :



126 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSAT�FVF (r)chiral = �6 g2 (N2C � 1) �4(4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 �� �( 13 � rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1�C(r)0;r;r;r + � rXs=0 �r;2s+1� h � rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1 �r;2t0+1�C(r)0;r;r;r +� rXs=0 �r;2s+1��12 D(r)2;r;r�1;r�1 � C(r)1;r;r;r�1�� 13 �C(r)2;r�1;r;r + 12 D(r)3;r�1;r;r�1�+C(r)2;r;r�1;r�1 � C(r)2;r;r;r�2 � 12 D(r)3;r;r�1;r�2 i +� rXu;u0 ;u00=0u�u0�u00 �r;2u+1 �r;2u0+1 �r;2u00+1� h 12 D(r)2;r;r�1;r�1 � 2C(r)1;r;r;r�1+ 2� rXs=0 �r;2s+1�C(r)0;r;r;r i+h � rXs=0 �r;2s+1�2 � 4 rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 iC(r)2;r�1;r+1;r�1 �� rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1 �r;2t0+1�h 2C(r)2;r�1;r+2;r�2+ C(r)2;r�1;r;r i+12 h � rXs=0 �r;2s+1�2 + 2 rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 i hD(r)3;r�1;r+1;r�2 +D(r)3;r�1;r;r�1 i +� rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1�h 12 �D(r)3;r�1;r+1;r�2 �D(r)3;r;r�1;r�2�+ C(r)2;r�1;r+2;r�2 � C(r)2;r+1;r�2;r�2+2�C(r)2;r;r�1;r�1� C(r)2;r�1;r+1;r�1 � � rXs=0 �r;2s+1�C(r)1;r;r;r�1� i)+ : : : (6.29)



6.4. ZUSAMMENFASSUNG 127� 6 g2 (N2C � 1) �4(4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20�� �(� rXs=0 �r;2s+1�hC(r)3;r�1;r;r�1+ 3C(r)3;r�1;r+1;r�2+ 5C(r)3;r+1;r�2;r�3�2�C(r)3;r;r�1;r�2+ C(r)3;r;r;r�3� C(r)3;r�1;r+2;r�3� +2� rXs=0 �r;2s+1��C(r)2;r;r;r�2 � C(r)2;r+1;r�2;r�2 � C(r)2;r�1;r+1;r�2��12 �D(r)4;r+1;r�3;r�3 + 3D(r)4;r�1;r+1;r�3+ 2D(r)4;r�1;r;r�2+D(r)4;r�1;r�1;r�1 �D(r)4;r;r�1;r�3� i+C(r)4;r�1;r;r�2� C(r)4;r+1;r�2;r�4 � C(r)4;r�1;r�1;r�1 + 13 C(r)4;r�2;r;r +2�C(r)4;r�1;r+2;r�4 + C(r)4;r+2;r�4;r�4 + C(r)4;r;r�1;r�3� C(r)4;r+1;r�3;r�3�+4�C(r)4;r�2;r+3;r�3 � C(r)4;r�1;r+1;r�3 � C(r)4;r�2;r+4;r�4�+12 �D(r)5;r�1;r;r�3 +D(r)5;r�1;r�1;r�2 +D(r)5;r+1;r�3;r�4 �D(r)5;r;r�1;r�4 +13 D(r)5;r�2;r;r�1 + 2 (D(r)5;r�1;r;r�3�D(r)5;r�1;r;r�3)�) :� als einziger dimensionsbehafteter Parameter des Problems legt die Massenskala desVakuumerwartungswertes (6.29) fest. Weiter l�a�t sich an den Indizes der in unserem Er-gebnis auftretenden Vertexparameter ablesen, da� ein Anstieg in der Zahl der beitragendenTerme mit dem Grad der rationalen Approximationsstufe nur bis r = 5 zu erwarten ist.F�ur Nennergrad r � 5 sind also bereits alle Strukturmerkmale des in der Kopplung f�uhren-den Beitrags zum Quark-Gluon-Kondensat im chiralen Grenzfall erfa�t. Einfache Pole mitlogarithmischen Residuen haben wir wiederum als nicht-f�uhrende Kondensatbeitr�age ver-nachl�assigt.Speziell in der niedrigsten Stufe der rationalen Approximation lautet der Vakuumerwar-tungswert explizit :



128 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSAT�FVF (1)chiral = �6 g2 (N2C � 1) �4(4�)4 � 2�2 + ln2��2�20 �+ O�1� ln �2�20 �� �( 13 ��21;1 + �1;1 �1;3 + �21;3�C(1)0;1;1;1+ (�1;1 + �1;3) �h�1;1 �1;3C(1)0;1;1;1+ (�1;1+ �1;3)�12 D(1)2;1;0;0� C(1)1;1;1;0�� 13 �C(1)2;0;1;1+ 12 D(1)3;0;1;0�+ C(1)2;1;0;0 i ��3�21;1+ 2�1;1�1;3 + 3�21;3� C(1)2;0;2;0� �1;1�1;3C(1)2;0;1;1+12 �3�21;1+ 4�1;1�1;3+ 3�21;3� D(1)3;0;1;0+ (�1;1 + �1;3) hC(1)3;0;1;0� 12 D(1)4;0;0;0 i � C(1)4;0;0;0+2 ��21;1+ �1;1�1;3 + �21;3� hC(1)2;1;0;0� C(1)2;2;2;0� (�1;1 + �1;3) C(1)1;1;1;0 i+��31;1 + �21;1�1;3 + �1;1�21;3 + �31;3� h 12 D(1)2;1;0;0� 2C(1)1;1;1;0+ 2 (�1;1+ �1;3) C(1)0;1;1;1 i) :(6.30)6.5 Renormierung des Quark-Gluon-KondensatsZur Beseitigung von Polbeitr�agen mit logarithmischen Residuen greifen wir auch hier aufdie Renormierungsvorschrift von 't Hooft und Veltman zur�uck.Der gesamte Integral-Gegenterm zum Zweischleifenintegral (6.15) l�a�t sich wie folgt dar-stellen : CT (r) = CT (r)1 + 2 � CT (r)2 : (6.31)F�ur den perturbativen Einschleifen-Counterterm zum fermionischen Beitrag der Gluon-Selbstenergie erh�alt man :



6.5. RENORMIERUNG DES QUARK-GLUON-KONDENSATS 129I��ab (p) = 12 g2 �ab ��0 Z dDk(2�)D Tr 
� 1p=+ k=+ m̂ 
� 1k=+ m̂= g2(4�)D=2 �(2�D=2) �ab� ��� p2 � p�p� 	 Z 10 dx x (1� x) �x (1� x) p2�20 + m̂2�20 �D=2�2= 2 g23 (4�)2 2� �ab � ��� p2 � p�p� 	+O(�0) : (6.32)Jetzt w�ahlen wir (6.32) als Insertion in der nicht-perturbativen Gluonschleife gem�a� :
CT (r)1 = 2 g2 (N2C � 1) (D� 1)3 (4�)2 2� ��0 Z dDp(2�)D p2D(r)T (p2) : (6.33)Mit dem Resultat (2.18) f�ur das Abelsche Gluon-Kondensat folgt schlie�lich :CT (r)1 =4 g2 (N2C � 1) �4(4�)4 � 2�2 + O�1� ln �2�20�� �( rXs;s0=0s�s0 �r;2s+1 �r;2s0+1 � � rXt=1 ur;2t�� rXs=0 �r;2s+1�+ rXt;t0=1t<t0 ur;2t ur;2t0) : (6.34)Um den zweiten Integral-Gegenterm aus (6.31) bestimmen zu k�onnen, ben�otigen wirzun�achst den Counterterm zur Quark-Selbstenergie auf Einschleifen-Niveau. Hierf�ur giltin Landau-Eichung :



130 KAPITEL 6. DAS QUARK-GLUON-KONDENSATIij(p) = �g2 (N2C � 1)2NC �ij ��0 Z dDk(2�)D 
� 1p=+ k=+ m̂
� ���k2 � k�k�k4= � g2 (N2C � 1)2NC (4�)D=2 �ij Z 10 dx (1� x) �x (1� x) p2�20 + x m̂2�20 �D=2�2 �( �(2�D=2)�D �x (D� 1) + 3�D �+ 2 �x (D� 1)� 1 �2 p=+ D (1�D)2 m̂ � 1�+�(3�D=2) (D� 1) x2 p2 (x� 1) p=� m̂ � 1x � (1� x) p2 + m̂2 � )= 3 g2 (N2C � 1)2NC (4�)2 2� �ij m̂ � 1 +O(�0) : (6.35)Verwendet man nun (6.35) als Einschub in die nicht-perturbative Quark-Schleife gem�a� :
CT (r)2 = 3 g2 (N2C � 1) m̂2 (4�)2 2� ��0 Z dDp(2�)D Tr S(r)(p) ; (6.36)so ist das dabei auftretende Impulsraumintegral proportional zum Quark-Kondensat inseiner r-ten Approximation. Da wir hier den Fall massiver Quarks betrachten wollen,beschr�anken wir uns wie auch schon bei den entsprechenden Kondensatrechnungen aufr = 1 und erhalten dann mit (5.16) :CT (1)2 = 12 g2 (N2C � 1) m̂(4�)4 � 2�2 + O�1� ln �2�20 �� n (�1;1 + �1;3 � �1;2) (�21;1+ �21;3)� �1;1 �1;2 �1;3 o :(6.37)Mit dem so bestimmten Gesamtgegenterm (6.31) l�a�t sich nun wie in Abschnitt 3.4 bereitsallgemein diskutiert die Overall-Divergenz des Zweischleifenresultats (6.28) extrahieren.Im Rahmen unserer Ausf�uhrungen �uber die Renormierung des Quark-Kondensats habenwir in 5.6 gesehen, da� sich als Folge der expliziten chiralen Symmetriebrechung ein



6.5. RENORMIERUNG DES QUARK-GLUON-KONDENSATS 131rein perturbativer Beitrag zum unrenormierten Vakuumkondensat zeigt. Wir wollen jetztdementsprechend auch das Quark-Gluon-Kondensat auf nicht-spontane Anteile hin unter-suchen.Aus den Bedingungen (6.5) f�ur die G�ultigkeit des st�orungstheoretischen Grenzfalls erhaltenwir die nicht-verschwindenden \perturbativen\Vertexkoe�zienten in der niedrigsten Stufeder rationalen Approximation :C(1)0;1;1;1 = C(1)0;1;1;0 = C(1)0;1;0;1 = C(1)0;1;0;0 = 1 :Einsetzen in unser Resultat (6.28) f�ur das unrenormierte Quark-Gluon-Kondensat ergibtdann mit � = 0 sinngem�a� 3 den f�uhrenden perturbativen Beitrag :�FVF (0)pert = �12 g2 (N2C � 1) m̂4(4�)4 � 2�2 + ln2� m̂2�20 � +O�1� ln m̂2�20 �� : (6.38)Es bleibt noch anzumerken, da� wir hierzu die bereits aus 5.6 bekannte Eigenschaft!01;2 = 1 (6.39)verwenden mu�ten und damit den perturbativen Grenzfall der in (5.25) de�nierten e�ek-tiven Quark-Masse identi�zieren konnten. An dieser Stelle wird also ein hohes Ma� anKonsistenz mit den Rechnungen zum Quark-Kondensat deutlich.Wie man schlie�lich konkret die Beseitigung der Overall-Divergenz des Quark-Gluon-Kondensats realisiert, ist letztendlich eine Frage der Konvention. Man kann entwederinnerhalb der COR das Mischungsproblem zusammengesetzter QCD-Operatoren mit kano-nischer Massendimension vier studieren oder aber das fermionische Dreipunktkondensatals rein spontane Gr�o�e de�nieren, deren Renormierung { wie bereits am Beispiel desQuark-Kondensats demonstriert { subtraktiv zu erfolgen hat.
3Eine Rechnung im Rahmen der St�orungstheorie f�uhrt zum selben Ergebnis.



Zusammenfassung und AusblickWir haben in den zur�uckliegenden Kapiteln im Rahmen einer mikroskopischen Rech-nung f�uhrende Beitr�age zu den niedrig-dimensionalen Vakuumkondensaten der Quanten-chromodynamik bestimmt. Als Ausgangspunkt dienten uns dabei die nicht-perturbativmodi�zierten Feynman-Regeln einer gem�a� den Prinzipien asymptotischer Freiheit undperturbativer Renormierbarkeit systematisch erweiterten St�orungsreihe. Weiterhin wurdedas im Zusammenhang mit der Kondensatde�nition auftretende Renormierungsproblemzusammengesetzter Operatoren in seinen wesentlichen Grundz�ugen erl�autert.Im Verlauf unserer Diskussionen erfolgte verschiedentlich der Hinweis, da� die Vakuum-kondensate als Charakterisierung der nicht-trivialen Struktur des QCD-Grundzustandswichtige Kenngr�o�en einer feldtheoretischen Beschreibung des hadronischen Spektrumsdarstellen. Verm�oge des QCD-Skalenparameters � sind unsere nicht-perturbativen Vakuum-erwartungswerte jedoch grunds�atzlich noch vom verwendeten Renormierungsschema ab-h�angig; mit Ausnahme des Gluon- bzw. Quark-Kondensats erweisen sie sich sogar als RG-abh�angig. Daraus darf jedoch keinesfalls gefolgert werden, da� sie physikalisch nicht vonNutzen sind. Denn einerseits treten die Kondensate in Observablen als RG-invariante Kom-binationen auf; andererseits bleibt in jedem approximativen Verfahren endlicher Ordnungzur Bestimmung quantenchromodynamischer Gr�o�en eine gewisse Restschemaabh�angig-keit immer bestehen. Diese sollte jedoch durch H�ohertreiben des Approximationsgradesasymptotisch zum Verschwinden gebracht werden.Um den Vergleich unserer Resultate mit experimentellen Daten bzw. Ergebnissenvon Gitterrechnungen anstellen zu k�onnen, sind wir auf die noch ausstehende L�osungdes Selbstkonsistenzproblems der nicht-perturbativen Ans�atze in den DS-Gleichungen derQCD angewiesen. Die numerische Kenntnis der Parameter aus den rationalen Approximan-ten w�urde dann an Hand der Kondensate sofort eine F�ulle von Kriterien zur �Uberpr�ufungder G�ute der erweiterten St�orungsentwicklung mit sich bringen. Stellvertretend sei hierdas Verschwinden von Bewegungsgleichungskondensaten genannt. Mit den vorliegendenRechnungen haben wir insbesondere auch die Grundlage f�ur eine detaillierte Analyse desglobalen Approximationsverhaltens hinsichtlich des Nennergrads r gelegt.
132



Anhang AMathematischer AnhangA.1 Feynman-IntegraleA.1.1 Feynman-ParametrisierungWir verwenden zur Berechnung von Schleifenintegralen mit rationalen Approximanten f�urdie nicht-perturbativ modi�zierten Vertexfunktionen der QCD im allgemeinen die folgendeForm der Feynman-Parametrisierung :1f�11 f�22 : : :f�nn = �(�1 + �2 + : : :+ �n)�(�1) �(�2) : : :�(�n) �Z 10 dx1 xn�21 Z 10 dx2 xn�32 : : :Z 10 dxn�1 y�1�11 y�2�12 : : : y�n�1n� y1 f1 + y2 f2 + : : :+ yn fn 	�1+�2+:::+�n ;(A.1)wobeiy1 = 1� x1 y2 = x1 (1� x2) y3 = x1 x2 (1� x3) : : : yn�1 = x1 : : : xn�2 (1� xn�1)yn = x1 x2 : : : xn�1 :Im Falle ganzzahliger Exponenten �j greifen wir auf eine �aquivalente Formulierung mitHilfe der Diracschen Delta-Distribution zur�uck :1f1 f2 : : : fn = (n� 1) ! Z 10 dz1 Z 10 dz2 : : :Z 10 dzn �(1� z1 � z2 � : : :� zn)� z1 f1 + z2 f2 + : : :+ zn fn 	n : (A.2)A.1.2 ParameterintegraleZur quantitativen Auswertung der gem�a� (A.2) gebildeten Parameterintegrale betrachtenwir zun�achst allgemein :F (n�1) := Z 10 dz1 Z 10 dz2 : : :Z 10 dzn �(1� z1 � z2 � : : :� zn)F (z1; z2; : : : ; zn) : (A.3)133



134 ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANGIm ersten Schritt wird die Delta-Distribution mit Hilfe der Heavisideschen Theta-Funktioneliminiert und man erh�alt :F (n�1) = Z 10 dz1 Z 10 dz2 : : :Z 10 dzn�1 ��1� (z1 + z2 + : : :+ zn�1)� �F�z1; z2; : : : ; zn�1; 1� (z1 + z2 + : : :+ zn�1)� :Die durch z1 = 1� u1z2 = u1 (1� u2)z3 = u1 u2 (1� u3)...zn�1 = u1 u2 : : :un�2 (1� un�1)de�nierte Variablentransformation besitzt die Eigenschaften :0 � z1 + z2 + : : :+ zn�1 = 1� u1 u2 : : :un�1 � 1���� @(z1; z2; : : : ; zn�1)@(u1; u2; : : : ; un�1 ���� = un�21 un�32 : : : un�2 ;womit f�ur das allgemeine n-fache Parameterintegral folgt :F (n�1) = Z 10 du1 Z 10 du2 : : :Z 10 dun�1 un�21 un�32 : : : un�2 �F�1� u1; u1 (1� u2); u1 u2 (1� u3); : : : ; u1 u2 : : :un�2 (1� un�1); u1 u2 : : :un�1� :(A.4)Im Rahmen unserer Kondensatrechnungen haben wir es nun speziell zu tun mit Feynman-Parameterintegralen der Form (1 � n0 � n) :Z(n�1)m := Z(n�1)m[n0 ] := Z 10 dz1 Z 10 dz2 : : :Z 10 dzn �(1� z1 � z2 � : : :� zn) �w(z)�m ;wobei w(z) := w[n0](z) := zi1 + zi2 + : : :+ zin0 f�ur i1 < i2 < : : : < in0 .Wir erhalten dann unter Verwendung von (A.4) :



A.1. FEYNMAN-INTEGRALE 135Z(n�1)0 = 1(n� 1) ! (A.5a)Z(n�1)1[n0] = n0n ! (A.5b)Z(n�1)2[n0] = n0 (n0 + 1)(n+ 1) ! : (A.5c)Entsprechend folgt f�ur die Gr�o�e~Z(n�1)[n0 ] := Z 10 dz1 Z 10 dz2 : : :Z 10 dzn �(1� z1 � z2 � : : :� zn) ~w(z) ;mit ~w(z) := ~w[n0](z) := (z1 + zn0+1)�i1 + (z2 + zn0+2)�i2 + : : :+ (zn0 + z2n0)�in0und 2n0 � n , nach Durchf�uhrung der Variablentransformation :~Z(n�1)[n0] = 2n ! n0Xs=1 �is : (A.5d)Feynman-Parametrisierung im Anschlu� an die erste Impulsintegration bei Mehrschleifen-integralen ergibt im allgemeinen gem�a� (A.1) einen Ausdruck der Form :G(n�1) := Z 10 dx1 xn�21 (1� x1)�1�1 Z 10 dx2 xn�32 : : :Z 10 dxn�1 G(x)mit nicht-ganzzahligem Exponenten �1.So f�uhrt uns beispielsweise die Anwendung der Gegentermtechnik zur Bestimmung f�uhren-der divergenter Beitr�age aus Zweischleifenintegralen in dimensioneller Regularisierung beiD = 4� � auf die Integralgr�o�e :G(n�1)D(i) := Z 10 dx1 xn�21 (1� x1)i�D=2 Z 10 dx2 xn�32 : : :Z 10 dxn�1 GD(x) ;und damit speziell f�ur i 2 f0; 1g auf divergente Parameterintegrale vom Typ :T (n)D(i) := Z 10 dx xn�2 (1� x)i�D=2 fD(x) : (A.6)Setzen wir hierbei Analytizit�at der Funktion fD in x = 1 voraus, so �ndet man eineRegularisierung dieser Integrale durch analytische Fortsetzung f�ur D < 4 wie folgt :



136 ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANGT (n)D(1) = Z 10 dx xn�2 (1� x)1�D=2 fD(x) = Z 10 dx xn�2 (1� x)1�D=2� fD(x)� fD(1) + fD(1)	 =Z 10 dx xn�2 (1� x)1�D=2 fD(1) + Z 10 dx xn�2 (1� x)2�D=2 fD(x)� fD(1)1� x =(n� 2) ! �(2�D=2)�(n+ 1�D=2) � fD(1) + O(�0) ; (A.7a)T (n)D(0) = Z 10 dx xn�2 (1� x)�D=2 fD(x) = Z 10 dx xn�2 (1� x)�D=2 fD(1) + Z 10 dx xn�2 (1� x)1�D=2 FD(x) =Z 10 dx xn�2 (1� x)�D=2 fD(1) + Z 10 dx xn�2 (1� x)1�D=2 FD(1) + Z 10 dx xn�2 (1� x)2�D=2 FD(x)� FD(1)1� x =(n� 2) ! �(2�D=2)�(n�D=2) � fD(1)1�D=2 � fD 0(1)n�D=2�+ O(�0) ; (A.7b)wobei im zweiten Fall noch FD(x) := fD(x)�fD(1)1�x gesetzt wurde.Im letzten Schritt haben wir jeweils von der Integraldarstellung der Eulerschen Beta-Funktion [15] B(1 + �; 1 + �) = Z 10 dx x� (1� x)� = �(1 + �) �(1 + �)�(2 + �+ �)Gebrauch gemacht.Es bleibt dann noch die Berechnung regul�arer Parameterintegrale des Typs :X(n�1)m := X(n�1)m[n0 ] := Z 10 dx2 xn�32 Z 10 dx3 xn�43 : : :Z 10 dxn�1 �~�(x̂)�m ; (A.8)mit ~�(x̂) := ~�[n0 ](x̂) := ŷi1 �i1 + ŷi2 �i2 + : : : + ŷin0 �in0 ,wobei i1 < i2 < : : : < in0 undŷj := yj jx1=1 .Wir �nden daf�ur :



A.1. FEYNMAN-INTEGRALE 137X(n�1)0 = 1(n� 1) ! (A.9a)X(n�1)1[n0] = 1n ! n0Xs=1 �is (A.9b)X(n�1)2[n0] = 2(n+ 1) ! n0Xt;t0=1t�t0 �it �it0 : (A.9c)Zur Auswertung von Feynman-Graphen mit internen Quarklinien haben wir im Falle mas-siver Quarks neben der rein spontanen Skala �QCD auch noch externe Massenskalen inForm der Quark
avour-Strommassen m̂F zu ber�ucksichtigen. Die Analyse nicht-perturbativerLogarithmen erfordert dann die Berechnung von Integralen �uber Logarithmen von Linear-kombinationen der eingef�uhrten Feynman-Parameter, wof�ur etwa (6.23) als Beispiel dient.Bei der expliziten Berechnung solcher Integraltypen machen wir intensiven Gebrauch von[62] und erhalten folgende n�utzliche Identit�aten :L0(a) := Z 10 dx ln2(1 + ax) = 2 + � 1 + 1a �n ln2(1 + a)� 2 ln(1 + a)o (A.10a)L1(a) := Z 10 dx x ln2(1 + ax) = 12 � 12 � 3a + ��1 + 2a + 3a2 � ln(1 + a) + � 1� 1a2 � ln2(1 + a) �(A.10b)L2(a) := Z 10 dx x2 ln2(1 + ax) =13 � 13 � 23 � 52a + 11a2 � + ��23 + 1a � 2a2 � 113a3 � ln(1 + a) + � 1 + 1a3 � ln2(1 + a) � :(A.10c)A.1.3 Euklidische ImpulsintegrationNach Einf�uhrung einer Feynman-Parametrisierung und gegebenenfalls der Translation desIntegrationsimpulses gelangen wir im Rahmen dimensioneller Regularisierung [12] zur An-wendung der Euklidischen Standardformel f�ur D-dimensionale, sph�arisch symmetrischeImpulsraumintegrale :Z dDp(2�)D �p2��� p2 +M2 �� = 1(4�)D=2 �(� +D=2) �(� � � �D=2)�(D=2) �(�) �M2 �D=2+��� : (A.11)Um diese skalare Integralformel auch im Fall eines allgemein tensoriellen Integranden ver-wenden zu k�onnen, nutzen wir explizit die Kovarianz der Formulierung unserer Feldtheorie,welche sich manifestiert in den Eigenschaften symmetrischer Integration :



138 ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANGZ dDp(2�)D p�1p�2 : : :p�nf(p2) = ( 0 falls n ungeradeS�1�2:::�nD (D+2):::(D+n�2) 1(2�)D R dDp �p2�n=2 f(p2) falls n gerade(A.12)Hierbei bezeichnet S�1�2 :::�n f�ur n � 2 den totalsymmetrischen Tensor n-ter Stufe.A.2 Euklidische 
-AlgebraAusgehend von der Antikommutator-Relation der Euklidischen 
-Algebra in D Dimensionen :f
�; 
�g = �2 ��� ; (A.13)erhalten wir die Identit�aten : 
�
� = �D (A.14a)p=p= = �p2 (A.14b)p=k=+ k=p= = �2 (p � k) (A.14c)p=k=p= = p2k=� 2 (p � k) p= : (A.14d)Mit der De�nition Trf1g = 4 folgen die Spurrelationen :Trf
�
�g = �4 ��� (A.15a)Trf
�
�
�
�g = 4� ������ � ������ + ������ 	 ; (A.15b)w�ahrend die Spur �uber eine ungerade Anzahl von 
-Matrizen identisch verschwindet.Als unmittelbare Konsequenz aus (A.14) ergibt sich im Fermionsektor f�ur die rationalenApproximanten zum (ungeraden) Nennergrad r :rYs=0 �p=� �r;2s+1� = � rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1�r;2t0+1 � � rXs=0 �r;2s+1�p=� p2� (�p2)r�12 +O �pr�2�(A.16a)rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1) = � p4 + (r + 1) (p � k) p2 + r + 12 k2p2 + (r� 1) (r+ 1)2 (p � k)2 +� rXs=0 �r;2s+1 �� p2 (p=+ k=) + (1� r) (p � k) p=�� rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1�r;2t0+1 p2� (�p2)r�32 +O �pr�2� :(A.16b)



A.3. SU(NC)-FARBALGEBRA 139Schlie�lich �nden wir weiter mit Hilfe von (A.16b) :�p=+ k=�n = � p4 + n (p � k) p2 + n2 k2p2 + n (n� 2)2 (p � k)2� (�p2)n�42 +O �pn�3� falls n gerade(A.16c)�p=+ k=�n = � p= h p4 + (n� 1) (p � k) p2 + n� 12 k2p2 + (n� 1) (n� 3)2 (p � k)2 i +k= h p4 + (n� 1) (p � k) p2 i � (�p2)n�52 +O �pn�3� falls n ungerade :(A.16d)Die Entwicklungen (A.16) spielen bei der Berechnung des Quark-Gluon-Kondensats einewesentliche Rolle.A.3 SU(NC)-FarbalgebraGegenstand unserer feldtheoretischen Betrachtungen ist die Quantenchromodynamik mitlokaler SU(NC)-Eichinvarianz. In diesem Abschnitt sollen die f�ur die Kondensatrechnun-gen ben�otigten Eigenschaften der Lie-Gruppe SU(NC) kurz vorgestellt werden.Es bezeichnen Ta f�ur a 2 f1; 2; : : : ; N2C � 1g die zugeh�origen Generatoren. Diese bildenverm�oge der Kommutator-Relationen[Ta; Tb] = i fabc Tc (A.17)eine Lie-Algebra mit den total-antisymmetrischen Strukturkonstanten fabc.Die Gluonfelder transformieren sich gem�a� der adjungierten Darstellung der SU(NC) mit�Ta�bc = �i fabc ; (A.18)w�ahrend die Quarkfelder unter Rotationen im Farbraum der fundamentalen Darstellunggehorchen : Ta = 12 �a ; (A.19)dabei stellen die �a als spurlose, hermitische (NC�NC) -Matrizen die Verallgemeinerungender Gell-Mann-Matrizen aus der SU(3) dar. Es gilt [15] :�a�b = 2NC �ab 1+ �dabc + i fabc��c ; (A.20)



140 ANHANG A. MATHEMATISCHER ANHANGmit totalsymmetrischen Strukturkonstanten dabc. Hieraus erhalten wir Spurrelationen derfundamentalen Darstellung :Tr f�a�bg = 2 �ab (A.21a)Tr f�a�b�cg = 2 �dabc + i fabc � ; (A.21b)und insbesondere Tr fTa Tag = N2C � 12 : (A.21c)Damit lassen sich nun Farbtensoren als Spuren �uber Generatoren der SU(NC) in ihrerfundamentalen Darstellung schreiben :�ab = 2Tr fTa Tbg (A.22a)fabc = �2i Tr�Ta [Tb; Tc]	 (A.22b)dabc = 2Tr�Ta fTb; Tcg	 (A.22c)fabjfcd j = �2Tr� [Ta; Tb] [Tc; Td]	 : (A.22d)Diese Identit�aten wurden von uns insbesondere bei der De�nition der Vakuumkondensateim gluonischen Sektor der QCD verwendet.



Anhang BDetails zur Berechnung des3-Gluon-KondensatsB.1 Subschleife mit (m2m3)Unter Bezugnahme auf (4.16) de�nieren wir als Hilfsgr�o�en die Einschleifenintegrale :�K(r)(c)j ����!m1 (p) := ��0 p! Z dDk(2�)D h���j (p; k;�p� k) �(?)Xm2;m3�0 C(c)j(r)m1;m2;m3 �k2�m2 �(p+ k)2�m3 ��2�2r�(m2+m3)��j4h rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i : (B.1)Vor der Auswertung mit Hilfe von Feynman-Methoden legt ein Blick auf die Impulsstrukturder h���j (p; k;�p� k) folgende Zerlegung nahe :�K(r)(c)j ����!m1 (p) =:��0 p! Z dDk(2�)D ( �G(r)(c)j ����m1 (p; k;�p� k)h rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i (p+ k)2 +�H(r)(c)j ����m1 (p; k;�p� k)h rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i ) : (B.2)Nach Einf�uhrung von Feynman-Parametern erhalten wir dann :141



142 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT�K(r)(c)j ����!m1 (p) = ��0 p!( (2r+ 2) ! Z D2r+3z Z dDq1(2�)D �G(r)(c)j ����m1 � p; q1 � w1p; (w1� 1) p� q1 �n q21 +R21(p2)o2r+3 +(2r+ 1) ! Z D2r+2z Z dDq2(2�)D �H(r)(c)j ����m1 � p; q2 � w2p; (w2� 1) p� q2 �n q22 +R22(p2)o2r+2 ) ;(B.3)wobei q1 := k + w1 � pw1 := w1(z) := zr+2 + zr+3 + : : :+ z2r+3R21(p2) := w1 (1� w1) p2 + ~w�2q2 := k + w2 � pw2 := w2(z) := zr+2 + zr+3 + : : :+ z2r+2R22(p2) := w2 (1� w2) p2 + ~w�2~w := ~w(z) := (z1 + zr+2) �r;1 + (z2 + zr+3) �r;3 + : : :+ (zr+1 + z2r+2) �r;2r+1 :Der ober
�achliche UV-Divergenzgrad von (B.1) betr�agt �k = D�3. Es kann also eine maxi-mal lineare Divergenz im ersten Integrationsschritt auftreten. Mit Hilfe der Auswahlregeln(?) erhalten wir daraus notwendige Bedingungen f�ur das Auftreten von UV-Divergenzen,ausgedr�uckt durch die Indizes unserer Vertex-Koe�zienten :m2 +m3 = 2r =) m1 � r f�ur j 2 f1; 2; 3gm2 +m3 = 2r � 1 =) m1 � r f�ur j = 4 :Ber�ucksichtigen wir f�ur die Z�ahlerfunktionen in (B.3) noch die Eigenschaften symme-trischer Integration, so ergeben sich schlie�lich die Funktionen � ~G(r)(c)j ����m1 (q2; p) bzw.� ~H(r)(c)j ����m1 (q2; p) , deren divergenzerzeugende Beitr�age nachfolgend aufgelistet sind :� ~G(r)(c)1 ����m1 (q2; p) = 2D (D+ 2) n t��(p) p� � (D + 1) t��(p) p�o (?)Xm2+m3=2rC(c)1(r)m1;m2;m3 (q2)2r+1 +O�q4r+1� ;� ~H(r)(c)1 ����m1 (q2; p) = 2D (D+ 2) n t��(p) p�+ t��(p) p� o (?)Xm2+m3=2rn (D + 4r)w2� 2m3 oC(c)1(r)m1;m2;m3 (q2)2r+ O�q4r�1� ;



B.1. SUBSCHLEIFE MIT (M2M3) 143� ~G(r)(c)2 ����m1 (q2; p) = 2D (D+ 2) n (D+ 1) t��(p) p� � t��(p) p� o (?)Xm2+m3=2rC(c)2(r)m1;m2;m3 (q2)2r+1 +O�q4r+1� ;� ~H(r)(c)2 ����m1 (q2; p) = 2 (1�D)D t��(p) p� (?)Xm2+m3=2rC(c)2(r)m1;m2;m3 (q2)2r +O�q4r�1� ;� ~G(r)(c)3 ����m1 (q2; p) = 1D (?)Xm2+m3=2r� t��(p) p� �D (1� w1)� 1 + 2 (D+ 1)D + 2 (m3 � 2rw1)��2D + 2 (m3 � 2rw1) t��(p) p�+ w1 � ���p� � ���p� � �C(c)3(r)m1;m2;m3 (q2)2r+1 +O�q4r+1� ;� ~H(r)(c)3 ����m1 (q2; p) = 1D (D+ 2) (?)Xm2+m3=2rn t��(p) p� � (D � 1) (D+ 2) + (D+ 1) (D+ 4r)w2� 2m3 (D + 1) �� t��(p) p� � (D + 4r)w2 � 2m3 � oC(c)3(r)m1;m2;m3 (q2)2r + O�q4r�1� ;� ~G(r)(c)4 ����m1 (q2; p) = 4D (D+ 2) n t��(p) p� � (D + 1) t��(p) p�o (?)Xm2+m3=2r�1C(c)4(r)m1;m2;m3 (q2)2r+1 +O�q4r+1� ;� ~H(r)(c)4 ����m1 (q2; p) = 4D (D+ 2) n (D+ 1) t��(p) p� � t��(p) p� o (?)Xm2+m3=2r�1C(c)4(r)m1;m2;m3 (q2)2r +O�q4r�1� :Die Ausf�uhrung der Impulsintegrationen in (B.3) mit Hilfe der Standardformel (A.11)ergibt nun :�K(r)(c)1 ����!m1 (p) = 2��0D (D + 2) (4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) p! (?)Xm2+m3=2rC(c)1(r)m1;m2;m3 �� (2r+D=2)n t��(p) p� � (D + 1) t��(p) p�o Z D2r+3z �R21(p2) �D=2�2 +n t��(p) p� + t��(p) p� oZ D2r+2z n (D + 4r)w2� 2m3o �R22(p2) �D=2�2 �+ (konv) ;(B.4a)



144 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT�K(r)(c)2 ����!m1 (p) = 2��0D (D + 2) (4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) p! (?)Xm2+m3=2rC(c)2(r)m1;m2;m3 �� (2r+D=2)n (D+ 1) t��(p) p� � t��(p) p� o Z D2r+3z �R21(p2) �D=2�2 +(1�D) (D+ 2) t��(p) p� Z D2r+2z �R22(p2) �D=2�2 �+ (konv) ; (B.4b)�K(r)(c)3 ����!m1 (p) = ��0D (D + 2) (4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) p! (?)Xm2+m3=2rC(c)3(r)m1;m2;m3 �� (2r+D=2) Z D2r+3z n t��(p) p� �D (D+ 2) (1� w1)� (D + 2) + 2 (D+ 1) (m3� 2r w1) �+2 (2rw1 �m3) t��(p) p� + w1 (D + 2) � ���p� � ���p� � o �R21(p2) �D=2�2 +Z D2r+2z n t��(p) p� � (D � 1) (D+ 2) + (D + 1) (D+ 4r)w2� 2m3 (D + 1) ��t�� (p) p� � (D + 4r)w2� 2m3 �o �R22(p2) �D=2�2 �+ (konv) ; (B.4c)�K(r)(c)4 ����!m1 (p) = 4��0D (D + 2) (4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) p! n t��(p) p� � (D+ 1) t��(p) p�o �(?)Xm2+m3=2r�1C(c)4(r)m1;m2;m3 � (2r+D=2) Z D2r+3z �R21(p2) �D=2�2 � Z D2r+2z �R22(p2) �D=2�2�+ (konv) :(B.4d)Also l�a�t sich unser urspr�ungliches 2-Loop-Integral (4.16) mit festgelegter Reihenfolge derSchleifenintegrationen in seinen divergenten Anteilen wie folgt darstellen :�
(r)1(c)j ����! = ��0 rXm1=0 Z dDp(2�)D �K(r)(c)j ����!m1 (p) �p2�m1 ��2�r�m1rQs=0�p2 + �r;2s+1�2�=: ��0 rXm1=0 Z dDp(2�)D �p2�m1 ��2�r�m1rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� 8><>:Z D2r+3z � ~G(r)(c)j ����!m1 (p; z)�R21(p2) �2�D=2 + Z D2r+2z � ~H(r)(c)j ����!m1 (p; z)�R22(p2) �2�D=2 9>=>; :(B.5)Mit einer Feynman-Parametrisierung gem�a� (A.1) erhalten wir daf�ur :



B.1. SUBSCHLEIFE MIT (M2M3) 145�
(r)1(c)j ����! = ��0 �(r + 3�D=2)�(2�D=2) Z 10 dx1 xr1 Z 10 dx2 xr�12 : : :Z 10 dxr xr Z 10 dxr+1 (1� x1)1�D=2rXm1=0 Z dDp(2�)D �p2�m1 ��2�r�m1 �( Z D2r+3z � ~G(r)(c)j ����!m1 (p; z)n y1R21(p2) + y2 (p2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (p2 + �r;2r+1�2)or+3�D=2 +Z D2r+2z � ~H(r)(c)j ����!m1 (p; z)n y1R22(p2) + y2 (p2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (p2 + �r;2r+1�2)or+3�D=2 ) ;(B.6)wobeiy1 = 1� x1 y2 = x1 (1� x2) y3 = x1 x2 (1� x3) : : : yr+1 = x1 : : : xr (1� xr+1)yr+2 = x1 : : : xr+1 :Damit folgt f�ur die beiden Nenner des Integranden (n 2 f1; 2g) :y1R2n(p2) + y2 (p2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (p2 + �r;2r+1�2) = (1� x1)R2n(p2) + x1 p2 + �(x) �2 ;hierbei haben wir de�niert :�(x) := y2 �r;1 + y3 �r;3 + : : :+ yr+2 �r;2r+1 :Die Auswertung des divergenten Parameterintegrals in (B.6) ergibt nach (A.7) :Z 10 dx1 xr1 (1� x1)1�D=2 fD(x1) = r ! �(2�D=2)�(r + 3�D=2) fD(1) +O(�0) :Weiter setzen wir ~�(x̂) := �(x) jx1=1 , sowie�G(r)(c)j ����!m1 (p) := Z D2r+3z � ~G(r)(c)j ����!m1 (p; z)�H(r)(c)j ����!m1 (p) := Z D2r+2z � ~H(r)(c)j ����!m1 (p; z) ;und erhalten dann f�ur die gesuchten f�uhrenden divergenten Beitr�age :



146 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT�
(r)1(c)j ����! = ��0 r ! Z D̂r+1x rXm1=0 Z dDp(2�)D �p2�m1 ��2�r�m1 n�G(r)(c)j ����!m1 (p) + �H(r)(c)j ����!m1 (p)o� p2 + ~�(x̂) �2	r+3�D=2 :(B.7)De�nieren wir schlie�lich f�ur den Z�ahler des Integranden in (B.7) :��0(4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) �Q(r)(c)j ����!(p) :=rXm1=0 �p2�m1 ��2�r�m1 n �G(r)(c)j ����!m1 (p) + �H(r)(c)j ����!m1 (p)o ; (B.8)so folgen daraus zusammen mit den Resultaten (B.4) nach Anwendung der Regeln sym-metrischer Integration Funktionen der Gestalt :� ~Q(r)(c)j ����!(p2) = p2 (?)Xm2+m3=2r��j4 S(j)���!(r)m3 rXm1=0C(c)j(r)m1;m2;m3�p2�m1 ��2�r�m1 : (B.9)Damit k�onnen wir schreiben :�
(r)1(c)j ����! = �(2r+D=2)�(D=2) �(2�D=2) (?)Xm2+m3=2r��j4 S(j)���!(r)m3 r ! Z D̂r+1x T (c)j(r)m2;m3 (x̂) ;(B.10)wobei T (c)j(r)m2;m3 (x̂) := �2�0(4�)D=2 Z dDp(2�)D rPm1=0C(c)j(r)m1;m2;m3 �p2�m1+1 ��2�r�m1� p2 + ~�(x̂) �2	r+3�D=2 : (B.11)F�ur die in (B.4) noch auszuf�uhrenden Integrationen bez�uglich der Feynman-Parameter z�nden wir mit (A.5) :Z(2r+n)0 = 1(2r+ n) ! n 2 f1; 2gZ(2r+n)1[r+n] = r + n(2r+ 1 + n) ! ;und so lassen sich jetzt die in (B.9) de�nierten dimensionslosen Tensoren S(j)���!(r)m3 explizitbestimmen :



B.1. SUBSCHLEIFE MIT (M2M3) 147S(1)���!(r)m3 = 1144 (2r+ 1) ! n � 9� 4 (m3 � r) � �����! � � 9 + 4 (m3 � r) � �����! + 2 (m3 � r) ��!��� o+ O(�)S(2)���!(r)m3 = 1144 (2r+ 1) ! n 4 �����! � 32 �����! + 7 ��!��� o+ O(�)S(3)���!(r)m3 = 1144 (2r+ 1) ! n 32 �����! � 4 �����! � 7 ��!��� o+ O(�)S(4)���!(r)m3 = 0 +O(�) :Es bleibt die Berechnung der UV-divergenten Beitr�age aus den Integralen (B.11). DurchAnwendung der Euklidischen Standardintegrationsformel dimensioneller Regularisierungerhalten wir :T (c)j(r)m2;m3 (x̂) = �4(4�)D �(r � 1 +D=2)�(D=2) �(r+ 3�D=2) �(4�D) �� (r +D=2) (r� 1 +D=2)(3�D) (2�D) C(c)j(r)r;r;r � ~�(x̂) �2 + r � 1 +D=23�D C(c)j(r)r�1;m2;m3 ~�(x̂) + C(c)j(r)r�2;m2;m3 � �� ~�(x̂) �2�20 �D�4 + (konv) : (B.12)Unter Ber�ucksichtigung der Laurent-Entwicklung :�(2�D=2) �(4�D) �~�(x̂) �2�20 �D�4 = 2�2 + ln2��2�20�+ O�1� ln �2�20� ; (B.13)haben wir in (B.10) noch folgende Feynman-Parameterintegrale gem�a� (A.9) auszuf�uhren :X(r)0 = 1r !X(r)1[r+1] = 1(r + 1) ! rXs=0 �r;2s+1X(r)2[r+1] = 2(r + 2) ! rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 :Dies f�uhrt schlie�lich zum Endresultat (4.17).



148 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSATB.2 Subschleife mit (m3m1)Entsprechend wie oben f�uhren wir als Hilfsgr�o�en die folgenden Einschleifenintegrale ein :�P (r)(c)j ����!m2 (k) = ��0 Z dDp(2�)D h���j (p; k;�p� k) p!(?)Xm1;m3�0 C(c)j(r)m1;m2;m3 �p2�m1 �(p+ k)2�m3 ��2�2r�(m1+m3)��j4h rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i ; (B.14)und zerlegen sie anschlie�end gem�a� :�P (r)(c)j ����!m2 (k) =: ��0 Z dDp(2�)D p!( �G(r)(c)j ����m2 (p; k;�p� k)h rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i (p+ k)2 +�H(r)(c)j ����m2 (p; k;�p� k)h rQs=0�p2 + �r;2s+1�2� i h rQs=0�(p+ k)2 + �r;2s+1�2� i ) : (B.15)Mit einer Feynman-Parametrisierung erhalten wir dann :�P (r)(c)j ����!m2 (k) = ��0( (2r+ 2) ! Z D2r+3z Z dDq1(2�)D (q1 � w1k)! �G(r)(c)j ����m2 � q1 � w1k; k; (w1� 1) k� q1 �n q21 + R21(k2)o2r+3 +(2r+ 1) ! Z D2r+2z Z dDq2(2�)D (q2 � w2k)! �H(r)(c)j ����m2 � q2 � w2k; k; (w2� 1) k� q2 �n q22 +R22(k2)o2r+2 ) ;(B.16)wobei q1 := p+ w1 � kw1 := w1(z) := zr+2 + zr+3 + : : :+ z2r+3R21(k2) := w1 (1� w1) k2 + ~w�2q2 := p+ w2 � k



B.2. SUBSCHLEIFE MIT (M3M1) 149w2 := w2(z) := zr+2 + zr+3 + : : :+ z2r+2R22(k2) := w2 (1� w2) k2 + ~w�2~w := ~w(z) := (z1 + zr+2) �r;1 + (z2 + zr+3) �r;3+ : : :+ (zr+1 + z2r+2) �r;2r+1 :Aus Gleichung (B.14) liest man den ober
�achlichen UV-Divergenzgrad �p = D � 2 ab.Im ersten Integrationsschritt k�onnen daher keine h�oheren als quadratische Divergenzenauftreten.Gem�a� (?) lautet dann die notwendige Divergenzbedingung :2r � 1� �j4 � m1 +m3 � 2r� �j4 ;und daraus folgend m2 � r.De�nieren wir nun f�ur (B.16) die Z�ahlerfunktionen :�U (r)(c)j ����!m2 (l1; l2; l3) := l!1 �G(r)(c)j ����m2 (l1; l2; l3)�V (r)(c)j ����!m2 (l1; l2; l3) := l!1 �H(r)(c)j ����m2 (l1; l2; l3) ;so ergeben sich unter Anwendung der Eigenschaften symmetrischer Integration anschlie�endFunktionen � ~U (r)(c)j ����!m2 (q2; k) beziehungsweise h ~V (r)(c)j ����!m2 (q2; k) , die nachfolgend explizitaufgef�uhrt sind :� ~U (r)(c)1 ����!m2 (q2; k) = 2D (D + 2) (?)Xm1+m3=2r� � (D + 2)w1 � (D + 1) � t�!(k) k�k� + (D + 2)w1 t��(k) k�k! +(1� 2w1) t��(k) k�k! � w1k2 � t�!(k) ��� + t��(k) ��! + t��(k) ��! �+2 �m3 + w1(1� 2r)�D + 4 h t�!(k) � ��� � (D + 2) k�k� �+ t��(k) � ��! � (D+ 2) k�k! �+t��(k) � ��! + 2 k�k! � i �C(c)1(r)m1;m2 ;m3 (q2)2r+1 + O�q4r+1� ;� ~V (r)(c)1 ����!m2 (q2; k) = 2D (D + 2) t��(k) (��! �Dk�k!) k2 (?)Xm1+m3=2rn (D + 2)w2 � 2 �w2 (1� 2r) +m3 �o �C(c)1(r)m1;m2;m3 (q2)2r + O�q4r�1� ;



150 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT� ~U (r)(c)2 ����!m2 (q2; k) = 2D (D + 2) (?)Xm1+m3=2r� � (D + 1)� w1 (D + 2) � t�!(k) k�k� � (D + 2)w1 t��(k) k�k! +(2w1 � 1) t��(k) k�k! + w1k2 � t�!(k) ��� + t��(k) ��! + t��(k) ��! ��2 �m3 + w1(1� 2r)�D + 4 h t�!(k) � ���k2 � (D + 2) k�k� �+ t��(k) � ��!k2 � (D + 2) k�k! �+t��(k) � ��!k2 + 2 k�k! � i �C(c)2(r)m1;m2;m3 (q2)2r+1 + O�q4r+1� ;� ~V (r)(c)2 ����!m2 (q2; k) = 2D (D + 2) (?)Xm1+m3=2r� h t��(k) ��! + t��(k) ��! � (D+ 1) t�!(k) ��� i q2 �(�w22) �D(D+ 2) + 8r (D+ 2r+ 1) �+ 4w2m3 (D + 4r)� 4m3 (m3 � 1)D + 4 �h t��(k) k�k! + t��(k) k�k! + t�!(k) k�k� i +h 2 (D+ 4r) (�rw22 +m3w2)�m3 (D+ 2m3) i t�!(k) ���k2 +(D + 4r) � (2r� 1)w22 � 2m3w2 �+m3 �D + 2 (m3 + 1) �D + 4 �h t��(k) ��! + t��(k) ��! + t�!(k) ��� i k2 �C(c)2(r)m1;m2;m3 (q2)2r +2D(D + 2) n t��(k) ��! + t��(k) ��! � (D + 1) t�!(k) ��� o�2 (?)Xm1+m3=2r�1C(c)2(r)m1;m2;m3(q2)2r + O�q4r�1� ;� ~U (r)(c)3 ����!m2 (q2; k) = 2D (D + 2) (?)Xm1+m3=2r� 2 �m3 + w1 (1� 2r) �D + 4 h (D + 3) t��(k) � ��!k2 + 2k�k! ��t��(k) ���!k2 + 2k�k! �� t�!(k) � ���k2 + 2k�k� � i �� 2m3 + 1 + w1 (1� 4r) �h (D + 1) t��(k) k�k! � t�!(k) k�k� i+(D + 1) t��(k) ��!k2 � t��(k) ��!k2 � t�!(k) ���k2 +w1 h t��(k) � ��!k2 + 2k�k! �+ t�!(k) � ���k2 � (D + 1) k�k� ��t��(k) � (D + 3) ��!k2 + � 3�D (D + 2) �k�k! � i �C(c)3(r)m1;m2;m3 (q2)2r+1 +O�q4r+1� ;



B.2. SUBSCHLEIFE MIT (M3M1) 151� ~V (r)(c)3 ����!m2 (q2; k) = 0 + O�q4r�1� ;� ~U (r)(c)4 ����!m2 (q2; k) = 8D (D + 2) (D+ 4) � D (D+ 6) t�!(k) k�k� � (D+ 2) h t��(k) k�k! + t��(k) k�k! i+t��(k) ��!k2 + t��(k) ��!k2 + t�!(k) ���k2 � (?)Xm1+m3=2r�1C(c)4(r)m1;m2;m3 (q2)2r+1 + O�q4r+1� ;� ~V (r)(c)4 ����!m2 (q2; k) = 0 + O�q4r�1� :Die vorliegenden Resultate zeigen, da� nur f�ur j = 2 die maximal m�ogliche quadratischeDivergenz auch tats�achlich auftritt. In den F�allen j 2 f1; 3; 4g kompensieren sich dagegenjeweils die f�uhrenden divergenten Beitr�age, soda� lediglich lineare Divergenzen erscheinen.Die UV-Divergenzbedingungen reduzieren sich dann aufm1 +m3 = 2r � �j4 und m2 � r :Mit Hilfe der Euklidischen Integralformel erhalten wir schlie�lich f�ur die Einschleifengr�o�enaus (B.16) :�P (r)(c)1 ����!m2 (k) = 2��0D (D+ 2) (4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) (?)Xm1+m3=2rC(c)1(r)m1;m2;m3 �" (2r+D=2) Z D2r+3z � � (D + 2)w1� (D+ 1) � t�!(k) k�k� + (D + 2)w1 t��(k) k�k! +(1� 2w1) t��(k) k�k! � w1k2 � t�!(k) ��� + t��(k) ��! + t��(k) ��! �+2 �m3 + w1(1� 2r)�D + 4 h t�!(k) � ���k2 � (D + 2) k�k� �+ t��(k) � ��!k2 � (D + 2) k�k! �+t��(k) � ��!k2 + 2 k�k! � i � �R21(k2) �D=2�2 +t��(k) ���!k2 �Dk�k! � Z D2r+2z n (D + 2)w2� 2 �w2 (1� 2r) +m3 � o �R22(k2) �D=2�2 #+ (konv) ; (B.17a)



152 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT�P (r)(c)3 ����!m2 (k) = 2��0D (D+ 2) (4�)D=2 �(2r + 1 +D=2)�(D=2) �(2�D=2) (?)Xm1+m3=2rC(c)3(r)m1;m2;m3 �Z D2r+3z � 2 �m3 + w1 (1� 2r) �D + 4 h (D+ 3) t��(k) � ��!k2 + 2k�k! ��t��(k) � ��!k2 + 2k�k! �� t�!(k) � ���k2 + 2k�k� � i �� 2m3 + 1+ w1 (1� 4r) �h (D + 1) t��(k) k�k! � t�!(k) k�k� i+(D + 1) t��(k) ��!k2 � t��(k) ��!k2 � t�!(k) ���k2 +w1 h t��(k) � ��!k2 + 2k�k! �+ t�!(k) � ���k2 � (D + 1) k�k� ��t��(k) � (D + 3) ��!k2 + � 3�D (D + 2) �k�k! � i � �R21(k2) �D=2�2+ (konv) ; (B.17b)�P (r)(c)4 ����!m2 (k) = 8��0D (D+ 2) (D+ 4) (4�)D=2 �(2r + 1 +D=2)�(D=2) �(2�D=2) (?)Xm1+m3=2r�1C(c)4(r)m1;m2;m3 �Z D2r+3z � D (D + 6) t�!(k) k�k� � (D + 2) h t��(k) k�k! + t��(k) k�k! i +t��(k) ��!k2 + t��(k) ��!k2 + t�!(k) ���k2 ��R21(k2) �D=2�2+ (konv) ; (B.17c)



B.2. SUBSCHLEIFE MIT (M3M1) 153�P (r)(c)2 ����!m2 (k) = 2��0D (D+ 2) (4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) �" (2r+D=2) (?)Xm1+m3=2rC(c)2(r)m1;m2;m3 Z D2r+3z � �D + 1� w1 (D+ 2) � t�!(k) k�k� �(D + 2)w1 t��(k) k�k! + (2w1 � 1) t��(k) k�k! + w1k2 � t�!(k) ��� + t��(k) ��! + t��(k) ��! ��2 �m3 + w1(1� 2r)�D + 4 h t�!(k) � ���k2 � (D + 2) k�k� �+ t��(k) � ��!k2 � (D + 2) k�k! �+t��(k) � ��!k2 + 2 k�k! � i � �R21(k2) �D=2�2 + n t��(k) ��! + t��(k) ��! � (D+ 1) t�!(k) ��� o �Z D2r+2z � 2r +D=21�D=2 (?)Xm1+m3=2rC(c)2(r)m1;m2;m3�R22(k2) �D=2�1 +�2 (?)Xm1+m3=2r�1C(c)2(r)m1;m2 ;m3�R22(k2) �D=2�2�+ (?)Xm1+m3=2rC(c)2(r)m1;m2;m3 Z D2r+2z � � (�w22) �D(D+ 2) + 8r (D + 2r + 1) �D + 4 +4w2m3 (D+ 4r)� 4m3 (m3 � 1)D + 4 �h t��(k) k�k! + t��(k) k�k! + t�!(k) k�k� i+h 2 (D+ 4r) (�rw22 +m3w2)�m3 (D+ 2m3) i t�!(k) ���k2 +(D + 4r) � (2r� 1)w22 � 2m3w2 �+m3 �D + 2 (m3 + 1) �D + 4 �h t��(k) ��! + t��(k) ��! + t�!(k) ��� i k2 ��R22(k2) �D=2�2 #+ (konv) : (B.17d)Damit lassen sich die UV-divergenten Beitr�age der Zweischleifenintegrale (4.18) wie folgtdarstellen :



154 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT�
(r)2(c)j ����! =:��0 rXm2=0Z dDk(2�)D �k2�m2 ��2�r�m2rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� 8><>:Z D2r+3z � ~G(r)(c)j ����!m2 (k; z)�R21(k2 �2�D=2 + Z D2r+2z � ~H(r)(c)j ����!m2 (k; z)�R22(k2) �2�D=2 9>=>;+�j2 ��0 rXm2=0 Z dDk(2�)D Z D2r+2z �k2�m2 ��2�r�m2 � ~I(r)(c)2 ����!m2 (k; z)rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� �R22(k2) �1�D=2 : (B.18)Die Einf�uhrung einer Feynman-Parametrisierung ergibt dann :�
(r)2(c)j ����! = ��0 Z 10 dx1 xr1 Z 10 dx2 xr�12 : : :Z 10 dxr xr Z 10 dxr+1rXm2=0Z dDk(2�)D �k2�m2 ��2�r�m2 " �(r + 3�D=2)�(2�D=2) (1� x1)1�D=2 �( Z D2r+3z � ~G(r)(c)j ����!m2 (k; z)n y1R21(k2) + y2 (k2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (k2 + �r;2r+1�2)or+3�D=2 +Z D2r+2z � ~H(r)(c)j ����!m2 (k; z)n y1R22(k2) + y2 (k2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (k2 + �r;2r+1�2)or+3�D=2 )+ �(r + 2�D=2)�(1�D=2) ��j2 (1� x1)�D=2 Z D2r+2z � ~I(r)(c)2 ����!m2 (k; z)ny1R22(k2) + y2 (k2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (k2 + �r;2r+1�2)or+2�D=2 # ;(B.19)wobeiy1 = 1� x1 y2 = x1 (1� x2) y3 = x1 x2 (1� x3) : : : yr+1 = x1 : : : xr (1� xr+1)yr+2 = x1 : : : xr+1 :F�ur die Nenner der Integranden (n 2 f1; 2g) folgt hiermit :y1R2n(k2) + y2 (k2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (k2 + �r;2r+1�2) = (1� x1)R2n(k2) + x1 k2 + �(x) �2 ;



B.2. SUBSCHLEIFE MIT (M3M1) 155dabei haben wir wiederum de�niert :�(x) := y2 �r;1 + y3 �r;3 + : : :+ yr+2 �r;2r+1 :Die Auswertung der divergenten Feynman-Parameterintegrale mit Hilfe der Euler-Formelergibt nach A.1.2 :Z 10 dx1 xr1 (1� x1)1�D=2 fD(x1) = r ! �(2�D=2)�(r + 3�D=2) fD(1) + O(�0)Z 10 dx1 xr1 (1� x1)�D=2 fD(x1) = r ! �(2�D=2)�(r + 2�D=2) � fD(1)1�D=2 � fD0(1)r + 2�D=2�+O(�0) :Mit entsprechenden De�nitionen wie in (B.7) k�onnen wir damit f�ur die gesuchte Zwei-schleifengr�o�e schreiben :�
(r)2(c)j ����! = ��0 r ! Z D̂r+1x rXm2=0 Z dDk(2�)D �k2�m2 ��2�r�m2 �" �G(r)(c)j ����!m2 (k) + �H(r)(c)j ����!m2 (k)�k2 + ~�(x̂) �2	r+3�D=2 + �j2( � I(r)(c)2 ����!m2 (k)�k2 + ~�(x̂) �2	r+2�D=2 +Z D2r+2z (1�D=2)n� 1 + w2(z) (w2(z)� 1) �k2 + � ~� (x̂)� ~w(z) ��2o� ~I(r)(c)2 ����!m2 (k; z)�k2 + ~�(x̂) �2	r+3�D=2 ) # :(B.20)Setzt man nun f�ur die Z�ahlerfunktionen der obigen Integranden :��0(4�)D=2 �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) �Q(r)(c)j ����!(k; x̂) :=rXm2=0 �k2�m2 ��2�r�m2 � �G(r)(c)j ����!m2 (k) + �H(r)(c)j ����!m2 (k) +�j2 (2r+D=2) Z D2r+2z n � 1 + w2(z) (w2(z)� 1) �k2 + � ~�(x̂)� ~w(z) ��2o � ~I(r)(c)2 ����!m2 (k; z) � ;(B.21a)��0(4�)D=2 �(2r + 1+D=2)�(D=2) �(1�D=2) �R(r)(c)j ����!(k) := �j2 rXm2=0 �k2�m2 ��2�r�m2 �I(r)(c)2 ����!m2 (k) ;(B.21b)so ergeben sich dann aus den Einschleifenresultaten (B.17) unter Anwendung der Eigen-schaften symmetrischer Integration Funktionen der Gestalt :



156 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT� ~Q(r)(c)j ����!(k2; x̂) =(?)Xm1+m3=2r��j4 rXm2=0C(c)j(r)m1;m2;m3�k2�m2 ��2�r�m2 �k2 S(j)���!(r)m3 + �j2 (2r +D=2)n �1 k2 + �0(x̂) �2oT (2)���!(r) �+ �j2 T (2)���!(r) (?)Xm1+m3=2r�1 rXm2=0C(c)2(r)m1;m2;m3�k2�m2 ��2�r+1�m2 ; (B.22a)� ~R(r)(c)j ����!(k2) = �j2 T (2)���!(r) (?)Xm1+m3=2r rXm2=0C(c)2(r)m1;m2;m3�k2�m2 ��2�r�m2 ; (B.22b)mit �0(x̂) := Z D2r+2z � ~�(x̂)� ~w(z) ��1 := Z D2r+2z � 1 + w2(z) (w2(z)� 1) � :Daher gilt also :�
(r)2(c)j ����! = �(2r+D=2)�(D=2) �(2�D=2)( (?)Xm1+m3=2r��j4 S(j)���!(r)m3 r ! Z D̂r+1x K(c)j(r)m1;m3(x̂) +�j2 (2r+D=2)T (2)���!(r) r ! Z D̂r+1x (?)Xm1+m3=2r� �1K(c)2(r)m1;m3(x̂) + �0(x̂)L(c)2(r)m1;m3(x̂) + 11�D=2M (c)2(r)m1;m3 (x̂) �+�j2 T (2)���!(r) r ! Z D̂r+1x (?)Xm1+m3=2r�1L(c)2(r)m1;m3(x̂) ) ; (B.23)wobei K(c)j(r)m1;m3(x̂) := �2�0(4�)D=2 Z dDk(2�)D rPm2=0C(c)j(r)m1;m2;m3 �k2�m2+1 ��2�r�m2�k2 + ~�(x̂) �2	r+3�D=2 ; (B.24a)L(c)j(r)m1;m3(x̂) := �2�0(4�)D=2 Z dDk(2�)D rPm2=0C(c)j(r)m1;m2;m3 �k2�m2 ��2�r+1�m2�k2 + ~�(x̂) �2	r+3�D=2 ; (B.24b)



B.2. SUBSCHLEIFE MIT (M3M1) 157M (c)j(r)m1;m3 (x̂) := �2�0(4�)D=2 Z dDk(2�)D rPm2=0C(c)j(r)m1;m2;m3 �k2�m2 ��2�r�m2�k2 + ~�(x̂) �2 	r+2�D=2 : (B.24c)Zur Berechnung der in (B.22) enthaltenen Feynman-Parameterintegrale bez�uglich z ver-wenden wir aus A.1.2 :Z(2r+n)0 = 1(2r+ n) ! n 2 f1; 2gZ(2r+n)1[r+n] = r + n(2r+ 1+ n) !Z(2r+1)2[r+1] = (r+ 1) (r+ 2)(2r+ 3) !~Z(2r+1)[r+1] = 2(2r+ 2) ! rXs=0 �r;2s+1 :Damit k�onnen wir nun die in (B.22) eingef�uhrten dimensionslosen Lorentz-Tensoren vierterStufe explizit bestimmen. Das Ergebnis dieser algebraisch �au�erst aufwendigen Rechnunglautet schlie�lich :S(1)���!(r)m3 = 1144 (2r+ 1) ! n �m3 � r � 1 � �����! + � 5 (r� 1�m3)� 2 � �����! + �m3 + 2� r � ��!���o+O(�) ;S(2)���!(r)m3 = 1144 (2r+ 1) ! � 3 h 2r (r+ 1) (r+ 2)2r+ 3 +m3 (m3 � 2r) i h �����! � 5 �����! + ��!��� i +5 �r �m3 + 1 � �����! + � 11 +m3 � r � �����! � � r �m3 + 4 � ��!��� �+O(�) ;S(3)���!(r)m3 = 1144 (2r+ 1) ! n � r �m3 + 34 � �����! � � 5 (r�m3) + 14 � �����! + � r �m3 � 5 � ��!��� o+O(�) ;S(4)���!(r)m3 = 23288 (2r+ 1) ! n 5 �����! � �����! � ��!��� o+ O(�) ;T (2)���!(r) = 116 (2r+ 1) ! n �����! � 5 �����! + ��!���o +O(�) :Es bleibt jetzt noch die Berechnung der UV-divergenten Beitr�age aus den Integralen(B.24). Unter Anwendung der Euklidischen Standardintegralformel dimensioneller Regu-larisierung (A.11) erhalten wir :



158 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSATK(c)j(r)m1;m3(x̂) = �4(4�)D �(r � 1 +D=2)�(D=2) �(r+ 3�D=2) �(4�D) �� (r +D=2) (r� 1 +D=2)(3�D) (2�D) C(c)j(r)r;r;r � ~�(x̂) �2 + r � 1 +D=23�D C(c)j(r)m1;r�1;m3 ~�(x̂) + C(c)j(r)m1;r�2;m3 � �h ~�(x̂) �2�20 iD�4 + (konv) ; (B.25a)L(c)j(r)m1;m3(x̂) = �4(4�)D �(r � 1 +D=2)�(D=2) �(r+ 3�D=2) �(4�D)� r � 1 +D=23�D C(c)j(r)m1;r;m3 ~�(x̂) + C(c)j(r)m1;r�1;m3 � �h ~�(x̂) �2�20 iD�4 + (konv) ; (B.25b)M (c)j(r)m1;m3(x̂) = �4(4�)D �(r � 2 +D=2)�(D=2) �(r+ 2�D=2) �(4�D) �� (r � 1 +D=2) (r� 2 +D=2)(3�D) (2�D) C(c)j(r)r;r;r � ~�(x̂) �2 + r � 2 +D=23�D C(c)j(r)m1;r�1;m3 ~�(x̂) + C(c)j(r)m1;r�2;m3 � �h ~�(x̂) �2�20 iD�4 + (konv) : (B.25c)Nach Laurent-Entwicklung gem�a� (B.13) ergibt sich mit Hilfe der Formeln (A.9) f�ur diein (B.23) auszuf�uhrenden Feynman-Parameterintegrale bez�uglich x̂ :X(r)0 = 1r !X(r)1[r+1] = 1(r + 1) ! rXs=0 �r;2s+1X(r)2[r+1] = 2(r + 2) ! rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 :Das hieraus folgende Endresultat des Zweischleifenintegrals (4.18) haben wir in 4.3.2 an-gegeben.



Anhang CDetails zur Berechnung desQuark-Gluon-KondensatsC.1 Subschleife mit (nn0)Einf�uhrung von Feynman-Parametern f�ur die p-Integration in (6.17) und anschlie�endeImpuls-Shift ergeben :
(r)1 = �2�0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) Z dDk(2�)D t��(k) (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1 �2) �(2r+ 1) ! Z D2r+2z Tr 
� Z dDq(2�)D h rYs=0 (q=� wr k=� �r;2s+1) i (q=� wrk=)n ��C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 2q� + (1� 2wr) k�2� � ��q=+ (1� wr) k=�n0 h rYs=0�q=+ (1� wr) k=� �r;2s+1� i 1�q2 +R2(k2)	2r+2 ; (C.1)wobeiq := p+ wr � kR2(k2) := wr �1� wr� � k2 + (z1 + zr+2) �2r;1 + (z2 + zr+3) �2r;3 + : : :+ (zr+1 + z2r+2) �2r;2r+1wr := wr(z) := zr+2 + zr+3 + : : :+ z2r+2 :F�ur den ober
�achlichen UV-Divergenzgrad des Subintegrals gilt :�q = D + n+ n0 + �D � (2r+ 2) � D � 3 : (C.2)159



160 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSATHierbei haben wir de�niert : �D :=8<: 1 f�urD(r)�;m;n;n00 f�urC(r)�;m;n;n0Die Quark-Antiquark-Schleife weist also eine h�ochstens lineare Divergenz auf.Unter Ber�ucksichtigung von (6.6) folgt damit als notwendige Divergenzbedingung ausge-dr�uckt in den Indizes des nicht-perturbativen Quark-Gluon-Vertex :2r � 2 � n+ n0 + �D � 2r : (C.3)Zur Berechnung der Spuren im Z�ahler unseres Integranden erweist es sich als praktisch, dieszun�achst auf dem Niveau von Gleichung (6.17) zu tun und die Impuls-Shift im Anschlu�daran auszuf�uhren. Wir de�nieren zu diesem Zweck die Hilfsgr�o�en :�Znn0C ���(p; k) := Tr 
� h rYs=0 (p=� �r;2s+1) i (p=)n 
� (p=+ k=)n0 h rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1) i�Znn0D ���(p; k) := Tr 
� h rYs=0 (p=� �r;2s+1) i (p=)n (2p+ k)�2� (p=+ k=)n0 h rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1) i ;und bilden damit die geshifteten Gr�o�en :�Wnn0C ���(q; k) := �Znn0C ���(q � wrk; k) ; �Wnn0D ���(q; k) := �Znn0D ���(q � wrk; k) :Anwendung der Eigenschaften symmetrischer Integration gem�a� (A.12) f�uhrt uns schlie�-lich auf die Funktionen � ~Wnn0C ���(q2; k) bzw. � ~Wnn0D ���(q2; k). Bei der relativ umfangrei-chen Analyse dieser Hilfsfunktionen haben wir intensiven Gebrauch von den Identit�aten(A.16) gemacht und zur Identi�zierung divergenter Beitr�age die Auswahlregel (C.3) be-nutzt. Zur vollst�andigen Berechnung der Z�ahlerstruktur aus (C.1) bilden wir dann nochdie Transversalprojektionen :~Xnn0� (q2; k2) := t��(k) � ~Wnn0� ���(q; k) f�ur � 2 fC;Dg ;und zerlegen diese gem�a�~Xnn0� (q2; k2) =: n�(n;n0)� q2 + �(n;n0)� k2 + 
(n;n0)� �2o (q2)2r +O(q4r�1) : (C.4)F�ur die hierbei eingef�uhrten Koe�zienten gilt explizit :1. n+ n0 = 2r



C.1. SUBSCHLEIFE MIT (N N 0) 161(a) n gerade�(n;n0)C = 4 (D� 1) ;�(n;n0)C = 2 (D� 1)D n (2n0 + r � 1) (r+ 1) + n0 (n0 � 2) + (r+ n0 + 1) �D � 2 (D+ 4r)wr�+ 2 � (2r+ 1)D+ 4 (1 + (r + 1) (2r� 1)) �w2r o ;
(n;n0)C = 4 (D� 1)�2 � D � 2D � rXs=0 �r;2s+1�2 � 2 rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1 �r;2t0+1� :(b) n ungerade�(n;n0)C = 4 (D� 1) (2�D)D ;�(n;n0)C = 4 (D� 1)D � 2�D2 � (n0 + r) (1� 2wr) + 4rw2r ��D2 (D+ 2) � (n0 � 1) (n0� 3) + (r+ 1) �2n0 + r � 3��4 (2r� 1) (n0+ r)wr + 8 �1 + (r � 1) (2r+ 1)�w2r ��� (2wr � 1) (4rwr � r� n0) +Dwr (wr � 1)�� ;
(n;n0)C = 4 (D� 1)�2 � 2 (D� 2)D � rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 �� � rXs=0 �r;2s+1�2� :2. n+ n0 = 2r � 1(a) n gerade
(n;n0)C = 8 (D� 1)D�2 rXs=0 �r;2s+1 ;�(n;n0)D = �4 (D� 1)D� ;�(n;n0)D = �2 (D� 1)D� � (n0 + r) (1� 2wr) + 4rw2r + 1D + 2 � (n0 � 1) (n0� 3) +(r+ 1) (2n0+ r � 3)� 4 (2r� 1) (n0+ r)wr + 8 �1 + (r � 1) (2r+ 1)�w2r �� ;



162 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSAT
(n;n0)D = 4 (D� 1)D�3 �� rXs=0 �r;2s+1�2 + 2 rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1 �r;2t0+1� :(b) n ungerade
(n;n0)C = 8 (D� 1)D�2 rXs=0 �r;2s+1 ;�(n;n0)D = �4 (D� 1)D� ;�(n;n0)D = �2 (D� 1)D� � (n0 + r + 1) (1� 2wr) + 4rw2r + 1D + 2 �n0 (n0 � 2) +(r+ 1) (2n0+ r � 1)� 4 (2r� 1) (n0+ r + 1)wr + 8 �1 + (r� 1) (2r+ 1)�w2r �� ;
(nn0)D = 4 (D� 1)D�3 �� rXs=0 �r;2s+1�2 + 2 rXt;t0=0t<t0 �r;2t+1 �r;2t0+1� :3. n+ n0 = 2r � 2(a) n gerade 
(n;n0)C = �4 (D� 1)�2 ;
(n;n0)D = �8 (D� 1)D�3 rXs=0 �r;2s+1 :(b) n ungerade 
(n;n0)C = 4 (D� 1) (D� 2)D�2 ;�(n;n0)D = �8 (D � 1)D�3 rXs=0 �r;2s+1 :4. n+ n0 = 2r � 3f�ur n gerade bzw. n ungerade gilt dann jeweils�(n;n0)D = 4 (D� 1)D�3 :



C.1. SUBSCHLEIFE MIT (N N 0) 163Damit erhalten wir nun :
(r)1 = 4rX�=0 (?)Xm�0�� m̂2 (r�m)�� �2�0 Z dDk(2�)D (k2)mrQs=0 (k2 + �r;2s+1�2) (2r+ 1) ! Z D2r+2zZ dDq(2�)D (q2)2r�q2 +R2(k2)	2r+2 ( (?)Xn+n0=2rn gerade��(n;n0)C q2 + �(n;n0)C k2 + 
(n;n0)C �2 �C(r)�;m;n;n0 +(?)Xn+n0=2rn ungerade��(n;n0)C q2 + �(n;n0)C k2 + 
(n;n0)C �2 �C(r)�;m;n;n0 +m̂ (?)Xn+n0=2r�1n gerade h 
(n;n0)C �2C(r)�;m;n;n0 + ��(n;n0)D q2 + �(n;n0)D k2 + 
(n;n0)D �2 �D(r)�;m;n;n0 i+m̂ (?)Xn+n0=2r�1n ungerade h 
(n;n0)C �2C(r)�;m;n;n0 + ��(n;n0)D q2 + �(n;n0)D k2 + 
(n;n0)D �2 �D(r)�;m;n;n0 i+m̂2�2 (?)Xn+n0=2r�2n gerade � 
(n;n0)C C(r)�;m;n;n0 + 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 � +m̂2�2 (?)Xn+n0=2r�2n ungerade� 
(n;n0)C C(r)�;m;n;n0 + 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 � + m̂3�2 (?)Xn+n0=2r�3 
(n;n0)D D(r)�;m;n;n0 ) :(C.5)Die Ausf�uhrung der Euklidischen Impulsintegration �uber q gem�a� (A.11) ergibt dann dasZwischenresultat (6.18).Wir fahren auf dieser Grundlage mit der Berechnung des Zweischleifenintegrals fort undsetzen dazu :
(r)1 = �(2r +D=2)�(D=2) �(2�D=2) Z D2r+2z n J(r)1 (z) + 2r+D=21�D=2 J(r)2 (z)o ; (C.6)wobei



164 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSATJ(r)1 (z) := �2�0(4�)D=2 (?)Xm�0 Z dDk(2�)D (k2)m V (r)m (k2; z)rQs=0 (k2 + �r;2s+1�2) �R2(k2; z) �2�D=2 (C.7a)J(r)2 (z) := �2�0(4�)D=2 (?)Xm�0 Z dDk(2�)D (k2)mW (r)m (z)rQs=0 (k2 + �r;2s+1�2) �R2(k2; z) �1�D=2 : (C.7b)Mit einer Feynman-Parametrisierung gem�a� (A.1) ergibt sich dann :J(r)1 (z) = �2�0(4�)D=2 �(r + 3�D=2)�(2�D=2) Z 10 dx1 xr1 Z 10 dx2 xr�12 : : :Z 10 dxr xr Z 10 dxr+1 (1� x1)1�D=2(?)Xm�0 Z dDk(2�)D (k2)m V (r)m (k2; z)n y1R2(k2; z) + y2 (k2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (k2 + �r;2r+1�2)or+3�D=2(C.8a)J(r)2 (z) = �2�0(4�)D=2 �(r + 2�D=2)�(1�D=2) Z 10 dx1 xr1 Z 10 dx2 xr�12 : : :Z 10 dxr xr Z 10 dxr+1 (1� x1)�D=2(?)Xm�0 Z dDk(2�)D (k2)mW (r)m (z)n y1R2(k2; z) + y2 (k2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (k2 + �r;2r+1�2)or+2�D=2 ;(C.8b)wobeiy1 = 1� x1 y2 = x1 (1� x2) y3 = x1 x2 (1� x3) : : : yr+1 = x1 : : : xr (1� xr+1)yr+2 = x1 : : : xr+1 :F�ur den Nenner der Integranden erhalten wir mit  r(x) := y2 �r;1 + y3 �r;3 + : : :+ yr+2 �r;2r+1 :y1R2(k2) + y2 (k2 + �r;1�2) + : : :+ yr+2 (k2 + �r;2r+1�2) = (1� x1)R2(k2) + x1 k2 +  r(x) �2 :(C.9)Die Ausf�uhrung der divergenten Parameterintegrale in (C.8) ergibt mit (A.7) :Z 10 dx1 xr1 (1� x1)1�D=2 fD(x1) = r ! �(2�D=2)�(r + 3�D=2) fD(1) + O(�0)Z 10 dx1 xr1 (1� x1)�D=2 fD(x1) = r ! �(2�D=2)�(r + 2�D=2) � fD(1)1�D=2 � f 0D(1)r+ 2�D=2) �+O(�0) :



C.1. SUBSCHLEIFE MIT (N N 0) 165Wir setzen wieder ~ r(x̂) :=  r(x) jx1=1, f�uhren die bereits bekannte abk�urzende Schreib-weise f�ur das verbleibende, regul�are Feynman-Parameterintegral ein und erhalten schlie�-lich mit der Zerlegung V (r)m (k2; z) =: �(r)1;m(z) k2 + �(r)0;m(z) �2 das Resultat :J(r)1 (z) = �2�0(4�)D=2 r ! Z D̂r+1x (?)Xm�0 Z dDk(2�)D n �(r)1;m(z) k2 + �(r)0;m(z) �2o (k2)mn k2 + ~ r(x̂) �2or+3�D=2 : (C.10a)Entsprechend folgt :J(r)2 (z) = �2�0 W (r)m (z)(4�)D=2 r ! Z D̂r+1x (?)Xm�0 Z dDk(2�)D (k2)m( 1�k2 + ~ r(x̂) �2	r+2�D=2 +(1�D=2) � 1 + wr(z) �wr(z)� 1� � k2 + � ~ r(x̂)� ~�r(z) ��2�k2 + ~ r(x̂) �2	r+3�D=2 ) ; (C.10b)wobei noch~�r(z) := 1�2 n (z1 + zr+2) �2r;1 + (z2 + zr+3) �2r;3 + : : :+ (zr+1 + z2r+2) �2r;2r+1 ode�niert wurde.Die anschlie�ende Ausf�uhrung der Impulsintegration mit Hilfe der Euklidischen Standard-formel ergibt dann :J(r)1 (z) = �2�0 �2(4�)D �(D=2) �(r+ 3�D=2) (?)Xm�0�(m+D=2) �(r+ 2�m�D) �r ! Z D̂r+1xn (m+D=2) �(r)1;m(z) ~ r(x̂) + (r+ 2�m�D) �(r)0;m(z)o� ~ r(x̂) �2�m�r+D�3 ;(C.11a)J(r)2 (z) = �2�0 �2(4�)D �(D=2) �(r+ 2�D=2) (?)Xm�0�(m+D=2) �(r+ 2�m�D)W (r)m (z) �r ! Z D̂r+1x� ~ r(x̂) + 1�D=2r + 2�D=2 h (m+D=2) �1 + wr(z) (wr(z)� 1) � ~ r(x̂) +(r �m+ 2�D) � ~ r(x̂)� ~�r(z) � i � � ~ r(x̂) �2�m�r+D�3 : (C.11b)



166 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSATUV-Divergenzen in (C.11) treten als Pole im Limes � �! 0 verm�oge des Faktors �(r+ 2�m�D)auf.Zur expliziten Bestimmung divergenter Beitr�age kehren wir zun�achst zur�uck zur Auswahl-regel (6.6a) f�ur die Koe�zienten C(r)�;m;n;n0 und folgern die Ungleichung :4m+ n+ n0 � 6r : (C.12)Es sind nun zu unterscheiden die F�alle :1. n+ n0 = 2rDann ergibt sich mit (C.12) sofort die Bedingung m � r ,und Divergenzen treten auf f�ur :(a) m = rund damit verbunden wegen (6.6a) die Kombinationn = r; n0 = rsowie � = 0 .(b) m = r � 1zusammen mit den Kombinationenn = r + 2; n0 = r � 2 n = r + 1; n0 = r � 1 : : : n = r � 2; n0 = r + 2sowie 0 � � � 2 .(c) m = r � 2zusammen mit den Kombinationenn = r + 4; n0 = r � 4 n = r + 3; n0 = r � 3 : : : n = r � 4; n0 = r + 4sowie 0 � � � 4 .2. n+ n0 = 2r � 1Also m � r gem�a� (C.12) und UV-divergente Beitr�age entstehen, falls(a) m = rzusammen mit den Kombinationenn = r; n0 = r � 1 n = r � 1; n0 = rsowie 0 � � � 1 .(b) m = r � 1zusammen mit den Kombinationenn = r + 2; n0 = r � 3 n = r + 1; n0 = r � 2 : : : n = r � 3; n0 = r + 2sowie 0 � � � 3 .



C.1. SUBSCHLEIFE MIT (N N 0) 167(c) m = r � 2zusammen mit den Kombinationenn = r + 4; n0 = r � 5 n = r + 3; n0 = r � 4 : : : n = r � 5; n0 = r + 4sowie 0 � � � 5 .3. n+ n0 = 2r � 2Also wiederum m � r und Divergenzen treten auf f�ur :(a) m = rzusammen mit den Kombinationenn = r; n0 = r � 2 n = r � 1; n0 = r � 1 : : : n = r � 2; n0 = rsowie 0 � � � 2 .(b) m = r � 1zusammen mit den Kombinationenn = r + 2; n0 = r � 4 n = r + 1; n0 = r � 3 : : : n = r � 4; n0 = r + 2sowie 0 � � � 4 .(c) m = r � 2zusammen mit den Kombinationenn = r + 4; n0 = r � 6 n = r + 3; n0 = r � 5 : : : n = r � 6; n0 = r + 4sowie 0 � � � 6 .V�ollig analog betrachten wir jetzt die Auswahlregel (6.6b) f�ur die Koe�zienten D(r)�;m;n;n0und erhalten : 4m+ n+ n0 � 6r � 2 : (C.13)Zur Bestimmung der UV-divergenten Beitr�age unterscheiden wir hierbei die F�alle :1. n+ n0 = 2r � 1Dann folgt aus (C.13) die Einschr�ankung m � r � 1 ,und Divergenzen sind zu erwarten f�ur :(a) m = r � 1und damit verbunden wegen (6.6b) die Kombinationenn = r + 1; n0 = r � 2 n = r; n0 = r � 1 : : : n = r � 2; n0 = r + 1sowie 2 � � � 3 .



168 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSAT(b) m = r � 2zusammen mit den Kombinationenn = r + 3; n0 = r � 4 n = r + 2; n0 = r � 3 : : : n = r � 4; n0 = r + 3sowie 2 � � � 5 .2. n+ n0 = 2r � 2Also m � r und UV-Divergenzen f�ur :(a) m = rzusammen mit der Kombinationn = r � 1; n0 = r � 1sowie � = 2 .(b) m = r � 1zusammen mit den Kombinationenn = r + 1; n0 = r � 3 n = r; n0 = r � 2 : : : n = r � 3; n0 = r + 1sowie 2 � � � 4 .(c) m = r � 2zusammen mit den Kombinationenn = r + 3; n0 = r � 5 n = r + 2; n0 = r � 4 : : : n = r � 5; n0 = r + 3sowie 2 � � � 6 .3. n+ n0 = 2r � 3Wiederum mit der Beschr�ankung m � r und Divergenzen ergeben sich, falls(a) m = rzusammen mit den Kombinationenn = r � 1; n0 = r � 2 n = r � 2; n0 = r � 1sowie 2 � � � 3 .(b) m = r � 1zusammen mit den Kombinationenn = r + 1; n0 = r � 4 n = r; n0 = r � 3 : : : n = r � 4; n0 = r + 1sowie 2 � � � 5 .(c) m = r � 2zusammen mit den Kombinationenn = r + 3; n0 = r � 6 n = r + 2; n0 = r � 5 : : : n = r � 6; n0 = r + 3sowie 2 � � � 7 .



C.1. SUBSCHLEIFE MIT (N N 0) 169Damit folgt aus (C.11a) :J(r)1 (z) = �2 �(r � 1 +D=2) �(4�D)(4�)D �(D=2) �(r+ 3�D=2) r ! Z D̂r+1x � ~ r(x̂) �2�20 �D�4( (r � 1 +D=2) (r+D=2)(2�D) (3�D) �(r;r)C C(r)0;r;r;r � ~ r(x̂)�2�2 + r � 1 +D=23�D �� 2X�=0 ��m̂� Xn+n0=2rr�2�n�r+2 �(n;n0)C C(r)�;r�1;n;n0 + m̂ 3X�=2 ��m̂� Xn+n0=2r�1r�2�n�r+1 �(n;n0)D D(r)�;r�1;n;n0 � ~ r(x̂) m̂2 +� 4X�=0 ���2m̂��2 Xn+n0=2rr�4�n�r+4 �(n;n0)C C(r)�;r�2;n;n0 + m̂ 5X�=2 ���2m̂��2 Xn+n0=2r�1r�4�n�r+3 �(n;n0)D D(r)�;r�2;n;n0 � m̂2 +r � 1 +D=23�D � 
(r;r)C C(r)0;r;r;r + 1X�=0 ���1m̂��1 �
(r�1;r)C C(r)�;r;r�1;r + 
(r;r�1)C C(r)�;r;r;r�1�+2X�=0 ���2m̂��2 Xn+n0=2r�2r�2�n�r 
(n;n0)C C(r)�;r;n;n0 + 
(r�1;r�1)D D(r)2;r;r�1;r�1 +m̂ 3X�=2 ���2m̂��2 �
(r�1;r�2)D D(r)�;r;r�1;r�2 + 
(r�2;r�1)D D(r)�;r;r�2;r�1� �+� 2X�=0 ��m̂� Xn+n0=2rr�2�n�r+2 
(n;n0)C C(r)�;r�1;n;n0 + 3X�=0 ���1m̂��1 Xn+n0=2r�1r�3�n�r+2 
(n;n0)C C(r)�;r�1;n;n0 +m̂ 3X�=2 ��m̂� Xn+n0=2r�1r�2�n�r+1 
(n;n0)D D(r)�;r�1;n;n0 + 4X�=0 ���2m̂��2 Xn+n0=2r�2r�4�n�r+2 
(n;n0)C C(r)�;r�1;n;n0 +m̂ 4X�=2 ���1m̂��1 Xn+n0=2r�2r�3�n�r+1 
(n;n0)D D(r)�;r�1;n;n0 + m̂ 5X�=2 ���2m̂��2 Xn+n0=2r�3r�4�n�r+1 
(n;n0)D D(r)�;r�1;n;n0 � m̂2 )+ (konv) : (C.14a)Der Hinweis auf die z-Abh�angigkeit der Koe�zientenfunktionen (siehe C.1) wurde hieraus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit weggelassen.



170 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSATEntsprechend erhalten wir f�ur (C.11b) :J(r)2 (z) = �2 �(r � 2 +D=2) �(4�D)(4�)D �(D=2) �(r+ 2�D=2) r ! Z D̂r+1x � ~ r(x̂) �2�20 �D�4( (r � 2 +D=2) (r� 1 +D=2)(2�D) (3�D) � � ~ r(x̂)�2 + 1�D=2r + 2�D=2 n �1 + wr (wr � 1)� (r +D=2) � ~ r(x̂)�2 +(2�D) ~ r(x̂) � ~ r(x̂)� ~�r(z)�o ��(r;r)C C(r)0;r;r;r�2 +r � 2 +D=23�D � 2X�=0 ��m̂� Xn+n0=2rr�2�n�r+2 �(n;n0)C C(r)�;r�1;n;n0 m̂2 + 3X�=2 ��m̂� Xn+n0=2r�1r�2�n�r+1 �(n;n0)D D(r)�;r�1;n;n0 m̂3 � �� ~ r(x̂) + 1�D=2r+ 2�D=2 n �1 + wr (wr � 1)� (r� 1 +D=2) ~ r(x̂) + (3�D) � ~ r(x̂)� ~�r(z)�o� +� 4X�=0 ���2m̂��2 Xn+n0=2rr�4�n�r+4 �(n;n0)C C(r)�;r�2;n;n0 m̂2 + 5X�=2 ���2m̂��2 Xn+n0=2r�1r�4�n�r+3 �(n;n0)D D(r)�;r�2;n;n0 m̂3 � �� 1 + 1�D=2r + 2�D=2 �1 + wr (wr � 1)� (r � 2 +D=2) �� )+ (konv) : (C.14b)Hierbei haben wir wr = wr(z) aus (C.1) verwendet. Weiter ist im Folgenden zu beachten,da� die oben auftretenden Koe�zienten �(n;n0)� tats�achlich nicht mehr von z abh�angen.F�ur die Parameterintegrale in z erhalten wir dann mit (A.5) :Z(2r+1)0 = 1(2r+ 1) !Z(2r+1)1[r+1] = r + 1(2r+ 2) !Z(2r+1)2[r+1] = (r+ 1)(r+ 2)(2r+ 3) !~Z(2r+1)[r+1] = 2(2r+ 2) ! rXs=0 �2r;2s+1 :Die Ausf�uhrung der x-Integration ergibt gem�a� (A.9) :



C.2. SUBSCHLEIFE MIT (M N 0) 171X(r)0 = 1r !X(r)1[r+1] = 1(r + 1) ! rXs=0 �r;2s+1X(r)2[r+1] = 2(r + 2) ! rXt;t0=0t�t0 �r;2t+1 �r;2t0+1 :Das hieraus nach l�angerer algebraischer Rechnung folgende Endresultat f�ur (C.6) habenwir in (6.19) formuliert.C.2 Subschleife mit (mn0)Nach unserer Konvention ist in (6.20) zun�achst die divergente k-Integration auszuf�uhren.Wir de�nieren deshalb das Subintegral :H(r)� (p) := ��0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) Z dDk(2�)D �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 (2p+ k)�2� � �(p=+ k=)n0 rYs=0(p=+ k=� �r;2s+1) t��(k) (k2)mh rQs=0�(p+ k)2 + �2r;2s+1� i h rQs=0�k2 + �r;2s+1�2� i :(C.15)Einf�uhrung von Feynman-Parametern und anschlie�ende Impuls-Shift ergeben :H(r)� (p) = ��0 4rX�=0 (?)Xm;n;n0�0�� m̂4r�(2m+n+n0+�) (2r + 2) ! Z D2r+3zZ dDq(2�)D �C(r)�;m;n;n0 
� +D(r)�;m;n;n0 2q� + (1� 2ur) p�2� � �q=+ (1� wr) p=�n0 �h rYs=0�q=+ (1� wr) p=� �r;2s+1� i t��(q � wr p) �(q � wr p)2�m�q2 +R2(p2)	2r+3 ; (C.16)wobei



172 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSATq := k + wr � pR2(p2) := wr �1� wr� � p2 + z1 �2r;1 + z2 �2r;3 + : : :+ zr+1 �2r;2r+1 +�zr+2 �r;1 + zr+3 �r;3 + : : :+ z2r+2 �r;2r+1��2wr := wr(z) := z1 + z2 + : : :+ zr+1 :F�ur den ober
�achlichen UV-Divergenzgrad des Subintegrals gilt :�q = D + 2m+ n0 + �D � (3r+ 3) � D � 3 :Also haben wir eine h�ochstens lineare Divergenz zu erwarten.Unter Ber�ucksichtigung von (6.6) folgt dann als notwendige Divergenzbedingung ausge-dr�uckt in den Indizes des nicht-perturbativen Quark-Gluon-Vertex :3r� 1 � 2m+ n0 + �D � 3r : (C.17)Von (C.15) ausgehend bilden wir die Hilfsgr�o�en :�Zmn0C ��(p; k) := 
� (p=+ k=)n0 h rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1) i t�� (k) (k2)m�Zmn0D ��(p; k) := (2p+ k)�2� (p=+ k=)n0 h rYs=0 (p=+ k=� �r;2s+1) i t�� (k) (k2)m ;sowie die geshifteten Funktionen :�Wmn0C ��(q; p) := �Zmn0C ��(q � urp; p) �Wmn0D ��(q; p) := �Zmn0D ��(q � urp; p) :Unter Anwendung der Eigenschaften symmetrischer Integration aus (A.12) kommen wirdann zu den Gr�o�en � ~Wnn0C ���(q2; p) bzw. � ~Wnn0D ���(q2; p). Ihre, der Auswahlregel (C.17)entsprechend, mit dem Auftreten von UV-Divergenzen verbundenen Beitr�age haben wirnachfolgend explizit aufgelistet :1. 2m+ n0 = 3rIn der Quasiteilchensequenz (r ungerade) ist dann auch n0 ungerade und wir erhalten :� ~Wmn0C ��(q2; p) = (�1)mD n �r + n0 � 1� 2 (2r+ 1)wr +D (1� wr)�
� p=+�r + n0 � 2 (2r+ 1)wr �Dwr� p� + (1�D)� rXs=0 �r;2s+1� 
� o �q2�2r+1 +O�q4r+1� :



C.2. SUBSCHLEIFE MIT (M N 0) 1732. 2m+ n0 = 3r � 1n0 gerade � ~Wmn0C ��(q2; p) = (�1)m (D � 1)D 
� �q2�2r+1 +O�q4r+1� ;� ~Wmn0D ��(q2; p) = (�1)m (D � 1)D� p� �q2�2r+1 + O�q4r+1� :3. 2m+ n0 = 3r � 2n0 ungerade � ~Wmn0D ��(q2; p) = 0 +O(q)4r+1 :Man erh�alt schlie�lich :H(r)� (p) = ��0D 4rX�=0 (?)Xn�0�� m̂r�n�� (2r+ 2) ! Z D2r+3z � (D � 1) m̂ (?)X2m+n0=3r�1 (�1)m C(r)�;m;n;n0 
� +(?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;n;n0 h �r + n0 � 1� 2 (2r+ 1)wr +D (1� wr)�
� p=+�r + n0 � 2 (2r+ 1)wr �Dwr� p� + (1�D)� rXs=0 �r;2s+1�
� i +(D� 1) m̂ (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mD(r)�;m;n;n0 p�� � Z dDq(2�)D �q2�2r+1�q2 + R2(p2)	2r+3 + (konv) :(C.18)Mit der Standardintegralformel folgt dann das Resultat (6.21).Wir fahren fort mit der Berechnung des Zweischleifenintegrals (6.20) und setzen :
(r)2 = �(2r+ 1 +D=2)�(D=2) �(2�D=2) Z D2r+3z 4rX�=0 (?)Xn�0 J(r)�;n(z) ; (C.19)wobeiJ(r)�;n(z) := �2�0 �� m̂r�n��(4�)D=2 Tr 
� Z dDp(2�)D h rQs=0 (p=� �r;2s+1) i (p=)n �V (r)�;n��(p; z)h rQs=0�p2 + �2r;2s+1� i hR2(p2)i2�D=2 : (C.20)



174 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSATDie explizite Gestalt der hier eingef�uhrten Hilfsfunktionen �V (r)�;n��(p; z) l�a�t sich unmittel-bar aus Gleichung (6.21) ablesen.Mit einer Feynman-Parametrisierung gem�a� (A.1) erhalten wir dann :J(r)�;n(z) = �2�0 �� m̂r�n��(4�)D=2 �(r + 3�D=2)�(2�D=2) Z 10 dx1 xr1 Z 10 dx2 xr�12 : : :Z 10 dxr xr Z 10 dxr+1 (1� x1)1�D=2Tr 
� Z dDp(2�)D h rQs=0 (p=� �r;2s+1) i (p=)n �V (r)�;n��(p; z)n y1R2(p2; z) + y2 �p2 + �2r;1�+ : : :+ yr+2 �p2 + �2r;2r+1�or+3�D=2 ;(C.21)wobeiy1 = 1� x1 y2 = x1 (1� x2) y3 = x1 x2 (1� x3) : : : yr+1 = x1 : : : xr (1� xr+1)yr+2 = x1 : : : xr+1 :F�ur den Nenner des Integranden gilt :y1R2(p2) + y2 (p2 + �2r;1) + : : :+ yr+2 (p2 + �2r;2r+1) = (1� x1)R2(p2) + x1 p2 +M2r(x) :(C.22)Hierbei haben wir de�niert :M2r(x) := y2 �2r;1 + y3 �2r;3 + : : :+ yr+2 �2r;2r+1 :Ausf�uhrung des divergenten Parameterintegrals ergibt wegen (A.7) :Z 10 dx1 xr1 (1� x1)1�D=2 fD(x1) = r ! �(2�D=2)�(r + 3�D=2) fD(1) +O(�0) :Mit der De�nition ~M2r(x̂) :=M2r(x) jx1=1 erhalten wir schlie�lich :J(r)�;n(z) = �2�0 �� m̂r�n��(4�)D=2 r ! Z D̂r+1x Tr 
� Z dDp(2�)D h rQs=0 (p=� �r;2s+1) i (p=)n �V (r)�;n��(p; z)n p2 + ~M2r(x̂)or+3�D=2 + (konv) :(C.23)Aus den Auswahlregeln (6.6) folgen als Bestimmungsungleichungen des maximalen Werte-bereichs f�ur n :



C.2. SUBSCHLEIFE MIT (M N 0) 1752n � 5r� (2m+ n0) f�ur C(r)�;m;n;n0 (C.24a)2n � 5r� (2m+ n0) f�ur D(r)�;m;n;n0 : (C.24b)Die mit UV-Divergenzen verkn�upften Werte von 2m + n0 aus (6.21) ergeben damit alsobere Grenzen : n � r f�ur C(r)�;m;n;n0 (C.25a)n � r � 1 f�ur D(r)�;m;n;n0 : (C.25b)Aus Gleichung (C.21) lesen wir den maximalen ober
�achlichen UV-Divergenzgrad derverbleibenden Impulsschleife ab : �p = D + n � r :Demnach haben wir f�ur n = r eine maximal quartische UV-Divergenz zu erwarten.Im Folgenden untersuchen wir daher den Z�ahler des Impulsintegranden aus (C.21) f�ur dieF�alle n 2 fr; r� 1; r� 2; r� 3; r� 4g und de�nieren dazu :A(r)�;n(p2; z) := �� m̂r�n�� Tr 
� h rYs=0 (p=� �r;2s+1) i (p=)n �V (r)�;n��(p; z) : (C.26)Die Ergebnisse dieser Z�ahleranalyse sind nachfolgend aufgelistet :1. n = rA(r)�;r(p2; z) = 4D ��m̂��� (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r;n0 h � r + n0 � wr (4r+ 2 +D) �+(D� 2) �r + n0 +D � 1� wr (4r+ 2 +D) �i � p4 � !2�2 p2 + !4 �4 �+D (D � 1) h m̂ (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mC(r)�;m;r;n0 � � rXs=0 �r;2s+1� (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r;n0 i ��!3 �3 � !1 � p2 � � (p2)r�1 +O�p2r�3� :2. n = r� 1



176 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSATA(r)�;r�1(p2; z) = 4D �� m̂1��� h (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r�1;n0 n � r + n0 � wr (4r + 2 +D) �+(D� 2) �r + n0 +D � 1� wr (4r+ 2 +D) �o +(D� 1) m̂� (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mD(r)�;m;r�1;n0 i �!1 � p2 � !3 �3 �+D (D � 1) h m̂ (?)X2m+n0=3r�1 (�1)m C(r)�;m;r�1;n0 � � rXs=0 �r;2s+1� (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r�1;n0 i �� p2 � !2 �2 � � (p2)r�1 +O�p2r�3� :3. n = r� 2A(r)�;r�2(p2; z) = 4D �� m̂2��� h (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r�2;n0 n � r + n0 � wr (4r + 2 +D) �+(D� 2) �r + n0 +D � 1� wr (4r+ 2 +D) �o +(D� 1) m̂� (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mD(r)�;m;r�2;n0 i �!2 �2 � p2 �+D (D � 1) h m̂ (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mC(r)�;m;r�2;n0 � � rXs=0 �r;2s+1� (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r�2;n0 i �!1� � (p2)r�1 + O�p2r�3� :4. n = r� 3



C.2. SUBSCHLEIFE MIT (M N 0) 177A(r)�;r�3(p2; z) = 4D �� m̂3��� h (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r�3;n0 n � r + n0 � wr (4r + 2 +D) �+(D� 2) �r + n0 +D � 1� wr (4r+ 2 +D) �o +(D� 1) m̂� (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mD(r)�;m;r�3;n0 i ��!1 ���D (D � 1) h m̂ (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mC(r)�;m;r�3;n0 � � rXs=0 �r;2s+1� (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r�3;n0 i � (p2)r�1+O�p2r�3� :5. n = r� 4A(r)�;r�4(p2; z) = 4D �� m̂4��� (?)X2m+n0=3r (�1)m C(r)�;m;r�4;n0 h � r + n0 � wr (4r + 2 +D) �+(D� 2) �r + n0 +D � 1� wr (4r+ 2 +D) �i +(D� 1) m̂� (?)X2m+n0=3r�1 (�1)mD(r)�;m;r�4;n0 � (p2)r�1 + O�p2r�3� :Zur vollst�andigen Bestimmung der mit UV-Divergenzen verbundenen Vertexkoe�zientenverwenden wir zun�achst die Auswahlregel (C.24a) f�ur die C(r)�;m;n;n0 und unterscheiden dabeidie F�alle :1. 2m+ n0 = 3r(a) n = rund damit verbunden wegen (6.6a) die Kombinationm = r; n0 = rsowie � = 0 .(b) n = r� 1zusammen mit der Kombinationm = r; n0 = rsowie 0 � � � 1 .



178 ANHANG C. DETAILS ZUM QUARK-GLUON-KONDENSAT(c) n = r� 2zusammen mit den Kombinationenm = r + 1; n0 = r � 2 m = r; n0 = r m = r� 1; n0 = r + 2sowie 0 � � � 2 .(d) n = r� 3zusammen mit den Kombinationenm = r + 1; n0 = r � 2 m = r; n0 = r m = r� 1; n0 = r + 2sowie 0 � � � 3 .(e) n = r� 4zusammen mit den Kombinationenm = r+ 2; n0 = r � 4 m = r + 1; n0 = r � 2 : : : m = r � 2; n0 = r + 4sowie 0 � � � 4 .2. 2m+ n0 = 3r � 1(a) n = rzusammen mit der Kombinationm = r; n0 = r � 1sowie 0 � � � 1 .(b) n = r� 1zusammen mit den Kombinationenm = r; n0 = r � 1 m = r � 1; n0 = r + 1sowie 0 � � � 2 .(c) n = r� 2zusammen mit den Kombinationenm = r + 1; n0 = r � 3 m = r; n0 = r � 1 m = r � 1; n0 = r + 1sowie 0 � � � 3 .(d) n = r� 3zusammen mit den Kombinationenm = r + 1; n0 = r � 3 m = r; n0 = r � 1 : : : m = r� 2; n0 = r + 3sowie 0 � � � 4 .(e) n = r� 4zusammen mit den Kombinationenm = r+ 2; n0 = r � 5 m = r + 1; n0 = r � 3 : : : m = r � 2; n0 = r + 3sowie 0 � � � 5 .



C.2. SUBSCHLEIFE MIT (M N 0) 179Entsprechend erhalten wir aus (C.24b) f�ur die D(r)�;m;n;n0 die Fallunterscheidung :1. 2m+ n0 = 3r � 1(a) n = r� 1und damit verbunden wegen (6.6b) die Kombinationm = r; n0 = r � 1sowie � = 2 .(b) n = r� 2zusammen mit den Kombinationenm = r; n0 = r � 1 m = r � 1; n0 = r + 1sowie 2 � � � 3 .(c) n = r� 3zusammen mit den Kombinationenm = r + 1; n0 = r � 3 m = r; n0 = r � 1 m = r � 1; n0 = r + 1sowie 2 � � � 4 .(d) n = r� 4zusammen mit den Kombinationenm = r + 1; n0 = r� 3 m = r; n0 = r � 1 : : : m = r � 2; n0 = r + 3sowie 2 � � � 5 .Ausf�uhrung der z-Integration gem�a� (A.5) :Z(2r+2)0 = 1(2r+ 2) !Z(2r+2)1[r+1] = r + 1(2r+ 3) ! ;und Anwendung der Euklidischen Integralformel (A.11) ergeben dann im Limes � �! 0f�ur (C.19) das vorl�au�ge Endresultat (6.22).
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