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Einleitung

Aus heutiger Sicht hat sich die von Fritzsch und Gell-Mann im Jahre 1972 begriinde-
te Quantenchromodynamik (QCD) allgemein als Theorie zur Beschreibung der starken
Wechselwirkung durchgesetzt. Wichtig in diesem Zusammenhang ist ihre Formulierung als
lokale, nicht-Abelsche Fichtheorie und damit verbunden die Eigenschaft der Renormier-
barkeit [1]. Zum entscheidenden Durchbruch verholfen hat ihr aber die Entdeckung der
asymptotischen Freiheit fiir eine nicht zu grofie Zahl von Fermionen [2]. Das Verschwin-
den der effektiven Kopplung bei sehr groflen Impulsen ermdoglicht die stérungstheoreti-
sche Behandlung von Hochenergieprozessen und hat somit eine Vielzahl von experimen-
tell bestétigten Vorhersagen im Bereich der tief-inelastischen Lepton-Nukleon-Streuung
hervorgebracht. So begriindet etwa die asymptotische Freiheit direkt das einfache Skalen-
verhalten des Partonmodells. Die durch Strahlungskorrekturen bedingten logarithmischen
Abweichungen von der kanonischen Skaleninvarianz lassen sich am einfachsten durch An-
wendung von Renormierungsgruppenmethoden gewinnen und erfahren eine zufriedenstel-
lende Bestitigung im Experiment.

Im Hochenergiebereich beachtliche Erfolge verbuchend, mufl das stérungstheoretische
Konzept jedoch bei kleinen Impulsiibertrigen notwendigerweise versagen. Hierfiir existie-
ren verschiedene Griinde. Zum einen 148t sich im Rahmen der rein perturbativen Theorie
nicht ausschlieBen, daf die Stérungsreihe bei den typischen hadronischen Skalen keine gute
Semikonvergenz aufweist und unendlicher Resummationen bedarf. Andererseits — und dies
ist der eigentlich schwerwiegende Grund — besitzen massenbehaftete Observablen in der
QCD wesentliche Singularititen bei verschwindender Kopplungskonstante; sie divergieren
also gerade an dem Punkt, um den herum in der Stérungstheorie entwickelt wird, und
konnen deshalb von dieser Entwicklung grundsitzlich nicht erfafit werden.

Das zentrale Problem der QCD stellt die Nicht-Existenz ihrer grundlegenden Bau-
steine als makroskopisch detektierbare Zustidnde dar. Quarks und Gluonen liegen nach
bisherigem Kenntnisstand nur in gebundenen Zustinden vor oder treten als sehr kurz-
lebige Flementaranregungen am Ursprung von Jet-Ereignissen auf. Man hat aus diesem
Grund die sogenannte Confinement-Hypothese formuliert, die besagt, daf die asymptotisch
detektierbaren stark wechselwirkenden Teilchen nur als Farb-Singuletts vorliegen diirfen.
Dies hat zur Konsequenz, dafl die Quarks entweder in Quark-Antiquark- oder aber in
Dreiquark-Bindungszustdnden eingeschlossen sein miissen. Wie der Name schon andeutet,
handelt es sich bei der Confinement-Aussage um ein Postulat. Ein Beweis dieser Behaup-
tung steht im Rahmen der QCD derzeit noch aus, und es ist mit Sicherheit eine grofie
Herausforderung fiir die physikalische Grundlagenforschung, einen tieferen Einblick in den
Mechanismus des Confinements zu gewinnen oder ihn gar zu verstehen.

Im Falle der starken Wechselwirkung befindet man sich daher im Gegensatz etwa zur
elektroschwachen Theorie in einem grofien Dilemma : Obgleich man iiberzeugende Argu-
mente dafiir ins Feld fiithren kann, mit der QCD die richtige Theorie zur Beschreibung der
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fundamentalen hadronischen Bausteine gefunden zu haben, ist man jedoch noch nicht in
der Lage, sie gerade dort auszuwerten, wo die starke Wechselwirkung etwa in Form der
Kernkrifte unsere “Alltagserfahrungen® prégt. So ist es beispielsweise heute — mehr als
zwanzig Jahre nach der Geburtsstunde der QCD — immer noch nicht gelungen, die Figen-
schaften eines so fundamental wichtigen Teilchens wie des Protons in zufriedenstellender
Weise quantenchromodynamisch zu erkliren.

Den zur Zeit wohl am intensivsten studierten nicht-stérungstheoretischen Zugang zur
QCD stellt die Gitterapproximation dar. Fiir die rein gluonische Theorie konnte mit Hilfe
von Hochtemperatur-Entwicklungen und Monte-Carlo-Methoden die String-Konstante so-
wie die Masse von Gluonbillen berechnet werden. Die Beriicksichtigung der fermionischen
Freiheitsgrade ist allerdings nicht unproblematisch. Auflerdem hat die rein numerische
Auswertung der Gittereichtheorie naturgemaf den Nachteil, keine analytische Einsicht in
die Lésung und die dahinterstehenden Mechanismen zu vermitteln. Die wichtigsten phino-
menologischen Modelle — wie das Bagmodell oder nicht-relativistische Potentialmodelle —
erlauben zwar eine recht gute Beschreibung der experimentellen Beobachtungen; sie bie-
ten aber keine befriedigende Erklarung ihrer Modellannahmen. Ein allen diesen Modellen
gemeinsames Merkmal ist der Versuch, das Confinement-Problem als Folge asymptotisch
anwachsender Potentiale zu betrachten.

Im Gegensatz hierzu wollen wir in der vorliegenden Arbeit auf einen analytischen
Losungsansatz zuriickgreifen, der sowohl den Hochenergiebereich als auch das nieder-
energetische Infrarot-Regime der QCD beschreiben soll und auf einer verallgemeinerten
Storungsentwicklung fiir die oberflichlich divergenten Vertizes beruht. Hierbei geht man
von der Annahme aus, daf§ die effektive Kopplung auch im Infrarotbereich noch hinrei-
chend klein ist, um sinnvoll Stérungstheorie betreiben zu kénnen. Das Confinement wird
hier demzufolge in einer “weak coupling”“-Lésung beschrieben. Auf der Grundlage die-
ser systematisch erweiterten Storungsreihe sollen dann die Vakuumkondensate der QCD
berechnet werden. Diese parametrisieren als Vakuumerwartungswerte zusammengesetzter
Feldoperatoren die nicht-triviale Struktur des physikalischen Grundzustands der Theorie
und dienen somit als fundamentale Kenngréfien zur Beschreibung des Spektrums der Ha-
dronen.

Die Arbeit ist im einzelnen wie folgt gegliedert :

Kapitel 1 befaf3t sich mit grundlegenden Konzepten einer nicht-stérungstheoretischen For-
mulierung der Kontinuums-QCD. Im ersten Abschnitt stellen wir die Systematik unserer
nicht-perturbativ modifizierten Stérungsentwicklung vor und diskutieren ihre wesentlichen
Eigenschaften. Im Zuge einer kurzen Einfithrung in die Formulierung des Dyson-Schwinger-
Selbstkonsistenzproblems der Ansitze werden wir den sogenannten -5-Mechanismus kennen-
lernen. Das durch ihn induzierte Auftreten negativer Potenzen der quadratischen Kopplung
im Zusammenhang mit UV-divergenten Schleifenintegralen fiihrt letztendlich zur Etablie-
rung einer nicht-perturbativen nullten Ordnung im Sinne verallgemeinerter Feynman-
Regeln. Der zweite Abschnitt thematisiert die feldtheoretische Formulierung lokaler zu-
sammengesetzter Operatoren und ihrer Renormierung. Anhand eines einfachen Beispiels
aus der (<I>4)4—Theorie wird die Operatormischung demonstriert. Einen besonderen Schwer-
punkt setzen wir dabei mit der Renormierung eichinvarianter Operatoren. Die drei Theore-
me von Joglekar und Lee, welche hierfiir die entscheidende theoretische Grundlage liefern,
werden sowohl in ihrer Beweisidee als auch in den mit ihnen verbundenen Konsequen-
zen fir das Renormierungsproblem ausfiihrlich erldutert. Mit der Definition der Vakuum-
kondensate kommen wir dann zum Hauptgegenstand unserer Untersuchungen. Nach der
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Einfiihrung von Bewegungsgleichungskondensaten gelangt man zur Darstellung des eich-
invarianten Gluon-Kondensats <G2> als Linearkombination eichabhingiger Kondensate
bis maximal zweiter Schleifenordnung. Anschlieend wird die physikalische Relevanz von
Gluon- und Quark-Kondensat im Zusammenhang mit der anomalen Brechung der QCD-
Skaleninvarianz demonstriert. Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels wenden wir uns
der Wilsonschen Operator-Produkt-Entwicklung zu, die den gewiinschten Briickenschlag
zur Physik der Hadronen ermdéglichen wird. In Verbindung mit Potenz-Korrekturen para-
metrisieren dabei unsere Vakuumkondensate die fiithrenden nicht-perturbativen Modifi-
kationen des UV-Verhaltens der Stérungsreihe. Nach einem Finschub tiber die mit Hilfe
von Renormierungsgruppenmethoden verbesserte Wilson-Entwicklung werden wir dann
an Hand zweier Beispiele einen Einblick in das weite Feld der QCD-Summenregeln ge-
winnen. Sowohl fiir PCAC-Relationen als auch im Fall der Elektron-Positron-Vernichtung
in Hadronen 148t sich dabei, ausgehend von der Operator-Produkt-Entwicklung eichin-
varianter Korrelationsfunktionen, ein Zusammenhang zwischen Vakuumkondensaten und
mesonischen Observablen herstellen.

Die folgenden Kapitel 2 bis 6 haben dann die Berechnung fiihrender Beitrége der
QCD-Vakuumkondensate mit kanonischen Massendimensionen zwei bzw. vier in Landau-
Eichung auf der Grundlage unserer nicht-perturbativ modifizierten Feynman-Regeln zum
Inhalt. Ausgehend von der expliziten Form des Ansatzes fiir die jeweils relevante Ver-
texfunktion, erfolgt die Definition des gesuchten Vakuumerwartungswertes mittels der so-
genannten Momentenmethode. Nach Vorstellung und Diskussion der Ergebnisse beenden
grundsdtzliche Bemerkungen zum Renormierungsproblem die einzelnen Kapitel.

Die Berechnung von Finschleifenkondensaten des Gluon- und Geistsektors mittels kon-
ventioneller Feynman-Methoden ist Gegenstand des Kapitels 2. Als Besonderheit stellen
wir hier noch eine alternative Methode vor, welche die Extraktion fithrender Kondensat-
beitrdge aus 1-Loop-Integralen ohne Feynman-Parametrisierung gestattet. In Kapitel 3
befassen wir uns mit dem Geist-Gluon-Antigeist-Kondensat der Massendimension vier als
strukturell einfachstem Beispiel eines nicht-trivialen Vakuumerwartungswertes mit fiithren-
dem Zweischleifenbeitrag. Wir werden in diesem Fall exemplarisch die wichtigsten De-
tails der Zweischleifenintegration iiber die rationalen Approximanten zum (beliebigen)
Nennergrad r demonstrieren und dabei die sogenannte Gegentermtechnik zur Extraktion
fithrender Divergenzen vorstellen und begriinden. Unser viertes Kapitel thematisiert das
3-Gluon-Kondensat in Landau-Fichung. Wesentliche Details der recht komplexen Rech-
nung sind Anhang B zu entnehmen. Fine Ergidnzung mit der Definition des eichvarianten
4-Gluon-Kondensats rundet diesen Abschnitt ab. Die systematische Untersuchung von
Vakuumkondensaten des fermionischen Sektors der Theorie beginnt in Kapitel 5 mit dem
Quark-Kondensat. Breiten Raum nimmt bei der Diskussion unserer Resultate der chira-
le Grenzfall verschwindender externer Strommassen ein. Den allgemeinen Fall massiver
Quarks behandeln wir in erster Stufe r = 1 der rationalen Approximantenfolge. Im sel-
ben Kontext kommen wir auch auf das Problem zusammengesetzter Massenskalen in den
Ansitzen der fermionischen Basisvertizes zu sprechen. Die von uns gewdhlte subtrakti-
ve Renormierung des Quark-Kondensats entspricht einer Beschreibung des Effekts der
rein spontanen chiralen Symmetriebrechung. Eine Diskussion der Ergebnisse zum Quark-
Gluon-Antiquark-Kondensat der Massendimension vier erfolgt schliefilich in Kapitel 6.
Hinsichtlich technischer Details der zugehérigen 2-Loop-Rechnung sei auf Anhang C ver-
wiesen. Fine Zusammenstellung der wichtigsten mathematischen Identititen, die in dieser
Arbeit Verwendung gefunden haben, findet man in Anhang A.



Kapitel 1

Nicht-perturbative Konzepte der
Kontinuums-QCD

1.1 Die erweiterte Storungsreihe und der Mechanismus der
nicht-perturbativen Logarithmen

Gegenstand unserer Betrachtungen ist die Quantenchromodynamik mit Eichgruppe SU(N¢)
und Ny minimal angekoppelten Quark-Flavours, formuliert fiir ein Euklidisches Kon-
tinuum. Der zugehorige effektive Lagrangian mit beliebiger kovarianter Fichfixierung lau-
tet dann [4] :

,CQCD —_ GM Gp,l/a —I_ (8 AM) + ( Mna bnb E \IJ { V}/M m(f) 5” } qJ;f)

2€

+ Counterbeitrige .

Hierbei bezeichnet

Gl = 9" AY = 0" A% — g L AL AL

den nicht-Abelschen Feldstirketensor und fiir die kovarianten Ableitungen gilt :

ng = 5(168%‘ - gfaebAg
D = 60" —ig A (T.), -

J

Aus dem mit (1.1) gebildeten Euklidischen Wirkungsintegral

S = [d*'z Locp(w) (1.2)

lassen sich in bekannter Weise mittels funktionaler Methoden [15] die Korrelationsfunktio-
nen der zu Grunde gelegten Quantenfeldtheorie (QFT) bestimmen. Unter diesen wiederum
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sind die oberflichlich divergenten, 1-Teilchen-irreduziblen (1PI) Greenschen Funktionen,
im weiteren auch Basisvertizes genannt, von besonderer Bedeutung, da sie die Diver-
genzstruktur und somit die perturbative Renormierung der QFT bestimmen. Im Falle der
renormierbaren QCD schreiben wir in einer Euklidischen Impulsraumformulierung fiir den
Satz der sieben Basisvertizes :

Pogiv := {Tvv = =D Tog = =D Tpp = =S5 Tsv, Tova Dpve-Tav | . (1.3)

Gemidf der oben gewdhlten Reihenfolge sind dies im einzelnen : Die Selbstenergien des
Gluon-, Geist-, bzw. Quarkfeldes ; weiter die Dreipunkt-Vertexfunktionen der Gluon-, der
Geist-Gluon-Antigeist- bzw. der Quark-Gluon- Antiquark-Wechselwirkung und schliellich
die eigentliche Vertexfunktion der 4-Gluon-Amplitude.

Alle hoheren eigentlichen Vertexfunktionen sind oberflichlich konvergent und lassen sich
mittels Skelettentwicklungen aus dem endlichen Satz der Basisvertizes aufbauen. Wir
schreiben dafiir :

Coconw := { Usv, Pavvas Dpvves Drppps - - ) - (1.4)

Die durch den effektiven Lagrangian vermittelte Dynamik einer QFT findet ihre Formu-
lierung in den Dyson-Schwinger-(DS)-Gleichungen [17], welche ein unendliches, hierarchi-
sches System gekoppelter Integro-Differentialgleichungen fiir die Korrelationsfunktionen
der elementaren Felder bilden. Im Falle der sieben primitiv divergenten Basisvertizes der
QCD besitzen sie die Struktur ! :

_ O)pert 90 2
=1t (£ 0[r). (1.5)
Hier bezeichnet ® das DS-Funktional in Form von Schleifenintegralen iiber Kombinationen
der oberflichlich divergenten Vertexfunktionen im Impulsraum und gg ist der unrenormier-
te Kopplungsparameter. Die nackten Vertizes ©rert hilden die nullte storungstheoretische
Ordnung und entsprechen den aus (1.1) abgeleiteten Feynman-Regeln.

Durch Iteration um Letztere bei Vergleich von Potenzen der quadratischen Kopplung
auf beiden Seiten erhdlt man die stérungstheoretische Losung von (1.5) in Form der be-
kannten Stérungsreihe :

P 2p’
TPert — i F(p)pert . F(p)pert — F(O)pert g(lu) F[p']pert ] 1.
pggo 7 + Z 4w (1.6)
p'=1
Das hierbei verwendete Renormierungsschema R ersetzt den nackten Kopplungsparameter
durch eine renormierte Kopplung ¢(x) in Abhéngigkeit von der Renormierungsskala p. Im
M S - Schema ist diese Kopplungsrenormierung fiir D = 4 — ¢ gegeben durch :

!Genau genommen sind die Integrale des DS-Funktionals je nach Anzahl der Schleifen mit mindestens
einer Potenz der nackten quadratischen Kopplung verkniipft. In diesem Sinne besitzt die hier und im folgen-
den von uns verwendete Schreibweise formalen Charakter. Die spater entwickelten Argumente hinsichtlich
dieser nackten Kopplung lassen sich sinngemdff auf den Fall hoherer Potenzen iibertragen.
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95 115 = 9° (1) 1 Za (g% (p)s€) (1.7)

wobei fiir die Renormierungskonstante auf 1-Loop-Niveau gilt [7] :

2
Zazl—ﬂo[%] %+0(g4); ﬁOI%Nc—gNF- (1.8)

Nun ist aber die Stérungsentwicklung von Korrelationsfunktionen um ¢? = 0 keineswegs

vollstdndig; vielmehr erlaubt sie als im allgemeinen divergente asymptotische Reihe ledig-
lich eine endliche Fehlerabschitzung zur wahren Lésung in jeder Ordnung von ¢2.

Andererseits wissen wir jedoch, dafl im Zusammenhang mit der Renormierung des dimensions-
losen Kopplungsparameters durch dimensionelle Transmutation ein dimensionsbehafteter
fundamentaler Parameter in die Theorie eingefiihrt wird. Im Falle der QCD ergibt sich aus
einer Analyse der Renormierungsgruppen(RG)-Gleichungen fiir den Skalenparameter :

[ﬁ(gl) ]R

wobei p den frei wihlbaren Massenparameter einer Renormierungsvorschrift zum Schema R
bezeichnet. Damit ist Agop invariant unter RG-Transformationen, hdngt jedoch vom ver-
wendeten Renormierungsschema ab. Unter Beriicksichtigung der asymptotischen Freiheit
finden wir dann die charakteristische nicht-analytische Abhdingigkeit von der quadratischen

g(w)
[Abop (g2 (m),n)] , = 1 exp{—Q /W*}, (1.9)

Kopplung :

AL = 2 exp { —i (%)2 [14+0(¢%) | } : (1.10)

mit dem vom Schema unabhéngigen, fiihrenden Koeffizienten der RG-theoretischen 3-Funktion :

2
=—Nc—=-Np.
o= 5 No =5 Np
Den auf Grund von (1.10) formal existierenden, jedoch unphysikalischen Limes verschwin-
dender Kopplungsstirke g — 0 bei Festhalten der Renormierungsmassenskala werden
wir im weiteren Zusammenhang bisweilen als “Abschalten des QCD-Skalenparameters «
bezeichnen.

Die effektive Kopplungsstiarke der QCD ? 148t sich nun wie folgt darstellen :

2
gQ(t):éjﬁt{Ho(ﬁ)}; t:i—i>>1. (1.11)

2Das Subskript “QCD* zur Bezeichnung von GréBen der Quantenchromodynamik wird ab sofort wieder

weggelassen.



1.1. DIE ERWEITERTE STORUNGSREIHE 9

Die Systematik der nicht-perturbativen Erweiterung

Offensichtlich ist also die QCD-Massenskala schon in Einschleifenndherung nicht in g ent-
wickelbar und weist damit iiber den Rahmen der gewohnlichen Stérungsreihe hinaus. In [6]
wurde vorgeschlagen, die nicht-analytische Kopplungsabhingigkeit bereits in den Ansitzen
der Basisvertizes zu beriicksichtigen. Um damit zu einer systematischen Erweiterung der
Storungsreihe (1.6) zu gelangen, betrachten wir die in [3] ausfiihrlich erlduterte Doppel-
sequenz rationaler Approximanten :

I'(g%(p),p) = lim lim TCP (%), )

=00 P00

0] o 2
0 =100+ 32 | A [,
'=1

Der grundlegende Gedanke hierbei ist es, eine Kategorie nicht-perturbativer Effekte der
QCD zu beschreiben, die sich durch rationale Abhingigkeiten ® der Basisvertizes von der
fundamentalen Massenskala A der Theorie manifestieren lassen. Der Index r bezeichnet
dabei die Stufe der globalen Approximation iiber den gesamten Euklidischen Impulsbereich
in einer bestimmten Nennerordnung beziiglich A, wihrend p in Fortfithrung des perturbati-
ven Prinzips der lokalen Approzimation um g? = 0 einfach die Potenzen der quadratischen
Kopplung zidhlt. Um die Existenz einer solchen Schwachkopplungslésung gewdhrleisten zu
konnen, bedarf es des Postulats, dal (i) @ber alle Skalen hinreichend klein bleibt. Diese
Forderung steht keineswegs im Widerspruch zu unserem derzeitigen Kenntnisstand iiber
das funktionale Verhalten der laufenden Kopplung, wie es durch (1.11) beschrieben wird.

In unseren Ansitzen behandeln wir A? und ¢? zunichst formal als voneinander un-
abhingige Parameter. Die darin vermittelte Abhingigkeit von A unterscheidet sich grund-
satzlich von jener in effektiven Grofien wie etwa (1.11) , welche ausschlieflich im rein per-
turbativen Kontext durch RG-theoretische Aufsummation fiithrender Logarithmen (LL)
entstehen. Gleichwohl wird man natiirlich zum Abschlufl der nicht-perturbativen Be-
rechnung physikalischer Grofien durch entsprechende LL-Resummationen die Kopplungs-
abhédngigkeit zu Gunsten des RG-invarianten Skalenparameters zu eliminieren versuchen.

Fiir die nicht-perturbativen Approximanten aus (1.12) kénnen wir, auf der Giiltigkeit der
Stérungsreihe im perturbativen Regime basierend, sofort zwei natiirliche Randbedingun-
gen formulieren :

¢ Bei formalem Abschalten des Skalenparameters muf sich aus unserem L&sungsansatz
die Storungsreihe (1.6) reproduzieren; also

rlel(A2 = o) = TPt e {0,1,2,...} . (1.13)

Wir werden diesen Grenzfall im folgenden als perturbativen Limes bezeichnen.

?FEin polynomialer Ansatz beziiglich des spontanen Massenparameters wiirde einer Beschreibung der
asymptotischen Region tief Euklidischer Impulse ¢° > A? entsprechen. Daraus lieBe sich aber keine Nihe-
rung des wahren Impulsverhaltens im physikalisch interessanten Hadronisierungsbereich ¢* = A? ableiten.
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o Weiter wissen wir aus der stérungstheoretischen Behandlung der QCD, daf} sich die
logarithmischen Korrekturen zur asymptotischen Freiheit durch partielle Aufsum-
mation der Potenzreihe in ¢g? ergeben. Daher macht es Sinn, fiir die Approximante
mit p = 0 naive asymptotische Fretheit zu fordern. Beim gleichzeitigen Hochskalieren
aller externen Impulsvariablen soll also gelten :

1O (Ak}) — TOPF (INE}), A — 0. (1.14)

Anstatt der Eigenschaft (1.14) wollen wir die etwas starkere Forderung nach perturbativer
Renormierbarkeit der nicht-stérungstheoretischen Erweiterung von T'(®¢™®) stellen. In einer
asymptotisch freien Theorie, wie sie die QCD darstellt, wird das Hochenergieverhalten
von Vertexfunktionen in Schleifenintegralen, etwa der DS-Gleichungen, bis auf die be-
reits erwdhnten logarithmischen Korrekturen aus der RG-Analyse, durch die perturbative
Impulsstruktur bestimmt. Fiir Vertexfunktionen mit N > 3 externen Linien gewihrleistet
perturbative Renormierbarkeit, dafl das UV-Verhalten in Subschleifen, fiir die nur eine
echte Teilmenge aller Impulsvariablen hochskaliert wird, dem stérungstheoretischen ent-
spricht.

Insgesamt stellen also unsere Ansitze zusammen mit den erlduterten Randbedingungen
eine globale Approximation des Impulsverhaltens iiber alle Skalen dar, welche die Beibe-
haltung perturbativer Renormierung beinhaltet. Ihr rationaler Charakter ermoglicht die
einfache Bestimmung von Divergenzen durch Power-Counting ebenso wie die Anwend-
barkeit der aus der Storungstheorie bekannten Feynman-Techniken zur Berechnung von
Schleifenintegralen iiber Vertexfunktionen. Der Preis, der hierfiir wie bei jeder globalen
Approximation zu zahlen ist, besteht darin, dal die Approximation auf niedrigen Stufen r
quantitativ noch sehr grob sein kann, wihrend héhere r-Stufen, wie gerade die hier do-
kumentierten Rechnungen zeigen werden, eine rapide anwachsende algebraische Kompli-
kation beinhalten.

DS-Selbstkonsistenz

Dies soll zun&chst beziiglich der Systematik einer nicht-perturbativen Erweiterung der
Stérungsreihe geniigen. Die konkrete Form der Approximantenfolge fiir die einzelnen Ver-
tizes werden wir in den folgenden Kapiteln im Zusammenhang mit unseren Kondensat-
rechnungen vorstellen und weiter diskutieren. Zuvor soll jedoch noch kurz auf den Selbst-
reproduktionsmechanismus der Approximantensequenz (1.12) in den DS-Gleichungen ein-
gegangen werden. In der niedrigsten perturbativen Ordnung ergibt sich aus (1.5) das
Selbstkonsistenzproblem :

{ (9—0)2 o[1()] } = T0) 1Ot L O g% (), Z(r + 1)) . (1.15)
47 R,u

Z(r 4+ 1) bezeichnet dabei den Fehler, der sich aus der Endlichkeit der globalen Approxi-
mationsstufe r ergibt; dieser 148t sich im Gegensatz zur perturbativen Reihenentwicklung
nicht durch einen “kleinen“ Parameter abschitzen.
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Zur Klarheit der Begriffsbildung miissen wir erldutern, was unter der Losung des DS-
Systems durch unsere Doppelsequenz in (r,p) zu verstehen ist :

e Von I'("0) ausgehend, soll sich die Sequenz in jedem Iterationsschritt jeweils bis auf
Korrekturen der ndchst héheren perturbativen Ordnung p reproduzieren.

e Selbstkonsistenz von '™ kann, der rationalen Impulsstruktur der Approximan-
ten entsprechend, nur Ubereinstimmung auf beiden Seiten der DS-Gleichung an
n(r) Vergleichsdaten * bedeuten, wenn n(r) die Anzahl der dimensionslosen nicht-
perturbativen Koeflizienten fiir die jeweilige Vertexfunktion bezeichnet. Die aufler-
halb dieser Stiitzstellen entstehenden Fehler sind demgegeniiber um mindestens eine
Ordnung der quadratischen Kopplung unterdriickt.

Einzelheiten zur selbstkonsistenten Reproduktion der Impulsstruktur sowie eine Diskussion
der Wahl moglicher Stiitzstellen kénnen am Beispiel des inversen Gluon-Propagators wie-
derum [3] entnommen werden.

Wir wollen unser Augenmerk im folgenden auf die Selbstreproduktion der Kopplungs-
abhédngigkeit richten. Die mit ihrem Studium verbundenen Erkenntnisse werden spéter bei
der Berechnung der Vakuumkondensate von herausragender Bedeutung sein.

Fin Blick auf (1.15) zeigt sofort, dafl die Approximanten in fithrender perturbativer Ord-
nung T'C% nur dann zu einer nicht-trivialen Modifikation der Feynman-Regel I'(0)rert
im Rahmen der DS-Selbstkonsistenz fiihren kénnen, falls die Schleifenintegrale des DS-
Funktionals in der Lage sind, die nackte Kopplung g2 auf der linken Seite zu eliminieren
und insgesamt einen Beitrag ohne zusitzlichen g2-Faktor ausbilden.

Wir erinnern zunédchst daran, daf§ ein oberflichlich divergentes Schleifenintegral in di-
mensioneller Regularisierung fiir unsere beziiglich des Skalenparameters rationalen Ansétze
typischerweise einen Faktor der Form °

eg®) = [ 2, (g70.0) (A—)/2 (1.16)

I €

auf der linken Seite von (1.15) erzeugt. Dabei bezeichnet A, die Fortsetzung der spontanen
QCD-Massenskala aus Gleichung (1.9) fiir D = 4 — ¢ . Weiter haben wir die perturbative
Kopplungsrenormierung gemaf (1.7) beriicksichtigt.

Zunéchst findet man durch elementare Umformungen aus der Verallgemeinerung der Definitions-

gleichung (1.9) bei endlichem UV-Regulator € # 0 [9] :

A? _6/2_ K1 ru) dr’
() —meXP{L —m/zm}’ (1)

mit der abkiirzenden Bezeichnung x := [g(,u)/47r]2 , und

*Wir wihlen dementsprechend Padé-Approximanten vom Typ II [8].
°An dieser Stelle sei nochmals an unsere Bemerkung zu (1.5) erinnert.
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v1__ 9~

f(k):=[Bo+ B+ Bar’+...] = 50

Die untere Integrationsgrenze ist Teil der Festlegung des Renormierungsschemas und hdngt
i.a. noch vom Wert des Regulators ab :

k1= k1(€) = k1(0) {1+ O(e) },

wobei k1(0) dann die renormierte Kopplung am Skalenpunkt A des verwendenten Schemas
bezeichnet.

Andererseits ist bereits in [10] die folgende Integraldarstellung fiir die Kopplungsrenormierungs-
konstante angegeben worden :

w(w) K
Zo(K(p),€) :exp{—/o m} . (1.18)

Zusammen mit (1.17) erhalten wir also fiir (1.16) das Resultat :

k(e Fa(e) K
(e, k) = Il(e) = 2fa() exp { —/0 m } . (1.19)

welches offensichtlich iiberhaupt keine g?-Abhéngigkeiten mehr enthilt. Damit ist schon
ein Mechanismus gefunden, der das fiir die Existenz einer nicht-trivialen Lésung erforder-
liche “Aufessen“ der Kopplungspotenzen in (1.15) bewerkstelligen kann; und dies erfolgt
— wie das obige Resultat zeigt — sogar in allen Schleifenordnungen.

Fine weitere Analyse der rechten Seite von (1.19) zeigt [3] [9], daB diese bei Abschalten
des UV-Regulators endlich bleibt; genauer gilt :

H(g):io{HO(g,glng)}. (1.20)

Wie man aus dieser sehr priagnanten Formulierung entnehmen kann, erfolgt die selbst-
konsistente Reproduktion der Basisvertizes T("?) ohne daf Polbeitrige der divergenten
Schleifenintegration in fiihrender Ordnung beziiglich g? iiberleben. Damit sind insbeson-
dere auch keine nicht-lokalen Counterterme erforderlich.

Ein Blick zuriick auf (1.16) macht aufgrund des dort vorhandenen Polterms deutlich, daf
der beschriebene Prozefl der dynamischen Selbstreproduktion unserer perturbativ nullten
Ordnung aufs Engste mit der Divergenzstruktur der Theorie verkniipft ist. Konkret hat
dies zur Folge, daB tatsdchlich nur die sieben Basisvertizes (1.3) nicht-stérungstheoretische
Beitrége fithrender Ordnung besitzen. Weiter konnen wir schlieflen, daf} sich die unendli-
che gekoppelte DS-Hierarchie im Fall des Selbstkonsistenzproblems der 9 exakt auf das
endliche System von DS-Gleichungen fiir die oberflichlich divergenten Vertizes beschrdnkt.
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Dies wird allein durch die Dynamik der Theorie bewirkt, insbesondere sind hierfiir keine
von aufen aufgeprigten Entkopplungsniherungen erforderlich. Der Satz der I'"9) fiir die
sieben Basisvertizes der QCD spielt folglich im Fixpunktproblem der DS-Gleichungen eine
herausragende Rolle und wir werden kiinftig in seinem Kontext auch von den modifizierten
Feynman-Regeln der QQCD sprechen.

Der g%-Mechanisrnus

Die Berechnung von Vakuumkondensaten umfafit Schleifenintegrale iiber Kombinationen
der Basisvertizes unter Zugrundelegung renormierter Parameter und Elementarfelder der
Theorie. Demzufolge wird in dieser Situation kein nackter Kopplungsparameter und damit
auch nicht die Grofe (1.16) auftreten. Mit unseren rationalen Approximanten als Ansatz
erhalten wir dann in dimensioneller Regularisierung als charakteristischen Vorfaktor eines
UV-divergenten Einschleifenintegrals ©:

A2

—€/2 2
€ 2 A
u%) r(—) =Tl —p+ 0. (1.21)

2 € 5

Plegt)= (

Aus der Darstellung (1.10) des Skalenparameters folgt dann sofort fiir den nicht-perturbativen
Logarithmus :

AZ 1 am \? )
_lnu_:%(m> [14+0(¢%)] . (1.22)

(o) )

Es ist gerade dieser durch (1.21) und (1.22) beschriebene g%-Mechanz’smus [11] als Teil-
aspekt der oben diskutierten Selbstreproduktion von Kopplungsabhingigkeiten in DS-
Gleichungen, welcher dann spiter bei der mikroskopischen Berechnung fithrender Bei-
trage zu den QCD-Vakuumkondensaten eine wesentliche Rolle spielen wird. Wichtig an
dieser Stelle ist wiederum der Hinweis auf den fundamentalen Zusammenhang zwischen
UV-Divergenzen der Theorie und dem Auftreten negativer Potenzen der quadratischen
Kopplung. Man beachte iiberdies, daf§ die Grofie P im Gegensatz zu (1.20) auch Korrek-
turen O(g?) enthilt.

Wir werden im folgenden nicht weiter auf die selbstkonsistente Reproduktion der verallge-
meinerten Feynman-Regeln in den DS-Gleichungen eingehen. Ein erster Losungsversuch
wurde unter vereinfachenden Annahmen in [55],[56] und [57] unternommen. Die aktuel-
len Arbeiten [52] und [53] beriicksichtigen teilweise bereits den globalen Approximations-
charakter der Ansétze beziiglich r. Unser Ziel wird es stattdessen sein, mit dem beschrie-
benen Formalismus als Grundlage, ein Stiick des beschwerlichen Weges von der feldtheo-
retischen Formulierung der QCD hin zur Beschreibung des Spektrums der Hadronen in
Angriff zu nehmen.

SWir wollen hier die spontane Masse A als einzigen dimensionsbehafteten Parameter der QCD behan-
deln. Auf die im Zusammenhang mit endlichen externen Quark-Strommassen entstehende Problematik
werden wir spater noch eingehen.
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1.2 Renormierung zusammengesetzter Operatoren

Bevor wir mit dem Studium nicht-perturbativer Effekte in der QCD fortfahren kénnen,
sind noch einige grundsitzliche Uberlegungen hinsichtlich der feldtheoretischen Formulie-
rung lokaler zusammengesetzter Operatoren und ihrer Renormierung (COR=Composite
Operator Renormalization) erforderlich. In Quantenfeldtheorien begegnen uns immer wie-
der Produkte von Feldoperatoren und deren Ableitungen, die am selben Raum-Zeit-Punkt
auszuwerten sind. Beispiele solcher zusammengesetzter Operatoren finden wir in Strémen
und Ladungen, etwa aus dem Noether-Theorem, oder in den Bewegungsgleichungen der
Theorie; weiter seien die Ward-Identititen, die BRS-Transformationen in Yang-Mills-
Theorien sowie im Vorausblick die Wilsonsche Operator-Produkt-Entwicklung erwidhnt,
die wir spiter noch vorstellen werden. Aufgrund des Distributionscharakters der elemen-
taren Feldoperatoren sind zusammengesetzte Operatoren im mathematisch strengen Sin-
ne iiberhaupt nicht definiert. Bei direkter Berechnung bilden sie i.a. 7 zusitzliche UV-
Divergenzen aus, die nicht durch die iibliche Renormierung der Felder und Parameter der
Theorie kompensiert werden.

Die geschilderte Problematik zeigt sich bereits konkret im Fall freier Felder. Betrachten
wir dazu das zeitgeordnete Produkt T ®(z) ®(y) zweier nicht wechselwirkender Feldope-
ratoren. Dessen Vakuumerwartungswert (0|7 ®(z) ®(y) |0 ) ist bis auf einen konstanten
Faktor gerade der Propagator des freien Feldes und als solcher divergent im Grenziiber-
gang r — y.

Man kann hier jedoch der Grofie ®*(z) eine Bedeutung verleihen, indem einfach der sin-
guldre Vakuumerwartungswert vom gewthnlichen Produkt der Feldoperatoren subtrahiert
wird :

0% (x): = lim { (x) (y) — (0| () @(y)|0) } . (1.23)

Yy—x

Der zusammengesetzte Operator : ®2(z): ist dann nichts anderes als das normalgeordnete
Produkt freier Felder und (1.23) das Wicksche Theorem [14]. Diese Erzeugung reguldrer
zusammengesetzter Operatoren der freien Theorie durch Subtraktion der Singularitit kann
als Spezialfall der Renormierung allgemeiner zusammengesetzter Feldoperatoren verstan-
den werden.

Dazu betrachten wir nun Greensche Funktionen einer wechselwirkenden, renormierbaren
Theorie mit Einschub eines zusammengesetzten Operators O(z) :

GS(@, 21,29,y 2,) = (0| TO(2) B(21) ... d(2,)[0) . (1.24)

Eine derartige Korrelationsfunktion 148t sich formal definieren durch Einfiihrung eines
Quellterms zum Operator O im erzeugenden Funktional :

21J,Jo] == /p[cp] exp {i/d“x (L + J(2) () + Jo(z) O(x)) } . (1.25)

"Ausnahmen sind Noether-Stréme exakter innerer Symmetrien [15].
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Daraus erhélt man mittels einer Legendre-Transformation beziiglich J dann in gewohnter
Weise die 1PI Greens-Funktionen mit O-Insertion. Die zugehorigen Feynman-Regeln fiir
Operatoreinschiibe in die oberflichlich divergenten Vertexfunktionen auf Baumgraphen-
niveau werden auch als Operatorvertizes bezeichnet.

Operatormischung

Bei der storungstheoretischen Berechnung der Greenschen Funktionen (1.24) stellt man
dann — wie bereits oben angedeutet wurde — fest, dafl diese im allgemeinen divergent
sind, auch wenn bereits alle Parameter und elementaren Felder der Lagrangedichte re-
normiert wurden. Diese zusitzlichen Divergenzen lassen sich durch die Einfiihrung neuer
Renormierungskonstanten absorbieren, wobei wir zundchst wie bei gewdhnlichen Feldope-
ratoren fiir den Zusammenhang zwischen nacktem und renormiertem zusammengesetzten
Operator schreiben :

O=725:0:.

Diese Form der multiplikativen Renormierung ist jedoch i.a. noch nicht ausreichend.
Existieren namlich mehrere Operatoren O; (i = 1,2,...) mit denselben Quantenzahlen
und kanonischen Massendimensionen kleiner oder gleich d(O), so mischen diese mit O bei
Renormierung :

0;=127;:0;:. (1.26)

Die COR 148t sich demgem&f im allgemeinen durch eine Renormierungskonstanten-Matrix
Z = (Z;;) beschreiben. Renormierte zusammengesetzte Operatoren wurden in der oben
angegebenen Form zuerst von Zimmermann [18] definiert und in Anlehnung an das Wick-
sche Theorem freier Felder als Normalprodukte bezeichnet.

Als illustratives Beispiel fiir die Operatormischung im Zusammenhang mit COR betrach-
ten wir jetzt gemidf Fig. 1.1 fiihrende perturbative Beitrdge zur Greenschen Funktion
(0|T1ie? D(p1) D(py) |0) in der (9*) ,-Theorie [16]. Die zugehérigen Gegenterme sind
dann Fig. 1.2 zu entnehmen.

Die Operatorinsertion von %@2 haben wir dabei jeweils durch einen kleinen Kreis sym-
bolisiert. Wihrend die Einschleifen-Subdivergenz in Fig. 1.1(c) sich durch Renormierung
des Kopplungsparameters beseitigen 1afit (Fig. 1.2(a)), enthalten die anderen Divergen-
zen den zusammengesetzten Operator als Einschub und erfordern dementsprechend neue
Counterterme mit Operatorvertizes. So tritt beispielsweise in den Gegentermen fiir die
Overall-Divergenzen in Fig. 1.1(b) und 1.1(c) der Vertex fiir $®* gem&f Fig. 1.2(b) auf,
wohingegen die Kompensation der UV-Divergenz des unzusammenh&ngenden Graphen
Fig. 1.1(d) einen Counterterm proportional zum Einheitsoperator erforderlich macht (Fig.

1.2(c)).

Damit erhalten wir den renormierten zusammengesetzten Operator in der Form :

1 1
:§<I>2::(1—|—(51)-§<I>2—|—(52m2-1,
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/\ + R + /é\ + oA
(a) (b) (c)

(d)

Abbildung 1.1: Zweipunkt-Greensfunktion mit Insertion von %@2

(a) (b)

()

Abbildung 1.2: Counterterm-Graphen zu Fig. 1.1

wobei §1(A, €) und d(A, €) die Counterterm-Koeffizienten bezeichnen. Fiir die COR ergibt
sich in diesem Fall die Matrixgleichung :

307 (L+0)7" =6 (144871 /102
(mz'l)_( 0 1 )(m2-1)

Betrachten wir nun wieder im Rahmen einer allgemeinen, renormierbaren Feldtheorie die
Ng-Punkt-Vertexfunktion mit O; als Operatorinsertion gemif

FOi,N<Q7p17p27"'7pN> . (127)

Hierbei bezeichnen pq,...,py die Impulse der N = Ng elementaren Felder und ¢ sei der
Impuls des eingeschobenen Operators. Fiir den Zusammenhang zwischen renormierter und
nackter 1PI Korrelationsfunktion schreiben wir :
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To, N (¢, {p}: {R};n) = (Z71),, Zr o, v (4. {p}; {0}:¢) , (1.28)
mit Zr := Z(Jgf/z und der Renormierungskonstanten-Matrix Z der Operatoren O;. Die
unterschiedlichen Vorzeichen der Exponenten von Z und Zp rithren von der Amputation
duferer Beine her. Weiter bezeichnen {0} und {R} die nackten bzw. renormierten Parame-
ter und Felder der Theorie, wihrend {p} fiir die Gesamtheit der externen Impulsvariablen
steht.

Aus der Beobachtung, da die nackte Vertexfunktion I'" aufgrund ihrer Unabhingigkeit
von der Renormierungsmasse p invariant unter RG-Transformationen ist, kann man in
bekannter Weise durch partielle Differentiationen eine RG-Gleichung fiir die Korrelations-
funktionen (1.28) herleiten ® :

Lo, n(a{p}: {R};n) =0,

[&;{M%Jrgﬂ({ﬁf}) 5o = () 5o = |+

(1.29)
wobei 1 = %’y@ die anomale Massendimension des N-Punkt-Vertex ohne Operator-
einschub ist. Neu definiert wurde in (1.29) die anomale Dimensionen-Matrix :

_ d Zy;
v=0)s = e(ZTY),, duj : (1.30)

Aufgrund der Operatormischung (1.26) bei der COR sind die anomalen Dimensionen der
daran beteiligten Operatoren O; durch eine Matrix und die RG-Gleichung durch ein ge-
koppeltes System linearer partieller Differentialgleichungen gegeben. Der Nachweis, dafl
die Komponenten der anomale Dimensionen-Matrix (1.30) endlich sind, kann durch eine
naheliegende Verallgemeinerung des entsprechenden Beweises [12] fiir gew6hnliche Vertex-
funktionen erbracht werden.

Die Renormierung eichinvarianter Operatoren

Nachdem wir bisher im Kontext einer allgemeinen renormierbaren Feldtheorie die Grund-
lagen lokaler zusammengesetzter Operatoren und ihrer Renormierung kennengelernt ha-
ben, wollen wir uns im folgenden einer Problemstellung zuwenden, die typischerweise
in quantisierten Eichtheorien auftreten wird. Zur Beschreibung physikalisch mefbarer
Groflen, z.B. im Rahmen der Operator-Produkt-Entwicklung (siehe 1.4), bendtigen wir
eichinvariante, renormierte Operatoren, die sich in der Regel aus mehreren elementaren
Feldoperatoren, etwa zu Strémen, zusammensetzen. Bei oberflichlicher Betrachtungsweise
erscheint es zunichst natiirlich zu sein, daf zur Operatormischung in diesem Fall nur selbst
eichinvariante Operatoren beitragen kénnen. Diese Annahme erweist sich jedoch als falsch,
wie von Kluberg-Stern und Zuber [19] gezeigt wurde.

#Im Fall einer Eichtheorie erscheint in der RG-Gleichung zusitzlich ein Beitrag mit der RG-Funktion
§({R}) des Eichparameters.
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Im Falle einer gewohnlichen globalen Symmetrie (wie z.B. Lorentz-Invarianz) mischt ein
beziiglich dieser Symmetrie invarianter Operator ausschliefilich mit invarianten Opera-
toren. In einer Eichtheorie brechen wir die Invarianz der Wirkung unter lokalen Eich-
transformationen im Zuge kovarianter Quantisierung explizit durch die Einfiithrung des
Eichfixierungsterms, und es bleibt die Invarianz der quantisierten Theorie unter BRS-
Transformationen [20]. Ein eichinvarianter Operator mischt nun aber sogar mit Operato-
ren, die nicht BRST-invariant sind.

Um dies zu zeigen [12] [13], betrachten wir einen Operator O, der unter einer gewissen,
zundchst nicht weiter spezifizierten Transformation invariant sei. Die Summe seiner Gegen-
terme bezeichnen wir mit €' und nehmen weiterhin an, dafl auch die Wirkung unter der
betrachteten Transformation invariant sei. Dann sind die Greenschen Funktionen ebenfalls
invariant und es gilt (X bezeichne ein gewdhnliches Produkt von Feldoperatoren) :

0=0(0|TX(0+C)|0)
=(0|T(6X)(O+C)|0)+(0|TXO0+C)|0) (1.31)
=(0|T(0X)(0+C)|0)y+(0|TX(sC)|0).

(' ist so definiert, dafl Greensche Funktionen elementarer Felder mit Insertion von O 4 C
endlich sind. Im Falle einer gewdhnlichen Symmetrie ist die Variation eines elementaren
Feldes wieder ein solches, sodafl also der erste Term auf der rechten Seite von (1.31)
endlich ist. Dann muf} aber auch der andere Term, eine beliebige Korrelationsfunktion mit
Einschub von 0C', endlich sein. Im Renormierungsschema der minimalen Subtraktion sind
die Gegenterme Potenzen von % und dC' ist nur dann endlich, falls es verschwindet. Somit
ist also gezeigt, daf} fiir die betrachtete Klasse von Symmetrien die Gegenterme zu einem
invarianten Operator selbst invariant sein miissen.

Bezeichnet hingegen ¢ = dgrs eine BRS-Transformation, so ist die Variation eines
elementaren Feldes ein zusammengesetzter Operator. In diesem Falle kann daher nicht
mehr die Endlichkeit von (0|7 (65rsX)(O+C)|0) aus der entsprechenden Eigenschaft
Greenscher Funktionen mit Einschub von O 4 (' gefolgert werden. Die Gegenterme zu
eichinvarianten Operatoren miissen also nicht zwingend BRST-invariant sein, geschweige
denn eichinvariant.

Die obige Argumentation weist uns zugleich den Weg, wie dieses Problem zu behan-
deln ist. Sei X das Produkt ®q(z1)...®xn(2n) lokaler Felder. In der Korrelationsfunktion
(0T (6BrsX) (O(y)+C(y))|0) kénnen nur dann Divergenzen auftreten, fiir die wir kei-
ne Gegenterme eingefiihrt haben, falls die Koordinate y mit der raum-zeitlichen Position
z; eines BRST-variierten Operators dprs®;(x;) aus dprs X zusammenfillt. Ist aber nun y
mit keinem der z; identisch, dann ist (0|7 (dprsX) (O(y)+ C(y))|0) endlich und wir
kénnen aus (1.31) die Endlichkeit von (0|7 X (6ppsC') |0 ) folgern, was wiederum im Fal-
le minimaler Subtraktion gleichbedeutend mit dessen Verschwinden ist. Dementsprechend
sind beliebige Greens-Funktionen elementarer Felder mit Insertion von dgrsC gleich null
und fiir die BRST-Variation der Gegenterme gilt die Operatoridentitit égrsC = 0; die
Counterterme zu eichinvarianten Operatoren sind BRST-invariant.

Man kann versuchen, dieses Theorem durch explizite Rechnungen zu verifizieren [19].
Die Ergebnisse stehen zwar offensichtlich im Widerspruch zu ihm, jedoch korrespondieren
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die varianten Counterterme mit Operatoren, die aufgrund der Bewegungsgleichungen ver-
schwinden.

Unser vorrangiges Interesse richtet sich jedoch weniger auf die BRST-invarianten als viel-
mehr auf die eichinvarianten Operatoren der Theorie; denn es sind ausschlieflich die Letz-
teren, welche, unabhingig von der Methode der Eichfixierung, physikalische Bedeutung
erlangen. Fs wird also zu zeigen sein, daf} die mit O mischenden eichvarianten Operatoren
tatsdchlich nicht zu physikalischen Gréfien beitragen.

7 diesem Zweck fiihren wir einen Satz —nach Anwendung der Bewegungsgleichungen —
linear unabhingiger eichinvarianter Operatoren {Oq,...,0,} ein, die mit einem vorgegebe-
nen eichinvarianten Operator O mischen. Die O; besitzen dieselben Transformationseigen-
schaften wie O beziiglich globaler Symmetrien und ihre kanonischen Massendimensionen
sind kleiner oder gleich der des Operators O. Dann gibt es genau drei weitere Klassen von
Operatoren, die ebenfalls zur Operatormischung mit O beitragen kénnen :

o Klasse 4 : Die Operatoren A; sind BRST-exakt, d.h. sie lassen sich — gegebenenfalls
nach Anwendung der Bewegungsgleichungen — als BRST-Variation anderer Opera-
toren darstellen ? : A; ~ dprgA; .

o Klasse B : Sie enthilt Operatoren B;, die aufgrund der Bewegungsgleichungen ver-
schwinden.

o Klasse (' : Diese umfafit alle anderen Operatoren, die unter Beriicksichtigung ihrer
Quantenzahlen und kanonischen Massendimension mit O mischen kénnen, sich je-
doch nicht als Linearkombination der A;, B; und O; darstellen lassen.

Zunichst stellt die Nilpotenz der BRS-Transformationen sicher, daf§ die Operatoren der
Klasse A BRST-invariant sind; genauer dgrsA; ~ 0. Die augenfilligsten Klassen BRST-
invarianter Operatoren, die nach unseren Uberlegungen von oben fiir die Mischung mit O
in Frage kommen, sind somit die eichinvarianten Operatoren O; und die BRST-exakten
Operatoren A;. Insbesondere erhebt sich nun die Frage, inwieweit noch andere Operatoren
beitragen kénnen.

Die Theoreme von Joglekar und Lee

Die Beantwortung unserer zuletzt gestellten Frage sowie weitere grundlegende Aussagen
iiber die Renormierung eichinvarianter Operatoren ergeben sich aus drei Theoremen, die
zuerst von Joglekar und Lee [21] bewiesen wurden.

Das erste Theorem besagt, dafl eine Basis der mit O mischenden, nicht-eichinvarianten
Operatoren existiert, die ausschliefilich aus BRST-exakten Operatoren besteht. Mit an-
deren Worten : Operatoren aus der Klasse C' tragen nicht zur Renormierung von O bei.
Zum Beweis dieser Aussage muf} gezeigt werden, daf} sich jeder BRST-invariante Ope-
rator als Linearkombination aus eichinvarianten und BRST-exakten Operatoren modulo
Anwendung der Bewegungsgleichungen darstellen 14t. In der von Joglekar und Lee ange-
gebenen Form erweist er sich als schwer nachvollziehbar. Fin iibersichtlicherer Beweis auf

°Das geschlingelte Gleichheitszeichen soll hier die Giiltigkeit der Gleichheitsrelation modulo Anwendung
von Bewegungsgleichungen symbolisieren.



20 KAPITEL 1. NICHT-PERTURBATIVE KONZEPTE DER KONTINUUMS-QCD

der Grundlage der Kohomologie-Theorie wurde kiirzlich von Henneaux [22] erbracht.

Nach dem zweiten Joglekar-Lee-Theorem besitzt die Renormierungskonstanten-Matrix
Block-Dreiecksgestalt :

(0] Zoo Zos Zop :0:
Al = 0 Zaa Zup tAC (1.32)
B 0 0 Zpp :B:

Der Beweis dieses Theorems ist einfach : Die einzigen Operatoren, die Gegenterme zu einem
Operator der Klasse B sein kénnen, miissen selbst aufgrund der Bewegungsgleichungen
verschwinden, gehéren also auch zur Klasse B. Fine Greensche Funktion mit Finschub
eines BRST-exakten Operators (5335/12' aus der Klasse A kann wegen (1.31) in der Form

(0T (6prsAi(y)) X |0) = —(0|T Ai(y) 6prsX |0) (1.33)

geschrieben werden. Bezeichnet nun C'(A;) den Gegenterm zu A;, dann ist die Korrelations-
funktion < 0 ‘ T (%L + C(%L)) oprsX ‘ 0 > endlich, falls keine der Koordinaten z; mit y zu-
sammenfillt. Der Counterterm des BRST-exakten Operators ist also, bis auf Beitrige, die
wegen der Bewegungsgleichungen verschwinden, durch (53350(212') gegeben. Die Gegen-
terme der A; gehoren deshalb ausschliefllich den Klassen A und B an, womit (1.32) be-

wiesen ist.

Das Verschwinden physikalischer Matrixelemente 1° fiir die eichvarianten Operatoren der
Klassen A und B ist schlieilich der Inhalt des dritten Joglekar-Lee-Theorems. Wieder auf-
grund der Bewegungsgleichungen tragen Operatoren der Klasse B nicht zu physikalischen
Matrixelementen bei. Im Fall der Klasse A ist das S-Matrixelement iiber die LSZ (Leh-
mann, Symanzik, Zimmermann )-Reduktionsformel mit der Greens-Funktion < 0 ‘ TA X ‘ 0 >
verkniipft. Dafiir gilt aber die Slavnov-Taylor-Identitat (STI) in Gleichung (1.33). Ein Bei-
trag zu dprsX mit der BRST-Variation eines elementaren Feldoperators dprs® () besitzt
in der entsprechenden Linie des Feynman-Graphen keinen physikalischen Teilchenpol, da
0rs® ein Geistfeld enthilt. Also verschwindet das physikalische Matrixelement.

Die Block-Dreiecksgestalt der Matrix (1.32) gewidhrleistet nun, dafl zur Bildung physikali-
scher Matrixelemente nur eichinvariante Operatoren beriicksichtigt werden miissen, oder
formal :

(2|0|¥)=Z00(Z]|:0:|¥), (1.34)
wobei | ¥ ) und | ¥') beliebige physikalische Zustidnde bezeichnen sollen.

Mit diesen Grundlagen aus der Theorie der COR sind wir nun in die Lage versetzt, eine be-
sonders interessante Kategorie physikalischer Matrixelemente fiir zusammengesetzte Ope-
ratoren zu definieren.

19 Auf dem Niveau der Darstellung durch Feynman-Graphen bedeutet dies rein transversale Polarisation
des Gluons und on-shell Zustinde von Quarks bzw. Gluonen.
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1.3 Die Vakuumkondensate der Quantenchromodynamik

Zunichst fithren wir fiir voneinander verschiedene Raum-Zeit-Punkte 2 # y das nicht-
lokale Kondensat — auch Schwinger-Funktion genannt — als Fourier-Transformierte der
vollen Impulsraum-Korrelationsfunktion elementarer (renormierter) Feldoperatoren gemif

Ak
(27)"

(A(z)B(y)) = (Q] A(z) B(y) | Q) = / etk (@) GUAB) () (1.35)

ein. Hierbei bezeichnet | Q) den wahren (physikalischen) Grundzustand der QCD, der als
Charakterisierung nicht-perturbativer Strukturmerkmale der Theorie vom stérungstheo-
retischen Vakuumzustand | 0) zu unterscheiden ist.

Vollziehen wir in (1.35) den Grenziibergang zu identischen raum-zeitlichen Koordinaten
y — « , so kommen wir zur Definition endlicher lokaler Kondensate, im folgenden auch
einfach als Vakuumkondensate bezeichnet :

d*k
(27)"

G(AB)(k)] , (1.36)

ren.

(AB) = (Q]: A@)B(y):|Q),_,_ = [/

wobei von der Translationsinvarianz der Theorie Gebrauch gemacht wurde. Das Auftreten
zusammengesetzter Operatoren macht hier im allgemeinen die Anwendung der COR erfor-
derlich. Dariiberhinaus kénnen jedoch mit der Berechnung von Vakuumkondensaten auch
noch andere Renormierungsmafinahmen verbunden sein, was teilweise aus einer gewissen
Freiheit in der Definition dieser Gréflen folgt. Unsere formale Schreibweise in (1.36) soll
in diesem Sinne alle Renormierungsvorschriften implementieren, die zu einer endlichen
Definition der Kondensate fithren. Nihere Details hierzu werden sich dann im Zuge der
mikroskopischen Rechnung ergeben.

Bereits an dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf} (1.36) als Spezialfall der sogenannten
Momentenmethode [23] bzw. der dazu dquivalenten “plane wave“-Methode [24] zu ver-
stehen ist; Vakuumkondensate sind mit Momenten der entsprechenden Greenschen Funk-
tionen zu identifizieren. Daraus 148t sich zumindest fiir die reine Yang-Mills-Theorie !
schlieflen, dafl im Rahmen der Stérungstheorie nur verschwindende Kondensate zu erwar-
ten sind. Die Anwendung der perturbativen Feynman-Regeln ergibt skalenfreie Integrale,
die nach den Axiomen dimensioneller Regularisierung identisch Null sind. Demzufolge ist
also unter der genannten Einschrinkung die Ausbildung endlicher Vakuumkondensate als
ein originar nicht-perturbativer Effekt zu verstehen, der seine Ursache in der nicht-trivialen
Struktur des QCD-Vakuumzustandes findet. Zugleich weist uns die eben angestellte Uber-
legung auch einen moglichen Weg zu nicht-verschwindenden Vakuumerwartungswerten :
Die Ansétze zur erweiterten Stérungsreihe aus 1.1 enthalten den fundamentalen Skalen-
parameter in rationaler Form und Schleifenintegrationen iiber die Impulsvariablen werden
dann aufgrund der Anwesenheit dieser zusdtzlichen dimensionsbehafteten Grofle im allge-
meinen zu von Null verschiedenen Resultaten fiihren.

1 Auf die Besonderheiten bei Anwesenheit endlicher Strommassen fiir Quarks werden wir im Kontext
der Berechnung des Quark-Kondensats noch eingehen.
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Bevor wir uns jedoch ndher mit der Realisierung dieses Gedankens befassen, wollen wir
noch einige konkrete Beispiele fiir Vakuumkondensate der QCD angeben, die von beson-
derer physikalischer Relevanz sind.

Das Gluon-Kondensat und die anomale Brechung der Skaleninvarianz

Aus der Euklidischen Lagrange-Dichte (1.1) ergibt sich sofort fiir den Vakuumerwartungs-
wert des eichinvarianten Feldstidrketensor-Quadrates ausgedriickt durch Kondensate BRST-
varianter zusammengesetzter Gluon-Operatoren :

(GH G ) =1 (G2
= —2(Tr(9,4, — 0,A)") =8 (igTr (0" A) [A,, A)]) + 2 (g* Tr[A*, A][A,, A])

= —2.V2-8-V3+4+2.V4.
(1.37)

Dabei haben wir bereits die Systematik der Bezeichnungen fiir Abelsches Gluon-Kondensat,
sowie 3- bzw. 4-Gluon-Kondensat in der Form eingefiihrt, wie sie dann in den spiteren
Kapiteln fortwihrend verwendet wird.

Unter Anwendung der FEuler-Lagrangeschen Bewegungsgleichungen fiir (1.1) folgt fiir die
verschwindenden !? Bewegungsgleichungskondensate der Quantenchromodynamik 13 :

0= (Tr(9,A, —0,A,)° + 6igTr (0" A")[A,, A)] — 2¢° Tr [A*, A [A,, A)] —

g fabe (0u70) Al — g WAV ) =:V2+4+6-V3-2-V4—-GVG - FVF, s
0= (7.0 + ¢ fare (0u77) Al ) =2 GG + GVG (1.38b)
0=(iVPU —m UV + g VAV ) =: ({ VPV ) —m - FF+ FVF . (1.38¢)

Aus (1.38a) kénnen wir schlieflen :
V4:%(V2—|—6-V3—GVG—FVF), (1.39)

und nach Einsetzen in (1.37) ergibt sich nun als weitere Darstellung des eichinvarianten
Vakuumerwartungswertes :

(GMGlpe)=-V2-2-V3-GVG - FVF . (1.40)

Auf Grund des Verschwindens der Bewegungsgleichungskondensate ist es uns somit ge-
lungen, die GroBle V4, die wir in 4.5 mit dem nullten Moment der Vierpunkt-Greenschen
Funktion in Zusammenhang bringen werden, aus (1.37) zu eliminieren. Stattdessen treten

12Sijehe dazu auch den formalen Beweis in [12].
13Wir beschrinken uns hier zur Vereinfachung der Darstellung auf nur eine Quark-Flavour.
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jetzt zusdtzlich das Geist-Gluon-Antigeist-Kondensat sowie der Vakuumerwartungswert
des Quark-Vertex in (1.40) auf. Diese Umformung birgt wesentliche technische Erleich-
terungen in sich, wie wir weiter unten im Zusammenhang mit der mikroskopischen Be-
rechnung von Vakuumkondensaten noch sehen werden.

Da {G?) Vakuumerwartungswert eines eichinvarianten Operators ist, 1i8t sich sein Re-
normierungsproblem mit Hilfe der Joglekar-Lee-Theoreme 16sen. Der einzige eichinvariante
Operator der QCD, der zur Mischung mit G? beitragen kann, ist der zusammengesetzte
Quark-Operator U, dessen Vakuumerwartungswert gerade das Quark-Kondensat F'F :=
(V¥ ) ergibt. Damit lautet (1.34) in diesem Fall :

(<Q|G2|Q>) (Zn le) (<G2>) (1.41)
(Quw)) \o Zn) \(vv) '
Der Koeflizient 751 ist dabei Null aufgrund der niedrigeren kanonischen Massendimension

des Quark-Kondensats. Fiir die nicht-verschwindenden Renormierungskonstanten finden
wir mit [25] [26] :

Ji1=1—-—=— 1.42
1 472 ¢ 8 ( 2)
2 2
9° 23(Ng—1)
Jg= 5 — —=—= 1.42b
27 4r2 ¢ 4 N mn ( )
2 2
g 2 N&—1
Lyp=1— == — 3 . 1.42
22 172 ¢ 8 Ng (3+¢) ( c)

Nachdem wir jetzt auf wohldefinierte Vakuumerwartungswerte eichinvarianter Operato-
ren der QCD zuriickgreifen kénnen, soll im folgenden ihr Zusammenhang mit Anomalien
erortert werden.

Aus der klassischen Feldtheorie ist bekannt, daf eine Lagrange-Dichte invariant unter
Skalentransformationen az# —— A z* ist, falls sie keine dimensionsbehafteten Parameter,
inshesondere also keine Massenskalen, enthélt. Um aber die im Zuge der Quantisierung auf-
tretenden UV-Divergenzen regularisieren zu kénnen, ist die Einfiihrung einer dimensions-
behafteten Renormierungsskala erforderlich. Insofern mufy die Skalensymmetrie in der re-
gularisierten Theorie notwendigerweise gebrochen werden. Aber auch nach Beseitigung des
Cut-off-Parameters bleibt die somit renormierte, wechselwirkende Theorie skalenvariant.
Der Grund hierfiir ist in der bereits erwdhnten dimensionellen Transmutation zu sehen,
die sich im Falle dimensioneller Regularisierung fiir ) = 4 — ¢ pragnant formulieren 148t :

2
Ac=g5 : (1.43)

go bezeichnet dabei den (dimensionsbehafteten) nackten Kopplungsparameter und fiir die
QCD haben wir die spontane Massenskala A, schon in (1.17) vorgestellt.

Kommen wir nun zur differentiellen Formulierung des Skalenverhaltens der Euklidischen
QCD in Form der Noetherschen Divergenzgleichung :
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0, D" =T . (1.44)
Auf der rechten Seite steht hierbei die Spur des FEnergie-Impuls-Tensors, welcher aus dem

kanonischen durch die von Belinfante [27] vorgeschlagene Modifikation hervorgeht, und fiir
den, ausgedriickt in nackten Feldern und Parametern, gilt :

T = 6" Locp + FP7EY  + 6" €510,( A9, AT ) — &5 [Aga“(agzig) + (e y)} +

@

(075 (D"0), + (1 v) | = 5 [0 (D70) 4 (e v) | =17
(1.45)
Der zugehorige Belinfante-Dilatationsstrom lautet dann :
D) = 2, T () = 2 { (97u(2) ) mal) + €7 (0,45(2) ) AL(e) | - (1.46)

Dafl wir in (1.45) von unserer bisherigen Konvention abgewichen sind, zusammengesetzte
Operatoren grundsétzlich durch renormierte Grofien darzustellen, liegt in einer Beobach-
tung von Freedman, Muzinich und Weinberg [28] [29] begriindet : Greensche Funktio-
nen mit einer Insertion des Belinfanteschen FEnergie-Impuls-Operators in der angegebenen
Form, sowie mit renormierten dufleren, elementaren Feldern, sind endlich. Als endlicher 14
Operator, ausgedriickt in nackten Groflen der Theorie, ist der Belinfante Energie-Impuls-
Tensor dann aber eine Invariante unter RG-Transformationen, d.h. es gilt :

d
—T*F =0. 1.47
e (1.47)
Wie aus (1.44) hervorgeht, ist die Spur des Belinfante-Tensors als Maf fiir die Brechung
der Skaleninvarianz in unserer Theorie zu verstehen. Aus [31] erhalten wir unter Beriick-
sichtigung des dritten Theorems von Joglekar und Lee die folgende Darstellung durch
renormierte eichinvariante Operatoren :

T3 | onechen= ﬂQ(—!;):GQ“" (14 7m(g))m: 0¥ (1.48)
Die beiden zu den Renormierungsgruppenfunktionen =,, bzw. 3 proportionalen Terme ste-
hen dabei fiir die anomale Brechung der Skaleninvarianz als Quantisierungseffekt, wéhrend
die Fins der kanonischen Spur und damit expliziter Symmetriebrechung entspricht. Mit
(1.48) ergibt sich sofort der Zusammenhang zwischen Spuranomalie und eichinvarianten
Vakuumkondensaten der QCD :

02 i= (0] (1) | 9) = B (G2) 4 m (W0) (1.49)

Giehe dazu auch die Ausfihrungen in [30].
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In erster Ordnung der quadratischen Kopplung finden wir dann das RG-invariante, eich-
unabhédngige Gluon-Kondensat gem&f :

2
Cay = % (G2 (1.50)
Offensichtlich gewidhrleistet ein nicht-verschwindender Wert dieser Gréfie die Brechung
der Skalensymmetrie selbst bei Abwesenheit massiver Quarks. Zugleich stellt das Gluon-
Kondensat die Energieskala fiihrender nicht-perturbativer Beitrdge etwa zu Strom-Strom-
Korrelationsfunktionen der Quantenchromodynamik dar, wie wir im folgenden Abschnitt
noch sehen werden.

Aus der RG-Invarianz des Gluon-Kondensats (1.50) kénnen wir schlieflen :

Cav = c-A*, (1.51)

mit einem rein zahlenwertigen Faktor ¢, der die gesamte nicht-triviale Information iiber
das Vakuumkondensat enthédlt und im Rahmen der vorliegenden Arbeit (zumindest prin-
zipiell) berechnet werden soll. Beriicksichtigen wir jetzt noch das explizite Auftreten einer
Potenz von ¢g? in der Definition von Cyy, so ist klar, daBl bei Ausfiihrung der Schleifen-
integrationen gemif der Momentendefinition unserer Kondensate insgesamt eine reziproke
quadratische Kopplung entstehen mufl. Dies ist ein weiterer, deutlicher Hinweis darauf,
wie sich mit den rationalen Ansitzen der erweiterten Stérungsreihe unter Anwendung
des 4-Mechanismus der nicht-perturbativen Logarithmen eine Berechnung des Gluon-
Kondensats auf der Grundlage konventioneller Feynman-Methoden bewerkstelligen lassen
miifite.

1.4 Die Operator-Produkt-Entwicklung und
QCD-Summenregeln

Zum Schluf} unserer Vorbetrachtungen wollen wir nun ein méichtiges Instrument der Quanten-
chromodynamik vorstellen, welches uns gestattet, von der “perturbativen Seite“ der Theo-
rie her kommend, einen Briickenschlag zur Physik der hadronischen Bindungszustinde zu
vollziehen. Wir werden sehen, dafl unsere Vakuumkondensate dabei wiederum eine hervor-
ragende Rolle spielen, indem sie nicht-stérungstheoretische Effekte der QCD parametri-
sieren. Man kann sagen, daf} es letztendlich das Spektrum der Hadronen ist, welches sich
in der nicht-trivialen Struktur des QCD-Grundzustands widerspiegelt.

Den formalen Rahmen fiir unser Vorhaben bildet die von Wilson [32] im Jahre 1969 durch
Uberlegungen zur Bedeutung der Skaleninvarianzbrechung in Quantenfeldtheorien be-
griindete Operator-Produkt- Entwicklung (OPE). Thr Erfolg begriindet sich u.a. in einer aus-
gezeichneten experimentellen Bestitigung durch Ergebnisse der tiefinelastischen Lepton-
Hadron-Streuung 1°.

Betrachten wir zunédchst wieder das zeitgeordnete Produkt freier, masseloser Felder. Unter
Anwendung des Wickschen Theorems erhalten wir hierfiir :

*Fine Ubersicht dazu findet man in [33].
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To(x)®(y)=:(z)®(y):+ (0| T ®(x)P(y)[0) 1. (1.52)

Das zeitgeordnete Produkt wird im Limes y — « singulédr, wobei aber diese Singularitét
allein durch eine c-Zahl-Funktion (in diesem Fall den freien Propagator) gegeben ist. Das
normalgeordnete Produkt freier Feldoperatoren verhélt sich im betrachteten Grenziiber-
gang dagegen regulir.

In Verallgemeinerung von (1.52) wihlen wir nun in einer wechselwirkenden Theorie als
formalen Ansatz fiir das Produkt zweier beliebiger (elementarer oder zusammengesetzter)
lokaler Feldoperatoren :

Ae) Bly) = 3. Cie = y) Ny(a.y) (1:53)

Hierbei sind die C; in Analogie zu den Wickschen Kontraktionen im freien Fall c-Funktionen,
die aufgrund der Translationsinvarianz nur von x —y abhidngen. Mit ihnen verbunden tritt
ein Satz reguldrer bilokaler Operatoren N;(z,y) auf. Wegen ihres reguldren Verhaltens
im Grenziibergang y — 2 kénnen wir die Operatoren N;(z,y) in eine Taylor-Reihe ent-
wickeln und erhalten fiir y = 0 :

1 9"Nj(x,0)
Ni(z,0)= 3 — 2 )
i(2,0) ;n!axm...a% xzoxm Fun
(1.54)
= Z N}”)“l"'“"(o, 0)zyy - Ty, -
Finsetzen in (1.53) liefert dann :
A(x) BO) = " Cya) 3 NI0(0,0) 2y, -2y,
7 n
(1.55)

= Ci(a) 14 Cya) S NS H(0,0) 2y ooy, + .o

Betrachten wir den Limes 2 — 0, so sind die fiihrenden Beitrdge dieser Entwicklung
gerade diejenigen, die keine Ableitungen enthalten, da jede Ableitung von zusidtzlichen
Faktoren z, begleitet ist. Damit kommen wir zur Formulierung der Wilsonschen Operator-
Produkt- Entwicklung gemif :

A(z) B(0) "7 Y Co(2):0(0): . (1.56)

Auf der rechten Seite stehen hier Normalordnungen zusammengesetzter Operatoren, wihrend
die als Wilson-Koeffizienten bezeichneten Funktionen Co(2)im allgemeinen Singularitdten
aufweisen fiir @ — 0. Analoge Entwicklungen existieren fiir zeitgeordnete Produkte, Kom-
mutatoren, sowie Produkte von drei oder mehr Feldern. Entsprechend wie in der freien
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Theorie ist es uns mit dem Ansatz (1.56) gelungen, die fiir “kleine Abstdnde“ x singuldre
linke Seite aufzuspalten, und die Singularititen ausschlieflich in den Wilson-Koeflizienten
zu absorbieren.

Es ist zu beachten, dafl die OPE in der angegebenen Form streng genommen nicht auf der
Ebene der Operatoren giiltig ist, sondern lediglich im schwachen Sinne, also fiir Matrix-
elemente der Operatoren. Daher mufl man sich die Entwicklung (1.56) noch zwischen einem
Anfangs- und einem Endzustand eingeschlossen denken. Man kann zeigen, dafl die OPLE fiir
freie skalare und spinorielle Feldtheorien sowie im Falle renormierbarer wechselwirkender
Theorien in allen Ordnungen der Stérungstheorie existiert [34] [35].

Im nicht-perturbativen Regime, fiir das die OPE als Ansatz vorgeschlagen wurde, kann
man (1.56) als asymptotische Reihe auffassen und fiir kleine Abstinde z — 0, also
im fast storungstheoretischen Bereich, gute IFrgebnisse erzielen. In diesem Sektor hat
sich dann auch die OPE trotz fehlenden Beweises als ein sehr wichtiges Hilfsmittel er-
wiesen. Dabei zeigt sich, dafi die OPE einer Separation der durch kleine Léngenskalen
bedingten Effekte von den langreichweitigen Phinomenen der Theorie entspricht. In die-
sem Sinne geht daher die Operator-Produkt-Entwicklung tiber den Rahmen der gewéhn-
lichen Stérungstheorie hinaus. So treten beispielsweise im Fall der bereits erwdhnten
tiefinelastischen Lepton-Hadron-Streuung Matrixelemente der Normalordnungen : O : fiir
hadronische Zustdnde auf, die ihrem Bindungscharakter entsprechend nicht-perturbative
Beitrége liefern, wihrend sich die Wilson-Koeffizienten Cp storungstheoretisch berech-
nen lassen. Grundsitzlich erweist sich die OPE so lange als giiltig, wie eine klare Un-
terscheidung zwischen kurz- und langreichweitigen Effekten moglich ist. Kurzreichweitige
Instanton-Losungen der Theorie fithren insofern ab einer gewissen kritischen Ordnung der
Power-Korrekturen (siche unten) [qz]_dcr zum Zusammenbruch der Wilson-Entwicklung.
Im Modell eines verdiinnten Instantongases findet man de, = 6 [41].

Setzen wir die Existenz der OPE im oben beschriebenen Sinne voraus, so eréffnet sich nun
die Mdéglichkeit, von der nicht-trivialen Struktur des physikalischen QCD-Grundzustandes
| ) herrithrende Phinomene, quantitativ zu beschreiben. Diese manifestieren sich da-
durch, daBl Operatoren mit verschwindenden Erwartungswerten beziiglich des rein pertur-
bativen Vakuums :

(0]:0:|0) =0, O#1, (1.57)

nicht-verschwindende Kondensate

(Ql:0:|Q)#0 (1.58)

bilden. Der Einheitsoperator 1, dessen perturbativer Vakuumerwartungswert endlich ist,
charakterisiert hierbei gerade den Beitrag der Stérungstheorie.

OPE und Skalenverhalten

Um Aussagen {iber den singuldren Charakter der Wilson-Koeffizienten machen zu kénnen,
miissen wir das Skalenverhalten dieser Funktionen bestimmen. Im Gegensatz zu masselosen
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freien Feldtheorien, die exakt skaleninvariant sind, wird — wie wir bereits gesehen haben —
durch Massen- und Wechselwirkungsterme die Skaleninvarianz gebrochen. In asymptotisch
freien Theorien wie der QCD wird das singuldre Verhalten der Koeffizientenfunktionen je-
doch von den “Resten” der Skaleninvarianz dominiert.

Betrachten wir zunéchst eine freie skaleninvariante Theorie. Anwendung einer Skalentrans-
formation auf die Wilson-Entwicklung (1.56) ergibt dann :

AADFTUB) A(N2) B(0) ~ Y Co(z) A4D:0(0):, (1.59)
O

wobei d(A), d(B) sowie d(0O) die kanonischen Dimensionen der entsprechenden Operatoren
bezeichnen. Andererseits kénnen wir aber schreiben :

AUAFIB) A0\ 2) B(0) ~ AHAFA(B) ZCO(A 2):0(0):. (1.60)
O

Vergleicht man nun die beiden letzten Gleichungen, so folgt unmittelbar :

MDFUB) N " Co(A2):0(0): = Co(z) AP):0(0): (1.61)
O O

Sind die in (1.61) auftretenden Normalordnungen voneinander linear unabhéngig, was im-
mer erreicht werden kann, erhalten wir fiir das Skalenverhalten der Wilson-Koeflizienten :

Co(Aa) = AUO)=dA=dB) ¢ (4 (1.62)

Die letzte Gleichung besagt, dafi die Wilson-Koeffizienten Co() in einer skaleninvarianten
Theorie homogen vom Grad d(Q) — d(A) — d(B) sind, und insbesondere nur fiir

d(O) — d(A) — d(B) < 0singuldr sein kénnen. Thr Divergenzgrad nimmt folglich mit wach-
sender kanonischer Dimension der Operatoren O ab, sodafi die fithrenden Terme der OPE
durch die Operatoren mit niedrigster Dimension bestimmt sind.

Im Falle asymptotisch freier, wechselwirkender Theorien ist das Skalenverhalten der Wilson-
Koeflizienten Co(z) fiir 2 — 0 im wesentlichen ebenfalls durch

_ d(A)+d(B)—d(0)
2

Co(z) ~ (2?) (1.63)

gegeben, jedoch sagt die Renormierungsgruppe zusitzliche logarithmische Korrekturen
voraus, die wir im folgenden bestimmen werden.

Die RG-verbesserte OPE

Wir betrachten dazu im Fall der Quantenchromodynamik die Vertexfunktion mit Ny
Gluon-, Ny Quark- und Ng Geistfeldern, sowie einer Insertion des zusammengesetzten
Operators O; gemif
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LoiiNy Np NG (€5 D1, P25 - -5 PN (1.64)

wobei N = Ny 4+ Np + Ng ist. Analog wie in (1.29) finden wir das zugehérige System von
RG-Gleichungen :

i D = dijr +7:5(0) | To, Ny NpNe (4 AP {R Y 1) = 0, (1.65)

mit der anomalen Massendimension der Vertexfunktion ohne Operatoreinschub :

Ny Np

= + L (1.66a)
T = 2714 27F 27G7 -bba

und den Elementen der anomale Dimensionen-Matrix :

d Z;(0)
du
Weiter haben wir in (1.65) die abkiirzende Schreibweise

7ii(0) = 1 (Z710) ) (1.66b)

D= g+ 98((R) 5+ E6(LR)) g — P (1R) s

eingefithrt. Um nun eine RG-Gleichung fiir die Wilson-Koeffizienten herleiten zu kénnen,
betrachten wir in Anlehnung an (1.55) die OPE in der Form :

T A(x) B(0) =Y Crpyp(2) 10127 (0) (1.67)
l,n

Dann gilt nach Ubergang in den Impulsraum fiir die Vertexfunktionen zum physikalischen
Grundzustand | € ) mit Insertion der Operatoren aus (1.67) :

a8y NeNo (4 =4 APV AR} 1) = Y Clpron () Do, vy g (0 {0} {RYs 1) 3
l,n

(1.68)
und sie geniigen nach (1.65) den RG-Gleichungen 16 :
{52']‘ D — ;9 + %’j(O“l"'“")} Fojl“'“";NV,NF,NG(Oa {p}i{R};pn)=0, (1.69a)
sowie
[D —rtyat 73} LA BNy Np Na (4 =0 {p}i { R} 1) = 0, (1.69b)

Wir nehmen aus Griinden der Ubersichtlichkeit an, daBf die eingesetzten Operatoren A und B bei der
Renormierung nicht mit anderen Operatoren mischen.
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mit den anomalen Dimensionen v4, vp der Operatoren A und B. Anwendung des Dif-
ferentialoperators D auf beiden Seiten von (1.68) ergibt unter Beriicksichtigung der RG-
Gleichungen (1.69) :

0i; D+ i (ya +y8) = 73, (0"4) | CFH(q) = 0. (1.70)

Dies ist die gesuchte RG-Gleichung fiir die Wilson-Koeffizienten é’ﬁl"'“"(q), die es uns
nun erlaubt, das Verhalten der Koeffizienten im tief-Euklidischen Impulsbereich zu unter-
suchen. Man sieht bereits am Auftreten der anomalen Dimensionen in (1.70), daB sich die
Abweichungen vom kanonischen Skalenverhalten auch in der OPE zeigen werden.

Betrachten wir jetzt die Fourier-Transformierte des Vakuumerwartungswertes der OPL
aus Gleichung (1.67) :

/ v (Q|T A(x) B0) | 2)

(1.71)
:Z Q07 ):‘Q>/d4xeiql’Cl(x2)xM...an.
lin

Dafiir konnen wir auch schreiben :

M(q) =) (Q]:08"(0):]Q) (—i ajm) (—z ajﬂﬂ) /d% T Oty . (1.72)

l,n

Mit der Beziehung —id/0¢” = —2i ¢"3/dq¢* sowie der Definition

S ; n J \" 1qx
Cin(q?) = (=2ig?) (8—(]2) /d4x e Oy (2?) (1.73)
folgt schliefilich fiir die OPE im Impulsraum :
H(‘]):E{<Q‘ 01(0 ‘Q>Clo( <Q‘ 07 (0 ‘Q>q“011( 5+

l (1.74)

(Q]:01"(0):]Q) (—i 6;2 Cuale?) + LL Cl,z(qz)) +. } :

Diese Darstellung der OPE von 1I(¢) ist fiir die Analyse des asymptotischen Verhaltens
besonders gut geeignet, da die CN'lm fiir festes [ unabhéngig von n dieselbe kanonische Di-
mension besitzen. In (1.74) haben wir die nicht-perturbativen Eigenschaften des wahren
physikalischen Grundzustands der QCD durch unsere Vakuumkondensate parametrisiert.
Weiter erkennt man das charakteristische Auftreten der nicht-stérungstheoretischen Bei-
trége als Potenz-Korrekturen in q% (“Power Corrections®).
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Die logarithmischen Abweichungen von diesem Potenzgesetz wollen wir jetzt am Beispiel
des Wilson-Koeffizienten Cyo(q?) erliutern. Zunéchst folgt aus (1.70) unter Beriicksichti-
gung von (1.71) und (1.74) die RG-Gleichung :

8i; D+ 05 (4 +78) — 7:5(0) | Cjolg®) = 0. (1.75)

Weiter nehmen wir vereinfachend an, daf keine Operatormischung vorliege '7; dann gilt
7:;(0) = 70 d;;, und wir kénnen fiir (1.75) schreiben :

[D ~ V6o } Ciolg?) =0, (1.76)

wobel wir die anomalen Dimensionen in der Definition y5 =70 — 74 — 7B zZusammen-
3

gefalt haben. Als Losung der zugehérigen Callan-Symanzik-Gleichung [38] finden wir in
bekannter Weise mit Hilfe der Methode der Charakteristiken :

Cio( N g% {RY; i) = A% Cog( i {R()}3 1) - exp { —/Odt’ Ye,, ({R(E)}) } ;
(1.77)

{g(1),£(t), m(t) } steht

hierbei bezeichnet ds —die kanonische Dimension und {R(1)}
fiir den Satz der laufenden Parameter der QCD.

Um nun das asymptotische Verhalten zu untersuchen, betrachten wir (1.77) fiir sehr grofie
Werte von A = e'. Das Verschwinden der effektiven Kopplung im Grenzfall ¢ — oo gemif
der asymptotischen Freiheit kénnen wir unmittelbar (1.11) entnehmen. Entsprechend fin-
det man auch fiir die laufende Quark-Masse [39] :

m(t) —=25 0.

Als weitere Vereinfachung wihlen wir im Folgenden die Landau-FEichung £ = 0, da in
diesem Fall der gleitende Fichparameter £(¢) unabhingig von t identisch verschwindet
[39]. Schlieilich schreiben wir noch die anomale Dimension V10 auf Finschleifen-Niveau
in der Form :

2
16,,(9:6= 00 = = () % +0(g?) -

Insgesamt erhalten wir dann in guter Ndherung fiir das Verhalten des Wilson-Koeffizienten

(1.77) bei grofien Skalen :
t 2O\ 2
oy © [ g (9

(1.78)

Cro( A q%g.6=0,mip) ~ A0 (oo

)

=Y
[l
=
Iy
[l
=
3
[l

1"Fiir den allgemeinen Fall vorhandener Operatormischung sei auf [36] und [37] verwiesen.
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Beriicksichtigen wir das kanonische Skalenverhalten gem&f

Cio( Mg g=0,6=0.m=0ip) = A0 Cio(gig=0,E=0,m=0;p), (179

so kann man folgern :

Ciolq?g=0.6=0,m=0;p) ~ (¢2) "0’ (1.80)

wobei sich aus einem Vergleich mit (1.71) bzw. (1.74) fiir die kanonische Dimension von C; ¢

déi,O :dA‘|‘dB—dOl—4

ergibt. Letztlich erhilt man so fiir den Wilson-Koeffizienten bei grofen Impulsen p? = \? ¢?
(A — o0) [40] :

2 W(éoi),o /260

2
Cio(p%9,6=0,mip) ~ (pz)dC’FO/2 [(%) Bo 1n% (1.81)

Der erste Faktor in (1.81) beschreibt dabei gerade das kanonische Skalenverhalten, wel-
ches im Falle verschwindender anomaler Dimensionen vorlidge, wihrend der zweite Faktor
die logarithmischen Korrekturen angibt. Diese rein logarithmischen Abweichungen vom
Potenzgesetz der Wilson-Koeflizienten sind als Folge der asymptotischen Freiheit der QCD
zu sehen.

QCD-Summenregeln

Wir befassen uns jetzt mit der Anwendung der Operator-Produkt-Entwicklung auf Korre-
lationsfunktionen eichinvarianter Stromoperatoren, die es uns ermoglichen wird, den Bezug
zu physikalisch mefibaren Eigenschaften hadronischer Materie herzustellen. Man spricht in
diesem Zusammenhang von QCD-Summenregeln, die nach den Begriindern der Methode
(Shifman,Vainshtein und Zakharov) auch haufig als SVZ-Summenregeln [41] bezeichnet
werden.

Wir betrachten zunichst auf rein formaler Ebene fiir eine asymptotisch freie Eichtheorie
Greens-Funktionen der Gestalt :

M(y;z1,...,an) = (0] Tj(y)j(0)X|0), (1.82)

wobei j ein renormierter eichinvarianter Operator und X das Produkt lokaler Feldoperatoren
an Raum-Zeit-Punkten xq,...,zy sein soll. Weiter setzen wir die Existenz der OPE

M(y;xl,...,wN)NZC;(@/)<O‘T:O;(O):X‘O> (1.83)
l
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voraus. Die Summation erstreckt sich dabei iiber alle renormierten (zusammengesetzten)
Operatoren mit geeigneten Quantenzahlen und passender kanonischer Dimension.

In Anwendungen, wie etwa der tief-inelastischen Streuung, erhélt man hieraus mit Hilfe
der LSZ-Reduktionsformel das S-Matrixelement :

W= (P|Tj(y)j0)|P) ~> Ci(y){P|:010):| P), (1.84)
{

wobei | P) wieder einen physikalischen Zustand bezeichnet.

Wir wollen zeigen, daff nur eichinvariante Operatoren in (1.84) zu beriicksichtigen sind.
Im (stérungstheoretischen) Beweis der OPE [12] werden die aus Wilson-Koeffizient und
Normalordnung bestehenden Terme gerade als Counterbeitrdge des zu renormierenden
Operator-Produktes eingefithrt. Daher konnen wir unsere Methode der Renormierung eich-
unabhédngiger Operatoren aus 1.2 auch auf die Wilson-Entwicklung anwenden. So sind die
Operatoren O; entweder eichinvariant, BRST-exakt oder verschwinden auf Grund der Be-
wegungsgleichungen. Falls wir y # 0 in (1.84) wéahlen, bendtigen wir dann nach dem
dritten Joglekar-Lee-Theorem tatséchlich nur eichinvariante Operatoren. Mit derselben
Begriindung 148t sich der renormierte Operator j durch eichunabhingige, BRST-exakte
bzw. wegen der Bewegungsgleichungen verschwindende Operatoren darstellen gem&f

j=jar+dsrsA+ B. (1.85)

Fiir das physikalische Matrixelement gilt dann wiederum nach Joglekar und Lee :

(P|Tj(y)j(0)|P)=(P|Tjcr(y)jar(0)| P) . (1.86)

Kehren wir nun zuriick zu unserer Greens-Funktion (1.82) und beginnen in Analogie zu
1.2 mit der STI :

0=10dprs (0| Tj(y)j(0)X|0)=(0|T;(y)j(0)dprs X |0) . (1.87)

Hierbei nahmen wir zunichst an, daf alle Raum-Zeit-Koordinaten y, z; und 0 voneinander
verschieden sind und konnten so dgrs j = dgprs B = 0 verwenden. Vollziehen wir jetzt den
Grenziibergang y — 0, dann féllt weiterhin nach Voraussetzung keine der Koordinaten z;
mit dem Ursprung zusammen, also

(0|Tj()j(0)pRrs X [0) ~> Ci(y) (0| T:0:(0):08rs X |0)
l
(1.88)

=Y i) (0|T: (6rs 01(0)): X |0) .
{

Wie uns (1.87) zeigt, verschwindet die linke Seite, wihrend rechter Hand gerade ihre
beziiglich des betrachteten Limes fithrenden Beitrdge stehen, und somit ebenfalls Null
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ergeben. Da wir den Beweis fiir eine beliebige Greensche Funktion gefiihrt haben, muf}
also insbesondere gelten :

> Cr:0prs0i(0):=0. (1.89)
l

Folglich miissen die Operatoren in der Wilson-Entwicklung (1.83) BRST-invariant sein, da
wir stets lineare Unabhdngigkeit der Normalordnungen erreichen kénnen. In physikalischen
Matrizelementen diirfen wir uns deshalb sogar auf eichinvariante Operatoren beschrénken.

Nach dieser allgemein giiltigen Aussage {iber die OPE eichinvarianter Korrelationsfunktionen
wollen wir jetzt noch zwei konkrete Beispiele fiir QCD-Summenregeln vorstellen.

OPE fiir PCAC-Relationen

Wir gehen aus von der Korrelationsfunktion zweier axialer Stréme im Impulsraum :

I,.(q) = /d4x eiql’<Q‘TAM(x) AT(0) 1) ; (1.90)

hierbei sei der (renormierte) axiale Strom aus den Feldoperatoren eines Up- bzw. Down-
Quarks zusammengesetzt :

Ay(z)=u(z)y,ysd(x):. (1.91)

Fiir die OPE der Longitudinalprojektion (lW(q) = q;#) von (1.90) ergibt sich [42] :

MA@WWQIZ—i&%;ﬁ(Mu%MdM)+O(%). (1.92)
7 bezeichnet dabei den divergenten stérungstheoretischen Beitrag. Weiter beachte man,
dafl Kondensate mit kanonischer Dimension d > 4 erst in der Ordnung O (1/(]4) auftre-
ten. Lediglich das eichinvariante Gluon-Kondensat (4 kdme als fiihrender Beitrag noch
in Frage. Man kann jedoch zeigen, dafl die Longitudinalprojektion des betreffenden Terms
verschwindet.

Um nun eine Beziehung zum Pion herzustellen, fiigen wir in die Korrelationsfunktion (1.90)
den Einheitsoperator ausgedriickt durch eine Basis hadronischer Zwischenzustidnde ein :

() = 3 [ e { (@] 4,00 | X) (X | al0)| @) o0 +
X (1.93)

(@Al X) (X |Au@)[2)0(-D) | .

und nehmen gemifl der PCAC-Hypothese [43] an, daf der longitudinale Anteil allein vom
Pion-Zwischenzustand getragen wird :
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| Pk 1
L) T () = — L ( / / g |

{6 (2] a(e) yums () |74 0) ) (7+(0) | d(0) 7,75 (0) | 2) -

0(—1) (2] d(0) 7,95 u(0) [ 7 (K) ) {7~ (k) | u(2) 7,75 d(2) | 2) } .
(1.94)

wobei E(k) = /k? 4+ m2 .Verwendet man die Definition der Pion-Zerfallskonstanten :

(A (@) |75 (k)) =i frkye™, (1.95)

sowie die Identitit

. dk etkot
—i Bt 0
o(t) = — [0 ¢
o) /2mk3-152+ie’

so folgt :

2 f£2 2
1224 _ q f?r 2 f 1
L) 1T (q)—liqz_m%“€ ERE A +O(q : (1.96)

Durch einen Vergleich mit (1.92) finden wir fiir den Zusammenhang zwischen Pion-Masse
und Quark-Kondensat :

m f2 = = (my+my) ((wu)+(dd)). (1.97)

Diese Beziehung wurde erstmals von R. Dashen unter Verwendung der Stromalgebra her-
geleitet [44]. Experimentell ergibt sich aus 77 — [t 4 v, die Pion-Zerfallskonstante zu
fr = 93 MeV.

Elektron-Positron-Vernichtung in Hadronen

Experimentell wird die Produktionsrate fiir Hadronen relativ zur Produktion von u®pu~-
Paaren gemessen :

o(ete” — v — Hadronen )

R:= (1.98)

o(ete — v — ptp~)

Wir betrachten die Zweipunkt-Spektralfunktion des elektromagnetischen Stromoperators
und beriicksichtigen dabei seine Erhaltung :
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M (q):=1i /d4ac e ( QT T, (2) 1,(0)| Q)

(1.99)
= (¢"¢" — 9"q*) M(c*) .
Fiir den absorptiven Beitrag der Korrelationsfunktion (1.99) gilt :
. 1.
My (q) = b ‘S{MMV(Q)} ) (1.100)
und damit folgt fiir den R-Faktor [45] :
R(¢%) = 127 -S{M (%)} . (1.101)

Aus den Analytizititseigenschaften von M(¢?) sowie der Kausalitdtsforderung kann man
folgende verallgemeinerte Kramers-Kronig-Relation herleiten (Q? := —¢?) :

(s +Q%)°
Wir wollen uns im Folgenden auf den Kanal mit [sospin 7" = 1 beschrdnken und erhalten
dafiir unter Verwendung von (1.101) :

2 o] =
_ (@) _ 1 / as F700) (1.103)
0

dQ2 T 1972 s (8+Q2)2 :

Da wir uns also nur fiir den Beitrag des p-Mesons zu M(q*) interessieren, bendtigen wir
den Isovektor-Anteil des elektromagnetischen Stromes geméaf :

(p)(x) = % {ru(z)y*u(z):— d(z)y"d(z): } . (1.104)

L 9" 1 . B T R
M)(Q%) == 55 (Hm) 1nQ2+§{mu<uu>+md<dd>}@Jrﬂaw@_

(1.105)

Hierbei wurden héhere Beitrdge in der OPE, Strahlungskorrekturen zu den Kondensaten,
sowie Terme der Ordnung m?/Q? vernachlissigt.

Nach Einsetzen dieser OPE in die Dispersionsrelation (1.103) erhalten wir die Summen-
regel :
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0 (T=1) 2 - §
/dsR () _ 3 {1+%+8w2{mu<uu>+md<dd>}LJFQLCWL_
0

(s+Q%)° 2
2
2224; g%uuf%—l—...}.

(1.106)

Man kann mittels der RG eine Verbesserung erzielen, indem man die laufende Kopplung
g einfiihrt. Weiter ist zu beachten, daB in der linken Seite von (1.106) die Annahme der p-
Meson-Dominanz steckt, die nur dann gut erfiillt ist, falls die Impulsiibertrige im Bereich
der p-Masse liegen. Die rechte Seite ist dagegen nur brauchbar fiir sehr grofien Impuls-
iibertrag Q2. Fine mogliche Problemlésung besteht in der Anwendung des Operators der
Borel-Transformation :

. . 1 o\ IV d N . Q2 . 2
B = Q2_>£101:I}\7_>OO m (—Q ) (d—Q?) ) mit W =: M* = const )

auf beiden Seiten der Summenregel. Wir erhalten so :

/OodsR<T=1>(s)e—5/M2:§M2 1+£+4w2{mu<uu>+md<dd>}i+ﬂ—204vi—
0 2 4r? Mt 3 e
1272 ,, 2 1
(1.107)

Die laufende Kopplung muf hierbei an der Stelle M? ausgewertet werden. In der “narrow
width“-Approximation setzen wir fiir die Resonanz eine Delta-Distribution an :

_ 1272 m?2
RI=V(s) = Tp §(s —m2). (1.108)
o
Damit ergibt sich aus (1.107) fiir den Zusammenhang zwischen der Masse des p-Mesons
und eichinvarianten Vakuumkondensaten der QCD :

_m 3 g* _ - 1 w2 1
—— e %/M2:§M2{1+m—|—47r2{mu<uu>+md<dd>} gt 30wy -

11272 ,, 2 1
31 gQ<uu> W—I—...}.

(1.109)

Eine Fiille weiterer Beispiele fiir QCD-Summenregeln und deren Anwendung in der Hadron-
physik findet man in dem Ubersichtsartikel von Reinders, Rubinstein und Yazaki [46).
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Selbstkonsistente Berechnung von Vakuumkondensaten

Wir haben zuletzt gesehen, welch tragende Rolle die Vakuumkondensate im Rahmen
der Wilsonschen Operator-Produkt-Entwicklung spielen, wenn es darum geht, die nicht-
perturbativen Eigenschaften des physikalischen Grundzustands der Theorie zu parametri-
sieren. Dabei machten wir bis dato noch keine konkreten Aussagen dariiber, woher wir die
notwendigen Informationen iiber diese Parameter beziehen kénnen. Tatsichlich kann uns
die OPE fiir sich genommen hierbei nicht weiterhelfen, denn sie verwendet die Kondensate
lediglich als externen Input; oder um es plakativ auszudriicken : Die Wilson-Entwicklung
setzt das Confinement einfach voraus, ohne es erkldren zu wollen.

Normalerweise stammen die numerischen Werte fiir die in der OPE auftretenden (eich-
invarianten) Kondensate entweder aus Gitterrechnungen oder sie ergeben sich indirekt
aus experimentellen Daten. Will man jedoch auf diese beiden Moglichkeiten nicht zuriick-
greifen, so miissen zusdtzlich zur OPE noch die dynamischen Eigenschaften der Theorie —
etwa in Form der DS-Gleichungen — beriicksichtigt werden.

In der reinen Yang-Mills-Theorie ¥ betrachtet man dazu die RG-verbesserte OPE fiir die
oberflichlich divergenten Vertizes in der Gestalt [40] :

(

nvvv)+nGV

Loy ng({P}i9, M) = g 292” ZAS Cme)  ({p}i A) (1.110)

Die Koeffizientenfunktionen enthalten dabei auch die charakteristischen RG-Logarithmen
iiber die Impulsskalen (siehe (1.81)). Weiter ist zu beachten, daff die OPE der Basisvertizes
—im Gegensatz zum Fall eichinvarianter Korrelationsfunktionen — eichabhéngig ist und
im Prinzip alle Kondensate zu beriicksichtigen sind, die den Forderungen nach Lorentz-
Kovarianz und globaler Eichinvarianz geniigen [47]. Geht man jedoch wiederum von der
Annahme aus, daf§ die QCD-Kopplung iiber alle Skalenbereiche klein bleibt, so kann man
sich im Ansatz (1.110) in fithrender Ordnung beziiglich g* auf die Kondensate mit kanoni-
scher Massendimension s < 4 beschrianken, wahrend alle hoherdimensionalen Kondensate
in Koeffizienten C'(™%) mit n > 1 auftauchen. Der Grund hierfiir ist im g%—Mechanismus
(1.21) zu sehen : Da der oberflichliche UV-Divergenzgrad in der QCD maximal zwei betra-
gen kann, sind die Koeffizientenfunktionen mit s > 4 stets mit oberflichlich konvergenten
Schleifenintegralen des (entkoppelten) DS-Systems verkniipft und ergeben somit Beitrige,
die mindestens um eine Potenz der quadratischen Kopplung gegeniiber den fithrenden
unterdriickt sind. Man kann zeigen [63], dafl sich das QCD-Selbstkonsistenzproblem auf
die Berechnung von 13 apriori unbekannten Dimension-4-Kondensaten begrenzen 148t, von
denen wiederum nach Anwendung der STI und Bewegungsgleichungen ganze acht iibrig

bleiben.

Es ergibt sich nun beispielsweise fiir den nicht-perturbativen Beitrag zur Gluon-Polarisation
in beliebiger kovarianter Fichung gemdf (1.110), jedoch noch ohne RG-Verbesserung [49] :

8 Der fermionische Sektor der QCD wird in entsprechender Weise in [48] behandelt.
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b4
M) =5 (= ) +
NC’g2 2 9
V21t (P g+ 3pup) ( EMGhost) + (2= €)% g + Epupy ) { EMGluon ) | .
C

(1.111)

Auf Grund des Verschwindens der Bewegungsgleichungskondensate ( F'M ) ist der Polarisations-
beitrag (1.111) rein transversal und geniigt folglich der STI. Der Transversalanteil ist durch

eine Linearkombination b*(¢) von Vakuumkondensaten der kanonischen Massendimension

vier gegeben, die nicht dem eichinvarianten Gluon-Kondensat Cyy entspricht, sondern
explizit von der Wahl des Fichparameters abhidngt. Entsprechend erhidlt man auch die
Wilson-Entwicklung fiir die restlichen Basisvertizes.

Beginnt man nun die Formulierung des Selbstkonsistenzproblems der oberflichlich diver-
genten Vertexfunktionen mit der strukturell einfachsten DS-Gleichung, ndmlich jener fiir
den inversen Geist-Propagator, so kommt man zu dem interessanten Resultat [50] [40],
daf sich selbstkonsistente Reproduktion genau dann erzielen 1afit, wenn — wie im Ansatz
(1.110) geschehen — die RG-theoretischen Modifikationen beriicksichtigt werden.

Wir werden jetzt jedoch einen anderen Weg einschlagen, wenn es in den folgenden Kapiteln
darum geht, die fiihrenden Beitrdge zu QCD-Vakuumkondensaten der Massendimensionen
zwei bzw. vier zu bestimmen. Als Grundlage wird uns dabei die nicht-perturbativ erweiter-
te Storungsreihe (1.12) dienen, wobei wir uns im Sinne der niedrigsten Ordnung einer Ent-
wicklung nach der quadratischen Kopplung auf die modifizierten Feynman-Regeln I'(":0)
zuriickziehen koénnen. Gemidf der Momentendefinition lassen sich — wie wir sehen wer-
den — Vakuumkondensate als Impulsraummomente iiber die mit unseren Ansitzen fiir
die Basisvertizes gebildeten Greens-Funktionen der Fuklidischen Theorie identifizieren.
Durch eine Analyse der Divergenzstruktur der so entstandenen Schleifenintegrale wird
es vermoge des g%—Mechanismus dann moglich sein, die beziiglich des Kopplungsparame-
ters fithrenden Beitrdge der Vakuumerwartungswerte zu extrahieren. Unser Hauptziel ist
es, die eichinvarianten Kondensate mit Massendimension vier, d.h. das Gluon-Kondensat
gemif (1.40) sowie das Quark-Kondensat zu bestimmen. Wir werden im Verlaufe der
Rechnungen das in seinen Grundsdtzen bereits bekannte Renormierungsprogramm kurz
erliutern und verzichten in diesem Zusammenhang weitgehend auf rechnerische Details.
Insbesondere hinsichtlich der expliziten Ausfiithrung der COR fiir die niedrig dimensio-
nalen, eichabhingigen Vakuumkondensate der reinen Yang-Mills-Theorie sei auf [51] ver-
wiesen. Weiter wollen wir an dieser Stelle betonen, dafl wir nach dem derzeitigen Stand
unserer Moglichkeiten lediglich in der Lage sind, die Kondensate in den bis dato noch
unbekannten Parametern aus den Ansidtzen fiir die modifizierten Feynman-Regeln auszu-
driicken. Numerische Ergebnisse kénnen daher heute von uns noch nicht vorgestellt wer-
den. Wir warten in diesem Zusammenhang gespannt auf die Losung des bereits erwdhnten
DS-Selbstkonsistenzproblems fiir die sieben Basisvertizes der Theorie.



Kapitel 2

Die Zweipunktkondensate des
Gluonsektors

2.1 Der Gluon-Propagator

Wir beginnen mit der kovarianten Zerlegung des Gluon-Propagators nach Farbtensoren
und seiner Aufteilung nach transversalen bzw. longitudinalen Beitrigen :

DY (k) = by {1#(k) De(K) + 1 (k) Dy (k) } (2.1)

wobei t#(k) = 61 — B2 = g1 — [#/(k) den Transversalprojektor bezeichnet.

Als Konsequenz aus der BRS-Invarianz der effektiven Theorie fordert die Slavnov-Taylor-
Identitat (STI) fiir den Gluon-Propagator :

Dp(k*) = é

d.h. sein Longitudinalanteil ist bereits durch die fithrende stérungstheoretische Ordnung
[4] bestimmt und erfihrt also insbesondere auch keine nicht-perturbative Modifikation.

GemifB der Lehmann-Killen-Spektraldarstellung ist die Existenz asymptotisch detektier-
barer Teilchen direkt mit der Polstruktur des entsprechenden Propagators gekoppelt [5].
Ein auf der reellen Achse analytischer Propagator erlaubt fiir die elementaren Felder keine
stabilen teilchenartigen Zustdnde. Als Ansatz fiir den Transversalanteil unseres Gluon-
Propagators in nullter stérungstheoretischer Ordnung ist deshalb im Sinne der Quasiteil-
chensequenz die rationale Approximante mit r + 1 Polstellen zu wihlen, wobei 1 ungerade
sein soll. Die Polpositionen des Propagators treten dabei jeweils paarweise konjugiert kom-
plex auf; weiter ist zumindest eine der Nullstellen des Fuklidischen Propagators reell :

(kQ + UT72A2) (kQ + UTAAQ) SN (kQ + UT72TA2)
(kQ + O'TJAQ) (kQ + UT73A2) e (kQ + UT72T+1A2) '
Da wir uns im folgenden stets in fithrender Ordnung hinsichtlich der perturbativen Ent-
wicklung bewegen werden, kann ab sofort die entsprechende Kennzeichnung fiir nicht-

DYO(k?) = (2.2)

perturbative Gréflen wieder weggelassen werden.

40
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Die Approximantenfolge (2.2) beriicksichtigt bereits explizit die Forderungen nach pertur-
bativer Renormierbarkeit und dem korrekten stérungstheoretischen Limes bei formalem
Abschalten der spontanen Massenskala A. Letzterer ist uns dabei durch die Euklidische
Feynman-Regel [4]

er 1
DR = 2 (2.3)

gegeben.

2.2 Definition des Abelschen Gluon-Kondensats

Mit der Schwinger-Funktion :

v € de ik (z— v
(@) = [Gp e | (2.0
als nicht-lokalem Frwartungswert zweier Eichbosonfelder beziiglich des wahren, physika-
lischen Vakuumzustandes der QCD, folgt durch Differentiation fiir das lokale 2-Gluon-

Kondensat der Massendimension vier : !

D
(o) 0a0) ) = iy [ KR DL ). (2.5

Eine kovariante Zerlegung dieses Kondensats nach Farb- und Lorentz-Tensoren ergibt :

((97AR) (0“AY) ) = bap { e1 6787 + €3 61767 4 3 8M6"7 } . (2.6)

Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢; berticksichtigen wir zundchst Bose-Symmetrie gemif
D! = D.* und folgern direkt ¢y = 3.

Aufgrund der rein perturbativen Form des Longitudinalteils des Gluon-Propagators als
Konsequenz der oben erwdhnten STI, ergibt das hiermit verbundene skalenfreie Integral
im Sinne dimensioneller Regularisierung [12] keinen Beitrag zum Kondensat. Wir kénnen
daher formal fordern: k&, D7/ = 0 und ersetzen dementsprechend in (2.5) :

'Wir setzen hier und im folgenden bei der Schreibweise fiir Impulsraumintegrale in D = 4 — ¢ Dimen-
sionen den anschlieBenden Grenziibergang zu verschwindendem UV-Regulator stillschweigend voraus.
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D™ (k) —> 85 1" (k) Dp(K) .

Bereits an dieser Stelle kann deshalb gefolgert werden, dafl das auf (2.5) basierende, an
sich eichvariante Abelsche Gluon-Kondensat eine eichfixierungsunabhéngige nullte Ord-
nung besitzt. Die Abh&ngigkeit von der Wahl des Eichparameters tritt erst mit den per-
turbativen Korrekturen in héheren Schleifenordnungen auf.

Damit erhalten wir fiir die Zerlegung (2.6) :

((0742) (0°4) ) = 0w { (D + 1) 857 — 5175 — grg™e | (2.7)

wobel

oo N oA’y (Tr(0A - 0A)") (25)
C2ANE-1)D(D+2)(D-1) (N:-1)DD+2)(D-1)" '

Im letzten Schritt haben wir Gebrauch von den Eigenschaften der SU(N¢)-Farbalgebra
aus A.3 gemacht.

Wir definieren nun das skalare Abelsche Gluon-Kondensat der kanonischen Massendimen-
sion vier wie folgt :

V2= {Tr (9,4, - 0,4,)%). (2.9)

Es erlangt Bedeutung insbesondere aus der Tatsache, daf§ seine nullte Ordnung gerade
den Einschleifen-Bestandteil des allgemein schlechthin als Gluon-Kondensat bezeichneten
Vakuumerwartungswertes (1.37) bildet.

An Hand der oben angestellten Betrachtungen folgt sofort die Darstellung des Abelschen
Gluon-Kondensats als zweites Moment der Transversalprojektion des Gluon-Propagators
im Impulsraum :

D
V2= (N2 = 1)(D = 1) s /(gﬂ)’“D k2 Dr(k?) . (2.10)

Es sei darauf hingewiesen, dafi oben auf der linken Seite gem&fl unserer in (1.36) eingefiihr-
ten Bezeichnungsweise fiir Vakuumkondensate eigentlich eine renormierte Gréfle steht,
wihrend die rechte Seite von Gleichung (2.10) durchaus noch UV-Divergenzen ausbildet.
Wir wollen deshalb vereinbaren, daf hier und in allen weiteren vergleichbaren Situationen,
die Anwendung geeigneter Renormierungsmafinahmen (wie etwa COR) implizit unterstellt
wird.
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2.3 Berechnung des Abelschen Gluon-Kondensats
zum Nennergrad r

In diesem Abschnitt soll jetzt der Einschleifen-Beitrag zum Abelschen Gluon-Kondensat
(2.10) in der r-ten Stufe der rationalen Approximation berechnet werden. Wir betrachten
also :

dPk
V2l) i=(NE = 1)(D = 1) /(2 I k2 DY (k%) (2.11a)
C(NZ—1)(D = 1) / dPk o (24w oA?) (B2 4w, gAY (B2 4 g, A?)
© O ) @r)P " (k2 40,1 A2) (k24 0,3A02) (k2 4 0,0,41A2)
(2.11b)

Nach Einfithrung von Feynman-Parametern geméf (A.2) ergibt sich dann :
Vol _ (N2 1)(D—1) r'/DT‘H / de E% (B* + upaA?) (B2 + wp g A?) oo (B2 + wp 0, A?)

¢ o (k2 + @, (z) A2} T ’

mit folgender Linearkombination aus Polkoeffizienten des Gluon-Propagators :

wr(z) =201 + 2 Or3 + .o+ 2 Or2r+1 -

Uberdies haben wir oben die im folgenden immer wieder verwendete abkiirzende symbo-
lische Schreibweise :

1 1
/ ”ZE/dzl.../dzné(l—zl—...—zn),
0 0

fiir das Maf} des n-dimensionalen Parameterintegrals eingefiihrt.

Durch Power-Counting finden wir fiir den oberflichlichen UV-Divergenzgrad unseres Ein-
schleifenintegrals §; = D. Demzufolge sind maximal quartisch divergente Beitrige aus
(2.11) zu erwarten.

Wir schreiben daher den Z&hler unseres Impulsraumintegranden wie folgt :

B2 (k4 wp o A?) (K2 + wp g A%) oo (B g, A?) =

r—2 (212
B 4ol A2 (k) + ol ATk T Y o (AT Y

=1

wobei speziell fiir die fiihrenden Koeflizienten explizit gilt :
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= w al), = Z Uyt Uy 200 - (2.13)
=1

tt'=1
t<t’

Unter Verwendung der Standardintegralformel dimensioneller Regularisierung (A.11) er-
gibt sich fiir die mit UV-Divergenzen verkniipften Beitrége :

Vo) — (NZ —1)(D—-1)A*T(r—14+D/2)T(2—- D/2) /DT‘HZ

(47)P/? I'(D/2)
D/2-2
(r—1+D/2)(r+D/2) 2 r—1+D/2 _ o A2
{ D/2(1-DJ2) [wT(Z)] + 1-D/2 Wy(z) + o1 ,(z) M(Q)
+ (konv) .
(2.14)
Beriicksichtigt man nun in (2.14) die Laurent-Entwicklung fiir D = 4 — € gemif
A2 D/2-2 9 A2
I'(2-D/2) [@T(z) —2] =>—-In—+0(", (2.15)
0 € Ho
so erhalten wir im Limes ¢ —> 0 :
3(NEZ—1)A* [ 2 A?
yolr) — %{__hl_z_l_@(go)}.
(47) € Ho
(2.16)

r! /DT'HZ { w [@,(2)]* = (r + 1) oy @0,(2) + a, 4 } .

Es bleibt jetzt noch die Ausfithrung der Integrationen iiber die Feynman-Parameter in
(2.16). Hierzu setzen wir fiir m € {0,1,2} :

ZT(r:[)T-l-l] = /DHIZ [@,(2)]™"

und folgern mit den Resultaten aus (A.5) :

(n_ 1
Zy' = I
Z(T) Z o
[T_|_1 7‘ + 1 r,254+1

r
[T-l—l 7‘—|—2 E UT25+1 UT?S +1 -

sgs



2.3. BERECHNUNG DES ABELSCHEN GLUON-KONDENSATS 45

Der divergente Beitrag zum Abelschen Gluon-Kondensat in niedrigster Schleifenordnung
lautet schliefilich :

3(NEZ—1)A* (2 A?
() 2 2We = A J2 g A oy,
"2 (17 { g ot )}

T T T T (217)
{ E Or,254+1 UT,25’+1 - (Eur,Qt) (ZUT,QH—I) + Z Uy 2t uT,Qt’ } .

5,5 =0 t=1 s=0 t,t'=1
s<s’ t<t!

Verbunden mit der UV-Divergenz in (2.17) ist wie erwartet das Auftreten eines nicht-
perturbativen Logarithmus, welcher vermoge des g%—Mechanismus eine reziproke Potenz
des Quadrates der renormierten Kopplung erzeugt. So gesehen enthélt also (2.17) bereits
alle fiihrenden Beitrdge einer Entwicklung nach dem Kopplungsparameter. Sie sind cha-
rakterisiert durch Summanden, die jeweils aus dem Produkt zweier Polkoeffizienten bzw.
Nullstellenparameter sowie gemischten Termen bestehen. Weiter entnimmt man diesem
Resultat die keineswegs iiberraschende Tatsache, dal der QCD-Skalenparameter A als
einzige dimensionsbehaftete Gréfie des Gluonsektors gerade die Massenskala des Vakuum-
kondensats definiert.

Mit nur geringfiigig hoherem Rechenaufwand ist es im vorliegenden Einschleifen-Fall sogar
moglich, die r-te Approximationsstufe mit allen endlichen Beitrigen zumindest formal
darzustellen. Eine entsprechende Rechnung liefert dann fiir das gluonische Zweipunkt-
kondensat der Massendimension vier :

3(NZ —1)A* 2 1 A?
VQ(T):% { —|—1n47r—*yE—|———ln—}-
(47) 12

T T
{ Z Or2s+1 Or 2541 — (Z Ur,2t) (Z Oy 25+1) + Z Uy, 2¢ Wy 2t }

5,5'=0 t=1 tt'=1
sgs' t<t'
- 3
[Si(r+1)—1] (ZUTZIS) (ZO—T,25+1) {51(7‘-% 2) — —} Z Or25+1 Or,25'+1 —
s=0 5,5'=0
sgs
! r+2) ¢,
T) E UT,QtuT,Qt’ T + 1 (E Uy 2t) - ( 9 ) JQ( ) -
tt'=1
t<t!
PN i) I +Za G+1)! r—j—2)!H}”}+0(€)-
tt'=1
t<t!

(2.18)

Dazu haben wir fiir ganzzahliges, positives § die Grofle
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S1(8) = Z% (2.19)

eingefithrt [15], wobei nach [60] der folgende Zusammenhang mit der logarithmischen Ab-
leitung der Fulerschen Gamma-Funktion besteht :

S10) =96+ 1)+ vE mit ¥(z) = dizln I'(z).

Desweiteren wurde fiir m € {0,1,2} , 1 < j < r — 2 definiert :

I = /DT‘HZ n(w,(2)) [w.(z)]" = /Oldxl.../olm et ab ey In(dp(x)) [ (x)]"

(r) .
H] .
it

, 1 1 ,
/DT‘HZ [@T(z)]Hl_T = / dzq .. / dz, xq_l xg_z T [@T(X)]]H_T ,
0 0

m
Wp(x)i=(1—z1)opp+z1(l—a9)or 3+ ... +21... 201 (L —2,) 021+ 21 ... 2 Op 2rg1 -

Speziell im Fall r = 1 erhalten wir explizit fiir die Parameterintegrale ? :
o111+ 013 01,3
1 S N R S N 254

m_ 141
Jo + 2 n(oy1013)+ 2 (ora—o11) o

| O'% 3+ U% 1 01,3
Jo_1 —1 41 a0 Mo
1= (ot o) (=14 In(o11015)) + o1 011 ot
o3, — o3 1 1 ol t 0l 13
PSR b Y Yt 22
9 + 6 11(0'1,1 0'1,3) + 6 (0_173 _ 0-171) n 01,1 '

01,3 — 01,1

und so ergibt sich die erste Approximante des Abelschen Gluon-Kondensats mit allen
endlichen Beitrigen gemif

3(NE —1)A*

(1) _
V2 oy

2 1 A2
{ { - +Indr —vg + 3~ In H_(Z) } (Uil + Uig + 01,1013 — w2011+ 01,3)) -

_I_

2 2 3 3 3 3
O{1 T 0i3t0o11013 0Oi3—01; (1 1 i1+ 013 01,3
+ ———-In(o11013) |+ o o In —=

3 o13— 011 \ 3 2 (011 —013) 011

o2 —I—U2
w ((Ul,l + 0'173) 111(0'171 0'173) + L In E) } + 0(6) .

2 01,3 — 01,1 01,1
(2.20)

?Dann ist die letzte Summe in (2.18) leer.
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Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dafl die Terme der Ordnung (92)0 dieses Aus-
drucks nicht den ¢%-Beitrag des Kondensats schlechthin darstellen, sondern nur seinen
Einschleifen- Anteil. Die Beriicksichtigung héherer Schleifenkorrekturen wiirde u.a. zu Bei-
tré, T 2 gy~ LH1 fij

gen vom Typ (¢*)" o fiihren.

2.4 Das Gluon-Kondensat der Massendimension 2

Véllig analoge Uberlegungen wie in Abschnitt 2.2 fiihren uns zur Darstellung des Gluon-
Kondensats der kanonischen Massendimension zwei als nulltes Moment des Transversal-
anteils des Gluon-Propagators :

9 _ D
(rra,ar) = BEZ VD ”ug/% (k). (2.21)

Dieser Integralausdruck ist iibrigens bis auf einen Faktor identisch mit dem Tadpole-
Beitrag zur Gluon-Selbstenergie.

Dementsprechend erhélt man fiir das Dimension-2-Kondensat zum Nennergrad r unter
Verwendung der rationalen Approximanten aus Gleichung (2.2) :

(e, 40)0 = (N2 -1)(D-1) . / APk (K2 + upaA2) (B2 + upaA?) . (B2 + tp2r A?)
# O J2m)P (B2 + 0,1 A2) (K2 + 0,3A%) .. (k2 + 0yar 1 A2)
(2.22)

Eine formal identische Rechnung wie im letzten Abschnitt ergibt dann das Eichboson-
Kondensat der naiven Massendimension zwei in niedrigster Schleifenordnung unter Beriick-
sichtigung samtlicher endlichen Beitrige :

(Tr A, Am ) = %{{ +1n47r—7E+——1n—}{EuT2t stﬂ}

[51(7‘+1 —1}207«254-1 Si(r zurzt-l-

s=0

r—2
(r+ 1)1 (Zum) Zagﬁl(jﬂ)!(r—j—z)!ﬂ}”}+0(€).
7=0

(2.23)
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Der nicht-perturbative Logarithmus erscheint hier in Verbindung mit der Differenz der
Summen iiber alle Nullstellenkoeffizienten bzw. simtliche Polparameter der Padé- Approximanten
(2.2).

Insbesondere fiir die erste Approximationstufe r = 1 folgt aus (2.23) :

3(N2Z —1)A? 2 1 A2
<T7‘AMAM>(1) - %{ {E+ln4ﬂ_7E+ §_ln_3} (ul,z—(01,1+01,3)) B

U
L2 (111(01,101,3) +

. o111+ 013 lnE) n

01,3 — 01,1 J1,1

0.2 + 0.2
((0'171 —|— 0'173) 111(0'1710'173) —|— M hl E) } —|— 0(6) .

01,3 — 01,1 J1,1

N | —

(2.24)

Fine interessante Anwendung des Vakuumerwartungswertes (2.21) besteht in der Méglich-
keit, Faktorisierungsn&dherungen zu formulieren fiir die eichvarianten Viererkondensate der
Theorie, welche wir in Abschnitt 4.5 noch vorstellen werden.

2.5 Der Geist-Propagator

Ausgehend von der kovarianten Darstellung des Geist-Propagators :

Day(k) = 0y D(K?) (2.25)

ist als Ansatz fiir die invariante Funktion in fiithrender perturbativer Ordnung die Appro-
ximantenfolge zu ungeradem Nennergrad r zu wihlen :

D(T,O)(kZ) _ (kz + UT,2A2) (kz + ?]7,74A2) o (kz + UT,2TA2) (2 26)
TR A o A (R 4 0,502) (2t 001 AD) ‘

Diese besitzt einen Pol bei Null [3] sowie eine weitere reelle Polstelle. Alle iibrigen Pole
erscheinen als konjugiert komplexe Paare. Wiederum sind perturbative Renormierbarkeit
und der stérungstheoretische Grenzfall in Form der Euklidischen Feynman-Regel [4]

Do) = (2.27)

bereits beriicksichtigt worden.

2.6 Definition des Dimension-4-Geisterkondensats

Aus dem nicht-lokalen Kondensat (Schwinger-Funktion) eines Geist-Antigeist-Paares :

D . ~
<nb(y)ﬁa(x)> = ug /(gﬂ)kD 62k(x—y)D(k2) \ (2.28)
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erhalten wir direkt das lokale (tensorielle) Geistkondensat der Massendimension vier :

i o[ dPk .
(muum) =y [ b DO2). (2.29)

Wir bilden hierzu die kovariante Zerlegung nach Farb- und Lorentz-Tensoren gemé&f

< ﬁaauau b > = cdgp 5;w s (230)
wobei fiir den Skalar gilt :
7(1 D a
o= ATB) (2.31)
(Ne-DD

Dies fiihrt uns schlieBlich zur Definition des skalaren Geisterkondensats :

GG = (7,0n.) - (2.32)

Insgesamt erhalten wir — analog zum gluonischen Fall — das Geisterkondensat der kanoni-
schen Massendimension vier als zweites Moment des Geist-Propagators im Impulsraum :

D ~
GG = (NE — 1) p§ / (gﬂfD k? D(Kk?) . (2.33)

Dieser Vakuumerwartungswert der unphysikalischen Fadeyev-Popov-Geister tritt beispiels-
weise in der OPE des inversen Gluon-Propagators (1.111) auf und spielt dort eine wichtige
Rolle, wenn es darum geht, das fiir die Giiltigkeit der STI erforderliche Verschwinden des
longitudinalen Beitrags sicherzustellen.

2.7 Berechnung des Dimension-4-Geisterkondensats
zum Nennergrad r

Es soll nun das Kondensat (2.33) unter Verwendung des Ansatzes fiir die nicht-perturbative
Feynman-Regel (2.26) in Stufe r der rationalen Approximantenfolge berechnet werden :
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L .
GG =(NZ = 1) uf /W k* DU (E?) (2.34)

(2.35)

(VR — 1) / APk (k2 + 0,2 A?)(K? + v,4A2) . (K2 + v,0,A2)
o (27)D (k2 + 0,1 A2)(K2 + 0,3A2) .. (k2 + 020 _1A2)

Mit einer Feynman-Parametrisierung folgt dann :

GG = (N2 - 1) i (r — 1) / . / APk (k2 + v, ,A?) (B2 + 0, 4A2) .. (k2 + v,2,A2)
¢ (k2 + @,(z) A2} ’
(2.36)

wobel @,(z) 1= 21 0,1 4 2203+ ...+ 2 Uy 2,1 gesetzt wurde.
Power-Counting ergibt hier fiir den oberflichlichen UV-Divergenzgrad d§;, = D, sodafl

wir eine maximal quartische Divergenz bei Ausfithrung der Impulsintegration erwarten
kénnen. Dementsprechend schreiben wir fiir den Zdhler des Integranden in (2.36) :

(k% + v,90%) (k2 4+ v, 4A%) oo (K2 + v,0,A%) =

r—3 , , (2.37)
(B2) 4+ B0 A2 (627 4+ B0, A (k) T S B (%) T (kY
7=1
mit
57(,7;)1 = ZUT,QS ﬁy_)z = Z Uy, 2t U 2t/ - (238)
s=1 t,t':l
t<t!

Eine im weiteren vollig analog zum Fall des Abelschen Gluon-Kondensats verlaufende
Rechnung ergibt als divergenten Beitrag :

— NZ —1)A* [ 2 A?
GG():%{E—IH—Q—FO&O)}-

( Ho
r—1 r r—1 r (239)
{ E Vr,2541 Vr2s'+1 — ( E UT,Qt) ( E vr,?s—l—l) + g Uy, 2t Up 2t } .
5,5 =0 t=1 s=0 tt'=1
s<s’ t<t!

Dieses Resultat ist bis auf einen durch die unterschiedliche Lorentz-Struktur der Pro-
pagatoren bedingten Faktor 3 formal identisch mit (2.17). Es sind lediglich die nicht-
perturbativen Parameter aus dem rationalen Ansatz des Gluon-Propagators durch die
entsprechenden Gréfien der Geist- Antigeist-Korrelationsfunktion zu ersetzen.
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Das Geist-Kondensat der Massendimension vier unter Beriicksichtigung aller endlichen
Beitrige auf Einschleifen-Niveau lautet dann schliefflich :

2 4 2

(47)? 0
r—1 r r—1 r
S vvaver v = (X vae) (Do) + 3 v+
S,SIZO t=1 s=0 t,tlzl
s<s’ t<t!
r r—1 3 r—1
{51(7‘) - 1} (Zvr,zt) ( ?Jr,25+1) - {51(7‘ + 1) - 5} E Vr,2541 Vr2s'+1 —
t=1 s=0 5,8'=0
s<s’
- ! (r r+10)
510 =1 (3 o) 4 (B wea) &1 - CE e
tt'=1 t=1
t<t!

r

r—3
(r= (Y vraiveae) KO+ 3080 G+ 1l — G- 301 } +0(e)
7=0

tt'=1
t<t!
(2.40)

wobei wir fiir m € {0,1,2},0 < j < r — 3 definiert haben :

1 1
KU = /DTZ In(d@,(z)) [@.(2)]" = / dey .. / do,_q oy 22l sy In(,(x)) [dp(x) ]
0 0
, 1 1 4
I](T) = /DTZ [wr(z)]]H_T = / dry .. / do,_y 2y ah ™ ae g [wT(X)]]H_T )
0 0
mit

QZJT(X) = (1 — $1) ?JTJ + 1 (1 — $2) ?JT73 + ...+ Tl oo lp_2 (1 — $T_1) ?JT727«_3 + O T P | xr,?r—l .

Speziell fiir » = 1 gilt :

1
I(T()’}) = / le 5(1 — 2’1) 111(2’1 0171) (2’1 le)m = ?J{r’bl In 1,1 5
0

und damit ergibt sich explizit fiir die niedrigste Approximation des Euklidischen Geist-
Kondensats :

o - (Ve - DA

2 A2
G (1) v1,1(v1,1 — vm) { - +Indr —yg+1—1In — = In(vy1)+ O(e) } .

’ (2.41)
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Beim gegenwirtigen Stand der Selbstkonsistenzrechnungen fiir den Geistsektor [52] scheint
sich anzudeuten, daf} die nicht-perturbativen Parameter v des Geistpropagators nur fiir
Eichfixierungen £ # 0 , d.h. auflerhalb der Landau-Fichung, von Null verschieden sind.
Dann wire GG bereits in nullter perturbativer Ordnung abhéingig von der Wahl des Eich-
parameters, was fiir ein unphysikalisches Feld ein durchaus plausibles Resultat darstellen
wiirde.

2.8 Das Geist-Kondensat der Massendimension 2

7~ N

/ \
[ 1
\ /
\ /

M’

Mit den entsprechenden Uberlegungen aus Abschnitt 2.6 ergibt sich das Geisterkondensat
der Massendimension zwei als nulltes Moment des Geist-Propagators im Impulsraum :

(1l ) = (NE& = 1) g /(%)D D(k?). (2.42)

Fiir dessen r-te Approximation gilt :

/ APk (K + v, 2A2) (K2 + v, 4A2) (k2 + v,.0,A?)
2m)0 K2 (k2 + 0,1 A2) (K2 £ 0,3A2) . (k2 + 0,5, _1A2)
(2.43)

(naiia )7 = (NE = 1)

und fiithrt schlielich unter Beriicksichtigung aller endlichen Beitridge in Einschleifen-Ordnung
analog wie in 2.7 zu folgendem Endresultat :

) (NE—DA2 [ (2 A2 ’ —
<77a77a>()zc(44T E—I—ln47r—’yE—|—1—ln? ZUT’%_ZUT’QS‘H +

0 =1 5=0
r—1 r r
{Sl(r +1) - 1} zvmﬁ_l — S1(r) vat +(r+1)! JI(T) —r! vat JéT) +
s=0 t=1 t=1
r—2
S G+ - -2yt } +0(c) .
7=0

(2.44)

Hinsichtlich der Struktur dieses Ergebnisses sind sinngem&f dieselben Feststellungen zu
treffen wie im Fall des Gluon-Kondensats gleicher kanonischer Dimension. Insbesondere
in niedrigster Stufe der rationalen Approximation erhalten wir explizit :
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_ 2 A?
<77a77a> = W(?}Lg—vm) {E+1H47T_7E+1_1nu_%_1nv1’1+0(€)} )
(2.45)

Renormierung der Zweipunktkondensate

Wir betrachten zunichst die Renormierung der Kondensate zur kanonischen Massen-
dimension zwei. Das zugehorige Mischungsproblem lautet dann formal in niedrigster Schleifen-
ordnung :

2

{ Malle) Lten L2 oLy (2] Daia | Q)
(< _ (4r) (4m) J (2.46)

Tr A, A) 0 1+ e (4{;2 Q| TrA,A"|Q)

Das Verschwinden des Geistbeitrags zur Renormierung des Eichbosonkondensats ergibt
sich aus der oberflichlichen Konvergenz des Feynman-Graphen mit Insertion des ent-
sprechenden Operatorvertex. Weiter folgt aus unserem Resultat (2.23) explizit fiir die
Landau-Fichung :

13 2 3

= - — Ne— - Np=—=N¢.
€22 Bo + g Yo g iVF 5 Ve
Im Fall der Vakuumerwartungswerte V2 und GG gestaltet sich die COR wesentlich kom-
plizierter. Sie erhalten Beimischungen von Dimension-4-Kondensaten, die in fiithrender

Ordnung durch Zwei- bzw. sogar Dreischleifenintegrale gegeben sind.

2.9 Subtraktive Bestimmung nicht-perturbativer
Logarithmen

Wir wollen in diesem Abschnitt eine alternative Methode vorstellen, die es uns erméglichen
wird, ohne Verwendung von Feynman-Techniken die mit nicht-perturbativen Logarithmen
verbundenen Beitrige aus 1-Loop-Integralen zu extrahieren. Als anschauliches Beispiel soll
uns dabei im folgenden das Abelsche Gluon-Kondensat in der r-ten Stufe der rationalen
Approximation geméf Gleichung (2.11) dienen.

Zunichst schreiben wir die rationale Approximante des Transversalteils des Gluon-Propagators
aus (2.2) unter Beriicksichtigung von (2.12) in polynomialer Form fiir Z&hler und Nenner :

)T+ alDA2(B2) + .+ ol (A2) k2
2

K DY (k) = : :
() (k2) 1 4 80 A2 (k2)" . 4 61 (A2y T

(2.47)

wobei neben (2.13) noch gilt :
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T T
T
5£T) = ZUT725+1 (57(0_)1 = E Or,254+1 0725 41 - (248)
5=0 5,8'=0
s<s'

Nach Einfiihrung der dimensionslosen Variablen

~ k
k= — 2.49
A ? ( )
erhalten wir fiir das Kondensat unter Beriicksichtigung von ‘ g—]; ‘ = AP

V20 = (N2 - 1)(D - 1) A* [A—] N / APk () 4o () 4 o] R
o (M7 (k)™ 60 (k2) 6y

(2.50)
Grundlegend fiir unser Verfahren ist nun die Beobachtung, daff jedem UV-divergenten
Einschleifenintegral eine effektiv logarithmisch divergente Impulsraumintegration entspricht.
Dies wird gezeigt durch sukzessive Subtraktion der jeweils fiihrenden UV-Asymptotik des
Integranden.

T3

Wir suchen jetzt also speziell fiir unseren Integranden aus (2.50) den fiir das Vorhandensein
einer logarithmischen UV-Divergenz wesentlichen k=% Anteil. Sei demnach

T (k2) = = (2.51)

dann gilt offensichtlich I(()T)(INCQ) "7, 1 und wir bilden im ersten Subtraktionsschritt 3 :

-1 e
S [af =877 (k)
=0
0

[ay) — 5£T)] (k2) —|—7t a
(%Q)T-I-l 4 27“: 5}@«) (%2)1‘
j:

(2.52)

Wegen I{T)(INCQ) U, [ay) — 5£T)] (152)_1 erfolgt der zweite Subtraktionsschritt gemif * :

(r) (r)
)T )/ T Qp - 57“
(k) = (k) - T =

®Hierbei haben wir agr) := 0 eingefithrt.
*Es wurde a(_rl) = 5(_T1) := 0 definiert.
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Fiir die UV-Asymptotik ergibt sich nun :

. ()
iy o, @7 (2.54)
2 (k2)2
wobel
Q) i= 409 [ — af?] + ¥, ~ 87, o

gesetzt wurde. Wir haben damit den logarithmisch divergenten Beitrag des Integranden
(2.51) gefunden. Das Kondensatintegral (2.50) 148t sich nun wie folgt in seinen konvergen-
ten und divergenten Anteil zerlegen °:

. A2 —¢/2 dDINC R Q(r) ay) _ 55]") Q(T)
v2l) = (V¢ 1) (D - DA [—] /(%)D {Ié - s
Ho {k2+ ¢} k {k2+¢}
(2.56)
Wir finden zunichst :

. Uv c(r)

I(T) 122 . Lz — (;;2)3

7.2 IR D)

ey |

d.h. die entsprechenden Beitrdge zum Integral sind UV- und IR-konvergent.

Die beiden folgenden Terme in (2.56) bilden den Integranden eines skalenfreien Integrals,
welches nach den Axiomen dimensioneller Regularisierung [12] identisch verschwindet.

Schlieflich bleibt als UV-divergenter Anteil des Abelschen Gluon-Kondensats :

27 -¢/2 Di (r)
Vol — (Né - 1)(D - 1)A4 [z—%] /(gﬂ)kD {%QQ—I_ : }2 + (konv) . (2.57)

Anwendung der Standardintegralformel dimensioneller Regularisierung (A.11) ergibt dann
nach Laurent-Entwicklung um ¢ =0 :

dPk Q(T) B Q(T) 2 4_7r
/(QF)D {1%2+C}2_(47T)2{€_7E—HHC —I-C’)(e)}. (2.58)

Wir erhalten also einen Polbeitrag, der unabhingig von der speziellen Wahl des Parame-
ters ( ist. Insofern ermoglicht die Subtraktionsmethode in wohldefinierter, konsistenter
Weise die Bestimmung von UV-Divergenzen fiir Finschleifenintegrale im Kontext der di-
mensionellen Regularisierung.

5¢ sei eine beliebige, von Null verschiedene reelle Zahl.
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Unsere eigentliche Zielsetzung ist aber die Extraktion nicht-perturbativer Logarithmen
und damit, durch den g%—Mechanismus vermittelt, die Analyse fiihrender Beitrige der
erweiterten Stérungsreihe. Mit (2.58) folgt fiir (2.57) :

N2 —1)A* 2
Vol — M 2 poe@)lgn. (2.59)
ar? Lo i

Beriicksichtigen wir jetzt noch (2.13) und (2.48) in (2.55), so ist es uns offensichtlich ge-
lungen, das Resultat (2.17) fiir UV-Divergenz und nicht-perturbativen Logarithmus des
Abelschen Gluon-Kondensats zu reproduzieren. Das Auftreten des Letzteren ist dabei als
unmittelbare Konsequenz der Impulsskalierung (2.49) mit der spontanen Massenskala zu
sehen. Diese Vorgehensweise ist allerdings nur dann wohlbestimmt und eindeutig, falls A
der einzige dimensionsbehaftete Parameter in der betrachteten Theorie ist.

Mit anderen Worten : Die vorgestellte Subtraktionsmethode erlaubt die Bestimmung nicht-
perturbativer Beitrdge zu 1-Loop-Integralen im gluonischen Sektor der Quantenchromo-
dynamik bzw. im Rahmen der Theorie mit masselosen Quarks. Auf die Komplikationen,
welche im Zusammenhang mit endlichen Quark-Strommassen auftreten, werden wir spéter
bei der Berechnung fermionischer Kondensate noch ndher eingehen.



Kapitel 3

Das Geist-Gluon-Kondensat

3.1 Geist-Gluon-Vertex in Landau-Eichung

Pz
4 \,
vl A
4 Py P3N
Im Folgenden setzen wir Impulserhaltung gemdf p; + ps + ps = 0 voraus und geben

Impulsvariablen grundsétzlich als einlaufende Gréfien beziiglich des nicht-perturbativ mo-
difizierten Dreipunkt-Vertex an.

Fiir die Greens-Funktion der Geist-Gluon-Antigeist-Wechselwirkung gilt in Landau-Eichung :

(Gare)oe(Pr:02:93) = (L a1c ) ape, (P15 P2 p3) D7) 1 (p2) Dr(p3) D(p3) . (3.1)

wobei sich der zugehorige 1PI-Vertex in einer Lorentz- und farbkovarianten Zerlegung
allgemein wie folgt darstellen 148t :

(FGVG)ZbC(plvp%pS) = Zg { fabc pT F(f),O + fabc Pg F(f),l + dabc pT F(d),o + dabc Pg F(d),l } .
(3.2)

Im Fall der Landau-Eichung haben wir dementsprechend keine Beitrége zur Greens-Funktion
durch Fyy, bzw. Fig)1 zu erwarten.

Mit ¢ € {f,d} sowie i € {0, 1} sind im Rahmen der erweiterten Stérungstheorie als Ansatz
fiir die in (3.2) eingefiithrten invarianten Funktionen rationale Approximanten der Quasi-
teilchensequenz mit faktorisierender Nennerstruktur in den Impulsvariablen ! zu wihlen.

YWir schreiben dafiir abkiirzend FDRA=factorizing-denominator rational approzimants.

57



58 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSAT

Unter Berficksichtigung der fiir die DS-Selbstkonsistenz erforderlichen Ubereinstimmung
der Propagator-Nullstellen mit den Polstellen der Vertexfunktion [3] schreiben wir in null-
ter storungstheoretischer Ordnung :

() 2 .2 2
Neva '(P17P27P3)
r GVG(e)r
F((C))i(l)hpzapza): - - © - P (3.3a)
[T (9% + v0r26A%) | | T3+ wr20A?) | | TL(R + 0202

s=1 s=1 s=1

die Zahlerpolynome sind hierbei von der Form :

r

Ng&é(c)i(pipgvpﬁ) = 0o dio (PP3P3) +

3 ' , (3.3b)
Z Cr(rle,%;mg <p%>m1 (p%>m2 <p§>m3 (AQ) r—(mi+ma+ms) ‘

my,mz,ma >0

Die obige Nennerstruktur wird plausibel, wenn man sie als diskretisierte und auf einen
Hauptnenner gebrachte Form einer Dreifach-Spektraldarstellung beziiglich der Impulse pf
auffafBt.

Mit den Ansdtzen (3.3) fiir den Geist-Gluon-Antigeist-Vertex haben wir bereits dem per-
turbativen Limes A — 0 in Form der Euklidischen Feynman-Regel [4]

erty ¥ .
(O = ig fucrh (3.4

explizit Rechnung getragen. Aus der weiteren Forderung nach perturbativer Renormierbar-
keit erhalten wir als Einschrankungen (x) fiir den Summationsbereich der Indizes unserer
nicht-perturbativen Vertexkoeffizienten :

my +mg +mg < 3r—1
my + mg < 2r
my + m3 < 2r
my + ms < 2r.

Zusammen mit den rationalen Ansdtzen fiir die Propagatoren folgt dann fiir die Colour-
antisymmetrische Greens-Funktion zum Nennergrad r in Landau-Eichung :
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T 2 . ,
(G(C?I)“G(f))abc(plvp%piﬁ) = 'Lgfabc D1y Fintet (p2) .
Hl(p% + or2sA) Hl(p% + tp,25A%) 1:[1(27:25 + v, 25A%)
T__l T_ 2 9 7’_—1
pi TL(PT + vr2s11A?) Ho(pz +0r25010%) p2 [T (P2 + vy 2541A2)
o=0 5= 5=0
N(T)f ( 2 .2 2)
GTG(f)0 P1,P2, 03 ‘
I1 (9} + vr20A?) | | TLA + wr2oA?) | | TL (93 + 002002)
s=1 o1 i
also
") 8 -3 Iz (p1-p2) "
(GGTG(f))abc(plvp%pS) =10 fabe {3 P] — sz .
2
N o v p3) (3.5a)
r—1 ” —
p% Ho(p% + UT,25+1A2):| { Ho(p% + 0-7’,25-|—1A2):| p% { 1:[0(]7;2), 1 Ur725_|_1A2)

Vollig analog erhalten wir die Colour-symmetrische Greensche Funktion der Geist-Gluon-

Antigeist- Wechselwirkung gemé&f :

). : (p1-p2)
(G(C?J)“G(d))abc(plvp27p3) = ngabc {p{’ — Tpg} .
NgT)@(d)o(pip%,p%) (3.5b)
r—1 ” —
p% Ho(p% + UT’25+1A2)] { Ho(p% + UT,25+1A2):| piz’) { Ho(p:?)) + Ur,25+1A2)

3.2 Definition des Geist-Gluon-Kondensats

770N
/

\

\\_//

Wir beginnen mit der Definition des nicht-lokalen Kondensats (Schwinger-Funktion) fiir

das Produkt aus Geist-, Eichboson- und Antigeistfeld :
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e'P1(==2) gip2(y=2) (Gave)ape(P1s P2, —p1 — p2) -

(3.6)

dDPl dDPz
(2m)P / (2m)P

() A o)) = i [

Daraus folgt durch Differentiation unmittelbar das lokale tensorielle Geist-Gluon-Kondensat
der Massendimension vier :

dDPl dDPz v
(27)P / P (Gava) (P, P2, —p1 — p2) - (3.7)

<(8y770) Ag 77a> = _Z.IM(QJE / (27T)D 1

In einer kovarianten Zerlegung dieser Gréfie nach Farb- und Lorentz-Tensoren gemif

((9"7c) A na ) = 0" {ef fave + cadane} (3.8)

gilt fiir die skalaren Koeffizienten :

1

- - I _
cr = NC(Ng’ _ 1)D <fabc (8#«770) Ab 77(1>

1 _
Ne(NZ-1)D { fave (Outia) AY 1)

N¢
(N —4)(N&¢ - 1)D

N¢
(N —4)(N& - 1)D

{ dae (Du7a) AY 71 ) -

{ dabe (utic) Af ma ) =

Cq =

Auf dieser Grundlage definieren wir nun die beiden skalaren Geist-Gluon-Kondensate :

GVG i= g { Fuse (0u) A1) (3.92)
GVGS =g < dape (0,7a) A} e > ) (3.9b)

Damit ergibt sich dann das farb(anti)symmetrische Geist-Gluon-Kondensat jeweils als
erstes Moment der Geist-Gluon-Antigeist-Greensfunktion im Impulsraum :

del de2 v n _ n
W — M (GGVG)abc(plvp% - - Pz) = —¢ fabe < (@ﬂ?c) Ab Na >

GVG = ig i fupe 0y / o
(3.10a)

del de2 v n _ n
(27T)D p (GGVG)abc(plvp% —Ph - PZ) =49 dabc < (8;1,7%) Ab Ta >

GVGS = —g M(Z)e dape 5;w / D 1
(27)
(3.10b)

Die beiden Kondensate (3.9) zdhlen zu den dreizehn Vakuumerwartungswerten, die im

Rahmen des DS-Selbstkonsistenzproblems der reinen Yang-Mills-Theorie aus der OPLE

eichabhéngiger Korrelationsfunktionen zu bestimmen sind. Gemé&f (1.40) tritt das farb-

antisymmetrische Geist-Gluon-Kondensat in einer Darstellung des eichinvarianten 4-Gluon-
Kondensats auf. Allerdings kann dieser Beitrag unter Verwendung des Bewegungsgleichungs-
kondensats (1.38b) zu Gunsten des Vakuumerwartungswertes (2.32) eliminiert werden.
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3.3 Berechnung des Geist-Gluon-Kondensats
zum Nennergrad r

In diesem Abschnitt soll die Methodik zur mikroskopischen Berechnung von Mehrschlei-
fenkondensaten der QCD am strukturell einfachsten Beispiel des Geist-Gluon-Kondensats
vorgestellt werden. Es sind zwar letztendlich konventionelle Feynman-Techniken im Kon-
text dimensioneller Regularisierung, die den nachfolgenden Berechnungen zu Grunde lie-
gen. Sie werden jedoch dazu eingesetzt, die Overall-Divergenz von Zweischleifenintegralen
mit einer variablen Anzahl (GréBenordnung 37) von Nennerfaktoren des Impulsraum-
integranden zu extrahieren. Es ist diese durchaus nicht alltigliche Problemstellung, die
es uns angemessen erscheinen l48t, hier die Grundziige unserer Rechnung detailliert zu
beschreiben.

In der r-ten Stufe der rationalen Approximation gilt nach Gleichung (3.7) :

. B e [ AP [ dPE ) ok
g { (0" A ) = —ig i /(%)D /(%)DP (G P ko =p— k). (3.11)

Fiir die Landau-Eichung erhalten wir eine kovariante Zerlegung des tensoriellen Vakuum-
erwartungswerts in der Form :

g o
g ((077) AL, ) = g2 5

{fabc I((;; + dabc I((;))} ) (312&)

mit dem skalaren Zweischleifenintegral :

D D 2
) _ 2 [d7p [d7k (o (k)T
Yoy = /(zﬂ)D /(zﬂ)D (-

r (*) ¢ s mq mo m3 T—\mM1Tm21+m3
S (PR + % I (01) () (p 4 k)?) " (a2) )

my,mz,ma >0

2 [T + vt [ L2 + 0venia®)] 4 07 [ T+ 0 + 0002)]

(3.12b)

Das wesentlich neue Merkmal von Mehrschleifendiagrammen ist deren Subgraphenstruk-
tur. Aus der Renormierungstheorie stérungstheoretischer Graphen ist bekannt, dafi ein
Mehrschleifengraph genau dann keine Divergenzen mehr aufweist, falls alle seine Subgra-
phen negativen Divergenzgrad besitzen und sein oberflichlicher Divergenzgrad ebenfalls
negativ ist [12]. Durch Hinzunahme eines Gegenterms zu jedem divergenten Subgraphen
gelingt es folglich, Mehrschleifendiagramme zu renormieren. Fiir die QCD als renormier-
bare Theorie geniigen dazu die Counterterme der sieben oberflichlich divergenten Vertizes.
In [6] wurde auf diesen Grundlagen basierend die Gegentermtechnik vorgestellt. Sie beruht
auf der Aussage, daf} sich die fithrende Divergenz eines Mehrschleifenintegrals aus der
Summe der fiilhrenden Divergenzen all seiner Subdiagramme ergibt. Zum Beweis wurde
dort nach Addition des Diagramms und sdmtlicher Counterbeitrége die Endlichkeit der
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Graphensumme im Anschlufl an mehrmalige Differentiation nach den dufleren Impuls-
variablen gezeigt. Da unsere nicht-perturbativ modifizierten Feynman-Regeln nach ihrem
Konstruktionsprinzip den Grundsidtzen perturbativer Renormierung gehorchen, bleibt ins-
besondere auch die Gegentermtechnik erlaubt. Nun stehen uns zwar naturgemif bei der
Berechnung von Vakuumerwartungswerten allgemein und des Kondensats (3.11) im Beson-
deren gar keine dufleren Impulsvariablen zur Verfiigung; wir werden jedoch im Abschnitt
3.4 iiber die Renormierung des Geist-Gluon-Kondensats nach Einfiihrung der Gegenterm-
beitrége leicht sehen kénnen, dafl das Differentiationsargument auch beziiglich des QCD-
Skalenparameters A seine Giiltigkeit beibehélt.

Unter Anwendung der Gegentermtechnik zur Berechnung der fiihrenden UV-Divergenz des
Zweischleifenintegrals (3.12b) miissen wir nun die verschiedenen Subdivergenzen spezifi-
zieren. Konkret geschieht dies durch Auswahl von je zwei Indizes der nicht-perturbativen
Vertexfunktion, die {iber ihre angehdngten Propagatoren jeweils eine Integrationsschleife
definieren. Wir setzen in diesem Sinne :

"1 . " .
(15 1 =2 22 Oy

dabei soll Q(T)) der Extraktion UV-divergenter Beitridge aus der (my my)-Schleife mit (n k()

n(c
zyklisch im ersten Integrationsschritt zur Berechnung von (3.12b) entsprechen.

3.3.1 Subschleife mit (myms)

‘/’)\\ml

AN

4

my

\

\\ _(’/ma

Von Gleichung (3.12b) ausgehend suchen wir jetzt zunichst die UV-Divergenz der durch
das Eichboson und das aus dem nicht-perturbativen Vertex auslaufende Geistfeld definier-
ten Impulsschleife :

. [ dPp 1 dPk (p- k)’
Ay = 145 /(zﬂ)D 1 /(zﬂ)D {p2 >’ }
p2 { H (P2 + vr,?s—l—lAz)}
s=0

r (*) ¢ s mq mo m3 T—\mM1Tm21+m3
S (PR + 02 + % I (01) T (R2) 7 (p + k)?) " (AZ) )

my,mz,ma >0

[}i[o(kz + Ur,zs+1A2)} (p+ k)2 {:E[:((P + k)z + Ur,25+1A2) }

(3.13)
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Die in (3.13) verwendete Schreibweise soll hier und sinngem&f auch im Folgenden andeu-
ten, dafl zun&dchst die UV-divergenten Anteile der k-Integration zu bestimmen sind, und
mit diesen dann die verbleibende p-Integration ausgefithrt wird.

Power-Counting ergibt fiir den oberflichlichen UV-Divergenzgrad des Subintegrals 0, = D — 4.
Demzufolge kann also eine maximal logarithmische Subdivergenz auftreten. Die Auswahl-
regeln (x) fithren damit zur notwendigen UV-Divergenzbedingung unserer Vertexkoeffi-
zienten gemif :

me + ms = 2r == m<r—1.

Also gilt fiir den ersten Subschleifenbeitrag :

T =) (*) c)O(r r—mai mi
)+ S (S ) () ()

(T) _ 2 de m1=0 “mo+ma=2r
I e 1
p? { [T (p*+ Ur,25+1A2)}
s=0

+ (konv)

[ = g 1
(QW) { ﬁ (kz + UT728+1A2)} (p + k)z {:1:[0«17 + k)z + Ur,25+1A2) }

s=0

Im n&chsten Schritt definieren wir als Hilfsgrofie das Einschleifenintegral :

APk <p2 L2 (p . k)2> <k2>2T_1
DT, ! :
T TL02 4 00 A?) ] (0 4 )7 | I (£ 4 veeg1?) ]

s=0

I (p) 1= 1 /(

Nach Einfiihrung von Feynman-Parametern und Shiften der Integrationsvariablen erhalten
wir dafiir :

Jl(r)( ) _ B(QT + 1)! D+, dD(] <p2 (]2 - (p : (Z)z) (gj)?_l 4 (konv) :
o / /(%)D ey men)

wobel

g =k+w,-p
R*(p*) = w, (1 —w,) - p* + @, - A?
Wy = we(2) 1= 214 Zrg3 + Zega oot Z2g2

Wy 1= wr(z) = 22071 + 23 Or3 + .ot 25 Or,2r+1 + Zr43 Ur,1 + .ot Zora0 Vp,2r—1 -
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Mit Hilfe der Euklidischen Standardformel (A.11) wird anschliefend die Impulsintegration
ausgefiihrt. Dabei ergibt sich fiir den UV-divergenten Anteil der Hilfsgrofie :

(D —1)T(2r + D/2)
DT(D/2)

JI(T)(p) — (2 - D/2) 1o /D2r+2z »° (Rz(p2)>D/2—2 + (konv) .

(4m)P/?

Damit finden wir nun fiir (3.13) bis auf konvergente Beitrége der ersten Schleifenintegration :

" _ M (D-1T(@2r+D/2)
b )+ S HG, Ty )

pr+2, dDP : m1=0
/ /(QW)D {Tﬁ 4 vT725+1A2)} (Rz(pz))z—D/z

s=0

()
hierbei haben wir abkiirzend H((Z))ml = > Cq(ff}?qggmg) fiir die mit der Divergenz
mo+ma=2r
verkniipfte Linearkombination von Vertexparametern gesetzt.

Es bleibt jetzt also noch das Einschleifenintegral

r—1
dc p2 "+ > H(Z)m A2 p2 m1
o M S 0
T e g -y
[ I+ ”n2s+1A2)] (72(p?))

s=0

auszuwerten. Mit einer Feynman-Parametrisierung gemafl (A.1) schreiben wir zunéchst :

, 2¢ T 2_D/9 1 1 1 1
K{ ) = 'uOD 5 (r+ /2) / day xq_l / dxy xg_z .. / dr,_1 2,1 / dz, (1 — xl)l_D/2 .
(47) /2 T(2-D/2) Jo 0 0 0

r—1

[ o 07 + S B, (87 ()
D r+2-D/2 "’
(2r) { 1 R2(p?) + y2 (P2 + 0,0 A?) + oo+ g (PP + 0p20-1A2) }

wobel

y=1—12 Y2 = 21 (1 — 22) ys=z122(l—23) ... yo=21...0,1(1—2,)

Yr41 = T1 .. Ty

Der Nenner des Integranden 148t sich damit wie folgt darstellen :
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Y1 Rz(pz) + Y2 (p2 + UT,IAQ) + oot Y (P2 + UT,QT—IAQ) =(1—-2)- RQ(PQ) + 21 'P2 + 7 (x) - A? ;

hierbei wurde noch 7,.(x) 1= yov,1 + ysvr3 + ... + Y41 Uy 2,1 als Abkiirzung fiir die
mit Feynman-Parametern gewichtete Linearkombination der Polkoeffizienten des Geist-
Propagators eingefiihrt.

Die Auswertung des divergenten Parameterintegrals ? ergibt nach (A.7) :

I(2-D/2)

(r2- Dz IIF O

[t i (0 =) ol = 0 - 1)1
0

und somit gilt :

) e 1 , 1 , 1 1
K" =2 _(r—1 !/dw xh~ /dw ThT / dzx,_1 T,_ /dwT
1 (47r)D/2 ( ) o 22 o 343 . 1 1 )

r—1 —my my
o, S T )
mi1= k‘ ,
/(QF)D {p2 1 7~_T()A() AQ}T—I—Q—D/? ‘I’( 071?])

wobei noch 7,(X) := 7,(x) |z, =1 definiert wurde.

Im Weiteren verwenden wir als Bezeichnung fiir das Maf der r-fachen Feynman-Parameterintegration :

1 1 1 1
/ "X = / dzy xg_z / dza xg_?’ .. / dr,_1 x,_1 / dx, .
0 0 0 0

Der UV-divergente Beitrag unseres Einschleifenintegrals ergibt sich nach Integration iiber
den Schleifenimpuls wie folgt :

At T(r—2+4D/2)T(4- D) N G
M= P T+ 2- D) U 1)’/79 x | 7(%) M—g}
(r=24D/2)(r—=14+D/2) . .o r=24D/2 o .. T
VT R sl PR, n L |

+ (konv) ,

und wir erhalten weiter fiir den Subschleifenbeitrag (3.13) :

2fp(z) sei analytisch in & = 1.
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A (D-D)T@2r+D/2)T(r -2+ D/2)
o (amyP DT(D/2)*T(r+2— D/2)

I'(2—-D/2)T(4— D) /DQH—QZ

A2 D—4
u%] '

75
(3.16)
Zur Auswertung der Feynman-Parameterintegrale beziiglich z benutzen wir als Ergebnis
aus A.1.2:
1
Z(27’-|—1) _ ‘
0 (2r 4+ 1)!
Zusammen mit der Laurent-Entwicklung fiir D =4 — € :
APt 2 A? 1, A’
I'(2-D/2)T(4-D [%ch—] :——I—ln2(—)—|—(’)(—ln—), 3.17
2-DRTU-D) [R5 | = e (5 S (3.17)

folgt dann im Grenziibergang des verschwindenden UV-Regulators :

() _ BAT f2 o (A2 LA
Q1<C>_4(47r)4{62+1n 13 +o 6111#3

~y rir+1 o r N 7
(r—l)!/D x { ( 5 )5cf [7}(){)]2—7‘H((c))T_1 TT(X)—I'H((C))T—z} )

Hinsichtlich der verbleibenden Feynman-Parameterintegrale in (3.18) erhalten wir mit den
Resultaten aus (A.9) :

,_ 1
Xé Y= (r—1)!
r—1
Xfﬁl) = % z; Up 2541
(r=1) 2 -—
XQ[T] = m MZZ:O Vr2t+1 Ur 28741 -
<t

Desweiteren kann fiir die mit dem Doppelpol in ¢ verkniipften nicht-perturbativen Koef-
fizienten des Geist-Gluon-Vertex geschrieben werden :
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() r+1
D =Y = S el

mo+ma=2r mo=r—1

(+) 742
T c)O(r c)O(r
H((C))T_z - Z Cﬁ—)zy(m)%mk% = Z 07(’_)27(77’1/)2727’—77’2/2 .

mo+ma=2r mo=r—2

Insgesamt ergibt sich so als Endresultat fiir den fithrenden Divergenzbeitrag aus (3.13) :

() _ BAT 2 (A2 LA
Q1<C>_4(47r)4{62+1n I +o 6111#3

r—1 r—1 r41 r+2
{ z Vr 2t41 vr,?t’—l—l) 5cf - (E vr,?s—l—l) ( E Cﬁc_)?f;)2727«_m2) + E Cﬁc_)gf;)2727o_m2 } .

t,t'=0 s=0 mo=r—1 mo=r—2
<t

TN

(3.19)

Zunéchst ist beziiglich der Struktur des Kondensatbeitrags (3.19) festzuhalten, dafl es wie-
derum der QCD-Massenparameter A ist, welcher die Skala des Vakuumerwartungswertes
definiert. Anders ausgedriickt : Im rein perturbativen Fall verschwindet (3.13) als skalen-
freies Integral. In Verbindung mit dem Doppelpol als fiihrendem UV-divergenten Anteil
in (3.19) finden wir das Quadrat eines nicht-perturbativen Logarithmus. Verméoge des g%—
Mechanismus entspricht dies einer vierten Potenz der reziproken renormierten Kopplung
und manifestiert so einen fiihrenden Beitrag zum Kondensat im Sinne einer stérungstheore-
tischen Entwicklung. Charakterisiert wird dieser relevante Anteil durch drei Klassen nicht-
perturbativer Parameterkombinationen. Als erstes wire die Summe iiber alle Produkte von
jeweils zwei Polstellen der rationalen Approximante zum Geist-Propagator (2.26) zu nen-
nen, welche allerdings nur im farbantisymmetrischen Fall zum Tragen kommt. Unabhé&ngig
von der Farbsymmetrie finden wir weitere Beitrige, die entweder ausschliefilich aus den
nicht-perturbativen Koeflizienten unseres Ansatzes fiir den Geist-Gluon-Vertex bestehen
oder aber sich als Kombinationen aus Propagator- und Vertexparametern prisentieren.
Das Vorhandensein der beiden letztgenannten Kategorien kann als Hinweis dafiir verstan-
den werden, daf} es nicht allein ausreichend ist, die Propagationseigenschaften der elemen-
taren Felder der Theorie nicht-stérungstheoretisch zu modifizieren; es sind vielmehr auch
die Wechselwirkungsvertizes in derartige Uberlegungen mit einzubeziehen.

Nicht mehr explizit angegeben haben wir in (3.19) Terme in Form von einfachen Polen mit
logarithmischen Residuen. Auf die Problematik dieser nicht-fiihrenden Kondensatbeitrige
werden wir in Abschnitt 3.4 im Zusammenhang mit der Renormierung des Geist-Gluon-
Kondensats noch zu sprechen kommen.

3.3.2 Subschleife mit (msm;)

Jetzt untersuchen wir in einem ersten Schritt zunédchst die Divergenz, welche bei der Inte-
gration tiber die von den beiden Geist-Propagatoren gebildete Impulsschleife hervorgerufen
wird :
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mg

, [ dPk 1 dPp (p- k)
Q(z(l):/‘g / D r / D {pQ_ 12 }
(271-) H (k2 + UT,25—|—1A2) (Qﬂ-)

s=0

r (*) c r mq mo m3 T—\mM1Tm21+m3
Sop [P R (p+ )]+ X L)L () (k) ((p + k)P (M) (A matm)

my,mz,ma >0

P [T v )] 017 [T 04 4 )]

(3.20)

Der UV-Divergenzgrad des Subintegrals betrdgt hier 0, = D — 2. Also haben wir eine
maximal quadratische Subdivergenz fiir die erste Impulsintegration zu erwarten. Aus (%)
folgt damit sofort als notwendige Divergenzbedingung ausgedriickt in den Indizes der Ko-
effizienten aus dem Geist-Gluon-Vertex :

2r—1<my+ms < 2r
my + ms = 2r — me <r—1

mi+ms=2r—1 == me < T.

Wir haben nun zunéchst die divergenzerzeugenden Anteile aus dem Zihler des Subintegrals
zu extrahieren und erhalten dafiir :

(*)
Sop [P (0 kP )4 30 CEROL (7)™ () (o k) (A7) )

my,mz,maz>0

{2 p* + al 82 5 (0 8) + 002 A2 92 + (B (- 1)} ()0 4+ 0 (0 0)

(r)

Die oben definierten Koeffizientenfunktionen a; (k?) lauten explizit :
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r—1 (%)
of (k) = bep ()" 4+ 30 () (42T N e
mo=0 m1+ms=2r
r = m r—m )
o (k) = 2rdp () +2 3 (R ()TN ma N
mo=0 m1+ms=2r

r—1 (*)
agr)(kz) =iy (kz)r-l—l A2 4 Z (kz)mz-l—l (Az)r—1—m2 Z me 07(52?75;«2)77%3 n

mo=0 m1+ms=2r

T (*)

E (kz)m2 <A2>r—m2 z Cr(rfz?T(rZQ),mg :

mo=0 mi1+ma=2r—1
r—1 (%)
oMk = 2r(r=1) 0 ()" +2 3 () (W)Y ma(ma =)L),
mo=0 m1+ms=2r

Damit kénnen wir fiir unsere Zweischleifengrofie (3.20) mit festgelegter Integrationsreihen-
folge schreiben :

Q(T) B que / dPL 1
2(c) — MO D r )
(¢) (27) L2 { TT (k2 + 0'7«725+1A2)}

s=0

QF)D P [Tﬁl(Pz + Ur,25+1/\2)} (p+ k)2 {Tﬁl((P + k)2 + ?Jr,25+1A2) } |

s=0 s=0

{ / dPp (p2 k* — (p-k)Q) ()"
(

{a@w%¢+a?w%ﬁu»m+a?m%Anﬁ+¢Wﬁxpkf}+wwm}-

(3.21)
Von (3.21) ausgehend bietet sich die Finfithrung des Einschleifenintegrals
2 2r—2
oD (1282 = (- 1)) (?)
J2 (k) = Ho (27T)D r—1 r—1
P L0 + 021 A2) | (4 )2 [ TL((p+ ) + 0r204107) |

5=0 5=0
{a@w%ﬁ+a@w%ﬁ0rm+a?%%A%”Hﬂ%WNﬂkV}

als Hilfsgrofle an. Mit einer Feynman-Parametrisierung, Shiften des Integrationsimpulses,
Entwicklung des Zihlers und Anwendung der Figenschaften symmetrischer Integration
erhalten wir dafiir :
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JQ(T) k)= ot (2r+1)! [D¥ T2z i {ﬁ () " —I_ﬁ ( )A22} (q2)2T+ konv) ,
Y ey e s (kon)

wobel

g:=pt+w -k
Rz(kz) = 1w, (1 - wT) kY 4w, - A?
Wy = wr(2) 1= Zpgo + Zrgaz + .o+ 2242
W, 1= W, (2) 1= (22 + 243) Vet + (234 2044) Vr3+ oo+ (Zog1 + 22042) Vr2ro1 -

Hinsichtlich der oben eingefiihrten Koeffizientenfunktionen ﬁ](T)(kz) findet man explizit :

510) = T al ()
(D+2)(4r+D—-3)—6(2r—1)

D(D+2)

Ba(k?) = {”w%f(z) ol (k%) = w,(z) aé”<k2>} T

D(?D—j;){ <>(kz)%+(D+2) ()WMQ}‘

Als Resultat der Impulsintegration mit Hilfe der Standardformel (A.11) erhalten wir fiir
den UV-divergenten Beitrag des Subintegrals :

IO (k) = %r(z ~D/2) (4:)%/2 /DQT-I—QZ

{2r+D/2

oDy O (BT 500 A% (R ) P } + (kono)

Somit lautet unser zweiter Subschleifenbeitrag bis auf konvergente Terme des ersten Inte-
grationsschrittes :

G T(r+Dj2) Yy de 1 ‘

{ 2r+DJ2

1— D/2 ﬁl ( )(Rz(k2)>D/2—1 +ﬁ£T)(k2)A2 (Rz(k2)>D/2—2} ‘

(3.22)
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Fiir die nachfolgende Berechnung von (3.22) fithren wir zweckmaBigerweise als abkiirzende
Bezeichnungen ein :

)
GO =y )

mi1,m2,m3
m1+ms=2r

)
P O

mi1,m2,m3
mi1+mas=2r—1

)
LS P e O .

my1,m2,m3
m1+ms=2r

()
L(C)O(T) = Z ms3 (m3 - 1) 07(72?75;2)777%3 ’
mi+ma=2r

Damit 148t sich fiir den Zweischleifenbeitrag schreiben :

o _ T(2r+D/2) 2, N r=ma ) (D =1)2r+ D[2) 00y . 50
Q00 = CT(D/2) Hz=D72) /D2 o m;o 9 { D(1—DJ2) G Qi +

1

3 12(2r - 2() GLO0) _ (£)0(r) (")
D(D+2) (20 +2)(4r+ D =3) = 12(2r = 1)) (ruf(2)C wn(2) HEPOQN) L1, ) +

m2

(D= 1) [ (22800 + (D +2) B - QU)o+ (D +2) GEPO A2 Q) | } :

wobei wir fiir die verbleibenden Impulsraumintegrale aus (3.22) definiert haben :

o = e / A0k (k%)™
ma, (47T)D/2 (27T)D { ﬁ (k2 1 0'7«725+1A2)} (R?(kQ))l—D/Q
s=0
Q(T) 5 1= Ty / d"k (k%)™ )
2 (4m)P? ] (2m)P { ﬁ (k% + UT,25+1A2)} (RZ(kz))Q_D/Q
s=0

Nach FEinfithrung einer Feynman-Parametrisierung gemaf (A.1) und der Auswertung des
damit verbundenen divergenten Feynman-Parameterintegrals aus (A.7) :

1
/ dey 27 (1 — xl)_D/2 fo(zy) =7r!
0

[(2-D/2) { /p(1) /p'(1)
‘T(r+2-D/2) \(

1—D/2)_r+2—D/2}+O(€0)’



72 KAPITEL 3. DAS GEIST-GLUON-KONDENSAT

erhalten wir unter Verwendung der Standardformel fiir die Euklidische Impulsintegration
in D Dimensionen zunéchst :

) HE T(my+ D/2)T(r+2—my— D) yr+1
Qm2,1— (47S)D I(D/2)T(r+3-D/2) T!/D+x

]D-|—T)’L2—7’—2

{ [r +2-D/2+ (1= D/2)(my+ D/2) (1 + w,(z) (w,(z) - 1))} [7,(%) A n

(r+2—my—D)(1—D/2) (7(x) — ©,(2)) A* [7 (%) AQ]D+m2_T_3 } + (konv) ,

wobel wWir 7,(X) 1= y2 0,1 + Y3 0,3+ ... + Ypy2 Op 2041 SOWiE T.(X) 1= 7,(X) |5,=1 gesetzt

haben.

Entsprechend ergibt sich :

pds T(me+ D/2)T(r+3—mz— D)
(47)P I(D/2)T(r+3 - D/2)

QL) , = r! /ﬁ”lx [7.() A2 T 4 (konw) .

Fiir die in (3.22) noch auszuwertenden Feynman-Parameterintegrale beziiglich z definieren
wir (m € {0,1,2}):

2= [rra e

Z[(f{“) = /DQTHZ W, (2) .

Dann folgt an Hand der Uberlegungen und Resultate aus A.1.2 :
1
Z(27’-|—1) _
0 (2r 4+ 1)!

gty Tt
1r+1] 7 (27 4 2)!

gty _ (P 1) +2)
Ar+1] T (27 4 3)!
Z(2r1) _ 2 § .
[7’] (QT‘I‘ 2)' pord 7’72S+1 .

Analog wie in Abschnitt 3.3.1 findet man die Resultate der x-Integration :
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(n_ 1
X =
X(T) E o
[T_|_1 7‘ + 1 r,254+1

2 T

X(T) = Z o o .
2[r+1] (r+2)! = r,2¢+1 Yr,2¢'+1
%gt’

Beriicksichtigen wir schliefilich noch fiir die nicht-perturbativen Vertexkoeffizienten unsere
Auswahlregel (x) in der Form :

r+1 r42
CEUED RO B - 3 o L,
ma=r—1 ma=r—2
r+1
c 0
E CQT m377° m3 —)1 E 027’ mg,r 1,m3
ma=r—1 ma=r—2
r+1 r42
c)O(r c)O(r
R = 3 ma ) L mhR" = 3 ma )
ma=r—1 ma=r—2
r+1 r42
c)O(r c)O(r c)O(r c)O(r
LN = 3 e (mg = 1) L Y = ST g (ma = 1y
ma=r—1 ma=r—2

so gelangen wir zu den fithrenden UV-divergenten Beitrdgen zum Geist-Gluon-Kondensat
unserer Subschleifengréfe (3.20) :

4 2 2
o = A 4{32+1n (A)+0(1lnA—)}-
@ 4(am)t e I ST

r—1 r
{ [6( vy 25-|—1) (Z o 25-|—1) - Z O 2t 41 UT,Qt’+1:| def —

5=0 t,t'=0
<t/
7 r+1
(E UT,Qs-I-l) |: Z ((T + 1) (T - 1) + ms (m3 - QT)) Céi)ogz,r 1,m3 -3 E 027’ )mg,r ma :| -
s=0 ma=r—1 ma=r—1
r—1 r+1 742
6 (D veaer) (2 0 )+ Y (D =D+ ma(ma —20) 500+
s=0 ma=r—1 ma=r—2

r+1
3 E 027’ mg,r 1,m3 } ’

ma=r—2
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beziehungsweise nach expliziter Ausfiihrung der Summationen iiber die nicht-perturbativen
Indizes :

(n _ BAT [2 5 (A2 LAY
Q2<C>_4(47r)4{62+1n I +o 6111#3

r—1 7
{ [2 (Z ?Jr,25+1) (Z Ur,25+1) - % Z Or 2141 Ur,zt/+1] def —

s=0 s=0 t,4'=0
<t
(3 nasnn) [0 — (G100 4 A8 | -
s=0
r—1
2 (3 vnaenr) [CPL o+ O R, ]
s=0

)y OB, OB,y MY, 4 R,y O,

ror—1,r—1 r—1,r—1,r

(3.23)

Dem zuletzt vollzogenen Umformungsschritt gebiihrt unsere besondere Beachtung; denn er
macht deutlich, daf} sich die Abhdngigkeiten vom Approximationsgrad r in den zahlenwer-
tigen Faktoren vor den Vertexkoeffizienten auf durchaus nicht-triviale Weise kanzellieren.
Anders ausgedriickt : Es sind ausschliefflich die Parameter der modifizierten Feynman-
Regeln fiir Geist-Gluon-Vertex sowie die beiden Propagatoren, welche beim Kondensat-
beitrag (3.23) die Stufe der verwendeten Approximanten ins Spiel bringen. In diesem Sinne
stellen also die sich aus den Schleifenintegrationen ergebenden reellen Zahlen universelle

Groflen dar.

Hinsichtlich der strukturellen Merkmale des obigen Resultats gelten zun&chst prin-
zipiell dieselben Feststellungen, die wir bereits im Rahmen der Diskussion des ersten
Subschleifenanteils (3.19) getroffen haben. Neu ist, dafi jetzt auch die Polpositionen des
Gluon-Propagators in Verbindung mit fithrenden Kopplungspotenzen auftreten. Schlief}-
lich sei noch die formale ® Symmetrie des Ausdrucks (3.23) unter Vertauschung der Indizes
my und ms fiir Geist- bzw. Antigeistfeld erwihnt.

3.3.3 Subschleife mit (m; ms)

In diesem Abschnitt extrahieren wir zunédchst die UV-Divergenz aus der vom Eichboson
und dem in den nicht-perturbativen Vertex einlaufenden Geistfeld gebildeten Impulsschlei-
fe und formulieren den entsprechenden Subschleifenbeitrag wie folgt :

®Die Parameter Cs,fif(wrll,ma aus unserem Vertexansatz (3.3) weisen im allgemeinen selbst keine
Symmetrieeigenschaften hinsichtlich der Vertauschung der beiden Geist-Freiheitsgrade auf, wie man bereits
an der Form der perturbativen Feynman-Regel fiir den Geist-Gluon-Vertex erkennen kann.
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"“")-.~~Jﬂ1

/

\ me
hd L4
\\_(//ma
. . [ dPp 1 dPk (p- k)’
Uiy = 14 /(zﬂ)D 1 '/(zﬂ)D {p2 T2 }
p? [ I1(p*+ Ur,zs+1A2)}

s=0

r (*) )o(r mq ma ma rT—{m1Tm2Tms3
S [p— kP R2p2 ) + 8 OO (= k) (k)7 (p2) 7 (2) St

my,mz,ma >0

T r—1

| TLOE + 0r00182) | (p = B)* | TL((p = 1)” + 02014

s=0 s=0
(3.24)

Fine vollkommen identische Rechnung wie zu (3.13), allerdings jetzt mit vertauschten
Rollen der Indizes mqy und ms ergibt hier :

3A1 2 A? 1, A?
S)&) — Zoan? = Zln=2 .
3 7 4 (4r)? {62 i (u%) +O(€ nu%)}

r—1 r—1 r+1 r+2
(5 st~ (S (5 e, )+ 3 e, )

t7t/:O 5=0 mo=r—1 mo=7r—2
<t

(3.25)

Aus der obigen Bemerkung wird klar, daf} die beiden Beitrage (3.19) und (3.25) zusammen
genommen, dieselbe formale Vertauschungssymmetrie aufweisen, wie wir sie bereits beim
zweiten Subschleifenterm (3.23) gefunden haben.

3.3.4 Zusammenfassung

Insgesamt folgt nun an Hand der Gegentermresultate (3.19),(3.23) sowie (3.25) fiir die
im Sinne der erweiterten Stérungsreihe fiihrenden Beitrége zu den skalaren Geist-Gluon-
Kondensaten der Gleichungen (3.10) in der r-ten Stufe der rationalen Approximantenfolge
und Landau-Fichung :
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o 2NG(NZ — 1) A* [ 2 A2 1 A2
qvat = 39 NeNe — 1) {6—2+ln2(?)—|—(’)(—ln—2)}-
0

4 (4m)* € M
r—1 r—1 r 1 7
{ 2 Z Up2t41 Ur2tip1 + 2 (Z ?Jr,25+1) (Z Ur,25+1) —3 Z Or2t41 Or2t41 +

t,t'=0 s=0 s=0 t,t'=0
<t <t/

(3 ovaern) [ 5 500 - (402 + ) ] -
s=0
r—1

(5 ) [3 (L0, 4 B, 0} 42 (0004 90, ) ct020) 4 3000
s=0

O(r O(r O(r O(r
e+ O R R, )+

r—

2 (OB, 4l

ro—1,r r r r r r r

T T T T T T 1 T
AP+ O, U+ ORI, el ctfi) - S |

_ , Z(NZ—4)(NZ-1)A* [ 2 A? 1. A?
avasth = 3 Ne = (Ne = 1) {—+ln2(—2)+(’)(—ln—2>}-
4N0(47T) Ho € Ho

{(ipmm)gcwxp(dwﬂ+dﬂwﬂ—
s=0

r—1
(5 ) [ (€000, 00, 2 (€00 €00, ) A2 000 4

s=0

d)0(r d)0(r d)0(r d)0(r d)0(r
(CI0, U ) Y

r—

o) 4 )

—2 r—

o) Ll

d)0(r d)o(r d
C( )o(r) + C( )10,(7—)1,7" + Cﬁ_) r+1,r—1 7,

ror—1,r—1 T—

o) Ll

r+1,r—2 r— T

r 1 d)0(r
07( ) _ 507(,,7«)3(2,7)“ } :
(3.26b)

Bei beiden Vakuumerwartungswerten finden wir in der niedrigsten Schleifenordnung Bei-
trdge zur fiihrenden UV-Divergenz, die entweder als Kombination aus Vertex- und Pro-
pagatorkoeffizienten auftreten oder aber ausschliefilich einen Parameter des Geist-Gluon-
Vertex enthalten. Im farbantisymmetrischen Geist-Gluon-Kondensat zeigen sich dariiber-
hinaus auch divergente Terme, die nur aus Kombinationen der Propagatorparameter be-
stehen. Das Auftreten Letzterer rithrt vom perturbativen Anteil der Vertexfunktion her.

Insbesondere erhalten wir aus (3.26a) fiir das farbantisymmetrische Geist-Gluon-Kondensat
in der ersten Approximationsstufe der Quasiteilchen-Sequenz :
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2 2 4 2 2
v = 29 NelVe — A {%Hn? (A ) +O(l lnA—)}-
€

4 (47 )" 13 T

{ 2@%71 + 201 (01,1 + 01,3) - (Uil + Uig +011 01,3) +

1
3

1
(700 + 01a) | 5 CHRA0 = (G0 + CEIO) |+ 80 + i -

(3.27)

In der ndchst folgenden Approximationsstufe r = 3 erh6ht sich augenscheinlich die Anzahl
der in Verbindung mit dem Doppelpol auftretenden Terme :

_ INA(NZ —1)A* (2 A2 1. A2
qva® = 39 NolNe — 1) {6—2+1n2(—2)+0(—1n—)}-

4 (4m)* 0 €

{ 2 (7132),1 + U§,3 + U%,s +v31(v33+ v35) + V33 713,5) +

2 (713,1 + v33+ 713,5) (03,1 + 033+ 035+ 03,7) —

W =

2 2 2 2
(0371 +033+ 035+ 0357 +031033+ (0314 033)(035+ 037) + 035 03,7) +

1
(03,1 + 033+ 035+ 03,7) [§ C:())f;)g(:*) _ (C:(,)Qg(?’) + C(f)O(S)) ] _
(s + 130+ v37) [3 (059 + ) 2 (550 4 cf5) + 459 ¢

(3.28)

Ein Blick auf (3.26a) macht nun deutlich, daf sich fiir alle folgenden Stufen der rationalen
Approximation die Anzahl der beitragenden Vertexparameter nicht mehr erhéht. Anders
ausgedriickt: Wir haben ab r = 3 tatsichlich schon alle Strukturmerkmale des Geist-
Gluon-Kondensats im Sinne unserer erweiterten Stérungstheorie erfafit. Dies ist natiirlich
ein hochst willkommenes Resultat; der algebraische Komplikationsgrad bei der Kondensat-
berechnung in fithrender Schleifenordnung steigt hier ab » = 3 nicht mehr an. Die Ursache
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dafiir liegt natiirlich in der charakteristischen Kopplung nicht-perturbativer Logarithmen
an die hochste Schleifendivergenz, zu der aufgrund perturbativer Renormierbarkeit stets
nur eine begrenzte Zahl von Termen beitragen kann.

3.4 Renormierung des Geist-Gluon-Kondensats

Das Problem des Auftretens von Poltermen mit logarithmischen Residuen bei der Be-
rechnung von Mehrschleifenintegralen mit iiberlappenden Divergenzen ist bereits aus der
Stérungstheorie bekannt. Diese Beitrdge fiir sich genommen, hidtten nicht-lokale Counter-
terme zur Folge und stiinden somit dem fundamentalen Prinzip der lokalen Formulierung
einer Feldtheorie entgegen. 't Hooft und Veltman [58] haben eine Vorschrift zur Beseiti-
gung dieser unerwiinschten Polterme angegeben : Fiir jede auftretende Subdivergenz ist
der Integralbeitrag mit dem zugehérigen Gegenterm als Insertion zu addieren. Ubrig bleibt
dann die Overall-Divergenz des Mehrschleifenintegrals.

Diese Methode ist selbstverstdndlich auch auf Integrale im Rahmen der nicht-perturbativ
modifizierten Stoérungsreihe anzuwenden. Dabei ist zu beachten, dafl gem&f dem Prin-
zip der perturbativen Renormierbarkeit, die Counterterm-Insertionen der gewdéhnlichen
Stérungsrechnung zu entnehmen sind.

Wir wollen das Verfahren jetzt zuerst am Beispiel des in der Kopplung fithrenden Bei-
trags zum Geist-Gluon-Kondensat demonstrieren. * Der gesamte Integral-Gegenterm fiir
die verschiedenen Subdivergenzen des (lorentzkontrahierten) Zweischleifenintegrals (3.11)
setzt sich wie folgt zusammen :

cr® =1\ 2. 01 (3.29)
Zunéchst gilt fiir den perturbativen Einschleifen-Counterterm zum Geistanteil der Gluon-
polarisation :
——
7 N

APk (p+ k)" kY
(207 k2 (p + k)

I (p) = g* Ne bap 1y /

2 1 9 ~D/2-2
_ g°No I'(2-D/2) w2 o / P
=P 2-D Sap { 0" p* — (2= D) p"p” } Odmu z) | (1 x)ug
2
g Nc 2 9 0
= =L S a0 2 )+ O(E)
(3.30)

*Dabei werden wir hier wiederum nur den Doppelpolbeitrag explizit angeben, da wir bereits im Ver-
lauf der Kondensatberechnung einfache Pole mit logarithmischen Residuen als nicht-fithrende Divergenzen
vernachlissigt haben.
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Mit (3.30) als Insertion in der nicht-perturbativen Eichbosonschleife erhalten wir als ersten
Gegentermbeitrag :

2No(NZ—-1)(D—-1)2 dPp
CT(T) — _g C C =€ / QD(T) 2 . 331
1 19 (47r)2 ¢ Mo (27r)D p Uy (P ) ( )

Das hierbei auftretende Impulsraumintegral ist bis auf konstante Faktoren identisch mit
dem Abelschen Gluon-Kondensat (2.11) zum Nennergrad 7.

Daher folgt unter Verwendung von (2.18) das Resultat :

2 2 4 2
CTY)I—g NC’(NO41)A {%+@(11HA_2)}.
2(4m) € € Mg

T T T T (332)
{ E Or2s5+10r2s'+1 — (E ur,?t) (E UT,QS—I—I) + E Uy 2t Up 24! } .
=1 5=0

5,5'=0 tt'=1
s<s’ t<t!

Weiter ergibt sich fiir den stérungstheoretischen FEinschleifen-Counterterm zur Geist-Selbstenergie
in Landau-Fichung :

Pk pk? — (p- k)’
(2m)” K (p+ k)’

Iab(p) = _92 NC 5ab IMB /

—_M _ 2 1$ ol —xéD/Z_Q
= 2 (1) [(2—-D/2)éuwp /Od (1 )[ (1 ),ug] (3.33)

3921VC 2 2 0
= — —(5a + O(e’) .
4(47r)2 € bp ( )
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Der Einschub von (3.33) in die nicht-perturbative Geisterschleife fiithrt uns dann zum
zweiten Integral-Gegenterm des Geist-Gluon-Kondensats gemaf :

; 3¢g° Nc (NG —1) 2 d’p -
cr\) = ¢ 2 / 2 D0 (p2y . 3.34
2 4(47r)2 ¢ Mo (27r)D p (P ) ( )

Mit dem Resultat (2.40) fiir das Geisterkondensat der kanonischen Massendimension vier
erhalten wir explizit :

2 2 4 2

2 (47 )* e € g
r—1 r r—1 r (335)
EY v = (Do) (X wnaen) 3 veavvan |
5,5 =0 t=1 s=0 t,t'=1
s<s’ t<t!

Begriindung der Gegentermtechnik

o ’ + + 2 X \ = endlich
OA2 l
\ /

Abbildung 3.1: Gegentermtechnik am Beispiel des Geist-Gluon-Kondensats

Nach unseren Ausfithrungen tiber die Beseitigung von Poltermen mit logarithmischen
Residuen sind wir nun in die Lage versetzt, wie oben angekiindigt, die Giiltigkeit der
Gegentermtechnik auch bei Abwesenheit duflerer Impulse am Beispiel des Geist-Gluon-
Kondensats zu demonstrieren. Wir betrachten dazu Fig. 3.1. Zunéchst ist festzustellen,
daf die in geschweiften Klammern stehende Summe von Graphen nach Konstruktion ins-
gesamt keine Subdivergenzen besitzt. Ein einfaches Power-Counting-Argument liefert als
Overall-Divergenzgrad dieser Graphenkombination § = 4. Weiter sind die Counterterme
selbst auf Grund der vorausgesetzten perturbativen Renormierbarkeit unabhingig vom
spontanen QCD-Skalenparameter A. Damit kann man sich aber nun unter Beriicksichti-
gung der rationalen Struktur der Integranden beziiglich A relativ leicht davon iiberzeugen,
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dal — wie in der Abbildung angedeutet — die dreimalige Ableitung nach dem Quadrat des
Skalenparameters die Overall-Divergenz beseitigt und somit zu einem endlichen Resultat

fithrt.

Die systematische Behandlung des nach Addition der Integral-Gegenterme fiir die einzel-
nen Subdivergenzen verbleibenden Doppelpols in € als Ausdruck der Overall-Divergenz des
Zweischleifenintegrals (3.11) hat nun im Rahmen der COR zu erfolgen und fithrt uns auf
das bereits erwdhnte Mischungsproblem zusammengesetzter Operatoren mit kanonischer
Massendimension vier [51].



Kapitel 4

Das 3-Gluon-Kondensat

4.1 3-Gluon-Vertex in Landau-Eichung

o]

Dy DP3

Wir nehmen jetzt wieder Impulserhaltung gemiB p; 4+ p2 + ps = 0 an und zdhlen die
einzelnen Impulsvariablen als einlaufend beziiglich der nicht-perturbativ. modifizierten
Dreipunkt-Vertexfunktion.

Beginnend mit der farbkovarianten Zerlegung des Basisvertex fiir die Wechselwirkung
dreier Eichbosonfelder in der Form :

(F3V)M/\y = fabc Fg‘/\/lgf) + dabc Fg‘A/lEd) ’ (41)

abc

wéihlen wir im Folgenden die Landau-Fichung und setzen :

Ing\“l(IC) (p1,p2,p3) = ﬁm,(pl) t/\/\/(p2) tW/(p?)) (FBV(C))W/\/V/(plap%pS) ) (4.2)

wobei ¢ € {f,d} die zugehorige Farbsymmetrie kennzeichnet.
Die Eigenschaft der Lorentz-Kovarianz fiihrt uns schlieilich auf folgende Darstellung der
dreifach transversal projizierten Vertexfunktion :

v . ’ ’ !
(Tare) " (p1,p2,p3) = i gt (p1) " (p2) 1 (p3) { It (P2 = D3) Floyo(p3, 3 1) +
8 (p3 = 1)y Flopo(p3, 015 93) + 8 (1 = p2),s Fioyo (P, 33 13) +

(p2 — P3)M/ (p3 — 1)y (P1 = p2), F(c)1(P%7P§7P:2),) } .

82
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In den FDRA-Ansétzen [3] fiir die invarianten Funktionen (k € {0,1}) gemif

_ Nérv)(c)k(ﬁ,p%p%) (4.4)
| 1 (97 + wr2?) il [T (73 + r20A?) I I1 (73 + r2u?) ]

wurde bereits wieder die fiir die DS-Selbstkonsistenz erforderliche Ubereinstimmung von
Propagatorzidhlern und dem Nenner der Vertexfunktion implementiert.

Die Schreibweise in (4.3) soll andeuten, daB als Folge der Bose-Symmetrie die dimensions-
losen Funktionen Fi ), symmetrisch (falls ¢ = f) bzw. antisymmetrisch (falls ¢ = d) in den
ersten beiden Argumenten sind, wihrend die Funktionen F.); mit Massendimension —2
totalsymmetrisch (¢ = f) bzw. total antisymmetrisch (¢ = d) sein miissen.

Fiir die Zahlerpolynome aus (4.4) setzen wir an :

(*)
N?():/)(C)k(p%pgvp%) = Z Cﬁg}ﬁ(rg)’mg) (p%)wu (pg)mz (pg))mg (Az)Sr—k—(m1+m2+m3) \

my,mz,ma >0

(4.5)

und beriicksichtigen hierbei den stérungstheoretischen Limes in Gestalt der Euklidischen
Feynman-Regel [4] :

erty HAV . v v Y
(Fg?/)p t)abc =19 fabe { 3N (p2 — p3)* + 0 (p3 — p1) 4+ 8 (p1 — p2) } . (4.6)

durch die Definition Cﬁﬁ)’i(?ﬂ) = o0k -

Aus der Forderung nach perturbativer Renormierbarkeit unseres Ansatzes (4.4) erhalten
wir als Finschriankungen (x) fiir den Summationsbereich der Indizes der nicht-perturbativen
Vertexkoeffizienten :

my+mo+m3 <3r—Fk
my+ mg < 2r — k
my +ms < 2r — k
my+ms <2r—£Fk.
Die zur Farbsymmetrie ¢ gehorige 3-Punkt-Greens-Funktion in Landau-Eichung setzt sich

dann in der bekannten Weise aus dem entsprechenden Beitrag des 3-Gluon-Vertex und
den Propagatoren des Fichfeldes zusammen :
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IR

(G3T(C)) (p17p27p3) = tuu’(pl) DT(P%) t/\/\’(P2) DT(P%) tw’(p?)) DT(P:Q))) ng:\(cl/) (p17p27p3) .

UAY

Fiir die r-te Stufe der rationalen Approximation im Rahmen unserer erweiterten Stérungs-
reihe erhalten wir dementsprechend :

UAY

(Gng)(c)) (p1,p2.ps) =

, 4 (p1) " (p2) ' (ps)
tg 7 7

{ IT (p% + 07254112 } { IT (% + 0r2511A2) } { ﬁ (P24 0,254142) } |

s=0 s=0 s=0

{ ar (P2 = P3) Né;)(c)o(pg,p?,; P1) + 0 (p3— p1)y Né;)(c)o(pﬁ,pf; p3) +

Ot (p1 — p2), Ng(,TT)(C)O(P%P%%P%) + (P2 = p3)u (3 = p1)y (P1 = P2), Ng(,TT)(C)l(P%P%aP%) } .

(4.7)

Wir werden fiir spdtere Berechnungen im Rahmen der Landau-Eichung folgende alterna-
tive Schreibweise im Sinne von (4.2) und (4.3) verwenden :

4
Av . Av
Loy (P1sp2sps) =209 Y B (1, pay ps) oy (07,03, 93) - (4.8a)
i=1
mit
BN (pr, 2 pa) = 1 (p1) Y (p2) € (p3) (1) sy (P12 p3) - (4.8b)

Dem Summanden mit 7 = 4 soll hierbei der Fall £ = 1 in der urspriinglichen Notation
entsprechen. Der perturbative Grenzfall wird dann gewédhrleistet durch die Definition
Cﬁﬁ«)z«(” := 0cf (1 — dj4). Die Funktionen (fi)*™ sind unmittelbar (4.3) zu entnehmen.

4.2 Definition des 3-Gluon-Kondensats
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Der Ausgangspunkt unserer nachfolgenden Betrachtungen sei die Schwinger-Funktion fiir
drei Fichbosonfelder :

v € de de ipr1(z—2) _t —z v
(A0 4800) 4061 ) =[S0 [ o) 070 (i 2 i = ).
(4.9)

Hieraus folgt durch einmalige Ableitung fiir das lokale Dreipunktkondensat der Massen-
dimension vier :

(Pl)w(G:av)Z?f(Phpz, —p1—D2) - (4.10)

dPp / dPp,

WAL A AV = 2¢
<(8 Aa)AbAC>_ Ho /(QW)D (27T)D

Eine kovariante Zerlegung dieses Vakuumerwartungswertes nach Farb- und Lorentz-Tensoren
ergibt :

((0°48) AP ALY = ¢ fue { 92267 — X | 4
(4.11)
dae {  [D (867 4 60 6%) — 26046™] + g™ |

Dabei wurde Gebrauch gemacht von der Symmetrie des Tensors (4.10) unter simultaner
Vertauschung A <— v, b <— ¢. Aus den beiden (Av)-symmetrischen Lorentz-Tensoren
SEAGYw 4 §HY§AW nd A §H@ bildeten wir zwei zueinander orthogonale Linearkombinatio-
nen.

Fiir die skalaren Koeffizienten in (4.11) findet man unter Verwendung von Spureigenschaf-

ten der SU(N¢)-Farbalgebra aus A.3 :

. 2 i
IS NeNE— DD =) A AL
= R BT | PO T A)) — s (0,40 Aus ¢
c = Ne (dupe (0,AR) A, p AV )

(N& = H(Ng —1)D?

Auf dieser Grundlage definieren wir nun die skalaren 3-Gluon-Kondensate gem&f :

V3:=ig(Tr(0"A")[A, A)]) (4.12a)
V3ST := g(DTr((90"A*) {Au, A}) — dape (0,A8) A,y AY ) (4.12h)

V3SL:=¢g < dape (0, AL ) Ay p AL > . (4.12¢)
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Dann gilt ! :
1
V3= ngabc {6,000 — 600} { (9% A%) AP AY) (4.13a)
V3ST = %gdabc {D(6,0000 + 04 0r0) — 28,0, } { (0¥ A) Ap AV ) (4.13b)
V3SL = gdupe 60, { (0¥ A%) APAY ) . (4.13¢)

Zur Bestimmung der skalaren Vakuumerwartungswerte aus (4.12) geniigt also die Kennt-
nis des Tensors (4.10), dessen Produkt mit der (renormierten) Kopplungskonstanten wir
anschliefend im Rahmen der mikroskopischen Berechnung dann bis auf weiteres schlecht-
hin als das 3-Gluon-Kondensat bezeichnen wollen.

Auch die drei GroBen (4.12) zdhlen zu den insgesamt dreizehn a priori unbekannten Para-
metern, deren Bestimmung dquivalent mit der Losung des Selbstkonsistenzproblem der
DS-Gleichungen fiir die Yang-Mills-Theorie im Kontext der OPE eichvarianter QCD-
Korrelationsfunktionen ist. Weiter ist bekannt, daf} eine der Slavnov-Taylor-Identititen
das Verschwinden des rein longitudinalen Beitrags zum vollen 3-Gluon-Vertex fordert. Wie
die Rechnungen in [63] zeigen, ist diese Forderung fiir seinen farbantisymmetrischen OPE-
Beitrag in beliebiger kovarianter Eichung auf Grund des Verschwindens des gluonischen
Bewegungsgleichungskondensats erfillt; um die Giiltigkeit der STI auch im farbsymmetri-
schen Sektor der OPE fiir den 3-Punkt-Vertex zu gew&hrleisten, muf} als Relation zwischen
den beiden exotischen Vakuumkondensaten gelten :

V35T +3-V35L=0.
Wie (1.40) zu entnehmen ist, tritt das kanonische Dreipunktkondensat V'3 aus Gleichung
(4.12a) auch als BRST-varianter Beitrag in einer Darstellung des eichunabhéngigen Gluon-
Kondensats { G*) auf.

4.3 Berechnung des 3-Gluon-Kondensats zum Nennergrad r

Fiir das 3-Gluon-Kondensat in der r-ten Stufe der rationalen Approximation gilt nach
dem oben Gesagten :

y ) g [dPp [ APk ey e
g(@ap aan)” = igu | o / o P O k= )

Wir setzen nun in Landau-Eichung :

!Das farbsymmetrische, longitudinale Kondensat V3SL haben wir hier nur der Vollstindigkeit halber
angegeben. An Stelle unserer dreifach transversal projizierten Vertexfunktion (4.3) miifiten wir zu seiner
Berechnung die allgemeine Struktur des gluonischen 3-Punkt-Vertex mit seinen 14 linear unabhdngigen
Lorentz-Tensoren dritter Stufe und 6 verschiedenen invarianten Funktionen fiir jede der beiden méglichen
Farbstrukturen [59] verwenden.
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(r) 1 (r) Avw ” Avw
g (@4 A3 = =g S e () e (1))} (415)

=1

wobei mit den rationalen Ansétzen in niedrigster stérungstheoretischer Ordnung gilt :

(ry v 5o [ dPp d°k o
[I(c)j] = o /(QF)D /(QF)D ! h; (bl == k)

(*) / m mo ma3 r—(mi+mo+ms)—0,4
SO 02)™ ()7 () (a7

{ ﬁ0<p2 + Ur,25+1A2) } { ﬁ0<k2 + Ur,25+1A2) } { ﬁo ((p + k)2 + UT,25-|—1A2) } ‘
- - - (4.15b)

Zur Berechnung des fithrenden divergenten Beitrags aus dem Zweischleifenintegral (4.15b)
verwenden wir erneut die Gegentermtechnik und miissen daher zunéchst die verschiedenen
Subdivergenzen spezifizieren. Konkret geschieht dies durch Auswahl von je zwei Indizes der
nicht-perturbativen Dreipunktfunktion, die iiber ihre angehidngten Propagatoren jeweils
eine Integrationsschleife definieren. In diesem Sinne setzen wir also :

3
[ (r) u/\yw E u/\yw
(c) dw ’

Avw
wobei in unserer Notation [ij()c)j]u der zuerst auszufithrenden (my my)-Subschleife

mit (n k) zyklisch entsprechen soll.

Die analytische Auswertung dieser Integrale erfolgt nun prinzipiell mit denselben Me-
thoden, die wir bereits beim Geist-Gluon-Kondensat ausfiihrlich kennengelernt haben.
Sie gestaltet sich jedoch nicht zuletzt auf Grund der hier vorliegenden Divergenzstruktur
technisch schwieriger und erfordert einen weit héheren algebraischen Aufwand. Wir wol-
len deshalb an dieser Stelle im wesentlichen nur noch die Ergebnisse referieren. Details
der jeweiligen Rechnung kénnen dem entsprechenden Kapitel des Anhangs B entnommen
werden.

4.3.1 Subschleife mit (myms)

Von Gleichung (4.15b) ausgehend, suchen wir hier zunichst die Subdivergenz der durch
die Indizes my und ms definierten Impulsschleife und schreiben bei somit festgelegter
Integrationsreihenfolge :
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M1
(3

mg

. Avw dPp p¥ (p*)" (AT [ 4Pk .
17 =y [ty B L -,

D T
Qﬂ-) H <p2 + UT,25—|—1A2) Qﬂ-)
5=0

L)y (B)™ (4 1)) (a2)>—(metms) o

{ ﬁ (k2 + Ur,zs+1A2) } { ﬁ ((P + k)2 + Ur,25+1A2) } ‘

s=0 s=0

(4.16)

Wie in Anhang B.1 dokumentiert, ergibt sich dafiir :

Avw Al 2 A2 1 A2
e 144 (4n)! v 13 T

{ 9 |:( ET: 0'7«72t+10'7«72t/+1) 5cf — ( y O'T725_|_1) Cﬁc_)if;:l — Cﬁc_);(Tl] (5#/\5l/w 5Mu5/\w) +

t,t'=0 5=0
t<t!

[CT 2 r+1 r—1" (z Ir 25+1) r—1 rJ)rl r— 1] (13 GHAGY — 5 N — Q‘WW‘SM) +
[ (Z Ir 25+1) r—1 7«)1 41 Cﬁc—);,(ﬁmﬂ] (13 N — 5HAG — 2 ‘WW‘SM) +

r—2,74+2,1r—2 r—2,7r—2,14+2

C) Sy (1T 87 — g g — g omegrd) — LN ) (17 6mare — grAgre — g gregid) } :

(4.17a)
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Avw A 2 A2 1 A2
[ 1(0)2] 144 (4m)t | €@ 1 12 p n,u%

{ ( T Ur,2t-|—1(7r,2t’—|—1) 5cf - (i UT,25-I-1) ( § Cﬁc—)i(;}—mk%mk%) + 7§ Cﬁc—);(;}_m&mk% }
0 5=0

t,t/: T)’L3:7’—1 m3:7’—2
1<t

(4.6120% — 328# 5™ 4 7 6106

(4.17b)
PRI S B O YNGR
[Ql(c)?)] - 144 (47T)4 62 + In Iu% + O p In Iu%
r r r+1 r+2
c)3(r c)3(r
{ (2 raenionin )or = (Nowaenn) (30 B Y+ > a5 } .
t,4'=0 s=0 ma=r—1 ma=r—2
<t
(320126% — 4.616™ — T 56"
(4.17¢)
(r) UAVW _ 1 A_2
KUY _0+O(€mu3 : (4.17d)

Erneut legt der dimensionsbehaftete spontane Parameter A die Massenskala der Beitrige
zum Vakuumerwartungswert fest. Mit dem fithrenden Doppelpol in € tritt jeweils das
Quadrat eines nicht-perturbativen Logarithmus auf, wodurch sich — wie schon mehrfach
beschrieben — filhrende Anteile im Sinne der erweiterten Stérungsreihe manifestieren. Fnt-
sprechend zum Fall des Geist-Gluon-Kondensats finden wir auch hier sowohl Kombina-
tionen aus Vertex- und Propagatorkoeffizienten vor, als auch Beitrige, die ausschliefflich
durch die Vertexparameter bestimmt sind. Im farbantisymmetrischen Sektor sind dariiber-
hinaus mit dem rein perturbativen Anteil der gluonischen Dreipunktfunktion wieder di-
vergente Strukturen verkniipft, welche nur aus Kombinationen der Propagatorparameter
bestehen. Einfache Pole mit logarithmischen Residuen haben wir als nicht-fiithrende Bei-
trage vernachlissigt.

Aus den vorliegenden Resultaten (4.17) deutet sich eine formale (Anti-)Symmetrie-
eigenschaft unter simultanen Vertauschungen A +— v und my <— mg3 an, wobei die
hier verwendete Sprechweise darauf hinweisen soll, daf§ intrinsische Symmetriemerkmale
der Vertexkoeffizienten zundchst aufler acht gelassen werden. So ist der Beitrag (4.17a)
fiir sich bereits antisymmetrisch unter der genannten Vertauschungsoperation, wihrend
man bei (4.17b) und (4.17¢) zusammengenommen diese Eigenschaft vorfindet. Man kann
an dieser Stelle bereits die Vermutung &uflern, dafl im Hintergrund unserer Beobachtung
die Bose-Symmetrie des Tensors (4.10) beziiglich der beiden undifferenzierten Gluonfelder
steht.

4.3.2 Subschleife mit (msm;)

Jetzt berechnen wir fiir das Zweischleifenintegral (4.15b) zuerst die UV-Divergenz der
durch die Indizes mq und ms definierten Subschleife :
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S
()

mg

() D 2\M2 (4 2\T—M2
r Avw . d”k k A db , .
g, =m0 / D r< =) / S B (p ke —p— k) p
my,m2,ms3>0 (Qﬂ-) H (k? + 0'7«725+1A2) (27T)

s=0

Cﬁif]&)mg (P)™ ((p+ k)™ (Az)27“—(m1+mg,)—<sj4
{ H <p2 + UT,25—|—1A2) } { H ((p + k)z + 0-7325_|_1A2) }

s=0 s=0

(4.18)

Mit den in Anhang B.2 beschriebenen technischen Finzelheiten folgt als Resultat fiir den
Doppelpolbeitrag des 2-Loop-Integrals bei festgelegter Schleifenfolge :

Avw Al A2 1 A2
(e T 144 (47) v’ 12 ¢ 2

{32 oo i+ (Sovanm) €22 200 | @ 4 7032 - 200
tit'=
t<t’

|: (Z O, 25-|—1) T_|_1 7’)1 =1 Cﬁfl—)if:l%“—l :| (2 5;1,/\51/(,0 —|— 2 5;1,1/5/\(,«) — 5#&)51//\) —|—

[ (ZU 2s +1) r—1 r)l 1 Cﬁc—)i(:llr-l—l] (4385 — 340"%) +

AT 9 = 150 2 26) 9 ALY, a6 |

(4.19a)
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, Avw A 2 A2 1 A2
o) s s m e (G) so (f ) )
144 (47 )* I T

{ ( > v mw) Jop (281267 426 617 ™ — T #4677 + 9 (8418 — 5 §H 6N  gHv ) -

t,t'=0
t<t!
r 2 r r+1
|:2 (E 0-73254'1) 5Cf - (E UT725+1) ( E 027’ mg,r mg) E 027’ mg,r 1,m3 :| +
s=0 s=0 ma=r—1 ma=r—2

r

(Z amsH) {C(C)z(” (=28 6426¥% 4 100 3457 — 13 645" +

r+1,r—1,r—1
s=0

CLP20) (=20 0497 486 0™ — 11 0Y) =3 CIRUL, L (6026 — 34 0™ 4560057 | 4
3L (88 188 greg ) 4 5O (2600 2 am e — greg)

CUPO (2808 — 4 — 7 s — 300 (488N g gres) 4

7T_27

CLRU) o (488267 — 5§ 4 7 omeg) } :

Avw At A? 1. A?
Wl = e { e ) o (Fig) b
[ 2(0)3] 144 (47T) n ,UO € n ,U%

{ [ ( Z Or2t41 Orairst ) Gof — (Z oraet) CEPV) Cﬁff’(;l] (34 58267 — 146157 — 5 g g —
t,t'=
t<t/

(4.19b)

[ (E Or 25+1) r+1 r)1 -1 Cij-)i(ﬁm—l ] (35 grAGTe — 19 61N — 45W‘5M> -
[ (Z Ir 25+1) r—1 7»)1 41 Cic—)i(;llr-l—l ] (11 GHAG — oM — 2 ‘WW‘SM) +

3CIL (1208 — garrate - gregr) 4 ol (32000 e — 4§ 7 e } :

(4.19¢)
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Avw 23 A4 2 A2 1 A2
4 o)
[ 2(0)4] 288 (47T) ,U% € ,UO

{ (i Ur,25+1) ( E Czr mg,T 1m3) E Czr mg,T 2,msa } (318" — 5 613 + 915"
5=0

ma=r—1 ma=r—2

(4.19d)
Mit Ausnahme des Symmetriearguments kénnen hier dieselben Feststellungen hinsichtlich

der Strukturmerkmale unserer Gegentermbeitrige getroffen werden, wie wir sie bereits im
Anschluff an (4.17) diskutiert haben.

4.3.3 Subschleife mit (m; ms)

my

mz
W”‘a

Es soll hier zundchst die UV-Divergenz aus der Impulsschleife mit den Indizes mq und ms

extrahiert werden :

(*) ms3 T—ms3
[Q(T) lmw _ E /de (k%)™ (A?) /d P h““( ok E)
3(c)g 0 (27T)D r 5 5 (27T) ’
H (k ‘|‘ UT,QS—I—IA )

s=0

Cbihm (7)™ (04 )™ (a2) 777
{ 1;[ (p + o, 25+1A2)} { II (( ) + o 25+1A2)}

s=0

my,mz,ma >0

(4.20)

Ein Blick zuriick zu Gleichung (4.18) sowie der Hinweis auf die Eigenschaften 2

WY (py—p — ko k) = =1 (p, ky —p — k)
WY (py—p — ko k) = =05 (p, ky —p — k)
WY (py—p — ko k) = =05 (p, ky —p — k)

W (py—p — ko k) = =0 N pok,—p— k)

*Vergleiche dazu die Definition in (4.8).
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machen sofort klar, daff wir zur Berechnung des Gegentermbeitrags (4.20) unmittelbar auf
die Ergebnisse des letzten Abschnittes zuriickgreifen kénnen. Wir erhalten schliefilich mit
Bezug auf (4.19) das Resultat :

Avw 4 2 2
[Qgi)c)l]u = Ai{z-l-ln (A)—I—O(llnA—)}-
144 (47 )" T €

{ [ ( Z Or2t41 Op 2t -|-1) ef T (Z O 25-|—1) ) C(ﬂl (r) ] (5W5AW TSR 25“‘”5M) +

tt'=
t<t’

[ (E oraesn) CO, R0 ] (26m5% 4 2 5gve _ grogr) 4
[ (E orann ) O, c;c);f;im_Q] (13355 _ g 4

L 8 = 113005 a6 9 LY, ) |

(4.21a)

Avw Ad A2 1 A2
SN 144 (47 ) + v ) TO\E T

{ [(E Or 26410, 2M) o — (Ea 25+1) (20) | gl >] (34 1M — 14 60057 — 5 gre gt —

tit'=
t<t’

[ (E Tr 25+1) 1, r)1 =1 Cij-)i(ﬁl,r—z ] (35 8478M — 19 6126" — 4426 —
|: (E logs 25_|_1) r21 7’3—1 r—1 Cﬁc—)i(;j—l,r—Q :| (11 5“V5Aw _ 3(’)‘#«/\5uw _ 25Mw5lu\> n

3O (1280 6M — g grreve — gy CLR0) (3280 6N — 4 grAeve — T g } :

(4.21D)
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Avw Ad 2 A2 1 A2
[ 3(c)3] 144 (47T)4 62 n H(Q) € n H(Q)

{ ( > v mw) Jop (281787 4 26 61267 — T3H46"Y) + 9 (84 5™ — 5 5H6¥ + gHv 6 -

t,t'=0

<t/
[2(Y o) 1y~ (L) (X )+ 3 ]
$=0 $=0 mo=r—1 mo=r—2

(E Ur,zsﬂ) {Cﬁﬂffﬁm_l (—28 6" 62 + 100 6167 — 13 5446") +
s=0

CO2 (220 615\ 4 86 6"\ — 116"6")) =3

7,

(_)i’(T) (6 5uu5kw — 34 5u/\5uw +5 5uw5w\) } +

c
r—1,74+1,r—1

3O, (888N 188 - greg ) 4 5O (26maNe — g g greg) 4

r+2,7r—2,r—2 r+1l,r—1,r—2

ClPU) (288N — a5\ — 7 greg) 3O (486 4 6mesn) 4

(R}

CLR) (4678 — 585167 4 7 545" ) } ,

r—2,74+2,1r—2
(4.21¢)
Avw 23A4 2 A2 1 A2
) o)
[ 3(c)4] 288 (47T)4 62 Iu% € Iu%
T T r+1
c)4(r c)4(r v s Aw vw w sV
{Eran) (X ) = X s 8 =500 07
s=0 mo=7r—1 mo=7r—2
(4.21d)

Zusammen mit (4.19) betrachtet, weist das obige Ergebnis nun ebenfalls die bereits zur
Sprache gekommene formale Antisymmetrie unter gleichzeitigen Vertauschungen A «— v
und mo <— ms auf.

4.3.4 Zusammenfassung

Nachdem wir unter Anwendung der Gegentermtechnik alle zur héchsten UV-Divergenz
des Zweischleifenintegrals (4.15b) z&dhlenden Beitrdge bestimmt haben, sind wir jetzt also
in der Lage, den in der quadratischen Kopplung fiihrenden Anteil der beiden transversalen
Dreipunktkondensate (4.12a) und (4.12b) in Landau-Eichung anzugeben.

Zuvor ist jedoch eine Bemerkung hinsichtlich unserer in Anlehnung an (4.8) definier-
ten Vertexparameter angebracht : Wir haben im bisherigen Verlauf der Kondensatrech-
nung noch keine Aussage zu den Konsequenzen aus der Bose-Symmetrie der 3-Gluon-
Korrelationsfunktion gemacht und die damit verbundenen Eigenschaften dementsprechend
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auch nirgendwo verwendet. 3 Dies soll jetzt nachgeholt werden. Unter Beriicksichtigung der
Permutationssymmetrie finden wir fiir die Koeffizienten aus der rationalen Approximante
des vollen 3-Gluon-Vertex :

20— ()

my,m2,m3 mz,m3,ny

CEB) ()

mi,m2,Mm3 ma,mi1,m2
07(7{1)}7722)%3 = Cfm)mgg)’m,z , Cﬁrfl)i(%z))mg totalsymmetrisch
—07(51)}77(12)%3 = Cfm)m(lg)’mz) , Cﬁé?ﬁggmg total antisymmetrisch .

Gemeinsam mit der formalen Antisymmetrie unserer Gegentermbeitrige sowie der jewei-
ligen Farbsymmetrie ergibt sich aus den obigen Permutationsregeln tatsidchlich die bereits
in der Diskussion zu (4.17) erwdhnte partielle Bose-Symmetrie des tensoriellen Vakuum-
erwartungswertes (4.10).

Auf der Grundlage der Resultate (4.17), (4.19) und (4.21) folgt dann fiir den Zweischleifen-
beitrag zum kanonischen 3-Gluon-Kondensat (4.12a) in beliebiger Stufe r der rationalen
Approximation :

2 2 4 2 2
gt 9 Ne(Ne - 1A {%+ln2(A)—|—(’)(1lnA_)}.
€

24 (47 )* i ¢l

7 7 2
{ =75 Z Or2t+1 Op 241 — 108 (Z Ur,25+1) +

t,t'=0 5=0
<t

(32 anont ) (78010 + 108N 368 ¢ DN0), 15Dl —azs o) ] -

ror—1
66U, LT eI, o0 et o100, ool

r—2,1,7

212G, = 0O 9O 138 (el )
(4.22)

Die reellen, zahlenwertigen Vorfaktoren der nicht-perturbativen Parameter in (4.22) er-
weisen sich wieder als unabhingig vom Nennergrad r. Weiter findet man drei verschiedene
Typen von Beitridgen vor : rein aus dem Propagatoransatz stammende Anteile, Kombina-
tionen aus Propagator- und Vertexkoeflizienten sowie Terme, die ausschliefilich Vertexpa-
rameter enthalten. Fs sei nochmals erwidhnt, dafl die beiden letztgenannten Kategorien im
Rahmen von Entkopplungsnidherungen, welche nur die Propagatoren der Theorie modifi-
zieren, grundsatzlich nicht erfafit werden kénnen.

*Im Gegenzug bekommen wir stattdessen ein Kriterium fiir die Plausibilitit der Gegentermresultate
aus den vorangegangenen Abschnitten.
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Speziell die beiden niedrigsten Approximationsstufen fiir (4.22) lauten explizit :

No(NEZ-1)AY [ 2 A? 1. A?
V3(1):g O( C 1 ) {—2+ln2(—2)—|—(’)(—ln—2)}-
24 (4m) € 0 € Mo

{ —183 (07, +0i5) —291 01,1015 — 108 C((Jﬁ),%(l) +

(011 + 1) | 78R + 198 I + 368 L + 115 ¢S — 138 (80 | } :
(4.23a)

2 2 4 2 2
v3® =9 No(Ng-1)A 2+1n2 A” +0 llnA_ .
24 (4 )" € I T
0 0

{ —183 (032,71 + 0373 + 0375 + 0377) - 291 (03,1 033+ (031 + 033) (035 + 037) + 035 03,7) +

(051 + 035+ 035 +007) [ 8O + 198 1D 1 368 UL + 115 ¢ — 135 ¢4 | -
66 CYN — 78 ¢V 90 NP — 210 )N — 108 )L -

272 U1 _ 50 U)LY 430N y1ss ()P 4 o) } .
(4.23b)

Man erkennt ein Wachstum in der Anzahl der zur niedrigsten Schleifenordnung des Kon-
densats beitragenden Vertexparameter bis » = 3. Gleichzeitig verrdt ein Blick auf unser
allgemeines Resultat (4.22), dafl mit noch hoheren Stufen der rationalen Approximation
keine zusitzlichen neuen Terme verbunden sind.

Entsprechend erhalten wir fiir das farbsymmetrische Kondensat (4.12b) :

2(N2 _ N2 _ 4 2 2
V3ST(T):29( c—HWe-DAT[ 2 + In? A +0 Ay

4 2 2 2

Ne (47) € Ho € Mo

(5 o) [300202)] + 0000 w2t |
s=0

(4.24)
und in seinen beiden fithrenden Approximationsstufen gilt :
22 (N2 —4)(NZ -1 A* [ 2 A? 1. A?
Vst — 2970 CN )4( < ) {—2—|-1n2 (—2) +(’)(—ln—2)}-
€ €
o (4m) o o (4.25)

(ora+01) [5C535" +201757 ]
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2002 2 4 2 2
yagr@ 297N = Ne = DA {3+1n2(A)+0(11nA—2)}-

N¢ (4rn)* € H_(Q) € Mo

{ (03,1 + o033+ 035+ 03,7) {5 0574)712(3) +2 Céﬁ}f’)} + 0{2712(3) +2 0{75)711(3) } .
(4.25b)

Wir erkennen hier prinzipiell dieselben Strukturmerkmale wie beim kanonischen 3-Gluon-
Kondensat — bis auf die Ausnahme, daf} jetzt im farbsymmetrischen Fall keine ausschlief-
lich von den Gluon-Propagatoren stammenden Beitrdge zu finden sind. Die Ursache hierfiir
liegt letztendlich in der asymptotischen Freiheit der Theorie in Verbindung mit der anti-
symmetrischen Farbstruktur der stérungstheoretischen Dreipunktfunktion begriindet.

4.4 Renormierung des 3-Gluon-Kondensats

Um Polterme mit logarithmischen Residuen aus dem Zweischleifenbeitrag der gluonischen
Dreipunktkondensate zu eliminieren, untersuchen wir den aus drei identischen Anteilen
bestehenden Integral-Gegenterm sdmtlicher Subdivergenzen :

e =3.c7\) (4.26)

Zunéchst ist hierfiir der perturbative Einschleifen-Counterterm des gluonischen Beitrags
zur Polarisation des Fichfeldes zu berechnen. Wir erhalten :

1 dPk
I (p) = = g% Ne 8ap i
o (P) 59" Nodas /(%)D

Stk — Eeokos
k4 '

{878 (2p 4+ 1)" = % (p+ 20 + 0 (k= p) }

s (p+ k) = (p+ k)s(p+k)g
(p+ k)

{ _51/5/ (2p_|_ k)oz’ + (’)‘ﬁ/a' (p_l_ Qk)l/ + 50/1/ (p _ k)ﬁ/ }

2Ne 2 25

(4.27)

Durch Insertion von (4.27) in die nicht-perturbative Gluonschleife ergibt sich dann der
Integral-Gegenterm :

, 259> No (N2 —1)(D—1) 2 dPp (r)
crt = - C z / 2pW(p?y. 4.28
1 12 (47r)2 p Ho (27r)D P Ur (p”) ( )
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Unter Beriicksichtigung des Resultats (2.18) fiir den divergenten Anteil des Abelschen
Gluon-Kondensats erhalten wir schliefflich :

2 2 4 2
crp o BENCNE A {2 (1), 40
2(4m) € € g

T T T T (429)
{ E Or,254+1 UT,25’+1 - (E ur,?t) (E UT,25-|—1) + Z Uy 2t uT,Qt’ } .
0 t=1 s=0

s,8'= tt'=1
s<s’ t<t!

Die nach Addition des gesamten Integral-Gegenterms (4.26) iibrig bleibende Overall-
Divergenz des 3-Gluon-Kondensats ist mit den Techniken der COR zu behandeln und
fithrt wiederum auf das Mischungsproblem der Dimension-4-Operatoren im Rahmen der

QCD [51].

4.5 Erginzung: Definition des 4-Gluon-Kondensats

Wir beginnen mit der Darstellung des Vakuumerwartungswertes fiir das nicht-lokale Pro-
dukt von vier Eichbosonfeldern als Fourier-Transformierte der gluonischen Vierpunkt-
funktion :

(All(z) Ap(y) AL(Z) Ad(w) ) =

€ de de de ip1(z—w) i —w) _ipa(z—w vw
/‘8 /(2ﬂ)117 /(2ﬂ)127 /(2%)% el ) gfraly=) giva( )(G4V)Z{;\cd (p1, P2, P3, —P1—P2—P3) -

(4.30)

Daraus ergibt sich dann das lokale (tensorielle) Kondensat der kanonischen Massendimen-
sion vier als nulltes Moment der 4-Gluon-Greensfunktion im Impulsraum :

v opw € de de de Avw
(AL AbA AV AY) = Ng /(2%);7 /(2%)2 /(2%)% (G4V)Zbcd (p1, P2, 3, —P1 — P2 — P3) -
(4.31)
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Nach lingerer Analyse * findet man hierfiir unter Beriicksichtigung der Bose-Symmetrie
die folgende Lorentz- und farbkovariante ® Zerlegung :

(AR A} AV A% = ¢, { [ (abed) + (adeb) ] [ 84467 + 649 6™ — 26476 ] +
[(acdb) + (abde) ] [§#267 4 4 §™ — 2645 | +
[(adbe) + (acbd) ] [ 8478 4 §#26™ — 2 64067 | } +

o) { (ab)ed) [64 5 1 5#96% — 259267 ] + (ac)(bd) [§8" 1 645V — 2.526M] 4

p
(ad)(be) [6#16" + 61 5™ — 2667 ] } +

() [ (abed) + (acdb) + (adeb) + (adbe) + (achd) + (abde) | [ §#46% + 6476 + 545N | +

S

(%) [(ab)(cd) + (ac)(bd) + (ad)(bc)] [5M(5uw L g ge | (5“‘*’(5”] ‘

S

(4.32)

Die skalaren Koeffizienten sind dabei durch drei Bestimmungsgleichungen gegeben © :

k. Niccgg) T T3NZ (N2 —81)D(D M
(V& +6) el + 5N ) = TN 1;LD(D+2) - A4S
Né; 2 ) — Nee, = TV 1)81)(1) Ty AdAS
So kommen wir zur Definition der 4-Gluon-Kondensate :
Vid:=g* Ad :=¢g* (Tr[A,, A,][A*, A]) (4.33a)

VAS := g* A4S =g (Tr{2{A,, A} {A" A"} + {A,, A"} {A,, A"} + ( )
4.33b
2 AL A, TrH{AP A} 4 22 A AP Tr{A, A} })

VAAS := ¢° AAAS :=¢* (Tr{A A} Tr{A* A"} = Tr{A, A"} Tr{A,A"}) .  (4.33c)

Angesichts seiner Darstellung als Dreischleifenintegral sowie aufgrund der komplizierten
Tensorstruktur des vollen Vierpunkt-Vertex erscheint die Eliminierung des kanonischen
Kondensats V4 aus dem Ausdruck fiir das eichinvariante Gluon-Kondensat gemaf (1.39)
als wichtiger Schritt zur Beschrdnkung des technischen Aufwands.

*Details hierzu siche [63].

®Aufgrund globaler Farbsymmetrie 148t sich die gesuchte Farbstruktur als Spur iiber die Generatoren
der SU(N¢) darstellen. Wir verwenden dabei die Schreibweise (abed) := Tr{T, Tt Tc Ta} usw.

6Zur vollstindigen Beschreibung wiren eigentlich vier Gleichungen nétig; in den Operator-Produkt-
Entwicklungen [63] treten jedoch tatsdchlich nur drei Linearkombinationen auf.



Kapitel 5

Das Quark-Kondensat

5.1 Der Quark-Propagator

Ausgangspunkt ist zunichst die kovariante Zerlegung des Quark-Propagators nach Dirac-
und Farbtensoren gemif :

S k) = 89 5p(k) = 09 { S 4+ 557 1] (5-1)

Hierbei haben wir die Spinorindizes weggelassen. Der Index F bezeichnet die Quark-
Flavour und wird im Folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit ebenfalls nicht mehr
angegeben. Die Farbindizes beziehen sich auf die fundamentale Darstellung der SU(N¢);
also gilt 1 < 14,7 < N¢.

Als Ansatz fiir die rationale Approximantensequenz des Quark-Propagators in nullter per-
turbativer Ordnung wihlen wir [3] :

=

('% + HT,QS)

—

SOk = (5.2)

K+ Kr2541) ‘

V)
i
[ Qe R

Die nicht-perturbativen Massenskalen , ; sind dabei im allgemeinen Funktionen sowohl
des QCD-Skalenparameters A als auch der Quark-Strommasse 1, wobei letztere als Renor-
mierungsgruppeninvariante wie folgt mit der renormierten Quark-Masse zusammenhdngt :

g(p)
(1) = ()] exp {— [ [”g”g{))]R} ; (5.3)

das Subskript R steht hier fiir die Abh&ngigkeit von der Wahl des Renormierungsschemas.

Im Hinblick auf den chiralen Grenzfall m — 0 setzen wir zun&chst fiir den funktionalen
Zusammenhang der oben eingefithrten nicht-perturbativen Massenparameter an :

Ko (Ay ) =: Yo (%) it A A (5.4)

100
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Auflerdem fordern wir im Sinne der Quasiteilchen-Sequenz fiir ungerades r das Auftreten
der Massenparameter s, 9541 im Nenner von (5.2) als Paare konjugiert komplexer Polstel-
len. Dann beschreibt unser Ansatz Quarks als kurzlebige, physikalisch nicht-detektierbare
Elementaranregungen.

Weiter erfiillt (5.2) bereits automatisch die Forderung nach perturbativer Renormierbar-
keit der Theorie. Zu untersuchen bleibt der formale stérungstheoretische Limes vermittelt
durch die Euklidische Feynman-Regel [4]

1
_—éé-l-m'

An dieser Stelle soll hierzu vorldufig der Hinweis geniigen, dafl die geforderte Ligen-
schaft durch Aufprédgung geeigneter Bedingungen an die &, ; erfiillt werden kann. Explizit
durchfiihren werden wir diesen Schritt spéter fiir den Fall r = 1 im Zusammenhang mit
der Renormierung des Quark-Kondensats.

§Opert ) (5.5)

Wir definieren nun fiir die mit der Diracschen Einheitsmatrix verbundene invariante Funk-
tion aus (5.1) :

zT: By) (k2)n A2(r—n)+1
S5 (h?) =2 =0 ; (5-6)

[T (& + “3,254-1)

s=0

hierbei sind die Bff) mit 0 < n < r dimensionslose Funktionen der Verhiltnisse W

5.2 Definition des Quark-Kondensats

Das skalare Quark-Kondensat der Massendimension drei erhalten wir im Rahmen der
Momentendefinition durch Spurbildung iiber den Quark-Propagator sowohl im Farb- als
auch im Spinorraum :

D ..
(VU) = —pg /% tr o S(k) . (5.7)

Mit der kovarianten Zerlegung des Quark-Propagators gemif (5.1) folgt auf Grund der
Spurfreiheit der y-Matrizen die Darstellung des Quark-Kondensats :
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ST € de 2
(VW) = -4 Ne pf @ Sp(k*) . (5.8)
Wir setzen im Folgenden :
FF:=(0V). (5.9)

5.3 Berechnung des Quark-Kondensats zum Nennergrad r

Aus (5.8) ergibt sich zusammen mit (5.6) fiir das Quark-Kondensat in der r-ten Stufe der
rationalen Approximation :

S B (k2" (A7)

D D
FPY = —4 No i / ‘<—§l )kD S5 (k?) = =4 Ne A / (5 )kD
T T
HO(kZ + “3,254-1)
(5.10)
Mit Einfithrung von Feynman-Parametern gemaf (A.2) erhalten wir :
- d - dPk (k?)"
FFY = 4 Ne Apgr! (D2 Y BO (A2 ”/ 11
CAfgT / z nz:;) n ( ) (27T)D {k2 n MTQ(Z)}H—I 9 (5 )

wobel

20N o 2 2 2
M7 (z) = 21k + 22 K3+ oo+ Zrg1 Kygpy -

Durch Power-Counting findet man fiir den oberflichlichen UV-Divergenzgrad oy = D — 2,
d.h. eine maximal quadratische Divergenz.

Nach Ausfiithrung der Impulsintegration unter Verwendung von (A.11) folgt fiir die Approxi-
mation des Quark-Kondensats :

FF(T) = — Z;JZCA /'DT-HZ
(4m)P/*1(D/2)

r—14+D/2

{F(r— 1+ D/2)T(2- D/2) [ D77 B M2(z) + B, A?] +

r—2 2(,)12/272
S T(n+D/2)T(r+1—n—D/2) BY (A ™" [ M2(z)]""' ™ } [MT?E)] )

(5.12)

wobei die beiden fithrenden Entwicklungskoeffizienten aus dem Ansatz (5.6) explizit lauten :
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r r
1
r
B7£ ) = X { E Ky 2s4+1 — E "{7’,25:| (513&)
s=0 s=1
r r r
pn _ 1 3 3 3
r—1 — F Br2u Bor 20! Bor 20/ — Kr2t Kor 2t/ Kr2s+1 +
! =1 tt'=1 s=0
u<u' <u'’ <t
r r r
( E Hr,zs) ( E Kr2t41 Hr,2t/+1) - E Kr2utl Br2u/4+1 HT,?u”—I—l} .
s=1 t,t'=0 wu! ' =0
t<t! u<u! <u'’

(5.13b)

Damit folgt nun im Limes ¢ — 0 :

2
FFRY = %r! /DT“z { 2 ndr— 41 —1nM7°7§Z)} { (r+1)B" M2(z) — B, A2 } -
(4m) € K

(4 1) [S1(r+ 1) = 1] B M2(2) + $1(r) B, A2 -

S U ) B0 (02 (a2 } +0(e).

(5.14)

Beziiglich der in (5.14) auftretenden Funktion 51(d) sei auf die Definition (2.19) verwiesen.

Es bleiben nun die folgenden Feynman-Parameterintegrale fiir m € {0,1} und 0 < n < r—2
auszuwerten :

ZT(;;) = /DT‘HZ [MTQ(Z)]m

2
Ji) = /DT‘HZ 111MT7§Z) [(M2(z)]"
Ho
) = /DT‘HZ M2

Zunichst erhalten wir mit den Ergebnissen aus A.1.2 bei beliebigem Nennergrad r :

!

a1

m 1 N
Zl[r—l—l] - (7‘ n 1)| ;HT,QS-I—I )

Fiir die beiden anderen Integraltypen wird die J-Distribution mit Hilfe der ebenfalls in
A.1.2 vorgestellten Variablentransformation eliminiert, sodaf folgt :
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1 1 2
19 = [aer. [an i oM ]
0 0 NO

1 1
Hy) = / dzq .. / dz, xq_l Tl [./\/lz(x)]n-l—l_r ,
0 0

wobei wir noch
ME(x) = (1 — 1) /@2671 + 21 (1 — 22) 5373 +.ootar.a (1 —2,) 5372T_1 +ay...2, H%QTH

gesetzt haben.

Eine analytische Auswertung dieser beiden Integrale fiir beliebige Stufen r der rationalen
Approximanten erscheint uns nicht moglich zu sein. Wir beschrdnken uns deshalb im
Folgenden fiir die Theorie mit massiven Quarks stets auf die niedrigste Approximation
r=1.

5.4 Massive Quarks und r =1

Jetzt gilt ! :

B(l) _ K11k12613 B(l) _ k11 + K13 — K12
0 A3 1 A
2 2
(1) _ 1 2 1,3 2 1,1 9 9
Jo o = - 2 FigIn—= —ri ) In—=+ K1) — Kl
13 11 0 0
2 2 4 4
(1) _ 1 4 ki3 4 ki1 KRi1 K3
S A KL E R s aik B s el e e B
2 (5173 — ’{1,1) Ho o

und wir erhalten somit aus (5.14) fiir das Quark-Kondensat inklusive aller endlichen Bei-
trdge im Falle nicht-verschwindender Strommassen :

Fro - e

2
=— { —+Indr —yg+ 1 } { (K11 + K13 — Ki2) (53,1 + 53,3) —hRi1kR12K13 } +
(47) €

2 2 2 2

K I{z I{z

1,1 k1,2 k1,3 2 1,3 2 1,1

—5 3 {Fiagh— =K In— > —
Kis =K1 0 0

2 2
K11+ R1,3— K12 4 K13 4 K11
5 5 KisIn —= — kg In —- + O(e) .

Kis— ki1 0 Ko

(5.15)

1Die letzte Summe in (5.14) ist fiir r = 1 leer.
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Wegen der Identitét :

2 2 n n 2 2 n n 2
n K11 n Kis Kig—HKig , Ki1Kig HKigtHhs K
KiqIn —= — kY5 In —2= = In In ——=
1,1 2 1,3 2 T 9 4 9 w2
0 0 Ho 1,3
sowie mit
2 .2 2 2
1. Ki1Ki3 K K1 .
sh——F>==In— bzw. In o= =4ip,
Mo Ko K13
wobei zuletzt definiert wurde : &7 5 = K11 := ke mit k= |k1,1] und ¢ := arg(k11).,

ergibt sich schliefllich als vorldufiges Endresultat :

- (1) _ 4N¢ K2
FF —

" ()

2
{ { - +Ind4r —yg+1—1In } { (K11 + K13 — K1,2) (Hil + Hig) — K11 K1,2K1,3 } -

0

2 2 4 4
) Kiz+ Klq K1z T Kiq O
21 K11 k1,2kR1,3 5272 — K11+t K13 — K12 S 2 + (6) .

1,3~ " Kis— ka1

(5.16)

Der nicht-perturbative Logarithmus wird hier also mit dem Massenparameter k gebildet,
welcher sich — wie in 5.1 beschrieben — sowohl aus spontanen als auch nicht-spontanen
Massenskalen zusammensetzt.

Dieses Resultat (5.16) steht auch in Ubereinstimmung mit [6].

5.5 Chiraler Grenzfall

Nun untersuchen wir das Fermion-Kondensat der Massendimension drei im Rahmen einer
Theorie mit verschwindenden externen Quark-Massen. Dabei haben wir es dann analog
zum gluonischen Sektor wieder ausschliefilich mit der spontanen Massenskala A zu tun
und setzen daher gemidf (5.4) :

(chiral) AL

7’7]‘ - T7]

So folgt aus (5.14) fiir das (unrenormierte) chirale Kondensat :
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3 T
FFSL)MJ 4(];7:)A { +Indr —yg+1—1In— } { ( Z Ar 2t Ay Qt) (E /\T,Zs-l—l) -
tt'=1 s=0
t<t’
Z A’/’ 2u 7,20/ A’/’ 2ul — (E A’/’ 25) ( z A7“,225—|—1 A7“,225’-|—1) +
e e

E Ar2ut1 Ar 2w 41 Ar2ur 41 + (Z Ar2st1 — E Ar 25) (Z A 2s-|—1) }

w,u’ u!’ =0

u<u <u'
{{Sl(r+1 _1}2/\72«25+1‘|‘(7“|‘1 'jl }{Z/\TQS-I—I Z/\TZS}
5=0
{ 51(7‘) +r ! jO(T) } { E AT,Q’U, A7“,2u’ A7“,2u” - ( E AT,Qt AT,Qt/) (E A7“,25-|—1) +
it P =
(E AT,QS) ( E A7“,225—|—1 A7“,215’-|—1) - z A7“,2u-|—1 A7“,2u'—|—1 A7“,2u”—|—1 } -
= i
r—2
S+ 1) —n—2)tHD B |+ 0(e) .
= (5.17)
Hierbei wurde definiert :
T = [P (i (2)) [fir(z)]"

mit der Linearkombination i,(z) = 21 A2; 4+ 22 A2 5+ .. 4 2041 A2 gy

Vermége (5.17) ist es uns also im chiralen Grenzfall wieder gelungen, die UV-Divergenz
und damit, iiber den g%—Mechanismus verbunden, die in einer Entwicklung nach der qua-
dratischen Kopplung fithrenden, rein spontanen Beitrige zum Quark-Kondensat fiir eine
beliebige Stufe r der rationalen Approximantenfolge zu bestimmen.

Speziell fiir »r = 1 erhdlt man das Resultat :
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1y  4N¢ A3
chiral — (471')2

2 A2 9 9
< +Indr —yg+1-In— { (/\1,1 + A3 — /\1,2) (/\171 + /\173) — A1 /\1,3} +

0
AMi1A2A13 AMai+Aiz— A
Srpev {Mamaz,— a2 ma, - Yo {Mamazs— At mag, | ]
+ O(e) .

(5.18)

5.6 Renormierung des Quark-Kondensats

Wir wollen hier zunédchst wie bereits oben angekiindigt, die Zusammensetzung der Massen-
parameter &, ; aus der spontanen Massenskala A und externen Quarkstrommassen 772 ins-
besondere unter dem Aspekt der Giiltigkeit des formalen perturbativen Grenzfalls A — 0
untersuchen. Dabei beschrianken wir uns wiederum aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf
den Fall der niedrigsten Approximationsstufe » = 1 und vernachldssigen die Unterschei-
dung der einzelnen Quark-Flavours.

Aus (5.2) folgt fiir den inversen Quark-Propagator :

-1 I432
= 1Y) = R 5.19
(k) '%—I_HO—I_'%‘FHLQ (5.19)

000

Unter Beriicksichtigung der storungstheoretischen Feynman-Regel (5.5) des Euklidischen
Quark-Propagators ergibt sich dann :

Ko = K11 + K13 — R1,2 =! m + woA (520&)
K = K11K1,3 — Ko K12 = wr M A+ wp A% (5.20b)

weiter setzen wir 2 :
K12 1= ‘*’12 m+wigA. (5.20c)

Damit folgt fiir den Zusammenhang unserer beiden Parametersitze :

) 1
K = T’il\/ %— 1(50—5172)2 . (521)

?Im Rahmen rationaler Ansitze fiir die Vertexfunktionen erscheint es uns verniinftig zu sein, fiir die
zusammengesetzten Massenparameter Polynome in den spontanen und nicht-spontanen Skalen der Theorie
zu wahlen.
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Nach diesen Voriiberlegungen untersuchen wir jetzt den gemif

7 7(0) O (0) € de (0)pert
FF = (0|0 [0) :=—Nopg WTTS (k) (5.22)

definierten fithrenden perturbativen Beitrag zum Quark-Kondensat. Man findet :

= (0 Ne 2 1
FFé)t = a7 > { o lndr — g+ 1—111—2} . (5.23)

0

Fiir nicht-verschwindende Quarkmassen existiert demzufolge ein Kondensatbeitrag freier
Feldoperatoren beziiglich des stérungstheoretischen Vakuumzustandes |0). Als unmittel-
bare Konsequenz erwichst hieraus die Notwendigkeit einer subtraktiven Renormierung
des Quark-Kondensats F'F als kanonische Verallgemeinerung der aus der Stérungstheorie
bekannten Normalordnungsvorschrift. Denn die mit (5.23) verkniipfte Divergenz 1afit sich
nicht multiplikativ beseitigen, was sich eben bereits schon im perturbativen Kontext zeigt.

Wir subtrahieren hier ® den Beitrag freier Felder im nicht-perturbativen QCD-Vakuum
| ) und erhalten somit das renormierte Quark-Kondensat zur Approximationsstufe r :

FFO =90 0)" — (Q|v,0,]0)") . (5.24)
Unser Subtraktionsterm in (5.24) ist formal identisch mit dem stérungstheoretischen Re-
sultat (5.23), jedoch miissen wir 7 durch eine effektive Masse fi(ry ersetzen. Die entspre-
chende Bestimmungsgleichung im Fall » = 1 kann dann aus (5.16) abgelesen werden :

’&?1) - <Hlvl TR~ ’{172) (’{%,1 + ’{%,3) — K11 K1,2K1,3 - (5.25)

Explizit ergibt sich demnach fiir das renormierte Fuklidische Quark-Kondensat in fiithren-
der rationaler Approximation :

(2 2 2
_ N, o ki1 + kK
1 c . 1 . 1,1 1,3
FFieL == 2 H?l) In % +2ip |K11R12R13 55 — (51,1 + K13 — 51,2) 3
(27) k Rii —Figs Kip— M3

(5.26)

Wir haben somit einen endlichen, reellen Ausdruck fiir das fermionische Zweipunktkon-
densat erhalten, welcher auf Grund seiner Unabhédngigkeit von der Renormierungsskala
eine Invariante unter RG-Transformationen darstellt.

Es bleibt jetzt noch sicherzustellen, daf (5.26) tatsichlich wie gewiinscht die rein spontane
chirale Symmetriebrechung beschreibt. Demgem&f fordern wir also :

A—0

Frit) A0, (5.27)

®Im Gegensatz dazu wurde in [6] nur der rein perturbative Kondensatbeitrag (5.23) abgezogen.

4 4
Kiqt k13

1}
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Zunichst findet man :

52
H(1) 1
— = + (’)(A) ,
K 1,2
und es 148t sich folgern :
,&2
A0 g e = (5.28)

K2

Damit ergibt sich nun fiir den Rest aus (5.26) :

2 2 4 4
K11 Kig + K3 Kigt K3
Gi=In—— |Kiiki2k13 35— — (K1 + k13— Fip) 35— | =0+ O(A).
k1,3 Ki1—HRig3 K11~ K13

Insgesamt haben wir also nach Subtraktion des Beitrages der expliziten chiralen Symmetrie-
brechung das Quark-Kondensat gem&f (5.26) als endliche, rein spontane RG-Invariante
berechnet.

Unter Beriicksichtigung von (5.28) folgt aus der Bestimmungsgleichung (5.25) fiir die effek-
tive Masse :

ﬂ?l) =1’ + O(A) ’

mit der erfreulichen Konsequenz, dal wir das perturbative Resultat (5.23) im formalen
Limes A — 0 aus dem unrenormierten Quark-Kondensat (5.16) reproduzieren kénnen.

Gleichung (5.28) ist ein Beispiel dafiir, daf§ sich im Zuge der Untersuchung von Vakuum-
kondensaten auch wichtige Einschrdnkungen fiir die selbstkonsistente Bestimmung der
dimensionslosen nicht-perturbativen Parameter ergeben kénnen.



Kapitel 6

Das Quark-Gluon-Kondensat

6.1 Quark-Gluon-Vertex in Landau-Eichung

D2

P P3

Wir vereinbaren wieder einlaufende Impulsvariablen beziiglich der vollen Dreipunktfunk-
tion und formulieren Impulserhaltung gemiB py + p2 + ps = 0.

In Landau-Eichung gilt fiir die Greensche Funktion der Quark-Gluon- Antiquark-Wechselwirkung :

(Grrr)s (1o p2p3) = S(p1) (Uprr),.o(P1s P2, p3) 1 (p2) Dr(p3) S(—ps) ; (6.1)
Spinor- und Farbindizes der fundamentalen Darstellung haben wir hier aus Griinden der

Ubersichtlichkeit weggelassen.

Die farbkovariante Formulierung der Theorie erfordert :

(Trre)i(p1,p2,p3) = g Ta T (p1, P2, p3) (6.2)

wobei T}, = %Aa die Generatoren der Farbgruppe SU(N¢) in ihrer fundamentalen Dar-
stellung ! bezeichnen.

Fiir den nicht-perturbativen Quark-Gluon-Antiquark-Vertex in fiithrender Ordnung des
Kopplungsparameters konstruieren wir wiederum einen FDRA-Ansatz [61] und beriick-
sichtigen dabei sofort die Ubereinstimmung der Propagator-Nullstellen mit den Polstellen
der Vertexfunktion als notwendige Bedingung fiir DS-Selbstkonsistenz :

!Siche dazu Anhang A.3
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TCO (py, po,ps) =

1 . 1 1 6.3a
T—Né'j)"F’M(pl?p%?pS) 7 7 ” ( )

II (¢ + Kr2s) IT (03 + wr2sA2) TT (=P + Fr2s)

s=1 s=1 s=1

mit dem Zahlerpolynom ? :
N](;%%(Plapgapza) =

4r (*) I
Z Z (ﬁl)n {C/(\fr)n,n,n”yﬂ + Df\izn,n,n’ %} (_ﬁ:),)n (p%)m A/\ m47°—(2m+n+n/+/\) ,

A=0m,n,n'>0

(6.3b)
wobei 7 := BL5P2 gesetzt wurde.

Die Einschrénkungen (x) fiir den Summationsbereich der Indizes unserer Vertexparameter
in (6.3b) ergeben sich aus folgenden Uberlegungen :

Die Reproduktion der Euklidischen Feynman-Regel [4]

ert\ #
(r)) =97, (6:4)

im formalen stérungstheoretischen Limes A — 0 erfordert :

C(T)

0,m,n,n

5 P po

mr =r—n “r—n! 0,m,n,n’ = 1m,n,n'

=0, (6.5)

wobel

r r
NI SN I S
s=1

tt'=1
t<t!

r
Cy) = H Xr,2s -
s=1

Weiter fithrt perturbative Renormierbarkeit unseres Ansatzes (6.3) zu den Bedingungen :

C(T)

A,m

ot 70 nur falls n4+n' <2r , 2m4+n<3r , 2m+n <3r (6.6a)

2Der kovariante Term E.")

N B2 trigt in Landau-Eichung nicht bei.
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() #0 nur falls A>2 und

A,m,n,n!
(6.6b)
n+n<2r—1 , 2m+n<3r—1 , 2m+n <3r—1.
Hieraus folgt dann fiir den maximalen Wertebereich der Indizes bei ungeradem r :
0<n<2r , 0<n'<2r , 0<m<¥F, (6.7)

Um zu gewé&hrleisten, dafl der chirale Grenziibergang /i — 0 stets wohldefiniert bleibt,
fordern wir zusdtzlich das Auftreten ausschliefllich positiver Potenzen der Quark-Strommassen

in (6.3b); also :

4r—(2m+n+n" +A)>0. (6.8)

Die Ladungskonjugationsinvarianz des Quark-Gluon-Antiquark-Vertex driickt sich wie folgt
in den Koeffizienten aus :

cn o=l p{) . =p\) (6.9)

' ' ' t .
A,m,n!n A,m,m,n m,n'n A,m,m,n

Im Rahmen der nachfolgenden mikroskopischen Berechnung des Quark-Gluon-Kondensats
werden wir jedoch zunichst von dieser Eigenschaft keinen expliziten Gebrauch machen;
stattdessen wird sie uns im Verlauf der Rechnung als leicht iiberpriifbares Kriterium fiir
deren Richtigkeit dienen.

6.2 Definition des Quark-Gluon-Kondensats

Ausgehend vom Erwartungswert des nicht-lokalen Quark-Gluon-Antiquark-Feldproduktes
beziiglich des physikalischen Grundzustands der QCD :

0 € de de ip1(z—2) 1 —z
(Wi(2) Al(y) V() ) = pg /(%)g /(%)é P12 2 (0=2) (G ) (pr pas =1 — p2) |
(6.10)

folgt fiir das lokale Kondensat der kanonischen Massendimension vier durch Spurbildung
im Spinor- und Farbraum der fundamentalen Darstellung :
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D D
(vav) = - [ (C;j)’; / (C;f)’; r (Gpvp )i T (6.11)

wobei A* := AL T, gesetzt wurde.

Wir fithren nun als Bezeichnung ein :

FVF := g (VAV) (6.12)

und erhalten somit das skalare Quark-Gluon-Kondensat als Moment der fermionischen
Dreipunkt-Greens-Funktion im Impulsraum :

dP dP
B [t Gyl (6.13)

FVE = =g’ /(zﬂ)D (27)P

Der Vakuumerwartungswert (6.12) tritt neben dem Quark-Kondensat als weiterer unbe-
kannter fermionischer Parameter in der OPE-Formulierung des DS-Selbstkonsistenzproblems
auf [48]. Desweiteren finden wir ihn nach Elimination von V4 auch in unserer Darstellung
(1.40) des eichinvarianten 4-Gluon-Kondensats wieder.

6.3 Berechnung des Quark-Gluon-Kondensats
zum Nennergrad r
Nach den obigen Erlduterungen ist das Quark-Gluon-Kondensat in fiilhrender Ordnung

einer Entwicklung nach der quadratischen Kopplung fiir Landau-Fichung und die r-te Stufe
der rationalen Approximantenfolge nun durch folgendes Zweischleifenintegral definiert :

D D
Py . oe [ A7 [ dTE () \*
FVFV = —g g /(QF)D /(QF)D tr (GFTF)a YT . (6.14)
Wir setzen :
o N2 -1
FVFEY) = ——C— gt (6.15a)

wobei jetzt das skalare 2-Loop-Integral wie folgt gegeben ist :

) _ 2 (A7 [ dk (")) 1) v 2y o)
I = g 5 7 Try, S\ (p) U (p, ke, —p — k) (k) Dy (k°) SV (p + k) -
(27) (27)
(6.15b)

Dazu wurde ferner die Farbspur gemafl (A.21c) ausgefithrt und es bleibt in (6.15b) noch
die Spurbildung im Spinorraum.
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Mit den rationalen Ansitzen fiir den vollen Quark-Gluon-Antiquark-Vertex sowie die bei-
den Propagatoren fiir Quark und Eichboson ergibt sich fiir die gesuchte Zweischleifengrofie
explizit :

4r () D D r
, d Pk ko
I(T) _ M(ZJE Z Z A/\ m4r—(2m—|—n—|—n +X) / P / . Tr - H (ﬁ Ky,2 —I—l) .

D
A=0m,n,n'>0 (Qﬂ-) (Qﬂ-) s=0 <p2 + HZ,QS+1)

n T T (2]7 + k) n'
B {0+ D it b

(k) (k)" ﬁ (B+ = Fraerr)
ﬁ (k% + 0, 2541 A2) s=0 ((p+ k)" + 53,254-1)

s=0

(6.16)

Um fithrende Kopplungsbeitriage aus (6.16) extrahieren zu koénnen, bedienen wir uns
im Folgenden wieder des Verfahrens der Gegentermtechnik. Im Zusammenhang mit der
Berechnung der filhrenden UV-Divergenz unseres Zweischleifenintegrals miissen wir also
zundchst die verschiedenen Subdivergenzen spezifizieren. Konkret geschieht dies, indem
jeweils zwei Indizes der nicht-perturbativen Dreipunktfunktion (6.3) iiber ihre angehdng-
ten Quark- bzw. Gluon-Propagatoren eine divergente Impulsschleife definieren.

Demgemif setzen wir an :

3
Ic(l:g = Z QET) 5
=1

wobei hier QY) der (n, n')-Schleife, 9(27«) der (m, n')-Schleife und schliefflich Qg) der (m,n)-
Schleife entsprechen soll.

Hinsichtlich der konkreten Auswertung dieser Integrale gelten sinngemifl dieselben An-
merkungen, die bereits im Fall des 3-Gluon-Kondensats gemacht wurden. Wir wollen uns
also erneut im Wesentlichen auf das Referieren sowie die Diskussion der Endresultate be-
schrianken, soweit wie jedenfalls bereits bekannte Methoden verwendet wurden. Wichtige
Detailinformationen, die das Nachvollziehen der iiberaus komplexen Analyse erméglichen
sollen, sind dann den entsprechenden Abschnitten im Anhang C vorbehalten.

6.3.1 Subschleife mit (nn')

Unser Ausgangspunkt ist Gleichung (6.16), wobei hier nun im ersten Integrationsschritt
zundchst die UV-Divergenz der durch die beiden Quark-Propagatoren definierten Schleife
gesucht wird. Der entsprechende Subschleifenbeitrag ergibt sich wie folgt :
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ot Pk (k) (k)"
_HOZZA/\4 2-|—-|—-|—/\)/ o (k) (k%)
A=0m,n,n'>0 (Qﬂ-) H (k2—|-0'7«725_|_1 A2)

s=0

B HT s n T T (2p+ k)
B I O L

7’ ,254+1

n' - P+ # = Fras1)
=+ #) 51;[() ((P + k)z + “3,254-1) ‘

(6.17)

Gleichung (6.17) ist gem&f unseren Konventionen bei festgehaltener Reihenfolge der Inte-
grationen auszuwerten, was in diesem Fall konkret bedeutet : Wir bestimmen zuerst die
mit der Integrationsvariablen p verkniipfte UV-Divergenz, um mit dieser dann die noch
verbleibende k-Integration durchzufiihren.

Das Zwischenresultat nach Ausfithrung des ersten Integrationsschrittes in (6.17) kann
als Basis fiir einen Vergleich mit Rechnungen zur DS-Selbstkonsistenz der modifizierten
Feynman-Regeln dienen, und findet in diesen auch tatséchlich seine Bestdtigung. Hier
insbesondere enthilt es den fermionischen Beitrag zur Gluon-Polarisation [53].

Wir finden :
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4r (%)
QY) _ F(QDT/;I‘ D/Q) F(Q . D/Q) Z Z A/\ mZ (r—=m)—2X /DQT-I—?Z
)PP 1(D)2) ==

o [ dPk (k2) ‘
{ i/ 07 [T (2 4+ 0,0 A2) (RO

s=0

(*)
[ (e ) e X (A ) e
n+n'=2r n+n'=2r
n gerade nungerade

. g): 38m82 e+ (857K 445 a) D0, ]+

n+n'=2r—1
n gerade

m g): { (””)A2c()

A,m,n,n’

_|_(ﬁgw')k2_|_ (nn)Az) (Azmn}Jr

n+n'=2r—1
n ungerade

mQ A2 Z (V(C’nm/) C/(\fT)n,n,n’ + ’yg%n/) Df\iszvnvn/ ) +

() (*)

T S €T (RS TC)= CH FUCICIS SRS TN

ntn’'=2r—2 ntn/=2r-3
nungerade

2+ D/2 s, / 7k (k)" '
1-D/2 (2m)" ﬁ (k? 4+ 0,9541 A?) [Rz(kQ)]l_D/Q

s=0

() (*)
|: A2 Z ’}/g%n ) DE\ zn n,n! + A2 ’}/g%n ) DE\TZrL,n,n’ +

n+n'=2r n+n'=2r
n gerade nungerade

() (*)
D N D Il (W Y

n+n'=2r—1 n+n'=2r—1
n gerade nungerade

(6.18)

Die in (6.18) auftretenden Koeffizienten a(Tn’n/), ﬂgn’n/) und ’yﬁn’n/) haben wir in Gleichung
(C.4) des Anhangs definiert. Dort findet man in einer Auflistung auch ihre explizite Gestalt.

_I_
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Die Fortfithrung der Zweischleifenrechnung liefert dann wie im Anhang beschrieben das
Endresultat :

2 2 2
n_ A 2 oA 1, A
th T (4n) {GQHH (u3)+0(€1nu3

{ 4A? ( ET: Or2t4+1 UT,Zt’-I—l) 07«7«7« - (Z o, 25-|—1) { 12 C(()T)M

t,t'=0
t<t!

r r 2 A

.2 A

{ Z Kr2t+1 Kr2t/41 — (Z Hr,25+1) } + 4m Z o
5=0

/\ =17 +
t,t'=0
t<t!
o~ A () (N ~ AN ()
m Z W <D/\77’—177’_177’ + DA,T—I,T,T—I) + 6m (Z /437’725{—1) Z m/\ (C/\77,77,_177, + C/\77,77,77,_1> +
A=2 s=0 A=0

2 AN
67%22;;/\ /\TTT 2+C/(\72T 27“_20/(\727“ 17— 1>_6A(ZHT25+1)D2TT 1,-1 1

s=0

3

5 (r) A/\2
3mz -1 /\TT 17— 2+DATT 2,7—1 }+122A/\—2'

r 2 r
1 T T
{ {5 (Z HWSH) —2 Z Kor,2t4+1 ’{T,%’-I-l} (C/(\,g—l,r—l—l,r—l + C/(\,z—l,r—l,r—l—l) +
s=0

t,4'=0
<t
7 2 r+2
{ z Rp2t4+1 Rr 2t/ 41 — (Z HT,25+1) } E C/\,T—l,n,ZT—n } +
tit'= s=0 n=r—2
t<t' nungerade
r 2 r 3 A—3 r+1
3 {(Z Hr,25+1) +2 Z Kr2t+1 HT,Zt’-I—l} Z - ( E DAT 1,20 —n— 1) +
s=0 t,t'=0 /\:2 n=r—2
1<t
T 3 A/\_2 742 ")
A 7
Gy (Z HT725+1) Z =2 ( E C/\,T—l,n,QT—n—l) +
5=0 A=0 n=r—3
4 A—2 742 r+1
23 A ot ot
61 ZA/\Q( Z /\T 1,n,2r—n—2 -2 z A,r— 1n27°n2) +
n=r—4
nungerade n gerade

(6.19)
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A? 2 A? 1. A?
B G o)
(47) € Ho € Uy

7 4 A/\_3 r+1 )
{ —6m (Z HT725+1) Z W ( E D/\,T—l,n,QT—n—Q) +
s=0 A=2 n=r—3

5 A_3 7’-|—1
sty s (Y D) )+
mA—3 A,r—1,n,2r—n—3

A=2 n=r—4
4
A/\—2
5,2 (r) (r)
121 Z mA—2 (C/\7T—277’+3,7’—3 + C/\,r—z,r—:a,r-|-3) +
A=0

N A/\_z r r T
4m2 E m/\_Q (Cgﬂ)’—Q,T,T - 30/(\,72—2,7“{—4,7“—4 - 30/(\,72—2,7“—4,7“{—4) +

A/\—S
) r r r T
m E m/\_?, (DE\J)“—Q,T—LT + DE\J)“—Z,T,T—I - 3DE\,7)°—2,T—|—3,T—4 - 3DE\,7)°—2,T—4,T—|—3) } .

Dieses Ergebnis weist ausschliefllich “spontane” Logarithmen der Form In ﬁ—; auf, obwohl

wir nicht-verschwindende Quark-Massen zugelassen haben. Der Grund hierfiir ist in der
abschlielenden Integration iiber die gluonische Impulsschleife zu sehen. Bei der Extrak-
tion des entsprechenden UV-divergenten Beitrags sind die Formeln (A.7) fiir divergente
Feynman-Parameterintegrale anzuwenden, also insbesondere der Integrand bzw. seine Ab-
leitungen an der Stelle 21 = 1 auszuwerten. Wegen (C.9) kann dann aber nur noch die
spontane Massenskala in logarithmierter Form auftreten.

Die Abhingigkeit unseres Resultats vom Grad r der rationalen Approximation wird
ausschlieilich von den Koeffizienten aus den nicht-perturbativen Ansitzen getragen. Ihre
rein zahlenwertigen Vorfaktoren stellen also die neue nicht-perturbative Information dar,
die fiir sich genommen wunabhdingig vom Approzimationsgrad ist. Ein Blick auf die in An-
hang C.1 angegebene Zerlegung des Integranden macht deutlich, dafl diese interessan-
te Figenschaft von den Urspriingen unserer Rechnung her durchaus nicht abzusehen ist.
Tatsdchlich verhidlt es sich sogar so, dafi die r-Abhingigkeiten in jenen Vorfaktoren sich
erst nach Ausfiihrung sdmtlicher Feynman-Parameterintegrale in nicht-trivialer Weise weg-
heben.

Weiter erweist sich (6.19) als invariant unter Ladungskonjugation, falls wir die ent-
sprechende Eigenschaft (6.9) des Quark-Gluon-Vertex berticksichtigen.

6.3.2 Subschleife mit (mn')

Ausgehend von (6.16) suchen wir hier zuerst die UV-Divergenz der durch das Gluon und
das aus dem nicht-perturbativen Vertex auslaufende Quark definierten Impulsschleife. Wir

bilden dazu :
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™
(rvr)

4r () v m
Q(T) _ M(Q)E A/\ m4r—(2m—|—n+n'—|—/\) / de / de t (k) (kQ) .
2 = E 5
A=0m,n,n'>0 (Qﬂ-) (Qﬂ-) H (k2 + Or2s5+1 A2)

s=0

TT’)/U ﬁ (ﬁ Ky 25—I—1) (ﬁ)n {C(T) Yt D(T) (2p+ k)p,} .

<p n T25+1> A,m,n,n’ A,m,n,n’ 2A

N e o

o ((p+ k) + “72«,254-1) '

(6.20)

Zunichst folgt nach Ausfiithrung der k-Integration fiir das in Gleichung (C.15) des Anhangs
definierte Subintegral :

H(T)(p)_ (2T+1+D/2 2_D/2 ZZA/\Arn/\/DZT-I—B
(4m)"2 DT(D/2) =5

()
{ Sy [ A D= 1w (4424 D))+

A,m,m,n
2m-4n'=3r

(7‘ +n —w, (4r+2+ D)) p+ (1= D) (ZH“QS‘H) 71’} +
s=0

) r , v D/2-2
(D a 1) m2m+nz/::3T_I (_1)m |:C§,T))’L,TL,TL/ Tv + DE\,Zn,n,n’ ]/)X } } {RQ( )} + (konv) .

(6.21)

Dieses Zwischenresultat auf Einschleifen-Niveau bietet sich an zum Vergleich mit Bei-
tragen zur Quark-Selbstenergie im Rahmen von DS-Selbstkonsistenzrechnungen [53] und
wird durch diesen Vergleich auch bestétigt.

Die Fortsetzung der Analyse des Zweischleifenintegrals (6.20) ergibt, wie im Anhang
erldutert, unser vorldufiges Endresultat :
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Ko

o) = 20 () ro /ﬁmx[L?ng]_

{ { T+ 1 (E Ry 25—|—1) ‘I’ E K 2utl Br 20/ 41 Br 20" +1 } :

wu’ u!'=0
u<u <u'!

(8t (CF) - i D), pa ) A= CE),, Z s |

s=0

4 [(7‘ + 1) M%) + E Kr2t41 HT,Zt’-I—l} :
t,4'=0
t<t!

2
. AN . L L
[mz Z M (ng r=lr41 C/(\,Q,T—l,r—l 9 C§,2—1,r—2,r+2 + 9 C/(\,Q—I—I,T—Q,T—Q) +

3. ar-1
A
52 Z p(r)
/\ =1 m m/\ 1 —1r=274+1 " Arr—27-1 ) } +

m (Z Hr,25+1)

s=0 A=0

r

) A, : )
41’ (Z ’{7325"'1) {m Z £ (C§,2+1,r—2,r—3 - C/(\,Q,T—Z,T—l + C§,2—1,r—2,r+1 +

A=0
1 1
9 C§,2+1,r—3,r—2 ) gg = 3,r+2) -
r 2
AA T T
(Z 57725+1) z m/\ (C/(\ g—l—l r—2,r—2 C/(\,Q,T—Q,T + C/(\,Q—I,T—Q,T—I—Z) -
A=0
1 ~ A/\ ! T T T
a1 A1 (D(A,7)«+1,r—3,r—3 - D(A,z«,r—3,r—1 + D(A,z«—l,r—3,r+1 ) } -
A=2

(r) (r) (r) (r)
( /\ ,7+1,r—3,7—3 C/\,T,T—S,T—l + C/\,T—I,T—S,T—I—l - C/\,T—Q,T—S,T—I—S + C/\,T—Q,T—4,T—I—4 -

(r) L Lo
C/\,T—|—2,7°—4,T—4 + 5 C/\,T—|—1,7°—4,T—2 - 5 C/\,T—l,r—4,7°—|—2 +

r

3
~ 3
(S ) X
s=0 A=0

e () ()
A~ (C/\,T—I—I,T—S,T—Q - C/\,T,T—S,T + C/\,T—I,T—S,T—I—Z) +

5
N A/\_l r r r T 1
i Z A1 (D(A,7)«+1,r—4,r—3 - D(A,7)’,7’—4,7’—1 + DE\,7)°—1,T—4,T—I—1 - D(A,z’—z,r—4,r+3) } +0 (E) :

A=2
(6.22)



6.3. BERECHNUNG DES QUARK-GLUON-KONDENSATS 121

Beziiglich der Definition der GriBe M2(%) als Linearkombination gemischter Massenskalen
sei auf (C.22) verwiesen.

Mit den Ergebnissen fiir die reguldre x-Integration aus (A.9) :

a1

IS S
X1[T+1] - rr1)! Zm,zsﬂ )
s=0
1aBt sich (6.22) im chiralen Grenzfall bereits fiir beliebigen Nennergrad r auswerten.

Fiir nicht-verschwindende Quark-Strommassen tritt dagegen an dieser Stelle die bereits aus
der Diskussion des Quark-Kondensats bekannte Komplikation auf : MZ2(%) enthilt dann
ndmlich vermége der 537254_1 Kombinationen aus spontanen und nicht-spontanen Massen-
skalen, weshalb die einfache Anwendung der Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion
nicht mehr méglich ist. Die verbleibenden Feynman-Parameterintegrale sind also explizit
auch iiber die Logarithmen aus der Laurent-Entwicklung des Integranden auszufiihren.
Wir werden dies nun am einfachsten Beispiel » = 1 demonstrieren.

Zunéchst erhalten wir aus (6.22) :

= 2205 0 [ [ S02]

1

m (k11 + K1,3) Z

A=0

A/\

m/\

1 1 1
Cg 1),0,1} + 5 (K11 + K13) A (952 (“%,3 - H%,I) + Hil ) Dg,l),O,O -

)

. 1
2(k1a+ k13) (w2 (k15— K11) + KTq) [C((J,ll),l,om + C{,II),I,OA — (K11 + K1.3) 05}1),1,1] } +0 (—) :

€

Fiir die Laurent-Entwicklung des Integranden gilt :

r(5) e [—ML(”)] = 2t (—M;(fz)) +0 (% In [—ML%“)] ) :

0

wobei Mi(z) = (ki3 —ri ) o+ K],
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Wir haben nun also fiir n € {0,1} zu berechnen :

1 n
wb ::/dw (77190+770) n*(ma+m), (6.23)
0
W22 2
mit ny 1= 71’3% Ll und ng = ;—gl

Unter Verwendung der Formeln (A.10) ergibt sich :

1 K 3 K1
W(l) = 2. =) -k, In? = 4+ O(ln
O et ) e () o)
1 K2 K2
W(l) = o2 | 222 ) Rt 2| A + Ofln .
U R,y | e e ) e ()

Somit folgt schlieflich fiir unseren zweiten Subschleifenbeitrag in niedrigster Stufe der
rationalen Approximation und bei endlichen Strommassen :

12 A2 2 K11k K{ 4 — K}
Q) _ 1247 I S 4 n2 ( 1,1 1,3) 1,3 11|
L (an)! { & (KLt mig ¥ ) 15 K13 = K1,1
~ 2 ~

1 1 m 1 1 m

{ (C((J,1),0,0 - C((J,g,O,Z) F + (C{,I),O,O - C{,g,o,z) X +
1 1 1y m 1 K11+ K13

C((J,1),0,0 - C((J,g,OJ - (C((J,l),o,l N + C{,1),0,1) A } + (6.24)

2 2 4 4
2 (K11 + kK13) (K11 + K1) o2 (Hm "61,3) Kz = Ki1
2
15 (k1,3 — K1,1) A

[a0- an- cllaa 4 cla 0552 ] o (L ).

Fine analytische Darstellung der Feynman-Parameterintegrale fiir beliebigen (ungeraden)
Nennergrad r im Fall einer Theorie mit massiven Quarks erscheint uns nicht ohne Weiteres
moglich zu sein. Gleichung (6.22) ist jedoch der geeignete Ausgangspunkt zur Berechnung
mit einem konkret vorgegebenen Wert fiir r.

Wie bereits oben angedeutet, konnen wir im chiralen Grenzfall der QCD mit masselosen
Quarks unsere im Gluonsektor erprobten Techniken wieder uneingeschrinkt anwenden.

(chiral) _ Ar; A und erhalten aus (6.22) das Resultat :

Wir setzen dazu Ky
9.
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12A% (2 A? 1. A?
ol Zaim2 = “In—]) ¢-
2ichiral = (7)1 {€2+ ! (u3>+0(€ nu%)}

{ ( ET: /\r,2u-l—1 /\r,2u’-|-1 /\T72u”+1) {%Dg

w,u’ u'' =0
usulsu//

%\_/

e = OV 1‘|‘Co7«w(2/\r25+1” +

s=0

r 1 : 1 )
( Z AT7215+1 AT,Qt'-l-l) { Z (Di(%z 1,7—2,7+1 DL(?),”I)’,T—Q,T—I ) + 5 <027T—17T—27T+2 - C£,7?+1,7’—2,7’—2> +

t,t'=0
<t

Cé:””),”]’—l,’/’—l - Céfr)—l,r—l,r—l—l - C{TT),T—LT (Z A7“725-|-1) } +
(Z AT 25+1) { 3,7+1,7r—2,r—3 CZ(%TT),T—Z,T—I + CZ(’:T)—LT—Q,T—I—I + CZ(’:T)—I—LT—S,T—Q - CZ(%TT),T—S,T +

7 1 7 7
CZ(%,T)—I,T—S,T—I—Q - Z (Dé(l 2+1 r—3,r—3 Dﬁ(l,”l)’,”/’—-?),’/’—l + D4(177)’—1,7’—3,7’+1 ) +

(r) (r) (r)
<CS7T+177°_377°_2 - C37T—177°—37T+2 Z AT 125+1 2 7’-|—1 r—2,7—2 0277«77’—277« + C?,T—l,r—2,7°+2 ) +

N | —

(r) (r) (r) (r) (r) (r)
4,rr—3,7—1 C4,T—|—1,T—3,T—3 + C4,T—2,T—3,T—I—3 - C4,T—1,T—3,T—I—1 + C4,T—|—2,T—4,T—4 - C4,T—2,T—4,T—I—4 +

Q

(C£T2—1,r—4,r+2 B 04(13)4-1,7«—4,7«—2) +

N | —

1 r r r r
Z <D<(5,72—|—1,T—4,T—3 - D<(5,72,T—4,T—1 + Déﬂ}—l,r—&r—l—l - Dé,7)’—2,7’—4,7’+3> } :

(6.25)

6.3.3 Subschleife mit (mn)

m

N

Jetzt soll zundchst die UV-Divergenz der durch das Eichboson und das in den nicht-
perturbativen Dreipunktvertex einlaufende Quark definierten Impulsschleife extrahiert
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werden. Wir haben also zu berechnen :

4r (*) y m
Qg«) = ,u(z)e Z AN = (2mtntn/+4) / dD]; / deD (k) (kZ) .
(Qﬂ-) (Qﬂ-) H (k2 + 0'7«7254_1 AQ)

s=0

A=0m,n,n'>0

(2p+ k)ﬂ} ‘

Tr Yv H (ﬁ + '% _ HT725+1) (ﬁ + '%é)n {C/(\?:T)n,n,n' Vi + DE\TZrL,n,n’ 2A

s=0 ((p + k)Z + “3,254-1)

(ﬁ)n' H (ﬁ_ HT2725+1) )

s=0 <p2 + HT,25+1>
(6.26)

Durch zyklische Vertauschungen innerhalb der Spur erhélt man :

r (%) v m
Q(T) 2¢ c Z A/\ m4r—(2m+n+n/+/\) / de /de t* (k) (k2)
(

37 = Mo D 5 7 .
(2m)7 S (20)7 1T (k2 + 0y.2541 A2)
s=0

A=0m,n,n'>0

T (D= Frassr) o [ () n  (2ptk),
T v B b N , D , — .
Y 51;[0 <p2 + HZ,Qs-l—l) (ﬁ) C/\,m,n,n Vu + A,m,n,n 2A

n - (P+# = Frass1)
B+4) 51;[() ((P + k)z + “3,254-1) ‘

(6.27)

Diese Darstellung ist formal identisch mit (6.20). Es sind lediglich die Rollen von Quark
und Antiquark, ausgedriickt in den Indizes n und n’, vertauscht. Wir erhalten daher ein Re-
sultat vollstdndig analog zu (6.22) mit der eben erw&hnten Modifikation. Beide Ausdriicke
zusammen genommen, zeigen wieder Invarianz unter der Ladungskonjugationsoperation.
Die Diskussion des Falles massiver Quarks und r = 1 bzw. des chiralen Grenziibergangs
gestaltet sich natiirlich entsprechend wie im vorhergehenden Abschnitt.

6.4 Zusammenfassung

6.4.1 Massive Quarks und r =1

Es folgt aus (6.19),(6.24) sowie mit den Uberlegungen aus 6.3.3 fiir die erste Approxi-
mationsstufe des Quark-Gluon-Kondensats in Landau-Eichung bei Anwesenheit endlicher
externer Quark-Strommassen :



6.4. ZUSAMMENFASSUNG 125

pyp) _ 897 (NE - DA

2 2 ~ 2 N
013~ 011 1 1 .« m 1 1 .« m 1 1
o (Lo ) (0= ) e ol Lt -

01,3 — 01,1

1 1 m 1 K11 K1,3 (1 K11+ K13 1y m 1 1«
(T D) + L S (o Ly ]

6 A2 IR A A s LyYy
5.2 5 3 (52 + K2 )+ 4Kk 5
K11 k1,3 1 m 1 m 1 1,1 1,3 1,1 ~1,3 1 m 1
12 (05,3,1,1 ot C{,g,m At C£,3,1,1) + 5 A2 (Dg,g,m At D:(a,g,m)

m? 1 m

1 1
- (3 (’%,1 + 53,3) + 2K1. ’{1,3) (C((J,g,z,o A2 + 01,0,2,0 N + 05,0,2,0) +

~3 52
K11+ k1,3

1) m 1 1 .« m 1 1 . m 1 1 1
n {05,0,1,0—3 + (0{737170 ~3 Dg,g,o,o) ot (05,3,1,0 - §D:(a,3,o,o) At 50— 5%,3,0,0}

oy )

- e e o I e T o) }}-l-
0,0,0,0 34 1,000 A3 2,000 72 3,000 % 4,0,0,0

2 K11 K1,3 H%,l + 5%73 + K11 k1,3 1 1 m2
2 { 5 eme (a3 | S (O CBia) o +

1 1 m 1 1 m 1 K11+ K13
(C{,I),O,O - C{,g,z,o) N + C£,1),0,0 - Cé,g,z,o - (C((J,m,o N + C{,I),I,O) A } +

2 9 [ K1,1 K13 (K11 + K1,3) (“%,1 + “%,3)
2{ o () | |

A3

1 1 1 1y m 1) K1+ K13
{308 00— Clo— cllluo T+l B2 )

1, A?
co(tut).
)

Die Massenskala des obigen Vakuumerwartungswertes wird sowohl vom spontanen QCD-

(6.28)

Parameter A als auch vom Quark-Massenparameter m bestimmt. Dementsprechend treten
in Verbindung mit der fiithrenden UV-Divergenz neben den rein “spontanen® Logarithmen
auch “nicht-spontane” Beitrdge auf, die hier im wesentlichen durch das Produkt der beiden
zueinander konjugiert komplexen Polparameter x;; und x; 3 aus dem Ansatz des Quark-
Propagators fiir » = 1 charakterisiert sind.

6.4.2 Chiraler Grenzfall
Jetzt gilt glchiral) _ Arj AL

T7j
Aus unseren Resultaten (6.19) und (6.25) zusammen mit der Diskussion in Abschnitt 6.3.3
erhalten wir dann das Quark-Gluon-Kondensat im Fall verschwindender Strommassen und

fiir beliebigen (ungeraden) Nennergrad r :
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i Z(NZ—-1)AY [ 2 A? 1. A?
FVFEh)iTal:_6g ( < 4 ) {—2—|-hl ( )+O( ln_)}
(47) € No € :uo

{ % ( i Or2t+1 Ur,?t'-l—l) 07«7«7« (E oy 25—|—1) { ( Z Ar2tt1 Ay Qturl) C(()T)M +

t,t'=0 t,t'=0
t<t’ tt!

(5 ) (408t~ C8hm) = (5P 4
Céfr)m—l,r—l - Cgfr)ﬂ“m—Q - %Dgzﬂ“—lvT—Q} +

( ET: Ar2ut1 Ar 2wt /\r,zu“+1) [ EDQ,T_LTA —2 C{TT),T,TA +2 (i /\r,zs+1) C((JTT),T,T] +

[\

u,u’ u!'=0 s=0
u<u <u'
T 2 T
{ (Z A, 25_|_1) -4 E Ar2t41 Ar2ti41 } ) -
) ) ) 2,r—1,r4+1,r—1
s=0 t,¢'=0
<t

( ET: Ar i1 /\r,zt'+1) {2 CéTT)—I,T-I—Q,T—? + Céfr)_mm} +

t,t'=0
t<t!
1 T 2 T
2 { (Z /\r,25+1) +2 Z Ar 2641 /\n2t’+1] {Dg?}—l,r-l-l,r—? + Di(ﬁ?’—lmr—l +
s=0 t,t'=0
t<t!
: 1 T T T T
( Z /\7“72t+1 /\T72t'+1) {5 (DZ(%,??—LT-I-LT—Z - D§>77)’77’—177’—2) + C£72—17T+2,7’—2 o Cé,r)-l—l,r—?,r—? +
t, /=0
<t

Q(CST)J_LTA 027’ Lrdlr—1 " (Z’\”S‘H) 17“” 1)} }+

(6.29)
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2/ A2 4 2 2
_69 (N&—1)A 2—|—1n2 A Lo llnA ‘

4 2 2 2

(4) € Ko € UG

{(z M) [ O 4308 a0 450 o
s=0
2 (CZ(%TT),T—LT—Q + CZ(%TT),T,T—S - CZ(%TT)—LT—I—Q,T—B) +
2 (Z AT725+1) (Céfr)m,r—Q - CéTT)-I-LT—Q,T—Q - C£T2—17T+1,T—2) -
s=0

(Dé(lfz-l—l’T_S’T_S +3 DXQ_LT"'LT_?’ 12 D‘(ZQ—LTW—Q + D‘(lfz—lﬁ—lﬂ“—l o DEI?,T—LT—Z%) } +

N | —

r r r 1 r
04(1,7?—1,7’,7’—2 - 04(1,7?+1,T—2,T—4 - Cﬁ(l,r)—l,r—l,r—l + g CA(I,T)—Q,T,T +
2 (CA(ITT)—LT—I—Q,T—4 + CA(IT7°)+2,T—4,T—4 + CA(ITT),T—LT—S - CA(ITT)—I—LT—S,T—B) +
4 (CA(ITT)—Q,T—I—S,T—S - Cﬁ(l:r”)—l,’/’-l—l,’/’—-?) - CA(ITQ—Q,T—I—4,T—4) +

(Dgz—l,r,r—iﬁ + Dé?—l,r—l,r—? + Déf2+1,r—3,r—4 - Déf”l)’,”/’—l,’/’—‘l +

N | —

w

1 r r r
9 DLS),”I)’—Q,T,T—I + 2 (Déﬂ)’—l,’/’,’/’—-?) - DLS),”I)’—I,T,T—-?))) } .

A als einziger dimensionsbehafteter Parameter des Problems legt die Massenskala des
Vakuumerwartungswertes (6.29) fest. Weiter 18t sich an den Indizes der in unserem Er-
gebnis auftretenden Vertexparameter ablesen, daf ein Anstiegin der Zahl der beitragenden
Terme mit dem Grad der rationalen Approximationsstufe nur bis r = 5 zu erwarten ist.
Fiir Nennergrad r > 5 sind also bereits alle Strukturmerkmale des in der Kopplung fiihren-
den Beitrags zum Quark-Gluon-Kondensat im chiralen Grenzfall erfafit. Einfache Pole mit
logarithmischen Residuen haben wir wiederum als nicht-fiihrende Kondensatbeitrige ver-
nachléssigt.

Speziell in der niedrigsten Stufe der rationalen Approximation lautet der Vakuumerwar-
tungswert explizit :
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_ Z(NZ—-1)AY [ 2 A? 1. A?
FVFSLZWI—W( ! ) {—2+1n2(—2)+0(—1n—2)}‘
(47) € Mo € K
1
{ 3 (Uil +o11013+ Uf,:a) 05}1),1,1 + (011 +01,3) -

1 1 1 1 1 1 1 1 1
{’\1,1 ’\1,3 C((J,1),1,1 + (’\1,1 + ’\1,3) (5 Dg,l),O,O - C{,I),I,O) - § (05,3,1,1 + 5 D:(a,g,w) + Cél)

(3 /\%,1 + 2 /\1,1 /\1,3 +3 /\%,3) 05,1(2,2,0 - ’\1,1 ’\1,3 05,13,1,1 +

(3 ’\%,1 +4 /\1,1 /\1,3 +3 /\%,3) D:()jg,w + (’\1,1 + ’\1,3) {C:(a,ng 07 o Dz(llg 0,0} - 04(1,1(2,0,0 +

)

N | —

2 (Ail + /\1,1 /\1,3 + /\%,3) {05}1),0,0 - 05,12),2,0 - (’\1,1 + ’\1,3) C{,l1),1,0} +

Dg}l),o,o —2 C&),Lo +2 (’\1,1 + ’\1,3) 05}1),1,1} } .
(6.30)

1
A1+ A s+ A1 AT s+ A7) { B
6.5 Renormierung des Quark-Gluon-Kondensats

Zur Beseitigung von Polbeitrdgen mit logarithmischen Residuen greifen wir auch hier auf
die Renormierungsvorschrift von 't Hooft und Veltman zuriick.

Der gesamte Integral-Gegenterm zum Zweischleifenintegral (6.15) 1Bt sich wie folgt dar-
stellen :
e = o1 4201 (6.31)

Fiir den perturbativen Einschleifen-Counterterm zum fermionischen Beitrag der Gluon-

Selbstenergie erhdlt man :



6.5. RENORMIERUNG DES QUARK-GLUON-KONDENSATS 129

I“”()-lZé E/dD Ty v 1
ab P _29 ab Mg (27T)D Y ﬁ‘l’éé‘l’m’y éé_l_m

.9 D/2-2
2 2 52 /

1
9 vV .2 v P
= ———1(2-=D/2)d, { 0" p* — p*p /dwx 1—a [ac l—2)—=+ —

2¢9% 2
= T Zhu {6} O(0)
TnT p { 04 p? = ptp” } 4+ O(°)

(6.32)

Jetzt wihlen wir (6.32) als Insertion in der nicht-perturbativen Gluonschleife gemas :

292(NZ ~1)(D-1) 2

1) =
! 3(4m)°

€ de T
116 /(%)D p* DY (7). (6.33)

Mit dem Resultat (2.18) fiir das Abelsche Gluon-Kondensat folgt schlieBlich :

o 4¢P (NG -1 A [ 2 1. A2
0

T T T T (634)
{ E Or,254+1 UT,25’+1 - (E ur,?t) (E UT,25-|—1) + Z Uy 2t uT,Qt’ } .
=1 5=0

5,5'=0 tt'=1
s<s’ t<t!

Um den zweiten Integral-Gegenterm aus (6.31) bestimmen zu kénnen, benétigen wir
zundchst den Counterterm zur Quark-Selbstenergie auf Finschleifen-Niveau. Hierfiir gilt
in Landau-Fichung :
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2 2 D 2
GNE—1) [ dPE 1 bkt — ko

_gA(NE -1
2 Ne (47)P/?

{F(Q_D/Q)(D(ac(D—l)—|—3—D2)—I—Q(x(D—l)—l)IH_D(l—D)m‘l)_I_

1 2 ~2qD/2-2
P m
0;; dz (1 — =z [ac 1—96——|—x—]
" Jo SR )M?J It

T@-D/2)(D - 1)) - ((?1_—13@?;:2 ’j:;;) }

_3g°(NE—-1)

2
= o1+ O(L) .
2N0(47T)2 € jm (6)

(6.35)

Verwendet man nun (6.35) als Einschub in die nicht-perturbative Quark-Schleife gemas :

A 3¢% (NG —1)m 2 dPp
ot = C 2 /— TrST(p) 6.36
2 2 (471‘)2 ¢ Ho (27T)D r (p) ( )

so ist das dabei auftretende Impulsraumintegral proportional zum Quark-Kondensat in
seiner r-ten Approximation. Da wir hier den Fall massiver Quarks betrachten wollen,
beschrinken wir uns wie auch schon bei den entsprechenden Kondensatrechnungen auf
r = 1 und erhalten dann mit (5.16) :

o _ 127 (NE = 1)
2 (47T)4

2 1, A?
(Ero(Fmi) } {tn ks oy ket - mamama )
(6.37)

Mit dem so bestimmten Gesamtgegenterm (6.31) 148t sich nun wie in Abschnitt 3.4 bereits
allgemein diskutiert die Overall-Divergenz des Zweischleifenresultats (6.28) extrahieren.

Im Rahmen unserer Ausfiihrungen {iber die Renormierung des Quark-Kondensats haben
wir in 5.6 gesehen, daf} sich als Folge der expliziten chiralen Symmetriebrechung ein
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rein perturbativer Beitrag zum unrenormierten Vakuumkondensat zeigt. Wir wollen jetzt
dementsprechend auch das Quark-Gluon-Kondensat auf nicht-spontane Anteile hin unter-
suchen.

Aus den Bedingungen (6.5) fiir die Giiltigkeit des stérungstheoretischen Grenzfalls erhalten
wir die nicht-verschwindenden “perturbativen®Vertexkoeffizienten in der niedrigsten Stufe
der rationalen Approximation :

1 1 1 1
C((J,1),1,1 = C((J,1),1,0 = C((J,1),0,1 = C((J,1),0,0 =1.

Finsetzen in unser Resultat (6.28) fiir das unrenormierte Quark-Gluon-Kondensat ergibt
dann mit A = 0 sinngemiB ® den fiihrenden perturbativen Beitrag :

Lo 12¢2(NE-1)m?* [ 2 n? L. w?
FVF, = — ) g+m2;g4w);m;g : (6.38)

Es bleibt noch anzumerken, dafl wir hierzu die bereits aus 5.6 bekannte Eigenschaft

Wiy =1 (6.39)

verwenden mufiten und damit den perturbativen Grenzfall der in (5.25) definierten effek-
tiven Quark-Masse identifizieren konnten. An dieser Stelle wird also ein hohes Maf} an
Konsistenz mit den Rechnungen zum Quark-Kondensat deutlich.

Wie man schliefilich konkret die Beseitigung der Overall-Divergenz des Quark-Gluon-
Kondensats realisiert, ist letztendlich eine Frage der Konvention. Man kann entweder
innerhalb der COR das Mischungsproblem zusammengesetzter QCD-Operatoren mit kano-
nischer Massendimension vier studieren oder aber das fermionische Dreipunktkondensat
als rein spontane Gréfle definieren, deren Renormierung — wie bereits am Beispiel des
Quark-Kondensats demonstriert — subtraktiv zu erfolgen hat.

?FEine Rechnung im Rahmen der Stérungstheorie fithrt zum selben Ergebnis.



Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in den zuriickliegenden Kapiteln im Rahmen einer mikroskopischen Rech-
nung fithrende Beitrdge zu den niedrig-dimensionalen Vakuumkondensaten der Quanten-
chromodynamik bestimmt. Als Ausgangspunkt dienten uns dabei die nicht-perturbativ
modifizierten Feynman-Regeln einer gemifi den Prinzipien asymptotischer Freiheit und
perturbativer Renormierbarkeit systematisch erweiterten Stérungsreihe. Weiterhin wurde
das im Zusammenhang mit der Kondensatdefinition auftretende Renormierungsproblem
zusammengesetzter Operatoren in seinen wesentlichen Grundziigen erldutert.

Im Verlauf unserer Diskussionen erfolgte verschiedentlich der Hinweis, daf} die Vakuum-
kondensate als Charakterisierung der nicht-trivialen Struktur des QCD-Grundzustands
wichtige Kenngrofien einer feldtheoretischen Beschreibung des hadronischen Spektrums
darstellen. Vermdoge des QCD-Skalenparameters A sind unsere nicht-perturbativen Vakuum-
erwartungswerte jedoch grundsétzlich noch vom verwendeten Renormierungsschema ab-
h&ngig; mit Ausnahme des Gluon- bzw. Quark-Kondensats erweisen sie sich sogar als RG-
abhingig. Daraus darf jedoch keinesfalls gefolgert werden, dafl sie physikalisch nicht von
Nutzen sind. Denn einerseits treten die Kondensate in Observablen als RG-invariante Kom-
binationen auf; andererseits bleibt in jedem approximativen Verfahren endlicher Ordnung
zur Bestimmung quantenchromodynamischer Gréfien eine gewisse Restschemaabhéngig-
keit immer bestehen. Diese sollte jedoch durch Hohertreiben des Approximationsgrades
asymptotisch zum Verschwinden gebracht werden.

Um den Vergleich unserer Resultate mit experimentellen Daten bzw. Ergebnissen
von Gitterrechnungen anstellen zu kénnen, sind wir auf die noch ausstehende Losung
des Selbstkonsistenzproblems der nicht-perturbativen Ansitze in den DS-Gleichungen der
QCD angewiesen. Die numerische Kenntnis der Parameter aus den rationalen Approximan-
ten wiirde dann an Hand der Kondensate sofort eine Fiille von Kriterien zur Uberpriifung
der Giite der erweiterten Stérungsentwicklung mit sich bringen. Stellvertretend sei hier
das Verschwinden von Bewegungsgleichungskondensaten genannt. Mit den vorliegenden
Rechnungen haben wir insbesondere auch die Grundlage fiir eine detaillierte Analyse des
globalen Approximationsverhaltens hinsichtlich des Nennergrads r gelegt.

132



Anhang A

Mathematischer Anhang

A.1 Feynman-Integrale

A.1.1 Feynman-Parametrisierung

Wir verwenden zur Berechnung von Schleifenintegralen mit rationalen Approximanten fiir
die nicht-perturbativ modifizierten Vertexfunktionen der QCD im allgemeinen die folgende
Form der Feynman-Parametrisierung :

1 _F(al—l—ag—l—...—l—an)‘
I L I'(ay)T(ag)...T(ay)
1 1 1 ar—1_ as—1 an—1
/d$1 w?_z /d$2 QCS_S .. / d$n—1 Y = ] a1tag+t..tan 7
0 0 0 {mh+wlft.  tyfa}
(A1)
wobei
yr=1—u yo = 21 (1 — 22) yz=a129(l—23) ... Yoo =21 T2 (1 —201)

Yo = L1 T2...Tp-1 .

Im Falle ganzzahliger Exponenten a; greifen wir auf eine dquivalente Formulierung mit
Hilfe der Diracschen Delta-Distribution zuriick :

1 1 1 1 M(l—z1— 20— ... — z)
. —1)! d dze ... | dz, = . A.
Fhog, b /0 Zl/o & /0 TRttt At (8-2)

A.1.2 Parameterintegrale

Zur quantitativen Auswertung der gemif (A.2) gebildeten Parameterintegrale betrachten
wir zunichst allgemein :

1 1 1
Fln=1) ::/dzl /dzz.../dzn (l—z1—2— o= 2) Fz1,29,. .., 2,) . (A3)
0 0 0
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Im ersten Schritt wird die Delta-Distribution mit Hilfe der Heavisideschen Theta-Funktion
eliminiert und man erhilt :

1 1 1
]_-(n—l) — / dz / dzy .. / dzn_1 @(1 — (2’1 +204...+ Zn—l)) .
0 0 0

F(Zl,ZQ,...,Zn_l,l—(2’1—|-2’2—|-...—|-Zn_1)) .

Die durch

lel—ul
22:U1(1—U2)

Z3 = U1 U (1— U3)

Zp—1 = UL U ... . Up—_2 (1 — un_l)

definierte Variablentransformation besitzt die Eigenschaften :

0§21—|—22—|—...—|—2n_1:1—u1u2...un_1§1

‘ 8(21,22,...,Zn_1) ‘ _

n

w T Ul T U

1 2 n—2
O(u1, Uz, vy Up1

womit fiir das allgemeine n-fache Parameterintegral folgt :

1 1 1
Fln=1) - /0 duq /0 dusy . . ./0 dut,_1 u?_z ug_?’ o Up—g -

F(l — Uy, Uy (1 — uz),ul (15) (1 — U3),. LU UYL Up—2 (1 — un_l),ul ug .. .un_l) .
(A.4)

Im Rahmen unserer Kondensatrechnungen haben wir es nun speziell zu tun mit Feynman-
Parameterintegralen der Form (1 < n' <n):

Zn=1 = /d21 /d22 /dZn (I—z1—2— ... = 2,) [w(z)]",

wobei w(z) := wp(2z) = 2, + 2, + ...+ 2, fir g <dp << g

Wir erhalten dann unter Verwendung von (A.4) :
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_ 1
AN A.
0 (n _ 1) ! ( 5&)
(n=1) _ ™
Zl[n,] = (A.5b)
(n—1) _ n'(n' +1)
Entsprechend folgt fiir die Grofie
R 1 1 1
Z(n,_l) = | dn dzg ... | dz, 0(1 — 21 — 20 — ... — z,) W(zZ),
(] 0 0 0
mit @(z) 1= Wpn(2) = (21 + 2prgr) iy + (22 + 2g) piy + oo+ (2ar + 2200 ) i,
und 2n’ < n , nach Durchfiihrung der Variablentransformation :
Zmn 2 2 i » (A.5d)
[n'] - n! — Hig - .

Feynman-Parametrisierung im Anschlufy an die erste Impulsintegration bei Mehrschleifen-
integralen ergibt im allgemeinen gemdf (A.1) einen Ausdruck der Form :

1 1 1
g(n—l) = / d$1 $7f_2 (1 — $1)a1_1 / d$2 $§_3 .. / dwn_l G(X)
0 0 0

mit nicht-ganzzahligem Exponenten o;.
So fiihrt uns beispielsweise die Anwendung der Gegentermtechnik zur Bestimmung fiithren-

der divergenter Beitrdge aus Zweischleifenintegralen in dimensioneller Regularisierung bei
D = 4 — ¢ auf die Integralgréfle :

1 : ! !
gg(;)l) — /0 day 9671%—2 (1- 961)2_D/2 /0 dzo x§‘3 . ./0 dr,_y Gp(x);

und damit speziell fiir 7 € {0, 1} auf divergente Parameterintegrale vom Typ :

1 .
) = /0 de a2 (1 - 2)P/? fp(a) . (A.6)
Setzen wir hierbei Analytizitdt der Funktion fp in @ = 1 voraus, so findet man eine

Regularisierung dieser Integrale durch analytische Fortsetzung fiir D < 4 wie folgt :
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(n) ! 1-D/2 ! 1-D/2
150y = [do e (1= P o) = [de a0 ) PR () = fo(1) + fo(1) ) =
0 0

1—=2

1 1
v w12 (1 _ gyt D/2 v a2 (1 _ gy2-Dr2 /o) = fp(1) _
[ae a2 -y o+ [arar1- 0 -

(w21 L2=D/2)

"T(n+ 11— D/2) oL+ O,

(A.7a)

1

1 1
Jﬁﬁg)::}g‘hfxn_z(l—'w)_D/QfD(w)::L/‘dwa@_z(l“$)_D/2fD(1)+tK;dw;”n_z(l“aﬂl_D/sz(w)==

0

/ldw 2" (1 - 2) P72 fp(1) + /ldx 22 (1 = )P pp (1) + /ldx 22 (1= g)> D2 Fp(z) - Fp(1)
0 0 0

1—=2

(n—2)!

r2-D/2) [ fpl) (1) '
r<n—D/2>{1—170/2‘7@?0/2}*0(6)’ (A.7h)
v

wobei im zweiten Fall noch Fp(z) := W gesetzt wurde.

Im letzten Schritt haben wir jeweils von der Integraldarstellung der Eulerschen Beta-
Funktion [15]

L+ a)T(1+ )
I'24+ o+ 8)

1 F(
B(l—l—a,l—l—ﬂ):/dw 2 (1-2)’ =
0
Gebrauch gemacht.

Es bleibt dann noch die Berechnung reguldrer Parameterintegrale des Typs :

1 1 1
XT(:_I) = XT(:[;,I]) = / d$2 $§_3 / d$3 $§_4 . / d$n_1 [%()A()]m 5 (A8)
0 0 0

mit 7(X) 1= Fp(X) = Jiy iy + Gip iy + oo+ iy i, wobei iy < dg < ... < iy und
@] = yj|l’1:1 .

Wir finden dafiir :



A.l. FEYNMAN-INTEGRALE 137

-ty _ 1
X, BRCESIE (A.9a)
(-1 _ LN,
Xl[n’] I z_;/‘zs (A.9Db)
x{b = _ i Py i) - (A.9¢)
2[n’] (n—l—l)! ot it My
t<t!

Zur Auswertung von Feynman-Graphen mit internen Quarklinien haben wir im Falle mas-
siver Quarks neben der rein spontanen Skala Agcp auch noch externe Massenskalen in
Form der Quarkflavour-Strommassen mp zu beriicksichtigen. Die Analyse nicht-perturbativer
Logarithmen erfordert dann die Berechnung von Integralen {iber Logarithmen von Linear-
kombinationen der eingefithrten Feynman-Parameter, wofiir etwa (6.23) als Beispiel dient.
Bei der expliziten Berechnung solcher Integraltypen machen wir intensiven Gebrauch von
[62] und erhalten folgende niitzliche Identitéaten :

1

Lo(a) := /0 dz In*(1+ az) =2+ (1 + %) {1112(1 +a)—21In(1+ a)} (A.10a)
Ll(a)::/ldxxlnz(l—l—ax):%{%—%—I—(—l—l—%—l—%)ln(l—l—a)—l—(l—a—12)1n2(1+a)}
’ (A.10Db)
Ly(a) = /Oldx 22 1n?(1 4 az) =
(3 E e ) (b3t wrsas (1 3wt
(A.10¢)

A.1.3 Euklidische Impulsintegration

Nach Einfithrung einer Feynman-Parametrisierung und gegebenenfalls der Translation des
Integrationsimpulses gelangen wir im Rahmen dimensioneller Regularisierung [12] zur An-
wendung der Euklidischen Standardformel fiir D-dimensionale, sphérisch symmetrische

Impulsraumintegrale :
d?p ()" 1 T(a4+ D/QT(B-a—D[2)  5yD/24a—p
/(zﬂ)D (p?+ M2)7  (4m)P/? L(D/2)1(3) [M7] - (A1)

Um diese skalare Integralformel auch im Fall eines allgemein tensoriellen Integranden ver-
wenden zu kénnen, nutzen wir explizit die Kovarianz der Formulierung unserer Feldtheorie,
welche sich manifestiert in den Eigenschaften symmetrischer Integration :
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/de o o F(2) 0 falls n ungerade

— pMpt Lt f(p?) = n n

(27T)D D(Digl)“2(5+n_2) (2;)D dep <p2) /2 f(pz) faﬂsngerade
(A.12)

Hierbei bezeichnet S#1#2--#n fijr n > 2 den totalsymmetrischen Tensor n-ter Stufe.

A.2 Euklidische -Algebra

Ausgehend von der Antikommutator-Relation der Fuklidischen y-Algebrain D Dimensionen :

" = 20, (A.13)
erhalten wir die Identitéten :

Yy, =—-D (A.14a)
pp = —p? (A.14b)
pE+Ep=-2(p-k) (A.l4c)
PEp=pF—=2(p-k)p. (A.14d)

Mit der Definition T'r{1} = 4 folgen die Spurrelationen :
Tri{y"y"} = -4 (A.15a)
Tr{fyﬂ,yu,ycr,y/\} — 4 { 5;w5cr/\ _ 5u05w\ n 5u/\5ucr } \ (A15b)

wahrend die Spur iiber eine ungerade Anzahl von y-Matrizen identisch verschwindet.

Als unmittelbare Konsequenz aus (A.14) ergibt sich im Fermionsektor fiir die rationalen
Approximanten zum (ungeraden) Nennergrad r :

r r—1

H (]5 - HT,25+1) = { ET: Ky 2t41Kr 26041 — (i ’fr,25+1)15 —p’ } (=p") % +0 <pT_2)

5=0 t}téjlo
(A.16a)
[T+ # = sz = { o+ o Dby it EE DD ey
(Z ’fr,25+1) (P2 P+EH+ 1 =r)(p- k)lﬁ) - Z Ko 2t41Kr 2601 P° } (_PQ)TES +0(p?) .
<

(A.16b)
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Schlielich finden wir weiter mit Hilfe von (A.16b) :

(P+H#)" = {p“ +n(p-k)p*+ ngpQ + @ (p-k)? } )T +0 (p"?)  falls n gerade
(A.16¢)
B0 = {8 [+ 0 eyt e D ]
¥ {p“ +(n—1)(p- k)pQ} } (=p)T +O(p"™*)  falls n ungerade .
(A.164)

Die Entwicklungen (A.16) spielen bei der Berechnung des Quark-Gluon-Kondensats eine
wesentliche Rolle.

A.3 SU(N¢)-Farbalgebra

Gegenstand unserer feldtheoretischen Betrachtungen ist die Quantenchromodynamik mit
lokaler SU(N¢)-Eichinvarianz. In diesem Abschnitt sollen die fiir die Kondensatrechnun-
gen bendtigten Figenschaften der Lie-Gruppe SU(N¢) kurz vorgestellt werden.

Es bezeichnen T, fiir a € {1,2,..., N3 — 1} die zugehédrigen Generatoren. Diese bilden
vermoége der Kommutator-Relationen

[Tava] = ifabc Tc (Al?)
eine Lie-Algebra mit den total-antisymmetrischen Strukturkonstanten fup..

Die Gluonfelder transformieren sich gemaf der adjungierten Darstellung der SU(N¢ ) mit

(Ta),, = =i fabe » (A.18)

wahrend die Quarkfelder unter Rotationen im Farbraum der fundamentalen Darstellung
gehorchen :

T, ==As; (A.19)

dabei stellen die A, als spurlose, hermitische (NoxN¢)-Matrizen die Verallgemeinerungen
der Gell-Mann-Matrizen aus der SU(3) dar. Es gilt [15] :

2
Ady = ——0up 1+ (dupe + 7 Fane) A | A2
b= dab + (dabe + 7 fabe) (A.20)
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mit totalsymmetrischen Strukturkonstanten d,.. Hieraus erhalten wir Spurrelationen der
fundamentalen Darstellung :
Tr{Ai p} =284 (A.21a)
Tr {/\a/\b/\c} =2 (dabc + ifabc) , (A.le)

und insbesondere

NZ -1

Tr{T,T,} = 02 (A.21c¢)

Damit lassen sich nun Farbtensoren als Spuren iiber Generatoren der SU(N¢) in ihrer
fundamentalen Darstellung schreiben :

dap = 2T {T, Tp} (A.22a)
Jabe = =20 Tr { T, [Ty, T] } (A.22D)
dape = 2Tr { T, {T),, T.} } (A.22¢)
Javifeaj = =2Tr {[T0, Ty) [T., T4 } . (A.22d)

Diese Identitdten wurden von uns insbesondere bei der Definition der Vakuumkondensate
im gluonischen Sektor der QCD verwendet.



Anhang B

Details zur Berechnung des
3-Gluon-Kondensats

B.1 Subschleife mit (myms)

Unter Bezugnahme auf (4.16) definieren wir als Hilfsgréflen die Einschleifenintegrale :

) AV o [ dPE
(KT (0) = wep /(%)D WY (p ke, —p— k) -

* c)i(r mao m3 r—{(mo+m3)—08;4 B.1
O b (1) (s k)" a2y

ma,ma>0 { ﬁ (k2 + 07,725+1A2) } { ﬁ ((p + k)2 + Ur,25+1A2) } |

s=0 s=0

Vor der Auswertung mit Hilfe von Feynman-Methoden legt ein Blick auf die Impulsstruktur
der h;A”(p, k,—p— k) folgende Zerlegung nahe :

() BAVW
[Ig((c))j]m =
, UAY
. w/ P [GEC))j]ml (ps ks —p = k) N

HoP (27T)D u 2 2 r 2 2 2

1:[0<k + UT,Qs-I-lA ) 1:[0<(P + k) + UT,QS-I—IA ) (p + k) (BQ)
(r) 1M
[, k== k) }
{ 11 (k2 + Ur,zs+1A2) } { II ((P + k)2 + UT,25—|—1A2) }
s=0 s=0

Nach Einfithrung von Feynman-Parametern erhalten wir dann :
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UAY

(r)
(r) qpAvw € w T qu [G(C)J]ml (p, @ —wip, (wy —1)p— (]1)
[A((C))j]m s { (r+2)7 /D2 e /(27T)1D 2 2 2r+3 +
{4t + miG™))
(r)
(2 + 1) ! /p2r+2 /quz [H(c)j]ml (Pa 92 — wzp,(w2 — 1)p_ qz)
T ! Z |
(27r)D 2 | p2(y2 2r+2
7 + R3(p?)
(B.3)
wobei
G = k+ wy-p

wy = wi(2) 1= Zrg2 + Zrys + . F 2243
Ri(p*) := wy (1= wy) p* + @ A

g i=k+wy-p

wo 1= wo(2) 1= Zrgo + Zrg3 + . F 2242
R3(p") := wa (1 — wy) p* + @ A

W= w(z) = (21 + Zr42) 0rp + (22 + 2p43) O3+ oo+ (Zrg1 + 22042) Or 2041 -

Der oberflachliche UV-Divergenzgrad von (B.1) betragt §; = D —3. Es kann also eine maxi-
mal lineare Divergenz im ersten Integrationsschritt auftreten. Mit Hilfe der Auswahlregeln
(%) erhalten wir daraus notwendige Bedingungen fiir das Auftreten von UV-Divergenzen,
ausgedriickt durch die Indizes unserer Vertex-Koeffizienten :

me + ms = 27 — my <7 fir j € {1,2,3}
me+ms=2r—1 = my <7 fir j =4.

Beriicksichtigen wir fiir die Zdhlerfunktionen in (B.3) noch die Eigenschaften symme-
UAY

trischer Integration, so ergeben sich schlieilich die Funktionen [GEZ))]] (g%, p) bzw.

[a);]

(C)] mi

mi
Av
8 (¢%,p), deren divergenzerzeugende Beitrige nachfolgend aufgelistet sind :

(*)
~(r 2 v v c)l(r T T
[GL) @) = 553 D17 {2y =+ et} Y ) (AT o)
mo+ma=2r
(*)
{3 {0+ w—2ms {0 (@)

mo+ma=2r

2r

m ):D(D—|—2)

+ O<q4r—1> \
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[GEZ))Q]ZU(qQ,p) Ty {D+ 1) ()p* - 1)y | m:ﬁ:;:zr CEP0) s ()T 4 O(¢71)
0,1 @) = P e i LX) () + 04"
[62253];Ay(q2,p) = % mﬁ(z:;:%{ #Np)p (D (1= wn) =1+ 2(57:21) (ms = 2rwy) ) -

DL“ (ma — 2rwy) " (p) p* + wy (6*p* — 6**p") } ClPE) ()T o
80,00 0 = 57 f% [020) 0 (D= 1) (D +2) 4 (D4 1) (D+ 4r) wy —2ms (D 4 1))

mo+ms=2r

= t(p)p (D 447wy = 2ma) b CEED () +0(¢" )

%)
PR = (D4 D)) | CX s (8 O

mo+ma=2r—1

() 1M 2y
[G(C)4]m1 (¢, p) = m{

(*)
D+ 1) t#u(p) p/\ _ tu/\(p) pu } Z 07(24717(;2)7m3 (qz)ZT 1 O<q4r—1) .

mo+ma=2r—1

” 4
(@41, vp):m{(

Die Ausfithrung der Impulsintegrationen in (B.3) mit Hilfe der Standardformel (A.11)
ergibt nun :

()
/7(7,) MAUW - 2,&6 F(QT —I_ D/Q) W (C)I(T)
K - I'(2-D/2 Cntma,ma °
Ko, @)= (D +2)(4m)P/?  T(D/2) 2= DR mz-l-%;:% e

D/2—-2

ers D2 {0 - 0+ )} [0 (w02

{ Y (p) p + " (p) p¥ } /DQT"'QZ { (D +4r)we — 2mg } (R3(p*) )D/2_2 ] + (konv) ,

(B.4a)
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()
/7(7,) MAUW - 2,&6 F(QT —I_ D/Q) W (0)2(7’)
K - I'(2-D/2 Cntyma,ma °
(Kl PR R I m;;:zr o
|: (27‘ n D/Q) { (D + 1)t;w(p)p/\ _ tu/\(p)pu } /DZT-I—BZ (R%(pz) )D/2—2 n
(1= D) D+ 20 05 (1302) |+ (howo).
(B.4b)
()
) e, 15 I'(2r + D/2) w (c)3(r)
K - I'(2-D/2 Cntma,ma °
KGRl O = o @p? o) L2 D L

[(27‘—|— D/2) /DZH'SZ {t“A(p)p” (D(D+2)(1—wi)—(D+2)+2(D+1)(ms—2rw)) +

D/2—-2

220wy = ma) ¥(p)p* 4w (D +2) (09 = 027 ) | (REH) T+

/D27°+2Z {#2) " (D= 1)(D+2)+(D+1) (D +4r)wy —2ms (D +1)) -

() p* (D + 4r) wy — 2ms3) } (R3(p*) )D/2_2 ] + (konv) ,
(B.4c)

UAVW p) = 4#6 F(QT + D/Q)
()43, D(D+2)(4m)P/?  T(D/2)

02 - D/2)p {#2p)p = (D + 1)1 (p)p" | -

Z CT(rfzle(fZ;),beg { (2r+ D/2) /DQH'SZ (R%(pQ) )D/2_2 — /DZH'QZ (R%(pz) )D/2_2 } + (konv) .
mo+mas=2r—1

(B.4d)

Also 148t sich unser urspriingliches 2-Loop-Integral (4.16) mit festgelegter Reihenfolge der
Schleifenintegrationen in seinen divergenten Anteilen wie folgt darstellen :

” UAVW . r de (r UAVW p2 m A2 rem
[Qg()c)j] = Ho Z / 5\D [Ix ((c))j]ml (p) T< ) ( )
mi=o” (27) [T (9* + 0v2541A2)

r mi r—m1 5(
= s Z / d"p (pQ) (Az) /D2r+3z [g(C)'
=:us 5 =
mi=o” (27) IT (p? + 07 2541A2)
s=0

Mit einer Feynman-Parametrisierung gemif (A.1) erhalten wir dafiir :
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- HAVW . F(T—|—3—D/2) ! ” L e ! ! -D
[Qg()c)j] = u§ T2-D/2) /Odycl x] /Odycg s 1.../0de Ly /deT_H (1—961)1 /2

r D
S [t A

mi =0

s(r) QRN
{ /DQT—I—SZ [g(c)] ]ml (p,Z) +
r+3-D/2
{ nRIP)+ (PP + o1 A+ Y2 (PP + 0241 A2) }
() AN
/D2T+2Z [%(c)]]ml (p,z) }
9 r+3-D/2 ’
{ v RE(p2) +y2 (P2 + 0r 1t A2) + oo+ Y2 (PP 4 0r 2041 A?) }
(B.6)
wobei
pr=1-1a4 y2 = 21 (1 — 22) ys=a12(l—23) ... ypr=a1...2 (1 —24q)

Yrd2 = T1 oo o Trgt -

Damit folgt fiir die beiden Nenner des Integranden (n € {1,2}):
1 B0 + 92 (07 + 0ra A%) o o (07 + 0r2rpa A?) = (1= 1) RE(D?) + 21 p? 4 7(x) A%
hierbei haben wir definiert :

T(X) 1= Y2001 + Y30r3+ oo+ Yri2 Or2r41 -

Die Auswertung des divergenten Parameterintegrals in (B.6) ergibt nach (A.7) :

1
r 1 _ . \1=D/2 — I'(2-D/2) 0
/Odacl 21 (1 —21) fo(xq) T'F(r—|—3—D/2) fo(1)+ O(e) .
Weiter setzen wir 7(X) := 7(X) |4,=1 , sowie

, UAVW ” ~(r UAVW

(G ), ()= /792 P2 (6] (2
, UAVW ” ~ UAVW

(7,1 ) 2/792 Pa [H),] (m)

und erhalten dann fiir die gesuchten fiihrenden divergenten Beitrige :
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Avw UAVW

oy )" LG e+ ()] )
/ (2r)P ‘

{p 47 A2l

” Avw . . r
[Qg(l)j]“ :MOT!/D x Y

m1:0
(B.7)
Definieren wir schlieflich fiir den Zahler des Integranden in (B.7) :
wo T DI2) o oy Q1)1 () =
(4m)P? T(D/2) (©)3 '
. (B.8)
my r—my ) BAVW ” UAVW
> )™ ()T e () T

mi =0

so folgen daraus zusammen mit den Resultaten (B.4) nach Anwendung der Regeln sym-
metrischer Integration Funktionen der Gestalt :

(*) 7
AT Avw ] vw c)i(r mi T—m1
QU0 = X s X R 6 ()T (B9)

m2+m3:27°—5]4 m1:0
Damit konnen wir schreiben :

(*)

wvw  T(2r+ D/2) I(2—-D/2) Z Sy /ﬁrﬂx T7§§>f7§;2(x) ,

1(c r)ms 2
(c)j T(D/2) S50 (r)
(B.10)
wobei
9i(r) e Py ZOQ(;}{?SQW (p?)™ (A7)
T (%) = 0 / m= i B.11
T P P .

Fiir die in (B.4) noch auszufiihrenden Integrationen beziiglich der Feynman-Parameter z
finden wir mit (A.5) :

(2r4+n) 1
2rtn) _ rtn

rtnl = (2p 414 m)! ;
()

und so lassen sich jetzt die in (B.9) definierten dimensionslosen Tensoren S( )
bestimmen :

A ..
HAVY explizit
ma3
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1
_ _ _ HA SVWw _ Hy §Aw B Hw SVA
(ryms _144(27‘+1)!{<9 4 (ms3 7‘))(5 0 (9—|—4(m3 7‘))(5 0+ 2(ms3 — )00 }—I—(’)(€)

(2)%‘*/\1"*} _ 1 HA SVWw uy §Aw Hw YA
S = TEr T {49097 — 320w 5™ + 70 | 1 Oe)

S(S)u/\uw . 1

HASVW Hy SAw Hw YA
o _7144(2T+1)!{325 5 — 4N T 5 | 4 Ofe)

W _ g 4 O(e) .

(r)ms

Es bleibt die Berechnung der UV-divergenten Beitrige aus den Integralen (B.11). Durch
Anwendung der Fuklidischen Standardintegrationsformel dimensioneller Regularisierung
erhalten wir :

At I(r—1+D/2)
(4r)P T(D/2)T(r + 3~ D/2)

T(C)](T)(fc) - I'(4—D)-

{ (r+D/2)(r—1+D/2) CEIO [#(2)]” + r—14D/2 (i)

o, (€)j(r) ,
(3-D)(2-D) 5D Cr-tmams T+ oy, mg }

A2 D—-4
[f'(f{) —2] + (konv) .
Ho
(B.12)
Unter Beriicksichtigung der Laurent-Entwicklung :
A21PT 2 A? 1, A’

I(2-D/2)T(4—-D [f-fc—] :—+ln2(—)—|—(’)(—ln—), B.13
e L I S S (B.13)

haben wir in (B.10) noch folgende Feynman-Parameterintegrale gemaf (A.9) auszufiihren :

x{ ==

1
r

" __ 2 Y
X1 = r+2)! ttzl_:o Tr 2641 Or2t'41 -
i<t

Dies fiihrt schliefllich zum Endresultat (4.17).
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B.2 Subschleife mit (m;3m;)

Entsprechend wie oben fithren wir als Hilfsgréfien die folgenden Einschleifenintegrale ein :

r) g BAVW . dD v w

ma (27T)D J
* c)jlr mq ms r—(mi14+ms)—3&4 B.14
L OB () (k)™ (42 e
ma,ma 20 { I1 (p? + 0r2541A2) } { [T ((p+ k)* + 0,2511A2) }
s=0 s=0
und zerlegen sie anschlieffend gemif :
r) 7 HAVW . de w
PR W =i [
r Av
{ (G ok —p— k)
T T : —I_
{ H <p2 + UT,25+1A ) } { H ((p + k)z + 0'7«725+1A2) } (p + k)z (B15)
s=0 s=0
7O 1Y (o, k
[, ks —p=F) }
{ I1 (p? + 0,2541A2) } { II((p+ k)* + oy 2s41A2) }
s=0 s=0
Mit einer Feynman-Parametrisierung erhalten wir dann :
v dPg, (10— wik) [GEZ))J‘]MU(% —wik, k. (w1 = 1)k —q1)
[P (k) = NB{ (2r +2)! /DMSZ/ D - 73 +
" (2) {at+m0)}
dPq (g2 — wak)” [H((Z))j]MU<‘Z2 — wak, k, (w3 — 1)k — f]z)
s o 2 Lokt )
(27) {3+ B30}
(B.16)
wobei
qri=p+uw -k

wy = wi(2) = Zrqy2+ 243+ oo F 22043
Ri(k*) := wy (1 — wy) k* + @ A?

@ i=pt+wy-k
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wy = w2(2) 1= Zry2 + Zrgs oo F Zorga
R(E*) = wy (1 — wy) k* 4 @ A?
W= w(z):= (214 zr42) 0p1 + (22 + Zp43) Or 3+ o+ (Zr41 + 22042) Tr2r41 -

Aus Gleichung (B.14) liest man den oberflichlichen UV-Divergenzgrad 6, = D — 2 ab.
Im ersten Integrationsschritt konnen daher keine hoheren als quadratische Divergenzen
auftreten.

Gemif (x) lautet dann die notwendige Divergenzbedingung :

2T—1—(5j4§m1+m3§27‘—(5]‘4,
und daraus folgend mqy < r.

Definieren wir nun fiir (B.16) die Zahlerfunktionen :

UAVW UAY

(U1 (ot s= 17 [ G (o )

UAVW UAY

VO ) o= 1 [ st 1)

mo
so ergeben sich unter Anwendung der Figenschaften symmetrischer Integration anschlieflend

~ Avw
(¢%, k) beziehungsweise {V((!;i ]u
mo

~ Avw
Funktionen [ U(T)4 ] g
(C)] mo

aufgefiihrt sind :

(¢%, k), die nachfolgend explizit

()
TR0 = g X (D420 = D4 D)+ (D 2) 0 () R+

m1+ms=2r
(1= 2wy) Nk KR — wy k2 [0 (k) 67 4 £ () 65 + 1#M(k) ] +

2 (ms + wi(1 — 2r))
D+4

() (0% = (D + 2) 8 ) + 19 (k) (8% — (D +2) b ) +

tu/\(k) ((5”‘” + 2 kykw) } } 07(53}75’?,2)777’2/3 (q2)2r+1 n O<q4T+1) 7
()
(k) (6" - DEFE) RS Y {(D+2)w2 — 2 (wy (1= 2r) + ms) } _

m1+ma=2r

9 B 2
(q Jf)—m

C(C)I(T) (q2)27° 1+ O<q4r—1) :

my,m2,m3
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(*)

G0 = gy X {00 - w4 2) e — (042w +

UAVW

m1+ms=2r
(2wy — 1) t“ (k) RV EY 4w k? [0 (k) 6" + 2 (k) 8" 4+ t#Y (k) 6] —

2 (mg + wy(1l - 27‘))
D44

{t“(k) (6"k? — (D +2) K"k ) + Y (k) (0*“k* — (D +2) kK ) +

1 (k) (67 k% + 2 k7 k) ] } COD (@ o)

(*)
) pAvw 2 _ 2 1A vw Av Hw Aw wy 2
o1 (q,k)——D(DH)M;ZZT{ [0k 8% 4 £() 87 — (D + 1) 1(k) 7| g
(—w%)(D(D—I—Q)—I—E%r(D—I—QT—I—l))—|—4w2m3(D—|—47‘)—4m3(m3—1)‘

D+ 4

MR RR 4 ()RR 4 ) R |+
| 2(D + 4r) (—rwd + mawn) — ms (D + 2mg) | (k) 9k +

(D +4r) ((2r — 1) w3 —2msws ) + ms (D +2(ms+ 1))
D+4

[+ v 3 ey 5 | 12 bt +

(*)

2 vw v w w v )2(r 27 r—
D(D—I—2) {tuk(k)é —|—t/\ (k)(gu _(D_I_l)t/\ (k)(gu }A2 +22 _107(7’L27275’LQ)7m3(q2) ‘|‘O<(]4 1)7
()
= (r) IONZO _# 2(m3+w1(1—27‘)) ) o9 vy
[Uisl,, (@5 = 5579 3 { D [(D+3) 1 (k) (8°K? + 2k 1 )

m1+ms=2r

PV R) (882 4 200 ) = (k) (8 k% + 20678 ) | -

(2ms + 1+ wy (1 4r)) [(D LN E) R R — £ (k) kﬂk”} n
(D + 1) t#M k) 6““k* — 1" (k) 6*“ k% — 1" (k) 6" k> +

wn [ £ (k) (898 4 265 ) + (k) (882 = (D + 1) KR ) -

my,m2,ms3

tNk) ((D +3) 8"k + (3= D (D +2) ) k') ] } CEBO (2P L o)
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~ (r Avw .
(V]! @ k) =0+ 0(¢" ")
(70 17" (g2 k) = 5 D (D + 6) (k) R — (D +2) [# () kR 4 ) k0 |
@4, N = T (DT 0

(*)
t#x\(k) 5uwk2 + t/\u(k) 5ka2 n t/\W(k) 5uuk2 } Z Cﬁﬂﬁ(;img (q2)2r+1 n O(q4T+1) :
mi1+mas=2r—1

UAVW

(¢*, k) =0+ (’)(q‘”_l) .

Die vorliegenden Resultate zeigen, daff nur fiir j = 2 die maximal mogliche quadratische
Divergenz auch tatsichlich auftritt. In den Fillen j € {1, 3,4} kompensieren sich dagegen
jeweils die fithrenden divergenten Beitrige, sodaf} lediglich lineare Divergenzen erscheinen.
Die UV-Divergenzbedingungen reduzieren sich dann auf

my + ms =2r — ;4 und me < 7.

Mit Hilfe der Euklidischen Integralformel erhalten wir schlieilich fiir die Einschleifengréfien
aus (B.16) :

()
() e 2016 I'(2r+ D/2) (e)1(r)
p ) = re-o/) > b
[ (C)l]m2 D(D—I— 2) (47T)D/2 F(D/Q) ( / )m1+m3:27« o

(2r + D/2) /D2T+3z { ((D+2)w; — (D + 1)) (k) k"E” 4 (D + 2) wy ™ (k) k*E~ +

(1 — 2wy t*M(k) BV EY — w2 [0 (k) 6" 4+t (k) 8% 4+ t#M(k) "] +

2 (mg + wy(1l - 27‘))
D44

{t“(k) (6" k% — (D +2) k" ) + " (k) (8*“k* — (D + 2) k*k* ) +

(k) (87“R2 4+ 2 Kk ) } } (R2(k?))"*7% 4

PR (1 = D) [P {(D 4 2) w2 (wa(1 = 20) 4 ma) } (REK?) )D/H]

+ (konv) ,
(B.17a)



152 ANHANG B. DETAILS ZUM 3-GLUON-KONDENSAT

()
(r) AV 20 I'(2r +1+ D/2) (c)3(r)
p ) = r2-D/2) > c
[ (C)S]mg ( D (D +2) (47)PP* I'(D/2) ( / )m1+m3:2T o

/DQH—SZ { 2 (ma +ijr(i —27) {(D +3) 1M (k) (67K + 26V k) —

(k) (04K 4+ 2k4E2 ) — (k) (6" k> + 2k k) } -

(2ms+ 14wy (1—4r)) [(D F )N E) R R — 29 (k) kﬂk”} n
(D + 1) " (k) 8"k — 1" (k) 0k — ™ (k) 6" k2 +

ws {W(k) (64K 4 267k ) + £ (k) (6" k2 — (D + 1) k"k" ) —

P (D + 350+ (3= DD +2)) k) | | (rE0)

+ (konv) ,
(B.17b)

*)

(r) qHAV 816 I'2r+14 D/2) ()4(r)

P k) = (2 - D/2 clene
),y ) D(D+2)(D+4)(4m)P?  T(D/2) (2-D/2) 3, 1

mi1+ma=2r—1
/DQH—SZ { D(D+6)t"(k) K"k — (D +2) {w(k)kvkw n tAV(k)kukw] n
A vwi.2 Av w1.2 Aw viy.2 2,72\ \D/2-2
1N (k) 6782 1+ (k) 0%k 4 (k) 5k }(Rl(k ))

+ (konv) ,
(B.17¢)
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]u/\uw ) = 2#6 F(QT + D/Q)
()2 L, D(D+2)(4r)P/?  T(D/2)

I(2-D/2)-

(*)
(27‘ + D/Q) Z Cﬁg}?f;&mg /’D27’+3Z { (D + 1— wy (D + 2))t/\w(k) EHEY —

mi1+ms=2r
(D 4 2) wi t (k) Mk~ + 2wy — 1)t (k) K7k 4+ wik? [1(k) 8" + 2 (k) 0" + 4 (k) 67 ] —

2 (mg + wy(1l - 27‘))
D44

() (07K = (D4 2) 8 ) + £ (k) (6°“k% = (D +2) Bk ) +

PNR) (0782 + 2k )| } (B3RP {0 () 07 4 0 (k) 0 — (D + 1) (k) 6 } -

(*)

2r4+ D/2 D21
2r+2 c)2(r 2,12
/D ’ { Tooz 2 Ol (B)TTT 4

m1+ms=2r

(*)
MY ()

mi1+mas=2r—1

_I_

(*)
£, foon] (oDl ps)

m1+ma=2r

dwomsg (D + 4r) — 4mg (mg — 1)
D44

) {W(k) FYEY 4 (k) ER R 1 (k) k“k”] n

| 2(D + 4r) (—rwd + mawn) — ms (D + 2mg) | (k) 9k +

(D +4r) ((2r — 1) w3 —2msws ) + ms (D +2(ms+ 1))
D+4

[ NE) 87 4 1V () 8+ £ (k) 0 | £ } (R3(k?))"/*? ]
+ (konv) .
(B.17d)

Damit lassen sich die UV-divergenten Beitrage der Zweischleifenintegrale (4.18) wie folgt
darstellen :
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” ma r—1ma N(T)l L N(T)l L
0 Z /(ZD)kD T<k2) <A2) /DQH‘SZ [g(c)] ]m2 ( 7Z) + /D2T+2Z [%(C)] ]m2 ( 7Z)
ma=0" \ET) TT (K2 + 04,0541 A2)

s=0

(B.18)

Die Einfithrung einer Feynman-Parametrisierung ergibt dann :

() UAVW . , o
[92(c)j] =puy [ deyxy [ deoxl .. | dep o, | doegq

: APk oime o ovr—me | L(7 - D 1-D/2
> [ ey iy | SR e

UAVW

(G001 (ks 2)

C)] mo

{ /D2T+3Z
{ i RI(ED) 4y (2 + 0,10 A2) 4+ o+ yego (B2 4 002041 A?)

_I_
}T—I—S—D/Q

UAVW

(7] ki) I(r+2-D/2)

r+3-D/2 } I'(1-D/2
n R%(k?) + Y2 (k2 + UT,I A2) + ...+ Yr42 (k2 + UT,ZT—I—I A2) } ( / )

/DQT-I—QZ

b (200,17 hs2)
dj2 (1= z1)” / /DQH_QZ : r+2-D/2 |’
{3/1 R3(E) + 2 (b2 + op 1 A2) 4+ o4 Y2 (B2 + 02011 Az)}
(B.19)
wobei
yr=1-1u yo = 21 (1 — 22) ys=r122(l—23) ... wpr=21...0, (1 —2,41)

Yrd2 = T1 oo o Trgt -

Fiir die Nenner der Integranden (n € {1,2}) folgt hiermit :

yi RE(E*) +yo (K> + 0,0 AP+ oo yogg (B2 4 0,0, A?) = (1 — 20) RE(E?) 4+ 2y k2 + 7(x) A?;
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dabei haben wir wiederum definiert :
T(X) 1= Y2001 + Y30r3+ oo+ Yri2 Or2r41 -

Die Auswertung der divergenten Feynman-Parameterintegrale mit Hilfe der Fuler-Formel
ergibt nach A.1.2:

fo(1) +O(%)

/0 day 2} (1—21)" """ fp(a1) = 7! r(i(i;?g/g)

F(Q —-l)/Q) f (1) f /(1) .
(r+2-D/2) {1—DD/2_7»_|_§_D/2}+0(€ ) -

Mit entsprechenden Definitionen wie in (B.7) kénnen wir damit fiir die gesuchte Zwei-
schleifengréBe schreiben :

1
/ day 25 (1= 21)™"" fp(a1) = 7! i
0

r Avw . A ! dl)k ma r—mo
(9401 =it et 3T [ e sy

D
mo=0 (Qﬂ-)

Avw

, Avw ” ” Avw
[[GECL]; (k) + [0, 1 (k) ) { (201 (k)
(k24 7(%) A2} HOP7 P ik rz)azy PR

== (1= D/2) { (1 + wa(z) (walz) = 1)) K + (F(3) = (2)) A2} [1,]7 " (i) } ]
[k2 4+ 7(x) A2} Ho7P2 '

Setzt man nun fiir die Zahlerfunktionen der obigen Integranden :
W TCr+D/2)
(4mP/? T(D/2)

> oy a7 { (6]

mo =0

UAVW

r2-D0/2) [Q1)]1" (k%) =

UAVW

32 20+ D/2) [ { (14 wala) (wala) — 1) K + (700 - () A%} [Z{0, ] (s2) } ,

(B.21a)
HG F(QT-+—1-+—I)/2) (r) pAVW e ! I\ [ 9\ =T (r) pAVW
s PP = oy LRI 0 6 32 )™ 00 (R )
(B.21b)

so ergeben sich dann aus den Einschleifenresultaten (B.17) unter Anwendung der Eigen-
schaften symmetrischer Integration Funktionen der Gestalt :
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(*) T
Z C k2 mo (Ag)r mo {k2 S(( ));anl/w n 5j2 (27‘ 1 D/Q) { & 2 + fo(f() A2 } T((T?))u/\uw}

mi+ma= 2r— 5]4 mo= =0

+ 65 T((T?))Muw Z E le m2 m3 M2 (AQ)T+1—m2 :

mi1+ma=2r—1ms=0

(B.22a)
(*) v
= (p) qHAVW DuAvw N2(r ma T—1m2
(RO ) ) = T2 SN clre (k) (AT (B.22b)
m1+ma=2r mo=0
mit
(%) i= [PV (7(x) - i(2))
&= [PV (14 wa(2) (ua(2) - 1))
Daher gilt also :
o) 1 BB o [ SR gt Jorix kG +
2(e)s I(D/2) e S e

(*)
vw T ~(c)2(r) (¢ ° c)2(r) (5 1 c)2(r) (3
82 (2r+ D/2) T T) Duive /D xS { & KD20)(%) + £o(%) LD (%) + 73 M0 (%) } +

m1+ma=2r

()
3i T((T?))Muwﬂ /ﬁr-l—lx Z ng’gg(k) } :

mi1+ms=2r—1

(B.23)
wobei
(0)i(r) ug [ dPk ZOC”“ Widama (K2)"7F0 (A2)777
KEI0)(5) = 10 / ms . (B.24a)
’ @r)P? ) em)P g2 4Rk A2 TP
c e SO
L) (%) .= 0 / =0 , (B.24b)
o (4m)P* ) (2m)P k2 4+ #(x) A2 )0/
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T CT(QJT(&) a k‘z mo A2 T—1M2
M) (5) = T / iy ) . (B.24c)
Um)P2 2m)P k2 4 oR(x) A2 )P

Zur Berechnung der in (B.22) enthaltenen Feynman-Parameterintegrale beziiglich z ver-
wenden wir aus A.1.2 :

(2r4+n) 1
Zg T = @) ne{l,2}
(2r4n) T+n

bl = g T4 )l

ey _ (P D (r+2)
A1) T (27 4 3)!

S (2r41) 2 -
Zoal) = Gyt e
s=0

Damit kénnen wir nun die in (B.22) eingefithrten dimensionslosen Lorentz-Tensoren vierter
Stufe explizit bestimmen. Das Ergebnis dieser algebraisch duflerst aufwendigen Rechnung
lautet schliefilich :

S(l)u/\uw . 1

O = Ty L (ms == 108 4 (00— 1= ma) = 2) 5™ 4 (s 42— r) 407" |

+0(c)
2)pivw 1 2r (T + 1) (T + 2) _ pAgrw wy $Aw Hw SVA
(e _7144(2T+1)!{3[ oyt ma(ms 2r) | [0 — 5 60 4 geg | 4

5(7‘—m3—|—1)(5“A(5”‘”—|— (11—|—m3—7‘)(5“”(5m— (7‘—7723—|—4)5“‘”(5”A }+(’)(€),

S(S)u/\uw . 1

(T)mg, = m{ (r—m3—|—34)5“A(5”‘” - (5(7‘—77”&3)—|- 14)(5“”(5/\(”{— (T—m3_5)5ﬂw5l’/\}

+0(e) ,

5(4)%“\”‘” — 23 { 5 5Mu5kw _ (')w/\(;uw _ (')ww(;u/\ } n 0(6)
(r)ma 288 (21 + 1) ! ;
(2)urvw _ 1 HA VW WY §Aw Hw SVA

T _716(2T+1)!{5 5 = 5 IO 4 5 L 4 O(e)

Es bleibt jetzt noch die Berechnung der UV-divergenten Beitrige aus den Integralen
(B.24). Unter Anwendung der Euklidischen Standardintegralformel dimensioneller Regu-
larisierung (A.11) erhalten wir :
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At I(r—1+D/2)

()T (%) = _ .
R ) = P T2 T+ 3 - o7y )
(r+D/2)(r =14+ D/2) (i) r2rav12, T=L+D/2 i) . ()i (r)
{ 3-D)(2-D) CYI [ #(x) ] + T oty TX)+ C 0
A2 D—4
7(X) — + (konv) ,
@] ow)
(B.25a)
N At I(r—1+D/2) r—1+D/2 N ;
(c)i(r) — _ I T2 o(e)ilr) (c)s(r) .
Lml,mg(x) (47T)D F(D/Q) F(T _I_ 3 _ D/Q) F(4 D) { 3 _ D le,’/’,mg T(X) —I_ le,”/’—l,mg }
A2 D—4
7(X) — + (konv) ,
&z | hone)
(B.25b)
, 1 _
MRy = T2 DRy

(4r)P T(D/2)T(r +2 - D/2)

{ (T -1+ D/Q) (T_ 2+ D/Q) Cﬁc)](r) [7:(&)]2 + r—2+ D/2 C(C)j(T) 7:(&) + C(C)j(T) } .

s my,r—2,m3

(3-D)(2-D) 3_-D mar-lms
A2 P
{T(X) H—%} + (konv) .

(B.25¢)

Nach Laurent-Entwicklung gemdf (B.13) ergibt sich mit Hilfe der Formeln (A.9) fiir die
in (B.23) auszufithrenden Feynman-Parameterintegrale beziiglich % :

(n_ L

X, = o

o _ 1 5
Xl[r-l—l] = m ; Or25+1

2 T

.

XQ([T)H] = — Or2t41 Op 2041 -
0

!
(r+2): tt'=

1<t

Das hieraus folgende Endresultat des Zweischleifenintegrals (4.18) haben wir in 4.3.2 an-
gegeben.



Anhang C

Details zur Berechnung des
Quark-Gluon-Kondensats

C.1 Subschleife mit (nn')

Einfithrung von Feynman-Parametern fiir die p-Integration in (6.17) und anschlieBende
Impuls-Shift ergeben :

4r (%) v m
QY) = ,u(z)ﬁ Z AN m4r—(2m+n+n’+/\) / deD _ t# (k) (kz)
A=0m,n,n'>0 (Qﬂ-) H (k2 + Or2s+1 A2)
s=0
dP .
(2r+1)! /DZH'QZ Tr, /—(]D { H (f—we b — Erast1) | (4 — we )" -
(2m)7 - (C.1)
r T 2(] + (1 - Qwr) k
{C/(\,T)n,n,n’ Vu + DE\,Zn,n,n’ : 2A : } )
L 1
‘I’l_wr ‘|’1_w7° — Rr2s r 9
(4 + (1= we) §) {S[[Ow (1= we) = ko) | P
wobei
q:=p+w - k

R* (K%)= w, (1 —w.) - k* 4 (21 + Zeg2) iq + (22 + Zrgs) Ko+ oo 4 (Zrg1 + Z2042) K
Wy 1= wr(z) = g2t Zegs oot 22042
Fiir den oberflichlichen UV-Divergenzgrad des Subintegrals gilt :
bg=D+n+n+dp—(2r+2)<D-3. (C.2)
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Hierbei haben wir definiert :

1 fiir D(;?n .
5D :: ? ? ?
0 firc")

Die Quark-Antiquark-Schleife weist also eine héchstens lineare Divergenz auf.
Unter Beriicksichtigung von (6.6) folgt damit als notwendige Divergenzbedingung ausge-
driickt in den Indizes des nicht-perturbativen Quark-Gluon-Vertex :

2r—2<n+n"+68p <2r. (C.3)

Zur Berechnung der Spuren im Zahler unseres Integranden erweist es sich als praktisch, dies
zunéchst auf dem Niveau von Gleichung (6.17) zu tun und die Impuls-Shift im Anschluf
daran auszufithren. Wir definieren zu diesem Zweck die Hilfsgroflen :

T T

(2e)" by i= Try [ [T = vaen) |G 2" G 07 [ TLO+ F = rzsr) |
(25" 0 5= T [ TL 6= maern) | 97 222 Gt (T[4 = mrern) |

und bilden damit die geshifteten Grofien :

nn'\ AV nn' AV nn'\HY nn'\HY
(WC ) (qvk) = (ZC ) (q_wTkvk) 9 (WD ) (Q7k) = (ZD ) (q_wTkvk)'
Anwendung der Eigenschaften symmetrischer Integration gemif} (A.12) fiihrt uns schlief-
lich auf die Funktionen (Wg”/)w(qz, k) bzw. (WB”/)W((]Q, k). Bei der relativ umfangrei-
chen Analyse dieser Hilfsfunktionen haben wir intensiven Gebrauch von den Identititen
(A.16) gemacht und zur Identifizierung divergenter Beitrige die Auswahlregel (C.3) be-

nutzt. Zur vollstindigen Berechnung der Zdhlerstruktur aus (C.1) bilden wir dann noch
die Transversalprojektionen :

XP(a% k) =t (k) (D7) (g, k) fiir 7€ {C,D},

und zerlegen diese gemif}

Xrn'(q27k2) —. { ag_n,n/) (]2 1+ ﬁq(_n,n/) k? 1+ 77(—n7n/) A? } ((]2)2T n O(q4r—1) ] (04)
Fiir die hierbei eingefiihrten Koeflizienten gilt explizit :

1. n+n' =2r
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(a) n gerade

o) 4D - 1),

e = %{(%’Jﬂ—1)(r+1)+n’(n’—2)+(7‘+n'+1) (D =2(D+4r)w,)

+2(@r+ ) D+A(I+(r+ 1) (2r— 1)) w? |,

- 4(D-1) -2
7(c’ )= (A { (Z“rzsﬂ) —QHZ: Hr2t+1HT2t+1}‘
t<t’

(b) n ungerade

(n7n/)_4(D—1){2—D

5 ((n’—l—r)(1—2w7,)+47‘w3)—

ﬁ((n’—1)(n’—3)—|—(7‘—|—1)(2n’—|—7‘—3)—

4@ =D 41w+ 8(L+(r—1)(2r+ 1))w3) -

((QwT—1)(4er—r—n’)+DwT(wT—1)) } ,

7(071%/) = 4(?&2_ D { (Z Ko 2041 Ky,2¢/ +1) - (i Hr,25+1)2} .
s=0

tit'=
t<t’

2. n4+n =2r—1

(a) n gerade

V(Cmn = D A2 E Rpr 2541 5

oy A(D=1)

ap" = =55

(n,n’)__Q(D_l) ' _ 1 I r
) = - S A (= 2w vl 4 e (0 = D (0= 3) 4

(7‘—|—1)(2n’—|—7‘—3)—4(27‘—1)(n’+r)wT+8(1+(r—1)(27‘—|—1))w3) }
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n,n’ 4 -
’7577 ) _ DA3 { (Z Ky 25_|_1) +2 E Ky 2641 Br 2t/41 } .

t,t'=0

t<t!
(b) n ungerade
(n,n/ _
70 — D A2 E Ky 2541 5
a(n’n/) — _w
D DA ?
(n,n') _M / B ; r
B = A (n"+r+1)(1 2w7,)—|—47‘w +D—|—2( (n 2) +

(7‘—|—1)(2n’—|—7‘—1)—4(27‘—1)(n’+r+1)wT+8(1+(r—1)(27‘—|—1))w3) }

oy A(D -
’V}g ) _ DA3 { (Z Koy 25_|_1) +2 E Kr 2t41 Kr 2t/41 } .

t,t'=0
t<t!

3. n4+n =2r-2

(a) n gerade

(b) n ungerade

4. n4+n'=2r-3

fiir n gerade bzw. n ungerade gilt dann jeweils

L) _ 4(D-1)
D DA3
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Damit erhalten wir nun :

4r (*) D 2\mMm
Q) =37 3 A e / T (+) (2r + 1)!/7?2T+2z

2P
A=0 m>0 ( ﬂ-) H (k2 + Or2s+1 A2)
5=0

g ()" CR () 2 ) 2y ) y2) )

_ almm q _I_ﬁn,n 2 +7n,n A Crmnn/_l_

/ r)” (2 + B2k} +E( - - ETI)
n gerade

(*)
> (el @4 g R A Ar) )+
n+n'=2r
n ungerade
> (') (r) (nn') (') (o) (r)
m Z {’}/Cmn A2 C/\fm,n,n' + (agm q2 + ﬁDnm k2 + ’}/Dn’n Az) D/\im,n,n’} +
n—I—n':Qé—l
n gerade

()
i Yo [Nl (05 e B 4 A ) D]

n+n'=2r—1
nungerade

mQ A2 Z (V(C’mn/) C/(\fT)n,n,n’ + ’}/g%n/) Df\iszvnvn/) +

(*) (*)
m2 A2 Z (’y(cnm ) C/(\fT)n,n,n’ + ,}/g@n ) Df\izn,n,n/ ) + mS A2 Z ’yg%n ) Df\izn,n,n/ } ‘

ntn’'=2r—2 ntn'=2r—3
n ungerade

(C.5)

Die Ausfiihrung der Euklidischen Impulsintegration iiber ¢ gemafl (A.11) ergibt dann das
Zwischenresultat (6.18).

Wir fahren auf dieser Grundlage mit der Berechnung des Zweischleifenintegrals fort und

setzen dazu :

PEPR 0@ ). e

ol = Mr(z — D/2) /DQTHZ {Jl(r)(z) + 1Dz

I'(D/2)

wobel
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/ dPk (k)" V) (k2 2) (C.7a)

Jy(z) = D 2
(4m) / k2 + 072541 A?) [Rz(kQ?Z)]Q_D/Q

D 2y 1y7(7)
Jz(r)( . Z/d k (k%) Wp'(2) ‘ (C.7h)
D/2 1-D/2
m>0 k2 + o, 2541 A2) [R (k27Z)]

s:O

Mit einer Feynman-Parametrisierung gemiafl (A.1) ergibt sich dann :

2¢ 1 1 1 1
Dy Mo Lr+3-D/2) / r / r—1 / / . \1-D/2
Ji ' (z) = (47T)D/2 2= D/2) ; day xf ; deg x5 ... ; dz, z, ; de,y1 (1 — 1)

®) /de (kz)mvﬂ(f)(kz;z)
(

27T)D r+3-D/2
m>0 { Y1 ]%2(1627 Z) + Y2 (k2 + Or1 A2) + ...+ Yr42 (k2 + Or2r41 AQ) }

(C.8a)

2¢ 1 1 1 1
oy Mgt T(r+2-D/2) r r—1 -D/2
Jy ' (z) = (47T)D/2 (= D)2) ; day xf ; deg x5 ... ; dz, z, ; de,y1 (1 — 1)

o / dPk (k)" Wi (2)
D r+2-D/J2 7’
S0 (27) {on B2252)+ o (B2 4 0,0 A2) 4 g (B2 4 0ppgn A2) }
(C.8b)
wobei
h=1-u yp=r1(l-22) y=wio2(l-a3) ... Yrp1=21...2 (1 —2p41)

Yrd2 = T1 oo o Trgt -

Fiir den Nenner der Integranden erhalten wir mit ¥, (X) := y2 0,1 + ¥Y30,3 4 ... + Yr42 Op 2741 :

Y1 Rz(kz) + Y2 (kz + 01 Az) + .ot Yra2 (kz + Ur,2r+1A2) =(1—-1y) Rz(kz) + ok + ¥, (x) A?

(C.9)
Die Ausfithrung der divergenten Parameterintegrale in (C.8) ergibt mit (A.7) :
! 'T(2 - D/2)
r 1-D/2 _ I 0
[zt (= e o) = S (1) + O
: _ 2D [ o) )
7 B D/2 _r ( D B D 0
/de”“(l 71) fD(xl)_r(r+2—D/2){1—D/2 r+2—D/2)}+O(€)‘
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Wir setzen wieder 9,(X) := ,(x)|,,=1, fiihren die bereits bekannte abkiirzende Schreib-
weise fiir das verbleibende, reguldre Feynman-Parameterintegral ein und erhalten schlief3-

lich mit der Zerlegung VTy)(kQ; z) =: Z/{TT)H(Z) k% + V(()TT)H(Z) A? das Resultat :

)k2+y()( )Az}(kz)m

}r+3—D/2 (C.10a)

; . dPk ’/1,
= o foron > [

m>0 k2+¢()

Entsprechend folgt :

1

) Wi Pk gy
e = ) S / Z/ { (F + iy o

[1+ wi(z) (we(z) = 1) ] K2 + [ (%) = 7o(2) ] A2 }
{12 () 4200 |

(1=D/2)
(C.10b)

wobel noch

5 1
(2) = 17 { (214 zrg2) ey + (22 + Zeq3) Kl g+ oo+ (Zeg1 + 22042) g }
definiert wurde.

Die anschlieflende Ausfiihrung der Impulsintegration mit Hilfe der Ituklidischen Standard-

formel ergibt dann :

—_
*
—

(r) zZ) = M?)EAQ m r —m — .
Jy(z) = ()P T(D/2)T(r -3 DJ2) EZ: I(m+ D/2)I'(r +2 D)
r! /757”“X{(m+D/2) 2 (2) §r(%) + (r+2—m—D)véf)L(Z)} [0(%) A7]
(C.11a)
que A2 (*)
I (z) = 0 S T(m+D/2)T(r+2—m— D)yW(z)-

(4m)PT(D/2)T(r +2 - D/2) =

7! /ﬁr-l—lx { P (X) + % {(m +D/2) (14w, (z) (w(z) — 1)) p(%) +

] m—r+D-3

(r=m+2- D) (4(%) = 7(2)) | } [, (%) A2
(C.11b)

m—r+D-3

b
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UV-Divergenzen in (C.11) treten als Pole im Limes ¢ — 0 vermoége des Faktors I'(r + 2 — m — D)
auf.

Zur expliziten Bestimmung divergenter Beitrige kehren wir zunéchst zuriick zur Auswahl-
regel (6.6a) fiir die Koeffizienten CyT)n . und folgern die Ungleichung :

dm+n+n <6r. (C.12)
Es sind nun zu unterscheiden die Fille :

1. n4+n' =2r

Dann ergibt sich mit (C.12) sofort die Bedingung m <r,
und Divergenzen treten auf fiir :

(a) m=r

und damit verbunden wegen (6.6a) die Kombination
n=rn =r

sowie A =0 .
(by m=r—-1

zusammen mit den Kombinationen
n=r+2,n =r—-2 n=r+1,n =r—1 ... n=r—2,n=7r+2

sowie 0 < A< 2.
(¢c) m=r—-2

zusammen mit den Kombinationen
n=r+4,n =r—4 n=r+3,n=r—-3 ... n=r—4,n =r+4
sowie 0 < A < 4.

2.n4+n =2r—1
Also m < r geméf (C.12) und UV-divergente Beitridge entstehen, falls

(a) m=r

zusammen mit den Kombinationen
_ r_ _ '
n=r,n =7r—1 n=r—1n=r

sowie 0 < A< 1.
(by m=r—-1

zusammen mit den Kombinationen
n=r+2,n =r—3 n=r+ln=r—-2 ... n=r—-3,n =r+2

sowie 0 < A < 3.
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(¢c) m=r—-2

zusammen mit den Kombinationen
n=r+4,n =r->5 n=r+3,n=r—4 ... n=r—-5n=r+4
sowie 0 < A <5

3. n4+n =2r-2

Also wiederum m < r und Divergenzen treten auf fiir :

(a) m=r

zusammen mit den Kombinationen
! ! !
n=r,n =7r—2 n=r—1n=r—-1 ... n=r—2.n =r

sowie 0 < A< 2.
(by m=r—-1

zusammen mit den Kombinationen
n:7‘+2,n’:7‘—4 n:r—l—l,n’:r—3 n:r—4,n’:r—|—2

sowie 0 < A < 4.
(¢c) m=r—-2

zusammen mit den Kombinationen
n=r+4,n =r—6 n=r+3,n=r-5 ... n=r—6,n=r+4

sowie 0 < A <6.

Vollig analog betrachten wir jetzt die Auswahlregel (6.6b) fiir die Koeffizienten D(;?n _—
und erhalten :

dm+n+n <6r-2. (C.13)
Zur Bestimmung der UV-divergenten Beitrdge unterscheiden wir hierbei die Fille :

l.n+n =2r—1

Dann folgt aus (C.13) die Einschrdnkung m <r—1,
und Divergenzen sind zu erwarten fiir :

(a) m=r—1

und damit verbunden wegen (6.6b) die Kombinationen
n=r+1,n =r-2 n=r,n=r—1 ... n=r—-2,n" =r+1

sowie 2 < A < 3.
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(b)
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m=r—?2

zusammen mit den Kombinationen
n=r+3,n =r—4 n=r+2,n=r—-3 ... n=r—4,n =r+3

sowie 2 < A <5,

2. n4+n=2r—2

Also m < r und UV-Divergenzen fiir :

(a)

m=r

zusammen mit der Kombination
7
n=r—1n=r—1

sowie A = 2.
m=r—1

zusammen mit den Kombinationen
! ! !
n=r+1n=7r—-3 n=rn=r—2 ... n=r—3n =r+1

sowie 2 < A < 4.
m=r—2

zusammen mit den Kombinationen
n=r+3,n =r-5 n=r+2,n =r—4 ... n=r—-5n"=r+3

sowie 2 < A <6.

3.n4+n =2r—3

Wiederum mit der Beschrdnkung m < r und Divergenzen ergeben sich, falls

(a)

m=r

zusammen mit den Kombinationen
7 7
n=r—1n=r—-2 n=r—2n=r—1

sowie 2 < A < 3.
m=r—1

zusammen mit den Kombinationen
! ! !
n=r+1n=7r—-4 n=rn=r—3 ... n=r—4,n =r+1

sowie 2 < A <5,
m=r—?2

zusammen mit den Kombinationen
n=r+3,n =r—6 n=r+2,n =r-5 ... n=r—6,n"=r+3

sowie 2 <A< 7.
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Damit folgt aus (C.11a) :

(igy— AL =14 D/DTA=D) [y [ A2 b=
¢ ()_(4W)Dr(p/z)r(r+3—p/2) !/D+ [W )ua]

(r=1+D/2)(r+D/2) v;) A(r) 17 2242, T—1+D/2
) . A M e S
{ (2 _ D) (3 _ D) ﬁC CO,T,T,T [Qb (X)] + 3—-D
-2 3
A/\ n,n’ T ~ A/\ n,n’ r T oraN A
DR S LI (RS DL DN AP (N AT
- A=0 n+n'=2r A=2 n+n'=2r—1
r—2<n<r+42 r—2<n<r+1
-4 5
A2 n,n’ r A A2 n,n’ r N
D= D RN o = D et e L
- A=0 n—|—n/:27’ A=2 n—I—n':QT—l
r—4<n<r+4 r—4<n<r43
r—14+D/2

1
T r ANt r—1,r T rr—1 r
DR c) 3 A e, e, )+
A=0

A/\_2 n,n' r r—1,7—1 r
Z mA—2 Z 7(6' ) C/(\,z,nm/ + 7(D ) Dg,r,r—l,r—l +

A=0 n+n'=2r—2
r—2<n<r
3
. A ema) () (r=2.0—1) 1(r)
m mA—2 <7D D/\,T,T—I,T—Z + D D/\,T,T—Z,T—l) +
A=2
2 AN 3. AN-1
A (n') (+(r) A (n) +(r)
Z mA Z ’}/C A77’_17n7n/ —I_ Z mA_l Z ’}/C A77’_17n7n/ —I_
A=0 n+n'=2r A=0 n+n'=2r—1
r—2<n<r+42 r—3<n<r42
3 4
oy A (n.n) 1y(r) A2 (n.) (A7)
m Z mA Z ’}/D DA77’_17n7n/ —I_ Z mA—z Z ’yc CA7T_17TL7TL/ —I_
A=2 n+n'=2r—1 A=0 n+n’'=2r—2
r—2<n<r+1 r—4<n<r42
4 AN-1 5 AMN=2
a5 A S Do) L S A YL Y 2
m/\_l D Ar—1,n,n' m/\—Q D Ar—1,n,n'
A=2 n4+n'=2r—2 A=2 n+n'=2r—3
r—3<n<r+1 r—4<n<r+1
+ (konv) .

(C.14a)

Der Hinweis auf die z-Abhingigkeit der Koeffizientenfunktionen (siche C.1) wurde hier
aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen.
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Entsprechend erhalten wir fiir (C.11b) :

(T)Z B AQF(T—2—|—D/2)F(4—D) . N o A_2 D—4
S (4m)PT(D/2)T(r +2 - D/2) !/D+ [%( )u?)]

(r=2+4+D/2)(r=14+D/2) [~ ,. .12 1-D/2

(2 D)) (%) = 7(2) } | s ) 4%

2 3 A
r—2+D/2 (non) (r) -2 A (nn') () -3
Z Z ac CA7T_17TL7TL/ m —I_ Z mA Z aD DA77’_17n7nl m )
A=0 ndn'=2r A=2 n+n'=2r—1
r—2<n<r+42 r—2<n<r+1

00+ 5 2 (1w (= D) (= L+ D)%)+ (3= D) (50 - 7)) | +

4
A
Pop=
A=0

A—2
(n,n') A (n,n') H(r) 3
z Qe C/\T an’ —I_EA/\ 2 z ap D/\T 2nn’m )
ndn'=2r n+n'=2r—1
r—4<n<r+4 r—4<n<r43

[1—|—%(1+wr(wr—l))(r—2—l—D/2))] }—I—(konv).

(C.14b)

Hierbei haben wir w, = w,(z) aus (C.1) verwendet. Weiter ist im Folgenden zu beachten,

daf} die oben auftretenden Koeflizienten a(Tn’n ) tatsichlich nicht mehr von z abhingen.
Fir die Parameterintegrale in z erhalten wir dann mit (A.5) :

1
Z(27’-|—1) _
0 (2r 4+ 1)!

gty Tt
1] 7 (27 4-2)!

S+ _ (D +2)

L1l T (20 4 3)!
5(2r+1)
Z[r+1] 2r+2 9y L o1 Z Ky 2541 -

Die Ausfithrung der x-Integration ergibt gemifl (A.9) :
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a1

0 __ 1 5
Xl[r—|—1] - (T _I_ 1)' 52220'%25{—1

" _ 2 Y
X2[T+1] - m t;@ 07,2641 Or 2¢'+1 -
<t

Das hieraus nach lingerer algebraischer Rechnung folgende Endresultat fiir (C.6) haben
wir in (6.19) formuliert.

C.2 Subschleife mit (mn’)

Nach unserer Konvention ist in (6.20) zunéchst die divergente k-Integration auszufiihren.

Wir definieren deshalb das Subintegral :

4r (%) D
r € ~4r—(2m4ntn’ d~k r ’ 2tk ’
ey F )
A=0 m,n,n/>0 (271-)
o tw (k) (K™
(p+#) H(]ﬁJréé—m,st) ; 5 ) )T '
s=0 |: 1:[0<(p ‘|‘ k) —I_ 572“7254—1) :| |: ];[0 <k2 —I_ UT’25+1 A2> :|

(C.15)

Einfiihrung von Feynman-Parametern und anschliefende Impuls-Shift ergeben :

4r ()
ngr)(p) _ MB Z Z A/\ m4r—(2m—|—n—|—n'—|—/\) (27‘ + 2) ! /DQT—I—SZ

A=0m,n,n'>0

qu r 7 QQM + 1-— QUT p“ !
/(QF)D {C/(\,T)n,n,n’ ,}/M + DE\,Zn,n,n’ ( 2A ) } (g + (1 - wT)ﬁ) '

r

tuw(g = w,p) (g — w, p)*)"
1_w7° — Kr 2541 27 +3
[Sl;[o(%( Vb tiraas) | R

(C.16)

wobel
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g =k+w, p
R*(p*)i=w, (1 —w,) - p* + = /@2671 + 29 5373 + .4z H%QTH +
(Zr+2 Or1+ 2r430,3+ ...+ 22742 Ur,2r+1) A?

wyi=w(z) =21+ 2+ F 2

Fiir den oberflichlichen UV-Divergenzgrad des Subintegrals gilt :

bg=D4+2m+n"+dp—-3r+3)<D-3.

Also haben wir eine hochstens lineare Divergenz zu erwarten.
Unter Beriicksichtigung von (6.6) folgt dann als notwendige Divergenzbedingung ausge-
driickt in den Indizes des nicht-perturbativen Quark-Gluon-Vertex :

Jr—1<2m+n'+6p <3r. (C.17)
Von (C.15) ausgehend bilden wir die Hilfsgréfien :

r

(Z8™) (pk) =" (B + B {H P+ ¥ = Fr2et1) } b () (K"

5=0
mn’ 2p+k # n' . m
(257) (ko= PR G [T+ = o) |t 99"
5=0
sowie die geshifteten Funktionen :
(We™) (ap) = (Z8™) (4 = wp,p) (WE™) (a,p) = (ZB™) (g — wp.p) -

Unter Anwendung der Figenschaften symmetrischer Integration aus (A.12) kommen wir

dann zu den Groflen (Wg”/)w(qz,p) bzw. (Wﬁ”/)w(qz,p). Thre, der Auswahlregel (C.17)
entsprechend, mit dem Auftreten von UV-Divergenzen verbundenen Beitrdge haben wir

nachfolgend explizit aufgelistet :

1. 2m+n' = 3r

In der Quasiteilchensequenz (r ungerade) ist dann auch n’ ungerade und wir erhalten :

(=D
D

(&), (6% p) = {r+n' =120+ Duw,+ D= w) P+

(T + n/ -2 (QT + 1) Wy — D wT) Pv —I_ (1 - D) (Z HT,ZS-I—I) Yv } (f]z)ZT—H ‘|‘ O<q4T+1) .
s=0
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2.2m+n" =3r—-1

n' gerade

(0F2) (a9 = P (@) 0l )
(05080 = g T )+ 06

3.2m+n" =3r—-2

n’ ungerade

(WE™) (4%, p) = 0+ O(g)*" .

Man erhialt schliefilich :

e 4r (*) (%)
10 =55 Y At et o fo-na Y el o
A=0 n>0 2m4n/=3r—1
()
S [ = 1= 2@+ D+ D (1= w,)) v p+

2m+n'=3r

(7‘—|-n’ -22r4+ Hw, — DwT)Pu +(1-D) (EHT,%-I—I) 71/} +
5=0

(*) D 2 2r+1
~ m T Pv d q (q )
(D - 1)1 (—1) Dg;nn,_}/ — + (konv) .
2m-|—nz’=:3r—1 A (QW)D {‘12 + RQ(pz)}z e
(C.18)
Mit der Standardintegralformel folgt dann das Resultat (6.21).
Wir fahren fort mit der Berechnung des Zweischleifenintegrals (6.20) und setzen :
() _ T2r+14D/2) SR
Q) = I'(2-D/2) /DQH—SZ YN A=), (C.19)
o) e
wobei
2e A/\ Ar—T— A dD { H (ﬁ - HT725+1)} (ﬁ)n (V/\(;z) (p,Z)
(r o m v P s=0 v .20
/\,n( ) - (47T)D/2 Y (27T)D P , 2-D/2 ( . )
{ H <p2 + Ky 25—|—1) } {RQ(pZ)}
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Die explizite Gestalt der hier eingefiihrten Hilfsfunktionen (VA(:%))U(p; z) 1aBt sich unmittel-
bar aus Gleichung (6.21) ablesen.

Mit einer Feynman-Parametrisierung gemaf (A.1) erhalten wir dann :

2 AN 5 T—n—A _ 1 1 1 1
Jy)(Z) = ko A Hrt3—D/2) / dry 3 / das 905_1 - / da, x, / dw,qq (1 - wl)l_D/Z
" (47r)D/2 I(2-D/2) J 0 0 0

- /( ) 116 man) | 0" (V1)) (i)

D r+3-D/2 ’
27) { i RA(p%2) + 4o (PP + R2)) 4 A Yrga (PP H K25,00) }
(C.21)
wobei
pr=1-1a4 y2 = 21 (1 — 22) ys=a12(l—23) ... ypr=a1...2 (1 —24q)

Yrd2 = T1 oo o Trgt -

Fiir den Nenner des Integranden gilt :

n R )+ 2 (PP RE) + A Y (PP Rl g 0) = (L—20) RP(PP) 4 01 p° + M%)
(C.22)

Hierbei haben wir definiert :

M) = ya ki g+ Yshis+ oo+ Yrga Frarg -

Ausfiihrung des divergenten Parameterintegrals ergibt wegen (A.7) :

ey i1 =P (o) = AT o1+ 0

Mit der Definition M2(X) := M2(x) |, =1 erhalten wir schlieflich :

e ey TG s [0 (A7) 9
Hote) = S m ey | 27 {52+ K230

}r+3—D/2 + (konv) .

(C.23)

Aus den Auswahlregeln (6.6) folgen als Bestimmungsungleichungen des maximalen Werte-
bereichs fiir n :
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2n < 5r— (2m+ ') fiir CyT)n ot (C.24a)
2n < 5r — (2m +n') fiir D(;Zmnm, . (C.24b)

Die mit UV-Divergenzen verkniipften Werte von 2m 4+ n’ aus (6.21) ergeben damit als
obere Grenzen :

n<r fiir CyT)n ot (C.25a)
n<r—1 fiir D(;?n ot - (C.25b)

Aus Gleichung (C.21) lesen wir den maximalen oberflichlichen UV-Divergenzgrad der
verbleibenden Impulsschleife ab :

dp=D+n—r.

Demnach haben wir fiir n = r eine maximal quartische UV-Divergenz zu erwarten.
Im Folgenden untersuchen wir daher den Zihler des Impulsintegranden aus (C.21) fiir die
Fille n € {r,r — 1,7 —2,r — 3,7 — 4} und definieren dazu :

A (pP2) = A T [H (b= Keasrn) | (B)" (v;j;g)y(p;z). (C.26)

s=0
Die Ergebnisse dieser Zahleranalyse sind nachfolgend aufgelistet :
l.n=r
A (*)
AV (v 2) = & At { S =ymel) [ (r+n'—w (4r+2+ D))+
2m-4n'=3r

(D-2) (7‘—|—n'—|—D— 1—w7,(47‘—|—2—|—D))} (p4—w2A2p2—|—w4A4) +
(*) ) r (*) )
D(D = 1) [ (1" 0= (X rrzen) Y 0l ]

s=0

2m+n'=3r—1 2m-4n'=3r

(w3 A® —wi Ap?) } (PZ)T_I +0(p* 7).

2.n=r—-1
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4 ()
7:2«—1(P2?Z) =5 ANt { { Z (=)™ C&f%w_lml { (r+n —w.(4r+2+ D)) +
2m+n'=3r
(D—2)(r+n’+D—1—wT(4r+2+D))}+
i (r)

D=DF X D] (e AP s h®) 4

2m+n'=3r—1

() (*)
D(D—1) {m Sooyme?) - (Z Ky 25+1) Sooymet)
2m4n'=3r—1 2m+n'=3r
(p2 — W, A2) } (pz)f—l 4 (/)(pQT—S) ‘
3. n=r—2
4 ()
AL)_,(%2) = 5 A { Y el L { e e (k24 D))
2m+n'=3r
(D—2)(r+n’+D—1—wT(4r+2+D))}+
R (r)

o S e N A N O

2m—+n'=3r—1

() (*)
D (D - 1) {m E (_1)m /\ m,r—2,n' (Z Koy 25+1) z (_1)m C/(\fT)n,T—Q,n'
2m+n'=3r—1 2m-+n’'=3r
wi A } (pz)f—l 4 (/)(pQT—S) ‘
4. n=r—-3
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(*)

T 4 A3 m r

A(A;_S(pQ;z) = EAAm3 A { { E (=1) Cgﬁ)nm_&n,{ (r+n —w.(4r+2+ D)) +
2m-4n'=3r

(D—2)(r+n’+D—1—wT(4r+2+D))}+

()
D-1F Y (D0, ] (e )

2m4n'=3r—1

(*) r
IRV N D DR CEb e AR § Sy eAe) B S G DA LA
s=0

2m+n'=3r—1

+ (/)<p27’—3> .

(*)
T 4 A 44— m T
A(A;_él(pz;z): BAAm4 A{ E (=1) C/(\,T)n,r—4,n’ {(7‘—|—n’—wT (4r+24 D))+

2m+n'=3r
(D—Q)(7‘—|—n'—|—D—1—wT(47‘—|—2—|—D))} +

()
m m r r— r—
(-5 X UMD }(pz) oM.

2m+n'=3r—1

Zur vollstdndigen Bestimmung der mit UV-Divergenzen verbundenen Vertexkoeffizienten

verwenden wir zunéchst die Auswahlregel (C.24a) fiir die ol und unterscheiden dabei

A,m,n,n!
die Falle :
1. 2m+n' = 3r

(a) n=r
und damit verbunden wegen (6.6a) die Kombination

!
m=r,n =r

sowie A =0 .
(by n=r-1

zusammen mit der Kombination

sowie 0 < A< 1.
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n=r-—2

zusammen mit den Kombinationen
! !
m=r+1,n =r—-2 m=r,n =7 m=r—1,n =r42

sowie 0 < A< 2.
n=r—3

zusammen mit den Kombinationen
! !
m=r+1,n =r—-2 m=r,n =7 m=r—1,n =r42

sowie 0 < A < 3.
n=r—4

zusammen mit den Kombinationen
m=r+2,n =r—4 m=r+ln=r-2 ... m=r—-2,n"=r+4

sowie 0 < A < 4.

2.2m+n" =3r—-1

(a)

n=r
zusammen mit der Kombination
_ r_
m=r,n =1r—1

sowie 0 < A< 1.
n=r—1
zusammen mit den Kombinationen

m=rn=r—1 m=r—1,n"=r+1

sowie 0 < A< 2.
n=r-—2
zusammen mit den Kombinationen

m=r+1,n"=r—-3 m=r,n=r—-1 m=r—1,n"=r+1

sowie 0 < A < 3.
n=r—3

zusammen mit den Kombinationen
m=r+1,n=r—3 m=r,n =r—1 ... m=r—2,n=r+3

sowie 0 < A < 4.
n=r—4

zusammen mit den Kombinationen
m=r+2,n =r-5 m=r+1,n =r—-3 ... m=r—-2,n"=r+3

sowie 0 < A <5
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Entsprechend erhalten wir aus (C.24b) fiir die pi")

NEA— die Fallunterscheidung :

1. 2m+n" =3r—1

(a) n=r—1

und damit verbunden wegen (6.6b) die Kombination
m=rn=r—1

sowie A = 2.
(by n=r-2

zusammen mit den Kombinationen
7 7
m=r,n =7—1 m=r—1,n =7r+4+1

sowie 2 < A < 3.
(¢)n=r—-3

zusammen mit den Kombinationen
! ! !
m=r+1n=r—3 m=r,n =7r—1 m=r—1n=r+1

sowie 2 < A < 4.
(d)y n=r—4

zusammen mit den Kombinationen
m=r+1,n =r—-3 m=r,n=r—1 ... m=r—2n0"=r+3
sowie 2 < A <5,
Ausfiihrung der z-Integration gemif (A.5) :
1
Z(27’-|—2) _
0 (2r +2)!

g T +1
W+l (2r +3)17

und Anwendung der Euklidischen Integralformel (A.11) ergeben dann im Limes ¢ — 0
fiir (C.19) das vorldufige Endresultat (6.22).
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