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Einleitung

Die als Eichfeldtheorien formulierten Quantenfeldtheorien fiir die Felder
der Elementarteilchen fiihren auf divergente Greensche Funktionen. Sie
miissen zundchst regularisiert und dann renormiert werden, um experimen-
telle Groflen vorhersagen zu kénnen. Bei den meisten der bekannten Re-
gularisierungsverfahren, wie z.B. der Gitter- oder Cut-Off-Regularisierung,
werden wichtige Symmetrien der Fichfeldtheorie, wie die Poincaré-Invarianz
oder die Eichkovarianz, gebrochen. Die fiir die Stérungstheorie entwickelte
dimensionelle Regularisierung bricht keine dieser Symmetrien und gehort
daher zu den besten perturbativen Regularisierungsverfahren. Fiir nichtper-
turbative Untersuchungen, bei denen die Greenschen Funktionen nicht wie
in der Storungstheorie analytisch berechnet werden koénnen, ist die dimen-
sionelle Regularisierung bislang nicht verwendet worden. In der Fachwelt
besteht nur wenig Hoffnung, dafl dies moglich ist [Co 84].

In dieser Arbeit wird diskutiert, welche Voraussetzungen erfiillt sein
miissen, damit die Schwinger-Dyson-Gleichungen einer Fichfeldtheorie im
Rahmen einer nichtperturbativen numerischen Lésung dimensionell regula-
risiert werden kénnen. Am Beispiel der Schwinger-Dyson-Gleichungen in der
QED, die wir im Rahmen der Leiterniherung ! betrachten, fithren wir eine
Analyse der UV-Divergenzstruktur durch. Damit wird dann gezeigt, daf} die
dimensionelle Regularisierung nichtperturbativ méglich ist. Mit einem itera-
tiv arbeitenden numerischen Lisungsverfahren zeigen wir, wie die Lésungen
der regularisierten Schwinger-Dyson-Gleichungen gewonnen werden kénnen.
Diese Losungen werden multiplikativ renormiert und stabilisieren sich, wenn
die raumzeitliche Dimension d gegen 4 gefiihrt wird.

Fiir die renormierte Kopplung finden wir eine obere Schranke, die im
Kontinuumslimes d — 4 wie m1/6(4 — d) gegen Null geht. Dieses Phinomen
der Trivialitdt ist bekannt und zeigt sich z.B. auch in Cut-Off-Rechnungen
bei [Ra 91].

An den Schwinger-Dyson-Gleichungen der Leiterndherung ohne Strom-
masse studieren wir das Phdnomen der dynamischen Massenbildung. Die dy-
namischen Massen sind ein Beispiel fiir eine rein nichtperturbative Erschei-
nung. Mit dem perturbativen Photonpropagator der nullten Ordnung finden
wir dynamische Massen, die im Kontinuumslimes endlich gehalten werden
kénnen, wenn die nackte Kopplung, wie bei der Cut-Off-Regularisierung,
gegen eine kritische Kopplung gefiihrt wird. Der Wert dieser kritischen
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Einleitung 4

Kopplung ist fiir beide Regularisierungsverfahren identisch. Im Rahmen
der Leiterndherung mit nichtperturbativem Photonpropagator gibt es eine
kritische Dimension, oberhalb derer wir in dimensioneller Regularisierung
keine dynamischen Massen mehr finden. Abschitzungen der Integralglei-
chung geben starke Hinweise dafiir, dafl oberhalb der kritischen Dimension
keine dynamischen Massen existieren.



Schwinger-Dyson-
Gleichungen der

QED

In diesem Kapitel formulieren wir als Ausgangspunkt fiir unsere nichtper-
turbativen Untersuchungen einen Satz von Schwinger-Dyson-Gleichungen
(SD-GL.) fiir die QED in d = 4 — 2¢ Dimensionen.

Die SD-GI. bilden eine zahlenwertige Formulierung der Feldtheorie. Im
Impulsraum sind sie ein System von unendlich vielen, gekoppelten, nichtli-
nearen Integralgleichungen fiir die Greenschen Funktionen. Wir arbeiten mit
den SD-GI. fiir die sogenannten eigentlichen Vertices. Hierunter wollen wir
- den in der Literatur tiblichen Gebrauch dieses Begriffs einschrénkend - die
zusammenhdngenden, amputierten, 1-Teilchen-irreduziblen
Greenschen Funktionen verstehen. Sie bilden einen endli-

chen Satz von Basisfunktionen, aus denen jede andere Greensche Funktion
durch Skelettentwicklung gebildet werden kann. Die drei eigentlichen Green-
schen Funktionen der QED sind der Fermionpropagator, der Photonpropa-
gator und der Wechselwirkungsvertex 1. Wir betrachten die eigentlichen
Greenschen Funktionen, weil sich damit das System der SD-Gl. auf 3 Glei-
chungen reduziert. Der Preis, der dafiir zu zahlen ist, besteht darin, daf} bei
der Vertexgleichung die Skelettentwicklung der Vierpunktfunktion eine un-
endliche Summe von aus den Basisfunktionen zusammengesetzten Graphen
ist.

Herleiten koénnen wir die SD-GI. mit dem erzeugenden Funktional fiir
die Greenschen Funktionen:

I1J,1,7]

10,0, 0] (1.1)

Z[J, 0] =
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mit
M. = /D(A7\II’\Il)eifddx(L‘QED(l’)‘l'AMJ“-I-??‘l’-I-‘l’U) (1.2)
Lapn(e) = —Fulr)F* () + ¥(r) [,0" — m]W(z)  (13)

()3, W) A () % (& A)?

Fuo(z) = 0,A,(z) —9,Au(2)

Die unrenormierte QED-Lagrangedichte mit lorentzkovariantem Fichfixie-
rungsterm enthélt das Fermionfeld ¥(x), das Photonfeld A*(z), sowie die
drei Parameter g, m,£. Es wird ausgenutzt, dafl das Funktionalintegral ver-
schwindet, wenn unter dem Integral eine Funktionalableitung nach einem
Feld ausgefithrt wird. Nach Ausfiihrung dieser Funktionalableitung werden
die nun als Faktoren vor der Exponentialfunktion stehenden Felder durch
Ableitung nach den Quellen ausgedriickt und aus dem Funktionalintegral
herausgezogen. Die resultierenden SD-Gl. fiir das FErzeugendenfunktional
lauten:

T (—i)262
{Wé’ =) ~ i

+77($)}Z[J777777] =0

o —16 (—1)%6*
{ {’W B m] sie) ()67 (x)
+77($)}Z[J777777] =0

pre _1 oy —1i6 _ Mﬂ
{[g 0= U= T~ 9 e ena)

—I—J“(ac)}Z[J,n,n] = 0

Durch Anwendung weiterer Funktionalableitungen nach den Quellen und
Fouriertransformation in den Impulsraum erhalten wir die SD-GI. fiir die
gewbhnlichen Greenschen Funktionen. Driicken wir in diesen Gl. die Greens-
funktionen GZ%;{“ ™ mit n Fermion- und m Bosonbeinen durch die eigentli-
chen Greenschen Funktionen {I't%5(p), ['20(p), I's 1(p; k3 )} aus, so fithrt dies
zu einem System von drei Integralgleichungen.



1.1 Die SD-GL. fiir die eigentlichen Greenschen Funktionen 7

Diese SD-GI. bilden eine notwendige, jedoch keine hinreichende Be-
dingung dafiir, daf§ die aus ihnen erhaltenen Lésungsfunktionen die phy-
sikalischen eigentlichen Vertexfunktionen zur Lagrangedichte Gl.(1.3) sind.
Im allgemeinen mufl damit gerechnet werden, dafi diese Integralgleichungen
auch unphysikalische Lésungen haben.

Die so erhaltenen SD-GI. lassen sich durch Feynman-Graphen darstellen.
Dazu werden neben den perturbativen Graphenelementen noch Graphen
fiir die exakten Greensfunktionen benétigt. Diese werden, um sie von den
perturbativen unterscheiden zu kénnen, durch dicke Linien dargestellt. Wir
verwenden folgende Bezeichnungen und Graphenelemente:

Der Photonpropagator

Gy = —FEE’W(P) (1.4a)
= iD"™(p) (L.4b)
_ /fxﬂm<mﬂM@M%Mm>c (1.4c)
SREYYYYVS (144)
»

Der Fermionpropagator
Gao(p) = —T3o(p) (1.52)
= i5(p) (1.5b)
_ /foW<mﬂm@mmm>c (1.5¢)
= iép— (1.5d)

Der eigentliche WW-Vertex

Gy (pikss) = Gao(p)Gh o, (k)T (3 k5 )Gao(p + k) (1.6a)

= —gS(P)D*,(k)V"(p; k; ) S(p+ k) (1.6b)

_ /fx/fywwa<owmmmwwmmm>cu&)

05 (k) = —ig (1.6d)

p+k
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Die perturbativen Graphenelemente

10 = —ip? [tw(p)%zw(p)] (1.72)
= i VWV (1.7h)

p
I = —i(—¢+m) (1.7¢)
= Hp—)‘l (1.7d)
r®., = —igv, (1.7¢)

= —ig% (1.7f)

mit den Transversal- und Longitudinal Projektoren:

Puby

tw(P) = G — ;2 (1.8)
Puby

l;w(p) = ;2 (19)

Mit diesen Graphenelementen lauten die SD-GI.:

Die Gleichung fiir den Fermionpropagator

S7Hp) = #—ml+g*S(p) (1.10a)
d
X(p) = /iéﬂk)dV“S(q)DW(k)V”(q;k;-) (1.10b)
¢ = p—k
k

Die Gleichung fiir den Photonpropagator

D (™ = —p? tw(p)-l-%l“”(p) — g* 11" (p) (1.11a)



1.2 Die SD-GLI. in der Leiterndherung 9

" (p) = tr/ﬂwsm)v”(k;—p;-w(_q) (1.11Db)

i(2m)d
k
(MWW = (VW) — g
p P P P
k-p
Die Gleichung fiir den Vertex
VE(pi ki) = 4% — g? A (pi k) (1.12a)

] i
ki) = [ S5 S = DD T = Lk

T:sﬂ(p_ lvlvk?')

Tiﬂ(p - l,l,k, ) - Vg(p_ lvlv -)S(p)V“(p,k, )

l
k

k
_ 2
r@i L ()
+k
P p+k
p-1

(1.12b)

Es gibt noch eine zweite Vertexgleichung, die anstatt der 2-Fermionen-
2-Bosonen-Vierpunktfunktion die 4-Fermionen-Vierpunktfunktion enthilt.
Die Vierpunktfunktionen in diesen Gleichungen lassen sich durch Skelett-
entwicklungen nach den drei Basisvertizes ausdriicken. Im Rahmen der in
dieser Arbeit betrachteten Leiterndherung, sind beide Gleichungen identisch.

Die numerische Losung der SD-GI. diskutieren wir am Beispiel der Lei-
ternaherung (eine nicht ganz konsequente, aber in der Literatur [Fo 83]
eingebiirgerte Bezeichnung). In dieser Niherung werden in der Skelettent-
wicklung der Vertexgleichung alle Schleifen vernachlissigt, so dafi der Vertex
durch die Nullte Ordnung der Stérungstheorie approximiert wird:

VA, k) =" (1.13)
Mit diesem Vertex erhalten wir fiir die SD-Gl.:

S7Hp) = #—ml+g*S(p) (1.14a)

(D ()™ = —p? tw(p)-l-%l“”(p) —g*1I*(p)  (1.14b)
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d

S = [ g Se-BDuk (L)
d

W) = i [ S Sk s = (1.14d)

Wir wihlen diese einfachste Niherung fiir den Vertex, weil es uns priméar
darum geht herauszufinden, ob die Dimension d als Regularisierungspara-
meter innerhalb von nichtperturbativen Losungsverfahren verwendet werden
kann. Die Leiterndherung fithrt zu einem iiberschaubaren System von Glei-
chungen, mit dem die drei von nur einem Impuls abhdngenden, invarianten
Funktionen der Propagatoren bestimmt werden kénnen. Da die Photon-
selbstenergie beriicksichtigt wird, ist dies die einfachste N&herung, in der
sich das Phdnomen der Trivialitit zeigen kann.

Leider bricht die Leiterndherung die Vertex-Ward-Identitdt und damit
die Eichinvarianz. Die Eichung, in der die Ward-Identitdten minimal ver-
letzt werden, ist nach [Ra 91] die Landau-Fichung bei £ = 0. Auf Leading-
Log-Niveau ist ndmlich in dieser Eichung der gen&herte Vertex sogar dqui-
valent zu dem der vollen Theorie und die aus der Ward-Identitdt folgende
Beziehung A(p?) = 1 ist nach Gl.(A.6a/A.7a) auf Leading-Log-Niveau in
Landau-Fichung erfiillt. Die Propagatoren hdngen bei £ = 0 nicht vom
Longitudinalteil des Vertex ab.

Die Zerlegung der Propagatoren und Schleifenintegrale in GI.(1.14) nach
den Basistensoren g/, 1 fiir das Fermion und t*(p),!**(p) fiir das Photon
fithrt auf skalare SD-GI. fiir die invarianten Funktionen. Wir zerlegen die
tensorwertigen Funktionen gemif:

STHp) = A" - B (1.15a)
S(p) = =S1(p")p - So(p*)1 (1.15b)
Si(p*) = _AQ(pQ?p(f? B0 (1.15¢)
So(p?) = — AQ(pf;ff 1) 707 (1.15d)
D) = =)~ St (1.150)
(p) = Ta@* )+ (N (1.15f)

I (p) = p*t"(p)I(p®) + p*I"" (p)IL(p?) (1.15¢)
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Mit Hilfe der Projektionen

A = s {#sn) (1.163)
B0t = {570} (1.16b)
Saf) = ot {#0) (1.160)
Sal) = r{S0)} (1164

erhalten wir mit der Konvention ¢7[14x4] = 4 (als Bestandteil der Wahl des
Regularisierungsschemas, vgl. [Co 84]) die Gleichungen fiir die invarianten
Funktionen des Fermionpropagators:

A(p*) = 14¢°840p?) (1.17a)
B(p*) = m-g¢*Sp(p°) (1.17b)

mit den skalaren Anteilen der Selbstenergieloops

2 _ d'k 2 pk (P —p-k)’1E
Zalp?) = —/Wsl(k ){{2_ 7 —2 2q? }q_z
pk (0 —p-k)*1d(¢*)
-I-{—Q‘F(d_l) »? 12 e } e } (1.182)
o _ [ A% o (1—d)d(g®) — €
Sp(p?) = /i(%)d So(k?) 2 (1.18b)

mit ¢ wie in GI.(1.10b). Bei der Photongleichung wird der Longitudinalteil
der Selbstenergie durch die Wardidentitét des Photonpropagators

p” (1.19)

pdﬂﬂm*z—g

auf
(p*) =0 (1.20)

festgelegt. Im Rahmen von Eichinvarianz-brechenden N&herungen, wie z. B.
der Leiterndherung, ist jedoch damit zu rechnen, dafl Gl.(1.20) nicht erfiillt
ist.

Die skalare Projektion der Photongleichung mit dem Projektor

L (P)
(d—1)p?
fithrt bei Verletzung der Eichinvarianz zu einer echt quadratisch divergen-

ten skalaren Selbstenergie II(p?). Diese quadratischen Divergenzen resul-
tieren aus der Brechung der Ward-Identitdt und machen eine numerische
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Berechnung dieser Schleife unmdoglich. Um dieses Problem zu vermeiden,
geben wir der Photon-Ward-Identitdt Vorrang vor der Vertexndherung, in-
dem TI7(p?) = 0 gesetzt wird. Mit dem in [BR 89] verwendeten Projektor

v __ 1 R
P (p) = =1 {g d e } (1.21)
Pu(p)g" = 0 (1.22)
Pu(p)(=p"p") = 1 (1.23)

erhalten wir dann eine skalare Selbstenergie, die keine perturbativen qua-
dratischen Divergenzen, die ja proportional zu g"” sind, enthalten kann. Die
skalare Photongleichung lautet dann:

d7'p?) = 1+ ¢ (1.24a)
d . 2 (k- p)2d —
(p*) = 8/%51(162)51((]2){1;2]64‘%(16 f)_cfi 1}(1.2410)
S
p = =
]
' k
k = m

Da wir in dieser Arbeit nach einer nichtperturbativen Losung der SD-GI.
suchen, miissen wir mit einer euklidischen Feldtheorie starten. Die Postu-
lierung der euklidischen Greenschen Funktionen und ihrer Gleichungen als
grundlegend, und die indirekte Definition der Funktionen im physikalischen
Gebiet durch deren analytische Fortsetzung, liegen der Mehrzahl der moder-
nen Arbeiten zur Quantenfeldtheorie - insbesondere auch fast allen Arbei-
ten zur Gitterfeldtheorie - zugrunde. Wir haben die tensorwertigen SD-GI.
zunichst mit dem formalen Funktionalintegral im Minkowski-Koordinaten-
system formuliert und auf skalare Gleichungen umgeschrieben. Die SD-GI.
der euklidischen Theorie erhalten wir, wie in [Sc 91] erldutert, durch die

formalen Ersetzungen:
dk d%
—_— — 1.2
/i(zﬂ)d N /(zﬂ)d (1.252)

pk,... — —pg-kg,... (1.25b)

Dies entspricht einer Drehung des Integrationsweges um 90° in der komple-
xen po-Ebene,
Damit lauten die euklidischen invarianten Funktionen:

Ap(ph) = A(-pb) (1.26a)
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Br(pp) = B(—pk) (1.26b)
dp(pp) = d(-pf) (1.26¢)
S1e(rE) = Si(-pk) (1.26d)
_ Ap(rh) .
= TReE + B (1:20e)
So.5(PE) = Sol—pk) (1.26f)
= Be(rp) (1.26g)

AL(pE)PE + BE(pE)

Die euklidischen Selbstenergien ¥4 g, Yp g, IIg sind analog definiert. Da
wir im folgenden nur noch mit der euklidischen Metrik rechnen, schreiben
wir den Index F nicht mehr aus und vereinbaren, dafl alle Impulse und
Funktionen euklidisch sind.

Nach Anwendung der Beziehungen

[ ¢%) = f( ) =
/(;lil;df(kzaf)p-k = —/ ddk ) (1.27)
in I(p?) sowie
dik 1 p-k (p? — p- k)2 -
etz a-aty 2B rut =0 )

in ¥ 4(p?) erhalten wir fiir die euklidischen SD-GL.:

AP = 14 9°8a40%) (1.29a)
B(p2) = m—gQEB(pQ) (1.29b)
d7'p?) = 1+ ¢ (1.29¢)

d .
S = /‘dk&wﬁﬂd—m%ﬁé

(2r)d
p-k 0 —p-k)P1d(e?)
d _ 2y _
Sp(p?) = /(gﬂljdso(ﬁ)(l d)Z§Q) ¢ (1.29¢)
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d 2 (L. N2
n(p*) = 8/%Sl(k2)51(q2){%+%%} (1.29¢f)

Diese SD-GI. der Leiterndherung sind bis auf die variable Dimension iden-
tisch mit denen, die bei [Ra 91] im Rahmen einer Cut-Off-Regularisierung
verwendet wurden.



Nichtperturbative
dimensionelle
Regularisierung

Regularisierungsverfahren sind Werkzeuge, mit denen divergente Schleifen-
integrale definiert werden sollen. Durch Einfiihrung eines Regularisierungs-
parameters und dessen Einschrinkung auf bestimmte Intervalle werden die
Schleifenintegrale konvergent und kénnen berechnet werden. In den resul-
tierenden Greenschen Funktionen wird dann die Abh&ngigkeit beziiglich des
Regularisierungsparameters analytisch fortgesetzt. Dabei zeigen sich die
Divergenzen der Schleifenintegrale als Singularitdten der Greenschen Funk-
tionen beziiglich des regularisierenden Parameters.

Die dimensionelle Regularisierung wurde zuerst von 't Hooft und Velt-
man [Ho 72], von Bollini und Giambiagi [Bo 72], und von Ashmore [As 72],
[As 73] fiir die Berechnung stérungstheoretischer Integrale entwickelt. Eine
schéne Einfiihrung in diese Technik findet sich in [LE 75].

Indem die raumzeitliche Dimension d = 4 — 2¢ als kontinuierlicher Para-
meter eingefiihrt wird, kénnen die perturbativen UV-Divergenzen bei d < 4
regularisiert werden. Die so definierten Integrale sind fiir ¢ > 0 einfach
analytisch berechenbar und kénnen beziiglich € fortgesetzt werden. Die UV-
Divergenzen zeigen sich als Pole der Form }n, die durch ein geeignetes Re-
normierungsverfahren beseitigt werden kénnen.

Ein grofler Vorteil der dimensionellen Regularisierung gegeniiber anderen
Regularisierungsverfahren wie Cut-off oder Gitterregularisierung besteht in
der Erhaltung wichtiger Symmetrien, wie Poincaré-Invarianz oder Fichkova-
rianz, bei Variation von d. Diese symmetrieerhaltende Figenschaft hat die
dimensionelle Regularisierung zum géngigen Verfahren der Storungstheorie
gemacht 1.

! LE 75

15



2 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierung 16

Neben der Stérungstheorie gibt es auch nichtperturbative Anwendungen
[Ka 81] dieses Regularisierungsverfahrens, in denen die Integrale allerdings
analytisch berechnet werden kénnen. Es ist sehr interessant, dieses Regu-
larisierungsverfahren auf nichtperturbative Untersuchungen, bei denen die
Integrale analytisch nicht berechenbar sind, zu iibertragen. In der Fachwelt
besteht nur wenig Hoffnung, daf dies moglich ist 2. Am Beispiel der QED in
Leiterndherung studieren wir die, bei nichtperturbativer dimensioneller Re-
gularisierung der SD-GI. auftretenden, Probleme und ihre Lésungsmoglich-
keiten.

Der erste Schritt bei der Implementation der raumzeitlichen Dimension
als Regularisierungsparameter besteht darin, sich einen Uberblick iiber die
Singularitdtsstruktur der Integrale zu beschaffen. Ohne diese Information
kann nicht beurteilt werden, ob iiberhaupt Divergenzen vorhanden sind und
ob durch Variation der Dimension d eventuell vorhandene Divergenzen re-
gularisiert werden kénnen. In der Stérungstheorie sind die Integranden ana-
lytisch bekannt und die Singularitdtsstruktur kann durch Abz&hlen von Im-
pulspotenzen ermittelt werden. Als Beispiel betrachten wir die quadratisch
divergente Photonselbstenergie in 1-Loop-Ordnung:

(1) o dik 8
H(pm)(l’) - /(QF)d (k2 + m?)([p— k]2 + m?)

1 k2 (k-p)2d—1

X { 5 + ]7 ﬁ } (2.1)
Die Singularitdtsstruktur ist deswegen so einfach ablesbar, weil durch die
perturbative Iteration der SD-GI. fiir die invarianten Funktionen konkrete
Ausdriicke in den Integralen erscheinen. Bei nichtperturbativen Lésungsver-
suchen bleiben im allgemeinen die noch unbekannten invarianten Funktionen
in den Integralen stehen, so daf§ die Singularitdtsstruktur nicht so einfach
abgelesen werden kann.

Nach Aufkldrung der Singularitdtsstruktur ist der Einflufl der Dimension
auf die Divergenzen der Integrale zu untersuchen. In der Storungstheorie
werden die Integrale auf verallgemeinerte d-dimensionale Polarkoordinaten
umgeschrieben, die fiir ganzzahlige d in die gewdhnlichen Polarkoordinaten
iibergehen. Schleifenintegrale mit nur einem #uferen Impuls ® sind von der
Form [ (;ljr];d (k%,p-k, p*) und kénnen durch Ubergang zu d—dimensionalen
Polarkoordinaten in ein zweidimensionales gewdhnliches Integral iiberfithrt
werden:

ddk o ~
/ G S kat) = e | aw w (2.2)

2 Co 84

|k|d_1
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(K, P) = /1 do (1 — 22T f(K% PK x, P?)

-1

1
g = (2.3)
F(% €)23-2eg2—¢
K = |k
pPo=p|
x = ]3]%

Dadurch erscheint die Dimension als Impulspotenz und ihr regularisierender
Charakter wird deutlich sichtbar. Zum Beispiel verschwinden fiir d < 2 die
quadratischen UV-Divergenzen in Gl.(2.1). Es ist nicht schwer, sich Inte-
granden vorzustellen, die durch Variation von d nicht regularisiert werden
koénnen.

Wenn die Regularisierung durch Variation von d méglich ist, besteht das
nédchste Problem darin, die Integrale in den Dimensionsbereichen, in denen
sie reguldr sind, auszuwerten und nach d = 4 fortzusetzen. Bei den pertur-
bativen Integralen ist die Abhingigkeit von d analytisch bekannt und kann
ohne Probleme fortgesetzt werden. Die fiir d < 2 berechnete stérungstheo-
retische Photonselbstenergie Gl.(2.1) ist in ihrer analytischen Fortsetzung
eine fiir d < 4 endliche Funktion, die bei d = 4 einen Pol di—4 hat. Wenn die
Integrale numerisch berechnet werden miissen, ist eine analytische Fortset-
zung in dieser Form nicht méglich. Bei einem numerischen Zugang miissen
wir uns schrittweise dem Fall d = 4 ndhern und beobachten, ob die Losun-
gen gegen einen Grenzwert konvergieren. Dazu ist es erforderlich, dafi die
Integrale beliebig nahe bei d = 4 endlich sind. Quadratisch oder linear
divergente Integrale sind in diesem Sinne numerisch nicht behandelbar.

Als Vorbereitung fiir die Untersuchungen zur Singularitdtsstruktur und fiir
die numerische Berechnung der Integrale betrachten wir zunichst die Mas-
senskalen der Theorie.

Die unrenormierte 4-dimensionale QED enthilt mit der Strommasse m
nur eine Massenskala. Wie jedes Regularisierungsverfahren bringt auch die
dimensionelle Regularisierung eine neue Massenskala in die Theorie. Das
Herabsetzen der raumzeitlichen Dimension ist nur dann konsistent mdéglich,
wenn die bei d = 4 dimensionslose Kopplungskonstante g eine Massendi-
mension mit der Potenz € erhilt. Es ist ein Vorteil der dimensionellen Re-
gularisierung, dafl der Regularisierungsparameter unabhdngig von der Mas-
senskala ist. Bei der Cut-Off- oder Gitterregularisierung fallen diese beiden
Parameter zusammen.

Fiir d < 4 existieren die beiden Skalen {m, g%}, mit denen es moglich ist,
sdmtliche Groflen in den SD-GI. dimensionslos zu schreiben. Da spiter auch
der Fall m = 0 betrachtet werden soll, driicken wir alle dimensionsbehafteten
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GroBlen durch g% aus. Fir Strommasse und Impulse schreiben wir:

o =

m = mg (2.4a)

1
€

pi = Diy (2.4b)
Eine allgemeine Greensche Funktion G mit der Massendimension a und
einem Satz von dufleren Impulsen {p;} 1Bt sich durch eine dimensionslose
Funktion G, die nur von dimensionslosen Parametern abhingt, ausdriicken:

G({pi}sm.9,6) = g G({pi}, m, €) (2.5)

Aus dieser Gleichung folgt fiir d < 4 ein Skalentransformationsgesetz, mit
dem Aussagen iiber das UV-Verhalten der Greenschen Funktionen gewonnen
werden kénnen:

G(Mpit, Am, A9, &) = A"G({pi},m,g,¢) (2.6a)
G(Mpit, m,g,8) = A“G({pi},%,%,f) (2.6b)

Dieses Skalentransformationsgesetz ist analog zu der, auf die nackte Green-
sche Funktion umgeschriebenen, Renormierungsgruppentransformation ei-
ner endlichen Theorie. Man kénnte % die laufende Masse und ¥ die lau-
fende Kopplung der nackten Theorie nennen. Beide gehen fiir ¢ > 0im UV-
Limes gegen Null. Das Verschwinden der laufenden nackten Kopplung fiihrt
zur asymptotischen Freiheit der unrenormierten QED in d < 4 Dimensionen.
Im UV-Punkt stimmen die Greenschen Funktionen ohne Massendimension
mit denen der freien masselosen Theorie iiberein. Aus Greenschen Funk-
tionen mit Massendimension lassen sich mit der Strommasse dimensionslose
Funktionen bilden, die dann im UV-Punkt mit entsprechenden perturba-
tiven Funktionen {ibereinstimmen. 7.B. gilt fiir die invariante Funktion

B(p*,m,g,€):

B(Ap?,m, ¢,&) rmoo B(p?,
L S AL A ——

= =1 (2.7)

d< 4

d < 4
d <4

Diese asymptotische Freiheit gilt nur fiir d < 4 und steht damit nicht im Wi-
derspruch zur gingigen Meinung, daf§ die 4-dimensionale QED nicht asym-
ptotisch frei ist 1. In [Br 95] wird diese asymptotische Freiheit der QED
auf der Grundlage der Renormierungsgruppe diskutiert.

4

d < d
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Fiir die numerische Behandlung der SD-GI. ist es erforderlich, diese
dimensionslos zu formulieren. Fine Méglichkeitlbesteht darin, alle dimensi-
onsbehafteten Gréflen durch die Massenskala ge auszudriicken.

A(pg?,mg<,19,6) = A(p,m,£) (2.8a)
B(pg*,mg*,1g.€) = B(p.m.&)g* (2.8b)
d(pg*.mg<,19,€) = d(p,m,¢) (2.8¢)
9*Sa(pge,mg<,19,6) = Sa(p,m,¢€) (2.8d)
9*Sp(pg, mge 19,€) = Sp(pm,€)ge (2.8e)
¢*T(pg<,mg<,1g,6) = T(p,m,&) (2.8f)

Damit lauten die SD-GI.

APY) = 14340 (2.92)
B(p*) = m—Sa(p) (2.9)
d'(p) = 1+1(p*) (2.9¢)

mit den Selbstenergieloops

diy. .
SA(p?) = / %sxm{&(d—%—z

dy. _ (=2
SB(p%) = /(gﬂﬁdso(ﬁ)(l d)zgq) ; (2.10b)

df B2 (k- 5)2d —
n(p*) = 8/%Sl(k2)51(q2){1+ %%} (2.10¢)

Aus diesen SD-GI. ist die komplette Kopplungsabh&ngigkeit eliminiert. Das
Gleichungssystem hidngt nur noch von dem kopplungsartigen dimensionslo-
sen Parameter m = mg~ < und vom Eichfixierungsparameter £ ab. Der
aufwendig zu bestimmende Lésungsraum hat sich damit um eine Dimension
verringert. Diese Gleichungen sind zun&chst nur fiir d < 4 dquivalent zu
den GL.(1.29). Es ist nicht klar, wie sich die Lésungen mit der bei d = 4
singuldr werdenden Massenskala g% bei einer echten Fortsetzung nach d = 4
verhalten. Fiir die numerischen Zwecke, wo d < 4 immer gegeben ist, kann
dieses Gleichungssystem mit Vorteil eingesetzt werden.
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Damit wir an die konventionelle Formulierung der Renormierungstheorie
anschliefen konnen, ist es fiir Untersuchungen im Zusammenhang mit Re-
normierung und Renormierungsgruppe vorteilhafter, ein Gleichungssystem
zu verwenden, das die Massen und Kopplungsparameter explizit enthélt 5.
Dazu fithren wir kiinstlich eine Massenskala v von auflen ein. Diese Skala
kann eine beliebige Masse sein, die wir nicht festlegen miissen, da sie in der
dimensionslosen Theorie natiirlich nicht auftaucht. Bei Betrachtungen zur
Renormierungsgruppe werden wir diese Skala mit der Renormierungsgrup-
penskala gleichsetzen. Die mit v dimensionslos formulierten Gréfien lauten:

b = b (2.11a)
m o= (2.11b)
g = gvf (2.11c)
A(pr, v, gve, &) = A(p,m,§,€) (2.11d)
B(pv,mv,gv°, &) = B(p,m,§,&)v (2.11e)
d(pv,mv,gv, &) = d(p,m,g,§) (2.11f)
Sa(py, mv,gve,€) = Ta(pm.g,€) (2.11g)
Yp(py,my, v, &) = EN]B(p,m,g,f)l/ (2.11h)
W(pv, v, gv’, &) = T(p,m,9.¢) (2.111)

Damit erhalten wir fiir die SD-GI.
A(PY) = 1+3°Sa(7) (2.12a)
B(p*) = - §*Sp(p) (2.12b)
() = 1+ 1) (2.12¢)

mit den Selbstenergieloops

d7. B 5.
SA(P) = / %&(ﬁ){&(d—%—z

Peq
Bk (7 =5 k)7d)
+{—2+(d—1) PRI } = }(2.13a)
. dp. . _ NAa2y _
SB(P%) = /(gﬂﬁdso(ﬁ)(l d);gq) ; (2.13h)
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a7 L L2 (1 3\2
i) = s [ %&(ﬁ)&(ﬁ){}%%} (2.13¢)

Wenn wir in diesem System fiir jede dimensionshehaftete Gréfle x die Er-
setzung & — & vornehmen und § = 1 setzen, so erhalten wir G1.(2.9,2.10).
Diese Eigenschaft wird im numerischen Losungsverfahren verwendet, um
mit einem Programm beide Gleichungssysteme behandeln zu kénnen.

In der perturbativen QED, die gegenwirtig unter den Feldtheorien in gréfiter
Genauigkeit mit den Experimenten iibereinstimmt, werden die Divergenzen
der Integrale durch das UV-Verhalten der Greenschen Funktionen erzeugt.
Als Arbeitshypothese gehen wir davon aus, dafl das bei nichtperturbativen
Losungen auch so ist. Unsere Aufgabe besteht dann darin, das nichtper-
turbative UV-Verhalten der Greenschen Funktionen zu bestimmen. Die in
Kapitel 2.1 gefundene asymptotische Freiheit legt es nahe zu vermuten, daf
die Asymptotik der Greenschen Funktionen mit der perturbativen Asympto-
tik identisch ist. Um diese Vermutung zu verifizieren, 16sen wir im folgenden
die SD-GI. im UV-Bereich. Dabei beschranken wir uns auf die Leiterndhe-
rung, um die Anzahl der Funktionen tibersichtlich zu halten. Es sollte jedoch
ohne prinzipielle Probleme méglich sein, die folgenden Uberlegungen auf das
volle Gleichungssystem zu iibertragen. Fiir die Berechnung der Asymptotik
verwenden wir die mit g« dimensionslos gemachten SD-GL.(2.9).

Wir starten mit einem Ansatz, der wie bei der perturbativen Asymptotik
aus Potenzreihen in p~2¢ besteht:

Aty AN

i\f:a]‘ (%)] (2.14a)

j=0

P2y UV #(N)/ =2 _ l 1Y

B(p*) — BW(@)=m) b (pT) (2.14b)
j=0

N J
dpt) T dVEH =S4 (i) (2.14¢)

Es ist nun zu zeigen, daf diese Impulsabhidngigkeit sich im UV-Bereich repro-
duziert und daf} die Entwicklungskoeffizienten so bestimmt werden kénnen,
dafl der Ansatz im UV-Bereich selbstkonsistent ist.

Fir das Studium der Schleifenintegrale im UV-Bereich ist es, aufgrund
der Nichtlinearitdten in diesen Integralen, zweckmifBig, sich zunichst mit
Hilfe dieses Ansatzes die UV-Entwicklung von Sg, 51, d=" zu beschaffen. Fiir
die Berechnung von d~' muB eine Taylorreihe invertiert werden. Bei der Be-
stimmung der UV-Entwicklung von Sg, S starten wir mit G1.(1.26e,1.26g).

Die Funktion B%(p?) im Nenner des Fermionpropagators wird gegeniiber
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A(p?)p? vernachlissigt 6. Dies fiihrt zu einem Fehler bei den Koeffizienten

zur Ordnung N wenn N > % Dieser Fehler ist eine Konsequenz aus der

Verletzung der Wardidentitdten durch die Vertexndherung. Bei Wahrung

der Fichinvarianz existiert dieser Fehler nicht, da dann A(p?) = 1 gilt. Fiir

die praktische Verwendung der Asymptotik stellt die Forderung Ne < 1

2
keine wesentliche Finschriankung dar, weil wir uns fiir kleine € interessieren.
Das Einsetzen unseres Ansatzes in die GL.(1.26e,1.26g) fithrt im UV-Bereich

auf die Impulsstruktur:

)] = {d(N)(pQ)}_lziJj (i)j (2.15a)

= er
= UV &N i & 1Y)’
Sop*) = S =5 s (7) (2.15b)
rt p
5 UV (N 1 N 1Yy
Si(pY) = 8 )(132):?285” (pT) (2.15¢)
7=0

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Rekursionsformeln fiir die Berechnung

(0) (1)

von Sy, 8y, d, aus a,, by, d,

n k
1
s = = b, — 57(10—)k Za]ak_] mit séo) = a—g (2.16a)
0 k=1 7=0 0
1< 1
57(%1) = - sfll_)kak mit sél) = — (2.16b)
ag ao
k=1
. 1 & - . 1
n = —— n—kdk mit dO = — (216C)
do = do

Die UV-Entwicklung der Schleifenintegrale GI1.(2.10) beziiglich des dufle-
ren Impulses pist am einfachsten, wenn sie direkt am Integranden ausgefiihrt
werden kann. Dies ist nur méglich, wenn die Integrale in jeder Ordnung
der UV-Entwicklung fiir ein d < 4 konvergieren. Da wir die invarianten
Funktionen mit unserem Ansatz nur im UV-Bereich erfassen, miissen die
Schleifenintegrale so umgeformt werden, daf} fiir grofle p in den Integranden
nur die Asymptotiken benétigt werden.

Diesen Anforderungen wird eine direkte Potenzreihenentwicklung der In-
tegranden in G1.(2.10) nicht gerecht. Die Integrale werden mit zunehmen-
der Ordnung divergenter ” und es gibt invariante Funktionen, die nicht vom
dufleren Impuls abhingen.

6

7 1 2

o
W)
3
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Mit der Transformation des Integrationsimpulses k = |p|lu und p = %
erhalten wir Integrale, die eine UV-Entwicklung der Integranden ermogli
chen:

dy ‘
Ya?) = pd/(gw)dsl(ﬁu?){ﬁ(d—ﬁi

—I—{—Q—I—(d—l)ﬁ-u—l—Q

diu

Sp(p) = pd/(%)dso(pQu?)

n(p*) = 8pd/ diu Sl(pQuz)Sl(pz(f"“)2){%“‘2%}

Alle in den Integralen vorkommenden invarianten Funktionen haben Ar-
gumente die bei festem u proportional zu p? sind. Nur bei v = 0 und
u = p werden einige invariante Funktionen an der Stelle 0 ausgewertet.
Diese Punkte bilden im gesamten Integrationsbereich aber Nullmengen und
geben keinen Beitrag zum Integral, wenn der Integrand an diesen Punkten
reguldr ist. Fiir die Berechnung der Schleifenintegrale im UV-Bereich diirfen
nun die Asymptotiksummen eingesetzt werden, weil dabei die Regularitit
der Integranden erhalten bleibt. Die resultierenden Integrale I(¢) sind fiir
d < 4 konvergente analytisch auswertbare Standardintegrale, die nur von
¢ und den Indizes der Asymptotikkoeffizienten abhingen. Sie werden im
Anhang A berechnet und sind in den Gl.(A.3) zusammengestellt.
Die Schleifenintegrale lauten im UV-Bereich:

N N [1++k]

= 1

Sa(p?) = (]?) 551) [dkf;jg)(G) + fék,ofj(S)(G)] (2.17a)
=0 k=0

ECH

S S L\ g )
Sp(p?) = mZZ(;) st {dklm(g)—l—fék,olj (6)] (2.17b)

7=0 k=0 p
N N (1++k]
_ 1
(p* = ZZ (]?) 551)521)1](71)(6) (2.17¢)
7=0 k=0

Sie sind wieder Potenzreihen in p~2¢

, womit gezeigt ist, daB} sich die Impuls-
struktur der Ansdtze reproduziert. Zur vollstindigen Lésung des Selbstkon-
sistenzproblems im UV-Bereich benétigen wir noch Bestimmungsgleichun-
gen fiir die Koeffizienten der Ansétze. Dazu setzen wir die UV-Entwicklung
der Schleifenintegrale und die Ansétze fiir die invarianten Funktionen in

GL(2.9) ein und fithren einen Koeflizientenvergleich durch. Dieser fithrt auf
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Rekursionsformeln fiir die Entwicklungskoeffizienten:

a, = 55(1_)11723_)1(6){— sgl)dn_j 1I](n) jo1(€) mit ag =1 (2.18a)

by = &l +Zso dojr 1) ((6) mit bp=1  (2.18b)

n—1

d, = 5;1) W 1® () mit dop=1 (2.18¢)

Sp—j—145n—j-1

ECH
Il
=]

Zusammen mit G1.(2.16) ist dieses gekoppelte System rekursiv 16sbar. Die
Entwicklungskoeffizienten hdngen von ¢,& und den Indizes ab. Sie bilden
eine alternierende Folge deren Glieder aus Summen von Produkten von I'-
Funktionen mit beziiglich ¢ rationalen Funktionen als Faktoren bestehen.

In den Koeffizienten zur Ordnung (,26) besteht der beziiglich € bei ¢ = 0

fithrende Term aus einem Pol der Form }n

Die Gleichungen fiir a,, d,, entkoppeln von der Gleichung fiir b,,, da bei
der UV-Entwicklung B(p?) aus den Schleifenintegralen 34,11 herausfillt.
Die Koeflizienten hingen nicht von dem kopplungsartigen Parameter m ab.
Dieser Parameter beeinfluflt als multiplikativer Faktor nur die Asymptotik
von B(p?).

Driicken wir die Asymptotiksummen durch die natiirlichen dimensions-
behafteten Gréflen aus, z.B.

%) ——>mZb ( )j (2.19)

so sehen wir, dafl es Potenzreihen in ¢? sind. Sie sind tatsichlich identisch
mit der stérungstheoretischen Asymptotik der Leiterndherung.

) P

Damit ist das UV-Verhalten der nichtperturbativen invarianten Funktio-
nen im Rahmen der Leiterndherung aufgeklart. Die UV-Divergenzstruktur
der Schleifenintegrale wird durch die perturbative UV-Asymptotik festge-
legt. Diese kann fiir kleine ¢ mit den Rekursionsformeln GI1.(2.18) und
GL.(2.16) auch in hohen Ordnungen effektiv berechnet werden.

Uber die Leiterniherung hinausgehend kénnen wir mit Hilfe der asym-
ptotischen Freiheit GL.(2.6) sehen, daf bei ¢ > 0 die Greenschen Funktionen
der vollen QED im UV-Punkt mit denen der freien QED, also der null-
ten Ordnung der Stérungstheorie, ibereinstimmen. Das bedeutet, dafi die
UV-Asymptotik aller Greenschen Funktionen durch die nullte Ordnung der
Stérungstheorie beschrénkt ist.
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Aus den Betrachtungen des letzten Kapitels folgt, dal die Integranden der
vollen SD-GIl. im UV-Bereich nicht stdrker ansteigen als in den perturbati-
ven Integralen und damit durch Herabsetzen der Dimension regularisierbar
sind.

An dieser Stelle kénnen wir bereits feststellen, dafi die dimensionelle
Regularisierung bei nichtperturbativen Untersuchungen mit den SD-GI. der
vollen QED anwendbar ist, wenn die Integrale analytisch berechenbar sind.
Die analytische Form der Integrale erlaubt die Fortsetzung der Dimension
nach d = 4 auch dann, wenn die Integrale nur fiir d < 3 oder d < 2 definiert
sind.

Mit der perturbativen Divergenzstruktur enthalten die Integrale der Lei-
terndherung neben logarithmischen auch lineare und quadratische Diver-
genzen. Stdrker als logarithmisch divergente Integrale kénnen ohne ana-
lytisch ausfithrbare Integrationen nicht in beliebiger Nihe von d = 4 be-
rechnet werden, so daf} eine numerische Behandlung des Fortsetzungspro-
blems unméglich ist. Die Begriffe linear und quadratisch divergent beziehen
sich auf den durch Abzdhlen von Impulspotenzen ermittelten Divergenz-
grad. Dieser Divergenzgrad ist sicherlich nur eine obere Schranke fiir den
tatsdchlichen Divergenzgrad. Damit die dimensionelle Regularisierung mit
numerisch berechneten Integralen funktionieren kann, miissen wir zeigen,
daf} der tatsdchliche Divergenzgrad maximal logarithmisch ist und die Inte-
grale so umformen, daf sie fiir d < 4 manifest konvergent ® sind.

Quadratische Divergenzen gibt es nur in der Photonselbstenergie. Diese
impulsunabhdngigen Divergenzen miissen proportional zu g*” sein und wer-
den deswegen bereits beim Herausprojizieren der transversalen Komponente
mit dem Projektor G1.(1.21), als Konsequenz der Ward-Identitit, eliminiert.
Damit ist sichergestellt, dafl unsere skalare Photonselbstenergie keine qua-
dratischen Divergenzen enthilt, obwohl der durch Potenzabzihlen ermittelte
Divergenzgrad noch quadratisch ist.

Als néchstes werden die drei Schleifenintegrale, mit Hilfe der in [BE 95]
vorgeschlagenen Umformungen, fiir die numerische Berechnung so umfor-
muliert, daf} sie fiir d < 4 manifest UV-konvergent sind:

¢ Der zu £ proportionale linear divergente Teil von X4

dik -k
| s s

(27) p2q?

_ dd_k Pk
= [ s

L 0k —ph) Otk

q2 k2 p2
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dk 2P‘k 2 22P‘k—P2
_ /(%)dsl(k ot -
-k — k2

+0(p? — k)L - (2.20)

Der Integrand ist bei p? = k? stetig.

¢ Der {-unabhingige, linear divergente Teil von X4
Wir driicken den in G1.(1.29d) vor d(q*) stehenden Faktor durch eine
Ableitung nach der Winkelvariablen & aus und iibertragen diese Ablei-
tung durch partielle Integration auf d(¢?). Damit wird dieses Integral
manifest logarithmisch divergent.

/dd_ksl(kz)d(‘f){_ 24 (d— 1)])'2]6 +2(p2 _P'k)z}

(QF)d (]2 P p2q2
d ~

mit ¢ =P?+ K? - 2PK=x

Im letzten Schritt haben wir auch eine Translation & — ¢ in der
Integrationsvariablen vorgenommen, damit weniger inverse ¢-Potenzen
auftreten. Dadurch wird die Winkelintegration bei K = P regulirer.

¢ Der quadratisch divergente Teil von Il
Auch in der Photonselbstenergie kann der Divergenzgrad reduziert
werden, indem der Impulsfaktor des quadratisch divergenten Teils
durch eine Ableitung nach z ausgedriickt wird. Der Divergenzgrad
reduziert sich um eins, wenn diese Ableitung durch partielle Integra-
tion auf die invariante Funktion S;(¢?) iibertragen wird.

[ st [y -1

-1

o e L K d s,
= —cd/o dK K? QSI(AZ)F/ del(qz)%[x(l—ﬁ)g ]

= —2cd/ dK K375, (K?)
0

R e I
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Mit der gleichen Vorgehensweise kénnten wir den Divergenzgrad des
nun linear divergenten Integrals um eine weitere Stufe reduzieren.
Dann verbleibt ein Integral mit der zweifachen Ableitung von 57. Um
die zweifache Ableitung zu vermeiden, fithren wir eine Translation der
Integrationsvariablen (k < ¢) durch und wiederholen dann die obige
Vorgehensweise fiir den linear divergenten Teil. Dies fithrt auf:

R
/Wsl(k )S1(q )? [(k - p)2d — 1] (2.23)

-

Alle Integrale liegen nun in einer bei d < 4 manifest konvergenten Form vor
und eine numerische Berechnung in beliebiger Nihe von d = 4 ist nur noch
durch die Genauigkeit der verwendeten Zahlendarstellung beschrankst.

Der tatsdchliche Divergenzgrad der Schleifenintegrale in der Leiterndhe-
rung ist logarithmisch. Bei Beriicksichtigung der vollen Vertexgleichung stei-
gen, aufgrund der asymptotischen Freiheit, die Integranden im UV-Bereich
nicht stirker als perturbativ an. Da die perturbativen Vertexdiagramme
maximal logarithmische Divergenzen ausbilden, kénnen wir sagen, daf} die
gesamte QED nur logarithmische Divergenzen enthilt.

Als Ergebnis der Uberlegungen dieses Kapitels halten wir fest:

d d < 4

d=14

Die nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit basiert auf der asym-
ptotischen Freiheit der nackten Theorie bei d < 4 und auf der Méglichkeit,
die Integrale manifest logarithmisch divergent zu formulieren. Da die asym-
ptotische Freiheit eine iiber die QED hinausgehende Figenschaft des Regu-
larisierungsverfahrens ist, ist es denkbar, dafl die dimensionelle Regularisie-
rung auch bei anderen Feldtheorien fiir nichtperturbative Studien verwendet
werden kann.

Abschliefend stellen wir noch die manifest logarithmisch divergenten
Schleifenintegrale der Leiterndherung zusammen:
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Numerische Losung der
SD-GIl. in Leiternidherung

Wir diskutieren im folgenden die mit einem numerischen Lésungsverfahren
gefundenen Losungen der SD-GI. in der Leiterndherung. Zunédchst betrach-
ten wir die Losung der nackten Theorie fiir m # 0. Der Kontinuumslimes
d — 4 wird an multiplikativ renormierten Losungen im Off-Shell-Schema
studiert.

Das numerische Losungsverfahren berechnet die Losung der G1.(2.12/2.24)
durch Iteration mit einem aus Leading-Log-Formeln gebildeten Startwert.
Eine ausfiihrliche Beschreibung des Lésungsverfahrens findet sich in Anhang
B.

Da, wie in Kapitel 1.2 beschrieben, in der Leiterndherung die Ward-
Identitdten bei £ = 0 am minimalsten verletzt werden, berechnen wir unsere
Losungen zunichst in Landau Fichung.

Die Abbildung 3.1 zeigt exemplarisch einen Satz von unrenormierten
Losungsfunktionen zu den nackten Parametern ! § = 15,7 = 5.14 - 1076,
Es sind jeweils drei Kurven geplottet. Die durchgezogene Linie ist die nume-
rische Losung fiir die nackten invarianten Funktionen. Zum Vergleich dazu
zeigt die gepunktete Linie die mit den Leading-Log Formeln G1.(B.6) gebilde-
ten Funktionen fiir den Iterationsstart. In die Plots fiir B und d sind zusétz-
lich mit gestrichelten Linien die Funktionen eingezeichnet, die sich nach ei-
ner Iteration der SD-GI., mit der nullten Ordnung der Stérungstheorie als
Startwert, ergeben 2. Diese Funktionen entsprechen der 1-Loop Stérungs-
rechnung in Leiterniherung, ohne die Funktion d(p?) = (1 + ¢*I(p?))~*
nach der Kopplung zu entwickeln, und werden im folgenden stets als “1-
Loop-Funktionen ohne Entwicklung nach §” bezeichnet. An diesen Bildern

1

gr . y My
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Abbildung 3.1: Nackte invariante Funktionen (durchgezogene Linie),
Startwert aus Leading-Log-Formel (gepunktete Linie) und
1-Loop-Funktionen ohne Entwicklung nach § (gestrichelte Linie) auf einer
logarithmischen Impulsskala. Parameter: € = 0.01, § = 15, . = 5.14- 1076,

£=0
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kénnen die folgenden Eigenschaften der Losung diskutiert werden:

Da die Asymptotik der Greenschen Funktionen mit der perturbativen
iibereinstimmt, gehen bei jeder invarianten Funktion die drei Kurven
im UV-Bereich ineinander iiber.

Die Startfunktionen fiir die Iteration sind bereits eine erstaunlich gute
Approximation der Losung. Die gréfiten Abweichungen bestehen im
IR-Bereich und liegen fiir A,d um 5% und fiivr B um 17%.

Bei der invarianten Funktion B unterscheidet sich die mit einer Ite-
ration der nullten Ordnung Stérungstheorie gewonnene Funktion um
mehrere Gréfenordnungen von der Losung. Bei d,A ist diese nicht
beziiglich § entwickelte erste Iteration im wesentlichen identisch mit
der entsprechenden Leading-Log Formel.

Der Photonpropagator ist im Iterationsprozefl am stabilsten. Im Plot
kénnen die drei Kurven nicht unterschieden werden. Er erfihrt ledig-
lich eine Anderung von ca. 6%, die hauptsichlich im IR-Bereich liegt,
und wird daher sehr gut durch die Leading-Log Formel Gl.(B.6c) ap-
proximiert.

Als MaB fiir die Brechung der Ward-Identitdt des Vertex dient die
Abweichung der Funktion A von 1, die mit 5% recht gering ist.

Der Wertebereich der Funktion B geht iiber viele GroBenordnungen.
Von Losungen zu anderen e-Werten, die in dieser Arbeit nicht abge-
bildet sind, wissen wir, daf§ B(0) stark von ¢ abhingt und mit kleiner
werdendem ¢ drastisch zunimmt. Hier deutet sich eine Divergenz an.

Die invarianten Funktionen leben auf einer sehr groflen Skala. Ihre
wesentliche Struktur liegt im Impulsbereich 0 < p? < 1.4-10°?!, Dies
ist ein typisches Phdnomen der dimensionellen Regularisierung. Die
auftretenden Skalen hingen sehr empfindlich von € ab. Mit kleiner wer-
dendem ¢ dehnt sich die Impulsskala drastisch aus. Schon die von die-
sem Regularisierungsverfahren in die Theorie gebrachte Massenskala
g hat mit ihrer %—Potenz ein solches Verhalten. Die e-Abhédngigkeit
der Impulsskala kann am Beispiel der Asymptotiksummen verdeut-

licht werden. Diese Summen konvergieren als Potenzreihe in ﬁée gut,

wenn p>¢ oberhalb einer festen Skala A liegt. Das bedeutet p* > A%{
Hier kénnen wir sehen, daf§ die Impulsskala genauso wie die Skala g«
mit einer %—Potenz versehen ist. Dieses Verhalten ist unabhingig da-

von, ob wir die Impulse mit g% dimensionslos machen oder nicht. Der
tiefere Grund fiir das Auftreten dieser Impulsskala ist der mit der Po-
tenz 3 — 2¢ versehene Impuls im auf d-dimensionale Polarkoordinaten
umgeschriebenen Integrationsmaf.

Am Ende des IR-Bereichs sieht es so aus, als ob B und A einen nicht
differenzierbaren Knick ausbilden. Dies ist Ausdruck der Tatsache,
daf} die invarianten Funktionen auf zwei Skalen leben und zwar im
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Abbildung 3.2: Nackte invariante Funktion B im IR-Bereich auf der
logarithmischen z-Skala und auf der i—z Skala fiir ¢ = 0.01,§ = 15,

m = 5.14-107% ¢ = 0. Die IR-Massenskala hat den Wert x = % ~ 1.
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IR-Bereich auf einer p?-Skala und jenseits des IR-Bereichs auf einer
logarithmischen Skala. Wie Abbildung 3.2 am Beispiel der Funktion
B verdeutlicht existiert dieser Knick auf der natiirlichen p2-Skala des
IR-Bereichs nicht.

Insgesamt zeigen unsere Losungen eine starke Ubereinstimmung mit
den Leading-Log-Formeln, die mit auf 1-Loop-Stérungsrechnung basieren-
den Renormierungsgruppenmethoden gewonnen werden kénnen. Im UV-
Bereich sind unsere Losungen sogar identisch mit den perturbativen. Daraus
schliefen wir, dafl nichtperturbative Effekte, die mit Renormierungsgrup-
penmethoden nicht erfait werden, in unseren Lésungen fiir m > 0 quanti-
tativ unterdriickt sind.

Die hier diskutierten Losungen sind alle in der die Fichinvarianz mi-
nimal brechenden Landau-Eichung berechnet worden. Um einen Findruck
vom FEinfluf} des Eichparameters £ auf die Losung zu bekommen, betrachten
wir Abbildung 3.3. Hier werden die Losungen aus Abbildung 3.1 mit den
entsprechenden Losungen bei £ = 1 verglichen. Bei allen drei Funktionen
sind starke Abweichungen zu den Losungen bei £ = 0 zu beobachten. Die
£-Abhidngigkeit der Vakuumpolarisation, die in der vollen QED nicht von
¢ abhdngen darf [La 86], ist ein Hinweis auf eine stirkere Verletzung der
Ward-Identititen bei £ = 1.

Der néchste Schritt besteht in der Diskussion der renormierten Losungen.
Dazu definieren wir zunédchst ein Renormierungsverfahren.

Wir verwenden ein multiplikatives Renormierungsverfahren, bei dem die bei-
den Felder ¥, A* und Parameter m, g, & mit zahlenwertigen Renormierungs-
konstanten umskaliert werden. Diese fiinf Konstanten werden durch das
Off-Shell-Renormierungsschema definiert.

Die multiplikative Renormierung

Der Zusammenhang zwischen nackten und renormierten Gréflen wird durch
die multiplikativen Renormierungskonstanten hergestellt:

m = Zpm, (3.1a)
i = Zyg (3.1b)
£ = Z& (3.1c)
v o= 70, (3.1d)
AF = zZaAn (3.1e)

Von den drei renormierten Parametern sind g¢,,£. bereits dimensionslos.
Eine dimensionslose renormierte Masse definieren wir mit der gleichen Skala
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Abbildung 3.3: Vergleich der nackten invarianten Funktionen fiir zwei
verschiedene Fichungen. Die durchgezogene Linie zeigt die Funktionen bei
£ = 1 und die gestrichelte Linie bei £ = 0.

Parameter: ¢ = 0.01,§ = 15,7 = 5.14 - 107
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wie bei der nackten Masse:

m,
L 3.2
m ” (3.2)

Die invarianten Funktionen renormieren sich gemif:

A(pz,m,g,f) = Zz_l(,uvmrvgrvfr)AT( 27#7”%797“757“) (3'33)
B(pZ,m,g,f) = Zz_l(,uvmrvgrvfr)BT( 27#7”%797“757“) (3'3b)
d(p27mvgvf) = Z3(:u7m7°7.g7°7£7“)d7°(p27,u7mTngva) (33C)

Wir fiihren bereits an dieser Stelle die Renormierungsskala p, deren Defini-
tion bei der Festlegung des Renormierungsschemas gegeben wird, ein.
Der Vertex wird mit

1
7y = 7,72 7, (3.4)

gemif

Vi =z7ve (3.5)

renormiert.

Diese fiinf Renormierungskonstanten werden durch die Forderung, die
Divergenzen der Theorie zu beseitigen, in ihren endlichen Teilen nicht ein-
deutig festgelegt. Um eine vollstindige Definition der Konstanten zu erhal-
ten, bendtigen wir noch fiinf Bedingungen. Zwei davon ergeben sich aus den
Ward-Identititen fiir den Photonpropagator und den Vertex:

Ze = 7y (3.6)
7, = 7y (3.7)

In der Leiterndherung sind im allgemeinen beide Ward-Identitdten gebro-
chen. Wie in Kapitel 1.3 beschrieben fordern wir die Einhaltung der Photon-
Ward-Identitdt, indem der Longitudinalteil der Selbstenergie auf Null ge-
setzt wird. Die Brechung der Vertex-Ward-Identit&t bleibt bestehen, so daf
GL.(3.7) nicht gilt. Da der Vertex in der Leiterndherung nicht divergent ist
wird seine Renormierung durch

Zy =1 (3.8)

definiert. Die Konstante Z5 kann in ihrer Abweichung von 1 als Ma$ fiir die
Brechung der Vertex-Ward-Identitidt betrachtet werden.

Die Kopplungsrenormierung kann damit durch die Feldrenormierungs-
konstanten ausgedriickt werden:

Zy=177275" (3.9)

Mit GL.(3.6) und Gl.(3.8) haben wir zwei Bedingungen zur Festlegung der
Renormierungskonstanten. Die drei noch fehlenden Bedingungen werden
durch das Renormierungsschema gegeben.
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Das Off-Shell-Renormierungsschema

Im Off-Shell-Schema besteht die Renormierungsbedingung darin, daf§ die re-
normierten Greenschen Funktionen an einem vorgegebenen Renormierungs-
punkt p* = p? mit ihrer nullten Ordnung Stérungstheorie iibereinstimmen
sollen. An dieser Stelle kommt eine neue Massenskala, die Renormierungs-
skala g, in die Theorie. Da sie in der nackten Theorie nicht existiert, diirfen
physikalische Vorhersagen nicht von ihr abh&ngen. Im folgenden setzen wir
unsere Skala v, mit der wir die SD-GIl. dimensionslos gemacht haben, auf
die Renormierungsskala ® y. Dies hat zur Konsequenz, dafl der Renormie-
rungspunkt in dimensionslosen Koordinaten bei p? = 1 liegt. In der Lei-
terndherung ergeben sich fiir die invarianten Funktionen drei Bedingungen:

Ar(p2 = ,uzvluvmrvgrvfr) =1 (310&)
Br(p2 = ,uzvluvmrvgrvfr) = My (310b)
dr(p2 = ,uzvluvmrvgrvfr) =1 (310C)

Da das numerische Losungsverfahren von nackten dimensionslosen Parame-
tern abhdngende, nackte invariante Funktionen berechnet, miissen als nédch-
stes die renormierten Groéflen durch die nackten dimensionslosen Gréflen
ausgedriickt werden.

Zu jedem Satz von nackten Parametern, zu dem es eine nackte Lésung
gibt, existiert auch ein Satz von renormierten Parametern:

me, = my(,m,g,8) (3.11a)
9 = gr(pym,g,8) (3.11b)
57“ = fr(,uvmvgvf) (311C)

Mit diesen Funktionen werden die Renormierungskonstanten durch nackte
Parameter ausgedriickt:

Zi(p.m,g,8) = Zi(pp,my, 9,, &) mit j € {2,3,9,m,&} (3.12)

Mit GL.(3.10) und GL.(3.3), in denen wir auch die renormierten Parameter
mit GL(3.11) durch die nackten ausdriicken, erhalten wir die Renormie-
rungskonstanten aus den nackten invarianten Funktionen:

Zz(u,m,g,f) = A_l(pzzluzvmvgvf) (313&)
Zs(p,m,g.&) = d(p* = p*.m.g,¢) (3.13b)
Dlpmng &) = mALZm0,6) (3.13¢)

B(p* = p?,m,g.¢)

. A*(p* =y m,g,€)
Z2 7m797£ = LA 3.13d
e ) d(p? = p2,m,g,§) ( )
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Mit diesen von nackten Parametern abhdngenden Renormierungskonstanten
kann Gl.(3.11) durch invariante Funktionen ausgedriickt werden:
B(p? = p?.m,g.¢)

mr(ﬂaﬂ%gaf) = A(p2 — M27m797€) (314&)

2 _ ~2 d(p2::u27mvgvf)
9;(Hom,9,8) = § TE = 12 g.6) (3.14b)
&(pam,g,&) = &7 (p? =p* m,g,6) (3.14c)

Mit der Umkehrung dieser Gleichungen kénnen die renormierten invarianten
Funktionen und die Renormierungskonstanten in Abh&ngigkeit der renor-
mierten Parameter angegeben werden.

Um die Verbindung zu den numerisch berechneten Funktionen herzustel-
len, miissen die Renormierungskonstanten und die renormierten Parameter
noch dimensionslos formuliert werden:

Zo(,§,6) = Za(p,p, gu,€) = AN (1,0, §,6)  (3.15a)
Z3(m, §,€) = Zs(p,ap, gu, &) = d(1,m, §,€) (3.15b)
ad ~ o~ _ 5 ~ ~ € _ ~A(17m7§7£)
Zm(,G,8) = Zp(p, g, gus, &) = miﬁ’(l,m,g,f) (3.15¢)
72( ~ = _ 72 ~ ~ € _ 42(177%7975)

Zg(mvgvf) - Zg(luvm:uvg,u 75) - J(l,ﬁ”o,g,f) (315d)

und die renormierten Parameter:

e me(p i, gus €)  B(1,m, )

mr(mvgvf) - 1 — 141(1777%@75) (316&)
Y _ 2 ~ ~ € =2 J(17m7~7£)

G:(m,3,8) = g;(p, mp, gt &) = g (17006 (3.16b)

&(m, 3,6) = &, mmp, gu, &) = £d7(1,m,3,) (3.16¢)

Die Berechnung einer renormierten Greenschen Funktion zu vorgegebenem
renormierten Parameter g,, m;, £, wiirde die Kenntnis der Umkehrung von
GL(3.16) erfordern. Dazu muf} die numerische Lésung im gesamten Parame-
terraum berechnet werden. Um diesen in Landau-Fichung 2-dimensionalen
Parameterraum um eine Dimension zu verringern, kann in unserem Losungs-
verfahren die nackte Masse nach jedem Iterationsschritt so nachgefithrt wer-
den, daf die renormierte Masse einen vorgegebenen Wert annimmt. Bei der
Kopplung ist eine dhnliche Vorgehensweise denkbar, fiithrt aber zu Konver-
genzproblemen bei der Iteration. Wir berechnen daher die Lésungen fiir
eine Reihe nackter Kopplungen 0 < § < 15 und lesen mit Gl.(3.16b) die
entsprechenden renormierten Kopplungen ab.
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Abbildung 3.4: Renormierte Kopplung g, gegen nackte Kopplung g fiir
m, = 1 und &, = 0. Durchgezogene Linie fiir ¢ = 0.005, gestrichelte Linien
fir ¢ = 0.01,0.05,0.1,0.2

Die unrenormierte QED in Landau-Eichung hingt von zwei Parametern
g, m ab, fiir die beliebige reelle Werte vorgegeben werden kénnen. Is ist
interessant zu untersuchen, welche Werte die renormierten Parameter g,., m.
in der renormierten QED annehmen diirfen, so dafl Losungen der SD-GI.
existieren. Zur Kliarung dieser Frage miissen die §,, 7, bestimmt werden,
zu denen es bei vorgegebenen ¢ Werte fiir §,m gibt, die GI.(3.16) losen.
Fiir verschiedene € geben wir m,,§ vor und berechnen g, mit Gl.(3.16b).
Die nackte Masse m wird in jedem Iterationsschritt neu bestimmt, bis die
renormierte Masse 1, stabil auf dem vorgegebenen Wert bleibt.

In Abbildung 3.4, 3.5 ist fiir verschiedene ¢ die renormierte Kopplung
gegen die nackte aufgetragen. Bei den Kurven zu kleineren e-Werten ist
deutlich sichtbar, daf} es fiir die renormierte Kopplung eine Grenzkopplung
gibt, die von §, nicht iiberschritten werden kann. Diese e-abhingige, maxi-
mal mégliche renormierte Kopplung nennen wir ¢,,q,(€). Mit kleiner wer-
dendem € wird auch g¢,,q.(€) kleiner. Dieser Effekt hdngt qualitativ nicht
von der renormierten Masse ab. Bei groflem m, und nicht zu kleinem e
ist die Grenzkopplung grofler als bei kleinerem m,. Bei klein werdendem
¢ laufen die zu unterschiedlichem 7, gehérenden Grenzkopplungen jedoch
aufeinander zu.

Wir haben in Kapitel 3.1 gesehen, daf§ die invariante Funktion %1(]52)
und der Photonpropagator sehr gut durch die Leading-Log-Formeln GI1.(B.6)
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Abbildung 3.5: Renormierte Kopplung g, gegen nackte Kopplung g fiir
m, = 10° und & = 0. Durchgezogene Linie fiir ¢ = 0.005, gestrichelte
Linien fiir ¢ = 0.01,0.05,0.1,0.2

approximiert werden. Mit diesen Formeln und GIL.(3.16b) erhalten wir ei-
nen einfachen analytischen Ausdruck, der uns die renormierte Kopplung in
Abhéngigkeit der nackten angibt:

. 1

~2
9 = 9 T -
Brle) g2
1+ 15 (1+~K2)¢

(3.17)

An dieser Formel kénnen wir studieren, wie sich die Grenzkopplung fiir
kleine € verhilt:

g2 = ﬁi +0(2) (3.18)
1
e—0 1 . 4 1
Jmaz(€) — \/ﬁ\/g mit = 5(4@2 (3.19)

Im Grenziibergang ¢ — 0 kann die renormierte Kopplung nur den Wert
Null annehmen. Dieses Phinomen, in dem durch den Renormierungsprozef
die renormierte Kopplung bei Abschalten des Regularisierungsparameters
auf den Wert Null gefiihrt werden muf}, wird als Trivialitit der Theorie
bezeichnet. In Abbildung 3.6 wird unsere analytische N&herung mit den
numerischen Werten fiir ¢,,4,(¢) verglichen. Fiir m, = 1 sind die nume-
rischen Werte mit dieser Approximation nahezu identisch. Bei der grofien
renormierten Masse gibt es starke Abweichungen fiir gréBere €, die damit zu-
sammenhdngen, daf die Leading-Log-Formeln in einem masselosen Schema
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gewonnen sind. Diese Abweichungen verschwinden jedoch bei klein wer-
dendem e. Insgesamt ist dieser Plot ein starker Hinweis darauf, daff die
Grenzkopplung fiir ¢ — 0 durch GI.(3.19) gegeben ist.

Diese Trivialitat bedeutet, dafl die renormierte Kopplung fiir € > 0 als
Parameter nur in einem kleinen Intervall vorgegeben werden kann und im
Kontinuumslimes ¢ — 0 nicht mehr als Parameter existiert, da sie auch
auf Null gefiihrt werden mufl. Der Renormierungsprozef selbst eliminiert
einen Parameter der QED. Wie GL.(3.16b) zeigt, ist fiir dieses Phdnomen der
Photonpropagator verantwortlich 4. Sein Verschwinden fiir ¢ — 0 an einem
beliebigen, fest vorgegebenen Impuls legt im wesentlichen die Grenzkopplung
fest.

Diese Trivialitat wird auch bei [Ra 91] im Rahmen einer Cut-Off-Rech-
nung gefunden. Dort kann bei festgehaltener renormierter Masse der UV-
Cut-off nur dann gegen oo gefithrt werden, wenn die renormierte Kopplung
dabei gegen Null geht.

Eine Konsequenz der Trivialitidt ist, daf die renormierte Stérungstheorie
mit kleiner werdendem e aufgrund der ebenfalls kleiner werdenden renor-

* A
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mierten Kopplung immer besser wird.

Am Beispiel der in Abbildung 3.1 gezeigten nackten invarianten Funktionen
zeigen wir den Einflufl der Renormierung.

Bei der Berechnung dieser Losungen sind die renormierte Masse und die
nackte Kopplung mit m, = 1 und § = 15 vorgegeben. Die nackte Masse wird
im IterationsprozeB mitbestimmt und stabilisiert sich auf m = 5.14 - 1076.
Fir die renormierte Kopplung erhalten wir mit GIl.(3.16b) einen Wert von
g, = 1.087.

Die renormierten invarianten Funktionen sind in Abbildung 3.7 darge-
stellt. Wir bemerken dazu:

o Qualitativ &ndert sich die Form der renormierten Kurven im Vergleich
zu den nackten nicht. Dies liegt daran, dafl unser multiplikatives Re-
normierungsverfahren lediglich in einer Umskalierung der invarianten
Funktionen und der Parameter besteht. Dadurch unterscheiden sich
die renormierten invarianten Funktionen von den nackten nur in der
Skala der Funktionswerte und in dem Punkt auf der Impulsachse, in
dem die Losung mit der nicht beziiglich g entwickelten 1-Loop pertur-
bativen Lésung iibereinstimmt.

o Aufgrund der Umskalierung der y-Achse und durch die Renormie-
rungsbedingung des Off-Shell-Schemas ist der bei klein werdendem ¢
divergenzartige Anstieg der Funktion B im IR-Bereich zu einem Abfall
nach Null im UV-Bereich geworden. Umgekehrt ist durch den Renor-
mierungsprozef bei A, d aus dem Abfall im IR-Bereich ein Anstieg im
UV-Bereich geworden.

¢ Das asymptotische UV-Verhalten der Losungen unterscheidet sich in
diesem Renormierungsverfahren stark von der Asymptotik der nicht
beziiglich g entwickelten perturbativen 1-Loop-Funktionen. Dies liegt
in der Natur des Off-Shell-Schemas, in dem beide Funktionen so ska-
liert werden, daf} sie im Renormierungspunkt, der hier im IR-Bereich
liegt, mit dem entsprechenden Wert der nullten Ordnung Stérungs-
theorie identisch sind. Wenn der Renormierungspunkt im UV-Limes
liegt, wiirden sich die renormierten Funktionen nicht von den nackten
unterscheiden, weil aufgrund der perturbativen Asymptotik unserer
Losungen die Renormierungsbedingung im UV-Punkt bereits von den
nackten Funktionen erfillt wird.

e Auf den ersten Blick mag es verwundern, daB bei der Funktion d, die
Differenz dieser beiden Kurven im Vergleich zu den entsprechenden
unrenormierten Funktionen, die grafisch nicht zu unterscheiden sind,
recht grof} aussieht. Diese Differenz von ca 5% ist tatsichlich auch bei
den nackten Funktionen vorhanden, dort allerdings im IR-Bereich. Da

d(0) ~ 4.7 1072, kann sie auf der in Abbildung 3.1 verwendeten Skala
nicht aufgelést werden.
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Abbildung 3.7: Renormierte invariante Funktionen (durchgezogene Linie),
und 1-Loop-Funktionen ohne Entwicklung nach ¢ (gestrichelte Linie) fiir
g, = 1.0875,m, = 1,£ = 0,¢ = 0.01. Der Renormierungspunkt liegt bei
p=1
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¢ Qualitativ stimmen die in dimensioneller Regularisierung berechneten
Losungen mit denen von Rakow [Ra 91] in Cut-Off-Regularisierung
berechneten Lésungen iiberein.

In der renormierten Theorie sind neben den renormierten invarianten
Funktionen auch die Renormierungskonstanten selbst interessante Gréfien.
Abbildung 3.8 zeigt gegen die renormierte Kopplung g, aufgetragene Renor-
mierungskonstanten Z,,, Z,, Zz = Z; fiir eine Reihe von e-Werten. Bei den
Kurven fiir € < 0.2 gehéren die Endpunkte zur nackten Kopplung § = 15,
und bei € = 0.2 hat die nackte Kopplung am Endpunkt einen Wert von
g = 7.7. An diesen Bildern zeigt sich:

o Der Definitionsbereich der Renormierungskonstanten wird durch die
aus der Trivialitdt resultierende e-abhéngige Grenzkopplung einge-
schrankt.

¢ Die Massenrenormierung zeigt, daf die nackte Masse gegen Null gefiihrt
werden muf}, wenn die renormierte Masse festgehalten wird und g, ge-
gen die Grenzkopplung ¢.q.(€) geht.

¢ Die Abweichung der Renormierungskonstanten Z, von 1 ist ein Ma# fiir
die Verletzung der Vertex-Ward-Identitdt. In den Parameterbereichen,
in denen unser Losungsverfahren gut arbeitet, hat Z; die Gréfienord-
nung 1. Die gréfiten Werte hat Z, im Bereich der Grenzkopplung.

¢ Die Photonrenormierung Zs bestimmt nach GI1.(3.9), von schwachen
Eichinvarianzverletzungen abgesehen, im wesentlichen die Kopplungs-

2
renormierung und zeigt mit Zs & g—g noch einmal das Vorhandensein

der Grenzkopplung, gegen die g, lduft, wenn ¢ groff wird.
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Abbildung 3.8: Renormierungskonstanten 7,79, Z3 gegen renormierte
Kopplung g, fir m, = 1 und & = 0. Durchgezogene Linie fiir ¢ = 0.005,
gestrichelte Linien fiir ¢ = 0.01,0.05,0.1,0.2
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d— 4

Um das Verhalten der renormierten invarianten Funktionen beim Abschalten
des Regularisierungsparameters ¢ zu studieren, plotten wir diese Funktionen
fiir eine Reihe von e-Werten. In Abbildung 3.9 sehen wir, dafl der Impuls-
bereich, auf dem die invarianten Funktionen iibereinstimmen, mit kleiner
werdendem ¢ immer gréfler wird. Vom IR-Bereich ausgehend stabilisiert
sich die Losung zu immer grofleren Impulsen hin. Dies ist dhnlich wie in
einer Cut-Off-Rechnung, wo sich die invarianten Funktionen im Bereich vor
dem Impuls-Cut-Off bei VergréBlerung des Cut-Off nicht mehr &ndern.

Fiir ¢ # 0 scheinen die Kurven fiir klein werdende ¢ zu konvergieren. Es
ist jedoch nicht klar, ob der Grenziibergang nach ¢ = 0 stetig verlduft. Es
gibt einige Punkte, die darauf hinweisen, daf§ dieser Grenziibergang unstetig
sein kann.

o Unsere Asymptotik ist mit ihren p~2¢-Potenzen eine fiir ¢ > 0 im
UV-Bereich abfallende Funktion, die mit ihren bei ¢ = 0 divergenten
Koeffizienten in einer Entwicklung um ¢ = 0 zu einer Summe von im
UV-Bereich ansteigenden Logarithmen wird.

¢ Die asymptotische Freiheit der nackten Theorie verschwindet fiir ¢ = 0,
und die1 durch die dimensionelle Regularisierung eingebrachte Massen-
skala ¢g* ist nicht mehr definiert.

Uns ist kein Regularisierungsverfahren bekannt, das die Stetigkeit der Green-
schen Funktionen am Kontinuumsgrenzwert des Regularisierungsparameters
zeigen kann, wenn die Greenschen Funktionen nicht analytisch bekannt sind,
so daf} der Kontinuumslimes explizit ausfithrbar ist.

Bei jedem Renormierungsprozefl wird eine neue Massenskala in die Theo-
rie gebracht. Im Off-Shell Schema ist dies der Renormierungspunkt u. Da
diese Skala in der unrenormierten Theorie nicht existiert, hingen die nack-
ten Groflen nicht von ihr ab. Die Abhdngigkeit der renormierten Groflen von
i kann mit der Renormierungsgruppe angegeben werden und wird bei den
renormierten Parametern durch die Renormierungsgruppenfunktionen be-
schrieben. Diesen Renormierungsgruppenfunktionen kommtin der Stérungs-
theorie eine besondere Bedeutung zu, weil sie nach ¢ = 0 endlich fortgesetzt
werden kénnen. Sie lassen sich als Ableitungen von Renormierungskonstan-
ten schreiben und mit GL.(3.13) durch die nackten invarianten Funktionen

ausdriicken.
Die -Funktion

J
ﬁ(uvangva) = M@QT(Mvmvgvf) (320)

beschreibt die p-Abhingigkeit der renormierten Kopplung. Bei der Ablei-
tung nach p miissen die nackten dimensionsbehafteten Parameter g, m, £ als
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p-unabhéngig betrachtet werden, da in der nackten Theorie keine Renor-
mierungsskala existiert. Nach Ausfithrung der Ableitung sind die nackten
Parameter mit der Umkehrung von GL.(3.11) durch die renormierten aus-
zudriicken. Durch die Renormierungskonstante Z, ausgedriickt lautet die
G-Funktion:

Bl My ey &) = —grle + Bilp, My, g1y &) (3.21)

:uaiZAg(:uv mvgvf)

ﬁl(:uvangva) (322)

Mit GL.(3.13d) driicken wir 1 durch invariante Funktionen aus:

ﬁl(,uv mrvgrvfr) =

207 G A(p?,m,g,€) 1207 2zd(p?,m, g, €)
A(p*,m, g,§) 2 d(p*,m,g,¢) a2

Vollstdndig dimensionslos geschrieben erhalten wir:

ﬁl(mragrva) = ﬁl(uva,ungva) (323)
(2P A .G.6) 1207 (5 . g, )
A(p?, i, 3, €) 2 d(pt .6 |

Analog erhalten wir die anomale Dimension +,,, die die u-Abhingigkeit der
renormierten Masse beschreibt:

,u J
m 7mrvg7°7£r = o My 7m797£ 3.24
Tl ) m(p,m, g, &) Op (v ) (3.24)
B3 2w g,€) (3.25)
Zm(l'L?m?g?f)
’ym(mTngva) = ’ym(luvmhuvg7w£7’) (326)
[P Bt 250 AR 5,6
B(p?, 1, §,£) A2, 3.6 |,

Bei den Renormierungsgruppenfunktionen Sund 7,,, die fiir ein groBes
und ein kleines € in Abbildung 3.10-3.13 dargestellt sind, zeigt sich eine
nur geringe Abweichung zur Stérungstheorie. Mit kleiner werdendem ¢ ver-
schwindet diese Abweichung immer mehr und ist bei ¢ = 0.005 graphisch
nicht mehr auflésbar. Dies ist auch eine Konsequenz der Trivialitat, da mit
kleiner werdender Grenzkopplung die Stérungsrechnung immer besser wird.

Der Definitionsbereich der Renormierungsgruppenfunktionen wird auf-
grund der Grenzkopplung mit kleiner werdendem € immer kleiner und redu-
ziert sich im Kontinuumslimes auf den Punkt ¢, = 0, so daf} die Kopplungs-
abhingigkeit dieser Funktionen ihre Bedeutung verliert.
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Abbildung 3.10: g-Funktion fiir ¢ = 0.005, h, = 1, £ = 0. Die gestrichelte
Linie ist die perturbative Funktion auf 1-Schleifen-Niveau (identisch mit der
durchgezogenen Linie).
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Abbildung 3.11: g-Funktion fir ¢ = 0.2,7, = 1,£ = 0. Die gestrichelte
Linie ist die perturbative Funktion auf 1-Schleifen-Niveau.
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Die gestrichelte Linie ist die perturbative Funktion auf 1-Schleifen-Niveau
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Dynamische Massen

Die im letzten Kapitel diskutierten nichtperturbativen invarianten Funktio-
nen haben groBe Ahnlichkeit zu den Leading-Log-Formeln, die mit auf 1-
Loop-Stérungstheorie basierenden Renormierungsgruppenmethoden erhal-
ten werden kénnen. Die Renormierungsgruppenfunktionen stehen in noch
groBerer Ubereinstimmung mit den entsprechenden perturbativen 1-Loop-
Resultaten. Aus diesen Beobachtungen schlieflen wir, dafl bei den in Kapi-
tel 3 diskutierten Losungen die perturbativen Aspekte gegeniiber eventuell
vorhandenen nichtperturbativen Effekten dominieren. Am Beispiel der dy-
namischen Massenbildung ist es moglich, rein nichtperturbative Lésungen
zu studieren.

Dynamische Massen sind in der invarianten Funktion B(p?) enthalten
und perturbativ nicht sichtbar, da in der Stérungstheorie B(p?) = 0 bei
m = 0 gilt. Um diese Massen aufzuspiiren, miissen wir nach nichttrivialen
Losungen B(p?) bei m = 0 suchen.

Als einziger bei d < 4 dimensionsbehafteter Parameter bleibt im Fall m = 0
nur die Kopplung iibrig. Dies ermdéglicht es, alleine mit den in Kapitel 2.1
diskutierten Dimensionsbetrachtungen die vollstindige Kopplungsabhingig-
keit der Greenschen Funktionen anzugeben. Die Kopplungsabhingigkeit der
invarianten Funktionen der Leiterndherung ist durch GI.(2.8) gegeben.

Eine dynamisch? Masse my kann aus Dimensionsgriinden nur aus ei-
nem Produkt von g« mit einer dimensionslosen, lediglich von e-abhingigen,
Funktion bestehen:

ma = f(e)g (4.1)
Bei einer Cut-Off Regularisierung ist die Kopplung dimensionslos. Hier
ist es nicht moglich, die Kopplungsabhingigkeit durch einfache Dimensi-
onsbetrachtungen zu bestimmen. Die einzige Massenskala der Theorie ist
der UV-Cut-Off A. Fine dynamische Masse mufl in der Cut-Off-Theorie
proportional zu A sein:
mq = F(g)A (4.2)
Die dimensionslose Massenfunktion hingt hier nur von der Kopplung und
nicht vom Regularisierungsparameter ab.

50
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Die Grundidee bei der Renormierung besteht darin, die nackten Parameter
der Theorie so vom Regularisierungsparameter abhidngig zu machen, daf
physikalische Gréflen im Kontinuumslimes endlich bleiben. Wenn dynami-
sche Massen existieren, sollten sie als physikalische Groflen im Kontinuums-
limes endliche Werte annehmen kénnen. In Landau-Fichung bei m = 0 ist
die nackte Kopplung der einzige freie Parameter, dessen e-Abhingigkeit so
gewidhlt werden muf}, daf} die dynamische Masse im Kontinuumslimes einen
endlichen Wert annimmt.

In der Cut-Off-Theorie gilt mit G1.(4.2)

mq
Flg)=— 4.3
(9)=" (43)
Bei endlich gehaltenem mg mufl mit A — oo die Massenfunktion F'(g) eine
Nullstelle haben. Diese Nullstelle definiert eine kritische ' Kopplung gy,
gegen die die nackte Kopplung im Kontinuumslimes gefithrt werden muf.

In der dimensionellen Regularisierung folgt mit Gl.(4.1):

gle) = myf~(e) =2 f7(e) (4.4)

Wenn es hier wie in der Cut-Off-Regularisierung eine kritische Kopplung
geben sollte, mufl f(e) von der Form

1

(O = (ge+h(0)™F mit h(0)=0 (1.5)

sein. Dann kann die dynamische Masse endlich gehalten werden, indem die
Kopplung fiir ¢ — 0 gegen die kritische Kopplung gi gefiihrt wird.

Bei beiden Regularisierungsverfahren tritt die kritische Kopplung auf
sehr unterschiedliche Art in Erscheinung. In der Cut-Off-Theorie ist die
kritische Kopplung als Nullstelle von F(g) bei endlichem Regulator expli-
zit sichtbar. Ganz anders verhélt es sich mit der dimensionellen Regula-
risierung. Da die Funktion h(e€) nicht bekannt ist,

e=0 Es ist sogar allgemein
unmaoglich, dlaﬁ sich fiir € > 0 eine kritische Kopplung bilden kann, weil
in den mit g< dimensionslos gemachten SD-Gl. gar keine Kopplung mehr
vorkommt. Wir haben fiir gz die Bezeichnung nur aus
Analogie zur Cut-Off-Theorie gew&dhlt. In dimensioneller Regularisierung
teilt die kritische Kopplung die Theorie nicht in zwei Phasen.

Bei den SD-GL.(2.9) &ndert sich fiir 7 = 0 nur die Gleichung fiir B(p?). Sie
wird homogen.

Die UV-Divergenzstruktur der Schleifenintegrale kann mit der in Kapi-
tel 2.2 berechneten Asymptotik abgeschitzt werden. Da im UV-Bereich die

1

g < gk g > gk
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SD-GL. fiir B(p?) von den beiden anderen entkoppelt und der Parameter m
nur in der Asymptotik von B(p?) vorkommt, ist die Asymptotik fiir A(p?)
und d(p?) dieselbe wie bei m # 0. Fiir die Funktion B(p?) folgt mit den

Ergebnissen aus Kapitel 2.2 lediglich B(p?) Y. 0. Damit ist die dimensio-
nelle Regularisierbarkeit bei m = 0 sichergestellt, weil die Integranden der
Schleifenintegrale im UV-Bereich nicht schwicher abfallen als bei m # 0.

Im folgenden wollen wir mit dhnlichen Methoden wie in Kapitel 2.2 das
Verhalten von B(p?) im UV-Bereich genauer bestimmen. Um einen ersten
Einblick in das UV-Verhalten von B(p?) zu gewinnen, betrachten wir die
SD-Gl. fiir diese Funktion im Grenzfall grofier duflerer Impulse:

dj. _ J((5 _ I\2
Poe [@ZDHE / ;likd Sol (4.7)

Diese Uberlegung fiihrt zu den folgenden Einsichten:

e Im UV-Bereich geht B(p?) wie % gegen Null, da das Integral nicht
vom dufleren Impuls abhingt.

e Mit diesem UV-Verhalten von B(p?) ist das Integral fiir d < 4 UV-
konvergent. Das heifit, daff unsere Betrachtung in sich konsistent ist.

o Das Integral in diesem Faktor ist proportional zum Fermionkondensat?:

Ak, e [ ddk B(k?)
/WSO(“ - /(QW)dAQ(kQ)kQ—I—BQ(k?)

_ lg¥ﬁ/ ey —(An(k3)Hm + Bu(k3)1)
4 i(2m) AR (RRkR — BR(k3y)

1 2¢—3 ddkM 'k
= Zg <t VS (kg e M
17 T/ @yt ke =0

1 2
- 1926 tr < 0]T(0)¥(0)[0 >,

T (4.8)

4
Der Index M kennzeichnet die Minkowskimetrik . Dies Fermionkon-
densat kann aus den UV-Betrachtungen alleine nicht bestimmt werden.
Es bleibt zunidchst als Parameter in der Asymptotik. Wenn ein sol-
ches Fermionkondensat existiert, gibt es auch eine nichttriviale Losung

B(p?) # 0 und damit dynamische Massen.




4.3 UV-Divergenzstruktur und Asymptotik 53

Im folgenden wollen wir mit den gleichen Methoden wie in Kapitel 2.2 die
iiber den fiilhrenden Term der Asymptotik hinausgehende UV-Entwicklung
berechnen. Als Ausgangspunkt wihlen wir einen Ansatz wie in Kapitel 2.2,
bei dem die Strommasse als fithrender Term durch ]% ersetzt wird,

_ Uv = C N 1Y
Bt 2 B = S0, (p—) (4.9)
7=0

und der fiir Sy auf die Asymptotik

So(p?) L% 5l 42 ( ) (4.10)

fiihrt. Die Koeffizienten kénnen wieder mit Gl.(2.16) ineinander umgerech-
net werden. Wie im Fall m # 0 transformieren wir den Integrationsimpuls
gemiB k = |plu und betrachten den Integranden fiir grofie p?. Zusammen
mit dem Ansatz erhalten wir:

N T _9ra
W 0 [ 4l 101 N (d= Ddpp - u]?) + ¢
v ; f / (2m)T utp? (u%p%) Pl — P

Dies Integral hat im IR-Bereich des Integrationsimpulses eine Divergenz, die
eine Regularisierung bei d < 4 unmdoglich macht 1. Auf den ersten Blick liegt
die Ursache dieser Divergenz darin, dafl die UV-Asymptotik im IR-Bereich
verwendet wird. Im Fall m # 0 verwenden wir die UV-Asymptotik auch
im IR-Bereich, jedoch nur in einem Integrationsvolumen vom Maf} Null, in
dem der Integrand regulir bleibt, so dafl diese Teile nicht beitragen. Im hier
vorliegenden Fall kann nicht ausgeschlossen werden, dafl die IR-Divergenz
in einem Integrationsvolumen vom Mafl Null nichtverschwindende Beitrige
liefert. Die tiefere Ursache fiir dieses Problem liegt im Fermionkonden-
sat, welches implizit in unserem Integral enthalten ist und {iber das mit
Hilfe der Asymptotik nicht integriert werden kann. Beim Versuch, die IR-
Divergenz durch eine Subtraktion zu beseitigen, wird das Fermionkondensat
auf natiirliche Weise vom Integral separiert. Mit

() = 4 Upg P+¢ (4.11)
lautet die Selbstkonsistenzgleichung fiir B(p?):
.
B0t Y [ GRS + G - HGY) (a2

N
Yoo [ %souﬂ)

du — ~
0 [ Sl 1D — ) ~ 107

d >
€<
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Mit unserem Ansatz fiir die UV-Entwicklung ist das zweite Integral jetzt
IR-reguldr. Das erste impulsunabhingige Integral ist nach GI.(4.8) propor-
tional zum Fermionkondensat und kann aus der Selbstkonsistenzbedingung
im UV-Bereich nicht festgelegt werden. Durch die Ausbildung des Kon-
densats ist die Gleichung wieder inhomogen geworden. Mit den gleichen
Methoden wie in Kapitel 2.2 wird das Schleifenintegral im UV-Bereich be-
rechnet und mit der Selbstkonsistenzforderung eine Rekursionsformel fiir die
Entwicklungskoeflizienten bestimmt:

—

n—

32
b = e IO+ Y 1) () (1130)
7=0
boo =1 (4.13b)
A% ., 3-2+( —

Die Integrale sind wieder in Anhang A berechnet und in den GL(A.3) zu-
sammengestellt.

Der fithrende Term der Asymptotik stimmt mit dem bei unseren einfiihr-
enden Uberlegungen in Gl.(4.7) angegebenen iiberein. Die Koeffizienten b,
haben beziiglich ¢ dieselbe Struktur wie im Fall m # 0. Eine Besonderheit
dieser Rekursionsformel besteht darin, daf§ b,, von d,, abhdngt. Die Rekur-
sion ist trotzdem auflésbar, da aufgrund der Entkopplung der B-Gleichung
fiir die Berechnung von d,, die Kenntnis von b,, nicht erforderlich ist.

In dimensionsbehafteten Groflen geschrieben lautet unsere Asymptotik
fiir B(p?):

s < VU — 2e al 2\’
BNy = g2 = 2 >3 : +¢ ) (1%) (4.14)
j=0

Das Fermionkondensat bleibt in der dimensionslosen Schreibweise, weil so
die gesamte Kopplungsabhéngigkeit der Asymptotik sichtbar ist. Das Kon-
densat < U > ist eine dimensionslose nur von € abhingende Funktion. Die
Summe ist wie im Fall m # 0 eine Pot(gnzreihe in g%2. Durch das Fermion-
kondensat erhilt die Asymptotik mit g< jedoch eine rein nichtperturbative
Kopplungsabhingigkeit. Die in Gl.(4.14) angegebene Form der Asymptotik
ist aus der Operatorproduktentwicklung bekannt.

Zusammenfassend halten wir fest:

m=0 B(pz)

.

In Kapitel 4.1 und 4.2 haben wir die Kopplungsabhingigkeit dynamischer
Massen und eine Moglichkeit der Renormierung diskutiert. Bei der Be-
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rechnung der UV-Asymptotik wurde bereits deutlich, dafl das Selbstkonsi-
stenzproblem im UV-Bereich eventuell vorhandene dynamische Massen nicht
festlegen kann. Um die Existenz solcher Massen nachzuweisen, ist es erfor-
derlich, die SD-GI. auf der gesamten Impulsskala zu 16sen.

Fiir die folgende Diskussion definieren wir eine totale und eine dynami-
sche Masse durch:

my(m) = B(p*=0,m,g) (4.15)

mg = B(p*=0,m=0,g)=m(0) (4.16)

Die totale Masse m; ist eine Mischung aus nackter und dynamischer Masse,
wihrend my rein dynamischer Natur ist.

Einen ersten Uberblick iiber die Mechanismen bei der dynamischen Mas-
senbildung gewinnen wir an einem gendherten System von SD-Gl., das noch
analytische Losungen zuldfit. Ausgehend von der Leiterndherung bei £ =0
werden die invarianten Funktionen A(p?) und d(p?) durch ihre nullte Ord-
nung der Stérungstheorie ersetzt (Quenched-Ladder-Approximation), so dafl
sich die SD-GI. auf eine Gleichung fiir B(p*) reduzieren:

dk B(k?) 1-d
B 2y — 2
wr=n=s | G i
Eine ausfiihrliche Untersuchung dieser Gleichung in Cut-Off-Regularisierung
findet sich in [Fo 83].

In [BE 95] wird aus ihr die folgende analytische Naherung fiir den Zu-
sammenhang zwischen m und m; hergeleitet:

m = r(%) (2¢) et m2 (gi))l_%‘]i—l (gki(g)%mgﬁ)(zug)

['(2—¢€)(4m)?=c — 2
ge(e) = \/ (2—odr) =0 g = T~ 3.628 (4.19)

(4.17)

A(3 — 2¢) V3

In diesen Gl. wird der Einflufl der bei der Herleitung gemachten Naherungen
mit kleiner werdendem ¢ immer geringer.

In Abbildung 4.1 und 4.2 ist die Relation m(m) als Umkehrung von
Gl.(4.18) mit einer durchgezogenen Linie dargestellt. Diese Relation ist auch
fiir negative m definiert und zeigt die aus GIl.(4.17) unmittelbar folgende
Symmetrie:

B(pzvmvg) = _B(p27 _mvg)
Die Kreise zeigen die mit dem numerischen Lésungsverfahren gewonnenen
Werte. Wir bemerken zu diesen Bildern:

e Bei m = 0 gibt es mehrere dynamische Massen, die sich als Schnitt-
punkte der Kurven mit der m;-Achse zeigen. Diese Schnittpunkte wer-
den durch die Nullstellen der Bessel-Funktion in Gl.(4.18) festgelegt.
Diese Bessel-Funktion hat sogar oo viele Nullstellen, so dafl wir bei
m = 0 auch oo viele dynamische Massen als Lésungen der SD-GI. ha-
ben. Diese Massen hiufen sich im Ursprung des Koordinatensystems
und kénnen in unseren Bildern nicht aufgeltst werden.
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o Aufgrund der Mehrdeutigkeit der Lésungen bei m = 0 kann unser
iterativ arbeitendes numerisches Losungsverfahren ohne Strommasse
nicht stabil arbeiten. Wir beginnen daher mit einer positiven Strom-
masse, die schrittweise verkleinert wird. Wenn wir nahe genug bei
m = 0 sind, bleibt das Lésungsverfahren stabil, wenn m = 0 iiber-
sprungen und mit negativen Massen weiter gerechnet wird. Als Start-
wert fiir jede Iteration wird das Ergebnis der vorhergehenden Iteration
verwendet. Dadurch wird die numerische Lésung eindeutig, weil sie
bei hinreichend kleiner Schrittweite fiir m stetig an die vorhergehende
Losung anschlieft. Die anderen Losungen in der N&he von m = 0
kann unser Losungsverfahren zunichst nicht finden. Im Rahmen eines
iterativen Losungsprozesses hingt die Stabilisierung solcher Lésungen
sehr empfindlich von der Vorgabe geeigneter Startfunktionen ab.

¢ An dem Punkt der numerischen Losung, wo m, einen Vorzeichenwech-
sel macht, wird das iterative Losungsverfahren instabil, weil hier ein
beziiglich m unstetiger Sprung kommen mufl. Die numerischen Punkte
in der Ndhe dieses Sprungs sind mit einem etwas gréfieren Fehler be-
haftet. Jenseits dieses Vorzeichenwechsels arbeitet das Verfahren stabil
weiter.

e Die Ubereinstimmung der numerischen Lésung mit der analytischen
Néherung ist gut und nimmt mit kleiner werdendem ¢ zu. Dies ist ein
Hinweis darauf, dafl die bei der analytischen Berechnung gemachten
Néiherungen fiir kleine € nur einen geringen Einflufl auf die Losung
haben. Diese Beobachtung unterstiitzt die Annahme, dafl die analyti-
sche Formel auch in den Bereichen um m = 0 giiltig ist, in denen das
numerische Verfahren nicht mehr arbeiten kann.

o Die Mehrdeutigkeit der Losung im Bereich um m = 0 wirft die Frage
nach der physikalischen Losung auf. Wir verlangen, daf} die physikali-
schen Losungen der SD-GI. stetig beziiglich m sein sollen und erhalten
damit die grofite dynamische Masse als die physikalische. Diese Vor-
gehensweise ist jedoch nicht zwingend.

Fiir die Diskussion der Renormierung der dynamischen Masse benéti-
gen wir die grofite Nullstelle der Besselfunktion in Gl.(4.18) fiir kleine e.
Diese kann analytisch angegeben werden. Fiir die gréfite dynamische Masse
erhalten wir [BE 95]:

ma = g< (g + h(e) (4.20)

mit gy aus GL.(4.19) und ~(0) = 0. Dies ist genau die in Gl.(4.5) angegebene

Form fiir eine dynamische Masse, die endlich gehalten werden kann, wenn
im Kontinuumslimes die Kopplung ¢ gegen die kritische Kopplung g = %

gefithrt wird. Diese kritische Kopplung ist die gleiche, die bei [Fo 83] im
Rahmen einer Cut-Off-Regularisierung gefunden wird. Zusammenfassend
halten wir fest:
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Mit diesen Einsichten diskutieren wir im folgenden, wie sich dynamische
Massen in der Leiterndherung in Landau-Eichung zeigen. Im Gegensatz zu
der oben betrachteten Niherung zeigt sich in der Leiterniherung, in der
die Photonselbstenergie beriicksichtigt wird, das Phinomen der Trivialitat.
Daher ist es nicht auszuschlieflen, dafl sich in dieser Niherung die Lésungen
bei m = 0 qualitativ ganz anders verhalten.

Mit dhnlichen analytischen Methoden wie bei obiger Quenched-Ladder-
Approximation wird in [BE 95] gezeigt, daf in der Leiterndherung die Fahig-
keit der SD-Gl. zur dynamischen Massenbildung von der raumzeitlichen
Dimension abhéingt. Oberhalb von € = 0.1 gibt es fiir B(p?) nichttriviale
Losungen bei m = 0, wihrend unterhalb dieser Schranke nur die triviale
Losung B(p?) = 0 existiert.

Die numerischen Losungen sind konsistent mit dieser Aussage. Abbil-
dung 4.3 zeigt fiir € = 0.2 die Ixistenz einer nichttrivialen Lésung bei m = 0.
Fir € = 0.05 zeigt Abbildung 4.4 in einer doppelt logarithmischen Dar-

stellung eine Gerade, die bis zu 2+ = 0.5 - 10730 keine dynamische Masse

g
andeutet.

Eine zuverldssige Aussage iiber die Nichtexistenz dynamischer Massen
bei ¢ < 0.1 kann mit dem numerischen Losungsverfahren nicht gewonnen
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Abbildung 4.4: Totale Masse gegen nackte Masse fiir € = 0.05

werden. Mit analytischen Abschidtzungen diskutieren wir im folgenden in
Analogie zu [F'o 83] , wie bei kleinen € die Existenz nichttrivialer Lésungen
fiir B(p?) bei m = 0 verhindert wird.

Dazu betrachten wir die SD-GI. der Leiterndherung bei m = 0 in
Landau-Fichung. In dieser Fichung ist es kein sehr grofler Fehler die in-
variante Funktion A(p?) durch A(p?) = 1 zu nihern ®. In der homogenen

SD-GL. fiir B(p?)

2y _ 2 d'k B(k?) d((p— k)%
o) =o'0-20 | G e (2

wird die Funktion B?*(p?) im Nenner durch m? = B?(p? = 0) ersetzt. In
dieser Ndherung stimmt der Integrand sowohl im IR-Punkt als auch im UV-
Punkt mit dem exakten Integranden tiberein. Uber my ist die so geniherte
Gleichung noch nichtlinear. Wir linearisieren sie, indem my als Parameter
der Gleichung aufgefafit wird. Mit einer solchen Vorgehensweise kann die
Nichtexistenz dynamischer Massen dadurch nachgewiesen werden, dafl fiir
alle my nur B(p?) = 0 als Losung existiert. Um eine Integralgleichung mit
einem symmetrischen Kern zu erhalten, transformieren wir sie mit

B = || Fa ) (1.22)
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auf die Funktion B(p?). Mit G1.(2.2) lautet die Integralgleichung:

B(p?) = / dk K (k, p)B(k?) (4.23)
0
K(bp) = geas =20y [ L K0 [ g a8 gy
= C — Z€ T — X .
= K(p,k) (4.25)
@ = kP +p? - 2pka (4.26)

Hier sind die Impulse p, k als Impulsbetrige zu lesen. Diese Integralgleichung
ist eine homogene Fredholm-Gleichung zweiter Art. Fiir den Kern dieser
Integralgleichung wird durch

K| = \//OOO dp/ooo dk| K (p, k)[? (4.27)

eine Norm definiert. Die G1.(4.23) hat mit dem symmetrischen reellen Kern

nur dann nichttriviale Losungen ¢ , wenn

K> 1 (4.28)

Mit diesem Satz ist die Nichtexistenz dynamischer Massen nachweisbar,
indem wir zeigen, dafl die Norm des Kerns unterhalb von 1 liegt. Mit den
in Anhang C zusammengestellten Abschdtzungen erhalten wir fiir die obere
Schranke der Norm:

€2

8
|K] <
V281 \| e+ Zg2m;

An dieser Form der Abschitzung kénnen wir noch nicht beurteilen, wie
sich die Norm fiir kleine ¢ verhilt, weil die e-Abhingigkeit von my nicht be-
kannt ist. Die einzige uns bekannte sinnvolle e-Abhingigkeit fiir dynamische
Massen, die wie in Kapitel 4.2 beschrieben eine Renormierung mit einer kri-
tischen Kopplung erlaubt, ist die in Gl.(4.1) und Gl.(4.5) angegebene. Mit

—+ eln (6 + %ng;%) —elne—e (4.29)

mag = gelgp+h(e)"c mit h(e)=0 (4.30)

—0 92
my* = = (4.31)

g

6 DE 85
b
T s )\/Ks,txtdt
K z,y K*y,z v %

Iy <N < o0
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erhalten wir fiir die Normabschdtzung im Grenzfall kleiner ¢

K]0 < \/2 \/g (m (%gg) —1n€—1) (4.32)
1

e—0 8 e—0
- V—elne —0 (4.33)
V25

Aus dieser Abschitzung folgt, dafl es dynamische Massen, die mit einer
kritischen Kopplung renormiert werden kénnen, im Kontinuumslimes nicht
geben kann. Wie GL(C.6) zeigt, ist fiir das Verschwinden der Norm der
Photonpropagator verantwortlich. Bei festgehaltenem Impuls pg geht mit
€ — 0 auch d(p3) — 0. Diese Eigenschaft des Photonpropagators ist auch
der Grund fiir die Trivialitdt. In der Quenched-Ladder-Approximation mit
d(p?) = 1 verschwindet die Norm im Kontinuumslimes nicht, und erméglicht
somit die Bildung der dynamischen Massen in dieser Niherung.

Im Rahmen einer numerischen Cut-Off-Rechnung findet Rakow [Ra 91]
in der Leiterniherung eine dynamische Masse in Form des Fermionkonden-
sats. In den Bereichen, in denen Rakow rechnet, scheint das mit dem Cut-Off
A dimensionslos geschriebene Kondensat bei Anndherung an eine kritische
Kopplung a, zu verschwinden, so daf} es mit einer kritischen Kopplung re-
normiert werden kann. In diesen Cut-Off-Rechnungen ndhert er sich mit
der nackten Kopplung ag der kritischen Kopplung bis zu ag — a, = 10713,
Wenn sich dieses Verhalten im vollstindig ausgefiihrten Kontinuumslimes
bestétigt, zeigt die dimensionelle Regularisierung hier im Vergleich zur Cut-
Off-Regularisierung sich widersprechende Resultate fiir den Kontinuumsli-
mes.

Um diesen Widerspruch aufzukldren, ist eine tiefergehende Untersu-
chung des Kontinuumslimes der beiden Regularisierungsverfahren erforder-
lich. Diese Aufgabe geht iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.

Wir fassen die Finsichten zur dynamischen Massenbildung in der Lei-
terndherung zusammen:

€L € < €

€ > €



Zusammenfassung und

Ausblick

In dieser Arbeit wird am Beispiel der QED untersucht, wie die SD-Gl.,
durch Variation der raumzeitlichen Dimension, im Rahmen nichtperturba-
tiver Losungsmethoden regularisiert werden kénnen.

Eine dimensionell regularisierte Feldtheorie ist fiir d < 4 im allgemeinen
asymptotisch frei. Die Greenschen Funktionen sind dann im UV-Punkt
durch ihre nullte Ordnung der Stérungstheorie gegeben.

Am Beispiel der Leiterndherung haben wir die UV-Asymptotik der Green-
schen Funktionen, als selbstkonsistente Lésung der SD-GI. im UV-Bereich,
in Form von Potenzreihen in der Variablen 5226 angegeben. Diese Reihen
erweisen sich als identisch mit der perturbativen Asymptotik, so dafl die
UV-Divergenzstruktur wie in der Storungstheorie ist. Die Schleifenintegrale
sind fiir d < 4 endlich und kénnen numerisch berechnet werden.

Zur numerischen Losung der SD-GI. verwenden wir ein iterativ arbei-
tendes Losungsverfahren, das mit Leading-Log-Formeln gestartet wird. Die
Losungen werden multiplikativ im Off-Shell-Schema renormiert. Wenn die
Dimension d gegen 4 gefiihrt wird, stabilisieren sich die Greenschen Funk-
tionen zuerst im IR-Bereich und mit zunehmender Anndherung an d = 4
immer weiter in den UV-Bereich hinein. Fine vollstindige Ausfiihrung des
Kontinuumslimes d — 4 ist wie bei allen anderen Regularisierungsverfahren
numerisch nicht moglich.

Fiir die renormierte Kopplung finden wir eine e-abhdngige obere Schranke,
die fiir kleine € wie \/Lﬁ_\/g gegen Null geht. Im Kontinuumslimes ist die

1

Theorie trivial, weil die renormierte Kopplung nur den Wert Null anneh-
men kann. Diese Trivialitit folgt bereits aus der Leading-Log-Formel des
Photonpropagators.

Die numerischen Losungen der Leiterndherung zeigen qualitativ keine
groflen Unterschiede zu den mit auf 1-Loop Stérungstheorie basierenden in
den IR-Bereich fortgesetzten Leading-Log-Formeln. Nichtperturbative If-
fekte, die durch auf Stérungsrechnung beruhenden Renormierungsgruppen-
methoden nicht beschrieben werden, sind in diesen Lésungen quantitativ
unterdriickt. Frei von perturbativen Beimischungen kénnen solche Effekte
bei m = 0 studiert werden. Sie zeigen sich als dynamisch gebildete Massen.

Wir finden solche dynamischen Massen in der Niherung der SD-GI., in
der auBer der Funktion B(p?) alle invarianten Funktionen in der nullten Ord-
nung Stérungsrechnung verwendet werden. Diese Massen sind renormierbar,

62
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indem die nackte Kopplung gegen eine kritische Kopplung gefiithrt wird. Im
Gegensatz zur Cut-Off-Regularisierung, wo die kritische Kopplung auch bei
endlichem Cut-Off existiert, ist sie bei der dimensionellen Regularisierung
fir d < 4 nicht sichtbar, sie zeigt sich dort erst im Kontinuumslimes. In
dieser Ndherung der SD-GI. stimmen unsere Resultate im Kontinuumslimes
mit denen der Cut-Off-Theorie iiberein.

In der Leiterndherung mit nichtperturbativem Photonpropagator finden
wir in dimensioneller Regularisierung numerisch keine dynamischen Massen,
wenn ¢ < 0.1. Eine Abschitzung des Integralkerns der SD-GI. fiir B(p?)
deutet darauf hin, dafl dynamische Massen, die im Kontinuumslimes an einer
kritischen Kopplung endlich gehalten werden kénnen, nicht existieren. Dies
scheint im Widerspruch zu den Ergebnissen der Cut-Off-Theorie zu stehen.
Fiir € > 0.1 finden wir numerisch dynamische Massen.

Die dimensionelle Regularisierung erhdlt wichtige Symmetrien, wie die
Poincaré-Invarianz oder die Eichkovarianz. Diese Figenschaft haben wir
nicht voll ausgenutzt, weil in der Leiterndherung aufgrund der Vertexnihe-
rung die Ward-Identitdten verletzt sind. Fiir weiterfithrende Untersuchun-
gen wire es interessant, zundchst die SD-GIl. mit einem Vertex zu ndhern,
der die Ward-Identitdten erfiillt und in einem zweiten Schritt den gesamten
Vertex selbstkonsistent mitzubestimmen.

Der wichtigste Schritt in einem Regularisierungsverfahren ist das Ab-
schalten des Regularisierungsparameters, der Kontinuumslimes. Es ist eine
interesante Aufgabe, diesen Punkt tiefgehender zu untersuchen und die fol-
genden Fragen zu studieren:

¢ Wie kann renormiert werden ?
o Ist die renormierte Theorie bei € = 0 stetig ?

o Warum gibt es bei den dynamischen Massen Widerspriiche zur Cut-
Off-Regularisierung ?

Einen anderen Ansatzpunkt fiir weiterfithrende Studien zur QED liefert
die Trivialitdt. Da die perturbative QED extrem genaue Vorhersagen fiir
das Experiment macht, kann die Trivialitdt nicht bedeuten, dafl die QED
eine wertlose wechselwirkungsfreie Theorie ist. Beim Versuch, Trivialitdt
besser zu verstehen, kénnen vielleicht sehr tiefgehende Einsichten iiber den
Renormierungsprozefl gewonnen werden.



Erganzungen zur
UV-Asymptotik

Bei der Berechnung der UV-Asymptotik in Kapitel 2.2 treten die folgenden

Integrale auf:

(1)
Ij (€)

ddu

1

/ (2m)d (p — u)2ull+e]

ddu

(3 —2¢)

/ (27)d (p — )2l +ekly2[1+ei]

dY%u 21— eu-p
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(A.la)

(A.1b)

(A.lc)
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Mit der Feynmanparametrisierung

1 (a4 5 —1)! /ld A O I
0

4B~ (a—DIB-1)Jy A+ (1—2)B+P

und dem Standard-Impulsintegral in d Dimensionen [Co 84]

/(gi?;d [u2(?f|—2);]m - %(%)ERWWG) (A.2a)

 I@2—-e+n)(-24c—n+m)
R(n,m,e) = (am)~T(2 = T (m) (A.2b)

erhalten wir fiir die Integrale GL.(A.1):

1e) = cjole) (A.32)
150 = ciule)[3-2d (A.3D)
1) = eate S I) (430
) = eule) _6(1k(+3€;)2(;)(_1€—[2€[+1j+ j]zj])] (A.3d)
20 = et [ T e
196 = cato |[ZE (A.30)
o) = (a2 LT RN = L+ DT dL+ k)

(14 ek)I'(1+ )2 — €24 7+ K])

Mit den in Kapitel 2.2 erhaltenen Ausdriicken fiir die UV-Asymptotik der
invarianten Funktionen Gl.(2.14, 2.16, 2.18) ist es einfach moglich, diese in
nahezu beliebiger perturbativer Ordnung anzugeben. Beim Betrachten ho-
her Ordnungen ist jedoch zu beachten, dafl die Asymptotik, wie auf Seite
22 beschrieben, mit der Einschrinkung Ne < % hergeleitet ist. Mit die-
ser Randbedingung kann die Figenschaft der Asymptotiksummen in hohen
Ordnungen fiir kleine € studiert werden.

Bei Potenzreihen ist der Konvergenzradius eine sehr wichtige Gréfie. Der
Konvergenzradius r einer Potenzreihe mit den Koeflizienten ¢, ist durch
[Tr 81]:

po (A.4)

 Tim e e 7
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Abbildung A.1: Die bei € = 0.01 gegen den Konvergenzradius

konvergierende Folge r,, fiir B (durchgezogene Linie), A (gestrichelte Linie),
d(gepunktete Linie)

gegeben. Wir berechnen die Folge
T = Jen| " (A.5)

bis zur Ordnung 45 fiir die Koeflizienten der drei Asymptotikreihen und
tragen sie in Abbildung A.1 und Abbildung A.2 gegen den Index n auf.
Die Grenzwerte, gegen die diese Folgen konvergieren, sind die Konvergenz-
radien, die sich in unseren Bildern bereits klar andeuten. Es fillt auf, daf}
diese Konvergenzradien bei festem ¢ fiir die drei Asymptotiksummen in etwa
gleich grof} sind. Mit kleiner werdendem ¢ wird auch der Konvergenzradius
kleiner. Dies ist auch zu erwarten, da die perturbativen Reihen bei ¢ = 0
asymptotische Reihen sind.

€

Die Asymptotiksummen Gl.(2.14) kénnen in der Ndherung, dafl wir von den
Koeffizienten nur die beziiglich € fithrenden Terme mitnehmen, ausgefiihrt
werden. Dies kann mit Renormierungsgruppen-Methoden wie bei den per-
turbativen Leading-Log-Summationen geschehen. Eine andere in [BE 95]
dargestellte Methode fiihrt Leading-Log-artige Summationen der beziiglich
¢ fithrenden Terme direkt mit den SD-Gl. aus und kommt ohne Renor-
mierungsbetrachtungen zum Ziel. Die so erhaltenen Leading-Log-Formeln
entsprechen den, auf nackte invariante Funktionen umgeschriebenen, Auf-
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Abbildung A.2: Die bei ¢ = 0.001 gegen den Konvergenzradius
konvergierende Folge r,, fiir B (durchgezogene Linie), A (gestrichelte Linie),
d(gepunktete Linie)

summationen mit der Renormierungsgruppe bei Verwendung eines masse-
nunabhingigen Schemas. Diese Formeln lauten [BE 95]:

ALL(pz) = 1+€0417(€)1% (A.6a)
JLL(pz) = ! (A.6D)

L4 28 A, (p?)

Bl i) = o< w5 SEOZ200 0 (A.60)
a4l _ —oz(e)
% [ALL(—Z)]—OQ(E) {1_|_ ( )1nALL(p2)}
a(e) = (amy2—21=9 (A.6e)
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2—¢
= A.6f
a2(€) 2(1 _ €) ( 6 )
3—2 € —_5c+6
= A.
as(¢) 4 &bt (4-6¢)
4 — 2¢ 4
= 1- — A.6h
as(e) 1—6( 62—5€—|-6) (A.6h)

Diese Leading-Log-Formeln sind fiir £ = 0 reguldr und lauten in der Landau-

Eichung;:
AL () = 1
LLp
. 1
d,.(p") =
N 14201

Bi(e) 1

BLL,m;éO(p2) = m{1+

(A.7a)

(A.7b)

L
'mel(e)

“2pl (o
€ er

(A.7¢)

L
Vi1 (€)

L 2 L € -1
Broni?) = (3-2075 < 00> {14 DA iz
L _ 4(47T)E_2 e—0 4 1
e = mmf)ﬁ_@—&+g"§mm2 (A-Te)
2e -3 1
77]2,1(6) = 2(4ﬂ)6_2ﬁ s W (A.7f)

Fiir kleine € gehen ﬁ{:(g),77%71(6) in die Koeffizienten der Betafunktion und
der anomalen Dimension der ersten Ordnung Stérungsrechnung iiber.



Das numerische
Losungsverfahren

In diesem Anhang zeigen wir, wie das Selbstkonsistenzproblem der unrenor-
mierten SD-GI. in der Leiterndherung fiir d < 4 numerisch durch Iteration
gelost werden kann. Fiir das numerische Losungsverfahren werden drei Mo-
dule bendtigt:

o Berechnung der Schleifenintegrale
e Numerische Darstellung der invarianten Funktionen
o Losungsalgorithmus fiir das Selbstkonsistenzproblem

Als Ausgangspunkt fiir unser Losungsverfahren verwenden wir G1.(2.12), da
hier die beiden Parameter g, m explizit vorkommen. Dies ist vorteilhaft bei
der Berechnung renormierter Lésungen, wenn neben der Selbstkonsistenz
auch noch Renormierungsbedingungen durch Nachfiihren der nackten Pa-
rameter eingehalten werden miissen. Wenn wir § = 1 setzen, ist es, wie in
Kapitel 2.1 beschrieben, mit diesen Gleichungen moglich, auch die Lésungen
von GL(2.9) zu berechnen. Wir verwenden dieses System bei den Rechnun-
gen zur dynamischen Massenbildung.

Charakteristisch fiir die dimensionelle Regularisierung ist, dafi die Im-
pulsskala, wie in Kapitel 3.1 diskutiert, iiber sehr viele Groflenordnungen
betrachtet werden mufl. Je mehr wir uns d = 4 nidhern desto weiter dehnt
sich die Impulsskala, auf der die wesentlichen Strukturen der invarianten
Funktionen leben, aus. Die auftretenden Skalen iiberschreiten schnell den
in der Numerik zur Verfligung stehenden Darstellungsbereich der reelle Zah-
len, so dafB es hier besonders darauf ankommt, geeignete Aufteilungen und
Transformationen auf numerisch behandelbare Zahlenbereiche zu finden.

In den Integranden treten sehr grofie und sehr kleine Zahlen auf, die teilweise
einzeln numerisch nicht mehr handhabbar sind. Daher ist es wichtig, die
Impulsintegrale aufzuteilen und den Integrationsimpuls geeignet zu trans-
formieren, so daf} die grofien und kleinen Zahlen analytisch zusammengefafit
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werden konnen und numerisch nicht mehr in Erscheinung treten. Den Inte-
grationsbereich zerlegen wir in drei Teile. Mit Hilfe der Integrationsformel
G1.(2.2) schreiben wir fiir eine Selbstenergieschleife F(p?):

F(p*) = FW@?) + FEp2) 4+ FOp?) (B.1a)
P .
FA ) = cd/ dK K3 *f(K, P) (B.1b)
0
A .
FB(p?) = cd/ dK K37 f(K, P) (B.1c)
P
FOG@) = ¢ / dK K3~ f(K, P) (B.1d)
A
Das erste Integrationsintervall geht bis P = |p|, weil die Integranden bei

P = K oft eine nicht differenzierbare Kante ausbilden '. Es ist vorteilhaft
eine solche Kante auf den Rand des Integrationsbereichs zu legen, da sie
in den einzelnen Integralen dann nicht mehr als numerisch aufwendig abzu-
tastende Kante erscheint. Die untere Grenze des dritten Intervalls ist mit
A = Apy + P so gewihlt, daB fiir die Berechnung des dritten Integranden
von den invarianten Funktionen nur die Asymptotik benétigt wird 2. Es
ist moglich F(O)(ﬁz) analytisch zu berechnen. Da jedoch aufgrund des Pro-
pagatorprodukts nach Finsetzen der Asymptotiksumme eine Doppelsumme
auszuwerten ist, ist es effektiver, dieses Integral numerisch zu behandeln.

Mit geeigneten Transformationen des Integrationsimpulses erhalten wir
die Integrale

1 ~
PO = ear [ dyPly ey, ) (B.22)
0
mit —E
VTP
ln% N
FBE(p = ch_QE/ dy(Pe¥)te™ Y f(PeY, P) (B.2b)
0
ity = In 2
mit ¥ = In Iz
% —2¢
FOG) = ;—dP_ZE/ dy(Py~2e)' f(Py™%,P)  (B.2c)
€ 0
, K
ty=(=)""
mit y = ()
1 P K,z
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deren Integranden nun so formuliert werden kénnen, dafl keine sehr groflen
oder sehr kleinen Zahlen in der Numerik auftauchen.

Im UV-Bereich werden die invarianten Funktionen mit ihrer Asymptotik
GL.(2.14) berechnet und auf der iibrigen Impulsskala durch kubische Splines
interpoliert. Kubische Splines sind in ihrer ersten Ableitung noch stetig
differenzierbar, so dafy die erste Ableitung der invarianten Funktionen, die
ja bendtigt wird, um die Integrale fiir d < 4 konvergent zu formulieren,
ebenfalls gut interpoliert wird.

Da die wesentliche Struktur dieser Funktionen auf zwei Skalen lebt, wer-
den sie abschnittsweise definiert. Insgesamt gehen diese Skalen iiber viele
GroBlenordnungen, so dafl wir die Funktionen auf einer logarithmischen Skala
x = In|p| definieren.

Wie in Abbildung 3.2 gezeigt, scheint die invariante Funktion B auf der
logarithmischen x-Skala eine Kante auszubilden, die auf der p*-Skala aber
absolut glatt aussieht. Fiir die abschnittsweise Definiton der Funktionen
verwenden wir im IR-Bereich eine p?-Skala und jenseits des IR-Bereichs die
logarithmische x-Skala:

51(40) (i—;) fir —oo <z <Arr

A(ezx) = Sgl)(x) fir Ajp <z < Apy (B'3a)
A(N)(x) fir Apy <z <o

5 (2)) fir —oo <o < A

SQ@D fir Ajp <z <Apy ( (B:3b)

B(N)(x) fir Apy <z < o

Sc(lo) (62—;) fir —oo <z <Arr

de™) = ¢ sO)  fir Am<e<Apy (B.3c)

d(N)(w) fir Apy <z <o

Das Ende des TR-Tntervalls Ajp liegt an dem Punkt, wo B(e?*) beginnt,
eine Kante auszubilden. Empirisch zeigt sich, dafl dieser Punkt durch die
Infrarotmassenskala x gegeben ist:

ol
(e}
~—

=
Il

(B.4a)

D>z
N

(e}
e
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Aip = Ink (B.4b)

Den Beginn des UV-Intervalls wihlen wir so, daf} fir x > Apy die Asym-
ptotiksummen:

N

AN () = Zaje_QxEj (B.5a)
7=0
N .

BM(z) = Y bjem (B.5b)
7=0

~ N .

dM(z) = Y dje (B.5¢)
7=0

mit den Koeffizienten aus G1.(2.18), bei gegebenem N eine hinreichend ge-
naue Approximation der Asymptotik sind.

Da fiir groBe Kopplungen und kleine e die invariante Funktion B(e?*)
iiber viele Gréflenordnungen variieren kann, wird sie nicht direkt, sondern
iiber ihren Logarithmus durch Splines dargestellt. Bei den Untersuchungen
zur dynamischen Massenbildung wird B(em’) nicht so grofl und kann sogar
bei negativem m negativ werden. In diesen Rechnungen wird B(ezx) ohne
die Exponentialfunktion dargestellt.

Die kubischen Splines 51(40), 51(30)7 SC(IO) werden an ng Punkten, die dquidi-
stant in der Variablen p* sind, angefittet. Die beiden letzten Punkte liegen
rechts von Arg, so daBf ein Uberlapp mit dem mittleren Intervall besteht. Die
auf dem mittleren Intevall definierten Splines 51(41), 51(31), Sc(ll) werden an ng
Punkten, die dquidistant in der Variablen x sind, angefittet. Die beiden er-
sten Punkte liegen links von Ajg, so daff ein Uberlapp mit dem IR-Intervall
besteht. Die fiinf letzten Punkte liegen zwischen Apyy und %AUV. Die
Funktionswerte an diesen Punkten werden mit der Asymptotiksumme be-
rechnet. Wenn die Parameter €, ¢,/ in extreme Bereiche gefiihrt werden,
wird Ay und B(0) sehr groB und die Kante im IR-Bereich immer schirfer,
so dafl im Bereich der Kante eine héhere Punktdichte erforderlich wird.
Wenn Ay > Arg + 10 verteilen wir die Halfte der Stiitzstellen des mittle-
ren Bereiches zwischen Ajg und A;jr+10 und die andere Hilfte im restlichen
Intervall. Beide Verteilungen sind wieder dquidistant auf der x-Skala.

Dadurch, dafB fiir die Fits sich iiberlappende Intervalle gewdhlt werden,
ist sichergestellt, daf} die invarianten Funktionen und ihre Ableitungen, im
Rahmen der numerischen Genauigkeit, bei Ayp und Apy stetig sind. Fiir ng
verwenden wir Werte zwischen 7 und 12 und fiir ny ungefihr das doppelte bis
vierfache. Die Abbildung B.1 zeigt graphisch, wie die Stiitzstellenverteilung
auf den beiden Skalen aussieht.
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Abbildung B.1: Invariante Funktion B mit ihren Fitpunkten fiir
€=10.01,5=15m =5.14-107%¢ = 0,k = BO) ~ 1. Die beiden Kreise

stehen bei Ajp und Ayy
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Unser Losungsalgorithmus ist ein Iterationsverfahren, bei dem die invarian-
ten Funktionen mit der rechten Seite von Gl.(2.12) berechnet werden. Wir
setzen sie immer wieder in die rechte Seite ein und berechnen die Integrale
neu, bis sie sich im Rahmen einer vorgegebenen Fehlerschranke stabilisiert
haben. Im einzelnen besteht der Iterationsprozefl aus den folgenden Schrit-
ten:

o 7Zu Beginn der Iteration miissen Startwerte fiir die invarianten Funktio-
nen berechnet werden. Dazu verwenden wir die Leading-Log-artigen
Aufsummationen der Asymptotik Gl.(A.6), die das richtige Verhalten
im UV-Bereich haben. Damit diese bei p? = 0 singuliren Funktionen
auch im IR-Punkt einen sinnvollen Startwert ergeben, ersetzen wir

p? — p? + k% und bestimmen die IR-Massenskala x = 5.0 durch

A, (0)
Iteration der Gl.(A.6). Die so gewonnenen Startfunktionen

A(P?) = App(pP+ ) (B.6a)
B(p*) = Brr(p*+ w%) (B.6b)
d(p*) = dpp(p* + %) (B.6c¢)

stimmen fiir nicht zu kleine ¢ und zu grofle Kopplungen erstaunlich
gut mit den selbstkonsistenten Lésungen der SD-Gl. iiberein.

o Vor jedem Iterationsschritt wird die Verteilung der Stiitzstellen neu
ermittelt. Dies ist notwendig, da die Qualitit, mit der die Splines

die invarianten Funktionen darstellen kénnen, sehr empfindlich von
der sich im Iterationsprozefl dndernden Grofle Ajp bzw. x = %

abhingt.

o Beim Iterationsschritt wird zunichst fiir jede Stiitzstelle das entspre-
chende Schleifenintegral der rechten Seite von Gl.(2.12) ausgewertet.
An diese Punkte werden dann die Splines der invarianten Funktionen
angefittet und im ndchsten I[terationsschritt als Startwert verwendet.

e Nach jedem Iterationsschritt wird an den Stiitzstellen die maximale
relative Abweichung der neu berechneten invarianten Funktionen vom
entsprechenden Startwert des jeweiligen Iterationsschritts ermittelt.
Der Iterationsproze wird abgebrochen, wenn diese Abweichung klei-
ner als 0.1% ist.

Die meiste Zeit bendtigt dieses Losungsverfahren zum Berechnen der
Integrale. Eine Verbesserung der Performance kann in einer schnelleren Be-
rechnung der Integrale oder in der Reduzierung der Iterationszahl bestehen.

Besonders zeitaufwendig ist die Berechnung der Photonselbstenergie.
Es ist zu beobachten, daf} sich diese Funktion im Iterationsprozefl nahezu
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nicht verindert, selbst wenn die Fermionselbstenergie sehr groBe Anderun-
gen erfihrt. Bevor die Photonschleife an allen Stiitzstellen berechnet wird,
iiberpriifen wir am IR-Punkt, ob die relative Anderung im Vergleich zum
letzten Fit kleiner als 0.1% ist. Die Photonschleife wird an den anderen
Stiitzstellen in diesem Iterationsschritt nur dann neu berechnet, wenn dies
nicht der Fall ist. Nach Abbruch der Iteration schalten wir in einen Modus
um, bei dem die Photonschleife grundsitzlich voll mitberechnet wird, und
iterieren weiter. Nach ein bis zwei dieser zusitzlichen Iterationen ist die
Losung dann stabil.

Die Gesamtzahl der Iterationen kann durch bessere Startwerte reduziert
werden. In extremen Parameterbereichen, wenn z.B. ¢ grofl wird, sind die
Leading-Log-Formeln keine guten Startwerte mehr. Es gibt daher einen Mo-
dus, in dem alternativ auch die zuletzt gefundene Lésung als Startwert fiir
einen neuen lterationsprozef verwendet werden kann. Damit ist es moglich,
von einer kleinen Kopplung ausgehend schrittweise die Losungen fiir immer
gréflere Kopplungen zu berechnen.

Bei der Berechnung renormierter Lésungen mochten wir anstatt ¢, m die
Parameter g, m, vorgeben. Dazu ist es moglich, in jedem Iterationsschritt
die nackte Masse durch Iteration so nachzufiithren, daf} die renormierte Masse
den vorgegebenen Wert behilt. Die Iterationszahl erhdht sich dadurch nur
unwesentlich.

Unser Losungsverfahren ist als Fortran 77 Programm implementiert. Fiir die
Berechnung der Integrale und fiir die Darstellung der invarianten Funktionen
durch Splines verwenden wir Unterprogramme aus der NAG [NA 91] und
der IMSL [Im 91] Bibliothek.

Die verwendeten Integrationsprogramme aus NAG und IMSL sind adap-
tive Routinen, die bei Vorgabe eines relativen Fehlers automatisch eine ge-
eignete Abtastung des Integranden vornehmen und diese solange verfeinern,
bis das Ergebnis unterhalb der gewiinschten Fehlerschranke liegt. Wir haben
samtliche Integrationen mit einer Fehlerschranke von 0.1% ausgefiihrt. Die
tatsdchlichen Fehler waren meistens einige Gréflenordnungen kleiner. Die
adaptiven Routinen sind nicht die schnellsten, aber hinsichtlich des Fehlers
die sichersten.

Die Iterationsroutine bricht ab, wenn der gréfite Fehler an einer der
Stiitzstellen unterhalb von 0.1% liegt. Wenn die Parameter §,m, e nicht
gerade in extreme Bereiche vorstoflen, geniigen bei dieser Fehlerschranke
zwischen 2 und 20 Iterationen.

Fiir die Asymptotiksummen werden zwischen 2 und 10 Summanden ver-
wendet und Ay solange verdoppelt, bis der Beitrag des letzten Summanden
zur Asymptotik unter 0.01% liegt und die Abweichung der Asymptotik von
den Leading-Log-Formeln 0.1% nicht iibersteigt.

Die Rechnungen wurden auf DEC-Workstations vom Typ DEC-Station
5000/200 ausgefiihrt. Die auf diesen Rechnern benétigte Rechenzeit betriagt
z.B. fiir die 240 Losungen zu Abbildung 3.4 428 Stunden. Im Mittel werden
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pro Lésung 1.8 Stunden bendtigt.
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Kernabschitzungen

In diesem Anhang sind die fiir die Kernabschitzung in Kapitel 4.4 benotigten
Rechnungen zusammengestellt. Es soll fiir kleine ! ¢ eine obere Schranke fiir
die Norm des Integralkerns GI.(4.27) angegeben werden. Diese Norm besteht
aus einem dreifachen Integral:

||K|| = gzcd(3 — 2¢) (C.1)
00 00 3—2¢ 3—2¢ 1 21\ 2
X(/ @/def o z(/ M“—w%?*ﬂzv
0 0 Pt +m5k*+m5 \J_4 q
@ = kP +p? - 2pka

Der Faktor vor der Wurzel wird durch eine Konstante abgeschitzt:

a3 —20) < - (C.2)

Mit der Abschdtzung des Winkelintegrals durch die invariante Funktion
d(p*) nach GL(C.11) erhalten wir fiir die Norm:

o] o) 3—2¢ k3—25 d(2 2 k?
MHS@MA@AMP Bt E) (o3

p2_|_m?l k2‘|‘m?l (p2_|_k2)2

Diese Darstellung legt es nahe, fiir die Impulsbetrige Polarkoordinaten
p = Tcose (C.4)
k= rsing (C.5)

einzufiihren, da das Winkelintegral dann nicht von d(p*) abhéngt:

s

- z i 3—2¢
[|K|| < 292\// dr 7‘3_45d2(2r2)/2 do (cosc,osmc,;)
0 0

(r?cos? o + m2)(r2sin® ¢ + m?)

1

7
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Das Integral iiber ¢ wird mit Gl.(C.23) abgeschitzt, so dafi die Norm nur
noch aus einem Integral iiber r besteht:

o 4
- 2 —4e
||]X|| S 29 \//0 dr T3 4d2(27‘2)m

(3] 2 2y1—2¢
492\// dr Mdz@rz)
0

(7 m2)

IN

Mit z = (r? 4+ m3)~¢ wird dieses Integral zu:

—2€
||K||§492\/i/ Y s 2d2(207) (C.6)
2¢ Jg

Der Photonpropagator wird mit Gl.(C.15) durch seine Leading-Log-Formel
abgeschitzt:

—2¢
z

, 1
K] < 4 Z/ P — (€.7)
B TETS

Dies analytisch ausfiithrbare Integral fiithrt auf die obere Schranke der Norm,

. 8 €? ﬁl —2¢
||Ix||§ﬂﬂl\/G_l_ﬁ_lgzm_QE—|—€ln(€—|—792md2)—61116—6 (C.8)
2 d

mit der in Kapitel 4.4 die Nichtexistenz dynamischer Massen bei kleinen ¢
gezeigt wird.
i

Fiir die Abschitzung des Winkelintegrals in G1.(C.1) teilen wir den Integra-
tionsbereich bei z = 0:

! oo dlg®) [ ot d(P* +F*) f(p, ke x))
/_1 daz(l— z°)2 2 = /_1 daz(l— z°)2 1D (o kor)

! 2 %—ed((pz—l'kz)f(pvkvx))
+ [ ar-a) W+ K f(p. k)

2pk

f(p,k,z) = 1—]m$

Fiir die folgende Abschitzung verwenden wir, daf} die invariante Funktion
d(p*) des Photonpropagators eine monoton ansteigende Funktion ist:

d(p*) <d(p*+a) mit a>0 (C.9)
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Mit GL.(C.15) wird gezeigt, daB d(p*) durch die Leading-Log-Formel, die

diese Monotonieeigenschaft hat, abgeschitzt werden kann. Mit 2k <

p2-|—k2
wird das Winkelintegral abgeschitzt:

! d(q*) 1 0 .
de(1— %)z~ < / dr(1 —2?)>~5d(2(p* + k?
[t ot [ et R )

+/01dx(1—xQ)%‘E—d(Q(pZJrkz))} (C.10)

1—=2

Diese nur von € abhidngenden Integrale kénnen analytisch berechnet werden
und sind durch Konstanten abschitzbar:
0 I'(2—¢
/ d$(1 _ $2)%—e ﬁ (2 )

= ——=—CL <2 fir e<1
-1 2 F(Q—G)

1 (1 _ $2)5—E 9
dp—F— = 20 fi 0.45
/0 x - 11— ¢ < ur €<

Damit kann nun das Winkelintegral durch die invariante Funktion des Pho-
tonpropagators abgeschitzt werden:

! L_d(g?) 22
/_1 da(1 - z%)? " < p2+k2d(2(p2—|—k2)) (C.11)

d(p )

Die Abschitzung fiir die invariante Funktion d(p?) gewinnen wir aus der
SD-GI. fiir d(p?®), in der, wie bei Gl.(4.21), die Funktion B?*(p?) im Nenner
durch m3 = B*(p* = 0) und A(p?) durch A(p?) = 1 ersetzt wird. Mit
GL(1.29) erhalten wir damit:

d(p?) = m (C.12a)

2 o [ A% ! L Rk pPd-1
H@)“g/mﬂ%w+mmw—m1H@K2+ﬁ 1-d }
= Hpert(p27 m = md) (ClQb)

Mit dem perturbativen Selbstenergie-Integral erhalten wir [BE 95]:

4T(e) (1 ~ 15 p?
p*) = ————|(-p? 2 F =, C.13
(p ) 3(471')2_5 (4P ‘|‘md) 241 |:€7 97 27])2 _|_4m?l ( )
e —’
>4 >(p?4+m3) "¢ 21

(C.14)

=
=3
o
V
|
[N~}
_'_
3
jolg ]
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Damit ist die invariante Funktion im wesentlichen durch die Leading-Log-
Formel abgeschitzt:

1 4
d(p?) < — mit f; =
W ) 30y

(C.15)

Fiir die Abschitzung des Winkelintegrals

z (cos psin )372¢
I = d C.16
/0 99(7‘2 cos? p + m?l)(r2 sin? o + m?l) ( )

. . . 2
transformieren wir mit ¢ = cos ¢ und a = -~ auf:
d

1t A= 22)2-2¢
I = —4/ dpPEVIZ )T (C.17)
my Jo 14+ a4+ a?z2(1 — 2?)
e VI—a2)s 1
< —4/ dx 2z 5 296 & -~ fir e< < (C.18)
my Jo 14+ a4+ a?z2(1 — 2?) 4

Eine grobe Abschdtzung erhalten wir, indem a = 0 gesetzt wird:

1
I < %/ dacav(acvl—avz)%gL (C.19)
0

my

Diese Abschdtzung ist bei grofien « fiir unsere Anwendung zu grob. Wir
benutzen sie nur, um das Integral fiir kleine o abzuschitzen:

fir a<1 (C.20)

Fir a > 1 gilt

1 VI—a?): 1 T3
re L fetieen LEG) (Ca21)
my Jo a?z?(l—22)  mj\/Ta
11 1 4
< < C.22
- mia? T mi(a41)? ( )
Damit gilt fir alle a:
1 4 4
I < — = (C.23)
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