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EinleitungDie als Eichfeldtheorien formulierten Quantenfeldtheorien f�ur die Felderder Elementarteilchen f�uhren auf divergente Greensche Funktionen. Siem�ussen zun�achst regularisiert und dann renormiert werden, um experimen-telle Gr�o�en vorhersagen zu k�onnen. Bei den meisten der bekannten Re-gularisierungsverfahren, wie z.B. der Gitter- oder Cut-O�-Regularisierung,werden wichtige Symmetrien der Eichfeldtheorie, wie die Poincar�e-Invarianzoder die Eichkovarianz, gebrochen. Die f�ur die St�orungstheorie entwickeltedimensionelle Regularisierung bricht keine dieser Symmetrien und geh�ortdaher zu den besten perturbativen Regularisierungsverfahren. F�ur nichtper-turbative Untersuchungen, bei denen die Greenschen Funktionen nicht wiein der St�orungstheorie analytisch berechnet werden k�onnen, ist die dimen-sionelle Regularisierung bislang nicht verwendet worden. In der Fachweltbesteht nur wenig Ho�nung, da� dies m�oglich ist [Co 84].In dieser Arbeit wird diskutiert, welche Voraussetzungen erf�ullt seinm�ussen, damit die Schwinger-Dyson-Gleichungen einer Eichfeldtheorie imRahmen einer nichtperturbativen numerischen L�osung dimensionell regula-risiert werden k�onnen. Am Beispiel der Schwinger-Dyson-Gleichungen in derQED, die wir im Rahmen der Leitern�aherung 1 betrachten, f�uhren wir eineAnalyse der UV-Divergenzstruktur durch. Damit wird dann gezeigt, da� diedimensionelle Regularisierung nichtperturbativ m�oglich ist. Mit einem itera-tiv arbeitenden numerischen L�osungsverfahren zeigen wir, wie die L�osungender regularisierten Schwinger-Dyson-Gleichungen gewonnen werden k�onnen.Diese L�osungen werden multiplikativ renormiert und stabilisieren sich, wenndie raumzeitliche Dimension d gegen 4 gef�uhrt wird.F�ur die renormierte Kopplung �nden wir eine obere Schranke, die imKontinuumslimes d! 4 wie �p6(4� d) gegen Null geht. Dieses Ph�anomender Trivialit�at ist bekannt und zeigt sich z.B. auch in Cut-O�-Rechnungenbei [Ra 91].An den Schwinger-Dyson-Gleichungen der Leitern�aherung ohne Strom-masse studieren wir das Ph�anomen der dynamischen Massenbildung. Die dy-namischen Massen sind ein Beispiel f�ur eine rein nichtperturbative Erschei-nung. Mit dem perturbativen Photonpropagator der nullten Ordnung �ndenwir dynamische Massen, die im Kontinuumslimes endlich gehalten werdenk�onnen, wenn die nackte Kopplung, wie bei der Cut-O�-Regularisierung,gegen eine kritische Kopplung gef�uhrt wird. Der Wert dieser kritischen1
In der Leitern

•

a herung wird der Vertex durch die nullte Ordnung St

•

orungstheorie

approximiert. 3



Einleitung 4Kopplung ist f�ur beide Regularisierungsverfahren identisch. Im Rahmender Leitern�aherung mit nichtperturbativem Photonpropagator gibt es einekritische Dimension, oberhalb derer wir in dimensioneller Regularisierungkeine dynamischen Massen mehr �nden. Absch�atzungen der Integralglei-chung geben starke Hinweise daf�ur, da� oberhalb der kritischen Dimensionkeine dynamischen Massen existieren.



Kapitel 1Schwinger-Dyson-Gleichungen derQEDIn diesem Kapitel formulieren wir als Ausgangspunkt f�ur unsere nichtper-turbativen Untersuchungen einen Satz von Schwinger-Dyson-Gleichungen(SD-Gl.) f�ur die QED in d = 4� 2� Dimensionen.
1.1 Die SD-Gl. f

•

ur die eigentlichen Greenschen

FunktionenDie SD-Gl. bilden eine zahlenwertige Formulierung der Feldtheorie. ImImpulsraum sind sie ein System von unendlich vielen, gekoppelten, nichtli-nearen Integralgleichungen f�ur die Greenschen Funktionen. Wir arbeiten mitden SD-Gl. f�ur die sogenannten eigentlichen Vertices. Hierunter wollen wir- den in der Literatur �ublichen Gebrauch dieses Begri�s einschr�ankend - diezusammenh�angenden, amputierten, 1-Teilchen-irreduziblen und ober


•

ach-

lich divergenten Greenschen Funktionen verstehen. Sie bilden einen endli-chen Satz von Basisfunktionen, aus denen jede andere Greensche Funktiondurch Skelettentwicklung gebildet werden kann. Die drei eigentlichen Green-schen Funktionen der QED sind der Fermionpropagator, der Photonpropa-gator und der Wechselwirkungsvertex 1. Wir betrachten die eigentlichenGreenschen Funktionen, weil sich damit das System der SD-Gl. auf 3 Glei-chungen reduziert. Der Preis, der daf�ur zu zahlen ist, besteht darin, da� beider Vertexgleichung die Skelettentwicklung der Vierpunktfunktion eine un-endliche Summe von aus den Basisfunktionen zusammengesetzten Graphenist. Herleiten k�onnen wir die SD-Gl. mit dem erzeugenden Funktional f�urdie Greenschen Funktionen:Z[J; �; ��] = I [J; �; ��]I [0; 0; 0] (1:1)1
Der Vierphotonenvertex ist aufgrund der von ihm zu erf

•
ullenden Ward-Identit

•
a t

ob er


•

a chlich konvergent und somit keine eigentliche Greensche Funktion. 5



1.1 Die SD-Gl. f�ur die eigentlichen Greenschen Funktionen 6mit I [J; �; ��] = Z D(A;	; �	)eiR ddx(LQED(x)+A�J�+��	+�	�) (1.2)LQED(x) = �14F��(x)F��(x) + �	(x) [i
�@� �m]	(x) (1.3)�g �	(x)
�	(x)A�(x)� 12� (@ �A)2F��(x) = @�A�(x)� @�A�(x)Die unrenormierte QED-Lagrangedichte mit lorentzkovariantem Eich�xie-rungsterm enth�alt das Fermionfeld 	(x), das Photonfeld A�(x), sowie diedrei Parameter g;m; �. Es wird ausgenutzt, da� das Funktionalintegral ver-schwindet, wenn unter dem Integral eine Funktionalableitung nach einemFeld ausgef�uhrt wird. Nach Ausf�uhrung dieser Funktionalableitung werdendie nun als Faktoren vor der Exponentialfunktion stehenden Felder durchAbleitung nach den Quellen ausgedr�uckt und aus dem Funktionalintegralherausgezogen. Die resultierenden SD-Gl. f�ur das Erzeugendenfunktionallauten: (hi
�@� �mi �i��(��(x)) � g
� (�i)2�2�(��(x))�J�(x)+��(x))Z[J; �; ��] = 0(hi
�@� �mi �i����(x) � g
� (�i)2�2���(x)�J�(x)+�(x))Z[J; �; ��] = 0(hg��2� (1� 1� )@�@� ] �i��J�(x) � g
� (�i)2�2�(��(x))���(x)+J�(x))Z[J; �; ��] = 0Durch Anwendung weiterer Funktionalableitungen nach den Quellen undFouriertransformation in den Impulsraum erhalten wir die SD-Gl. f�ur diegew�ohnlichen Greenschen Funktionen. Dr�ucken wir in diesen Gl. die Greens-funktionen G�1...�mn;m mit n Fermion- und m Bosonbeinen durch die eigentli-chen Greenschen Funktionen f���0;2(p);�2;0(p);��2;1(p; k; �)g aus, so f�uhrt dieszu einem System von drei Integralgleichungen.



1.1 Die SD-Gl. f�ur die eigentlichen Greenschen Funktionen 7Diese SD-Gl. bilden eine notwendige, jedoch keine hinreichende Be-dingung daf�ur, da� die aus ihnen erhaltenen L�osungsfunktionen die phy-sikalischen eigentlichen Vertexfunktionen zur Lagrangedichte Gl.(1.3) sind.Im allgemeinen mu� damit gerechnet werden, da� diese Integralgleichungenauch unphysikalische L�osungen haben.Die so erhaltenen SD-Gl. lassen sich durch Feynman-Graphen darstellen.Dazu werden neben den perturbativen Graphenelementen noch Graphenf�ur die exakten Greensfunktionen ben�otigt. Diese werden, um sie von denperturbativen unterscheiden zu k�onnen, durch dicke Linien dargestellt. Wirverwenden folgende Bezeichnungen und Graphenelemente:Der PhotonpropagatorG��0;2(p) = ���1;��0;2 (p) (1.4a)= iD��(p) (1.4b)= Z ddx eip�x < 0jT [A�(x)A�(0)]j0 >c (1.4c)= i (1.4d)Der FermionpropagatorG2;0(p) = ���12;0(p) (1.5a)= iS(p) (1.5b)= Z ddx eip�x < 0jT [	(x)�	(0)]j0>c (1.5c)= i (1.5d)Der eigentliche WW-VertexG�2;1(p; k; �) = G2;0(p)G�0;2;�(k)��2;1(p; k; �)G2;0(p+ k) (1.6a)= �gS(p)D��(k)V �(p; k; �)S(p+ k) (1.6b)= Z ddx Z ddy ei(p�x+k�y) < 0jT [	(x)A�(y)�	(0)]j0 >c (1.6c)��2;1(p; k; �) = �ig (1.6d)



1.1 Die SD-Gl. f�ur die eigentlichen Greenschen Funktionen 8Die perturbativen Graphenelemente�(0)0;2;��(p) = �ip2 �t�� (p) + 1� l��(p)� (1.7a)= i( )�1 (1.7b)�(0)2;0(p) = �i(�p=+m) (1.7c)= i( )�1 (1.7d)�(0)2;1;� = �ig
� (1.7e)= �ig (1.7f)mit den Transversal- und Longitudinal Projektoren:t��(p) = g�� � p�p�p2 (1.8)l��(p) = p�p�p2 (1.9)Mit diesen Graphenelementen lauten die SD-Gl.:Die Gleichung f�ur den FermionpropagatorS�1(p) = p=�m1+ g2�(p) (1.10a)�(p) = Z ddki(2�)d 
� S(q)D��(k)V �(q; k; �) (1.10b)q = p� k( )�1 = ( )�1 + g2Die Gleichung f�ur den Photonpropagator[D��(p)]�1 = �p2ht��(p) + 1� l��(p)i� g2���(p) (1.11a)



1.2 Die SD-Gl. in der Leitern�aherung 9���(p) = tr Z ddki(2�)d 
� S(k)V �(k;�p; �)S(�q) (1.11b)( )�1 = ( )�1 � g2Die Gleichung f�ur den VertexV �(p; k; �) = 
� � g2��(p; k; �) (1.12a)��(p; k; �) = Z ddli(2�)d 
%S(p� l)D%�(l)T ��4s (p� l; l; k; �)T��4s (p� l; l; k; �) = T ��4 (p� l; l; k; �)� V �(p� l; l; �)S(p)V �(p; k; �)= � g2 (1.12b)Es gibt noch eine zweite Vertexgleichung, die anstatt der 2-Fermionen-2-Bosonen-Vierpunktfunktion die 4-Fermionen-Vierpunktfunktion enth�alt.Die Vierpunktfunktionen in diesen Gleichungen lassen sich durch Skelett-entwicklungen nach den drei Basisvertizes ausdr�ucken. Im Rahmen der indieser Arbeit betrachteten Leitern�aherung, sind beide Gleichungen identisch.
1.2 Die SD-Gl. in der Leitern

•

aherungDie numerische L�osung der SD-Gl. diskutieren wir am Beispiel der Lei-tern�aherung (eine nicht ganz konsequente, aber in der Literatur [Fo 83]eingeb�urgerte Bezeichnung). In dieser N�aherung werden in der Skelettent-wicklung der Vertexgleichung alle Schleifen vernachl�assigt, so da� der Vertexdurch die Nullte Ordnung der St�orungstheorie approximiert wird:V �(p; k; �) = 
� (1:13)Mit diesem Vertex erhalten wir f�ur die SD-Gl.:S�1(p) = p=�m1+ g2�(p) (1.14a)[D��(p)]�1 = �p2ht�� (p) + 1� l��(p)i� g2���(p) (1.14b)



1.3 Tensoranalyse und skalare Projektion 10�(p) = Z ddki(2�)d 
� S(p� k)D��(k)
� (1.14c)���(p) = tr Z ddki(2�)d 
� S(k)
�S(k� p) (1.14d)Wir w�ahlen diese einfachste N�aherung f�ur den Vertex, weil es uns prim�ardarum geht herauszu�nden, ob die Dimension d als Regularisierungspara-meter innerhalb von nichtperturbativen L�osungsverfahren verwendet werdenkann. Die Leitern�aherung f�uhrt zu einem �uberschaubaren System von Glei-chungen, mit dem die drei von nur einem Impuls abh�angenden, invariantenFunktionen der Propagatoren bestimmt werden k�onnen. Da die Photon-selbstenergie ber�ucksichtigt wird, ist dies die einfachste N�aherung, in dersich das Ph�anomen der Trivialit�at zeigen kann.Leider bricht die Leitern�aherung die Vertex-Ward-Identit�at und damitdie Eichinvarianz. Die Eichung, in der die Ward-Identit�aten minimal ver-letzt werden, ist nach [Ra 91] die Landau-Eichung bei � = 0. Auf Leading-Log-Niveau ist n�amlich in dieser Eichung der gen�aherte Vertex sogar �aqui-valent zu dem der vollen Theorie und die aus der Ward-Identit�at folgendeBeziehung A(p2) = 1 ist nach Gl.(A.6a/A.7a) auf Leading-Log-Niveau inLandau-Eichung erf�ullt. Die Propagatoren h�angen bei � = 0 nicht vomLongitudinalteil des Vertex ab.
1.3 Tensoranalyse und skalare Pro jektionDie Zerlegung der Propagatoren und Schleifenintegrale in Gl.(1.14) nachden Basistensoren p=; 1 f�ur das Fermion und t��(p); l��(p) f�ur das Photonf�uhrt auf skalare SD-Gl. f�ur die invarianten Funktionen. Wir zerlegen dietensorwertigen Funktionen gem�a�:S�1(p) = A(p2)p=�B(p2)1 (1.15a)S(p) = �S1(p2)p=� S0(p2)1 (1.15b)S1(p2) = A(p2)�A2(p2)p2 +B2(p2) (1.15c)S0(p2) = B(p2)�A2(p2)p2 +B2(p2) (1.15d)D��(p) = �d(p2)p2 t��(p)� �p2 l��(p) (1.15e)�(p) = �A(p2)p=+�B(p2)1 (1.15f)���(p) = p2t��(p)�(p2) + p2l��(p)�L(p2) (1.15g)



1.3 Tensoranalyse und skalare Projektion 11Mit Hilfe der ProjektionenA(p2) = 14p2 trnp=S�1(p)o (1.16a)�B(p2) = 14 trnS�1(p)o (1.16b)�A(p2) = 14p2 trnp=�(p)o (1.16c)�B(p2) = 14 trn�(p)o (1.16d)erhalten wir mit der Konvention tr[1d�d] = 4 (als Bestandteil der Wahl desRegularisierungsschemas, vgl. [Co 84]) die Gleichungen f�ur die invariantenFunktionen des Fermionpropagators:A(p2) = 1 + g2�A(p2) (1.17a)B(p2) = m� g2�B(p2) (1.17b)mit den skalaren Anteilen der Selbstenergieloops�A(p2) = � Z ddki(2�)d S1(k2)(h2� p � kp2 � 2(p2 � p � k)2p2q2 i �q2+h � 2 + (d� 1)p � kp2 + 2(p2 � p � k)2p2q2 id(q2)q2 ) (1.18a)�B(p2) = � Z ddki(2�)d S0(k2)(1� d)d(q2)� �q2 (1.18b)mit q wie in Gl.(1.10b). Bei der Photongleichung wird der Longitudinalteilder Selbstenergie durch die Wardidentit�at des Photonpropagatorsp� [D��(p)]�1 = �p2� p� (1:19)auf �L(p2) = 0 (1:20)festgelegt. Im Rahmen von Eichinvarianz-brechenden N�aherungen, wie z. B.der Leitern�aherung, ist jedoch damit zu rechnen, da� Gl.(1.20) nicht erf�ulltist. Die skalare Projektion der Photongleichung mit dem Projektort��(p)(d� 1)p2f�uhrt bei Verletzung der Eichinvarianz zu einer echt quadratisch divergen-ten skalaren Selbstenergie �(p2). Diese quadratischen Divergenzen resul-tieren aus der Brechung der Ward-Identit�at und machen eine numerische



1.4 �Ubergang zur euklidischen Metrik 12Berechnung dieser Schleife unm�oglich. Um dieses Problem zu vermeiden,geben wir der Photon-Ward-Identit�at Vorrang vor der Vertexn�aherung, in-dem �L(p2) = 0 gesetzt wird. Mit dem in [Br 89] verwendeten ProjektorP��(p) := 1(d� 1)p2 �g�� � dp�p�p2 � (1.21)P��(p)g�� = 0 (1.22)P��(p)(�p�p�) = 1 (1.23)erhalten wir dann eine skalare Selbstenergie, die keine perturbativen qua-dratischen Divergenzen, die ja proportional zu g�� sind, enthalten kann. Dieskalare Photongleichung lautet dann:d�1(p2) = 1 + g2�(p2) (1.24a)�(p2) = 8 Z ddki(2�)d S1(k2)S1(q2)(p � kp2 + k2p2 (k̂ � p̂)2d� 11� d )(1.24b)p̂ = pjpjk̂ = kjkj
1.4

•

Ub ergang zur euklidischen MetrikDa wir in dieser Arbeit nach einer nichtperturbativen L�osung der SD-Gl.suchen, m�ussen wir mit einer euklidischen Feldtheorie starten. Die Postu-lierung der euklidischen Greenschen Funktionen und ihrer Gleichungen alsgrundlegend, und die indirekte De�nition der Funktionen im physikalischenGebiet durch deren analytische Fortsetzung, liegen der Mehrzahl der moder-nen Arbeiten zur Quantenfeldtheorie - insbesondere auch fast allen Arbei-ten zur Gitterfeldtheorie - zugrunde. Wir haben die tensorwertigen SD-Gl.zun�achst mit dem formalen Funktionalintegral im Minkowski-Koordinaten-system formuliert und auf skalare Gleichungen umgeschrieben. Die SD-Gl.der euklidischen Theorie erhalten wir, wie in [Sc 91] erl�autert, durch dieformalen Ersetzungen: Z ddki(2�)d ! Z ddkE(2�)d (1.25a)p � k; . . . ! �pE � kE; . . . (1.25b)Dies entspricht einer Drehung des Integrationsweges um 90o in der komple-xen p0-Ebene, ohne die Residuen der dabei eventuel l

•

uberstrichenen Pole zu

ber

•

ucksichtigen. Damit lauten die euklidischen invarianten Funktionen:AE(p2E) = A(�p2E) (1.26a)



1.4 �Ubergang zur euklidischen Metrik 13BE(p2E) = B(�p2E) (1.26b)dE(p2E) = d(�p2E) (1.26c)S1;E(p2E) = S1(�p2E) (1.26d)= AE(p2E)A2E(p2E)p2E +B2E(p2E) (1.26e)S0;E(p2E) = S0(�p2E) (1.26f)= BE(p2E)A2E(p2E)p2E +B2E(p2E) (1.26g)Die euklidischen Selbstenergien �A;E ;�B;E;�E sind analog de�niert. Dawir im folgenden nur noch mit der euklidischen Metrik rechnen, schreibenwir den Index E nicht mehr aus und vereinbaren, da� alle Impulse undFunktionen euklidisch sind.Nach Anwendung der Beziehungenf(k2; q2) = f(q2; k2) )Z ddk(2�)df(k2; q2)p � k = p22 Z ddk(2�)df(k2; q2) (1.27)in �(p2) sowieZ ddk(2�)d 1q2n2 + (1� d)p � kp2 � 2(p2 � p � k)2p2q2 of(k2) = 0 (1:28)in �A(p2) erhalten wir f�ur die euklidischen SD-Gl.:A(p2) = 1 + g2�A(p2) (1.29a)B(p2) = m� g2�B(p2) (1.29b)d�1(p2) = 1 + g2�(p2) (1.29c)�A(p2) = Z ddk(2�)dS1(k2)((d� 2)p � kp2 �q2+h � 2 + (d� 1)p � kp2 + 2(p2 � p � k)2p2q2 id(q2)q2 ) (1.29d)�B(p2) = Z ddk(2�)dS0(k2)(1� d)d(q2)� �q2 (1.29e)



1.4 �Ubergang zur euklidischen Metrik 14�(p2) = 8 Z ddk(2�)dS1(k2)S1(q2)(12 + k2p2 (k̂ � p̂)2d� 11� d ) (1.29f)Diese SD-Gl. der Leitern�aherung sind bis auf die variable Dimension iden-tisch mit denen, die bei [Ra 91] im Rahmen einer Cut-O�-Regularisierungverwendet wurden.



Kapitel 2NichtperturbativedimensionelleRegularisierungRegularisierungsverfahren sind Werkzeuge, mit denen divergente Schleifen-integrale de�niert werden sollen. Durch Einf�uhrung eines Regularisierungs-parameters und dessen Einschr�ankung auf bestimmte Intervalle werden dieSchleifenintegrale konvergent und k�onnen berechnet werden. In den resul-tierenden Greenschen Funktionen wird dann die Abh�angigkeit bez�uglich desRegularisierungsparameters analytisch fortgesetzt. Dabei zeigen sich dieDivergenzen der Schleifenintegrale als Singularit�aten der Greenschen Funk-tionen bez�uglich des regularisierenden Parameters.Die dimensionelle Regularisierung wurde zuerst von 't Hooft und Velt-man [Ho 72], von Bollini und Giambiagi [Bo 72], und von Ashmore [As 72],[As 73] f�ur die Berechnung st�orungstheoretischer Integrale entwickelt. Einesch�one Einf�uhrung in diese Technik �ndet sich in [Le 75].Indem die raumzeitliche Dimension d = 4� 2� als kontinuierlicher Para-meter eingef�uhrt wird, k�onnen die perturbativen UV-Divergenzen bei d < 4regularisiert werden. Die so de�nierten Integrale sind f�ur � > 0 einfachanalytisch berechenbar und k�onnen bez�uglich � fortgesetzt werden. Die UV-Divergenzen zeigen sich als Pole der Form 1�n , die durch ein geeignetes Re-normierungsverfahren beseitigt werden k�onnen.Ein gro�er Vorteil der dimensionellen Regularisierung gegen�uber anderenRegularisierungsverfahren wie Cut-o� oder Gitterregularisierung besteht inder Erhaltung wichtiger Symmetrien, wie Poincar�e-Invarianz oder Eichkova-rianz, bei Variation von d. Diese symmetrieerhaltende Eigenschaft hat diedimensionelle Regularisierung zum g�angigen Verfahren der St�orungstheoriegemacht 1.1
G. Leibbrand b emerkt hierzu in [ Le 75]: The technique of dimensional regularisation

is probably the b est regularisati on pro cedure on the market.

In summary, dimensional regularisation p ermits a consistent gauge-invariant treatment

of divergent Feynman integrals to all orders in p erturbation theory. The metho d can b e

applied not only to Ab elian gauge mo dels, but more imp ortantly to non-Ab elian theories

such as Yang-Mills �elds and quantum gravity, to which the ma jority of conventional

regularisation pro cedures is inapplicabl e. 15



2 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierung 16Neben der St�orungstheorie gibt es auch nichtperturbative Anwendungen[Ka 81] dieses Regularisierungsverfahrens, in denen die Integrale allerdingsanalytisch berechnet werden k�onnen. Es ist sehr interessant, dieses Regu-larisierungsverfahren auf nichtperturbative Untersuchungen, bei denen dieIntegrale analytisch nicht berechenbar sind, zu �ubertragen. In der Fachweltbesteht nur wenig Ho�nung, da� dies m�oglich ist 2. Am Beispiel der QED inLeitern�aherung studieren wir die, bei nichtperturbativer dimensioneller Re-gularisierung der SD-Gl. auftretenden, Probleme und ihre L�osungsm�oglich-keiten.Der erste Schritt bei der Implementation der raumzeitlichen Dimensionals Regularisierungsparameter besteht darin, sich einen �Uberblick �uber dieSingularit�atsstruktur der Integrale zu bescha�en. Ohne diese Informationkann nicht beurteilt werden, ob �uberhaupt Divergenzen vorhanden sind undob durch Variation der Dimension d eventuell vorhandene Divergenzen re-gularisiert werden k�onnen. In der St�orungstheorie sind die Integranden ana-lytisch bekannt und die Singularit�atsstruktur kann durch Abz�ahlen von Im-pulspotenzen ermittelt werden. Als Beispiel betrachten wir die quadratischdivergente Photonselbstenergie in 1-Loop-Ordnung:�(1)(pert)(p2) = Z ddk(2�)d 8(k2 +m2)([p� k]2 +m2)�(12 + k2p2 (k̂ � p̂)2d� 11� d ) (2.1)Die Singularit�atsstruktur ist deswegen so einfach ablesbar, weil durch dieperturbative Iteration der SD-Gl. f�ur die invarianten Funktionen konkreteAusdr�ucke in den Integralen erscheinen. Bei nichtperturbativen L�osungsver-suchen bleiben im allgemeinen die noch unbekannten invarianten Funktionenin den Integralen stehen, so da� die Singularit�atsstruktur nicht so einfachabgelesen werden kann.Nach Aufkl�arung der Singularit�atsstruktur ist der Ein
u� der Dimensionauf die Divergenzen der Integrale zu untersuchen. In der St�orungstheoriewerden die Integrale auf verallgemeinerte d-dimensionale Polarkoordinatenumgeschrieben, die f�ur ganzzahlige d in die gew�ohnlichen Polarkoordinaten�ubergehen. Schleifenintegrale mit nur einem �au�eren Impuls 3 sind von derForm R ddk(2�)d f(k2; p �k; p2) und k�onnen durch �Ubergang zu d�dimensionalenPolarkoordinaten in ein zweidimensionales gew�ohnliches Integral �uberf�uhrtwerden:Z ddk(2�)d f(k2; p � k; p2) = cd Z 10 dKKd�1 ~f(K;P ) (2.2)2
J. Collins b emerkt hierzu in [ Co 84] ,S.206 :It is very convenient to use dimensional

continuation as an ultra-violet cut-o� in p erturbation theory. However, there is no known

construction of a complete theory in an arbitrary complex dimension, so one must b eware

of assigning to o much physical signi�cance to use of dimensional continuation. This is

esp ecially true when we use minimal subtraction, which is a pro cedure that exploits the

form of the cut-o� dep endence of the theory.3
Die entsprechenden Formeln f

•
ur Integrale mit mehreren

•
a u�eren Impulsen unterschei-

den sich in der Anzahl der Winkelintegrati one n. Der entscheidende regularisierend e Faktorjkjd�1 ist jedo ch unabh

•

a ngig von der Anzahl der

•

au�eren Impulse.



2.1 Massenskalen und asymptotische Freiheit 17~f(K;P ) = Z 1�1 dx (1� x2) d�32 f(K2; P K x; P 2)cd = 1�(32 � �)23�2�� 52�� (2.3)K = jkjP = jpjx = p̂ � k̂Dadurch erscheint die Dimension als Impulspotenz und ihr regularisierenderCharakter wird deutlich sichtbar. Zum Beispiel verschwinden f�ur d < 2 diequadratischen UV-Divergenzen in Gl.(2.1). Es ist nicht schwer, sich Inte-granden vorzustellen, die durch Variation von d nicht regularisiert werdenk�onnen.Wenn die Regularisierung durch Variation von d m�oglich ist, besteht dasn�achste Problem darin, die Integrale in den Dimensionsbereichen, in denensie regul�ar sind, auszuwerten und nach d = 4 fortzusetzen. Bei den pertur-bativen Integralen ist die Abh�angigkeit von d analytisch bekannt und kannohne Probleme fortgesetzt werden. Die f�ur d < 2 berechnete st�orungstheo-retische Photonselbstenergie Gl.(2.1) ist in ihrer analytischen Fortsetzungeine f�ur d < 4 endliche Funktion, die bei d = 4 einen Pol 1d�4 hat. Wenn dieIntegrale numerisch berechnet werden m�ussen, ist eine analytische Fortset-zung in dieser Form nicht m�oglich. Bei einem numerischen Zugang m�ussenwir uns schrittweise dem Fall d = 4 n�ahern und beobachten, ob die L�osun-gen gegen einen Grenzwert konvergieren. Dazu ist es erforderlich, da� dieIntegrale beliebig nahe bei d = 4 endlich sind. Quadratisch oder lineardivergente Integrale sind in diesem Sinne numerisch nicht behandelbar.
2.1 Massenskalen und asymptotische FreiheitAls Vorbereitung f�ur die Untersuchungen zur Singularit�atsstruktur und f�urdie numerische Berechnung der Integrale betrachten wir zun�achst die Mas-senskalen der Theorie.Die unrenormierte 4-dimensionale QED enth�alt mit der Strommasse mnur eine Massenskala. Wie jedes Regularisierungsverfahren bringt auch diedimensionelle Regularisierung eine neue Massenskala in die Theorie. DasHerabsetzen der raumzeitlichen Dimension ist nur dann konsistent m�oglich,wenn die bei d = 4 dimensionslose Kopplungskonstante g eine Massendi-mension mit der Potenz � erh�alt. Es ist ein Vorteil der dimensionellen Re-gularisierung, da� der Regularisierungsparameter unabh�angig von der Mas-senskala ist. Bei der Cut-O�- oder Gitterregularisierung fallen diese beidenParameter zusammen.F�ur d < 4 existieren die beiden Skalen fm; g 1� g, mit denen es m�oglich ist,s�amtliche Gr�o�en in den SD-Gl. dimensionslos zu schreiben. Da sp�ater auchder Fall m = 0 betrachtet werden soll, dr�ucken wir alle dimensionsbehafteten



2.1 Massenskalen und asymptotische Freiheit 18Gr�o�en durch g 1� aus. F�ur Strommasse und Impulse schreiben wir:m = �mg 1� (2.4a)pi = �pig 1� (2.4b)Eine allgemeine Greensche Funktion G mit der Massendimension � undeinem Satz von �au�eren Impulsen fpig l�a�t sich durch eine dimensionsloseFunktion �G, die nur von dimensionslosen Parametern abh�angt, ausdr�ucken:G(fpig; m; g; �) = g �� �G(f�pig; �m; �) (2:5)Aus dieser Gleichung folgt f�ur d < 4 ein Skalentransformationsgesetz, mitdem Aussagen �uber das UV-Verhalten der Greenschen Funktionen gewonnenwerden k�onnen:G(�fpig; �m; ��g; �) = ��G(fpig; m; g; �) (2.6a)G(�fpig; m; g; �) = ��G(fpig; m� ; g�� ; �) (2.6b)Dieses Skalentransformationsgesetz ist analog zu der, auf die nackte Green-sche Funktion umgeschriebenen, Renormierungsgruppentransformation ei-ner endlichen Theorie. Man k�onnte m� die laufende Masse und g�� die lau-fende Kopplung der nackten Theorie nennen. Beide gehen f�ur � > 0 im UV-Limes gegen Null. Das Verschwinden der laufenden nackten Kopplung f�uhrtzur asymptotischen Freiheit der unrenormierten QED in d < 4 Dimensionen.Im UV-Punkt stimmen die Greenschen Funktionen ohne Massendimensionmit denen der freien masselosen Theorie �uberein. Aus Greenschen Funk-tionen mit Massendimension lassen sich mit der Strommasse dimensionsloseFunktionen bilden, die dann im UV-Punkt mit entsprechenden perturba-tiven Funktionen �ubereinstimmen. Z.B. gilt f�ur die invariante FunktionB(p2; m; g; �): B(�p2; m; g; �)m �!1�! B(p2; m� ; 0; �)m� = 1 (2:7)
Diese asymptotische Freiheit der unrenormierten Feldtheorie beid < 4 ist eine wesentliche Eigenschaft des Regularisierungsver-

fahrens. Sie resultiert al leine aus der Kopplungsdimension und

ist unabh

•

angig von der speziel len Natur der Lagrangedichte. Al le

Feldtheorien mit Kopplungen, die bei d < 4 eine positive Mas-

sendimension erhalten, sind f

•

ur d < 4 asymptotisch frei.Diese asymptotische Freiheit gilt nur f�ur d < 4 und steht damit nicht im Wi-derspruch zur g�angigen Meinung, da� die 4-dimensionale QED nicht asym-ptotisch frei ist 4. In [Be 95] wird diese asymptotische Freiheit der QEDauf der Grundlage der Renormierungsgruppe diskutiert.4
Hier deutet sich an, da� der

•

Ub ergang von d < 4 nach d = 4 unstetig sein kann.



2.1 Massenskalen und asymptotische Freiheit 19F�ur die numerische Behandlung der SD-Gl. ist es erforderlich, diesedimensionslos zu formulieren. Eine M�oglichkeit besteht darin, alle dimensi-onsbehafteten Gr�o�en durch die Massenskala g 1� auszudr�ucken.A(�pg 1� ; �mg 1� ; 1g; �) = �A(�p; �m; �) (2.8a)B(�pg 1� ; �mg 1� ; 1g; �) = �B(�p; �m; �)g 1� (2.8b)d(�pg 1� ; �mg 1� ; 1g; �) = �d(�p; �m; �) (2.8c)g2�A(�pg 1� ; �mg 1� ; 1g; �) = ��A(�p; �m; �) (2.8d)g2�B(�pg 1� ; �mg 1� ; 1g; �) = ��B(�p; �m; �)g 1� (2.8e)g2�(�pg 1� ; �mg 1� ; 1g; �) = ��(�p; �m; �) (2.8f)Damit lauten die SD-Gl. �A(�p2) = 1 + ��A(�p2) (2.9a)�B(�p2) = �m� ��B(�p2) (2.9b)�d�1(�p2) = 1 + ��(�p2) (2.9c)mit den Selbstenergieloops��A(�p2) = Z dd�k(2�)d �S1(�k2)(�(d� 2) �p � �k�p2�q2+h � 2 + (d� 1) �p � �k�p2 + 2(�p2 � �p � �k)2�p2�q2 i �d(�q2)�q2 ) (2.10a)��B(�p2) = Z dd�k(2�)d �S0(�k2)(1� d) �d(�q2)� ��q2 (2.10b)��(�p2) = 8 Z dd�k(2�)d �S1(�k2) �S1(�q2)(12 + �k2�p2 (�̂k � �̂p)2d� 11� d ) (2.10c)Aus diesen SD-Gl. ist die komplette Kopplungsabh�angigkeit eliminiert. DasGleichungssystem h�angt nur noch von dem kopplungsartigen dimensionslo-sen Parameter �m = mg� 1� und vom Eich�xierungsparameter � ab. Deraufwendig zu bestimmende L�osungsraum hat sich damit um eine Dimensionverringert. Diese Gleichungen sind zun�achst nur f�ur d < 4 �aquivalent zuden Gl.(1.29). Es ist nicht klar, wie sich die L�osungen mit der bei d = 4singul�ar werdenden Massenskala g 1� bei einer echten Fortsetzung nach d = 4verhalten. F�ur die numerischen Zwecke, wo d < 4 immer gegeben ist, kanndieses Gleichungssystem mit Vorteil eingesetzt werden.



2.1 Massenskalen und asymptotische Freiheit 20Damit wir an die konventionelle Formulierung der Renormierungstheorieanschlie�en k�onnen, ist es f�ur Untersuchungen im Zusammenhang mit Re-normierung und Renormierungsgruppe vorteilhafter, ein Gleichungssystemzu verwenden, das die Massen und Kopplungsparameter explizit enth�alt 5.Dazu f�uhren wir k�unstlich eine Massenskala � von au�en ein. Diese Skalakann eine beliebige Masse sein, die wir nicht festlegen m�ussen, da sie in derdimensionslosen Theorie nat�urlich nicht auftaucht. Bei Betrachtungen zurRenormierungsgruppe werden wir diese Skala mit der Renormierungsgrup-penskala gleichsetzen. Die mit � dimensionslos formulierten Gr�o�en lauten:pi = ~pi� (2.11a)m = ~m� (2.11b)g = ~g�� (2.11c)A(~p�; ~m�; ~g��; �) = ~A(~p; ~m; ~g; �) (2.11d)B(~p�; ~m�; ~g��; �) = ~B(~p; ~m; ~g; �)� (2.11e)d(~p�; ~m�; ~g��; �) = ~d(~p; ~m; ~g; �) (2.11f)�A(~p�; ~m�; ~g��; �) = ~�A(~p; ~m; ~g; �) (2.11g)�B(~p�; ~m�; ~g��; �) = ~�B(~p; ~m; ~g; �)� (2.11h)�(~p�; ~m�; ~g��; �) = ~�(~p; ~m; ~g; �) (2.11i)Damit erhalten wir f�ur die SD-Gl.~A(~p2) = 1 + ~g2~�A(~p2) (2.12a)~B(~p2) = ~m� ~g2~�B(~p2) (2.12b)~d�1(~p2) = 1 + ~g2 ~�(~p2) (2.12c)mit den Selbstenergieloops~�A(~p2) = Z dd~k(2�)d ~S1(~k2)(�(d� 2) ~p � ~k~p2~q2+h � 2 + (d� 1) ~p � ~k~p2 + 2(~p2 � ~p � ~k)2~p2~q2 i ~d(~q2)~q2 ) (2.13a)~�B(~p2) = Z dd~k(2�)d ~S0(~k2)(1� d) ~d(~q2)� �~q2 (2.13b)5
Es w

•
are eine sehr interessante Aufgab e, eine Renormierungstheori e f

•
ur die mit g 1

�

dimensionsl os gemachten und um einen Parameter reduzierten SD-Gl. zu formulieren.



2.2 Die Divergenzstruktur der Loop-Integrale 21~�(~p2) = 8 Z dd~k(2�)d ~S1(~k2) ~S1(~q2)(12 + ~k2~p2 (~̂k � ~̂p)2d� 11� d ) (2.13c)Wenn wir in diesem System f�ur jede dimensionsbehaftete Gr�o�e x die Er-setzung ~x �! �x vornehmen und ~g = 1 setzen, so erhalten wir Gl.(2.9,2.10).Diese Eigenschaft wird im numerischen L�osungsverfahren verwendet, ummit einem Programm beide Gleichungssysteme behandeln zu k�onnen.
2.2 Die Divergenzstruktur der Lo op-IntegraleIn der perturbativen QED, die gegenw�artig unter den Feldtheorien in gr�o�terGenauigkeit mit den Experimenten �ubereinstimmt, werden die Divergenzender Integrale durch das UV-Verhalten der Greenschen Funktionen erzeugt.Als Arbeitshypothese gehen wir davon aus, da� das bei nichtperturbativenL�osungen auch so ist. Unsere Aufgabe besteht dann darin, das nichtper-turbative UV-Verhalten der Greenschen Funktionen zu bestimmen. Die inKapitel 2.1 gefundene asymptotische Freiheit legt es nahe zu vermuten, da�die Asymptotik der Greenschen Funktionen mit der perturbativen Asympto-tik identisch ist. Um diese Vermutung zu veri�zieren, l�osen wir im folgendendie SD-Gl. im UV-Bereich. Dabei beschr�anken wir uns auf die Leitern�ahe-rung, um die Anzahl der Funktionen �ubersichtlich zu halten. Es sollte jedochohne prinzipielle Probleme m�oglich sein, die folgenden �Uberlegungen auf dasvolle Gleichungssystem zu �ubertragen. F�ur die Berechnung der Asymptotikverwenden wir die mit g 1� dimensionslos gemachten SD-Gl.(2.9).Wir starten mit einem Ansatz, der wie bei der perturbativen Asymptotikaus Potenzreihen in �p�2� besteht:�A(�p2) UV�! �A(N)(�p2) = NXj=0 aj � 1�p2��j (2.14a)�B(�p2) UV�! �B(N)(�p2) = �m NXj=0 bj � 1�p2��j (2.14b)�d(�p2) UV�! �d(N)(�p2) = NXj=0 dj � 1�p2��j (2.14c)Es ist nun zu zeigen, da� diese Impulsabh�angigkeit sich im UV-Bereich repro-duziert und da� die Entwicklungskoe�zienten so bestimmt werden k�onnen,da� der Ansatz im UV-Bereich selbstkonsistent ist.F�ur das Studium der Schleifenintegrale im UV-Bereich ist es, aufgrundder Nichtlinearit�aten in diesen Integralen, zweckm�a�ig, sich zun�achst mitHilfe dieses Ansatzes die UV-Entwicklung von �S0; �S1; �d�1 zu bescha�en. F�urdie Berechnung von �d�1 mu� eine Taylorreihe invertiert werden. Bei der Be-stimmung der UV-Entwicklung von �S0; �S1 starten wir mit Gl.(1.26e,1.26g).Die Funktion �B2(�p2) im Nenner des Fermionpropagators wird gegen�uber



2.2 Die Divergenzstruktur der Loop-Integrale 22�A(�p2)�p2 vernachl�assigt 6. Dies f�uhrt zu einem Fehler bei den Koe�zientenzur Ordnung N wenn N > 12� . Dieser Fehler ist eine Konsequenz aus derVerletzung der Wardidentit�aten durch die Vertexn�aherung. Bei Wahrungder Eichinvarianz existiert dieser Fehler nicht, da dann �A(�p2) = 1 gilt. F�urdie praktische Verwendung der Asymptotik stellt die Forderung N� < 12keine wesentliche Einschr�ankung dar, weil wir uns f�ur kleine � interessieren.Das Einsetzen unseres Ansatzes in die Gl.(1.26e,1.26g) f�uhrt im UV-Bereichauf die Impulsstruktur:� �d(�p2)��1 UV�! h �d(N)(�p2)i�1 = NXj=0 ~dj � 1�p2��j (2.15a)�S0(�p2) UV�! �S(N)0 (�p2) = �m�p2 NXj=0 s(0)j � 1�p2��j (2.15b)�S1(�p2) UV�! �S(N)1 (�p2) = 1�p2 NXj=0 s(1)j � 1�p2��j (2.15c)Ein Koe�zientenvergleich liefert die Rekursionsformeln f�ur die Berechnungvon s(0)n ; s(1)n ; dn aus an; bn; dns(0)n = 1a20 24bn � nXk=1 s(0)n�k kXj=0 ajak�j35 mit s(0)0 = b0a20 (2.16a)s(1)n = � 1a0 nXk=1 s(1)n�kak mit s(1)0 = 1a0 (2.16b)~dn = � 1d0 nXk=1 ~dn�kdk mit ~d0 = 1d0 (2.16c)Die UV-Entwicklung der Schleifenintegrale Gl.(2.10) bez�uglich des �au�e-ren Impulses �p ist am einfachsten, wenn sie direkt am Integranden ausgef�uhrtwerden kann. Dies ist nur m�oglich, wenn die Integrale in jeder Ordnungder UV-Entwicklung f�ur ein d < 4 konvergieren. Da wir die invariantenFunktionen mit unserem Ansatz nur im UV-Bereich erfassen, m�ussen dieSchleifenintegrale so umgeformt werden, da� f�ur gro�e �p in den Integrandennur die Asymptotiken ben�otigt werden.Diesen Anforderungen wird eine direkte Potenzreihenentwicklung der In-tegranden in Gl.(2.10) nicht gerecht. Die Integrale werden mit zunehmen-der Ordnung divergenter 7 und es gibt invariante Funktionen, die nicht vom�au�eren Impuls abh�angen.6
Dies entspricht dem st

•
o rungstheoretischen Ph

•
a nomen, da� im UV-Limes Massen ge-

gen

•

u b er Impulsen vernachl

•

a ssigt werden k

•

o nnen.7
Man sieht dies sehr einfach, wenn man z.B.

1�q2 f

•

ur gro�e � p2 entwickelt. Mit steigender

Ordnung von

1�p2 steigen auch die Potenzen von

�k2



2.2 Die Divergenzstruktur der Loop-Integrale 23Mit der Transformation des Integrationsimpulses �k = j�pju und �̂p = �pj�pjerhalten wir Integrale, die eine UV-Entwicklung der Integranden erm�ogli-chen:��A(�p2) = �pd Z ddu(2�)d �S1(�p2u2)(�(d� 2) �̂p � u�p2(�̂p� u)2+h � 2 + (d� 1)�̂p � u+ 2(1� �̂p � u)2(�̂p� u)2 i �d(�p2(�̂p� u)2)�p2(�̂p� u)2 )��B(�p2) = �pd Z ddu(2�)d �S0(�p2u2)(1� d) �d(�p2(�̂p� u)2)� ��p2(�̂p� u)2��(�p2) = 8�pd Z ddu(2�)d �S1(�p2u2) �S1(�p2(�̂p� u)2)(12 + u2 (�̂k � �̂p)2d� 11� d )Alle in den Integralen vorkommenden invarianten Funktionen haben Ar-gumente die bei festem u proportional zu �p2 sind. Nur bei u = 0 undu = �̂p werden einige invariante Funktionen an der Stelle 0 ausgewertet.Diese Punkte bilden im gesamten Integrationsbereich aber Nullmengen undgeben keinen Beitrag zum Integral, wenn der Integrand an diesen Punktenregul�ar ist. F�ur die Berechnung der Schleifenintegrale im UV-Bereich d�urfennun die Asymptotiksummen eingesetzt werden, weil dabei die Regularit�atder Integranden erhalten bleibt. Die resultierenden Integrale I(�) sind f�urd < 4 konvergente analytisch auswertbare Standardintegrale, die nur von� und den Indizes der Asymptotikkoe�zienten abh�angen. Sie werden imAnhang A berechnet und sind in den Gl.(A.3) zusammengestellt.Die Schleifenintegrale lauten im UV-Bereich:��A(�p2) = NXj=0 NXk=0� 1�p2��[1+j+k] s(1)j hdkI(4)j;k (�) + ��k;0I(3)j (�)i (2.17a)��B(�p2) = �m NXj=0 NXk=0� 1�p2��[1+j+k] s(0)j hdkI(2)j;k (�) + ��k;0I(1)j (�)i (2.17b)��(�p2) = NXj=0 NXk=0� 1�p2��[1+j+k] s(1)j s(1)k I(5)j;k (�) (2.17c)Sie sind wieder Potenzreihen in �p�2�, womit gezeigt ist, da� sich die Impuls-struktur der Ans�atze reproduziert. Zur vollst�andigen L�osung des Selbstkon-sistenzproblems im UV-Bereich ben�otigen wir noch Bestimmungsgleichun-gen f�ur die Koe�zienten der Ans�atze. Dazu setzen wir die UV-Entwicklungder Schleifenintegrale und die Ans�atze f�ur die invarianten Funktionen inGl.(2.9) ein und f�uhren einen Koe�zientenvergleich durch. Dieser f�uhrt auf



2.2 Die Divergenzstruktur der Loop-Integrale 24Rekursionsformeln f�ur die Entwicklungskoe�zienten:an = �s(1)n�1I(3)n�1(�) + n�1Xj=0 s(1)j dn�j�1I(4)j;n�j�1(�) mit a0 = 1 (2.18a)bn = �s(0)n�1I(1)n�1(�) + n�1Xj=0 s(0)j dn�j�1I(2)j;n�j�1(�) mit b0 = 1 (2.18b)~dn = n�1Xj=0 s(1)j s(1)n�j�1I(5)j;n�j�1(�) mit ~d0 = 1 (2.18c)Zusammen mit Gl.(2.16) ist dieses gekoppelte System rekursiv l�osbar. DieEntwicklungskoe�zienten h�angen von �; � und den Indizes ab. Sie bildeneine alternierende Folge deren Glieder aus Summen von Produkten von �-Funktionen mit bez�uglich � rationalen Funktionen als Faktoren bestehen.In den Koe�zienten zur Ordnung � 1�p2��n besteht der bez�uglich � bei � = 0f�uhrende Term aus einem Pol der Form 1�n .Die Gleichungen f�ur an; ~dn entkoppeln von der Gleichung f�ur bn, da beider UV-Entwicklung �B(�p2) aus den Schleifenintegralen ��A; �� herausf�allt.Die Koe�zienten h�angen nicht von dem kopplungsartigen Parameter �m ab.Dieser Parameter beein
u�t als multiplikativer Faktor nur die Asymptotikvon �B(�p2).Dr�ucken wir die Asymptotiksummen durch die nat�urlichen dimensions-behafteten Gr�o�en aus, z.B.B(p2) UV�! m NXj=0 bj � g2p2��j (2:19)so sehen wir, da� es Potenzreihen in g2 sind. Sie sind tats�achlich identischmit der st�orungstheoretischen Asymptotik der Leitern�aherung. Da diese

Asymptotik aber nicht nur bez

•

uglich g sondern auch bez

•

uglich p selbstkonsi-

stent ist, handelt es sich um eine im UV-Bereich vol lst

•

andig selbstkonsistente

nichtperturbative L

•

osung.Damit ist das UV-Verhalten der nichtperturbativen invarianten Funktio-nen im Rahmen der Leitern�aherung aufgekl�art. Die UV-Divergenzstrukturder Schleifenintegrale wird durch die perturbative UV-Asymptotik festge-legt. Diese kann f�ur kleine � mit den Rekursionsformeln Gl.(2.18) undGl.(2.16) auch in hohen Ordnungen e�ektiv berechnet werden.�Uber die Leitern�aherung hinausgehend k�onnen wir mit Hilfe der asym-ptotischen Freiheit Gl.(2.6) sehen, da� bei � > 0 die Greenschen Funktionender vollen QED im UV-Punkt mit denen der freien QED, also der null-ten Ordnung der St�orungstheorie, �ubereinstimmen. Das bedeutet, da� dieUV-Asymptotik aller Greenschen Funktionen durch die nullte Ordnung derSt�orungstheorie beschr�ankt ist.
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2.3 Nichtp erturbative dimensionelle Regularisier-

barkeitAus den Betrachtungen des letzten Kapitels folgt, da� die Integranden dervollen SD-Gl. im UV-Bereich nicht st�arker ansteigen als in den perturbati-ven Integralen und damit durch Herabsetzen der Dimension regularisierbarsind.An dieser Stelle k�onnen wir bereits feststellen, da� die dimensionelleRegularisierung bei nichtperturbativen Untersuchungen mit den SD-Gl. dervollen QED anwendbar ist, wenn die Integrale analytisch berechenbar sind.Die analytische Form der Integrale erlaubt die Fortsetzung der Dimensionnach d = 4 auch dann, wenn die Integrale nur f�ur d < 3 oder d < 2 de�niertsind.Mit der perturbativen Divergenzstruktur enthalten die Integrale der Lei-tern�aherung neben logarithmischen auch lineare und quadratische Diver-genzen. St�arker als logarithmisch divergente Integrale k�onnen ohne ana-lytisch ausf�uhrbare Integrationen nicht in beliebiger N�ahe von d = 4 be-rechnet werden, so da� eine numerische Behandlung des Fortsetzungspro-blems unm�oglich ist. Die Begri�e linear und quadratisch divergent beziehensich auf den durch Abz�ahlen von Impulspotenzen ermittelten Divergenz-grad. Dieser Divergenzgrad ist sicherlich nur eine obere Schranke f�ur dentats�achlichen Divergenzgrad. Damit die dimensionelle Regularisierung mitnumerisch berechneten Integralen funktionieren kann, m�ussen wir zeigen,da� der tats�achliche Divergenzgrad maximal logarithmisch ist und die Inte-grale so umformen, da� sie f�ur d < 4 manifest konvergent 8 sind.Quadratische Divergenzen gibt es nur in der Photonselbstenergie. Dieseimpulsunabh�angigen Divergenzen m�ussen proportional zu g�� sein und wer-den deswegen bereits beim Herausprojizieren der transversalen Komponentemit dem Projektor Gl.(1.21), als Konsequenz der Ward-Identit�at, eliminiert.Damit ist sichergestellt, da� unsere skalare Photonselbstenergie keine qua-dratischen Divergenzen enth�alt, obwohl der durch Potenzabz�ahlen ermittelteDivergenzgrad noch quadratisch ist.Als n�achstes werden die drei Schleifenintegrale, mit Hilfe der in [Be 95]vorgeschlagenen Umformungen, f�ur die numerische Berechnung so umfor-muliert, da� sie f�ur d < 4 manifest UV-konvergent sind:� Der zu � proportionale linear divergente Teil von �AZ ddk(2�)dS1(k2) p � kp2q2= Z ddk(2�)dS1(k2)p � kp2 " 1q2 ��(k2 � p2)k2 � �(p2 � k2)p2| {z }
= 0 b ei Winkelintegration

#8
Eine numerische Integrationsroutine kann sich gegenseitig komp ensierende Divergen-

zen nicht b ehandeln.



2.3 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit 26= Z ddk(2�)dS1(k2) p � kp2q2"�(k2 � p2)2p � k � p2k2| {z }
regul

•

ar f

•

ur k >> p+�(p2 � k2)2p � k � k2p2| {z }
regul

•

ar f

•

ur k � 0

# (2.20)Der Integrand ist bei p2 = k2 stetig.� Der �-unabh�angige, linear divergente Teil von �AWir dr�ucken den in Gl.(1.29d) vor d(q2) stehenden Faktor durch eineAbleitung nach der Winkelvariablen x aus und �ubertragen diese Ablei-tung durch partielle Integration auf d(q2). Damit wird dieses Integralmanifest logarithmisch divergent.Z ddk(2�)dS1(k2)d(q2)q2 h � 2 + (d� 1)p � kp2 + 2(p2 � p � k)2p2q2 i= cd Z 10 dKK3�2�S1(K2)KP Z 1�1 dxd(q2) ddx"� (1� x2) 32��q2 #= 2 Z ddk(2�)dS1(q2)d0(k2) h(p̂ � k̂)2 � 1i (2.21)mit q2 = P 2 +K2 � 2PKxIm letzten Schritt haben wir auch eine Translation k �! q in derIntegrationsvariablen vorgenommen, damit weniger inverse q-Potenzenauftreten. Dadurch wird die Winkelintegration bei K = P regul�arer.� Der quadratisch divergente Teil von �Auch in der Photonselbstenergie kann der Divergenzgrad reduziertwerden, indem der Impulsfaktor des quadratisch divergenten Teilsdurch eine Ableitung nach x ausgedr�uckt wird. Der Divergenzgradreduziert sich um eins, wenn diese Ableitung durch partielle Integra-tion auf die invariante Funktion S1(q2) �ubertragen wird.Z ddk(2�)dS1(k2)S1(q2)k2p2 h(k̂ � p̂)2d� 1i= �cd Z 10 dK K3�2�S1(K2)KP Z 1�1 dxS1(q2) ddx"x(1� x2) 32��#= �2cd Z 10 dKK3�2�S1(K2)� Z 1�1 dx(1� x2) 12�� (p2k2 � (p � k)2)p � kp4 S01(q2) (2.22)



2.3 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit 27Mit der gleichen Vorgehensweise k�onnten wir den Divergenzgrad desnun linear divergenten Integrals um eine weitere Stufe reduzieren.Dann verbleibt ein Integral mit der zweifachen Ableitung von S1. Umdie zweifache Ableitung zu vermeiden, f�uhren wir eine Translation derIntegrationsvariablen (k $ q) durch und wiederholen dann die obigeVorgehensweise f�ur den linear divergenten Teil. Dies f�uhrt auf:Z ddk(2�)dS1(k2)S1(q2)k2p2 h(k̂ � p̂)2d� 1i (2.23)= �2 Z ddk(2�)d(k2 �1� (p̂ � k̂)2�S 01(k2)S1(q2)+ 2d+ 1k4 �1� (p̂ � k̂)2�2 S01(k2)S01(q2))Alle Integrale liegen nun in einer bei d < 4 manifest konvergenten Form vorund eine numerische Berechnung in beliebiger N�ahe von d = 4 ist nur nochdurch die Genauigkeit der verwendeten Zahlendarstellung beschr�ankt.Der tats�achliche Divergenzgrad der Schleifenintegrale in der Leitern�ahe-rung ist logarithmisch. Bei Ber�ucksichtigung der vollen Vertexgleichung stei-gen, aufgrund der asymptotischen Freiheit, die Integranden im UV-Bereichnicht st�arker als perturbativ an. Da die perturbativen Vertexdiagrammemaximal logarithmische Divergenzen ausbilden, k�onnen wir sagen, da� diegesamte QED nur logarithmische Divergenzen enth�alt.Als Ergebnis der �Uberlegungen dieses Kapitels halten wir fest:
Die SD-Gl. der QED werden auch bei nichtperturbativen Unter-

suchungen durch Herabsetzen von d auf d < 4 im UV-Bereich

regularisiert. Die Integrale sind f

•

ur Dimensionen in beliebiger

N

•

ahe von d = 4 konvergent.Die nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit basiert auf der asym-ptotischen Freiheit der nackten Theorie bei d < 4 und auf der M�oglichkeit,die Integrale manifest logarithmisch divergent zu formulieren. Da die asym-ptotische Freiheit eine �uber die QED hinausgehende Eigenschaft des Regu-larisierungsverfahrens ist, ist es denkbar, da� die dimensionelle Regularisie-rung auch bei anderen Feldtheorien f�ur nichtperturbative Studien verwendetwerden kann.Abschlie�end stellen wir noch die manifest logarithmisch divergentenSchleifenintegrale der Leitern�aherung zusammen:



2.3 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit 28~�A(~p2) = 2 Z dd~k(2�)d ~S1(~q2) ~d0(~k2) h(~̂p � ~̂k)2 � 1i+�(d� 2) Z dd~k(2�)d ~S1(~k2) ~p � ~k~p2~q2"�(~k2 � ~p2)2~p � ~k � ~p2~k2+�(~p2 � ~k2)2~p � ~k � ~k2~p2 # (2.24a)~�B(~p2) = Z dd~k(2�)d ~S0(~k2)(1� d) ~d(~q2)� �~q2 (2.24b)~�(~p2) = 4 Z dd~k(2�)d ~S1(~k2) ~S1(~q2)� 161� d Z dd~k(2�)d ~S 01(~k2) ~S1(~q2)~k2 �1� (~̂p � ~̂k)2�� 321� d2 Z dd~k(2�)d ~S 01(~k2) ~S 01(~q2)~k4 �1� (~̂p � ~̂k)2�2 (2.24c)



Kapitel 3Numerische L�osung derSD-Gl. in Leitern�aherungWir diskutieren im folgenden die mit einem numerischen L�osungsverfahrengefundenen L�osungen der SD-Gl. in der Leitern�aherung. Zun�achst betrach-ten wir die L�osung der nackten Theorie f�ur m 6= 0. Der Kontinuumslimesd ! 4 wird an multiplikativ renormierten L�osungen im O�-Shell-Schemastudiert.
3.1 Die L

•

o sung der nackten SD-Gl.Das numerische L�osungsverfahren berechnet die L�osung der Gl.(2.12/2.24)durch Iteration mit einem aus Leading-Log-Formeln gebildeten Startwert.Eine ausf�uhrliche Beschreibung des L�osungsverfahrens �ndet sich in AnhangB. Da, wie in Kapitel 1.2 beschrieben, in der Leitern�aherung die Ward-Identit�aten bei � = 0 am minimalsten verletzt werden, berechnen wir unsereL�osungen zun�achst in Landau Eichung.Die Abbildung 3.1 zeigt exemplarisch einen Satz von unrenormiertenL�osungsfunktionen zu den nackten Parametern 1 ~g = 15; ~m = 5:14 � 10�6.Es sind jeweils drei Kurven geplottet. Die durchgezogene Linie ist die nume-rische L�osung f�ur die nackten invarianten Funktionen. Zum Vergleich dazuzeigt die gepunktete Linie die mit den Leading-Log Formeln Gl.(B.6) gebilde-ten Funktionen f�ur den Iterationsstart. In die Plots f�ur ~B und ~d sind zus�atz-lich mit gestrichelten Linien die Funktionen eingezeichnet, die sich nach ei-ner Iteration der SD-Gl., mit der nullten Ordnung der St�orungstheorie alsStartwert, ergeben 2. Diese Funktionen entsprechen der 1-Loop St�orungs-rechnung in Leitern�aherung, ohne die Funktion d(p2) = (1 + g2�(p2))�1nach der Kopplung zu entwickeln, und werden im folgenden stets als \1-Loop-Funktionen ohne Entwicklung nach ~g" bezeichnet. An diesen Bildern1
Wir w

•

ahlen diese sp eziellen Parameter, weil die gleiche L

•

osung in Kapitel 3.4 in ihrer

renormierten Form, die zu den renormierten Parametern gr = 1 :088 ; ~mr = 1 geh
•
o rt,

b etrachtet wird. 2
Im Plot f

•

ur

~A ist diese Funktion nicht eingezeichnet, weil sie wie die Leading-Log-

Formel identisch 1 ist. 29
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Abbildung 3.1: Nackte invariante Funktionen (durchgezogene Linie),Startwert aus Leading-Log-Formel (gepunktete Linie) und1-Loop-Funktionen ohne Entwicklung nach ~g (gestrichelte Linie) auf einerlogarithmischen Impulsskala. Parameter: � = 0:01, ~g = 15, ~m = 5:14 � 10�6,� = 0



3.1 Die L�osung der nackten SD-Gl. 31k�onnen die folgenden Eigenschaften der L�osung diskutiert werden:� Da die Asymptotik der Greenschen Funktionen mit der perturbativen�ubereinstimmt, gehen bei jeder invarianten Funktion die drei Kurvenim UV-Bereich ineinander �uber.� Die Startfunktionen f�ur die Iteration sind bereits eine erstaunlich guteApproximation der L�osung. Die gr�o�ten Abweichungen bestehen imIR-Bereich und liegen f�ur ~A, ~d um 5% und f�ur ~B um 17%.� Bei der invarianten Funktion ~B unterscheidet sich die mit einer Ite-ration der nullten Ordnung St�orungstheorie gewonnene Funktion ummehrere Gr�o�enordnungen von der L�osung. Bei ~d, ~A ist diese nichtbez�uglich ~g entwickelte erste Iteration im wesentlichen identisch mitder entsprechenden Leading-Log Formel.� Der Photonpropagator ist im Iterationsproze� am stabilsten. Im Plotk�onnen die drei Kurven nicht unterschieden werden. Er erf�ahrt ledig-lich eine �Anderung von ca. 6%, die haupts�achlich im IR-Bereich liegt,und wird daher sehr gut durch die Leading-Log Formel Gl.(B.6c) ap-proximiert.� Als Ma� f�ur die Brechung der Ward-Identit�at des Vertex dient dieAbweichung der Funktion ~A von 1, die mit 5% recht gering ist.� Der Wertebereich der Funktion ~B geht �uber viele Gr�o�enordnungen.Von L�osungen zu anderen �-Werten, die in dieser Arbeit nicht abge-bildet sind, wissen wir, da� ~B(0) stark von � abh�angt und mit kleinerwerdendem � drastisch zunimmt. Hier deutet sich eine Divergenz an.� Die invarianten Funktionen leben auf einer sehr gro�en Skala. Ihrewesentliche Struktur liegt im Impulsbereich 0 < ~p2 < 1:4 � 10521. Diesist ein typisches Ph�anomen der dimensionellen Regularisierung. Dieauftretenden Skalen h�angen sehr emp�ndlich von � ab. Mit kleiner wer-dendem � dehnt sich die Impulsskala drastisch aus. Schon die von die-sem Regularisierungsverfahren in die Theorie gebrachte Massenskalag 1� hat mit ihrer 1� -Potenz ein solches Verhalten. Die �-Abh�angigkeitder Impulsskala kann am Beispiel der Asymptotiksummen verdeut-licht werden. Diese Summen konvergieren als Potenzreihe in 1�p2� gut,wenn �p2� oberhalb einer festen Skala � liegt. Das bedeutet �p2 > � 1� .Hier k�onnen wir sehen, da� die Impulsskala genauso wie die Skala g 1�mit einer 1� -Potenz versehen ist. Dieses Verhalten ist unabh�angig da-von, ob wir die Impulse mit g 1� dimensionslos machen oder nicht. Dertiefere Grund f�ur das Auftreten dieser Impulsskala ist der mit der Po-tenz 3� 2� versehene Impuls im auf d-dimensionale Polarkoordinatenumgeschriebenen Integrationsma�.� Am Ende des IR-Bereichs sieht es so aus, als ob ~B und ~A einen nichtdi�erenzierbaren Knick ausbilden. Dies ist Ausdruck der Tatsache,da� die invarianten Funktionen auf zwei Skalen leben und zwar im
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Abbildung 3.2: Nackte invariante Funktion B im IR-Bereich auf derlogarithmischen x-Skala und auf der p2�2 Skala f�ur � = 0:01,~g = 15,~m = 5:14 � 10�6; � = 0. Die IR-Massenskala hat den Wert � = ~B(0)~A(0) � 1.



3.2 Renormierung 33IR-Bereich auf einer ~p2-Skala und jenseits des IR-Bereichs auf einerlogarithmischen Skala. Wie Abbildung 3.2 am Beispiel der Funktion~B verdeutlicht existiert dieser Knick auf der nat�urlichen ~p2-Skala desIR-Bereichs nicht.Insgesamt zeigen unsere L�osungen eine starke �Ubereinstimmung mitden Leading-Log-Formeln, die mit auf 1-Loop-St�orungsrechnung basieren-den Renormierungsgruppenmethoden gewonnen werden k�onnen. Im UV-Bereich sind unsere L�osungen sogar identisch mit den perturbativen. Darausschlie�en wir, da� nichtperturbative E�ekte, die mit Renormierungsgrup-penmethoden nicht erfa�t werden, in unseren L�osungen f�ur ~m > 0 quanti-tativ unterdr�uckt sind.Die hier diskutierten L�osungen sind alle in der die Eichinvarianz mi-nimal brechenden Landau-Eichung berechnet worden. Um einen Eindruckvom Ein
u� des Eichparameters � auf die L�osung zu bekommen, betrachtenwir Abbildung 3.3. Hier werden die L�osungen aus Abbildung 3.1 mit denentsprechenden L�osungen bei � = 1 verglichen. Bei allen drei Funktionensind starke Abweichungen zu den L�osungen bei � = 0 zu beobachten. Die�-Abh�angigkeit der Vakuumpolarisation, die in der vollen QED nicht von� abh�angen darf [La 86], ist ein Hinweis auf eine st�arkere Verletzung derWard-Identit�aten bei � = 1.Der n�achste Schritt besteht in der Diskussion der renormierten L�osungen.Dazu de�nieren wir zun�achst ein Renormierungsverfahren.
3.2 RenormierungWir verwenden ein multiplikatives Renormierungsverfahren, bei dem die bei-den Felder 	; A� und Parameter m; g; � mit zahlenwertigen Renormierungs-konstanten umskaliert werden. Diese f�unf Konstanten werden durch dasO�-Shell-Renormierungsschema de�niert.Die multiplikative RenormierungDer Zusammenhang zwischen nackten und renormierten Gr�o�en wird durchdie multiplikativen Renormierungskonstanten hergestellt:m = Zmmr (3.1a)~g = Zggr (3.1b)� = Z��r (3.1c)	 = Z 122 	r (3.1d)A� = Z 123 A�r (3.1e)Von den drei renormierten Parametern sind gr; �r bereits dimensionslos.Eine dimensionslose renormierte Masse de�nieren wir mit der gleichen Skala



3.2 Renormierung 34

Abbildung 3.3: Vergleich der nackten invarianten Funktionen f�ur zweiverschiedene Eichungen. Die durchgezogene Linie zeigt die Funktionen bei� = 1 und die gestrichelte Linie bei � = 0.Parameter: � = 0:01; ~g = 15; ~m = 5:14 � 10�6



3.2 Renormierung 35wie bei der nackten Masse: ~mr = mr� (3:2)Die invarianten Funktionen renormieren sich gem�a�:A(p2; m; g; �) = Z�12 (�;mr; gr; �r)Ar(p2; �;mr; gr; �r) (3.3a)B(p2; m; g; �) = Z�12 (�;mr; gr; �r)Br(p2; �;mr; gr; �r) (3.3b)d(p2; m; g; �) = Z3(�;mr; gr; �r)dr(p2; �;mr; gr; �r) (3.3c)Wir f�uhren bereits an dieser Stelle die Renormierungsskala �, deren De�ni-tion bei der Festlegung des Renormierungsschemas gegeben wird, ein.Der Vertex wird mit Z1 = Z2Z 123 Zg (3:4)gem�a� V � = Z�11 V �r (3:5)renormiert.Diese f�unf Renormierungskonstanten werden durch die Forderung, dieDivergenzen der Theorie zu beseitigen, in ihren endlichen Teilen nicht ein-deutig festgelegt. Um eine vollst�andige De�nition der Konstanten zu erhal-ten, ben�otigen wir noch f�unf Bedingungen. Zwei davon ergeben sich aus denWard-Identit�aten f�ur den Photonpropagator und den Vertex:Z� = Z3 (3.6)Z1 = Z2 (3.7)In der Leitern�aherung sind im allgemeinen beide Ward-Identit�aten gebro-chen. Wie in Kapitel 1.3 beschrieben fordern wir die Einhaltung der Photon-Ward-Identit�at, indem der Longitudinalteil der Selbstenergie auf Null ge-setzt wird. Die Brechung der Vertex-Ward-Identit�at bleibt bestehen, so da�Gl.(3.7) nicht gilt. Da der Vertex in der Leitern�aherung nicht divergent istwird seine Renormierung durch Z1 = 1 (3:8)de�niert. Die Konstante Z2 kann in ihrer Abweichung von 1 als Ma� f�ur dieBrechung der Vertex-Ward-Identit�at betrachtet werden.Die Kopplungsrenormierung kann damit durch die Feldrenormierungs-konstanten ausgedr�uckt werden:Z2g = Z�22 Z�13 (3:9)Mit Gl.(3.6) und Gl.(3.8) haben wir zwei Bedingungen zur Festlegung derRenormierungskonstanten. Die drei noch fehlenden Bedingungen werdendurch das Renormierungsschema gegeben.



3.2 Renormierung 36Das O�-Shell-RenormierungsschemaIm O�-Shell-Schema besteht die Renormierungsbedingung darin, da� die re-normierten Greenschen Funktionen an einem vorgegebenen Renormierungs-punkt p2 = �2 mit ihrer nullten Ordnung St�orungstheorie �ubereinstimmensollen. An dieser Stelle kommt eine neue Massenskala, die Renormierungs-skala �, in die Theorie. Da sie in der nackten Theorie nicht existiert, d�urfenphysikalische Vorhersagen nicht von ihr abh�angen. Im folgenden setzen wirunsere Skala �, mit der wir die SD-Gl. dimensionslos gemacht haben, aufdie Renormierungsskala 3 �. Dies hat zur Konsequenz, da� der Renormie-rungspunkt in dimensionslosen Koordinaten bei ~p2 = 1 liegt. In der Lei-tern�aherung ergeben sich f�ur die invarianten Funktionen drei Bedingungen:Ar(p2 = �2; �;mr; gr; �r) = 1 (3.10a)Br(p2 = �2; �;mr; gr; �r) = mr (3.10b)dr(p2 = �2; �;mr; gr; �r) = 1 (3.10c)Da das numerische L�osungsverfahren von nackten dimensionslosen Parame-tern abh�angende, nackte invariante Funktionen berechnet, m�ussen als n�ach-stes die renormierten Gr�o�en durch die nackten dimensionslosen Gr�o�enausgedr�uckt werden.Zu jedem Satz von nackten Parametern, zu dem es eine nackte L�osunggibt, existiert auch ein Satz von renormierten Parametern:mr = mr(�;m; g; �) (3.11a)gr = gr(�;m; g; �) (3.11b)�r = �r(�;m; g; �) (3.11c)Mit diesen Funktionen werden die Renormierungskonstanten durch nackteParameter ausgedr�uckt:Ẑj(�;m; g; �) = Zj(�;mr; gr; �r) mit j 2 f2; 3; g;m; �g (3:12)Mit Gl.(3.10) und Gl.(3.3), in denen wir auch die renormierten Parametermit Gl.(3.11) durch die nackten ausdr�ucken, erhalten wir die Renormie-rungskonstanten aus den nackten invarianten Funktionen:Ẑ2(�;m; g; �) = A�1(p2 = �2; m; g; �) (3.13a)Ẑ3(�;m; g; �) = d(p2 = �2; m; g; �) (3.13b)Ẑm(�;m; g; �) = mA(p2 = �2; m; g; �)B(p2 = �2; m; g; �) (3.13c)Ẑ2g (�;m; g; �) = A2(p2 = �2; m; g; �)d(p2 = �2; m; g; �) (3.13d)3
Dies ist erlaubt, weil � eine b eliebige von au�en eingef

•
u hrte Skala ist, von der kein

physikalis ches Resultat abh

•

a ngen darf.



3.2 Renormierung 37Mit diesen von nackten Parametern abh�angenden Renormierungskonstantenkann Gl.(3.11) durch invariante Funktionen ausgedr�uckt werden:mr(�;m; g; �) = B(p2 = �2; m; g; �)A(p2 = �2; m; g; �) (3.14a)g2r(�;m; g; �) = ~g2 d(p2 = �2; m; g; �)A2(p2 = �2; m; g; �) (3.14b)�r(�;m; g; �) = �d�1(p2 = �2; m; g; �) (3.14c)Mit der Umkehrung dieser Gleichungen k�onnen die renormierten invariantenFunktionen und die Renormierungskonstanten in Abh�angigkeit der renor-mierten Parameter angegeben werden.Um die Verbindung zu den numerisch berechneten Funktionen herzustel-len, m�ussen die Renormierungskonstanten und die renormierten Parameternoch dimensionslos formuliert werden:~Z2( ~m; ~g; �) = Ẑ2(�; ~m�; ~g��; �) = ~A�1(1; ~m; ~g; �) (3.15a)~Z3( ~m; ~g; �) = Ẑ3(�; ~m�; ~g��; �) = ~d(1; ~m; ~g; �) (3.15b)~Zm( ~m; ~g; �) = Ẑm(�; ~m�; ~g��; �) = ~m ~A(1; ~m; ~g; �)~B(1; ~m; ~g; �) (3.15c)~Z2g ( ~m; ~g; �) = Ẑ2g (�; ~m�; ~g��; �) = ~A2(1; ~m; ~g; �)~d(1; ~m; ~g; �) (3.15d)und die renormierten Parameter:~mr( ~m; ~g; �) = mr(�; ~m�; ~g��; �)� = ~B(1; ~m; ~g; �)~A(1; ~m; ~g; �) (3.16a)~g2r( ~m; ~g; �) = g2r (�; ~m�; ~g��; �) = ~g2 ~d(1; ~m; ~g; �)~A2(1; ~m; ~g; �) (3.16b)~�r( ~m; ~g; �) = �r(�; ~m�; ~g��; �) = � ~d�1(1; ~m; ~g; �) (3.16c)Die Berechnung einer renormierten Greenschen Funktion zu vorgegebenemrenormierten Parameter gr; mr; �r w�urde die Kenntnis der Umkehrung vonGl.(3.16) erfordern. Dazu mu� die numerische L�osung im gesamten Parame-terraum berechnet werden. Um diesen in Landau-Eichung 2-dimensionalenParameterraum um eine Dimension zu verringern, kann in unserem L�osungs-verfahren die nackte Masse nach jedem Iterationsschritt so nachgef�uhrt wer-den, da� die renormierte Masse einen vorgegebenen Wert annimmt. Bei derKopplung ist eine �ahnliche Vorgehensweise denkbar, f�uhrt aber zu Konver-genzproblemen bei der Iteration. Wir berechnen daher die L�osungen f�ureine Reihe nackter Kopplungen 0 < ~g < 15 und lesen mit Gl.(3.16b) dieentsprechenden renormierten Kopplungen ab.
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Abbildung 3.4: Renormierte Kopplung gr gegen nackte Kopplung ~g f�ur~mr = 1 und �r = 0. Durchgezogene Linie f�ur � = 0:005, gestrichelte Linienf�ur � = 0:01; 0:05; 0:1; 0:2
3.3 Trivialit

•

atDie unrenormierte QED in Landau-Eichung h�angt von zwei Parameterng;m ab, f�ur die beliebige reelle Werte vorgegeben werden k�onnen. Es istinteressant zu untersuchen, welche Werte die renormierten Parameter gr; mrin der renormierten QED annehmen d�urfen, so da� L�osungen der SD-Gl.existieren. Zur Kl�arung dieser Frage m�ussen die ~gr; ~mr bestimmt werden,zu denen es bei vorgegebenen � Werte f�ur ~g; ~m gibt, die Gl.(3.16) l�osen.F�ur verschiedene � geben wir ~mr; ~g vor und berechnen ~gr mit Gl.(3.16b).Die nackte Masse ~m wird in jedem Iterationsschritt neu bestimmt, bis dierenormierte Masse ~mr stabil auf dem vorgegebenen Wert bleibt.In Abbildung 3.4, 3.5 ist f�ur verschiedene � die renormierte Kopplunggegen die nackte aufgetragen. Bei den Kurven zu kleineren �-Werten istdeutlich sichtbar, da� es f�ur die renormierte Kopplung eine Grenzkopplunggibt, die von ~gr nicht �uberschritten werden kann. Diese �-abh�angige, maxi-mal m�ogliche renormierte Kopplung nennen wir gmax(�). Mit kleiner wer-dendem � wird auch gmax(�) kleiner. Dieser E�ekt h�angt qualitativ nichtvon der renormierten Masse ab. Bei gro�em ~mr und nicht zu kleinem �ist die Grenzkopplung gr�o�er als bei kleinerem ~mr. Bei klein werdendem� laufen die zu unterschiedlichem ~mr geh�orenden Grenzkopplungen jedochaufeinander zu.Wir haben in Kapitel 3.1 gesehen, da� die invariante Funktion ~A(~p2)und der Photonpropagator sehr gut durch die Leading-Log-Formeln Gl.(B.6)
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Abbildung 3.5: Renormierte Kopplung gr gegen nackte Kopplung ~g f�ur~mr = 105 und �r = 0. Durchgezogene Linie f�ur � = 0:005, gestrichelteLinien f�ur � = 0:01; 0:05; 0:1; 0:2approximiert werden. Mit diesen Formeln und Gl.(3.16b) erhalten wir ei-nen einfachen analytischen Ausdruck, der uns die renormierte Kopplung inAbh�angigkeit der nackten angibt:~g2r = ~g2 11 + �L1 (�)� ~g2(1+�2)� (3.17)An dieser Formel k�onnen wir studieren, wie sich die Grenzkopplung f�urkleine � verh�alt: ~g2r = ��1 + O(�2) (3.18)gmax(�) �!0�! 1p�1p� mit �1 = 43 1(4�)2 (3.19)Im Grenz�ubergang � ! 0 kann die renormierte Kopplung nur den WertNull annehmen. Dieses Ph�anomen, in dem durch den Renormierungsproze�die renormierte Kopplung bei Abschalten des Regularisierungsparametersauf den Wert Null gef�uhrt werden mu�, wird als Trivialit�at der Theoriebezeichnet. In Abbildung 3.6 wird unsere analytische N�aherung mit dennumerischen Werten f�ur gmax(�) verglichen. F�ur ~mr = 1 sind die nume-rischen Werte mit dieser Approximation nahezu identisch. Bei der gro�enrenormierten Masse gibt es starke Abweichungen f�ur gr�o�ere �, die damit zu-sammenh�angen, da� die Leading-Log-Formeln in einem masselosen Schema
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Abbildung 3.6: Maximal m�ogliche renormierte Kopplung gmax gegen p�f�ur ~mr = 1 gestrichelte Linie (mit durchgezogener Linie identisch) und~mr = 105 gepunktete Linie. Die durchgezogene Linie zeigt das RG. Resultat:gmax �!q ��1 .gewonnen sind. Diese Abweichungen verschwinden jedoch bei klein wer-dendem �. Insgesamt ist dieser Plot ein starker Hinweis darauf, da� dieGrenzkopplung f�ur �! 0 durch Gl.(3.19) gegeben ist.Diese Trivialit�at bedeutet, da� die renormierte Kopplung f�ur � > 0 alsParameter nur in einem kleinen Intervall vorgegeben werden kann und imKontinuumslimes � ! 0 nicht mehr als Parameter existiert, da sie auchauf Null gef�uhrt werden mu�. Der Renormierungsproze� selbst eliminierteinen Parameter der QED. Wie Gl.(3.16b) zeigt, ist f�ur dieses Ph�anomen derPhotonpropagator verantwortlich 4. Sein Verschwinden f�ur � �! 0 an einembeliebigen, fest vorgegebenen Impuls legt im wesentlichen die Grenzkopplungfest.Diese Trivialit�at wird auch bei [Ra 91] im Rahmen einer Cut-O�-Rech-nung gefunden. Dort kann bei festgehaltener renormierter Masse der UV-Cut-o� nur dann gegen 1 gef�uhrt werden, wenn die renormierte Kopplungdabei gegen Null geht.Eine Konsequenz der Trivialit�at ist, da� die renormierte St�orungstheoriemit kleiner werdendem � aufgrund der ebenfalls kleiner werdenden renor-4
Die invariante Funktion

~A tr

•

agt nicht zur Trivialit

•

a t b ei, weil sie b ei Wahrung der

Ward-Identit

•

a ten in Landau-Eichung konstant ist. Die durch die Brechung der Eichinvari-

anz verursachte Abweichung der Funktion

~A von eins ist viel zu gering, um die Trivialit
•
a t

zu erzeugen.



3.4 Die renormierten L�osungen 41mierten Kopplung immer besser wird.
3.4 Die renormierten L

•

o sungenAm Beispiel der in Abbildung 3.1 gezeigten nackten invarianten Funktionenzeigen wir den Ein
u� der Renormierung.Bei der Berechnung dieser L�osungen sind die renormierte Masse und dienackte Kopplung mit ~mr = 1 und ~g = 15 vorgegeben. Die nackte Masse wirdim Iterationsproze� mitbestimmt und stabilisiert sich auf ~m = 5:14 � 10�6.F�ur die renormierte Kopplung erhalten wir mit Gl.(3.16b) einen Wert vongr = 1:087.Die renormierten invarianten Funktionen sind in Abbildung 3.7 darge-stellt. Wir bemerken dazu:� Qualitativ �andert sich die Form der renormierten Kurven im Vergleichzu den nackten nicht. Dies liegt daran, da� unser multiplikatives Re-normierungsverfahren lediglich in einer Umskalierung der invariantenFunktionen und der Parameter besteht. Dadurch unterscheiden sichdie renormierten invarianten Funktionen von den nackten nur in derSkala der Funktionswerte und in dem Punkt auf der Impulsachse, indem die L�osung mit der nicht bez�uglich g entwickelten 1-Loop pertur-bativen L�osung �ubereinstimmt.� Aufgrund der Umskalierung der y-Achse und durch die Renormie-rungsbedingung des O�-Shell-Schemas ist der bei klein werdendem �divergenzartige Anstieg der Funktion ~B im IR-Bereich zu einem Abfallnach Null im UV-Bereich geworden. Umgekehrt ist durch den Renor-mierungsproze� bei ~A; ~d aus dem Abfall im IR-Bereich ein Anstieg imUV-Bereich geworden.� Das asymptotische UV-Verhalten der L�osungen unterscheidet sich indiesem Renormierungsverfahren stark von der Asymptotik der nichtbez�uglich g entwickelten perturbativen 1-Loop-Funktionen. Dies liegtin der Natur des O�-Shell-Schemas, in dem beide Funktionen so ska-liert werden, da� sie im Renormierungspunkt, der hier im IR-Bereichliegt, mit dem entsprechenden Wert der nullten Ordnung St�orungs-theorie identisch sind. Wenn der Renormierungspunkt im UV-Limesliegt, w�urden sich die renormierten Funktionen nicht von den nacktenunterscheiden, weil aufgrund der perturbativen Asymptotik unsererL�osungen die Renormierungsbedingung im UV-Punkt bereits von dennackten Funktionen erf�ullt wird.� Auf den ersten Blick mag es verwundern, da� bei der Funktion ~dr dieDi�erenz dieser beiden Kurven im Vergleich zu den entsprechendenunrenormierten Funktionen, die gra�sch nicht zu unterscheiden sind,recht gro� aussieht. Diese Di�erenz von ca 5% ist tats�achlich auch beiden nackten Funktionen vorhanden, dort allerdings im IR-Bereich. Da~d(0) � 4:7 10�3, kann sie auf der in Abbildung 3.1 verwendeten Skalanicht aufgel�ost werden.



3.4 Die renormierten L�osungen 42

Abbildung 3.7: Renormierte invariante Funktionen (durchgezogene Linie),und 1-Loop-Funktionen ohne Entwicklung nach g (gestrichelte Linie) f�urgr = 1:0875; ~mr = 1; � = 0; � = 0:01. Der Renormierungspunkt liegt bei~p = 1



3.4 Die renormierten L�osungen 43� Qualitativ stimmen die in dimensioneller Regularisierung berechnetenL�osungen mit denen von Rakow [Ra 91] in Cut-O�-Regularisierungberechneten L�osungen �uberein.In der renormierten Theorie sind neben den renormierten invariantenFunktionen auch die Renormierungskonstanten selbst interessante Gr�o�en.Abbildung 3.8 zeigt gegen die renormierte Kopplung gr aufgetragene Renor-mierungskonstanten Zm; Z2; Z3 = Z� f�ur eine Reihe von �-Werten. Bei denKurven f�ur � < 0:2 geh�oren die Endpunkte zur nackten Kopplung ~g = 15,und bei � = 0:2 hat die nackte Kopplung am Endpunkt einen Wert von~g = 7:7. An diesen Bildern zeigt sich:� Der De�nitionsbereich der Renormierungskonstanten wird durch dieaus der Trivialit�at resultierende �-abh�angige Grenzkopplung einge-schr�ankt.� Die Massenrenormierung zeigt, da� die nackte Masse gegen Null gef�uhrtwerden mu�, wenn die renormierte Masse festgehalten wird und gr ge-gen die Grenzkopplung gmax(�) geht.� Die Abweichung der Renormierungskonstanten Z2 von 1 ist ein Ma� f�urdie Verletzung der Vertex-Ward-Identit�at. In den Parameterbereichen,in denen unser L�osungsverfahren gut arbeitet, hat Z2 die Gr�o�enord-nung 1. Die gr�o�ten Werte hat Z2 im Bereich der Grenzkopplung.� Die Photonrenormierung Z3 bestimmt nach Gl.(3.9), von schwachenEichinvarianzverletzungen abgesehen, im wesentlichen die Kopplungs-renormierung und zeigt mit Z3 � g2r~g2 noch einmal das Vorhandenseinder Grenzkopplung, gegen die gr l�auft, wenn ~g gro� wird.
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Abbildung 3.8: Renormierungskonstanten Zm; Z2; Z3 gegen renormierteKopplung gr f�ur ~mr = 1 und �r = 0. Durchgezogene Linie f�ur � = 0:005,gestrichelte Linien f�ur � = 0:01; 0:05; 0:1; 0:2
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3.5 Das Verhalten f

•

ur d! 4Um das Verhalten der renormierten invarianten Funktionen beim Abschaltendes Regularisierungsparameters � zu studieren, plotten wir diese Funktionenf�ur eine Reihe von �-Werten. In Abbildung 3.9 sehen wir, da� der Impuls-bereich, auf dem die invarianten Funktionen �ubereinstimmen, mit kleinerwerdendem � immer gr�o�er wird. Vom IR-Bereich ausgehend stabilisiertsich die L�osung zu immer gr�o�eren Impulsen hin. Dies ist �ahnlich wie ineiner Cut-O�-Rechnung, wo sich die invarianten Funktionen im Bereich vordem Impuls-Cut-O� bei Vergr�o�erung des Cut-O� nicht mehr �andern.F�ur � 6= 0 scheinen die Kurven f�ur klein werdende � zu konvergieren. Esist jedoch nicht klar, ob der Grenz�ubergang nach � = 0 stetig verl�auft. Esgibt einige Punkte, die darauf hinweisen, da� dieser Grenz�ubergang unstetigsein kann.� Unsere Asymptotik ist mit ihren �p�2�-Potenzen eine f�ur � > 0 imUV-Bereich abfallende Funktion, die mit ihren bei � = 0 divergentenKoe�zienten in einer Entwicklung um � = 0 zu einer Summe von imUV-Bereich ansteigenden Logarithmen wird.� Die asymptotische Freiheit der nackten Theorie verschwindet f�ur � = 0,und die durch die dimensionelle Regularisierung eingebrachte Massen-skala g 1� ist nicht mehr de�niert.Uns ist kein Regularisierungsverfahren bekannt, das die Stetigkeit der Green-schen Funktionen am Kontinuumsgrenzwert des Regularisierungsparameterszeigen kann, wenn die Greenschen Funktionen nicht analytisch bekannt sind,so da� der Kontinuumslimes explizit ausf�uhrbar ist.
3.6 Renormierungsgrupp eBei jedem Renormierungsproze� wird eine neue Massenskala in die Theo-rie gebracht. Im O�-Shell Schema ist dies der Renormierungspunkt �. Dadiese Skala in der unrenormierten Theorie nicht existiert, h�angen die nack-ten Gr�o�en nicht von ihr ab. Die Abh�angigkeit der renormierten Gr�o�en von� kann mit der Renormierungsgruppe angegeben werden und wird bei denrenormierten Parametern durch die Renormierungsgruppenfunktionen be-schrieben. Diesen Renormierungsgruppenfunktionen kommt in der St�orungs-theorie eine besondere Bedeutung zu, weil sie nach � = 0 endlich fortgesetztwerden k�onnen. Sie lassen sich als Ableitungen von Renormierungskonstan-ten schreiben und mit Gl.(3.13) durch die nackten invarianten Funktionenausdr�ucken.Die �-Funktion �(�;mr; gr; �r) = � @@�gr(�;m; g; �) (3:20)beschreibt die �-Abh�angigkeit der renormierten Kopplung. Bei der Ablei-tung nach � m�ussen die nackten dimensionsbehafteten Parameter g;m; � als
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Abbildung 3.9: Renormierte invariante Funktionen f�ur ~gr = 1, ~mr = 1,� = 0. � = 10�(1+ n10 ) mit n = 0; 1; . . . ; 10. Bei ~Ar; ~dr gh�ort die obere undbei ~Br die untere Kurve zu � = 0:01



3.6 Renormierungsgruppe 47�-unabh�angig betrachtet werden, da in der nackten Theorie keine Renor-mierungsskala existiert. Nach Ausf�uhrung der Ableitung sind die nacktenParameter mit der Umkehrung von Gl.(3.11) durch die renormierten aus-zudr�ucken. Durch die Renormierungskonstante Zg ausgedr�uckt lautet die�-Funktion: �(�;mr; gr; �r) = �gr[�+ �1(�;mr; gr; �r)] (3.21)�1(�;mr; gr; �r) = � @@� Ẑg(�;m; g; �)Ẑg(�;m; g; �) (3.22)Mit Gl.(3.13d) dr�ucken wir �1 durch invariante Funktionen aus:�1(�;mr; gr; �r) = "2p2 ddp2A(p2; m; g; �)A(p2; m; g; �) � 12 2p2 ddp2d(p2; m; g; �)d(p2; m; g; �) #p2=�2Vollst�andig dimensionslos geschrieben erhalten wir:~�1( ~mr; gr; �r) = �1(�; ~mr�; gr; �r) (3.23)= "2~p2 dd~p2 ~A(~p2; ~m; ~g; �)~A(~p2; ~m; ~g; �) � 12 2~p2 dd~p2 ~d(~p2; ~m; ~g; �)~d(~p2; ~m; ~g; �) #~p2=1Analog erhalten wir die anomale Dimension 
m, die die �-Abh�angigkeit derrenormierten Masse beschreibt:
m(�;mr; gr; �r) = �mr(�;m; g; �) @@�mr(�;m; g; �) (3.24)= �� @@� Ẑm(�;m; g; �)Ẑm(�;m; g; �) (3.25)~
m( ~mr; gr; �r) = 
m(�; ~mr�; gr; �r) (3.26)= "2~p2 dd~p2 ~B(~p2; ~m; ~g; �)~B(~p2; ~m; ~g; �) � 2~p2 dd~p2 ~A(~p2; ~m; ~g; �)~A(~p2; ~m; ~g; �) #~p2=1Bei den Renormierungsgruppenfunktionen ~�und ~
m, die f�ur ein gro�esund ein kleines � in Abbildung 3.10-3.13 dargestellt sind, zeigt sich einenur geringe Abweichung zur St�orungstheorie. Mit kleiner werdendem � ver-schwindet diese Abweichung immer mehr und ist bei � = 0:005 graphischnicht mehr au
�osbar. Dies ist auch eine Konsequenz der Trivialit�at, da mitkleiner werdender Grenzkopplung die St�orungsrechnung immer besser wird.Der De�nitionsbereich der Renormierungsgruppenfunktionen wird auf-grund der Grenzkopplung mit kleiner werdendem � immer kleiner und redu-ziert sich im Kontinuumslimes auf den Punkt gr = 0, so da� die Kopplungs-abh�angigkeit dieser Funktionen ihre Bedeutung verliert.
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Abbildung 3.10: �-Funktion f�ur � = 0:005, ~mr = 1, � = 0. Die gestrichelteLinie ist die perturbative Funktion auf 1-Schleifen-Niveau (identisch mit derdurchgezogenen Linie).

Abbildung 3.11: �-Funktion f�ur � = 0:2; ~mr = 1; � = 0. Die gestrichelteLinie ist die perturbative Funktion auf 1-Schleifen-Niveau.
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Abbildung 3.12: Anomale Dimension ~
m f�ur � = 0:005; ~mr = 1; � = 0.Die gestrichelte Linie ist die perturbative Funktion auf 1-Schleifen-Niveau(identisch mit der durchgezogenen Linie).

Abbildung 3.13: Anomale Dimension ~
m f�ur � = 0:2; ~mr = 1; � = 0. Diegestrichelte Linie ist die perturbative Funktion auf 1-Schleifen-Niveau.



Kapitel 4Dynamische MassenDie im letzten Kapitel diskutierten nichtperturbativen invarianten Funktio-nen haben gro�e �Ahnlichkeit zu den Leading-Log-Formeln, die mit auf 1-Loop-St�orungstheorie basierenden Renormierungsgruppenmethoden erhal-ten werden k�onnen. Die Renormierungsgruppenfunktionen stehen in nochgr�o�erer �Ubereinstimmung mit den entsprechenden perturbativen 1-Loop-Resultaten. Aus diesen Beobachtungen schlie�en wir, da� bei den in Kapi-tel 3 diskutierten L�osungen die perturbativen Aspekte gegen�uber eventuellvorhandenen nichtperturbativen E�ekten dominieren. Am Beispiel der dy-namischen Massenbildung ist es m�oglich, rein nichtperturbative L�osungenzu studieren.Dynamische Massen sind in der invarianten Funktion B(p2) enthaltenund perturbativ nicht sichtbar, da in der St�orungstheorie B(p2) = 0 beim = 0 gilt. Um diese Massen aufzusp�uren, m�ussen wir nach nichttrivialenL�osungen B(p2) bei m = 0 suchen.
4.1 Die Kopplungsabh

•

a ngigkeitenAls einziger bei d < 4 dimensionsbehafteter Parameter bleibt im Fall m = 0nur die Kopplung �ubrig. Dies erm�oglicht es, alleine mit den in Kapitel 2.1diskutierten Dimensionsbetrachtungen die vollst�andige Kopplungsabh�angig-keit der Greenschen Funktionen anzugeben. Die Kopplungsabh�angigkeit derinvarianten Funktionen der Leitern�aherung ist durch Gl.(2.8) gegeben.Eine dynamische Masse md kann aus Dimensionsgr�unden nur aus ei-nem Produkt von g 1� mit einer dimensionslosen, lediglich von �-abh�angigen,Funktion bestehen: md = f(�)g 1� (4:1)Bei einer Cut-O� Regularisierung ist die Kopplung dimensionslos. Hierist es nicht m�oglich, die Kopplungsabh�angigkeit durch einfache Dimensi-onsbetrachtungen zu bestimmen. Die einzige Massenskala der Theorie istder UV -Cut-O� �. Eine dynamische Masse mu� in der Cut-O�-Theorieproportional zu � sein: md = F (g)� (4:2)Die dimensionslose Massenfunktion h�angt hier nur von der Kopplung undnicht vom Regularisierungsparameter ab.50



4.2 Renormierung 51
4.2 RenormierungDie Grundidee bei der Renormierung besteht darin, die nackten Parameterder Theorie so vom Regularisierungsparameter abh�angig zu machen, da�physikalische Gr�o�en im Kontinuumslimes endlich bleiben. Wenn dynami-sche Massen existieren, sollten sie als physikalische Gr�o�en im Kontinuums-limes endliche Werte annehmen k�onnen. In Landau-Eichung bei m = 0 istdie nackte Kopplung der einzige freie Parameter, dessen �-Abh�angigkeit sogew�ahlt werden mu�, da� die dynamische Masse im Kontinuumslimes einenendlichen Wert annimmt.In der Cut-O�-Theorie gilt mit Gl.(4.2)F (g) = md� (4:3)Bei endlich gehaltenem md mu� mit �! 1 die Massenfunktion F (g) eineNullstelle haben. Diese Nullstelle de�niert eine kritische 1 Kopplung gk,gegen die die nackte Kopplung im Kontinuumslimes gef�uhrt werden mu�.In der dimensionellen Regularisierung folgt mit Gl.(4.1):g(�) = m�df��(�) �!0�! f��(�) (4:4)Wenn es hier wie in der Cut-O�-Regularisierung eine kritische Kopplunggeben sollte, mu� f(�) von der Formf(�) = (gk + h(�))� 1� mit h(0) = 0 (4:5)sein. Dann kann die dynamische Masse endlich gehalten werden, indem dieKopplung f�ur �! 0 gegen die kritische Kopplung gk gef�uhrt wird.Bei beiden Regularisierungsverfahren tritt die kritische Kopplung aufsehr unterschiedliche Art in Erscheinung. In der Cut-O�-Theorie ist diekritische Kopplung als Nullstelle von F (g) bei endlichem Regulator expli-zit sichtbar. Ganz anders verh�alt es sich mit der dimensionellen Regula-risierung. Da die Funktion h(�) nicht bekannt ist, kann sich die kritische

Kopplung nur im Kontinuumslimes bei � = 0 zeigen. Es ist sogar allgemeinunm�oglich, da� sich f�ur � > 0 eine kritische Kopplung bilden kann, weilin den mit g 1� dimensionslos gemachten SD-Gl. gar keine Kopplung mehrvorkommt. Wir haben f�ur gk die Bezeichnung kritische Kopplung nur ausAnalogie zur Cut-O�-Theorie gew�ahlt. In dimensioneller Regularisierungteilt die kritische Kopplung die Theorie nicht in zwei Phasen.
4.3 UV-Divergenzstruktur und AsymptotikBei den SD-Gl.(2.9) �andert sich f�ur �m = 0 nur die Gleichung f�ur �B(�p2). Siewird homogen.Die UV-Divergenzstruktur der Schleifenintegrale kann mit der in Kapi-tel 2.2 berechneten Asymptotik abgesch�atzt werden. Da im UV-Bereich die1

Diese Kopplung wird kritische Kopplung genannt, weil sie die Theorie in zwei Phasen

teilt. F
•

u r g < gk gibt es keine dynamischen Massen, w
•
ahrend sich f

•
ur g > gk dynamische

Massen ausbilden.



4.3 UV-Divergenzstruktur und Asymptotik 52SD-Gl. f�ur �B(�p2) von den beiden anderen entkoppelt und der Parameter �mnur in der Asymptotik von �B(�p2) vorkommt, ist die Asymptotik f�ur �A(�p2)und �d(�p2) dieselbe wie bei �m 6= 0. F�ur die Funktion �B(�p2) folgt mit denErgebnissen aus Kapitel 2.2 lediglich �B(�p2) UV�! 0. Damit ist die dimensio-nelle Regularisierbarkeit bei �m = 0 sichergestellt, weil die Integranden derSchleifenintegrale im UV-Bereich nicht schw�acher abfallen als bei �m 6= 0.Im folgenden wollen wir mit �ahnlichen Methoden wie in Kapitel 2.2 dasVerhalten von �B(�p2) im UV-Bereich genauer bestimmen. Um einen erstenEinblick in das UV-Verhalten von �B(�p2) zu gewinnen, betrachten wir dieSD-Gl. f�ur diese Funktion im Grenzfall gro�er �au�erer Impulse:�B(�p2) = Z dd�k(2�)d �S0(�k2)(d� 1) �d((�p� �k)2) + �(�p� �k)2 (4.6)�p2!1�! (d� 1) + ��p2 Z dd�k(2�)d �S0(�k2) (4.7)Diese �Uberlegung f�uhrt zu den folgenden Einsichten:� Im UV-Bereich geht �B(�p2) wie 1�p2 gegen Null, da das Integral nichtvom �au�eren Impuls abh�angt.� Mit diesem UV-Verhalten von �B(�p2) ist das Integral f�ur d < 4 UV-konvergent. Das hei�t, da� unsere Betrachtung in sich konsistent ist.� Das Integral in diesem Faktor ist proportional zum Fermionkondensat2:Z dd�k(2�)d �S0(�k2) = g 2��3� Z ddk(2�)d B(k2)A2(k2)k2 +B2(k2)= 14g 2��3� tr Z ddkMi(2�)d�(AM (k2M)k=M +BM (k2M)1)A2M(k2M)k2M �B2M (k2M)= 14g 2��3� tr Z ddkM(2�)d iS(kM)e�ikMx���x=0= 14g 2��3� tr < 0j	(0)�	(0)j0 >c=: 14 < 	�	 > (4.8)Der Index M kennzeichnet die Minkowskimetrik 3. Dies Fermionkon-densat kann aus den UV-Betrachtungen alleine nicht bestimmt werden.Es bleibt zun�achst als Parameter in der Asymptotik. Wenn ein sol-ches Fermionkondensat existiert, gibt es auch eine nichttriviale L�osung�B(�p2) 6= 0 und damit dynamische Massen.2
In der Literatur �ndet sich f

•

ur das Kondensat gelegentlich eine Konvention mit ent-

gegengestztem Vorzeichen. 3
Das Kondensat ist als impulsunabh

•
a ngige Gr

•
o�e invariant unter dem Wechsel der

Metrik.



4.3 UV-Divergenzstruktur und Asymptotik 53Im folgenden wollen wir mit den gleichen Methoden wie in Kapitel 2.2 die�uber den f�uhrenden Term der Asymptotik hinausgehende UV-Entwicklungberechnen. Als Ausgangspunkt w�ahlen wir einen Ansatz wie in Kapitel 2.2,bei dem die Strommasse als f�uhrender Term durch C�p2 ersetzt wird,�B(�p2) UV�! �B(N)(�p2) = C�p2 NXj=0 bj � 1�p2��j (4:9)und der f�ur �S0 auf die Asymptotik�S0(�p2) UV�! �S(N)0 (�p2) = C�p4 NXj=0 s(0)j � 1�p2��j (4.10)f�uhrt. Die Koe�zienten k�onnen wieder mit Gl.(2.16) ineinander umgerech-net werden. Wie im Fall m 6= 0 transformieren wir den Integrationsimpulsgem�a� �k = j�pju und betrachten den Integranden f�ur gro�e �p2. Zusammenmit dem Ansatz erhalten wir:�B(�p2) UV= C �pd NXj=0 s(0)j Z ddu(2�)d 1u4�p4 � 1u2��p2��j (d� 1) �d(�p2[ �̂p� u]2) + ��p2[ �̂p� u]2Dies Integral hat im IR-Bereich des Integrationsimpulses eine Divergenz, dieeine Regularisierung bei d < 4 unm�oglich macht 4. Auf den ersten Blick liegtdie Ursache dieser Divergenz darin, da� die UV-Asymptotik im IR-Bereichverwendet wird. Im Fall m 6= 0 verwenden wir die UV-Asymptotik auchim IR-Bereich, jedoch nur in einem Integrationsvolumen vom Ma� Null, indem der Integrand regul�ar bleibt, so da� diese Teile nicht beitragen. Im hiervorliegenden Fall kann nicht ausgeschlossen werden, da� die IR-Divergenzin einem Integrationsvolumen vom Ma� Null nichtverschwindende Beitr�ageliefert. Die tiefere Ursache f�ur dieses Problem liegt im Fermionkonden-sat, welches implizit in unserem Integral enthalten ist und �uber das mitHilfe der Asymptotik nicht integriert werden kann. Beim Versuch, die IR-Divergenz durch eine Subtraktion zu beseitigen, wird das Fermionkondensatauf nat�urliche Weise vom Integral separiert. MitH(�p2) = (d� 1) �d(�p2) + ��p2 (4:11)lautet die Selbstkonsistenzgleichung f�ur �B(�p2):�B(�p2) UV= Z dd�k(2�)d �S0(�k2)[H(�q2) +H(�p2)�H(�p2)] (4.12)UV= H(�p2) Z dd�k(2�)d �S0(�k2)+�pd Z ddu(2�)d �S0(u2�p2) [H(�p2[ �̂p� u]2)�H(�p2)]| {z }
IR-regularisierend4

Eine Regularisierun g b ei d > 4 ist nicht m
•
oglich, weil sich das Potenzverhalten der

Asymptotik b ei � < 0 umkehrt.



4.4 Dynamische Massen als L�osung der SD-Gl. 54Mit unserem Ansatz f�ur die UV-Entwicklung ist das zweite Integral jetztIR-regul�ar. Das erste impulsunabh�angige Integral ist nach Gl.(4.8) propor-tional zum Fermionkondensat und kann aus der Selbstkonsistenzbedingungim UV-Bereich nicht festgelegt werden. Durch die Ausbildung des Kon-densats ist die Gleichung wieder inhomogen geworden. Mit den gleichenMethoden wie in Kapitel 2.2 wird das Schleifenintegral im UV-Bereich be-rechnet und mit der Selbstkonsistenzforderung eine Rekursionsformel f�ur dieEntwicklungskoe�zienten bestimmt:bn = 3� 2�3� 2� + � dn + �s(0)n�1I(6)n�1(�) + n�1Xj=0 s(0)j dn�j�1I(7)j;n�j�1(�) (4.13a)b0 = 1 (4.13b)C = (3� 2�+ �) Z dd�k(2�)d �S0(�k2) = 3� 2�+ �4 < 	�	 > (4.13c)Die Integrale sind wieder in Anhang A berechnet und in den Gl.(A.3) zu-sammengestellt.Der f�uhrende Term der Asymptotik stimmt mit dem bei unseren einf�uhr-enden �Uberlegungen in Gl.(4.7) angegebenen �uberein. Die Koe�zienten bnhaben bez�uglich � dieselbe Struktur wie im Fall m 6= 0. Eine Besonderheitdieser Rekursionsformel besteht darin, da� bn von dn abh�angt. Die Rekur-sion ist trotzdem au
�osbar, da aufgrund der Entkopplung der �B-Gleichungf�ur die Berechnung von dn die Kenntnis von bn nicht erforderlich ist.In dimensionsbehafteten Gr�o�en geschrieben lautet unsere Asymptotikf�ur B(p2): B(N)(p2) = g 3� < 	�	 >p2 3� 2�+ �4 NXj=0 bj � g2p2��j (4:14)Das Fermionkondensat bleibt in der dimensionslosen Schreibweise, weil sodie gesamte Kopplungsabh�angigkeit der Asymptotik sichtbar ist. Das Kon-densat < 	�	 > ist eine dimensionslose nur von � abh�angende Funktion. DieSumme ist wie im Fall �m 6= 0 eine Potenzreihe in g2. Durch das Fermion-kondensat erh�alt die Asymptotik mit g 3� jedoch eine rein nichtperturbativeKopplungsabh�angigkeit. Die in Gl.(4.14) angegebene Form der Asymptotikist aus der Operatorproduktentwicklung bekannt.Zusammenfassend halten wir fest:
Bei m = 0 kann eine nichttriviale Asymptotik f

•

u r B(p2) bis auf

einen konstanten Faktor, das Fermionkondensat, angegeben wer-

den. Der f

•

uhrende Term der Asymptotik verschwindet im UV-

Bereich wie

1p2 . Diese Asymptotik existiert, wenn es ein nicht-

verschwindendes Fermionkondensat gibt.

4.4 Dynamische Massen als L

•

o sung der SD-Gl.In Kapitel 4.1 und 4.2 haben wir die Kopplungsabh�angigkeit dynamischerMassen und eine M�oglichkeit der Renormierung diskutiert. Bei der Be-



4.4 Dynamische Massen als L�osung der SD-Gl. 55rechnung der UV-Asymptotik wurde bereits deutlich, da� das Selbstkonsi-stenzproblem im UV-Bereich eventuell vorhandene dynamische Massen nichtfestlegen kann. Um die Existenz solcher Massen nachzuweisen, ist es erfor-derlich, die SD-Gl. auf der gesamten Impulsskala zu l�osen.F�ur die folgende Diskussion de�nieren wir eine totale und eine dynami-sche Masse durch:mt(m) := B(p2 = 0; m; g) (4.15)md := B(p2 = 0; m = 0; g) = mt(0) (4.16)Die totale Masse mt ist eine Mischung aus nackter und dynamischer Masse,w�ahrend md rein dynamischer Natur ist.Einen ersten �Uberblick �uber die Mechanismen bei der dynamischen Mas-senbildung gewinnen wir an einem gen�aherten System von SD-Gl., das nochanalytische L�osungen zul�a�t. Ausgehend von der Leitern�aherung bei � = 0werden die invarianten Funktionen A(p2) und d(p2) durch ihre nullte Ord-nung der St�orungstheorie ersetzt (Quenched-Ladder-Approximation), so da�sich die SD-Gl. auf eine Gleichung f�ur B(p2) reduzieren:B(p2) = m� g2 Z ddk(2�)d B(k2)k2 + B2(k2) 1� d(p� k)2 (4:17)Eine ausf�uhrliche Untersuchung dieser Gleichung in Cut-O�-Regularisierung�ndet sich in [Fo 83].In [Be 95] wird aus ihr die folgende analytische N�aherung f�ur den Zu-sammenhang zwischen m und mt hergeleitet:m = ��1�� (2�) 1��1m2��t � ggk(�)�1� 1� J 1��1 � ggk(�) 1�m��t �(4.18)gk(�) = s�(2� �)(4�)2��4(3� 2�) �!0�! gk := 2�p3 � 3:628 (4.19)In diesen Gl. wird der Ein
u� der bei der Herleitung gemachten N�aherungenmit kleiner werdendem � immer geringer.In Abbildung 4.1 und 4.2 ist die Relation mt(m) als Umkehrung vonGl.(4.18) mit einer durchgezogenen Linie dargestellt. Diese Relation ist auchf�ur negative m de�niert und zeigt die aus Gl.(4.17) unmittelbar folgendeSymmetrie: B(p2; m; g) = �B(p2;�m; g)Die Kreise zeigen die mit dem numerischen L�osungsverfahren gewonnenenWerte. Wir bemerken zu diesen Bildern:� Bei m = 0 gibt es mehrere dynamische Massen, die sich als Schnitt-punkte der Kurven mit dermt-Achse zeigen. Diese Schnittpunkte wer-den durch die Nullstellen der Bessel-Funktion in Gl.(4.18) festgelegt.Diese Bessel-Funktion hat sogar 1 viele Nullstellen, so da� wir beim = 0 auch 1 viele dynamische Massen als L�osungen der SD-Gl. ha-ben. Diese Massen h�aufen sich im Ursprung des Koordinatensystemsund k�onnen in unseren Bildern nicht aufgel�ost werden.
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Abbildung 4.1: Totale Masse gegen nackte Masse f�ur � = 0:1

Abbildung 4.2: Totale Masse gegen nackte Masse f�ur � = 0:04



4.4 Dynamische Massen als L�osung der SD-Gl. 57� Aufgrund der Mehrdeutigkeit der L�osungen bei m = 0 kann unseriterativ arbeitendes numerisches L�osungsverfahren ohne Strommassenicht stabil arbeiten. Wir beginnen daher mit einer positiven Strom-masse, die schrittweise verkleinert wird. Wenn wir nahe genug beim = 0 sind, bleibt das L�osungsverfahren stabil, wenn m = 0 �uber-sprungen und mit negativen Massen weiter gerechnet wird. Als Start-wert f�ur jede Iteration wird das Ergebnis der vorhergehenden Iterationverwendet. Dadurch wird die numerische L�osung eindeutig, weil siebei hinreichend kleiner Schrittweite f�ur m stetig an die vorhergehendeL�osung anschlie�t. Die anderen L�osungen in der N�ahe von m = 0kann unser L�osungsverfahren zun�achst nicht �nden. Im Rahmen einesiterativen L�osungsprozesses h�angt die Stabilisierung solcher L�osungensehr emp�ndlich von der Vorgabe geeigneter Startfunktionen ab.� An dem Punkt der numerischen L�osung, wo mt einen Vorzeichenwech-sel macht, wird das iterative L�osungsverfahren instabil, weil hier einbez�uglich m unstetiger Sprung kommen mu�. Die numerischen Punktein der N�ahe dieses Sprungs sind mit einem etwas gr�o�eren Fehler be-haftet. Jenseits dieses Vorzeichenwechsels arbeitet das Verfahren stabilweiter.� Die �Ubereinstimmung der numerischen L�osung mit der analytischenN�aherung ist gut und nimmt mit kleiner werdendem � zu. Dies ist einHinweis darauf, da� die bei der analytischen Berechnung gemachtenN�aherungen f�ur kleine � nur einen geringen Ein
u� auf die L�osunghaben. Diese Beobachtung unterst�utzt die Annahme, da� die analyti-sche Formel auch in den Bereichen um m = 0 g�ultig ist, in denen dasnumerische Verfahren nicht mehr arbeiten kann.� Die Mehrdeutigkeit der L�osung im Bereich um m = 0 wirft die Fragenach der physikalischen L�osung auf. Wir verlangen, da� die physikali-schen L�osungen der SD-Gl. stetig bez�uglich m sein sollen und erhaltendamit die gr�o�te dynamische Masse als die physikalische. Diese Vor-gehensweise ist jedoch nicht zwingend.F�ur die Diskussion der Renormierung der dynamischen Masse ben�oti-gen wir die gr�o�te Nullstelle der Besselfunktion in Gl.(4.18) f�ur kleine �.Diese kann analytisch angegeben werden. F�ur die gr�o�te dynamische Masseerhalten wir [Be 95]: md = g 1� (gk + h(�))� 1� (4:20)mit gk aus Gl.(4.19) und h(0) = 0. Dies ist genau die in Gl.(4.5) angegebeneForm f�ur eine dynamische Masse, die endlich gehalten werden kann, wennim Kontinuumslimes die Kopplung g gegen die kritische Kopplung gk = 2�p3gef�uhrt wird. Diese kritische Kopplung ist die gleiche, die bei [Fo 83] imRahmen einer Cut-O�-Regularisierung gefunden wird. Zusammenfassendhalten wir fest:
Die mit perturbativem Vertex und Photonpropagator gen

•

aherten

SD-Gl. in Landau-Eichung haben im Rahmen der analytischen
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Abbildung 4.3: Totale Masse gegen nackte Masse f�ur � = 0:2
N

•

aherung bei m = 0 unend lich viele nichttriviale L

•

osungen (dy-

namische Massen) f

•

ur B(p2). Die gr

•

o�te dieser dynamischen

Massen kann f

•

ur �! 0 end lich gehalten werden, wenn die Kopp-

lung gegen die kritische Kopplung gk gef

•

uhrt wird. F

•

ur � > 0 ist

die kritische Kopplung nicht sichtbar.Mit diesen Einsichten diskutieren wir im folgenden, wie sich dynamischeMassen in der Leitern�aherung in Landau-Eichung zeigen. Im Gegensatz zuder oben betrachteten N�aherung zeigt sich in der Leitern�aherung, in derdie Photonselbstenergie ber�ucksichtigt wird, das Ph�anomen der Trivialit�at.Daher ist es nicht auszuschlie�en, da� sich in dieser N�aherung die L�osungenbei m = 0 qualitativ ganz anders verhalten.Mit �ahnlichen analytischen Methoden wie bei obiger Quenched-Ladder-Approximation wird in [Be 95] gezeigt, da� in der Leitern�aherung die F�ahig-keit der SD-Gl. zur dynamischen Massenbildung von der raumzeitlichenDimension abh�angt. Oberhalb von � � 0:1 gibt es f�ur B(p2) nichttrivialeL�osungen bei m = 0, w�ahrend unterhalb dieser Schranke nur die trivialeL�osung B(p2) = 0 existiert.Die numerischen L�osungen sind konsistent mit dieser Aussage. Abbil-dung 4.3 zeigt f�ur � = 0:2 die Existenz einer nichttrivialen L�osung bei m = 0.F�ur � = 0:05 zeigt Abbildung 4.4 in einer doppelt logarithmischen Dar-stellung eine Gerade, die bis zu mg 1� = 0:5 � 10�30 keine dynamische Masseandeutet.Eine zuverl�assige Aussage �uber die Nichtexistenz dynamischer Massenbei � < 0:1 kann mit dem numerischen L�osungsverfahren nicht gewonnen
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Abbildung 4.4: Totale Masse gegen nackte Masse f�ur � = 0:05werden. Mit analytischen Absch�atzungen diskutieren wir im folgenden inAnalogie zu [Fo 83] , wie bei kleinen � die Existenz nichttrivialer L�osungenf�ur B(p2) bei m = 0 verhindert wird.Dazu betrachten wir die SD-Gl. der Leitern�aherung bei m = 0 inLandau-Eichung. In dieser Eichung ist es kein sehr gro�er Fehler die in-variante Funktion A(p2) durch A(p2) = 1 zu n�ahern 5. In der homogenenSD-Gl. f�ur B(p2)B(p2) = g2(3� 2�) Z ddk(2�)d B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2) d((p� k)2)(p� k)2 (4:21)wird die Funktion B2(p2) im Nenner durch m2d = B2(p2 = 0) ersetzt. Indieser N�aherung stimmt der Integrand sowohl im IR-Punkt als auch im UV-Punkt mit dem exakten Integranden �uberein. �Uber md ist die so gen�aherteGleichung noch nichtlinear. Wir linearisieren sie, indem md als Parameterder Gleichung aufgefa�t wird. Mit einer solchen Vorgehensweise kann dieNichtexistenz dynamischer Massen dadurch nachgewiesen werden, da� f�uralle md nur B(p2) = 0 als L�osung existiert. Um eine Integralgleichung miteinem symmetrischen Kern zu erhalten, transformieren wir sie mitB̂(p2) :=s p3�2�p2 +m2dB(p2) (4:22)5
Wenn die Ward-Identit

•
a ten durch die Vertexn

•
a herung nicht verletzt werden, giltA( p2 ) = 1.



4.4 Dynamische Massen als L�osung der SD-Gl. 60auf die Funktion B̂(p2). Mit Gl.(2.2) lautet die Integralgleichung:B̂(p2) = Z 10 dk K(k; p)B̂(k2) (4.23)K(k; p) = g2cd(3� 2�)s p3�2�p2 +m2d k3�2�k2 +m2d Z 1�1 dx (1� x2) 12�� d(q2)q2 (4.24)= K(p; k) (4.25)q2 = k2 + p2 � 2pkx (4.26)Hier sind die Impulse p; k als Impulsbetr�age zu lesen. Diese Integralgleichungist eine homogene Fredholm-Gleichung zweiter Art. F�ur den Kern dieserIntegralgleichung wird durchjjKjj :=sZ 10 dp Z 10 dkjK(p; k)j2 (4:27)eine Norm de�niert. Die Gl.(4.23) hat mit dem symmetrischen reellen Kernnur dann nichttriviale L�osungen 6 , wennjjKjj � 1 (4:28)Mit diesem Satz ist die Nichtexistenz dynamischer Massen nachweisbar,indem wir zeigen, da� die Norm des Kerns unterhalb von 1 liegt. Mit denin Anhang C zusammengestellten Absch�atzungen erhalten wir f�ur die obereSchranke der Norm:jjKjj � 8p2�1s �2�+ �12 g2m�2�d + � ln��+ �12 g2m�2�d � � � ln �� � (4.29)An dieser Form der Absch�atzung k�onnen wir noch nicht beurteilen, wiesich die Norm f�ur kleine � verh�alt, weil die �-Abh�angigkeit von md nicht be-kannt ist. Die einzige uns bekannte sinnvolle �-Abh�angigkeit f�ur dynamischeMassen, die wie in Kapitel 4.2 beschrieben eine Renormierung mit einer kri-tischen Kopplung erlaubt, ist die in Gl.(4.1) und Gl.(4.5) angegebene. Mitmd = g 1� (gk + h(�))� 1� mit h(�) = 0 (4.30)m�2�d �!0�! g2kg2 (4.31)6
Nach [ De 85] hat die homogene Fredholm-Gleichu ng zweiter Art x( s) = � Z ba K ( s; t) x( t) dt

mit dem hermitischem Kern K ( x;y ) = K�
( y; x) reelle Eigenwerte 
 =

1� , die durchj
j � jjKjj<1 b eschr

•

a nkt sind.



4.4 Dynamische Massen als L�osung der SD-Gl. 61erhalten wir f�ur die Normabsch�atzung im Grenzfall kleiner �jjKjj�!0 < 8p2�1s��ln��12 g2k� � ln �� 1� (4.32)�!0�! 8p2�1p�� ln � �!0�! 0 (4.33)Aus dieser Absch�atzung folgt, da� es dynamische Massen, die mit einerkritischen Kopplung renormiert werden k�onnen, im Kontinuumslimes nichtgeben kann. Wie Gl.(C.6) zeigt, ist f�ur das Verschwinden der Norm derPhotonpropagator verantwortlich. Bei festgehaltenem Impuls p0 geht mit� ! 0 auch d(p20) ! 0. Diese Eigenschaft des Photonpropagators ist auchder Grund f�ur die Trivialit�at. In der Quenched-Ladder-Approximation mitd(p2) = 1 verschwindet die Norm im Kontinuumslimes nicht, und erm�oglichtsomit die Bildung der dynamischen Massen in dieser N�aherung.Im Rahmen einer numerischen Cut-O�-Rechnung �ndet Rakow [Ra 91]in der Leitern�aherung eine dynamische Masse in Form des Fermionkonden-sats. In den Bereichen, in denen Rakow rechnet, scheint das mit dem Cut-O�� dimensionslos geschriebene Kondensat bei Ann�aherung an eine kritischeKopplung �c zu verschwinden, so da� es mit einer kritischen Kopplung re-normiert werden kann. In diesen Cut-O�-Rechnungen n�ahert er sich mitder nackten Kopplung �0 der kritischen Kopplung bis zu �0 � �c = 10�13.Wenn sich dieses Verhalten im vollst�andig ausgef�uhrten Kontinuumslimesbest�atigt, zeigt die dimensionelle Regularisierung hier im Vergleich zur Cut-O�-Regularisierung sich widersprechende Resultate f�ur den Kontinuumsli-mes.Um diesen Widerspruch aufzukl�aren, ist eine tiefergehende Untersu-chung des Kontinuumslimes der beiden Regularisierungsverfahren erforder-lich. Diese Aufgabe geht �uber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.Wir fassen die Einsichten zur dynamischen Massenbildung in der Lei-tern�aherung zusammen:
Die Normabsch

•

atzung und die numerischen L

•

osungen weisen auf

ein kritisches �k hin, das zwei Bereiche unterscheidet. F

•

ur � < �k
bilden sich keine mit einer kritischen Kopplung renormierba-

ren dynamischen Massen. F

•

ur � > �k bilden sich dynamische

Massen. Die Nichtexistenz dynamischer Massen im Kontinu-

umslimes scheint im Widerspruch zu Rechnungen in Cut-O�-

Regularisierung zu stehen.



Zusammenfassung undAusblickIn dieser Arbeit wird am Beispiel der QED untersucht, wie die SD-Gl.,durch Variation der raumzeitlichen Dimension, im Rahmen nichtperturba-tiver L�osungsmethoden regularisiert werden k�onnen.Eine dimensionell regularisierte Feldtheorie ist f�ur d < 4 im allgemeinenasymptotisch frei. Die Greenschen Funktionen sind dann im UV-Punktdurch ihre nullte Ordnung der St�orungstheorie gegeben.Am Beispiel der Leitern�aherung haben wir die UV-Asymptotik der Green-schen Funktionen, als selbstkonsistente L�osung der SD-Gl. im UV-Bereich,in Form von Potenzreihen in der Variablen g2p2� angegeben. Diese Reihenerweisen sich als identisch mit der perturbativen Asymptotik, so da� dieUV-Divergenzstruktur wie in der St�orungstheorie ist. Die Schleifenintegralesind f�ur d < 4 endlich und k�onnen numerisch berechnet werden.Zur numerischen L�osung der SD-Gl. verwenden wir ein iterativ arbei-tendes L�osungsverfahren, das mit Leading-Log-Formeln gestartet wird. DieL�osungen werden multiplikativ im O�-Shell-Schema renormiert. Wenn dieDimension d gegen 4 gef�uhrt wird, stabilisieren sich die Greenschen Funk-tionen zuerst im IR-Bereich und mit zunehmender Ann�aherung an d = 4immer weiter in den UV-Bereich hinein. Eine vollst�andige Ausf�uhrung desKontinuumslimes d! 4 ist wie bei allen anderen Regularisierungsverfahrennumerisch nicht m�oglich.F�ur die renormierte Kopplung �nden wir eine �-abh�angige obere Schranke,die f�ur kleine � wie 1p�1p� gegen Null geht. Im Kontinuumslimes ist dieTheorie trivial, weil die renormierte Kopplung nur den Wert Null anneh-men kann. Diese Trivialit�at folgt bereits aus der Leading-Log-Formel desPhotonpropagators.Die numerischen L�osungen der Leitern�aherung zeigen qualitativ keinegro�en Unterschiede zu den mit auf 1-Loop St�orungstheorie basierenden inden IR-Bereich fortgesetzten Leading-Log-Formeln. Nichtperturbative Ef-fekte, die durch auf St�orungsrechnung beruhenden Renormierungsgruppen-methoden nicht beschrieben werden, sind in diesen L�osungen quantitativunterdr�uckt. Frei von perturbativen Beimischungen k�onnen solche E�ektebei m = 0 studiert werden. Sie zeigen sich als dynamisch gebildete Massen.Wir �nden solche dynamischen Massen in der N�aherung der SD-Gl., inder au�er der Funktion B(p2) alle invarianten Funktionen in der nullten Ord-nung St�orungsrechnung verwendet werden. Diese Massen sind renormierbar,62



Zusammenfassung und Ausblick 63indem die nackte Kopplung gegen eine kritische Kopplung gef�uhrt wird. ImGegensatz zur Cut-O�-Regularisierung, wo die kritische Kopplung auch beiendlichem Cut-O� existiert, ist sie bei der dimensionellen Regularisierungf�ur d < 4 nicht sichtbar, sie zeigt sich dort erst im Kontinuumslimes. Indieser N�aherung der SD-Gl. stimmen unsere Resultate im Kontinuumslimesmit denen der Cut-O�-Theorie �uberein.In der Leitern�aherung mit nichtperturbativem Photonpropagator �ndenwir in dimensioneller Regularisierung numerisch keine dynamischen Massen,wenn � < 0:1. Eine Absch�atzung des Integralkerns der SD-Gl. f�ur B(p2)deutet darauf hin, da� dynamische Massen, die im Kontinuumslimes an einerkritischen Kopplung endlich gehalten werden k�onnen, nicht existieren. Diesscheint im Widerspruch zu den Ergebnissen der Cut-O�-Theorie zu stehen.F�ur � > 0:1 �nden wir numerisch dynamische Massen.Die dimensionelle Regularisierung erh�alt wichtige Symmetrien, wie diePoincar�e-Invarianz oder die Eichkovarianz. Diese Eigenschaft haben wirnicht voll ausgenutzt, weil in der Leitern�aherung aufgrund der Vertexn�ahe-rung die Ward-Identit�aten verletzt sind. F�ur weiterf�uhrende Untersuchun-gen w�are es interessant, zun�achst die SD-Gl. mit einem Vertex zu n�ahern,der die Ward-Identit�aten erf�ullt und in einem zweiten Schritt den gesamtenVertex selbstkonsistent mitzubestimmen.Der wichtigste Schritt in einem Regularisierungsverfahren ist das Ab-schalten des Regularisierungsparameters, der Kontinuumslimes. Es ist eineinteresante Aufgabe, diesen Punkt tiefgehender zu untersuchen und die fol-genden Fragen zu studieren:� Wie kann renormiert werden ?� Ist die renormierte Theorie bei � = 0 stetig ?� Warum gibt es bei den dynamischen Massen Widerspr�uche zur Cut-O�-Regularisierung ?Einen anderen Ansatzpunkt f�ur weiterf�uhrende Studien zur QED liefertdie Trivialit�at. Da die perturbative QED extrem genaue Vorhersagen f�urdas Experiment macht, kann die Trivialit�at nicht bedeuten, da� die QEDeine wertlose wechselwirkungsfreie Theorie ist. Beim Versuch, Trivialit�atbesser zu verstehen, k�onnen vielleicht sehr tiefgehende Einsichten �uber denRenormierungsproze� gewonnen werden.



Anhang AErg�anzungen zurUV-Asymptotik
A.1 Integrale f

•

ur die UV-AsymptotikBei der Berechnung der UV-Asymptotik in Kapitel 2.2 treten die folgendenIntegrale auf:I(1)j (�) = Z ddu(2�)d 1(p̂� u)2u2[1+�j] (A.1a)I(2)j;k (�) = Z ddu(2�)d (3� 2�)(p̂� u)2[1+�k]u2[1+�j] (A.1b)I(3)j (�) = Z ddu(2�)d 2(1� �)u � p̂(p̂� u)2u2[1+�j] (A.1c)I(4)j;k (�) = Z ddu(2�)d 2 (1�u�p̂)2(p̂�u)2 � 2 + (3� 2�)u � p̂(p̂� u)2[1+�k]u2[1+�j] (A.1d)I(5)j;k (�) = Z ddu(2�)d 4 + 82��3 [(4� 2�)(p̂ � u)2 � u2](p̂� u)2[1+�k]u2[1+�j] (A.1e)I(6)j (�) = Z ddu(2�)d 1(p̂� u)2u2[2+�j] (A.1f)I(7)j;k (�) = Z ddu(2�)d (3� 2�)(p̂� u)2[1+�k]u2[2+�j] (A.1g)64



A.2 Konvergenz der Asymptotik 65Mit der Feynmanparametrisierung1A�B� = (�+ � � 1)!(�� 1)!(� � 1)! Z 10 dx x��1(1� x)��1[xA+ (1� x)B]�+�und dem Standard-Impulsintegral in d Dimensionen [Co 84]Z ddu(2�)d (u2)n[u2 + L]m = L2+n�m(4�)2 � 1L��R(n;m; �) (A.2a)R(n;m; �) = �(2� � + n)�(�2 + � � n +m)(4�)���(2� �)�(m) (A.2b)erhalten wir f�ur die Integrale Gl.(A.1):I(1)j (�) = cj;0(�) (A.3a)I(2)j;k (�) = cj;k(�) [3� 2�] (A.3b)I(3)j (�) = cj;0(�) �2(1� �)(1� �[1 + j])2� �[2 + j] � (A.3c)I(4)j;k (�) = cj;k(�) �� k(3� 2�)(1� �[1 + j])(1 + �k)(2� �[2 + j + k])� (A.3d)I(5)j;k (�) = cj;k(�) �4(2[1 + k]2 � [j � k]2)�2 + (j � 5k � 4)�+ 2(3� �[2 + j + k])(2� �[2 + j + k]) �(A.3e)I(6)j (�) = cj;0(�) ��[2 + j]� 11 + �j � (A.3f)I(7)j;k (�) = cj;k(�) �(2�� 3)(1 + j + k)(1� �[2 + j + k])(1 + j)(1 + �j) � (A.3g)cj;k(�) = (4�)��2�(�[1 + j + k])�(1� �[1 + j])�(1� �[1 + k])�(1 + �k)�(1 + �j)�(2� �[2 + j + k]) (A.3h)
A.2 Konvergenz der AsymptotikMit den in Kapitel 2.2 erhaltenen Ausdr�ucken f�ur die UV-Asymptotik derinvarianten Funktionen Gl.(2.14, 2.16, 2.18) ist es einfach m�oglich, diese innahezu beliebiger perturbativer Ordnung anzugeben. Beim Betrachten ho-her Ordnungen ist jedoch zu beachten, da� die Asymptotik, wie auf Seite22 beschrieben, mit der Einschr�ankung N� < 12 hergeleitet ist. Mit die-ser Randbedingung kann die Eigenschaft der Asymptotiksummen in hohenOrdnungen f�ur kleine � studiert werden.Bei Potenzreihen ist der Konvergenzradius eine sehr wichtige Gr�o�e. DerKonvergenzradius r einer Potenzreihe mit den Koe�zienten cn ist durch[Tr 81]: r = 1limn!1jcnj 1n (A:4)



A.3 Aufsummationen f�ur kleine � 66

Abbildung A.1: Die bei � = 0:01 gegen den Konvergenzradiuskonvergierende Folge rn f�ur B (durchgezogene Linie), A (gestrichelte Linie),d(gepunktete Linie)gegeben. Wir berechnen die Folgern = jcnj� 1n (A:5)bis zur Ordnung 45 f�ur die Koe�zienten der drei Asymptotikreihen undtragen sie in Abbildung A.1 und Abbildung A.2 gegen den Index n auf.Die Grenzwerte, gegen die diese Folgen konvergieren, sind die Konvergenz-radien, die sich in unseren Bildern bereits klar andeuten. Es f�allt auf, da�diese Konvergenzradien bei festem � f�ur die drei Asymptotiksummen in etwagleich gro� sind. Mit kleiner werdendem � wird auch der Konvergenzradiuskleiner. Dies ist auch zu erwarten, da die perturbativen Reihen bei � = 0asymptotische Reihen sind.
A.3 Aufsummationen f

•

ur kleine �Die Asymptotiksummen Gl.(2.14) k�onnen in der N�aherung, da� wir von denKoe�zienten nur die bez�uglich � f�uhrenden Terme mitnehmen, ausgef�uhrtwerden. Dies kann mit Renormierungsgruppen-Methoden wie bei den per-turbativen Leading-Log-Summationen geschehen. Eine andere in [Be 95]dargestellte Methode f�uhrt Leading-Log-artige Summationen der bez�uglich� f�uhrenden Terme direkt mit den SD-Gl. aus und kommt ohne Renor-mierungsbetrachtungen zum Ziel. Die so erhaltenen Leading-Log-Formelnentsprechen den, auf nackte invariante Funktionen umgeschriebenen, Auf-



A.3 Aufsummationen f�ur kleine � 67

Abbildung A.2: Die bei � = 0:001 gegen den Konvergenzradiuskonvergierende Folge rn f�ur B (durchgezogene Linie), A (gestrichelte Linie),d(gepunktete Linie)summationen mit der Renormierungsgruppe bei Verwendung eines masse-nunabh�angigen Schemas. Diese Formeln lauten [Be 95]:�ALL(�p2) = s1 + ��1(�)� 1�p2� (A.6a)�dLL(p2) = 11 + �4(�)� ln �ALL(�p2) (A.6b)�BLL; �m 6=0(�p2) = �m � �ALL(�p2)��2(�)�1 + �4(�)� ln �ALL(�p2)��3(�) (A.6c)�BLL; �m=0(�p2) = 1�p2 < 	�	 > � + (3� 2�) �dLL(�p2)4 (A.6d)� � �ALL(�p2)���2(�)�1 + �4(�)� ln �ALL(�p2)���3(�)�1(�) = (4�)��2 4(1� �)(2� �)�(2� �) (A.6e)



A.3 Aufsummationen f�ur kleine � 68�2(�) = 2� �2(1� �) (A.6f)�3(�) = 3� 2�4 �2 � 5�+ 6�2 � 5�+ 2 (A.6g)�4(�) = 4� 2�1� � �1� 4�2 � 5� + 6� (A.6h)Diese Leading-Log-Formeln sind f�ur � = 0 regul�ar und lauten in der Landau-Eichung: �ALL(�p2) = 1 (A.7a)�dLL(�p2) = 11 + �L1 (�)� 1�p2� (A.7b)�BLL; �m 6=0(�p2) = �m�1 + �L1 (�)� 1�p2��� 
Lm;1(�)2�L1 (�) (A.7c)�BLL; �m=0(�p2) = (3� 2�)14 1�p2 < 	�	 > �1 + �L1 (�)� 1�p2�� 
Lm;1(�)2�L1 (�) �1(A.7d)�L1 (�) = 4(4�)��2�(2� �) �1� 4�2 � 5�+ 6� �!0�! 43 1(4�)2 (A.7e)
Lm;1(�) = 2(4�)��2 2�� 3�(2� �) �!0�! �6 1(4�)2 (A.7f)F�ur kleine � gehen �L1 (�); 
Lm;1(�) in die Koe�zienten der Betafunktion undder anomalen Dimension der ersten Ordnung St�orungsrechnung �uber.



Anhang BDas numerischeL�osungsverfahrenIn diesem Anhang zeigen wir, wie das Selbstkonsistenzproblem der unrenor-mierten SD-Gl. in der Leitern�aherung f�ur d < 4 numerisch durch Iterationgel�ost werden kann. F�ur das numerische L�osungsverfahren werden drei Mo-dule ben�otigt:� Berechnung der Schleifenintegrale� Numerische Darstellung der invarianten Funktionen� L�osungsalgorithmus f�ur das SelbstkonsistenzproblemAls Ausgangspunkt f�ur unser L�osungsverfahren verwenden wir Gl.(2.12), dahier die beiden Parameter ~g; ~m explizit vorkommen. Dies ist vorteilhaft beider Berechnung renormierter L�osungen, wenn neben der Selbstkonsistenzauch noch Renormierungsbedingungen durch Nachf�uhren der nackten Pa-rameter eingehalten werden m�ussen. Wenn wir ~g = 1 setzen, ist es, wie inKapitel 2.1 beschrieben, mit diesen Gleichungen m�oglich, auch die L�osungenvon Gl.(2.9) zu berechnen. Wir verwenden dieses System bei den Rechnun-gen zur dynamischen Massenbildung.Charakteristisch f�ur die dimensionelle Regularisierung ist, da� die Im-pulsskala, wie in Kapitel 3.1 diskutiert, �uber sehr viele Gr�o�enordnungenbetrachtet werden mu�. Je mehr wir uns d = 4 n�ahern desto weiter dehntsich die Impulsskala, auf der die wesentlichen Strukturen der invariantenFunktionen leben, aus. Die auftretenden Skalen �uberschreiten schnell denin der Numerik zur Verf�ugung stehenden Darstellungsbereich der reelle Zah-len, so da� es hier besonders darauf ankommt, geeignete Aufteilungen undTransformationen auf numerisch behandelbare Zahlenbereiche zu �nden.
B.1 Berechnung der SchleifenintegraleIn den Integranden treten sehr gro�e und sehr kleine Zahlen auf, die teilweiseeinzeln numerisch nicht mehr handhabbar sind. Daher ist es wichtig, dieImpulsintegrale aufzuteilen und den Integrationsimpuls geeignet zu trans-formieren, so da� die gro�en und kleinen Zahlen analytisch zusammengefa�t69



B.1 Berechnung der Schleifenintegrale 70werden k�onnen und numerisch nicht mehr in Erscheinung treten. Den Inte-grationsbereich zerlegen wir in drei Teile. Mit Hilfe der IntegrationsformelGl.(2.2) schreiben wir f�ur eine Selbstenergieschleife F (�p2):F (�p2) = F (A)(�p2) + F (B)(�p2) + F (C)(�p2) (B.1a)F (A)(�p2) = cd Z P0 dKK3�2� ~f(K;P ) (B.1b)F (B)(�p2) = cd Z �P dKK3�2� ~f(K;P ) (B.1c)F (C)(�p2) = cd Z 1� dKK3�2� ~f(K;P ) (B.1d)Das erste Integrationsintervall geht bis P = j~pj, weil die Integranden beiP = K oft eine nicht di�erenzierbare Kante ausbilden 1. Es ist vorteilhafteine solche Kante auf den Rand des Integrationsbereichs zu legen, da siein den einzelnen Integralen dann nicht mehr als numerisch aufwendig abzu-tastende Kante erscheint. Die untere Grenze des dritten Intervalls ist mit� = �UV + P so gew�ahlt, da� f�ur die Berechnung des dritten Integrandenvon den invarianten Funktionen nur die Asymptotik ben�otigt wird 2. Esist m�oglich F (C)(�p2) analytisch zu berechnen. Da jedoch aufgrund des Pro-pagatorprodukts nach Einsetzen der Asymptotiksumme eine Doppelsummeauszuwerten ist, ist es e�ektiver, dieses Integral numerisch zu behandeln.Mit geeigneten Transformationen des Integrationsimpulses erhalten wirdie IntegraleF (A)(p2) = cdP�2� Z 10 dyP 4y3�2� ~f(Py; P ) (B.2a)mit y = KPF (B)(p2) = cdP�2� Z ln �P0 dy(Pey)4e�2�y ~f(Pey ; P ) (B.2b)mit y = ln KPF (C)(p2) = cd2�P�2� Z (�P )�2�0 dy(Py� 12� )4 ~f (Py� 12� ; P ) (B.2c)mit y = (KP )�2�1
Der Grund f

•

ur diese nicht di�erenzierbare Stelle liegt darin, da� b ei P = K;x = 1 die

Variable q2 eine Nullstelle hat.2
� UV ist der Punkt auf der Impulsskala, ab dem die invarianten Funktionen hinreichend

genau durch ihre Asymptotiksumme Gl.(2.14) b eschrieb en werden.



B.2 Numerische Darstellung der invarianten Funktionen 71deren Integranden nun so formuliert werden k�onnen, da� keine sehr gro�enoder sehr kleinen Zahlen in der Numerik auftauchen.
B.2 Numerische Darstellung der invarianten Funk-

tionenIm UV-Bereich werden die invarianten Funktionen mit ihrer AsymptotikGl.(2.14) berechnet und auf der �ubrigen Impulsskala durch kubische Splinesinterpoliert. Kubische Splines sind in ihrer ersten Ableitung noch stetigdi�erenzierbar, so da� die erste Ableitung der invarianten Funktionen, dieja ben�otigt wird, um die Integrale f�ur d < 4 konvergent zu formulieren,ebenfalls gut interpoliert wird.Da die wesentliche Struktur dieser Funktionen auf zwei Skalen lebt, wer-den sie abschnittsweise de�niert. Insgesamt gehen diese Skalen �uber vieleGr�o�enordnungen, so da� wir die Funktionen auf einer logarithmischen Skalax = ln j~pj de�nieren.Wie in Abbildung 3.2 gezeigt, scheint die invariante Funktion ~B auf derlogarithmischen x-Skala eine Kante auszubilden, die auf der ~p2-Skala aberabsolut glatt aussieht. F�ur die abschnittsweise De�niton der Funktionenverwenden wir im IR-Bereich eine ~p2-Skala und jenseits des IR-Bereichs dielogarithmische x-Skala:~A(e2x) = 8>>>>><>>>>>: S(0)A � e2x�2 � f�ur �1 < x � �IRS(1)A (x) f�ur �IR < x < �UV~A(N)(x) f�ur �UV � x <1 9>>>>>=>>>>>; (B.3a)~B(e2x) = 8>>>>>><>>>>>>: exp�S(0)B � e2x�2 �� f�ur �1 < x � �IRexp�S(1)B (x)� f�ur �IR < x < �UV~B(N)(x) f�ur �UV � x <1 9>>>>>>=>>>>>>; (B.3b)~d(e2x) = 8>>>>><>>>>>: S(0)d � e2x�2 � f�ur �1 < x � �IRS(1)d (x) f�ur �IR < x < �UV~d(N)(x) f�ur �UV � x <1 9>>>>>=>>>>>; (B.3c)Das Ende des IR-Intervalls �IR liegt an dem Punkt, wo ~B(e2x) beginnt,eine Kante auszubilden. Empirisch zeigt sich, da� dieser Punkt durch dieInfrarotmassenskala � gegeben ist:� = ~B(0)~A(0) (B.4a)



B.2 Numerische Darstellung der invarianten Funktionen 72�IR = ln � (B.4b)Den Beginn des UV-Intervalls w�ahlen wir so, da� f�ur x � �UV die Asym-ptotiksummen: ~A(N)(x) = NXj=0 aje�2x�j (B.5a)~B(N)(x) = NXj=0 bje�2x�j (B.5b)~d(N)(x) = NXj=0 dje�2x�j (B.5c)mit den Koe�zienten aus Gl.(2.18), bei gegebenem N eine hinreichend ge-naue Approximation der Asymptotik sind.Da f�ur gro�e Kopplungen und kleine � die invariante Funktion ~B(e2x)�uber viele Gr�o�enordnungen variieren kann, wird sie nicht direkt, sondern�uber ihren Logarithmus durch Splines dargestellt. Bei den Untersuchungenzur dynamischen Massenbildung wird ~B(e2x) nicht so gro� und kann sogarbei negativem �m negativ werden. In diesen Rechnungen wird ~B(e2x) ohnedie Exponentialfunktion dargestellt.Die kubischen Splines S(0)A ; S(0)B ; S(0)d werden an n0 Punkten, die �aquidi-stant in der Variablen ~p2 sind, ange�ttet. Die beiden letzten Punkte liegenrechts von �IR, so da� ein �Uberlapp mit dem mittleren Intervall besteht. Dieauf dem mittleren Intevall de�nierten Splines S(1)A ; S(1)B ; S(1)d werden an n1Punkten, die �aquidistant in der Variablen x sind, ange�ttet. Die beiden er-sten Punkte liegen links von �IR, so da� ein �Uberlapp mit dem IR-Intervallbesteht. Die f�unf letzten Punkte liegen zwischen �UV und 1110�UV . DieFunktionswerte an diesen Punkten werden mit der Asymptotiksumme be-rechnet. Wenn die Parameter �; ~g; ~m in extreme Bereiche gef�uhrt werden,wird �UV und ~B(0) sehr gro� und die Kante im IR-Bereich immer sch�arfer,so da� im Bereich der Kante eine h�ohere Punktdichte erforderlich wird.Wenn �UV > �IR + 10 verteilen wir die H�alfte der St�utzstellen des mittle-ren Bereiches zwischen �IR und �IR+10 und die andere H�alfte im restlichenIntervall. Beide Verteilungen sind wieder �aquidistant auf der x-Skala.Dadurch, da� f�ur die Fits sich �uberlappende Intervalle gew�ahlt werden,ist sichergestellt, da� die invarianten Funktionen und ihre Ableitungen, imRahmen der numerischen Genauigkeit, bei �IR und �UV stetig sind. F�ur n0verwenden wir Werte zwischen 7 und 12 und f�ur n1 ungef�ahr das doppelte bisvierfache. Die Abbildung B.1 zeigt graphisch, wie die St�utzstellenverteilungauf den beiden Skalen aussieht.
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Abbildung B.1: Invariante Funktion ~B mit ihren Fitpunkten f�ur� = 0:01; ~g = 15; ~m = 5:14 � 10�6; � = 0; � = ~B(0)~A(0) � 1. Die beiden Kreisestehen bei �IR und �UV
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B.3 L

•

o sungsalgorithmus f

•

u r das Selbstkonsistenz-

problemUnser L�osungsalgorithmus ist ein Iterationsverfahren, bei dem die invarian-ten Funktionen mit der rechten Seite von Gl.(2.12) berechnet werden. Wirsetzen sie immer wieder in die rechte Seite ein und berechnen die Integraleneu, bis sie sich im Rahmen einer vorgegebenen Fehlerschranke stabilisierthaben. Im einzelnen besteht der Iterationsproze� aus den folgenden Schrit-ten:� Zu Beginn der Iteration m�ussen Startwerte f�ur die invarianten Funktio-nen berechnet werden. Dazu verwenden wir die Leading-Log-artigenAufsummationen der Asymptotik Gl.(A.6), die das richtige Verhaltenim UV-Bereich haben. Damit diese bei ~p2 = 0 singul�aren Funktionenauch im IR-Punkt einen sinnvollen Startwert ergeben, ersetzen wir~p2 �! ~p2 + �2 und bestimmen die IR-Massenskala � = ~BLL(0)~ALL(0) durchIteration der Gl.(A.6). Die so gewonnenen Startfunktionen~A(~p2) = ~ALL(~p2 + �2) (B.6a)~B(~p2) = ~BLL(~p2 + �2) (B.6b)~d(~p2) = ~dLL(~p2 + �2) (B.6c)stimmen f�ur nicht zu kleine � und zu gro�e Kopplungen erstaunlichgut mit den selbstkonsistenten L�osungen der SD-Gl. �uberein.� Vor jedem Iterationsschritt wird die Verteilung der St�utzstellen neuermittelt. Dies ist notwendig, da die Qualit�at, mit der die Splinesdie invarianten Funktionen darstellen k�onnen, sehr emp�ndlich vonder sich im Iterationsproze� �andernden Gr�o�e �IR bzw. � = ~B(0)~A(0)abh�angt.� Beim Iterationsschritt wird zun�achst f�ur jede St�utzstelle das entspre-chende Schleifenintegral der rechten Seite von Gl.(2.12) ausgewertet.An diese Punkte werden dann die Splines der invarianten Funktionenange�ttet und im n�achsten Iterationsschritt als Startwert verwendet.� Nach jedem Iterationsschritt wird an den St�utzstellen die maximalerelative Abweichung der neu berechneten invarianten Funktionen vomentsprechenden Startwert des jeweiligen Iterationsschritts ermittelt.Der Iterationsproze� wird abgebrochen, wenn diese Abweichung klei-ner als 0:1% ist.Die meiste Zeit ben�otigt dieses L�osungsverfahren zum Berechnen derIntegrale. Eine Verbesserung der Performance kann in einer schnelleren Be-rechnung der Integrale oder in der Reduzierung der Iterationszahl bestehen.Besonders zeitaufwendig ist die Berechnung der Photonselbstenergie.Es ist zu beobachten, da� sich diese Funktion im Iterationsproze� nahezu



B.4 Implementation des L�osungsverfahrens 75nicht ver�andert, selbst wenn die Fermionselbstenergie sehr gro�e �Anderun-gen erf�ahrt. Bevor die Photonschleife an allen St�utzstellen berechnet wird,�uberpr�ufen wir am IR-Punkt, ob die relative �Anderung im Vergleich zumletzten Fit kleiner als 0:1% ist. Die Photonschleife wird an den anderenSt�utzstellen in diesem Iterationsschritt nur dann neu berechnet, wenn diesnicht der Fall ist. Nach Abbruch der Iteration schalten wir in einen Modusum, bei dem die Photonschleife grunds�atzlich voll mitberechnet wird, unditerieren weiter. Nach ein bis zwei dieser zus�atzlichen Iterationen ist dieL�osung dann stabil.Die Gesamtzahl der Iterationen kann durch bessere Startwerte reduziertwerden. In extremen Parameterbereichen, wenn z.B. ~g gro� wird, sind dieLeading-Log-Formeln keine guten Startwerte mehr. Es gibt daher einen Mo-dus, in dem alternativ auch die zuletzt gefundene L�osung als Startwert f�ureinen neuen Iterationsproze� verwendet werden kann. Damit ist es m�oglich,von einer kleinen Kopplung ausgehend schrittweise die L�osungen f�ur immergr�o�ere Kopplungen zu berechnen.Bei der Berechnung renormierter L�osungen m�ochten wir anstatt ~g; ~m dieParameter ~g; ~mr vorgeben. Dazu ist es m�oglich, in jedem Iterationsschrittdie nackte Masse durch Iteration so nachzuf�uhren, da� die renormierte Masseden vorgegebenen Wert beh�alt. Die Iterationszahl erh�oht sich dadurch nurunwesentlich.
B.4 Implementation des L

•

osungsverfahrensUnser L�osungsverfahren ist als Fortran 77 Programm implementiert. F�ur dieBerechnung der Integrale und f�ur die Darstellung der invarianten Funktionendurch Splines verwenden wir Unterprogramme aus der NAG [Na 91] undder IMSL [Im 91] Bibliothek.Die verwendeten Integrationsprogramme aus NAG und IMSL sind adap-tive Routinen, die bei Vorgabe eines relativen Fehlers automatisch eine ge-eignete Abtastung des Integranden vornehmen und diese solange verfeinern,bis das Ergebnis unterhalb der gew�unschten Fehlerschranke liegt. Wir habens�amtliche Integrationen mit einer Fehlerschranke von 0:1% ausgef�uhrt. Dietats�achlichen Fehler waren meistens einige Gr�o�enordnungen kleiner. Dieadaptiven Routinen sind nicht die schnellsten, aber hinsichtlich des Fehlersdie sichersten.Die Iterationsroutine bricht ab, wenn der gr�o�te Fehler an einer derSt�utzstellen unterhalb von 0:1% liegt. Wenn die Parameter ~g; ~m; � nichtgerade in extreme Bereiche vorsto�en, gen�ugen bei dieser Fehlerschrankezwischen 2 und 20 Iterationen.F�ur die Asymptotiksummen werden zwischen 2 und 10 Summanden ver-wendet und �UV solange verdoppelt, bis der Beitrag des letzten Summandenzur Asymptotik unter 0:01% liegt und die Abweichung der Asymptotik vonden Leading-Log-Formeln 0:1% nicht �ubersteigt.Die Rechnungen wurden auf DEC-Workstations vom Typ DEC-Station5000/200 ausgef�uhrt. Die auf diesen Rechnern ben�otigte Rechenzeit betr�agtz.B. f�ur die 240 L�osungen zu Abbildung 3.4 428 Stunden. Im Mittel werden



B.4 Implementation des L�osungsverfahrens 76pro L�osung 1:8 Stunden ben�otigt.



Anhang CKernabsch�atzungenIn diesem Anhang sind die f�ur die Kernabsch�atzung in Kapitel 4.4 ben�otigtenRechnungen zusammengestellt. Es soll f�ur kleine 1 � eine obere Schranke f�urdie Norm des Integralkerns Gl.(4.27) angegeben werden. Diese Norm bestehtaus einem dreifachen Integral:jjKjj = g2cd(3� 2�) (C.1)�sZ 10 dp Z 10 dk p3�2�p2 +m2d k3�2�k2 +m2d �Z 1�1 dx(1� x2) 12�� d(q2)q2 �2q2 = k2 + p2 � 2pkxDer Faktor vor der Wurzel wird durch eine Konstante abgesch�atzt:cd(3� 2�) < 111 (C:2)Mit der Absch�atzung des Winkelintegrals durch die invariante Funktiond(p2) nach Gl.(C.11) erhalten wir f�ur die Norm:jjKjj � 2g2sZ 10 dp Z 10 dk p3�2�p2 +m2d k3�2�k2 +m2d d(2(p2 + k2))(p2 + k2)2 (C.3)Diese Darstellung legt es nahe, f�ur die Impulsbetr�age Polarkoordinatenp = r cos' (C.4)k = r sin' (C.5)einzuf�uhren, da das Winkelintegral dann nicht von d(p2) abh�angt:jjKjj � 2g2sZ 10 dr r3�4�d2(2r2) Z �20 d' (cos' sin')3�2�(r2 cos2 '+m2d)(r2 sin2'+m2d)1
Einige der in diesem Anhang durchgef

•
u hrten Absch

•
atzungen gelten b ei gr

•
o�er wer-

dendem � nicht mehr. F

•

ur � < 0 :1 sollten alle Absch

•

atzungen stimmen.77



C Kernabsch�atzungen 78Das Integral �uber ' wird mit Gl.(C.23) abgesch�atzt, so da� die Norm nurnoch aus einem Integral �uber r besteht:jjKjj � 2g2sZ 10 dr r3�4�d2(2r2) 4(r2 +m2d)2� 4g2sZ 10 dr r(r2 +m2d)1�2�(r2 +m2d)2 d2(2r2)Mit z = (r2 +m2d)�� wird dieses Integral zu:jjKjj � 4g2s 12� Z m�2�d0 dz zd2(2r2) (C:6)Der Photonpropagator wird mit Gl.(C.15) durch seine Leading-Log-Formelabgesch�atzt: jjKjj < 4g2vuuut 12� Z m�2�d0 dz z�1 + �12� g2z�2 (C.7)Dies analytisch ausf�uhrbare Integral f�uhrt auf die obere Schranke der Norm,jjKjj � 8p2�1s �2�+ �12 g2m�2�d + � ln�� + �12 g2m�2�d � � � ln �� � (C:8)mit der in Kapitel 4.4 die Nichtexistenz dynamischer Massen bei kleinen �gezeigt wird.
Absch

•

a tzung f

•

ur das Winkelintegral

•

ub er xF�ur die Absch�atzung des Winkelintegrals in Gl.(C.1) teilen wir den Integra-tionsbereich bei x = 0:Z 1�1 dx(1� x2) 12�� d(q2)q2 = Z 0�1 dx(1� x2) 12�� d((p2 + k2)f(p; k; x))(p2 + k2)f(p; k; x)+ Z 10 dx(1� x2) 12�� d((p2+ k2)f(p; k; x))(p2 + k2)f(p; k; x)f(p; k; x) = 1� 2pkp2 + k2xF�ur die folgende Absch�atzung verwenden wir, da� die invariante Funktiond(p2) des Photonpropagators eine monoton ansteigende Funktion ist:d(p2) � d(p2 + �) mit � > 0 (C:9)



C Kernabsch�atzungen 79Mit Gl.(C.15) wird gezeigt, da� d(p2) durch die Leading-Log-Formel, diediese Monotonieeigenschaft hat, abgesch�atzt werden kann. Mit 2pkp2+k2 � 1wird das Winkelintegral abgesch�atzt:Z 1�1 dx(1� x2) 12�� d(q2)q2 � 1p2 + k2(Z 0�1 dx(1� x2) 12��d(2(p2 + k2))+ Z 10 dx(1� x2) 12�� d(2(p2+ k2))1� x ) (C.10)Diese nur von � abh�angenden Integrale k�onnen analytisch berechnet werdenund sind durch Konstanten absch�atzbar:Z 0�1 dx(1� x2) 12�� = p�2 � �32 � ��� (2� �) < 2 f�ur � < 1Z 10 dx(1� x2) 12��1� x = 21� 2� < 20 f�ur � < 0:45Damit kann nun das Winkelintegral durch die invariante Funktion des Pho-tonpropagators abgesch�atzt werden:Z 1�1 dx(1� x2) 12�� d(q2)q2 � 22p2 + k2d(2(p2 + k2)) (C:11)
Absch

•

a tzung f

•

ur d(p2 )Die Absch�atzung f�ur die invariante Funktion d(p2) gewinnen wir aus derSD-Gl. f�ur d(p2), in der, wie bei Gl.(4.21), die Funktion B2(p2) im Nennerdurch m2d = B2(p2 = 0) und A(p2) durch A(p2) = 1 ersetzt wird. MitGl.(1.29) erhalten wir damit:d(p2) = 11 + g2�(p2) (C.12a)�(p2) = 8 Z ddk(2�)d 1(k2 +m2d)((p� k)2 +m2d)(12 + k2p2 (k̂ � p̂)2d� 11� d )= �pert(p2; m = md) (C.12b)Mit dem perturbativen Selbstenergie-Integral erhalten wir [Be 95]:�(p2) = 4�(�)3(4�)2��| {z }��1� �14p2 +m2d���| {z }�(p2+m2d)�� F2 1 ��; 12 ; 52 ; p2p2 + 4m2d�| {z }�1 (C.13)�(p2) � �1� �p2 +m2d��� (C.14)



C Kernabsch�atzungen 80Damit ist die invariante Funktion im wesentlichen durch die Leading-Log-Formel abgesch�atzt:d(p2) � 11 + g2 �1� �p2 +m2d��� mit �1 = 43(4�)2 (C:15)
Absch

•

a tzung f

•

ur das Winkelintegral

•

ub er 'F�ur die Absch�atzung des WinkelintegralsI := Z �20 d' (cos' sin')3�2�(r2 cos2 '+m2d)(r2 sin2 '+m2d) (C.16)transformieren wir mit x = cos' und � = r2m2d auf:I = 1m4d Z 10 dx x(xp1� x2)2�2�1 + � + �2x2(1� x2) (C.17)� 1m4d Z 10 dx x(xp1� x2) 321 + � + �2x2(1� x2) f�ur � � 14 (C.18)Eine grobe Absch�atzung erhalten wir, indem � = 0 gesetzt wird:I � 1m4d Z 10 dxx(xp1� x2) 32 � 1m4d (C.19)Diese Absch�atzung ist bei gro�en � f�ur unsere Anwendung zu grob. Wirbenutzen sie nur, um das Integral f�ur kleine � abzusch�atzen:I � 1m4d � 1m4d 4(�+ 1)2 f�ur � � 1 (C.20)F�ur � � 1 gilt I � 1m4d Z 10 dxx(xp1� x2) 32�2x2(1� x2) = 1m4d �2 �34�p��2 (C.21)� 1m4d 1�2 � 1m4d 4(�+ 1)2 (C.22)Damit gilt f�ur alle �: I � 1m4d 4(�+ 1)2 = 4r2 +m2d (C.23)
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