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Einleitung

Die Quarkonia, die Teilchen-Antiteilchen (¢g)-Zustande der schweren charm- und bottom-Quarks,
stellen interessante Studienobjekte zur Untersuchung der starken Wechselwirkung dar. Der Grund
hierfiir liegt in ihrer kleinen Bindungsenergie bzgl. ihrer Ruhemasse (so betrdgt z.B. die Bin-
dungsenergie des Bottomiums im Grundzustand ca. 0.46 GeV, die effektive Masse des bottom-
Quarks ca. 4.5 GeV), weswegen Quarkonia als nichtrelativistische, dem Positronium &hnliche,
qg-Bindungszustinde beschrieben werden kénnen. So schiitzt man z.B. fiir das Charmonium

2
<Z >~ 025
C

bzw. fiir das Bottomium

2
< 2 >~ 0.08
C

ab, wobei letzteres offensichtlich in sehr guter N&herung als nichtrelativistisches System be-
trachtet werden kann . Darauf basierend sind viele Potentialmodelle fiir diese Mesonen entwickelt
worden, die sich typischerweise fiir kleine Absténde coulombartig verhalten (“asymptotische Frei-
heit”)und mit zunehmendem Abstand mindestens logarithmisch anwachsen, um so das confinement
zu gewahrleisten. Das Unbefriedigende an diesen Ansétzen ist unter anderem die Tatsache, dafs
diese Potentiale nicht aus der QCD hergeleitet, sondern von aufen in die Theorie eingefiihrt
werden. So werden erst nach Anpassung von bestimmten Aufseren Parametern an das Expe-
riment gute Ergebnisse erzielt. Die zentrale Bewegungsgleichung der Quantenmechanik ist die
Schrodinger-Gleichung, die allerdings fiir diese Systeme nicht mathematisch streng aus ersten
Prinzipien abgeleitet werden kann, sondern mehr oder weniger approximativ eingefiithrt werden
muf. Die Schrédinger-Gleichung ist fiir die Quantenmechanik ebenso fundamental wie die New-
tonsche Gleichung F' = % fiir die klassische Mechanik oder die Maxwellschen Gleichungen fiir
den Elektromagnetismus. Im allgemeinen héngt die Losung der Schrodinger-Gleichung von der
Form der Potentialenergie des betreffenden Teilchens ab.
In dieser Arbeit wird eine andere Methode fiir die Beschreibung der Quarkonia verwendet, die
ebenfalls mit einer Schrodinger-Gleichung arbeitet. Im Gegensatz zu den Potentialmodellen wird
hier jedoch das confinement dadurch beschrieben, daf die beiden Konstituenten, Quark und An-
tiquark, als kurzlebige Elementaranregungen behandelt werden, wie es durch die heute allgemein
akzeptierte Interpretation der Jet-Ereignisse in der hochenergetischen e~ — e™ — Annihilation
nahegelegt wird. Dies kommt dadurch zum Ausdruck, daf die Gleichung eine unkonventionelle
freie Greensche Funktion fiir die Relativbewegung des qg — Paares enthélt, welche eine geddmpfte
Propagation beschreibt. Dagegen braucht das Potential fiir grofe Abstidnde nicht unendlich anzu-
wachsen, sondern kann wie iiblich auf Null abfallen.( In dieser Arbeit wird, um das “asymptotische
freie” Verhalten bei kleinen Absténden zu beriicksichtigen, ein Yukawa-Potential verwendet ). Die
modifizierte Propagation allein sorgt bereits dafiir, dafs diese Gleichung keine ¢ — G - Streuldsun-
gen bei reellen Energien mehr besitzt, und realisiert insofern das confinement. Dagegen kann sie,
sofern die Dampfung nicht zu stark, d.h. die Lebensdauer der Konstituenten nicht zu kurz ist,
eine endliche und meist kleine Zahl von stationéren gebundenen Zustédnden mit reellen Energieei-
genwerten besitzen, die sich zur Modellierung der Quarkonia eignen.
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6 INHALTSVERZEICHNIS

Eine derartige Schrodinger-Gleichung mit geddmpfter Propagation kann im Rahmen eines Lo-
sungsverfahrens fiir die QCD, welches die Beriicksichtigung der nichtperturbativen Massenskala
Agcp gestattet, im Prinzip hergeleitet werden [13, 14]. Ausgangspunkt ist dabei die mit den nicht-
perturbativen Propagatoren und Vertexfunktionen aufgestellte feldtheoretische Bindungsgleichung
( Bethe-Salpeter-Gleichung ) fiir das ¢ — G — System. Durch nichtrelativistische Naherung des dort
auftretenden nichtperturbativen Propagatorenpaares ergibt sich eine Greensche Funktion G (E)
der freien Relativbewegung von der Form

A2
E-T

[Gr(E) ' =E-T+

im Gegensatz zur freien Greenschen Funktion Gy (E)™' = E — T der “normalen” Schridinger-
Gleichung. Hierbei ist A eine Massenskala der Form ¢ - Agop mit einem Zahlenfaktor c der
Grofenordnung eins; sie stellt ( im natiirlichen Einheitensystem der Teilchenphysik, vgl. Anhang
G ) die inverse Lebensdauer der kurzlebigen Anregungen des Quarkfeldes dar. Eine entsprechende
nichtrelativistische Naherung fiir den “irreduziblen Kern” der Bethe-Salpeter-Gleichung, der die
Wechselwirkung zwischen diesen Anregungen durch Austausch virtueller Gluonen beschreibt, er-
gibt ein kugelsymmetrisches statisches Potential V(r), das in grobster Naherung durch ein Yukawa-
Potential ersetzt werden kann. Mit diesen beiden Ingredienzien ergibt sich als approximative
nichtrelativistische Bindungsgleichung die Schrodinger-artige Gleichung

(G B —vin]e@) =0

und damit die Gl. (1.1), die den Ausgangspunkt dieser Arbeit bildet. Wir diskutieren hier
eine Methode zum Losen der Schrodinger-Gleichung mit geddmpfter Propagation und sphérischen
Potentialen. Die Methode ist eine Abwandlung der von Poliatzky [12] fiir die Losung gewShnlicher
Schrédingergleichung angegeben und beruht auf der Ausnutzung einer Integraltransformation fiir
die radiale Wellenfunktion, ndmlich der Laplace-Transformation. In der durch diese Transformati-
on definierten Darstellung wird die Schrodinger-Gleichung eine Integralgleichung des Volterraschen
Typs. In vielen Fillen kann diese Gleichung ohne Hilfe von Stérungsmethoden exakt geldst wer-
den. Die sich ergebende Losung ist dargestellt durch eine endliche Summe von Funktionen, die
leicht berechnet werden konnen, da sie durch Integrale, die einfache algebraische Funktionen bein-
halten, bestimmt werden. Aus diesem Grund ist diese Methode gut fiir praktische Berechnungen
geeignet. In dieser Arbeit werden wir exakte Losungen fiir das Yukawa-Potential herleiten. Als
Anwendung werden wir die gebundenen Zustande durch die Variation der Kopplungskonstante n
und der Energieskala A untersuchen.



Kapitel 1

Formulierung des Problems

1.1 Matrixform der Bindungsgleichung

Wir gehen von einer Schrédinger-Gleichung mit geddmpfter Propagation des Typs

[(T— EA_ZT) +V(r)] (7)) = By (2) (1.1)

aus, wobei T' die kinetische Energie, FE die gesamte Energie, V' (r) das Potential, das nur vom
Abstand r abhéngt und A eine positive Energieskala bedeuten. Durch Definition einer Hilfsam-
plitude x [23] geméf

A

X (@)= 5= (F) (12)
erhalten wir eine Matrix-Gleichung der Form
T+V(r) A (¢(@)\_,(v@)
U R E) =) -

Mit den Separationsansitzen

(13)-( 80 )@ (-2 =200) »

wobei Yy, (7) die Kugelflichenfunktionen sind, und mit

T_h2[ 10? l(l+1)}7 (L5)

= et T2

wobei u die reduzierte Masse eines Zwei-Teilchensystems ist, bekommen wir

Rl 1d®> 1(I+1)]1 0 Vir)-E 0 0 —1 E(r) \ _
U [ 5 Lo 2] [0 [0 W H(ER ) -o
(
Der A — Term enthilt eine antihermitesche Matrix und zeigt, daff Gl. (1.1) einem nichther-
miteschen Eigenwertproblem #quivalent ist. Dies verstoft nicht gegen grundlegende Prinzipien,
denn GI. (1.1) oder (1.6) beschreibt ja nicht den Zustand des gesamten Quark-Gluon-Feldsystems,
sondern ist nur eine effektive Gleichung fiir die Projektion dieses Gesamtzustandes auf den von
Ein-Quark-Ein-Antiquark-Zustinden aufgespannten Teilraum, bei der der restliche Zustandsraum
( wenn auch in sehr einfacher Approximation ) formal eliminiert ist. Solche effektiven Gleichungen
enthalten stets Nichthermitizitdten, die den Umstand beschreiben, daf die Gesamtwahrscheinlich-
keit im betreffenden Teilraum in der Regel nicht erhalten bleibt, weil das System in den Restraum
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8 KAPITEL 1. FORMULIERUNG DES PROBLEMS

iibergehen kann. Im vorliegenden Fall beschreibt der nichthermitesche A —Term die Tatsache, dafs
ungebundene Quark-Antiquark-Zusténde nur fiir eine endliche Lebenszeit der Gréfenordnung A~!
existieren konnen und dann ihren Anteil an der Gesamtwahrscheinlichkeit an andere, nicht expli-
zit beschriebene Sektoren des Feldsystems abgeben miissen ( confinement ). Trotzdem wird sich
zeigen, daff dieses nichthermitesche Problem eine endliche kleine Zahl ( kein vollstdndiges System!
) von stationdren Eigenzustinden mit reellen Energieeigenwerten aufweisen kann; bei diesen und
nur diesen kann die Gesamtwahrscheinlichkeit permanent im g — § — T'eilraum verbleiben, also
erhalten sein.

1.2 Losung durch Integraltransformation

(*) Das Verhalten dieser Gleichung am Ursprung, d.h., bei r — 0 ergibt sich zu

{%j—;?‘—m;l)}[é H((];ll((:))>_>o (1.7)

Die Losung dieser Gleichung hat die iibliche Form

< gll((:)) ) — Arl + Br 1, (1.8)

Fiir die physikalische Radialwellenfunktion F; (r) verschwindet auf Grund der Randbedingung
rF(r) = 0 fiir r — 0 der B-Term. Fiir G; (r), den Radialteil der unphysikalischen Hilfsampli-
tude (1.2), ist dies zunéchst nicht klar; wir werden jedoch aus Griinden einer symmetrischeren
Schreibweise auch sie zunichst proportional zu ! ansetzen:

( gll((:)) > xrt, (1.9)

wir schliefen jedoch nicht aus, daf die Restfunktion sich spiter als oc r~2=1 bei r — 0 erweist.
(*) Das Verhalten der Gleichung (1.6) im Unendlichen, d.h. bei r — oo, ergibt sich, da
V(r) = 0fir r — oo, zu

(208 82 % ER) - (2) o

Nach Diagonalisierung der Matrix [ _01 é ], geht die Gleichung (1.10) iiber in die folgende
Gleichung;:
0 14 4 28 (E—iA) G, (r) 0
mit

Fl’<r>) +<Fz(7‘)>

, =U , 1.12
(ige G (1) (112
wobei Ut die adjungierte Matrix zu U und U die 2 x 2 — Matriz, gebildet durch die Eigen-

vektoren der Matrix [ _01 (1) } , ist. Die Matrix U ist eine unitire Matrix, die die folgende Form
hat:

U:%“ _1Z] (1.13)

Mit der Identitat



1.2. LOSUNG DURCH INTEGRALTRANSFORMATION 9

1 & 42 2d
rdr2r T dr?2  rdr

(1.14)

erhalten wir fiir » — oo aus der Gleichung (1.11) die folgenden beiden Gleichungen fiir Fl’ (r)
und G; (r)

d2 2/], . ’
{W‘F?(E‘l'lf\)}ﬂ (r)y -0 (1.15)
und
d2 2/_1, . ’
P + 72 (E—iA)y Gy(r) —0. (1.16)
Das Losen dieser Gleichungen ergibt
F; (r) o el (1.17)
und
G, (r) oc e~ (7RI (1.18)
mit
N = (E) = \/# (\/E2+A2 —E) (1.19)
und

k=K (E) = \/% (\/EQ FA2 4 E) (1.20)

Da die Transformation (1.12) den Vorteil hat, den wichtigen A —Term diagonal ( mit natiirlich
imaginiren Eigenwerten ) zu machen,werden wir sie von nun an nicht nur fiir die Diskussion der
asymptotischen Gl. (1.10/1.11), sondern auch fiir die Behandlung der vollen Gl. (1.6) verwenden.
Dazu ist es nicht notwendig, die transformierte Gl. (1.6) vollstindig aufzuschreiben; es geniigt,
wenn wir die Transformation der Wellenfunktionen angeben und in Gl. (1.6) verwenden. Da die
Matrix U unitér ist, erhalten wir nach der Gleichung (1.12) die Beziehung

< glz((:)) ) :U< gll E:; ) (1.21)

Nach dem expliziten Einsetzen der Matrix U bekommen wir

R = {F0)+Gin) (1.22)
und
Gi(r) = 5= {F (1) = G} (1.23)

Wir konnten die tiblichen Ansétze fiir die resultierenden Funktionen, die dem Verhalten sowohl
am Ursprung als auch im Unendlichen, der Funktionen Fj (r) und G (r) entsprechen, verwenden:

1
V2

rl

F(r) = 7 {filel =747 4 gy (r)e= O} (1.24)

{Fn+am}=

und
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Gi (r) = {m’<r>—G;<r>}:i%{ﬁ<r)e<”““)T—gz(r)eW’“”‘}, (1.25)

nachdem wir

F, (r) =l fi(r)el—rFin)r (1.26)

und

Gy (r) = rlg(r)e- (rrin)r (1.27)

angesetzt haben. Die Funktionen f;(r) und g;(r) hingen nur vom Abstand r zwischen den
Teilchen ab. Wir kénnten diesen Weg weiter verfolgen, indem wir einen Potenzreihenansatz der

Form
filr) ) ( > o " )
= = 1.28
( 91(r) o ber® (1.28)
fiir fi(r) und g¢;(r) vornehmen und durch Einsetzen in die Differentialgleichungen einen Aus-
druck fiir die beiden Funktionen berechnen. Aber wir werden diesen Weg verlassen, und statt

dessen eine Verallgemeinerung der Methode von Poliatzky [12] entwickeln. Dazu machen wir die
folgenden Ansétze:

F(r)=r'fi(r)e ™" (1.29)

und

Gy(r) =rlg (re " (1.30)

mit den Darstellungen als Laplace-Transformierte:

7107 = [ e e+ 2= i) (a4 0] 00 (131)

und

1) = [ dne " G 2+ i) (= )] 0, (1.32)

wobei a}(u) und alg(u) Gewichtsfunktionen sind. ( Fiir eine Zusammenstellung allgemeiner
Eigenschaften der Laplace-Transformation vgl. Anhang F ). Daf wir in Gln. (1.29/1.30) nur den
gemeinsamen Faktor e~7" und nicht die unterschiedlichen Faktoren e**" abspalten konnen, riihrt
daher, da nur so aus dem gekoppelten Differentialgleichungssystem (1.6) sich ein Gleichungssy-
stem fiir diese Gewichtsfunktionen ableiten 1at. Es ist daher zweckmafig, auch eine entsprechende
Laplacedarstellung des Potentials V(r) zu benutzen. Wir werden ein Potential der folgenden Form
benutzen:

Vir) = /000 dpe ™" v (), (1.33)

wobei v(u) die inverse Laplacetransformierte von V (r) ist. Nach den Gleichungen (1.22/1.23)
und (1.29) — (1.32) haben die urspriinglichen Radialfunktionen Fj(r) und G;(r) die folgenden
Formen:

,I,leffyr

b =—7%

[ e {20 = i) G 0 )+ 1+ 23+ (= )] )
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T‘leiﬁyr o0 ’ ’
Gilr) =i— / e L[+ 2y = i) (u+ i) 0 () = [+ 25 +im) (= )] o, (1)}
(1.35)
oder
R = {F 0+60)}
und
Gi(r) = 5= {Fl (1 - G ()}
mit
R () =rte ™ [ dpe " G+ 2y = i) -+ 0] 1) (1.36)
und
Gy(r) =rle " /000 dpe ™™ [(1 + 2y + i) (u — ir)]" 0';(/1). (1.37)
Es zeigt sich, dafs fl’ (r) und g; (r) zueinander komplex-konjugiert sind, d.h.,
fi(r) =g, (r) (1.38)

1.3 Berechnung der Gewichtsfunktionen a} (1) und a'g ()

Da die Funktionen fl’ (r) und gl’ (r) zueinander komplex-konjugiert sind, miissen wir nur fl’ (r)
weiter bearbeiten und erhalten daraus die Resultate fiir gg (r) durch Konjugation. Wir werden die
Funktionen Fj(r) und G;(r) in die Gleichung (1.6) wiederum einsetzen. Unter Beriicksichtigung
der Gleichungen (1.22) — (1.23) und (1.29) — (1.30) erhalten wir die folgenden Gleichungen

W— o)+ 2 (L) e i A0 = V0) (R0 +ai)  (139)

und

(3 -2 ) +2 2 (£ o) e = tinn] i) = BV (A0 + i) - (.40

Hier haben wir die reduzierte Masse p = m gesetzt, um eine Verwechslung mit der Integrati-
onsvariablen p zu vermeiden.

Wir werden also die Gleichung (1.39) weiter bearbeiten, indem wir f, (1), g,(r) und V (r) nach
den Gleichungen (1.31) — (1.33) in sie einsetzen. ( Fiir Einzelheiten der Rechnungen vgl. die
Anhénge C und D ). Nach einer partiellen Integration erhalten wir aus der Gleichung (1.39) die
folgende Gleichung
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(1 + 2y — k) (u+ 1K) o) ()

- 2w (4 ) [(4 20 =0e) (5 + )] o ()
wgp b (= ) { [+ 2= n) ()] ()

+W¢MH@@_@LN@}
(1.41)

Wenn wir die beiden Seiten der obigen Gleichung nach yu differenzieren, anschliefsend durch

+ 27 — ik + ik 1 dividieren und wiederum integrieren, erhalten wir
[(p+ 2y I g ;
or (i) = oy (0)+
u/ d ! 8 ul 1" ’ n
RIS o B v (= 0)

(1.42)

{ (1 +2y—in) (" + m)]la} (v") +
(1" +2v+im) (0" - m)]l 7y (1) }

In dieser Gleichung ist die komplexe Konstante O';c (0) - entsprechend zwei reellen Konstanten -
noch frei wihlbar ( zur Anzahl der Integrationskonstanten vgl. die Bemerkungen zur Gl. (D.33)
im Anhang D ). Wir bemerken auch daf es keine nichttriviale Losung fiir die Gleichung (1.39)
gibt, wenn 0}(0) Null ist. Die Wahl von alf(O) ist also willkiirlich und die einfachste Wahl ist

ap(0) = 1. (1.43)

Trotz ihrer besonderen Form, ist die Gleichung (1.39) eine konventionelle inhomogene Volter-
rasche Gleichung zweiter Art. Dies kénnen wir explizit sehen, wenn wir die Gleichung (1.39) in
die folgende Form bringen (sieche Anhang F )

ry =1+ 75 [ {1 () o) + K= (o) 7,0} (1.44)

mit den Integralkernen

Ky (,u,ul) = [(ul + 2y — ika) (ul +m)]l ai, /Hu d,u” i v (,u B ,u) - (1.45)

p' o+ 2y —ik) (1" +iK)]

und

: : N “o v(n —u
K+ (liali) = [(u —|—2fy—|—m) (u —m)]l ai,/u du o +275m) (u”)-l- in)]lH. (1.46)

Dies ist nur moglich, wenn v(0) = 0 ist. Nach der von Poliatzky [12] gegebenen Diskussion
(siehe auch Anhang D ) zeigt dies, daft die notwendige und ausreichende Bedingung, die Regularitit
der Gleichung (1.39) zu gewéhrleisten ist, daf das Potential V' (r) im Unendlichen schneller als r !
verschwindet. Daher ist die Gleichung (1.39) regulér fiir das Yukawa-Potential und singulir fiir
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das Coulomb-Potential. Der einzige bekannte analytisch lisbare Grenzfall, das Coulomb-Potential
mit A = 0, kann also leider als Test der Methode nicht herangezogen werden.
Die selben Berechnungen mit der Gleichung (1.40) fiihren zu

o (1) = o, (0) +
w foﬂ [(u'+2v+i:§£ﬂ'*m)]l+l 9%' foul du”l/ (,u’ B ,u”) *
! (1.47)
{ [(u” + 2y + ilﬁ)) (u” - m)] 0';] (u”)
+ [(u” + 2y — ihj) (u” + i/@)]la} (,u”)}
oder
o,(1) =1+ % /Ou dp {K— (u,u') o, (1) + K (u,u') U}(u’)} (1.48)
mit der Wahl
7,(0) =1 (1.49)

und den Kernen

: , N W v(u —u
K_ (M,M) = Ku + 2’y+m) (u — m)]l 8?/ /u dup an 275—1'&) (,u”)— m)]l“ (1.50)

und

K. (u,u') = Ku +27—if<é) (u' +in)]l 8(2’ /u“ du’ T Y (M _M) (1.51)

w2y +ik) (0 — im)]l+1 .

1.4 Einige Symmetrien und Beobachtungen

Wir erhalten aus den Gleichungen (1.44) — (1.46) und (1.48) — (1.51) und aus der Tatsache, daf
v () reell ist, folgende Symmetrien

0},(#)* = alg,(u)

E () = G,(r)
K (M,l/) = K_ (u,u') (1.52)
K3 (u,u') = Ki (u,u')

(*) Fiir den wechselwirkungsfreien Fall, d.h., fiir V(r) = 0 bzw. v(u) = 0, sind die K (u, )
gleich Null mit k = +, —, &, F. In diesem Fall gilt

o) = oy(u) = 1 (1.53)
und die Funktionen F, (r) und G,(r) haben die folgende Form

’

Fy(r) =7l / " e [(u+ 2y — i) (u+ i) (L54)
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und

G,(r) =rle" /000 dpe ™" [(1 + 2y +ir) (u — ir)]' . (1.55)

Diese Funktionen verhalten sich wie —4r am Ursprung. Wir haben nach Substitution ur = x
und Grenziibergang r — 0 in den Gleichungen (1.54) und (1.55) folgendes erhalten

T@+1) (2

lim 7} () = lim Gy (1) = ——— = 2L (1.56)

wobei I' die Gamma funktion bedeutet. Die Funktion Fj(r) verhilt sich auch wie -4~ am
Ursprung und G;(r) ist Null am Ursprung, da sie Linearkombinationen von Fl’ (r) und G; (r) gemaf
(1.22/1.23) sind. Daher gibt es keine physikalischen Losungen fiir F;(r). Dies ist ein Grenzfall
des in [14] allgemeiner diskutierten Resultats, daf die Gl. (1.1) keine physikalisch akzeptablen
Losungen der kontinuierlichen Spektrums ( Quark-Antiquark-Streuzustinde ) bei reellen E besitzt.
(*) Fiir V(r) # 0, d.h. fiir den wechselwirkenden Fall, nach den Gleichungen (1.36) — (1.37),
verhalten sich Fl’ (r) und G; (r) am Ursprung wieder wie —r. In diesem Fall ergibt sich

@)

tim F{ (1) = 25 (o0) (1.57)
und

o @enr

71‘11)1%) G,(r) = mag(oo). (1.58)

Da Fj(r) und G;(r) Linearkombinationen von F} (r) und G,(r) sind, verhalten sie sich auch wie
rllﬁ am Ursprung. Daher ist die notwendige Bedingung dafiir, daf sich Fj(r) wie ' am Ursprung
verhilt, die folgende Gleichung

Re [U} (oo)] =0. (1.59)

Falls diese Bedingung bei gewissen Energien E erfiillt ist, existiert dort ein physikalisch akzep-
tabler gebundener Zustand. Dies kann sowohl fiir £ < 0 ( wie im Falle A = 0 ) als auch fiir £ > 0
der Fall sein, da fiir die Gleichung mit A # 0 die Energie E = 0 keine ausgezeichnete Rolle ( als
“Schwelle” eines kontinuierlichen Spektrums ) mehr spielt. Wir werden in dem weiteren Verlauf
dieser Arbeit dieses Resultat am Beispiel des Yukawa-Potentials anwenden.



Kapitel 2

Anwendung der Resultate auf das
Yukawa-Potential

Das Yukawa-Potential, auch abgeschirmtes Coulombpotential genannt, wurde im Jahr 1935 von
dem japanischen Physiker Hideki Yukawa in die Kernphysik eingefiihrt. Yukawa war sogar in
der Lage aus der bekannten Reichweite der Kernkrifte die Masse des m — M esons vorherzusagen.
Dieses galt danach lange Zeit als die stiarkste Kraft im Kern, die die Wechselwirkung zwischen Nu-
kleonen als einen Pionaustausch beschreibt. Heutzutage wissen wir, daf der Pionaustausch in der
Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung nur bei grofen Entfernungen giiltig ist, wihrend bei kiirzeren
Entfernungen andere Teilchen (meistens die Spinl-Teilchen) in den Austauschmechanismus treten.
Trotz allem ist das Yukawa-Potential ein grundlegendes Potential in der Quantenmechanik geblie-
ben. Der Austausch eines Teilchens ist der wesentliche Wechselwirkungsmechanismus in der mo-
dernen Quantenphysik. Es wurden viele Versuche unternommen mit Hilfe des Yukawa-Potentials
exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung zu finden, aber infolge mangelnder Fortschritte sind
nur wenige veroffentlicht.

Das anziehende Yukawa-Potential hat die folgende Form

f2 e~ Hor

. r

Vr)= (2.1)

wobei g die Kopplungsstirke und po die inverse Wellenldnge oder den Betrag des Wellen-

=

zahlvektors des Austauschteilchens bezeichnen. Die inverse Laplace-Transformierte von :Or ist

¢ (//‘ - //’0)7 mit

1, fuer p> po
0 (1 = po) = { 0, wenn sonst ’

wie man leicht nachrechnet.Damit ist die inverse Laplace-Transformierte des Yukawa-Potentials
also

v () = ~L0 0o (2.2)

Wenn wir diese Gleichung in die Gleichungen (1.42) und (1.47) einsetzen, erhalten wir ( vgl.
Anhang E.1):

1

l ' u’—u +2v—ik u’—u +ik ' '
i =1 2 { Ll )

(27 im) (e m)]

[(W —pot2y+ix) (u wrm)]' U,g (Ml B ,uo) }

15
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und

[ ms2rie) ()]

[(w +2y+i) (0 —ix)]*" U,g (u’ B uo) +

o, (1) =1 =06 (n—po) § [ du'{

(2.4)
[(ul—uo-i-?v—m) (u’—uo—i-m)]l ' '
[(u' +2v+in) (1 —in)] T oy (“ _“0) ’
wobei
2m f?
n= (2.5)
die Kopplungskonstante ist. Da alf (n)* = a;(u), geniigt es nur alf (1) weiter zu behandeln.
Um die Rechnungen zu vereinfachen fithren wir die folgenden Variablen ein
s = £
Ko’
R\ (s) = o} (u),
iv(E) = ")
fo (2.6)
- 2vE)
A(E) - o
— — 2mf?
"o = w7 TmpE
Die Gleichung (2.3) wird also
' 8 t—14+X—iv) (t—1+iv)]' pf
R,\(s)=1—nof(s— 1)L ["dt { it By (= 1) +
(2.7)

[(t=14+X+iv) (t=1—iv)]" *
vy Bwa (= 1) } .

Ein geeigneter Ansatz um diese Gleichung zu 16sen, ist ebenso wie in [21]

[s]
R;/)\(S) = Z (—ﬂo)n Pn (S —-—n,v, >‘) ) (28)

n=0

wobei [s] die grofte ganze Zahl bezeichnet, die kleiner als oder gleich s ist, ist. Man beachte,
daf die rechte Seite dieses Ansatzes fiir endliches s eine endliche Summe ist. Die Gleichung (2.8)
kann auch in der folgenden Form geschrieben werden

Ryy(s) = (=m0)" 0 (s —n) n (s =m0, N). (2.9)

n=0

Wenn wir diesen Ansatz fiir R, (s) in die Gleichung (2.7) einstzen, und die Terme der gleichen
Potenzen von 1y vergleichen, erhalten wir mit s —n =y :

n— —iv n—1+iv)]
Po (ya v, >‘) = ]-7 Pn (ya v, >‘) = % ny dt { [(t[;;+n1+t\iw)()t(itl+wl;]rl+1)] Pn—1 (ta v, >‘) +

(2.10)

[(tn—14X+iv) (t+n—1—iv)]'
[(t+ntr—iv)(trntin) 7t Fn—1 (t,v, A)}
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und dies garantiert die Giiltigkeit des Ansatzes (2.8).
Aus dieser rekursiven Beziehung wird klar, daf die Funktionen ¢, (y,v, \) analytische Funktionen
sind. Es ist zu beachten, daf der Ansatz (2.8) so gewihlt ist, dal die Kopplungskonstante 7o nicht
in der rekursiven Beziehung erscheint. Daher ist das Problem fiir alle Werte der Kopplungskon-
stante im Grunde genommen geldst, wenn die Funktionen ¢, (y, v, A) einmal berechnet sind. Dies
ist ein wichtiger Vorteil, verglichen zu einer rein numerischen Lésung, die nur fiir spezifische Werte
dieses Parameters ausgefithrt werden kann.

2.1 Der Fall der Nullenergiezustinde bei A =0

Um eine Vorstellung von den Funktionen ¢, zu bekommen, ist es sehr instruktiv, den Null-
energiezustandsfall mit A = 0 zu betrachten ( vgl. Anhang E.1.1 ). In diesem Fall kénnen die
ersten wenigen Funktionen ¢, in logarithmischen und algebraischen Funktionstermen ausgedriickt
werden, wahrend die anderen, mit ziemlicher Genauigkeit angenéhert werden kénnen. Solche An-
niherungen sind ab dem Zeitpunkt, ab dem der Integrand in der Gleichung (2.10) eine einfache
algebraische Funktion ist, leicht zu finden. Zum Beispiel ist die folgende Funktion

1 y 21 yn
n (4,0,0) = 2.11
#n (4,0,0) n!(2l+1), <y+n> (y+1), (2.11)

eine Anndherung, die fiir n = 0 und n = 1 exakt ist, und sich dem exakten Wert von ¢,, fiir
[ = oo anndhert . Hier bedeutet (a), das Pochhammersymbol, das wie folgt definiert ist:

(a),=a(a+1)(a+2)...(a+n—-1), (a), =1, (2.12)

wobei a = 21 + 1 bzw. a = y + 1 ist. Mit Hilfe dieser Ann&herung kénnen wir die Werte der
Kopplungskonstante 7o fiir die Nullenergiezustinde schitzen. Aus der Gleichung (1.63) folgt die
Bedingung der gebundenen Nullenergiezustinde, ndmlich

o0
Ryy (00) = 3~ (=10)" ¢ (00,0,0) = 0. (2.13)
n=0
Wenn wir die Gleichung (2.11) in (2.13) einsetzen, erhalten wir .J5 (2,/70) = 0. Es sollen
nun die Nullstellen der obigen Gleichung fiir die grofen Werte von [, die auch grofe Werte von ng
liefern, berechnet werden. Die grofsen Nullstellen der Bessel-Funktionen sind asymptotisch gegeben
durch 2,/ng = (nr +1— i) m, wobei n, die radiale Quantenzahl ist. Fiir einen festen Wert der
Hauptquantenzahl n (n = n, + 1) erhilt man den maximalen Wert der Nebenquantenzahl [ bei
n, = 1. Daher ist die Kopplungskonstante, bei der sich ein stationdrer Nullenergie-Zustand mit
diesem [ bildet, ndherungsweise gegeben durch

= 1N\ f22m
Diese Gleichung stellt ndherungsweise die Beziehung zwischen der Masse ug des ausgetausch-

ten Teilchens und der maximalen Drehimpulsquantenzahl [,,,, dar, die ein gebundener Zustand

erhalten kann.

Aus der Gleichung (2.11) wird klar, da die Geschwindigkeit der Konvergenz der Reihe (2.13) &hn-

lich wie die einer Bessel-Funktion sein mufs, d.h. schnell. Wenn wir die Gleichung (2.13) erneut

wie folgt schreiben:

n—1
. ' o Nk _ _
lim R, (n) = lim kz_;)( )" ¢k (n — k,0,0) =0, (2.15)
nimmt die Geschwindigkeit der Konvergenz bedeutsam zu. Wir kénnen dies durch Abbrechen
des obigen Limes bei n = 4 illustrieren. Wir werden nur drei Funktionen fiir diese Illustrierung
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gebrauchen und zwar ¢; (3,0,0), 2 (2,0,0), 3 (1,0,0). Wenn wir die im Anhang( E2 ) berech-
neten Funktionen (i1 (y,0,0), @2 (y,0,0), @3 (y,0,0)) einsetzen erhalten wir

o

' B 3 1 3\ » 1 9 1 27\ 5
Ry, (4) =1 4770-I-<2 ln2>n0 (4 lnS 4ln16>770—0. (2.16)

Wenn wir diese Gleichung nach 1y 16sen, erhalten wir fiir die kleinste Losung ( aus den drei
Losungen) den Wert 1.680344993. ( Die drei Losungen sind mit Hilfe von Maple die folgenden:
1.680344993, 7.259747907, 58.34795670 ). Fiir diesen Kopplungswert liegt der tiefste Zustand mit
[ = 0 gerade bei E = 0. Der exakte ( mit n = 21 berechnete ) Wert ([12], p.13, Table 1) ist
1.6798077, d.h. die Nitherung besitzt bereits eine relative Genauigkeit von 3.107%.

2.2 Der Fall der Zustinde mit A >0 und F # 0

Im folgenden werden wir den Fall der gebundenen Zustidnde behandeln. (Fiir Details zu allen
Rechnungen siehe die Anhange E.1.1 bis E.1.10 ). Aus der Gleichung (1.63) folgt die Bedingung
der gebundenen Energiezustéinde, namlich

o0

Re {R’VA (oo)} =3 (=m0)" Re {on (00,1, )} = 0. (2.17)

n=0

Die Geschwindigkeit der Konvergenz dieser Reihe ist schnell und wenn wir sie neu schreiben
als

n—1
Re{ lim R, (n)} = lim 3 (=n0)" Re {1 (n = k,1, 1)} =0, (2.18)

wird die Geschwindigkeit der Konvergenz nochmals verbessert.
Fiir die Berechnung der Funktionen ¢,, werden wir einen fiir die Anwendungen geeigneten effizi-
enten Algorithmus entwickeln. Die leitende Idee ist dabei die rekursive Beziehung, die Gleichung
(2.10), durch eine geeignete Niherung in eine algebraische umzuformen. Als ersten Schritt fiihren
wir eine neue Variable z ein,

Y

= 0 2.19
z Ttay < a< oo, (2.19)

d = —
oder y =1,
wobei a eine beliebige positive reelle Zahl ist. Man beachte, daft die Variable z endlich bleibt,
selbst wenn y = oo ist. Um diese rekursive Beziehung umzuformen, fithren wir die neuen Funk-
tionen ®,, ein.

b, (z,v, A
Pn (Y1, A) = ( )

TRl (L), [0+ A — i) (n + )] (2.20)

Die besondere Form des Nenners in der Gleichung (2.20) spiegelt die starke Abhéngigkeit der
Funktionen ¢, von n wider. Die restliche Abhéngigkeit ist relativ geringfiigig. Die rekursive
Beziehung (2.10) nimmt jetzt die folgende Form an

¢0 (Z,I/,)\) = 1:

B (2,0, ) = srrriaraai=my Jo At {fn (60, 0) @t (£,0,0) + g (6,0, 0) @5y (£,
n=12.. ,
(2.21)
dabei wurden die Funktionen
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_ [04an a4 at)(+an—14it)]
Intmd) = T D i an s DT
(2.22)
_ [O4an— ivt)(1+an— fivt)]l
g (b A) = e D (T ans T
verwendet mit der Abkiirzung
1
ar=——a, 0<a<oo. (2.23)

k

Im n#chsten Schritt ersetzen wir z durch z 4z und bringen die rekursive Beziehung in die folgende
Form:

(bn (Z+$,V,A) = (}n('zaVa)‘)-i_
% fox dt {fn (t + zZ,V, }\) ¢n—1 (t + zZ,V, )\) + (224)

gn (t+ 2,0, ) B, (t+ 2,0, 0)}.

Einmal iteriert sieht die Gleichung (2.24) folgendermafen aus:

o, (2+1‘7V7>‘) =, (Z,I/,/\) + % {(I)nfl (Zaya/\)foxdtfn (t-I-Z,l/,/\)-i-

STy [fo At (20N fydt o (F 42,0 0) @ (¢ 20,0) +
Jy dtfa(t+ 2,00 [y dt guos (£ 4+ 2,00) @5y (£ +2,00) ] +
(2.25)
(P;(Lfl (Z,l/, A) fox dtgn (t + Z2,V, )‘) +

(n=1)(n—=14X) [f

In—T1—w)(n—1+A+iv) ), dign (t + z,v,)) fot dt fr_, (tl +2z,v, >\) ®; o (t’ +2z,v, >\) +

0

2 dtgn (t+ 2,0, \) [Ldt g5, (t’ 42,0, /\) o, (t’ ¥ 2,0, A)] }

Wir kénnten so fortfahren, aber fiir unsere Zwecke reicht die obige Form. Um die Rechnungen
zu vereinfachen, definieren wir die folgenden Konstanten:

n(n+X
An,v,A) = m

_ n(n+A)(n=1)(n—1+X)
B(n,v,\) = 4(n+iu)(n—(&->\—i)u()(n—1+iu)(n—1+>\—iu) (2.26)

_ +2) (n=1)(n—1+A
Cn,v,A) = 4(n+iu)(ZinAfi)tl()?nf)l(fiu)(n7)1+/\+iu) :

Die Gleichung (2.24) lautet also:
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<I>n(z-|-x,1/,/\) :(I)n('zaVa)‘)+
A(’I’L,I/,)\) {(I)'n—l (ZayaA)fom dtfn (t+Z,V,>\)+(I);.;_1 (Zayak)fozdtgn (t—|—Z,l/,>\)}+

B (n,v,\) {fo’” dtfo (t+ 2,0, N) [1dt foy (t’ 42,0, /\) &, , (t’ ¥ 2, A) +
(2.27)

Sy dtfa(t+ 2,00 o dt gooy (£ +2,00) @5y (£ +200) } +
C (n,v, ) {fom dtgn (t + z,v,\) fot dt' fx | (t’ +2z,v, )\) or (tl +2z,v, /\) +
o dtgn (t+ z,v, ) fot dt g5, (tl + 2,0, )\) @, (tl + 2,0, )\)}
Wir machen jetzt einige Abschétzungen fiir die weiteren Rechnungen, indem wir schreiben

B(n,v,A) [y dtfa (t+ 2,v,)) fot dt’ fr_1 (tl + 2,0, )\) b, - (t’ +2z,v, }\) =€ (z)+

${®n 2 (z+ 2,0, 0) + By (2,0, N)} B(n, v, A) [o dtfr (2 + 1,0, ) fot dt' fn_1 (z +t,, /\)

B (n,v,\) [y dtfn (t+ 2,v,X) fg dt' gn_1 (t’ + 2,0, )\) o, (tl +z,v, }\) =€ (z) +

LB, (2t 20 \) + 85y (2,0, VY By w, N) [T dbf (4 2,0, A) [Fdt gn (t’ + 2,0, /\)

C(n,v,\) [ dtgn (t+ z,v,\) fot dt g*_, (tl + 2,0, /\) D, - (t’ +2,v, )\) =e3(7)+

L@ (2 42,0, 0) + @ (2,0, N} C (0,0, 0) [ dtga (¢4 2,0,0) [y dt gl (£ +2,0,0)

C(n,v,\) [ dtgn (t + z,v,\) fg dt' f*_, (tl +2z,v, /\) dr_, (tl +z,v, /\) =4 (z) +

l{q;*

2 n—2

(z+z,1,\) + 0%, (2,1, } C (n,v,\) fom dtgn, (t + z,v, ) fot dt' fr | (t’ + 2,0, )\)
(2.28)
Die Gleichung (2.27) wird also bis auf einen Fehlerterm € (x) zu einer rein algebraischen Re-
kursionsbeziehung:

S, (z+z,v,\) =, (2,1, )+ Pp1 (2,1, \) Bz (2,0, A) + @5 _, (2,0, A) G (2,1, A)
+% {[®n—2(z+z,v,A) + Pp_2 (2,0, N)] [Lnz (2,7, ) + Kpa (2,0, N)] +
(2.29)
[(I>272 (2 + z,V, >‘) + (}272 (Za v, /\)] [an (Za v, /\) + JnI (27 v, A)]}
+e(2),

wobei wir die folgenden Funktionen eingefiihrt haben:
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Fpe (z,v,)) = A(n,v,\) foz dtfn (t+z,v, )
Gne (z,1,\) = A(n,v,\) fow dtgn (t + 2,0, \)
I (z,v,)) = B(n,v,\) fom dtfn (t+ z,v,0) fot dt fa_i (t + 2,0, A

H,.. (z,v,\) = B(n,v,)\) fox dtf, (t +z,v,)) fot dt gn_1

Jnz (z,0,0) = C(n,v, ) foz dtgn (t + z,v,\) fg dt' fr_, (t + 2,0\

:
’
’
:

)

t +z,v, )\) (2_30)
)
)

Ko (z,0,0) = C(n,v,A) [y dtgn (t + 2,0, ) fot dt gt (t + 2,0\

€(x) = €1 (z) + €2 (z) + €3 (x) + €4 ()

Es ist auch sehr niitzlich, die Funktionen F, (z,v,A) und G, (z,v, ) folgendermaken zu
zerlegen:

Fo. (z,v,\) = An,v,A) Fu. (2,v,0)
- (2.31)
Gne (z,v,N) = A(n,v, )Gy (2,0,0),
wobei
Fpe (z,v,)) = fox dtfn (t+ 2,0, )
(2.32)
Gnm (27’/7)‘) = fozdtgn(t+27’/7>‘)
sind.

Wenn z — 0, wird die Funktion € (x) verglichen mit den anderen Termen verschwindend klein.
Die Gleichung (2.29) ist die gewiinschte algebraische rekursive Beziehung. Um die Grofe oder den
Beitrag von € (z) abzuschitzen, kdnnen wir fiir reelle » und A bemerken, daf die Funktionen | f,, |
und | g, | streng positive Funktionen sind, und daher ist die Funktion | ®,, (z,v, A) | untere Grenze
einer mit z monoton wachsenden Funktion R, (z + z,v, ), d.h.

| ®, (z,v,A)| < Rp(z+z,2,1v,A) (2.33)

mit

Rn(z,y,/\) = |A(TL,I/,)\)|fozdt{|fn(t,l/,k)|+|gn(t,l/,A) |}|(I)n*1(t7’/aA)|

Aus den Gleichungen (2.30) und (2.33), erhalten wir eine Abschitzung von | € (z) | nach oben,
und zwar ( siche Anhang E.1.9 )

le(@) ] < 2R, 2(z+2,v,A)S,(z+2,2,1,7) (2.34)
mit
Sp(z4a,2,0,)) = St St (24,20, (2.35)

und fiir die Funktionen S? vgl. Anhang E.1.9
Wenn wir die folgenden Abkiirzungen benutzen,
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(I+K)nx (27’/7)‘) = Inm (ZayaA)-l-an(zaVa)‘)
(2.36)
(H+J),, (z,v,A) = Hyy(2,0,A) + Jng (2,0, 0)
wird die Gleichung (2.29)
B, (2 +m,0,)) = Dy (2,0, 1) + A (0,0, {81 (2,0, 0) B (5,0, +
;1 (2,0,0) Ga (2,0, )
! } (2.37)

-I-% {[®n2(z+z,v,A) + P, 2 (2,v,N)](I+K),, (2,v,\) +
[<I>;;_2 (z+z,v,\)+ P _, (2,0, )\)] (H+1J),, (z,v, )\)} +e(x)

In diesem iterativen Verfahren ist 2 hinreichend klein zu wihlen, um den Beitrag von € () uner-
heblich zu machen. Die Iteration beginnt mit 2 =0, z+z =z und ®¢ (2,v,\) =1, &, (0,v,\) =
0, n=12,..., ®_;(z,v,)\) = 0 und mit Iterationen fiir n von n = 1 bis n = nya,. Das Er-
gebnis ist eine grofe Anzahl von Funktionen @, (z + z,v,A), n = 1,2,..., Npmqe..Neue Werte von
z und z + z werden durch das Einsetzen eines neuen Wertes fiir z (gleich dem vorherigen Wert
von z + x)generiert, und die Iterationen werden fiir n wiederholt. Diese Operationen werden
fortgesetzt bis z den gewiinschten Wert erreicht. Das Resultat des ganzen Verfahrens ist eine
groke Anzahl von Funktionen ®, (z,v,A), n =1,2,...,nm4.. Man beachte, daf, da die Gleichung
(2.29) eine inhomogene, rekursive zwei-Term Beziehung ist, ihre Losung eindeutig ist und es gibt
keine Instabilitétsgefahr, verursacht durch einen Abrundungsfehler [12]. Selbst wenn die Funktio-
nen Fi., Gnzy Hpgy Ing, Jne und K, in elementaren oder transzendenten Termen ausgedriickt
werden koénnen, fiihrt es zu besserer Effizienz, einige leichte Ndherungen in algebraischen Funk-
tionstermen zu machen. Eine Auswahl dieser algebraischen Funktionen befindet sich im Anhang
E.1. Eine Anwendung ergibt sich im gebundenen Energiezustandsspektrum, d.h. in der Bezie-

hung zwischen der Kopplungskonstanten 1y = m—gg und der Bindungszustandsenergie E, oder
gleichbedeutend, zwischen 79 und A = %\/ 7% (VE? + A2 — E) oder zwischen 79 und

v = —%\/% (\/ E?2 + A2 + E) Formal erhélt man diese Beziehungen durch das Losen der Glei-

chung (2.17) bzw. (2.18) beziiglich 79 . In der Praxis wird natiirlich nur eine endliche Zahl der
Terme beriicksichtigt, wenn der Beitrag der hoheren Terme auferhalb der gewiinschten Genau-
igkeit liegt. Daher ist die Gleichung, die das gebundene Energiezustandsspektrum bestimmt, die
folgende:

Nmaz

> (=m0)" Re {or (14 nmas — kv, M)} =0 (2.38)
k=0

Wenn wir geméf Gl. (2.20)p,, durch ®,, ersetzen, erhalten wir die folgende niitzliche Gleichung;:

, S ®, (%,% )\)
Re{R,, (E,n = —10)" Re - -0 -
{ N max)} ;( 0) n!(1+N), [(n+ X —iv) (n+iv)] .

Mit Hilfe der im Anhang berechneten algebraischen Funktionen und der rekursiven Beziehung
(2.29), werden wir diese Gleichung (2.39) fiir bestimmte Werte von 79, "maz, @, A und Energie F
16sen, und die Bindungszustandsenergien E daraus bestimmen.
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Resultate

Als Anwendung betrachten wir die Gleichung (2.39), die das gebundene Energiezustandsspek-
trum bestimmt. Mit Hilfe eines C™ — Programms werden wir fiir [ = 0, N = 40, = 1
und —1GeV < E < 1GeV durch Variation der Kopplungskonstante n und der Energieskala A
die Existenz der gebundenen Zustinde untersuchen. Fiir die Berechnungen werden wir natiirliche
Einheiten benutzen um die Resultate zu vereinfachen, d.h. wir setzen ¢ = h = 1 in die Schrédinger-
Gleichung ein, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit und A die durch 27 dividierte Planck-Konstante
ist. Wir werden fiir die Masse m, die Bottommasse m, = 4.5GeV und fiir die inverse Wellenlénge
to den Wert 0.6GeV nehmen. Die folgenden Kurven zeigen die Untersuchung der gebundenen
Zusténde nach der Variation von n oder von A in einem Energiebereich von —1GeV bis 1GeV. Die
erste Bilderserie ( Abb. 3.1-3.6 ) zeigt die Untersuchung der gebundenen Zustéinde nach der Varia-
tion von 1 mit einem festem Wert von A = 0.225GeV, die zweite die Untersuchung der gebundenen
Zustande nach der Variation von A mit einem festen Wert von n = 10 aufgefithrt. Aufgetragen
wird der Realteil der Gleichung (2.39) tiber E. Aus der Betrachtung der beiden Variationstypen
folgt, dafs sie in entgegengesetzten Richtungen wirken.

3.1 n-Variation

Mit wachsendem 7 zieht sich das Mininmum der Kurven nach unten. Wenn n < 9 ist, befindet
sich das Minimum oberhalb der horizontalen Null — Achse, d.h. es existiert noch kein gebundener
Zustand . Ab n = 9 befindet es sich unter der Null — Achse, und wir erhalten zwei Nullstellen,
die erwarteten gebundenen Zustinde. Wenn n sehr grof wird, kann es vorkommen, daff wir
vier Nullstellen erhalten, aber da dann die alternierende Reihe nach Potenzen von ng in ( 2.39)
schon langsamer konvergiert und starke “ cancellation “ zeigt, ergeben sich hier bereits Probleme
mit der endlichen Rechnergenauigkeit, die ein numerisch stabiles Resultat unmoglich machen.
Man sieht allenfalls noch, wie im Bild mit n = 15(Abb. 3.6), den Beginn der Ausbildung des
zweiten Minimums, noch oberhalb der horizontalen Null-Achse. Aus den Bildern ist klar, dafs
aufser in den Grenzfillen, wo eine Kurve gerade die Nullachse beriihrt, die Bindungszustéinde sich
stets paarweise ausbilden, wie es bereits in [14] beobachtet wurde. Auferdem sieht man, daf die
Bindungszustands-Energien sowohl bei E < 0 als auch bei £ > 0 auftreten: wie schon betont,
spielt im System mit A > 0 die Energie FF = 0 keine ausgezeichnete Rolle mehr.

3.2 A-Variation

Bei der Variation von A, im Gegensatz zu der von 1), ziehen sich die beiden Minima der Kurven nach
oben, wenn A wachst. Fiir 0GeV < A < 0.073GeV erhalten wir vier gebundene Zusténde, d.h.
zwei Minima liegen unterhalb der Null — Achse. Die Zahl der gebundene Zustéinde verkleinert sich
bei A = 0.073GeV auf drei. Fiir 0.073GeV < A < 0.257GeV gibt es zwei gebundene Zustidnde
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und fiir A > 0.257GeV keinen, d.h. das Minimum der Kurven befindet sich fiir Werte grofer
als A = 0.257GeV oberhalb der Null — Achse. In diesem Bereich sind die beiden Konstituenten
bereits so kurzlebig, dafs das Potential bei der gegebenen Kopplungsstéirke n = 10 sie nicht mehr in
einem stabilen gebundenen Komplex zusammenhalten kann. Bei kleinen A néhrt sich die Situation
dagegen mehr derjenigen eines gewthnlichen Schrédinger-Problems mit Yukawa-Potential, das bei
dieser Kopplungsstérke eine endliche ( und kleine ) Zahl von Bindungzustinden in der s-Welle
besitzt.

3.3 Die Abbildungen

012 . g

01f N , i

E [GoeV]

Abbildung 3.1: Re(R), (n) ) bein =8
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Versuch unternommen im Rahmen einer Schrédingergleichung mit ge-
dampfter Propagation einen Mechanismus zu etablieren, der die Ausbildung gebundener Zustinde
ermoglicht.

Wir sind von einer Differentialgleichung in der Form

(T- %) +V]e @ = Be(7.1)

ausgegangen und durch die Definition einer Hilfsamplitude in der Form y := ﬁ haben
wir eine Matrix-Gleichung aufgestellt. Das Losen dieser Gleichung erforderte zunéchst die Dia-
gonalisierung der erhaltenen Matrix. Statt diese Art von Gleichungen mit Hilfe des iiblichen
Reihenansatzes zu losen, haben wir einen Integralansatz gebraucht. Um die Kompatibilitdt der
Gleichung 7zu gewihrleisten mufiten wir ein integralférmiges Potential benutzen, das durch die
Inverse Laplace-Transformation des Potentials ausgedriickt wurde. Nachdem wir diese Ansétze in
die Differentialgleichung eingesetzt hatten, erhielten wir ein Gleichungssystem fiir die Gewichts-
funktionen a} (1) und 0’9 (1), die wir in die Integralansiitze eingefiihrt haben. Die Methode fiihrt
so zur Ersetzung der obigen Schrédinger-Differentialgleichung durch die Integralgleichungen

’ _ ﬂ “’/ d“I i ul " ’ _ "
Uf (/,L) = 1 + B2 fo [(ul+2’y—iﬁ)(ul+in)]l+1 811’ f[) d/,L 12 (,LL 12 ) *

{[(,/ vay—in) (i +iw)] o (0 + [ +2v+iw) (6 =) o, (M")}

_ m w dul i ”I " ’ _ "
7 W) = L5 Jo [(1' +2v+in) (1 —ix)]" O’ Jo dwv ('u o ) *

{[(u” vayrin) (1 —iw)] ) () + (0 + 20— i) (" +in)] o (,;)}.

Der Vorteil dieser Methode ist, dafs die Kerne der obigen Gleichungen nur aus einfachen al-
gebraischen Funktionen bestehen und sie daher relativ einfache Integralgleichungen und effiziente
Werkzeuge fiir praktische Rechnungen sind. Dies haben wir hier illustriert, indem wir exakte Lo-
sungen fiir das Yukawa-Potential hergeleitet haben. Diese Losungen sind fiir endliches u gegeben
durch eine endliche Summe, fiir r — 0, d.h. g — oo, durch eine konvergente Reihe von Funk-
tionen( Gl1.2.39 ), die leicht berechnet werden konnen. Als Anwendung haben wir das gebundene
Zustandsspektrum untersucht, bei dem die Kopplungskonstante n und die Energieskala A variiert
wurden. Die Variation der Energieskala hat gezeigt, dak es bei der typischen Kopplungsstirke
n = 10 gebundene Zustidnde nur fiir den Bereich 0GeV < A < 0.257GeV geben kann. Dieses
Ergebnis impliziert eine A — Skala in der von der QCD her zu erwartenden Grofenordnung und
bestétigt qualitativ die in [14] -dort allerdings fiir den Fall eines Coulombpotentials - erhalte-
nen Resultate. Das Verfahren funktioniert, wie sich gezeigt hat, am besten bei nicht zu grofen
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Potentialstirken 7. Bei groffen Werten von n verhindern wachsende Genauigkeitsverluste in der
alternierenden Reihe ( 2.39 ) ein numerisch stabiles Resulat; man muf dann entweder -bei erheb-
lich hoherem Speicherplatz - und Rechenzeitbesdarf - mit mehrfacher Genauigkeit rechnen oder
alternative Losungsverfahren entwickeln.



Anhang A

Berechnungen zum Kapitel 1

Die Schrédinger-Gleichung mit geddmpfter Propagation fiir ein einfaches Modell lautet:

2

T— Vi =F Al
(T — =) + VI = By (A1)
oder )
E-T =V
wobei A eine positive Energieskala ist. Wir definieren eine Hilfsamplitude x folgendermafen:
A
= A2
X= oY (A.2)
oder
(E—-T)x = Av.

Wenn wir y in die Gleichung (A.1) einsetzen, erhalten wir die folgende Gleichung:

(T+ V)Y —Ax = E. (A.3)
Die Kombination der beiden Gleichungen (A.2) und (A.3) ergibt eine Matrixgleichung:
T+V -A P\ (0
()R () =

Da V(r) nur von dem Abstand r abhéngt, sind die geeigneten Lésungen von ¢ und y Drehim-
pulseigenfunktionen. Wir kénnen also folgende Ansdtze machen:

3= (86 ) e "

(f _T_ 30, @)

r

Der Hamilton-Operator eines kriftefreien Systems enthélt nur die kinetische Energie T

T = Eip

mit
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A+ ist der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten der Form

As = A, + Ay,

mit
A _l0 (L0 18 E 2d "
Trea\"ar) T rerr T @ T rar '
und
18/, ) 1 8 2
Aﬁ<p = 77‘2 sin (19)% <sm (19) %> + 77“2 Sin2 (19)6—@2 = _W’ (A7)

wobei f der Drehimpulsvektor ist. Unter Beriicksichtigung der Drehimpulseigenwertsglei-
chung, d.h.
T2y _ 32
erhalten wir

1o i)
?_r6r2r r2

A

und

h2{ 1 0? +l(l-|-1)], (A8)

T2 ror r2
wobei u die reduzierte Masse des Zweikorpersystems und ! die Drehimpulsquantenzahl ist.
Die Gleichung (A.4) kann als Matrizensumme zerlegt werden, indem wir die 2 x 2 — Matriz

als Matrizensumme darstellen. Es gilt:

T 0
o 7]+

K
_ T[(l) H+A

Die Gleichung (A.4) hat also die folgende Form:
10 0 -1 V(r) 0 F(r) \ _ Fi(r)
Ulo ey 3L 01 (al ) =2 (6 ) e
10 Vir)—E 0 0 -1 Fr \ _[0
Ulo V0" eV (66 )= (0)
Die zu l6sende Schrodinger Differentialgleichung lautet also

e (RN B [E N

oder




Anhang B

Losung der Schrodinger-Gleichung
(A.10)

B.1 Grenziibergange

Wir werden zuerst das Verhalten der Wellenfunktionen Fj(r) und G;(r) fiir verschwindend kleine
Absténde,d.h. fiir (r — 0) studieren, anschliefend werden wir deren Verhalten fiir sehr grofe
Absténde, d.h. fiir (r — oco) untersuchen.

Das Verhalten bei r — 0

Bei r — 0 ist T gegeniiber A und V' (r) — E sehr grof . Die Gleichung (A.10) geht also {iber in

L (E)-()

Wie iiblich besitzt diese Differentialgleichung zweiter Ordnung die allgemeine Lsung

< gfl((:)) ) = Arl 4 Bri-L,

Aufgrund der Randbedingungen
rFi(r—0)\ [0
rGi(r—0) /) 0
ist der B-Term nicht zuldssig und wir kénnen allgemein im Grenziibergang r — 0 setzen

( gll((’;% ) i (B.2)

Das Verhalten bei r — oo

Bei r — oo sind die Terme 1(1%1) und V(r) gegeniiber A von zu vernachlissigender Grofe. Die
Gleichung (A.10) geht also iiber in

(im0 3] e o v] 3 S HED) - (0)

oder
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(G5 [8 2L E)-(2) oo

Um diese Gleichung, d.h. die Gleichung (B.3) zu l6sen, miissen wir die Matrix { _01 é ]

diagonalisieren.

B.1.1 Diagonalisierung der Matrix

Um die Matrix { ] zu diagonalisieren, miissen wir zuerst das Eigenwertproblem untersu-

0
-1 0
chen.

Eigenwertproblem

Die Eigenwerte von sind Losungen des charakteristischen Polynoms

-1 0

w3815 1] o
w5 2]-150) - o

& det { z -1 ] = 0
1
s?4+1 = 0
ST = =i
Die Eigenwerte sind also Ay =7 und A\; = —i.

Es sei nun ( il > ein Eigenvektor zu \;(i = 1,2),dann ist
2

U o]l i (2)=()

Eigenvektor zu \; =
Wenn wir A\; durch ¢ ersetzen, wird die obige Gleichung also

Uoo]-lo )

| ——
7~ (.
—_—
[
R
|>—* .
-t =
] R P
[NV V]
—_ 5B
N———
Il Il |
e N N
oo oo oo

&1 = 1T
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Der Vektor ¢ ( 1 > mit ¢ € R ist also ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A\; = i. Im folgenden

werden wir die normierte Form dieses Vektors benutzen,d.h. den normierten Eigenvektor mit

_ 1 . 1 1
=75 also den Eigenvektor 7 ( i)

Eigenvektor zu Ay = —1¢
Wenn wir nun A; durch —i ersetzen, lautet die obige Gleichung:

Uaelelon i) = ()
=[5 (%)

I
/7~
oo
N——

7:1‘1 + X2 = 0
=

—I1 + 12 = 0

<= Ty = —i,l‘l.

Der Vektor ¢ ( —lz > mit ¢ € R ist also ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A2 = —i und der

1
. . . L
normierte Eigenvektor ist 7 < i )

Die Diagonalmatrix

1 } ist zu erhalten durch die Gleichung

Die Diagonalmatrix zu { _01 0

1 1
. . . . _ . . L L .
wobei U die invertierbare 2 x 2 — Matriz mit dem Spaltensystem 7 < ; ), 7 ( ; > ist.

Die Matrix U hat also die Gestalt

U:%“ _1Z] (B.4)

Die adjungierte Matrix Ut zu U hat die Gestalt

Ut = oT"
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wobei U* die konjugierte Matrix und U” die transponierte Matrix zu U sind. U ist eine unitire
Matrix, da sie die folgende Beziehung erfiillt

vut=U%U

Il
o=
| — |
—
~. |

=~
—
| — |
B )
Lo~
| I

_ 120
210 2

_ 10

- 01

=>UT=U"1

Wir haben also
1] 0 1 a0 1 i 0
U {_1 O]U—U 1 0 U= 0 —i (B.6)

In der Sprache der Spintheorie handelt es sich um die Uberfithrung des Operators ios in den
Operator io3 durch eine Drehung um die 1-Achse.



Anhang C

Der Trick zum Losen der Gleichung
(B.3)

Wir multiplizieren die Gleichung (B.3) von links mit U+ und fiigen UU* = 2

] zwischen

| —
O =

dem Hamilton-Operator und der Matrix < Fi(r) > ein. Wir erhalten dadurch

l
Gi(r)
{egrans ]S e (80)-(3)

Daraus wird

0 1 F/(r)

-1 0] G,(r)
. - 0 1

und nach der Diagonalisierung von { 1 0 ] entsteht

(Gamripm) [0 V][0 S HE0 ) = (

Wir konnen dies in folgende kompakte Form bringen:
F, (r) 0
) = . C1
(60 )=(5) (1

In der obigen Rechnung wurde die folgende Bezeichnung eingesetzt

(60 )= (&6)

Es ist auch leicht zu zeigen, daf

0 2,U« +

L& p 4 2 (F 4 iA) 0
2
0 LAor+ 28 (E—iA)

r dr2

U+[ ?}U:U“LU:UUJFZ

1
0

und
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Wir haben also nach der Gleichung (C'.1) die beiden folgenden Gleichungen zu lésen:

1 d? 2 . '
und )
1d 2u . /
{;W’“"‘ﬁ(E—zA)}G,(r):O. (C.4)
Es gilt
1d _ & 2d
rdr2  dr?  rdr
und fiir

ra o,
r dr? dr?
Die Gleichungen (C.3) und (C.4) werden also fiir r — oo

r — 00,

{%+;—§(E+M)}E'(r):0 (C.5)
{% T 2—’; (E - iA)} G)(r) =0. (C.6)

Gesucht sind nun die Nichtstreulosungen, d.h. die Losungen zu den gebundenen Zustidnden,
wobei deren Wellenzahlvektorquadrat negativ sein muss.

Losung zur Gleichung (C.5)
Wir suchen die Basislosungen der Gleichung

d? 2u . '
(v @i} E e =0

in der Form exp(Kr), wobei K die folgende Beziehung erfiillt:
2 _ 2p .
—-K* = ?(E +iA) (C.7)
oder
2 22 .
K* =i 7z (E +iA)
oder
.2 -
Ky =+i ?\/E—l—z/\

oder in rationaler Form

K:i{\/hﬂ (mw)ﬂ-\/% (m_E)}

o Ky =:|:\/# (\/E2+A2—E) iz\/# (\/EQ +A2+E).

In der obigen Gleichung haben wir uns die Tatsache zu Nutze gemacht, daf die komplexe
Gleichung der Form
Z?=C



in der Z und C komplexe Zahlen sind, die folgende Losung hat

Z = Re(Z) + iIm(Z),

wobei
e(z) =IO 70
() = oI L)
mit

{ +1, falls Im(C) >0
o=

=1, fallsIm(C) <0

der reelle und der imaginédre Anteil sind. Daher ist

2 2 2 2 __
\/m:\/VE +2A +E+i\/\/E -|-2A E-

41

Die Losung o exp(K_r) mit K_ = \/# (VEZ + A2 — E) — i\/ #5 (VE? + A2 + ) ist ausza-
schlieflen, da sie exponentiell wachsend ist. Die physikalische, d.h. die einen exponentiellen Abfall

liefernde Losung ist also gegeben durch

Ky = —\/& (VETE-E)+i\/ (VEE+ A2+ E)

= —y(E) + ik(E)

mit

WE) =/t (VEET A E)

w(E) = \/# (VETTA2+B),
Die gesuchte Losung zu der Gleichung (C.5)lautet also

’

F) (r) oc el=7Him)T,

Losung der Gleichung (C.6)
Wir suchen die Losungen zu der Gleichung

d2 2/], . ’
{W + ? (E - ZA)} G,(r) =0,
die die folgende Beziehung erfiillen

~-K? = 24 (E —iA)

& K,

+iy/ 25/ E — ik

&K, = iz{\/% (VEE+ X2+ E) —i\/ (m_E)}

)/t (VEE+ N2 - B) i\t (VEZ + A2 + ).

(C.8)

(C.10)

(C.11)
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Hier haben wir die Beziehung

2 2 2 2 _
VETiR=[VELEAAE VB P
2 2

benutzt. Aus denselben Griinden wie bei K scheidet die Losung mit K, = \/% (VE*+ A2 —E)+
# (VE? + A% + E) aus. Die exponentiell abfallende Losung ist gegeben durch

K. = -/t (VEPT N - B) —i\/# (VET+ A2 + E)

(C.12)
= —v(E) —ix(E).
Die gesuchte Losung der Gleichung (C.6) lautet also
Gy(r) oc e (iR, (C.13)

Gemif der Gleichung (C.2) und wegen der Unitaritdt der Matrix U erhalten wir folgende

Beziehung zwischen < :)) ) und < >:

( 0 ) -v( 0 ): o1

Folglich gilt

d.h.
A = H{R0O+60]
(C.15)
G = H{Fm-¢m}
und mit Hilfe der Gleichungen (C.10) und (C.13) erhalten wir fiir r — oo
Fi(r) o % {eirr 4 emirT} = %e‘w cos (kr)
(C.16)

Gi(r) « z% {eirr —e=irr} = —%e‘w sin (k7).

Die resultierenden Wellenfunktionen Fj(r) und G;(r) miissen sowohl das asymptotische Ver-
halten bei r — 0, als auch das asymptotische Verhalten bei » — oo enthalten. Die Ansétze fiir die
beiden Funktionen kénnen also die folgenden Formen haben

Fi(r) = V2fi(r)r'e™"" cos (kr)
(C.17)
Gi(r) = —\/_gl( Yrle= " sin (kr),

wobei fi(r) und g;(r) nur vom Abstand r abhéingige Funktionen sind. Diese Funktionen konnten
nun in die Gleichung (B.3) eingesetzt und auf ein geeignetes Potential weiter durchgearbeitet
werden. Fiir unsere Berechnungen lohnt es sich nicht diesen Weg weiterzuverfolgen. Wir benutzen
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hier andere Losungsansitze fiir Fll (r) und G;(r). Wir werden Integralansétze (die sog. Laplace-
Transformation) sowohl fiir F} (r) und G,(r), als auch fiir das Potential benutzen. Wir schreiben
F, (r) und G,(r) zunichst in der Form

Fl’ (ry = rle”“"fl’ (r)
(C.18)
G; (ry = rle”“"gl’ (r)
und fiir f, () und g,(r) soll in den folgenden Integralformen gelten:
A = [ dpe [(n+a) (u+ b)) o (n)
l (C.19)
) = [ due [(n+a) (n+8)] oy,
wobei a, @', b, b, komplexe Zahlen und O';c (1), J;(u) Gewichtsfunktionen sind.
Das Potential setzen wir in der folgenden Integralform
Vo) = [ due i, (C.20)
0

wobei v(u) die inverse Laplacetransformation von V(r) ist. Die Funktionen Fl’ (r) und G; (r)
haben also die folgenden Formen:

F(r) = e [ due [(u+a) (n+b)] o) (p)
l (C.21)
Gy(r) = rle™ [ due=r" [(u—#a’) (u+ b’)] o, ().
Dariiberhinaus haben die resultierenden Wellenfunktionen folgende Gestalt:
_ 1 ’ ’
R = H{F0+60}
(C.22)
G = im{Fn-amn}

mitF, und G, gemik (C.21). Jetzt konnen wir die resultierenden Wellenfunktionen Fj(r) und
Gi(r) wieder in die Gleichung (A.10) einsetzen und erhalten

R S R I N [ ST
SR o) e | Lo )~ L
oder
|2 (~Lr + 5E0) — B4 V()| A() - AGI(r) = 0
AR+ [ (<L + S B[ Gi(r) = 0
oder
1  1(+1) 2u 24
{;Wr_ S +?(E—V(r))]Fl(r)-l-FAGl(r)zo (C.23)
und
1 d? 11+1)  2u 2/
{FW“ 3 +?E]Gl(r)—?AFl(r):0. (C.24)
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Wenn wir die Funktionen Fj(r) und G;(r ) durch die auftretenden Formen in der Gleichung

(C.22) ersetzen, erhalten wir, wenn l%r = er + 24 gllt die folgenden Gleichungen:

2 MU B v (R +aim) + a2 (Fo) - 6i0) =0 (©)

dr?2  rdr r2

[d2 2d_l(l+1) ;/JE]( (r) = Gi(r ))+iAiL_§(E’(T)+G;(r))=0 (C.26)

Fiir das Losen der beiden letzten Gleichungen benutzen wir die Formen der Funktionen Fll (r)und
G; (r), die in den Gleichungen (C.18) und (C.21) dargestellt sind d.h.:

F(r) = rlef(r)
G;(r) = rle*wgl’(r).
Es ist also leicht zu zeigen, daft
d l d
~F =ple=vr |2 2
SR =rter L (4 -9)] o) (©27)
und dafs
Z d? l d (-1 l ,
— F(r)=rle 7 |- 2L -] 4 9y A2 ) 2
mn e[S (fo0) TN SR e nt e e e

Dasselbe gilt auch fiir G, (7).

Wenn wir die Gleichungen (C.27) und (C.28) in die Gleichungen (C.25) und (C.26) einsetzen,
erhalten wir

(s - 27t ) + 280 — )+ 4% + B(E - V() +iN)] £()
(C.29)

+ (& -2rd) +2 B0 E - + P+ BE-V() i) g() = 0

und

(8 —2v) + 25 (L — ) + 42 + B(E+i0)] £()
(C.30)

- [(# —2vh) + 2B -+ 2+ B E - i) () = 0.

Im folgenden setzen wir fiir die reduzierte Masse y := m ein, um mogliche Verwechslungen mit
der Integralvariable u zu vermeiden. Geméf der Gleichung (C.9) haben wir also

V= % (\/E2+A2—E).
Eingesetzt in die Gleichungen (C.30) und (C.31) erhalten wir

(i -2 ) +20 (L =) + 1 (VEZF &2 + B - 2V(r) + 2iA) | £;(r)
(C.31)
+ (& -20g) 4280 (L —9) + B (VEPF R+ E—2V(r) - 2i0)] () = 0
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und

[(W 27d)+2< D (L q) + %(\/E2+A2+E+21A)]f()

(C.32)
(& -2 ) + 28 (£ —9) + B (VEEF A2+ E—2i0) | g(r) = 0.
Aus dieser letzten Gleichung folgt
(£ - 2v) +280 (£ - 9) + B (VEP+ X7 + B+ 2i0)| £, ()
(C.33)
- [(j_;—zyd%)-w(’“) (L —9) + o (VE? +A2+E—2zA)] " (r).
Aus der Gleichung (C.32) erhalten wir nach “ Aussummieren ” der Potentialterme
[(%—27%) + 20 (4 )+%(\/E2+A2+E+2m)] £(r)
+ (s —2vt) + 280 (£ =) + & (VETT A7+ E—2iA) | g,(r) (C.34)

=22V () +g,(r)) .
Wir haben

K2 +2ivk = 2% (VE?+ A2+ E)+2i\/#% (VE>+A2-E)\/# (VE? + A2+ E)

7 <\/E2 +A2+E+ 2@'\/(\/E2 +A2—FE) (VE>+ A2 + E))
= n (VE> + A+ E + 2VE? + A? — E?)

- 7% (VE? + A2 + E + 2i|A])

m (VE? + A% + E + 2iA)

(A>0)

und

K2 —=2ivk = 35 (VE?+ A2+ E —2iA)
Daher erhalten wir aus den Gleichungen (C.34) und (C.35) die folgende Gleichung:

[(dr — 2y d) + 2(l+1) (% —’y) + K2+ 2@'7/@] fll(r)

+[( - 27t ) + 2850 (& — ) + #* — 2im] g (1) (C.35)

=22V () () + )

oder

[(j_ - 2%%) 4ot (di - 7) R m] fi(r) = 25V (H0) +a()  (036)

r
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oder

(3 -2 ) +2 2 (£ —5) 4w = 2inn] i) = v () + i) - (C30

Als Ergebnis der letzten beiden Gleichungen 1afst sich festhalten, daf die beiden Funktionen
f; (r) und g, (r) zueinander komplexkonjugiert sind, d.h.

fi(r)* =g (r) (C.38)

und vice versa. Es geniigt also eine der beiden Gleichungen (C.36) oder (C.37) weiter zu
betrachten. Wir betrachten also zunichst die Gleichung (C.36) genauer und erhalten die Losung
zu (C.37) nach (C.38). Nach den Gleichungen (C.19), (C.20) und (C.36) erhalten wir

(5 —2vik) + 2542 () + 02 + 209m] fyT dpae™” [( -+ 0) (4 B)]' 7 (1)
=& o~ dre” (1) {fo‘x’ a7 (1 +a) (W +5)] o)

e (W ) (0 + b')]l Ulg(u')}

& fy2 dpe [ + 29+ 12 + 2iyk — 250 ()| [0+ @) (0 + ) o ()

= [y drv(r) [° dl/ff*(’lﬂ)r { Ku +a) (u' +b)]lo}(u') + [(M +a') (u' +b')]la'g(u')}.
(C.39)

Umformung des Integrals [ due " (u+7) [(n+ a) (n+ b))’ G';c ()
Wir werden zuerst die Identitét

! _ d H ! ! ! ’ l ’ ’
() [ 0) o+ 0 o) = o | () [ +a) (44 0)] o)
benutzen und diese dann spéter partiell integrieren. Es gilt also:

Jo~ dpe

~~

) [+ a) (u+ )] oy ()

-~

S n' (') [ +a) (' +0)] o ()

s ¢

= [e—w fo“ du (u' +7) [(u’ + a) (,u’ + b)]la}(,u’)]:o
+r [y dpe=r [ dy (u’ + ’y) [(u’ + a) (ul + b)]lalf(u’)

=r 57 dper" [ dp (M' + 7) KM + a) (u' + b)] l ap(p),

da limy, oo e = 0 und lim,, o [ dy (u' + 7) [(u + a) (u' n b)]la}(u’) — 0 sind.
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Umformung des Integrals [ drv(r) [;° du'e” (M’—H)r [(Ml + a) (M’ + b)]la}(ﬂl)
Wir setzen

/l/:,U«’+T=>T://,—,U,’ = dr = du,
da 7 > 0 kann ,u’ bei gegebenem p nur noch von 0 bis p laufen . Es gilt also

fooo drv(r) fooo dulei(”%‘l—)r [(,u’ —|—a) (ul +b)]lg}(ul)

= fooo dpe +r foﬂ dp'v (,u — ,u’) [(,u’ + a) (ul + b)]l a} (1)
Aukerdem kénnen wir sagen:

P2+ 2yp+ K2+ 2ive = p? +2yu+2 — % + K2+ 2ivk

(n+7)* = (32 = 2y — K?)

(147" = (v = 2iym + (ix)?)

= (n+7)? = (v —iK)?

(w+y+y—ik) (p+v—7+ik)

(u+2v —ik) (u+ik) .
Die Gleichung (C.39) wird also

Sy dpetm L+ 2 = i) (- i) [+ @) (e + D)) o 10)
—2(+1) [y du (M' + 7) KM + a) (u' + b)]la}(u')}

e i o) {0 40) (600 o+ [0 ) (549 )

Diese Gleichung zwischen zwei Laplace-Transformierten gilt genau dann wenn deren Gewichts-
funktionen gleich sind. Daher erhalten wir

(1 + 2y — i) (u+is) [(n + a) (u+ b)) o'y (1)
=2(1+1) [ dp (u' + v) [(u + a) (u' + b)]l o (1) (C.40)

+Z [y du'v (,u—,u’) {[(u’ +a) (u’ +b)]la}(u’) + [(u’ +a’) (ul +b’)]la;(u’)}.
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Anhang D

Die Ableitung der Gleichungen fiir
die Gewichtstunktionen

Wir differenzieren zuerst die beiden Seiten der Gleichung (C.40) und dividieren sie dann durch

[(t+ a) (u+ b)]'. Dadurch erhalten wir:
o {(u2 +2py + K2 + 2i7) (1 + ) (n + b)) o} (u)}

=201+ 1) & f3 dy (u' +7) [(u +a) (u' +b)]la} (M)

e ' (o) {[(u +a) (i +b)]la} () + (W +a) (w +b’)]lff; (u)}

&2 () [+ 0) (b)) o () + (12 + 2y + 12+ 2iym) L { [+ @) (+B)] 0 ()}

=2(+1) (u+7) [(u+a) (u+b)] op (1) +

o i (u- i) {[(u +a) (i +b)]la} () + [(W +a') (w +b')}la; (u)}

& 2(n+7) [(n+a) (n+0)] of (1) + (42 + 270 + K + 2iyk) *
{Cu+a+n)il+a) (] ™ o () + [ +a) (+ 0] oy ()}
=21+ 1) (n+7) [(n+a) (n+b)]) of () +
(o) [0 0) (6 +9)] ' () [ ) 6 +9)] ' ()}

49
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& [(n+a) (w+ b)) 2oy (n)
= —Qu+a+d)l[(p+a) (n+b)]" o) () +
TR {—2 (+) [+ a) (u+ )] oy ()

+2(+ 1) (n+9) [(n+a) (u+ )] o (1) +

s () ([(60+0) 6 00)] o) () + [0 6) 6 09)) o (1)

Wir haben also

(1 + @) (n+B)]' 2o ()
=—Qu+a+b)[(n+a)(u+b))"" o)(w)

i (2 ) [+ @) (w4 0] 0 ()

et (o) ([650) 6 0] o [(6+0) (6 +9)] o))

(D.1)
Die Division durch (1 + a) (1 + b)]" ergibt sich zu
9 — (2pta+b)l ! 1
2a0r (1) = Gt 77 W + G *
’ 8 “ ’ ’
{20070 00+ gy o Jo v (= w) + (D.2)

([0 ) ()] o3 () + [0 ) (6 +9)] i ()

Nun integrieren wir die beiden Seiten der Gleichung (D.2) von 0bis u wieder. Wir erhalten
dann
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dp (2u +a +b) '
fo dp' 5 o’ Uf fU ' +a) (' +b) +f0 (1 +27— M)(u -i-m)’k

{21 (u'+v) U}WHWW fo dy V(u — )

(106 ) (6 +0)] oy [(5" ) (5" +9)] )}

0.3)
o) = 5100+ 5 000 { e ey~
R e T By ol (=)
{1067 o) ()] o4 [( ) (7 +8)] )}
Es il
5x [t @) o) = 1 @y ato) + [ duat) 35 04)

Demnach kénnen wir folgende Gleichung formulieren:
o =) ([ ) G ) 6 +) )] )
= v(0) { [(u -|-a) (u' + b)]l op(i) + [(u + a') (;/ + b')]l o'g(;/)}

~~
=0wegen v(0)=0

0 {60 )+ [ ) ) )
- fo“’ dp” {Ku” + a) (u” + b)]lo}(u”) + [(u” + a’) (u” + b’)]la'g(,u”)} BV (,u' - ,u”)

,‘L du’ i IJ/I 1" ’ _ n
= e o o v (=)«

{Ku +a) (u” +b)]la}(u”) + Kﬂ +a’) (u” +b')]la’g(,/’)}

— (K dul %
LI PR RS (e ey

0 {10700 6 i [0 0 )] 0 e )

Auf der rechten Seite der letzten Gleichung haben wir in der p' — p”" — Ebene iiber das Dreieck
¢ =0... (horizontal ) und " = 0..." ( vertikal bis zur Diagonale ) integriert, wie es die folgende
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Abb. D.1 zeigt. Dasselbe Dreiecksgebiet erfafst man offenbar, indem man zuerst ,u” = 0..p (
vertikal ) und dann jeweils g = g ...u ( horizontal von der Diagonalen bis u ) integriert.

0 .
- H

Abbildung D.1: Zur Berechnung des obigen Integrals

Es gilt also

IL ’ ,‘L’ n ,‘L n ,‘L !
/ du / du ... :/ du / du ... (D.5)
0 0 0 '

Der letzte Schritt der obigen Rechnung ist also

i ([ 40) 6 09)] o () [0 0) (0] ()

m du 9 oo
fﬂ” ( v (I,L 12 ).

w +2y—in) (1 +in) (1 +a) (u+)]" 0"

Wir haben also

27 a6 ) [ ) 0 s+ [ ) (5 +0) )
= [y {[(u -|-a) (u” +b)]la}(u”) + [(u +a’) (u” +b’)]la’g(u”)}*

i G ey e (=)

. . . . " ! . .
Wenn wir die Integrationsvariablen nun umbenennen, d.h. ¢ < p , kdnnen wir sagen
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HW{W”@W+M% W+n@+wh o

L (W' +2vy—ir) (' +d”) (u'+5)] "our (u )
=f0“du'{[(u'+a)(u +b)] o [(u +a)(u+ )] 7 }
e e (e ey (e GO

Essei A=y —p =A (u”,;/),folglich gilt v (u” — ,u’) =v(A) und

8 d 8 1" !
o D= gxv @) g (W) = gxv (@)
S
:#(”lliur)zl
a d a " ’ d
| ——
:ﬁ(u”fﬂl)zfl
o
:>8—V(u u) _a_u’”(” —u) (D.6)

Daher haben wir

R {[(0 ) (0] (4) [ ) 6 +9)) s ()
*f: (u"+2v—m)(”“ii)l[(unﬂ)(”,,ﬁ)], %V (M” _ ,u')

00 = { [ +a) (o )] o7 () + [0 +) (4 +9)] 0 ()}

s [h dp o ( "o /)
fp (u”+2’yfin)(u”+in)[(u”+a)(u”+b)]l o vip Y

g {6 e (o)) ) [ ) (0] )

I n
L du F) " ’
*f” " . "o, m " ] 3,/ v (Iu’ - l’l’ )

(W r21=im) (4R [ ) (" )]

waGLDA) — [ g/ {[(u va) (i +b)]la} () + [(W +a) (i +b’)]la'g (u)}

" " !
w0 fu dp ”(“ 7“)
op' i (W 2y —in)(n +in)[ (4 +a) (u +b)]'
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L , , Lok a'v (1" = i) .
=Jo du \[(IL + a) (,u + b)] B_M/‘L (i + 2y —ik) (u" +is) [(p" +a) (1" + b)]llaf (u )
:=K:(fu’u')
) ) 2 [ LEACSD o ()
OW Ju (" 42y —im) (' + ) (8 +0) (1 + DI
=Kz (un')

N /0” A {K (o) o5 (W) + K () o (1) }

mit

. . , Ly e du'v(p =y
B () = [0 =) ) 5 | G (u"+(m> [(u")+ aw +or 7

und

’ ’ ’ 1 1 l 6 u, dl//”’/ (M” B /J")
K?(liali)z{(/i +a)(ﬂ +b)] T/ M . 7 . " " -
HoJuw (0" 42y —is) (0" +ik) [(W" +a) (1" + b)](D N
Unsere vorherige Gleichung mit 0}(;1), d.h. die Gleichung (D.3)sieht also nun folgendermafien
aus:

o) =00 w1 { il - Lt Ly

(D.9)
m Il’ ’ 1] r 1 1 1 1
+5 Jo du {K+ () op(p) + K5 (u,u ) o4(p )} -
Fiir den wechselwirkungsfreien Fall, d.h. fir V(r) = 0 bzw. fiir v(u) = 0, verschwinden
K, (u,,u’) und K+ (,u,ul) und die Gleichung (D.9) lautet nun.

, o oo 2(//—!—7) (2u’+a+b) .,
0 =0+ [ Gt~ GrraGres [ 0

Fiihrt man dieselben Rechnungen mit der Gleichung (C.38) durch, so bekommt man:

W) (0w W) ()

’ _ ’ n ’ 2(}1’+’Y> (2N’+a’+b1) 7 7
Ug( )—0'9(0) lf[) d - Ug( )
St 10
+3 [ dy {Kf (u,u') o, () + Kz (u,u') 0}(#’)}

mit
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, ) , , NETA:) n dli”’/(li” _HI)
Ko o) = [0+ ) 60 3z |, G = o s i
(D.12)
und

, , , Ly E du''v (li” - lil)
K () = [0+ 6] 57 || e o LRI
Fir V(r) = 0 bzw. v(u) = 0 verschwinden K_ (u,,u’) und K (,u,ul) und die Gleich-ung
(D.11) lautet

a;<u>=a;<o>+z/0“du'{( Cha) B (2“+“+b))}o;<u’>- 0.14)

po+2y+ik) (0 —ik) (' +a’) (@ + 0
Offenbar ist die weitaus einfachste Wahl der Konstanten a, b, a, b in den Ansitzen (C.19), (C.21)
diejenige, die der Integralterm in (D.10), (D.14) fiir alle | zum Verschwinden bringt. Die komplexen

Zahlen a, b, a , b’ gehorchen also den folgenden Gleichungen

a =2y —1iK, a’=2'y—|—i/<a =d =a*

(D.15)
b =ik, b=—ik =b=0b"
Geméf der Gleichungen (C.19) und (C.21) bekommen wir
FL(r) = rle " fi(r) = rle™ 1" [ due " [(u + 2y — i) (1 + iw)] o (1)
(D.16)

Gy(r) =rle™g (r) = rle™" [ dpe™" [(n+ 2y + ix) (n— ir)] o, (1)
und die Funktionen Fj(r) und G;(r) werden nach den Gleichungen (C.22) also

rle=m [ l l
R =" / dpe " [+ 29 — i) (ut in)] 0 () + [+ 2y + i) (= )] (1)
(D.17)
und
G _ rle=" °°d —ur . RN . . ,
() =i / e L[+ 2y = i) (u+ i) 0 () = [+ 2 + ) (= )] o, ()}
(D.18)
Aus der Gleichung (C.41) erhalten wir
[(u+2y —ik) (p+in)] T op(n) = 20+1) [I'dy (M' + 7) [(M +2y - m) (u' + m)] l o (1)

+i% {fo” ai'v (p—p) [( +2y = in) (i +m)]lo}(u)

-|-f0“ dy'v (,u — ul) {(,u’ + 2'y-|-z'/£) (,u’ — in)]la'g(u')}
(D.19)
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Die Gleichung (D.3) wird also

o) = o0+ 38 Y ot B (=)
l l (D.20)
{ [(u” + 2y — 'ilﬁ)) (u” + m)] U}(u”) + [(u” +2v+ ih}) (u” - m)] 0';(/1”)}
oder nach der Gleichung (D.5)
7y =050 + 5 { [ () o6+ [ () 70} o)
mit
(o)~ =) ol o [ Gt o
A A : o' Sy (" + 2y —ir) (" +ir)] T '
und

, , N u dp'v (@' —p
K+ (M,M ) = [(,u + 2y + m) (,u — m)]l é%’ /u T z(f-c) W -I-)z'/@)]H_l' (D.23)

Fiir V(r) =0 bzw. v (u) = 0 gilt:

() = o (0). (D.24)

Dieselben Rechnungen fiir U,g (1) ergeben

7 _ 1 m u du, i u, n 1 _ 1"
,(1) = 4(0) + 35 [y [(1 +27-+in) (u' —in)] * 00" Jo v (M H ) *

l l (D.25)
{ K,u” + 2y — m) (,u” + m)] a}(u”) + [(u” + 2y + ihl) (,u” — m)] a'g(u”)}
oder
7y =, + 35 [ {5 (non) 0y ) 4 K (i) 00} (0269
mit
, , N n dp'v(p" =
K_ (u,u ) = [(u +2v+ m) (u - m)]l ail//u T SH) o _>m)]l+1 (D.27)
und

, . ] . u du'v(p -y
Ky (M,M ) = K,u + 2y — m) (,u + m)]l a%’ /u T EH) % —)in)]lﬂ' (D.28)
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Fiir V(r) =0 bzw. v(u) = 0 haben wir also

o,(n) = a,(0). (D.29)
Wenn v(u) reell ist, erhalten wir
K (u,u') =K_ (u,u') , K% (u,u') =K+ (u,u') (D.30)
und wenn zusédtzlich gilt
a4(0)" =0,(0) (D.31)
dann gilt
o () =oy(w), F ()" =Gr), (D.32)

und genau dann werden die Funktionen F; und G; nach (D.17/18) reell, wie fiir die Losungen
eines urspriinglich reellen Dgl.-Systems zu erwarten. Bei zwei reellen Dgl. zweiter Ordnung er-
wartet man 4 reelle Integrationskonstanten, von denen hier freilich nur noch zwei verfiigbar sind,
da wir durch die Ansiitze (C.21) die exponentiell ansteigenden Basislosungen bereits endgiiltig

ausgeschlossen haben. Diese beiden entsprechen dem Real- und dem Imaginérteil von a} (0). Da
es fiir alf (0)’: U;(O) = 0 nur die triviale Losung der Gleichungen (D.20) und (D.24) gibt, sind
0;(0) und o,(0) von Null verschieden zu wihlen und die geeignetste Wahl in unserem Fall ist

1 ’

0:(0)=0,(0) =1 (D.33)
Damit haben wir nach den Gleichungen (D.20) und (D.25)

U} () =1+ Jy [(u’+27—ij§£u’+m)]’+1 8%’ foﬂl i’ (,u' B ,u”) *
l l (D.34)
{ K,u” + 2y — m) (,u” + m)] alf(u”) + [(u” + 2y + in) (,u” — m)] a;](u”)}
und
) =4 i Y oy B (=)
l l (D.35)
{ Ku” + 2+ 'ilﬁ)) (u” - m)] U;(/LII) + [(u” + 2y — ih}) (u” + m)] U}(u”)}
oder in kiirzerer Form
oy =14 7 [ {1 () o)+ 55 (o) 700} (D.36)
und
o, () =1+ % /Ou dp {Kf (u,u') o, (1) + K (u,u') 0}(1/)} : (D.37)

Dies sind die endgiiltigen linearen Integralgleichungen fiir o, und 0';; fiir die Behandlung des
Yukawa-Potentials kann man auch die dquivalenten Gln. (D.20/25) mit (D.33) als Ausgangspunkt
nehmen.
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Der Beweis von v(0) =0
Der Grund dafiir, daf fiir kurzreichweitige Potentiale v(0) = 0 ist, ist folgender:
Wir integrieren die Integralform des Potentials partiell und berechnen den Limes im Unendli-
chen r — oo

Vi) = Jo dp e w(p)

~ 4 CEe)
= [—fe vy + 1 fo due " fhv(p)

I L[y dpe v ()

L) + f3 dpe L)}

V() = v(0)+ [;5 due " Lv(n) . (D.38)
Da das Potential im Unendlichen schneller als r~' verschwindet, muf der Limes der Terme auf
beiden Seiten der Gleichung (D.38) im Unendlichen Null sein. Daher haben wir also

lim rV(r) = v(0) + lim due*’“’%u(,u) =0. (D.39)

=00 r—00 0

Da lim, o [, d,ue*ﬁ““%y(u) = 0 ist, folgt daraus, daf
v(0) = lim rV(r) =0 (D.40)
r—00

ist. Die Gleichung (D.40) ist fiir die Regularitidt der Gleichungen (D.34) und (D.35), bzw.
(D.36) und (D.37), eine notwendige und ausreichende Bedingung. Folglich sind diese Gleichungen
regulér fiir das Yukawa-Potential und singuldr fiir das Coulomb-Potential.

Der Fall der freien Teilchen

Fiir den Fall der freien Teilchen, d.h. fiir V(r) = 0 bzw. v(u) = 0, erhalten wir nach den
Gleichungen (D.16), (D.24), (D.29) und (D.33)

Fir) = e 57 due " [(n+ 2y = in) (n + )]
(D.41)
Gir) = e [ due ™ [(u+ 2y + k) (u— )]
Diese Funktionen verhalten sich am Ursprung wie rllﬁ Wenn wir nun mit der Substitution
X dX
X=pu & p=_— e dp = —
arbeiten, erhalten wir
Fr) = e 2 X (X oy i) (X +in)]'

= rlem [ XL (X 4 (2 — ik) r) (X + inr)]

= St [ dXe X [(X + (2y —ik)r) (X +ikr)] .
Ebenso gilt fiir G;(r)

e "

G,(r) = T /0 Y axeX (X + (2y +ik)r) (X —ikr)] .
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Am Ursprung gilt also

Yy — T ) = L [ xyu _ LQI+T)(2D)!
}E)I})FI(T)—}%GI(T)—M/O dXe * X* = mEs I TE (D.42)

=T (2l+1)

wobei I' die gamma-Funktion bedeutet. Nach den Gleichungen (C.22) gibt es daher keine
physikalischen Losungen fiir Fi(r) und G;(r) am Ursprung fiir freie Teilchen. Zwar wird nach
Linearkombination von Fl’ und G, gemif (C.15) die Hilfsfunktion G; (r) am Ursprung Null, aber
die physikalische Wellenfunktion Fj (r) wird singulir wie T,% Will man ein bei r — 0 reguléres F;
erzielen, so muf man die bei (C.8/12) ausgeschlossenen Lisungen wieder beimischen, die aber bei
A > 0 fiir r — oo exponentiell anwachsen und daher wieder unphysikalisch sind. Erst fiir A = 0
wird eine physikalische Kontinuumslosung méglich, die fiir » — 0o nur noch ungedampft oszilliert.

Der Fall der wechselwirkenden Teilchen, d.h. V(r) #0
Fiir V(r) # 0 behalten die Funktionen Fl’ (r) und G; (r) in den Gleichungen (D.16) ihre Gestalt.
Dieselben Uberlegungen wie bei den wechselwirkungsfreien Teilchen fithren hier zu demselben
Ergebnis, d.h. sie verhalten sich am Ursprung wie rllﬁ Das Verhalten fiir » — 0 wird durch die
Gewichtsfunktion bei 4 = oo bestimmt und ergibt sich zusammen mit dem Limes am Ursprung

von F) (r) und G,(r) zu

R 1 GO e ) Y
. 4 U’ (OO) e —X 21 (2l)' ’

Da Fj(r) und G (r) Linearkombinationen von F, () und G, (r) sind, verhalten sie sich auch am
Ursprung genauso wie T,% Daher ist also die notwendige Bedingung dafiir, daf sich die Funktion
Fi(r) am Ursprung wie r! verhilt, folgende:

Re {0’} (oo)} =0. (D.45)
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Anhang E

Rechnungen zu den Formeln im
Kapitel 2

E.1 Rechnungen zu (2.3) bzw. (2.4)

Es reicht nach den Gleichungen (1.47) bzw. (1.52) zu zeigen, dafs

N 7 l
m du 9K 7 o 7 o " . ! "
8 U e 1 ) [ 200 (4 )] 7, ()

! ! 14
_ _n . w / [(u *ﬂ0+2’}’*il€> (u 7u0+in>] / r
- 20 (/’L /'LO) fuo dﬂ [(u’+277in)(u’+in)]l+1 O-f (/’L /'LO)
(E.1)
ist. Wenn wir v (u) gemif der Gleichung (2.2),auf der linken Seite der obigen Gleichung

einsetzen,, erhalten wir

’ ! l
m m dﬂ L m " 1 . " " o " . ’ "
1 e £ (4 =) [+ 2-0) (9] 7 ()

1 ! [
:_ﬁﬂ I du i n ” ( ’ _ " _ ) [( " o ) ( " . )] ’ ( N)
—= 20 —im) () O Jo dwb(p —p —po) | +2y—is)(p +is)| o (p ).

Wir erweitern nun diese Gleichung mit 2 und erhalten so

f2 2m 1 m dul ) ul " ’ " " . " . l
w0 (=i =) (1 2y i) (0 i)
=n

)

’ ! l
. n (K du 9 [H " ’ _ " _ " . " . ’ "
=-1/ [ +20—in) (0 4im)] 7 04 Jo du 0 (u Iz uo) [(H + 2y m) (u +m)] of (M ) )

Nach der Gleichung (D.4) gilt
B w0 () [ 0) ()] ()

! " " . " . L, " ! "
g (0 ) ()] ) ).
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da po > 0 ist. Auferdem gilt

8%,0 (u' — - Mo) =9 (u' —u - Mo) =H@)=i(=a) g (u” - (u' - Mo)) . (B2

Daher kénnen wir sagen:
2 0 () [ 50 (0] 1)
5 (020 () ) ()

=0 (u' —Mo) [(u —uo+27—m) (u' — po +m)]lo} (u' —uo),

da

/%d:vf ()6 (x —20) = f (x0) (f stetig in xo) (E.3)

ist, wobei 0 die Diracsche delta — Funktion bedeutet. Wir haben also

’
_n [ dp
2 fO [(u’+277in)(u’+in)]l+l *

B (s ) [(5 ) 4 )] ()

. ' ' [(u’—uo+2v—m) (u'—uo+in)]l ' '
=4 )b (,u a “[)) [ +29—in) (0 i) T F (,u - ,uo)

. ' [(u’—uo+27—in) (ul—uo+in)]l ' '
= —30 (h— ho) f:) du [(1' +2v—ir)(u' +ix)]" o (,u B ,uo) :

Dieses Ergebnis entspricht der Gleichung (E.1) sowie den Gleichungen (2.3) bzw. (2.4).

E.1.1 Rechnungen zu (2.7)
Wir gehen von der Gleichung (2.3)aus. Es gilt

B—=fo = Mo (ﬁ - )
(GL.(26)) = po(s—1)
Wir haben also
O(u—po) = B(s—1)
und
no(p—po) = nh(s—1)

= b (s—1)

(G1.(2:6)) = mopot (s —1).

Im folgenden substituieren wir ﬁ durch ¢t. Man erhélt daher
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©o— o+ 2y —ik = MO(Z—;—I-I-Z—Z—Z'%):Gl'(2'6)u0(t—1+)\—iu)
W= o +in = uo(ﬁ—;—1+i%)=u0(t—1+iy)
©o4 2y —ik = uo(l‘:—;—l—i—z—iu—’z):uo(t—}—)\—iz/)
o+ ik - o (ﬁ +iu—’1) = o (t + iv)

I

Dat = % ist, gilt also dy’ = podt und die Gleichung (2.3) wird also

/ 1 _ 1 % [ug(t71+)\7iu)(t71+iu)]l ’ _
I () =1—=nopob (s —1) 3 fl :Ufodt{ [ug(t+)\—iu)(t+iu)]l+1 Of (t—1)

[62(t— 142 tiv) (t—1—iv)]' Y
[H2(t+A—iv) (t+iv)] I (t-1)

/ s — —iv)(t—1+iv)]t !
SO R,y (5) = 1= mopof (s = 1) § [} iyl ¢ Mgt o (uo (¢ — 1)
R

=R, (t—1)

— iv)(t—1—iv)]" ! *
H O oy (o (£ = 1)
N———

=R, (t=1)*

! s — —iv)(t—1+iv)]' p’
= R, (s)=1—mof (s —1)5 [ dt { [(t[(tit\iiu)()t(ii:)?"'l)] R,\(t—-1)

[(t=14A+iv) (t—1—iv)]' *
+ [(t+A—iv) (t+iv)]HT R, (t-1) } :

E.1.2 Rechnungen zu (2.9)

Wir wollen hier zeigen, daf die Gleichungen (2.8) und (2.9) dquivalent sind. Nach den Eigenschaf-
ten der theta — Funktion, d.h.

6 (s —n) = 1, wenn s >n
1 0, wenn s <n,

haben wir

(=10)" on (s —=m,v,\), wenn s >n

Yoneo (=m0)" 0 (s —n)en (s —n,v,X) = 307,
0, wenn s < n

(s = o0) = S (=10)" @ (5 — ny v, )
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mit [s] € X und [s] < s. Andererseits gilt auch

(=10)" on (s —=m,v,\), wenn [s] <s>n
Sko (=m0)" g (s =m, v, ) = g
0, wenn s < n
(s = 0) = Ym0 (=m0)" 0 (s —n) pn (s —n, 1, ).
Daraus folgt

[s] 00
R://\ (S) = Z (_770)n Pn (5 —-n,v, >‘) =700 Z (—ﬂo)n ¢ (5 - TL) Pn (5 -n,v, >‘) .

n=0

E.1.3 Rechnungen zu (2.10)
Nach den Gleichungen (2.7) und (2.8) bzw. (2.9) gilt

/ —14x—iv)(t—14iv)]" p’ — 142 iv)(t—1—iv)]' p'«
R (s) = 1-% [P {loomictilp ) crommioml gy - 1))

= 00 (5,1, X) + 3L (=00)" @ (5 — n, 1, A)

= wo (s,v,A) = 1.
(E.4)
Die Relation ist also fiir n = 0 erfiillt. Wir entwickeln jetzt fiir n = 1 die Reihe (2.8) bzw. (2.9)
und vergleichen dann das Resultat mit der Integralgleichung (2.7) bzw. (E.4). Die Entwicklung
der Reihe ergibt sich zu

R, (s) ="=' 1—nof(s—1)¢1(s—1,0,\). (E.5)

Wenn wir nun die beiden letzten Gleichungen nach den Potenzen von 7y vergleichen, erhalten
wir die Gleichung:

_ s t—14x—iv) (t=1+iv)]'
$1 (S - 1: v, >‘) - % fl dt { [([(t—i-)\—ilf)()t(—i-iu)]lil)] R}/)\ (t - 1)
[(t— 1A iv) (t—1—i)]' 1« (E.6)
+ - . R (t—1
[(t+A—iv) (t+iv)] ' TvA ( )}m:o
y soll jetzt folgendermafsen definiert werden:
y:=s—1 oder s=y+1. (E.7)
Die Gleichung (E.6) wird also zu
_ 1yt [(t=14+A—iv) (t—14ir)]' pf [(t=142div) (t=1—iv)]' 'y
prlv ) = 5 dt{ (R AN Uty e (prm e A Gl 1)}770:0
_ 1 [y [(t+A—iv) (t4iv)]* / [(t4+A+iv) (t—iv)]" .
- 2 fo dt [(t+1+A—iv) (t+14iv)] T TT R, (1) +[(t+1+)\7iu)(t+1+iu)]’+1 R, (1)
=0 (t,v,\) =@ (t,v,\)
11y [(tFX—iv) (t+iv)] (¢ +iv) (t—iv)]" *
2 fo dt { [(tH 1+ —iv) (t+1+iv)] T FT vo (1,7, A) + [(tH 14+ —iv) (t+14iv)] T FT w5 (1, A)} :

(E.8)
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Nach demselben Schema erhélt man fiir n > 2 die rekursive Relation

— —iv — iv)]t
pnlyw ) = 3 f IR o (1, 3) +

(E.9)

[(t+n—14A+iv) (t+n—1—iv)]" &
[(t+ntA—iv)(trntiv) T Pn—1 (t,v, A)}

Aus den Gleichungen (E.4) und (E.9) folgt der Beweis der Gleichung (2.10).

E.2 Einige niitzliche logarithmische und algebraische Funk-
tionen
Die ersten Funktionen ¢, haben eine relativ einfache Struktur. Hier sollen aus der Gleichung (2.10)

mit F = 0 und mit v = A = 0 und mit ! = 0 die ersten drei Funktionen ¢ (y,0,0), 2 (y,0,0), ¢3 (y,0,0)
berechnet werden. Die Gleichung (2.10) lautet also

T
o (y,0,0)z/ 1 (£,0,0), 1=0, (.10)
o (t+mn)

da ¢} = ¢,. Wir haben also
firn=1

voodt Y
,0,0) = / =— E.11
A0 = [T = (E.11)
und fiir n = 2
v dt Y dt t
P2 (yaoao) = / PRV A Z! (t,0,0) = / .
o (t+2)° o (t+2)° (t+1)
Nach Partialbruchzerlegung erhalten wir
¢ _ A B c
e oLl el RO (E.12)
Es gilt
limt%,g (t + 2)2 f (t) = limt%,g H—Ll =2=A
limt_>_1 (t + 1) f (t) = limt_>_1 m =-1=C
— B — —
£ (0) = i+2_1=0=>B=1
Wir haben also
t 2 1 1

t+2°(t+1)  (t+2) PR E

und
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I dtm = 2 [) (t+2)2 + Jy (t+2) - Iy (t+1)
= g+l — It + 1]}
= L +{ln2+y) -2} —In(1+y)
= 2+y—}—ln2+y In(1+y)
= FL+In2+y) —{m2+in(1+y)}

= sL4n(y+2) -n{2(1+y)}

= 25+ In (ai%y)

= 3y —In (2;1—3) .
Daher haben wir
02 (1,0,0) = 55 —in (2;1—3) : (E.13)
Fiir n = 3 gilt
%3 (4,0,0) = Jo @2 (£,0,0)

J§ e {5 —m (24) }
_ I} st — I e {2}

= [ %_ y ltrfgdt Y t+3)2 {In(1+1t)—In(2+1)}

tdt y dtln(1+t) Yy dtin(2+t)
Jo @32y ~ 2 Jo (t+3)2 0 T(t+3)° +Jo t+3)2 °

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung bekommen wir

tdt _ 324y
fo t+3)2(t+2) m —2In (ETy)
fo t+3 = 3(3y+y)'

Die Berechnung der restlichen Integrale ist etwas komplizierter. Durch Partialintegration er-
halten wir
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y In( 1+t _ Y
(3+t)2 = Jo in(1+1t)

= [F &g = J5 f (gt dt

In(1
= {_ na(’;;t } +fy (1+t)(3+_t)

In(14+y)
- T T3ty +f0 (1+t) 3+t)

_In
(Pbzerl.) = éf;,y) +5 o dt (1+t - SLH)

_ —0E) 4 L (14 4) — In (3+ 1))}

= D) L gn (14 y) —In(3+y) + [n3}

3+y
lna(,f;y) + = {ln (;ig) + ln3}

_ _In(i4y) | 1 14y
= 31y T 5in (33+y)

Durch dieselben Rechnungen erhalten wir

ln(2+t) _ In2 32+ In(24+y)
fo dt G+t 5 tin (Eﬁ) T3ty

Die Summe aller diese Terme lautet

P (9,0,0) = —ln(ggjg) — Ll (3§i§j) +5lin (zgig) : (E.14)
Um den Funktionen F,,, Gne, Hnsz, Ing, Jne, Kne eine ndherungsweise algebraische Form zu

geben, miissen wir einige Abschiatzungen machen, wofiir wir insbesondere den Mittelwertsatz nut-
zen.

Die Funktionen F,,, und ﬁm

Wir haben

Fo.(z,v,\) = A(n,v,\) [ dtfn (t+ 20,0

_ [(I4an 145 —iv (t+2) (1tan—14iv (t+2))]"
- A ’fL v, >\ fO dt [(14an4xr— w(t"rz))(1+an+W(t+Z))]l+1

= A(n v, >‘) nz(zu)\)

Es reicht also Fy,, (2,7, \) abzuschiitzen. Wir haben also

I — T [(I4an_1 10 (E42)) (1 4-an —1 440 (142))]
Foo (z,v,0) = [Fdtfu(t+2z,0,0) = [ dt [(H—an;,ix“,(t+z))(1+an+w(+7—5+z))]l+1 ) (E.15)

~ I+1
Wenn wir die Funktion F, (z,v,\) = H_Ll (Klfffl;iiiiZEiii;;EiiZ:;‘ﬂ;ﬁTﬁm) differenzie-

ren, erhalten wir
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I

’ N { [<1+an_1+x_z—u(t+z))(1+an1+iu<t+z>>]”1}
I+1 (I+ansr—iv(t+2))(1t+antiv (t42))

ﬁm (z,v,A)

[(1+an—1+x—iu(t+2))(1+ﬂn—1+iu(t+z))]l 1 *
- (I+an4a—iv(t+2))(1+antin (t+2)) [(Atantr—iv(t+2))(1+antiv(t+2))]?

{lan—11x—iv (1 + an—14iv (t + 2)) + an—14iv (1 + ap—14r—iv (t + 2))] *
(L4 angr—iv (t+ 2)) (1 + anpiv (t + 2))
- [an-i-)\—iu (14 anyiv (t+2)) + anpiv (1 + apgpr—iv (t+ Z))] *

(L4 an—14x—iv (t +2)) (1 + an—144v (t + 2))}

Qn—14X—iv z An—14iv 2))!
= et (nmmie (1 g (E42) +

_ (tan—igr—in(t4+2))(A4an—1440 (t42))

tn—ttiv (L4 @n-1x—iw (E+2)) = S ST E D a2y

[an+>\—iu (14 antiv (t+2) + angiv (1 + angyr—iv (t + Z))]}

n ERZON
(1+an+kfiuf(t$:>))(1+21n+iv(t“l‘z)) {1+ ana—iv (4 2)) (1 npiy (E+2))
[an71+)\7iu (]- + Ap—14iv (t + 2)) + Ap—1+4iv (]- + Qp—14X—iv (t + 2))]
- [an-i-)\—iu (14 anyiv (t+2)) + anpiv (1 + apgpr—iv (t+ Z))] *

(L4 an—14x—iv (t +2)) (1 + an14v (t + 2))}

= fo (t+2,0,0) (wn (t4 2,,0) 7"
Wir kénnen also sagen

i

_ whirze)) [[(tanipacin () (dan1an (t42) ]
falt+2,0,0) = =55 { [ i - o () (T am s (7)) ]
(E.16)
f _ (Itansr—iv(t42))(Atantiv(t+2))
wi(t+z,v,\) = A (o)
mit
Afz, (t + zZ,V, )‘) - {an71+)\7iu []- + An—1+4iv (t + Z)] + Qp—1+iv []- + Ap—14X—iv (t + 2)]}

e[+ anpriv (+ 2)] [+ angi (£ + 2)]
—{anir—iv [1+ npiv (t+ 2)] + angiv [1 4+ anpr—iv (E + 2)]}

ES [1 + Apn—14X—iv (t + Z)] [1 + Ap—1+iv (t + Z)]
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= [an71+/\7iu + Ap—1+iv + 2an71+i1/U/nfl%—/\fil/ (t + Z)] *
{1 + [antiv + anir—iv] (t + 2) + Gnir—ivnriv (t+ z)2}
- [an+/\7iu + Aptiv + 2an+)\7iuan+i1/ (t + 2)] *

{1 + [an—l—i-iu + an—1+>\—iu] (t + Z) + Gpn_ 14 r—ivAn—1+iv (t + 3)2}

= n—14x—iv + Gn-1+4iv+
[(@n—142—iv + @n11iv) (@ngiv + Cnir—iv)
+2an—1+ivan-14r—iv] (t + 2)
+ @t r—ivOnyiv (@n—142—iv + Gn_14iv) +
2an—14iv0n—14+xr—iv (Antiv + anyr—iv)] (t + 2)2
2001410147 —ivGnir—ivOniv (E+ 2)°
—{an+r—iv + Gntivt+
[(@nsr—iv + Gniiv) (@n—14iv + Gn14x—iv)
+20n4 A —ivOngiv] (t + 2)
+ [an—14r—iv@n—1+iv (@ntr—iv + Qntiv)
+20n 4 A—ivOntiv (An_1+iv + CGn_142—iv)] (t + 2)2
+20n4 A~ iv@ntivAn—14r—iv@n—1+iv (t + z)s}
= n—1+4x—iv + Gn—14iv = Anyr—iv — Qntiv
+2 (@n—14ivOn-14r—iv — Onfr—ivntiv) (t + 2)
+ [antr—iv@ntiv (@Gn—14+r—iv + Gn—14iv)
—On 14 A—ivOn—1+iv (@nyr—iv + Gnyiv)
+20n 1 4iv@n—14x—iv (Qnyiv + Gngr—iv)

_zan+/\7iuan+iu (an71+iu + anfl—i—/\fiu)] (t + 2)2

— Ap—14+1—iv + Ap—1+iv — On4—iv — Antiv
+2 (an—l—i-il/an—l—l—)\—iu — On4\—iv — an+iu) (t + Z)
+ [anfl—i—iuanfl—i—/\fiu (an+iu + an—{—/\fil/)
—An4-\—ivAntiv (an—l—i-il/ + an—1+>\—iu)] (t + Z)2

= QL + Rl (t+2) + SI (t+2)°,
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d.h.

Af(t+2,0,)) = Qf+RL(t+2)+5](t+2) (E.17)

und die Funktion w/ wird nun

f _ (4angr—iv(t+2)(I4antiv(t+2))
wh(t+z,v,\) = QLR (b1 )4 5L (1202 (E.18)
mit
Qf;, = Ap—14X—iv + Ap—1+iv — Qpniyx—iv — Aptiv
Rfl = 2 (an71+iuan71+/\7iu - anJr/\fiuanJriu)
S'r{ = Op—1+4ivn—14+2—iv (an+i1/ + an+)\7iu) — Qp4-x—ivQn+tiv (an71+il/ + an71+)\7iu) .
(E.19)
Wir setzen
w,{ t+z,v,\
Qf (t+2,1,)) = “altzwd (E.20)
Die Gleichung (E.16) wird also
I+1 '
_ f (I4an—14r—iv(t+2))(A+an—14iv(t+2)) .
Paltramnd) = 0f e+ { [Spmmestetmanuea T @)

wobei der Strich die Ableitung nach t bedeudet. Wir haben also

ﬁm Z,U, A = dtf, (t+z,v,\
0

’

Iy dt, (t+ 2,0, ) { [<1+anmiu<t+z)><1+an_1+w<t+z>)]’“}

Foe (2,0, ) (T antr—in (+2) (T+an g0 (£+2))

’

l
(M.W.S, 5 € [O,x]) ~ Of (% +2,v, )\) fox di { [(1+an71+xﬂvu(t+z))(1+an_1+iu(t+z))] +1}

(I+an4x—iv(t+2)) (1+an4iv(t42))

]l+1

— (I+an— —iv(z+2))(1+an—14iv (T+2))
0f (5 +23) { Sttty

| O+an—14x—i2)(1+an—14iv2) i1
(Itantr—iv2)(I+antivz)

Die Gleichung (E.15) lautet jetzt

~ I+1
o~ (A+an— —iv(z+2))(Itan—14iv(z+2))
Fop (Z, v, >‘) = sz (% +z,v, >‘) { [ (1+a;:i_iu(m+z))(1+an+i1:r(z+z)) ]

(E.22)

| O0ten14r—i2) (A +an—14ir2) b
(I4antr—ivz)(1+antivz)

und die Funktion F,,, wird zu
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I+1
~ x 14+an— —iv(z+ I+an—14iv(z+
Fao (2 ) = A(n,n O, (5 + 2 0) { [Smsacziisc i)
(E.23)
_ [(1+an—1+k—iv3)(1+an71+iuz)]l+1
(I+ansr—ivz)(1+antivz) :
Die Funktionen G, und (N}’m
Wir haben
Gne (z,1,\) = A(n,v,A) [ dtgn (t+ 2,v,))
_ o g [(4an 14aya (t42) (14an—1-i (t+2))]'
= Alw ) o a0 T ems T
= A(n,v, ) G (z,v,A),
mit
~ — g l04an g (H2) (I4an—1—iv (t42))]
Gna (2,0 = Jo e U et I (E:24)
N I+1
: : : 1+an, iv (t+ I+an—1—iv(t+
Wenn wir die Funktion G, (t+2,v,)) = 57 [( (1a+anlii:u§t+z))))gl+in+zu(ng))Z)) nach t

differenzieren, erhalten wir
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1

/ 1 {[<1+an_1+x+iu(t+z))(1+an1iu<t+z>>]l“}

I+1 (I+antr—iv(t+2))(1+an4iv (E+2))

@m (z,v,A)

[(1+an_1+x+iu(t+2))(1+071—iv(tJFZ))]l 1 *
(Itantr—iv(t+2))(1+an4iv (t+2)) [(1+antx—iv(t+2))(1+antiv (E+2))]?

{[an71+)\+iu (]- +ap-1-iv (t + 2)) +ap-1-iv (]- + Ap— 14 A +iv (t + 2))] *
(14 angr—iv (t+ 2)) (1 + anpiv (t + 2))
- [an-i-)\—iu (14 anyiv (t+2)) + anpiv (1 + apgpr—iv (t+ Z))] *

(L4 an—1xtiv (t+2)) (1 + an1-iv (t + 2))}

[(Itan _14rpiv (t42) (14an—1—iv (t+2))]
T 1) (1 Fan gty (00—t (L4 ot (E42))

14+a,— iv(t+2)(1+an—1—i0 (t+2
+an—1-iv (1 + An—142+iv (t + Z)) ! J(r1+ajii:l,gtizggglian+:u(t+(;)r) L *

[an+>\—iu (14 antiv (t+2) + angiv (1 + angyr—iv (t + Z))]}

<1+anH,if&ﬁﬁ’(fﬁw<t+z>> {(1+ anpr—iv (t+2)) (1 + Gnpay (E+ 2))

[an71+)\+iu (]- + an-—1-iv (t + 2)) + an—1-iv (]- + Qp—1+4\+iv (t + Z))]

- [an-i-)\—iu (1 + an+tiv (t + Z)) + antiv (1 + Gnyr—iv (t + Z))] *

(L4 an—1xtiv (t+2)) (1 + @n1—iv (E + 2))}

gn (t+ 2,0, ) (WI (t+ z,v, )\))_1 )

Es gilt also

’

+1
_ wfltrew) [ [Oans e (42) (ban s (42))
gn(t+zpA) = = {[ S ) (S } (E.25)
mit
Wi (t+2,0,)) = Ui (R Ot (0h2) (E.26)
und

A% (t +z,v, )‘) = {an71+)\+iu []- + Gn—1—iv (t + Z)] + Gn—1—iv []- + Qp—1+4\+iv (t + 2)]}
#[1+ Gniaciv (t+ 2] [+ ansiy (£ 4 2)
—H{anir—iv [L+ antiv (t+ 2)] + anpiv [1+ anyr—iv (t + 2)]}

ES [1 + Ap—14X+iv (t + Z)] [1 + An—1—iv (t + Z)]



E.2. EINIGE NUTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 73

= {1 + [an+>\—iu + an+iu] (t + Z) + Gppr—ivAntiv (t + 3)2} *
[an—l—i-)\—l—iu +an—1—iv + 2014 2tivGn-1—iv (t + Z)]
2
- {]- + [anflfiu + an71+/\+iu] (t + Z) + An—14X+ivAn—1—iv (t + Z) }

* [an+>\—iu + apyip + 2an+>\—iuan+iu (t + Z)]

= {@n—142tiv + Gn—1—iv+
(an—142tiv + @n—1-iv) (@ngr—iv + Cntiv) + 20n—1424iv@n-1—iv] (t + 2)
+ @t r—ivnyiv (@n—142tiv + An1-iv)
Fan_14rtivtn_1—iv (@nir—iv + ansin)] (t + 2)°
+20n 142t ivn—1—ivQng r—ivOnyiv (T + Z)B}
—{an+r—iv + Gntivt+
[(antr—iv + Gntiv) (@n_1—iv + Gn—142r+iv) + 200t r—ivOnpiv] (E + 2)
+ [an—142+iv@n—1—iv (Antr—iv + Gntiv) +
2047 —ivAntiv (An—1—iv + Gn_14xtiv)] (E+2)°

3
+2an+>\—iuan—i—il/an—l—l—)\—i-iuan—l—iu (t + Z) }

= (@n—14xtiv + Gno1—iv — Qnir—iv — Gntiv)
+2[an—142tivOn—1—iv — Gntr—ivOntiv] (t + 2)
+an—142tiv@n—1—iv (@ntr—iv + Gntiv)
—Ontr—ivOntiv (Gn—14x—iv + Gn_1—4)] (t + 2)2
= Q9 + RI (t+2) + SI (t+ 2)° .

Wir haben also

AV (t+2z,0,0) = Q)+ RI(t+2)+SI(t+2) (E.27)
und
Wi (t+2,0,)) = UHepos it (i) (E.28)

mit
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Q% = Ap— 14 —iv T Ap_1—iv — Apir—iv — Aptiv
R% = 2 (an71+)\+iuan717iu - anJr/\fiuanJriu)
STQL = Opn—14X+iv0n—1—iv (a'n—i-)\—iu + an+iu) — Ap4 A—ivAn+iv (an—1+>\+iu + a'n—l—il/) .
(E.29)
Wir setzen nun
Q9 (t+2,v,\) = W : (E.30)
Die Gleichung (E.25) wird daher zu
t A = Q9 (¢t A (Atan—14r4iv(t+2))(Itan—1-iv (t+2)) | (E 31)
gn (t+2,0,7) = h(t+z0, ) (It anyr—iv(t+2))(A+anyin (E+2)) ) '

Wir haben also ,

~ I+1
— z (tan— iv(t+2))(A+an—1-iv (t+2))
Gz (2,V,\) = fo ditQ¥ (t + z,v, \) { [ (1+a:i:—u(t+z))(1+an+ju(t+z)) ] }

’

(M.W.S, £ € [0,2]) QI (L + 2,0, A) [y dt { {<1+an-1+x+iu(t+z))(1+anuu(m))]l“}

1

(I+an4x—iv(t+2))(1t+antiv (t42))

04 (2 +2,0,)) { [<1+an—1+x+iu<w+z>>(1+an-1_z—u<x+z>>

I+1
(Ianir—iv(@+2))(1+antiv(2+2)) ]

| O4an—14pativz)(A+an—1-iv2) 1
(14 angr—ivz)(1+antivz) :

Die Funktionen ij und G, haben also die folgenden Formen

~ I+1
_ z (I4an— iv(@tz))(Itan—1-iv(z+2))
Gz (z,v,\) = Q9 (5 + z,v, >\) {[ (1+ajiitiv(m+z))(l+an+:l,(z+z)) ]
(E.32)
_ |:(1+[Ln—1+)\+iuz)(1+an717iuz)]l+1
(I+antr—ivz)(1+antiv2)
und
I+1
. z (I+an— iv(z+2))(1tan—1—iv(x+2))
Gna (2,1,A) = A(n,v,A\) QY (£ + 2,1, )) {[ T e S (et o)) ]
_ [(1+an—1+k+iv3)(1+an7171'1/3)]l+1
(I+antr—ivz)(1+antivz) ’
Die Funktion I,
Wir schreiben I, (z,v, A) in der Form
Inw (5,1,0) = B(n,u,\) [Tdtfo(t+2,0,) [Ldt fas (t’ ¥ 2,0, A)
(E.34)

= B (n,v,\) Iy (2,1, \) .
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fn=1 (tl+z7u,>\)

CETRY)
wertsatz der Integralrechnung schreiben

Die Funktion sei auf t € [0, 1] stetig, dann kénnen wir nach dem ersten Mittel-

Iy (2,0, ) = fox dtf, (t+z,v,\) fot dt’fn,l (t’ + z,v, )\)
= [Tdtfa(t+ ) [l oY (Famwd) o (t +2w2)

fn t +z,v, /\

(etE{O,tl]) = f dt%]‘n(tﬁ-zu/\ fodtfn(t -I-z,l/,/\)

(e € 0,1]) S N TNUENY fodtfn(t +z,1/,)\)
1 _ Foo1(E+2,02)
(0BdAc=}) = E=E g 2w | Lt f, (t + 2, A)

Ein (% +2z,v, /\) fox dtf, (t +z,v,)) fot dt' f,, (t’ +2,v, )\)

= Ein (£ +2,1,)) QF,fx (z,v,A).

Wir haben also nach der Gleichung (FE.34)

Ine (z,v,)) = fom dtfn (t+ 2,0, ) fg dt’ fr_1 (tl + 2,0, )\) = fm( +2,v, }\) sF2, (2,0, ),

(E.35)
und
Iz (z,0,0) = B(n,v,\) &in (% + 2,0, )\) sF2. (2,0, )). (E.36)
Dabei haben wir verwendet:
t 1 1
fOzdtfn(t-l-ZaVaA)/ dt fn (t -I-Z,IJ,A) = medt% (QFT%t(ZayaA))
~————J)0
:f’t N7Z9N b - 7 d
e (2:05X) o (z)
~ x
= [%Fﬁt (z,v, /\)]0 (E.37)
= L1F2, (z,1,\) = 3F2) (2,0, ))
= %Fﬁz (z,v,A),
also
ST dtfa (t+2,0,0) [Ldt fo s (t’ 42,0, /\) = L1F2 (z,0,)), (E.38)

da nach der Gleichung (FE.22) gilt

. I+1 1+1
F (Z v )\) o (I+an—14r—ivz)(14+an_14i02) + _ [4an—ig4a—iv2)(Qtan—14iv2) +
0 1< % (Tt antr—ivz) 1+ antivz) Tt ansa—ivz) It antinz)

= 0.
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Fiir die Funktion &;,, haben wir

n—1(t,
&in (t,v,\) = ffn (lt(,tt/,)\))

[(1+an—2+k—ivt)(1+an72+iut)]l [(1+fln+,\—iut)(1+an+iut)]l+1
[(I+an—14x—ivt)(Qtan—14it)]" T [(I+an—14a—ivt) (1+an—14int)]

(I+ansr—ivt)(1+antivt) i1 (I+an—24r—ivt)(1+an—24ivt) !
(I4+an—14x—ivt)(I+an—14int) (TFan—14x—ivt)(I+an—14ivt) | ?

also
+1 l
_ (14+an4x—ivt)(L+an4iut) (14-an— _ivt)(14+an_24iut)
fin (t’ v, A) - [(1+anfliifiut)(1+ant1+ivt)] [(1+an—jii—iut)(1+an—fiivt)]
(E.39)
_ fn_1(t,l/7)\)
- Fn(t0,0) °
Die Funktion H,,
Wir schreiben H,, (z,v, ) in der Form
Hyp (50,0) = B(n,0,0) [y dtfu (t+2,0,0) [y dt ga s (¢ +2,0,2)
(E.40)

= B (n,v,\) Hpy (2,0, 0) .

Aufgrund derselben Uberlegungen, die wir schon in den obigen Rechnungen angestellt haben,
gilt:

Hpp (z,0,)) = fogc dtfn (t+ 2,0, ) fot dt' gn_1 (tl +z,v, )\)

;1 gn—1 (tl +27V7)\)
fn (t'+z7u,>\)

S dtfo (t+ 2,0, 2) [ dt fa (' +2,00)

1

(M.W.S.) oot (B2wd) fa e 4oy ) [Ldtf, (# +20.2)

Fn(E+2,0,0)

Ehn (% +z,v, A) for dtfn (t+ z,v, ) f(f dt'fn (t' ‘o, }\)
ghn(%+Z,V,A) lﬁQ (Z,I/,A),

2+ ne

(G1.(A.139))

also

Hyo (2,0,0) = [y dtfa (42,00 fy dt gnos (8 +2,0,0) = & (5 +2,0,0) §F2, (5,0,0),
(E.41)
und die Gleichung (E.39) wird zu

Hyo (2,0,0) =B (n,v,\) How (2,1,0) = B (n,0,X) € (2 4+ 2,0,0) 1F2, (z,1,)).  (EA42)

25 ne

Fiir die Funktion &, gilt
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Ehn (v, \) = grmpll)

[(Ian—2grtivt)(Itan—2-iwt)]'  [(Idansr—ivt)(Idtanyivt)]' ™!
[(A+an—14a—ivt)(I+an—140 )] [(I+an—143—ivt) (I+an—_14ivt)]

(A4angr—ivt)(14+an4ivt) b (Atan—24r4ivt)(1+an—2-ivt) !
(I4+an—14x—ivt)(1+an—14iut) (I4+an—14x—ivt)(1+an—14:t) |

also
Enn (t,v,A) = N
(E.43)
_ (I4anir—int)(I+ansivt) ]’“ [(1+an72+Hiut)(1+an_2_iut)]’
- (T+an—14x—ivt)(I+an—14ivt) (T4+an—14x—ivt)(1+an—14ivt)
Die Funktion .J,,
Wir schreiben J,; (z,v,\) in der Form
Tue (50,0) = C (0,0, 0) [ dtgn (t+ 2,0, 0) [y dt fi_y (£ +2,0,))
(E.44)
= C (n,v,\) Tna (z,v, ),
mit
Tne (2,0, 0) - S dtgn (t+ 2,0, N) [ dt fr_, (t’ ¥ 2,0, A)
z o :,1(tl+z7u,>\) ,
= fO dtgn (t+Z,I/,>\)f0 dt mgn (t +Z,I/,>\)
. ~ Ja_i(B+zw) rx £ /
(M.W.S., sieheoben) =2 W Jo dtgn (t+ 2,0, ) [ dt gn (t +z,v, /\)
(siehe GL.(A.139)) = Ein (2 4+ 2,0,0) 3G2, (2,1, ),
d.h.
Toe (20,0 = [y dtgn (b4 2,00 Jyd fioy (£ 4+ 200) = &n (5 +2,0,0) $G2, (2,0,0),
(E.45)
und
Jne (z,v,0) = C(n,v, ) Tz (z,v,A) = C (n,v,\) &n (% +z,v, )\) %éfw (z,v,A). (E.46)
Wie in der Gleichung (E.37) haben wir
Jy dtgn (t + z,v,X) fot dt g, (t’ +z,v, )\) = 1G2, (2,v,)). (EA4T7)

Fiir die Funktion &;,, gilt
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a1 @wN)
fjn (t7 v, A) = gn (1t7"7)‘)

[(1+an—2+k+ivt)(1+an727iut)]l [(1+fln+,\—iut)(1+an+iut)]l+1
[(1+an—1+k+ivt)(1+an717iut)]l+1 [(1+[Ln—1+)\+iut)(1+an717iut)]l

(14ansr awt)(tantivt) 1770 [(tan spapint)(4an—s_it)]’
(I+an—14x+ivt) (I+an—1-int) (I+an—14xr+ivt)(I+an—1—int) |

also
Fa_1(tv,0)
En (b, N) = TN
(E.48)
_ (14 angr—ivt)(1+an4ivt) ]l+1 |:(1+[Ln—2+)\+iut)(1+an72fiut)]l
- (14+an—1424i0t)(I+an—1-ipt) (14+0n—1424i0t)(I+an—1-ivt)
Die Funktion K,
Wir schreiben K, (z,v,A) in der Form
Kuo (z,0,A) = C(n,v,\) [y dign (t+ 2,0, ) fot dt g*_, (tl +z,v, /\)
(E.49)
= C (n,v,\) Kpe (z,v,A),
mit
Kne (z,1,)) = Jo dtgn (t+ 2,v,X) fg dt g*_, (tl +z,v, )\)
z b9y (tl+z,u7)\) ,
= fO dtgn(t+Z,U,>\)f0 dt mgn (t +Z,l/,>\)
o i (3rn) (e —
(M) = B [Fdig, (42, ) fy df g, (t ¥ 2, A)
Ein (% +z,v, )\) fom dtg, (t + z,v, ) fot dt gn (t’ +z,v, )\)
= gkn(%_}_zaya)‘)%é%w(zal/:}‘):
d.h.
Ko (50,0) = [ dtgn (t+2,0,0) [y df gy (£ +2,0,0) =& (5 +2,1,0) 3G2, (2,0,
(E.50)
und
Ko (2,1,0) = C(n,0,0) Kpy (2,0,0) = C (0,0, N) &n (& + 2,0,0) 3G2, (2,0,0) . (E.51)
Fiir die Funktion &gy, gilt
_ In_1(t:¥,N)
Ein (t,v,)) = ot
[(4an s4r st)(A+an—s4it)]' [(4ansr st)(I+antint)]'"

[(A4an—14a+ivt) (I+an—1—i )] [(1+an_14a+ivt) (It an—_1_int)]

(14an4r—ivt)(I+antivt) +1 (14 an—24r—ivt)(1+an_24it) !
(14 an—14r+ivt)(1+an—_1-it) (14 an—14rtivt)(I+an—_1—5t) | ?
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also
L (tv\
Gin (1,3) = S
(E.52)
_ [ (A+anir—ivt)(I4+antivt) ]l+1 [(1+an—z+x—iut)(1+an—2+z‘vt) !
T [ (4en—14atit)(I+an—1-ivt) (I+an—14x4ivt)(1+an—_1-ivt)
Die Funktionen (/ + K), . und (H +J),,
Wir setzen
(I+K)nz (ZaVaA) = I, (ZaVaA)"'ch (Z,V7>\)
= B (n,v,\) &in ( +z,v, }\) 3 2 (z,v,\) (E.53)
+C (n,v, ) &kn (% + z,v, )\) %éfm (z,v, ),
und
(H+J),, (z,v,\) = H,. (z,v,\) + Jnz (2,1, \)
= B\ (£ +2,0,)) ngx (z,v, ) (E.54)

+C (n,v,A) &jn (% +z,v, )\) %é%x (z,v,A).

E.2.1 Rechnungen zum Fall der Nullenergiezustinde bei A =0

Hier mochten wir zeigen, dak die Gleichung (2.11) ein guter Ansatz fiir die Losung der Gleichung
(2.10) ist. Wir bemerken, daff dann wenn F = 0 und A = 0 ist, auch A = v = 0 sind. Dies
kann man aus den Gleichungen (C.9) und (2.6) entnehmen. Wir werden fiir n = 1 zeigen, daf die
Gleichung (2.10) die Relation (2.11) erfiillt, und werden schlieflich die Rekurrenz fiir irgendein n
abschétzen. Fiir A = v = 01ist ¢, (y,0,0) = ¢ (y,0,0) und die Gleichung (2.10) wird also zu

t+n—1
» (4,0,0) / a1 (£0,0). (B.55)

Fir n = 1 haben wir
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t21

®1 (y,0,0) = foy dtm 40 (y,0,0)
=1

t21

y
- f[) dt (t+1)2(l+1)
2
_ o ()"
- 0 (t+1)% \t+1
y ¢\ a4 t
= Jodt (m) i (m)
y
B | L 241
- 20+1 t+1
B | Y 20+1
- 20+1 \ y+1
21
— 1 Yy y
- 2[4+1 (y+1) (y+1)

21 .
— 1 ¥
1(20+1), (y+1) (y+1), "

0

Nehmen wir an,daf fiir n — 1 gilt

- 1 y oy
¢n-1(y,0,0) = (n — 1)!(21+1)W1 <y+n—1> (y+1) ,

n—1

dann haben wir fiir irgendein n
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tn_l

(t+n—1)7 2
on (y,0,0) = (n—l)!(21l+1)n71 foydt(t+n)z<t+1> (t+n—1) &+,

v (t)* ot
- (71—1)!(21l-|—1)n71 fO di (t+n)2+D (t—ﬁt—l)n71

1 y 1 t tn
- (n—DIRIH+1),_, Jo dt(t+n)2 (m) (t+1),_,

d t 2l no1
_ 1 y t t
- n(n—1)I(21+1), _, fo dt dt <t+ n> (H_n) (t+1)(t+2)...(k+n—1)

|

n

(t+n)2

1
w2,

n—

Jya (3 () (sts) () () () () - (k) ()

= W foy dt (% (HLn)) (#)2””’1 (t+1)((ttr27;).j6s1+n—1)

(t+m)™ "
(E+1) (t+2)..(t+n—1)

1 4 1 d(_t
- nI(2l+1),_, fo dt (21+n) dt (t+_n

) 2l+n

¢ )2l+n (t+n)"71

1 Yy d
- n (204 1), _, (20 +n) Jo dt (m (1) (E+2)...(trn—1)

~~
=(2041),,

2l+n n—1
Y 1.d (t+n)
- n!(2l1+1)n fo dt% (t—&t-n) (t+1)(t+2)...(t+n—1)

1
= a2+,
2l4+n no1 Y 2l+n no1
t (t+n) Y t d (t+n)
{ (t+n) (t+1)...(t+n1):|0 - fo dt (t+n) dt ((t+1)...(t+n1))}

2l4+n 1 2l4+n+1
1 (y+n)™
nI(2I+1), { (y}i}’-n) WIDwT2). (win-1) _©° (yin) }

1%

1 (L)2l+n (y+n)n
nlI+1), \y+n +1)(y+2)...(y +n)

~ v/

12

=(y+1),

: e (5t) (7%5) "

a
= 1 (v v
n!(21+1),, \y+n (y+1),,

Wir berechnen jetzt ¢, (00,0,0) und setzen das Ergebnis in die Gleichung (2.13) ein. Man
sieht , dafs
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1

n!(20+1), (E-56)

S @n (y,0,0) =
ist. Wenn wir diese Gleichung in die Gleichung (2.13) einsetzen, erhalten wir
R;)O (OO) = ZZO:O (_Uo)n Pn (005070)
= o witateD;
00 _1\n ny
= X () T,
————r~

(214n)! _ D(2l4n+1)
(€)1 N G 1A

N o ) 2(n+l)
= 20!y, n!FEQH-)TH-l) ( \QTO)

= (20)1 a1 (24/770)

= 0

4 J2l (2\/%) = 07

denn

> (-1)* z\2(k+%)
J, (z) = kz:;) MG ErD (5) . (E.57)

Die Bessel-Funktion J, () hat im Unendlichen die folgende Form
2 mw 1
xr—r00 —_ —_ = B p—
Jp () — \/ — €08 (:c > 4) +o0 <\/E> . (E.58)

T = Iikr k€S

¢
8
[

C+i+l+k)m
= (Z+2+k)m

Es sei k :=n, — 1 = l;42, dann haben wir z = (% +n, — %) 7. Wenn wir jetzt z durch 2,/nmy
und p durch 2I ersetzen, erhalten wir das erwartete Resultat d.h. 2,/ng = (l +n, — i) m. Wenn
n = n, + [ die Hauptquantenzahl ist, muf also n, = 1 sein, da | = ;42 = n — 1 sein soll. Daher
haben wir also

2y = (l—l—nr—i)ﬂ'z netl=n (n—i)ﬂ'
v = CEE
<:>770 = (n_i)2%2:Gl'(2.6) gILQOWT;Q, l:lmaz:n_l

Um die Gleichung (2.16) zu erhalten, setzen wir die ¢p(x—1,2,3) (4 —¥,0,0) in die Gleichung
(2.15) ein. Folglich erhalten wir
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R4 = > im0 (=10)" ¢ (4= £,0,0)
= o (47 070) — TNo¥1 (37 070) + 773<P2 (2707 0) - 778903 (1707 0)

(s.A25) = 1- %170 + (% — ln%) ng — (i — ln% — %ln% + %ln%) n

Wir kénnen nun sagen

(4~ ind ~ dind + hind) o = (4 =3~} (2md —ind) )
- (k- it~} (2 -0
= {-Ing -3 (n% +In3)}m
- (k- g~ 30 (49)
- L g - 3}
= Ry (4) = 1-3np+(3-m)n - (3 -2 —1n3)ni = 0.
E.2.2 Rechnungen zu (2.17)
Wir haben nach der Gleichung (1.63),d.h. nach
Re {a} (oo)} =0,
und nach der Gleichung (2.6) die Gleichung
Fon (9= o () = (). (5.59)

Wenn wir den Limes im Unendlichen auf den beiden Seiten der obigen Gleichung nehmen,
erhalten wir

lim R, <ﬁ> = R, (00) = 07 (00) =13 . (E.60)

K00 Ho

Wenn die rechte Seite der Gleichung (2.11) Null ist, muf ihre linke Seite auch Null sein.
Daraus folgt

o0

R;/)\ (00) = Z (=10)" ©n (00,v,A) = 0.

n=0

Man erhélt das mittlere Glied der obigen Gleichung aus der Gleichung (2.9).Fiir s — oo ist
0 (s —n) =1 und der Limes im Unendlichen der beiden Seiten der Gleichung (2.9) ergibt sich zu

(o] [ee]

lim 7, (5) = 3 (=10)" 0.5 = n) on (s =m0, 0) = 3 (=) n (00,,0) =0, (E61)

s — 00
n=0 n=0
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E.2.3 Rechnungen zu (2.18)

Wir gehen von der Gleichung (2.8) aus, und machen s — n von unten her und [s] — n—1. Wir
erhalten also

R;/)\ (S) Z[rf]zo (_770)” ©n (S —n,v, >\)

=R, (n) = 3o (=m0)* or (n— kv, \)

In dem bei [12] behandelten Fall A = 0 konvergiert diese Reihe besser als (2.17). Im vor-
liegenden Fall ist dies nicht ohne weiteres zu sehen, erweist sich aber numerisch trotzdem als
zutreffend.

E.2.4 Rechnungen zu (2.21) und (2.22)
Aus der Gleichung (2.20), d.h. aus

P, (2,0,0)

o (Y1, A) = AN, (A=) (ntiv)]!
folgt
Q. (z,v,A) = nl(1+X), [(n+A—iv)(n+ i)' on (y, v, \)

Wenn wir die Gleichung (2.10) auf die Funktionen ®,, umrechnen, erhalten wir

®,(z,0,0) = a1+, [(n+A—iv)(n+iv)]' L [C )dt{[[((i:’%l;Aw)’(’;ﬁi’:j)’]',’l]l On1 (t,v, )

[(tFn—14+X+iv) (t+n—1—iv)]
+ [(t+n+Xr—iv) (t+n+iv)]' T SO” 1(t’l/’ A)}

(G1.(2.19)) n (14N, [(n+ A —iv) (n+iv)] L [ dt { [tn—did—iv)(ttn—14in)]] ) (4 4 \)

[(t+n+ —iv) (t+n+iv)]'TL

[(t+n—14+A+iv) (t+n—1—iv)]
+ [(t+n+X— u/)(t+n+w)]l+1 (’0” 1(t”/’ A)}

¢ _ ' . [(g +n—1+x—iv) (g +n—1+iv)]'
(1> =) nHALAA), (4 X =) (n 4 iv)] 5 [ { [E—— | E——"

[(ﬁ+n71+/\+iu)(1 at+n 1— w)]l

$n-1 (1 at Y >‘) (e Tt A—i) (gt et i) V-1 (1 —: V) )\)}

= n!(l—l—)\)n[(n—}—)\—iy)n—i—w foﬁ

[(2) {+ (=14 A=) (1—at) i+ (n—1+i0) (1 —at)} ] ,
_ A
{ [(+2 ) {1+ (A —in) (1ot H{t (ntiv) (1—a)}] ot (1‘““”’ >+

[(+22) (12 sin) 1 —at) et (n-1-in)(1-at)}] ( . V}\)
1) (A=) (1—at) Hi (ntiv) (1—at)}] P \T=ar ¥

[(+

. . [ z n— —iv)(l—a n—1l+iv)(l—« !
= AN, [k A=) (o )] § 5 ar { Lo gl

t [{t+(n—1+X+iv)(1—at) Hi+(n—1—iv)(1—at)}]' «
Pn—1 (kat”” >‘) i) (1ot} (et (ntin) (1 _at T Pl (1 at> Y A)}
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Wir haben nach den Gleichungen (2.19) und (2.20) folgendes:

ot _ $p_1(t,v,N)
Pn-1 (1—a’”’ A) T DTN, (A=) (n- 1))
* t _ q>f1—1(t7V7A)
Prn—1 (1—at’y’ >‘) T (n=D)I(1+N),_ [(n—1+X+iv) (n—1—iv)]!
Daher haben wir
_ 1 [z n!(14+2), [(n+A—iv) (n+iv)]
®n (2,0,0) = 5 Jo dt { ()11t N), _ [(n— 1t a—iw) (n—T+in)]

{t+(n—14 A=) (1 —at) Hit+(n—1+iv) (1—at)}]'
[{t+(n+x—iv)(1—at) Ht+(n+iv)(1—at) ]I T @i (B0, )

nl(14+A), [(n+A—iv) (ntiv)]'

+ (n=1)1(1+N),,_,[(n=1+X+iv)(n—1—iv)]’ *

[{t+(n—14+A+iv)(1—at) Hi+(n—1—iv) (1—at)}]' 5«
{t+(n+r—iv)(1—at) Ht+(n+iv) (1—at) }'H? (Pn_l (t’ v, A)}

1 2 n(n+N)[(n+r—iv)(ntiv)]
- 2 fo dt{ [(n—14+A—iv)(n—1+iv)]"

{t+(n—142A—iv)(1—at) Hit+(n—1+iv)(1—at)}]
[{t+(n+A—iv)(1—at) Ht+(nt+iv)(1—at) }IFE ®ni (t,1,2)

n(n+N)[(n+A—iv)(ntiv)]'

+ [(n—14+X+iv)(n—1—iv)]

[{t+(n=142+iv)(1—at) Hi+(n—1—iv)(1—at)}]' 5 «
[{t+(n+A—iv)(1—at) Ht+(nt+iv)(1—at)}]IF? ey (v, A)}

1 pz n(n+A)[(n+A—iv) (n+iv)]'
- 2 fO dt{ [(n—=1+X—iv)(n—1+iv)]!

{n—1+A—iv+[1—a(n—1+A—i)|t}{n—1+iv+[l—a(n—1+iv)]t}]
{n+r—iv+[1—a(n+r—iv)[tH{n+iv+[1—a(n+iv)]t}] ! Cr1 (t’ Vs /\)

+ n(n+A)[(n+A—iv)(n+iv
[(n—14X+iv)(n—1—iv)

-

{n—1+r+iv+[1—a(n—1+r+iv)[t}{n—1—iv+[1—a(n—1—iv)]t}]" 5«
{n+r—iv+[1—a(n+r—iv)]t} {n+iv+[1—a(ntiv)]t}] ! (I)n 1 (t’ Vs A)}

_ 1 rz n(n+N)[(n+A—iv) (n+iv)]' [(n—14+A—iv) (n—1+iv)]
- 2 fO dt{ [(n—14X—iv)(n—14iv) ] [(n+A—iv) (n+iv)]' T

[{1+(mfa)t}{1+(mia)t}]l }
{1+ (e —a)t Hi+ (5w —a)t ] @1 (t,1,0)

n(n+N)[(n+A—iv) (n+iv)]' [(n—1+A+iv) (n—1—iv)]'
[(n—14+X+iv)(n—1—iv)]' [(n+A—iv) (n+iv)] ' +?

_|_

{1t ()l 5y,
(T e —ry vy Em—yy (t, ,A)}

85
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fz dt [(1 + an—l—i—)\—iut) (1 + Gn_l_H,,t)]l
° ) 1 Gnaint) L+ angat)]

=fn(t,v,\)

(GL.(2.23) =  sommtd

(I)n—l (t, I/)\)

(14 an—14rt+irt) (14 an—1—it)]
(1 + antr—ivt) (1 + anﬂ'vt)]Hl

-~

=gn (t,,\)

l
(I):z—l (t7 v, >‘)

St Jy At { o (6,2, 0) @1 (5,0, 0) + g (6,0, 0) @5y (1,1, M)}

E.2.5 Rechnungen zu (2.24)

Wenn wir in der Gleichung (2.22) z durch z + z ersetzen, erhalten wir

n(n+
D, (z4+2x,v,\) = m*
[E5%dt { fo (8,0, ) @y (E,0,N) + g (8,0, \) 5y (1,1, 0)}
n(n+X
(Vz€l0,z+af) = P e

foz dt {fn (t, v, A) @y (L, v, A) + gn (B, v, N) B (E, v, )\)}

n(n+X)

+ 2(n+iv) (n+A—iv)

*

L2550 dt { fo (8,0, N) @y (6,0, 0) + g (8,0, \) 85y (8,1, 0)}

n(n+X) %
2(n+iv)(n+A—iv)

Jodt{fn (t,1,X) @y (t, 0, X) + g (L, 0, X) 5y (E,0,N)}

n(n+X)

+ 2(n+iv) (n+A—iv)

*

Jodt{fn(t +2,,2) ®py (t+2,1,A) + gn (t+ 2,0, ) ®5_, (t+2,1,0)}

= (I)n(Z,I/,A)

n(n+X)

2(n+iv) (n+A—iv) *

+

Jodt{fat+2,1,\)@n_y (t+2,1,\) +gn (t+2,0,\)®_, (t+2,0,))},

hierbei haben wir die Substitution ¢ = ¢ — z benutzt, indem wir folgendermafsen fortgefahren
sind.
Es sei nun
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I(nyz,2,0, ) = [T dt{ fu (v, \) @i (£,0,0) + gn (£, X) 85 (80,0}

Mit der Substitution ¢ = # — z haben wir:

t = t—2z (z=cte)
= dt = dt
=t (z) = 0
=t (z41) = x
und
I(n,z,z,v,A) =[] dt’ {fn (tl + 2,0, /\) b, (t’ + 2,0, )\)

+9n (tl +z,v, )\) or (t’ + z,v, )\)}

(OBdA t = t)

fgz dt{fn (t+2,0,0) @1 (t+ 2,1, 0)

+gn (t+ 2,0, ) @5, (t+ 2,0, )\)}

E.2.6 Rechnungen zu (2.25) — (2.27)

Analog zur Gleichung (2.24) haben wir

Q1 (t+2,1,0) = P (2,1, 0) + (n_(fl;iggzjii)—w)*

fot dt' {fn,l (tl + 2,0, /\) b, o (t’ + 2,0, )\) (E.62)

+gn-1 (tl +z,v, )\) or_, (t’ + z,v, )\)} ,

und
O (b2 = e at{ o (Vs ma) @, (F 4 20)
(E.63)
+g';k7,—1 (t’ + Z,V, >‘) q)'n,—Q (tl + zZ,V, A)} ’
mit
* [ 4an— ivt)(1dan _1-5t)]"
fn (t7 ’/7 )‘) - [(1+an-t—_i:—-:ut)(1+fln7iult)]l+1
(E.64)

[(A+an—14a—ivt)(I+an—14ivt)]’
[(A4ansrtivt)(I+an_int)] T

gn (t,v, )

Die Gleichung (2.24) wird also zu
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@n(Z—FQ?,U,)\)

mit
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(I)n (Z, v, )\) + %% fox dt {fn (t + zZ,V, )\) [q>n—1 (Z, v, )\) +

bR o (o (¢ 4 203) e (¢ 2003)
SR E PN

+gn(t+‘zﬁﬁk)[¢271(ZJGA)+'m7$53%2:11;LW)*

%fot dt (f;_l (t’ +z,v, )\) o (tl +z,v, )\) +
95 (t' + 2,0, A) ®, o (t’ +2,v, /\))] }

B (2,0, ) + Gty 5 Jo A {®n 1 (2,0, 0) fu (t+ 2,0, 0) +

(E:z—l (27’/7)‘)977, (t-I-Z,l/,/\)}

12 (n—1)(n—14x @
+4(n+it/)(ZinAfi)tl()Tznf)l(Ziu)(nf)lJr/\fiy) Jo dtfn(t+2,0,0) %

{fot ' fo o (t’ ¥ 2, /\) &, , (t’ ¥ 2, /\) + [ dt go (t’ ¥ 2, /\)}

n(n+A)(n—1)(n—14X T
+4(n+i1/)(n5r/\ti)t/()(nf)l(fiu)?_nf)1+)\+iy) Jo dtgn (t+z,v,0)
{fot dt fr | (t’ +2z,v, )\) or (tl + 2,v, )\) +
fot dt g*_, (tl + 2,0, )\) b, (tl + 2,0, /\)}
P, (2,0, A) + A (n,v,\) { @1 (2,1, fox dtfn, (t+ z,v,\)
+(I);kz—1 (Za v, )‘) fom dtgn (t + Z,V, A)}
x t ! ’ ’
+B(7’L,l/,>\) {f() dtf'n (t+Z7V7>\)f0 dt fn—l (t +Z7V7>‘) ¢n—2 (t +Z7V7>\)
+ [y dtfn (t+ 2,0, ) fot dt' gn_1 (tl +2z,v, /\) or_, (t’ +2,v, )\)}

+C (n,v,\) {fox dtgn, (t + z,v,\) fot dt' fr | (tl + 2,0, )\) dr (t’ + 2,v, )\)

+ [T dbgn (t+ 2,0, \) [ d g5, (t’ ¥ 2,0, A) o, (t’ 42,0, /\) }
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+2
A(n,v,A) = 2(n+Z/()TZn+))\7iV)

_ n(n+A)(n=1)(n—1+X)
B (TL, v, A) - 4(n+iv)(n+A—iv)(n—1+iv)(n—1—iv)

_ n(n+A)(n—1)(n—14X)
c (n’ v >\) - 4(n+iu)(n—(l—)\—iu)(n—l—iu)(n—1+>\+iu) :

E.2.7 Rechnungen zu (2.29)

Die Gleichungen (2.28) ergeben mit den Ndherungen (2.30)

B (n,v,A) [y dtfn (t+ 2,v,X) fot dt’ fn_1 (t’ +2,v, )\) b, _» (tl + 2,0, /\)
= % [Br—2(z+z,,A) + o (2,0, N)] [z (2,7, \) + €1 ()

B(n,v,A) [ dtfa (t+ 2,v,)) f; dt' gn_1 (t’ +2,v, )\) dr_, (tl + 2,0, )\)

= % [@;_2 (z+z,v,A) + P, (2,0, )\)] Hpy (2,0,0) + €2 ()

T t ! 1 ’ (E65)
C(n,v,\) [y dign (t+ 2,0, N) [y dt iy (t +z,v, /\) or 5 (t +2,v, )\)

= % [<I>;‘k2 (z+z,v,\) + D%, (2,0, )\)] Jnz (2,0, A) + €3 ()

C(n,v,\) [ dtgn (t+ z,v,\) fg dt' g%, (t’ +z,v, )\) b, (tl +2z,v, /\)

= % [®r,—2(z+ 2,0, \) + P2 (2,0, )] Kz (2,0, \) + €4 () .

Daher wird die Gleichung (2.27) also
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S, (z+z,v,N) = D,(z,0,\)+Pp1 (2,0, A) Frwe (2,0, \) + @2, (2,0, A) G (2,1, N)

n—1

+% [®p—2 (z+z,0,\) + Pp_s (2,0, \)] [Tnz (2,7, ) + Kpa (2,0, \)]

=(I+K), . (z,v,))

+ [q):z—Q (Z+§17,1/,>\) + ¢;’(l—2 (Z,l/,}\)] [Hmc (Zal/a}‘) + an (Z,I/,)\)]

i=(H+J),,.(z,0,))

+a () + €2 (z) + €3 (x) + €4 (a:)l

:=e(z)

= &, (2,,A)+ Pp_1 (2,0, A) Frp (2,0, A) + @51 (2,0, X) G (2,1, A)
+% {[®no2(z+z,0,\) + P2 (2,v,N)]| (I + K),, (z,v,))
+ @5 5 (42,0, A) + @5y (2,0, )] (H+ ), (2,1,\)}
+e(z).

E.2.8 Rechnungen zu (2.33)

Man kann fiir alle Reelle v und X zeigen, daf die Funktion | ®, (z,v,A) | untere Grenze einer mit
z monoton wachsenden Funktion R, (z,v,A) ist, d.h.

| D, (z,v,A) | < Rp(z,0,\), VZER . (E.66)

In der Tat haben wir:

®, (z,v,) A(n,v,\) foz dt {fn (t,v, A) @y (t, 0, N) + gn (£, 0, N) B4 (t, v, )\)}

= ®n (20,0 ] < IA(n,VJ\)I/ dt{| fo (&0, ) |+ 1 gn (8,0, 0) [} | @ (8,0, ) |
0

~ J
~~

=R, (z,V,\)

=P, (2,1, | < R, (z,v,))

E.2.9 Rechnungen zu (2.34)

Wir setzen in den Gleichungen (2.28) folgendes ein:

Ty (z+z,2,v,\) = B(n,v,\) fox dtf, (t+z,v,\) fot dt' fo (t’ +2,v, )\) b, o (t' + 2,v, A)
x t ’ ’ 1
To(z+2,20,0) = B(n,u,)) [y difo(t+2,0,0) fy dt gasy (£ +2,0,0) 055 (F +2,,))

TS(Z+vaaV7>\) = C(n,v,)\)foxdtgn(t—}—z,y,)\)f(fdt’g:hl (t,+Z,l/,>\) <I>n—2 (tl_'_zal/a}‘)
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Ty(z+z,2z,0,\) = C(n,v,\) fox dtgn (t+ z,v,\) fot dt' fr | (tl + 2,0, )\) or (t’ + 2, v, )\)

Wir haben also mit Hilfe der Gleichungen (2.30) :

@) = Ti(+a,z0,)) - |TenlEme et 1 (2, )

=la@ ] < [Ti+2200) [+50 a2 (@ +2,0,0) | +] Baz (2,0,0) ||| Ina (2,0, |
—_————

<SL(z4z,z,v,A)

mit

St(z+mx,z,v,A) = |B(n,1/,)\)|fozdt|fn(t-|-z,1/,/\)|fgdt|fn,1(tl+z,l/,/\)|
und

Tt anm )| < (B | [ de] fultt 20 | Lt | fu (£ +200) [+

| D52 (tl +z,v, )\) |

< BN | fydt| falt+ 200 | fydt | far (£ +2,0,0) |+
R, > (tl +z,v, /\)
< Ru—s(z+x,0,\)SL (2 + 2, 2,0, \)

Wir haben also

ler ()| < Ro2(z4+2,0,0) S (z+2,2,1,A)+ % |Roa (24 2,1,0) + Rya (2,1, A)
——_———
<Rp_2(z4z,v,\)

S}l (Z + :I:’Z, I/7 A)
< 2R, 2 (2 +x,v,A\) S} (2 +2,2,1,0)
—_— ———
—0 fuer x—0
=le(x)] — 0 fuerz — 0

Dieselben Rechnungen ergeben fiir | e (x) |, | €3 (z) |, | €4 () |:

|€2(1‘)| S 2Rn,2(2+$,I/,A)ST21(Z+$,Z,V,A)
les(z)| < 2Rp2(z+2,0,0)S3 (24 2,2,v,)\)

les(z)| < 2Rp—a(z+2,0,0\) Sk (z+2,2,v,)\)
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mit

S2(z+z2,0,0) = | B )| [Tdt] falt+20,0) | [Ldt ] ga (t'-l-z,y,/\) |

S3(z+x,2,v,0) =

| C (v, \) | [ dt | gn (t+ 2,00 | [LdE | g5, (t’ +z,v,)\) |

Sh(z+m2,mN) = [CovN | fydt|gn(t+20,0) | fydt | fio (£ +20,0)]

Es gilt wie bei S} (2 +z,2,1, ),

lim, 0 S% (z +z,20,0) — 0 (i=1,2,3,4) .

ist, haben wir

| e(2) |

mit

< Rp2(z4+z,v,N)Sy(z+2,2,1, )

Sp(z4a,2,0,0) = St Si(z+z,20,\) -

| € (z) | kann also beliebig klein gemacht werden.
Fiir das rekursive Verfahren (2.36) ist der Anfangswert ®q (z,v,A) = 1 zu setzen, und fiir alle
natiirlichen ganzen Zahlen n muss ®_,, (z,v,A) = 0 sein. Fiir z =0 ist ®, (0,v,\) =0, da

(Pn (07 ’/7 A)

n(n+A)

2(n+iv) (n+A—iv)

wegen

lim, o @, (2,7, \)
lim,_yo foz dt {fn (t, v, A) By (E, v, A) + gn (L, v, \) ®5_ (¢, v, )\)}
0,

lim [ dt..=0. (E.67)

z—0 0

E.2.10 Rechnungen zu (2.38)

Da der maximale Wert den eine Drehimpulsquantenzahl annehmen darf [,,,,, = n — 1 ist, erhalten

wir aus der Gleichung (2.18)

’

lim, oo R\ (n) = limy,y0o ZZ;S (—770)]c ok (n—k,v,\)

(n=14nNme) = Z;”S”” (_UO)k 0k (1 4+ Nnaz — k, v, A)

= 0.



Anhang F

Laplace-Transformation und
Volterra-Integralgleichung

F.1 Uberblick iiber die Laplace-Transformation ( siehe [3],
[6] und [15] )
F.1.1 Grunddefinitionen

Unter einer Funktionalabbildung versteht man eine Vorschrift, durch welche einer Funktion f (t)
((Objektfunktion oder Originalfunktion ) eine Bildfunktion ¢ (p) eindeutig zugeordnet wird. Wenn
eine eindeutige Umkehrung (Inverse) ¢ — f dieser Abbildung vorliegt, nennt man die Funktional-
abbildung eineindeutig. Wir schreiben also

L{f ()}
Lo} = f()

I
AS)
S

und somit ist

f&) = ¢

F.1.2 Die Grundformel

L&kt sich zu einer gegebenen Funktion f () mit geeigneten Eigenschaften,

L{f®)}y = [y f)ePdt=¢(p) (F.1)

bilden, so nennt man ¢ (p) die Laplace-Transformierte von f (¢). Sie hat lineare Eigenschaften.
Es soll hier nur ¢ > 0 interessieren und fiir alle ¢ < 0, f(¢) = 0 angenommen werden und ¢ soll
reell sein. p hingegen soll komplex werden kénnen, d.h. p = ¢ + sw. Fiir unsere Zwecke geniigt es
schon, dafs (F.1) in einem Teil der komplexen Ebene p = ¢ + 4w, ndmlich fiir hinreichend grofie
Re (p) = o konvergiert.

F.1.3 Die Inversionsformel f (t) = L™ {p (p)}

Die Inverse (Umkehrung) der Laplace-Transformation(LT) ist der zunéchst schwerverstdndlich
anmutende Ausdruck

fFO =L {o )} = 55 §dpp(p)er’ (F.2)
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wobei der geschlossene Integrationsweg in der komplexen Zahlenebene um sédmtliche Polstellen
zu fiihren ist. Eine andere Form der Inversionsformel ist

F) = S [ %dpp (p)ert (F.3)

diese erscheint schwer auswertbar. Doch 6ffnen sich hier iiberraschende Auswertungsmog-
lichkeiten. Die fiir uns in Betracht kommenden Integranden I (p) = ¢ (p)eP® sind analytische
Funktionen im Sinne der komplexen Analysis.

F.1.4 Die Klasse K, zuldssiger Funktionen

7 sei eine reelle Zahl. Definitionsgemif besteht K, aus allen stetigen Funktionen f : [0, c0] — p,
die der (schwachen) Wachstumsbeschrinkung

|f(t)] < const.xeP?

fiir alle £ > 0 geniigen.

F.1.5 Existenzsatz

H, :={p€ p:Re(p) >~} sei ein Halbraum der komplexen Zahlenebene. Fir f € K, existiert
die Laplace-Transformierte F' = L{f (t)} von f, diese ist auf dem Halbraum H., holomorph,
d.h. beliebig oft differenzierbar. Die Ableitungen erhilt man durch Differentiation unter dem
Integralzeichen. Beispielsweise gilt

EF(p) = [y dt(=tf(t))e " (F.4)
fiir alle p € H,.

F.1.6 Eindeutigkeitssatz

Stimmen fiir zwei Funktionen f,g € K, die Laplace-Transformierten auf H, {iberein, dann ist
f=y

F.1.7 Faltung

Mit R bezeichnen wir die Gesamtheit aller stetigen Funktionen f : [0,00] = p. Fir f,g € R
definieren wir die Faltung f * g € R durch

(fxg)(t) = [odrf(r)g(t—1) (F.5)
fir alle t > 0.Fiir alle f,g,h € R gilt
i) fx*g = gxf (Kommutativitaet)
i) fx(gxh) = (fxg)xh (Assoziativitaet)
iti) fx(g+h) = (fxg)+ (f=*h) (Distributivitaet)
w) Ausfxg = 0 folgt f =0 oder g =10

F.1.8 Die Grundregeln
Regel 1:(Exponentialfunktion)

L{%eat} = ﬁa n:0a1727“‘7 peH"' (FG)

(p—a

Dabei ist « eine beliebige komplexe Zahl mit dem Realteil o.



F.1. UBERBLICK UBER DIE LAPLACE-TRANSFORMATION ( SIEHE [3], [6] UND [15] )95
Regel 2:(Linearitét)

Eine Funktionalabbildung heiftt linear, wenn sie folgende Eigenschaften hat
) OLEAO) = YL{E0) (F.7)
ii) Licf(t)} = cL{f(t)}; c= const.,
d.h.
Licfr () +e2fo (1)} = al{fi®)}+cL{f2(t)} .
Regel 3:(Differentiation)
Die Funktion f € K, sei vom Typ p™ , n > 1. Wir setzen F := L {f}. Dann gilt fiir alle p € H,:
L{f™}(p) = p"F(p)=p"1f(0) =p"2f (0) = ... — f1(0) (F.8)
Regel 4:(Faltungsregel)
Fir f,g € K, gilt
L{fxg} = L{f}L{g} (F.9)

F.1.9 Weitere Rechenregeln

i) Verschiebungssatz

L{f(t—b)} = e L{f(t)} fuerbe RN (F.10)
ii) Dimpfungssatz
L{e®f(t)} = F(p+a) fueracp (F.11)
iii) Ahnlichkeitssatz
L{f(at)} = LiF(2) fuera>0 (F.12)
iv) Multiplikationssatz
L{t"f (1)} = (=1)"F® (p) fuern=1,2,... (F.13)

v) Riicktransformation

Ist f € K, dann gilt

f) = 5+ fj;o drF (o +i7) e"7) fuerallet >0 , (F.14)

wobei o irgendeine feste Zahl ist, mit ¢ > v und F' die Laplace-Transformierte von f bezeichnet.
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F.1.10 Anwendungen auf Differentialgleichungen
Universelle Methode

Die Laplace-Transformation stellt ein universelles Hilfsmittel dar, um gewthnliche Differetialglei-
chungen beliebiger Ordnung mit konstanten Koeffizienten und Systeme solcher Gleichungen elegant
zu l6sen. Derartige Gleichungen treten zum Beispiel haufig in der Regelungstechnik auf. Man be-
nutzt die folgenden Losungsschritte

i) Transformation der gegebenen Differetialgleichung (D) in eine algebraische Gleichung (A) mit
Hilfe der Linearitéts- und Differentiationsregel (Regeln 2 und 3)

ii) Die Gleichung (A) ist eine lineare Gleichung oder ein lineares Gleichungssystem und 14t sich
in einfacher Weise 16sen. Diese Losung ist eine gebrochen rationale Funktion und wird in Partial-
briiche zerlegt.

iii) Diese Partialbriiche werden mit Hilfe der Regel 1 (Exponentialfunktion) zuriicktransformiert.
iv) Inhomogene Terme der Differentialgleichung ergeben Produktterme im Bildraum, die mit Hilfe
der Faltungsregel zuriicktransformiert werden (Regel 4).

Um die Partialbruchzerlegung zu erhalten, mufs man die Nullstellen des Nennerpolynoms be-
stimmen, die bei der Riicktransformation den Frequenzen der Eigenschwingungen des Systems
entsprechen.

F.2 Uberblick iiber die Integralgleichung vom Typ Volterra
(siehe [4] und [5])

Ein System von Integralgleichungen der Form

Yi (I) = bi+ fax fl (57 Y1 (f) ) Y2 (5) y oy Yn (f)) df (7’ = ]-7 27 ) n) (F15)

aus denen die unbekannten Funktionen y; (z) zu bestimmen sind, ist vom Volterraschen Typ,
weil die obere Grenze der Integrale variabel ist. Die Funktionen y; () kommen auch im Integran-
den vor.
Man 16st diese Integralgleichungen durch sukzessive Approximationen, indem man zunéchst

y(x) = b (i=1,2,..,n) (F.16)

v+1

setzt. Die folgenden Approximationen y; ™ (z) werden jeweils aus der vorhergehenden nach

den Formeln

y;'/Jrl (1‘) = bz + faI fl (57 ylll (5) 9 y'2/ (f)a reey y;lz (g)) df (Z = ]-7 27 ey Ny V= 07 ]-7 27 )

berechnet.



Anhang G

Naturliche Einheiten

In der Teilchenphysik ist es bequemer ein Einheitssystem als Grundlage zu nehmen, in dem die
natiirlichen Einheiten ( siehe [1, 2], [7-10] )

h = ¢ = 1, (G.1)

gesetzt sind. Das vermeidet, daf die Faktoren ¢ und A durch die Rechnungen mitgeschleppt
werden. Nur am Ende der Rechnungen ist es notwendig, die Resultate in das Internationale
Einheitssystem(S.1.) zu {ibersetzen. Im folgenden werden die Konsequenzen dieser Setzung erklért.

G.1 c¢c=1
In konventionellen MKS Einheiten hat ¢ den Wert

c ~ 3x10®ms~t . (G.2)

Wenn wir ¢ = 1 setzen, deuten wir an, daf unsere Lingen- und Zeiteinheiten numerisch gleich
sind, da die Geschwindigkeit die Dimension

[l = [t (G.3)
hat. In diesem Sinne sind Liange und Zeit dquivalente Dimensionen:
(L] = [T] (G4)

In dhnlicher Weise kann man aus der Energie-Impuls-Relation der speziellen Relativitédtstheorie
ersehen

E? = P22 +mi (G.5)
daf die Setzung von ¢ = 1 bedeutet, dafs Energie, Masse und Impuls dquivalente Dimensionen
sind. Man nimmt {iblicherweise fiir die Masse und die Energie eine Einheit von Mc °V oder GC%V, fir

den Impuls eine von @ oder Giv . Sie werden alle MeV oder GeV, wenn ¢ = 1 gesetzt wird.

G.1.1 h=1

Der numerische Wert der Planckschen Konstante ist

h ~ 6.6x10"22MeV s (G.6)

und # ist eine Wirkung, die die Dimension Energie mal Zeit hat, so dafs
B = [M][LP[T] ", (G.7)
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Wenn wir i = 1 setzen, dann setzen sich [M], [L] und [T] in Beziehung. Da [L] und [T'] beim
ersten Setzen von ¢ = 1 dquivalent sind, kénnen wir [M] als die einzig unabhingige Dimension
unserer natiirlichen Einheiten wéhlen:

) = @t o= (G.8)

Eine gut zu merkende Beziehung kann aus den Gleichungen (G.2) und (G.6) hergeleitet werden,
némlich

he =~ 200MeV fm (G.9)

wobei der “Fermi” oder Femtometer, fm, definiert ist durch

1Ifm = 10"%m .

Daher haben wir in den natiirlichen Einheiten die Beziehung

Ifm ~ sty = 5(GeV) ™. (G.10)

Wenn man die Massen, die Impulse und die Energien in GeV ausdriickt, erhdlt man aus der
Gleichung (G.10)( genauer gesagt aus der Beziehung hic = 197.328 M eV fm) ein sehr niitzliches
Resultat:

(1)’ = 1(GeV)™® = 0.38939mb , (G.11)
wobei ein Millibarn, mb, durch
Imb = 1073m? .

definiert ist.

G.1.2 Zur Erinnerung

Hier mochten wir einige Umrechnungen in Erinnerung rufen:

leV = 1.602x 10719
1KeV = 10%eV = 1.602x 10716
1MeV = 10%eV = 1.602x 10713J
1GeV = 10%V = 1.602x 107 10.J.



Anhang H

Anmerkung zum Rechenprogramm

Die Auswertung der gebundenen Energiezustinde erfolgte mit dem folgenden ¢+ — Programm.
Die iibrigen Graphen wurden ausgewertet, imdem dieses Programm leicht abgewandelt wurde.
Die Graphiken wurden von dem Graphikprogramm Gnuplot erstellt.

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<iostream.h>
#include<complex.h>

//c=sqrt(mb*1Gev)/mu_0
//al=alpha
//e=z-Schrittweite
//e*kmax—=grosster z- Wert
//eta=Kopplungsstérke
const int Nmax=40;

const int kmax=1000;
const double e=1.0/kmax;
const double c=sqrt(4.5)/(0.6);
const, double al=1;

const double eta=10.0;

/1111017711177
const double complex i—double complex(0,1);
// Energie E=E0 und/oder Drehimpuls 1=10 fest vorgegeben

double 10=0;

I11111T1111777]

//Deklaration der Funktionen

double complex a(double complex);
double complex A(int , double );
double complex B(int , double);
double complex C(int , double);

11111111111111717

double complex Q(int, double);
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double complex R(int, double);
double complex S(int, double);

[11111711717777

double complex Q1(int , double);
double _complex R1(int, double);
double complex S1(int, double);

1111111111111177

double _complex nu(double);
double 1b(double);

/11111111111177

double complex Ftld(int ,double,double,double,double);
double complex Gtld(int ,double,double,double,double);

/1111711711717

double complex xii(int ,double,double,double);
double complex xih(int ,double,double,double);
double complex xij(int ,double,double,double);
double complex xik(int,double,double,double);

/1111111111117

double complex I(int ,double,double,double,double);

double_complex H(int ,double,double,double,double);
double complex J(int ,double,double,double,double);
double complex K(int ,double,double,double,double);
double fakul (double, int);

int fak(int);

double invfak(int);//nochmal priifen

double invfakul(double, int);

/1111111111117

double complex* phi (int ,double _complex* double complex*, double complex*, double,double

//Hauptprogramm

int main()

{

for (double E=-1.0;E<=1.0;E+=.01)
{

double complex p=1;

// Initialwerte der Felder

double complex pm1[kmax];

double complex pO[kmax];

double complex phil[kmax];



for(int s=0;s<=kmax-1;s4+=1)

{

pm1[s]=0;
pO[s|=1;
phil[s]=0 ;

for (int n=1;n<=Nmax; n+=1)

{

int z—((Nmax+1-n)/(1+al*(Nmax+1-n)))*kmax;

p+=pow(-eta,n)*phi(n,phil,pm1,p0,E,10)[7]
*(invfak(n)*invfakul(lb(E),n))
/pow((n-+1b(E)-nu(E))*(n+nu(E)),10);

for(int k=0;k<kmax;k+=1)

pm1[k]=pO[k];
ﬁ)O[k]:phil[k];

}

cout<<E<<" "< <real(p) <<"\n";

}
}

//Definition der Funktionen

double complex a(double complex k)
{

double complex z—1/k- al;

return z;

}
double 1b (double E)

{

double 1=2*c*sqrt(sqrt(pow (E,2)+pow(.225,2))-E);

return I;

}

double complex nu (double E)
{

double_complex n=i*c*sqrt(sqrt(pow (E,2)+pow(.225,2))+E);

return n;

}

double complex A(int n, double E)
{

double complex As=n*(n+1lb(E))/(2*(n+nu(E))*(n+1b(E)-nu(E)));

return As;

}

double complex B(int n, double E)

{
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double complex Bs= n*(n+1b(E))*(n-1)*(n-1+1b(E))/
(4*(n+nu(E))*(n+1b(E)-nu(E))*(n-14+nu(E))*(n-1+1b(E)-nu(E)));

return Bs;

}

double_complex C(int n, double E)

{

double complex Cs= n*(n+lb(E))*(n-1)*(n-1+1b(E))/
(4*(n+nu(E))*(n+1b(E)-nu(E))*(n-1-nu(E))* (n-1+1b(E)+nu(E)));

return Cs;

}

double complex Q(int n, double E)

{

double_complex Qs=a(n-1+1b(E)-nu(E))+a(n-14+nu(E))-a(n+1b(E)-nu(E))-

a(n+nu(E));
return Qs;

}

double complex R(int n, double E)

{

double complex Rs=2*(a(n-14+nu(E))*a(n-1+1b(E)-nu(E))-a(n+Ib(E)-nu(E))*

a(n+nu(E)));
return Rs;

}

double_complex S(int n, double E)

{

double_complex Ss=a(n-1+nu(E))*a(n-14+1b(E)-nu(E))*(a(n+nu(E))

+a(n+1b(E)-nu

return Ss;

}

(E)-a(n+1b(E)-nu(E))*a(n+nu(E))*(a(n-1+nu(E))+a(n-1+1b(E)-nu(E)));

double complex Q1(int n, double E)

{

double complex Qs=a(n-1+1b(E)+nu(E))+a(n-1-nu(E))-a(n+1b(E)-nu(E))-

a(n+nu(E));
return Qs;

}

double complex R1(int n, double E)

{

double_complex Rs=2*(a(n-1+1b(E)+nu(E))*a(n-1-nu(E))-a(n+1b(E)-nu(E))*

a(n+nu(E)));
return Rs;

}

double_complex S1(int n, double E)

{

double_complex Ss=a(n-1-nu(E))*a(n-1+1b(E)+nu(E))*(a(n+nu(E))
a

+a(n-+1b(E)-nu

return Ss;

}

(E)-a(n+1b(E)-nu(E))*a(n+nu(E))*(a(n-1-nu(E))+a(n-1+1b(E)+nu(E)));

double complex xii(int n,double t, double E, double 1)

{

double complex xi=pow(((1+a(n-+1b(E)-nu(E))*t)*(1+a(n+nu(E))*t)

/((1+a(n-1+1b(E)-nu(E))*t)*(1+
*pow (((1+a(n-2-+1b(E)-nu(E))*t)*
/((1+a(n-1+1b(E)-nu(E))*t)*(1+

1
a(n-14+nu(E))*t))),14+1)
(1+a(n-2+nu(E))*t))

a(n-1+nu(E))*t)),1);
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return xi;

}

double complex xih(int n,double t, double E, double 1)
{

double_ complex xi=pow(((1+a(n+lb(E)-nu(E))*t)*(1
/((1+a(n-1+1b(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-1+nu(E))*t))),1+1
*pow (((1+a(n-2+1b(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-2-nu(E))*t))
/((1+a(n-1+1b(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-1+nu(E))*t)),1);
return xi;

}

double complex xij(int n,double t, double E, double 1)

{
double_ complex xi=pow(((1+a(n+1b(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-nu(E))*t)

/(1+a(n-1+1b(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-1-nu(E))*t))),1+1)

Falnsmu(®)%)

*pow(((1+a(n-2+1b(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-2-nu(E))*t))
/((1+a(n-1+1b(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-14+nu(E))*t)),1);
return xi;

¥

double complex xik(int n,double t, double E, double 1)
{

double complex xi=pow(((1+a(n-+1b(E)-nu(E))*t)*(1+a(n+nu(E))*t)
/((1+a(n-1+1b(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-1-nu(E))*t))),1+1)
*pow (((1+a(n-2+1b(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-2+nu(E))*t))
/((1+a(n-1+1b(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-1-nu(E))*t)) 1);
return xi;

}

double complex Ftld(int n, double x, double z, double E, double 1)

{

double_complex F=1/(14+1)*(1+a(n+1b(E)-nu(E))*(z+x/2))*(1+a(n+nu(E))*(x/2+2))
/(Q(0,E)+R(n,E)*(x/2+2)+5(n,E)*pow(z-+x/2,2))
*(pow(((1+a(n-1+1b(E)-nu(E))*(z+x))*(1+a(n-1+nu(E))* (x+7))
/((1+a(n+1b(E)-nu(E))*(x+2))*(1+a(n+nu(E))*(x+z)))),1+1)
-pow(((1+a(n-1+1b(E)-nu(E))*z)*(1+a(n-14+nu(E))*z)

/((1+a}(;1+1b( )-nu(E))*z)*(1+a(n+nu(E))*2))),14+1));

return F;

}

double complex Gtld(int n, double x, double z, double E, double 1)

{

double_complex G=1/(1+1)*(1+a(n+1b(E)-nu(E))*(z+x/2))*(1+a(n+nu(E))*(x/2+z))
/(QL(n,E)+R1(n,E)*(x/2+2)+S1(n,E) *pow(z+x/2,2))
*(pow(((1+a(n-1+1b(E)+nu(E))*(z-+x))*(1+a(n-1-nu(E))*(x+z))
/((1+a(n+1b(E)-nu(E))*(x+z))*(1+a(n+nu(E))*(x+2)))),l+1)
-pow(((1+a(n-1+1b(E)+nu(E))*z)*(1+a(n-1-nu(E))*z)

/((Ha(élﬂb( )-nu(E))*z)*(1+a(n+nu(E))*z))),1+1));

return G;

}

double complex I(int n, double x, double z,double E, double 1)

{
double complex Is=xii(n,x/2+2,E1)*B(n,E)/2*pow(Ftld(n,x,z,E,1),2);
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return Is;

}

double complex H(int n, double x, double z, double E, double 1)

{

double complex Hs=xik(n,x/2+4z,E,1)*B(n,E) /2*pow(Ftld(n,x,z,E,1),2);
return Hs;

}

double complex J(int n, double x, double z, double E, double 1)

{

double complex Js=xij(n,x/2+2,E1)*C(n,E)/2*pow(Gtld(n,x,z,E,1),2);
return Js;

}

double complex K(int n, double x, double z, double E, double 1)

{

double complex Ks=xik(n,x/2+z,E,1)*C(n,E)/2*pow(Gtld(n,x,z,E,1),2);
return Ks;

}

double complex* phi( int n, double complex® phil, double complex* pm1, double complex*
p0,double E, double

)
{

phil[0]=0;
for(int s=0;s<kmax-1;s+=1)

phil[s+1]=phil]s]

+(AmE)*(
pO[s]*Ftld(n,e,s*e,E,l)
~+conj(p0][s])

*Gtld(n, e, s*e,E,]))

+.5%((

pml[s+1]+pml[s]
)*(I(n,e,s*e,E,1)+K(n,e,s*e,E.1))
Jr

(conj (pm1[s-+1])-+conj(pm1[s]))
*(H(n,e,s*¢,E,1)+J(n,e,s%¢,E))));

}

return phil;

}

double fakul(double 1,int n)
{

if (n>1)

{

return (14+n)*fakul(l,n-1);

}

else

{
if (n=1)



return 14+1;

}

if (n=0) return 1;

int fak(int k)

{
if(k>1)

return k*(fak(k-1));
}

else

return 1;

}

double invfak(int k)

{

if(k>1)

{

return 1.0/k*(invfak(k-1));
}

else

return 1;

}

double invfakul(double 1,int n)
{

if (n>1)

{

return 1.0/(1+n)*invfakul(l,n-1);

}

else

{

if (n=1)

return 1.0/(1+1);
}

if (n=0) return 1;

}
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