
Ein Lösungsverfahren für S
hrödinger-Glei
hungenmit gedämpfter PropagationAls Diplomarbeit vorgelegtvonYaovi FOLLYInstitut für Theoretis
he Physikder Westfälis
hen Wilhelms-Universität Münster15. Februar 2001



2



Inhaltsverzei
hnis
1 Formulierung des Problems 71.1 Matrixform der Bindungsglei
hung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2 Lösung dur
h Integraltransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.3 Bere
hnung der Gewi
htsfunktionen �0f (�) und �0g (�) . . . . . . . . . . . . . . . . 111.4 Einige Symmetrien und Beoba
htungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 Anwendung der Resultate auf das Yukawa-Potential 152.1 Der Fall der Nullenergiezustände bei � = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Der Fall der Zustände mit � > 0 und E 6= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 Resultate 233.1 �-Variation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.2 �-Variation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233.3 Die Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24A Bere
hnungen zum Kapitel 1 33B Lösung der S
hrödinger-Glei
hung (A:10) 35B.1 Grenzübergänge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35B.1.1 Diagonalisierung der Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36C Der Tri
k zum Lösen der Glei
hung (B:3) 39D Die Ableitung der Glei
hungen für die Gewi
htsfunktionen 49E Re
hnungen zu den Formeln im Kapitel 2 61E.1 Re
hnungen zu (2:3) bzw. (2:4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61E.1.1 Re
hnungen zu (2:7) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62E.1.2 Re
hnungen zu (2:9) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63E.1.3 Re
hnungen zu (2:10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64E.2 Einige nützli
he logarithmis
he und algebrais
he Funktionen . . . . . . . . . . . . . 65E.2.1 Re
hnungen zum Fall der Nullenergiezustände bei � = 0 . . . . . . . . . . . 79E.2.2 Re
hnungen zu (2:17) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83E.2.3 Re
hnungen zu (2:18) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84E.2.4 Re
hnungen zu (2:21) und (2:22) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84E.2.5 Re
hnungen zu (2:24) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86E.2.6 Re
hnungen zu (2:25)� (2:27) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87E.2.7 Re
hnungen zu (2:29) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89E.2.8 Re
hnungen zu (2:33) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90E.2.9 Re
hnungen zu (2:34) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90E.2.10 Re
hnungen zu (2:38) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 923



4 INHALTSVERZEICHNISF Lapla
e-Transformation und Volterra-Integralglei
hung 93F.1 Überbli
k über die Lapla
e-Transformation ( siehe [3℄, [6℄ und [15℄ ) . . . . . . . . 93F.1.1 Grundde�nitionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93F.1.2 Die Grundformel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93F.1.3 Die Inversionsformel f (t) = L�1 f' (p)g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93F.1.4 Die Klasse K
 zulässiger Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94F.1.5 Existenzsatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94F.1.6 Eindeutigkeitssatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94F.1.7 Faltung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94F.1.8 Die Grundregeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94F.1.9 Weitere Re
henregeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95F.1.10 Anwendungen auf Di�erentialglei
hungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96F.2 Überbli
k über die Integralglei
hung vom Typ Volterra (siehe [4℄ und [5℄) . . . . . 96G Natürli
he Einheiten 97G.1 
 = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97G.1.1 �h = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97G.1.2 Zur Erinnerung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98H Anmerkung zum Re
henprogramm 99



EinleitungDie Quarkonia, die Teil
hen-Antiteil
hen (qq)-Zustände der s
hweren 
harm- und bottom-Quarks,stellen interessante Studienobjekte zur Untersu
hung der starken We
hselwirkung dar. Der Grundhierfür liegt in ihrer kleinen Bindungsenergie bzgl. ihrer Ruhemasse (so beträgt z.B. die Bin-dungsenergie des Bottomiums im Grundzustand 
a. 0.46 GeV, die e�ektive Masse des bottom-Quarks 
a. 4.5 GeV), weswegen Quarkonia als ni
htrelativistis
he, dem Positronium ähnli
he,qq-Bindungszustände bes
hrieben werden können. So s
hätzt man z.B. für das Charmonium< v2
2 >� 0:25bzw. für das Bottomium < v2
2 >� 0:08ab, wobei letzteres o�ensi
htli
h in sehr guter Näherung als ni
htrelativistis
hes System be-tra
htet werden kann . Darauf basierend sind viele Potentialmodelle für diese Mesonen entwi
keltworden, die si
h typis
herweise für kleine Abstände 
oulombartig verhalten (�asymptotis
he Frei-heit�)und mit zunehmendem Abstand mindestens logarithmis
h anwa
hsen, um so das 
on�nementzu gewährleisten. Das Unbefriedigende an diesen Ansätzen ist unter anderem die Tatsa
he, daÿdiese Potentiale ni
ht aus der QCD hergeleitet, sondern von auÿen in die Theorie eingeführtwerden. So werden erst na
h Anpassung von bestimmten äuÿeren Parametern an das Expe-riment gute Ergebnisse erzielt. Die zentrale Bewegungsglei
hung der Quantenme
hanik ist dieS
hrödinger-Glei
hung, die allerdings für diese Systeme ni
ht mathematis
h streng aus erstenPrinzipien abgeleitet werden kann, sondern mehr oder weniger approximativ eingeführt werdenmuÿ. Die S
hrödinger-Glei
hung ist für die Quantenme
hanik ebenso fundamental wie die New-tons
he Glei
hung �!F = d�!pdt für die klassis
he Me
hanik oder die Maxwells
hen Glei
hungen fürden Elektromagnetismus. Im allgemeinen hängt die Lösung der S
hrödinger-Glei
hung von derForm der Potentialenergie des betre�enden Teil
hens ab.In dieser Arbeit wird eine andere Methode für die Bes
hreibung der Quarkonia verwendet, dieebenfalls mit einer S
hrödinger-Glei
hung arbeitet. Im Gegensatz zu den Potentialmodellen wirdhier jedo
h das 
on�nement dadur
h bes
hrieben, daÿ die beiden Konstituenten, Quark und An-tiquark, als kurzlebige Elementaranregungen behandelt werden, wie es dur
h die heute allgemeinakzeptierte Interpretation der Jet-Ereignisse in der ho
henergetis
hen e� � e+ � Annihilationnahegelegt wird. Dies kommt dadur
h zum Ausdru
k, daÿ die Glei
hung eine unkonventionellefreie Greens
he Funktion für die Relativbewegung des qq�Paares enthält, wel
he eine gedämpftePropagation bes
hreibt. Dagegen brau
ht das Potential für groÿe Abstände ni
ht unendli
h anzu-wa
hsen, sondern kann wie übli
h auf Null abfallen.( In dieser Arbeit wird, um das �asymptotis
hefreie� Verhalten bei kleinen Abständen zu berü
ksi
htigen, ein Yukawa-Potential verwendet ). Diemodi�zierte Propagation allein sorgt bereits dafür, daÿ diese Glei
hung keine q � q - Streulösun-gen bei reellen Energien mehr besitzt, und realisiert insofern das 
on�nement. Dagegen kann sie,sofern die Dämpfung ni
ht zu stark, d.h. die Lebensdauer der Konstituenten ni
ht zu kurz ist,eine endli
he und meist kleine Zahl von stationären gebundenen Zuständen mit reellen Energieei-genwerten besitzen, die si
h zur Modellierung der Quarkonia eignen.5



6 INHALTSVERZEICHNISEine derartige S
hrödinger-Glei
hung mit gedämpfter Propagation kann im Rahmen eines Lö-sungsverfahrens für die QCD, wel
hes die Berü
ksi
htigung der ni
htperturbativen Massenskala�QCD gestattet, im Prinzip hergeleitet werden [13, 14℄. Ausgangspunkt ist dabei die mit den ni
ht-perturbativen Propagatoren und Vertexfunktionen aufgestellte feldtheoretis
he Bindungsglei
hung( Bethe-Salpeter-Glei
hung ) für das q�q�System: Dur
h ni
htrelativistis
he Näherung des dortauftretenden ni
htperturbativen Propagatorenpaares ergibt si
h eine Greens
he Funktion G� (E)der freien Relativbewegung von der Form[G� (E)℄�1 = E � T + �2E � Tim Gegensatz zur freien Greens
hen Funktion G0 (E)�1 = E � T der �normalen� S
hrödinger-Glei
hung. Hierbei ist � eine Massenskala der Form 
 � �QCD mit einem Zahlenfaktor 
 derGröÿenordnung eins; sie stellt ( im natürli
hen Einheitensystem der Teil
henphysik, vgl. AnhangG ) die inverse Lebensdauer der kurzlebigen Anregungen des Quarkfeldes dar. Eine entspre
hendeni
htrelativistis
he Näherung für den �irreduziblen Kern� der Bethe-Salpeter-Glei
hung, der dieWe
hselwirkung zwis
hen diesen Anregungen dur
h Austaus
h virtueller Gluonen bes
hreibt, er-gibt ein kugelsymmetris
hes statis
hes Potential V(r), das in gröbster Näherung dur
h ein Yukawa-Potential ersetzt werden kann. Mit diesen beiden Ingredienzien ergibt si
h als approximativeni
htrelativistis
he Bindungsglei
hung die S
hrödinger-artige Glei
hunghG� (E)�1 � V (r)i (�!x ) = 0und damit die Gl. (1.1), die den Ausgangspunkt dieser Arbeit bildet. Wir diskutieren hiereine Methode zum Lösen der S
hrödinger-Glei
hung mit gedämpfter Propagation und sphäris
henPotentialen. Die Methode ist eine Abwandlung der von Poliatzky [12℄ für die Lösung gewöhnli
herS
hrödingerglei
hung angegeben und beruht auf der Ausnutzung einer Integraltransformation fürdie radiale Wellenfunktion, nämli
h der Lapla
e-Transformation. In der dur
h diese Transformati-on de�nierten Darstellung wird die S
hrödinger-Glei
hung eine Integralglei
hung des Volterras
henTyps. In vielen Fällen kann diese Glei
hung ohne Hilfe von Störungsmethoden exakt gelöst wer-den. Die si
h ergebende Lösung ist dargestellt dur
h eine endli
he Summe von Funktionen, dielei
ht bere
hnet werden können, da sie dur
h Integrale, die einfa
he algebrais
he Funktionen bein-halten, bestimmt werden. Aus diesem Grund ist diese Methode gut für praktis
he Bere
hnungengeeignet. In dieser Arbeit werden wir exakte Lösungen für das Yukawa-Potential herleiten. AlsAnwendung werden wir die gebundenen Zustände dur
h die Variation der Kopplungskonstante �und der Energieskala � untersu
hen.



Kapitel 1Formulierung des Problems1.1 Matrixform der Bindungsglei
hungWir gehen von einer S
hrödinger-Glei
hung mit gedämpfter Propagation des Typs��T � �2E � T �+ V (r)� (�!x ) = E (�!x ) (1.1)aus, wobei T die kinetis
he Energie, E die gesamte Energie, V (r) das Potential, das nur vomAbstand r abhängt und � eine positive Energieskala bedeuten. Dur
h De�nition einer Hilfsam-plitude � [23℄ gemäÿ � (�!x ) := �E � T  (�!x ) (1.2)erhalten wir eine Matrix-Glei
hung der Form� T + V (r) ��� T ��  (�!x )� (�!x ) � = E �  (�!x )� (�!x ) � : (1.3)Mit den Separationsansätzen�  (�!x )� (�!x ) � = � Fl(r)Gl(r) �Ylm (bx) ; �bx = �!xr = bx (#; ')� (1.4)wobei Ylm (bx) die Kugel�ä
henfunktionen sind, und mitT = �h22� ��1r �2�r2 r + l (l + 1)r2 � ; (1.5)wobei � die reduzierte Masse eines Zwei-Teil
hensystems ist, bekommen wir� �h22� ��1r d2dr2 r + l (l + 1)r2 � 1 00 1 �+ � V (r) �E 00 �E �+� � 0 �11 0 ���� Fl(r)Gl(r) � = 0:(1.6)Der � � Term enthält eine antihermites
he Matrix und zeigt, daÿ Gl. (1.1) einem ni
hther-mites
hen Eigenwertproblem äquivalent ist. Dies verstöÿt ni
ht gegen grundlegende Prinzipien,denn Gl. (1.1) oder (1.6) bes
hreibt ja ni
ht den Zustand des gesamten Quark-Gluon-Feldsystems,sondern ist nur eine e�ektive Glei
hung für die Projektion dieses Gesamtzustandes auf den vonEin-Quark-Ein-Antiquark-Zuständen aufgespannten Teilraum, bei der der restli
he Zustandsraum( wenn au
h in sehr einfa
her Approximation ) formal eliminiert ist. Sol
he e�ektiven Glei
hungenenthalten stets Ni
hthermitizitäten, die den Umstand bes
hreiben, daÿ die Gesamtwahrs
heinli
h-keit im betre�enden Teilraum in der Regel ni
ht erhalten bleibt, weil das System in den Restraum7



8 KAPITEL 1. FORMULIERUNG DES PROBLEMSübergehen kann. Im vorliegenden Fall bes
hreibt der ni
hthermites
he ��Term die Tatsa
he, daÿungebundene Quark-Antiquark-Zustände nur für eine endli
he Lebenszeit der Gröÿenordnung ��1existieren können und dann ihren Anteil an der Gesamtwahrs
heinli
hkeit an andere, ni
ht expli-zit bes
hriebene Sektoren des Feldsystems abgeben müssen ( 
on�nement ). Trotzdem wird si
hzeigen, daÿ dieses ni
hthermites
he Problem eine endli
he kleine Zahl ( kein vollständiges System!) von stationären Eigenzuständen mit reellen Energieeigenwerten aufweisen kann; bei diesen undnur diesen kann die Gesamtwahrs
heinli
hkeit permanent im q � q � Teilraum verbleiben, alsoerhalten sein.1.2 Lösung dur
h Integraltransformation(*) Das Verhalten dieser Glei
hung am Ursprung, d.h., bei r ! 0 ergibt si
h zu�1r d2dr2 r � l (l + 1)r2 �� 1 00 1 �� Fl(r)Gl(r) � ! 0: (1.7)Die Lösung dieser Glei
hung hat die übli
he Form� Fl(r)Gl(r) � ! Arl +Br�l�1: (1.8)Für die physikalis
he Radialwellenfunktion Fl (r) vers
hwindet auf Grund der RandbedingungrFl (r) ! 0 für r ! 0 der B-Term. Für Gl (r), den Radialteil der unphysikalis
hen Hilfsampli-tude (1.2), ist dies zunä
hst ni
ht klar; wir werden jedo
h aus Gründen einer symmetris
herenS
hreibweise au
h sie zunä
hst proportional zu rl ansetzen:� Fl(r)Gl(r) � / rl; (1.9)wir s
hlieÿen jedo
h ni
ht aus, daÿ die Restfunktion si
h später als / r�2l�1 bei r ! 0 erweist.(*) Das Verhalten der Glei
hung (1:6) im Unendli
hen, d.h. bei r ! 1, ergibt si
h, daV (r)! 0 für r !1, zu��1r d2dr2 r + 2��h2E�� 1 00 1 �+ 2��h2 � � 0 1�1 0 ��� Fl(r)Gl(r) � ! � 00 � : (1.10)Na
h Diagonalisierung der Matrix � 0 1�1 0 �, geht die Glei
hung (1:10) über in die folgendeGlei
hung: " 1r d2dr2 + 2��h2 (E + i�) 00 1r d2dr2 r + 2��h2 (E � i�) #� F 0l (r)G0l (r) � ! � 00 � (1.11)mit � F 0l (r)G0l (r) � = U+� Fl (r)Gl (r) � ; (1.12)wobei U+ die adjungierte Matrix zu U und U die 2� 2 �Matrix, gebildet dur
h die Eigen-vektoren der Matrix � 0 1�1 0 �, ist. Die Matrix U ist eine unitäre Matrix, die die folgende Formhat: U = 1p2 � 1 1i �i � : (1.13)Mit der Identität



1.2. LÖSUNG DURCH INTEGRALTRANSFORMATION 91r d2dr2 r = d2dr2 + 2r ddr (1.14)erhalten wir für r ! 1 aus der Glei
hung (1:11) die folgenden beiden Glei
hungen für F 0l (r)und G0l (r) � d2dr2 + 2��h2 (E + i�)�F 0l (r) ! 0 (1.15)und � d2dr2 + 2��h2 (E � i�)�G0l (r) ! 0: (1.16)Das Lösen dieser Glei
hungen ergibtF 0l (r) / e(�
+i�)r (1.17)und G0l (r) / e�(
+i�)r (1.18)mit 
 = 
 (E) :=r ��h2 �pE2 +�2 �E� (1.19)und � = � (E) :=r ��h2 �pE2 +�2 +E�: (1.20)Da die Transformation (1.12) den Vorteil hat, den wi
htigen ��Term diagonal ( mit natürli
himaginären Eigenwerten ) zu ma
hen,werden wir sie von nun an ni
ht nur für die Diskussion derasymptotis
hen Gl. (1.10/1.11), sondern au
h für die Behandlung der vollen Gl. (1.6) verwenden.Dazu ist es ni
ht notwendig, die transformierte Gl. (1.6) vollständig aufzus
hreiben; es genügt,wenn wir die Transformation der Wellenfunktionen angeben und in Gl. (1.6) verwenden. Da dieMatrix U unitär ist, erhalten wir na
h der Glei
hung (1:12) die Beziehung� Fl (r)Gl (r) � = U � F 0l (r)G0l (r) � : (1.21)Na
h dem expliziten Einsetzen der Matrix U bekommen wirFl (r) = 1p2 nF 0l (r) +G0l(r)o (1.22)und Gl (r) = ip2 nF 0l (r) �G0l(r)o : (1.23)Wir könnten die übli
hen Ansätze für die resultierenden Funktionen, die dem Verhalten sowohlam Ursprung als au
h im Unendli
hen, der Funktionen Fl (r) und Gl (r) entspre
hen, verwenden:Fl (r) = 1p2 nF 0l (r) +G0l(r)o = rlp2 nfl(r)e(�
+i�)r + gl(r)e�(
+i�)ro (1.24)und



10 KAPITEL 1. FORMULIERUNG DES PROBLEMSGl (r) = ip2 nF 0l (r) �G0l(r)o = i rlp2 nfl(r)e(�
+i�)r � gl(r)e�(
+i�)ro ; (1.25)na
hdem wir F 0l (r) = rlfl(r)e(�
+i�)r (1.26)und G0l(r) = rlgl(r)e�(
+i�)r (1.27)angesetzt haben. Die Funktionen fl(r) und gl(r) hängen nur vom Abstand r zwis
hen denTeil
hen ab. Wir könnten diesen Weg weiter verfolgen, indem wir einen Potenzreihenansatz derForm � fl(r)gl(r) � = � P1k=0 akrkP1k=0 bkrk � (1.28)für fl(r) und gl(r) vornehmen und dur
h Einsetzen in die Di�erentialglei
hungen einen Aus-dru
k für die beiden Funktionen bere
hnen. Aber wir werden diesen Weg verlassen, und stattdessen eine Verallgemeinerung der Methode von Poliatzky [12℄ entwi
keln. Dazu ma
hen wir diefolgenden Ansätze: F 0l (r) = rlf 0l (r)e�
r (1.29)und G0l(r) = rlg0l(r)e�
r (1.30)mit den Darstellungen als Lapla
e-Transformierte:f 0l (r) = Z 10 d�e��r [(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l �0f (�) (1.31)und g0l(r) = Z 10 d�e��r [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l �0g(�); (1.32)wobei �0f (�) und �0g(�) Gewi
htsfunktionen sind. ( Für eine Zusammenstellung allgemeinerEigens
haften der Lapla
e-Transformation vgl. Anhang F ). Daÿ wir in Gln. (1.29/1.30) nur dengemeinsamen Faktor e�
r und ni
ht die unters
hiedli
hen Faktoren e�i�r abspalten können, rührtdaher, daÿ nur so aus dem gekoppelten Di�erentialglei
hungssystem (1.6) si
h ein Glei
hungssy-stem für diese Gewi
htsfunktionen ableiten läÿt. Es ist daher zwe
kmäÿig, au
h eine entspre
hendeLapla
edarstellung des Potentials V(r) zu benutzen. Wir werden ein Potential der folgenden Formbenutzen: V (r) = Z 10 d�e��r�(�); (1.33)wobei �(�) die inverse Lapla
etransformierte von V (r) ist. Na
h den Glei
hungen (1:22=1:23)und (1:29) � (1:32) haben die ursprüngli
hen Radialfunktionen Fl(r) und Gl(r) die folgendenFormen:Fl(r) = rle�
rp2 Z 10 d�e��r n[(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l �0f (�) + [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l �0g(�)o(1.34)und



1.3. BERECHNUNG DER GEWICHTSFUNKTIONEN �0F (�) UND �0G (�) 11Gl(r) = i rle�
rp2 Z 10 d�e��r n[(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l �0f (�)� [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l �0g(�)o(1.35)oder Fl (r) = 1p2 nF 0l (r) +G0l (r)ound Gl (r) = ip2 nF 0l (r)�G0l (r)omit F 0l (r) = rle�
r Z 10 d�e��r [(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l �0f (�) (1.36)und G0l(r) = rle�
r Z 10 d�e��r [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l �0g(�): (1.37)Es zeigt si
h, daÿ f 0l (r) und g0l(r) zueinander komplex-konjugiert sind, d.h.,f 0l (r)� = g0l(r): (1.38)1.3 Bere
hnung der Gewi
htsfunktionen �0f (�) und �0g (�)Da die Funktionen f 0l (r) und g0l(r) zueinander komplex-konjugiert sind, müssen wir nur f 0l (r)weiter bearbeiten und erhalten daraus die Resultate für g0l(r) dur
h Konjugation. Wir werden dieFunktionen Fl(r) und Gl(r) in die Glei
hung (1:6) wiederum einsetzen. Unter Berü
ksi
htigungder Glei
hungen (1:22)� (1:23) und (1:29)� (1:30) erhalten wir die folgenden Glei
hungen�� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2(l + 1)r � ddr � 
�+ �2 + 2i
��f 0l (r) = m�h2 V (r)�f 0l (r) + g0l(r)� (1.39)und�� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2(l+ 1)r � ddr � 
�+ �2 � 2i
��g0l(r) = m�h2 V (r)�f 0l (r) + g0l(r)� : (1.40)Hier haben wir die reduzierte Masse � = m gesetzt, um eine Verwe
hslung mit der Integrati-onsvariablen � zu vermeiden.Wir werden also die Glei
hung (1:39) weiter bearbeiten, indem wir f 0l (r); g0l(r) und V (r) na
hden Glei
hungen (1:31) � (1:33) in sie einsetzen. ( Für Einzelheiten der Re
hnungen vgl. dieAnhänge C und D ). Na
h einer partiellen Integration erhalten wir aus der Glei
hung (1:39) diefolgende Glei
hung
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 � i�) (�+ i�)℄l+1 �0f (�)= 2 (l + 1) R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + 2
 � i����0 + i��il �0f ��0�+m�h2 R �0 d�0� ��� �0��h��0 + 2
 � i����0 + i��il �0f ��0�+ h��0 + 2
 + i����0 � i��il �0g ��0�� (1.41)Wenn wir die beiden Seiten der obigen Glei
hung na
h � di�erenzieren, ans
hlieÿend dur
h[(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l+1 dividieren und wiederum integrieren, erhalten wir�0f (�) = �0f (0)+m�h2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�+h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g ��00�� (1.42)
In dieser Glei
hung ist die komplexe Konstante �0f (0) - entspre
hend zwei reellen Konstanten -no
h frei wählbar ( zur Anzahl der Integrationskonstanten vgl. die Bemerkungen zur Gl. (D.33)im Anhang D ). Wir bemerken au
h daÿ es keine ni
httriviale Lösung für die Glei
hung (1:39)gibt, wenn �0f (0) Null ist. Die Wahl von �0f (0) ist also willkürli
h und die einfa
hste Wahl ist�0f (0) = 1: (1.43)Trotz ihrer besonderen Form, ist die Glei
hung (1:39) eine konventionelle inhomogene Volter-ras
he Glei
hung zweiter Art. Dies können wir explizit sehen, wenn wir die Glei
hung (1:39) indie folgende Form bringen (siehe Anhang F )�0f (�) = 1 + m�h2 Z �0 d�0 nK+ ��; �0��0f (�0) +K� ��; �0��0g(�0)o (1.44)mit den IntegralkernenK+ ��; �0� = h��0 + 2
 � i����0 + i��il ���0 Z �0� d�00 � ��00 � �0�[(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�)℄l+1 (1.45)undK� ��; �0� = h��0 + 2
 + i����0 � i��il ���0 Z �0� d�00 � ��00 � �0�[(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�)℄l+1 : (1.46)Dies ist nur mögli
h, wenn �(0) = 0 ist. Na
h der von Poliatzky [12℄ gegebenen Diskussion(siehe au
h Anhang D ) zeigt dies, daÿ die notwendige und ausrei
hende Bedingung, die Regularitätder Glei
hung (1:39) zu gewährleisten ist, daÿ das Potential V (r) im Unendli
hen s
hneller als r�1vers
hwindet. Daher ist die Glei
hung (1:39) regulär für das Yukawa-Potential und singulär für



1.4. EINIGE SYMMETRIEN UND BEOBACHTUNGEN 13das Coulomb-Potential. Der einzige bekannte analytis
h lösbare Grenzfall, das Coulomb-Potentialmit � = 0, kann also leider als Test der Methode ni
ht herangezogen werden.Die selben Bere
hnungen mit der Glei
hung (1:40) führen zu�0g (�) = �0g (0)+m�h2 R �0 d�0[(�0+2
+i�)(�0�i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g ��00�+ h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�� (1.47)
oder �0g(�) = 1 + m�h2 Z �0 d�0 nK� ��; �0��0g(�0) +K� ��; �0��0f (�0)o (1.48)mit der Wahl �0g(0) = 1 (1.49)und den KernenK� ��; �0� = h��0 + 2
 + i����0 � i��il ���0 Z �0� d�00 � ��00 � �0�[(�00 + 2
 + i�) (�00 � i�)℄l+1 (1.50)undK� ��; �0� = h��0 + 2
 � i����0 + i��il ���0 Z �0� d�00 � ��00 � �0�[(�00 + 2
 + i�) (�00 � i�)℄l+1 : (1.51)1.4 Einige Symmetrien und Beoba
htungenWir erhalten aus den Glei
hungen (1:44)� (1:46) und (1:48)� (1:51) und aus der Tatsa
he, daÿ� (�) reell ist, folgende Symmetrien �0f (�)� = �0g(�)F 0l (r)� = G0l(r)K�+ ��; �0� = K� ��; �0�K�� ��; �0� = K� ��; �0� (1.52)(*) Für den we
hselwirkungsfreien Fall, d.h., für V (r) = 0 bzw. �(�) = 0, sind die Kk(�; �0)glei
h Null mit k = +;�;�;�. In diesem Fall gilt�0f (�) = �0g(�) = 1 (1.53)und die Funktionen F 0l (r) und G0l(r) haben die folgende FormF 0l (r) = rle�
r Z 10 d�e��r [(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l (1.54)



14 KAPITEL 1. FORMULIERUNG DES PROBLEMSund G0l(r) = rle�
r Z 10 d�e��r [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l : (1.55)Diese Funktionen verhalten si
h wie 1rl+1 am Ursprung. Wir haben na
h Substitution �r = xund Grenzübergang r ! 0 in den Glei
hungen (1:54) und (1:55) folgendes erhaltenlimr!0F 0l (r) = limr!0G0l(r) = � (2l+ 1)rl+1 = (2l)!rl+1 ; (1.56)wobei � die Gammafunktion bedeutet. Die Funktion Fl(r) verhält si
h au
h wie 1rl+1 amUrsprung und Gl(r) istNull am Ursprung, da sie Linearkombinationen von F 0l (r) und G0l(r) gemäÿ(1.22/1.23) sind. Daher gibt es keine physikalis
hen Lösungen für Fl(r). Dies ist ein Grenzfalldes in [14℄ allgemeiner diskutierten Resultats, daÿ die Gl. (1.1) keine physikalis
h akzeptablenLösungen der kontinuierli
hen Spektrums ( Quark-Antiquark-Streuzustände ) bei reellen E besitzt.(*) Für V (r) 6= 0, d.h. für den we
hselwirkenden Fall, na
h den Glei
hungen (1:36) � (1:37),verhalten si
h F 0l (r) und G0l(r) am Ursprung wieder wie 1rl+1 . In diesem Fall ergibt si
hlimr!0F 0l (r) = (2l)!rl+1 �0f (1) (1.57)und limr!0G0l(r) = (2l)!rl+1 �0g(1): (1.58)Da Fl(r) und Gl(r) Linearkombinationen von F 0l (r) und G0l(r) sind, verhalten sie si
h au
h wie1rl+1 am Ursprung. Daher ist die notwendige Bedingung dafür, daÿ si
h Fl(r) wie rl am Ursprungverhält, die folgende Glei
hung Re h�0f (1)i = 0: (1.59)Falls diese Bedingung bei gewissen Energien E erfüllt ist, existiert dort ein physikalis
h akzep-tabler gebundener Zustand. Dies kann sowohl für E < 0 ( wie im Falle � = 0 ) als au
h für E > 0der Fall sein, da für die Glei
hung mit � 6= 0 die Energie E = 0 keine ausgezei
hnete Rolle ( als�S
hwelle� eines kontinuierli
hen Spektrums ) mehr spielt. Wir werden in dem weiteren Verlaufdieser Arbeit dieses Resultat am Beispiel des Yukawa-Potentials anwenden.



Kapitel 2Anwendung der Resultate auf dasYukawa-PotentialDas Yukawa-Potential, au
h abges
hirmtes Coulombpotential genannt, wurde im Jahr 1935 vondem japanis
hen Physiker Hideki Yukawa in die Kernphysik eingeführt. Yukawa war sogar inder Lage aus der bekannten Rei
hweite der Kernkräfte die Masse des ��Mesons vorherzusagen.Dieses galt dana
h lange Zeit als die stärkste Kraft im Kern, die die We
hselwirkung zwis
hen Nu-kleonen als einen Pionaustaus
h bes
hreibt. Heutzutage wissen wir, daÿ der Pionaustaus
h in derNukleon-Nukleon-We
hselwirkung nur bei groÿen Entfernungen gültig ist, während bei kürzerenEntfernungen andere Teil
hen (meistens die Spin1-Teil
hen) in den Austaus
hme
hanismus treten.Trotz allem ist das Yukawa-Potential ein grundlegendes Potential in der Quantenme
hanik geblie-ben. Der Austaus
h eines Teil
hens ist der wesentli
he We
hselwirkungsme
hanismus in der mo-dernen Quantenphysik. Es wurden viele Versu
he unternommen mit Hilfe des Yukawa-Potentialsexakte Lösungen der S
hrödinger-Glei
hung zu �nden, aber infolge mangelnder Forts
hritte sindnur wenige verö�entli
ht.Das anziehende Yukawa-Potential hat die folgende FormV (r) = �f24� e��0rr ; (2.1)wobei f24� die Kopplungsstärke und �0 die inverse Wellenlänge oder den Betrag des Wellen-zahlvektors des Austaus
hteil
hens bezei
hnen. Die inverse Lapla
e-Transformierte von e��0rr ist� (�� �0), mit � (�� �0) = � 1; fuer � > �00; wenn sonst ;wie man lei
ht na
hre
hnet.Damit ist die inverse Lapla
e-Transformierte des Yukawa-Potentialsalso � (�) = �f24� � (�� �0) : (2.2)Wenn wir diese Glei
hung in die Glei
hungen (1:42) und (1:47) einsetzen, erhalten wir ( vgl.Anhang E.1 ):�0f (�) = 1� �� (�� �0) 12 R ��0 d�0 (h��0��0+2
�i����0��0+i��il[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 �0f ��0 � �0�+h��0��0+2
+i����0��0�i��il[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 �0g ��0 � �0�) (2.3)15



16 KAPITEL 2. ANWENDUNG DER RESULTATE AUF DAS YUKAWA-POTENTIALund�0g(�) = 1� �� (�� �0) 12 R ��0 d�0 (h��0��0+2
+i����0��0�i��il[(�0+2
+i�)(�0�i�)℄l+1 �0g ��0 � �0�+h��0��0+2
�i����0��0+i��il[(�0+2
+i�)(�0�i�)℄l+1 �0f ��0 � �0�) ; (2.4)wobei � = 2mf24��h2 (2.5)die Kopplungskonstante ist. Da �0f (�)� = �0g(�), genügt es nur �0f (�) weiter zu behandeln.Um die Re
hnungen zu vereinfa
hen führen wir die folgenden Variablen eins = ��0 ;R0�� (s) = �0f (�) ;i� (E) = i�(E)�0 ;� (E) = 2
(E)�0 ;�0 = ��0 = 2mf24��0�h2 : (2.6)
Die Glei
hung (2:3) wird alsoR0��(s) = 1� �0� (s� 1) 12 R s1 dtn [(t�1+��i�)(t�1+i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0�� (t� 1)+[(t�1+�+i�)(t�1�i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0�� (t� 1)�o : (2.7)Ein geeigneter Ansatz um diese Glei
hung zu lösen, ist ebenso wie in [21℄R0��(s) = [s℄Xn=0 (��0)n 'n (s� n; �; �) ; (2.8)wobei [s℄ die gröÿte ganze Zahl bezei
hnet, die kleiner als oder glei
h s ist, ist. Man bea
hte,daÿ die re
hte Seite dieses Ansatzes für endli
hes s eine endli
he Summe ist. Die Glei
hung (2:8)kann au
h in der folgenden Form ges
hrieben werdenR0��(s) = 1Xn=0 (��0)n � (s� n)'n (s� n; �; �) : (2.9)Wenn wir diesen Ansatz für R0��(s) in die Glei
hung (2:7) einstzen, und die Terme der glei
henPotenzen von �0 verglei
hen, erhalten wir mit s� n = y :'0 (y; �; �) = 1; 'n (y; �; �) = 12 R y0 dtn [(t+n�1+��i�)(t+n�1+i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 'n�1 (t; �; �)+[(t+n�1+�+i�)(t+n�1�i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 '�n�1 (t; �; �)o (2.10)



2.1. DER FALL DER NULLENERGIEZUSTÄNDE BEI � = 0 17und dies garantiert die Gültigkeit des Ansatzes (2:8).Aus dieser rekursiven Beziehung wird klar, daÿ die Funktionen 'n (y; �; �) analytis
he Funktionensind. Es ist zu bea
hten, daÿ der Ansatz (2:8) so gewählt ist, daÿ die Kopplungskonstante �0 ni
htin der rekursiven Beziehung ers
heint. Daher ist das Problem für alle Werte der Kopplungskon-stante im Grunde genommen gelöst, wenn die Funktionen 'n (y; �; �) einmal bere
hnet sind. Diesist ein wi
htiger Vorteil, vergli
hen zu einer rein numeris
hen Lösung, die nur für spezi�s
he Wertedieses Parameters ausgeführt werden kann.2.1 Der Fall der Nullenergiezustände bei � = 0Um eine Vorstellung von den Funktionen 'n zu bekommen, ist es sehr instruktiv, den Null-energiezustandsfall mit � = 0 zu betra
hten ( vgl. Anhang E.1.1 ). In diesem Fall können dieersten wenigen Funktionen 'n in logarithmis
hen und algebrais
hen Funktionstermen ausgedrü
ktwerden, während die anderen, mit ziemli
her Genauigkeit angenähert werden können. Sol
he An-näherungen sind ab dem Zeitpunkt, ab dem der Integrand in der Glei
hung (2:10) eine einfa
healgebrais
he Funktion ist, lei
ht zu �nden. Zum Beispiel ist die folgende Funktion'n (y; 0; 0) �= 1n! (2l+ 1)n � yy + n�2l yn(y + 1)n (2.11)eine Annäherung, die für n = 0 und n = 1 exakt ist, und si
h dem exakten Wert von 'n fürl!1 annähert . Hier bedeutet (a)n das Po
hhammersymbol, das wie folgt de�niert ist:(a)n = a (a+ 1) (a+ 2) ::: (a+ n� 1) ; (a)0 = 1; (2.12)wobei a = 2l + 1 bzw. a = y + 1 ist. Mit Hilfe dieser Annäherung können wir die Werte derKopplungskonstante �0 für die Nullenergiezustände s
hätzen. Aus der Glei
hung (1:63) folgt dieBedingung der gebundenen Nullenergiezustände, nämli
hR0�� (1) = 1Xn=0 (��0)n 'n (1; 0; 0) = 0: (2.13)Wenn wir die Glei
hung (2:11) in (2:13) einsetzen, erhalten wir J2l �2p�0� = 0. Es sollennun die Nullstellen der obigen Glei
hung für die groÿen Werte von l, die au
h groÿe Werte von �0liefern, bere
hnet werden. Die groÿen Nullstellen der Bessel-Funktionen sind asymptotis
h gegebendur
h 2p�0 = �nr + l � 14��, wobei nr die radiale Quantenzahl ist. Für einen festen Wert derHauptquantenzahl n (n = nr + l) erhält man den maximalen Wert der Nebenquantenzahl l beinr = 1. Daher ist die Kopplungskonstante, bei der si
h ein stationärer Nullenergie-Zustand mitdiesem l bildet, näherungsweise gegeben dur
h�24 �n� 14�2 = f24� 2m�0�h2 = �0; l = lmax = n� 1: (2.14)Diese Glei
hung stellt näherungsweise die Beziehung zwis
hen der Masse �0 des ausgetaus
h-ten Teil
hens und der maximalen Drehimpulsquantenzahl lmax dar, die ein gebundener Zustanderhalten kann.Aus der Glei
hung (2:11) wird klar, daÿ die Ges
hwindigkeit der Konvergenz der Reihe (2:13) ähn-li
h wie die einer Bessel-Funktion sein muÿ, d.h. s
hnell. Wenn wir die Glei
hung (2:13) erneutwie folgt s
hreiben: limn!1R0�� (n) = limn!1 n�1Xk=0 (��0)k 'k (n� k; 0; 0) = 0; (2.15)nimmt die Ges
hwindigkeit der Konvergenz bedeutsam zu. Wir können dies dur
h Abbre
hendes obigen Limes bei n = 4 illustrieren. Wir werden nur drei Funktionen für diese Illustrierung
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hen und zwar '1 (3; 0; 0) ; '2 (2; 0; 0) ; '3 (1; 0; 0). Wenn wir die im Anhang( E2 ) bere
h-neten Funktionen ('1 (y; 0; 0) ; '2 (y; 0; 0) ; '3 (y; 0; 0)) einsetzen erhalten wirR000 (4) = 1� 34�0 +�12 � ln32� �20 ��14 � ln98 � 14 ln2716� �30 = 0: (2.16)Wenn wir diese Glei
hung na
h �0 lösen, erhalten wir für die kleinste Lösung ( aus den dreiLösungen) den Wert 1:680344993. ( Die drei Lösungen sind mit Hilfe von Maple die folgenden:1.680344993, 7.259747907, 58.34795670 ). Für diesen Kopplungswert liegt der tiefste Zustand mitl = 0 gerade bei E = 0. Der exakte ( mit n = 21 bere
hnete ) Wert ([12℄ ; p:13; Table 1) ist1.6798077, d.h. die Näherung besitzt bereits eine relative Genauigkeit von 3:10�4:2.2 Der Fall der Zustände mit � > 0 und E 6= 0Im folgenden werden wir den Fall der gebundenen Zustände behandeln. (Für Details zu allenRe
hnungen siehe die Anhange E.1.1 bis E.1.10 ). Aus der Glei
hung (1:63) folgt die Bedingungder gebundenen Energiezustände, nämli
hRenR0�� (1)o = 1Xn=0 (��0)nRe f'n (1; �; �)g = 0: (2.17)Die Ges
hwindigkeit der Konvergenz dieser Reihe ist s
hnell und wenn wir sie neu s
hreibenals Ren limn!1R0�� (n)o = limn!1 n�1Xk=0 (��0)k Re f'k (n� k; �; �)g = 0; (2.18)wird die Ges
hwindigkeit der Konvergenz no
hmals verbessert.Für die Bere
hnung der Funktionen 'n werden wir einen für die Anwendungen geeigneten e�zi-enten Algorithmus entwi
keln. Die leitende Idee ist dabei die rekursive Beziehung, die Glei
hung(2:10), dur
h eine geeignete Näherung in eine algebrais
he umzuformen. Als ersten S
hritt führenwir eine neue Variable z ein,z = y1 + �y oder y = z1� �z ; 0 < � <1; (2.19)wobei � eine beliebige positive reelle Zahl ist. Man bea
hte, daÿ die Variable z endli
h bleibt,selbst wenn y = 1 ist. Um diese rekursive Beziehung umzuformen, führen wir die neuen Funk-tionen �n ein. 'n (y; �; �) = �n (z; �; �)n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l (2.20)Die besondere Form des Nenners in der Glei
hung (2:20) spiegelt die starke Abhängigkeit derFunktionen 'n von n wider. Die restli
he Abhängigkeit ist relativ geringfügig. Die rekursiveBeziehung (2:10) nimmt jetzt die folgende Form an�0 (z; �; �) = 1;�n (z; �; �) = n(n+�)2(n+i�)(n+��i�) R z0 dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	 ;n = 1; 2; ::: ; (2.21)dabei wurden die Funktionen



2.2. DER FALL DER ZUSTÄNDE MIT � > 0 UND E 6= 0 19fn (t; �; �) = [(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)℄l[(1+an+��i�t)(1+an+i�t)℄l+1gn (t; �; �) = [(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)℄l[(1+an+��i�t)(1+an+i�t)℄l+1 (2.22)verwendet mit der Abkürzung ak = 1k � �; 0 < � <1: (2.23)Im nä
hsten S
hritt ersetzen wir z dur
h z+x und bringen die rekursive Beziehung in die folgendeForm: �n (z + x; �; �) = �n (z; �; �)+n(n+�)2(n+i�)(n+��i�) R x0 dt ffn (t+ z; �; �)�n�1 (t+ z; �; �)+gn (t+ z; �; �)��n�1 (t+ z; �; �)	 : (2.24)Einmal iteriert sieht die Glei
hung (2:24) folgendermaÿen aus:�n (z + x; �; �) = �n (z; �; �) + n(n+�)2(n+i�)(n+��i�) ��n�1 (z; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �)+(n�1)(n�1+�)2(n�1+i�)(n�1+��i�) hR x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��+R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��i+��n�1 (z; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �)+(n�1)(n�1+�)2(n�1�i�)(n�1+�+i�) hR x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��+R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��io
(2.25)

Wir könnten so fortfahren, aber für unsere Zwe
ke rei
ht die obige Form. Um die Re
hnungenzu vereinfa
hen, de�nieren wir die folgenden Konstanten:A (n; �; �) = n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)B (n; �; �) = n(n+�)(n�1)(n�1+�)4(n+i�)(n+��i�)(n�1+i�)(n�1+��i�)C (n; �; �) = n(n+�)(n�1)(n�1+�)4(n+i�)(n+��i�)(n�1�i�)(n�1+�+i�) : (2.26)Die Glei
hung (2:24) lautet also:



20 KAPITEL 2. ANWENDUNG DER RESULTATE AUF DAS YUKAWA-POTENTIAL�n (z + x; �; �) = �n (z; �; �)+A (n; �; �)��n�1 (z; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) + ��n�1 (z; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �)	+B (n; �; �)nR x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��+R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��o+C (n; �; �)nR x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��+R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��o
(2.27)

Wir ma
hen jetzt einige Abs
hätzungen für die weiteren Re
hnungen, indem wir s
hreibenB (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; �� = �1 (x)+12 f�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)gB (n; �; �) R x0 dtfn (z + t; �; �) R t0 dt0fn�1 �z + t0 ; �; ��B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; �� = �2 (x) +12 ���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)	B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ��C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; �� = �3 (x)+12 f�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)gC (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ��C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; �� = �4 (x) +12 ���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)	C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ��(2.28)Die Glei
hung (2:27) wird also bis auf einen Fehlerterm � (x) zu einer rein algebrais
hen Re-kursionsbeziehung:�n (z + x; �; �) = �n (z; �; �) + �n�1 (z; �; �)Fnx (z; �; �) + ��n�1 (z; �; �)Gnx (z; �; �)+ 12 f[�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)℄ [Inx (z; �; �) +Knx (z; �; �)℄ +���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)� [Hnx (z; �; �) + Jnx (z; �; �)℄	+� (x) ; (2.29)wobei wir die folgenden Funktionen eingeführt haben:



2.2. DER FALL DER ZUSTÄNDE MIT � > 0 UND E 6= 0 21Fnx (z; �; �) = A (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �)Gnx (z; �; �) = A (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �)Inx (z; �; �) = B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ��Hnx (z; �; �) = B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ��Jnx (z; �; �) = C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ��Knx (z; �; �) = C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ��� (x) = �1 (x) + �2 (x) + �3 (x) + �4 (x)
(2.30)

Es ist au
h sehr nützli
h, die Funktionen Fnx (z; �; �) und Gnx (z; �; �) folgendermaÿen zuzerlegen: Fnx (z; �; �) = A (n; �; �)gFnx (z; �; �)Gnx (z; �; �) = A (n; �; �) gGnx (z; �; �) ; (2.31)wobei gFnx (z; �; �) = R x0 dtfn (t+ z; �; �)gGnx (z; �; �) = R x0 dtgn (t+ z; �; �) (2.32)sind.Wenn x! 0, wird die Funktion � (x) vergli
hen mit den anderen Termen vers
hwindend klein.Die Glei
hung (2:29) ist die gewüns
hte algebrais
he rekursive Beziehung. Um die Gröÿe oder denBeitrag von � (x) abzus
hätzen, können wir für reelle � und � bemerken, daÿ die Funktionen j fn jund j gn j streng positive Funktionen sind, und daher ist die Funktion j �n (z; �; �) j untere Grenzeeiner mit z monoton wa
hsenden Funktion Rn (z + x; �; �), d.h.j �n (z; �; �) j � Rn (z + x; z; �; �) (2.33)mit Rn (z; �; �) = j A (n; �; �) j R z0 dt fj fn (t; �; �) j + j gn (t; �; �) jg j �n�1 (t; �; �) jAus den Glei
hungen (2:30) und (2:33), erhalten wir eine Abs
hätzung von j � (x) j na
h oben,und zwar ( siehe Anhang E.1.9 )j � (x) j � 2Rn�2 (z + x; �; �)Sn (z + x; z; �; �) (2.34)mit Sn (z + x; z; �; �) = P4i=1 Sin (z + x; z; �; �) (2.35)und für die Funktionen Sin vgl. Anhang E.1.9Wenn wir die folgenden Abkürzungen benutzen,



22 KAPITEL 2. ANWENDUNG DER RESULTATE AUF DAS YUKAWA-POTENTIAL(I +K)nx (z; �; �) := Inx (z; �; �) +Knx (z; �; �)(H + J)nx (z; �; �) := Hnx (z; �; �) + Jnx (z; �; �) (2.36)wird die Glei
hung (2:29)�n (z + x; �; �) = �n (z; �; �) +A (n; �; �)n�n�1 (z; �; �) eFnx (z; �; �)+��n�1 (z; �; �) eGnx (z; �; �)o+ 12 f[�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)℄ (I +K)nx (z; �; �)+���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)� (H + J)nx (z; �; �)	+ � (x) (2.37)
In diesem iterativen Verfahren ist x hinrei
hend klein zu wählen, um den Beitrag von � (x) uner-hebli
h zu ma
hen. Die Iteration beginnt mit z = 0; z+x = x und �0 (z; �; �) = 1; �n (0; �; �) =0; n = 1; 2; :::; ��1 (z; �; �) = 0 und mit Iterationen für n von n = 1 bis n = nmax. Das Er-gebnis ist eine groÿe Anzahl von Funktionen �n (z + x; �; �) ; n = 1; 2; :::; nmax.Neue Werte vonz und z + x werden dur
h das Einsetzen eines neuen Wertes für z (glei
h dem vorherigen Wertvon z + x)generiert, und die Iterationen werden für n wiederholt. Diese Operationen werdenfortgesetzt bis z den gewüns
hten Wert errei
ht. Das Resultat des ganzen Verfahrens ist einegroÿe Anzahl von Funktionen �n (z; �; �) ; n = 1; 2; :::; nmax. Man bea
hte, daÿ, da die Glei
hung(2:29) eine inhomogene, rekursive zwei-Term Beziehung ist, ihre Lösung eindeutig ist und es gibtkeine Instabilitätsgefahr, verursa
ht dur
h einen Abrundungsfehler [12℄. Selbst wenn die Funktio-nen Fnx; Gnx; Hnx; Inx; Jnx und Knx in elementaren oder transzendenten Termen ausgedrü
ktwerden können, führt es zu besserer E�zienz, einige lei
hte Näherungen in algebrais
hen Funk-tionstermen zu ma
hen. Eine Auswahl dieser algebrais
hen Funktionen be�ndet si
h im AnhangE.1. Eine Anwendung ergibt si
h im gebundenen Energiezustandsspektrum, d.h. in der Bezie-hung zwis
hen der Kopplungskonstanten �0 = 2mf24��0�h2 und der Bindungszustandsenergie E, oderglei
hbedeutend, zwis
hen �0 und � = 2�0qm�h2 �pE2 +�2 �E� oder zwis
hen �0 und� = � 2�0qm�h2 �pE2 +�2 +E�. Formal erhält man diese Beziehungen dur
h das Lösen der Glei-
hung (2:17) bzw. (2:18) bezügli
h �0 . In der Praxis wird natürli
h nur eine endli
he Zahl derTerme berü
ksi
htigt, wenn der Beitrag der höheren Terme auÿerhalb der gewüns
hten Genau-igkeit liegt. Daher ist die Glei
hung, die das gebundene Energiezustandsspektrum bestimmt, diefolgende: nmaxXk=0 (��0)k Re f'k (1 + nmax � k; �; �)g = 0 (2.38)Wenn wir gemäÿ Gl. (2.20)'n dur
h �n ersetzen, erhalten wir die folgende nützli
he Glei
hung:RenR0�� (E; nmax)o = nmaxXn=0 (��0)nRe8<: �n � 1+nmax�n1+�(1+nmax�n) ; �; ��n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l9=; = 0: (2.39)Mit Hilfe der im Anhang bere
hneten algebrais
hen Funktionen und der rekursiven Beziehung(2:29), werden wir diese Glei
hung (2:39) für bestimmte Werte von �0; nmax; �; � und Energie Elösen, und die Bindungszustandsenergien E daraus bestimmen.



Kapitel 3ResultateAls Anwendung betra
hten wir die Glei
hung (2:39), die das gebundene Energiezustandsspek-trum bestimmt. Mit Hilfe eines C++ � Programms werden wir für l = 0; nmax = 40; � = 1und �1GeV � E � 1GeV dur
h Variation der Kopplungskonstante � und der Energieskala �die Existenz der gebundenen Zustände untersu
hen. Für die Bere
hnungen werden wir natürli
heEinheiten benutzen um die Resultate zu vereinfa
hen, d.h. wir setzen 
 = �h = 1 in die S
hrödinger-Glei
hung ein, wobei 
 die Li
htges
hwindigkeit und �h die dur
h 2� dividierte Plan
k-Konstanteist. Wir werden für die Masse m, die Bottommasse mb = 4:5GeV und für die inverse Wellenlänge�0 den Wert 0:6GeV nehmen. Die folgenden Kurven zeigen die Untersu
hung der gebundenenZustände na
h der Variation von � oder von � in einem Energieberei
h von �1GeV bis 1GeV . Dieerste Bilderserie ( Abb. 3.1-3.6 ) zeigt die Untersu
hung der gebundenen Zustände na
h der Varia-tion von � mit einem festem Wert von � = 0:225GeV , die zweite die Untersu
hung der gebundenenZustände na
h der Variation von � mit einem festen Wert von � = 10 aufgeführt. Aufgetragenwird der Realteil der Glei
hung (2:39) über E. Aus der Betra
htung der beiden Variationstypenfolgt, daÿ sie in entgegengesetzten Ri
htungen wirken.3.1 �-VariationMit wa
hsendem � zieht si
h das Mininmum der Kurven na
h unten. Wenn � < 9 ist, be�ndetsi
h das Minimum oberhalb der horizontalen Null�A
hse, d.h. es existiert no
h kein gebundenerZustand . Ab � = 9 be�ndet es si
h unter der Null � A
hse, und wir erhalten zwei Nullstellen,die erwarteten gebundenen Zustände. Wenn � sehr groÿ wird, kann es vorkommen, daÿ wirvier Nullstellen erhalten, aber da dann die alternierende Reihe na
h Potenzen von �0 in ( 2.39 )s
hon langsamer konvergiert und starke � 
an
ellation � zeigt, ergeben si
h hier bereits Problememit der endli
hen Re
hnergenauigkeit, die ein numeris
h stabiles Resultat unmögli
h ma
hen.Man sieht allenfalls no
h, wie im Bild mit � = 15(Abb. 3.6), den Beginn der Ausbildung deszweiten Minimums, no
h oberhalb der horizontalen Null-A
hse. Aus den Bildern ist klar, daÿauÿer in den Grenzfällen, wo eine Kurve gerade die Nulla
hse berührt, die Bindungszustände si
hstets paarweise ausbilden, wie es bereits in [14℄ beoba
htet wurde. Auÿerdem sieht man, daÿ dieBindungszustands-Energien sowohl bei E < 0 als au
h bei E > 0 auftreten: wie s
hon betont,spielt im System mit � > 0 die Energie E = 0 keine ausgezei
hnete Rolle mehr.3.2 �-VariationBei der Variation von �, im Gegensatz zu der von �, ziehen si
h die beiden Minima der Kurven na
hoben, wenn � wä
hst. Für 0GeV < � < 0:073GeV erhalten wir vier gebundene Zustände, d.h.zwei Minima liegen unterhalb der Null�A
hse. Die Zahl der gebundene Zustände verkleinert si
hbei � = 0:073GeV auf drei. Für 0:073GeV < � < 0:257GeV gibt es zwei gebundene Zustände23



24 KAPITEL 3. RESULTATEund für � > 0:257GeV keinen, d.h. das Minimum der Kurven be�ndet si
h für Werte gröÿerals � = 0:257GeV oberhalb der Null � A
hse: In diesem Berei
h sind die beiden Konstituentenbereits so kurzlebig, daÿ das Potential bei der gegebenen Kopplungsstärke � = 10 sie ni
ht mehr ineinem stabilen gebundenen Komplex zusammenhalten kann. Bei kleinen � nährt si
h die Situationdagegen mehr derjenigen eines gewöhnli
hen S
hrödinger-Problems mit Yukawa-Potential, das beidieser Kopplungsstärke eine endli
he ( und kleine ) Zahl von Bindungzuständen in der s-Wellebesitzt.3.3 Die Abbildungen
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Zusammenfassung und Ausbli
kIn dieser Arbeit wurde der Versu
h unternommen im Rahmen einer S
hrödingerglei
hung mit ge-dämpfter Propagation einen Me
hanismus zu etablieren, der die Ausbildung gebundener Zuständeermögli
ht.Wir sind von einer Di�erentialglei
hung in der Formh�T � �2E�T �+ V i (�!r ; t) = E (�!r ; t)ausgegangen und dur
h die De�nition einer Hilfsamplitude in der Form � := �E�T habenwir eine Matrix-Glei
hung aufgestellt. Das Lösen dieser Glei
hung erforderte zunä
hst die Dia-gonalisierung der erhaltenen Matrix. Statt diese Art von Glei
hungen mit Hilfe des übli
henReihenansatzes zu lösen, haben wir einen Integralansatz gebrau
ht. Um die Kompatibilität derGlei
hung zu gewährleisten muÿten wir ein integralförmiges Potential benutzen, das dur
h dieInverse Lapla
e-Transformation des Potentials ausgedrü
kt wurde. Na
hdem wir diese Ansätze indie Di�erentialglei
hung eingesetzt hatten, erhielten wir ein Glei
hungssystem für die Gewi
hts-funktionen �0f (�) und �0g (�), die wir in die Integralansätze eingeführt haben. Die Methode führtso zur Ersetzung der obigen S
hrödinger-Di�erentialglei
hung dur
h die Integralglei
hungen�0f (�) = 1 + m�h2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�+ h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g ��00��und�0g (�) = 1 + m�h2 R �0 d�0[(�0+2
+i�)(�0�i�)℄l ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g ��00�+ h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�� :Der Vorteil dieser Methode ist, daÿ die Kerne der obigen Glei
hungen nur aus einfa
hen al-gebrais
hen Funktionen bestehen und sie daher relativ einfa
he Integralglei
hungen und e�zienteWerkzeuge für praktis
he Re
hnungen sind. Dies haben wir hier illustriert, indem wir exakte Lö-sungen für das Yukawa-Potential hergeleitet haben. Diese Lösungen sind für endli
hes � gegebendur
h eine endli
he Summe, für r ! 0, d.h. � ! 1, dur
h eine konvergente Reihe von Funk-tionen( Gl.2.39 ), die lei
ht bere
hnet werden können. Als Anwendung haben wir das gebundeneZustandsspektrum untersu
ht, bei dem die Kopplungskonstante � und die Energieskala � variiertwurden. Die Variation der Energieskala hat gezeigt, daÿ es bei der typis
hen Kopplungsstärke� = 10 gebundene Zustände nur für den Berei
h 0GeV < � < 0:257GeV geben kann. DiesesErgebnis impliziert eine �� Skala in der von der QCD her zu erwartenden Gröÿenordnung undbestätigt qualitativ die in [14℄ -dort allerdings für den Fall eines Coulombpotentials - erhalte-nen Resultate. Das Verfahren funktioniert, wie si
h gezeigt hat, am besten bei ni
ht zu groÿen31



32 KAPITEL 3. RESULTATEPotentialstärken �. Bei groÿen Werten von � verhindern wa
hsende Genauigkeitsverluste in deralternierenden Reihe ( 2.39 ) ein numeris
h stabiles Resulat; man muÿ dann entweder -bei erheb-li
h höherem Spei
herplatz - und Re
henzeitbesdarf - mit mehrfa
her Genauigkeit re
hnen oderalternative Lösungsverfahren entwi
keln.



Anhang ABere
hnungen zum Kapitel 1Die S
hrödinger-Glei
hung mit gedämpfter Propagation für ein einfa
hes Modell lautet:[(T � �2E � T ) + V ℄ = E (A.1)oder (E � T + �2E � T ) = V  ;wobei � eine positive Energieskala ist. Wir de�nieren eine Hilfsamplitude � folgendermaÿen:� := �E � T  (A.2)oder (E � T )� = � :Wenn wir � in die Glei
hung (A:1) einsetzen, erhalten wir die folgende Glei
hung:(T + V ) � �� = E : (A.3)Die Kombination der beiden Glei
hungen (A:2) und (A:3) ergibt eine Matrixglei
hung:� T + V ��� T ��  � � = E�  � � : (A.4)Da V (r) nur von dem Abstand r abhängt, sind die geeigneten Lösungen von  und � Drehim-pulseigenfunktionen. Wir können also folgende Ansätze ma
hen:�  (�!x )�(�!x ) � = � Fl(r)Gl(r) �Ylm(bx) (A.5)�bx = �!xr = bx(#; ')�Der Hamilton-Operator eines kräftefreien Systems enthält nur die kinetis
he Energie TT = E mit T = �!P 22� = � �h22���!r ;33



34 ANHANG A. BERECHNUNGEN ZUM KAPITEL 1��!r ist der Lapla
e-Operator in Kugelkoordinaten der Form��!r = �r +�#'mit �r = 1r2 ��r �r2 ��r� = 1r �2�r2 r = d2dr2 + 2r ddr (A.6)und �#' = 1r2 sin (#) ��# �sin (#) ��#�+ 1r2 sin2 (#) �2�'2 := ��!L 22r2 ; (A.7)wobei �!L der Drehimpulsvektor ist. Unter Berü
ksi
htigung der Drehimpulseigenwertsglei-
hung, d.h. �!L 2Ylm (#; ') = �h2l (l + 1) ;erhalten wir ��!r = 1r �2�r2 r � l(l + 1)r2und T = �h22� ��1r �2�r2 r + l(l + 1)r2 � ; (A.8)wobei � die reduzierte Masse des Zweikörpersystems und l die Drehimpulsquantenzahl ist.Die Glei
hung (A:4) kann als Matrizensumme zerlegt werden, indem wir die 2 � 2 �Matrixals Matrizensumme darstellen. Es gilt:� T ��� T � = � T 00 T �+ � 0 ��� 0 �= T � 1 00 1 �+� � 0 �11 0 �Die Glei
hung (A:4) hat also die folgende Form:�T � 1 00 1 �+� � 0 �11 0 �+ � V (r) 00 0 ��� Fl(r)Gl(r) � = E � Fl(r)Gl(r) � (A.9)oder �T � 1 00 1 �+ � V (r) �E 00 �E �+� � 0 �11 0 ��� Fl(r)Gl(r) � = � 00 � :Die zu lösende S
hrödinger Di�erentialglei
hung lautet also� �h22� ��1r �2�r2 r + l(l+ 1)r2 � � 1 00 1 �+ � V (r) 00 0 �+� � 0 �11 0 ��� Fl(r)Gl(r) � = � 00 � :(A.10)



Anhang BLösung der S
hrödinger-Glei
hung(A:10)B.1 GrenzübergängeWir werden zuerst das Verhalten der Wellenfunktionen Fl(r) und Gl(r) für vers
hwindend kleineAbstände,d.h. für (r ! 0) studieren, ans
hlieÿend werden wir deren Verhalten für sehr groÿeAbstände, d.h. für (r !1) untersu
hen.Das Verhalten bei r ! 0Bei r ! 0 ist T gegenüber � und V (r) �E sehr groÿ . Die Glei
hung (A:10) geht also über in�1r d2dr2 r � l(l+ 1)r2 �� 1 00 1 �� Fl(r)Gl(r) � = � 00 � : (B.1)Wie übli
h besitzt diese Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung die allgemeine Lösung� Fl(r)Gl(r) � = Arl +Br�l�1:Aufgrund der Randbedingungen� rFl(r ! 0)rGl(r ! 0) � = � 00 �ist der B-Term ni
ht zulässig und wir können allgemein im Grenzübergang r ! 0 setzen� Fl(r)Gl(r) � / rl: (B.2)Das Verhalten bei r !1Bei r ! 1 sind die Terme l(l+1)r2 und V (r) gegenüber � von zu verna
hlässigender Gröÿe. DieGlei
hung (A:10) geht also über in� �h22� ��1r d2dr2 r� � 1 00 1 ��E � 1 00 1 �+� � 0 �11 0 ��� Fl(r)Gl(r) � = � 00 �oder 35



36 ANHANG B. LÖSUNG DER SCHRÖDINGER-GLEICHUNG (A:10)��1r d2dr2 r + 2��h2E�� 1 00 1 �+ 2��h2 � � 0 1�1 0 ��� Fl(r)Gl(r) � = � 00 � : (B.3)Um diese Glei
hung, d.h. die Glei
hung (B:3) zu lösen, müssen wir die Matrix � 0 1�1 0 �diagonalisieren.B.1.1 Diagonalisierung der MatrixUm die Matrix � 0 1�1 0 � zu diagonalisieren, müssen wir zuerst das Eigenwertproblem untersu-
hen.EigenwertproblemDie Eigenwerte von � 0 1�1 0 � sind Lösungen des 
harakteristis
hen Polynomsdet�x � 1 00 1 �� � 0 1�1 0 �� ,d.h.det�� x 00 x �� � 0 1�1 0 �� = 0, det � x �11 x � = 0, x2 + 1 = 0, x = �i:Die Eigenwerte sind also �1 = i und �2 = �i.Es sei nun � x1x2 � ein Eigenvektor zu �i(i = 1; 2),dann ist�� 0 1�1 0 �� �i � 1 00 1 ��� x1x2 � = � 00 �Eigenvektor zu �1 = iWenn wir �i dur
h i ersetzen, wird die obige Glei
hung also�� 0 1�1 0 �� i � 1 00 1 ��� x1x2 � = � 00 �, � �i 1�1 �i �� x1x2 � = � 00 �, � �ix1 + x2�x1 � ix2 � = � 00 �, 8<: �ix1 + x2�x1 � ix2 == 00, x2 = ix1



B.1. GRENZÜBERGÄNGE 37Der Vektor 
� 1i � mit 
 2 < ist also ein Eigenvektor zu dem Eigenwert �1 = i. Im folgendenwerden wir die normierte Form dieses Vektors benutzen,d.h. den normierten Eigenvektor mit
 = 1p2 , also den Eigenvektor 1p2 � 1i �.Eigenvektor zu �2 = �iWenn wir nun �i dur
h �i ersetzen, lautet die obige Glei
hung:�� 0 1�1 0 �+ i � 1 00 1 ��� x1x2 � = � 00 �, � i 1�1 i �� x1x2 � = � 00 �, 8<: ix1 + x2�x1 + ix2 == 00, x2 = �ix1:Der Vektor 
� 1�i � mit 
 2 < ist also ein Eigenvektor zu dem Eigenwert �2 = �i und dernormierte Eigenvektor ist 1p2 � 1�i �.Die DiagonalmatrixDie Diagonalmatrix zu � 0 1�1 0 � ist zu erhalten dur
h die Glei
hungU�1 � 0 1�1 0 �U = � �1 00 �2 �= � i 00 �i � ;wobei U die invertierbare 2� 2�Matrix mit dem Spaltensystem 1p2 � 1i �, 1p2 � 1�i � ist.Die Matrix U hat also die Gestalt U = 1p2 � 1 1i �i � : (B.4)Die adjungierte Matrix U+zu U hat die GestaltU+ = (U�)T= 1p2 � 1 1�i i �T= 1p2 � 1 �i1 i � ; (B.5)



38 ANHANG B. LÖSUNG DER SCHRÖDINGER-GLEICHUNG (A:10)wobei U� die konjugierte Matrix und UT die transponierte Matrix zu U sind. U ist eine unitäreMatrix, da sie die folgende Beziehung erfülltUU+ = U+U = 12 � 1 �i1 i � � 1 1i �i �= 12 � 2 00 2 �= � 1 00 1 �) U+ = U�1Wir haben also U�1 � 0 1�1 0 �U = U+ � 0 1�1 0 �U = � i 00 �i � (B.6)In der Spra
he der Spintheorie handelt es si
h um die Überführung des Operators i�2 in denOperator i�3 dur
h eine Drehung um die 1-A
hse.



Anhang CDer Tri
k zum Lösen der Glei
hung(B:3)
Wir multiplizieren die Glei
hung (B:3) von links mit U+ und fügen UU+ = � 1 00 1 � zwis
hendem Hamilton-Operator und der Matrix � Fl(r)Gl(r) � ein. Wir erhalten dadur
hU+�� 1r d2dr2 r + 2��h2E�� 1 00 1 �+ 2��h2� � 0 1�1 0 ��U U+� Fl (r)Gl (r) �| {z }=0� F 0l (r)G0l (r) 1A = � 00 � :Daraus wird��1r d2dr2 r + 2��h2E�U+ � 1 00 1 �U + 2��h2 �U+ � 0 1�1 0 �U�� F 0l (r)G0l(r) � = � 00 �und na
h der Diagonalisierung von � 0 1�1 0 � entsteht��1r d2dr2 r + 2��h2E�� 1 00 1 �+ 2��h2 � i� 00 �i� ��� F 0l (r)G0l(r) � = � 00 � :Wir können dies in folgende kompakte Form bringen:" 1r d2dr2 r + 2��h2 (E + i�) 00 1r d2dr2 r + 2��h2 (E � i�) #� F 0l (r)G0l(r) � = � 00 � : (C.1)In der obigen Re
hnung wurde die folgende Bezei
hnung eingesetztU+� Fl(r)Gl(r) � = � F 0l (r)G0l(r) � (C.2)Es ist au
h lei
ht zu zeigen, daÿU+ � 1 00 1 �U = U+U = UU+ = � 1 00 1 �und U+ � 0 1�1 0 �U = � i 00 �i � :39



40 ANHANG C. DER TRICK ZUM LÖSEN DER GLEICHUNG (B:3)Wir haben also na
h der Glei
hung (C:1) die beiden folgenden Glei
hungen zu lösen:�1r d2dr2 r + 2��h2 (E + i�)�F 0l (r) = 0 (C.3)und �1r d2dr2 r + 2��h2 (E � i�)�G0l(r) = 0: (C.4)Es gilt 1r d2dr2 r = d2dr2 + 2r ddrund für r !1; 1r d2dr2 r ! d2dr2Die Glei
hungen (C:3) und (C:4) werden also für r !1� d2dr2 + 2��h2 (E + i�)�F 0l (r) = 0 (C.5)� d2dr2 + 2��h2 (E � i�)�G0l(r) = 0: (C.6)Gesu
ht sind nun die Ni
htstreulösungen, d.h. die Lösungen zu den gebundenen Zuständen,wobei deren Wellenzahlvektorquadrat negativ sein muss.Lösung zur Glei
hung (C:5)Wir su
hen die Basislösungen der Glei
hung� d2dr2 + 2��h2 (E + i�)�F 0l (r) = 0;in der Form exp(Kr), wobei K die folgende Beziehung erfüllt:�K2 = 2��h2 (E + i�) (C.7)oder K2 = i2 2��h2 (E + i�)oder K� = �ir2��h2pE + i�oder in rationaler FormK� = �i�r ��h2 �pE2 +�2 +E�+ ir ��h2 �pE2 +�2 �E��, K� = �r ��h2 �pE2 +�2 �E�� ir ��h2 �pE2 +�2 +E�:In der obigen Glei
hung haben wir uns die Tatsa
he zu Nutze gema
ht, daÿ die komplexeGlei
hung der Form Z2 = C



41in der Z und C komplexe Zahlen sind, die folgende Lösung hatZ = Re(Z) + iIm(Z);wobei Re(Z) =r jCj+Re(C)2Im(Z) = �r jCj �Re(C)2mit � = 8<: +1; falls Im(C) � 0�1; falls Im(C) < 0der reelle und der imaginäre Anteil sind. Daher istpE + i� =spE2 +�2 +E2 + ispE2 +�2 �E2 :Die Lösung / exp(K�r) mit K� =q ��h2 �pE2 +�2 �E�� iq ��h2 �pE2 +�2 +E� ist auszu-s
hlieÿen, da sie exponentiell wa
hsend ist. Die physikalis
he, d.h. die einen exponentiellen Abfallliefernde Lösung ist also gegeben dur
hK+ = �q ��h2 �pE2 +�2 �E�+ iq ��h2 �pE2 +�2 +E�:= �
(E) + i�(E) (C.8)mit 
(E) := q ��h2 �pE2 +�2 �E��(E) := q ��h2 �pE2 +�2 +E�; (C.9)Die gesu
hte Lösung zu der Glei
hung (C:5)lautet alsoF 0l (r) / e(�
+i�)r: (C.10)Lösung der Glei
hung (C:6)Wir su
hen die Lösungen zu der Glei
hung� d2dr2 + 2��h2 (E � i�)�G0l(r) = 0;die die folgende Beziehung erfüllen�K 02 = 2��h2 (E � i�), K 0� = �iq2��h2pE � i�, K 0� = �i�q ��h2 �pE2 +�2 +E�� iq ��h2 �pE2 +�2 �E��= �q ��h2 �pE2 +�2 �E�� iq ��h2 �pE2 +�2 +E�: (C.11)



42 ANHANG C. DER TRICK ZUM LÖSEN DER GLEICHUNG (B:3)Hier haben wir die BeziehungpE � i� =spE2 +�2 +E2 � ispE2 +�2 �E2benutzt. Aus denselben Gründen wie beiK s
heidet die Lösung mitK 0+ =q ��h2 �pE2 +�2 �E�+iq ��h2 �pE2 +�2 +E� aus. Die exponentiell abfallende Lösung ist gegeben dur
hK 0� = �q ��h2 �pE2 +�2 �E�� iq ��h2 �pE2 +�2 +E�:= �
(E)� i�(E): (C.12)Die gesu
hte Lösung der Glei
hung (C:6) lautet alsoG0l(r) / e�(
+i�)r: (C.13)Gemäÿ der Glei
hung (C:2) und wegen der Unitarität der Matrix U erhalten wir folgendeBeziehung zwis
hen � Fl(r)Gl(r) � und � F 0l (r)G0l(r) �:� Fl(r)Gl(r) � = U � F 0l (r)G0l(r) � : (C.14)Folgli
h gilt � Fl(r)Gl(r) � = 1p2 � 1 1i �i �� F 0l (r)G0l(r) �= 1p2  F 0l (r) +G0l(r)i�F 0l (r) �G0l(r)� ! ;d.h. Fl(r) = 1p2 nF 0l (r) +G0l(r)oGl(r) = ip2 nF 0l (r) �G0l(r)o (C.15)und mit Hilfe der Glei
hungen (C:10) und (C:13) erhalten wir für r !1Fl(r) / e�
rp2 �ei�r + e�i�r	 = 2p2e�
r 
os (�r)Gl(r) / i e�
rp2 �ei�r � e�i�r	 = � 2p2e�
r sin (�r) : (C.16)Die resultierenden Wellenfunktionen Fl(r) und Gl(r) müssen sowohl das asymptotis
he Ver-halten bei r ! 0, als au
h das asymptotis
he Verhalten bei r !1 enthalten. Die Ansätze für diebeiden Funktionen können also die folgenden Formen habenFl(r) = p2fl(r)rle�
r 
os (�r)Gl(r) = �p2gl(r)rle�
r sin (�r) ; (C.17)wobei fl(r) und gl(r) nur vom Abstand r abhängige Funktionen sind. Diese Funktionen könntennun in die Glei
hung (B:3) eingesetzt und auf ein geeignetes Potential weiter dur
hgearbeitetwerden. Für unsere Bere
hnungen lohnt es si
h ni
ht diesen Weg weiterzuverfolgen. Wir benutzen



43hier andere Lösungsansätze für F 0l (r) und G0l(r). Wir werden Integralansätze (die sog. Lapla
e-Transformation) sowohl für F 0l (r) und G0l(r), als au
h für das Potential benutzen. Wir s
hreibenF 0l (r) und G0l(r) zunä
hst in der FormF 0l (r) = rle�
rf 0l (r)G0l(r) = rle�
rg0l(r) (C.18)und für f 0l (r) und g0l(r) soll in den folgenden Integralformen gelten:f 0l (r) = R10 d�e��r [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)g0l(r) = R10 d�e��r h��+ a0���+ b0�il �0g(�); (C.19)wobei a; a0 ; b; b0 ; komplexe Zahlen und �0f (�); �0g(�) Gewi
htsfunktionen sind.Das Potential setzen wir in der folgenden IntegralformV (r) = Z 10 d�e��r�(�); (C.20)wobei �(�) die inverse Lapla
etransformation von V (r) ist. Die Funktionen F 0l (r) und G0l(r)haben also die folgenden Formen:F 0l (r) = rle�
r R10 d�e��r [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)G0l(r) = rle�
r R10 d�e��r h��+ a0���+ b0�il �0g(�): (C.21)Darüberhinaus haben die resultierenden Wellenfunktionen folgende Gestalt:Fl(r) = 1p2 nF 0l (r) +G0l(r)oGl(r) = i 1p2 nF 0l (r) �G0l(r)o (C.22)mitF 0l und G0l gemäÿ (C.21). Jetzt können wir die resultierenden Wellenfunktionen Fl(r) undGl(r) wieder in die Glei
hung (A:10) einsetzen und erhalten24 �h22� �� 1r d2dr2 r + l(l+1)r2 ��E + V (r) ��� �h22� �� 1r d2dr2 r + l(l+1)r2 ��E 35� Fl(r)Gl(r) � = � 00 �oder 8>><>>: h �h22� �� 1r d2dr2 r + l(l+1)r2 ��E + V (r)i Fl(r) � �Gl(r) = 0�Fl(r) + h �h22� �� 1r d2dr2 r + l(l+1)r2 ��EiGl(r) = 0oder �1r d2dr2 r � l (l + 1)r2 + 2��h2 (E � V (r))�Fl(r) + 2��h2�Gl(r) = 0 (C.23)und �1r d2dr2 r � l (l + 1)r2 + 2��h2E�Gl(r) � 2��h2�Fl(r) = 0: (C.24)



44 ANHANG C. DER TRICK ZUM LÖSEN DER GLEICHUNG (B:3)Wenn wir die Funktionen Fl(r) und Gl(r) dur
h die auftretenden Formen in der Glei
hung(C:22) ersetzen, erhalten wir, wenn 1r d2dr2 r = d2dr2 + 2r ddr gilt, die folgenden Glei
hungen:� d2dr2 + 2r ddr � l (l + 1)r2 + 2��h2 (E � V (r))��F 0l (r) +G0l(r)� + i�2��h2 �F 0l (r) �G0l(r)� = 0 (C.25)� d2dr2 + 2r ddr � l (l+ 1)r2 + 2��h2E��F 0l (r) �G0l(r)�+ i�2��h2 �F 0l (r) +G0l(r)� = 0 (C.26)Für das Lösen der beiden letzten Glei
hungen benutzen wir die Formen der Funktionen F 0l (r)undG0l(r), die in den Glei
hungen (C:18) und (C:21) dargestellt sind d.h.:F 0l (r) = rle�
rf 0l (r)G0l(r) = rle�
rg0l(r):Es ist also lei
ht zu zeigen, daÿddrF 0l (r) = rle�
r � lr +� ddr � 
�� f 0l (r) (C.27)und daÿ d2dr2F 0l (r) = rle�
r � d2dr2 + 2� lr � 
� ddr + l (l � 1)r2 � 2
 lr + 
2� f 0l (r): (C.28)Dasselbe gilt au
h für G0l(r).Wenn wir die Glei
hungen (C:27) und (C:28) in die Glei
hungen (C:25) und (C:26) einsetzen,erhalten wirh� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r ( ddr � 
) + 
2 + 2��h2 (E � V (r) + i�)i f 0l (r)+ h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r ( ddr � 
) + 
2 + 2��h2 (E � V (r) � i�)i g0l(r) = 0 (C.29)und h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r ( ddr � 
) + 
2 + 2��h2 (E + i�)i f 0l (r)� h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r ( ddr � 
) + 
2 + 2��h2 (E � i�)i g0l(r) = 0: (C.30)Im folgenden setzen wir für die reduzierte Masse � := m ein, um mögli
he Verwe
hslungen mitder Integralvariable � zu vermeiden. Gemäÿ der Glei
hung (C:9) haben wir also
2 = m�h2 �pE2 +�2 �E� :Eingesetzt in die Glei
hungen (C:30) und (C:31) erhalten wirh� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 + E � 2V (r) + 2i��i f 0l (r)+ h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 +E � 2V (r) � 2i��i g0l(r) = 0 (C.31)



45undh� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 +E + 2i��i f 0l (r)� h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 +E � 2i��i g0l(r) = 0: (C.32)Aus dieser letzten Glei
hung folgth� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 +E + 2i��i f 0l (r)= h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 +E � 2i��i g0l(r): (C.33)Aus der Glei
hung (C:32) erhalten wir na
h � Aussummieren � der Potentialtermeh� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 +E + 2i��i f 0l (r)+ h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ m�h2 �pE2 +�2 +E � 2i��i g0l(r)= 2m�h2 V (r)�f 0l (r) + g0l(r)� : (C.34)Wir haben�2 + 2i
� = m�h2 �pE2 +�2 +E�+ 2iqm�h2 �pE2 +�2 �E�qm�h2 �pE2 +�2 +E�= m�h2 �pE2 +�2 +E + 2iq�pE2 +�2 �E� �pE2 +�2 +E��= m�h2 �pE2 +�2 +E + 2ipE2 +�2 �E2�= m�h2 �pE2 +�2 +E + 2ij�j�(� > 0) = m�h2 �pE2 +�2 +E + 2i��und �2 � 2i
� = m�h2 �pE2 +�2 +E � 2i��Daher erhalten wir aus den Glei
hungen (C:34) und (C:35) die folgende Glei
hung:h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ �2 + 2i
�if 0l (r)+ h� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ �2 � 2i
�ig0l(r)= 2m�h2 V (r)�f 0l (r) + g0l(r)� (C.35)oder�� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2(l + 1)r � ddr � 
�+ �2 + 2i
��f 0l (r) = m�h2V (r)�f 0l (r) + g0l(r)� (C.36)



46 ANHANG C. DER TRICK ZUM LÖSEN DER GLEICHUNG (B:3)oder�� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2(l + 1)r � ddr � 
�+ �2 � 2i
��g0l(r) = m�h2V (r)�f 0l (r) + g0l(r)� : (C.37)Als Ergebnis der letzten beiden Glei
hungen läÿt si
h festhalten, daÿ die beiden Funktionenf 0l (r) und g0l(r) zueinander komplexkonjugiert sind, d.h.f 0l (r)� = g0l(r) (C.38)und vi
e versa. Es genügt also eine der beiden Glei
hungen (C:36) oder (C:37) weiter zubetra
hten. Wir betra
hten also zunä
hst die Glei
hung (C:36) genauer und erhalten die Lösungzu (C:37) na
h (C:38). Na
h den Glei
hungen (C:19), (C:20) und (C:36) erhalten wirh� d2dr2 � 2
 ddr�+ 2 (l+1)r � ddr � 
�+ �2 + 2i
�i R10 d�e��r [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)= m�h2 R10 d�e��r�(�)�R10 d�0e��0r h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)+ R10 d�0e��0r h��0 + a0���0 + b0�il �0g(�0)�, R10 d�e��r h�2 + 2
�+ �2 + 2i
�� 2 (l+1)r (�+ 
)i [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)= m�h2 R10 d��(�) R10 d�0e���0+��r �h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) + h��0 + a0���0 + b0�il �0g(�0)� :(C.39)Umformung des Integrals R10 d�e��r (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)Wir werden zuerst die Identität(�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�) = dd� Z �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)benutzen und diese dann später partiell integrieren. Es gilt also:R10 d�e��r (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)| {z }= dd� R �0 d�0(�0+
)[(�0+a)(�0+b)℄l�0f (�0 )= �e��r R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)�10+r R10 d�e��r R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)= r R10 d�e��r R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0);da lim�!1 e��r = 0 und lim�!0 R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) = 0 sind.



47Umformung des Integrals R10 d��(�) R10 d�0e���0+��r h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)Wir setzen � = �0 + � ) � = �� �0 ) d� = d�;da � � 0 kann �0 bei gegebenem � nur no
h von 0 bis � laufen . Es gilt alsoR10 d��(�) R10 d�0e���0+��r h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)= R10 d�e��r R �0 d�0� ��� �0� h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) :Auÿerdem können wir sagen:�2 + 2
�+ �2 + 2i
� = �2 + 2
�+ 
2 � 
2 + �2 + 2i
�= (�+ 
)2 � �
2 � 2i
�� �2�= (�+ 
)2 � �
2 � 2i
�+ (i�)2�= (�+ 
)2 � (
 � i�)2= (�+ 
 + 
 � i�) (�+ 
 � 
 + i�)= (�+ 2
 � i�) (�+ i�) :Die Glei
hung (C:39) wird alsoR10 d�e��r n(�+ 2
 � i�) (�+ i�) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)�2 (l + 1) R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)�= m�h2 R10 d�e��r R �0 d�0� ��� �0��h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) + h��0 + a0���0 + b0�il �0g(�0)�Diese Glei
hung zwis
hen zwei Lapla
e-Transformierten gilt genau dann wenn deren Gewi
hts-funktionen glei
h sind. Daher erhalten wir(�+ 2
 � i�) (�+ i�) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)= 2 (l + 1) R10 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0)+m�h2 R �0 d�0� ��� �0��h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) + h��0 + a0���0 + b0�il �0g(�0)� : (C.40)
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Anhang DDie Ableitung der Glei
hungen fürdie Gewi
htsfunktionenWir di�erenzieren zuerst die beiden Seiten der Glei
hung (C:40) und dividieren sie dann dur
h[(�+ a) (�+ b)℄l. Dadur
h erhalten wir:��� n��2 + 2�
 + �2 + 2i
�� [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)o= 2 (l + 1) ��� R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+m�h2 ��� R �0 d�0� ��� �0��h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��
, 2 (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�) + ��2 + 2�
 + �2 + 2i
�� ��� n[(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)o= 2 (l+ 1) (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)+m�h2 ��� R �0 d�0� ��� �0��h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��

, 2 (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�) + ��2 + 2
�+ �2 + 2i
�� �n(2�+ a+ b) l [(�+ a) (�+ b)℄l�1 �0f (�) + [(�+ a) (�+ b)℄l ����0f (�)o= 2 (l+ 1) (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)+m�h2 ��� R �0 d�0� ��� �0��h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��49
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, [(�+ a) (�+ b)℄l ����0f (�)= � (2�+ a+ b) l [(�+ a) (�+ b)℄l�1 �0f (�)+1(�+2
�i�)(�+i�) n�2 (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)+2 (l + 1) (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)+m�h2 ��� R �0 d�0� ��� �0��h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0���

Wir haben also
[(�+ a) (�+ b)℄l ����0f (�)= � (2�+ a+ b) l [(�+ a) (�+ b)℄l�1 �0f (�)+ 1(�+2
�i�)(�+i�) n2l (�+ 
) [(�+ a) (�+ b)℄l �0f (�)+m�h2 ��� R �0 d�0� ��� �0��h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) + h��0 + a0���0 + b0�il �0g(�0)��(D.1)Die Division dur
h [(�+ a) (�+ b)℄l ergibt si
h zu

����0f (�) = � (2�+a+b)l(�+a)(�+b)�0f (�) + 1(�+2
�i�)(�+i�)�n2l (�+ 
)�0f (�) + m�h2[(�+a)(�+b)℄l ��� R �0 d�0� ��� �0� ��h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��� (D.2)
Nun integrieren wir die beiden Seiten der Glei
hung (D:2) von 0 bis � wieder. Wir erhaltendann



51R �0 d�0 ���0 �0f (�0) = �l R �0 d�0�2�0+a+b�(�0+a)(�0+b) �0f (�0) + R �0 d�0(�0+2
�i�)(�0+i�)��2l��0 + 
��0f (�0) + m�h2[(�0+a)(�0+b)℄l ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00)��, �0f (�) = �0f (0) + l R �0 d�0�0f (�0)� 2��0+
�(�0+2
�i�)(�0+i�) � �2�0+a+b�(�0+a)(�0+b)�+m�h2 R �0 d�0(�0+2
�i�)(�0+i�)[(�0+a)(�0+b)℄l ���0 R �00 d�00� ��� �00��h��00 + a���00 + b�il �0f (�00 ) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00)� :
(D.3)

Es gilt ��x Z xx0 dyf (x; y) g(y) = f (x; x) g(x) + Z xx0 dyg(y) ��xf (x; y) (D.4)Demna
h können wir folgende Glei
hung formulieren:���0 R �00 d�00� ��0 � �00��h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00)�= � (0)�h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) + h��0 + a0���0 + b0�il �0g(�0)�| {z }=0wegen �(0)=0+ R �00 d�00 �h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00)� ���0 � ��0 � �00�= R �00 d�00 �h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00)� ���0 � ��0 � �00�) R �0 d�0(�0+2
�i�)(�0+i�)[(�0+a)(�0+b)℄l ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00 )�= R �0 d�0(�0+2
�i�)(�0+i�)[(�0+a)(�0+b)℄l �R �00 d�00 �h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00 )� ���0 � ��0 � �00�Auf der re
hten Seite der letzten Glei
hung haben wir in der �0 ��00 �Ebene über das Dreie
k�0 = 0:::� ( horizontal ) und �00 = 0:::�0 ( vertikal bis zur Diagonale ) integriert, wie es die folgende
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ksgebiet erfaÿt man o�enbar, indem man zuerst �00 = 0:::� (vertikal ) und dann jeweils �0 = �00 :::� ( horizontal von der Diagonalen bis � ) integriert.

µ’

µ

µ

=

µ

µ µ’ ’’

’’

0Abbildung D.1: Zur Bere
hnung des obigen IntegralsEs gilt also Z �0 d�0 Z �00 d�00 ::: = Z �0 d�00 Z ��00 d�0 ::: (D.5)Der letzte S
hritt der obigen Re
hnung ist alsoR �0 d�00 �h��00 + a���00 + b�il �0f ��00�+ h��00 + a0���00 + b0�il �0g ��00�� �R ��00 d�0(�0+2
�i�)(�0+i�)[(�0+a)(�0+b)℄l ���0 � ��0 � �00� :Wir haben also���0 R �00 d�00� ��0 � �00��h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00)�= R �0 d�00 �h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00 )� �R ��00 d�0(�0+2
�i�)(�0+i�)[(�0+a)(�0+b)℄l ���0 � ��0 � �00� :Wenn wir die Integrationsvariablen nun umbenennen, d.h. �00 , �0 , können wir sagen



53R �0 d�00 �h��00 + a���00 + b�il �0f (�00) + h��00 + a0���00 + b0�il �0g(�00)� �R ��00 d�0(�0+2
�i�)(�0+i�)[(�0+a)(�0+b)℄l ���0 � ��0 � �00�= R �0 d�0 �h��0 + a���0 + b�il �0f (�0) + h��0 + a0���0 + b0�il �0g(�0)� �R ��0 d�00(�00+2
�i�)(�00+i�)[(�00+a)(�00+b)℄l ���00 � ��00 � �0� :Es sei � := �00 � �0 = ���00 ; �0�,folgli
h gilt � ��00 � �0� = � (�) und���00 � (�) = dd�� (�) ���00���00 ; �0�| {z }= ���00 (�00��0)=1 = dd�� (�)���0 � (�) = dd�� (�) ���0���00 ; �0�| {z }= ���0 (�00��0)=�1 = � dd�� (�)
) ���00 � ��00 � �0� = � ���0 � ��00 � �0� : (D.6)Daher haben wirR �0 d�0 �h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��� R ��0 d�00(�00+2
�i�)(�00+i�)[(�00+a)(�00+b)℄l ���00 � ��00 � �0�Gl:(D:6) = � R �0 d�0 �h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��� R ��0 d�00(�00+2
�i�)(�00+i�)[(�00+a)(�00+b)℄l ���0 � ��00 � �0�= R �0 d�0 �h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��� R �0� d�00(�00+2
�i�)(�00+i�)[(�00+a)(�00+b)℄l ���0 � ��00 � �0�wg:Gl:(D:4) = R �0 d�0 �h��0 + a���0 + b�il �0f ��0�+ h��0 + a0���0 + b0�il �0g ��0��� ���0 R �0� d�00���00��0�(�00+2
�i�)(�00+i�)[(�00+a)(�00+b)℄l
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= R �0 d�0 8>>>>><>>>>>:h��0 + a���0 + b�il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�) [(�00 + a) (�00 + b)℄l| {z }:=K+(�;�0) �0f ��0�

+ h��0 + a0���0 + b0�il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�) [(�00 + a) (�00 + b)℄l| {z }:=K�(�;�0) �0g ��0�9>>>>>=>>>>>;= Z �0 d�0 nK+ ��; �0��0f ��0�+K� ��; �0��0g ��0�omitK+ ��; �0� = h��0 + a���0 + b�il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�) [(�00 + a) (�00 + b)℄l (D.7)undK� ��; �0� = h��0 + a0���0 + b0�il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�) [(�00 + a) (�00 + b)℄l :(D.8)Unsere vorherige Glei
hung mit �0f (�), d.h. die Glei
hung (D:3)sieht also nun folgendermaÿenaus: �0f (�0) = �0f (0) + l R �0 d�0 � 2��0+
�(�0+2
�i�)(�0+i�) � �2�0+a+b�(�0+a)(�0+b)��0f (�0)+m�h2 R �0 d�0 nK+ (�; �0)�0f (�0) +K� ��; �0��0g(�0)o : (D.9)Für den we
hselwirkungsfreien Fall, d.h. für V (r) = 0 bzw. für �(�) = 0, vers
hwindenK+ ��; �0� und K� ��; �0� und die Glei
hung (D:9) lautet nun.�0f (�) = �0f (0) + l Z �0 d�0 8<: 2��0 + 
�(�0 + 2
 � i�) (�0 + i�) � �2�0 + a+ b�(�0 + a) (�0 + b)9=;�0f (�0): (D.10)Führt man dieselben Re
hnungen mit der Glei
hung (C:38) dur
h, so bekommt man:�0g(�) = �0g(0) + l R �0 d�0 � 2��0+
�(�0+2
+i�)(�0�i�) � �2�0+a0+b0�(�0+a0)(�0+b0)��0g(�0)+m�h2 R �0 d�0 nK� ��; �0��0g(�0) +K� ��; �0��0f (�0)o (D.11)mit



55K� ��; �0� = h��0 + a0���0 + b0�il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�(�00 + 2
 + i�) (�00 � i�) [(�00 + a0) (�00 + b0)℄l(D.12)undK� ��; �0� = h��0 + a���0 + b�il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�(�00 + 2
 + i�) (�00 � i�) [(�00 + a0) (�00 + b0)℄l :(D.13)Für V (r) = 0 bzw. �(�) = 0 vers
hwinden K� ��; �0� und K� ��; �0� und die Glei
hung(D:11) lautet�0g(�) = �0g(0) + l Z �0 d�0 8<: 2��0 + 
�(�0 + 2
 + i�) (�0 � i�) � �2�0 + a0 + b0�(�0 + a0) (�0 + b0)9=;�0g(�0): (D.14)O�enbar ist die weitaus einfa
hste Wahl der Konstanten a; b; a0 ; b0 in den Ansätzen (C.19), (C.21)diejenige, die der Integralterm in (D.10), (D.14) für alle l zum Vers
hwinden bringt. Die komplexenZahlen a; b; a0 ; b0 gehor
hen also den folgenden Glei
hungena = 2
 � i�; a0 = 2
 + i� ) a0 = a�b = i�; b0 = �i� ) b0 = b� (D.15)Gemäÿ der Glei
hungen (C:19) und (C:21) bekommen wirF 0l (r) = rle�
rf 0l (r) = rle�
r R10 d�e��r [(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l �0f (�)G0l(r) = rle�
rg0l(r) = rle�
r R10 d�e��r [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l �0g(�) (D.16)und die Funktionen Fl(r) und Gl(r) werden na
h den Glei
hungen (C:22) alsoFl(r) = rle�
rp2 Z 10 d�e��r n[(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l �0f (�) + [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l �0g(�)o(D.17)undGl(r) = i rle�
rp2 Z 10 d�e��r n[(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l �0f (�) � [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l �0g(�)o :(D.18)Aus der Glei
hung (C:41) erhalten wir[(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄l+1 �0f (�) = 2 (l + 1) R �0 d�0 ��0 + 
�h��0 + 2
 � i����0 + i��il �0f (�0)+m�h2 �R �0 d�0� ��� �0� h��0 + 2
 � i����0 + i��il �0f (�0)+ R �0 d�0� ��� �0�h��0 + 2
 + i����0 � i��il �0g(�0)�(D.19)
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hung (D:3) wird also�0f (�) = �0f (0) + m�h2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f (�00 ) + h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g(�00)� (D.20)oder na
h der Glei
hung (D:5)�0f (�) = �0f (0) + m�h2 �Z �0 d�0K+ ��; �0��0f (�0) + Z �0 d�0K� ��; �0��0g(�0)� (D.21)mitK+ ��; �0� = h��0 + 2
 � i����0 + i��il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�[(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�)℄l+1 (D.22)undK� ��; �0� = h��0 + 2
 + i����0 � i��il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�[(�00 + 2
 � i�) (�00 + i�)℄l+1 : (D.23)Für V (r) = 0 bzw. � (�) = 0 gilt: �0f (�) = �0f (0): (D.24)Dieselben Re
hnungen für �0g(�) ergeben�0g(�) = �0g(0) + m�h2 R �0 d�0[(�0+2
+i�)(�0�i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f (�00 ) + h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g(�00)� (D.25)oder �0g(�) = �0g(0) + m�h2 Z �0 d�0 nK� ��; �0��0g(�0) +K� ��; �0��0f (�0)o (D.26)mitK� ��; �0� = h��0 + 2
 + i����0 � i��il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�[(�00 + 2
 + i�) (�00 � i�)℄l+1 (D.27)undK� ��; �0� = h��0 + 2
 � i����0 + i��il ���0 Z �0� d�00� ��00 � �0�[(�00 + 2
 + i�) (�00 � i�)℄l+1 : (D.28)



57Für V (r) = 0 bzw. �(�) = 0 haben wir also�0g(�) = �0g(0): (D.29)Wenn �(�) reell ist, erhalten wirK�+ ��; �0� = K� ��; �0� ; K�� ��; �0� = K� ��; �0� (D.30)und wenn zusätzli
h gilt �0f (0)� = �0g(0) (D.31)dann gilt �0�f (�) = �0g(�); F 0l (r)� = G0l(r): (D.32)und genau dann werden die Funktionen Fl und Gl na
h (D.17/18) reell, wie für die Lösungeneines ursprüngli
h reellen Dgl.-Systems zu erwarten. Bei zwei reellen Dgl. zweiter Ordnung er-wartet man 4 reelle Integrationskonstanten, von denen hier freili
h nur no
h zwei verfügbar sind,da wir dur
h die Ansätze (C.21) die exponentiell ansteigenden Basislösungen bereits endgültigausges
hlossen haben. Diese beiden entspre
hen dem Real- und dem Imaginärteil von �0f (0). Daes für �0f (0) = �0g(0) = 0 nur die triviale Lösung der Glei
hungen (D:20) und (D:24) gibt, sind�0f (0) und �0g(0) von Null vers
hieden zu wählen und die geeignetste Wahl in unserem Fall ist�0f (0) = �0g(0) = 1: (D.33)Damit haben wir na
h den Glei
hungen (D:20) und (D:25)�0f (�) = 1 + m�h2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f (�00 ) + h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g(�00)� (D.34)und �0g(�) = 1 + m�h2 R �0 d�0[(�0+2
+i�)(�0�i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00� ��h��00 + 2
 + i����00 � i��il �0g(�00) + h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f (�00)� (D.35)oder in kürzerer Form�0f (�) = 1 + m�h2 Z �0 d�0 nK+ ��; �0��0f (�0) +K� ��; �0��0g(�0)o (D.36)und �0g(�) = 1 + m�h2 Z �0 d�0 nK� ��; �0��0g(�0) +K� ��; �0��0f (�0)o : (D.37)Dies sind die endgültigen linearen Integralglei
hungen für �0f und �0g ; für die Behandlung desYukawa-Potentials kann man au
h die äquivalenten Gln. (D.20/25) mit (D.33) als Ausgangspunktnehmen.



58ANHANG D. DIE ABLEITUNG DER GLEICHUNGEN FÜR DIE GEWICHTSFUNKTIONENDer Beweis von �(0) = 0Der Grund dafür, daÿ für kurzrei
hweitige Potentiale �(0) = 0 ist, ist folgender:Wir integrieren die Integralform des Potentials partiell und bere
hnen den Limes im Unendli-
hen r !1 V (r) = R10 d� e��r|{z}= dd� (� 1r e��r) �(�)= �� 1r e��r�(�)�10 + 1r R10 d�e��r dd��(�)= �(0)r + 1r R10 d�e��r dd��(�)= 1r n�(0) + R10 d�e��r dd��(�)o, rV (r) = �(0) + R10 d�e��r dd��(�) : (D.38)Da das Potential im Unendli
hen s
hneller als r�1 vers
hwindet, muÿ der Limes der Terme aufbeiden Seiten der Glei
hung (D:38) im Unendli
hen Null sein. Daher haben wir alsolimr!1 rV (r) = �(0) + limr!1Z 10 d�e��r dd��(�) = 0: (D.39)Da limr!1 R10 d�e��r dd��(�) = 0 ist, folgt daraus, daÿ�(0) = limr!1 rV (r) = 0 (D.40)ist. Die Glei
hung (D:40) ist für die Regularität der Glei
hungen (D:34) und (D:35), bzw.(D:36) und (D:37), eine notwendige und ausrei
hende Bedingung. Folgli
h sind diese Glei
hungenregulär für das Yukawa-Potential und singulär für das Coulomb-Potential.Der Fall der freien Teil
henFür den Fall der freien Teil
hen, d.h. für V (r) = 0 bzw. �(�) = 0, erhalten wir na
h denGlei
hungen (D:16), (D:24), (D:29) und (D:33)F 0l (r) = rle�
r R10 d�e��r [(�+ 2
 � i�) (�+ i�)℄lG0l(r) = rle�
r R10 d�e��r [(�+ 2
 + i�) (�� i�)℄l : (D.41)Diese Funktionen verhalten si
h am Ursprung wie 1rl+1 . Wenn wir nun mit der SubstitutionX = �r , � = Xr , d� = dXrarbeiten, erhalten wirF 0l (r) = rle�
r R10 dXr e�X ��Xr + 2
 � i�� �Xr + i���l= rle�
r R10 dXe�Xr2l+1 [(X + (2
 � i�) r) (X + i�r)℄l= e�
rrl+1 R10 dXe�X [(X + (2
 � i�) r) (X + i�r)℄l :Ebenso gilt für G0l(r)G0l(r) = e�
rrl+1 Z 10 dXe�X [(X + (2
 + i�) r) (X � i�r)℄l :



59Am Ursprung gilt alsolimr!0F 0l (r) = limr!0G0l(r) = 1rl+1 Z 10 dXe�XX2l| {z }=�(2l+1) = � (2l + 1)rl+1 = (2l)!rl+1 ; (D.42)wobei � die gamma-Funktion bedeutet. Na
h den Glei
hungen (C:22) gibt es daher keinephysikalis
hen Lösungen für Fl(r) und Gl(r) am Ursprung für freie Teil
hen. Zwar wird na
hLinearkombination von F 0l und G0l gemäÿ (C.15) die Hilfsfunktion Gl (r) am Ursprung Null, aberdie physikalis
he Wellenfunktion Fl (r) wird singulär wie 1rl+1 . Will man ein bei r ! 0 reguläres Flerzielen, so muÿ man die bei (C.8/12) ausges
hlossenen Lösungen wieder beimis
hen, die aber bei� > 0 für r ! 1 exponentiell anwa
hsen und daher wieder unphysikalis
h sind. Erst für � = 0wird eine physikalis
he Kontinuumslösung mögli
h, die für r !1 nur no
h ungedämpft oszilliert.Der Fall der we
hselwirkenden Teil
hen, d.h. V (r) 6= 0Für V (r) 6= 0 behalten die Funktionen F 0l (r) und G0l(r) in den Glei
hungen (D:16) ihre Gestalt.Dieselben Überlegungen wie bei den we
hselwirkungsfreien Teil
hen führen hier zu demselbenErgebnis, d.h. sie verhalten si
h am Ursprung wie 1rl+1 . Das Verhalten für r ! 0 wird dur
h dieGewi
htsfunktion bei � = 1 bestimmt und ergibt si
h zusammen mit dem Limes am Ursprungvon F 0l (r) und G0l(r) zulimr!0F 0l (r) = �0f (1)rl+1 Z 10 dXe�XX2l = (2l)!rl+1 �0f (1) (D.43)limr!0G0l(r) = �0g (1)rl+1 Z 10 dXe�XX2l = (2l)!rl+1 �0g (1) : (D.44)Da Fl(r) und Gl(r) Linearkombinationen von F 0l (r) und G0l(r) sind, verhalten sie si
h au
h amUrsprung genauso wie 1rl+1 . Daher ist also die notwendige Bedingung dafür, daÿ si
h die FunktionFl(r) am Ursprung wie rl verhält, folgende:Ren�0f (1)o = 0: (D.45)
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Anhang ERe
hnungen zu den Formeln imKapitel 2E.1 Re
hnungen zu (2:3) bzw. (2:4)Es rei
ht na
h den Glei
hungen (1:47) bzw. (1:52) zu zeigen, daÿm�h2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00�h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�= ��2� (�� �0) R ��0 d�0 h��0��0+2
�i����0��0+i��il[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 �0f ��0 � �0� (E.1)ist. Wenn wir � (�) gemäÿ der Glei
hung (2:2),auf der linken Seite der obigen Glei
hungeinsetzen� erhalten wirm�h2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00�h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�= � f24� m�h2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00 � �0� h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00� :Wir erweitern nun diese Glei
hung mit 2 und erhalten so� f24� 2m�h2| {z }:=� 12 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00 � �0�h��00 + 2
 � i����00 + i��il ��0f ��00�= ��2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ���0 R �00 d�00� ��0 � �00 � �0� h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00� :Na
h der Glei
hung (D:4) gilt���0 R �00 d�00� ��0 � �00 � �0�h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�= R �00 d�00 h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00� ���0 � ��0 � �00 � �0� ;61



62 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2da �0 > 0 ist. Auÿerdem gilt���0 � ��0 � �00 � �0� = Æ ��0 � �00 � �0� =Æ(x)=Æ(�x) Æ ��00 � ��0 � �0�� : (E.2)Daher können wir sagen:���0 R �00 d�00� ��0 � �00 � �0�h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�= R �00 d�00 h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00� Æ ��00 � ��0 � �0��= � ��0 � �0� h��0 � �0 + 2
 � i����0 � �0 + i��il �0f ��0 � �0� ;da Z< dxf (x) Æ (x� x0) = f (x0) (f stetig in x0) (E.3)ist, wobei Æ die Dira
s
he delta� Funktion bedeutet. Wir haben also��2 R �0 d�0[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 ����0 R �00 d�00� ��0 � �00 � �0�h��00 + 2
 � i����00 + i��il �0f ��00�= ��2 R �0 d�0� ��0 � �0� h��0��0+2
�i����0��0+i��il[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 �0f ��0 � �0�= ��2� (�� �0) R ��0 d�0 h��0��0+2
�i����0��0+i��il[(�0+2
�i�)(�0+i�)℄l+1 �0f ��0 � �0� :Dieses Ergebnis entspri
ht der Glei
hung (E:1) sowie den Glei
hungen (2:3) bzw. (2:4).E.1.1 Re
hnungen zu (2:7)Wir gehen von der Glei
hung (2:3)aus. Es gilt�� �0 = �0 � ��0 � 1�(Gl: (2:6)) = �0 (s� 1)Wir haben also � (�� �0) = � (s� 1)und �� (�� �0) = �� (s� 1)= ��0�0� (s� 1)(Gl: (2:6)) = �0�0� (s� 1) :Im folgenden substituieren wir �0�0 dur
h t. Man erhält daher



E.1. RECHNUNGEN ZU (2:3) BZW. (2:4) 63�0 � �0 + 2
 � i� = �0 � �0�0 � 1 + 2
�0 � i ��0� =Gl:(2:6) �0 (t� 1 + �� i�)�0 � �0 + i� = �0 ��0�0 � 1 + i ��0� = �0 (t� 1 + i�)�0 + 2
 � i� = �0 ��0�0 + 2
�0 � i ��0 � = �0 (t+ �� i�)�0 + i� = �0 � �0�0 + i ��0� = �0 (t+ i�)Da t = �0�0 ist, gilt also d�0 = �0dt und die Glei
hung (2:3) wird also�0f (�) = 1� �0�0� (s� 1) 12 R ��01 �0dt� [�20(t�1+��i�)(t�1+i�)℄l[�20(t+��i�)(t+i�)℄l+1 �0f (t� 1)+[�20(t�1+�+i�)(t�1�i�)℄l[�20(t+��i�)(t+i�)℄l+1 �0f (t� 1)��)Gl:(2:6) R0�� (s) = 1� �0�0� (s� 1) 12 R s1 dt 1�0 8>><>>: [(t�1+��i�)(t�1+i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 �0f (�0 (t� 1))| {z }:=R0��(t�1)+ [(t�1+�+i�)(t�1�i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 �0f (�0 (t� 1))�| {z }:=R0��(t�1)� 9>>=>>;) R0�� (s) = 1� �0� (s� 1) 12 R s1 dtn [(t�1+��i�)(t�1+i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0�� (t� 1)+ [(t�1+�+i�)(t�1�i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0�� (t� 1)�o :E.1.2 Re
hnungen zu (2:9)Wir wollen hier zeigen, daÿ die Glei
hungen (2:8) und (2:9) äquivalent sind. Na
h den Eigens
haf-ten der theta� Funktion, d.h. � (s� n) = � 1; wenn s > n0; wenn s < n;haben wirP1n=0 (��0)n � (s� n)'n (s� n; �; �) = P1n=08<: (��0)n 'n (s� n; �; �) ; wenn s > n0; wenn s < n(s ! 1) = P[s℄n=0 (��0)n 'n (s� n; �; �)



64 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2mit [s℄ 2 � und [s℄ � s: Andererseits gilt au
hP[s℄n=0 (��0)n 'n (s� n; �; �) = Psn=08<: (��0)n 'n (s� n; �; �) ; wenn [s℄ � s > n0; wenn s < n(s ! 1) = P1n=0 (��0)n � (s� n)'n (s� n; �; �) :Daraus folgtR0�� (s) = [s℄Xn=0 (��0)n 'n (s� n; �; �) =s!1 1Xn=0 (��0)n � (s� n)'n (s� n; �; �) :E.1.3 Re
hnungen zu (2:10)Na
h den Glei
hungen (2:7) und (2:8) bzw. (2:9) giltR0�� (s) = 1� �02 R s1 dtn [(t�1+��i�)(t�1+i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0�� (t� 1) + [(t�1+�+i�)(t�1�i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0��� (t� 1)o= '0 (s; �; �) +P[s℄n=1 (��0)n 'n (s� n; �; �)) '0 (s; �; �) = 1: (E.4)Die Relation ist also für n = 0 erfüllt. Wir entwi
keln jetzt für n = 1 die Reihe (2:8) bzw. (2:9)und verglei
hen dann das Resultat mit der Integralglei
hung (2:7) bzw. (E:4). Die Entwi
klungder Reihe ergibt si
h zu R0�� (s) =n=1 1� �0� (s� 1)'1 (s� 1; �; �) : (E.5)Wenn wir nun die beiden letzten Glei
hungen na
h den Potenzen von �0 verglei
hen, erhaltenwir die Glei
hung:'1 (s� 1; �; �) = 12 R s1 dtn [(t�1+��i�)(t�1+i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0�� (t� 1)+ [(t�1+�+i�)(t�1�i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0��� (t� 1)o�0=0 (E.6)y soll jetzt folgendermaÿen de�niert werden:y := s� 1 oder s = y + 1: (E.7)Die Glei
hung (E:6) wird also zu'1 (y; �; �) = 12 R y+11 dtn [(t�1+��i�)(t�1+i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0�� (t� 1) + [(t�1+�+i�)(t�1�i�)℄l[(t+��i�)(t+i�)℄l+1 R0��� (t� 1)o�0=0= 12 R y0 dt8><>: [(t+��i�)(t+i�)℄l[(t+1+��i�)(t+1+i�)℄l+1 R0�� (t)| {z }:='0(t;�;�)+ [(t+�+i�)(t�i�)℄l[(t+1+��i�)(t+1+i�)℄l+1 R0��� (t)| {z }:='�0(t;�;�)9>=>;= 12 R y0 dtn [(t+��i�)(t+i�)℄l[(t+1+��i�)(t+1+i�)℄l+1'0 (t; �; �) + [(t+�+i�)(t�i�)℄l[(t+1+��i�)(t+1+i�)℄l+1'�0 (t; �; �)o :(E.8)



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 65Na
h demselben S
hema erhält man für n � 2 die rekursive Relation'n (y; �; �) = 12 R y0 dtn [(t+n�1+��i�)(t+n�1+i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 'n�1 (t; �; �)+[(t+n�1+�+i�)(t+n�1�i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 '�n�1 (t; �; �)o (E.9)Aus den Glei
hungen (E:4) und (E:9) folgt der Beweis der Glei
hung (2:10).E.2 Einige nützli
he logarithmis
he und algebrais
he Funk-tionenDie ersten Funktionen 'n haben eine relativ einfa
he Struktur. Hier sollen aus der Glei
hung (2:10)mit E = 0 und mit � = � = 0 und mit l = 0 die ersten drei Funktionen '1 (y; 0; 0) ; '2 (y; 0; 0) ; '3 (y; 0; 0)bere
hnet werden. Die Glei
hung (2:10) lautet also'n (y; 0; 0) = Z y0 dt(t+ n)2'n�1 (t; 0; 0) ; l = 0; (E.10)da '�n = 'n. Wir haben alsofür n = 1 '1 (y; 0; 0) = Z y0 dt(t+ 1)2 = y1 + y (E.11)und für n = 2 '2 (y; 0; 0) = Z y0 dt(t+ 2)2'1 (t; 0; 0) = Z y0 dt(t+ 2)2 t(t+ 1) :Na
h Partialbru
hzerlegung erhalten wirt(t+2)2(t+1) = A(t+2)2 + B(t+2) + C(t+1) = f (t) : (E.12)Es gilt limt!�2 (t+ 2)2 f (t) = limt!�2 tt+1 = 2 = Alimt!�1 (t+ 1) f (t) = limt!�1 t(t+2)2 = �1 = Cf (0) = 12 + B2 � 1 = 0 ) B = 1Wir haben also t(t+ 2)2 (t+ 1) = 2(t+ 2)2 + 1(t+ 2) � 1(t+ 1)und



66 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2R y0 dt t(t+2)2(t+1) = 2 R y0 dt(t+2)2 + R y0 dt(t+2) � R y0 dt(t+1)= 2y2(2+y) + [ln (t+ 2)℄y0 � [ln (t+ 1)℄y0= y2+y + fln (2 + y)� ln2g � ln (1 + y)= y2+y + ln 2+y2 � ln (1 + y)= y2+y + ln (2 + y)� fln2 + ln (1 + y)g= y2+y + ln (y + 2)� ln f2 (1 + y)g= y2+y + ln� 2+y2(1+y)�= y2+y � ln�2 1+y2+y� :Daher haben wir '2 (y; 0; 0) = y2+y � ln�2 1+y2+y� : (E.13)Für n = 3 gilt'3 (y; 0; 0) = R y0 dt(t+3)2'2 (t; 0; 0)= R y0 dt(t+3)2 n t2+t � ln�2 1+t2+t�o= R y0 dt t(t+3)2(2+t) � R y0 dt(t+3)2 nln2 + ln 1+t2+to= R y0 tdt(t+3)2(t+2) � R y0 ln2dt(t+3)2 � R y0 dt(t+3)2 fln (1 + t)� ln (2 + t)g= R y0 tdt(t+3)2(t+2) � ln2 R y0 dt(t+3)2 � R y0 dtln(1+t)(t+3)2 + R y0 dtln(2+t)(t+3)2 :Mit Hilfe der Partialbru
hzerlegung bekommen wirR y0 tdt(t+3)2(t+2) = y3+y � 2ln�32 2+y3+y�R y0 dt(t+3)2 = y3(3+y) :Die Bere
hnung der restli
hen Integrale ist etwas komplizierter. Dur
h Partialintegration er-halten wir



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 67R y0 ln(1+t)(3+t)2 dt = R y0 ln (1 + t)| {z }=f(t) dt(3 + t)2| {z }=g0 (t)= [f (t) g (t)℄y0 � R y0 f 0 (t) g (t) dt= h� ln(1+t)3+t iy0 + R y0 dt(1+t)(3+t)= � ln(1+y)3+y + R y0 dt(1+t)(3+t)(Pbzerl:) = � ln(1+y)3+y + 12 R y0 dt� 11+t � 13+t�= � ln(1+y)3+y + 12 [ln (1 + t)� ln (3 + t)℄y0= � ln(1+y)3+y + 12 fln (1 + y)� ln (3 + y) + ln3g= � ln(1+y)3+y + 12 nln�1+y3+y�+ ln3o= � ln(1+y)3+y + 12 ln�3 1+y3+y� :Dur
h dieselben Re
hnungen erhalten wirR y0 dt ln(2+t)(3+t)2 = ln23 + ln�32 2+y3+y�� ln(2+y)3+y :Die Summe aller diese Terme lautet'3 (y; 0; 0) = y3+y � ln�32 2+y3+y�� 12 ln�3 1+y3+y�+ 13+y ln�2 1+y2+y� : (E.14)Um den Funktionen Fnx; Gnx; Hnx; Inx; Jnx; Knx eine näherungsweise algebrais
he Form zugeben, müssen wir einige Abs
hätzungen ma
hen, wofür wir insbesondere den Mittelwertsatz nut-zen.Die Funktionen Fnx und eFnxWir haben Fnx(z; �; �) = A (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �)= A (n; �; �) R x0 dt [(1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))℄l[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄l+1= A (n; �; �) eFnx(z;�;�):Es rei
ht also eFnx (z; �; �) abzus
hätzen. Wir haben alsoeFnx (z; �; �) = R x0 dtfn (t+ z; �; �) = R x0 dt [(1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))℄l[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄l+1 : (E.15)Wenn wir die Funktion bFnx (z; �; �) = 1l+1 � [(1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))℄[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄ �l+1 di�erenzie-ren, erhalten wir



68 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2bFnx (z; �; �)0 = 1l+1 �h (1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0= h (1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il 1[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄2 �f[an�1+��i� (1 + an�1+i� (t+ z)) + an�1+i� (1 + an�1+��i� (t+ z))℄ �(1 + an+��i� (t+ z)) (1 + an+i� (t+ z))� [an+��i� (1 + an+i� (t+ z)) + an+i� (1 + an+��i� (t+ z))℄ �(1 + an�1+��i� (t+ z)) (1 + an�1+i� (t+ z))g= [(1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))℄l[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄l+1 fan�1+��i� (1 + an�1+i� (t+ z))+an�1+i� (1 + an�1+��i� (t+ z))� (1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) �[an+��i� (1 + an+i� (t+ z)) + an+i� (1 + an+��i� (t+ z))℄g= fn(t+z;�;�)(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) f(1 + an+��i� (t+ z)) (1 + an+i� (t+ z)) �[an�1+��i� (1 + an�1+i� (t+ z)) + an�1+i� (1 + an�1+��i� (t+ z))℄� [an+��i� (1 + an+i� (t+ z)) + an+i� (1 + an+��i� (t+ z))℄ �(1 + an�1+��i� (t+ z)) (1 + an�1+i� (t+ z))g= fn (t+ z; �; �) (!n (t+ z; �; �))�1 :Wir können also sagenfn (t+ z; �; �) = !fn(t+z;�;�)l+1 �h (1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0!fn (t+ z; �; �) = (1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))�fn(t+z;�;�) (E.16)mit�fn (t+ z; �; �) = fan�1+��i� [1 + an�1+i� (t+ z)℄ + an�1+i� [1 + an�1+��i� (t+ z)℄g� [1 + an+��i� (t+ z)℄ [1 + an+i� (t+ z)℄�fan+��i� [1 + an+i� (t+ z)℄ + an+i� [1 + an+��i� (t+ z)℄g� [1 + an�1+��i� (t+ z)℄ [1 + an�1+i� (t+ z)℄



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 69= [an�1+��i� + an�1+i� + 2an�1+i�an�1+��i� (t+ z)℄ �n1 + [an+i� + an+��i� ℄ (t+ z) + an+��i�an+i� (t+ z)2o� [an+��i� + an+i� + 2an+��i�an+i� (t+ z)℄ �n1 + [an�1+i� + an�1+��i� ℄ (t+ z) + an�1+��i�an�1+i� (t+ z)2o= an�1+��i� + an�1+i�+[(an�1+��i� + an�1+i�) (an+i� + an+��i�)+2an�1+i�an�1+��i� ℄ (t+ z)+ [an+��i�an+i� (an�1+��i� + an�1+i�)+2an�1+i�an�1+��i� (an+i� + an+��i�)℄ (t+ z)2+2an�1+i�an�1+��i�an+��i�an+i� (t+ z)3�fan+��i� + an+i�+[(an+��i� + an+i�) (an�1+i� + an�1+��i�)+2an+��i�an+i� ℄ (t+ z)+ [an�1+��i�an�1+i� (an+��i� + an+i�)+2an+��i�an+i� (an�1+i� + an�1+��i�)℄ (t+ z)2+2an+��i�an+i�an�1+��i�an�1+i� (t+ z)3o= an�1+��i� + an�1+i� � an+��i� � an+i�+2 (an�1+i�an�1+��i� � an+��i�an+i�) (t+ z)+ [an+��i�an+i� (an�1+��i� + an�1+i�)�an�1+��i�an�1+i� (an+��i� + an+i�)+2an�1+i�an�1+��i� (an+i� + an+��i�)�2an+��i�an+i� (an�1+i� + an�1+��i�)℄ (t+ z)2= an�1+��i� + an�1+i� � an+��i� � an+i�+2 (an�1+i�an�1+��i� � an+��i� � an+i�) (t+ z)+ [an�1+i�an�1+��i� (an+i� + an+��i�)�an+��i�an+i� (an�1+i� + an�1+��i�)℄ (t+ z)2= Qfn +Rfn (t+ z) + Sfn (t+ z)2 ;



70 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2d.h. �fn (t+ z; �; �) = Qfn +Rfn (t+ z) + Sfn (t+ z)2 (E.17)und die Funktion !fn wird nun!fn (t+ z; �; �) = (1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))Qfn+Rfn(t+z)+Sfn(t+z)2 (E.18)mitQfn = an�1+��i� + an�1+i� � an+��i� � an+i�Rfn = 2 (an�1+i�an�1+��i� � an+��i�an+i�)Sfn = an�1+i�an�1+��i� (an+i� + an+��i�)� an+��i�an+i� (an�1+i� + an�1+��i�) :(E.19)Wir setzen 
fn (t+ z; �; �) := !fn(t+z;�;�)l+1 : (E.20)Die Glei
hung (E:16) wird alsofn (t+ z; �; �) = 
fn (t+ z; �; �)�h (1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0 ; (E.21)wobei der Stri
h die Ableitung na
h t bedeudet. Wir haben alsoeFnx (z; �; �) = R x0 dtfn (t+ z; �; �)eFnx (z; �; �) = R x0 dt
n (t+ z; �; �)�h (1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0�M:W:S; x2 2 [0; x℄� �= 
fn �x2 + z; �; �� R x0 dt�h (1+an�1+��i�(t+z))(1+an�1+i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0= 
fn �x2 + z; �; ���h (1+an�1+��i�(x+z))(1+an�1+i�(x+z))(1+an+��i�(x+z))(1+an+i�(x+z)) il+1� h (1+an�1+��i�z)(1+an�1+i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1�Die Glei
hung (E:15) lautet jetzteFnx (z; �; �) �= 
fn �x2 + z; �; ���h (1+an�1+��i�(x+z))(1+an�1+i�(x+z))(1+an+��i�(x+z))(1+an+i�(x+z)) il+1� h (1+an�1+��i�z)(1+an�1+i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1� (E.22)und die Funktion Fnx wird zu



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 71
Fnx (z; �; �) �= A (n; �; �) 
fn �x2 + z; �; ���h (1+an�1+��i�(x+z))(1+an�1+i�(x+z))(1+an+��i�(x+z))(1+an+i�(x+z)) il+1� h (1+an�1+��i�z)(1+an�1+i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1� : (E.23)

Die Funktionen Gnx und eGnxWir haben
Gnx (z; �; �) = A (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �)= A (n; �; �) R x0 dt [(1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))℄l[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄l+1= A (n; �; �) eGnx (z; �; �) ;

mit
eGnx (z; �; �) = R x0 dt [(1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))℄l[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄l+1 : (E.24)

Wenn wir die Funktion bGnx (t+ z; �; �) = 1l+1 h (1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1 na
h tdi�erenzieren, erhalten wir



72 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2bGnx (z; �; �)0 = 1l+1 �h (1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0
= h (1+an�1+�+i�(t+z))(1+a�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il 1[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄2 �f[an�1+�+i� (1 + an�1�i� (t+ z)) + an�1�i� (1 + an�1+�+i� (t+ z))℄ �(1 + an+��i� (t+ z)) (1 + an+i� (t+ z))� [an+��i� (1 + an+i� (t+ z)) + an+i� (1 + an+��i� (t+ z))℄ �(1 + an�1+�+i� (t+ z)) (1 + an�1�i� (t+ z))g= [(1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))℄l[(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))℄l+1 fan�1+�+i� (1 + an�1�i� (t+ z))+an�1�i� (1 + an�1+�+i� (t+ z))� (1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) �[an+��i� (1 + an+i� (t+ z)) + an+i� (1 + an+��i� (t+ z))℄g= gn(t+z;�;�)(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) f(1 + an+��i� (t+ z)) (1 + an+i� (t+ z)) �[an�1+�+i� (1 + an�1�i� (t+ z)) + an�1�i� (1 + an�1+�+i� (t+ z))℄� [an+��i� (1 + an+i� (t+ z)) + an+i� (1 + an+��i� (t+ z))℄ �(1 + an�1+�+i� (t+ z)) (1 + an�1�i� (t+ z))g= gn (t+ z; �; �) (!gn (t+ z; �; �))�1 :Es gilt alsogn (t+ z; �; �) = !gn(t+z;�;�)l+1 �h (1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0 (E.25)mit !gn (t+ z; �; �) = (1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))�gn(t+z;�;�) (E.26)und �gn (t+ z; �; �) = fan�1+�+i� [1 + an�1�i� (t+ z)℄ + an�1�i� [1 + an�1+�+i� (t+ z)℄g� [1 + an+��i� (t+ z)℄ [1 + an+i� (t+ z)℄�fan+��i� [1 + an+i� (t+ z)℄ + an+i� [1 + an+��i� (t+ z)℄g� [1 + an�1+�+i� (t+ z)℄ [1 + an�1�i� (t+ z)℄



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 73= n1 + [an+��i� + an+i� ℄ (t+ z) + an+��i�an+i� (t+ z)2o �[an�1+�+i� + an�1�i� + 2an�1+�+i�an�1�i� (t+ z)℄�n1 + [an�1�i� + an�1+�+i� ℄ (t+ z) + an�1+�+i�an�1�i� (t+ z)2o� [an+��i� + an+i� + 2an+��i�an+i� (t+ z)℄= fan�1+�+i� + an�1�i�+[(an�1+�+i� + an�1�i�) (an+��i� + an+i�) + 2an�1+�+i�an�1�i� ℄ (t+ z)+ [an+��i�an+i� (an�1+�+i� + an�1�i�)+an�1+�+i�an�1�i� (an+��i� + an+i�)℄ (t+ z)2+2an�1+�+i�an�1�i�an+��i�an+i� (t+ z)3o�fan+��i� + an+i�+[(an+��i� + an+i�) (an�1�i� + an�1+�+i�) + 2an+��i�an+i� ℄ (t+ z)+ [an�1+�+i�an�1�i� (an+��i� + an+i�)+2an+��i�an+i� (an�1�i� + an�1+�+i�)℄ (t+ z)2+2an+��i�an+i�an�1+�+i�an�1�i� (t+ z)3o= (an�1+�+i� + an�1�i� � an+��i� � an+i�)+2 [an�1+�+i�an�1�i� � an+��i�an+i� ℄ (t+ z)+ [an�1+�+i�an�1�i� (an+��i� + an+i�)�an+��i�an+i� (an�1+��i� + an�1�i�)℄ (t+ z)2= Qgn +Rgn (t+ z) + Sgn (t+ z)2 :Wir haben also �gn (t+ z; �; �) = Qgn + Rgn (t+ z) + Sgn (t+ z)2 (E.27)und !gn (t+ z; �; �) = (1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z))Qgn+Rgn(t+z)+Sgn(t+z)2 (E.28)mit



74 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2Qgn = an�1+��i� + an�1�i� � an+��i� � an+i�Rgn = 2 (an�1+�+i�an�1�i� � an+��i�an+i�)Sgn = an�1+�+i�an�1�i� (an+��i� + an+i�)� an+��i�an+i� (an�1+�+i� + an�1�i�) :(E.29)Wir setzen nun 
gn (t+ z; �; �) = !gn(t+z;�;�)l+1 : (E.30)Die Glei
hung (E:25) wird daher zugn (t+ z; �; �) = 
gn (t+ z; �; �)�h (1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0 : (E.31)Wir haben alsoeGnx (z; �; �) = R x0 dt
gn (t+ z; �; �)�h (1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0�M:W:S; x2 2 [0; x℄� �= 
gn �x2 + z; �; �� R x0 dt�h (1+an�1+�+i�(t+z))(1+an�1�i�(t+z))(1+an+��i�(t+z))(1+an+i�(t+z)) il+1�0= 
gn �x2 + z; �; ���h (1+an�1+�+i�(x+z))(1+an�1�i�(x+z))(1+an+��i�(x+z))(1+an+i�(x+z)) il+1� h (1+an�1+�+i�z)(1+an�1�i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1� :Die Funktionen eGnx und Gnx haben also die folgenden FormeneGnx (z; �; �) = 
gn �x2 + z; �; ���h (1+an�1+�+i�(x+z))(1+an�1�i�(x+z))(1+an+��i�(x+z))(1+an+i�(x+z)) il+1� h (1+an�1+�+i�z)(1+an�1�i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1� (E.32)undGnx (z; �; �) = A (n; �; �) 
gn �x2 + z; �; ���h (1+an�1+�+i�(x+z))(1+an�1�i�(x+z))(1+an+��i�(x+z))(1+an+i�(x+z)) il+1� h (1+an�1+�+i�z)(1+an�1�i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1� : (E.33)Die Funktion InxWir s
hreiben Inx (z; �; �) in der FormInx (z; �; �) = B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ��= B (n; �; �) eInx (z; �; �) : (E.34)



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 75Die Funktion fn�1�t0+z;�;��fn(t0+z;�;�) sei auf t0 2 [0; t℄ stetig, dann können wir na
h dem ersten Mittel-wertsatz der Integralre
hnung s
hreibeneInx (z; �; �) = R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ��= R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0 fn�1�t0+z;�;��fn(t0+z;�;�) fn �t0 + z; �; ����t 2 h0; t0i� �= R x0 dt fn�1(�t+z;�;�)fn(�t+z;�;�) fn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn �t0 + z; �; ��(� 2 [0; 1℄) �= fn�1(�x+z;�;�)fn(�x+z;�;�) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn �t0 + z; �; ���O:B:d:A: � = 12� = fn�1( x2+z;�;�)fn( x2+z;�;�) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn �t0 + z; �; ��:= �in �x2 + z; �; �� R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn �t0 + z; �; ��= �in �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �) :Wir haben also na
h der Glei
hung (E:34)eInx (z; �; �) = R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; �� = �in �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �) ;(E.35)und Inx (z; �; �) = B (n; �; �) �in �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �) : (E.36)Dabei haben wir verwendet:R x0 dt fn (t+ z; �; �)| {z }= eF 0nt(z;�;�) Z t0 dt0fn �t0 + z; �; ��| {z }= eFnt(z;�;�) = R x0 dt ddt � 12 eF 2nt (z; �; �)�= h 12 eF 2nt (z; �; �)ix0= 12 eF 2nx (z; �; �)� 12 eF 2n0 (z; �; �)= 12 eF 2nx (z; �; �) ; (E.37)
also R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; �� = 12 eF 2nx (z; �; �) ; (E.38)da na
h der Glei
hung (E:22) gilteFn0 (z; �; �) / �h (1+an�1+��i�z)(1+an�1+i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1 � h (1+an�1+��i�z)(1+an�1+i�z)(1+an+��i�z)(1+an+i�z) il+1�= 0:



76 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2Für die Funktion �in haben wir�in (t; �; �) = fn�1(t;�;�)fn(t;�;�)= [(1+an�2+��i�t)(1+an�2+i�t)℄l[(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)℄l+1 [(1+an+��i�t)(1+an+i�t)℄l+1[(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)℄l= h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il+1 h (1+an�2+��i�t)(1+an�2+i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il ;also �in (t; �; �) = h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il+1 h (1+an�2+��i�t)(1+an�2+i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il= fn�1(t;�;�)fn(t;�;�) : (E.39)Die Funktion HnxWir s
hreiben Hnx (z; �; �) in der FormHnx (z; �; �) = B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ��= B (n; �; �) eHnx (z; �; �) : (E.40)Aufgrund derselben Überlegungen, die wir s
hon in den obigen Re
hnungen angestellt haben,gilt: eHnx (z; �; �) = R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ��= R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0 gn�1�t0+z;�;��fn(t0+z;�;�) fn �t0 + z; �; ��(M:W:S:) �= gn�1( x2+z;�;�)fn( x2+z;�;�) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dtfn �t0 + z; �; ��:= �hn �x2 + z; �; �� R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn �t0 + z; �; ��(Gl:(A:139)) = �hn �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �) ;alsoeHnx (z; �; �) = R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; �� = �hn �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �) ;(E.41)und die Glei
hung (E:39) wird zuHnx (z; �; �) = B (n; �; �) eHnx (z; �; �) = B (n; �; �) �hn �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �) : (E.42)Für die Funktion �hn gilt



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 77�hn (t; �; �) = gn�1(t;�;�)fn(t;�;�)= [(1+an�2+�+i�t)(1+an�2�i�t)℄l[(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)℄l+1 [(1+an+��i�t)(1+an+i�t)℄l+1[(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)℄l= h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il+1 h (1+an�2+�+i�t)(1+an�2�i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il ;also�hn (t; �; �) = gn�1(t;�;�)fn(t;�;�)= h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il+1 h (1+an�2+�+i�t)(1+an�2�i�t)(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)il : (E.43)Die Funktion JnxWir s
hreiben Jnx (z; �; �) in der FormJnx (z; �; �) = C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ��= C (n; �; �) eJnx (z; �; �) ; (E.44)mit eJnx (z; �; �) = R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ��= R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0 f�n�1�t0+z;�;��gn(t0+z;�;�) gn �t0 + z; �; ��(M:W:S:; siehe oben) �= f�n�1( x2+z;�;�)gn( x2+z;�;�) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn �t0 + z; �; ��(sieheGl:(A:139)) = �jn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) ;d.h.eJnx (z; �; �) = R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; �� = �jn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) ;(E.45)undJnx (z; �; �) = C (n; �; �) eJnx (z; �; �) = C (n; �; �) �jn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) : (E.46)Wie in der Glei
hung (E:37) haben wirR x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn �t0 + z; �; �� = 12 eG2nx (z; �; �) : (E.47)Für die Funktion �jn gilt



78 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2�jn (t; �; �) = f�n�1(t;�;�)gn(t;�;�)= [(1+an�2+�+i�t)(1+an�2�i�t)℄l[(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)℄l+1 [(1+an+��i�t)(1+an+i�t)℄l+1[(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)℄l= h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il+1 h (1+an�2+�+i�t)(1+an�2�i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il ;also�jn (t; �; �) = f�n�1(t;�;�)gn(t;�;�)= h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il+1 h (1+an�2+�+i�t)(1+an�2�i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il : (E.48)Die Funktion KnxWir s
hreiben Knx (z; �; �) in der FormKnx (z; �; �) = C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ��= C (n; �; �) eKnx (z; �; �) ; (E.49)mit eKnx (z; �; �) = R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ��= R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0 g�n�1�t0+z;�;��gn(t0+z;�;�) gn �t0 + z; �; ��(M:W:S:) �= g�n�1( x2+z;�;�)gn( x2+z;�;�) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn �t0 + z; �; ��:= �kn �x2 + z; �; �� R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn �t0 + z; �; ��= �kn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) ;d.h.eKnx (z; �; �) = R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; �� = �kn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) ;(E.50)undKnx (z; �; �) = C (n; �; �) eKnx (z; �; �) = C (n; �; �) �kn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) : (E.51)Für die Funktion �kn gilt�kn (t; �; �) = g�n�1(t;�;�)gn(t;�;�)= [(1+an�2+��i�t)(1+an�2+i�t)℄l[(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)℄l+1 [(1+an+��i�t)(1+an+i�t)℄l+1[(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)℄l= h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il+1 h (1+an�2+��i�t)(1+an�2+i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il ;



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 79also�kn (t; �; �) = g�n�1(t;�;�)gn(t;�;�)= h (1+an+��i�t)(1+an+i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il+1 h (1+an�2+��i�t)(1+an�2+i�t)(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)il : (E.52)
Die Funktionen (I +K)nx und (H + J)nxWir setzen (I +K)nx (z; �; �) := Inx (z; �; �) +Knx (z; �; �)= B (n; �; �) �in �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �)+C (n; �; �) �kn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) ; (E.53)

und (H + J)nx (z; �; �) := Hnx (z; �; �) + Jnx (z; �; �)= B (n; �; �) �hn �x2 + z; �; �� 12 eF 2nx (z; �; �)+C (n; �; �) �jn �x2 + z; �; �� 12 eG2nx (z; �; �) : (E.54)
E.2.1 Re
hnungen zum Fall der Nullenergiezustände bei � = 0Hier mö
hten wir zeigen, daÿ die Glei
hung (2:11) ein guter Ansatz für die Lösung der Glei
hung(2:10) ist. Wir bemerken, daÿ dann wenn E = 0 und � = 0 ist, au
h � = � = 0 sind. Dieskann man aus den Glei
hungen (C:9) und (2:6) entnehmen. Wir werden für n = 1 zeigen, daÿ dieGlei
hung (2:10) die Relation (2:11) erfüllt, und werden s
hlieÿli
h die Rekurrenz für irgendein nabs
hätzen. Für � = � = 0 ist 'n (y; 0; 0) = '�n (y; 0; 0) und die Glei
hung (2:10) wird also zu'n (y; 0; 0) = Z y0 dt (t+ n� 1)2l(t+ n)2(l+1) 'n�1 (t; 0; 0) : (E.55)Für n = 1 haben wir



80 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2
'1 (y; 0; 0) = R y0 dt t2l(t+1)2(l+1) '0 (y; 0; 0)| {z }=1= R y0 dt t2l(t+1)2(l+1)= R y0 dt(t+1)2 � tt+1�2l= R y0 dt� tt+1�2l ddt � tt+1�= 12l+1 �� tt+1�2+1�y0= 12l+1 � yy+1�2l+1= 12l+1 � yy+1�2l � yy+1�= 11!(2l+1)1 � yy+1�2l y1(y+1)1 :

Nehmen wir an,daÿ für n� 1 gilt
'n�1 (y; 0; 0) = 1(n� 1)! (2l+ 1)n�1 � yy + n� 1�2l yn�1(y + 1)n�1 ;

dann haben wir für irgendein n



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 81'n (y; 0; 0) = 1(n�1)!(2l+1)n�1 R y0 dt (t+n�1)2l(t+n)2(l+1) � tt+n�1�2l tn�1(t+1)n�1= 1(n�1)!(2l+1)n�1 R y0 dt (t)2l(t+n)2(l+1) tn�1(t+1)n�1= 1(n�1)!(2l+1)n�1 R y0 dt 1(t+n)2 � tt+n�2l tn�1(t+1)n�1= 1n(n�1)!(2l+1)n�1 R y0 dt0BBBB� ddt � tt+ n�| {z }= n(t+n)2 1CCCCA� tt+n�2l tn�1(t+1)(t+2):::(t+n�1)= 1n!(2l+1)n�1 �R y0 dt� ddt � tt+n��� tt+n�2l � tt+n�� t+nt+1�� tt+n�� t+nt+2� :::� tt+n�� t+nt+n�1�= 1n!(2l+1)n�1 R y0 dt� ddt � tt+n��� tt+n�2l+n�1 (t+n)n�1(t+1)(t+2):::(t+n�1)= 1n!(2l+1)n�1 R y0 dt 1(2l+n) ddt � tt+n�2l+n (t+n)n�1(t+1)(t+2):::(t+n�1)= 1n! (2l+ 1)n�1 (2l+ n)| {z }=(2l+1)n R y0 dt ddt � tt+n�2l+n (t+n)n�1(t+1)(t+2):::(t+n�1)= 1n!(2l+1)n R y0 dt ddt � tt+n�2l+n (t+n)n�1(t+1)(t+2):::(t+n�1)= 1n!(2l+1)n ���� tt+n�2l+n (t+n)n�1(t+1):::(t+n�1)�y0 � R y0 dt� tt+n�2l+n ddt � (t+n)n�1(t+1):::(t+n�1)���= 1n!(2l+1)n �� yy+n�2l+n (y+n)n�1(y+1)(y+2):::(y+n�1) � o� yy+n�2l+n+1��= 1n!(2l+1)n � yy+n�2l+n (y+n)n(y + 1) (y + 2) ::: (y + n)| {z }=(y+1)n= 1n!(2l+1)n � yy+n�2l � yy+n�n (y+n)n(y+1)n= 1n!(2l+1)n � yy+n�2l yn(y+1)nWir bere
hnen jetzt 'n (1; 0; 0) und setzen das Ergebnis in die Glei
hung (2:13) ein. Mansieht , daÿ



82 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2limy!1'n (y; 0; 0) = 1n! (2l + 1)n (E.56)ist. Wenn wir diese Glei
hung in die Glei
hung (2:13) einsetzen, erhalten wirR000 (1) = P1n=0 (��0)n 'n (1; 0; 0)= P1n=0 (��0)nn!(2l+1)n= P1n=0 (�1)n �n0n! (2l + 1)n| {z }= (2l+n)!(2l)! = �(2l+n+1)(2l)!= (2l)!P1n=0 (�1)nn!�(2l+n+1) � 2p�02 �2(n+l)= (2l)!J2l �2p�0�= 0, J2l �2p�0� = 0;denn Jp (x) = 1Xk=0 (�1)kk!� (p+ k + 1) �x2�2(k+ p2 ) : (E.57)Die Bessel-Funktion Jp (x) hat im Unendli
hen die folgende FormJp (x) !x!1 r 2�x
os�x� �p2 � �4 �+ o� 1px� : (E.58)Für Jp (x) = 0 gilt daher asymptotis
hx� �p2 � �4 = �2 + k� k 2 =, x = �p2 + 14 + 12 + k��= �p2 + 34 + k��:Es sei k := nr � 1 = lmax, dann haben wir x = �p2 + nr � 14��. Wenn wir jetzt x dur
h 2p�0und p dur
h 2l ersetzen, erhalten wir das erwartete Resultat d.h. 2p�0 = �l + nr � 14��. Wennn = nr + l die Hauptquantenzahl ist, muÿ also nr = 1 sein, da l = lmax = n� 1 sein soll. Daherhaben wir also 2p�0 = �l + nr � 14�� = nr+l=n �n� 14��, p�0 = �n� 14� �2, �0 = �n� 14�2 �24 =Gl:(2:6) f24� 2m�0�h2 ; l = lmax = n� 1Um die Glei
hung (2:16) zu erhalten, setzen wir die 'k(k=1;2;3) (4� k; 0; 0) in die Glei
hung(2:15) ein. Folgli
h erhalten wir



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 83R000 (4) = P3k=0 (��0)k 'k (4� k; 0; 0)= '0 (4; 0; 0)� �0'1 (3; 0; 0) + �20'2 (2; 0; 0)� �30'3 (1; 0; 0)(s:A:2:5) = 1� 34�0 + � 12 � ln 32� �20 � � 14 � ln 98 � 12 ln 32 + 14 ln 43� �30= 0:Wir können nun sagen� 14 � ln 98 � 12 ln 32 + 14 ln 43� �30 = � 14 � ln 98 � 14 �2ln 32 � ln 43�	 �30= � 14 � ln 98 � 14 �ln 94 � ln 43�	 �30= � 14 � ln 98 � 14 �ln 94 + ln 43�	 �30= � 14 � ln 98 � 14 ln � 94 34�	 �30= � 14 � ln 98 � 14 ln 2716	 �30) R000 (4) = 1� 34�0 + � 12 � ln 32� �20 � � 14 � ln 98 � 14 ln 2716� �30 = 0:E.2.2 Re
hnungen zu (2:17)Wir haben na
h der Glei
hung (1:63),d.h. na
hRen�0f (1)o = 0;und na
h der Glei
hung (2:6) die Glei
hungR0�� (s) = R0�� � ��0� := �0f (�) : (E.59)Wenn wir den Limes im Unendli
hen auf den beiden Seiten der obigen Glei
hung nehmen,erhalten wir lim�!1R0�� � ��0� = R0�� (1) = �0f (1) =(1:63) 0: (E.60)Wenn die re
hte Seite der Glei
hung (2:11) Null ist, muÿ ihre linke Seite au
h Null sein.Daraus folgt R0�� (1) = 1Xn=0 (��0)n 'n (1; �; �) = 0:Man erhält das mittlere Glied der obigen Glei
hung aus der Glei
hung (2:9).Für s ! 1 ist� (s� n) = 1 und der Limes im Unendli
hen der beiden Seiten der Glei
hung (2:9) ergibt si
h zulims!1R0�� (s) = 1Xn=0 (��0)n � (s� n)'n (s� n; �; �) = 1Xn=0 (��0)n 'n (1; �; �) = 0: (E.61)



84 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2E.2.3 Re
hnungen zu (2:18)Wir gehen von der Glei
hung (2:8) aus, und ma
hen s ! n von unten her und [s℄ ! n� 1. Wirerhalten also R0�� (s) = P[s℄n=0 (��0)n 'n (s� n; �; �)) R0�� (n) = Pn�1k=0 (��0)k 'k (n� k; �; �)In dem bei [12℄ behandelten Fall � = 0 konvergiert diese Reihe besser als (2.17). Im vor-liegenden Fall ist dies ni
ht ohne weiteres zu sehen, erweist si
h aber numeris
h trotzdem alszutre�end.E.2.4 Re
hnungen zu (2:21) und (2:22)Aus der Glei
hung (2:20), d.h. aus'n (y; �; �) = �n(z;�;�)n!(1+�)n[(n+��i�)(n+i�)℄lfolgt �n (z; �; �) = n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l 'n (y; �; �)Wenn wir die Glei
hung (2:10) auf die Funktionen �n umre
hnen, erhalten wir�n (z; �; �) = n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l 12 R y(z)0 dtn [(t+n�1+��i�)(t+n+i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 'n�1 (t; �; �)+ [(t+n�1+�+i�)(t+n�1�i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 '�n�1 (t; �; �)o(Gl:(2:19)) = n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l 12 R z1��z0 dtn [(t+n�1+��i�)(t+n�1+i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 'n�1 (t; �; �)+ [(t+n�1+�+i�)(t+n�1�i�)℄l[(t+n+��i�)(t+n+i�)℄l+1 '�n�1 (t; �; �)o�t! t1��t� = n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l 12 R z0 dt(1��t)2 � [( t1��t+n�1+��i�)( t1��t+n�1+i�)℄l[( t1��t+n+��i�)( t1��t+n+i�)℄l+1 �'n�1 � t1��t ; �; ��+ [( t1��t+n�1+�+i�)( t1��t+n�1�i�)℄l[( t1��t+n+��i�)( t1��t+n+i�)℄l+1 '�n�1 � t1��t ; �; ���= n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l 12 R z0 dt(1��t)2 �( h( 11��t )2ft+(n�1+��i�)(1��t)gft+(n�1+i�)(1��t)gilh( 11��t )2ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)gil+1 'n�1 � t1��t ; �; ��+h( 11��t )2ft+(n�1+�+i�)(1��t)gft+(n�1�i�)(1��t)gilh( 11��t )2ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)gil+1 '�n�1 � t1��t ; �; ��)= n! (1 + �)n [(n+ �� i�) (n+ i�)℄l 12 R z0 dtn [ft+(n�1+��i�)(1��t)gft+(n�1+i�)(1��t)g℄l[ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)g℄l+1 �'n�1 � t1��t ; �; ��+ [ft+(n�1+�+i�)(1��t)gft+(n�1�i�)(1��t)g℄l[ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)g℄l+1 '�n�1 � t1��t ; �; ��o :
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h den Glei
hungen (2:19) und (2:20) folgendes:'n�1 � t1�� ; �; �� = �n�1(t;�;�)(n�1)!(1+�)n�1[(n�1+��i�)(n�1+i�)℄l'�n�1 � t1��t ; �; �� = ��n�1(t;�;�)(n�1)!(1+�)n�1[(n�1+�+i�)(n�1�i�)℄lDaher haben wir�n (z; �; �) = 12 R z0 dtn n!(1+�)n[(n+��i�)(n+i�)℄l(n�1)!(1+�)n�1[(n�1+��i�)(n�1+i�)℄l �[ft+(n�1+��i�)(1��t)gft+(n�1+i�)(1��t)g℄l[ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)g℄l+1 �n�1 (t; �; �)+ n!(1+�)n[(n+��i�)(n+i�)℄l(n�1)!(1+�)n�1[(n�1+�+i�)(n�1�i�)℄l �[ft+(n�1+�+i�)(1��t)gft+(n�1�i�)(1��t)g℄l[ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)g℄l+1 ��n�1 (t; �; �)o= 12 R z0 dtnn(n+�)[(n+��i�)(n+i�)℄l[(n�1+��i�)(n�1+i�)℄l �[ft+(n�1+��i�)(1��t)gft+(n�1+i�)(1��t)g℄l[ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)g℄l+1 �n�1 (t; �; �)+n(n+�)[(n+��i�)(n+i�)℄l[(n�1+�+i�)(n�1�i�)℄l �[ft+(n�1+�+i�)(1��t)gft+(n�1�i�)(1��t)g℄l[ft+(n+��i�)(1��t)gft+(n+i�)(1��t)g℄l+1 ��n�1 (t; �; �)o= 12 R z0 dtnn(n+�)[(n+��i�)(n+i�)℄l[(n�1+��i�)(n�1+i�)℄l �[fn�1+��i�+[1��(n�1+��i�)℄tgfn�1+i�+[1��(n�1+i�)℄tg℄l[fn+��i�+[1��(n+��i�)℄tgfn+i�+[1��(n+i�)℄tg℄l+1 �n�1 (t; �; �)+n(n+�)[(n+��i�)(n+i�)℄l[(n�1+�+i�)(n�1�i�)℄l �[fn�1+�+i�+[1��(n�1+�+i�)℄tgfn�1�i�+[1��(n�1�i�)℄tg℄l[fn+��i�+[1��(n+��i�)℄tgfn+i�+[1��(n+i�)℄tg℄l+1 ��n�1 (t; �; �)o= 12 R z0 dtnn(n+�)[(n+��i�)(n+i�)℄l[(n�1+��i�)(n�1+i�)℄l[(n�1+��i�)(n�1+i�)℄l[(n+��i�)(n+i�)℄l+1 �[f1+( 1n�1+��i���)tgf1+( 1n�1+i���)tg℄l[f1+( 1n+��i���)tgf1+( 1n+i���)tg℄l+1 �n�1 (t; �; �)+n(n+�)[(n+��i�)(n+i�)℄l[(n�1+�+i�)(n�1�i�)℄l[(n�1+�+i�)(n�1�i�)℄l[(n+��i�)(n+i�)℄l+1 �[f1+( 1n�1+�+i���)tgf1+( 1n�1�i���)tg℄l[f1+( 1n+��i���)tgf1+( 1n+i���)tg℄l+1 ��n�1 (t; �; �)�
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(Gl: (2:23)) = n(n+�)2(n+i�)(n+��i�) R z0 dt8>>>><>>>>: [(1 + an�1+��i�t) (1 + an�1+i� t)℄l[(1 + an+��i� t) (1 + an+i�t)℄l+1| {z }=fn(t;�;�) �n�1 (t; �:�)

+ [(1 + an�1+�+i�t) (1 + an�1�i�t)℄l[(1 + an+��i�t) (1 + an+i�t)℄l+1| {z }=gn(t;�;�) ��n�1 (t; �; �)9>>>>=>>>>;= n(n+�)2(n+��i�)(n+i�) R z0 dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	 :E.2.5 Re
hnungen zu (2:24)Wenn wir in der Glei
hung (2:22) z dur
h z + x ersetzen, erhalten wir�n (z + x; �; �) = n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)�R z+x0 dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	(8z 2 ℄0; z + x[) = n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)�R z0 dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	+ n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)�R z+xz dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	= n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)�R z0 dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	+ n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)�R x0 dt�fn (t+ z; �; �)�n�1 (t+ z; �; �) + gn (t+ z; �; �)��n�1 (t+ z; �; �)	= �n (z; �; �)+ n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)�R x0 dt�fn (t+ z; �; �)�n�1 (t+ z; �; �) + gn (t+ z; �; �) ��n�1 (t+ z; �; �)	 ;hierbei haben wir die Substitution t0 = t� z benutzt, indem wir folgendermaÿen fortgefahrensind.Es sei nun



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 87I (n; z; x; �; �) = R z+xz dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	 :Mit der Substitution t0 = t� z haben wir:t0 = t� z (z = 
te)) dt0 = dt) t0 (z) = 0) t0 (z + x) = xund I (n; z; x; �; �) = R x0 dt0 nfn �t0 + z; �; ���n�1 �t0 + z; �; ��+gn �t0 + z; �; ����n�1 �t0 + z; �; ��o�OBdA t0 = t� = R x0 dt ffn (t+ z; �; �) �n�1 (t+ z; �; �)+gn (t+ z; �; �)��n�1 (t+ z; �; �)	E.2.6 Re
hnungen zu (2:25)� (2:27)Analog zur Glei
hung (2:24) haben wir�n�1 (t+ z; �; �) = �n�1 (z; �; �) + (n�1)(n�1+�)(n�1+i�)(n�1+��i�)�R t0 dt0 nfn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��+gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��o ; (E.62)und��n�1 (t+ z; �; �) = (n�1)(n�1+�)(n�1�i�)(n�1+�+i�) R t0 dtnf�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��+g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��o ; (E.63)mit f�n (t; �; �) = [(1+an�1+�+i�t)(1+an�1�i�t)℄t[(1+an+�+i�t)(1+an�i�t)℄l+1g�n (t; �; �) = [(1+an�1+��i�t)(1+an�1+i�t)℄l[(1+an+�+i�t)(1+an�i�t)℄l+1 : (E.64)Die Glei
hung (2:24) wird also zu
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�n (z + x; �; �) = �n (z; �; �) + n(n+�)(n+i�)(n+��i�) 12 R x0 dt ffn (t+ z; �; �) [�n�1 (z; �; �)+(n�1)(n�1+�)(n�1+i�)(n�1+��i�) 12 R t0 dt0 �fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��+gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ���i+gn (t+ z; �; �) h��n�1 (z; �; �) + (n�1)(n�1+�)(n�1�i�)(n�1+�+i�)�12 R t0 dt0 �f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��+g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ���io= �n (z; �; �) + n(n+�)(n+i�)(n+��i�) 12 R x0 dt f�n�1 (z; �; �) fn (t+ z; �; �)+��n�1 (z; �; �) gn (t+ z; �; �)	+ n(n+�)(n�1)(n�1+�)4(n+i�)(n+��i�)(n�1+i�)(n�1+��i�) R x0 dtfn (t+ z; �; �) �nR t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��+ R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ��o+ n(n+�)(n�1)(n�1+�)4(n+i�)(n+��i�)(n�1�i�)(n�1+�+i�) R x0 dtgn (t+ z; �; �) �nR t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��+R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��o= �n (z; �; �) +A (n; �; �)��n�1 (z; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �)+��n�1 (z; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �)	+B (n; �; �)nR x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��+ R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��o+C (n; �; �)nR x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��+ R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��omit
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A (n; �; �) = n(n+�)2(n+i�)(n+��i�)B (n; �; �) = n(n+�)(n�1)(n�1+�)4(n+i�)(n+��i�)(n�1+i�)(n�1�i�)C (n; �; �) = n(n+�)(n�1)(n�1+�)4(n+i�)(n+��i�)(n�1�i�)(n�1+�+i�) :

E.2.7 Re
hnungen zu (2:29)Die Glei
hungen (2:28) ergeben mit den Näherungen (2:30)
B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��= 12 [�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)℄ Inx (z; �; �) + �1 (x)B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��= 12 ���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)�Hnx (z; �; �) + �2 (x)C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��= 12 ���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)� Jnx (z; �; �) + �3 (x)C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��= 12 [�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)℄Knx (z; �; �) + �4 (x) :

(E.65)

Daher wird die Glei
hung (2:27) also



90 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2�n (z + x; �; �) = �n (z; �; �) + �n�1 (z; �; �)Fnx (z; �; �) + ��n�1 (z; �; �)Gnx (z; �; �)+ 12 8><>:[�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)℄ [Inx (z; �; �) +Knx (z; �; �)℄| {z }:=(I+K)nx(z;�;�)+ ���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)� [Hnx (z; �; �) + Jnx (z; �; �)℄| {z }:=(H+J)nx(z;�;�) 9>=>;+ �1 (x) + �2 (x) + �3 (x) + �4 (x)| {z }:=�(x)= �n (z; �; �) + �n�1 (z; �; �)Fnx (z; �; �) + ��n�1 (z; �; �)Gnx (z; �; �)+ 12 f[�n�2 (z + x; �; �) + �n�2 (z; �; �)℄ (I +K)nx (z; �; �)+ ���n�2 (z + x; �; �) + ��n�2 (z; �; �)� (H + J)nx (z; �; �)	+� (x) :E.2.8 Re
hnungen zu (2:33)Man kann für alle Reelle � und � zeigen, daÿ die Funktion j �n (z; �; �) j untere Grenze einer mitz monoton wa
hsenden Funktion Rn (z; �; �) ist, d.h.j �n (z; �; �) j � Rn (z; �; �) ; 8z 2 < : (E.66)In der Tat haben wir:�n (z; �; �) = A (n; �; �) R z0 dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	)j �n (z; �; �) j � j A (n; �; �) j Z z0 dt fj fn (t; �; �) j + j gn (t; �; �) jg j �n�1 (t; �; �) j| {z }:=Rn(z;�;�))j �n (z; �; �) j � Rn (z; �; �)E.2.9 Re
hnungen zu (2:34)Wir setzen in den Glei
hungen (2:28) folgendes ein:T1 (z + x; z; �; �) = B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0fn�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��T2 (z + x; z; �; �) = B (n; �; �) R x0 dtfn (t+ z; �; �) R t0 dt0gn�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��T3 (z + x; z; �; �) = C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0g�n�1 �t0 + z; �; ���n�2 �t0 + z; �; ��



E.2. EINIGE NÜTZLICHE LOGARITHMISCHE UND ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN 91T4 (z + x; z; �; �) = C (n; �; �) R x0 dtgn (t+ z; �; �) R t0 dt0f�n�1 �t0 + z; �; ����n�2 �t0 + z; �; ��Wir haben also mit Hilfe der Glei
hungen (2:30) :�1 (x) = T1 (z + x; z; �; �)� h�n�2(z+x;�;�)+�n�2(z;�;�)2 i Inx (z; �; �))j �1 (x) j � j T1 (z + x; z; �; �) j + 12 [j �n�2 (z + x; �; �) j + j �n�2 (z; �; �) j℄ j Inx (z; �; �) j| {z }�S1n(z+x;z;�;�)mitS1n (z + x; z; �; �) = j B (n; �; �) j R x0 dt j fn (t+ z; �; �) j R t0 dt j fn�1 �t0 + z; �; �� jundj T1 (z + x; z; �; �) j � j B (n; �; �) j R x0 dt j fn (t+ z; �; �) j R t0 dt0 j fn�1 �t0 + z; �; �� j �j �n�2 �t0 + z; �; �� j� j B (n; �; �) j R x0 dt j fn (t+ z; �; �) j R t0 dt0 j fn�1 �t0 + z; �; �� j �Rn�2 �t0 + z; �; ��� Rn�2 (z + x; �; �)S1n (z + x; z; �; �)Wir haben alsoj �1 (x) j � Rn�2 (z + x; �; �)S1n (z + x; z; �; �) + 12 264Rn�2 (z + x; �; �) + Rn�2 (z; �; �)| {z }�Rn�2(z+x;�;�)375S1n (z + x; z; �; �)� 2Rn�2 (z + x; �; �)S1n (z + x; z; �; �)| {z }!0 fuer x!0)j �1 (x) j ! 0 fuer x! 0Dieselben Re
hnungen ergeben für j �2 (x) j; j �3 (x) j; j �4 (x) j:j �2 (x) j � 2Rn�2 (z + x; �; �)S2n (z + x; z; �; �)j �3 (x) j � 2Rn�2 (z + x; �; �)S3n (z + x; z; �; �)j �4 (x) j � 2Rn�2 (z + x; �; �)S4n (z + x; z; �; �)



92 ANHANG E. RECHNUNGEN ZU DEN FORMELN IM KAPITEL 2mitS2n (z + x:z; �; �) = j B (n; �; �) j R x0 dt j fn (t+ z; �; �) j R t0 dt0 j gn�1 �t0 + z; �; �� jS3n (z + x; z; �; �) = j C (n; �; �) j R x0 dt j gn (t+ z; �; �) j R t0 dt0 j g�n�1 �t0 + z; �; �� jS4n (z + x; z; �; �) = j C (n; �; �) j R x0 dt j gn (t+ z; �; �) j R t0 dt0 j f�n�1 �t0 + z; �; �� j :Es gilt wie bei S1n (z + x; z; �; �),limx!0 Sin (z + x; z�; �) ! 0 (i = 1; 2; 3; 4) :Da � (x) = �1 (x) + �2 (x) + �3 (x) + �4 (x)ist, haben wir j � (x) j � Rn�2 (z + x; �; �)Sn (z + x; z; �; �)mit Sn (z + x; z; �; �) = P4i=1 Sin (z + x; z; �; �) :j � (x) j kann also beliebig klein gema
ht werden.Für das rekursive Verfahren (2:36) ist der Anfangswert �0 (z; �; �) = 1 zu setzen, und für allenatürli
hen ganzen Zahlen n muss ��n (z; �; �) = 0 sein. Für z = 0 ist �n (0; �; �) = 0, da�n (0; �; �) = limz!0 �n (z; �; �)= n(n+�)2(n+i�)(n+��i�) limz!0 R z0 dt�fn (t; �; �) �n�1 (t; �; �) + gn (t; �; �) ��n�1 (t; �; �)	= 0;wegen limz!0 Z z0 dt::: = 0: (E.67)E.2.10 Re
hnungen zu (2:38)Da der maximale Wert den eine Drehimpulsquantenzahl annehmen darf lmax = n� 1 ist, erhaltenwir aus der Glei
hung (2:18)limn!1 R0�� (n) = limn!1Pn�1k=0 (��0)k 'k (n� k; �; �)(n = 1 + nmax) = Pnmaxk=0 (��0)k 'k (1 + nmax � k; �; �)= 0:



Anhang FLapla
e-Transformation undVolterra-Integralglei
hungF.1 Überbli
k über die Lapla
e-Transformation ( siehe [3℄,[6℄ und [15℄ )F.1.1 Grundde�nitionenUnter einer Funktionalabbildung versteht man eine Vors
hrift, dur
h wel
he einer Funktion f (t)((Objektfunktion oder Originalfunktion ) eine Bildfunktion ' (p) eindeutig zugeordnet wird. Wenneine eindeutige Umkehrung (Inverse) '! f dieser Abbildung vorliegt, nennt man die Funktional-abbildung eineindeutig. Wir s
hreiben alsoL ff (t)g = ' (p)L�1 f' (p)g = f (t)und somit ist f (t) *) ' (p)F.1.2 Die GrundformelLäÿt si
h zu einer gegebenen Funktion f (t) mit geeigneten Eigens
haften,L ff (t)g = R10 f (t) e�ptdt = ' (p) (F.1)bilden, so nennt man ' (p) die Lapla
e-Transformierte von f (t). Sie hat lineare Eigens
haften.Es soll hier nur t � 0 interessieren und für alle t < 0; f (t) = 0 angenommen werden und t sollreell sein. p hingegen soll komplex werden können, d.h. p = � + iw. Für unsere Zwe
ke genügt ess
hon, daÿ (F:1) in einem Teil der komplexen Ebene p = � + iw, nämli
h für hinrei
hend groÿeRe (p) = � konvergiert.F.1.3 Die Inversionsformel f (t) = L�1 f' (p)gDie Inverse (Umkehrung) der Lapla
e-Transformation(LT) ist der zunä
hst s
hwerverständli
hanmutende Ausdru
k f (t) = L�1 f' (p)g = 12�i H dp' (p) ept ; (F.2)93



94ANHANG F. LAPLACE-TRANSFORMATION UND VOLTERRA-INTEGRALGLEICHUNGwobei der ges
hlossene Integrationsweg in der komplexen Zahlenebene um sämtli
he Polstellenzu führen ist. Eine andere Form der Inversionsformel istf (t) = 12�i R 
+i1
�i1 dp' (p) ept ; (F.3)diese ers
heint s
hwer auswertbar. Do
h ö�nen si
h hier überras
hende Auswertungsmög-li
hkeiten. Die für uns in Betra
ht kommenden Integranden I (p) = ' (p) ept sind analytis
heFunktionen im Sinne der komplexen Analysis.F.1.4 Die Klasse K
 zulässiger Funktionen
 sei eine reelle Zahl. De�nitionsgemäÿ besteht K
 aus allen stetigen Funktionen f : [0;1℄! },die der (s
hwa
hen) Wa
hstumsbes
hränkungjf (t) j � 
onst: � eptfür alle t � 0 genügen.F.1.5 ExistenzsatzH
 := fp 2 } : Re (p) > 
g sei ein Halbraum der komplexen Zahlenebene. Für f 2 K
 existiertdie Lapla
e-Transformierte F = L ff (t)g von f , diese ist auf dem Halbraum H
 holomorph,d.h. beliebig oft di�erenzierbar. Die Ableitungen erhält man dur
h Di�erentiation unter demIntegralzei
hen. Beispielsweise giltddpF (p) = R10 dt (�tf (t)) e�pt (F.4)für alle p 2 H
 .F.1.6 EindeutigkeitssatzStimmen für zwei Funktionen f; g 2 K
 die Lapla
e-Transformierten auf H
 überein, dann istf = g.F.1.7 FaltungMit R bezei
hnen wir die Gesamtheit aller stetigen Funktionen f : [0;1[ ! }. Für f; g 2 Rde�nieren wir die Faltung f � g 2 R dur
h(f � g) (t) := R t0 d�f (�) g (t� �) (F.5)für alle t � 0.Für alle f; g; h 2 R gilti) f � g = g � f (Kommutativitaet)ii) f � (g � h) = (f � g) � h (Assoziativitaet)iii) f � (g + h) = (f � g) + (f � h) (Distributivitaet)iv) Aus f � g = 0 folgt f = 0 oder g = 0F.1.8 Die GrundregelnRegel 1:(Exponentialfunktion)L� tnn! e�t	 = 1(p��)n+1 ; n = 0; 1; 2; :::; p 2 H� (F.6)Dabei ist � eine beliebige komplexe Zahl mit dem Realteil �.



F.1. ÜBERBLICK ÜBER DIE LAPLACE-TRANSFORMATION ( SIEHE [3℄, [6℄ UND [15℄ )95Regel 2:(Linearität)Eine Funktionalabbildung heiÿt linear, wenn sie folgende Eigens
haften hati) L fP fi (t)g = PL ffi (t)gii) L f
f (t)g = 
L ff (t)g ; 
 = 
onst:; (F.7)d.h. L f
1f1 (t) + 
2f2 (t)g = 
1L ff1 (t)g+ 
2L ff2 (t)g :Regel 3:(Di�erentiation)Die Funktion f 2 K� sei vom Typ }n , n � 1. Wir setzen F := L ffg. Dann gilt für alle p 2 H� :L�f (n)	 (p) := pnF (p)� pn�1f (0)� pn�2f 0 (0)� :::� f (n�1) (0) (F.8)Regel 4:(Faltungsregel)Für f; g 2 K� gilt L ff � gg = L ffgL fgg (F.9)F.1.9 Weitere Re
henregelni) Vers
hiebungssatz L ff (t� b)g = e�bpL ff (t)g fuer b 2 < (F.10)ii) Dämpfungssatz L fe��tf (t)g = F (p+ �) fuer � 2 } (F.11)iii) Ähnli
hkeitssatz L ff (at)g = 1aF � pa� fuer a > 0 (F.12)iv) MultiplikationssatzL ftnf (t)g = (�1)n F (n) (p) fuer n = 1; 2; ::: (F.13)v) Rü
ktransformationIst f 2 K
 , dann gilt f (t) = 12� R +1�1 d�F (� + i�) e(�+i�) fuer alle t � 0 ; (F.14)wobei � irgendeine feste Zahl ist, mit � > 
 und F die Lapla
e-Transformierte von f bezei
hnet.



96ANHANG F. LAPLACE-TRANSFORMATION UND VOLTERRA-INTEGRALGLEICHUNGF.1.10 Anwendungen auf Di�erentialglei
hungenUniverselle MethodeDie Lapla
e-Transformation stellt ein universelles Hilfsmittel dar, um gewöhnli
he Di�eretialglei-
hungen beliebiger Ordnung mit konstanten Koe�zienten und Systeme sol
her Glei
hungen elegantzu lösen. Derartige Glei
hungen treten zum Beispiel häu�g in der Regelungste
hnik auf. Man be-nutzt die folgenden Lösungss
hrittei) Transformation der gegebenen Di�eretialglei
hung (D) in eine algebrais
he Glei
hung (A) mitHilfe der Linearitäts- und Di�erentiationsregel (Regeln 2 und 3)ii) Die Glei
hung (A) ist eine lineare Glei
hung oder ein lineares Glei
hungssystem und läÿt si
hin einfa
her Weise lösen. Diese Lösung ist eine gebro
hen rationale Funktion und wird in Partial-brü
he zerlegt.iii) Diese Partialbrü
he werden mit Hilfe der Regel 1 (Exponentialfunktion) zurü
ktransformiert.iv) Inhomogene Terme der Di�erentialglei
hung ergeben Produktterme im Bildraum, die mit Hilfeder Faltungsregel zurü
ktransformiert werden (Regel 4).Um die Partialbru
hzerlegung zu erhalten, muÿ man die Nullstellen des Nennerpolynoms be-stimmen, die bei der Rü
ktransformation den Frequenzen der Eigens
hwingungen des Systemsentspre
hen.F.2 Überbli
k über die Integralglei
hung vom Typ Volterra(siehe [4℄ und [5℄)Ein System von Integralglei
hungen der Formyi (x) = bi + R xa fi (�; y1 (�) ; y2 (�) ; :::; yn (�)) d� (i = 1; 2; :::; n) (F.15)aus denen die unbekannten Funktionen yi (x) zu bestimmen sind, ist vom Volterras
hen Typ,weil die obere Grenze der Integrale variabel ist. Die Funktionen yi (x) kommen au
h im Integran-den vor.Man löst diese Integralglei
hungen dur
h sukzessive Approximationen, indem man zunä
hsty0i (x) = bi (i = 1; 2; :::; n) (F.16)setzt. Die folgenden Approximationen y�+1i (x) werden jeweils aus der vorhergehenden na
hden Formelny�+1i (x) = bi + R xa fi (�; y�1 (�) ; y�2 (�) ; :::; y�n (�)) d� (i = 1; 2; :::; n; � = 0; 1; 2; :::)(F.17)bere
hnet.



Anhang GNatürli
he EinheitenIn der Teil
henphysik ist es bequemer ein Einheitssystem als Grundlage zu nehmen, in dem dienatürli
hen Einheiten ( siehe [1, 2℄, [7-10℄ )�h = 
 = 1 ; (G.1)gesetzt sind. Das vermeidet, daÿ die Faktoren 
 und �h dur
h die Re
hnungen mitges
hlepptwerden. Nur am Ende der Re
hnungen ist es notwendig, die Resultate in das InternationaleEinheitssystem(S.I.) zu übersetzen. Im folgenden werden die Konsequenzen dieser Setzung erklärt.G.1 
 = 1In konventionellen MKS Einheiten hat 
 den Wert
 ' 3� 108ms�1 : (G.2)Wenn wir 
 = 1 setzen, deuten wir an, daÿ unsere Längen- und Zeiteinheiten numeris
h glei
hsind, da die Ges
hwindigkeit die Dimension[
℄ = [L℄ [T ℄�1 (G.3)hat. In diesem Sinne sind Länge und Zeit äquivalente Dimensionen:[L℄ = [T ℄ (G.4)In ähnli
her Weise kann man aus der Energie-Impuls-Relation der speziellen Relativitätstheorieersehen E2 = �!p 2
2 +m2
4 ; (G.5)daÿ die Setzung von 
 = 1 bedeutet, daÿ Energie, Masse und Impuls äquivalente Dimensionensind. Man nimmt übli
herweise für die Masse und die Energie eine Einheit von MeV
2 oder GeV
2 , fürden Impuls eine von MeV
 oder GeV
 . Sie werden alle MeV oder GeV , wenn 
 = 1 gesetzt wird.G.1.1 �h = 1Der numeris
he Wert der Plan
ks
hen Konstante ist�h ' 6:6� 10�22MeV s (G.6)und �h ist eine Wirkung, die die Dimension Energie mal Zeit hat, so daÿ[�h℄ = [M ℄ [L℄2 [T ℄�1 : (G.7)97



98 ANHANG G. NATÜRLICHE EINHEITENWenn wir �h = 1 setzen, dann setzen si
h [M ℄, [L℄ und [T ℄ in Beziehung. Da [L℄ und [T ℄ beimersten Setzen von 
 = 1 äquivalent sind, können wir [M ℄ als die einzig unabhängige Dimensionunserer natürli
hen Einheiten wählen:[M ℄ = [L℄�1 = [T ℄�1 (G.8)Eine gut zu merkende Beziehung kann aus den Glei
hungen (G:2) und (G:6) hergeleitet werden,nämli
h �h
 ' 200MeV fm (G.9)wobei der �Fermi� oder Femtometer, fm, de�niert ist dur
h1fm = 10�15m :Daher haben wir in den natürli
hen Einheiten die Beziehung1fm ' 1200MeV = 5 (GeV )�1 : (G.10)Wenn man die Massen, die Impulse und die Energien in GeV ausdrü
kt, erhält man aus derGlei
hung (G:10)( genauer gesagt aus der Beziehung �h
 = 197:328MeV fm) ein sehr nützli
hesResultat: � 11GeV �2 = 1 (GeV )�2 = 0:38939mb ; (G.11)wobei ein Millibarn, mb, dur
h 1mb = 10�31m2 :de�niert ist.G.1.2 Zur ErinnerungHier mö
hten wir einige Umre
hnungen in Erinnerung rufen:1eV = 1:602� 10�19J1KeV = 103eV = 1:602� 10�16J1MeV = 106eV = 1:602� 10�13J1GeV = 109eV = 1:602� 10�10J:



Anhang HAnmerkung zum Re
henprogrammDie Auswertung der gebundenen Energiezustände erfolgte mit dem folgenden 
++ � Programm:Die übrigen Graphen wurden ausgewertet, imdem dieses Programm lei
ht abgewandelt wurde.Die Graphiken wurden von dem Graphikprogramm Gnuplot erstellt.#in
lude<stdio.h>#in
lude<math.h>#in
lude<iostream.h>#in
lude<
omplex.h>//
=sqrt(mb*1Gev)/mu_0//al=alpha//e=z-S
hrittweite//e*kmax=grösster z- Wert//eta=Kopplungsstärke
onst int Nmax=40;
onst int kmax=1000;
onst double e=1.0/kmax;
onst double 
=sqrt(4.5)/(0.6);
onst double al=1;
onst double eta=10.0;/////////////////////
onst double_
omplex i=double_
omplex(0,1);// Energie E=E0 und/oder Drehimpuls l=l0 fest vorgegebendouble l0=0;///////////////////Deklaration der Funktionendouble_
omplex a(double_
omplex);double_
omplex A(int , double );double_
omplex B(int , double);double_
omplex C(int , double);/////////////////double_
omplex Q(int, double); 99



100 ANHANG H. ANMERKUNG ZUM RECHENPROGRAMMdouble_
omplex R(int, double);double_
omplex S(int, double);/////////////////double_
omplex Q1(int , double);double_
omplex R1(int, double);double_
omplex S1(int, double);////////////////double_
omplex nu(double);double lb(double);///////////////double_
omplex Ftld(int ,double,double,double,double);double_
omplex Gtld(int ,double,double,double,double);//////////////double_
omplex xii(int ,double,double,double);double_
omplex xih(int ,double,double,double);double_
omplex xij(int ,double,double,double);double_
omplex xik(int,double,double,double);//////////////double_
omplex I(int ,double,double,double,double);double_
omplex H(int ,double,double,double,double);double_
omplex J(int ,double,double,double,double);double_
omplex K(int ,double,double,double,double);double fakul (double, int);int fak(int);double invfak(int);//no
hmal prüfendouble invfakul(double, int);//////////////double_
omplex* phi (int ,double_
omplex*,double_
omplex*, double_
omplex*, double,double); //Hauptprogrammint main(){for (double E=-1.0;E<=1.0;E+=.01){double_
omplex p=1;// Initialwerte der Felderdouble_
omplex pm1[kmax℄;double_
omplex p0[kmax℄;double_
omplex phi1[kmax℄;



101for(int s=0;s<=kmax-1;s+=1){pm1[s℄=0;p0[s℄=1;phi1[s℄=0 ;}for (int n=1;n<=Nmax; n+=1){int z=((Nmax+1-n)/(1+al*(Nmax+1-n)))*kmax;p+=pow(-eta,n)*phi(n,phi1,pm1,p0,E,l0)[z℄*(invfak(n)*invfakul(lb(E),n))/pow((n+lb(E)-nu(E))*(n+nu(E)),l0);for(int k=0;k<kmax;k+=1){pm1[k℄=p0[k℄;p0[k℄=phi1[k℄;}}
out<�<E<�<" "<�<real(p) <�<"\n";}}//De�nition der Funktionendouble_
omplex a(double_
omplex k){double_
omplex z=1/k- al;return z;}double lb (double E){double l=2*
*sqrt(sqrt(pow(E,2)+pow(.225,2))-E);return l;}double_
omplex nu (double E){double_
omplex n=i*
*sqrt(sqrt(pow(E,2)+pow(.225,2))+E);return n;}double_
omplex A(int n, double E){double_
omplex As=n*(n+lb(E))/(2*(n+nu(E))*(n+lb(E)-nu(E)));return As;}double_
omplex B(int n, double E){



102 ANHANG H. ANMERKUNG ZUM RECHENPROGRAMMdouble_
omplex Bs= n*(n+lb(E))*(n-1)*(n-1+lb(E))/(4*(n+nu(E))*(n+lb(E)-nu(E))*(n-1+nu(E))*(n-1+lb(E)-nu(E)));return Bs;}double_
omplex C(int n, double E){double_
omplex Cs= n*(n+lb(E))*(n-1)*(n-1+lb(E))/(4*(n+nu(E))*(n+lb(E)-nu(E))*(n-1-nu(E))*(n-1+lb(E)+nu(E)));return Cs;}double_
omplex Q(int n, double E){double_
omplex Qs=a(n-1+lb(E)-nu(E))+a(n-1+nu(E))-a(n+lb(E)-nu(E))-a(n+nu(E));return Qs;}double_
omplex R(int n, double E){double_
omplex Rs=2*(a(n-1+nu(E))*a(n-1+lb(E)-nu(E))-a(n+lb(E)-nu(E))*a(n+nu(E)));return Rs;}double_
omplex S(int n, double E){double_
omplex Ss=a(n-1+nu(E))*a(n-1+lb(E)-nu(E))*(a(n+nu(E))+a(n+lb(E)-nu(E)))-a(n+lb(E)-nu(E))*a(n+nu(E))*(a(n-1+nu(E))+a(n-1+lb(E)-nu(E)));return Ss;}double_
omplex Q1(int n, double E){double_
omplex Qs=a(n-1+lb(E)+nu(E))+a(n-1-nu(E))-a(n+lb(E)-nu(E))-a(n+nu(E));return Qs;}double_
omplex R1(int n, double E){double_
omplex Rs=2*(a(n-1+lb(E)+nu(E))*a(n-1-nu(E))-a(n+lb(E)-nu(E))*a(n+nu(E)));return Rs;}double_
omplex S1(int n, double E){double_
omplex Ss=a(n-1-nu(E))*a(n-1+lb(E)+nu(E))*(a(n+nu(E))+a(n+lb(E)-nu(E)))-a(n+lb(E)-nu(E))*a(n+nu(E))*(a(n-1-nu(E))+a(n-1+lb(E)+nu(E)));return Ss;}double_
omplex xii(int n,double t, double E, double l){double_
omplex xi=pow(((1+a(n+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n+nu(E))*t)/((1+a(n-1+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-1+nu(E))*t))),l+1)*pow(((1+a(n-2+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-2+nu(E))*t))/((1+a(n-1+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-1+nu(E))*t)),l);



103return xi;}double_
omplex xih(int n,double t, double E, double l){double_
omplex xi=pow(((1+a(n+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n+nu(E))*t)/((1+a(n-1+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-1+nu(E))*t))),l+1)*pow(((1+a(n-2+lb(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-2-nu(E))*t))/((1+a(n-1+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-1+nu(E))*t)),l);return xi;}double_
omplex xij(int n,double t, double E, double l){double_
omplex xi=pow(((1+a(n+lb(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-nu(E))*t)/((1+a(n-1+lb(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-1-nu(E))*t))),l+1)*pow(((1+a(n-2+lb(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-2-nu(E))*t))/((1+a(n-1+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-1+nu(E))*t)),l);return xi;}double_
omplex xik(int n,double t, double E, double l){double_
omplex xi=pow(((1+a(n+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n+nu(E))*t)/((1+a(n-1+lb(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-1-nu(E))*t))),l+1)*pow(((1+a(n-2+lb(E)-nu(E))*t)*(1+a(n-2+nu(E))*t))/((1+a(n-1+lb(E)+nu(E))*t)*(1+a(n-1-nu(E))*t)),l);return xi;}double_
omplex Ftld(int n, double x, double z, double E, double l){double_
omplex F=1/(l+1)*(1+a(n+lb(E)-nu(E))*(z+x/2))*(1+a(n+nu(E))*(x/2+z))/(Q(n,E)+R(n,E)*(x/2+z)+S(n,E)*pow(z+x/2,2))*(pow(((1+a(n-1+lb(E)-nu(E))*(z+x))*(1+a(n-1+nu(E))*(x+z))/((1+a(n+lb(E)-nu(E))*(x+z))*(1+a(n+nu(E))*(x+z)))),l+1)-pow(((1+a(n-1+lb(E)-nu(E))*z)*(1+a(n-1+nu(E))*z)/((1+a(n+lb(E)-nu(E))*z)*(1+a(n+nu(E))*z))),l+1));return F;}double_
omplex Gtld(int n, double x, double z, double E, double l){double_
omplex G=1/(l+1)*(1+a(n+lb(E)-nu(E))*(z+x/2))*(1+a(n+nu(E))*(x/2+z))/(Q1(n,E)+R1(n,E)*(x/2+z)+S1(n,E)*pow(z+x/2,2))*(pow(((1+a(n-1+lb(E)+nu(E))*(z+x))*(1+a(n-1-nu(E))*(x+z))/((1+a(n+lb(E)-nu(E))*(x+z))*(1+a(n+nu(E))*(x+z)))),l+1)-pow(((1+a(n-1+lb(E)+nu(E))*z)*(1+a(n-1-nu(E))*z)/((1+a(n+lb(E)-nu(E))*z)*(1+a(n+nu(E))*z))),l+1));return G;}double_
omplex I(int n, double x, double z,double E, double l){double_
omplex Is=xii(n,x/2+z,E,l)*B(n,E)/2*pow(Ftld(n,x,z,E,l),2);



104 ANHANG H. ANMERKUNG ZUM RECHENPROGRAMMreturn Is;}double_
omplex H(int n, double x, double z, double E, double l){double_
omplex Hs=xik(n,x/2+z,E,l)*B(n,E)/2*pow(Ftld(n,x,z,E,l),2);return Hs;}double_
omplex J(int n, double x, double z, double E, double l){double_
omplex Js=xij(n,x/2+z,E,l)*C(n,E)/2*pow(Gtld(n,x,z,E,l),2);return Js;}double_
omplex K(int n, double x, double z, double E, double l){double_
omplex Ks=xik(n,x/2+z,E,l)*C(n,E)/2*pow(Gtld(n,x,z,E,l),2);return Ks;}double_
omplex* phi( int n, double_
omplex* phi1, double_
omplex* pm1, double_
omplex*p0,double E, doublel){phi1[0℄=0;for(int s=0;s<kmax-1;s+=1){phi1[s+1℄=phi1[s℄+(A(n,E)*(p0[s℄*Ftld(n,e,s*e,E,l)+
onj(p0[s℄)*Gtld(n, e, s*e,E,l))+.5*((pm1[s+1℄+pm1[s℄)*(I(n,e,s*e,E,l)+K(n,e,s*e,E,l))+(
onj (pm1[s+1℄)+
onj(pm1[s℄))*(H(n,e,s*e,E,l)+J(n,e,s*e,E,l))));}return phi1;}double fakul(double l,int n){if (n>1){return (l+n)*fakul(l,n-1);}else{if (n=1)



105return l+1;}if (n=0) return 1;}int fak(int k){if(k>1){return k*(fak(k-1));}elsereturn 1;}double invfak(int k){if(k>1){return 1.0/k*(invfak(k-1));}elsereturn 1;}double invfakul(double l,int n){if (n>1){return 1.0/(l+n)*invfakul(l,n-1);}else{if (n=1)return 1.0/(l+1);}if (n=0) return 1;}
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