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Like all other arts, the Science of Deduction and Analysis

is one which can only be acquired by long and patient study,
nor is life long enough to allow mortal to attain the

highest possible perfection in it. Before turning to those
moral and mental aspects of the matter which present the
greatest difficulties, let the inquirer begin by mastering
more elementary problems.

Sherlock Holmes, A Study in Scarlet
Sir Arthur Conan Doyle, 1887
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Einleitung

Fiir die Uberpriifung der Konzepte der Quantenfeldtheorie (QFT) ist die
QED von besonderer Bedeutung, da sie von denjenigen QFT, die den An-
spruch erheben, einen Teil der Physik der Elementarteilchen zu beschreiben,
den strukturell einfachsten Aufbau besitzt. Die fiir die nichtperturbative
Kontinuums-QED4 nach wie vor offene Existenzfrage zeigt, dafl den Vorher-
sagen der perturbativen QED, die bekanntlich zu den am besten iiberpriiften
der Theoretischen Physik zdhlen, ein noch unvollstindiges Verstindnis der
nichtperturbativen QED gegeniibersteht. Der Fortschritt in der Compu-
tertechnologie hat allerdings in den letzten Jahren die Durchfiilhrung ei-
ner detaillierten numerischen nichtperturbativen Strukturuntersuchung der
QEDy, die auf Gitterrechnungen [GO 91] und gendherten SDE’s [Ra 91] be-
ruht, erméglicht. Danach scheint sich fiir die Kontinuums-QED,4 die zuerst
von [Lp 55] formulierte Trivialititshypothese, wonach der Kontinuumsli-
mes zu einer Entkopplung von Boson- und Fermionfeld fiihrt (Trivialitat),
zu bestitigen. Die gingige Deutung dieses Phinomens ist, dafl die nichtper-
turbative QED, als eine Cut-Off-Theorie zur Beschreibung der Niederener-
giephysik angesehen werden muf.

Aufgrund der Willkiir, die grundsétzlich mit der Wahl eines Regularisie-
rungsverfahrens verbunden ist, fillt es allerdings schwer zu akzeptieren, daf§
der Definitionsproze$} fiir die QED4 auf dem Niveau der regularisierten Theo-
rie endet, zumal die obengenannten Untersuchungen zeigen, dafl die QED4
nur im Schwachkopplungsbereich eine (ann&hernd) konsistente, d.h. (mul-
tiplikativ) renormierbare Cut-Off-Theorie darstellt. Die vollstindige Be-
antwortung der Existenzfrage fiir die nichtperturbative Kontinuums-QED,
impliziert auch die kritische Uberpriifung der einzelnen Konzepte, die dem
jeweiligen Definitionsversuch zugrundeliegen. Dazu zdhlen das Regularisie-
rungsverfahren, die Art der Renormierung und die Vorschriften zur Durch-
fithrung bzw. Approximation des Kontinuumslimes.

Wir unternehmen in dieser Arbeit den Versuch, die Aussagen iiber die
Existenz und Struktur der Kontinuums-QED,4 auf ihre Unabhéngigkeit vom
verwendeten Regularisierungsverfahren zu testen. Dazu wihlen wir den
Zugang zur QED mittels der Schwinger-Dyson-Gleichungen (SDE’s), fiir
die es prinzipiell denkbar ist [ST 92], andere als das herkdmmlicherweise
fiir nichtperturbative Untersuchungen verwendete Gitter- bzw. Impuls-Cut-
Off-Regularisierungsverfahren zu verwenden. Es ist ein Hauptanliegen die-
ser Arbeit, Argumente und explizite Beispiele dafiir beizubringen, daf} sich
speziell das dimensionelle Regularisierungsverfahren, das mit den wesentli-
chen Strukturmerkmalen der QED, z.B. der Poincaré- und Eichkovarianz,
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von vornherein vertriglich ist, auf nichtperturbative Lésungsversuche der
SDE’s iibertragen 1aft. Dieser Umstand griindet sich wesentlich auf die
Formulierung der Theorie in Form von dynamischen Grundgleichungen, die
Loop-Integrale enthalten und stellt unserer Kenntnis nach ein Novum des
SD-Zugangs dar.

Die Arbeit ist im einzelnen wie folgt gegliedert:

In Kapitel 1.1 problematisieren wir den nichtperturbativen SD-Zugang zur
QED anhand einer Diskussion des Problems der Randbedingungen fiir die
funktionalen SDE’s, wonach diese nur bei Hinzunahme geeigneter Rand-
bedingungen eindeutige nichtperturbative Losungen besitzen, vgl. [R1 88]
und [BE 89]. In Kapitel 1.2 referieren wir die als dynamische Grundglei-
chungen fiir diese Arbeit dienenden SDE’s fiir die drei oberflichlich primitiv
divergenten (Basis-) Vertices der QED. Die Herleitung und Diskussion der
SD-Hierarchien fiir die verschiedenden Typen Greenscher Funktionen ist in
Anhang A zusammengestellt. Als Grundlage fiir die Bewertung und Etablie-
rung von Ndherungsverfahren fiir die SD-Hierarchien ist in den Anh&ngen
B-D die Diskussion von drei der wichtigsten Strukturmerkmale der QED, die
Ward-Takahashi- bzw. Ward-Identitdten, die Eichkovarianzeigenschaften in
Form der Landau-Khalatnikov-Transformationen und die stérungstheoreti-
sche multiplikative Renormierbarkeit aus der Sicht der SDE’s dargestellt.
Néiherungsverfahren, die diese Strukturmerkmale zumindest z.T. respektie-
ren, stellen wir in Form von Ansidtzen fiir die Vertexfunktion in Kapitel
1.3 und in Form einer N&herung fiir eine der SDE’s der Vertexfunktion, die
auf einer reguliren Auswertung der Ward-Takahashi-Identitdt des Bethe-
Salpeter-Kerns beruht, in dem abschlieflenden Kapitel 5 dieser Arbeit vor.

Unabhéngig von speziellen Ndherungen fiir die SDE’s der drei Basis-
vertices zeigen wir in Kapitel 2.1, dafl die UV-asymptotische Freiheit der
QEDp<y4, die wir anhand einer Renormierungsgruppenanalyse studieren,
dazu verwendet werden kann, auch den nichtperturbativen Gehalt der for-
malen SDE’s auf der Basis der Wilsonschen Axiome der dimensionellen Re-
gularisierung zu definieren. Das Kapitel 2.2 enthélt eine Gegeniiberstellung
der Vorschriften, die in nichtperturbativer dimensioneller Regularisierung
bzw. einer Cut-Off-Regularisierung die Durchfiihrung des Kontinuumslimes
bestimmen.

Konkrete nichtperturbative Strukturuntersuchungen der QED in dimen-
sioneller Regularisierung fiihren wir im Rahmen von Entkopplungsndherun-
gen fiir die SDE’s, die das Problem der Randbedingungen weitgehend zu um-
gehen gestatten, durch. Dazu betrachten wir in Kapitel 3/4 die Quenched-
Rainbow- und die Rainbow-Approximation, die bereits ausfiithrlich im Rah-
men einer Cut-Off-Regularisierung betrachtet worden sind, so dafi am Bei-
spiel dieser Ndherung die Unabhéngigkeit der Strukturuntersuchungen vom
verwendeten Regularisierungsverfahren explizit iiberpriift werden kann. Die
numerischen und analytischen L&sungsversuche dieser beiden Niherungen
erlauben es, in nichtperturbativer dimensioneller Regularisierung fiir die
QED die Trivialitdtsfrage und — als Beispiel fiir einen rein nichtperturbativen
Effekt — die dynamische chirale Symmetriebrechung zu studieren.



Kapitel 1

Der Zugang zur QED
mittels der Schwinger-
Dyson-Gleichungen

Wir betrachten die reine QEDp, formuliert in
D=4-2¢ (1.1)

raumzeitlichen Dimensionen. In den nackten Feldern ¥(z), A*(z) und Para-
metern g, m, £ ausgedriickt lautet die Lagrangedichte mit lorentzkovariantem

Eichfixierungsterm
Capop(e) = —{Fu(e)P (@) = 30 (0- A"
+ V() {ma*“ — ml} U(z)
= g¥(2)y,¥(x)A"(2)
Fo(z) = 0,A,(2)—0,A4,(x). (1.2)

Das zugehorige Wirkungsfunktional 1a8¢t sich durch partielle Integration auf
die Gestalt
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bringen. Die drei Integralkerne kénnen mit eigentlichen Vertices in nullter
Ordnung Stérungsrechnung identifiziert werden *

v . 5 1 ,
52" (ey) = ~itP(z —y) [—g“ Dy+<1—g>a;ay]

(e, y) —~i8"(x — y) {—mﬁ; +m 1}

F(Q?l)’“(x, y,z) = —iéD(x — y)éD(y —-z)gy" . (1.4)

Wie durch die Schreibweise fiir die Lorentzindices bereits angedeutet gehen
wir fiir formale Umformungen zun&chst von einer Formulierung der Theorie
in der physikalischen Minkowskimetrik aus.

1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QED

Im Vergleich zum Operatorformalismus, der nichtlineare Feldgleichungen
fiir operatorwertige Felder postuliert, besteht der funktionale Zugang zur
QED in einer Charakterisierung der Theorie durch zahlenwertige Ampli-
tuden, d.h. der Angabe einer definierenden Gleichung fiir das normierte
erzeugende Funktional (EZF) Z[J,n, 7], das gemaf

Gg}g;é'“l(wl, e TR Py e ey B YLy e e s UR)
(—i)* 2+ 71T, n, 1)
) B e Cr) 6 GOSN |,

7=0

die Gesamtheit der gewoéhnlichen Greenschen Funktionen der QED, aus de-
nen sich die Feldoperatoren und der physikalische Hilbertraum rekonstru-
ieren lassen, erzeugt. Der funktionale Zugang kann auf der Basis einer
funktional-integralen oder einer funktional-differentiellen Grundgleichung fiir
das EZF Z formuliert werden.

Der funktional-integrale Zugang

Die kompakteste, manifest lorentzkovariante Fassung der QED stellt die
funktional-integrale Darstellung fiir das normierte EZF Z dar

_ I1J.1,7]
ZlJ,n,n = 700,0,0]

I[J.mm) = / D(A, U, §)e{5aenp A0V [ dPe[ AT 470 Un]} - 5

Die storungstheoretische Auswertung des Funktionalintegrals erfordert ne-
ben der Berechnung des Gaufischen Funktionalintegrals der freien QED, das
durch die beiden Propagatoren nullter Ordnung

[m@?; - ml] Gz —y) = iz —y)

1 v N v
90 = (L= 200G (e —y) = g —y)  (16)

'Den Ordnungsbegriff verwenden wir in Bezug auf die Loop- und nicht die
Kopplungsordnung.
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definiert ist

I(O)[J 7,7 = /D(A v @)ei{S%EDD[A,‘IJ,‘iJ]—l—fde[AMJM_HN,_l_q,U]}

U [ PG )+ R a2

lediglich die funktionale Ableitung dieser Gréfie

—5 —ib —1i8

117, 7 = €m0y [0 5 72l 0) 7,y 7]

_ o\ lg) (—1)363 . 7
- ;T(/de7“677(90)6@(9@)5(_77(9@))) 1O, m, 5. (1.8)

Die grofle Bedeutung des funktional-integralen Zugangs liegt in der Hoffnung
begriindet, daf sich die QED4 auch nichtperturbativ durch die formale aber
geschlossene Funktionalintegraldarstellung (1.5) fiir das EZF definieren 1aft.
Dazu wird heute iiblicherweise von der Funktionalintegraldarstellung fiir das
euklidische EZF auf einem endlichen und diskreten raumzeitlichen Gitter
ausgegangen. Die Wahl der euklidischen Metrik ist insofern zweckméfig, als
sie die Definition des euklidischen Funktionalintegrals wesentlich vereinfacht.
Andererseits sind aus der Axiomatischen QFT nur hinreichende Bedingun-
gen dafiir bekannt, daf der Lésung der euklidischen QFT durch eine im
Ortsraum durchzufithrende analytische Fortsetzung eine physikalisch sinn-
volle QFT in der minkowskischen Metrik zugeordnet werden kann [G1 87].
Es ist prinzipiell moglich, daf§ diese Bedingungen von einer nichtperturbati-
ven Losung der euklidischen QFT nicht erfiillt werden. In diesem Fall kann
die analytische Fortsetzung nicht dazu verwendet werden, die Losung der
euklidischen QFT mit der (als unabhingig von diesem Vorgang als existent
angenommenen) Losung der minkowskischen QFT in Beziehung zu setzen
und die Wahl der Metrik, in der die Ausgangsgleichungen formuliert werden,
muf} deshalb als Teil der Definition der Theorie angesehen werden. ? Um
den nach unserer Kenntnis zumindest aus der Sicht der SDE’s ungekldrten
Zusammenhang zwischen dem nichtperturbativen Gehalt einer minkowski-
schen und einer euklidischen Formulierung einer QFT zum Ausdruck zu
bringen, formulieren wir in dieser Arbeit die Grundgleichungen und formale
Umformungen in der minkowskischen Metrik und folgen erst bei konkreten
Losungsversuchen der Fuklidischen Strategie, d.h. fiihren die naive Wick-

APk Dk
t/(zﬂ)Di - t/(zﬂ)D
p-k,... — —(p-Kg,... (1.9)

2Fiir einen SD-Zugang wiegt dieser Umstand umso schwerer, als auf geniherten SDE’s

Rotation

beruhende nichtperturbative Untersuchungen der Impulssingularitdtsstruktur des Fer-
mionpropagators [AB 79] auf (von der Eichkopplung abhingige) komplexe Verzweigungs-
punkte gefiihrt haben, so daf zumindest die Wickrotation, als Ubergang von einer eu-
klidischen zu einer minkowskischen Formulierung, nicht naiv aus der Stérungsrechnung
iibernommen werden kann. Vgl. hierzu auch die Untersuchung [RWK 92] von Modellpro-
pagatoren in der QCD.
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durch.

Fiir einen nichtperturbativen, funktional-integralen Zugang scheint nach
heutiger Kenntnis das einzig praktikable Regularisierungsverfahren in einer
Gitterregularisierung zu bestehen. Einerseits ermdglicht die Gitterregula-
risierung prinzipiell eine nichtperturbative Definition des Mafles des Funk-
tionalintegrals, andererseits scheint sie aufgrund der gebrochenen Poincaré-
Invarianz, des Problems der Behandlung fermionischer Freiheitsgrade und
der gegenwirtig bei praktischen Berechnungen verwendeten geringen Anzahl
von Gitterpunkten die wesentliche Beschrénkung des funktional-integralen
Zugangs auszumachen.

Der funktional-differentielle Zugang

Postulieren wir die Translationsinvarianz des MafBes in der Funktionalinte-
graldarstellung (1.5) fiir das EZF Z sowei die Vertauschbarkeit von funktio-
naler Integration und Differentiation, dann ergeben sich wie folgt die funk-
tionalen SDE’s fiir das EZF 7 3

. Sp(x
0 = v fé ) /D(A o @)ei{sQEDD[A+A,x1;+¢,®+@]+...}
1[0,0,0] | *%(*) T )
5A(2) o=¢=A=0
)
i G
= /QXA,ng éﬁ@ {Sqepp [4,0,0]+...}
10,0, 0] |
6Au(z)
)
5‘1%(1’)
= 50(z) | SQEDp A4, ¥, V] —is
5() vo—- 5
6Au(z) v = 6(_—“757)
A, — 6_JZ§
—i(x)
+ n(z) }ZUﬂLm (1.10)
JY(x)

Thre explizite Form ist

(—i)%?

L —is
{["W B e e,
}ZJHM =0

- —16 (—i
{[VVMO - ml] W 97M677(x)6j ( )

"Da wir keinen Bezug auf die Gitterregularisierung nehmen méchten, machen wir an
dieser Stelle die starke Annahme der Existenz des dimensionell regularisierten (euklidi-
schen) Funktionalintegrals.
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+77($)}Z[J777777] =0

wre _1 NN —i0 m (_,0262
{[g e L e R T rTETeny

—|—J“(ac)}Z[J,77,77] = 0. (1.11)

Sie stellen eine funktional-differentielle Charakterisierung der QED in Form
von drei linearen, homogenen, funktional-partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung dar.

Da der Ubergang von einer integralen zu einer differentiellen Formulie-
rung i.allg. mit dem Verlust von Randbedingungen verbunden ist, miissen
die SDE’s (1.11) um diese explizit ergdnzt werden, sofern ihre Lésung mit der
Funktionalintegraldarstellung (1.5) fiir das EZF Z identisch sein soll. Unse-
rer Kenntnis nach ist in systematischer Art und Weise zum ersten Mal von
[BE 89] im Zusammenhang mit auf den SDE’s beruhenden Untersuchungen
zur Starkkopplungs-Entwicklung fiir die of,_,-Theorie darauf hingewiesen
worden, daf} die funktionalen SDE’s i.allg. mehrere Losungen besitzen und
dafl die kanonischen Randbedingungen fiir das EZF Z, d.h. die Normie-
rungsbedingung und das Verschwinden der Einpunktfunktion, i.allg. nicht
ausreichen, um die spezielle Lésung dieser Gleichungen, die durch die Funk-
tionalintegraldarstellung (1.5) gegeben ist, eindeutig festzulegen. 4

In Form von einfachen Analogieschliissen bzgl. der Verhdltnisse in der
¢} _o-Theorie untersuchen wir nachfolgend das Problem der Randbedingun-
gen fiir die funktionalen SDE’s (1.11) der QED. Betrachten wir diesbeziiglich
zundchst die Storungsrechnung. Fordern wir die Existenz einer Schwachkop-
plungsentwicklung

ZLn.a =Y g" 2" .1 (1.12)
n=0

fiir das EZF, dann sind die funktionalen Entwicklungskoeffizienten Z(™[J, 7, 7]
rekursiv durch die Losung der folgenden inhomogenen funktionalen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung

Yoy ) 1
[0 =l @) 2] =
8- (1= "I |55G + I

*Fiir die ¢*-Theorie reduziert sich die funktionale SDE fiir das EZF Z[J]in null raum-
zeitlichen Dimensionen auf eine gewdhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung bzgl.
der skalaren Quelle J und besitzt demnach drei Fundamentalldsungen, von denen die
spezielle Losung, die durch das Funktionalintegral gegeben ist, durch die kanonischen
Randbedingungen Z[0] = 1 und Z’[0] = 0 allein nicht ausgesondert werden kann. Dazu
ist beispielsweise die Spezifikation des vollen Propagators, d.h. von Z”[0], notwendig.
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- (—1)262
) BT
s (2O (113)
(=%

gegeben, wobei fiir die Bestimmung der nullten Ordnung von Z[.J,7n, 7] die
rechten Seiten dieser drei Gleichungen identisch null zu setzen sind. Zusam-
men mit den kanonischen Randbedingungen

7[0,0,0] = 1
§2[0,0,0) _ 82[0,0,0] §2[0,0,0]
S R P B 1P B (1.14)

ist die Losung dieser Rekursion eindeutig und identisch mit der auf der Basis
der Funktionalintegraldarstellung (1.5) gewonnenen Schwachkopplungsent-
wicklung (1.8) fiir das EZF Z, d.h. die Formulierung der SDE’s in der
Form Gl.(1.11/1.14) ist ausreichend, um zumindest den perturbativen Ge-
halt des EZF Z eindeutig zu erzeugen, und deshalb eine dariiberhinausge-
hende Nichteindeutigkeit der Lésung dieser Gleichungen ein rein nichtpertur-
batives Phinomen. ® Aus mathematischer Sicht ergibt sich die Eindeutigkeit
der perturbativen Losung der funktionalen SDE’s durch die Umwandlung
der Wechselwirkungsterme in Inhomogenitdten, was bzgl. der Ableitungs-
ordnung reduzierte Differentialgleichungen zur Folge hat. Da die Wechsel-
wirkungsterme die hochsten Ableitungsordnungen aufweisen, sind sie fiir die
Festlegung der fiir die Eindeutigkeit der Losung von Gl.(1.11) notwendigen
Randbedingungen verantwortlich. In einem nichtperturbativen Zugang muf
diesen Ableitungstermen voll Rechnung getragen werden und aufgrund der
i.allg. groflien Losungsmannigfaltigkeit von partiellen Differentialgleichun-
gen ist zu vermuten, dafl die Randbedingungen (1.14) nicht ausreichen, um
die Losung der SDI’s jenseits der Storungsrechnung eindeutig zu machen.
Konkret 148t sich die Existenz mehrerer nichtperturbativer Losungen der
SDE’s (1.11) auf zweierlei Art motivieren:

o Setzen wir die Losung der SDE’s (1.11) in Form einer funktionalen
Laplacetransformierten

Zal= [ [ [ peww pa v g b
OA O\I/ Oq,
(1.15)

mit noch zu bestimmenden Integrationskonturen C'4, Cy,Cy an, dann
folgt nach partieller Integration

0 - / / / D(A7 qj7 iJ) eidey[A“JM-I—"']
caldoy Jog

°[Rt1 88] bemerkt hierzu, p.11: There is a general truth that under-determined equations
do permit unique perturbation series. The resolution of this paradox lies in the fact that
Feynman series need not converge. ..
Thus the indeterminacy of the SDE’s will be translated into the non-unique summation
of the perturbation series, in absence of any further information. That is, by choosing a
perturbative solution we have displaced the problem of how to complement the SDE’s in
such a way that, for small coupling strength at least, the problem can usually be ignored.
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B i
: 0 —18 _
5 | SeEpp[A VY] - | 55y RIRR]
’ —18
- 5Au(2)
_ U Vet ) 0 ulAuT 4]
ch fcqf D(A’\IJ) F[A,\P,\Il]e f v Cy
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¥
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Die funktionalen SDE’s (1.11) werden durch den Ansatz (1.15) gel6st,

wenn wir

F[A, U, ¥] = ¢Seupp [A7.V] (1.17)

setzen und die von der partiellen Integration stammenden Randterme
durch die Wahl geeigneter Integrationskonturen zum Verschwinden
bringen koénnen. Innerhalb einer euklidischen Formulierung ist dies,
die Positivitdt der Wirkung fiir betragsmé&flig grofie reelle Felder vor-
ausgesetzt, durch die Wahl der reellen Achse als gemeinsamer Inte-
grationsweg fiir alle Felder méglich und rechtfertigt die Herleitung der
SDE’s aus der Annahme, daf§ das Funktionalintegral {iber eine Ablei-
tung nach irgendeinem der Felder verschwindet. Die Lésung einer Dif-
ferentialgleichung mittels Laplacetransformation fithrt i.allg. nicht auf
alle linear unabhingigen Losungen, so dafl wir nur schliefen kénnen,
daf} sich die Mehrdeutigkeit in der Losungsmannigfaltigkeit der funk-
tionalen SDE’s u.U. in der Wahl verschiedener Integrationskonturen in
der Funktionalintegraldarstellung (1.15) fiir das EZF ausdriicken 148t.

o Die Untersuchung der SD-Z-Hierarchie in Anhang A zeigt, dafi die
Mehrdeutigkeiten in der Losungsmannigfaltigkeit der SDE’s (1.11) min-
destens durch die beiden Propagatoren /3 g und (g2 zu parametrisie-
ren sind, da diese zu den Startwerten fiir die aus den SDE’s (1.11)
folgenden Rekursionsbeziehungen fiir die funktionalen Taylorkoeffizi-
enten des EZF Z gehoren.

Es stellt sich die Frage, wie die vollstidndige Charakterisierung der Lésungs-
mannigfaltigkeit der funktionalen SDE’s (1.11) vorgenommen werden kann
und ob den neben der gewthnlichen Funktionalintegraldarstellung (1.5) exi-
stierenden Losungen physikalische Bedeutung zukommt. Im Hinblick auf
den von uns angestrebten nichtperturbativen SD-Zugang wire es wiinschens-
wert, zumindest ein praktikables Kriterium, dafl die Bestimmung einer ein-
deutigen Losung der funktionalen SDE’s sicherstellt, zu besitzen. Die fol-
genden beiden Beobachtungen legen es nahe, dieses Auswahlkriterium unter
Bezugnahme auf das Verhalten der nichtperturbativen Lésungen der SDE’s
(1.11) fiir ¢ — 0 zu formulieren. Da die hochsten Ableitungsterme in den
SDE’s (1.11) mit den Wechselwirkungstermen verbunden sind, wird es ei-
nerseits Losungen dieser Gleichungen geben, die von Randbedingungen le-
ben, die sich in den Gleichungen zur Bestimmung der nullten Ordnung nicht
aufprigen lassen, so daf es fiir diese Losungen im Limes ¢ — 0 beim Festhal-
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ten an diesen Randbedingungen zu Singularititen kommt. & Andererseits
ist fiir die spezielle nichtperturbative Losung der funktionalen SDE’s (1.11),
die durch die Funktionalintegraldarstellung (1.5) gegeben ist, zwar zu ver-
muten, daf sie die aus der Renormierungsgruppe bekannten, mit spontanen
Massenskalen verkniipften Nichtanalytizititen bzgl. der Eichkopplung be-
sitzt, jedoch aufgrund der Existenz der formalen Schwachkopplungsentwik-
klung (1.8) keine Singularitdten aufweist, die einen Limes g — 0 vereiteln.
Insgesamt kommen wir zu der folgenden Klassifikation:

1. Wir unterteilen die Lésungsmenge der funktionalen SDE’s (1.11) zu-
nichst in diejenigen nichtperturbativen Lésungen, die eine (formale)
Schwachkopplungsentwicklung besitzen, d.h. insbesondere fiir ¢ — 0
in die Losung der wechselwirkungsfreien QED mit zugehérigem EZF
(1.7) iibergehen, und solche, fiir die dies nicht der Fall ist. *

2. Besteht die erste Klasse nur aus einer Lésung, dann ist diese mit dem
Funktionalintegral Gl.(1.5) identisch. Gibt es mehrere Elemente in
dieser Lésungsklasse, dann haben sie entweder verschiedene Schwach-
kopplungsentwicklungen oder sie unterscheiden sich hinsichtlich ihrer
Kopplungsabhingigkeit um Terme, die in eine Taylorreihe entwickelt
identisch Null ergeben.

Um mit GL(1.15) von der Funktionalintegraldarstellung (1.5) linear un-
abhingige Losungen, die keinen Limes fiir ¢ — 0 besitzen, zu erhalten,
miissen die Integrationskonturen so gewihlt werden, dafl nach dem Heraus-
ziehen des Wechselwirkungsterms gemafl G1.(1.8) die Existenz des Funktio-
nalintegrals (1.15) verloren geht.

Die vollstindige Losung des Problems der Randbedingungen fiir die
SDE’s (1.11) geht iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus, in der wir uns auf
eine pragmatische Losung dieses Problems beschrinken miissen, indem wir
einerseits nur Entkopplungsndherungen fiir die SD-Hierarchien betrachten
und zur Elimination der sich darin beispielsweise bei der dynamischen Fer-
mionmassenerzeugung noch zeigenden Restmehrdeutigkeiten spezielle Aus-
wahlkriterien aufprigen. Iis erscheint uns jedoch eine weitergehende Unter-
suchung dieses Problems als lohnend.

1.2 Die SDE’s fiir die drei Basisvertices der QED

Aus den funktionalen SDE’s (1.11) fiir das EZF Z kénnen durch funktio-
nale Taylorentwicklung nach den Quellen dynamische Grundgleichungen fiir

5Fiir gewdhnliche Differentialgleichungen sind die durch das Verschwinden der héchsten
Ableitungsordnungen bedingten Singularititen in der Loésung ein bekanntes Phidnomen
und werden als boundary-layers bezeichnet, vgl. [Bo 78].

"IBE 89] vermutet, durch diesen Fall das Problem der Randbedingungen, zumindest
fiir die ¢f_,-Theorie bereits wvollsténdig erfaBt zn haben, und verdeuntlicht dies an einem
einfachen Beispiel aus der Analysis: The first order equation xy’ 4+ y = ¢® has an infinite
number of solutions y = (e” + ¢)/& parametrized by c. All of these solutions are singular
at £ = 0 except when ¢ = —1. Thus, requiring that the solution have a Taylor expansion
at z = 0 (this is like requiring that the Green’s functions have weak coupling expansions)
uniquely determines the solution.



1.2 Die SDE’s fiir die drei Basisvertices der QED 13

die Greenschen Funktionen, die wir als SD-Z-Hierarchie bezeichnen, gewon-
nen werden. Die gewdhnlichen Greenschen Funktionen stellen einen zwar
vollstdndigen aber redundanten Satz dynamischer Grundgréfien dar, da sie
durch die elementareren zusammenhéngenden Greenschen Funktionen

22 R 24 . . —_
CGQkJ (wlv"'7$k7217'"7Zl7y17"'7yk)—

(_Z')2k+l—1 52k+lW[J,77,ﬁ]
67(w1)+67(@ )6y (21) 6 Jpy (20)8(=n(y1)) (= (yx))

(1.18)

J:n:n:O

bzw. durch die eigentlichen, zusitzlich noch bzgl. voller Propagatoren am-
putierten und 1-Teilchen-irreduziblen (1PI) Greenschen Funktionen
Fg}ﬂ;lﬂm(xlv SRRy A ERRE R P A R 7yk) =

i52k+lF[V,£,£]
6€(w1)-+88(wg)8Vpuy (21) -6V (21)6 (= (y1)) 6= (yi))

(1.19)

ausgedriickt werden kénnen. Fiir die EZF

W[Jvnvﬁ] = —iln Z[Jvnvﬁ]

IV.6.E = W - / Po (JVF 4 e+ 6y} (1.20)

ergeben sich aus den funktionalen SDE’s (1.11) dynamische Grundgleichun-
gen, aus denen sich durch funktionale Taylorentwicklung die SD-W- bzw.
SD-I'-Hierarchie fiir die Greenschen Funktionen (1.18/1.19) ableiten laft.
Die Umschreibung der dynamischen Grundgleichungen auf elementarere Gros-
sen wird aufgrund des nichtlinearen Zusammenhangs zwischen den EZF W, T’
und Z mit dem Verlust der Linearit&t bezahlt. Auf dem Niveau der eigentli-
chen Greenschen Funktionen kann aufgrund der (perturbativen) Divergenz-
struktur der QED eine weitere Ausdiinnung vorgenommen werden. In jeder
(perturbativ) renormierbaren QFT ist eine endliche Subklasse der eigent-
lichen Greenschen Funktionen durch ihre Divergenzstruktur ausgezeichnet.
Nach der Beziehung

p(npnaip )= 42— pe— (L= s~ (G —anpe (121)

fiir den oberflédchlichen Divergenzgrad ¢ einer nackten eigentlichen Impuls-

raumvertexfunktion I mit ng duBeren Fermion- und n4 duleren Bo-

np,nA
sonbeinen in p-ter Ordnung Stérungsrechnung sind dies in der QEDp:

o der Bosonpropagator fg”z

6:(0,2;p,€) =2 — pe (1.22)

e der Fermionpropagator fgp

0:(2,0;p,€) =1 —pe (1.23)
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o der Wechselwirkungsvertex f;l
0:(2,L;p,e)=0—e(p—1) . (1.24)

Der Divergenzgrad dieser drei oberflichlich primitiv divergenten Vertices,
die wir nachfolgend als Basisvertices bezeichnen, stimmt in D = 4 mit ihrer
kanonischen Impulsraummassendimension iiberein und es sind dariiberhin-
aus genau diejenigen Vertices, die in Form ihrer nullten Ordnung bereits in
der Wirkung enthalten sind 8. Hoéhere, oberflichlich konvergente Greensche
Funktionen besitzen eine Darstellung in Form einer unendlichen Skelettent-
wicklung nach den drei Basisvertices.

Wir geben nachfolgend die SDE’s fiir die drei Basisvertices an und ver-
weisen fiir ihre Herleitung, sowie eine ausfithrliche Diskussion der drei SD-
Hierarchien auf Anhang A. Um in euklidischer Metrik auf rein reelle Vertices
zu kommen, nehmen wir die Umskalierung

“Gholp) = —T3a(p) =iS(p)
“Gonlk) = —Igy" (k) = iD(k)
LY (piks) = —igV*(p;k;) (1.25)

vor. Die SDE’s fiir die drei Basisvertices 5, D* und V# lauten

S7Hp) = p-ml+g*L(p)

p-1
( *)_1 - ( +)_1 + 92
P P P p
l
D) = SR ) + ) - g T
l
(MWW = (AN~ v
k k
k+1
Vi(pikss) = 9 = g? Al (ps k)
p-1
k k
_ 2
P a f_ I P ° @
p+k
pt+k

i

#Der Dreibosonenvertex f‘073 mit dem Divergenzgrad 6z(0,3;p,¢) =1 —e(p — 1) ver-
schwindet aufgrund des Furry’schen Theorems, vgl. [JR 76]. Der Divergenzgrad des
Vierbosonenvertex f0,4, 81(0,4; p, €) = 2e — pe 148t sich aufgrund der von ihm zu erfiillen-
den Ward-Takahashi-Identitdt (dieser Vertex ist rein transversal bzgl. aller vier dufleren
Bosonimpulse) um vier verringern und ist deshalb in D = 4 effektiv oberfl. konvergent.
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Vi(piks) = 9" = g? A (pi ks )
i
p+k p+k
- e 1.2
,CM@;( e G‘@ S
p
P

-k

mit den folgenden analytischen Ausdriicken fiir die Selbstenergien bzw. Ver-
texkorrekturen

D
S0) = [ Gt SD o= T tip= 1

D
(k) = tr/%7“5(1)‘7”(1;16;-)5(164—1)

- dPl - - -
Afy(piks) = /WVQ(p;l—p;-)Dga(p—l)S(l)
X s K5 5(lip— 1 ks )

. Pl o

< S(—k). (1.27)

Fiir ihre diagrammatische Darstellung haben wir die folgenden Graphenele-
mente fiir die vollen Basisvertices verwendet

D (k) = AN

S
Phpiks) = ?{:i. (1.28)

Im Vergleich hierzu stellen wir die nullten Ordnungen dieser Gréflen durch
diinne Linien dar

D) = o [ (k) + € ()]
EERAVAVAVAVAVAV
SOp) = (F—m)
= Hp_
~M(O) = Tu

_ _4§ . (1.29)
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(1.30)

ptkitks

Das Graphenelement

bezeichnet den im s-Kanal mit erhaltenem Gesamtviererimpuls p + ky 1-W¥-
und 2-WA-PI Bethe-Salpeter-Kern 759 = —ig? ssH 59 und entsprechend
bezeichnet

(1.31)

91 pytpetay
—Pz2 Py

den im s-Kanal mit erhaltenem Gesamtviererimpuls py + ¢ 1-A- und 2-W¥-
PI Bethe-Salpeter-Kern 4740 = —ig? ssl40. Diese beiden Kerne kénnen
nicht geschlossen, sondern nur in Form einer unendlichen Skelettgraphenent-

wicklung angegeben werden. Die niedrigsten Terme dieser Entwicklung lau-

k
1 ko
ky k2
- () @v@
@ N o ‘ —I_
; ' '
r 4

ten

p+kl+k2 P+k1+k2
+ ...
91
P1+P2+qy P1+Pat+qy
(=) )
91 D1+D2+qy @,@
@ = P1tPe — l
Pz Py —p2 N
+ (1.32)

Durch diese Entwicklung werden die beiden Bethe-Salpeter-Kerne zu einem
Funktional der drei Basisvertices, das wegen der oberflichlichen Konvergenz
der Loop-Integrale in Gl.(1.32) nur Divergenzen in Form von Selbstenergie-
oder Vertexeinschiiben aufweist, d.h. endlich ist, falls die drei Basisvertices
endlich sind. Diese Beobachtung zeigt, dal mit den SDE’s (1.26) eine Freile-
gung der Divergenzstruktur auf dem Niveau dynamischer Grundgleichungen
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erreicht ist, die als Grundlage fiir den in Anhang D in groben Ziigen skiz-
zierten Beweis der storungstheoretischen multiplikativen Renormierbarkeit
der QED mittels der SDE’s herangezogen werden kann.

1.3 Naherungsverfahren fiir die SDE’s

Von den drei Basisvertices ist die fiir Ndherungsverfahren zentrale Gréfie die
Vertexfunktion V#, da deren SDE’s (1.26) die beiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-
Kerne sz(gg und ssf(4,07 die nicht in geschlossener Form angegeben werden
kénnen, enthalten. Konkrete Niherungsverfahren fiir V# bestehen stets
entweder

e in der Formulierung von Ansitzen fiir V#, die in die Propagatorglei-
chungen (1.26) eingesetzt auf ein geschlossenes Gleichungssystem zur
Bestimmung von S und D#” fiihren, oder

e in einem Abschneideverfahren fiir die Skelettentwicklung (1.32) der
beiden Bethe-Salpeter-Kerne.

Fiir diese beiden Methoden ergeben sich in natiirlicher Weise Einschrankung-
en bzw. Bewertungskriterien, wenn wir bestrebt sind, die wesentlichen
Strukturmerkmale der QED zu erhalten. In den Anh&ngen B-D haben wir
dazu die Untersuchung von drei der wichtigsten Strukturmerkmale der QED,
die Ward-Takahashi (WTI) bzw. Ward-Identitdten (WI), die Eichkovarian-
zeigenschaften in Form der Landau-Khalatnikov-Transformationen (LKT)
und die stérungstheoretische multiplikative Renormierbarkeit (STMR) aus
der Sicht der SDI’s zusammengestellt. Zur Einordnung der in dieser Ar-
beit fiir konkrete Losungsversuche der SDE’s gewdhlten Vertexndherung, der
sog. Rainbow-Approximation, referieren wir zunédchst die derzeit am mei-
sten diskutierten Vertexansitze. Die Diskussion von Ndherungsverfahren
fiir die SDE’s (1.26) der Vertexfunktion ist Gegenstand des letzten Kapitels
dieser Arbeit.

Uberblick iiber die aktuellen Vertexansitze

Die Formulierung von Vertexansidtzen stellt den Versuch dar, bereits wesent-
liche Strukturmerkmale der Vertexfunktion ohne das Lésen ihrer komplizier-
ten SDE’s (1.26) zu erfassen. Zur Wahrung der wichtigsten Strukturmerk-
male der QED miissen die Vertexansédtze den folgenden Einschrankungen
geniigen:

V1 Der Vertexansatz mufl die WTI

kuVA (ki) = 57 p+ k) = 571 (p) (1.33)
erfiillen.
V2 Durch eine reguldre Auswertung der WTI, d.h. der Forderung, dafl
der Vertexansatz die WI
- _ 957 (p)

VE(p; 0;-) = o, (1.34)
o
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erfiillen soll, wird nach GI1.(B.32) aus der Losungsmannigfaltigkeit der
SDE’s die durch ein masseloses Photon gekennzeichnete und insbheson-
dere in der Stoérungsrechnung realisierte Coulomb-Phase ausgewihlt.

V3 Aus der PC—Invarianz der QD folgt fiir die Vertexfunktion das Trans-
formationsgesetz [Sc 91]

~ . ~ T
Vi(pik;—q) = —VOC{V(—Q;k;ﬁ)}MC*vO
C = —Ct=-CT =iy%°
P = (po,—7), (1.35)

das ihr Verhalten bei Vertauschung der beiden Fermionimpulse p,q¢
bestimmt.

V4 Die Eichkovarianz der QED verlangt bei Variation des Eichfixierungs-
parameters £ die Anderung der nur bzgl. des Bosonbeins amputierten
zusammenhdngenden Dreipunktfunktion

Ay (piks) = S()VH*(psks;)S(p+ k) (1.36)
gemif der LKT

D <u o f APl AL (p— Lk = AL (pik; )
8—£A271(p7k‘7-7£)_g /(27T)D’L l4 N
(1.37)

vgl. GL(C.6).

V5 Der perturbative Gehalt der durch den nichtperturbativen Vertexan-
satz spezifizierten SDE’s soll multiplikativ renormierbar sein. Nach
Anhang D erfordert dies zumindest die Giiltigkeit der multiplikativen
Renormierungsvorschrift

VA =z

S = 2,6."2" 7,5, (1.38)

die im einfachsten Fall durch ein in S~' lineares Funktional V*[S]
erfiillt wird. Ein fiir die Formulierung von Vertexansitzen verwend-
bares hinreichendes Kriterium zur Sicherung der STMR ist uns nicht
bekannt.

V6 Anschluff an die Stérungsrechnung durch die Forderung

VIl g—0 . (1.39)

Die zur Erfiillung dieser Einschridnkungen vorgeschlagenen und zur Zeit am
meisten diskutierten Vertexansitze lauten mit der Tensoranalyse

S7Hp) = AW - B(p*)1 (1.40)

fiir den Fermionpropagator:
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o Der einfachste Vertexansatz, die sog. Rainbow-Approximation, be-
steht in der Ersetzung der Vertexfunktion V*# durch ihren Wert in
nullter Ordnung Stérungsrechnung

Vig(pik;) =" . (1.41)

e Der von [Bc 80] im Zusammenhang mit der Untersuchung der per-
turbativen Impulssingularitdtsstruktur der Vertexfunktion vorgeschla-
gene Ansatz

A(P) + AP?)

Vho(pik—q) = —————7
1 A(¢%) - A(p?) B(¢*) — B(p*) "
{5#@4‘%)—%1}(?4-@

(1.42)

gilt als Prototyp einer reguldren, die WI (1.34) erfiillenden Auswertung
der WTT (1.33)
Vaopi0i=p) =A@y +2{ AW - B'(p)1 }p*

95~ (p)

= = 1.43
T (1.43)

¢ Der Vertexansatz Vgc(p;k; -) ist durch Hinzufiigen eines unter dem
Gesichtspunkt der STMR motivierten Transversalanteils von [Cp 90]
weiterentwickelt worden

Vip(piks —q) = Vic(pi ki —q)
Loy a7 =) — (¢ — P)lg+ p)*
+ 5(A>d7) = APY) 0]
(¢ = ") + (Gt + i)

d(q.p) = R : (1.44)

In [Cp 90] wird gezeigt, daBl dieser Ansatz, in die SDE (1.26) des
Fermionpropagators S eingesetzt, dessen STMR auf Leading-Log- und
Next-to-leading-Log-Niveau in der Quenched-Approximation, d.h. fir
die Setzung

Drv = pOnr (1.45)
gewihrleistet.

¢ Fine ganze Klasse von Vertexansitzen ist von [DMR 94] im Rahmen
der Untersuchung der Eichkovarianzeigenschaften der QED durch die
Bedingung

. dPl . - .
(6= 0) = o [ o DY = Ty = 1) =0

(1.46)
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d.h. dem Verschwinden der Fermionselbstenergie fiir die Quenched-
Approximation in Landau-Fichung & = 0, charakterisiert worden. Hier-
durch wird sichergestellt, daf VI%MR in der chiral-symmetrischen Phase
der Quenched-Approximation, gekennzeichnet durch B(p*) = 0, der
LKT (1.37) geniigt. Der Ansatz VY, ist ein spezielles Element aus
dieser Klasse, es ist jedoch von [BRr 93] darauf hingewiesen worden,
daf er in der chiral-symmetrischen Phase kinematische Singularitdten
aufweist

B A (]2 (]2 — A p2 p2
VEp(pik; —q) — ( )q2 —p2( ) 7"

LA(q?) — A(p?) pa* — dp* . ,
{5 - - }(p+q) . B(p")—0  (147)

und deshalb in diesem Fall nicht die WI (1.34) erfiillt. Einer der ein-
fachsten Vertexansitze, der gleichzeitig die WI (1.34) und die Bedin-
gung (1.46) erfiillt, ist von der Form [Br 93]

Virr(pi ki) = Via(pik; )
A= B (L~ 16 — k)

b -2 s D) (1.49)

_I_

Zu diesen drei Ansdtzen nehmen wir die durch G1.(B.50) definierte, die WTI
(1.33) minimal reguldr auswertende Vertexfunktion

5 9 [ .
Virr(pik: ) = —/ AN SN p+ Ak)
Ipu Jo

e 2
yH— dx A(z)
24

(Q‘HU)“{Zé;‘%/l dx A'(2%) — g/l dz v A'(2?)

_|_

2

~ 1 /_11 dz B'(+%)}

+ (q_p)u{—ﬁ—;%/_l dwa/(Zz)—l—u/l dmwQA/(ZQ)

2 2 _
1
+ 1/ dow’(zz)}
-1
p+q q9—-p
_ _ 1.4
Aoy = LEE_ 00 (1.49)

hinzu.

Die Tabelle (1.1) zeigt, welche der obigen Einschrankungen fiir welche
Vertexansitze erfiillt sind. Aus ihr geht hervor, daf} es noch nicht gelungen
ist, einen alle Einschridnkungen V1 — V6 vollstdndig erfiillenden Ansatz zu
formulieren. Allen dargestellten Vertexansidtzen gemeinsam ist, daf sie die
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\ [WIIT WL  PC LKT STMR  Limy_o |
Vi o o P o o ®
Vi P P P o o P
Vi ® ® ® ? ? ®
Vi P P P P P P

(B #0) (@A, B=0) (QA,NLL)
Viur | @ P P P ® ®
(@A, B=0) (QA,NLL)

Tabelle 1.1: Bewertung der aktuellen Vertexansitze mit den Abkiirzungen:
Quenched-Approximation (QA) und Next-to-leading-Log (NLL).

volle Vertexfunktion allein durch den Fermionpropagator S nihern. Deswei-
teren sind alle Ansdtze bis auf VI%MR symmetrisch unter der Transformation
g < p und vermogen deshalb nicht das anomale magnetische Moment des
Elektrons, das mit der antisymmetrischen Tensorstruktur

%[m%](q—p)” (1.50)
von Vu verkniipft ist, richtig zu beschreiben. Fiir eine quantitativere Be-
urteilung betrachten wir die Vertexansidtze in Ein-Loop Stérungsrechnung
fiir den masselosen Fall B(p?) = 0 in dimensioneller Regularisierung. Dazu
bendtigen wir lediglich das Ein-Loop Resultat fiir die invariante Funktion
A(p?)

(eI*(2-¢) ¢°

r
AWy =1+ 2¢ T(3-2) (drp—=

(=p*)7". (L.51)

Die in den Ansétzen ‘N/gc, ‘N/éf p enthaltene Differenzbildung aus zwei invari-
anten Funktionen A(p?) und die Ableitungsterme in dem Ansatz VA‘}R stel-
len sicher, daf} in Ein-Loop Stérungsrechnung nur die y#—Tensorstruktur
der einzelnen Ansitze divergenzbehaftet ist

VS ks = 42 {1

L(e)?(2—-¢) g2

: I'(3 —2¢) (4ﬂ)2—5((—q2)_6 + (—pz)_s)} + ...
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AT G T (g )
pe(p—q)aFyle, ;3 =g gy
X (q_pizp (r9) }+ . (1.52)

Da die drei Vertexansitze die WI (1.34) erfiillen und die Divergenz von V#
impulsunabhéngig ist, fiihren alle auf das korrekte Resultat fiir die Divergenz
von V# auf Ein-Loop-Niveau

- 1 g2
Vi = e= b 1.53

DIV e ( 47T)27 ( )
Von [Hw 91] ist im Rahmen der 1/N-Entwicklung mittels der SDE’s darauf
hingewiesen worden, dafl der Ansatz V/p im Limes q? >> p? bzw. p? >> ¢2,
der zu dem fiir die WI (1.34) relevanten Limes k — 0 entgegengesetzt ist,
auf das korrekte Resultat

(eI*(2-¢) g¢° 2 2yy-e
(1.54)
fithrt. Fiir die anderen beiden Ansitze ergeben sich in diesem Limes die

davon um einen Faktor 2 bzw. l_lﬁ abweichenden Ausdriicke

Vb (p ks —q) — 7“{1 +ock

()?*(2-¢) ¢ 2 2yy-e
TG3=20) (dry— max(=a =) }

o 26 T(e)?(2-¢) 4°
Varr (ks —q) 7 {1+ 1—2¢ T(3-2¢) (4m)2°

% (max(—¢?, —p2))—6} . (1.55)

i T
Wik —q) — 7“{1+€

Im Hinblick auf die komplexe Impulsstruktur der einzelnen Vertexansitze
Vi Vi, Vi r und Vi p erscheint die Rainbow-Approximation zunzchst
als eine drastische Ndherung der Vertexfunktion. Analytische und numeri-
sche Losungen der aus den einzelnen Vertexansédtzen resultierenden SDE’s
fiir 5 in der Quenched-Approximation haben allerdings gezeigt, daf} ihr we-
sentlicher Effekt in einer eichkovarianten Fortsetzung der Ergebnisse der
Rainbow-Approximation in Landau-Eichung besteht. ® Der Grund hierfiir
ist, da} in Landau-Fichung der Ein-Loop-Beitrag zur invarianten Funktion

Beispielsweise fithrt der Ansatz VC“P in der Quenched-Approximation und Cut-Off-
Regularisierung zu einer nur noch schwach vom Fichfixierungsparameter ¢ abhingigen
kritischen Kopplung fiir den Ubergang von der chiral-symmetrischen zur dynamisch chiral-
gebrochenen Phase im Fall m = 0. Die mit diesem Ansatz in Landau-Eichung £ = 0
berechnete kritische Kopplung «. = 0.92 stimmt jedoch gut mit derjenigen der Rainbow-
Approximation a. = I = 1.04 iiberein, vgl. [CP 93].
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A(p*) nach Gl.(1.51) verschwindet, so daf} sich die einzelnen Vertexansétze
— bis auf nicht divergente Massenterme — erst auf Zwei-Loop-Niveau von der
Rainbow-Approximation unterscheiden. Dies bedeutet, daf der perturbative
Gehalt der Rainbow-Approximation fiir £ = 0 auf Leading-Log-Niveau mit
dem der Vertexansitze und mit dem der vollen Theorie iibereinstimmt. Kon-
krete Rechnungen sollten in der Rainbow-Approximation demnach fiir £ = 0
durchgefiithrt werden, womit wegen den LK'T (C.12) keine Einschrdnkung in
der Kenntnis der £—Abhingigkeit der Ergebnisse einhergeht, jedoch der Ef-
fekt der fiir diese Ndherung gebrochenen WTI/WI (1.33/1.34) minimiert
wird.

Im Rahmen dieser Arbeit steht bei konkreten L&sungsversuchen der
SDE’s die Durchfiihrung der nichtperturbativen dimensionellen Regularisie-
rung im Mittelpunkt. Wir wihlen deshalb als Ndherung fiir die Vertexfunk-
tion die Rainbow-Approximation, die bereits ausfiithrlich im Rahmen einer
Impuls-Cut-Off-Regularisierung studiert wurde [Ra 91], so daf ein direkter
Vergleich der beiden Regularisierungsmethoden méglich ist. Aus den Unter-
suchungen des zweiten Kapitels dieser Arbeit geht hervor, daf der Ersetzung
der Rainbow-Approximation durch einen der oben genannten Vertexansitze
bzgl. der nichtperturbativen dimensionellen Regularisierbarkeit der SDE’s
nichts Grundsitzliches im Wege steht.



Kapitel 2

Definition der formalen
SDE’s in nichtperturbativer
dimensioneller
Regularisierung und
Durchfithrung des
Kontinuumslimes

Die bislang einzig erfolgreiche Methode, die formalen Grundgleichungen ei-
ner QFT zu definieren, besteht darin, sie zun&dchst zu regularisieren und
anschliefend durch eine Analyse der Singularitdtsstruktur der Losung bzgl.
des Regularisierungsparameters dariiber zu entscheiden, wie die Regulari-
sierung im Rahmen eines Renormierungsprozesses wieder abzuschalten ist.
Uber die Verwendbarkeit einer speziellen Regularisierungsmethode kann nur
insofern entschieden werden, als durch explizite Losung der regularisierten
Theorie iiberpriift werden muf}, ob ein solcher Definitionsprozefl mdéglich ist
und auf eine physikalisch sinnvolle Theorie fiithrt. Vor diesem Hintergrund
ist die dimensionelle Regularisierung (DR) ein attraktives Regularisierungs-
verfahren, da es die als Konstruktionsprinzipien fiir die Theorie dienenden
Symmetrien, wie beispielsweise die Poincaré- und Fichkovarianz, respektiert,
so daf ihre Reinstallierung beim Abschalten der Regularisierung nicht ex-
plizit nachgepriift werden mufi. Es hat jedoch bislang nur wenig Versuche
gegeben, die DR auf nichtperturbative Fragestellungen zu iibertragen ! und
die Hoffnung, dies in systematischer Weise tun zu koénnen, scheint gering zu
sein. 2

'Im Zusammenhang mit den SDE’s ist der einzig uns bekannte Versuch in [Ka 81]
vorgenommen worden. In [CK 81] wird auf der Basis des Funktionalintegrals eine
Kontinuums-Starkkopplungsentwicklung fir die QEDp durchgefihrt, allerdings wird zur
Regularisierung neben der raumzeitlichen Dimension D ein Impuls-Cut-Off verwendet.

2[Co 85] bemerkt hierzu: It is very convenient to use dimensional continuation as an
ultra-violet cut-off in perturbation theory. However, there is no known construction of
a complete theory in an arbitrary complex dimension, so one must beware of assigning

24
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Gegenstand dieses Kapitels ist es, unabhdngig von speziellen Ndherungen
fiir die SDE’s (1.26) zu zeigen, wie die DR zur Definition und nichtpertur-
bativen Lésung dieser Gleichungen verwendet werden kann

2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisier-
barkeit der SDE’s

Die Bestimmung der perturbativen Loésung der SDE’s in DR erfordert die
Definition eines D-dimensionalen Loop-Integrals mit analytisch bekanntem
Integranden. Dazu wird dieses auf ein gewthnliches Integral zuriickgefiihrt,
fir das durch Anwendung von Subtraktionen oder partiellen Ableitungen
eine explizite Fortsetzungsvorschrift bzgl. der raumzeitlichen Dimension D
angegeben werden kann. Abstrakt gesprochen handelt es sich bei diesem
Vorgehen um die Angabe einer speziellen Realisierung des D-dimensionalen
Wilsonschen Funktionals
W = il ) 2.1
1= [ G0 (2.1)

das durch die folgenden Axiome definiert ist, vgl. [W1 73] und [Co 85].

W1 Linearitéat:
Fiir beliebige komplexe zahlen a, b soll gelten

D D -
/%{aﬂmbgm} =a/%f(z)+b/(jﬂ)ﬁjg(1). (2.2)

W2 Skalierungsgesetz:
Fiir beliebiges a soll gelten

D D
[ ottt =a™ [ s (2.3)

W3 Translationsinvarianz:

D D
[ Gaprten = [ s (24)

W4 Anschlufibedingung:
Fiir ganzzahlige (positive) D soll Wp[f] mit dem gewohnlichen Integral
iibereinstimmen, sofern dieses existiert.

Diese Axiome sind nicht nur notwendige Bedingungen fiir einen Integrations-
begriff, sondern legen diesen sogar bis auf eine Normierungskonstante ein-
deutig fest. Eine der wichtigsten und gleichzeitig im Vergleich zum gew&hn-
lichen Integrationsbegriff obskursten Konsequenzen aus diesen Axiomen ist

too much physical significance to use of dimensional continuation. This is especially true
when we use minimal subtraction, which is a procedure that exploits the form of the
cut-off dependence of the theory.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE’s 26

das Verschwinden skalenfreier Integrale in DR

/ il (s12)° = s [ ()

(2m)P ° W2 8—9 le (12)

D
/(d )l (1) : (2.5)

Gegeniiber anderen Regularisierungsverfahren bietet die axiomatische Fas-
sung der DR den Vorteil, konsistente formale Umformungen vornehmen zu
kénnen, ohne eine konkrete Realisierung des D-dimensionalen Loop-Integrals
im Auge haben zu miissen, ein Umstand, von dem wir beim Umformulieren
der SDE’s bereits stillschweigend Gebrauch gemacht haben.

Da die SDE’s eine Formulierung der dynamischen Grundgleichungen der
QEDp darstellen, die Loop-Integrale enthalten, ist prinzipiell die Vorausset-
zung dafiir gegeben, auch den nichtperturbativen Gehalt der QEDp in DR,
d.h. auf der Basis der Wilsonschen Axiome, zu definieren. Nichtperturbativ
betrachtet stellen die SDE’s jedoch ein Selbstkonsistenzproblem dar und wir
definieren deshalb zunichst, was wir im Rahmen dieser Arbeit unter “nicht-
perturbativer dimensioneller Regularisierung” (NPDR) der SDE’s verstehen
mochten. Zwei Vorgaben legen die genaue Form dieser Definition weitgehend
fest. Zum einen kénnen wir nur fiir einfache Modell-SDFE’s hoffen, diese noch
analytisch 16sen zu kénnen, so dafl die NPDR numerisch durchfithrbar sein
mufl. Zum anderen halten wir aus Griinden, die wir nachfolgend noch dis-
kutieren werden, an dem Prinzip der analytischen Fortsetzung bzgl. der
raumzeitlichen Dimension D auch innerhalb nichtperturbativer Lésungsver-
suche der SDE’s fest. Zusammengenommen legen diese beiden Vorgaben die
folgende Definition nahe.

o

Im Rahmen dieser Arbeit bedeutet die NPDR der SDE’s, dafs sich die in
D raumzeitlichen Dimensionen formulierten formalen SDE’s (1.26) fir die
drei Basisvertices 5, D" und V* auf ein zahlenwertiges, i.allg. nichtlinea-
res Selbstkonsistenzproblem der gewdhnlichen Analysis mit der raumzeitli-
chen Dimension D als reellwertigen Parameter abbilden lassen (kinemati-
scher Teil der NPDR), von dem gezeigt werden kann, daff es zumindest
bei kontinuierlicher Variation von D in einem endlichen Intervall wohldefi-
nierte, nicht notwendig eindeutige, Losungen besitzt (dynamischer Teil der

NPDR).

2.1.1 Realisierung des kinematischen Teils der NPDR

Wir diskutieren nachfolgend die einzelnen Schritte, die notwendig sind, um
den kinematischen Teil in der Definition der NPDR fiir die SDE’s (1.26) der
QEDp zu realisieren.
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Skalare Projektion der tensoriellen SDE’s

Ausgehend von der allgemeinen Tensoranalyse fiir die drei Basisvertices
S, D# und V# bzgl. Dirac- und Lorentzstrukturen 3

ST p) = AP - BN

A(p?) B(p?)

- _ L
o) T - B TR - B
=-51(p?) =—So(p?)
3 £
k) = = Dr(K) tuuk) — 5lu(h)
N——
— d(k?)
=4k
) 12
VEps ki) = D fi0%p- 4. )V (piks ), (2.6)
=1
lassen sich deren tensorielle SDE’s (1.26) durch die Anwendung der Projek-
toren 4
1 _
2y — -1
AGY) = o (#5T)
1 .
_R(n2y — 4 -1
B(p?) = 4“‘{5 (p)}
1 .
—Dr(k?) = ———=tu(k)D" (k 2.
K = oyt D () (27)

auf SDE’s fiir die invarianten Funktionen A(p?), B(p?) und Dr(k?*) umschrei-
ben. Die skalare Projektion der SDE’s (1.26) fiir die Vertexfunktion V*
erfordert aufgrund ihrer umfangreichen Tensorbasis {V/(p; k;-)[i=1...12}
zundchst die Konstruktion einer bzgl. des Skalarprodukts

K3

1
Ztr V'M‘/]‘7M (28)
biorthogonalen Basis {V(p;k;-)|i = 1...12} aus der Bedingung

1 -
ViV =4, (2.9)
die dann dazu verwendet werden kann, die skalaren SDE’s fiir die einzelnen
invarianten Funktionen gemé&f

1 . .
L% p-q.q%) = TV ks )V (pi ks ) (2.10)

zu ermitteln, vgl. [KO 90].

Im Hinblick auf das sog. Fermion-Doubler-Problem der Gitterregulari-
sierung weisen wir darauf hin, daf} die skalare Projektion der SDE’s und
der Umstand, dafl die DR keinen Einflul auf die analytische Gestalt des
Fermionpropagators nullter Ordnung nimmt, eine vollkommen unproblema-
tische Behandlung fermionischer Freiheitsgrade mittels der SDI’s erlaubt.

*Eine Tensorbasis {V;*(p; k;-)|i = 1...12} fiir die Vertexfunktion V* ist in GL(B.65)
angegeben.

*Wir verwenden die Konvention tr[lpxp] = 4, davon abweichende Konventionen ha-
ben zumindest in der Storungsrechnung nur auf die endlichen Anteile der Greenschen
Funktionen einen Einflufi.
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Ubergang auf die euklidische Metrik

Die SDI’s fiir die invarianten Funktionen der Basisvertices enthalten nur
noch aus den inneren und dufleren Impulsen aufgebaute invariante Bildun-
gen in Form von Skalarprodukten, so dafl sich fiir diese Gleichungen der
Ubergang zur euklidischen QEDp durch Ausfiihrung einer naiven Wick-

Rotation
/ dPk / dgk
S —
(2m)P4 (2m)P

Pk, — —(p-k)g,... (2.11)

vollziehen 148t. Auf diese Weise kann zunichst die Definition euklidischer
Dirac- bzw. Lorentztensoren umgangen werden. °

Abbildung des D-dimensionalen Loop-Integrals auf ein gewdhn-
liches Integral

Der entscheidende Schritt innerhalb des kinematischen Teils der NPDR
ist die Angabe einer expliziten, prinzipiell numerisch auswertbaren Berech-
nungsvorschrift fiir das D-dimensionale Loop-Integral. Fiir die im Rahmen
dieser Arbeit bei konkreten Losungsversuchen der SDE’s verwendeten Nihe-
rungen ist es ausreichend, Ein-Loop-Integrale, die nur von einem Adufleren
Impuls abhdngig sind, zu betrachten. In den skalaren SDE’s kommen diese
in der allgemeinen Form

D
WD[f,pz)I/(gf)lD (*,p-1,p%D) (2.12)

vor und kénnen durch Ubergang auf D-dimensionale Polarkoordinaten mit
der Polarachse in Richtung des dufleren Impulses p auf ein zweidimensionales
gewsOhnliches Integral, bestehend aus einem Betrags- und einem Winkelin-
tegral, abgebildet werden ©

WD[fvPQ)
o'e) 1

_ SD/ duD—l/ do (1— )7 f(%.pla, ps D)
0

-1
1 .
Sp = ., ox=p-l . 2.13
r(25t)20-1774 )

Fiir die Reduktion von Mehrfach-Loop-Integralen bzw. Loop-Integralen, die
von mehreren dufleren Impulsen abhingig sind, vgl. [Na 78] und [To 71].
Die Gl.(2.13) stellt eine spezielle Realisierung des durch die Wilsonschen
Axiome nicht eindeutig festgelegten D-dimensionalen Wilsonschen Funktio-
nals dar, in der die raumzeitliche Dimension D nur noch als reeller Parame-
ter, der iiber die Betragsintegration prinzipiell regularisierend wirken kann,

®Den Index E unterdriicken wir im folgenden meistens.

SWir fithren fiir den Betrag eines Vektors keine neue Bezeichnung ein, kennzeichnen
dafiir aber Skalarprodukte, zur Unterscheidung von gewdhnlichen Produkten, stets durch
einen Punkt.
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vorkommt. Die Nichteindeutigkeit der Vorschrift (2.13), symbolisiert durch
einen Pfeil anstatt eines Gleichheitszeichens, besteht darin, sie um (multi-
plikative) Terme ergénzen zu koénnen, die aufgrund der Anschluibedingung
(W3) fiir ganzzahliges D identisch Eins sein miissen (z.B. cos(27D)), und ist
vergleichbar mit der Mdoglichkeit, verschiedene Diskretisierungsvorschriften
fiir die Ableitungsoperatoren im Rahmen einer Gitterregularisierung verwen-
den zu kénnen. Wir gehen auf diese Mehrdeutigkeiten nicht weiter ein, in
der Hoffnung, daf sie sich wie in der Stérungsrechnung nur in den endlichen
Anteilen der Greenschen Funktionen bemerkbar machen. Fiir detailliertere
Untersuchungen der SDE’s in NPDR kann es jedoch n&tig sein, eine genauere
Definition des Wilsonschen Funktionals vorzunehmen.

Ubergang auf vollstindig dimensionslose Gréfien

Fiir eine numerische Behandlung der SDI’s miissen diese vollstindig di-
mensionslos gemacht werden. Die nackte, dimensionell regularisierte QFEDp
enthilt die beiden Massenskalen {m,gal}, d.h. die nackte Fermionmasse m
und die fiir D # 4 dimensionsbehaftete nackte Eichkopplung ¢ mit Massen-
dimension ¢ = 422, Anders als fiir ein Cut-Off-Regularisierungsverfahren

2
(COR) wird in DR zwischen dem (dimensionslosen) Regularisierungspara-

meter (¢) und der (davon abhédngigen) Regularisierungsmassenskala (g%) un-
terschieden, was weitreichende Konsequenzen fiir die Parametrisierung des
Kontinuumslimes ¢ — 0 hat. Im Zusammenhang mit dem Renormierungs-
verfahren kommen zwei weitere Massenskalen in die Theorie, die Renormie-
rungsmassenskala g (“Subtraktionspunkt”) und die unter Bezugnahme auf
1 geeignet definierte renormierte Fermionmasse m,. Fiir den Ubergang auf
vollstéindig dimensionslose GroBen kénnen wir damit allgemein schreiben 7

m
oo M e
m A g g
] P neoa _ B((AD)?)
= — B =
A € {g%,m;,u,mT}. (2.14)

Die zweckmifBigste Wahl fiir die Massenskala A hdngt von der konkreten
Fragestellung ab. Es lassen sich diesbeziiglich zwei Félle unterscheiden:

¢ Wahl von A in der regularisierten Theorie:
Fiir die regularisierte Theorie mit ¢ # 0 ist die natiirlichste Wahl

o =

A=g- (2.15)

wie dies beispielsweise fiir Losungsversuche der SDE’s der QEDs, fiir
die [g] = % gilt, iiblich ist. Die Wahl A = m ist prinzipiell auch
moglich, aber im Hinblick auf den chiralen Limes m — 0 ungeschickt.

Durch die Wahl (2.15) fiir A 148t sich die Anzahl der unabhingigen

"Wir verwenden die Bezeichnung s, § und nicht m, g, um Verwechslungen mit den
laufenden Parametern zu vermeiden.
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Parameter in den nackten, dimensionell regularisierten SDIE’s von vier
auf drei dimensionslose Gréfien reduzieren

{m,g,&, ¢} — {gﬂl,g,e}, (2.16)

und fiir eine bestimmte nackte Greensche Funktion G konnen wir in-
folgedessen schreiben

Gpig,m, &) = AMAf(pm, & e)
p = (P17P27---)7 (217)

wobei [(7] die kanonische Massendimension von G und f eine dimen-
sionslose Funktion bezeichnet.

¢ Wahl von A zur Durchfithrung des Kontinuumslimes ¢ — 0:
Die Zahl der unabhé&ngigen Parameter, die nach Vorgabe eines Renor-
mierungsverfahrens im Kontinuumslimes ¢ — 0 tiberleben, wird nicht
durch eine Dimensionsanalyse, sonden durch die Divergenzstruktur
der Theorie bestimmt. Die dimensionsbehafteten Gréfien miissen auf
Massenskalen bezogen werden, die im Kontinuumslimes singularitits-
frei bleiben. Dies ist fiir A € {m,, p}, nicht aber fiir A € {m,g%}, der
Fall. Die Wahl A = m, wird {iblicherweise im Rahmen der sog. in-
termedidren Renormierung getroffen, in der die renormierten Gréfien
durch den Wert bestimmter Greenscher Funktionen beim Impuls null
definiert werden (p = 0). Wegen etwaiger IR-Singularititen ist dage-
gen fiir eine masselose Theorie die Wahl A = pu zwingend.

Wir denken uns die SDI’s zunédchst mit der allgemeinen Massenskala A
dimensionslos gemacht und spezifizieren A und die genaue Anzahl der un-
abhingigen Parameter der Theorie erst bei konkreten Fragestellungen.

2.1.2 Realisierung des dynamischen Teils der NPDR

Nach Ausfithrung der einzelnen Schritte des kinematischen Teils der NPDR
sind beispielsweise die im Rahmen dieser Arbeit ausschlieflich studierten
SDE’s der beiden Propagatoren auf die allgemeine skalare Form

%) = O
+ !}QSD/O dl[P~1 /_1 dac(l—x2)¥lﬁ'f[{f};(i)2,ﬁ2,x)
f(0*) € {AR*), B(p*),d(p*)} (2.18)

reduziert, wobei f(© die nullte Ordnung der einzelnen invarianten Funk-
tionen und K f[{f};-) ein aus ihnen aufgebautes nichtlineares Funktional
bezeichnet. Es gilt nun, einen Bereich fiir D zu spezifizieren, in dem sich
die skalaren SDE’s singularitdtsfrei losen lassen. Obwohl zum Definitions-
akt fiir die formalen SDE’s gehérend, besitzt diese Spezifikation insofern
einen dynamischen Aspekt, als wir zur Beurteilung der Konvergenzeigen-
schaften der Loop-Integrale des SD-Selbstkonsistenzproblems vorab Kennt-
nisse {iber dessen Lésung im divergenzerzeugenden UV-Bereich bendtigen.
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Diese Information ergibt sich aus der UV-asymptotischen Freiheit (UV-AF)
der QEDp 4, die wir, um die Argumentation frei von speziellen Niherungen
fir die SDI’s halten zu kénnen, nachfolgend mittels RG-Methoden fiir die
nackte und multiplikativ renormierte QEDp diskutieren. Im Rahmen kon-
kreter Losungsversuche der SDE’s werden wir zeigen, daf} ihre Lésung im
UV-Bereich mit den aus der RG gewonnenen Aussagen konsistent ist.

UV-AF der nackten QEDp,

Gehen wir von der Existenz einer dimensionell regularisierten QEDp in ei-
nem gewissen Bereich fiir D aus, dann folgt aus der Dimensionsanalyse (2.17)
fiir eine beliebige nackte Greensche Funktion (¢, mit kanonischer Massendi-
mension [G], das in diesem Bereich fiir D wohldefinierte Skalierungsgesetz

Gle'pig,m, &) = G (p; g(1), m(1), &, €) (2.19)
mit den “laufenden nackten Parametern” ®
glt,e) = ge™
m(t) = me ", (2.20)

Da diese fiir ¢ > 0 im Limes ¢ — oo verschwinden

lim g(t,=>0) = 0
Jim (1) = 0, (2.21)

ist das UV-Verhalten der Greenschen Funktionen durch ihren Wert in nullter
Ordnung bzgl. der nackten Parameter g, m beschrankt

tlim G(e'pig,m, &6 > 0) = et[G]G(p; 0,0,&,¢). (2.22)

Nehmen wir noch die in Anhang D diskutierte Divergenzstruktur der SDE’s
(1.26) hinzu, dann ist die Argumentation in sich konsistent und demnach
die nackte, dimensionell regularisierte QEDp.4 UV asymptotisch frei.

UV-AF der multiplikativ renormierten QEDp_4

Wir nehmen nachfolgend in DR, eine RG-Analyse der multiplikativ renor-
mierten QEDp vor, die einerseits zeigen soll, dafl die UV-AF der nackten
QEDp nicht im Widerspruch zu einem etwaigen Landau-Pol in den laufen-
den renormierten Parametern steht. Andererseits dient die Analyse dazu,
die wesentlichen Beziehungen fiir die Diskussion des Kontinuumslimes in
NPDR bereitzustellen. Um die Formeln iibersichtlich halten zu koénnen,

9

wahlen wir ein massenunabhidngiges Renormierungsschema ® in Landau-

8Wir werden diese Begriffsbildung nachfolgend genauer begriinden.

°Das einzig uns bekannte massenunabhingige Renormierungsschema, das sich prinzi-
piell auch innerhalb nichtperturbativer Studien etablieren 148t, ist das Weinberg-Schema
[CMm 73]. Dagegen macht das massenunabhingige M S/M S-Renormicrungsschema spezi-
elle Annahmen iiber die Singularitatsstruktur der Theorie bzgl. e.
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Eichung £ = & = 0. 9 1 Die fiir das UV-Verhalten der Theorie we-
sentlichen laufenden renormierten Parameter g.(¢,¢) und m,(¢,¢) sind in
DR durch die Losungen der Differentialgleichungen

% B(g.(t,€),¢)
dm;li(tt’g) = —(1=vm(g-(t,e),e))m(t,c)
gr(o,{f) = g,
m(0,e) = me, 223)

definiert. 12 Die RG-Funktionen 3,7, lassen sich aus den gemif Gl.(D.1)
definierten Renormierungskonstanten Z,, Z,, gewinnen, die in einem mas-
senunabhingigen Renormierungsschema nur von g, und ¢ abhéngig sind

d
Bgr,e) = e ggr(u)

1 0Z,(gr.¢)
=
Zg(gmg) 897«

= —&gr — grﬁ(grvg)

_ —&gr
ﬁ(g”{-j) - 1 1 8Zg(gr,s)
—I_ gT Zg(grvs) agr

= —&g, + ﬁ1(5)g§ + ﬁz(é)gf + O(QZ)

pwod
’}/m(grvg) = 5. mmCﬂ“(:u)

Mey d,u g
1 3Zy(gr,¢)
- - ry €
ol )Zm(gmé) a9,
= vD(e)g2 + Ogh). (2.24)

Mit diesen Relationen konnen die laufenden renormierten durch die laufen-
den nackten Parameter ausgedriickt werden

gr(t:e) = gr(g:8)| .
gr(t,¢) 9:(4 )‘g_@(m)
( , ) = mcﬂ“(mvg?g) §_>§(t75)7m_>fn(t,6)
jlt.e) = pglte)=ge
f] = ,u_sgv (225)

wodurch insbesondere die Bezeichnung “laufende nackte Parameter” fiir
g(t, ) und m(t; ¢) gerechtfertigt wird. Die Funktionen g,(g,¢) und m.,(m, g,¢)
lassen sich aus ihren Umkehrfunktionen bestimmen, fiir die sich aus den Dif-
ferentialgleichungen (2.24) die Integraldarstellungen [Sy 70]

i(gre) = %am:/‘ 5$+ﬁx)

——
)
_ 7m
m(mc,rvghg) - mcrexp{ / dx

Ym(2,€)

) (2.26)

1R enormierte GroBen kennzeichnen wir durch einen Index “r”.

He =0 ist ein Fixpunkt der laufenden Elchﬁx1erungskonstante.
12mcyr bezeichnet die von einem etwaigen rein dynamischen Beitrag freie Strommasse
(current-mass), d.h. m., — 0 fir m — 0 und € > 0.
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ergeben. 12 Die UV-AF der (multiplikativ) renormierten QEDp<4 folgt aus
den Identitdten (2.25), sofern die Randbedingungen

oo .
mc,r(mvgvg) - m
erfiillt sind, wonach die laufenden renormierten Parameter fiir ¢ > 0 und

t — oo in die laufenden nackten Parameter iibergehen und damit nach
GL.(2.21) verschwinden

gr(t,e>0) — g(t,e)—0
mn(he > 0) — mite)—o0 [ LT (2.28)

Daf bei diesem Limes kein Landau-Pol tiberstrichen wird, 1463t sich an den
FEin-Loop-RG-Beziehungen fiir g,(¢, ¢) und m,(¢,¢) iiberpriifen. Mit der Ein-
Loop-Niherung

Blgre) = —egr + Bile)g)
Tulgrie) = (g (2.29)
erhalten wir aus GL.(2.26)
. gr
9(gr:¢) A
1 — 2= g2
gr(gvg) = gﬁ
14 20 g2
1)
m(me,, gr,€) = ey (1— ﬁl—g)gf)_ 2A1(e)
£
(o)
Mer(m,g,e) = m(l+ bule) §%) 2 (2.30)

und mit G1.(2.25) folgt

- 36_26t
g”lz’(t? 8) = g 21_6—25t
L= pBi(e)g—=—
1—e 2t _ab)e
me(te) = me,e (1 - ﬁl(e)ng) 26100 | (2.31)
Da der Ausdruck
1 _ —&
In.(z) = j = ln(z) + O(e) (2.32)

fiir ¢ > 0 und = > 1 durch % beschriankt bleibt, weisen die laufenden renor-

mierten Parameter trotz des fiir die QED,4 positiven ersten §—Koeffizienten
14
1

A0 =153

*Die Losungen der Differentialgleichungen (2.24) haben wir durch das Aufprigen der
Randbedingungen 74, 2, — 1, g¢r — 0 eindeutig gemacht; wir kommen auf diese Wahl

>0 (2.33)

der Randbedingungen an spaterer Stelle nochmals zuriick.
' An dieser Stelle muB kein Renormierungsschema spezifiziert werden, da $1(0) (und
(32(0)) bekanntlich davon unabhingig sind.
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in dem Bereich ¢ = 0...00 keinen Landau-Pol auf, sofern die renormierte
Kopplung im Attraktionsgebiet des UV-stabilen Fixpunkts (FP) ¢¥" =0

BV, e) = 0

%Z:/’g) = —e<0, (2.34)
das durch den IR-stabilen FP g/f(c) =, /75
Blgif(e),e) = 0

Wloere) _ oy, 0y (2.35)

dgr

der Ein-Loop p-Funktion (2.29) beschrankt wird, liegt. Jeder renormierten
Kopplung g, aus diesem Attraktionsgebiet, dem nach GI.(2.30) bereits der
gesamte Bereich 0. .. oo fiir die nackte Kopplung ¢ zugeordnet ist, entspricht
eine Trajektorie g¢,(t,¢), die fiir ¢ — oo und ¢ > 0 im UV-stabilen FP
gr = 0 endet. Dieser Effekt beruht auf dem (kinematischen) —eg,-Term
in der g-Funktion, der fiir ¢ > 0 den Punkt g, = 0 immer zu einem UV-
stabilen FP macht. 1° Die RG-Argumentation ist demnach fiir D < 4 in
sich konsistent, insbesondere die Approximation (2.29) der RG-Funktionen
durch ihre perturbativen Ausdriicke. Ein Landau-Pol ¢y, ergibt sich in den
renormierten laufenden Parametern erst im Limes ¢ — 0

2
_ 97
gi(1,0) = —
Tt
_7571)(0)
mr(tvo) = mc,re_t(l——) 261(0)
lr
1
tr, = ——=- 2.36
25(0)g?2 (2:36)

Dieser Limes ist jedoch fiir die QED nur fir g, = 0 mit der Beziehung
(2.30) konsistent (RG-Trivialitdt), so dafl die Beziehungen (2.36) hochstens
im Rahmen der Stérungsrechnung dazu verwendet werden kénnen, das UV-
Verhalten der QEDy4 zu analysieren.

Im Hinblick auf den dynamischen Teil des Definitionsproblems fiir die
SDE’s in NPDR kénnen wir aus der RG-Analyse fiir die nackte bzw. mul-
tiplikativ renormierte QEDp.4 die folgende Feststellung treffen:

Fine konsistente Definition (und gleichzeitig Teillosung) der nackten SDFE’s
kann in NPDR vorgenommen werden, wenn die QFDp fir D < 4 als UV-
asymptotisch frei betrachtet wird, da fir dieses UV-Verhalten nach Anhang
D die Loop-Integrale in den SDFE’s (1.26) fir die drei Basisvertices effektiv
logarithmisch divergent sind und folglich die ihnen gemdfS dem kinemati-
schen Teil der NPDR zugeordneten skalaren SDE’s in dem endlichen Inter-
vall |D g, 4] wohldefinierte Lisungen besitzen. Dyp ist durch die IR-Struktur

*Dabei machen wir die Annahme, daffi dieser Term nicht durch einen echt nichtper-
turbativen Anteil in der #-Funktion iiberspielt wird. Insofern ist die auf der RG-Analyse
beruhende UV-AF der QEDp«4 eine Selbstkonsistenzaussage.
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der QFEDp bestimmt. Fir eine (explizit oder dynamisch) massive QFDp,
d.h. B(0) # 0, treten fir die Wahl Dip = 2 keine IR-Singularititen auf.

Wir betonen, daf} es fiir die Definition der QEDp.4 ausreicht, die UV-
AF allein als Beschriankung des UV-Verhaltens der Greenschen Funktio-
nen durch ihre nullte Ordnung aufzufassen. Fiir die invarianten Funktionen
A, B,d der beiden Propagatoren bedeutet dies

lim A(p*,e > 0),d(p*e>0) = 1

P— 0O
lim B(p?,e >0) = m. (2.37)
P— 0O

Eine dariiberhinausgehende Darstellung der UV-Asymptotik der invarian-
ten Funktionen durch ihre (nackten) Stérungsreihen, in denen aus Dimen-

sionsgriinden die Eichkopplung nur in der Kombination ¢?p~2° vorkommen
kann
UV, 2 g°p
AT (pTe>0) = 1+;an(57£)((4ﬂ.)2—5)

—2e

BV (phe>0) = m{1+;bn(5,g)(éf)2_s)n}

2, —2¢
AV (pte>0) = 1 d(e, )LL)y 2.38
Phe>0) = L+ 3O (2.38)
setzt im Gegensatz zu der strengen Aussage (2.37) voraus, daf es sich nicht
nur um asymptotische Reihen, die fiir sich allein genommen nicht zur De-
finition der UV-Asymptotik der invarianten Funktionen verwendet werden

kénnten, handelt. 6

Definition der Theorie fiir allgemeines D

Es ist zur begrifflichen Seite hin ganz wesentlich, dafl nach den Prinzipien
der analytischen Fortsetzung mit der Kenntnis der Losung der SDE’s auf
dem endlichen Intervall |D;g,4[ die Analytizititseigenschaften der Losung
in der gesamten komplexen D-Ebene festliegen, auch wenn wir genétigt sind,
diese i.allg. im Rahmen einer numerischen Fortsetzung, die im Hinblick auf
die Fehler im numerischen Input mit Instabilititen verbunden sein kann, zu
analysieren. Nachfolgend verdeutlichen wir an einem einfachen Beispiel, daf}
es auch fiir praktische Fragestellungen sinnvoll sein kann, eine analytische
Fortsetzung bzgl. D in NPDR durchzufiihren.

Die Kenntnis der drei Basisvertices auf dem Intervall |D;g, 4] impliziert
noch nicht, daf§ wir in NPDR auch daraus aufgebaute Gréfien berechnen
konnen. Beispielsweise konvergiert das Loop-Integral in der Darstellung fiir
das nackte chirale Fermionkondensat

<P > = < 0K (0)Ya(0)]0 >

16 Auch fiir eine numerische Lésung der SDE’s in NPDR ist es prinzipiell ausreichend,
nur den UV-Limes der zu bestimmenden Funktionen zu kennen. Es kann jedoch hilfreich
sein, die UV-Asymptotik durch die (u.U. asymptotischen) Reihen (2.38) zu approximieren.
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de T —ik-x
= tI’/W’LS(k‘)e om0

_ dpk B(k?)
- 4/ (27]?)]3 A2(k2)k2? + B2(k?)’ (2.39)

als gewthnliches Integral aufgefafit

f = D= B(k?)
<PP> /0 Ak e B (2.40)

nur fiir D €]0, 2[, falls die IR-Bedingung

B(0) £ 0 (2.41)

und die UV-Bedingungen (2.37) erfiillt sind. FEine Moglichkeit, den Wert
dieses Integrals fiir D & 4 zu definieren, besteht in der analytischen Fortset-
zung der wohldefinierten Werte aus dem Intervall D €]0,2[. 17 Eine direkte
Berechnung des Kondensat-Integrals (2.40) fir D ~ 4 erfordert dagegen
die Durchfiihrung von Subtraktionen zur Erweiterung seines Konvergenz-
bereichs bzgl. D. Dazu kann bei Vorgabe der Asymptotik (2.38) fiir das
Verhiltnis

—2¢

f?(( {1+ch (& =" } p— oo (2.42)

von dem Verschwinden skalenfreier Integrale, vgl. GI.(2.5), Gebrauch ge-
macht werden, d.h. unter Ausnutzung des Wilsonschen Postulats (W1) die
Umschreibung

_ dk B(k?)
<Yy >= 4/ (2n )P 2202 § B

- Dk B(k?)

- 4/(25)13 {A?(k?)k2+32(k2)
Zk 2e .

_ kQ{l—l—chef () )}}

+ m/(deD klz{uzcn (,6)( 2k 26) "} (2.43)

G1.(2.5)

vorgenommen werden. Dieses Vorgehen zeigt zwar, daff es in NPDR prin-
zipiell moglich ist, jedem Loop-Integral ein dquivalentes, effektiv logarith-
misch divergentes Loop-Integral zuzuordnen, aufgrund der fiir kleines ¢ ge-
ringen Differenz der Exponenten in der UV-Asymptotik (2.38) der invari-
anten Funktionen mufi dazu jedoch u.U. die Subtraktion von sehr vielen

1"Dies erfordert die Losung der SDE’s in diesem Intervall, die aufgrund etwaiger
IR-Singularititen erst noch zu definieren ware, gegebenenfalls selbst durch analytische
Fortsetzung.
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Termen vorgenommen werden, wodurch ebenfalls numerische Instabilititen
entstehen konnen. Angesichts dieser Problematik ist es sehr instruktiv sich
vor Augen zu halten, daf die regularisierende Wirkung einer COR nicht von
dem Divergenzgrad des zu berechnenden Integrals abhdngig ist.

2.2 Durchfithrung des Kontinuumslimes in NPDR

Derjenige Bereich der raumzeitlichen Dimension D, fiir den wir die SDE’s in
NPDR direkt 16sen kénnen, schliefit sich beliebig nahe an D = 4 an. Infolge-
dessen sind wir zur Durchfiilhrung des Kontinuumslimes ¢ — 0 in der Lage,
das numerische Fortsetzungsproblem bzgl. D in ein Extrapolationsproblem
umwandeln zu konnen, und damit in einer Situation, wie sie zundchst auch
fir die COR typisch ist. Fiir letztgenanntes Regularisierungsverfahren ist
der Kontinuumslimes in der Sprache der Statistischen Mechanik formuliert,
wonach dieser mit den kritischen Punkten im Raum der nackten Parameter
verbunden ist, fiir die die Korrelationslinge

_ mAT , COR mit Impuls-Cut-Off A 5 14
S = alTr , COR mit Gitterkonstante a (2.44)

(i.allg.) gem&fB Potenzgesetzen mit zugehdrigen kritischen Exponenten di-
vergiert, vgl. z.B. [MM 94]. Es ist fiir eine COR charakteristisch, daf} sich
aus der Parametrisierung des Kontinuumslimes durch RG-Funktionen, z.B.
durch die renormierte

COR(y = _g 99r(9:6)
(9r) = &k 9%, ‘g (2.45)
bzw. nackte #-Funktion '®
BeOR(g) = £, 08| (2.46)
8£k gr

schon im Rahmen der regularisierten Theorie eindeutige Kriterien fiir die
Existenz des Kontinuumslimes und die Struktur der dadurch definierten
Theorie ableiten lassen. Da fiir eine COR der Regularisierungsparameter di-
mensionshehaftet ist, konnen die RG-Funktionen so gewidhlt werden, daf} sie
vom Regularisierungsparameter unabhéngig sind, so dafi nach G1.(2.45/2.46)
die Divergenz der Korrelationslinge £, mit der Existenz von Nullstellen der
RG-Funktionen in Bezug auf ihre Kopplungsabhingigkeit

In(€y) = /gdx%, (2.47)

die prinzipiell im Rahmen der regularisierten Theorie bestimmt werden kon-
nen, verkniipft ist. Dagegen ist in NPDR der Kontinuumslimes allein durch

®Die beiden Funktionen sind iiber die Beziehung 5°°%(g,) = 650R(g)%"g’6’6) mitein-
ander verkniipft, so dafl ihre ersten beiden Taylorkoeffizienten in einer Entwicklung nach
gr bzw. g iibereinstimmen, vgl. [MM 94].
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das Verschwinden der dimensionslosen Groéfle € charakterisiert und hierfiir
scheint die obige Sprechweise aus der Statistischen Mechanik keine ange-
messene Beschreibung zu sein, da mit ¢ eine Grofle variiert wird, die die
durch gleiche kritische Exponenten charakterisierten Universalitdtsklassen
mitbestimmt. In NPDR hé&ngen die renormierte

d . . 09g-(g,¢)
DR _ - — 5 - _ ”
(g e) = o ggr(g 1g,¢) T

) = —&gr + grﬁ(grvg)
Blgr.e) = Bile)gr + Bale)gy + O(g7) (2.48)

bzw. nackte g—Funktion

. dg(g,,¢€) dg(gr,¢)
DR _ ’ _ 9.2 ’

vom Regularisierungsparameter ¢ ab und infolgedessen ist der Zusammen-
hang zwischen gewissen Strukturmerkmalen dieser Funktionen fiir ¢ > 0 und
der Existenz bzw. Struktur etwaiger Kontinuumslimites wesentlich indirek-
ter. Aus GL.(2.48) erhalten wir die Beziehung

§9(gr,€) = grexp{— / dx #;3)}, (2.50)

die selbst im (nur perturbativ implementierbaren) M5/ M S-Renormierungs-
schema 19 nicht nach ¢ aufgelést werden kann. Demmnach lassen sich fiir
e > 0 keine eindeutigen Signale hinsichtlich der Iixistenz und Struktur des
Kontinuumslimes ableiten, so daff in NPDR die Durchfiihrung des Konti-
nuumslimes unausweichlich mit einem Extrapolationsprozefl verbunden zu
sein scheint. Dieser Umstand mag als eine Schwiche der NPDR erscheinen,
oder aber die Voraussetzung dafiir sein, daf} die wesentliche Natur des Kon-
tinuumslimes richtig erfaffit werden kann. Unserer Meinung nach driickt sich
hierdurch jedenfalls der wesentliche Unterschied zwischen einer COR und der
DR aus. Zur Durchfilhrung des Kontinuumslimes in NPDR mufl demnach
direkt eine Analyse der Beziehung §(g,,¢) im Sinne eines Extrapolations-
prozesses vorgenommen werden. Um eine Vorstellung davon zu bekommen,
fiir welche raumzeitlichen Dimensionen D die SDI’s dazu numerisch geldst
werden miissen, betrachten wir die Entsprechung

1

L (g, (2:51)

die sich beispielsweise aus dem Vergleich der Ein-Loop-RG-Beziehung

(2.52)

grvfk
Vi- m g2In(¢3)

¥Fiir dieses Renormierungsschema hingt & nicht von ¢ ab.
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mit der ihr in NPDR entsprechenden Beziehung (2.30) ablesen laft. Die
derzeitige Grenze fiir die in numerischen Loésungsversuchen der SDE’s er-
reichbaren Korrelationslingen liegt in der Gréfienordnung 20 £, < 10'2, vgl.
[Ra 91], der nach Gl.(2.51) eine raumzeitliche Dimension

e = 0.018
D = 4-2¢=3.963 (2.53)

entspricht.

2.2.1 Der Kontinuumslimes in DR gem&fl den perturbativen
RG-Funktionen

Da fiir die QED4 nach G1.(2.33) #1(0) > 0 und im massenunabhéngigen
Weinberg-Renormierungsschema

3
W)= -5 <0 2.54
200 = - (250
gilt, nehmen die renormierten Parameter m. ,, g, gemdfl den Ein-Loop-RG-
Beziehungen (2.30) Werte in den Intervallen

Meyr € [OaOO[Zm
g € [0,9/7(e)[< g (2.55)

an, falls die nackte Kopplung § in dem Intervall [0, o0[ 1duft. Die renor-
mierte Kopplung g, ist durch den IR-stabilen FP der Ein-Loop-3-Funktion

beschriankt
IR/ N _ | €
gr (5) - ﬁl(g) 9 (256)

so daf} es fiir die QEDp auf Ein-Loop-RG-Niveau im Kontinuumslimes un-
abhédngig davon, wie die nackte Kopplung von ¢ abhidngig gemacht wird,
zu einer Entkopplung von Boson- und Fermionfeld kommt (Trivialitit).
Aus den Beziehungen (2.30) folgt, daf die nackten Parameter m, § komplex
wiirden, hielten wir im Kontinuumslimes ¢ — 0 an einem g, > 0 fest. 2!
Es ist schwer vorstellbar, dafl die Trivialitit durch die Beriicksichtigung von
weiteren stérungstheoretischen Beitrigen zur g-Funktion umgangen werden
kann. Gemé&f der Darstellung (2.50) wird die renormierte Kopplung im all-
gemeinen Fall durch die kleinste positive Nullstelle g7(¢) der 3-Funktion, die

durch die Lésung der Gleichung
e = Bgre)e) (2.57)

gegeben ist, beschrinkt
gr € 0,676 (2.58)

2*Djie im Rahmen von Gitterrechnungen erreichbaren Korrelationslingen sind wesentlich

kleiner.

2'Dagegen muB nach diesen Bezichungen fiir die QCDp, mit £1(0) < 0, zur
Durchfiihrung des Kontinuumslimes ¢ — 0 die nackte Kopplung §(e) gegen null gefiihrt
werden, was auf eine nichttriviale QCDy fithrt.
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Fiir die QED ist die perturbative B—Funktion bekanntlich positiv und folglich
kann die Bedingung (2.57) zumindest fiir kleine ¢ gelést werden, wobei wegen
der perturbativen Entwicklung (2.48)

g (e)—0, ¢—0 (2.59)

gilt. Beispielsweise folgt fiir g¥(¢) auf Zwei-Loop-Niveau im MS/MS-Renor-
mierungsschema

*\2 € 1 ﬁl(o) 2 1 ﬁl(o)
9r € + - -5
£ 52(0) 3
= - e“+ 0(e”). 2.60
DRI 200
Der Zwei-Loop-Beitrag zur 3-Funktion macht sich erst in der O(¢?) bemerk-
bar.

Einerseits ist fiir die Definition der QEDp in NPDR die Existenz des UV-
stabilen FP ¢YY = 0 mit seinem zugehorigen, “kleinen” Attraktionsgebiet
0...97(¢) wesentlich, andererseits liegt die Vermutung nahe, dafl durch dieses
Attraktionsgebiet die wesentliche nichtperturbative Struktur der 5—Funktion
nur maskiert wird. Es ist uns nicht klar, ob die Beziehung (2.50) bzgl.
g, auf Werte jenseits des Attraktionsgebietes (2.58) hin fortgesetzt werden
kann und welche Strukturmerkmale die S-Funktion fiir ¢ > 0 dort besitzen
miifite, damit ein nichttrivialer Kontinuumslimes ¢ — 0 existiert. Zumindest

wire in diesem Fall die untere Integrationsgrenze in der Darstellung (2.50)

abzudndern, und damit ginge nach den G1.(2.26/2.27) u.U. die UV-AF der
22

renormierten Theorie verloren.

2.2.2 Der Kontinuumslimes in NPDR am Beispiel eines echt
nichtperturbativen Effekts

Eine Moglichkeit, wie die Trivialitit eventuell umgangen werden kénnte, ist
die Existenz echt nichtperturbativer Effekte, die keine Entsprechung in der
Storungsrechnung besitzen und einer nichtperturbativen Kopplungsrenor-
mierung bediirfen. Als Beispiel betrachten wir die Ausbildung einer dyna-
mischen Masse in der masselosen, chiral invarianten QEDp, die als einzige
Massenskala die Regularisierungsmassenskala besitzt. Die Parametrisierung
dieses Effekts in DR und einer COR ist in Tabelle (2.1) in Form einer Ge-
geniiberstellung dargestellt, da der Unterschied in den beiden Regularisie-
rungsverfahren fiir diesen Fall besonders deutlich zum Ausdruck kommt. In
DR ist die Bedeutung der nackten Kopplung ¢ vollstindig auf das Setzen
der (nichtanalytisch von g abhédngigen) Massenskala g% reduziert, so dafl M
entweder fiir alle ¢ von null verschieden ist, oder identisch verschwindet. Fiir
die masselose QEDp macht es im Gegensatz zur COR in NPDR demnach

22 Jenseits des Attraktionsgebietes (2.58) des UV-stabilen FP gY"V = 0 kommt dem Term
—ex in der Integraldarstellung (2.50) nicht mehr die entscheidende Bedeutung zu, die er
fiir £ &~ 0 besitzt. Demnach scheint es so, als ob dieser Term in dieses Gebiet iiberfiihrt
werden, d.h. eventuell die Beziehung g, = Zg_l(gr,e)u_ag hinsichtlich der expliziten pu-
Abhingigkeit abgedndert werden miifite.
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COR DR
Regularisierungs-
Parameter A e = %
Massenskala A g% = ,ug%

dynamische Masse || M(g,A)= A feor(g) M(g,e) = g%fDR(e)

Kontinuumslimes & = % — 00 e—10
Ren.-Bedingung 0< M < 0< M = % < 00
Subtraktion g — g(fk)‘M g — 9(5)‘M
kritische gr = lime, oo g(fk)‘M gr = lim._g f](e)‘M
nackte
Kopplung feor(gr) =0 gr = lim._o M2 fpi(e)
—1
_ d A _ dg(e
nackte bCOR(g) =& fl(g:) ‘M é)R(g,g) = 92 “Zl(s) ‘M
3-Funktion = —7§EZ§E§; = —2¢g1In(g) + 25%}—%?3

Tabelle 2.1: Vergleich der Parametrisierung einer dynamischen Masse in DR
und einer COR.
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keinen Sinn, von einer “Starkkopplungsphase” bzgl. der nackten Kopplung
zu sprechen. Ob es zur Ausbildung einer rein dynamischen Masse kommt
oder nicht, hdngt in NPDR nur von der raumzeitlichen Dimension ¢ ab.
Die dynamische Masse M (g,¢) ist gem&f ihrer Parametrisierung in Tabelle
(2.1)

1

M(g,¢) = g¢ [pr(¢) (2.61)
eine RG-Invariante und folglich besitzt sie als Funktion der renormierten
Kopplung die Darstellung

M(gr (1), 1t €) = Cru(e)Aelgr(p)s 1) (2.62)
wobei A, die RG-invariante Massenskala der QEDp bezeichnet
Mg = pespl— [ e Ly (2.63)

92(¢)

die erst nach Festlegung der unteren Integrationsgrenze g%(¢) eindeutig de-
finiert ist und fiir die auf Ein-Loop-RG-Niveau folgt 23

e 2
As<g7a,u>:u{%} : (2.64)

L= sower

Um den Zusammenhang zwischen den Darstellungen (2.61/2.62) herzustel-
len, schreiben wir die A.-Skala mit Hilfe der Beziehung

. 09:(g,¢)
7,75 = —£ = 265
B(gr,€) =5 (2.65)
auf die nackte Kopplung ¢ um
g(grﬁ) , 1
A(g) = pexp{= de’ —}
Q(g?,s) x
= (= (L
= M (go) (go(g))
dole) = 9(ge), (2.66)
so daf folgt
Cum(e) = g5 () fpr(e). (2.67)

Damit die dynamische Masse im Kontinuumslimes endlich gehalten wer-
den kann (Renormierungsbedingung), muf die nackte Kopplung vom Regu-
larisierungsparameter abhingig gemacht

g = gy,
g 2B g(M,e)| (2.68)

1

2Nach G1.(2.64) verschwindet A. fiir ¢ > 0 und kleine g, gemiaf g,°. Fiir die QCDp,
d.h. B1(0) < 0, folgt aus G1.(2.64) im Limes ¢ — 0 und der Wahl ¢2(¢) — co,e — 0 das
wohlbekannte Ein-Loop-RG-Resultat Ao(gr, ) = p exp{m}. Fiir die QEDp ist ein

solcher Limes wegen $1(0) > 0 nicht moglich.
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und im Kontinuumslimes gegen eine universelle “kritische” Kopplung gefiihrt

werden
COR .
T— ghm g(fk)‘M
E—00
N DR .
ge = limg(Me)|y . (2.69)

Die Werte fiir die (u.U. mehreren) kritischen Kopplungen sind in einer
COR durch die Nullstellen der Skalierungsfunktion fcor(g) bestimmt, d.h.
konnen prinzipiell bei endlichen Korrelationslingen £ bestimmt werden,
wohingegen ihre Bestimmung in DR die Kenntnis der Skalierungsfunktion
fpr(e) fiir beliebig kleine ¢ erfordert. Ob durch die nichtperturbative Kopp-
lungsrenormierung (2.68/2.69) die Trivialitit der QED4 umgangen werden
kann, hingt davon ab, ob die geeignet definierte renormierte Kopplung ¢,
an den kritischen Punkten verschwindet

gi@mgr(g(fk)afk) =7
1%9T(9(M,g),g) = 7. (2.70)

In NPDR ist damit die Trivialitdtsfrage fiir die QEED4 auf die Untersuchung
der strukturellen Figenschaften der beiden Funktionen $(g,,¢) und fpr(e)
zuriickgefiihrt.

2.2.3 Die zentralen Fragestellungen zur Strukturuntersuchung

der QED

Aus der Diskussion des Kontinuumslimes in NPDR ergeben sich fiir die
nichtperturbative Strukturuntersuchung der QED die folgenden zentralen
Fragestellungen:

e Liegt nach [Lp 55] fiir die QEDy4 die “zero charge situation” vor, d.h.
ist in DR die auf der Ein-Loop f—Funktion beruhende RG-Beziehung

~2

2/ 4 g €
9:(9,¢) = <
(9¢) 14 2ldg2 = Bie)

€

(2.71)

auch fiir grofle nackte Kopplungen § korrekt, so dafy die renormierte
Kopplung im Limes ¢ — 0 verschwindet ?

o Wird dieses Trivialititsszenarium durch nichtperturbative Effekte um-
gangen, die

— durch eine iiber RG-Summationen hinausgehende Aufsummation
storungstheoretischer Terme beschrieben werden kénnen, z.B. die
zuerst von [GML 54] vermutete Existenz einer Nullstelle der re-
normierten F-Funktion bei grofien renormierten Kopplungen ?

— echt nichtperturbative Effekte darstellen, d.h. mnichtanalytisch
von der Kopplung abhingen und eine nichtperturbative Renor-
mierung erfordern, z.B. die diesbeziiglich zuerst von [MN 74] un-
tersuchte dynamische chirale Symmetriebrechung ?
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o Impliziert die etwaige Entkopplung von Fermion- und Bosonfeld auch
einen trivialen Fermionsektor, oder existieren im Fall der dynamischen
chiralen Symmetriebrechung im Kontinuumslimes trotz verschwinden-
der renormierter Kopplung nichttriviale S-Matrixelemente zur Beschrei-
bung des pseudoskalaren Goldstone-Bosons 7 In der Sprache der COR
wiirden in diesem Fall die Nullstellen der renormierten und nackten
B-Funktion nicht iibereinstimmen.

¢ Sind die Aussagen tiber die Struktur und Existenz etwaiger Kontinu-
umslimites vom verwendeten Regularisierungsverfahren abhdngig ?

o Ist im Fall der Trivialitit der QED4 das Konzept der Cut-Off-Theorie
von der COR auf die NPDR {ibertragbar ?

Eine vorldufige Antwort auf Teile der obigen Fragestellungen nehmen wir

nachfolgend durch die explizite Losung von zwei Entkopplungsndherungen
der SDE’s in NPDR vor.



Kapitel 3

Die Quenched-Rainbow-
Naherung der SDE’s in
NPDR

Die Quenched-Rainbow-Approximation (QRBA) der SDE’s (1.26) besteht
in der Ersetzung

D) — DO (k) =~ [ () + € ()

und stellt aus verschiedenen Griinden eine besonders attraktive Entkop-
plungsniherung dar:

¢ Die QRBA kann im Rahmen einer COR weitgehend analytisch gelost
werden.

e Die Niherung (3.1) des Bosonpropagators schaltet den in Kapitel 2 dis-
kutierten Trivialititsmechanismus aus, so dafl die QRBA einen nicht-
trivialen Kontinuumslimes besitzt.

¢ Die QRBA ist eine vereinfachte Version der Quenched-Approximation
(QA), die in der Unterdriickung aller Fermion-Loops in den SDE’s
(1.26) fiir die drei Basisvertices besteht. Die QA stellt den Grenz-
fall unendlich schwerer Fermionen dar und 148t sich im funktional-
integralen Zugang durch die Vernachldssigung der Fermiondetermi-
nante, die nach Ausintegration der nur bilinear in der Wirkung ent-
haltenen Fermionfelder entsteht, implementieren, so daf} ein Vergleich
der Ergebnisse von Gitterrechnungen [BK 84] mit denjenigen des SD-
Zugangs moglich ist.

Seit der grundlegenden Arbeit von [MN 74] ist die QRBA vielfach als
Ausgangspunkt fiir nichtperturbative Strukturuntersuchungen der QEDy,
die beispielsweise die Untersuchung der Impussingularitdtsstruktur des Fer-
mionpropagators oder das Studium der dynamischen chiralen Symmetrie-
brechung zum Gegenstand hatten, verwendet worden, vgl. z.B. [FK 76] und

45
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[M1 85]. Uns dient die QRBA als iibersichtliche Modell-SDE, um analy-

tisch nichtperturbative Iiffekte in dimensioneller Regularisierung studieren

zu konnen.

3.1 Die SDE’s der QRBA

Die Naherung (3.1) reduziert die SDE’s (1.26) fiir die drei Basisvertices auf
eine geschlossene, nichtlineare SDE fiir den Fermionpropagator

S7Hp) = p-ml+g*L(p)

( ——) = ()7 4

p p

D
S0) = [ G WD~ by

D

(3.2)

Gemif dem in Kapitel 2 diskutierten kinematischen Teil der NPDR ergeben

sich fiir seine beiden invarianten Funktionen

S7Hp) = AP - BO)1 (3.3)
in euklidischer Metrik die gekoppelten, skalaren SDE’s
ApY) = 1+¢°8a0%)
B(p*) = m+g°Ep(p?)
~ dPk A(K?) p-k
2 _
Zalp?) = 5/ DAQ k2)k? + B2(k2) p2(p — k)2
B, P e e
I(3-¢) /1 2(1—a?)2~*
B S dp ———~ )"
TG or(d) S 2pka 4 B2
=K a(p:k,e)
~ dPk B(k?) 1
2 — —
S607) = 0146 | o e
O T(2-e)(4m)2E J A2(E2)k? + B2(k?)
I(2—¢) /1 (1—a2%)37¢
S S A S S0 S 3.4
SCES TS By (3:4)

=Kp(pk,)

die sich durch Ausfithren der Winkelintegrationen in eindimensionale Inte-

gralgleichungen mit den symmetrischen Kernen

Ka(p,k,e)=0O(k - p)k

LaFie, 23— (D)) + k= p
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T R e e O B
IxB(p,k,g):WzFl[g,l;Q—g;(%)z]ﬁ—ka
= Q(kkz_p){l—l-Qig(%)z 768_(15:_;:)62(%)4-%...}-%ka (3.5)

iiberfithren lassen. In Landau-Eichung £ = 0 entkoppeln die beiden SDE’s
(3.4)

Ap?) = 1
dPk B(k?) 1
B(p*) = D —1)g :
(p”) m+ ( )g / (2m)0 k2 + B2(k2) (p — k)2 (3.6)
2D-1) g¢* [ . pa_ B
= dk k77" ——F—K k,e).
" T@ e (dm)r- /0 1 g B ke)
Dariiberhinaus kann in dieser Eichung durch die Ersetzung '
@ (7 14 @ R 2 2
P Vi ik ) = 9" 4 3 [BOH - Bp+ D)L (3T)
die VA-WTI (B.16) erfiillt werden
RVHpikss) =+ |BOA) - Bl(p+ k)1
= 57 p+k) -5 (p), (3.8)

ohne das sich die skalaren SDE’s (3.6) dndern. Allerdings kommt es fiir diese
Vertexfunktion im Limes & — 0 zu kinematischen Singularitéten, so daf die
V#-WI (B.26) selbst in Landau-Eichung gebrochen bleibt

. 2p - k
VAP k= 0;) — 7“—/’6“—];2 B'(p*)1
! 0

= %S_I(P)
n
= Y -2p"B(p*). (3.9)

Wir betrachten in diesem Kapitel die SDE’s (3.4) ausschlieflich in Landau-
Eichung, Resultate fiir andere Fichungen kénnen eichkovariant mittels der
LKT (C.12) ermittelt werden.

3.2 Losung der SDE im UV-Bereich

In Kapitel 2 haben wir die UV-AF der QEDp4 mittels RG-Methoden stu-
diert und betont, dafl es fiir die Definition der formalen SDE’s (1.26) ausrei-
chend ist, die UV-AF als Beschrdnkung des UV-Verhaltens der Greenschen
Funktionen durch ihre nullte Ordnung aufzufassen. Auf der Basis der SDE

!Diese Ersetzung ist fiir den nackten Vertex v* in GL.(3.2) durchzufiihren.
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(3.6) ergibt sich diese Beschrinkung fiir die invariante Funktion B(p?), in-
dem nach Durchskalieren des Integrationsimpulses gemifl

/ k p

der Limes p — oo durchgefithrt wird
PEBKP) 1
2y _ )2, —2e

D ./
m{1+‘D"”qus/(ijDi%@w}mﬁ'*o“f%)}

m{l L (D= 1F)(F2 (_12_5)5)“8) (‘if);_i + O(p“‘s)} . (3.11)

Fiir eine vollstindige Bestimmung der UV-Asymptotik von B(p?) ist es sinn-
voll, die beiden Fille der expliziten chiralen Symmetriebrechung (E,SB,
m # 0) bzw. der dynamischen chiralen Symmetriebrechung (D, SB, m = 0)
getrennt zu betrachten.

Die UV-Asymptotik fiir den Fall der E, SB

Der Integrand der SDE (3.6) kann unter abwechselnder Benutzung der bei-
den Beziehungen

1 1 B2(k?)
k2 4+ BX(k%) k2 K2k 4 B%(k%))
S S S N V) il s
(p—k)2 — p? p* (p—k)? (3.12)

wie folgt umgeschrieben werden 2

Dy AV
R e e =

1 , [ dPk B3(k?)
+ ﬁ{‘m‘”g/mmewuimwn
2, —2¢ Ak BS((Pk/)z) (p— k/)z -1
+ (D—-1)g% / 2rP e }

(D1 [ d% Bk (p-k?p?
p? /(QF)D E4(k2 4+ B2(k2)) »? .(3.13)

Das letzte Loop-Integral in dieser Gleichung ist fiir D < 4 IR- und UV-
konvergent und verhélt sich im UV-Bereich wie

/‘&% Bk (p— k) p?
(2r )0 W+ B(R)) (p— k)

2Qegeniiber einer Entwicklung nach (ﬂ:ilf fithrt dieses Vorgehen zu keinen IR-

Divergenzen.
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uv APk B5(k?)(1 - 4(p - k)?)
_/ W k2(k2 + B2(k2)?)
= (3.14)

so daf sich aus G1.(3.13) fiir die UV-Asymptotik von B(p?) das Schema
2 —2e
B(p? 14 Z bo.n( _E)n

N b1,0((9m_26)2’5)m3 {1 + Z bln(g)(%)n}

p n=1
bl {1 oy bm(g)(éf);_i)n} )

bestehend aus einer Mischung gebrochener (p~2¢)"- und ganzzahliger (p~2)"-
Potenzen, ergibt. Die mit den gebrochenen Potenzen verbundenen Anteile
in der UV-Asymptotik von B(p?) bezeichnen wir aufgrund der Beziehung
(2.32) als In.-Anteile. Die Koeffizienten b;j sind dimensionslose Zahlen, die
fir K = 0 neben ¢ von der dimensionslosen Kombination (gm~*)% abhiingen.
? Die Koeffizienten b;q besitzen i.allg. neben einem perturbativen Anteil,

der beispielsweise fiir den Koeffizienten by g in dem Ausdruck

ey (1=D)g* [ d°k B3 (k?)
bio((gm™F)%e) = m3 /(QF)D k2(k2 + B2(k?))
(1-D)I(e) (gm™~ 5)2

= T e + O(gm™=)* (3.16)

enthalten ist, bzgl. ¢ nichtanalytische Anteile, die jedoch durch die per-
turbativen Beitrdge unterdriickt werden und deshalb erst im Fall der D, SB
sichtbar gemacht werden kénnen. Die Bestimmung des Koeffizienten 0, g er-
fordert bereits die Kenntnis der gesamten Funktion B(p?), so daf der quan-
titative Gehalt des UV-Schemas (3.15) auf die Bestimmung des fithrenden
In.-Anteils, der danach in den Lésungen der SDE 4

D 2
BpY) B m+D- 1)92/ (;lﬂ;) Bg; )(p_lk)z (3.17)

enthalten ist, beschrankt bleibt. Thre iterative Losung fiithrt fiir die zugehéri-
gen Koeffizienten by () auf die Rekursionsbeziehung

T(1 - e(k + 1)0(e(k + 1))

bosi+1(€) T4 b2 (2 + &) o)
boo = 1, (3.18)

(D - 1)I(1 —¢)

?Diese Abhingigkeit spiegelt den allgemeinen Sachverhalt wider, wonach die Green-
schen Funktionen bzgl. m i.allg. nur zweimal an der Stelle m = 0 differenzierbar sind.

*Da die lineare Faltungsgleichung (3.17) nach G1.(3.89) zu einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung dquivalent ist, besitzt sie zwei linear unabhingige Losungen. Der fiir
m # 0 fithrende In.-Anteil ist durch ihre iterative Losung gegeben.
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die sich geschlossen 16sen 148t °
2, —2¢
uv 9P
B?) & m{l + Eb07k(5)((4ﬂ)2_6)k}
k=1
D-1I'(1—¢e) \*
bor(e) = {( )I( )}

r(z_— (1 +ke)I(1-1)

X . 3.19
I(2—(k+ 1)1+ k)I(1-1+k) (3.19)
Die UV-Asymptotik fiir den Fall der D,SB
Fiir m = 0 wird die Integralgleichung (3.6) homogen
dPk B(k?) 1
B(p*) = (D - 1)¢* 3.20
(r7) =( )g /(%)D k2 + B2(k2) (p — k)2 (3.20)
und besitzt insbesondere die triviale Losung
B(y) =0, (3.21)

die die perturbative Loésung dieser Gleichung darstellt. Existieren nichttri-
viale Losungen ¢, dann miissen diese nichtanalytisch von der Eichkopplung
g abhdngig sein. Fiihren wir zur Bestimmung des fiihrenden UV-Verhaltens
von B(p?) den Limes p — oo unter dem Integral in G1.(3.20) durch

s , [ Pk B(k?) 1
o) = -0 | G e

vy (D —1)g? / d°k  B(k?)
p2 (27T)D k2 + BQ(kQ) ’

(3.22)

UV-konvergent fiir D<4

dann ist die sich dabei ergebende UV-Asymptotik fiir B(p?) selbstkonsistent,
da das verbleibende Loop-Integral fiir ein derart reguldres UV-Verhalten
konvergent fiir D < 4 ist. Das Loop-Integral in Gl. (3.22) kann mit dem
nackten chiralen Fermionkondensat identifiziert werden, das fiir den Fall

A(p*) = 1 durch
< P >

< 0[%a(0)%4(0)[0 >
D .
tr/%iﬁ(lﬂ)e—m“ -
~ d°k } + B(k*)1
= _“/ (201 12— Bk
- %k B(k?)
= 4/ (Qf)D 1 B (3.23)

5Aus der Singularitatsstruktur der Koeffizienten boyk(e) wird deutlich, daff durch diese
Reihe in Strenge nur fiir % Z N eine Funktion definiert wird. Durch die Aufsummation
dieser Reihe kann eine Fortsetzung auf die Werte % € N, fiir die es zu Mischungen zwischen
ganzzahligen- und gebrochenen Potenzen im UV-Schema (3.15) kommt, vorgenommen

werden.
In diesem Fall gibt es mindestens zwei nichttriviale Lésungen, denn mit B(p?) 18st
auch —B(p?) die homogene, nichtlineare SDE (3.20).
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definiert ist, so daf gilt

Ve < il
Bt L Uip; vo> (3.24)

wobei im Fall m = 0 aus Dimensionsgriinden
- 1
9* <> (g7) (3.25)

gelten mufl, woraus die Nichtanalytizitdt einer etwaigen Losung der SDE
(3.20) ersichtlich wird. © Fiir eine weitergehende Bestimmung der UV-
Asymptotik schreiben wir die homogene SDE (3.20) analog zur Gl.(3.13)
um

~ , [ d°k  B(k?) 1
56%) = 0 -1 | G5y =
(D—1)g%* [ d°k  B(k?)

7 / (2m)0 k2 + B2(k)
(D—-1)g* [ d°k  B(k*) (p—k)?—p?

7 / (20 B2+ B2(K?) (p— k)?
(D — 1)g° {<W> L / dPk! B((pm?)(ﬁ—k')?—l}
% T N N R O
(D — 1)’ / Pk B (p— k)
7 (20 B2+ BX(k2)) (p— k)2

_I_

(3.26)

Da sich das letzte Loop-Integral in dieser Gleichung wegen der reguldren
UV-Asymptotik (3.22) von B(p?) im UV-Limes wie

/ Pk B (p- k) - p?
(2P WK+ BHRD) (p— kP
w oL Pk BYE)(1 - 4(p- b))
) oD (R Bk
= 00 (3.27)

verhélt, wird das folgende UV-Schema nahegelegt

B 'Y D4;21 g2 < o > {1 + 7; blm(g)((‘i:);_i)”}
byo(e)g? ] o2
+ g {1—|-nz::1bz,n( )((4ﬂ)2_6) }
bso(2)g* AT A
T {1 + ; b3.n( )((4@2_5) } s (3.28)

"Dies ist ein Beispiel fiir den im Rahmen des Studiums der Losungsmannigfaltigkeit der
funktionalen SDE’s in Kapitel 1 diskutierten Sachverhalt, wonach die Loésung der SDE’s
durch das Finfordern einer Schwachkopplungsentwicklung nicht notwendig eindeutig wird.
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das bis auf das Fehlen der ersten Zeile mit dem UV-Schema (3.15) fiir den
Fall m # 0 iibereinstimmt, jedoch anstatt der nackten Masse m bzgl. ¢
nichtanalytische Terme vor den perturbativen In.-Anteilen aufweist. Der
fiihrende In.-Anteil ist nach diesem Schema in den Lésungen der SDE

g Dg? <4y >  (D-1)g? / A’k B(k*) (p = k)* — p’
4p? P’ 2Pk (p—k)?

(3.29)

enthalten, genauer gesagt, durch ihre iterative Losung gegeben, die auf die

Rekursionsbeziehung
st = - S,
bio = 1 (3.30)

fithrt. Die Losung dieser Rekurison lautet

o ov (D =1)g% < orp > e
B(p®) = 4p? {1 + ,; bl,k(é)((4ﬂ)2_s)k}
bir(e) = {(D_ 1)F(1—5)}k

I(1—e)T(2+4ke)l(1+ 1)
F(1—(k+De)I(1+E)IT(1+14+k)

X (3.31)

Der vom &ufleren Impuls unabhdngige Subtraktionsterm im Loop-Integral

der SDE (3.29)
vv (D= 1)g* <y¢ >

B(p?) = T
(D—1)g2 [ d°k B(k*)( p?
p? / (2m)P k2 {(p k)2 1} (3.32)

bewirkt, dafi es im Rahmen ihrer iterativen Losung zu keinen IR-Divergenzen
kommt. In dimensioneller Regularisierung, die nicht zwischen IR- und UV-
Divergenzen unterscheidet, kann dieser Subtraktionsterm unterdriickt wer-
den, so daf} der jeweils fithrende In_-Anteil in der UV-Asymptotik von B aus
einer SDI

D 2
BpY) B m+ (- 1)92/ (;lﬂ;) Bg; )(p_lk)zv (3.33)

deren Losungen iiber die UV-Randbedingungen

, m , m#0
B(p®) = { (D-1)g?<vi> , p— (3.34)

4p2 ’ mIO

dem Fall der E,SB bzw. D,SB zugeordnet werden kénnen, gewonnen wer-
den kann. Die UV-Schemata (3.15/3.28) stimmen mit der OPE-Hypothese
fiir eine UV-asymptotisch freie Theorie iiberein, vgl. [LA 92]. Aus ihrer
Herleitung mittels der SDE (3.6) wird deutlich, daf} sie der Form nach auch
fiir die volle Theorie Giiltigkeit besitzen sollten.
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3.3 Summationsmethoden fiir die UV-Asymptotik

Fiir jede geschlossene Ndherung der SDE’s (1.26) der drei Basisvertices 1afit
sich in NPDR aufgrund der UV-AF fiir die Koeffizientensdtze der fiihren-
den In.-Anteile ihrer UV-Asymptotik zumindest eine Rekursionsbeziehung
der Form (3.18/3.30) herleiten, die jedoch i.allg. nicht geschlossen l6sbar
sein wird. Fiir die Aufsummation der fiir ¢ — 0 fithrenden Terme dieser
Reihen ist es am zweckméBigsten, auf die SDE’s zuriickzugehen. Auf diese
Weise entsteht eine zur RG alternative — z.T. dariiberhinausgehende — Tech-
nik zur Teilsummation logarithmischer Anteile in der UV-Asymptotik der
Greenschen Funktionen, die sich anhand der SDE (3.6) der QRBA einfach
darstellen 148¢t.

LL.-Summation mittels SDE’s

Im Rahmen einer iterativen Losung der SDE (3.6) trigt zur Bestimmung
einer bestimmten Impulspotenz (p~2°)" des fiihrenden In.-Anteils in den
UV-Schemata (3.15/3.28) jeder Term in der Entwicklung (3.5) fiir den K'p
bei. Fiir eine Leading-Log- (LL.-) Summation, d.h. fiir die Aufsummation
der Pole ¢ héchster Ordnung pro Impulspotenz (p~2%)", ist es ausrei-
chend, im Fall m # 0 den fiihrenden Beitrag der (£)?- und im Fall m = 0
den fithrenden Beitrag der (%)Q—Entwicklung (3.5) des Kerns Kp zu beriik-
ksichtigen, da nur diese Beitrige in jedem Iterationsschritt neue Pole bzgl.
¢ erzeugen. Demnach kann die folgende Ersetzung vorgenommen werden 3

B(p*) % BL(p?)

G(k—p) 0
Kp(p,k,e) 2 Ké(p,k)z{ o M7

O k) m =10
P b
d ](é(pvk) _ —]3—26(1)_]5) , m#o
dp { pzlx’é(p,k) - 5(p— k) Com=0 [ (3.35)

Diese Nidherung erlaubt es, die SDE (3.6) in eine nichtlineare Differential-
gleichung erster Ordnung umzuwandeln

i{ BL(pZ) } B Q(D—l) 92 pD—B
dp \ 2B ) | T TTE@ o) n) =+ (BE(Y))?

BL(PZ) , m#0
. {pQBL(pz) , m:()} (3.36)

m , m#0
BY(p*) — {(D—l)g2<w¢> _ } p— .
4p2

Deren Losung im UV-Bereich lautet

(1,
Y ( )gzp—za}

2¢e

8Allgemein formuliert besteht in NPDR eine LL.-Summation mittels SDE’s in ihrer
iterativen Losung unter alleiniger Beriicksichtigung der divergenzerzeugenden, bzgl. der
aufleren Impulse polynomiellen Anteile in den Integranden ihrer Loop-Integrale.

E.SB,UV
BL(pz) = mexp{ -




3.3 Summationsmethoden fiir die UV-Asymptotik 54

47T)2 & 92p—26 .
- {HZ zgr 1—|—n) )((47r)2—5) }

=b (<)
BL() DysB.Uv (D — 1)Z;2< P > exp {vé)g(e)gzp_zs}
- B S e )
=bf, (2)
vHe) = —F(QQ_([;)&?)Q_E — —%, e—0. (3.37)

Die Koeffizientensétze {b§,,(¢),b},(¢)} stimmen mit den fiir ¢ — 0 fithren-
den Beitrdgen der exakten Koeffizienten (3.19/3.31) iiberein.

Aufgrund der Niherung (3.1) fiir den Bosonpropagator und die Vertex-
funktion ist in der QRBA (perturbativ) nur eine (multiplikative) Renormie-
rung der Masse vorzunehmen. Im massenunabhdngigen Weinberg-Renor-

mierungsschema (WBRS), das in der QRBA durch

Me,r B(pz,m#())

Z (g, = — =
m (9r:6) - - PP,
GL(2.24) 1 0Z,(9r,€)
'}/m(grvg) = ﬁ(grvg) Z. 99,
QRBA 1 0Z,(9r,€)
=" g
Zy  0g,
gr = W g=g
gr(1,¢€) = grexp{—cet} (3.38)

definiert ist, folgt mit GL.(3.37) auf LL.-Niveau

(1)

Zn(grie) = exp{vag(g)gf}

Ymlgre) = V() g?. (3.39)

Hieraus ergibt sich fiir die in der QRBA renormierungsinvariante Funktion
B(p?) als Funktion der renormierten Strommasse

E,SB,UV 1— (p)~2
BL(ﬁzvgrvmc,Tvg) * = mc,r exp {77(5)(5)972’(;7];))}
3 972~
= w7 10}
_ p
P = =. 3.40
. (3.40)

Das Resultat (3.40) ist mit der RG konsistent, wonach die Funktion B(p?)
im WBRS (3.38) die Darstellung

In(p)
B(P?, gry My €) = Mg, exp { / dwm(gr(t,é),é)}
0
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In(p)
P e { [ d e + 0h)
0

GL.(3.38 1—(p)~2
(: ) Me r €XP {77(5)(8)93(27?;)

+o(p T} B4

besitzt. Fir die laufende renormierte Masse (2.23) ergibt sich hieraus das
Resultat

mo(te) TET B =)
RBA 1 — e 2t
“ = me, € eXp {7 S %2 )}
= m {etE S 4o )} (3.42)

das mit dem Limes 3; — 0 der Ein-Loop RG-Beziehung (2.31) iiberein-
stimmt.

Das LL.-Resultat (3.37) fiir den Fall der D,SB geht iiber eine RG-
Summation mit perturbativem Input hinaus. Die Uberpriifung der fiir diesen
Fall naheliegenden Renormierungsvorschrift

L/=2 DySB,UV (D _ 1)93 < 1&& > (1) 21 — (ﬁ)—%
B (p 797“75) - 4]32 eXp{ — Ym (g)ng}
_ 397 <P > oot
= ——@;——ﬁm 7+ 0(e) )
<P >, = Z(grr €)™ < 09 > (3.43)

erfordert die Kenntnis der Singularitdtsstruktur des chiralen Fermionkon-
densats im Fall m = 0, die nur aus einer Analyse der SDE gewonnen werden
kann, die auch den IR-Bereich mitberiicksichtigt.

NLL.-Summation mittels SDE’s

Wir diskutieren nachfolgend eine N&herung der SDE (3.6), die wir zwar als
eine Next-to-Leading-Log- (NLL.-) N&herung konstruieren, von der wir je-
doch zeigen werden, daf sie den vollstdndigen Kontinuumsgehalt der QRBA
enthalt.

Eine Aufsummation, die die beiden héchsten Pole ¢~ ¢~("=1) pro Im-
pulspotenz (p~2°)™ in dem fiihrenden In.-Anteilen (3.15/3.28) der UV-Asymp-
totik fiir B(p?) richtig beriicksichtigt, ergibt sich durch die Ersetzung

NLL.
B(p*) "=* BY(pY)

- I O(p—k Ok —
Kg(pke) "2 KN(pk)= (Pp2 )+ (k2 p)
Ld 5d _
337 d—pAB(p,k) = d(p—k). (3.44)

Die weiteren Terme in der Entwicklung (3.5) des Kerns Kp sind nicht mehr
divergenzerzeugend und zusétzlich von der O(¢), also erst relevant, wenn
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mindestens die pro Impulspotenz (p~2)" drei hchsten e-Pole richtig beriick-
sichtigt werden sollen. Mit dieser Kernndherung geht die SDE (3.6) in die
folgende nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung iiber

d d y P22 -
{ apr T, I (e )W}BN@) =0 (3.45)
-2 . 4(D — 1) 92
g'e) = T2 =) (dr )
BN(PQ) — {@ ’ Zig}, p— 0. (3.46)

Ihre Lésung im UV-Bereich ist durch Besselfunktionen zum Index :l:% gege-
ben, die iiber ihre Asymptotik [As 84]

1 x.,
7I‘(1 m 1/)(5) , x—10 (3.47)

dem Fall der E,SB bzw. D,SB zugeordnet werden kénnen. ?

J(x) —

E.SB, UV 1

mI(1 - 2)(

BY(p?)

N - DB g2

- Te—a2) , 9%p
{ kz T(1+ k)T(1 - §+k)((47f)2‘5)k}

Ebo,k(s)
\SB, D —1)g2 ) 1 1 i(e)p—e
By P B 2y éQ) LS
) 2 2%

_ (D—1)g2<¢¢>{1+§: L1+
(

4p?

( 2 662) q'p
T(L+ MI(1+ L —|—k)((47r)2 S CELY

Eb{\fk (=)

Ein Vergleich der Laurententwicklung bzgl. ¢ fiir die ersten Entwicklungsko-
effizienten by x(¢) der exakten UV-Asymptotik (3.19) mit derjenigen fiir die
Koeffizienten bévk(g) der NLL,-Niherung zeigt explizit die Ubereinstimmung
der beiden fiihrenden ¢-Pole

boa(e) = (D-D(42-y+@-2+ 1 - Tiep o)
i) = D-DE+2-7+@-2+ 5 - T+ 0()
boa(e) = (D—1)2(21?+5 7+——57+7——2+0( )

2
LIS S E + O(e)) .(3.49)

i_
2

Wae) = (D1t

°Die Funktionen Ji%(x) sind nur fir 1 = & N linear unabhingig, eine Fortsetzung auf

Werte % € N kann durch die Ersetzung J_i1(z) — Y1 (z) vorgenommen werden.
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Eine entsprechende Ubereinstimmung ist fiir den Fall der D, SB zwischen
den Koeffizienten by (e) und b{\jk(g) gegeben.

Fiir die Renormierungskonstante Z,, bzw. die RG-Funktion 7v,, ergibt
sich im WBRS (3.38) mit G1.(3.48) auf NLL.-Niveau

Zm(g“g) = 1 (

F( — E) 2¢e J_%(ﬁris))
()
Vmlgri€) = Grl€) n g(gf))
_ __4ADb-1 9;
T T(2-¢)(D-2) (47)2
S(D - 1)? g
T PEoom-22D -3 anre) 06
P = gy =229 (3:50)

T T(2-¢) (4m)

Als Funktion der renormierten Masse folgt fiir B(p?)

ESB,UV Mgy J_1

BN, grymep,e) = < _ (3.51)
P (2
Fiir diese Darstellung kann mit der Beziehung [As 84]
J_y(2) = cos(mr)J,(x) —sin(7v)Y,(z) (3.52)

und den Debyeschen asymptotischen Entwicklungen der Besselfunktionen
fiir v — o0

usp—n

r<1 ( $2)

J(ve) = \/_ exp{ (V1= 22— Arccosh( ))}
' cos {l/(\/ 22 —1-— Arccos(i)) - E}

z>1 ($ - 1)~
-
4

\/— 1
Y, (va) zsl _We){p{ v(v'1— 22 — Arccosh( ))}

\_/

J,(ve)

2

5 -1
Y, (va) 22 (@ =17 sm{ Va2 —1— Arccos(— )— %} (3.53)
2

der Kontinuumslimes ¢ — 0 studiert werden. Mit

~ gr
r 0 = —
3-(0) p
2T

g = —= ~ 3.628 (3.54)

V3
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geht die Fallunterscheidung « < 1 bzw. x > 1 in eine Unterteilung g, < gi
bzw. g, > gx hinsichtlich der Kopplungsabhingigkeit von B(p?) im Limes
e — 0 iiber

BUV(pzngvmc,ﬂg - 0) -

Mer COS(%¢(Z§7E))
P cos(io(ie)) I 9k
Ym(9r,0) = =1+ 1_(_T)2
9k
B T gr .o 4
- _5(_) + O(gr)v gr S 9k » (355)
9k

wobei die Funktion ¢(p,¢) fiir p # 0 eine Taylorentwicklung bzgl. ¢ besitzt,
so dafB fiir den Fall g, > gp kein wohldefinierter Limes ¢ — 0 existiert.
Das potenzartige UV-Verhalten fiir B(p?) im Fall g, < gi ist wegen

gr(t,e) —g,, €—0 (3.56)

konsistent mit der RG-Darstellung fiir B(p?)

s In(p) )
B(p®) = meyexp {/0 dyvm(gr(y,e),e)}
— ey (p)m0, e —0. (3.57)

Die alleinige Beriicksichtigung des ersten Terms in der Taylorentwicklung
(3.55) der 7,,-Funktion fithrt auf das LL.—Ergebnis (3.41) zuriick.
Zu den NLL.—Frgebnissen geben wir die folgenden Erlduterungen:

¢ Da die v,,-Funktion (3.55) in jeder Ordnung bzgl. g, einen endlichen
Beitrag ausbildet, stellt G1.(3.51) eine Losung der SDE (3.6) im UV-
Bereich in NPDR dar, die — obwohl als NLL.-N&herung konstruiert —
eine iiber RG-Summationen hinausgehende Aufsummation stérungs-
theoretischer Terme beinhaltet. Ihr Kontinuumslimes (3.55) stimmt
fiir g, < gx mit der sog. BJW-UV-Kontinuumslésung 1°

1= ()2
(p) g 9 < gk

b

BBJW( = BBJW(

»,9) s 9)

seos(n(p)y /(L) =1) , 9> gx

(3.58)
iiberein, die von [Bsw 67] im Rahmen des endliche-QED,4-Projekts
ohne Verwendung eines Regularisierungsverfahrens als UV-Losung der
SDE (3.6) in D = 4 und fiir m = 0 gefunden wurde. Dafl der
vollstindige Kontinuumsgehalt in der NLL.-Kernndherung (3.44) er-
halten bleibt, wird aufgrund der Entwicklung (3.5) verstdndlich, wo-
nach

Kg(p,k,e)= K5 (p, k) + O(¢) (3.59)

1OI.allg. wird nur die Losung fiir g, < gr so bezeichnet.
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gilt, d.h. diese Ndherung ist exakt, wenn nur im Winkelintegral in
GL(3.4) D = 4 gesetzt wird, wobei die Variation von D nach wie vor
iiber das Betragsintegral regularisierend wirkt.

¢ Die BJW-Kontinuumslésung (3.58) fiir g, < g benétigt innerhalb
der dimensionell regularisierten Theorie eine endliche nackte Masse
m(me,,¢€), die zwar im Limes ¢ — 0 verschwindet, aber auf eine end-
liche Strommasse m,, fiilhrt und deshalb eine E,SB-Losung der SDE
(3.6) darstellt. Dies zeigt, dafl es i.allg. wenig aussagt, wenn die nackte
Masse in einer formalen Kontinuums-SDE null gesetzt wird.

o Aus der oszillierenden Asymptotik (3.53) der Besselfunktionen resul-
tiert, daff im Kontinuumslimes fir g, > g5 die D,SB-Losung (3.48)
nicht mehr gegeniiber der E,SB-Losung unterdriickt ist. Infolgedes-
sen ist zu vermuten, daf} sich selbst im Fall der E,SB fiir g, > g5 nur
dann das BJW-Kontinuumsresultat (3.58) ergibt, wenn beide Anteile
in der UV-Asymptotik von B(p?) zusammen betrachtet und geeignet
renormiert werden. Wir gehen auf dieses Problem im n&chsten Ab-
schnitt n&her ein.

3.4 Loésung der SDE in der Bifurkationsniherung

In der UV-Asymptotik von B(p?) sind die echt nichtperturbativen Effekte
im Fall der E, 5B aufgrund der UF-AF unterdriickt und kénnen im Fall
der D, SB nur durch das nackte chirale Fermionkondensat parametrisiert
werden. Um sie erfassen zu kénnen, studieren wir nachfolgend die nichtli-
neare SDE (3.6) in der Nihe des chiralen Limes m = 0 im Rahmen einer
Bifurkationsndherung, die sich analytisch durchfiithren 148t.

Es ist zu vermuten, daff die Funktion B(p?) fiir m ~ 0 “klein” ist, so daf
es naheliegt, die nichtlineare SDE (3.6) fiir diesen Fall zu linearisieren

b , [ d°k  B(k?) 1
8=+ 010 [ oo e i iy
D 2

wodurch jedoch kiinstliche IR-Divergenzen erzeugt werden, so dafi eine IR-
reguldre Bifurkationsn&herung (IRBN) formuliert werden muf. Die beiden
giangigsten IRBN sind wie folgt definiert:

e IRBN-I
Es wird in der nichtlinearen SDE (3.60) die Ersetzung
B(k?) §B(k*)
—
AT

(3.61)

vorgenommen und ein IR-Cut-Off §m; (totale- bzw. Konstituenten-
masse) eingefiihrt, der selbstkonsistent aus der Bedingung

§B(6m?) = émy (3.62)
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zu bestimmen ist, d.h. demjenigen Impuls entspricht, ab dem die
Néherung (3.61) gerechtfertigt ist. Die Werte von B(k?) fiir k €
[0, 6m,] sind durch Extrapolation der Werte B(k? ~ ém?) definiert.

o IRBN-II
In der SDE (3.60) wird die Ersetzung
B(k?) 6 B(k?)
S S Sl S
k? + (B(k?))? k2 4+ 6m?
§my = 6B(0) (3.63)

vorgenomimen.

Beide Verfahren fithren aufgrund der Definition der ém,’s auf ein nichtlinea-
res Problem. Ist B(k?) fiir k ~ 0 regulir, dann stimmen die beiden totalen
Massen émy fiir kleine Werte ndherungsweise iiberein und stellen eine Ap-
proximation fiir m; = B(0) dar. Sollte die nichtlineare SDE (3.6) den Effekt
der D, SB in NPDR erst ab einem gewissen "kritischen” ¢ zeigen, dann wird
dieses nach der klassischen Problemstellung der Bifurkationstheorie durch
die IRBN exakt bestimmt.

3.4.1 IRBN-Iin NPDR

Zur Durchfithrung der IRBN-I iiberfithren wir die SDE (3.6) durch die
Kernnéherung (3.44) in das folgende nichtlineare Randwertproblem (RWP),
bestehend aus der nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

d2 d p2—25
2" - ~2 £ B —
{p pe +3pdp +3 (5)p2+B2(p2)} (p)=0
B 4D -1 2
o) = 2D g (3.64)

CT(2—¢) (4m)2c
der IR-Randbedingung
3 =2 2
p- d g°(¢) /p p-1_ B(k)
-——)B = ——= | dkk"T —F=
(=5 @)W 2 J, k2 1 B2(k2)
- 0, p—=0 (3.65)

und der UV-Randbedingung

1 d g*) [~ . p-s_ B(E?)
-p— + 1)B = = dk k —_
o+ 1B0) = w52 e

= m, p— 00, (3.66)
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das nach G1.(3.59) bis auf Terme der O(¢) zur SDE (3.6) dquivalent ist. 1!
In IRBN-T1 nimmt es die folgende Gestalt an

d? d
2 a9 —2¢ _
(P35 + 30y + 7w }6BG) = 0 (3.67)
d
—oB = .
0Bw)| =0 (3.68)
(Sp + 1)6B( | = (3.69)
2pdp p p=00 - '

Dieses RWP unterscheidet sich nur hinsichtlich der IR-Randbedingung (3.68)
von der NLL.-UV-N&herung und stellt demnach eine minimale Fortsetzung
der UV-Asymptotik in den IR-Bereich dar. Dementsprechend lautet die
allgemeine Losung der Differentialgleichung (3.67)

—& —&

6B(p2) — %{O‘J%(g({iip

Aus der IR- und Normierungsbedinung (3.68/3.70) folgt

g(e)p

JFAV(T ) BT

T . e gle)om; ©
a = gémfg(g)émt Y%_l(ft)
T . e g(e)dm; ®
5 =~ Tomtgteysmits (L) (3.72)

Die nackte Masse m als Funktion der totalen Masse 6m; und des Regulari-
sierungsparameters ¢ ergibt sich aus der UV-Randbedingung (3.69)

HIE oy L, BN

) —). (3.73)

m(édmyg, e) = dmy(
In der Abbildung (3.1) ist die numerische Losung des nichtlinearen RWP
(3.64-3.66) im Vergleich zur IRBN-I (3.71/3.72) fiir zwei verschiedene Werte
der totalen Masse m; = B(0) und ¢ = 0.1 dargestellt. '? Die Funktion
B(p?) zeigt auf einer logarithmischen Skala, fiir die sie nach Gl.(3.42) bis
auf einen Vorfaktor mit der laufenden renormierten Masse {ibereinstimmt,
ein stufenfunktionsartiges Verhalten, d.h. fiir den IR- bzw. UV-Bereich
sind zwei unterschiedliche Massenskalen relevant. In der untersten Abbil-
dung (3.1) besitzt B(p?) eine Nullstelle und strebt im UV-Bereich gegen
eine negative nackte Masse m = lim,_., B(p*). Demmnach ist zu vermu-
ten, daf ein spezieller Wert m; = my (dynamische Masse), der zwischen

"Das RWP (3.64-3.66) fiir D = 4 ist zuerst von [FK 76] in einer COR vollstindig
(analytisch) gelost worden. In D = 4 ist die nichtlineare Differentialgleichung (3.64)
skaleninvariant und kann deshalb in eine Differentialgleichung erster Ordnung iiberfihrt
werden. Unserer Kenntnis nach ist das Randwertproblem fir D # 4 bislang noch nicht
formuliert worden und aufgrund der Brechung der Skaleninvarianz fiir D # 4 scheint keine
analytische Losung der vollen nichtlinearen Differentialgleichung (3.64) moglich zu sein.

2Wir haben das nichtlineare RWP (3.64-3.66) bei Vorgabe der Anfangswerte m: = B(0)
und B’(0) = 0 mit der NDSOLVE-Routine von MATHEMATICA gelost. Alle dimensi-

onsbehafteten Grofien sind gemdf G1.(2.15) auf die Skala g% bezogen, so dafl die Losung
nur noch von ¢ abhiangt (die nackte Masse ist aus dem RWP eliminiert).
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den beiden Werten fiir m; in den Abbildungen (3.1) liegt, existiert, fiir den
m = lim,_ . B(p*, mq) = 0 gilt, so daB es zur D, SB kommt. Um diese Ver-
mutung zu iiberpriifen, ist in der Abbildung (3.2) die Relation m(my,¢) in
der Nihe des chiralen Limes m =~ 0 fiir ¢ = 0.1, 0.04 dargestellt, wobei zur
Verdeutlichung des Effekts der Kernndherung (3.44) zusétzlich die exakte
numerische Lésung der Integralgleichung (3.6) dargestellt ist. 13 1% Aus
dieser Abbildung 148t sich die mit der D, SB verbundene Hysterese able-
sen, d.h. fiir eine verschwindende nackte Masse gibt es (mehrere) von null
verschiedene totale Massen m; = my. Dariiberhinaus zeigt die Abbildung
(3.2), daB die Ergebnisse der IRBN-I fiir kleines ¢ gegen die exakten Ergeb-
nisse konvergieren, so dafl der Kontinuumslimes anhand der analytischen
Beziehungen der IRBN-I studiert werden kann.

Der Kontinuumslimes im Fall der E,SB

In der Darstellung (3.71/3.72) fiir 6 B(p?) ist das zur Einhaltung der Renor-
mierungsbedinung 0 < ém; = §B(dmy) < oo notwendige Nachfiihren der
nackten Masse m — m(6my,e) gemédB GL.(3.73) bereits implementiert, so
daf sich fiir diese Darstellung im Limes ¢ — 0 ein endliches Ergebnis erge-
ben sollte. Mit der asymptotischen Entwicklung (3.53) der Besselfunktionen
folgt das Kontinuumsresultat

ey () S e <
2
B om) = L In(sE) =0
P
14 @ cos(’y’(gT)ln((S%) +6(9:)) , 9> gk
(3.74)
o gT 2
’y(gr) = 1- (_) s 9r < gk
/ _ gr 2
7(97“) - (_) _17 gr > Gk
9k
1 1
cos . = 14+—)2 g >
(o(g-)) ( 7/2(‘%)) g Gk
9r = 6mt_sg
2T

gkzﬁv

das mit demjenigen der COR [Mr1 85] und, abgesehen von der unterschied-
lichen Renormierungsbedingung (3.70), mit der BJW-UV-Kontinuumslésung
(3.58) iibereinstimmt. '° Die Formulierung der Renormierungsbedingung

¥Das dazu verwendete Losungsverfahren beschreiben wir im Rahmen des Studiums der
Rainbow-N&aherung im nichsten Kapitel.

*Tn der Abbildung (3.2) kommt die Symmetrie der SDE (3.6) bzgl. der Transformation
(m, B) — (—=m,—B) zum Ausdruck.

Im Fall g, < g ist im UV-Bereich der erste Term in der Darstellung (3.74) fiir § B(p®)
unterdriickt.
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Abbildung 3.1: Die Funktion B(p?) gemiB der exakten Losung des RWP
(3.64-3.66) (durchgezogene Linie) und der IRBN-I (3.71/3.72) (gestrichelte

Linie) fir ¢ = 0.1 (D = 3.8).

Die unterste Abbildung stellt einen

Ausschnitt aus der mittleren Abbildung dar. Die Werte fiir m; sind durch

die Funktionswerte B(p = 0) gegeben.
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Abbildung 3.2: In der oberen Abbildung ist die Relation m(my,e) fiir
¢ = 0.1 (D=3.8) und in der unteren Abbildung fiir ¢ = 0.04 (D = 3.92)
dargestellt. Die durchgezogene Linie entspricht der numerischen Lésung des
RWP (3.64-3.66), die gestrichelte Linie der IRBN-I (3.73) und die Kreise

der exakten numerischen Lésung der Integralgleichung (3.6).
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iiber die totale Masse 0 < dm; = 6B(6my) < oo, die auf beide Anteile
in G1.(3.71) Bezug nimmt, fithrt auch fiir g, > g5 auf ein endliches Kon-
tinuumsresultat, wohingegen dem singuldren Kontinuumslimes (3.55) eine
Renormierungsbedinung zugrunde liegt, die iiber die Strommasse m. , for-
muliert ist, d.h. nur einen Anteil in der UV-Asymptotik von B(p?) beriick-
sichtigt. Dafiir muf fiir das Kontinuumsresultat (3.74) die Strommasse erst
noch aus der totalen Masse extrahiert werden. Anders als in einer COR
enthdlt die totale Masse m; nach Abbildung (3.2) in NPDR stets einen dy-
namischen Anteil mg 16, der implizit durch die Beziehung (3.73) definiert
ist

m(mg,e) = 0

Mo, = Mg— My. (3.75)

)

Die Strommassenrenormierung ist mit der Renormierungskonstanten 7,
durchzufiihren, die sich massenunabhingig durch die Vorschrift 17

Zm(gr,e) = lim m(me, €) lim m(m¢,e) — m(mg,e)
Mo =0 My my—mgq me — Mg
adm(my,e)
- om 3.76
8mt me=mgq ( )

definieren 1a8t und fiir die sich nach GL.(3.73) in der IRBN-I die Darstellung

Ge) = (6m%G(e))* =

“D_? 9; (3.77)

I'(2—¢) (4m)2—=
ergibt. Ob die Kontinuumslésung (3.74) eine E, SB- oder D, SB-Losung der
SDE (3.6) darstellt, hdngt davon ab, ob die Strommasse

Mo, = m(my,e) 25 (my, €) (3.78)

im Limes ¢ — 0 von null verschieden ist oder nicht. '® Wird die nackte
Masse bereits in der regularisierten Theorie auf null gesetzt, dann ist fiir die
D, SB die Existenz einer nichttrivialen Losung der SDE (3.6) hinreichend
19 Diesen Fall betrachten wir im folgenden Abschnitt.

%In der QRBA haben wir kein kritisches ¢ gefunden, ab dem es erst zur Ausbildung
nichttrivialer Loésungen der chiral-symmetrischen SDE kommt.

"Die Definition von Z,, unter Bezugnahme auf die Strommasse anstatt die totale Masse
stellt sicher, dafl im chiralen Limes m — 0 die Beziehung Z,, — 1 gilt. In Bezug auf die
totale Masse m; ist die Renormierung damit nicht mehr multiplikativ m; = mq + Z;llm.

¥ Das Verschwinden von Mer = mZ;l1 im Kontinuumslimes stellt erhaltene (Anomalie—
freie) Axialvektorstrome sicher, vgl. [MI1 85].

¥Wir iibernehmen diese Bedingung aus der COR, vgl. [M1 85], ohne auf die Problema-
tik des Studiums der chiralen Symmetriebrechung in dimensioneller Regularisierung naher
einzugehen.
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Der Kontinuumslimes im Fall der D, SB

Als Kandidat fiir den Grundzustand (minimales effektives Potential) der
chiral-symmetrischen Theorie m = 0 konkurriert die gréfite positive Null-
stelle mg o der Funktion m(my,e) in Abbildung (3.2) mit der trivialen Null-
stelle mg = 0. In IRBN-I ist émgo geméf GL.(3.73) durch die kleinste
positive Nullstelle der Besselfunktion J,(2) beziiglich des Arguments

S\ Sm=°
v = 9(5)# (3.79)

und dem Index |
V:g—1—>oo, e—0 (3.80)

gegeben 29, fiir die sich die folgende asymptotische Entwicklung angeben
1aBt [As 84]

T 9(5)(57?1,0)‘5 = v+t +arT +azpTt + O F)
a; = 1.8557571
a; = 1.033150
a3 = —0.00397. (3.81)

Hieraus ergibt sich die Darstellung
1
émao(g.€) = g% forole) (3.82)

Ipro(e) = {\/F(Qz;zggz(é;y_s(l Fajet — e+ ages

€

- C;—lg% +oaze? + 0(5%))} (3.83)

und fiir das herkémmlicherweise als Ordnungsparameter fiir die chirale Sym-
metrie verwendete nackte chirale Fermionkondensat folgt
4p?6 B(p?
i AP B(?)
p—oo (D —1)g?

(G maof ™
T(1)(dm) =T (2 = e)e? !
Betrachten wir die nackte Kopplung ¢ entsprechend der perturbativen Re-
normierung der QRBA als Konstante, dann ist émg(g,¢) fiir ¢ — 0 sin-
guldr. Folglich erfordert die Finhaltung der Renormierungsbedinung 0 <
0mgpo < oo eine echt nichtperturbative Renormierung der nackten Kopp-
lung gemif der Skalierungsfunktion fpr(e)

m=0

6 < ) >

g(e)(éma0)™*

). (3.84)

g — 9(émqo,¢) = (6mao0)° fpRole)

T(2 —e)(dm)2—= 2 4
= (6md70)6\/ ( 4(3 1(25)) (1+01€§ —5‘|‘025§

- C;—lg% +aze? + O(eF)). (3.85)

20 Jl,(z) besizt fir v > 0 unendlich viele einfache reelle Nullstellen.
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Im Kontinuumslimes strebt g(émg0,¢) gegen die universelle kritische Kop-

plung
2
gi = lim g(8mao,2) = —7; ~ 3.628 (3.86)

so daB sich gemdB GL.(3.74) das folgende Kontinuumsresultat fiir 6 B(p?)
ergibt

dmg)?
@mao)” 4 Py (3.87)

6B(p2,6md70) = —

Dieses Kontinuumsresultat stimmt mit demjenigen der COR [Mr1 85] iibe-
rein, fiir das sich die kritische Kopplung g5 als Nullstelle der Skalierungs-

funktion feor(g) zeigt

dmao(g,N) = Afcorolg)
T

feorolg) = exp{-——=}, (3.88)
(£r -1

d.h. gx kann ohne Ausfiihrung des Kontinuumslimes gewonnen werden. Vgl.
hierzu die Diskussion in Kapitel 2, insbesondere die Tabelle (2.1).

3.4.2 IRBN-II in NPDR

Um die Unabhingigkeit der obigen Aussagen iiber die Kontinuums-QRBA
von der verwendeten Ndherung zu zeigen, geben wir nachfolgend die we-
sentlichen Schritte, die fiir die Durchfiihrung der IRBN-II nétig sind, an.
Dazu ist es am zweckmiBigsten, die gemifi GL.(3.63) linearisierte SDE auf
die Funktion

§B(p*)
2 —_—

D
PG = mt (D=1 [ ) o

(3.89)

umzuschreiben. 2! 22 Die lineare Faltungsgleichung (3.89) 146t sich durch
D-dimensionale Fouriertransformation

D .
ro= |z (3.90)

in eine zweidimensionale Differentialgleichung tiberfiihren

{ = 0.0 +V(r)} RO) = B R(r) + m6P(a) (3.91)

2'Fiir eine Lésung dieser Gleichung in D = 4 und einer COR vgl. [H1 91].

22Dije Funktion X(p2) entspricht in der hier betrachteten Niherung der Bethe-Salpeter-
Wellenfunktion fiir das mit der dynamischen chiralen Symmetriebrechung verbundene
pseudoskalare Goldstone-Boson.
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E = —ém?
V() = (D1 [k Lok
"= 7] @rp k€
=Pyt 1
T R
=32(c)

Wir interessieren uns fiir die zur Partialwelle (D) = 0 gehérenden radial-
symmetrischen Losungen Ro(r). Fiir diese folgt mit

? D-1d
0,0'°R(r)=(-—+———)R 3.92
WOUR() = (o + D R(r) (3.92)
die Bestimmungsgleichung
& D-1d
{- - ——+VO}R(r) = EoRo(r) (r#0)  (393)
ml(P52) 1
Ro(r) - —F2———, r—0.
o(7) 47T% rD—2
Thre fiir r — 0 irreguldre Losung
irr mr(ﬁ) 1 g/({-j) 11 —1+4¢ g/({-j) €
Ry"(r) = T%ZF(Q—E)(?)E Lp—1+ Jl_%( . )
I(22) 1
- my) . r—0 (3.94)
4z T

entspricht der E, SB-Losung der SDE (3.89), die reguldre Losung

~1
Rgeg(r) x T—l-l—s Yl—l(gfj)rs)

— const., r—0 (3.95)

ist nur mit der Randbedingung m = 0 vertrdglich, d.h. stellt die D,SB-
Losung dar. Wir betrachten nachfolgend ausschlieilich den Fall m = 0, fiir
den wir GL(3.93) durch die Transformation

1-D
Ro(r) =172 fo(r) (3.96)
in eine radiale Schrédinger-Gleichung

{;l_; B 13(D)(l:;(2D) +1) n i/;(_gZ) 1 Eo} fo(r)=0 (3.97)

in der Partialwelle D_3
I3(D) = T_ (3.98)

iiberfithren konnen. Das effektive Potential

Vegs(r) = 5(is(ls + 1) = §7()r™) (3.99)
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besitzt fiir D > 3 ein Minimum bei

(D=3)D-1) o 1

= ()2 : 3.100
so daB Bindungszustande fy ,(7) mit zugehorigen Bindungsenergien Fy, =
—(8mg,)? existieren. Radiale Schrédingergleichungen mit einem allgemei-
nen potenzartigen Potential (3.99) sind im Rahmen der Potentialmodelle
zur Beschreibung der Spektren schwerer Quarkonia studiert worden. FEine

WKB-Behandlung fiihrt auf das folgende diskrete Spektrum [QRr 79]

EO,n = _(6md,n)2
2 (2(D-2)7l(5=8), D -3 2
~! ks 2—-D 4-D
= —g'(e)¢ — (n+ ) . (3.101)
F(28—4D)) 4-D }

Aus dieser Darstellung ergibt sich fiir die Skalierungsfunktion fpr(e) das
Resultat

dman(g,e) = g%fDR,n(g)
w3 AD-2VA(R) D3 b
fomale) = { Do TRy "*4—D”2}
B Ars 72 7(—1+2n—2In(2) - In(%))
} { UERC 2 )

+ 0(52))} 7 (3.102)

das die fiir die Existenz eines Kontinuumslimes 0 < dmg,, < oo wesentliche
Struktur

fpor(e) = {gk+h(€)}_%
h(0) = 0 (3.103)

aufweist. Allerdings weicht die kritische Kopplung

7T3

=1 _~8951 3.104
%=57 ( )

erheblich von dem exakten Wert ¢, = % ~ 3.628 ab. Trotz dieser Abwei-
chung sehen wir die analytischen Resultate der IRBN-II als eine Bestéitigung
der Resultate der IRBN-I an, so dafl die Aussagen iiber den Kontinuums-
limes tibernommen werden koénnen. FEine exakte numerische Losung der
radialen Schrédingergleichung (3.97) haben wir bislang nicht vorgenommen.
Wir fassen unsere Untersuchungen zur D, 5B in der QRBA und NPDR
wie folgt zusammen:
Die analytischen und numerischen Ergebnisse des Studiums der QRBA in
der Nihe des chiralen Limes zeigen, dafl in NPDR der echt nichtperutrbative



3.4 Lésung der SDE in der Bifurkationsndherung 70

Effekt der D, SB eintritt. Obwohl sich dieser Effekt in der dimensionell regu-
larisierten Theorie auf eine vollkommen andere Art als in einer COR zeigt,
kénnen die in der COR gewonnenen Aussagen iiber die Kontinuums-QRBA
bestitigt werden. Fiir die Durchfithrung des Kontinuumslimes haben wir
die Renormierungsvorschriften der COR, wonach die E,SB eine Massen-
und die D, SB eine (echt nichtperturbative) Kopplungsrenormierung erfor-
dert, ibernommen. Wiinschenswert ist eine Renormierungsvorschrift, die
zwischen diesen beiden Fallen interpoliert.



Kapitel 4

Die Rainbow-Naherung der
SDE’s in NPDR

4.1 Die SDE’s der RBA
Fir die Rainbow-N&dherung (RBA)
VEpiks) = VOR(piks) = 4 (4.1)

reduzieren sich die SDE’s (1.26) fiir die drei Basisvertices auf die folgenden
geschlossenen Bestimmungsgleichungen fiir die beiden Propagatoren

ST p) = p-ml+g°S(p)

p—k
( *)_1 - ( +)_1 ‘I‘ g?
P P P P
k
n—1,uv 2 (v 1 wy 21T 1Y
D= (p) —p(t (p)+gl (p)) — g"1I""(p)
k
(AMWMW ' = (AN - ¢ (4.2)
8 8 P P
p+k
Die analytischen Ausdriicke fiir die Selbstenergien lauten
S0 = [ ek S Dty ki
p - (27T)D’L 7 j224 p 7
fiw(p) = tr/ Pk Sk 3+ k) (4.3)

Der Gegeniiber der QRBA wesentlich neue Effekt besteht darin, dafB sich
das Boson gemif der SDE (4.2) anziehen kann, so dafl in der RBA neben
der D, 5B die Trivialitdtsfrage untersucht werden kann.

71
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Die RBA (4.1) bricht sowohl die WTI (B.16) als auch die WI (B.26) der
Vertexfunktion. Infolgedessen ist nach GL.(B.15) die WTI (B.14) des Boson-
propagators ebenfalls gebrochen und nach GI.(B.32) das Boson nicht masse-
los. Gemif der Diskussion auf Seite 171 wird in der RBA die Beschreibung
eines der Regularitdt der Vertexfunktion (4.1) angemessenen, masselosen
Bosons, mit effektiv logarithmisch divergenter Vakuumpolarisation, durch
die folgende Vorschrift zur Bestimmung der Polarisationsfunktion II(p?) si-
chergestellt

™ (p) = p't"(p)ip?)
0% = o {0 - P2 ). )

Entsprechend dem in Kapitel 2 diskutierten kinematischen Teil der NPDR
ergeben sich damit fiir die drei invarianten Funktionen der beiden Propaga-
toren

57U p) = AP - B

D) = =) - L) (45)

in euklidischer Metrik die skalaren SDE’s
ApY) = 144°S4(p")
B(p?) = m+¢*Tp(p*)
d7'(pY) = 1+ g%, (4.6)
mit den folgenden skalaren Selbstenergien
N dPk A(k?) p- k¢
by = D—-—92)———>
A(p7) /(QF)D AQ(kQ)k2+B2(k2){( ) 2 g
oberfl. lin. div.
(p*—p- k)z)d(qz) }
P q*

-k
+ (=24 (D—1)pp2 +2

N ——’
oberfl. lin. div.

2 > _ A(k?) i
= dk P! YKok
[(2—e)(dm)?=* /0 A2(k2)k2 + B2(k2) p Calp, ks e)

[ &k B(k*) &+ (D-1d(¢)
Yp(p7) = / (2m)D A2(k2)k2 + B2(k?) q?
B 9 o0 . B(k?) -
= F(Q — 8)(47T)2—6 /0 dk kD AQ(ICQ)]CQ + BQ(ICZ)AB(])7 k’g)
. APk A(K?) A(g?)
(p°) = 4/ (27)D Az(k%)]ﬂ + B2(k?) A%(¢?)q* + B*(¢?)
x {1+ 2(%)2%}

oberfl. quad. div.
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_ 2 - 1 A(k?) .
- r(z—e><4w>2—f/o W e + g K o)

@ = pP—2p-k+Kk. (4.7)

Die drei Integralkerne K 4, Kp und Kp enthalten Winkelintegrationen

Ka(p k) = %/_1 de (1— xQ)%_E{%
—2kp(1 —2?) + (D — Dag*(z) . 5
- e d(g*(2))]
. _ I'2-¢) ! ot £+ (D = 1)d(¢*(2))
Ko k) = 57— arm [ara—ay 2(c)
; 4T(2 —¢) ! ol .
Kp(p, k,e) = ﬁ/ de (1 —2z%)2
F(§ —e)I 5) -1
A(QQ(QU)) E 21— Da?
< EeEe T FEEe L 2 T )
*x) = p*+k? = 2pka, (4.8)

die im Gegensatz zu denjenigen der QRBA nicht mehr analytisch ausgefiihrt
werden konnen. Allerdings kann fiir die Kerne eine zu GI1.(3.5) analoge Z-
bzw. E-Entwicklung durchgefiihrt werden. Die niedrigsten Terme dieser
Entwicklung lauten

Ka(p,k,e) = G(pp; k) { [QD]; Z¢ 402 ]_)Dpzd’(pZ)](f—))
+ o[- 4(D];(?J(FDD_) Dy Q(D(;j_ 5 * D]; 2L 1) () — ()
Y At 0(%)4} Fp ek

Ka(p. o) = 20 {(D — 1)) + €
+ [%((D - D(p*) = p*d'(p*) + &) - Q_TDP“d”(pZ)}( )*

{4 ) ® e Awy
k2 AQ(kQ)—I—(B(:))? D(24+ D) " A2(k?)E? + B%(k?)

+ O(%)Q} . (4.9)
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Aus dieser Entwicklung geht hervor, dafl die oberflichlich linear bzw. qua-
dratisch divergenten Selbstenergien Y4 und II in GI. (4.7) nach Ausfithrung
der Winkelintegrationen effektiv logarithmisch divergent sind, d.h. aus der
Beschrénkung des UV-Verhaltens der invarianten Funktionen gemifl der

UV-AF

lim A(p*,D < 4),d(p . D<4) = 1
p—)-OO
lim B(p*,D<4) = m (4.10)
pP—00
folgt fiir & — oo
k. D-2 1 I's
;fo(pakﬁ) = 2¢Ol
; D-1+¢ g°
]‘B(pvkvg) = 2 +O(k2+25)
Koibe) = 40-—0 3L oLy
D\P, R, € - D(2-|—D) k2 k2+2e :

so dafl das fiihrende UV-Verhalten der Integranden der Impulsbetragsinte-
grale in G1.(4.7) unabhéngig vom duferen Impuls durch k~172¢ gegeben ist.
Demnach sind die Loop-Integrale (4.7) fiir ¢ > 0 konvergent und kénnen
numerisch berechnet werden. Desweiteren ergibt sich aus dem fithrenden
Term der Z-Entwicklung (4.9) fiir den Kern Kp eine fiir D < 4 endliche
Polarisationsfunktion beim Impuls null

o g o A(RY)
Hm”‘mz—@mm%aé dk K A%WM¥+B%M){

A(kQ) ] . A(kz) ,
A2(k2)k? 4+ B2(k?) a D(2 + D) (Az(kz)kz T BQ(kz)) }, (4.12)

d.h. die Vorschrift (4.4) sichert die Masselosigkeit des Bosons.

Die Beseitigung der oberflichlich linear und quadratisch divergenten An-
teile in den Selbstenergien durch Winkelintegrale, die nur fiir grofie Werte
des Betrags der Integrationsimpulse in G1.(4.8) verschwinden, ist insbeson-
dere fiir eine numerische Behandlung der SDE (4.6) ungeeignet. Die effektiv
logarithmische Divergenz der Selbstenergien kann mittels partieller Integra-
tionen fiir den Kern K 4

2D 0 - kil 28— s (5 4 = o)

[ ey -U

%) -1 z 7*(x)

_ 7_{6( — k) k32F1[57273 (f,)z]—l'ka}

I'(2-¢) Lo(1= ) d (P (x)
"QM?@??ﬁESXJM o (4.13)

I(A(p, k, 8) =
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und entsprechend fiir den Kern Kp

: _ dre-o t AL
Kp(p, k,e)= REESE /_1 d A2(g%(2))q?(x)

X {(1 - $2)2—5 _ %(%)2%($(1 . $2)5_5)}
- 4F(2_€) 1 2 2\5—¢
IRCEDINC) /_1 do { S1(0(2))(1 — )
4k, o,
- Toppyale@) wli- e }
:%%(1_1,2)%—5

8(1 — 22)2k!

b S S (@)) | (4.14)

manifest gemacht werden. Die zweifache Ableitung von S1(¢?) ldBt sich
umgehen, indem vor der Durchfithrung der zweiten partiellen Integration
eine Transformation £ < ¢ = p — k des Integrationsimpulses im Loop-
Integral (4.7) fiir TI(p?) vorgenommen wird, d.h.

D AV
1% =4 [ Gop (S5 + 5 s i)

8(1— (p-k)?)?

+ DZ-1

k?S{(k?)k?S{(f)} . (4.15)

4.2 Die SDE’s im UV-Bereich
Fine zu GL.(3.13) analoge Umformung der SDE’s (4.6) fiir die drei invari-

anten Funktionen A(p*), B(p?) und d(p?) legt fiir ihre UV-Asymptotik die
folgende Verallgemeinerung des UV-Schemas (3.15) nahe 1

. gzp—2s "

= {1+Zao,n(£7€)((4ﬂ)2—s) }
4 61170(( pz) 57 {1+Za1n£7 p)__s) }—I—
( {1‘|‘Zb0n 57 )21)”}

- blvo((gm‘ij & {1+Zb1n£, 2)_2_1)}+...

p

'Im Gegensatz zur vollen Theorie sind in der RBA die Koeffizienten d;x vom Eichfi-
xierungsparameter £ abhingig.
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i) {1_|_Zd0n (&:¢) %)n}
d10 m—° € 2 —2e
L holly p2) 2312 {1+Zd1”5’ )_5)}+-" . (4.16)

In Analogie zu GL.(3.13) sind die Koeffizientensitze {agn,bon,do} der
fithrenden In.-Anteile durch die (perturbativ-) iterative Losung der gekop-
pelten SDE’s

2y UV 2 "k 1 p-k&
A@><—1+g(/( -2

B (ﬁ’%)zl B(»*) 2
21 K¢} + O p)

q
2 o [ d°k  B(k? — 1)d(q? B(p?) 2
86 Y ko [ O
1 UV , [ d°k 1 1 ko1 —D(k-p)?
d=(p°) = 1+4yg /(QW)DA(kz)kz A(qz)qZ{l_Q(;) ﬁ}
N O(B(pz))z (4.17)
p
bestimmt.

Im Fall m = 0 wird die SDE (4.6) fiir die Funktion B(p*) wie in der
QRBA homogen und besitzt demnach die triviale Lésung B = 0, die ihre
perturbative Losung darstellt. Das fiilhrende UV-Verhalten einer etwaigen
nichttrivialen Lésung kann nach G1.(3.22) durch das nackte chirale Fermion-
kondensat parametrisiert werden, indem der Limes p — oo unter dem Loop-
Integral (4.7) fiir ¥5(p?) durchgefiihrt wird.

2, DySBUV E+ (D = D)d(p?*) , [ d°k B(k?) —2-2¢
B(p®) - p? /(QF)D A(k?)k2 4+ B2(k2) +O(p )

Gl.(3.39) <PP>
- 4

(4.18)
Der gemdf dem UV-Schema (4.16) folgende perturbative In.-Anteil
DySBUV £ + D 2, —2¢ .
B(p*) gT <> {1+Eb1n (&¢) (gp) —) } (4.19)
n=1

ist in Analogie zu GL(3.26) durch die (perturbativ-) iterative Losung der
SDE

¢+ (D - 1)d(p?) 2/ Pk B(k?)
(

B = »? o )0 A(K2)k? + B2(k?)

[ % BG)  [e+D-Dd)
¥ g/@ﬂDMWﬁM&WﬁK 7 —w—m}

L[+ M-0d0?) o o [ K BU?)
- F{ T <> 4 /(zﬂ)D A(k?)kz{
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2 _ 2 2 7( 2 2,7( 2
P —q ped(q”) — ¢"d(p _
LAt )}}w(p N a0
die aufgrund der Subtraktion inhomogen wird und im Iterationsprozefl auf
IR-konvergente Loop-Integrale fiihrt, bestimmt. Das nackte chirale Fer-
mionkondensat parametrisiert den echt nichtperturbativen Anteil des Koef-
fizienten by o im UV-Schema (4.16)

D-1+4¢,

Tim b o((gm™)%, €, e)m® = ————==g? < b o (g5), (4:21)

der fiir kleine Kopplungen gegeniiber den perturbativen Beitrigen

bro(gm=)2, e) = — 2D _Dljf)r(g) ((17:;_)5 L O(gmT Y (4.22)

unterdriickt ist. Es ist zu vermuten, daf} die Koeffizienten a,,,d, o eben-
falls bzgl. ¢ nichtanalytische — z.T. von < 7% > unabhingige — Anteile
enthalten, die jedoch nicht leicht sichtbar gemacht werden kénnen, da sich
die fiihrenden In.-Anteile der Funktionen A(p?) und d(p?) nicht abschalten
lassen. Die Bestimmungsgleichungen (4.17) fiir AYV(p?), d"V(p?) bediirfen
im Fall m = 0 keiner gesonderten Betrachtung, da sie von der Gleichung fiir
BYY (p?) entkoppeln.

Auf der Basis der GI1.(4.17/4.20) werden in [SC 95] gekoppelte Rekur-
sionsbeziehungen fiir die Koeflizientensétze {ag n,bo n, do,} hergeleitet, die
jedoch nicht mehr wie in der QRBA geschlossen 16sbar sind. 2 In der RBA
ist der Wert fiir die drei niedrigsten Koeffizienten {ag 1, 0,1, do1} mit ihrem
Wert in der vollen Theorie identisch. Mit den Ein-Loop-Resultaten

2l(e) ¢ p?

AV = 1+ (p? + m?) " Fy[e, 1 — 53 — ¢;

]

2—¢ (4m)2—= P2+ m?
3-2 r 2
BW(p?) = m{l L fjf) (€) (4;])2_5(1’2 +m?)7°
2
X 2F1[5,1—5;2—5;m]} (4.23)
T 41+6 2 . 15 2
d(l)(Pz) = 1- (6)3 (4;])2—5(1’2 + 4m2) 2 i, 5? 5? m]
ergeben sich diese zu
2T (e)1?(2 - ¢)
aO,l(fvg) F(3 _ 28)
(3 -2+ 6T(e)I(1 —¢)
bO,l(f? 5) F(Q _ 25)
AT (e)I(2 — ¢)
d071(€) 3F(% _ g) . (424)

?Anhand einer Auswertung dieser Rekursionsbeziehungen mittels MATHEMATICA
wird in [SC 95] das Konvergenzverhalten der fithrenden Asymptotikreihen (4.16) unter
Beriicksichtigung der ersten 45 Koeffizienten analysiert.
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Im Fall m = 0 folgt mit G1.(4.20) ?

(B3=2e4+(—a) (1 —e)(1+¢)
I'(1—2¢) '

bl,l(fv 8) = (425)

Analog zur QRBA kann auf der Basis der SDE’s (4.17/4.20) und der
Entwicklung (4.9) eine Aufsummation der fiir ¢ — 0 fithrenden Beitrige
zur UV-Asymptotik vorgenommen werden. Fiir eine LL.-Summation ist
es ausreichend, die divergenzerzeugenden, vom dufleren Impuls unabhingi-
gen Anteile der Integranden der Selbstenergie-Loop-Integrale in Gl.(4.7) zu
beriicksichtigen, die entsprechend der Entwicklung (4.9) durch die folgende
Ersetzung fiir die Integralkerne (4.8) erfafit werden.

K4, Kp, Kp LLe ](1{(, ](157 KlL)
kit _ Ok-p),D- L=Do 2
SRl koe) = 2 { 5 2t Q—k d'(k )}
SUl (g 4 (D — 1)d(k?) , m#0
L — 12 R

K&(p,k,e) = { @(igk)( LD D)) . m=o

oL _ 9(k-p) I 86 ,

Kp(p.ke) = — {A(kQ) 5e+ D) A }(4.20)

Diejenigen divergenzerzeugenden Anteile der Kerne Kﬁ, Kl%, die Ableitun-
gen invarianter Funktionen enthalten, tragen eine explizite Kopplungsord-
nung und sind deshalb erst fiir eine NLL.-Summation relevant, d.h. es kann
die Vereinfachung

k. Ok — D-2
;Ai(p,k,é) = (kg p)2 D 3
. Ok — 16 1
Kplpkoe) = %4{1 D2+ D)}A(k2) 20

vorgenommen werden. Fiir die LL.-Ndherungen (4.26/4.27) gehen die SDE’s
(4.6) im UV-Bereich in das gekoppelte, nichtlineare Differentialgleichungs-
system erster Ordnung

dAM(p) 4D -2 1
dp N (2 —¢)D (47)%?== AL(p)
d ( 1 ) B 8(1 - %)gzp_l_26 1
dp d-(p)” [(2—¢) (dm)2== (AL(p))?
dB"(p) BB 2 g*p7' 7 (€4 (D~ 1)d"(p) B (p)
dp [(2—¢) (4m)%= (AL(p))?
4 pBMp) DB 2 g*pT' 7 p*BM(p) (4.28)
dp &+ (D — 1)d"(p) [(2 —¢) (4m)2== (AL(p))? '

3b071 und b;,; stimmen fiir £ = 0 mit den entsprechenden Koeffizienten der QRBA
iiberein.
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mit den UV-Randbedingungen

Alp).d (p) — 1, p— o

Bt m o m7l 4.29
(p) — (D-146)g° <> m—o (> PT® (4.29)
4p ’ -

iiber. Dessen Losung lautet

L uv 4D —2){1 g%p=2
AN = \/1+ DI(2 ) = (47)2—

L. 2 uv 1
d (p) - 2(D_2}|._6D) I 9
1+ 202 1 ar )
EySBUV _D
BY(p*) V=T m(AM(p?))T™=2
20— 555) | 1 o0 | T pdie)
S T
DsBUV £+ (D — 1)d(p? - __D
phppy MBS DT s (b)) T
Q(D_zi—%) Ly 2 _4<1—D_11—6>
X {H—Wlnm )} I (130)

Die Eichabhingigkeit der Funktion d%(p?) zeigt explizit, daB in der RBA
die Eichkovarianz der Theorie gebrochen ist. Allerdings ergeben sich aus

Gl.(4.30) fiir £ — 0 die Beziehungen

AL(p27£ = 0) UIV 1
1
dL p27£ =0 UIV - -
( ) 14 517(5)92],—25
Bi(e) 1 (e)
B SBUV c -t
BL(p27£ =0) X2 m{l + 1792]) 2 } 26105
" (1)
D,SB,UV D-1g? < > c . Y (;)_1
BL(p27£ =0) = ( )ZPQ Yy {1 1+ ﬁlg( )!]2]? 2 }2,61( )
A(1 - 5tey) 1
_ (24D) _
ﬁl(g) - F(Q_g)(47r)2_s - 127T2 +O(€)
-2(D-1 3
wE = - +0(e), (4.31)

[(2—¢)(4m)>—= ~ 8x2

die exakt mit den auf nackte invariante Funktionen umgeschriebenen LL.-
RG-Resultaten der vollen Theorie in Landau-Eichung iibereinstimmen. *
Konkrete Rechnungen sollten demnach in der RBA in Landau-Eichung durch-
gefithrt werden. Dariiberhinaus ergeben sich aus G1.(4.31) im Limes 5y — 0

die LL.-Beziehungen (3.37) der QRBA.

*Diese kénnen aus der Darstellung (4.45) und den laufenden renormierten Parametern
auf Ein-Loop-RG-Niveau im massenunabhingigen WBRS (2.31) gewonnen werden.
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Fine weitergehende analytische Losung der SDE’s (4.6), die auf den Ent-
wicklungen (4.9) beruht, nehmen wir im Rahmen des Studiums der D, SB
vor.

4.3 Numerische Losung der SDE’s in NPDR

Die skalaren SDE’s (4.6/4.7) stellen der Definition der NPDR entsprechend
ein fiir ¢ > 0 wohldefiniertes Problem der gew&hnlichen Analysis in Form
von drei gekoppelten, nichtlinearen, zweidimensionalen Integralgleichungen
zur Bestimmung der nackten invarianten Funktionen A(p?), B(p?) und d(p?)
dar, deren allgemeine Lésung numerisch ermittelt werden mufy. Das kanoni-
sche Losungsverfahren fiir nichtlineare Integralgleichungen besteht in ihrer
(nichtperturbativen) Tteration. Als Startwerte A(9)(p?),... dienen die UV-
LL.-Losungen (4.30) der SDE’s, die gem4ff der Vorschrift

AP Oy = ATV (p* — p* + (mlV)?), .. (4.32)

in den IR-Bereich fortgesetzt werden. Die IR-Massenskala mgo) wird selbst-
konsistent aus der Bedingung

© _ BO©O,m!”Y)  BYV((m!”)?)
A0, m®)y AV ()

(4.33)

bestimmt. Sie approximiert denjenigen Impuls, ab dem fiir die Nenner in
Gl.(4.7) die Ersetzung A%(k*)k?* + B*(k?*) — A%(k?)k?, die auf die SDE’s
(4.17/4.20) zur Bestimmung der UV-Asymptotik fithrt, durchgefiihrt wer-
den kann, d.h. m; trennt den IR- vom UV-Bereich. Fiir die Darstellung der
invarianten Funktionen verwenden wir kubische Splines, die abschnittsweise
definiert sind: im IR-Bereich 0...m; in der Variablen p? und im UV-Bereich
my...Apy in der Variablen In(p). Apyv bezeichnet denjenigen Impuls, ab
dem die UV-Asymptotik der invarianten Funktionen (mit einem relativen
Fehler von 0.1%) durch die LL.-Beziehungen (4.30), die den ersten nichttri-
vialen Koeflizienten der In.-Anteile in der UV-Asymptotik der invarianten
Funktionen richtig wiedergeben, ersetzt werden kann. Die Verwendung von
kubischen Splines ermdglicht es, numerisch stabile erste Ableitungen fiir
die invarianten Funktionen, die fiir die manifest logarithmisch divergent ge-
machten Selbstenergien (4.13/4.15) und die Berechnung von RG-Funktionen
benotigt werden, zu ermitteln. Fiir die numerische Berechnung der Betrags-
und Winkelintegrale der skalaren Selbstenergien (4.7) verwenden wir adap-
tive Integrationsroutinen der NAG [NA 91] und IMSL [Im 91] Bibliothek.
Alle Integrationen werden mit einer relativen Fehlervorgabe von 0.1% aus-
gewertet. Die Stiitzstellenverteilung, an die die Splines vor jedem Iterati-
onsschritt zur Interpolation der invarianten Funktionen angefittet werden,
ist entsprechend der Variation der IR-Massenskala im Iterationsprozef}

(n) B(”)(O,mgn_l))
my = =y
A(n)(ovmt )

(4.34)
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zu variieren. Die Anzahl der pro invariante Funktion verwendeten Stiitzstel-
len liegt je nach Parameterwerten zwischen = 20 und = 40. Der Iterations-
prozef} wird abgebrochen, wenn sich die Funktionswerte an allen Stiitzstellen
bis auf 0.1% stabilisiert haben. Fiir diese Akzeptanzbedingung und die obi-
gen Startwerte sind fiir die meisten Parameterwerte weniger als 20 Iteratio-
nen ausreichend, fiir kleine Kopplungen werden nur zwei bis vier Iterationen
benotigt.

Alle dimensionsbehafteten Grofilen werden auf eine beliebige (Renormie-
rungs-) Massenskala p bezogen, so dafi gemidfl Gl.(2.14) die Losung der
SDE’s neben ¢ von dem Satz der dimensionslosen nackten Parameter

{m, g, £} (4.35)

abhingt. Fiir eine ausfithrlichere Darstellung des Lésungsverfahrens und
Angaben iiber bendtigte Rechenzeiten verweisen wir auf [SC 95].

Die Abbildung (4.1) zeigt einen typischen Satz von Losungen der SDE’s
(4.6). Zuséatzlich sind die aus den LL.-Beziehungen gebildeten Startwerte
(4.32) und die erste (nichtperturbative) Iteration der SDE’s dargestellt. Wir
geben dazu die folgenden Erlduterungen:

e In der Abbildung (4.1) fillt die gute Ubereinstimmung zwischen den
LL.-Startwerten und den exakten Lésungen fiir die beiden Funktionen
A(p?) und d(p?) auf. Die geringe Abweichung der Funktion A(p?)
von Eins, die ein MaB fiir die Brechung der VA-WTI/WT (B.16/B.26)
durch die RBA (4.1) darstellt, ist aufgrund ihres in Landau-FEichung
verschwindenden Ein-Loop-Beitrags (4.23) ® zu erwarten und erklért
dariiberhinaus das Resultat fiir den Bosonpropagator, in dessen UV-
SDE (4.17) nur noch die Funktion A(p?) eingeht, d.h. d(p*) kann nur
im IR-Bereich vom LL.-Startwert abweichen. ©

¢ Die logarithmische Impulsskala in der Abbildung (4.1) empfiehlt sich
einerseits aufgrund des fiir kleine ¢ enormen Impulsbereichs, der zur
Erfassung der Struktur der invarianten Funktionen iiberstrichen wer-
den mufl. Nach GI.(2.51) gilt fiir die Korrelationslinge in Abbildung

(4.1)
£p(e = 0.01) = ~ 5.2 107", (4.36)

Andererseits stellen aufgrund der geringen Abweichung der Funktion
A(p?) von 1 die Funktionen B(p?) und d(p?) nach Gl.(4.45) auf ei-
ner logarithmischen Impulsskala (bis auf einen Vorfaktor) die laufende
renormierte Masse bzw. renormierte Kopplung dar. Die stufenfunkti-
onsartige Struktur der invarianten Funktionen in Abbildung (4.1), die
sich fiir kleinere € und groflere ¢ immer deutlicher zeigt, bedeutet, dafl

°Entsprechend fallen in der obersten Abbildung (4.1) die gepunktete und gestrichelte
Linie zusammen.

In Landau-Eichung ist die erste (nichtperturbative) Tteration der d(p®)-SDE (4.6) mit
der LL.-Beziehung (4.30) identisch. Die gute Ubereinstimmung zwisch d‘®)(p?) und d(p?)
haben wir fiir alle Parameterwerte beobachtet und deshalb die SDE’s fiir den Bosonpro-
pagator, deren numerische Behandlung sich am schwierigsten gestaltet, erst gegen Ende
des Iterationsprozesses wieder mititeriert.
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Abbildung 4.1: Die nackten invarianten Funktionen fiir ¢ = 0.01(D = 3.98),
G = 15, m = 5.14-107% und £ = 0. Die durchgezogenen Linien stellen
die exakten Losungen der SDE’s (4.6), die gepunkteten Linien die aus den
LL.-Beziehungen (4.30) gebildeten Startwerte und die gestrichelten Linien

die erste (nichtperturbative) Iteration der SDE’s (4.6) dar.
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sich der Impulsbereich grob in einen IR- und UV-Bereich, mit jeweils
eigener Masse bzw. Kopplungskonstante, unterteilen 1afit. Die sich fiir
alle invarianten Funktionen in der Abbildung (4.1) beim selben Impuls
zeigende “Kante” markiert das Ende des IR-Bereichs 7 und wird durch
die IR-Massenskala m; = AJ(—)Z fiir die in Abbildung (4.1) m; ~ 1 gilt,

approximiert. 8

¢ Die in Abbildung (4.1) dargestellten Losungen sind, abgesehen davon,
daf sie eine von ¢ abhéngige, auf einem unendlichen Intervall defi-
nierte Funktionenschar darstellen, denjenigen Loésungen dhnlich, die
in [RA 91] im Rahmen einer Losung der RBA fiir eine Impuls-COR
gefunden wurden.

In der Abbildung (4.2) sind die nackten invarianten Funktionen fiir zwei
Werte des Fichfixierungsparameters ¢ dargestellt. Die beiden invarianten
Funktionen des Fermionpropagators zeigen entsprechend ihrer nichttrivia-
len LKT (C.12) eine starke Anderung beim Ubergang von der Landau- zur
Feynman-Eichung. Dagegen ist die in dieser Abbildung zum Ausdruck kom-
mende Fichabhingigkeit des Transversalanteils des Bosonpropagators ein
MaB fiir die Brechung der Eichkovarianz durch die RBA (4.1), auf die wir
bereits im Zusammenhang mit den LL.-Beziehungen (4.30) hingewiesen ha-
ben.

4.4 Der Kontinuumslimes geméafl der multiplika-
tiven Renormierung

Der einfachste Versuch, die bzgl. ¢ singuldren nichtperturbativen Lésun-
gen der nackten SDE’s zu renormieren, besteht darin, die im Rahmen der
Stérungstheorie erfolgreichen multiplikativen Renormierungsvorschriften zu
iibernehmen. Die multiplikative Renormierung der QEDp sowie die spe-
ziellen Vorschriften, die aufgrund der Vertexndherung (4.1) fir die RBA
verwendet werden miissen, sind in Anhang D zusammengestellt.

Definition des Off-Shell-Renormierungsschemas

Als Renormierungsschema verwenden wir das Off-Shell-Schema (MOM), das
bei Vorgabe einer beliebigen Renormierungsmassenskala p durch die folgen-
den Renormierungsbedingungen fiir die invarianten Funktionen definiert ist

!
AiWOM pz)‘]ﬁ:m _ MOMA( )‘p2=M2 =1
B7MOM(P2)‘ _ B(Pz)‘ — MOM
A{,WOM(pQ) p?=u? A(p?) p2=p2 T Tt
!
O o = (2O ol = 1 (4.37)

"Bei feinerer Auflésung des Impulsbereichs p &2 m; erweisen sich die invarianten Funk-
tionen selbstverstdndlich als vollkommen glatt in diesem Bereich.

8Um die Struktur der invarianten Funktionen fiir p & m; richtig zn erfassen, haben wir
in diesem Impulsbereich eine hohe Stiitzstellenzahl verwendet.
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Abbildung 4.2: Die nackten invarianten Funktionen fiir ¢ = 0.01 (D = 3.98),
g = 15, i = 5.14 - 107° in Landau-Eichung ¢ = 0 (durchgezogene Linien)
und Feynman-FEichung £ = 1 (gestrichelte Linien).
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Hieraus folgt fiir die renormierten Parameter als Funktion der nackten,
gemaf Gl.(2.14) mit p dimensionslos gemachten Parameter

MOM» - _ MOMN—1 » _ vd(Pz) N
gr (g,m,f,e) - (Zg ) g - A(pQ) ‘p2=u2g
REA 77
MOM /s _ SMOMN—-1_ _ B(Pz)
my r (g,m,f,e) - ( M ) m = A(pz)‘p2:“2
Mg i, &e) = (231N = €dTN )]sy (438)

Durch Inversion dieser Beziehungen konnen die renormierten invarianten
Funktionen (4.37) durch renormierte Parameter ausgedriickt werden. Da
die renormierte Masse unter Bezugnahme auf die gesamte Funktion B(p?)
definiert ist, wird sie i.allg. einen dynamischen Anteil besitzen. Wir kenn-
zeichnen sie deshalb mit einem Index “t” (totale Masse) und versehen die
zugehorige Renormierungskonstante Z,, mit einer Tilde. Wir gehen auf diese
Problematik im Rahmen des Studiums der DySB niher ein. Fiir die Renor-
mierungskonstanten als Funktion der nackten Parameter folgt mit G1.(4.23)
in Ein-Loop-Stérungsrechnung

ZEMOM (g i € e) = 1
2T(e)  §° S 2\ 1
- 1 Py ] — 63— & ———
2 _ ¢ (471')2_5( +m ) 2 1[57 o o 1_|_m2]

~2
ZT(r}%MOM(gv mvag) =1+ F(g)w;qﬁ(l + m?)—s{

26 1

F 1_ . _ -
2—52 1[57 573 571_|_m2]
(3—2c+¢) ‘ 1
- ?2171[571—572—571_'_77%2]
ZEMOM (G € ey = 1
[(e)alte g2 . 15 1
- L+ 4m?) g e =2 —— 1. (4.
3 (47r)2—6( AR e 5 g ] (439)

Die RG-Funktionen 3 und 7,, beschreiben die Anderung der renormier-
ten Parameter g, (i), mq (@) bel infinitesimaler Variation von g und festge-
haltenen nackten Parametern

d
ﬁMOM grvmrvfrvg — gyOM
( )= g M
= —€9r+ gTﬁMOM(grvmrvfrvg)
~MOM pod MOM
My, £y €)= — mi, , 4.40
VYm (g 5 ) mt,r d,u gmg 1, (:u) ( )
die anomale Dimension des Fermion- bzw. Bosonfeldes ist gemaf
MOM M d MOM
e My Gy € = - Z
TF (g £ry€) ZéWOM i lg.m.e (1)
MOM M d MOM
s My & = Z 4.41
YA (g my, & 5) ZéWOM i lg.m.e 3 (,u) ( )
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definiert. Die Bedeutung der RG-Funktionen liegt darin, dafl sie sich zu-
mindest in der Stérungsrechnung als Funktion der renormierten Parameter
stetig nach ¢ — 0 hin fortsetzen lassen. Mit Gl.(4.38) koénnen sie durch die
logarithmischen Ableitungen der invarianten Funktionen am Subtraktions-
punkt ausgedriickt werden

2p* 1 d(p*, g, m, €)

MOM;/ 5 -~
7m7 78 =
7A (g 5 ) d(p27gvm7£) p2:ﬂ2
2p? 2 A(p?, g, m, €)
MOM;/ s dp? AR
» M, &, E = - 4.42
(86 ) A(p?,g,m, &) lp2=p2 )

2p* 3 B(p*, 9. m, €)
B(p27gvm7£) p2=u27

AMOM (G 1, & e) = A OM(g,m, € e) +

wobei sich die g-Funktion aus der Beziehung

. 1
g rEd JYAt+F (4.43)

ergibt. Mit den G1.(4.39/4.42) folgt fiir die RG-Funktionen als Funktion der
renormierten Parameter in Fin-Loop-Storungsrechnung

(1),MOM, . _ 8&I(1+e) g 1
F (gr> s Err€) = (2—6)(3—¢) (4m)2~= (1 + m2)(+9)
1
X ol [1+e,1—e;4—¢; 1+m2]

2 ~ 2
= 26,2 {1 - 2214 il In(— ) |+ O(e)

(4r )2 [y
JDMOM (g i, €, ) = 4 {MOM _ 23 EQQi Jgr)f;)f(el)Jr : (475)32‘5
X WgFl[l +e,1—¢;3—g¢ N —|—1m$]
_ _2(495)2 {3 + {26 + In(5 f;%)(3 a1+ zmz))}} +Oe)
O g r6) = B
< oFy[14 g,%; ;; Hﬁ] (4.44)

Die durch die RG-Funktionen definierten laufenden renormierten Parameter
(2.23) besitzen im MOM-Renormierungsschema die Darstellung

_ BMOM(p?)
AN,
et B(Pz)
B(pQ) p2=(uet)2

!72(15) REA (gMOM)Z —2et dinM(pz)
7 r (AMOM(pQ))Q p2=(u6t)2

m,(t) =

p?=(pet)?
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(4.45)

Uberpriifung der Trivialititshypothese

Zur Uberpriifung der in Kapitel 2 diskutierten RG-Trivialititshypothese fiir
die QEDy ist in Abbildung (4.3) die renormierte Kopplung (4.38) als Funk-
tion der nackten Kopplung g fiir fiinf verschiedene Werte der raumzeitlichen
Dimension und fiir zwei stark unterschiedliche Werte der renormierten Masse
m%OM in Landau-Fichung dargestellt.  Aus dieser Abbildung geht hervor,
daf} die renormierte Kopplung stets kleinere Werte als die nackte Kopplung

annimmt (Abschirmungseffekt) und durch eine Grenzkopplung
GEmMOM 2) = tim gMOM (g MOV e) (4.46)

die mit kleiner werdenden Werten fiir ¢ und mM OM abnimmt, beschrinkt

bleibt. Dies ist ein Hinweis darauf, daf} fiir eine fest vorgegebene renor-
mierte Masse m%OM die renormierte Kopplung ¢™°M unabhingig davon,
wie die nackte Kopplung §(¢) bei Variation von ¢ zur Einhaltung der Renor-
mierungsbedingungen (4.37) nachgefithrt wird, im Kontinuumslimes ¢ — 0
verschwindet. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhalts ist in Abbildung
(4.4) die Grenzkopplung gT(m%OM, ) gegen /¢ aufgetragen. Demnach

ndhern sich fiir kleines ¢ alle Grenzkopplungen einer Geraden an, die gemif}
1

der RG-Beziehung (2.56) mit der Steigung 3, ?(0) ~ 10.87 durch den Null-
punkt geht. ' Eine andere Méglichkeit, die Trivialitit zu verdeutlichen,
besteht darin, die der RG-Analyse in Kapitel 2 zugrundeliegende Approxi-
mation der RG-Funktionen zu iiberpriifen. In den Abbildungen (4.5/4.6)
sind die gemif GI1.(4.42) berechneten RG-Funktionen 3MOM und 3MOM 4]g
Funktion der renormierten Kopplung fiir zwei Werte der raumzeitlichen Dji-
mension und bei den Parametern ¢MOM = q, mMOM = 1 dargestellt. Die
Abbildungen (4.5/4.6) bringen am besten zum Ausdruck, dafs sich der (mul-
tiplikativ renormierte) nichtperturbative Gehalt der SDE’s (4.2) zumindest
fiir kEleine ¢ durch Fin-Loop-RG-Summationen, wie sie der Trivialitdtshy-
pothese aus Kapitel 2 zugrunde liegen, zu beschreiben lassen scheint. Erst
fir grofie ¢ kann die renormierte Kopplung ¢™“M nach Abbildung (4.3)
Werte annehmen, die so grof sind, dafi es zu einer sichtbaren Abweichung

°Die raumzeitliche Dimension & = 0.005 stellt in etwa die untere Grenze dar, fiir die wir
die SDE’s numerisch 1ésen konnen. Sie entspricht nach G1.(2.51) einer Korrelationslange
von £x(0.005) = 1% ~ 2.68 - 10*°.

%Die Konvergenz der Datenpunkte in Abbildung (4.4) erklirt sich aus dem Umstand,
daB in dem IR-reguliren LL.-Resultat g2 = 9

Q) die renormierte Masse fiir
14+ IT(H“hf,T)_E

kleine ¢ keinen Einflufi besitzt.
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Abbildung 4.3: Die renormierte Kopplung ¢gM°M als Funktion der nackten
Kopplung ¢ in Landau-Eichung und m%OM =1 (oben) bzw. m%OM =10°

(unten). Fir die durchgezogenen Linien gilt ¢ = 0.005 (D = 3.99), fiir die
gestrichelten Linien gilt € = 0.01,0.05,0.1,0.2, (D = 3.98,3.9,3.8,3.6).
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Abbildung 4.4: Die renormierte Grenzkopplung ¢; als Funktion von
Ve fiie mMOM = 1 (Kreise) bzw. mMoM = 105 (Kreuze). Die
durchgezogene Linie stellt die fiir ein massenunabhdngiges Schema giiltige

Ein-Loop-RG-Beziehung g7 (¢) = /51;(0) dar.
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zwischen den exakten RG-Funktionen und ihrer Ein-Loop-Approximation
(4.44) kommt.

Die QEDp,4 als Cut-Off-Theorie ?

Fiir eine COR ist es ein gingiges Konzept, triviale Theorien als Cut-Off-
Theorien zu betrachten, wobei die obere Grenze fiir den Cut-Off durch die
renormierte Kopplung bestimmt ist. Damit die Niederenergiephysik durch
die Cut-Off-Theorie eindeutig beschrieben wird, mufl die Theorie schwach
renormierbar [GO 91] sein, d.h. bei Variation des Cut-Off’s miissen sich
die nackten Parameter so nachfithren lassen, daf} die renormierten Gréflen
konstant gehalten werden kénnen. 2 Dabei darf es nicht auf die Wahl der re-
normierten Gréfien ankommen, d.h. die Linien konstanter Physik im Raum
der nackten Parameter, beispielsweise die Linien konstanter renormierter
Kopplung und Linien fiir ein konstantes Verhiltnis zweier Massen, miissen
iibereinstimmen. ' Auf dem Niveau der invarianten Funktionen driickt sich
die schwache Renormierbarkeit durch ein Skalierungsverhalten aus, d.h. die
(dimensionslosen) renormierten invarianten Funktionen héngen auf den Li-
nien konstanter renormierter Kopplung, Masse und Eichfixierungskonstante
nur von dem Verhdltnis mir ab, so daf sie sich im IR-Bereich bei Variation
des Cut-Off’s nicht &ndern.

Eine naive Ubertragung des Konzepts der Cut-Off-Theorie auf die DR
impliziert die Frage, ob die QEDp fiir raumzeitliche Dimensionen D < 4,
deren genaue Grenzen nach Abbildung (4.3) — wie in einer COR — durch
die renormierte Kopplung bestimmt werden, zur eindeutigen Beschreibung
der Niederenergiephdnomene verwendet werden kann. Am Beispiel des Ska-
lierungsverhaltens der invarianten Funktionen in der Stérungsrechnung ver-
deutlichen wir die sich dabei ergebende Problematik. In einer COR entste-
hen die perturbativen Logarithmen in den renormierten invarianten Funk-
tionen aus der Kombination

P2y P2 Ay
hlA((;) ) = I((}) )—111((5) )
_ P2
= In( u))
p € [0,A], (4.47)

so daf} sich die regularisierende Wirkung der COR nur auf den Definiti-
onsbereich der invarianten Funktionen bezieht. Dementsprechend kann das
Skalierungsverhalten in einer COR prinzipiell exakt gegeben sein. Dagegen
entstehen die perturbativen Logarithmen in DR als Grenzwert der Funktio-

1Die gute Ubereinstimmung der RG-Funktionen mit ihren perturbativen Ausdriicken
ist auch im Rahmen von Gitterrechnungen fiir die QED4 [GO 91] beobachtet worden.

2Nach [G6 91] heifit eine Theorie stark renormierbar, falls zusatzlich zur schwachen
Renormierbarkeit der Kontinuumslimes durchgefithrt werden kann. In dieser Terminologie
ausgedriickt ist eine triviale Theorie entweder nichtrenormierbar oder schwachrenormier-
bar, jedoch nicht stark renormierbar.

13Im Rahmen von Gitterrechnungen [G6 91] zeigt sich vor allem im Starkkopplungsbe-
reich, dafi die QED4 in einer COR nicht schwach renormierbar ist.
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Abbildung 4.5: Die renormierte SMOM_Funktion fiir m%OM =1,¢( =0
und ¢ = 0.2, (D = 3.6) (oben) bzw. ¢ = 0.005, (D = 3.99) (unten). Die
durchgezogenen Linien stellen die exakten und die gestrichelten Linien die
Ein-Loop-Resultate (4.44) dar.
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Abbildung 4.6: Die §MOM_Funktion fiir m%OM = 1, & = 0 und
e = 0.2,(D = 3.6) (oben) bzw. ¢ = 0.005, (D = 3.99) (unten). Die
durchgezogenen Linien stellen die exakten und die gestrichelten Linien die
Ein-Loop-Resultate (4.44) dar.
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nenfolge
-2 1
P H“ p 2, P 2
Ing(=) = ———=In(=)—zeln*(=)+ O(¢
) . ()= 3em () + 0
p € [0,00[, (4.48)

die auf dem gesamten Impulsbereich definiert ist. Da sie stetig von ¢ abhéngt,
hat die regularisierende Wirkung der Variation von D auf dem gesamten Im-
pulsbereich Auswirkungen. Infolgedessen ist in DR das Skalierungsverhal-
ten im IR-Bereich prinzipiell nur approzimativ gegeben. Der tiefere Grund
hierfiir scheint in dem Umstand zu liegen, dafl der Regularisierungsparame-
ter in DR dimensionslos ist.

Zur Verdeutlichung des approximativen Skalierungsverhaltens sind in der
Abbildung (4.7) die drei renormierten invarianten Funktionen fiir die re-
normierten Parameter gMOM — 1,m%0M = 1,EMOM — ( und elf Werte
der raumzeitlichen Dimension dargestellt. Aus dieser Abbildung geht her-
vor, daf} sich die invarianten Funktionen ausgehend vom Subtraktionspunkt
£ =1 iiber einen gewissen Impulsbereich, der sich im Gegensatz zur COR
vorab nicht eindeutig spezifizieren 1483t, stabilisieren, so dafl auf diesem Be-
reich von einem approximativen Skalierungsverhalten gesprochen werden
kann. Auch wenn dieses fiir praktische Fragestellungen ausreichend sein
kann, zeigen unserer Meinung nach die grundsétzlichen Unterschiede hin-
sichtlich des Skalierungsverhaltens, daf eine naive Ubertragung des Kon-
zepts der Cut-Off-Theorie von der COR auf die DR fragwiirdig ist. Insge-
samt scheint die physikalische Interpretierbarkeit einer dimensionell regula-
risierten Theorie fiir nichtganzzahlige raumzeitliche Dimensionen wesentlich

weniger direkt zu sein, als dies im Rahmen einer COR fiir endliche Werte
des Impuls-Cut-Off’s der Fall ist.

4.5 Untersuchungen zur D, SB

Das Studium der D, SB in der QRBA zeigt, daf} es zweckmifig ist, die-
sen rein nichtperturbativen Effekt getrennt zu betrachten, da er sich in DR
nur in der unmittelbaren Nihe des chiralen Limes sichtbar machen 148t und
gemif der Diskussion in Kapitel 2 eine echt nichtperturbative Renormierung
erfordert. Um zumindest eine gewisse Einsicht zu gewinnen, unternehmen
wir nachfolgend den Versuch, die in der QRBA verwendeten analytischen
Néaherungsmethoden auf die RBA zu tibertragen, und Argumente dafiir an-
zugeben, dafl das Auftreten der D, SB in der RBA und NPDR von der
raumzeitlichen Dimension abhingt.

Naherungsweise Umwandlung der SDE’s in ein RWP

Wir approximieren den Kern Kpg in der SDE (4.6) fiir B(p?) in Landau-
Eichung £ = 0 durch den ersten Term der £- bzw. %—Entwicklung (4.9)

I(B(pv kvg) - I(g(pv kvg)

O(p— k)

= (D-1) e dp*) +p—k
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Abbildung 4.7: Die renormierten invarianten Funktionen fiir MM = 1,
MMOM — 1 ¢, = 0 und ¢ = 10"0+15) mit n = 0,1,...,10, D € [3.8,3.98].
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_T%@%Kﬁ(p,k,e) = p-k)
plp) = —% 3%%7 (4.49)

die iibrigen Terme in der Entwicklung von Kp sind nicht mehr divergenz-
erzeugend und besitzen dariiberhinaus entweder einen expliziten Faktor ¢
oder weisen mindestens Ableitungen zweiter Ordnung bzgl. der Funktion
d(p*) auf. Die Approximation (4.49) gestattet es, die SDE (4.6) fiir B(p?)
in das folgende nichtlineare RWP, bestehend aus der nichtlineare Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung

5 2 pg@l(p) d y SO(p)pz—zs B
{Papt 0= PO mn ) P =0

4D-1) g2

2 _

=t e
der IR-Randbedingung

(4.50)

1 d _ m P D1 B(kz)
T IXE TR 1 B2

- 0, p—20 (4.51)

i
2

sowie der UV-Randbedingung

Ld(p) d _ 9e) [~ -3 B(k?)
(5@1’%4'1)3(2’) = mt /p dk KV A2(k2)k2-|-B2(k2)d(k)

!

= m, p— 00, (4.52)

zu iiberfiihren. Fiir die Setzung d(p?), A(p*) = 1 erhalten wir das RWP
(3.64-3.66) der QRBA zuriick. Die N&herung des Kerns K4 in der SDE
(4.6) fiir A(p?), die der Naherung (4.49) entspricht, besteht in der Ver-
nachlissigung aller Ableitungen der Funktion d(p?) in seiner Entwicklung
(4.9)

Ka(p,k,e)—0 (4.53)

und fithrt auf die Naherung
AP =1, (4.54)
die nach Abbildung (4.1) keine drastische Naherung darstellt.

Existenz eines kritischen ¢ fiir die D,SB in IRBN-I

In Analogie zur QRBA versuchen wir den chiralen Limes m — 0 zun&chst
im Rahmen einer IRBN-I (3.61) fiir das RWP (4.50-4.52) zu erfassen

) d* pe'(p), d ~2 —2¢
(P + G- gy + PO foB) = 0 (455)
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d%éB( )‘pzm = 0 (4.56)

ld(p) d _
G P VBR)|_ = m (4.57)
dmy = 6B(6my). (4.58)

Aus der SDE (4.6) folgt aufgrund der Approximation (4.54) in IRBN-I fiir
die Funktion d(p?) die Niherung
.
1+ ﬁl( )g p—26
1+ 1—¢ ( ) 2,,—2¢
(1+ ﬁl( Ao g2py2e)2
L(3T(2—e)l(1+e)dte 1
30(3 —e)(4m)?—= ~12x2

d(p?) — &d(p*) =

99—>699_

+O(e),  (4.59)

die mit der LL.-Ndherung (4.31) iibereinstimmt und die sich nach Abbil-
dung (4.1) ebenfalls als eine gute Niherung erwiesen hat. Wir schreiben die
Differentialgleichung (4.55) auf die Variable 2z = p™° um

(e~ iy + 5 e s omt =

1+ 1=23(e)g%?

) = 4.
#(@) (1+ Mgzxz)z (4.60)
und betrachten die ihr zugeordnete Riccati-Differentialgleichung
dy(z) 9 2 —cy(x) g(e) 5
o = el @)+ —— =+ (5 7)
OB ()
= —— . 4.61
o) = (4.61)
Aus dem UV-Verhalten (4.16) der Funktion B(p?) folgt
~2bo(e) =, M A
y(z) — , *—0 (4.62)
o
und die Ubertragung der IR-Randbedingung (4.56) ergibt
y(@) = 0
gle
Ve = (1
ry = x(p=édmy) = (6my)™%, (4.63)

wobei die Aussage iiber die Ableitung von v(z) an der Nullstelle x; direkt
aus der Differentialgleichung (4.61) folgt. Im IR-Bereich z — oo wird die
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Differentialgleichung (4.61) nach Umschreibung auf die Funktion ¥(z) = @
separabel
- 1—¢)e . 1—¢ . gle
o = S ol 25w+ Ly e
Bi(e)g € €
=a(g?¢) =b(e) =c(9%:2)

und besitzt im Fall der D, SB die Losung

—b+ Vdac — b? tan(iﬁmg_w In(z/x0)) , b? —4ac<0

() = ;—a | (e VP
b DE — dge—=’ 2 _
b+ Vb 4acl+(%)m , b —4ac>0
2 _ 4dl-¢) B @ 2 ¢
b —dac = = (1 ( P ) ﬁl(é)) , (4.65)

=1-10e4+0(e?)

wobei zg eine Integrationskonstante bezeichnet. Aus dieser IR-Asymptotik
folgt, daf} es fiir ¢ < g,

er = min{e|b*(e) — 4a(g? e)e(g? e) = 0}
1 1
L+ 50(5)

in IRBN-I nicht zur D,SB in der RBA der masselosen QEDp mit einem
reellen z4(m = 0) = 24 (dynamische Masse) kommen kann, denn fiir diesen
Fall ist nach G1.(4.65) die fithrende Asymptotik von vy(z) durch die lineare

Funktion

b+ Vb? — 4ac
2a
<0

Y(z,e <ep) — — r, T — 00 (4.67)

mit negativer Steigung gegeben, so dafl v(z) keine Nullstelle 2 = x4, fiir die
nach G1.(4.63) v/(z4) > 0 gilt, besitzen kann. '* Diese Aussage wird durch
die Abbildung (4.8), die die numerische Losung der Differentialgleichung
(4.61) fiir ¢ = 0.2 > g5 und ¢ = 0.05 < ¢ darstellt, bestdtigt, wonach
v(«) nur im ersten Fall eine Nullstelle besitzt. Fiir ¢ > ¢, ist aufgrund der
IR-Asymptotik (4.65) eine Nullstelle und eine Singularitét fiir die Funktion
v(x) zu erwarten.

WKB-Néaherung fiir ¢ — 0

Die vorausgegangene Darstellung ist die einfachste uns bekannte Méglich-
keit, die Existenz eines g zu motivieren und dieses gleichzeitig ndherungs-
weise zu bestimmen. Fiir eine allgemeine, auch den Fall m # 0 erfassende

MFiir B1 — 0 ist die Argumentation wegen der fiir diesen Fall sinnlosen Gl.(4.64) nicht
moglich, d.h. die D, 5B in der QRBA steht nicht im Widerspruch zu der hier getroffenen
Aussage. Desweiteren ist nach Gl.(4.65) in der nichttrivialen QCDp mit [31(0) < 0 elne
D SB zu erwarten.
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Abbildung 4.8: Die Funktion ~v(z) gemdfi der exakten Losung der
Differentialgleichung (4.61) fiir ¢ = 0.2 > ¢} (durchgezogene Linie) und
e = 0.05 < ¢ (gestrichelte Linie). Alle dimensionsbehafteten Groflen sind

auf die kanonische Skala g% bezogen.

Losung der IRBN-I (4.55) ist die Umschreibung (4.61) allerdings ungeeig-
net. Wir skizzieren nachfolgend ein N&herungsverfahren, mit dem dieser
Fall zumindest prinzipiell analytisch erfait werden kann. Dazu empfiehlt es
sich, auf die Differentialgleichung (4.60) zuriickzugehen, und diese durch die

Transformation Lero
$B(e) =+~ HE ) (455)

auf die Standardform

mit

U(e,e) = (D))~ 5 - =

L) 360 e) | e )

422 T 2 6p(x) Z( 699(36)) 2 bp(2)

(4.69)

zu bringen. Diese Differentialgleichung legt fiir ¢ — 0 die folgende WKB-
Néiherung nahe

U(z,2) 5P (%)213(9@, 6), (4.70)
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fiir die die Losung der Differentialgleichungen (4.69) nach den Standard-
WKB-Methoden [As 84] durch die beiden linear unabhingigen Airy-Funktio-
nen Ai(x), Bi(x) gegeben ist

6b(x) )in(z,e))

™ | =

ll
P

)7 Ai(—(
B Bi(—(=)in(z.e))}

/ da'\/P(a',e), x> ar
&

-+
—

|
—~~
=
~~~
&
™
~—
~—
Wlee
ll

da'\/—P(a',¢), x<ar. (4.71)

|
S
|
3
S
=
o
Sa—’
Sa—’
MM
[l
&a\
8
~

P(z,e) — —(7)2, x—0
Plae) — et @5 0] aox
’ x? g " Bile) 7
. gle)pl—e
e = min{ele(24( p )51(8)) 0}
=114 0(¢)

_ (4.72)

4
1

€k

zeigt, daf die Differentialgleichung (4.69) fiir ¢ > ¢; einen Umkehrpunkt
a, fiir den P(z,¢) das Vorzeichen wechselt, besitzt, so dafl 27 zwei Gebiete
mit unterschiedlichem Verhalten der Losungsfunktion trennt; fiir « < a7 ist
0b(x) monoton steigend bzw. monoton fallend und fiir # > z7 oszillierend.
Da in der QRBA (81 — 0,6¢ — 1) stets sowohl ein Umkehrpunkt als auch
nach GL.(3.73) eine dynamische Masse x4 existiert

ep(fr—0) — 0

ar(fr —0) — (4.73)

1
(e)’
kann die Nichtexistenz eines Umkehrpunkts in der RBA fiir ¢ < ¢j, als Signal
fiir das Abschalten der D, SB angesehen werden, wobei der Wert (4.72) fiir ¢,
gut mit dem exakten Wert (4.66) in IRBN-I iibereinstimmt. '® Die Konstan-
ten a, 3 in der WKB-Losung (4.71) kénnen durch die UV-Randbedingung
(4.57) und die Normierungsbedingung (4.58) festgelegt werden, so daf} in
Analogie zu G1.(3.73) die IR-Randbedingung (4.56) prinzipiell auf die Funk-
tion émy(m,¢e) fiihrt, deren Nullstellen die dynamischen Massen

@

my = g%fDR(é) (4.74)

1*Die Nichtexistenz eines Umkehrpunkts fiir ¢ < e bedeutet, daff 8b(z) keine Oszil-
lationen, die eine Voraussetzung fiir die Erfiilllung der IR-Randbedingung (4.56) sind,
ausbildet.
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bestimmen. Wir sehen von einer Darstellung dieser komplizierten Beziehung
ab, deren Nullstellen wir bislang nicht analytisch bestimmen konnten. ¢
Stattdessen ist in der Abbildung (4.9) die exakte numerische Losung der
SDE’s (4.6) in der Ndhe des chiralen Limes m — 0 fiir ¢ = 0.2 > ¢ und
e = 0.05 < ¢, dargestellt. Diese Abbildung zeigt, dafi es im ersten Fall zur
Ausbildung einer reellen dynamischen Masse kommt und daf} sich diese im
zweiten Fall bis zu Werten 2 = 0.5- 10720 nicht andeutet. DaB der in der

€

unteren Abbildung (4.9) tiberstrichene Wertebereich fiir m; ausreichend ist,
um die Nichtexistenz eines reellen my nahezulegen, ergibt sich einerseits aus
einem Fit der Form

m m
log(—) = alog(—)+b
ge ge
m m
= (1), (4.75)
ge ge

fiir den sich die Werte

a(¢ =0.05) ~ 1.0
b(e = 0.05) ~ 2.7 (4.76)

ergeben. Zum anderen wire im Fall der D, SB in Analogie zu Gl.(3.82) fiir
reelle my die Darstellung

mg = g%fDR(g)
for(e) = (gFPA+ 0(e)) % (4.77)

zu vermuten. Wobei glljBA entsprechend den Ergebnissen der analytischen

[Ko 91] und numerischen [RA 91] Studien der D, SB in der RBA und COR

mq(g,A) = A foor(g)
a(g— gltBYs | g R ghtBA
feor(g) =
0 . g < gfiPA
JFBA o 53
1
~ - 4.78
B 5 (4.78)

mit der kritischen nackten Kopplung g,]jBA, die die chiral-symmetrische von
der dynamisch chiral-gebrochenen Phase trennt, gleichzusetzen ist. Fiir ¢ =
0.05 folgt aus (4.77)
mq -15
- ~3-1077, (4.79)
ga
d.h. hiernach héitte sich in der unteren Abbildung (4.9) ein reelles m,4 an-
deuten miissen.

' Fine Analyse der UV-Asymptotik der WKB-Lésung (4.71) zeigt, daBl die D SB durch

die Fundamentallsung, die die Airy-Funktion Ai(z) enthilt, reprasentiert wird.



4.5 Untersuchungen zur D, SB 101

1075+

m/gl/s

10_17 IIIII|'|T| IIIII|'|T| IIIII|'|T| IIIII|'|T| IIIII|'|T| IIIII|'|T| IIIII|'|T| IIIII|T|'| IIIII|T|'| LILILLL

1018
10-19
107R0
10-”!
10722

10-283

m,/gl/®

10—24
10—25
10-R6

10—27
||||||_|,|J ||||||_|,|J ||||||_|,|J ||||||_|,|J ||||||_|,|J ||||||_|,|J ||||||_L|] ||||||_L|] [T
10—30 10—29 10—28 10—27 10—26 10—25 10—24 10—23 10—22 10—21 10—20

m/g'/*

Abbildung 4.9: Totale Masse gegen nackte Masse fiir ¢ = 0.2 (oben) und
€ = 0.05 (unten)
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Zum Kontinuumslimes unter Bertiicksichtigung der D, SB

Die Darstellung (4.78), wonach die Skalierungsfunktion fcor(g)in der RBA
und COR ein Potenzverhalten mit kritischem Exponenten gemifl der Mean-
Field Theorie zeigt, erméglicht es, den Kontinuumslimes fiir die COR unter
Beriicksichtigung der D, SB zu studieren. Setzen wir fiir die Kopplungsre-
normierung die Giiltigkeit der LL-Beziehung (2.52) im intermedidren (IM)
Renormierungsschema p = 0 voraus

2

IM\2 g
= , 4.80
(gr ) 1+2ﬁ1921n(72d) ( )

dann verschwindet nach GI1.(4.78) die renormierte Kopplung g™ am kriti-
schen Punkt gemif

2

(gIM)2 — g
’ 1—2619%In(a(g — giB54)P)
— 0, g\ gt"*, (4.81)

d.h. die QED4 bleibt unter Einbeziehung der D,SB trivial. Allerdings
zeigt die nichttriviale Nullstelle glljBA der Skalierungsfunktion fcor(g) aus
Gl.(4.78), daB die Entkopplung von Boson- und Fermionfeld nicht notwendig
auch einen trivialen Fermionsektor impliziert, d.h. es kénnen im Kontinu-
umslimes nichttriviale S-Matrixelemente zur Beschreibung des pseudoskala-
ren Goldstone-Bosons, das mit der D, SB verbunden ist, existieren.

Die bisherigen Erkenntnisse iiber die D, SB in der RBA und NPDR,
die vor allem durch die fehlende Kenntnis iiber die genaue Struktur der
Skalierungsfunktion fpr(e) beschrankt sind, sehen wir als nicht ausreichend
an, um eindeutige Aussagen iiber den Kontinuumslimes in NPDR unter
Einbeziehung der D, SB treffen zu kénnen.

Die Existenz eines ¢, fiir die D, SB in der RBA kann einerseits so gedeu-
tet werden, daf} die D, SB fiir den Kontinuumslimes ¢ — 0 — vollstdndig in
der chiral-symmetrischen Phase (¢ < ) durchgefithrt — nicht relevant ist.
Nach dieser Interpretation besitzt die in Abschnitt 4.4 diskutierte Entkopp-
lung von Boson- und Fermionfeld Giiltigkeit und impliziert dariiberhinaus
einen trivialen Fermionsektor, so daf} ein Widerspruch zu dem u.U. nichttri-
vialen Fermionsektor in der COR entsteht. Eine andere Deutungsmoglich-
keit wird durch die folgende Plausibilitdtsbetrachtung nahegelegt. Setzen
wir fiir die masselose, dimensionell regularisierte QEDp in der dynamisch
chiral-gebrochenen Phase (¢ > ¢ ) hinsichtlich der Kopplungsrenormierung
die Giiltigkeit der LL.-Beziehung (2.30) im intermedidren Renormierungs-
schema p = 0 voraus, dann gilt fiir kleine ¢

IM\2 _ (gmy°)?
(9:7)" = 7 TR0 (4.82)

€

Auflésen dieser Beziehung nach my ergibt

my = g%fDR(g)
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e = B0)(gIM)?. (4.83)

Damit im Limes ; — 0 an die Beziehung (3.82) der QRBA angeschlossen
werden kann, muf} die Setzung

2T
RBA
giM = g2 = (4.84)

Sl

vorgenommen werden, fiir die sich mit den GI1.(4.83/2.33)

£ = 9 (4.85)
ergibt. Die Skalierungsfunktion in GI1.(4.83) ist mit den analytischen und
numerischen Untersuchungen zur D, SB in der RBA und NPDR vertraglich.
Da sie aus der Bedingung dafiir resultiert, daf die renormierte Kopplung ¢/™
einen festen Wert # 0 annimmt, erscheint die Existenz des ¢, fiir die Ausbil-
dung eines reellen my geradezu als eine Voraussetzung dafiir, die Trivialitat
der QEDy4 unter Einbeziehung der D,SB — fiir ¢ < ¢, geméf G1.(4.83) auf
komplexe my fortgesetzt — umgehen zu kénnen.

Die analoge Plausibilitdtsbetrachtung fiir die COR geht von der Bezie-
hung (4.80) aus, deren Auflésung nach my auf

myg = Afcor(g)
feorlg) = exp{ ;ﬂ(l;_;)} (4.86)

fithrt. Diese Skalierungsfunktion ist nicht mit der dynamisch bestimmten
Skalierungsfunktion (4.78) identisch, wodurch auf eine andere Art nochmals
zum Ausdruck kommt, daBl die Trivialitit der QED4 in der COR unter
Einbeziehung der D, SB nicht umgangen werden kann.

Fiir ein genauerers Verstindnis des Kontinuumslimes in NPDR sind wei-
tere Untersuchungen notwendig. Unserer Meinung nach zeigt die voraus-
gegangene Diskussion, daf die sich dabei ergebenden Frgebnisse durchaus
andere Aussagen iiber die Kontinuums-RBA beinhalten kénnen, als die dies-
beziiglich im Rahmen der COR getroffenen.



Kapitel 5

Bemerkungen zu den SDE’s
fiir die Vertexfunktion

Der wesentliche Gehalt der Vertexfunktion kann unserer Meinung nach nur
dynamisch, d.h. durch Losung ihrer SDE’s (1.26) bestimmt werden. Aus
den neueren Arbeiten zur QED ist uns kein konkreter Lésungsversuch fiir die
V#-SDE’s bekannt. Ein Grund fiir diese Zuriickhaltung ist sicherlich der ge-
geniiber einer Loésung der SDI’s fiir einen Vertexansatz um Groéflenordnun-
gen hohere numerische Aufwand, der fiir die Lésung der V#-SDE’s betrieben
werden mufl. Die Losung der SDE’s fiir einen Vertexansatz erfordert die Be-
stimmung der drei invarianten Funktionen einer Verdnderlichen der beiden
Propagatoren, wohingegen die vollstindige Lésung der V#-SDE’s zusétzlich
die Bestimmung der acht invarianten Funktionen dreier Ver&nderlicher des
Transversalanteils von V* erfordert. Nach unserer Meinung ist dies jedoch
ein mit heutiger Computertechnologie l6sbares und im Vergleich zu Gitter-
rechnungen weniger aufwendiges Problem. Schwerer wiegt, daf} es bislang
nicht gelungen ist, Ndherungsverfahren fiir diese Gleichungen anzugeben,
die die wichtigsten Strukturmerkmale der QED respektieren.

Die Problematik strukturerhaltender Niherungen
am Beispiel der BJW-Néaherung

Anhand eines der ersten Niherungsversuche fiir die V#-SDE’s, der von
[Biw 67] im Rahmen des endliche-QED4-Projekts vorgeschlagenen SDE

) FETE
VE(pik;o) = 7“_92/(QW)D‘i'ng(O)’”(erk—l)

< S — kYR = ks k)5 (s

104
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p+k
p+k l
_ 2 1
é\/d = J\/\,<—g p+k-1 (5.1)
) k
-k
P

148t sich die Problematik strukturerhaltender Niherungen fiir die V#-SDE’s
verdeutlichen. Die BJW-Naherung ergibt sich aus den SDE’s (1.26) fiir die
drei Basisvertices durch die Approximation des 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerns
szx’éw durch den Polgraphbeitrag nullter Ordnung in der Skelettentwicklung
(1.32)

~ BJW

551(4,0 (p17p27 q1, ) ~ ’}/QD(O)&U(pl + p2)7cr
q P1t+Pet+qy

91 py+patay

(5 % e (5:2)

—P2 Py

und der Ndherung des vollen Bosonpropagators durch seine nullte Ordnung

D" (k) — DO (k) . (5.3)
Setzen wir die Giiltigkeit der WTI (B.16) fiir die Vertexfunktion zundchst
voraus, dann folgt durch longitudinale Projektion der GL(5.1)

D
Bl =m) gt [ o SOD e+ k=1

ke, V*(py ks )

D
- gt [ oS ODe - 1)
= 5T p+ k)= 57, (5.4)

d.h. die WTT ist selbstkonsistent erfiillt, wenn wir die Identifikation

D
U =g mie g’ [ Gt SODR - (53

vornehmen, die auf eine von der SDE (5.1) der Vertexfunktion entkoppelte
SDE fiir den Fermionpropagator fithrt. Die SDE (5.5) ist mit der (Quenched-
) Rainbow-Approximation fiir den Fermionpropagator identisch, die we-
gen der Ndherung (5.2) fiir den Bethe-Salpeter-Kern auch als (Quenched-)
Ladder-Approximation bezeichnet wird. Von dieser einfachsten Version des
allgemeinen nichtperturbativen Nidherungsverfahrens, dem Abbrechen der
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Skelettentwicklung (1.32) der beiden Bethe-Salpeter-Kerne, ist in [AF 79]
gezeigt worden, daf trotz der Giiltigkeit der D*/V*-WTI (B.14/B.16) und
der V*-WT (B.26) die stérungstheoretische multiplikative Renormierbarkeit
(STMR) und die Eichkovarianz schon ab Zwei-Loop-Stérungsrechnung ver-
letzt sind.

Bedingungen fiir strukturerhaltende Niherungen
der SDE’s

Angesichts der Diskussion der BJW-N&herung stellt sich die Frage, inwieweit
es moglich ist, Bedingungen fiir Ndherungen der SDE’s, die mit einzelnen
Strukturmerkmalen der QED vertriglich sind, zu formulieren. Fiir drei der
wichtigsten Strukturmerkmale der QED haben wir in den Anhdngen B-D
den Versuch unternommen derartige Bedingungen anzugeben:

e WTI

Zur Implementierung der WTI kénnen nach Anhang B die longitudi-
nalen Anteile aus den SDI’s vollstédndig eliminiert werden. Neben der
transversalen Projektion der dufleren Bosonbeine ist dazu die Elimina-
tion aller loopinternen Longitudinalanteile durch Anwendung der WTI
nach Aufteilung aller Bosonpropagatoren in ihren Longitudinal- und
Transversalanteil gemédf Gl.(B.11) notig. In Landau-Eichung werden
die loopinternen Longitudinalanteile bei Wahrung der WTI (B.14) fiir
den Bosonpropagator automatisch eliminiert, so dafl in dieser Eichung
mit den SDI’s eine Entkopplung von Longitudinal- und Transversa-
lanteilen der Greenschen Funktionen erreicht werden kann.

¢ Eichkovarianz
Die elementarsten kanonischen FEichkovarianten der QED, definiert
durch ihr Transformationsverhalten unter Variation des Fichfixierungs-
parameters £ gemafl der LKT

OGH(p; ki &) 5 [ APl GP(p— ks €) — GH(pi k3 €)
oe /(zﬂ)Di E !

(5.6)

sind nach Anhang C die bzgl. aller &ufleren Bosonbeine entweder trans-
versal projizierten oder amputierten zusammenhdngenden Greenschen
Funktionen. Die eichkovariante Auswertung ihrer WTT ist fiir die Iita-
blierung eichkovarianter Ndherungen der SDE’s wesentlich und kann
fiir sich allein genommen schon fiir eine eichkovariante nichtpertur-
bative Entkopplungsndherung der SDI’s in Form der longitudinal-
singuldren bzw. -reguldren Fichndherung herangezogen werden.

¢ STMR
Der in Anhang D skizzierte Nachweis der STMR der QED mittels der
SDE’s (1.26) fiir die drei Basisvertices erlaubt es, eine einfache Be-
dingung dafiir anzugeben, dafl der perturbative Gehalt einer nichtper-
turbativen Ndherungslosung dieser Gleichungen multiplikativ renor-
mierbar ist. Dafiir miissen sich die Renormierungskonstanten und die
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Divergenzen mittels Subtraktionen aus den SDI’s fiir die multiplikativ
renormierten Basisvertices vollstindig eliminieren lassen. Durch Ab-
brechen der Skelettentwicklung (1.32) fiir die beiden Bethe-Salpeter-
Kerne szx’g; und szx’éw kénnen solche Niherungen generiert werden,

falls

— zur Wahrung der multiplikativen Renormierungsvorschriften (D.4)
die Skelettentwicklung vollstindig durch angezogene Basisverti-
ces ausgedriickt wird, und

— die WTT (B.14/B.16) fiir D* undf/“, die die effektiv logarithmi-
sche Divergenz der Selbstenergie X und der Vakuumpolarisation
11" sicherstellen, erfiillt sind.

Nach diesen Bedingungen fiir strukturerhaltende Niherungen der SDE’s
ist der Verlust der STMR der BJW-Naherung (5.1) nicht durch das Ab-
schneiden der Skelettentwicklung (5.2) fiir den Bethe-Salpeter-Kern sondern
die Tatsache bedingt, daff in dem Polgraphbeitrag in Gl.(5.2) keine vollen
Basisvertices stehen, und die Wahrung der Eichkovarianzeigenschaften ist
nicht zu erwarten.

Von den drei betrachteten Strukturmerkmalen scheint uns die STMR am
wichtigsten zu sein, da sie die FExistenz zumindest des stérungstheoretischen
Gehalts der Theorie sicherstellt. Wenn wir ihrer Einhaltung die héchste
Prioritdt einrdumen, sind wir auf die SDE’s (1.26) fiir die Basisvertices als
Ausgangsgleichungen fiir Niherungen festgelegt. Fiir diese sehen wir der-
zeit keine Moglichkeit, Niherungsverfahren anzugeben, die zusdtzlich zur
STMR auch noch die Eichkovarianz erhalten. Zumindest einfache Nidhe-
rungsverfahren, die dieses Strukturmerkmal der QED respektieren, schei-
nen ursdchlich mit den SDI’s fiir die eichkovarianten, zusammenhingenden
Greenschen Funktionen verbunden zu sein. Dieser Umstand 148t sich bei-
spielsweise daran ablesen, dafl nach GI1.(C.31) die alleinige Beriicksichtigung
der Inhomogenitit

Gat(piks ) = 4o DT (k) S(p + k) (5.7)

p—ml
der SDE (A.26) fiir die transversale zusammenhéngende Dreipunktfunktion
CG;’I“ bereits auf eine nichtperturbative, eichkovariante Entkopplungsnihe-
rung fiir die beiden Propagatoren fithrt. Umgeschrieben auf die eigentliche
Vertexfunktion ergibt sich

VI (piks ) = 5_1(19)37j _1m1

(k) (5.8)

und nicht die durch die Inhomogenitdt in GI.(1.26) nahegelegte Entkop-
plungsniherung

VIR (piks ) = 1 (k) (5.9)

Anhand der Herleitung der V#-SDE’s kénnen wir eine Vorstellung davon
bekommen, wodurch ihre eichkovariante Niherung erschwert wird. Ausge-
hend von der SDE (A.26) fiir die eichkovariante zusammenhédngende Drei-
punktfunktion Cégﬂl ergeben sich die fiir die manifeste 1PT von V# nétigen
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(Polgraph-) Subtraktionsterme fiir die T-Matrizen in GL(A.44) durch die
Elimination des eichinvarianten Fermionpropagators nullter Ordnung zugun-
sten des eichabhidngigen vollen Fermionpropagators sowie durch die Ampu-
tation der dufleren Beine durch Herausdividieren der eichabhidngigen Propa-
gatoren. Auf diese Weise gelangen in die V#-SDE’s sich teilweise kompensie-
rende Fichabhingigkeiten, die durch eichkovariante Ndherungen gleichzeitig
erfafit werden miissen. Fiir die Beriicksichtigung der Fichkovarianz im Rah-
men von Ndherungen der SDE’s (1.26) fiir die drei Basisvertices sehen wir
derzeit nur die folgenden beiden Moglichkeiten:

1. Wir betrachten die Niherung in Landau-Eichung £ = 0 und setzen die
gewonnenen Ergebnisse eichkovariant mittels der LKT (C.12) nach £ #
0 hin fort, d.h. verlieren die Eichkovarianz als Bewertungskriterium
fiir die Ndherung.

2. Wir behandeln die {—Abhéingigkeit in den SDE’s (1.26) fiir die Vertex-
funktion approximativ, d.h. spezifizieren fiir allgemeines £ Abschnei-
deverfahren fiir die Skelettentwicklung der Bethe-Salpeter-Kerne. Die
damit verbundende Brechung der Eichkovarianz kann minimiert wer-
den, indem der loopinterne Longitudinalanteil des Kerns szx’;é gemif
seiner integralen WTI aus Tabelle (B.2) vor dem Abbrechen der Ske-
lettentwicklung aus der V#-SDE (1.26) eliminiert wird.

Nach den bisherigen Ausfiihrungen liegt die Vermutung nahe, dafl die
Beriikksichtigung der Polgraphbeitréige aus der Skelettentwicklung (1.32) in
den transversal projizierten SDE’s fiir die Vertexfunktion V# in Landau-
Eichung

VIHpiks) = 9, — oA (pi ks )

v 2 X T7 L
tH Yv—49g A(Q;L(pv k7 )

- dPl - - L
8wk = [ G P = ) Do = DIV k)

< S+ RV + kip— 1 -)L_

Tk,f:O

Mgk = [ g Velpil = p— ki )DT7(p 4k = 1S(— k)

X
S
=

<

q
=
3
+
I
|
N
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l p+k

= (5.10)

p+k-1

Tk,f:O

zusammen mit den in dieser Fichung nur noch transversale Gréfien enthal-
tenden Propagatorgleichungen

S7Yp) = p-ml+g°Sr(p)

DNIk) = (k) - gL ()
N le < NI Va2
Sr(p) = [ et SODL G-V =)
7,y le G vl 8% I
7w (k) = n»/ a1 SOV (l;k;-)S(k+l)‘ (51

und den LKT (C.12) eine “gute” erste Ndherung der SDE’s (1.26) fiir die
drei Basisvertices darstellt. Da in diesen Gleichungen nur noch transver-
sale GroBen vorkommen, kann die WTI (B.16) fiir die Vertexfunktion im
nachhinein erfiillt werden, die Fichkovarianz ist wegen der Verwendung der
LKT trivialerweise erfiillt und die multiplikativen Renormierungsvorschrif-
ten bleiben gewahrt, da in den Dreiecksdiagrammen fiir die Vertexkorrek-
turen ausschlieflich volle Basisvertices enthalten sind. Wir betonen jedoch,
dafl neben der in Anhang A erwdhnten Brechung der Crossing-Symmetrie
der vollen T-Matrix durch diese Ndherung die transversale Projektion bzgl.
duflerer Bosonbeine und die Wahl & = 0 zur Elimination der loopinter-
nen Longitudinalanteile noch nicht die Einhaltung der WI (B.26) fiir die
Vertexfunktion sicherstellt, eine Forderung, die alle aktuellen Vertexansitze
erfiillen. ' Vielmehr zeigt die regulire Auswertung der VA-WTI (B.16)
aus Anhang B, daf der zur Erfiillung der V#-WI (B.26) notige Transver-
salanteil von V# vollstindig durch die (kinematischen) Singularititen des
Longitudinalanteils festgelegt ist und deshalb die transversale Projektion
der V#-SDE’s mit dem singuldren Projektor t*(k) zumindest fiir regulire
Vertexfunktionen nur scheinbar die Longitudinalanteile aus den V#-SDE’s
eliminiert.

Gegeniiber den anderen divergenzerzeugenden Beitrdgen in der Skelet-
tentwicklung (1.32) der Bethe-Salpeter-Kerne sind die aus den Polgraph-
beitrigen in der V#-SDE resultierenden Dreiecksdiagramme durch den Um-
stand ausgezeichnet, daf} sie zusammen mit den SDI’s fiir die beiden Pro-
pagatoren in allen Fichungen £ auf das richtige Leading-Log-Verhalten fiir
die drei Basisvertices fithren. Vgl. hierzu die explizite Losung der SDE’s
(5.10) auf Leading-Log-Niveau in [La 65].

'Ein Beispiel dafiir ist die Niherung (5.7), die nach GL(C.34) nicht die VoWl (B.26)
erfiillt.
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Versuch einer auf der reguliren Auswertung der
WTTI fiir den Bethe-Salpeter-Kern beruhenden Ver-
texgleichung

Eine Moglichkeit, fiir reguldre Vertexfunktionen ein vollstdndiges, auch die
WI (B.26) respektierendes Niherungsverfahren zu etablieren, kénnte darin
bestehen, die fiir die Vertexansitze zentrale, regulire Auswertung der V-
WTI (B.16) auf die resummierten SDE’s (1.26) fiir die Vertexfunktion zu
iibertragen. Als Ausgangsgleichung scheint dazu diejenige V#-SDE am ge-
eignetsten zu sein, die den Bethe-Salpeter-Kern szx’;é enthilt 2

VE(p; k) = 4*

dP1 - .
_ 2 T (e ] _ FoH g, ..
g /(QF)DiV (p; =L ) Do o(D)S(p— 1) s K (p— L LK), (5.12)

da dieser nach Tabelle (B.2) selbst einer (integralen) WTI
Fuss K (pikoqs ) = V(0303 )5(p+ )57 p+ g + k) = 77

D
+ 92/ (;T)f)i Vo (p;=1;)S(p = D Do) s K (p+ k= 11,5, (5.13)
die im Gegensatz zur vollen Bethe-Salpeter-Gleichung (A.47) nur noch 4, K
als unbekannte Gréfie enthilt, gentigt. Diese Relation und die entsprechende
WTTI aus Tabelle (B.2) fiir das andere longitudinal projizierte Bosonbein
sichern in der resummierten V#-SDE (5.12) die Einhaltung der WTT/WI
(B.16/B.26) der Vertexfunktion. Infolgedessen kann durch eine reguldre
Auswertung der beiden WTTI fiir den Bethe-Salpeter-Kern ss K" eine Nihe-
rung der resummierten V#-SDE (5.12) formuliert werden, die die Giiltigkeit
der VE-WTI/WTI (B.16/B.26) sicherstellt. Dazu muf zunichst die noch ver-
steckte Differenzbildung in der Beziehung (5.13) manifest gemacht werden,
die sich in dem Umstand ausdriickt, dafl das Loop-Integral in Gl.(5.13) zwar
nach MaBgabe des Impulses k gebrochen ist 4, sich aber fiir k¥ — 0 mit Hilfe
der V#-SDE (5.12) auf den Ausdruck v” — f/”(p;q; -) reduziert, so daf in
diesem Limes die rechte Seite der Gl.(5.13) verschwindet. Wir eliminieren
dazu aus der WTI (5.13) die Vertexfunktion nullter Ordnung mittels der
VE-SDE (5.12)

b so K ik, 3) = V(33 )50+ {57 0+ g+ B) = S 0+ 0)}

d°l N . .
2 Tl .. _ - Qv i .
s i V=030 = DD oK (k= b L)
ssffgy(p - l7 lv q; )} . (514)

Es liegt jetzt eine Situation vor, die fiir das Formulieren von reguldren Ver-
texansdtzen auf der Basis der V#-WTI (B.16) typisch ist, d.h. es besteht

2Wir unterdriicken nachfolgend die Indizes zur Bezeichnung der duBeren Beine.

3. K™ ist nicht bosesymmetrisch.

*D.h. das zum Loop-Integral in G1.(5.13) gehérende Feynman-Diagramm erlaubt keine
durchgehende, die Impulserhaltung respektierende Fithrung der Impulse.
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die Notwendigkeit, eine reguldre Divison des Bosonimpulses, die im Bezug
auf den Transversalanteil von SSIN(W nicht eindeutig ist, vorzunehmen. Wir
kénnen dazu die in Anhang B zur minimal reguliren Auswertung der V-
WTI (B.16) verwendete Relation heranziehen. D.h. gilt eine Beziehung der
Form

kb (pik) = Glp+k) = Glp)

Lod
= /Od/\aG(x)

r=p+Ak

1
= k“/o dA %G(w) N (5.15)
dann kann eine reguldre Division des Impulses & durch die Setzung
! 0
Fyp(pik) = /0 P 5 GO (5.16)

die gegeniiber anderen Verfahren den Vorteil besitzt, nicht auf die Tensor-
struktur der Funktion F*(p;k) Bezug zu nehmen, vorgenommen werden.
Wenden wir dieses Verfahren auf die WTI (5.14) an, dann erhalten wir fiir
szfﬂR den Ansatz

SN p+q+ Ak)
dp,

1
sslf%R(p;k,q;-)z/ dA{V”(p;q;-)S(erq)
0

, [ d°l -, y . 0 o
+ g V(s =1)5(p = D) Do o(1) 5= ss K pyp(p — 1+ A3, g5 )

(27)Ps dp,
+ Terme zur Auswertung der WTI bzgl. ¢"
+ AR kG ), (5.17)

der gemif der integralen WTI (5.13) zwar eine Integralgleichung darstellt,
dafiir aber im Gegensatz zur vollen Bethe-Salpeter-Gleichung (A.47) voll-
stdndig durch Basisvertices ausgedriickt ist. Diese Gleichung ist im Lichte
der beim reguldren Auswerten der beiden WTI fiir die eigentliche Vierpunkt-
funktion fg‘j’z gewonnenen Erfahrungen zu sehen, vgl. hierzu GI.(B.75).
Demnach ist die Funktion ;,A%/, so zu bestimmen, daB der Ansatz (5.17)
beide WTTI fiir den Kern ., K" aus Tabelle (B.2) erfiillt. Wir haben die
Bestimmung der Funktion ;sApr*” aus dieser Bedingung bislang nicht vor-
genommen, sind aber im Hinblick auf die regulire Auswertung der WTI
fiir fg‘j’z zuversichtlich, daf§ die gegeniiber dieser Amplitude fehlende Bose-

symmetrie von K" und der integrale Charakter der WTI (5.13) keine
grundsdtzlichen Schwierigkeiten darstellen.



Zusammenfassung und

Ausblick

Die Beantwortung der in Kapitel 1.1 diskutierten Frage nach dem genauen
Verhéltnis des funktional-integralen zum funktional-differentiellen Zugang
zur QED erfordert die vollstdndige Charakterisierung der Lésungsmannigfal-
tigkeit der funktionalen SDI’s bzw. der SD-Hierarchien fiir die Greenschen
Funktionen. Hierfiir scheint das Studium von Entkopplungsndherungen fiir
die SD-Hierarchien prinzipiell nicht geeignet zu sein, da die ihnen zugrunde-
liegende Philosophie, die SD-Hierarchien durch Abschneiden “von oben her”
zu losen, im Widerspruch zu der in Anhang A motivierten Einsicht steht,
daB bei echt nichtperturbativer Betrachtung der SD-Hierarchien (minde-
stens) die beiden Propagatoren als Parameter und nicht als berechenbare
Groflen angesehen werden miissen. So gesehen erscheinen die auch dieser
Arbeit fiir konkrete Lésungsversuche der SDE’s zugrundeliegenden Entkop-
plungsniherungen lediglich als eine Technik, die es erlaubt, den eindeutigen
dynamischen Bestimmungsgehalt der SDE’s in der Stérungsrechnung fiir
eine iiber RG-Summationen hinausgehende Aufsummation stérungstheore-
tischer Terme zu nutzen. Die D, SB, der einzige (sichtbare) echt nichtper-
turbative Effekt, der durch die im Rahmen dieser Arbeit studierten Entkop-
plungsniherungen erfafit wird, widerspricht dieser Aussage nicht, da sie ein-
deutig aus der Homogenitdt der masselosen SDE fiir die invariante Funktion
B des Fermionpropagators resultiert. Wir halten es deshalb fiir nicht aus-
geschlossen, dafi die Bestimmng des echt nichtperturbativen Gehalts der
QED im Rahmen eines SD-Zugangs weniger die Formulierung und Lésung
umfangreicher Entkopplungsndherungen — beispielsweise in Form der Ver-
texansitze aus Kapitel 1.3 — als die systematische Komplettierung der dy-
namischen Grundgleichungen des SD-Zugangs, d.h. die Formulierung von
Randbedingungen fiir die funktionalen SDE’s, erfordert.

Die in Kapitel 2.1 diskutierte NPDR der SDE’s basiert — von rein ki-
nematischen Aspekten abgesehen — auf der UV-AF der QEDp«y und dem
Umstand, dafl die Loop-Integrale in den SDE’s fiir die drei Basisvertices fiir
diese UF-Asymptotik effektiv logarithmisch divergent sind. Aufgrund der
allgemeinen Natur dieser Voraussetzungen liegt der Schluff nahe, daf sich
auch der nichtperturbative Gehalt umfangreicherer (Entkopplungs-) Néhe-
rungen der formalen SDE’s der QED (und anderer QFT) auf der Basis
der Wilsonschen Axiome der DR definieren 148t, so dafl die SDE’s als eine
Moéglichkeit angesehen werden kénnen, der DR nichtperturbative Fragestel-
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lungen zu erschlieen. Die — als vorldufig zu betrachtende — Diskussion
des Kontinuumslimes in NPDR in Kapitel 2.2 146t vermuten, daf} es keinen
eindeutigen Zusammenhang zwischen gewissen Strukturmerkmalen der RG-
Funktionen bei ¢ > 0 und der Existenz bzw. Struktur etwaiger Kontinuums-
limites in NPDR gibt. Danach fiihrt die Durchfiihrung des Kontinuumslimes
in NPDR —im Gegensatz zu den Vorschriften der COR — unausweichlich auf
einen Extrapolationsprozefl. Die NPDR bringt auf diese Weise offener zum
Ausdruck, daf} eine regularisierte Theorie stets anders “aussieht” als ihr
Kontinuumslimes. Auf dem Niveau der invarianten Funktionen kommt die-
ser Umstand durch dasin NPDR lediglich approximative Skalierungsverhal-
ten der renormierten invarianten Funktionen, das eine naive Ubertragung
des Konzepts der Cut-Off-Theorie von der COR auf die NPDR vereitelt,
zum Ausdruck. Eine weitergehende Untersuchung des Kontinuumslimes fiir
Regularisierungsverfahren, die einen dimensionslosen Regularisierungspara-
meter besitzen, erscheint uns auch fiir ein tiefergehendes Verstdndnis des
Kontinuumslimes in einer COR als lohnend.

Die in Kapitel 3 durchgefiihrte nichtperturbative Strukturuntersuchung
der QRBA in NPDR sehen wir als einen positiven Test auf die Unabh&ngig-
keit der bisherigen Aussagen iiber die Kontinuums-QRBA vom verwende-
ten Regularisierungsverfahren an. Die Durchfiilhrung des Kontinuumslimes
in der Nahe des chiralen Limes anhand der analytischen Ergebnisse der
Bifurkationsndherung fiithrt zu einer Bestitigung der Kontinuumsresultate
der COR. Die unterschiedlichen Renormierungsvorschriften, die derzeit zur
Durchfiihrung des Kontinuumslimes im Fall der E,SB bzw. D,SB verwen-
det werden miissen, kénnen eventuell durch den Ubergang von der totalen
Masse bzw. der Eichkopplung auf einen anderen Parameter zur Beschrei-
bung des Kontinuumsresultats in eine einheitliche Vorschrift, die zwischen
diesen beiden Fillen interpoliert, iiberfiihrt werden.

Fiir eindeutige Aussagen iiber die Struktur und Existenz des Kontinu-
umslimes fiir die in Kapitel 4 diskutierte RBA sehen wir derzeit keine Grund-
lage. Sofern die D, 5B nicht explizit sichtbar gemacht wird, scheint sich
die RBA zumindest fiir kleine ¢ bestens durch Ein-Loop-RG-Beziehungen,
wonach fiir ¢ > 0 eine renormierte Grenzkopplung existiert, die im Konti-
nuumslimes verschwindet, beschreiben zu lassen. Die numerischen und ana-
lytischen Untersuchungen zur D,SB zeigen iibereinstimmend die Existenz
einer kritischen raumzeitlichen Dimension fiir die Ausbildung einer reellen
dynamischen Fermionmasse in der RBA und NPDR, die Bedeutung dieses
Phénomens fiir die Durchfiihrung des Kontinuumslimes ist uns jedoch weit-
gehend unklar. Ein tiefergehendes Verstdndnis erfordert die Bestimmung
der genauen Struktur der Skalierungsfunktion fpr(e), die der dynamischen
Masse zugeordnet ist. Die Tatsache, daf} sich fiir die RBA die in einer COR
bzw. NPDR gewonnenen Aussagen hinsichtlich des Kontinuumslimes nicht
so einfach in Ubereinstimmung bringen lassen, wie dies fiir die QRBA der
Fall ist, sehen wir als einen Hinweis darauf an, daf§ die in der RBA im Ver-
gleich zur QRBA zusétzlich durchzufiihrende Kopplungsrenormierung im
Kontinuumslimes zu echt unterschiedlichen Ergebnissen fiir die beiden Re-
gularisierungsmethoden fithren kénnte. Diesbeziiglich ist interessant, daf}
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nach der Plausibilitdtsbetrachtung in Kapitel 4.5 die Bedingung fiir eine
nichtverschwindende renormierte Kopplung im Kontinuumslimes in NPDR
die Existenz einer kritischen raumzeitlichen Dimension fiir die D, 5B zu im-
plizieren scheint. Demnach beeinflussen sich in NPDR der Effekt der D, SB
und die Existenz einer renormierten Grenzkopplung stirker, als dies fiir die
COR der Fall ist, fiir die sich die D, SB in der QRBA und der RBA, d.h. un-
abhingig davon, ob eine Kopplungsrenormierung stattfindet oder nicht, auf
dieselbe Art und Weise, ndmlich durch die Existenz einer nackten kritischen
Kopplung, zeigt. Dies kénnte eine Voraussetzung dafiir sein, in NPDR die
beiden Effekte gegeneinander auszuspielen.

Fiir eine weitergehende Strukturuntersuchung der QED in NPDR, die
auf den SDI’s fiir die Basisvertices beruht, ist eine zentrale Aufgabenstel-
lung die Formulierung einer dynamischen Grundgleichung zur Bestimmung
der Vertexfunktion. Die Untersuchungen in Kapitel 5 stellen einen ersten
Versuch dar, das naheliegende Abschneiden der Skelettentwicklung fiir die
beiden Bethe-Salpeter-Kerne kritisch zu hinterfragen und durch Ndherungs-
vorschriften zu ersetzen, die die durch die Vertexfunktion bedingten we-
sentlichen Strukturmerkmale der QED respektieren. Fiir eine dynamisch
bestimmte Vertexfunktion liefle sich insbesondere die Frage kldren, ob die
Bestimmung der renormierten Kopplung unter Bezugnahme auf den Bo-
sonpropagator bzw. die Vertexfunktion zu iibereinstimmenden Resultaten

fithrt.



Anhang A

Die SD-Hierarchien fir die
Greenschen Funktionen der

QED

Gegenstand dieses Anhangs ist die Formulierung und Diskussion der SD-
Hierarchien fiir die verschiedenen Typen Greenscher Funktionen.

A.1 Die SD-7-Hierarchie

Die SD-Z-Hierarchie fiir die gewthnlichen Greenschen Funktionen 148t sich
am einfachsten durch sukzessive funktionale Ableitung der funktionalen SDE’s
(1.11) fiir das EZF Z gewinnen. Es lassen sich auf diese Weise zwei Sitze
von SD-Hierarchien, die entweder auf einer der beiden ersten oder der drit-
ten funktionalen SDE (1.11) basieren, ableiten. Mit den fiir eine kompakte
Darstellung zweckmiBigen Abkiirzungen

r = (&1,...,2k)
= (Y1, k)
= (z1,...,21)

Tl = (T Ty T Ly e e ey T )y e - - (A.1)

ergeben sich die geschlossenen Darstellungen
7,08 — ml}Gg}g'l"“l(x; z )

k
= ()Y 8P — ) ()G (@i 7 )

m=1
+ g7 GO (e, 25 y)
Eo= 1,2,3,...
[ = 0,1,2,...
P, = Permutation (m,1,2,....m—1,m+1,...,k)
von (1,...,k) (A.2)
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1
pmmm—u—gwx@wmx3szw
{
= Zg“l“’"éD 2 )G g T (@52 s )

+ ( ) 1 Ml Gufk_:bll) (217 Ty 217 1, y)
LE = 1,2,3,.. (A.3)
die durch Faltung mit dem Fermion- bzw. Bosonpropagator nullter Ord-

nung, implizit definiert durch die GL.(1.6), in eine integrale Form iiberfiihrt
werden koénnen

G (a5 23 )
k
(_)k-l-l Z (_)PmG(z?g(xl — ym)Gg(lk_Mll)J(f/p zZ3 y;n)

- ig/dDS G (w1 — sy, Go T (s, 205,21 y) (A4)

!
_ (0)7#41#«771 K2 lem—1 s Hm41, " Ll
= Z Goz (21— )G2kl 2 (2321 3 Y)

s i) [P GE - o GRL s (A5)

Diese Form der SDI’s besitzt eine anschauliche diagrammatische Darstel-
lung
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Die SD-Hierarchien Gl.(A.2/A.4) bzw. GL.(A.3/A.5) haben jeweils die Form
eines unendlichen, gekoppelten, singuldren, partiellen Differential- bzw. In-
tegralgleichungssystems. Der singuldre Charakter ergibt sich durch das
gleichzeitige Auftreten von Deltadistributionen und Greenschen Funktio-
nen mit gleichen Ortsargumenten. Nachfolgend geben wir die Impulsraum-
SDE’s fiir die niedrigsten Greenschen Funktionen explizit an:

SDE’s fiir die beiden Propagatoren G, CN?S“'Q

S0y, .\~ APl (0),0 7

F2,0(p)G2,0(p) = 1 (2 )D F271 GQ,LQ(lvp l7 )
PO e G v » APl (0w
Lo (k)Goz, (k) = —g" +tr (27)D I Gy(lik;-) (A7)

SDE’s fiir die Dreipunktfunktion Cigl

S (0), A °l “0)0s 4
Ly o(p)GY (piks) = — 2P Ly Gao " (lp— 1 ks )
< (0) o, g A APl =0y ~
FO,Q (k)GZl;Q(p; k; ) = - (27T)D F?,l G470(k =1Lpl, ) (A8)

SDE’s fiir die Vierpunktfunktion CN?QWQ

T (PGS Pk kas ) = —(2m)P 8P (k1 + ko) GHY (k1)1
dl =(0)  Fouv
o (27)D F2,1;QG2,3 (Lip =1, k1, ko)

00" (k)G (pikr ko) = =(2m)P 6P (k1 + k2) Gz o(p)g*”
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Pl (0}
T (QW)D F2,1 G4,1(P7 ky =l kel -)
(A.9)

SDE fiir die Vierpunktfunktion CN?470

(23( 1)(?4,0(1)17]727(]17') = (QW)DéD(fh +P1)G2,0(P2)1
- (QW)D‘SD(% -I-Pz)éz,o(]?z)l

dPl
— /(27r) é)’QGM,Q(l paspr —Liqu, )
(A.10)

Die in diesen Gleichungen enthaltenen Impulsraumvertices nullter Ordnung
sind entsprechend Gl.(1.4) durch

= . 1
I (k) = _mﬂmAm+gm4m (A.11)
M) = —i(=#+m) (A.12)
fg?l);u =~ (A.13)
kk,
t%“’(k) = Y~ 2—2 =9 — l;w(k) (A14)

gegeben.

Die SD-Z-Hierarchien (A.4/A.5) kénnen als Rekursionsbeziehungen fiir
die Taylorkoeffizienten des EZF Z im Rahmen eines Potenzreihenansatzes
zur Losung der funktionalen SDE’s (1.11) aufgefaBft werden. Bei dieser
Losungsmethode bleiben die durch die Ordnung der zu 16senden Differen-
tialgleichung festgelegten Startwerte der Rekursion unbestimmt. Da das
Verschwinden der Einpunktfunktionen in den SD-Z-Hierarchie (A.4/A.5)
bereits implementiert ist, sind die Startwerte (mindestens) mit den beiden
Propagatoren G2 0 und Go o zu identifizieren. Entsprechend sind bei echt
nichtperturbativer Betrachtung die sog. Propagatorgleichungen (A.7) als
Gleichungen fiir die Dreipunktfunktion Gm, in die die Propagatoren als
Input eingehen, anzusehen. Selbst wenn wir die vollen Propagatoren vor-
geben wiirden, konnten wir mit den Gleichungen (A.7) nur in null raum-
zeitlichen Dimensionen auf die volle Dreipunktfunktion schlielen. Die Frage
nach der Auflésbarkeit der SD-Z-Hierarchien (A.4/A.5) "von unten her”
erscheint uns als die einfachste Moglichkeit, die Existenz mehrerer nicht-
perturbativer Losungen der funktionalen SDE’s (1.11) zu motivieren. Im
Rahmen der Stérungstheorie drehen sich die Verhéltnisse gerade um. Die
Propagatorgleichungen (A.7) werden zu echten Bestimmungsgleichungen fiir
die Propagatoren, in die die Dreipunktfunktion in niedrigerer Ordnung ein-
geht, so daB die durch Iteration der integrierten SD-Hierarchien (A.4/A.5)
gewonnene Schwachkopplungsentwicklung fiir die Greenschen Funktionen
Giag, eindeutig ist.
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Das einzige uns bekannte nichtperturbative Losungsverfahren fiir die SD-
Hierarchie, das das Problem der Randbedingungen zu umgehen vermag, be-
steht in der Formulierung von Entkopplungsniherungen, d.h. dem Versuch,
die SD-Hierarchie durch Abschneiden ”von oben her” zu lésen. Sie wurden
fiir die @%Zl—Theorie mit Erfolg als Niedrigenergiendherung zur Bestimmung
der Fin- und Dreiteilchenpole der Zweipunktfunktion verwendet, vgl. hierzu
[BE 76].

Da die SDE’s (A.8) fiir die Dreipunktfunktion G'5; homogen sind und
ausschliellich Vierpunktfunktionen enthalten, besteht die einfachste Ent-
kopplungsnéherung fiir die SD-Z-Hierarchie in der Unterdriickung der Fiinf-
punktfunktlonen G2 3 bzw. G4 1 in den beiden SDFE’s fiir die Vlerpunktfunk—
tion Gy 2 bzw. der Unterdruckung der Fiinfpunktfunktion G4 1 in der SDE
fiir die Vierpunktfunktion G470

(G pik k) & (2m)T 6P (ke + k) GIN(P)GES (k) (AL15)
WGy (pikn ko) & (2m)0 6P (ke + k2)Gao(p)GEY™ (k1) (A.16)
Ghopipa) & 20 8P (g1 + p2) G (p1)Gao(p2)

— 2076 (1 + p) G (p1)Gao(p2) . (AT)

Durch diese Naherungsvorschrift ergeben sich insgesamt drei verschiedene
Né&herungen fiir die Dreipunktfunktion Gy

Gk ) m GOUTE Gl ()G + k)
WG (ks )~ GOUTENECS). (1) Gao(p + k)
G (ks )~ Goo(p) TS G0 D (G (p + k), (A.18)

)

in der jeweils einer der drei Propagatoren nicht durch seine nullte Ordnung
sondern einen vollen Propagator ersetzt ist. Durch Einsetzen dieser Dar-
stellungen fiir Gy 1 in die Propagatorgleichungen (A.7) gehen diese in ein
lineares, gekoppeltes aber geschlossenes Gleichungssystem zur Bestimmung
der beiden Propagatoren G2 0 und Go o9 liber

[ (p)Ciao(p) = -1

dPl . ~ ~ Ol ~
— / 25} F(z?l)’g Ga0(1) Go2ioe(p — 1) F(Q?l)’ G20(p)
————— S —’

dl (0),p & i+(0),e A 5w
+ tr le Gzo(l)rll G270(l€—|-l)G072;Q (k), (Alg)

(1,2) (1,3) (2,3)

dabei sollen die Zahlen unterhalb der Propagatoren andeuten, daf} in der
durch diese Nummer spezifizierten Naherung fiir (N;m der volle Propagator
jeweils durch seine nullte Ordnung zu ersetzen ist. Fiir die erste Ndherung
148t sich eine explizite Losung fiir den Bosonpropagator angeben

GRS R = DO (k)
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Pl (o)~ -
+ ot [ o TGO G+ 0. (a20)

den Fermionpropagator erhalten wir hieraus durch Quadratur

1(;2_,3)(27) = —f(;g(p)
dPl =(0),0 ~(0) - (0)0
/erl Gy (D) 1Go2:00(p— D577 . (A.21)

Entsprechend 148t sich fiir die zweite Niherung eine explizite Losung fiir den
Fermionpropagator angeben

2Go4p) = —T55(p)
le ~(0),Q ~(0) ~ (0) (0)70_
_ /(QF)D Ly Gy oGy 9. (p = DT5 7", (A22)

aus der wir den Bosonpropagator mittels Quadratur gewinnen kénnen

Gy k) = T )

b ow / 4%

(2m)P

Da die Ndherungen (A.18) fiir die Dreipunktfunktion im Limes ¢ — 0 alle in

die nullte Ordnung fiir diese Grofle iibergehen, sind die drei Propagatornéhe-

rungen zwar in der Ordnung ¢ untereinander und mit der Ordnung g* der

vollen Theorie identisch, dariiberhinaus greift jedoch jede von ihnen genau

einen speziellen Term aus den Beitrdgen héherer Ordnungen der Stérungs-

rechnung heraus und summiert diese zu einer nichtperturbativen Niherung
auf.

Die Giite der Entkopplungsndherungen kann aus sich heraus letztlich nur
anhand einer Stabilititsanalyse beurteilt werden. Da die SD-Z-Hierarchie
fiir die gewohnlichen Greenschen Funktionen (o linear ist, liegt es nahe,
die Stabilitdtsanalyse anhand umfangreicher Entkopplungsndherungen fiir
diese SD-Hierarchie durchzufiihren. Die diesbeziiglich zu beobachtende Zu-
riickhaltung erkliren wir uns vor allem durch das unkontrollierte Eingrei-
fen in die Divergenzstruktur und Eichkovarianzeigenschaften der Theorie,
das mit Entkopplungsnidherungen fiir die SD-Z-Hierarchie verbunden ist.
Dariiberhinaus fithren die in der SD-Z-Hierarchie nicht eleminierten unver-
bundenen Anteile der Greenschen Funktionen G'gr; nach den GI.(A.9/A.10)
selbst im Impulsraum zu Deltadistributionen, ein Umstand, der die nume-
rische Behandlungen dieser Gleichungen erschweren wiirde.

i
N =~

?}’“Gé?&(l)r(z?l)’y 2Gaolk+1). (A23)

A.2 Die SD-W-Hierarchie

Die funktionalen SDE’s fiir das EZF W/[J,n, 7] der zusammenhidngenden
Greenschen Funktionen lauten

B —i62W
() ()8 Tu(e)

- ma*“ -m
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ow ow
—97

o du(x) 8(n(x))

{W gu m} oW . —i §*W
" sn(x) = on(x)6d ()
ow oW (o)
A e a1

“ST,(w) 8n(e)

ow Lt 62W
TN 9 o N
8.J¥(x) S(=n(x))on(x)

ow oW

-|-gfy“—7 — + JH(x = 0. (A24
TOHET R 2
Sie stellen drei nichtlineare, inhomogene funktional-partielle Differential-
gleichungen zweiter Ordnung dar. Die Nichtlinearitdt dieser Gleichungen
gefahrdet nicht die Existenz wenigstens einer Losung, erschwert jedoch die
Analyse ihrer Findeutigkeit. Durch funktionale Taylorentwicklung ergibt
sich die nichtlineare SD-W-Hierarchie fiir die zusammenhdngenden Green-
schen Funktionen, die sich nicht mehr auf einfache Art in geschlossener Form
angeben 148t. Wir geben nachfolgend die SDE’s fiir die niedrigsten zusam-

+ijz) = 0

#4001 ]

1
3

menhdngenden Greenschen Funktionen explizit an.

Da die beiden Propagatoren und die Dreipunktfunktion wegen des an-
genommenen Verschwindens der Einpunktfunktionen keine unverbundenen
Anteile enthalten, bleibt die Form der Propagatorgleichungen erhalten.

SDE’s fiir die beiden Propagatoren Gy, CCN?&”Q

RO) el d°l w0)0cp

FZ,O(p) G?,O(p) = -1- (271_)]) I‘2,1 G?,l;g(l;p - l; )
=(0),ue ¥, v Ly le =5(0),p ¢ AV
Fo,z (k) Go2;0 (k) = —g"+t (%)D F2,1 G2,1(1§ ki )(A.25)

In den SDE’s fiir die Dreipunktfunktion CG~271 ent§tehen naNCh Mafgabe der
unverbundenen Anteile der Vierpunktfunktionen (/52 und G4 o Propagator-
terme.

SDE’s fiir den Wechselwirkungsvertex Cégﬂl

P0(p) Goa(pik; ) = D02 Glong" (k) “Gao(p + k)
Ol o)y
- / (2r)D 0l (L= 1 s )
PO k) Gaiglpibs ) = =TS0 “Goolp) Caolp + )

/d—le@)’“C(; (k—1,p,1,-). (A.26)
(27T)D 2,1 4,0 s Pyt . .
Dabei ist zu beachten, dafl in der zweiten Form der Vertexgleichung nur
einer der beiden unverbundenen Anteile von G4 g eingeht, der andere Anteil
wiirde auf einen unverbundenen Beitrag fiir Gy ¢ fithren.
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SDE’s fiir die Vierpunktfunktion CCN?Q“'Q
f(;g(p) Cégg(p; ki kais) = — Ng,)lm CGOJ;QU(IC?) cég,l(P + k23 k1)
- f(2,1 ¢ CGO,?;QM(ICI) CG;J(P + ki ko; )
AU -1 o
o / F(Q?l),g CGgfg (17])— lvklka;')
fé%)’%(kl) Cégzjz(lﬁ ki kg;-) = _céz 1(ps ks ')fg?l)’ucéz,o(p + k1 + k2)
- CGZ,O(P)T(QO%M CG;J(P + k13 kas )
Ol ()0
/ ( )D F(Q,l)7M G4,1(p7 kl _lvk%lv)
(A.27)

(=]
=

Aufgrund des Furry’schen Theorems [JR 76] haben wir die Dreibosonen-
funktion CG&%U, die sich in der ersten Gleichung fiir CGQL’UQ ergibt, identisch
null gesetzt.

SDE fiir die Vierpunktfunktion Cé470

fg?g(lh) CG4,0(P17P27 T@,0) = —CG§,1(Z?2§P2 + q1; ')fg?l);gcéz,o(]h +p2+q1)

+ Gaolq)T) G 1 (P2 o1 + 1)

d°l oy, ~
B /(QW)D TGl pzpn — Lars)

(A.28)

Im Vergleich zu den Entkopplungsndherungen fiir die gew&hnlichen Green-
schen Funktionen setzt die niedrigste Entkopplungsnidherung fiir die zusam-
menhdngenden Greenschen Funktionen eine Stufe tiefer, d.h. bereits auf
dem Niveau der SDE’s fiir die Dreipunktfunktion CG~271 ein und besteht in
der Vernachldssigung der Vierpunktfunktion CG~272 bzw. 06470 in diesen Glei-
chungen

SCh ki)~ CGONIES) Gl (k) Caolp + k)
S (piks) m “Gao(p)DS) GV (k) Caolp+ k) . (A.29)

0
Im Gegensatz zu den Entkopplungsndherungen fiir (N;m tritt in diesen Ndhe-
rungen nur noch einer der drei Propagatoren in Form seiner nullten Ord-
nung auf. Dies bewirkt einerseits eine Reduktion der Anzahl der méglichen
Néherungen von drei fiir GQJ auf zwei fiir CG~271 und fithrt andererseits zu
nichtlinearen, gekoppelten Propagatorgleichungen

“Gyd(p) = —T52(p)

le =(0),0 ¢ A c A (0),0
N (27)D Ton G2,0(1) “Go2;00(p — Z)Fm
(1) (2)
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APl . 3 3 N )
T tr/ (0w CG270(Z)F(2?1)’“G270(16—|—1) “Go” (k) , (A.30)
N—— N———
(1) (2)

die zwar wiederum echte Bestimmungsgleichungen fiir diese Gréfien darstel-
len, sich jedoch weder entkoppeln, noch analytisch 16sen lassen, dafiir aber
eine umfassendere Aufsummation stérungstheoretischer Terme bewirken.

Die SD-W-Hierarchie ist im Rahmen dieser Arbeit fiir die Untersuchung
der Fichkovarianzeigenschaften der QED und zur Etablierung eichkovarian-
ter Ndherungsverfahren wichtig.

A.3 Die SD-I'-Hierarchie

Das EZF I'[V, ¢, €] fiir die eigentlichen Vertices (1.19) geht durch Legendre-
Transformation der Quellen

J,Tl,/fl - V?f?é

Vil i) = %(2)77]
f[Jﬂ?,ﬁ;x) = %
) % (A.31)

aus dem EZF fiir die zusammenh&ngenden Greenschen Funktionen hervor

F[vavg] = W[Jvnvﬁ]
- [ @V + i) + o) L as)

J(z)=J[V.£ &)
Die Existenz der zusammenhingenden Zweipunktfunktionen in Anwesenheit
der Quellen sichert die zumindest lokale Invertierbarkeit der Beziehungen
(A.31), d.h. es existieren

JM[V7£7€;$) _%7(27)5]
U[Vaff;x) = _%
T

Fiir J = n = i) = 0 gehen die Quellen V, ¢, ¢ nach GL(A.31) in die als ver-
schwindend angenommenen zusammenhingenden Einpunktfunktionen iiber,

so daf gilt

Jnn—0 = V,6E—0. (A.34)
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Mit Hilfe der Beziehungen (A.31/A.33) lassen sich die funktionalen SDE’s
(A.24) fir das EZF W auf funktionale Grundgleichungen fiir das EZF T
umschreiben

6T S W o
e 0 —m}ﬁ(ﬂf)—g%{W+V (90)5(90)}

6T s Ve —i 62w el

g = [ e - { i + e

—i 8*W -
g’y“{——l—{ac{w}. A35
SCnteenta) ) 439
Die Nichtlinearitdt dieser Gleichungen steckt in den zweifachen Funktional-

ableitungen bzgl. der alten Quellen, die sich durch Anwendung der funktio-
nalen Kettenregel, z.B. in der Form

oW __/ D W o°T
67i(2)0],(2) ()T (y) en(y)oEE(x))

_ _[p, (] W 82 W 82T
= [ [a {677(@/)%(@/)6n<y>wz>6vv<z>6<~f<w>>
82w 0

1+ W 6T
§7(y)6J,u(y) 611(y)oi(2) 6€(2)6((2))
82w §*W 82T
+ 57?(3/)(&];&3/) 5ﬁ(y)5(—77(2)) 55(2)6(—5($)) } ‘J(l’)ZJ[V,é,E;x)... s (A.36)

auf Ableitungen bzgl. der Quellen V., ¢, £ umschreiben lassen. Dies fiihrt be-
reits im Ortsraum zu Integrationen, so daf} die Riickgewinnung der gewéhn-
lichen aus den eigentlichen Greenschen Funktionen keinen rein algebraischen
Prozefl mehr darstellt. Die SDE’s (A.35) zeigt, daf die niedrigste Ndherung
fir das EZF I' durch die Wirkung gegeben ist

F(O)[vavg] = SQEDD [V,f,g] . (A37)

Die Herleitung der nichtlinearen SD-I'-Hierarchie durch sukzessive funk-
tionale Differentiation der SDE’s (A.35) unter Ausnutzung von GIl.(A.34)
erfordert stindig die Anwendung der funktionalen Kettenregel, etwa in der
Form Gl.(A.36), so daf} dieses Vorgehen keine grofien Vorteile gegeniiber ei-
ner expliziten Umschreibung der SD-W-Hierarchie auf die SD-I'-Hierarchie,
die wir nachfolgend vornehmen, mit sich bringt.

Die beiden Propagatoren CGZO, CGZO und die Dreipunktfunktion CGQJ
enthalten keine 1PR Anteile, so daB fiir diese Grofien der Ubergang auf die
eigentlichen Vertices lediglich in der Amputation der dufleren Beine gemifl

CGz,O(P) = _fz_})(P)
“Goalk) = —Lg,™ (k)
“Con(piks) = “Gao(p) Goo(k)Ta1u(pi ki) Gaolp+ k) (A.38)
besteht.
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SDE’s fiir die beiden Propagatoren I';y, fgg

Too(p) = TX(p)

le ~(0)7@c~ c o o
27r)D F2,1 G2,0(l) GOJ;@U(P - Z)Fz,l(l;p - 1)

<-—%¢—4* :<-—i¢—4*— i.lﬁg, (A.39)

~~

(27)D fg,?’” célo(l)f;J(l? ks ) G ok + 1)

(AMVWW T = (AT + {lll@pk (A.40)

Fiir die diagrammatische Darstellung dieser beiden Gleichungen haben wir
die Graphenelemente

k
cGZO(p) — *
pk
0y (k) = ?‘@j (A4l
p+k

verwendet. Im Vergleich hierzu stellen wir die nullten Ordnungen dieser
Groflen durch diinne Linien dar

_ 1
Gé?%;w(k) = _Zﬁ [t (k) + &1 (F)]
EEAVAVAVAVAVAV
k
GO = —i(=p+m)!
f— >
[
f(Q?l);u = _i97u

_ _JS (A.42)

Die Umschreibung der SDE’s (A.26) fiir die Dreipunktfunktion °Gy, er-
i°(0)

fordert zundchst die Elimination der eigentlichen Vertices f(z?g,FOJ nullter
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Ordnung zugunsten voller Zweipunktvertices fgp, fog mittels der Propaga-
torgleichungen (A.39) und anschlieend die Amputation der &ufleren Beine,
die fiir die zusammenh&ngenden Vierpunktfunktionen gemif

CGS,UQ(P; ki ko) = °Gao(p) Céggz(h)fz,z;ga@% ki, kas ) CGSZ(kz)
X “Goo(p+ k1 + k2)
CG4,0(P17P27 q1, ) = cGz O(P ) Gz 0(p2)T4,0(p17p27 q1, ) Céz,o(—Q1)
X Gaolpr+p2+q) (A.43)

durchzufiihren ist und auf die beiden T-Matrizen T272 und T470 fiihrt.

SDE’s fiir den eigentlichen Wechselwirkungsvertex fgl

p+k

X { Tyo(p, 1k —1,-) = T (I —k; +) “Go o0 (k)TS  (p K3 ) }

= T4 0(p,l,k—l, )
X G270(l — k)
Ptk . p+k
= — A4
,CN@;( e~ ‘@ ()
P
p

Die Reduzibilititsanalyse der beiden T-Matrizen

ky k2

p @ p+ky @

ptkytks ptkytky
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k
1 ke
@ ky ke
+ ke +
P
@ ptkitks
p+ky+ka
r
ST

91 pi+pataqy
P1tPatqy
E. q1+P2 .E:
—Pz
P1+P2+qy

91 pi+patay

_  pitpe (A.45)

sTyo

zeigt, daB in den SDE (A.44) durch die Subtraktionsterme die im s-Kanal,
gekennzeichnet durch den erhaltenen Gesamtviererimpuls p fir T2 2 bzw. k
fiir Ty .0, 1PR Polgraphbeitrdge der T-Matrizen, die der 1PI von Ty .1 wider-
sprechen wiirden, eliminiert werden.

Durch analoge Umformungen lassen sich die SDE’s fiir die beiden zusam-
menhdngenden Vierpunktfunktionen auf eigentliche Greensche Funktionen
umschreiben. Wir verzichten auf eine Darstellung dieser Gleichungen, da
sich unter dem Gesichtspunkt der Divergenzstruktur eine weitere Umschrei-
bung der SDI’s, die die Betrachtung dieser Gleichungen iiberfliissig macht,
empfiehlt.

A.4 Die Bethe-Salpeter-Resummation der Ver-
texgleichung

Die Form der SDE’s (A.44) fiir T'y; macht zwar die 1PT dieser Grife ma-
nifest, bedeutet jedoch trotz der nach GIL.(1.21) oberfichlichen Konvergenz
der beiden darin enthaltenen eigentlichen Vierpunktfunktionen I'y 2,40

61;(272;])75) = _1+5(2_p)
op(4,0:p,e) = —2+¢e(2-p) (A.46)
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noch keine Freilegung der Divergenzstruktur. Dazu miissen deren Divergen-
zen und die von héheren, oberflichlich konvergenten Vertices auf die Diver-
genzen der drei Basisvertices zuriickfiihrt werden. Gemifl der Diskussion in
Anhang D erfordert dies die Elimination des eigentlichen Vertex nullter Ord-
nung fg?l) aus den Loop-Integralen fiir die Vertexkorrekturen in GL.(A.44).
Eine Méglichkeit, eine solche Freilegung der Divergenzstruktur zu erreichen,
besteht in der Einfithrung der beiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerne 55T272 und

55T470, die implizit durch die beiden 1-s-PI T-Matrizen definiert sind.

k E ky k2 ky
1 2 k2
P p
prky kg ptkitks P ptkitks
91 Dot 91 +Dot 91
P1+P2Tq, P1+P2Tq, Pi+Patyy
—Pz Py —Pz Py D2 Py

55T272(p; k1, kg;-) ist im s-Kanal mit erhaltenem Gesamtviererimpuls p + &y
1-U- und 2-UA-PI und entsprechend ist 55T470(p1,p2, ¢1,-) im s-Kanal mit er-
haltenem Gesamtviererimpuls py 4+ ¢; 1-A- und 2-WW-PI '. Durch Einsetzen
dieser beiden Beziehungen in die SDE’s (A.44) wird der eigentliche Drei-
punktvertex nullter Ordnung Fg?l) durch einen vollen Vertex und die 1-s-PI
T-Matrizen durch die beiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerne ersetzt. D.h. um
den Preis der im Gegensatz zur 1PI kiinstlichen Auszeichung des s-Kanals
bzgl. 2PI wird eine Resummation von unendlich vielen Vertexeinschiiben
erreicht

- - dPl .
0 ?
Ty (pik;-) = Fé,l) g / L5, (p;l—ps-)

(2m)P
X CGZO(Z) CGOJ;QU(P —1) ssfgé(hp 1 k)
p-1
k k
Q- <@ &
ptk
p+k

. . P}
0 (piks ) = T + / 2P Lo (1= ks ks-)

X “Goo(l) ssTaolp, Lk —1,) Gao(l — k)

D.h. SST272 (p;kl,kQ; ) kann weder durch Zerschneiden einer inneren Fermion- noch
einer Fermion- und Bosonlinie, die den Impuls p + k1 tragen, in zwei getrennte Anteile
zerlegt werden, und entsprechend kann ssT4,0 (p1,p2,q1, ) weder durch Zerschneiden einer
inneren Boson- noch einer Fermion- und Antifermionlinie, die den Impuls ps + ¢1 tragen,
in zwel getrennte Anteile zerlegt werden.
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i
Ptk p+k
N@i = e+ @‘@ e
k k
P
P

-k

Die beiden Bethe-Salpeter-Kerne 55T272 und 55T470 kénnen nicht geschlos-
sen, sondern nur in Form einer unendlichen Skelettgraphenentwicklung, de-
ren niedrigste Terme in GI1.(1.32) diagrammatisch dargestellt sind, angege-
ben werden. Approximieren wir die beiden Bethe-Salpeter-Kerne durch die
Polgraphen, dann erzeugt die Iteration der Gl.(A.47) nur 2-s-PR Beitrige
fiir 5T2727 5T470 und nach Gl.(A.45) wird dadurch der s-Kanal der vollen T-
Matrizen bzgl. 2PR ausgezeichnet, d.h. die Crossing-Symmetrie der vollen
T-Matrix wird durch diese Niherung zerstért. Fiir ein Ndherungsverfahren,
das zu einer Gleichbehandlung aller Kanidle der T-Matrix bzgl. 2PR fiihrt,
vgl. [LO 92].

Durch die Umschreibung der SDE’s auf die eigentlichen Vertices er-
gibt sich insbesondere zum ersten Mal eine eindeutige, niedrigste Entkopp-
lungsndherung fiir die SD-Hierarchien. Diese besteht in der Vernachl&ssi-
gung aller Vertexeinschiibe in den SDE’s (A.39) fiir die beiden Propagatoren,
d.h. der Setzung

T (pyk; ) = —igy", (A.49)

die dadurch zu einem geschlossenen Gleichungsystem zur Bestimmung der
beiden Propagatoren werden.



Anhang B

SDE’s und die
Ward-Takahashi-Identitaten
der QED

In diesem Anhang leiten wir zunéchst die Ward-Takahashi-Identitdten (WTTI)
fiir die im Zusammenhang mit den SDE’s wichtigsten Amplituden aus der
Funktionalintegraldarstellung fiir das EZF Z her. Anhand einer Analyse
des Bestimmungsgehalts der SDE’s zeigen wir, dafl wir ihnen die WTI ex-
plizit aufprdgen miissen, und geben die dazu nétigen Umschreibungen an.

Dariiberhinaus betrachten wir den genauen Zusammenhang zwischen den
WTTI und ihren differentiellen Formen, den Ward-Identitdten (WI).

B.1 Herleitung der WTI aus dem Funktionalin-
tegral

Die WTI der QED lassen sich am einfachsten anhand des Studiums der
Transformationseigenschaften der Funktionalintegraldarstellung fiir das EZF

11, 0,7] = /D(Avq,vq,)ei{sQEDD (A0, 0]+ [ dPx (A, Jr4+70+07)} (B.1)
unter den infinitesimalen lokalen Eichtransformationen
U(z) — ¥(x)={l-1ig0(z)+ O(O?)}¥(x)
Vo) — V(@)= {1+ igO(x) + O(O2)}0(a)
Aua) — Ale) = Au(2) +0,0(a) (B.2)

herleiten. Das Argument der Exponentialfunktion in Gl.(B.1) transformiert
sich unter diesen Transformationen gemif

Squny (AW, U] + / P A28 (2) + ()W) + T(w)n(a))
— Soppy[AL W, V] + %/de O(z)a9 - A'(z)

£ [P A @)+ )W) + V(o))

130
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+ /J%@ V10 T+ ig [o(2) V() — T(x)n(2)]} + O(0%). (B.3)

Unter der Annahme der Anomaliefreiheit der Eichtransformationen, d.h. der
Invarianz des Mafles des Funktionalintegrals

D(A, U, ¥) = DA,V ) (B.4)

unter den linearen Eichtransformationen der Felder, ! folgt fiir das EZF I
nach Umbenennung der Felder und Entwicklung um © = 0 die Beziehung

I, n,m = /D(A,\IJ,\I;)@Z'{S[Av‘I’v‘I’]Jrf P (AuH+70+0n)}
- /D(A, v, \I’){l + 1 / AP @(w){@ . J(ac) + 19 [ﬁ(w)ql(x) _ \i;(x)n(w)]

+ lga . A} }ei{S[A,\IJ,\IJ]+f de(AMJM+ﬁ\1J+|I;77)}
£

= {1+i/de @(w){@-J(w)—l—ig [n(ac) ;ié + ()

1 _i6 i
n EDO“W}}I[J’H’H] . (B.5)

Aus der Bedingung, daf diese Beziehung fiir beliebiges O(z) erfiillt sein muf,
folgt die funktionale WTT fiir das EZF Z[.J, n, 7]

-1 -1 -1
0,08 —— 4+ 0,-J —I—ig[nx——l—nxi] ZlJ,n,n =0,
{5 TN rI R K ey koo I KK
(B.6)
die sich auf das EZF W[J,n, 7| fir die zusammenhidngenden Greenschen
Funktionen
ow —10W —10W
0,00 ——+0,-J —I—ig[nx— () ———
e MR L R ey
und das EZF I'[V, ¢, €] fiir die eigentlichen Greenschen Funktionen umschrei-
ben 143t

] =0 (B.7)

[ R N ) RO o)
080~ s g )~ €

Die WTTI fiir die einzelnen Greenschen Funktionen lassen sich aus den WTI
der EZF durch funktionale Ableitung nach den Quellen gewinnen. Fiir die

] =0. (BS)

!Die Invarianz des Mafes des Funktionalintegrals unter infinitesimalen Eichtransforma-
tionen stellt eine nichttriviale Charakterisierung seiner Transformationseigenschaften dar.
Fir diese Invarianz ist im Hinblick auf die chirale Anomalie die Linearitat der Eichtrans-
formation allein nicht ausreichend.
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WTI der zusammenhingenden Greenschen Funktionen CGQkJ im Impuls-
raum folgt die geschlossene Darstellung

R
k1, “Gagy (P1y-e s Prs R, R Qe Qr)
=p =k =q

= -—2%5kfw(2ﬂ)D6D(k1—kk@)ékpéhg

lfg u ©
+ E { Gon 1A (PLa e s Pt P+ K1y Prgts -+ o PR Ko K3 Q)

pop
_ CGQ;I_{(p; koo s K51y e o s Gty G+ K1y Gt - - .,qk)} , (B.9)

die sich ihrer Struktur nach auch fiir die WTT der eigentlichen Vertices kaJ
ergibt.

In der Tabelle (B.1) sind die WTI fiir die EZF im Impulsraum und fiir
die, im Zusammenhang mit den SDI’s fiir die drei Basisvertices wichtig-
sten, eigentlichen Vertices zusammengefafit. Tabelle (B.2) enthilt die WTI
fiir die volle T3 3-Matrix, die 1-s-PI ,T'; ,-Matrix und den 2-s-PI Bethe-
Salpeter-Kern SSTQME. Die WTTI fiir Tz‘f; und STSZ ergeben sich unmittel-
bar aus ihren algebraischen Definitionen (A.43/A.44). Die beiden WTTI fiir
den Bethe-Salpeter-Kern szﬁf; in Tabelle (B.2) enthalten nicht geschlossene
Loop-Integrale. Dieser Umstand wird durch den Nachweis der WTTI fiir die
Vertexfunktion V# aus Tabelle (B.1) auf der Basis ihrer resummierten SDE
(A.48), die den Kern szﬁg enthélt, verstdndlich. Damit die longitudinale
Projektion dieser Gleichung auf die SDE (1.26) fiir den Fermionpropagator
fiilhrt, muf die volle Vertexfunktion V*# im Loop-Integral der Vertexkorrek-
tur durch ihre nullte Ordnung ersetzt werden. Dies leisten gerade die gebro-
chenen Loop-Integrale in den WTI fiir széf;, indem sie sich nach Einsetzen
in die longitudinal projizierte V#-SDE schliefen und mit Vertexkorrekturen
identifizieren lassen.

Eine Moglichkeit, die WTI auszuwerten, besteht in der Aufteilung der
Greenschen Funktionen in bzgl. der Bosonimpulse longitudinale und trans-
versale Anteile durch Anwendung der beiden zueinander orthogonalen Pro-
jektoren

(k) = g" —1"(k)
, ket kY

Fiir den Bosonpropagator D fiihrt dieses Vorgehen auf

D* (k) = —Dp(E*)t* (k) — ézl“”(k), (B.11)

d.h. der gesamte dynamische Gehalt von D*” steckt im Transversalanteil.
Entsprechend ergibt sich aus der Aufteilung der Vertexfunktion

VE(ps ks ) = 4 (k)Vo(ps ks )+ 1M (k)Vo (pi ks ) (B.12)

VTt (pik;-) VLw(psks)




B.1 Herleitung der WTI aus dem Funktionalintegral 133

WTT fiir die EZF
B L = {emP k(- k)
AR/
e [ P[5 + i) sty | } 2077
;2 M) s+~ TN 5@ kD 211
o k#« 5?31(;) (QF)Dk%ijM(_k)
WLJ, 7,7
_515_2 f le {ﬁ(l)g + ﬁ(l)é(—g)%q-l)
§T k2 ¥
L ky () ——(%)nguvu(_k)
L[V, ¢,¢]
_g [ 4P g £ I
9] o |0+ 8 + €+ D50
WTT fiir die Vertices
ke L% (k) L
Vi )
ke, D (k) — kY
kung(P; k;-) g {fz,o(P) —Tao(p+ k)}
Iy, i ] ]
ke VH(pi k) S~Hp+k) -5 (p)
kL5 (pi ks gs-) g {fé,l(p; )= T8, (p+ ki g; -)}
5 o Ty (pik. g ) g {féﬂl(p; ki) =15, (p+ ¢; k; -)]
kg 5% (03 ks g ) 92{ {fz o(p) = T20(p+ k)}
- {~2,0(p +q)— 1:2,0(20 +q+ k)} }

Tabelle B.1: Ward-Takahashi-Identititen der QED, 1.Teil
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WTT fiir die T-Matrizen

ky

S (pik.g;) = g{fz,o(p) “Goolp+ k)05 1 (0 + kg3 )

~% (s ) Gao(p+ )T 20(p + k + q)}

5 | ke T35k, gs) = —92{f2,0(P) + Too(p+k+q)
+  Top(p) Gaolp+ k)l2p(p+k+q)
+ Too(p) Caolp+ Ol20(p+ i+ )}
kusTho(pik.qie) = —g{fé,l(p +kiq;)
+ T (i) °Gaolp+ )T20(p + ¢ + k)}
+ Too(p)Galp+ )15 (p+ ¢; k3 -)}
bty sTyo(pik,q;) = —gz{fz,o(l? + k)
+ Tao(p) Gaolp+ ) a0(p+a+ k) }
WTT fiir den Bethe-Salpeter-Kern
by ssToo(pikoqie) = —g{fé?l)’” + 1% (93 g5 +) Gao(p + q)
xToo(p+q+k)+ [ G35 T (p —w;i)
Gz,o(p w) GQJQ( )sst 2( +k—w;w,q; )}
513
qv SSTNSZ(p; kyq;o) = g{ ~(201)’M + fz 0( )céz,o(]? +q)
Xfil(p —I_ Q7 7 —I_ f D SST;; p7 k? 7 ) CGZO;UQ(w)

XCG?,O(p+k+‘] ) Zl(p—l—k—l—q—w;w;-)}

Tabelle B.2: Ward-Takahashi-Identititen der QED, 2.Teil
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die Darstellung

kH

Vipiki) = VP ik )+ 5 |ST e+ k) = 57Hp)| - (B13)

B.2 Konsistenz der SDE’s mit den WTI

Die WTI ¢

kD" (k)= —ﬁk” (B.14)
des Bosonpropagators D" kann aus seiner SDE (1.26) durch longitudinale
Projektion gewonnen werden

_ dP1 - - -
pv — 1% .
kM (k) = tr/(%)Diy S kL VP(L k) S(k+1)
S=1(+k)=S-1(])

= H/f%%gW{ﬂU—50+M}
=0 (B.15)

sofern die Giiltigkeit der WTI
RV (ki) = ST p + k) = ST (p) (B.16)

der Vertexfunktion und die Verwendung eines translationsinvarianten Regu-
larisierungsverfahrens vorausgesetzt wird. Demnach folgt in dimensioneller
Regularisierung bei Wahrung der Beziehung (B.16)

(k) = " (k)ETI(E?) =
~ 9 B i 1
Dr(k?) = EEEwET e (B.17)

mit der gemif

b (R)TT (k) TL,M (k)
(D - 1k2  (D— 1)k2

(%) (B.18)
zu berechnenden Polarisationsfunktion II(k?).
Die zunichst als giiltig vorausgesetzte WTI (B.16) fiir die Vertexfunktion

kann ihrerseits durch longitudinale Projektion der SDE (A.44) hergeleitet
werden. Mit der WTI fiir die 1-s-PI T-Matrix aus Tabelle (B.2)

G s Kon(pikogs) = VE(piki) = ST )5S+ VH(p + a3 ks )
i

KLY = =T, (B.19)

N

und der SDE (1.26) fiir den Fermionpropagator folgt

ke VE(py ks ) = kyy*
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dP1 5 ) .
_ gQ/W’}/QDQU(p—l)S(Z) kuskzé(l;p—l,k;-)

Vo lp=l) =S DS (+R)V 7 (I+Hkip=L)

D
= F- gz/ %WDW@— NSV (lsp—1;-)

S—l(p)—gé—l—ml
+ Q/LDZ ®Dp(p—DSU+ KW+ kip—1;)
9| Gy 1 P ip— 1
S~ (p+k)—p—f+m1
= STHp+ k) =57 p) - (B.20)

Dieses Schema setzt sich fiir héhere Greensche Funktionen so fort, d.h.
die SDI’s geben entsprechend ihrer hierarchischen Struktur die Bedingung
fir die Giiltigkeit der WTI einer bestimmten Greenschen Funktion an die
nédchst hohere Greensche Funktion weiter und ermdglichen deshalb jenseits
der Storungsrechnung zwar einen Konsistenzcheck bzgl. der WTI, nicht
aber ihre Herleitung. Um innerhalb echt nichtperturbativer Lésungsversu-
che der SDE’s sicher gehen zu kénnen, die WTI respektierende Lésungen zu
erhalten, miissen diese den SDE’s deshalb explizit aufgeprigt werden.

Dies kann entweder durch die Formulierung von mit den WTI vertragli-
chen Ansdtzen fiir die Greenschen Funktionen oder durch Umschreibung
der SDI’s auf rein transversale Gréfien geschehen. Die zweite Methode, die
wir die Elimination longitudinaler Anteile aus den SDE’s nennen méchten,
ist fiir die SDE des Bosonpropagators bereits durch GL.(B.17) vollzogen, da
in diese nach GL.(B.18) nur noch der transversale Anteil der Vertexfunk-
tion eingeht. Die vollstindige Umschreibung der SDE’s auf transversale
Groflen erfordert zusétzlich zur transversalen Projektion bzgl. der dufleren
Bosonimpulse die Elimination loopinterner Longitudinalanteile. Dazu ist
die Verwendung der WTI nach Aufteilung loopinterner Bosonpropagatoren
in ihren Longitudinal- und Transversalanteil gemafl Gl.(B.14) nétig. Am
Beispiel der SDE (1.26) fiir den Fermionpropagator verdeutlicht bedeutet
dies

S7Hp) = p—m1

dPl - N L,y ~
+ 92/ )0 7“5(1)—1){%(1)—% P }V”(p—l;l;-)

D
= p-ml +92/%7“5(1)—l)Dfu(l)V”(p—l;l;-)

=x7(p)
Pl ] ~y
- fgz/mlés@—l)luv (p—1;1;)
S=1(p)=S~1(p-1)
Pl ]

= $-mi+ g ST0) - &0° [ o S =057 )
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dPl
= (B.21)
=0

Fin entsprechendes Vorgehen fiihrt fiir die transversal projizierte SDE (A.44)
der Vertexfunktion unter Verwendung der WTI (B.19) auf zwei explizit -
abhingige Terme

VI (k) = 4T — g? AT (pi ks )
= ATk

v . ~ -
+ &y /QWD A= OV (p = Lk )S(p = L+ R)S™ (p + k)
dPl L
5gz/(%)Di ZITS(WT’“(Z’?’“‘) - (B.22)

Das Auftreten niedrigerer Greenscher Funktionen zusammen mit einer expli-
ziten £-Potenz in den vollstdndig auf transversale Gréfien umgeschriebenen
SDE’s (B.17/B.21/B.22) ist fiir die Untersuchung der Eichkovarianzeigen-
schaften der drei Basisvertices in Anhang C wesentlich.

In Landau-Fichung & = 0 treten die explizit £-abhdngigen Terme nicht
auf, und wir erhalten mit den SDE’s (B.17/B.21/B.22) in dieser Eichung
eine Entkopplung longitudinaler und transversaler Anteile der Greenschen
Funktionen, verlieren jedoch durch die Festlegung auf eine bestimmte FEi-
chung die Fichkovarianz als Qualitidtskriterium fiir Ndherungen.

B.3 Die WI und ihre Konsistenz mit den SDE’s

Nach GL.(B.9) ist der Bosonpropagator die einzige (zusammenhingende)
Greensche Funktion, in deren WTI keine Differenzbildung vorkommt. Ent-
sprechend gibt es zwischen der Losung (B.11) der WTI (B.14) fiir den Boson-
propagator und der Lésung (B.13) der WTI (B.16) fiir die Vertexfunktion
einen fundamentalen Unterschied. Die Darstellung (B.11) fiir D* ist die
Losung der fiir k£ — 0 singuldren WTI (B.14) und entsprechend ist die durch
den Longitudinalanteil bedingte Singularitit in D*” echt 2. Im Hinblick auf
die fiir k — 0 regulire WTT (B.16) fiir V*

kVA(pikss) = ST p+k) =57 (p)

ki % + Ok} (B.23)

erscheinen die sich fiir & — 0 ergebenden sog. kinematischen Singularitdten
des kanonischen Longitudinalanteils (B.13)

~ 5 (p) 192571 (p)
Lopigp. 1. -
Vor(p k) = k2{ n, ——k, + > Opn, kykg+...} (B.24)

2Hieran kann auch der Transversalanteil von D*" nichts andern, da dieser von £ un-
abhiangig ist.
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als Artefakte der Aufteilung von V# in V} und V' mittels der fiir & — 0 fiir
sich betrachtet jeweils singuldren Projektionsoperatoren t*(k) und [*¥(k).
Insofern ist eine regulire Auswertung der VA-WTI (B.16) durch Hinzu-
nahme eines geeigneten Transversalanteils zum singuldren Longitudinalan-
teil (B.13) wiinschenswert. Durch explizite Rechnung ist von [Bc 80] ge-
zeigt worden, dafl die Vertexfunktion als Ganzes, d.h. die Summe aus
Longitudinal- und Transversalanteil, in der Stérungsrechnung auf Ein- und
Zwei-Loop-Niveau keine derartigen Singularitdten ausbildet, wie dies auch
aus physikalischen Gesichtspunkten heraus zu erwarten ist. Setzen wir die
Regularitidt der Gesamtvertexfunktion V#, d.h. ihre Taylorentwickelbarkeit
bzgl. des Bosonimpulses £ um k& = 0 voraus, dann folgt durch Ableiten der
WTI (B.16) nach dem Bosonimpuls &

Jd . . o -
Blme Lo ) — Vi Lo . B e Lo .
%ykﬂ/ (ps k3 -) V¥ (p; ks Hk“akyv (ps k3 -)
0 e
= STk (B.25)

im Limes k — 0 die zuerst von Ward [Wa 50] angegebene differentielle Form
(WI) der WTTI

E 0. — 85_1(]))

VR(]),O,')— apu ’ (B'26)
die den Wert reguldrer Vertexfunktionen ‘N/]g fir k£ = 0 eindeutig festlegt.
Wir betonen ausdriicklich, daff uns die regulire Auswertung der V*-WTI
zwar als die gegeniiber der singuldren Auswertung (B.13) natiirlichere Sicht-
weise erscheint, aber insofern nicht zwingend ist, als zumindest in einem
nichtperturbativen SD-Zugang die Regularitdt der Vertexfunktion ‘N/“(p; ks -)
fiir k& — 0 nicht bewiesen werden kann. In Analogie zum Bestimmungsgehalt
der SDE’s hinsichtlich der WTI kann nur die Konsistenz der WI (B.26) mit
der SDE (1.26) gezeigt werden

8 dPk - . o

VE;0;0) = 7" — ¢ / WWDWU)SW — 1) K35(p = 151,0-), (B.27)
die die Kenntnis der WI fiir die néchst hohere Greensche Funktion, die 1-s-
PI T-Matrix ;K5 9, erfordert. In Analogie zur Ableitung der WI (B.26) fiir
die Vertexfunktion erhalten wir diese durch Differentiation der WTI (B.19)
nach dem Bosonimpuls ¢

Jd ~ v ~ o Jd ~ Y
e Koo(pik,gye) = slxg,z(p;k,q;-)+qu§sﬁ;2(l’%kv%')
L )L S+ Vo gk fB28)
8q0— 1 1

unter der Regularitdtsannahme

0w
lim g, 5~ s KRz o(pi k. 457) = 0 (B.29)

Wir unterscheiden in dieser Arbeit im Gegensatz zum allgemeinen Sprachgebrauch
streng zwischen den WTT und ihren differentiellen Formen, den WI.



B.3 Die WI und ihre Konsistenz mit den SDE’s 139

im Limes ¢ — 0

Koo 1, 05) = =57 () { SV (piki )} (B.30)

Damit folgt aus GL.(B.27)

Vi (p; 0;) = 4*

D ~ ~ ~
7 [ G Dol {50 = R 1))

D =~ ~ ~
= %{zzf —ml + 92/ (QLfr)fDi 72 Do (D)S(p — DVA(p — L1 .)}
sDE 0 x_4
B a—ms ) (B.31)

Fiir die Wahl einer reguliren Vertexfunktion ergibt sich aus der D#¥-
SDE (1.26) fiir die Vakuumpolarisation beim Impuls null

D
100) = 1 [ g SR 0:50)

_ tr/ PL w52 W g

= 0, (B.32)

sofern das Regularisierungsverfahren die partielle Integration ohne Rand-
terme erlaubt. Dies ist fiir die dimensionelle Regularisierung nach den Wil-
sonschen Axiomen aus Kapitel 2 der Fall.  Das Verschwinden der Vakuum-
polarisation beim Impuls null impliziert nach GIl.(B.18) eine fiir & — 0 re-
gulire Polarisationsfunktion TI(k?), so da nach GL.(B.17) der Pol im Trans-
versalanteil des Bosonpropagators fiir & — 0 nicht durch Wechselwirkung
beseitigt werden kann. D.h. durch die explizite Wahl einer bzgl. des
Bosonimpulses IR-reguliren Lésung der SDE’s fiir die Vertexfunktion V*#
wéahlen wir aus der Lésungsmannigfaltigkeit der SDIE’s der QED die durch
ein masseloses Boson gekennzeichnete und insbesondere in der Stérungs-
rechnung realisierte Coulomb-Phase aus. Wir bringen diese Wahl durch die
Einfiihrung der invarianten Funktion d(k?) fiir den Transversalanteil von
D* zum Ausdruck
—Dr(k) (k) — 51 (k)

L2
1 1 1

Dr(k?) = R e d(k?). (B.33)

D (k)

Eine reguldre Losung der SDE’s fiir die Vertexfunktion 148t sich durch die
Formulierung reguldrer Vertexansitze einfach implementieren. Dagegen ist

*Fiir ein Impuls-Cut-Off-Regularisierungsverfahren kann das Integral in G1.(B.32) mit
dem Satz von Gaufi ausgewertet werden.
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die Angabe eines entsprechend der reguldren Auswertung (B.26) der WTI
(B.16) ausgediinnten Satzes von SDE’s wesentlich schwieriger. Bevor wir
die Losung dieses Problems diskutieren, nehmen wir die vollstindige Aus-
wertung der WTI (B.16) fiir reguldre Vertexfunktionen f/]g vor.

B.4 Minimale Auswertung der WTI fiir regulire
Vertexfunktionen

Durch eine bzgl. der Regularitdt minimale aber vollstindige Auswertung

der WTI (B.16) der Vertexfunktion V# streben wir in diesem Abschnitt die

Fortsetzung der WI (B.26) zu Bosonimpulsen k£ # 0 hin an. Die dazu von
[Bc 80] vorgeschlagene Vertexfunktion

A(¢?) + A(p?)

VI piksi—g) = ————"
LA(¢*) = Ap?) B(q*) - B(p*)
+ {§W(Zﬁ +4) - Wl}(l’-l' @)
S7Hp) = AW - B (B.34)
stellt zwar eine um k = 0 reguldre Fortsetzung der WI (B.26) dar, d.h.
. 957!
VA (s —p) = 220 (B.35)
dp,

die Bezugnahme auf die Tensorstruktur des Fermionpropagators zeigt je-
doch, daf} sie weniger hergeleitet, als durch Verallgemeinerung der Lésung
des Problems fiir die skalare QED konstruiert ist. Dariiberhinaus stellt sie
keine minimal reguldre Lésung der WTI dar.

Differentielle Charakterisierung regulérer Vertexfunktionen

Das regulire Verhalten (B.26) fiir eine Vertexfunktion V* mit dem sin-
guldren Longitudinalanteil (B.24) kann nur durch Hinzunahme eines gleich-
falls fiir & — 0 singuldren Transversalanteils erreicht werden. Fiir diesen
setzen wir eine zur Taylorentwicklung (B.24) analoge Entwicklung der Form

VEpi ks = ' (k)VY (pik;-)
- OVE(py ks )
_ vy VT pikss)
= l/(k){ T(p707 )+ 816@ ‘k:o o

=Vve(p)
Vi (py ks )

1
2 ok, oo

koks + OF)} (B.36)

=7ve7(p)

an, so daf§ durch Kombination dieser beiden folgt

VFE(ps k) = Vi (pi ks ) + V(s s +)
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~ ~ 1~
= V“(p) + VMQ(p)kQ + §VMQU(p)kaU

+ k—M{ [M = V(i 05|

k2 op.
1 82§—l(p) 1224
* 5y, 0k
1 835_1(])) TV 00 4
6 {m -3V (p)} kl,kgkg + O(k ) . (B37)

Nach Symmetrisierung der eckigen Klammern in Gl.(B.37) entsprechend
dem Muster

Pk = 5 [V700) 4 V()] kg (B.33)
werden durch Aufprigen der Forderungen
v = 0w
V() + V() = 7825:;;]:)
V) T+ T ) =

(B.39)

die kinematischen Singularitdten in GL.(B.37) beseitigt und fiir die regulire
Vertexfunktion V}; folgt die Taylorentwicklung

. . . 1 -
Vi (pi ki) = VH(p) + VE(p)ko + SV (p)kohs + O(k?) (B.40)

mit dem korrekten Wert (B.26) fiir £ = 0. Der Einsicht wegen haben wir die
Finschrankungen (B.39) unter Bezugnahme auf die kinematischen Singula-
ritdten des Longitudinalanteils (B.13) hergeleitet. Sie lassen sich jedoch in
Analogie zur Herleitung der WI (B.25) einfacher durch Mehrfachableitung
der WTT (B.16) gewinnen. Beispielsweise ergibt die Zweifachableitung von
GL(B.16) nach dem Bosonimpuls k

2 OVV(piks)  OVe(pikis)  OPVE(psks)
Ky Lo (A s vy 3 vy
Ty, oV i) T TS Ty T
! 82 5—1
L g k), (B.41)

Hieraus folgt im Limes k£ — 0 fiir eine reguldre Vertexfunktion, d.h.

2171 ke
hmkué’ Vi (pik; )

T TR (B.42)

die zweite Bezichung in GL.(B.39). Den Gehalt der durch GL.(B.39/B.40)

gewonnenen differentiellen Charakterisierung der reguldren Vertexfunktion
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f/]g konnen wir wie folgt ausdriicken: die erste Beziehung in GIl.(B.39) legt
den Wert von f/ﬁ (p; k;-) fiir k = 0 eindeutig fest. Die weiteren Beziehungen,
die wir verallgemeinerte WI nennen méchten, legen nur noch die symmetri-
schen Anteile der Taylorkoeffizienten ‘N/“”"'(p) von ‘N/ﬁ(p; k; ) fest, wobei sich
die Symmetrie auf die Vertauschung des ersten Index p mit irgendeinem der
anderen Indizes v ... von V*(p) bezieht. Hiernach ist die Klassifizierung
reguldrer Vertexfunktionen f/ﬁ nach Transversal- und Longitudinalanteilen
nicht geeignet, da diese Klassifizierung die aus der reguliren Auswertung
der WTTI resultierenden Beitrédge zum Transversalanteil von f/]g nicht erfafit.

Mit der Tensoranalyse (B.34) des Fermionpropagators kann fiir die durch
GL.(B.39) festgelegten symmetrischen Anteile V5"(p) der Taylorkoeffizien-
ten V4 (p) von Vi (p;k;+)

Vi) = VEp:0:)

1424 L v Yo%
V) = SV )+ V)
e Lre vo vo ouy
Ve©(p) = g[V“ (p) + V*7(p) + V7 (p)
(B.43)
die folgende Tensorzerlegung vorgenommen werden
- 951 (p)
Vip) = ———=
S( ) 81)“
= AP 2t | AR - B
- 192571 (p)
vy = -
S (p) 9 apuapy
= [0 - BOOL] + |+t A0
+ o2 (AR - B ()]
Va4 1 835_1 P
gy = 19570
30p.0p,Ops
2
= 3 707 770" 470 | A )
4
+ 3 {vgp“p” +p 7 + v”p“p”} A"(p?)
4
+ g{guupcr _I_g;wpu _I_gucrpu} {A”(pz)]é _ B//(p2)1
8 v, o
1+ gpup P {A/”(pZ)Zﬁ _ B///(p2)1}
(B.44)

Zu den drei unabhdngigen Elementen des symmetrischen Anteil ‘N/éw(p) des
Taylorkoeffizienten V#¥(p) kommen die beiden Terme

OVE(ps ki) OVE(pik; )”
k=0

- 1
v -
Vi (p) 217 ok, ok,
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pryY —ytp”
—_—

5 a(p) + [v", 7" ]as(p) (B.45)

des durch die verallgemeinerten WI (B.39) nicht eingeschrénkten antisym-
metrischen Anteils V4”(p) hinzu. Kontrahiert mit k,k,, d.h. in die WTI
(B.16) eingesetzt, verschwindet dieser Anteil

Vi (p)kyk, =0, (B.46)

so daf} er einen reguldren Beitrag zum Transversalanteil von f/ﬁ(p; k;-) in
der O(k) darstellt. Entsprechend lassen sich die antisymmetrischen Anteile
der hoheren Taylorkoeffizienten analysieren.

Integrale Charakterisierung der minimal reguldren Vertex-
funktion

Haben wir nur die vollstindige Auswertung der WTI (B.16) fiir regulédre
Vertexfunktionen im Auge, dann kann nach GL(B.39) in der differentiellen
Charakterisierung (B.40) iber die antisymmetrischen Anteile der Taylor-
koeflizienten keine Aussagen gemacht werden. Infolgedessen ist diejenige
Vertexfunktion ausgezeichnet, die die WTI in minimaler Weise regulér 16st,
d.h. fiir die diese Anteile identisch null gesetzt werden. Diese reguldre Ver-
texfunktion, die wir die minimal reguldre nennen und mit ‘N/]{} p bezeichnen,

148t sich nach G1.(B.39/B.40) differentiell durch 3

. . . P

Virr(pikss) = V(p) + Vit (p)ke + 5V5™ (p)koks + O(k>)
o—1 2¢—-1 33-1

95~ (p) +}3 5 (p)ky 1.9°57 (p) ok,
dp, 2 O0pu.0p, 6 0p.0p,0p,

+ Ok (B.47)

definieren. Sie stellt den allen reguldren Vertexfunktionen gemeinsamen
minimalen Kern dar. Es gibt eine einfache Méglichkeit, die Darstellung
(B.47) fiir ‘N/J\*}R unter Umgehung der systematischen Herleitung des vorigen
Abschnitts zu erhalten. Dazu entwickeln wir die rechte Seite der WTI (B.16)
in eine Taylorreihe bzgl. des Bosonimpulses &

ke V*(piks —q) = S™Hp+ k) — S7(p)

&1 28-1 381
_ kﬂ{as () L5 )y L OIS D)
dp, 2 0p,0p, 6 0p.0p,0p,

} (B.48)

Hieraus ergibt sich ‘N/]@R, indem die Vertexfunktion mit der geschweiften
Klammer identifiziert wird, ungeachtet der Moglichkeit, diese um (regulére)
Transversalanteile ergdnzen zu kénnen. Auf diese Art lassen sich auch WTI
fiir hohere Vertices regulér auswerten, allerdings geht dabei die Charakteri-
sierung der durch die WTI nicht festgelegten Anteile verloren.

®Wir setzen von dieser unendlichen Reihe voraus, daff sie existiert.
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Betrachten wir unter dem Gesichtspunkt der Minimalitét den von [Bc 80]
vorgeschlagenen Ansatz (B.34). In einer Entwicklung von Vg (p;k;-) bzgl.
des Bosonimpulses & folgt fiir die Taylorkoeffizienten

Viep) = VEa(p;0;4)
= AP + 20" | AP - B ()1
95~ (p)
dp,
- Vo k; -)‘
ok, k=0
= 9" {A’(PW - B’(PQ)l} T [pw + Py A (p?)

+ o2t (AR - B

_1957'(p)

2 0p,0py
S UVe 82‘7M (p7k7)
Vic'(p) = ;kcyé?kg ‘k:o

1 1

= {7“9‘” +3779" + 57”9“”} A'(p?)
+ {27“19”19“ +97pp" + +7”p“p”} A"
+ {g“” 7+ ghTp” + 297 pH } {A”(p?)zij - B"(p*)1

8
£ AN - B )]
4 L 7*5(p)

3 0pu0p,Opo
Ein Vergleich mit der allg. Tensorzerlegung (B.44%) fiir die symmetrischen
Anteile der Taylorkoeffizientenmatrizen zeigt, dal Vj, zwar die verallgemei-
nerten WI (B.39) 16st, aber ab der O(k?), mit zugehérigem Taylorkoeffizient

V4e (p), von der minimal reguliren Vertexfunktion abweicht. )
Wir betrachten nun die Aufsummation der Taylorreihe (B.47) fiir V5

(B.49)

- d (= 195~ (p) 1925~ (p)
P N 1 Z -
Virr(pi k) 8})“{5 D+ 5754 5 o Bkt
0 = (k ) ap)n c—1
= — S
I = Z (n+1)! (»)
(A - a
= Ak Gp)" 5
apu Z/ (p)
_ o dXS™Yp + k) (B.50)
Oy Jo ' ’

Die WTI (B.16) ergibt sich fiir diese Darstellung aus

1
kEVip(piks) = /dﬂf iS_l(erN’f)
0
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1 c—1
/d/\dS (p+ k)
0 X

= ST+ k)= 57Mp) (B.51)
die WI (B.26) ist trivialerweise erfiillt

_ 057 p)

B.52
T (B.52)

3 9 [ .
Vi a(p; 05 - :—/ d\S7Hp

MR( ) apﬂ 0 ( )
In einer raumzeitlichen Dimension D = 1 reduziert sich die Integraldarstel-

lung (B.50) auf den gewohnlichen Differenzenquotienten

N o [t
Vur(p ki-) = G_p/ dA ST (p + Ak)
0

= l/ldAié—l( + k)
Tk W

_ ST pt k) = 57(p)
= p , (B.53)

d.h. die Losung der WTI besteht im gewdhnlichen Durchdividieren des
Bosonimpulses. Zu der Darstellung (B.50) fiir V};, geben wir die folgenden
Erlduterungen:

1. In der Integraldarstellung (B.50) wird davon ausgegangen, daf der
Fermionimpuls p nicht vom Bosonimpuls & abhidngt. Um beispiels-
weise auch die in Loop-Integralen oft vorkommende Impulskombina-
tion V“(l; p—1;-) mit dem Ansatz VA‘}R erfassen zu konnen, muf} dieser
in der allgemeinen Form

d

1
7 L) = ¢—1
Varr(pi ki) /0 d\ 8%5 (z) - (B.54)

geschrieben werden.

2. Die Integraldarstellung (B.50) fiir V};5(p; k;-) nimmt als Funktional
des inversen Fermionpropagators nicht Bezug auf dessen Tensorzerle-
gung (B.34), besitzt nach Anhang C das richtige Transformationsver-
halten bzgl. der multiplikativen Renormierung und dariiberhinaus den
richtigen Limes fiir ¢ — 0

. o 1
B e —
Vur(piksg9=0) 31’#/0 dA {Zﬁ-l-/\’if ml}

= gt (B.55)

Aufgrund dieser Eigenschaften eignet sich V]\*}R(p; k;-; ) fiir eine Ent-
kopplungsniherung der SDE’s, d.h. als Input fiir die volle Vertexfunk-
tion in den SDE’s (1.26) fiir den Fermion- bzw. Bosonpropagator.

3. Da die WTI (B.16) bzgl. der Transformation

p = q=ptk
k= q—p— —k (B.56)
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antisymmetrisch ist, ist VﬁR(p; k; ) unter dieser Transformation sym-

metrisch
N 9 [ .
Varr(a —ki—p) = W/ d\ 5™ (q — Ak)
wJo
Jd 1 ~
- —/ A5 p+ (1 - A\ k)
Ou Jo =
= — dX S™ + XNk
8pﬂ/0 (p )
= Virp(piks—q). (B.57)

Wir weisen noch auf ein Nichtvertauschbarkeitsproblem im Zusammen-
hang mit der minimal reguldren Auswertung der WTI hin. Fiir die Be-
trachtung der Eichkovarianzeigenschaften der Vertexfunktion empfiehlt sich
nach Anhang C die Einfiihrung der nur bzgl. des Bosonbeins amputierten,
zusammenhdngenden Dreipunktfunktion

AL (ks ) = S(p)VH(pi ki )S(p+ k), (B.58)
die nach GL.(B.16) die WTI
kA8 (piks ) = S(p) — S(p+ k) (B.59)

erfiillt. Die minimal reguldre Auswertung dieser WTI fithrt auf die Darstel-
lung
R 1

0 .
Mypoa(pik;) = —5— [ dAS(p+ k). (B.60)
Ipu Jo

Hieraus ergibt sich fiir V#

VE(piks) = —5‘1(19){%/0 ANS(p+ M) P (p+ )
# ‘N/J@R(p;k;-):aim/o d/\g_l(p-l-/\k) ) (B.61)

Da die minimal regulire Auswertung der WTT auf einer Taylorentwicklung
beruht und A;l(p;k; -) ein Produkt von zwei k—abhingigen Funktionen

enthdlt, stimmen die beiden reguldren Darstellungen fiir f/ﬁ in GL.(B.61)
nur fiir k£ = 0 {iberein. Die erste dieser Darstellungen fiihrt fiir ¢ — 0 und
k # 0 nicht zum richtigen Grenzwert ~v* fiir ‘N/]g und ergibt dariiberhinaus
in die SDE fiir D" eingesetzt einen nach partieller Integration verschwin-
denden Vakuumpolarisationstensor, vgl. GL.(C.39), wohingegen ‘N/J@R wegen
des richtigen Limes fiir ¢ — 0 auf einen nichttrivialen Vakuumpolarisati-
onstensor mit korrektem Fin-Loop-Beitrag fiithrt. Wir kommen deshalb zu
dem Schluf}, daf} die reguldre Auswertung ‘7]{2  mehr von der vollen Vertex-
funktion ‘N/J\ZR erfafit als diejenige fiir M\Lﬂ%z 1(ps ks ). Allgemein gesprochen
sollte die minimal reguldre Auswertung einer WTI bei Vertauschbarkeits-
problemen fiir die ausgediinntere Greensche Funktion vorgenommen werden.
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Der einzige uns bekannte Vorzug, den M\Lﬂ%z | gegeniiber VA‘}R besitzt, ist

die Respektierung der Landau-Khalatnikov-Transformation (C.10) fiir Agﬂl.
Wir werden diesen Umstand in Anhang C zur Etablierung einer longitudinal-
reguldren Fichndherung fiir die SDE’s heranziehen.

Aufgrund der bisherigen Untersuchungen ergibt sich fiir regulidre Vertex-
funktionen f/]g die Darstellung

VWi ks ) = Vigg(pi ks ) + AVE(pi k; ) (B.62)
mit der folgenden Charakterisierung fiir die Funktion Af/ﬁ (p; k;-):

o AV} stellt einen (reguliren) Beitrag zum Transversalanteil von V
dar.

° A‘N/ﬁ verschwindet fiir £ — 0 und enthilt dariiberhinaus in eine Taylor-
reihe bzgl. des Bosonimpulses & entwickelt nur bzgl. der Bosonindizes
antisymmetrische Taylorkoeffizienten (in dem oben definierten Sinne).

° A‘N/ﬁ verschwindet im Limes g — 0.

° A‘N/ﬁ enthilt vollstindig den bzgl. ¢ < p antisymmetrischen Anteil
von V}, insbesondere die fiir das anomale magnetische Moment des
Elektrons entscheidende antisymmetrische Tensorstruktur

%[wa (g = p)" faym(a,p) - (B.63)

. A‘N/ﬁ wird zur Wahrung der Eichkovarianzeigenschaften von /1571 in
Form der Landau-Khalatnikov-Transformationen (C.10) benotigt.

Aus der Sicht der WTI stellt der Anteil Af/ﬁ(p; k;-) den dynamischen Kern
von f/ﬁ(p; k;-) dar. Nur durch Finfordern der Wahrung weiterer Struktur-
merkmale wie der storungstheoretischen multiplikativen Renormierbarkeit
oder den Fichkovarianzeigenschaften 148t sich von f/]g (p; k;-) vorab ein wei-
terer Anteil abspalten. Anhand der allgemeinen Tensorzerlegung der Vertex-
funktion V* ergibt sich ein etwas quantitativerer Eindruck davon, welcher
Anteil von V# durch V]\*}R nicht erfaft wird. Wir teilen V“(p; k;-) dazu in

einen bzgl. der Transformation ¢ < p symmetrischen- (S) bzw. antisymme-
trischen (A) Anteil auf ©

Vi (pi ki —q) = Vi (pi ks —q) + VE (i ks —q) - (B.64)
Die Tensorzerlegung fiir V' bzw. V& lautet
Vi (piks —q) = Y (p.a)r”
+ B0+ Bo.ob+d+ £ e.0l- 9 ja+p)"
+ AR 0+ B0+ + Fraid -9 o)y

Vipiks—q) = 18 (0. )b d)(q + p)*
+ ) da—p)" + fop O+ 4,7
+ Ol — )"+ Fa(p )4y P — By - (B.65)

5Uns scheint zumindest fiir regulire Vertexfunktionen diese Aufteilung grundsitzlich
geschickter zu sein, als nach transversalen und longitudinalen Anteilen zu klassifizieren.
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Vi g legt von den sieben invarianten Funktionen des symmetrischen Anteils
Teile ihrer Taylorkoeflizienten bzgl. einer Entwicklung nach dem Boson-
impuls £ und von den fiinf invarianten Funktionen des antisymmetrischen
Anteils iiberhaupt nichts fest. 7 Der antisymmetrische Anteil ‘N/X von V#
enthilt effektiv nur vier invariante Funktionen, da er nach der V#-WTI
(B.16) der Einschrankung

(0= Viiks) = {0 - p) + i (p, ) g — p)?

+2f{5(p, ) }I#. ]
=0 (B.66)

geniigen muf.

Minimal regulare Auswertung der WTI fiir héhere Vertices

Die Technik der minimal reguldren Auswertung der WTI 14t sich auf Ver-
tices mit mehr als einem &uBleren Bosonbein iibertragen. Als Beispiel be-
trachten wir die bosesymmetrische eigentliche Vierpunktfunktion Fgg, die

nach Tabelle (B.1) den beiden WTI
ka5 (ikogs) = g {fé,l(p; ¢ =I5, (p+ ki -)}
Wik = gk =T b+ gk (B.67)

geniigt.® Durch Ableiten nach den Bosonimpulsen erhalten wir fiir regulére
Vierpunktfunktionen I'y" hieraus die WI

o T (p; ks -
Iy (pyk,05-) = —g%
.. orv g
D (p30,05-) = —gigzq )
o
. oT'(p)
% (p;0,0;) = —g° B.
R(p70707) g 81)“8])” 9 ( 68)

die die verschiedenen IR-Limites von f%’ eindeutig festlegen. Fiir die diffe-
rentielle Charakterisierung von I')y” kénnten wir wiederum von der Taylor-
entwicklung um k, ¢ =~ 0 ausgehen

. — 1 9 d e
Y (pyk,q;0) = kp—+q=—)"T% (p; k', ¢ - B.69
R(p7 ,q7 ) nz_:o ( Qak‘lg—l—q 8qé.) R(p7 7q7 )k/:qIZO ( )
und durch Mehrfachableiten der WTI (B.67) Einschrankungen fiir die Tay-
lorkoeffizienten von I'y” herleiten. Dieses Vorgehen ist jedoch aufgrund der
zwei Verdnderlichen k, ¢ und der damit verbundenen gemischten Ableitungs-
terme beschwerlich. Sind wir nur an einer minimal reguldren Auswertung

n!

"Es gilt die in einer Entwicklung nach k symmetrischen Anteile der Taylorkoeffizienten
von V* nicht mit den unter ¢ ++ p symmetrischen Anteilen von V* zu verwechseln.
8Wir unterdiicken im folgenden die Indizes zur Bezeichnung der duBeren Beine.
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der T#-WTT interessiert, dann ist es ausreichend, einen Ansatz zu formu-
lieren. Wir bringen dazu die WTI (B.67) auf die Form

. o [t -
Rl (pikog) = =gk = | AATT(p+ Akigi)
Pu
@I (pik,qir) = Sy / dATY(p+ A ko), (B.70)
v JO

die den folgenden Ansatz fiir die minimal reguldre Vierpunktfunktion fﬁ\‘/}' R

nahelegt
o 1 o - )
Chir(pik,q5-) = —g/ dk{a—F”(erAk;q;-) (p+Aq;k;-)}
0 pu v
+ AN p(pik,q-) . (B.71)

Die Funktion ATA}, muB so bestimmt werden, daB die beiden WTT (B.67)
(minimal reguldr) erfiillt sind, d.h.

0
op,

1
/d/\ koI (p+ Ags ks ) +h AT p(pik, g3 7)
0

=g [T (p+2q)-T(p+Aq+k)]

o [ (- ~ .
s [T+ A4 ) = T+ )+ AT ()

g {f”(p + kg — TV (p g; -)}

= {fU(P‘F kias) = TV (ps g -)] : (B.72)

Fine entsprechende Rechnung fiir die zweite WTI in GL(B.67) fithrt insge-
samt auf die beiden Bestimmungsgleichungen

o P
ku AT p(pik,q;0) = —gzap / dA{ (p+ g+ k) — (p+Aq)}
_ d/\ d/\’ e+ Ng
T Y . . _ 2 0 T T
@ ATy p(pik,qi) = A dA{F(p+Ak+q)—F(p+ Aq)}
Pu
= —g%, d/\/d/\’ e+ N
9°q apyapu/ p+ Ak + Ng)

, (B.73)

die durch die Wahl

1
AT p(pik,q; ) = —g° / " / dN'T(p+ Ak +XNq)  (B.74)
0 0

apuapu
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gel6st werden, so daf sich fiir fﬂR das folgende Endresultat ergibt

. 1 0 -, 0
ik, q) = —g/ dk{a—F (p+ Mk;q5) o, [4(p+ Ag; K - )}

— 2 d/\/ AN T + A+ N B.75
ammm/‘ F(p 9.  (B75)

Diese Darstellung respektiert die IR-Limites (B.68), weist dariiberhinaus
den richtigen Limes fiir ¢ — 0 auf und konnte sich deshalb auf die 1-s-PI
T-Matrix , K%

Kon(pikyqi-) = Ky5(pikoas )+ V(005 )50+ V™ (0 + a5 k)
_ e
Ky5(pik,q0) = g—zféﬂz(p;k,q;-)
EAN U v
o (pik.g;e) = g_stz,z(PQka%‘) (B.76)

umgeschrieben als Grundlage fiir eine nichtperturbative Entkopplungsnéhe-
rung der SDE (1.26) fiir die Vertexfunktion V* eignen

KN R (P k4 ) = V(0 )S(p + )V (p + 41 k3 )
OVY(p+ MNesgs) | OVA(p+ Ags ks )
_ A\ +
/0 { 8])# apu }

1 1
/ d/\/ AN 57 (p+ M+ Ng). (B.77)
0 0

apuapu



Anhang C

SDE’s und die
Eichkovarianzeigenschaften

der QED

Aus der Funktionalintegraldarstellung fiir das EZF Z leiten wir die Landau-
Khalatnikov-Transformationen (LKT), die die Eichparameterabhidngigkeit
der Greenschen Funktionen beschreiben, her. Anhand ihres Transformati-
onsverhaltens unter Variation des Fichfixierungsparameters £ identifizieren
wir in der Klasse der Greenschen Funktionen die kanonischen Fichkovarian-
ten und zeigen fiir deren SDE’s, daf} sie mit den LKT konsistent sind. Aus
diesem Konsistenzcheck ergibt sich in natiirlicher Weise eine nichtperturba-
tive, eichkovariante Entkopplungsniherung fiir die SDE’s, die sog. Eichnihe-
rung (gauge-approximation), die in ihrer urspriinglichen Form auf [Ds 64]
zuriickgeht.

C.1 Herleitung der LKT aus dem Funktionalin-
tegral
Fiir die Herleitung der Eichparameterabhéngigkeit der Greenschen Funktio-

nen der QED verwenden wir die folgende Beziehung fiir die Ableitung des
Impulsraum EZF

o= Wi g, m.¢]
110,0,0; g, m, €]

_ /D(A,@w ST+ 4 (AT @+ P+ VI@) ) (1)

21, 0,105 9, m,

nach einem der Parameter 2 € {g,m, £}

OIJ 7, 75]

az[jvﬁvhvx]:T_Z[Jivﬁvﬁvx]{aj[jvﬁvﬁvx]}‘

oz 1[0; z] 1[0; z] Oz J=i=7=0
B .OSQEDD[%a_S_%S, 5?—2%5)?96] . OSQEDD[(S}(Sa 62757 o —15 . ]
N ! oz B { oz

151
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< 2 apal]|. }Z[i,ﬁ,ﬁ;w]. (C2)

Fir x = £ folgt mit

d - —16 —i6  —ib 1 dPl (—1)26?
_S —~,—:,—:; = —/ l ll, = = C3
¢ QEDD[NM b1 " 8(=1) =58 (2m)P 87,16 T, (1) 3
die Differentialgleichung
OZ1T. . i g, m, €] —i/ dl / d®ly ) oD
= 2m)067 (I + 1)l Wla,
85 252 (27T)D (27T)D( ﬂ) (1 + 2) 1,pt2,
(—i)252 . e
— Gl L) e 2T, i, s g, mL £ C4
(ST iy~ Gontt )} 21T g g (C4)

die die £-Abhingigkeit des EZF beschreibt. Durch funktionale Differentia-
tion nach den Quellen ergibt sich hieraus die folgende Differentialgleichung
fiir die £&- Abhdngigkeit der gew&hnlichen Impulsraum-Greensfunktionen, vgl.
[LA 76]

9 @ISR

8_£G2k7[ (plv'"7pk;k17"'7kl;QI7'"7Qk)

=p =k =q

- 27 P8P (11 + 1)l a0 {
| ey | G P

GO (03 Ly Loy ks @) = GRS (I, L) G (03 s q)} , (C.5)
die entgegen dem ersten Anschein keine hierarchische Struktur besitzt, son-
dern nach Anwendung der WTT (B.9) fiir die zweifach longitudinal proji-
zierte Greensche Funktion o 142 eine geschlossene, lineare Differentialglei-
chung fiir jede einzelne Greensche Funktion darstellt. ! Die Differentialglei-
chungen fiir die niedrigsten Greenschen Funktionen lauten explizit

8 MUY . _ _iw
a_fDM (kvf) - kz k2
0, . APl S(p—1;6)— 5(p; &)
8—55(1)75)_92/ (271_)])2 l4
CeC (k) = —g S0+ k) — S
85 2,1\ vy 0y A ) ’
o [ dP1 “Gha(p— k58 = “Gha(pik; 5 €)
—I_ g /(QW)D'L l4
8 H

Vol . k e Y c AV
€ Galpik, g :6) = lg{ x { Gaa(p+ ki g5 38) = “Gra(pi 655 €)

+ 2_4 G a(p+ asks 5 €) = G (pi ks 5 €)] |

2/ Pl G (p— Lk, g5 €)= °Ghya(pik, 435 €)
7] @b T

+ : (C.6)

!Die Ableitung der Greenschen Funktionen nach der Eichkopplung bzw.  der
Fermionmasse fithrt bei Anwendung dieses Formalismus auf keine geschlossenen
Differentialgleichungen.
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Die vom Integrationsimpuls [ unabhdngigen Subtraktionsterme in den Loop-
Integralen kénnen in dimensioneller Regularisierung weggelassen werden,
sind jedoch fiir andere Regularisierungsverfahren zur Vermeidung von IR-
Divergenzen wesentlich. Der Aufbau der Differentialgleichungen (C.6) zeigt,
dafl die (elementarsten) kanonischen Fichkovarianten der QED durch die
entweder bzgl. aller dufleren Bosonbeine transversal projizierten

~T, A0
Gy (pikss) = t45(k)°Gy(pik;-)
e AL py v o A
Gyl (pik.gis) =t (k) o(q) “Go5(pi k. q; ) (C.7)

oder durch die nur bzgl. der dufleren Bosonbeine amputierten

Ay (piks) = S(p)VH(psks;)S(p+ k)
Apik,gi) = S(KSS(pik,q;)5(p+ k + q)
K35 = —ig*Ty (C.8)

zusammenhdngenden Greenschen Funktionen gegeben sind. Denn auf diese
Grofien umgeschrieben nehmen die Differentialgleichungen (C.6), ausgenom-
men derjenigen fiir den Bosonpropagator

d

3—515)5&”(/’6;5) =0, (C.9)
alle dieselbe Form an
8 C ~T7 le 1 ¢ ~T7
¢ Gl (pikis€) = gz/(Qﬂ)DiFl{ Gt (0=l k; 5 6)
~T7
- CGQ,IM(p7k‘7 3 )
d°l 1 (-
o i hiit) = gz/(QW)Diﬁ{Ag,l(P—l;k;-;ﬁ)
= Ma(pikis6))
0 ~TT, uy 2/ le 1 T
¢ koqg: - _ 1fe kg
85 G272 (p7 y 45 75) g (27T)Di 14{ G272 (p i k,q; 75)

e ATy
— fGh," (p;k,q;-;@}

0 g Ol 1+,

— A (piksg; -;5)} : (C.10)

Wir fiihren nachfolgend die Diskussion fiir die Wahl der transversal pro-
jizierten zusammenhdngenden Greenschen Funktionen als die kanonischen
Eichkovarianten.

Durch Fouriertransformation der Differentialgleichungen (C.10) gehen
die Faltungsintegrale in Produkte iiber, und bei Vorgabe der Greenschen
Funktionen in Landau-Eichung & = 0 ergeben sich die zuerst von [LK 56]
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hergeleiteten, multiplikativen Transformationsgesetze

S(x;8) = A(2:6)5(2;£=0)
Cot(vizyE) = Alw—y;€)°Gf(aizy:6=0)
Goat (w22 6) = Ar— y36) Gy 3" (w5 21, 22593 € = 0)
A (z;€) = e97Elxe (2)=x=(0)]
)

Dj -k e
i) = [ o S = g (€D

2m)Pi k1 16m2—=

die sog. Landau-Khalatnikov-Transformationen. In den Impulsraum zuriick-
transformiert gehen diese in die folgenden Faltungsvorschriften iiber

D) = DTk = 0)— 1 (k)

k?
D
Spi6) = /%( e = 0)ALL:6)
kg = [ S G kg = 0059

le ~TT, uv

(pskyq55€6) = /WCGM

“Clyy™ (p— ik, q; € = 0)AL(1;€).
(C.12)

Den Integralkern As(p; ¢) kénnen wir fiir beliebige raumzeitliche Dimensio-
nen D nur in Form einer unendlichen Reihe angeben

Bt = [ Pacrea(aig)
— (20260 (p) + /de eipm{As(x;f) — Az € = 0)}

__/1_/
= (QW)D5D()
g 24 (n = 1)e] (T(—¢)g*E(=p®) ™=\~ !
+ fz + —ne)n! ]{ ( ()fl}ﬂgg—fp) } - (C.13)

Zu den LKT geben wir die folgenden Erlduterungen:

1. Aus der LKT (C.12) fiir den Bosonpropagator folgt das wohlbekannte
Resultat, dafi der Transversalanteil von D*” eichunabhingig ist

Dt (kig) = DT (ki€ =0)
1 »
= (C.14)

Dies hat zur Folge, daf}

(a) die durch den Transversalanteil des Bosonpropagators definierte
1

Renormierungskonstante 7, = Z, 2 und die zugehérige B-Funk-
tion der QED eichunabhingig sind.
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(b) das Residuum eines méglichen Pols in der Polarisationsfunktion
I(p?) (vel. QED;) und die zugehérige Photonmasse eichun-
abhingig sind.

2. Im Gegensatz zum Bosonpropagator besitzt der Fermionpropagator
eine nichttriviale £—Abhingigkeit. Allerdings ergibt sich aus den LKT
(C.11/C.12), daB

(a) das nackte chirale Fermionkondensat
< Prh >1=< 0)1hy(0)16(0)]0 >.= i5(0;¢) (C.15)
fiir D < 4 eichunabhéngig ist?

S(x=0;§) = Az =0;)5(x=0;{=0)

= Sz=0;£=0) (C.16)

(b) die physikalische Fermionmasse, implizit definiert im On-Shell-
Schema durch o
0=5"m| . (C.17)

p=m.

eichunabhiingig ist 3, vgl. z.B. [AF 79].
3. Die LKT sind aufgrund ihrer gleichen Form fiir die Vertexfunktion
A y(piks ) = S(p)VH(pi ks )S(p + k) (C.18)

und den Fermionpropagator S(p) mit der WI

_ 9 .

AS L (p;0;)= ——=——5(p C.19

10 = 5= 5(0) (C.19)

fiir /NVQLJ und damit auch mit der WI (B.26) fiir die Vertexfunktion V*

vertréglich. Sie erlauben jedoch keine Aussage dariiber zu treffen, ob
die Vertexfunktion fiir & — 0 regulér ist oder nicht.

4. Aufgrund der Kopplungsabhingigkeit des Integralkerns As(p; €) sind
die LKT nicht ordnungserhaltend. Dieser Umstand kann dazu benutzt
werden, mit ihnen nichtperturbative Teilsummationen stérungstheore-
tischer Terme durchzufithren. Die Kombination ¢2¢ in der Reihendar-
stellung (C.13) des Integralkerns zeigt, dafi der Eichfixierungspara-
meter £ in der Stérungsrechnung nie in einer héheren Potenz als der
Loop-Ordnung vorkommt, ein Umstand, der durch die perturbative
Iteration der SDE’s sofort verstindlich wird. Zu einer nichtperturbati-
ven Aufsummation der fiilhrenden £ —Potenzen pro Kopplungsordnung
kommen wir bereits durch Vorgabe der Greenschen Funktionen nullter
Ordnung als Startwert (£ = 0) in den LKT. Dieses Vorgehen fiihrt fiir

?Dieselbe Aussage gilt fiir analog definierte Kondensate der Vertexfunktion.
®Der Integralkern A.(z = 0;¢) enthilt die bei Wahrung der WTT renormierungsinva-
riante Kombination ¢2¢.
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den Fermionpropagator im Fall verschwindender Fermionmasse m = 0
auf das Resultat

D
S(p;é)z/(d)l /1 (556)
) 2—e (14 ne) (T(—e)g2(—p?)~" 1 »
= A=

F 2—(n+ 1)e)n!
- S:Z%{H”%zsléti””‘?zsﬁrf o). e

Nach der obigen Beobachtung enthilt es den exakten £-abhingigen
Anteil von S auf Ein-Loop-Niveau. Da sich der masselose Fermion-
propagator fiir £ = 0 auf Ein-Loop-Niveau nicht anzieht, handelt es
sich sogar um das exakte Fin-Loop-Resultat.

C.2 Konsistenz der SDE’s mit den LKT

Fiir den Konsistenzcheck der SDE’s mit den LKT empfiehlt sich nach dem
vorausgegangenen Abschnitt ihre Umschreibung auf die kanonischen Eich-
kovarianten, fiir die wir zunichst die transversalen, zusammenhingenden
Greenschen Funktionen wéhlen. Bei der Untersuchung der WTI haben wir
durch die Elimination der longitudinalen Anteile bereits die dazu nétigen
Vorbereitungen getroffen. Es muf} lediglich noch die Umschreibung der
SDE’s (B.17/B.21/B.22) von den transversalen eigentlichen Vertices auf die
transversalen zusammenh&ngenden Greenschen Funktionen vorgenommen
werden, womit im Bezug auf die Reduzibilititsanalyse der Greenschen Funk-
tionen ein fiir die Untersuchung der Fichkovarianz typischer Riickschritt
einhergeht. Die entsprechenden SDE’s fiir die Propagatoren und die zusam-
menhdngende Dreipunktfunktion lauten

—p* DT (k) = " (k)

dP1 ~ ~ ~
+ ¢ U’/ W% SDTY (k) (15 k; )5+ k)

==Ly (k)
(§ - m1)5(p) = 1

D
! ga/ﬁiﬁ%V‘“”DT< — DV (lip— 1) 5(p)

= oG (p-il)
ol -
2 R
+ &y / 27D =1
(# — m1) S(p) DT ()W, (0 k5 )S(p + k) = 7, DT (k)S(p + k)
:icé§7f(p7k7)
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D
b 60" [ Gy 4 8= DD~ DV ik )8t k- 1) (C21)

==L Gy (p—liky)
Auffillig ist der mit Ausnahme der SDE fiir den Bosonpropagator struk-
turell gleiche Aufbau dieser Gleichungen, der es erlaubt, den Nachweis der
Konsistenz der SDE’s mit den LKT lediglich fiir die niedrigsten Greenschen
Funktionen zu zeigen und dann auf Analogieschliisse zu verweisen. Die LKT
fiir den Bosonpropagator 1aBt sich durch Ableitung der DT-#-SDE (C.21)

~T7 .
nach £ unter Benutzung der LKT fiir CGMM nachweisen

ot / PL L 0°C 1k 6)
B (

BT 27 )Di | o¢
LKT 3, / dPl / er Cégﬁy(l — sk 5 €)
- 9 @opi ) eopi? z
dd1 ~ T dPr 1
= — 3‘5 / He ? l//. k.- / -
g (27T)Di v G2,1 ( s Iy 75) (271_)])2- [74
N —’
=0
- 0. (C.22)

In der vorletzten Gleichung haben wir ausgenutzt, daf skalenfreie Integrale
in dimensioneller Regularisierung verschwinden. Der Nachweis der LKT fiir
den Fermionpropagator ist wegen der expliziten £—Abhéngigkeit in der SDI
(C.21) fiir § etwas komplizierter

05(r:8) = / d°l uac(;;l;u(p — 15 6)
9 g (27)Ps 7 BT

(# —m1)

, [ dPl ] , [ d°l ] aS(p—1;
g /(zﬂ)Di 5=+ & /(QW)DZ'II_‘l (pag 2

LKT 2/ dPr 1
(270 I

—

] . )
) / )Pi {chGzT,m(P— L=15056) + 59211_45(1’ —1- l’;f)}

Dy &, _ 1.
- (ﬁ—ml)gQ/ (Qdﬂ)lDi St 1,41’5). (C.23)

Ganz analog vollzieht sich der Nachweis der LKT fiir die zusammenh&ngende

Dreipunktfunktion CCNJ;’{L. Die Ableitung der entsprechenden SDE (C.21)
nach £ fithrt auf

dS(p+ k; &)
73

GCGT’M ik .
- m)) LIRS gy it
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+ / il 8CG2T§W( — L1k 6)
dP1 ,
+ 59/ Zl{chzf( — Lk €)
+ / le lé’cGz’f( — 1k 5 €)
214 o0&

LKT le' 1 = G
- 92/ (27)Pi l’_4{ — g7, DT (R)S(p = U + k3 €)

dPl TTu
+ /( )D% ) (p=1=TLL k)
+ / 57 14 “Chi (1 —l;k;-;é)}
le
+ / 214 21( lkv 75)

~T'\u
SDE dPl Gy (p—Usk; 5 €)
= - m1)92/ (27)Pi 4 . (C.24)

Die Konsistenzchecks zeigen, dafl die SDE’s entsprechend ihrer hierarchi-
schen Struktur die Bedingung fiir die Giiltigkeit der LKT einer bestimm-
ten Greenschen Funktion an die ndchst hohere weitergeben, so daf} jenseits
der Storungsrechnung eine Herleitung der LKT mittels der SDI’s nicht
moglich ist. Im folgenden Abschnitt verwenden wir die Konsistenzchecks
zur Begriindung einer eichkovarianten Entkopplungsndherung der SDI’s.

C.3 Eichkovariante Entkopplungsniherungen der
SDE’s

Wir stellen nachfolgend zwei verschiedene nichtperturbative Naherungsver-
fahren fiir die SDE’s vor, die die Eichkovarianzeigenschaften der QED re-
spektieren. Beide Niherungsverfahren sind fiir die zusammenhingenden
Greenschen Funktionen formuliert. Das erste Verfahren beruht auf der
Néaherung der zusammenhidngenden Greenschen Funktionen durch ihre Lon-
gitudinalanteile gem&f der kanonischen, auf kinematische Singularitdten
fithrenden Auswertung der WTI (longitudinal-singuldre Eichndherung). Das
zweite Verfahren beriicksichtigt zus&tzlich Transversalanteile der zusammen-
héngenden Greenschen Funktionen in eichkovarianter Weise, die so gewidhlt
sind, daf} die kinematischen Singularitdten der kanonischen Longitudinalan-
teile (in minimaler Weise) beseitigt werden, d.h. auch die WI gelten (longi-
tudinal-reguldre Fichnidherung).

Die longitudinal-singulére Eichndherung

Die nichttrivialen Differentialgleichungen (C.10) fiir die Transversalanteile
der zusammenh&ngenden Greenschen Funktionen zeigen, dafi die Fichkova-
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rianzeigenschaften der vollen Greenschen Funktionen nicht vollstdndig durch
ihre entsprechend den WTT festgelegten Longitudinalanteile erfafit werden,
es sein denn, sie werden vollstiandig durch ihre Longitudinalanteile ersetzt,
was der Wahl der trivialen Losung fiir die Differentialgleichungen (C.10)
entspricht. Diese Beobachtung ist die Grundlage fiir die in ihrer urspriingli-
chen Form auf [Ds 64] zuriickgehende Eichniherung. * Die Vertriglichkeit
der Eichkovarianz mit der Vernachldssigung der Transversalanteile der zu-
sammenhdngenden Greenschen Funktionen wird auf dem Niveau der SDE’s
durch den Konsistenzcheck aus dem vorausgegangenen Abschnitt ersicht-
lich. Bei genauer Betrachtung fillt auf, dafl die von den Transversalanteilen
stammenden Anteile

dP1 T
—— e . =Ll 2
g/ (QF)DZ’}/ GQ,I,M(p A 75) (C 5)
in der SDE (C.21) fiir S(p; ) bzw.
le e AT vp
Q/W% Gz,z VRN Y (C.26)

in der SDE (C.21) fiir CG;’{L innerhalb des Konsistenzchecks eine vollkom-
men passive Rolle spielen, d.h. es geht nur deren eichkovariantes Transfor-
mationsverhalten ein, aber es kommt zu keinen Wechselwirkungen mit den
explizit £-abhéngigen Termen in den beiden zugehérigen SDE’s. Ohne die
Eichkovarianz zu zerstéren, konnen diese sogar vollstindig vernachlissigt
werden, d.h. es kann die eichkovariante Niherung

d°l T
9| Bopi? Gorup—1156) =0 (C.27)
in der SDE fiir S bzw.
dPl o ~TT
Q/W% Gz,z M(p—l;l,k;-;f):o (C.28)

in der SDE (C.21) fiir C(N;;lw die die beiden niedrigsten N&herungsstufen
der Fichndherung definieren, vorgenommen werden. In der ersten Stufe wird
in den SDE’s (C.21) fiir die beiden Propagatoren nur der Longitudinalanteil

<o . .. . . . . .
von CGMM eichkovariant beriicksichtigt, was auf die beiden linearen, entkop-
pelten Gleichungen

DR (ki€) = =5t (k) + €0 (k)]

ﬁ(o)w(k)

(p —m1)S(p; &) = 1+592/(2i713)lml/_4§(p_1;5) (C.29)

*Die in [Ds 64] spezifizierten Naherungen fiir die SDE’s werden mit Spektralansitzen
fiir die Greenschen Funktionen gelost. Nach heutiger Kenntnis iiber die Singularitits-
struktur der Greenschen Funktionen kann die Existenz einer Spektraldarstellung jedoch
nicht vorausgesetzt werden.
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fithrt. Die LKT fiir den Bosonpropagator ist trivialerweise erfiillt, es han-
delt sich um eine Quenched-Approximation. Die SDE fiir den Fermionpro-
pagator wird fiir £ = 0 durch seine nullte Ordnung gelést. Aufgrund der
Eichkovarianz des Ndherungsverfahrens ergibt sich fiir £ # 0

D
S(p; 5) = / (;iﬂ_)lD Zé — ll_ ml As(lvf) ) (030)

d.h. die LKT fiir den Fermionpropagator mit seiner nullten Ordnung als
Startwert, die wir fiir den Fall m = 0 bereits in Form einer Reihendarstellung
(C.20) angegeben haben.

Die zweite Stufe der Eichndherung ergibt sich durch die Wahl der tri-
vialen Losung der Differentialgleichung (C.10) fiir den Transversalanteil der

. ~TT, . .. .1 .
néchst hoheren Greenschen Funktion, G, ™. Dies fiihrt fiir die Drei-

punktfunktion CG;’{L auf die SDE

(B — m1) Gy (pi ki 5 &) = =g, DT () S (p+ 3 )

dP1 -
" 59/ (2m)Pi ZITCGQHP—Z%’“%'%&), (C.31)

die die eichkovariante Losung

c ~T, le ¢ ~T, ~
Gy (piki €)= /W Cot(p =Lk € = )AL
c =T, ~ -
G (piki€=0) = =gy, DT (k)S(p+ ki€ = 0) (C.32)

besitzt. Anders als in der ersten Niherungsstufe fiir ' reduziert sie sich in

Landau-Fichung £ = 0 nicht auf die nullte Ordnung von C(NJ;’{L, sondern stellt
die eichkovariante Fassung einer der beiden Entkopplungsndherungen nullter
Ordnung fiir die transversalen zusammenh&ngenden Greenschen Funktionen
dar, auf die wir im Zusammenhang mit der Untersuchung der W-Hierarchie
in Anhang A aufmerksam gemacht haben. Auf die eigentliche Vertexfunk-
tion umgeschrieben lautet die SDE (C.31)

ViR ik = 575 _1mlvgt9“(k)
2 D
+ g_l(p)]/; Egml / (Qi)f)i 11—45(19 —OVTH(p = Lik;)S(p— 1+ k)
x S7Yp+k). (C.33)

Diese Niherung fiir die Vertexfunktion V# respektiert zwar nach Konstruk-
tion ithre WTI (B.16), nicht aber ihre WI (B.26), denn fiir £ = 0 folgt im
Limes k£ — 0

Vb — 056 = 0) = { 57016 = 0) oy, 1O} (k) . (C31)

# 507571 (1:€=0)
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Dariiberhinaus erkennen wir, daf§ die niedrigste Entkopplungsndherung fiir
die (transversale) Vertexfunktion, die Setzung

Vs (py ks €) = 7,1 (k) (C.35)

offensichtlich keine eichkovariante Niherung darstellt. In Landau-Fichung
& = 0 fiihrt die Vertexndherung (C.33) auf das folgende geschlossene, nichtli-
neare Gleichungssystem zur Bestimmung der beiden Propagatoren S(p) und

Do (k)

. dP1 1 -
1,7 52 2 0
D, (k) = k=t (k) — g tr/ (27)Di 'Vul — m17 Lo (k)S(k +1)

D
S7Hp) = zﬁ—m1+gz/(;)gﬂ“l _1m1’ygDZM(p—l) . (C.36)

fiir das uns keine analytische Lésung bekannt ist. Falls die Propagatoren
fir £ # 0 benotigt werden, kénnen diese aufgrund der Respektierung der
Eichkovarianz durch das Niherungsverfahren durch Anwendung der LKT
auf die Losungen fir £ = 0 ermittelt werden. Die Vertexfunktion V71
ergibt sich gemafl G1.(C.33) aus den Losungen fiir die beiden Propagatoren.

Die Fortsetzung dieses Verfahrens auf héhere Greensche Funktionen fiihrt
auf eichkovariante Versionen der nichtlinearen Entkopplungsndherungen der

SD-W-Hierarchie.

Eine longitudinal-regulire Eichndherung

In der longitudinal-singuldren Eichnidherung fiihrt die vollstindige Appro-
ximation der héchsten Greenschen Funktion durch ihren singuldren kano-
nischen Longitudinalanteil zur Brechung ihrer WI. Als Folge davon sind
auch die WI niedrigerer Greenscher Funktionen gebrochen, als Beispiel vgl.
GL(C.34). Dies kann umgangen werden, indem fiir die in der betrachte-
ten N&herungsstufe der Fichndherung hochste Greensche Funktion eine re-
guldre und zusdtzlich ihre LKT respektierende Auswertung ihrer WTI vor-
gegeben wird. Nach Anhang B erfordert die reguldre Auswertung der WTI
einer Greenschen Funktion die Bildung einer aus ihrem singuldren kano-
nischen Longitudinalanteil und einen ebenfalls singuldren Transversalanteil
bestehenden Kombination. Zur Etablierung einer reguliren Fichniherung
der SDE’s ist deshalb ihre Formulierung in dem zweiten Typ der kanoni-
schen Fichkovarianten, den nur bzgl. der Bosonbeine amputierten zusam-
menhdngenden Greenschen Funktionen, geeigneter. Fiir die beiden Propa-
gatoren und die zusammenhdngende Dreipunktfunktion ergibt sich mit den
Bezeichnungen aus GL.(C.8)

D7 (k) = 2 [0 (k) + % 1 (k)

D
- gztr/(;)fgi Y SOV (I ks ) S+ k)

ASJ (Likse)

(= m1)S(p) = 1
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D

Ay (Lip=13)
(F — mL)AL (ps ks ) = 4*S(p + k)
le ~ od gy &
- gZ/W%D”U(p— DS p(Lp =1 k;)S(p + k) - (C.37)

ASE (Lip—Lks)

Die niedrigste Stufe der longitudinal-reguldren Fichndherung erhalten wir
durch die Vorgabe einer reguliren und eichkovarianten Losung der WTI fiir
die Vertexfunktion A;l. Wir wéhlen dazu die minimal reguldre Darstellung

(B.60) fiir A%

0 LI
A?\%R;Z,I(p; ky-) = _8—1% /0 dA\S(p+ Ak), (C.38)

die, aufgebaut aus der BEichkovarianten §, mit der LKT (C.10) fiir /NVQLJ
vertriglich ist, aber wie bereits betont nicht auf den richtigen Limes g — 0
fiir /NVQLJ fithrt. In die SDE (C.37) fiir den Bosonpropagator eingesetzt erhal-
ten wir nach partieller Integration einen verschwindenden Vakuumpolarisa-
tionstensor

. ol
1I (k) = tr W’Y AZ,I;U(Z;k;')

Pl o (v
_ w2
= tr/(%)Dﬂ aly/o dX S(1+ Ak)
= 0, (C.39)

so daf} die niedrigste Stufe der longitudinal-reguldren Fichn&herung ebenfalls
eine (eichkovariante) Quenched-Approximation

darstellt. Der Ansatz (C.38) erlaubt die folgende Umschreibung der SDE
(C.37)

G 9 dPl = (0) Ty
(#—m1)S(p;€)=1-g /WV“DWU;OAM@— I;1556)

o [ dP1 B N
= ? o). o
tgiss [ [ o D05 - (1 - N ko)
_A/

0 1 AP ~ p— 1% )
1 2 dA/A/_D/i MD(O) X l/‘
+y 3],”/0 i ! o (7€ S56)
S——
=\2DI) (p=13¢)
2

Lt3 8/ Tl DO 1)3:6) (C.41)
3-Dap, ) (2m)Di | T \PT SIS ‘
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Benutzen wir noch die Beziehung

O opwr (B=D)E+(D—1
DOy = BEDERD = (C.42)

dann erhalten wir schlielich die folgende lineare Faltungsgleichung fiir S

~ — D ~
($—m1)S(p;€) = 1+ 3D_ 592/(: )f)i 11—45(1)—1;5)

+ & / S Lsw-16) (C.43)

Ein Vergleich mit der SDE (C.29) fiir S in der niedrigsten Stufe der longi-
tudinal-singuldren Eichndherung zeigt, daf die beiden aus den loopinternen
Longitudinalanteilen stammenden, explizit £é—abhdngigen Anteile {iberein-
stimmen, dariiberhinaus jedoch in G1.(C.43) in eichkovarianter Weise Trans-
versalanteile der Vertexfunktion Ag 1 beriicksichtigt sind, die eine fiir £ = 0
nichttriviale SDE zur Folge haben. Die Zusammenfassung der beiden aus
dem Longitudinal- und Transversalanteil von /NVQLJ stammenden Anteile

. — D N
(p —m1)S(p;§) = 1+(3D_—S+£)92/(2i)éi 1’1—45(1)—1;{) (C.44)

ermoglicht es, die Losung dieser SDE aus der Losung (C.30) der SDE (C.29)
der longitudinal-singuldren Eichnidherung durch die Ersetzung
D-1
"= — C.45
(==t (C.45)

zu gewinnen. Im Ortsraum geschrieben ergibt sich mit der LKT (C.11) fiir
den Fermionpropagator

S(x:6) = Ax;:6)5(x:£=0)

_ {eg23D —xe (@ )5(0)(96)}69 éxe(z)
=S(z;¢=0)
dP1 L .

Fiir die zweite Stufe der longitudinal-reguléren Eichnéherung benétigen
wir in der Ay ;-SDE (C.37) einen Ansatz fiir A%, der die beiden WTI

kA (pik, ) = ASy(pigs)— ASy(p+ ksqs0)
WA ik g) = Ay(piki) = AL (p+ ai k) (C.47)

reguldr und eichkovariant auswertet. INine mogliche Wahl stellt die minimal
reguldre Losung der WTT aus Anhang A dar

! AL (p+ Ak'q;-) AL ((p+ A ks )
(pik,q;-) = —/ dA{ 2 n 2 o }

j224
AMR,z,z

d/\/ dN S —I—/\k—I—A’ , C.48
%% / S(p 9 . (Cas)
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die, formuliert in den Fichkovarianten /1571 und S, mit der LKT (C.10) fiir

/NVQLE vertriglich ist. In die SDE (C.37) fiir /NVQLJ eingesetzt erhalten wir unter
Benutzung der SDE (C.37) fiir den Fermionpropagator

(p — mL)AL (pi k) = 4"S(p+ k)

2 le 314 AOH
-9 D" (DA 5(p = 15 K5 )

(2m)P4
= 7"S(p+k)
o [ U - p—l -
’ il — v (T ONAE (] ke
+ 9 8[)0/0 dA A /(%)Di Yo Do (A (G )

o ! -
- a—m/o N[+ M — m1]S(p + Ak)

2 1 A°l o p— I+ Nk -
_Z dA /\_D/ d/\’/i, LDV s (——)S5(1).
g%%A 0 i 1D S0

(C.49)

Diese SDE, fiir uns keine analytische Losung bekannt ist, beinhaltet im Ge-
gensatz zur zweiten Stufe der longitudinal-singuldren Eichndherung selbst
in Landau-Eichung £ = 0 eine iiber die Inhomogenitdt ’y“g(p—l— k) hinausge-
hende Charakterisierung von /NVQLJ.

Die longitudinal-reguldre Eichndherung kann prinzipiell fiir eine belie-
bige Niherungsstufe formuliert werden, indem die reguldre und eichkova-
riante Auswertung der WTI fiir eine beliebig hohe, teilamputierte zusam-
menhdngende Greensche Funktion vorgenommen wird.

Wir betonen, dafl wir zur Zeit keine einfache Moglichkeit sehen, die
longitudinal-singuldre bzw. longitudinal-reguldre Eichn&herung auf die SDE’s
(1.26) fiir die drei Basisvertices zu iibertragen. Die fiir die longitudinal-
singuldre Eichndherung wesentliche Elimination der Longitudinalanteile aus
den SDE’s (1.26) kann zumindest nicht vollstdndig vollzogen werden, da
aufgrund der integralen Form der WTI fiir den 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerns
szx’;é in Tabelle (B.2) nicht alle in seiner unendlichen Skelettentwicklung
auftretenden Longitudinalanteile auf einen Schlag erfafit werden kénnen.
Die als Input fiir die longitudinal-reguldre Eichniherung benétigte minimal
reguldre Auswertung der WTI 148t sich zwar nach Anhang B auch fiir die
eigentlichen Vertices durchfiithren, fithrt jedoch auf die teilamputierten zu-
sammenhdngenden Greenschen Funktionen umgeschrieben zu keinen eichko-
varianten Ausdriicken, vgl. dazu die auf diese Weise gewonnene Darstellung

(B.61) fiir A% .



Anhang D

Die multiplikative
Renormierung der SDE’s

Der Nachweis der stérungstheoretischen multiplikativen Renormierbarkeit
(STMR) ist fiir die QED zuerst von [Dvy 49] und [Sa 51] auf der Grundlage
der SDE’s (1.26) fiir die drei Basisvertices S, D* und V* gefithrt worden.
Fiir eine ausfithrliche Darstellung des im Detail sehr aufwendigen Beweises
vgl. [BD 65]. Wir referieren nachfolgend die als Grundlage fiir diesen Beweis
dienenden, multiplikativ renormierten SDE’s fiir die drei Basisvertices, um
direkt aus den SDE’s nichtperturbative Niherungen ableiten zu kénnen, die
mit der STMR vertréglich sind.

Die multiplikativen Renormierungsvorschriften der QED

Die Annahme, daf} alle zur Beseitigung der Divergenzen der QED notwendi-
gen Gegenterme ihrer Struktur nach bereits in der Lagrangedichte der reinen
QED enthalten sind, fithrt auf das Konzept der multiplikativen Renormie-
rung, d.h. fiir jeden Parameter und jedes Feld wird zunichst eine eigene
Renormierungskonstante eingefiihrt

vo— 770,
AP =z
9 = Zg(g:1°)
m = Zym,
§ = Z&
gVArY = 7y (g,pu° )V, AN,
7 = 77i7,. (D.1)

Von der nackten Kopplung haben wir ihre Massendimension mittels einer
beliebigen Renormierungsmassenskala y abgespalten, so dafi die renormierte
Kopplung fiir alle raumzeitlichen Dimensionen D als dimensionslose Grofie
definiert werden kann. Aus den WTI (B.14/B.16) fiir den Bosonpropagator
D und die Vertexfunktion V* folgen fiir die Renormierungskonstanten die
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Einschriankungen

Ze = U3

I o= Tam L, =757 . (D.2)
Um auch Niherungen der SDE’s noch multiplikativ renormieren zu kénnen,
die die WTI brechen, werden wir von diesen Relationen nicht von Anfang

an Gebrauch machen. Mit den multiplikativen Renormierungsvorschriften
fiir die drei Basisvertices

S = 7,5,
D" = ZsDH
Ve = zolve (D.3)

und den sich zusammen mit den niedrigsten Beitrdgen ihrer Skelettentwicklung
(1.32) daraus ergebenden multiplikativen Renormierungsvorschriften fiir die
beiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerne

551?2,2 = Z1_2Z2 ssf(;Q (D4)
551174,0 = Z1_2Z3 ssf(Z’O (D5)
kénnen die SDE’s (1.26) von den nackten auf renormierte Basisvertices und
Kopplungsparameter umgeschrieben werden. Die renormierten SDE’s besit-
zen selbst als Funktionale der drei renormierten Basisvertices Divergenzen,

die durch geeignete Definition der in ihnen auftretenden Renormierungskon-
stanten beseitigt werden miissen.

STMR der Vertexfunktion V*

Die Vertexkorrekturen /&é‘l /2) in GL.(1.26) renormieren sich als Funktionale
der vollen drei Basisvertices wie V# selbst

92/1?1/2)[57 Dv ‘N/] = Zl—l(ngus)ZAé/z)
so daBl in den auf renormierte Vertices und Kopplungen umgeschriebenen
SDE fiir V' nur eine im Bezug auf die divergenten Loop-Integrale additive
Renormierungskonstante Z; erscheint !

[Srvbraf/r] ’ (D6)

p-1
k k
R ON 2
P P
ptk
p+k
14
14
p+k p+k
= Ziy" = (g:17) @‘@ . (D7)
k k
pr
P

-k

Wir fithren keine neuen Graphenelemente fiir die renormierten Basisvertices ein.
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Die Vertexkorrekturen in der nichtresummierten Form der SDE’s (A.44) ent-
halten die Vertexfunktion nullter Ordnung, so dafl ihnen die fiir den Nach-
weis der STMR der QED entscheidende Renormierungseigenschaft (D.6)
nicht zukommt. Die Loop-Integrale in GL.(D.7) sind gem&f der Massen-
dimension von V* in D = 4 oberflichlich logarithmisch divergent. Di-
vergente Subintegrationen enthalten sie aufgrund der oberflichlich konver-
genten Loop-Integrale in der Skelettentwicklung (1.32) der beiden Bethe-
Salpeter-Kerne 55];7272, sz(470 nur in Form von bereits zu vollen Basisvertices
zusammengefafiten Selbstenergie- oder Vertexeinschiiben, so dafi die Funk-
tionale /1?1/2) frei von Uberlappdivergenzen sind. Wegen dieser einfachen

Divergenzstruktur kann /1?1/2 durch eine overall-Subtraktion oder eine Ab-

leitung nach einem der dufleren Impulse vollstindig renormiert und die addi-
tive Renormierungskonstante Z; aus den renormierten SDE’s (D.7) beseitigt
werden. Hieraus folgt insbesondere, daf} die Beseitigung der Divergenzen von
V*# allein durch Subtraktionsterme mit v#—Tensorstruktur erreicht werden
kann, d.h. diese ist die ausgezeichnete divergenzerzeugende Tensorstruktur
von V#. Ab der Zwei-Loop-Ordnung treten zwar auch in anderen Tensor-
strukturen von V*# Divergenzen auf, diese sind jedoch nicht als eigenstindig,
sondern als durch die y#—Tensorstruktur oder die beiden Propagatoren in-
duziert anzusehen. Umgekehrt betrachtet entkoppelt die y#—Tensorstruktur
von V* nur fiir die Bestimmung der pro Kopplungsordnung fiihrenden Di-
vergenzen (Leading-Log’s) von den iibrigen Tensorstrukturen, ? da ab der
Zwei-Loop-Ordnung die pro Kopplungsordnung nichtfiihrenden Divergenzen
der v#—Tensorstruktur von den restlichen Tensorstrukturen mitbestimmt
werden.

STMR des Fermionpropagators S

Die multiplikative Renormierung des Fermionpropagators 14t sich am ein-
fachsten auf der Basis der renormierten WTI

ka2 = 570+ ) = 57 () (D.3)
bzw. fiir regulére Vertexfunktionen der renormierten WI
V05 = 257 () (D.9)
dp,

durchfithren. Danach ist S,(p) eine redundante GréBe, d.h. S-'(p) kann bis
auf eine additive Konstante, die der Festlegung eines Renormierungsschemas
entspricht, aus der renormierten Vertexfunktion V;* gewonnen werden. Hier-
aus folgt insbesondere die effektiv logarithmische Divergenz der oberflichlich
linear divergenten Fermionselbstenergie Y. Betrachten wir trotzdem die
SDE fiir den renormierten Fermionpropagator

( e Y) ! = Zo (Y — Zr 1)

p

2Aufgrund der quadratischen Divergenz der Vakuumpolarisation ist dieser Sachver-
halt keineswegs selbstverstandlich, sondern verlangt eine genaue Analyse der SDE’s; in
die zundchst auch andere Tensorstrukturen von V*# miteinbezogen werden miissen, vgl.
[LA 65].
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+ Zl(ghus)z . (D.lO)

l

Sie enthilt ein oberflichlich linear divergentes Loop-Integral und in Bezug
auf dessen Divergenzen sowohl additive, als auch die multiplikativ auftre-
tende Renormierungskonstante 7. Letztere deutet auf logarithmisch diver-
gente Subintegrationen in Y, die mit Vertexeinschiiben identifiziert werden
kénnen und ab der Zwei-Loop-Ordnung in ¥ zu Uberlappdivergenzen fiihren,
hin. Infolgedessen konnen die Divergenzen der Fermionselbstenergie (D.10)
nicht durch overall-Subtraktionen beseitigt werden. Vielmehr muf als Vor-
aussetzung fiir die erfolgreiche Durchfiihrung eines Subtraktionsverfahrens
die Kombination Z;v# mit Hilfe einer der renormierten V*-SDE’s (D.7) aus
der Fermionselbstenergie eliminiert werden. Dies fithrt auf die SDE

(* Z2]¢ Zmr

OO

+ (gop°)? ; a*@*@ - (D.11)

die neben einem overall linear divergenten Ein-Loop-Integral ein weiteres,
overall linear divergentes Zwei-Loop-Integral, dafiir aber nur noch bzgl.
deren Divergenzen additiv auftretende Renormierungskonstanten enthélt.
Das Zwei-Loop-Integral enthélt zwar logarithmisch divergente Subintegra-
tionen, diese werden jedoch durch entgegengesetzte Beitrige von dem um
zwei Kopplungsordnungen niedrigeren Ein-Loop-Integral beseitigt, so daf X
aus GL(D.11) entgegen dem ersten Anschein insgesamt frei von Uberlappdi-
vergenzen ist. Durch die Anwendung von Subtraktionen oder Ableitungen
nach dem &ufleren Impuls kann dieser Umstand manifest gemacht werden.
Beispielsweise eliminiert die erste Ableitung der Fermionselbstenergie (D.11)
nach dem &ufleren Impuls die Renormierungskonstante Z,, und fiihrt auf
overall logarithmisch divergente Loop-Integrale mit konvergenten Subinte-
grationen. Durch eine weitere Ableitung oder eine Subtraktion kénnen die
restlichen overall-Divergenzen zusammen mit der Renormierungskonstante
Z5 beseitigt werden.

STMR des Bosonpropagators Dw

Die multiplikativ renormierte SDE fiir den Bosonpropagator lautet

(NN = R 82— R

& T
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k+l

~ Zi(gep)’ , (D.12)
k k

l
sie enthélt ein overall-quadratisch divergentes Loop-Integral und analog zur
SDE (D.10) des Fermionpropagators die multiplikative RK 71, d.h. mit Ver-
texeinschiiben identifizierbare Uberlappdivergenzen. Die Elimination der
Kombination Z;v* mittels einer der renormierten V#-SDE (D.7) fiihrt auf
die SDE

( ANV~ = —F29 (p) Z5 — ék?lwu@)

k
oo
k k
oo o
k k

Diese Form der SDE, die die Bose-Symmetrie der Vakuumpolarisation IT*
manifest macht, enthédlt neben einem in D = 4 overall quadratisch diver-
genten Fin-Loop-Integral ein ebenfalls overall quadratisch divergentes Zwei-
Loop-Integral mit Uberlappdivergenzen, die aus dessen logarithmisch di-
vergenten Subintegrationen resultieren. Die Uberlappdivergenzfreiheit der
gesamten, nach der WTI (B.14) transversalen, Vakuumpolarisation G

I (k) = k26 (k)II(K?) (D.14)

wird durch die folgende Identitit fiir die Polarisationsfunktion I1(k?) verstind-
lich e 9 9
(k?) = I, (k). D.1
() 2(D — 1)k2 9k, Ok> " (k) (D.15)
Nach Anwendung der zweifachen Ableitung auf IT* aus GlL.(D.13) ergeben
sich overall-logarithmisch divergente Loop-Integrale mit konvergenten Sub-

integrationen und eine in Bezug auf Divergenzen nur additiv auftretende
Renormierungskonstante Z3. Diese kann zusammen mit den Divergenzen
durch eine Subtraktion oder eine weitere Ableitung nach dem &ufleren Im-
puls beseitigt werden.

Damit die vorausgegangenen Uberlegungen zur STMR der drei Basis-
vertices zu einem echten Beweis der STMR der QED werden, miissen die
drei renormierten SDE’s (D.7/D.11/D.13) zusammen und im Rahmen ei-
ner vollstindigen Induktion nach der Fichkopplung betrachtet werden, vgl.
[BDp 65]. Die Renormierbarkeit hoherer Vertices ergibt sich aus der ober-
flachlichen Konvergenz ihrer Skelettentwicklungen nach den drei Basisver-
tices. Der Nachweis der STMR der QED unter Bezugnahme auf die renor-
mierten SDE’s (D.7/D.11/D.13) erscheint nach dem heutigen Wissen iiber
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die stérungstheoretische multiplikative Renormierung einer QFT als unnétig
kompliziert. Dieses Vorgehen geht jedoch insofern iiber einen reinen Nach-
weis hinaus, als es zeigt, dafl es prinzipiell méglich ist, durch Anwendung
geeigneter Subtraktionen oder Ableitungen nach den dufleren Impulsen die
renormierten SDE’s in der Form GL(D.7/D.11/D.13) auf einen Schlag in
vollsténdig endliche dynamische Grundgleichungen fiir die drei multiplika-
tiv renormierten Basisvertices V.S, und DI zu iiberfiihren, aus denen
sich durch Iteration nach der Eichkopplung ohne Verwendung eines Regu-
larisierungsverfahrens zumindest der endliche Gehalt der Stérungsrechnung
gewinnen 1iBt. 3 Ob dieser Sachverhalt sogar dazu benutzt werden kann, die
nichtperturbative Kontinuums-QED4 auf der Basis der renormierten SDE’s
(D.7/D.11/D.13) zu definieren, héngt freilich davon ab, ob das ihnen zu-
grundeliegende Konzept der multiplikativen Renormierung auch fiir nicht-
perturbative Definitionsversuche tragfihig ist. Da die Antwort auf diese
Frage von der Lésung der regularisierten Theorie selbst abhdngt, ist es bes-
ser, ohne Vorurteile hinsichtlich der Renormierung zu starten, d.h. von den
zwar regularisierten aber nackten SDE’s auszugehen. Trotzdem macht es zur
Bewertung von nichtperturbativen Ndherungsverfahren fiir die SDI’s Sinn
zu fordern, daf} ihr perturbativer Gehalt multiplikativ renormierbar sein soll.
Nach der vorausgegangenen Untersuchung ist dies garantiert, wenn sich die
auf renormierte Groflen umgeschriebenen SDE’s ohne das Auftreten von Di-
vergenzen (perturbativ) iterieren lassen.

Zur Etablierung von nichtperturbativen Ndherungen der SDE’s, die mit
der STMR der QED vertriglich sind, ist entweder die Formulierung von
Ansitzen fiir die Vertexfunktion, beispielsweise durch Auswertung ihrer
WTI (B.16), oder die Formulierung einer Vertexgleichung durch Abbrechen
der Skelettentwicklung (1.32) fiir die beiden Bethe-Salpeter-Kerne denkbar.
Zur Wahrung der multiplikativen Renormierungsvorschriften (D.3) mufl die
Vertexfunktion fiir beide N&dherungsverfahren in Form eines Funktionals der
drei vollen Basisvertices konstruiert werden.

Fiir die Formulierung von Vertexansitzen kann die STMR als Konstruk-
tionsprinzip verwendet werden. Beispielsweise erfiillen die beiden Vertex-
ansatze

Vipskse) = t“”(k)%Jri—Z{?‘l(er k)= 57}
VE(pik;e) = 12—2{5_1(17+k)—§_1(1’)} (D-16)

beide die WTT fiir V* (keiner die WI (B.26)), jedoch respektiert nur der
zweite Ansatz die multiplikative Renormierungvorschrift (D.3) der Vertex-
funktion. Da die multiplikative Renormierung von V*# im Abspalten eines
globalen Faktors besteht, nimmt sie bei Vorgabe des durch die WTI (B.16)
bestimmten Longitudinalanteils sofort Einflufl auf den Transversalanteil von
V*#. Fiir Vertexansitze ist die Wahrung der multiplikativen Renormierungs-

vorschrift der Vertexfunktion sowie threr WTI (B.16) nur ein notwendiges
Kriterien dafiir, dafl die STMR der SDI’s gewahrt bleibt. D.h. im Rahmen

®Dieser Sachverhalt ist fiir jede multiplikativ renormierbare QFT erfiillt. Fiir eine
Darstellung der renormierten SDE’s in der QCD vgl. [BL 77].
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von Vertexansdtzen muf} diese i.allg. explizit nachgepriift bzw. sichergestellt
werden. Diesbeziiglich ist die Rainbow-Approximation

Vi(pikse) =" (D.17)

besonders interessant, da innerhalb dieser Niherung die fiir die Uberlapp-
divergenzen in den SDE’s (1.26) der beiden Propagatoren S und D" ver-
antwortlichen Vertexeinschiibe vollstdndig unterdriickt werden. Durch die
folgenden Vorschriften kann fiir die Rainbow-Approximation eine konsistente
multiplikative Renormierung vorgenommen werden:

1. Entsprechend der Niherung der Vertexfunktion ist es sinnvoll, Z; = 1
zu setzen und Zy unabhingig davon aus der Singularitdtsstruktur des
Fermionpropagators zu bestimmen, d.h. die Relation Z; = Z; muf}
aufgegeben werden. Infolgedessen ist die Kopplungsrenormierung der

vollen Theorie .
-2

_1
Z,= 207" 7,2 "2 72 (D.18)
fiir die Rainbow-Approximation gemif der Vorschrift
_1
Z,= 71752 (D.19)

abzuindern.

2. Nach GL.(B.15) fithrt die gebrochene WTI der Vertexfunktion auch
zur Brechung der WTI (B.14) des Bosonpropagators, so daff die Rela-
tion Z¢ = Z3 aus sich heraus nicht erfiillt ist. Um einen nichttrivialen
Longitudinalanteil von D* zu umgehen, der eine vom Transversalan-
teil unabhéngige multiplikative Renormierung mit Z; erfordern wiirde,
projizieren wir aus der Vakuumpolarisation einen “Transversalanteil”
mit zugehoriger Polarisationsfunktion II(p?) heraus und setzen den
Longitudinalanteil von D* gemif der WTT (B.14) auf seine nullte Ord-
nung fest. Zur Bestimmung von 1I(p?) kénnen wir nicht den Transver-
salprojektor t*¥(k) verwenden, da dieser wegen der gebrochenen WTI
(B.14) des Bosonpropagators auf eine echt quadratisch divergente Po-
larisationsfunktion, die mit Zs allein nicht renormiert werden kénnte,
fithren wiirde. Wir verwenden dazu den Projektor [BrR 89]

1 Py’
P = —D
(v) (D—Uﬁ{g p2}
Pp,l/(p)gm/ =0
Pu(p)(=p*p") = 1, (D.20)
und definieren geméaf
I(p?) = P (p)I1*(p) (D.21)
4

eine logarithmisch divergente Polarisationsfunktion.

*Die quadratische Divergenz in f[‘“’(O) muf proportional zum invarianten Tensor g"*
sein und wird folglich durch Anwendung des Projektors P, (p) eliminiert.
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Nach den Untersuchungen zur STMR der SDE’s ist dagegen von Nihe-
rungen fiir die Vertexfunktion, die durch das Abbrechen der Skelettentwik-
klung (1.32) der beiden Bethe-Salpeter-Kerne erzeugt werden, zu vermuten,
daB sie die STMR automatisch respektieren, sofern die WTI (B.14/B.16)
fiir D* und V*, die die effektiv logarithmische Divergenz der Selbstener-
gien sicherstellen, gewahrt bleiben.
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