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EinleitungF�ur die �Uberpr�ufung der Konzepte der Quantenfeldtheorie (QFT) ist dieQED von besonderer Bedeutung, da sie von denjenigen QFT, die den An-spruch erheben, einen Teil der Physik der Elementarteilchen zu beschreiben,den strukturell einfachsten Aufbau besitzt. Die f�ur die nichtperturbativeKontinuums-QED4 nach wie vor o�ene Existenzfrage zeigt, da� den Vorher-sagen der perturbativen QED, die bekanntlich zu den am besten �uberpr�uftender Theoretischen Physik z�ahlen, ein noch unvollst�andiges Verst�andnis dernichtperturbativen QED gegen�ubersteht. Der Fortschritt in der Compu-tertechnologie hat allerdings in den letzten Jahren die Durchf�uhrung ei-ner detaillierten numerischen nichtperturbativen Strukturuntersuchung derQED4, die auf Gitterrechnungen [G�o 91] und gen�aherten SDE's [Ra 91] be-ruht, erm�oglicht. Danach scheint sich f�ur die Kontinuums-QED4 die zuerstvon [Lp 55] formulierte Trivialit�atshypothese, wonach der Kontinuumsli-mes zu einer Entkopplung von Boson- und Fermionfeld f�uhrt (Trivialit�at),zu best�atigen. Die g�angige Deutung dieses Ph�anomens ist, da� die nichtper-turbative QED4 als eine Cut-O�-Theorie zur Beschreibung der Niederener-giephysik angesehen werden mu�.Aufgrund der Willk�ur, die grunds�atzlich mit der Wahl eines Regularisie-rungsverfahrens verbunden ist, f�allt es allerdings schwer zu akzeptieren, da�der De�nitionsproze� f�ur die QED4 auf dem Niveau der regularisierten Theo-rie endet, zumal die obengenannten Untersuchungen zeigen, da� die QED4nur im Schwachkopplungsbereich eine (ann�ahernd) konsistente, d.h. (mul-tiplikativ) renormierbare Cut-O�-Theorie darstellt. Die vollst�andige Be-antwortung der Existenzfrage f�ur die nichtperturbative Kontinuums-QED4impliziert auch die kritische �Uberpr�ufung der einzelnen Konzepte, die demjeweiligen De�nitionsversuch zugrundeliegen. Dazu z�ahlen das Regularisie-rungsverfahren, die Art der Renormierung und die Vorschriften zur Durch-f�uhrung bzw. Approximation des Kontinuumslimes.Wir unternehmen in dieser Arbeit den Versuch, die Aussagen �uber dieExistenz und Struktur der Kontinuums-QED4 auf ihre Unabh�angigkeit vomverwendeten Regularisierungsverfahren zu testen. Dazu w�ahlen wir denZugang zur QED mittels der Schwinger-Dyson-Gleichungen (SDE's), f�urdie es prinzipiell denkbar ist [St 92], andere als das herk�ommlicherweisef�ur nichtperturbative Untersuchungen verwendete Gitter- bzw. Impuls-Cut-O�-Regularisierungsverfahren zu verwenden. Es ist ein Hauptanliegen die-ser Arbeit, Argumente und explizite Beispiele daf�ur beizubringen, da� sichspeziell das dimensionelle Regularisierungsverfahren, das mit den wesentli-chen Strukturmerkmalen der QED, z.B. der Poincar�e- und Eichkovarianz,3



Einleitung 4von vornherein vertr�aglich ist, auf nichtperturbative L�osungsversuche derSDE's �ubertragen l�a�t. Dieser Umstand gr�undet sich wesentlich auf dieFormulierung der Theorie in Form von dynamischen Grundgleichungen, dieLoop-Integrale enthalten und stellt unserer Kenntnis nach ein Novum desSD-Zugangs dar.Die Arbeit ist im einzelnen wie folgt gegliedert:In Kapitel 1.1 problematisieren wir den nichtperturbativen SD-Zugang zurQED anhand einer Diskussion des Problems der Randbedingungen f�ur diefunktionalen SDE's, wonach diese nur bei Hinzunahme geeigneter Rand-bedingungen eindeutige nichtperturbative L�osungen besitzen, vgl. [Ri 88]und [Be 89]. In Kapitel 1.2 referieren wir die als dynamische Grundglei-chungen f�ur diese Arbeit dienenden SDE's f�ur die drei ober
�achlich primitivdivergenten (Basis-) Vertices der QED. Die Herleitung und Diskussion derSD-Hierarchien f�ur die verschiedenden Typen Greenscher Funktionen ist inAnhang A zusammengestellt. Als Grundlage f�ur die Bewertung und Etablie-rung von N�aherungsverfahren f�ur die SD-Hierarchien ist in den Anh�angenB-D die Diskussion von drei der wichtigsten Strukturmerkmale der QED, dieWard-Takahashi- bzw. Ward-Identit�aten, die Eichkovarianzeigenschaften inForm der Landau-Khalatnikov-Transformationen und die st�orungstheoreti-sche multiplikative Renormierbarkeit aus der Sicht der SDE's dargestellt.N�aherungsverfahren, die diese Strukturmerkmale zumindest z.T. respektie-ren, stellen wir in Form von Ans�atzen f�ur die Vertexfunktion in Kapitel1.3 und in Form einer N�aherung f�ur eine der SDE's der Vertexfunktion, dieauf einer regul�aren Auswertung der Ward-Takahashi-Identit�at des Bethe-Salpeter-Kerns beruht, in dem abschlie�enden Kapitel 5 dieser Arbeit vor.Unabh�angig von speziellen N�aherungen f�ur die SDE's der drei Basis-vertices zeigen wir in Kapitel 2.1, da� die UV-asymptotische Freiheit derQEDD<4, die wir anhand einer Renormierungsgruppenanalyse studieren,dazu verwendet werden kann, auch den nichtperturbativen Gehalt der for-malen SDE's auf der Basis der Wilsonschen Axiome der dimensionellen Re-gularisierung zu de�nieren. Das Kapitel 2.2 enth�alt eine Gegen�uberstellungder Vorschriften, die in nichtperturbativer dimensioneller Regularisierungbzw. einer Cut-O�-Regularisierung die Durchf�uhrung des Kontinuumslimesbestimmen.Konkrete nichtperturbative Strukturuntersuchungen der QED in dimen-sioneller Regularisierung f�uhren wir im Rahmen von Entkopplungsn�aherun-gen f�ur die SDE's, die das Problem der Randbedingungen weitgehend zu um-gehen gestatten, durch. Dazu betrachten wir in Kapitel 3/4 die Quenched-Rainbow- und die Rainbow-Approximation, die bereits ausf�uhrlich im Rah-men einer Cut-O�-Regularisierung betrachtet worden sind, so da� am Bei-spiel dieser N�aherung die Unabh�angigkeit der Strukturuntersuchungen vomverwendeten Regularisierungsverfahren explizit �uberpr�uft werden kann. Dienumerischen und analytischen L�osungsversuche dieser beiden N�aherungenerlauben es, in nichtperturbativer dimensioneller Regularisierung f�ur dieQED die Trivialit�atsfrage und { als Beispiel f�ur einen rein nichtperturbativenE�ekt { die dynamische chirale Symmetriebrechung zu studieren.



Kapitel 1Der Zugang zur QEDmittels der Schwinger-Dyson-GleichungenWir betrachten die reine QEDD, formuliert inD = 4� 2" (1:1)raumzeitlichen Dimensionen. In den nackten Feldern 	(x); A�(x) und Para-metern g;m; � ausgedr�uckt lautet die Lagrangedichte mit lorentzkovariantemEich�xierungstermLQEDD(x) = �14F��(x)F��(x)� 12� (@ �A)2+ �	(x) hi
�~@� �m1i	(x)� g �	(x)
�	(x)A�(x)F��(x) = @�A�(x)� @�A�(x) : (1.2)Das zugeh�orige Wirkungsfunktional l�a�t sich durch partielle Integration aufdie GestaltSQEDD [A;	; �	] = Z dDxLQEDD(x)= �i(Z dDx Z dDy hA�(x)12�(0);��0;2 (x; y)A�(y) + �	(x)�(0)2;0(x; y)	(y)i+ Z dDx Z dDy Z dDz �	(x)�(0);�2;1 (x; y; z)	(y)A�(z))= S0QEDD + SIQEDD (1.3)5



1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QED 6bringen. Die drei Integralkerne k�onnen mit eigentlichen Vertices in nullterOrdnung St�orungsrechnung identi�ziert werden 1�(0);��0;2 (x; y) = �i�D(x� y) ��g��2y + (1� 1� )@�y @�y ��(0)2;0(x; y) = �i�D(x� y) h�i
�~@�y +m 1i�(0);�2;1 (x; y; z) = �i�D(x� y)�D(y � z) g
� : (1.4)Wie durch die Schreibweise f�ur die Lorentzindices bereits angedeutet gehenwir f�ur formale Umformungen zun�achst von einer Formulierung der Theoriein der physikalischen Minkowskimetrik aus.1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QEDIm Vergleich zum Operatorformalismus, der nichtlineare Feldgleichungenf�ur operatorwertige Felder postuliert, besteht der funktionale Zugang zurQED in einer Charakterisierung der Theorie durch zahlenwertige Ampli-tuden, d.h. der Angabe einer de�nierenden Gleichung f�ur das normierteerzeugende Funktional (EZF) Z[J; �; ��], das gem�a�G�1����l2k;l (x1; . . . ; xk; z1; . . . ; zl; y1; . . . ; yk)= (�i)2k+l�2k+lZ[J; �; ��]���(x1) � � ����(xk)�J�1(z1) � � ��J�l(zl)�(��(y1))�(��(yk)) �����J=�=��=0die Gesamtheit der gew�ohnlichen Greenschen Funktionen der QED, aus de-nen sich die Feldoperatoren und der physikalische Hilbertraum rekonstru-ieren lassen, erzeugt. Der funktionale Zugang kann auf der Basis einerfunktional-integralen oder einer funktional-di�erentiellen Grundgleichung f�urdas EZF Z formuliert werden.Der funktional-integrale ZugangDie kompakteste, manifest lorentzkovariante Fassung der QED stellt diefunktional-integrale Darstellung f�ur das normierte EZF Z darZ[J; �; ��] = I [J; �; ��]I [0; 0; 0]I [J; �; ��] = Z D(A;	; �	)eifSQEDD [A;	;�	]+R dDx[A�J�+��	+�	�]g : (1.5)Die st�orungstheoretische Auswertung des Funktionalintegrals erfordert ne-ben der Berechnung des Gau�schen Funktionalintegrals der freien QED, dasdurch die beiden Propagatoren nullter Ordnunghi
�~@�x �m1iG(0)2;0(x� y) = i �D(x� y)hg�%2x � (1� 1� )@�x@x;%]G(0);%�0;2 (x� y) = i g���D(x� y) (1.6)1Den Ordnungsbegri� verwenden wir in Bezug auf die Loop- und nicht dieKopplungsordnung.



1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QED 7de�niert istI(0)[J; �; ��] = Z D(A;	; �	)einS0QEDD [A;	;�	]+R dDx[A�J�+��	+�	�]o= e� R dDx R dDyh��(x)G(0)2;0(x;y)�(y)+J�(x) 12G(0);��0;2 (x;y)J� (y)i ; (1.7)lediglich die funktionale Ableitung dieser Gr�o�eI [J; �; ��] = eiSIQEDD [ �i��J� ;�i���� ; �i��(��) ]I(0)[J; �; ��]= 1Xn=0 (ig)nn! �Z dDx 
� (�i)3�3���(x)�J�(x)�(��(x))�n I(0)[J; �; ��] : (1.8)Die gro�e Bedeutung des funktional-integralen Zugangs liegt in der Ho�nungbegr�undet, da� sich die QED4 auch nichtperturbativ durch die formale abergeschlossene Funktionalintegraldarstellung (1.5) f�ur das EZF de�nieren l�a�t.Dazu wird heute �ublicherweise von der Funktionalintegraldarstellung f�ur daseuklidische EZF auf einem endlichen und diskreten raumzeitlichen Gitterausgegangen. Die Wahl der euklidischen Metrik ist insofern zweckm�a�ig, alssie die De�nition des euklidischen Funktionalintegrals wesentlich vereinfacht.Andererseits sind aus der Axiomatischen QFT nur hinreichende Bedingun-gen daf�ur bekannt, da� der L�osung der euklidischen QFT durch eine imOrtsraum durchzuf�uhrende analytische Fortsetzung eine physikalisch sinn-volle QFT in der minkowskischen Metrik zugeordnet werden kann [Gj 87].Es ist prinzipiell m�oglich, da� diese Bedingungen von einer nichtperturbati-ven L�osung der euklidischen QFT nicht erf�ullt werden. In diesem Fall kanndie analytische Fortsetzung nicht dazu verwendet werden, die L�osung dereuklidischen QFT mit der (als unabh�angig von diesem Vorgang als existentangenommenen) L�osung der minkowskischen QFT in Beziehung zu setzenund die Wahl der Metrik, in der die Ausgangsgleichungen formuliert werden,mu� deshalb als Teil der De�nition der Theorie angesehen werden. 2 Umden nach unserer Kenntnis zumindest aus der Sicht der SDE's ungekl�artenZusammenhang zwischen dem nichtperturbativen Gehalt einer minkowski-schen und einer euklidischen Formulierung einer QFT zum Ausdruck zubringen, formulieren wir in dieser Arbeit die Grundgleichungen und formaleUmformungen in der minkowskischen Metrik und folgen erst bei konkretenL�osungsversuchen der Euklidischen Strategie, d.h. f�uhren die naive Wick-Rotation Z dDk(2�)Di ! Z dDEk(2�)Dp � k; . . . ! �(p � k)E; . . . (1.9)2F�ur einen SD-Zugang wiegt dieser Umstand umso schwerer, als auf gen�aherten SDE'sberuhende nichtperturbative Untersuchungen der Impulssingularit�atsstruktur des Fer-mionpropagators [Ab 79] auf (von der Eichkopplung abh�angige) komplexe Verzweigungs-punkte gef�uhrt haben, so da� zumindest die Wickrotation, als �Ubergang von einer eu-klidischen zu einer minkowskischen Formulierung, nicht naiv aus der St�orungsrechnung�ubernommen werden kann. Vgl. hierzu auch die Untersuchung [Rwk 92] von Modellpro-pagatoren in der QCD.



1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QED 8durch.F�ur einen nichtperturbativen, funktional-integralen Zugang scheint nachheutiger Kenntnis das einzig praktikable Regularisierungsverfahren in einerGitterregularisierung zu bestehen. Einerseits erm�oglicht die Gitterregula-risierung prinzipiell eine nichtperturbative De�nition des Ma�es des Funk-tionalintegrals, andererseits scheint sie aufgrund der gebrochenen Poincar�e-Invarianz, des Problems der Behandlung fermionischer Freiheitsgrade undder gegenw�artig bei praktischen Berechnungen verwendeten geringen Anzahlvon Gitterpunkten die wesentliche Beschr�ankung des funktional-integralenZugangs auszumachen.Der funktional-di�erentielle ZugangPostulieren wir die Translationsinvarianz des Ma�es in der Funktionalinte-graldarstellung (1.5) f�ur das EZF Z sowei die Vertauschbarkeit von funktio-naler Integration und Di�erentiation, dann ergeben sich wie folgt die funk-tionalen SDE's f�ur das EZF Z 30 = �iI [0; 0; 0] 264 ��'(x)�� �'(x)���(x) 375Z D(A;	; �	)eifSQEDD [A+�;	+';�	+�']+...g�����'=�'=�=0= �iI [0; 0; 0] Z D(A;	; �	)264 ��	(x)���	(x)��A�(x) 375 eifSQEDD [A;	;�	]+...g= (264 ��	(x)�� �	(x)��A�(x) 375SQEDD [A;	; �	]������� 	 ! �i�����	 ! �i��(��)A� ! �i��J�+ 24 ���(x)�(x)J�(x) 35)Z[J; �; ��] (1.10)Ihre explizite Form ist(�� i
�~@� �m1� �i��(��(x)) � g
� (�i)2�2�(��(x))�J�(x)+��(x))Z[J; �; ��] = 0(�i
�~@� �m1� �i����(x) � g
� (�i)2�2���(x)�J�(x)3Da wir keinen Bezug auf die Gitterregularisierung nehmen m�ochten, machen wir andieser Stelle die starke Annahme der Existenz des dimensionell regularisierten (euklidi-schen) Funktionalintegrals.



1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QED 9+�(x))Z[J; �; ��] = 0(�g��~2� (1� 1� )~@�~@�� �i��J�(x) + g
� (�i)2�2���(x)�(��(x))+J�(x))Z[J; �; ��] = 0 : (1.11)Sie stellen eine funktional-di�erentielle Charakterisierung der QED in Formvon drei linearen, homogenen, funktional-partiellen Di�erentialgleichungenzweiter Ordnung dar.Da der �Ubergang von einer integralen zu einer di�erentiellen Formulie-rung i.allg. mit dem Verlust von Randbedingungen verbunden ist, m�ussendie SDE's (1.11) um diese explizit erg�anzt werden, sofern ihre L�osung mit derFunktionalintegraldarstellung (1.5) f�ur das EZF Z identisch sein soll. Unse-rer Kenntnis nach ist in systematischer Art und Weise zum ersten Mal von[Be 89] im Zusammenhang mit auf den SDE's beruhenden Untersuchungenzur Starkkopplungs-Entwicklung f�ur die '4D=0-Theorie darauf hingewiesenworden, da� die funktionalen SDE's i.allg. mehrere L�osungen besitzen undda� die kanonischen Randbedingungen f�ur das EZF Z, d.h. die Normie-rungsbedingung und das Verschwinden der Einpunktfunktion, i.allg. nichtausreichen, um die spezielle L�osung dieser Gleichungen, die durch die Funk-tionalintegraldarstellung (1.5) gegeben ist, eindeutig festzulegen. 4In Form von einfachen Analogieschl�ussen bzgl. der Verh�altnisse in der'4D=0-Theorie untersuchen wir nachfolgend das Problem der Randbedingun-gen f�ur die funktionalen SDE's (1.11) der QED. Betrachten wir diesbez�uglichzun�achst die St�orungsrechnung. Fordern wir die Existenz einer Schwachkop-plungsentwicklung Z[J; �; ��] = 1Xn=0 gnZ(n)[J; �; ��] (1:12)f�ur das EZF, dann sind die funktionalen Entwicklungskoe�zienten Z(n)[J; �; ��]rekursiv durch die L�osung der folgenden inhomogenen funktionalen Di�eren-tialgleichungen erster Ordnung8><>: �� i
�~@� �m� �i ��(��(x)) + ��(x)�i
�~@� �m� �i ����(x) + �(x)�g��~2� (1� 1� )~@�~@�� �i ��J� (x) + J�(x) 9>=>;Z(n+1)[J; �; ��] =4F�ur die '4-Theorie reduziert sich die funktionale SDE f�ur das EZF Z[J ] in null raum-zeitlichen Dimensionen auf eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung dritter Ordnung bzgl.der skalaren Quelle J und besitzt demnach drei Fundamentall�osungen, von denen diespezielle L�osung, die durch das Funktionalintegral gegeben ist, durch die kanonischenRandbedingungen Z[0] = 1 und Z 0[0] = 0 allein nicht ausgesondert werden kann. Dazuist beispielsweise die Spezi�kation des vollen Propagators, d.h. von Z 00[0], notwendig.



1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QED 108>><>>: 
� (�i)2�2�(��(x))�J�(x)
� (�i)2�2���(x)�J�(x)
� (�i)2�2�(��(x))���(x) 9>>=>>;Z(n)[J; �; ��] (1.13)gegeben, wobei f�ur die Bestimmung der nullten Ordnung von Z[J; �; ��] dierechten Seiten dieser drei Gleichungen identisch null zu setzen sind. Zusam-men mit den kanonischen RandbedingungenZ[0; 0; 0] = 1�Z[0; 0; 0]�J�(x) = �Z[0; 0; 0]��(x) = �Z[0; 0; 0]���(x) = 0 (1.14)ist die L�osung dieser Rekursion eindeutig und identisch mit der auf der Basisder Funktionalintegraldarstellung (1.5) gewonnenen Schwachkopplungsent-wicklung (1.8) f�ur das EZF Z, d.h. die Formulierung der SDE's in derForm Gl.(1.11/1.14) ist ausreichend, um zumindest den perturbativen Ge-halt des EZF Z eindeutig zu erzeugen, und deshalb eine dar�uberhinausge-hende Nichteindeutigkeit der L�osung dieser Gleichungen ein rein nichtpertur-batives Ph�anomen. 5 Aus mathematischer Sicht ergibt sich die Eindeutigkeitder perturbativen L�osung der funktionalen SDE's durch die Umwandlungder Wechselwirkungsterme in Inhomogenit�aten, was bzgl. der Ableitungs-ordnung reduzierte Di�erentialgleichungen zur Folge hat. Da die Wechsel-wirkungsterme die h�ochsten Ableitungsordnungen aufweisen, sind sie f�ur dieFestlegung der f�ur die Eindeutigkeit der L�osung von Gl.(1.11) notwendigenRandbedingungen verantwortlich. In einem nichtperturbativen Zugang mu�diesen Ableitungstermen voll Rechnung getragen werden und aufgrund deri.allg. gro�en L�osungsmannigfaltigkeit von partiellen Di�erentialgleichun-gen ist zu vermuten, da� die Randbedingungen (1.14) nicht ausreichen, umdie L�osung der SDE's jenseits der St�orungsrechnung eindeutig zu machen.Konkret l�a�t sich die Existenz mehrerer nichtperturbativer L�osungen derSDE's (1.11) auf zweierlei Art motivieren:� Setzen wir die L�osung der SDE's (1.11) in Form einer funktionalenLaplacetransformiertenZ[J; �; ��] = ZCA ZC	 ZC�	 D(A;	; �	)F [A;	; �	]eiR dDy[A�J�+��	+�	�](1:15)mit noch zu bestimmenden Integrationskonturen CA; C	; C�	 an, dannfolgt nach partieller Integration0 = ZCA ZC	 ZC�	 D(A;	; �	) eiR dDy[A�J�+...](5[Ri 88] bemerkt hierzu, p.11: There is a general truth that under-determined equationsdo permit unique perturbation series. The resolution of this paradox lies in the fact thatFeynman series need not converge. . .Thus the indeterminacy of the SDE's will be translated into the non-unique summationof the perturbation series, in absence of any further information. That is, by choosing aperturbative solution we have displaced the problem of how to complement the SDE's insuch a way that, for small coupling strength at least, the problem can usually be ignored.



1.1 Die funktionalen Grundgleichungen der QED 11264 ��	(x)�� �	(x)��A� 375SQEDD[A;	; �	]� 264 �i��	(x)�i���	(x)�i��A�(x) 375)F [A;	; �	]+ 266664 RCA RC�	 D(A; �	)F [A;	; �	]eiR dDy[A�J�+...]���C	RCA RC	 D(A;	)F [A;	; �	]eiR dDy[A�J�+...]���C�	RC	 RC�	 D(	; �	)F [A;	; �	]eiR dDy[A�J�+...]���CA 377775 :(1.16)Die funktionalen SDE's (1.11) werden durch den Ansatz (1.15) gel�ost,wenn wir F [A;	; �	] = eiSQEDD [A;	;�	] (1:17)setzen und die von der partiellen Integration stammenden Randtermedurch die Wahl geeigneter Integrationskonturen zum Verschwindenbringen k�onnen. Innerhalb einer euklidischen Formulierung ist dies,die Positivit�at der Wirkung f�ur betragsm�a�ig gro�e reelle Felder vor-ausgesetzt, durch die Wahl der reellen Achse als gemeinsamer Inte-grationsweg f�ur alle Felder m�oglich und rechtfertigt die Herleitung derSDE's aus der Annahme, da� das Funktionalintegral �uber eine Ablei-tung nach irgendeinem der Felder verschwindet. Die L�osung einer Dif-ferentialgleichung mittels Laplacetransformation f�uhrt i.allg. nicht aufalle linear unabh�angigen L�osungen, so da� wir nur schlie�en k�onnen,da� sich die Mehrdeutigkeit in der L�osungsmannigfaltigkeit der funk-tionalen SDE's u.U. in der Wahl verschiedener Integrationskonturen inder Funktionalintegraldarstellung (1.15) f�ur das EZF ausdr�ucken l�a�t.� Die Untersuchung der SD-Z-Hierarchie in Anhang A zeigt, da� dieMehrdeutigkeiten in der L�osungsmannigfaltigkeit der SDE's (1.11)min-destens durch die beiden Propagatoren G2;0 und G0;2 zu parametrisie-ren sind, da diese zu den Startwerten f�ur die aus den SDE's (1.11)folgenden Rekursionsbeziehungen f�ur die funktionalen Taylorkoe�zi-enten des EZF Z geh�oren.Es stellt sich die Frage, wie die vollst�andige Charakterisierung der L�osungs-mannigfaltigkeit der funktionalen SDE's (1.11) vorgenommen werden kannund ob den neben der gew�ohnlichen Funktionalintegraldarstellung (1.5) exi-stierenden L�osungen physikalische Bedeutung zukommt. Im Hinblick aufden von uns angestrebten nichtperturbativen SD-Zugang w�are es w�unschens-wert, zumindest ein praktikables Kriterium, da� die Bestimmung einer ein-deutigen L�osung der funktionalen SDE's sicherstellt, zu besitzen. Die fol-genden beiden Beobachtungen legen es nahe, dieses Auswahlkriterium unterBezugnahme auf das Verhalten der nichtperturbativen L�osungen der SDE's(1.11) f�ur g ! 0 zu formulieren. Da die h�ochsten Ableitungsterme in denSDE's (1.11) mit den Wechselwirkungstermen verbunden sind, wird es ei-nerseits L�osungen dieser Gleichungen geben, die von Randbedingungen le-ben, die sich in den Gleichungen zur Bestimmung der nullten Ordnung nichtaufpr�agen lassen, so da� es f�ur diese L�osungen im Limes g ! 0 beim Festhal-



1.2 Die SDE's f�ur die drei Basisvertices der QED 12ten an diesen Randbedingungen zu Singularit�aten kommt. 6 Andererseitsist f�ur die spezielle nichtperturbative L�osung der funktionalen SDE's (1.11),die durch die Funktionalintegraldarstellung (1.5) gegeben ist, zwar zu ver-muten, da� sie die aus der Renormierungsgruppe bekannten, mit spontanenMassenskalen verkn�upften Nichtanalytizit�aten bzgl. der Eichkopplung be-sitzt, jedoch aufgrund der Existenz der formalen Schwachkopplungsentwik-klung (1.8) keine Singularit�aten aufweist, die einen Limes g ! 0 vereiteln.Insgesamt kommen wir zu der folgenden Klassi�kation:1. Wir unterteilen die L�osungsmenge der funktionalen SDE's (1.11) zu-n�achst in diejenigen nichtperturbativen L�osungen, die eine (formale)Schwachkopplungsentwicklung besitzen, d.h. insbesondere f�ur g ! 0in die L�osung der wechselwirkungsfreien QED mit zugeh�origem EZF(1.7) �ubergehen, und solche, f�ur die dies nicht der Fall ist. 72. Besteht die erste Klasse nur aus einer L�osung, dann ist diese mit demFunktionalintegral Gl.(1.5) identisch. Gibt es mehrere Elemente indieser L�osungsklasse, dann haben sie entweder verschiedene Schwach-kopplungsentwicklungen oder sie unterscheiden sich hinsichtlich ihrerKopplungsabh�angigkeit um Terme, die in eine Taylorreihe entwickeltidentisch Null ergeben.Um mit Gl.(1.15) von der Funktionalintegraldarstellung (1.5) linear un-abh�angige L�osungen, die keinen Limes f�ur g ! 0 besitzen, zu erhalten,m�ussen die Integrationskonturen so gew�ahlt werden, da� nach dem Heraus-ziehen des Wechselwirkungsterms gem�a� Gl.(1.8) die Existenz des Funktio-nalintegrals (1.15) verloren geht.Die vollst�andige L�osung des Problems der Randbedingungen f�ur dieSDE's (1.11) geht �uber den Rahmen dieser Arbeit hinaus, in der wir uns aufeine pragmatische L�osung dieses Problems beschr�anken m�ussen, indem wireinerseits nur Entkopplungsn�aherungen f�ur die SD-Hierarchien betrachtenund zur Elimination der sich darin beispielsweise bei der dynamischen Fer-mionmassenerzeugung noch zeigenden Restmehrdeutigkeiten spezielle Aus-wahlkriterien aufpr�agen. Es erscheint uns jedoch eine weitergehende Unter-suchung dieses Problems als lohnend.1.2 Die SDE's f�ur die drei Basisvertices der QEDAus den funktionalen SDE's (1.11) f�ur das EZF Z k�onnen durch funktio-nale Taylorentwicklung nach den Quellen dynamische Grundgleichungen f�ur6F�ur gew�ohnliche Di�erentialgleichungen sind die durch das Verschwinden der h�ochstenAbleitungsordnungen bedingten Singularit�aten in der L�osung ein bekanntes Ph�anomenund werden als boundary-layers bezeichnet, vgl. [Bo 78].7[Be 89] vermutet, durch diesen Fall das Problem der Randbedingungen, zumindestf�ur die '4D=0-Theorie bereits vollst�andig erfa�t zu haben, und verdeutlicht dies an einemeinfachen Beispiel aus der Analysis: The �rst order equation xy0 + y = ex has an in�nitenumber of solutions y = (ex + c)=x parametrized by c. All of these solutions are singularat x = 0 except when c = �1. Thus, requiring that the solution have a Taylor expansionat x = 0 (this is like requiring that the Green's functions have weak coupling expansions)uniquely determines the solution.



1.2 Die SDE's f�ur die drei Basisvertices der QED 13die Greenschen Funktionen, die wir als SD-Z-Hierarchie bezeichnen, gewon-nen werden. Die gew�ohnlichen Greenschen Funktionen stellen einen zwarvollst�andigen aber redundanten Satz dynamischer Grundgr�o�en dar, da siedurch die elementareren zusammenh�angenden Greenschen FunktionencG�1����l2k;l (x1; . . . ; xk; z1; . . . ; zl; y1; . . . ; yk) =(�i)2k+l�1�2k+lW [J;�;��]���(x1)������(xk)�J�1(z1)����J�l(zl)�(��(y1))����(��(yk)) �����J=�=��=0 (1.18)bzw. durch die eigentlichen, zus�atzlich noch bzgl. voller Propagatoren am-putierten und 1-Teilchen-irreduziblen (1PI) Greenschen Funktionen��1����l2k;l (x1; . . . ; xk; z1; . . . ; zl; y1; . . . ; yk) =i �2k+l�[V;�;��]���(x1)������(xk)�V�1(z1)����V�l(zl)�(��(y1))����(��(yk))�����V=�=��=0 (1:19)ausgedr�uckt werden k�onnen. F�ur die EZFW [J; �; ��] = �i lnZ[J; �; ��]�[V; �; ��] = W [J; �; ��]� Z dDx�J�V � + ��� + ���	 (1.20)ergeben sich aus den funktionalen SDE's (1.11) dynamische Grundgleichun-gen, aus denen sich durch funktionale Taylorentwicklung die SD-W - bzw.SD-�-Hierarchie f�ur die Greenschen Funktionen (1.18/1.19) ableiten l�a�t.Die Umschreibung der dynamischen Grundgleichungen auf elementarere Gr�os-sen wird aufgrund des nichtlinearen Zusammenhangs zwischen den EZFW;�und Z mit dem Verlust der Linearit�at bezahlt. Auf dem Niveau der eigentli-chen Greenschen Funktionen kann aufgrund der (perturbativen) Divergenz-struktur der QED eine weitere Ausd�unnung vorgenommen werden. In jeder(perturbativ) renormierbaren QFT ist eine endliche Subklasse der eigent-lichen Greenschen Funktionen durch ihre Divergenzstruktur ausgezeichnet.Nach der Beziehung�~�(nF ; nA; p; �) = 4� 2�� p�� (1� �)nA � (32 � �)nF (1:21)f�ur den ober
�achlichen Divergenzgrad �~� einer nackten eigentlichen Impuls-raumvertexfunktion ~�nF ;nA mit nF �au�eren Fermion- und nA �au�eren Bo-sonbeinen in p-ter Ordnung St�orungsrechnung sind dies in der QEDD:� der Bosonpropagator ~���0;2�~�(0; 2; p; �) = 2� p" (1:22)� der Fermionpropagator ~�2;0�~�(2; 0; p; �) = 1� p" (1:23)



1.2 Die SDE's f�ur die drei Basisvertices der QED 14� der Wechselwirkungsvertex ~��2;1�~�(2; 1; p; �) = 0� "(p� 1) : (1:24)Der Divergenzgrad dieser drei ober
�achlich primitiv divergenten Vertices,die wir nachfolgend als Basisvertices bezeichnen, stimmt in D = 4 mit ihrerkanonischen Impulsraummassendimension �uberein und es sind dar�uberhin-aus genau diejenigen Vertices, die in Form ihrer nullten Ordnung bereits inder Wirkung enthalten sind 8. H�ohere, ober
�achlich konvergente GreenscheFunktionen besitzen eine Darstellung in Form einer unendlichen Skelettent-wicklung nach den drei Basisvertices.Wir geben nachfolgend die SDE's f�ur die drei Basisvertices an und ver-weisen f�ur ihre Herleitung, sowie eine ausf�uhrliche Diskussion der drei SD-Hierarchien auf Anhang A. Um in euklidischer Metrik auf rein reelle Verticeszu kommen, nehmen wir die Umskalierungc ~G2;0(p) = �~��12;0(p) = i ~S(p)c ~G��0;2(k) = �~��1;��0;2 (k) = i ~D(k)~��2;1(p; k; �) = �ig ~V �(p; k; �) (1.25)vor. Die SDE's f�ur die drei Basisvertices ~S; ~D�� und ~V � lauten~S�1(p) = p=�m1 + g2~�(p)( )�1 = ( )�1 + g2~D�1;��(k) = �k2(t��(k) + 1� l��(k))� g2 ~���(k)( )�1 = ( )�1 � g2~V �(p; k; �) = 
� � g2~��(1)(p; k; �)= � g28Der Dreibosonenvertex ~�0;3 mit dem Divergenzgrad �~�(0; 3; p; �) = 1 � "(p� 1) ver-schwindet aufgrund des Furry'schen Theorems, vgl. [Jr 76]. Der Divergenzgrad desVierbosonenvertex ~�0;4, �~�(0; 4; p; �) = 2"� p" l�a�t sich aufgrund der von ihm zu erf�ullen-den Ward-Takahashi-Identit�at (dieser Vertex ist rein transversal bzgl. aller vier �au�erenBosonimpulse) um vier verringern und ist deshalb in D = 4 e�ektiv ober
. konvergent.



1.2 Die SDE's f�ur die drei Basisvertices der QED 15~V �(p; k; �) = 
� � g2~��(2)(p; k; �)= � g2 ; (1.26)mit den folgenden analytischen Ausdr�ucken f�ur die Selbstenergien bzw. Ver-texkorrekturen~�(p) = Z dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~D��(p� l) ~V �(l; p� l; �)~���(k) = trZ dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~V �(l; k; �)~S(k + l)~��(1)(p; k; �) = Z dDl(2�)Di ~V %(p; l� p; �) ~D%�(p� l) ~S(l)� ss ~K��2;2(l; p� l; k; �)~��(2)(p; k; �) = Z dDl(2�)Di ~V �(l� k; k; �)~S(l) ss ~K4;0(p; l; k� l; �)� ~S(l� k) : (1.27)F�ur ihre diagrammatische Darstellung haben wir die folgenden Graphenele-mente f�ur die vollen Basisvertices verwendet~D��(k) =~S(p) =~V �(p; k; �) = : (1.28)Im Vergleich hierzu stellen wir die nullten Ordnungen dieser Gr�o�en durchd�unne Linien dar ~D(0)�� (k) = � 1k2 [t��(k) + �l��(k)]=~S(0)(p) = (p=�m)�1=~V (0)� = 
�= : (1.29)



1.2 Die SDE's f�ur die drei Basisvertices der QED 16Das Graphenelement (1:30)bezeichnet den im s-Kanal mit erhaltenem Gesamtviererimpuls p+ k1 1-	-und 2-	A-PI Bethe-Salpeter-Kern ss ~T2;2 = �ig2 ss ~K2;2 und entsprechendbezeichnet (1:31)den im s-Kanal mit erhaltenem Gesamtviererimpuls p2+ q1 1-A- und 2-	�	-PI Bethe-Salpeter-Kern ss ~T4;0 = �ig2 ss ~K4;0. Diese beiden Kerne k�onnennicht geschlossen, sondern nur in Form einer unendlichen Skelettgraphenent-wicklung angegeben werden. Die niedrigsten Terme dieser Entwicklung lau-ten = ++ . . .= �+ . . . : (1.32)Durch diese Entwicklung werden die beiden Bethe-Salpeter-Kerne zu einemFunktional der drei Basisvertices, das wegen der ober
�achlichen Konvergenzder Loop-Integrale in Gl.(1.32) nur Divergenzen in Form von Selbstenergie-oder Vertexeinsch�uben aufweist, d.h. endlich ist, falls die drei Basisverticesendlich sind. Diese Beobachtung zeigt, da� mit den SDE's (1.26) eine Freile-gung der Divergenzstruktur auf dem Niveau dynamischer Grundgleichungen



1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE's 17erreicht ist, die als Grundlage f�ur den in Anhang D in groben Z�ugen skiz-zierten Beweis der st�orungstheoretischen multiplikativen Renormierbarkeitder QED mittels der SDE's herangezogen werden kann.1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE'sVon den drei Basisvertices ist die f�ur N�aherungsverfahren zentrale Gr�o�e dieVertexfunktion ~V �, da deren SDE's (1.26) die beiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerne ss ~K��2;2 und ss ~K4;0, die nicht in geschlossener Form angegeben werdenk�onnen, enthalten. Konkrete N�aherungsverfahren f�ur ~V � bestehen stetsentweder� in der Formulierung von Ans�atzen f�ur ~V �, die in die Propagatorglei-chungen (1.26) eingesetzt auf ein geschlossenes Gleichungssystem zurBestimmung von ~S und ~D�� f�uhren, oder� in einem Abschneideverfahren f�ur die Skelettentwicklung (1.32) derbeiden Bethe-Salpeter-Kerne.F�ur diese beiden Methoden ergeben sich in nat�urlicher Weise Einschr�ankung-en bzw. Bewertungskriterien, wenn wir bestrebt sind, die wesentlichenStrukturmerkmale der QED zu erhalten. In den Anh�angen B-D haben wirdazu die Untersuchung von drei der wichtigsten Strukturmerkmale der QED,die Ward-Takahashi (WTI) bzw. Ward-Identit�aten (WI), die Eichkovarian-zeigenschaften in Form der Landau-Khalatnikov-Transformationen (LKT)und die st�orungstheoretische multiplikative Renormierbarkeit (STMR) ausder Sicht der SDE's zusammengestellt. Zur Einordnung der in dieser Ar-beit f�ur konkrete L�osungsversuche der SDE's gew�ahlten Vertexn�aherung, dersog. Rainbow-Approximation, referieren wir zun�achst die derzeit am mei-sten diskutierten Vertexans�atze. Die Diskussion von N�aherungsverfahrenf�ur die SDE's (1.26) der Vertexfunktion ist Gegenstand des letzten Kapitelsdieser Arbeit.�Uberblick �uber die aktuellen Vertexans�atzeDie Formulierung von Vertexans�atzen stellt den Versuch dar, bereits wesent-liche Strukturmerkmale der Vertexfunktion ohne das L�osen ihrer komplizier-ten SDE's (1.26) zu erfassen. Zur Wahrung der wichtigsten Strukturmerk-male der QED m�ussen die Vertexans�atze den folgenden Einschr�ankungengen�ugen:V1 Der Vertexansatz mu� die WTIk� ~V �(p; k; �) = ~S�1(p+ k)� ~S�1(p) (1:33)erf�ullen.V2 Durch eine regul�are Auswertung der WTI, d.h. der Forderung, da�der Vertexansatz die WI~V �(p; 0; �) = @ ~S�1(p)@p� (1:34)



1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE's 18erf�ullen soll, wird nach Gl.(B.32) aus der L�osungsmannigfaltigkeit derSDE's die durch ein masseloses Photon gekennzeichnete und insbeson-dere in der St�orungsrechnung realisierte Coulomb-Phase ausgew�ahlt.V3 Aus der PC�Invarianz der QED folgt f�ur die Vertexfunktion das Trans-formationsgesetz [Sc 91]~V �(p; k;�q) = �
0Cn ~V (�~q; ~k; ~p)oT�C�1
0C = �C�1 = �CT = i
2
0~P = (p0;�~p) ; (1.35)das ihr Verhalten bei Vertauschung der beiden Fermionimpulse p; qbestimmt.V4 Die Eichkovarianz der QED verlangt bei Variation des Eich�xierungs-parameters � die �Anderung der nur bzgl. des Bosonbeins amputiertenzusammenh�angenden Dreipunktfunktion~��2;1(p; k; �) = ~S(p) ~V �(p; k; �)~S(p+ k) (1.36)gem�a� der LKT@@� ~��2;1(p; k; �; �) = g2 Z dDl(2�)Di ~��2;1(p� l; k; �; �)� ~��2;1(p; k; �; �)l4 ;(1:37)vgl. Gl.(C.6).V5 Der perturbative Gehalt der durch den nichtperturbativen Vertexan-satz spezi�zierten SDE's soll multiplikativ renormierbar sein. NachAnhang D erfordert dies zumindest die G�ultigkeit der multiplikativenRenormierungsvorschrift~V �[ ~S] = Z�11 ~V �r [ ~Sr]~S = Z2 ~Sr WTI= Z1 ~Sr ; (1.38)die im einfachsten Fall durch ein in ~S�1 lineares Funktional ~V �[S]erf�ullt wird. Ein f�ur die Formulierung von Vertexans�atzen verwend-bares hinreichendes Kriterium zur Sicherung der STMR ist uns nichtbekannt.V6 Anschlu� an die St�orungsrechnung durch die Forderung~V � ! 
�; g ! 0 : (1:39)Die zur Erf�ullung dieser Einschr�ankungen vorgeschlagenen und zur Zeit ammeisten diskutierten Vertexans�atze lauten mit der Tensoranalyse~S�1(p) = A(p2)p=� B(p2)1 (1:40)f�ur den Fermionpropagator:



1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE's 19� Der einfachste Vertexansatz, die sog. Rainbow-Approximation, be-steht in der Ersetzung der Vertexfunktion ~V � durch ihren Wert innullter Ordnung St�orungsrechnung~V �RB(p; k; �) = 
� : (1:41)� Der von [Bc 80] im Zusammenhang mit der Untersuchung der per-turbativen Impulssingularit�atsstruktur der Vertexfunktion vorgeschla-gene Ansatz~V �BC(p; k;�q) = A(q2) + A(p2)2 
�+ n12A(q2)�A(p2)q2 � p2 (p=+ q=)� B(q2)� B(p2)q2 � p2 1o(p+ q)�(1.42)gilt als Prototyp einer regul�aren, die WI (1.34) erf�ullenden Auswertungder WTI (1.33)~V �BC(p; 0;�p) = A(p2)
� + 2nA0(p2)p=�B0(p2)1op�= @ ~S�1(p)@p� : (1.43)� Der Vertexansatz ~V �BC(p; k; �) ist durch Hinzuf�ugen eines unter demGesichtspunkt der STMR motivierten Transversalanteils von [Cp 90]weiterentwickelt worden~V �CP (p; k;�q) = ~V �BC(p; k;�q)+ 12(A(q2)�A(p2))
�(q2 � p2)� (q=� p=)(q+ p)�d(q; p)d(q; p) = (q2 � p2)2 + ((B(q2)A(q2) )2 + (B(p2)A(p2) )2)2q2 + p2 : (1.44)In [Cp 90] wird gezeigt, da� dieser Ansatz, in die SDE (1.26) desFermionpropagators ~S eingesetzt, dessen STMR auf Leading-Log- undNext-to-leading-Log-Niveau in der Quenched-Approximation, d.h. f�urdie Setzung ~D�� = ~D(0);�� (1:45)gew�ahrleistet.� Eine ganze Klasse von Vertexans�atzen ist von [Dmr 94] im Rahmender Untersuchung der Eichkovarianzeigenschaften der QED durch dieBedingung~�T (p; � = 0) = g2 Z dDl(2�)Di 
� ~D(0)T;��(l) ~S(p� l) ~V �DMR(p� l; l; �) = 0 ;(1:46)



1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE's 20d.h. dem Verschwinden der Fermionselbstenergie f�ur die Quenched-Approximation in Landau-Eichung � = 0, charakterisiert worden. Hier-durch wird sichergestellt, da� ~V �DMR in der chiral-symmetrischen Phaseder Quenched-Approximation, gekennzeichnet durch B(p2) = 0, derLKT (1.37) gen�ugt. Der Ansatz ~V �CP ist ein spezielles Element ausdieser Klasse, es ist jedoch von [Br 93] darauf hingewiesen worden,da� er in der chiral-symmetrischen Phase kinematische Singularit�atenaufweist~V �CP (p; k;�q)! A(q2)q2 �A(p2)p2q2 � p2 
�+ n12A(q2)� A(p2)q2 � p2 p=q2 � q=p2q2 � p2 o(p+ q)�; B(p2)! 0 (1.47)und deshalb in diesem Fall nicht die WI (1.34) erf�ullt. Einer der ein-fachsten Vertexans�atze, der gleichzeitig die WI (1.34) und die Bedin-gung (1.46) erf�ullt, ist von der Form [Br 93]~V �DMR(p; k; �) = ~V �BC(p; k; �)+ A(q2)�A(p2)q2 � p2 n12(D2 � 1)(
�k2 � k�k=)+ 12(p=q=
� � 
�q=p=)of8(q2; p2;D) : (1.48)Zu diesen drei Ans�atzen nehmen wir die durch Gl.(B.50) de�nierte, die WTI(1.33) minimal regul�ar auswertende Vertexfunktion~V �MR(p; k; �) = @@p� Z 10 d� ~S�1(p+ �k)= 
�12 Z 1�1 dxA(z2)+ (q + p)�2 np=+ q=2 Z 1�1 dxA0(z2)� q=� p=2 Z 1�1 dx xA0(z2)� 1 Z 1�1 dxB0(z2)o+ (q � p)�2 n� p=+ q=2 Z 1�1 dx xA0(z2) + q= � p=2 Z 1�1 dx x2A0(z2)+ 1 Z 1�1 dx xB0(z2)oz(x) = p+ q2 � xq � p2 (1.49)hinzu.Die Tabelle (1.1) zeigt, welche der obigen Einschr�ankungen f�ur welcheVertexans�atze erf�ullt sind. Aus ihr geht hervor, da� es noch nicht gelungenist, einen alle Einschr�ankungen V 1� V 6 vollst�andig erf�ullenden Ansatz zuformulieren. Allen dargestellten Vertexans�atzen gemeinsam ist, da� sie die



1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE's 21WTI WI PC LKT STMR Limg!0~V �RB 	 	 � 	 	 �~V �BC � � � 	 	 �~V �MR � � � ? ? �~V �CP � � � � � �(B 6= 0) (QA;B = 0) (QA;NLL)~V �DMR � � � � � �(QA;B = 0) (QA;NLL)Tabelle 1.1: Bewertung der aktuellen Vertexans�atze mit den Abk�urzungen:Quenched-Approximation (QA) und Next-to-leading-Log (NLL).volle Vertexfunktion allein durch den Fermionpropagator ~S n�ahern. Deswei-teren sind alle Ans�atze bis auf ~V �DMR symmetrisch unter der Transformationq $ p und verm�ogen deshalb nicht das anomale magnetische Moment desElektrons, das mit der antisymmetrischen Tensorstruktur12[
�; 
�](q � p)� (1:50)von ~V� verkn�upft ist, richtig zu beschreiben. F�ur eine quantitativere Be-urteilung betrachten wir die Vertexans�atze in Ein-Loop St�orungsrechnungf�ur den masselosen Fall B(p2) = 0 in dimensioneller Regularisierung. Dazuben�otigen wir lediglich das Ein-Loop Resultat f�ur die invariante FunktionA(p2) A(1)(p2) = 1 + 2��(")�2(2� ")�(3� 2") g2(4�)2�" (�p2)�" : (1:51)Die in den Ans�atzen ~V �BC; ~V �CP enthaltene Di�erenzbildung aus zwei invari-anten Funktionen A(p2) und die Ableitungsterme in dem Ansatz ~V �MR stel-len sicher, da� in Ein-Loop St�orungsrechnung nur die 
��Tensorstrukturder einzelnen Ans�atze divergenzbehaftet ist~V (1);�BC (p; k; �) = 
�n1+ ��(")�2(2� ")�(3� 2") g2(4�)2�" ((�q2)�" + (�p2)�")o+ . . .



1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE's 22~V (1);�CP (p; k; �) = 
�n1+ 2��(")�2(2� ")�(3� 2") g2(4�)2�" (�q2)1�" � (�p2)1�"(�q2)� (�p2) o+ . . .~V (1);�MR (p; k; �) = 
�n1+ 2��(")�2(2� ")�(3� 2") g2(4�)2�" (�q2p2 � (q � p)2(q � p)2 )�"� p � (p� q) 2F 1["; 12 ; 32 ;� (p2�p�q)2q2p2�(p�q)2 ] + q $ p(q � p)2 o+ . . . : (1.52)Da die drei Vertexans�atze die WI (1.34) erf�ullen und die Divergenz von ~V �impulsunabh�angig ist, f�uhren alle auf das korrekte Resultat f�ur die Divergenzvon ~V � auf Ein-Loop-Niveau~V (1);�DIV = � 1" g2(4�)2
� : (1:53)Von [Hw 91] ist im Rahmen der 1=N -Entwicklung mittels der SDE's daraufhingewiesen worden, da� der Ansatz ~V �CP im Limes q2 >> p2 bzw. p2 >> q2,der zu dem f�ur die WI (1.34) relevanten Limes k ! 0 entgegengesetzt ist,auf das korrekte Resultat~V (1);�(p; k;�q)! 
�n1 + 2��(")�2(2� ")�(3� 2") g2(4�)2�" (max(�q2;�p2))�"o(1:54)f�uhrt. F�ur die anderen beiden Ans�atze ergeben sich in diesem Limes diedavon um einen Faktor 2 bzw. 11�2" abweichenden Ausdr�ucke~V (1);�BC (p; k;�q) ! 
�n1 + ��(")�2(2� ")�(3� 2") g2(4�)2�" (max(�q2;�p2))�"o~V (1);�MR (p; k;�q) ! 
�n1 + 2�1� 2" �(")�2(2� ")�(3� 2") g2(4�)2�"� (max(�q2;�p2))�"o : (1.55)Im Hinblick auf die komplexe Impulsstruktur der einzelnen Vertexans�atze~V �BC; ~V �CP ; ~V �DMR und ~V �MR erscheint die Rainbow-Approximation zun�achstals eine drastische N�aherung der Vertexfunktion. Analytische und numeri-sche L�osungen der aus den einzelnen Vertexans�atzen resultierenden SDE'sf�ur ~S in der Quenched-Approximation haben allerdings gezeigt, da� ihr we-sentlicher E�ekt in einer eichkovarianten Fortsetzung der Ergebnisse derRainbow-Approximation in Landau-Eichung besteht. 9 Der Grund hierf�urist, da� in Landau-Eichung der Ein-Loop-Beitrag zur invarianten Funktion9Beispielsweise f�uhrt der Ansatz ~V �CP in der Quenched-Approximation und Cut-O�-Regularisierung zu einer nur noch schwach vom Eich�xierungsparameter � abh�angigenkritischen Kopplung f�ur den �Ubergang von der chiral-symmetrischen zur dynamisch chiral-gebrochenen Phase im Fall m = 0. Die mit diesem Ansatz in Landau-Eichung � = 0berechnete kritische Kopplung �c = 0:92 stimmt jedoch gut mit derjenigen der Rainbow-Approximation �c = �3 = 1:04 �uberein, vgl. [Cp 93].



1.3 N�aherungsverfahren f�ur die SDE's 23A(p2) nach Gl.(1.51) verschwindet, so da� sich die einzelnen Vertexans�atze{ bis auf nicht divergente Massenterme { erst auf Zwei-Loop-Niveau von derRainbow-Approximation unterscheiden. Dies bedeutet, da� der perturbativeGehalt der Rainbow-Approximation f�ur � = 0 auf Leading-Log-Niveau mitdem der Vertexans�atze und mit dem der vollen Theorie �ubereinstimmt. Kon-krete Rechnungen sollten in der Rainbow-Approximation demnach f�ur � = 0durchgef�uhrt werden, womit wegen den LKT (C.12) keine Einschr�ankung inder Kenntnis der ��Abh�angigkeit der Ergebnisse einhergeht, jedoch der Ef-fekt der f�ur diese N�aherung gebrochenen WTI/WI (1.33/1.34) minimiertwird.Im Rahmen dieser Arbeit steht bei konkreten L�osungsversuchen derSDE's die Durchf�uhrung der nichtperturbativen dimensionellen Regularisie-rung im Mittelpunkt. Wir w�ahlen deshalb als N�aherung f�ur die Vertexfunk-tion die Rainbow-Approximation, die bereits ausf�uhrlich im Rahmen einerImpuls-Cut-O�-Regularisierung studiert wurde [Ra 91], so da� ein direkterVergleich der beiden Regularisierungsmethoden m�oglich ist. Aus den Unter-suchungen des zweiten Kapitels dieser Arbeit geht hervor, da� der Ersetzungder Rainbow-Approximation durch einen der oben genannten Vertexans�atzebzgl. der nichtperturbativen dimensionellen Regularisierbarkeit der SDE'snichts Grunds�atzliches im Wege steht.



Kapitel 2De�nition der formalenSDE's in nichtperturbativerdimensionellerRegularisierung undDurchf�uhrung desKontinuumslimesDie bislang einzig erfolgreiche Methode, die formalen Grundgleichungen ei-ner QFT zu de�nieren, besteht darin, sie zun�achst zu regularisieren undanschlie�end durch eine Analyse der Singularit�atsstruktur der L�osung bzgl.des Regularisierungsparameters dar�uber zu entscheiden, wie die Regulari-sierung im Rahmen eines Renormierungsprozesses wieder abzuschalten ist.�Uber die Verwendbarkeit einer speziellen Regularisierungsmethode kann nurinsofern entschieden werden, als durch explizite L�osung der regularisiertenTheorie �uberpr�uft werden mu�, ob ein solcher De�nitionsproze� m�oglich istund auf eine physikalisch sinnvolle Theorie f�uhrt. Vor diesem Hintergrundist die dimensionelle Regularisierung (DR) ein attraktives Regularisierungs-verfahren, da es die als Konstruktionsprinzipien f�ur die Theorie dienendenSymmetrien, wie beispielsweise die Poincar�e- und Eichkovarianz, respektiert,so da� ihre Reinstallierung beim Abschalten der Regularisierung nicht ex-plizit nachgepr�uft werden mu�. Es hat jedoch bislang nur wenig Versuchegegeben, die DR auf nichtperturbative Fragestellungen zu �ubertragen 1 unddie Ho�nung, dies in systematischer Weise tun zu k�onnen, scheint gering zusein. 21Im Zusammenhang mit den SDE's ist der einzig uns bekannte Versuch in [Ka 81]vorgenommen worden. In [Ck 81] wird auf der Basis des Funktionalintegrals eineKontinuums-Starkkopplungsentwicklung f�ur die QEDD durchgef�uhrt, allerdings wird zurRegularisierung neben der raumzeitlichen Dimension D ein Impuls-Cut-O� verwendet.2[Co 85] bemerkt hierzu: It is very convenient to use dimensional continuation as anultra-violet cut-o� in perturbation theory. However, there is no known construction ofa complete theory in an arbitrary complex dimension, so one must beware of assigning24



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 25Gegenstand dieses Kapitels ist es, unabh�angig von speziellen N�aherungenf�ur die SDE's (1.26) zu zeigen, wie die DR zur De�nition und nichtpertur-bativen L�osung dieser Gleichungen verwendet werden kann2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisier-barkeit der SDE'sDie Bestimmung der perturbativen L�osung der SDE's in DR erfordert dieDe�nition eines D-dimensionalen Loop-Integrals mit analytisch bekanntemIntegranden. Dazu wird dieses auf ein gew�ohnliches Integral zur�uckgef�uhrt,f�ur das durch Anwendung von Subtraktionen oder partiellen Ableitungeneine explizite Fortsetzungsvorschrift bzgl. der raumzeitlichen Dimension Dangegeben werden kann. Abstrakt gesprochen handelt es sich bei diesemVorgehen um die Angabe einer speziellen Realisierung des D-dimensionalenWilsonschen Funktionals WD[f ] � Z dDl(2�)Df(l) ; (2:1)das durch die folgenden Axiome de�niert ist, vgl. [Wi 73] und [Co 85].W1 Linearit�at:F�ur beliebige komplexe zahlen a; b soll geltenZ dDl(2�)Dnaf(l) + bg(l)o= a Z dDl(2�)Df(l) + b Z dDl(2�)Dg(l) : (2:2)W2 Skalierungsgesetz:F�ur beliebiges � soll geltenZ dDl(2�)Df(�l) = ��D Z dDl(2�)Df(l) (2:3)W3 Translationsinvarianz:Z dDl(2�)Df(l + p) = Z dDl(2�)Df(l) (2:4)W4 Anschlu�bedingung:F�ur ganzzahlige (positive) D sollWD[f ] mit dem gew�ohnlichen Integral�ubereinstimmen, sofern dieses existiert.Diese Axiome sind nicht nur notwendige Bedingungen f�ur einen Integrations-begri�, sondern legen diesen sogar bis auf eine Normierungskonstante ein-deutig fest. Eine der wichtigsten und gleichzeitig im Vergleich zum gew�ohn-lichen Integrationsbegri� obskursten Konsequenzen aus diesen Axiomen isttoo much physical signi�cance to use of dimensional continuation. This is especially truewhen we use minimal subtraction, which is a procedure that exploits the form of thecut-o� dependence of the theory.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 26das Verschwinden skalenfreier Integrale in DRZ dDl(2�)D (sl2)�8<: W1= s� R dDl(2�)D (l2)�W2= s�D2 R dDl(2�)D (l2)� 9=; )Z dDl(2�)D (l2)� = 0 : (2.5)Gegen�uber anderen Regularisierungsverfahren bietet die axiomatische Fas-sung der DR den Vorteil, konsistente formale Umformungen vornehmen zuk�onnen, ohne eine konkrete Realisierung des D-dimensionalen Loop-Integralsim Auge haben zu m�ussen, ein Umstand, von dem wir beim Umformulierender SDE's bereits stillschweigend Gebrauch gemacht haben.Da die SDE's eine Formulierung der dynamischen Grundgleichungen derQEDD darstellen, die Loop-Integrale enthalten, ist prinzipiell die Vorausset-zung daf�ur gegeben, auch den nichtperturbativen Gehalt der QEDD in DR,d.h. auf der Basis der Wilsonschen Axiome, zu de�nieren. Nichtperturbativbetrachtet stellen die SDE's jedoch ein Selbstkonsistenzproblem dar und wirde�nieren deshalb zun�achst, was wir im Rahmen dieser Arbeit unter \nicht-perturbativer dimensioneller Regularisierung" (NPDR) der SDE's verstehenm�ochten. Zwei Vorgaben legen die genaue Form dieser De�nition weitgehendfest. Zum einen k�onnen wir nur f�ur einfache Modell-SDE's ho�en, diese nochanalytisch l�osen zu k�onnen, so da� die NPDR numerisch durchf�uhrbar seinmu�. Zum anderen halten wir aus Gr�unden, die wir nachfolgend noch dis-kutieren werden, an dem Prinzip der analytischen Fortsetzung bzgl. derraumzeitlichen Dimension D auch innerhalb nichtperturbativer L�osungsver-suche der SDE's fest. Zusammengenommen legen diese beiden Vorgaben diefolgende De�nition nahe.Im Rahmen dieser Arbeit bedeutet die NPDR der SDE's, da� sich die inD raumzeitlichen Dimensionen formulierten formalen SDE's (1.26) f�ur diedrei Basisvertices ~S; ~D�� und ~V � auf ein zahlenwertiges, i.allg. nichtlinea-res Selbstkonsistenzproblem der gew�ohnlichen Analysis mit der raumzeitli-chen Dimension D als reellwertigen Parameter abbilden lassen (kinemati-scher Teil der NPDR), von dem gezeigt werden kann, da� es zumindestbei kontinuierlicher Variation von D in einem endlichen Intervall wohlde�-nierte, nicht notwendig eindeutige, L�osungen besitzt (dynamischer Teil derNPDR).2.1.1 Realisierung des kinematischen Teils der NPDRWir diskutieren nachfolgend die einzelnen Schritte, die notwendig sind, umden kinematischen Teil in der De�nition der NPDR f�ur die SDE's (1.26) derQEDD zu realisieren.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 27Skalare Projektion der tensoriellen SDE'sAusgehend von der allgemeinen Tensoranalyse f�ur die drei Basisvertices~S; ~D�� und ~V � bzgl. Dirac- und Lorentzstrukturen 3~S�1(p) = A(p2)p=�B(p2)1~S(p) = A(p2)A2(p2)p2 �B2(p2)| {z }=�S1(p2) p=+ B(p2)A2(p2)p2 �B2(p2)| {z }=�S0(p2) 1~D��(k) = �DT (k2)| {z }= d(k2)k2 t��(k)� �k2 l��(k)~V �(p; k; �) = 12Xi=1 fi(p2; p � q; q2)V �i (p; k; �) ; (2.6)lassen sich deren tensorielle SDE's (1.26) durch die Anwendung der Projek-toren 4 A(p2) = 14p2 trnp= ~S�1(p)o�B(p2) = 14trn ~S�1(p)o�DT (k2) = 1(D� 1)t��(k) ~D��(k) (2.7)auf SDE's f�ur die invarianten Funktionen A(p2); B(p2) undDT (k2) umschrei-ben. Die skalare Projektion der SDE's (1.26) f�ur die Vertexfunktion ~V �erfordert aufgrund ihrer umfangreichen Tensorbasis fV �i (p; k; �)ji= 1 . . .12gzun�achst die Konstruktion einer bzgl. des Skalarprodukts14trV �i Vj;� (2:8)biorthogonalen Basis f ~V �i (p; k; �)ji= 1 . . .12g aus der Bedingung14trV �i ~Vj;� = �ij ; (2:9)die dann dazu verwendet werden kann, die skalaren SDE's f�ur die einzelneninvarianten Funktionen gem�a�fi(p2; p � q; q2) = 14tr ~V �i (p; k; �) ~V �(p; k; �) (2:10)zu ermitteln, vgl. [K�o 90].Im Hinblick auf das sog. Fermion-Doubler-Problem der Gitterregulari-sierung weisen wir darauf hin, da� die skalare Projektion der SDE's undder Umstand, da� die DR keinen Ein
u� auf die analytische Gestalt desFermionpropagators nullter Ordnung nimmt, eine vollkommen unproblema-tische Behandlung fermionischer Freiheitsgrade mittels der SDE's erlaubt.3Eine Tensorbasis fV �i (p; k; �)ji = 1 . . . 12g f�ur die Vertexfunktion ~V � ist in Gl.(B.65)angegeben.4Wir verwenden die Konvention tr[1D�D] = 4, davon abweichende Konventionen ha-ben zumindest in der St�orungsrechnung nur auf die endlichen Anteile der GreenschenFunktionen einen Ein
u�.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 28�Ubergang auf die euklidische MetrikDie SDE's f�ur die invarianten Funktionen der Basisvertices enthalten nurnoch aus den inneren und �au�eren Impulsen aufgebaute invariante Bildun-gen in Form von Skalarprodukten, so da� sich f�ur diese Gleichungen der�Ubergang zur euklidischen QEDD durch Ausf�uhrung einer naiven Wick-Rotation Z dDk(2�)Di ! Z dDEk(2�)Dp � k; . . . ! �(p � k)E; . . . (2.11)vollziehen l�a�t. Auf diese Weise kann zun�achst die De�nition euklidischerDirac- bzw. Lorentztensoren umgangen werden. 5Abbildung des D-dimensionalen Loop-Integrals auf ein gew�ohn-liches IntegralDer entscheidende Schritt innerhalb des kinematischen Teils der NPDRist die Angabe einer expliziten, prinzipiell numerisch auswertbaren Berech-nungsvorschrift f�ur das D-dimensionale Loop-Integral. F�ur die im Rahmendieser Arbeit bei konkreten L�osungsversuchen der SDE's verwendeten N�ahe-rungen ist es ausreichend, Ein-Loop-Integrale, die nur von einem �au�erenImpuls abh�angig sind, zu betrachten. In den skalaren SDE's kommen diesein der allgemeinen FormWD[f; p2) = Z dDEl(2�)D f(l2; p � l; p2; D) (2:12)vor und k�onnen durch �Ubergang auf D-dimensionale Polarkoordinaten mitder Polarachse in Richtung des �au�eren Impulses p auf ein zweidimensionalesgew�ohnliches Integral, bestehend aus einem Betrags- und einem Winkelin-tegral, abgebildet werden 6WD[f; p2)! SD Z 10 dl lD�1 Z 1�1 dx (1� x2)D�32 f(l2; p l x; p2; D)SD = 1�(D�12 )2D�1� D+12 ; x = p̂ � l̂ : (2.13)F�ur die Reduktion von Mehrfach-Loop-Integralen bzw. Loop-Integralen, dievon mehreren �au�eren Impulsen abh�angig sind, vgl. [Na 78] und [To 71].Die Gl.(2.13) stellt eine spezielle Realisierung des durch die WilsonschenAxiome nicht eindeutig festgelegten D-dimensionalen Wilsonschen Funktio-nals dar, in der die raumzeitliche Dimension D nur noch als reeller Parame-ter, der �uber die Betragsintegration prinzipiell regularisierend wirken kann,5Den Index E unterdr�ucken wir im folgenden meistens.6Wir f�uhren f�ur den Betrag eines Vektors keine neue Bezeichnung ein, kennzeichnendaf�ur aber Skalarprodukte, zur Unterscheidung von gew�ohnlichen Produkten, stets durcheinen Punkt.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 29vorkommt. Die Nichteindeutigkeit der Vorschrift (2.13), symbolisiert durcheinen Pfeil anstatt eines Gleichheitszeichens, besteht darin, sie um (multi-plikative) Terme erg�anzen zu k�onnen, die aufgrund der Anschlu�bedingung(W3) f�ur ganzzahliges D identisch Eins sein m�ussen (z.B. cos(2�D)), und istvergleichbar mit der M�oglichkeit, verschiedene Diskretisierungsvorschriftenf�ur die Ableitungsoperatoren im Rahmen einer Gitterregularisierung verwen-den zu k�onnen. Wir gehen auf diese Mehrdeutigkeiten nicht weiter ein, inder Ho�nung, da� sie sich wie in der St�orungsrechnung nur in den endlichenAnteilen der Greenschen Funktionen bemerkbar machen. F�ur detailliertereUntersuchungen der SDE's in NPDR kann es jedoch n�otig sein, eine genauereDe�nition des Wilsonschen Funktionals vorzunehmen.�Ubergang auf vollst�andig dimensionslose Gr�o�enF�ur eine numerische Behandlung der SDE's m�ussen diese vollst�andig di-mensionslos gemacht werden. Die nackte, dimensionell regularisierte QEDDenth�alt die beiden Massenskalen fm; g 1" g, d.h. die nackte Fermionmasse mund die f�ur D 6= 4 dimensionsbehaftete nackte Eichkopplung g mit Massen-dimension " = 4�D2 . Anders als f�ur ein Cut-O�-Regularisierungsverfahren(COR) wird in DR zwischen dem (dimensionslosen) Regularisierungspara-meter (") und der (davon abh�angigen) Regularisierungsmassenskala (g 1" ) un-terschieden, was weitreichende Konsequenzen f�ur die Parametrisierung desKontinuumslimes " ! 0 hat. Im Zusammenhang mit dem Renormierungs-verfahren kommen zwei weitere Massenskalen in die Theorie, die Renormie-rungsmassenskala � (\Subtraktionspunkt") und die unter Bezugnahme auf� geeignet de�nierte renormierte Fermionmasse mr. F�ur den �Ubergang aufvollst�andig dimensionslose Gr�o�en k�onnen wir damit allgemein schreiben 7m̂ = m� ; ĝ = ��"g�p = p� ; �B(�p2) = B((��p)2)�...� 2 fg 1" ; m;�;mrg : (2.14)Die zweckm�a�igste Wahl f�ur die Massenskala � h�angt von der konkretenFragestellung ab. Es lassen sich diesbez�uglich zwei F�alle unterscheiden:� Wahl von � in der regularisierten Theorie:F�ur die regularisierte Theorie mit " 6= 0 ist die nat�urlichste Wahl� = g 1" ; (2:15)wie dies beispielsweise f�ur L�osungsversuche der SDE's der QED3, f�urdie [g] = 12 gilt, �ublich ist. Die Wahl � = m ist prinzipiell auchm�oglich, aber im Hinblick auf den chiralen Limes m! 0 ungeschickt.Durch die Wahl (2.15) f�ur � l�a�t sich die Anzahl der unabh�angigen7Wir verwenden die Bezeichnung m̂; ĝ und nicht �m; �g, um Verwechslungen mit denlaufenden Parametern zu vermeiden.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 30Parameter in den nackten, dimensionell regularisierten SDE's von vierauf drei dimensionslose Gr�o�en reduzierenfm; g; �; "g! fmg 1" ; �; "g ; (2:16)und f�ur eine bestimmte nackte Greensche Funktion G k�onnen wir in-folgedessen schreibenG(p; g;m; �; ") = �[G]f(�p; m̂; �; ")p = (p1; p2; . . .) ; (2.17)wobei [G] die kanonische Massendimension von G und f eine dimen-sionslose Funktion bezeichnet.� Wahl von � zur Durchf�uhrung des Kontinuumslimes "! 0:Die Zahl der unabh�angigen Parameter, die nach Vorgabe eines Renor-mierungsverfahrens im Kontinuumslimes "! 0 �uberleben, wird nichtdurch eine Dimensionsanalyse, sonden durch die Divergenzstrukturder Theorie bestimmt. Die dimensionsbehafteten Gr�o�en m�ussen aufMassenskalen bezogen werden, die im Kontinuumslimes singularit�ats-frei bleiben. Dies ist f�ur � 2 fmr; �g, nicht aber f�ur � 2 fm; g 1" g, derFall. Die Wahl � = mr wird �ublicherweise im Rahmen der sog. in-termedi�aren Renormierung getro�en, in der die renormierten Gr�o�endurch den Wert bestimmter Greenscher Funktionen beim Impuls nullde�niert werden (� = 0). Wegen etwaiger IR-Singularit�aten ist dage-gen f�ur eine masselose Theorie die Wahl � = � zwingend.Wir denken uns die SDE's zun�achst mit der allgemeinen Massenskala �dimensionslos gemacht und spezi�zieren � und die genaue Anzahl der un-abh�angigen Parameter der Theorie erst bei konkreten Fragestellungen.2.1.2 Realisierung des dynamischen Teils der NPDRNach Ausf�uhrung der einzelnen Schritte des kinematischen Teils der NPDRsind beispielsweise die im Rahmen dieser Arbeit ausschlie�lich studiertenSDE's der beiden Propagatoren auf die allgemeine skalare Formf(�p2) = f (0)+ ĝ2SD Z 10 d�l �lD�1 Z 1�1 dx (1� x2)D�32 Kf [ffg; (�l)2; �p2; x)f(�p2) 2 fA(�p2); �B(�p2); d(�p2)g (2.18)reduziert, wobei f (0) die nullte Ordnung der einzelnen invarianten Funk-tionen und Kf [ffg; �) ein aus ihnen aufgebautes nichtlineares Funktionalbezeichnet. Es gilt nun, einen Bereich f�ur D zu spezi�zieren, in dem sichdie skalaren SDE's singularit�atsfrei l�osen lassen. Obwohl zum De�nitions-akt f�ur die formalen SDE's geh�orend, besitzt diese Spezi�kation insoferneinen dynamischen Aspekt, als wir zur Beurteilung der Konvergenzeigen-schaften der Loop-Integrale des SD-Selbstkonsistenzproblems vorab Kennt-nisse �uber dessen L�osung im divergenzerzeugenden UV-Bereich ben�otigen.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 31Diese Information ergibt sich aus der UV-asymptotischen Freiheit (UV-AF)der QEDD<4, die wir, um die Argumentation frei von speziellen N�aherungenf�ur die SDE's halten zu k�onnen, nachfolgend mittels RG-Methoden f�ur dienackte und multiplikativ renormierte QEDD diskutieren. Im Rahmen kon-kreter L�osungsversuche der SDE's werden wir zeigen, da� ihre L�osung imUV-Bereich mit den aus der RG gewonnenen Aussagen konsistent ist.UV-AF der nackten QEDD<4Gehen wir von der Existenz einer dimensionell regularisierten QEDD in ei-nem gewissen Bereich f�ur D aus, dann folgt aus der Dimensionsanalyse (2.17)f�ur eine beliebige nackte Greensche Funktion G, mit kanonischer Massendi-mension [G], das in diesem Bereich f�ur D wohlde�nierte SkalierungsgesetzG(etp; g;m; �; ") = et[G]G(p; �g(t); �m(t); �; ") ; (2:19)mit den \laufenden nackten Parametern" 8�g(t; ") = g e�"t�m(t) = me�t : (2.20)Da diese f�ur " > 0 im Limes t!1 verschwindenlimt!1 �g(t; " > 0) = 0limt!1 �m(t) = 0 ; (2.21)ist das UV-Verhalten der Greenschen Funktionen durch ihren Wert in nullterOrdnung bzgl. der nackten Parameter g;m beschr�anktlimt!1G(etp; g;m; �; " > 0) = et[G]G(p; 0; 0; �; ") : (2:22)Nehmen wir noch die in Anhang D diskutierte Divergenzstruktur der SDE's(1.26) hinzu, dann ist die Argumentation in sich konsistent und demnachdie nackte, dimensionell regularisierte QEDD<4 UV asymptotisch frei.UV-AF der multiplikativ renormierten QEDD<4Wir nehmen nachfolgend in DR eine RG-Analyse der multiplikativ renor-mierten QEDD vor, die einerseits zeigen soll, da� die UV-AF der nacktenQEDD nicht im Widerspruch zu einem etwaigen Landau-Pol in den laufen-den renormierten Parametern steht. Andererseits dient die Analyse dazu,die wesentlichen Beziehungen f�ur die Diskussion des Kontinuumslimes inNPDR bereitzustellen. Um die Formeln �ubersichtlich halten zu k�onnen,w�ahlen wir ein massenunabh�angiges Renormierungsschema 9 in Landau-8Wir werden diese Begri�sbildung nachfolgend genauer begr�unden.9Das einzig uns bekannte massenunabh�angige Renormierungsschema, das sich prinzi-piell auch innerhalb nichtperturbativer Studien etablieren l�a�t, ist das Weinberg-Schema[Cm 73]. Dagegen macht das massenunabh�angige MS=MS -Renormierungsschema spezi-elle Annahmen �uber die Singularit�atsstruktur der Theorie bzgl. ".



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 32Eichung � = �r = 0. 10 11 Die f�ur das UV-Verhalten der Theorie we-sentlichen laufenden renormierten Parameter �gr(t; ") und �mr(t; ") sind inDR durch die L�osungen der Di�erentialgleichungend�gr(t; ")dt = �(�gr(t; "); ")d �mr(t; ")dt = �(1� 
m(�gr(t; "); "))�mr(t; ")�gr(0; ") = gr�mr(0; ") = mc;r (2.23)de�niert. 12 Die RG-Funktionen �; 
m lassen sich aus den gem�a� Gl.(D.1)de�nierten Renormierungskonstanten Zg; Zm gewinnen, die in einem mas-senunabh�angigen Renormierungsschema nur von gr und " abh�angig sind�(gr; ") � � dd� ���ggr(�)= �"gr � gr�(gr; ") 1Zg(gr; ") @Zg(gr; ")@gr )�(gr; ") = �"gr1 + gr 1Zg(gr ;") @Zg(gr ;")@gr= �"gr + �1(")g3r + �2(")g5r + O(g7r)
m(gr; ") � �mc;r dd� ���g;mmc;r(�)= ��(gr; ") 1Zm(gr; ") @Zm(gr; ")@gr= 
(1)m (")g2r +O(g4r ) : (2.24)Mit diesen Relationen k�onnen die laufenden renormierten durch die laufen-den nackten Parameter ausgedr�uckt werden�gr(t; ") = gr(ĝ; ")���ĝ!�̂g(t;")�mr(t; ") = mc;r(m; ĝ; ")���ĝ!�̂g(t;");m! �m(t;")�̂g(t; ") � ��" �g(t; ") = ĝ e�"tĝ = ��"g ; (2.25)wodurch insbesondere die Bezeichnung \laufende nackte Parameter" f�ur�̂g(t; ") und �m(t; ") gerechtfertigt wird. Die Funktionen gr(ĝ; ") undmc;r(m; ĝ; ")lassen sich aus ihren Umkehrfunktionen bestimmen, f�ur die sich aus den Dif-ferentialgleichungen (2.24) die Integraldarstellungen [Sy 70]ĝ(gr; ") = gr expf� Z gr0 dx "x+ �(x; ")x�(x; ") gm(mc;r; gr; ") = mc;r expf� Z gr0 dx 
m(x; ")�(x; ") g (2.26)10Renormierte Gr�o�en kennzeichnen wir durch einen Index \r".11�r = 0 ist ein Fixpunkt der laufenden Eich�xierungskonstante.12mc;r bezeichnet die von einem etwaigen rein dynamischen Beitrag freie Strommasse(current-mass), d.h. mc;r ! 0 f�ur m! 0 und " > 0.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 33ergeben. 13 Die UV-AF der (multiplikativ) renormierten QEDD<4 folgt ausden Identit�aten (2.25), sofern die Randbedingungengr(ĝ; ") ! ĝmc;r(m; ĝ; ") ! m � ; ĝ ! 0 (2.27)erf�ullt sind, wonach die laufenden renormierten Parameter f�ur " > 0 undt ! 1 in die laufenden nackten Parameter �ubergehen und damit nachGl.(2.21) verschwinden�gr(t; " > 0) ! �̂g(t; ")! 0�mr(t; " > 0) ! �m(t; ")! 0 � ; t!1 : (2.28)Da� bei diesem Limes kein Landau-Pol �uberstrichen wird, l�a�t sich an denEin-Loop-RG-Beziehungen f�ur �gr(t; ") und �mr(t; ") �uberpr�ufen. Mit der Ein-Loop-N�aherung �(gr; ") � �"gr + �1(")g3r
m(gr; ") � 
(1)m (")g2r (2.29)erhalten wir aus Gl.(2.26)ĝ(gr; ") = grq1� �1(")" g2rgr(ĝ; ") = ĝq1 + �1(")" ĝ2m(mc;r; gr; ") = mc;r (1� �1(")" g2r)� 
(1)m (")2�1(")mc;r(m; ĝ; ") = m (1 + �1(")" ĝ2)� 
(1)m (")2�1(") (2.30)und mit Gl.(2.25) folgt�g2r(t; ") = g2re�2"t1� �1(")g2r 1�e�2"t"�mr(t; ") = mc;r e�t(1� �1(")g2r 1� e�2"t" )� 
(1)m (")2�1(") : (2.31)Da der Ausdruck ln"(x) � 1� x�"" = ln(x) + O(") (2:32)f�ur " > 0 und x > 1 durch 1" beschr�ankt bleibt, weisen die laufenden renor-mierten Parameter trotz des f�ur die QED4 positiven ersten ��Koe�zienten14 �1(0) = 112�2 > 0 (2:33)13Die L�osungen der Di�erentialgleichungen (2.24) haben wir durch das Aufpr�agen derRandbedingungen Zg; Zm ! 1; gr ! 0 eindeutig gemacht; wir kommen auf diese Wahlder Randbedingungen an sp�aterer Stelle nochmals zur�uck.14An dieser Stelle mu� kein Renormierungsschema spezi�ziert werden, da �1(0) (und�2(0)) bekanntlich davon unabh�angig sind.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 34in dem Bereich t = 0 . . .1 keinen Landau-Pol auf, sofern die renormierteKopplung im Attraktionsgebiet des UV-stabilen Fixpunkts (FP) gUVr = 0�(gUVr ; ") = 0@�(gUVr ; ")@gr = �" < 0 ; (2.34)das durch den IR-stabilen FP gIRr (") =q "�1(")�(gIRr ("); ") = 0@�(gIRr ("); ")@gr = 2" > 0 (2.35)der Ein-Loop �-Funktion (2.29) beschr�ankt wird, liegt. Jeder renormiertenKopplung gr aus diesem Attraktionsgebiet, dem nach Gl.(2.30) bereits dergesamte Bereich 0 . . .1 f�ur die nackte Kopplung ĝ zugeordnet ist, entsprichteine Trajektorie gr(t; "), die f�ur t ! 1 und " > 0 im UV-stabilen FPgr = 0 endet. Dieser E�ekt beruht auf dem (kinematischen) �"gr-Termin der �-Funktion, der f�ur " > 0 den Punkt gr = 0 immer zu einem UV-stabilen FP macht. 15 Die RG-Argumentation ist demnach f�ur D < 4 insich konsistent, insbesondere die Approximation (2.29) der RG-Funktionendurch ihre perturbativen Ausdr�ucke. Ein Landau-Pol tL ergibt sich in denrenormierten laufenden Parametern erst im Limes "! 0�g2r(t; 0) = g2r1� ttL�mr(t; 0) = mc;r e�t(1� ttL )� 
(1)m (0)2�1(0)tL = 12�1(0)g2r : (2.36)Dieser Limes ist jedoch f�ur die QED nur f�ur gr = 0 mit der Beziehung(2.30) konsistent (RG-Trivialit�at), so da� die Beziehungen (2.36) h�ochstensim Rahmen der St�orungsrechnung dazu verwendet werden k�onnen, das UV-Verhalten der QED4 zu analysieren.Im Hinblick auf den dynamischen Teil des De�nitionsproblems f�ur dieSDE's in NPDR k�onnen wir aus der RG-Analyse f�ur die nackte bzw. mul-tiplikativ renormierte QEDD<4 die folgende Feststellung tre�en:Eine konsistente De�nition (und gleichzeitig Teill�osung) der nackten SDE'skann in NPDR vorgenommen werden, wenn die QEDD f�ur D < 4 als UV-asymptotisch frei betrachtet wird, da f�ur dieses UV-Verhalten nach AnhangD die Loop-Integrale in den SDE's (1.26) f�ur die drei Basisvertices e�ektivlogarithmisch divergent sind und folglich die ihnen gem�a� dem kinemati-schen Teil der NPDR zugeordneten skalaren SDE's in dem endlichen Inter-vall ]DIR; 4[ wohlde�nierte L�osungen besitzen. DIR ist durch die IR-Struktur15Dabei machen wir die Annahme, da� dieser Term nicht durch einen echt nichtper-turbativen Anteil in der �-Funktion �uberspielt wird. Insofern ist die auf der RG-Analyseberuhende UV-AF der QEDD<4 eine Selbstkonsistenzaussage.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 35der QEDD bestimmt. F�ur eine (explizit oder dynamisch) massive QEDD,d.h. B(0) 6= 0, treten f�ur die Wahl DIR = 2 keine IR-Singularit�aten auf.Wir betonen, da� es f�ur die De�nition der QEDD<4 ausreicht, die UV-AF allein als Beschr�ankung des UV-Verhaltens der Greenschen Funktio-nen durch ihre nullte Ordnung aufzufassen. F�ur die invarianten FunktionenA;B; d der beiden Propagatoren bedeutet dieslimp!1A(p2; " > 0); d(p2; " > 0) = 1limp!1B(p2; " > 0) = m : (2.37)Eine dar�uberhinausgehende Darstellung der UV-Asymptotik der invarian-ten Funktionen durch ihre (nackten) St�orungsreihen, in denen aus Dimen-sionsgr�unden die Eichkopplung nur in der Kombination g2p�2" vorkommenkann AUV (p2; " > 0) = 1 + ...Xn=1 an("; �)( g2p�2"(4�)2�")nBUV (p2; " > 0) = mn1 + ...Xn=1 bn("; �)( g2p�2"(4�)2�")nodUV (p2; " > 0) = 1 + ...Xn=1 dn("; �)( g2p�2"(4�)2�")n ; (2.38)setzt im Gegensatz zu der strengen Aussage (2.37) voraus, da� es sich nichtnur um asymptotische Reihen, die f�ur sich allein genommen nicht zur De-�nition der UV-Asymptotik der invarianten Funktionen verwendet werdenk�onnten, handelt. 16De�nition der Theorie f�ur allgemeines DEs ist zur begri�ichen Seite hin ganz wesentlich, da� nach den Prinzipiender analytischen Fortsetzung mit der Kenntnis der L�osung der SDE's aufdem endlichen Intervall ]DIR; 4[ die Analytizit�atseigenschaften der L�osungin der gesamten komplexen D-Ebene festliegen, auch wenn wir gen�otigt sind,diese i.allg. im Rahmen einer numerischen Fortsetzung, die im Hinblick aufdie Fehler im numerischen Input mit Instabilit�aten verbunden sein kann, zuanalysieren. Nachfolgend verdeutlichen wir an einem einfachen Beispiel, da�es auch f�ur praktische Fragestellungen sinnvoll sein kann, eine analytischeFortsetzung bzgl. D in NPDR durchzuf�uhren.Die Kenntnis der drei Basisvertices auf dem Intervall ]DIR; 4[ impliziertnoch nicht, da� wir in NPDR auch daraus aufgebaute Gr�o�en berechnenk�onnen. Beispielsweise konvergiert das Loop-Integral in der Darstellung f�urdas nackte chirale Fermionkondensat<  � > := < 0j �(0) � �(0)j0 >c16Auch f�ur eine numerische L�osung der SDE's in NPDR ist es prinzipiell ausreichend,nur den UV-Limes der zu bestimmenden Funktionen zu kennen. Es kann jedoch hilfreichsein, die UV-Asymptotik durch die (u.U. asymptotischen) Reihen (2.38) zu approximieren.



2.1 Nichtperturbative dimensionelle Regularisierbarkeit der SDE's 36= tr Z dDk(2�)D i ~S(k)e�ik�x���x=0= 4 Z dDEk(2�)D B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2) ; (2.39)als gew�ohnliches Integral aufgefa�t<  � > / Z 10 dk kD�1 B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2) ; (2.40)nur f�ur D 2]0; 2[, falls die IR-BedingungB(0) 6= 0 (2:41)und die UV-Bedingungen (2.37) erf�ullt sind. Eine M�oglichkeit, den Wertdieses Integrals f�ur D � 4 zu de�nieren, besteht in der analytischen Fortset-zung der wohlde�nierten Werte aus dem Intervall D 2]0; 2[. 17 Eine direkteBerechnung des Kondensat-Integrals (2.40) f�ur D � 4 erfordert dagegendie Durchf�uhrung von Subtraktionen zur Erweiterung seines Konvergenz-bereichs bzgl. D. Dazu kann bei Vorgabe der Asymptotik (2.38) f�ur dasVerh�altnis B(p2)A2(p2) ! mn1 + ...Xn=1 cn("; �)( g2p�2"(4�)2�")no; p!1 (2:42)von dem Verschwinden skalenfreier Integrale, vgl. Gl.(2.5), Gebrauch ge-macht werden, d.h. unter Ausnutzung des Wilsonschen Postulats (W1) dieUmschreibung<  � >= 4 Z dDEk(2�)D B(k2)A2(k2)k2 +B2(k2)= 4 Z dDEk(2�)D ( B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2)� mk2n1 + ...Xn=1 cn("; �)( g2k�2"(4�)2�")no)+ m Z dDEk(2�)D 1k2n1 + ...Xn=1 cn("; �)( g2k�2"(4�)2�")no| {z }Gl:(2:5)=0 (2.43)vorgenommen werden. Dieses Vorgehen zeigt zwar, da� es in NPDR prin-zipiell m�oglich ist, jedem Loop-Integral ein �aquivalentes, e�ektiv logarith-misch divergentes Loop-Integral zuzuordnen, aufgrund der f�ur kleines " ge-ringen Di�erenz der Exponenten in der UV-Asymptotik (2.38) der invari-anten Funktionen mu� dazu jedoch u.U. die Subtraktion von sehr vielen17Dies erfordert die L�osung der SDE's in diesem Intervall, die aufgrund etwaigerIR-Singularit�aten erst noch zu de�nieren w�are, gegebenenfalls selbst durch analytischeFortsetzung.



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 37Termen vorgenommen werden, wodurch ebenfalls numerische Instabilit�atenentstehen k�onnen. Angesichts dieser Problematik ist es sehr instruktiv sichvor Augen zu halten, da� die regularisierende Wirkung einer COR nicht vondem Divergenzgrad des zu berechnenden Integrals abh�angig ist.2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDRDerjenige Bereich der raumzeitlichen Dimension D, f�ur den wir die SDE's inNPDR direkt l�osen k�onnen, schlie�t sich beliebig nahe an D = 4 an. Infolge-dessen sind wir zur Durchf�uhrung des Kontinuumslimes "! 0 in der Lage,das numerische Fortsetzungsproblem bzgl. D in ein Extrapolationsproblemumwandeln zu k�onnen, und damit in einer Situation, wie sie zun�achst auchf�ur die COR typisch ist. F�ur letztgenanntes Regularisierungsverfahren istder Kontinuumslimes in der Sprache der Statistischen Mechanik formuliert,wonach dieser mit den kritischen Punkten im Raum der nackten Parameterverbunden ist, f�ur die die Korrelationsl�ange�k � � �mr ; COR mit Impuls-Cut-O� �1amr ; COR mit Gitterkonstante a � (2:44)(i.allg.) gem�a� Potenzgesetzen mit zugeh�origen kritischen Exponenten di-vergiert, vgl. z.B. [Mm 94]. Es ist f�ur eine COR charakteristisch, da� sichaus der Parametrisierung des Kontinuumslimes durch RG-Funktionen, z.B.durch die renormierte �COR(gr) � ��k @gr(g; �k)@�k ���g (2:45)bzw. nackte �-Funktion 18�CORb (g) � �k @g(gr; �k)@�k ���gr ; (2:46)schon im Rahmen der regularisierten Theorie eindeutige Kriterien f�ur dieExistenz des Kontinuumslimes und die Struktur der dadurch de�niertenTheorie ableiten lassen. Da f�ur eine COR der Regularisierungsparameter di-mensionsbehaftet ist, k�onnen die RG-Funktionen so gew�ahlt werden, da� sievom Regularisierungsparameter unabh�angig sind, so da� nach Gl.(2.45/2.46)die Divergenz der Korrelationsl�ange �k mit der Existenz von Nullstellen derRG-Funktionen in Bezug auf ihre Kopplungsabh�angigkeitln(�k) = � Z gr dx 1�COR(x)ln(�k) = Z g dx 1�CORb (x) ; (2.47)die prinzipiell im Rahmen der regularisierten Theorie bestimmt werden k�on-nen, verkn�upft ist. Dagegen ist in NPDR der Kontinuumslimes allein durch18Die beiden Funktionen sind �uber die Beziehung �COR(gr) = �CORb (g) @gr (g;�k)@g mitein-ander verkn�upft, so da� ihre ersten beiden Taylorkoe�zienten in einer Entwicklung nachgr bzw. g �ubereinstimmen, vgl. [Mm 94].



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 38das Verschwinden der dimensionslosen Gr�o�e " charakterisiert und hierf�urscheint die obige Sprechweise aus der Statistischen Mechanik keine ange-messene Beschreibung zu sein, da mit " eine Gr�o�e variiert wird, die diedurch gleiche kritische Exponenten charakterisierten Universalit�atsklassenmitbestimmt. In NPDR h�angen die renormierte�DR(gr; ") = � dd� ���ggr(ĝ = ��"g; ") = �"ĝ @gr(ĝ; ")@ĝ= �"gr + gr�̂(gr; ")�̂(gr; ") = �1(")g2r + �2(")g4r +O(g6r) (2.48)bzw. nackte ��Funktion�DRb (ĝ; ") � dĝ(gr; ")d 12" ��gr = �2"2dĝ(gr; ")d " ��gr (2:49)vom Regularisierungsparameter " ab und infolgedessen ist der Zusammen-hang zwischen gewissen Strukturmerkmalen dieser Funktionen f�ur " > 0 undder Existenz bzw. Struktur etwaiger Kontinuumslimites wesentlich indirek-ter. Aus Gl.(2.48) erhalten wir die Beziehungĝ(gr; ") = gr expf� Z gr0 dx �̂(x; ")�"x + x�̂(x; ")g ; (2:50)die selbst im (nur perturbativ implementierbaren)MS=MS-Renormierungs-schema 19 nicht nach " aufgel�ost werden kann. Demnach lassen sich f�ur" > 0 keine eindeutigen Signale hinsichtlich der Existenz und Struktur desKontinuumslimes ableiten, so da� in NPDR die Durchf�uhrung des Konti-nuumslimes unausweichlich mit einem Extrapolationsproze� verbunden zusein scheint. Dieser Umstand mag als eine Schw�ache der NPDR erscheinen,oder aber die Voraussetzung daf�ur sein, da� die wesentliche Natur des Kon-tinuumslimes richtig erfa�t werden kann. Unserer Meinung nach dr�uckt sichhierdurch jedenfalls der wesentliche Unterschied zwischen einer COR und derDR aus. Zur Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR mu� demnachdirekt eine Analyse der Beziehung ĝ(gr; ") im Sinne eines Extrapolations-prozesses vorgenommen werden. Um eine Vorstellung davon zu bekommen,f�ur welche raumzeitlichen Dimensionen D die SDE's dazu numerisch gel�ostwerden m�ussen, betrachten wir die Entsprechung12" $ ln(�k) ; (2:51)die sich beispielsweise aus dem Vergleich der Ein-Loop-RG-Beziehungg(gr; �k) = grq1� �1(0)g2r ln(�2k) (2:52)19F�ur dieses Renormierungsschema h�angt �̂ nicht von " ab.



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 39mit der ihr in NPDR entsprechenden Beziehung (2.30) ablesen l�a�t. Diederzeitige Grenze f�ur die in numerischen L�osungsversuchen der SDE's er-reichbaren Korrelationsl�angen liegt in der Gr�o�enordnung 20 �r < 1012, vgl.[Ra 91], der nach Gl.(2.51) eine raumzeitliche Dimension" = 0:018D = 4� 2" = 3:963 (2.53)entspricht.2.2.1 Der Kontinuumslimes in DR gem�a� den perturbativenRG-FunktionenDa f�ur die QED4 nach Gl.(2.33) �1(0) > 0 und im massenunabh�angigenWeinberg-Renormierungsschema
(1)m (0) = � 38�2 < 0 (2:54)gilt, nehmen die renormierten Parameter mc;r; gr gem�a� den Ein-Loop-RG-Beziehungen (2.30) Werte in den Intervallenmc;r 2 [0;1[� mgr 2 [0; gIRr (")[� ĝ (2.55)an, falls die nackte Kopplung ĝ in dem Intervall [0;1[ l�auft. Die renor-mierte Kopplung gr ist durch den IR-stabilen FP der Ein-Loop-�-Funktionbeschr�ankt gIRr (") =r "�1(") ; (2:56)so da� es f�ur die QEDD auf Ein-Loop-RG-Niveau im Kontinuumslimes un-abh�angig davon, wie die nackte Kopplung von " abh�angig gemacht wird,zu einer Entkopplung von Boson- und Fermionfeld kommt (Trivialit�at).Aus den Beziehungen (2.30) folgt, da� die nackten Parameter m; ĝ komplexw�urden, hielten wir im Kontinuumslimes " ! 0 an einem gr > 0 fest. 21Es ist schwer vorstellbar, da� die Trivialit�at durch die Ber�ucksichtigung vonweiteren st�orungstheoretischen Beitr�agen zur �-Funktion umgangen werdenkann. Gem�a� der Darstellung (2.50) wird die renormierte Kopplung im all-gemeinen Fall durch die kleinste positive Nullstelle g?r(") der �-Funktion, diedurch die L�osung der Gleichung" = �̂(g?r("); ") (2:57)gegeben ist, beschr�ankt gr 2 [0; g?r(")[ : (2:58)20Die im Rahmen von Gitterrechnungen erreichbaren Korrelationsl�angen sind wesentlichkleiner.21Dagegen mu� nach diesen Beziehungen f�ur die QCDD, mit �1(0) < 0, zurDurchf�uhrung des Kontinuumslimes " ! 0 die nackte Kopplung ĝ(") gegen null gef�uhrtwerden, was auf eine nichttriviale QCD4 f�uhrt.



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 40F�ur die QED ist die perturbative �̂-Funktion bekanntlich positiv und folglichkann die Bedingung (2.57) zumindest f�ur kleine " gel�ost werden, wobei wegender perturbativen Entwicklung (2.48)g?r(")! 0; "! 0 (2:59)gilt. Beispielsweise folgt f�ur g?r(") auf Zwei-Loop-Niveau im MS=MS-Renor-mierungsschema(g?r)2(") = s "�2(0) + 14(�1(0)�2(0))2 � 12(�1(0)�2(0))= "�1(0) � �2(0)�31(0)"2 + O("3) : (2.60)Der Zwei-Loop-Beitrag zur �-Funktion macht sich erst in der O("2) bemerk-bar.Einerseits ist f�ur die De�nition der QEDD in NPDR die Existenz des UV-stabilen FP gUVr = 0 mit seinem zugeh�origen, \kleinen" Attraktionsgebiet0:::g?r(") wesentlich, andererseits liegt die Vermutung nahe, da� durch diesesAttraktionsgebiet die wesentliche nichtperturbative Struktur der ��Funktionnur maskiert wird. Es ist uns nicht klar, ob die Beziehung (2.50) bzgl.gr auf Werte jenseits des Attraktionsgebietes (2.58) hin fortgesetzt werdenkann und welche Strukturmerkmale die �-Funktion f�ur " > 0 dort besitzenm�u�te, damit ein nichttrivialer Kontinuumslimes "! 0 existiert. Zumindestw�are in diesem Fall die untere Integrationsgrenze in der Darstellung (2:50)abzu�andern, und damit ginge nach den Gl.(2.26/2.27) u.U. die UV-AF derrenormierten Theorie verloren. 222.2.2 Der Kontinuumslimes in NPDR am Beispiel eines echtnichtperturbativen E�ektsEine M�oglichkeit, wie die Trivialit�at eventuell umgangen werden k�onnte, istdie Existenz echt nichtperturbativer E�ekte, die keine Entsprechung in derSt�orungsrechnung besitzen und einer nichtperturbativen Kopplungsrenor-mierung bed�urfen. Als Beispiel betrachten wir die Ausbildung einer dyna-mischen Masse in der masselosen, chiral invarianten QEDD, die als einzigeMassenskala die Regularisierungsmassenskala besitzt. Die Parametrisierungdieses E�ekts in DR und einer COR ist in Tabelle (2.1) in Form einer Ge-gen�uberstellung dargestellt, da der Unterschied in den beiden Regularisie-rungsverfahren f�ur diesen Fall besonders deutlich zum Ausdruck kommt. InDR ist die Bedeutung der nackten Kopplung g vollst�andig auf das Setzender (nichtanalytisch von g abh�angigen) Massenskala g 1" reduziert, so da� Mentweder f�ur alle g von null verschieden ist, oder identisch verschwindet. F�urdie masselose QEDD macht es im Gegensatz zur COR in NPDR demnach22Jenseits des Attraktionsgebietes (2.58) des UV-stabilen FP gUVr = 0 kommt dem Term�"x in der Integraldarstellung (2.50) nicht mehr die entscheidende Bedeutung zu, die erf�ur x � 0 besitzt. Demnach scheint es so, als ob dieser Term in dieses Gebiet �uberf�uhrtwerden, d.h. eventuell die Beziehung gr = Z�1g (gr ; ")��"g hinsichtlich der expliziten �-Abh�angigkeit abge�andert werden m�u�te.



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 41
COR DRRegularisierungs-Parameter � " = 4�D2Massenskala � g 1" = � ĝ 1"dynamische Masse M(g;�) = � fCOR(g) M(g; ") = g 1" fDR(")Kontinuumslimes �k = �M !1 "! 0Ren.-Bedingung 0 < M <1 0 < M̂ = M� <1Subtraktion g ! g(�k)��M ĝ ! ĝ(")��M̂kritische gk � lim�k!1 g(�k)��M ĝk � lim"!0 ĝ(")��M̂nackteKopplung fCOR(gk) = 0 ĝk = lim"!0 M̂ "|{z}!1 ~f�"DR(")nackte �CORb (g) � �k dg(�k)d �k ��M �DRb (ĝ; ") � �2"2 dĝ(")d " ��M̂�-Funktion = �fCOR(g)f 0COR(g) = �2"ĝ ln(ĝ) + 2"3ĝ ~f 0DR(")~fDR(")Tabelle 2.1: Vergleich der Parametrisierung einer dynamischen Masse in DRund einer COR.



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 42keinen Sinn, von einer \Starkkopplungsphase" bzgl. der nackten Kopplungzu sprechen. Ob es zur Ausbildung einer rein dynamischen Masse kommtoder nicht, h�angt in NPDR nur von der raumzeitlichen Dimension " ab.Die dynamische Masse M(g; ") ist gem�a� ihrer Parametrisierung in Tabelle(2.1) M(g; ") = g 1" fDR(") (2:61)eine RG-Invariante und folglich besitzt sie als Funktion der renormiertenKopplung die DarstellungM(gr(�); �; ") = CM(")�"(gr(�); �) ; (2:62)wobei �" die RG-invariante Massenskala der QEDD bezeichnet�"(gr(�); �) = � expf� Z gr(�)g0r (") dx 1�(x; ")g ; (2:63)die erst nach Festlegung der unteren Integrationsgrenze g0r(") eindeutig de-�niert ist und f�ur die auf Ein-Loop-RG-Niveau folgt 23�"(gr; �) = � ( 1� "�1(")g2r1� "�1(")(g0r("))2 )� 12" : (2.64)Um den Zusammenhang zwischen den Darstellungen (2.61/2.62) herzustel-len, schreiben wir die �"-Skala mit Hilfe der Beziehung�(gr; ") = �"ĝ @gr(ĝ; ")@ĝ (2.65)auf die nackte Kopplung g um�"(g) = � expf1" Z ĝ(gr ;")ĝ(g0r ;") dx0 1x0 g= � ( ĝ̂g0 ) 1" = ( gĝ0(")) 1"ĝ0(") � ĝ(g0r ; ") ; (2.66)so da� folgt CM(") = ĝ 1"0 (")fDR(") : (2:67)Damit die dynamische Masse im Kontinuumslimes endlich gehalten wer-den kann (Renormierungsbedingung), mu� die nackte Kopplung vom Regu-larisierungsparameter abh�angig gemachtg COR! g(�k)��Mĝ DR! ĝ(M̂; ")��M̂ (2.68)23Nach Gl.(2.64) verschwindet �" f�ur " > 0 und kleine gr gem�a� g 1"r . F�ur die QCDD,d.h. �1(0) < 0, folgt aus Gl.(2.64) im Limes " ! 0 und der Wahl g0r (") ! 1; " ! 0 daswohlbekannte Ein-Loop-RG-Resultat �0(gr ; �) = � expf 12�1(0)g2r g. F�ur die QEDD ist einsolcher Limes wegen �1(0) > 0 nicht m�oglich.



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 43und im Kontinuumslimes gegen eine universelle \kritische" Kopplung gef�uhrtwerden gk COR� lim�k!1 g(�k)��Mĝk DR� lim"!0 ĝ(M̂; ")��M̂ : (2.69)Die Werte f�ur die (u.U. mehreren) kritischen Kopplungen sind in einerCOR durch die Nullstellen der Skalierungsfunktion fCOR(g) bestimmt, d.h.k�onnen prinzipiell bei endlichen Korrelationsl�angen �k bestimmt werden,wohingegen ihre Bestimmung in DR die Kenntnis der SkalierungsfunktionfDR(") f�ur beliebig kleine " erfordert. Ob durch die nichtperturbative Kopp-lungsrenormierung (2.68/2.69) die Trivialit�at der QED4 umgangen werdenkann, h�angt davon ab, ob die geeignet de�nierte renormierte Kopplung gran den kritischen Punkten verschwindetlim�k!1 gr(g(�k); �k) = ?lim"!0 gr(ĝ(M̂; "); ") = ? : (2.70)In NPDR ist damit die Trivialit�atsfrage f�ur die QED4 auf die Untersuchungder strukturellen Eigenschaften der beiden Funktionen �(gr; ") und fDR(")zur�uckgef�uhrt.2.2.3 Die zentralen Fragestellungen zur Strukturuntersuchungder QEDAus der Diskussion des Kontinuumslimes in NPDR ergeben sich f�ur dienichtperturbative Strukturuntersuchung der QED die folgenden zentralenFragestellungen:� Liegt nach [Lp 55] f�ur die QED4 die \zero charge situation" vor, d.h.ist in DR die auf der Ein-Loop ��Funktion beruhende RG-Beziehungg2r(ĝ; ") = ĝ21 + �1(")" ĝ2 � "�1(") (2:71)auch f�ur gro�e nackte Kopplungen ĝ korrekt, so da� die renormierteKopplung im Limes "! 0 verschwindet ?� Wird dieses Trivialit�atsszenarium durch nichtperturbative E�ekte um-gangen, die{ durch eine �uber RG-Summationen hinausgehende Aufsummationst�orungstheoretischer Terme beschrieben werden k�onnen, z.B. diezuerst von [Gml 54] vermutete Existenz einer Nullstelle der re-normierten �-Funktion bei gro�en renormierten Kopplungen ?{ echt nichtperturbative E�ekte darstellen, d.h. nichtanalytischvon der Kopplung abh�angen und eine nichtperturbative Renor-mierung erfordern, z.B. die diesbez�uglich zuerst von [Mn 74] un-tersuchte dynamische chirale Symmetriebrechung ?



2.2 Durchf�uhrung des Kontinuumslimes in NPDR 44� Impliziert die etwaige Entkopplung von Fermion- und Bosonfeld aucheinen trivialen Fermionsektor, oder existieren im Fall der dynamischenchiralen Symmetriebrechung im Kontinuumslimes trotz verschwinden-der renormierter Kopplung nichttriviale S-Matrixelemente zur Beschrei-bung des pseudoskalaren Goldstone-Bosons ? In der Sprache der CORw�urden in diesem Fall die Nullstellen der renormierten und nackten�-Funktion nicht �ubereinstimmen.� Sind die Aussagen �uber die Struktur und Existenz etwaiger Kontinu-umslimites vom verwendeten Regularisierungsverfahren abh�angig ?� Ist im Fall der Trivialit�at der QED4 das Konzept der Cut-O�-Theorievon der COR auf die NPDR �ubertragbar ?Eine vorl�au�ge Antwort auf Teile der obigen Fragestellungen nehmen wirnachfolgend durch die explizite L�osung von zwei Entkopplungsn�aherungender SDE's in NPDR vor.



Kapitel 3Die Quenched-Rainbow-N�aherung der SDE's inNPDRDie Quenched-Rainbow-Approximation (QRBA) der SDE's (1.26) bestehtin der Ersetzung~D��(k) ! ~D(0);��(k) = � 1k2 ht�� (k) + � l��(k)i~V �(p; k; �) ! ~V (0);�(p; k; �) = 
� (3.1)und stellt aus verschiedenen Gr�unden eine besonders attraktive Entkop-plungsn�aherung dar:� Die QRBA kann im Rahmen einer COR weitgehend analytisch gel�ostwerden.� Die N�aherung (3.1) des Bosonpropagators schaltet den in Kapitel 2 dis-kutierten Trivialit�atsmechanismus aus, so da� die QRBA einen nicht-trivialen Kontinuumslimes besitzt.� Die QRBA ist eine vereinfachte Version der Quenched-Approximation(QA), die in der Unterdr�uckung aller Fermion-Loops in den SDE's(1.26) f�ur die drei Basisvertices besteht. Die QA stellt den Grenz-fall unendlich schwerer Fermionen dar und l�a�t sich im funktional-integralen Zugang durch die Vernachl�assigung der Fermiondetermi-nante, die nach Ausintegration der nur bilinear in der Wirkung ent-haltenen Fermionfelder entsteht, implementieren, so da� ein Vergleichder Ergebnisse von Gitterrechnungen [Bk 84] mit denjenigen des SD-Zugangs m�oglich ist.Seit der grundlegenden Arbeit von [Mn 74] ist die QRBA vielfach alsAusgangspunkt f�ur nichtperturbative Strukturuntersuchungen der QED4,die beispielsweise die Untersuchung der Impussingularit�atsstruktur des Fer-mionpropagators oder das Studium der dynamischen chiralen Symmetrie-brechung zum Gegenstand hatten, verwendet worden, vgl. z.B. [Fk 76] und45



3.1 Die SDE's der QRBA 46[Mi 85]. Uns dient die QRBA als �ubersichtliche Modell-SDE, um analy-tisch nichtperturbative E�ekte in dimensioneller Regularisierung studierenzu k�onnen.3.1 Die SDE's der QRBADie N�aherung (3.1) reduziert die SDE's (1.26) f�ur die drei Basisvertices aufeine geschlossene, nichtlineare SDE f�ur den Fermionpropagator~S�1(p) = p=�m1 + g2~�(p)( )�1 = ( )�1 + g2~�(p) = Z dDk(2�)Di 
� ~S(k) ~D(0)�� (p� k)
� : (3.2)Gem�a� dem in Kapitel 2 diskutierten kinematischen Teil der NPDR ergebensich f�ur seine beiden invarianten Funktionen~S�1(p) = A(p2)p=� B(p2)1 (3:3)in euklidischer Metrik die gekoppelten, skalaren SDE'sA(p2) = 1 + g2 ~�A(p2)B(p2) = m+ g2~�B(p2)~�A(p2) = (D� 2)� Z dDk(2�)D A(k2)A2(k2)k2 +B2(k2) p � kp2(p� k)2= 2(D� 2)��(3� ")(4�)2�" Z 10 dk kD�1 A(k2)A2(k2)k2 +B2(k2) kp� �(3� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx x(1� x2) 12�"p2 � 2pkx+ k2| {z }�KA(p;k;")~�B(p2) = (D� 1 + �) Z dDk(2�)D B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2) 1(p� k)2= 2(D� 1 + �)�(2� ")(4�)2�" Z 10 dk kD�1 B(k2)A2(k2)k2 +B2(k2)� �(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx (1� x2) 12�"p2 � 2pkx+ k2| {z }�KB(p;k;") ; (3.4)die sich durch Ausf�uhren der Winkelintegrationen in eindimensionale Inte-gralgleichungen mit den symmetrischen KernenKA(p; k; ") = �(k � p) pk3 2F 1["; 2; 3� "; (pk)2] + k$ p



3.2 L�osung der SDE im UV-Bereich 47= �(k � p) pk3n1 + 2"3� "(pk )2 + 3"(1 + ")(3� ")(4� ")(pk )4 + . . .o + k $ pKB(p; k; ") = �(k � p)k2 2F 1["; 1; 2� "; (pk)2] + k$ p= �(k � p)k2 n1 + "2� "(pk )2 + "(1 + ")6� 5"+ "2 (pk )4 + . . .o+ k $ p (3.5)�uberf�uhren lassen. In Landau-Eichung � = 0 entkoppeln die beiden SDE's(3.4)A(p2) = 1B(p2) = m+ (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 +B2(k2) 1(p� k)2 (3.6)= m+ 2(D� 1)�(2� ") g2(4�)2�" Z 10 dk kD�1 B(k2)k2 +B2(k2)KB(p; k; ") :Dar�uberhinaus kann in dieser Eichung durch die Ersetzung 1
� ! ~V �(p; k; �) = 
� + k�k2 hB(p2)�B((p+ k)2)i1 (3:7)die ~V �-WTI (B.16) erf�ullt werdenk� ~V �(p; k; �) = k=+ hB(p2)�B((p + k)2)i1= ~S�1(p+ k)� ~S�1(p) ; (3.8)ohne das sich die skalaren SDE's (3.6) �andern. Allerdings kommt es f�ur dieseVertexfunktion im Limes k ! 0 zu kinematischen Singularit�aten, so da� die~V �-WI (B.26) selbst in Landau-Eichung gebrochen bleibt~V �(p; k! 0; �) ! 
� � k� 2p � kk2 B0(p2)1!= @@p� ~S�1(p)= 
� � 2p�B0(p2)1 : (3.9)Wir betrachten in diesem Kapitel die SDE's (3.4) ausschlie�lich in Landau-Eichung, Resultate f�ur andere Eichungen k�onnen eichkovariant mittels derLKT (C.12) ermittelt werden.3.2 L�osung der SDE im UV-BereichIn Kapitel 2 haben wir die UV-AF der QEDD<4 mittels RG-Methoden stu-diert und betont, da� es f�ur die De�nition der formalen SDE's (1.26) ausrei-chend ist, die UV-AF als Beschr�ankung des UV-Verhaltens der GreenschenFunktionen durch ihre nullte Ordnung aufzufassen. Auf der Basis der SDE1Diese Ersetzung ist f�ur den nackten Vertex 
� in Gl.(3.2) durchzuf�uhren.



3.2 L�osung der SDE im UV-Bereich 48(3.6) ergibt sich diese Beschr�ankung f�ur die invariante Funktion B(p2), in-dem nach Durchskalieren des Integrationsimpulses gem�a�k0 = kjpj ; p̂ = pjpj (3:10)der Limes p!1 durchgef�uhrt wirdB(p2) = m+ (D� 1)g2p�2" Z dDk0(2�)D B((pk0)2)k02 + (B((pk0)2)p )2 1(p̂� k0)2= m(1 + (D� 1)g2p�2" Z dDk0(2�)D 1k02 1(p̂� k0)2 + O(p�4"))= m(1 + (D� 1)�2(1� ")�(")�(2� 2") g2p�2"(4�)2�" +O(p�4")) : (3.11)F�ur eine vollst�andige Bestimmung der UV-Asymptotik von B(p2) ist es sinn-voll, die beiden F�alle der expliziten chiralen Symmetriebrechung (E�SB,m 6= 0) bzw. der dynamischen chiralen Symmetriebrechung (D�SB, m = 0)getrennt zu betrachten.Die UV-Asymptotik f�ur den Fall der E�SBDer Integrand der SDE (3.6) kann unter abwechselnder Benutzung der bei-den Beziehungen 1k2 +B2(k2) = 1k2 � B2(k2)k2(k2 +B2(k2))1(p� k)2 = 1p2 � 1p2 (p� k)2 � p2(p� k)2 (3.12)wie folgt umgeschrieben werden 2B(p2) = (m+ (D� 1)g2p�2" Z dDk0(2�)D B((pk0)2)k02(p̂� k0)2)+ 1p2(� (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B3(k2)k2(k2 + B2(k2))+ (D� 1)g2p�2" Z dDk0(2�)D B3((pk0)2)k04 (p̂� k0)2 � 1(p̂� k0)2 )� (D� 1)g2p2 Z dDk(2�)D B5(k)k4(k2 + B2(k2)) (p� k)2 � p2p2 : (3.13)Das letzte Loop-Integral in dieser Gleichung ist f�ur D < 4 IR- und UV-konvergent und verh�alt sich im UV-Bereich wieZ dDk(2�)D B5(k2)k4(k2 + B2(k2)) (p� k)2 � p2(p� k)22Gegen�uber einer Entwicklung nach (B(k2)k )2 f�uhrt dieses Vorgehen zu keinen IR-Divergenzen.



3.2 L�osung der SDE im UV-Bereich 49UV= 1p2 Z dDk(2�)D B5(k2)(1� 4(p̂ � k̂)2)k2(k2 + B2(k2)2)= O(p�2) ; (3.14)so da� sich aus Gl.(3.13) f�ur die UV-Asymptotik von B(p2) das SchemaB(p2) UV= m(1 + ...Xn=1 b0;n(")( g2p�2"(4�)2�")n)+ b1;0((gm�")2; ")m3p2 (1 + ...Xn=1 b1;n(")( g2p�2"(4�)2�")n)+ b2;0((gm�")2; ")m5p4 (1 + ...Xn=1 b2;n(")( g2p�2"(4�)2�")n) . . . ; (3.15)bestehend aus einer Mischung gebrochener (p�2")n- und ganzzahliger (p�2)n-Potenzen, ergibt. Die mit den gebrochenen Potenzen verbundenen Anteilein der UV-Asymptotik von B(p2) bezeichnen wir aufgrund der Beziehung(2.32) als ln"-Anteile. Die Koe�zienten bj;k sind dimensionslose Zahlen, dief�ur k = 0 neben " von der dimensionslosen Kombination (gm�")2 abh�angen.3 Die Koe�zienten bj;0 besitzen i.allg. neben einem perturbativen Anteil,der beispielsweise f�ur den Koe�zienten b1;0 in dem Ausdruckb1;0((gm�")2; ") = (1� D)g2m3 Z dDk(2�)D B3(k2)k2(k2 + B2(k2))= (1� D)�(")1� " (gm�")2(4�)2�" + O(gm�")4 (3.16)enthalten ist, bzgl. g nichtanalytische Anteile, die jedoch durch die per-turbativen Beitr�age unterdr�uckt werden und deshalb erst im Fall der D�SBsichtbar gemacht werden k�onnen. Die Bestimmung des Koe�zienten b1;0 er-fordert bereits die Kenntnis der gesamten Funktion B(p2), so da� der quan-titative Gehalt des UV-Schemas (3.15) auf die Bestimmung des f�uhrendenln"-Anteils, der danach in den L�osungen der SDE 4B(p2) UV= m+ (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 1(p� k)2 (3.17)enthalten ist, beschr�ankt bleibt. Ihre iterative L�osung f�uhrt f�ur die zugeh�ori-gen Koe�zienten b0;k(") auf die Rekursionsbeziehungb0;k+1(") = (D� 1)�(1� ")�(1� "(k + 1))�("(k+ 1))�(1 + "k)�(2� "(2 + k)) b0;k(")b0;0 = 1 ; (3.18)3Diese Abh�angigkeit spiegelt den allgemeinen Sachverhalt wider, wonach die Green-schen Funktionen bzgl. m i.allg. nur zweimal an der Stelle m = 0 di�erenzierbar sind.4Da die lineare Faltungsgleichung (3.17) nach Gl.(3.89) zu einer Di�erentialgleichungzweiter Ordnung �aquivalent ist, besitzt sie zwei linear unabh�angige L�osungen. Der f�urm 6= 0 f�uhrende ln"-Anteil ist durch ihre iterative L�osung gegeben.



3.2 L�osung der SDE im UV-Bereich 50die sich geschlossen l�osen l�a�t 5B(p2) UV= m(1 + ...Xk=1 b0;k(")( g2p�2"(4�)2�")k)b0;k(") = n (D� 1)�(1� ")�"2 ok� �(2� ")�(1 + k")�(1� 1" )�(2� (k + 1)")�(1 + k)�(1� 1" + k) : (3.19)Die UV-Asymptotik f�ur den Fall der D�SBF�ur m = 0 wird die Integralgleichung (3.6) homogenB(p2) = (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 + B2(k2) 1(p� k)2 (3:20)und besitzt insbesondere die triviale L�osungB(p2) = 0 ; (3:21)die die perturbative L�osung dieser Gleichung darstellt. Existieren nichttri-viale L�osungen 6, dann m�ussen diese nichtanalytisch von der Eichkopplungg abh�angig sein. F�uhren wir zur Bestimmung des f�uhrenden UV-Verhaltensvon B(p2) den Limes p! 1 unter dem Integral in Gl.(3.20) durchB(p2) = (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 + B2(k2) 1(p� k)2UV= (D� 1)g2p2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 + B2(k2)| {z }UV-konvergent f�ur D<4 ; (3.22)dann ist die sich dabei ergebende UV-Asymptotik f�ur B(p2) selbstkonsistent,da das verbleibende Loop-Integral f�ur ein derart regul�ares UV-Verhaltenkonvergent f�ur D < 4 ist. Das Loop-Integral in Gl. (3.22) kann mit demnackten chiralen Fermionkondensat identi�ziert werden, das f�ur den FallA(p2) = 1 durch <  � > � < 0j �(0) � �(0)j0 >c= trZ dDk(2�)D i ~S(k)e�ik�x���x=0= �trZ dDk(2�)Di k=+B(k2)1k2 �B2(k2)= 4 Z dDEk(2�)D B(k2)k2 + B2(k2) (3.23)5Aus der Singularit�atsstruktur der Koe�zienten b0;k(") wird deutlich, da� durch dieseReihe in Strenge nur f�ur 1" 62 N eine Funktion de�niert wird. Durch die Aufsummationdieser Reihe kann eine Fortsetzung auf die Werte 1" 2 N , f�ur die es zu Mischungen zwischenganzzahligen- und gebrochenen Potenzen im UV-Schema (3.15) kommt, vorgenommenwerden.6In diesem Fall gibt es mindestens zwei nichttriviale L�osungen, denn mit B(p2) l�ostauch �B(p2) die homogene, nichtlineare SDE (3.20).



3.2 L�osung der SDE im UV-Bereich 51de�niert ist, so da� giltB(p2) UV= (D� 1)g2 <  � >4p2 ; (3:24)wobei im Fall m = 0 aus Dimensionsgr�undeng2 <  � >/ (g 1" )3 (3:25)gelten mu�, woraus die Nichtanalytizit�at einer etwaigen L�osung der SDE(3.20) ersichtlich wird. 7 F�ur eine weitergehende Bestimmung der UV-Asymptotik schreiben wir die homogene SDE (3.20) analog zur Gl.(3.13)umB(p2) = (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 + B2(k2) 1(p� k)2= (D� 1)g2p2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 + B2(k)� (D� 1)g2p2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 + B2(k2) (p� k)2 � p2(p� k)2= (D� 1)g2p2 (<  � >4 � p�2" Z dDk0(2�)D B((pk0)2)k02 (p̂� k0)2 � 1(p̂� k0)2 )+ (D� 1)g2p2 Z dDk(2�)D B3(k2)k2(k2 +B2(k2)) (p� k)2 � p2(p� k)2 : (3.26)Da sich das letzte Loop-Integral in dieser Gleichung wegen der regul�arenUV-Asymptotik (3.22) von B(p2) im UV-Limes wieZ dDk(2�)D B3(k2)k2(k2 + B2(k2)) (p� k)2 � p2(p� k)2UV= 1p2 Z dDk(2�)D B3(k2)(1� 4(p̂ � k̂)2)(k2 +B2(k2))= O(p�2) (3.27)verh�alt, wird das folgende UV-Schema nahegelegtB(p2) UV= D� 14p2 g2 <  � >| {z }/g 3" (1 + ...Xn=1 b1;n(")( g2p�2"(4�)2�")n)+ b2;0(")g 5"p4 (1 + ...Xn=1 b2;n(")( g2p�2"(4�)2�" )n)+ b3;0(")g 7"p6 (1 + ...Xn=1 b3;n(")( g2p�2"(4�)2�" )n) . . . ; (3.28)7Dies ist ein Beispiel f�ur den im Rahmen des Studiums der L�osungsmannigfaltigkeit derfunktionalen SDE's in Kapitel 1 diskutierten Sachverhalt, wonach die L�osung der SDE'sdurch das Einfordern einer Schwachkopplungsentwicklung nicht notwendig eindeutig wird.



3.2 L�osung der SDE im UV-Bereich 52das bis auf das Fehlen der ersten Zeile mit dem UV-Schema (3.15) f�ur denFall m 6= 0 �ubereinstimmt, jedoch anstatt der nackten Masse m bzgl. gnichtanalytische Terme vor den perturbativen ln"-Anteilen aufweist. Derf�uhrende ln"-Anteil ist nach diesem Schema in den L�osungen der SDEB(p2) UV= (D� 1)g2 <  � >4p2 � (D� 1)g2p2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 (p� k)2 � p2(p� k)2(3:29)enthalten, genauer gesagt, durch ihre iterative L�osung gegeben, die auf dieRekursionsbeziehungb1;k+1(") = (D� 1)�(1� ")�(�"(k + 1))�(1 + "(k + 1))�(2 + "k)�(1� "(2 + k)) b1;k(")b1;0 = 1 (3.30)f�uhrt. Die L�osung dieser Rekurison lautetB(p2) UV= (D� 1)g2 <  � >4p2 (1 + ...Xk=1 b1;k(")( g2p�2"(4�)2�")k)b1;k(") = n (D� 1)�(1� ")�"2 ok� �(1� ")�(2 + k")�(1 + 1" )�(1� (k + 1)")�(1 + k)�(1 + 1" + k) : (3.31)Der vom �au�eren Impuls unabh�angige Subtraktionsterm im Loop-Integralder SDE (3.29)B(p2) UV= (D� 1)g2 <  � >4p2+ (D� 1)g2p2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 n p2(p� k)2 � 1o (3.32)bewirkt, da� es im Rahmen ihrer iterativen L�osung zu keinen IR-Divergenzenkommt. In dimensioneller Regularisierung, die nicht zwischen IR- und UV-Divergenzen unterscheidet, kann dieser Subtraktionsterm unterdr�uckt wer-den, so da� der jeweils f�uhrende ln"-Anteil in der UV-Asymptotik von B auseiner SDE B(p2) UV= m+ (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 1(p� k)2 ; (3.33)deren L�osungen �uber die UV-RandbedingungenB(p2)! ( m ; m 6= 0(D�1)g2< � >4p2 ; m = 0 ) ; p!1 (3:34)dem Fall der E�SB bzw. D�SB zugeordnet werden k�onnen, gewonnen wer-den kann. Die UV-Schemata (3.15/3.28) stimmen mit der OPE-Hypothesef�ur eine UV-asymptotisch freie Theorie �uberein, vgl. [La 92]. Aus ihrerHerleitung mittels der SDE (3.6) wird deutlich, da� sie der Form nach auchf�ur die volle Theorie G�ultigkeit besitzen sollten.



3.3 Summationsmethoden f�ur die UV-Asymptotik 533.3 Summationsmethoden f�ur die UV-AsymptotikF�ur jede geschlossene N�aherung der SDE's (1.26) der drei Basisvertices l�a�tsich in NPDR aufgrund der UV-AF f�ur die Koe�zientens�atze der f�uhren-den ln"-Anteile ihrer UV-Asymptotik zumindest eine Rekursionsbeziehungder Form (3.18/3.30) herleiten, die jedoch i.allg. nicht geschlossen l�osbarsein wird. F�ur die Aufsummation der f�ur " ! 0 f�uhrenden Terme dieserReihen ist es am zweckm�a�igsten, auf die SDE's zur�uckzugehen. Auf dieseWeise entsteht eine zur RG alternative { z.T. dar�uberhinausgehende { Tech-nik zur Teilsummation logarithmischer Anteile in der UV-Asymptotik derGreenschen Funktionen, die sich anhand der SDE (3.6) der QRBA einfachdarstellen l�a�t.LL"-Summation mittels SDE'sIm Rahmen einer iterativen L�osung der SDE (3.6) tr�agt zur Bestimmungeiner bestimmten Impulspotenz (p�2")n des f�uhrenden ln"-Anteils in denUV-Schemata (3.15/3.28) jeder Term in der Entwicklung (3.5) f�ur den KBbei. F�ur eine Leading-Log- (LL"-) Summation, d.h. f�ur die Aufsummationder Pole "�n h�ochster Ordnung pro Impulspotenz (p�2")n, ist es ausrei-chend, im Fall m 6= 0 den f�uhrenden Beitrag der ( pk )2- und im Fall m = 0den f�uhrenden Beitrag der (kp)2-Entwicklung (3.5) des Kerns KB zu ber�uk-ksichtigen, da nur diese Beitr�age in jedem Iterationsschritt neue Pole bzgl." erzeugen. Demnach kann die folgende Ersetzung vorgenommen werden 8B(p2) LL"! BL(p2)KB(p; k; ") LL"! KLB(p; k) � ( �(k�p)k2 ; m 6= 0�(p�k)p2 ; m = 0ddp � KLB(p; k)p2KLB(p; k) � = � � 1k2 �(p� k) ; m 6= 0�(p� k) ; m = 0 � : (3.35)Diese N�aherung erlaubt es, die SDE (3.6) in eine nichtlineare Di�erential-gleichung erster Ordnung umzuwandelnddp � BL(p2)p2BL(p2) � = �2(D� 1)�(2� ") g2(4�)2�" pD�3p2 + (BL(p2))2� � BL(p2) ; m 6= 0p2BL(p2) ; m = 0 � (3.36)BL(p2) ! ( m ; m 6= 0(D�1)g2< � >4p2 ; m = 0 ) ; p!1 :Deren L�osung im UV-Bereich lautetBL(p2) E�SB;UV= m expn� 
(1)m (")2" g2p�2"o8Allgemein formuliert besteht in NPDR eine LL"-Summation mittels SDE's in ihreriterativen L�osung unter alleiniger Ber�ucksichtigung der divergenzerzeugenden, bzgl. der�au�eren Impulse polynomiellen Anteile in den Integranden ihrer Loop-Integrale.



3.3 Summationsmethoden f�ur die UV-Asymptotik 54= mn1 + 1Xn=1(�
(1)m (")(4�)2�"2"�(1 + n)| {z }�bL0;n(") )n( g2p�2"(4�)2�")noBL(p2) D�SB;UV= (D� 1)g2 <  � >4p2 expn
(1)m (")2" g2p�2"o= (D� 1)g2 <  � >4p2 n1 + 1Xn=1(
(1)m (")(4�)2�"2"�(1 + n)| {z }�bL1;n(") )n( g2p�2"(4�)2�" )no
(1)m (") � � 2(D� 1)�(2� ")(4�)2�" ! � 38�2 ; "! 0 : (3.37)Die Koe�zientens�atze fbL0;n("); bL1;n(")g stimmen mit den f�ur " ! 0 f�uhren-den Beitr�agen der exakten Koe�zienten (3.19/3.31) �uberein.Aufgrund der N�aherung (3.1) f�ur den Bosonpropagator und die Vertex-funktion ist in der QRBA (perturbativ) nur eine (multiplikative) Renormie-rung der Masse vorzunehmen. Im massenunabh�angigen Weinberg-Renor-mierungsschema (WBRS), das in der QRBA durchZ�1m (gr; ") = mc;rm � B(p2; m 6= 0)m ���p2=�2;m=0
m(gr; ") Gl:(2:24)= ��(gr; ") 1Zm @Zm(gr; ")@grQRBA= "gr 1Zm @Zm(gr; ")@grgr = ��"g = ĝ�gr(t; ") = gr expf�" tg (3.38)de�niert ist, folgt mit Gl.(3.37) auf LL"-NiveauZm(gr; ") = expn
(1)m (")2" g2ro
m(gr; ") = 
(1)m (") g2r : (3.39)Hieraus ergibt sich f�ur die in der QRBA renormierungsinvariante FunktionB(p2) als Funktion der renormierten StrommasseBL(�p2; gr; mc;r; ") E�SB;UV= mc;r expn
(1)m (")g2r(1� (�p)�2"2" )o= mc;rn(�p)� 32 g2r4�2 +O(")o�p = p� : (3.40)Das Resultat (3.40) ist mit der RG konsistent, wonach die Funktion B(p2)im WBRS (3.38) die DarstellungB(�p2; gr; mc;r; ") = mc;r expnZ ln(�p)0 dy 
m(�gr(t; "); ")o



3.3 Summationsmethoden f�ur die UV-Asymptotik 55UV�AF= mc;r expnZ ln(�p)0 dy 
(1)m (")�g2r(y; ") + O(�g4r)oGl:(3:38)= mc;r expn
(1)m (")g2r 1� (�p)�2"2" + O((�p)�4")o (3.41)besitzt. F�ur die laufende renormierte Masse (2.23) ergibt sich hieraus dasResultat �mr(t; ") WBRS= e�tB(�p = et)QRBA= mc;re�t expn
(1)m (")g2r(1� e�2"t2" )o= mc;rne�(1+ 32 g2r4�2 )t +O(")o ; (3.42)das mit dem Limes �1 ! 0 der Ein-Loop RG-Beziehung (2.31) �uberein-stimmt.Das LL"-Resultat (3.37) f�ur den Fall der D�SB geht �uber eine RG-Summation mit perturbativem Input hinaus. Die �Uberpr�ufung der f�ur diesenFall naheliegenden RenormierungsvorschriftBL(�p2; gr; ") D�SB;UV= (D� 1)g2r <  � >r4�p2 expn� 
(1)m (")g2r 1� (�p)�2"2" o= 3g2r <  � >r4�p2 n(�p) 32 g2r4�2 +O(")o<  � >r � Zm(gr; ")�2" <  � > (3.43)erfordert die Kenntnis der Singularit�atsstruktur des chiralen Fermionkon-densats im Fall m = 0, die nur aus einer Analyse der SDE gewonnen werdenkann, die auch den IR-Bereich mitber�ucksichtigt.NLL"-Summation mittels SDE'sWir diskutieren nachfolgend eine N�aherung der SDE (3.6), die wir zwar alseine Next-to-Leading-Log- (NLL"-) N�aherung konstruieren, von der wir je-doch zeigen werden, da� sie den vollst�andigen Kontinuumsgehalt der QRBAenth�alt.Eine Aufsummation, die die beiden h�ochsten Pole "�n; "�(n�1) pro Im-pulspotenz (p�2")n in dem f�uhrenden ln"-Anteilen (3.15/3.28) der UV-Asymp-totik f�ur B(p2) richtig ber�ucksichtigt, ergibt sich durch die ErsetzungB(p2) NLL"! BN (p2)KB(p; k; ") NLL"! KNB (p; k) � �(p� k)p2 + �(k � p)k2�12 ddpp3 ddpKNB (p; k) = �(p� k) : (3.44)Die weiteren Terme in der Entwicklung (3.5) des Kerns KB sind nicht mehrdivergenzerzeugend und zus�atzlich von der O("), also erst relevant, wenn



3.3 Summationsmethoden f�ur die UV-Asymptotik 56mindestens die pro Impulspotenz (p�2")n drei h�ochsten "-Pole richtig ber�uck-sichtigt werden sollen. Mit dieser Kernn�aherung geht die SDE (3.6) in diefolgende nichtlineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung �ubernp2 d2dp2 + 3p ddp + ~g2(") p2�2"p2 + (BN (p))2oBN (p) = 0 (3:45)~g2(") = 4(D� 1)�(2� ") g2(4�)2�"BN (p2) ! ( m ; m 6= 0(D�1)g2< � >4p2 ; m = 0 ) ; p!1 : (3.46)Ihre L�osung im UV-Bereich ist durch Besselfunktionen zum Index �1" gege-ben, die �uber ihre Asymptotik [As 84]J�(x)! 1�(1 + �)(x2)� ; x! 0 (3:47)dem Fall der E�SB bzw. D�SB zugeordnet werden k�onnen. 9BN (p2) E�SB;UV= m�(1� 1" )( ~g(")2" ) 1" 1pJ� 1" ( ~g(")p�"" )= mn1 + 1Xk=1 �(1� 1" )( 1�D�(2�")"2 )k�(1 + k)�(1� 1" + k)| {z }�bN0;k(") ( g2p�2"(4�)2�" )koBN (p2) D�SB;UV= (D� 1)g2 <  � >4p2 �(1 + 1" )( ~g(")2" )� 1" pJ 1" ( ~g(")p�"" )= (D� 1)g2 <  � >4p2 n1 + 1Xk=1 �(1 + 1")( 1�D�(2�")"2 )k�(1 + k)�(1 + 1" + k)| {z }�bN1;k(") ( g2p�2"(4�)2�" )ko (3.48)Ein Vergleich der Laurententwicklung bzgl. " f�ur die ersten Entwicklungsko-e�zienten b0;k(") der exakten UV-Asymptotik (3.19) mit derjenigen f�ur dieKoe�zienten bN0;k(") der NLL"-N�aherung zeigt explizit die �Ubereinstimmungder beiden f�uhrenden "-Poleb0;1(") = (D� 1)(1" + 2� 
 + (4� 2
 + 
22 � �212)"+O("2))bN0;1(") = (D� 1)(1" + 2� 
 + (3� 2
 + 
22 � �212)"+O("2))b0;2(") = (D� 1)2( 12"2 + 52 � 
" + 192 � 5
 + 
2 � �212 + O("))bN0;2(") = (D� 1)2( 12"2 + 52 � 
" + 8� 5
 + 
2 � �212 +O(")) : (3.49)9Die Funktionen J� 1" (x) sind nur f�ur 1" 62 N linear unabh�angig, eine Fortsetzung aufWerte 1" 2 N kann durch die Ersetzung J� 1" (x)! Y 1" (x) vorgenommen werden.



3.3 Summationsmethoden f�ur die UV-Asymptotik 57Eine entsprechende �Ubereinstimmung ist f�ur den Fall der D�SB zwischenden Koe�zienten b1;k(") und bN1;k(") gegeben.F�ur die Renormierungskonstante Zm bzw. die RG-Funktion 
m ergibtsich im WBRS (3.38) mit Gl.(3.48) auf NLL"-NiveauZm(gr; ") = 1�(1� 1" )( ~gr(")2" )� 1" 1J� 1" ( ~gr(")" )
m(gr; ") = ~gr(")J1� 1" ( ~gr(")" )J� 1" ( ~gr(")" )= � 4(D� 1)�(2� ")(D� 2)| {z }!6; "!0 g2r(4�)2�"� 8(D� 1)2�2(2� ")(D� 2)2(D� 3)| {z }!18; "!0 ( g2r(4�)2�" )2 +O(g6r)~g2r(") � (��"~g("))2 = 4(D� 1)�(2� ") g2r(4�)2�" : (3.50)Als Funktion der renormierten Masse folgt f�ur B(p2)BN (�p2; gr; mc;r; ") E�SB;UV= mc;r�p J� 1" ( ~gr(")(�p)�"" )J� 1" ( ~gr(")" ) : (3.51)F�ur diese Darstellung kann mit der Beziehung [As 84]J��(x) = cos(��)J�(x)� sin(��)Y�(x) (3:52)und den Debyeschen asymptotischen Entwicklungen der Besselfunktionenf�ur � !1J�(�x) x�1�! (1� x2)� 14p2�� expn�(p1� x2 �Arccosh( 1x))oJ�(�x) x>1�! (x2 � 1)� 14p��2 cosn�(px2 � 1�Arccos( 1x))� �4oY�(�x) x�1�! �(1� x2)� 14p��2 expn � �(p1� x2 �Arccosh( 1x))oY�(�x) x>1�! (x2 � 1)� 14q 2�� sinn�(px2 � 1�Arccos( 1x))� �4o (3.53)der Kontinuumslimes "! 0 studiert werden. Mit~gr(0) = grgkgk = 2�p3 ' 3:628 (3.54)



3.3 Summationsmethoden f�ur die UV-Asymptotik 58geht die Fallunterscheidung x � 1 bzw. x > 1 in eine Unterteilung gr < gkbzw. gr > gk hinsichtlich der Kopplungsabh�angigkeit von B(p2) im Limes"! 0 �uberBUV (�p2; gr; mc;r; "! 0) ! 8><>: mc;r(�p)
m(gr ;0) ; gr � gkmc;r�p cos( 1"�(�p;"))cos( 1"�(1;")) ; gr > gk
m(gr; 0) � �1 +r1� (grgk )2= �12(grgk )2 +O(g4r ); gr � gk ; (3.55)wobei die Funktion �(�p; ") f�ur �p 6= 0 eine Taylorentwicklung bzgl. " besitzt,so da� f�ur den Fall gr > gk kein wohlde�nierter Limes "! 0 existiert.Das potenzartige UV-Verhalten f�ur B(�p2) im Fall gr � gk ist wegen�gr(t; ")! gr; "! 0 (3:56)konsistent mit der RG-Darstellung f�ur B(p2)B(�p2) = mc;r expnZ ln(�p)0 dy 
m(�gr(y; "); ")o! mc;r(�p)
m(gr ;0); "! 0 : (3.57)Die alleinige Ber�ucksichtigung des ersten Terms in der Taylorentwicklung(3.55) der 
m-Funktion f�uhrt auf das LL"�Ergebnis (3.41) zur�uck.Zu den NLL"�Ergebnissen geben wir die folgenden Erl�auterungen:� Da die 
m-Funktion (3.55) in jeder Ordnung bzgl. gr einen endlichenBeitrag ausbildet, stellt Gl.(3.51) eine L�osung der SDE (3.6) im UV-Bereich in NPDR dar, die { obwohl als NLL"-N�aherung konstruiert {eine �uber RG-Summationen hinausgehende Aufsummation st�orungs-theoretischer Terme beinhaltet. Ihr Kontinuumslimes (3.55) stimmtf�ur gr � gk mit der sog. BJW-UV-Kontinuumsl�osung 10BBJW (p; g) � BBJW (�; g)8>><>>: (�p)�1+q1�( ggk )2 ; g < gk1�p cos(ln(�p)q( ggk )2 � 1) ; g > gk(3:58)�uberein, die von [Bjw 67] im Rahmen des endliche-QED4 -Projektsohne Verwendung eines Regularisierungsverfahrens als UV-L�osung derSDE (3.6) in D = 4 und f�ur m = 0 gefunden wurde. Da� dervollst�andige Kontinuumsgehalt in der NLL"-Kernn�aherung (3.44) er-halten bleibt, wird aufgrund der Entwicklung (3.5) verst�andlich, wo-nach KB(p; k; ") = KNB (p; k) + O(") (3:59)10I.allg. wird nur die L�osung f�ur gr < gk so bezeichnet.



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 59gilt, d.h. diese N�aherung ist exakt, wenn nur im Winkelintegral inGl.(3.4) D = 4 gesetzt wird, wobei die Variation von D nach wie vor�uber das Betragsintegral regularisierend wirkt.� Die BJW-Kontinuumsl�osung (3.58) f�ur gr < gk ben�otigt innerhalbder dimensionell regularisierten Theorie eine endliche nackte Massem(mc;r; "), die zwar im Limes "! 0 verschwindet, aber auf eine end-liche Strommasse mc;r f�uhrt und deshalb eine E�SB-L�osung der SDE(3.6) darstellt. Dies zeigt, da� es i.allg. wenig aussagt, wenn die nackteMasse in einer formalen Kontinuums-SDE null gesetzt wird.� Aus der oszillierenden Asymptotik (3.53) der Besselfunktionen resul-tiert, da� im Kontinuumslimes f�ur gr > gk die D�SB-L�osung (3.48)nicht mehr gegen�uber der E�SB-L�osung unterdr�uckt ist. Infolgedes-sen ist zu vermuten, da� sich selbst im Fall der E�SB f�ur gr > gk nurdann das BJW-Kontinuumsresultat (3.58) ergibt, wenn beide Anteilein der UV-Asymptotik von B(p2) zusammen betrachtet und geeignetrenormiert werden. Wir gehen auf dieses Problem im n�achsten Ab-schnitt n�aher ein.3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherungIn der UV-Asymptotik von B(p2) sind die echt nichtperturbativen E�ekteim Fall der E�SB aufgrund der UF-AF unterdr�uckt und k�onnen im Fallder D�SB nur durch das nackte chirale Fermionkondensat parametrisiertwerden. Um sie erfassen zu k�onnen, studieren wir nachfolgend die nichtli-neare SDE (3.6) in der N�ahe des chiralen Limes m = 0 im Rahmen einerBifurkationsn�aherung, die sich analytisch durchf�uhren l�a�t.Es ist zu vermuten, da� die Funktion B(p2) f�ur m � 0 \klein" ist, so da�es naheliegt, die nichtlineare SDE (3.6) f�ur diesen Fall zu linearisierenB(p2) = m+ (D� 1)g2 Z dDk(2�)D B(k2)k2 +B2(k2) 1(p� k)2= m+ (D� 1)g2 Z dDk(2�)DnB(k2)k2 + O(B3)o 1(p� k)2 ; (3.60)wodurch jedoch k�unstliche IR-Divergenzen erzeugt werden, so da� eine IR-regul�are Bifurkationsn�aherung (IRBN) formuliert werden mu�. Die beideng�angigsten IRBN sind wie folgt de�niert:� IRBN-IEs wird in der nichtlinearen SDE (3.60) die ErsetzungB(k2)k2 + (B(k2))2 ! �B(k2)k2 (3:61)vorgenommen und ein IR-Cut-O� �mt (totale- bzw. Konstituenten-masse) eingef�uhrt, der selbstkonsistent aus der Bedingung�B(�m2t ) = �mt (3:62)



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 60zu bestimmen ist, d.h. demjenigen Impuls entspricht, ab dem dieN�aherung (3.61) gerechtfertigt ist. Die Werte von B(k2) f�ur k 2[0; �mt] sind durch Extrapolation der Werte B(k2 � �m2t ) de�niert.� IRBN-IIIn der SDE (3.60) wird die ErsetzungB(k2)k2 + (B(k2))2 ! �B(k2)k2 + �m2t�mt = �B(0) (3.63)vorgenommen.Beide Verfahren f�uhren aufgrund der De�nition der �mt's auf ein nichtlinea-res Problem. Ist B(k2) f�ur k � 0 regul�ar, dann stimmen die beiden totalenMassen �mt f�ur kleine Werte n�aherungsweise �uberein und stellen eine Ap-proximation f�ur mt = B(0) dar. Sollte die nichtlineare SDE (3.6) den E�ektder D�SB in NPDR erst ab einem gewissen "kritischen" " zeigen, dann wirddieses nach der klassischen Problemstellung der Bifurkationstheorie durchdie IRBN exakt bestimmt.3.4.1 IRBN-I in NPDRZur Durchf�uhrung der IRBN-I �uberf�uhren wir die SDE (3.6) durch dieKernn�aherung (3.44) in das folgende nichtlineare Randwertproblem (RWP),bestehend aus der nichtlineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnungnp2 d2dp2 + 3p ddp + ~g2(") p2�2"p2 +B2(p2)oB(p) = 0~g2(") = 4(D� 1)�(2� ") g2(4�)2�" ; (3:64)der IR-Randbedingung(�p32 ddp)B(p) = ~g2(")2 Z p0 dk kD�1 B(k2)k2 + B2(k2)!! 0; p! 0 (3.65)und der UV-Randbedingung(12p ddp + 1)B(p) = m+ ~g2(")2 Z 1p dk kD�3 B(k2)k2 +B2(k2)!! m; p!1 ; (3.66)



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 61das nach Gl.(3.59) bis auf Terme der O(") zur SDE (3.6) �aquivalent ist. 11In IRBN-I nimmt es die folgende Gestalt annp2 d2dp2 + 3p ddp + ~g2(")p�2"o�B(p) = 0 (3.67)ddp�B(p)���p=�mt = 0 (3.68)(12p ddp + 1)�B(p)���p=1 = m (3.69)�mt = �B(�mt) : (3.70)Dieses RWP unterscheidet sich nur hinsichtlich der IR-Randbedingung (3.68)von der NLL"-UV-N�aherung und stellt demnach eine minimale Fortsetzungder UV-Asymptotik in den IR-Bereich dar. Dementsprechend lautet dieallgemeine L�osung der Di�erentialgleichung (3.67)�B(p2) = 1pn�J 1" ( ~g(")p�"" ) + � Y 1" ( ~g(")p�"" )o : (3:71)Aus der IR- und Normierungsbedinung (3.68/3.70) folgt� = �2"�m2t ~g(")�m�"t Y 1"�1( ~g(")�m�"t" )� = � �2"�m2t ~g(")�m�"t J 1"�1( ~g(")�m�"t" ) : (3.72)Die nackte Masse m als Funktion der totalen Masse �mt und des Regulari-sierungsparameters " ergibt sich aus der UV-Randbedingung (3.69)m(�mt; ") = �mt( ~g(")�m�"t2" )1� 1"�(1")J 1"�1( ~g(")�m�"t" ) : (3:73)In der Abbildung (3.1) ist die numerische L�osung des nichtlinearen RWP(3.64-3.66) im Vergleich zur IRBN-I (3.71/3.72) f�ur zwei verschiedene Werteder totalen Masse mt = B(0) und " = 0:1 dargestellt. 12 Die FunktionB(p2) zeigt auf einer logarithmischen Skala, f�ur die sie nach Gl.(3.42) bisauf einen Vorfaktor mit der laufenden renormierten Masse �ubereinstimmt,ein stufenfunktionsartiges Verhalten, d.h. f�ur den IR- bzw. UV-Bereichsind zwei unterschiedliche Massenskalen relevant. In der untersten Abbil-dung (3.1) besitzt B(p2) eine Nullstelle und strebt im UV-Bereich gegeneine negative nackte Masse m = limp!1B(p2). Demnach ist zu vermu-ten, da� ein spezieller Wert mt = md (dynamische Masse), der zwischen11Das RWP (3.64-3.66) f�ur D = 4 ist zuerst von [Fk 76] in einer COR vollst�andig(analytisch) gel�ost worden. In D = 4 ist die nichtlineare Di�erentialgleichung (3.64)skaleninvariant und kann deshalb in eine Di�erentialgleichung erster Ordnung �uberf�uhrtwerden. Unserer Kenntnis nach ist das Randwertproblem f�ur D 6= 4 bislang noch nichtformuliert worden und aufgrund der Brechung der Skaleninvarianz f�ur D 6= 4 scheint keineanalytische L�osung der vollen nichtlinearen Di�erentialgleichung (3.64) m�oglich zu sein.12Wir haben das nichtlineare RWP (3.64-3.66) bei Vorgabe der Anfangswertemt = B(0)und B0(0) = 0 mit der NDSOLVE-Routine von MATHEMATICA gel�ost. Alle dimensi-onsbehafteten Gr�o�en sind gem�a� Gl.(2.15) auf die Skala g 1" bezogen, so da� die L�osungnur noch von " abh�angt (die nackte Masse ist aus dem RWP eliminiert).



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 62den beiden Werten f�ur mt in den Abbildungen (3.1) liegt, existiert, f�ur denm = limp!1B(p2; md) = 0 gilt, so da� es zur D�SB kommt. Um diese Ver-mutung zu �uberpr�ufen, ist in der Abbildung (3.2) die Relation m(mt; ") inder N�ahe des chiralen Limes m � 0 f�ur " = 0:1; 0:04 dargestellt, wobei zurVerdeutlichung des E�ekts der Kernn�aherung (3.44) zus�atzlich die exaktenumerische L�osung der Integralgleichung (3.6) dargestellt ist. 13 14 Ausdieser Abbildung l�a�t sich die mit der D�SB verbundene Hysterese able-sen, d.h. f�ur eine verschwindende nackte Masse gibt es (mehrere) von nullverschiedene totale Massen mt = md. Dar�uberhinaus zeigt die Abbildung(3.2), da� die Ergebnisse der IRBN-I f�ur kleines " gegen die exakten Ergeb-nisse konvergieren, so da� der Kontinuumslimes anhand der analytischenBeziehungen der IRBN-I studiert werden kann.Der Kontinuumslimes im Fall der E�SBIn der Darstellung (3.71/3.72) f�ur �B(p2) ist das zur Einhaltung der Renor-mierungsbedinung 0 < �mt = �B(�mt) < 1 notwendige Nachf�uhren dernackten Masse m ! m(�mt; ") gem�a� Gl.(3.73) bereits implementiert, soda� sich f�ur diese Darstellung im Limes " ! 0 ein endliches Ergebnis erge-ben sollte. Mit der asymptotischen Entwicklung (3.53) der Besselfunktionenfolgt das Kontinuumsresultat�B(p2; �mt) = �m2tp 8>>>>>><>>>>>>: 
(gr)�12
(gr) ( p�mt )�
(gr) + 
(gr)+12
(gr) ( p�mt )
(gr) ; gr < gk1 + ln( p�mt ) ; gr = gkq1 + 1
02(gr) cos(
0(gr) ln( p�mt ) + �(gr)) ; gr > gk(3:74)
(gr) = r1� (grgk )2; gr < gk
 0(gr) = r(grgk )2 � 1; gr > gkcos(�(gr)) = (1 + 1
 02(gr))� 12 ; gr > gkgr = �m�"t ggk = 2�p3 ;das mit demjenigen der COR [Mi 85] und, abgesehen von der unterschied-lichen Renormierungsbedingung (3.70), mit der BJW-UV-Kontinuumsl�osung(3.58) �ubereinstimmt. 15 Die Formulierung der Renormierungsbedingung13Das dazu verwendete L�osungsverfahren beschreiben wir im Rahmen des Studiums derRainbow-N�aherung im n�achsten Kapitel.14In der Abbildung (3.2) kommt die Symmetrie der SDE (3.6) bzgl. der Transformation(m;B)! (�m;�B) zum Ausdruck.15Im Fall gr < gk ist im UV-Bereich der erste Term in der Darstellung (3.74) f�ur �B(p2)unterdr�uckt.



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 63

Abbildung 3.1: Die Funktion B(p2) gem�a� der exakten L�osung des RWP(3.64-3.66) (durchgezogene Linie) und der IRBN-I (3.71/3.72) (gestrichelteLinie) f�ur " = 0:1 (D = 3:8). Die unterste Abbildung stellt einenAusschnitt aus der mittleren Abbildung dar. Die Werte f�ur mt sind durchdie Funktionswerte B(p = 0) gegeben.
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Abbildung 3.2: In der oberen Abbildung ist die Relation m(mt; ") f�ur" = 0:1 (D=3.8) und in der unteren Abbildung f�ur " = 0:04 (D = 3:92)dargestellt. Die durchgezogene Linie entspricht der numerischen L�osung desRWP (3.64-3.66), die gestrichelte Linie der IRBN-I (3.73) und die Kreiseder exakten numerischen L�osung der Integralgleichung (3.6).



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 65�uber die totale Masse 0 < �mt = �B(�mt) < 1, die auf beide Anteilein Gl.(3.71) Bezug nimmt, f�uhrt auch f�ur gr > gk auf ein endliches Kon-tinuumsresultat, wohingegen dem singul�aren Kontinuumslimes (3.55) eineRenormierungsbedinung zugrunde liegt, die �uber die Strommasse mc;r for-muliert ist, d.h. nur einen Anteil in der UV-Asymptotik von B(p2) ber�uck-sichtigt. Daf�ur mu� f�ur das Kontinuumsresultat (3.74) die Strommasse erstnoch aus der totalen Masse extrahiert werden. Anders als in einer CORenth�alt die totale Masse mt nach Abbildung (3.2) in NPDR stets einen dy-namischen Anteil md 16, der implizit durch die Beziehung (3.73) de�niertist m(md; ") = 0mc;r = mt �md : (3.75)Die Strommassenrenormierung ist mit der Renormierungskonstanten Zmdurchzuf�uhren, die sich massenunabh�angig durch die Vorschrift 17Zm(gr; ") � limmc;r!0m(mt; ")mc;r = limmt!md m(mt; ")�m(md; ")mt �md= @m(mt; ")@mt ���mt=md (3.76)de�nieren l�a�t und f�ur die sich nach Gl.(3.73) in der IRBN-I die DarstellungZm(gr; ") = 2"�(1")( ~gr(")2" )2� 1"J 1" ( ~gr(")" )~g2r(") � (�m�"d ~g("))2 = 4(D� 1)�(2� ") g2r(4�)2�" (3.77)ergibt. Ob die Kontinuumsl�osung (3.74) eine E�SB- oder D�SB-L�osung derSDE (3.6) darstellt, h�angt davon ab, ob die Strommassemc;r � m(mt; ")Z�1m (mt; ") (3:78)im Limes " ! 0 von null verschieden ist oder nicht. 18 Wird die nackteMasse bereits in der regularisierten Theorie auf null gesetzt, dann ist f�ur dieD�SB die Existenz einer nichttrivialen L�osung der SDE (3.6) hinreichend19. Diesen Fall betrachten wir im folgenden Abschnitt.16In der QRBA haben wir kein kritisches " gefunden, ab dem es erst zur Ausbildungnichttrivialer L�osungen der chiral-symmetrischen SDE kommt.17Die De�nition von Zm unter Bezugnahme auf die Strommasse anstatt die totale Massestellt sicher, da� im chiralen Limes m! 0 die Beziehung Zm ! 1 gilt. In Bezug auf dietotale Masse mt ist die Renormierung damit nicht mehr multiplikativ mt =md + Z�1m m.18Das Verschwinden von mc;r =mZ�1m im Kontinuumslimes stellt erhaltene (Anomalie-freie) Axialvektorstr�ome sicher, vgl. [Mi 85].19Wir �ubernehmen diese Bedingung aus der COR, vgl. [Mi 85], ohne auf die Problema-tik des Studiums der chiralen Symmetriebrechung in dimensioneller Regularisierung n�ahereinzugehen.



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 66Der Kontinuumslimes im Fall der D�SBAls Kandidat f�ur den Grundzustand (minimales e�ektives Potential) derchiral-symmetrischen Theorie m = 0 konkurriert die gr�o�te positive Null-stelle md;0 der Funktion m(mt; ") in Abbildung (3.2) mit der trivialen Null-stelle md = 0. In IRBN-I ist �md;0 gem�a� Gl.(3.73) durch die kleinstepositive Nullstelle der Besselfunktion J�(z) bez�uglich des Argumentsz = ~g(")�m�"d" (3:79)und dem Index � = 1" � 1!1; "! 0 (3:80)gegeben 20, f�ur die sich die folgende asymptotische Entwicklung angebenl�a�t [As 84]z = ~g(")(�md;0)�"" = � + a1� 13 + a2�� 13 + a3��1 + O(�� 53 )a1 = 1:8557571a2 = 1:033150a3 = �0:00397 : (3.81)Hieraus ergibt sich die Darstellung�md;0(g; ") = g 1" fDR;0(") (3.82)fDR;0(") = (s�(2� ")(4�)2�"4(3� 2") (1 + a1" 23 � "+ a2" 43� a13 " 53 + a3"2 + O(" 73 )))� 1" (3.83)und f�ur das herk�ommlicherweise als Ordnungsparameter f�ur die chirale Sym-metrie verwendete nackte chirale Fermionkondensat folgt� <  � > m=0= limp!1 4p2�B(p2)(D� 1)g2= ( ~g(")2" ) 1"�1(�md;0)2�"�(1" )(4�)1�"�(2� ")"2Y 1"�1( ~g(")(�md;0)�"" ) : (3.84)Betrachten wir die nackte Kopplung g entsprechend der perturbativen Re-normierung der QRBA als Konstante, dann ist �md;0(g; ") f�ur " ! 0 sin-gul�ar. Folglich erfordert die Einhaltung der Renormierungsbedinung 0 <�md;0 < 1 eine echt nichtperturbative Renormierung der nackten Kopp-lung gem�a� der Skalierungsfunktion fDR(")g ! g(�md;0; ") = (�md;0)"f�"DR;0(")= (�md;0)"s�(2� ")(4�)2�"4(3� 2") (1 + a1" 23 � "+ a2" 43� a13 " 53 + a3"2 +O(" 73 )) : (3.85)20J� (z) besizt f�ur � > 0 unendlich viele einfache reelle Nullstellen.



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 67Im Kontinuumslimes strebt g(�md;0; ") gegen die universelle kritische Kop-plung gk � lim"!0 g(�md;0; ") = 2�p3 ' 3:628 ; (3:86)so da� sich gem�a� Gl.(3.74) das folgende Kontinuumsresultat f�ur �B(p2)ergibt �B(p2; �md;0) = (�md;0)2p (1 + ln( p�md;0 )) : (3:87)Dieses Kontinuumsresultat stimmt mit demjenigen der COR [Mi 85] �ube-rein, f�ur das sich die kritische Kopplung gk als Nullstelle der Skalierungs-funktion fCOR(g) zeigt�md;0(g;�) = �fCOR;0(g)fCOR;0(g) = expf� �q( ggk )2 � 1g ; (3.88)d.h. gk kann ohne Ausf�uhrung des Kontinuumslimes gewonnen werden. Vgl.hierzu die Diskussion in Kapitel 2, insbesondere die Tabelle (2.1).3.4.2 IRBN-II in NPDRUm die Unabh�angigkeit der obigen Aussagen �uber die Kontinuums-QRBAvon der verwendeten N�aherung zu zeigen, geben wir nachfolgend die we-sentlichen Schritte, die f�ur die Durchf�uhrung der IRBN-II n�otig sind, an.Dazu ist es am zweckm�a�igsten, die gem�a� Gl.(3.63) linearisierte SDE aufdie Funktion �(p2) = �B(p2)p2 + �m2t(p2 + �m2t )�(p2) = m+ (D� 1)g2 Z dDk(2�)D �(k2) 1(p� k)2 (3.89)umzuschreiben. 21 22 Die lineare Faltungsgleichung (3.89) l�a�t sich durchD-dimensionale FouriertransformationR(r) = Z dDk(2�)D �(k2) e�ik�xr = jxj (3.90)in eine zweidimensionale Di�erentialgleichung �uberf�uhrenn � @�@� + V (r)oR(r) = ER(r) +m�D(x) (3:91)21F�ur eine L�osung dieser Gleichung in D = 4 und einer COR vgl. [Hi 91].22Die Funktion �(p2) entspricht in der hier betrachteten N�aherung der Bethe-Salpeter-Wellenfunktion f�ur das mit der dynamischen chiralen Symmetriebrechung verbundenepseudoskalare Goldstone-Boson.



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 68E = ��m2tV (r) = �(D� 1)g2 Z dDk(2�)D 1k2 e�ik�x= � (D� 1)�(D�22 )g24� D2| {z }�~g02(") 1rD�2 :Wir interessieren uns f�ur die zur Partialwelle l(D) = 0 geh�orenden radial-symmetrischen L�osungen R0(r). F�ur diese folgt mit@�@�R(r) = ( d2dr2 + D� 1r ddr )R(r) (3:92)die Bestimmungsgleichungn � d2dr2 � D� 1r ddr + V (r)oR0(r) = E0R0(r) (r 6= 0) (3.93)R0(r) ! m�(D�22 )4� D2 1rD�2 ; r ! 0 :Ihre f�ur r! 0 irregul�are L�osungRirr0 (r) = m�(D�22 )4� D2 �(2� 1" )( ~g0(")2" ) 1"�1r�1+" J1� 1" ( ~g0(")" r")! m�(D�22 )4� D2 1rD�2 ; r! 0 (3.94)entspricht der E�SB-L�osung der SDE (3.89), die regul�are L�osungRreg0 (r) / r�1+" Y1� 1" ( ~g0(")" r")! const:; r ! 0 (3.95)ist nur mit der Randbedingung m = 0 vertr�aglich, d.h. stellt die D�SB-L�osung dar. Wir betrachten nachfolgend ausschlie�lich den Fall m = 0, f�urden wir Gl.(3.93) durch die TransformationR0(r) � r 1�D2 f0(r) (3:96)in eine radiale Schr�odinger-Gleichungn d2dr2 � l3(D)(l3(D) + 1)r2 + ~g02(")rD�2 +E0o f0(r) = 0 (3:97)in der Partialwelle l3(D) � D� 32 (3:98)�uberf�uhren k�onnen. Das e�ektive PotentialVeff(r) � 1r2 (l3(l3 + 1)� ~g02(")r2") (3:99)



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 69besitzt f�ur D > 3 ein Minimum beir0 = ((D� 3)(D� 1)2(D� 2)~g02(") ) 12" / g 1" ; (3:100)so da� Bindungszust�ande f0;n(r) mit zugeh�origen Bindungsenergien E0;n =�(�md;n)2 existieren. Radiale Schr�odingergleichungen mit einem allgemei-nen potenzartigen Potential (3.99) sind im Rahmen der Potentialmodellezur Beschreibung der Spektren schwerer Quarkonia studiert worden. EineWKB-Behandlung f�uhrt auf das folgende diskrete Spektrum [Qr 79]E0;n = �(�md;n)2= �~g0(") 2"n2(D� 2)p��(1�D2�D)�( D�42(2�D)) (n+ D� 34�D)o 2(2�D)4�D : (3.101)Aus dieser Darstellung ergibt sich f�ur die Skalierungsfunktion fDR(") dasResultat�md;n(g; ") = g 1" fDR;n(")fDR;n(") = (vuut 4� D2(D� 1)�(D�22 )(2(D� 2)p��(1�D2�D)�( D�42(2�D)) (n+ D� 34�D))D�22 )� 1"= (vuut 4� D2(D� 1)�(D�22 )(�24 + �2(�1 + 2n� 2 ln(2)� ln(�4 ))2 "+ O("2)))� 1" ; (3.102)das die f�ur die Existenz eines Kontinuumslimes 0 < �md;n <1 wesentlicheStruktur fDR(") = �gk + h(")	� 1"h(0) = 0 (3.103)aufweist. Allerdings weicht die kritische Kopplunggk = �32p3 ' 8:951 (3:104)erheblich von dem exakten Wert gk = 2�p3 ' 3:628 ab. Trotz dieser Abwei-chung sehen wir die analytischen Resultate der IRBN-II als eine Best�atigungder Resultate der IRBN-I an, so da� die Aussagen �uber den Kontinuums-limes �ubernommen werden k�onnen. Eine exakte numerische L�osung derradialen Schr�odingergleichung (3.97) haben wir bislang nicht vorgenommen.Wir fassen unsere Untersuchungen zur D�SB in der QRBA und NPDRwie folgt zusammen:Die analytischen und numerischen Ergebnisse des Studiums der QRBA inder N�ahe des chiralen Limes zeigen, da� in NPDR der echt nichtperutrbative



3.4 L�osung der SDE in der Bifurkationsn�aherung 70E�ekt der D�SB eintritt. Obwohl sich dieser E�ekt in der dimensionell regu-larisierten Theorie auf eine vollkommen andere Art als in einer COR zeigt,k�onnen die in der COR gewonnenen Aussagen �uber die Kontinuums-QRBAbest�atigt werden. F�ur die Durchf�uhrung des Kontinuumslimes haben wirdie Renormierungsvorschriften der COR, wonach die E�SB eine Massen-und die D�SB eine (echt nichtperturbative) Kopplungsrenormierung erfor-dert, �ubernommen. W�unschenswert ist eine Renormierungsvorschrift, diezwischen diesen beiden F�allen interpoliert.



Kapitel 4Die Rainbow-N�aherung derSDE's in NPDR4.1 Die SDE's der RBAF�ur die Rainbow-N�aherung (RBA)~V �(p; k; �) ! ~V (0);�(p; k; �) = 
� (4.1)reduzieren sich die SDE's (1.26) f�ur die drei Basisvertices auf die folgendengeschlossenen Bestimmungsgleichungen f�ur die beiden Propagatoren~S�1(p) = p=�m1+ g2~�(p)( )�1 = ( )�1 + g2~D�1;��(p) = �p2(t��(p) + 1� l��(p))� g2 ~���(p)( )�1 = ( )�1 � g2 :(4.2)Die analytischen Ausdr�ucke f�ur die Selbstenergien lauten~�(p) = Z dDk(2�)Di 
� ~S(k) ~D��(p� k)
�~���(p) = trZ dDk(2�)Di 
� ~S(k)
� ~S(p+ k) : (4.3)Der Gegen�uber der QRBA wesentlich neue E�ekt besteht darin, da� sichdas Boson gem�a� der SDE (4.2) anziehen kann, so da� in der RBA nebender D�SB die Trivialit�atsfrage untersucht werden kann.71



4.1 Die SDE's der RBA 72Die RBA (4.1) bricht sowohl die WTI (B.16) als auch die WI (B.26) derVertexfunktion. Infolgedessen ist nach Gl.(B.15) die WTI (B.14) des Boson-propagators ebenfalls gebrochen und nach Gl.(B.32) das Boson nicht masse-los. Gem�a� der Diskussion auf Seite 171 wird in der RBA die Beschreibungeines der Regularit�at der Vertexfunktion (4.1) angemessenen, masselosenBosons, mit e�ektiv logarithmisch divergenter Vakuumpolarisation, durchdie folgende Vorschrift zur Bestimmung der Polarisationsfunktion �(p2) si-chergestellt ~���(p) = p2t�� (p)~�(p2)~�(p2) = 1(D� 1)p2 �g�� �Dp�p�p2 � ~���(p) : (4.4)Entsprechend dem in Kapitel 2 diskutierten kinematischen Teil der NPDRergeben sich damit f�ur die drei invarianten Funktionen der beiden Propaga-toren ~S�1(p) = A(p2)p=� B(p2)1~D��(p) = �d(p2)p2 t��(p)� 1� l��(p) (4.5)in euklidischer Metrik die skalaren SDE'sA(p2) = 1 + g2~�A(p2)B(p2) = m+ g2~�B(p2)d�1(p2) = 1 + g2 ~�(p2) ; (4.6)mit den folgenden skalaren Selbstenergien~�A(p2) = Z dDk(2�)D A(k2)A2(k2)k2 + B2(k2)n (D� 2)p � kp2 �q2| {z }ober
. lin. div.+ (�2 + (D� 1)p � kp2| {z }ober
. lin. div. +2(p2 � p � k)2p2q2 )d(q2)q2 o= 2�(2� ")(4�)2�" Z 10 dk kD�1 A(k2)A2(k2)k2 + B2(k2) kpKA(p; k; ")~�B(p2) = Z dDk(2�)D B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2) � + (D� 1)d(q2)q2= 2�(2� ")(4�)2�" Z 10 dk kD�1 B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2)KB(p; k; ")~�(p2) = 4 Z dDk(2�)D A(k2)A2(k2)k2 +B2(k2) A(q2)A2(q2)q2 + B2(q2)� n1 + 2 (kp )21�D(k̂ � p̂)2D� 1| {z }ober
. quad. div.o



4.1 Die SDE's der RBA 73= 2�(2� ")(4�)2�" Z 10 dk kD�1 A(k2)A2(k2)k2 + B2(k2)KD(p; k; ")q2 = p2 � 2p � k + k2 : (4.7)Die drei Integralkerne KA; KB und KD enthalten WinkelintegrationenKA(p; k; ") � �(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx (1� x2) 12�"n�(D� 2)xq2(x)+ �2kp(1� x2) + (D� 1)xq2(x)q4(x) d(q2(x))oKB(p; k; ") � �(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx (1� x2) 12�" � + (D� 1)d(q2(x))q2(x)KD(p; k; ") � 4 �(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx (1� x2) 12�"� A(q2(x))A2(q2(x))q2(x) + B2(q2(x))n1� 2(kp )21�Dx21�D oq2(x) = p2 + k2 � 2pkx ; (4.8)die im Gegensatz zu denjenigen der QRBA nicht mehr analytisch ausgef�uhrtwerden k�onnen. Allerdings kann f�ur die Kerne eine zu Gl.(3.5) analoge pk -bzw. kp -Entwicklung durchgef�uhrt werden. Die niedrigsten Terme dieserEntwicklung lautenKA(p; k; ") = �(p� k)p2 (�2D� 2D � + 21� DD p2d0(p2)�(kp )+ �� 4(D� 2)(D� 4)D(2 + D) + 2( 12D(2 + D) + D� 5D + 1)(p2d0(p2)� p4d00(p2))+ 4(1�D)D(2 + D)p4d00(p2)�(kp )2 + O(kp )4)+ p$ kKB(p; k; ") = �(p� k)p2 ((D� 1)d(p2) + �+ �4� DD ((D� 1)(d(p2)� p2d0(p2)) + �)� 21� DD p4d00(p2)i(kp )2+ O(kp )4)+ p$ kKD(p; k; ") = �(p� k)p2 (4 A(p2)A2(p2) + (B(p2)p )2 +O(kp )2)+ �(k � p)k2 (4 A(k2)A2(k2) + (B(k2)k )2 � 32D(2 + D)k6( A(k2)A2(k2)k2 +B2(k2))00+ O(pk )2) : (4.9)



4.1 Die SDE's der RBA 74Aus dieser Entwicklung geht hervor, da� die ober
�achlich linear bzw. qua-dratisch divergenten Selbstenergien ~�A und ~� in Gl.(4.7) nach Ausf�uhrungder Winkelintegrationen e�ektiv logarithmisch divergent sind, d.h. aus derBeschr�ankung des UV-Verhaltens der invarianten Funktionen gem�a� derUV-AF limp!1A(p2;D < 4); d(p2;D < 4) = 1limp!1B(p2;D < 4) = m (4.10)folgt f�ur k !1kpKA(p; k; ") = 2D� 2D � 1k2 + O( g2k2+2" )KB(p; k; ") = D� 1 + �k2 + O( g2k2+2" )KD(p; k; ") = 4(1� 16D(2 + D)) 1k2 +O( g2k2+2" ) ; (4.11)so da� das f�uhrende UV-Verhalten der Integranden der Impulsbetragsinte-grale in Gl.(4.7) unabh�angig vom �au�eren Impuls durch k�1�2" gegeben ist.Demnach sind die Loop-Integrale (4.7) f�ur " > 0 konvergent und k�onnennumerisch berechnet werden. Desweiteren ergibt sich aus dem f�uhrendenTerm der pk -Entwicklung (4.9) f�ur den Kern KD eine f�ur D < 4 endlichePolarisationsfunktion beim Impuls null~�(0) = 8�(2� ")(4�)2�" Z 10 dk kD�1 A(k2)A2(k2)k2 +B2(k2)(A(k2)A2(k2)k2 + B2(k2) � 8D(2 + D)k4( A(k2)A2(k2)k2 + B2(k2))00) ; (4.12)d.h. die Vorschrift (4.4) sichert die Masselosigkeit des Bosons.Die Beseitigung der ober
�achlich linear und quadratisch divergenten An-teile in den Selbstenergien durch Winkelintegrale, die nur f�ur gro�e Wertedes Betrags der Integrationsimpulse in Gl.(4.8) verschwinden, ist insbeson-dere f�ur eine numerische Behandlung der SDE (4.6) ungeeignet. Die e�ektivlogarithmische Divergenz der Selbstenergien kann mittels partieller Integra-tionen f�ur den Kern KAKA(p; k; ") = 2�(D� 2)D n�(p� k) kp3 2F 1["; 2; 3� "; (kp )2] + k $ po+ �(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx d(q2(x)) ddx(�(1� x2) 32�"q2(x) )= 2�(D� 2)D n�(p� k) kp3 2F 1["; 2; 3� "; (kp)2] + k $ po� 2pk �(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx (1� x2) 32�"d0(q2(x))q2(x) (4.13)



4.2 Die SDE's im UV-Bereich 75und entsprechend f�ur den Kern KDKD(p; k; ") = 4�(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx A(q2(x))A2(q2(x))q2(x) + B2(q2(x))| {z }=S1(q2(x))� n(1� x2) 12�" � 21�D(kp )2 ddx(x(1� x2) 32�")o= 4�(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dxnS1(q2(x))(1� x2) 12�"� 41�D k3p S 01(q2(x)) x(1� x2) 32�"| {z }= �11+D ddx (1�x2) 52�"o= 4�(2� ")�(32 � ")�(12) Z 1�1 dx (1� x2) 12�"nS1(q2(x))+ 8(1� x2)2k41� D2 S001 (q2(x))o (4.14)manifest gemacht werden. Die zweifache Ableitung von S1(q2) l�a�t sichumgehen, indem vor der Durchf�uhrung der zweiten partiellen Integrationeine Transformation k $ q = p � k des Integrationsimpulses im Loop-Integral (4.7) f�ur ~�(p2) vorgenommen wird, d.h.~�(p2) = 4 Z dDk(2�)DnS1(k2)S1(q2) + 4(1� (p̂ � k̂)2)D� 1 k2S01(k2)S1(q2)+ 8(1� (p̂ � k̂)2)2D2 � 1 k2S01(k2)k2S01(q2)o : (4.15)4.2 Die SDE's im UV-BereichEine zu Gl.(3.13) analoge Umformung der SDE's (4.6) f�ur die drei invari-anten Funktionen A(p2); B(p2) und d(p2) legt f�ur ihre UV-Asymptotik diefolgende Verallgemeinerung des UV-Schemas (3.15) nahe 1A(p2) UV= (1 + ...Xn=1 a0;n(�; ")( g2p�2"(4�)2�")n)+ a1;0((gm�")2; �; ")m2p2 (1 + ...Xn=1 a1;n(�; ")( g2p�2"(4�)2�")n)+ . . .B(p2) UV= m(1 + ...Xn=1 b0;n(�; ")( g2p�2"(4�)2�")n)+ b1;0((gm�")2; �; ")m3p2 (1 + ...Xn=1 b1;n(�; ")( g2p�2"(4�)2�")n)+ . . .1Im Gegensatz zur vollen Theorie sind in der RBA die Koe�zienten dj;k vom Eich�-xierungsparameter � abh�angig.



4.2 Die SDE's im UV-Bereich 76d(p2) UV= (1 + ...Xn=1 d0;n(�; ")( g2p�2"(4�)2�")n)+ d1;0((gm�")2; �; ")m2p2 (1 + ...Xn=1 d1;n(�; ")( g2p�2"(4�)2�")n)+ . . . : (4.16)In Analogie zu Gl.(3.13) sind die Koe�zientens�atze fa0;n; b0;n; d0;ng derf�uhrenden ln"-Anteile durch die (perturbativ-) iterative L�osung der gekop-pelten SDE'sA(p2) UV= 1 + g2 Z dDk(2�)D 1A(k2)k2n(D� 2)p � kp2 �q2� 21� (p̂ � k̂)2q2 k2d0(q2)o+O(B(p2)p )2B(p2) UV= m+ g2 Z dDk(2�)D B(k2)A2(k2)k2 � + (D� 1)d(q2)q2 +O(B(p2)p )2d�1(p2) UV= 1 + 4g2 Z dDk(2�)D 1A(k2)k2 1A(q2)q2n1� 2(kp )21� D(k̂ � p̂)21�D o+ O(B(p2)p )2 (4.17)bestimmt.Im Fall m = 0 wird die SDE (4.6) f�ur die Funktion B(p2) wie in derQRBA homogen und besitzt demnach die triviale L�osung B = 0, die ihreperturbative L�osung darstellt. Das f�uhrende UV-Verhalten einer etwaigennichttrivialen L�osung kann nach Gl.(3.22) durch das nackte chirale Fermion-kondensat parametrisiert werden, indem der Limes p!1 unter dem Loop-Integral (4.7) f�ur ~�B(p2) durchgef�uhrt wird.B(p2) D�SB;UV= � + (D� 1)d(p2)p2 g2 Z dDk(2�)D B(k2)A(k2)k2 +B2(k2)| {z }Gl:(2:39)= < � >4 +O(p�2�2")(4:18)Der gem�a� dem UV-Schema (4.16) folgende perturbative ln"-AnteilB(p2) D�SB;UV= � + D� 14p2 g2 <  � > (1+ ...Xn=1 b1;n(�; ")( g2p�2"(4�)2�")n) (4:19)ist in Analogie zu Gl.(3.26) durch die (perturbativ-) iterative L�osung derSDEB(p2) = � + (D� 1)d(p2)p2 g2 Z dDk(2�)D B(k2)A(k2)k2 +B2(k2)+ g2 Z dDk(2�)D B(k2)A(k2)k2 + B2(k2)(� + (D� 1)d(q2)q2 � (k = 0))= 1p2(� + (D� 1)d(p2)4 g2 <  � > +g2 Z dDk(2�)D B(k2)A(k2)k2n



4.2 Die SDE's im UV-Bereich 77� p2 � q2q2 + (D� 1)p2d(q2)� q2d(p2)q2 o)+ O(p�4) ; (4.20)die aufgrund der Subtraktion inhomogen wird und im Iterationsproze� aufIR-konvergente Loop-Integrale f�uhrt, bestimmt. Das nackte chirale Fer-mionkondensat parametrisiert den echt nichtperturbativen Anteil des Koef-�zienten b1;0 im UV-Schema (4.16)limm!0 b1;0((gm�")2; �; ")m3 = D� 1 + �4 g2 <  � >/ (g 1" )3 ; (4.21)der f�ur kleine Kopplungen gegen�uber den perturbativen Beitr�agenb1;0((gm�")2; ") = �2(D� 1 + �)�(")D� 2 (gm�")2(4�)2�" + O(gm�")4 (4:22)unterdr�uckt ist. Es ist zu vermuten, da� die Koe�zienten an;0; dn;0 eben-falls bzgl. g nichtanalytische { z.T. von <  � > unabh�angige { Anteileenthalten, die jedoch nicht leicht sichtbar gemacht werden k�onnen, da sichdie f�uhrenden ln"-Anteile der Funktionen A(p2) und d(p2) nicht abschaltenlassen. Die Bestimmungsgleichungen (4.17) f�ur AUV (p2); dUV (p2) bed�urfenim Fall m = 0 keiner gesonderten Betrachtung, da sie von der Gleichung f�urBUV (p2) entkoppeln.Auf der Basis der Gl.(4.17/4.20) werden in [SC 95] gekoppelte Rekur-sionsbeziehungen f�ur die Koe�zientens�atze fa0;n; b0;n; d0;ng hergeleitet, diejedoch nicht mehr wie in der QRBA geschlossen l�osbar sind. 2 In der RBAist der Wert f�ur die drei niedrigsten Koe�zienten fa0;1; b0;1; d0;1g mit ihremWert in der vollen Theorie identisch. Mit den Ein-Loop-ResultatenA(1)(p2) = 1 + 2��(")2� " g2(4�)2�" (p2 +m2)�"2F 1["; 1� "; 3� "; p2p2 +m2 ]B(1)(p2) = mn1 + (3� 2"+ �)�(")1� " g2(4�)2�" (p2 +m2)�"� 2F 1["; 1� "; 2� "; p2p2 +m2 ]o (4.23)d(1)(p2) = 1� �(")41+"3 g2(4�)2�" (p2 + 4m2)�"2F 1["; 12; 52; p2p2 + 4m2 ]ergeben sich diese zua0;1(�; ") = 2��(")�2(2� ")�(3� 2")b0;1(�; ") = (3� 2"+ �)�(")�2(1� ")�(2� 2")d0;1(") = 41+"�(52)�(")�(2� ")3�(52 � ") : (4.24)2Anhand einer Auswertung dieser Rekursionsbeziehungen mittels MATHEMATICAwird in [SC 95] das Konvergenzverhalten der f�uhrenden Asymptotikreihen (4.16) unterBer�ucksichtigung der ersten 45 Koe�zienten analysiert.



4.2 Die SDE's im UV-Bereich 78Im Fall m = 0 folgt mit Gl.(4.20) 3b1;1(�; ") = (3� 2"+ �)�(�")�(1� ")�(1 + ")�(1� 2") : (4:25)Analog zur QRBA kann auf der Basis der SDE's (4.17/4.20) und derEntwicklung (4.9) eine Aufsummation der f�ur " ! 0 f�uhrenden Beitr�agezur UV-Asymptotik vorgenommen werden. F�ur eine LL"-Summation istes ausreichend, die divergenzerzeugenden, vom �au�eren Impuls unabh�angi-gen Anteile der Integranden der Selbstenergie-Loop-Integrale in Gl.(4.7) zuber�ucksichtigen, die entsprechend der Entwicklung (4.9) durch die folgendeErsetzung f�ur die Integralkerne (4.8) erfa�t werden.KA; KB; KD LL"! KLA; KLB; KLDkpKLA(p; k; ") � �(k � p)k2 n2D� 2D � + 21� DD k2d0(k2)oKLB(p; k; ") � ( �(k�p)k2 (� + (D� 1)d(k2)) ; m 6= 0�(p�k)p2 (� + (D� 1)d(p2)) ; m = 0KLD(p; k; ") � �(k � p)k2 4n 1A(k2) � 8k6D(2 + D)( 1A(k2)k2 )00o(4.26)Diejenigen divergenzerzeugenden Anteile der Kerne KLA; KLD, die Ableitun-gen invarianter Funktionen enthalten, tragen eine explizite Kopplungsord-nung und sind deshalb erst f�ur eine NLL"-Summation relevant, d.h. es kanndie VereinfachungkpKLA(p; k; ") = �(k � p)k2 2D� 2D �KLD(p; k; ") = �(k � p)k2 4n1� 16D(2 + D)o 1A(k2) (4.27)vorgenommen werden. F�ur die LL"-N�aherungen (4.26/4.27) gehen die SDE's(4.6) im UV-Bereich in das gekoppelte, nichtlineare Di�erentialgleichungs-system erster OrdnungdAL(p)dp = � 4(D� 2)��(2 � ")D g2p�1�2"(4�)2�" 1AL(p)ddp( 1dL(p)) = �8(1� 16D(2+D))�(2� ") g2p�1�2"(4�)2�" 1(AL(p))2dBL(p)dp E�SB= � 2�(2 � ") g2p�1�2"(4�)2�" (� + (D� 1)dL(p))BL(p)(AL(p))2ddp p2BL(p)� + (D� 1)dL(p) D�SB= 2�(2� ") g2p�1�2"(4�)2�" p2BL(p)(AL(p))2 (4.28)3b0;1 und b1;1 stimmen f�ur � = 0 mit den entsprechenden Koe�zienten der QRBA�uberein.



4.2 Die SDE's im UV-Bereich 79mit den UV-RandbedingungenAL(p); dL(p) ! 1; p!1BL(p) ! ( m ; m 6= 0(D�1+�)g2< � >4p2 ; m = 0 ) ; p! 1 (4.29)�uber. Dessen L�osung lautetAL(p2) UV= s1 + 4(D� 2)�D�(2� ") 1" g2p�2"(4�)2�"dL(p2) UV= 11 + 2(D� 162+D )(D�2)� ln(AL(p2))BL(p2) E�SB;UV= m(AL(p2)) D2(D�2)� n1 + 2(D� 162+D)(D� 2)� ln(AL(p2))o D�14(1� 16D(2+D) )BL(p2) D�SB;UV= � + (D� 1)dL(p2)4p2 g2 <  � > (AL(p2))� D2(D�2)� n1 + 2(D� 162+D)(D� 2)� ln(AL(p2))o� D�14(1� 16D(2+D) ) : (4.30)Die Eichabh�angigkeit der Funktion dL(p2) zeigt explizit, da� in der RBAdie Eichkovarianz der Theorie gebrochen ist. Allerdings ergeben sich ausGl.(4.30) f�ur � ! 0 die BeziehungenAL(p2; � = 0) UV= 1dL(p2; � = 0) UV= 11 + �1(")" g2p�2"BL(p2; � = 0) E�SB;UV= mn1 + �1(")" g2p�2"o� 
(1)m (")2�1(")BL(p2; � = 0) D�SB;UV= (D� 1)g2 <  � >4p2 n1 + �1(")" g2p�2"o 
(1)m (")2�1(") �1�1(") = 4(1� 16D(2+D))�(2� ")(4�)2�" = 112�2 +O(")
(1)m (") = �2(D� 1)�(2� ")(4�)2�" = � 38�2 + O(") ; (4.31)die exakt mit den auf nackte invariante Funktionen umgeschriebenen LL"-RG-Resultaten der vollen Theorie in Landau-Eichung �ubereinstimmen. 4Konkrete Rechnungen sollten demnach in der RBA in Landau-Eichung durch-gef�uhrt werden. Dar�uberhinaus ergeben sich aus Gl.(4.31) im Limes �1 ! 0die LL"-Beziehungen (3.37) der QRBA.4Diese k�onnen aus der Darstellung (4.45) und den laufenden renormierten Parameternauf Ein-Loop-RG-Niveau im massenunabh�angigen WBRS (2.31) gewonnen werden.



4.3 Numerische L�osung der SDE's in NPDR 80Eine weitergehende analytische L�osung der SDE's (4.6), die auf den Ent-wicklungen (4.9) beruht, nehmen wir im Rahmen des Studiums der D�SBvor.4.3 Numerische L�osung der SDE's in NPDRDie skalaren SDE's (4.6/4.7) stellen der De�nition der NPDR entsprechendein f�ur " > 0 wohlde�niertes Problem der gew�ohnlichen Analysis in Formvon drei gekoppelten, nichtlinearen, zweidimensionalen Integralgleichungenzur Bestimmung der nackten invarianten Funktionen A(p2); B(p2) und d(p2)dar, deren allgemeine L�osung numerisch ermittelt werden mu�. Das kanoni-sche L�osungsverfahren f�ur nichtlineare Integralgleichungen besteht in ihrer(nichtperturbativen) Iteration. Als Startwerte A(0)(p2); . . . dienen die UV-LL"-L�osungen (4.30) der SDE's, die gem�a� der VorschriftA(0)(p2; m(0)t ) = AUVL (p2 ! p2 + (m(0)t )2); . . . (4:32)in den IR-Bereich fortgesetzt werden. Die IR-Massenskala m(0)t wird selbst-konsistent aus der Bedingungm(0)t = B(0)(0; m(0)t )A(0)(0; m(0)t ) = BUVL ((m(0)t )2)AUVL ((m(0)t )2) (4:33)bestimmt. Sie approximiert denjenigen Impuls, ab dem f�ur die Nenner inGl.(4.7) die Ersetzung A2(k2)k2 + B2(k2) ! A2(k2)k2, die auf die SDE's(4.17/4.20) zur Bestimmung der UV-Asymptotik f�uhrt, durchgef�uhrt wer-den kann, d.h. mt trennt den IR- vom UV-Bereich. F�ur die Darstellung derinvarianten Funktionen verwenden wir kubische Splines, die abschnittsweisede�niert sind: im IR-Bereich 0 . . .mt in der Variablen p2 und im UV-Bereichmt . . .�UV in der Variablen ln(p). �UV bezeichnet denjenigen Impuls, abdem die UV-Asymptotik der invarianten Funktionen (mit einem relativenFehler von 0.1%) durch die LL"-Beziehungen (4.30), die den ersten nichttri-vialen Koe�zienten der ln"-Anteile in der UV-Asymptotik der invariantenFunktionen richtig wiedergeben, ersetzt werden kann. Die Verwendung vonkubischen Splines erm�oglicht es, numerisch stabile erste Ableitungen f�urdie invarianten Funktionen, die f�ur die manifest logarithmisch divergent ge-machten Selbstenergien (4.13/4.15) und die Berechnung von RG-Funktionenben�otigt werden, zu ermitteln. F�ur die numerische Berechnung der Betrags-und Winkelintegrale der skalaren Selbstenergien (4.7) verwenden wir adap-tive Integrationsroutinen der NAG [Na 91] und IMSL [Im 91] Bibliothek.Alle Integrationen werden mit einer relativen Fehlervorgabe von 0:1% aus-gewertet. Die St�utzstellenverteilung, an die die Splines vor jedem Iterati-onsschritt zur Interpolation der invarianten Funktionen ange�ttet werden,ist entsprechend der Variation der IR-Massenskala im Iterationsproze�m(n)t = B(n)(0; m(n�1)t )A(n)(0; m(n�1)t ) (4:34)



4.3 Numerische L�osung der SDE's in NPDR 81zu variieren. Die Anzahl der pro invariante Funktion verwendeten St�utzstel-len liegt je nach Parameterwerten zwischen � 20 und � 40. Der Iterations-proze� wird abgebrochen, wenn sich die Funktionswerte an allen St�utzstellenbis auf 0:1% stabilisiert haben. F�ur diese Akzeptanzbedingung und die obi-gen Startwerte sind f�ur die meisten Parameterwerte weniger als 20 Iteratio-nen ausreichend, f�ur kleine Kopplungen werden nur zwei bis vier Iterationenben�otigt.Alle dimensionsbehafteten Gr�o�en werden auf eine beliebige (Renormie-rungs-) Massenskala � bezogen, so da� gem�a� Gl.(2.14) die L�osung derSDE's neben " von dem Satz der dimensionslosen nackten Parameterfm̂; ĝ; �g (4:35)abh�angt. F�ur eine ausf�uhrlichere Darstellung des L�osungsverfahrens undAngaben �uber ben�otigte Rechenzeiten verweisen wir auf [SC 95].Die Abbildung (4.1) zeigt einen typischen Satz von L�osungen der SDE's(4.6). Zus�atzlich sind die aus den LL"-Beziehungen gebildeten Startwerte(4.32) und die erste (nichtperturbative) Iteration der SDE's dargestellt. Wirgeben dazu die folgenden Erl�auterungen:� In der Abbildung (4.1) f�allt die gute �Ubereinstimmung zwischen denLL"-Startwerten und den exakten L�osungen f�ur die beiden FunktionenA(p2) und d(p2) auf. Die geringe Abweichung der Funktion A(p2)von Eins, die ein Ma� f�ur die Brechung der ~V �-WTI/WI (B.16/B.26)durch die RBA (4.1) darstellt, ist aufgrund ihres in Landau-Eichungverschwindenden Ein-Loop-Beitrags (4.23) 5 zu erwarten und erkl�artdar�uberhinaus das Resultat f�ur den Bosonpropagator, in dessen UV-SDE (4.17) nur noch die Funktion A(p2) eingeht, d.h. d(p2) kann nurim IR-Bereich vom LL"-Startwert abweichen. 6� Die logarithmische Impulsskala in der Abbildung (4.1) emp�ehlt sicheinerseits aufgrund des f�ur kleine " enormen Impulsbereichs, der zurErfassung der Struktur der invarianten Funktionen �uberstrichen wer-den mu�. Nach Gl.(2.51) gilt f�ur die Korrelationsl�ange in Abbildung(4.1) �k(" = 0:01) = e50 � 5:2 � 1021 : (4:36)Andererseits stellen aufgrund der geringen Abweichung der FunktionA(p2) von 1 die Funktionen B(p2) und d(p2) nach Gl.(4.45) auf ei-ner logarithmischen Impulsskala (bis auf einen Vorfaktor) die laufenderenormierte Masse bzw. renormierte Kopplung dar. Die stufenfunkti-onsartige Struktur der invarianten Funktionen in Abbildung (4.1), diesich f�ur kleinere " und gr�o�ere ĝ immer deutlicher zeigt, bedeutet, da�5Entsprechend fallen in der obersten Abbildung (4.1) die gepunktete und gestrichelteLinie zusammen.6In Landau-Eichung ist die erste (nichtperturbative) Iteration der d(p2)-SDE (4.6) mitder LL"-Beziehung (4.30) identisch. Die gute �Ubereinstimmung zwisch d(0)(p2) und d(p2)haben wir f�ur alle Parameterwerte beobachtet und deshalb die SDE's f�ur den Bosonpro-pagator, deren numerische Behandlung sich am schwierigsten gestaltet, erst gegen Endedes Iterationsprozesses wieder mititeriert.
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Abbildung 4.1: Die nackten invarianten Funktionen f�ur � = 0:01(D = 3:98),ĝ = 15, m̂ = 5:14 � 10�6 und � = 0. Die durchgezogenen Linien stellendie exakten L�osungen der SDE's (4.6), die gepunkteten Linien die aus denLL"-Beziehungen (4.30) gebildeten Startwerte und die gestrichelten Liniendie erste (nichtperturbative) Iteration der SDE's (4.6) dar.



4.4 Der Kontinuumslimes gem�a� der multiplikativen Renormierung 83sich der Impulsbereich grob in einen IR- und UV-Bereich, mit jeweilseigener Masse bzw. Kopplungskonstante, unterteilen l�a�t. Die sich f�uralle invarianten Funktionen in der Abbildung (4.1) beim selben Impulszeigende \Kante" markiert das Ende des IR-Bereichs 7 und wird durchdie IR-Massenskala mt = B(0)A(0) , f�ur die in Abbildung (4.1) mt � 1 gilt,approximiert. 8� Die in Abbildung (4.1) dargestellten L�osungen sind, abgesehen davon,da� sie eine von " abh�angige, auf einem unendlichen Intervall de�-nierte Funktionenschar darstellen, denjenigen L�osungen �ahnlich, diein [Ra 91] im Rahmen einer L�osung der RBA f�ur eine Impuls-CORgefunden wurden.In der Abbildung (4.2) sind die nackten invarianten Funktionen f�ur zweiWerte des Eich�xierungsparameters � dargestellt. Die beiden invariantenFunktionen des Fermionpropagators zeigen entsprechend ihrer nichttrivia-len LKT (C.12) eine starke �Anderung beim �Ubergang von der Landau- zurFeynman-Eichung. Dagegen ist die in dieser Abbildung zum Ausdruck kom-mende Eichabh�angigkeit des Transversalanteils des Bosonpropagators einMa� f�ur die Brechung der Eichkovarianz durch die RBA (4.1), auf die wirbereits im Zusammenhang mit den LL"-Beziehungen (4.30) hingewiesen ha-ben.4.4 Der Kontinuumslimes gem�a� der multiplika-tiven RenormierungDer einfachste Versuch, die bzgl. " singul�aren nichtperturbativen L�osun-gen der nackten SDE's zu renormieren, besteht darin, die im Rahmen derSt�orungstheorie erfolgreichen multiplikativen Renormierungsvorschriften zu�ubernehmen. Die multiplikative Renormierung der QEDD sowie die spe-ziellen Vorschriften, die aufgrund der Vertexn�aherung (4.1) f�ur die RBAverwendet werden m�ussen, sind in Anhang D zusammengestellt.De�nition des O�-Shell-RenormierungsschemasAls Renormierungsschema verwenden wir das O�-Shell-Schema (MOM), dasbei Vorgabe einer beliebigen Renormierungsmassenskala � durch die folgen-den Renormierungsbedingungen f�ur die invarianten Funktionen de�niert istAMOMr (p2)��p2=�2 = ZMOM2 A(p2)��p2=�2 != 1BMOMr (p2)AMOMr (p2) ��p2=�2 = B(p2)A(p2) ��p2=�2 = mMOMt;rdMOMr (p2)��p2=�2 = (ZMOM3 )�1d(p2)��p2=�2 != 1 : (4.37)7Bei feinerer Au
�osung des Impulsbereichs p �mt erweisen sich die invarianten Funk-tionen selbstverst�andlich als vollkommen glatt in diesem Bereich.8Um die Struktur der invarianten Funktionen f�ur p � mt richtig zu erfassen, haben wirin diesem Impulsbereich eine hohe St�utzstellenzahl verwendet.
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Abbildung 4.2: Die nackten invarianten Funktionen f�ur � = 0:01 (D = 3:98),ĝ = 15, m̂ = 5:14 � 10�6 in Landau-Eichung � = 0 (durchgezogene Linien)und Feynman-Eichung � = 1 (gestrichelte Linien).



4.4 Der Kontinuumslimes gem�a� der multiplikativen Renormierung 85Hieraus folgt f�ur die renormierten Parameter als Funktion der nackten,gem�a� Gl.(2.14) mit � dimensionslos gemachten ParametergMOMr (ĝ; m̂; �; ") = (ZMOMg )�1| {z }RBA= Z2pZ3 ĝ = pd(p2)A(p2) ��p2=�2 ĝmMOMt;r (ĝ; m̂; �; ") = ( ~ZMOMM )�1m = B(p2)A(p2) ��p2=�2�MOMr (ĝ; m̂; �; ") = (ZMOM3 )�1� = � d�1(p2)��p2=�2 : (4.38)Durch Inversion dieser Beziehungen k�onnen die renormierten invariantenFunktionen (4.37) durch renormierte Parameter ausgedr�uckt werden. Dadie renormierte Masse unter Bezugnahme auf die gesamte Funktion B(p2)de�niert ist, wird sie i.allg. einen dynamischen Anteil besitzen. Wir kenn-zeichnen sie deshalb mit einem Index \t" (totale Masse) und versehen diezugeh�orige Renormierungskonstante Zm mit einer Tilde. Wir gehen auf dieseProblematik im Rahmen des Studiums der D�SB n�aher ein. F�ur die Renor-mierungskonstanten als Funktion der nackten Parameter folgt mit Gl.(4.23)in Ein-Loop-St�orungsrechnungZ(1);MOM2 (ĝ; m̂; �; ") = 1� 2��(")2� " ĝ2(4�)2�" (1 + m̂2)�"2F 1["; 1� "; 3� "; 11 + m̂2 ]Z(1);MOMm (ĝ; m̂; �; ") = 1 + �(") ĝ2(4�)2�" (1 + m̂2)�"(2�2� "2F 1["; 1� "; 3� "; 11 + m̂2 ]� (3� 2"+ �)1� " 2F 1["; 1� "; 2� "; 11 + m̂2 ])Z(1);MOM3 (ĝ; m̂; �; ") = 1� �(")41+"3 ĝ2(4�)2�" (1 + 4m̂2)�"2F 1["; 12; 52; 11 + 4m̂2 ] : (4.39)Die RG-Funktionen � und 
m beschreiben die �Anderung der renormier-ten Parameter gr(�); mt;r(�) bei in�nitesimaler Variation von � und festge-haltenen nackten Parametern�MOM(gr; mr; �r; ") = � dd� ���g;m;�gMOMr (�)= �"gr + gr�̂MOM(gr; mr; �r; ")~
MOMm (gr; mr; �r; ") = �mt;r dd� ���g;m;�mMOMt;r (�) ; (4.40)die anomale Dimension des Fermion- bzw. Bosonfeldes ist gem�a�
MOMF (gr; mr; �r; ") = �ZMOM2 dd� ���g;m;�ZMOM2 (�)
MOMA (gr; mr; �r; ") = �ZMOM3 dd� ���g;m;�ZMOM3 (�) (4.41)



4.4 Der Kontinuumslimes gem�a� der multiplikativen Renormierung 86de�niert. Die Bedeutung der RG-Funktionen liegt darin, da� sie sich zu-mindest in der St�orungsrechnung als Funktion der renormierten Parameterstetig nach " ! 0 hin fortsetzen lassen. Mit Gl.(4.38) k�onnen sie durch dielogarithmischen Ableitungen der invarianten Funktionen am Subtraktions-punkt ausgedr�uckt werden
MOMA (ĝ; m̂; �; ") = 2p2 ddp2 d(p2; g;m; �)d(p2; g;m; �) ���p2=�2
MOMF (ĝ; m̂; �; ") = �2p2 ddp2A(p2; g;m; �)A(p2; g;m; �) ���p2=�2 (4.42)~
MOMm (ĝ; m̂; �; ") = 
MOMF (ĝ; m̂; �; ") + 2p2 ddp2B(p2; g;m; �)B(p2; g;m; �) ���p2=�2 ;wobei sich die �-Funktion aus der Beziehung�̂ RBA= 12
A + 
F (4:43)ergibt. Mit den Gl.(4.39/4.42) folgt f�ur die RG-Funktionen als Funktion derrenormierten Parameter in Ein-Loop-St�orungsrechnung
(1);MOMF (gr; m̂r; �r; ") = 8�r�(1 + ")(2� ")(3� ") g2r(4�)2�" 1(1 + m̂2r)(1+")� 2F 1[1 + "; 1� "; 4� "; 11 + m̂2r ]= 2�r g2r(4�)2n1� 2m̂2r(1 + m̂2r ln( m̂2r1 + m̂2r ))o+O(")
(1);MOMm (gr; m̂r; �r; ") = 
(1);MOMF � 2(3� 2"+ �r)�(1 + ")(2� ")(1� ") g2r(4�)2�"� 1(1 + m̂2r)(1+") 2F 1[1 + "; 1� "; 3� "; 11 + m̂2r ]= �2 g2r(4�)2(3 + m̂2rn2�r + ln( m̂2r1 + m̂2r )(3 + �r(1 + 2m̂2r))o)+O(")
(1);MOMA (gr; m̂r; �r; ") = 32�(1 + ")4"15 g2r(4�)2�" 1(1 + 4m̂2r)(1+")� 2F 1[1 + "; 12; 72; 11 + 4m̂2r ] : (4.44)Die durch die RG-Funktionen de�nierten laufenden renormierten Parameter(2.23) besitzen im MOM-Renormierungsschema die Darstellung�mr(t) = e�tBMOMr (p2)AMOMr (p2) ���p2=(�et)2= e�tB(p2)B(p2) ���p2=(�et)2�g2r(t) RBA= (gMOMr )2e�2"t dMOMr (p2)(AMOMr (p2))2 ���p2=(�et)2



4.4 Der Kontinuumslimes gem�a� der multiplikativen Renormierung 87= ĝ2e�2"t d(p2)(A2(p2))2 ���p2=(�et)2��r(t) = �rdMOMr (p2) ���p2=(�et)2= �d(p2)���p2=(�et)2 : (4.45)�Uberpr�ufung der Trivialit�atshypotheseZur �Uberpr�ufung der in Kapitel 2 diskutierten RG-Trivialit�atshypothese f�urdie QED4 ist in Abbildung (4.3) die renormierte Kopplung (4.38) als Funk-tion der nackten Kopplung ĝ f�ur f�unf verschiedene Werte der raumzeitlichenDimension und f�ur zwei stark unterschiedliche Werte der renormierten Massem̂MOMt;r in Landau-Eichung dargestellt. 9 Aus dieser Abbildung geht hervor,da� die renormierte Kopplung stets kleinere Werte als die nackte Kopplungannimmt (Abschirmungse�ekt) und durch eine Grenzkopplungg?r(m̂MOMt;r ; ") = limĝ!1 gMOMr (ĝ; m̂MOMt;r ; ") ; (4:46)die mit kleiner werdenden Werten f�ur " und m̂MOMt;r abnimmt, beschr�anktbleibt. Dies ist ein Hinweis darauf, da� f�ur eine fest vorgegebene renor-mierte Masse m̂MOMt;r die renormierte Kopplung gMOMr , unabh�angig davon,wie die nackte Kopplung ĝ(") bei Variation von " zur Einhaltung der Renor-mierungsbedingungen (4.37) nachgef�uhrt wird, im Kontinuumslimes " ! 0verschwindet. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhalts ist in Abbildung(4.4) die Grenzkopplung g?r(m̂MOMt;r ; ") gegen p" aufgetragen. Demnachn�ahern sich f�ur kleines " alle Grenzkopplungen einer Geraden an, die gem�a�der RG-Beziehung (2.56) mit der Steigung �� 121 (0) � 10:87 durch den Null-punkt geht. 10 Eine andere M�oglichkeit, die Trivialit�at zu verdeutlichen,besteht darin, die der RG-Analyse in Kapitel 2 zugrundeliegende Approxi-mation der RG-Funktionen zu �uberpr�ufen. In den Abbildungen (4.5/4.6)sind die gem�a� Gl.(4.42) berechneten RG-Funktionen �MOM und ~
MOMm alsFunktion der renormierten Kopplung f�ur zwei Werte der raumzeitlichen Di-mension und bei den Parametern �MOMr = 0; m̂MOMt;r = 1 dargestellt. DieAbbildungen (4.5/4.6) bringen am besten zum Ausdruck, da� sich der (mul-tiplikativ renormierte) nichtperturbative Gehalt der SDE's (4.2) zumindestf�ur kleine " durch Ein-Loop-RG-Summationen, wie sie der Trivialit�atshy-pothese aus Kapitel 2 zugrunde liegen, zu beschreiben lassen scheint. Erstf�ur gro�e " kann die renormierte Kopplung gMOMr nach Abbildung (4.3)Werte annehmen, die so gro� sind, da� es zu einer sichtbaren Abweichung9Die raumzeitliche Dimension " = 0:005 stellt in etwa die untere Grenze dar, f�ur die wirdie SDE's numerisch l�osen k�onnen. Sie entspricht nach Gl.(2.51) einer Korrelationsl�angevon �k(0:005) = e100 � 2:68 � 1043.10Die Konvergenz der Datenpunkte in Abbildung (4.4) erkl�art sich aus dem Umstand,da� in dem IR-regul�aren LL"-Resultat g2r = ĝ21+ �1(0)" (1+4m̂2t;r)�" die renormierte Masse f�urkleine " keinen Ein
u� besitzt.
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Abbildung 4.3: Die renormierte Kopplung gMOMr als Funktion der nacktenKopplung ĝ in Landau-Eichung und m̂MOMt;r = 1 (oben) bzw. m̂MOMt;r = 105(unten). F�ur die durchgezogenen Linien gilt � = 0:005 (D = 3:99), f�ur diegestrichelten Linien gilt � = 0:01; 0:05; 0:1; 0:2, (D = 3:98; 3:9; 3:8; 3:6).
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Abbildung 4.4: Die renormierte Grenzkopplung g?r als Funktion vonp� f�ur m̂MOMt;r = 1 (Kreise) bzw. m̂MOMt;r = 105 (Kreuze). Diedurchgezogene Linie stellt die f�ur ein massenunabh�angiges Schema g�ultigeEin-Loop-RG-Beziehung g?r (") =q ��1(0) dar.



4.4 Der Kontinuumslimes gem�a� der multiplikativen Renormierung 90zwischen den exakten RG-Funktionen und ihrer Ein-Loop-Approximation(4.44) kommt. 11Die QEDD<4 als Cut-O�-Theorie ?F�ur eine COR ist es ein g�angiges Konzept, triviale Theorien als Cut-O�-Theorien zu betrachten, wobei die obere Grenze f�ur den Cut-O� durch dierenormierte Kopplung bestimmt ist. Damit die Niederenergiephysik durchdie Cut-O�-Theorie eindeutig beschrieben wird, mu� die Theorie schwachrenormierbar [G�o 91] sein, d.h. bei Variation des Cut-O�'s m�ussen sichdie nackten Parameter so nachf�uhren lassen, da� die renormierten Gr�o�enkonstant gehalten werden k�onnen. 12 Dabei darf es nicht auf die Wahl der re-normierten Gr�o�en ankommen, d.h. die Linien konstanter Physik im Raumder nackten Parameter, beispielsweise die Linien konstanter renormierterKopplung und Linien f�ur ein konstantes Verh�altnis zweier Massen, m�ussen�ubereinstimmen. 13 Auf dem Niveau der invarianten Funktionen dr�uckt sichdie schwache Renormierbarkeit durch ein Skalierungsverhalten aus, d.h. die(dimensionslosen) renormierten invarianten Funktionen h�angen auf den Li-nien konstanter renormierter Kopplung, Masse und Eich�xierungskonstantenur von dem Verh�altnis pmr ab, so da� sie sich im IR-Bereich bei Variationdes Cut-O�'s nicht �andern.Eine naive �Ubertragung des Konzepts der Cut-O�-Theorie auf die DRimpliziert die Frage, ob die QEDD f�ur raumzeitliche Dimensionen D < 4,deren genaue Grenzen nach Abbildung (4.3) { wie in einer COR { durchdie renormierte Kopplung bestimmt werden, zur eindeutigen Beschreibungder Niederenergieph�anomene verwendet werden kann. Am Beispiel des Ska-lierungsverhaltens der invarianten Funktionen in der St�orungsrechnung ver-deutlichen wir die sich dabei ergebende Problematik. In einer COR entste-hen die perturbativen Logarithmen in den renormierten invarianten Funk-tionen aus der Kombinationln�(( p�)2) = ln(( p�)2)� ln((�� )2)= ln(( p�)2)p 2 [0;�] ; (4.47)so da� sich die regularisierende Wirkung der COR nur auf den De�niti-onsbereich der invarianten Funktionen bezieht. Dementsprechend kann dasSkalierungsverhalten in einer COR prinzipiell exakt gegeben sein. Dagegenentstehen die perturbativen Logarithmen in DR als Grenzwert der Funktio-11Die gute �Ubereinstimmung der RG-Funktionen mit ihren perturbativen Ausdr�uckenist auch im Rahmen von Gitterrechnungen f�ur die QED4 [G�o 91] beobachtet worden.12Nach [G�o 91] hei�t eine Theorie stark renormierbar, falls zus�atzlich zur schwachenRenormierbarkeit der Kontinuumslimes durchgef�uhrt werden kann. In dieser Terminologieausgedr�uckt ist eine triviale Theorie entweder nichtrenormierbar oder schwachrenormier-bar, jedoch nicht stark renormierbar.13Im Rahmen von Gitterrechnungen [G�o 91] zeigt sich vor allem im Starkkopplungsbe-reich, da� die QED4 in einer COR nicht schwach renormierbar ist.
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Abbildung 4.5: Die renormierte �MOM -Funktion f�ur m̂MOMt;r = 1, �r = 0und " = 0:2; (D = 3:6) (oben) bzw. " = 0:005; (D = 3:99) (unten). Diedurchgezogenen Linien stellen die exakten und die gestrichelten Linien dieEin-Loop-Resultate (4.44) dar.
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Abbildung 4.6: Die ~
MOMm -Funktion f�ur m̂MOMt;r = 1, �r = 0 und" = 0:2; (D = 3:6) (oben) bzw. " = 0:005; (D = 3:99) (unten). Diedurchgezogenen Linien stellen die exakten und die gestrichelten Linien dieEin-Loop-Resultate (4.44) dar.



4.5 Untersuchungen zur D�SB 93nenfolge ln"( p�) = 1� ( p�)�"" = ln( p�)� 12" ln2( p�) +O(")2p 2 [0;1[ ; (4.48)die auf dem gesamten Impulsbereich de�niert ist. Da sie stetig von " abh�angt,hat die regularisierende Wirkung der Variation von D auf dem gesamten Im-pulsbereich Auswirkungen. Infolgedessen ist in DR das Skalierungsverhal-ten im IR-Bereich prinzipiell nur approximativ gegeben. Der tiefere Grundhierf�ur scheint in dem Umstand zu liegen, da� der Regularisierungsparame-ter in DR dimensionslos ist.Zur Verdeutlichung des approximativen Skalierungsverhaltens sind in derAbbildung (4.7) die drei renormierten invarianten Funktionen f�ur die re-normierten Parameter gMOMr = 1; mMOMt;r = 1; �MOMr = 0 und elf Werteder raumzeitlichen Dimension dargestellt. Aus dieser Abbildung geht her-vor, da� sich die invarianten Funktionen ausgehend vom Subtraktionspunktp� = 1 �uber einen gewissen Impulsbereich, der sich im Gegensatz zur CORvorab nicht eindeutig spezi�zieren l�a�t, stabilisieren, so da� auf diesem Be-reich von einem approximativen Skalierungsverhalten gesprochen werdenkann. Auch wenn dieses f�ur praktische Fragestellungen ausreichend seinkann, zeigen unserer Meinung nach die grunds�atzlichen Unterschiede hin-sichtlich des Skalierungsverhaltens, da� eine naive �Ubertragung des Kon-zepts der Cut-O�-Theorie von der COR auf die DR fragw�urdig ist. Insge-samt scheint die physikalische Interpretierbarkeit einer dimensionell regula-risierten Theorie f�ur nichtganzzahlige raumzeitliche Dimensionen wesentlichweniger direkt zu sein, als dies im Rahmen einer COR f�ur endliche Wertedes Impuls-Cut-O�'s der Fall ist.4.5 Untersuchungen zur D�SBDas Studium der D�SB in der QRBA zeigt, da� es zweckm�a�ig ist, die-sen rein nichtperturbativen E�ekt getrennt zu betrachten, da er sich in DRnur in der unmittelbaren N�ahe des chiralen Limes sichtbar machen l�a�t undgem�a� der Diskussion in Kapitel 2 eine echt nichtperturbative Renormierungerfordert. Um zumindest eine gewisse Einsicht zu gewinnen, unternehmenwir nachfolgend den Versuch, die in der QRBA verwendeten analytischenN�aherungsmethoden auf die RBA zu �ubertragen, und Argumente daf�ur an-zugeben, da� das Auftreten der D�SB in der RBA und NPDR von derraumzeitlichen Dimension abh�angt.N�aherungsweise Umwandlung der SDE's in ein RWPWir approximieren den Kern KB in der SDE (4.6) f�ur B(p2) in Landau-Eichung � = 0 durch den ersten Term der pk - bzw. kp -Entwicklung (4.9)KB(p; k; ") ! KNB (p; k; ")= (D� 1)�(p� k)p2 d(p2) + p$ k



4.5 Untersuchungen zur D�SB 94

Abbildung 4.7: Die renormierten invarianten Funktionen f�ur ĝMOMr = 1,m̂MOMt;r = 1, �r = 0 und " = 10�(1+ n10 ) mit n = 0; 1; . . . ; 10, D 2 [3:8; 3:98].



4.5 Untersuchungen zur D�SB 95�D� 12 ddp p3'(p) ddpKNB (p; k; ") = �(p� k)'(p) = �12p3 ddp d(p)p2 ; (4.49)die �ubrigen Terme in der Entwicklung von KB sind nicht mehr divergenz-erzeugend und besitzen dar�uberhinaus entweder einen expliziten Faktor "oder weisen mindestens Ableitungen zweiter Ordnung bzgl. der Funktiond(p2) auf. Die Approximation (4.49) gestattet es, die SDE (4.6) f�ur B(p2)in das folgende nichtlineare RWP, bestehend aus der nichtlineare Di�eren-tialgleichung zweiter Ordnungnp2 d2dp2 + (3� p'0(p)'(p) )p ddp + ~g2(") '(p)p2�2"A2(p2)p2 + B2(p2)oB(p) = 0~g2(") = 4(D� 1)�(2� ") g2(4�)2�" ; (4:50)der IR-Randbedingung(�p32 1'(p) ddp)B(p) = ~g2(")2 Z p0 dk kD�1 B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2)!! 0; p! 0 (4.51)sowie der UV-Randbedingung(12 d(p)'(p)p ddp + 1)B(p) = m+ ~g2(")2 Z 1p dk kD�3 B(k2)A2(k2)k2 + B2(k2)d(k)!! m; p!1 ; (4.52)zu �uberf�uhren. F�ur die Setzung d(p2); A(p2) = 1 erhalten wir das RWP(3.64-3.66) der QRBA zur�uck. Die N�aherung des Kerns KA in der SDE(4.6) f�ur A(p2), die der N�aherung (4.49) entspricht, besteht in der Ver-nachl�assigung aller Ableitungen der Funktion d(p2) in seiner Entwicklung(4.9) KA(p; k; ")! 0 (4:53)und f�uhrt auf die N�aherung A(p2) = 1 ; (4:54)die nach Abbildung (4.1) keine drastische N�aherung darstellt.Existenz eines kritischen " f�ur die D�SB in IRBN-IIn Analogie zur QRBA versuchen wir den chiralen Limes m ! 0 zun�achstim Rahmen einer IRBN-I (3.61) f�ur das RWP (4.50-4.52) zu erfassennp2 d2dp2 + (3� p'0(p)'(p) )p ddp + ~g2(")'(p)p�2"o�B(p) = 0 (4.55)



4.5 Untersuchungen zur D�SB 96ddp�B(p)���p=�mt = 0 (4.56)(12 d(p)'(p)p ddp + 1)�B(p)���p=1 = m (4.57)�mt = �B(�mt) : (4.58)Aus der SDE (4.6) folgt aufgrund der Approximation (4.54) in IRBN-I f�urdie Funktion d(p2) die N�aherungd(p2) ! �d(p2) = 11 + �1(")" g2p�2"' ! �' = 1 + 1�"" �1(")g2p�2"(1 + �1(")" g2p�2")2�1(") = �(52)�(2� ")�(1 + ")41+"3�(52 � ")(4�)2�" = 112�2 + O(") ; (4.59)die mit der LL"-N�aherung (4.31) �ubereinstimmt und die sich nach Abbil-dung (4.1) ebenfalls als eine gute N�aherung erwiesen hat. Wir schreiben dieDi�erentialgleichung (4.55) auf die Variable x = p�" umn d2dx2 � (�'0(x)�'(x) + 2� "" 1x) ddx + (~g(")" )2�'(x)o�B(x) = 0�'(x) = 1 + 1�"" �1(")g2x2(1 + �1(")" g2x2)2 (4:60)und betrachten die ihr zugeordnete Riccati-Di�erentialgleichungd
(x)dx = �'(x)
2(x) + 2� "" 
(x)x + (~g(")" )2
(x) � � �B0(x)�'(x)�B(x) : (4.61)Aus dem UV-Verhalten (4.16) der Funktion B(p2) folgt
(x)! 8><>: �2b0;1(") g2(4�)2�"x ; m 6= 0�2" 1x ; m = 0 9>=>; ; x! 0 (4:62)und die �Ubertragung der IR-Randbedingung (4.56) ergibt
(xt) = 0
 0(xt) = ( ~g(")" )2xt � x(p = �mt) = (�mt)�" ; (4.63)wobei die Aussage �uber die Ableitung von 
(x) an der Nullstelle xt direktaus der Di�erentialgleichung (4.61) folgt. Im IR-Bereich x ! 1 wird die



4.5 Untersuchungen zur D�SB 97Di�erentialgleichung (4.61) nach Umschreibung auf die Funktion ~
(x) = 
(x)xseparabel x~
 0(x) = (1� ")"�1(")g2| {z }=a(g2;") ~
2(x) + 21� ""| {z }=b(") ~
(x) + ( ~g(")" )2| {z }=c(g2;") (4:64)und besitzt im Fall der D�SB die L�osung
(x) IR= x2a8>>><>>>: �b+p4ac� b2 tan(p4ac�b22 ln(x=x0)) ; b2 � 4ac < 0�b+pb2 � 4ac1�( xx0 )pb2�4ac1+( xx0 )pb2�4ac ; b2 � 4ac > 0b2 � 4ac = 4(1� ")"2 (1� "� ( ~g(")g )2 "�1(")| {z }=1�10"+O("2) ) ; (4.65)wobei x0 eine Integrationskonstante bezeichnet. Aus dieser IR-Asymptotikfolgt, da� es f�ur " < "k"k � minf"jb2(")� 4a(g2; ")c(g2; ") = 0g"k � 11 + 1�1(0)( ~g(0)g )2 = 110 (4.66)in IRBN-I nicht zur D�SB in der RBA der masselosen QEDD mit einemreellen xt(m = 0) = xd (dynamische Masse) kommen kann, denn f�ur diesenFall ist nach Gl.(4.65) die f�uhrende Asymptotik von 
(x) durch die lineareFunktion 
(x; " < "k)! �b+pb2 � 4ac2a| {z }<0 x; x!1 (4:67)mit negativer Steigung gegeben, so da� 
(x) keine Nullstelle x = xd, f�ur dienach Gl.(4.63) 
 0(xd) > 0 gilt, besitzen kann. 14 Diese Aussage wird durchdie Abbildung (4.8), die die numerische L�osung der Di�erentialgleichung(4.61) f�ur " = 0:2 > "k und " = 0:05 < "k darstellt, best�atigt, wonach
(x) nur im ersten Fall eine Nullstelle besitzt. F�ur " > "k ist aufgrund derIR-Asymptotik (4.65) eine Nullstelle und eine Singularit�at f�ur die Funktion
(x) zu erwarten.WKB-N�aherung f�ur "! 0Die vorausgegangene Darstellung ist die einfachste uns bekannte M�oglich-keit, die Existenz eines "k zu motivieren und dieses gleichzeitig n�aherungs-weise zu bestimmen. F�ur eine allgemeine, auch den Fall m 6= 0 erfassende14F�ur �1 ! 0 ist die Argumentation wegen der f�ur diesen Fall sinnlosen Gl.(4.64) nichtm�oglich, d.h. die D�SB in der QRBA steht nicht im Widerspruch zu der hier getro�enenAussage. Desweiteren ist nach Gl.(4.65) in der nichttrivialen QCDD mit �1(0) < 0 eineD�SB zu erwarten.



4.5 Untersuchungen zur D�SB 98
Abbildung 4.8: Die Funktion 
(x) gem�a� der exakten L�osung derDi�erentialgleichung (4.61) f�ur " = 0:2 > "k (durchgezogene Linie) und" = 0:05 < "k (gestrichelte Linie). Alle dimensionsbehafteten Gr�o�en sindauf die kanonische Skala g 1" bezogen.L�osung der IRBN-I (4.55) ist die Umschreibung (4.61) allerdings ungeeig-net. Wir skizzieren nachfolgend ein N�aherungsverfahren, mit dem dieserFall zumindest prinzipiell analytisch erfa�t werden kann. Dazu emp�ehlt essich, auf die Di�erentialgleichung (4.60) zur�uckzugehen, und diese durch dieTransformation �B(x) = x� 12 "�2" p'(x)�b(x) (4:68)auf die Standardform n d2dx2 + U(x; ")o�b(x) = 0mit U(x; ") = (1")2(~g2(")�'(x)� 1x2 � "x �'0(x)�'(x)| {z }=P (x;") )+ 14x2 + 12 �'0(x)�'(x) � 34(�'0(x)�'(x) )2 + 12 �'00(x)�'(x) (4.69)zu bringen. Diese Di�erentialgleichung legt f�ur " ! 0 die folgende WKB-N�aherung nahe U(x; ") WKB= (1")2P (x; ") ; (4:70)



4.5 Untersuchungen zur D�SB 99f�ur die die L�osung der Di�erentialgleichungen (4.69) nach den Standard-WKB-Methoden [As 84] durch die beiden linear unabh�angigen Airy-Funktio-nen Ai(x); Bi(x) gegeben ist�b(x) = (P (x; ")�(x; ") )� 14n�Ai(�(1") 23 �(x; "))+ � Bi(�(1" ) 23 �(x; "))o23(�(x; ")) 32 = Z xxT dx0pP (x0; "); x > xT23(��(x; ")) 32 = Z xTx dx0p�P (x0; "); x < xT : (4.71)Die IR- bzw. UV-Asymptotik der Funktion P (x; ")P (x; ") ! �( ~g(")x )2; x! 0P (x; ") ! 1x2n"(2 + ( ~g(")g )2 1� "�1("))� 1o; x!1"k � minf"j"(2 + ( ~g(")g )2 1� "�1(")| {z }=11+O(") )� 1 = 0g"k � 12 + 1�1(0)( ~g(0)g )2 = 111 (4.72)zeigt, da� die Di�erentialgleichung (4.69) f�ur " > "k einen UmkehrpunktxT , f�ur den P (x; ") das Vorzeichen wechselt, besitzt, so da� xT zwei Gebietemit unterschiedlichem Verhalten der L�osungsfunktion trennt; f�ur x < xT ist�b(x) monoton steigend bzw. monoton fallend und f�ur x > xT oszillierend.Da in der QRBA (�1 ! 0; �'! 1) stets sowohl ein Umkehrpunkt als auchnach Gl.(3.73) eine dynamische Masse xd existiert"k(�1! 0) ! 0xT (�1! 0) ! 1~g(") ; (4.73)kann die Nichtexistenz eines Umkehrpunkts in der RBA f�ur " < "k als Signalf�ur das Abschalten der D�SB angesehen werden, wobei der Wert (4.72) f�ur "kgut mit dem exakten Wert (4.66) in IRBN-I �ubereinstimmt. 15 Die Konstan-ten �; � in der WKB-L�osung (4.71) k�onnen durch die UV-Randbedingung(4.57) und die Normierungsbedingung (4.58) festgelegt werden, so da� inAnalogie zu Gl.(3.73) die IR-Randbedingung (4.56) prinzipiell auf die Funk-tion �mt(m; ") f�uhrt, deren Nullstellen die dynamischen Massenmd = g 1" fDR(") (4:74)15Die Nichtexistenz eines Umkehrpunkts f�ur " < "k bedeutet, da� �b(x) keine Oszil-lationen, die eine Voraussetzung f�ur die Erf�ullung der IR-Randbedingung (4.56) sind,ausbildet.



4.5 Untersuchungen zur D�SB 100bestimmen. Wir sehen von einer Darstellung dieser komplizierten Beziehungab, deren Nullstellen wir bislang nicht analytisch bestimmen konnten. 16Stattdessen ist in der Abbildung (4.9) die exakte numerische L�osung derSDE's (4.6) in der N�ahe des chiralen Limes m ! 0 f�ur " = 0:2 > "k und" = 0:05 < "k dargestellt. Diese Abbildung zeigt, da� es im ersten Fall zurAusbildung einer reellen dynamischen Masse kommt und da� sich diese imzweiten Fall bis zu Werten mg 1" = 0:5 � 10�30 nicht andeutet. Da� der in derunteren Abbildung (4.9) �uberstrichene Wertebereich f�ur mt ausreichend ist,um die Nichtexistenz eines reellen md nahezulegen, ergibt sich einerseits auseinem Fit der Form log(mtg 1" ) = alog( mg 1" ) + bmtg 1" = eb(mg 1" )a ; (4.75)f�ur den sich die Werte a(" = 0:05) � 1:0b(" = 0:05) � 2:7 (4.76)ergeben. Zum anderen w�are im Fall der D�SB in Analogie zu Gl.(3.82) f�urreelle md die Darstellung md = g 1" fDR(")fDR(") = (gRBAk +O("))� 1" (4.77)zu vermuten. Wobei gRBAk entsprechend den Ergebnissen der analytischen[Ko 91] und numerischen [Ra 91] Studien der D�SB in der RBA und CORmd(g;�) = � fCOR(g)fCOR(g) = 8<: �(g � gRBAk )� ; g >� gRBAk0 ; g < gRBAkgRBAk � 5:3� � 12 (4.78)mit der kritischen nackten Kopplung gRBAk , die die chiral-symmetrische vonder dynamisch chiral-gebrochenen Phase trennt, gleichzusetzen ist. F�ur " =0:05 folgt aus (4.77) mdg 1" � 3 � 10�15 ; (4:79)d.h. hiernach h�atte sich in der unteren Abbildung (4.9) ein reelles md an-deuten m�ussen.16Eine Analyse der UV-Asymptotik der WKB-L�osung (4.71) zeigt, da� die D�SB durchdie Fundamentall�osung, die die Airy-Funktion Ai(x) enth�alt, repr�asentiert wird.
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Abbildung 4.9: Totale Masse gegen nackte Masse f�ur � = 0:2 (oben) und� = 0:05 (unten)



4.5 Untersuchungen zur D�SB 102Zum Kontinuumslimes unter Ber�ucksichtigung der D�SBDie Darstellung (4.78), wonach die Skalierungsfunktion fCOR(g) in der RBAund COR ein Potenzverhalten mit kritischem Exponenten gem�a� der Mean-Field Theorie zeigt, erm�oglicht es, den Kontinuumslimes f�ur die COR unterBer�ucksichtigung der D�SB zu studieren. Setzen wir f�ur die Kopplungsre-normierung die G�ultigkeit der LL-Beziehung (2.52) im intermedi�aren (IM)Renormierungsschema � = 0 voraus(gIMr )2 = g21 + 2�1g2 ln( �md ) ; (4:80)dann verschwindet nach Gl.(4.78) die renormierte Kopplung gIMr am kriti-schen Punkt gem�a�(gIMr )2 = g21� 2�1g2 ln(�(g � gRBAk )�)! 0; g & gRBAk ; (4.81)d.h. die QED4 bleibt unter Einbeziehung der D�SB trivial. Allerdingszeigt die nichttriviale Nullstelle gRBAk der Skalierungsfunktion fCOR(g) ausGl.(4.78), da� die Entkopplung von Boson- und Fermionfeld nicht notwendigauch einen trivialen Fermionsektor impliziert, d.h. es k�onnen im Kontinu-umslimes nichttriviale S-Matrixelemente zur Beschreibung des pseudoskala-ren Goldstone-Bosons, das mit der D�SB verbunden ist, existieren.Die bisherigen Erkenntnisse �uber die D�SB in der RBA und NPDR,die vor allem durch die fehlende Kenntnis �uber die genaue Struktur derSkalierungsfunktion fDR(") beschr�ankt sind, sehen wir als nicht ausreichendan, um eindeutige Aussagen �uber den Kontinuumslimes in NPDR unterEinbeziehung der D�SB tre�en zu k�onnen.Die Existenz eines "k f�ur die D�SB in der RBA kann einerseits so gedeu-tet werden, da� die D�SB f�ur den Kontinuumslimes " ! 0 { vollst�andig inder chiral-symmetrischen Phase (" < "k) durchgef�uhrt { nicht relevant ist.Nach dieser Interpretation besitzt die in Abschnitt 4.4 diskutierte Entkopp-lung von Boson- und Fermionfeld G�ultigkeit und impliziert dar�uberhinauseinen trivialen Fermionsektor, so da� ein Widerspruch zu dem u.U. nichttri-vialen Fermionsektor in der COR entsteht. Eine andere Deutungsm�oglich-keit wird durch die folgende Plausibilit�atsbetrachtung nahegelegt. Setzenwir f�ur die masselose, dimensionell regularisierte QEDD in der dynamischchiral-gebrochenen Phase (" > "k) hinsichtlich der Kopplungsrenormierungdie G�ultigkeit der LL"-Beziehung (2.30) im intermedi�aren Renormierungs-schema � = 0 voraus, dann gilt f�ur kleine "(gIMr )2 = (gm�"d )21 + �1(0)" (gm�"d )2 : (4:82)Au
�osen dieser Beziehung nach md ergibtmd = g 1" fDR(")



4.5 Untersuchungen zur D�SB 103fDR(") = (r "� "k"(gIMr )2 ) 1""k � �1(0)(gIMr )2 : (4.83)Damit im Limes �1 ! 0 an die Beziehung (3.82) der QRBA angeschlossenwerden kann, mu� die SetzunggIMr = gQRBAk = 2�p3 (4:84)vorgenommen werden, f�ur die sich mit den Gl.(4.83/2.33)"k = 19 (4:85)ergibt. Die Skalierungsfunktion in Gl.(4.83) ist mit den analytischen undnumerischen Untersuchungen zur D�SB in der RBA und NPDR vertr�aglich.Da sie aus der Bedingung daf�ur resultiert, da� die renormierte Kopplung gIMreinen festen Wert 6= 0 annimmt, erscheint die Existenz des "k f�ur die Ausbil-dung eines reellen md geradezu als eine Voraussetzung daf�ur, die Trivialit�atder QED4 unter Einbeziehung der D�SB { f�ur " < "k gem�a� Gl.(4.83) aufkomplexe md fortgesetzt { umgehen zu k�onnen.Die analoge Plausibilit�atsbetrachtung f�ur die COR geht von der Bezie-hung (4.80) aus, deren Au
�osung nach md aufmd = �fCOR(g)fCOR(g) = expf1� ( ggr )22�1g2 g (4.86)f�uhrt. Diese Skalierungsfunktion ist nicht mit der dynamisch bestimmtenSkalierungsfunktion (4.78) identisch, wodurch auf eine andere Art nochmalszum Ausdruck kommt, da� die Trivialit�at der QED4 in der COR unterEinbeziehung der D�SB nicht umgangen werden kann.F�ur ein genauerers Verst�andnis des Kontinuumslimes in NPDR sind wei-tere Untersuchungen notwendig. Unserer Meinung nach zeigt die voraus-gegangene Diskussion, da� die sich dabei ergebenden Ergebnisse durchausandere Aussagen �uber die Kontinuums-RBA beinhalten k�onnen, als die dies-bez�uglich im Rahmen der COR getro�enen.



Kapitel 5Bemerkungen zu den SDE'sf�ur die VertexfunktionDer wesentliche Gehalt der Vertexfunktion kann unserer Meinung nach nurdynamisch, d.h. durch L�osung ihrer SDE's (1.26) bestimmt werden. Ausden neueren Arbeiten zur QED ist uns kein konkreter L�osungsversuch f�ur die~V �-SDE's bekannt. Ein Grund f�ur diese Zur�uckhaltung ist sicherlich der ge-gen�uber einer L�osung der SDE's f�ur einen Vertexansatz um Gr�o�enordnun-gen h�ohere numerische Aufwand, der f�ur die L�osung der ~V �-SDE's betriebenwerden mu�. Die L�osung der SDE's f�ur einen Vertexansatz erfordert die Be-stimmung der drei invarianten Funktionen einer Ver�anderlichen der beidenPropagatoren, wohingegen die vollst�andige L�osung der ~V �-SDE's zus�atzlichdie Bestimmung der acht invarianten Funktionen dreier Ver�anderlicher desTransversalanteils von ~V � erfordert. Nach unserer Meinung ist dies jedochein mit heutiger Computertechnologie l�osbares und im Vergleich zu Gitter-rechnungen weniger aufwendiges Problem. Schwerer wiegt, da� es bislangnicht gelungen ist, N�aherungsverfahren f�ur diese Gleichungen anzugeben,die die wichtigsten Strukturmerkmale der QED respektieren.Die Problematik strukturerhaltender N�aherungenam Beispiel der BJW-N�aherungAnhand eines der ersten N�aherungsversuche f�ur die ~V �-SDE's, der von[Bjw 67] im Rahmen des endliche-QED4 -Projekts vorgeschlagenen SDE~V �(p; k; �) = 
� � g2 Z dDl(2�)Di 
% ~D(0);%�(p+ k � l)� ~S(l� k) ~V �(l� k; k; �)~S(l)
�
104



5 Bemerkungen zu den SDE's f�ur die Vertexfunktion 105= � g2 (5.1)l�a�t sich die Problematik strukturerhaltender N�aherungen f�ur die ~V �-SDE'sverdeutlichen. Die BJW-N�aherung ergibt sich aus den SDE's (1.26) f�ur diedrei Basisvertices durch die Approximation des 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kernsss ~K4;0 durch den Polgraphbeitrag nullter Ordnung in der Skelettentwicklung(1.32) ss ~KBJW4;0 (p1; p2; q1; �) � 
% ~D(0);%�(p1 + p2)
�� (5.2)und der N�aherung des vollen Bosonpropagators durch seine nullte Ordnung~D��(k)! ~D(0);��(k) : (5:3)Setzen wir die G�ultigkeit der WTI (B.16) f�ur die Vertexfunktion zun�achstvoraus, dann folgt durch longitudinale Projektion der Gl.(5.1)k� ~V �(p; k; �) = (p=+ k=�m1) + g2 Z dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~D(0)�� (p+ k � l)
�� np=�m1+ g2 Z dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~D(0)�� (p� l)
�o!= ~S�1(p+ k)� ~S�1(p) ; (5.4)d.h. die WTI ist selbstkonsistent erf�ullt, wenn wir die Identi�kation~S�1(p) = p=�m1+ g2 Z dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~D(0)�� (p� l)
� (5:5)vornehmen, die auf eine von der SDE (5.1) der Vertexfunktion entkoppelteSDE f�ur den Fermionpropagator f�uhrt. Die SDE (5.5) ist mit der (Quenched-) Rainbow-Approximation f�ur den Fermionpropagator identisch, die we-gen der N�aherung (5.2) f�ur den Bethe-Salpeter-Kern auch als (Quenched-)Ladder-Approximation bezeichnet wird. Von dieser einfachsten Version desallgemeinen nichtperturbativen N�aherungsverfahrens, dem Abbrechen der



5 Bemerkungen zu den SDE's f�ur die Vertexfunktion 106Skelettentwicklung (1.32) der beiden Bethe-Salpeter-Kerne, ist in [Af 79]gezeigt worden, da� trotz der G�ultigkeit der ~D��= ~V �-WTI (B.14/B.16) undder ~V �-WI (B.26) die st�orungstheoretische multiplikative Renormierbarkeit(STMR) und die Eichkovarianz schon ab Zwei-Loop-St�orungsrechnung ver-letzt sind.Bedingungen f�ur strukturerhaltende N�aherungender SDE'sAngesichts der Diskussion der BJW-N�aherung stellt sich die Frage, inwieweites m�oglich ist, Bedingungen f�ur N�aherungen der SDE's, die mit einzelnenStrukturmerkmalen der QED vertr�aglich sind, zu formulieren. F�ur drei derwichtigsten Strukturmerkmale der QED haben wir in den Anh�angen B-Dden Versuch unternommen derartige Bedingungen anzugeben:� WTIZur Implementierung der WTI k�onnen nach Anhang B die longitudi-nalen Anteile aus den SDE's vollst�andig eliminiert werden. Neben dertransversalen Projektion der �au�eren Bosonbeine ist dazu die Elimina-tion aller loopinternen Longitudinalanteile durch Anwendung der WTInach Aufteilung aller Bosonpropagatoren in ihren Longitudinal- undTransversalanteil gem�a� Gl.(B.11) n�otig. In Landau-Eichung werdendie loopinternen Longitudinalanteile bei Wahrung der WTI (B.14) f�urden Bosonpropagator automatisch eliminiert, so da� in dieser Eichungmit den SDE's eine Entkopplung von Longitudinal- und Transversa-lanteilen der Greenschen Funktionen erreicht werden kann.� EichkovarianzDie elementarsten kanonischen Eichkovarianten der QED, de�niertdurch ihr Transformationsverhalten unter Variation des Eich�xierungs-parameters � gem�a� der LKT@ ~G�(p; k; �)@� = g2 Z dDl(2�)Di ~G�(p� l; k; �)� ~G�(p; k; �)l4 ; (5:6)sind nach Anhang C die bzgl. aller �au�eren Bosonbeine entweder trans-versal projizierten oder amputierten zusammenh�angenden GreenschenFunktionen. Die eichkovariante Auswertung ihrer WTI ist f�ur die Eta-blierung eichkovarianter N�aherungen der SDE's wesentlich und kannf�ur sich allein genommen schon f�ur eine eichkovariante nichtpertur-bative Entkopplungsn�aherung der SDE's in Form der longitudinal-singul�aren bzw. -regul�aren Eichn�aherung herangezogen werden.� STMRDer in Anhang D skizzierte Nachweis der STMR der QED mittels derSDE's (1.26) f�ur die drei Basisvertices erlaubt es, eine einfache Be-dingung daf�ur anzugeben, da� der perturbative Gehalt einer nichtper-turbativen N�aherungsl�osung dieser Gleichungen multiplikativ renor-mierbar ist. Daf�ur m�ussen sich die Renormierungskonstanten und die



5 Bemerkungen zu den SDE's f�ur die Vertexfunktion 107Divergenzen mittels Subtraktionen aus den SDE's f�ur die multiplikativrenormierten Basisvertices vollst�andig eliminieren lassen. Durch Ab-brechen der Skelettentwicklung (1.32) f�ur die beiden Bethe-Salpeter-Kerne ss ~K��2;2 und ss ~K4;0 k�onnen solche N�aherungen generiert werden,falls{ zurWahrung der multiplikativen Renormierungsvorschriften (D.4)die Skelettentwicklung vollst�andig durch angezogene Basisverti-ces ausgedr�uckt wird, und{ die WTI (B.14/B.16) f�ur ~D�� und ~V �, die die e�ektiv logarithmi-sche Divergenz der Selbstenergie ~� und der Vakuumpolarisation~��� sicherstellen, erf�ullt sind.Nach diesen Bedingungen f�ur strukturerhaltende N�aherungen der SDE'sist der Verlust der STMR der BJW-N�aherung (5.1) nicht durch das Ab-schneiden der Skelettentwicklung (5.2) f�ur den Bethe-Salpeter-Kern sonderndie Tatsache bedingt, da� in dem Polgraphbeitrag in Gl.(5.2) keine vollenBasisvertices stehen, und die Wahrung der Eichkovarianzeigenschaften istnicht zu erwarten.Von den drei betrachteten Strukturmerkmalen scheint uns die STMR amwichtigsten zu sein, da sie die Existenz zumindest des st�orungstheoretischenGehalts der Theorie sicherstellt. Wenn wir ihrer Einhaltung die h�ochstePriorit�at einr�aumen, sind wir auf die SDE's (1.26) f�ur die Basisvertices alsAusgangsgleichungen f�ur N�aherungen festgelegt. F�ur diese sehen wir der-zeit keine M�oglichkeit, N�aherungsverfahren anzugeben, die zus�atzlich zurSTMR auch noch die Eichkovarianz erhalten. Zumindest einfache N�ahe-rungsverfahren, die dieses Strukturmerkmal der QED respektieren, schei-nen urs�achlich mit den SDE's f�ur die eichkovarianten, zusammenh�angendenGreenschen Funktionen verbunden zu sein. Dieser Umstand l�a�t sich bei-spielsweise daran ablesen, da� nach Gl.(C.31) die alleinige Ber�ucksichtigungder Inhomogenit�atc ~GT;�2;1 (p; k; �) = 1p=�m1
% ~DT;%�(k) ~S(p+ k) (5:7)der SDE (A.26) f�ur die transversale zusammenh�angende Dreipunktfunktionc ~GT;�2;1 bereits auf eine nichtperturbative, eichkovariante Entkopplungsn�ahe-rung f�ur die beiden Propagatoren f�uhrt. Umgeschrieben auf die eigentlicheVertexfunktion ergibt sich~V T;�(p; k; �) = ~S�1(p) 1p=�m1 t�� (k)
� (5:8)und nicht die durch die Inhomogenit�at in Gl.(1.26) nahegelegte Entkop-plungsn�aherung ~V T;�(p; k; �) = t��(k)
� : (5:9)Anhand der Herleitung der ~V �-SDE's k�onnen wir eine Vorstellung davonbekommen, wodurch ihre eichkovariante N�aherung erschwert wird. Ausge-hend von der SDE (A.26) f�ur die eichkovariante zusammenh�angende Drei-punktfunktion c ~G�2;1 ergeben sich die f�ur die manifeste 1PI von ~V � n�otigen



5 Bemerkungen zu den SDE's f�ur die Vertexfunktion 108(Polgraph-) Subtraktionsterme f�ur die T-Matrizen in Gl.(A.44) durch dieElimination des eichinvarianten Fermionpropagators nullter Ordnung zugun-sten des eichabh�angigen vollen Fermionpropagators sowie durch die Ampu-tation der �au�eren Beine durch Herausdividieren der eichabh�angigen Propa-gatoren. Auf diese Weise gelangen in die ~V �-SDE's sich teilweise kompensie-rende Eichabh�angigkeiten, die durch eichkovariante N�aherungen gleichzeitigerfa�t werden m�ussen. F�ur die Ber�ucksichtigung der Eichkovarianz im Rah-men von N�aherungen der SDE's (1.26) f�ur die drei Basisvertices sehen wirderzeit nur die folgenden beiden M�oglichkeiten:1. Wir betrachten die N�aherung in Landau-Eichung � = 0 und setzen diegewonnenen Ergebnisse eichkovariant mittels der LKT (C.12) nach � 6=0 hin fort, d.h. verlieren die Eichkovarianz als Bewertungskriteriumf�ur die N�aherung.2. Wir behandeln die ��Abh�angigkeit in den SDE's (1.26) f�ur die Vertex-funktion approximativ, d.h. spezi�zieren f�ur allgemeines � Abschnei-deverfahren f�ur die Skelettentwicklung der Bethe-Salpeter-Kerne. Diedamit verbundende Brechung der Eichkovarianz kann minimiert wer-den, indem der loopinterne Longitudinalanteil des Kerns ss ~K��2;2 gem�a�seiner integralen WTI aus Tabelle (B.2) vor dem Abbrechen der Ske-lettentwicklung aus der ~V �-SDE (1.26) eliminiert wird.Nach den bisherigen Ausf�uhrungen liegt die Vermutung nahe, da� dieBer�ukksichtigung der Polgraphbeitr�age aus der Skelettentwicklung (1.32) inden transversal projizierten SDE's f�ur die Vertexfunktion ~V � in Landau-Eichung~V T;�(p; k; �) = t��
� � g2~�T;�(1) (p; k; �)= t��
� � g2~�T;�(2) (p; k; �)~�T;�(1) (p; k; �) = Z dDl(2�)Di ~V %(p; l� p; �) ~DT;%�(p� l)~S(l) ~V T;�(l; k; �)� ~S(l+ k) ~V T;�(l+ k; p� l; �)����=0= 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: 9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;Tk;�=0~�T;�(2) (p; k; �) = Z dDl(2�)Di ~V%(p; l� p� k; �) ~DT;%�(p+ k � l) ~S(l� k)� ~V T;�(l� k; k; �)~S(l) ~V �(l; p+ k � l; �)����=0



5 Bemerkungen zu den SDE's f�ur die Vertexfunktion 109= 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: 9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;Tk;�=0 (5.10)zusammen mit den in dieser Eichung nur noch transversale Gr�o�en enthal-tenden Propagatorgleichungen~S�1(p) = p=�m1+ g2~�T (p)~D�1;T;��(k) = �p2t��(k)� g2 ~���T (k)~�T (p) = Z dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~DT��(p� l) ~V �(l; p� l; �)����=0~�T;��(k) = tr Z dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~V T;�(l; k; �)~S(k+ l)����=0 (5.11)und den LKT (C.12) eine \gute" erste N�aherung der SDE's (1.26) f�ur diedrei Basisvertices darstellt. Da in diesen Gleichungen nur noch transver-sale Gr�o�en vorkommen, kann die WTI (B.16) f�ur die Vertexfunktion imnachhinein erf�ullt werden, die Eichkovarianz ist wegen der Verwendung derLKT trivialerweise erf�ullt und die multiplikativen Renormierungsvorschrif-ten bleiben gewahrt, da in den Dreiecksdiagrammen f�ur die Vertexkorrek-turen ausschlie�lich volle Basisvertices enthalten sind. Wir betonen jedoch,da� neben der in Anhang A erw�ahnten Brechung der Crossing-Symmetrieder vollen T-Matrix durch diese N�aherung die transversale Projektion bzgl.�au�erer Bosonbeine und die Wahl � = 0 zur Elimination der loopinter-nen Longitudinalanteile noch nicht die Einhaltung der WI (B.26) f�ur dieVertexfunktion sicherstellt, eine Forderung, die alle aktuellen Vertexans�atzeerf�ullen. 1 Vielmehr zeigt die regul�are Auswertung der ~V �-WTI (B.16)aus Anhang B, da� der zur Erf�ullung der ~V �-WI (B.26) n�otige Transver-salanteil von ~V � vollst�andig durch die (kinematischen) Singularit�aten desLongitudinalanteils festgelegt ist und deshalb die transversale Projektionder ~V �-SDE's mit dem singul�aren Projektor t��(k) zumindest f�ur regul�areVertexfunktionen nur scheinbar die Longitudinalanteile aus den ~V �-SDE'seliminiert.Gegen�uber den anderen divergenzerzeugenden Beitr�agen in der Skelet-tentwicklung (1.32) der Bethe-Salpeter-Kerne sind die aus den Polgraph-beitr�agen in der ~V �-SDE resultierenden Dreiecksdiagramme durch den Um-stand ausgezeichnet, da� sie zusammen mit den SDE's f�ur die beiden Pro-pagatoren in allen Eichungen � auf das richtige Leading-Log-Verhalten f�urdie drei Basisvertices f�uhren. Vgl. hierzu die explizite L�osung der SDE's(5.10) auf Leading-Log-Niveau in [La 65].1Ein Beispiel daf�ur ist die N�aherung (5.7), die nach Gl.(C.34) nicht die ~V �-WI (B.26)erf�ullt.



5 Bemerkungen zu den SDE's f�ur die Vertexfunktion 110Versuch einer auf der regul�aren Auswertung derWTI f�ur den Bethe-Salpeter-Kern beruhenden Ver-texgleichungEine M�oglichkeit, f�ur regul�are Vertexfunktionen ein vollst�andiges, auch dieWI (B.26) respektierendes N�aherungsverfahren zu etablieren, k�onnte darinbestehen, die f�ur die Vertexans�atze zentrale, regul�are Auswertung der ~V �-WTI (B.16) auf die resummierten SDE's (1.26) f�ur die Vertexfunktion zu�ubertragen. Als Ausgangsgleichung scheint dazu diejenige ~V �-SDE am ge-eignetsten zu sein, die den Bethe-Salpeter-Kern ss ~K��2;2 enth�alt 2~V �(p; k; �) = 
�� g2 Z dDl(2�)Di ~V �(p;�l; �) ~D�%(l)~S(p� l) ss ~K%�(p� l; l; k; �) ; (5.12)da dieser nach Tabelle (B.2) selbst einer (integralen) WTIk� ss ~K��(p; k; q; �) = ~V �(p; q; �)~S(p+ q) ~S�1(p+ q + k)� 
�+ g2 Z dDl(2�)Di ~V �(p;�l; �)~S(p� l) ~D�%(l) ss ~K%�(p+ k � l; l; q; �) ; (5.13)die im Gegensatz zur vollen Bethe-Salpeter-Gleichung (A.47) nur noch ss ~K��als unbekannte Gr�o�e enth�alt, gen�ugt. Diese Relation und die entsprechendeWTI aus Tabelle (B.2) f�ur das andere longitudinal projizierte Bosonbein 3sichern in der resummierten ~V �-SDE (5.12) die Einhaltung der WTI/WI(B.16/B.26) der Vertexfunktion. Infolgedessen kann durch eine regul�areAuswertung der beiden WTI f�ur den Bethe-Salpeter-Kern ss ~K�� eine N�ahe-rung der resummierten ~V �-SDE (5.12) formuliert werden, die die G�ultigkeitder ~V �-WTI/WI (B.16/B.26) sicherstellt. Dazu mu� zun�achst die noch ver-steckte Di�erenzbildung in der Beziehung (5.13) manifest gemacht werden,die sich in dem Umstand ausdr�uckt, da� das Loop-Integral in Gl.(5.13) zwarnach Ma�gabe des Impulses k gebrochen ist 4, sich aber f�ur k ! 0 mit Hilfeder ~V �-SDE (5.12) auf den Ausdruck 
� � ~V �(p; q; �) reduziert, so da� indiesem Limes die rechte Seite der Gl.(5.13) verschwindet. Wir eliminierendazu aus der WTI (5.13) die Vertexfunktion nullter Ordnung mittels der~V �-SDE (5.12)k� ss ~K��(p; k; q; �) = ~V �(p; q; �)~S(p+ q)n ~S�1(p+ q + k)� ~S�1(p+ q)o+ g2 Z dDl(2�)Di ~V �(p;�l; �)~S(p� l) ~D�%(l)n ss ~K%�(p+ k � l; l; q; �)� ss ~K%�(p� l; l; q; �)o : (5.14)Es liegt jetzt eine Situation vor, die f�ur das Formulieren von regul�aren Ver-texans�atzen auf der Basis der ~V �-WTI (B.16) typisch ist, d.h. es besteht2Wir unterdr�ucken nachfolgend die Indizes zur Bezeichnung der �au�eren Beine.3ss ~K�� ist nicht bosesymmetrisch.4D.h. das zum Loop-Integral in Gl.(5.13) geh�orende Feynman-Diagramm erlaubt keinedurchgehende, die Impulserhaltung respektierende F�uhrung der Impulse.



5 Bemerkungen zu den SDE's f�ur die Vertexfunktion 111die Notwendigkeit, eine regul�are Divison des Bosonimpulses, die im Bezugauf den Transversalanteil von ss ~K�� nicht eindeutig ist, vorzunehmen. Wirk�onnen dazu die in Anhang B zur minimal regul�aren Auswertung der ~V �-WTI (B.16) verwendete Relation heranziehen. D.h. gilt eine Beziehung derForm k�F�(p; k) = G(p+ k)�G(p)= Z 10 d� dd�G(x)���x=p+�k= k� Z 10 d� @@x�G(x)���x=p+�k ; (5.15)dann kann eine regul�are Division des Impulses k durch die SetzungF�MR(p; k) = Z 10 d� @@x�G(x)���x=p+�k ; (5:16)die gegen�uber anderen Verfahren den Vorteil besitzt, nicht auf die Tensor-struktur der Funktion F�(p; k) Bezug zu nehmen, vorgenommen werden.Wenden wir dieses Verfahren auf die WTI (5.14) an, dann erhalten wir f�urss ~K��MR den Ansatzss ~K��MR(p; k; q; �) = Z 10 d�(~V �(p; q; �)~S(p+ q)@ ~S�1(p+ q + �k)@p�+ g2 Z dDl(2�)Di ~V �(p;�l; �)~S(p� l) ~D�%(l) @@p� ss ~K%�MR(p� l+ �k; l; q; �))+ Terme zur Auswertung der WTI bzgl. q�+ ss���MR(p; k; q; �) ; (5.17)der gem�a� der integralen WTI (5.13) zwar eine Integralgleichung darstellt,daf�ur aber im Gegensatz zur vollen Bethe-Salpeter-Gleichung (A.47) voll-st�andig durch Basisvertices ausgedr�uckt ist. Diese Gleichung ist im Lichteder beim regul�aren Auswerten der beiden WTI f�ur die eigentliche Vierpunkt-funktion ~���2;2 gewonnenen Erfahrungen zu sehen, vgl. hierzu Gl.(B.75).Demnach ist die Funktion ss���MR so zu bestimmen, da� der Ansatz (5.17)beide WTI f�ur den Kern ss ~K�� aus Tabelle (B.2) erf�ullt. Wir haben dieBestimmung der Funktion ss�MR�� aus dieser Bedingung bislang nicht vor-genommen, sind aber im Hinblick auf die regul�are Auswertung der WTIf�ur ~���2;2 zuversichtlich, da� die gegen�uber dieser Amplitude fehlende Bose-symmetrie von ss ~K�� und der integrale Charakter der WTI (5.13) keinegrunds�atzlichen Schwierigkeiten darstellen.



Zusammenfassung undAusblickDie Beantwortung der in Kapitel 1.1 diskutierten Frage nach dem genauenVerh�altnis des funktional-integralen zum funktional-di�erentiellen Zugangzur QED erfordert die vollst�andige Charakterisierung der L�osungsmannigfal-tigkeit der funktionalen SDE's bzw. der SD-Hierarchien f�ur die GreenschenFunktionen. Hierf�ur scheint das Studium von Entkopplungsn�aherungen f�urdie SD-Hierarchien prinzipiell nicht geeignet zu sein, da die ihnen zugrunde-liegende Philosophie, die SD-Hierarchien durch Abschneiden \von oben her"zu l�osen, im Widerspruch zu der in Anhang A motivierten Einsicht steht,da� bei echt nichtperturbativer Betrachtung der SD-Hierarchien (minde-stens) die beiden Propagatoren als Parameter und nicht als berechenbareGr�o�en angesehen werden m�ussen. So gesehen erscheinen die auch dieserArbeit f�ur konkrete L�osungsversuche der SDE's zugrundeliegenden Entkop-plungsn�aherungen lediglich als eine Technik, die es erlaubt, den eindeutigendynamischen Bestimmungsgehalt der SDE's in der St�orungsrechnung f�ureine �uber RG-Summationen hinausgehende Aufsummation st�orungstheore-tischer Terme zu nutzen. Die D�SB, der einzige (sichtbare) echt nichtper-turbative E�ekt, der durch die im Rahmen dieser Arbeit studierten Entkop-plungsn�aherungen erfa�t wird, widerspricht dieser Aussage nicht, da sie ein-deutig aus der Homogenit�at der masselosen SDE f�ur die invariante FunktionB des Fermionpropagators resultiert. Wir halten es deshalb f�ur nicht aus-geschlossen, da� die Bestimmng des echt nichtperturbativen Gehalts derQED im Rahmen eines SD-Zugangs weniger die Formulierung und L�osungumfangreicher Entkopplungsn�aherungen { beispielsweise in Form der Ver-texans�atze aus Kapitel 1.3 { als die systematische Komplettierung der dy-namischen Grundgleichungen des SD-Zugangs, d.h. die Formulierung vonRandbedingungen f�ur die funktionalen SDE's, erfordert.Die in Kapitel 2.1 diskutierte NPDR der SDE's basiert { von rein ki-nematischen Aspekten abgesehen { auf der UV-AF der QEDD<4 und demUmstand, da� die Loop-Integrale in den SDE's f�ur die drei Basisvertices f�urdiese UF-Asymptotik e�ektiv logarithmisch divergent sind. Aufgrund derallgemeinen Natur dieser Voraussetzungen liegt der Schlu� nahe, da� sichauch der nichtperturbative Gehalt umfangreicherer (Entkopplungs-) N�ahe-rungen der formalen SDE's der QED (und anderer QFT) auf der Basisder Wilsonschen Axiome der DR de�nieren l�a�t, so da� die SDE's als eineM�oglichkeit angesehen werden k�onnen, der DR nichtperturbative Fragestel-112



Zusammenfassung und Ausblick 113lungen zu erschlie�en. Die { als vorl�au�g zu betrachtende { Diskussiondes Kontinuumslimes in NPDR in Kapitel 2.2 l�a�t vermuten, da� es keineneindeutigen Zusammenhang zwischen gewissen Strukturmerkmalen der RG-Funktionen bei " > 0 und der Existenz bzw. Struktur etwaiger Kontinuums-limites in NPDR gibt. Danach f�uhrt die Durchf�uhrung des Kontinuumslimesin NPDR { im Gegensatz zu den Vorschriften der COR { unausweichlich aufeinen Extrapolationsproze�. Die NPDR bringt auf diese Weise o�ener zumAusdruck, da� eine regularisierte Theorie stets anders \aussieht" als ihrKontinuumslimes. Auf dem Niveau der invarianten Funktionen kommt die-ser Umstand durch das in NPDR lediglich approximative Skalierungsverhal-ten der renormierten invarianten Funktionen, das eine naive �Ubertragungdes Konzepts der Cut-O�-Theorie von der COR auf die NPDR vereitelt,zum Ausdruck. Eine weitergehende Untersuchung des Kontinuumslimes f�urRegularisierungsverfahren, die einen dimensionslosen Regularisierungspara-meter besitzen, erscheint uns auch f�ur ein tiefergehendes Verst�andnis desKontinuumslimes in einer COR als lohnend.Die in Kapitel 3 durchgef�uhrte nichtperturbative Strukturuntersuchungder QRBA in NPDR sehen wir als einen positiven Test auf die Unabh�angig-keit der bisherigen Aussagen �uber die Kontinuums-QRBA vom verwende-ten Regularisierungsverfahren an. Die Durchf�uhrung des Kontinuumslimesin der N�ahe des chiralen Limes anhand der analytischen Ergebnisse derBifurkationsn�aherung f�uhrt zu einer Best�atigung der Kontinuumsresultateder COR. Die unterschiedlichen Renormierungsvorschriften, die derzeit zurDurchf�uhrung des Kontinuumslimes im Fall der E�SB bzw. D�SB verwen-det werden m�ussen, k�onnen eventuell durch den �Ubergang von der totalenMasse bzw. der Eichkopplung auf einen anderen Parameter zur Beschrei-bung des Kontinuumsresultats in eine einheitliche Vorschrift, die zwischendiesen beiden F�allen interpoliert, �uberf�uhrt werden.F�ur eindeutige Aussagen �uber die Struktur und Existenz des Kontinu-umslimes f�ur die in Kapitel 4 diskutierte RBA sehen wir derzeit keine Grund-lage. Sofern die D�SB nicht explizit sichtbar gemacht wird, scheint sichdie RBA zumindest f�ur kleine " bestens durch Ein-Loop-RG-Beziehungen,wonach f�ur " > 0 eine renormierte Grenzkopplung existiert, die im Konti-nuumslimes verschwindet, beschreiben zu lassen. Die numerischen und ana-lytischen Untersuchungen zur D�SB zeigen �ubereinstimmend die Existenzeiner kritischen raumzeitlichen Dimension f�ur die Ausbildung einer reellendynamischen Fermionmasse in der RBA und NPDR, die Bedeutung diesesPh�anomens f�ur die Durchf�uhrung des Kontinuumslimes ist uns jedoch weit-gehend unklar. Ein tiefergehendes Verst�andnis erfordert die Bestimmungder genauen Struktur der Skalierungsfunktion fDR("), die der dynamischenMasse zugeordnet ist. Die Tatsache, da� sich f�ur die RBA die in einer CORbzw. NPDR gewonnenen Aussagen hinsichtlich des Kontinuumslimes nichtso einfach in �Ubereinstimmung bringen lassen, wie dies f�ur die QRBA derFall ist, sehen wir als einen Hinweis darauf an, da� die in der RBA im Ver-gleich zur QRBA zus�atzlich durchzuf�uhrende Kopplungsrenormierung imKontinuumslimes zu echt unterschiedlichen Ergebnissen f�ur die beiden Re-gularisierungsmethoden f�uhren k�onnte. Diesbez�uglich ist interessant, da�



Zusammenfassung und Ausblick 114nach der Plausibilit�atsbetrachtung in Kapitel 4.5 die Bedingung f�ur einenichtverschwindende renormierte Kopplung im Kontinuumslimes in NPDRdie Existenz einer kritischen raumzeitlichen Dimension f�ur die D�SB zu im-plizieren scheint. Demnach beein
ussen sich in NPDR der E�ekt der D�SBund die Existenz einer renormierten Grenzkopplung st�arker, als dies f�ur dieCOR der Fall ist, f�ur die sich die D�SB in der QRBA und der RBA, d.h. un-abh�angig davon, ob eine Kopplungsrenormierung statt�ndet oder nicht, aufdieselbe Art und Weise, n�amlich durch die Existenz einer nackten kritischenKopplung, zeigt. Dies k�onnte eine Voraussetzung daf�ur sein, in NPDR diebeiden E�ekte gegeneinander auszuspielen.F�ur eine weitergehende Strukturuntersuchung der QED in NPDR, dieauf den SDE's f�ur die Basisvertices beruht, ist eine zentrale Aufgabenstel-lung die Formulierung einer dynamischen Grundgleichung zur Bestimmungder Vertexfunktion. Die Untersuchungen in Kapitel 5 stellen einen erstenVersuch dar, das naheliegende Abschneiden der Skelettentwicklung f�ur diebeiden Bethe-Salpeter-Kerne kritisch zu hinterfragen und durch N�aherungs-vorschriften zu ersetzen, die die durch die Vertexfunktion bedingten we-sentlichen Strukturmerkmale der QED respektieren. F�ur eine dynamischbestimmte Vertexfunktion lie�e sich insbesondere die Frage kl�aren, ob dieBestimmung der renormierten Kopplung unter Bezugnahme auf den Bo-sonpropagator bzw. die Vertexfunktion zu �ubereinstimmenden Resultatenf�uhrt.



Anhang ADie SD-Hierarchien f�ur dieGreenschen Funktionen derQEDGegenstand dieses Anhangs ist die Formulierung und Diskussion der SD-Hierarchien f�ur die verschiedenen Typen Greenscher Funktionen.A.1 Die SD-Z-HierarchieDie SD-Z-Hierarchie f�ur die gew�ohnlichen Greenschen Funktionen l�a�t sicham einfachsten durch sukzessive funktionale Ableitung der funktionalen SDE's(1.11) f�ur das EZF Z gewinnen. Es lassen sich auf diese Weise zwei S�atzevon SD-Hierarchien, die entweder auf einer der beiden ersten oder der drit-ten funktionalen SDE (1.11) basieren, ableiten. Mit den f�ur eine kompakteDarstellung zweckm�a�igen Abk�urzungenx = (x1; . . . ; xk)y = (y1; . . . ; yk)z = (z1; . . . ; zl)x0m = (x1; . . . ; xm�1; xm+1; . . . ; xk); . . . (A.1)ergeben sich die geschlossenen Darstellungenhi
�@�x1 �m1iG�1����l2k;l (x; z; y)= (�)k+1i kXm=1 �D(x1 � ym)(�)PmG�1����l2(k�1);l(x01; z; y0m)+ g 
� G��1 ����l2k;l+1 (x; x1; z; y)k = 1; 2; 3; . . .l = 0; 1; 2; . . .Pm = Permutation (m; 1; 2; . . . ; m� 1; m+ 1; . . . ; k)von (1; . . . ; k) (A.2)115



A.1 Die SD-Z-Hierarchie 116hg�1�2z1 � (1� 1� )@�1z1 @z1;� ]G��2����l2k;l (x; z; y)= i lXm=2 g�1�m�D(z1 � zm)G�2����m�1�m+1����l2k;l�2 (x; z01;m; y)+ (�)k+1 g 
�1 G�2����l2(k+1);l�1(z1; x; z01; z1; y)l; k = 1; 2; 3; . . . ; (A.3)die durch Faltung mit dem Fermion- bzw. Bosonpropagator nullter Ord-nung, implizit de�niert durch die Gl.(1.6), in eine integrale Form �uberf�uhrtwerden k�onnenG�1����l2k;l (x; z; y)= (�)k+1 kXm=1(�)PmG(0)2;0(x1 � ym)G�1����l2(k�1);l(x01; z; y0m)� ig Z dDsG(0)2;0(x1 � s)
� G��1 ����l2k;l+1 (s; x01; s; z; y) (A.4)G�1����l2k;l (x; z; y)= lXm=2G(0);�1�m0;2 (z1 � zm)G�2����m�1;�m+1;����l2k;l�2 (x; z01;m; y)+ ig(�)k Z dDsG(0);�1�0;2 (z1 � s)
�G�2����l2(k+1);l�1(s; x; z01; s; y) : (A.5)Diese Form der SDE's besitzt eine anschauliche diagrammatische Darstel-lung = (�)k+1 kXm=1(�)Pm� ig



A.1 Die SD-Z-Hierarchie 117= lXm=2+ ig(�)k : (A.6)Die SD-Hierarchien Gl.(A.2/A.4) bzw. Gl.(A.3/A.5) haben jeweils die Formeines unendlichen, gekoppelten, singul�aren, partiellen Di�erential- bzw. In-tegralgleichungssystems. Der singul�are Charakter ergibt sich durch dasgleichzeitige Auftreten von Deltadistributionen und Greenschen Funktio-nen mit gleichen Ortsargumenten. Nachfolgend geben wir die Impulsraum-SDE's f�ur die niedrigsten Greenschen Funktionen explizit an:SDE's f�ur die beiden Propagatoren ~G2;0; ~G��0;2~�(0)2;0(p) ~G2;0(p) = �1 � Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 ~G2;1;%(l; p� l; �)~�(0);�%0;2 (k) ~G0;2;%�(k) = �g�� + tr Z dDl(2�)D ~�(0);�2;1 ~G�2;1(l; k; �) (A.7)SDE's f�ur die Dreipunktfunktion ~G�2;1~�(0)2;0(p) ~G�2;1(p; k; �) = � Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 ~G2;2;%�(l; p� l; k; �)~�(0);�%0;2 (k) ~G2;1;%(p; k; �) = � Z dDl(2�)D ~�(0);�2;1 ~G4;0(k � l; p; l; �) (A.8)SDE's f�ur die Vierpunktfunktion ~G��2;2~�(0)2;0(p) ~G��2;2(p; k1; k2; �) = �(2�)D �D(k1 + k2) ~G��0;2(k1)1� Z dDl(2�)D ~�(0)2;1;% ~G%��2;3 (l; p� l; k1; k2; �)~�(0);�0;2 %(k1) ~G%�2;2(p; k1; k2; �) = �(2�)D �D(k1 + k2) ~G2;0(p)g��



A.1 Die SD-Z-Hierarchie 118+ Z dDl(2�)D ~�(0);�2;1 ~G�4;1(p; k1 � l; k2; l; �)(A.9)SDE f�ur die Vierpunktfunktion ~G4;0~�(0)2;0(p1) ~G4;0(p1; p2; q1; �) = (2�)D �D(q1 + p1) ~G2;0(p2)1� (2�)D �D(q1 + p2) ~G2;0(p2)1� Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 ~G4;1;%(l; p2; p1 � l; q1; �)(A.10)Die in diesen Gleichungen enthaltenen Impulsraumvertices nullter Ordnungsind entsprechend Gl.(1.4) durch~�(0)0;2;��(k) = �ik2 �t�� (k) + 1� l��(k)� (A.11)~�(0)2;0(p) = �i(�p=+m) (A.12)~�(0)2;1;� = �ig
� (A.13)t��(k) = g�� � k�k�k2 = g�� � l��(k) (A.14)gegeben.Die SD-Z-Hierarchien (A.4/A.5) k�onnen als Rekursionsbeziehungen f�urdie Taylorkoe�zienten des EZF Z im Rahmen eines Potenzreihenansatzeszur L�osung der funktionalen SDE's (1.11) aufgefa�t werden. Bei dieserL�osungsmethode bleiben die durch die Ordnung der zu l�osenden Di�eren-tialgleichung festgelegten Startwerte der Rekursion unbestimmt. Da dasVerschwinden der Einpunktfunktionen in den SD-Z-Hierarchie (A.4/A.5)bereits implementiert ist, sind die Startwerte (mindestens) mit den beidenPropagatoren ~G2;0 und ~G0;2 zu identi�zieren. Entsprechend sind bei echtnichtperturbativer Betrachtung die sog. Propagatorgleichungen (A.7) alsGleichungen f�ur die Dreipunktfunktion ~G2;1, in die die Propagatoren alsInput eingehen, anzusehen. Selbst wenn wir die vollen Propagatoren vor-geben w�urden, k�onnten wir mit den Gleichungen (A.7) nur in null raum-zeitlichen Dimensionen auf die volle Dreipunktfunktion schlie�en. Die Fragenach der Au
�osbarkeit der SD-Z-Hierarchien (A.4/A.5) "von unten her"erscheint uns als die einfachste M�oglichkeit, die Existenz mehrerer nicht-perturbativer L�osungen der funktionalen SDE's (1.11) zu motivieren. ImRahmen der St�orungstheorie drehen sich die Verh�altnisse gerade um. DiePropagatorgleichungen (A.7) werden zu echten Bestimmungsgleichungen f�urdie Propagatoren, in die die Dreipunktfunktion in niedrigerer Ordnung ein-geht, so da� die durch Iteration der integrierten SD-Hierarchien (A.4/A.5)gewonnene Schwachkopplungsentwicklung f�ur die Greenschen FunktionenG2k;l eindeutig ist.



A.1 Die SD-Z-Hierarchie 119Das einzige uns bekannte nichtperturbative L�osungsverfahren f�ur die SD-Hierarchie, das das Problem der Randbedingungen zu umgehen vermag, be-steht in der Formulierung von Entkopplungsn�aherungen, d.h. dem Versuch,die SD-Hierarchie durch Abschneiden "von oben her" zu l�osen. Sie wurdenf�ur die '2ND=1-Theorie mit Erfolg als Niedrigenergien�aherung zur Bestimmungder Ein- und Dreiteilchenpole der Zweipunktfunktion verwendet, vgl. hierzu[Be 76].Da die SDE's (A.8) f�ur die Dreipunktfunktion ~G2;1 homogen sind undausschlie�lich Vierpunktfunktionen enthalten, besteht die einfachste Ent-kopplungsn�aherung f�ur die SD-Z-Hierarchie in der Unterdr�uckung der F�unf-punktfunktionen ~G2;3 bzw. ~G4;1 in den beiden SDE's f�ur die Vierpunktfunk-tion ~G2;2 bzw. der Unterdr�uckung der F�unfpunktfunktion ~G4;1 in der SDEf�ur die Vierpunktfunktion ~G4;01 ~G��2;2(p; k1; k2; �) � (2�)d �D(k1 + k2) ~G(0)2;0(p) ~G��0;2(k1) (A.15)2 ~G��2;2(p; k1; k2; �) � (2�)d �D(k1 + k2) ~G2;0(p) ~G(0);��0;2 (k1) (A.16)~G��4;0(p1; p2; q1; �) � (2�)d �D(q1 + p2) ~G(0)2;0(p1) ~G2;0(p2)� (2�)d �D(q1 + p1) ~G(0)2;0(p1) ~G2;0(p2) : (A.17)Durch diese N�aherungsvorschrift ergeben sich insgesamt drei verschiedeneN�aherungen f�ur die Dreipunktfunktion ~G2;11 ~G�2;1(p; k; �) � ~G(0)2;0(p)~�(0);%2;1 ~G0;2;%�(k) ~G(0)2;0(p+ k)2 ~G�2;1(p; k; �) � ~G(0)2;0(p)~�(0);%2;1 ~G(0)0;2;%�(k) ~G2;0(p+ k)3 ~G�2;1(p; k; �) � ~G2;0(p)~�(0);%2;1 ~G0;2;%(0);�(k) ~G(0)2;0(p+ k) ; (A.18)in der jeweils einer der drei Propagatoren nicht durch seine nullte Ordnungsondern einen vollen Propagator ersetzt ist. Durch Einsetzen dieser Dar-stellungen f�ur ~G2;1 in die Propagatorgleichungen (A.7) gehen diese in einlineares, gekoppeltes aber geschlossenes Gleichungssystem zur Bestimmungder beiden Propagatoren ~G2;0 und ~G0;2 �uber~�(0)2;0(p) ~G2;0(p) = �1� Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 ~G2;0(l)| {z }(1;2) ~G0;2;�%(p� l)| {z }(2;3) ~�(0);�2;1 ~G2;0(p)| {z }(1;3)~�(0);�%0;2 (k) ~G0;2;%�(k) = �g��+ trZ dDl(2�)D ~�(0);�2;1 ~G2;0(l)| {z }(1;2) ~�(0);%2;1 ~G2;0(k + l)| {z }(1;3) ~G0;2;%�(k)| {z }(2;3) ; (A.19)dabei sollen die Zahlen unterhalb der Propagatoren andeuten, da� in derdurch diese Nummer spezi�zierten N�aherung f�ur ~G2;1 der volle Propagatorjeweils durch seine nullte Ordnung zu ersetzen ist. F�ur die erste N�aherungl�a�t sich eine explizite L�osung f�ur den Bosonpropagator angeben1 ~G��;�10;2 (k) = �~�(0);��0;2 (k)



A.2 Die SD-W -Hierarchie 120+ trZ dDl(2�)D ~�(0);�2;1 ~G(0)2;0(l)�(0);�2;1 ~G(0)2;0(k + l) ; (A.20)den Fermionpropagator erhalten wir hieraus durch Quadratur1 ~G�12;0(p) = �~�(0)2;0(p)� Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 ~G(0)2;0(l) 1 ~G0;2;%�(p� l)�(0);�2;1 : (A.21)Entsprechend l�a�t sich f�ur die zweite N�aherung eine explizite L�osung f�ur denFermionpropagator angeben2 ~G�12;0(p) = �~�(0)2;0(p)� Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 ~G(0)2;0(l) ~G(0)0;2;%�(p� l)�(0);�2;1 ; (A.22)aus der wir den Bosonpropagator mittels Quadratur gewinnen k�onnen2 ~G��;�10;2 (k) = �~�(0);��;�10;2 (k)+ trZ dDl(2�)D ~�(0);�2;1 ~G(0)2;0(l)�(0);�2;1 2 ~G2;0(k + l) : (A.23)Da die N�aherungen (A.18) f�ur die Dreipunktfunktion im Limes g ! 0 alle indie nullte Ordnung f�ur diese Gr�o�e �ubergehen, sind die drei Propagatorn�ahe-rungen zwar in der Ordnung g2 untereinander und mit der Ordnung g2 dervollen Theorie identisch, dar�uberhinaus greift jedoch jede von ihnen genaueinen speziellen Term aus den Beitr�agen h�oherer Ordnungen der St�orungs-rechnung heraus und summiert diese zu einer nichtperturbativen N�aherungauf.Die G�ute der Entkopplungsn�aherungen kann aus sich heraus letztlich nuranhand einer Stabilit�atsanalyse beurteilt werden. Da die SD-Z-Hierarchief�ur die gew�ohnlichen Greenschen Funktionen G2k;l linear ist, liegt es nahe,die Stabilit�atsanalyse anhand umfangreicher Entkopplungsn�aherungen f�urdiese SD-Hierarchie durchzuf�uhren. Die diesbez�uglich zu beobachtende Zu-r�uckhaltung erkl�aren wir uns vor allem durch das unkontrollierte Eingrei-fen in die Divergenzstruktur und Eichkovarianzeigenschaften der Theorie,das mit Entkopplungsn�aherungen f�ur die SD-Z-Hierarchie verbunden ist.Dar�uberhinaus f�uhren die in der SD-Z-Hierarchie nicht eleminierten unver-bundenen Anteile der Greenschen Funktionen G2k;l nach den Gl.(A.9/A.10)selbst im Impulsraum zu Deltadistributionen, ein Umstand, der die nume-rische Behandlungen dieser Gleichungen erschweren w�urde.A.2 Die SD-W -HierarchieDie funktionalen SDE's f�ur das EZF W [J; �; ��] der zusammenh�angendenGreenschen Funktionen lautenh � i
�~@� �mi �W�(��(x)) � g
� �i �2W�(��(x))�J�(x)



A.2 Die SD-W -Hierarchie 121�g
� �W�J�(x) �W�(��(x)) + ��(x) = 0hi
�~@� �mi �W���(x) � g
� �i �2W���(x)�J�(x)�g
� �W�J�(x) �W���(x) + �(x) = 0hg��~2� (1� 1� )~@�~@�i �W�J�(x) � g
� �i �2W�(��(x))���(x)+g
� �W���(x) �W�(��(x)) + J�(x) = 0 : (A.24)Sie stellen drei nichtlineare, inhomogene funktional-partielle Di�erential-gleichungen zweiter Ordnung dar. Die Nichtlinearit�at dieser Gleichungengef�ahrdet nicht die Existenz wenigstens einer L�osung, erschwert jedoch dieAnalyse ihrer Eindeutigkeit. Durch funktionale Taylorentwicklung ergibtsich die nichtlineare SD-W -Hierarchie f�ur die zusammenh�angenden Green-schen Funktionen, die sich nicht mehr auf einfache Art in geschlossener Formangeben l�a�t. Wir geben nachfolgend die SDE's f�ur die niedrigsten zusam-menh�angenden Greenschen Funktionen explizit an.Da die beiden Propagatoren und die Dreipunktfunktion wegen des an-genommenen Verschwindens der Einpunktfunktionen keine unverbundenenAnteile enthalten, bleibt die Form der Propagatorgleichungen erhalten.SDE's f�ur die beiden Propagatoren c ~G2;0; c ~G��0;2~�(0)2;0(p) c ~G2;0(p) = �1 � Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 c ~G2;1;%(l; p� l; �)~�(0);�%0;2 (k) c ~G0;2;%�(k) = �g�� + tr Z dDl(2�)D ~�(0);�2;1 c ~G�2;1(l; k; �)(A.25)In den SDE's f�ur die Dreipunktfunktion c ~G2;1 entstehen nach Ma�gabe derunverbundenen Anteile der Vierpunktfunktionen ~G2;2 und ~G4;0 Propagator-terme.SDE's f�ur den Wechselwirkungsvertex c ~G�2;1~�(0)2;0(p) c ~G�2;1(p; k; �) = �~�(0);%2;1 c ~G0;2;%�(k) c ~G2;0(p+ k)� Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 c ~G2;2;%�(l; p� l; k; �)~�(0);�%0;2 (k)c ~G2;1;%(p; k; �) = �~�(0);�2;1 c ~G2;0(p) c ~G2;0(p+ k)� Z dDl(2�)D ~�(0);�2;1 c ~G4;0(k � l; p; l; �) : (A.26)Dabei ist zu beachten, da� in der zweiten Form der Vertexgleichung nureiner der beiden unverbundenen Anteile von G4;0 eingeht, der andere Anteilw�urde auf einen unverbundenen Beitrag f�ur cG2;1 f�uhren.



A.2 Die SD-W -Hierarchie 122SDE's f�ur die Vierpunktfunktion c ~G��2;2~�(0)2;0(p) c ~G��2;2(p; k1; k2; �) = �~�(0);%2;1 c ~G0;2;%�(k2) c ~G�2;1(p+ k2; k1; �)� ~�(0);%2;1 c ~G0;2;%�(k1) c ~G�2;1(p+ k1; k2; �)� Z dDl(2�)D ~�(0)2;1;% c ~G%��2;3 (l; p� l; k1; k2; �)~�(0);�0;2 %(k1) c ~G%�2;2(p; k1; k2; �) = �c ~G�2;1(p; k2; �)~�(0);�2;1 c ~G2;0(p+ k1 + k2)� c ~G2;0(p)~�(0);�2;1 c ~G�2;1(p+ k1; k2; �)� Z dDl(2�)D ~�(0);�2;1 c ~G�4;1(p; k1� l; k2; l; �)(A.27)Aufgrund des Furry'schen Theorems [Jr 76] haben wir die Dreibosonen-funktion c ~G���0;3 , die sich in der ersten Gleichung f�ur c ~G��2;2 ergibt, identischnull gesetzt.SDE f�ur die Vierpunktfunktion c ~G4;0~�(0)2;0(p1) c ~G4;0(p1; p2; q1; �) = �c ~G%2;1(p2; p2+ q1; �)~�(0)2;1;% c ~G2;0(p1 + p2 + q1)+ c ~G2;0(q1)~�(0)2;1;%c ~G%2;1(p2; p1 + q1; �)� Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 ~G4;1;%(l; p2; p1 � l; q1; �) (A.28)Im Vergleich zu den Entkopplungsn�aherungen f�ur die gew�ohnlichen Green-schen Funktionen setzt die niedrigste Entkopplungsn�aherung f�ur die zusam-menh�angenden Greenschen Funktionen eine Stufe tiefer, d.h. bereits aufdem Niveau der SDE's f�ur die Dreipunktfunktion c ~G2;1 ein und besteht inder Vernachl�assigung der Vierpunktfunktion c ~G2;2 bzw. c ~G4;0 in diesen Glei-chungen c1 ~G�2;1(p; k; �) � c ~G(0)2;0(p)~�(0)2;1;% c ~G%�0;2(k) c ~G2;0(p+ k)c2 ~G�2;1(p; k; �) � c ~G2;0(p)~�(0)2;1;% ~G(0);%�0;2 (k) c ~G2;0(p+ k) : (A.29)Im Gegensatz zu den Entkopplungsn�aherungen f�ur ~G2;1 tritt in diesen N�ahe-rungen nur noch einer der drei Propagatoren in Form seiner nullten Ord-nung auf. Dies bewirkt einerseits eine Reduktion der Anzahl der m�oglichenN�aherungen von drei f�ur ~G2;1 auf zwei f�ur c ~G2;1 und f�uhrt andererseits zunichtlinearen, gekoppelten Propagatorgleichungenc ~G�12;0(p) = �~�(0)2;0(p)� Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 c ~G2;0(l)| {z }(1) c ~G0;2;%�(p� l)| {z }(2) �(0);�2;1



A.3 Die SD-�-Hierarchie 123~�(0);�%0;2 (k) c ~G0;2;%�(k) = �g��+ trZ dDl(2�)D ~�(0);�2;1 c ~G2;0(l)| {z }(1) ~�(0);%2;1 c ~G2;0(k + l) c ~G0;2;%�(k)| {z }(2) ; (A.30)die zwar wiederum echte Bestimmungsgleichungen f�ur diese Gr�o�en darstel-len, sich jedoch weder entkoppeln, noch analytisch l�osen lassen, daf�ur abereine umfassendere Aufsummation st�orungstheoretischer Terme bewirken.Die SD-W -Hierarchie ist im Rahmen dieser Arbeit f�ur die Untersuchungder Eichkovarianzeigenschaften der QED und zur Etablierung eichkovarian-ter N�aherungsverfahren wichtig.A.3 Die SD-�-HierarchieDas EZF �[V; �; ��] f�ur die eigentlichen Vertices (1.19) geht durch Legendre-Transformation der Quellen J; �; �� ! V; �; ��V�[J; �; ��; x) = �W [J; �; ��]�J�(x)��[J; �; ��; x) = �W [J; �; ��]�(��(x))�[J; �; ��; x) = �W [J; �; ��]���(x) (A.31)aus dem EZF f�ur die zusammenh�angenden Greenschen Funktionen hervor�[V; �; ��] =W [J; �; ��]� Z dDx �J�(x)V �(x) + ��(x)�(x) + ��(x)�(x)	���J(x)=J [V;�;��;x)... : (A.32)Die Existenz der zusammenh�angenden Zweipunktfunktionen in Anwesenheitder Quellen sichert die zumindest lokale Invertierbarkeit der Beziehungen(A.31), d.h. es existierenJ�[V; �; ��; x) = ���[V; �; ��]�V �(x)�[V; �; ��; x) = ���[V; �; ��]���(x)��[V; �; ��; x) = ���[V; �; ��]�(��(x)) : (A.33)F�ur J = � = �� = 0 gehen die Quellen V; �; �� nach Gl.(A.31) in die als ver-schwindend angenommenen zusammenh�angenden Einpunktfunktionen �uber,so da� gilt J; �; ��! 0 ) V; �; ��! 0 : (A.34)



A.3 Die SD-�-Hierarchie 124Mit Hilfe der Beziehungen (A.31/A.33) lassen sich die funktionalen SDE's(A.24) f�ur das EZF W auf funktionale Grundgleichungen f�ur das EZF �umschreiben���(��(x)) = h� i
�~@� �mi��(x)� g
�� �i �2W�(��(x))�J�(x) + V �(x)��(x)������(x) = hi
�~@� �mi�(x)� g
�� �i �2W���(x)�J�(x) + V �(x)�(x)����V�(x) = hg��2� (1� 1� )@�@�iV�(x)� g
�� �i �2W�(��(x))���(x) + �(x)��(x)� : (A.35)Die Nichtlinearit�at dieser Gleichungen steckt in den zweifachen Funktional-ableitungen bzgl. der alten Quellen, die sich durch Anwendung der funktio-nalen Kettenregel, z.B. in der Form�2W���(x)�J�(x) = � Z dDy �2W���(y)�J�(y) �2����(y)�(��(x))= � Z dDy Z dDz( �2W���(y)�J�(y) �2W���(y)�J�(z) �2��V �(z)�(��(x))+ �2W���(y)�J�(y) �2W���(y)���(z) �2���(z)�(��(x))+ �2W���(y)�J�(y) �2W���(y)�(��(z)) �2����(z)�(��(x)))���J(x)=J [V;�;��;x)... ; (A.36)auf Ableitungen bzgl. der Quellen V; �; �� umschreiben lassen. Dies f�uhrt be-reits im Ortsraum zu Integrationen, so da� die R�uckgewinnung der gew�ohn-lichen aus den eigentlichen Greenschen Funktionen keinen rein algebraischenProze� mehr darstellt. Die SDE's (A.35) zeigt, da� die niedrigste N�aherungf�ur das EZF � durch die Wirkung gegeben ist�(0)[V; �; ��] = SQEDD [V; �; ��] : (A:37)Die Herleitung der nichtlinearen SD-�-Hierarchie durch sukzessive funk-tionale Di�erentiation der SDE's (A.35) unter Ausnutzung von Gl.(A.34)erfordert st�andig die Anwendung der funktionalen Kettenregel, etwa in derForm Gl.(A.36), so da� dieses Vorgehen keine gro�en Vorteile gegen�uber ei-ner expliziten Umschreibung der SD-W -Hierarchie auf die SD-�-Hierarchie,die wir nachfolgend vornehmen, mit sich bringt.Die beiden Propagatoren c ~G2;0; c ~G2;0 und die Dreipunktfunktion c ~G2;1enthalten keine 1PR Anteile, so da� f�ur diese Gr�o�en der �Ubergang auf dieeigentlichen Vertices lediglich in der Amputation der �au�eren Beine gem�a�c ~G2;0(p) = �~��12;0(p)c ~G��0;2(k) = �~��1;��0;2 (k)c ~G�2;1(p; k; �) = c ~G2;0(p) c ~G��0;2(k)~�2;1;�(p; k; �) c ~G2;0(p+ k) (A.38)besteht.



A.3 Die SD-�-Hierarchie 125SDE's f�ur die beiden Propagatoren ~�2;0; ~���0;2~�2;0(p) = ~�(0)2;0(p)+ Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 c ~G2;0(l) c ~G0;2;%�(p� l)~��2;1(l; p� l; �)( )�1 = ( )�1 � (A.39)~���0;2(k) = ~�(0);��0;2 (k)� trZ dDl(2�)D ~�(0);�2;1 c ~G2;0(l)~��2;1(l; k; �) c ~G2;0(k + l)( )�1 = ( )�1 + (A.40)F�ur die diagrammatische Darstellung dieser beiden Gleichungen haben wirdie Graphenelemente c ~G��0;2(k) =c ~G2;0(p) =~��2;1(p; k; �) = (A.41)verwendet. Im Vergleich hierzu stellen wir die nullten Ordnungen dieserGr�o�en durch d�unne Linien dar~G(0)0;2;��(k) = �i 1k2 [t�� (k) + �l��(k)]=~G(0)2;0(p) = �i(�p=+m)�1=~�(0)2;1;� = �ig
�= : (A.42)Die Umschreibung der SDE's (A.26) f�ur die Dreipunktfunktion cG2;1 er-fordert zun�achst die Elimination der eigentlichen Vertices ~�(0)2;0; ~�(0)0;2 nullter



A.3 Die SD-�-Hierarchie 126Ordnung zugunsten voller Zweipunktvertices ~�2;0; ~�0;2 mittels der Propaga-torgleichungen (A.39) und anschlie�end die Amputation der �au�eren Beine,die f�ur die zusammenh�angenden Vierpunktfunktionen gem�a�c ~G��2;2(p; k1; k2; �) = c ~G2;0(p) c ~G�%0;2(k1) ~T2;2;%�(p; k1; k2; �) c ~G��0;2(k2)� c ~G2;0(p+ k1 + k2)c ~G4;0(p1; p2; q1; �) = c ~G2;0(p1) c ~G2;0(p2) ~T4;0(p1; p2; q1; �) c ~G2;0(�q1)� c ~G2;0(p1 + p2 + q1) (A.43)durchzuf�uhren ist und auf die beiden T-Matrizen ~T2;2 und ~T4;0 f�uhrt.SDE's f�ur den eigentlichen Wechselwirkungsvertex ~��2;1~��2;1(p; k; �) = ~�(0);�2;1 + Z dDl(2�)D ~�(0);%2;1 c ~G2;0(l) c ~G0;2;%�(p� l)� n ~T��2;2(l; p� l; k; �)� ~��2;1(l; p� l; �) c ~G2;0(p)~��2;1(p; k; �)| {z }=s ~T��2;2(l;p�l;k;�) o= +~��2;1(p; k; �) = ~�(0);�2;1 � Z dDl(2�)D ~�(0);�2;1 c ~G2;0(l)� n ~T4;0(p; l; k� l; �)� ~��2;1(l;�k; �) c ~G0;2;�%(k)~�%2;1(p; k; �)| {z }=s ~T4;0(p;l;k�l;�) o� c ~G2;0(l� k)= � (A.44)Die Reduzibilit�atsanalyse der beiden T-Matrizen=



A.4 Die Bethe-Salpeter-Resummation der Vertexgleichung 127+ +| {z }s ~T��2;2= � +| {z }s ~T4;0 (A.45)zeigt, da� in den SDE (A.44) durch die Subtraktionsterme die im s-Kanal,gekennzeichnet durch den erhaltenen Gesamtviererimpuls p f�ur ~T2;2 bzw. kf�ur ~T4;0, 1PR Polgraphbeitr�age der T-Matrizen, die der 1PI von ~�2;1 wider-sprechen w�urden, eliminiert werden.Durch analoge Umformungen lassen sich die SDE's f�ur die beiden zusam-menh�angenden Vierpunktfunktionen auf eigentliche Greensche Funktionenumschreiben. Wir verzichten auf eine Darstellung dieser Gleichungen, dasich unter dem Gesichtspunkt der Divergenzstruktur eine weitere Umschrei-bung der SDE's, die die Betrachtung dieser Gleichungen �uber
�ussig macht,emp�ehlt.A.4 Die Bethe-Salpeter-Resummation der Ver-texgleichungDie Form der SDE's (A.44) f�ur ~�2;1 macht zwar die 1PI dieser Gr�o�e ma-nifest, bedeutet jedoch trotz der nach Gl.(1.21) oberf�achlichen Konvergenzder beiden darin enthaltenen eigentlichen Vierpunktfunktionen ~�2;2; ~�4;0�~�(2; 2; p; ") = �1 + "(2� p)�~�(4; 0; p; ") = �2 + "(2� p) (A.46)



A.4 Die Bethe-Salpeter-Resummation der Vertexgleichung 128noch keine Freilegung der Divergenzstruktur. Dazu m�ussen deren Divergen-zen und die von h�oheren, ober
�achlich konvergenten Vertices auf die Diver-genzen der drei Basisvertices zur�uckf�uhrt werden. Gem�a� der Diskussion inAnhang D erfordert dies die Elimination des eigentlichen Vertex nullter Ord-nung ~�(0)2;1 aus den Loop-Integralen f�ur die Vertexkorrekturen in Gl.(A.44).Eine M�oglichkeit, eine solche Freilegung der Divergenzstruktur zu erreichen,besteht in der Einf�uhrung der beiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerne ss ~T2;2 undss ~T4;0, die implizit durch die beiden 1-s-PI T-Matrizen de�niert sind.= +� = � (A.47)ss ~T2;2(p; k1; k2; �) ist im s-Kanal mit erhaltenem Gesamtviererimpuls p+ k11-	- und 2-	A-PI und entsprechend ist ss ~T4;0(p1; p2; q1; �) im s-Kanal mit er-haltenem Gesamtviererimpuls p2+ q1 1-A- und 2-	�	-PI 1. Durch Einsetzendieser beiden Beziehungen in die SDE's (A.44) wird der eigentliche Drei-punktvertex nullter Ordnung �(0)2;1 durch einen vollen Vertex und die 1-s-PIT-Matrizen durch die beiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerne ersetzt. D.h. umden Preis der im Gegensatz zur 1PI k�unstlichen Auszeichung des s-Kanalsbzgl. 2PI wird eine Resummation von unendlich vielen Vertexeinsch�ubenerreicht ~��2;1(p; k; �) = ~�(0);�2;1 + Z dDl(2�)D ~�%2;1(p; l� p; �)� c ~G2;0(l) c ~G0;2;%�(p� l) ss ~T��2;2(l; p� l; k; �)= +~��2;1(p; k; �) = ~�(0);�2;1 + Z dDl(2�)D ~��2;1(l� k; k; �)� c ~G2;0(l) ss ~T 4;0(p; l; k� l; �) c ~G2;0(l� k)1D.h. ss ~T2;2(p; k1; k2; �) kann weder durch Zerschneiden einer inneren Fermion- nocheiner Fermion- und Bosonlinie, die den Impuls p + k1 tragen, in zwei getrennte Anteilezerlegt werden, und entsprechend kann ss ~T4;0(p1; p2; q1; �) weder durch Zerschneiden einerinneren Boson- noch einer Fermion- und Antifermionlinie, die den Impuls p2 + q1 tragen,in zwei getrennte Anteile zerlegt werden.



A.4 Die Bethe-Salpeter-Resummation der Vertexgleichung 129= + : (A.48)Die beiden Bethe-Salpeter-Kerne ss ~T2;2 und ss ~T4;0 k�onnen nicht geschlos-sen, sondern nur in Form einer unendlichen Skelettgraphenentwicklung, de-ren niedrigste Terme in Gl.(1.32) diagrammatisch dargestellt sind, angege-ben werden. Approximieren wir die beiden Bethe-Salpeter-Kerne durch diePolgraphen, dann erzeugt die Iteration der Gl.(A.47) nur 2-s-PR Beitr�agef�ur s ~T2;2; s ~T 4;0 und nach Gl.(A.45) wird dadurch der s-Kanal der vollen T -Matrizen bzgl. 2PR ausgezeichnet, d.h. die Crossing-Symmetrie der vollenT -Matrix wird durch diese N�aherung zerst�ort. F�ur ein N�aherungsverfahren,das zu einer Gleichbehandlung aller Kan�ale der T -Matrix bzgl. 2PR f�uhrt,vgl. [L�o 92].Durch die Umschreibung der SDE's auf die eigentlichen Vertices er-gibt sich insbesondere zum ersten Mal eine eindeutige, niedrigste Entkopp-lungsn�aherung f�ur die SD-Hierarchien. Diese besteht in der Vernachl�assi-gung aller Vertexeinsch�ube in den SDE's (A.39) f�ur die beiden Propagatoren,d.h. der Setzung ~��2;1(p; k; �) = �ig
� ; (A:49)die dadurch zu einem geschlossenen Gleichungsystem zur Bestimmung derbeiden Propagatoren werden.



Anhang BSDE's und dieWard-Takahashi-Identit�atender QEDIn diesem Anhang leiten wir zun�achst die Ward-Takahashi-Identit�aten (WTI)f�ur die im Zusammenhang mit den SDE's wichtigsten Amplituden aus derFunktionalintegraldarstellung f�ur das EZF Z her. Anhand einer Analysedes Bestimmungsgehalts der SDE's zeigen wir, da� wir ihnen die WTI ex-plizit aufpr�agen m�ussen, und geben die dazu n�otigen Umschreibungen an.Dar�uberhinaus betrachten wir den genauen Zusammenhang zwischen denWTI und ihren di�erentiellen Formen, den Ward-Identit�aten (WI).B.1 Herleitung der WTI aus dem Funktionalin-tegralDie WTI der QED lassen sich am einfachsten anhand des Studiums derTransformationseigenschaften der Funktionalintegraldarstellung f�ur das EZFI [J; �; ��] = Z D(A;	; �	)eifSQEDD [A;	;�	]+R dDx (A�J�+��	+�	�)g (B:1)unter den in�nitesimalen lokalen Eichtransformationen	(x) ! 	0(x) = f1� ig�(x) + O(�2)g	(x)�	(x) ! �	0(x) = f1 + ig�(x) + O(�2)g�	(x)A�(x) ! A0�(x) = A�(x) + @��(x) (B.2)herleiten. Das Argument der Exponentialfunktion in Gl.(B.1) transformiertsich unter diesen Transformationen gem�a�SQEDD [A;	; �	] + Z dDx �A�(x)J�(x) + ��(x)	(x) + �	(x)�(x)	! SQEDD[A0;	0; �	0] + 1� Z dDx�(x)2@ �A0(x)+ Z dDx �A0�(x)J�(x) + ��(x)	0(x) + �	0(x)�(x)	130



B.1 Herleitung der WTI aus dem Funktionalintegral 131+ Z dDx�(x)�@ � J + ig ���(x)	0(x)� �	0(x)�(x)�	+O(�2) : (B.3)Unter der Annahme der Anomaliefreiheit der Eichtransformationen, d.h. derInvarianz des Ma�es des FunktionalintegralsD(A;	; �	) = D(A0;	0; �	0) (B:4)unter den linearen Eichtransformationen der Felder, 1 folgt f�ur das EZF Inach Umbenennung der Felder und Entwicklung um � = 0 die BeziehungI [J; �; ��] = Z D(A;	; �	)eifS[A;	;�	]+R dDx(A�J�+��	+�	�)g= Z D(A;	; �	)(1 + i Z dDx�(x)n@ � J(x) + ig ���(x)	(x)� �	(x)�(x)�+ 1�2@ �Ao)eifS[A;	;�	]+R dDx (A�J�+��	+�	�)g= (1 + i Z dDx�(x)n@ � J(x) + ig ���(x) �i����(x) + �(x) �i��(��(x))�+ 1�2@� �i��J�(x)o)I [J; �; ��] : (B.5)Aus der Bedingung, da� diese Beziehung f�ur beliebiges �(x) erf�ullt sein mu�,folgt die funktionale WTI f�ur das EZF Z[J; �; ��](1�2x@x� �i��J�(x) +@x �J(x)+ ig ���(x) �i����(x) + �(x) �i��(��(x))�)Z[J; �; ��] = 0 ;(B:6)die sich auf das EZF W [J; �; ��] f�ur die zusammenh�angenden GreenschenFunktionen1�2x@x� �W�J�(x) + @x � J(x) + ig ���(x)�i�W���(x) + �(x) �i�W�(��(x))� = 0 (B:7)und das EZF �[V; �; ��] f�ur die eigentlichen Greenschen Funktionen umschrei-ben l�a�t1�2x@x�V �(x)� @x� ���V�(x) � ig � ���(��(x))�(x)� ��(x) �����(x)� = 0 : (B:8)Die WTI f�ur die einzelnen Greenschen Funktionen lassen sich aus den WTIder EZF durch funktionale Ableitung nach den Quellen gewinnen. F�ur die1Die Invarianz des Ma�es des Funktionalintegrals unter in�nitesimalen Eichtransforma-tionen stellt eine nichttriviale Charakterisierung seiner Transformationseigenschaften dar.F�ur diese Invarianz ist im Hinblick auf die chirale Anomalie die Linearit�at der Eichtrans-formation allein nicht ausreichend.



B.1 Herleitung der WTI aus dem Funktionalintegral 132WTI der zusammenh�angenden Greenschen Funktionen c ~G2k;l im Impuls-raum folgt die geschlossene Darstellungk1;�1 c ~G�1����l2k;l (p1; . . . ; pk| {z }=p ; k1; . . . ; kl| {z }=k ; q1; . . . ; qk| {z }=q )= �i �k21k�21 (2�)D�D(k1 + k2)�k;0�l;2+ i�gk21 kXm=1nc ~G�2����l2k;l�1(p1; . . . ; pm�1; pm + k1; pm+1; . . . ; pk; k2; . . . ; kl; q)� c ~G�2����l2k;l�1(p; k2; . . . ; kl; q1; . . . ; qm�1; qm + k1; qm+1; . . . ; qk)o ; (B.9)die sich ihrer Struktur nach auch f�ur die WTI der eigentlichen Vertices ~�2k;lergibt.In der Tabelle (B.1) sind die WTI f�ur die EZF im Impulsraum und f�urdie, im Zusammenhang mit den SDE's f�ur die drei Basisvertices wichtig-sten, eigentlichen Vertices zusammengefa�t. Tabelle (B.2) enth�alt die WTIf�ur die volle T2;2-Matrix, die 1-s-PI sT 2;2-Matrix und den 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kern ss ~T��2;2. Die WTI f�ur ~T��2;2 und s ~T��2;2 ergeben sich unmittel-bar aus ihren algebraischen De�nitionen (A.43/A.44). Die beiden WTI f�urden Bethe-Salpeter-Kern ss ~T��2;2 in Tabelle (B.2) enthalten nicht geschlosseneLoop-Integrale. Dieser Umstand wird durch den Nachweis der WTI f�ur dieVertexfunktion ~V � aus Tabelle (B.1) auf der Basis ihrer resummierten SDE(A.48), die den Kern ss ~T��2;2 enth�alt, verst�andlich. Damit die longitudinaleProjektion dieser Gleichung auf die SDE (1.26) f�ur den Fermionpropagatorf�uhrt, mu� die volle Vertexfunktion ~V � im Loop-Integral der Vertexkorrek-tur durch ihre nullte Ordnung ersetzt werden. Dies leisten gerade die gebro-chenen Loop-Integrale in den WTI f�ur ss ~T��2;2, indem sie sich nach Einsetzenin die longitudinal projizierte ~V �-SDE schlie�en und mit Vertexkorrekturenidenti�zieren lassen.Eine M�oglichkeit, die WTI auszuwerten, besteht in der Aufteilung derGreenschen Funktionen in bzgl. der Bosonimpulse longitudinale und trans-versale Anteile durch Anwendung der beiden zueinander orthogonalen Pro-jektoren t��(k) = g�� � l��(k)l��(k) = k�k�k2 : (B.10)F�ur den Bosonpropagator ~D�� f�uhrt dieses Vorgehen auf~D��(k) = � ~DT (k2)t��(k)� �k2 l��(k) ; (B:11)d.h. der gesamte dynamische Gehalt von ~D�� steckt im Transversalanteil.Entsprechend ergibt sich aus der Aufteilung der Vertexfunktion~V �(p; k; �) = t�� (k) ~V�(p; k; �)| {z }~V T;�(p;k;�) + l��(k) ~V�(p; k; �)| {z }~V L;�(p;k;�) (B:12)



B.1 Herleitung der WTI aus dem Funktionalintegral 133WTI f�ur die EZFk� �i� ~Z� ~J�(k) = n(2�)D �k2 k� ~J�(�k)~Z[ ~J; ~�; ~��] �� gk2 R dDl h~��(l) �i��~��(k+l) + ~�(l) �i��(�~�)(k+l)io ~Z[ ~J; ~�; ~��]k� � ~W� ~J�(k) = (2�)D �k2 k� ~J�(�k)~W [ ~J; ~�; ~��] �� gk2 R dDl h~��(l) � ~W�~��(k+l) + ~�(l) � ~W�(�~�)(k+l)ik� �~�� ~V�(�k) = � k2(2�)D�k� ~V �(�k)~�[ ~V ; ~�; ~��] �g R dDl(2�)D h~�(k + l) �~��(�~�)(l) + ~��(k + l) �~��~��(l)iWTI f�ur die Verticesk�~���0;2(k) = � i�k2k�~���0;2 k� ~D��(k) = � �k2k�k�~��2;1(p; k; �) = g h~�2;0(p)� ~�2;0(p+ k)i~��2;1 k� ~V �(p; k; �) = ~S�1(p+ k)� ~S�1(p)k�~���2;2(p; k; q; �) = g h~��2;1(p; q; �)� ~��2;1(p+ k; q; �)i~���2;2 q� ~���2;2(p; k; q; �) = g h~��2;1(p; k; �)� ~��2;1(p+ q; k; �)ik�q� ~���2;2(p; k; q; �) = g2nh~�2;0(p)� ~�2;0(p+ k)i� h~�2;0(p+ q)� ~�2;0(p+ q + k)i oTabelle B.1: Ward-Takahashi-Identit�aten der QED, 1.Teil



B.1 Herleitung der WTI aus dem Funktionalintegral 134WTI f�ur die T-Matrizenk� ~T��2;2(p; k; q; �) = gn~�2;0(p) c ~G2;0(p+ k)~��2;1(p+ k; q; �)�~��2;1(p; q; �) c ~G2;0(p+ q)~�2;0(p+ k + q)o~T��2;2 k�q� ~T��2;2(p; k; q; �) = �g2n~�2;0(p) + ~�2;0(p+ k + q)+ ~�2;0(p) c ~G2;0(p+ k)~�2;0(p+ k + q)+ ~�2;0(p) c ~G2;0(p+ q)~�2;0(p+ k + q)ok� s ~T��2;2(p; k; q; �) = �gn~��2;1(p+ k; q; �)+ ~��2;1(p; q; �) c ~G2;0(p+ q)~�2;0(p+ q + k)os ~T��2;2 q� s ~T��2;2(p; k; q; �) = gn~��2;1(p; k; �)+ ~�2;0(p) c ~G2(p+ q)~��2;1(p+ q; k; �)ok�q� s ~T��2;2(p; k; q; �) = �g2n~�2;0(p+ k)+ ~�2;0(p) c ~G2;0(p+ q)~�2;0(p+ q + k)oWTI f�ur den Bethe-Salpeter-Kernk� ss ~T��2;2(p; k; q; �) = �gn~�(0);�2;1 + ~��2;1(p; q; �) c ~G2;0(p+ q)�~�2;0(p+ q + k) + R dDw(2�)D ~��2;1(p;�w; �)~G2;0(p� w) c ~G2;�%(w) ss ~T %�2;2(p+ k � w;w; q; �)oss ~T��2;2 q� ss ~T��2;2(p; k; q; �) = gn~�(0);�2;1 + ~�2;0(p) c ~G2;0(p+ q)�~��2;1(p+ q; k; �)+ R dDw(2�)D ss ~T��2;2(p; k;�w; �) c ~G2;0;�%(w)� c ~G2;0(p+ k + q � w)~�%2;1(p+ k + q � w;w; �)oTabelle B.2: Ward-Takahashi-Identit�aten der QED, 2.Teil



B.2 Konsistenz der SDE's mit den WTI 135die Darstellung~V �(p; k; �) = ~V T;�(p; k; �) + k�k2 h ~S�1(p+ k)� ~S�1(p)i : (B.13)B.2 Konsistenz der SDE's mit den WTIDie WTI k� ~D��(k) = � �k2k� (B:14)des Bosonpropagators ~D�� kann aus seiner SDE (1.26) durch longitudinaleProjektion gewonnen werdenk� ~���(k) = trZ dDl(2�)Di 
� ~S(l) k� ~V �(l; k; �)| {z }~S�1(l+k)� ~S�1(l) ~S(k + l)= trZ dDl(2�)Di 
�n ~S(l)� ~S(l+ k)o= 0 ; (B.15)sofern die G�ultigkeit der WTIk� ~V �(p; k; �) = ~S�1(p+ k)� ~S�1(p) (B:16)der Vertexfunktion und die Verwendung eines translationsinvarianten Regu-larisierungsverfahrens vorausgesetzt wird. Demnach folgt in dimensionellerRegularisierung bei Wahrung der Beziehung (B.16)~���(k) = t�� (k)k2 ~�(k2))~DT (k2) = 1k2 11 + g2~�(k2) ; (B.17)mit der gem�a� ~�(k2) = t�� (k)~���(k)(D� 1)k2 = ~���(k)(D� 1)k2 (B.18)zu berechnenden Polarisationsfunktion ~�(k2).Die zun�achst als g�ultig vorausgesetzte WTI (B.16) f�ur die Vertexfunktionkann ihrerseits durch longitudinale Projektion der SDE (A.44) hergeleitetwerden. Mit der WTI f�ur die 1-s-PI T-Matrix aus Tabelle (B.2)q� s ~K��2;2(p; k; q; �) = ~V �(p; k; �)� ~S�1(p) ~S(p+ q) ~V �(p+ q; k; �)s ~K��2;2 = ig2 s ~T��2;2 (B.19)und der SDE (1.26) f�ur den Fermionpropagator folgtk� ~V �(p; k; �) = k�
�



B.2 Konsistenz der SDE's mit den WTI 136� g2 Z dDl(2�)Di 
% ~D%�(p� l) ~S(l) k� s ~K��2;2(l; p� l; k; �)| {z }~V �(l;p�l;�)�~S�1(l) ~S(l+k) ~V �(l+k;p�l;�)= k=� g2 Z dDl(2�)Di 
% ~D%�(p� l) ~S(l) ~V �(l; p� l; �)| {z }~S�1(p)�p=+m1+ g2 Z dDl(2�)Di 
% ~D%�(p� l) ~S(l+ k) ~V �(l + k; p� l; �)| {z }~S�1(p+k)�p=�k=+m1= ~S�1(p+ k)� ~S�1(p) : (B.20)Dieses Schema setzt sich f�ur h�ohere Greensche Funktionen so fort, d.h.die SDE's geben entsprechend ihrer hierarchischen Struktur die Bedingungf�ur die G�ultigkeit der WTI einer bestimmten Greenschen Funktion an dien�achst h�ohere Greensche Funktion weiter und erm�oglichen deshalb jenseitsder St�orungsrechnung zwar einen Konsistenzcheck bzgl. der WTI, nichtaber ihre Herleitung. Um innerhalb echt nichtperturbativer L�osungsversu-che der SDE's sicher gehen zu k�onnen, die WTI respektierende L�osungen zuerhalten, m�ussen diese den SDE's deshalb explizit aufgepr�agt werden.Dies kann entweder durch die Formulierung von mit den WTI vertr�agli-chen Ans�atzen f�ur die Greenschen Funktionen oder durch Umschreibungder SDE's auf rein transversale Gr�o�en geschehen. Die zweite Methode, diewir die Elimination longitudinaler Anteile aus den SDE's nennen m�ochten,ist f�ur die SDE des Bosonpropagators bereits durch Gl.(B.17) vollzogen, dain diese nach Gl.(B.18) nur noch der transversale Anteil der Vertexfunk-tion eingeht. Die vollst�andige Umschreibung der SDE's auf transversaleGr�o�en erfordert zus�atzlich zur transversalen Projektion bzgl. der �au�erenBosonimpulse die Elimination loopinterner Longitudinalanteile. Dazu istdie Verwendung der WTI nach Aufteilung loopinterner Bosonpropagatorenin ihren Longitudinal- und Transversalanteil gem�a� Gl.(B.14) n�otig. AmBeispiel der SDE (1.26) f�ur den Fermionpropagator verdeutlicht bedeutetdies ~S�1(p) = p=�m1+ g2 Z dDl(2�)Di 
� ~S(p� l)n ~DT��(l)� �l2 l�l�l2 o ~V �(p� l; l; �)= p=�m1 + g2 Z dDl(2�)Di 
� ~S(p� l) ~DT��(l) ~V �(p� l; l; �)| {z }=~�T (p)� �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l) l� ~V �(p� l; l; �)| {z }~S�1(p)�~S�1(p�l)= p=�m1 + g2~�T (p)� �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l) ~S�1(p)



B.3 Die WI und ihre Konsistenz mit den SDE's 137+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4| {z }=0 : (B.21)Ein entsprechendes Vorgehen f�uhrt f�ur die transversal projizierte SDE (A.44)der Vertexfunktion unter Verwendung der WTI (B.19) auf zwei explizit �-abh�angige Terme~V T;�(p; k; �) = 
T;� � g2~�T;�(p; k; �)= 
T;�� g2~�TT;�(p; k; �)+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l) ~V T;�(p� l; k; �)~S(p� l + k) ~S�1(p+ k)� �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(l) ~V T;�(p; k; �) : (B.22)Das Auftreten niedrigerer Greenscher Funktionen zusammen mit einer expli-ziten �-Potenz in den vollst�andig auf transversale Gr�o�en umgeschriebenenSDE's (B.17/B.21/B.22) ist f�ur die Untersuchung der Eichkovarianzeigen-schaften der drei Basisvertices in Anhang C wesentlich.In Landau-Eichung � = 0 treten die explizit �-abh�angigen Terme nichtauf, und wir erhalten mit den SDE's (B.17/B.21/B.22) in dieser Eichungeine Entkopplung longitudinaler und transversaler Anteile der GreenschenFunktionen, verlieren jedoch durch die Festlegung auf eine bestimmte Ei-chung die Eichkovarianz als Qualit�atskriterium f�ur N�aherungen.B.3 Die WI und ihre Konsistenz mit den SDE'sNach Gl.(B.9) ist der Bosonpropagator die einzige (zusammenh�angende)Greensche Funktion, in deren WTI keine Di�erenzbildung vorkommt. Ent-sprechend gibt es zwischen der L�osung (B.11) der WTI (B.14) f�ur den Boson-propagator und der L�osung (B.13) der WTI (B.16) f�ur die Vertexfunktioneinen fundamentalen Unterschied. Die Darstellung (B.11) f�ur ~D�� ist dieL�osung der f�ur k ! 0 singul�aren WTI (B.14) und entsprechend ist die durchden Longitudinalanteil bedingte Singularit�at in ~D�� echt 2. Im Hinblick aufdie f�ur k ! 0 regul�are WTI (B.16) f�ur ~V �k� ~V �(p; k; �) = ~S�1(p+ k)� ~S�1(p)= k�n@ ~S�1(p)@p� + O(k)o (B.23)erscheinen die sich f�ur k ! 0 ergebenden sog. kinematischen Singularit�atendes kanonischen Longitudinalanteils (B.13)~V L;�(p; k; �) = k�k2n@ ~S�1(p)@p� k� + 12 @2 ~S�1(p)@p�@p� k�k� + . . .o (B:24)2Hieran kann auch der Transversalanteil von ~D�� nichts �andern, da dieser von � un-abh�angig ist.



B.3 Die WI und ihre Konsistenz mit den SDE's 138als Artefakte der Aufteilung von ~V � in ~V �L und ~V �T mittels der f�ur k ! 0 f�ursich betrachtet jeweils singul�aren Projektionsoperatoren t�� (k) und l��(k).Insofern ist eine regul�are Auswertung der ~V �-WTI (B.16) durch Hinzu-nahme eines geeigneten Transversalanteils zum singul�aren Longitudinalan-teil (B.13) w�unschenswert. Durch explizite Rechnung ist von [Bc 80] ge-zeigt worden, da� die Vertexfunktion als Ganzes, d.h. die Summe ausLongitudinal- und Transversalanteil, in der St�orungsrechnung auf Ein- undZwei-Loop-Niveau keine derartigen Singularit�aten ausbildet, wie dies auchaus physikalischen Gesichtspunkten heraus zu erwarten ist. Setzen wir dieRegularit�at der Gesamtvertexfunktion ~V �, d.h. ihre Taylorentwickelbarkeitbzgl. des Bosonimpulses k um k = 0 voraus, dann folgt durch Ableiten derWTI (B.16) nach dem Bosonimpuls k@@k� k� ~V �(p; k; �) = ~V �(p; k; �)+ k� @@k� ~V �(p; k; �)!= @@k� ~S�1(p+ k) (B.25)im Limes k ! 0 die zuerst von Ward [Wa 50] angegebene di�erentielle Form(WI) der WTI 3 ~V �R (p; 0; �) = @ ~S�1(p)@p� ; (B:26)die den Wert regul�arer Vertexfunktionen ~V �R f�ur k = 0 eindeutig festlegt.Wir betonen ausdr�ucklich, da� uns die regul�are Auswertung der ~V �-WTIzwar als die gegen�uber der singul�aren Auswertung (B.13) nat�urlichere Sicht-weise erscheint, aber insofern nicht zwingend ist, als zumindest in einemnichtperturbativen SD-Zugang die Regularit�at der Vertexfunktion ~V �(p; k; �)f�ur k! 0 nicht bewiesen werden kann. In Analogie zum Bestimmungsgehaltder SDE's hinsichtlich der WTI kann nur die Konsistenz der WI (B.26) mitder SDE (1.26) gezeigt werden~V �R (p; 0; �) = 
� � g2 Z dDk(2�)Di 
% ~D%�(l)~S(p� l) s ~K��2;2(p� l; l; 0; �) ; (B:27)die die Kenntnis der WI f�ur die n�achst h�ohere Greensche Funktion, die 1-s-PI T-Matrix s ~K2;2, erfordert. In Analogie zur Ableitung der WI (B.26) f�urdie Vertexfunktion erhalten wir diese durch Di�erentiation der WTI (B.19)nach dem Bosonimpuls q@@q� q� s ~K��2;2(p; k; q; �) = s ~K��2;2(p; k; q; �)+ q� @@q� s ~K��2;2(p; k; q; �)!= � ~S�1(p) @@q�n ~S(p+ q) ~V �(p+ q; k; �)o(B.28)unter der Regularit�atsannahmelimq!0 q� @@q� s ~K��R;2;2(p; k; q; �) = 0 (B:29)3Wir unterscheiden in dieser Arbeit im Gegensatz zum allgemeinen Sprachgebrauchstreng zwischen den WTI und ihren di�erentiellen Formen, den WI.



B.3 Die WI und ihre Konsistenz mit den SDE's 139im Limes q ! 0s ~K��R;2;2(p; k; 0; �) = � ~S�1(p) @@p� n ~S(p) ~V �(p; k; �)o : (B:30)Damit folgt aus Gl.(B.27)~V �R (p; 0; �) = 
�+ g2 Z dDl(2�)Di 
% ~D%�(l) @@(p� l)�n ~S(p� l) ~V �R(p� l; l; �)o= @@p�np=�m1+ g2 Z dDl(2�)Di 
% ~D%�(l)~S(p� l) ~V �R(p� l; l; �)oSDE= @@p� ~S�1(p) : (B.31)F�ur die Wahl einer regul�aren Vertexfunktion ergibt sich aus der ~D��-SDE (1.26) f�ur die Vakuumpolarisation beim Impuls null~���(0) = trZ dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~V �R(l; 0; �)~S(l)= trZ dDl(2�)Di 
� ~S(l)@ ~S�1(l)@l� ~S(l)| {z }� @@l� ~S(l)= 0 ; (B.32)sofern das Regularisierungsverfahren die partielle Integration ohne Rand-terme erlaubt. Dies ist f�ur die dimensionelle Regularisierung nach den Wil-sonschen Axiomen aus Kapitel 2 der Fall. 4 Das Verschwinden der Vakuum-polarisation beim Impuls null impliziert nach Gl.(B.18) eine f�ur k ! 0 re-gul�are Polarisationsfunktion ~�(k2), so da� nach Gl.(B.17) der Pol im Trans-versalanteil des Bosonpropagators f�ur k ! 0 nicht durch Wechselwirkungbeseitigt werden kann. D.h. durch die explizite Wahl einer bzgl. desBosonimpulses IR-regul�aren L�osung der SDE's f�ur die Vertexfunktion ~V �w�ahlen wir aus der L�osungsmannigfaltigkeit der SDE's der QED die durchein masseloses Boson gekennzeichnete und insbesondere in der St�orungs-rechnung realisierte Coulomb-Phase aus. Wir bringen diese Wahl durch dieEinf�uhrung der invarianten Funktion d(k2) f�ur den Transversalanteil von~D�� zum Ausdruck~D��(k) = � ~DT (k2)t��(k)� �k2 l��(k)~DT (k2) = 1k2 11 + g2~�(k2) = 1k2 d(k2) : (B.33)Eine regul�are L�osung der SDE's f�ur die Vertexfunktion l�a�t sich durch dieFormulierung regul�arer Vertexans�atze einfach implementieren. Dagegen ist4F�ur ein Impuls-Cut-O�-Regularisierungsverfahren kann das Integral in Gl.(B.32) mitdem Satz von Gau� ausgewertet werden.



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 140die Angabe eines entsprechend der regul�aren Auswertung (B.26) der WTI(B.16) ausged�unnten Satzes von SDE's wesentlich schwieriger. Bevor wirdie L�osung dieses Problems diskutieren, nehmen wir die vollst�andige Aus-wertung der WTI (B.16) f�ur regul�are Vertexfunktionen ~V �R vor.B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�areVertexfunktionenDurch eine bzgl. der Regularit�at minimale aber vollst�andige Auswertungder WTI (B.16) der Vertexfunktion ~V � streben wir in diesem Abschnitt dieFortsetzung der WI (B.26) zu Bosonimpulsen k 6= 0 hin an. Die dazu von[Bc 80] vorgeschlagene Vertexfunktion~V BC� (p; k;�q) = A(q2) +A(p2)2 
�+ n12A(q2)�A(p2)q2 � p2 (p=+ q=)� B(q2)�B(p2)q2 � p2 1o(p+ q)�~S�1(p) = A(p2)p=� B(p2)1 (B.34)stellt zwar eine um k = 0 regul�are Fortsetzung der WI (B.26) dar, d.h.~V BC� (p; 0;�p) = @ ~S�1(p)@p� ; (B:35)die Bezugnahme auf die Tensorstruktur des Fermionpropagators zeigt je-doch, da� sie weniger hergeleitet, als durch Verallgemeinerung der L�osungdes Problems f�ur die skalare QED konstruiert ist. Dar�uberhinaus stellt siekeine minimal regul�are L�osung der WTI dar.Di�erentielle Charakterisierung regul�arer VertexfunktionenDas regul�are Verhalten (B.26) f�ur eine Vertexfunktion ~V � mit dem sin-gul�aren Longitudinalanteil (B.24) kann nur durch Hinzunahme eines gleich-falls f�ur k ! 0 singul�aren Transversalanteils erreicht werden. F�ur diesensetzen wir eine zur Taylorentwicklung (B.24) analoge Entwicklung der Form~V �T (p; k; �) = t��(k) ~V �(p; k; �)= t��(k)n ~V �T (p; 0; �)| {z }=~V �(p) + @ ~V �T (p; k; �)@k% ���k=0| {z }=~V �%(p) k%+ 12 @2 ~V �T (p; k; �)@k%@k� ���k=0| {z }=~V �%�(p) k%k� +O(k3)o (B.36)an, so da� durch Kombination dieser beiden folgt~V �(p; k; �) = ~V �T (p; k; �)+ ~V �L (p; k; �)



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 141= ~V �(p) + ~V �%(p)k% + 12 ~V �%�(p)k%k�+ k�k2(h@ ~S�1(p)@p� � ~V �(p; 0; �)ik�+ 12h@2 ~S�1(p)@p�@p% � 2 ~V �%(p)ik�k%+ 16h @3 ~S�1(p)@p�@p%p� � 3 ~V �%�(p)ik�k%k� + O(k4)) : (B.37)Nach Symmetrisierung der eckigen Klammern in Gl.(B.37) entsprechenddem Muster ~V �%(p)k�k% = 12h ~V �%(p) + ~V %�(p)ik�k% (B:38)werden durch Aufpr�agen der Forderungen~V �(p) = @ ~S�1(p)@p�~V �%(p) + ~V %�(p) = @2 ~S�1(p)@p�@p%~V �%�(p) + ~V %��(p) + ~V �%�(p) = @3 ~S�1(p)@p�@p%@p�... (B.39)die kinematischen Singularit�aten in Gl.(B.37) beseitigt und f�ur die regul�areVertexfunktion ~V �R folgt die Taylorentwicklung~V �R (p; k; �) = ~V �(p) + ~V �%(p)k% + 12 ~V �%�(p)k%k� +O(k3) (B:40)mit dem korrekten Wert (B.26) f�ur k = 0. Der Einsicht wegen haben wir dieEinschr�ankungen (B.39) unter Bezugnahme auf die kinematischen Singula-rit�aten des Longitudinalanteils (B.13) hergeleitet. Sie lassen sich jedoch inAnalogie zur Herleitung der WI (B.25) einfacher durch Mehrfachableitungder WTI (B.16) gewinnen. Beispielsweise ergibt die Zweifachableitung vonGl.(B.16) nach dem Bosonimpuls k@2@k�k%k� ~V �(p; k; �) = @ ~V �(p; k; �)@k% + @ ~V %(p; k; �)@k� + k�@2 ~V �(p; k; �)@k�@k%!= @2@k�@k% ~S�1(p+ k) : (B.41)Hieraus folgt im Limes k! 0 f�ur eine regul�are Vertexfunktion, d.h.limk!0k�@2 ~V �(p; k; �)@k�@k% = 0 ; (B:42)die zweite Beziehung in Gl.(B.39). Den Gehalt der durch Gl.(B.39/B.40)gewonnenen di�erentiellen Charakterisierung der regul�aren Vertexfunktion



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 142~V �R k�onnen wir wie folgt ausdr�ucken: die erste Beziehung in Gl.(B.39) legtden Wert von ~V �R (p; k; �) f�ur k = 0 eindeutig fest. Die weiteren Beziehungen,die wir verallgemeinerte WI nennen m�ochten, legen nur noch die symmetri-schen Anteile der Taylorkoe�zienten ~V ��...(p) von ~V �R (p; k; �) fest, wobei sichdie Symmetrie auf die Vertauschung des ersten Index � mit irgendeinem deranderen Indizes � . . . von ~V ��...(p) bezieht. Hiernach ist die Klassi�zierungregul�arer Vertexfunktionen ~V �R nach Transversal- und Longitudinalanteilennicht geeignet, da diese Klassi�zierung die aus der regul�aren Auswertungder WTI resultierenden Beitr�age zum Transversalanteil von ~V �R nicht erfa�t.Mit der Tensoranalyse (B.34) des Fermionpropagators kann f�ur die durchGl.(B.39) festgelegten symmetrischen Anteile ~V ��...S (p) der Taylorkoe�zien-ten ~V ��...(p) von ~V �R(p; k; �)~V �S (p) = ~V �R (p; 0; �)~V ��S (p) = 12h ~V ��(p) + ~V ��(p)i~V ���S (p) = 13h ~V ���(p) + ~V ���(p) + ~V ���(p)i... (B.43)die folgende Tensorzerlegung vorgenommen werden~V �S (p) = @ ~S�1(p)@p�= A(p2)
� + 2p�hA0(p2)p=�B0(p2)1i~V ��S (p) = 12 @2 ~S�1(p)@p�@p�= g��hA0(p2)p=� B0(p2)1i + hp�
� + p�
�iA0(p2)+ 2p�p�hA00(p2)p=�B00(p2)1i~V ���S (p) = 13 @3 ~S�1(p)@p�@p�@p�= 23h
�g�� + 
�g�� + 
�g��iA0(p2)+ 43h
�p�p� + 
�p�p� + 
�p�p�iA00(p2)+ 43hg��p� + g��p� + g��p�ihA00(p2)p=�B00(p2)1i+ 83p�p�p�hA000(p2)p=�B000(p2)1i... : (B.44)Zu den drei unabh�angigen Elementen des symmetrischen Anteil ~V ��S (p) desTaylorkoe�zienten ~V ��(p) kommen die beiden Terme~V ��A (p) = 12h@ ~V �R (p; k; �)@k� � @ ~V �R(p; k; �)@k� i���k=0



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 143= p�
� � 
�p�2 a4(p) + [
�; 
�]a5(p) (B.45)des durch die verallgemeinerten WI (B.39) nicht eingeschr�ankten antisym-metrischen Anteils ~V ��A (p) hinzu. Kontrahiert mit k�k� , d.h. in die WTI(B.16) eingesetzt, verschwindet dieser Anteil~V ��A (p)k�k� = 0 ; (B:46)so da� er einen regul�aren Beitrag zum Transversalanteil von ~V �R (p; k; �) inder O(k) darstellt. Entsprechend lassen sich die antisymmetrischen Anteileder h�oheren Taylorkoe�zienten analysieren.Integrale Charakterisierung der minimal regul�aren Vertex-funktionHaben wir nur die vollst�andige Auswertung der WTI (B.16) f�ur regul�areVertexfunktionen im Auge, dann kann nach Gl.(B.39) in der di�erentiellenCharakterisierung (B.40) �uber die antisymmetrischen Anteile der Taylor-koe�zienten keine Aussagen gemacht werden. Infolgedessen ist diejenigeVertexfunktion ausgezeichnet, die die WTI in minimaler Weise regul�ar l�ost,d.h. f�ur die diese Anteile identisch null gesetzt werden. Diese regul�are Ver-texfunktion, die wir die minimal regul�are nennen und mit ~V �MR bezeichnen,l�a�t sich nach Gl.(B.39/B.40) di�erentiell durch 5~V �MR(p; k; �) = ~V �S (p) + ~V �%S (p)k% + 12 ~V �%�S (p)k%k� + O(k3)= @ ~S�1(p)@p� + 12 @2 ~S�1(p)@p�@p� k� + 16 @3 ~S�1(p)@p�@p�@p%k�k%+ O(k3) (B.47)de�nieren. Sie stellt den allen regul�aren Vertexfunktionen gemeinsamenminimalen Kern dar. Es gibt eine einfache M�oglichkeit, die Darstellung(B.47) f�ur ~V �MR unter Umgehung der systematischen Herleitung des vorigenAbschnitts zu erhalten. Dazu entwickeln wir die rechte Seite der WTI (B.16)in eine Taylorreihe bzgl. des Bosonimpulses kk� ~V �(p; k;�q) = ~S�1(p+ k)� ~S�1(p)= k�n@ ~S�1(p)@p� + 12 @2 ~S�1(p)@p�@p� k� + 16 @3 ~S�1(p)@p�@p�@p%k�k% . . .o : (B.48)Hieraus ergibt sich ~V �MR, indem die Vertexfunktion mit der geschweiftenKlammer identi�ziert wird, ungeachtet der M�oglichkeit, diese um (regul�are)Transversalanteile erg�anzen zu k�onnen. Auf diese Art lassen sich auch WTIf�ur h�ohere Vertices regul�ar auswerten, allerdings geht dabei die Charakteri-sierung der durch die WTI nicht festgelegten Anteile verloren.5Wir setzen von dieser unendlichen Reihe voraus, da� sie existiert.



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 144Betrachten wir unter dem Gesichtspunkt der Minimalit�at den von [Bc 80]vorgeschlagenen Ansatz (B.34). In einer Entwicklung von ~V �BC(p; k; �) bzgl.des Bosonimpulses k folgt f�ur die Taylorkoe�zienten~V �BC(p) = ~V �BC(p; 0; �)= 
�A(p2) + 2p�hA0(p2)p=�B0(p2)1i= @ ~S�1(p)@p�~V ��BC(p) = @ ~V �BC(p; k; �)@k� ���k=0= g��hA0(p2)p=� B0(p2)1i + hp�
� + p�
�iA0(p2)+ 2p�p�hA00(p2)p=�B00(p2)1i= 12 @ ~S�1(p)@p�@p�~V ���BC (p) = @2 ~V �BC(p; k; �)@k�@k� ���k=0= h
�g�� + 12
�g�� + 12
�g��iA0(p2)+ h2
�p�p� + 
�p�p� ++
�p�p�iA00(p2)+ hg��p� + g��p� + 2g��p�ihA00(p2)p=�B00(p2)1i+ 83p�p�p�hA000(p2)p=�B000(p2)1i6= 13 @3 ~S�1(p)@p�@p�@p� : (B.49)Ein Vergleich mit der allg. Tensorzerlegung (B.44) f�ur die symmetrischenAnteile der Taylorkoe�zientenmatrizen zeigt, da� ~V �BC zwar die verallgemei-nerten WI (B.39) l�ost, aber ab der O(k2), mit zugeh�origem Taylorkoe�zient~V ���BC (p), von der minimal regul�aren Vertexfunktion abweicht.Wir betrachten nun die Aufsummation der Taylorreihe (B.47) f�ur ~V �MR~V �MR(p; k; �) = @@p�n ~S�1(p) + 12 @ ~S�1(p)@p� k� + 16 @2 ~S�1(p)@p�@p% k�k% + . . .o= @@p� 1Xn=0 (k � @p)n(n+ 1)! ~S�1(p)= @@p� 1Xn=0 Z 10 d� (�k � @p)nn! ~S�1(p)= @@p� Z 10 d� ~S�1(p+ �k) : (B.50)Die WTI (B.16) ergibt sich f�ur diese Darstellung ausk� ~V �MR(p; k; �) = Z 10 d� k� @@p� ~S�1(p+ �k)



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 145= Z 10 d� d ~S�1(p+ �k)d�= ~S�1(p+ k)� ~S�1(p) ; (B.51)die WI (B.26) ist trivialerweise erf�ullt~V �MR(p; 0; �) = @@p� Z 10 d� ~S�1(p) = @ ~S�1(p)@p� : (B:52)In einer raumzeitlichen Dimension D = 1 reduziert sich die Integraldarstel-lung (B.50) auf den gew�ohnlichen Di�erenzenquotienten~VMR(p; k; �) = @@p Z 10 d� ~S�1(p+ �k)= 1k Z 10 d� dd� ~S�1(p+ �k)= ~S�1(p+ k)� ~S�1(p)k ; (B.53)d.h. die L�osung der WTI besteht im gew�ohnlichen Durchdividieren desBosonimpulses. Zu der Darstellung (B.50) f�ur ~V �MR geben wir die folgendenErl�auterungen:1. In der Integraldarstellung (B.50) wird davon ausgegangen, da� derFermionimpuls p nicht vom Bosonimpuls k abh�angt. Um beispiels-weise auch die in Loop-Integralen oft vorkommende Impulskombina-tion ~V �(l; p�l; �) mit dem Ansatz ~V �MR erfassen zu k�onnen, mu� dieserin der allgemeinen Form~V �MR(p; k; �) = Z 10 d� @@x� ~S�1(x)���x=p+�k (B:54)geschrieben werden.2. Die Integraldarstellung (B.50) f�ur ~V �MR(p; k; �) nimmt als Funktionaldes inversen Fermionpropagators nicht Bezug auf dessen Tensorzerle-gung (B.34), besitzt nach Anhang C das richtige Transformationsver-halten bzgl. der multiplikativen Renormierung und dar�uberhinaus denrichtigen Limes f�ur g ! 0~V �MR(p; k; �; g = 0) = @@p� Z 10 d�np=+ �k=�m1o= 
� : (B.55)Aufgrund dieser Eigenschaften eignet sich ~V �MR(p; k; �; ) f�ur eine Ent-kopplungsn�aherung der SDE's, d.h. als Input f�ur die volle Vertexfunk-tion in den SDE's (1.26) f�ur den Fermion- bzw. Bosonpropagator.3. Da die WTI (B.16) bzgl. der Transformationp $ q = p+ kk = q � p$ �k (B.56)



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 146antisymmetrisch ist, ist ~V �MR(p; k; �) unter dieser Transformation sym-metrisch ~V �MR(q;�k;�p) = @@q� Z 10 d� ~S�1(q � �k)= @@p� Z 10 d� ~S�1(p+ (1� �)| {z }=�0 k)= @@p� Z 10 d�0 ~S�1(p+ �0k)= ~V �MR(p; k;�q) : (B.57)Wir weisen noch auf ein Nichtvertauschbarkeitsproblem im Zusammen-hang mit der minimal regul�aren Auswertung der WTI hin. F�ur die Be-trachtung der Eichkovarianzeigenschaften der Vertexfunktion emp�ehlt sichnach Anhang C die Einf�uhrung der nur bzgl. des Bosonbeins amputierten,zusammenh�angenden Dreipunktfunktion~��2;1(p; k; �) = ~S(p) ~V �(p; k; �)~S(p+ k) ; (B:58)die nach Gl.(B.16) die WTIk� ~��2;1(p; k; �) = ~S(p)� ~S(p+ k) (B:59)erf�ullt. Die minimal regul�are Auswertung dieser WTI f�uhrt auf die Darstel-lung ~��MR;2;1(p; k; �) = � @@p� Z 10 d� ~S(p+ �k) : (B.60)Hieraus ergibt sich f�ur ~V �~V �R (p; k; �) = � ~S�1(p)n @@p� Z 10 d� ~S(p+ �k)o ~S�1(p+ k)6= ~V �MR(p; k; �) = @@p� Z 10 d� ~S�1(p+ �k) : (B.61)Da die minimal regul�are Auswertung der WTI auf einer Taylorentwicklungberuht und ~��2;1(p; k; �) ein Produkt von zwei k�abh�angigen Funktionenenth�alt, stimmen die beiden regul�aren Darstellungen f�ur ~V �R in Gl.(B.61)nur f�ur k = 0 �uberein. Die erste dieser Darstellungen f�uhrt f�ur g ! 0 undk 6= 0 nicht zum richtigen Grenzwert 
� f�ur ~V �R und ergibt dar�uberhinausin die SDE f�ur ~D�� eingesetzt einen nach partieller Integration verschwin-denden Vakuumpolarisationstensor, vgl. Gl.(C.39), wohingegen ~V �MR wegendes richtigen Limes f�ur g ! 0 auf einen nichttrivialen Vakuumpolarisati-onstensor mit korrektem Ein-Loop-Beitrag f�uhrt. Wir kommen deshalb zudem Schlu�, da� die regul�are Auswertung ~V �MR mehr von der vollen Vertex-funktion ~V �MR erfa�t als diejenige f�ur ~��MR;2;1(p; k; �). Allgemein gesprochensollte die minimal regul�are Auswertung einer WTI bei Vertauschbarkeits-problemen f�ur die ausged�unntere Greensche Funktion vorgenommen werden.



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 147Der einzige uns bekannte Vorzug, den ~��MR;2;1 gegen�uber ~V �MR besitzt, istdie Respektierung der Landau-Khalatnikov-Transformation (C.10) f�ur ~��2;1.Wir werden diesen Umstand in Anhang C zur Etablierung einer longitudinal-regul�aren Eichn�aherung f�ur die SDE's heranziehen.Aufgrund der bisherigen Untersuchungen ergibt sich f�ur regul�are Vertex-funktionen ~V �R die Darstellung~V �R (p; k; �) = ~V �MR(p; k; �) + �~V �R (p; k; �) ; (B:62)mit der folgenden Charakterisierung f�ur die Funktion �~V �R (p; k; �):� �~V �R stellt einen (regul�aren) Beitrag zum Transversalanteil von ~V �Rdar.� �~V �R verschwindet f�ur k ! 0 und enth�alt dar�uberhinaus in eine Taylor-reihe bzgl. des Bosonimpulses k entwickelt nur bzgl. der Bosonindizesantisymmetrische Taylorkoe�zienten (in dem oben de�nierten Sinne).� �~V �R verschwindet im Limes g ! 0.� �~V �R enth�alt vollst�andig den bzgl. q $ p antisymmetrischen Anteilvon ~V �R , insbesondere die f�ur das anomale magnetische Moment desElektrons entscheidende antisymmetrische Tensorstruktur12[
�; 
� ](q � p)�fsym(q; p) : (B:63)� �~V �R wird zur Wahrung der Eichkovarianzeigenschaften von ~��2;1 inForm der Landau-Khalatnikov-Transformationen (C.10) ben�otigt.Aus der Sicht der WTI stellt der Anteil �~V �R (p; k; �) den dynamischen Kernvon ~V �R(p; k; �) dar. Nur durch Einfordern der Wahrung weiterer Struktur-merkmale wie der st�orungstheoretischen multiplikativen Renormierbarkeitoder den Eichkovarianzeigenschaften l�a�t sich von ~V �R (p; k; �) vorab ein wei-terer Anteil abspalten. Anhand der allgemeinen Tensorzerlegung der Vertex-funktion ~V � ergibt sich ein etwas quantitativerer Eindruck davon, welcherAnteil von ~V � durch ~V �MR nicht erfa�t wird. Wir teilen ~V �(p; k; �) dazu ineinen bzgl. der Transformation q $ p symmetrischen- (S) bzw. antisymme-trischen (A) Anteil auf 6~V �(p; k;�q) = ~V �A (p; k;�q) + ~V �S (p; k;�q) : (B:64)Die Tensorzerlegung f�ur ~V �A bzw. ~V �S lautet~V �S (p; k;�q) = fS1 (p; q)
�+ nfS2 (p; q) + fS3 (p; q)[p=+ q=] + fA4 (p; q)(q=� p=)o(q + p)�+ nfA5 (p; q) + fA6 (p; q)[p=+ q=] + fS7 (p; q)(q=� p=)o(q � p)�~V �A (p; k;�q) = fS8 (p; q)[p=; q=](q+ p)�+ fA9 (p; q)[p=; q=](q� p)� + fA10(p; q)[p=+ q=; 
�]+ fS11(p; q)[(q=� p=); 
�] + fS12(p; q)(q=
�p=� p=
�q=) : (B.65)6Uns scheint zumindest f�ur regul�are Vertexfunktionen diese Aufteilung grunds�atzlichgeschickter zu sein, als nach transversalen und longitudinalen Anteilen zu klassi�zieren.



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 148~V �MR legt von den sieben invarianten Funktionen des symmetrischen AnteilsTeile ihrer Taylorkoe�zienten bzgl. einer Entwicklung nach dem Boson-impuls k und von den f�unf invarianten Funktionen des antisymmetrischenAnteils �uberhaupt nichts fest. 7 Der antisymmetrische Anteil ~V �A von ~V �enth�alt e�ektiv nur vier invariante Funktionen, da er nach der ~V �-WTI(B.16) der Einschr�ankung(q � p)� ~V �A (p; k; �) = nfS8 (p; q)(q2� p2) + fA9 (p; q)(q� p)2+ 2fA10(p; q)o[p=; q=]= 0 (B.66)gen�ugen mu�.Minimal regul�are Auswertung der WTI f�ur h�ohere VerticesDie Technik der minimal regul�aren Auswertung der WTI l�a�t sich auf Ver-tices mit mehr als einem �au�eren Bosonbein �ubertragen. Als Beispiel be-trachten wir die bosesymmetrische eigentliche Vierpunktfunktion ~���2;2, dienach Tabelle (B.1) den beiden WTIk�~���2;2(p; k; q; �) = g h~��2;1(p; q; �)� ~��2;1(p+ k; q; �)iq� ~���2;2(p; k; q; �) = g h~��2;1(p; k; �)� ~��2;1(p+ q; k; �)i (B.67)gen�ugt.8 Durch Ableiten nach den Bosonimpulsen erhalten wir f�ur regul�areVierpunktfunktionen ~���R hieraus die WI~���R (p; k; 0; �) = �g @~��(p; k; �)@p�~���R (p; 0; q; �) = �g @~��(p; q; �)@p�~���R (p; 0; 0; �) = �g2 @~�(p)@p�@p� ; (B.68)die die verschiedenen IR-Limites von ~���R eindeutig festlegen. F�ur die di�e-rentielle Charakterisierung von ~���R k�onnten wir wiederum von der Taylor-entwicklung um k; q � 0 ausgehen~���R (p; k; q; �) = 1Xn=0 1n! (k% @@k0% + q� @@q0� )n~���R (p; k0; q0; �)���k0=q0=0 (B:69)und durch Mehrfachableiten der WTI (B.67) Einschr�ankungen f�ur die Tay-lorkoe�zienten von ~���R herleiten. Dieses Vorgehen ist jedoch aufgrund derzwei Ver�anderlichen k; q und der damit verbundenen gemischten Ableitungs-terme beschwerlich. Sind wir nur an einer minimal regul�aren Auswertung7Es gilt die in einer Entwicklung nach k symmetrischen Anteile der Taylorkoe�zientenvon ~V � nicht mit den unter q $ p symmetrischen Anteilen von ~V � zu verwechseln.8Wir unterd�ucken im folgenden die Indizes zur Bezeichnung der �au�eren Beine.



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 149der ~��� -WTI interessiert, dann ist es ausreichend, einen Ansatz zu formu-lieren. Wir bringen dazu die WTI (B.67) auf die Formk�~���(p; k; q; �) = �g k� @@p� Z 10 d� ~��(p+ �k; q; �)q� ~���(p; k; q; �) = �g q� @@p� Z 10 d� ~��(p+ �q; k; �) ; (B.70)die den folgenden Ansatz f�ur die minimal regul�are Vierpunktfunktion ~���MRnahelegt~���MR(p; k; q; �) = �g Z 10 d�n @@p� ~��(p+ �k; q; �) + @@p� ~��(p+ �q; k; �)o+ �~���MR(p; k; q; �) : (B.71)Die Funktion �~���MR mu� so bestimmt werden, da� die beiden WTI (B.67)(minimal regul�ar) erf�ullt sind, d.h.k�~���MR(p; k; q; �) = �g h~��(p+ k; q; �)� ~��(p; q; �)i� g @@p� Z 10 d� k�~��(p+ �q; k; �)| {z }=g [~�(p+�q)�~�(p+�q+k)]+k��~���MR(p; k; q; �)= g2 @@p� Z 10 d�n~�(p+ �q + k)� ~�(p+ �q)o+ k��~���MR(p; k; q; �)� g h~��(p+ k; q; �)� ~��(p; q; �)i!= �g h~��(p+ k; q; �)� ~��(p; q; �)i : (B.72)Eine entsprechende Rechnung f�ur die zweite WTI in Gl.(B.67) f�uhrt insge-samt auf die beiden Bestimmungsgleichungenk��~���MR(p; k; q; �) = �g2 @@p� Z 10 d�n~�(p+ �q + k)� ~�(p+ �q)o= �g2k� @2@p�@p� Z 10 d� Z 10 d�0 ~�(p+ �k + �0q)q��~���MR(p; k; q; �) = �g2 @@p� Z 10 d�n~�(p+ �k + q)� ~�(p+ �q)o= �g2q� @2@p�@p� Z 10 d� Z 10 d�0 ~�(p+ �k + �0q); (B.73)die durch die Wahl�~���MR(p; k; q; �) = �g2 @2@p�@p� Z 10 d� Z 10 d�0 ~�(p+ �k + �0q) (B:74)



B.4 Minimale Auswertung der WTI f�ur regul�are Vertexfunktionen 150gel�ost werden, so da� sich f�ur ~���MR das folgende Endresultat ergibt~���MR(p; k; q; �) = �g Z 10 d�n @@p� ~��(p+ �k; q; �) + @@p� ~��(p+ �q; k; �)o� g2 @2@p�@p� Z 10 d� Z 10 d�0 ~�(p+ �k+ �0q) : (B.75)Diese Darstellung respektiert die IR-Limites (B.68), weist dar�uberhinausden richtigen Limes f�ur g ! 0 auf und k�onnte sich deshalb auf die 1-s-PIT-Matrix s ~K��2;2s ~K��2;2(p; k; q; �) = ~K��2;2(p; k; q; �)+ ~V �(p; q; �)~S(p+ q) ~V �(p+ q; k; �)~K��2;2(p; k; q; �) = ig2 ~���2;2(p; k; q; �)s ~K��2;2(p; k; q; �) = ig2 s ~T��2;2(p; k; q; �) (B.76)umgeschrieben als Grundlage f�ur eine nichtperturbative Entkopplungsn�ahe-rung der SDE (1.26) f�ur die Vertexfunktion ~V � eignens ~K��MR;2;2(p; k; q; �) = ~V �(p; q; �)~S(p+ q) ~V �(p+ q; k; �)� Z 10 d�n@ ~V �(p+ �k; q; �)@p� + @ ~V �(p+ �q; k; �)@p� o� @2@p�@p� Z 10 d� Z 10 d�0 ~S�1(p+ �k+ �0q) : (B.77)



Anhang CSDE's und dieEichkovarianzeigenschaftender QEDAus der Funktionalintegraldarstellung f�ur das EZF Z leiten wir die Landau-Khalatnikov-Transformationen (LKT), die die Eichparameterabh�angigkeitder Greenschen Funktionen beschreiben, her. Anhand ihres Transformati-onsverhaltens unter Variation des Eich�xierungsparameters � identi�zierenwir in der Klasse der Greenschen Funktionen die kanonischen Eichkovarian-ten und zeigen f�ur deren SDE's, da� sie mit den LKT konsistent sind. Ausdiesem Konsistenzcheck ergibt sich in nat�urlicher Weise eine nichtperturba-tive, eichkovariante Entkopplungsn�aherung f�ur die SDE's, die sog. Eichn�ahe-rung (gauge-approximation), die in ihrer urspr�unglichen Form auf [Ds 64]zur�uckgeht.C.1 Herleitung der LKT aus dem Funktionalin-tegralF�ur die Herleitung der Eichparameterabh�angigkeit der Greenschen Funktio-nen der QED verwenden wir die folgende Beziehung f�ur die Ableitung desImpulsraum EZF~Z[ ~J; ~�; ~��; g;m; �] = ~I [ ~J; ~�; ~��; g;m; �]~I [0; 0; 0; g;m; �]= Z D( ~A; ~	; ~�	)ei� ~S [ ~A;~	;~�	]+R dDq� ~A�(q) ~J�(q)+~��(q) ~	(q)+~�	(q)~�(q)�	 (C.1)nach einem der Parameter x 2 fg;m; �g@ ~Z[ ~J; ~�; ~��; x]@x = @ ~I[ ~J;~�;~��;x]@x~I [0; x] � ~Z [ ~J; ~�; ~��; x]~I [0; x] n@ ~I[ ~J; ~�; ~��; x]@x o��� ~J=~�=~��=0= (i@ ~SQEDD[�i�� ~J� ; �i��~�� ; �i��(�~��) ; x]@x � ih@ ~SQEDD[�i�� ~J� ; �i��~�� ; �i��(�~��) ; x]@x151



C.1 Herleitung der LKT aus dem Funktionalintegral 152� ~Z [ ~J; ~�; ~��; x]i��� ~J=~�=~��=0) ~Z[ ~J; ~�; ~��; x] : (C.2)F�ur x = � folgt mit@@� ~SQEDD[�i�� ~J� ; �i��~�� ; �i��(�~��); x] = 12�2 Z dDl(2�)D l�l� (�i)2�2� ~J�(l)� ~J�(�l) (C:3)die Di�erentialgleichung@ ~Z[ ~J; ~�; ~��; g;m; �]@� = �i2�2 Z dDl1(2�)D Z dDl2(2�)D (2�)D�D(l1 + l2)l1;�l2;�� n (�i)2�2� ~J�(l1)� ~J�(l2) � ~G��0;2(l1; l2)o ~Z[ ~J; ~�; ~��; g;m; �] ; (C.4)die die �-Abh�angigkeit des EZF beschreibt. Durch funktionale Di�erentia-tion nach den Quellen ergibt sich hieraus die folgende Di�erentialgleichungf�ur die �-Abh�angigkeit der gew�ohnlichen Impulsraum-Greensfunktionen, vgl.[La 76] @@� ~G�1����l2k;l (p1; . . . ; pk| {z }=p ; k1; . . . ; kl| {z }=k ; q1; . . . ; qk| {z }=q )= �i2�2 Z dDl1(2�)D Z dDl2(2�)D (2�)D�D(l1 + l2)l1;�l2;�n~G���1����l2k;l+2 (p; l1; l2; k; q)� ~G��0;2(l1; l2) ~G�1����l2k;l (p; k; q)o ; (C.5)die entgegen dem ersten Anschein keine hierarchische Struktur besitzt, son-dern nach Anwendung der WTI (B.9) f�ur die zweifach longitudinal proji-zierte Greensche Funktion ~G2k;l+2 eine geschlossene, lineare Di�erentialglei-chung f�ur jede einzelne Greensche Funktion darstellt. 1 Die Di�erentialglei-chungen f�ur die niedrigsten Greenschen Funktionen lauten explizit@@� ~D��(k; �) = � 1k2 k�k�k2@@� ~S(p; �) = g2 Z dDl(2�)Di ~S(p� l; �)� ~S(p; �)l4@@� c ~G�2;1(p; k; �; �) = �g k�k4 h ~S(p+ k; �)� ~S(p; �)i+ g2 Z dDl(2�)Di c ~G�2;1(p� l; k; �; �)� c ~G�2;1(p; k; �; �)l4@@� c ~G��2;2(p; k; q; �; �) = ignk�k4 hc ~G�2;1(p+ k; q; �; �)� c ~G�2;1(p; q; �; �)i+ q�q4 hc ~G�2;1(p+ q; k; �; �)� c ~G�2;1(p; k; �; �)io+ g2 Z dDl(2�)Di c ~G��2;2(p� l; k; q; �; �)� c ~G��2;2(p; k; q; �; �)l4 : (C.6)1Die Ableitung der Greenschen Funktionen nach der Eichkopplung bzw. derFermionmasse f�uhrt bei Anwendung dieses Formalismus auf keine geschlossenenDi�erentialgleichungen.



C.1 Herleitung der LKT aus dem Funktionalintegral 153Die vom Integrationsimpuls l unabh�angigen Subtraktionsterme in den Loop-Integralen k�onnen in dimensioneller Regularisierung weggelassen werden,sind jedoch f�ur andere Regularisierungsverfahren zur Vermeidung von IR-Divergenzen wesentlich. Der Aufbau der Di�erentialgleichungen (C.6) zeigt,da� die (elementarsten) kanonischen Eichkovarianten der QED durch dieentweder bzgl. aller �au�eren Bosonbeine transversal projiziertenc ~GT;�2;1 (p; k; �) = t��(k) c ~G�2;1(p; k; �)c ~GT;��2;2 (p; k; q; �) = t��(k)t�%(q) c ~G�%2;2(p; k; q; �) (C.7)oder durch die nur bzgl. der �au�eren Bosonbeine amputierten~��2;1(p; k; �) = ~S(p) ~V �(p; k; �)~S(p+ k)~���2;2(p; k; q; �) = ~S(p) ~K��2;2(p; k; q; �)~S(p+ k + q)~K��2;2 = �ig2 ~T��2;2 (C.8)zusammenh�angenden Greenschen Funktionen gegeben sind. Denn auf dieseGr�o�en umgeschrieben nehmen die Di�erentialgleichungen (C.6), ausgenom-men derjenigen f�ur den Bosonpropagator@@� ~D��T (k; �) = 0 ; (C:9)alle dieselbe Form an@@� c ~GT;�2;1 (p; k; �; �) = g2 Z dDl(2�)Di 1l4n c ~GT;�2;1 (p� l; k; �; �)� c ~GT;�2;1 (p; k; �; �)o@@� ~��2;1(p; k; �; �) = g2 Z dDl(2�)Di 1l4n~��2;1(p� l; k; �; �)� ~��2;1(p; k; �; �)o@@� c ~GTT;��2;2 (p; k; q; �; �) = g2 Z dDl(2�)Di 1l4n c ~GTT;��2;2 (p� l; k; q; �; �)� c ~GTT;��2;2 (p; k; q; �; �)o@@� ~���2;2(p; k; q; �; �) = g2 Z dDl(2�)Di 1l4n~���2;2(p� l; k; q; �; �)� ~���2;2(p; k; q; �; �)o : (C.10)Wir f�uhren nachfolgend die Diskussion f�ur die Wahl der transversal pro-jizierten zusammenh�angenden Greenschen Funktionen als die kanonischenEichkovarianten.Durch Fouriertransformation der Di�erentialgleichungen (C.10) gehendie Faltungsintegrale in Produkte �uber, und bei Vorgabe der GreenschenFunktionen in Landau-Eichung � = 0 ergeben sich die zuerst von [Lk 56]



C.1 Herleitung der LKT aus dem Funktionalintegral 154hergeleiteten, multiplikativen TransformationsgesetzeS(x; �) = �(x; �)S(x; � = 0)cGT;�2;1 (x; z; y; �) = �(x� y; �) cGT;�2;1 (x; z; y; � = 0)cGTT;��2;2 (x; z1; z2; y; �) = �(x� y; �) cGTT;��2;2 (x; z1; z2; y; � = 0)�"(x; �) = eg2�[�"(x)��"(0)]�"(x; �) = Z dDk(2�)Di e�ik�xk4 = �(�")16�2�" (�x2)" ; (C.11)die sog. Landau-Khalatnikov-Transformationen. In den Impulsraum zur�uck-transformiert gehen diese in die folgenden Faltungsvorschriften �uber~D��(k; �) = ~DT;��(k; � = 0)� �k2 l��(k)~S(p; �) = Z dDl(2�)D ~S(p� l; � = 0) ~�"(l; �)c ~GT;�2;1 (p; k; �; �) = Z dDl(2�)D c ~GT;�2;1 (p� l; k; �; � = 0) ~�"(l; �)c ~GTT;��2;2 (p; k; q; �; �) = Z dDl(2�)D c ~GTT;��2;2 (p� l; k; q; �; � = 0) ~�"(l; �) :(C.12)Den Integralkern ~�"(p; �) k�onnen wir f�ur beliebige raumzeitliche Dimensio-nen D nur in Form einer unendlichen Reihe angeben~�"(p; �) = Z dDx eip�x�"(x; �)= (2�)D�D(p) + Z dDx eip�xn�"(x; �)��"(x; � = 0)| {z }=1 o= (2�)D�D(p)+ �(�")g2�i(�p2)2 1Xn=1 �[2 + (n� 1)"]�(�n")n! n�(�")g2�(�p2)�"(4�)2�" on�1 : (C.13)Zu den LKT geben wir die folgenden Erl�auterungen:1. Aus der LKT (C.12) f�ur den Bosonpropagator folgt das wohlbekannteResultat, da� der Transversalanteil von ~D�� eichunabh�angig ist~DT;��(k; �) = ~DT;��(k; � = 0)= � 1k2[1 + g2 ~�(k2)] t��(k) : (C.14)Dies hat zur Folge, da�(a) die durch den Transversalanteil des Bosonpropagators de�nierteRenormierungskonstante Zg = Z� 123 und die zugeh�orige �-Funk-tion der QED eichunabh�angig sind.



C.1 Herleitung der LKT aus dem Funktionalintegral 155(b) das Residuum eines m�oglichen Pols in der Polarisationsfunktion~�(p2) (vgl. QED2) und die zugeh�orige Photonmasse eichun-abh�angig sind.2. Im Gegensatz zum Bosonpropagator besitzt der Fermionpropagatoreine nichttriviale ��Abh�angigkeit. Allerdings ergibt sich aus den LKT(C.11/C.12), da�(a) das nackte chirale Fermionkondensat<  � >:=< 0j �(0) � �(0)j0 >c= iS(0; �) (C:15)f�ur D < 4 eichunabh�angig ist2S(x = 0; �) = �"(x = 0; �)| {z }=1 S(x = 0; � = 0)= S(x = 0; � = 0) (C.16)(b) die physikalische Fermionmasse, implizit de�niert im On-Shell-Schema durch 0 = ~Sr�1(p)���p==mr ; (C:17)eichunabh�angig ist 3, vgl. z.B. [Af 79].3. Die LKT sind aufgrund ihrer gleichen Form f�ur die Vertexfunktion~��2;1(p; k; �) = ~S(p) ~V �(p; k; �)~S(p+ k) (C:18)und den Fermionpropagator ~S(p) mit der WI~��2;1(p; 0; �) = � @@p� ~S(p) (C:19)f�ur ~��2;1 und damit auch mit der WI (B.26) f�ur die Vertexfunktion ~V �vertr�aglich. Sie erlauben jedoch keine Aussage dar�uber zu tre�en, obdie Vertexfunktion f�ur k ! 0 regul�ar ist oder nicht.4. Aufgrund der Kopplungsabh�angigkeit des Integralkerns ~�"(p; �) sinddie LKT nicht ordnungserhaltend. Dieser Umstand kann dazu benutztwerden, mit ihnen nichtperturbative Teilsummationen st�orungstheore-tischer Terme durchzuf�uhren. Die Kombination g2� in der Reihendar-stellung (C.13) des Integralkerns zeigt, da� der Eich�xierungspara-meter � in der St�orungsrechnung nie in einer h�oheren Potenz als derLoop-Ordnung vorkommt, ein Umstand, der durch die perturbativeIteration der SDE's sofort verst�andlich wird. Zu einer nichtperturbati-ven Aufsummation der f�uhrenden ��Potenzen pro Kopplungsordnungkommen wir bereits durch Vorgabe der Greenschen Funktionen nullterOrdnung als Startwert (� = 0) in den LKT. Dieses Vorgehen f�uhrt f�ur2Dieselbe Aussage gilt f�ur analog de�nierte Kondensate der Vertexfunktion.3Der Integralkern �"(x = 0; �) enth�alt die bei Wahrung der WTI renormierungsinva-riante Kombination g2�.



C.2 Konsistenz der SDE's mit den LKT 156den Fermionpropagator im Fall verschwindender Fermionmasse m = 0auf das Resultat~S(p; �) = Z dDl(2�)D 1p=� l= ~�"(l; �)= (�p=)(�p2) 1Xn=0 �(2� ")�(1 + n")�(2� (n+ 1)")n! n�(�")g2�(�p2)�"(4�)2�" on= (�p=)(�p2)n1 + �(2� ")�(1 + ")�(2� 2") �(�")g2�(�p2)�"(4�)2�" +O(g2�)2o : (C.20)Nach der obigen Beobachtung enth�alt es den exakten �-abh�angigenAnteil von ~S auf Ein-Loop-Niveau. Da sich der masselose Fermion-propagator f�ur � = 0 auf Ein-Loop-Niveau nicht anzieht, handelt essich sogar um das exakte Ein-Loop-Resultat.C.2 Konsistenz der SDE's mit den LKTF�ur den Konsistenzcheck der SDE's mit den LKT emp�ehlt sich nach demvorausgegangenen Abschnitt ihre Umschreibung auf die kanonischen Eich-kovarianten, f�ur die wir zun�achst die transversalen, zusammenh�angendenGreenschen Funktionen w�ahlen. Bei der Untersuchung der WTI haben wirdurch die Elimination der longitudinalen Anteile bereits die dazu n�otigenVorbereitungen getro�en. Es mu� lediglich noch die Umschreibung derSDE's (B.17/B.21/B.22) von den transversalen eigentlichen Vertices auf dietransversalen zusammenh�angenden Greenschen Funktionen vorgenommenwerden, womit im Bezug auf die Reduzibilit�atsanalyse der Greenschen Funk-tionen ein f�ur die Untersuchung der Eichkovarianz typischer R�uckschritteinhergeht. Die entsprechenden SDE's f�ur die Propagatoren und die zusam-menh�angende Dreipunktfunktion lauten�p2 ~DT;��(k) = t��(k)+ g2 trZ dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~DT;��(k) ~V T� (l; k; �)~S(l+ k)| {z }=�1g c ~GT;�2;1 (l;k;�)(p=�m1) ~S(p) = 1� g2 Z dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~DT��(p� l) ~V T;�(l; p� l; �)~S(p)| {z }=�1g c ~GT2;1;�(p�l;l;�)+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l)(p=�m1) ~S(p) ~DT;��(k) ~V T� (p; k; �)~S(p+ k)| {z }=�1g c ~GT;�2;1 (p;k;�) = 
% ~DT;%�(k) ~S(p+ k)� g2 Z dDl(2�)Di 
� ~S(p� l) ~DT;��(l) ~KTT;�%2;2 (p� l; l; k; �)~S(p+ k) ~DT% �(k)| {z }= ig2 c ~GTT;��2;2 (p�l;l;k;�)



C.2 Konsistenz der SDE's mit den LKT 157+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l) ~DT;��(p� l) ~V T� (p� l; k; �)~S(p+ k � l)| {z }=�1g c ~GT;�2;1 (p�l;k;�) : (C.21)Au��allig ist der mit Ausnahme der SDE f�ur den Bosonpropagator struk-turell gleiche Aufbau dieser Gleichungen, der es erlaubt, den Nachweis derKonsistenz der SDE's mit den LKT lediglich f�ur die niedrigsten GreenschenFunktionen zu zeigen und dann auf Analogieschl�usse zu verweisen. Die LKTf�ur den Bosonpropagator l�a�t sich durch Ableitung der ~DT;�-SDE (C.21)nach � unter Benutzung der LKT f�ur c ~GT;�2;1 nachweisen�p2@ ~DT;��(k; �)@� = �g trZ dDl(2�)Di 
�@ c ~GT;�2;1 (l; k; �; �)@�LKT= �g3 trZ dDl(2�)Di Z dDl0(2�)Di 
� c ~GT;�2;1 (l � l0; k; �; �)l04= �g3 trZ dDl00(2�)Di 
� c ~GT;�2;1 (l00; k; �; �) Z dDl0(2�)Di 1l04| {z }=0= 0 : (C.22)In der vorletzten Gleichung haben wir ausgenutzt, da� skalenfreie Integralein dimensioneller Regularisierung verschwinden. Der Nachweis der LKT f�urden Fermionpropagator ist wegen der expliziten ��Abh�angigkeit in der SDE(C.21) f�ur ~S etwas komplizierter(p=�m1)@ ~S(p; �)@� = g Z dDl(2�)Di 
�@ c ~GT2;1;�(p� l; l; �; �)@�+ g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l) + �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 @ ~S(p� l; �)@�LKT= g2 Z dDl0(2�)Di 1l04� Z dDl(2�)Di ng
� c ~GT2;1;�(p� l� l0; l; �; �)+ �g2 l=l4 ~S(p� l � l0; �)o| {z }SDE= (p=�l=0�m1) ~S(p�l0;�)�1+ g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l)= (p=�m1)g2 Z dDl0(2�)Di ~S(p� l0; �)l04 : (C.23)Ganz analog vollzieht sich der Nachweis der LKT f�ur die zusammenh�angendeDreipunktfunktion c ~GT;�2;1 . Die Ableitung der entsprechenden SDE (C.21)nach � f�uhrt auf(p=�m1)@c ~GT;�2;1 (p; k; �; �)@� = �g
% ~DT;%�(k)@ ~S(p+ k; �)@�



C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen der SDE's 158+ g Z dDl(2�)D 
� @ c ~GTT;��2;2 (p� l; l; k; �; �)@�+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 c ~GT;�2;1 (p� l; k; �; �)+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 @ c ~GT;�2;1 (p� l; k; �; �)@�LKT= g2 Z dDl0(2�)Di 1l04(� g
% ~DT;%�(k) ~S(p� l0 + k; �)+ g Z dDl(2�)D 
� c ~GTT;��2;2 (p� l � l0l; l; k; �; �)+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 c ~GT;�2;1 (p� l0 � l; k; �; �))+ g2 Z dDl(2�)Di l=l4 c ~GT;�2;1 (p� l; k; �; �)SDE= (p=�m1)g2 Z dDl0(2�)Di c ~GT;�2;1 (p� l0; k; �; �)l04 : (C.24)Die Konsistenzchecks zeigen, da� die SDE's entsprechend ihrer hierarchi-schen Struktur die Bedingung f�ur die G�ultigkeit der LKT einer bestimm-ten Greenschen Funktion an die n�achst h�ohere weitergeben, so da� jenseitsder St�orungsrechnung eine Herleitung der LKT mittels der SDE's nichtm�oglich ist. Im folgenden Abschnitt verwenden wir die Konsistenzcheckszur Begr�undung einer eichkovarianten Entkopplungsn�aherung der SDE's.C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen derSDE'sWir stellen nachfolgend zwei verschiedene nichtperturbative N�aherungsver-fahren f�ur die SDE's vor, die die Eichkovarianzeigenschaften der QED re-spektieren. Beide N�aherungsverfahren sind f�ur die zusammenh�angendenGreenschen Funktionen formuliert. Das erste Verfahren beruht auf derN�aherung der zusammenh�angenden Greenschen Funktionen durch ihre Lon-gitudinalanteile gem�a� der kanonischen, auf kinematische Singularit�atenf�uhrenden Auswertung der WTI (longitudinal-singul�are Eichn�aherung). Daszweite Verfahren ber�ucksichtigt zus�atzlich Transversalanteile der zusammen-h�angenden Greenschen Funktionen in eichkovarianter Weise, die so gew�ahltsind, da� die kinematischen Singularit�aten der kanonischen Longitudinalan-teile (in minimaler Weise) beseitigt werden, d.h. auch die WI gelten (longi-tudinal-regul�are Eichn�aherung).Die longitudinal-singul�are Eichn�aherungDie nichttrivialen Di�erentialgleichungen (C.10) f�ur die Transversalanteileder zusammenh�angenden Greenschen Funktionen zeigen, da� die Eichkova-



C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen der SDE's 159rianzeigenschaften der vollen Greenschen Funktionen nicht vollst�andig durchihre entsprechend den WTI festgelegten Longitudinalanteile erfa�t werden,es sein denn, sie werden vollst�andig durch ihre Longitudinalanteile ersetzt,was der Wahl der trivialen L�osung f�ur die Di�erentialgleichungen (C.10)entspricht. Diese Beobachtung ist die Grundlage f�ur die in ihrer urspr�ungli-chen Form auf [Ds 64] zur�uckgehende Eichn�aherung. 4 Die Vertr�aglichkeitder Eichkovarianz mit der Vernachl�assigung der Transversalanteile der zu-sammenh�angenden Greenschen Funktionen wird auf dem Niveau der SDE'sdurch den Konsistenzcheck aus dem vorausgegangenen Abschnitt ersicht-lich. Bei genauer Betrachtung f�allt auf, da� die von den Transversalanteilenstammenden Anteile g Z dDl(2�)Di 
� c ~GT2;1;�(p� l; l; �; �) (C:25)in der SDE (C.21) f�ur ~S(p; �) bzw.g Z dDl(2�)Di 
� c ~GTT;��2;2 (p� l; l; k; �; �) (C:26)in der SDE (C.21) f�ur c ~GT;�2;1 innerhalb des Konsistenzchecks eine vollkom-men passive Rolle spielen, d.h. es geht nur deren eichkovariantes Transfor-mationsverhalten ein, aber es kommt zu keinen Wechselwirkungen mit denexplizit �-abh�angigen Termen in den beiden zugeh�origen SDE's. Ohne dieEichkovarianz zu zerst�oren, k�onnen diese sogar vollst�andig vernachl�assigtwerden, d.h. es kann die eichkovariante N�aherungg Z dDl(2�)Di 
� c ~GT2;1;�(p� l; l; �; �) = 0 (C:27)in der SDE f�ur ~S bzw.g Z dDl(2�)Di 
� c ~GTT;��2;2 (p� l; l; k; �; �) = 0 (C:28)in der SDE (C.21) f�ur c ~GT2;1;�, die die beiden niedrigsten N�aherungsstufender Eichn�aherung de�nieren, vorgenommen werden. In der ersten Stufe wirdin den SDE's (C.21) f�ur die beiden Propagatoren nur der Longitudinalanteilvon c ~GT;�2;1 eichkovariant ber�ucksichtigt, was auf die beiden linearen, entkop-pelten Gleichungen~D��(k; �) = � 1k2 ht��(k) + � l��(k)i= ~D(0);��(k)(p=�m1) ~S(p; �) = 1+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l; �) (C.29)4Die in [Ds 64] spezi�zierten N�aherungen f�ur die SDE's werden mit Spektralans�atzenf�ur die Greenschen Funktionen gel�ost. Nach heutiger Kenntnis �uber die Singularit�ats-struktur der Greenschen Funktionen kann die Existenz einer Spektraldarstellung jedochnicht vorausgesetzt werden.



C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen der SDE's 160f�uhrt. Die LKT f�ur den Bosonpropagator ist trivialerweise erf�ullt, es han-delt sich um eine Quenched-Approximation. Die SDE f�ur den Fermionpro-pagator wird f�ur � = 0 durch seine nullte Ordnung gel�ost. Aufgrund derEichkovarianz des N�aherungsverfahrens ergibt sich f�ur � 6= 0~S(p; �) = Z dDl(2�)D 1p=� l=�m1 ~�"(l; �) ; (C:30)d.h. die LKT f�ur den Fermionpropagator mit seiner nullten Ordnung alsStartwert, die wir f�ur den Fall m = 0 bereits in Form einer Reihendarstellung(C.20) angegeben haben.Die zweite Stufe der Eichn�aherung ergibt sich durch die Wahl der tri-vialen L�osung der Di�erentialgleichung (C.10) f�ur den Transversalanteil dern�achst h�oheren Greenschen Funktion, c ~GTT;��2;2 . Dies f�uhrt f�ur die Drei-punktfunktion c ~GT;�2;1 auf die SDE(p=�m1) c ~GT;�2;1 (p; k; �; �) = �g
% ~DT;%�(k) ~S(p+ k; �)+ �g Z dDl(2�)Di l=l4 c ~GT;�2;1 (p� l; k; �; �) ; (C.31)die die eichkovariante L�osungc ~GT;�2;1 (p; k; �; �) = Z dDl(2�)D c ~GT;�2;1 (p� l; k; �; � = 0) ~�"(l; �)c ~GT;�2;1 (p; k; �; � = 0) = �g
% ~DT;%�(k) ~S(p+ k; � = 0) (C.32)besitzt. Anders als in der ersten N�aherungsstufe f�ur ~S reduziert sie sich inLandau-Eichung � = 0 nicht auf die nullte Ordnung von c ~GT;�2;1 , sondern stelltdie eichkovariante Fassung einer der beiden Entkopplungsn�aherungen nullterOrdnung f�ur die transversalen zusammenh�angenden Greenschen Funktionendar, auf die wir im Zusammenhang mit der Untersuchung der W -Hierarchiein Anhang A aufmerksam gemacht haben. Auf die eigentliche Vertexfunk-tion umgeschrieben lautet die SDE (C.31)~V T;�(p; k; �) = ~S�1(p) 1p=�m1
%t%�(k)+ ~S�1(p) �g2p=�m1 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l) ~V T;�(p� l; k; �)~S(p� l + k)� ~S�1(p+ k) : (C.33)Diese N�aherung f�ur die Vertexfunktion ~V � respektiert zwar nach Konstruk-tion ihre WTI (B.16), nicht aber ihre WI (B.26), denn f�ur � = 0 folgt imLimes k ! 0~V T;�(p; k! 0; � = 0)! n ~S�1(p; � = 0) 1p=�m1
%| {z }6= @@p% ~S�1(p;�=0) +O(k)ot%�(k) : (C:34)



C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen der SDE's 161Dar�uberhinaus erkennen wir, da� die niedrigste Entkopplungsn�aherung f�urdie (transversale) Vertexfunktion, die Setzung~V T;�(p; k; �) = 
%t%�(k) ; (C:35)o�ensichtlich keine eichkovariante N�aherung darstellt. In Landau-Eichung� = 0 f�uhrt die Vertexn�aherung (C.33) auf das folgende geschlossene, nichtli-neare Gleichungssystem zur Bestimmung der beiden Propagatoren ~S(p) und~D��(k)~D�1;T�� (k) = �k2t��(k)� g2trZ dDl(2�)Di 
� 1l=�m1
%t%�(k) ~S(k + l)~S�1(p) = p=�m1+ g2 Z dDl(2�)Di 
� 1l=�m1
% ~DT%�(p� l) ; (C.36)f�ur das uns keine analytische L�osung bekannt ist. Falls die Propagatorenf�ur � 6= 0 ben�otigt werden, k�onnen diese aufgrund der Respektierung derEichkovarianz durch das N�aherungsverfahren durch Anwendung der LKTauf die L�osungen f�ur � = 0 ermittelt werden. Die Vertexfunktion ~V T;�ergibt sich gem�a� Gl.(C.33) aus den L�osungen f�ur die beiden Propagatoren.Die Fortsetzung dieses Verfahrens auf h�ohere Greensche Funktionen f�uhrtauf eichkovariante Versionen der nichtlinearen Entkopplungsn�aherungen derSD-W -Hierarchie.Eine longitudinal-regul�are Eichn�aherungIn der longitudinal-singul�aren Eichn�aherung f�uhrt die vollst�andige Appro-ximation der h�ochsten Greenschen Funktion durch ihren singul�aren kano-nischen Longitudinalanteil zur Brechung ihrer WI. Als Folge davon sindauch die WI niedrigerer Greenscher Funktionen gebrochen, als Beispiel vgl.Gl.(C.34). Dies kann umgangen werden, indem f�ur die in der betrachte-ten N�aherungsstufe der Eichn�aherung h�ochste Greensche Funktion eine re-gul�are und zus�atzlich ihre LKT respektierende Auswertung ihrer WTI vor-gegeben wird. Nach Anhang B erfordert die regul�are Auswertung der WTIeiner Greenschen Funktion die Bildung einer aus ihrem singul�aren kano-nischen Longitudinalanteil und einen ebenfalls singul�aren Transversalanteilbestehenden Kombination. Zur Etablierung einer regul�aren Eichn�aherungder SDE's ist deshalb ihre Formulierung in dem zweiten Typ der kanoni-schen Eichkovarianten, den nur bzgl. der Bosonbeine amputierten zusam-menh�angenden Greenschen Funktionen, geeigneter. F�ur die beiden Propa-gatoren und die zusammenh�angende Dreipunktfunktion ergibt sich mit denBezeichnungen aus Gl.(C.8)~D�1;��(k) = �k2ht�� (k) + 1� l��(k)i� g2 trZ dDl(2�)Di 
� ~S(l) ~V �(l; k; �)~S(l+ k)| {z }~��2;1(l;k;�)(p=�m1) ~S(p) = 1



C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen der SDE's 162� g2 Z dDl(2�)Di 
� ~D��(p� l) ~S(l) ~V �(l; p� l; �)~S(p)| {z }~��2;1(l;p�l;�)(p=�m1)~��2;1(p; k; �) = 
� ~S(p+ k)� g2 Z dDl(2�)Di 
� ~D��(p� l) ~S(l) ~K��2;2(l; p� l; k; �)~S(p+ k)| {z }~���2;2(l;p�l;k;�) : (C.37)Die niedrigste Stufe der longitudinal-regul�aren Eichn�aherung erhalten wirdurch die Vorgabe einer regul�aren und eichkovarianten L�osung der WTI f�urdie Vertexfunktion ~��2;1. Wir w�ahlen dazu die minimal regul�are Darstellung(B.60) f�ur ~��2;1 ~��MR;2;1(p; k; �) = � @@p� Z 10 d� ~S(p+ �k) ; (C:38)die, aufgebaut aus der Eichkovarianten ~S, mit der LKT (C.10) f�ur ~��2;1vertr�aglich ist, aber wie bereits betont nicht auf den richtigen Limes g ! 0f�ur ~��2;1 f�uhrt. In die SDE (C.37) f�ur den Bosonpropagator eingesetzt erhal-ten wir nach partieller Integration einen verschwindenden Vakuumpolarisa-tionstensor ~���(k) = tr Z dDl(2�)Di 
� ~�2;1;�(l; k; �)= �tr Z dDl(2�)Di 
� @@l� Z 10 d� ~S(l+ �k)= 0 ; (C.39)so da� die niedrigste Stufe der longitudinal-regul�aren Eichn�aherung ebenfallseine (eichkovariante) Quenched-Approximation~D��(k; �) = ~D(0);��(k; �) (C:40)darstellt. Der Ansatz (C.38) erlaubt die folgende Umschreibung der SDE(C.37)(p=�m1) ~S(p; �) = 1 � g2 Z dDl(2�)Di 
� ~D(0)�� (l; �)~��2;1(p� l; l; �; �)= 1+ g2 @@p� Z 10 d� Z dDl(2�)Di 
� ~D(0)�� (l; �)~S(p� (1� �)| {z }=�0 l| {z }=l0 ; �)= 1+ g2 @@p� Z 10 d�0�0�D Z dDl0(2�)Di 
� ~D(0)�� (p� l0�0 ; �)| {z }=�02 ~D(0)�� (p�l0;�) ~S(l0; �)= 1+ g23� D @@p� Z dDl(2�)Di 
� ~D(0)�� (p� l; �)~S(l; �) : (C.41)



C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen der SDE's 163Benutzen wir noch die Beziehung@@p� ~D(0);��(p) = (3�D)� + (D� 1)p4 p� ; (C:42)dann erhalten wir schlie�lich die folgende lineare Faltungsgleichung f�ur ~S(p=�m1) ~S(p; �) = 1+ D� 13� Dg2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l; �)+ �g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l; �) : (C.43)Ein Vergleich mit der SDE (C.29) f�ur ~S in der niedrigsten Stufe der longi-tudinal-singul�aren Eichn�aherung zeigt, da� die beiden aus den loopinternenLongitudinalanteilen stammenden, explizit ��abh�angigen Anteile �uberein-stimmen, dar�uberhinaus jedoch in Gl.(C.43) in eichkovarianter Weise Trans-versalanteile der Vertexfunktion ~��2;1 ber�ucksichtigt sind, die eine f�ur � = 0nichttriviale SDE zur Folge haben. Die Zusammenfassung der beiden ausdem Longitudinal- und Transversalanteil von ~��2;1 stammenden Anteile(p=�m1) ~S(p; �) = 1+ (D� 13�D + �)g2 Z dDl(2�)Di l=l4 ~S(p� l; �) (C.44)erm�oglicht es, die L�osung dieser SDE aus der L�osung (C.30) der SDE (C.29)der longitudinal-singul�aren Eichn�aherung durch die Ersetzung� ! �0 = � + D� 13�D (C:45)zu gewinnen. Im Ortsraum geschrieben ergibt sich mit der LKT (C.11) f�urden FermionpropagatorS(x; �) = �(x; �)S(x; � = 0)= eg2�0�"(x)S(0)(x)= neg2 D�13�D�"(x)S(0)(x)o| {z }=S(x;�=0) eg2��"(x)S(0)(x) = Z dDl(2�)D 1l=�m1e�il�x : (C.46)F�ur die zweite Stufe der longitudinal-regul�aren Eichn�aherung ben�otigenwir in der ~��2;1-SDE (C.37) einen Ansatz f�ur ~���2;2, der die beiden WTIk� ~���2;2(p; k; q; �) = ~��2;1(p; q; �)� ~��2;1(p+ k; q; �)q� ~���2;2(p; k; q; �) = ~��2;1(p; k; �)� ~��2;1(p+ q; k; �) (C.47)regul�ar und eichkovariant auswertet. Eine m�ogliche Wahl stellt die minimalregul�are L�osung der WTI aus Anhang A dar~���MR;2;2(p; k; q; �) = � Z 10 d�n@ ~��2;1(p+ �k; q; �)@p� + @ ~��2;1(p+ �q; k; �)@p� o� @2@p�@p� Z 10 d� Z 10 d�0 ~S(p+ �k + �0q) ; (C.48)



C.3 Eichkovariante Entkopplungsn�aherungen der SDE's 164die, formuliert in den Eichkovarianten ~��2;1 und ~S, mit der LKT (C.10) f�ur~���2;2 vertr�aglich ist. In die SDE (C.37) f�ur ~��2;1 eingesetzt erhalten wir unterBenutzung der SDE (C.37) f�ur den Fermionpropagator(p=�m1)~��2;1(p; k; �) = 
� ~S(p+ k)� g2 Z dDl(2�)Di 
� ~D��(l)~���2;2(p� l; l; k; �)= 
� ~S(p+ k)+ g2 @@p� Z 10 d� ��D Z dDl(2�)Di 
� ~D��(p� l� )~��2;1(l; k; �)� @@p� Z 10 d� [p=+ �k=�m1] ~S(p+ �k)+ g2 @2@p�@p� Z 10 d� ��D Z 10 d�0 Z dDl(2�)Di 
� ~D��(p� l + �0k� ) ~S(l) :(C.49)Diese SDE, f�ur uns keine analytische L�osung bekannt ist, beinhaltet im Ge-gensatz zur zweiten Stufe der longitudinal-singul�aren Eichn�aherung selbstin Landau-Eichung � = 0 eine �uber die Inhomogenit�at 
� ~S(p+k) hinausge-hende Charakterisierung von ~��2;1.Die longitudinal-regul�are Eichn�aherung kann prinzipiell f�ur eine belie-bige N�aherungsstufe formuliert werden, indem die regul�are und eichkova-riante Auswertung der WTI f�ur eine beliebig hohe, teilamputierte zusam-menh�angende Greensche Funktion vorgenommen wird.Wir betonen, da� wir zur Zeit keine einfache M�oglichkeit sehen, dielongitudinal-singul�are bzw. longitudinal-regul�are Eichn�aherung auf die SDE's(1.26) f�ur die drei Basisvertices zu �ubertragen. Die f�ur die longitudinal-singul�are Eichn�aherung wesentliche Elimination der Longitudinalanteile ausden SDE's (1.26) kann zumindest nicht vollst�andig vollzogen werden, daaufgrund der integralen Form der WTI f�ur den 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kernsss ~K��2;2 in Tabelle (B.2) nicht alle in seiner unendlichen Skelettentwicklungauftretenden Longitudinalanteile auf einen Schlag erfa�t werden k�onnen.Die als Input f�ur die longitudinal-regul�are Eichn�aherung ben�otigte minimalregul�are Auswertung der WTI l�a�t sich zwar nach Anhang B auch f�ur dieeigentlichen Vertices durchf�uhren, f�uhrt jedoch auf die teilamputierten zu-sammenh�angenden Greenschen Funktionen umgeschrieben zu keinen eichko-varianten Ausdr�ucken, vgl. dazu die auf diese Weise gewonnene Darstellung(B.61) f�ur ~��2;1.



Anhang DDie multiplikativeRenormierung der SDE'sDer Nachweis der st�orungstheoretischen multiplikativen Renormierbarkeit(STMR) ist f�ur die QED zuerst von [Dy 49] und [Sa 51] auf der Grundlageder SDE's (1.26) f�ur die drei Basisvertices ~S; ~D�� und ~V � gef�uhrt worden.F�ur eine ausf�uhrliche Darstellung des im Detail sehr aufwendigen Beweisesvgl. [Bd 65]. Wir referieren nachfolgend die als Grundlage f�ur diesen Beweisdienenden, multiplikativ renormierten SDE's f�ur die drei Basisvertices, umdirekt aus den SDE's nichtperturbative N�aherungen ableiten zu k�onnen, diemit der STMR vertr�aglich sind.Die multiplikativen Renormierungsvorschriften der QEDDie Annahme, da� alle zur Beseitigung der Divergenzen der QED notwendi-gen Gegenterme ihrer Struktur nach bereits in der Lagrangedichte der reinenQED enthalten sind, f�uhrt auf das Konzept der multiplikativen Renormie-rung, d.h. f�ur jeden Parameter und jedes Feld wird zun�achst eine eigeneRenormierungskonstante eingef�uhrt	 = Z 122 	rA� = Z 123 A�rg = Zg (gr�")m = Zmmr� = Z��rg �	A�	 = Z1 (gr�")�	rA�r	rZ1 = Z2Z 123 Zg : (D.1)Von der nackten Kopplung haben wir ihre Massendimension mittels einerbeliebigen Renormierungsmassenskala � abgespalten, so da� die renormierteKopplung f�ur alle raumzeitlichen Dimensionen D als dimensionslose Gr�o�ede�niert werden kann. Aus den WTI (B.14/B.16) f�ur den Bosonpropagator~D�� und die Vertexfunktion ~V � folgen f�ur die Renormierungskonstanten die165



D Die multiplikative Renormierung der SDE's 166Einschr�ankungen Z� = Z3Z1 = Z2 ) Zg = Z� 123 : (D.2)Um auch N�aherungen der SDE's noch multiplikativ renormieren zu k�onnen,die die WTI brechen, werden wir von diesen Relationen nicht von Anfangan Gebrauch machen. Mit den multiplikativen Renormierungsvorschriftenf�ur die drei Basisvertices ~S = Z2 ~Sr~D�� = Z3 ~D��r~V � = Z�11 ~V �r (D.3)und den sich zusammen mit den niedrigsten Beitr�agen ihrer Skelettentwicklung(1.32) daraus ergebenden multiplikativen Renormierungsvorschriften f�ur diebeiden 2-s-PI Bethe-Salpeter-Kerness ~K2;2 = Z�21 Z2 ss ~Kr2;2 (D.4)ss ~K4;0 = Z�21 Z3 ss ~Kr4;0 (D.5)k�onnen die SDE's (1.26) von den nackten auf renormierte Basisvertices undKopplungsparameter umgeschrieben werden. Die renormierten SDE's besit-zen selbst als Funktionale der drei renormierten Basisvertices Divergenzen,die durch geeignete De�nition der in ihnen auftretenden Renormierungskon-stanten beseitigt werden m�ussen.STMR der Vertexfunktion ~V �Die Vertexkorrekturen ~��(1=2) in Gl.(1.26) renormieren sich als Funktionaleder vollen drei Basisvertices wie ~V � selbstg2~��(1=2)[ ~S; ~D; ~V ] = Z�11 (gr�")2~��(1=2)[ ~Sr; ~Dr; ~Vr] ; (D:6)so da� in den auf renormierte Vertices und Kopplungen umgeschriebenenSDE f�ur ~V �r nur eine im Bezug auf die divergenten Loop-Integrale additiveRenormierungskonstante Z1 erscheint 1= Z1
� � (gr�")2= Z1
� � (gr�")2 : (D.7)1Wir f�uhren keine neuen Graphenelemente f�ur die renormierten Basisvertices ein.



D Die multiplikative Renormierung der SDE's 167Die Vertexkorrekturen in der nichtresummierten Form der SDE's (A.44) ent-halten die Vertexfunktion nullter Ordnung, so da� ihnen die f�ur den Nach-weis der STMR der QED entscheidende Renormierungseigenschaft (D.6)nicht zukommt. Die Loop-Integrale in Gl.(D.7) sind gem�a� der Massen-dimension von ~V � in D = 4 ober
�achlich logarithmisch divergent. Di-vergente Subintegrationen enthalten sie aufgrund der ober
�achlich konver-genten Loop-Integrale in der Skelettentwicklung (1.32) der beiden Bethe-Salpeter-Kerne ss ~K2;2; ss ~K4;0 nur in Form von bereits zu vollen Basisverticeszusammengefa�ten Selbstenergie- oder Vertexeinsch�uben, so da� die Funk-tionale ~��(1=2) frei von �Uberlappdivergenzen sind. Wegen dieser einfachenDivergenzstruktur kann ~��(1=2) durch eine overall-Subtraktion oder eine Ab-leitung nach einem der �au�eren Impulse vollst�andig renormiert und die addi-tive Renormierungskonstante Z1 aus den renormierten SDE's (D.7) beseitigtwerden. Hieraus folgt insbesondere, da� die Beseitigung der Divergenzen von~V � allein durch Subtraktionsterme mit 
��Tensorstruktur erreicht werdenkann, d.h. diese ist die ausgezeichnete divergenzerzeugende Tensorstrukturvon ~V �. Ab der Zwei-Loop-Ordnung treten zwar auch in anderen Tensor-strukturen von ~V � Divergenzen auf, diese sind jedoch nicht als eigenst�andig,sondern als durch die 
��Tensorstruktur oder die beiden Propagatoren in-duziert anzusehen. Umgekehrt betrachtet entkoppelt die 
��Tensorstrukturvon ~V � nur f�ur die Bestimmung der pro Kopplungsordnung f�uhrenden Di-vergenzen (Leading-Log's) von den �ubrigen Tensorstrukturen, 2 da ab derZwei-Loop-Ordnung die pro Kopplungsordnung nichtf�uhrenden Divergenzender 
��Tensorstruktur von den restlichen Tensorstrukturen mitbestimmtwerden.STMR des Fermionpropagators ~SDie multiplikative Renormierung des Fermionpropagators l�a�t sich am ein-fachsten auf der Basis der renormierten WTIk� ~V �r = ~S�1r (p+ k)� ~S�1r (p) (D:8)bzw. f�ur regul�are Vertexfunktionen der renormierten WI~V �r (p; 0; �) = @@p� ~S�1r (p) (D:9)durchf�uhren. Danach ist ~Sr(p) eine redundante Gr�o�e, d.h. ~S�1r (p) kann bisauf eine additive Konstante, die der Festlegung eines Renormierungsschemasentspricht, aus der renormierten Vertexfunktion ~V �r gewonnen werden. Hier-aus folgt insbesondere die e�ektiv logarithmische Divergenz der ober
�achlichlinear divergenten Fermionselbstenergie ~�. Betrachten wir trotzdem dieSDE f�ur den renormierten Fermionpropagator( )�1 = Z2(p=� Zmmr1)2Aufgrund der quadratischen Divergenz der Vakuumpolarisation ist dieser Sachver-halt keineswegs selbstverst�andlich, sondern verlangt eine genaue Analyse der SDE's, indie zun�achst auch andere Tensorstrukturen von ~V � miteinbezogen werden m�ussen, vgl.[La 65].



D Die multiplikative Renormierung der SDE's 168+ Z1(gr�")2 : (D.10)Sie enth�alt ein ober
�achlich linear divergentes Loop-Integral und in Bezugauf dessen Divergenzen sowohl additive, als auch die multiplikativ auftre-tende Renormierungskonstante Z1. Letztere deutet auf logarithmisch diver-gente Subintegrationen in ~�, die mit Vertexeinsch�uben identi�ziert werdenk�onnen und ab der Zwei-Loop-Ordnung in ~� zu �Uberlappdivergenzen f�uhren,hin. Infolgedessen k�onnen die Divergenzen der Fermionselbstenergie (D.10)nicht durch overall-Subtraktionen beseitigt werden. Vielmehr mu� als Vor-aussetzung f�ur die erfolgreiche Durchf�uhrung eines Subtraktionsverfahrensdie Kombination Z1
� mit Hilfe einer der renormierten ~V �-SDE's (D.7) ausder Fermionselbstenergie eliminiert werden. Dies f�uhrt auf die SDE( )�1 = Z2(p=� Zmmr1)+ (gr�")2+ (gr�")4 ; (D.11)die neben einem overall linear divergenten Ein-Loop-Integral ein weiteres,overall linear divergentes Zwei-Loop-Integral, daf�ur aber nur noch bzgl.deren Divergenzen additiv auftretende Renormierungskonstanten enth�alt.Das Zwei-Loop-Integral enth�alt zwar logarithmisch divergente Subintegra-tionen, diese werden jedoch durch entgegengesetzte Beitr�age von dem umzwei Kopplungsordnungen niedrigeren Ein-Loop-Integral beseitigt, so da� ~�aus Gl.(D.11) entgegen dem ersten Anschein insgesamt frei von �Uberlappdi-vergenzen ist. Durch die Anwendung von Subtraktionen oder Ableitungennach dem �au�eren Impuls kann dieser Umstand manifest gemacht werden.Beispielsweise eliminiert die erste Ableitung der Fermionselbstenergie (D.11)nach dem �au�eren Impuls die Renormierungskonstante Zm und f�uhrt aufoverall logarithmisch divergente Loop-Integrale mit konvergenten Subinte-grationen. Durch eine weitere Ableitung oder eine Subtraktion k�onnen dierestlichen overall-Divergenzen zusammen mit der RenormierungskonstanteZ2 beseitigt werden.STMR des Bosonpropagators ~D��Die multiplikativ renormierte SDE f�ur den Bosonpropagator lautet( )�1 = �k2t��(k)Z3 � 1�r k2l��(k)



D Die multiplikative Renormierung der SDE's 169� Z1(gr�")2 ; (D.12)sie enth�alt ein overall-quadratisch divergentes Loop-Integral und analog zurSDE (D.10) des Fermionpropagators die multiplikative RK Z1, d.h. mit Ver-texeinsch�uben identi�zierbare �Uberlappdivergenzen. Die Elimination derKombination Z1
� mittels einer der renormierten ~V �-SDE (D.7) f�uhrt aufdie SDE ( )�1 = �k2t��(p)Z3 � 1�r k2l��(k)� (gr�")2� (gr�")4 : (D.13)Diese Form der SDE, die die Bose-Symmetrie der Vakuumpolarisation ~���manifest macht, enth�alt neben einem in D = 4 overall quadratisch diver-genten Ein-Loop-Integral ein ebenfalls overall quadratisch divergentes Zwei-Loop-Integral mit �Uberlappdivergenzen, die aus dessen logarithmisch di-vergenten Subintegrationen resultieren. Die �Uberlappdivergenzfreiheit dergesamten, nach der WTI (B.14) transversalen, Vakuumpolarisation ~���~���(k) = k2t��(k)~�(k2) (D:14)wird durch die folgende Identit�at f�ur die Polarisationsfunktion ~�(k2) verst�and-lich ~�(k2) = k�k�2(D� 1)k2 @@k� @@k� ~���(k) : (D:15)Nach Anwendung der zweifachen Ableitung auf ~��� aus Gl.(D.13) ergebensich overall-logarithmisch divergente Loop-Integrale mit konvergenten Sub-integrationen und eine in Bezug auf Divergenzen nur additiv auftretendeRenormierungskonstante Z3. Diese kann zusammen mit den Divergenzendurch eine Subtraktion oder eine weitere Ableitung nach dem �au�eren Im-puls beseitigt werden.Damit die vorausgegangenen �Uberlegungen zur STMR der drei Basis-vertices zu einem echten Beweis der STMR der QED werden, m�ussen diedrei renormierten SDE's (D.7/D.11/D.13) zusammen und im Rahmen ei-ner vollst�andigen Induktion nach der Eichkopplung betrachtet werden, vgl.[Bd 65]. Die Renormierbarkeit h�oherer Vertices ergibt sich aus der ober-
�achlichen Konvergenz ihrer Skelettentwicklungen nach den drei Basisver-tices. Der Nachweis der STMR der QED unter Bezugnahme auf die renor-mierten SDE's (D.7/D.11/D.13) erscheint nach dem heutigen Wissen �uber



D Die multiplikative Renormierung der SDE's 170die st�orungstheoretische multiplikative Renormierung einer QFT als unn�otigkompliziert. Dieses Vorgehen geht jedoch insofern �uber einen reinen Nach-weis hinaus, als es zeigt, da� es prinzipiell m�oglich ist, durch Anwendunggeeigneter Subtraktionen oder Ableitungen nach den �au�eren Impulsen dierenormierten SDE's in der Form Gl.(D.7/D.11/D.13) auf einen Schlag invollst�andig endliche dynamische Grundgleichungen f�ur die drei multiplika-tiv renormierten Basisvertices ~V �r ; ~Sr und ~D��r zu �uberf�uhren, aus denensich durch Iteration nach der Eichkopplung ohne Verwendung eines Regu-larisierungsverfahrens zumindest der endliche Gehalt der St�orungsrechnunggewinnen l�a�t. 3 Ob dieser Sachverhalt sogar dazu benutzt werden kann, dienichtperturbative Kontinuums-QED4 auf der Basis der renormierten SDE's(D.7/D.11/D.13) zu de�nieren, h�angt freilich davon ab, ob das ihnen zu-grundeliegende Konzept der multiplikativen Renormierung auch f�ur nicht-perturbative De�nitionsversuche tragf�ahig ist. Da die Antwort auf dieseFrage von der L�osung der regularisierten Theorie selbst abh�angt, ist es bes-ser, ohne Vorurteile hinsichtlich der Renormierung zu starten, d.h. von denzwar regularisierten aber nackten SDE's auszugehen. Trotzdemmacht es zurBewertung von nichtperturbativen N�aherungsverfahren f�ur die SDE's Sinnzu fordern, da� ihr perturbativer Gehalt multiplikativ renormierbar sein soll.Nach der vorausgegangenen Untersuchung ist dies garantiert, wenn sich dieauf renormierte Gr�o�en umgeschriebenen SDE's ohne das Auftreten von Di-vergenzen (perturbativ) iterieren lassen.Zur Etablierung von nichtperturbativen N�aherungen der SDE's, die mitder STMR der QED vertr�aglich sind, ist entweder die Formulierung vonAns�atzen f�ur die Vertexfunktion, beispielsweise durch Auswertung ihrerWTI (B.16), oder die Formulierung einer Vertexgleichung durch Abbrechender Skelettentwicklung (1.32) f�ur die beiden Bethe-Salpeter-Kerne denkbar.Zur Wahrung der multiplikativen Renormierungsvorschriften (D.3) mu� dieVertexfunktion f�ur beide N�aherungsverfahren in Form eines Funktionals derdrei vollen Basisvertices konstruiert werden.F�ur die Formulierung von Vertexans�atzen kann die STMR als Konstruk-tionsprinzip verwendet werden. Beispielsweise erf�ullen die beiden Vertex-ans�atze V �(p; k; �) = t��(k)
� + k�k2 n ~S�1(p+ k)� ~S�1(p)oV �(p; k; �) = k�k2n ~S�1(p+ k)� ~S�1(p)o (D.16)beide die WTI f�ur ~V � (keiner die WI (B.26)), jedoch respektiert nur derzweite Ansatz die multiplikative Renormierungvorschrift (D.3) der Vertex-funktion. Da die multiplikative Renormierung von ~V � im Abspalten einesglobalen Faktors besteht, nimmt sie bei Vorgabe des durch die WTI (B.16)bestimmten Longitudinalanteils sofort Ein
u� auf den Transversalanteil von~V �. F�ur Vertexans�atze ist die Wahrung der multiplikativen Renormierungs-vorschrift der Vertexfunktion sowie ihrer WTI (B.16) nur ein notwendigesKriterien daf�ur, da� die STMR der SDE's gewahrt bleibt. D.h. im Rahmen3Dieser Sachverhalt ist f�ur jede multiplikativ renormierbare QFT erf�ullt. F�ur eineDarstellung der renormierten SDE's in der QCD vgl. [Bl 77].



D Die multiplikative Renormierung der SDE's 171von Vertexans�atzen mu� diese i.allg. explizit nachgepr�uft bzw. sichergestelltwerden. Diesbez�uglich ist die Rainbow-Approximation~V �(p; k; �) = 
� (D.17)besonders interessant, da innerhalb dieser N�aherung die f�ur die �Uberlapp-divergenzen in den SDE's (1.26) der beiden Propagatoren ~S und ~D�� ver-antwortlichen Vertexeinsch�ube vollst�andig unterdr�uckt werden. Durch diefolgenden Vorschriften kann f�ur die Rainbow-Approximation eine konsistentemultiplikative Renormierung vorgenommen werden:1. Entsprechend der N�aherung der Vertexfunktion ist es sinnvoll, Z1 = 1zu setzen und Z2 unabh�angig davon aus der Singularit�atsstruktur desFermionpropagators zu bestimmen, d.h. die Relation Z1 = Z2 mu�aufgegeben werden. Infolgedessen ist die Kopplungsrenormierung dervollen Theorie Zg = Z1Z�12 Z� 123 WTI= Z� 123 (D:18)f�ur die Rainbow-Approximation gem�a� der VorschriftZg = Z�12 Z� 123 (D:19)abzu�andern.2. Nach Gl.(B.15) f�uhrt die gebrochene WTI der Vertexfunktion auchzur Brechung der WTI (B.14) des Bosonpropagators, so da� die Rela-tion Z� = Z3 aus sich heraus nicht erf�ullt ist. Um einen nichttrivialenLongitudinalanteil von ~D�� zu umgehen, der eine vom Transversalan-teil unabh�angige multiplikative Renormierung mit Z� erfordern w�urde,projizieren wir aus der Vakuumpolarisation einen \Transversalanteil"mit zugeh�origer Polarisationsfunktion ~�(p2) heraus und setzen denLongitudinalanteil von ~D� gem�a� der WTI (B.14) auf seine nullte Ord-nung fest. Zur Bestimmung von ~�(p2) k�onnen wir nicht den Transver-salprojektor t��(k) verwenden, da dieser wegen der gebrochenen WTI(B.14) des Bosonpropagators auf eine echt quadratisch divergente Po-larisationsfunktion, die mit Z3 allein nicht renormiert werden k�onnte,f�uhren w�urde. Wir verwenden dazu den Projektor [Br 89]P��(p) = 1(D� 1)p2 �g�� � Dp�p�p2 �P��(p)g�� = 0P��(p)(�p�p�) = 1 ; (D.20)und de�nieren gem�a� ~�(p2) = P��(p)~���(p) (D:21)eine logarithmisch divergente Polarisationsfunktion. 44Die quadratische Divergenz in ~���(0) mu� proportional zum invarianten Tensor g��sein und wird folglich durch Anwendung des Projektors P��(p) eliminiert.



D Die multiplikative Renormierung der SDE's 172Nach den Untersuchungen zur STMR der SDE's ist dagegen von N�ahe-rungen f�ur die Vertexfunktion, die durch das Abbrechen der Skelettentwik-klung (1.32) der beiden Bethe-Salpeter-Kerne erzeugt werden, zu vermuten,da� sie die STMR automatisch respektieren, sofern die WTI (B.14/B.16)f�ur ~D�� und ~V �, die die e�ektiv logarithmische Divergenz der Selbstener-gien sicherstellen, gewahrt bleiben.
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