SONKE WISSEL

Die graphische Charakter- und
Hoppingparameterentwicklung der N=1
SU(2)-Super-Yang-Mills-Theorie in

d Dimensionen

Januar 2002












Die graphische Charakter- und
Hoppingparameterentwicklung der N=1
SU(2)-Super-Yang-Mills-Theorie in
d Dimensionen

als Diplomarbeit vorgelegt von
Sonke Wissel

Januar 2002

J_Iull.-lll.lll_: e -._I.J Ll L LI -.n_lﬁL.

e

(i o 00 moojs o o i i oansnoof gjg gjo

Institut fiir Theoretische Physik
der Westfalischen Wilhelms-Universitat Miinster
Wilhelm-Klemm-Str.9, D-48149 Miinster

_!"




Diese korrigierte Version unterscheidet sich nur geringfiigig von derjenigen, welche
dem Priifungssekretariat vorgelegt wurde. Dies betrifft vor allem Tippfehler und einen
Vorzeichenfehler in Gleichung (6.51).

Miinster, im Mérz 2002



Inhaltsverzeichnis

Einleitung
1 Der historische Hintergrund

2 Einfiihrung in die Supersymmetrie
2.1 Die Zso-graduierte Poincaré-Algebra . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.1.1 Die graduierte Liealgebra . . . . . . . . . .. ...
2.1.2  Die Poincaré-Superalgebra . . . . . ... ... o oo
2.2 SUSY-Teilchen und ihre Klassifizierung . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
2.2.1 Das Teilchenspektrum der Poincaré-Symmetrie . . . . . . . ... ... ..
2.2.2 Das Teilchenspektrum der Poincaré-Supersymmetrie . . . . . . . ... ..
2.2.3 Das chirale Supermultiplett . . . . . . .. .. ... oL
2.2.4 Das Vektor-Supermultiplett . . . . . .. . .. ..o
2.3 Superraum und Superfelder . . . . . .. ...
2.3.1 Allgemeine Superfelder . . . . . . . .. .. Lo
2.3.2 Eingeschrinkte Superfelder . . . . . . .. .. .. ... ..
2.4 Supersymmetrische Lagrange-Dichten . . . . . . . . .. ... .00,
2.4.1 Die abelschen SUSY-Eichtransformationen . . . . . . . .. ... ... ...
2.4.2 Nicht-abelsche SUSY-Eichtheorien . . . . . .. ... ... ... ......

2.5 Die Gluino-Masse und die Massenmultipletts . . . . . . . ... .. .. ... ...

3 Die Grassmann-Algebra und ihre Anwendungen
3.1 Die komplexe Grassmann-Algebra . . . . . ... .. oo
3.1.1 Differentiation nach Grassmann-Variablen . . . . . . . . .. .. ... ...
3.1.2 Integration iiber Grassmann-Variablen . . . . . . .. .. .. . 0oL

3.1.3 Komplex-grassmannwertige Pfadintegrale in der freien Dirac-Theorie . . .

11
11
12
12
14
14
14
16
16
17
19
20
22
22
24
27

29
29
30
31
34



11 INHALTSVERZEICHNIS

3.2 Die reelle Grassmann-Algebra . . . . . . .. ... L L 36
3.2.1 Diereelle Grassmann-Algebra in der freien N=1 SUSY Yang-Mills-Theorie

mit Majorana-Fermionen . . . . .. .. ... ... oL L. 38

4 Die N=1 supersymmetrische Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter 43

4.1 Die fermionische Gitterwirkung fiir Majorana-Fermionen (Wilson-Dirac-Wirkung) 44

4.1.1 Die Fermionenverdopplung . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 45

4.2 Gitter-Eichtheorie . . . . . . . . .. Lo 47

4.2.1 Das Konzept der Paralleltransporter . . . . . . ... ... ... ... ... 48

4.2.2 Die Wilson-Wirkung . . . . . .. .. . o o 50

4.3 Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung . . . . . . . . ... ... .. 52

4.4 Der Kontinuumslimes . . . . . . .. .. L Lo o6

5 Die Gruppe SU(N) und ihre Integration 59

5.1 Die Gruppe der SU(N)-Matrizen . . . . .. ... ... ... ... ... 59

5.2 Die Gruppenintegration der SU(N) in fundamentaler Darstellung . . . . . . . .. 61

5.3 Die Gruppenintegration der SU(2) in adjungierter Darstellung . . . . . . . . . .. 67

6 Die Hoppingparameter-Entwicklung 71

6.1 HPE der fermionischen Wirkung . . . . . . .. . ... ..o 0oL 72

6.1.1 DieSpitze . . . . . . . . 81

6.1.2 Subgraphen S und ihre Windungszahlen . . . . . . . .. .. ... ... .. 82

6.2 HPE der effektiven fermionischen Wirkung . . . . . . ... ... ... ... ... 83

7 Die freie Energie der SYM 89

7.1 Die freie Energie der Doppelentwicklung . . . . . . ... ... .. ... .. .... 93

7.2 Die freie Energie der reinen SU(2)-Eichtheorie . . . . . ... ... ... ... ... 95

7.3 Die Doppelentwicklung in 0. Ordnung von 3. . . . . . . .. ... ... ... ... 96

7.4 Die Doppelentwicklung in fund K . . . . . .. .. ... 98

7.4.1 Die Plaquettierung der Minimalfiachen . . . . . . . . ... ... ... .. 98

7.4.2 Die auflere Plaquettierung . . . . . . . .. ... 100

8 Die Gluino-Glueball Masse 113

8.1 Der Graph der fithrenden Ordnungen in K und 6 . . . . . . . .. ... ... ... 113

8.2 Die ersten Korrekturen in 5 . . . . . . . .. ... 116

8.3 Korrekturen in K . . . . . . . . . 117



INHALTSVERZEICHNIS III

Zusammenfassung und Ausblick 119
A Die SU(N,)-Farbalgebra 121

A.1 Die fundamentale Darstellung . . . . . . . . .. . ... L o 122

A.2 Die adjungierte Darstellung . . . . . . . . . ... 123
B Das Momenten-Kumulanten Theorem 125
C Beweis 11 127
D Die Gamma-Matrizen 129
E Héhere SO(3)-Gruppenintegrale 131
Literaturverzeichnis 133

Danksagungen 139






Einleitung

Mit den Gitterfeldtheorien und den Monte-Carlo-Simulationen auf einer gitterregularisierten
Raumzeit hat die Physik der letzten Jahrzehnte wertvolle Instrumente zur Analyse physikali-
scher Feldtheorien auflerhalb des perturbativen Regimes und damit fiir praktisch beliebig starke
Kopplungen in die Hand bekommen. Fiir eine wichtige Klasse von Modellsystemen, wie den
nicht-abelschen Eichtheorien - den Yang-Mills-Theorien -, die unter anderem zur Beschreibung
des stark wechselwirkenden Sektors des Standardmodells der Teilchenphysik benotigt werden,
konnten damit die vorhergesagten Eigenschaften des Color-Confinement sowie die spontane chi-
rale Symmetriebrechung erstmals numerisch bestéitigt werden. Zusétzlich konnten mit immer
leistungsfiahigeren Parallelrechnern approximativ Werte der Massen der gebundenen, farbneu-
tralen Zustédnde aus den niederenergetischen Massenmultipletts berechnet werden.

Nicht zuletzt auch durch diese Ergebnisse wird das Standardmodell (SM) der Elementarteilchen
heute als das giiltige Modell zur Beschreibung der Elementarteilchen und ihrer elektromagneti-
schen, schwachen und starken Wechselwirkungen angesehen. Seine Voraussagen konnten experi-
mentell mit teilweise sehr hohen Genauigkeiten bestétigt werden. Dennoch besitzt es Unstimmig-
keiten und es bleiben weiterhin Fragen auf dem Weg zu einer vereinheitlichten Theorie aller vier
Wechselwirkungen, der ,, Theory of Everything® (ToE), offen. Einen moglichen Losungsansatz
bietet die Supersymmetrie, nicht zuletzt, um auch die im SM noch fehlende Gravitationskraft
mit den anderen Kriften zu vereinheitlichen.

Die einfachste bekannte supersymmetrisch erweiterte reine Eichtheorie ist die N=1 SU(2) Super-
Yang-Mills-Theorie (SYM), die neben den drei Farb-Eichfeldern, den Eich-Bosonen®, noch drei
masselose Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung, die Gauginos?, enthilt. In einer
von G.CURCI und G.VENEZIANO vorgeschlagenen Version auf dem Gitter steht sie daher auch
im Zentrum der numerischen Untersuchungen der DESY-Miinster-Kollaboration. Diese sollte
u.a. kldren, ob mit einem solchen Ansatz die zunéichst durch das Gitter noch gebrochene Su-
persymmetrie beim Ubergang zum Kontinuum restauriert werden kann. Hierzu wurde in den
Monte-Carlo-Simulationen ein von M.LUSCHER zur Beschreibung von Gitterfermionenfeldern
entwickelter Multi-Bosonischer Algorithmus verwendet, der Rechnungen auch in ,,ungequenchter
Approximation® ermoglichte. Ein Nachteil dieser Rechnungen ist aber eine von null verschiedene
Gluinomasse mg, die neben einer weichen Supersymmetriebrechung auch noch die chirale Sym-
metrie bricht. Die vermuteten Folgen einer solchen Symmetriebrechung, wie die Aufspaltung der
niederenergetischen Massenmultipletts sowie ein Phaseniibergang fiir das Gluinokondensat im

!(engl. Gauge-Boson), im Kontext der starken Wechselwirkung auch Gluonen genannt.
supersymmetrischen Partnerteilchen der Gluonen (Gluinos)
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Grenzfall mg — 0, wurden untersucht und konnten auch beobachtet werden.

Dennoch ist es wiinschenswert, auch auf analytischem Wege die Ergebnisse fiir starke Kopp-
lungen und grofle Gluino-Massen, also entfernt vom Kontinuumslimes, untermauern zu kénnen.
Dies ist eine wesentliche Aufgabe meiner Arbeit. Im Mittelpunkt steht dabei die approximati-
ve Berechnung der freien Energie der SYM, sowie die Masse des Gluino-Glueballs mg,, eines
aus der effektiven Wirkung von G.VENEZIANO und S.YANKIELOWICZ [VY] hervorgehenden
Spin—%—Teilchens. Dazu werden zwei Verfahren, die als Hoch-Temperaturentwicklungen in der
statistischen Physik schon lange bekannt sind, die Hoppingparameterentwicklung (HPE) und
die Charakter-Entwicklung der SU(2)-Gruppe verwendet. Letztere hat sich schon erfolgreich in
der reinen Eichtheorie ohne fermionische Freiheitsgrade bewéhrt. Die Untersuchungen sind eine
Ergénzung der Doktorarbeit von S.LUCKMANN (2001).

Die Arbeit gliedert sich in die folgenden Teile: Nach einer historischen Einordnung des Themas
wird im zweiten Kapitel eine Einfithrung in die Theorie der Supersymmetrie und ihre mathe-
matische Beschreibung, hier speziell der SYM im Kontinuum, gegeben. Kapitel drei priasentiert
dann mit dem Formalismus der reellen Grassmann-Algebra die Grundlage fiir die Rechnungen
mit fermionischen Majorana-Feldern. Das vierte Kapitel entwickelt die Formulierung der SYM-
Wirkung auf dem Gitter nach K.G.WIiLSON, G.CURCI und G.VENEZIANO, und I.MONTVAY mit
den Gluino-Feldern in adjungierter Darstellung. Im Kapitel fiinf werden die spéter bendtigten
SU(N)-Gruppenintegrale nach einem graphischen Verfahren von M.CREUTZ in fundamentaler
und nach einem weiter entwickelten Verfahren in adjungierter Darstellung der SU(2) berechnet.
In Kapitel sechs werden zwei dquivalente Formen einer Hoppingparameter-Entwicklung (HPE)
der SYM formuliert, auf deren Grundlage dann im siebten Kapitel mit Hilfe der Charakter-
Entwicklung und des Momenten-Kumulanten-Formalismus die freie Energie in achter Ordnung
des Hoppingparameters K und der inversen Kopplung ¢~2 bzw. 3 berechnet wird. Im letzten
Kapitel wird anhand eines Anwendungsbeispieles, der approximativen Bestimmung der Masse
des Gluino-Glueballs, erneut die HPE und Charakter-Entwicklungen verwendet. Zum Schluss
wird eine kurze Zusammenfassung der gewonnenen Ergebnisse und ein Ausblick auf weitere
zukiinftige Aufgabenstellungen gegeben.



Kapitel 1

Der historische Hintergrund

Von jeher ist der Mensch bestrebt, die Welt, in der er lebt, und das, was sie bewegt und im
Inneren zusammenhilt, zu untersuchen und zu verstehen. Und noch heute ist die Fiille an
neueren Erkenntnissen aus allen Bereichen der modernen Wissenschaften schier unerschopflich.

Diejenige Wissenschaft, die sich speziell mit den Bausteinen der Materie und den zwischen
ihnen wirkenden Kréften beschiéftigt, ist die Physik. Ihre Tradition geht zuriick bis in die grie-
chische Antike. So duflerte EMPEDOKLES (490-430 v.Chr.) die Vermutung, alle Dinge wiren aus
den vier Elementen Feuer, Wasser, Luft und Erde aufgebaut. Eine These, die sich iiber viele
Jahrhunderte vor allem auch unter dem Einfluss der Kirchen, halten konnte. Eine Fortentwick-
lung dieser Elementenhypothese ist die atomistische Theorie des griechischen Naturphilosophen
LEUKIPP um 440 v.Chr. und seinem Schiiler DEMOKRITUS VON ABDERA (460-371 v. Chr.). Thre
Ideen, alle Korper seien aus unteilbaren Bausteinen zusammengesetzt, die sie Atome (atomos:
unteilbar) nannten und die aufgrund ihrer unterschiedlichen Gréfle und Gestalt die charakteristi-
schen Eigenschaften der makroskopischen Korper bestimmen sollten, konnten sich dagegen nicht
durchsetzen. Erst die Chemiker des 17. Jahrhunderts, die durch genaue Wéagungen der Massen
von Reaktanden und Reaktionsprodukten bei chemischen Reaktionen herausfanden, dass ihre
Ergebnisse am einfachsten erklirt werden konnten durch die Annahme, dass alle Stoffe aus Ato-
men bestehen, die sich zu Molekiilen verbinden kénnen, verhalfen der atomistischen Theorie zu
ihrem eigentlichen Durchbruch.

Die Aufklirung der wahren Atomgréfie von etwa 10~m gelang aber erst im 20. Jahrhundert.
Durch viele unterschiedliche Experimente angeregt, setzte sich weiterhin die Vorstellung durch,
die Atome seien doch nicht unteilbar, sondern selbst wieder aus elektrisch geladenen Teilchen,
den negativen Elektronen und positiven Protonen, aufgebaut. H. HERTZ (1891) und P. LENARD
(um 1900) konnten mit einem Strahl von Elektronen (Kathodenstrahlung) zeigen, dass diese
Protonen im Atom konzentriert sein miissen und mit einer erheblichen Masse verbunden sind.
Streuversuche mit den noch viel energiereicheren a-Teilchen von E.RUTHERFORD, H.GEIGER
und E.MARSDEN in den Jahren 1906 bis 1913 und die Entdeckung des elektrisch neutralen
Neutrons von J.CHADWICK 1931 vervollsténdigten zur damaligen Zeit das Bild iiber das Atom,
das Rutherfordsche Atommodell. Danach sind die massenreichen Protonen und Neutronen, die

0—14

Nuklide, im Atomkern mit einem Durchmesser von lediglich 1 m zentriert, wahrend die

relativ leichten Elektronen wie Kometen den Kern auf Parabelbahnen umlaufen und die fast
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leere Hiille des Atoms bilden.

Aber auch Rutherfords Atommodell geriet schnell in eigentiimliche Schwierigkeiten. So war es
nicht einzusehen, warum alle Atome eines Elements mechanisch, chemisch und optisch vollig
gleichartig sind, obwohl sie prinzipiell unterschiedliche Elektronenbahnen besitzen kénnen. Au-
Berdem miissten die kreisenden Elektronen durch die notwendigerweise emittierte elektromagne-
tische Strahlung (Hertz-Strahlung) kontinuierlich an Energie verlieren und unweigerlich in den
Kern stiirzen. N. BOHR tat 1913 mit seinem Modell den ersten Schritt zur Auflésung dieser Wi-
derspriiche, indem er zwei Postulate einfiihrte, die der iiblichen Mechanik und Elektrodynamik
vollig fremd sind und erst spéter in der Quantenmechanik ihre tiefere Begriindung fanden. Das
erste Postulat fordert, dass Atome nicht alle Energien annehmen kénnen, sondern nur in einer
Reihe von diskreten, den stationiren Energiezustéinden, auftauchen. Beschreibt man das Elek-
tron als Materiewelle, so muss zu einem solchen stationdren Zustand des Atoms eine stehende
Welle gehoren. Durch diese Bedingung werden die Radien méglicher Kreisbahnen um den Kern
gequantelt (1. Bohrsche Postulat). Eine elektromagnetische Energieabstrahlung des Atoms ist
dann nur durch Spriinge des Elektrons auf niederenergetische Bahnen moglich, was so direkt zur
Klarung der Atomspektren fithrte (2. Bohrsches Postulat).

Im Anschluss an die von J.C.MAXWELL 1865 formulierte Theorie des Elektromagnetismus, in
der die Wirkungen von einem zum anderen Ort durch Felder iibertragen wurden, formulierte P.
DIRAC erstmals eine Wellengleichung, die es erlaubte, die Quantenmechanik mit der speziellen
Relativitatstheorie A. EINSTEINS zu verbinden, und konnte damit die Existenz des Antiteilchens
zum Elektron, genauer eines besetzten Zustandes im Spektrum negativer Energiezusténde des
freien Elektrons, voraussagen. Dieses Antiteilchen, das Positron, wurde dann 1932 tatséchlich
von C.D.ANDERSON in der kosmischen Hohenstrahlung entdeckt und diente bald darauf J.-
F.JoLiotr als ein Zerfallsprodukt zur Klirung gewisser Zerfille kiinstlich radioaktiver Stoffe,
der (-Zerfille. Wesentlich linger dagegen hat es gedauert bis die theoretische Voraussage des
Neutrinos 1931 von W.E.PAuLI und E.FERMI experimentell bestétigt und damit die Energie-,
Impuls- und Drehimpulsbilanz dieses Zerfalls in Ordnung gebracht werden konnte. Es folgten
die Entdeckungen des Muons mit seinem Muon-Neutrino und des wesentlich schwereren Tauons
mit seinem Neutrino. Elektron, Muon und Tauon zusammen mit ihren Neutrinos bilden die
heute bekannten drei Familien (Generationen) der Leptonen. Sie unterscheiden sich in einer
Eigenschaft, die man Flavour genannt hat.

Mit immer energiereicheren Beschleunigern erkannte man, dass auch die Protonen und Neu-
tronen nicht einheitlich sind, sondern ihrerseits wieder aus neuen Teilchen, die man damals
Partonen nannte, aufgebaut sein miissen. Um 1964 zeigten dann Y.NE'MAN, M.GELL-MANN
und Z.V.ZWEIG, wie man die immer grofler werdende Zahl von Teilchen - schon damals wa-
ren es mehr als 100 - auf lediglich drei Grundbausteine, die M.GELL-MANN Quarks' nannte,
zuriickfithren konnte. Aber es schien, als habe sich das Quarkmodell mit der gleichen Krankheit
infiziert, die es eigentlich heilen sollte, namlich einer Wucherung der Anzahl verschiedener Teil-
chen. Schlieflich hat man bis heute sechs verschiedene Quarks gefunden. Auch sie lassen sich, wie
die Leptonen, in drei Generationen und sechs unterschiedlichen Flavour-Gruppen zusammenfas-

Thr Name entstammt einem Buch von J. JOYCE
» Three quarks for muster Mark, sure he hasn‘t got much of a bark, and sure any he has it‘s all beside mark“.
(Zitat aus Finnegans Wake)



sen (siehe Tabelle 1.1). Dariiberhinaus besitzt jedes Quark nach einer Idee von M.GELL-MANN,
beschrieben durch die Theorie der starken Wechselwirkung, die Quanten Chromo Dynamik,
zusitzlich noch eine von drei Farbladungen (rot, griin, blau)?.

Generationen 1 2 3
Flavour 1 ‘ 213 ‘ 4 15 ‘ 6
Quarks ‘ r
Color glu|d|s]| c|b]|t
b
Leptonen e | Ve | |V | T|vr

Tabelle 1.1: Die fermionischen Elementarteilchen (Materieteilchen)

Eine Eigenschaft dieser Quarks ist, dass man sie offenbar nicht isoliert beobachten kann, weil sie
immer in farbneutralen Bindungszustinden, den sogenannten Hadronen, gefangen sind (Confi-
nement). Ungeachtet dieser Eigenschaft gehen doch alle Rechnungen von ihrer Existenz aus und
bestétigen tatséchlich die experimentellen Ergebnisse aus diesem Bereich.

Aber auch das theoretische Verstdndnis der Wechselwirkungen zwischen den Materieteilchen,
den Quarks und den Leptonen, stammt aus dieser Zeit. Danach sind uns heute vier verschiede-
ne fundamentale Wechselwirkungen bekannt. Zum einen die Gravitationskraft, die dafiir sorgt,
dass sich massive Korper anziehen, wihrend die schon von J.C.MAXWELL beschriebene elek-
tromagnetische Kraft lediglich auf geladene Teilchen wirkt. Neben diesen beiden schon friih
bekannten Kriften gesellten sich noch die schon angesprochenen starken und die schwachen
Wechselwirkungen hinzu, die mit ihren kurzen Reichweiten nur auf spezielle Teilchen wirken. So
sorgt die starke Kraft fiir den Zusammenhalt der Quarks im Atomkern, wihrend die schwache
Kraft fiir den radioaktiven (3-Zerfall einiger Atomkerne verantwortlich ist. Die charakteristischen
Merkmale dieser Krifte und ihrer Austauschteilchen zeigt Tabelle 1.2.

Elektro-
Wechselwirkung | Gravitation ¢ .ro Starke Schwache
magnetische
Reichweite 00 00 10~ Pm <107 m
5 41 1 —14
Stéarke (a) 10 137 1-10 10
Austauschteilchen | Gravitonen® | Photonen v Gluonen W#+und Z°-Bosonen
Spin 2 1 1 1
WW zwischen allen elektr. Farbladungen, Leptonen und
Ladungen Hadronen Hadronen

Tabelle 1.2: Die Reichweiten und Stérken der vier fundamentalen Wechselwirkungen
und ihre Austauschteilchen (o Kopplungskonstante bei 0GeV)

2Diese sind urspriinglich eingefiihrt worden, um die scheinbare Verletzung des Pauli-Prinzips im A+ -Teilchen,
einem Spin-3/2-Baryon aus drei u-Quarks im Grundzustand, zu erkldren.
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In der Quantenfeldtheorie konnen die elektromagnetische, die schwache und die starke Theo-
rie zusammen mit den wechselwirkenden Materie-Teilchen mit Hilfe von Lagrangedichten von
Feldern beschrieben werden, die invariant gegeniiber kontinuierlichen Raum-Zeit- und inneren
Feldtransformationen sind. Nach dem NOETHER-THEOREM existiert dann zu jeder dieser Sym-
metrietransformation ein erhaltener Strom und mit ihm eine bestimmte Erhaltungsgrofie. Die
Rolle der Symmetrie eines Modells hat dadurch weitreichende Konsequenzen fiir die Beschrei-
bung der Teilchen.

So wurden z.B. in dem Isospin-Modell mit einer inneren SU(2)-Symmetrie Protonen und Neu-
tronen in einem gemeinsamen Multiplett beschrieben, da sie in ihren Eigenschaften beziiglich
der starken Wechselwirkung identisch sind. Die Isospin-Transformation wandelt dann Protonen
in Neutronen und Neutronen in Protonen um, wobei der Isospin (I:%) die zugehorige Erhal-
tungsgrofle ist.

Im Gegensatz zu der Raum-Zeit-unabhéngigen, globalen Isospin-Symmetrie von Proton und
Neutron entstammt die Theorie des quantisierten elektromagnetischen Feldes, die Quanten
Elektro Dynamik, der Symmetrie der Lagrangedichte beziiglich lokaler U(1)-Eichtransformation.
Das Prinzip der Eichinvarianz fordert in diesem Fall, dass die Art der mathematischen Beschrei-
bung eines physikalischen Sachverhaltes eines Beobachters an einem Ort nicht von der eines
anderen Beobachters an einem anderen Ort abhéngen darf. Mit anderen Worten, man fordert,
dass die Theorie auch dann invariant bleibt, wenn die Felder an jedem Raum-Zeit-Punkt mit
verschiedenen Gruppenelementen transformiert werden. Die dazu notwendige Kovarianz der Ab-
leitung im kinetischen Term wird durch neu eingefiihrte Eichfelder gesichert, die selbst wieder
in die Dynamik eingebunden werden und im Fall der QED die Photonen repréisentieren. Die
urspriinglich freie Theorie wird zu einer wechselwirkenden.

Wihrend die Transformationen der QED vertauscht werden kénnen, weshalb man auch von abel-
schen Eichtransformationen spricht, sind die SU(3)-Transformationen der Feldtheorie der QCD
nicht abelsch. Dadurch tragen die Eichfelder, die Gluonen, wie die Quarks selbst Farbladungen
und kénnen miteinander wechselwirken. Ihre Zahl entspricht der Zahl der acht Generatoren der
SU(3)-Gruppe.

Der reine Eichanteil der QCD ist ein Prototyp der nach C.N.YANG und R.L.MiLLs (1954)
benannten Yang-Mills-Theorien, welche im allgemeneinen Fall aus der Forderung nach loka-
ler Eichinvarianz unter SU(N)-Transformationen resultiert. Sie steht wie in dieser Arbeit im
Mittelpunkt vieler Untersuchungen. Die mathematische Struktur dieser Theorie aber macht es
schwierig, exakte Voraussagen aus ihr abzuleiten. Dennoch hofft man, mit ihr unter anderem
das Confinement der Quarks erkldren zu kénnen. So zeigen Computersimulationen beim Versuch
Quarks zu trennen, dass mit zunehmendem Abstand ihre Anziehungskraft untereinander linear
anwéichst. Anders als in der QED, in der die Ladungen durch das Medium, das Dielektrikum,
abgeschirmt werden (Screening) und dadurch die Stéirke der Wechselwirkung mit zunehmenden
Abstand abnimmt, sorgen die Vakuumeffekte, Gluon-Selbstwechselwirkungen, fiir den entgege-
gengesetzten Effekt (Anti-Screening).

Bei sehr grofien Energien wird die Kopplung zwischen den Quarks klein und sie kénnen sich
frei bewegen (asymptotische Freiheit). Dies hat zur Folge, dass nur fiir grofie Impulsiibertréige
bzw. kleine Abstédnde (< 1fm) storungstheoretische Vorhersagen Sinn machen und experimentell



bestéitigt werden konnten; fiir die interessanten starken Kopplungen bzw. Abstéinde, die die
Ausdehnungen der Hadronen {iberschreiten, versagt hingegen die Storungstheorie und es werden
nicht-storungstheoretische Anséitze benotigt.

Seit den siebziger Jahren (1974) existiert hierfiir ein von K.G.WILSON entwickelter effektiver
Zugang, bei dem die vierdimensionale Raumzeit auf einem hyperkubischen Gitter diskretisiert
wird und die physikalischen Gréflen mit hoch-, aber dadurch endlichdimensionalen Pfadinte-
gralen auf leistungsfdhigen Computern berechnet werden konnen, die Gitter-Eichtheorie. Ein
Nachteil dieses Zugangs ist, dass durch das Gitter die Raum-Zeit-Symmetrie des Kontinuums,
die Poincaré-Symmetrie, speziell die Drehsymmetrie der Lorentz-Gruppe, zerstort wird und auf
eine diskrete Untergruppe (kubische Gruppe) heruntergebrochen wird. Dies fithrt zu einer Auf-
spaltung der Massenmultipletts. Wenn man aber die Maschen dieses Gitters immer enger macht,
so sollten die physikalischen Gréflen schliefflich gegen diejenigen Werte konvergieren, welche die
QCD fiir kontinuierliche Raum-Zeit-Achsen ergédbe. Natiirlich haben diese numerischen Ergeb-
nisse nicht das gleiche Gewicht wie eine mathematische Beweiskette, die sich aus den Grund-
annahmen der Theorie durch Deduktion ableiten lidsst. Aber die numerischen Befunde liefern
tatséchlich deutliche Hinweise auf den vermuteten Quark-Einschluss.

Doch die alleinige Kenntnis des Teilchenspektrums, der Wechselwirkungen und ihrer jeweili-
gen formalen Beschreibungen ist fiir die theoretische Physik noch unbefriedigend. Thr Ziel ist
es vielmehr eine vereinheitlichte Theorie aller vier Wechselwirkungen zu finden, die ,, Theory of
Everything“ (ToE). Einen grofien Schritt hin zu einer vorldufigen Vereinheitlichung der elek-
tromagnetischen, der starken und der schwachen Wechselwirkungen, der GUT (Grand Unified
Theory), gelang in den 60er Jahren den Wissenschaftlern S.L.GLASHOW, S.WEINBERG und
A.SALAM mit der Formulierung der nach ihnen benannten elektroschwachen (GWS-)Theorie,
die die elektromagnetische und die schwache Wechselwirkung iiber eine gemeinsame Symmetrie,
die SU(2)xU(1)y, vereinheitlicht. Danach sind beide Krifte lediglich das Produkt einer fiir
niedrige Energien gebrochenen Symmetrie, wohingegen sie fiir grole Energien dquivalent sind.
Die Folgen dieser Symmetriebrechung sind die massiven W-, und Z-Vektorbosonen sowie das
noch verzweifelt gesuchte Higgs-Boson. Zusammen mit der Theorie der QCD und ihrer Sym-
metriegruppe der SU(3)¢ bildet sie das heutige SM der Elementarteilchen. In ihm werden die
Teilchen durch die irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe charakterisiert (siehe Kapitel
2).

Doch auch wenn dieses Modell bis heute immer wieder erfolgreich angewendet werden und viele
experimentell gefundene Daten bestétigen konnte - in dem QED-Sektor stimmen sie teilweise
bis zur 10. Stelle hinter dem Komma mit den Experimenten iiberein -, so existieren dennoch
einige Unstimmigkeiten und es bleiben noch viele Fragen offen. Hier nur ein Ausschnitt:

e Es existieren immer noch 19 offene Parameter, die nur durch Messungen bestimmt werden

konnen.
e Warum gibt es drei Generationen von Leptonen und Quarks ?

e Existiert das durch den Higgs-Mechanismus der elektroschwachen Symmetriebrechung vor-
hergesagte Higgs-Boson, das vielen Teilchen des SM die Masse verleiht und wenn ja, wie
schwer ist es?
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e Wieso gibt es offensichtlich mehr Materie als Anti-Materie?

e Woraus besteht die aus der Beobachtung der Bewegung von Sterngalaxien geforderte
dunkle Materie?

e Wie 16st man das Massen-Hierarchieproblem des SMs?

Will man die Symmetriebrechung der elektroschwachen Theorie bei einer Energieskala
von 100GeV als auch die der GUT bei 10°GeV durch den Higgs-Mechanismus iiber ein
gemeinsames effektives Potential mit Higgs-Bosonen beschreiben, so miissen dort Parame-
terwerte in jeder storungstheoretischen Ordnung wiederholt unnatiirlich mit einer relativen

026

Genauigkeit von 10°° eingestellt werden (Finetuning).

e Warum konvergieren die laufenden Kopplungen nicht?

Die Kopplungen der drei Wechselwirkungen sind abhéngig von der Energieskala, bei der sie
gemessen werden, weshalb man auch von den laufenden Kopplungen spricht. So ist die elek-
tromagnetische Kopplungskonstante bei 0 GeV agp(0) = %, withrend sie fiir Energien
von 90GeV nur noch einen Wert von apgp(90) = 35 besitzt [Wa]. Aus Zweischleifen-
Renormierungsgruppengleichungen kénnen ihre Werte fiir hohere Energien extrapoliert
werden, wobei sich zeigt, dass sie in einem Energiebereich von 5-10'3 bis 1019GeV #hnlich
stark sind (Abb. 1.1). Die Tatsache, dass sie sich nicht exakt schneiden, ldsst vermuten,
dass das SM nicht aus einer vereinheitlichten Theorie mit nur einer gemeinsamen Kopplung

entstanden sein kann.

e Wie kann die allgemeine Relativitdtstheorie und damit die Gravitation mit dem SM ver-
einigt werden?

Eine mogliche Antwort auf all diese Fragen konnte die Supersymmetrie (SUSY) liefern. Thr
Name tauchte zum ersten Mal 1974 bei A.SALAM und J.STRATHDEE [SS| auf. In ihr ist mit
dem Konzept der Graduierung die Poincaré-Algebra, die die Raum-Zeit-Symmetrie beschreibt,
nichttrivial mit einer antikommutativen Algebra vereint. Fermionen und Bosonen, deren Spin
sich um % unterscheidet, werden zu Elementen gemeinsamer Multipletts, innerhalb derer sie

durch eine oder mehrere SUSY-Transformationen ineinander iiberfithrt werden konnen.
Q|FERMION >= [BOSON > ; @Q|BOSON >= |[FERMION > (1.1)

Danach besitzt jedes Teilchen des SM ein supersymmetrisches Partnerteilchen, das bis auf den
Spin dieselben Eigenschaften besitzt*. Zu jedem Fermion gibt es ein Boson, gekennzeichnet durch
den Priifix ,s-“ (Squark, Slepton), und zu jedem Boson ein Fermion mit Suffix ,-ino“ (Gluino,
Gravitino), wodurch sich der Teilchengehalt des SM verdoppelt (Tabelle 1.3).

Die Folgen einer solchen Erweiterung losen teilweise die offen gebliebenen Fragen des SM.
e Da eine wiederholte Anwendung der Boson-Fermion-Transformation ein Teilchen im Raum

verschiebt, kann eine lokale Version der SUSY gravitative Wechselwirkungen in einer Su-
pergravitationstheorie (SUGRA) implementieren und damit den Weg zu einer ToE ebnen.

4Da diese SUSY-Teilchen bis heute noch nicht entdeckt wurden, vermutet man, dass sie wesentlich schwerer
sind als ihre Partner und die Supersymmetrie daher eine gebrochene Symmetrie ist.



Multio] Fermionen Bosonen
ultiplett Teilchen Spin Teilchen Spin
VL VL
Leptonen er, % Sleptonen er, 0
et
d d
Chiral || Quarks L 5 || Squarks L 0
ug ug,
s ds
o !
70 0
Higgsino o1 % Higgs ¢(1J 0
o 2
by )
W W
Winos W-Bosonen
W ] w? 1
Vektor Photino B Photon B
Gluinos G % Gluonen G 1

Tabelle 1.3: Teilchenspektrum des MSSMs entnommen aus [Sp]. Jedes Teilchen tritt
hier lediglich als links-chirales auf, so dass ein rechts-chirales Teilchen als
sein links-chirales Antiteilchen erscheint. Die supersymmetrischen Part-
nerteilchen sind durch eine Tilde gekennzeichnet.

e SUSY lost das Hierarchieproblem durch das ,,non-renormalization-Theorem*, welches be-
sagt, dass im MSSM das effektive Potential hochstens einmal durch Wellenfunktionsre-
normierung oder endliche Beitrége renormiert werden muss. Dadurch reagiert das MSSM
weniger sensibel auf Anderungen der Parameter, und die Hierarchie der Symmetriebre-
chungsskalen bleibt erhalten.

e SUSY fordert eine R-Paritétserhaltung, durch die in jedem Zerfallsprozess immer eine
gerade Anzahl von SUSY-Teilchen beteiligt sein muss. Dadurch wird das leichteste super-
symmetrische Teilchen (LSP) stabil sein, da es nicht in ein noch leichteres SUSY-Teilchen
zerfallen kann. Aus anderen Erwéigungen heraus schliefft man, dass dieses Teilchen auch
elektrisch neutral sein muss. Kandidaten fiir die LSPs sind das Photino oder das Neu-
tralino und man vermutet, dass sie die Weak Interacting Massive Particles der dunklen
Materie sind.

e In einer supersymmetrischen Version des SMs, des Minimalen Supersymmetrischen Standard
Modells, treffen sich die drei laufenden Kopplungen bei einer gemeinsamen Energie von
2-101GeV (Abb. 1.1).
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Abbildung 1.1: Die laufenden Kopplungen der U(1)-, SU(2)y- und SU(3)c-
Eichtheorien des SM (links) und des MSSM (rechts)

e Supersymmetrisch erweiterte Theorien zeigen weniger Divergenzen. Zwar bleiben die ur-
spriinglich divergenten Diagramme auch in der Erweiterung divergent. Da aber zu jedem
Boson nun ein Fermion hinzukommt und umgekehrt, heben sich die Beitridge der jeweiligen
Diagramme aufgrund eines dann umgekehrten Vorzeichen gerade auf.

Die SU(5)-Theorie® kénnte eine attraktive GUT-Theorie sein, weil sie die Symmetriegruppe des
SM enthélt. In ihr werden Quarks und Leptonen in gemeinsamen Multipletts vereint. Die Zer-
fallszeit des Protons wird zusétzlich durch Lepto-Quarks-Eichbosonen, die Quarks in Leptonen
umwandeln konnen, und der GUT-Skala von 10GeV bestimmt. Danach ergibt sich ein Wert,
der deutlich unterhalb des Ergebnisses der Messungen des ,,Super-Kamiokande“-Detektors von
Juni 1998 liegt. Eine supersymmetrische Version dieser SU(5)-Theorie kann die Abweichungen
durch zusétzliche Zerfallskanéle, nach denen man heute sucht, und durch die gréflere GUT-Skala
von 2 - 10'GeV erkliren. Uberdies wiren die dann moglicherweise beobachtbaren Zerfiille ein
wichtiges Indiz fiir die Korrektheit dieser Theorie.

Einen weiteren Hinweis kénnte das am Brookhaven National Laboratory gemessene anomale ma-
gnetische Moment (g — 2) des Myons [Br| geben. Da es sehr genau bestimmt werden kann und
die Beitrage der drei Sektoren des SM storungstheoretisch berechenbar sind, konnten die Abwei-
chungen, die zwischen Theorie und Experiment entstehen, durch zusétzliche supersymmetrische
Beitrige erkléart werden.

Das erste supersymmetrische Modell ist das Wess-Zumino-Modell von J. WESs und B. ZUuMINO
[So],[WZ] aus dem Jahre 1974, das mit zwei reellen und einem Majorana-Spinorfeld dem chiralen
Multiplett zugeordnet wird. Der Teilcheninhalt der hier behandelten supersymmetrischen SU(2)-
Fichtheorie entspricht dagegen dem des Vektorsupermultipletts, welches die Austauschbosonen,
die Gluonen und ihre fermionischen SUSY-Partner, die Gluinos (Majorana-Fermionen in adjun-
gierter Darstellung) enthilt. Sie besitzt dabei formale Ahnlichkeiten mit der QCD, so dass man
auch bei ihr die typischen Eigenschaften des Confinement und der chiralen Symmetriebrechung
erwarten kann. Es liegt nahe, auch fiir dieses Modell die Méglichkeiten der Gitter-Eichtheorie
zu verwenden.

5In der Literatur wird sie oft einfach die GUT-Theorie genannt.



Kapitel 2
Einfithrung in die Supersymmetrie

LSupersymmetry is still the best bet. The more standard physics looks like, the more probable
supersymmetry is.“
(Pierre Binetruy in ,,Beyond the standard model“, HEP2001)

Die Supersymmetrie, deren Entdeckung in die frithen 70er Jahre des vergangenen 20. Jahrhun-
derts fallt, fithrt mit einem eleganten, aber nicht ganz einfachen mathematischen Formalismus
zu einer Vereinheitlichung von Teilchen mit unterschiedlichen Spins in neue symmetrische Mul-
tipletts. Bisher gibt es allerdings noch keine direkten experimentellen Beweise und nur einige
wenige indirekte theoretische und experimentelle Hinweise, die fiir die Giiltigkeit dieser Theorie
sprechen. Sollte es aber zukiinftigen hochenergetischen Beschleunigern gelingen, die vorherge-
sagten supersymmetrischen Partnerteilchen nachweisen zu kénnen, so wére dies ein beachtlicher
Erfolg des theoretischen Versténdnisses iiber die Natur.

2.1 Die Zs-graduierte Poincaré-Algebra

Der Ubergang von der relativistischen quantenfeldtheoretischen Beschreibung der Natur hin
zum Konzept der Supersymmetrie vollzieht sich gruppentheoretisch durch die Graduierung der
Poincaré-Algebra. Wahrend die relativistische Physik noch von der Invarianz physikalischer Ge-
setze unter den allgemeinen Poincaré-Transformationen ausgeht, wird diese Rolle in der Su-
persymmetrie von der durch eine Zo-Graduierung erweiterten Poincaré-Algebra, der Poincaré-

Superalgebra, eingenommen.

Anlass, iiber eine Graduierung der Poincaré-Algebra nachzudenken, war eine geniale, aber auch
sehr komplizierte Arbeit von J.MANDULA und S.COLEMAN von 1967 [CM], nach der es nicht
moglich ist, die allgemeine Poincaré-Gruppe P mit einer inneren Symmetrie I, gegeben durch
eine Lie-Algebra, unter den folgenden Annahmen sinnvoll zu vereinigen:

e Es gibt nur eine endliche Anzahl von Teilchentypen unterhalb einer bestimmten Masse
e Streuung findet bis zu jeder beliebigen Energie statt

e die S-Matrix bleibt analytisch.
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Das Ergebnis einer solchen Vereinigung ist entweder die triviale Gruppe G = P ® I oder
die Transformationen lassen die Nichtdiagonalelemente der S-Matrix, und somit die Streu-
amplituden, verschwinden. Aus diesem Grunde machten 1971 die russischen Wissenschaftler
YU.A.GOLFAND und E.P.LIKHTMAN [GL] den Vorschlag, die sogenannte Poincarésche Su-
peralgebra zu konstruieren, in der die algebraischen Untersysteme, die Poincaré Algebra und
die Innere Symmetrie, Strukturen besitzen, die jeweils von Kommutator- beziehungsweise durch
Antikommutatorrelationen bestimmt werden. 1975 konnten dann die Wissenschaftler R. HAAG,
M. Sonntus und J.T. LopuszaNskl [HSL] zeigen, dass diese neue Poincaré Superalgebra so-
gar die einzig mogliche graduierte Lie-Algebra ist, die gleichzeitig sowohl die Symmetrie der
S-Matrix beschreibt und konsistent mit der relativistischen Quantenfeldtheorie ist.

2.1.1 Die graduierte Liealgebra
FEine Algebra L, die aus einer direkten Summe von Unteralgebren IL; gebildet wird,
L=Lo®L1® - ®+Lp_1 (2.1)
nennt man eine Z,, graduierte Algebra, falls eine Verkniipfung o existiert mit der Eigenschaft
uj o Uk € Ljtk mod n mit u; € L;. (2.2)

Die Verkniipfung o heit Graduierung. Im Falle einer Z/Zy graduierten Algebra L gelten somit
fiir die Teilrdume: LgoLg C Lo, Logo Ly C Ly, Ly oLy C Ly, Ly oLy C Lg. Diese Algebra ist
eine graduierte Lie-Algebra, wenn die Verkniipfung o noch zusétzliche Eigenschaften erfiillt:

Supersymmetrie: zioxj=—(—1)"x;0ux; (2.3)
Jacobi-Identitit: g o (27 0 Z)(—1)¥™ + 27 0 (2, 0 ) (—1)"F
+2m 0 (zp o) (=)™ =0 (2.4)

Hinsichtlich einer Zo-graduierten Lie-Algebra ist Lo mit (2.3) tatséchlich eine Lie-Algebra, da die
Verkniipfung antisymmetrisch ist und mit dem Kommutator [-, -] identifiziert werden kann. Dies
zeigt die bosonische Eigenschaft der Algebra. Verkniipfungen von Elementen innerhalb von L
werden dagegen durch den Antikommutator {-, -} beschrieben, was den fermionischen Charakter
der Algebra sichtbar werden ldsst. Aulerdem kann man erkennen, dass eine solche Verkniipfung
nicht wieder in Ly landet. Daher ist IL; selbst keine eigenstéindige Lie-Algebra.

2.1.2 Die Poincaré-Superalgebra

Dieses Konzept der Graduierung kann nun auf die Poincaré-Symmetrie mit ihren 10 Genera-
toren, den 6 Generatoren M, = —M,, der eigentlich-orthochronen Lorentzgruppe und den 4
Generatoren P, der Translationsgruppe und ihrer Lie-Algebra

[PH,PY] = 0 (2.5)

[PIMP) = (" P~ g PY) (2.6)
(M7 MP] = —i(gP MY — g MY — PP 4 g7 M) (2.7
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als Unteralgebra Ly angewandt werden. Die Elemente der Unteralgebra IL; sind nun die neuen
SUSY-Generatoren (), mit a = 1,..,4N, wobei im folgenden immer nur von der N=1 (einfachen)
SUSY ausgegangen wird. Fiir N > 1 spricht man von einer N-fach erweiterten SUSY. Im Falle
der Verkniipfung mit der Poincaré-Algebra wahlt man

[P*,Qa] = 0 (2.8)

v : 17 Z v
M".Qu) = —hQy  mit D= [ (2:9)

Diese Art der Verkniipfung ist keinesfalls die einzig mogliche. Die Strukturkonstante hingt
dariiberhinaus noch von der Wahl der Darstellung (hier: Dirac-Darstellung) ab. Zudem zeigt
(2.9), dass sich die Generatoren @, unter Lorentz-Transformationen selbst wie Spinoreintrige
transformieren. Daher macht es Sinn, die @), zu einem 4-Spinor ) zusammenzusetzen. Mit Hilfe
der Jacobi Identitéit (2.4) findet man eindeutig die dritte Relation Ly x L.y — Ly durch den
Antikommutator [KS]:

{Qu, v} = 20" C)pPy & {Qa Qo) =27 Pu (2.10)

Um die Zahl der fermionischen Freiheitsgrade nach der Boson-Fermion-Regel (siche Abschnitt
2.3.1) von den urspriinglich 8 aus den vier komplexen Eintridgen eines Dirac-Spinors auf die
gleiche Anzahl der bosonischen Freiheitsgrade zu halbieren, hat man ) als Majorana-Spinor
definiert, fiir den gilt:

Q=0Q"  bww. Q=Q'C (2.11)

Dabei ist C der Ladungskonjugationsoperator, der die darstellungsfreie Form C' = i7?~% hat. Die
Beziehungen (2.8), (2.9) und (2.10) bilden zusammen die durch die 14 Generatoren aufgebaute
Poincaré-Superalgebra.

In der Literatur ist es tiblich, die Generatoren (), in die chirale Darstellung zu iibertragen, in
der @ aus den beiden links- und rechtschiralen Weyl-Spinoren Q4 und Q* zusammengesetzt ist.

Q= (gﬁ (2.12)

Aus (2.10) folgt dann

{Qa.@") = {1 Qp} =0 (
{Qa,Qp} = 20", Py (2.

(

(

Do
—_
(@

{QA’ QB} _ 25“ABPM

mit o* =(1,5) und " = (1,-3).

—
o
NN NN
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2.2 SUSY-Teilchen und ihre Klassifizierung

2.2.1 Das Teilchenspektrum der Poincaré-Symmetrie

In dem SM werden Teilchen nach den irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Algebra bzw.
nach den Eigenwerten der zugehotrigen Casimir-Operatoren

P?=P,P* und W2 =W,W*
Pauli-Lubanski-Vektor: W, = —m?2S? (im Ruhesystem) (2.17)

sortiert. In der Natur beobachtbar sind aber lediglich die Teilchen der

e massiven Darstellung:

P2 = m?>0, Py>0

1
W? = —ms(s+1) s:1,§,1, (2.18)

N W

Teilchen, die dieser Darstellung angehoren, werden durch ihre Masse und ihren Spin
charakterisiert. (Innerhalb dieser Darstellung unterscheiden sie sich dazu noch in der z-
Komponente des Spins s3.)

Beipiele: Elektron mit Spin 3 und s3 = +3 (Spin up) oder s3 = —3% (Spin down)

Pion mit Spin 0 und nur einem Freiheitsgrad.
e masselosen Darstellung:

P? = W?=0mit Py = +|P|
1
=W, = AP, mit )\::ts,s:O,E,l,

N W

(2.19)

In dieser Darstellung iibernimmt die Proportionalitéitskonstante A (Helizitét) die Rolle der
z-Komponente des Spins.

Beispiele: Photon mit Spin 1 und den Helizitdten +1
Neutrino mit Spin % und den Helizitéten —I—% fiir das Neutrino und —% fir das
Antineutrino

e Andere Klassen von Darstellungen wie die P,P* = 0 Darstellung mit kontinuierlichem
Spin s € R oder die P,P* < 0-Darstellung (Tachyonen) sind prinzipiell méglich, werden
aber in der Natur nicht beobachtet.

2.2.2 Das Teilchenspektrum der Poincaré-Supersymmetrie

In der Superalgebra verliert das Quadrat des Pauli-Lubanski-Vektors seine Bedeutung als Casimir-
Operator

[W?,Qa] # 0, (2.20)
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wodurch nun Teilchen mit unterschiedlichen Spins zu einem gemeinsamen Multiplett (Super-
multiplett) gehoren kénnen. An seine Stelle tritt der Lorentzskalar

C? =0, CH, (2.21)
welcher definiert wird durch
Cw = Y,P,-Y,P, (2.22)
Y, = W,+ iX“ (2.23)
X, = GQuQ (224

Dariiberhinaus gehorcht Y im Ruhesystem einer relativistische Drehimpulsalgebra
[Yz Y]] = imeijkYk, (2.25)

wodurch %}7, der Superspin, die Rolle eines verallgemeinerten Drehimpulses iibernimmt mit
den bekannten Eigenwerten

S\ 2
v 1
(—) =yly+1) mit y=0,71,.... (2.26)

m
Wiederum unterscheidet man folgende Darstellungen:
e massive Darstellung:

C? =2m?Y? = —2m4y(y +1) mit y=0,-,1,

N W

o (2.27)

N —

Jede massive Darstellung wird eindeutig durch ihre Masse und ihren Superspin (m,y)
charakterisiert. Innerhalb eines so vorgegebenen Multipletts konnen die Teilchen wiederum
durch die Eigenwerte der z-Komponente von %}7 mit —y < y3 < y und wegen [Y3, W3] =0
zusétzlich noch durch die z-Komponente des Spins %W mit s3 € {ys,ys + %,yg - %}
charakterisiert werden.

e masselose Darstellung:

P?=W?=0 (2.28)

In dieser Darstellung {ibernimmt die Helizitét wieder die Rolle der z-Komponente des
Spins s.
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Eine graphische Veranschaulichung des allgemeinen Supermultipletts zeigt Abbildung 2.1.

S3=Y;
S;=Y;+1/2
ysiy X S,= Y, — 1/2
y3_y 3:y3
Y3 =y-2
(m,y)
Y3 = -y

Abbildung 2.1: Das allgemeine Supermultiplett

2.2.3 Das chirale Supermultiplett

Das einfachste Supermultiplett ist das chirale Supermultiplett mit y = 0 (Abb. 2.2). Im massiven
Fall besteht es aus drei Teilchen:

e einem Spin-3-Teilchen (Dublett s3 = +1)
e cinem skalaren Teilchen (Boson mit Spin 0)
e einem pseudoskalaren Teilchen (Boson mit Spin 0)
Das chirale Multiplett ist zum Beispiel im Wess-Zumino-Modell realisiert und beschreibt all-
gemein Materiefelder wie die Quarks und Squarks oder aber auch Elektronen und Sleptonen.
S3

0 skalares Teilchen
1/2 Spin-1/2-Teilchen

(my=0) —— (¥,=0) _ _
—1/2 Spin-1/2-Teilchen

0 pseudoskalares Teilchen

Abbildung 2.2: Das chirale Supermultiplett

2.2.4 Das Vektor-Supermultiplett

Das Vektor-Supermultiplett (y = %) ist das Multiplett der hier behandelten Yang-Mills-Theorie.
Es beschreibt die Eichbosonen Photonen, W- und Z-Bosonen, Gluonen zusammen mit ihren
supersymmetrischen Partnern den Photoninos, Winos, Zinos und Gluinos.
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Im massiven Fall ist sein Teilcheninhalt (Abb. 2.3):

e 2 Spin-1-Teilchen (jeweils ein Dublett)
e cin Vektorteilchen (Boson Spin 1 /Triplett)
e cin pseudoskalares Teilchen (Boson Spin 0)
S3 S

1/2 1/2 Fermim
1 1 Boson

Y= +1/2 0 0,1 Boson

1/2 1/2 Fermian

(m,1/2) -1/2 1/2 Fermim
0 0,1 Boson

Y,=-1/2 -1 1 Boson

-1/2 1/2 Fermion

Abbildung 2.3: Das Vektor-Supermultiplett

2.3 Superraum und Superfelder

Nachdem im 1. Abschnitt dieses Kapitels die Kommutator- bzw. Antikommutatorbeziehun-
gen der Poincaré-Superalgebra hergeleitet wurden, macht es Sinn, die zugehorige unitédre Dar-
stellung der Poincaré-Supergruppe auf dem Raum der Superfunktionen einzufiihren. Der De-
finitionsbereich dieser Funktionen ist der achtdimensionale Superraum R**. Er ist eine Er-
weiterung des Minkowski-Raumes mit seinen vier kommutierenden (bosonischen) Raum-Zeit-
Koordinaten x1, xo, x3, x4, erginzt durch vier neue antikommutierende (fermionische) Koordi-
naten 6%, 602, 63,0* bzw. 0,0 in der Weyl-Darstellung.

(zt, 22 23, 2%) — (2!, 2%, 23,24, 601,02, 6,00 =(x,0,0) (2.29)

Wéhrend der Viererimpulsoperator Pr die Translation der Felder im bosonischen Sektor gene-

riert

Y(x + a,0,0) = exp(—ia"P,)¢(x,0,0), (2.30)
sorgen die SUSY-Operatoren Q und 62 nun fiir Verschiebungen im fermionischen Raum um die
weyl-spinoriellen GroBen & und .

S —

(@, 0+ €,0 + &) = exp(i(Q + £Q))¥(x, 0, ) (2.31)
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Vereinfachend werden im folgenden die eigentlichen Lorentztransformationen nicht beriicksich-
tigt, so dass ein Element der Poincaré-Supergruppe mit Parametern aus dem Superraum (a, &, €)
durch

L(a,&,6) = exp(i(£Q + £Q — a'P,)) (2.32)

gegeben ist. Mit der BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-Relation
1
exp (A) -exp (B) = exp(A+ B+ §[A, Bl +...) (2.33)

und den Antikommutatorbeziehungen (2.14) und (2.15) erhélt man die Kompositionsregel der
Gruppenmultiplikation (siehe [KS])

L(a,e,€)L(b,n,77) = L(a + b — ieci] + inoe, e + n, €+ 7). (2.34)

Das Produkt ist erneut von der Form L(a, €, €). Die SUSY- Transformationen bilden also eine
Gruppe. Man beachte, dass zwei rein fermionische Transformationen zu einer Verschiebung in
der Raumzeit fiithren.

L(0,¢,€)L(0,m,7) = L(inoe — icai, € + 1, € + 1) (2.35)

Wie gewohnlich verursachen Multiplikationen von Gruppen-Elementen Verschiebungen im Pa-
rameterraum, der hier gleichzeitig auch der Superraum ist,

L(a",€,€) : (2,0,0) — (z" +£",0 +¢,0 + €) (2.36)

mit & = a* — iec”f + ifote = a* — iec™f — iectH. Entsprechend werden auch die auf dem
Superraum definierten Superfelder F transformiert und man erhilt

F(zt,0,0) — F(at + "0+ ¢€,0 + €)
oF _OF

- H ) H 7 7 »
F(z",0,0) + ¢ 8“f+€ae teog

o . (0 5
= [1 +a"0, +¢€ <% — 20“08M> +€ <% — za“@@u> +.. ] F(zH,0,0)
= :U(a" e,&)F(2z",0,0). (2.37)

Wahlt man diesen unitdren Operator in der Form
U = exp(i(a"P, + €Q + Eé))) o 14 ia"P, 4 ieQ + ieQ (2.38)

und entwickelt ihn bis zur ersten Ordnung, so ergeben sich die Darstellungen der Generatoren
durch Koeffizientenvergleich zu

A

P, = —id, (2.39)
iQ = %—wﬂé&# (2.40)
iQ = —%—i—iﬁa“@u. (2.41)

Man kann zeigen, dass die so definierten Operatoren die SUSY-Algebra erfiillen.
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2.3.1 Allgemeine Superfelder

Entwickelt man das Superfeld in eine Potenzreihe in 6 und 6, so zeigt sich unter der Vorgabe,
dass F ein Lorentzskalar sein muss, der Teilchengehalt des allgemeinen Superfeldes’

F(z",0,0) = f(z)+06(z)+0x(z) + (00)M(x) + (00)N () (2.42)
+ (00"0)Au(z) + (00)0X(z) + (60)0a(x (2.43)
+ (09)(00)d(z). (2.44)

Danach erhalt man:

e 4 komplexe skalare Felder: f(x), M (x), N(z),d(z), (4 bosonische Freiheitsgrade)

e 2 linkshéndige Weyl-Spinorfelder: ¢(x),a(z), (4 fermionische Freiheitsgrade)

e 2 rechtshindige Weyl-Spinorfelder: y(x), A, (4 fermionische Freiheitsgrade)

e 1 komplexes Vektorfeld A, (z) (4 bosonische Freiheitsgrade).

Die Boson-Fermion-Regel, nach der in jeder supersymmetrischen Theorie die Anzahl der Frei-
heitsgrade von Bosonen und Fermionen {ibereinstimmen miissen, ist erfiillt.

Wendet man die infinitesimalen Supersymmetrietransformationen auf das allgemeine Superfeld
an,

so ist dies dquivalent zu einer Transformation der Komponentenfelder mit

0f = ep+ ey (2.46)
56 = 2eM + oMe(idf + Ay) (2.47)
5 = 2N +6te(ionf — A,) (2.48)
SM = en— %au(gbaﬂe) (2.49)
SN = eart %8“(60“92) (2.50)
SA, — %6”(60,,&,@  X6,.008) + (cou)) + (a0,8) (2.51)
A = &(2d+ %3%#) + i5ted, M (2.52)
So = e(2d— LOMA,) +iohed,N (2.53)
6d = %aﬂ(ea/ﬂ — aote). (2.54)

'Da 0 und 0 nur jeweils zwei grassmannwertige Komponenten besitzen, verschwinden alle Produkte aus mehr
als zwei fermionischen Superraumkoordinaten (606 = 696 = 0).

00 = 0204 = 0101 + 00,
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Da Multiplikationen und Additionen von Superfeldern wieder Superfelder ergeben, sind sie eine
lineare Darstellung der SUSY-Algebra. Diese ist aber zunéchst hochst reduzibel. Zu irreduziblen
Darstellungen gelangt man durch supersymmetrisch kovariante Zusatzforderungen, die dann
zu den eingeschrénkten Superfeldern fithren (constrained superfields). Hierzu definiert man die
kovarianten Ableitungen

Dy = 8A+i(o—“0_)A8#
D;i = —0,+i(c"0),;0u. (2.55)

Sie haben die Eigenschaft, dass sie mit den SUSY-Generatoren @ und ) antivertauschen
{D,Q}={D,Q} ={D,Q} ={D,Q} =0 (2.56)

und daher, wie der Name schon sagt, invariant gegeniiber SUSY-Transformationen sind. Dies
zeigt sich durch {D, e} = {D,€} = 0 mit

[0.,D] = i[eQ+eQ, D] =ie{Q,D}+ie{Q,D} =0 (2.57)
[6,D] = i[eQ +€Q, D] = ie{Q, D} + ie{Q, D} = 0. (2.58)

Zudem erfiillen sie dieselben Antivertauschungsrelationen wie die SUSY-Operatoren selbst

{D,D}={D,D} =0 und {D,D} = —2ic"d, (2.59)
so dass z.B. gilt:
(D4, D = {Da, Dy} D® — Dy {Da, D"}
= 20" 9,D" 1 2D 0’0, = —dio" D", (2.60)

2.3.2 Eingeschrinkte Superfelder

Prinzipiell unterscheidet man drei Formen von Superfeldern.

D;F =0 — chirales Superfeld ®(z,0,0) (2.61)
DsF =0 — antichirales Superfeld CIJT(:):, 0,0) (2.62)
F=F" — Vektor-Superfeld V(z,6,0) (2.63)

Chirale und antichirale Superfelder werden im Gegensatz zum Vektorfeld auch skalare Super-
felder genannt. Wiahrend die Vektorfelder reelle Felder sind, sind die skalaren Felder komplex-
wertig. Der Teilchengehalt der chiralen Felder entspricht dem des massiven chiralen Supermul-
tipletts, der des Vektorsuperfeldes dem Vektorsupermultiplett. Die skalaren Felder beschreiben
also ,,Materiefelder “, die Vektorfelder beschreiben die Eichfelder, wie die supersymmetrischen
Yang-Mills-Felder.
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Das skalare Superfeld

Die allgemeinste Form eines chiralen Superfeldes, das der Bedingung D 4F = 0 geniigt, ist
unabhingig von der #-Koordinate und ist gegeben durch

O(y,0) = ¢(y) + V200 (y) + (00)F(y) mit y* =z + i6o"0. (2.64)

Der Faktor v/2 ist hier aus traditionellen Griinden hinzugefiigt worden. Der Teilcheninhalt dieses
Feldes kann erneut aus den Komponentenfeldern erschlossen werden:

e 1 komplexes Skalarfeld ¢ zur Beschreibung von Sleptonen und Squarks,
e 1 linkshéndiges Weyl-Spinorfeld ¢ fiir Leptonen und Quarks

e 1 komplexes Skalarfeld F' als Hilfsfeld

Etwas lingere Rechnungen in [KS] zeigen, wie sich diese Komponentenfelder unter den SUSY-

Transformationen verandern.

5 = V2 (2.65)

S = iV20"ED,6 + V2eF (2.66)

SF = iV20,(echy) (2.67)

Weiterhin gilt:

®; chiral < <I>2T antichiral (2.68)

®; chiral = &;®; chiral (2.69)

®f antichiral = ®®f antichiral (2.70)

® chiral = ®'® Vektor-Superfeld (2.71)

® chiral = &+ &' Vektor-Superfeld (2.72)

® chiral = i(®—®7) Vektor-Superfeld (2.73)

Das Vektor-Superfeld

Zerlegt man das Vektorfeld V' in seine Komponentenfunktionen
V(z,0,0) = f+0¢+0x+ (00)M + ()N (2.74)
+(00"0) A, + (00)0X + (00)0c + (00)(00)d,
so folgt aus der Forderung (2.63)
f=1LA =A,d=d"M=N"¢=x,\=a. (2.75)

Das Vektor-Superfeld besitzt also im Gegensatz zum allgemeinen Superfeld nur noch zwei un-
abhingige Weyl-Spinorfelder ¢ und X (8 fermionische Freiheitsgrade) sowie vier bosonische Felder
- zwei reelle Skalarfelder f und d, ein komplexes Skalarfeld M und ein reelles Vektorfeld A, - (8
bosonische Freiheitsgrade).
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2.4 Supersymmetrische Lagrange-Dichten

SUSY Lagrangedichten werden so konstruiert, dass sie sich unter den SUSY-Transformationen
lediglich um eine Viererdivergenz veréndern (6L = 9, A*). Das Wirkungsfunktional

S = /d% L (2.76)

und damit die Physik, bleibt dann aufgrund der Tatsache, dass Raum-Zeit-Integrale iiber Vierer-
divergenzen verschwinden (Gaufischer Satz), invariant gegeniiber diesen Transformationen. Fiir
ein allgemeines Superfeld F(z,0,0) wird diese Eigenschaft von der (#90)-Komponente, dem
d-Term (2.54), fiir chirale Felder von der (66)-Komponente, dem F-Term erfiillt (2.67). Daher
macht es Sinn, eine Lagrangedichte in der Form

L= (Superfeld)‘%e—e— + (chirales Superfeld) o) +h.c. (2.77)

zu definieren. h.c. ist der hermitesch konjugierte Teil, der sichert, dass der gesamte Ausdruck
reell ist.

Das bekannteste supersymmetrische Modell ist das Wess-Zumino-Modell, dessen Teilcheninhalt
dem chiralen Supermultiplett entstammt. Eine schone Beschreibung dieses einfachsten supersym-
metrischen Modells findet sich in [KS]. Es soll hier nur kurz genannt werden, um die generelle
Struktur einer moglichen Lagrangedichte zu erkennen. Diese wird definiert durch

L = Ekin + Em + £int

= ®'(2,0,0)2(x,0,0)| 05 2.78)
m

- 5<1>2(y,¢9)\99+h.c. (2.79)

— 83(y,0)|,, + h.c.. (2.80)

3

Sie besitzt also wie in der klassischen Feldtheorie einen kinetischen Term, einen Massen- und
einen Wechselwirkungsterm.

2.4.1 Die abelschen SUSY-Eichtransformationen
Geht man von einem chiralen Superfeld ® und den Eichtransformationen

' (z,0,0) = e MOND (1, 0, 0)
3't(2,0,0) = ot A (@0.0) (2.81)

aus, so ist unter der Forderung, dass das transformierte Feld ®’(z,6,0) chiral bleibt,

DA(I)/ = DA [67“\‘1)]

(2.82)
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das Feld A selbst chiral. Der kinetische Term der Lagrangedichte (2.78) ist aber in dieser Form
nicht invariant, so dass er durch die Einfiihrung eines kompensierenden Vektorfeldes V modifi-
ziert werden muss zu

Liin = ®1 eV ®| 55 (2.83)

Folglich sollte dieses sich wie
V — V' =V +i(A - A (2.84)

transformieren. Bezogen auf die Ebene der Komponentenfelder von V' entspricht dies:

ff= fH+oé+0¢"=f+2(Rep) (2.85)
¢ = ¢—ivV2 (2.86)
M = M-—2iF (2.87)
A = Ay +i0,(6— ¢") = A, — 20,(Img) (2.88)
No= A (2.89)
d = d (2.90)

Auffillig dabei ist die Ubereinstimmung des Transformationsverhaltens des reellen Vektorfeldes
A, mit der lokalen Eichtransformation des elektromagnetischen Feldes in der QED

A, — A+ 0\ A eR. (2.91)
Der antisymmetrische abelsche Feldstéirketensor
F,, = 0,A, —0,A, (2.92)

ist daher wie in der QED gegeniiber dieser supersymmetrischen Eichtransformation invariant.
Eine spezielle Form der Eichtransformation ist die Wess-Zumino-Eichung. In ihr wird das chirale
Feld A bzw. AT so gewihlt, dass V'’ die Komponentenfelder f, ¢ und M nicht mehr enthilt. Dies
ist moglich durch die richtige Wahl der Komponentenfelder von A:

Mep = —f (2.93)
i

v = _qu (2.94)

F = —%M (2.95)

Da die Wess-Zumino-Eichung die Wahl von Im ¢ nicht beschréankt, ist es méglich, im Rahmen
dieser Eichung (2.88) die nullte Komponente des A-Feldes zu eliminieren Ay = 0 (Coulomb-
Eichung).

Das Vektor-Superfeld in der konventionellen und der Wess-Zumino-Eichung ist also durch

Vivz(z,0,0) = (0c"0) A, () +i(00)(ON(x)) — i(60)(OX(x)) + (00)(00)d(z) (2.96)
gegeben. Sein Teilchengehalt entspricht dem des Vektor-Supermultipletts.

e 1 komplexes Weyl-Spinorfeld A\ (4 Freiheitsgrade)
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o 1 reelles Skalarfeld d (1 Freiheitsgrade)

o 1 reelles Vektorfeld A, (3 Freiheitsgrade)

Mit anderen Worten: Die Wess-Zumino und die Coulomb-Eichung halbieren die urspriinglich 16
Freiheitsgrade. Um das neue Vektorfeld nun selbst in die Dynamik des Systems einzubinden,
definiert man die supersymmetrischen Feldstéarken

Wa = —i(DD)DAV(a:, 6,0) (2.97)
W, = —i(DD)DAV(g;, 0,0). (2.98)
Wegen D? = D3 = 0 sind diese Feldstirken selbst chirale bzw. antichirale Superfelder, da
DW= —iD (DD)DAV =0 (2.99)
DaW; = —iDA(DD)DAV =0. (2.100)

AuBerdem ist W4 mit D® = D®' = 0 und (2.60) eichtransformationsinvariant

1 _ _
Wa— W,y = —(DD)D4V’

1 - -
—1(DD)DA(V +i(® — o))
= Wa-— i(DD)DAcl) =W+ i[DA,D2]<I>
= Wa+o' ,0,D'® =Wy (2.101)

Aus (2.96) und einigen Umformungen ergibt sich die Komponentenschreibweise der Feldstirke
Wy zu
Wy =iXa—2d04 — (0" 0) aF, — (00)(c"OuN) . (2.102)

Nun konstruiert man die Lagrangedichte als einen reellen Lorentzskalar durch
LA
L= WAWa gy + HC. (2.103)

Daraus folgt mit (2.102) und einiger Rechnung die Lagrangedichte von Vektor-Superfeldern in

WZ-Eichung
1

£:4

v i B\ <
Fu P = o (A" O\ + A" 9, A) + 2d°. (2.104)

2.4.2 Nicht-abelsche SUSY-Eichtheorien

Im folgenden wird die Lagrangedichte einer nicht-abelschen, supersymmetrischen Fichtheorie
anhand der N=1 SU(2) SYM-Theorie konstruiert. Die Rolle der Materiefelder in der Lagrange-
dichte tibernimmt wieder das chirale bzw. anti-chirale Superfeld ®, da es lediglich aus skalaren
und spinoriellen Feldern besteht.
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Die SU(2)-Eichtransformationen von ® werden beschrieben durch

3 (2,0,0) = e N=0NP(x 0, 0) (2.105)
bzw. ®'1(x,0,0) = ®'(x,0,0) eih! (@6.0), (2.106)

Dabei ist A(z,6,0) ein Feld aus der su(2) Lie-Algebra, welches durch A(z,0,0) = A%(xz,0,0)T*
bzw. A(z,0,0) = A%(z,0,0)T* beschrieben werden kann und unter der Forderung, dass das
transformierte Feld @' chiral bleibt

e @+ e [D ;@]
(DiA) e ™ ®=0= D A =0, (2.107)

D = D, 0]
D4
[

selbst chiral ist. Die T sind die drei Generatoren der SU(2) (siche Anhang A)
1
(7%, T% = if®T° und Tr(TT%) = 5 0ab (2.108)

Nimmt man ein System von masselosen chiralen Superfeldern ®, so ist wie im abelschen Fall klar,
dass unter diesen Eichtransformationen der kinetische Teil der Lagrangedichte nicht invariant
bleibt, da

1 = ot A -Ng, (2.109)

Um nun eine transformationsinvariante Lagrangedichte zu konstruieren, fithrt man wie im abel-
schen Fall zunéchst ein matrixwertiges Vektor-Superfeld V = V*T* ein, welches sich unter der
Transformation wie

eV = i Vit (2.110)
verhélt und daher zur adjungierten Darstellung der Eichgruppe gehort. Damit ist unter Bertick-
sichtigung der Wess-Zumino-Eichung [BK] sein Transformationsverhalten festgelegt zu

V' =V =i(A — AT) —i[V, A 4 AT]. (2.111)

Die supersymmetrische Lagrangedichte ® ¢V ® ist somit eichinvariant. Um nun wieder V selbst
in die Dynamik einzubinden, fithrt man analog zu (2.97) bzw. (2.98) neue, Lie-Algebra wertige
chirale Superfelder (D iWa=D AWy = 0) ein, deren Aufbau sich im Vergleich zu den iiblichen
abelschen Feldstarkevektoren nur geringfiigig unterscheidet

1 _
Wi = —ZDQ (e7VDae") = wiqT® (2.112)

_ 1 _

W, ZD2 (eVDje™V) = (Wa)l. (2.113)
Dieses sind die supersymmetrischen Yang-Mills-Feldstéirken. Im abelschen Fall gehen sie wieder
iiber in die iiblichen abelschen Feldstérken. Auflerdem sind sie kovariant beziiglich der Eichtrans-

formationen.
1. . A A ) 1._ ) ,
W) = —-D? (e_ZAe_Ve’ATDAe_’Meve“\> = —ZDQ (e_ZAe_VDA(eVeZA))

= e MWyt — ie_iADQDAeiA = e MWyt (2.114)
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Weil D2D sn = 0 fiir jedes chirale Superfeld 7 ist, ergibt sich somit

W,y = e Mwyett (2.115)
Who= et (2.116)

Dies bedeutet aber, dass die Eichtransformationen die Spuren

1
Te(WAW,) = Te(WATWETY) = WAWY Tr(TT®) = §WA“WZ (2.117)
T T A 1= ayirAa

bzw. Tr(W;W4) = §WAWA (2.118)

nicht &ndern und daher auch der Eichfeldanteil der Lagrangedichte
1 A S

durch eine solche Konstruktion gleichzeitig eich- und SUSY-invariant ist.
Die allgemeinste supersymmetrische renormierbare Lagrangedichte ist schliellich durch
1 A 5 T
L= (Tr(W W) ggag + Tr(W ;W )|mg)
+ ((IDeVi)) D

1 1
+ <§mU<I>1<I>J + g.QZJk(I)’L(I)j(I)k) + h.c (2120)
F

gegeben. Der letzte Term ist so gewdhlt, dass die Wirkung noch renormierbar ist. Im weiteren
beschriinken wir uns auf den reinen Eichterm Tr(W4W,) (Yang-Mills-Term).

Um diesen Ausdruck in seine Komponentenfelder zu zerlegen, nutzt man aus, dass
W§ =Xy —2d°04 — (6V0) AF}, — (00)(c"DuA?) 4 (2.121)
ist, mit der Yang-Mills-Feldstérke
Ff, = 0,A% — 0,A% + g™ AL AL (2.122)
und der kovarianten Ableitung
DA = g 4 g peteab e, (2.123)
Durch Einsetzen und einiges Umformen ist

1 . N
L= = i Fp, —iX o' DA + Sdtd”, (2.124)

Das Hilfsfeld d, das die Boson-Fermion-Regel sichert, kann durch eine Gauf3-Integration elimi-
niert werden, wodurch man von der sogenannten off-shell zur on-shell-Darstellung gelangt. Das

A= (;g‘) (2.125)

Weyl-Spinorfeld wird mit
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zum Majorana-Feld, so dass

1 <
L= —<FiFl,+ %)\“fy“DuA“. (2.126)

Oft ist es iiblich, die Kopplung ¢ des Eichfeldes an seinen fermionischen Superpartner in das
Eichfeld A, in adjungierter Darstellung zu absorbieren.

A o= AT (2.127)
Ay = —igAlT® (2.128)
Fu, = —igFa1° (2.129)

Dies liefert einen zusétzlichen Faktor %, und man verbleibt nach der Wick-Rotation in euklidi-
g
scher Raumzeit mit
1 _
Lp(x) = “2g2 Tr (B (@) Fp () + Tr (A(2)7,DuA(w))

_ iFﬁy(:z:)F;fy(x) + %Xa(xmwux(x))a, (2.130)

mit dem iiblichen nicht-abelschen Feldstarketensor
F =0,A,—0,A,+ A A (2.131)

und der kovarianten Ableitung

(D) = O + [A,, N (2.132)
Dies ist die Lagrange-Dichte der N=1 SYM mit den Gluonfeldern Af(x) und den Gluinofeldern

A\%(x). Sie entspricht in ihrer Form der QCD-Lagrangedichte? mit dem Unterschied, dass es
sich bei den Fermionen um Majorana-Fermionen handelt. Sie ist invariant unter den SUSY-

Transformationen:
6AY, = 2iey,\"(z) (2.133)
N = —ouwFe (2.134)
SN = €0 S, (x) (2.135)

2.5 Die Gluino-Masse und die Massenmultipletts

Bisher sind die Gluino-Felder zunéchst noch masselos. Fiihrt man allerdings eine von null ver-
schiedene Gluino-Masse mg durch den Masseterm

Linass = mg Tr A\ (2.136)

ein, so bricht dieser Term die Supersymmetrie. Die Brechung bezeichnet man als weich, da die fiir
die Klarung des Hierarchieproblems notwendigen Effekte des ,non-renormalization-Theorems*

2Fiir eine SUSY-QCD miisste man noch zusitzlich chirale Felder verwenden, die dann die Quarks bzw. Squarks
beinhalten.
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und die damit verbundene Aufhebung der Divergenzen nach wie vor erhalten bleiben [GG].
Dariiberhinaus bricht die Gluino-Masse, wie in der QCD, die chirale U(1)-Symmetrie durch die

Transformationen
A= €PN bzw. A — N (2.137)

und Instantonenrechnungen fiir das Gluino-Kondensat <5\)\> [AKM] zeigen aufgrund dessen eine
Aufspaltung in <5\)\> > 0 fiir mg > 0 und <5\)\> < 0 fiir mz < 0. Im Grenzfall verschwindender
Gluino-Masse mgz = 0, in dem die Supersymmetrie wieder hergestellt ist, erwartet man daher
einen Phaseniibergang erster Ordnung mit <5\)\> als Ordnungsparameter.

Analog zur QCD vermutet man dariiberhinaus mit mz = 0 im Niederenergiespektrum der su-
persymmetrischen Multipletts farblose Bindungszustinde zwischen Gluonen und/oder Gluinos.
Zur Beschreibung dieser Multipletts ist es iiblich, effektive Feldtheorien aus geeigneten farblosen
Operatoren, die den Teilchen des Multipletts entsprechen, zusammenzusetzen. Nach der Theorie
von G.VENEZIANO und S.YANKIELOWICZ [VY] sind dies:

e Ms\: ein pseudoskalares Boson aus zwei Gluinos mit Spin 0 und der Masse mgg. Sein

Name a-n’ wurde aus dem #dquivalent aufgebauten n’-Meson der QCD abgeleitet (a =
adjungiert).

e M)\ ein skalares Boson mit Spin 0 und Masse mgg (a-fo). Seine Bezeichnung ist ebenfalls
aus der QCD entliehen.

o I, 0., der Gluino-Glueball, ein Spin—%—Teilchen aus einem Majorana-Fermion und einem
Gluon mit Masse mygz. In der QCD gibt es hierfiir keine Entsprechung.

Neuere Untersuchungen von G.R. FARRAR, G. GABADAZE und M.SCHWETZ [FGS] sagen
zusétzlich noch ein zweites, leichteres Multiplett auch mit gluonischen Bindungszustéinden vor-
aus.

e F,,F,, (07 Glueball)
® Fl€upoFps (07 Glueball)

e Gluino-Glueball wie in der VENEZIANO-YANKIELOWICZ-Wirkung, aber leichter als dieses

Die Massen dieser Multipletts spalten sich im Regime der weich gebrochenen Supersymmetrie
(mg # 0) auf.



Kapitel 3

Die Grassmann-Algebra und ihre
Anwendungen

In vielen Bereichen der Quantenfeldtheorie, in denen Fermionen eine Rolle spielen, so wie zum
Beispiel in der QED oder QCD, werden Funktionalintegrale {iber Felder benétigt, die nicht wie
iiblich miteinander kommutieren (bosonische Felder) sondern antikommutieren (fermionische
Felder). Um die Funktionalintegrale der zugehorigen Korrelationsfunktionen, die Greenschen
Funktionen, berechnen zu kénnen, braucht man eine Algebra, mit deren Hilfe gleiche Elemente
bzw. funktionale Felder sich dem Paulischen AusschlieSungsprinzip nach vernichten. Diese Alge-
bra ist die nach dem Mathematiker H. GRASSMANN benannte Grassmann-Algebra. Im folgenden
werden die fiir die weitere Arbeit benttigten Rechenregeln und Integrationsformeln aufgezeigt.

Ein Spezialfall der funktionalen Grassmann-Integration ist die Integration iiber Majorana-wertige
Felder, bei denen die zusitzliche Bedingung zwischen den zueinander adjungierten Feldern
(A = AT'C) dafiir sorgt, dass die Anzahl der Freiheitsgrade von den urspriinglich 8 (4 komple-
xe Eintriige) der gewohnlichen Dirac-Felder auf 4 reduziert wird. Insbesondere fiir diese Felder
werden Integrationsformeln, vor allem im Hinblick auf die Greenschen Funktionen, angegeben

3.1 Die komplexe Grassmann-Algebra

Wie schon erwiahnt, fufit die Integration iiber fermionische Felder auf der antikommutierenden
Algebra

{Ya(@), Y1)} = {¥a(2),¥a(y)} = {Ya(@) Psy)} = 0. (3.1)

Die fermionischen Feldfunktionen werden durch Dirac-Spinoren beschrieben, die sich in der
Weyl-Darstellung aus den beiden zweikomponentigen Weyl-Spinoren vy und ¢r zusammen-
setzen. Diese sind durch ihr Transformationsverhalten beziiglich der linken bzw. der rechten
Fundamentaldarstellung der allgemeinen Lorentz-Gruppe charakterisiert.

o= (on) o
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Der jeweilige adjungierte Spinor ergibt sich in der minkowskischen Beschreibung durch
=9 (3.3)

Um nun die Darstellung zu vereinfachen, wird im folgenden nicht mehr von Feldern v (x) bzw.
Y(x) z € R, die eine unendlich-dimensionale Algebra erzeugen, sondern vereinfachend von den
endlich vielen Grassmann-Variablen! 7 und 7 die Rede sein.

{nivnj}:{ﬁivnj}:{ﬁi’ﬁj}zo = 771'2:771'2:0 (ivj:lw"’N) (34)

Die nachfolgenden Rechnungen lassen sich aber spéter leicht wieder auf die Felder iibertragen,
indem man den Kontinuumslimes 1; — 1(x) betrachtet. Die Antikommutatoren (3.4) bedingen,
dass jede Funktion F'(n;,7;) in eine endliche Reihe von Grassmann-Produkten mit komplexen
Koeflizienten entwickelbar ist.

_ 10 01) (20
F(ni,m) = F© +F¢(1 i +FZ-(1 T+ F i, + > F2 00y

Jii1 1112

11 >19
02) NN _ _
Z Fj(lh NjsMje + -+ Z Z 121) )(ziz)-w-(Ginviny) T hin - - i i
J1>7J2 J1> > N 1> >N
F(OO) +F(10)T]+F(Ol)ﬁ+F(1l nﬁ‘i‘ Z F(20 nn
i1>19
+Fq5 4+ 4+ FNNopi i (3.5)

3.1.1 Differentiation nach Grassmann-Variablen

Bei der Differentiation nach grassmannwertigen Variablen existieren, anders als bei kommutie-
renden Algebren, zwei verschiedene Ableitungen:

. . . o - . o0 -
Linksableitung: gy "M== = g (3.6)

: Y o L )
Rechtsableitung: Mgy = 1= "Mz, (3.7)

Ferner ist darauf zu achten, dass die Variablen so hdufig paarweise miteinander vertauscht wer-
den, bis die Variable, nach der differenziert werden soll, direkt vor dem Differentialoperator
steht, z.B.:

387 M2 = 8187— [—mm2en2] = 3—7717727]1772 =

B [=T2miina] = —minmn:

§ﬂ@
no

(-%3 minnziz2 = 0. (3.8)

Fiir spatere Berechnungen wird zudem noch folgende Beziehung benétigt:

0 _ 0 _ _
8_/3' exp Zpﬂ]j = 8—5H(1+pjnj) :UiH(1+Pj77j)
i L

i
= n;(1 + pin;) ]l;[i(l + pinj) = m; exp zj: pin; | - (3.9)
i

! Auch Generatoren genannt, da sie einen N-dimensionalen C-Vektorraum aufspannen.
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Entsprechend gilt

—

_ 0 _ _

exp | Y 7ip; By, Texp > " ips | - (3.10)

X 7 X
J J

3.1.2 Integration iiber Grassmann-Variablen
Ziel dieses Abschnittes ist es, Integrale der Form

| Dt Py wit D) = didy .. didn (3.11)
zu 16sen. Plausiblerweise fordert man fiir Grassmann-Integrale

/ dn; 1 = 0 (Integrale iiber totale Differentiale % = 1 verschwinden) (3.12)
T

/d77i77i = 1 (Normierung). (3.13)

Bemerkenswert ist hier die Aquivalenz von Integration und Differentiation. Im Raum der Grassmann-
Zahlen sind Integration und Differentiation dasselbe. Natiirlich antikommutieren auch die Inte-

grationsmafe
{dni, dn;} = {dni,n;} = 0. (3.14)
Beispiel:
/dﬁdn ni = —/dﬁdn nm = /dndﬁ m =1 (3.15)
/dﬁld’nld?h mm =0 (3.16)
/D(nn) F(ni,m;) = FNN (3.17)

Diese Regeln koénnen nun auf folgendes Integral angewandt werden.

N
4] = / D(iin) exp(~(7, An)) = / D) exp [ - 3 miAgn;

ig—1
N N
— [ Dt T[exv-m 3 Aum)
i=1 =1
= /D(ﬁn) (1= mArymiy ) (1 — M2A10,mi5) - - - (1= N Aviy My )
= [ Dl (1 Avi ) (L4 i Ai) - (1 A )
(3.18)
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= /D(Uﬁ) Z NinMNisN2 - - Nin INAviy Aiy - - - ANiy

U1, stN

= /D(Tm) mmnamlz - NN D _(—1)7 Atgy Ao, - Aoy

= </ dindny ... dijydny m ..77N77N> det(A) = det(A) (3.19)

Dabei bezeichnet (—1)7 die Paritét der Permutationen.

Setzt man nun B = (—A), so ist
18] = [ Dlin) exp(~ (3. B) = det(B) = det(~4) = (1) det(4)

= det(d) = (~1)N / D(in) exp((7, An)) = / D(m) exp((7, An)), (3.20)

und daher
/ D(in) exp(—(7, An)) = / D) exp((7, An)). (3.21)

FEinschub:
Ein anderes Verfahren zur Berechnung von I[A] benutzt die Grassmannsche Integralsubstitution.
Es sei Fa(n,n) = F(n, An), dann ist

| Do) Eata.n) = der(a) [ Do) i, (3.22)

Beweis:
Wie in (3.5) ist

F(iq,n) = ..+ FYNam vy
= Fa(n,n) = F(n,An)
= o PN A iy TN ANE Ty

= ...+ FWON) (Z(—l)az‘hal o 'ANUN> mnt ... NN

= .+ FON) (det(A) iy . . . N (3.23)

Mit Fa(n,n) = exp((n, An)) folgt also

/ D) exp(7, An)) = det(4) / D) ¢ = det(A). (3.24)

Durch eine einfache lineare Substitution kann man mit diesem Ergebnis auch folgendes, fiir den

spiteren Pfadintegralformalismus wichtige Integral 16sen.?
Zlp.s) = [ Dlm) exp(—(a An) + (1.0) + (1)
= /D(ﬁﬂ) exp | =Y mAin; + > (ipi + pimi) (3.25)
i,j i

’Die ,Quellen“ {p;} und {p;} sind ebenfalls Elemente einer komplexen Crassmann-Algebra.
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Denn mit
mi=mi— > Ajlpn bzw. mi=m— ) ppAy! (3.26)
k k

und der Invarianz des Integrationsmafles beziiglich dieser Transformation erhélt man

Zlp,p] = / D) exp | = miAyn | | -exp [ D piA s
2 2%
= det(A) exp ZﬁiA;jlpi . (3.27)
1]

Ein weiteres wichtiges Integral, das spéter noch benutzt wird, ist

N
Ly g A] = /D(ﬁﬁ) Miv - Mitlliy -7y exp [ = > Ay,
i,j=1
9 0 9 0
= | =Zpp—... (3.28
Opi,  Opi, [ ](‘m-fl iy | )
p=p=

Z|p, p] ist somit die erzeugende Funktion von I und wird nun im Hinblick auf die Differentiatio-
nen folgendermaflen berechnet:

Zlp,p] = det(A) exp ZﬁiAi_jlpi = det(A) Hexp i ZAi_jlpi
.3 i J
= det(A) (1+ piy Ay g, o) (U + Pis Ap i) - (L4 iy A pwy) - [ )
(3.29)

[...] bezeichnet die noch verbleibenden Faktoren, die nicht p;,, ..., p;, enthalten. Diese spielen
aber bei den weiteren Berechnungen keine Rolle, da nach ihnen nicht differenziert wird und sie
danach im Exponenten gleich null gesetzt werden. Aus diesem Grund werden sie durch 1 ersetzt.
Der relevante Teil von Z|[p, p] hinsichtlich der spéteren Integration ist also

Zlp, pl = det(A) Y piy A} Py - - Pir A Py (3.30)
{k:}
Alle k; miissen dabei natiirlich verschieden sein und konnen nur die Werte {7}, 1, ...,4;} anneh-

men, was durch den Strich an {k;}’ ausgedriickt wird und durch die zugehérigen Rechtsablei-
tungen in (3.28) begriindet wird. Den obigen Ausdruck kann man auch schreiben als Summe
iiber alle Permutationen von {7},,...,%}

_ -1 -1 -1 = _ _
Zlp,p) = detA) A~ A Ay, PPty PisPit, - PiuPi,

/ -/
1,0p, " 12,0p,
P

—1 41 -1 | - _ _
= detA Z(_l)aAihiél Ai2,ié2 o Aiz,i{,l Piv Pil, Piz P, - - - Pir Pi - (3.31)

g
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Beachtet man beim Einsetzen von Z in (3.28) die Regeln der Links- und Rechtsableitungen,

die zu einer erneuten Umordnung der Variablen fiihrt, so ergibt sich ein zusétzlicher Faktor
fl — (_1)l(l—1)/2.

N
/D(nn) Wiy -l - Ty exp(= D idigny) = G(det A) Y (=1)7AZY, AL AT

ij=1 o o
N
¢>/mWMMA”%WmqummﬁquAgjqﬁg%ﬁ;%m@th
i,j=1 o

Diese Beziehung ist notwendig fiir die Berechnung der 2-Punkt-Korrelationsfunktion (Kontrak-
tion)

J D(im) ninj exp(— Y0y i Aijn;)
I D(im) exp(— X0 7 Aijn;)
(det A) A}

= A = A7 (3.33)

nin; =< nin; > =
L

bzw. fiir allgemeine (21)-Punkt-Korrelationsfunktionen

_ _ o -1 —1 —1
<77i177i’1~-7ﬁz77ig> = Z(—l) Ail,ig,lAiQ,i{,Q-"Ail,igl

o

Mix My -+ Min ity M1+ =Tt Mia ity - i ity My g1+ - <10l
| I | | | |

i iy - i i Wi Thig (3.34)
Copbopgt et

3.1.3 Komplex-grassmannwertige Pfadintegrale in der freien Dirac-Theorie

Nachdem nun die wichtigsten Regeln der komplexen Grassmann-Theorie hergeleitet wurden,
konnen diese iibertragen werden auf die fermionischen Felder im Pfadintegralformalismus.

Als ein Beispiel hierfiir diene die freie Dirac-Theorie in der euklidischen Darstellung mit der
Wirkung

S, 9] = / 0 B2 (B, + () (3.35)

oder unter Beriicksichtigung der vier Komponenten von 1, den Dirac-Indizes im folgenden ge-
kennzeichnet durch o und 3,

Sefp.dl =3 [ [ dtedty dole) Kupla =) vatn) = (0. Kw) - (330)
a,8
mit dem Integralkern Kog(z — y) = (7,0, + m)apd™® (z — ). (3.37)

Wie in der Einleitung erwahnt bilden die Feldvariablen eine unendlichdimensionale Grassmann-
Algebra. Dies bereitet (zumindest formal) keine Schwierigkeiten , denn man kann nun die Re-
chenregeln des diskreten endlichdimensionalen Falls sinngeméf iibertragen.
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Die Zweipunktkorrelationsfunktion 7(x,y), der sogenannte Fermionpropagator, entspricht dem
Vakuumerwartungswert des Produkts der freien Felder. Analog zu (3.33) ist er das Inverse zum
Fermion-Operator K.

T(z,y) = (Qa(x)Ps(y)| Q)
| D) i ()i (y) exp(—Silie, )
J D(p1p) exp(—=Sr[v,v)])

= K, 4(,y)

= _('Yuau - m)aﬁAF(m - y)

= Srap(z —) (3.38)
H dpo(@)dipa( (3.39)

Ap(z —y) ist der Feynman-Propagator fiir skalare Felder
dp . dp . 1
Ap(z—y) = | —= PV AR(p) = / —— P@Y) 3.40
F(x y) / (271')4 e F(p) (27‘(‘)4 € pg + m27 ( )

der die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt (0 = —d,,0")

d4p etp(z—y)
(Dx+m2)AF(x_y) = / (27r)4(p2+m2)m
AP ip—y) _ g4
= /(27r)4 e =0"(x —y). (3.41)
d4p in(z—a) (1P +M)q
Srap(z —y) = / n)t eir(o—y) (ZB + Map p§+m§ g (3.42)

ist der Feynman-Propagator fiir Diracfelder. Die zugehorigen 21-Punkt-Korrelationsfunktionen
(21, Y1, .- -, x7,y;) konnen dann dquivalent zu (3.34) durch

(@i, any) = Qe (@1)s (1) - - e, () Us, (w) | )
[ D) Yoy (21)10, (W1) - - - oy (x1) U5, (1) exp(iSF (¥, 1))
I D) exp(iSk[y, ¢])
= Z(_l)UT(xlv y01) R T(xly yO'l> (3'43)

[

berechnet werden. Dies ist das Wicksche Theorem fiir fermionische Felder. Auch die Gleichungen
(3.19) und (3.27) koénnen direkt in den Pfadintegralformalismus ibernommen werden. Somit ist

/ D(i) exp(— (&, K)) = det(K) (3.44)

und

/D(W) exp(— (4, K¢) + (1,9) + (4, n)) = det(K) exp((7, K ~'n)). (3.45)
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3.2 Die reelle Grassmann-Algebra

Die n-dimensionale reellwertige Grassmann-Algebra wird durch die Generatoren

1y my Emats - En mit n=2-m (3.46)

aufgespannt, die wiederum antikommutieren

{&i, &1 =0. (3.47)

Dabei ist eine gerade Dimension nicht notwendig. Eine ungerade Dimension fiihrt aber zu ver-
schwindenden Integralausdriicken. Auflierdem kann durch eine gerade Anzahl von Generatoren
wieder eine komplexe Grassmann-Algebra aufgebaut werden und umgekehrt

(M s im} = {&1, - 60} (3.48)

So kénnen die Rechenregeln der Differentiation und der Integration leicht aus der komplexen in
die reelle Algebra iibertragen werden.

Erneut gilt es, ein Integral I[A], welches vergleichbar ist mit (3.19) ist, zu l6sen. Eine Matrix A
sei antisymmetrisch® (A4;; = —A;;) und es sei D = dg, ... d&

m

I1A] :/Df exp %Zfiz‘lij& = ﬁ/l)f Z&Aijfj
i\j ij

Beim Ausmultiplizieren des Produkts tragen abermals nur Terme bei, die eine Permutation der
{&1,...,&,) enthalten.* Unter Beriicksichtigung der Vorzeichenwechsel aufgrund der Umordnung
der ¢’s hinsichtlich der Integration erhélt man so

1
2mm!

I[A] =

Z(_l)oAigl oy Aig?’,i% e Aidn_lvio'n = Pf(A) (351)

Diesen Ausdruck bezeichnet man als die Pfaffsche Form der antisymmetrischen Matrix A. Dabei
besteht folgender wichtiger Zusammenhang;:

Pf(A)? = det(A) (3.52)
Beweis:
1
PIAY = 1147 = [ DE DEexp | 53 Aty +€6) (353)
2%
30.B.d.A ist A antisymmetrisch, denn es ist A, = AT2_ A der antisymmetrische Anteil einer Matrix A und
es gilt:
D LAt == GAgEi=—) AL (3.49)
ij ij ij
und daher
A—AT
> GAG =) & ( 5 ) &= > &i(Aa)isés (3.50)
ij ij ij ij

“Fiir n ungerade ist I[A] = 0.
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Durch die lineare Transformation
= + 1 un = 1&1.), .
Mk \/5 k k 1Tk \/5 F K

die den Ubergang von der reellen in die komplexe Grassmann-Algebra ebnet, ist mit der Jaco-
biante (—1)™

&i&j + &5 = Timj — M, (3.55)

DEDE = dy...d&rdE;, ... dEp = (=1)"MdEdE,, .. dErdE]
= dnndi, ... dmdin = [ [ dnidn; = D), (3.56)

so dass man unter Ausnutzung der Antisymmetrie von A und (3.19),(3.21)
Pf(A)? = /D(nﬁ) exp [ > 7idijn;
i?j

= /D(ﬁﬁ) exp —Zﬁz‘Az‘jnj
1]

= det(A) (3.57)
erhélt. Bis auf das Vorzeichen ist somit aber auch

Pf(A) = £/det(A). (3.58)

Eine andere Moglichkeit, dies zu zeigen, zeigt Anhang C.

Sofern A zusétzlich noch invertierbar ist, ist mit

g=¢-Aln  baw. () = AT = 4ptAT (3.59)

2t = [ D@ e (5649 + 0.9)

= [ D) exo (56460 ) -ex0 (G004

= Pf(A)-exp <%(17,A_117)). (3.60)

Die Korrelationsfunktionen fiir reelle Grassmann-Variablen lassen sich hiermit analog zum kom-
plexwertigen Fall bestimmen.
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Fiir gerade [ = 2m ist

1 1
(Giy - &) = m/D(ﬁ) &ir - - &y exp 5;&1‘1@@

1 0 0
= P <<9m1 oy 21 ‘n=o)

0 0 1
8771'1 8’/’]” eXPp 2 %:77 ] 1j L ( )
77_
o 9 ( 1)1(1—1)
— — 2 o g1 . | |
= G ( S Xg:( oAt A> —

_ (_1)772(_1)%41 AL (3.62)

2mm io'l 7i02 : i0'171 »io'l

Dieses bedeutet fiir m =1

(6162) = 5 (A} — A3)) = A5 (3.63)
bzw. fiir m = 2
(€1628384) = é - (24 Terme)
= % (Aps Agy + Agi Ay + Agg Ay + Ay Agg — Ay Ayl — Ayl Ay)
= AR Ayl + A Ay - A AL (3.64)

Der entscheidende Unterschied zum komplexen Fall ist, dass nun Kontraktionen zwischen allen
Paaren von Variablen erlaubt sind.

Man kann sich mit (3.61) leicht iiberlegen, dass fiir ] ungerade, wie schon in der komplexwertigen
Grassmann-Algebra, die Korrelationsfunktionen verschwinden.

(&) =0 (3.65)

3.2.1 Die reelle Grassmann-Algebra in der freien N=1 SUSY Yang-Mills-
Theorie mit Majorana-Fermionen

Majorana-Fermionen werden beschrieben durch spezielle Dirac-Spinorfelder, die im Minkowski-
Raum die zusétzliche Eigenschaft
A=\ = MO (3.66)

erfiillen miissen. C' ist der Ladungskonjugationsoperator mit den darstellungsunabhéingigen Ei-

genschaften
C=-Cl=—Cc1l=-0T=c" (3.67)

Physikalisch ist jedes Teilchen, das durch ein solches Majorana-Feld beschrieben wird, gleichzeitig
auch sein Antiteilchen, da es durch Ladungskonjugation in sich selbst iibergeht.

A — M=o =cCTA=CcCA= ) (3.68)
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In der Weyl-Darstellung ist daher

¢L> (XL) <¢L>
A= = = . 3.69
<XR ¢r OR (3.69)
In der euklidischen Formulierung, die im folgenden beibehalten wird, gilt

A= A0 o A=CTITNT = 13T (3.70)

Diese Beziehung zwischen den Majorana-Feldern und ihren adjungierten Feldern impliziert den
reell-grassmannwertigen Charakter der Felder und den aus ihnen gebildeten Operatoren. Jedes
Feld bzw. jeder Operator ldsst sich durch das zugehorige adjungierte Feld beschreiben und

umgekehrt.
Beispiele:
(Marg) = (Mady) Oy (3.71)
AaMaphs = AaCary MypAs = —XaMayCo 4 g (3.72)
oder
o O 0 d d ., 0
e — = CO( — b . _— = C —_ 373
Da  Nadrg  Poxg TV oxa | 9B0Ng (3.73)

AuBlerdem gelten besondere Rechenregeln fiir Majorana-Fermionen. [Gal]

Ao = oA (3.74)
S\'yugb = —(;E’yu)\ (3.75)
Muw® = O A (3.76)
Msd = O (3.77)
Musd = OV (3.78)

Wie im letzten Kapitel gesehen, enthélt der fermionische Teil der Wirkung der N=1 supersym-
metrischen Yang-Mills-Theorie solche Majorana-Felder. Er ist im Kontinuum gegeben durch

SA Al = / d'z Tr (\(z) (1,Dy +m) A(x))
= % /d4a:d4y 5\‘& (x) (’y,ﬂ)u + m)aﬁ 5ab54($ - y))\%(y)
= 5 [ ety @ - 0w
= % / d*wd*y N(2)CaiQf(x — y)N5(y) (3.79)

mit der Fermionenmatrix als Operatorkern

Qi@ —y) = (D +m) 5 5ad™ (@ — ). (3.80)
D,, ist die kovariante Ableitung

DA (x) = O\ () + gfabcAZ(m))\c(x). (3.81)
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In der freien Theorie (A, = 0) ist die Wirkung nur noch eine Funktion von A und die kovari-
ante Ableitung des Fermionenoperators wird zu einer einfachen. Das fermionische erzeugende
Funktional Z[f] mit der dufleren Quelle §(x), die ebenfalls durch ein Majorana-Feld beschrieben

wird, lautet
Zol0) /DA(‘T) exp <—SfN +/d4x Q(x))\(x))

Zo0] / DA(z) exp (=Sy[A])

Man beachte, dass hier lediglich iiber DA(z) = [] d\%(x) integriert wird, da A und \ iiber
(3.70) miteinander verkniipft sind. Die beziiglich der Quelle 6 quadratische Form des erzeugenden

Z[0] = (3.82)

00

Funktionals ergibt sich erneut durch eine Variablenverschiebung

N(z) — X (z) - / dhy S o (@ — )oh(y)
= () + / dy S o (@ — )8 (y). (3.83)
Damit ist
1 na Qa
2o = zillesp (3 [ [ dedty 85 - 0o50))
1 _ _
= Zpl0]exp (—5// dzdy GgS%lzm)(:c—y)C&wg(y)), (3.84)

mit Sp(x—y) als den freien Gluinopropagator. Er ist wieder das Inverse, die Greensche Funktion,
des freien Fermionenoperators Q.

/ 0tz QR (z — 2)S¥(z — y) = 6D (x — 4)5% (3.85)

Wie iiblich kann man diesen im Impulsraum iiber seine Fourierdarstellung

4 ~
S =) = [ G2 SH ) e (in(e — ) (3.56)

berechnen. So ist

4 ~
[ Qe =-asEC-0) = @Gurms? [ SESEw e i —1)

4 ~
= gob / ((21;)9 S (p) (ip + m) exp (ip(x — y))

= W (z — y)oee. (3.87)

- o —ip+m —ip+m
5%(p) = = % = o 3.88
= Sy (p) (ip + m) P m? 2+ m? ( )

dip —ip+m
(2ﬂ)4 p2 + m2

Sz —y) = Q \a —y) = 6 / exp (ip(z — 1)) (3.89)
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Unter Beachtung der Formel

CyuC7l = -, (3.90)
siecht man durch die Substitution p nach —p in (3.89)

CSp(z—y)C~! = SE(y — )
& (Sp(x—y)C T = (C7'SE(y — )" = =(Sr(y —2)C7), (3.91)

dass Sg(z — y)C~! und somit auch sein Inverses CQ(z — y) antisymmetrisch beziiglich einer
gemeinsamen Vertauschung der Koordinaten und Dirac-Indizes ist.

Die Ergebnisse der reellen Grassmann-Algebra lassen sich nun mit

i — (r,0,0), (3.92)

& — Aa), (3.93)
ni —  Oa(x), (3.94)
A = —CaQi(z—vy) (3.95)
A = =S -y (3.96)

formal vollsténdig iibertragen. So ist nach (3.63)

<)\§l11(x1))\g22(x2)> = %[O]/D)\(x) Afsli(xl)k?j(xg)exp (_SF[)HA] +/d4x 6?_(33))\(35)>

g 0 1 // 4,.74, pa ab —1pb >
= — — exp | —= d*zd™y 05 (x)Spian (@ —y)C 50
59211 (1) 59(?22(332) P< 9 y b5 () F( )( Y) 8 ﬁ(y)

— S?(flsfo (z1 — 22)Cl5) (3.97
und somit
(A @)AE@2)) = (A @)AE(@2)) Cas, = SEE (@1 = 22) Ol Coas,
— s;{l(gf 5 (%1 — 22) (3.98)
(M @)AE@)) = (A @)AE@2)) Cas = SHE, (@1 = 22)C51Cos,
= _06151 Sg‘l((ii)(ﬂfl — .732)0:621 = —Sgl(%li&l)(xz — $1)
= — (M) ) (3.99)

(M @)AE@2)) = (A (@)NE@2)) Carsy Caasy = S (@1 = 22)Cc} Cog Coany

= Sps (@1 = 22)Cis, = —Co, e, SPE;, (21 — w2). (3.100)
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Die 4-Punkt-Funktion erhdlt man durch Anwendung von (3.62).
(A5 (@A (22)2 (23)X51 (1))
= (M8 ()X (2)NE (23) X8 (4) ) Cors Co,
= (M @A @2)) (A8 (@) A (24) ) + (NG (@A (20) ) (N2 (@2)NE ()
= (A @A () ) (N @2)AE 30)) ) Coss Ceas

= SEE (21— 12) C}, Cepsy S5 (w3 — 24) C; L, Ceys,
8uy69 Ouy84
+SEI (21— 24) Cy L Clss, SEB (w9 — 23)C, 5, Cenoy
014 7052628223?2<x2—z3>5;§3=fsl‘i%§%2(zrm)
—SE (21 — 23)C 5, SE% (w9 — 24) Oyl Ceysy Cersy
Nl
Ouy84

= S (21 — 20) ST (w3 — 1) — SEI (21 — 24) ST (w3 — 22)

+SHE (21— 23)C,§ Coyey ST (22 — 14)
= (A @)ANE (@2)) (A ()N (@a) ) + (N (@)X (20) ) (N2 (2)A02 ()

— (A @) s) ) (A (22) s (24)) (3.101)

Dies entspricht (3.64), und es zeigt sich erneut, dass man die Korrelationsfunktionen als eine
Summe iiber alle Kontraktionen schreiben kann. Dies entspricht dem Wickschen Theorem fiir
bosonische Felder, bei dem Kontraktionen iiber alle Paare von Feldern erlaubt sind, aber mit dem

Unterschied, dass ein Vertauschen der Felder ein Minuszeichen in den 2-Punkt Greensfunktionen
hervorruft.



Kapitel 4

Die N=1 supersymmetrische
Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Nachdem nun das Riistzeug der Integration iiber Majorana-Felder bereitgestellt wurde, wird die-
ses nun fiir die gitterregularisierte Yang-Mills-Theorie benutzt. Dazu ist es aber zunéchst einmal
notwendig, sich im Rahmen dieser Theorie mit den formalen Definitionen und Konsequenzen
einer diskretisierten Raumzeit und den auf ihr basierenden (Eich-)Feldtheorien vertraut zu ma-
chen. Dieses soll in den ersten beiden Unterabschnitten geschehen. Am Ende steht dann die in
[CV] vorgeschlagene Version der SYM mit den Majorana-Fermionen in adjungierter Darstellung.

Die Gitterregularisierung ist eine von mehreren nicht-stérungstheoretischen Regularisierungen.
Mit ihr ist es moglich, iiber stochastische Methoden, wie etwa der Monte-Carlo Simulation, nu-
merisch oder, wie in dieser Arbeit, durch Starkkopplungs- oder Hochtemperatur-Entwicklungen
die Zustandssumme analytisch zu berechnen. Allerdings bricht das Gitter viele wichtige Kon-
tinuumssymmetrien, wie z.B. die Lorentzinvarianz, damit verbunden die Supersymmetrie und
zudem noch die chirale Symmetrie. G.CURCI und G.VENEZIANO machten daher den Vorschlag,
zunéchst mit der einfachen Gitterwirkung zu starten, um spéter durch ein korrektes Einstel-
len der freien Parameter g und mg gleichzeitig beide Symmetrien wieder zu restaurieren. Die
Kopplungskonstante g wird {iber eine Renormierungsgruppengleichung zu einer Funktion des
Gitterabstandes, der laufenden Kopplung. Diese Prozedur nennt man Kontinuumslimes, im Ge-
gensatz zum naiven Kontinuumslimes, bei dem allein der Gitterabstand gegen 0 lduft.

Da auf dem Gitter nur endliche Impulse existieren, sind gitterbasierte Feldtheorien Feldtheorien,
die mit einer Cut-Off Frequenz von A = g regularisiert werden, weshalb man auch von einer
kiinstlichen Regularisierung spricht. Dadurch werden zuvor ultraviolett divergente Integrale end-
lich. So, wie in der Quantenmechanik Pfadintegrale, mithin die Funktionalintegration, als Limes
endlich-dimensionaler Integrationen iiber die Diskretisierung der Zeitachse beschrieben werden,
wird durch die Gitterregularisierung dieses Konzept nun generell auf alle Richtungen der eukli-
dischen Raumzeit erweitert. Jeder Punkt der Raumzeit ist dann ein Element des hyperkubischen

Gitters

A= (aZ)* = {m\% € Z} . (4.1)
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a ist die Gitterkonstante, deren Dimension in den natiirlichen Einheiten' die Einheit einer in-
versen Masse [a] = [T] = [L] = [M '] besitzt. Integration und Differentiation auf dem Gitter
entsprechen ihren finiten Formen. So ist

[t — oy (4.2)

rEA
und
9 A{Lf(a:) = L(f(x+ap) — f(z)) . (Vowértsableitung)
%f(x) — Azf(x) = L(f(x) — f(xz —af)) : (Riickwértsableitung) (4.3)
. Al f(z) = +(f(x+ap) — f(x—f)) : (symmetrische Ableitung)
i ist der Gitter-Einheitsvektor in den 4 euklidischen Raumrichtungen (p = 1,2,3,4). Um
Schreibarbeit zu sparen, wird im folgenden immer p := afi verwendet. Auf den Gitterpunk-
ten sind die Felder definiert und mit ihnen das kanonische Skalarprodukt
(f,9) =a*> f(z)-g(x). (4.4)

4.1 Die fermionische Gitterwirkung fiir Majorana-Fermionen
(Wilson-Dirac-Wirkung)

Der kinetische Term der Wirkung fiir Majorana-Fermionen im Kontinuum, wie er in dem Modell
der freien supersymmetrischen Yang-Mills-Wirkung auftaucht,

S =5 [ e M@)o, + mIAGz) (45)
wird auf dem Gitter (A) zu
4
SN = % St S A@) (A + m)A ()

T p=1

4
_ % a*y Aa)y e “)2?(”5 —H A\ (@)
T pn=1
1 _

Az + )7\ @) + mA(Z)A(z) § . (4.6)

1h:[E-T]:1undc:[L/T]:1
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Hierbei wurde in den letzten beiden Umformungen die Konvention vy_,, := —v, fiir p =1,2,3,4
eingefiihrt und die Identitét (3.75) benutzt. AuBerdem verwendet man die symmetrische Ablei-
tung Ag, um die Paritdt der Theorie zu erhalten.

Leider ist diese Wirkung so noch nicht vollsténdig, da man das Problem der Fermionenver-
dopplung noch nicht beriicksichtigt hat. Dies ist eine charakteristische Eigenschaft der naiven
Fermionendiskretisierung, die durch neuartige Ansétze der Wirkung etwa nach Wilson (Wilson-
Fermionen) oder nach J.B.KOGUT und L.SUSSKIND (staggered fermions) beseitigt werden kann.

4.1.1 Die Fermionenverdopplung

Beschreibt man fermionische Felder auf dem Gitter, so tritt nach einem ,, No-go“-Theorem von
H.B.NIELSEN und M.NINOMIYA [NN1],[NN2] zwangsldufig das Problem der Fermionenverdopp-
lung auf. Diese Eigenschaft wird hier am Beispiel des freien Fermionenpropagators auf dem Gitter
deutlich. Analog zum letzten Kapitel kann der Operatorkern ) ry,, die Fermionenmatrix, mit

1 _
¢ =5 D a'M@)QrayA(y) (4.7)
"'E7y
durch
1 4
Qny = méx,y + % Z’Vuéx,y—ﬂ - ’Yu(sz,y—i-ﬂ (48)
pn=1

beschrieben werden. Der freie Fermionenpropagator S ist erneut die inverse Matrix von Qp,
so dass

Z QF:L"ZSFzy = 6xy (49)

ist. Betrachtet man nun zunéchst ein begrenztes Gitter mit N Punkten in allen Raumrichtungen
und periodischen Randbedingungen, so bedeutet dies im Impulsraum, dass die Phasen (Impulse)
diskret und Aquidistant in der 1. Brillouin-Zone verteilt sind

que{—ﬂn‘nzo,...,]\/—l}. (4.10)

Durch die Periodizitdt des Gitters kann man anstatt 0 < ¢, < 27 wie im folgenden auch
—m < q, < 7 als 1. Brillouin-Zone definieren. In der diskreten Fourierdarstellung mit

1 Q iq(x—y)/aN
Sny = W ;SFQ € a(z=y)/ (411)
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ist

4
1 . 1 o
D QrsSray = ) qanma 2 Sra | mns + 50D Yubnem = Wby | 1IN
z Z q p=1
4

1 . | | | |
- (aN)* Z 5rq [m " 2a Z <7M elian/eh) — T e(lq”/aN)]) ela(z—y)/aN
q

p=1

.4
1 ~ 7 .
- - -z ; iq(z—y)/aN
= (aN)4E Srq m+a§ Y sin (g, /N) el1@=y)/

- v 42 ig(a—y)/aN (4.12)
a

und man erhélt den Gitterpropagator
-1

.4

~ 1 .

Srq = EE Yusin (qu/N) +m . (4.13)
p=1

Mit p,, = qu/Na liefert dieser im naiven Kontinuumslimes (a — 0) fiir p, ~ 0 wegen
sin (ap,) = apy, + O(a?) (4.14)
scheinbar die korrekte Form des Kontinuumspropagators (3.88)
Srp = (i +m) " (4.15)

Dennoch existieren Unstimmigkeiten hinsichtlich der 2* — 1 = 15 Fermionen mit den nicht
verschwindenden Impulsen in den Ecken der 1. Brillouin-Zone (p, = m/a). Dort verschwindet
némlich ebenfalls die Sinusfunktion des Gitterpropagators. Anders als die Kontinuumsversion
unterdriickt der Gitterpropagator diese Fermionen nicht, was im Ortsraum zu einer starken Va-
riation der Felder benachbarter Gitterpunkte fithrt und dadurch die Méglichkeit einer einfachen
Kontinuumslimesbildung verhindert wird?. Diese 15 voneinander unabhingigen Fermionen? sind
Gitterartefakte, die nach einem Vorschlag von L.SUSSKIND und seiner Arbeitsgruppe [Su] mit
kiinstlich eingefiithrten Flavour-Zahlen unterschiedlich beschrieben werden kénnen (staggered
fermions). K.G. WILSONS Ansatz (1977) war dagegen, den Gitterpropagator so abzuéindern,
dass die Massen dieser Fermionen in der Kontinuumsbildung unendlich grofl werden, und sie so
indirekt beseitigt werden. Dazu ergéinzte er S Fq ZU

-1

) 4
Sp, = + — i + — 1 — . 4.16
Fq m - 31 Y sin (apy,) . ;1 cos apy,) ( )

0 < r <1 ist der sogenannte Wilson-Parameter. Die Fermiondoppler besitzen also eine Masse
von (m+222) (n ist die Anzahl der von 0 verschiedenen Impulskomponenten), die im Kontinuum

2Fiir bosonische (skalare) Felder wire das Argument der Sinusfunktion in (4.13) nur halb so groB, weshalb
dieses Problem bei den Bosonen nicht auftaucht.
3Der Name Fermionenverdopplung bezieht sich auf den eindimensionalen Fall.
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unendlich grof3 wird. Dieser Trick verdndert den Fermionenoperatorkern

4
4r 1
Qray = (M + E)‘Sw,y + % Z —[r + Yoy — [ = Yulbay—p (4.17)
pn=1

und man erhilt im Gegensatz zu (4.6)

SAN = %Za4{<m+%> Ma)A(@)

4

o S M )l + M) + 2@~ A+ )
pn=1

I 4 ar\ < 13

= 3 Za (m + —) Az)A(z) — % Z Mz + ) + v (z) . (4.18)

T a a p==+1
Mit der Skalierung
a3 (am + 4r) 2 N(z) = AMz)  baw. @ (am + 4r)2N(z) — M), (4.19)

die die Felder dimensionslos macht, ist dies dquivalent zu

4
SHN = 5 D0 A K Y Ne 0l o)+ el =i+ . (420

xT

K bezeichnet den Hoppingparameter, der die Gluinomasse enthélt,

1

S — 4.21
2amg + 8r ( )

Wie schon im kontinuierlichen Fall ist diese Version der freien fermionischen Yang-Mills-Wirkung
auf dem Gitter schon aufgrund des Massenterms nicht invariant gegeniiber der chiralen Trans-
formation

Mz) — P \(z) baw. X — A(x) . (4.22)

Wilsons Ansatz aber bricht diese Symmetrie noch zusétzlich, selbst fiir eine verschwindende
Gluino-Masse (mg = 0).

4.2 Gitter-Eichtheorie

Die néchste Aufgabe besteht nun darin, die fermionische Wirkung (4.20) eichinvariant gegeniiber
lokalen SU(2)-Transformationen zu formulieren.

Eine lokale SU(N)-Transformation wird beschrieben durch

Y(x)A(x) mit A € SU(N)
ATA =1, det(A) =1, (4.23)
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mit dem durch die Parameterwerte w®(z) und den Generatoren 7 festgelegten Gruppenelement
(a=1,...,N?—-1)
A(x) = exp (iw(x)T*) wi(z) € R. (4.24)

Da diese Gruppe von x abhéngig ist und ihre Elemente nicht miteinander kommutieren, handelt
es sich um eine lokale, nicht-abelsche Eichtransformation. Wie im Kontinuum besteht auch auf
dem Gitter die Moglichkeit, hierfiir Paralleltransporter zu definieren, die es erlauben, Skalarpro-
dukte in der Form

S U+ WU+ a)i(e) (4.25)

eichinvariant zu konstruieren.

4.2.1 Das Konzept der Paralleltransporter

Im Kontinuum wird der Paralleltransport eines Feldes v)(z) aus einer lokalen Basis des Vektor-
raums V, entlang eines Weges C,; in der Raumzeit in den Vektorraum V,, mit anderer Basis
vermittelt durch eine lineare Abbildung

UlCyz): Vi — 'V,
P(x) +—  U(Cya)¥(x). (4.26)

Diese muss folgende wichtige Eigenschaften erfiillen:

1. U(B) =1,
(} ist der Weg mit der Lénge 0.

2. U(Co0Cy) =U(C2)U(Cy),
Cy 0 Cq ist der Weg, der durch die Verbindung von C; und Co entsteht.

. uchH=u)t
C~! bezeichnet dabei den Weg, der entgegengesetzt zu C durchlaufen wird.

Das Skalarprodukt in der Form
[ ety XU €N z) (4.27)
ist dann eichinvariant, wenn man verlangt, dass U(Cy,) unter der Eichtransformation sich wie
UCp) —  Ay) U (Cyo)A() (4.28)

verhilt. Der Paralleltransporter ist daher selbst wieder Element der Gruppe SU(N). Nimmt man
den direkten Weg von z nach x 4 dx, so lasst sich der zugehorige Paralleltransporter um die
Einheitsmatrix entwickeln zu

U(Cotdez) =1 — Ay(x)dat € SU(N). (4.29)



4.2 Gitter-Eichtheorie 49

In einer hinreichend kleinen Umgebung von 1l kann das Gruppenelement durch die zugehorigen
Generatoren aus der Lie-Algebra der su(N) beschrieben werden. Das Feld A, (x) € su(N) ist
das Eichfeld.

Mit Hilfe des Paralleltransporters ist es desweiteren moglich, eine kovariante Ableitung zu kon-
struieren. Diese entsteht aus der Differenz zweier infinitesimal benachbarter Felder an den Punk-
ten x und x + dx, die sich durch den Paralleltransport nun in derselben Basis befinden

D) := U(Cprdwz) "NMa + dz) — \(x). (4.30)
Mit DX(z) := D, (x)dz, ist sie
DyXz) = (0, + Apu(z))A(x). (4.31)

Das Transformationsverhalten des Paralleltransporters (4.28) legt das des Eichfeldes fest. Da-
nach ist

Ae) = AT (@)Au@)A) — (@A @)A)
= A7'(@)(0 + Au(@))Ala). (4.32)

Die kovariante Ableitung heiffit nun kovariant im Sinne von
D\ N (z) = AN (2)DyA(x). (4.33)

Die Dynamik des Eichfeldes selbst wird iiber den Feldstdrketensor Fj,, definiert. Er ist der
Kommutator der kovarianten Ableitungen

Fuv = [Dys Du] = 0, A () = Oy A () + [Ap(z), A (2)] (4.34)
und steht wie das Eichfeld beim Paralleltransport mit dem Transporter U(Cy,) iiber
U(Cye) =1 — Fp(x)dxydy, € SU(N) (4.35)

in Verbindung. C,,. ist ein Parallelogramm im vierdimensionalen Raum mit den Kanten dy und
dz. Unter den lokalen Transformationen verhélt F},, sich wie

Fl () = Az) " Fu(2)A(2). (4.36)

Da sowohl F},, als auch A, (x) Elemente der Lie-Algebra su(N) (4.29),(4.35) sind, lassen sie sich
schreiben als Linearkombination der Generatoren 7.

Au(z) = —igAf(x)T° (4.37)
Fu(x) = —igFl‘jV(x)T“ (4.38)

Die Komponenten der beiden Felder sind iiber (4.34) durch
Fl, = 0,A% — 0,A% + gfapc AL A (4.39)

miteinander verbunden. Die Kopplungskonstante g wird hier auf die iibliche Art und Weise
eingefiihrt. Die Yang-Mills-Wirkung fiir das Eichfeld ist in dieser Darstellung gegeben durch

1 1
SylA,] = 3 / d*z Tr F,, Fp, = . / d'z F},FY,. (4.40)
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Aufgrund der Zyklizitdt der Spur ist diese per Konstruktion eichinvariant.

Einschub:

Sind alle Paralleltransporter bekannt, so liegt das Eichfeld A, (x) fest. Auf der anderen Seite
ist es aber auch moglich, iiber die Eichfelder auf die Paralleltransporter zu schlieffen. Dazu

parametrisiert man einen Weg C,, in der Raumzeit mit
c:[0,1] — Punkteauf C,y ,cu(0)=2z, cu(l)=y,. (4.41)
Beschrénkt man sich auf das Intervall [0, s] C [0, 1], so ergibt sich durch Variation des Endpunk-

tes die Differentialgleichung

00 = - AuelsnZru ey (4.4

Mit der Anfangsbedingung
U(Cy) =1 (4.43)

ist ihre Losung die schon aus der Streutheorie bekannte Dyson Formel

U(C,) = Pexp <— /0 ) Au(c(s))%ds) ~ Pexp <_ 3 Au(az)dmu>. (4.44)

P ist der Pfadordnungsoperator, der dafiir sorgt, dass die Matrizen A, (s) mit kleineren s links
stehen.

4.2.2 Die Wilson-Wirkung

Auf dem hyperkubischen Gitter ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte durch den Gitterab-
stand a gegeben. Aus diesem Grunde macht es Sinn, den Paralleltransporter auf den Gitterkanten
b (Links oder Bonds) zu definieren

Ub) :=U(x + p,z) =U,(x) € SUN) (4.45)

mit dem zu (4.28) dugivalenten Transformationsverhalten

Uu(x) — ANz + p)U,(2)A(). (4.46)
Er verbindet also jeweils zwei benachbarte Punkte x und x + p auf dem Gitter oder graphisch
veranschaulicht:
Up() Ut () (4.47)
o ——0 o——0
T T+ p X T+

Im Kontinuum konnten die Paralleltransporter mit Hilfe der Dyson-Formel entwickelt werden.
Entsprechend kann man sie auf dem Gitter definieren.

a2
Uulz) = exp(—ady(z))=1—-aA,(z)+ 7Au(:v)2 +... (4.48)

Diese Link-Variable erfiillt mit (4.37) wie im Kontinuum die Beziehung

Uu(z) = U__;(ac +p) = Uiu(m + ). (4.49)
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Unter dem Gittereichfeld versteht man nun die Konfiguration aller dieser Link-Variablen auf dem
Gitter. Die kovarianten Gitterableitungen (hier: Vorwértsableitung) sind analog zum Kontinuum
dann

Uu_l(l‘))\(l‘ +p) — )\(1‘)

f —
DijA(z) = ”

(4.50)

Ergénzt man nun die fermionische Gitter-Wirkung (4.20) mit der kovarianten Ableitung, so wird
sie selbst invariant unter den lokalen Eichtransformationen und lautet

4
SN U] = % S Z (& + m)lr + ] Un(@)A@) + M@ — U @Az + )

x :
(4.51)
In dieser Form wurde sie erstmals préisentiert von G. CURCI und G. VENEZIANO in [CV].

Es bleibt noch die Konstruktion des Terms fiir das Eichfeld. Dieser sollte die Eigenschaft besit-
zen, eichinvariant zu sein und im Kontinuum a — 0 gerade die Wirkung S,4[A,,] zu reproduzieren.
Die kleinsten Parallelogramme auf dem Gitter sind die Plaquetten, die sich aus den 4 Punkten des
Quadrates (t,x4+p,z+p+v,x+v)

ergeben. Der zugehorige Paralleltransporter entlang dieser Plaquette (im mathematisch positi-
ven Sinne) ist dann

r+v rTt+p+v
(4.52)
x T+ W
Up=Uuw(z) = U, z+v)Ux+v,e+p+v)U(r+p+v,o+p)U(s + p, o)
= U, M (z+v)U, @+ p+v)Us(z + p)Uy(). (4.53)

Up nennt man Plaquette-Variable. 1974 gelang es K.G.WILSON, mit ihrer Hilfe eine Gitterwir-
kung fiir das Eichfeld zu definieren [Wil],[Wi2]. Sie lautet

U] = Z Sp(Up) (4.54)

mit dem Plaquette-Term

Sp(Up) = —ﬁ{mﬁ(Up+U = }

= ﬂ{l—ﬁReTrUp} SU(2): ReTrUp = Tr Up. (4.55)

Der Ausdruck Zp bezeichnet die Summe iiber alle Plaquetten in ein und derselben Orientierung.

Z >y (4.56)

r 1<pu<r<4

Mit der BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-Formel

exp () exp (y) = exp (x +y + %[az, yl+...) (4.57)
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und
Ay(z + p) = Ay(x) + aA] Ay (2) (4.58)
findet man iiber (4.48) dann [MM]
Uw(x) = exp (—CLQG,M,(LU)) (4.59)
Gu(r) = Fu(r)+0(a) mit TrGu(r)=0 (4.60)
Fu(r) = AJA(2) + AJAL(2) + [Au(x), Ay (@)]. (4.61)

Die Spur der Wilson-Wirkung wird so zu
Te(Up + U, )

1 1
= Tr { (1 —a?G(z) + §a4G/2W +.. ) + (1 +a*G . (2) + §G4G;2uz +.. > }
= 2Tr1+a* Tr(F(2)?) + O(a®). (4.62)

Mit 3, Tr(F(2)?) = %wa Tr(F,(2)?) gelangt man so zu
S = —% > a Te{F () Fu(2)} + O(a). (4.63)

Fine Gitterwirkung, die der Forderung, im Kontinuumslimes die urspriingliche Yang-Mills-
Wirkung (2.130) wiederherzustellen, gehorcht, ist daher mit (4.2) und

2N

- 4.64
s 7 (4.64)

erfiillt.

4.3 Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung

1843 entdeckte W.R.HAMILTON (und vor ihm schon 1819 C.F.GAuss) auf der Suche nach einer
Erweiterung der komplexen Zahlen die sogenannten hyperkomplexen Zahlen, deren Multiplikati-
on rdumlichen Drehungen ebenso entspricht wie ebene Drehungen der Multiplikation komplexer
Zahlen. Seine Idee war es, die hyperkomplexen Zahlen durch den Ansatz xzgll +iZd zu reprisen-
tieren. Die darin enthaltenen neuen ,Zahlen* ¢ sind die Quaternionen, also letztlich nichts
anderes als die Pauli-Matrizen, obwohl Hamilton in seiner Arbeit ihre Matrixdarstellungen gar
nicht kannte. Aber auch er gelangte so ebenfalls zu der Lie-Algebra mit ihren definierenden Ver-
tauschungsrelationen. Wie in [SU] oder [KS] gezeigt wird, wird mit dieser Methode der spezielle
Zusammenhang zwischen der Tensordarstellung der Elemente der SO(3) und der Spinordarstel-
lung der SU(2) deutlich. Ordnet man jedem Vektor 2 € R3 eine 2 x 2-Matrix X zu

o 3 1_ ;.2 ) 1 )
X =zx'c"= ( 1 j_ s * gx ) , und umgekehrt z'= 3 Tr Xo', (4.65)
x4z —x

so ist die Determinante dieser Konstruktion das negative Skalarprodukt —z‘z? des Vektors .
Transformiert man desweiteren X mit einem A € SU(2)

X - X' = AXA P =AXAT, (4.66)
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so bleibt das Skalarprodukt invariant.
—(m’ix’i) = det X’ = det Adet X det AT = det X = —z'z’ (4.67)

Es handelt sich also bei der spinoriellen Transformation von X (4.66) um eine orthogonale
Vektor-Transformation beziiglich x, wobei aber eine Spiegelung 2’ = —x durch eine solche Trans-
formation nicht moglich ist. Das bedeutet /" = R¥zd mit R¥ € SO(3) und es ist egal, ob man
die Basis der Pauli-Matrizen beziiglich der SU(2) transformiert oder den urspriinglichen Vektor
x mit einem Element der SO(3):

X' =2""0" = Riziq
X' =a/0"” = 27 Ao AT (4.68)
Der Koeffizientenvergleich liefert
Rgt = AgI AT, (4.69)

Multipliziert man noch mit o von links und bildet unter Beriicksichtigung von Tr o;0; = 20;;
die Spur, so ist

RM = %Tr oF AT AT, (4.70)

Dies ist der gesuchte Zusammenhang zwischen der Tensordarstellung der SO(3)-Gruppe in ih-
rer fundamentalen, die gleichzeitig auch die zugehorige adjungierte Darstellung ist, und der
Spinordarstellung der SU(2)-Gruppe in ihrer fundamentalen Darstellung. Mit der fiir alle 2 x 2-
Matrizen giiltigen Identitét

ofMoF =2Tr M -1 — M (4.71)

folgt aus (4.69) und Multiplikation mit o7 weiterhin
Rgigl = AoiATed = A(2Tr AT- 1 — AT). (4.72)

Bildet man die Spur iiber diesen Ausdruck, so erhilt man eine spéter noch hiufig verwendete

niitzliche Eigenschaft
(Tr(A))? = (1 + Tr(R)). (4.73)

Nach diesem allgemeinen Zusammenhang werden nun neben den Eichfeldern A, (z) = Af(z)T*
auch die Majorana-Felder in einer Basis aus den Generatoren der SU(2) in der fundamentalen

Darstellung entwickelt
Az) = N (x)T°. (4.74)

Ihr Transformationsverhalten gegeniiber der Eichtransformation ist analog zu (4.66)
Mz) —  N(z) =AY z)\2)A(z). (4.75)
In dieser Darstellung verlieren aber die urspriinglichen Operatoren wie
Z Mz + p)U(x + p, )M\ (z) (4.76)
x
ihre Eichinvarianz. Ein Mangel, der aber mittels der zyklischen Invarianz der Spur

ZTr (x+p)U,(z )/\(x)UM_l(J:)) (4.77)
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wiederhergestellt werden kann. Mit der Normierung Tr(7°7T?) = %(5“ ist

SHA U

= S TR@AE)

x

4
KT [ 303 Rsle 4w + 1l saUu(@)Aa (@)U (2)

I
N —
Sl
oQ
=
>
Se
—
&

@8
R

“W‘b
M%

= K M@+ p)lr+ v saVit () A8 (@) + Ap(@)[r = vl sa(Vi)™ (@) (@ + )
. (4.78)
mit
V() = Vi + p2)" = 2T (V@) 0 @)T) = (V@) = (V@) ™)™ (479)

Dies ist die von I. MONTVAY vorgeschlagene Version der CURCI-VENEZIANO-Wirkung. Der Fak-
tor % entspricht formal einer Flavour-Zahl Ng, die wegen der halben Anzahl an Freiheitsgraden
im Vergleich zu den Dirac-Fermionen typisch ist fiir Majorana-Fermionen.

Die Matrix V entspricht exakt (4.70), so dass V als ein Element der SO(3) gesehen werden
kann. Diese Gruppe wiederum ist aufgrund der gemeinsamen Strukturkonstanten isomorph zur
adjungierten Darstellung der SU(2).

Aufgrund des Transformationsverhaltens der Majorana-Fermionen (4.75) spricht man von der
supersymmetrischen Yang-Mills-Theorie mit Majorana-Fermionen, die sich beziiglich der adjun-
gierten Darstellung der SU(2) transformieren, oder kurz mit Majorana-Fermionen in adjungierter
Darstellung. Eine weitere Eigenschaft dieser Matrix ist

Vi (x) = V(o) (4.80)

bei der sich die Transposition auf die Farbfreiheitsgrade bezieht. Eine Transposition nach Farb-
und Ortsfreiheitsgraden (77 4) dndert V), (x) nicht, denn es ist

V@) = (V) (@ + )
= V(z,z+ p)®
= (V'@ +pa)®
= V(z+px)
= V(x)b (4.81)
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In kompakter Form kann man die Wirkung schreiben als

SHN U] = Z A () QIEN (z Z X (y)CQUNP () (4.82)

zaa,yBb xb,ya

mit der Fermionenmatrix

vhaea = QU
4
= 5yx5ba56a - K Z |:(’l“ + Vu)ﬁocv/i(x)ba(sy,er,u + (7" - Wu)ﬁa(vf)ba(y)(seru,x]
pn=1
= (1-KM)" [U). (4.83)

Entscheidend fiir die spateren Rechnungen ist die Antisymmetrie des Operatorkernes C'QQ beziiglich
einer gemeinsamen Vertauschung von Orts-, Dirac- und Farbindizes. Dies lésst sich zeigen durch

Cp Q. Crl

yL T T

= CﬁL(SLTC 6ba6yz

K'Y [ICr 4 e o+ [Conlr — 2o Crl V]
pn=1

4
= 0gadabdzy — K Z [[T + Cﬁb('yu)wc;al ] V;fa(x)éx—l—u,y + [ CBL(’YM)LTCm ](Vba( ))5w,y+u}
— —

w=1 —(e)as —(ho)as

] =

= 5aﬁ5ab5xy - K [[T - 'Yu]aﬁ(vf)(x)ab5x+u,y +[r+ 'Yu}aﬁ(vlfb(y))(sx,yﬁ-u]

pn=1
= Qxa,yﬁ?
(4.84)
so dass mit der Multiplikation von rechts mit C,,
Cﬁb yL zp — Wza yﬂCaP CPOé g?x,yﬂ = CQTm(m = _CQ (4'85)
die Behauptung folgt.
Der Ausdruck (4.78) kann mit (3.75) erneut in eine einfacher zu handhabende Form
1 . .
ST = 5 30 3 AN @) — 2K 30Ny + mVE @)l + ulsea(@) b (486)
4 u=1
afB,ab
1 ya a
= 53 e - 2KZAB (@)l — s + 1) § (4.87)
aﬁz,ab
1 ya a
= 5 Z )\Ol<x) - K Z Ab yﬁ:pa a(x> (488)

ozB ab
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_ (+)ba (—)ba
Myﬁfwé - Myﬁxa+Mﬂxa
4 4
= Z(T + W’M)ﬁaV:a(x)éy,x+u + Z(T - 'Yu)ﬁa(vf)ba(y)‘sy—w,x (4.89)
p=1 p=1

iiberfiithrt werden. (@) bezeichnet die Summe iiber alle néchsten Nachbarpaare. Dadurch wird
erreicht, dass fiir jedes Nachbarpunktepaar jeweils nur ein Term, entweder M oder M, und
nicht, wie noch in (4.78), zwei Terme zur Wirkung beitragen, was die Rechnungen vereinfacht.
Die wichtigen Symmetrieeigenschaften

cMc™t = cMT+MH)CTH
= cMtct+om—C!

MOT 4 ST =y (4.90)
und damit
Mt =-cmMm (4.91)
bleiben natiirlich erhalten. Mit den Definitionen
4
Yyz = Z’Yu(éy,xﬂt = Oytpi,z) (4.92)
4
Viy,z) = Z VieOyatp + ij;‘seru,:c (4.93)
pn=1
ist somit
My, = (r+ 'Vyw)v(% ). (4.94)

Die vollstandige N=1 SU(2) Super-Yang-Mills-Wirkung auf dem Gitter wie sie in dieser Arbeit

verwendet wird - ist damit abschlieend (5 = ;%)

SMUN = SMU]+ SHULA
1 _
sy {1 1y UP} 5 2 ) )
P
= 5Y. I Ly DS R )= K > My al(z).
P 2 2:(:(1(1 (zy) o yﬁza i

afB,ab

(4.95)

4.4 Der Kontinuumslimes

Aus der Forderung der Unabhéngigkeit der Observablen vom Gitterabstand gelangt man zur
Renormierungsgruppengleichung. Die zentrale Funktion, die die Kopplung ¢ in Beziehung zum
Gitterabstand a setzt, ist die Callan-Symanzik §-Funktion

dg

Bg) = a5 (4.96)



4.4 Der Kontinuumslimes 57

Sie kann in Potenzen von ¢ entwickelt werden, wobei ihre vom Regularisierungsschema un-
abhingigen und daher universell giiltigen ersten beiden Koeffizienten stérungstheoretisch be-
rechnet werden konnen [NSVZ]:

B(g) = —bog® — b1g” + O(g") (4.97)
mit )
3N, 6N

bo 167T2 un b1 (167T2)2 ( 98)

Durch eine einfache Integration gelangt man so zu der gesuchten Abhéngigkeit

1 2 _b—12 -
a = — (b 25 e 2bog”
i, (bog”)

1 b 1
&g 2%a) = 2bln (E) - éln (2 In <E>> : (4.99)

Nach dieser Gleichung kénnen nun beide Parameter gleichzeitig eingestellt werden. Die Mas-
senskala Ay ist ein freier Parameter, der bei der Integration der (-Funktion entsteht und
noch an mogliche zukiinftige Experimente angepasst werden muss. Es zeigt sich ein fiir nicht-
abelsche Feldtheorien typisches Verhalten, nach dem die Kontinuumstheorie, der Kontinuums-
limes (a — 0) durch g — 0 bzw. 3 — co* also einer asymptotisch kleinen Kopplung (asympto-
tische Freiheit) erreicht wird.

Neben dem Kontinuumslimes sollte durch ein korrektes Einstellen (Tuning) von § und K ei-
ne verschwindende Gluino-Masse fiir die Wiederherstellung sowohl der chiralen als auch der
Supersymmetrie im Kontinuum sorgen. In den Simulationen wird iiblicherweise 3 fest gew&hlt
(B~ 2...3), wobei K auf K“(f3), einem kritischen Punkt des Systems, bei dem ein Phaseniiber-
gang erwartet wird, eingestellt wird, wobei

Khiral = KSusy (4.100)

C

ist. K" wird zu einer Funktion von (3 mit

1
Jim K= 2. (4.101)

Als Ordnungsparameter dieses Phaseniibergangs dient das Gluino-Kondensat <)\5\>, dessen Ver-
schwinden auf die Restauration der chiralen Symmetrie schlieflen ldsst (Abb. 4.1).

Desweiteren sollten an diesem Punkt die in den Simulationen beobachtbaren Massenaufspaltun-
gen der leichtesten Multipletts aus Abschnitt 2.5 approximativ aufgehoben sein (siehe Abb. 4.2).

43 ist hier natiirlich 8 = Qg_fz\"
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Abbildung 4.1: Erwartetes Phasendiagramm des chiralen Gluino-Kondensats
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Abbildung 4.2: Die leichtesten Massen des chiralen Multipletts der G.R. FARRAR-G.
GABADAZE-M.SCHWETZ-Wirkung aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
(8 = 2.3. Das gestrichelte Gebiet kennzeichnet den vermuteten Bereich
verschwindender Gluino-Masse.



Kapitel 5

Die Gruppe SU(N) und ihre
Integration

Die Integration iiber die SU(N)-Eichgruppe spielt fiir die Berechnungen der physikalischen
Groflen der Yang-Mills-Theorie mit Fermionen eine entscheidende Rolle, denn die Doppelent-
wicklung nach dem Hoppingparameter K und der Eichkopplung g bzw. (3, beide in der Form
einer Starkkopplungsentwicklung, hinterldsst eine SU(N)-Gruppenintegration iiber Polynome
aus Eichlinks Ue SU(2) und den Hopping-Matrizen V€ SO(3), beide in ihren fundamentalen
Darstellungen. Eine systematische, graphische Methode, um SU(N)-Integrale zu 16sen, stammt
von M. CREUTZ [Crl]. In &hnlicher Weise kann auch die SO(3)-Integration behandelt werden,
die in [Lu] félschlicherweise mit der SU(3)-Integration identifiziert wurde. Doch bevor die Metho-
den dargestellt werden, werden zunéchst die grundlegenden Eigenschaften der SU(N)-Liegruppe
und des ihr zugehorigen Integrationsmafles, das Haar-Maf, eingefiihrt.

5.1 Die Gruppe der SU(N)-Matrizen

Bei der Gruppe SU(N), der Menge aller komplexen N-dimensionalen speziellen und unitéren
Matrizen, handelt es sich unabhéngig von ihren Darstellungen um eine kompakte, nicht abelsche
Liegruppe, deren Generatoren J den fundamentalen Vertauschungsrelationen

(i, J5] = ifijidk fijk + Strukturkonstanten (5.1)

gehorchen (siehe auch Anhang A). Im Fall der zweidimensionalen Spinordarstellung j = % der
=
jedem Gruppenelement U eindeutig einen gerichteten Winkel g = ¢ - 77 als Parameter zuordnen.

SU(2) mit f;jr = €;;x werden diese Relationen von den Pauli-Matrizen % erfiillt, und man kann

Dieser entspricht einem Punkt auf der Oberfliiche einer vier-dimensionalen Hyperkugel S3. Sie
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bildet die Gruppenmannigfaltigkeit!, und es ist
U(5) = exp (—5¢5) = (cos %) 1+ (sin %) no
0<¢<2m li=1 (5.2)
Eine andere Moglichkeit der Parametrisierung wére z.B.:
U=aoll +i@d mit a2+a*=1. (5.3)

Ist die Gruppenmannigfaltigkeit, wie in diesem Fall, dariiberhinaus noch kompakt und differen-
zierbar, so spricht man von einer kompakten Lie-Algebra bzw. Lie-Gruppe.

Man kann nun zeigen [Cr2], dass fiir jede kompakte Lie-Gruppe G ein invariantes Integrations-
maf} existiert, das Haar-Maf}, mit den folgenden Eigenschaften

1. Gruppentranslationsinvarianz:
/f(U)dU—/f(VU)dU—/f(UV)dU fur U,V € G
G G G

2. Normierung;: fG aUu = 1.

Speziell folgt aus der Invarianz

/ f(U)dU = / f(VUW)dU = / f(UHdu mit V,W € G. (5.4)
G G G
Fiir die SU(2) konnte man auf das normierte Oberflichenmafl der Hyperkugel zuriickgreifen
Lo 92 .
aU = (sm 5) d dQ(7) (5.5)
mit d(i7) als Kugeloberflicheneinheitsmafl im R3, oder alternativ ausgehend von (5.3)
1
dU = —6(a* — 1) d*a (5.6)
™

verwenden.

Eine hilfreiche Moglichkeit zur Berechnung von Gruppenintegralen bieten die Charakter-Funk-
tionen x;(U). Fiir ein Gruppenelement U in der j-ten unitéren und irreduziblen Darstellung der
SU(2) DI(U) ist sie

' sin (j + —> ® 1 3
X]-(U):Tr(D](U)):—1 j:0,§,1§,.... (5.7)
sin <§g0)
Sie ist eine invariante Funktion oder Klassenfunktion der Gruppe
x;(VUV™Y) = x;(U) U,V € SU(N). (5.8)

Siehe hierzu auch Kapitel 7.

'Der Begriff der Mannigfaltigkeit entstammt aus der Topologie und definiert eine Menge von Punkten, mit der
Figenschaft, dass jeder Punkt eine offene Umgebung U; in M besitzt, fiir die es eine eindeutige Abbildung ¢, auf
eine offene Untermenge U; des R™ gibt.
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5.2 Die Gruppenintegration der SU(N) in fundamentaler Dar-
stellung

Im folgenden geht es nun um die Berechnung von Integralen der Art
I= /dU Ui -+ Uiju Uy, - Uiy (5.9)

mit den SU(N) Gruppenelementen U zunéchst in ihrer fundamentalen Darstellung - die Indizes
beziehen sich auf die Eintrige der darstellenden Matrizen.

Wahlt man zunéchst eine erzeugende Funktion
W(J,K) = / AU TUAKTUTY) (5.10)

mit beliebigen N x N-Matrizen J und K, so ist

I= < 0 A 0 (5.11)

... L. W(J, K
0Jj iy 0Jju, OKpg, 0Kk, ( )>

J=K=0

Die K-Abhéngigkeit dieser Funktion W (J, K) wird durch eine neue Funktion W (J) eliminiert.
Hierfiir ersetzt man alle Ui;1 in (5.9) durch ihre Kofaktoren cof(U);;. Dies ist die mit (—1)"+
multiplizierte Determinante derjenigen Matrix, die durch Streichung der j-ten Zeile bzw i-ten
Spalte aus U entsteht.

_ cof(U); "
Ul = I/ (g T det(Uyeti pri
17 det(U) ( ) € ( # 7b7£])
1
= Uiljl T UZ’Nflefl (5'12)

mejﬂ:l:mﬂ;N—lEi’jlwwiN—l

€ ist wieder der total-antisymmetrische Tensor mit €12 .y = 1. Dadurch werden die inversen
Gruppenelemente in der Integration beseitigt. Fiir die erzeugende Funktion bedeutet dieser
Schritt

W(J, K) = exp {TrK (cof%) }W(J)
W(J)= [dU exp(TrJU), (5.13)

und W (J) wird zur neuen, von K unabhéngigen, erzeugenden Funktion. Wie auerdem in [Crl]
gezeigt wird, muss jede differenzierbare und damit in J analytische Funktion, die die durch die
Invarianz des Integrationsmafles bedingte Eigenschaft

W(J)=W(VJW) V,W € SU(N) (5.14)

erfiillt, in eine Potenzreihe der SU(N)-Gruppeninvarianten det(.J)

W(J) = iai(det J)! (5.15)
1=0
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entwickelbar sein. Die Normierung des Gruppenmafes fordert ag = 1, und da die Determinante
fiir alle Elemente der SU(N) eins sein muss, ist

0
det — |W(J) =W (J). 5.16
(et 3 )W) =W (5.16)
Zusammen mit der von M.CREUTZ gefundenen Relation
0 - (i+N-1)! 1
det — |(det J)' = ~————"(det J)" 1
<68J>(6J) i) (det J) (5.17)
e (i —1)! 2131 (N — 1)!
T— 1) ap=1 130... — !
s = — —a;_ S — X 5.18
CEGIN-DYTY T YT G )L N =) (5.18)
und
= 2. (N=1) :
= L, 1
wJ) ;Di!...(i+N—1)!(detJ) (5.19)
Die Determinanten von J konnen dann wieder durch e-Tensoren beschrieben werden
1
det J = meil"'iNejl---jN Jiljl - JiNjNv (520)

so dass das Integral nach den Ableitungen von W(J) letzten Endes in eine Summe von Produk-
ten aus e-Tensoren zerfillt. Wenn anschliefend die Quellen J und K zu Null gesetzt werden,
bleibt schliellich von dieser Summe aber nur ein Term aus Produkten iiber e-Tensoren und Per-
mutationen {ibrig. Damit sind jetzt prinzipiell alle Moglichkeiten gegeben, das Integral (5.9) zu
berechnen.

Aufgrund der Komplexitéit der Rechnungen bietet sich ein ebenfalls von M.CREUTZ vorgeschla-
genes graphisches Verfahren an. Danach ordnet man jedem Element der Gruppe einen gerichteten
Pfeil zu.

.
~

i J (5.21)

Das Integral (5.9) ist dann die Kollektion dieser Pfeile.

jl jn kl km
I = [' o 00 .1 J' o 00 .\
R T A (5.22)

Das Kronecker-Delta wird zu einer ungerichteten Linie und der antisymmetrische e-Tensor zu
einem Vertex mit N Linien.
0iyj =1 ——7

iQ Z'l

i l2 iN N
v (5.23)
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Beide besitzen die Eigenschaft, invariant gegeniiber Gruppentransformationen zu sein.

Uijéij,;ll = 0y (5.24)

UinjrUigjs " Uinjin €41 ,enrin = Einyonnring (5.25)

-----

oder graphisch

-~

(5.26)

Wie man der Graphik entnehmen kann, bedeuten zwei verbundene Linien, dass iiber die zu-
gehorigen Indizes an dem Verkniipfungspunkt das Matrixprodukt gebildet wird. Die bei der
Entwicklung der Gruppenintegrale auftretenden Produkte iiber e-Tensoren konnen durch die
folgenden Identitéten vereinfacht werden.

€ip-viy Cioiy — N! (527)
€iirin 1 Eir—in_g = (N — 1)1 0 (5.28)
€ijyirin—oChlirin_o = N = 2)!1 (001 — 0dj) (5.29)

Graphisch entspricht dies:

j’ LR lk:(N_m!(:i_X) (5.30)

Auch die Bildung der Kofaktoren (5.12) und das p-te Element der Reihenentwicklung von W (.J)
(5.19) lassen sich darstellen.

\'A
3 (5.31)



64 Kapitel 5. Die Gruppe SU(N) und ihre Integration

P Sk \ P
< ce e > = % + Permutationen

Um nun das Standardintegral (5.9) graphisch zu lésen, ersetzt man zunéchst entsprechend (5.12)
die inversen Gruppenelemente durch ihre Kofaktoren bzw. die nach unten gerichteten Pfeile
durch die nach oben gerichteten Pfeile aus der Graphik (5.31). Wenn es mehr Pfeile gibt, die
nach unten gerichtet sind als Pfeile, die nach oben zeigen, ist es natiirlich sinnvoller, zun#chst
die nach oben gerichteten Pfeile zu konvertieren bzw. die nicht inversen Gruppenelemente durch
ihre Kofaktoren zu ersetzen. Besitzen danach alle Pfeile, deren Anzahl ein Vielfaches (p-faches)
von N sein muss, dieselbe Richtung, so ist die p-te Potenz in der Entwicklung von W(J) (5.19)
nach (5.20) eine Summe iiber Permutationen von Graphen, die man erhélt, wenn man in allen
Varianten die Indizes der Gruppenelemente mit den Vertices verbindet. Dieses Mischen fiihrt
aber zu teilweise topologisch gleichen Verkniipfungen, so dass die resultierende Summe effektiv
nur noch aus einer Anzahl von Np!/p!(N!)? Termen besteht. Fiir p = 1 ist

1
/dU Uij - Uinjn = N7 Cirin Credn (5.33)

Das einfachste Gruppenintegral in der Form (5.9) ist
Lijk = / dU U;; U, (5.34)

Mit (5.12), (5.19) und (5.28) ergibt sich seine Losung graphisch durch

k
. 2 e J k
Pr A U o
Liji = 1 J :(Nl)" = NIV —1)! N
il i 7 { <©> [ z/\l
l (5.35)
also
Lijr = /dU UyUy' = %5]'165@'1- (5.36)

Das néchste Beispiel ist das Integral iiber vier Gruppenelemente.

I= / dU Uy, j, U,;l}l Uizsz,;Z}Q (5.37)
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Dieses ldsst sich ebenfalls graphisch losen. So ist

-G ‘ ‘

= a + + b +

NN N SN N (5.38)

Die Vorfaktoren werden zunédchst noch nicht bestimmt. Die Struktur des Ergebnisses hitte
man aber auch durch einfache Uberlegungen bekommen konnen. Besitzen alle Pfeile nach der
Ersetzung durch die Kofaktoren dieselbe Richtung, wiirde man eine Summe mit (2N)!/(2!N!?)-
Termen erwarten. Es gibt aber einen Trick, mit dem man diese Summe schnell und einfach
aus dem schon bekannten Ergebnis (5.36) herleiten kann. Man weif}, dass der p-te Term der
Entwicklung eine gerade Anzahl von Paaren von Vertices bzw. e-Tensoren hervorbringt, die sich
gleichméBig oben und unten verteilen und spéter mit (5.28) in Produkte aus Deltafunktionen
zerfallen. Diese Deltafunktionen kénnen aber per Konstruktion hier niemals j; und js bzw. [y
und /o miteinander verbinden und es bleiben noch vier verschiedene Moglichkeiten, Produkte
aus Deltafunktionen (Linien) zu konstruieren, die die iibrigen Indizes untereinander verbinden.
Dartiberhinaus miissen sowohl die Losung als auch die Integration invariant gegeniiber einem
Vertauschen kilykoly «—— kolokily sein, so dass das Integral die Form

I = a<5i1l15j1k15i2l26j2k2 + 5i2115j2k16i1125j1k2)
+b(5i1116j1k25i2126j2k1 + 6i2l15j11€1 5i1l26j21€2) (5'39)

besitzen muss.

Die zwei unabhingigen Konstanten kénnen nun bestimmt werden, indem man diesen Ausdruck
mit d;,,, multipliziert und ihn mit (5.35) vergleicht.

o Ut (7

Q\/ \/ Q\/ /
+ + b +

NN NN NN N

N N
(Na+b) + (Nb+a)
N N //\\ (5.40)

Il
S
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Die in der Graphik auftretenden Kreise entsprechen der Summe ), d;; = N. Ein Koeffizienten-
vergleich ergibt

a=1/(N*-1) (5.41)
b=—1/(N(N?—-1)). (5.42)

Entsprechend kénnen nun sukzessiv und mit hohem Rechenaufwand die néchst grofieren Inte-
grale bestimmt werden [Lu]. Im folgenden sind die Ergebnisse in den niedrigsten Ordnungen fiir
den Fall N = 2 aufgelistet:

Us (i1, j1,i2,72) = /dU Uiy j1Uigjo

1 1
= §6i1i2€j1j2 = 5(5ilj15i2j2 - 5i1j25i2j1) (5.43)
AL _ 1
Us(in, j1,i1,71) = /dU Uillekjl = §5j1k15i1l1 (5.44)

Oslin, s b1, b iz, oo b, ) = / 40 Uy, Ui Uy Uih

= %(51'11153'11@151‘21253'21@2 + Ginty Ojoks Oir1y Oy kiy)
_é(éilh Ok Oinly Ojaky + Oigly Ojyky i1 Ojnky) (5.45)
Us(i1, j1,. .., kals) = /dU Uinjs Upit, Ui Upo 1, Uisgs U, = éTl — 2—14T2 (5.46)
mit
Ty = 04111 0i515 03505051 ky Ojuko Ojsky + Permutationen von (kily)(kala)(ksl3)
Ty = 01400505 0i505051 k1 Ojaks Ojska T 0irinOinly OiglsOjy ky Ojakn Ojsks

+5i1l35i2115i3l26j1k1 5j2k36j3k2 + Permutationen von (klll)(kglg)(kg,lg) (547)

Fiir den Fall N = 2 und p = 3 fiihrt aber das graphische Verfahren nicht zu einer eindeutigen
Losung, was durch spezielle Eigenschaften der Gruppe der SU(2) erklirt werden kann. Dieses
Problem konnte in [Lu] gelost werden mit dem oben formulierten Ergebnis. Die Funktionen U
wurden dann in dieser Form in MATHEMATICA implementiert.

Ein weiterer wichtiger Zusammenhang, der sich direkt aus (5.36) ergibt, ist

/ dU TerUU, Tr U0, = / dU Uebybey (=edyde
1 barrde
== NUI U2 5bc(5ad

1
= NTI“U;[UQ U,Ui;Uz € SU(N). (5.48)

In den folgenden Kapiteln treten in den Entwicklungen Eichplaquetten Up in Form von Produk-
ten iiber Gruppenelemente der SU(2) auf. Graphisch fiihrt (5.48) so zu einer ,, Verschmelzung*
benachbarter Plaquetteterme. So ist
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¢ ¢ ¢ ——<—®—<—9
\{ U, A "Ul—l A Y A
Uy Us Uy Us
> > 1 G T
[ dULdU>dUsdUs §— ~ s — 2 dUdU S g
Uy ! Uy vt U
\ Us AYU; D A \ A
> - o —p O ——p» @
r—<—0—<—9 ®
\ A
U
B = SRR .
U—l
\f A %
— » o » o Lo (5.49)

5.3 Die Gruppenintegration der SU(2) in adjungierter Darstel-
lung

Neben den Integralen {iber die Eichlinks treten in den Rechnungen Integrale {iber Gruppenele-
mente der SO(3) in Form der Hoppingmatrizen V' auf. Aufgrund der Isomorphie der Gruppe der
SO(3) und der SU(2)/Z, sind SO(3)-Integration und SU(2)-Integration iiber SU(2) Elemente
in adjungierter Darstellung dquivalent, wobei V;; = Ufjdj = 1/2Tr(0;Uto,;U) € SO(3). Daher
sind sie zunichst nichts anderes als eine Linearkombination von U und U~! in fundamentaler
Darstellung, so dass man die bisherigen Ergebnisse direkt auf sie iibertragen kann. Allerdings
werden die Rechnungen fiir Integrale mit mehr als zwei V’s sehr komplex. Nach [EMS] kann
man analog zum vorherigen Abschnitt aber auch fiir SO(3)-Integrale eine erzeugende Funkti-
on W(M) nach den Invarianten der Gruppe entwickeln und die zugehorigen Integrationsregeln
herleiten. Das erzeugende Integral mit der 3 x 3-Matrix M

W(M) = / dR exp (Tr VM) (5.50)
SO(3)
fiir das Standardintegral

adj adj
Ii1,j1...iN,iN = /SO(S) av Vihjl T ‘/;NJN = /SU(Q) au Uil,;’l T UiN],jN

0 0
= — e— WM 5.51
OM iy jn OM iy ,j ( ) M=0 ( )
ist wie W(J) in (5.14) erneut invariant im Sinne von
W(M) =W (ViMV3), Vi,Va€ SO(3) (5.52)

und ldsst sich daher als Funktion der SO(3)-Invarianten

1
r=TrMMT y=4detM, =z= ST MMTP? —Te MMTMMT (5.53)
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schreiben. Da W (M) eine beziiglich M analytische Funktion sein muss, kann man ferner anneh-
men, dass M reell und generisch ist, das heif3t, dass x,y, z von Null verschieden sind. O.B.d.A
ist M eine Diagonalmatrix

ma 0 0
M=| 0 my 0 |, (5.54)
0 0 ms

wodurch mit (5.6)

3
W(M) = /dV exp [Zlen

SO(3) =1

3
1
— - . T7T 4.
— /DU exp [2 Zml Tr(o;U'o;U)
SU(2) =1

3
1 1

= = /d4a §(a®> —1)exp | = Zmz Tr(o;UToyU) (5.55)

g 23

ist. Mit der Integraldarstellung der Delta-Funktion
2 L[ .
d(a*—1) = o d¢ expi&(a” —1) (5.56)
™ —0o0

bildet W (M) beziiglich der a-Integration ein GauBsches Integral mit dem Ergebnis (s = i€)

80+100
1
W(M) = 5 / ds e” - f(s;m1, ma, m3) (5.57)
$0—100
f(s;my,ma,mg) = [s* —2(m? +m3 +m3)s® — 8mymamss
+mi +mim§ — 2(mim3 + mdm? + mim3)]"1/2
= [s* —225% — 2ys — 2272, (5.58)

Dies ist ein Fourier-Mellin Integral, wobei sg so gewdhlt wurde, dass alle Singularitdten links
vom Integrationsweg liegen. Entwickelt man nun W (M) nach x/s?, y/s3 und z/s* und integriert
Term fiir Term, so erhélt man die gesuchte Potenzreihe in den Gruppeninvarianten

(2(j +k+1) - ikl
W(M) — Joyk ol 5.59
(M) j;;oj!.k!.l!.(1+2j+3k+4l)!xyZ (5:59)

Fiir die einfachsten Integrale konnen nun folgende Ergebnisse berechnet werden (P: Permuta-
tionen):

/ dU Vi, = 0 (5.60)
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V2(i17j17i27j2) = /dU Viljl‘/;lzjz

0 0 1
= w7 (Ok10mn M M)
8Mi2j2 6]\41'11'1 3!
1 o o
= E((SiliZ(sjljZ + P({Zla]1}7 {127.72}))
1 1
= E((Silizéjljé + 5i2i15j2j1) = §511i25j1j2 (5'61)

A~

%(i17j1)i27j27i35j3) = /dU ‘/il]'l‘/;ZjQ‘/iSjB

o 9 9 4.1
OMiy 55 OM,y 5, OM;, j, 4! (3!€klm6n0p kn MioMinp)

1 o o L
= W(Eilizisejljzjs + P({i1,j1}, {i2, 32}, {73, 43}))
1 1
= §6i1i2i3€j1j2j3 = 66i1i2i3€j1j2j3 (5'62)

4. j=2,k=0,l=0und j=0,k=0,l=1

Vi(it, ji, i2, jo, 13, J3, 14, ja) = /dU Viiji Viajio Visja Viaja

I 1 1
——_[Tr MMT)? + 5'—2[Tr MMT]? — = Tr MMTMMT>

I
—=
o
Sle
7 N\
)

w
a| =

k=1 Ik 5'
L9 (2 1
=1] <—|[Tr MM — = Tr MMTMMT>
1 aMikjk 5! 5!
- g(5i1i25j1j25i3i45j3j4 + P({lh]l}v {127J2}7 {Z3a.73}7 {7’4734}))
_a(5i1i45j1j25i2i35j4j3 + P({Z1]1}7 {127.72}7 {’537‘73}7 {247.74}))
16
= §(5i1126j1jz513i45j3j4 + 5i1i35j1j35i2i45j2j4 + 5ili45j1j461'2i35j2j3)
8
=51 00104052 Oiais Ojsja + OiriaOjujsOisia Ojaja + Oiris O jaOiaia Ojass)
2
= E(6i1i26j1j25i3i45j3j4 + 51'11'35j1j351’22'45j2j4 + 5i1i45j1j45i2i36j2j3)
1
~ 75 (901140715201 Ojaja + Oinin01jaOiaia o + Oinia01jaOiniaOjaga) (5.63)

Die ersten drei Gruppenintegrale unterscheiden sich nicht von den in [Lu] angegebenen. Erst bei
groBeren Integralen existieren signifikante Unterschiede zu der SU(3)-Gruppenintegration.

Integrale mit mehr als vier V’s werden fiir meine Arbeit nicht benotigt. Sie erscheinen aber

zusammen mit einer Kontrollrechnung im Anhang.






Kapitel 6

Die Hoppingparameter-Entwicklung

Mit Hilfe numerischer Methoden, wie den Monte-Carlo Simulationen, ist es im Prinzip moglich,
die Korrelationsfunktionen bosonischer Feldtheorien mit einer beliebig starken Kopplung g zu
bestimmen. Enthélt die Wirkung aber, wie im Falle der SYM, fermionische Grassmann-Felder,
so miissen diese zunéchst gesondert ausintegriert werden, da ihre Implementierung beispielsweise
durch spezielle Matrizen zu viel Performance bendtigen wiirde. Das resultierende Pfadintegral
kann dann mit den iiblichen statistischen Verfahren, wie der Starkkopplungsentwicklung, analy-
tisch oder numerisch weiter berechnet werden. Die Integration iiber die Fermion-Felder ist aber in
diesem Fall nichttrivial, da die Fermionenmatrix nicht nur lokale, sondern auch Néchste-Nachbar-
Wechselwirkungen beschreibt, deren Stéarke durch die Grole des Hoppingparameters bestimmt
wird. In der Vergangenheit hat man diese Wechselwirkungen in der sogenannten Quenched-
Approximation oft vernachléssigt, indem man die bei der Integration iiber die Fermionenfelder
auftretende Fermion-Determinante auf eins gesetzt hat. Sie enthélt die Fermion-Loop-Beitrige,
die - das zeigen numerische Ergebnisse aus der QCD in ungequenchter Approximation - nur
einen geringen Einfluss (= 10%) auf das niederenergetische Massenspektrum haben (siehe z.B
[CP]). Aus numerischer Sicht bedeutet dies aber eine immense Vereinfachung.

Um aber die Selbstwechselwirkungen der Felder zu beriicksichtigen, wird im folgenden das Ver-
fahren der Hoppingparameter-Entwicklung (HPE) angewandt. Dabei handelt es sich um eine
Entwicklung desjenigen Boltzmannfaktors, der die fermionischen Wechselwirkungsterme enthilt,
nach dem Hoppingparameter K. Eine solche Entwicklung ist allerdings nur sinnvoll fiir einen
sehr kleinen Hoppingparameter, mithin einer groen nackten Gluino-Masse mg. Diese wiederum
ist wesentlich grofler als die aus der Renormierungstheorie geforderte kritische Gluino-Masse
Mer, bel der die renomierte Gluino-Masse m verschwindet und die Kontinuumsphysik erreicht

werden miisste.

Da K die Starke der Feldwechselwirkungen beschreibt, kann die HPE, mit Blick auf die statisti-
sche Mechanik, mit einer Hochtemperatur-Entwicklung verglichen werden. Mit ihr ist es moglich,
relevante thermodynamische Gréflen der Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter, wie etwa die freie
Energie-Dichte

1
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die mittlere Plaquetteenergie Ep

10

oder aber auch die Massen physikalischer Zustdnde I' aus den niedrigsten Massenmultipletts
iiber den exponentiellen Abfall der zugehorigen zeitlichen Korrelationsfunktion

(C(£)T(0)) = C exp (—mt) (6.3)

zu bestimmen.

Mit der Gitterwirkung S* aus dem letzten Kapitel ist die Zustandssumme auf dem Gitter
gegeben durch

Z8,K] = / DUDA exp (—SA, U])
= /DUD)\ exp (—SH U] = SFA, U])

_ /DU exp<—sgA[U])/DA exp (—S2A, U))

= / DU exp (=S U]) - Z;[U] (6.4)
mit
DU =[] dUu(z) und Dx= J] d\i(x). (6.5)
T, x,0na

Da keine dufleren Felder auftauchen, wird die Zustandsfunktion bzw. die freie Energie allein
durch Vakuumfluktuation bestimmt. Dieses Kapitel beschéftigt sich nun mit zwei formal unter-
schiedlichen Entwicklungen der fermionischen Zustandsfunktion nach dem Hoppingparameter.

6.1 HPE der fermionischen Wirkung

Die erste Form der Entwicklung wurde schon in [Lu] verwendet. Entwickelt man danach die
Exponentialfunktion des fermionischen Boltzmann-Faktors

1 ya a 5\ a a
oxp (—=SFNU]) = exp (—5 > Aa(ﬂf)/\a(ﬂf)> coxp | K Ap(y) My§ oMo (@) | (6.6)
in ihre Taylorreihe

1 1
exp(x):1+$—|—§x2—|—...—|—ﬁxn—|—..., (6.7)
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so bietet sich die Moglichkeit, diese Reihe graphisch zu veranschaulichen. Mit Einsteinscher
Summenkonvention und

exp (K Z )\5 Myﬁm a(w))

<z, y>

Ilexp( (N5 ML 0 X)) )

= H{ L K ()M @) + K; (MM o))+ }

(z.y)
K2
— H{ 1 + K — + 5 ;{C)}-f + ... }
(z.y)
oY)
=3 K99 TT (A Mheori(@)) (6.8)
g (z,y)EG

wird die Zustandsfunktion zu einer Summe iiber Graphen G auf dem Gitter.

Zur Schreibweise:

G ist ein Graph, der aus Vertices e besteht, die eindeutig Punkten auf dem Gitter zugeordnet
werden konnen, und aus Kanten (z,y) mit einer von 0 verschiedenen Multiplizitdat m({z,y)).
Mit der Multiplizitdt meint man eine eindeutige Abbildung aller Kanten des Gitters auf die
natiirlichen Zahlen

m : A — Np
(x,y) — m((z,y)) =m(z,y) €0,1,2,.... (6.9)

Graphisch entspricht sie der Anzahl der Biander auf einer Kante. Die Gesamtzahl aller Bénder
|G| eines Graphen

Gl="Y_ mlzy) (6.10)

(z,y)EG

bestimmt die Ordnung von K, mit der jeder Graph G zur Reihe (6.8) beitrégt. Der Faktor ¢(G)
beriicksichtigt die Vorfaktoren der Taylorreihe

c(G) = H

(z,y)eG

1
m ) (6.11)

Die Zahl der Bénder, die von einem Vertex ausgehen, ist der Rang des Vertex.
Ein moglicher Graph wére beispielsweise:
*—
Gl=1+1+2+1+3+1
1 1

1
-1.1-2.1-2.1= —
c(9) 2 76 12
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Der Wechselwirkungsanteil der Zustandsfunktion wird so zu einer unendlichen Summe {iber alle
Graphen auf dem Gitter, und das fermionische Funktional ist

Z;[U] = /m exp (—S;[U, X))
= /H AN () exp <—— ()N (z ))

= Z@ . (6.12)
g

Dabei ist der Gittererwartungswert (...), durch

()= NLA /D)\ exp (—% (O, )\)> (] (6.13)

gegeben mit einer Normierungskonstante Ny, deren Wert sich aus den Ergebnissen von Kapitel
3 ableiten l&sst.

Ny = /D)\ exp <—%(5\,)\)>
-0 / [T e 5 S (@) X )

By
= [[rt-c)=PxC)*®

1 30
= <§(C12034 — C12043 + C21C43 — C21C34 + C34C12 — C34C21 + Cy3C21 — 043021)>

= (—)¥=NP=1 (6.14)

Die Beschrinkung auf eine gerade Anzahl von Gitterpunkten 2 ist sinnvoll, denn nur so ist der

Beitrag des ,,leeren“ Graphen ®({)) eins. Die in der Reihe auftretende Matrix Mé’g .

von der Lage der Nachbarpunkte zueinander, weshalb sich zunéchst folgende graphische Notation

ist abhéngig

anbietet:

(H)ba _ ba _ a _
M M= ) = gy wemy=atn

ba a H
My e = (= 7) eV )T = g3 wennytp=z

Man kann nun (6.12) bis zur n-ten Ordnung in K berechnen, indem man sukzessive die Beitrige
aller Graphen mit maximal n Bindern aufsummiert.
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Neben den Gittererwartungswerten lassen sich zweckméafiigerweise nun auch Punkt-Erwartungswerte
definieren:

(), = A%/gdxg(x) exp (—%;Xg(z))\g(:@) L. (6.16)

Mit den Zuordnungen

ij = (a,a),(5,b) (6.17)
6.6 — )\3)\% (6.18)
Ajj — —Cuplap (antisymmetrisch ¢ < 7) (6.19)
A;jl — —C;[}éabzcaﬁ%b (6.20)

wird die Parallele zur einfachen Grassmann-Integration aus Kapitel 2 deutlich. Danach ist

<)\g)\%>x = —Cagday = Copda
<)\g;\%>x - <)\g)\f>x Cra = O Cupdup = apdap = — <X%AZ>
<X3Xg>x = C.tow. (6.21)

Punkt-Erwartungswerte fiir eine ungerade Anzahl von Feldern sind mit (3.65) immer null. Ist
die Anzahl der Felder dagegen gerade und grofler zwei, so gilt das Wicksche Theorem, und es
ist z.B.

NS, = (NaAB), (XSAD), + (AaAd), (ABAS), — (AaAS), (ABAS),
Cr0abCly bcd + Cry 6adClay Obe — Coy 0acCla Sa- (6.22)

Nun, da alle Regeln zur Berechnung der fermionischen Zustandssumme bekannt sind, kénnen
die Graphen prinzipiell berechnet werden. Betrachtet man zum Beispiel den Graphen

*—ae

T2 X1’

so ist sein Beitrag

—0. (6.23)

To

O(G) = KN (@) M2 o N2 (w2)), = NP TPK(AL), Mo, (NG

a1x1,B2w2”" B2 1T a1y,biz\ B

Dieser Graph trigt daher nicht zur Entwicklung bei. Aber auch der Beitrag des folgenden Gra-
phen (die gepunktete Linie ist ein beliebiger Weg auf dem Gitter)

3 L2

I
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3(G) = K™ 1<A“<xn>Msin sen A @ DA ()M s A a)
ye e h
()M, o M (2) 20 () M mAh<x1>>

{zn,Tn—1,...,02,21}

N Kn1<)\g¢(mn)Ma§cn Bxn—1 <)‘%(xn—l)5"cy(xn—1)>xn_1Msgnqﬁmnfz</\g(‘r”_2) '

(), MEL oy (M (2220 (22)), M Mlxh<x1>>>

{x’ﬂ’xl}

= Kn_l <5\COL¢ (xn)Mggn Brn—1 6ﬁ76bcM’“C/gn—1 OTp 2 56H6dm ’

6”€5V€M6:v3 ) 5m6f9 mcz )\xl A} (‘Tl ) >

{zn,z1}

= Kn_1<5\3(1'n)(Mxnxn1an190n2 . Mx3$2MI2wl)aIn )\x1>\)\($1)>{ }
Tn,T1

= K" (N(xn)),, (MUZDBN @),

= 0 (6.24)

verschwindet. Dies ist damit begriindet, dass an den Graphenenden immer Punkt-Erwartungswerte
mit einer ungeraden Anzahl von Grassmann-Feldern auftreten. Dieses ldsst sich in einer Regel
zusammenfassen, die die Auswahl an moglichen Graphen erheblich einschrinkt.

1. Regel (Auswahlregel):

Alle Graphen, die Vertices enthalten, von denen eine ungerade Anzahl von Béandern aus-
geht (Vertices mit ungeradem Rang), liefern keinen Beitrag zur Entwicklung.

Dies bedeutet aber gleichzeitig, dass alle Graphen mit einer ungeraden Anzahl von Béandern
verschwinden und dadurch keine Beitrége in ungerader Ordnung von K existieren.

Das einfachste nicht-verschwindende Beispiel ist ein Graph, der aus einem geschlossenen Weg C
besteht: U

)
€3
o - ———o o o
Ip—2 Tpn-1 T Z1
Sei nun M (C) das weggeordnete Produkt der Matrizen M
M(C) = Mz, Mo, 12y oo Mago, Mg
= M;:Un 1Maj;,—1:cn 2 " MI—ZmM;—w’ (6.25)
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so ist sein Beitrag

#(0) = K"{(Re@)MCOBNE)

= K"(04(@)\(@)), M(C)%
K" daxdan (M(C))25

= KT () (6:20)

xT

Hierbei ist Tr,, die Spur iiber alle Dirac- und Farbfreiheitsgrade. Erneut gelangt man zu einer
neuen Regel.

2. Regel:
Bildet ein Graph mit n-Punkten einen geschlossenen Weg C aus einfachen Béndern, so ist
sein Beitrag

®(G(C) = —K"Traa(M(C))
= —K"Tr,T(C) - Tr, V(C), (6.27)
mit
I'(C) = H (r+va) = (r+%ea,1) - (7 4+ Yare) (6.28)
<z, y>€g
V(C) = H V(y,z) =V(z,xp_1) - V(ry,x). (6.29)
<yzr>€g

Die Dirac-Spuren kénnen mit den Regeln (D.5),(D.6) und (D.9),(D.8) oder (zur Kontrolle) mit
Mathematica bestimmt werden. Da der Umlaufsinn fiir die Spurberechnung keine Rolle spielt,
denn es ist

Troq M(C) = Trao(CM(C)C™Y)
= Troo(CMy,, C'CM,, .. ,C ' CMgy,,C'CM,, ,C™")
— ’I\I-(M%(_zlxMTaa e MTaa MTaa)

Tp—2Tn—_1 ziwe
= Traa((Mezy Mzyay - - Mxn—zrn—1Mxn—1x)TM)
= Traa M(CY) (6.30)

eine Eigenschaft, die auch fiir die Dirac-Spuren
Tr, T(C) = Tr, T(CTY) (6.31)

und wegen V,,, = (V) fiir
Tr, V(C) = Tr, V(C™1) (6.32)
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gilt, werden die Schlaufen L (engl. Loops) als ein geschlossener, zusammenhéngender, aber
unorientierter Weg eingefiihrt.

Traq M(L) = Traq M(C) = Traq M(C™1) (6.33)

Kommt es bei den Graphen zu Uberschneidungen, so werden die
Gz Rechnungen komplizierter, denn die Schnittpunkte entsprechen
v Punkt-Erwartungswerte mit mehreren Grassmann-Feldern, so
dass das Wicksche Theorem greift. Der einfachste Graph, der
diese Eigenschaft besitzt, ist der linke Graph.
Sein Beitrag ist gegeben durch

G o(G) = K|g|<[5‘a(x)M(Cl)aﬁ)‘ﬁ($ﬂ [Xv(ﬂc)M(Cz)wW(w)w
= KI9M(C1)asM (C2)15(AargAs).. (6.34)

T

Die Farbfreiheitsgrade werden der Ubersichtlichkeit halber unterdriickt, kénnen aber zu jeder
Zeit wieder hinzugefiigt werden, da sie immer nur als Deltafunktionen in den Punkt-Erwartungs-
werten auftauchen.

Mit dem Wickschen-Theorem

(AadghAs), = (Aadg), (MAs), + (Aads), (Ashy), = (Rady), (Asds),
= (=0ap)(—0y5) — 0as0py — CraCly (6.35)

oder graphisch

= K9((=6p0)M (Cl)a
—CoaM(Ch)s

( 557)M(02)’y5 + M(Cl)aﬁ(sﬁ'yM(CQ)’y5(_56a)

(C2)7§)

= K9((~Troq M(Cl))( Traq M(C2)) — Traa(M(C1)M(C2)) — Traa(M(C; )M (C2)))
(—

— K9l ((— Traa M(C1))(— Traq M(C2)) — Traq(M(Cy 0 Ca) — Traa(M(Cyt 0 C2))  (6.36)

RN,
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Man erkennt nun eine wichtige Eigenschaft. Danach zerfillt, bedingt durch das Wicksche Theo-
rem, jeder Graph bei der Integration iiber seine Majorana-Felder in eine Klasse von Schlau-
fengraphen, die aus einer Menge von Schlaufen L bestehen. Allgemein erhilt man die Schlau-
fengraphen, wenn man die Bédnder an den einzelnen Vertices in allen moglichen Variationen
miteinander verbindet. Anhand des folgenden Beispielgraphen soll dieses Verfahren verdeutlicht

werden.
24 x5
G = Ty % o (6.37)
x T2
1. Schritt: Die Bénder des Graphen werden separiert: ._.I._.I
| |

*r—e

2. Schritt: Benachbarte Enden der Bander werden in allen moéglichen Varianten miteinander
verbunden.

—
unlng

Die Schlaufen der Graphen werden in beliebiger Richtung durchlaufen und ihre Beitrige auf-

3. Schritt:

summiert, wobei nach Regel 3 (siehe Abschnitt 6.1.1) das jeweilige Vorzeichen durch die Anzahl
der Fermionen-Loops gegeben ist.

co o T
ual

4. Schritt:

Der Vorfaktor wird ermittelt zu

IGl=8 ¢G)=1 =— K&,
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und man erhélt

o(G) = KS{ + Haa(Mx1r7Mx7x3Mm3szwzx1) Traa(MrsmMmmsstxaMmezz)
- ﬂaa(Mmmmes Maywe Magws Mysz, Myyog Masa, Mmm)

- Traa(Mmmmes Mgy My yas Mpgae Magos Maga, M,z ) }

17 73 32 221 T34 T4T5 T5T6 T6T3

= K8{+Traa(M_ M, M M ) Traq(M,. . M, M5 M. )

— Traa(M; , Mo, M., M-, M Mt M5 M)

T1T7~ 7 T7T3 T3T6 T6T5 T5L4~ 7243 T3T2 221

Tr1xT7 73 T34 T4Ts5 T5T6 T3 3T2 271

—Troo(M, .M, M. M, M= MF" MF" M )}

(Til) K8{+16Tra(VT v, Vx3x2vx2$1)Tra(VT Vit V$5$6VIG"C3>

r7xy ¥ X3T7 r4x3 ¥ TH5T4

—64T1"a(VT VT VT VT Vx5x4vx4x3Vx31’2Vx2I1)

T7T1 " T3T7 " TET3 " T5L6

+32Tr,(VE, VI VI vI V%%mevxmvmm)}. (6.38)

xrxy1 Y x3xr Y raxs ¥ x524

Cy
Enthélt ein Graph mehrere solcher Vertices, so erhélt man die Schlau-
€T
< Ca N fengraphen, indem man nun sukzessive dieses Verfahren an jedem Vertex
C . . . . .
: y Y durchfiithrt. Dass dies so ist, zeigt der Graph auf der linken Seite.

Cs

Sein Beitrag ist

d(G) = K|g|<XyM(C4)/\z5\IM(Cl)/\IS\CCM(CQ)/\yXyM(Cg))\y>

Ty

— K|g|<AxM(C1))\g;<AyM(C4)AxAxM(CQ)AZ/)\yM(C?)))\y>>
y/ @

= K9 (N My (C1)NpAe My (Co 0 Ca)Ae) (— Tr M(Cs))
+<5\1me(cl))\xS\xMxy(C2 o C3 o (:4))\m>m
+(AeMez(Cr0C5 0 Ca)As),) (6.39)

C1
x e
<o Sy = %>%+%
cB -
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und schlieflich

o(G) = KI9((—Tr M(C1))(— Tr M(Cz 0 Cy))(— Tr M(Cs))
—|—(— TI'M(Cl 0Cyo0 64))(— Tr M(Cg))

+(—=Tr M(C; 0 Ca0Cy))(—Tr M(Cs))

+(—=Tr M(Cy))(—Tr M(C20C30Cy))

+(=TrM(Cy0Ca0C50Cy))

+(—=Tr M(Cr0Cq0C30Cy))

+(=Tr M(C1))(—Tr M(C20C5" 0Cy))

+(—Tr M(Cy 0C20C3 0Cyq))

+H(=Tr M(CytoCyoCyto C1)))- (6.40)

NLNUNENS

OOO

RN R

6.1.1 Die Spitze

Eine weitere wichtige Auswahlregel, die die Zahl der moglichen Graphen erheblich einschrankt,
ergibt sich aus der Eigenschaft der Gamma-Matrizen. So ist das Matrix-Produkt

(r+ ) =) = =y =1 - 1 (6.41)

im Falle » = 1 null. Dieses Produkt tritt aber in den Schlaufen immer dann auf, wenn es orientier-
te Bander gibt, die auf einer Kante in Richtung p hin und ohne Umwege wieder zuriicklaufen.
Zerlegt man also einen Graphen in seine Schlaufengraphen, so werden alle die Beitréige, die
Schlaufen enthalten, mit riicklaufenden Linien in der Form

... O ..... . (6.42)

zu null. Vorsicht: Wiirde der oberste Punkt als Startpunkt gew&hlt und von dort die Schlaufe
durchlaufen, so miisste man nicht auf der Kante hin und sofort wieder zuriicklaufen. Dennoch ist
auch dann aufgrund der zyklischen Invarianz der Spur und der damit verbundenen Wahlfreiheit
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des Startpunktes der Beitrag des Graphen null. Mit anderen Worten: Der Graph liefert auch
dann keinen Beitrag, wenn die auslaufende und die einlaufende Linie am Start- bzw. Endpunkt
auf derselben Kante liegen. Hat ein Graph bereits solche Spitzen, so gilt dies auch fiir alle seine
Schlaufengraphen und sein Beitrag ist automatisch null.

3. Regel (Auswahlregel):
Besitzen Graphen Spitzen (6.42), so verschwindet mit r=1 ihr Beitrag.

6.1.2 Subgraphen S und ihre Windungszahlen

Alle Schlaufengraphen mit Schlaufen, die die Kanten in derselben Reihenfolge, aber auf unter-
schiedlichen Béandern iiberqueren, sind topologisch dquivalent und liefern denselben Beitrag zur
Reihe. Sie konnen daher zu Subgraphen § zusammengefasst werden.

Die Windungszahl m € Z beschreibt die Zahl der Umldufe einer Schlaufe. Als ein Beispiel fiir
diese Definitionen nehme man folgenden Graphen:

Gy = @ (6.43)
T1 To
Das Trennen der Bénder ergibt:
L (6.44)

Da an jedem Eckpunkt prinzipiell 3 verschiedene Moglichkeiten existieren, Nachbarpunkte mit-
einander zu verbinden, bekommt man insgesamt 3-3-3-3 = 81 unterschiedliche Schlaufengraphen.
Bedenkt man aber, dass ein Hin- und Zuriicklaufen auf derselben Kante nach Regel 3 fiir r = 1
zu einem verschwindenden Beitrag des Graphen fiihrt, reduziert sich die Zahl der M6glichkeiten
an jedem Eckpunkt auf 2, und man erhilt nur noch 2% = 16 Schlaufengraphen. Unter diesen
16 Schlaufengraphen sind 8 topologisch dquivalent, die die Plaquette zweimal umlaufen und da-
her die Windungszahl 2 besitzen, und 8 mit jeweils zwei separaten einfachen Schlaufen mit der
Windungszahl 1.

8 x und 8 x (6.45)

Windungszahl 1 Windungszahl 2
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Mit dem entsprechenden Umlaufsinn, dem Vorzeichen und den Vorfaktoren ist der Beitrag dieses
Graphen somit

KS

°G) = or

X { - 8 TI‘aa (Mx1z4 M:U4:c3 ngxg nggcl Mx1x4 M:E4563 stxz MI2I1 )

+8 (ITaa(A4i1x4A4i4x3ﬂ4i3xzﬂ4}2x1))2 }

=1) 8K®
16

x {—32TraVT VL Viesws Vesar Vik o Vib - Vipazo Vi

—~
<3

xrax1 ' X3T4 T2X1 VY xgqx1 ¥ x3T4

T4l " T3T4

+64Tr, VL VI VWZVWI}. (6.46)

Die fermionische Zustandssumme wird so zu einer Summe iiber Subgraphen S aus ¢ topologisch
dquivalenten Schlaufengraphen und £ Schlaufen.

k
ZHU =1+ (@K #(S8) [T (— Tr M(Li))™ (6.47)
g

Seg i=1
Im néchsten Abschnitt wird sich zeigen, dass das Produkt aus ¢(G) mit der Anzahl topologisch

dquivalenter Schlaufengraphen ¢(S) von einem Symmetriefaktor S stammt.

Mit den oben aufgefithrten Regeln und Techniken ist man nun in der Lage, die Beitréige des
fermionischen Funktionals bis zu einer beliebigen Ordnung in K auszurechnen.

6.2 HPE der effektiven fermionischen Wirkung

Eine andere Moglichkeit, zu einer HPE zu gelangen, ist der Weg iiber die effektive Wirkung. Da-
bei wird zunéichst das fermionische Funktional Z¢[U] mit den Regeln der Grassmann-Integration
behandelt, wobei man sich die Antisymmetrie der Matrix C'Q) zunutze macht.

ZiU] = /D/\ eXp(—S}\[)\,U])

= Pi(-CQ[U]) =
30
- ( det(C’)) (i det(Q[U])):i det (Q[U]) (6.48)

— ——
=1



84 Kapitel 6. Die Hoppingparameter-Entwicklung

Fiir hinreichend kleine Werte von K gilt das positive Vorzeichen. Nach dieser Ausintegration
der Fermionenfelder lédsst sich nun eine effektive fermionische Wirkung Sgﬁ[U | definieren,

ZiU] = exp (—Sgﬁ«[U])
— o (3@ @) )
= S0 =~ In(det (QIU)) (6.49)

die dann nur noch von den Eichfeldern abhingig ist.

Mit der Identitat

Indet(A) = Trin(A) (6.50)
ist 1 1
Sgﬂ[U] =3 Treaq (In (Q[U))) = —3 Tryaq (In (1 — KM[U))). (6.51)
Entwickelt man den Logarithmus in Ordnungen von KM,
22 23 gt z"
111(1—33)——|:x+7+§+z+...+;+...:| (652)
so erhélt man schlielich
fan_ 1 o (KM)" S K" n
SulUl = 3 T]f:,:()(anz::1 = ; 5 Trraa M. (6.53)

Da M, nur fiir benachbarte Punkte von null verschieden ist, ist Tr, M = M,, = 0, so dass die
Reihe effektiv erst mit n = 2 beginnt. Benutzt man die Hopping-Matrix in der Form (4.83), so
ist

no__ E
Trfraa M - 5I1,$n+un 5$n>zn71+/»14n71 s 512,9E1+M1

T1HU1--- T m,

- Trq [Vun (wn)vun—l (Tn-1) - Vin (xl)] Tro [(7' + 'Yun)(T + 7un—1) co(r+ 7}11)} .
(6.54)

Auch in diesem Fall bietet sich eine graphische Interpretation an. So ist Tryqq M (") nichts anderes
als eine Summe iiber alle geschlossenen Wege auf dem Gitter der Liange n. Ein solcher Weg wiire

beispielsweise:
T5 M5 Te M6 Ty
Ha e
T4 @ ® I3
M3 M8
12 3 _
H11 w0 T10 Mo 9
H12 H2
(6.55)

1 M1 T2
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Da die Spur iiber = impliziert, dass solche Wege an allen Punkten des Gitters existieren konnen,
kann man die effektive Wirkung auch schreiben als

Seft = zizl Z Troa(M(Co(z))). (6.56)

Cn(x) ist ein Weg, der in x startet und in n Schritten dorthin zuriickkehrt. Da dies nur fiir eine
gerade Anzahl von Schritten moglich ist, ist

Ser=Y_ Y, [;—: > Traa(M(C()

€A n gerade Cn(x)

~—
~—

(6.57)

Die Wege miissen dabei in beiden Richtungen durchlaufen werden. Da sie aber auch hier mit
(6.30) denselben Beitrag liefern, reicht es aus, sich schliefilich fiir einen Weg zu entscheiden und
die Summe entsprechend mit 2 zu multiplizieren, so dass

ngf Z Z Z —Traa n( )) (6.58)

x€A n gerade C/, (

und
Z]/c\ = efsgff[U]
= Hexp Z Z —Traa (Cn(x ))) (6.59)
€A n gerade C!, (z

ist. (6.58) ist eine Summe iiber alle Gitterpunkte x und Wege C},(z). Nun hétte man aber auch
irgendeinen anderen Punkt des Weges C,,(x) als Start- bzw. Endpunkt definieren kénnen. Da
diese beiden Wege mit unterschiedlichen Startpunkten topologisch dquivalent sind, kénnen sie
wieder zu Schlaufen L mit der Lénge |L| zusammengefasst werden. Fiir eine Schlaufe, die nur
einmal umlaufen wird, ist die Anzahl der in ihr enthaltenen topologisch dquivalenten Wege C,
gerade die Anzahl ihrer Punkte, also |L| = n. Beschreibt eine Schlaufe m(L) Umléufe, so gibt es
lediglich % = % topologisch dquivalente Wege. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsachen
wird die Wirkung zu einer Summe iiber alle moglichen unterschiedlichen Schlaufen des Gitters
(L eA)

shhivl = > Z M(L)

n gerade Ly, EA
K
=¥ D) Traq M(L). (6.60)

LeA
Durch die Translations- und Rotationsinvarianz des Gitters ist die Anzahl gleicher Schlaufen fiir
grofle Gitter in etwa proportional zu der Zahl der Gitterpunkte 2. Die zugehorigen Proportio-
nalitatskonstanten sind die Koordinationszahlen Ny, der Schlaufen. Mit ihrer Hilfe konnen sie
vom Gitter ,abgelost* werden.

K
SkU1=0>" mNL Troq M (L) (6.61)
L
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Das zugehorige fermionische Funktional lésst sich nun vergleichen mit dem aus der HPE des letz-
ten Abschnittes. Dort mussten zunéchst alle moglichen Graphen auf dem Gitter in ihre Schlau-
fengraphen zerlegt werden, die aus den Schlaufen bestanden, und deren Beitrédge in Form von
Subgraphen zusammengerechnet werden. In der effektiven Wirkung (6.60) werden nun zunéchst
alle moglichen Schlaufen einzeln aufsummiert. Das Minus-Zeichen vor jeder Schlaufe aus (6.27)
entspricht hier dem Minus-Zeichen vor der effektiven Wirkung im Exponenten.

Entwickelt man die Exponentialfunktion ZJ/}[U] in ihre Reihe,

K

A _
ZMU] = exp(— ) D) Tr M(L))
LeA
l
(oo}
1 K
= 1+) + (Z (D) ( TrM(L)))
=1 LeA
= 11 1
= 1 - KLl L) e ML) -+ (— T M (L
=1 Ly,....LiEA
(6.62)
L1,...,L; sind dabei nicht notwendig verschieden, und addiert alle gleichartigen Terme auf, die
LY, ..., Ly enthalten, wobei nun alle L; verschieden sind und n; + ...+ ny = [ ist, dann wird
sie wieder zu einer Summe iiber Subgraphen S (S: Symmetriefaktor)
I N nyl--ng! I \m(Ly) m(Lyg)
=1 L' LykeA

X (=T M(L1))™ -+ (= Tr M(Ly))™

1 1
=1
+Z Z nyl -l m(Ly)™ - - m(Ly)™

=100 Lk e

x K (mllaltetnelbel) (e pp(Ly))™ - - (= T M (Lg))™

k
1 .
_ ng|Li| (_ )\
= ; 1_11 m!m(Lz‘)niK (=T M(Ly))

k
= 1+> SESKS [ (- M(L;)™
S =1

k
= 1+ > Y SEOKSIT] (- Te M(Li)™
=1

G Seg

>

k
> Keg) Y %K'S [T~ Mz (6.63)
g =1

Seg

Die Aquivalenz beider Arten der Entwicklung ist mit

#HS) = “Z((‘gg)) o ¢G) = %‘5)) (6.64)

erkennbar.
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Dies ist das Linked-Cluster-Theorem, nach dem effektiv nur die einfach zusammenhingenden
Graphen, die Schlaufen, zur erzeugenden Funktion beitragen. Subgraphen sind Konstruktionen,
die erst durch die Entwicklung der Exponentialfunktion auftreten. ZweckméBigerweise wird im
folgenden das Minus-Zeichen im Symmetriefaktor absorbiert, so dass

k

ERRY
S =1[ % (6.65)

ist.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, die fermionische Reihe als Summe von Subgraphen bis zur 8.
Ordnung in K zu berechnen. Die dazu notwendigen Schlaufen zusammen mit den zugehorigen
Koordinationszahlen Ny, und I'-Spuren zeigt Abbildung 6.1. Die Zahlen 3 und 4 an den Schlaufen
I und M deuten an, dass die Seiten in unterschiedliche Dimensionen , geknickt® sind.

Zur Notation:

In den folgenden Kapiteln tauchen immer wieder Spuren iiber weggeordnete M-Matrizen und
V-Matrizen auf. Um Schreibarbeit zu sparen und die Rechnungen insgesamt iibersichtlicher
zu gestalten, fithre ich die folgende Schreibweise ein. Wird ein Weg durch eine der moglichen
Schlaufen, z.B. durch die Schlaufe A, beschrieben, so schreibe ich

Trag Ma = Tro T'(A) Trg Vo bzw. Trg Vi = x1(Ua). (6.66)

Uml&uft dieser eine Plaquette innerhalb einer Schlaufe, so helfen die Nummerierungen aus Ab-
bildung 6.1. So ist ein Umlauf um die linke Plaquette von C

Troq Mc, = Tro T'(Cr) Tr, Ve, . (6.67)
AuBlerdem ist

Tr Ve, = Te Ve, ,, Ve, bew. TrVe, = Te Ve, Ve,
Tr Vo = Tr Ve, Ve, (6.68)
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Abbildung 6.1: Fermionische Schlaufen bis zur 8. Ordnung in K mit ihren Dirac-
Spuren I' und Koordinationszahlen



Kapitel 7

Die freie Energie der SYM

Der bosonische Boltzmann-Faktor der reinen Eichtheorie, dessen Wirkung in Kapitel 4 eingefiihrt
wurde, ist wegen seiner Eichinvarianz eine SU(2)-Klassenfunktion f(U) mit der Eigenschaft

f()y=fvuv-h VvV eSU?2). (7.1)

Fiir eine irreduzible Darstellung j (j = 0,1,1,...), bezeichne nun Diﬁ(U ) die Matrixelemente

der darstellenden d; x d;-Matrix von U und x;(U) = >, Do (U) den irreduziblen Charakter
dieses Gruppenelements'. Aufgrund der Orthogonalitits- und Vollstéindigkeitsrelationen

. Ors0a~0
J DU Dyy(U) D3 (U) = 2252008 (7.2)
S d,DLy(U)DL(V) = 5(U, V) (7.3)

bilden diese Charaktere eine Orthonormalbasis

/ DU (U)X (U) = b (7.4)
> UV =6(U,V) (7.5)
J
= [ DU Y) - 2 v), (7.6)

in der jede Klassenfunktion f(U) eindeutig entwickelt werden kann zu

FO) =" diejx;(U). (7.7)
J
Fiir den bosonischen Boltzmann-Faktor

exp—S) U] = exp—p3 (Z (1 — %Tr Up>>

P
= exp <—%d(d - 1)ﬁ> ~exp§ (%: Tr Up> , (7.8)

!Speziell in der SU(2) ist der Charakter zueinander konjugierter Elemente wegen D’*(U) = D’ ((UT)™!) =
D’(U) gleich (x;(U) = x; (U))-
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als eine SU(2)-Klassenfunktion

f(U) = exp ( T U, ) Zd (B (7.9)

B
/D 2+1 p(ETrU”>’

konnen die zugehorigen Koeffizienten direkt berechnet werden. Denn mit (5.7) und (5.5) ist

exp (g Tr Up) = exp ﬁLng = exp (ﬂ coS %) (7.10)
2sin -
2
und damit
1
1 2m P sin <(] + 5)9) 9
. . _ - -2 -z -
(27 +1)c;(B) = - /d@ sin <2> — g P <60082>
0 Sin 5

™

= z/dé? sinfsin ((25 + 1)0) exp (5 cos )
T
0

-2 0" 2 2 1
= — sin ((2j +1)0) % ; + = /d0 cos ((25 + 1)0) ‘7; exp (B cos0)
= 2(2j + 1)712”51@
= ¢(0) :212%(@- (7.11)
I; ist die modifizierte Bessel-Funktion j-ter Ordnung. Somit ist
exp <§ZT&~UP) = H Zd i (B)x;(Up)
P
= (Cﬂ(ﬁ)) pdld=1) H 1+Zd a;(B)x;(UP) ¢ (7.12)
4 j#0
mit s Ny
0j(p) = D) Bt D) Dy o) (7.13)

@) LB (25!

Diese Entwicklung in 3 wird genauer, je kleiner § bzw. grofler g ist, weshalb man weit entfernt
von der Kontinuumsphysik ist.

Wie schon im Fall der HPE bietet sich auch hier eine graphische Veranschaulichung dieser
Summe iiber Produkte aller Plaquetten auf dem Gitter an. Danach definiert man in diesem Fall
einen bosonischen Graphen Gp als eine Kollektion unterschiedlicher Plaquetten (Abb. 7.1) in
nicht-trivialen Darstellungen

Jp#0=pel|Gpl|. (7.14)
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Abbildung 7.1: Die graphische Darstellung der Plaquetten der niedrigsten Darstellun-
gen

Dadurch wird auch der bosonische Boltzmannfaktor zu einer Graphensumme

ZMp) = / DU exp —S2 U] = (¢ Pey(8)) 710D / DUy 1 dinasxs(0). (7.15)

Gp pEGB

Die Zustandssumme folgt aus den einzelnen Beitragen dieser Graphen aus der Eichintegration.
Da der Faktor vor dem Integral weder von U noch von A abhéngig ist, schreibe ich nun

Zy(8] = ®(Gp) (7.16)
g

(Gp) = / pU I diya5,(8)x, (Uy). (7.17)
peEGR

Fiir die Berechnung dieser Beitrige stehen folgende Integrationsregeln zur Verfiigung

5o
[0 OV 0 ) = S (i)
J

= [ dp U UV = dy(ana) (7.18)

/ 4 o (U) = 5o, (7.19)

Die erste Beziehung ist eine Verallgemeinerung von (5.48) auf alle Darstellungen. Treffen sich n
Plaquette-Terme in einem gemeinsamen Link

/ AU, (Vi) - .. x5, (Val), (7.20)

so bringt der zugehorige Graph nur dann einen Beitrag, wenn das Kronecker-Produkt der Dar-
stellungen j; ® ... ® j, sich derart ausreduzieren lésst, dass es die triviale Darstellung (j = 0)
enthilt. Dies fiihrt zu einer wichtigen Auswahlregel. Danach darf kein Graph einzelnde Eichlinks
enthalten, und er muss daher eine geschlossene Oberfldche aus Plaquetten besitzen. In der rei-
nen Eichtheorie existieren bis zur Ordnung 39 lediglich vier Beitriige. Zunsichst der leere Graph
Gy = 0 mit ®(0) = 1, der Beitrag eines einfachen Wiirfels aus Plaquetten in fundamentaler
Darstellung mit (7.18)
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Abbildung 7.2: Wiirfel aus (j = %)—Plaquetten und der Doppel-Wiirfel ohne und mit
einer inneren (j = 1)-Plaquette

5
d(Gy) = a?/Q/ [ au®) dijoTeUp, [ ] dijo T U

pegb =1

= a1/2d1/2/DUp1 TrUp, TrUp,

= a§/2d1/2/DUP1 X1/2(UP1)2

= a1/2d%/2/DUP1 (1+x1(Up)) = af jpd7 ) = 4af 5, (7.21)
der doppelte Wiirfel ohne innere Wand

®(Gy) = 4ay), (7.22)

und mit innerer (j=1)-Wand (Abb. 7.2):
©G) = alhar [ DU, 21U G (0;)

— 2alhar [ DU xol0) + 2u(Uy) + 2l
= 12a1)a1. (7.23)

Hierbei wurde nach der Integration iiber die fundamentalen Plaquetten die Ausreduktion der
Darstellungen

1 1

§®§®1:O®2x1@2 (7.24)
verwendet. Die Konfigurationszahlen, diejenige Anzahl also, mit der diese Graphen auf dem
vierdimensionalen Gitter vorkommen, kénnen aus [BDI] entnommen werden, mit dem Ergebnis

Zy18) =1+ %d(d —1)(d - 2)(4a5 5) + %d(d —1)(4d — 9)(4a1),) + O(3"7). (7.25)

Nimmt man nun die Subgraphen der fermionischen Entwicklung & noch hinzu, so miissen die
neuen Graphen G, die dann aus Eichplaquetten und Schlaufen aufgebaut sind, nicht notwendi-
gerweise eine geschlossene Oberfliche besitzen. Nimmt man z.B. den Subgraphen, der aus der
Schlaufe A gebildet wird, so kann er mit einer Plaquette in adjungierter Darstellung versehen
werden, wodurch die Ausreduktion an jeder Kante die triviale Darstellung hervorbringt und der
Gesamtbeitrag des Graphen von Null verschieden ist.

ZMK, Bl =D 2(G) (7.26)
g
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Jeder dieser Graphen enthilt verbundene und unverbundene Anteile. Die unverbundenen An-
teile, die sogenannten Polymere X, haben keine gemeinsamen Kanten, so dass die Beitrige der
Graphen aus dem Produkt der Beitrdge ihrer jeweiligen unverbundenen Anteile hervorgehen.

o) = [ ex) (7.27)

X;€G

7.1 Die freie Energie der Doppelentwicklung

Die Zustandssumme wird zu einer Summe iiber Produkte dieser Polymere

Zﬂﬁ,ﬂ:ui > %cp(xl).....cp(xn). (7.28)

n=1X1,X2..Xn

Bezeichnet nun [ einen Satz von n Polymeren, so lisst sich mit dem Moment

<Xy X, > { 1,  wenn jedes Paar X;, X; unverbunden ist oder n=1 (7.29)
0, sonst
Z7 squivalent schreiben als
= 1
ZNB Kl =1+ Y <X X > 0(X) - B(X). (7.30)

Mit dem Momenten-Kumulanten-Theorem (B.12) [MM],[Mu] gelangt man direkt zur freien Ener-

gie. So ist

1 dld—1 1 -
FEE) = iz ] = -2 angey(s) - 9) - Lzt ]

d(d—1) 1 [ 1

= T 5 (In(co(B)) — B) — ) Z Z ] (X1, Xo oo, X @(X7) -0 (X))
n=1X1,X0.. X,
Die Kumulante [X1, X2 ..., X, ] ist eine Summe {iber Produkte aller Partitionen von { X, ..., X,,},
deren Elemente Momente bilden
(X1, Xo. o X =D (D) Hn = D)Xy, X)Xy, X)) (7.32)

P n-Faktoren

Die Kumulante eines Satzes von Polymeren ist aber nur dann von Null verschieden, wenn in

einer Konfiguration aus Polymeren alle Polymere verbunden sind.

[X1,..., Xp] #0 <& | X |U|Xs] ... U|X,| (7.33)
Beweis:
Angenommen |X1| U |X3]... U |X,| sind unverbunden, dann gibt es zwangsldufig zwei Unter-
mengen A und B aus {Xi,..., X, }, so dass jedes Element aus A getrennt von einem beliebigen

Element aus B ist. Dies bedeutet fiir das zugehorige Moment

<Ai,... A5 By,... By >=<Ay,...,A; >< By,...,B, > fiir A; €A B;cB, (7.34)
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so dass (B.14) gilt. Die freie Energie wird zu einer Summe iiber komplett verbundene Polymere,
sogenannte Cluster C.

O = (XM, X2, (7.35)

(n1,n9,...) ist die Anzahl beziiglich der Form als auch des Ortes gleicher Polymere. Jedes
Polymer ist auch wieder ein Cluster, wiahrend ein Cluster in der Regel kein Polymer ist. Mit
dieser Definition wird die freie Energie

1 1|
~F(,K) = 5d(d — 1) In(co(9)) + > > a(C)YB(X)™ - d(X)™ |,
n=lo=(X7"1,Xx72..X,'*)
(7.36)
mit dem kombinatorischen Faktor
Xq,...,. X1, X9,...,X9,.... X
a(C) _ [ 1, s A1y A2, 5 4X2y 3 k] (737)

nilng!. .. ny!

Die Rechnungen zeigen, wie die freie Energie der Doppelreihenentwicklung in eine Summe aus
Clustern zerfillt. Die Konfigurationszahlen der Cluster werden in den nachfolgenden Tabellen
angegeben. Erst bei Clustern, die aus mehreren Polymeren bestehen, kommt der kombinatorische
Faktor zum Tragen. Um nun die Summe der Cluster-Entwicklung systematisch zu berechnen,
werden zuniichst alle Polymere bis zur Ordnung K® bzw. (3% konstruiert und ihre Beitriige
berechnet. Dariiberhinaus werden diese Polymere dann zu Clustern zusammengesetzt (Cluster-
Graphen), sofern diese die maximalen Ordnungen nicht iiberschreiten. Da alle Graphen per
Definition verbunden sind, und das Gitter translationsinvariant ist, steigt ihre Anzahl fiir 2 — oo
linear mit §2, so dass im thermodynamischen Limes letztlich die freie Energie als eine intensive
Grofle von 2 unabhéngig ist.

Der kombinatorische Faktor reduziert die Zahl der moglichen Graphen, die einen Beitrag ergeben,
aber erheblich. Besteht ndmlich ein Polymer graphisch selbst wieder aus zwei unterschiedlichen
Polymeren niedrigerer Ordnungen und ergibt sich dessen Beitrag aus dem Produkt der einzelnen
Polymere, so wird dieser durch das Cluster, das ebenfalls aus diesen Polymeren gebildet wird,
durch den kombinatorischen Faktor —1 gerade kompensiert.

Abbildung 7.3: Graphen (Polymere), deren Beitrag das Produkt zweier Polymere ist.
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7.2 Die freie Energie der reinen SU(2)-Eichtheorie

Die Zustandssumme besteht bis zur Ordnung 3'° nur aus den schon bekannten Polymeren, so
dass ihr kombinatorischer Faktor 1 ist. Der Ubersichtlichkeit halber schreibe ich nun

BB B B 9

B = 4 96+1536 23040+0(ﬁ ) (7.38)
_ 25,24, 32 6 308 g 10

bzw. [ = 4dx <1+3x +3x +4535 +405x +O(x™) (7.39)

/32 54 56 13 58

o _ P - 10
v=alB) = 55~ 351 5760 1105020 T )
2 2 2 4 16 6 8 8 10
_ 25 2,4 16 5 8 A
3¢ +9$ +135m +135x + O(z™) (7.40)
33 3° B 9
p— p— Rt —— O
= a3 (P) 192 ~ 2560 + 36862 T 90
1 3 4 5 2 7 9
_ 13 45 2 A1
37 +15£L' +9£U + O(x?) (7.41)
B p 35 38 10
v=a(8) = 1955~ 23020 * 322560 T O )
9 4
L L O(x19). (7.42)

15 45 315
Bis O(3') ist freie Energie pro Plaquette Fp daher

2F (B, K = 0)
o d(d—-1)

— G o) + (@ 2) | a® + (20 - 5t

_FP(ﬁvKZO) =

+(2d — 5)1233104 +0(31). (7.43)

In der 12. Ordnung von [ existieren drei Polymere. Zunichst die beiden Graphen aus einer
geschlossenen Oberfléiche von 12 Plaquetten in j = 1/2-Darstellung und der Kubus aus sechs
Plaquetten in der j = 1 Darstellung. Ihr Beitrag zur freien Plaquetteenergie ist

8 2 9

3(d=2)(d - 3)4x!? + (d=2)(d—- 3)4x'? + S(d- 2)y5. (7.44)
Dariiberhinaus lassen sich noch aus zwei Kuben von jeweils sechs Plaquetten zwei Cluster kon-
struieren, die sich zwar beriihren, aber deren Beitrag multiplikativ ist:

1. Das Cluster C = (X3, X2) mit den Kuben X; und X, an unterschiedlichen Orten, aber
mit einer gemeinsamen Wand. Seine Konfigurationszahl entspricht der des Doppelkubus
in 10. Ordnung von  mit dem kombinatorischen Faktor a(X;, X3) = —1.

—(d —2)(2d — 5) x (42°)? (7.45)
2. Zwei Kuben an derselben Stelle C' = (X7, X1) a(X1, X1) = —% und der Koordinationszahl

des einfachen Kubus 1 1
—5(d-2)x 5(4aaf>')2 (7.46)



96 Kapitel 7. Die freie Energie der SYM

Zusammengefasst ist bis zur 12. Ordnung in 3

—Fp(3,K=0) = —f+In(c(B))+ (d—2) Ex‘f +4(2d — 5)z'0 — %(d —2)2'2 4 3y°
+12(2d — 5):&%,] +O(p")
= B+ In(co(p)) + (d—2) [ng +4(2d — 5)z'Y — % <2d + 1;L16> xlz] + oM.

(7.47)

Dies entspricht den ersten Termen der Entwicklung in [DHN]. Dort wurde die Reihe bis zur
16. Ordnung nach einem Verfahren von J.M. DROUFFE berechnet. Seine Vorgehensweise zur
Berechnung der in €2 linearen Koordinationszahlen unterscheidet sich von der hier prisentierten
und ist fiir die Entwicklung der reinen Eichgraphen vorteilhafter, da dort alle Polymere aus
geschlossenen Oberflichen bestehen. Sein Ergebnis

4 4 14
~F(B.K=0) = —f+In(c)+(d—2) [gxﬁ +a2d- 50 - 3 <2d . 8_16> 1
314 33971 16 , 503147 12787481
4(20d% — —d+ == )2 4 ( ——d® - d 16
i ( ERNTE >x +< 3 1620 * " T1ass0 )"
+0(=") (7.48)

stimmt bis zur 12. Ordnung in 3 mit der oben gefundenen freien Energie iiberein. Fiir d = 4
konnte K.G.WILSON [Wi3] diese Reihe sogar bis zur Ordnung $%? bestimmen.

4 3176 39980 6569971
_Fr K — _ 1 9| 246 4 19,10 _ 12 14 16
p(8, K =10) B+ Infeo) + [3”3 R VT R N VT S VT B
95936872 79327880
29805 R ol 2% 4 65379.876792%2 | + O(2*4) (7.49)

7.3 Die Doppelentwicklung in 0. Ordnung von [

Die 0. Ordnung in § entspricht der reinen HPE ohne zusétzliche Eichplaquetten. Die Zahl der
moglichen Cluster und Polymere ist dabei erheblich reduziert, da die Eichintegration dafiir sorgt,
dass alle diejenigen, die einen isolierten Link besitzen, aufgrund von (5.60) verschwinden.

Tatséichlich existieren bis zur 8. Ordnung in K lediglich zwei verschiedene Subgraphen. Die
Graphen bis zur 12. Ordnung zeigt Tabelle 7.1 Alle Graphen sind reine Polymere und kénnen
nicht weiter zerlegt werden. Daher konnen ihre Beitrige direkt aufsummiert werden. Fiir die
Berechnung dieser Graphen benutze ich die 2. Moglichkeit der HPE.

Zunichst wird der Vorfaktor des 1. Clusters (Subgraphen) ermittelt. Weil er nur aus einer
Schlaufe mit der Umlaufzahl 2 besteht, ist nach (6.65) sein Symmetriefaktor S = —%, und
zusammen mit der Diracspur Tr I'(B) = 32 ist dieser —32K®/2. Seine Koordinationszahl Ng ist
Np = 3d(d —1). Die Eichintegration iiber Tr Vj ergibt mit (5.61)

1
/DUA TrVp = /DUA Tr(VaVa) = /DUA yabyhe — 5 0ab0ba = 1. (7.50)



7.3 Die Doppelentwicklung in 0. Ordnung von 97

Nr. | O(K) | I'-Spur | S(S) | Graph 2Ng/d(d-1) | [DU
.| 8 32| -3 1 1
2.1 8 64 g 1 1
3. 12 1024 g 2 1
4.0 12 s12| -4 ] 2 1
5.1 12 256 : Eﬂj 4(d-2) 1
6. | 12 128 | -3 @ 4(d-2) 1
7.0 12 128 [ -4 .] 4/3(d-2) 1
8. | 12 256 3 4/3(d-2) 1
9.1 12 -512 | ¢ 1 1

10. | 12 -128| -4 [ 1 1
1. | 12 —256 : 1 -1

Tabelle 7.1: Rein fermionische Cluster

Der 2. Graph besteht aus zwei Schlaufen. Mit S = % und TrT'(A) = —8 ist sein Vorfaktor 32K®
und erneut ist Ng = $d(d — 1). AuBerdem ist

1
/DUA TrVaTrVy = /DUA Vaayht = gaabaab =1. (7.51)

Alternativ hitte man mit der Ausreduktion der Darstellungen 1® 1 =06 1@ 2 auch

/DUA x1(Ua)x1(Ua) = /DUA (1+x1(Ua) + x2(Ua)) =1 (7.52)

rechnen koénnen. Beide Graphen konnen nicht weiter in Polymere zerlegt werden. Ihr Beitrag
zur freien Energie pro Plaquette ist also

32 64
(-5 + 7)K8 = 16K°5. (7.53)

Die Graphen Nr. 3-8 unterscheiden sich beziiglich der Eichintegration nicht von den ersten beiden
Graphen.

Fiir den Graphen Nr. 9 ist

1
/ DUA TrVaTrVaTrVy = / DU, V§eVPvse = g CateCave = 1, (7.54)

fiir Nr. 10

1
/ DUy TrVaVaVy = / DU, VVievse =  Cabechea = 1 (7.55)
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und fiir Nr. 11

1
/ DUy Tr Vi TrVaVa = / DU, V§VEevsh = § Jac€ach = —1. (7.56)

Alle Graphen zusammen ergeben mit In(cp(0)) =0

—Fp(f=0,K) =16K% + (768 - %(d ~ 2)) K2+ O(K%). (7.57)

7.4 Die Doppelentwicklung in § und K

Neben den rein fermionischen bzw. bosonischen Graphen werden nun die gemischten Graphen
der Doppelentwicklung angegeben und ihre Beitrdge berechnet. Hierfiir existieren zwei mogliche
Konstruktionen.

7.4.1 Die Plaquettierung der Minimalflichen

Die Minimalfliche eines Graphens ist die kleinste von Plaquetten gebildete Fliche, die von
diesem umrandet wird. Von null verschiedene, verbundene Graphen erhélt man, wenn man
die Minimalflichen der fermionischen Graphen mit Plaquetten in der adjungierten Darstellung
auffiillt. Thre Beitrdge kénnen aus Tabelle 7.2 entnommen werden. Die Kichintegration der
Graphen Nr. 1, 4, 5, 6, 8, 10 kdnnen mit

& [ dU (iU V) = dia(iva)
dl/DU x1(U)? =3 (7.58)

sofort berechnet werden. Fiir die anderen Graphen kann man wieder wahlweise die Gruppenin-
tegrationsregeln aus Kapitel 5 oder aber die Ausreduktion der Darstellungen verwenden. So ist
fiir den Graphen Nr. 7

d%/DU TT(VAIVAI,IIVAIIVAI,II)TT(VAIVAI,II)TT(VAIIVAI,II)

Cra ¢ Yre a cre e ~rgh v 7h
- 9 / DU V§vhe vl vie wilvie vt vy

1,11 1,11 Arrr 1,11
= 9 [ DU, VIV [ DU, VEVIR [ aUuy, ,, Vi vie yie yho
= Ar VAV A Arr VA VA Arar YA VA VA VAn

R N “ 9
= 9 Vv2(a7 bveaf) : V2(Ca dag’ h’) ! V;l(ba ¢, daaafaea h’g) = g (759)

oder fiir den Graphen Nr. 2 mit
Ilel = 0pl1e2)®1

= 0olol0l®20203
= 0P3x192x203, (7.60)
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Nr. | O(K, Bmin) Vorfaktoren S(S) | Graph | 2Ng/d(d—1) | [DU
1. 4,2 —8y 1 1 3
2. 8,2 64y 52 1 3
3. 8,2 32y -3 1 -3
4. 6,4 C:—32y2,D:— 16y ~1 C: 2, D: 4(d-2) 3
5. 6,6 Ci— 16y —1| b 8/3(d-2) 3
6. 8,6 F-M:T(F-M)y| -1 Nr—u/Na 3
7. 8,4 N: 3242, O: 322 —1 | N: 2, 0:4(d-2) 2
8. 8,8 P: —128y* Q: —64y* -1 = P: 1, Q 4(d-2) 3
9. 8,4 R-T: I'(R, S, T)y? -1 N(r,s1)/Na 3
10. 8,6 —32y* -1 I 32(d — 2)? 3
Tabelle 7.2: Graphen mit j = 1 Plaquetten, Abkiirzungen siehe Abb. 6.1
Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph | 2Ng/d(d—1) | [DU
1, 8,4 64v : 1 5
2. 8,4 320 . 1 5
Tabelle 7.3: Graphen mit (j = 2)-Plaquette
wie schon in (7.55)
dy /DUA (TrVy)? = S/DUA (x1(UA))? = 3. (7.61)

Die fermionischen Graphen aus Schlaufe B und zweimal Schlaufe A kénnen zus#tzlich noch

durch eine Plaquette der Darstellung 7 = 2 aufgefiillt werden (Tab. 7.3). Um ihre Beitrige zu

berechnen, empfiehlt sich die Ausreduktion.

Fiir den Graphen Nr. 1 ist

und daher

1®1®2=002x133x202x304

dy / DU (x1(U4))2x2(Un) = 5.

(7.62)

(7.63)
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Schreibt man die Spuren Tr V4 und Tr Vp in ihren SO(3)-Winkelparametrisierungen

Tr V4 =14 2cos(a)
TrVp =1+ 2cos(2a),

so findet man

TrVg = x1(Ug) =TrVaVy = (TrV4)2 —2TrVy
= (x1(Ua)* = 2x1(Ua) = 1 — x1(Ua) + x2(Ua),

also

ds / DU x1(Up)xa(Ua) = 5 / DU (x2(Ua))? = 5.

7.4.2 Die duflere Plaquettierung

(7.64)

(7.65)

(7.66)

Die Subgraphen kénnen aber neben der Plaquettierung ihrer Minimalflichen auch noch durch

das duflere Anheften von Plaquetten (duflere Plaquettierung) die Eichintegration iiberleben.

Graphen mit Schlaufe A

Die Graphen, die die Schlaufe A enthalten, zeigt Tabelle 7.4.

Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph | 2Ng/d(d—1) | [DU
1. 46 — 829 1 2(d-2) 4
2. 4.8 8452 1 2(d-2) 8
3. 8,6 6425 5 2(d-2) 8
4, 8,8 64252 5 2(d-2) 16
5. 8,6 6425 1 (d-2) 6
6. 8,6 6425 1 4(d-2) 4
7. 8,8 64202 1 8(d-2) 8
8. 8,8 64252 1 2(d-2) 8

Tabelle 7.4: AuBere Plaquettierung der Graphen mit Schlaufe A

Die Berechnung dieser Graphen erfolgt stets nach der gleichen Methode. Zunéchst wird versucht,

die dufleren Plaquetten so weit wie moglich miteinander zu verschmelzen, und man verbleibt im
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Fall des Graphen Nr. 6 mit der Notation (6.67)

[ DU U, ;xy W) (Un, s (U, )} Uy s Uy ). (r.o7

1
2

Die Integration iiber dUp, ,, ergibt durch Ausreduktion und unter Verwendung von (7.18)

[ 400,11 x4 Wn, 21U,y 11U

1
2

= [ sy (03 W, WD)+ (3 Uy s (Upy)

1
2

- /dUDI,H (X% (UDI)X% (UDI)) : (X%(UDII>X%(UDII)>

1 1
= —x1(Up) + —x3(Up) (7.68)
102 ds 2
2 2
und somit
di
©G4) = & [ DU xUn)yUn) + 22 [ DUD xyUn)x3(UD)
8
= 4-1+50=4 (7.69)

Graphen mit Schlaufe B

Die Eichintegration der Graphen mit Schlaufe B und duflerer Plaquettierung ergibt sich zu null.

Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph | 2Ng/d(d—-1) | [DU

1. 8,6 3246 -3 , 2(d-2) 0
L=

2. 8,8 32252 -

2(d-2) 0

Tabelle 7.5: AuBere Plaquettierung des Graphen mit Schlaufe B

Die Abbildung 7.4 zeigt exemplarisch Graphen, die keinen Beitrag liefern, da sie das Produkt
ihrer Komponenten sind.

Abbildung 7.4: Zwei Graphen, deren Cluster- bzw. Polymerbeitréige sich aufheben.

Im folgenden werden lediglich die Ergebnisse aufgelistet und nur die Spezialfille, bei denen die
Ausreduktion und das ,, Verschmelzen® nicht zum Ziel fiihrte, behandelt.
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Graphen mit Schlaufen C und D
Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph | 2Ng/d(d—1) | [DU
L. 6,8 —32ya0 SN 8(d-2) 4
2. 6,6 —162° -1 4(d-2) 4
3. 8,8 —162%y -1 4(d-2)(2d-5) 4

Tabelle 7.6: AuBere Plaquettierung der Graphen mit den Schlaufen C und D

Graph mit Schlaufe E

Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph | 2Ng/d(d—1) | [DU
1. 6,8 —162° -1 4/3(d-2) 4
Tabelle 7.7: Auflere Plaquettierung des Graphen mit Schlaufe E
Graphen mit den Schlaufen G,H,I und K,L,M
Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph 2Ng/d(d—1) | [DU
1. 8,8 64y 1 8(d-2) 4
p 8.8 T(H, I)2® 1 H: §(d-2) 4
' ’ Y I: 16(d-2)(d-3)
S, K: 16(d-2)
3. 8,8 (K, L, M)x%y -1 L: 16(d-2) 4
M: 16(d-2)(d-3)
A
4. 8,6 —3225 -1 4(d-2) 4

Tabelle 7.8: Auflere Plaquettierung der Graphen mit den Schlaufen G,H,I und K,L,M
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Graphen mit den Schlaufen N und O

Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren 2Ng/d(d—1) | [DU
1. 8,8 32yxS 8(d-2) 4
2. 8,8 —1625y 8(d-2)(2d-5) 4
3. 8,6 —162° 4(d-2) 0

Tabelle 7.9: AuBere Plaquettierung der Graphen mit den Schlaufen N und O

Die Berechnung des Graphen Nr. 3 ist nach den tiblichen Verfahren so nicht méglich. Stattdessen
kann man die Gruppenintegrale (5.43)-(5.46) aus Kapitel 5 verwenden. Werden zunéchst die
benachbarten Plaquetten in der fundamentalen Darstellung mit (7.18) verkniipft, so fiihrt dies
zu dem Graphen aus Abbildung 7.5.

Abbildung 7.5: Graph Nr. 3 nach der Integration der dufleren Plaquetten in funda-
mentaler Darstellung (projiziert auf zwei Dimensionen). Durch die
Pfeile werden die Orientierungen der Eichlinks festgelegt.
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Dies entspricht

d?%/DU X1 (U102U3U2)x 1 (UrU2)x 1 (UsUz)x
= 8/DU (X%(U1U2U3U2)X

- -8 / pu UVt bagedyderrel y{-ed

1
2

1
2

(U3 )

(U0 05 ) ~ 1)

(U5 'UT X

1
2

(UsUz2)x

1
2

(U5

+8/DU UiszchUgdUgaUl(—l)erQ(—1)f9U§—1)9hU2(—1)h€U2(—1)ijUl(—l)jiU?l::lUékU{nnUé—l)nm
— -8 / pu, ufful" / DU, Ugcuy / DUy Ustuy M
+8 / puy Uuptuy Voo / DU, Ueuy Vudeuy - Ul us Y
: / DU Ustuy YUkt
8
= *g : (6fb66a5ca5db6d660f)
+8 - U4(a, b,e, fym,n,j, 1) Uﬁ(b, ¢, fyg,d,a hye l ki, j) U4(c, d,g,h,k,l,n,m)
= —2+2=0. (7.70)
Graphen mit den Schlaufen R, S und T
Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph 2Ng/d(d—-1) | [DU
1. 8,8 (R, S)yxS -1 8(d-2) 4
2. 8,8 3225y -1 8(d-2)(d-1) 6
3. 8,8 3225y -1 8(d-2)(d-1)(2d-5) 4

Tabelle 7.10: AuBere Plaquettierung der Graphen mit den Schlaufen R,S und T

Auch hier ist die Berechnung des Graphen Nr. 2 nicht so einfach. Nach der dufleren Eichinte-

gration verbleibt man mit Abbildung 7.6. Dies entspricht
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Abbildung 7.6: Graph Nr. 2 nach der Integration der dufleren Plaquetten in funda-
mentaler Darstellung (projiziert auf zwei Dimensionen)

dld‘z/DU Xl(UlUQU:;l)Xl(UQUB_) %(U1U3U4U3 )X%(Ul) %(U4)
_ 24/DU (X%(UlUQU; )X (UsU; U7 )( X1 (UaUs )xa (UsU )—1)
~X%(U1U3U4U3_) %(U1 Dx %(UAL Y

— 24/DU <X%(U1U2U3_) X1 (UsUs oty X1 (U2U5 Dy X1 (UsUy h
—X%(UlUQUgl)X;(UgUglUl)—X%(UZU;) X1 (UsUs D+ >
x1(Uy )x;(UI) (U UsUU5 )

_ 24<U{sz5t:(U3— )caUde(U )ef(U )degh(U )thl](U 1)ji

X1
2

l\]l»—l

_UlabUgc<U3— yeaude(U; )ef(U yel Uab(U3 Yeagred gy )de+1>
(U O Yo UgeU oy e
- 24</dU1 Ut oot /dU Ube(uy Y v oyt
[ s v gy [ dvgog o
- [ av vty [ dvs vgst
[ pos vty ws [ a v
= [ vpm iy [ avs vgo; e [ oo vstwy oy e [ oo

+ / duy Ui (U7 / DU3 U°(Uy )P / Uy UZ”(UE)”)
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- 24(04(017 b7 f7 d7 m,n, k7 k)ﬁ4(b7 c, €, f7gv h?j? Z)Uﬁ(dv e, ca, Z.7].7 h7 g,n,0,p, m)UQ(Oap7 la l)
_04((1’ bv fv d7 m,n, k) k)UQ(bv ce, f)U4(d7 € ¢ a,n,o,p, m)UZ(Oa b, lv l)
—Ug(m, n, k, k)Ug(a, b,d, c)(]];(c, d,b,a,n,o,p, m)Ug(o,p,l,l)
+ AQ(mv nakvk)02(n> Oapvm)UQ(ovpalvl))
3 1 1 1
- 24<Z—§—§+§>—6. (7.71)

Graph mit Schlaufe V

Nr. | O(K, fmin) | Vorfaktoren | S(S) | Graph | 2Ng/d(d—1) | [DU

1. 8,8 — 3225y 1 I 16(d-2)? 4

Tabelle 7.11: AuBere Plaquettierung des Graphen mit Schlaufe V

Cluster-Graphen

Nr. | O(K, Bmin) | Vorfaktoren | S(S) | a(C) | Graph | 2Ng/d(d — 1) /DU
1. 8,4 64y 1| -3 1 3.3=09
2. 4,8 —8yab -1 -1 2(d-2) 3-4=12
3. 8,8 64y x5 1 -1 12(d-2) 3-4=12
4, 8,8 64yzS ] 1 2(d-2) 3.4=12
5. 8.8 32ya5 -3 1 2(d-2) —3.4=-12
6. 8,8 645 1 -1 12(d-2) 3-4=12
7. 8,6 642 : 1 2(d-2) 1-4=4
8. 8,6 3245 -3 -1 2(d-2) 1-4=4

Tabelle 7.12: Cluster-Graphen
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Addiert man nun alle Beitrige und ersetzt die Koeffizienten der Charakterentwicklung durch ihre

Entwicklungen in (3, so ergibt sich das zentrale Ergebnis meiner Arbeit: die freie Plaquetteenergie

_FP(ﬁvK)

—f

+16 K® + (768 + K2

1024 (d — 2)
3
1
+5° (g + [K“ +6K® +(’)(K10)D
1 K* d-1 19 8d 2d?
+54<——+[————K6+<——+———>K8+(9(K10)]>
1 d—2 1 d—2 1 5d
[ v~ - e—a 4 b J0a 6
+ <9216+3072+[<240+ 64 >K +< 54 432>K

+<113 L3d-2) 107d+7_d2> K8+O(K10)D

1440 8 360 36
29 d 167 5(d—2) d 113 11d
8 4 6
— - - — | K —— - —— | K
0 (184320 12288 © { (46080 1536 512) - <11520 3840)
42479 67 (d—2) 1439d 1601d* d*\ 4 10
- - — | K K 72
* (604800 256 | 28800 17280 48 +OET) (7.72)
—p
4352 K12
L6k 4 PR
3
1
+5? (g - [K‘* +6KS+ O(Klo)])
_|_ﬁ4 _L_ 54_}_[{6_@_’_0(]{10)
384 |16 6

7 17TK* 7KS 3961 K8
6 10
- K
+5 <9216 +[ 480 108 + 1440 +0O( )D

(o 31 _493K' 19K® 12169 K®
184320 46080 11520 30240

- O(KlO)D . (7.73)

Auf analytischem Wege wird es kaum moglich sein, noch hohere Ordnungen zu bekommen, da

e die Anzahl der fermionischen Schlaufen exponentiell mit ihrer Lénge anwiéichst [BB],

e die Zahl der Méglichkeiten der Plaquettierung erheblich zunimmt,

e die Berechnung der Beitrédge dieser neuen Graphen nach dem Verfahren von M.CREUTZ

zu aufwendig wird.

Die freie Energie kann nun dazu benutzt werden, um Monte-Carlo-Simulationen fiir grofie

Gluino-Massen bzw. starke Kopplungen zu testen, indem man zum Beispiel den Erwartungswert

des Wechselwirkungssterms Sy := A% (y) M, gf’ﬁ(y, at)/\%(a:) bestimmt. So ist

<Z X;<y>sz’ﬁ<y,x>A%<x>> = o z(s, K], (7.74)

(zy)
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so dass

(5w) = - F(K.0)

= T68K"+a” (384 K® + 4608 K")
+at (128 K* + 9216 K° — 69632 K ")
¢ (ATI04 K3 45056 K® 1734656 K*
+x + +
15 3 5
L —60928 K3 N 105472 K° N 158715904 K L 0@
15 15 315

(7.75)

ist. Auch die Approximation der mittleren inneren Plaquetteenergie kann aus F), durch Ableiten
nach ( leicht gewonnen werden.

/ DUD) TrUp e~ S U
Ep(K,3) = (TrUp) =
/DU D) e S UA

= 2 (1= gyhiE)

= 2z (2+16 K"+ 96 K®) + 2° <

—64 K4 9280 K8
512 K6 — —————
+ ’ )

5 (g 5728 K* 2048 K6 413248 K®
15 9 15
65216 K* 186368 K5 3097856 K8
7 9
—~16 — — — .
+x < 6 T T35 045 ) +O(z”) (7.76)

Die Abbildung 7.7 zeigt die Abhéingigkeit dieser Grofle von .

Ep
i O(a”)
15l K=0 O(z")
1 O(x)
0.5
1 2 3 4 ’6

Abbildung 7.7: Die Plaquetteenergie EFp in Abhéngigkeit von § fiir K = 0 in unter-
schiedlichen Approximationsstufen

Man kann erkennen, dass im Bereich etwa von 8 < 1.9 die Reihe in den verschiedenen Approxi-
mationen relativ stabil ist. So ist in diesem Bereich die Abweichung der verschiedenen Ordnungen
kleiner als 10%.
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Den Einfluss der Gluinofelder durch den Hoppingparameter kann man an den Graphen aus Ab-
bildung 7.8 ablesen.

Ep
Ep 2.2
O(KS) 2 O(K3
(K®)
0.55 6205 O(KG) 1.8
0.5 =1.5
16 5 O(K®)
0.45
o 4 1.4
’ O(K*)
0.35 1.2 oY
K
K 0.1 0.2 0.3 4 0.5 0.6
0.1 0.2 0.3 4 0.5 0.6 0.8
0.25 :
Ep
4
3.5 O(K?)
3 3=23
2.5 O(K*)
2
4
1.5 A

Abbildung 7.8: Die Plaquetteenergie fiir verschiedene Werte fiir K

Die Plaquetteenergie wichst mit K und hoheren Ordnungen von K. Dies bedeutet, dass die
Wirkung der Fermionfelder einer kleineren Kopplung ¢ in der reinen Eichtheorie entsprechen
wiirde. Desweiteren sieht man, dass bis zu etwa K = 0.3 die Reihen in den verschiedenen Ord-
nungen stabil sind (< 10%, Abb 7.9).

SchlieBflich liefern die Groflen Ag und Ag

_ Ep(K®)— Ep(K =0)

Ep(K®) — Ep(K =
Ag = 100%, Ay = 2P~ Bp(K=0)

Ep(K = 0) T Ep(K=0)

- 100% (7.77)

die relativen Korrekturen der Gluinofelder fiir K¢ bzw. K® in Abbildung 7.9. Sie bestitigen den
geringen Einfluss fiir kleine Werte von K.

Die Untersuchungen der DESY-Miinster-Kollaboration mit dem Multi-Bosonischen Algorithmus
von M.LUSCHER [Ca] konzentrierten sich vor allem auf Analysen in der N#he des kritischen
Punktes K. Fiir 8 = 2.3 gab es hierfiir erste Anzeichen eines Phaseniibergangs bei einem Wert
von

Ker = 0.1955(5). (7.78)

In der Niihe dieses Wertes sollten die analytische Berechnungen keine guten Ubereinstimmun-
gen liefern kénnen, da hier vor allem Effekte in den Beitragen hoherer Ordnungen dominieren.
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5 p

Abbildung 7.9: Die relativen Korrekturen der reinen SU(2)-Eichtheorie durch die
Gluinofelder

Dariiberhinaus wurde mit § zwischen 2.0 und 2.3 ein fiir die Aussagekraft der Reihe relativ
grofler Wert gewéhlt. Im Hinblick auf den Kontinuumslimes, der fiir § — oo erreicht wird,
stehen kleine 3-Werte fiir die numerischen Untersuchungen nicht im Mittelpunkt. Aus diesem
Grund waren keine aussagekréftigeren Daten verfiigbar.

Dennoch habe ich meine Ergebnisse mit denen der Kollaboration [Fa],[Ta] und [Mo] verglichen
(Tab. 7.13).

Die Abweichungen bestétigen diese Erwartungen, insbesondere die grofieren Differenzen in der
Néihe des kritischen Punktes. Auch erkennt man die Tendenz, dass fiir anwachsende K Ep steigt.
Der zweite Wert aus [Mo] zeigt aufgrund des kleineren 3-Wertes erwartungsgeméf eine groflere
Ubereinstimmung.

SchlieBlich sollte erwihnt werden, dass die gute Ubereinstimmung natiirlich vor allem der Stark-
kopplungsentwicklung der reinen Eichtheorie fiir (K = 0) zu verdanken ist, da der Einfluss von
K in diesem Wertebereich bei unter 1.5% liegt.
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B = 2.3, 123 x 24-Gitter
K | Ep (Simulation) | Ep (Entwicklung) | rel. Abw.

0.0 1.2144(4) 1.0679 12.0%
0.16 1.2294(4) 1.0733 12.7%
0.17 1.2352(8) 1.0750 12.9%
0.18 1.2464(6) 1.0771 13.6%
0.185 1.2552(2) 1.0783 14.1%
0.194 |  1.274036(2) 1.0809 15.2%

B =2.0, 4% x 8-Gitter
K | Ep (Simulation) | Ep (Entwicklung) | rel. Abw.
0.150 1.015 0.934448 7.9%

Tabelle 7.13: Vergleich der numerischen mit den analytischen Ergebnissen anhand der
Plaquetteenergie.






Kapitel 8

Die Gluino-Glueball Masse

Mit den in den letzten Kapiteln erarbeiteten Verfahren der Starkkopplungsentwicklungen kénnen
nun auch analytische Niherungen der Multiplettmassen auf dem Gitter, genauer ihrer Mas-
senliicken (mass gap), durch den exponentiellen Abfall der Korrelationsfunktionen zugehoriger
Operatoren

1
<T(@)) >= 5 / DUDA T(2)(y) exp (— S (U, \) (8.1)
mit Z = [ DUDX exp (—S*(U, \)) im Limes groBer Zeiten 7' bestimmt werden:

lim < T(z)[(z+T) >= Ce ™" (8.2)
T—o0
Im Zentrum steht dabei hier der schon in [Lu] in erster Ndherung berechnete Gluino-Glue-
Operator

[(z) = Tr(UiA(z)) = Te(ULT*) N (). (8.3)

Wie bei der freien Energie kann nun auch die Korrelationsfunktion als eine Summe {iber Beitréige
von zusammenhéngenden Graphen X geschrieben werden, die beide Operatoren I'(z),I'(z + 7))
einschliefen miissen. Diese enthélt aufgrund der Normierung durch Z keine unverbundenen
Vakuumgraphen [Cr2].

<T@ (z+T) >= % 3 a(x;) (8.4)
X

In [Lu] wurde schon gezeigt, dass die Konstruktion eines solchen Graphen aus rein fermionischen
Béndern der HPE nicht moglich ist.

8.1 Der Graph der fiihrenden Ordnungen in K und j

Den Graphen X der fithrenden Ordnung in 3 zeigt Abbildung 8.1. Die dufleren Plaquetten
dieses Schlauches entstammen der Charakterentwicklung, wihrend die Operatorplaquetten die
beiden Frontseiten bilden.
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.............................

| T |

Abbildung 8.1: Links: Der Graph Xy zur Korrelationsfunktion des Gluino-Glue-
Operators in niedrigster Ordnung von 3. Die Majorana-Fermionen
(Punkte) sind iiber ein gemeinsames Band miteinander verbunden.
Die Operatorplaquetten sind hervorgehoben. Rechts: Der Graph X
aufgeklappt in zwei Dimensionen.

Der Beitrag dieses Graphen ®(Xj) in der Entwicklung (8.4) ist

4T
D(Xg) = KTd‘sz‘lT/DU [Ix:(Wp) - Te(OiT*) Te(U2T")
i=1

(N @M (M) 5, XN )
4T
= KTdA%TxA‘T / DU []x:(Up,) - Te(UAT") Te(U2T")
=1

T,y

. <)\Z(1‘)5\g($)>x (M) e </\§(y)/\%(y)>

Yy
4T
= KTd‘%Tx‘lT/DU HX%(UPZ.) Te(ULT) Tr(UT) - ((—M3)2h, ,Cep).  (8.5)
=1
Mit (1 = 5,)(1 = 7u) = 2(1 = ) ist
— (M3)30 yCep = —[(1 =)o (1 =) Clag [V, () .- V(2 + (T - 1))}ab
T-mal

= 2" (1 = )Clg - (V)™ (8.6)
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und man bekommt mit der iiblichen Form der Eichintegration iiber die Schlauchplaquetten
®(Xo)
- —KTx4T2T_1d%[(1 —%)C]QQ/DU’ V2 T (UL T) Te(UoT?) Te(U U 1 U, P U3)
= —(2Ka")"d1[(1 = 7,)Cag / DU’ Tr(UsTU; ' T*) Te(UyT*) Te(UT°) Te(Uy Uy ' Uy Us)
= —Ady[(1 —7,)Clag
[ Do gt sy e e U g s
= A1 =2)Clas- (@ [ DUy U ) (@t [ pusughwy )

. <(Tb)bc(Ta)da/DU3 Ugb(Ugl)chgk(Ugl)li>
= A= 2)Clas (5 (@ - @) () (Gt
= 2 (T (T dy (1~ 7)Cls

(2K2")" (1~ 7,)Clag. (8.7)

1
2

= 2400l =2

Daraus ergibt sich die Gluino-Glue-Masse in erster Néherung

my; = — Jim % In (®(Xp)) = —In(2K2") = —41n(z) — In(K) — In(2) (8.8)

mit A = (2Kx*)?. Vergleicht man dieses Ergebnis mit der ersten Niherung der skalaren 0%-
Glueball-Masse aus der Charakterentwicklung der reinen SU(2)-Eichtheorie [MM]

mp. = —41n(x), (8.9)

so ist
m(Gluino-Glueball) = m(Glueball) — In(K) — In(2). (8.10)

Fiir kleine K-Werte, wie etwa 1/K = 5.55, bedeutet dies
m(Gluino-Glueball) = m(Glueball) + 1, (8.11)

was in diesem Fall in etwa mit den numerischen Ergebnissen in Abbildung 4.2 iibereinstimmt.
Die Korrekturen dieser Masse Amg; in héheren Ordnungen von 3 und K

e~maiT = o= (MogtAMT _ o=mgsT (1 _ AT + %AmQTQ —..) (8.12)

erhilt man durch Modifikationen von Xg, wie z.B. durch das Anheften weiterer Plaquetten oder
durch eine stiickweise Verliangerung des fermionischen Bandes. Durch die Gittertranslations-
und Rotationsinvarianz miissen sdmtliche Operatoren mit Abstand 7' in allen Orientierungen
beriicksichtigt werden. Es bietet sich daher an, zunéchst den Operator I'(x) fest zu fixieren und
['(x 4+ T') zu variieren.
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8.2 Die ersten Korrekturen in

Platziert man innerhalb des Schlauches von Xg n Plaquetten in der adjungierten Darstellung,
so bekommt man mit den Graphen X;(n) (n = 1,2,...) die Korrekturen in 3. Den einfachsten
Graphen Xj(1) nach der Integration iiber die Schlauchplaquetten zeigt Abbildung 8.2. Sein
Beitrag ist demnach

d(X)) = —Adédly[(l —WM)C]QB/DU Tre(UUsUsU5 ) Te(UsUs TPU *US ' T)

Tr(Uy  UsUnUg ) (Te(Uy) Te(UY) — 1) Te(ULT) Te(URTP).
(8.13)

Abbildung 8.2: Gluino-Glueball-Graph X (1) in S-Korrektur nach der Integration der
Schlauchplaquetten

Da die schriftliche Ausmultiplikation zuviel Zeit in Anspruch genommen hétte, wurde erneut
hierfiir MATHEMATICA verwendet, mit dem Ergebnis

B(X1(1) = 129A[(1 = 7)Clas (-i Te(T°T?) ﬂ(TbTb))

72
= YAl 7)Cls (; - g) = —2(Xo). (8.14)
Zusammen ist dies
B(Xo) (1 (T - 1)% + 0(54)) . (8.15)

Entwickelt man den Logarithmus dieser Summe in seine Reihe (7" =T — 1), so ist

“T'Am(B) = In (1 - T’g + (9(54))
= 'S+ 03"
y

= Am(f) = 5 + o(BY). (8.16)
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8.3 Korrekturen in K

Die ersten K-Korrekturen folgen aus den Graphen Xs, die man erhélt, wenn man zusétzlich
Knicke in das fermionische Band von X einbaut. Es sei im folgenden Xs(nq,...,n;) ein Graph
mit ¢ Knicken und jeweils n; Querschritten. Das einfachste Beispiel sind die 2(T" — 1) Graphen
X2(1) aus Abbildung 8.3. Die Eichintegration der Schlauchplaquetten unterscheidet sich nicht
von Xo (Abb. 8.3 rechts).

Abbildung 8.3: Gluino-Glueball-Graph X5 in erster Massenkorrektur in K (links),
aufgeklappt in zwei Dimensionen (rechts)

Da sich auch das I'-Produkt aus den (1 — ~,)-Faktoren wegen

(=) Ey) A =) o= (=)= ) =20 =) - - (8.17)

nicht dndert, folgt
D(Xa(1)) = KP(Xp). (8.18)

Dieses Verfahren kann nun bis zu drei Verzweigungen fortgefithrt werden. Die Fichintegration ist
dabei immer gleich. Lediglich das I'-Produkt und die Potenzen von K &ndern sich. Die Tabelle
8.1 zeigt die daraus resultierenden, zusétzlichen Faktoren und ferner die Anzahl Nx,, mit der
diese Graphen aus X, aufgebaut werden kénnen. Dabei werden lediglich die effektiven Ande-
rungen des I'-Produktes angegeben.

Fiir zwei Querschritte in jeweils zwei unterschiedliche Richtungen ergeben sich folgende I'-
Produkte

(=) A7) A+ 7)) =y0) o= 20 =) L+ ) - -
bzw.
(=) A+ 7)) A =) oo = 20 =) A+ v7) - -
= 20— y) (I =) - - (8.19)

Addiert man beide Beitréige, so heben sich die Anteile proportional zu v,yp bzw. zu 7,7, gerade
auf. Daher fithren zwei Querschritte, wie in Tabelle 8.1 angegeben, zu keiner Anderung des
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(X [K[T] Nx |
Xo(1) K |1|2(T-1)
X5(2) K2 |1]2T-1)
Xo(1,1) | K2 1| (Fyh2?
Xo(1,1,1) | K* | 1| ("51)28
X5(3) K3 |2 2(T-1)
Xo(2,1) | K3 1| 2(";h)2?

Tabelle 8.1: Die faktoriellen, effektiven Anderungen des I'-Produktes und die Anzahl
der Graphen Nx

I'-Produktes. Zusammengenommen ergibt sich die Reihe

d(Xo) (1 +T'(2K) + (T")? (25)2 + (2?3:# (T"+2) + O(K4)> : (8.20)

Entwickelt man erneut den Logarithmus dieser Reihe, so ist

(2K)* | (2K
et (T +2)+(’)(K4)>

4
= 2KT +2K*T"” + §K3(T’3 +2T") —

—T'Am(K) = In (1 +T'(2K) + (T")

% (4K°T"™ + 8T K?)
% (8K3T") + O(K*)

=T (2K + §K3 + O(K4))

= Am(K) = — (2[( - §K3 + (’)(K4)) . (8.21)

Abschlieflend ergibt sich also eine approximative Gluino-Glueball-Masse von

mgg = —4In(z) —In(K)—1In(2) - <2K + 21{3) + % + O(K*, z%). (8.22)
Die Korrekturen bestétigen zwar die Tendenz aus Abbildung 4.2, wonach mit wachsendem K
die Massenwerte abnehmen, sie sind aber vom Betrag her zu klein. Allerdings muss man auch
hier den relativ groBen Wert von 3 beriicksichtigen, der den Vergleich mit einer Starkkopplungs-
entwicklung erschwert bzw. unmoglich macht. Zudem wurde K in der Néhe seines vermuteten
kritischen Wertes gewéhlt.



Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel der Arbeit war es, physikalische Gréfien einer N=1 SU(2)-Super-Yang-Mills-Theorie
mit Majorana-Fermionen in adjungierter Darstellung durch eine analytische Entwickung in den
beiden Parametern der Theorie 8 und K approximativ zu bestimmen, um sie etwa mit den
numerischen Ergebnissen der DESY-Miinster-Kollaboration zu vergleichen.

In den ersten Kapiteln wurde neben einer Einfithrung in das Thema ein Einblick in die Rechnun-
gen mit reellen Grassmann-Feldern gegeben. Dieses war notwendig, um die in den Funktionalinte-
gralen der Super-Yang-Mills-Theorie vorkommenden Majorana-Fermionenfelder zu beschreiben.
Im Anschluss daran wurden nach einem graphischen Verfahren von M. CreuTZ die SU(N)-
Gruppenintegration und - darauf aufbauend - die Regeln der Integration der Gruppe SO(3)
bzw. der SU(2) in adjungierter Darstellung eingefiihrt. Letztere entspricht nicht, wie zuvor in
[Lu] noch angenommen, der SU(3)-Integration.

Mit Hilfe der Doppelreihenentwicklung in Form graphischer Starkkopplungsentwicklungen, der
Hoppingparameter-Entwicklung des fermionischen und der Charakter-Entwicklung des boso-
nischen Boltzmannfaktors, ist es gelungen, iiber den Momenten-Kumulanten-Formalismus die
freie Plaquetteenergie Fp ohne duflere Quellen bis zur 8. Ordnung in § und K in beliebigen
Dimensionen d zu bestimmen. Dies stellt im Rahmen zweier dquivalenter Hoppingparameter-
Entwicklungen, zum einen iiber das Wicksche Theorem {iber Grassmann-Felder und zum anderen
iiber die Formulierung einer effektiven Wirkung, eine systematische Erweiterung und Verbes-
serung der in [Lu] entwickelten Methoden dar. Sie kann in Zukunft dazu verwendet werden,
Monte-Carlo-Simulationen mit massiven Gluinos und damit in ungequenchter Approximation,
aber weit entfernt vom physikalisch interessanteren Kontinuumslimes zu testen. Bei der Analyse
der Ergebnisse dieser Arbeit zeigte sich, dass ein grofierer Hoppingparameterwert zu einer ver-
groflerten Plaquetteenergie Ep fiithrt. Allerdings sind die hier behandelten Ordnungen noch zu
klein, um auf diesem Wege genauere Aussagen iiber den Einfluss der Fermionfelder machen zu
konnen. Leider kann man nicht hoffen, zu noch hoheren Korrekturen zu gelangen, da die Anzahl
der fermionischen Schlaufen in den Subgraphen mit zunehmender Lénge exponentiell anwéchst.

Der Vergleich der Plaquetteenergie E'p mit den numerisch gewonnenen Werten fiir einen relativ
groBen (3-Wert (3 = 2.3) zeigte starke Abweichungen. Fiir einen kleineren Wert von § = 2 wurden
diese erwartungsgeméf geringer. Fiir noch kleinere Werte fiir 5 waren keine Daten verfiigbar,
so dass in diesem fiir die Reihe eigentlich interessanteren und aussagekréftigen Bereich kein
Vergleich mit den numerischen Resultaten moglich war.

Bei der approximativen Bestimmung der Gluino-Glueball-Masse im letzten Kapitel ist man mit
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dghnlichen Problemen konfrontiert. So konnten zwar die ersten Massenkorrekturen berechnet wer-
den, die Rechnungen zu den héheren Korrekturen hingegen gestalteten sich aber schwieriger als
erwartet. So fithrt die Hinzunahme von weiteren Eichplaquetten zu immer grofler werdenden und
damit immer schwerer zu berechnenden Gruppenintegralen. Zusétzlich miissen noch eventuelle
Anderungen in der fermionischen Kante der Graphen beriicksichtigt werden. Fiir die Korrek-
turen in den Ordnungen von K2 und (3% konnten Beitriige gefunden werden, der Vergleich mit
den numerischen Resultaten fiir 3 = 2.3 liefert auch hier keine sinnvollen Ubereinstimmungen.
Die Tendenz zu fallenden Gluino-Glueball-Massen mit gréfler werdenden Hoppingparametern
konnte bestétigt werden. Doch auch hier wird eine Starkkopplungsentwicklung nur fiir kleinere
[-Werte sinnvolle Ergebnisse liefern.

Zusammenfassend ldsst sich also sagen, dass es mit den in dieser Arbeit verwendeten analytischen
Moglichkeiten nur unter groflem Aufwand moglich ist, die dynamischen Effekte der Gluinos in
den Bereichen hoherer Ordnungen in der Kopplung, wie sie in der reinen SU(2)-Eichtheorie
erreicht werden, zu untersuchen. Als ein Begleiter der numerischen Rechnungen auf dem Gitter
ist ein solcher Ansatz aber sinnvoll, und es ist denkbar, auch in Zukunft mit diesen oder &hnlichen
Verfahren Aussagen iiber die physikalischen Gréflen und Teilchenmassen im Regime starker
Kopplungen machen zu kénnen.



Anhang A

Die SU(N.)-Farbalgebra

Die SU(N.)-Yang-Mills-Theorie mit Fermionen wie die QCD mit SU(3) sowie die supersym-
metrische Yang-Mills-Theorie mit SU(2) enthilt Symmetrien der Lagrangedichte beziiglich der
SU(N,)-Eichtransformationen der Felder in der Form

¢(z) = A(z) (). (A1)
A(x) ist dabei ein Element der SU(N)-Eichgruppe, der Gruppe aller speziellen unitidren Matrizen,
fir die
ATA=1 und detA=1 (A.2)
ist. Jedes Element dieser Gruppe kann iiber die unitédre Form

A(z) = @1 (a=N2—1) (A.3)

eindeutig einem Gruppenparameter 6(x) zugeordnet werden. T sind die Generatoren der Grup-
pe, deren Anzahl fiir den Fall der SU(N,) N2 — 1 betriigt und die Gruppen-Dimension festlegt.
Fiir diese wegen (A.2) hermiteschen und spurfreien Matrizen bedingt die Gruppeneigenschaft
mit Hilfe der BAKER-CAMBPELL-HAUSDORFF-Formel (4.57), dass der Kommutator zweier belie-
biger Generatoren selbst wieder ein Generator oder eine Linearkombination aus den Generatoren
ist

[Tav Tb] = Z'fabcTc‘ (A4)
fabe sind die Strukturkonstanten der Gruppe, die, wie der Name schon sagt, die Struktur der
Generatoralgebra (Lie-Algebra) und damit im Speziellen auch ihre Darstellung festlegt (siehe
adjungierte Darstellung). Der Antikommutator hingegen ist

1
{12, 7%} = Féab + dgpeT¢ it dgpe = 2 Tr ({T%,T°}7°), (A.5)

wobeli dgp. wegen der zyklischen Invarianz der Spur symmetrisch in seinen Indizes ist. Auflerdem
gelten die Spuridentititen

Te(T°T) = %5@ (A.6)
Te(TTT¢) = i(dabcjw;fabc) (A.7)

1 1
Tr(TaTbTCTd) = —6ab50d + _(dabe + ifbae)(dcde + ifcde)y (A8)

4N, 8
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die man leicht aus den Kommutator- und Antikommutatorbeziehungen herleiten kann.
Ferner ist

facdfbcd = 6{1ch‘ (Ag)

Wie in jeder Lie-Algebra lédsst sich iiber den Kommutator ein Produkt definieren
Ao B =[A,B] A,B e SU(N,) (A.10)
mit den Eigenschaften der

Antisymmetrie : AoB=—-BoA (A.11)
Jacobi-Identitét: (Ao B)oC + (CoA)oB+ (Bo(C)oA=0. '

Die Jacobi-Identitat fithrt mit (A.4) somit zu
[T, [T°, T + [T°, [T, T + (T[T, T°)) = focafade + feaafode + fabifeze =0, (A.12)

eine Gleichung, die alle darstellenden Matrizen erfiillen miissen.

A.1 Die fundamentale Darstellung

In dieser Darstellung, die auch die definierende Darstellung genannt wird, bestehen die Gene-
ratoren aus N, X N.-Matrizen. Im Fall der SU(2) sind dies Vielfache der drei hermiteschen und

spurfreien Pauli-Matrizen

1
T'=30"  (a=123), (A.13)

01:<(1)(1)> 02:<?_0i> 03:<(1)_01). (A.14)

Aus den (Anti-)Kommutatorbeziehungen
[0?, Jb] = 2i€4pe0° — 7, Tb] = tegpe L
1
{0%, 0" =201 = {T%T°} = 50l (A.15)

(€qpe st der total-antisymmmetrische Tensor 3. Stufe) erhilt man die Konstanten der SU(2) zu

fabe = €abe dabe =0 (A.16)
und daher mit (A.8,A.7)
Te(TeT°T¢) = %iﬁabc
THTTTTY) = (B — catecede). (A17)

Die Felder als Elemente des zugehorigen Darstellungsraumes, sind zweidimensionale Vektoren,
sogenannte Spinoren, genauer Tensoren 1. Stufe, mit dem fiir sie typischen Transformationsver-
halten

o(x) — exp (i0%(x)T*)p(x). (A.18)
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A.2 Die adjungierte Darstellung

Neben der fundamentalen ist auch die adjungierte, irreduzible Darstellung der SU(/V,) von Be-
deutung. Die Darstellungsmatrizen sind in diesem Falle (N2 —1) x (N2 — 1)-Matrizen, die durch
die Strukturkonstante f,p. festgelegt sind

(T)y = ifabe = [ad(T*)]3, (A.19)
und aufgrund der Jacobi-Identitéit (A.12) so per Konstruktion die notwendige Kommutatorbe-

ziehung (A.4) erfiillen.

In dieser Darstellung kénnen die Felder als Elemente des Darstellungsraumes nun wahlweise
erneut als 3-dimensionale Tensoren 1. Stufe mit dem entsprechenden Transformationsverhalten
(A.18) und den Matrizen in adjungierter Darstellung gew#hlt werden, oder aber alternativ dazu
und in dieser Arbeit verwendet, selbst als Matrizen bzw. Tensoren 2.Stufe beschrieben werden.

So wird das Feld ¢ definiert durch '
(¢); = o*(T)] (A.20)

und sein Transformationsverhalten wird entsprechend einem Tensor 2.Stufe bestimmt durch
¢ — APAT = (exp(i0°T)) p(exp(i0°T))T. (A.21)
Die Aquivalenz beider Darstellungsriume kann mit der Formel

e Xe¥ = X+[X,Y]+ %[Y, Y, X]] +...
— [epAy]X  (AyO =[Y,0)]) (A.22)

leicht eingesehen werden.






Anhang B

Das Momenten-Kumulanten
Theorem

Bezeichne I eine Menge von Elementen, so ist ein Moment eine (symmetrische) Abbildung von
Partitionen P aus I auf die reellen Zahlen

<a,...,f>R fir «a,...,0ePClI (B.1)

mit der Zusatzbedingung
<P >=0. (B.2)

Auf dem Raum dieser Momente lisst sich eine Multiplikation <>3=<>1 o <> definieren iiber
<o Be5=) <0 >1< 6 b >, (B.3)
Py

wobei die Summe iiber alle Moglichkeiten, {c, ..., 3} in jeweils zwei Partitionen {7,...,0} und
{€,..., 0} zu zerlegen (P,), lauft. Die Identitét

]l(al,...,ozn):{ é’ Z;g (B.4)

ist selbst kein Moment, da sie nicht (B.2) gehorcht. Erfiillt die o-Exponentialfunktion eines
Momentes [ ] beziiglich dieser Multiplikation die Identitét

o0
exp,[] =1+ ZI%H” =1+ <>
n=

<:><a,...,§>:;[a,...,ﬂ][fy,...,é]...[u,...,u]

so heifit das Moment [ ] die Kumulante zum Moment <>.
Beispiele:
<a>= o (B.5)
<a,f>=[a, 0]+ [a][5] (B.6)
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Umgekehrt ist

[ = Ino(I+ <>):;( 1)”‘15 <>"
Ang [Oé, s 75]
= Z(—l)"*%Zn! <a,...,B>...<7,....0>
n=1 Py
= > ()" n-D<a,. . B> <y, 6> (B.7)
P n-Faktoren
Beispiele:
[a] =< a > (B.8)
[, 0] =< a,f>—<a>< > (B.9)

Mit Hilfe dieser Momente lassen sich zwei wichtige Sétze formulieren.

1. Sei F eine erzeugende Funktion von <>:

F({ga}) =D > % <o, > Pay e b, (B.10)

n=1ai,...,an

und es gelte: <>=<>1 o <>9, dann ist

F({¢a}) = Fi({¢a}) - F2({¢a}) (B.11)

Mit Worten. Ist <> das o-Produkt zweier Momente, so ist die zugehorige erzeugende
Funktion das Produkt der erzeugenden Funktionen dieser beiden Momente.

Dies fiihrt direkt zum Haupttheorem des Momenten-Kumulanten-Formalismus

2. Sei f eine erzeugende Funktion von [ ], dann ist

L+ F({6a}) = exp f({6a))- (B.12)

(Momenten-Kumulanten-Theorem)

Aulerdem gilt:
Sind A und B zwei Teilmengen aus I, in die das Moment von I faktorisiert

<A1y Uy Py ey B >=< 1, ... 0 >< P1,...,0m > mit o; € A B €B, (B.13)

dann verschwindet die Kumulante immer dann, wenn sie gemeinsam Elemente aus A und B
enthélt

[al,...,aj,ﬁl,...,ﬁk]:() fiir ]#0,1@'7&0 (B14)

Den Beweis liefert man durch vollsténdige Induktion.



Anhang C

Beweis 11

Gezeigt werden soll

Pf(A) = ++/det(A) A: antisymmetrische n = 2m-dimensionale Matrix

Beweis:

(C.1)

Da A antisymmetrisch ist, ist ¢4 hermitesch. Sie kann also mit einer unitédren Transformation

diagonalisiert werden und hat reelle Eigenwerte.

Ay = UiAU'T

Diese Eigenwerte treten paarweise mit beiden Vorzeichen auf. Denn es ist

det(iA— A1) =0 = det((iA—A1)T) =det(—id — A1) = —det(i4 + A1) = 0.

Wenn also A ein Eigenwert ist, so ist es auch —A.

A0
0 -\
Ay =

Eine zweite unitare Transformation R

mit der 2 x 2-Matrix

1 7 1 +
Ry — — Rl =
2 ﬁ(lz) 2

A2
0

0
W

(C.2)

(C.3)

(C.6)
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bewirkt ein ,, Umkippen® der Eigenwerte dieser Diagonalmatrix. Denn man kann leicht nach-

1 0 b 0 1
T o
ist.

Es existiert also eine unitére Transformation, vermittelt durch RU, so dass

priifen, dass

0 N
N 0
A= —iRA4R' = —iRUIiAUTR! = RUAU'R' = 0 X

- 0
und somit det(A") = det(A). (C.8)

Mit 6; = (RU);j¢; und der Jacobiante 1 (unitédre Transformation) ist

/Df exp ZélAUSJ = /D@ exXp ZQZA;JQJ
i ]
= /D@ exp (2(/\191(92 + ...+ )‘n/29n—1€n))

= /d@nden_l( .. (d92d¢91 exXp 2)\19192) .. ) exXp 2)\m9n—19n

=2"A\1 . A = 14 /2702 00002 = £y/det(24) = £4/det(2A).

Daraus folgt

PI(A4) = [ D) expy 3 6y = +/Tet(A) (.9)
ij



Anhang D

Die Gamma-Matrizen

Die Gamma-Matrizen erfiillen in der minkowskischen Formulierung die Clifford-Algebra

{’)’m ’YV} = 29;”/

g: metrischer Tensor

(D.1)

In meiner Arbeit verwende ich ausschlieflich Gamma-Matrizen in euklidischer Formulierung

(7 — ,.Yeuklidisch) mit
{/YM?’YV} = 25#'/]1'
Dabei ist
e}llflidisch —_ _Z',y%\g%kowski
,quklidisch — _i,y}l\4inkowski — ’Y;IL\/[inkOWSki
oder explizit
00 0 —2 0 0
100 = 0 _ 0 0
n 0 i 0 0 7 0 1
1 0 O -1 0
0O 0 —i 0 0 0
0 0 0 1 | 00
n i 0 0 0 s 10
0 —¢ 0 0 01
Sie erfiillen folgende Gleichungen
(7#)2 =1
Tr(yu) = Tr(yum) =0 fir p#v

Auflerdem definiert man
V5 = V1727374

o O O =

o O = O

(D.2)

(D.4)

(D.7)

Unter anderem fiir die Berechnung der I'-Spuren waren folgenden Eigenschaften der Gamma-

Matritzen niitzlich:
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P({v}) = P;({7})+ Pu({7}) sei ein beliebiges Polynom aus -Matrizen, wobei P, die Terme mit
einer ungeraden Anzahl und P, die Terme mit einer geraden Anzahl von y-Matrizen enthélt, so

ist
()P A £ .o =20 2 y) Pu({)) - - (D.8)
(L) P A F ) - =20 £ 9) Py({7)) - (D.9)
So ist z.B.
(1 +7u) (14 7) (1 +7) = 2(1+ ), (D.10)
aber

(T +9) (1 + %) (1 =) =2(1 +7) 7 (D.11)



Anhang E

Hohere SO(3)-Gruppenintegrale

l.j=1k=1,1=0

VS(ilajLi27j27i37j37i47j47i57j5) = /dU ‘/;1]'1%2]'2‘/;3]'3%4_7'4‘/;5]'5

|
e

0 3.4
OM.: <6' 3'5kl5mn60pqersthlinMorMpqut>

1 IkJk

| o

- '(511126]1]2613Z4Z56J3J4j5 +P({Zla]1} {223.72} {13,]3} {24,]4} {253.75})

1
= %(5i1i26j1j26i3i4i56j3j4j5 + 5i1i35j1j3€i2i4i56j2j4j5 + 5i1i45j1]'4€i2i3i5€j2j3j5

=2

+ 6i1i5 5j1j5 €iizis€jajaja T 51'22'3 5j2j3 €ivigis €j1jags T 5i3i46j3j4 €ivinis €j1j275

+ igis Ojajis Eivinis €1 jags + Oinis Ojngs €irizia€jrjaja + OiniaOjoja€irizis €41 jsjs

+ digis 0jsjs €i1i2i4€j1j2j4) (E.1)
2. 7=3,k=0,l=0und j=0,k=2,l=0und j=1,k=0,l=1

%(ilajlvb’j%i&j&i47j4,i5aj57i67j6) = /dU %1j1%2j2‘/i3j3%4j4%5j5%6j6

:’}ia]\; ‘ [(3!5.”7! [TTMMT]?’) + <32': v [det M] )

Ik
3! T 1 T2 T T
+ ?(TrMM ) 5 TrMMT]" = T MM" MM
S a9 T[4 3" 3
=1] —(Tr MMT)? + [det MP? — Z(Te MMT)(Tr MMTMMT)
L oM, | T! 7! 7!

= 14 i3 i5i6075,j6 T €i1igiz €j17273Ciaisic €jajsi
1260 122771J2 713147 ]3]4 7156 7 15,6 7560 12223%71J2]3 ~1415%6 141576

_@57:17;25j1j25i3i66j3j45i4i56j6j5 +P({Zla]1}a {127‘72}7{237]3}7{247]4}5 {157.]5}7 {26’]6})

(E.2)
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Fiir die Integrale iiber Spuren von V-Matrizen errechnet man mit diesen Ergebnissen - die
Winkelintegrale dienen der Kontrolle:

21
1
/DU (TrV)? = /DU VaaVip = —/dgo Sin2§-(1+2005gp)2 =1 (E.3)
T
0
1 2w
[ov@ve = [puvivave = L [ae 2 04 2emp8 =1 (E4)
T
0
1 2w
/DU (TrV)4 = /DU Ve Vo VeeVaa = %/dgo sinzg~(1+2cos @)4 =3 (E.5)
0
2

1
/DU (TrV)? = /DU Vaa Vo VecVaaVee = ;/dcp sin? g (1+2cosp)®=6 (E.6)
0

27
1
/DU (TrV)8 = /DU VaaVioVeeVaaVee Vip = ;/dgp sin2§-(1+2cosgo)6 =15
0

(E.7)

Das Gruppenintegral mit der Potenz 6 wurde mit Hilfe des Computeralgebra-Programms MA-
THEMATICA berechnet.
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Weitere Hilfsmittel

e Diese Arbeit wurde mit dem Textsatzsystem INTEX 2¢ erstellt.

e Fiir einige Rechnungen und Graphen habe ich das Computeralgebrasystem ,,MATHEMATICA“
in der Version 4.3 von Wolfram Research verwendet.

e Die Graphiken wurden sowohl mit dem Programm ,xfig V 3.2* als auch mit dem &TEX 2¢-
Zusatzpaket ,,pstricks“ hergestellt.
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