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Kapitel 1
Einleitung

Die heutige Beschreibung der starken Wechselwirkung innerhalb des Standard-
modells der Elementarteilchenphysik ist die Quantenchromodynamik (QCD).
Die Wechselwirkung wird durch masselose Bosonen, die Gluonen, zwischen den
i.A. massiven Fermionen, den Quarks vermittelt. Diese nichtabelsche Eichtheo-
rie der starken Wechselwirkung kann prinzipiell Quarks mit beliebigen Massen
beschreiben.

Fiir Hochenergie-Prozesse mit kleiner Kopplung ist es moglich perturbativ zu
rechnen. Da die Kopplungsstéirke der starken Wechselwirkung bei kleinen Ener-
gien grof} wird, ist die Storungstheorie dort nicht anwendbar. Eine Methode
nicht-perturbative Ergebnisse zu erzielen, ist die Gitterformulierung der QCD.
Durch Einfiihrung einer Gitterregularisierung ist es méglich, den Niederenergie-
bereich mit Monte-Carlo-Simulationen (MC) zu untersuchen. Bei der gemeinsa-
men Behandlung von leichten und schweren Quarks treten bei der praktischen
Umsetzung jedoch einige Unvereinbarkeiten auf. Numerische Rechnungen in der
QCD stofien aber bei schweren Quarks wie dem c-, b- oder t-Quark schnell an
ihre Grenzen. Mit der Gitterregularisierung wird ein Cutoff eingefiihrt, der dem
Inversen des Gitterabstands entspricht. Mit den in den néchsten Jahren erreich-
baren Gitterauflosungen ist es nicht méglich, den Cutoff bis iiber die Massen der
schwersten Quarks hinauszuschieben. Deshalb ist es momentan nicht moglich,
schwere Quarks auf dem Gitter direkt relativistisch zu behandeln.

Die Behandlung schwerer Quarks ist aber sowohl analytisch als auch numerisch
im Rahmen einer effektiven Theorie moglich. Hier werden die Freiheitsgrade,
die bei niedrigen Energien vernachlissigbar sind, formal ausintegriert. So wird
eine effektive Feldtheorie gefunden, die nur in diesem Energiebereich Giiltigkeit
besitzt. Bei einem System aus einem leichten und einem schweren Quark — wie
dem B-Meson — wird nur das leichte Quark als relativistisches Teilchen der
QCD betrachtet. Die Auswirkungen der Dynamik des schweren Quarks inner-
halb des Mesons werden als klein angesehen. So eine effektive Theorie schwerer



1. Einleitung

Quarks (Heavy Quark Effective Theory, HQET) fasst die Observablen der QCD
als eine Reihenentwicklung in 1/mg auf. Fiir grofle Massen mg tragen nur die
ersten Terme merklich bei. Die einfachste Form der HQET ist die statische

Theorie, die der niedrigsten Ordnung dieser Entwicklung entspricht.

Um aus Rechnungen in der HQET und deren Ergebnissen Vorhersagen fiir die
volle QCD machen zu kénnen, muss ein Matching der beiden Theorien vorge-
nommen werden. Sollen die Theorien miteinander in Beziehung gesetzt werden,
so sind Groflen erforderlich, die in beiden Theorien definiert sind. Es ist vorteil-
haft, das Matching nicht-perturbativ durchzufithren. Denn die Anwendbarkeit
der Storungstheorie ist begrenzt und es ist schwierig die Abweichungen durch
nicht-perturbative Effekte abzuschétzen. Dann miissen aber beide Theorien auf
dem Gitter formuliert werden, und die gewihlten Observablen sich ins Konti-
nuum extrapolieren lassen.

Das Ziel dieser Arbeit ist, einige Observable auf der relativistischen Seite der
Theorie in Abhéngigkeit von der Quarkmasse nicht-perturbativ zu bestimmen.
Diese kénnen dann u.a. dafiir verwendet werden, physikalische Vorhersagen
(z.B. fiir die b-Quark-Masse) im Rahmen der effektiven Theorie zu machen.
Dariiberhinaus wird ein nicht-perturbativer Test der HQET durch das Studium
des Limes grofler Quarkmasse geeigneter Observablen durchgefiihrt. Hierdurch
wird auch eine quantitative Abschitzung der 1/mg-Korrekturen zur statischen
Theorie ermdéglicht, was bisher noch nicht mit nicht-perturbativer Genauigkeit
durchgefiihrt worden ist.

Zuerst wird im zweiten Kapitel das Schrodingerfunktional (SF) eingefiihrt. Das
SF ist ein endliches Volumen-Schema, in dem man die QCD formulieren kann.
Wichtig fiir nicht-perturbative Rechnungen ist dabei die Ubertragung auf das
Gitter. Das SF eignet sich besonders zum Berechnen skalenabhéngiger Grofien
iiber grofle Energiebereiche. Dabei wird die sogenannte Step-Scaling-Funktion
verwendet, die es ermdglicht, schrittweise entfernte Skalen zu verkniipfen. Diese
primédre Anwendung des SF spielt hier aber nur eine Nebenrolle. Dennoch ist
das endliche Volumen auch fiir die Untersuchungen dieser Arbeit ein entschei-
dender Faktor, da nur die Beschrinkung auf ein kleines physikalisches Volumen
die Berechnungen in der QCD mdglich macht. Die untersuchten Observablen
sind alle aus Korrelationsfunktionen abgeleitet, die entweder den Axialvektor-
strom oder den Vektorstrom enthalten. Das SF erweist sich fiir die Berechnung
von Korrelationsfunktionen als sinnvolles Renormierungsschema. Bei den MC-
Simulationen muss auf die Valenzquark-N#éherung zuriickgegriffen werden. Sie
vernachliissigt die Effekte durch Anregung von Quark-Antiquark-Paaren.

Dann wird in Kapitel 3 die Strategie fiir das Matching zwischen HQET und
QCD beschrieben. Das Hauptaugenmerk liegt auf einer Grofle I'; die iiber den
exponentiellen Abfall der Korrelationsfunktion des Axialvektorstroms definiert
wird. In einem geniigend grofien physikalischen Volumen (L =~ 2fm) entspriche



' in der QCD der renormierten Masse des B-Mesons. Aber fiir ein grofies Vo-
lumen kann die Gitterauflésung a/L nicht mehr klein genug gehalten werden,
um den Kontinuumslimes zu nehmen. Somit ist eine direkte Berechnung auf
dem Gitter nicht moglich. Stattdessen wird jetzt das Volumen wesentlich ver-
kleinert (L ~ 0.2fm). Zwar treten dadurch in bestimmten Gréflen starke end-
liche Volumen-Effekte auf, aber die Quarkmassenabhingigkeit von I'™ bleibt
weiterhin giiltig und kann somit studiert werden.

Da fiir die einzelnen Simulationen jeweils die renormierungsgruppeninvarian-
te (RGI) Quarkmasse konstant gehalten wird, ist es notig diese Bedingung in
das verwendete SF-Schema umzurechnen. Hier gehen mehrere Renormierungs-
konstanten und Verbesserungskoeffizienten mit unterschiedlich grofien statisti-
schen Fehlern ein. Sind die Unsicherheiten in den Parametern zu grof}, wird
die Genauigkeit der Rechnungen nicht nur durch die eigene Statistik sondern
auch wesentlich durch Fortpflanzung dieser Fehlerquellen herabgesetzt. Deshalb
werden zwei der Groflen, die in diese Umrechnung eingehen, in einer separa-
ten MC-Simulation bestimmt. Der Verbesserungskoeffizient der renormierten
Quarkmasse b,, und die Renormierungskonstante Z werden daher fiir kleinere
Kopplungen als bisher prézise bestimmt. Dies wird in Kapitel 4 dargestellt. Die
bisherigen Resultate haben fiir den benétigten Parameterbereich zu grofie sta-
tistische Unsicherheiten. Deshalb ist eine erneute Berechnung notwendig, bevor
' bestimmt werden kann.

Die Berechnung von I'*® und den anderen Observablen, mit denen die statische
Theorie getestet werden kann, erfolgt fiir verschiedene Werte der Quarkmasse
in Kapitel 5 nach der in Kapitel 3 vorgegebenen Strategie. Hier werden die
Resultate fiir b, und Z aus Kapitel 4 verwendet.

Das abschlieflende Kapitel 6 fasst die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel
knapp zusammen.
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Kapitel 2

Das Schrodingerfunktional

Die iibliche Formulierung von Quantenfeldtheorien im Kontinuum findet im
unendlichen Volumen statt. Die dazugehorige Gitterformulierung wird durch
periodische Randbedingungen in Raum und Zeit realisiert. Das reale Gitter-
volumen bleibt hierbei natiirlich endlich. Daneben ist auch eine Formulierung
moglich, die die Randeffekte durch das endliche Volumen als Observable nutzt.

Ein seit etwa zehn Jahren [1] fiir analytische und numerische Rechnungen ver-
wandtes, endliches Volumen-Schema ist das Schridingerfunktional (SF).

/\/ C’
L~

time T

Ov
™~
—_—

space
(LxLxL box with periodic b.c.)

Abbildung 2.1: Veranschaulichung des Schodingerfunktionals [2]

2.1 Definition

Die Einfithrung des Schrédingerfunktionals erfolgt zuerst in der kontinuierlichen
Notation und nur fiir die reine nichtabelsche Eichtheorie. Die Formulierung auf
dem Gitter wird spiter nachgeholt (Abschnitt 2.8).

Die Raumzeit in diesem Schema hat eine zylindrische Topologie, Abb. 2.1. An
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2. Das Schrédingerfunktional

den zeitlichen Randflichen werden Dirichlet-Randbedingungen fiir die Vektor-
potentiale angenommen,

Ax el xoy=
Ar(w) :{ gIZ((x)) zei 3:3:([), ’ (2.1)

mit den klassischen Eichfeldern C' und C' und der lokalen Eichtransformation
A, die durch

AR (x) = A(x)Ap(x)A(x) ™" + A(x)ORA(x)"!,  A(x) € SU(N) (2.2)

gegeben ist. In rdumlicher Richtung legt man, wie sonst auch, periodische Rand-
bedingungen fest,

Ap(z + Lk) = Ag(z), A(x + Lk) = A(x). (2.3)

Mit der euklidischen Eichwirkung S¢,

1
SglA] = o3 d*z Te{F,,F.}, (2.4)
0
F;w = auAu - auAu + [Aua All] ) (25)

definiert die euklidische Zustandssumme mit den oben genannten Randbedin-

gungen,
Z[C', 0] = / D[A] / D[A] e=%¢l4] | (2.6)
DA = ] dAs(=), D[A] =[] dA(x) . (2.7)
X, [4,a X

das Schrodingerfunktional der reinen Eichtheorie. Die Behandlung von Fermio-
nen erfolgt in Abschnitt (2.7).

2.2 Bedeutung als Renormierungsschema im endli-
chen Volumen

Wo liegt der Vorteil einer Rechnung im endlichen Volumen? Die numerische
Berechnung einer Grofle, wie zum Beispiel der laufenden Kopplung, die von der
Energieskala ¢ abhéngt, muss mehrere Randbedingungen erfiillen. Die Rech-
nung muss den Hochenergiebereich, in dem Stérungsrechnung moglich ist, er-
reichen, um den Anschluss an andere Schemata sicherzustellen.

Der Cutoff durch die Gitterdiskretisierung muss relativ zu diesem Energiebe-
reich (u ~ 10GeV) grof sein. Das bedeutet, das Gitter muss hinreichend fein
sein, also einen kleinen Gitterabstand a haben. Auf der anderen Seite wird bei

12



2.2. Bedeutung als Renormierungsschema im endlichen Volumen

jeder Monte-Carlo-Simulation nur ein endliches System betrachtet. Die Git-
terlinge L muss grof} genug sein, um Randeffekte zu vermeiden. Somit miissen

die Bedingungen
1
04GeV ~ ¢~ 10GeV

gleichzeitig erfiillt sein. Die beiden Energieskalen stehen fiir den niederenergeti-

L>

> a, (2.8)

schen Bereich der hadronischen Physik, der nicht-perturbativ behandelt werden
muss, und den hochenergetischen, perturbativ erfassbaren Bereich. Die hadro-
nische Skala liegt etwa im Bereich des A-Parameters der QCD. Die Ungleichung
(2.8) ldsst sich mit heutigen Computern nicht bewiltigen. Die gleichzeitige Ab-
deckung der verschiedenen Energieskalen verlangt eine Gitterauflosung, die die
jetzigen Moglichkeiten weit iibersteigt.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma ist, die Effekte, die durch das endliche Vo-
lumen hervorgerufen werden, selbst als physikalische Observable zu betrachten
[3]. Man identifiziert die beiden physikalischen Skalen L und ¢ miteinander, so

dass gilt:
1
=—. 2.9
(=7 (2.9)
So kann die Berechnung der laufenden Kopplung in mehreren Schritten erfol-
gen, bei denen jeweils ¢ verdoppelt, d.h. L halbiert wird. Grofle Differenzen in
der Energie werden so in jedem einzelnen Schritt vermieden und der Kontinu-

umslimes kann genommen werden.

Inzwischen wird das Schrédingerfunktional auch in anderen Problemstellungen
verwandt. Insbesondere lassen sich einige Korrelationsfunktionen (Abschnitt
4.3) in diesem Schema effektiv berechnen, aus denen sich wiederum weitere
interessante Observable konstruieren lassen.

Beispiel einer multiplikativ renormierten skalenabhéngigen Groéfle

Zur Renormierung einer skalenabhingigen Gréfle wie z.B. der Quarkmasse ist es
niitzlich, ein intermedifres Renormierungsschema einzufiihren, das sich auf dem
Gitter definieren ldsst [6]. Damit ist es moglich, die Renormierung mit nicht-
perturbativer Genauigkeit durchzufiihren. Ein Operator der nicht-renormierten
Theorie wird iiber

Ointer(,u‘) — Zinter(g()7 a’/J’) Obare (90) (210)

mit dem Zwischenschema in Beziehung gesetzt. Die Renormierungskonstante
Zineer hiingt von der nackten Kopplung gp und der Energieskala in Gittereinhei-
ten ap ab.

Wihlt man jetzt wieder das Schrodingerfunktional als Renormierungsschema,
ist es moglich, Matrixelemente des Operators O, (1) von der Form

Pinger (1) = (F1Oinser (1) 1) (2.11)

13



2. Das Schrédingerfunktional

zu berechnen. Die Zustidnde f und i sind dann durch Randfelder festgelegt und
die Energieskala wird zu p = 1/L. Die so gewonnenen Matrixelemente miissen
noch in renormierungsgruppeninvariante (RGI) Grofien umgerechnet werden.
Dazu wird Step-Scaling verwendet, um zu hohen Energien zu gelangen. Die
Skalenabhéingigkeit bei hoher Energie wird dann dabei durch Multiplikation
mit einem Exponentialfaktor aufgewogen, in den die Funktionen 5(g) und 7(g)
eingehen, die durch Renormierungsgruppengleichungen definiert werden. Der
Ubergang zu RGI-Grofen erfolgt durch

Prar = Pipger X (2b0§2)_%/2b0 exp {_ Ag dg [% - l;)(/)_og] } ) (2-12)

mit § = Gineer(11). Daraus folgt

Orar = Z@(Qo)ébare(go)a (2-13)

@RGI ¢inter (/.L)
; _ y _ 2.14
@(90) @inter(lu) ¢bare (90) ( )

Der erste Faktor ist unabhiingig von der Gitterregularisierung und kann im
Kontinuumslimes bestimmt werden. Der zweite hiingt von der spezifischen Wahl
der Gitterregularisierung ab.

q)bare (gO)
'
q)inter (L) q)
RGI
¢match (/'I/) -~
Energie i

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Vorgehens zur multiplikativen Re-
normierung mit einem Zwischenschema.

Aus der renormierungsgruppeninvarianten Gréfie wird schlielich noch das Ma-
trixelement in dem Matching-Schema bestimmt, das mit anderen Ergebnissen
verglichen werden kann. Hier erh&lt man einen weiteren universellen Faktor, der

storungstheoretisch bestimmt werden kann:

@ma.tch(/l) = X @RGI' (215)



2.3. Step-Scaling

2.3 Step-Scaling

In Abschnitt 2.2 ist bereits deutlich geworden, dass es schwierig ist, mit nume-
rischen Simulationen grofie Energiebereiche abzudecken. Eine Methode, dieses
Problem zu umgehen, ist das sogenannte Step-Scaling. Hierbei wird in einem
Schema mit endlichem Volumen — wie dem Schriédingerfunktional — abwech-
selnd die Gitterlange L und die Gitterauflésung a/L verdoppelt. Im Allgemeinen
wird dafiir ein beliebiger Faktor s eingefiihrt [2], der hier aber immer gleich zwei
gesetzt werden soll. Die Step-Scaling- Funktion

a(9*(L)) = ¢*(2L) (2.16)

gibt die renormierte SF-Kopplung fiir das Gitter mit Linge 2L in Abhangigkeit
der Kopplung bei Gitterlidnge L an.

5% (Lo

—_—

)
/—.-

g%(8Ly)

Abbildung 2.3: Veranschaulichung des Vorgehens bei der Bestimmung der Step-
Scaling-Funktion. Die waagerechten Pfeile entsprechen einer Verdopplung der
Gitterlinge, die Pfeile nach links unten einer Halbierung der Auflésung bei
konstanter Kopplung.

Um o zu berechnen wird zuerst die Gitterlinge L um den Faktor 2 erhoht,
wihrend der Gitterabstand a festgehalten wird. Im nichsten Schritt wird die
Gitterauflssung L/a bei konstanter renormierter Kopplung g2 halbiert, und
dabei L konstant gehalten. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis man von L =
Ly zu L = 2" Ly gelangt ist [6]. Hat man o bzw. die Gitterversion X(u, L/a)
und deren Kontinuumslimes bestimmt, ldsst sich fiir weitere Rechnungen die
Richtung des stufenweise Vorangehens umkehren. Man kann also von grofien zu
kleinen Kopplungen extrapolieren, ohne ein grofles physikalisches Volumen fiir
die Monte-Carlo-Rechnungen zu benétigen.
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2. Das Schrédingerfunktional

Step-Scaling-Funktionen lassen sich auch fiir andere Gréflen neben der Kopp-
lung definieren. In [22] sind o und op, gegeben durch

Zp(2L) = op(u)Zp(L), mit u=g*(L), (2.17)

fiir die im folgenden relevanten SF-Kopplungen berechnet worden. Die Renor-
mierungskonstante Zp wird spéater in (4.38) eingefiihrt.

2.4 Quantenmechanische Interpretation des SF

Das Schrodingerfunktional ist nicht nur ein niitzliches Schema fiir nicht-pertur-
bative Rechnungen, sondern es hat auch eine quantentheoretische Interpretati-
on, die mit der Schrédingerschen Darstellung der Quantenmechanik in Zusam-
menhang steht [4, 5]. In der Schrodingerdarstellung von Quantenfeldtheorien
sind die quantentheoretischen Zustinde der Theorie die Funktionale 1[A]. Fiir
sie ldsst sich ein Skalarprodukt formal als

(¥lx) = [ DLAWLA x[A] .19
definieren [1]. Nur eichinvariante Zustinde, d.h. solche, die

P[AN] = ¢[A] (2.19)

erfiillen, sind physikalisch. Jedes gegebene Funktional 1| A] kann durch Integra-
tion iiber alle Eichtransformationen,

BA] = Py[A] = / DAJp[AM, (2.20)

auf den physikalischen Unterraum projiziert werden. Im Hinblick auf die Anwen-
dung in der QCD wird als Symmetriegruppe ab jetzt die Colour-SU(3) betrach-
tet. Prinzipiell gilt die hier gezeigte Interpretation fiir beliebige Eichtheorien.
Das zum Eichfeld Af kanonisch konjugierte Feld ist das Colour-SU(3)-Analogon
zum elektrischen Feld,

1 46
E, = 2.21
Ok(x) i (514%(}() ( )

Die magnetischen Komponenten des Colour-Feldtensors sind

Ffy(x) = 9p A} (x) — QAL (%) + g0 f** A}, (x) Af (x). (2.22)

Hiermit erhilt man den Hamiltonoperator H,

b [ 9 1
= [ o DR+ R |, (22
0

mit der nackten Kopplung go. Die Operatoren H und P vertauschen.
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2.5. Induziertes Hintergrundfeld

Die quantenmechanische Darstellung des Schrodingerfunktionals ist also durch
Z[C', C) = (C')le *TP|C) (2.24)

gegeben. Setzt man nun eine Orthonormalbasis {|¢,,) } aus eichinvarianten Ener-
gieeigenzustinden ein, ergibt sich die Spektraldarstellung

Z[c, 0= e P T, [Cyn[CT" (2.25)
n=0

2.5 Induziertes Hintergrundfeld

Fiir kleine Kopplungen go wird das Funktionalintegral (2.6) von den Feldern um
das Minimum der Wirkung herum dominiert [2]. Somit ist eine Entwicklung um
dieses Minimum mdéglich. Eine Losung der Feldgleichungen B,,(x) heifit Hinter-
grundfeld, wenn sie den Randbedingungen (2.1) geniigt und sie ein absolutes
Minimum der Wirkung ist, d.h.

S[A] > S[B] (2.26)

fiir alle Eichfelder A, die nicht gleich einer Eichtransformation B von B sind.
Hier ist Q(x) eine lokale Eichtransformation fir jedes z aus dem Volumen.
Die effektive Wirkung

I'[B] = —1In Z[C",C)] (2.27)

hat demnach die perturbative Entwicklung

I'[B] = ;—2F0[B]+F1[B]+g§1“2[3]+..., (2.28)
0
To[B] = ¢29[B]. (2.29)

2.6 Renormierte Kopplung

Eine renormierte Kopplung in einem endlichen Volumen-Schema zu definie-
ren, erfordert eine Grofle, die nur von einer Skala, in diesem Fall der Linge L
abhéangt. Wahlt man jetzt L- B so, dass der Term nur von einer dimensionslosen
Grofle n abhéngt, skaliert die Feldstarke mit 1/L. Die Ableitung der effektiven
Wirkung

0
I'B] = —T[B 2.
B)= 5.T[B] (2.30)
ermoglicht es jetzt, durch
L TylB]
2 _ 1o



2. Das Schrédingerfunktional

eine Kopplung zu definieren, die fiir kleine Kopplungen gegen die nackte Kopp-
lung g2 geht [1]. Der Faktor I'j[B] dient hierbei zur Normierung. Mit der Ent-
wicklung von T" (2.28) ergibt sich

I [B]

A +0(g8). (2.32)

(L) =g — g5

Da L die einzige Lingenskala des Schemas ist, ist das so definierte g offensicht-
lich eine Funktion von L. Eine bestimmte Wahl fiir ein Hintergrundfeld wird
von den Randfeldern

¢ 0 0 # 0 0
Ch=%] 0 ¢ 0 |, Co=L| 0 ¢4 0 |, k=123,
0 0 ¢3 0 0 ¢f
(2.33)
mit
¢1:n_%7 ¢11:¢1_4?7r’
¢2 = —%77, ¢,2 = ¢3 + 2%7 (234)
¢3=—%7I+%7 ¢g:¢2+2%7
bestimmt [7]. Das hierzu gehorige Hintergrundfeld
By=0, By=[zoCh+ (L —z0)Ck]/L, k=123, (2.35)

fithrt zu einem Feldtensor mit den nicht verschwindenden Komponenten [2]
Gor = 0B = (C, — Cy)/L, k=1,2,3. (2.36)

Ein Feld dieser Gestalt bezeichnet man in Analogie zur Elektrodynamik wegen
der verschwindenden 'magnetischen’ Komponenten als chromoelektrisches Feld.

2.7 Fermionische Randfelder

Um das Schrédingerfunktional der QCD zu betrachten, miissen die bisherigen
Uberlegungen auf fermionische Felder erweitert werden [8, 9]. Ein besonderes
Augenmerk liegt hier auf der Formulierung der Dirichlet-Randbedingungen fiir
die Quarkfelder. Nur die Hélfte der Komponenten der Fermionfelder auf dem
Rand kann festgelegt werden, um eine eindeutige Losung der Dirac-Gleichung,
einer Differentialgleichung erster Ordnung, zu ermdéglichen.

Die Formulierung der Wirkung fiir Fermionen im SF erfolgt in zwei Schritten.
Zuerst wird die fermionische Wirkung wie {iblich durch

Sp(0)

/ d*zLp(z), (2.37)

Lr(z) = ¢@)yuDyu+mlp(z) (2.38)
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2.7. Fermionische Randfelder

festgelegt. In die kovarianten Ableitungen gehen die Eichfelder iiber
D,(z) = 0pp(z) + Aptp(x) (2.39)

ein.

Um anschlieend die Randbedingungen bei zg = 0 und zy = L zu beriicksich-
tigen werden zwei weitere Terme benétigt. Nach [8] erhélt man fiir die fermio-
nische Wirkung des SF im Kontinuum:

Se = [ deB@)l D, + ml(z)
- [ ExFPp(@)p-o
- [ @) P @)z (2.40)

mit
Py = (1 £ ). (2.41)

Auf den Randflichen des Zylinders werden den Quarkfeldern folgende Randbe-
dingungen aufgeprégt:
Piplg=0 = p; P-plao=r = ¢, (2.42)
EP*|$0:0 =p, EP+|CEO:L = ,5,- (2.43)

Die Felder p, p, p' und p’ spielen die gleiche Rolle fiir Fermionen, wie die Rand-
felder C' und C" im Fall der Eichtheorie.

Nach dem Vorbild der Eichtheorie ist es jetzt zu erwarten, dass die Quarkfelder
im SF in rdumlicher Richtung periodische Randbedingungen erfiillen werden.
Aus praktischen Griinden wird aber noch ein zusitzlicher Phasenfaktor ein-
gefiihrt, der {iber einen Winkel 6 parametrisiert wird [10]. Die Quarkfelder sind
also periodisch bis auf eine Phase,

Y(x + Lk) = e (z), ¥(z + Lk) =e 9 (x). (2.44)

Eine Begriindung, den Winkel # von Null verschieden zu wihlen, liefert die
Gitterformulierung des SF im folgenden Abschnitt. Bei numerischen Rechnun-
gen verhindert man mit der zusétzlichen Phase, dass zu kleine Eigenwerte der
Fermionmatrix auftreten, wodurch die Invertierung erschwert wiirde.

Nach der oben beschriebenen Vorgehensweise behélt das Schrodingerfunktional
Z[C", . C.popl = [ DIADEFIDIle 45, (2.45)

mit der Wirkung

die analoge quantenmechanische Interpretation wie in Abschnitt 2.4. Hier ist
S¢ in Gl (2.4) definiert.
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2. Das Schrédingerfunktional

2.8 Gitterformulierung
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Abbildung 2.4: Die zweidimensionale Projektion eines dreidimensionalen kubi-
schen Gitters

Die bisher im Kontinuum definierte Theorie wird jetzt auf ein vierdimensionales
hyperkubisches Gitter mit Gitterabstand a iibertragen. Die Eichfelder A, wer-
den durch SU(3)-Matrizen U(z,u) fiir jeden Gitterpunkt z und jede Richtung
uw = 0,1,2,3 reprisentiert. Diese sogenannten Eichlinks sind also effektiv auf
den Verbindungen (links) der Gitterpunkte definiert. Die Fermionfelder 4 (z)
und 9 (z) sind nur auf den Gitterpunkten definiert und tragen Dirac-, Farb-
und Flavour-Indices wie im Kontinuum.

Die Ableitungen werden auf dem Gitter zu endlichen Differenzen. Die kovari-
anten Vorwirts- und Riickwirtsableitungen werden wie folgt definiert:

VM&(:E) =

Vib(z) =

[U(z, W) (z + aft) — ()], (2.47)

[¥(x) = Uz — aji, n) " (z — af)], (2.48)

Q==

2.8.1 Eichwirkung

Die Eichwirkung auf dem Gitter wird durch eichinvariante Bildungen aus Links,
den Paralleltransportern auf dem Gitter gebildet. Eine mogliche Wahl fiir eine
eichinvariante Gréfle, die aus Linkvariablen abgeleitet ist, ist die Spur iiber eine
geschlossene Kurve auf dem Gitter, Tr U(C,,) [11]. Die kleinste geschlossene
Kurve auf dem Gitter ist eine Plakette. Eine Plakette besteht aus den vier
Punkten

z, x+af, x+aft +al, T+ av, (2.49)

die wie in Abbildung 2.5 durchlaufen werden. Der zugehorige Paralleltrans-
porter
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2.8. Gitterformulierung

T+ ab T+ aft + av

T z +afl

Abbildung 2.5: Eine elementare Plakette auf einem hyperkubischen Gitter

Up=Upy =
U(z,x + ad)U(x + av,x + afi + a0)U(z + afi + av, z + af)U(x + afi, z) (2.50)
wird eine Plakettvariable genannt.

Hiermit ist es jetzt nach Wilson [12] moglich, eine Wirkung fiir die reine Eich-
theorie auf dem Gitter zu definieren:

S[UT =" S,(Up), (2.51)
P
mit der Plakettwirkung
SplU] = —B{ﬁ (rU+TeU 1) — 1} (2.52)
- 3 {1 - %Re TrU} fiir SU(N) (2.53)

Hier enthélt die Summe iiber alle Plaketten p jede Plakette nur in einem Um-

=X Y . (2.54)

Tz 1<p<v<4

laufsinn, d.h.

Im Folgenden wird die Verbindung der Wilson-Wirkung zur Yang-Mills-Wirkung
fiir Eichfelder im Kontinuum gezeigt. Man fithrt auf dem Gitter ein Vektorfeld

Ay(z) = —igAZ(x)Tb (2.55)

ein. Die Generatoren T}, erzeugen die der Symmetriegruppe zugrundeliegende
Lie-Algebra. Im Fall der QCD ist die Gruppe die (Colour-)SU(3) und die Ge-
neratoren sind die Gell-Mann-Matrizen A, (A.3). Sei nun

2
Uz, p) = e %0 =1 — A, (z) + %Au(x)2 — (2.56)

Verwendet man jetzt
Ay(z+ap) = Ay(z) +aV, A () (2.57)
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2. Das Schrédingerfunktional

und die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

e’e¥ = ex"'y"'%[x’y}"'"', (2.58)
so erhilt man ‘
Uy = o= (@) (2.59)
mit
Gu(x) = Fu(z) + O(a) (2.60)
und
Fu(z) = VA, (2) — VA (2) + [Au(2), Ay (2)] . (2.61)
Daraus folgt
Tr (Up + U, ') = 2Tr 1 + a* Tr (Fu(z))” + O(a”), (2.62)
da
Tr G (xz) = 0. (2.63)

Also ergibt sich mit

S T(FL) = 5 3 Tr(Fu)? (2.64)

p I’#’V

fiir die Wilson-Wirkung

S = —% zx: a* Tr F, (z) F* () 4+ O(a®). (2.65)

Fiir kleinen Gitterabstand a geht die Wilson-Wirkung somit in die Yang-Mills-
Wirkung iiber, wenn man

2N
B="F (2.66)
90
setzt, was im Fall der SU(3)
6
90

entspricht. Bei Gitterrechnungen verursacht die Wilson-Wirkung O (a?)-Cutoff-
Effekte.

Anwendung auf das Schrédingerfunktional

Schlieflich muss die erhaltene Gitterwirkung noch in den Formalismus des
Schrodingerfunktionals integriert werden. Im Inneren des betrachteten Volu-
mens sind keine Anderungen nétig. Die Plakettvariablen auf dem Rand erhalten
einen Faktor 1/2. Dazu wird der Gewichtsfaktor

w(p) = {

im Inneren

(2.68)

= =

raumliche Plakette bei zyp = 0 oder 2y =T
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2.8. Gitterformulierung

eingefiihrt. Die Eichwirkung nimmt also die Gestalt
1
SalU] = 7 Y wlp) Tr{l - U(p)} (2.69)
0 p

an [1].

2.8.2 Fermionverdopplung

Die Fermionische Wirkung wird zu einer Summe {iber alle x aus dem Volumen,
dh. 0<z, <L,

SF[Ua Ea dj] = a‘4 ZE(D + mU)d)a (270)
mit dem Gitter-Diracoperator
3
D=3 (Vi + V. (2.71)
n=0

Hier gehen die kovarianten Vorwirts- (2.47) und Riickwirtsableitungen (2.48)
ein. Diese naive Gitterdiskretisierung fithrt zum Problem der Fermionverdopp-
lung. In d Dimensionen entstehen 2¢ Quark-Flavours. Dies wird euphemistisch
Verdopplung genannt, obwohl fiir d = 4 eine Versechzehnfachung vorliegt. Man
sieht leicht, dass das Inverse des freien Propagators auf dem Gitter

S ) =mg + L3y sin(ap) 2.72)
o

im Grenzwert m, — 0 16 Nullstellen an den Ecken der Brillouin-Zone hat und
nicht eine wie im Kontinuum [13]. Fiir die Punkte

0

S O 3

n = (2.73)

N 03 3 3

o O O

0
im Impulsraum wird jeweils ein Quark-Flavour erzeugt.

Es gibt zwei iibliche Wege, dieses Problem zu umgehen. Im folgenden werden
ausschlieflilich Wilson-Fermionen verwendet; eine Methode, die die Doppler an
den Ecken mit Betrag grofier null im Kontinuumslimes beliebig schwer werden
lasst. Daneben gibt es staggered fermions nach Kogut und Susskind [14], die
aber fiir diese Arbeit keine Rolle spielen.

2.8.3 Wilson-Fermionen

Da die Gitterwirkung nur iiber den korrekten Kontinuumslimes festgelegt ist,
ist es mdglich héherdimensionale Terme, die mit @ — 0 verschwinden, hinzuzu-
addieren. Addiert man einen fiinfdimensionalen Operator vom Typ aryly mit
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2. Das Schrédingerfunktional

r € [0, 1] zur naiven Gitterwirkung, erhilt man die Wilson-Wirkung

Sw = mgy_ p(x)p(x)

+% ST P (@) @) (@ + ) — Ufi(x — p)yp(z — )]
T

"9 Za(f)[Uu(l")?ﬁ(l" + ) —2¢(x) + UZ(Q: — )Y(z — )]
@,
_ amqa-l- 4r > Plz)p(z) + % > @[y = Uz (2 + i)

Hieriiber wird die Fermionmatrix (Qxy) definiert:
Sw =Y P .Quyl, (2.75)
T,y

Die Matrix nimmt die Gestalt

0QuylU] = Gy = 5 [0 = YW UasByai + (0 + 1)UL buytas| (2.76)
m

an. Die gestrichenen Felder sind durch

1
= - 2.77
" 2amg + 8r ( )

Py Vamg + 4rip, (2.78)

reskaliert. Im Folgenden werden die Striche formal weggelassen und nur noch
reskalierte Felder betrachtet.

Fiir Wilson-Fermionen nimmt der freie Propagator im Impulsraum die Gestalt

S(p)

a
C1-2k >l cos(apy) — iy sin(apy)]

(2.79)

an. Jetzt sieht man, dass die 15 Zustdnde mit ap, = 7 fiir mindestens ein
Massen der Ordnung 2rn/a erhalten [13]. n ist die Anzahl der Komponenten
des Vektors mit ap, = «.

Der Parameter r lduft von 0 (der naiven Gitterwirkung) bis 1. Somit erhalten
alle Quarkzustdnde mit Ausnahme von p, = 0,Vy = 0,...,3 im Kontinuumsli-
mes ¢ — 0 eine unendliche Masse und entkoppeln daher. D.h. sie verschwinden
aus dem physikalischen Spektrum. Der zusétzliche Term in der fermionischen
Wirkung bricht die chirale Symmetrie explizit. Somit kann diese Symmetrie erst
im Kontinuumslimes wiederhergestellt werden. Zudem steigen die Gitterarte-
fakte auf O(a) an.
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2.8. Gitterformulierung

Einen Weg, die chirale Symmetrie bereits auf dem Gitter zu erreichen, erméglicht
die Ginsparg-Wilson-Relation

Y¥sD + Dys = aDvysD, (2.80)

die heute als die Realisierung der chiralen Symmetrie auf dem Gitter angesehen
wird. Mit einem Diracoperator D, der diese Relation erfiillt, ist es mdglich eine
Theorie fiir Fermionen auf dem Gitter zu formulieren, die keine Verdopplung
zeigt und die chirale Symmetrie bewahrt [15].

2.8.4 O(a)-Verbesserung

=

Y

A
A

Y
Y

A
A

Abbildung 2.6: Graphische Darstellung der zu F),, beitragenden Linkvariablen

Wie in 2.8.3 erwédhnt, lassen sich Terme, die im Kontinuumslimes verschwin-
den, zur Wirkung addieren. Mit Hilfe von neuen Termen kann die Wirkung
somit verbessert werden. Die Idee der O(a)-Verbesserung, die auf Symanzik
[4] zuriickgeht, besteht darin, alle Gittereffekte der Ordnung a durch eine ver-
besserte Wirkung und verbesserte Operatoren (lokale Produkte von Feldern)
zu entfernen. Der numerische Mehraufwand durch die kompliziertere Struktur
der Wirkung wird durch die schnellere Konvergenz fiir a — 0 im Allgemeinen
aufgewogen.

In der iiblichen Gitterformulierung mit periodischen Randbedingungen in Raum
und Zeit ist es moglich, die fermionische Wirkung der QCD mit einem Gegen-
term O(a) zu verbessern. Diese verbesserte Wirkung wurde 1985 von Sheikho-
leslami und Wohlert (SW) vorgeschlagen [16]. Sie hat die Form

Sr=Sw+0a"Y cswth(®) 0 Fu()(z), (2.81)

mit dem Gluon-Feldstérketensor auf dem Gitter F),,, und o, definiert in (A.11).
Der SW-Term wird auch wegen der Anordnung der zum Gluontensor beitra-
genden Linkvariablen clover (Kleeblatt)-Term genannt, sieche Abbildung 2.6.
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2. Das Schrédingerfunktional

Der Koeffizient csyw muss richtig eingestellt werden, um die O(a)-Verbesserung
zu erreichen. Es liegen nicht-perturbative Ergebnisse fiir cqw in der Valenz-
quarkndherung [17] und mit dynamischen Fermionen [18] vor. Im Schrédin-
gerfunktional sind weitere Verbesserungsterme nétig, die durch die Randfelder
verursacht werden.

Im Fall der Eichwirkung geniigt es den Gewichtsfaktor w(p) (2.68) abzuindern,
um die Randeffekte zu kompensieren. Mit

2

ci(go)  Plakette in Zeitrichtung,
die mit einer Randfliche verbunden ist

_ L (2.82
w(p) %cs (go) raumliche Plakette bei zp = 0 oder o =T ( )

L1 sonst

und der richtigen Wahl fiir die Koeffizienten ¢, und ¢; sind die Gittereffekte der
Eichwirkung nur noch von der Ordnung a?.

Fiir die fermionische Wirkung werden Gegenterme der Gestalt

S0 = oS { e -1 [0.00 + Ol (2.83)

+ (& = 1) [Oifx) + O (x)] } (2.84)
mit
Os(x) = 3p()%(V, + Vi)p(x), (2.85)
Oix) = 7/ (X)W (Vi + Vi)' (), (2.86)
Ox) = (PP Vi) +BP-Vivw)f . (287)
Oix) = {FWP-Voul) + 3PV} L (289)
benotigt.

Durch die Wahl des Hintergrundfeldes des SF ist es moglich, die Zahl der
benotigten Verbesserungskoeffizienten zu reduzieren. Wihlt man die Randfel-
der so, dass sich das Hintergrundfeld (2.35) ergibt, dann fallen die Randterme
weg, die riumliche Plaketten auf dem Rand beinhalten. Da sie nicht mehr kom-
pensiert werden miissen, konnen die Koeffizienten ¢; und ¢, gleich eins gesetzt
werden.

2.9 Valenzquark-Niherung

Die Berechnung von Observablen erfolgt auflerhalb der Storungstheorie haupt-
sichlich numerisch. Das heifit, die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene
Gitterformulierung wird durch Monte-Carlo-Simulationen ausgewertet.
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Die fermionischen, grassmannwertigen Integrationen kénnen in Form einer De-
terminante dargestellt werden,

/ D@ID[] e 5771 = det Q[U]. (2.89)

Hier ist Q[U] wiederum die Fermion- oder Quark-Matrix (2.75). Sie nimmt fiir

Wilsonfermionen mit einem Quark-Flavour und r = 1 die Gestalt

QUlzy = Oay — & Z Sy,a+i (1 + V) Uz, (2.90)
I

an. Jetzt definiert man die effektive Eichwirkung
Set[U] = S¢[U] — In det Q[U]. (2.91)
Fiir ein beliebiges Produkt von Feldvariablen

erhilt man den Erwartungswert

()= / D[U] e SriA[U] 3 € QUILY, - QU (2.93)

Z1y.e9@n

_ % / D[U] e 561 det QU] A[U]

x S @rnmQULLL, QUL (2.94)

Z14eeesZn

Die Valenzquark-Niaherung vernachlissigt den Einfluss der Determinante der
Fermion-Matrix komplett. Setzt man

det QU] = konstant, (2.95)

so lasst sich der Update-Schritt fiir die Eichfeldkonfigurationen mit der reinen
Eichwirkung S durchfithren [11]. Auf diesen Konfigurationen miissen dann
(nur) noch die Quarkpropagatoren Q[U] ! berechnet werden. Diese Niiherung
lasst Effekte durch die Entstehung von Quark-Antiquark-Paaren, oder, in der
Sprache der Storungstheorie gesprochen, von geschlossenen Quark-Loops, au-
Ber Acht. Bisherige Rechnungen haben gezeigt, dass die vernachlissigten Effekte
einer Abweichung von etwa 10% entsprechen. Dennoch wird in der Valenzquark-
Néaherung gerechnet, um die sehr viel aufwendigeren Simulationen mit dynami-
schen Fermionen zu umgehen. Zur Zeit finden zahlreiche Projekte statt, bisher
in Valenzquark-Niherung gerechnete Ergebnisse in voller QCD zu wiederholen
[19, 20].

Da samtliche Rechnungen in dieser Arbeit die Valenzquarkn&herung verwen-
den, wird in den anschlielenden Kapiteln nicht gesondert darauf hingewiesen.
Auch alle aus der Literatur zitierten nicht-perturbativen Resultate sind quen-
ched gerechnet.
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Kapitel 3

Strategie fiir das

nicht-perturbative Matching
von HQET und QCD

Im Folgenden wird der relativistische Anteil des Matchings (der Anpassung)
zwischen zwei Beschreibungen schwerer Quarks mit nicht-perturbativer Genau-
igkeit durchgefiihrt. Auf der einen Seite steht die statische Ndherung, die die
einfachste Form einer effektiven Theorie schwerer Quarks (heavy quark effective
theory, HQET) darstellt. Auf der anderen Seite steht die iibliche relativistische
Quantenchromodynamik. Da die Behandlung schwerer Quarks wie des b-Quarks
mit den heute behandelbaren Gitterausdehnungen nicht moglich ist, muss auf
andere Methoden zuriickgegriffen werden. Die relativistische Behandlung wird
hier in einem unphysikalisch kleinen Volumen durchgefiihrt. Auf diese Weise ist
zwar eine realistische Beschreibung von hadronischen Zusténden, die schwere
Quarks enthalten, nicht unmittelbar moglich, aber die Abhingigkeit geeigne-
ter renormierter Groflen von der Quarkmasse kann untersucht werden, um sie
spater mit entsprechenden Groflen in der effektiven Theorie in Beziehung zu
setzen.

3.1 Die Idee: Gitter-QCD in kleinem Volumen

Bevor auf die HQET in Abschnitt 3.2 genauer eingegangen wird, soll hier schon
einmal skizziert werden, wie man relativistische QCD und HQET in nicht-
perturbativer Weise in Beziehung setzen kann, um daraus physikalische Vor-
hersagen der effektiven Theorie abzuleiten. Als ein Beispiel wird spéter die
Bestimmung der b-Quarkmasse in der statischen Approximation [25] herange-
zogen.
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Erwartungswerte von Observablen in der QCD sind mit denjenigen in der ef-
fektiven Theorie durch eine sogenannte Operatorproduktentwicklung verkniipft
[21]. Um den Erwartungswert einer Observablen in der vollen QCD durch die
effektive Theorie auszudriicken, wird er in eine Reihe in 1/mg, mit der Masse
des schweren Quarks mg, entwickelt. Die Reihe hat die Form

00 g+ (31
mQ

(O)aep = co(1){Oo (1)) naer +

Die Terme auf der rechten Seite haben jeweils zwei Anteile mit unterschiedli-
cher Energieabhéngigkeit. Die Erwartungswerte in der HQET entsprechen den
niederenergetischen Beitridgen, da die HQET per constructionem gerade eine ef-
fektive Niederenergietheorie fiir hadronische Systeme mit schweren Quarks ist.
Die Vorfaktoren ¢;(u) sind die Korrekturen durch hochenergetische Beitrige, sie
werden auch Wilson-Koeffizienten genannt [21]. Die Berechnung beider Fakto-
ren gibt Grenzen fiir die Energieskala x4 vor. Die Wilson-Koeffizienten werden
mit Methoden der Stérungstheorie berechnet. Somit muss p deutlich oberhalb
der Confinement-Skala der QCD liegen. Die HQET gilt jedoch nur fiir Energien
deutlich unterhalb der schweren Quarkmasse. Daraus resultiert fiir die Ener-
gieskala p:

Agep € 1 K mg. (3.2)

Da p noch den perturbativen Bereich erreichen muss, kommen nur sehr schwere
Quarks, typischerweise das b-Quark, fiir die Anwendung der HQET in Frage.

Um sich eine Abhéngigkeit zwischen der vollen und der effektiven Theorie auch
nicht-perturbativ auf dem Gitter nutzbar zu machen, muss insbesondere die
linke Seite von Gleichung (3.1) auf das Gitter iibertragen werden. Die Voraus-
setzung fiir eine aussagekriftige Kontinuumsextrapolation ist eine hinreichend
feine Gitterauflosung a/L. Der Cutoff muss oberhalb der Masse der schweren
Quarks liegen,

aMg < 1. (3.3)

Im Hinblick auf die spiteren Rechnungen wird von nun an die RGI-Quarkmasse
Mg als Massenparameter verwendet. Dann ist aber eine grofle Gitterlinge L
mit heutigen Mitteln nicht mehr zu realisieren. Als Ausweg verkleinert man das
Volumen. Dies wiirde zwar in bestimmten physikalischen Observablen zu grofien
endlichen Volumen-Effekten fiithren, aber die Quarkmassenabhéingigkeit geeig-
neter renormierter Gréflen kann in diesem Rahmen weiterhin sinnvoll studiert
werden.

Die Simulationen finden also bei kleinem Volumen, aber mit hoher Gitter-
auflosung statt. Im Schrodingerfunktional wird die Energieskala p mit dem
Inversen der Gitterlinge L identifiziert, vergleiche Abschnitt 2.2. Die Anwend-
barkeit der HQET liefert somit die Bedingung

MQLO > 1. (3.4)
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3.2. Schwere Quarks auf dem Gitter

Eine sinnvolle Wahl fiir die Linge Lo in physikalischen Einheiten kann jetzt
abgeschiitzt werden, wenn man geeignete Vorgaben fiir die Quarkmasse macht.
Nimmt man fiir das b-Quark eine zu erwartende RGI-Masse von etwa 7 GeV
an, erfiillt eine Linge der GroBenordnung von 0.2 fm die Bedingung (3.4).

Da die Rechnung entlang einer Linie konstanter Physik und im SF als einem
endlichen Volumen-Schema durchgefithrt werden soll, ist es aus praktischen
Uberlegungen sinnvoll, Ly in Einheiten der sogenannten Skala L..,. auszu-
driicken, die durch

G*(Lna) = 3.48 (3.5)

definiert wird. Fiir L,, = 27"L,,... sind die SF-Kopplung g> und die zur jewei-
ligen Gitterauflosung gehoérenden Werte fiir 8 aus der Bestimmung der RGI-
Quarkmasse im SF durch die ALPHA-Kollaboration [22] bekannt.

Als Ankniipfungspunkt benotigt man noch L., in physikalischen Einheiten.
Hier konnen die Ergebnisse von Arbeiten zur phidnomenologisch motivierten
Skala ry [23, 24] verwendet werden. Das Verhéltnis der beiden Skalen im Kon-
tinuumslimes wird in [24] mit

L
mex — ().738(16) (3.6)
To

angegeben. Da ry von der Gréflenordnung 0.5 fm ist, erhilt man fir L., etwa
0.36 fm. Jetzt definiert man !
Lo = ELmax (3.7)

und erhilt so eine Langenskala Lo, die (3.4) mit Mg = M, erfiillt. Fiir dieses Ly
ist im Zusammenhang mit der Step-Scaling-Funktion fiir die RGI-Quarkmasse
[22] folgendes bekannt:

G2 (Lo) =24 . (3.8)
Fiir alle Rechnungen wird jeweils die renormierte SF-Kopplung auf diesem
Wert gehalten. Die Quarkmasse wird auf verschiedene Werte im Bereich der
b-Quarkmasse eingestellt. So kann die Abhéngigkeit der Observablen von der
Quarkmasse untersucht werden.

3.2 Schwere Quarks auf dem Gitter

3.2.1 Effektive Theorie schwerer Quarks

Die Masse schwerer Quarks ist zu grof}, um sie direkt auf dem Gitter zu simu-
lieren, da sie iiber dem Cutoff 1/a liegt. Die Idee der HQET ist es jetzt, eine
effektive Theorie zu formulieren, die man durch die Entwicklung der Lagrange-
Dichte nach Potenzen von 1/m erhilt [6]. Die nullte Ordnung der Entwicklung

Luger = Ly~ + %Eg) +0 (#) ’ (3.9)
Ly = (Do + m)ipy, (3.10)
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3. Strategie fiir das Matching von HQET und QCD

wird statische Theorie genannt. Die hoheren Ordnungen werden als Korrekturen
zur statischen Theorie betrachtet. Die Felder 1, und v, erfiillen die Relationen

Pign = o, (3.11)
PuPr = (3.12)
mit Py = &% Zwei ihrer Komponenten kénnen zu Null gewéhlt werden, weil

sie wegen P_P; = ( nur zwei verbleibende Freiheitsgrade besitzen. Da nur die
zeitliche Ableitung in die Lagrangedichte £;** eingeht, propagieren statische
Quarks nur vorwérts in der Zeit [26].

3.2.2 Das Problem der additiven Renormierung

Diese Theorie schwerer Quarks verfiigt nicht iiber die chirale Symmetrie, wie im
Fall leichter, relativistischer Quarks, vergleiche Abschnitt 4.1.1. Die Beziehung

Z(mp¥ + dm) = my (3.13)

bare

zwischen der nackten Quarkmasse mp*" und der renormierten Masse m;, enthélt
einen additiven Term, dm. Aus dimensionellen Griinden ist dm linear divergent.
In der Gitterregularisierung ist es hier nicht moglich die Renormierungskonstan-
ten mit Hilfe chiraler Ward-Identitdten zu bestimmen [6]. Bestimmt man den
Term perturbativ, ist es nicht moglich, zum Kontinuum zu extrapolieren, da die
Koeffizienten alle mit 1/a skalieren. Mit der Idee des Matchings zwischen HQET
bare

und QCD wird dieses Problem umgangen, indem die nackte b-Quarkmasse m;
durch die RGI-Quarkmasse ersetzt wird [25].

3.3 Matching

In der statischen Theorie setzt sich die Masse des B-Mesons aus der nackten
b-Quarkmasse und der statischen Bindungsenergie E**" plus héheren Termen
zZusammen,

mp = E** +mp** + 0 (77%,) . (3.14)
Da die Quarkmasse iiber ém additiv renormiert wird, kann die Theorie auch mit
verschwindender Quarkmasse in der Lagrangedichte formuliert werden: £5** =
b, Dotpy,. Der Massenterm entsteht so erst wihrend der Renormierung. Damit

bare

kann man+ die Grofe mp® in (3.14) von nun an so auffassen, dass sie nur noch
multiplikativ zu renormieren ist.

Jetzt werden geeignete Grofien definiert, die es ermoglichen, die Theorien in
Beziehung zu setzen. Um m;*™ in der statischen Theorie durch die renormierte
Quarkmasse in der QCD zu ersetzen, wird eine Matching-Bedingung gefordert:

Frel(La M7 90) = st%at(L7M790) (315)
T (L, go) + mp™* (M, go) + O () - (3.16)
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3.3. Matching

™! hingt i.A. von der RGI-Quarkmasse M ab. Hierzu werden effektive Massen
" und I'**** eingefiihrt, die aus Korrelationsfunktionen mit relativistischen
beziehungsweise statischen Quarks abgeleitet sind. Die Korrelationsfunktionen
werden in Kapitel 4 ausfiihrlich behandelt. Dort wird fiir den Axialvektorstrom
die Korrelationsfunktion f4 (4.46) definiert. Mit der verbesserten Form

FA(zo) = fa(zo) + acadofr(zo) (3.17)

lasst sich jetzt
I = =3 n[fh(z0)]| (3.18)
2

To=

definieren. Liefle sich '™ in einem grofien (physikalischen) Volumen berechnen,
entspriche es der Masse des B-Mesons in der vollen QCD.

Die statische Version wird nach [26] analog gebildet. Die Zeitkomponente des
statischen Axialstroms,

A3 (x) = Pyyovsion(x), (3.19)

setzt sich aus einem relativistischen Anti-Quark-Feld ¢, und einem statischen
Quark-Feld 1, zusammen. Die Gittervariante der dazugehorigen Korrelations-
funktion nimmt die Form

Fi o) = ~a® 3 S (A ()T 3)151(2)), (3.20)
y.,z

mit einem schweren, statischen Randfeld ¢}, und einem leichten relativistischen
(7, an. Somit definiert man I'**** als

D = — Gy In[ 5 (ao)]

ro=

(3.21)

Nl

In groflem Volumen ist f5* eine Korrelationsfunktion, die wie e B0 gbfillt.

Mit (3.16) und L,, = 2" L lasst sich die B-Meson-Masse jetzt als

mp = E* —T""(Lo) + " (Lo, Mp) (3.22)
— [Estat _ Fstat (Ln)] + [Fstat(Ln) _ Fstat(LO)] + Frel(L[], Mb) (323)

schreiben. Die beiden Terme in den eckigen Klammern sind Energie-Differenzen
in der statischen Theorie. Sie miissen deshalb nicht additiv renormiert wer-
den. Die Differenz I'****(L,,) — I'****(L,) kann mit Step-Scaling bestimmt werden
[25]. Der verbleibende Term I'™*'(Lg, M}) triagt die gesamte Abhéngigkeit von
der Quarkmasse. Deshalb wird in Kapitel 5 die Abhingigkeit von I'™' von der
Quarkmasse nicht-perturbativ untersucht.
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3. Strategie fiir das Matching von HQET und QCD

3.4 Bestimmung von I'™ in Abhingigkeit von der
Quarkmasse

Um einen Ubergang zum Kontinuum zu ermdglichen, muss fiir die Simulationen
die physikalische Situation fixiert werden. Die Rechnungen sollen bei konstanter
Physik ablaufen. Dies lésst sich durch eine bestimmte Wahl von gy, mp; und
my,p, fiir jeden Wert von L/a realisieren. Die ersten beiden Bedingungen werden
durch Festlegung der Schrodingerfunktionalkopplung g(L) = 2.4484 und der
Forderung, dass das leichte Quark masselos sein soll,

my =0, (3.24)

mit der subtrahierten nackten Masse des leichten Quarks my, erfiillt. Diese
Wahl ist sinnvoll, da aus fritheren Simulationen im Zusammenhang mit der
Bestimmung der RGI-Quarkmasse fiir bestimmte Werte der SF-Kopplung die
dazugehorigen Werte fiir 3 = 6/g2 und fiir den kritischen Hopping-Parameter
ke bekannt sind [22]. Setzt man x; = k., so wird als Folge der Definition des
kritischen Hopping-Parameters m;(k.) = 0.

Die Abhéngigkeit von I'" von my, ldsst sich durch die Bedingung
z = LoMj, = konstant (3.25)

eliminieren. Hier ist M} die RGI-Quarkmasse des schweren Quarks. Sie wird
iiber die O(a) verbesserte subtrahierte Quarkmasse m s, (4.24) zu den Simula-
tionsparametern in Beziehung gesetzt,

My, mg(po) ~

1
Mh: po m ,hEZM’ﬁL o = —. 3.26
T o AT 520

wobei mpg die renormierte (laufende) PCAC-Quarkmasse in dem gewihlten SF-
Schema, ist. Die Renormierungskonstante 7, zerfillt in zwei Anteile,

My,
h(L) = bei = 3.27
( ) mR(MO) % 200] ( )
und
me(s) _ Zm(g0, L) bei  p = po. (3.28)
Mq,h

Die Renormierungskonstante der Quarkmasse Z,,, wird spéter in Abschnitt 4.1.4
eingefiihrt.

Man fixiert also die Quarkmasse, bzw. die dimensionslose Quarkmasse z fiir
eine Rechnung auf einen festen Wert und extrapoliert die untersuchten Groéflen
zum Kontinuumslimes. Durch mehrere Simulationen mit verschiedenen Quark-
massen, kann die Abhingigkeit des Kontinuumslimes der untersuchten Gréfien
von z, also z.B. T"(z) berechnet werden.
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3.5. Unsicherheit bei der Fixierung von z

Fiir die Bestimmung von h(Lg) sind eine bestimmte Anzahl von Schritten mit
der Step-Scaling-Funktion op nétig, siche Abschnitt 2.3. Die Transformation
zwischen den Skalen erfolgt durch

M,  Zp(Lo) My

mh(/ﬁO) B ZP(2Lmax) mh(:u) (329)

Das Verhéltnis Zp(Lg)/Zp(2Lyax) wird iiber op bestimmt, und zwar durch

Zp(Lo) 1
Zp(2Lmax)  0p(3.48) - op(2.4484)

mit Ly = 3 Lmax- (3.30)

Der verbleibende Faktor ist bereits aus der Berechnung des Quarkmasserenor-
mierungsfaktors [22] bekannt,

B 1
H e o Lmax

M
—— = 1.157(15)  bei

= (3.31)

3.5 Unsicherheit bei der Fixierung von z

Bei der Umrechnung der Bedingung z = konstant in die relevanten Simulations-
parameter (k;) gehen verschiedene Grofien ein, die mit unterschiedlich grofien
statistischen oder systematischen Fehlern behaftet sind. Die Fehler begrenzen
die Genauigkeit, mit der die Rechnung wirklich bei konstanten physikalischen
Bedingungen durchgefiihrt wird. Der Hopping-Parameter x; legt iiber

1/1 1
ame = 5 <— — —> (3.32)

Kh  Ke

die nackte subtrahierte Quarkmasse am,  fest. Nach der Vorschrift
amgp = amgp (1 + bmamgp) (3.33)

wird sie verbessert. Will man kj aus z bestimmen, miissen die vorherigen Re-
lationen invertiert werden. Fiir  als Funktion von am, erhilt man

1
K= _———7- (3.34)
2amg + .

Und mit festem amy, ergibt sich aus (3.33)

1 1 amgp,
e 1 3.35
Wan = o0 "N GE T o, (3.35)

Fiir am,j, setzt man das geforderte

amgp = a5—

= .= (3.36)



3. Strategie fiir das Matching von HQET und QCD

ein. Also ist das Resultat fiir x;, als Funktion von z:

1
1 1 a z 1

Qe — =4 .
[ om N2 T To Zatbm | e

Rp = (3.37)

Damit die Wurzel in Gleichung (3.35) reell bleibt, kann am, ;, nur Werte bis zu

der Grenze 1

4by,

annehmen. Da b,, iiber den gesamten untersuchten Parameterbereich nicht klei-

amgp < — (3.38)

ner als —0.7 wird [27], ergibt sich fiir am, ), die Grenze 0.35. Die gewéhlten
Massen M konnen also nicht beliebig grofl werden.

Fasst man jetzt umgekehrt z als Funktion der verschiedenen in seine Festlegung
eingehenden Groflen auf,

z = z(h(L), Z(g0, L), Za(g0. L), Zp(g0, L), bm(90)) (3.39)

so gehen, trotz eines zugehorigen festen Wertes fiir x5, ihre Unsicherheiten in z
ein. Der Faktor h(L) ist im Kontinuumslimes bestimmt. Sein Fehler kann erst
einbezogen werden, nachdem der Kontinuumslimes der betrachteten Gréfilen
durchgefiihrt wurde. Bisher liegt der iiberwiegende Anteil der Unsicherheit in
den Werten fiir b,, und Z. Die urspriingliche nicht-perturbative Bestimmung
dieser Grofien [27] deckt den fiir Untersuchungen schwerer Quarks benétigten
Bereich der Kopplung nicht ab. Bei einer konservativen Fehlerabschéitzung liegt
die Unsicherheit durch Extrapolation von den Daten bei hoheren Kopplungen
bei etwa fiinf Prozent fiir b,, und einem Prozent fiir Z. Also ist es notwendig,
b und Z fiir kleinere Kopplungen neu und prézise zu bestimmen, um genauere
Ergebnisse fiir I'™ in Abhédngigkeit von der Quarkmasse zu erhalten, da diese
dann auch in abgeleitete Groflen, wie z.B. My, einflieflen wiirden. Im néchsten
Kapitel wird eben diese Rechnung beschrieben.
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Kapitel 4

Nicht-perturbative
Bestimmung von
Verbesserungskoeffizienten

4.1 Die PCAC-Relation

4.1.1 Spontan gebrochene Symmetrie

Betrachtet man ein Dublett von leichten Quarks

$ = (Z) (4.1)

My, = mg = 0, (4.2)

mit

so hat die Lagrangedichte der QCD eine approximative SU(2)y ® SU(2) -
Symmetrie [49]. Der Vektorstrom

Vi () = () yu57"P(z) (4.3)

und der Axialvektorstrom

Al(@) = P(@) 17557 P(2) (4.4)

sind erhalten, wenn man die Quarkmassen vernachlissigt. Hierbei sind 7¢ die
Generatoren der SU(2), die Pauli-Matrizen (A.2). -5 ist auf die iibliche Weise
in (A.9) definiert.

Die Quarkfelder lassen sich in einen links- und einen rechtshindigen Anteil
aufteilen:

=P+ P, E:El—i_ara (45)
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4. Nicht-perturbative Bestimmung von Verbesserungskoeflizienten

mit

(1= 1+
n=(52) 0w () (4.6)

Hiermit sieht man, dass der Vakuumerwartungswert der skalaren Quarkdichte
(Quark-Kondensat) nicht verschwindet,

Ofpl0) = (0](¢; + 9,.) (b + r)|0)
= (Olshyhr + oty + Ppbr + ,1,]0)
(OF144110) + (O[,4110) + (O110) + (0[P, b, [0)
=0 #0 #0 =0

(04,1 + hy3pr|0) # 0. (4.7)

Da der Vakuumerwartungswert nicht mehr die volle Symmetrie der Lagrange-
dichte aufweist, ist die SU(2) 4-Symmetrie spontan gebrochen. Es verbleibt noch
die SU(2)y-Symmetrie. Durch spontane Symmetriebrechung entsteht nach dem
Goldstone-Theorem [28, 29] fiir jede spontan gebrochene Symmetrie ein masse-
loses bosonisches Teilchen. Fiir die drei Generatoren der SU(2) erwartet man
also drei masselose Bosonen zu finden. Da die Symmetrie von vornherein nur ap-
proximativ erfiillt war — die Quarkmassen sind i.A. nur klein und nicht gleich
null —, erhalten die Goldstone-Bosonen eine geringe Masse [11]. Es sind die
Pionen 7%, 7% und 7~. Diese pseudoskalaren Mesonen haben im Vergleich zu
den leichtesten Baryonen kleine Massen, die experimentell sehr genau bestimmt
sind [30],

my+ = 139.57018(35) MeV, (4.8)
134.9766(6) MeV. (4.9)

m 0

4.1.2 PCAC-Relation auf dem Gitter

Fiir die exakte SU(2) 4-Symmetrie ist der Axialvektorstrom A, erhalten; seine
Divergenz verschwindet. Auch diese Beziehung muss durch den approximativen
Charakter der Symmetrie abgeindert werden. Die Erhaltung des Axialvektor-
stroms A, bis auf einen lokalen Term,

0, A% = 2mP*, (4.10)

wird PCAC-Relation (partially conserved azial current) genannt. P® ist die
pseudoskalare Dichte, definiert als

P?(z) = Pp(a)ys57(x). (4.11)

Der Vorfaktor m hat die Dimension einer Masse und wird spéter (Abschnitt
4.1.4) eine weitere Definition der renormierten Quarkmasse erméoglichen.
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4.1. Die PCAC-Relation

Auf dem Gitter bleibt die PCAC-Relation nur bis auf O(a)-Gitterartefakte
giiltig. Diese kénnen auf O(a?) vermindert werden, wenn der Koeffizient cgy
des Sheikholeslami-Wohlert-Terms (4.96) in der Wirkung sowie der Verbesse-
rungskoeffizient des Axialstroms cy [31] geeignet gewéhlt werden.

4.1.3 Verbesserung von Quark-Bilinearen

Um Operatoren bis zur Ordnung a? zu verbessern, ist es nétig, die lokalen Felder
zusitzlich zur Verbesserung der Wirkung mit lokalen Gegentermen zu versehen
[33]. Der verbesserte Axialstrom ergibt sich aus

(A[)Z = AZ + CACLéMPa. (4.12)

5# ist die symmetrisierte Gitterableitung

O = 5(0u+0,), (4.13)

DO | =

bestehend aus der iiblichen Vorwirtsableitung

0uf () = <[f(w+ af) — f (2] (4.14)
und der Riickwirtsableitung
0:7(x) = ~[[(x) ~ f(z ~ a)] (4.15)

Der Verbesserungskoeffizient ist in der Valenzquarkniherung nicht-perturbativ
bestimmt worden [17],

51 —0.748¢7

—  0.00756g2 -——=%%0
“A 012007742

(4.16)

Die Kurve ist ein rationaler Fit an die Daten und fiir 0 < g7 < 1 giiltig. Fiir
die pseudoskalare Dichte wird kein Gegenterm bendtigt, sie ist bereits O(a)-
verbessert,

(Pr)* = P (4.17)

Die Verbesserung anderer Quark-Bilinearer verlduft nach dem gleichen Schema.

4.1.4 Renormierung

Die Renormierung von Kopplung und Quarkmasse erfolgt in der unverbesserten
Theorie rein multiplikativ und unabhéngig von der Quarkmasse durch

g%l = Zg(ggaa'u)gga (418)
mr = Zm(ggaa'u)mqa (419)
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4. Nicht-perturbative Bestimmung von Verbesserungskoeflfizienten

mit der subtrahierten nackten Quarkmasse m, = mgp — mc.

Bei der Verbesserung der Wirkung wird von den drei prinzipiell méglichen Ter-

men,
O = EUWFWT/J, (4'20)
Oy = mTe{F,F,}, (4.21)
03 = mQET/}a (422)

nur der erste betrachtet [31], siehe Abschnitt 2.9. Die beiden anderen Terme
entsprechen einer Umdefinition der nackten Kopplung (Os) bzw. der nackten
Quarkmasse (O3). Deshalb muss die Definition der renormierten Gréfien in der
verbesserten Theorie leicht abgedndert werden, da sonst Cutoff-Effekte der Ord-
nung am, in einigen Korrelationsfunktionen nicht aufgehoben wiirden [33]. Vor
der Renormierung ist es daher notig die nackten Parameter nach der Vorschrift

g = g5(1+bgamy), (4.23)
mg = mg(l+ bpamy) (4.24)

zu reskalieren. Um O(a)-Verbesserung zu erreichen, miissen die Koeffizienten b,
und b, ebenso wie die Verbesserungskoeffizienten der Wirkung richtig gewéhlt
werden. Ein Teil dieser Arbeit beschiftigt sich damit, b, in einem relevanten
Parameterbereich zu bestimmen.

Die Definition der verbesserten renormierten Parameter verlduft jetzt analog
zum unverbesserten Fall,

mp = Zm(ggaaﬂ)mq- (426)

Die gleiche Prozedur ist fiir die renormierten verbesserten Felder nétig. Der ver-
besserte Axialvektorstrom (4.12) und die pseudoskalare Dichte (4.11) erhalten
auch b-Faktoren, bevor sie renormiert werden,

(AR)" = Za(l+baamy) (A7), (4.27)
(PR)a = Zp(l-l—bpamq)Pa. (4.28)

Fiir andere Felder, die sich multiplikativ renormieren lassen, gelten analoge
Formeln.

Mit verbesserter Wirkung und renormiertem, verbessertem Axialstrom ermdog-
licht die PCAC-Relation eine zweite Definition der renormierten O(a)-verbesserten

Quarkmasse:
~ ZA(1 4 bgamy)

- Zp(1+ bpamq)m

Hier ist m die nackte Strommasse, die durch ein Matrixelement der PCAC-

mp (4.29)

Relation (4.10) bestimmt ist. Andererseits kann die renormierte Quarkmasse
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4.1. Die PCAC-Relation

nach der urspriinglichen Definition (4.26) bestimmt werden. Aus den beiden
Gleichungen fiir mp erhilt man

o ZmZp (14 bypamg)(1 + bpamy)

4.30
ZA L+ baamy M (4:30)
und durch Entwicklung nach Potenzen von a
m = Zmg (1 + [by — ba + bp]amy) + O(a?), (4.31)
mit 7 7
7 =2m2l (4.32)
ZA

Z héngt nur von g3 = g2(1 + bgam,) ab.

Gleichung (4.31) zeigt, dass die Kombination b,, — b4 + bp bestimmt werden
kann, indem man m in Abhéngigkeit von mg bei festem g betrachtet. Hilt man
stattdessen go konstant, gibt es einen weiteren Beitrag zur Entwicklung von m.
Aus der Taylor-Reihe von 7,

oz

Z(g5 + Agg) = Z(g5) + 502
90

Agi+O0((Agd)?). (4.33)
ergibt sich mit AgZ = g2b,am, fiir m als Funktion von gZ:
oz 9
m = |Z+ o5 gobgamg| mg (14 [bym — ba + bplamg) + O(a?)
0

07

= Zmy (1 + [bm —bs+0bp —i—g%bga—gQ/Z] amq> + O(aQ)
0

9,0InZ

= qu (1+ |:bm—bA+bP+goa—92
0

bg] amq> +0(a?). (4.34)
Die Renormierungskonstante Z ist jetzt Funktion von g2. Zur Bestimmung der
renormierten verbesserten Quarkmasse mp reicht es jedoch nicht, die Kombi-
nation b, — b4 + bp zu bestimmen. Dazu miissen b, und b4 — bp jeweils einzeln
ermittelt werden.

4.1.5 PCAC-Relation mit mehreren Quark-Flavours in der
Valenzquark-Niherung

Die Valenzquarkndherung der QCD (siehe Abschnitt 2.9) bildet die Grundlage
fiir die numerischen Simulationen, die in den folgenden Kapiteln dargestellt wer-
den. Die quenched N&herung erméglicht die separate Berechnung von b4 — bp
und by,. In dieser Approximation verschwindet der Koeffizient b,. Wichtiger ist
aber, dass die Theorie so auch mit untereinander verschiedenen Quarkmassen
behandelbar bleibt, wihrend in der vollen Theorie eine Vielzahl neuer Verbes-
serungskoeffizienten auftritt.
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4. Nicht-perturbative Bestimmung von Verbesserungskoeflfizienten

Jedes einzelne Quark-Flavour f; ldsst sich hier nach (4.24) getrennt verbessern.
Da die Isospinsymmetrie fiir unterschiedliche Quarkmassen gebrochen ist, ist es
sinnvoll, folgende Linearkombinationen der bilinearen Felder einzufiihren:

+ 4l 4o A2 + _ pl L :p2
Ay = A, T4, PT~=P +iP°. (4.35)
Diese erfiillen die PCAC-Relation bis auf Cutoff-Effekte,
OuAE = (my, + my) P (4.36)

Die Verbesserung der Felder bleibt gleich bis auf die Tatsache, dass jetzt der
Mittelwert der subtrahierten nackten Quarkmassen mit b4 bzw. bp multipliziert
wird. Der verbesserte Axialstrom hat demnach die Form

1
(AR)Z: =74 |:1 + bAﬁ(amq,l + amq,g)] (A[)i: , (4.37)
und analog gilt fiir die pseudoskalare Dichte
+ 1 +
(Pr)" =Zp [1 + bpg(amq,l + amq,Q)] (Pr)™. (4.38)

In Abschnitt 4.4 wird gezeigt, dass die Abhingigkeit von den Massen derart ist,
dass b, und b4 — bp unabhingig voneinander bestimmt werden kénnen.

4.2 FErwartungswerte von Operatoren

Mit dem Schrédingerfunktional lassen sich Erwartungswerte von Operatoren
berechnen. Dazu wird ein Operator O betrachtet, der aus einem beliebigen
Produkt von Feldern im Inneren des Volumens und auf dem Rand besteht.
Man identifiziert — wie in der Formulierung der Quantisierung mit Funktional-
integralen iiblich — die Felder mit Funktionalableitungen nach Quelltermen.
Die Wirkung erhélt zusétzlich den fermionischen Quellterm [34],

Dann identifiziert man
) - )

Diese Wahl ist sofort einsichtig, da aus

0 5.5 T S-S
—e s = —1pe s 4.41
50(2) 24
sofort 5
-S-S TS
—e s = —e 4.42
577(x) 7_]:7]20 ( )



4.3. Korrelationsfunktionen

folgt. Neben den Eichfeldern und den Quark- und Antiquarkfeldern kann O
auch Randfelder enthalten, die in Ableitungen nach den Quelltermen auf dem
Rand iibergehen [31]:

0 _ 0
C(x) — p(x)’ ((x) - ma (4.43)
/ 0 i)y 0

Jetzt ist der Erwartungswert des Operators O durch

©) = {5 [DUDTD 0 e ssssssonay
p'=p'=p=p=n=n=0
(4.45)

gegeben. Die numerische Berechnung von Erwartungswerten erfolgt in dieser
Arbeit ausschlieilich im Rahmen der Valenzquarknidherung, sieche Abschnitt
2.9.

4.3 Korrelationsfunktionen

Im Formalismus des Schrodingerfunktionals lassen sich auch Korrelationsfunk-
tionen definieren. Eine wichtige Anwendung der im vorangegangenen Abschnitt
4.2 beschriebenen Berechnung von Erwartungswerten im SF ist die Berechnung
von Korrelationsfunktionen fiir verschiedene Quarkbilineare.

4.3.1 Korrelationsfunktionen des Axialvektorstroms

Fiir die in Abschnitt 4.1 definierten bilinearen Bildungen definiert man

fa(zo) = 62 Y137 ((2)), (4.46)
fr(zo) = SZ (P(x 7((2)). (4.47)

Die Korrelationsfunktionen enthalten jeweils vier fermionische Felder; zwei auf
dem Rand (¢ und ¢) und zwei im gesamten Volumen definierte. Die Summen
laufen iiber das rdumliche Volumen. Das fiihrt zu

falzo) = —a®> Hb(@)rorsm(@) ((y)wss 2 C(=),  (4.48)
fe(zo) = —a®) ()13 (@) C(y)1557° ((2)), (4.49)

mit den Definitionen fiir A3, (4.4) und P? (4.11). Die Grassmann-Integrationen
iiber den fermionischen Anteil der Funktionalintegrals werden jetzt explizit aus-
gefiithrt. Nach dem Wick-Theorem fiir Fermionen [35] ergeben sich Ausdriicke,

43
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die nur noch fermionische Zweipunktfunktionen enthalten,

falzo) = 62 (Te{[¢ ()9 (2)] Fyors [ (x)C (¥)] s e, (4.50)
fr(zo) = —aﬁz (Tr{[¢(2)9 ()] ry5[4(2)C (¥)] Y5 e (4.51)

mit
(O)e = I fDDU] OeeSzG[U] (4.52)

Die Kontraktionen der Quark-Felder lassen sich durch Propagatoren S(z) vom
Rand bis zum Punkt x ausdriicken. S ist definiert durch

ZQ Yy, ® = KU'(0,%;0)75 Py, (4.53)

wobei @ die Fermionmatrix (2.75) ist. In die Normierung K geht auch der
Verbesserungskoeffizient ¢; ein, sieche Abschnitt 2.8.4. Somit nimmt die Korre-
lationsfunktion f4 die Form

Falzo) = ~a3 S (T {5 (@)nS(@)})a (4.54)

X

an.

T )
~

time

\_Z
space

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Korrelationsfunktionen im Schrédinger-
funktional. Die unregelmifigen Linien reprisentieren die Trajektorien eines
Quarks und eines Anti-Quarks, die zur Zeit zp = 0 entstehen und sich am
Punkt x gegenseitig vernichten.

Um f4 explizit zu berechnen stellt man die Projektoren P, in der chiralen Basis
[34] dar:

P_ ;(1—70) 1(1 i) P+=%(1+’)’0)=%<_i _i>.(4.55)
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Im Folgenden stehen die griechischen Indizes fiir Elemente im Colour-Raum und
die grofien lateinischen Buchstaben fiir Dirac-Indizes. Aus Gleichung (4.53) folgt
mit P, P_ = 0 sofort SP_ = 0, oder in Komponentenschreibweise

Sa1+ Saz =0, Sao+ Saq =0. (4.56)

Das reduziert die Anzahl der unabhingigen Elemente von S = (Sap) auf die
Halfte. Die Summation iiber den zweiten Diracindex C' lauft also nur noch von
1 bis 2:

2
falwo) ==Y D Sinye(@) 0S(@)ssnc)a: (4.57)

x C=1v,8,B

Die Matrix A = ST4(S hat vier unabhingige Komponenten und nimmt mit
aus (A.7) die Gestalt

A= (_“ ¢ ) mit ¢ € C2*2 (4.58)

a a

an. Fiir die Elemente von a erhilt man

ay1 = —2Re(S] 831 +51,54), (4.59)
ay = —(S:5851 + SiSu + SiiSu + Sisu), (4.60)
ary = (a21)" = —(851285 + 855 + 55,57 + 5,555, (4.61)
azy = —2Re(S],53 + S1,54). (4.62)

SchlieBlich verbleibt fiir den in die Monte-Carlo-Simulation eingehenden Aus-
druck fiir f4:

fa(wo) = 20> Re[S],S31 + S, Su1 + 81,832 + S1,Su2))c- (4.63)

Die Rechnung l&sst sich analog fiir fp wiederholen. Man erhélt fp, wenn man
in Gleichung (4.57) 7o durch —1 ersetzt.

4.3.2 Korrelationsfunktionen des Vektorstroms

Fiir die Korrelationsfunktion des Vektorstroms (4.3)

3
kv(zo) = =35> Y (@) nsm™((2) (4.64)

ist ein dhnliches Vorgehen mdoglich. Mit der Definition des Propagators vom
Rand zum Punkt z (4.53) lidsst sich auch hier nach erneuter Anwendung des
Wickschen Theorems die Darstellung

3
k(o) = 530 Y AT (@)@ (4.65)

k:l X
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finden.

Die einzelnen Summanden der Summe iiber £ haben aber durch die y-Matrizen
(A.7) eine unterschiedliche Struktur. Man erhélt

~ _ b —b
B = 58ty 8= (_b b) mit b € C**% (4.66)
b = SSu+ 8385 — S8y — Sils
12941 229031 32021 42°11,
by = SHS41 + 551531 - 551[521 - SHSM,
bia = S{§S42 + 555532 - 5;;522 + SZ;SQ,
by = SHSQ + 551532 - 5;1[522 + Sﬂsma
_ at.a_ | ¢ —¢ . 2%2
C = %S'ypnsS= ( . e ) mit ¢ € C**%, (4.67)

e = —(SHSu + Sih S + 5318y — Siisn),
1 = 2Re(SﬂLSM - 551531%
Cclg = 2Re(SI‘2‘.S42 - 555532)7

cp = 51‘1542 - 551532 - S;IS% + 521512,
— Qt~. @ d —d . 22
D = ~3S5"38 = 4 —d mit d € C**% (4.68)

dii = 871831 — 8311 + S3lSu + Sj) S,

dyy = —53531 + 5;;541 + 5;:;511 + 523521,
diy = (do)T = —=81585 + 992851 + 55,51 + S42531,
dyy = —S}3Sa0+ SyhSi2 — SyiSas + SihSao.

Nach Summation und einigen Umformungen ist das Resultat fiir die Vektor-
stromkorrelationsfunktion

kv (z0) = 203" Re Tx[S}] (2542 — S31) + S33(2S51 + Si2) + Spi Sar + SihSa))e.

(4.69)
Zur Verbesserung von ky wird spéter noch die Tensor-Korrelationsfunktion

3
kr(zo) = =5 Y Y (Tin(@)C () me37°¢(2) (4.70)
k=1 y,z
mit
T;L,(:E) = Z.E(x)o'uu%TaT/J(l') (4.71)

benotigt, wobei der Tensor oy, in (A.11) definiert ist.
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4.3. Korrelationsfunktionen

4.3.3 Korrelationen zwischen Randfeldern

Wenn man die Korrelationsfunktion zwischen zwei Feldern auf den gegeniiber-
liegenden Randflichen betrachtet, erhélt man

—/

fi=-s1s P 0 )Ty (A7)

Die Rand-Rand-Korrelation f; tragt keine zo-Abhéngigkeit und wird zur Nor-
mierung abgeleiteter Groflen benutzt, insbesondere um die multiplikative Re-
normierung der Randfelder herauszukiirzen.

T

time

\_2
space

Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Korrelation zwischen Randfeldern im
Schrodingerfunktional. Ein Quark-Antiquark-Paar entsteht bei zy = 0 und pro-
pagiert zu xg = T

4.3.4 Korrelationsfunktionen mit nichtentarteten Quarkmassen

Die Vorgehensweise, die in den letzten beiden Abschnitten erliutert worden ist,
lasst sich auf den Fall nichtentarteter Quarkmassen verallgemeinern. Insbeson-
dere sollen im folgenden Korrelationsfunktionen mit einer leichten Quarkmasse
my und einer schweren Quarkmasse my, betrachtet werden.

Mit den Definitionen aus Abschnitt 2.9 und dem Quellterm auf dem Rand
O* = O' £i0? werden Korrelationsfunktionen mit nichtentarteten Quarkmas-
sen definiert.

(o) = —3(Af (2)07), P (x0) = —3(P*(2)07) (4.73)
mit
0 =a®) {(y)1s37¢(2). (4.74)

y!z
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Auch fiir diese Korrelationsfunktionen lisst sich eine nackte Strommasse durch

_ Oof3{ (o) + acad3d0 7 (x0)

ij — (4.75)
2fp (o)
definieren. Die Verallgemeinerung von Gleichung (4.31) lautet
mij = Z |5 (mgi+mgg) + Sb (amg; +amg;)
1
_Z(bA —bp)a(mg,; + mq,j)Q] +0(a?). (4.76)

In der Analyse werden auch PCAC-Massen mit verbesserten Ableitungen be-
trachtet [37]. Dazu ersetzt man in Gleichung (4.75)

< < 1
d — O <1 — gcﬂa;;a[]) , (4.77)
88(80 — 8380 (1 — %Cﬁaga[)) . (4.78)

Diese Verbesserung verkleinert die Fehler der Gitterableitung auf O(a4).

4.4 Berechnung der Verbesserungskoeffizienten aus
den PCAC-Massen

Im Abschnitt 4.1.4 sind die Verbesserungskoeffizienten b4, bp und b, definiert
worden. Das Ziel ist im Folgenden, diese Gréfien aus den grundlegenden Grofien,
die von der Monte-Carlo-Simulation ausgegeben werden, herzuleiten. Die pri-
méiren Grofen sind hier die Korrelationsfunktionen f4 (4.46) und fp (4.47).
Als erste sekundére Grofie lisst sich die PCAC-Masse m;; (4.75) ableiten, auf
die die Verbesserungskoeffizienten zuriickgefiihrt werden sollen.

Um jetzt die Verbesserungskoeffizienten b,,, und b4 —bp sowie die Renormierungs-
konstante Z zu isolieren, betrachtet man die Kombination

2amip —amy; — amgy = f(amg1,amg2), (4.79)

die eine analytische Funktion der subtrahierten nackten Quarkmassen ist [27].
Weiterhin ist f symmetrisch bei Austausch der Argumente, f(z,y) = f(y, ),
und verschwindet fiir £ = y. Somit kann f in eine Reihe der Form

oo

flay) = (=9 Y ez —9)*"(z +y)" (4.80)
n,k=0

mit reellen Koeffizienten ¢, entwickelt werden. Insbesondere ist
1
Coo — ZE(bA - bp) (4:8].)
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PCAC-Massen

bis zu Termen von O(a), die nicht von den Quarkmassen abhéngen [27]. Setzt
man Gl (4.76) in die Definition von f ein, ergibt sich

flamgi,amg2) = Z|amgy +amga + bm(a2mg’1 + Gng,Q)
1 2 2
— E(bA — bp)a (mq,l + mq’Q)

2.2 2.2
—amg1 — bpamy, + (bg — bp)amy

—amgo — bma2mg’2 + (ba — bp)ang’Q +0(a?)
1
= 5Z(ba- bp)a®(mg1 — mg2)® + O(a®) . (4.82)

Die Bestimmung von b4 — bp erfordert es nun, die Differenz

amii — amaz = glamg,1, amy) (4.83)
in eine Reihe der Form
o0
g(x,y) = (x =) Y dur(z — )" (z +y)" (4.84)
n,k

mit dpg = Z zu entwickeln. Analog zu Gl. (4.82) erhélt man

1= (ba — bp)am2

2
glamgi,amy2) = Z [amq,l + bpam o1

a
—amg + bmamg’Q — (ba — bp)amg’g] +0(a?)
= Z[1+ (b — ba +bp) (amg, + amy)| %
(amg1 — amg2) + O(a?) . (4.85)
Somit definiert man das Verhéltnis

2(2mi2 — my; — ma2)

Rar = ¢ (4.86)

mi1 — mag)(amg1 — amg )

als eine Abschitzung fiir den Koeffizienten by — bp bis zu Termen von
O(amg,1 + amg2) und quarkmassenunabhingige Gitterartefakte von O(a),

Z(ba —bp)a(mgy — mq,2)2
Za(mg — mg,)?

Rap = +0(a?), (4.87)

Rap =bs —bp + O(amq,l + amq,g). (4.88)

Fiir die Abschitzung von b, erweist es sich als niitzlich, eine dritte Quarkmasse,

1
5 (mq,1 + mq’Q) y (489)

mg,3 =
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gegeben durch den Mittelwert der ersten beiden, einzufithren. Mit der gleichen
Methode wie vorher lasst sich b,,, ausdriicken durch

4(my2 — mg3)

R, = . 4.90
" (may — mag)(amgy — amygs) 20
Hier gilt fiir den Zahler
1 1 9 1 9
4(mig —m33) = Z §mq,1 + qug + Ebmamq’l + §bmamq’2
1
- Z(bA — bp)a(mg, + mq,2)2 —Mg3
— bmamg’g, + (bg — bp)amg’z; + O(aQ)
= Zbpa(mg1 —mg2) +0(a?), (4.91)
so dass analog zu by — bp gilt
Ry = by + O(amg,1 + amg2). (4.92)
Abschlieflend lisst sich auch die Renormierungskonstante Z durch
Ry= =2 4 by — bp — by)(amiy + amis) (4.93)
Mgq,1 — Mgq,2
abschitzen. Fiir die korrekte Wahl von by — bp — b, gilt nach (4.85)
Rz = Z +0(a?). (4.94)

4.5 Numerische Ergebnisse

4.5.1 Strategie

Die Bestimmung der Verbesserungskoeffizienten b, und b4 — bp und der Re-
normierungskonstante Z soll fiir kleinere Kopplungen als bisher (/3 zwischen 7.4
und 8.2) bestimmt werden. Die Anwendung auf Systeme mit schweren Quarks
benétigt diesen Parameterbereich. In der bisher vorliegenden Arbeit zu den
diesen Groflen [27] wurde als Renormierungsbedingung L/ry konstant gehal-
ten. Der phinomenologische Parameter r( [23, 24] ist fiir die kleinen Kopplun-
gen dieser Arbeit nicht bekannt. Es wéire notig gewesen, von den existierenden
Daten zu extrapolieren, wodurch zusétzliche Unsicherheiten in die Ergebnis-
se eingebracht worden wiren. Deshalb wird in dieser Arbeit eine andere Wahl
getroffen.
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Der Parameter 5 — und damit auch gy — wird so gewéhlt, dass die renormierte
SF-Kopplung auf einem festen Wert

g =24 (4.95)

gehalten wird. Entlang dieser Linie konstanter Physik verliuft die gesamte
Rechnung. Beim Festlegen der Werte fiir S kann auf die bereits erwihnte Arbeit
zur Quarkmassen-Renormierung [22] zuriickgegriffen werden.

4.5.2 Simulationsparameter

Die Rechnungen werden auf hyperkubischen Gittern der GroBe L? x T mit
T = %L und L/a = 12, 16, 20, 24 und 32 durchgefiihrt. Das 20er-Gitter muss
aufgrund der Maschinentopologie der APEmille-Rechner am DESY Zeuthen
zwischen L/a = 16 und L/a = 24 interpoliert werden.

Die verwendete Wirkung ist die mit dem SW-Term verbesserte Wirkung mit
Wilson-Fermionen. Die Rechnung verwendet die Valenzquarkn&herung. Der in
(2.44) definierte Winkel fiir den Phasenfaktor wird auf § = 0.5 gesetzt. Der
zum Verbesserungsterm gehdrige Koeffizient csyy ist in dieser Ndherung nicht-
perturbativ bekannt [17]:

1 — 0.454g3 — 0.175g5 + 0.012¢5 + 0.045g5

4.96
1 —0.720g2 (4.96)

Csw =
Der rationale Fit durch die numerischen Daten ist fiir 0 < gy < 1 giiltig und
geht fiir kleine Kopplungen in die Resultate der Stérungstheorie iiber. Die Ver-
besserungskoeffizienten, die die Randeffekte kompensieren sollen, werden beide
auf ihre storungstheoretischen Ergebnisse gesetzt:

ci(go) = 1—0.089¢2 — 0.030g;, (4.97)
élgo) = 1—10.018¢7. (4.98)

Die Resultate entstammen der urspriinglichen Arbeit zum Schrédingerfunktio-
nal der reinen Eichtheorie [1] und einer Zwei-Schleifen-Rechnung zur QCD im
SF [36].

Die Simulationen werden bei zwei verschiedenen Parametersédtzen durchgefiihrt.
Fiir das leichte Quark wird jeweils k = k. gesetzt, so dass die nackte Strommasse
Lmy sehr klein bleibt. Sie verschwindet nicht vollig, da die Werte fiir &, die
wiederum [22] entstammen, mit der zeitlichen Ausdehnung 7' = L und nicht
mit T = %L gerechnet worden sind.

Beim ersten Datensatz wird kj so gesetzt, dass Lmos = 0.45 ist. Der zweite
Datensatz wird mit kleineren rp, also einer gréfleren Masse gerechnet. Hier
wird die Strommasse des schweren Quarks auf Lmaoy & 2.5 eingestellt.
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Um Rundungsfehler zu minimieren, wird der Hopping-Parameter k3, fiir die
dritte zur Berechnung von b, benétigte Quarkmasse (4.89), intern vom Pro-
gramm berechnet. Aus dessen Definition,

1

R 4.99
: 2amg + 8’ (4.99)
folgt mit mo3 = %(m[),l + mo,2)
2/61/4,2
= . 4.100
K3 K1 T Ko ( )

Dies ist im Gegensatz zur urspriinglichen Bestimmung der Verbesserungskoef-
fizienten [27] mo6glich, da die jetzt verwendeten APEmille-Rechner iiber doppelt
genaue FlieBkomma-Arithmetik verfiigen. So ist der Fehler durch das maschinen-
bedingte Abschneiden von k3 zu vernachléssigen.

Set L/a Statistik I} K1 amiy Lmq;

A, 12 896 7.4082 0.133961 0.0028(1) 0.0336(7)
B 16 393 7.6547 0.133632 0.0010(1) 0.0162(6)
Ci* 16 745 7.8439 0.133373  0.0005(1) 0.0084(5)
b 24 278 7.8439  0.133373  0.0005(1) 0.0116(6)
D, 24 321 7.9993 0.133159 0.0004(1) 0.0105(5)
B 32 171 82415 0.132847 0.0002(1)  0.0079(5)
A, 12 896  7.4082 0.133961 0.0028(1) 0.0336(7)
By 16 393 7.6547 0.133632 0.0010(1) 0.0162(6)
Cot 16 745 7.8439  0.133373  0.0005(1) 0.0084(5)
Cxt 24 278 7.8439 0.133373 0.0005(1) 0.0116(6)
Dy 24 321 7.9993 0.133159 0.0004(1) 0.0105(5)
Ey, 32 171 8.2415 0.132847 0.0002(1) 0.0079(5)

Tabelle 4.1: Parameter fiir das leichte Quark
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Set L/a B Ko amas Lmos
A, 12 74082 0.132728 0.0398(1) 0.4778(7)
B 16 7.6547 0.132711 0.0289(1) 0.4621(7)
Ci* 16 7.8439 0.132440 0.0288(1) 0.4610(5)
Cib 24 7.8439  0.132767 0.0189(1)  0.4546(6)
D1 24 7.9993 0.132553 0.0189(1) 0.4539(5)
B, 32 82415 0.132395 0.0141(1) 0.4508(5)
A, 12 7.4082 0.126040 0.2258(1) 2.7100(6)
By 16 7.6547 0.128028 0.1632(1) 2.6112(6)
Oy 16 T7.8439 0.129018 0.1284(1) 2.0537(4)
Oy 24 7.8439 0.129018 0.1284(1) 3.0823(5)
Dy 24 7.9993 0.129595 0.1061(1) 2.5456(5)
B, 32 82415 0.130246 0.0782(1) 2.5035(5)

Tabelle 4.2: Parameter fiir das schwere Quark

4.5.3 Korrelationsfunktionen

Die grundlegenden Groflen, die von dem Simulationsprogramm berechnet wer-
den, sind die Korrelationsfunktionen f4(zo) (4.46) und fp(z¢) (4.47). Sie wer-
den bereits im Programm iiber das Raumvolumen einer Zeitscheibe gemittelt
und fallen exponentiell ab.

1,5+ _

22

0,5+ _

Abbildung 4.3: Beispiel fiir eine Korrelationsfunktion: ffﬁ, gerechnet mit L/a =
16 und k9 = 0.132711. Die statistischen Fehler sind kleiner als die Symbole. Die
Linie dient nur zur Veranschaulichung des funktionalen Verlaufs.
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4.5.4 Bestimmung der statistischen Fehler

Die statistische Unsicherheit der Korrelationsfunktionen und der abgeleiteten
Grofen wird mit einer Jackknife- Analyse bestimmt [11]. Hierfiir werden aus den
Rohdaten sogenannte Jackknife-Samples erstellt, die die Grundlage fiir die wei-
tere Datenanalyse bilden. Fiir einen Datensatz x1,...,x, besteht ein Jackknife
Sample 7; aus dem Mittelwert der {z;};2;. Es gilt also

1 n
ij = > @ (4.101)
=1

n—14%
i£]

Anstelle der Rohdaten werden jetzt die Jackknife-Samples benutzt, um abge-
leitete Groflen und deren Fehler zu berechnen. Fiir eine sekundire Grofie,

A = A() (4.102)

errechnet sich der Mittelwert A iiber die n Messungen aus

- 1
A=-3"4, 4.1
'y 10

aa= |n1 S (A - 42 (4.104)

Der Jackknife-Fehler ist fiir Analysen von korrelierten Datenséitzen verlésslicher
als die {ibliche Standardabweichung. Prinzipiell sind die aufeinander folgenden
Daten einer Monte-Carlo-Simulation korreliert. Die Korrelationen nehmen mit
wachsender Monte-Carlo-Zeit zwischen den betrachteten Messungen ab. Um zu
starke Korrelationen zwischen den einzelnen Messwerten auszuschlieflen, wird
nur bei jedem zwanzigsten Eichfeld-Update eine Messung durchgefiihrt. So ist
sichergestellt, dass der zeitliche Abstand gréfier ist als die integrierte Autokorre-
lationszeit, die ein Mass fiir die Dauer von Korrelationen in MC-Simulationen ist
[38]. Alle im Folgenden angefithrten Messunsicherheiten sind durch Jackknife-
Analysen ermittelt.
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4.5.5 PCAC-Massen

Aus den O(a)-verbesserten Korrelationsfunktionen

(f D) r(wo) = £ (w0) + cadofg (w0) (4.105)

erhilt man die PCAC-Massen in Abhéngigkeit von zy durch Gleichung (4.75).

Wie Abbildung 4.4 verdeutlicht, zeigen die Strommassen ein deutliches Plateau
im Inneren des betrachteten Volumens. Die in den Tabellen 4.1 und 4.2 ange-
geben Werte der Massen sind durch Mittelung iiber das mittlere Drittel des

Volumens, also von % bis %, bestimmt worden.
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2 0,1+ 44k, =0128028
8 L A
0,05~ i
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[ IR T T TR TR T M
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345678910 11X12 131451617 18 19 20 2:
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Abbildung 4.4: PCAC-Massen fiir L/a = 16, 393 Messungen.

Es hat sich gezeigt, dass die Wahl der Gitterableitung einen groflen Einfluss
auf die Verbesserungskoeffizienten, insbesondere by — bp, hat [27]. Sdmtliche
bisherigen Ergebnisse fiir die PCAC-Massen sind mit den verbesserten Gitter-
ableitungen (4.77) gerechnet.

Um zu illustrieren, dass die Simulationen fiir die gleichen physikalischen Bedin-
gungen durchgefiihrt werden, wird die dimensionslose PCAC-Masse Lm gegen
die Gitterauflsung a/L aufgetragen.
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Abbildung 4.5: Die Abbildung zeigt, dass bei konstanter Physik gerechnet wur-
de.Die ausgefiillten Symbole entsprechen den nackten Stromquarkmassen und
die leeren den renormierten Quarkmassen.

4.5.6 Resultate fiir b,,

B 9% bin (Set 1
7.4082  0.8099 —0.6217(17) —o 5401(4)
7.6547 0.7838 —0.6218(27) —0.5621(7)
7.8439 0.7649 —0.6228(28) —0.5744(9)

(27) (8)
(32) (9)

m (Set 2)

7.9993 0.7501 —0.6260(27) —0.5811(8
8.2415 0.7280 —0.6312 —0.5927(9

Tabelle 4.3: Resultate fiir b,,,. Die statistischen Fehler sind beim zweiten Da-
tensatz kleiner, weil er groflere Quarkmassen hat, die sich leichter simulieren
lassen, da die Propagatoren nicht so stark fluktuieren.

Der Verbesserungskoeffizient fiir die renormierte Quarkmasse b, wird nach
(4.90) aus den PCAC-Massen bestimmt. Wie erwartet zeigen die beiden Re-
normierungsbedingungen deutlich unterschiedliche Gittereffekte. Der Einfluss
der jeweiligen Gitterableitung auf b,, ist nicht sehr groff. Dennoch stimmen
die Ergebnisse nicht innerhalb der Fehler iiberein. Abbildung 4.7 zeigt die Er-
gebnisse einer Simulation mit L = 12 und 7' = 18. Die Parameter sind die
dazugehorigen aus dem ersten Datensatz, sieche Tabellen 4.1 und 4.2. Die Dif-
ferenz der b, mit den verschiedenen Gitterableitungen ist von der Ordnung a
und verschwindet somit im Kontinuumslimes. Fiir weitere Anwendungen wer-
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[~
-0, 5
= published dat:
A setl
i ° o set2 1
-0,55— — fit function n
i . —— 1storder pert] A

i I R R S B P
0.7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1

Abbildung 4.6: Die Quadrate sind die Daten aus [27], die Dreiecke sind der Da-
tensatz mit Lm = 0.45, die Kreise der mit Lm = 2.5. Die durchgezogene Linie
ist ein rationaler Fit aus [27], der fiir kleine Kopplungen gegen das perturbative
Ergebnis (gestrichelte Linie) geht.
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Abbildung 4.7: by, als Funktion von zy fiir L/a = 12, 1216 Messungen. Die
Quadrate sind mit gewohnlichen Gitterableitungen (4.13), die Kreise mit ver-
besserten Ableitungen (4.77) gerechnet.
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den ausschlieBlich die Daten fiir b, verwandt, die mit verbesserten Ableitungen
gerechnet worden sind.

4.5.7 Resultate fiir by — bp

Die Differenz der Verbesserungskoeffizienten b4 und bp ist in dem untersuch-
ten Bereich der Kopplung sehr klein. Sie wird nach (4.86) bestimmt. Gerade
fiir Anwendungen mit kleinen Quarkmassen ist der Beitrag durch das Produkt
a(by — bp)my im Vergleich zu den typischen statistischen Unsicherheiten i.A.

vernachléssigbar.
B 98 ba —bp (set 1) by — bp (set 2)
7.4082 0.8099  —0.0008(14) 0.0489(3)
7.6547 0.7838  —0.0059(22) 0.0239(5)
7.8439 0.7649  —0.0057(23) 0.0151(6)
7.9993 0.7501  —0.0072(21) 0.0103(5)
8.2415 0.7280  —0.0077(25) 0.0051(6)

Tabelle 4.4: Resultate fiir by — bp. Set 1 ist bereits fast konstant, Set 2 fallt
innerhalb des untersuchten Bereichs stark ab.

02—
= published data
4 setl 3
i * set2
0,15— — fit function
B —— 1st order pert.

Abbildung 4.8: Die Quadrate sind die Daten aus [27], die Dreiecke sind der
Datensatz mit Lm = 0.45, die Kreise der mit Lm = 2.5.
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4.5.8 Resultate fiir Z

Die Renormierungskonstante Z wird nach (4.93) bestimmt. Hier geht bereits
die jeweils richtige Wahl fiir b4 — bp — by, ein. Die relativen statistischen Unsi-
cherheiten sind fiir diese O(a)-verbesserte Grofie deutlich kleiner.

B g% Z(setl) )
7.4082 0.8099 1.0941(3) (2)
7.6547 0.7838 1.0916(3) (2)
7.8439  0.7649 1.0900(3) 1.0867(2)

(2) (1)
(2) (1)

7.9993 0.7501 1.0882(2
8.2415 0.7280 1.0859

Tabelle 4.5: Resultate fiir Z. Die Unterschiede der beiden Sets liegen hier nur
bei maximal einem Prozent.

1!11'"'I""I""I""I""I""
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- ° set2
[ -~ — fit function
—— 1st order pert
1,06} y
PR R R RS ST R
0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1
9

Abbildung 4.9: Die Quadrate sind die Daten aus [27], die Dreiecke sind der
Datensatz mit Lm = 0.45, die Kreise der mit Lm = 2.5.
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4.5.9 Gittereffekte

Vergleich der beiden Datenséitze

Aus dem Vergleich der unter den zwei Renormierungsbedingungen Lmj, = 0.45
und Lmy = 2.5 gewonnenen Werte fiir die Gréflen by — bp, by, und Z lassen
sich die Auswirkungen der Gitterdiskretisierung abschitzen. Die Gitterartefak-
te sind fiir by — bp und by, proportional zur Gitterauflésung a/L. Fiir Z haben
sie nur O(a?) fiir die richtige Wahl der vorher berechneten Verbesserungskoef-
fizienten.

O:""""""""""""""'"""""""""":
-0,01F =
-0,02 =
0,0% =
-0,04F L] E

=5 o08 - E

< i 1
-0,06f - =
0,07 =
0,08 . =
-0,09% =

- E....I....I....I....I....I....I....I....I....I....'
0. ™"0,01 0,02 0,03 004005 0,06 0,07 0.08 009 0
allL

Abbildung 4.10: R,, (set 1) - R, (set 2) gegen a/L

Um den Effekt sichtbar zu machen, trigt man die Differenz der beiden Da-
tensitze gegen a/L, bzw. gegen (a/L)? auf. Der Graph in 4.10 zeigt fiir b, zwar
das erwartete Verhalten fiir a gegen null. Die Differenz der Sets wird klein, auch
wenn sie nicht streng linear gegen Null geht. Im néichsten Diagramm 4.11 zeigt
sich fiir b4y — bp ein ahnliches Verhalten.
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Abbildung 4.11: Rap (set 1) - Rap (set 2) gegen a/L

Fiir Z ist in Abbildung 4.12 schlieBlich ein lineares Verhalten in (a/L)? zu
erkennen, wie es fiir eine O(a)-verbesserte Grofie zu erwarten ist.
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Abbildung 4.12: Z (set 1) — Z (set 2) gegen (a/L)?
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Vergleich der verschiedenen Gitterableitungen

Eine weitere Moglichkeit den Einfluss der Gitterartefakte abzuschitzen ist der
Vergleich der Standardgitterableitung (4.13) mit der verbesserten Gitterablei-
tung (4.77). Auch hier sollten im Kontinuumslimes die gleichen Ergebnisse her-
auskommen. Da der Effekt fiir b,,, und Z sehr klein ist, betrachte ich hier nur
ba — bp. Fiir beide Datenséitze wird jeweils

ARap = Rap(std. Abl.) — Rap(verb. Abl.) (4.106)

gegen a/L aufgetragen. An der grofleren Steigung fiir Set 2 werden die stirkeren

04—
s+ gset ]
—e set 2
0,3 _
a
o
1
Q<02— .
p —
< ]
0,1_ / -
0-....I....I....I....I....I....I....I....I....-
0 0,01 0,02 0,03 0,040,05 0,06 0,07 0,08 0,0

allL

Abbildung 4.13: AR 4p. Die Kreise entsprechen dem ersten Datensatz, die Qua-
drate dem zweiten. Im Kontinuumslimes verschwinden beide Differenzen.

Gitterartefakte bei grofileren Quarkmassen deutlich. Das Verhalten ist fiir beide
Datensétze in guter Ndherung linear und AR 4p verschwindet fiir a/L — 0. So-
mit ist die O(a)-Verbesserung der Theorie inklusive der Wahl der Koeffizienten
ca und cgyw korrekt vorgenommen worden.

4.5.10 Universalitit des Kontinuumslimes einer geeigneten Ob-

servablen

Die bisher erzielten Ergebnisse liegen fiir zwei verschiedene Renormierungsbe-
dingungen — Lmgo = 0.45 und Lmgy = 2.5 — vor. Wie im vorangegangen Ab-
schnitt gezeigt, unterscheiden sich die Werte fiir die Verbesserungskoeffizienten
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4.5. Numerische Ergebnisse

um Terme der Ordnung a. Um die Konsistenz dieses Verfahrens zu illustrieren,
wird eine geeignete Observable mit beiden Resultaten fiir b,, und Z berechnet.
Dazu wird eine effektive Masse bestimmt, die aus dem exponentiellen Abfall der
verbesserten Korrelationsfunktion f4 resultiert. Die Grofie I'™', die bereits in
(3.18) definiert worden ist, wird fiir einen festen Wert der Quarkmasse (z = 9.0)
ermittelt, in dessen Festlegung die beiden Datensétze fiir b,, und Z eingehen.

LXFrel
A B D E a— 0

Set 1 || 7.022(4) | 6.553(5) | 6.386(8) | 6.335(8) | 6.258(9)
Set 2 || 6.639(2) | 6.436(4) | 6.347(8) | 6.273(15) | 6.254(12)

Tabelle 4.6: Vergleich von L x I'™ fiir die beiden Datensétze. Die letzte Spalte
enthilt den Kontinuumslimes, fiir dessen Bestimmung die drei Punkte B, D
und E verwendet worden sind.

| | | | ! | | | |
7+ © -
6,8
©
—
—16,6F
6,4+
e setl
3 = set2
6,2

L | L | L | L | L | L | L |
0 0,001 0002 0003 0,0040,005 0,006 0,00;
(a/L)?

Abbildung 4.14: LxT" gegen (a/L)? fiir = 9.0. Die Kreise sind mit dem ersten
Datensatz fiir b,;, und Z bestimmt worden, die Quadrate mit dem zweiten.

Die Kontinuumsextrapolationen fiir I'**!(z = 9.0) stimmen im Rahmen der Feh-
ler iiberein. Fiir die anschliefende Bestimmung von '™ in Kapitel 5 wird durch-
gehend der erste Datensatz fiir by, (Tabelle 4.3) und Z (Tabelle 4.5) verwendet.
Da die Unterschiede der beiden Datensétze im Kontinuum verschwinden, ist
dies legitim. Die gewédhlten Renormierungsbedingungen legen b, und Z nur
bis auf Gittereffekte fest, die aber im Kontinuumslimes der Gréfien, in die sie
eingehen, verschwinden.
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Kapitel 5

Nicht-perturbative
Bestimmung von Observablen
in Abhingigkeit von der
Quarkmasse

Die effektive Masse I'"™' (3.18), die aus dem Abfall der Korrelationsfunktion f4
(4.46) bestimmt wird, wird in diesem Kapitel nicht-perturbativ bestimmt. Das
grundlegende Vorgehen ist bereits in Kapitel 3 dargelegt worden.

5.1 Weitere Observable

Im Rahmen der HQET ist es von Interesse, bestimmte Verhéltnisse von Kor-
relationsfunktionen mit Resultaten der QCD zu vergleichen. Ein perturbativer
Ansatz findet sich in [39].

Eine dort untersuchte Observable ist das Verhéltnis der Korrelationsfunktion
des Axialstroms und der Rand-Rand-Korrelation fi. Aus Dimensionsgriinden
muss hier die Wurzel von f; eingehen. Man definiert

Y[ = M, (51)

Vi

mit £}, das in GL. (4.105), und f1, das in GI. (4.72) gegeben ist. Auch hier muss,
um einen Vergleich zu ermoglichen, die renormierte Grofie

Yr = Za(1 + 2abamgp)Yr (5.2)

betrachtet werden. Der Faktor % vor dem Verbesserungskoeffizienten b, tritt
auf, weil Korrelationsfunktionen mit nicht-entarteten Quarkmassen untersucht
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werden, siehe Abschnitt 4.3.4. Die leichte Quarkmasse verschwindet wegen k; =
ke. Das so definierte Yg soll spéter mit seinem Analogon aus der statischen
Theorie X aus [39] verglichen werden.

Daneben wird noch das Verhaltnis von Axialvektorstrom- zu Vektorstromkor-
relation betrachtet. Hier wird

_ fA(T/2)
Rr = m (5.3)

definiert. Die Vektorstromkorrelationsfunktion ky ist in (4.64) gegeben. Sie wird
mit k7 (4.70) verbessert:

ki (o) = kv (z0) + evdokr (o). (5.4)

Der zugehérige Verbesserungskoeffizient cy- ist ebenfalls nicht-perturbativ be-
stimmt worden [40]. Die Renormierung erfolgt separat fiir Zahler und Nenner,

Za(1 + gabamgn)  fA(T/2)

Rp = .
Zv(l + %abvmq’h) k{/(T/2)

(5.5)

Der Kontinuumslimes der so definierten Gréfien Y und Rp soll in Abhéingigkeit
von der Quarkmasse betrachtet werden. Uber die Renormierungsbedingung z =
konstant (3.25) werden die Quotienten analog zu I'™' quarkmassenabhéngig.
Im Grenzfall beliebig grofier Quarkmassen (z — o00) ist zu erwarten, dass der
Betrag von Rp gegen Eins geht, da im statischen Limes aufgrund der Spin-
Symmetrie schwerer Quarks Vektor- und Axialvektorstrom gleich werden.
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5.2. Numerische Simulation

5.2 Numerische Simulation

Die einzige Anderung im Code zur vorherigen Bestimmung der Verbesserungs-
koeffizienten (Kap.4) liegt in der Messroutine. Es werden jetzt auch die Vek-
torstromkorrelationsfunktionen ky (4.64) und die fiir die Verbesserung von ky
benotigte Korrelationsfunktion kr berechnet. Mit der symmetrisierten Gitter-
ableitung (4.13) ergibt sich fir I'"" der Ausdruck

I = lnfi(5 —a) —Infi(5 +a)]. (5.6)
Alternativ kann I'"' auch {iber die logarithmische Ableitung bestimmt werden,
= (A - a) - Ak +a)l /74, (5.7)

Beide Methoden der Berechnung unterscheiden sich um O (a2)—Gittereffekte, da
sie aus der O(a)-verbesserten GroBe f1 abgeleitet sind, und sollten den gleichen
Kontinuumslimes besitzen.

5.2.1 Simulationsparameter

Die Gitterausdehnung wird symmetrisch in Raum und Zeit gewahlt, T' = L.
Das leichte Quark wird erneut mit . aus [22] gerechnet. Der Faktor Zp zur
Renormierung der pseudoskalaren Dichte stammt aus [51]. Z,,, und Z)s ergeben
sich aus der in Abschnitt 4.5.8 bestimmten Renormierungskonstante Z durch

ZA(90)Z(g0)

Zp(go) (5:8)

Zm(QO) =

mit Z4, das aus der Fitfunktion aus [32] entnommen ist. Nach (3.26) wird
fiir die Bestimmung von Z; noch die Step-Scaling-Funktion op benétigt, siehe
Abschnitt 2.3. Die numerischen Werte fiir op bei den jeweiligen SF-Kopplungen
sind in [22] veréffentlicht.

Set | L/a Statistik B Ky Zp Zim Zur

A 12 960 7.4082 0.133961 | 0.6764 1.4014 2.1457
B 16 617 7.6547 0.133632 | 0.6713 1.4205 2.1749
D 24 209 7.9993 0.133159 | 0.6632 1.4476 2.2164
E 32 162 8.2415 0.132847 | 0.6575 1.4659 2.2444

Tabelle 5.1: Parameter fiir den leichten Quarksektor
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Fiir das schwere Quark werden vier verschiedene Hopping-Parameter simultan
gerechnet. Die Werte von xy, sind so gewéhlt, dass die dimensionslose renormier-
te Quarkmasse z = LM, die Werte 5.15, 6.0, 6.6 und 9.0 annimmt. Diese Vor-
gabe erweist sich im Zusammenhang mit der Bestimmung der b-Quark-Masse
als zweckmiBig [50]. Bei gegebenem L und Zj; ldsst sich k; so aus (3.25) be-
rechnen. Im ersten Schritt ergibt sich m, und mit deren Definition (4.24) — bei
gegebenem k. — dann kj,. Hier geht iiber m, = (1 + aby, mq)m, der in Abschnitt
4.5.6 angegebene Verbesserungskoeffizient b, ein. Die erneute Berechnung von
by, und Z war notig, um die Fehler der zu x;, gehorigen Werte von z, das spéter
als Argument der untersuchten Grofien auftritt, zu reduzieren [6].

Set ‘ L/a B K amgp | amgp K
z=05.15
A 12 7.4082 0.133961 0.2000 | 0.2341 0.126055
B 16 7.6547 0.133632 0.1480 | 0.1649 0.127991
D 24 7.9993 0.133159 0.0968 | 0.1035 0.129586
E 32 8.2415 0.132847 0.0717 | 0.0753 0.130242
z=26.0
A 12 7.4082 0.133961 0.2330 | 0.2827 0.124528
B 16 7.6547 0.133632 0.1724 | 0.1964 0.126967
D 24 7.9993 0.133159 0.1128 | 0.1221 0.128964
E 32 8.2415 0.132847 0.0835 | 0.0885 0.129796
z=16.6
A 12 7.4082 0.133961 0.2563 | 0.3200 0.123383
B 16 7.6547 0.133632 0.1897 | 0.2197 0.126222
D 24 7.9993 0.133159 0.1241 | 0.1356 0.128518
E 32 8.2415 0.132847 0.0919 | 0.0980 0.129477
z=29.0
A 12 7.4082 0.133961 0.3495 | 0.5134 0.117762
B 16 7.6547 0.133632 0.2586 | 0.3238 0.122987
D 24 7.9993 0.133159 0.1692 | 0.1924 0.126670
E 32  8.2415 0.132847 0.1253 | 0.1372 0.128175

Tabelle 5.2: Parameter fiir den Sektor der schweren Quarkmasse
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5.2.2 Fehlerabschitzung fiir z bei gegebenem &k,

Die Werte fiir x;, bei gegebenem z (Tabelle 5.2) sind nach (3.37) berechnet
worden. Der Fehler fiir z ergibt sich nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz aus
den Fehlern der Grofien, von denen z abhingt (3.39) . Die Unsicherheiten fiir Z
(Tabelle 4.5) und by, (Tabelle 4.3) sind in Kapitel 4 neu bestimmt worden. Fiir
die iibrigen Grofien werden folgende Unsicherheiten angenommen: AZ4/Z 4 =
0.4%, AZp/Zp = 0.1 — 0.2%, Ah/h = 0.9%. Die verbleibende Unsicherheit

z Az
5.150  0.052
6.000 0.060
6.600 0.066
9.000 0.091

Tabelle 5.3: Die resultierende Unsicherheit in z durch Fehlerfortpflanzung. Die
relativen Fehler liegen sdmtlich knapp iiber 1.0%.

von z wird von den Fehlern der Bestimmung der Renormierungskonstante des
Axialvektorstroms Z4 und des Faktors A dominiert.

Die GroBen, die in Abhéngigkeit von z bestimmt werden, erhalten durch diese
Unsicherheit einen zusétzlichen Fehler. Fiir eine Funktion X (z) errechnet sich
der zuséitzliche Fehler durch

0X
AX = |22
5

. Az. (5.9)

Die Abschitzung des Fehlers fiir z (einschlieflich des Beitrags des Faktors h,
welcher bereits ein Kontinuumsresultat darstellt) wird spéter bei den Endresul-
taten zu beriicksichtigen sein.
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5.2.3 Resultate fiir I'™

Die in (3.18) definierte Grofle I'™' wird nach (5.6) berechnet. Fiir den Konti-
nuumslimes wurden nur die drei groferen Gitter mit L/a = 16,24 und 32 be-
trachtet. Das kleine Gitter mir L/a = 12 zeigt deutliche quarkmassenabhingige
Gitterartefakte und wird deshalb fiir die Kontinuumsextrapolation weggelassen.
Das Verhalten der Mittelwerte und Unsicherheiten der Extrapolation wird in
Abschnitt 5.2.4 genauer untersucht. Der Fit, mit dem der Kontinuumslimes
numerisch bestimmt wird, wird mit der Methode der kleinsten quadratischen
Abweichung (least square fit) durchgefiithrt [41]. Dies gilt fiir alle Extrapolatio-
nen des Abschnitts.

LFrel
2 A B D E a—0
5.15 || 4.025(4) | 3.947(4) | 3.924(7) | 3.903(8) | 3.895(8)
6.0 || 4.619(4) | 4.512(4) | 4.474(7) | 4.451(8) | 4.435(9)
6.6 || 5.049(4) | 4.911(5) | 4.859(7) | 4.833(8) | 4.811(9)
9.0 || 7.022(4) | 6.553(5) | 6.386(8) | 6.335(8) | 6.258(9)

Tabelle 5.4: Ergebnisse fiir L x I'™', die Spalte , a — 0“ enthélt den Kontinu-
umslimes.

w
O
T

I

| L | L | L | L | L | |

0 0001 0,002 0,003 0,0040,005 0,006 0,00/
(a/L)?

Abbildung 5.1: LT gegen (a/L)?. Die ausgefiillten Symbole entsprechen den
Daten fiir L/a = 12,16,24 und 32. Die Kurve ist ein linearer Fit in (a/L)?2, bei
dem L/a = 12 ausgelassen wurde. Die leeren Symbole sind der Kontinuums-
limes. Die Fehler sind kleiner als die Symbole.
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5.2. Numerische Simulation

Die Gittereffekte sind linear in (a/L)2. Die Steigung der Kurven nimmt mit
wachsendem z zu, man beachte die verschiedenen Mafistibe der Ordinatenach-
se. Die verbleibenden Gitterartefakte nehmen — wie zu erwarten — mit der

Quarkmasse zu.

Die Abhéngigkeit von T von der Quarkmasse ldsst sich jetzt aus den extra-
polierten Resultaten ablesen. Um sie zu verdeutlichen, trigt man die im Kon-
tinuumslimes fiir LT' gewonnenen Werte gegen z auf. In Diagramm 5.2 sieht
man, dass die z—Abhéngigkeit iiber den untersuchten Parameterbereich in gu-
ter Ndherung linear ist.

2 5.15 6.0 6.6 9.0
LT (z) | 3.895(8)(25) 4.435(9)(29) 4.811(9)(33) 6.258(9)(47)

Tabelle 5.5: Kontinuumslimes von LI' in Abhéngigkeit von z. Der erste Fehler
ist der statistische, der zweite, deutlich gréfere, resultiert aus der Unsicherheit
in z, vergleiche Abschnitt 5.2.2.

(2]
T
|

L " (Kontinuumslimes)
(4]

N
T
1

" | "
5 6 7 8 9
z

Abbildung 5.2: Der Kontinuumslimes von LI" als Funktion von z.
Die Kurve ist ein linearer Fit durch die Datenpunkte und gentigt der Gleichung
['(z) = 0.755(21) + 0.612(3) - 2.

71
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in Abhéingigkeit von der Quarkmasse

5.2.4 Untersuchung der Kontinuumsextrapolation fiir I

Kontinuumslimes von LI

z 3-Punkte-Fit | 2-Punkte-Fit
5.15 3.895(8) 3.877(20)
6.0 4.435(9) 4.420(20)
6.6 4.811(9) 4.800(21)
9.0 6.258(9) 6.270(22)

Tabelle 5.6: Vergleich der Extrapolationen aus 3 bzw. 2 Punkten

In der Kontinuumsextrapolation (Tabelle 5.4) wurde bisher der Datenpunkt
bei L/a = 12 weggelassen, da er quarkmassenabhéngige Gitterartefakte zeigt.
Im Folgenden wird die Abhéngigkeit der Extrapolation von der Anzahl der
weggelassenen Datenpunkte untersucht. Hierzu wird die Extrapolation mit nur
zwei Datenpunkten (L/a = 24,32) wiederholt, und die Ergebnisse werden fiir
alle vier z—Werte verglichen.

Die Werte stimmen innerhalb der Fehler iiberein. Der Effekt auf die Mittelwerte
des Kontinuumslimes ist also gering. Trotzdem ist es wiinschenswert, in Zukunft
der Rechnung einen weiteren Datenpunkt bei L/a = 20 hinzuzufiigen.

385

'({'i(},'o')dz' So008 T 00
L)2

0 0,001

Abbildung 5.3: LT gegen (a/L)? fiir Werte z = 5.15, 6.0, 6.6, 9.0. Die schwar-
zen Quadrate entsprechen den Daten aus Tabelle 5.4. Die rote Kurve ist der
Fit durch zwei Punkte, die blaue der durch drei.
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5.2. Numerische Simulation

5.2.5 Vergleich mit anderer Definition von I'"*' auf dem Gitter

Neben der bisher verwandten Darstellung fiir I'™*" auf dem Gitter (5.6) als sym-
metrisierte Gitterableitung des Logarithmus von ffl ist auch eine zweite Dar-
stellung mit Hilfe der logarithmischen (Gitter-)Ableitung moglich (5.7). Um
Gitterartefakte in den Ergebnissen fiir I'™ zu untersuchen, wird die Differenz
der beiden Formen betrachtet. Die Extrapolation der Differenz der beiden

z A B D E a—0

5.15 || —0.0951(7) | —0.0511(5) (5) | —0.0128(3) | —0.0001(4)
6.0 || —0.1361(8) | —0.0721(6) (5) | —0.0178(4) | 0.0003(5)
6.6 || —0.1729(9) | —0.0903(7) | —0.0394(6) | —0.0221(4) | 0.0008(5)
9.0 || —0.4361(13) | —0.2006(9) (8) | —0.0459(5) | 0.0063(7)

Tabelle 5.7: Differenz der beiden Gitterdarstellungen von I'™'. Fiir den Konti-
nuumslimes (¢ — 0) wurde der Datenpunkt A (L/a = 12) ausgelassen.

L | L | L | L | L | L | L -

0,001 0,002 0,003 0,0040,005 0,006 0,00%
(a/L)?

Abbildung 5.4: L x AT™ gegen (a/L)? fiir Werte z = 5.15, 6.0, 6.6, 9.0. Die

ausgefiillten Symbole entsprechen den numerischen Daten, die leeren Symbole
der Kontinuumsextrapolation. Die Unsicherheiten liegen innerhalb der Symbole.

Gitterdarstellungen zeigt, dass die Gitterartefakte in der Berechnung von T
nur von der Ordnung a? sind, und dass die beiden Berechnungsvorschriften im
Kontinuumslimes zum selben Resultat fithren.
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5. Nicht-perturbative Bestimmung von Observablen
in Abhéingigkeit von der Quarkmasse

5.2.6 Resultate fiir Yy

Der Quotient Yg (5.2) wird aus den Daten der Monte-Carlo-Simulation berech-
net. Fiir Z4 wird erneut die Fitfunktion aus [32] benutzt. Der Verbesserungs-
koeffizient by ' ist mit Methoden der Stérungstheorie bestimmt worden; die
verwendeten Werte stammen aus [43]. Die in Tabelle 5.8 angegebenen Fehler
sind durch eine Jackknife-Analyse ermittelt worden.

Yr
z A B D E a—0
5.15 || —1.438(6) | —1.438(6) | —1.435(6) | —1.436(6) | —1.434(7)
6.0 || —1.465(6) | —1.462(6) | —1.458(6) | —1.458(6) | —1.457(7)
6.6 || —1.483(6) | —1.477(6) | —1.473(6) | —1.472(6) | —1.470(7)
9.0 || —1.556(6) | —1.530(6) | —1.519(6) | —1.517(6) | —1.512(7)

Tabelle 5.8: Resultate fiir Yr. Die Spalte ,, a — 0“ enthilt den Kontinuumsli-

mes.

-1,45

= e o
[l

-1,55-

>

©Ccoon
[eXoXel ]
F——

|

N NN N

M B 1 1 1
0 0,001 O,

L | L L L L |
002 0,003 0,0040,005 0,006 0,00;
(a/L)?

Abbildung 5.5: Yi gegen (a/L)%. Die ausgefiillten Symbole entsprechen den
numerischen Daten. Die Kurve ist ein Fit durch die Daten fiir L/a = 16, 24

und 32. Die leeren Symbole sind der Kontinuumslimes.

!'Der Einfluss der Wahl von bs auf Yz und Rg ist u.U bei groBen Quarkmassen nicht
vernachléssigbar.
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5.2. Numerische Simulation

5.2.7 Resultate fiir Rp

Das in (5.5) definierte, renormierte, verbesserte Verhiltnis der Korrelations-

funktionen f4 und ky wird aus den Rohdaten errechnet. Die Renormierungs-

konstante Zy sowie der Verbesserungskoeffizient by werden der gleichen Ar-

beit wie Z4 entnommen [32]. Die Unsicherheiten in Tabelle 5.9 sind wiederum
Jackknife-Fehler.

Rp
z A B D E a—0
5.15 || —0.899(5) | —0.905(5) | —0.907(5) | —0.909(5) | —0.910(6)
6.0 || —0.907(5) | —0.914(5) | —0.917(5) | —0.919(5) | —0.921(6)
6.6 || —0.912(5) | —0.919(5) | —0.923(5) | —0.926(5) | —0.927(6)
9.0 || —0.924(5) | —0.934(5) | —0.940(5) | —0.944(5) | —0.946(6)

Tabelle 5.9: Resultate fiir Rp. Die Spalte ,, a — 0* enthilt den Kontinuumsli-

mes.

-0,94+ + T _
L —] e z=5.15
1 «+2=6.0
0.95 ©2=66|
+72=9.0
_0 9 | L | L | L | L | L | L | L |
’ 0 0,001 0,002 0,003 0,0040,005 0,006 0,007

@@Ly

Abbildung 5.6: Ry gegen (a/L)?.Die ausgefiillten Symbole entsprechen den nu-
merischen Daten. Die Kurve ist ein Fit durch die Daten fir L/a = 16, 24 und

32. Die leeren Symbole sind der Kontinuumslimes.
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5.3 Untersuchung des Limes z — oo der
Observablen

5.3.1 YR und RR

Die im Kontinuumslimes (¢ — 0) gewonnenen Werte fiir Yz und Rp sind von
z = LMg abhéngig. Trigt man jetzt die Resultate der vorangegangenen Ab-
schnitte gegen 1/z auf, lasst sich der Grenzwert unendlich grofier Quarkmasse
z — oo durch die Extrapolation zu 1/z — 0 erreichen. Da die Steigung der
beiden Groflen wesentlich geringer ist als die von I'™', ist der Fehler durch die
Unsicherheit in z eine Groflenordnung kleiner als der statistische Fehler und

somit vernachlédssigbar.

z 5.15 6.0 6.6 9.0 zZ — 00
Yr(z) || —1.434(7) | —1.457(7) | —1.470(7) | —1.512(7) | —1.614(20)
Rr(z) || —0.910(6) | —0.921(6) | —0.927(6) | —0.946(6) | —0.994(16)

Tabelle 5.10: Kontinuumslimes von Yz und Rp in Abhéngigkeit von z.

-1,4— T T T T T T

Y ; (Kontinuumslimes)

L l L L
0 0,05 0,1 0,15 0,2
1/z

Abbildung 5.7: Der Kontinuumslimes von Yy wird gegen 1/z aufgetragen. Die
Kurve ist ein Fit durch die vier Datenpunkte (ausgefiillte Symbole).

5.3.2 Differenz der pseudoskalaren und vektoriellen effektiven
Massen

Die effektive Masse '™ (= I'pg), die aus der Korrelationsfunktion f4 nach
(3.18) bestimmt wird, soll mit einer analogen Grofle, die aus der Korrelations-
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-0,9r
-0,926-
-0,946-
-0,963—

-0,98-

f,/k, (Kontinuumslimes)

'
=
L

-1,02t

. ] . . ]
0 0,05 0,1 0,15 0,2
1/z

Abbildung 5.8: R = (ffl/k{/)R gegen 1/z.

funktion ky hervorgeht, verglichen werden. Man definiert

Ty = —d [kl (z0)] (5.10)
zo=%
als effektive Masse fiir die Vektorstromkorrelationsfunktion. Untersucht wird
die Abhéngigkeit der Differenz

L AT = L(Tpg —Ty) (5.11)

von der dimensionslosen Quarkmasse z und der Limes z — oo (bzw. 1/z — 0).
Die Differenz AT verschwindet im Limes 1/z — 0, bzw. ist bei endlichem Mg
von O(1/Mg). Wie schon zuvor bei den Resultaten fiir Rr erwéhnt, gilt im sta-
tischen Limes die sogenannte Spin-Symmetrie schwerer Quarks. Das Verschwin-
den der Differenz bestétigt also erneut die Vorhersage der statischen Theorie.

L x (FPS — Fv)
Set | L/a || z=5.15 z=206.0 z2=206.6 z2=29.0
A | 12 || —0.315(3) | —0.269(2) | —0.243(2) | —0.166(2)
B 16 —0.323(3) | —0.279(3) | —0.253(3) | —0.184(2)
D | 24 | —0.332(6) | —0.286(6) | —0.261(5) | —0.192(4)
E 32 —0.341(7) | —0.295(6) | —0.269(6) | —0.199(5)
a—0 —0.344(7) | —0.298(7) | —0.272(6) | —0.202(5)

Tabelle 5.11: LAT fiir die verschiedenen z-Werte. Die letzte Zeile enthilt die
Kontinuumsextrapolation.
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z 5.15 6.0 6.6 9.0 Z — 00
LAT(z) | —0.344(7) —0.298(7) —0.272(6) —0.202(5) -0.012(16)

Tabelle 5.12: Kontinuumslimes von LAT" in Abhéngigkeit von z.

T T T T T T T
OF » numerical data 7]
o continuum limit|
— fit function
0,2+
L_
ﬂ-o,z-
-0,3
_0 4 | L | L | L | L
0 0,05 0,1 0,15 0,2

1/z

Abbildung 5.9: LAT gegen 1/z.

5.4 Vergleich mit Gréflen aus der statischen Theorie

Die statische Theorie verfiigt nicht {iber die chirale Symmetrie der vollen QCD,
siehe Abschnitt 3.2.2. Die Renormierung z.B. des Axialvektorstroms wird dann
aber skalenabhdngig aufgrund der fehlenden chiralen Ward-Identitéiten. Die Re-
normierungskonstante Z5* hingt von der gewihlten Energieskala p ab:

(A5™)r = Z4™ (1) AG™, (5.12)

mit dem statischen Axialvektorstrom A§** (3.19). Deshalb wird bei der nicht-
perturbativen Bestimmung von Z%* [51] eine skalenabhéngige Funktion C' de-
finiert, mit der eine RGI-Grofle, die in der statischen Theorie bestimmt wurde,
in eine Gréfle der vollen QCD bei einer bestimmten hochenergetischen Skala
umgerechnet werden kann. In der Notation von [51] ist die Funktion fiir den
Axialvektorstrom éps durch

A — ¢ \2170/2bo 7() Y9
Crs = [2b0g(1)”] exp {/0 dg [5(9) bog]} (5.13)
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5.4. Vergleich mit Groflen aus der statischen Theorie

gegeben. Fiir ;4 = M, kann aps in Storungstheorie berechnet werden.

Fiir eine Observable ® kann das Argument von Cg so gewdhlt werden, dass
Cg nur von der RGI-Quarkmasse in in Einheiten des A—Parameters abhéngt.
Die Relation, die es erlaubt die Resultate beider Theorien zu vergleichen lautet

M, 1
Boen = Co <AE> x B 4O <M—Q> : (5.14)
MS

somit:

Umgekehrt setzt man jetzt die Resultate fiir Yz und Rr mit den vergleich-
baren Groflen in der statischen Theorie bei einer bestimmten Energieskala
in Beziehung. Dafiir werden beide Gréflen durch ihre C-Funktionen Cpg bzw.
Cr = Cpgyy bei der jeweiligen RGI-Quarkmasse M = z/Lg geteilt.

[ T | T | T T

-1.1 o relativistic |

—_ i o static i
|2

< r T

Z 12 % ;H N

O I -
N

[+ - .

s B -

-13 ¥ i

C | 1 | 1 | 1 | | .

0 0.05 0.1 0.15 0.2

1/z

Abbildung 5.10: Yr/Cps gegen 1/z.

_0.8 I T I T I T T
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- | e static |
:
\_i L i
2 L i
O - i
N
P~ o B
I i
C | L | L | L | L | 7

0 0.05 0.1 0.15 0.2
1/z

Abbildung 5.11: Rr/Cr gegen 1/z.

Die Diagramme enthalten zum Vergleich auch die statischen Ergebnisse aus
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[51]. Es ist méglich, innerhalb der Fehler linear in 1/z von den relativistischen
Daten zum statischen Limes zu extrapolieren. Die Resultate der QCD im kleinen
Volumen bestétigen also die statische Theorie.

Zudem lésst sich eine vorldufige quantitative Abschitzung der 1/M-Effekte
erreichen, was nicht-perturbativ bislang noch nicht gemacht wurde. Bei z =
LoM,, = 6.33 betragen die Korrekturen etwa 8% fiir Yz und 12% fir Rp.
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Kapitel 6
Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Gréflen nicht-perturbativ bestimmt, die dazu geeignet
sind, ein Matching zwischen der QCD und einer effektive Theorie, der HQET,
durchzufiihren. Insbesondere flieit eine Grofie, I'™', direkt in die Bestimmung
der b-Quark-Masse nach [25] ein.

Fiir die Rechnungen im Rahmen der QCD wird das Schrodingerfunktional (SF),
ein endliches Volumen-Schema, als Renormierungsschema verwendet. Die ef-
fektive Masse I'™" wird im SF aus der Korrelationsfunktion des Axialvektor-
stroms nicht-perturbativ mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen bestimmt.
Den Rechnungen liegt immer die Valenzquark-N&herung zugrunde, die Effekte
durch Quark-Antiquark-Erzeugung vernachléssigt.

Da die Quarkmassen-Abhingigkeit der Observablen untersucht werden soll,
wird die RGI-Quarkmasse fiir die jeweiligen Simulationen auf einem Wert fest-
gehalten. Dazu ist es notwendig, diese Bedingung in die nackten Parameter, die
direkt in die Rechnung eingehen, umzurechnen. Hier gehen zwei Groflen ein,
fiir die bisher keine ausreichend genauen Resultate im relevanten Parameterbe-
reich vorlagen: Der Verbesserungskoeffizient der renormierten Quarkmasse by,
und die Renormierungskonstante Z, in die die Renormierungskonstanten des
Axialvektorstroms (Z4), der pseudoskalaren Dichte (Zp) und der Quarkmas-
se (Z,) eingehen. Deshalb werden zuerst b, und Z in einer separaten MC-
Simulation prizise bestimmt. Die Ergebnisse fiir b, und Z gehen direkt in die
nachfolgenden Rechnungen ein.
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6. Zusammenfassung

B 9% b Z
7.4082 0.8099 —0.6217(17) (3)
7.6547 0.7838  —0.6218(27) (3)
7.8430 0.7649 —0.6228(28) 1.0900(3)

(27) (2)
(32) (2)

7.9993 0.7501 —0.6260(27
8.2415 0.7280 —0.6312(32

Tabelle 6.1: Resultate fiir b,,, und Z.

Die Bestimmung von I'* erfolgt durch Rechnung bei verschiedenen festen Wer-
ten fiir = = LMj, so dass man schliellich T als Funktion der Quarkmasse
erhélt. Aus den Datenpunkten fiir L/a = 16, 24 und 32 wird zum Kontinuum
extrapoliert.

z L Frel
5.15  3.895(8)(25)
6.0 4.435(9)(29)
6.6 4.811(9)(33)
9.0  6.258(9)(47)

Tabelle 6.2: Ergebnisse fiir L x '™ im Kontinuumslimes.

Neben I''" werden auch noch zwei weitere interessante Observable betrachtet.
Y wird aus der Korrelationsfunktion des Axialvektorstroms gebildet, die zur
Normierung durch die Wurzel der Rand-Rand-Korrelation f; geteilt wird. R
ist das Verhiltnis von Axial- und Vektorstromkorrelationsfunktion. Die jewei-
ligen renormierten Gréflen Yp und Ry werden ebenfalls als Funktion von z
nicht-perturbativ bestimmt. Der Vergleich mit Resultaten der effektiven Theo-
rie ermoglicht einen nicht-perturbativen Test der HQET.

z Yr Rp
5.15 —1.434(7) —0.910(6)
6.0 —1.457(7) —0.921(6)
6.6 —1.470(7) —0.927(6)
9.0 —1.512(7) —0.946(6)

Tabelle 6.3: Ergebnisse fiir Yz und Rr im Kontinuumslimes.
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Anhang A

Notationen

A.1 Explizite Darstellung von Matrizen

A.1.1 Pauli-Matrizen

Fiir die Pauli-Matrizen, die
[0, o] = 2i€jpon, o;

erfiillen, wird die Darstellung

(o0 1 (o0 i (10
770 o) 2Tl o) BT o -1 )

verwandt.

A.1.2 Gell-Mann-Matrizen

Fiir die Erzeuger der Gruppe SU(3) wird folgende Darstellung gewéhlt:

0 1 0 0 —i 0 1 0
=1 0 o], =i 0o o], A3=1] 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 —i 0 0
M=o o o], =0 0o o], =10 0
1 0 0 i 0 0 0 1
0 0 0 (1 0
=10 0 =i |, N=— 1 0
0 i 0 v3lo 0 -9

83

O = O o O O




A. Notationen

A.1.3 Dirac-Matrizen

Die Dirac-Matrizen vy, werden nach [31] in einer chiralen Darstellung gewéhlt.

_ 0 ey A
Tu (eL 0) (A.4)

eo = —1, ep = —i0k. (A.5)

Man erhéilt also

mit den 2 x 2-Matrizen

Diese Wahl erfiillt die Algebra der Dirac-Matrizen

V= Vs (Vs Yo} = 26, (A.6)

Explizit nehmen die Matrizen die Gestalt

0 0 -1 0 0 0O 0 —I
0 0 0 -1 10 0 —2 0
=L 0 0 o M"Tlo i o0 o
0 -1 0 0 1 0O 0 O
0 0 0 -1 0 0 —1 0
0 0 1 0 0O 0 0 7
_ — AT
V2 0 1 0 0 ) V3 i 0 0 0 ) ( )
-1 0 0 0 0 —: 0
an. Schlielich wird v5 = v9y1727y3 definiert. Fiir 5 gilt
W=  B=1 (A-8)
und
1 0 0 0
0 1 0 0
_ A9
vs 0 0 -1 0 (A.9)
0 0 0 -1
Mit den Dirac-Matrizen lassen sich die hermiteschen Matrizen
7
Opy = 5 [’)’ua’)’u] (A.lO)

definieren, die durch

o O 0 o O 0
O'Ok—< 0 —op ), Oij = ngk< 0 o ), (A.11)

gegeben sind.
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