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Kapitel 1Einleitung
Die heutige Beshreibung der starken Wehselwirkung innerhalb des Standard-modells der Elementarteilhenphysik ist die Quantenhromodynamik (QCD).Die Wehselwirkung wird durh masselose Bosonen, die Gluonen, zwishen deni.A. massiven Fermionen, den Quarks vermittelt. Diese nihtabelshe Eihtheo-rie der starken Wehselwirkung kann prinzipiell Quarks mit beliebigen Massenbeshreiben.F�ur Hohenergie-Prozesse mit kleiner Kopplung ist es m�oglih perturbativ zurehnen. Da die Kopplungsst�arke der starken Wehselwirkung bei kleinen Ener-gien gro� wird, ist die St�orungstheorie dort niht anwendbar. Eine Methodeniht-perturbative Ergebnisse zu erzielen, ist die Gitterformulierung der QCD.Durh Einf�uhrung einer Gitterregularisierung ist es m�oglih, den Niederenergie-bereih mit Monte-Carlo-Simulationen (MC) zu untersuhen. Bei der gemeinsa-men Behandlung von leihten und shweren Quarks treten bei der praktishenUmsetzung jedoh einige Unvereinbarkeiten auf. Numerishe Rehnungen in derQCD sto�en aber bei shweren Quarks wie dem -, b- oder t-Quark shnell anihre Grenzen. Mit der Gitterregularisierung wird ein Cuto� eingef�uhrt, der demInversen des Gitterabstands entspriht. Mit den in den n�ahsten Jahren erreih-baren Gitterau�osungen ist es niht m�oglih, den Cuto� bis �uber die Massen dershwersten Quarks hinauszushieben. Deshalb ist es momentan niht m�oglih,shwere Quarks auf dem Gitter direkt relativistish zu behandeln.Die Behandlung shwerer Quarks ist aber sowohl analytish als auh numerishim Rahmen einer e�ektiven Theorie m�oglih. Hier werden die Freiheitsgrade,die bei niedrigen Energien vernahl�assigbar sind, formal ausintegriert. So wirdeine e�ektive Feldtheorie gefunden, die nur in diesem Energiebereih G�ultigkeitbesitzt. Bei einem System aus einem leihten und einem shweren Quark | wiedem B-Meson | wird nur das leihte Quark als relativistishes Teilhen derQCD betrahtet. Die Auswirkungen der Dynamik des shweren Quarks inner-halb des Mesons werden als klein angesehen. So eine e�ektive Theorie shwerer7



1. EinleitungQuarks (Heavy Quark E�etive Theory, HQET) fasst die Observablen der QCDals eine Reihenentwiklung in 1=mQ auf. F�ur gro�e Massen mQ tragen nur dieersten Terme merklih bei. Die einfahste Form der HQET ist die statisheTheorie, die der niedrigsten Ordnung dieser Entwiklung entspriht.Um aus Rehnungen in der HQET und deren Ergebnissen Vorhersagen f�ur dievolle QCD mahen zu k�onnen, muss ein Mathing der beiden Theorien vorge-nommen werden. Sollen die Theorien miteinander in Beziehung gesetzt werden,so sind Gr�o�en erforderlih, die in beiden Theorien de�niert sind. Es ist vorteil-haft, das Mathing niht-perturbativ durhzuf�uhren. Denn die Anwendbarkeitder St�orungstheorie ist begrenzt und es ist shwierig die Abweihungen durhniht-perturbative E�ekte abzush�atzen. Dann m�ussen aber beide Theorien aufdem Gitter formuliert werden, und die gew�ahlten Observablen sih ins Konti-nuum extrapolieren lassen.Das Ziel dieser Arbeit ist, einige Observable auf der relativistishen Seite derTheorie in Abh�angigkeit von der Quarkmasse niht-perturbativ zu bestimmen.Diese k�onnen dann u.a. daf�ur verwendet werden, physikalishe Vorhersagen(z.B. f�ur die b-Quark-Masse) im Rahmen der e�ektiven Theorie zu mahen.Dar�uberhinaus wird ein niht-perturbativer Test der HQET durh das Studiumdes Limes gro�er Quarkmasse geeigneter Observablen durhgef�uhrt. Hierdurhwird auh eine quantitative Absh�atzung der 1=mQ{Korrekturen zur statishenTheorie erm�ogliht, was bisher noh niht mit niht-perturbativer Genauigkeitdurhgef�uhrt worden ist.Zuerst wird im zweiten Kapitel das Shr�odingerfunktional (SF) eingef�uhrt. DasSF ist ein endlihes Volumen-Shema, in dem man die QCD formulieren kann.Wihtig f�ur niht-perturbative Rehnungen ist dabei die �Ubertragung auf dasGitter. Das SF eignet sih besonders zum Berehnen skalenabh�angiger Gr�o�en�uber gro�e Energiebereihe. Dabei wird die sogenannte Step-Saling-Funktionverwendet, die es erm�ogliht, shrittweise entfernte Skalen zu verkn�upfen. Dieseprim�are Anwendung des SF spielt hier aber nur eine Nebenrolle. Dennoh istdas endlihe Volumen auh f�ur die Untersuhungen dieser Arbeit ein entshei-dender Faktor, da nur die Beshr�ankung auf ein kleines physikalishes Volumendie Berehnungen in der QCD m�oglih maht. Die untersuhten Observablensind alle aus Korrelationsfunktionen abgeleitet, die entweder den Axialvektor-strom oder den Vektorstrom enthalten. Das SF erweist sih f�ur die Berehnungvon Korrelationsfunktionen als sinnvolles Renormierungsshema. Bei den MC-Simulationen muss auf die Valenzquark-N�aherung zur�ukgegri�en werden. Sievernahl�assigt die E�ekte durh Anregung von Quark-Antiquark-Paaren.Dann wird in Kapitel 3 die Strategie f�ur das Mathing zwishen HQET undQCD beshrieben. Das Hauptaugenmerk liegt auf einer Gr�o�e �, die �uber denexponentiellen Abfall der Korrelationsfunktion des Axialvektorstroms de�niertwird. In einem gen�ugend gro�en physikalishen Volumen (L � 2 fm) entspr�ahe8



�rel in der QCD der renormierten Masse des B-Mesons. Aber f�ur ein gro�es Vo-lumen kann die Gitterau�osung a=L niht mehr klein genug gehalten werden,um den Kontinuumslimes zu nehmen. Somit ist eine direkte Berehnung aufdem Gitter niht m�oglih. Stattdessen wird jetzt das Volumen wesentlih ver-kleinert (L � 0:2 fm). Zwar treten dadurh in bestimmten Gr�o�en starke end-lihe Volumen-E�ekte auf, aber die Quarkmassenabh�angigkeit von �rel bleibtweiterhin g�ultig und kann somit studiert werden.Da f�ur die einzelnen Simulationen jeweils die renormierungsgruppeninvarian-te (RGI) Quarkmasse konstant gehalten wird, ist es n�otig diese Bedingung indas verwendete SF-Shema umzurehnen. Hier gehen mehrere Renormierungs-konstanten und VerbesserungskoeÆzienten mit untershiedlih gro�en statisti-shen Fehlern ein. Sind die Unsiherheiten in den Parametern zu gro�, wirddie Genauigkeit der Rehnungen niht nur durh die eigene Statistik sondernauh wesentlih durh Fortpanzung dieser Fehlerquellen herabgesetzt. Deshalbwerden zwei der Gr�o�en, die in diese Umrehnung eingehen, in einer separa-ten MC-Simulation bestimmt. Der VerbesserungskoeÆzient der renormiertenQuarkmasse bm und die Renormierungskonstante Z werden daher f�ur kleinereKopplungen als bisher pr�azise bestimmt. Dies wird in Kapitel 4 dargestellt. Diebisherigen Resultate haben f�ur den ben�otigten Parameterbereih zu gro�e sta-tistishe Unsiherheiten. Deshalb ist eine erneute Berehnung notwendig, bevor�rel bestimmt werden kann.Die Berehnung von �rel und den anderen Observablen, mit denen die statisheTheorie getestet werden kann, erfolgt f�ur vershiedene Werte der Quarkmassein Kapitel 5 nah der in Kapitel 3 vorgegebenen Strategie. Hier werden dieResultate f�ur bm und Z aus Kapitel 4 verwendet.Das abshlie�ende Kapitel 6 fasst die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitelknapp zusammen.
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Kapitel 2Das Shr�odingerfunktionalDie �ublihe Formulierung von Quantenfeldtheorien im Kontinuum �ndet imunendlihen Volumen statt. Die dazugeh�orige Gitterformulierung wird durhperiodishe Randbedingungen in Raum und Zeit realisiert. Das reale Gitter-volumen bleibt hierbei nat�urlih endlih. Daneben ist auh eine Formulierungm�oglih, die die Rande�ekte durh das endlihe Volumen als Observable nutzt.Ein seit etwa zehn Jahren [1℄ f�ur analytishe und numerishe Rehnungen ver-wandtes, endlihes Volumen-Shema ist das Shr�odingerfunktional (SF).
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Abbildung 2.1: Veranshaulihung des Sh�odingerfunktionals [2℄.2.1 De�nitionDie Einf�uhrung des Shr�odingerfunktionals erfolgt zuerst in der kontinuierlihenNotation und nur f�ur die reine nihtabelshe Eihtheorie. Die Formulierung aufdem Gitter wird sp�ater nahgeholt (Abshnitt 2.8).Die Raumzeit in diesem Shema hat eine zylindrishe Topologie, Abb. 2.1. An11



2. Das Shr�odingerfunktionalden zeitlihen Rand�ahen werden Dirihlet-Randbedingungen f�ur die Vektor-potentiale angenommen,Ak(x) = ( C�k (x) bei x0 = 0C 0k(x) bei x0 = L ; (2.1)mit den klassishen Eihfeldern C und C 0 und der lokalen Eihtransformation�, die durhA�k (x) = �(x)Ak(x)�(x)�1 +�(x)�k�(x)�1; �(x) 2 SU(N) (2.2)gegeben ist. In r�aumliher Rihtung legt man, wie sonst auh, periodishe Rand-bedingungen fest,Ak(x+ Lk̂) = Ak(x); �(x+ Lk̂) = �(x): (2.3)Mit der euklidishen Eihwirkung SG,SG[A℄ = � 12g20 Z d4x TrfF��F��g ; (2.4)F�� = ��A� � ��A� + [A�; A� ℄ ; (2.5)de�niert die euklidishe Zustandssumme mit den oben genannten Randbedin-gungen, Z[C 0; C℄ � Z D[�℄Z D[A℄ e�SG[A℄ ; (2.6)D[A℄ = Yx;�;adAa�(x); D[�℄ =Yx d�(x) ; (2.7)das Shr�odingerfunktional der reinen Eihtheorie. Die Behandlung von Fermio-nen erfolgt in Abshnitt (2.7).2.2 Bedeutung als Renormierungsshema im endli-hen VolumenWo liegt der Vorteil einer Rehnung im endlihen Volumen? Die numerisheBerehnung einer Gr�o�e, wie zum Beispiel der laufenden Kopplung, die von derEnergieskala q abh�angt, muss mehrere Randbedingungen erf�ullen. Die Reh-nung muss den Hohenergiebereih, in dem St�orungsrehnung m�oglih ist, er-reihen, um den Anshluss an andere Shemata siherzustellen.Der Cuto� durh die Gitterdiskretisierung muss relativ zu diesem Energiebe-reih (� � 10GeV) gro� sein. Das bedeutet, das Gitter muss hinreihend feinsein, also einen kleinen Gitterabstand a haben. Auf der anderen Seite wird bei12



2.2. Bedeutung als Renormierungsshema im endlihen Volumenjeder Monte-Carlo-Simulation nur ein endlihes System betrahtet. Die Git-terl�ange L muss gro� genug sein, um Rande�ekte zu vermeiden. Somit m�ussendie Bedingungen L� 10:4GeV � 1q � 110GeV � a; (2.8)gleihzeitig erf�ullt sein. Die beiden Energieskalen stehen f�ur den niederenergeti-shen Bereih der hadronishen Physik, der niht-perturbativ behandelt werdenmuss, und den hohenergetishen, perturbativ erfassbaren Bereih. Die hadro-nishe Skala liegt etwa im Bereih des �-Parameters der QCD. Die Ungleihung(2.8) l�asst sih mit heutigen Computern niht bew�altigen. Die gleihzeitige Ab-dekung der vershiedenen Energieskalen verlangt eine Gitterau�osung, die diejetzigen M�oglihkeiten weit �ubersteigt.Ein Ausweg aus diesem Dilemma ist, die E�ekte, die durh das endlihe Vo-lumen hervorgerufen werden, selbst als physikalishe Observable zu betrahten[3℄. Man identi�ziert die beiden physikalishen Skalen L und q miteinander, sodass gilt: q = 1L: (2.9)So kann die Berehnung der laufenden Kopplung in mehreren Shritten erfol-gen, bei denen jeweils q verdoppelt, d.h. L halbiert wird. Gro�e Di�erenzen inder Energie werden so in jedem einzelnen Shritt vermieden und der Kontinu-umslimes kann genommen werden.Inzwishen wird das Shr�odingerfunktional auh in anderen Problemstellungenverwandt. Insbesondere lassen sih einige Korrelationsfunktionen (Abshnitt4.3) in diesem Shema e�ektiv berehnen, aus denen sih wiederum weitereinteressante Observable konstruieren lassen.Beispiel einer multiplikativ renormierten skalenabh�angigen Gr�o�eZur Renormierung einer skalenabh�angigen Gr�o�e wie z.B. der Quarkmasse ist esn�utzlih, ein intermedi�ares Renormierungsshema einzuf�uhren, das sih auf demGitter de�nieren l�asst [6℄. Damit ist es m�oglih, die Renormierung mit niht-perturbativer Genauigkeit durhzuf�uhren. Ein Operator der niht-renormiertenTheorie wird �uber Ointer(�) = Zinter(g0; a�)Obare(g0) (2.10)mit dem Zwishenshema in Beziehung gesetzt. Die RenormierungskonstanteZinter h�angt von der nakten Kopplung g0 und der Energieskala in Gittereinhei-ten a� ab.W�ahlt man jetzt wieder das Shr�odingerfunktional als Renormierungsshema,ist es m�oglih, Matrixelemente des Operators Ointer(�) von der Form�inter(�) � hfjOinter(�)jii (2.11)13



2. Das Shr�odingerfunktionalzu berehnen. Die Zust�ande f und i sind dann durh Randfelder festgelegt unddie Energieskala wird zu � = 1=L. Die so gewonnenen Matrixelemente m�ussennoh in renormierungsgruppeninvariante (RGI) Gr�o�en umgerehnet werden.Dazu wird Step-Saling verwendet, um zu hohen Energien zu gelangen. DieSkalenabh�angigkeit bei hoher Energie wird dann dabei durh Multiplikationmit einem Exponentialfaktor aufgewogen, in den die Funktionen �(g) und (g)eingehen, die durh Renormierungsgruppengleihungen de�niert werden. Der�Ubergang zu RGI-Gr�o�en erfolgt durh�RGI = �inter � (2b0�g2)�0=2b0 exp��Z �g0 dg �(g)�(g) � 0b0g�� ; (2.12)mit �g = �ginter(�). Daraus folgt�RGI = Z�(g0)�bare(g0); (2.13)Z�(g0) = �RGI�inter(�) � �inter(�)�bare(g0) : (2.14)Der erste Faktor ist unabh�angig von der Gitterregularisierung und kann imKontinuumslimes bestimmt werden. Der zweite h�angt von der spezi�shen Wahlder Gitterregularisierung ab.�bare(g0)?�inter(L) - �RGI��math(�) -EnergieAbbildung 2.2: Shematishe Darstellung des Vorgehens zur multiplikativen Re-normierung mit einem Zwishenshema.Aus der renormierungsgruppeninvarianten Gr�o�e wird shlie�lih noh das Ma-trixelement in dem Mathing-Shema bestimmt, das mit anderen Ergebnissenverglihen werden kann. Hier erh�alt man einen weiteren universellen Faktor, derst�orungstheoretish bestimmt werden kann:�math(�) = �math(�)�RGI � �RGI: (2.15)14



2.3. Step-Saling2.3 Step-SalingIn Abshnitt 2.2 ist bereits deutlih geworden, dass es shwierig ist, mit nume-rishen Simulationen gro�e Energiebereihe abzudeken. Eine Methode, diesesProblem zu umgehen, ist das sogenannte Step-Saling. Hierbei wird in einemShema mit endlihem Volumen | wie dem Shr�odingerfunktional | abweh-selnd die Gitterl�ange L und die Gitterau�osung a=L verdoppelt. Im Allgemeinenwird daf�ur ein beliebiger Faktor s eingef�uhrt [2℄, der hier aber immer gleih zweigesetzt werden soll. Die Step-Saling-Funktion�(�g2(L)) � �g2(2L) (2.16)gibt die renormierte SF-Kopplung f�ur das Gitter mit L�ange 2L in Abh�angigkeitder Kopplung bei Gitterl�ange L an.p p p pp p p pp p p pp p p p -
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q q q q q q qAbbildung 2.3: Veranshaulihung des Vorgehens bei der Bestimmung der Step-Saling-Funktion. Die waagerehten Pfeile entsprehen einer Verdopplung derGitterl�ange, die Pfeile nah links unten einer Halbierung der Au�osung beikonstanter Kopplung.Um � zu berehnen wird zuerst die Gitterl�ange L um den Faktor 2 erh�oht,w�ahrend der Gitterabstand a festgehalten wird. Im n�ahsten Shritt wird dieGitterau�osung L=a bei konstanter renormierter Kopplung �g2 halbiert, unddabei L konstant gehalten. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis man von L =L0 zu L = 2nL0 gelangt ist [6℄. Hat man � bzw. die Gitterversion �(u;L=a)und deren Kontinuumslimes bestimmt, l�asst sih f�ur weitere Rehnungen dieRihtung des stufenweise Vorangehens umkehren. Man kann also von gro�en zukleinen Kopplungen extrapolieren, ohne ein gro�es physikalishes Volumen f�urdie Monte-Carlo-Rehnungen zu ben�otigen.15



2. Das Shr�odingerfunktionalStep-Saling-Funktionen lassen sih auh f�ur andere Gr�o�en neben der Kopp-lung de�nieren. In [22℄ sind � und �P , gegeben durhZP (2L) = �P (u)ZP (L); mit u � �g2(L); (2.17)f�ur die im folgenden relevanten SF-Kopplungen berehnet worden. Die Renor-mierungskonstante ZP wird sp�ater in (4.38) eingef�uhrt.2.4 Quantenmehanishe Interpretation des SFDas Shr�odingerfunktional ist niht nur ein n�utzlihes Shema f�ur niht-pertur-bative Rehnungen, sondern es hat auh eine quantentheoretishe Interpretati-on, die mit der Shr�odingershen Darstellung der Quantenmehanik in Zusam-menhang steht [4, 5℄. In der Shr�odingerdarstellung von Quantenfeldtheoriensind die quantentheoretishen Zust�ande der Theorie die Funktionale  [A℄. F�ursie l�asst sih ein Skalarprodukt formal alsh j�i = Z D[A℄ [A℄��[A℄; (2.18)de�nieren [1℄. Nur eihinvariante Zust�ande, d.h. solhe, die [A�℄ =  [A℄ (2.19)erf�ullen, sind physikalish. Jedes gegebene Funktional  [A℄ kann durh Integra-tion �uber alle Eihtransformationen, [A℄! P [A℄ = Z D[�℄ [A�℄; (2.20)auf den physikalishen Unterraum projiziert werden. Im Hinblik auf die Anwen-dung in der QCD wird als Symmetriegruppe ab jetzt die Colour-SU(3) betrah-tet. Prinzipiell gilt die hier gezeigte Interpretation f�ur beliebige Eihtheorien.Das zum Eihfeld Aak kanonish konjugierte Feld ist das Colour-SU(3)-Analogonzum elektrishen Feld, F a0k(x) = 1i ÆÆAak(x) : (2.21)Die magnetishen Komponenten des Colour-Feldtensors sindF akl(x) = �kAal (x)� �lAak(x) + g0fabAbk(x)Al (x): (2.22)Hiermit erh�alt man den Hamiltonoperator H,H = Z L0 d3x�g202 F a0k(x)F a0k(x) + 14g20 F akl(x)F akl(x)� ; (2.23)mit der nakten Kopplung g0. Die Operatoren H und P vertaushen.16



2.5. Induziertes HintergrundfeldDie quantenmehanishe Darstellung des Shr�odingerfunktionals ist also durhZ[C 0; C℄ = hC 0je�HTPjCi (2.24)gegeben. Setzt man nun eine Orthonormalbasis fj nig aus eihinvarianten Ener-gieeigenzust�anden ein, ergibt sih die SpektraldarstellungZ[C 0; C℄ = 1Xn=0 e�En T n[C 0℄ n[C℄�: (2.25)2.5 Induziertes HintergrundfeldF�ur kleine Kopplungen g0 wird das Funktionalintegral (2.6) von den Feldern umdas Minimum der Wirkung herum dominiert [2℄. Somit ist eine Entwiklung umdieses Minimum m�oglih. Eine L�osung der Feldgleihungen B�(x) hei�t Hinter-grundfeld, wenn sie den Randbedingungen (2.1) gen�ugt und sie ein absolutesMinimum der Wirkung ist, d.h. S[A℄ > S[B℄ (2.26)f�ur alle Eihfelder A, die niht gleih einer Eihtransformation B
 von B sind.Hier ist 
(x) eine lokale Eihtransformation f�ur jedes x aus dem Volumen.Die e�ektive Wirkung �[B℄ � � lnZ[C 0; C℄ (2.27)hat demnah die perturbative Entwiklung�[B℄ = 1g20 �0[B℄ + �1[B℄ + g20�2[B℄ + : : : ; (2.28)�0[B℄ � g20S[B℄: (2.29)2.6 Renormierte KopplungEine renormierte Kopplung in einem endlihen Volumen-Shema zu de�nie-ren, erfordert eine Gr�o�e, die nur von einer Skala, in diesem Fall der L�ange Labh�angt. W�ahlt man jetzt L�B so, dass der Term nur von einer dimensionslosenGr�o�e � abh�angt, skaliert die Feldst�arke mit 1=L. Die Ableitung der e�ektivenWirkung �0[B℄ � ����[B℄ (2.30)erm�ogliht es jetzt, durh �g2(L) = �00[B℄�0[B℄ (2.31)17



2. Das Shr�odingerfunktionaleine Kopplung zu de�nieren, die f�ur kleine Kopplungen gegen die nakte Kopp-lung g20 geht [1℄. Der Faktor �00[B℄ dient hierbei zur Normierung. Mit der Ent-wiklung von � (2.28) ergibt sih�g2(L) = g20 � g40 �01[B℄�00[B℄ + O(g60): (2.32)Da L die einzige L�angenskala des Shemas ist, ist das so de�nierte �g o�ensiht-lih eine Funktion von L. Eine bestimmte Wahl f�ur ein Hintergrundfeld wirdvon den RandfeldernCk = iL 0B� �1 0 00 �2 00 0 �3 1CA ; C 0k = iL 0B� �01 0 00 �02 00 0 �03 1CA ; k = 1; 2; 3 ;(2.33)mit �1 = � � �3 ; �01 = �1 � 4�3 ;�2 = �12�; �02 = �3 + 2�3 ;�3 = �12� + �3 ; �03 = �2 + 2�3 ; (2.34)bestimmt [7℄. Das hierzu geh�orige HintergrundfeldB0 = 0; Bk = [x0C 0k + (L� x0)Ck℄=L; k = 1; 2; 3; (2.35)f�uhrt zu einem Feldtensor mit den niht vershwindenden Komponenten [2℄G0k = �0Bk = (C 0k � Ck)=L; k = 1; 2; 3 : (2.36)Ein Feld dieser Gestalt bezeihnet man in Analogie zur Elektrodynamik wegender vershwindenden 'magnetishen' Komponenten als hromoelektrishes Feld.2.7 Fermionishe RandfelderUm das Shr�odingerfunktional der QCD zu betrahten, m�ussen die bisherigen�Uberlegungen auf fermionishe Felder erweitert werden [8, 9℄. Ein besonderesAugenmerk liegt hier auf der Formulierung der Dirihlet-Randbedingungen f�urdie Quarkfelder. Nur die H�alfte der Komponenten der Fermionfelder auf demRand kann festgelegt werden, um eine eindeutige L�osung der Dira-Gleihung,einer Di�erentialgleihung erster Ordnung, zu erm�oglihen.Die Formulierung der Wirkung f�ur Fermionen im SF erfolgt in zwei Shritten.Zuerst wird die fermionishe Wirkung wie �ublih durhSF (0) � Z d4xLF (x); (2.37)LF (x) �  (x)[�D� +m℄ (x) (2.38)18



2.7. Fermionishe Randfelderfestgelegt. In die kovarianten Ableitungen gehen die Eihfelder �uberD� (x) � �� (x) +A� (x) (2.39)ein.Um anshlie�end die Randbedingungen bei x0 = 0 und x0 = L zu ber�uksih-tigen werden zwei weitere Terme ben�otigt. Nah [8℄ erh�alt man f�ur die fermio-nishe Wirkung des SF im Kontinuum:SF = Z d4x (x)[�D� +m℄ (x)�Z d3x[ (x)P� (x)℄x0=0�Z d3x[ (x)P+ (x)℄x0=L; (2.40)mit P� = 12(1� 0): (2.41)Auf den Rand�ahen des Zylinders werden den Quarkfeldern folgende Randbe-dingungen aufgepr�agt:P+ jx0=0 = �; P� jx0=L = �0; (2.42) P�jx0=0 = ��;  P+jx0=L = ��0: (2.43)Die Felder �; ��; �0 und ��0 spielen die gleihe Rolle f�ur Fermionen, wie die Rand-felder C und C 0 im Fall der Eihtheorie.Nah dem Vorbild der Eihtheorie ist es jetzt zu erwarten, dass die Quarkfelderim SF in r�aumliher Rihtung periodishe Randbedingungen erf�ullen werden.Aus praktishen Gr�unden wird aber noh ein zus�atzliher Phasenfaktor ein-gef�uhrt, der �uber einen Winkel � parametrisiert wird [10℄. Die Quarkfelder sindalso periodish bis auf eine Phase, (x+ Lk̂) = ei�  (x);  (x+ Lk̂) =e�i�  (x): (2.44)Eine Begr�undung, den Winkel � von Null vershieden zu w�ahlen, liefert dieGitterformulierung des SF im folgenden Abshnitt. Bei numerishen Rehnun-gen verhindert man mit der zus�atzlihen Phase, dass zu kleine Eigenwerte derFermionmatrix auftreten, wodurh die Invertierung ershwert w�urde.Nah der oben beshriebenen Vorgehensweise beh�alt das Shr�odingerfunktionalZ[C 0; ��0; �0;C; ��; �℄ = Z D[A℄D[ ℄D[ ℄e�S[A; ; ℄; (2.45)mit der Wirkung S[A; ;  ℄ = SG[A℄ + SF [A; ;  ℄; (2.46)die analoge quantenmehanishe Interpretation wie in Abshnitt 2.4. Hier istSG in Gl. (2.4) de�niert. 19



2. Das Shr�odingerfunktional2.8 Gitterformulierung
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Abbildung 2.4: Die zweidimensionale Projektion eines dreidimensionalen kubi-shen GittersDie bisher im Kontinuum de�nierte Theorie wird jetzt auf ein vierdimensionaleshyperkubishes Gitter mit Gitterabstand a �ubertragen. Die Eihfelder A� wer-den durh SU(3)-Matrizen U(x; �) f�ur jeden Gitterpunkt x und jede Rihtung� = 0; 1; 2; 3 repr�asentiert. Diese sogenannten Eihlinks sind also e�ektiv aufden Verbindungen (links) der Gitterpunkte de�niert. Die Fermionfelder  (x)und  (x) sind nur auf den Gitterpunkten de�niert und tragen Dira-, Farb-und Flavour-Indies wie im Kontinuum.Die Ableitungen werden auf dem Gitter zu endlihen Di�erenzen. Die kovari-anten Vorw�arts- und R�ukw�artsableitungen werden wie folgt de�niert:r� (x) = 1a [U(x; �) (x + a�̂)�  (x)℄; (2.47)r�� (x) = 1a [ (x)� U(x� a�̂; �)�1 (x� a�̂)℄; (2.48)2.8.1 EihwirkungDie Eihwirkung auf dem Gitter wird durh eihinvariante Bildungen aus Links,den Paralleltransportern auf dem Gitter gebildet. Eine m�oglihe Wahl f�ur eineeihinvariante Gr�o�e, die aus Linkvariablen abgeleitet ist, ist die Spur �uber einegeshlossene Kurve auf dem Gitter, Tr U(Cx;x) [11℄. Die kleinste geshlosseneKurve auf dem Gitter ist eine Plakette. Eine Plakette besteht aus den vierPunkten x; x+ a�̂; x+ a�̂+ a�̂; x+ a�̂; (2.49)die wie in Abbildung 2.5 durhlaufen werden. Der zugeh�orige Paralleltrans-porter 20



2.8. Gitterformulierung
ux - ux+ a�̂6

ux+ a�̂+ a�̂�ux+ a�̂?
Abbildung 2.5: Eine elementare Plakette auf einem hyperkubishen GitterUp � Ux;�� �U(x; x+ a�̂)U(x+ a�̂; x+ a�̂+ a�̂)U(x+ a�̂+ a�̂; x+ a�̂)U(x+ a�̂; x) (2.50)wird eine Plakettvariable genannt.Hiermit ist es jetzt nah Wilson [12℄ m�oglih, eine Wirkung f�ur die reine Eih-theorie auf dem Gitter zu de�nieren:S[U ℄ =Xp Sp(Up); (2.51)mit der PlakettwirkungSp[U ℄ = ��� 12Tr1 �TrU +TrU�1�� 1� (2.52)= ��1� 1NRe TrU� f�ur SU(N) (2.53)Hier enth�alt die Summe �uber alle Plaketten p jede Plakette nur in einem Um-laufsinn, d.h. Xp �Xx X1��<��4 : (2.54)Im Folgenden wird die Verbindung der Wilson-Wirkung zur Yang-Mills-Wirkungf�ur Eihfelder im Kontinuum gezeigt. Man f�uhrt auf dem Gitter ein VektorfeldA�(x) = �igAb�(x)Tb (2.55)ein. Die Generatoren Tb erzeugen die der Symmetriegruppe zugrundeliegendeLie-Algebra. Im Fall der QCD ist die Gruppe die (Colour-)SU(3) und die Ge-neratoren sind die Gell-Mann-Matrizen �a (A.3). Sei nunU(x; �) � e�aA�(x) = 1� aA�(x) + a22 A�(x)2 � : : : : (2.56)Verwendet man jetzt A�(x+ a�̂) = A�(x) + ar�A�(x) (2.57)21



2. Das Shr�odingerfunktionalund die Baker-Campbell-Hausdor�-Formelexey = ex+y+12 [x;y℄+:::; (2.58)so erh�alt man Ux;�� = e�a2G��(x) (2.59)mit G��(x) = F��(x) + O(a) (2.60)und F��(x) = rf�A�(x)�rf�A�(x) + [A�(x); A�(x)℄ : (2.61)Daraus folgt Tr �Up + U�1p � = 2Tr1+ a4Tr (F��(x))2 +O(a5); (2.62)da TrG��(x) = 0: (2.63)Also ergibt sih mit Xp Tr(F��)2 = 12 Xx;�;�Tr(F��)2 (2.64)f�ur die Wilson-WirkungS = � �4N Xx a4 TrF��(x)F ��(x) + O(a5): (2.65)F�ur kleinen Gitterabstand a geht die Wilson-Wirkung somit in die Yang-Mills-Wirkung �uber, wenn man � = 2Ng20 (2.66)setzt, was im Fall der SU(3) � = 6g20 (2.67)entspriht. Bei Gitterrehnungen verursaht die Wilson-Wirkung O(a2){Cuto�{E�ekte.Anwendung auf das Shr�odingerfunktionalShlie�lih muss die erhaltene Gitterwirkung noh in den Formalismus desShr�odingerfunktionals integriert werden. Im Inneren des betrahteten Volu-mens sind keine �Anderungen n�otig. Die Plakettvariablen auf dem Rand erhalteneinen Faktor 1=2. Dazu wird der Gewihtsfaktorw(p) = ( 1 im Inneren12 r�aumlihe Plakette bei x0 = 0 oder x0 = T (2.68)22



2.8. Gitterformulierungeingef�uhrt. Die Eihwirkung nimmt also die GestaltSG[U ℄ = 1g20 Xp w(p) Tr f1� U(p)g (2.69)an [1℄.2.8.2 FermionverdopplungDie Fermionishe Wirkung wird zu einer Summe �uber alle x aus dem Volumen,d.h. 0 < x� < L, SF [U; ;  ℄ = a4Xx  (D +m0) ; (2.70)mit dem Gitter-DiraoperatorD = 12 3X�=0 �(r�� +r�): (2.71)Hier gehen die kovarianten Vorw�arts- (2.47) und R�ukw�artsableitungen (2.48)ein. Diese naive Gitterdiskretisierung f�uhrt zum Problem der Fermionverdopp-lung. In d Dimensionen entstehen 2d Quark-Flavours. Dies wird euphemistishVerdopplung genannt, obwohl f�ur d = 4 eine Versehzehnfahung vorliegt. Mansieht leiht, dass das Inverse des freien Propagators auf dem GitterS�1(p) = mq + iaX� � sin(ap�) (2.72)im Grenzwert mq ! 0 16 Nullstellen an den Eken der Brillouin-Zone hat undniht eine wie im Kontinuum [13℄. F�ur die Punkte�A =8>>><>>>:0BBB� 0000 1CCCA ;0BBB� �000 1CCCA ; � � � ;0BBB� ���� 1CCCA9>>>=>>>; (2.73)im Impulsraum wird jeweils ein Quark-Flavour erzeugt.Es gibt zwei �ublihe Wege, dieses Problem zu umgehen. Im folgenden werdenausshlie�lih Wilson-Fermionen verwendet; eine Methode, die die Doppler anden Eken mit Betrag gr�o�er null im Kontinuumslimes beliebig shwer werdenl�asst. Daneben gibt es staggered fermions nah Kogut und Susskind [14℄, dieaber f�ur diese Arbeit keine Rolle spielen.2.8.3 Wilson-FermionenDa die Gitterwirkung nur �uber den korrekten Kontinuumslimes festgelegt ist,ist es m�oglih h�oherdimensionale Terme, die mit a! 0 vershwinden, hinzuzu-addieren. Addiert man einen f�unfdimensionalen Operator vom Typ ar � mit23



2. Das Shr�odingerfunktionalr 2 [0; 1℄ zur naiven Gitterwirkung, erh�alt man die Wilson-WirkungSW = mqXx  (x) (x)+ 12aXx;�  (x)�[U�(x) (x+ �̂)� U y�(x� �̂) (x � �̂)℄� r2aXx;�  (x)[U�(x) (x + �̂)� 2 (x) + U y�(x� �̂) (x � �̂)℄= amq + 4ra Xx  (x) (x) + 12aXx  �(� � r)U�(x) (x + �̂)� (� + r)U y�(x) (x � �̂)�: (2.74)Hier�uber wird die Fermionmatrix �Qxy� de�niert:SW �Xx;y  0xQxy 0y: (2.75)Die Matrix nimmt die GestaltaQxy[U ℄ = Æxy � �X� h(r � �)Ux;�Æx;y�a�̂ + (r + �)U yx�a�̂;�Æx;y+a�̂i (2.76)an. Die gestrihenen Felder sind durh� = 12amq + 8r (2.77) 0x = pamq + 4r x (2.78)reskaliert. Im Folgenden werden die Strihe formal weggelassen und nur nohreskalierte Felder betrahtet.F�ur Wilson-Fermionen nimmt der freie Propagator im Impulsraum die GestaltS(p) = a1� 2�P�[r os(ap�)� i� sin(ap�)℄ (2.79)an. Jetzt sieht man, dass die 15 Zust�ande mit ap� = � f�ur mindestens ein �Massen der Ordnung 2rn=a erhalten [13℄. n ist die Anzahl der Komponentendes Vektors mit ap� = �.Der Parameter r l�auft von 0 (der naiven Gitterwirkung) bis 1. Somit erhaltenalle Quarkzust�ande mit Ausnahme von p� = 0;8� = 0; : : : ; 3 im Kontinuumsli-mes a! 0 eine unendlihe Masse und entkoppeln daher. D.h. sie vershwindenaus dem physikalishen Spektrum. Der zus�atzlihe Term in der fermionishenWirkung briht die hirale Symmetrie explizit. Somit kann diese Symmetrie erstim Kontinuumslimes wiederhergestellt werden. Zudem steigen die Gitterarte-fakte auf O(a) an. 24



2.8. GitterformulierungEinenWeg, die hirale Symmetrie bereits auf dem Gitter zu erreihen, erm�oglihtdie Ginsparg-Wilson-Relation5D +D5 = aD5D; (2.80)die heute als die Realisierung der hiralen Symmetrie auf dem Gitter angesehenwird. Mit einem Diraoperator D, der diese Relation erf�ullt, ist es m�oglih eineTheorie f�ur Fermionen auf dem Gitter zu formulieren, die keine Verdopplungzeigt und die hirale Symmetrie bewahrt [15℄.2.8.4 O(a)-Verbesserung
� ?-6 � ?-6� ?-6 � ?-6

Abbildung 2.6: Graphishe Darstellung der zu F�� beitragenden LinkvariablenWie in 2.8.3 erw�ahnt, lassen sih Terme, die im Kontinuumslimes vershwin-den, zur Wirkung addieren. Mit Hilfe von neuen Termen kann die Wirkungsomit verbessert werden. Die Idee der O(a)-Verbesserung, die auf Symanzik[4℄ zur�ukgeht, besteht darin, alle Gittere�ekte der Ordnung a durh eine ver-besserte Wirkung und verbesserte Operatoren (lokale Produkte von Feldern)zu entfernen. Der numerishe Mehraufwand durh die kompliziertere Strukturder Wirkung wird durh die shnellere Konvergenz f�ur a ! 0 im Allgemeinenaufgewogen.In der �ublihen Gitterformulierung mit periodishen Randbedingungen in Raumund Zeit ist es m�oglih, die fermionishe Wirkung der QCD mit einem Gegen-term O(a) zu verbessern. Diese verbesserte Wirkung wurde 1985 von Sheikho-leslami und Wohlert (SW) vorgeshlagen [16℄. Sie hat die FormSI = SW + a5Xx SW (x) i4���F��(x) (x); (2.81)mit demGluon-Feldst�arketensor auf dem Gitter F�� , und ��� de�niert in (A.11).Der SW-Term wird auh wegen der Anordnung der zum Gluontensor beitra-genden Linkvariablen lover (Kleeblatt)-Term genannt, siehe Abbildung 2.6.25



2. Das Shr�odingerfunktionalDer KoeÆzient SW muss rihtig eingestellt werden, um die O(a)-Verbesserungzu erreihen. Es liegen niht-perturbative Ergebnisse f�ur SW in der Valenz-quarkn�aherung [17℄ und mit dynamishen Fermionen [18℄ vor. Im Shr�odin-gerfunktional sind weitere Verbesserungsterme n�otig, die durh die Randfelderverursaht werden.Im Fall der Eihwirkung gen�ugt es den Gewihtsfaktor w(p) (2.68) abzu�andern,um die Rande�ekte zu kompensieren. Mitw(p) = 8>>>>>>><>>>>>>>:
t(g0) Plakette in Zeitrihtung,die mit einer Rand�ahe verbunden ist12s(g0) r�aumlihe Plakette bei x0 = 0 oder x0 = T1 sonst ; (2.82)und der rihtigen Wahl f�ur die KoeÆzienten s und t sind die Gittere�ekte derEihwirkung nur noh von der Ordnung a2.F�ur die fermionishe Wirkung werden Gegenterme der GestaltSF;b = a4Xx �(~s � 1) h bOs(x) + bO0s(x)i (2.83)+ (~t � 1) h bOt(x) + bO0t(x)i�; (2.84)mit Os(x) = 12 ��(x)k(r�k +rk)�(x); (2.85)O0s(x) = 12 ��0(x)k(r�k +rk)�0(x); (2.86)Ot(x) = n (y)P+r�0 (y) +  (y)P� �r�o (y)oy=(a;x) ; (2.87)O0t(x) = n (y)P�r0 (y) +  (y)P+ �r�o (y)oy=(a;x) : (2.88)ben�otigt.Durh die Wahl des Hintergrundfeldes des SF ist es m�oglih, die Zahl derben�otigten VerbesserungskoeÆzienten zu reduzieren. W�ahlt man die Randfel-der so, dass sih das Hintergrundfeld (2.35) ergibt, dann fallen die Randtermeweg, die r�aumlihe Plaketten auf dem Rand beinhalten. Da sie niht mehr kom-pensiert werden m�ussen, k�onnen die KoeÆzienten s und ~s gleih eins gesetztwerden.2.9 Valenzquark-N�aherungDie Berehnung von Observablen erfolgt au�erhalb der St�orungstheorie haupt-s�ahlih numerish. Das hei�t, die im vorangegangenen Abshnitt beshriebeneGitterformulierung wird durh Monte-Carlo-Simulationen ausgewertet.26



2.9. Valenzquark-N�aherungDie fermionishen, grassmannwertigen Integrationen k�onnen in Form einer De-terminante dargestellt werden,Z D[ ℄D[ ℄ e�SF [U ℄ = detQ[U ℄: (2.89)Hier ist Q[U ℄ wiederum die Fermion- oder Quark-Matrix (2.75). Sie nimmt f�urWilsonfermionen mit einem Quark-Flavour und r = 1 die GestaltQ[U ℄xy = Æxy � �X� Æy;x+�̂(1 + �)Ux;� (2.90)an. Jetzt de�niert man die e�ektive EihwirkungSe� [U ℄ � SG[U ℄� ln detQ[U ℄: (2.91)F�ur ein beliebiges Produkt von FeldvariablenO[U; ;  ℄ =  y1 x1 � � � yn xnA[U ℄ (2.92)erh�alt man den ErwartungswerthOi = 1Z Z D[U ℄ e�Se�[U℄A[U ℄ Xz1;:::;zn �z1���zny1���ynQ[U ℄�1z1x1 � � �Q[U ℄�1znxn ; (2.93)= 1Z Z D[U ℄ e�SG[U ℄ detQ[U ℄A[U ℄� Xz1;:::;zn �z1���zny1���ynQ[U ℄�1z1x1 � � �Q[U ℄�1znxn : (2.94)Die Valenzquark-N�aherung vernahl�assigt den Einuss der Determinante derFermion-Matrix komplett. Setzt mandetQ[U ℄ = konstant; (2.95)so l�asst sih der Update-Shritt f�ur die Eihfeldkon�gurationen mit der reinenEihwirkung SG durhf�uhren [11℄. Auf diesen Kon�gurationen m�ussen dann(nur) noh die Quarkpropagatoren Q[U ℄�1 berehnet werden. Diese N�aherungl�asst E�ekte durh die Entstehung von Quark-Antiquark-Paaren, oder, in derSprahe der St�orungstheorie gesprohen, von geshlossenen Quark-Loops, au-�er Aht. Bisherige Rehnungen haben gezeigt, dass die vernahl�assigten E�ekteeiner Abweihung von etwa 10% entsprehen. Dennoh wird in der Valenzquark-N�aherung gerehnet, um die sehr viel aufwendigeren Simulationen mit dynami-shen Fermionen zu umgehen. Zur Zeit �nden zahlreihe Projekte statt, bisherin Valenzquark-N�aherung gerehnete Ergebnisse in voller QCD zu wiederholen[19, 20℄.Da s�amtlihe Rehnungen in dieser Arbeit die Valenzquarkn�aherung verwen-den, wird in den anshlie�enden Kapiteln niht gesondert darauf hingewiesen.Auh alle aus der Literatur zitierten niht-perturbativen Resultate sind quen-hed gerehnet. 27



2. Das Shr�odingerfunktional
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Kapitel 3Strategie f�ur dasniht-perturbative Mathingvon HQET und QCD
Im Folgenden wird der relativistishe Anteil des Mathings (der Anpassung)zwishen zwei Beshreibungen shwerer Quarks mit niht-perturbativer Genau-igkeit durhgef�uhrt. Auf der einen Seite steht die statishe N�aherung, die dieeinfahste Form einer e�ektiven Theorie shwerer Quarks (heavy quark e�etivetheory, HQET) darstellt. Auf der anderen Seite steht die �ublihe relativistisheQuantenhromodynamik. Da die Behandlung shwerer Quarks wie des b-Quarksmit den heute behandelbaren Gitterausdehnungen niht m�oglih ist, muss aufandere Methoden zur�ukgegri�en werden. Die relativistishe Behandlung wirdhier in einem unphysikalish kleinen Volumen durhgef�uhrt. Auf diese Weise istzwar eine realistishe Beshreibung von hadronishen Zust�anden, die shwereQuarks enthalten, niht unmittelbar m�oglih, aber die Abh�angigkeit geeigne-ter renormierter Gr�o�en von der Quarkmasse kann untersuht werden, um siesp�ater mit entsprehenden Gr�o�en in der e�ektiven Theorie in Beziehung zusetzen.3.1 Die Idee: Gitter-QCD in kleinem VolumenBevor auf die HQET in Abshnitt 3.2 genauer eingegangen wird, soll hier shoneinmal skizziert werden, wie man relativistishe QCD und HQET in niht-perturbativer Weise in Beziehung setzen kann, um daraus physikalishe Vor-hersagen der e�ektiven Theorie abzuleiten. Als ein Beispiel wird sp�ater dieBestimmung der b-Quarkmasse in der statishen Approximation [25℄ herange-zogen. 29



3. Strategie f�ur das Mathing von HQET und QCDErwartungswerte von Observablen in der QCD sind mit denjenigen in der ef-fektiven Theorie durh eine sogenannte Operatorproduktentwiklung verkn�upft[21℄. Um den Erwartungswert einer Observablen in der vollen QCD durh diee�ektive Theorie auszudr�uken, wird er in eine Reihe in 1=mQ, mit der Massedes shweren Quarks mQ, entwikelt. Die Reihe hat die FormhOiQCD = 0(�)hO0(�)iHQET + 1(�)2mQ hO1(�)iHQET + : : : (3.1)Die Terme auf der rehten Seite haben jeweils zwei Anteile mit untershiedli-her Energieabh�angigkeit. Die Erwartungswerte in der HQET entsprehen denniederenergetishen Beitr�agen, da die HQET per onstrutionem gerade eine ef-fektive Niederenergietheorie f�ur hadronishe Systeme mit shweren Quarks ist.Die Vorfaktoren i(�) sind die Korrekturen durh hohenergetishe Beitr�age, siewerden auh Wilson-KoeÆzienten genannt [21℄. Die Berehnung beider Fakto-ren gibt Grenzen f�ur die Energieskala � vor. Die Wilson-KoeÆzienten werdenmit Methoden der St�orungstheorie berehnet. Somit muss � deutlih oberhalbder Con�nement-Skala der QCD liegen. Die HQET gilt jedoh nur f�ur Energiendeutlih unterhalb der shweren Quarkmasse. Daraus resultiert f�ur die Ener-gieskala �: �QCD � �� mQ: (3.2)Da � noh den perturbativen Bereih erreihen muss, kommen nur sehr shwereQuarks, typisherweise das b-Quark, f�ur die Anwendung der HQET in Frage.Um sih eine Abh�angigkeit zwishen der vollen und der e�ektiven Theorie auhniht-perturbativ auf dem Gitter nutzbar zu mahen, muss insbesondere dielinke Seite von Gleihung (3.1) auf das Gitter �ubertragen werden. Die Voraus-setzung f�ur eine aussagekr�aftige Kontinuumsextrapolation ist eine hinreihendfeine Gitterau�osung a=L. Der Cuto� muss oberhalb der Masse der shwerenQuarks liegen, aMQ � 1: (3.3)Im Hinblik auf die sp�ateren Rehnungen wird von nun an die RGI-QuarkmasseMQ als Massenparameter verwendet. Dann ist aber eine gro�e Gitterl�ange Lmit heutigen Mitteln niht mehr zu realisieren. Als Ausweg verkleinert man dasVolumen. Dies w�urde zwar in bestimmten physikalishen Observablen zu gro�enendlihen Volumen-E�ekten f�uhren, aber die Quarkmassenabh�angigkeit geeig-neter renormierter Gr�o�en kann in diesem Rahmen weiterhin sinnvoll studiertwerden.Die Simulationen �nden also bei kleinem Volumen, aber mit hoher Gitter-au�osung statt. Im Shr�odingerfunktional wird die Energieskala � mit demInversen der Gitterl�ange L identi�ziert, vergleihe Abshnitt 2.2. Die Anwend-barkeit der HQET liefert somit die BedingungMQL0 � 1: (3.4)30



3.2. Shwere Quarks auf dem GitterEine sinnvolle Wahl f�ur die L�ange L0 in physikalishen Einheiten kann jetztabgesh�atzt werden, wenn man geeignete Vorgaben f�ur die Quarkmasse maht.Nimmt man f�ur das b-Quark eine zu erwartende RGI-Masse von etwa 7 GeVan, erf�ullt eine L�ange der Gr�o�enordnung von 0:2 fm die Bedingung (3.4).Da die Rehnung entlang einer Linie konstanter Physik und im SF als einemendlihen Volumen-Shema durhgef�uhrt werden soll, ist es aus praktishen�Uberlegungen sinnvoll, L0 in Einheiten der sogenannten Skala Lmax auszu-dr�uken, die durh �g2(Lmax) = 3:48 (3.5)de�niert wird. F�ur Ln � 2�nLmax sind die SF-Kopplung �g2 und die zur jewei-ligen Gitterau�osung geh�orenden Werte f�ur � aus der Bestimmung der RGI-Quarkmasse im SF durh die ALPHA{Kollaboration [22℄ bekannt.Als Ankn�upfungspunkt ben�otigt man noh Lmax in physikalishen Einheiten.Hier k�onnen die Ergebnisse von Arbeiten zur ph�anomenologish motiviertenSkala r0 [23, 24℄ verwendet werden. Das Verh�altnis der beiden Skalen im Kon-tinuumslimes wird in [24℄ mit Lmaxr0 = 0:738(16) (3.6)angegeben. Da r0 von der Gr�o�enordnung 0:5 fm ist, erh�alt man f�ur Lmax etwa0:36 fm. Jetzt de�niert man L0 � 12Lmax (3.7)und erh�alt so eine L�angenskala L0, die (3.4) mitMQ =Mb erf�ullt. F�ur dieses L0ist im Zusammenhang mit der Step-Saling-Funktion f�ur die RGI-Quarkmasse[22℄ folgendes bekannt: �g2(L0) = 2:4 : (3.8)F�ur alle Rehnungen wird jeweils die renormierte SF-Kopplung auf diesemWert gehalten. Die Quarkmasse wird auf vershiedene Werte im Bereih derb-Quarkmasse eingestellt. So kann die Abh�angigkeit der Observablen von derQuarkmasse untersuht werden.3.2 Shwere Quarks auf dem Gitter3.2.1 E�ektive Theorie shwerer QuarksDie Masse shwerer Quarks ist zu gro�, um sie direkt auf dem Gitter zu simu-lieren, da sie �uber dem Cuto� 1=a liegt. Die Idee der HQET ist es jetzt, einee�ektive Theorie zu formulieren, die man durh die Entwiklung der Lagrange-Dihte nah Potenzen von 1=m erh�alt [6℄. Die nullte Ordnung der EntwiklungLHQET = Lstath + 1mL(1)h +O � 1m2 � ; (3.9)Lstath =  h(D0 +m) h; (3.10)31



3. Strategie f�ur das Mathing von HQET und QCDwird statishe Theorie genannt. Die h�oheren Ordnungen werden als Korrekturenzur statishen Theorie betrahtet. Die Felder  h und  h erf�ullen die RelationenP+ h =  h; (3.11) hP+ =  h; (3.12)mit P� = 1�02 . Zwei ihrer Komponenten k�onnen zu Null gew�ahlt werden, weilsie wegen P�P+ = 0 nur zwei verbleibende Freiheitsgrade besitzen. Da nur diezeitlihe Ableitung in die Lagrangedihte Lstath eingeht, propagieren statisheQuarks nur vorw�arts in der Zeit [26℄.3.2.2 Das Problem der additiven RenormierungDiese Theorie shwerer Quarks verf�ugt niht �uber die hirale Symmetrie, wie imFall leihter, relativistisher Quarks, vergleihe Abshnitt 4.1.1. Die BeziehungZ(mbareb + Æm) = mb (3.13)zwishen der nakten Quarkmassembareb und der renormierten Masse mb enth�alteinen additiven Term, Æm. Aus dimensionellen Gr�unden ist Æm linear divergent.In der Gitterregularisierung ist es hier niht m�oglih die Renormierungskonstan-ten mit Hilfe hiraler Ward-Identit�aten zu bestimmen [6℄. Bestimmt man denTerm perturbativ, ist es niht m�oglih, zum Kontinuum zu extrapolieren, da dieKoeÆzienten alle mit 1=a skalieren. Mit der Idee des Mathings zwishen HQETund QCD wird dieses Problem umgangen, indem die nakte b-Quarkmassembarebdurh die RGI-Quarkmasse ersetzt wird [25℄.3.3 MathingIn der statishen Theorie setzt sih die Masse des B-Mesons aus der naktenb-Quarkmasse und der statishen Bindungsenergie Estat plus h�oheren Termenzusammen, mB = Estat +mbareb +O� 1mb� : (3.14)Da die Quarkmasse �uber Æm additiv renormiert wird, kann die Theorie auh mitvershwindender Quarkmasse in der Lagrangedihte formuliert werden: Lstath = hD0 h. Der Massenterm entsteht so erst w�ahrend der Renormierung. Damitkann man+ die Gr�o�e mbareb in (3.14) von nun an so au�assen, dass sie nur nohmultiplikativ zu renormieren ist.Jetzt werden geeignete Gr�o�en de�niert, die es erm�oglihen, die Theorien inBeziehung zu setzen. Um mbareb in der statishen Theorie durh die renormierteQuarkmasse in der QCD zu ersetzen, wird eine Mathing-Bedingung gefordert:�rel(L;M; g0) = �statR (L;M; g0) (3.15)= �stat(L; g0) +mbareb (M; g0) + O � 1M � : (3.16)32



3.3. Mathing�rel h�angt i.A. von der RGI-Quarkmasse M ab. Hierzu werden e�ektive Massen�rel und �stat eingef�uhrt, die aus Korrelationsfunktionen mit relativistishenbeziehungsweise statishen Quarks abgeleitet sind. Die Korrelationsfunktionenwerden in Kapitel 4 ausf�uhrlih behandelt. Dort wird f�ur den Axialvektorstromdie Korrelationsfunktion fA (4.46) de�niert. Mit der verbesserten Formf IA(x0) = fA(x0) + aA ~�0fP (x0) (3.17)l�asst sih jetzt �rel � �~�0 ln[f IA(x0)℄���x0=L2 (3.18)de�nieren. Lie�e sih �rel in einem gro�en (physikalishen) Volumen berehnen,entspr�ahe es der Masse des B-Mesons in der vollen QCD.Die statishe Version wird nah [26℄ analog gebildet. Die Zeitkomponente desstatishen Axialstroms, Astat0 (x) �  l05 h(x); (3.19)setzt sih aus einem relativistishen Anti-Quark-Feld  l und einem statishenQuark-Feld  h zusammen. Die Gittervariante der dazugeh�origen Korrelations-funktion nimmt die Formf statA (x0) = �a6Xy;z 12hAstat0 (x)�h(y)5�l(z)i; (3.20)mit einem shweren, statishen Randfeld �h und einem leihten relativistishen�l, an. Somit de�niert man �stat als�stat � �~�0 ln[f statA (x0)℄���x0=L2 : (3.21)In gro�em Volumen ist f statA eine Korrelationsfunktion, die wie e�Estatx0 abf�allt.Mit (3.16) und Ln � 2nL0 l�asst sih die B-Meson-Masse jetzt alsmB = Estat � �stat(L0) + �rel(L0;Mb) (3.22)= [Estat � �stat(Ln)℄ + [�stat(Ln)� �stat(L0)℄ + �rel(L0;Mb) (3.23)shreiben. Die beiden Terme in den ekigen Klammern sind Energie-Di�erenzenin der statishen Theorie. Sie m�ussen deshalb niht additiv renormiert wer-den. Die Di�erenz �stat(Ln)��stat(L0) kann mit Step-Saling bestimmt werden[25℄. Der verbleibende Term �rel(L0;Mb) tr�agt die gesamte Abh�angigkeit vonder Quarkmasse. Deshalb wird in Kapitel 5 die Abh�angigkeit von �rel von derQuarkmasse niht-perturbativ untersuht.33



3. Strategie f�ur das Mathing von HQET und QCD3.4 Bestimmung von �rel in Abh�angigkeit von derQuarkmasseUm einen �Ubergang zum Kontinuum zu erm�oglihen, muss f�ur die Simulationendie physikalishe Situation �xiert werden. Die Rehnungen sollen bei konstanterPhysik ablaufen. Dies l�asst sih durh eine bestimmte Wahl von g0, m0;l undm0;h f�ur jeden Wert von L=a realisieren. Die ersten beiden Bedingungen werdendurh Festlegung der Shr�odingerfunktionalkopplung �g(L) = 2:4484 und derForderung, dass das leihte Quark masselos sein soll,ml = 0; (3.24)mit der subtrahierten nakten Masse des leihten Quarks ml, erf�ullt. DieseWahl ist sinnvoll, da aus fr�uheren Simulationen im Zusammenhang mit derBestimmung der RGI-Quarkmasse f�ur bestimmte Werte der SF-Kopplung diedazugeh�origen Werte f�ur � = 6=g20 und f�ur den kritishen Hopping-Parameter� bekannt sind [22℄. Setzt man �l = �, so wird als Folge der De�nition deskritishen Hopping-Parameters ml(�) = 0.Die Abh�angigkeit von �rel von m0;h l�asst sih durh die Bedingungz � L0Mh = konstant (3.25)eliminieren. Hier ist Mh die RGI-Quarkmasse des shweren Quarks. Sie wird�uber die O(a) verbesserte subtrahierte Quarkmasse emq;h (4.24) zu den Simula-tionsparametern in Beziehung gesetzt,Mh = MhmR(�0)mR(�0)emq;h emq;h � ZM emq;h; �0 = 1L0 : (3.26)wobeimR die renormierte (laufende) PCAC-Quarkmasse in dem gew�ahlten SF-Shema ist. Die Renormierungskonstante ZM zerf�allt in zwei Anteile,h(L) � MhmR(�0) bei � = �0 (3.27)und mR(�0)emq;h = Zm(g0; L) bei � = �0: (3.28)Die Renormierungskonstante der Quarkmasse Zm wird sp�ater in Abshnitt 4.1.4eingef�uhrt.Man �xiert also die Quarkmasse, bzw. die dimensionslose Quarkmasse z f�ureine Rehnung auf einen festen Wert und extrapoliert die untersuhten Gr�o�enzum Kontinuumslimes. Durh mehrere Simulationen mit vershiedenen Quark-massen, kann die Abh�angigkeit des Kontinuumslimes der untersuhten Gr�o�envon z, also z.B. �rel(z) berehnet werden.34



3.5. Unsiherheit bei der Fixierung von zF�ur die Bestimmung von h(L0) sind eine bestimmte Anzahl von Shritten mitder Step-Saling-Funktion �P n�otig, siehe Abshnitt 2.3. Die Transformationzwishen den Skalen erfolgt durhMhmh(�0) = ZP (L0)ZP (2Lmax) � Mhmh(�) (3.29)Das Verh�altnis ZP (L0)=ZP (2Lmax) wird �uber �P bestimmt, und zwar durhZP (L0)ZP (2Lmax) = 1�P (3:48) � �P (2:4484) ; mit L0 = 12Lmax: (3.30)Der verbleibende Faktor ist bereits aus der Berehnung des Quarkmasserenor-mierungsfaktors [22℄ bekannt,Mm(�) = 1:157(15) bei � = 12Lmax : (3.31)3.5 Unsiherheit bei der Fixierung von zBei der Umrehnung der Bedingung z = konstant in die relevanten Simulations-parameter (�h) gehen vershiedene Gr�o�en ein, die mit untershiedlih gro�enstatistishen oder systematishen Fehlern behaftet sind. Die Fehler begrenzendie Genauigkeit, mit der die Rehnung wirklih bei konstanten physikalishenBedingungen durhgef�uhrt wird. Der Hopping-Parameter �h legt �uberamq;h = 12 � 1�h � 1�� (3.32)die nakte subtrahierte Quarkmasse amq;h fest. Nah der Vorshriftaemq;h = amq;h (1 + bmamq;h) (3.33)wird sie verbessert. Will man �h aus z bestimmen, m�ussen die vorherigen Re-lationen invertiert werden. F�ur � als Funktion von amq erh�alt man� = 12amq + 1� : (3.34)Und mit festem aemq;h ergibt sih aus (3.33)amq;h = � 12bm �s 14b2m + aemq;hbm : (3.35)F�ur aemq;h setzt man das geforderteaemq;h = aMhZM= aL0 � zZM (3.36)35



3. Strategie f�ur das Mathing von HQET und QCDein. Also ist das Resultat f�ur �h als Funktion von z:�h = 12 �� 12bm �r 14b2m + aL0 � zZMbm �+ 1� : (3.37)Damit die Wurzel in Gleihung (3.35) reell bleibt, kann amq;h nur Werte bis zuder Grenze amq;h < � 14bm (3.38)annehmen. Da bm �uber den gesamten untersuhten Parameterbereih niht klei-ner als �0:7 wird [27℄, ergibt sih f�ur amq;h die Grenze 0:35. Die gew�ahltenMassen M k�onnen also niht beliebig gro� werden.Fasst man jetzt umgekehrt z als Funktion der vershiedenen in seine Festlegungeingehenden Gr�o�en auf,z = z�h(L); Z(g0; L); ZA(g0; L); ZP (g0; L); bm(g0)�; (3.39)so gehen, trotz eines zugeh�origen festen Wertes f�ur �h, ihre Unsiherheiten in zein. Der Faktor h(L) ist im Kontinuumslimes bestimmt. Sein Fehler kann ersteinbezogen werden, nahdem der Kontinuumslimes der betrahteten Gr�o�endurhgef�uhrt wurde. Bisher liegt der �uberwiegende Anteil der Unsiherheit inden Werten f�ur bm und Z. Die urspr�unglihe niht-perturbative Bestimmungdieser Gr�o�en [27℄ dekt den f�ur Untersuhungen shwerer Quarks ben�otigtenBereih der Kopplung niht ab. Bei einer konservativen Fehlerabsh�atzung liegtdie Unsiherheit durh Extrapolation von den Daten bei h�oheren Kopplungenbei etwa f�unf Prozent f�ur bm und einem Prozent f�ur Z. Also ist es notwendig,bm und Z f�ur kleinere Kopplungen neu und pr�azise zu bestimmen, um genauereErgebnisse f�ur �rel in Abh�angigkeit von der Quarkmasse zu erhalten, da diesedann auh in abgeleitete Gr�o�en, wie z.B. Mb, einie�en w�urden. Im n�ahstenKapitel wird eben diese Rehnung beshrieben.
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Kapitel 4Niht-perturbativeBestimmung vonVerbesserungskoeÆzienten
4.1 Die PCAC-Relation4.1.1 Spontan gebrohene SymmetrieBetrahtet man ein Dublett von leihten Quarks = �ud� (4.1)mit mu = md � 0; (4.2)so hat die Lagrangedihte der QCD eine approximative SU(2)V 
 SU(2)A-Symmetrie [49℄. Der VektorstromV a� (x) = � (x)� 12�a (x) (4.3)und der AxialvektorstromAa�(x) = � (x)�5 12�a (x) (4.4)sind erhalten, wenn man die Quarkmassen vernahl�assigt. Hierbei sind �a dieGeneratoren der SU(2), die Pauli-Matrizen (A.2). 5 ist auf die �ublihe Weisein (A.9) de�niert.Die Quarkfelder lassen sih in einen links- und einen rehtsh�andigen Anteilaufteilen:  =  l +  r;  =  l +  r; (4.5)37



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientenmit  l = �1� 52 � ;  r = �1 + 52 � : (4.6)Hiermit sieht man, dass der Vakuumerwartungswert der skalaren Quarkdihte(Quark-Kondensat) niht vershwindet,h0j  j0i = h0j( l +  r)( l +  r)j0i= h0j l l +  r l +  l r +  r rj0i= h0j l lj0i| {z }=0 + h0j r lj0i| {z }6=0 + h0j l rj0i| {z }6=0 + h0j r rj0i| {z }=0= h0j r l +  l rj0i 6= 0: (4.7)Da der Vakuumerwartungswert niht mehr die volle Symmetrie der Lagrange-dihte aufweist, ist die SU(2)A-Symmetrie spontan gebrohen. Es verbleibt nohdie SU(2)V -Symmetrie. Durh spontane Symmetriebrehung entsteht nah demGoldstone-Theorem [28, 29℄ f�ur jede spontan gebrohene Symmetrie ein masse-loses bosonishes Teilhen. F�ur die drei Generatoren der SU(2) erwartet manalso drei masselose Bosonen zu �nden. Da die Symmetrie von vornherein nur ap-proximativ erf�ullt war | die Quarkmassen sind i.A. nur klein und niht gleihnull |, erhalten die Goldstone-Bosonen eine geringe Masse [11℄. Es sind diePionen �+, �0 und ��. Diese pseudoskalaren Mesonen haben im Vergleih zuden leihtesten Baryonen kleine Massen, die experimentell sehr genau bestimmtsind [30℄, m�� = 139:57018(35) MeV; (4.8)m�0 = 134:9766(6) MeV: (4.9)4.1.2 PCAC-Relation auf dem GitterF�ur die exakte SU(2)A-Symmetrie ist der Axialvektorstrom A� erhalten; seineDivergenz vershwindet. Auh diese Beziehung muss durh den approximativenCharakter der Symmetrie abge�andert werden. Die Erhaltung des Axialvektor-stroms A� bis auf einen lokalen Term,��Aa� = 2mP a; (4.10)wird PCAC-Relation (partially onserved axial urrent) genannt. P a ist diepseudoskalare Dihte, de�niert alsP a(x) = � (x)5 12�a (x): (4.11)Der Vorfaktor m hat die Dimension einer Masse und wird sp�ater (Abshnitt4.1.4) eine weitere De�nition der renormierten Quarkmasse erm�oglihen.38



4.1. Die PCAC-RelationAuf dem Gitter bleibt die PCAC-Relation nur bis auf O(a)-Gitterartefakteg�ultig. Diese k�onnen auf O(a2) vermindert werden, wenn der KoeÆzient SWdes Sheikholeslami-Wohlert-Terms (4.96) in der Wirkung sowie der Verbesse-rungskoeÆzient des Axialstroms A [31℄ geeignet gew�ahlt werden.4.1.3 Verbesserung von Quark-BilinearenUm Operatoren bis zur Ordnung a2 zu verbessern, ist es n�otig, die lokalen Felderzus�atzlih zur Verbesserung der Wirkung mit lokalen Gegentermen zu versehen[33℄. Der verbesserte Axialstrom ergibt sih aus(AI)a� = Aa� + Aa~��P a: (4.12)~�� ist die symmetrisierte Gitterableitung~�� � 12(�� + � �� ); (4.13)bestehend aus der �ublihen Vorw�artsableitung��f(x) � 1a [f(x+ a�̂)� f(x)℄; (4.14)und der R�ukw�artsableitung� �� f(x) � 1a [f(x)� f(x� a�̂)℄: (4.15)Der VerbesserungskoeÆzient ist in der Valenzquarkn�aherung niht-perturbativbestimmt worden [17℄, A = �0:00756g20 1� 0:748g201� 0:977g20 : (4.16)Die Kurve ist ein rationaler Fit an die Daten und f�ur 0 � g20 � 1 g�ultig. F�urdie pseudoskalare Dihte wird kein Gegenterm ben�otigt, sie ist bereits O(a)-verbessert, (PI)a = P a: (4.17)Die Verbesserung anderer Quark-Bilinearer verl�auft nah dem gleihen Shema.4.1.4 RenormierungDie Renormierung von Kopplung und Quarkmasse erfolgt in der unverbessertenTheorie rein multiplikativ und unabh�angig von der Quarkmasse durhg2R = Zg(g20 ; a�)g20 ; (4.18)mR = Zm(g20 ; a�)mq; (4.19)39



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientenmit der subtrahierten nakten Quarkmasse mq = m0 �m.Bei der Verbesserung der Wirkung wird von den drei prinzipiell m�oglihen Ter-men, O1 =  ���F�� ; (4.20)O2 = m TrfF��F��g; (4.21)O3 = m2  ; (4.22)nur der erste betrahtet [31℄, siehe Abshnitt 2.9. Die beiden anderen Termeentsprehen einer Umde�nition der nakten Kopplung (O2) bzw. der naktenQuarkmasse (O3). Deshalb muss die De�nition der renormierten Gr�o�en in derverbesserten Theorie leiht abge�andert werden, da sonst Cuto�-E�ekte der Ord-nung amq in einigen Korrelationsfunktionen niht aufgehoben w�urden [33℄. Vorder Renormierung ist es daher n�otig die nakten Parameter nah der Vorshrift~g20 = g20(1 + bgamq); (4.23)emq = mq(1 + bmamq) (4.24)zu reskalieren. Um O(a)-Verbesserung zu erreihen, m�ussen die KoeÆzienten bgund bm ebenso wie die VerbesserungskoeÆzienten der Wirkung rihtig gew�ahltwerden. Ein Teil dieser Arbeit besh�aftigt sih damit, bm in einem relevantenParameterbereih zu bestimmen.Die De�nition der verbesserten renormierten Parameter verl�auft jetzt analogzum unverbesserten Fall, g2R = Zg(g20 ; a�)~g20 ; (4.25)mR = Zm(g20 ; a�)emq: (4.26)Die gleihe Prozedur ist f�ur die renormierten verbesserten Felder n�otig. Der ver-besserte Axialvektorstrom (4.12) und die pseudoskalare Dihte (4.11) erhaltenauh b-Faktoren, bevor sie renormiert werden,(AR)a� = ZA(1 + bAamq) (AI)a� ; (4.27)(PR)a = ZP (1 + bPamq)P a: (4.28)F�ur andere Felder, die sih multiplikativ renormieren lassen, gelten analogeFormeln.Mit verbesserter Wirkung und renormiertem, verbessertem Axialstrom erm�og-liht die PCAC-Relation eine zweite De�nition der renormierten O(a)-verbessertenQuarkmasse: mR = ZA(1 + bAamq)ZP (1 + bPamq)m: (4.29)Hier ist m die nakte Strommasse, die durh ein Matrixelement der PCAC-Relation (4.10) bestimmt ist. Andererseits kann die renormierte Quarkmasse40



4.1. Die PCAC-Relationnah der urspr�unglihen De�nition (4.26) bestimmt werden. Aus den beidenGleihungen f�ur mR erh�alt manm = ZmZPZA � (1 + bmamq)(1 + bPamq)1 + bAamq mq (4.30)und durh Entwiklung nah Potenzen von am = Zmq (1 + [bm � bA + bP ℄ amq) + O�a2� ; (4.31)mit Z = ZmZPZA : (4.32)Z h�angt nur von ~g20 = g20(1 + bgamq) ab.Gleihung (4.31) zeigt, dass die Kombination bm � bA + bP bestimmt werdenkann, indem man m in Abh�angigkeit von mq bei festem ~g betrahtet. H�alt manstattdessen g0 konstant, gibt es einen weiteren Beitrag zur Entwiklung von m.Aus der Taylor-Reihe von Z,Z(g20 +�g20) = Z(g20) + �Z�g20 �g20 +O�(�g20)2� ; (4.33)ergibt sih mit �g20 = g20bgamq f�ur m als Funktion von g20 :m = �Z + �Z�g20 g20bgamq�mq (1 + [bm � bA + bP ℄amq) + O�a2�= Zmq �1 + �bm � bA + bP + g20bg �Z�g20�Z� amq�+O�a2�= Zmq �1 + �bm � bA + bP + g20 � lnZ�g20 bg� amq�+O�a2� : (4.34)Die Renormierungskonstante Z ist jetzt Funktion von g20 . Zur Bestimmung derrenormierten verbesserten Quarkmasse mR reiht es jedoh niht, die Kombi-nation bm� bA+ bP zu bestimmen. Dazu m�ussen bm und bA� bP jeweils einzelnermittelt werden.4.1.5 PCAC-Relation mit mehreren Quark-Flavours in derValenzquark-N�aherungDie Valenzquarkn�aherung der QCD (siehe Abshnitt 2.9) bildet die Grundlagef�ur die numerishen Simulationen, die in den folgenden Kapiteln dargestellt wer-den. Die quenhed N�aherung erm�ogliht die separate Berehnung von bA � bPund bm. In dieser Approximation vershwindet der KoeÆzient bg. Wihtiger istaber, dass die Theorie so auh mit untereinander vershiedenen Quarkmassenbehandelbar bleibt, w�ahrend in der vollen Theorie eine Vielzahl neuer Verbes-serungskoeÆzienten auftritt. 41



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientenJedes einzelne Quark-Flavour fi l�asst sih hier nah (4.24) getrennt verbessern.Da die Isospinsymmetrie f�ur untershiedlihe Quarkmassen gebrohen ist, ist essinnvoll, folgende Linearkombinationen der bilinearen Felder einzuf�uhren:A�� = A1� � iA2�; P� = P 1 � iP 2: (4.35)Diese erf�ullen die PCAC-Relation bis auf Cuto�-E�ekte,��A�� = (mf1 +mf2)P�: (4.36)Die Verbesserung der Felder bleibt gleih bis auf die Tatsahe, dass jetzt derMittelwert der subtrahierten nakten Quarkmassen mit bA bzw. bP multipliziertwird. Der verbesserte Axialstrom hat demnah die Form(AR)�� = ZA �1 + bA 12(amq;1 + amq;2)� (AI)�� ; (4.37)und analog gilt f�ur die pseudoskalare Dihte(PR)� = ZP �1 + bP 12(amq;1 + amq;2)� (PI)� : (4.38)In Abshnitt 4.4 wird gezeigt, dass die Abh�angigkeit von den Massen derart ist,dass bm und bA � bP unabh�angig voneinander bestimmt werden k�onnen.4.2 Erwartungswerte von OperatorenMit dem Shr�odingerfunktional lassen sih Erwartungswerte von Operatorenberehnen. Dazu wird ein Operator O betrahtet, der aus einem beliebigenProdukt von Feldern im Inneren des Volumens und auf dem Rand besteht.Man identi�ziert | wie in der Formulierung der Quantisierung mit Funktional-integralen �ublih | die Felder mit Funktionalableitungen nah Quelltermen.Die Wirkung erh�alt zus�atzlih den fermionishen Quellterm [34℄,SS [ ; � ; �; ��℄ � �� + � �: (4.39)Dann identi�ziert man (x) �! ÆÆ��(x) ; � (x) �!� ÆÆ�(x) : (4.40)Diese Wahl ist sofort einsihtig, da ausÆÆ�(x) e�S�Ss = � � e�S�Ss (4.41)sofort ÆÆ�(x) e�S�Ss������=�=0 = � � e�S (4.42)42



4.3. Korrelationsfunktionenfolgt. Neben den Eihfeldern und den Quark- und Antiquarkfeldern kann Oauh Randfelder enthalten, die in Ableitungen nah den Quelltermen auf demRand �ubergehen [31℄:�(x) �! ÆÆ��(x) ; ��(x) �!� ÆÆ�(x) ; (4.43)� 0(x) �! ÆÆ��0(x) ; �� 0(x) �!� ÆÆ�0(x) : (4.44)Jetzt ist der Erwartungswert des Operators O durhhOi = � 1Z Z D[A℄D[ ℄D[ ℄O e�S[A; � ; ;��;�;��0;�0℄�SS [ � ; ;��;�℄���0=�0=��=�=��=�=0(4.45)gegeben. Die numerishe Berehnung von Erwartungswerten erfolgt in dieserArbeit ausshlie�lih im Rahmen der Valenzquarkn�aherung, siehe Abshnitt2.9.4.3 KorrelationsfunktionenIm Formalismus des Shr�odingerfunktionals lassen sih auh Korrelationsfunk-tionen de�nieren. Eine wihtige Anwendung der im vorangegangenen Abshnitt4.2 beshriebenen Berehnung von Erwartungswerten im SF ist die Berehnungvon Korrelationsfunktionen f�ur vershiedene Quarkbilineare.4.3.1 Korrelationsfunktionen des AxialvektorstromsF�ur die in Abshnitt 4.1 de�nierten bilinearen Bildungen de�niert manfA(x0) � �a6Xy;z 13hA30(x) ��(y)5 12 �3 �(z)i; (4.46)fP (x0) � �a6Xy;z 13hP 3(x)��(y)5 12�3�(z)i: (4.47)Die Korrelationsfunktionen enthalten jeweils vier fermionishe Felder; zwei aufdem Rand (� und ��) und zwei im gesamten Volumen de�nierte. Die Summenlaufen �uber das r�aumlihe Volumen. Das f�uhrt zufA(x0) = �a6Xy;z 13h � (x)05 12�3 (x) ��(y)5 12 �3 �(z)i; (4.48)fP (x0) = �a6Xy;z 13h � (x)5 12�3 (x) ��(y)5 12 �3 �(z)i; (4.49)mit den De�nitionen f�ur A3� (4.4) und P 3 (4.11). Die Grassmann-Integrationen�uber den fermionishen Anteil der Funktionalintegrals werden jetzt explizit aus-gef�uhrt. Nah dem Wik-Theorem f�ur Fermionen [35℄ ergeben sih Ausdr�uke,43



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientendie nur noh fermionishe Zweipunktfunktionen enthalten,fA(x0) = �a6Xy;z 12hTrf[�(z) � (x)℄F 05[ (x)��(y)℄F 5giG; (4.50)fP (x0) = �a6Xy;z 12hTrf[�(z) � (x)℄F 5[ (x)��(y)℄F 5giG; (4.51)mit hOiG = R D[U ℄O e�SG[U ℄R D[U ℄ e�SG[U ℄ : (4.52)Die Kontraktionen der Quark-Felder lassen sih durh Propagatoren �S(x) vomRand bis zum Punkt x ausdr�uken. �S ist de�niert durhXx Q(y; x) �S(x) = KU y(0;x; 0)5P+; (4.53)wobei Q die Fermionmatrix (2.75) ist. In die Normierung K geht auh derVerbesserungskoeÆzient ~t ein, siehe Abshnitt 2.8.4. Somit nimmt die Korre-lationsfunktion fA die FormfA(x0) = �a6 14Xx hTr f �Sy(x)0 �S(x)giG (4.54)an.
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spaceAbbildung 4.1: Veranshaulihung der Korrelationsfunktionen im Shr�odinger-funktional. Die unregelm�a�igen Linien repr�asentieren die Trajektorien einesQuarks und eines Anti-Quarks, die zur Zeit x0 = 0 entstehen und sih amPunkt x gegenseitig vernihten.Um fA explizit zu berehnen stellt man die Projektoren P� in der hiralen Basis[34℄ dar:P� = 12(1� 0) = 12  1 11 1 ! ; P+ = 12(1 + 0) = 12  1 �1�1 1 ! : (4.55)44



4.3. KorrelationsfunktionenIm Folgenden stehen die griehishen Indizes f�ur Elemente im Colour-Raum unddie gro�en lateinishen Buhstaben f�ur Dira-Indizes. Aus Gleihung (4.53) folgtmit P+P� = 0 sofort �SP� = 0, oder in KomponentenshreibweiseSA1 + SA3 = 0; SA2 + SA4 = 0: (4.56)Das reduziert die Anzahl der unabh�angigen Elemente von �S = (SAB) auf dieH�alfte. Die Summation �uber den zweiten Diraindex C l�auft also nur noh von1 bis 2: fA(x0) = �hXx 2XC=1 X;�;B �S��B;C(x) [0 �S(x)℄�B;CiG: (4.57)Die Matrix A � �Sy0 �S hat vier unabh�angige Komponenten und nimmt mit 0aus (A.7) die GestaltA =  a �a�a a ! mit a 2 C2�2 (4.58)an. F�ur die Elemente von a erh�alt mana11 = �2Re(Sy11S31 + Sy21S41); (4.59)a21 = �(S�y12S31 + S�y22S41 + S�y32S11 + S�y42S21); (4.60)a12 = (a21)�y = �(S12S�y31 + S22S�y41 + S32S�y11 + S42S�y21); (4.61)a22 = �2Re(Sy12S32 + Sy22S42): (4.62)Shlie�lih verbleibt f�ur den in die Monte-Carlo-Simulation eingehenden Aus-druk f�ur fA:fA(x0) = 2hXx Re[Sy11S31 + Sy21S41 + Sy12S32 + Sy22S42℄iG: (4.63)Die Rehnung l�asst sih analog f�ur fP wiederholen. Man erh�alt fP , wenn manin Gleihung (4.57) 0 durh �1 ersetzt.4.3.2 Korrelationsfunktionen des VektorstromsF�ur die Korrelationsfunktion des Vektorstroms (4.3)kV (x0) � �13 3Xk=1Xy;z hV 3k (x) ��(y)k 12�3�(z)i ; (4.64)ist ein �ahnlihes Vorgehen m�oglih. Mit der De�nition des Propagators vomRand zum Punkt x (4.53) l�asst sih auh hier nah erneuter Anwendung desWikshen Theorems die DarstellungkV (x0) = 13h 3Xk=1Xx fTr k �Sy(x)k �S(x)iG (4.65)45



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzienten�nden.Die einzelnen Summanden der Summe �uber k haben aber durh die -Matrizen(A.7) eine untershiedlihe Struktur. Man erh�altB � 1 �Sy1 �S =  b �b�b b ! mit b 2 C2�2; (4.66)b11 = S�y12S41 + S�y22S31 � S�y32S21 � S�y42S11;b21 = S�y11S41 + S�y21S31 � S�y31S21 � S�y41S11;b12 = S�y12S42 + S�y22S32 � S�y32S22 + S�y42S12;b22 = S�y11S42 + S�y21S32 � S�y31S22 + S�y41S12;C � 2 �Sy2 �S =   � � ! mit  2 C2�2; (4.67)11 = �(S�y12S41 + S�y22S31 + S�y32S21 � S�y42S11);21 = 2Re(S�y11S41 � S�y21S31);12 = 2Re(S�y12S42 � S�y22S32);22 = S�y11S42 � S�y21S32 � S�y31S22 + S�y41S12;D � 3 �Sy3 �S =  d �dd �d ! mit d 2 C2�2; (4.68)d11 = S�y11S31 � S�y31S11 + S�y21S41 + S�y41S21;d21 = �S�y12S31 + S�y22S41 + S�y32S11 + S�y42S21;d12 = (d21)�y = �S12S�y31 + S22S�y41 + S32S�y11 + S42S�y21;d22 = �S�y12S32 + S�y32S12 � S�y22S42 + S�y42S22:Nah Summation und einigen Umformungen ist das Resultat f�ur die Vektor-stromkorrelationsfunktionkV (x0) = 23hXx ReTr[S�y11(2S42 � S31) + S�y22(2S31 + S42) + S�y21S41 + S�y12S32℄iG:(4.69)Zur Verbesserung von kV wird sp�ater noh die Tensor-KorrelationsfunktionkT (x0) � �13 3Xk=1Xy;z hT 3k0(x)��(y)k 12�3�(z)i (4.70)mit T a��(x) = i (x)��� 12�a (x) (4.71)ben�otigt, wobei der Tensor ��� in (A.11) de�niert ist.46



4.3. Korrelationsfunktionen4.3.3 Korrelationen zwishen RandfeldernWenn man die Korrelationsfunktion zwishen zwei Feldern auf den gegen�uber-liegenden Rand�ahen betrahtet, erh�alt manf1 � � 13L6 Xy;z;y0;z0h� 0(y0)5 12�a� 0(z0)�(y)5 12�a�(z)i: (4.72)Die Rand-Rand-Korrelation f1 tr�agt keine x0-Abh�angigkeit und wird zur Nor-mierung abgeleiteter Gr�o�en benutzt, insbesondere um die multiplikative Re-normierung der Randfelder herauszuk�urzen.
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Abbildung 4.2: Veranshaulihung der Korrelation zwishen Randfeldern imShr�odingerfunktional. Ein Quark-Antiquark-Paar entsteht bei x0 = 0 und pro-pagiert zu x0 = T .4.3.4 Korrelationsfunktionen mit nihtentarteten QuarkmassenDie Vorgehensweise, die in den letzten beiden Abshnitten erl�autert worden ist,l�asst sih auf den Fall nihtentarteter Quarkmassen verallgemeinern. Insbeson-dere sollen im folgenden Korrelationsfunktionen mit einer leihten Quarkmasseml und einer shweren Quarkmasse mh betrahtet werden.Mit den De�nitionen aus Abshnitt 2.9 und dem Quellterm auf dem RandO� = O1� iO2 werden Korrelationsfunktionen mit nihtentarteten Quarkmas-sen de�niert.f ijA (x0) = �12hA+0 (x)O�i; f ijP (x0) = �12hP+(x)O�i (4.73)mit Oa = a6Xy;z ��(y)5 12�a�(z): (4.74)47



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientenAuh f�ur diese Korrelationsfunktionen l�asst sih eine nakte Strommasse durhmij = ~�0f ijA (x0) + aA��0�0f ijP (x0)2f ijP (x0) (4.75)de�nieren. Die Verallgemeinerung von Gleihung (4.31) lautetmij = Z �12(mq;i +mq;j) + 12bm �am2q;i + am2q;j��14(bA � bP )a(mq;i +mq;j)2�+O�a2� : (4.76)In der Analyse werden auh PCAC-Massen mit verbesserten Ableitungen be-trahtet [37℄. Dazu ersetzt man in Gleihung (4.75)~�0 ! ~�0�1� 16a2��0�0� ; (4.77)��0�0 ! ��0�0�1� 112a2��0�0� : (4.78)Diese Verbesserung verkleinert die Fehler der Gitterableitung auf O�a4�.4.4 Berehnung der VerbesserungskoeÆzienten ausden PCAC-MassenIm Abshnitt 4.1.4 sind die VerbesserungskoeÆzienten bA, bP und bm de�niertworden. Das Ziel ist im Folgenden, diese Gr�o�en aus den grundlegenden Gr�o�en,die von der Monte-Carlo-Simulation ausgegeben werden, herzuleiten. Die pri-m�aren Gr�o�en sind hier die Korrelationsfunktionen fA (4.46) und fP (4.47).Als erste sekund�are Gr�o�e l�asst sih die PCAC-Masse mij (4.75) ableiten, aufdie die VerbesserungskoeÆzienten zur�ukgef�uhrt werden sollen.Um jetzt die VerbesserungskoeÆzienten bm und bA�bP sowie die Renormierungs-konstante Z zu isolieren, betrahtet man die Kombination2am12 � am11 � am22 = f(amq;1; amq;2); (4.79)die eine analytishe Funktion der subtrahierten nakten Quarkmassen ist [27℄.Weiterhin ist f symmetrish bei Austaush der Argumente, f(x; y) = f(y; x),und vershwindet f�ur x = y. Somit kann f in eine Reihe der Formf(x; y) = (x� y)2 1Xn;k=0 nk(x� y)2n(x+ y)k (4.80)mit reellen KoeÆzienten nk entwikelt werden. Insbesondere ist00 = Z 12(bA � bP ) (4.81)48



4.4. Berehnung der VerbesserungskoeÆzienten aus denPCAC-Massenbis zu Termen von O(a), die niht von den Quarkmassen abh�angen [27℄. Setztman Gl. (4.76) in die De�nition von f ein, ergibt sihf(amq;1; amq;2) = Z�amq;1 + amq;2 + bm(a2m2q;1 + a2m2q;2)� 12(bA � bP )a2(mq;1 +mq;2)2� amq;1 � bma2m2q;1 + (ba � bP )a2m2q;1� amq;2 � bma2m2q;2 + (bA � bP )a2m2q;2�+O�a3�= 12Z(bA � bP )a2(mq;1 �mq;2)2 +O�a3� : (4.82)Die Bestimmung von bA � bP erfordert es nun, die Di�erenzam11 � am22 = g(amq;1; amq;2) (4.83)in eine Reihe der Formg(x; y) = (x� y) 1Xn;k dnk(x� y)2n(x+ y)k (4.84)mit d00 = Z zu entwikeln. Analog zu Gl. (4.82) erh�alt mang(amq;1; amq;2) = Zhamq;1 + bmam2q;1 � (bA � bP )am2q;1�amq;2 + bmam2q;2 � (bA � bP )am2q;2i+O�a2�= Zh1 + (bm � bA + bP ) (amq;1 + amq;2)i�(amq;1 � amq;2) + O�a2� : (4.85)Somit de�niert man das Verh�altnisRAP � 2(2m12 �m11 �m22)(m11 �m22)(amq;1 � amq;2) (4.86)als eine Absh�atzung f�ur den KoeÆzienten bA � bP bis zu Termen vonO(amq;1 + amq;2) und quarkmassenunabh�angige Gitterartefakte von O(a),RAP = Z(bA � bP )a(mq;1 �mq;2)2Za(mq;1 �mq;2)2 +O�a2� ; (4.87)RAP = bA � bP +O(amq;1 + amq;2). (4.88)F�ur die Absh�atzung von bm erweist es sih als n�utzlih, eine dritte Quarkmasse,mq;3 = 12 (mq;1 +mq;2) ; (4.89)49



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientengegeben durh den Mittelwert der ersten beiden, einzuf�uhren. Mit der gleihenMethode wie vorher l�asst sih bm ausdr�uken durhRm � 4(m12 �m33)(m11 �m22)(amq;1 � amq;2) : (4.90)Hier gilt f�ur den Z�ahler4(m12 �m33) = Z�12mq;1 + 12mq;2 + 12bmam2q;1 + 12bmam2q;2� 14(bA � bP )a(mq;1 +mq;2)2 �mq;3� bmam2q;3 + (bA � bP )am2q;3�+O�a2�= Zbma(mq;1 �mq;2) + O�a2� ; (4.91)so dass analog zu bA � bP giltRm = bm +O(amq;1 + amq;2). (4.92)Abshlie�end l�asst sih auh die Renormierungskonstante Z durhRZ � m11 �m22mq;1 �mq;2 + (bA � bP � bm)(am11 + am12) (4.93)absh�atzen. F�ur die korrekte Wahl von bA � bP � bm gilt nah (4.85)RZ = Z +O�a2�. (4.94)4.5 Numerishe Ergebnisse4.5.1 StrategieDie Bestimmung der VerbesserungskoeÆzienten bm und bA � bP und der Re-normierungskonstante Z soll f�ur kleinere Kopplungen als bisher (� zwishen 7.4und 8.2) bestimmt werden. Die Anwendung auf Systeme mit shweren Quarksben�otigt diesen Parameterbereih. In der bisher vorliegenden Arbeit zu dendiesen Gr�o�en [27℄ wurde als Renormierungsbedingung L=r0 konstant gehal-ten. Der ph�anomenologishe Parameter r0 [23, 24℄ ist f�ur die kleinen Kopplun-gen dieser Arbeit niht bekannt. Es w�are n�otig gewesen, von den existierendenDaten zu extrapolieren, wodurh zus�atzlihe Unsiherheiten in die Ergebnis-se eingebraht worden w�aren. Deshalb wird in dieser Arbeit eine andere Wahlgetro�en. 50



4.5. Numerishe ErgebnisseDer Parameter � { und damit auh g0 { wird so gew�ahlt, dass die renormierteSF-Kopplung auf einem festen Wert�g2 = 2:4 (4.95)gehalten wird. Entlang dieser Linie konstanter Physik verl�auft die gesamteRehnung. Beim Festlegen der Werte f�ur � kann auf die bereits erw�ahnte Arbeitzur Quarkmassen-Renormierung [22℄ zur�ukgegri�en werden.4.5.2 SimulationsparameterDie Rehnungen werden auf hyperkubishen Gittern der Gr�o�e L3 � T mitT = 32L und L=a = 12, 16, 20, 24 und 32 durhgef�uhrt. Das 20er-Gitter mussaufgrund der Mashinentopologie der APEmille-Rehner am DESY Zeuthenzwishen L=a = 16 und L=a = 24 interpoliert werden.Die verwendete Wirkung ist die mit dem SW-Term verbesserte Wirkung mitWilson-Fermionen. Die Rehnung verwendet die Valenzquarkn�aherung. Der in(2.44) de�nierte Winkel f�ur den Phasenfaktor wird auf � = 0:5 gesetzt. Derzum Verbesserungsterm geh�orige KoeÆzient SW ist in dieser N�aherung niht-perturbativ bekannt [17℄:SW = 1� 0:454g20 � 0:175g40 + 0:012g60 + 0:045g801� 0:720g20 : (4.96)Der rationale Fit durh die numerishen Daten ist f�ur 0 � g0 � 1 g�ultig undgeht f�ur kleine Kopplungen in die Resultate der St�orungstheorie �uber. Die Ver-besserungskoeÆzienten, die die Rande�ekte kompensieren sollen, werden beideauf ihre st�orungstheoretishen Ergebnisse gesetzt:t(g0) = 1� 0:089g20 � 0:030g40 ; (4.97)~t(g0) = 1� 0:018g20 : (4.98)Die Resultate entstammen der urspr�unglihen Arbeit zum Shr�odingerfunktio-nal der reinen Eihtheorie [1℄ und einer Zwei-Shleifen-Rehnung zur QCD imSF [36℄.Die Simulationen werden bei zwei vershiedenen Parameters�atzen durhgef�uhrt.F�ur das leihte Quark wird jeweils � = � gesetzt, so dass die nakte StrommasseLm11 sehr klein bleibt. Sie vershwindet niht v�ollig, da die Werte f�ur �, diewiederum [22℄ entstammen, mit der zeitlihen Ausdehnung T = L und nihtmit T = 32L gerehnet worden sind.Beim ersten Datensatz wird �h so gesetzt, dass Lm22 � 0:45 ist. Der zweiteDatensatz wird mit kleineren �h, also einer gr�o�eren Masse gerehnet. Hierwird die Strommasse des shweren Quarks auf Lm22 � 2:5 eingestellt.51



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientenUm Rundungsfehler zu minimieren, wird der Hopping-Parameter �3, f�ur diedritte zur Berehnung von bm ben�otigte Quarkmasse (4.89), intern vom Pro-gramm berehnet. Aus dessen De�nition,� = 12am0 + 8 ; (4.99)folgt mit m0;3 = 12(m0;1 +m0;2) �3 = 2�1�2�1 + �2 : (4.100)Dies ist im Gegensatz zur urspr�unglihen Bestimmung der Verbesserungskoef-�zienten [27℄ m�oglih, da die jetzt verwendeten APEmille-Rehner �uber doppeltgenaue Flie�komma-Arithmetik verf�ugen. So ist der Fehler durh das mashinen-bedingte Abshneiden von �3 zu vernahl�assigen.Set L=a Statistik � �1 am11 Lm11A1 12 896 7.4082 0.133961 0.0028(1) 0.0336(7)B1 16 393 7.6547 0.133632 0.0010(1) 0.0162(6)C1a 16 745 7.8439 0.133373 0.0005(1) 0.0084(5)C1b 24 278 7.8439 0.133373 0.0005(1) 0.0116(6)D1 24 321 7.9993 0.133159 0.0004(1) 0.0105(5)E1 32 171 8.2415 0.132847 0.0002(1) 0.0079(5)A2 12 896 7.4082 0.133961 0.0028(1) 0.0336(7)B2 16 393 7.6547 0.133632 0.0010(1) 0.0162(6)C2a 16 745 7.8439 0.133373 0.0005(1) 0.0084(5)C2b 24 278 7.8439 0.133373 0.0005(1) 0.0116(6)D2 24 321 7.9993 0.133159 0.0004(1) 0.0105(5)E2 32 171 8.2415 0.132847 0.0002(1) 0.0079(5)Tabelle 4.1: Parameter f�ur das leihte Quark

52



4.5. Numerishe ErgebnisseSet L=a � �2 am22 Lm22A1 12 7.4082 0.132728 0.0398(1) 0.4778(7)B1 16 7.6547 0.132711 0.0289(1) 0.4621(7)C1a 16 7.8439 0.132440 0.0288(1) 0.4610(5)C1b 24 7.8439 0.132767 0.0189(1) 0.4546(6)D1 24 7.9993 0.132553 0.0189(1) 0.4539(5)E1 32 8.2415 0.132395 0.0141(1) 0.4508(5)A2 12 7.4082 0.126040 0.2258(1) 2.7100(6)B2 16 7.6547 0.128028 0.1632(1) 2.6112(6)C2a 16 7.8439 0.129018 0.1284(1) 2.0537(4)C2b 24 7.8439 0.129018 0.1284(1) 3.0823(5)D2 24 7.9993 0.129595 0.1061(1) 2.5456(5)E2 32 8.2415 0.130246 0.0782(1) 2.5035(5)Tabelle 4.2: Parameter f�ur das shwere Quark4.5.3 KorrelationsfunktionenDie grundlegenden Gr�o�en, die von dem Simulationsprogramm berehnet wer-den, sind die Korrelationsfunktionen fA(x0) (4.46) und fP (x0) (4.47). Sie wer-den bereits im Programm �uber das Raumvolumen einer Zeitsheibe gemitteltund fallen exponentiell ab.
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Abbildung 4.3: Beispiel f�ur eine Korrelationsfunktion: f22A , gerehnet mit L=a =16 und �2 = 0:132711. Die statistishen Fehler sind kleiner als die Symbole. DieLinie dient nur zur Veranshaulihung des funktionalen Verlaufs.53



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzienten4.5.4 Bestimmung der statistishen FehlerDie statistishe Unsiherheit der Korrelationsfunktionen und der abgeleitetenGr�o�en wird mit einer Jakknife-Analyse bestimmt [11℄. Hierf�ur werden aus denRohdaten sogenannte Jakknife-Samples erstellt, die die Grundlage f�ur die wei-tere Datenanalyse bilden. F�ur einen Datensatz x1; : : : ; xn besteht ein JakknifeSample ~xj aus dem Mittelwert der fxigi 6=j . Es gilt also~xj = 1n� 1 nXi=1i 6=j xi: (4.101)Anstelle der Rohdaten werden jetzt die Jakknife-Samples benutzt, um abge-leitete Gr�o�en und deren Fehler zu berehnen. F�ur eine sekund�are Gr�o�e,Ai � A(~xi) (4.102)errehnet sih der Mittelwert �A �uber die n Messungen aus�A = 1n nXi=1 Ai; (4.103)und der dazugeh�orige Jakknife-Fehler �A aus�A =vuutn� 1n nXi=1( �A�Ai)2: (4.104)Der Jakknife-Fehler ist f�ur Analysen von korrelierten Datens�atzen verl�assliherals die �ublihe Standardabweihung. Prinzipiell sind die aufeinander folgendenDaten einer Monte-Carlo-Simulation korreliert. Die Korrelationen nehmen mitwahsender Monte-Carlo-Zeit zwishen den betrahteten Messungen ab. Um zustarke Korrelationen zwishen den einzelnen Messwerten auszushlie�en, wirdnur bei jedem zwanzigsten Eihfeld-Update eine Messung durhgef�uhrt. So istsihergestellt, dass der zeitlihe Abstand gr�o�er ist als die integrierte Autokorre-lationszeit, die ein Mass f�ur die Dauer von Korrelationen in MC-Simulationen ist[38℄. Alle im Folgenden angef�uhrten Messunsiherheiten sind durh Jakknife-Analysen ermittelt. 54



4.5. Numerishe Ergebnisse4.5.5 PCAC-MassenAus den O(a)-verbesserten Korrelationsfunktionen(f ijA )I(x0) = f ijA (x0) + A ~�0f ijP (x0) (4.105)erh�alt man die PCAC-Massen in Abh�angigkeit von x0 durh Gleihung (4.75).Wie Abbildung 4.4 verdeutliht, zeigen die Strommassen ein deutlihes Plateauim Inneren des betrahteten Volumens. Die in den Tabellen 4.1 und 4.2 ange-geben Werte der Massen sind durh Mittelung �uber das mittlere Drittel desVolumens, also von T3 bis 2T3 , bestimmt worden.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1415 1617 18 19 20 21
x

0

0

0,05

0,1

0,15

m
P

C
A

C

κ
1
 = 0.133632

κ
3
 = 0.133170

κ
2
 = 0.132711

κ
5
 = 0.130770

κ
4
 = 0.128028

Abbildung 4.4: PCAC-Massen f�ur L=a = 16, 393 Messungen.
Es hat sih gezeigt, dass die Wahl der Gitterableitung einen gro�en Einussauf die VerbesserungskoeÆzienten, insbesondere bA � bP , hat [27℄. S�amtlihebisherigen Ergebnisse f�ur die PCAC-Massen sind mit den verbesserten Gitter-ableitungen (4.77) gerehnet.Um zu illustrieren, dass die Simulationen f�ur die gleihen physikalishen Bedin-gungen durhgef�uhrt werden, wird die dimensionslose PCAC-Masse Lm gegendie Gitterau�osung a=L aufgetragen. 55



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzienten
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Abbildung 4.5: Die Abbildung zeigt, dass bei konstanter Physik gerehnet wur-de.Die ausgef�ullten Symbole entsprehen den nakten Stromquarkmassen unddie leeren den renormierten Quarkmassen.4.5.6 Resultate f�ur bm� g20 bm (Set 1) bm (Set 2)7:4082 0:8099 �0:6217(17) �0:5401(4)7:6547 0:7838 �0:6218(27) �0:5621(7)7:8439 0:7649 �0:6228(28) �0:5744(9)7:9993 0:7501 �0:6260(27) �0:5811(8)8:2415 0:7280 �0:6312(32) �0:5927(9)Tabelle 4.3: Resultate f�ur bm. Die statistishen Fehler sind beim zweiten Da-tensatz kleiner, weil er gr�o�ere Quarkmassen hat, die sih leihter simulierenlassen, da die Propagatoren niht so stark uktuieren.Der VerbesserungskoeÆzient f�ur die renormierte Quarkmasse bm wird nah(4.90) aus den PCAC-Massen bestimmt. Wie erwartet zeigen die beiden Re-normierungsbedingungen deutlih untershiedlihe Gittere�ekte. Der Einussder jeweiligen Gitterableitung auf bm ist niht sehr gro�. Dennoh stimmendie Ergebnisse niht innerhalb der Fehler �uberein. Abbildung 4.7 zeigt die Er-gebnisse einer Simulation mit L = 12 und T = 18. Die Parameter sind diedazugeh�origen aus dem ersten Datensatz, siehe Tabellen 4.1 und 4.2. Die Dif-ferenz der bm mit den vershiedenen Gitterableitungen ist von der Ordnung aund vershwindet somit im Kontinuumslimes. F�ur weitere Anwendungen wer-56



4.5. Numerishe Ergebnisse
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Abbildung 4.6: Die Quadrate sind die Daten aus [27℄, die Dreieke sind der Da-tensatz mit Lm = 0:45, die Kreise der mit Lm = 2:5. Die durhgezogene Linieist ein rationaler Fit aus [27℄, der f�ur kleine Kopplungen gegen das perturbativeErgebnis (gestrihelte Linie) geht.
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Abbildung 4.7: bm als Funktion von x0 f�ur L=a = 12, 1216 Messungen. DieQuadrate sind mit gew�ohnlihen Gitterableitungen (4.13), die Kreise mit ver-besserten Ableitungen (4.77) gerehnet.57



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientenden ausshlie�lih die Daten f�ur bm verwandt, die mit verbesserten Ableitungengerehnet worden sind.4.5.7 Resultate f�ur bA � bPDie Di�erenz der VerbesserungskoeÆzienten bA und bP ist in dem untersuh-ten Bereih der Kopplung sehr klein. Sie wird nah (4.86) bestimmt. Geradef�ur Anwendungen mit kleinen Quarkmassen ist der Beitrag durh das Produkta(bA � bP )mq im Vergleih zu den typishen statistishen Unsiherheiten i.A.vernahl�assigbar.� g20 bA � bP (set 1) bA � bP (set 2)7:4082 0:8099 �0:0008(14) 0:0489(3)7:6547 0:7838 �0:0059(22) 0:0239(5)7:8439 0:7649 �0:0057(23) 0:0151(6)7:9993 0:7501 �0:0072(21) 0:0103(5)8:2415 0:7280 �0:0077(25) 0:0051(6)Tabelle 4.4: Resultate f�ur bA � bP . Set 1 ist bereits fast konstant, Set 2 f�alltinnerhalb des untersuhten Bereihs stark ab.
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Abbildung 4.8: Die Quadrate sind die Daten aus [27℄, die Dreieke sind derDatensatz mit Lm = 0:45, die Kreise der mit Lm = 2:5.58



4.5. Numerishe Ergebnisse4.5.8 Resultate f�ur ZDie Renormierungskonstante Z wird nah (4.93) bestimmt. Hier geht bereitsdie jeweils rihtige Wahl f�ur bA � bP � bm ein. Die relativen statistishen Unsi-herheiten sind f�ur diese O(a)-verbesserte Gr�o�e deutlih kleiner.
� g20 Z (set 1) Z (set 2)7:4082 0:8099 1:0941(3) 1:0855(2)7:6547 0:7838 1:0916(3) 1:0867(2)7:8439 0:7649 1:0900(3) 1:0867(2)7:9993 0:7501 1:0882(2) 1:0859(1)8:2415 0:7280 1:0859(2) 1:0845(1)Tabelle 4.5: Resultate f�ur Z. Die Untershiede der beiden Sets liegen hier nurbei maximal einem Prozent.
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Abbildung 4.9: Die Quadrate sind die Daten aus [27℄, die Dreieke sind derDatensatz mit Lm = 0:45, die Kreise der mit Lm = 2:5.59



4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzienten4.5.9 Gittere�ekteVergleih der beiden Datens�atzeAus dem Vergleih der unter den zwei Renormierungsbedingungen Lmh = 0:45und Lmh = 2:5 gewonnenen Werte f�ur die Gr�o�en bA � bP , bm und Z lassensih die Auswirkungen der Gitterdiskretisierung absh�atzen. Die Gitterartefak-te sind f�ur bA� bP und bm proportional zur Gitterau�osung a=L. F�ur Z habensie nur O(a2) f�ur die rihtige Wahl der vorher berehneten Verbesserungskoef-�zienten.
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Abbildung 4.10: Rm (set 1) - Rm (set 2) gegen a=L
Um den E�ekt sihtbar zu mahen, tr�agt man die Di�erenz der beiden Da-tens�atze gegen a=L, bzw. gegen (a=L)2 auf. Der Graph in 4.10 zeigt f�ur bm zwardas erwartete Verhalten f�ur a gegen null. Die Di�erenz der Sets wird klein, auhwenn sie niht streng linear gegen Null geht. Im n�ahsten Diagramm 4.11 zeigtsih f�ur bA � bP ein �ahnlihes Verhalten.60



4.5. Numerishe Ergebnisse
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Abbildung 4.11: RAP (set 1) - RAP (set 2) gegen a=LF�ur Z ist in Abbildung 4.12 shlie�lih ein lineares Verhalten in (a=L)2 zuerkennen, wie es f�ur eine O(a)-verbesserte Gr�o�e zu erwarten ist.
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4. Niht-perturbative Bestimmung von VerbesserungskoeÆzientenVergleih der vershiedenen GitterableitungenEine weitere M�oglihkeit den Einuss der Gitterartefakte abzush�atzen ist derVergleih der Standardgitterableitung (4.13) mit der verbesserten Gitterablei-tung (4.77). Auh hier sollten im Kontinuumslimes die gleihen Ergebnisse her-auskommen. Da der E�ekt f�ur bm und Z sehr klein ist, betrahte ih hier nurbA � bP . F�ur beide Datens�atze wird jeweils�RAP = RAP (std. Abl.)�RAP (verb. Abl.) (4.106)gegen a=L aufgetragen. An der gr�o�eren Steigung f�ur Set 2 werden die st�arkeren
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Abbildung 4.13: �RAP . Die Kreise entsprehen dem ersten Datensatz, die Qua-drate dem zweiten. Im Kontinuumslimes vershwinden beide Di�erenzen.Gitterartefakte bei gr�o�eren Quarkmassen deutlih. Das Verhalten ist f�ur beideDatens�atze in guter N�aherung linear und �RAP vershwindet f�ur a=L! 0. So-mit ist die O(a){Verbesserung der Theorie inklusive der Wahl der KoeÆzientenA und SW korrekt vorgenommen worden.4.5.10 Universalit�at des Kontinuumslimes einer geeigneten Ob-servablenDie bisher erzielten Ergebnisse liegen f�ur zwei vershiedene Renormierungsbe-dingungen | Lm22 = 0:45 und Lm22 = 2:5 | vor. Wie im vorangegangen Ab-shnitt gezeigt, untersheiden sih die Werte f�ur die VerbesserungskoeÆzienten62



4.5. Numerishe Ergebnisseum Terme der Ordnung a. Um die Konsistenz dieses Verfahrens zu illustrieren,wird eine geeignete Observable mit beiden Resultaten f�ur bm und Z berehnet.Dazu wird eine e�ektive Masse bestimmt, die aus dem exponentiellen Abfall derverbesserten Korrelationsfunktion fA resultiert. Die Gr�o�e �rel, die bereits in(3.18) de�niert worden ist, wird f�ur einen festen Wert der Quarkmasse (z = 9:0)ermittelt, in dessen Festlegung die beiden Datens�atze f�ur bm und Z eingehen.L� �relA B D E a! 0Set 1 7:022(4) 6:553(5) 6:386(8) 6:335(8) 6:258(9)Set 2 6:639(2) 6:436(4) 6:347(8) 6:273(15) 6:254(12)Tabelle 4.6: Vergleih von L� �rel f�ur die beiden Datens�atze. Die letzte Spalteenth�alt den Kontinuumslimes, f�ur dessen Bestimmung die drei Punkte B, Dund E verwendet worden sind.
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Kapitel 5Niht-perturbativeBestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von derQuarkmasseDie e�ektive Masse �rel (3.18), die aus dem Abfall der Korrelationsfunktion fA(4.46) bestimmt wird, wird in diesem Kapitel niht-perturbativ bestimmt. Dasgrundlegende Vorgehen ist bereits in Kapitel 3 dargelegt worden.5.1 Weitere ObservableIm Rahmen der HQET ist es von Interesse, bestimmte Verh�altnisse von Kor-relationsfunktionen mit Resultaten der QCD zu vergleihen. Ein perturbativerAnsatz �ndet sih in [39℄.Eine dort untersuhte Observable ist das Verh�altnis der Korrelationsfunktiondes Axialstroms und der Rand-Rand-Korrelation f1. Aus Dimensionsgr�undenmuss hier die Wurzel von f1 eingehen. Man de�niertYI � f IA(T=2)pf1 ; (5.1)mit f IA, das in Gl. (4.105), und f1, das in Gl. (4.72) gegeben ist. Auh hier muss,um einen Vergleih zu erm�oglihen, die renormierte Gr�o�eYR = ZA(1 + 12abAmq;h)YI (5.2)betrahtet werden. Der Faktor 12 vor dem VerbesserungskoeÆzienten bA trittauf, weil Korrelationsfunktionen mit niht-entarteten Quarkmassen untersuht65



5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der Quarkmassewerden, siehe Abshnitt 4.3.4. Die leihte Quarkmasse vershwindet wegen �l =�. Das so de�nierte YR soll sp�ater mit seinem Analogon aus der statishenTheorie X aus [39℄ verglihen werden.Daneben wird noh das Verh�altnis von Axialvektorstrom- zu Vektorstromkor-relation betrahtet. Hier wird RI � f IA(T=2)kIV (T=2) (5.3)de�niert. Die Vektorstromkorrelationsfunktion kV ist in (4.64) gegeben. Sie wirdmit kT (4.70) verbessert:kIV (x0) = kV (x0) + V ~�0kT (x0): (5.4)Der zugeh�orige VerbesserungskoeÆzient V ist ebenfalls niht-perturbativ be-stimmt worden [40℄. Die Renormierung erfolgt separat f�ur Z�ahler und Nenner,RR = ZA(1 + 12abAmq;h)ZV (1 + 12abVmq;h) � f IA(T=2)kIV (T=2) : (5.5)Der Kontinuumslimes der so de�nierten Gr�o�en YR und RR soll in Abh�angigkeitvon der Quarkmasse betrahtet werden. �Uber die Renormierungsbedingung z =konstant (3.25) werden die Quotienten analog zu �rel quarkmassenabh�angig.Im Grenzfall beliebig gro�er Quarkmassen (z ! 1) ist zu erwarten, dass derBetrag von RR gegen Eins geht, da im statishen Limes aufgrund der Spin-Symmetrie shwerer Quarks Vektor- und Axialvektorstrom gleih werden.
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5.2. Numerishe Simulation5.2 Numerishe SimulationDie einzige �Anderung im Code zur vorherigen Bestimmung der Verbesserungs-koeÆzienten (Kap.4) liegt in der Messroutine. Es werden jetzt auh die Vek-torstromkorrelationsfunktionen kV (4.64) und die f�ur die Verbesserung von kVben�otigte Korrelationsfunktion kT berehnet. Mit der symmetrisierten Gitter-ableitung (4.13) ergibt sih f�ur �rel der Ausdruk�rel = 12a [ln f IA(L2 � a)� ln f IA(L2 + a)℄: (5.6)Alternativ kann �rel auh �uber die logarithmishe Ableitung bestimmt werden,�rel = 12a [f IA(L2 � a)� f IA(L2 + a)℄.f IA(L2 ): (5.7)Beide Methoden der Berehnung untersheiden sih um O�a2�-Gittere�ekte, dasie aus der O(a)-verbesserten Gr�o�e f IA abgeleitet sind, und sollten den gleihenKontinuumslimes besitzen.5.2.1 SimulationsparameterDie Gitterausdehnung wird symmetrish in Raum und Zeit gew�ahlt, T = L.Das leihte Quark wird erneut mit � aus [22℄ gerehnet. Der Faktor ZP zurRenormierung der pseudoskalaren Dihte stammt aus [51℄. Zm und ZM ergebensih aus der in Abshnitt 4.5.8 bestimmten Renormierungskonstante Z durhZm(g0) = ZA(g0)Z(g0)ZP (g0) ; (5.8)mit ZA, das aus der Fitfunktion aus [32℄ entnommen ist. Nah (3.26) wirdf�ur die Bestimmung von ZM noh die Step-Saling-Funktion �P ben�otigt, sieheAbshnitt 2.3. Die numerishen Werte f�ur �P bei den jeweiligen SF-Kopplungensind in [22℄ ver�o�entliht.Set L=a Statistik � �l ZP Zm ZMA 12 960 7:4082 0:133961 0:6764 1:4014 2:1457B 16 617 7:6547 0:133632 0:6713 1:4205 2:1749D 24 209 7:9993 0:133159 0:6632 1:4476 2:2164E 32 162 8:2415 0:132847 0:6575 1:4659 2:2444Tabelle 5.1: Parameter f�ur den leihten Quarksektor67



5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der QuarkmasseF�ur das shwere Quark werden vier vershiedene Hopping-Parameter simultangerehnet. Die Werte von �h sind so gew�ahlt, dass die dimensionslose renormier-te Quarkmasse z = LMh die Werte 5.15, 6.0, 6.6 und 9.0 annimmt. Diese Vor-gabe erweist sih im Zusammenhang mit der Bestimmung der b-Quark-Masseals zwekm�a�ig [50℄. Bei gegebenem L und ZM l�asst sih �h so aus (3.25) be-rehnen. Im ersten Shritt ergibt sih emq und mit deren De�nition (4.24) { beigegebenem � { dann �h. Hier geht �uber emq = (1+abmmq)mq der in Abshnitt4.5.6 angegebene VerbesserungskoeÆzient bm ein. Die erneute Berehnung vonbm und Z war n�otig, um die Fehler der zu �h geh�origen Werte von z, das sp�aterals Argument der untersuhten Gr�o�en auftritt, zu reduzieren [6℄.Set L=a � �l aemq;h amq;h �hz = 5:15A 12 7:4082 0:133961 0:2000 0:2341 0:126055B 16 7:6547 0:133632 0:1480 0:1649 0:127991D 24 7:9993 0:133159 0:0968 0:1035 0:129586E 32 8:2415 0:132847 0:0717 0:0753 0:130242z = 6:0A 12 7:4082 0:133961 0:2330 0:2827 0:124528B 16 7:6547 0:133632 0:1724 0:1964 0:126967D 24 7:9993 0:133159 0:1128 0:1221 0:128964E 32 8:2415 0:132847 0:0835 0:0885 0:129796z = 6:6A 12 7:4082 0:133961 0:2563 0:3200 0:123383B 16 7:6547 0:133632 0:1897 0:2197 0:126222D 24 7:9993 0:133159 0:1241 0:1356 0:128518E 32 8:2415 0:132847 0:0919 0:0980 0:129477z = 9:0A 12 7:4082 0:133961 0:3495 0:5134 0:117762B 16 7:6547 0:133632 0:2586 0:3238 0:122987D 24 7:9993 0:133159 0:1692 0:1924 0:126670E 32 8:2415 0:132847 0:1253 0:1372 0:128175Tabelle 5.2: Parameter f�ur den Sektor der shweren Quarkmasse
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5.2. Numerishe Simulation5.2.2 Fehlerabsh�atzung f�ur z bei gegebenem �hDie Werte f�ur �h bei gegebenem z (Tabelle 5.2) sind nah (3.37) berehnetworden. Der Fehler f�ur z ergibt sih nah dem Fehlerfortpanzungsgesetz ausden Fehlern der Gr�o�en, von denen z abh�angt (3.39) . Die Unsiherheiten f�ur Z(Tabelle 4.5) und bm (Tabelle 4.3) sind in Kapitel 4 neu bestimmt worden. F�urdie �ubrigen Gr�o�en werden folgende Unsiherheiten angenommen: �ZA=ZA =0:4%, �ZP=ZP = 0:1 � 0:2%, �h=h = 0:9%. Die verbleibende Unsiherheitz �z5:150 0:0526:000 0:0606:600 0:0669:000 0:091Tabelle 5.3: Die resultierende Unsiherheit in z durh Fehlerfortpanzung. Dierelativen Fehler liegen s�amtlih knapp �uber 1.0%.
von z wird von den Fehlern der Bestimmung der Renormierungskonstante desAxialvektorstroms ZA und des Faktors h dominiert.Die Gr�o�en, die in Abh�angigkeit von z bestimmt werden, erhalten durh dieseUnsiherheit einen zus�atzlihen Fehler. F�ur eine Funktion X(z) errehnet sihder zus�atzlihe Fehler durh �X = �����X�z �����z: (5.9)Die Absh�atzung des Fehlers f�ur z (einshlie�lih des Beitrags des Faktors h,welher bereits ein Kontinuumsresultat darstellt) wird sp�ater bei den Endresul-taten zu ber�uksihtigen sein.
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5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der Quarkmasse5.2.3 Resultate f�ur �relDie in (3.18) de�nierte Gr�o�e �rel wird nah (5.6) berehnet. F�ur den Konti-nuumslimes wurden nur die drei gr�o�eren Gitter mit L=a = 16,24 und 32 be-trahtet. Das kleine Gitter mir L=a = 12 zeigt deutlihe quarkmassenabh�angigeGitterartefakte und wird deshalb f�ur die Kontinuumsextrapolation weggelassen.Das Verhalten der Mittelwerte und Unsiherheiten der Extrapolation wird inAbshnitt 5.2.4 genauer untersuht. Der Fit, mit dem der Kontinuumslimesnumerish bestimmt wird, wird mit der Methode der kleinsten quadratishenAbweihung (least square �t) durhgef�uhrt [41℄. Dies gilt f�ur alle Extrapolatio-nen des Abshnitts. L�relz A B D E a! 05:15 4:025(4) 3:947(4) 3:924(7) 3:903(8) 3:895(8)6:0 4:619(4) 4:512(4) 4:474(7) 4:451(8) 4:435(9)6:6 5:049(4) 4:911(5) 4:859(7) 4:833(8) 4:811(9)9:0 7:022(4) 6:553(5) 6:386(8) 6:335(8) 6:258(9)Tabelle 5.4: Ergebnisse f�ur L � �rel, die Spalte "a ! 0\ enth�alt den Kontinu-umslimes.
6,2
6,4
6,6
6,8

7

L
Γ r

el

z = 9.0

4,8
4,9

5

L
Γ r

el

z = 6.6

4,4

4,5

4,6

L
Γ r

el

z = 6.0

0 0,001 0,002 0,003 0,0040,005 0,006 0,007
(a/L)²

3,9

4

L
Γ r

el

z= 5.15Abbildung 5.1: L� gegen (a=L)2. Die ausgef�ullten Symbole entsprehen denDaten f�ur L=a = 12,16,24 und 32. Die Kurve ist ein linearer Fit in (a=L)2, beidem L=a = 12 ausgelassen wurde. Die leeren Symbole sind der Kontinuums-limes. Die Fehler sind kleiner als die Symbole.70



5.2. Numerishe SimulationDie Gittere�ekte sind linear in (a=L)2. Die Steigung der Kurven nimmt mitwahsendem z zu, man beahte die vershiedenen Ma�st�abe der Ordinatenah-se. Die verbleibenden Gitterartefakte nehmen | wie zu erwarten | mit derQuarkmasse zu.Die Abh�angigkeit von �rel von der Quarkmasse l�asst sih jetzt aus den extra-polierten Resultaten ablesen. Um sie zu verdeutlihen, tr�agt man die im Kon-tinuumslimes f�ur L� gewonnenen Werte gegen z auf. In Diagramm 5.2 siehtman, dass die z{Abh�angigkeit �uber den untersuhten Parameterbereih in gu-ter N�aherung linear ist.z 5:15 6:0 6:6 9:0L�rel(z) 3:895(8)(25) 4:435(9)(29) 4:811(9)(33) 6:258(9)(47)Tabelle 5.5: Kontinuumslimes von L� in Abh�angigkeit von z. Der erste Fehlerist der statistishe, der zweite, deutlih gr�o�ere, resultiert aus der Unsiherheitin z, vergleihe Abshnitt 5.2.2.
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Abbildung 5.2: Der Kontinuumslimes von L� als Funktion von z.Die Kurve ist ein linearer Fit durh die Datenpunkte und gen�ugt der Gleihung�rel�t (z) = 0:755(21) + 0:612(3)�z.
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5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der Quarkmasse5.2.4 Untersuhung der Kontinuumsextrapolation f�ur �relKontinuumslimes von L�relz 3-Punkte-Fit 2-Punkte-Fit5:15 3:895(8) 3:877(20)6:0 4:435(9) 4:420(20)6:6 4:811(9) 4:800(21)9:0 6:258(9) 6:270(22)Tabelle 5.6: Vergleih der Extrapolationen aus 3 bzw. 2 PunktenIn der Kontinuumsextrapolation (Tabelle 5.4) wurde bisher der Datenpunktbei L=a = 12 weggelassen, da er quarkmassenabh�angige Gitterartefakte zeigt.Im Folgenden wird die Abh�angigkeit der Extrapolation von der Anzahl derweggelassenen Datenpunkte untersuht. Hierzu wird die Extrapolation mit nurzwei Datenpunkten (L=a = 24; 32) wiederholt, und die Ergebnisse werden f�uralle vier z{Werte verglihen.Die Werte stimmen innerhalb der Fehler �uberein. Der E�ekt auf die Mittelwertedes Kontinuumslimes ist also gering. Trotzdem ist es w�unshenswert, in Zukunftder Rehnung einen weiteren Datenpunkt bei L=a = 20 hinzuzuf�ugen.

0 0,001 0,002 0,003 0,004
(a/L)²

3,85

3,9

3,95

L
Γ r

el

z = 5.15

4,4

4,45

4,5

L
Γ r

el

z = 6.0

4,8

4,9

L
Γ r

el

z = 6.6

6,2

6,4

L
Γ r

el

z = 9.0

Abbildung 5.3: L�rel gegen (a=L)2 f�ur Werte z = 5.15, 6.0, 6.6, 9.0. Die shwar-zen Quadrate entsprehen den Daten aus Tabelle 5.4. Die rote Kurve ist derFit durh zwei Punkte, die blaue der durh drei.
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5.2. Numerishe Simulation5.2.5 Vergleih mit anderer De�nition von �rel auf dem GitterNeben der bisher verwandten Darstellung f�ur �rel auf dem Gitter (5.6) als sym-metrisierte Gitterableitung des Logarithmus von f IA ist auh eine zweite Dar-stellung mit Hilfe der logarithmishen (Gitter-)Ableitung m�oglih (5.7). UmGitterartefakte in den Ergebnissen f�ur �rel zu untersuhen, wird die Di�erenzder beiden Formen betrahtet. Die Extrapolation der Di�erenz der beidenL���relz A B D E a! 05:15 �0:0951(7) �0:0511(5) �0:0227(5) �0:0128(3) �0:0001(4)6:0 �0:1361(8) �0:0721(6) �0:0317(5) �0:0178(4) 0:0003(5)6:6 �0:1729(9) �0:0903(7) �0:0394(6) �0:0221(4) 0:0008(5)9:0 �0:4361(13) �0:2006(9) �0:0831(8) �0:0459(5) 0:0063(7)Tabelle 5.7: Di�erenz der beiden Gitterdarstellungen von �rel. F�ur den Konti-nuumslimes ( a! 0 ) wurde der Datenpunkt A (L=a = 12) ausgelassen.
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5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der Quarkmasse5.2.6 Resultate f�ur YRDer Quotient YR (5.2) wird aus den Daten der Monte-Carlo-Simulation bereh-net. F�ur ZA wird erneut die Fitfunktion aus [32℄ benutzt. Der Verbesserungs-koeÆzient bA 1 ist mit Methoden der St�orungstheorie bestimmt worden; dieverwendeten Werte stammen aus [43℄. Die in Tabelle 5.8 angegebenen Fehlersind durh eine Jakknife-Analyse ermittelt worden.YRz A B D E a! 05:15 �1:438(6) �1:438(6) �1:435(6) �1:436(6) �1:434(7)6:0 �1:465(6) �1:462(6) �1:458(6) �1:458(6) �1:457(7)6:6 �1:483(6) �1:477(6) �1:473(6) �1:472(6) �1:470(7)9:0 �1:556(6) �1:530(6) �1:519(6) �1:517(6) �1:512(7)Tabelle 5.8: Resultate f�ur YR. Die Spalte "a ! 0\ enth�alt den Kontinuumsli-mes.
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5.2. Numerishe Simulation5.2.7 Resultate f�ur RRDas in (5.5) de�nierte, renormierte, verbesserte Verh�altnis der Korrelations-funktionen fA und kV wird aus den Rohdaten errehnet. Die Renormierungs-konstante ZV sowie der VerbesserungskoeÆzient bV werden der gleihen Ar-beit wie ZA entnommen [32℄. Die Unsiherheiten in Tabelle 5.9 sind wiederumJakknife-Fehler. RRz A B D E a! 05:15 �0:899(5) �0:905(5) �0:907(5) �0:909(5) �0:910(6)6:0 �0:907(5) �0:914(5) �0:917(5) �0:919(5) �0:921(6)6:6 �0:912(5) �0:919(5) �0:923(5) �0:926(5) �0:927(6)9:0 �0:924(5) �0:934(5) �0:940(5) �0:944(5) �0:946(6)Tabelle 5.9: Resultate f�ur RR. Die Spalte "a ! 0\ enth�alt den Kontinuumsli-mes.
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5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der Quarkmasse5.3 Untersuhung des Limes z !1 derObservablen5.3.1 YR und RRDie im Kontinuumslimes (a ! 0) gewonnenen Werte f�ur YR und RR sind vonz = LMQ abh�angig. Tr�agt man jetzt die Resultate der vorangegangenen Ab-shnitte gegen 1=z auf, l�asst sih der Grenzwert unendlih gro�er Quarkmassez ! 1 durh die Extrapolation zu 1=z ! 0 erreihen. Da die Steigung derbeiden Gr�o�en wesentlih geringer ist als die von �rel, ist der Fehler durh dieUnsiherheit in z eine Gr�o�enordnung kleiner als der statistishe Fehler undsomit vernahl�assigbar.z 5:15 6:0 6:6 9:0 z !1YR(z) �1:434(7) �1:457(7) �1:470(7) �1:512(7) �1:614(20)RR(z) �0:910(6) �0:921(6) �0:927(6) �0:946(6) �0:994(16)Tabelle 5.10: Kontinuumslimes von YR und RR in Abh�angigkeit von z.
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Abbildung 5.7: Der Kontinuumslimes von YR wird gegen 1=z aufgetragen. DieKurve ist ein Fit durh die vier Datenpunkte (ausgef�ullte Symbole).5.3.2 Di�erenz der pseudoskalaren und vektoriellen e�ektivenMassenDie e�ektive Masse �rel (= �PS), die aus der Korrelationsfunktion fA nah(3.18) bestimmt wird, soll mit einer analogen Gr�o�e, die aus der Korrelations-76



5.3. Untersuhung des Limes z !1 der Observablen
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Abbildung 5.8: RR = �f IA=kIV �R gegen 1=z.funktion kV hervorgeht, verglihen werden. Man de�niert�V � �~�0 ln[kIV (x0)℄����x0=L2 (5.10)als e�ektive Masse f�ur die Vektorstromkorrelationsfunktion. Untersuht wirddie Abh�angigkeit der Di�erenzL �� � L(�PS � �V ) (5.11)von der dimensionslosen Quarkmasse z und der Limes z !1 (bzw. 1=z ! 0).Die Di�erenz �� vershwindet im Limes 1=z ! 0, bzw. ist bei endlihem MQvon O(1=MQ). Wie shon zuvor bei den Resultaten f�ur RR erw�ahnt, gilt im sta-tishen Limes die sogenannte Spin-Symmetrie shwerer Quarks. Das Vershwin-den der Di�erenz best�atigt also erneut die Vorhersage der statishen Theorie.L� (�PS � �V )Set L=a z = 5:15 z = 6:0 z = 6:6 z = 9:0A 12 �0:315(3) �0:269(2) �0:243(2) �0:166(2)B 16 �0:323(3) �0:279(3) �0:253(3) �0:184(2)D 24 �0:332(6) �0:286(6) �0:261(5) �0:192(4)E 32 �0:341(7) �0:295(6) �0:269(6) �0:199(5)a! 0 �0:344(7) �0:298(7) �0:272(6) �0:202(5)Tabelle 5.11: L�� f�ur die vershiedenen z-Werte. Die letzte Zeile enth�alt dieKontinuumsextrapolation.
77



5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der Quarkmassez 5:15 6:0 6:6 9:0 z !1L��(z) �0:344(7) �0:298(7) �0:272(6) �0:202(5) -0.012(16)Tabelle 5.12: Kontinuumslimes von L�� in Abh�angigkeit von z.
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Abbildung 5.9: L�� gegen 1=z.
5.4 Vergleih mit Gr�o�en aus der statishen TheorieDie statishe Theorie verf�ugt niht �uber die hirale Symmetrie der vollen QCD,siehe Abshnitt 3.2.2. Die Renormierung z.B. des Axialvektorstroms wird dannaber skalenabh�angig aufgrund der fehlenden hiralen Ward-Identit�aten. Die Re-normierungskonstante ZstatA h�angt von der gew�ahlten Energieskala � ab:(Astat0 )R = ZstatA (�)Astat0 ; (5.12)mit dem statishen Axialvektorstrom Astat0 (3.19). Deshalb wird bei der niht-perturbativen Bestimmung von ZstatA [51℄ eine skalenabh�angige Funktion C de-�niert, mit der eine RGI-Gr�o�e, die in der statishen Theorie bestimmt wurde,in eine Gr�o�e der vollen QCD bei einer bestimmten hohenergetishen Skalaumgerehnet werden kann. In der Notation von [51℄ ist die Funktion f�ur denAxialvektorstrom bCPS durhbCPS = �2b0�g(�)2�0=2b0 exp(Z �g(�)0 dg �(g)�(g) � 0b0g�) (5.13)78



5.4. Vergleih mit Gr�o�en aus der statishen Theoriegegeben. F�ur � =Mb kann bCPS in St�orungstheorie berehnet werden.F�ur eine Observable � kann das Argument von C� so gew�ahlt werden, dassC� nur von der RGI-Quarkmasse in in Einheiten des �{Parameters abh�angt.Die Relation, die es erlaubt die Resultate beider Theorien zu vergleihen lautetsomit: �QCD = C��MQ�MS�� �statRGI +O� 1MQ� : (5.14)Umgekehrt setzt man jetzt die Resultate f�ur YR und RR mit den vergleih-baren Gr�o�en in der statishen Theorie bei einer bestimmten Energieskalain Beziehung. Daf�ur werden beide Gr�o�en durh ihre C-Funktionen CPS bzw.CR � CPS=V bei der jeweiligen RGI-Quarkmasse M = z=L0 geteilt.

Abbildung 5.10: YR=CPS gegen 1=z.

Abbildung 5.11: RR=CR gegen 1=z.Die Diagramme enthalten zum Vergleih auh die statishen Ergebnisse aus79



5. Niht-perturbative Bestimmung von Observablenin Abh�angigkeit von der Quarkmasse[51℄. Es ist m�oglih, innerhalb der Fehler linear in 1=z von den relativistishenDaten zum statishen Limes zu extrapolieren. Die Resultate der QCD im kleinenVolumen best�atigen also die statishe Theorie.Zudem l�asst sih eine vorl�au�ge quantitative Absh�atzung der 1=M{E�ekteerreihen, was niht-perturbativ bislang noh niht gemaht wurde. Bei z =L0Mb � 6:33 betragen die Korrekturen etwa 8% f�ur YR und 12% f�ur RR.
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Kapitel 6Zusammenfassung
In dieser Arbeit werden Gr�o�en niht-perturbativ bestimmt, die dazu geeignetsind, ein Mathing zwishen der QCD und einer e�ektive Theorie, der HQET,durhzuf�uhren. Insbesondere ie�t eine Gr�o�e, �rel, direkt in die Bestimmungder b-Quark-Masse nah [25℄ ein.F�ur die Rehnungen im Rahmen der QCD wird das Shr�odingerfunktional (SF),ein endlihes Volumen-Shema, als Renormierungsshema verwendet. Die ef-fektive Masse �rel wird im SF aus der Korrelationsfunktion des Axialvektor-stroms niht-perturbativ mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen bestimmt.Den Rehnungen liegt immer die Valenzquark-N�aherung zugrunde, die E�ektedurh Quark-Antiquark-Erzeugung vernahl�assigt.Da die Quarkmassen-Abh�angigkeit der Observablen untersuht werden soll,wird die RGI-Quarkmasse f�ur die jeweiligen Simulationen auf einem Wert fest-gehalten. Dazu ist es notwendig, diese Bedingung in die nakten Parameter, diedirekt in die Rehnung eingehen, umzurehnen. Hier gehen zwei Gr�o�en ein,f�ur die bisher keine ausreihend genauen Resultate im relevanten Parameterbe-reih vorlagen: Der VerbesserungskoeÆzient der renormierten Quarkmasse bmund die Renormierungskonstante Z, in die die Renormierungskonstanten desAxialvektorstroms (ZA), der pseudoskalaren Dihte (ZP ) und der Quarkmas-se (Zm) eingehen. Deshalb werden zuerst bm und Z in einer separaten MC-Simulation pr�azise bestimmt. Die Ergebnisse f�ur bm und Z gehen direkt in dienahfolgenden Rehnungen ein.
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6. Zusammenfassung� g20 bm Z7:4082 0:8099 �0:6217(17) 1:0941(3)7:6547 0:7838 �0:6218(27) 1:0916(3)7:8439 0:7649 �0:6228(28) 1:0900(3)7:9993 0:7501 �0:6260(27) 1:0882(2)8:2415 0:7280 �0:6312(32) 1:0859(2)Tabelle 6.1: Resultate f�ur bm und Z.Die Bestimmung von �rel erfolgt durh Rehnung bei vershiedenen festen Wer-ten f�ur z = LMh, so dass man shlie�lih �rel als Funktion der Quarkmasseerh�alt. Aus den Datenpunkten f�ur L=a = 16, 24 und 32 wird zum Kontinuumextrapoliert. z L�rel5:15 3:895(8)(25)6:0 4:435(9)(29)6:6 4:811(9)(33)9:0 6:258(9)(47)Tabelle 6.2: Ergebnisse f�ur L� �rel im Kontinuumslimes.Neben �rel werden auh noh zwei weitere interessante Observable betrahtet.Y wird aus der Korrelationsfunktion des Axialvektorstroms gebildet, die zurNormierung durh die Wurzel der Rand-Rand-Korrelation f1 geteilt wird. Rist das Verh�altnis von Axial- und Vektorstromkorrelationsfunktion. Die jewei-ligen renormierten Gr�o�en YR und RR werden ebenfalls als Funktion von zniht-perturbativ bestimmt. Der Vergleih mit Resultaten der e�ektiven Theo-rie erm�ogliht einen niht-perturbativen Test der HQET.z YR RR5:15 �1:434(7) �0:910(6)6:0 �1:457(7) �0:921(6)6:6 �1:470(7) �0:927(6)9:0 �1:512(7) �0:946(6)Tabelle 6.3: Ergebnisse f�ur YR und RR im Kontinuumslimes.82



Anhang ANotationen
A.1 Explizite Darstellung von MatrizenA.1.1 Pauli-MatrizenF�ur die Pauli-Matrizen, die[�j; �k℄ = 2i�jkl�l; �2i = 1 (A.1)erf�ullen, wird die Darstellung�1 =  0 11 0 ! ; �2 =  0 �ii 0 ! ; �3 =  1 00 �1 ! ; (A.2)verwandt.A.1.2 Gell-Mann-MatrizenF�ur die Erzeuger der Gruppe SU(3) wird folgende Darstellung gew�ahlt:�1 = 0B� 0 1 01 0 00 0 0 1CA ; �2 = 0B� 0 �i 0i 0 00 0 0 1CA ; �3 = 0B� 1 0 00 �1 00 0 0 1CA ;�4 = 0B� 0 0 10 0 01 0 0 1CA ; �5 = 0B� 0 0 �i0 0 0i 0 0 1CA ; �6 = 0B� 0 0 00 0 10 1 0 1CA ;�7 = 0B� 0 0 00 0 �i0 i 0 1CA ; �8 = 1p3 0B� 1 0 00 1 00 0 �2 1CA : (A.3)
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A. NotationenA.1.3 Dira-MatrizenDie Dira-Matrizen � werden nah [31℄ in einer hiralen Darstellung gew�ahlt.Man erh�alt also � =  0 e�ey� 0 ! (A.4)mit den 2� 2-Matrizen e0 = �1; ek = �i�k: (A.5)Diese Wahl erf�ullt die Algebra der Dira-Matrizeny� = �; f�; �g = 2Æ�� (A.6)Explizit nehmen die Matrizen die Gestalt0 = 0BBB� 0 0 �1 00 0 0 �1�1 0 0 00 �1 0 0 1CCCA ; 1 = 0BBB� 0 0 0 �i0 0 �i 00 i 0 0i 0 0 0 1CCCA ;
2 = 0BBB� 0 0 0 �10 0 1 00 1 0 0�1 0 0 0 1CCCA ; 3 = 0BBB� 0 0 �i 00 0 0 ii 0 0 00 �i 0 0 1CCCA ; (A.7)an. Shlie�lih wird 5 � 0123 de�niert. F�ur 5 gilty5 = 5; 25 = 1 (A.8)und 5 = 0BBB� 1 0 0 00 1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCA : (A.9)Mit den Dira-Matrizen lassen sih die hermiteshen Matrizen��� = i2 [�; � ℄ (A.10)de�nieren, die durh�0k =  �k 00 ��k ! ; �ij = ��ijk �k 00 �k ! ; (A.11)gegeben sind. 84
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