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0. Einleitung

Nach heutigem Wissen existieren vier fundamentale Kréifte, mit denen alle physikalischen
Phinomene sowohl in der mikroskopischen Welt, wie z.B. die Kernfusion, als auch in der ma-
kroskopischen Welt, wie die Planetenbewegungen, beschreibbar sind. Es gibt neben den im
makroskopischen Bereich erkennbaren Kréften, der elektromagnetischen Kraft und der Gra-
vitation, auch die starke und die schwache Kraft, die sich nur im mikroskopischen Bereich
bemerkbar machen.

Diese Krifte konnen, mit Ausnahme der Gravitation, mit dem Standardmodell der Elementar-
teilchenphysik beschrieben werden, das in den 1960er und 1970er Jahren entwickelt wurde.
Dieses Modell beruht auf dem Eich-Prinzip, nach dem die Wechselwirkungen zwischen Ele-
mentarteilchen durch Austausch von sogenannten Eichbosonen erfolgen. Die Elementarteilchen
und die Eichbosonen, die das Standardmodell beinhaltet, werden in Tabelle 0.1 zusammenge-
fasst.

Quarks

Eichbosonen

Leptonen

Tabelle 0.1.: Elementarteilchen des Standardmodells (ohne das Higgs-Boson).

Ein Teil des Standardmodells, der die starke Wechselwirkung zwischen Quarks durch
Austausch von Gluonen beschreibt, ist die Quantenchromodynamik (kurz: QCD). In analyti-
schen Berechnungen wird dabei, wie bei anderen Feldtheorien, auch die storungstheoretische



Entwicklung nach der Kopplungskonstanten der Wechselwirkung verwendet. Die Kopplungs-
konstante der starken Wechselwirkung ist energieabhingig (siehe Abbildung 1.4 in Kapitel
1), sodass eine storungstheoretische Beschreibung nur fiir den hochenergetischen Bereich
sinnvoll ist, in dem diese Konstante kleiner als eins ist. Im Niederenergie-Regime sind daher
alternative Methoden vonnéten.

J. Gasser und H. Leutwyler entwickelten in den 1980er Jahren die effektive Feldtheorie der QCD,
eine chirale Stroungstheorie mit geeigneten Parametern, um die Niederenergie-QCD analytisch
zu beschreiben. Diese Theorie enthilt allerdings viele freie Parameter, die experimentell oder
durch Vergleiche mit anderen Theorien bestimmt werden miissen. Die chirale Storungstheorie
ist ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit.

Die vorliegende Arbeit besteht aus drei Kapiteln:

e In ersten Kapitel werden Grundlagen fiir die chirale Storungstheorie, die Quantenchro-
modynamik, die effektive Feldtheorie und die spontane Symmetriebrechung diskutiert.

e Im zweiten Kapitel wird die chirale Stérungstheorie im Kontinuum behandelt. Zunéchst
wird die Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte dieser Theorie motiviert und an-
schlieflend die Massen der acht pseudo-skalaren Mesonen berechnet, wobei der Isospin-
brechende Massenunterschied der up- und down-Quarks Am bis zur linearen Ordnung
betrachtet wird.

e Im dritten Kapitel wird die Anwendung der chiralen Stérungstheorie auf dem Gitter be-
trachtet, wobei axial gedrehte Quarkmassen verwendet werden. Die QCD auf dem Gitter
mit diesen Massen wird twisted mass lattice QCD (kurz: twLQCD) genannt, die zur Ver-
besserung der numerischen Genauigkeiten von grofser Bedeutung ist. In diesem Kapitel
werden ebenfalls die Massen der pseudo-skalaren Mesonen bis zur Ordnung Am berech-
net.




1. Grundlagen fur die chirale Storungstheorie

In diesem Kapitel werden die zum Verstdandnis der chiralen Storungstheorie unentbehrlichen
Themengebiete, die Quantenchromodynamik und ihre Symmetrien und die spontane Symme-
triebrechung behandelt. Zunéchst folgen einige allgemeine Ausfithrungen zur QCD.

1.1. Bestandteile der QCD

Die Quantenchromodynamik besteht aus fermionischen und bosonischen Anteilen, die Quarks
und Gluonen genannt werden. In den nidchsten Abschnitten werden diese ndher behandelt.

1.1.1. Die Quarks

Die QCD beschreibt die starke Wechselwirkung, die die Quarks zusammenhalt. Quarks sind
Fermionen mit Spin § und gelten als fundamentale Bausteine der Materie. Es gibt nach heuti-
gem Wissen sechs Quarks: up (u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) und top (t), die
sich in drei Generationen

1. Generation 2. Generation 3. Generation
u ¢ t
d S b

einteilen lassen. Die verschiedenen Quarksorten werden auch Flavor genannt und unterschei-
den sich vor allem durch ihre Masse, siehe Tabelle 1.1.

’ leichte Quarks Flavor u d S
Ladung 2/3e —1/3e —1/3e
Masse in MeV 1,7-3,3 4,1-5,8 80-130
’ schwere Quarks Flavor C b t
Ladung 2/3e —1/3e 2/3e
Masse in GeV | 1,18-1,34 | 4,13-4,37 | 172+ 22

Tabelle 1.1.: Masse und Ladung verschiedener Quarksorten [1]
Quarkmassen wurden dabei im MS-Schema fiir die Energie 2 GeV angegeben.

Allerdings besteht die natiirlich vorkommende sichtbare Materie (Protonen und Neutronen)
nur aus up- und down-Quarks. Die schwereren Quarks machen sich nur in hochenergetischen



1.1. Bestandteile der QCD

Prozessen, wie zum Beispiel bei Streu-Experimenten, bemerkbar.

Interessant ist die Tatsache, dass die Quarks sehr unterschiedliche Massen haben: Die Masse
des leichtesten Quarks, des up-Quarks, ist vergleichbar mit der Elektronen-Masse; dahingegen
ist das Top-Quark sogar schwerer als ein Wolfram-Atom. Wegen der sehr unterschiedlichen
Massen werden diese zweckméfsigerweise in zwei Klassen unterteilt:

My mMe
mg | <1Gev< | my |. (1.1)
Mg myg

Dabei ist 1 GeV eine typische Masse der Hadronen (vgl. Protonmasse ~ 938 MeV).
In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefllich die leichten Quarks betrachtet, da sie eine
wesentliche Rolle in der Niederenergie-QCD spielen.

1.1.2. Die Gluonen

Die starke Wechselwirkung wird durch Austausch von Gluonen, masseloser Spin-1 Eichboso-
nen, vermittelt, die an die sogenannte Farbladung der Quarks koppeln. Die Quarks binden sich,
indem sie Gluonen austauschen und sich dadurch ihre Farbe @ndert, siehe Abbildung 1.1.

@ Z

Org

T

qr dg

Abbildung 1.1.: Austausch eines Rot-Antigriin-Gluons

Die Indizes r, g und b stehen fiir die Farbladungen Rot, Griin und Blau. Die Quarks kénnen im
Farbraum der starken Wechselwirkung als ein Farb-Triplett betrachtet werden,

afr
=1 arg |- (1.2)

afb
wobei der Index f fiir den Flavor steht. Mathematisch konnen Quarks als Elemente und Gluo-
nen als Eichfelder der SU(3)-Eichgruppe der QCD verstanden werden. Gluonen tragen daher

Kombinationen von Farben und Anti-Farben (r, g, b) X (T, g, b), die gruppentheoretisch wie folgt
dargestellt werden konnen:

33=8q1. (1.3)

Es gibt daher 8 Gluonen und ein Farbsingulett-Gluon. Dieses Farbsingulett-Gluon ist allerdings
nicht physikalisch, da dessen Wellenfunktion symmetrisch ist und somit das Pauli-Prinzip ver-
letzt.
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1.2. Das Confinement

Eine wichtige Eigenschaft der Quarks ist, dass sie nicht einzeln auftreten kénnen, sondern im-
mer in gebundener Form (Mesonen oder Baryonen). Diese Tatsache wird Confinement genannt
und ist auf das Verhalten des Wechselwirkungspotentials der QCD zuriickzufiihren. Die Ap-
proximation des Wechselwirkungspotentials der QCD ist gegeben durch

V(r) ~ _g k- (1.4)

wobei k und ¢ Konstanten sind, die die starke Wechselwirkung auszeichnen. Der Verlauf des
Potentials wird in Abbildung 1.2 gezeigt.

V(r)

(b)

(a)

/

Abbildung 1.2.: Potential der starken Wechselwirkung
Die in dieser Abbildung eingezeichneten Bereiche werden in Abbildung 1.3

verwendet.

Der Versuch, Hadronen in einzelne Quarks zu trennen, wird wegen dieses divergierenden Po-
tentials durch Bildungen eines Quark-Anti-Quark-Paares scheitern. Abbildung 1.3 zeigt dies
schematisch.




1.3. Die QCD-Lagrange-Dichte

MQ ‘000‘0000

(a) Grund- (b) Angeregter Zustand (c) Paar-Erzeugung (d) Hadronisierung
zustand des Quarks

Abbildung 1.3.: Ein Beispiel fiir das Confinement

1.3. Die QCD-Lagrange-Dichte

Im Folgenden werden nur die drei leichten Quarks betrachtet.
Da es sich bei der QCD um eine SU(3)-Eichtheorie handelt, hat der Feldstiarketensor der QCD
die Form

Guu,a = auAa,V - aVAa,u + gfabcAb,uAc,m

wobei A,(x) die acht Gluonfelder und ¢ die Kopplungskonstante der QCD darstellen. Die
Lagrange-Dichte wird nun so konstruiert, dass sie unter SU(3).!-Eichtransformation invariant
bleibt:

— . 1 v,a
LQCD = f_zd qf(ly“D“ — mf)Qf — EGMV’QGM @, (1.5)

Der fermionische Anteil wird mit dem Dirac-Operator

iY,uD# —my

gebildet. D* ist dabei die kovariante Ableitung

A
DM = ot — 193“/15,

die die SU(3).-Invarianz des fermionischen Anteils sicherstellt. Die A* in der kovarianten Ab-
leitung sind die Gell-Mann-Matrizen, die Generatoren der SU(3) (siehe Anhang A.1). Diese
Lagrange-Dichte erfiillt, aufser der Eichsymmetrie, die globale U(1)-Symmetrie, aber auch die
diskreten Symmetrien wie Paritéts- (P-), Ladungskonjugations- (C-) und Zeitumkehr- (T-) Sym-
metrie.

Fiir den Fall m, = mq = ms erfiillt sie auch eine globale Flavor-SU(3)-Symmetrie, da die Ver-
tauschung des Quark-Flavors die Lagrange-Dichte nicht éndert, und fiir den chiralen Grenzfall
(my, mg,ms — 0) die chirale Symmetrie. Diese soll im ndchsten Abschnitt ndher betrachtet
werden.

Der Index c steht fiir color, um die Eichtransformation im Farbraum von anderen SU(3)-Transformationen zu
unterscheiden




Kapitel 1. Grundlagen fiir die chirale Storungstheorie

1.4. Chirale Symmetrie

Mit der Definition der Projektoren auf den links- bzw. rechtshdndigen chiralen Raum

1 1
PR:§(1+Y5)7 PL:§(1_Y5)7 (16)

lassen sich die Quarkfelder in links- bzw. rechtshidndigen Anteil zerlegen [2]:

Pg=qu,  GPr=T1,
Lg= 4L % R EIL (1.7)
Pra= qr, qPL=1qr.
Die Lagrange-Dichte (1.5) kann damit umgeformt werden zu
_ " _ " 1 .
Locp =+ Y Grs(ivuD")grs + qus(ivuD*)qr s — 1 GG
Juds (1.8)
— Y aymyars+drymyaugl-
f=ud,s

Wie in (1.8) zu sehen ist, ldsst sich einerseits der kinetische Term der Quarks in den links-
bzw. den rechtshidndigen Anteil separieren, andererseits taucht im Massenterm die Mischung
zwischen diesen auf. Daher gilt im chiralen Grenzfall die globale SU(3)1,x SU(3)r-Symmetrie,
d.h. die Transformationen der Quarkfelder

ut, ] A ur,

i LAa
dy, »—>exp< 121@(12) dr,
ST, a= SI,

(1.9)

UR 8 A UR

3 R7a
dr i—>exp< YNCH 2) dr
SR, a=1 SR

lassen die Lagrangedichte invariant. AufSerhalb des chiralen Grenzfalls bricht der Massenterm
die SU(3)1,x SU(3)r-Symmetrie
Die zugehorigen erhaltenen Stréme der chiralen Symmetrie sind

a — AUJ
Jf‘, = QLYu?qT_n
’ (1.10)
JR" = GRY“?QQR-

Um die Symmetriebrechung ndher zu untersuchen, werden daraus zweckméfsigerweise die
Axial- und Vektorstrome konstruiert:




1.4. Chirale Symmetrie

Ag

J(L/’a - Jﬁ’a JI’j’a _—@/“?(17 (1.11)
Ag

JNC = RO _—QY“YE)?CJ' (1.12)

Durch Divergenz-Bildung dieser Strome werden die gebrochenen Symmetrien sichtbar:

a - )\a
BMJ{f’ =1iq [M, 2] q

(1.13)
H,a 17 Aa’ 5
Oudy :lq{M,Q}Y q,

wobei M die Massenmatrix der Quarks darstellt. Diese kann z.B. in der diagonalen Gestalt wie
folgt angegeben werden:

my, O 0
M = 0 mgq O
0 0 mg

Da die Gell-Mann-Matrizen mit der Einheitsmatrix kommutieren, verschwindet die Divergenz
der Vektorstrome fiir m, = mgq = ms, sodass fiir diesen Fall SU(3)y-Symmetrie vorhanden
ist. Die Divergenz der Axialstrome verschwindet nur fiir den chiralen Grenzfall, sodass die
axiale Symmetrie SU(3) s durch die Quarkmassen gebrochen wird. Insgesamt wird die chirale
Symmetrie SU(3)1,x SU(3)r durch die Quarkmassen auf SU(3)y reduziert. In Abschnitt 1.10
wird die Symmetriebrechung genauer untersucht.
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1.5. QCD im Niederenergie-Regime

Fiir die explizite Berechnung der Erwartungwerte in der QCD wird eine stérungstheoreti-
sche Methode mit der Kopplungskonstanten oy als Kleinheitsparameter verwendet. Diese ver-
sagt jedoch im Niederenergie-Regime, da in diesem Bereich die Kopplungskonstante der QCD
grofier wird als eins, siehe Abbildung 1.4.

Qg

] ]
T

102 10*
Energie in GeV

—_ 4

Abbildung 1.4.: Laufende Kopplungskonstante in Abhingigkeit von der Energie

QCD wird einerseits z.B. anhand eines Beschleunigers im hochenergetischen Bereich erforscht,
andererseits gibt es auch interessante Messgrofien im Niederenergie-Regime wie Massen oder
Zerfallskonstanten der Mesonen.

Um theoretische Vorhersagen in diesem Bereich zu treffen, muss eine neue Methode zur Be-
rechnung verwendet werden. Eine mdogliche Methode ist die chirale Storungstheorie (kurz:
xPT).




1.6. Effektive Feldtheorie

1.6. Effektive Feldtheorie

Da die xPT eine effektive Feldtheorie fiir die QCD darstellt, wird zundchst Allgemeines iiber
diese Theorie ausgefiihrt.

In der effektiven Feldtheorie (kurz: EFT) wird ein bestimmter Bereich der Theorie (in der Re-
gel Niederenergie-Regime) betrachtet und dieser approximativ durch entsprechende Felder in
diesem Bereich beschrieben. EFT ist von Natur aus storungstheoretisch und vereinfacht oder
ermoglicht tiberhaupt die Rechnung im betrachteten Bereich.

In der EFT tauchen schwere Felder nicht in der effektiven Lagrange-Dichte oder in der effekti-
ven Wirkung auf. Dies kann formal wie folgt mathematisch dargestellt werden:

o Teri[®1] _ / Dy, ol SIP100] (1.14)

Iefs ist dabei die effektive Wirkung, ®; und ®;, sind leichte und schwere Felder. Man sagt,
schwere Felder in der EFT wiirden ,ausintegriert“. Zur Illustration eines Feynman-Diagramms
in EFT wird der p~-Zerfall betrachtet. Die Abbildung 1.5(a) zeigt das tree-level Feynman-
Diagramm in der fundamentalen Theorie (Standardmodell): Die Kraft wird {ibertragen durch
den Austausch eines W™ -Bosons. In der EFT der schwachen Wechselwirkung, der Fermi-
Theorie, taucht dagegen kein W-Boson auf, weil seine Masse von ca. 80 GeV zu hoch ist, um
im Niederenergie-Regime eine Rolle zu spielen. Das Feynman-Diagramm vereinfacht sich da-
durch, siehe Abbildung 1.5(b).

(a) Wechselwirkung durch Austausch (b) Kontaktwechselwir-
von W-Boson kung ohne Austausch eines
Eichbosons

Abbildung 1.5.: Das tree-level Feynman-Diagramm (a) im Standardmodell und (b) in der EFT
fiir den u—-Zerfall
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Kapitel 1. Grundlagen fiir die chirale Storungstheorie

Man unterscheidet drei Typen der EFT nach ihren jeweiligen Eigenschaften. [3]

1. Vollstandige Ausintegration schwerer Felder

Es konnen zwei wesentliche Bereiche der Theorie durch eine Referenzenergie A definiert
werden. Der Bereich oberhalb A wird ,fundamentales”und der unterhalb dieser ,effekti-
ves”Niveau genannt. Laut des Entkopplungstheorems [4] konnen im effektiven Niveau
die Feynman-Diagramme vernachldssigt werden, die schwere Felder enthalten. So hingt
die Lagrange-Dichte im effektiven Niveau nur von leichten Feldern ab. Ein wichtiges
Beispiel dafiir ist die Fermi-Theorie der schwachen Wechselwirkung: Im Niederenergie-
Regime werden die schweren Felder wie W- oder Z-Bosonen nicht betrachtet, d.h. die
Lagrange-Dichte in der Fermi-Theorie hdangt nur von leichten Feldern wie Elektron, Neu-
trino usw. ab. Ein Beispiel fiir das Feynman-Diagramm in dieser Theorie wurde bereits
in Abbildung 1.5 gezeigt.

2. Teilweise Ausintegration der schweren Felder

In diesem Typ der EFT verschwinden die schweren Felder nicht vollstidndig, sondern nur
jene mit hohem Impuls.

Ein wichtiges Beispiel dafiir ist die heavy quark effective theory (HQET). Diese Theorie stellt
im Wesentlichen die Entwicklung der QCD-Lagrange-Dichte durch das Inverse schwerer
Quarkmassen wie z.B. des bottom-Quarks dar.

3. Vollstandige Ausintegration schwerer Felder mit spontaner Symmetriebrechung

Dieser Typ der EFT ist dem ersten Typen dhnlich: Die effektive Lagrange-Dichte hangt
nur von leichten Feldern ab. Der einzige Unterschied ist, dass beim Ubergang vom fun-
damentalen zum effektiven Niveau spontane Symmetriebrechung auftritt und entspre-
chende Goldstone-Bosonen erzeugt werden.

Eine EFT dieses Typs hat zwei wichtige Eigenschaften:

e Universalitat
Diese EFT hingt nicht von der spezifischen physikalischen Realisierung ab und fin-
det nicht nur in der Teilchenphysik, sondern auch in der Festkoperphysik Anwen-
dung (z.B. BSC-Theorie der Supraleitung).

e Die EFT ist nicht renormierbar.

Die wichtigen Anwendungen dieses Typs der EFT in der Teilchenphysik sind die elek-
troschwache Symmetriebrechung und die chirale Storungstheorie (xPT).

11



1.7. Spontane Symmetriebrechung eines skalaren Feldes

1.7. Spontane Symmetriebrechung eines skalaren Feldes

Zur Untersuchung der spontanen Symmetriebrechung wird ein einfaches Beispielsystem mit
einem komplexen Feld

1
‘=%

betrachtet. Die Lagrange-Dichte mit diesem Feld lautet

(1 +162), (1.15)

L = (0,0)1(0"9) — V(¢)

mit dem Potential

V(9) =m?6'o+ A(6'0)*, (1.16)
wobei A wegen der Renormierbarkeit positiv sein muss. Sie besitzt eine globale U(1)-
Symmetrie:
d =elv.g. (1.17)
Das Minimum dieses Potentials liegt bei
oL oL
— =0 und — =0.
01 02

Hierzu wird eine Fallunterscheidung fiir m? getroffen:

1. m*>0
In diesem Fall liegt das Minimum des Potentials bei

(0]9]0) =0,

wie in Abbildung 1.6(a) mit einem roten Punkt verdeutlicht wird. Das heifst, es gibt nur
einen Grundzustand und dessen Feldkonfigration ist U(1)-symmetrisch: Die Symmetrie
der Lagrange-Dichte ist auch im Grundzustand erhalten.

2. m?2<0

(0]¢]|0) = 0 wird zu einem lokalen Maximum bzw. instabil und das Potential bildet bei

. -m? v
(0[¢|0) = NG

das Minimum, wie in Abbildung 1.6(b) als roter Kreis dargestellt wird. Wie in der

Abbildung deutlich wird, liegt eine kontinuierliche Entartung des Grundzustandes in

¢-Richtung vor. Beim Ubergang vom instabilen zum stabilen Vakuum wird zufillig eine

bestimmte Feldkonfiguration ausgewhlt, wie z.B. (0|¢1|0) = % und (0| |0) = 0.

12



Kapitel 1. Grundlagen fiir die chirale Stérungstheorie

(@) m*>0 (b) m2 <0

Abbildung 1.6.: Potential mit (a) dem symmetrischen Grundzustand und (b) dem Grundzu-
stand mit gebrochener U(1)-Symmetrie

Fiir m?

< 0 wird nun die Lagrange-Dichte um das neue Minimum entwickelt. Das komple-
xe Feld wird dabei mit den Fluktuationen um das Minimum in radialer bzw. in azimutaler

Richtung p(z) und ¢(z) dargestellt,
1 ; el@) 1 . p
o) = Jslv+ pl)] e = Tt ple) +ig@)] + O (1, 7).

Da die Fluktuationen gegeniiber dem Vakuumerwartungswert v als klein angenommen wer-

den kénnen, wird O (2, £) vernachlassigt. So ergibt sich fiir die Lagrange-Dichte:

1 1 A
L= 5(5up)2 + 5(6’#@0)2 — % = No(p® + pp?) — Z(p2 + )2 (1.18)

Die Lagrange-Dichte (1.18) besitzt keine U(1)-Symmetrie mehr, obwohl die urspriingliche
Theorie diese erfiillt. Man nennt dies spontane Symmetriebrechung.

Die Lagrange-Dichte im Grundzustand (1.18) enthalt

e ein massives Feld p mit der Masse m = 2\v?

e und ein masseloses Feld .

p ist massiv, weil zur Anregung dieses Feldes aufgrund des Potentialwalls in radialer Richtung
Energie benoétigt wird. Dagegen ist ¢ masselos, da die Anregung in azimutaler Richtung keine

13



1.8. Das Goldstone-Theorem

Energie kostet. Dieses masselose Teilchen wird Goldstone-Boson genannt. Wie im néchsten
Kapitel ndher diskutiert werden soll, wird es durch die spontane Symmetriebrechung hervor-
gerufen.

1.8. Das Goldstone-Theorem

Wie im obigen Beispiel gezeigt, taucht bei einer spontanen Symmetriebrechung von U(1) ein
masseloses Goldstone-Boson auf. Diese Tatsache kann mit dem Goldstone-Theorem verall-
gemeinert werden [5]. Es besagt: Wird die urspriingliche Symmetrie G mit ng Generatoren
spontan gebrochen zur Symmetrie H mit ng Generatoren, so werden masselose skalare Teil-
chen erzeugt, deren Anzahl dem Unterschied der Anzahl der Generatoren ng — ny entspricht.
Da es im Allgemeinen aufwéandig ist, wie im Beispiel 1.7 den symmetriebrechenden Grundzu-
stand zu finden, werden hdufig die Ladungsoperatoren der Symmetrie

Q(t) = / 3z g% (t, &) (1.19)

als ein Indikator zur spontanen Symmetriebrechung verwendet: Vernichten die Ladungsope-
ratoren nicht den Vakuumzustand (Q*|0) # 0), so liegt spontane Symmetriebrechung vor und
laut dem Goldstone-Theorem existiert zu jedem solchen Operator ein Goldstone-Boson. Ferner
zeichnet sich die Multiplettstruktur der Goldstone-Bosonen nach dem Coleman-Theorem durch
die Symmetriegruppe des Grundzustandes aus [6].

1.9. Explizite Symmetriebrechung

In Abschnitt 1.7 wurde ein Beispiel fiir die spontane Symmetriebrechung gezeigt, bei der die
exakte Symmetrie im Grundzustand gebrochen wird. In der Physik gibt es aber hdufig den Fall,
in dem die urspriingliche Symmetrie nur ndherungsweise erfiillt wird und diese im Grundzu-
stand gebrochen wird. Man spricht dann von expliziter Symmetriebrechung. Als ein Beispiel-
system wird die Lagrangedichte (1.16) mit einer kleinen Storung betrachtet:

L= S0u)@ 1) + 5(0u62)(@6) — Vi(on, 62)

. m? 2 2 Ao 212
mitV(9) = (67 +03) + [ (61 + 63 +a-on. (1.20)

1. Firm? >0, A > 0und a > 0:
Unter dieser Bedingung sieht das Potential wie in Abbildung 1.7 aus, wobei es wegen der

Anschaulichkeit nur in ¢;-Richtung betrachtet wird. Das Minimum liegt im Gegensatz
zum Fall ohne Stérung nicht mehr bei Null, sondern bei

14



Kapitel 1. Grundlagen fiir die chirale Stérungstheorie

Vi(¢1) V(¢1)
¢1 y = le
(@ m*>0 (b) m? <0

Abbildung 1.7.: Potentiale mit (a) anndhernd giiltiger Symmetrie und (b) explizit gebrochener
Symmetrie

a
2m?

®1 ¢ = 0, (1.21)

wobei die Losung anhand eines stérungstheoretischen Ansatzes bis zur Ordnung O(a)
berechnet wurde.

2. Firm? <0, A>0und a > 0:
In diesem Fall liegen die Minima bei

) L a
A 2m?2’

Wegen der Asymmetrie des Potentials ist das Minimum bei

¢ ==+ ¢2 = 0. (1.22)

—m2 a
= — _— _— = l =
¢ \ + o2 = b p2=0

energetisch giinstiger. Analog zur spontanen Symmetriebrechung wird das Feld in der
Nahe dieses Minimums betrachtet:

ip(x)

[+ p(z)]e

¢(z) =

,_;S‘,_;
[\

= Sl ) +ip@)+0 (§ %) .

So kann die Masse der Teilchen berechnet werden:
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1.10. Spontane Symmetriebrechung in der QCD

[ X A
mi = ay/——, m, = =2m* + 3ay | — . (1.23)

Ein wichtiger Punkt hierbei ist, dass das Goldstone-Boson ¢ bei der expli-

ziten Symmetriebrechung massebehaftet ist und die Masse proportional zum
symmetriebrechenden Parameter a steigt.

1.10. Spontane Symmetriebrechung in der QCD

Wie in Kapitel 1.4 gezeigt wurde, besitzt die QCD-Lagrange-Dichte im chiralen Grenzfall eine
SU3)1, x SU(3)r-Symmetrie. Die Frage ist nun, ob spontane Symmetriebrechung vorliegt.

Um das Symmetrieverhalten des QCD-Grundzustandes zu untersuchen, werden Axial- und
Vektorladungsoperator betrachtet:

a

& = Q- Q= [Prd Dy o) (1.24)

a

A
@ = QhrQi= [ a0 a2 (1.25)

wobei @} positive und @Y, negative Paritét besitzt.

In der Arbeit von Vafa und Witten [7] wurde gezeigt, dass der QCD-Grundzustand im chiralen
Grenzfall SU(3)y-Symmetrie besitzen muss, also die Vektorladungsoperatoren den Vakuum-
zustand vernichten:

Q10) = 0.

Zur Untersuchung der axialen Symmetrie SU(3) o im Grundzustand wird zunéchst die pseudo-
skalaren Quarkdichte

Py(x) = 1q(z)ys5Aaq() (1.26)

definiert. Der Vakuumerwartungswert des Kommutators zwischen Q4 und P, (z) ldsst sich
ausrechnen zu [8]:

(011 (@4, P*(@)] 10) =  (q9).

Daraus folgt unmittelbar

Q410) # 0.

Die Axial-Symmetrie des Vakuums wird durch das sogenannte skalare Singulettquarkkondensat
(qq) spontan gebrochen. Insgesamt wird SU(3)g xSU(3)1, spontan gebrochen zu SU(3)y, sodass
acht Goldstone-Bosonen mit negativer Paritédt erzeugt werden, die sich durch die Strangeness
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Kapitel 1. Grundlagen fiir die chirale Stérungstheorie

2 S und die dritte Komponente des Isospins I3 unterscheiden. Diese Goldstone-Bosonen sind
die Pionen 7t, Kaonen K und Eta 1, die sich im zweidimensionalen Raum darstellen lassen, der
durch S und I3 aufgespannt wird, siehe Abbildung 1.8.

S

Abbildung 1.8.: Die leichten pseudo-skalaren Mesonen werden als Oktett dargestellt. Die-
se Mesonen haben entartete Massen, falls die up-, down- und strange-
Quarkmassen gleich sind.

Die chirale Symmetrie ist allerdings nur ndherungsweise erfiillt, weil die leichten Quarks
massebehaftet sind. Daher wird die Symmetrie nicht nur spontan, sondern auch explizit ge-
brochen, sodass die pseudo-skalaren Mesonen massiv werden, siehe Kapitel 1.9.

*Die Strangeness S bezeichnet die Quantenzahl fiir die Seltsamkeit eines Teilchens. Es gilt S = —1bzw. S = 1 falls
ein strange-Quark bzw. ein Anti-strange-Quark vorhanden ist und S = 0, falls kein strange-Quark vorhanden
ist.
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2. Chirale Storungstheorie im Kontinuum

2.1. Grundidee der \PT

Wie viele andere moderne EFTen findet auch die xPT in der Weinberg’schen Uberlegung [9]
ihren Ursprung.

Sie besagt: Konstruiert man die allgemeinste Lagrange-Dichte mit der vorhandenen Symmetrie,
wie zum Beispiel fiir die QCD die Poincaré-Invarianz, C-, P- und T-Symmetrie usw., so ergibt
sich fiir jede Ordnung der Storungstheorie die allgemeine S-Matrix mit

e den angenommenen Symmetrien,
e der Analyzitit,
e der Unitaritit,

e und dem Clusterzerlegungsprinzip,

welche fiir eine konsistente QFT notwendige Eigenschaften sind. Die allgemeinste Lagrange-
Dichte besteht zunéchst aus unendlich vielen Termen mit unendlich vielen freien Parametern.
Damit mit dieser explizite Berechungen durchgefiihrt werden konnen, wird auch ein Schema
benotigt, das die Beitrdge nach Ordnungen des Impulses sortiert.

Zudem sind die Freiheitsgrade im Niederenergie-Regime wegen des Confinement, sieche Ab-
schnitt 1.2, nicht mehr Quarks, sondern die Goldstone-Bosonen; das heifst, die gesuchte effek-
tive Lagrange-Dichte der xPT muss mit diesen konstruiert werden.

Insgesamt wird zur Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte der xPT fiir pseudo-skalare
Mesonen folgendes benétigt:

1. Die allgemeinste Lagrange-Dichte, die unter Poincaré-, SU(3);, x SU(3)y-, C-, P- und T-
Transformationen invariant ist,

2. ein konsistentes Zdhlschema, mit dem Beitrdge nach Ordnungen des Impulses sortiert

werden,

3. und acht pseudo-skalare Mesonenfelder als Bestandteile der effektiven Lagrange-Dichte.

18



Kapitel 2. Chirale Stérungstheorie im Kontinuum

2.2. Chirale Storungstheorie flir Mesonen

2.2.1. Das Weinberg’sche Zahlschema

Da das Niederenergie-Regime der QCD in der chiralen Stérungstheorie betrachtet wird,
kann angenommen werden, dass der Impuls der Felder klein genug ist, damit die
Storungstheorie in diesem gerechtfertigt werden kann. Wegen der Masse-Impuls-Beziehung
ist die Stroungstheorie in Quarkmassen gleichbedeutend.

Daher wird zunéchst die allgemeinste Lagrange-Dichte nach Impuls-Ordnung sortiert:

Let=Lo+ Lo+ Ls+ ..., (2.1)

wobei der Term L,,, einen Faktor p?” enthilt. Ungerade Potenzen des Impulses tauchen in der
Lagrange-Dichte im mesonischen Sektor nicht auf, da sich solche mit dem metrischen Tensor
g, oder dem Levi-Civita-Tensor €,,,,, nicht zum Lorentz-Skalar kontrahieren lassen.

Da in den expliziten Rechnungen der Storungstheorie Feynman-Diagramme verwendet wer-
den, ist ein Zdhlschema vonnéten, mit dem Diagramme nach Impuls-Ordnung sortiert werden
konnen. Dabei stellt das sogenannte Weinberg’sche Zihlschema [9] eine geeignete Methode
dar.

Mit dieser Methode wird das Verhalten der Streuamplitude M unter Skalierung des dufleren
Impulses und der Quarkmasse untersucht:

[

2
q =17 -mq,

pi=1-p; und m

wobei die Quarkmasse quadratisch skaliert wird, weil die Mesonmasse proportional zur Wur-
zel aus der Quarkmasse ist [10]. Das Resultat ist [9]

M(tp,t*mg) = t*PM(pi,my) (2.2)
mit D = 242N, + > 2(n—1)Nay, (2.3)
n=1

wobei Ny, die Anzahl der Vertizes aus Lo, und N, die Anzahl der Schleifen im betrachte-
ten Diagramm darstellen. D wird die chirale Dimension genannt. Diejenigen Diagramme, die
eine hohe chirale Dimension besitzen, sind fiir kleine Energien unterdriickt. Einige explizite
Beispiele werden in Tabelle 2.1 gezeigt.
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2.3. Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

chirale Ordnung | Anzahl der Schleifen und Vertizes | Feynman-Diagramm
D=2 Nop =0, N, =0
D=4 No=1,N, =1
W

Ny=1,N, =0
D=6 Ny =1, N, =2 %:%

Ny =2,Np =2

Ny=1, N =1 ;

usw.

Tabelle 2.1.: Chirale Ordnung der Feynman-Diagramme

2.3. Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

2.3.1. Transformationsverhalten der Goldstone-Bosonen

In diesem Kapitel wird die Darstellung der leichten pseudo-skalaren Mesonenfelder gesucht.
Als naiver Ansatz werden die Felder in einem Vektor zusammengefasst und dieser mit den
Gell-Mann-Matrizen zur hermiteschen spurlosen 3 x 3-Matrix parametrisiert:
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T
T2
. 7T0+%77 V2t V2K+ ;(3
@) =D Marda=| V2 —m g VEKY | mit o) = | L @4
a=1 V2KT V2KY -2 K,
Ky
8
wobei der Ladungseigenzustand
1 L 1 o
ﬁ(mqinrg):w E(K4$1K5):K
UG KSR (K K2R (25)
my=m’ m8="

gewdhlt wurde. Diese Feldmatrix (2.4) transformiert sich allerdings unter SU(3)r x SU(3)y, auf
nichtlineare Weise, sodass die Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte mit dieser erheb-
lich erschwert wird. Nun wird die alternative Darstellung der Felder gesucht, die sich unter
SU(3)r x SU(3)y, linear transformiert.

Die Idee fiir diese neue Darstellung ist die folgende: Bei einer Darstellung, die linear in den Me-
sonenfeldern ist, ist das Transformationsverhalten offenbar nichtlinear. Daher muss nun eine
nichtlineare Darstellung (nichtlineare Realisierungl) konstruiert werden, damit das Transfor-
mationsverhalten linear ist. Es stellt sich heraus, dass die nichtlineare Darstellung der Felder
der Form

U(z) = exp (i “b;f)) (2.6)

die geeignete Transformationseingenschaft besitzt [8]:

U'(x) = RU(x) LT, mit R € SU(3)g und L € SU(3);. 2.7)

F ist eine Konstante, die sicherstellt, dass das Argument in der Exponentialfunktion dimensi-
onslos ist. Die Konstante wird in Abschnitt 2.3.6 ndher betrachtet.

Im Folgenden werden das Transformationsverhalten und die chirale Ordnung der ,Bauele-
mente”der effektiven Lagrange-Dichte diskutiert. Neben der SU(3)y x SU(3); -Transformation
sind auch die diskreten Symmetrien wie C-, P- und T-Transformation bei der Konstruktion
der effektiven Lagrange-Dichte wichtig, weil die QCD auch diese Symmetrien besitzt. Die

!Die nichtlineare Realisierung stellt die Verallgemeinerung der Darstellung aus der lineare Gruppe dar, die in der
Physik hdufig gebraucht wird.
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2.3. Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

Zeitumkehr-Symmetrie enthalten aber alle Grofien automatisch, daher wird sie hierbei nicht
betrachtet.

1. Die Feldmatrix der Goldstone-Bosonen

e G =SU(3)g xSUB),,
Das Transformationsverhalten wurde bereits gezeigt, siehe Gleichung (2.7).

e Paritat
Da es sich um pseudo-skalare Mesonen handelt, gilt

P'¢a = *Qbaa

wobei P den Paritdtsoperator darstellt. Daher transformiert sich U (x) wie folgt:
_ AN
PU(x) =exp —ig =U". (2.8)

e Ladungskonjugation
Einzelne Goldstone-Bosonen-Felder verhalten sich unter Ladungskonjugation mit
entsprechendem Operator C wie folgt:

Crnt=nt CK*=KT CK’=K"Y Crd=n° Cn=n.
Dies entspricht daher der Transponierung der Feldmatrix:

T

CU(x) = exp <1 q;) =UT. (2.9)

Da U(x) keine Ableitung enthdlt und daher in der Rechnung kein Impuls durch
diese erzeugt wird, ist U(z) von chiraler Ordnung O(p").

2. Kovariante Ableitung der Feldmatrix D, U(x)
Das Transformationsverhalten von D, U (x) ist wegen der kovarianten Ableitung analog

zu U(z). Die chirale Ordnung ist wegen der Ableitung O(p').

3. Ein dufseres Feld
Aufgrund der chiralen Symmetrie miissen die links- und rechtshdndigen Felder r, und

[, unterschieden werden, die in Form eines rechts- bzw. linkshdndigen Feldstadrketensors

fE/ = 8//’”1/ - 8,,7"M - i["”ua "”1/] (2.10)
/I:u = 8,ul1/ - aul,u - i[lua lu] (211)

in die Lagrange-Dichte eingehen.
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Kapitel 2. Chirale Stérungstheorie im Kontinuum

e SU(3)p x SU(3)y,
Die Feldstarketensoren transformieren sich in der jeweiligen links- und
rechtshandigen chiralen Teilgruppe wie ein Tensor und die Stréme r, und I,
wie ein Vektor:
=R R =Rr,R +iROuR' o1
!/ A .
ffu=Lf; L =L, L' +iLouL',
o Paritat
Durch Raumspiegelung werden die Raumkomponenten der Vierervektoren negativ:
P : (a® @) — (a°, —@). Dies entspricht der Vertauschung der ko- und kontravarian-
ten Indizes im Minkowski-Raum. Aufierdem wird dabei der Drehsinn der Felder
gedndert:

PR = Pr, ="

(2.13)
P fL;w: b P ly= 1"

e Ladungskonjugation
Der Ladungskonjugationsoperator hat die Form C = iy?y". Dieser hat dann aufler
der Anderung der Handigkeit und Vertauschung der ko- und kontravarianten Indi-
zes, wie bei der Paritit, auch die Transponierung und Anderung der Stromrichtung
zur Folge:

C =T ="

2.14
C M= —(FE" Cly=—(r")". 219

Die chirale Ordnung der Stréme ist O(p') und die der Feldstarketensoren O(p?).

. Massenmatrix

In Abschnitt 1.10 wurde gezeigt, dass der Massenterm in der Lagrange-Dichte die chirale
Symmetrie explizit bricht. Es ist aber sehr aufwandig, eine allgemeine symmetriebrechen-
de effektive Lagrange-Dichte zu konstruieren. Daher macht man sich die Spurion-Analyse
zunutze. Dabei wird angenommen, dass die Massenmatrix wie

M =RML' (2.15)

transformiere, sodass der Massenterm invariant bliebe, obwohl sie in Wirklichkeit eine
Konstante darstellt [11]. So kann die effektive Lagrange-Dichte viel einfacher konstruiert
werden. Bei der expliziten Rechnung werden fiir die Massenmatrix nattirlich konstante
Werte verwendet.

Um die Invarianz des Massenterms zu gewdhrleisten, muss sich die Massenmatrix unter
C- und P-Transformation anhand der Spurion-Analyse wie folgt verhalten:
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2.3. Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

PM = M?T (2.16)
cCM = M. (2.17)

Da im Niederenergie-Regime nicht mehr die Quarks die Freiheitsgrade sind, darf die
Massenmatrix M nicht allein in der Lagrange-Dichte auftauchen, sondern immer nur mit
einem freien Parameter B:

x =2B- M. (2.18)

Dabei stellt der Faktor 2 eine Konvention dar und hat keine physikalische Bedeutung.
Die Massen der Quarks sind proportional zum Quadrat der Mesonenmasse, daher ist die
Massenmatrix von der chiralen Ordung O(p?).

2.3.2. Vorgehensweise zur Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

Die Vorgehensweise der Konstruktion kann am besten mit dem Bauen mit Lego-Steinen ver-
glichen werden. Die gefundenen Bausteine der effektiven Lagrange-Dichte konnen als Lego-
Steine identifiziert werden:

= [ o)

2y (), N 2D,U(x), Vv = L o = R =)
(2.19)
Nun sind die zur Verfiigung stehenden Steine bekannt. Aufierdem ist bekannt, wie sich die
Theorie (QCD) im Hinblick auf die Symmetrieeigenschaften (in Abbildung 2.1 in Form eines
Kegels dargestellt) verhilt. Nun muss die Theorie mit den Lego-Steinen durch entsprechende

Kombinationen miteinander approximativ nachgebaut werden.

Abbildung 2.1.: Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte verglichen mit Lego-Bauen

Die mathematische Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte wird im nédchsten Abschnitt
gezeigt.
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Kapitel 2. Chirale Stérungstheorie im Kontinuum

Elemente G C P chirale Ordnung
U(x) RU(x) LT Ut Ut Op°)
D,U(x) | RID,U@ILY | (DU)T | (DU o)
X RxL! X" X! O(p?)
R 0
/L, e 0

Tabelle 2.2.: Transformationsverhalten der Bestandteile der effektiven Lagrange-Dichte

2.3.3. Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

Alle ,Bauelemente”der effektiven Lagrange-Dichte und deren Verhalten unter G = SU(3)p x
SU(3) -, P- und C-Transformation werden in Tabelle 2.2 zusammengefasst. Anhand dieser Ta-
belle lassen sich nun die Terme kombinieren, die geeignete Symmetrie besitzen. Beispiele fiir
die moglichen Terme werden im Folgenden in chiraler Ordnung O(p") und O(p?) explizit ge-
zeigt.

o O@p")
In dieser Ordnung kénnen geeignete Terme nur durch Kombinationen mit der Feldmatrix

U (x) realisiert werden. Um die Invarianz unter den betrachteten Symmetrien zu realisie-
ren, werden Eigenschaften der Spur ausgenutzt, wie z.B. zyklische Vertauschbarkeit,

Tr [UUT] — 3, Tr [UUTUUT} —3 Tr [UUT] T [UUT} —9,... (220

Da die Feldmatrix unitér ist, konnen durch Kombination nur konstante Zahlen erzeugt
werden. Solche Terme ohne Mesonenfelder ¢; in der Lagrange-Dichte haben keine phy-
sikalische Bedeutung und konnen ignoriert werden.

* O(r?)
In ndchsthoherer Ordnung konnen Ableitungen und Massenmatrix in der effektiven

Lagrange-Dichte auftauchen. Da der Feldstirketensor entweder mit zwei Ableitungen
der Mesonenfelder D, U oder mit sich selbst zum Lorentz-Skalar kontrahiert werden
muss, taucht dieser in O(p?) nicht auf. Die moglichen Terme sind:

Tr (DMU)(D’"‘U)T] , Tr [MUT] , Tr [UMT } . (2.21)

Andere mogliche Terme mit zwei Ableitungen

Tr[D,D,UUT], Tr[U(D,D,U)T, ...

konnen auf die Form
Tr[D,U(D,U)]

zuriickgefiihrt werden [8].
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2.3. Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

2.3.4. Die effektive Lagrange-Dichte flihrender Ordnung

Nun wird die Lagrange-Dichte niedrigster Ordnung bestimmt, die auch mit LO (englisch: Lea-
ding Order) abgekiirzt wird. Mogliche Terme wurden in Abschnitt 2.3.3 diskutiert. Die gesuchte
Lagrange-Dichte ist dann die Addition aller moglichen Terme mit zwei freien Parametern F'
und B:

F? F?
Lo = —Tr [DU(DHU) | + =T [\t + U] (2.22)

Ein moglicher Term Tr[xUT — Ux'] taucht dabei wegen der Paritdtseingenschaft nicht auf.
Hierbei wird der Faktor %2 in (2.22) konventionell so gewdhlt, dass der erste Term mit Ablei-
tungen in niedrigster Ordnung dem kinetischen Term der Mesonen

% 00" @
entspricht. Dies wird bei der Massenberechnung in Abschnitt 2.4 explizit gezeigt. Die Dyna-
mik in niedrigster Ordung zeichnet sich durch die Konstanten F' und B aus. Die Konstanten
werden auch Niederenergiekopplungskonstanten genannt, deren Bedeutung in Abschnitt
2.3.6 genauer diskutiert wird.

2.3.5. Die effektive Lagrange-Dichte nachstfiihrender Ordnung

Die Lagrange-Dichte ndchsthoherer Ordnung wird durch NLO (englisch: Next to Leading Order)
abgekiirzt und enthalt deutlich mehr Terme als in LO. Sie besteht aus insgesamt zehn Termen,
die Mesonenfelder enthalten, und zwei sogenannten Kontakttermen, die keine Mesonenfel-
der enthalten und somit keine Auswirkung auf die Physik haben. Die Kontaktterme werden
eingefiihrt, damit die Renormierbarkeit der Lagrange-Dichte gewé&hrleistet werden kann, sie-
he Abschnitt 2.7.4. Die Lagrange-Dichte in NLO, O(p*), ist dann die Addition moglicher Ter-
me jeweils multipliziert mit Niederenergiekopplungskonstanten L;, die auch Gasser-Leutwyler-
Koeffizienten genannt werden, und Kontaktkonstanten H;.

Lnto = In {Tr[DuU(D“U)T]F + LyTe[D,U(D,U) | Te[ DU (D" U)1)
+ LyTr[D,U(D*U) D, U(D"U)Y| + LyTe[D, U (D*U) | Tr(xUT + UxT)
+ LD U (DAY (U + U] + L [T + Ux)] ’ -
+ Lr [Te(xUT = Ux)] Y LT (U U + U '
— i LoTr[f}, D*U(D"U)" + £, (D*U) D*U] + LyoTr(U £, UT ££")
+ H\Te[fi f87 + fi F] + HoTr[xx']
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Kapitel 2. Chirale Stérungstheorie im Kontinuum

Die Lagrange-Dichten hoherer Ordnungen lassen sich analog zu LO und NLO konstruieren,
sie sollen aber im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet werden.

2.3.6. Die Niederenergiekopplungskonstanten

Die in den Abschnitten 2.3.4 und 2.3.5 eingefiihrten Niederenergiekopplungskonstanten
sind zundchst frei wahlbar und durch Vergleich mit anderen Theorien oder Experimenten
festzulegen. Dies wird im Folgenden fiir die Parameter F' und B in LO explizit gezeigt.

Sowohl F' als auch B hidngen eng mit der Symmetriebrechung der chiralen Symmetrie zu-
sammen. Daher werden zunéchst die symmetriebrechenden Axialstrome betrachtet, siehe Ab-
schnitt 1.4. Die axialen Strome werden aus den links- und rechtshindigen Strémen (1.10) gebil-
det

F2
Tht = Tt = g = =i Te (WU 0T, (2.24)

betrachtet wird dabei die niedrigste Ordnung, daher wird die Feldmatrix (2.6) zu U(z) = 1 +
i d’—; entwickelt. In dieser Ordnung ergibt sich fiir die axialen Strome:

T —Fol . (2.25)

Mit Gleichung (2.25) konnen die Matrixelemente fiir den Zerfall eines Mesons ausgewertet
werden:

(0175 |¢p(p)) = (0] = Fd"da(x)|(p))
= ip'Fexp(—ipx)dap. (2.26)

Also entspricht F' der Zerfallskonstanten der Mesonen.
Da der Parameter B eng mit den Mesonenmassen und somit mit dem Quarkkondensat, siehe
Abschnitt 1.4, zusammenhéngt, wird die Relation fiir die Energiedichte im Grundzustand in

der QCD,
(| Haen) 1

= = 5(3a), 227)

betrachtet. Mit der effektiven Energiedichte in LO im Grundzustand (U(z) = 1),

muy=mq=ms=0

(Hegt) = —F?B(my + ma + ms), (2.28)
konnen dann schliefilich die gesuchten Grofien in Verbindung gebracht werden:
3F?B = —(qq). (2.29)

Da die Konstante F' in beiden Bedingungen fiir die Symmetriebrechung (2.26) und (2.29)
vorhanden ist, stellt der Wert dieser die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
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2.3. Konstruktion der effektiven Lagrange-Dichte

spontane Symmetriebrechung dar. B hingegen taucht nur in der Bedingung (2.29) auf, sodass

ihr Wert eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir die Symmetriebrechung ist.

Zur Festlegung der Parameter in NLO miissen verschiedene Zerfille oder Streuungen betrach-

tet werden. Die experimentell ermittelten Werte fiir diese werden zusammen mit den Quellen

in Tabelle 2.3 zusammengefasst.

Werte Quelle
L (0,9+0,3)-1073 nn-Steuung
LY (1,7+0,7) - 1073 und
LY (—4,4+2,3)-1073 K — mrly
Ly (04+0,5)-1073 N, —
LE (2,240,5)-1073 Fx/Fr
L (0£0,3)-1073 Ne — 00
LE (—0,4+0,15) - 1073 n — n'-Mischung
LY (1,1+£0,3)-1073 MZ /M2, Lk
Ly (7,440,7)-1073 Seltene Pion-Zerfille
L, (—6,0+0,7)-1073

Tabelle 2.3.: Die experimentell bestimmten Werte fiir Gasser-Leutwyler-Koeffizienten und die

Quellen [12]

Die Anzahl der Parameter steigt rapide mit der Ordnung, wie in Tabelle 2.4 gezeigt wird. Daher

ist die Betrachtung hherer Ordnungen als NNLO (englisch: next to next to leading order) O(p°)

nicht mehr realistisch.

Ordnung 2 Flavour 3 Flavour
Parameter | Anzahl | Parameter | Anzahl?
p? Fy, By 2 F. B 2
p I}, Y 7+3 Lt, Hf 10+2
p® c 52+4 Cr 90+4

Tabelle 2.4.: Anzahl der freien Parameter in der chiralen Stroungstheorie [13]

2Zum Beispiel 90+4 bedeutet dabei, dass 90 physikalische Terme und vier Kontaktterme vorhanden sind.
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2.4. Massen der pseudo-skalaren Mesonen in fihrender Ordnung

Im letzten Abschnitt wurden die Lagrange-Dichten der xPT in LO und NLO hergeleitet. Als
Anwendung werden in diesem Abschnitt die Mesonenmassen berechnet, wobei der Massen-
unterschied des up- und down-Quarks mq — m, = Am bis zur Ordnung Am betrachtet wird.

Der Massenunterschied fiithrt zur Mischung von 7t3 und ns.

2.4.1. Parametrisierung

Zunichst wird die Parametrisierung der benétigten Grofien definiert.
Die Mesonenfelder werden als ein Vektor

T
T
T3 T
- K K
6= Y= (2.30)
Ks Ky
Kg s
K~
78

zusammengefasst. Da in O(Am) eine Entartung der Pionmassen vorliegt, ist es zweckmafiig,
71, m2 und 73 zu einem Vektor 7 zusammenzufassen. Dies gilt auch fiir die K4-K5- und Kg-
K-Felder. AnschliefSfend werden die Felder und die Massenmatrix anhand der Gell-Mann-

Matrizen parametrisiert, sieche Anhang A 4:

7T3+%778 m—imy Ky —1iKjs

¢ = Moo= | mtim -—m+ ons Ke—iK7 |, (2.31)
K, +iK; Kg+iKy _%778
m 0|0 1 00
X = 2BM=2B| 0 m|0 |-AmB| 0 -1|0
0 0 |ms 0 010

0]0 0
= 2Bl + 2B(ms — i) —AmB |2 . (2.32)
01 010

m und Am stellen dabei den Mittelwert und den Massenunterschied des up- und down-
Quarks dar:

1
m = i(mu +myq), Am = (mq — my). (2.33)
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2.4. Massen der pseudo-skalaren Mesonen in fiihrender Ordnung

Zur Berechnung der Spur ist es angenehm, die Matrizen durch die Linear-Kombination der
Gell-Mann-Matrizen darzustellen:

olo) 1. 1 w0\
({»0 >_3]1 \/37\8 (o O>_>\3. (2.34)

2.4.2. Die Massenmatrix in flihrender Ordnung

Um die Masse der Mesonen zu bestimmen, wird die Feldmatrix (2.6) bis einschlieflich O(¢?)
entwickelt. So erhédlt man aus der Lagrange-Dichte (2.22)3:

Ly = %(3u¢)(8“¢)+EM (2.35)
mit Ly = —%Tr[q@x]. (2.36)

Mit der Parametrisierung (2.32) und den Relationen der SU(3) aus Anhang A.3 lasst sich der
Massenterm der Lagrange-Dichte £y auswerten zu:

I R .,
Ly = -3 2mBR* 4 (M + mg — 1/2Am)BK?
, 5 (2.37)
+ (M + mg + 1/2Am)BK3 + g(ﬁz + 2mg)Bng | + %Ammng.

Die Massenmatrix der Mesonen D kann dann aus der Lagrange-Dichte (2.37) abgelesen wer-

den,

D, =2Bm (i=7=12,3),
1

Dy, :B(fﬁ—i—ms)—iBAm (t=7=4,5),
1

Dg, = B(m+ mg) + ~BAm (1=7=6,7),
2

9B (2.38)
Dng = ?(m*' 2ms) (i=j=28),
Dy = Dyn = —-2- Am (i=3j=8)
m nm \/3 - 7] - 9
D;; =0 (sonst).

Die Nebendiagonalen im 7t3-1g-Sektor sind erkennbar.

3Der obere Index 2¢ der Lagrange-Dichte bedeutet, dass sie bis O(¢?) entwickelt wurde.
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2.4.3. Diagonalisierung der Massenmatrix

Zur Massenbestimmung muss der Masseneigenzustand der Mesonenfelder ¢™ gefunden

werden, fiir den die Massenmatrix diagonal ist. Dazu wird der nichtdiagonale Sektor der Mas-

senmatrix (2.38),

1
2mB ——AmB
V3
1 2 ’
——AmB —(m+2mg)B
7 m 3(m+ ms)

diagonalisiert. Die Eigenwerte dieser Matrix lauten nach Anhang B

4 sin? &9
M2 = 2mB— —(mg—m)B
73 m 3 (ms —m) cos 2ey’
2 4 sin’ e
2 _ ~ I 2
My, = g(m +2mg)B + g(mS - m)BCOS 2oy’
. 1 V3 Am
miteg = —arctan | — — | .
2 2 mg—m

Der Eigenzustand ist gegeben durch:

7r1§/I _ coseg  sineg 3
77%;\/[ —sineg coseg ng )

Die Eigenwerte der Matrix D, Gleichung (2.38), entsprechen den Mesonenmassen:

M? =2Bm M2, =2mB—R

Tt

1 1
Mg, = B(i +ms) — 5 BAm Mg, = B(i + ms) + 5 BAm

2
My, = 3 (7 +2ms)B + R.

R ist dabei die Abweichung der 73- und ng-Massen vom mischungsfreien Fall:

2

4 .. sIn” €
= —(ms — Mm)B
R 3(m mn Cos 2¢€9
2 3/ Am \?
= Z(ms—m)B |1+ = 1
2 (g - ) ¢+4(ms_m>
1 Am?B
— -2 L oamY).
4dmg —mm

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Die Mesonen konnen auch im gewohnten Ladungseigenzustand (2.5) dargestellt werden.
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2.5. Mesonen-Propagator in fithrender Ordnung

2.4.4. Mesonenmassen in Ordnung Am

Entwickelt man das Ergebnis fiir die Massen (2.45) bis zur linearen Ordnung O(Am), so erhalt
man

2
M2 =2Bm M, = g(m + 2mg)B

~ 1 N 1 2.4
MIQQ = B(m + ms) — §BAm MIQ(Q = B(m +ms) + §BAm. (2.46)

Das heifdt, der Quarkmassenunterschied mq — m, erzeugt eine Massenaufspaltung im Kaon-
Sektor. Die Auswirkung der Isospin-Asymmetrie in den 7t3- und ng-Massen ist von O(Am?).
Im Folgenden werden die Mesonenmassen unter Vernachldssigung von mgq — my,

. R . - vy 2
M? = 2mB, Mg = (m+mg)B, und M?= g(m + 2mg)B (2.47)

genannt.
Diese Massen erfiillen automatisch die Gell-Mann-Okubo-Relation [10] unabhidngig von einer
Niederenergie-Konstanten B:

AME = 3072 + M2 (2.48)

Wegen des unbekannten Parameters B ist es nicht moglich, die Quarkmassen aus den Meso-
nenmassen zu ermitteln, aber deren Verhiltnis kann in Abhédngigkeit von den Mesonenmassen
dargestellt werden:

Mf{ M+ my
02_ ~
Mz 2m

(2.49)

2.5. Mesonen-Propagator in filhrender Ordnung

Fiir die Massenberechnung in NLO ist der Propagator der Mesonen in fithrender Ordnung von
Bedeutung. Dabei ist wegen der Mischung von 73 und ng zu beachten, welche Basis der Felder
in der Rechnung verwendet wird. Im Folgenden werden die Propagatoren zweier verschiede-
ner Basen gezeigt. In den folgenden Berechnungen werden Terme von héheren Ordnung als
Am vernachlassigt.

2.5.1. Propagator des Masseneigenzustands

Die Massenmatrix ist im Masseneigenzustand diagonal, infolgedessen auch der Propagator:
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_ 1
p? — M3
GKI (pQ):

Gn (p2)

1
P2 — MI% + %AmB
1 (2.50)
p? — Mf{ - %AmB
B 1
p? — M3

Gk, (p2):

Ging (1?)

Der Masseneigenzustand ¢M enthilt dafiir die Mischungsterme in 7' und 7). Bis O(Am)
entwickelt, ergibt sich fiir den Eigenzustand (2.43):

77%/’[2 :71'172
MR
MR,
3 Am (2.51)

3 :7T3+\4[m _mUS+O(Am2)

S

V3 Am

771524 :US_Tm _mW3+O(Am2).

S

2.5.2. Propagator der Originalfelder

In diesem Fall bleiben die Felder von der Mischung unberiihrt, wohingegen die Propagatoren
verdndert werden. Der inverse Propagator fithrender Ordnung ldsst sich mit der Massenmatrix
(2.38) darstellen als

G (p*) = p*8i; — Dij. (2.52)

Wegen der Mischung ist der inverse Propagator im m3-ng-Sektor nicht diagonal:

o 1
p?— M2 —Am

-1 _ 3
Gm] o 1 A \2/> r2
ﬁ m  pT — MT]
Durch die Invertierung ergibt sich der gesuchte Propagator in LO:
1 p? — M2 —iAm
n
Gy =~ ) \/go . (2.53)

(p _M’]'[)(p _MT])_EAm —ﬁAm pz—Mﬁ
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2.6. A\i-Implementierung des Massenunterschiedes

Unter Vernachldssigung von O(Am?) ergibt sich:

1 1 Am
2 _ A2 T R 002 A2\ (2 _ A2
Gmy _ p MT[ \/§ (p Mn)(p MT]) (254)
L Am 1
V3 (p* — M3)(p? — M2) p — M2

Die Nichtdiagonalelemente konnen anhand der Methode der Partialbruchzerlegung in einer
giinstigen Form dargestellt werden:

G38=G83:£ AmA ! — — ! — . (2.55)
4 mg — i \p? — M2 p?— M}

Zusammengefasst ergibt sich fiir den Propagator in LO:

1
G =——— 1=35=1,2,3
S > (i=J )
1
Gk, = s 1=7=4,5
1
GKQ:pQ—ME{—%Am (Z—]:677)
1 (2.56)
n = (i=j=28)
b _Mn
V3 Am 1 1 . .
GTWT:GT[T] :Tms_fﬁ pZ_MTQE_pQ_MnZ (Z—3,j—8)
Gi; =0 (sonst).
J

2.6. A\-Implementierung des Massenunterschiedes

In Abschnitt 3.3, in der twisted-mass-QCD, wird neben der gewohnten Parametrisierung der
Massenmatrix (2.32) auch eine solche benétigt, in der der Massenunterschied Am nicht mit
Az sondern mit A; implementiert wird. In der twisted-mass-QCD wird die Massenmatrix in
Az-Richtung axial gedreht. Allerdings, um eine positiv-definite Fermionendeterminante zu
gewdhrleisten, darf die Masse nicht durch den gleichen Generator der Drehung implemen-
tiert werden. Eine Losung dieses Problems ist die oben genannte Parametrisierung.

Analog zur Implementierung mit A3 werden drei Basen gewihlt. Mit diesen wird die Massen-
matrix konstruiert:
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M = @l+ (ms— ) (%) + ;Am< 101 8 ) (2.57)

o |. (2.58)

Durch Einsetzen dieser Massenmatrix in Ly, (2.36), ergibt sich

B - B
B
V3

B B B
+ ﬁAmnSﬂ-l + 5AmK6K4 + 5AmK7K5,

wobei die vier Kaon-Felder im Vektor K zusammengefasst wurden. Anders als bei der Imple-

B B
+ Amming + 5AmK4K6 + 5AmK5K7 (2.59)

mentierung mit A3 sind 71;-1g-, K4-Kg- und Ks-K7-Mischung vorhanden.

2.6.1. Diagonalisierung der Massenmatrix

Die Massenmatrix, die sich aus (2.59) ablesen lédsst, kann in zwei voneinander unabhéngige,
nichtdiagonale Sektoren geteilt werden: in den K;-K»- und den 7r;-ng-Sektor.

¢ Diagonalisierung im Kaon-Sektor:
Die zu diagonalisierende Matrix ist

ME 0 —iAm 0
0 M2 0 —1Am
Dxg := K o 2 . 2.60
K= tam 0 M2 0 (2:60)
0 —%Am 0 Mf{

Diese Matrix ist symmetrisch und somit diagonalisierbar. Die Eigenwerte werden aus
dem charakteristischen Polynom bestimmt:

. 1 . 1
det(Di = A1) = (Mg — A\)! = S(M* = 2)*Am® + 7o Am"
. 1 . 1
= A=MZ—-Am)?\—M2+=Am)?=0
K 92 K 9
_ 21
N A2 = MK 12Am 261)
34 = ME+3Am.
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Die zugehorige Drehmatrix Ok und der Eigenvektor lauten:

1 0 10
1 0 1 01
Ok = —= , (2.62)
V2 -1 0 1 0
0 -1 01
Ky + Ks
KM K 1 | K5+ K
S N R ) R (2.63)
R} Ky )~ V2| —Ki+ K
—K5 + Ky
Dieses Ergebnis entspricht einer Drehung von 7 in der K4-Kg- bzw. K5-K7-Ebene.
e Diagonalisierung im 71 -ng-Sektor:
Zu diagonalisieren ist folgende Matrix:
M2 ! Am
2 —
1 \/052 . (2.64)
——Am M,
V3 n

Die Matrix ist identisch mit der Matrix (2.39).

Das heifst, 711 in der A;-Implementierung reprasentiert das m-Meson.

Es stellt sich insbesondere heraus, dass sich in den zwei verschiedenen Implementierun-
gen in LO kein Unterschied in den Massen zeigt.
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2.7. Mesonenmassen in nachstfiihrender Ordnung

Da die Lagrange-Dichte in NLO, anders als in LO, Wechselwirkungsterme enthalt, muss bei
der Massenberechnung die sogenannte Selbstenergie betrachtet werden, die sich in zwei Bei-
trage, Kontakt- und Schleifen-Beitrag, unterteilen ldsst. Um letztendlich die Mesonenmassen
zu erhalten, wird der Propagator in NLO diagonalisiert und daraus werden die Massen abge-
lesen.

2.7.1. Die Selbstenergie

Wegen der Wechselwirkungsterme in NLO muss der Propagator in NLO wie folgt modifiziert
werden [14]:
i

. (2.65)
p? — Mfo - Z(MI%O)

Gnro(p?) =

Mo sind dabei die Mesonenmassen in LO. (p?) ist die Selbstenergie und hat in NLO die
einfache Form

Y4(p?) = Ay + By - P, (2.66)

wobei A4 und B, konstante Matrizen sind. Um die Massen der Mesonen zu bestimmen, wer-
den diese Matrizen benétigt.

Nach dem Weinberg’schen Zdhlschema, siehe Abschnitt 2.2.1, kommen zwei Diagramme der
Selbstwechselwirkung in Ordnung O(p*) in Frage*:

1. Kontaktbeitrag ¥ (p?) = ag + b - p*:
Mesonen wechselwirken mit sich selbst, dergestalt, dass keine Schleife gebildet wird
und der Vertex von O(p?) ist (Abbildung 2.2); das heifit, fiir die Berechnung wird die
Lagrange-Dichte in NLO benétigt.

@

Abbildung 2.2.: Selbstwechselwirkung aus der Lagrange-Dichte Ln1.,0
Die Zahl 4 bedeutet, dass der Vertex von chiraler Ordnung O(p*) ist.

“In der twisted-mass-QCD, siehe Kapitel 3.3, tauchen neben diesen auch die Dreier-Vertizes aulf.
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2.7. Mesonenmassen in ndchstfiihrender Ordnung

2. Schleifenbeitrag %5 (p?) = ag + 03 - p*
Bei der Propagation tritt eine Schleife auf, daher muss der Vertex von O(p?) sein, sodass
insgesamt die chirale Ordnung D = 4 gewdhrleistet wird, siehe Abbildung 2.3. So muss
in diesem Fall die Lagrange-Dichte in LO verwendet werden.

2)
Abbildung 2.3.: Selbstwechselwirkung aus der Lagrange-Dichte L1,0

Der Vertex ist von chiraler Ordnung O(p?).

Im Folgenden werden Kontakt- und Schleifenbeitrdge zur Selbstenergie separat bestimmt.

2.7.2. Kontaktbeitrage zur Selbstenergie

Fiir die Berechnung wird die Lagrange-Dichte (2.23) benétigt. Dabei miissen nur der vierte bis
achte Term betrachtet werden, da

e die ersten drei Terme jeweils mehr als zwei Felder enthalten,
e der neunte und zehnte Term die Kopplung mit dufleren Feldern f* und f® darstellen,

e und die letzten zwei Terme keine Felder enthalten.

Entwickelt man die relevanten Terme bis O(¢?), so ergibt sich

1 = —
512\1?40 == [ann§ + bn(8u778)2} 9 [a“WQ + br (OMT)Q]

1 -2 S
[(ary — an)75 + (bry — br)(9pms)?] — 3 [aKlKl + by, (9, K1) (2.67)

=N =N

) -
— 5 |:CLK2K2 + sz(c‘)qu)z] — (amﬂ'gng + bmaﬂﬂga‘ung),

mit den Koeffizienten
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bK _bK

~ 3F2

64 B2

{Lﬁ(zm + mg) (M + 2ms) + 2L7(M — mg)?

N 1
+Lg(Mm? + 2m?2 + 4Am2)}

1223 [(Qm +mg) Ly + %(m + Qms)]
_ 6‘;]?2 [L6m(2m +mg) + Lgin® + iAmQ(QM + Ls)]
125 (L4 (27 + ms) + Lsi]
L (Lo me) + Lo
_1%3 [L4(2m + ms) + Lsin]
32FB2 [Lﬁ(zm +ms) (M + ms) + %(m +ms)’ (2.68)

m = U =

1 - 1

_16B Ls Ls
— [L4(2m +ms) + ?(m +ms) — 4Am]
_ 32B?

. Lg, .
[L6(2m + mg)(m + ms) + fs(m + mg)?

F? 2

1 N N 1
—|—7Am{(2m + ms)Le + (M + ms)Lg} + SAmQLg]

163 Ly, . L
2 [L4(2m +mg) + 75(m + ) + 45Am]
3282 N .
VTS ——Am [Lg(2m + mg) — 2L7(ms — m) + 2Lgm]
8B
\fFQ L5Am

Dabei wurden die ungedrehten Originalfelder (2.30) verwendet. Die Koeffizienten ag entspre-

chen den Kontaktbeitrdgen zur Selbstenergie.
Am hat nicht nur den Unterschied der Kontaktbeitrage im Kaon-Sektor, sondern auch die Mi-
schung von 73 und ng zur Folge, wobei die Effekte von linearer Ordnung sind. Deren Aus-

wirkung im 73-ng-Sektor ist dagegen nur von quadratischer Ordnung, die im Folgenden ver-

nachldssigt wird.
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2.7.3. Schleifenbeitrage zur Selbstenergie

Da es sich hierbei um eine Vier-Teilchen-Wechselwirkung handelt, muss die Lagrange-Dichte
(2.36) in O(¢*) betrachtet werden:

1
41 F?
Mit den Relationen aus Anhang A.3 ldsst sich diese umformen zu

L1 = —[Tr([¢, 00" $) + BTr(M")]. (2.69)

1
qﬁ% = 6?%8“@,6“ dePafabefede
(@m +ms)B (ms —m)B
36F2 12v/3F2

AmB (2
o % <3dabc¢3¢a¢b¢c + 6abdcd3¢a¢b¢c¢d) .

2
(¢a¢)a)2 - *dabc¢a¢b¢c¢8 + 6abdcd8¢a¢b¢c¢d> (2.70)

3

2.7.3.1. Herleitung des Vertex

Da es sich hierbei um eine Kontaktwechselwirkung handelt, kann der Vertex V aus der
Lagrange-Dichte (2.70) einfach abgelesen werden zu

Vabed Gabpdeda = i-4! - LD, (2.71)

wobei der Vorfaktor 4! daraus stammt, dass es 4! Kombinationen gibt, die vier dufieren Beine

zu positionieren.

Abbildung 2.4.: Graphische Veranschaulichung einer Zwei-Teilchen-Streuung. Der schraffierte
Bereich stellt dabei alle moglichen Wechselwirkungen dar.

Um den Vertex fiir Vier-Felder-WW (Abbildung 2.4),

¢ (pa) + 0" (p5) — ¢°(pc) + ¢ (pa),

herzuleiten, muss die Lagrange-Dichte (2.70) symmetrisiert werden. Das wird im Folgenden
explizit fiir den Term ¢40,,¢p0" ¢cPafapetcqe schrittweise durchgefiihrt.
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1. Fourier-Transformation (0,¢; — ip;¢;)

PoPe favefede PaPpPeda

2. Symmetrisierung beziiglich der Impulse

1

E(Pa — ) (Pe — Pa) fapefede PadbdcPa

3. Symmetrisierung der Parametrisierung

1
Py [(pa - pb)(pc - pd)fabefcde + (pa - pc)(pb - pd)facefbde

12
+ (Pa — Pa) (Po — Pe)fadefvce] PaDbPeda

So ergibt sich der vollstandige totalsymmetrische Vertex

1
Vabed = W [(pa - pb)(pc - pd)fabefcde + (pa - pc)(pb - pd)facefbde
+ (pa - Pd)(pb - pc)fadefbce]
12(2m + mg)B
(QFQ) (6ab50d + 6acébd + 6adébc)
iAmB
~eFT (dabeda3 + ddabdes + dedadb3 + dbedda3)
iAmB
~eF? (8apdeas + dacdpaz + 8aadpes + Opedaas + Opadacs + Scadass)

i(ms —m)B
3v/3F?
i(ms —m)B
3V/3F?

(dabedds + daapdes + dedadss + dbeadas)

(8apdeds + Sacdpds + Saddses + dbedads + Spadacs + dcadars) -

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

Im néchsten Abschnitt werden schliefilich die Schleifen-Beitrdge anhand dieses Vertex explizit

berechnet, wobei wegen der méglichen Mischung in NLO eine Fallunterscheidung getroffen

werden muss.

2.7.3.2. Schleifenbeitrage ohne Mischung der Mesonen in NLO

Zur Berechnung der Schleifenbeitrdge werden wegen der Mischung folgende Fallunterschei-

dung getroffen.

e Ohne Mischung in NLO, ohne Mischung in der Schleife:
(a=d=1i,b=c=j, po=—pa=p, pp = —pc = k)
In diesem Fall ergibt sich der Vertex V fiir dieses Diagramm aus (2.75) zu:
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—% (P* + k) fijefije
2(2m + mg)B
9F?
(me — M) B
3V/3F?
AmB

_W (Qdiiijg + 2djji51‘3 + 45ijdij3 + 5iidjj3 + 5jjdz‘z‘3) .

Vijji =1

(2(845)% + 8::85)
(2.76)

(2diij5j8 + deji&'g + 45,’jdijg + 5“‘(1]‘]'8 + 5jjdii8)

Pu Pu
a=1 d=1

Abbildung 2.5.: Ein-Schleifen-Diagramm der Selbstwechselwirkung

Bei den Berechnungen muss zusétzlich der Symmetriefaktor des Diagramms £ beachtet
werden, der aus der Tatsache herriihrt, dass es 12 Moglichkeiten gibt, von vier Feldope-
ratoren zwei mit dufleren Linien und zwei miteinander zu einer Schleife zu kontrahieren.

Ohne Mischung in NLO, mit Mischung in der Schleife:
(a=d=14,b=3,c=80b=8,c=3),p, =—pa=pundp, = —p. = k)

Da in LO Mischung zwischen 73 und ng auftritt, muss auch das Diagramm (Abbildung
2.6) und der dazugehorige Vertex (2.77) betrachtet werden:

s —m)B
(p* + k) f3efsie — wdiii’) + O(Am). (2.77)

Dabei wird der Massenunterschied Am vernachléssigt, weil der zugehorige Propagator
in LO (2.55) von O(Am) ist.

Vizgi = 21 32

Die Selbstenergie erhélt man durch Integration iiber die Schleife

d*k .
2ij :/leijklkz G(E*)kykas (2.78)

wobei G(k?) den Propagator in LO (2.56) darstellt.
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Abbildung 2.6.: Ein-Schleifen-Diagramm der Selbstwechselwirkung: In der Schleife tritt 7t3-ng-
Mischung auf.

2.7.3.3. Berechnung des Schleifen-Diagramms

Um die Schleifenbeitrdge zur Selbstenergie zu bestimmen, muss das Integral (2.78) ausgerech-
net werden. Da der Vertex des Schleifendiagramms aus einem konstanten und vom Impuls k2
abhédngigen Term besteht, miissen nur folgende zwei Integrale betrachtet werden:

d*k 1
I=| ———— 2.79
/ (2m)* k2 — M3’ @79)
d*k k?
I'= | — ——. 2.
/ (2m)* k2 — M (280)

Es wird zunédchst die allgemeine Form des Schleifen-Integrals betrachtet:

ki
I(n) = yb=n / CoTIERTE (2.81)

Dabei ist p ein Renomierungsskalar und hat die gleiche Einheit wie der Impuls, damit das

Integral fiir alle Dimension n die gleiche Einheit besitzt. Es wird zunéchst eine Wick-Rotation
(ko — iko) durchgefiihrt, durch die das Integral im euklidischen Raum behandelt werden kann,

d™ 1
In)=p* " | s 2.82
=i [ G 2.82)
wobei [ einen n-dimensionalen euklidischen Vektor darstellt.

Zur Auswertung dieses Integrals werden n-dimensionale Kugelkoordinaten eingefiihrt:

00 27 T e
/dnlz/l"—ldz/ dal/sm@2 d92/sin2 5 dbs . ..
0 0 0 0
: e (2.83)
X / Sin"20,_1df,_; = —— / L,
0 F(f) 0
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wobei I' die Gamma-Funktion darstellt, siehe Anhang C. Damit ladsst sich das n-dimensionale

Integral auf eine Dimension im radialen Anteil reduzieren.

4—n 9 ln—l
=In) = - / o dl

@It |
_ # n( ¢)n /2 dt. (2.84)
(4m)z T (%) )t
Durch Substitution
l2
— =t
2
Mg

und mit dem Integral

7 #lat T(x)T(y)
B(x’y)_o/(wt)wﬂ/ T T(zty)

kann das Integral (2.84) ausgewertet werden zu:

p e n
)=t (v 5‘F(1——>. 2.85
() = (o) : 285
Dieses Integral divergiert fiir den Limes n — 4, weil die I'-Funktion fiir x = —1 einen Pol

hat, siehe Abbildung 2.7. Um das Verhalten der Losung um diesen Pol zu untersuchen, wird
zundchst € = 4 — n eingefiihrt und anschliefSend wird diese um € = 0 entwickelt:

_ (4*)? N1-p (€
) = (s (M) T (5-1)
_ M <4“’“‘2>2 Li+Y (2.86)
o \ 37 ) 505~
Mit den Entwicklungen
a® =1+ In(a)z + O(z?),
T(1+z)=T01)+T'(1)z + O(z?), (2.87)
L 2
o 1 -2+ O(z%)
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Abbildung 2.7.: Die I'-Funktion I'(x)

erhilt man das Ergebnis

M? M?
I(n) = Fﬁ? R+1n (/;) +0(n— 4)] : (2.88)

mit dem fiir n = 4 divergierenden konstanten Term®

2
R=——— —In(4m) - vp - L (2.89)

So wird der konstante, divergente Anteil des Integrals R isoliert.
Um das zweite Integral (2.80) zu losen, wird zundchst im Nenner Null addiert:

w12 N2 2
'(n) :/ﬁ”i/ dnk k7 — Mg+ My
@mm k- M7

Da das Integral
d"k
4—n -
1 1/ 7@”)” (2.90)

in der dimensionalen Regularisierung verschwindet, kann das Integral (2.80) geschrieben wer-
den als

I'(n) = M3I(n). (2.91)

>yg = 0,5772... ist die sogenannte Euler’sche Konstante und entspricht der Ableitung der Gamma-Funktion
I'(1).
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2.7.3.4. Matrizen der Schleifenbeitrage

Die Matrizen a und b3, die den Schleifenbeitrag beschreiben, sind dann nach der Integration

gegeben durch:
1] a2 . M2 M2 M2
ai:ﬁ —?ﬂ (Mﬁ)—?ﬂ (Ml%l)_?ﬂl(Mf%g)_?ﬂ (Mﬁ)
™ p2 3 6 6
1 [ M2 . M2 M2 M2
a%g ) —TKI(MT%) - ?KI(MIQQ) - %I(MI%Q) + T;—’(Mﬁ)
AmB [1(03Z) | T(ME) I(MZ) 1MZI(MZ)— MZI(M2)
F2 4 6 12 8 me — m
Ki ™ 2 4 3 T 6 T3
Am . .
__8M Tr(M2) — I(M2 }
+ S — Ay L[0T ~ 10)
1 M2 . M2 M2 M2
aIS<2 = —TKI(MT%)—TKI(MI%Q)—YKI(MI%J"‘T;I(M@
AmB [1083) | T(MR,)  TOMR)  LMRIMG) — MRI(Mz)
F2 4 6 12 8 ms — m
o L [1(M2)  I(ME)  I(ME)  I(MP)
ke =F2 |77 T3 6 4
-Am . .
_ I(M2) — I(M2 }
8(mg — m) F2 { (M) — I(My)
1 [ a2 . M2 N2 M?2
ay, = 72 —7“ (M7) — 7” (Mz,) + ?KI(MIQQ) - TT][(MIQQ)
M2 M2 202 M.
- T”I(MEQ) + TKI(MI%Q) — 3”I(MT?S) ?”I(MT?S)
AmB | I(Mg) I(Mg,)
TR |76 T 6
s 1 I(Mg)) N I(Mg,)
ns 2 2 2 ’

(2.92a)

(2.92b)

(2.92¢)

(2.92d)

(2.92¢)

(2.92f)

(2.92g)

(2.92h)

Bevor der explizite Ausdruck des Integrals I (Mf)) eingesetzt werden kann, miissen die diver-

genten Grofien renormiert werden. Dies wird in Abschnitt 2.7.4 durchgefiihrt. Zundchst wird

auch der Fall der Mischung in NLO betrachtet.
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2.7.3.5. Schleifenbeitrage mit Mischung der Mesonen

Hierbei wird der Fall betrachtet, bei dem die Mesonen untereinander mischen koénnen. Es wird
folgende Fallunterscheidung getroffen:

e Mit Mischung in NLO, ohne Mischung in der Schleife:
(a#d,b=c=j,po=—pis=p,und pp = —p. = k)
Fiir diesen Fall lautet der Vertex:

2
- 3? (p2 + kQ)fajefdje

AmB
TG F2 (2dqgj0;3 + dajjda3 + djjadas + 204;dgjz + 284idaj3 + daazdjj) (2.93)

~ (ms—m)B
3-\/3F?

Vajjd =

(2dadj6j8 + dajdeg + djjdéag + 26ajddj8 + 26djdaj8 + dadgéjj) .

e Mit Mischung in NLO, mit Mischung in der Schleife:
(a#db=3,c=8(0b=8c=3),p.=—ps=pundp, = —p. = k)
Wegen der Mischung des 713- und ng-Mesons in LO muss auch der Fall betrachtet werden,
der zu folgendem Vertex fiihrt:

Va3sd = Vas3d = 1 ~3p2 ((p — k)*fsacfsae + (P + k) *f30efsde )

mg —m)B
- (3\/§F2)<2da386d8 + dgas + 2dg3gdas + dssadas + dassdas)-

(2.94)
Durch analoge Rechnung zum mischungsfreien Fall erhdlt man die Koeffizienten af, und b3,

Dabei stellt man fest, dass alle Beitrdge aufler i = 3, 8 verschwinden. Das heifst, in der chiralen
Storungstheorie 4. Ordnung mischen nur 713 und ng. Die Koeffizienten sind gegeben durch:

s __ s __ MT? IM2 IM2
am]_anﬂ_ Qﬁf‘_ﬂ [ ( Kl)_ ( Kz)]
+m I(Mn)_él(MKl)_él(MKg) ; (2.95)
S S 1 2 2
By = by = T [T(Mg,) — I(Mg,)] .

Es ist zu erkennen, dass diese Koeffizienten fiir den Fall giiltiger Isospin-Symmetrie (Am = 0)
der up- und down-Quarks verschwinden, wie zu vermuten war.
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2.7.4. Renormierung der Gasser-Leutwyler-Koeffizienten

Um ein physikalisch sinnvolles Ergebnis zu erhalten, muss die Unendlichkeit des Schleifenbei-
trags beseitigt werden. Die Unendlichkeit im Schleifenbeitrag kann durch Neudefinition des
Gasser-Leutwyler-Koeffizienten in den Kontaktbeitrdgen, siehe Formel (2.68), eliminiert wer-
den, da es sich um physikalisch nicht direkt messbare Konstanten handelt. Die renormierten
Gasser-Leutwyler-Koeffizienten enthalten den unendlichen Term R im Schleifenintegral (2.89):

I

‘ ! 327[2 ’ ! T )

Die Koeffizienten I'; und A; werden so bestimmt, dass die Unendlichkeit genau behoben wird
[15].

Iy [To | Tg [Ty | Is | I'e | I'7 | Ts | Tg | Tio | A1 | As
3 | 3 T 3 | il 5 1 1 ) i 5
Wert | 55 56| 0| s | 8 |im| O |5 ] 2| 2| 5|2

Tabelle 2.5.: Werte der Renormierungskoeffizienten [15]

Nach der Renormierung hat das Integral (2.88) einen endlichen Wert

2 2
I(M2) = M (M‘f’) (2.98)

16m2 "\ 2

Zwecks Vereinfachung der Ergebnisse wird im Folgenden die Abkiirzung

M‘g 1 M"% 11M2 2.99
Ho = a2 | = gl (Mo) (2.99)

verwendet. Die Schleifen-Beitrdge der K;- und Ky-Mesonen werden um Am = 0 entwickelt:

o AmB M2

I(Mg,) = I(Mg)= 55 [In (ﬁ) +1], (2.100)
o AmB M2

I(MIQ(Q) = I(MI%) + 302 In (ﬁ) +1]. (2.101)

2.7.5. Gesamtselbstenergie

Die renormierte Gesamtselbstenergie

So(p?) = Ag + By - p* = (al + aly) + (b + by) - p?
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ist in (2.102) und (2.105) angegeben.

o 1 2 1 328 N ~
Ao = N2 | =g 31 = g + g (L2 -+ ) + L)
oo 1 1 168, . o~ s
Ak, = My —ghn — K + G + W(QLG(QW +mg) + Lg(m 4+ my)) | + d1(Am)
o 1 1 16B N e~
Ak, = M2z [—Q/Lﬂ — UK + i + W@Lg(?m + ms) + Lg(m + ms))] — 01(Am)
. 2 1 . 4 16M?2 32,
128B2 (2.102)
4 2 16B N P
B, = Pl =y [L}(2m + mg) + mLg]
1 1 8B e~ ~ r
Biy = G+ i + g — 7 [2L5(2 + my) + (i +mo) L] = 62(Am)
1 1 8B ~ ~
Bity = S+ i+ hin = 75 [RLE(200 + mg) + (7 + mg) L] + 65(Am)

8B ~ 2 )

Am hat die Korrekturterme §; und §, im Kaon-Sektor zur Folge:

ME 1 Mipn = My

2
5, = AmB <”“+MK+

2 '3 19212F2 4 mg—m
(2.103)
16B . . .
- W(Lg@m +ms) + (M + ms)L8)> )
1 M?2 4Lt Py — M
5o = AmB 1+In| X )| =540 7 | )
2 m <192712F2 + n<u2> 2 +4(ms—ﬁ1) (2.104)

49



2.7. Mesonenmassen in ndchstfiihrender Ordnung

Auflerdem gibt es Nebendiagonale der Matrix, die aus der Mischung von 713 und ng stammen:

2 2 M? M2
Apy = AmB | —=pin — ——=px — 1 n—X)+1
7m <\/§Mn 3\/§MK 32\/§7t2F2 ( 12 )
32AmB - ~ ~
T2 (2 + mg) L5 — 2(my — ) LE + 2mLY] (2.105)

_ VT

AmB 1 M2
B = —— |In | =X 1| +8LE .

Jetzt wird die Diagonalisierung durchgefiihrt, um die Massen der Mesonen zu bestimmen.

2.7.6. Diagonalisierung des Propagators in NLO

Zur Bestimmung der Mesonenmassen wird der Propagator in NLO der Form

G'(p?) =p*1 — M3 — (Ay + Bgp?) (2.106)

diagonalisiert. Dabei ist M3 die Mesonenmasse in LO und A, und By in Abschnitt 2.7.5 be-
stimmte konstante Matrizen.

Da die A4 und B, nicht kommutieren, ist es nicht méglich die Methode der spontanen Diagona-
lisierung anzuwenden, aber mit Hilfe von einer Transformationsmatrix R der Form

B
1-By=R'R=>R=1- ?‘b +0(p?) (2.107)
kann der Propagator relativ diagonalisiert werden,
B, By, M2 B
G = <1—2¢> [pQ]l—MQQ—A¢—{ ¢’2 2}} (1—;’>, (2.108)

wobei die Beitrdge in O(p®) vernachlassigt wurden. Die nichtdiagonale Massenmatrix in LO,
M2, kann mit der Drehmatrix (2.42) zu Mg diagonalisiert werden, siche Abschnitt 2.4.3,

B O2B,0F, M3 B
Gl p?) = (1 - 2¢’> 03 [pQ]l M3, - 0,4,08 — 1B 5 2d}] 05 <1 - 2‘1’) . (2.109)
Jetzt kann die Massenmatrix in NLO M7 von Gleichung (2.109) abgelesen werden, die zunéchst
noch keine diagonale Gestalt hat:

{028,035, M3y}
5 .
Wie in LO gibt es hierbei auch die nichtdiagonalen Komponenten im 713-ng-Sektor. Jetzt wird

M} = M3+ 024405 + (2.110)

die 2 x 2-Matrix in diesem Sektor betrachtet. Die Diagonalisierung erfolgt durch kleine Dre-
hungen in o-Richtung, O4 = 1 + ie402, mit dem Drehwinkel, siehe Anhang B,
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o [Apy + By (M2 + M?) /2 + e2( Ay — Ar)
Mg—Mg[”“ . T (2.111)

+e2(By — Br) (M7 + M) /2] .

Eq =

Es stellt sich bei der Diagonalisierung heraus, dass die Auswirkung der Mischung auf die Mas-
se von O(Am?) ist. Diese vernachldssigt, ergibt sich fiir die Massen in NLO

Miy(¢) = Ag + My (1 + By). (2.112)

2.7.7. Mesonenmassen in NLO

Durch Einsetzen der Matrizen (2.102) und die Mesonenmassen in LO (2.46) in die Formel
(2.112) erhélt man die Mesonenmassen in NLO:

o 1 R
M2, = M? <1 = g+ K+ 2mK3>
o 2 .
Mg, 4 = Mg (1 + g+ Ko+ (M + mS)K3>

1 2 °r2 Hn — Hr ~
_iAmB <1+3,Un+ KW+K4+2(THS+WL)K3

Tt

o 2 N
Mg, 4 = Mg (1 + 3hn + Ko+ (M + ms)K3> (2.113)

1 2 oo Un — M ~
“AmB |1+ = 20T K+ 2 K
-|-2 m ( +3,un+ KMI%—MTQI—'— 4+ 2(ms +m) 3)

. 4 2,
MT?sA = Mﬁ {1 + 2uKk — 3Hn + g(m—i— 2ms) K3 + K4}

o 2 1
+M7%{_,U/7I+3MK+3MH} + K,

mit den Abkiirzungen

8B, . ..
Ky = —5(Lg - Ly) (2.114)
A 6B, . .
_o128B% |
K5 = (ms—m)QTE(3L7+L8). (2.116)

mqg — my erzeugt den Unterschied der Kaonmassen:
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(ME,KQ - MZ,Kl) = (M42,K0 - M42,K+)

_ 2 o9 Hn — .

7T

Das in LO gefundene Verhiltnis der Quarkmassen (2.49) kann auch in NLO formuliert werden:

MI2( 4 m—+ ms
2 = 1+A 2.118
. 8 o
mit Ay, =~ + g + ﬁ(ME( — M2)(2L% — LE). (2.119)

Ay stellt dabei die NLO-Korrektur zum Massenverhiltnis dar.

2.8. Zusammenfassung und Ausblick

In Abschnitt 2.4 wurden die Mesonenmassen in LO und in NLO berechnet. Die Massen fiir
Am = 0in LO (2.47) sind proportional zu den Quarkmassen und erfiillen die Gell-Mann-
Okubo-Relation (2.48), dagegen erhalten die Massen in NLO (2.113) nichtlineare Korrekturen
der Form

m2
~ m?l In <M2q> und ~ mgl, (2.120)
sodass sie diese Relation nicht mehr erfiillen. Durch explizite Rechnungen fiir die Massen ist
auch festzustellen, dass die xPT keine gewohnliche Entwicklung in den Massen wie die Taylor-
Reihe ist; neben der in den Quarkmassen m analytischen Terme, die fiir mq — 0 trivialerweise
verschwinden, wie mglLi mit einer Konstanten L;, tauchen auch Terme auf, die nichtanalyti-
scherweise gegen 0 konvergieren, wie mZ In(m?) auf. Solche nichtanalytischen Terme werden
chirale Logarithmen genannt.

In NLO wurde bei der Renormierung die Grofie i eingefiihrt. Die Massen diirfen aber nicht
von diesem beliebigen Faktor abhdngen. Dies wird durch das Verschwinden der Ableitung der
Massen bestatigt [8]:

dM;

= 0.
dp

Fur Am # 0 war festzustellen:

e Mischung von 73 und ns:
Der Isospin-symmetriebrechende Faktor in up- und down-Quark, mq — m,, erzeugt in
der Lagrange-Dichte sowohl in LO als auch in NLO Terme proportional zu m3ng, sodass
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er zur ms-ng-Mischung fiihrt. Dessen Auswirkung auf die m3- und ng-Massen ist aller-
dings von O(Am?), sodass er vernachléssigt werden kann. Der Mischungswinkel (2.42)
ist dagegen von O(Am) und erzeugt eine nicht zu vernachladssigende Korrektur im 73-
ng-Masseneigenzustand (2.43) oder im Propagator (2.56). Bei der Diagonalisierung der
Mesonen-Massenmatrix in NLO wurde die Methode der relativen Diagonalisierung ver-
wendet, da die zu diagonalisierenden Matrizen Ay und B, nicht kommutieren.

e Massenaufspaltung im Kaon-Sektor:
Durch den Massenunterschied mq — m, wird die Entartung der Kaonen-Massen teilwei-
se aufgehoben, siehe das Ergebnis (2.117). Die Entartung der K4-K5- bzw. K¢-K7-Massen,
die im Ladungszustand K*- und K°-Massen entsprechen, bleiben allerdings davon un-
beriihrt.

Das Ergebnis fiir den Massenunterschied zwischen K* und K° (2.117) stimmt mit dem
Ergebnis von Gasser und Leutwyler [15] tiberein. Das Ergebnis von Ecker und Pich [16] fiir
den Mischungswinkel konnte allerdings mit den in dieser Arbeit bestimmten Wechselwir-
kungsmatrizen (2.102) und (2.105) nicht reproduziert werden.

Mit Hilfe der xPT lassen sich nicht nur Massen sondern auch eine Reihe interessanter Grofien
berechnen, wie die Zerfallskonstanten der Mesonen oder Pion-Pion-Streuung, die zur Bestim-
mung der freien Parameter durch Vergleich mit Experimenten benutzt werden kénnen. Die
xPT lésst sich ferner auch fiir Baryonen erweitern, wodurch die interessanten Phdnomene wie
Pion-Nukleon-Streuung berechnet werden kénnen [8].
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3. Chirale Storungstheorie auf dem Gitter

In Kapitel 2 wurde als eine Moglichkeit, das nichtperturbative Regime der QCD zu untersu-
chen, die xPT eingefiihrt, die der Entwicklung der QCD-Lagrange-Dichte mit Impuls oder
Quarkmassen als Entwicklungsparameter entspricht. Neben dieser Theorie stellt die soge-
nannte Gitter-QCD auch eine sehr méachtige Methode der QCD dar, in der die Raumzeit auf
dem Gitter diskretisiert wird und darauf numerische Berechnungen, wie z.B. Monte-Carlo-
Simulationen, durchgefiihrt werden.

Zunidchst wird die Gitter-QCD im Allgemeinen behandelt und schliefSlich die Anwendung der
XPT auf die Gitter-QCD beschrieben.

3.1. QCD auf dem Gitter

3.1.1. Euklidische Formulierung der QCD

Um die QCD auf einem euklidischen Gitter formulieren zu konnen, muss diese zunidchst im
euklidischen Raum formuliert werden. Die Umformulierung erfolgt durch eine sogenannte
Wick-Rotation:

T = —1iay, po = ipy. G.1)
Die Anderungen der mit der Metrik verbundenen Gréen werden in Tabelle 3.1 zusammenge-
fasst.
Minkowski’sche Metrik | euklidische Metrik
guu = dlag(lv _la _17 _1) gEV = 6!”’
{v*, v} = 29" (v vo} =28
Yi  (i=1,23) Ve =ivi
Yo Yi = Yo
iy o), —y; 08

Tabelle 3.1.: Vergleich einiger wichtiger Grofien in der Minkowski- und der euklidischen
Metrik

Die euklidische QCD-Lagrange-Dichte ist dann gegeben durch
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Kapitel 3. Chirale Stérungstheorie auf dem Gitter

_ 1 ,
EgCD = ZQf(YEDu +my)gy + EF;},/F““ . (3.2)
f

Im euklidischen Raum entspricht das erzeugende Funktional der QCD,

Z= % / D¢DGDA,, ¢~ SEld:a:A4] mit Se[d,q, A, = / dz'L, (3.3)

der Zustandssumme aller Feldkonfigurationen, die mit dem Boltzmann-Faktor eS¢ gewich-
tet sind. Hier wird die Niitzlichkeit der euklidischen Symmetrie sichtbar: Da das Argument
der Exponentialfunktion reell ist, haben die Erwartungswerte, die z.B. durch numerische Me-
thoden ausgerechnet werden, ein besseres Konvergenzverhalten und damit ist eine statistische
Analyse moglich. Da im Folgenden nur noch mit euklidischen Grofien gerechnet wird, wird
der Index E weggelassen.

3.1.2. Die Wilson-Wirkung

Damit das Integral (3.3) numerisch ausgewertet werden kann, wird zunédchst die Raumzeit auf
einem hyperkubischen Gitter mit dem Gitterabstand a diskretisiert, siehe Abbildung 3.1.

14
T L] L] L] L]
n+aﬁ . . . . .
_Tea*i . . ._>,u
n n+ afi

Abbildung 3.1.: Zweidimensionales Gitter in x- und v-Richtung

Die Felder werden nun durch Gitter-Punkte n definiert. Auflerdem ist fiir die Rechnungen
auf dem Gitter die Entdimensionalisierung der verwendeten Gréfien mit dem Gitterabstand a
vorteilhaft:

m — lfn, (3.4)

a
Ga(r) = a2 Gu(n), (3.5)
Bal@) = a2 Gy(n). (36)

55



3.1. QCD auf dem Gitter

Die Vorwirts- und Riickwérts-Ableitungen 3:[ und 5?; auf dem Gitter werden wie folgt defi-
niert:

~

() = = [Balntai) - datn)] .
Grda(n) = [Baln) — daln—ap)] .

=

>
Q

A~

7;

wobei i den Einheitsvektor in p-Richtung darstellt. Da die chirale Symmetrie unabhéngig von
der Farb-SU(3) ist, wird im Folgenden nur der fermionische Anteil der Wirkung betrachtet.
Die Fermionwirkung kann in naiver Art und Weise wie folgt diskretisiert werden:

S&(5, 4] = 4Z¢ )b (n), (3.7)

mit dem Dirac-Operator
1 A A—
D=3 [vul&f + 8] (3.8)
Dabei wird die Ableitung im Dirac-Operator mit der Vorwirts- bzw. Riickwirts-Ableitung
symmetrisiert. Wird der daraus resultierende Propagator [17]

(;'(p)_l _ ml —ia~! ZM Yusin(pua) (3.9)
m? +a~237 sin(pa)?

betrachtet, so taucht beim Ubergang zum Kontinuum a — 0 ein Problem auf. Wihrend der
Propagator der masselosen Fermionen bei p,, = 0 einen Pol hat, besitzt (3.9) 15 weitere Pole fiir

p=(n/a,0,0,0), (0,7t/a,0,0),...(/a,m/a,7/a,7t/a), (3.10)

fir den Impuls am Rand der Brillouin-Zone. Dieses Problem wird Fermionenverdopplung ge-
nannt. Das Problem lésst sich zumindest im Kontinuumslimes beheben, indem der sogenannte
Wilson-Term zum Dirac-Operator addiert wird [18]:
1 R A A
Dw =D = 20,0 = 5 [vul0 + ;) — ad; 0. (3.11)
Da dieser Wilson-Term proportional zur Gittergréfie a ist, verschwindet dieser im Kontinu-
umslimes, sodass die Physik dadurch nicht gedndert wird. Der Wilsonterm bricht die chirale
Symmetrie dhnlich wie der Massenterm:
A5 A A A a> . ~ as . - as .~
= 5(;58“ 8;’¢> = §¢D = §¢LD¢R + §¢RD¢L7 (3.12)

wobei [J die D" Alembert-Operator darstellt.
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3.1.3. Die Symanzik-Wirkung

Da in der expliziten numerischen Rechnung ein relativ grofSer Gitterabstand a verwendet wird,
sind die dadurch entstandenen numerischen Fehler hdufig sehr grofs. Durch Addition von ge-
eigneten, von a abhdngigen Termen, die im Kontinuumslimes verschwinden, kénnen diese
jedoch verbessert werden. Um solche Gegenterme zu konstruieren, wird zunédchst die Auswir-
kung des kleinen Gitterabstandes a ~ 0 in diesen untersucht.

Nach Symanzik [19] kann die effektive Wirkung in der Ndhe des Kontinuumslimes, d.h. fiir
a — 0, in der Gitterkonstanten a entwickelt werden:

St = Sp + a8y + CL282 + ..., (3.13)

wobei Sy die Kontinuumswirkung ist. Die Sj; lassen sich dabei durch Linearkombinationen
lokaler Operatoren der Dimension 4 + k darstellen [19]. Eine Basis fiir £ = 1 ist gegeben durch:

0y = ao-p,ljFp,qu (314&)
Oy = ¢Du Do + ?ﬁu(l_?m (3.14b)
O3 = mTr(F,Fu) (3.14¢)
6, =m @WD,@ _ $<l_?uyu¢> (3.14d)
Os = m>¢o. (3.14e)

Davon ist allerdings nur der erste Operator von Bedeutung, da

e die Operatoren &> und &y sich iiber die Feldgleichungen als Linearkombination der an-
deren drei Operatoren darstellen lassen,

e und 03 und 05 zur Verschiebung der Quarkmassen und der Kopplungskonstanten
fiihren und somit bei der Renormierung dieser Grofien kompensiert werden kdnnen.

Jetzt kann dann der Gegenterm zur O(a)-Verbesserung anhand des Basiselements (3.14a) kon-
struiert werden [20]

Le = acswd(@) 0 Fud(z) + O(a?) (3.15)

wobei cqw als Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient bezeichnet wird.
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3.2. Chirale Storungstheorie auf dem Gitter

Die Arbeit besteht jetzt darin, den im letzten Kapitel gefundenen Gegenterm (3.15) in die
Lagrange-Dichte der xPT zu iibertragen. Da solch ein Term ein dhnliches Transformationsver-
halten wie der Massenterm (2.45) zeigt, konnen die entsprechenden Terme in der xPT dhnlich
wie die Massenterme konstruiert werden [21]. Wahrend die symmetriebrechende Grofe in den
Massentermen das skalare Singulettquarkkondensat (gq) ist, entspricht in Gittertermen der Git-
terabstand a dieser Grofie. Daher liegt die Definition des Parameters der Gitterterme p durch
den Gitterabstand nahe [22]:

p = 2Wya, (3.16)

wobei Wy eine neue Konstante ist, welche die Starke der Symmetriebrechung durch die Gitter-
terme beschreibt. Die gesuchten Gitterterme in der xPT sind gegeben durch

e inLO

LCitter _ TTr <8MU6MUT) - TTr (XU + UTX) _ TTr (pUT + UpT) (3.17)

e und in NLO [23]

LS = LT (9,U0,U1 )2 - LyTr (9,U0,U1 )2 ~ Ly [(0.00,01)?]

+ LiTe (9,U0,U") Tr (XU + UTY) + LsTe [0,00,0" (x1U + U )|

— LgTr (XUT + UXT)2 — LTr (XUT — UXT)2 — LgTr (XTUXTU +ut XUTX)

+ WaTr (a Uo UT) Tr (pT U+ UTp) + WsTr [@LU{?“UT (pTU + UTp)}

— WeTr (XUT +Up ) ( U+ UTp) —WTr (pTU + UTp)2
—Wﬂr(xUT ) ( ty -yt )—V[/7’Tr(pTU—UTp)2
— WiTr ( fUNTU + Ut pUty ) Wik (pTUpTU + UTpUTp) :

(3.18)

Wegen des gleichen Transformationsverhaltens konnen Massen- und Gitterterme in NLO nicht
separiert werden und es treten die Mischterme auf.
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3.3. Chirale Storungstheorie fiir twisted-mass-Gitter-QCD

Twisted-mass-Gitter-QCD (kurz: tmLQCD) ist eine Methode der Gitter-QCD, bei der die up-
und down-Quarkmasse axial in T3-Richtung gedreht wird. Solch eine Transformation dndert
die Physik nicht und hat in der Gitter-QCD eine sehr wichtige Eigenschaft: Die Genauigkeit
bei der maximalen Drehung um 7 verbessert sich automatisch um O(a). Um das Verhalten der
axial gedrehten Massen zu untersuchen, wird zunédchst die Kontinuums-QCD betrachtet.

3.3.1. Axiale Drehung der Quarkmassen in der Kontinuums-QCD
Eine axiale Drehung bedeutet im Kontinuum eine SU(3)r xSU(3)r, Drehung. Dabei wird die
Massenmatrix M wie folgt transformiert:

M' = LMR', L € SU(3);, und R € SU(3), (3.19)
wobei die gedrehte Massenmatrix M’ nicht mehr hermitesch ist. W&hlt man die Transformati-
onsmatrizen zu

L=RI=¢&%%, (3.20)

was einer Drehung in t3-Richtung im m,-mgq-Sektor entspricht, so ergibt sich die transformierte
Matrix:

(1 0 0 0)\]|; 1
M = ~ iwA3 ZAMA
m<00>+m3<01>]e —|—2m1
. 1
mg + 1ms §Am 0
_ 1
- §Am mg—imsg 0 : (3.21)
0 0 Mg

Als Parametrisierung der Massenmatrix wird dabei (2.58) gewihlt, in der Am mit A; implemen-
tiert wird, siehe Kapitel 2.6. my und ms stellen den Real- bzw. Imaginérteil der physikalischen
Masse m dar, die in Abbildung 3.2 in der komplexen Ebene veranschaulicht sind.

melwTs — m(cosw + isinwTs) = mo + imsTs. (3.22)

Der Massenterm der Lagrangedichte dndert sich durch die Drehung wie folgt:

LM qr + qrM' g, = g(mo +1ivsAzms3)q. (3.23)

Die physikalische Masse m, die dem Betrag der komplexen gedrehten Masse entspricht, bleibt
jedoch dadurch unverandert:
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3.3. Chirale Storungstheorie fiir twisted-mass-Gitter-QCD

Im

m, m

w Re
mo

Abbildung 3.2.: Axial gedrehte up- und down-Quarkmasse

i = \/mg +m2. (3.24)

Nun wird die twisted-mass-xPT (kurz: tm-xPT) untersucht, in der die axiale Drehung ange-
wendet wird.
3.3.2. Axiale Drehung der Masse in der Gitter-xPT in LO

Im Gegensatz zur Kontinuums-QCD bleibt die Lagrange-Dichte auf dem Gitter nicht invari-
ant unter einer axialen Drehung. Insbesondere hat dies eine Verschiebung des Minimums der
Lagrange-Dichte zur Folge. Zur Massenbestimmung wird anschlieffend diese Lagrange-Dichte
um das Minimum entwickelt.

3.3.2.1. Twisted-mass-Lagrange-Dichte

Die effektive Lagrange-Dichte der Gitter-QCD wurde bereits in Kapitel 3.2 eingefiihrt:

Liom = TTr [QLU(@#U)T] . TTr [XUT n UXT] . TTr [pUT n Upf] . (3.25)

Wihrend der kinetische und der Massenterm in (3.25) unter der Transformation (3.20) invariant
bleiben, dndert sich der Gitterterm mit der gedrehten Gittermatrix,

p = diag(po+ips, po—ips,|pl)
1 1
— (2 1 - — — A 103A3. 3.26
3 (2p0 +lpl) \/g(!pl Po)As +1p3A3 (3.26)

po und ps3 entsprechen analog zur Drehung der Masse (3.24) dem Real- und Imaginarteil und
|p| dem Betrag:

po=lplcosw,  ps=|o|sinw. (3.27)
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Zur Definition der Massenmatrix werden folgende Abkiirzungen verwendet,

X0 = 2BT/T\L,
Xs = 2Bmy, (3.28)
X1 = BAm,

wodurch die Massenmatrix folgende Form annimmt:

1 1
— (2 T — ——(xs — xo)A AL 3.29
X 3( X0 + Xs) \/g(xs X0)As + X1A1 (3.29)

Die Lagrange-Dichte nach der axialen Drehung lautet dann:

F? F? 2
Lim = —Tr [8,U0,U)] — == (2%0 + Xs)Tr [U + UT] + —=(Xs — X0)Tr [(U + UN)Ag]
: 12 4v3 (3.30)
2 2
- %XlTr (U + U] -1 %pgTr (U —U)As] .

Da pp und |p| immer in Kombination mit o bzw. s auftauchen, werden diese zusammenge-
fasst zu:

X0 = Xo + po, Xs = Xs + |p|- (3.31)

3.3.2.2. Verschiebung des Potential-Minimums

Die Lagrange-Dichte ohne axiale Drehung besitzt in ¢; = 0 ihr Minimum. Dieses wird aller-
dings in der tm-xPT durch den Term

2

—i %p;;Tr [(UT . U)Ag} (3.32)

in Gleichung (3.30) verschoben. Die Verschiebung in der Form

o) = b + ¢; (3.33)

wird vom Gitterterm erzeugt, daher ist folgender Storungsansatz in der Gitterkonstanten a
nahe liegend:

¢i = Arja+ Agia® + O(a®), (3.34)

wobei die Aj; vom Gitter unabhédngige Konstanten darstellen.
Da die in ¢; linearen Terme zur Bestimmung der Nullstelle benétigt werden, wird die
Lagrange-Dichte (3.30) bis O(¢$?) entwickelt:
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3.4. Mesonenmassen in LO

1_ 1, . = 1 -
Lo = x0T + 7 (Xo + Xs) K2 + = (Xo + 2Xs)713
2 4 6
! KK ! KsK ! F &%)
+ pX1ft4lte + pX1hs 7 + %leﬁs — L p3ms.
Das Minimum wird wie gewohnt durch Ableitung nach den Feldern bestimmt:
bl =0 3.36
&, (336)
. p3F
T3 =
X0
= pro—m) 63 (3.37)
X0
2
2W, 2W,
= F%Gnw—F %) inweosw + O(a®). (3.38)
Mz E

3.4. Mesonenmassen in LO

3.4.1. Berechnungen mit Original-Feldern

Um die Mesonenmassen zu bestimmen, muss zunéchst die Lagrange-Dichte (3.30) um das neue
Minimum ¢; (3.36) entwickelt werden'

~ ~ oL
Lo, = L(¢3) + 96,

s i+ %Hij@fbj +0(6%), (3.39)
=0

wobei der erste konstante Term nicht relevant ist und im Weiteren ignoriert wird. Die Matrix

0L
H, = —
! 8¢i8¢j bi=¢;

wird Hesse-Matrix genannt und stellt die Kriimmung im Minimum dar. Diese reicht allerdings

(3.40)

nicht, um die Mesonenmassen zu bestimmen, weil der kinetische Term der Lagrange-Dichte
aufgrund des verschobenen Minimums folgende Form hat:

%WM)Q. (3.41)

Daher miissen die Felder und Massen renormiert werden:

Der Index der Lagrange-Dichte sb steht fiir ,symmetriebrechend “und gemeint sind dabei die Massen- und
Gitter-Terme.
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1
ﬁ‘ﬁ (3.42)

Durch diese Renormierung hat die Lagrange-Dichte die Gestalt

b —

_1 e 1 og s
Lio= 9 (a,u¢z) + \/%Hqubl(bj ) (3.43)

woraus sich die renormierte Massenmatrix D ablesen ldsst:

1
Dij = ———H,;. (3.44)

Vkik;j
Anschlieffend muss die Massenmatrix (3.44) diagonalisiert werden, um letztendlich die Meso-
nenmassen in LO zu bestimmen.

3.4.2. Berechnungen mit der optimierten Parametrisierung der Felder

Die Berechnungen mit den Original-Feldern sind vor allem in NLO mit einem grofien Aufwand
verbunden, da in dieser Ordnung neben den Zweier- und Vierer-Vertizes auch die Dreier-
Vertizes zu betrachten sind, die der Verschiebung des Minimums (3.36) zugrunde liegen, siehe

Abbildung 3.3.

Abbildung 3.3.: Schleifen-Diagramme zum Dreier-Vertex

Um diese zu vermeiden, wird eine optimierte Parametrisierung der Felder benétigt. Die neue
optimierte Parametrisierung der Felder

U = i a ~a )\a = i}\ T i}\a/\a i)\ 0
exp (F(<z5 + ¢a) ) exp (2F 3#3) exp (F Ga | exp | 57AsTs (3.45)
= U2 0u,?

behebt genau diese Probleme [24]. Die Transformationen von den Original- zu den optimierten
Feldern ldsst sich anhand der Baker-Campbell-Hausdorff-Reihe

exp(A) exp(B) = exp (A + B+ [A,B)+ %([A, 4, B + [B,[B, A]]) + . ) (3.46)
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3.4. Mesonenmassen in LO

bestimmen zu

(3.47)

Diese Parametrisierung hat auch bei der Berechnung der Massen in LO den Vorteil, dass der
kinetische Term wegen der zyklischen Eigenschaft der Spur

Lign = %Tr 0.0 0,0)1] = éTr 0,02,

auf 1 normiert ist. So lasst sich die Massenmatrix in dieser Parametrisierung direkt von der
entwickelten Lagrange-Dichte ablesen:

Lo (50t 002 )P 4L (ot 7ot 102 ) B+ 2 (70 4+ 28 + 1022 ) 72
sb =5 \ X0 T X050 | T 7 \ X0 T Xs T X055 6 X0 Xs T X052 | 118 (3.48)
M (RiRs + Rskr) + Lang |
+ 9 486 + K57 +\/§7T1778-

Nach der Diagonalisierung lauten dann die Massen in LO:
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2

., P
M731,2,tw = X0+2;0
2
° P3
= M;+po+ —=
d 0 QM%
2
Mgg,tw = >€U+2;O_Rtw
°r2 0:23
1/ . . p3
MR, o0 = 2<XO+XS_X1+2>~?O>
= ME—SAm+ o (po+ o) + L2
2 2 4M2
1/ . . P2
MIQ{Q,tW = 9 (XO + Xs + X1+ 2;())
o 1 1 2
= M+ G0t (oot o) + 2
7T
1 /. . p3
MﬂQs,tw = 3<X0+2Xs+2>~?0>+Rtw
o 1 2 P2
= M7+ zpo+ 3 5~ + Riw,
n+3p0+3’p’+6M7%+ tw

wobei Ry, die Abweichung von 73- und ng-Masse vom mischungsfreien Fall darstellt. Im
ndchsten Abschnitt wird diese zusammen mit dem Mischungswinkel explizit berechnet.
3.4.3. Mischung von 73 und ng

Die zu diagonalisierende Matrix ist gegeben durch:

2

- P3 X1
+ o= =
e V3 (3.50)
2 . .
X1 } %0+ 2% + 3
V3 3\ T T ey

Der Mischungswinkel ey, ist mit der Formel (B.1) in Anhang B zu berechnen:
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3.4. Mesonenmassen in LO

X1

= 1arctaua @ Am — ﬁ Am lpl — po — s
-2 ) " 2B 4(ms —m)2 +3Am2 71T opp
V3 Am

Der erste Term entspricht dem Mischungswinkel im Kontinuum (2.42) und der zweite und drit-
te Term stellt eine Korrektur dar, die durch die Gitterkonstante a erzeugt wird. Die Aufspaltung
der m3- und ng-Massen Ry, ldsst sich analog zu Berechnungen im Kontinuum ermitteln (2.45):

B = %Am232 4 i P3
3(ms —m)B + 5(lpl — po) — 335
1 Am?’B Am? P2
= 7 = — —5 | ol —po— =2
4 (mg—m) 8(ms—m)? 2M2
Am
(Io] = po)? + O(a?). (3.52)

6B (m. — m)?

Der Massenunterschied ist wie im Kontinuum von der Ordnung Am?.
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3.5. Axiale Drehung der Masse in der Gitter-yPT in NLO

Die Vorgehensweise in der tm-xPT NLO ist analog zum kontinuierlichen Fall: Die Kontakt-
und Schleifenbeitrdge miissen berechnet werden. Wie in LO muss zunéchst die Verschiebung
des Minimums beriicksichtigt werden, das in NLO eine Korrektur erhilt.

3.5.1. Verschiebung des Potential-Minimums

Das Minimum wird analog zu LO anhand des Storungsansatzes (3.34) bestimmt, wobei nur
Storungen in O(a) betrachtet werden, weil die Verschiebung ¢; nur quadratisch oder in Kombi-
nation mit p3 in die Lagrange-Dichte eingeht. Die tm-Lagrange-Dichte (3.18) wird so bis O(¢?)
entwickelt:

9
LxLo = +% [16L6(2ﬁ1 + mg) B - M2 + 8Ws(2m + mg)B - po + 4Ws(2p0 + |p|) - M2

o 2 o
K? o -
t42 [16L6(2m + mg)B - Mg + 4Ws(2m + ms) B - (po + |pl) + 4Wes(2p0 + |p]) - Mic
o 2 o
51 (312)" + 43022 290 + )]

_ o 8 N .
+B [16L6(2m +mg)B - M7 + 3 Wo(2m +mg) B - (po + 2lpl) + 4Ws(2p0 + [p) - M

64 R 32 64 _
+ §L7(ms — m)232 + §W7(]p] — po)(ms —m) + ng(ms — m)232
SN2 8 . 32 ] 3.53
+8Ls (NI2) -+ SWl2(po + 21pl) — - (16l = po) (s — ) (359
™ M8 32(2ﬁ1+ms)B 64 -
: Lg + 8(2 Ws — — (ms — )L
# Tty | PERINIE L0+ )W — O e~ s
16 32 . 16p0 ]
——=(lp| = po)W7 + =M2Ls + —=W,
\/3(\/)\ po)Wr 3 nls + W)
K. K, N .
+ =X [16(2 4+ ma) BLs + 4(200 + [p)Ws + 163% Ls + (]| + po) Wi
K5 . K7 —~ °r2
+ 22T [16(2 4 1) B + 4(200 + o)W + 1631 L + 4(]o| + po) W]

= T2 [SVEZWs + 16200 + ma) W]

Von der Lagrange-Dichte (3.53) ldsst sich ablesen, dass alle Minima aufler in 7r3-Richtung bei
Null liegen. Betrachtet man die LO- (3.35) und NLO-Beitrdge (3.53) in der Lagrange-Dichte in

3
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3.5. Axiale Drehung der Masse in der Gitter-yPT in NLO

16Lg
F2

1
6We (2 + mg) + 8Ws MZ]

1 . R o 8L 2
L, =n2 {QMT% + 5 (20 + my) BMZ + — (MT%) }

— T303 |:F+

so lasst sich das Minimum durch die Ableitung bestimmen:

_ Fps 1+ 255 2m + mg) + 5 M2

T =
’ M21+ 32L<> (27 + mg) B + 16L8 YE
_ Fps 16(2/m + ms) SM2
= | — g (2Le = Ws) — —5" (2Ls — W)

(3.54)

+ O(a?). (3.55)
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Kapitel 3. Chirale Stérungstheorie auf dem Gitter

3.6. Zusammenfassung und Ausblick

In Abschnitt 3.2 wurde die effektive Lagrange-Dichte auf dem Gitter konstruiert. Hierbei wur-
de berticksichtigt, dass sich die Gitterterme wie die Massenterme transformieren und ebenfalls
zur Symmetriebrechung beitragen. Der symmetriebrechende Faktor, der in den Massentermen
dem skalaren Singulettquarkkondensat (gg) entspricht, ist im Gitterterm der Gitterabstand a.
In Abschnitt 3.3.2 wurde die tm-QCD betrachtet, die wegen der O(a)-Verbesserung bei der ma-
ximalen Drehung sehr attraktiv ist, und diese in xPT {tibersetzt. Folge der axialen Drehung ist
die Verschiebung des Minimums, die durch die nichtinvarianten Gitterterme verursacht wird.
Das Minimum bis NLO wurde in (3.55) berechnet. Wegen dieser Verschiebung des Minimums
wird die optimierte Parametrisierung der Felder (3.47) eingefiihrt, um die Rechnungen zu ver-
einfachen. Mit der neuen Parametrisierung wurden die Mesonenmassen in LO bestimmt (3.49).
Dabei ist festzustellen, dass der Gitter-Term in LO lediglich zur Verschiebung der Quarkmasse
o]

+ O(a?), ms — ms+ o+ O(a?) (3.56)

2
~ ~ £0o P3
m-—m+ =+ s

2B 4BM?

fiihrt, sodass die Gell-Mann-Okubo-Relation fiir Am = 0 auch auf dem Gitter erfiillt wird.

In dieser Arbeit wurden die Massen in LO bestimmt. Durch analoge Rechnungen im Kontinu-
um, Berechnung der Schleifen- und Kontakt-Beitrdge, konnen auch die Massen in NLO berech-
net werden. Dabei ist ausdriicklich zu empfehlen, die optimierte Parametrisierung der Felder
zu verwenden, durch welche die Rechnungen erheblich vereinfacht werden, da dadurch keine
Dreier-Vertizes auftauchen.
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3.6. Zusammentfassung und Ausblick
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A. SU(3)

A.1. Generatoren der SU(3)

Die SU(3) wird durch acht Generatoren gebildet, fiir die die Verwendung sogenannter Gell-

Mann-Matrizen A, gangig ist:

010 0 -1 0 1
AM =100 |, Ag= i 0 01, As=| O
0 00 0 0 O 0
0 01 0 0 —i
Ay = 00 0 [, As= 0 0 O ) Ae=
1 00 i 0 O
00 0 1 10 O
A=10 0 —i [, As=—=1 01 0
0 i O V3 00 -2

Die Generatoren sind hermitesch, 7\2 = Ag, und spurfrei, TrA, = 0.

0
-1
0

o R O O O O

)

(A1)
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A.2. Die Strukturkonstanten der SU(3)

A.2. Die Strukturkonstanten der SU(3)

Die Strukturkonstanten werden definiert durch die Vertauschungsrelation der Generatoren in
SU(3):
. 4
Aa, Ap] = 21 fapeAe A Ao} = géab + 2dabeAe (A.2)
Hierbei stellen f,;. und dgp. den total anti-symmetrischen bzw. -symmetrischen Tensor 3. Stufe
dar. Die expliziten Werte beider Tensoren werden in den folgenden Tabellen zusammengefasst.

abe fabc abc dabc
1
118 NG
123 1
146 :
147 L !
3 157 i
1
156 | 228 V3
. 247 -1
246 =
2 256 :
257 E 1
5 338 7
344 :
345 ! 2
2
355 :
1
367 —= .
2 366 -1
458 \f 377 -3
1
678 \f e
1
558 ~5vm
1
668 ~5v3
1
778 ~5v3
888 -7
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Anhang A. SU(3)

Es ist wichtig, dass dg. fiir ¢ = 8 diagonale Struktur hat:

1 1
d, = Oap(1 5 3) — —=0p(4 = 7) — —=0u(8 = 8 A3
b8 \/g b( ) 2\/§ b( ) \/3 b( ) ( )
mit
dap(l = k) = dap (a,b=1,...,k). (A.4)

Die Strukturkonstanten erfiillen folgende niitzliche Relationen:

2
farkfoca = §(5ac5cd — 8aadbe) + dackdrbd — dadrdibe (A.5)

1
dapkdrea = §(5ac5cd + 04ddc — 0apdcd + fackfrbd + fadrfrbe)- (A.6)

A.3. Produkte und die Spur der Gell-Mann-Matrizen

Das Produkt der n Gell-Mann-Matrizen kann in der Form ag + ai% geschrieben werden:

1 1
S(ajaz...ap) = 65%,1%5(@1&2 ceeGp—2) + §han_1ank5’(a1a2an_2k). (A7)
Dabei ist S(ajas . . . a,) das Produkt der n Generatoren der SU(3) und h;. die Kombination der

Strukturkonstanten:

Aot Aay Aa
celQp) = L A.
S(ajaz...an) 5 3 > (A.8)
hope = dak + Hapk- (A9)
Die ersten zwei Produkte sind gegeben durch:
2
ANy = g‘sab + hapiAi (A.10)
2 2
AdApAe = §habc + <36ab50n + habkhkcn> An. (A~11)

Die Spur des Produktes der n Gell-Mann-Matrizen lautet

1 1
Tr[S(aiaz...an)] = géan_wnTr [S(aiag...apn—2)] + QhanqankTr [S(aiaz...an—2k)]. (A.12)

Bis n = 4 werden die Formeln explizit angegeben:
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A.4. Parametrisierung einer hermiteschen Matrix durch Gell-Mann-Matrizen

Tr (A,) =0, Tr (AAp) = 204p, Tr (AsApAe) = 2hgpe
4
Tr (}\a)\b}\c}\d) - géab‘scd + 2habnhncd (A13)

4 4
Tr (}\a)\b}\c}\d}\e) - géabhcde + ghabcéde + 2habnhnckhkde-

Fur das Produkt

Tr [S(a1a2 ces an)] ¢a1 ¢a2 e ¢an

muss nur der totalsymmetrische Anteil der Spur betrachtet werden. So ldsst sich das Produkt
mit den Relationen aus Anhang A.2 vereinfachen zu:

TrAads)dats = 2|6 (A.14)
TrAaAAc]Patpde =  dabePaPpde (A.15)
TrAAAAGabodea = 28aBeadatrdeda = (%) (A.16)
Tr[}\a)\b}\c)\d)\e]¢a¢b¢c¢d¢e - <§6abdcde+2dabndnekdkcd> ¢a¢b¢c¢d¢e- (A17)

A.4. Parametrisierung einer hermiteschen Matrix durch
Gell-Mann-Matrizen

Hermitesche Matrizen A = A' kénnen anhand der Gell-Mann-Matrizen wie folgt parametri-
siert werden:

A=uqag -1+ a;A; (A.18)
mit

1 1
ap = gTr(A) und a; = §Tr()\iA). (A.19)

74



B. Diagonalisierung einer symmetrischen
2 x 2-Matrix

b ) ist die Drehmatrix fiir die Diagonali-
c

Fiir die allgemeine symmetrische 2 x2-Matrix < Z

sierung gegeben durch

Oy — co§ 0 sinf
—sinf cosf
. . 1 2b
mit dem Drehwinkel § = 3 arctan ( > . (B.1)
c—a

Die entsprechenden Eigenwerte sind gegeben in Abhdngigkeit vom Drehwinkel 6,

sin? 6
A1 = a—(c—a)cos29 (B.2)
sin® 6
Ao = — B.
2 C+ (C a)COS207 ( 3)
und in Abhéngigkeit von den Matrixkomponenten
1 1
Al = 5(@—}—0) -5 (c —a)? + 4b? (B.4)

Ao = %(3&—0)—!—%\/ (c—a)? + 4b2. (B.5)
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C. Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion ist definiert durch

[(z) = / t*le7tdt (C.1)
0
und erfillt

T(z+1) = 2T'(z) und (1) =1, (C.2)

das heifst, diese ist eine Verallgemeinerung der Fakultdt auf reelle Zahlen.
Die Winkel-Integration der n-dimensionalen Kugelkoordinaten

27 i e d
Iy = / dé, / sin 6y dfs / sin? 03 dés . . . / sin"20,,_1df,_1 (C.3)
0 0 0 0
kann anhand der Gammafunktion dargestellt werden. Wegen der Rekursionsformel fiir das
Integral
- g _ g
/ sin® 0do = 2 / " i gdo = F =1 / * 6in*29do (C.4)
0 0 k 0
gilt
n/2 .
. 511 2]2—;1 gerade n
/ sin'0do =2- ¢ 75 (C.5)
0 1l % ungerade n.
j:

Dieses Ergebnis kann schliefilich mit der Gammafunktion zusammengefasst werden:

g
sin” 0df =/ (C.6)
/0 r(s+1)
Damit kann das Winkelintegral ausgewertet werden zu:
o m(rm gy M)
w = 7T . Py
L) M2 r(3)
n/2
- (C.7)
(%)
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D. Chirale Darstellung der Dirac-Matrizen

Fiir die chirale Darstellung der Spinoren

) = ( " ) (D.1)
qL

sind die Gamma-Matrizen gegeben durch:

0 1 - 0 —o; 1 0

0 i i 5_ :.0.,1.2.3

= , = , =1 = . D.2
Y (1 O) Y (Gi 0 > Y YYYwy <O 1) (D.2)

Anhand der y® lassen sich die Projektoren

pLzéal—vS):(g ]?) PR:;uwS):(g g) (03)

konstruieren, die den Wyle-Spinor (D.1) in den links- bzw. rechtshdndigen Anteil zerlegt:

Pw:(()), PR¢=<QR>. (D.4)
qrL, 0
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