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Teil IEinleitung: Computergest�utzteExperimente in derHochenergiephysik
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3
Kapitel 1Kurze Geschichte der TeilchenphysikDie elementaren Bestandteile unserer Welt haben die Menschen seit jeher fasziniert. Be-reits 400 v. Chr. stellten die griechischen Philosophen Demokrit und Leukipp �Uberle-gungen zu der Frage an, ob man einen Gegenstand beliebig oft teilen oder zerschneidenk�onne. Sie kamen zu dem Schlu�, da� dies nicht der Fall sei und alle Sto�e aus ein-zelnen, voneinander abgegrenzten Teilchen aufgebaut seien, den Atomen (abgeleitet vondem griechischen Wort �atomos = unzerschneidbar). Dies h�atte der fr�uhe Beginn der Ele-mentarteilchenphysik sein k�onnen, w�are da nicht ca. 50 Jahre sp�ater Aristoteles ge-wesen, dessen Lehre genau das Gegenteil behauptete, da� der Teilungsproze�, zumindestim Prinzip, unbegrenzt fortgesetzt werden k�onnte. Beide Aussagen konnten damals nichtbewiesen werden, aber die Aristotelische Lehre war f�ur die n�achsten ca. 2000 Jahre dieg�ultige Version.Erst zu Beginn des 17. Jahrhunderts wurde von Forschern wie Petrus Gassendiund Galilei Galileo die Aristotelische Lehre ernsthaft in Frage gestellt, und damitkam auch die Hypothese vom Atom wieder in die Diskussion. In der folgenden Zeit bil-dete sich der Begri� des chemischen Elements als elementarer Bestandteil der Materieheraus. Robert Boyle unternahm 1661 in seinem Buch \The Sceptical Chemist" einenersten Versuch, und schlie�lich scha�te John Dalton mit seinen Arbeiten von 1808 und1827 zu seinem \New System of Chemical Philosophy" den Durchbruch der atomistischenTheorie. Dalton sah darin die Atome als unteilbare Einheiten der chemischen Elementean, die bei chemischen und physikalischen Prozessen unver�andert blieben. Im Gegensatzzu den Hypothesen der griechischen Philosophen konnten Daltons Voraussagen mit Ex-perimenten sowohl qualitativ als auch quantitativ best�atigt werden.Wie wir heute wissen, sind auch Atome aus physikalischer Sicht nicht elementar, son-dern besitzen eine Substruktur. Die Entdeckung dieser inneren Teilsysteme kennzeichnetden Beginn der Elementarteilchenphysik, der mit der Wende vom 19. zum 20. Jahrhun-dert stattfand. 1897 ver�o�entlichte Joseph J. Thomson eine Arbeit, in der er zeigte,da� die Elektrizit�at von einem Teilchen getragen wird, dessen Masse ein Zweitausendstelder Masse des Wassersto�atoms betr�agt. Robert Milikan konnte schlie�lich in seinember�uhmten �Oltr�opfchenversuch nachweisen, da� es eine kleinste Einheit der elektrischenLadung gibt. Damit war das Elektron gefunden, ein Teilchen, das auch nach heutigenErkenntnissen als elementar anzusehen ist.



4 KAPITEL 1. KURZE GESCHICHTE DER TEILCHENPHYSIKEs folgten die Streuexperimente von Ernest Rutherford (1911), die zur Ent-deckung des Atomkerns und damit zur Kl�arung des Aufbaus der Atome f�uhrten. Zeitgleichdazu wurde in den Arbeiten von Max Planck gezeigt, da� eine theoretische Deutungdes Strahlungsgesetzes unter Aufrechterhaltung der beiden Haupts�atze der Thermodyna-mik zu einer Quantentheorie der elektromagnetischen Strahlung f�uhrt. Mit den Arbeitenvon Planck begann der theoretische Teil der Elementarteilchenphysik.In der ersten H�alfte unseres Jahrhunderts kam es dann zu einem regelrechten Boomin diesem Zweig der Physik. Mit dem Nachweis des Neutrons 1932 durch James Chad-wick war der Startschu� zur Entdeckung eines ganzen Teilchenzoos gegeben. Mit ver-besserten Nachweismethoden wie Nebelkammern und Kernemulsionen konnte man in derH�ohenstrahlung eine Vielzahl von neuen Teilchen nachweisen. Neben dieser eher passivenBeobachtung wurde in den drei�iger Jahren mit der Konstruktion und dem Bau von Teil-chenbeschleunigern, sogenannten Zyklotronen, begonnen. Damit konnte dann ab Anfangder vierziger Jahre aktiv nach neuen Teilchen gesucht werden. Am 9. M�arz 1948 wurde inBerkeley o�ziell die k�unstliche Erzeugung von Pionen bekannt gegeben, einem Teilchen,das bereits 13 Jahre zuvor von Hideki Yukawa aus theoretischen �Uberlegungen herausvorhergesagt wurde und 1947 in der H�ohenstrahlung nachgewiesen werden konnte.Mit der Quantenmechanik lieferten in der zweiten H�alfte der zwanziger Jahre die Theo-retiker Erwin Schr�odinger und Werner Heisenberg gemeinsam mit Max Bornund Pascual Jordan die Grundlage zur theoretischen Beschreibung der Beobachtun-gen und damit gleichzeitig auch die Grundlage einer neuen Physik. Die Verbindung derRelativit�atstheorie mit der Quantenmechanik durch Paul A.M. Dirac war ein weitererMeilenstein auf dem Weg zur modernen Beschreibung der Elementarteilchen und f�uhrtezur Entwicklung der Quantenfeldtheorie1955 brachten unter anderemMurray Gell-Mann undKazuhiko Nishijima Ord-nung in das Teilchenchaos der Experimentalphysiker, indem sie neue Quantenzahlen undzugeh�orige Erhaltungss�atze postulierten. Ab Mitte der f�unfziger Jahre wurde auch mitdem Bau der gro�en Teilchenbeschleuniger begonnen. Brookhaven und Berkeley in denUSA und Genf in Europa waren die ersten Standorte.Die in diesen ersten Gro�beschleunigern beobachteten Teilchenreaktionen, die einerbestimmten inneren Ordnung zu folgen schienen, f�uhrten 1964 Murray Gell-Mannund unabh�angig davon George Zweig zur Quark-Hypothese, dem \eightfold way".Demnach sollten die meisten der beobachteten Teilchen nicht elementar, sondern ausnoch kleineren Bausteinen, Quarks genannt, aufgebaut sein. Mit dieser Theorie konntendie Beobachtungen erkl�art werden und der ganze Teilchenzoo in ein einfaches Schemaeingeordnet werden. Da� Quarks nicht nur eine mathematische Hilfskonstruktion sind,konnte in einer Versuchsreihe am Stanford Linear Accelerator Centre (SLAC) in der Zeitvon 1968 bis 1972 gezeigt werden. Hier wurden, �ahnlich wie bei Rutherford sechzigJahre zuvor an Atomen, Streuexperimente an Protonen und Neutronen durchgef�uhrt,die auf eine innere Struktur dieser Kernteilchen hinwiesen. Dabei war es unter anderemRichard Feynman, der den Zusammenhang zwischen Rechnungen zur Streuung anNukleonen von J.D. Bjorken und den experimentellen Daten herstellte.Die Einf�uhrung einer neuen Quantenzahl, Farbe genannt, brachte das Quark-Modell



5auch in quantitative �Ubereinstimmung mit den Experimenten. Mit der Entdeckung desJ=	 und der daraus resultierenden Erkenntnis der Existenz eines vierten Quarks konn-te eine theoretische Vorhersage aus dem Jahr 1964 von Sheldon Glashow und J.D.Bjorken gezeigt werden, die ein viertes Quark postuliert hatten, nachdem Neutrino-Experimente einen Leptonen-Sektor mit vier Teilchen ergeben hatten. Die Vorhersagewurde unterst�utzt durch den 1970 von Sheldon Glashow, Jean Iliopoulos undLuciano Maiani vorgeschlagenen GIM-Mechanismus zur Kl�arung der Zerf�alle im K-Mesonen-System. Damit waren die letzten Zweifel am Quark-Modell ausger�aumt und dieQuanten-Chromo-Dynamik (QCD) als Theorie der starken Wechselwirkung etabliert.Parallel zu diesen Entwicklungen wurden die theoretischen Konzepte der Quanten-feldtheorie erweitert und ausgebaut. 1967 gelang es Steven Weinberg und unabh�angigdavon Abdus Salam aufbauend auf eine Arbeit von Sheldon Glashow, die schwacheWechselwirkung, die unter anderem f�ur den �-Zerfall zust�andig ist, und die elektromagne-tische Wechselwirkung zu vereinheitlichen. Zusammen mit der QCD bildet die Glashow-Salam-Weinberg (GSW) Theorie heute das Standardmodell der Elementarteilchenphysik.Das GSW-Modell ist in zahlreichen Messungen mit hoher Pr�azision best�atigt worden. F�urdie QCD als Modell der starken Wechselwirkung ist die quantitative �Ubereinstimmungbisher nicht mit so hoher Genauigkeit gezeigt worden. Die Daten geben aber auch keineHinweise auf eine andere Physik als die durch die QCD beschriebene.



6 KAPITEL 2. DER DRITTE ZWEIG DER TEILCHENPHYSIK
Kapitel 2Der dritte Zweig der Teilchenphysik Be wise, discretize!Marc Kac2.1 Wilson und das GitterBis zum Jahre 1974 teilte sich die Elementarteilchenphysik in zwei Gebiete. Zum einenwaren da die Experimentalphysiker mit ihren Beschleunigern, Speicherringen und De-tektoren, und zum anderen die Theoretiker, die mit Papier und Bleistift versuchten, dieBeobachtungen in physikalische Theorien umzusetzen. Dar�uber hinaus wurden aus reintheoretischen �Uberlegungen neue Modelle konstruiert und Vorhersagen �uber Teilchen undReaktionen gemacht. Mit der Arbeit von Kenneth Wilson[Wil74] er�o�nete sich eindritter Weg. Die Formulierung einer gitterregularisierten euklidischen Quantenfeldtheorie(QFT) stellte den Zusammenhang zwischen dem euklidischen Pfadintegralformalismusf�ur Quantenfeldtheorien und der statistischen Physik her und machte damit den Ge-brauch einer Vielzahl von Methoden aus diesem Gebiet f�ur die Teilchenphysik m�oglich.Dazu geh�orten etablierte Techniken wie Hoch- und Tieftemperaturreihenentwicklungen,und schlie�lich war es ein naheliegender Schritt, die komplizierten Gittermodelle der Teil-chenphysik mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen auf dem Computer zu untersuchen[Bin79].
2.2 QFT auf dem GitterDie Idee der Gitterregularisierung stellt sich zun�achst ganz einfach dar, aber die M�oglich-keiten, die sich daraus ergeben, haben sich als sehr weitreichend herausgestellt. Ich willhier auf zwei Aspekte eingehen.



2.2. QFT AUF DEM GITTER 72.2.1 Parametrisierung des PfadintegralsIn der Pfadintegralformulierung der euklidischen QFT f�ur ein Feld � ist die Zustandssum-me Z gegeben durch Z = Z D� e�S[�]: (2.1)Das Integral erstreckt sich dabei �uber alle m�oglichen Feldkon�gurationen von �, und dieWirkung S[�] parametrisiert das Modell, das wir zugrundelegen. Dies kann eine reineEichtheorie sein, eine skalare Theorie oder auch eine Theorie mit skalaren oder fermioni-schen Feldern gekoppelt an ein Eichfeld usw. Das Feld � steht dann nicht nur f�ur ein Feld,sondern f�ur ein Multiplett von Feldern. Den Erwartungswert einer Gr�o�e A bestimmt mannach < A >= 1Z Z D� A e�S[�]: (2.2)Zu l�osen sind hier unendlich dimensionale Integrale, die durch die obige De�nitionabstrakt de�niert sind. Um sie auszuwerten, mu� man eine geeignete Parametrisierung�nden. Exakt ist dies bisher nur f�ur das Gau�sche Modell gelungen. F�ur alle anderenModelle mu� man auf N�aherungen zur�uckgreifen und �uber diese das Pfadintegral de�nie-ren. Eine M�oglichkeit besteht darin, das Modell nicht im Kontinuum, sondern auf einemRaum-Zeit-Gitter zu de�nieren. Die Felder � h�angen dann nicht mehr von einem kontinu-ierlichen Ortsvektor x ab, sondern von einem Gittervektor n. Der Wertebereich der Felderbleibt unber�uhrt davon. Ein solches Gitter bildet nun eine abz�ahlbar unendliche Mengevon Punkten und das Pfadintegral wird zu einem unendlichen Produkt von einfachenIntegralen ZG = Z Yn D�(n) e�SG[�(n)]: (2.3)Hiermit hat man ein Verfahren de�niert, mit dem das Integral gel�ost werden kann.Zur Simulation auf dem Computer ist ein unendlich ausgedehntes Gitter nicht brauch-bar. Geht man jedoch zu einem endlichen Gitter der linearen Ausdehnung L �uber, so wirddas Produkt in Gl. 2.3 zu einem endlichen Produkt, und man kann das Gitter bei nicht zugro�em L jetzt auch mit Monte-Carlo-Simulationen auf dem Rechner untersuchen. DiesesVerfahren ist in den letzten 20 Jahren intensiv untersucht und eingesetzt worden. Dabeiwurden die m�oglichen Fehler, wie der Ein
u� des endlichen Gitterabstands oder des end-lichen Volumens, herausgearbeitet, und es wurde erfolgreich versucht, diese Fehlerquellenzu kontrollieren und Verfahren zu ihrer Minimierung anzugeben. Einige Resultate dieserArbeit werden weiter unten diskutiert.Eine besondere Bedeutung kommt der Gitterregularisierung bei der Analyse nicht-perturbativer Probleme zu. Die Zahl und E�zienz der analytischen Methoden ist hiersehr eingeschr�ankt. Mit Monte-Carlo-Simulationen lassen sich solche Ph�anomene jedoch



8 KAPITEL 2. DER DRITTE ZWEIG DER TEILCHENPHYSIKaus ersten Prinzipien untersuchen. Dabei werden mittels eines Algorithmus, der gewisseAnforderungen erf�ullen mu�, Kon�gurationen �i; i = 1; : : : ; N der Felder � erzeugt, diegem�a� e�SG verteilt sind. Eine Approximation f�ur den Erwartungswert einer Gr�o�e Aerh�alt man dann aus EW(A) = 1N NXi=1 A(�i); (2.4)wobei A(�i) der auf der Kon�guration �i ausgewertete Me�wert f�ur die Gr�o�e A ist.Wie oben bereits erw�ahnt, gibt es drei Arten von Feldern, die in den Modellen auftretenk�onnen: Fermionfelder, Skalarfelder und Eichfelder.Die Erstgenannten sind Grassmann-wertige Felder und lassen sich im Rechner nicht alseinfache Zahlen darstellen, sondern nur als Matrizen. F�ur numerische Zwecke sind sie indieser Form nicht brauchbar. Hier kommt die Tatsache zur Hilfe, da� in allen physikalischrelevanten Modellen die Fermionfelder ausintegriert werden k�onnen. Dabei erh�alt man diesogenannte Fermiondeterminante, die ein Funktional in den �ubrigen Feldern ist und einesder Kernprobleme in der Simulation darstellt.Die skalaren Felder sind direkt mit den Methoden aus der statistischen Physik behan-delbar. Teilweise werden hier identische Modelle in den beiden Gebieten der Physik unterjeweils nur anderen Fragestellungen betrachtet.Die Eichfelder bilden eine neue Klasse von Objekten. Sie leben nicht auf den Gitter-punkten, sondern auf den Links zwischen diesen. Mit Links sind dabei die Kanten zwischenGitterpunkten gemeint. Diese De�nition auf dem Gitter ergibt sich aus dem anschauli-chen Bild, da� die Eichfelder den kovarianten Transport zwischen den Gitterpunktenbewirken. Aus dem pfadgeordneten Integral �uber das Eichfeld im Kontinuum wird einEichtransporter zwischen zwei Gitterpunkten. Dabei ist das Eichfeld auf dem Gitter eineAbbildung in die Lie-Gruppe und nicht wie im Kontinuum eine Abbildung in die Lie-Algebra. Die Ursache liegt im endlichen Gitterabstand a, der eine endliche Transforma-tion beim Transport erfordert, und diese wird durch ein Lie-Gruppenelement dargestellt.Grunds�atzlich unterscheidet man bei den Simulationen mit Eichfeldern zwei Verfahren:quenched und unquenched. Bei ersterem wird die Fermiondeterminante zu eins gesetztund beim Updating der Felder nicht ber�ucksichtigt. Der Fehler, den man dabei macht,ist die Vernachl�assigung von geschlossenen Fermionschleifen, was z.B. anhand der OZIRegeln motiviert werden kann. Diese von Okubo, Zweig und Iizuka aufgestellten Re-geln besagen, da� hadronische Zerf�alle, die durch unverbundene Quark-Flow-Diagrammebeschrieben werden, unterdr�uckt sind.Auf die Methoden zur Simulation der drei Feldarten werde ich weiter unten nocheingehen.



2.3. GITTERSIMULATIONEN IN DER PRAXIS 92.2.2 Behandlung von DivergenzenEin weiteres Problem, bei dem die Einf�uhrung eines Gitters hilft, h�angt mit dem Auftretenvon Divergenzen in Integralen vom TypI0 = Z 10 dqf(q) (2.5)zusammen, wobei q eine impulsartige Variable sein soll. Diese Integrale k�onnen sowohl amoberen Ende, als auch am unteren Ende des Integrationsbereichs divergieren. Man sagtdann das Integral ist ultraviolett oder infrarot divergent. Diese Integrale treten bei derst�orungstheoretischen Auswertung des Pfadintegrals Gl. 2.1 auf.Das Gitter liefert hier einen nat�urlichen Regularisator. Es ist gekennzeichnet durcheinen kleinsten Abstand a und einen gr�o�ten Abstand aL. a entspricht dabei dem Abstandzwischen zwei Gitterpunkten, und aL gibt die lineare Ausdehnung des Gitters. Betrachtenwir zun�achst wieder ein unendlich gro�es Gitter G(a;1). Mit a ist durch �=a auch dergr�o�te m�ogliche Impuls gegeben, der auf das Gitter pa�t. Das Integral wird also zuI1 = Z �=a0 dqf(q): (2.6)Eine ultraviolette Divergenz w�are damit behoben, da das Integral am oberen Rand jetztabgeschnitten ist. Beschr�ankt man sich zus�atzlich auf ein endliches Gitter G(a; a L), sowird durch diese zweite L�angenskala das Integral auch am unteren Ende abgeschnitten.Mit �=(aL) ist ein kleinster erlaubter Impuls gegeben, der gleichzeitig eine Impulsquan-telung bewirkt, die aus dem Integral eine Gittersumme machtIG = �aL Xq f(q); q = n �=(aL); n = 1; : : : ; L: (2.7)Diese l�a�t sich numerisch auswerten. Wichtig sind diese Rechnungen, um zum BeispielErgebnisse auf dem Gitter mit st�orungstheoretischen Resultaten aus dem Kontinuum zuvergleichen.2.3 Gittersimulationen in der PraxisDie ersten numerischen Simulationen vonMichael Creutz [Cre80b] in der reinen SU(2)-Eichtheorie sahen sehr erfolgversprechend aus und gaben Anla� zur Ho�nung, da� nicht-perturbative Probleme, wie das Con�nement in der QCD, nun quantitativ untersuchtwerden k�onnen. In den folgenden 17 Jahren hat sich dieser Zweig der Elementarteilchen-physik zu einem dritten Weg neben dem Experiment und der Theorie entwickelt.Waren die Erfolge zun�achst eher qualitativer Art, so sind heute auch quantitativeErgebnisse verf�ugbar, und es gibt Vorhersagen f�ur die Massen von Teilchenzust�anden,nach denen die Experimentatoren ihre Experimente planen und auswerten k�onnen. Aus



10 KAPITEL 2. DER DRITTE ZWEIG DER TEILCHENPHYSIKder Vielzahl der Arbeiten m�ochte ich hier einige Beispiele aus dem Bereich des QCD-Spektrums zeigen. F�ur einen umfassenden �Uberblick empfehlen sich die Proceedings derseit 1987 j�ahrlich statt�ndenden Lattice Konferenz [Lat96].Die QCD ist eines der bevorzugten Gebiete f�ur Monte-Carlo-Simulationen in der Ele-mentarteilchenphysik. Die Gr�unde hierf�ur sind zum einen, da� ein wesentliches Merkmaldieser Theorie, das Con�nement, ein nicht-perturbatives Ph�anomen ist und bisher theo-retisch nicht verstanden ist. Zum anderen kommen freie Quarks in der Natur nicht vor,was die experimentellen Beobachtungen auf indirekte Methoden beschr�ankt. Das Gitterliefert hier eine zus�atzliche M�oglichkeit, die QCD aus ersten Prinzipien zu testen.Die vorhandenen Hardware-Ressourcen und die bekannten Algorithmen beschr�ankendie Anwendung jedoch teilweise. Das Studium der QCD teilt sich zur Zeit in drei Bereiche1. leichte Hadronen, bestehend aus den Quarks u, d und s2. \heavy-light" Systeme, z.B. �c = (uuc) oder �b = (udc)3. schwere Hadronen, bestehend aus den schweren Quarks c und bBei den leichten Hadronen besteht das Problem, nicht bei den physikalischen Quark-Massen simulieren zu k�onnen. Typische Werte f�ur die Pionmasse aus Simulationen liegenbei 450-500 MeV, der experimentelle Wert bei 140 MeV. Um dennoch quantitative Aus-sagen �uber die reale Welt machen zu k�onnen, f�uhrt man Simulationen bei verschiedenenWerten der Pionmasse durch und extrapoliert dann zum experimentellen Wert. Die Ex-trapolation wird mit Hilfe von chiraler St�orungstheorie, Potentialmodellen oder anderentheoretischen Ans�atzen durchgef�uhrt.Um �uberhaupt eine Masse in physikalischen Einheiten zu bekommen, mu� man eineSkala setzen, da die Gitterresultate a priori in Einheiten der Gitterkonstante a gemessenwerden und diese eine beliebige Skala darstellt. Eine h�au�g verwendete Methode ist dieFixierung der �-Masse, m� = 770 MeV. Auf dem Gitter bestimmt man z.B. m� a = 0:66und erh�alt damit durch Gleichsetzen f�ur a den Wert 0:857 GeV�1. Wir benutzen hiernat�urliche Einheiten ~ = c = 1. Mit der Beziehung ~ c = 0:1973 GeV fm erh�alt man f�urdie Gitterkonstante einen Wert von 0:23 fm.Eine andere Methode besteht darin, sich nur Massenverh�altnisse anzusehen. Im Edin-burgh-Plot wird z.B. mN=m� gegen m�=m� aufgetragen, wobei mN die als entartet ange-nommene Nukleonmasse ist. Aus Extrapolationen dieser Plots bekommt man die Massender leichten Hadronen mit etwa 5-10% Abweichung vom Experiment. Dazu ist zu bemer-ken, da� die Simulationen mit den kleinsten statistischen Fehlern quenched Rechnungensind (s.u.), und man erwartet, da� diese Diskrepanz verschwindet, wenn auch die Rech-nungen mit dynamischen Quarks in ausreichender Statistik vorliegen. F�ur einen �Uberblickund Plots sei auf den Artikel von Steven Gottlieb, \QCD Spectrum { 1996" in [Lat96,S.155] verwiesen.Bei den heavy-light Systemen interessiert man sich neben dem Spektrum vor allemf�ur Matrixelemente und Formfaktoren von semileptonischen Zerf�allen. Die Resultate sindhier in guter �Ubereinstimmung mit den Experimenten, wie Tabelle 2.1 zeigt.



2.3. GITTERSIMULATIONEN IN DER PRAXIS 11Ref. f+(0) V(0) A1(0)EXP 0:77� 0:04 1:16� 0:16 0:61� 0:05APE 0:78� 0:08 1:08� 0:22 0:67� 0:11LANL 0:73� 0:05 1:27� 0:08 0:66� 0:03Tabelle 2.1: Formfaktoren f�ur D ! K und D ! K� Zerf�alle. Die Daten sinddem Artikel \Weak Interactions from Lattice QCD" von Guido Martinelliin [Lat94, S.127] entnommen, die experimentellen Ergebnisse stammen von derCLEO-Kollaboration.Tabelle 2.2 zeigt Ergebnisse f�ur die Massen einiger heavy-light Baryonsysteme im Ver-gleich mit dem Experiment.Baryon Quark Content Experiment Lattice�b udb 5641 +50�50 5728+162�162�c udc 2285:1+0:6�0:6 2334+ 48� 57�c uuc 2453:1+0:6�0:6 2498+ 82� 83�c usc 2465:1+1:6�1:6 2463+ 40� 51Tabelle 2.2: Vergleich der Massen von Baryonen mit einem schweren Quarkaus Gittersimulationen und aus Experimenten. Die experimentellen Daten sinddem Particle Data Book ([AB+94]) entnommen, die Daten f�ur die charmed-Baryonen stammen von der UKQCD ([Lat94, S.367]) und die Werte f�ur �bsind aus einer Arbeit von C. Alexandrou et al. ([Lat94, S.297])Im Bereich der heavy-light und der schweren Quarkzust�ande gibt es neben dem bishergeschilderten Ansatz noch eine erfolgreiche Approximation, die nicht-relativistische QCDNRQCD. Da die c und b Quarks im Vergleich zu den u, d und s Quarks sehr schwer sind,macht man hier die N�aherung, da� sich die schweren Quarks mit einer Geschwindigkeitv � c bewegen und daher nicht-relativistisch behandelt werden k�onnen. Dies hat zusehr pr�azisen Ergebnissen gef�uhrt, von denen ich hier das Massensplitting im c�c-Systemangeben m�ochte [Lat94, S.319] . Die Rechnungen, die in Abbildung 2.1 zusammengefa�tsind, wurden quenched durchgef�uhrt. Somit sind beim �Ubergang zu dynamischen Quarksnoch Korrekturen zu erwarten.Als letzten Punkt m�ochte ich die Glueball-Zust�ande in der QCD anf�uhren. Nebenden Quark-Bindungszust�anden werden von der QCD auch Teilchen vorhergesagt, die nuraus Gluonen oder aus Quarks und Gluonen zusammengesetzt sind. Die ersteren nenntman Glueb�alle, die letzteren Hybrid-Zust�ande. M�oglich werden diese Teilchen, weil dieGluonen, anders als die Photonen in der QED, selber Ladungstr�ager bez�uglich der Farb-quantenzahl sind.
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3D1Abbildung 2.1: Ergebnisse aus NRQCD Simulationen des Spektrums des J=	Systems [Lat94, S.319]. Die experimentellen Werte sind durch die gestricheltenLinien angegeben. Die Fehlerbalken der Monte-Carlo-Ergebnisse geben reinstatistische Fehler an und sind teilweise kleiner als die Punkte.F�ur den leichtesten Glueball, einen Skalar mit den Quantenzahlen JPC = 0++, hatman experimentell zwei Kanditaten f0(1500) und fJ(1710). Aus Gittersimulationen hatman zwei Resultate f�ur den 0++: die IBM GF11-Gruppe hat aus ca. 30 000 Eichfeldkon�-gurationen einen Wert von 1740� 71 MeV bestimmt [Lat96, S.232,S.236], die UKQCD-Wuppertal-Gruppe hat auf ca. 3 000 Kon�gurationen 1625 � 91 MeV gemessen. Fa�tman beide Statistiken zusammen, erh�alt man m(0++) = 1707 � 64, womit der fJ(1710)Kandidat favorisiert ist. Beide Gitterrechnungen wurden quenched durchgef�uhrt. Beim�Ubergang zu dynamischen Quarks erwartet man einen Anstieg der Masse um maximal5-10%, was das f0(1500) noch unwahrscheinlicher erscheinen lie�e.Ein m�ogliches Szenario f�ur dieses Problem ist, da� die beiden Zust�ande f0(1500) undfJ(1710) keine reinen Zust�ande sind, sondern �Uberlagerungen des 0++ Glueballs und desskalaren s�s Mesons. Zus�atzlich mu� man noch das skalare u�u+ d �d Meson hinzunehmen,dessen wahrscheinlichste Messung f0(1390) ist. Beide Mesonen haben ebenfalls die Quan-tenzahlen 0++. Man bekommt dann drei �Uberlagerungszust�ande, von denen der bei 1500MeV im wesentlichen s�s ist und der bei 1710 MeV im wesentlichen der Glueball ist.Um diese Frage besser entscheiden zu k�onnen, hat die GF11-Gruppe begonnen, denskalaren s�s Zustand zu vermessen. Die Statistik ist zur Zeit noch nicht ausreichend f�ureine endg�ultige Aussage, aber aus den bisherigen Messungen sieht man, da� das s�s Mesoneine deutlich niedrigere Masse haben wird als der 0++ Glueball. Ein Wert um die 1500MeV scheint realistisch zu sein und w�urde das obige Szenario best�atigen.In allen angef�uhrten Beispielen sind die Gittersimulationen in der Lage, die experi-



2.4. NICHT-PHYSIKALISCHE ENTWICKLUNGEN 13mentellen Werte zu best�atigen. Dar�uber hinaus ist man aber noch in der Lage, gezielteEinzelmessungen zu machen, wie im Beispiel des s�s Mesons. Die Bestimmung von Ma-trixelementen ist ein weiterer Punkt, an dem die Experimentalphysiker auf zus�atzlicheBestimmungsmethoden angewiesen sind, und auch hier hat sich das Gitter als Methodeerster Wahl erwiesen.Trotz der guten Ergebnisse darf man nat�urlich nicht dar�uber hinwegsehen, da� beiden Gittersimulationen auch eine Vielzahl von m�oglichen Fehlerquellen vorhanden ist.Die E�ekte durch zu kleine Gittervolumina (�nite size errors) und durch zu gro�e Gitter-konstanten sind in den meisten F�allen verstanden und unter Kontrolle. Beim Extrapolie-ren zu physikalischen Quark-Massen (chiraler Limes) gibt es noch einige Unsicherheitenbez�uglich der Methoden. Hier greift man meist auf st�orungstheoretische Ans�atze zur�uck.Ein nicht-st�orungstheoretisches Verfahren w�are hier w�unschenswert [Lat96, S.155]. Diesgilt ebenso f�ur die Renormierung von Gitteroperatoren, bei denen man in den letztenJahren aber gute Fortschritte machen konnte [Lat96, S.883,S.905].2.4 Nicht-physikalische EntwicklungenNeben diesen physikalischen Resultaten gibt es zwei weitere Themen der numerischenSimulationen in der Teilchenphysik, die sich mittlerweile als feste Bestandteile etablierthaben. Dies ist zum einen die Rechnerentwicklung und zum anderen die Entwicklung undOptimierung von Algorithmen. Beide Punkte werden in dieser Arbeit eine Rolle spielen,weshalb ich hierauf etwas genauer eingehen m�ochte.2.4.1 Neue AlgorithmenDie Verkn�upfung von euklidischer QFT auf dem Gitter und der statistischen Physik er-laubt zwar die Anwendung von deren Methoden, aber im einzelnen mu�ten diese danndoch an die speziellen Belange der QFT angepa�t werden.Von den drei elementaren Feldtypen (Fermion-, Skalar- und Eichfelder) waren insbe-sondere f�ur die Eichfelder und zur Behandlung der Fermiondeterminante neue Methodenzu entwickeln. Verfahren mit Einbeziehung der Fermiondeterminante sind ein aktuellerForschungsgegenstand, und in den letzten drei Jahren sind auf diesem Gebiet sowohlneue als auch Verbesserungen bestehender Methoden gefunden worden. Dabei wurde in-tensiv vom Wissensstand in der numerischen Mathematik Gebrauch gemacht, und dieshat in Teilbereichen zu einer fruchtbaren Zusammenarbeit gef�uhrt.F�ur die drei wichtigen Eichgruppen U(1), SU(2) und SU(3) stehen leistungsf�ahige Ver-fahren mit kurzen Autokorrelationszeiten zur Verf�ugung. Insbesondere die Kombinationvon Heatbath- und Overrelaxation-Algorithmen hat sich als optimal erwiesen und ist dasStandardverfahren f�ur quenched-Simulationen. Erwartungswerte f�ur fermionische Gr�o�en,wie z.B. Massen oder Zerfallskonstanten, k�onnen mittels der Fermiondeterminante, die inden so erzeugten Eichfeldkon�gurationen ausgewertet wird, bestimmt werden. Die Fehler,die bei dieser Methode auftreten, liegen bei ca. 10%. Die rein statistischen Fehler sind



14 KAPITEL 2. DER DRITTE ZWEIG DER TEILCHENPHYSIKkleiner, da auch auf gro�en Gittern ausreichend viele Kon�gurationen erzeugt werdenk�onnen.Bei allen bekannten Algorithmen, die die Fermiondeterminante ber�ucksichtigen, alsoin den unquenched Simulationen, mu� man das Inverse der Fermionmatrix bestimmen.Dies f�uhrt auf das Problem der L�osung gro�er, d�unn besetzter Gleichungssysteme vomRang 2 000 000 und mehr, die aber, da sie aus einem Modell mit nur n�achster-Nachbar-Wechselwirkung resultieren, weniger als 1% von Null verschiedene Eintr�age haben. �Ahn-liche Problemstellungen tauchen in allen Bereichen auf, in denen man versucht, Di�eren-tialgleichungen durch Diskretisierung zu l�osen, so z.B. in der Str�omungssimulation oderbei der Berechnung elektromagnetischer Feldverteilungen.Auch hier konnte zun�achst auf Verfahren der numerischen Mathematik zur�uckgegrif-fen werden. Iterative Verfahren wie der Conjugate Gradient, der Minimal Residue, beidenen man die fast leere Matrix nicht abspeichern mu� und nur die von Null verschie-denen Eintr�age benutzt, haben sich als Standards etabliert. Dar�uber hinaus bestand derBedarf nach schnelleren Verfahren, um auch auf gr�o�eren Gittern und bei kleineren Quark-Massen simulieren zu k�onnen und so in den physikalisch relevanten Skalierungsbereich zugelangen. In den letzten zwei Jahren konnten hier wesentliche Verbesserungen erzielt wer-den. Hier ist insbesondere die Wuppertaler Sesam-Kollaboration zu nennen, die in engerZusammenarbeit mit der numerischen Mathematik an der Weiter- und Neuentwicklungvon Inversionsalgorithmen gearbeitet hat[Lat96, S.120]. Ich werde auf einige dieser Algo-rithmen und ihre Optimierung im Laufe der Arbeit zur�uckkommen.2.4.2 Neue RechnerNeben der Entwicklung besserer Simulationstechniken kann man nat�urlich auch versu-chen, die Hardware zu optimieren. Die Monte-Carlo-Simulationen wurden von Anfang anauf den jeweils leistungsf�ahigsten Supercomputern durchgef�uhrt. Die st�andig steigendeNachfrage nach Rechenleistung auf diesem Gebiet hat sicherlich zur Weiterentwicklung indieser Rechnerklasse beigetragen. Da man sich diese recht kostspieligen Anlagen mit einerVielzahl anderer Benutzer teilen mu�te, entstand die Idee von preiswerten, dediziertenComputern, die speziell auf die Belange der Teilchenphysiker abgestimmt waren. Vektor-rechner schieden hier aufgrund der aufwendigen Architektur aus. Wollte man dennoch ho-he Rechenleistung haben, mu�te man also viele preiswerte Recheneinheiten parallel laufenlassen und diese durch ein Verbindungsnetzwerk koppeln. Die Firma Thinking Machineswar mit dem Rechner Connection Machine 1 eine der ersten, die einen solchen Computerauf den Markt brachte. Man konnte die Maschine bis auf 2048 Rechenknoten ausbauenoder auch nur einen Teil davon installieren (1/2 CM1, 1/4 CM1, usw.). Die Prozessorenwaren als Hyperkubus verdrahtet und konnten in einem speziellen Fortran und C Dialektprogrammiert werden. Nachdem sich der Erfolg dieses Konzeptes zeigte, begannen auchandere Gruppen in Italien (APE), in den USA (Columbia) und in Japan (CP-PACS) mitder Entwicklung von Parallelrechnern. Diese Entwicklung h�alt bis heute an. Neben diesenspeziell f�ur die Simulationen in der Elementarteilchenphysik konstruierten Rechnern gibtes inzwischen auch kommerzielle Parallelrechner, wie die CRAY T3D/E, und gemischte



2.4. NICHT-PHYSIKALISCHE ENTWICKLUNGEN 15Parallel/Vektorrechner, wie die Fujitsu VPP500, die mit obiger Einschr�ankung Anwen-dung �nden. Speziell in Japan hat bei der neuesten Generation von Parallelrechnern imRahmen des CP-PACS Projekts eine enge Zusammenarbeit mit der Industrie, in diesemFall Hitachi, stattgefunden. In der letzten Ausbaustufe wird der Rechner, der mit 2048modi�zierten HP-PA RISC Prozessoren best�uckt ist, �uber 300 GFLOPS e�ektive Rechen-leistung f�ur QCD-Simulationen liefern, was gut das zehnfache des bisher an Peakleistungf�ur die QCD zur Verf�ugung stehenden ist.Ein Teil dieser Arbeit wurde auf einem Rechner, der aus dem italienischen APE Projektentstanden ist, durchgef�uhrt und wird sp�ater noch genauer beschrieben.



16 KAPITEL 3. �UBERBLICK
Kapitel 3�UberblickWie ich im letzten Kapitel gezeigt habe, ist mit der computerbasierten Simulation quan-tenfeldtheoretischer Modelle der Elementarteilchenphysik ein neuer Zweig neben dem Ex-periment und der Theorie entstanden. Vom Konzept her liegt er zwischen diesen beiden hi-storisch gewachsenen Bereichen. Die Durchf�uhrung der Monte-Carlo-Simulation hat gro�e�Ahnlichkeit mit der Durchf�uhrung eines Experimentes. Man pr�apariert ein System, hierdurch die Erzeugung von Feldkon�gurationen, und f�uhrt dann Messungen physikalischinteressanter Observablen durch, im Experiment mittels Detektoren und im Computerdurch die Berechnung von Funktionalen in den Feldern. Im Gegensatz zum Experimentwird man aber in der Simulation niemals etwas messen k�onnen, das man nicht hineinge-steckt hat. Hinweise auf eine neue Physik erhalte ich im Computerexperiment nur, wennich diese bereits im benutzten Modell eingebaut habe. Wenn die Zahl und die Art derFelder, die in meinem Modell vorkommen, festliegt, dann sind damit auch alle m�oglichenTeilchenzust�ande festgelegt, die man messen kann. E�ekte, die durch Teilchen zustan-dekommen, die nicht durch meine Theorie beschrieben werden, k�onnen im Experimentvorkommen, in der Simulation nicht. Unter diesem Gesichtspunkt ist das Computerexpe-riment lediglich eine geschickte numerische Auswertung des Pfadintegrals. Der Zugangerfolgt in den beiden Bereichen auch von verschiedenen Seiten. W�ahrend man im Experi-ment die Beschleuniger und Detektoren wie ein Mikroskop einsetzt, um die elementarenBausteine au
�osen zu k�onnen, geht man in der Simulation den entgegengesetzten Weg.Man de�niert einen Satz elementarer Felder bzw. Teilchen und baut aus diesen, durch dieKonstruktion geeigneter Observablen, die in der Natur vorkommenden zusammengesetz-ten Teilchen wie Mesonen und Baryonen zusammen. Die Untersuchung auf verschiedenenGittern mit unterschiedlichen Gitterkonstanten a entspricht dagegen wieder dem experi-mentellen Vorgang, da a die Au
�osung meiner Messungen festlegt.In den folgenden Teilen dieser Arbeit m�ochte ich anhand von zwei Untersuchungenzeigen, was mit den Methoden der computerbasierten Teilchenphysik erreichbar ist. Ichwerde dabei im ersten Teil einen Teilbereich des Standardmodells untersuchen, den Higgs-Yukawa-Sektor. Diese Rechnungen wurden auf Parallelrechnern vom Typ Quadrics durch-gef�uhrt, die aus dem bereits genannten APE-Projekt entstanden sind. Dabei werde ichneben den physikalischen Grundlagen und Resultaten auch auf die spezielle Problematikbei der Programmierung der Hardware und auf Vergleiche mit konventionellen Rechnern



17eingehen. Dieser Teil f�allt somit in den Bereich Neue Rechner.Im zweiten Teil werde ich eine Untersuchung vorstellen, der eine Theorie zugrunde-liegt, die als Erweiterung des Standardmodells aufgefa�t werden kann. Es geht dabei umsupersymmetrische Quantenfeldtheorien, deren einfachste Version, eine N=1 SU(2) Super-Yang-Mills-Theorie, hier im Rahmen einer Pilotstudie auf dem Gitter untersucht wird.Dabei wird eine Variante eines Algorithmus benutzt, der von Martin L�uscher[L�us94]vorgeschlagen wurde und hier erstmals in einer gr�o�eren Simulation verwendet und gete-stet wird. Dieser Teil geh�ort folglich in den Bereich Neue Algorithmen (und gleichzeitigNeue Physik). Die Rechnungen wurden auf einem konventionellen H�ochstleistungsrechnerCRAY T90 durchgef�uhrt.Beide Teile �nden unter Einschlu� der Fermiondeterminante statt und geh�oren inden Bereich der unquenched-Simulationen. Man spricht hier auch von Simulationen mitdynamischen Quarks, im Gegensatz zu statischen Quarks in der quenched-Approximation.Die verbrauchte Rechenzeit von ca. 1,5 CPU Jahren macht deutlich, da� es sich hier umechte Large-Scale-Simulationen handelt.
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Teil IIUntersuchung zu Massen- undKopplungsschranken imHiggs-Yukawa-Sektor
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Kapitel 4Trivialit�at im StandardmodellThe standard model is a gauge theory of the microscopic interactions.Paul LangackerUnser heutiges Verst�andnis der belegten experimentellen Daten im Bereich der Ele-mentarteilchenphysik wird durch das Standardmodell (SM) beschrieben. Dieses fa�t diestarke Wechselwirkung und die elektro-schwache Wechselwirkung zusammen. Letztere istwiederum eine Verbindung von elektromagnetischer und schwacher Wechselwirkung. Ab-bildung 4.1 zeigt eine �Ubersicht �uber die heute als elementar geltenden Bausteine desStandardmodells.Die �Ubereinstimmung von berechneten und gemessenen Daten ist in den Jahren seitder Postulierung Anfang der siebziger Jahre durch immer genauere Experimente ein-drucksvoll belegt worden. Bisher konnten keine reproduzierbaren signi�kanten Abwei-chungen nachgewiesen werden, die auf eine neue Physik jenseits des Standardmodellshinweisen w�urden. Zu den genauesten Daten geh�oren� die elektromagnetische Feinstrukturkonstante�(Q2 = 0) = (137:0359895(61))�1� die Fermi-Konstante, als Ma� der schwachen WechselwirkungGF = 1:16639(2)� 10�5 GeV�2� die Masse des Z-BosonsMZ = 91:187(7) GeV(alle Angaben [AB+94]). Trotzdem gilt es als sicher, da� das Standardmodell in seinerheutigen Form nicht die grundlegende Theorie zur Beschreibung der Materie ist, sondernnur bis zu einer bestimmten noch nicht bekannten Energie g�ultig ist. In diesem Sinnekann man das Standardmodell dann als Niederenergie-Limes einer umfassenderen Theorieverstehen.Einer der Gr�unde, warum das Standardmodell nicht als fundamentale Theorie in Fragekommt, ist die hohe Zahl von freien Parametern, die durch experimentelle Daten �xiertwerden m�ussen. Je nach Z�ahlweise kommt man auf 19 und mehr unbestimmte Gr�o�en.



24 KAPITEL 4. TRIVIALIT�AT IM STANDARDMODELL
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Abbildung 4.1: Das Standardmodell der Elementarteilchen bestehendaus den fermionischen Materiefeldern, den bosonischen Wechselwirkungs-Austauschteilchen und dem bisher experimentell nicht nachgewiesenen Higgs-Boson.Obwohl wir in der Lage sind, aus dem Standardmodell hochpr�azise Vorhersagen zumachen, gibt es doch immer noch Bereiche, in denen ad hoc Annahmen gemacht werdenm�ussen, weil ein echtes Verst�andnis fehlt.Eines dieser Probleme, der sogenannte Higgs-Sektor des Standardmodells, der ausrein mathematischen Gr�unden eingef�uhrt wurde, soll im vorliegenden Teil dieser Arbeituntersucht werden.Zun�achst will ich dazu eine kurze Einf�uhrung in die Struktur des Standardmodellsgeben. Danach werde ich das Problem des Standardmodells aufzeigen, das in dieser Arbeituntersucht wird.4.1 Das StandardmodellDas Standardmodell ist eine renormierbare lokale chirale Eichtheorie. Die Eichgruppe istgegeben durch GSM = SU(3)colour � SU(2)L � U(1)Y (4.1)= SU(3)colour �GGSW : (4.2)



4.1. DAS STANDARDMODELL 25Der erste Faktor beschreibt die starke Wechselwirkung an der die Quarks und die Gluo-nen teilnehmen. Der zweite und dritte Faktor in Gl. 4.1 stammen aus der Glashow-Salam-Weinberg-Theorie und beschreiben zusammen den elektro-schwachen Sektor. Die Wirkungdes Standardmodells ist invariant unter lokalen Transformationen bez�uglich der Eichgrup-pe GSM .Da der starke Sektor im folgenden keine Rolle mehr spielen wird, werde ich mich ineiner ersten Vereinfachung auf das GSW-Modell beschr�anken.Das GSW-Modell ist eine chirale Eichtheorie. Die Eigenschaft der Chiralit�at beziehtsich auf das unterschiedliche Verhalten unter SU(2)L Eichtransformationen von rechts-h�andigen und linksh�andigen Zust�anden. Die linksh�andigen verhalten sich wie Doublettsund die rechtsh�andigen wie Singletts, d.h. sie werden gar nicht transformiert. Die Aus-tauschteilchen der elektro-schwachen Wechselwirkung im GSW-Modell sind vier masseloseSpin-1 Teilchen W 1� ; W 2� ; W 3� und B� (Eichvektorbosonen). Die Quarks und Leptonen,die zusammen die Materie bilden, sind ebenfalls masselose Teilchen.Die so aufgebaute Theorie ist perturbativ renormierbar, was es erlaubt, mittels St�or-ungstheorie Ordnung f�ur Ordnung endliche, me�bare Gr�o�en auszurechnen.In unserer beobachtbaren Welt gibt es mit dem gerade Gesagten einige Unstimmigkei-ten. Zum einen hat die Materie ganz o�ensichtlich Masse. Quarks und Leptonen m�ussenalso massive Zust�ande sein. Weiterhin ist die schwache Wechselwirkung kurzreichweitig,wie die Experimente zeigen. Masselose Feldquanten w�urden aber eine langreichweitigeWechselwirkung verursachen. Dies w�are nur f�ur den elektromagnetischen Teil mit seinemmasselosen Photon richtig.Explizite Massenterme f�ur die Fermionen sind aber verboten, da die Theorie chiralist. Ein Massenterm f�ur Dirac-Spinoren koppelt rechts- und linksh�andige Anteile undist somit nicht invariant unter chiralen Transformationen. Aus einem �ahnlichen Grundk�onnen auch f�ur die Eichbosonen keine Massenterme eingef�uhrt werden. In diesem Fallw�urde die Eichinvarianz der Wirkung zerst�ort.Gesucht ist ein Weg, der die Renormierbarkeit der Theorie erh�alt, mit der Chiralit�atvertr�aglich ist und die beobachteten Fermionen- und Bosonenmassen liefert. Der Higgs-Mechanismus kann alle diese Forderungen erf�ullen. Dazu werden zwei komplexe Skalarfel-der eingef�uhrt, die �uber minimale Kopplung im kinetischen Term an das SU(2)L�U(1)YEichfeld koppeln. Die beiden Felder bilden zusammen ein Doublett bez�uglich des schwa-chen Isospins ' = ��1 + i �2�3 + i �4� (4.3)mit den vier reellen Feldern �j; j = 1; 2; 3; 4. Das Skalarfeld besitzt ein Potential vom�4-Typ V (�) = �2 �y�+ � (�y�)2 (4.4)mit 'y = ('�)T ; (4.5)



26 KAPITEL 4. TRIVIALIT�AT IM STANDARDMODELLdas invariant unter O(4)-Transformationen ist. F�ur �2 > 0 liegt das Minimum des Po-tentials bei 0. W�ahlt man hingegen �2 < 0, so bekommt das Potential ein Minimumbei �y� = ��22� (4.6)= v22 : (4.7)Nun ist �y� = 12 (�21 + �22 + �23 + �24) und mit ' = (0; 0; v; 0) sieht man, da� Gl. 4.6erf�ullt wird. Wir haben hier aus den unendlich vielen Zust�anden, die Gl. 4.6 erf�ullen einenausgew�ahlt und damit die Symmetrie gebrochen.Nimmt man jetzt noch die Eichfelder hinzu, entwickelt das Feld ' nach dem ausge-zeichneten Vakuumzustand und geht in die unit�are Eichung, so erh�alt man' = 12 � 0v +H(x)�; (4.8)wobei H(x) das Higgs-Feld ist, dessen Feldquant, das Higgs-Boson, als einziges Teilchenim Standardmodell noch nicht experimentell nachgewiesen wurde.Was hat man durch die spontane Symmetriebrechung gewonnen? Man erh�alt ein mas-sives skalares Teilchen H(x) mit MH = p2� v2 (4.9)zus�atzlich im Spektrum des Standardmodells. Gleichzeitig wurden aber auch Terme in derWirkung erzeugt, die drei massive und ein masseloses Eichvektorboson beschreiben. Diebeiden Zust�ande W 3� und B� werden dabei in einer Linearkombination zu den schwachenEigenzust�anden Z und 
 gemischt, wobei das Mischungsverh�altnis durch den Weinberg-Winkel �W bestimmt wird. W 1� und W 2� werden �uber W�� = 12(W 1� �W 2�) zu schwachenEigenzust�anden verkn�upft. Damit haben wir die f�ur die kurzreichweitige schwache Wech-selwirkung n�otigen Austauschteilchen W�� und Z sowie das masselose Photon 
 f�ur denelektromagnetischen Sektor.Das Higgs-Feld kann nun auch benutzt werden, um die Fermionen massiv zu machen.Im leptonischen Teil, wo man ein masseloses Neutrino hat, das nur in einer linksh�andigenVersion auftritt, kommt man mit dem obigen Feld ' aus. Im Quark-Sektor hat man zuden Isospin I3 = +12 Zust�anden auch rechtsh�andige I3 = 0 Zust�ande, da alle Quarksmassiv sind. Dies f�uhrt dazu, da� man noch ein zu ' konjugiertes Feld ~' ben�otigt mit~' = i�2'� = 1p2� �3 � i �4��1 + i �2�: (4.10)Die Fermionen und das Higgs werden �uber einen Yukawa-Term gekoppelt, der f�ur die ersteQuark-Generation (u,d) folgende Form hat� gd �Lq'dR � gu �Lq ~'uR + h:c: (4.11)



4.2. TRIVIALIT�AT DES HIGGS-SEKTORS 27Lq ist hierbei das linksh�andige schwache Isospin-Doublett, und dR und uR sind die rechts-h�andigen Singletts. Der Dirac-konjugierte Spinor �Lq ist im euklidischen Raum als Lyq
4de�niert (f�ur y s. Gl. 4.5). Wegen der Transformationseigenschaften von ' und ~', die nachKonstruktion identisch sind, ist die Kombination eichinvariant unter SU(2)L Transforma-tionen. Die Parameter gu und gd hei�en Yukawa-Kopplungen und sind durch die Theorienicht festgelegt. Geht man zum Zustand mit spontan gebrochener Symmetrie �uber undsetzt die entsprechende Form f�ur ' und ~' ein, so bekommt man aus Gl. 4.11 je einen Mas-senterm f�ur das u- und das d-Quark sowie eine trilineare Wechselwirkung zwischen denQuarks und dem Higgs-Feld. F�ur die Quark-Massen erh�alt man folgenden Zusammenhangmit dem Vakuumerwartungswert v des Higgs-Feldesmq = gq vp2 : (4.12)Die Parameter gq m�ussen aus dieser Beziehung �uber die experimentell gemessenen Wertef�ur mq bestimmt werden.Der zentrale Parameter in der obigen Formulierung ist der Vakuumerwartungswert v.Dieser kann �uber die Fermi-Konstante berechnet werde. Es giltv = 1pp2 GF : (4.13)Mit dem obigen Wert f�ur GF erh�alt man v = 246 GeV. Die Masse des Higgs, Gl. 4.9, istdadurch nicht festgelegt, da � nicht durch die Theorie bestimmt ist.Damit hat man eine mit dem Experiment �ubereinstimmende Beschreibung der Ele-mentarteilchen erhalten, die alle obigen Forderungen an die mathematischen Eigenschaf-ten erf�ullt. Wie oben bereits angemerkt, hat man aber auch neue unbestimmte Parameterin der Theorie, die Higgs-Masse bzw. die quartische Kopplung und die zw�olf Yukawa-Kopplungen.4.2 Trivialit�at des Higgs-SektorsEs gibt deutliche Hinweise darauf, da� die reine �4 Theorie in vier Dimensionen trivialist [LW87, LW88, LW89]. Regularisiert man die Theorie auf einem Gitter, so zeigt sich,da� in der N�ahe des kritischen Punktes an dem man den Kontinuumslimes durchf�uhrt,die renormierte quartische Kopplung �R klein bleibt und somit eine st�orungstheoretischeBehandlung m�oglich ist. Bei der Durchf�uhrung sieht man dann, da� im Kontinuumslimesdie renormierte Kopplung f�ur beliebige nackte Kopplungen �0 gegen Null geht. Das hei�t,im Kontinuum erh�alt man eine nicht wechselwirkende, freie Theorie. Dies bezeichnet manals Trivialit�at.Solange man einen endlichen Gitterabstand a hat, ist die Theorie wechselwirkend. Dasendliche a ist �uber die Beziehung � = �=a mit einem maximalen Impuls verkn�upft, derwiederum eine Energieskala festlegt. Schickt man a gegen Null, so geht � gegen Unendlich.Um den Higgs-Mechanismus wie oben beschrieben einzusetzen, braucht man einen wech-selwirkenden Higgs-Sektor. Dies ist o�ensichtlich nur m�oglich, wenn � < 1 ist. Solange



28 KAPITEL 4. TRIVIALIT�AT IM STANDARDMODELLdie durch � gesetzte Energieskala gr�o�er ist als die typische Energie in Teilchenreaktionen,kann man mit der so de�nierten �-abh�angigen Theorie wohl de�nierte Ergebnisse berech-nen. Diese Theorie ist dann als Niederenergie-Limes einer allgemeineren Theorie zu verste-hen. Die sehr gute �Ubereinstimmung von Experiment und Standardmodell weisst daraufhin, da� die bisher erreichten Reaktionsenergien gen�ugend weit unterhalb der G�ultigkeits-schwelle liegen.Bei der Diskussion habe ich bisher stillschweigend vorausgesetzt, da� die Ergebnissedes reinen Higgs-Sektors auf das gesamte Standardmodell �ubertragbar sind. Dies ist nichta priori klar und bisher auch nicht bewiesen. Es gibt zwei Ein
�usse, die das Verhaltenab�andern k�onnten. Dies sind zum einen die Eichfelder �uber ihre Kopplungen an das Higgs-Feld und zum anderen die Fermionen �uber die Yukawa-Kopplungen.Bei den Eichfeldern koppeln nur die zur SU(2)L und zur U(1)Y geh�orenden Felderdirekt an das Higgs. Der starke Sektor koppelt nur indirekt �uber die Yukawa-Kopplungenan. Da die beiden zugeh�origen Eichkopplungen klein sind, kann man zun�achst den Ein
u�perturbativ untersuchen. Hierbei wurden keine Ver�anderungen im kritischen Verhalten imskalaren Sektor gefunden. Die Skalengesetze sind die des Gau�schen Fixpunktes, der zurfreien Theorie geh�ort. Die Ankopplung liefert allerdings eine untere Schranke f�ur die Higgs-Masse, da der �Ubergang von der gebrochenen in die symmetrische Phase in Anwesenheitvon Eichfeldern von erster Ordnung ist. Nichtst�orungstheoretische Untersuchungen f�uhr-ten zum gleichen Ergebnis. Weitere Informationen zu Eich-Higgs-Systemen �ndet man in[HN88, HH86, Has90].Als Ursache f�ur ge�andertes kritisches Verhalten bleiben somit nur noch die Yukawa-Kopplungen. Mit Ausnahme des t-Quarks sind aber alle Quarks leicht im Vergleich zumHiggs-Vakuumerwartungswert v und somit die Kopplungen nach Gl. 4.12 klein. Der ak-tuelle Wert f�ur mt liegt bei 175 GeV, und damit w�are gt ' 1, was innerhalb des st�orungs-theoretisch beschreibbaren Bereichs liegt. Dies begr�undet die nicht-perturbative Untersu-chung des Ein
usses schwerer Fermionen, wie sie in dieser Arbeit durchgef�uhrt wurde.Eine vollst�andige Behandlung des Standardmodells auf dem Gitter w�are aufgrund derben�otigten Rechenzeit zur Zeit nicht durchf�uhrbar. Auch prinzipiell gibt es hierbei nochnicht gel�oste Probleme, wie ich gleich zeigen werde. Wie bei den meisten Modellsimulatio-nen werde ich mich daher auf die wesentlichen Aspekte des Modells, die zur Behandlungder Fragestellung n�otig sind, beschr�anken.Wie oben bereits gesagt, wird der starke Sektor vollst�andig vernachl�assigt, da er nurindirekt ankoppelt. Da die Eichkopplungen im GSW-Modell klein sind, werde ich auchdie Eichfelder vernachl�assigen. Es verbleiben im reduzierten Modell die Fermionen unddas Higgs. Durch Gleichsetzung der Yukawa-Kopplungen wird die Symmetriegruppe vonSU(2)L�U(1)Y auf SU(2)R
SU(2)L erweitert. Die Symmetrie ist durch die Vernachl�assi-gung der Eichfelder jetzt eine globale. Weiterhin beschr�anke ich mich auf ein Quark-Doublett, zum einen wegen des geringeren Rechenaufwandes und zum anderen, weil hiernur das Verhalten des Doubletts mit dem schwersten Quark, dem t-Quark, untersucht wer-den soll. Da die Motivation zu diesen Untersuchungen mehr vom qualitativen Verst�andnisdes Standardmodells getragen wird, als von dem Ziel, experimentelle Resultate mit hoherPr�azision zu veri�zieren, sind diese Simpli�kationen gerechtfertigt, da sie die wesentlichen



4.3. FERMIONEN AUF DEM GITTER 29Eigenschaften erhalten.Numerische und st�orungstheoretische Studien zu diesem reduzierten Modell sind seitAnfang der neunziger Jahre in einer Kollaboration des DESY Hamburg und der WWUM�unster durchgef�uhrt worden. Aufbauend auf diese Vorarbeiten soll in dieser Arbeit dasProjekt zu einem (vorl�au�gen) Abschlu� gebracht werden.4.3 Fermionen auf dem GitterNachdem ich im vorigen Abschnitt das Kontinuumsmodell festgelegt habe, das die Grund-lage f�ur diese Untersuchung bildet, will ich jetzt auf Probleme eingehen, die sich bei derRegularisierung auf dem Gitter ergeben.Die oben geschilderten Erfolge des Standardmodells bei der Beschreibung der Naturberuhen bisher zum gr�o�ten Teil auf st�orungstheoretischen Rechnungen. Eine vollst�andigeBeschreibung bedingt aber auch ein dar�uberhinausgehendes nicht-st�orungstheoretischesVest�andnis der Theorie. Ein Kernproblem hierbei ist die Regularisierung des chiralen Teilsdes Standardmodells. Zur Zeit ist keine nicht-perturbative Regularisierung chiraler Eich-theorien bekannt. Die "no go\ Theoreme von Karsten und Smit [KS81] sowie Nielsen undNinomiya [NN81c, NN81a, NN81b, NN82] stellen die Existenz eines solchen Verfahrenssogar ganz in Zweifel. Unter den sehr allgemeinen Forderungen nach� Hermitizit�at,� Lokalit�at,� Translationsinvarianz,der zugrundeliegenden Wechselwirkung zeigen sie, da� es zu jedem Fermion mit gegebenerChiralit�at ein zweites mit entgegengesetzter H�andigkeit gibt. Anders ausgedr�uckt, mankann nicht ein einzelnes Weyl-Fermion auf dem Gitter haben und gleichzeitig die chiraleEichinvarianz erhalten. Will man die drei Forderungen erf�ullen, dann gibt es zu jedemSatz von Quantenzahlen zwei Fermionen mit entgegengesetzter Chiralit�at. Damit ist dieTheorie aber nicht mehr chiral, sondern vektorartig, da links- und rechtsh�andige Zust�andein gleicher Weise an das Eichfeld koppeln. Da die Fermionpaare �uber die Parit�atstrans-formation verbunden sind, spricht man auch von Fermion-Spiegelfermion Paaren.Die naiv diskretisierte Wirkung auf einem kubischen Gitter mit Symmetriegruppe Ohist invariant unter der "Spektrum-Verdopplungs-Symmetrie\ [KS81, CH77]. Im Impuls-raum bewirkt die zugeh�orige Transformation ein Vertauschen der Ecken der Brillouin-Zone. Dies f�uhrt zu einer Entartung des Spektrums. Startet man mit einem Fermion inder Kontinuumswirkung und diskretisiert diese naiv, so erh�alt man in D = 4 auf dem Git-ter 16 Zust�ande, die �uber die Symmetriegruppe Oh verkn�upft sind. Naiv meint in diesemZusammenhang immer ein einfaches Ersetzen der Ableitungsterme durch die entsprechen-den Di�erenzenterme auf dem Gitter.Hatte das Kontinuums-Fermion eine vorgegebene H�andigkeit, so besagen das "no go\Theorem und die "Spektrum-Verdopplungs-Symmetrie\, da� das resultierende Spektrumauf dem kubischen Gitter acht linksh�andige und acht rechtsh�andige Fermionen beschreibt.



30 KAPITEL 4. TRIVIALIT�AT IM STANDARDMODELLBei der Diskretisierung der reduzierten Version des Standardmodells treten somit zweiProbleme auf. Zum einen erh�alt man mehr Fermionen als man m�ochte, und zum anderenwird das Spektrum vektorartig statt chiral.Das erste Problem kann man durch Hinzuf�ugen eines Wilson-Terms angehen. Dieserist von der Struktur her ein Ableitungsterm zweiter Ordnung und bewirkt eine Aufhe-bung der "Spektrum-Verdopplungs-Symmetrie\. Die 16 Gitter-Fermionen, die zu den 16Ecken der Brillouin-Zone geh�oren, bekommen eine zus�atzliche Masse, die proportionalzur inversen Gitterkonstante mal der Anzahl der Eintr�age ungleich Null im zugeh�origenImpulsraum-Vektor der Ecke ist. F�ur das Fermion bei (0; 0; 0; 0) hei�t das aber, da� keinweiterer Massenterm auftritt. Im Kontinuumslimes a! 0 gehen die anderen Massen ge-gen Unendlich, und die Zust�ande werden auf diese Weise aus dem Spektrum entfernt. Esbleibt nur ein Fermion �ubrig, wie es vor der Diskretisierung der Fall war. Der Wilson-Termselbst ist irrelevant und verschwindet somit im Kontinuumslimes. Aufgrund seiner Formals Massenterm bricht er explizit eine im masselosen Fall vorhandene chirale Invarianz derWirkung.In der QCD, wo die Kopplung vektorartig und asymptotisch frei ist und man den Kon-tinuums�ubergang durchf�uhren kann, ist die Einf�uhrung eines Wilson-Terms der Standard.In unserem Fall vermuten wir, da� die Kopplungen trivial sind und somit der Grenz�uber-gang a ! 0 nicht durchgef�uhrt werden kann, wenn man eine e�ektive wechselwirkendeNiederenergie-Theorie behalten will. Das bedeutet aber, da� die Masse der Doppler anden Ecken au�erhalb des Urspungs nicht beliebig gro� werden kann und eine vollst�andi-ge Entkopplung nicht statt�ndet. Bei hinreichend kleinem a kann man aber ho�en, da�die E�ekte durch die Fermion-Doppler vernachl�assigbar sind. Im Rahmen einer "�nite a\Analyse wird dies ber�ucksichtigt werden.Das zweite Problem betraf die Chiralit�at. Hier ist kein Vorgehen bekannt, das einegenerelle L�osung liefert. Da der Wilson-Term in seiner urspr�unglichen Form f�ur jedesendliche a die chirale Symmetrie bricht, diese aber gerade zentraler Bestandteil des Stan-dardmodells ist, mu� man einen anderen Weg suchen. In dieser Arbeit wird eine von I.Montvay, der einer der Initiatoren dieses Projektes ist, vorgeschlagene L�osung verfolgt.Die zentrale Idee ist dabei, da Spiegelfermionen sowieso im Spektrum auftreten, sie indie Wirkung mit aufzunehmen. Der Wilson-Term kann dann als chiraler, nichtdiagonalerMischterm in Fermionen ( ; � ) und Spiegelfermionen (�; ��) geschrieben werden.Auf diese Weise hat man jetzt aber auf dem Gitter 32 Fermionzust�ande bekommen,von denen man nur eins im Kontinuumslimes erhalten m�ochte.4.4 Bisheriger Stand des ProjektsMitte der achtziger Jahre wurde mit umfangreichen Simulationen der reinen �4-Theoriebegonnen, das Phasendiagramm und die m�oglichen Kontinuumslimites zu untersuchen.Aus diesen Projekten haben sich Ende der achtziger, Anfang der neunziger Jahre mehrereGruppen gebildet, die das Ziel hatten, das elektro-schwache Standardmodell auf dem Git-ter zu realisieren und zu untersuchen. Eine dieser Kollaborationen wurde von I. Montvayund G. M�unster initiiert. Aufbauend auf die von I. Montvay vorgeschlagene Formu-



4.4. BISHERIGER STAND DES PROJEKTS 31lierung des Higgs-Yukawa-Sektor mit Spiegelfermionen, sind im Lauf der letzten zehnJahre eine Vielzahl von Arbeiten zu diesen Modellen entstanden. Dabei wurden sowohlst�orungstheoretische Rechnungen auf dem Gitter und im Kontinuum durchgef�uhrt, alsauch nicht-st�orungstheoretische Monte-Carlo-Simulationen. Das Ziel war es, zun�achst ei-ne geeignete Formulierung der Kontinuumstheorie zu �nden und mit dieser Formulierungden Higgs-Yukawa-Sektor dann zu testen.Die Rechnungen wurden mit U(1)R
U(1)L - und SU(2)R
SU(2)L -Modellen gemacht.Die meisten Simulationen wurden mit dem Hybrid-Monte-Carlo-Verfahren durchgef�uhrt.Im U(1)R 
 U(1)L -Modell wurde von M. Plagge auch der Langevin-Algorithmus gete-stet, da dieser im Gegensatz zum vorhergenannten auch eine ungerade Anzahl Fermion-
avours zul�a�t. Durchgef�uhrt wurden die Rechnungen zum gr�o�ten Teil auf der CRAYYMP des H�ochstleistungsrechenzentrums (HLRZ) am Forschungszentrum (FZ) J�ulich.Die Gittergr�o�en waren durch die Rechenkapazit�at auf kleine und mittlere Ausdehnungenbeschr�ankt. Die Mehrzahl der Simulationsl�aufe fanden auf 43 � 8 und 63 � 12 Gittern statt,bei einigen Parameters�atzen auch auf 83 � 16. Die aus diesen L�aufen erhaltenen Ergebnis-se sind die Grundlage f�ur die Wahl der Parameter und Gittergr�o�en in der vorliegendenArbeit.Zur Absch�atzung der Finite-Size-E�ekte habe ich Gitter der Gr�o�en 83 � 16, 123 � 24und 163 �32 verwendet, da das vorhandene Datenmaterial im Bereich kleiner und mittlererYukawa-Kopplungen bei diesen Gitterdimensionen nur noch geringe Korrekturen erwartenlie�. Gleichzeitig war es das Ziel, das Skalierungsverhalten des Gittermodells mit denVorhersagen der st�orungstheoretischen �-Funktion zu vergleichen. Die typische Skala desModells wird durch die Higgs-Masse gesetzt. In Gittereinheiten sollte die Masse Werteum 0.5 annehmen und damit im "Scaling\-Bereich liegen. Eine grobe Absch�atzung derdaf�ur erforderlichen Gitterausdehnung liefert die empirische Relation L & 6m�1, i.e. mitm = 0:5 L & 12. Dies liefert die zweite Begr�undung f�ur die Wahl der Gittergr�o�en.Der relevante Parameterbereich wird durch die Simulationsergebnisse, st�orungstheore-tisch bestimmte Schranken und die letzten Messungen der top-Quark-Masse festgelegt. Diefreien Parameter lassen sich auf zwei reduzieren, die Fermion-Yukawa-Kopplung und denskalaren Hoppingparameter, der eine Mischung aus der nackten Masse � und der nacktenquartischen Kopplung � ist. Da die Yukawa-Kopplung des top-Quark im Vergleich mitst�orungstheoretischen Schranken im Bereich schwacher bis mittlerer Kopplungen liegt,motiviert die Wahl der nackten Fermion-Yukawa-Kopplung G = 0:3 und G = 0:45. Diezugeh�origen renormierten Kopplungen liegen dann im gew�unschten Bereich, wie wir ausden vorhergehenden Simulationen wissen. Der skalare Hoppingparameter wird zum einen�xiert durch die Wahl der physikalisch relevanten gebrochenen Phase und zum anderendurch die gew�unschte Higgs-Masse.



32 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTER
Kapitel 5Das Higgs-Yukawa-Modell auf dem GitterNach den einleitenden Erkl�arungen des letzten Kapitels werde ich jetzt das in dieser Arbeitverwendete SU(2)R
 SU(2)L -symmetrische Modell genauer vorstellen und die bisherigenErkenntnisse zusammenfassen.5.1 Die GitterwirkungWie bereits gesagt, ist der Ausgangspunkt das Standardmodell. Wir vernachl�assigen dieEichkopplungen und verbleiben mit den Fermionen  ;  und dem Skalarfeld '. Die rele-vanten Terme in der Wirkung S( ;  ; ') sind� SB, der bosonische Teil,� SF , der fermionische Teil,� SY , der Yukawa-Teil.Zun�achst gebe ich die Wirkung imKontinuum an. SB ist die Wirkung f�ur ein komplexesskalares Doublett (s. Gl. 4.3) mit '4 WechselwirkungScontB = Z d4x n(@�')y(@�') +m2('y') + g6('y')2o : (5.1)Die Ableitungen sind hier nicht kovariant, da keine Eichfelder im Modell enthalten sind.Die Wirkung ist symmetrisch unter SU(2)-Transformationen'! '0 = USU(2) ': (5.2)Der rein fermionische Teil der Wirkung hat die Form wie f�ur ein freies FermionfeldScontF = Z d4x  i
�@� : (5.3)Die Felder werden gekoppelt �uber den Yukawa-Term, der f�ur die Massenerzeugung ben�otigtwird ScontY = Z d4x G �( L') R +  R('y L)� : (5.4)



5.1. DIE GITTERWIRKUNG 33G ist die Yukawa-Kopplung des  -Feldes. Die linksh�andigen Fermionfelder sind hier wiedas Skalarfeld SU(2)-Doubletts und die rechtsh�andigen sind im Standardmodell SU(2)-Singletts.Bei der Diskretisierung dieser Wirkung werden die Integrale durch Summen ersetztZ d4x! a4 Xx (5.5)und die Ableitungen durch Vorw�artsdi�erenzen@�f ! 1a(fx+�̂ � fx): (5.6)F�ur den skalaren Teil erh�alt man damitSB =Xx (12Tr ('yx'x) + � �12Tr ('yx'x)� 1�2 � � 4X�=1 Tr ('yx+�̂'x)) (5.7)mit dem skalaren Feld jetzt in 2
 2 Matrixnotation' = � �4 + i�3 �2 + i�1��2 + i�1 �4 � i�3� = �0 1+ i 3Xk=1 �k�k: (5.8)Darin sind �i; i = 1; 2; 3; 4, die vier reellen Komponenten und �k; k = 1; 2; 3, die Pauli-Matrizen. Der Zusammenhang mit den Parametern m und g der Kontinuumsformulierungist gegeben durch1� 2� = (8� m22 )� und � = g�26 : (5.9)Die auf dem Gitter bei der Diskretisierung fermionischer Wirkungen auftretendenSpiegel-Freiheitsgrade werden explizit ber�ucksichtigt. Dazu wird ein weiteres Fermionfeld� mit eigener Yukawa-Kopplung G� eingef�uhrt. Die beiden Felder fa�t man in einemneuen Feld 	 zusammen 	 = � �� und 	 = (�;  ): (5.10)Ein expliziter Massenterm m   oder m��� ist aufgrund der chiralen Symmetrie nichterlaubt. Hingegen ist ein Term m			 m�oglich. Zusammen mit dem kinetischen Term



34 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERund einem modi�zierten, chiral-invarianten Wilson-Term erh�alt manSF =Xx n� � ��x x +  x�x��K 4X�=�4 h x+�̂
� x + �x+�̂
��x+ r ��x+�̂ x � �x x +  x+�̂�x �  x�x� io: (5.11)
Die erste Zeile enth�alt den gemischten Massenterm mit � � = m	. Der kinetische Termsteht in der zweiten Zeile mit dem fermionischen Hoppingparameter K. Die dritte Zeileenth�alt den modi�zierten Wilson-Term mit Wilson-Parameter r, der den Dopplerfrei-heitsgraden im Kontinuumslimes a ! 0 eine zus�atzliche Masse O(1=a) verleiht und sieso e�ektiv aus dem Spektrum entfernt. Bei den 
-Matrizen benutze ich die in [MM94]angegebene Form.Bleibt noch der Yukawa-Teil der Wirkung, der in der Gitterformulierung die folgendeForm hat SY =Xx nG � Rx'yx Lx +  Lx'x Rx�+G� ��Rx'x�Lx + �Lx'yx�Rx�o: (5.12)Die rechts- und linksh�andigen Komponenten sind �uber die ProjektionsoperatorenPL = 12 (1+ 
5) und PR = 12 (1� 
5) (5.13)de�niert  L = PL  R= PR  L =  PR  R =  PL (5.14)�L = PL� �R= PR� �L = �PR �R= �PL: (5.15)Der fermionische und der Yukawa-Teil der Wirkung de�nieren zusammen die Fermionma-trix M S �' = SF + SY =Xxy 	yM[']yx	x: (5.16)Die Wirkung S = SB+SF +SY ist invariant unter SU(2)R
SU(2)L - Transformation.Die einzelnen Felder transformieren sich dabei wie folgt 0L = UL L  0R= UR R (5.17)�0R = UL�R �0L= UR�L (5.18)'0 = UL'U yR: (5.19)



5.1. DIE GITTERWIRKUNG 35Die Transformation f�ur ' wird dabei �uber den Yukawa-Teil festgelegt. Weiterhin gibt eseine zus�atzliche U(1)-Flavour-Symmetrie	0 = e�i�	; '0 = '; (5.20)die mit einer Flavour-Erhaltung verkn�upft ist.Zur Simulierung mit dem Hybrid-Monte-Carlo-Verfahren mu� eine weitere k�unstlicheFlavour-Verdopplung eingef�uhrt werden. Die resultierende Wirkung S �' lautet dannSHMC �' = 2Xf=1Xxy 	(f)y M['](f)yx 	(f)x (5.21)mit M['](2)yx �M['](1)yyx : (5.22)Die Determinante ist jetzt gegeben durchdet(M(1)M(2)) = det(MMy) (5.23)und folglich positiv de�nit und als Wahrscheinlichkeitsma� im Hybrid-Monte-Carlo ein-setzbar. Die globale Symmetriegruppe wird hierdurch zuSU(2)R 
 SU(2)L 
 U(1)F1 
 U(1)F2 (5.24)erweitert, und die beiden Flavours werden einzeln erhalten. Es gibt keine Wechselwirkungzwischen den zwei Flavourn und daher auch keine weiteren physikalischen E�ekte. JedesFlavour liefert f�ur sich allein betrachtet die Physik des Modells.Eine m�ogliche Eichung dieser Wirkung wird in [MM94, Kap. 6.2.1] diskutiert.Die Wirkung hat sieben Parameter G ; G�; � �; �;K; � und r. Die Wahlfreiheit beider Normierung der Fermionfelder kann man benutzen, um � � festzulegen� = � � + 8Kr = 1: (5.25)Der Wilson-Parameter r wird konventionsgem�a� auf 1 gesetzt. Eine weitere Reduzierungder Parameter h�angt von der betrachteten physikalischen Situation ab.Eine Festlegung der Spiegelfermion-Yukawa-Kopplung ist �uber das Golterman-PetcherTheorem[GP89] m�oglich. Dieses beruht auf einer Symmetrie der Wirkung unter einerglobalen Shift-Transformation�00x = �0x + " �00x = �0x + " (5.26)f�ur G� = 0. Die Null gibt hier an, da� es sich um die nackten Gr�o�en handelt. DieTransformationsparameter " und " sind Grassmann-Variablen (s. B.1).



36 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERDas Theorem garantiert in diesem Fall, da� das Spiegelfermion vom restlichen Teil-chenspektrum entkoppelt. Dies bedeutet, da� die renormierte, physikalische Spiegelferm-ion-Yukawa-Kopplung GR� identisch Null ist. Dies folgt aus der Tatsache, da� die Drei-punkt-Vertexfunktion (s. Gl. 5.69) und auch alle h�oheren Vertexfunktionen verschwinden.Eine Entkopplung des �-Feldes ist aber gerade eines der Ziele gewesen. Die expliziteEinf�uhrung der zus�atzlichen Spiegel-Freiheitsgrade erweist sich unter diesem Aspekt alssinnvoll.Eine weitere Anwendung des Golterman-Petcher-Theorems ist die Entkopplung mas-seloser rechtsh�andiger Neutrinos des Gittermodells im Kontinuumslimes. Dies ist wichtig,da man im Standardmodell bisher davon ausgeht, da� diese Zust�ande nicht auftreten.5.2 Szenario in der gebrochenen PhaseDie physikalisch interessante Phase ist die, in der das Skalarfeld einen nicht verschwin-denden Vakuumerwartungswert hat. Dies ist nach g�angiger Meinung die Phase, in derunser Universum sich zur Zeit be�ndet. �Uber den in der Einleitung besprochenen Higgs-Mechanismus haben die Materiefelder und die Eichfelder der schwachen Wechselwirkungihre Masse erhalten.Aufgrund der spontanen Symmetriebrechung wird die Symmetriegruppe von SU(2)R
SU(2)L auf SU(2)L+R reduziert, da jetzt im Yukawa-Teil die vier skalaren Freiheitsgradeunterschiedlich an die Fermionen koppeln und somit �uber die Transformation des Ska-larfeldes nicht mehr die Chiralit�at erhalten werden kann. Die vier skalaren Freiheitsgradeteilen sich in dieser Phase in einen massiven Skalar � und drei masselose Goldstonebosonen�k; k = 1; 2; 3.Bevor ich die Propagatoren in der gebrochenen Phase angebe, stelle ich noch einigeDe�nitionen und Abk�urzungen zusammen. Hier und im folgenden ist immer implizit a = 1angenommen. F�ur die Gitterimpulse treten folgende Terme aufp̂� = 2 sinp�2 ; �p� = sin p� (5.27)mit p� = 2�L� n�; n� = 0; 1; : : : ; L� � 1 (5.28)bei gegebenem Volumen L1 �L2 �L3 �L4. Die Impulse sind damit auf die erste Brillouin-Zone�� � p� < � beschr�ankt.Je nach Situation gilt, immer bei endlichem Gitterabstand a,Zp f(p) = 8<: 1L3�T Pp f(p) beim endlichen Gitter L3 � T1(2 �)4 R d4p im unendlichen Volumen L = T =1; (5.29)wobei hier L = L1 = L2 = L3 und T = L4 angenommen wurde.



5.2. SZENARIO IN DER GEBROCHENEN PHASE 375.2.1 Die Teilchen-PropagatorenBei den folgenden Ergebnissen beziehe ich mich auf [Wit92]. In den Gleichungen tretenneben den Parametern des Gittermodells auch die dem Kontinuumsmodell entsprechen-den Parameter auf. Diese sind durch einen Index 0 gekennzeichnet. Der Unterschied inden Parametern resultiert aus der Reskalierung der Felder, die man konventionsgem�a�durchf�uhrt  0(x)!p2K x (5.30)�0(x)!p2K�x (5.31)'0(x)! p2�'x: (5.32)In der gebrochenen Phase teilen sich die vier skalaren Freiheitsgrade in zwei Felderauf. Zum einen das massive Higgs- oder �-Feld und zum anderen die drei masselosenGoldstone-Bosonen ~� = (�1; �2; �3). Die freien Propagatoren f�ur die skalaren Teilchen �und ~� lauten ��(x; y) = Zp eip�(x�y)(p̂2 +m20)�1 (5.33)und ��;kl(x; y) = �kl Zp eip�(x�y)(p̂2)�1; i; j = 1; 2; 3: (5.34)F�ur den freien Fermionpropagtor erh�alt man�	(x; y) = Zp eip�(x�y) ~�	(p) (5.35)mit ~�	(p) = �i
 � �p+G0 s0 �p�p i
 � �p +G0 s0 � : (5.36)Darin ist s0 der Vakuumerwartungswert des Higgs-Feldes auf Baumgraphenniveau und�p = �0 + r2 p̂2 mit �0 = � �2K : (5.37)Die Terme G0 s0 und G0� s0 geben die Massen des Fermions �0 und des Spiegelfermions�0� ebenfalls auf Baumgraphenniveau an. Die Matrix ~�	(p) hat die Dimension 16
 16.Aus Gl. 5.36 folgt durch Matrixinversion der Impulsraumpropagator~��1	 (p) = ~D(p)�1  (�p2 + �20�)�0 � �2p�0� (�p2 + �2p � �0 �0�)�p(�p2 + �2p � �0 �0�)�p (�p2 + �20 )�0� � �2p�0 !� i
 � �p ~D(p)�1  �p2 + �2p + �20� �(�0 + �0�)�p�(�0 + �0�)�p �p2 + �2p + �20 ! (5.38)



38 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERmit der Determinante von Gl. 5.36~D(p) = (�p2 + �2p � �0 �0�)2 + �p2 (�20 + �20�): (5.39)5.2.2 Die renormierten Gr�o�en in der TheorieIn diesem Abschnitt werde ich die renormierten Gr�o�en in der gebrochenen Phase ange-ben. Darauf aufbauend folgen dann im n�achsten Abschnitt die bei der Simulation einge-setzten Verfahren zur Messung der Gr�o�en. Alle mit Index R bezeichneten Gr�o�en sindrenormierte, die mit Index 0 die nackten Gr�o�en.Relationen f�ur die SkalarfelderBeim �-Propagator mu� der Ein
u� der masselosen Goldstone-Bosonen, die sich durchInfrarotdivergenzen bemerkbar machen, ber�ucksichtigt werden. Die Zweipunkt-Funktionf�ur das �-Teilchen lautetZ�1� �(2;0)R� (p) = �(2;0)0� (p) (5.40)= �Z�1� (p2 +m2R� +O(p4)); f�ur p! 0: (5.41)Unter Benutzung der Renormierungsbedingungen�(2;0)R (p) ����p=0 = �m2R (5.42)@2@ p2 �(2;0)R (p) ����p=0 = �1 (5.43)folgt f�ur die Renormierungskonstante Z� und die renormierte Masse mR�Z� = � @2@ p2 �(2;0)0� (p) ����p=p0 (5.44)m2R� = �Z� �(2;0)0� (p) ����p=p0: (5.45)Aufgrund der Divergenzen in �(2;0)R� (p) bei p = 0 de�nieren wir Z� und mR� beim kleinstenm�oglichen Gitterimpuls p0 = 2�T .Die physikalische �-Masse ist durch den Pol der Zweipunkt-Funktion in der komplexenEbene gegeben �(2;0)0� (~p) = 0; ~p = (0; 0; 0; im�;phys): (5.46)In der N�ahe des kritischen Punktes sollten die beiden Massen �ubereinstimmen. F�ur diepraktische Auswertung in numerischen Simulationen ist Gl. 5.41 vorzuziehen. Im Rahmender St�orungstheorie kommt auch Gl. 5.46 zur Anwendung.



5.2. SZENARIO IN DER GEBROCHENEN PHASE 39Die renormierte ~�-Zweipunkt-Funktion ist gegeben durchZ�1� �(2;0)R�;ij(p) = �(2;0)0�;ij(p) (5.47)= �Z�1� �ij (p2 +O(p4)); f�ur p! 0 i; j = 1; 2; 3; (5.48)und Z� ergibt sich demnach zuZ� = � @2@ p̂2 �(2;0)0�;ij(p) ����p=0 = �18 @2@ p2 �(2;0)0�;ij(p) ����p=0: (5.49)Hier bereitet die De�nition bei p = 0 keine Probleme.Der renormierte Vakuumerwartungswert des Higgs-Feldes ist mit der Renormierungs-konstante Z� de�niert als vR = v0pZ� mit v0 = s0+ < �0 > : (5.50)s0 ist der bereits genannte Vakuumerwartungswert auf Baumgraphenniveau und < �0 >fa�t die h�oheren Beitr�age zusammen.F�ur die quartische Selbstkopplung des Skalarfeldes lautet die RenormierungsbedingunggR = ��(4;0)R (0): (5.51)Dies kann gleichzeitig als De�nition von gR genommen werden. Eine andere De�nition istgR = 3mR�v2R : (5.52)Die Gleichung ist analog zur entsprechenden Relation der nackten Gr�o�en auf Baumgra-phenniveau gebildet und gilt in 1. Ordnung St�orungstheorie. F�ur die praktische Durch-f�uhrung ist die zweite Version besser geeignet. Ich werde mich daher im folgenden immerauf die De�nition Gl. 5.52 beziehen.Relationen f�ur die FermionfelderWie aus Gl. 5.38 ersichtlich ist, hat der Fermionpropagator f�ur kleine Impulse die allge-meine Struktur��(0;2)0;�;�(p) =M0 + i
 � pN0 +O(p2); p! 0; �; � =  ; � (5.53)mit den Matrizen M0 = �m  mm m��� und N0 = �n  nn n��� : (5.54)



40 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERDie Wellenfunktionsrenormierung f�ur die Fermionfelder mu� die Matrix N0 in die Ein-heitsmatrix transformieren 1 = Z1=2 T	 N0 Z1=2	 : (5.55)Dazu sind zwei Transformationen n�otig. Zun�achst wird N0 auf Diagonalgestalt gebracht.Anschlie�end mu� diese Matrix noch in die Einheitsmatrix transformiert werden.Z1=2	 = �cos � � sin �sin � cos �� �pZ 00 pZ�:� : (5.56)Zusammen mit Gl. 5.55 erh�alt mansin 2� = sign(n  � n��) 2np4n2 + (n  � n��)2 (5.57)sowie Z�1 = 12 �n  + n�� + sign(n  � n��)q4n2 + (n  � n��)2 � (5.58)Z�1� = 12 �n  + n�� � sign(n  � n��)q4n2 + (n  � n��)2 � : (5.59)Der renormierte Propagator ergibt sich damit zu�(0;2)R;��(p) = Z1=2 T	 �(0;2)0;�;�(p) Z1=2	 ; (5.60)woraus direkt die renormierte MassenmatrixMR = ��R �R�R �R�� (5.61)mit den Eintr�agen�R =pZ Z� �m cos 2� � m  �m��2 sin 2� � (5.62)�R = Z �m  +m��2 + m  �m��2 cos 2� +m sin 2� � (5.63)�R� = Z� �m  +m��2 � m  �m��2 cos 2� +m sin 2� � (5.64)folgt. Die Diagonaleintr�age der renormierten Massenmatrix k�onnen zusammen mit dem re-normierten Vakuumerwartungswert Gl. 5.50 benutzt werden, um die Yukawa-Kopplungender Fermionen und Spiegelfermionen zu de�nieren�R = GR vR und �R�= GR� vR: (5.65)



5.2. SZENARIO IN DER GEBROCHENEN PHASE 41Auch die Massenmatrix kann mittels einer SO(2)-Transformation analog zur Transfor-mation von N0 auf Diagonalgestalt gebracht werden. Der Mischungswinkel ist gegebendurchsin �R = p2�Rqv2R (GR �GR�)2 + 4�2R + vR jGR �GR�jpv2R (GR �GR�)2 + 4�2R :(5.66)Die beiden so de�nierten Massen lauten�1R = 12 �vR (GR �GR�) + sign(GR �GR�)qv2R (GR �GR�)2 + 4�2R � (5.67)�2R = 12 �vR (GR �GR�)� sign(GR �GR�)qv2R (GR �GR�)2 + 4�2R � : (5.68)Alternativ zu Gl. 5.65 kann man die Yukawa-Kopplungen auch �uber die Dreipunkt-Funktion de�nieren ��(1;2)R;�j ;��(p)����p=p0 =  G(3)R �j 00 G(3)R� �yj! ; (5.69)dabei ist die renormierte Dreipunkt-Funktion durch�(1;2)R;�j ;��(p) = Z1=2� Z1=2T	 �(1;2)R;�j ;��(p)Z1=2	 (5.70)gegeben. Die Matrizen �j sind de�niert als�j = �i
5 �j; j = 1; 2; 3: (5.71)Die Benutzung der �-Felder hat gegen�uber dem �-Feld den Vorteil, da� man keine Vaku-umerwartungswerte subtrahieren mu�, was in numerischen Simulationen eine Fehlerquellesein kann.Im Rahmen von Ein-Schleifen-Rechnungen kann man bei Impuls p = 0 zeigen, da� diebeiden De�nitionen der Yukawa-Kopplungen �ubereinstimmen. Bei der Auswertung derDaten werde ich auf diesen Punkt zur�uckkommen.Die Golterman-Petcher Symmetrie, Gl. 5.26, garantierte, da� die renormierte Yukawa-Kopplung GR� f�ur G0� = 0 verschwindet. Dadurch ergeben sich bei der Behandlung desFermionpropagators in diesem Spezialfall einige Vereinfachungen. Die beiden Matrizen inGl. 5.53 vereinfachen sich zuM0 = �m  �0�0 0 � und N0 = �n  00 1� (5.72)



42 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERmit �0 aus Gl. 5.37. Da N0 diagonal ist, entf�allt die Transformation mit der Drehmatrix,d.h. � = 0. Die Renormierungskonstanten ergeben sich somit sofort zuZ = 1n  und Z� = 1; (5.73)und die renormierte Massenmatrix lautet in diesem FallMR =  Z m  pZ �0pZ �0 0 ! =  �R �R�R 0 ! : (5.74)Die Eigenwerte ergeben sich zu�1R = 12 h�2R +q�2R � 4�2R i (5.75)�2R = 12 h�2R �q�2R � 4�2R i : (5.76)Die Mischmasse �R ist hier direkt proportional �0. Setzt man zus�atzlich zu G� = 0 auch�0 = 0, so hat man eine exakte Entkopplung von Fermion und Spiegelfermion. �UberGl. 5.25 wird der fermionische Hoppingparameter dann auf K = 18 festgelegt.5.2.3 Die renormierten Gr�o�en in der PraxisBei der Messung der im vorigen Abschnitt behandelten Gr�o�en sind einige Punkte zubeachten, die ich in diesem Abschnitt anf�uhren werde. Im folgenden lege ich ein GitterV = L3 � T zugrunde.Im endlichen Volumen gibt es keine spontane Symmetriebrechung. Dies hat zur Konse-quenz, da� der Vakuumerwartungswert des '-Feldes in seinem Wertebereich S3 keine festeRichtung h�alt, sondern wandert. Dies bezeichnet man auch als "rotational di�usion\. EinKon�gurationsmittel �uber eine hinreichend lange Me�reihe w�urde einen verschwindendenVakuumerwartungswert liefern.Eine M�oglichkeit besteht darin, ein kleines externes Feld einzuf�uhren. Dies hat aber denNachteil, da� man mit der Feldst�arke einen weiteren Parameter erh�alt, den man einstellenmu�. Zur Kontrolle m�u�te man bei mindestens zwei Werten der Magnetfeldst�arke messen,um den Ein
u� des externen Feldes abzusch�atzen.Im Isingfall betrachtet man zur Messung der Magnetisierung den Absolutwert derMagnetisierung der einzelnen Kon�gurationen. In unserem Fall kann man einen analo-gen Ansatz verfolgen. Dazu nutzt man die Symmetrie des Modells aus, indem man eineRichtung im R4 auszeichnet, in die man den Vakuumerwartungswert der einzelnen Kon-�gurationen mittels einer Symmetrietransformation aus O(4) rotiert[HJL+87].Die mittlere Magnetisierung bestimmt sich ausj'j =vuut 4Xi=1 �2i : (5.77)



5.2. SZENARIO IN DER GEBROCHENEN PHASE 43Der Vektor der Mittelwerte �i = 1V Xx �i;x (5.78)legt eine Richtung in O(4) fest. Unsere fest gew�ahlte Richtung liegt entlang der �4-Achse.Wir suchen also eine Transformation'0x = UL 'x U yR; (5.79)so da� j�4j = j'j: (5.80)Damit ist der skalare Freiheitsgrad �4 mit dem �-Teilchen verkn�upft, da nur dieses einennicht verschwindenden Vakuumerwartungswert hat.F�ur UR kann man die Einheitsmatrix w�ahlen. Dann mu� bis auf ein Vorzeichen gelten'0 = 1V Xx '0x= ��4 00 �4� = UL � �4 + i�3 �2 + i�1��2 + i�1 �4 � i�3� : (5.81)Mit der Parametrisierung�4 = j'j cos� cos � �3 = j'j cos� sin ��2 = j'j sin� cos � �1 = j'j sin� sin � (5.82)erh�alt man hieraus UL = �e�i� cos� �ei� sin�ei� sin� ei� cos� � : (5.83)Die Winkel �; � und � bzw. ihr Sinus und Cosinus ergeben sich aus Gl. 5.82 und den aufder Kon�guration gemessenen Wert f�ur �i; i = 1; 2; 3; 4.Die durch das Skalarfeld festgelegte Transformation mu� auch auf den Fermionfelderndurchgef�uhrt werden. Da UR = 1 ist, reicht es,  L und �R gem�a� 0L = UL  L �0R = UL �R (5.84)zu transformieren. Die Matrix UL wirkt dabei im SU(2) Isospin-Raum.Die Festlegung des Vakuumerwartungswerts in �4-Richtung liefert gleichzeitig die Auf-teilung in longitudinale und transversale Freiheitsgrade, wobei letztere die Goldstone-Bosonen darstellen. Bei der Berechnung der Zeitscheibenkorrelationsfunktion des �-Teil-chens mu� der Vakuumerwartungswert subtrahiert werden. Dazu werden zwei Methodeneingesetzt~CL(t) = 1L3 Xx n < �Lxt �Lx0 > � v2 o; v =< �4 >=< ' > (5.85)



44 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERund CL(t) = 1L3 Xx n < �Lxt �Lx0 > � < �Lxt >< �Lx0 > o: (5.86)Die erste Version wurde in den fr�uheren Arbeiten benutzt. Auf den gr�o�eren Gittern,die in dieser Arbeit untersucht werden, trat bei Parameterwerten, die etwas weiter vomkritischen Punkt entfernt liegen, der E�ekt auf, da� ~CL(t) f�ur gro�e t wieder einen Anstieghat. Dieser war deutlich gr�o�er als die Fehlerbalken es zugelassen h�atten. Die zweite Formgeht auf einen Hinweis von K. Jansen zur�uck, der �ahnliche E�ekte auf gro�en Gittern inder reinen '4-Theorie beobachtet hat, und behebt diesen Fehler. Au�erdem hat die zweiteForm im Gegensatz zur ersten den Vorteil, Bias-frei zu sein [BB89].G = 0:3 G = 0:45� = 0:26 � = 0:27 � = 0:203 � = 0:210.0015(2) 0.0029(4) 0.0015(2) 0.0023(3)Tabelle 5.1: Standardabweichung der �-Zeitscheibenerwartungswerte. � = 0:26und � = 0:203 liegen jeweils dichter am Wert f�ur �cr(G ).F�ur Punkte nahe dem kritischen Punkt trat dieser E�ekt nicht auf oder war zumindestim Rahmen der statistischen Fehler nicht aufzul�osen. Dies legt nahe, da� die Korrelati-onsl�ange hier einen Ein
u� hat. In der Tat sind die Schwankungen in den Zeitscheibener-wartungswerten gr�o�er, je weiter man vom kritischen Punkt entfernt ist, wie Tabelle 5.1zeigt. Darum f�uhrt die Subtraktion eines �uber alle Zeitscheiben gemittelten Vakuumer-wartungswerts o�ensichtlich zu den beschriebenen Auswirkungen.Erfahrungen mit den beiden Methoden im SU(2)-Super-Yang-Mills-Modell zeigen, da�auch bei kleinen Gittern, wie 43 � 8, der Bias gro� sein kann, wenn das Signal wie beiGlueb�allen sehr klein gegen�uber dem Vakuumerwartungswert ist.Beim transversalen ~�-Propagator hat man diese Probleme nicht, da der Vakuumer-wartungswert des ~�-Feldes verschwindet. Er wird daher ausCT (t) = 1L3 3Xj=1 Xx n < �Tj;xt �Tj;x0 > o (5.87)bestimmt.Die physikalische �-Masse m� wird aus einem Fit anCL(t) = a cosh�m� (t� T2 )�+ b; t� 0 (5.88)bestimmt. Der O�set b ist ein Finite-T -E�ekt und verschwindet mit e�T [MW87].Die skalaren Renormierungskonstanten ZL und ZT werden aus dem Impulsraumpro-pagator berechnet. Dabei mu� bei ZT mehr Wert auf die Auswertung gelegt werden, da



5.2. SZENARIO IN DER GEBROCHENEN PHASE 45dieser Wert in diverse andere renormierte Gr�o�en eingeht. ZL kann, wie oben bereitsgesagt, nicht bei p = 0 ausgewertet werde, darum nehmen wir den kleinsten m�oglichenGitterimpuls. Der Impulsraum-Propagator, Gl. 5.41, ergibt sich zu��(2;0)0� (p) = G�1L (p) (5.89)GL(p) =Xt cos(p t) CL(t); p = 2� kT ; k = 1; : : : ; T; (5.90)damit ist unter Benutzung von Gl. 5.41ZL = �m2R� + 4 sin2 �T � GL�2�T � : (5.91)Darin wird mR� � m�;phys aus dem Zeitscheiben�t Gl. 5.88 genommmen. GT (p) = G�(p)erh�alt man analog zu Gl. 5.90 aus CT (t). Zur Bestimmung von ZT wurde hier aber einLeast-Square-Fit an ��(2;0)0� (p) auf den vier kleinsten Gitterimpulsen durchgef�uhrt. DieFit-Funktion habe ich linear in p̂2 angesetzt. ZT ergibt sich dann als Inverses der Steigung.Auf dem Gitter ist im allgemeinen auch mR� 6= 0 und folgt hier als Wurzel des Produktsaus y-Achsenabschnitt und ZT .Die renormierte skalare Selbstkopplung und der renormierte Vakuumerwartungswertwerden unter Benutzung von ZT = Z� nach Gl. 5.52 und Gl. 5.50 bestimmt.Bei der Auswertung der fermionischen Propagatoren ist der inverse Impulsraum-Pro-pagator n�utzlich, da sich dieser mittels Fouriertransformation aus dem leicht zu bestim-menden Ortsraum-Propagator ermitteln l�a�t. Aus der Form von Gl. 5.36 ergibt sich derAnsatz ~�	(p) = A� i
 � pB +O(p2); p! 0: (5.92)Setzt man in diese Gleichung den kleinsten Gitterimpuls ein, so kann man die MatrizenA und B bestimmen A = 12 n ~�	(pmin) + ~�	(�pmin)o (5.93)
4�pminB = i2 n ~�	(pmin)� ~�	(�pmin)o (5.94)und ~�	(p) =Xx e�ip�(y�x) �	;yx: (5.95)�	;yx ist dabei eine 16 
 16 Matrix, die sich aus den Erwartungswerten der Matrix< 	y 	x > bestimmt. Bei der praktischen Berechnung wird zun�achst �uber die Zeitschei-ben gemittelt, was �	(t) ergibt und davon die Fouriertransformierte bestimmt. Da f�urdie Fermionfelder antiperiodische Randbedingungen in Zeitrichtung benutzt werden, istpmin = �T und damit einen Faktor zwei kleiner als bei den Skalarfeldern.



46 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERDie Matrizen M und N in Gl. 5.53 erh�alt man durch Invertierung von~�	(pmin) = A� i
 � �pminB: (5.96)Um Beitr�age bis zur Ordnung O(�p2min) zu ber�ucksichtigen, wird das SchemaM = (A + �p2minBA�1B)�1 (5.97)N = A�1BM (5.98)benutzt. Auch hier kann man wieder die durch die Golterman-Petcher-Symmetrie gege-benen Einschr�ankungen an den Propagator ausnutzen und einzelne Matrixelemente aufihren theoretischen Wert �xieren. Dieses Vorgehen sollte den Fehler bei der Bestimmungder Gr�o�en verringern. Eine ausf�uhrliche Diskussion dazu �ndet man in [Wit92, S.78].Die Auswertung der Yukawa-Kopplungen erfolgt zum einen �uber die Baumgraphen-niveau-Relation Gl. 5.65 und zum anderen �uber die Dreipunkt-Funktion Gl. 5.69. F�urletztere ist folgender Ausdruck zu berechnen G(3)R 00 G(3)R�! �k;q�p = k̂2424pZT3Xj=1 TrSU(2) TrDirac n�j �(0;2)R	 (p4)Z�1=2	 G(c)j Z�1=2 T	 �(0;2)R	 (q4)o: (5.99)Die Matrizen �j sind in Gl. 5.71 de�niert worden.�(0;2)R	 (p4) �MR + i
4 � �p4 (5.100)ist die fermionische Zweipunkt-Vertexfunktion unter Vernachl�assigung h�oherer Terme.Schlie�lich ist G(c)j = 1V Xx;y;z e�ik4 x4 e�ip4 y4 e�iq4 z4 
�j(x)	(y)	(z)�c (5.101)der verbundene Teil der �j �	�	 Dreipunkt-Vertexfunktion. Aufgrund der masselosenGoldstone-Bosonen in der gebrochenen Phase ist auch hier eine Auswertung bei p = 0nicht m�oglich. Darum werden in der Simulation die Impulse aufk4 = 2�T ; p4 = ��T und q4 = �T (5.102)festgelegt.



5.2. SZENARIO IN DER GEBROCHENEN PHASE 475.2.4 Ein-Schleifen-Verbesserung des �-PropagatorsDie Form des transversalen skalaren Propagators Gl. 5.48 entspricht dem Baumgraphen-niveau. Bei st�arkeren Yukawa-Kopplungen kommt es zu deutlichen Abweichungen vondieser Form. Um diese Abweichungen besser beschreiben zu k�onnen, hat Ch. Frick imRahmen seiner Dissertation die Korrekturen zum Propagator in Ein-Schleifen-Ordnungbestimmt[Fri93]. Die so erhaltene verbesserte Form stimmte mit den Daten auch beigr�o�eren Kopplungen sehr gut �uberein und konnte auch Details des numerisch bestimm-ten, nicht-perturbativen Propagators reproduzieren. Diese Analyse wurde in einem Modellmit reduzierten Untergitterfermionen durchgef�uhrt. F�ur unser Modell hat B. Nottel-mann die Ein-Schleifen-Korrekturen bestimmt[Not95].Der Ansatz f�ur den ~�-Propagator auf dem Gitter lautet in dieser N�aherung��(2;0)0� (p) = Z�1�;L �p̂2 +m2R�;L + �R�;L(p)� : (5.103)Der Selbstenergieanteil h�angt von den Parametern gR; m�; G(3)R ; vR und �R ab. Sollen dieRenormierungsbedingungen, Gl. 5.42 und Gl. 5.43, erhalten bleiben, so folgt�R�;1(p) ��p=0 = 0; (5.104)@2@p̂2 �R�;1(p) ��p=0 = 0; (5.105)wobei die eingehenden Parameter durch ihre Werte im unendlichen Volumen bestimmtsind. Die endliche �-Masse ist ein Finite-Size-E�ekt und verschwindet f�ur V !1.Die Selbstenergie besteht aus einem bosonischen und einem fermionischen Anteil�0R�;L(p) = gR;L ~m43�;Lm2�;L I�;B(p) + 8Nf (G(3)R ;L)2 I�;F (p) (5.106)I�;B(p) = Zq h(([p+ q)2 + ~m2�;L) q̂i�1 (5.107)I�;F (p) = Zq �2R ;L (p+ q)2 q2 + p+ q q ((p+ q)2 + �2Rp+q) (q2 + �2Rq)[((p+ q)2 + �Rp+q)2 + �2R ;L (p+ q)2][(q2 + �2Rq)2 + �2R ;L q2] (5.108)mit den Bezeichnungen�Rq = 12 q̂2 und ~m�;L = 2 sinh m�2 : (5.109)Der Strich am � gibt an, da� dies noch die unnormierte Funktion ist, die aber von denrenormierten Gr�o�en abh�angt. Man kann aus dieser unter Ber�ucksichtigung der Renor-mierungsbedingungen die normierte Selbstenergie konstruieren�R�;L(p) = �0R�;L(p)� �0R�;1(p) ��p=0 � p̂2 @2@p̂2�0R�;1(p) ��p=0: (5.110)



48 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERBei den Anteilen mit Index 1 sind wieder die Werte der Parameter im unendlichenVolumen einzusetzen.Mit der so de�nierten Selbstenergie kann der numerisch bestimmte Propagator jetztan die Form Gl. 5.103 angepa�t werden. Die Zahl der freien Parameter ist mit sieben f�urpraktische Zwecke jedoch viel zu gro�. Auf Baumgraphenniveau ergibt sich gR aus m�und vR. Da die Bestimmung in der Simulation nur �uber diese Relation erfolgt, kann gRin dieser Approximation eliminiert werden. vR ergibt sich nach Gl. 5.50 aus v0 und Z�.Den Faktor Z�1� kann man herausziehen, und es bleibt v0 �ubrig. Die Yukawa-Kopplungin � ist die durch die Dreipunkt-Funktion de�nierte Kopplung. In Ein-Schleifen-Ordnungstimmt diese bei �au�erem Impuls p = 0 mit der durch die Baumgraphen-Relation, Gl. 5.65,de�nierten �uberein. Die numerischen Ergebnisse best�atigen dieses Ergebnis, so da� manG(3)R durch GR ersetzen kann. GR ist aber wiederum �uber Gl. 5.65 mit vR bzw. v0 und�R verkn�upft. Fa�t man alle diese Relationen zusammen, so lautet der minimale Satz anParametern m�; �R und v0: (5.111)Als Ergebnis des Fits erh�alt man Z� und mR�: (5.112)Je nach Struktur des in der Simulation gemessenen Propagators kann man die Zahl derParameter erh�ohen, um eventuell vorhandene Feinheiten zu modellieren. Die in Gl. 5.111angegeben Parameter haben den Vorteil, da� sie in der Simulation aus unabh�angigenMessungen hervorgehen und dar�uberhinaus v0 und �R nur sehr geringe Schwankungenzeigen. Eine genaue Bestimmung von m� ist etwas schwieriger, aber mit der erreichtenStatistik lassen sich auch f�ur diese Gr�o�e verl�a�liche Werte mit geringem Fehler angeben.5.3 Die �-FunktionDie �-Funktion beschreibt den Flu� der Kopplungen in Abh�angigkeit von einer Renor-mierungsskala �. Die Kenntnis der vollen �-Funktion liefert dadurch Aussagen �uber dieKopplungen im Kontinuumslimes und somit �uber die Kontinuumstheorie. Insbesonderedie Fixpunkte der �-Funktion sind hierf�ur wichtig.Die Studien von M. L�uscher und P. Weisz [LW87, LW88, LW89] in der reinen'4-Theorie haben gezeigt, da� es in D = 4 Dimensionen nur einen Fixpunkt bei ver-schwindender Selbstkopplung des Skalarfeldes gibt, d.h. gcontR = 0. Damit ist die Theorieaber nicht mehr wechselwirkend und kann z.B. keinen Vakuumerwartungswert ausbilden.In dieser Arbeit soll der Ein
u� der Fermionen auf den skalaren Sektor untersuchtwerden. Die Frage ist, ob eine hinreichend starke Yukawa-Kopplung die Trivialit�at derreinen '4-Theorie beheben kann. Dabei ist zu ber�ucksichtigen, da� im Standardmodellselbst das t-Quark nach den letzten Messungen eine Yukawa-Kopplung 0:5 < Gt < 1 hat.Somit ist der Bereich mittlerer Kopplungen von besonderem Interesse.



5.3. DIE �-FUNKTION 49Im allgemeinen ist die volle �-Funktion nicht bekannt. Dies ist auch in unserem Modellder Fall. St�orungstheoretisch kann man die Funktion Ordnung f�ur Ordnung in einer Schlei-fenentwicklung angeben. F�ur unser Modell ist diese bis zur zweiten Ordnung durchgef�uhrtworden [Mon, Mon87, LW92]. Dabei zeigt sich, da� die �-Funktion in erster Ordnung nurden trivialen Gau�schen Fixpunkt aufweist, w�ahrend in der Zwei-Schleifen-Ordnung einnicht-trivialer Fixpunkt auftritt. Dieser Fixpunkt liegt bei (GR ; gR) � (5:21486; 81:1686)und damit sicherlich au�erhalb des G�ultigkeitsbereiches der St�orungstheorie. Eine Kl�arungzwischen den beiden sich hieraus ergebenden Szenarien soll in dieser Arbeit mit Hilfe derMonte-Carlo-Simulation erreicht werden.Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel erkl�art, ist im Fall des trivialen Szenarios einKontinuumslimes nicht m�oglich, ohne die physikalische Modellklasse zu verlassen. Da derCuto� � nicht entfernt werden kann, sind alle renormierten Kopplungen Funktionen von� und gehen f�ur �!1 gegen Null. D.h. zu gegebenem Cuto� gibt es immer eine obereGrenze f�ur die erlaubten physikalischen Werte der Kopplungen.Neben dieser oberen Grenze gibt es in Higgs-Yukawa-Modellen auch eine untere Schran-ke, die Vakuum-Stabilit�ats-Schranke f�ur gR [DPS85, LMWM91]. Sie ist de�niert als Mengealler Kopplungen fgR(�)g, die bei festem Cuto� �, bei Integration mittels der �-Funktionvon der Skala � zur Skala � den Wert gR(�) = 0 haben. Der Wert von gR bei der Skala �entspricht dem nackten Wert g0. Die Aussage ist damit gleichbedeutend mit der Aussage,da� die nackten Kopplungen positiv sein m�ussen.Im SU(2)R 
 SU(2)L -Modell gibt es drei Kopplungen: die Selbstkopplung des Skalar-feldes und die beiden Yukawa-Kopplungen. Die allgemeine Form der �-Funktionen lautet�gR = mR @gR@mR + �R @gR@�R (5.113)�GR	 = mR @GR	@mR + �R @GR	@�R : (5.114)mR ist renormierte skalare Masse, in der gebrochenen Phase die des �-Teilchens, und �Rist die renormierte Fermionmasse. F�uhrt man eine neue Variable � = log(�=�) mit einerbeliebigen Massenskala � ein, so lauten die Gleichungen in Ein-Schleifen-N�aherung�gR = �@gR@� = 116 �2 n4g2R + 16NFgR (G2R +G2R�)� 96NF (G4R +G4R�)o�GR = �@GR @� = 116 �2 4NFGR (G2R +G2R�) (5.115)�GR = �@GR @� = 116 �2 4NFGR� (G2R +G2R�):Dabei sind hier nur die universellen Skalenbeitr�age ohne Terme mit expliziter Massenab-h�angigkeit angegeben.Von besonderem Interesse f�ur diese Arbeit ist noch das Verh�altnisx = GR�GR ; (5.116)



50 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERf�ur das man @x@� = 0 (5.117)erh�alt. Folglich ist das Verh�altnis der Yukawa-Kopplungen unabh�angig von der Skala.Insbesondere bleibt im Fall GR� = 0 dieser Wert bei allen Skalen und unabh�angig vonGR Null. Dies kann bei starken Yukawa-Kopplungen anders aussehen, da man dann denG�ultigkeitsbereich der Ein-Schleifen-N�aherung verl�a�t.5.4 Kritische Parameter und KontinuumslimesWie ich oben angegeben habe, hat das Modell noch f�unf freie Parameter, wenn man denWilson-Parameter r = 1 setzt und � � gem�a� Gl. 5.25 w�ahlt. Diese f�unf m�ussen entspre-chend der zu untersuchenden physikalischen Situation eingestellt werden.Wie im vorigen Abschnitt beschrieben, ist das Hauptziel die Untersuchung des Kon-tinuumslimes des SU(2)R 
 SU(2)L -Modells. Die bisherigen Arbeiten zu diesem Modelllegen den Schlu� nahe, da� das Trivialit�ats-Szenario zutri�t. Deshalb wird dies meineArbeitshypothese sein. Um die gr�o�tm�oglichen renormierten Kopplungen nicht-st�orungs-theoretisch zu bestimmen, w�ahlt man g0 =1. Dies �xiert die L�ange des Skalarfeldes aufEins. Man hat dann nicht mehr vier unabh�angige skalare Freiheitsgrade, sondern nur nochdrei. Der vierte ist �uber die Normierungsbedingung4Xi=1 �2i;x = 1 (5.118)mit diesen verkn�upft. Man beachte den Unterschied zur De�nition des Vakuumerwar-tungswerts v = j'j in Gl. 5.77, der hierdurch nicht auf eins �xiert wird.Die Yukawa-Kopplung des Spiegelfermions wird wie bereits angek�undigt auf G� = 0gesetzt. Die Golterman-Petcher-Ward-Identit�aten garantieren dann, da� auch die renor-mierte Kopplung GR� = 0 ist und die Spiegelfreiheitsgrade entkoppeln.Damit bleiben noch �;K und G zu Verf�ugung. �Uber die beiden Hoppingparameter� und K kontrolliert man die zwei Massen der Theorie, die skalare mR und die fermio-nische Mischmasse �R. Die durch mR = 0 und �R = 0 de�nierten kritischen Werte �cund Kc de�nieren im �;K;G Raum eine kritische Linie (�c; Kc; G ), entlang derer manden Kontinuumslimes durchf�uhren kann. In der Phase mit spontan gebrochener Symme-trie kann man die beiden Massen im Gegensatz zur symmetrischen Phase nicht getrenntvoneinander einstellen, was die Einstellung der Parameter erschwert.Bei der Wahl von K hilft die Struktur des Propagators und das Ziel einer exaktenEntkopplung von Fermionen und Spiegelfermionen. Dazu mu� neben G� = 0 auch �0 (s.Gl. 5.25) auf Null gesetzt werden, um eine Mischung �uber den Propagator zu verhindern(s. Gl. 5.72). Daraus folgt sofort K1c = 18 . Auf dem Gitter wird dies leicht modi�ziert.



5.4. KRITISCHE PARAMETER UND KONTINUUMSLIMES 51Da der Propagator nicht bei p = 0 ausgewertet wird, sondern bei p = pmin, lautet dieForderung hier �pmin = 0, worausKTc = 18� 4 sin2 �2T &T!1 K1c (5.119)folgt. Mit dieser Wahl der Parameter erh�alt man f�ur NF = 2, wie beim Hybrid-Monte-Carlo n�otig, im Kontinuumslimes zwei entartete SU(2)-Doubletts.

Abbildung 5.1: Phasendiagramm des SU(2)R
SU(2)L -Modells in der (�;G )-Ebene. Die senkrechten Linien markieren die Parameterbereiche, die in die-ser Arbeit untersucht wurden. Die Phasengrenzlinien sind aus Mean-Field-Rechnungen und Monte-Carlo-Simulationen bestimmt worden. F�ur G > 1:0gibt es nicht gen�ugend Monte-Carlo-Ergbnisse, um die genaue Form der Linienzu best�atigen.Letztlich verbleiben � und G . Abbildung 5.1 zeigt die (�;G )-Ebene mit den Phasenund Phasengrenzlinien. Die vier Phasen sind in Analogie zu den Phasen eines Magnetenbezeichnet. In der paramagnetischen Phase (PM) ist der Vakuumerwartungswert v = 0.Dies ist die Phase mit ungebrochener Symmetrie. In der antiferromagnetischen Phase(AFM) ist die sogenannte staggered Magnetisierungvstaggered =vuut 4Xi=1 �2i ; �i = 1V Xx1;x2;x3;x4 �i;x (�1)x1+x2+x3+x4 (5.120)



52 KAPITEL 5. DAS HIGGS-YUKAWA-MODELL AUF DEM GITTERungleich Null. Die ferrimagnetische Phase (FI) bei gro�en Werten von G ist bisher nurwenig erforscht worden, da dort die Matrixinversion wegen der gro�en Kopplung sehraufwendig ist. Diese Phase ist gekennzeichnet durchv 6= 0 und vstaggered 6= 0: (5.121)Die physikalisch interessanteste Phase ist die ferromagnetische (FM) mit v 6= 0. DerKontinuumslimes kann entlang der Phasengrenzlinie zwischen FM- und PM-Phase durch-gef�uhrt werden. Dabei w�ahlt man � > �c(G ) um die FM-Phase zu selektieren.Diese Arbeit bezieht sich haupts�achlich auf die beiden PunkteG = 0:3 undG = 0:45.Bei G = 0:6 wurden nur auf dem 83 � 16 Gitter Rechnungen durchgef�uhrt.



53
Kapitel 6Simulationsverfahren: Hybrid-Monte-CarloIm ersten Teil dieser Arbeit habe ich als einen wesentlichen Punkt der Diskretisierung dieM�oglichkeit angef�uhrt, mittels numerischer Verfahren die Zustandssumme bzw. Erwar-tungswerte zu berechnen. Dabei wurde eine Observable A auf einer Menge von Kon�gu-rationen f�ig ausgewertet. Wie diese erzeugt werden, wurde o�engelassen. In diesem Ab-schnitt werde ich jetzt den zur Zeit am meisten benutzten Algorithmus zur Erzeugung vonKon�gurationen unter Einbeziehung dynamischer Fermionen, den Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus, vorstellen.Ziel ist es, die Felder � gem�a� der VerteilungWS(�) = 1Z exp[�S(�)]; (6.1)wobei Z = Z [�] e�S[�] (6.2)die Zustandssumme ist, zu erzeugen. Dazu konstruiert man einen Markov-Proze�, dessenFixpunkt WS ist. Ein Markov-Proze� ist dabei ein stochastisches Verfahren, aus einerKon�guration � einen Nachfolger �0 mit einer Wahrscheinlichkeit WMarkov zu erzeugen.Wenn dieser Proze� ergodisch ist und die GleichungWS(�) WMarkov(�! �0) =WS(�0) WMarkov(�0 ! �) (6.3)erf�ullt, dann konvergiert er zu der eindeutigen FixpunktverteilungWS(�). Die Forderung,Gl. 6.3, bezeichnet man als "detailliertes Gleichgewicht\.Fast alle verwendeten Algorithmen lassen sich in zwei Schritte zerlegen1. Erzeugung einer neuen Kon�guration2. Annahme oder Ablehnung der neuen Kon�guration entsprechend WMarkov (accept-reject Schritt)



54 KAPITEL 6. SIMULATIONSVERFAHREN: HYBRID-MONTE-CARLOBeim Metropolis-Algorithmus [MRR+53] erf�ullt man diese Forderung, indem man eineneu erzeugte Kon�guration mit einer WahrscheinlichkeitWMarkov(�! �0) = min�1; WS(�0)WS(�)� (6.4)akzeptiert. Das Verfahren, wie die neue Kon�guration erzeugt wird, ist hiermit noch nichtfestgelegt. Man wird jedoch bestrebt sein, die neuen Felder so zu w�ahlen, da� die Ableh-nungsquote nicht zu hoch ist, da man sonst sehr lange Autokorrelationszeiten bekommt(siehe Abschnitt 8.3). Die einzigen Einschr�ankungen, die man an das Verfahren stellenmu� sind, da� die Wahrscheinlichkeit W (�0j�) eine Kon�guration �0 ausgehend von � zuw�ahlen die Bedingung W (�j�0) = W (�0j�) (6.5)erf�ullt, und da� man alle Punkte des Phasenraums erreichen kann.Zun�achst will ich die Probleme aufzeigen, die bei der Ber�ucksichtigung von Fermionenauftreten. Fermionfelder werden in der Quantenfeldtheorie durch Grassmann-wertige Fel-der beschrieben. Dies sind abstrakt de�nierte, anti-kommutierende Gr�o�en und als solchenicht direkt auf einem Computer darstellbar. In den renormierbaren 4-dimensionalen Feld-theorien, und nur diese sollen hier interessieren, treten die Fermionfelder in bilinearer Formauf, wodurch man sie mit Hilfe einer Gau�-Integration �uber die Grassmann-Freiheitsgradeeleminieren kann.Betrachten wir eine Wirkung, die aus einem rein bosonischen Teil und einem bilinea-ren, fermionischen Teil besteht. Etwaige Kopplungen der Bosefelder an die Fermionfelderstehen im zweiten Teil, wie z.B. an der Wirkung des Higgs-Yukawa-Modells im vorigenAbschnitt ersichtlich ist. MitS = SB(�) +  Q  (6.6)folgt hAi = 1Z Z [d�][d ][d ] exp(�S[�;  ;  ]) A(�;  ;  ) (6.7)= 1Z Z [d�] exp[�SB(�)] det(Q) A0(�) (6.8)= 1Z Z [d�] exp[�(SB(�)� log detQ(�))] A0(�): (6.9) und  sind hier die Grassmann-wertigen Fermionfelder. Q ist die Fermionmatrix undspielt eine zentrale Rolle bei der Behandlung fermionischer Theorien, da in dieser Matrixdie gesamte Struktur der Wechselwirkung enthalten ist.Die Wirkung, wie sie in Gl. 6.9 auftritt, ist nicht mehr lokal, da log det(Q) nichtlokal ist. Aufgrund dieser Nicht-Lokalit�at sind die �ublichen Algorithmen, wie Heatbath,Metropolis oder Overrelaxation, wenn �uberhaupt, nur mit erheblichem Rechenaufwand



55realisierbar, da man bei lokalen Updates der bosonischen Variablen f�ur jeden Updatelog det(Q) berechnen mu�. Will man dies vermeiden und �andert direkt eine gr�o�ere Anzahlvon bosonischen Freiheitsgraden, so wird man in einem Metropolis accept-reject-Schrittnur eine sehr geringe Akzeptanzrate bekommen.Weiterhin ist det(Q) im allgemeinen komplex oder, wie in der QCD, zwar reell abernicht positiv de�nit und hat somit keine Interpretation als Wahrscheinlichkeitsma�. EinAusweg ist die Einbeziehung der durchlog detQ(�) = log j detQ(�)j+ i 'Q(�): (6.10)de�nierten Phase 'Q. Mit dieser de�niert man den Erwartungswert der Me�gr�o�e A0(�)als < A0 > = R [d�] exp[�SB(�)] det(Q) A0(�)R [d�] exp[�SB(�)] det(Q) (6.11)= R [d�] exp[�SB(�)] j det(Q)jei 'QA0(�)R [d�] exp[�SB(�)] j det(Q)jei 'Q (6.12)und mit der Abk�urzung ~A(�) = A0(�) ei 'Q sowie Einschieben einer Eins in Form von1 = R [d�] exp[�SB(�)] j det(Q)jR [d�] exp[�SB(�)] j det(Q)j (6.13)erh�alt man daraus< A0 >detQ = < ~A >jdetQj< ei 'Q >jdetQj (6.14)Die Phase 'Q ist aber meist eine stark 
uktuierende Gr�o�e, was zu sehr gro�en stati-stischen Fehlern in den Me�gr�o�en f�uhrt. F�ur das U(1)R 
 U(1)LHiggs-Yukawa-Modell,bei dem die Determinante f�ur bestimmte Parameter komplex ist, hat M. Plagge dieseSchwankungen untersucht [MP93]. In der statistischen Physik tritt dieses Problem bei derBehandlung von Quantensystemen auf. Diese k�onnen in ein (d+ 1)-dimensionales klassi-sches System transformiert werden, wobei d die Dimension des Quantensystems ist. Diedurch die Transformation induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung f�ur die Freiheitsgradedes klassischen Systems ist im allgemeinen zwar reell, aber nicht positiv de�nit. Man spal-tet das Ma� der Verteilung dann analog zu Gl. 6.10 in den Betrag und ein Vorzeichen auf.Auch hier treten gro�e Fluktuationen im Vorzeichen auf, weshalb man daf�ur den Begri�"Minuszeichen-Problem\ kreiert hat [HSSB82, Mor89].Das Problem besteht o�ensichtlich in der Notwendigkeit, eine gro�e Zahl von Freiheits-graden zu ver�andern und gleichzeitig f�ur diese �Anderung eine vern�unftige Akzeptanzratezu erhalten. Eine L�osung wurde 1987 von S. Duane, A.D. Kennedy, B.J. Pendletonund D. Roweth unter dem Namen "Hybrid-Monte-Carlo\ vorgeschlagen [DKPR87]. DieIdee besteht darin, die einzelnen Freiheitsgrade nicht zuf�allig zu ver�andern, sondern sie



56 KAPITEL 6. SIMULATIONSVERFAHREN: HYBRID-MONTE-CARLOeiner klassischen Dynamik zu unterwerfen, die in einer neuen, �ktiven Zeitkoordinate �verl�auft. Um die Forderung nach detailliertem Gleichgewicht zu erf�ullen, wird am Endeeiner solchen Trajektorie noch eine Metropolisabfrage durchgef�uhrt.Zun�achst zeige ich die Version ohne Fermionen. Man f�uhrt einen Satz konjugierterImpulse ein und de�niert eine HamiltonfunktionH(�; �) = 12 �2 + S(�): (6.15)Ein Update wird dann nach folgendem Algorithmus durchgef�uhrt� Impulsauswahl: W�ahle � aus einer Gau�verteilungWGau�(�) / exp(��22 ): (6.16)� Molekulardynamik: Generiere eine neue Kon�guration, indem (�; �) mittels der Ha-milton'schen Bewegungsgleichungen in der �ktiven Zeitkoordinate � fortentwickeltwird. _� = �@H@� = �@S@� (6.17)_� = @H@� = � (6.18)� Auf diese Weise erhalten wir mit einer Wahrscheinlichkeit WMD[(�; �) ! (�0; �0)]eine Kon�guration (�0; �0), die mit einer WahrscheinlichkeitWMet[(�; �)! (�0; �0)] = min(1; exp(��H)) (6.19)akzeptiert wird, wobei �H = H(�0; �0)�H(�; �) ist.Diese drei Schritte bilden zusammen den Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus.Integriert man das Produkt WGau� WMD WMet �uber die Impulse � und �0, so erh�altman die �Ubergangswahrscheinlichkeit f�ur die physikalischen Felder �WHMC [�! �0] (= WMarkov): (6.20)Um nun noch zu zeigen, da� WHMC detailliertes Gleichgewicht nach Gl. 6.3 erf�ulltund somit dieser Proze� die Felder gem�a� der Verteilung, Gl. 6.1, erzeugt, mu� manvoraussetzen, da� die Dynamik umkehrbar istWMD[(�; �)! (�0; �0)] = WMD[(�0;��0)! (�;��)]: (6.21)Mit Hilfe dieser Gleichung folgt dannZ [d�] [d�0] WS(�)WGau�(�)WMD[(�; �)! (�0; �0)] WMet[(�; �)! (�0; �0)] =Z [d�] [d�0] WS(�0) WGau�(��0) WMD[(�0;��0)! (�;��)] WMet[(�0;��0)! (�;��)];(6.22)



57und mit der De�nition von WHMC in Gl. 6.20 erh�alt man daraus Gl. 6.3.Bei der Art wie die neuen Felder aus den alten erzeugt werden, l�a�t einem die Her-leitung des detaillierten Gleichgewichts einige Freiheiten, da bei der Angabe von WMD�uber den Algorithmus zur Feld�anderung nichts spezi�ziert wurde. Die einzige Forderungist die nach der Umkehrbarkeit, Gl. 6.21, und da� er ergodisch ist. Die spezielle Wahlder Hamilton'schen Dynamik f�uhrt im Fall exakter Arithmetik zur Erhaltung von H unddamit zu �H = 0, was eine Akzeptanzrate von 100% im Metropolis-Schritt zur Folge hat.Die Ergodizit�at wird in diesem Fall durch die Gau�-verteilten Impulse gew�ahrleistet.In der Praxis kann man die Bewegungsgleichungen weder analytisch integrieren, nochhat man einen Rechner mit exakter Arithmetik zur Verf�ugung. Man wird das Systemvon Di�erentialgleichungen daher numerisch auf einer Folge von Zeitschritten �; � +��; � + 2 ��; : : : l�osen und die so nach N Schritten erhaltenen Felder dem Metropolistestunterziehen. Dabei mu� man ber�ucksichtigen, da� man bei der numerischen IntegrationFehler macht, die sich mit wachsendem N aufsummieren. Zur Integration haben sichMehrschrittverfahren bew�ahrt, die die Eigenschaften umkehrbar und volumenerhaltendhaben m�ussen. Das einfachste dieser Verfahren ist das Leapfrog-Verfahren, das durch diefolgenden Gleichungen de�niert wird. Zuerst bestimmt man die Impulse in einem Schrittder L�ange ��=2 neu�(��=2) = �(0) + _�(0) ��=2 = �(0)� @S@� (0) ��=2; (6.23)dann werden N Schritte der L�ange �� ausgef�uhrt�(� + ��) = �(�) + _�(� � ��=2) �� = �(�) + �(� � ��=2) �� (6.24)�(� + ��=2) = �(� � ��=2) + _�(�) �� = �(� � ��=2)� @S@� (�) �� (6.25)und schlie�lich ein letzter Halbschritt der L�ange ��=2, um die Impulse zur selben Zeit wiedie Felder zu erhalten�(�N ) = �(�N � ��=2) + _�(�N) = �(�N � ��=2)� @S@� (�N ) ��=2 (6.26)mit �N = N �� . Die Fehler sind in den beiden Halbschritten jeweils O(�� 2) und inden N Zwischenschritten jeweils O(�� 3). An diese N + 2 Schritte schlie�t sich jetzt dieMetropolis-Abfrage an. Alles zusammen bildet eine Trajektorie.Der Name Leapfrog-Verfahren r�uhrt daher, da� �ahnlich wie beim Gang des Froschesimmer abwechselnd Vorder- und Hinterbeine vorne sind, bei diesem Integrationsverfahrendie Impulse und Felder immer im Wechsel einen halben Zeitschritt ��=2 vorne liegen.Um jetzt die Fermionen zu ber�ucksichtigen, geht man von Gl. 6.8 aus und f�uhrt boso-nische Pseudofermionfelder � und �y einhAi = 1Z Z [d�][d�][d�y] exp ��SB(�)� �y Q�1(�) ��A0(�): (6.27)



58 KAPITEL 6. SIMULATIONSVERFAHREN: HYBRID-MONTE-CARLODamit die bosonischen Gau�schen Integrale �uber � und �y konvergieren, mu� Q positivde�nit sein. Ist das nicht der Fall, verdoppelt man die Zahl der Fermion
avoursS = SB(�) + Xf=1;2 (f) Q(f)  (f); (6.28)Q1 = Q und Q2 = Qy: (6.29)Schreibt man die beiden Flavour-Spinoren als eine Spalte, so erh�alt man als neue Deter-minante der FermionmatrixdetQ = det� Q 00 Qy � = det(QyQ); (6.30)welche immer positiv de�nit ist. Die Wirkung mit den Pseudofermionfeldern lautet jetztS = SB(�) + �y (QyQ)�1(�) �: (6.31)Diese Verdopplung der Fermionfelder ist rein algorithmisch bedingt und hat nichts mitdem Problem der Fermion-Doppler bei der Diskretisierung der Dirac-Gleichung zu tun.Mit dem Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus kann man somit immer nur eine gerade An-zahl Fermion
avours simulieren. Im dritten Teil dieser Arbeit werde ich ein Verfahrenvorstellen, mit dem man auch ungerade Flavourzahlen behandeln kann.Man f�uhrt nun analog wie oben konjugierte Impulse � f�ur die Felder � ein. Die Felder �und �y werden als nicht-dynamische Freiheitsgrade behandelt und brauchen daher keineImpulse. Sie werden zu Beginn jeder Trajektorie neu generiert. Der Algorithmus siehtdann folgenderma�en aus1. Generiere � gem�a� W (�)[d�] = 1Z� exp ���y (QyQ)�1 �� [d�] (6.32)mittels Gau�-verteilter Vektoren �W (�)[d�] = 1Z� exp ���y �� [d�] (6.33)und der Beziehung � = Qy �: (6.34)2. Generiere � aus einer Gau�-VerteilungWGau�(�)[d�] = 1Z� exp(��22 ): (6.35)



593. Leapfrog Integration_� = � (6.36)_� = �@SB@� � �y @(QyQ)�1@� � (6.37)= �@SB@� + [(QyQ)�1�]y @(QyQ)@� [(QyQ)�1�]: (6.38)4. Metropolis accept-reject Schritt mitWMet = min (1; exp(��H)) (6.39)und H(�; �; �) = 12 �2 + S(�) + �y (QyQ)�1 �: (6.40)Der numerisch aufwendige Schritt ist die Berechnung von (QyQ)�1� in der Leapfrog-Integration. Das Feld � wird zwar w�ahrend der ganzen Integration konstant gehalten, aberdie Matrix Q h�angt von den Feldern � ab, und diese �andern sich in jedem Integrationsteil-schritt. Die e�ektive Realisation dieses Teilschritts im Rahmen des Higgs-Yukawa-Modellswerde ich in Kapitel 8.2.1 beschreiben.Trotz dieser Einschr�ankung hat man mit dem Hybrid-Monte-Carlo ein Verfahren ge-funden, bei dem alle Feldkomponenten ge�andert werden bevor man einen aufwendigenglobalen Zwischenschritt durchf�uhren mu�. Im Bereich der Simulationen mit dynami-schen Fermionen ist er der meistbenutzte und am besten untersuchte Algorithmus. InAbschnitt 8.2.4 werde ich auf ein in den letzten zwei Jahren diskutiertes, potentiellesProblem eingehen.



60 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG AUF DER QUADRICS
Kapitel 7Implementierung auf der QuadricsWie ich in den letzten zwei Abschnitten gezeigt habe, ist das Ziel dieser Arbeit, das Higgs-Yukawa-Modell auf mittleren und gro�en Gittern zu studieren, um genauere Absch�atzun-gen der �nite-size-E�ekte zu erhalten und das Skalierungsverhalten der physikalisch re-levanten Me�gr�o�en zu studieren. Die Gitterdimensionen, die ich betrachten werde, sind83 �16, 123 �24 und 163 �32. Die Fermionmatrix ist im letzten Fall eine 2 097 152�2 097 152Matrix und in jedem Hybrid-Monte-Carlo-Update mehrfach zu invertieren. Der Bedarf anRechenleistung ist dementsprechend gro�.Die Rechnungen auf kleinen Gittern wurden auf dem Vektorrechner Cray YMP8/32am HLRZ im FZ J�ulich durchgef�uhrt. Eine Weiterf�uhrung des Projekts auf diesem Rech-ner war nicht m�oglich, weil er nicht ausreichend Rechenleistung bot. Da unser Projektnicht das einzige mit diesem Problem war, wurden im Rahmen des DFG Schwerpunktes"Dynamische Fermionen\ zwei Parallelrechner des Typs Quadrics der Firma Alenia Spazioangescha�t, die zum einen eine erheblich gr�o�ere Rechenkapazit�at bieten und zum anderenausschlie�lich den Teilnehmern des Schwerpunktes zu Verf�ugung stehen. Die Rechner sindin der aktuellen Ausbaustufe geeignet, unsere Projekte in einer vern�unftigen Zeit zu bear-beiten. In diesem Kapitel werde ich die Rechner kurz vorstellen, auf die Implementierungdes Programms eingehen und zum Schlu� einen Vergleich mit der Cray zeigen.7.1 Quadrics Systembeschreibung7.1.1 HardwareDie Rechner der Quadrics-Reihe sind aus dem APE-Projekt des INFN in Italien ent-standen. Das Ziel des APE-Projekts war es, einen kosteng�unstigen Hochleistungsrechnerspeziell zugeschnitten auf die Bed�urfnisse der Gitterteilchenphysik zu entwickeln. Vektor-rechner scheiden bei dieser De�nition von vorne herein aus, da die Entwicklungs- undHerstellungskosten sehr hoch sind. Die APE-Kollaboration entschied sich deswegen f�ureinen Parallelrechner, der nach dem Single Instruction Multiple Data (SIMD) Prinziparbeiten sollte. Dabei wird die gleiche Instruktion, z.B. Addieren, auf viele verschiede-ne Datens�atze angewandt. Anders als beim Vektorrechner, der mit seinem Vektorregisterauch so verf�ahrt, arbeiten bei einem SIMD-Rechner viele CPUs parallel. Typische SIMD-



7.1. QUADRICS SYSTEMBESCHREIBUNG 61Rechner bestehen aus bis zu 2048 Rechenknoten, oder bei der speziell f�ur die Gitter-QCDoptimierten Columbia-"QCDSP\-Maschine sogar aus bis zu 16384 Knoten, die alle imGleichtakt arbeiten. Die Vorteile der SIMD-Architektur sind der geringe Hardwareauf-wand und die leichte Programmierung. Die Nachteile liegen in der geringeren Flexibilit�at.F�ur unseren speziellen Anwendungsfall spielt dieser Punkt aber kaum eine Rolle.
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Abbildung 7.1: Der schematischer Aufbau des Basisboards bestehend aus achtFPU-Knoten mit jeweils einer Multiplizier/Addier-Einheit (= MAD, Multi-plier and Adder Device), 128 Datenregistern und 1 MWord = 4 MB Speicher.Zus�atzlich ist auf jedem Basisboard ein Interface zur Kommunikation der achtKnoten untereinander und zu weiteren Boards untergebracht.Um die Kosten niedrig zu halten, wurden f�ur die Rechenknoten keine handels�ubli-chen Prozessoren benutzt, sondern eigene stark abgemagerte Rechenwerke entwickelt. DieFunktion eines Knotens wurde auf das Multiplizieren und Addieren von einfachgenau-en Flie�kommazahlen gem�a� IEEE-Konvention beschr�ankt, was ihren Namen "Multiplierand Adder Device\ = MAD erkl�art. Es gibt keinen Daten-Cache, daf�ur ist die Zahl derRegister mit 128 recht hoch. Das Fehlen eines Daten-Caches hilft, die Logikfunktionen zureduzieren, da man keine Probleme mit nicht-koh�arenten Daten bei der Interprozessor-kommunikation hat. Als letztes gibt es noch einen 1 MWord = 4 MByte gro�en Speicher.



62 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG AUF DER QUADRICSVomKonzept her handelt es sich um eine "pipelined\ Architektur. "pipelined\ bezieht sichauf die F�ahigkeit, eine Kette aufeinanderfolgender gleichartiger Operationen besondersschnell verarbeiten zu k�onnen, indem man die Daten wie in einer R�ohre durch den Pro-zessor schiebt. Dabei werden verschiedene Teiloperationen wie Register laden/schreiben,Addieren und Multiplizieren in einem Taktzyklus ausgef�uhrt. �Ahnlich wie bei Vektorpro-zessoren ist es also auch hier g�unstig, lange Schleifen zu verarbeiten. Die Prozessoren sindmit 25 MHz getaktet, was bei optimalem Pipelining von je einer Multiply/Add-Operationpro Takt zu einer Peak-Rate von 50 M
ops f�uhrt.Je acht dieser Rechenknoten sind auf einem Basisboard zusammengefa�t, wie in Ab-bildung 7.1 gezeigt. Auf jedem dieser Boards be�ndet sich ein Kommunikator genannterChip, ebenfalls eine Eigenentwicklung des INFN, der aus den Knoten einen Parallelrech-ner macht. Er ist sowohl f�ur die Interprozessorkommunikation zwischen den acht MADsauf dem Board zust�andig als auch f�ur die Kommunikation zwischen Prozessoren auf unter-schiedlichen Boards. Die Topologie ist die eines dreidimensionalen Torus, also ein Quadermit periodischen Randbedingungen. Die einzige in Hardware realisierte Kommunikations-form ist die n�achste-Nachbar-Kommunikation. Abbildung 7.2 zeigt die sechs Richtungen,in die ein MAD lesen oder schreiben kann.
Up

Right

Front

Back

Left

DownAbbildung 7.2: Kommunikationsrichtungen auf den FPU-Knoten der Quad-rics. Die Namen der sechs Richtungen k�onnen in TAO zur Adressierung dern�achsten Nachbarn verwendet werden.Jeder Knoten kann �uber die Angabe seiner drei Koordinaten angesprochen werde. Diesgeschieht in der Form [x; y; z]. Mit zwei dieser Dreitupel lassen sich auch Untermengen



7.1. QUADRICS SYSTEMBESCHREIBUNG 63von Knoten ansprechen. Die folgenden Beispiele gehen von einer QH2 Topologie aus, beider x und y die Werte 0 : : : 7 und z die Werte 0 : : : 3 annehmen k�onnen. Insgesamt sindalso 256 Knoten zu einem 8 � 8 � 4 Torus verschaltet.� [0; 0; 0][0; 1; 3] : alle Knoten mit x = 0, y � f0; 1g und z � f0; 1; 2; 3g� [4; 1; 0][4; 1; 1] : alle Knoten mit x = 4; y = 1 und z � f0; 1gAuf diese Weise k�onnen null-, ein-, zwei- und dreidimensionale Untermengen des Rechnersadressiert werden. Man kann z.B. mittels broadcast ein Datum von einem Knoten auf alleverteilen oder Daten beim Einlesen oder Herausschreiben nach Knoten selektieren.
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Abbildung 7.3: Das Numerierungs-Schema der acht FPU-Knoten auf dem Ba-sisboard der Quadrics. Einzelne Knoten k�onnen �uber ihre drei Koordinaten di-rekt adressiert werden. Es ist auch m�oglich �uber diese Koordinatenschreibweisenull-, ein-, zwei- und dreidimensionale Untermengen von Knoten anzusprechen.Abbildung 7.3 zeigt die Numerierung der MADs auf dem Basisboard. Im allgemeinenwird man mehrere dieser Boards zu einer gr�o�eren Einheit zusammenschalten. Wie diedabei entstehende Topologie aussieht, h�angt nur von der Verdrahtung auf der Backplaneab, die die Kommunikation zwischen den Boards regelt. Die einzige Randbedingung istdie 2 � 2 � 2 Struktur des Basisboards, so da� in jede Richtung nur ein Vielfaches von zweim�oglich ist. Mit 128 Prozessoren kann man z.B. die Q16 Topologie 2 �2 �32 aufbauen oderdie QH1 Topologie 8 � 4 � 4.Die Quadrics-Rechner verf�ugen �uber keinen eigenen externen Speicher. Um Datendauerhaft zu sichern, bedient man sich eines Hosts, im allgemeinen eine Sun-Workstation,die �uber ein Transputerinterface mit der Quadrics gekoppelt ist. Lese- und Schreibzugri�eauf externe Daten werden vom Quadrics-Betriebssystem an den Host weitergeleitet, derdie Anforderungen dann umsetzt. Die Kompilation von Programmen geschieht ebenfallsauf dem Host. Der fertige Programmcode wird dann mit Hilfe von Dienstprogrammenin den Programmspeicher der Quadrics geladen. Abbildung 7.4 zeigt den schematischenAufbau am Beispiel der QH2, die aus 32 Basisboards also 256 Knoten besteht.
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Abbildung 7.4: Der schematische Aufbau eines kompletten QH2-Systems be-stehend aus 32 Basisboards mit je acht FPU-Knoten, einem Controller, der dieInteger-CPU, die Programmsteuereinheit und das Interface zum Host-Rechnerenth�alt, sowie dem Host-Rechner mit seinen Speicher-Subsystemen und derInternetanbindung.F�ur alle N Rechenknoten gibt es nur eine Z-CPU, die die Programminstruktionenverarbeitet und die Knoten als Slaves mit den Anweisungen versorgt. Der Programmspei-cher ist mit 2.6 MB recht knapp bemessen und f�uhrt bei der Programmierung zu einigenEinschr�ankungen, wie ich unten noch ausf�uhren werde. Die Verarbeitung von Integer-Daten �ndet auch zentral auf der Z-CPU statt, also nicht-parallel. Alle Operationen, die



7.1. QUADRICS SYSTEMBESCHREIBUNG 65parallel ablaufen sollen, m�ussen auf Floating-Point-Daten arbeiten. Diese Einschr�ankungder Integer-Arithmetik verhindert die M�oglichkeit einer lokalen Adressierung, bei der aufjedem Knoten ein anderes Feldelement bearbeitet werden k�onnte.7.1.2 SoftwareNach den Erl�auterungen zum Hardware-Aufbau wird es niemanden wundern, da� auchdie Software der Quadrics eine Neuentwicklung ist. Zum einen wurde dies durch die spe-zielle Hardware-Architektur n�otig und zum anderen wollte man eine Programmiersprachehaben, die besser an die Bed�urfnisse der Benutzer angepa�t ist.Wie ich im vorigen Abschnitt beschrieben habe, ist die Hardware recht sparsam kon-struiert. Es gibt unter anderem keine Logik zur optimalen Ausnutzung der Register. Da einCache auch nicht vorhanden ist, h�angt von der Benutzung der Register die Rechenleistungwesentlich ab. Die Strategie der APE-Kollaboration war in diesem Punkt, die Intelligenzvon der Hardware in die Software zu verlagern. Dies hat zum einen den Vorteil, da�die Hardware einfach und billig bleibt, und zum anderen kann man leicht verschiedeneOptimierungsstrategien testen, ohne �Anderungen an den Chips machen zu m�ussen.Die Programmierung naturwissenschaftlicher Simulationen geschieht zum �uberwiegen-den Teil in Fortran. Dies liegt unter anderem begr�undet in der Existenz gro�er Fortran-Programme, die niemand gerne umschreiben m�ochte, in der umfangreichen Erfahrungbei der Optimierung von Fortran-Programmen und in der guten Qualit�at der Fortran-Compiler. F�ur die Quadrics h�atte man den Fortran-Standard auf jeden Fall erweiternm�ussen, da Parallelverarbeitung nach dem SIMD-Prinzip nicht de�niert ist. Die APE-Gruppe entschlo� sich aufbauend auf einen selbstentwickelten Sprachengenerator namensZZ, der eine Erweiterung des Unix-Tool yacc (yet another compiler compiler) ist, eine neueProgrammiersprache namens TAO zu designen. Dabei handelt es sich um eine Mischungaus Fortran- und C-Syntax, erweitert um Befehle f�ur die Parallelverarbeitung. Da mangleichzeitig auch noch Zugri� auf den darunterliegenden ZZ-Parser hat, kann man dieSprache jederzeit mit eigenen Konstrukten erweitern. Man hat die M�oglichkeit Struktu-ren zu de�nieren und Operatoren zu �uberladen, was zu sehr �ubersichtlichen Programmenf�uhrt.Um die Parallelverarbeitung zu steuern, wurden Konstrukte wiey=f(x)where ( y > 0 )z=log(y)elsewherez=0.0endwhereeingef�uhrt. Der Logarithmus wird hier nur auf den Knoten ausgef�uhrt, auf denen y > 0 ist.Auf den �ubrigen Knoten wird z gleich Null gesetzt. Leider ist es nicht so, da� die beidenwhere-Zweige vollst�andig parallel laufen, sondern im wesentlichen nacheinander. Bei derAbfrage von Bedingungen k�onnen mit all, any und none Teilmengen der MAD-Knotenzur Auswertung herangezogen werden:



66 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG AUF DER QUADRICSwhile ( any x > 0 )x=f(x)endwhileAuf die speziellen M�oglichkeiten zur Adressierung einzelner Knoten habe ich bereitsim vorigen Abschnitt hingewiesen. Mitopen for reading ''test.dat'' as 1write on 1 [0,0,0][0,1,1] xclose 1wird der Wert von x auf den vier angegebenen Knoten in die Datei test.dat geschrieben,die auf dem Hostsystem angelegt wird.
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Abbildung 7.5: In dieser Skizze besteht die x-Richtung nur aus zwei Knoten.Der gepunktete Zugri� F [5 + Right] ist aufgrund der periodischen Randbe-dingungen auf dem Torus identisch mit F [5+Left]. F [4+Right] ergibt nichtden n�achsten Nachbarn von F [4]. Dieser ist durch F [0 +Right] gegeben.Um ein verteiltes System zu simulieren braucht man noch Befehle zum Datenaustauschzwischen den Prozessoren. Wie oben beschrieben, gibt es auf der Quadrics nur n�achste-Nachbar-Kommunikation, und die Knoten sind als dreidimensionaler Torus angeordnet.In TAO kann man nur auf Daten der Nachbarprozessoren zugreifen, wenn die Daten ineinem Feld gespeichert sind. Mit der folgenden De�nition werden drei Real-Variablenerzeugt und zwar auf jedem Knoten.Real x,y[1],z[10]Es gibt also ein x auf [0; 0; 0] und ebenso auf [1; 2; 3], usw. Die Variablen m�ussen nichtdenselben Wert halten, aber sie haben denselben Namen.



7.1. QUADRICS SYSTEMBESCHREIBUNG 67Will man jetzt auf dem Knoten [1; 1; 1] den Wert von x auf dem Knoten [2; 1; 1] wissen,so geht dies nicht direkt, da x kein Feld ist. Auf den Wert in y[0] kann man dagegenzugreifen.x=y[0+Right]setzt den Wert von x auf allen Knoten gleich dem Wert von y[0] auf dem rechten Nach-barknoten. Wichtig ist, da� dies auf allen Knoten geschieht. Will man nur einen einzelnenKnoten ansprechen, so kann man dies �uber seine Koordinaten [x; y; z] oder seiner sichdaraus ergebenden node abs id erreichenwhere ( node_abs_id == 8 )x=y[0+Right]endwhereHier wird x nur auf dem mit der Nummer Acht bezeichneten Knoten neu gesetzt, die an-deren Knoten legen eine Warterunde ein. Die sechs m�oglichen Kommunikationsrichtungensind in Abbildung 7.2 angegeben.Hat man z.B. ein Feld F der L�ange 10 entlang der x-Richtung auf den Knoten verteilt,so ist der n�achste Nachbar von F[4] F[0+Right], wie aus Abbildung 7.5 ersichtlich wird.Wenn man auf Daten zugreifen m�ochte, die nicht auf einem der sechs Nachbarknotenliegen, so mu� man den Kommunikationsvorgang in elementare n�achste-Nachbar-Zugri�eaufteilen.
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Abbildung 7.6: F�ur diese Abbildung wurden Datenpakete mit 2, 4, 8, 16,32 und 64 4-Byte-Flie�kommazahlen zwischen benachbarten Prozessoren aus-getauscht. Da die Interprozessorkommunikation immer �uber die Register ge-schieht, sind gr�o�ere Pakete nur in Teilen hintereinander �ubertragbar. Die Da-ten wurden aus je zehn L�aufen ermittelt. Die Fehlerbalken sind kleiner als dieSymbole.
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Abbildung 7.7: Vergleich der lokalen Speicher-zu-Speicher-Bandbreite mit dernicht-lokalen Speicher-zu-Speicher-Bandbreite. Der theoretische Wert f�ur denlokalen Transfer liegt bei 25 Mbyte/s, f�ur den Remote-Transfer bei 16.6MByte/s.Abbildung 7.6 und Abbildung 7.7 geben einen Eindruck von der Kommunikations-bandbreite in realen Anwendungen. Man beachte, da� die Datenblockgr�o�e exponentiellansteigt, und deshalb f�ur gr�o�ere Bl�ocke die Bandbreite ansteigt. Datenbl�ocke, die gr�o�erals 64 Real-Zahlen (=256 Byte) sind, m�ussen in mehreren Teilen �ubertragen werden.Dies gilt sowohl f�ur das Kopieren lokaler Felder als auch f�ur die Prozessor-Prozessor-Kommunikation. Die Ursache hierf�ur liegt an dem speziellen Verfahren zum Datenaus-tausch. Beim Remote-Zugri� werden die Daten zun�achst aus dem Speicher in die Registergeladen, dann �ndet ein Register-zu-Register-Transfer zwischen den benachbarten Knotenstatt, und schlie�lich werden die Daten wieder in den Speicher geschrieben. Da sowohl dieankommenden als auch die ausgehenden Daten in den Registern gehalten werden und esnur 128 gibt, k�onnen in einem Befehl maximal 64 Real-Zahlen �ubertragen werden.Die Latenzzeit, das ist die Zeit zum Initialisieren des Kommunikationsvorgangs, ergibtsich aus Abbildung 7.6 durch Extrapolation zu Paketgr�o�e Null zu 4:18�s.Der Compiler l�auft inzwischen auf jedem SUN-Rechner und auf Linux-Rechnern, wo-durch man f�ur die Programmentwicklung nicht auf den Quadrics-Host festgelegt ist. F�urunser Programm betr�agt die Compiler-Laufzeit zwischen 10 und 30 min je nach verwen-deter SUN-Hardware, was die Entwicklung etwas m�uhsam macht. Eine Ursache hierf�ur istder Umstand, da� immer das komplette Programm �ubersetzt werden mu�, da es keinenLinker gibt, mit dem man Module zusammensetzen k�onnte. In der neuesten Compiler-Version ist ein solcher Linker eingef�uhrt worden, aber da unser Programm zu der Zeitbereits fertig war, der Einsatz des Linkers gr�o�ere Umstrukturierungsma�nahmen mit



7.2. REALISATION DES PROGRAMMS 69sich zieht und �uber die Stabilit�at und G�ute des Linkers keine Erkenntnisse vorlagen, habeich das Programm nicht mehr auf diese Version �ubertragen.Ein weiteres Problem der Software sind die teilweise kryptischen Fehlermeldungen, diein der Anfangsphase zum Teil noch in italienisch ausgegeben wurden. Der Debugger setztleider voraus, da� man die Quadrics ohne vorgeschaltetes Queuing-System betreibt, wasim allgemeinen nicht der Fall ist. So blieb nur write als Debug-Hilfe �ubrig.7.2 Realisation des ProgrammsNachdem im vorigen Abschnitt die Quadrics Hard- und Software beschrieben wurde, willich jetzt auf die Realisierung des Programms eingehen. Dabei werde ich die verwendetenDaten-Strukturen, das Datenlayout im Rechner und algorithmische Details beschreiben.Aus Abschnitt 5.1 entnimmt man, da� die Fermionmatrix von der StrukturLx � Ly � Lz � Lt � nSpinor � nu=d � nL=R � n =� (7.1)ist oder, zusammengefa�t,VGitter � Vintern (7.2)ist, wobei jeder Eintrag eine komplexe Zahl ist. Vintern ist gleich 16, da jeder der vierFaktoren zwei Werte annehmen kann.Es bietet sich an, drei der vier Raumdimensionen auf den Knoten zu verteilen. Um einem�oglichst gro�e Flexibilit�at zu erhalten, habe ich die Aufteilung des Gitters vom eigentli-chen Programm getrennt. An einer zentralen Stelle wird die Kon�guration der Hardware,die Gittergr�o�e und die lokale Raumrichtung angegeben. Die Aufteilung der verbleibendendrei Richtungen in lokale Untergitter, die Erstellung der Indexfelder zur Adressierung dern�achsten Nachbarn und weiterer von der Kon�guration abh�angiger Variablen geschiehtdann automatisch. Hierbei werden auch direkte ZZ-Anweisungen benutzt, die zur Com-pilezeit ausgewertet werden. Die Programmierung des Algorithmus ist auf diese Weiseunabh�angig von der Topologie.Bei der Aufteilung der vier Raumrichtungen kann man entweder die Richtungen 1, 2,3 oder die Richtungen 2, 3, 4 auf die Knoten verteilen. Bei der ersten Variante ist die Zei-trichtung lokal, was die Berechnung von Zeitscheibenerwartungswerten sehr vereinfacht.Die zweite Variante wurde n�otig, um das 123 �24 Gitter auf der QH1 mit 8 �4 �4 Topologiezu simulieren. Die t-Richtung des Gitters wird dabei in der x-Richtung des Rechners ver-teilt. Die Bestimmung von Zeitscheibenerwartungswerten geschieht in diesem Fall in zweiSchritten. Zun�achst wird der lokale Teil der Erwartungswerte gebildet und in ein Feld derL�ange tlokal eingetragen. Diese m�ussen dann in einem Feld der L�ange tglobal zusammenge-fa�t werden. Damit die Eintr�age an der richtigen Stelle stehen, m�ussen mittels der whereAnweisungen die aktiven Knoten selektiert werden.Der folgende Codeteil zeigt den Kern dieser Routine. loc ist das Feld mit den lokalent-Erwartungswerten und glob ist das Resultat mit den zusammenkopierten Werten. lattist die lokale Gitterl�ange in t-Richtung und 
att die globale.



70 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG AUF DER QUADRICSsubroutine gatherTimeSlices(locfield loc,gblfield glob)real t,ti,tfinteger i,iloc!! First sum up spatial contributions from Y and Z directiondo i=0,latt-1t=loc.[i]call GlobalSumYZOf(t)loc.[i]=dotprenddo!! Then prepare for gatherti=node_abs_x*flatttf=ti+flattt=0.0iloc=0do i=0,rlatt-1glob.[i]=0.0where ( ( ti <= t ) && ( t < tf ))glob.[i]=loc.[iloc]iloc=iloc+1endwheret=t+1.0if ( any (t == tf) )iloc=0endifenddo!! Finally do gather by summing in x directiondo i=0,rlatt-1t=glob.[i]call GlobalSumXOf(t)glob.[i]=dotprenddoendDie volle Rechengeschwindigkeit von 50 M
ops pro Knoten erh�alt man nur, wennDaten in den Registern verarbeitet werden. Speicherzugri�e bremsen den MAD-Chip.Optimal ist es, die Register zu laden und dann m�oglichst viele Rechenoperationen auf



7.2. REALISATION DES PROGRAMMS 71ihnen auszuf�uhren. Zwischenergebnisse sollten am besten in Registern gehalten werden.Da von den 128 Registern knapp �uber 100 zur Verf�ugung stehen, war die erste Idee,als Basisstruktur f�ur die Fermionen einen komplexen Vektor der L�ange 16 zu benutzen.Die Struktur der Gleichungen legt ferner eine 2 � 8 Unterstruktur nahe, so da� die TAO-De�nition schlie�lich lautet:matrix complex part.[8]matrix part fermion.[2]In den ersten Compiler-Versionen war es leider nicht m�oglich, diese Struktur zu benutzen,da der Optimierer Probleme damit hatte. Darum habe ich das Programm zun�achst auf derStruktur part aufgebaut. Kleinere Strukturen sind nicht sinnvoll, da dann die Zeit f�ur dasLaden der Register anw�achst. Ab der Version 1.1 konnte der Optimierer auch die fermionStruktur korrekt verarbeiten. Die Umstellung hat einen Geschwindigkeitsvorteil von ca.5-10% gebracht. Die folgende Routine, die eine Multiplikation mit der Fermionmatrixdurchf�uhrt, gibt einen Eindruck vom TAO-Programm.subroutine multiplyByQ()register fermion f1,f2,f3register real hr,baregister yukmat yukinteger ipo!!****** Q multiplication by new operators***local loop**************DO ipo=0,nump-1,munrollba=barmhr=hopr/for ii=0 to munroll-1yuk=yukm[ipo+ii]f3=fvin[ipo+ii]f3=localQ( yuk , f3 , ba )!!************* Q nonlocal loop with periodic boundary conditions***f1=fvin[MPU[ipo+ii,0]]f2=fvin[MPD[ipo+ii,0]]f3 = f3 + ( hr * ( f1 Qunl1 f2 ) )f1=fvin[MPU[ipo+ii,1]]f2=fvin[MPD[ipo+ii,1]]f3 = f3 + ( hr * ( f1 Qunl2 f2 ) )



72 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG AUF DER QUADRICSf1=fvin[MPU[ipo+ii,2]]f2=fvin[MPD[ipo+ii,2]]f3 = f3 + ( hr * ( f1 Qunl3 f2 ) )f1=fvin[MPU[ipo+ii,3]]f2=fvin[MPD[ipo+ii,3]]fvout[ipo+ii]=f3 + ( hr * ( f1 Qunl4 f2 bc apbc[ipo+ii] ) )enddoendUm eine m�oglichst hohe E�zienz zu erzielen, wurden die kritischen Programmteilevollst�andig ausformuliert. Dies betri�t in erster Linie alle Routinen die zur Matrixmulti-plikation geh�oren, da diese ca. 90% der Gesamtlaufzeit ausmachen. Die Operatoren yukm,Qunl1, Qunl4 : : : bc sind solche ausformulierten Programmteile. Deutlich zu erkennen istdie Trennung von "Register laden\ und "rechnen in den Registern\.Die Kommunikation zwischen den Prozessoren ist �uber die Indexfelder MPD (Nach-bar in down-Richtung) und MPU (up-Richtung) implizit realisiert. Dazu werden zu Pro-grammstart bei der Initialisierung der beiden Felder an den entsprechenden Stellen dieO�sets Left, Right : : : addiert, um die gew�unschte Topologie zu erhalten (s. Abschnitt7.1.2).Im Hybrid-Monte-Carlo wird der Conjugate-Gradient-Algorithmus zur Matrixinversi-on benutzt, bei dem bei der Bestimmung der Skalarprodukte globale Summen zu bildensind. Diese treten ebenfalls bei der Monte Carlo-Entscheidung am Ende jeder Hybrid-Monte-Carlo-Trajekorie und in den Me�routinen auf. Da die MAD-Knoten nur einfachgenau rechnen, mu� die Berechnung globaler Summen besonders sorgf�altig durchgef�uhrtwerden. Dazu wurden zwei Verfahren implementiert.Das erste realisiert eine baumartige Summation und zwar sowohl bei der lokalen Sum-mation als auch bei der Summierung der Knotenteilergebnisse. Da die Gitterdimensionenund auch die Hardware ein Vielfaches von Zwei sind (mit Ausnahme des 123 � 24 Gitters)wurde ein Bin�arbaum benutzt. Hat das lokale Untergitter ein Volumen von Vloc und dieRechnertopologie ist NX �NY �NZ , so ist der Fehler von der Ordnung(log2(Vloc) + log2(NX) + log2(NY ) + log2(NZ)) �; (7.3)statt (Vloc +NX +NY +NZ) � (7.4)bei der naiven Summation. � ist dabei die Maschinengenauigkeit, die bei IEEE P754 singleprecision 5:96 � 10�8 betr�agt. Dieses Verfahren minimiert die Zahl der Additionsoperatio-nen, und es werden jeweils Zahlen gleicher Gr�o�enordnung behandelt.



7.2. REALISATION DES PROGRAMMS 73Das zweite Verfahren implementiert das Summationsschema von Kahan [Knu81, S.229,Aufgabe 19], bei dem bei jeder Addition der Fehler mitgef�uhrt wird. Der folgende Pseu-docode summiert die Werte x1; : : : ; xn auf. � und 	 sind die Maschinen-Addition und-Subtraktion im Gegensatz zu den exakten Versionen.s0 = c0 = 0yk = xk 	 ck�1; sk = sk�1 � yk; ck = (sk 	 sk�1)	 yk; k = 1; : : : ; n (7.5)Bei exakter Arithmetik w�aren die Fehler ck identisch Null, bei endlicher Rechengenauigkeitsind sie es nicht. Der Fehler ist hier von der Ordnung2 �+O(n �2): (7.6)Solange n � 1=� ist, liefert dieses Verfahren sehr gute Ergebnisse.Das gr�o�te Untergitter in den Simulationen hat ein Volumen von 1296 (123 � 24 Git-ter auf der Q4open mit 4 � 4 � 2 Topologie). Bei der Benutzung der Kahan-Summationsind also keine Probleme zu erwarten. Da die Fehler auch deutlich kleiner als bei derBaumsummation sind, wurde in allen F�allen dieses Verfahren benutzt.Um das 83 � 16 Gitter auf der QH2 mit 8 � 8 � 4 Topologie simulieren zu k�onnen, habeich noch eine even/odd-Verschiebung in der t-Richtung implementiert. Da das Unter-gitter, wenn t lokal ist, nur 1 � 1 � 2 ist, besteht die Gefahr, da� benachbarte Punkteauf den Knoten gleichzeitig bearbeitet werden. Um dies zu verhindern, habe ich auf denKnoten mit gerader node abs id die Zeitscheiben in der Anordnung even sites �rst undauf den Knoten mit ungerader ID in der Anordnung odd sites �rst gespeichert. Dieswird erreicht, indem man nicht direkt auf die Felder zugreift, sondern �uber ein Indexfeld,das die even-odd-Anordnung implementiert. Somit �ndet das Updating auf benachbartenProzessoren immer in verschiedenen Zeitscheiben statt, und es gibt keine Probleme mitn�achsten Nachbarn. Macht man den Indexzugri� nicht an dieser Stelle, sondern ordnetdie Felder entsprechend an, so mu� man in den Me�routinen mit einem Indexzugri� dierichtige Nachbarbeziehung wieder herstellen. Ich habe mich f�ur ersteres entschieden, daso weniger �Anderungen am Programm n�otig waren und die Stelle nicht zeitkritisch ist.Vom Kommunikationsaufwand ist die Kombination 83 � 16 Gitter und QH2 sehr un-g�unstig, da in x- und y-Richtung jeder Feldzugri� auf den n�achsten Nachbarn Interprozes-sorkommunikation zur Folge hat. In der Praxis erwies sich dies aber als nicht so schlimmwie erwartet (siehe Abbschnitt 8.1).



74 KAPITEL 8. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSE
Kapitel 8Algorithmische Ergebnisse8.1 Programm-PerformanceWie ich bereits erw�ahnt habe, fanden die Simulationen bisher auf einer Cray YMP statt,und die Motivation f�ur die Portierung lag in der ungen�ugenden Rechenkapazit�at. Umeinen Vergleich zwischen den verschiedenen Rechnern, sowohl zwischen Cray und Quadricsals auch zwischen den verschiedenen Quadrics-Kon�gurationen zu erstellen, bietet sichdie Fermionmatrix-Multiplikation als Grundlage an. Die entsprechende Routine wird imConjugate-Gradient benutzt und macht ca. 90% der Gesamtlaufzeit des Programms aus.Aus der Kenntnis des Skalierungsverhaltens dieser Routine kann somit direkt auf dasGesamtprogramm geschlossen werden.F�ur diesen Test wurden die Parameter wie folgt festgelegtG = 0:3 (8.1)G� = 0:0 (8.2)K = 0:126 (8.3)Das Skalarfeld wurde mit Zufallszahlen initialisiert. Der skalare Hoppingparameter � spielthier keine Rolle, da er in der Fermionmatrix nicht auftritt. Die Parameter sind so, wie esbei einem typischen Simulationslauf der Fall ist. Tabelle 8.1 listet die Zeiten f�ur je 1000Multiplikationen auf.Der Vergleich der beiden kleinen Gitter 43 � 8 und 83 � 16 ergibt einen Faktor von un-gef�ahr zwei zwischen der Cray YMP und der Quadrics Q1 mit 8 Rechenknoten. Auf dem43 � 8 Gitter ist das Verh�altnis etwas g�unstiger f�ur die Cray als auf dem 83 � 16 Gitter. DieUrsache hierf�ur liegt im gr�o�eren Untergitter beim 83 � 16 Gitter. Da alle rechenzeitinten-siven Schleifen �uber die Untergitterl�ange gehen, funktioniert das Pipelining hier besserals auf dem 43 � 8 Gitter, somit ist die Performance besser. Weiterhin ist nat�urlich beidem kleineren Gitter das Verh�altnis von lokalen Rechenoperationen zu Kommunikationung�unstiger, da das Volumen/Ober
�achen-Verh�altnis kleiner ist.Im n�achsten Schritt will ich jetzt das Skalierungsverhalten bez�uglich Gittergr�o�e undKnotenzahl der Quadrics untersuchen. Die Zahl der Knoten w�achst von links nach rechtswie in der dritten Zeile in Tabelle 8.1 angegeben ist. F�ur das 83 � 16 Gitter sollten sichfolglich Geschwindigkeitssteigerungen von 4, 4 und 2 ergeben, wenn man in Tabelle 8.1



8.1. PROGRAMM-PERFORMANCE 75Rechner Single MAD Q1 Q4open QH1 QH2 Cray YMPKon�guration 1 � 1 � 1 2 � 2 � 2 2 � 4 � 4 8 � 4 � 4 8 � 8 � 4# Knoten 1 8 32 128 256 154:0 7:8 3:0 14:343 � 8 2:8�100:9 29:2 10:8 5:9 226:983 � 16 7:9� 5:4�131:0123 � 24 34:5�108:8 58:4163 � 32 54:4�Tabelle 8.1: Alle Angaben sind CPU-Zeit in Sekunden f�ur je 1000Fermionmatrix-Multiplikationen. Nach rechts sind die Rechnerkon�gurationenaufgetragen, nach unten die Gittergr�o�en. Leere Felder geben an, da� die Git-tergr�o�e auf dieser Kon�guration nicht l�auft. Bei den Zeiten mit � sind dieGitterdimensionen TYZ verteilt, bei den anderen XYZ.von links nach rechts geht. Gemessen wurde 3.5, 2.7 und 1.8 (jeweils XYZ-Version). DerUnterschied zwischen Theorie und Praxis l�a�t sich wieder gut mit den beiden Punkten Pi-pelining und Kommunikation erkl�aren. Beim �Ubergang von der Q1 auf die Q4open nehmenPipelining und Kommunikation nur leicht ab bzw. zu, so da� der Gewinn nahe am Opti-mum liegt. Geht man dann zur QH1 �uber, so werden diese beiden Performance-Faktorendeutlich st�arker verschlechtert. In X-Richtung ist jetzt jeder Zugri� mit Interprozessor-Kommunikation verbunden, und die Schleife �uber das lokale Gitter ist mit einer L�angevon 1 � 2 � 2 � 16 = 64 f�ur das Pipelining auch nicht mehr optimal. Eine weitere Reduktiondes lokalen Gitters auf der QH2 bringt dann allerdings keine weitere deutliche Verschlech-terung des Performanceanstiegs, wie der Faktor von 1.8 gegen�uber dem Theoriewert von2 zeigt.Den Ein
u� des Pipelinings und der Kommunikation kann man auch an den Bei-spielen erkennen, bei denen ich L�aufe sowohl in XYZ-Kon�guration als auch in TYZ-Kon�guration durchgef�uhrt habe. Aufgrund der speziellen Hardware- und Gitterkon�gu-rationen ist das lokale Volumen und damit die Schleifenl�ange f�ur das Pipelining immergleich. So ist z.B. beim 83 � 16 Gitter auf der QH2 das lokale Gitter in XYZ-Kon�guration1 � 1 � 2 � 16 und in TYZ-Kon�guration 8 � 1 � 2 � 2. In beiden F�allen sind auf jedem Knoten32 Gitterpunkte gespeichert. Der Laufzeitunterschied, den man sieht, ist also allein durchdie Kommunikation bedingt. Der geringe Performancegewinn beim 43 � 8 Gitter liegt ander eigentlich falschen Hardware-Kon�guration, die hier 2 � 4 � 4 statt 4 � 4 � 2 ist. Damitsind die Untergitter 2 � 1 � 1 � 8 bzw. 4 � 1 � 1 � 4, was kaum einen Gewinn bringt.



76 KAPITEL 8. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSE8.2 Einstellung der Parameter im Hybrid-Monte-Carlo8.2.1 MatrixinversionDie Matrixinversion ist beim Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus der kritische Teil bez�uglichder Rechenzeit wie ich in Kapitel 6 erw�ahnt habe. Da die Matrix nur n�achste Nachbarnverbindet, ist sie d�unn besetzt. Weiterhin ben�otigt man nicht direkt die inverse MatrixA�1, sondern die L�osung des Systems A x = b (8.4)bei gegebener Quelle b.Zur L�osung solcher Problemstellungen bieten sich iterative Verfahren an, bei denen dieL�osung x mittels Iteration approximativ bestimmt wird. Diese Verfahren laufen allgemeinunter dem Namen Krylov-Raum-Verfahren, da bei der Iteration eine Basis f�ur den Krylov-Raum aufgebaut wird. Eine Aufstellung und kurze Einf�uhrung in diese Verfahren gibt[BBC+93].Es gibt eine Vielzahl von Inversionsverfahren und es ist nicht a priori klar, welches beigegebener Matrix optimal ist. Die am h�au�gsten benutzten sind der Conjugate-Gradient(CG), der Minimal-Residue (MR), der Bi-Conjugate-Gradient stabilized (BiCGstab) so-wie verschiedene spezielle Variationen dieser Algorithmen. Dabei stellen die Verfahrenunterschiedliche Anforderungen an die Matrix. Der CG arbeitet nur mit positiv de�niten,symmetrischen Matrizen, der MR mit symmetrischen Matrizen und der BiCGstab auchmit unsymmetrischen Matrizen.M. Plagge hat in seiner Dissertation[Pla93] die Eignung dieser Verfahren f�ur dasHiggs-Yukawa-Modell bei verschiedenen Parametern untersucht. Der CG stellte sich dabeials g�unstigstes f�ur den hier betrachteten Parameterbereich heraus. Abbildung 8.1 zeigt dieeinzelnen Schritte beim CG in einem Pseudocode.Der CG konvergiert in maximal rang(A) Schritten. Das Abbruchkriterium rk 6= 0 kannbei Rechnungen mit endlicher Genauigkeit nat�urlich nicht aufrechterhalten werden. Viel-mehr wird man sich eine Schranke vorgeben, die erreicht werden mu�. Bei der Festlegungdieser Schranke hat man eine gewisse Wahlfreiheit in der Methode. Auf jeden Fall mu�die Schranke so gew�ahlt werden, da� die physikalischen Ergebnisse sich bei einer weiterenReduzierung der Schranke nicht mehr �andern.Abbildung 8.2 zeigt das Konvergenzverhalten des CG f�ur zwei 163 � 32 Gitterkon�-gurationen in einer Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorie. In beiden F�allen ist das typischeVerhalten zu sehen. Die obere Kurve f�angt bei jjr0jj = 2:8 � 106 an. Das Abbruchkriteriumlautet jjrkjj < jjr0jj � 10�20 = 2:8 � 10�14:In den ersten 50 Iterationen werden von diesen 20 Gr�o�enordnungen sechs bew�altigt.F�ur die restlichen 14 Ordnungen werden dann weitere 557 Iterationen ben�otigt. Im zwei-ten Fall ist das Verh�altnis �ahnlich. Hier wurde die Zahl der Iterationen durch geeigneteWahl des Startvektors mittels Educated-Guess (siehe unten) reduziert. Die Quelle b ist



8.2. EINSTELLUNG DER PARAMETER IM HYBRID-MONTE-CARLO 77k = 0; x0 = 0; r0 = bwhile rk 6= 0k = k + 1if k = 1p1 = r0else �k = rTk�1 rk�1rTk�2 rk�2pk = rk�1 + �k pk�1end�k = rTk�1 rk�1pTk A pkxk = xk�1 + �rk�1rk = b � A xkendx = xkAbbildung 8.1: Pseudocode f�ur den Conjugate-Gradient-Algorithmus. Das Ab-bruchkriterium rk 6= 0 mu� bei endlicher Rechengenauigkeit in rk < rstop oderVarianten hiervon ge�andert werden.in beiden F�allen dieselbe, da beim Hybrid-Monte-Carlo die konjugierten Momente derPseudofermionfelder, die den Quellenvektor b bilden, nicht durch die Dynamik ge�andertwerden.Die relevante Schranke wird f�ur alle praktischen F�alle auf dem langsamen Ast derKonvergenzkurve liegen. Um so wichtiger ist es, hier einen m�oglichst optimalen Wert zu�nden, da man sonst viel Rechenzeit vergibt.F�ur die in dieser Arbeit durchgef�uhrten Simulationen habe ich diese Schranke wiefolgt bestimmt. Die G�ute der Matrixinversion beein
u�t die Genauigkeit der Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorie, da der Ergebnisvektor xr in das Leapfrog-Verfahren eingeht.Eine Gr�o�e, die direkt davon abh�angt, ist der Faktor exp(Hneu �Halt) = e�H , der in dieMetropolis-Entscheidung am Ende der Trajektorie eingeht.Diesen Faktor habe ich f�ur gleiche Startkon�gurationen (Felder und Zufallszahlenge-nerator) und feste Trajektorienl�ange f�ur verschiedene Schranken bestimmt. Es wurden jezehn Startkon�gurationen gemittelt. F�ur die Gitter 83 �16 und 123 �24 wurde der Wert vone�Hbei rstop = 10�18 als exakt angenommen, beim 163 �32 Gitter bei rstop = 10�20. Es wur-den dann die relativen Abweichungen von diesem Wert f�ur die verschiedenen Schrankengem�a� �e�H(rstop) = je�Hexakt � e�H(rstop)je�Hexakt (8.5)
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Abbildung 8.2: Konvergenzverhalten des CG auf einem 163 � 32 Gitter beiG = 0:45 und � = 0:203. Das Abbruchkriterium ist jjrkjj < jjr0jj � 10�20.Die obere Kurve ist aus dem ersten CG-Aufruf in einer Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorie mit Educated-Guess-Preconditioning (5. Ordnung), die untere derzehnte Aufruf.berechnet, und deren Standardabweichung aus den zehn Werten bestimmt. Abbildung 8.3zeigt die Ergebnisse dieser Einstellungsl�aufe.Gitter 83 � 16 123 � 24 163 � 32r1%stop 10�12 10�14 10�16Tabelle 8.2: Schranken f�ur den CG mit maximal 1% relativem Fehler.F�ur rstop = 10�8 und rstop = 10�10 sind die Abweichungen noch gr�o�er als 10%, werdendann aber schnell kleiner. Setzt man 1% als Vertrauensschranke an, so mu� man dieSchranken entsprechend Tabelle 8.2 w�ahlen. Dabei wurden die Werte von r1%stop so gew�ahlt,da� �e�H(rstop) + 2 � < 0:01 ist. Dies gew�ahrleistet, da� 95.5% der Abweichungen kleinersind als 1%.8.2.2 Verbesserung der InversionUm die Zahl der Matrixmultiplikationenweiter zu verringern, gibt es verschiedene Ans�atze.Zum einen kann man versuchen, die Matrix mittels Preconditioning in eine andere, leich-ter zu invertierende Form zu bringen. Die Idee hinter diesen Verfahren ist es, anstatt das
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Abbildung 8.3: Mittlere relative Abweichung des Gewichtsfaktors e�HderMetropolis-Entscheidung. Es wurden je zehn Startkon�gurationen gemittelt.Die Parameter waren G = 0:45 und � = 0:203System Gl. 8.4 zu l�osen, das SystemM�1 A x = M�1 b (8.6)zu betrachten. Man mu� nun zus�atzlich noch in jeder Iteration das System M zk = rkl�osen. Sinnvoll ist eine solche Transformation dann, wenn die Zahl der neu hinzukommen-den Rechenschritte geringer ist, als die durch die geringere Iterationszahl eingespartenSchritte. Die even/odd-Zerlegung, bei der man die Gitterpunkte in einem Schachbrett-artigen Muster anordnet, ist solch ein Fall. Ich werde im dritten Teil auf diese Methodenoch einmal zur�uckkommen.Die gerade beschriebene Form des Preconditioning greift direkt in den Algorithmusein. Zudem ist der Code bei e�zienter Implementierung deutlich l�anger, was bei dembegrenzten Programmspeicher auf der Quadrics eine weitere Einschr�ankung bedeutet.Eine andere M�oglichkeit ist es, den Startvektor f�ur den CG m�oglichst gut zu raten.Dieses Verfahren ist im Zusammenhang mit dem Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus vonbesonderem Interesse. Beim Hybrid-Monte-Carlo werden die Feldkon�gurationen mittelsklassischer Dynamik ver�andert. Die �Anderungen verlaufen stetig in der �ktiven Zeitkoordi-nate � , und man kann auch f�ur den optimalen Startvektor ein solches Verhalten erwarten.Eine Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorie besteht aus je einem Halbschritt mit Integrations-schrittweite ��=2 am Anfang und am Ende sowieN Schritten mit �� dazwischen. Speichertman die Ergebnisvektoren des CG nach jedem Schritt, so kann man aus dieser Historie den



80 KAPITEL 8. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSEOrdnung Zahl der Iteration Zeit in s1 6548(73) 540(6)2 5842(92) 483(8)3 5274(85) 436(7)4 4850(74) 402(6)5 4531(72) 376(6)6 4294(86) 357(7)7 4281(57) 356(5)8 4492(58) 373(5)9 4684(66) 389(5)10 4847(72) 402(6)Tabelle 8.3: CIM Optimierung. Die Daten stammen von je zehn Trajektorienauf thermalisierten 163 � 32 Gittern bei G = 0:45 und � = 0:203. Die Integra-tionsschrittweite ist 0.025, die Zahl der Schritte 19. Die Zahl der Iterationenist die Summe der Iterationen aller 19 CG-Aufrufe.Startvektor f�ur die n�achste Matrixinversion vorherbestimmen. Dieses Verfahren l�auft inder Literatur unter dem Namen "Gottlieb-Trick\ [GLT+87] oder "Chronological InversionMethod\ [BTLO97]. In der ersten Referenz wurde das Verfahren nur bis zur zweiten Ord-nung betrachtet, w�ahrend es in der zweiten f�ur beliebige Ordnungen untersucht wurde.Ordnung meint hier die Zahl der benutzten vorhergehenden Ergebnisvektoren. Ich werdedie Methode im folgenden kurz als CIM bezeichnen.Die CIM N -ter Ordnung ist wie folgt de�niert. Man hat zu den Zeiten �0; : : : ; �N�1die Ergebnisvektoren x0; : : : ; xN�1 gespeichert. Der Startvektor f�ur den n�achsten Schrittbestimmt sich dann aus xN = c1 x1 + c2 x2 + : : :+ cN�1 xN�1: (8.7)Die Koe�zienten ci ergeben sich zuci = (�1)i N !i! (N � i)! ; (8.8)da Gl. 8.7 f�ur beliebige xi gelten mu�.Die Entwicklung der Startvektoren kann nat�urlich nur innerhalb einer Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorie als stetig angenommen werden, da die konjugierten Momente der Pseu-dofermionfelder (b in Gl. 8.4) jedesmal neu gew�ahlt werden. Zu Beginn einer Trajektorieliegt also keine Historie von Vektoren vor. Eine M�oglichkeit besteht darin, bei N -ter Ord-nung die ersten N Schritte ohne die CIM durchzuf�uhren und dann beim N +1-ten Schrittmit den verbesserten Startvektoren zu beginnen. Besser erschien mir aber folgendes Ver-fahren. In den Schritten k = 1; : : : ; N wird die CIM in der Ordnung k � 1 verwendet,
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Abbildung 8.4: CIM Optimierung. Die Parameter sind wie in Tabelle 8.3. ZumVergleich wurden alle Daten auf die Zahl der Iterationen bzw. die Zeit proTrajektorie bei Ordnung eins normiert.wobei f�ur k = 0 ein Startvektor mit lauter Nullen und einer 1 benutzt wird. Ab demN -ten Schritt wird dann das Verfahren N -ter Ordnung beibehalten. Die Vektoren werdendabei in einem Ringpu�er der L�ange N gespeichert, der zyklisch �uberschrieben wird.F�ur die Simulation mu� man jetzt noch die beste Ordnung �nden. W�ahlt man N zuklein, so benutzt man zu wenig Information aus der Historie. W�ahlt man N zu gro�, be-steht die Gefahr, durch weit zur�uckliegende Vektoren die Extrapolation zu verschlechtern.Irgendwo dazwischen liegt der g�unstigste Wert f�ur N . Weiterhin gilt es, die Speicheranfor-derungen zu ber�ucksichtigen. F�ur den CG selbst braucht man 6 Vektoren. Einen Ergeb-nisvektor des CG mu� man auf jeden Fall speichern, also braucht man Speicherplatz f�urN �1 zus�atzliche Vektoren, von denen beim 163 �32 Gitter jeder 16 Mbyte Hauptspeicherbelegt.Ich habe zur Bestimmung von N auf zehn Kon�gurationen jeweils eine Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorie mit CIM der Ordnung 1; : : : ; 10 laufen lassen. Ordnung 1 entspricht demFall, da� man den alten Ergebnisvektor als neuen Startvektor benutzt. Tabelle 8.3 zeigtdie Zahl der Iterationen und die ben�otigte Zeit pro Trajektorie. Man erkennt deutlich,wie die Zahl der Iterationen bis zur Ordnung sechs bis sieben abnimmt und dann wiederansteigt.Um den Mehraufwand zur Berechnung des Startvektors gegen�uber dem Gewinn beider Iterationsanzahl absch�atzen zu k�onnen, habe ich in Abbildung 8.4 die Zeiten und dieIterationen auf die Daten der ersten Ordnung normiert. Die Graphik zeigt, da� es praktisch
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Abbildung 8.5: CIM Optimierung. Die Parameter sind wie in Tabelle 8.3. DieDaten sind auf den ersten CG-Aufruf innerhalb der Trajektorien normiert. DieFehlerbalken wurden aus den zehn unabh�angigen Messungen bestimmt.
keinen Unterschied zwischen der Iterationsreduzierung und dem Laufzeitgewinn gibt. DerMehraufwand ist also vernachl�assigbar, und das Verfahren setzt die Zahl der gespartenIterationen zu 99.5% in Laufzeitgewinn um, wie eine numerische Inspektion der Wertein Abbildung 8.4 zeigt. Anders gesagt, bis zur Ordnung neun werden maximal 0.5% desZeitgewinns f�ur die aufwendigere Berechnung des Startvektors verbraucht.Neben diesen Aussagen �uber die Gesamttrajektorie ist es noch interessant zu wissen,wie die Reduktion innerhalb einer Trajektorie verl�auft. Auch dazu wurde wieder �uberzehn Startkon�gurationen gemittelt und die Zahl der CG-Iterationen innerhalb der Tra-jektorien auf die Anzahl beim ersten Aufruf normiert. Abbildung 8.5 zeigt den Verlaufder CG-Iterationen f�ur die Ordnungen 1, 4, 6 und 10.Man erkennt die spezielle Wahl der Implementierung bez�uglich der Ordnung N und derL�ange der Historie. Der Verlauf f�ur eine Ordnung N > K ist bis N = K identisch mit derMethode bei Ordnung K. Bis N = 6; 7 sieht man einen stetigen Abfall der Iterationszahlbis zum Integrationsschritt N und erreicht dann ein Plateau, das etwas unter der H�alfteder Iterationen zu Beginn der Trajektorie liegt. F�ur N > 7 steigen die Kurven nachK = 6; 7 Integrationsschritten wieder an und erreichen ein Plateau oberhalb desjenigenbei N = 6; 7. Dies ist ein Hinweis auf eine Historie, die in der �ktiven Simulationszeit zuweit zur�uckliegende Vektoren ber�ucksichtigt, und deshalb zu schlechteren Extrapolationenf�uhrt.



8.2. EINSTELLUNG DER PARAMETER IM HYBRID-MONTE-CARLO 838.2.3 IntegrationsschrittweiteEin weiterer Parameter im Hybrid-Monte-Carlo, den man einstellen mu�, ist die Inte-grationsschrittweite �� . Wie ich in Kapitel 6 geschrieben habe, betr�agt der Fehler in derLeapfrog-Integration in den zwei Halbschritten jeweils O(�� 2) und in den N Zwischen-schritten je O(�� 3). Betrachtet man jetzt eine Trajektorie der L�ange �0, so wird man beikleinem �� zwar den Fehler klein halten, aber der Rechenaufwand geht mit der Zahl derSchritte, die durch �0�� gegeben ist. Macht man andererseits �� zu gro�, so wird die Ak-zeptanzrate im abschlie�enden Metropolisschritt klein und die Autokorrelationszeit steigtan.
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Abbildung 8.6: Abh�angigkeit der Akzeptanzrate A und des Erwartungswerts< e��H > von der Integrationsschrittweite. Die Datenpunkte sind jeweils �uber50 Trajektorien gemittelt. Die Gittergr�o�e betr�agt 83 � 16, die Kopplungenliegen bei G = 0:45 und � = 0:203 und das Abbruchkriterium im CG istrstop = 10�13.Abbildung 8.6 zeigt die Abh�angigkeit der Akzeptanzrate A und des Erwartungswerts< e��H > von der Integrationsschrittweite �� . Bis zu einer Schrittweite von 0:02 liegtdie Akzeptanzrate fast bei 100% und f�allt dann linear ab. F�ur den Erwartungswert< e��H > gilt aufgrund der Erhaltung des Phasenraumvolumens im Hybrid-Monte-Carlo,[d�0][d�0] = [d�][d�], Z = Z [d�0][d�0] e�H(�0;�0) (8.9)= Z [d�][d�] e�H(�;�)��H (8.10)= Z < e��H > (8.11)
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Abbildung 8.7: Die mittlere Zahl der Iterationen im CG pro Trajektorie �uber 50Trajektorien. Links reine Iterationen und rechts dividiert durch die Schrittweite(mit Skalenfaktor 10 000). Die restlichen Daten sind wie bei Abbildung 8.6..und damit < e��H > = 1: (8.12)Aus Abbildung 8.6 erkennt man, da� diese Identit�at f�ur Schrittweiten bis � 0:05 sehr guterf�ullt ist. Die Abweichung f�ur die beiden Punkte bei �� = 0:08 und �� = 0:1 liegt inder begrenzten Statistik von 50 Trajektorien pro �� , die die Grundlage f�ur diese Datenbilden.Mit steigender Integrationsschrittweite wird auch die Extrapolation bei der Chrono-logical-Inversion-Method schlechter und der Aufwand f�ur die Inversion steigt an. Abbil-dung 8.7 zeigt die mittlere Zahl der CG Iterationen pro Trajektorie und das Verh�altnisdieser Zahl zur Schrittweite, das proportional zum Verh�altnis aus verbrauchter Rechen-zeit und zur�uckgelegter Distanz im Phasenraum ist. Obwohl bei kleinen Schrittweiten dieZahl der Iterationen deutlich geringer ist, liegt das Optimum f�ur die erzielte Dekorrelati-on pro Rechenzeiteinheit bei dieser Betrachtung bei den gr�o�eren Werten f�ur �� . Beziehtman jetzt noch die Akzeptanzrate mit ein, so bildet sich ein breiter Bereich brauchbarerSchrittweiten wie Abbildung 8.8 zeigt. Die dargestellte Gr�o�e ist gegeben durchRopt = < Niter >�� A � 10�4 (8.13)und sollte ein Minimum annehmen.In der Praxis kann man aus Rechenzeitgr�unden nicht f�ur jeden zu simulierenden Para-metersatz eine solch aufwendige Analyse durchf�uhren. Man startet mit gesch�atzten Para-metern und variiert diese solange, bis sie stimmen. Wie die Ergebnisse dieses Abschnittszeigen, hat man hierbei einen ausreichenden Spielraum f�ur eine vern�unftige Wahl. In allen
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Abbildung 8.8: Ropt wie in Gl. 8.13 de�niert in Abh�angigkeit von der Integra-tionsschrittweite. Die restlichen Daten sind wie bei Abbildung 8.6.Simulationen mit dem Hybrid-Monte-Carlo habe ich die Schrittweite so eingestellt, da�die Akzeptanzrate zwischen 75 und 80% lag.Eine Hilfe bei der Justierung der Parameter ist das Skalierungsverhalten des Hybrid-Monte-Carlo bez�uglich Volumen V = L3 � T und Schrittweite �� . Der �Anderung in derEnergie pro Trajektorie geht wie�H = CpV �� 2 +O(�� 4); (8.14)woraus �� / V � 14 (8.15)folgt, wenn die Akzeptanzrate im Limes V ! 1 konstant bleiben soll. Der Gesamtauf-wand geht dann mit V 5=4, da man N = �0�� Schritte pro Trajektorie macht. Hat man alsoauf einem kleinen Gitter bereits einen Wert f�ur die Schrittweite, so kann man ihn aufdiese Weise f�ur gr�o�ere Gitter absch�atzen.Die Abh�angigkeit von den physikalischen Parametern ist nicht so leicht bestimmbar.In unserem Modell spielt der skalare Hoppingparameter kaum eine rolle f�ur die Wahl von�� . Mit steigender Yukawa-Kopplung G mu� man jedoch �� kleiner w�ahlen, um einekonstante Akzeptanzrate zu halten.
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Abbildung 8.9: Abweichung des Skalarfeldes bei Vor- und R�uckwartsintegrati-on. Die Gittergr�o�e ist 163 � 32 G = 0:45 bzw. G = 0:3 und � = 0:203 bzw.� = 0:26.8.2.4 Reversibilit�at im Hybrid-Monte-CarloDie Gleichungen, die man beim Hybrid-Monte-Carlo integriert sind nichtlinear und somitbesteht die M�oglichkeit, da� sie f�ur bestimmte Parameter chaotisches Verhalten zeigen.Dabei meine ich mit chaotisch ein exponentielles Auseinanderlaufen von im Phasenraumnahe beieinanderliegender Kon�gurationen unter der Dynamik. K. Jansen und C. Liuhaben dies zuerst f�ur den Hybrid-Monte-Carlo in der QCD mit Eichgruppe SU(2) undSU(3) untersucht, ebenso wie die SESAM Kollaboration f�ur QCD-Kon�gurationen aufgro�en Gittern [JL95, JL97, GGH+95].Der Hybrid-Monte-Carlo erf�ullt detailliertes Gleichgewicht, wenn die Durchf�uhrungder klassischen Dynamik reversibel ist. Wenn die Dynamik chaotisch ist, dann mu� manbef�urchten, da� durch Rundungsfehler und nicht exakte Inversion Fehler auftreten, diedie Reversibilit�at verletzen.Ein Ma� f�ur das exponentielle Auseinanderlaufen benachbarter Trajektorien ist derLiapunov-Exponent �. Eine einfache, f�ur diese Arbeit ausreichende De�nition istjj��jj / e� �� NMD ; (8.16)
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Abbildung 8.10: Energiedi�erenz �H nach einer Vor- und R�uckw�artsintegra-tion. Die Parameter sind wie in Abbildung 8.9. Links die Daten f�ur G = 0:45,rechts f�ur G = 0:3.wobei NMD die Anzahl der Molekulardynamikschritte ist und mitjj��jj =vuut 14V Xx 4Xi=1 ��startx;i � �endex;i �2 (8.17)eine Norm im Raum der Skalarfeldkon�gurationen de�niert ist.In den zitierten Arbeiten wird ein von der Eichkopplung � abh�angiger Exponent � imBereich von 0:4 : : : 0:8 gefunden, also gr�o�er als Null. Das hei�t, eine sensitive Abh�angigkeitvon den Anfangsbedingungen ist gegeben und damit die Verletzung der Reversibilit�at. DieBrauchbarkeit des Hybrid-Monte-Carlo h�angt nun von der St�arke dieser Verletzung ab.Ist durch � die L�ange der Trajektorie in der �ktiven Monte-Carlo-Zeit gegeben, dannerwartet man, da� die St�arke mit p� aufgrund von Rundungsfehlern und e� � aufgrundder nicht-linearen, chaotischen Natur der Gleichungen ansteigt. Die Autoren kommen zudem Schlu�, da� ab 324 auf einem Rechner mit 32 bit Rechengenauigkeit die Fehler nichtmehr akzeptabel sind.Um dies auch f�ur das Higgs-Yukawa-Modell zu untersuchen, habe ich f�unf thermali-sierte Kon�gurationen jeweils bis zu 100 Molekulardynamikschritte vorw�arts und wiederzur�uck integriert. Dazu werden am Ende der Vorw�artsintegration die Impulse umgedreht.Am Ende des Zyklus habe ich die Fehler in der Energie und der Skalarfeldkon�gurationbestimmt. Um sicherzugehen, da� das Abbruchkriterium im CG hinreichend genau ist,habe ich bis NMD = 30 Vergleichsl�aufe mit mehreren Werten f�ur rstop durchgef�uhrt. DieL�aufe wurden alle auf dem gr�o�ten benutzten Gitter, 163 � 32, durchgef�uhrt, da man hierdie gr�o�ten Fehler erwartet.Abbildung 8.9 zeigt die Ergebnisse f�ur die Normdi�erenz des Skalarfeldes. Man sieht,da� rstop = 10�16 ausreichend ist, was sich mit der obigen Analyse deckt. Tabelle 8.4



88 KAPITEL 8. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSEG � �� �0:3 0:26 0:028 < 0:440:45 0:203 0:025 < 0:42Tabelle 8.4: Liapunov-Exponenten aus linearen Fits an die Daten in Abbil-dung 8.9.enth�alt die Werte f�ur die Liapunov-Exponenten. Wie man an der Zeichnung sieht, ist mitNMD � 100 der asymptotische Bereich noch nicht ganz erreicht. Die Werte sind somitnur als obere Schranke zu sehen. Auch im Higgs-Yukawa-Modell bekommt man einenpositiven Liapunov-Exponenten, der im gleichen Bereich liegt, wie in der QCD. Dies kannein Hinweis auf eine universelle, modellunabh�angige Eigenschaft des Exponenten sein.Da diese Untersuchungen nur zur Absicherung der Simulationen dienen, habe ich diesenAspekt nicht weiter verfolgt.Abbildung 8.10 zeigt die Di�erenz der Energien von Anfangs- und Endkon�guration,ber�ucksichtigt also auch die Impulse und Fermionfelder. Man erkennt wiederum das rstop =10�16 hinreichend klein ist. �Uber die Distanz von 100 Molekular-Dynamik-Schritten istkeine Instabilit�at zu sehen. Ber�ucksichtigt man die Verletzung der Reversibilit�at beimdetailierten Gleichgewicht mit einem Korrekturfaktor Z [GGH+95],WS(�)WMarkov(�! �0) = WS(�0)WMarkov(�0 ! �) Z; (8.18)dann ist �uber Z = e�(�H) (8.19)der Zusammenhang mit dem Fehler der Energiedi�erenz gegeben. Aus den Schwankungenvon �H f�ur die verschiedenen Werte von rstop sieht man, da� �(�H) im Bereich von 0:01liegt. Die Abweichung Z � 1 betr�agt folglich ungef�ahr 1%.Bei meinen Simulationsl�aufen habe ich eine L�ange zwischen 15 und 25 Molekular-Dynamik-Schritten benutzt, die per Zufallszahlengenerator aus diesem Intervall gleichver-teilt bei jeder Trajektorie gew�ahlt werden. Die geringe Abweichung von 1% beim gr�o�tenGitter und der st�arksten Yukawa-Kopplung sowie die Tatsache, da� Gl. 8.12 f�ur alle Simu-lationsl�aufe sehr gut erf�ullt ist, rechtfertigen den Gebrauch des Hybrid-Monte-Carlo f�urdiese Arbeit. Auf noch gr�o�eren Gittern w�aren sicherlich weitere Untersuchungen n�otig.8.3 Autokorrelationszeiten und FehlerbestimmungDie mittels Hybrid-Monte-Carlo erzeugten Kon�gurationen sind nicht unabh�angig von-einander. Dies ist bei der Ermittlung der statistischen Fehler zu ber�ucksichtigen. Die naiveDe�nition des Fehlers des Mittelwerts�x = 1pN s(x) (8.20)



8.3. AUTOKORRELATIONSZEITEN UND FEHLERBESTIMMUNG 89mit der Standardabweichung �2(x) = 1N � 1 NXi=1 (xi � x)2 (8.21)gilt nur, wenn die Messungen xi; i = 1; : : : ; N unabh�angig sind.Wenn dies nicht der Fall ist, dann mu� man die integrierte Autokorrelationszeit ber�uck-sichtigen, die ein Ma� f�ur die Abh�angigkeit zeitlich aufeinanderfolgender Kon�gurationendarstellt.8.3.1 De�nitionSei fx0; : : : ; xNg eine Folge von Messungen einer Gr�o�e x mit Mittelwert x = hxii, dannhei�t Cxx(n) = hxm xm+ni � x2 (8.22)Autokorrelationsfunktion der Gr�o�e x. Die normierte Autokorrelationsfunktion ist de�-niert durch �xx(n) = Cxx(n)Cxx(0) : (8.23)Bei der Fehlerbestimmung interessieren wir uns f�ur die Varianz der Gr�o�e x�2(x) = 
(�x)2�= *" 1N NXk=1 (xk � x)#2+= 1N "hx2i � x2 + 2 NXk=1 �1� kN��hx0xki � x2�# : (8.24)Mit der Monte-Carlo-Simulation ist eine �ktive Simulationszeit tk = k �t verbunden, wo-bei �t hier die Zeit f�ur eine Hybrid-Monte-Carlo Trajektorie ist. Numerieren wir die ein-zelnen Datenpunkte mit diesen Zeitlabeln und transformieren die Summe in ein Integral,so erhalten wir
(�x)2� = 1N �hx2i � x2 + 2�t Z tN0 �1� ttN ��hx(0)x(t)i � x2� dt�= 1NCxx(0) �1 + 2�t Z tN0 �1� ttN� �xx(t)dt� : (8.25)Die integrierte Autokorrelationszeit ist dann de�niert als�int = Z 10 �xx(t)dt (8.26)



90 KAPITEL 8. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSEund gibt die Zeitspanne an, in der die Korrelationen "auf Null\ abfallen oder, andersgesagt, die Anzahl der Updates, die man machen mu�, um unabh�angige Kon�gurationenzu erhalten.Die Zahl der Messungen soll nun so gro� sein, da� �xx(t) fast Null ist schon f�ur t� tN .Der Term mit t=tN kann dann im Integranden in Gl. 8.25 vernachl�assigt werden und wirerhalten mit �gesamt = N �t
(�x)2� = 1N Cxx(0)�1 + 2N �int�gesamt� : (8.27)Man kann jetzt zwei F�alle unterscheiden
Fall A: �t� �int ! 
(�x)2� = 1N Cxx(0) (8.28)Fall B: �t� �int ! 
(�x)2� = 2 Cxx(0) �int�gesamt= 2 Cxx(0) �intN (8.29)Der Fall A beschreibt einen Algorithmus, der im Zeitintervall �t eine unabh�angige Kon-�guration erzeugt. Der Fehler ist dann durch die naive De�nition Gl. 8.20 gegeben, die�aquivalent zur Formulierung Gl. 8.28 ist. Im zweiten Fall zeigen die erzeugten Kon�gura-tionen Korrelationen auf einer durch �int gegebenen Skala und die naive De�nition wirdum einen Faktor 2 �int modi�ziert. Man braucht im Vergleich zum Fall A 2 �int mal mehrMessungen, um den Fehler auf die gleiche Gr�o�enordnung herunterzubringen.Die Wahl von �t ist willk�urlich. In unserem Fall ist es nat�urlich, eine Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorie als Zeiteinheit zu setzen. Ebensogut h�atte man auch immer zehn Tra-jektorien als einen Zeitschritt au�assen k�onnen oder, in die andere Richtung, jeden Inte-grationsschritt bei der Molekulardynamik. Alles sind erlaubte De�nitionen.Hat man z.B. bei einem bestimmten Parametersatz eine integrierte Autokorrelations-zeit von zehn Hybrid-Monte-Carlo-Trajektorien und ist die Bestimmung der Me�gr�o�envon vergleichbarem Aufwand wie ein Update, so ist es sinnvoller, nur jede zwanzigsteTrajektorie zu messen. Der so de�nierte Algorithmus hat einen zwanzigmal gr�o�eren Si-mulationszeitschritt. Bestimmt man �int auf dieser Skala, so ist man wieder beim FallA.



8.3. AUTOKORRELATIONSZEITEN UND FEHLERBESTIMMUNG 918.3.2 Numerische Bestimmung von �int und �(x)Bei der konkreten Bestimmung von �int in Simulationen hat man zwei M�oglichkeiten.Zun�achst gibt es den direkten Weg �uber die De�nition Gl. 8.26, hier in Summenform,�int = 12 + 1Xi=1 �xx(t): (8.30)Die Autokorrelationsfunktion mu� dazu numerisch bestimmt werden. Dies geht zum einenimmer nur bis zur maximalen Simulationsdauer tN und zum anderen werden die Fehlervon �(t) mit steigendem t immer gr�o�er, so da� man einen Abschneideparameter tcut < tNeinf�uhren mu�. tcut induziert aber einen Bias im Wert von �int [Sok], n�amlich gerade denRest der Summe mit t > tcutbias(�int) = �12 Xt>tcut �xx(t) +O( 1N ): (8.31)F�ur die Varianz von �int erh�alt man andererseits�2(�int) � 2 (2 tcut + 1)N � 2int; (8.32)dabei ist �int � tcut � N vorausgesetzt. Bei der Einstellung von tcut mu� man o�ensicht-lich einen Kompromi� zwischen Bias und Fehler machen. W�ahlt man tcut zu gro�, so wirdder Fehler von �int gro�. Macht man tcut zu klein, so ist der Bias gro�. Die Autokorrelati-onszeit wird somit zu einer Funktion des Abschneideparameters.Es gibt kein allgemein g�ultiges Verfahren, den Wert f�ur tcut zu bestimmen. A. Sokalschl�agt vor, die kleinste Zeit tcut zu w�ahlen, so da� tcut � c �int(tcut) ist. Damit hat mandas Problem auf die Konstante c verschoben, die je nach Abfall von �(t) im Bereich 4 : : : 10liegen sollte. Hier mu� man von Fall zu Fall an Hand des Fehlers und des Bias entscheiden.Ein Ziel ist die Bestimmung der Autokorrelationszeit als G�utema� f�ur den Algorith-mus. Das wichtigere Ziel ist aber nat�urlich die Bestimmung der Fehler. Den Fehler be-kommt man als Funktion des Cuto�s tcut und mu� sehen, ob man ein Fenster bei hin-reichend gro�en Werten von tcut bekommt, indem der Fehler konstant ist. Die Zahl derben�otigten Rechenschritte ist O(N tmax), wenn �(tcut) / �int(tcut) f�ur 0 � tcut � tmaxbestimmt wird.Ein anderes Verfahren ist das Blocking, wie es von H. Flyvbjerg et. al. [FP89]beschrieben wurde. Dabei fa�t man die Daten in immer gr�o�eren Bl�ocken zusammenund bestimmt auf diesen geblockten Daten die naiven Fehler. Die so bestimmten Fehlerlaufen unter der Blockingtransformation in einen Fixpunkt, der den tats�achlichen Fehlerunter Ber�ucksichtigung von Korrelationse�ekten angibt und mit der De�nition Gl. 8.27identisch ist. Der Rechenaufwand ist bei diesem Verfahren nur O(N) und damit in jedemFall niedriger als oben. Hat man aber den wahren Fehler, so kann man �uber Gl. 8.29 dieAutokorrelationszeit bestimmen �int = �2(x)2 �20(x) : (8.33)



92 KAPITEL 8. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSE�20(x) ist dabei die Varianz auf den ungeblockten Daten.Das Blockingverfahren hat sich in der Praxis als sehr stabil erwiesen, da es einfachdurchzuf�uhren ist und keine Probleme mit numerischen Instabilit�aten hat.8.3.3 FehlerbestimmungDie Informationen �uber die Autokorrelationszeiten 
ie�en in die Bestimmung der statisti-schen Fehler ein. Die meisten physikalisch relevanten Me�gr�o�en sind sekund�are Gr�o�en.Bei diesen handelt es sich um Funktionen der prim�aren Gr�o�en. Der naive Sch�atzerfnaiv = 1N NXi=1 f(xi) (8.34)ist nicht erwartungstreu, d.h. der Bias ist ungleich Null und dies meist auch im LimesN !1. Besser ist es den Erwartungswert f alsf = f(x) (8.35)zu bestimmen. Dieser Sch�atzer hat einen Bias O( 1N ).Den Fehler von f �uber Fehlerfortp
anzung aus den Fehlern der prim�aren Gr�o�en zu be-stimmen ist nicht empfehlenswert und in vielen F�allen auch praktisch nicht durchf�uhrbar[Ber92]. Ein Verfahren, da� sich hier etabliert hat, ist das Bootstrap- oder als reduzierteVersion das Jackknife-Verfahren.Zun�achst werden bei diesen Verfahren die prim�aren Daten �uber eine Blockl�ange BLgemittelt. Auf diese Weise erh�alt man eine Menge mit N Mittelwerten f�ur jede prim�areGr�o�e.Beim Bootstrap werden aus der Menge von N Messungen alle m�oglichen Kombinatio-nen von N Elementen gebildet. In diesen Kombinationen k�onnen die einzelnen Messungenmit den H�au�gkeiten 0 bis N auftreten. Auf diesen neuen Samples wird der Erwartungs-wert der prim�aren Gr�o�en bestimmt, die dann in Gl. 8.35 eingehen. Man erh�alt so NNWerte f�ur f , aus denen man die Varianz bestimmen kann. Da man in den seltensten F�allenwirklich alle NN Samples auswerten kann, beschr�ankt man sich auf eine hinreichend gro�eZahl von zuf�allig gezogenen Bootstrap-Samplen.Der Jackknife ist eine reduzierte Version des aufwendigen Bootstraps. Hier werden NWerte f�ur f gebildet, indem aus den N Messungen immer eine herausgelassen wirdfJi = f(xJi ) xJi =Xj 6=i xj; i; j = 1; : : : ; N: (8.36)Der Fehler berechnet sich dann gem�a�(�J)2(fJ) = N � 1N NXi=1 (fJi � fJ)2 (8.37)



8.3. AUTOKORRELATIONSZEITEN UND FEHLERBESTIMMUNG 93Student-Verteilung Normal-VerteilungFehlergrenze �x p(j�x� x̂j < �x) Fehlergrenze �x p(j�x� x̂j < �x)N = 10 N = 201 s 0:659 0:670 1 � 0:6832 s 0:927 0:940 2 � 0:9553 s 0:987 0:9926 3 � 0:99734 s 0:9975 0:999 23 4 � 0:999 94Tabelle 8.5: Wahrscheinlichkeiten, da� das exakte Ergebnis x̂ innerhalb derangegebenen Fehlergrenzen �x liegt. Die Werte wurden mit Mathematica be-stimmt.mit fJ = 1N NXi=1 fJi : (8.38)In beiden F�allen kann man zudem noch den Bias des Erwartungswerts absch�atzen.Bei der Auswertung der sekund�aren Gr�o�en orientiere ich mich am Verfahren in [BB89]und [Ber92]. Die prim�aren Daten werden unter Ber�ucksichtigung der Autokorrelationszei-ten geblockt. Da bei den einzelnen Me�reihen maximal 10 000 Messungen vorliegen, isthier ein Kompromi� zwischen Blockl�ange und Blockanzahl zu �nden. Bei der Bestimmungvon Kon�denzintervallen ist zu beachten, da� bei geringer Blockanzahl die Student-T-Verteilung zu benutzen ist, statt der Normalverteilung. F�ur gro�e N geht diese in dieNormalverteilung �uber. Tabelle 8.5 stellt die wesentlichen Daten gegen�uber.Aus den geblockten Daten bestimme ich dann mittels des Jackknife-Verfahrens denMittelwert und den Fehler der sekund�aren Gr�o�en. Die Zahl der geblockten Samples istf�ur die einzelnen Me�reihen im Anhang angegeben.Bei Datens�atzen mit kleiner Statistik ist eine verl�a�liche Bestimmung der Autokorrela-tionszeit nicht m�oglich. Die Fehler aus dem Blocking geben dann nur eine untere Schrankef�ur den tats�achlichen Fehler an. Da die Zahl der Messungen hier meistens < 20 �int ist,sind die f�ur den Jackknife gebildeten Bl�ocke nicht mehr statistisch unabh�angig und dieangegebenen Fehler wiederum nur Untergrenzen.8.3.4 Ergebnisse f�ur die AutokorrelationszeitenTabelle 8.6 zeigt einen Vergleich der direkten Methode zur Bestimmung der integriertenAutokorrelationszeit nach A. Sokal und der indirekten mittels Blocking. Die �Uberein-stimmung ist im Bereich kleiner und mittlerer Autokorrelationszeiten sehr gut. Bei gro�enZeiten macht sich die geringe Statistik von nur 10 000 Messungen bemerkbar. Dies reicht



94 KAPITEL 8. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSEdirekt indirektGitter G � Me�gr�o�e �int �(�int) bias(�int)83 � 16 0:3 0:26 j�j 18 9 6 17Re(� ) 150 218 9 114Im(� ) 10 8 5 13Re(� R L) 78 80 5 56Im(� R L) 1:5 0:2 0:2 1C�;L(0) 17 9 6 17Tabelle 8.6: Vergleich der direkten Methode zur Bestimmung der integriertenAutokorrelationszeit nach A. Sokal und der indirekten mittels Blocking. DieAnzahl der Messungen betr�agt 10 000.Parameter Autokorrelationszeit �intGitter G � j�j Re(� ) Im(� ) Re(� R L) C�;L(0)83 � 16 0:3 0:26 17 114 13 56 170:27 14 227 14 146 140:45 0:203 15 181 13 96 15123 � 24 0:3 0:26 45 130 6 37 440:45 0:203 88 258 40 57 90163 � 32 0:3 0:26 101 123 6 3 980:45 0:203 66 135 18 39 63Tabelle 8.7: Autokorrelationszeiten ausgew�ahlter Datenpunkte. Alle Zeitenstammen aus Datens�atzen mit mehr als 5000 Messungen unter Benutzung derindirekten Methode.o�ensichtlich nicht aus, um eine Sch�atzung mit akzeptablen Fehlern zu erhalten. Eine In-spektion der Blockingfehler zeigt bei diesen Gr�o�en kein Plateau, der Fixpunkt ist somitnoch nicht erreicht, und die Werte geben nur Untergrenzen f�ur den wahren Wert an. Aberauch in diesem Fall widersprechen sich die beiden Methoden nicht.Wie der Vergleich zeigt, ist eine genaue Bestimmung der Autokorrelationszeiten beieiner Reihe mit 10 000 Messungen schon recht schwierig. Auf den gr�o�eren Gittern undbei h�oheren Werten von G nimmt die Genauigkeit ab, da hier der Fixpunkt nicht erreichtwird. Tabelle 8.7 zeigt die Autokorrelationszeiten f�ur die wesentlichen Me�punkte dieserArbeit. Eine Angabe von Fehlern ist bei der indirekten Methode schwierig, besonderswenn man kein Plateau sieht. Die Werte sollten daher alle als untere Schranke verstandenwerden. F�ur eine genaue Bestimmung m�u�te man wesentlich mehr Trajektorien rechnen.Unter Beachtung dieser Einschr�ankungen kann man aus den Daten einen Trend in



8.3. AUTOKORRELATIONSZEITEN UND FEHLERBESTIMMUNG 95der Abh�angigkeit von den Parametern und der Gittergr�o�e erkennen. Betrachtet manzuerst die Punkte bei G = 0:3, � = 0:26 auf den drei Gittergr�o�en, so steigt die Auto-korrelationszeit mit wachsendem Gittervolumen an. Bei den Skalarfeldern ist dies st�arkerausgepr�agt als bei den Fermionfeldern. Bei gleicher Gittergr�o�e 83 �16 und festem G = 0:3nimmt �int zu, wenn man weiter in die gebrochene Phase geht, was etwas erstaunlich ist,da man in der N�ahe des kritischen Punktes die gr�o�eren Autokorrelationen erwartet (cri-tical slowing down). Eine Erh�ohung von G bei �ahnlichem Abstand zur Phasengrenzlinie,(G = 0:3; � = 0:26) und (G = 0:45; � = 0:203), f�uhrt ebenfalls zu einem Anstieg von�int.Die Autokorrelationszeit von gemischten Gr�o�en wie dem Term � R L aus dem Yu-kawa-Teil der Wirkung wird durch die langsamste Zeit der eingehenden Felder dominiert.Au�allend ist auch der gro�e Unterschied zwischen Real- und Imagin�arteil derselben Me�-gr�o�e. Die Autokorrelationszeiten der rein skalaren Korrelationsfunktion C�;L(0) stimmenmit denen des Erwartungswerts �uberein. Dies gilt f�ur alle Zeiten 0 � t � T=2, obwohlhier exemplarisch nur t = 0 angegeben ist.Aufgrund dieser Daten habe ich bei der Durchf�uhrung des Jackknife-Verfahrens dieMessungen immer zu mindestens 250 geblockt. Dies tri�t f�ur alle Datenpunkte in Ta-belle 8.7 zu. Neben diesen Daten gibt es noch weitere Messungen, die zum gr�o�ten Teilbeim Feststellen der Phasengrenzlinie angefallen sind. Im Anhang sind auch f�ur diese Pa-rametereinstellungen die Ergebnisse f�ur die wichtigsten Me�gr�o�en aufgelistet. Da hieraber die Zahl der Messungen teilweise nur 1000 betrug, mu�te ich mit der Blockgr�o�ebis auf 50-100 zur�uckgehen. Die so entstandenen Fehler stammen dann nicht mehr vonunabh�angigen Messungen und untersch�atzen den wahren Fehler.
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Kapitel 9Physikalische ErgebnisseDie in den folgenden Abschnitten vorgestellten Daten sind �uber einen Zeitraum von ca.drei Jahren auf den Quadrics Rechnern des DFG Schwerpunktes in Bielefeld gemessenworden. Um den Ablauf �uber eine solch lange Periode m�oglichst bequem zu gestalten,habe ich auf den Frontendrechnern mehrere Shellskripts erstellt, die die Submission vonJobs in die Queues und die Verwaltung der anfallenden Dateien automatisiert haben.Um gleichzeitig von M�unster aus eine st�andige Kontrolle �uber die Simulationsl�aufezu haben, habe ich dar�uber hinaus mittels Tcl/Tk einen Simulationsmonitor implemen-tiert, der Statusinformationen, die w�ahrend der Joblaufzeit geschrieben werden, gra�schanzeigt. Dazu werden diese Daten in einem festlegbaren Zeitintervall automatisch perRemote-Access nach M�unster geholt, aufbereitet und angezeigt. Als Kontrollinformatio-nen dienten dabei die algorithmischen Daten� L�ange der Trajektorie,� e�H ,� Zahl der Matrixmultiplikationen pro CG-Aufruf,� Akzeptanzratesowie die physikalischen Gr�o�en� unrenormierter Vakuumerwartungswert,� Higgs-Masse aus der Absch�atzung log(C�(1)=C�(2)).Abbildung 9.1 zeigt einen Screenshot des Programms.Neben diesen speziellen Informationen gibt der Monitor auch Ausk�unfte �uber denZustand der Queues auf den beiden Rechnern und bietet die M�oglichkeit, sich die "Ge-schichte\ einer Simulation anzeigen zu lassen.
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Abbildung 9.1: Simulationsmonitor zur Remote-�Uberwachung der Jobkettenauf der Quadrics.9.1 Absch�atzung des kritischen HoppingparametersDas Phasendiagramm in der G � �-Ebene, wie es in Abbildung 5.1 dargestellt ist, istdurch numerische Daten und Mean-Field-Resultate best�atigt. Die Phase, in der wir unsheute be�nden, ist die ferromagnetische Phase (FM) mit einem von Null verschiedenenWert des Higgs-Vakuumerwartungswerts. Deshalb sollten die hier durchgef�uhrten Studienauch in der FM-Phase statt�nden.



98 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSE� = 0:10 � = 0:40�� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq p p p �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq?Thermalisierung�� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq p p p �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq�� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq p p p �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq?Messungen mit verschiedenen Werten f�ur ��� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qq p p p �� ���� ��qq qqqq qq �� ���� ��qq qqqq qqBoard#0 #15Abbildung 9.2: Schemazeichnung zum Au�nden des kritischen skalaren Hop-pingparameters auf der Q16 mit 2 � 2 � 32 Topologie.Der Kontinuumslimes kann in der N�ahe eines kritischen Punktes durchgef�uhrt wer-den. Damit liegt das relevante Parametergebiet direkt oberhalb der Phasengrenzlinie zwi-schen FM- und PM-Phase. Die erste Aufgabe besteht jetzt darin, bei gegebener Yukawa-Kopplung G einen passenden Wert f�ur � zu �nden.Das top-Quark, als bisher schwerster fermionischer Baustein des Standardmodells,hat nach letzten Messungen eine Kopplung kleiner als eins, womit der Bereich mittlererYukawa-Kopplungen in den Mittelpunkt des Interesses r�uckt. Unsere urspr�ungliche Ab-sicht war es daher, f�ur die drei Werte G = 0:3; 0:45; 0:6, die alle im Bereich mittlererKopplungsst�arke liegen, jeweils auf drei Gittergr�o�en zu messen. Die Gittergr�o�en wurdendurch die Hardwarekon�guration der Quadrics mitbestimmt und auf 83 � 16, 123 � 24 und163 � 32 festgelegt.Zun�achst habe ich bei den drei Kopplungen auf dem 83 � 16 Gitter den kritischen Hop-pingparameter abgesch�atzt, damit auf den gr�o�eren Gittern das Feintuning von � nicht soviel Rechenzeit verbraucht. Dabei stand mir zun�achst eine als Q16 verdrahtete Quadricsmit 2 � 2 � 32 Topologie zur Verf�ugung. Um diese f�ur das 83 � 16 Gitter eher ung�unstigeTopologie auszunutzen, habe ich auf einer Q1 mit 2 � 2 � 2 Topologie eine Kon�gurationaufgeheizt und diese dann 16 mal dupliziert und auf den 16 Q1 Boards der Q16 paral-lel bei verschiedenen Werten des Hoppingparameters weitersimuliert. Abbildung 9.2 zeigtdas verwendete Schema in einem Schaubild.Nachdem auf dem kleinen Gitter bei G = 0:3 der kritische Bereich bestimmt war,habe ich mit der Justierung auf dem 163 � 32 Gitter begonnen. Ziel war es, eine skalareMasse von � 0:4 � 0:5 einzustellen. Bei den gleichen Parametern wurde dann auf dem123 � 24 und 83 � 16 Gitter gemessen, um eine Absch�atzung der Finite-Size-Korrekturen



9.1. ABSCH�ATZUNG DES KRITISCHEN HOPPINGPARAMETERS 99zu erhalten. Bei der Simulation auf dem gro�en Gitter stellte sich dann schnell heraus,da� mit der zur Verf�ugung stehenden Rechenzeit lediglich zwei Werte f�ur G untersuchtwerden k�onnen. Da der Rechenaufwand mit G w�achst, haben wir uns f�ur G = 0:3 undG = 0:45 entschieden.Bei der Bestimmung des kritischen �-Bereichs hat man das Problem, diesen mitm�oglichst wenig Messungen festlegen zu m�ussen. Als Kenngr�o�en dienen dazu die vierMe�gr�o�en� Vakuumerwartungswert des Higgs-Feldes v0 oder vR,� Masse des Higgs m�,� renormierte Selbstkopplung des Skalarfeldes gR,� Masse des Fermions �R.Dabei ergibt sich gR gem�a� Gl. 5.52 aus m� und vR und ist somit keine unabh�angigeGr�o�e. Der Vakuumerwartungswert und die Fermionmasse sind zwei Me�werte mit gerin-ger Streuung und daher schnell zu messen. Die Bestimmung der Higgs-Masse ist etwasschwieriger, da hier die Streuung deutlich gr�o�er ist und bei kleiner Statistik der Pro-pagator nur bei kurzen Distanzen kleine Fehler hat. Es hat sich jedoch gezeigt, da� f�urdas Justieren eine grobe Absch�atzung der Higgs-Masse ausreichend ist. Abbildung 9.3 bisAbbildung 9.7 zeigen die angegebenen Me�gr�o�en in Abh�angigkeit vom skalaren Hopping-parameter. Die Werte der anderen Parameter lautenG� = 0 r = 1 K = 0:126 � = 1 g0=1: (9.1)Die Wahl von g0 wird, wie bereits gesagt, durch die �xe L�ange des Skalarfeldes realisiert.Bei G = 0:6 war die Statistik zu gering, um Aussagen �uber die Higgs-Masse machenzu k�onnen. An den drei Punkten � = 0:12; 0:15; 0:18 wurde mit h�oherer Statistik ge-messen. Die Daten sind in Anhang A zusammengefa�t. Bei G = 0:3 und G = 0:45kann die Absch�atzung sowohl auf dem 83 � 16 Gitter als auch auf dem 163 � 32 Gitterdurchgef�uhrt werden. Vergleicht man die Massenplots in Abbildung 9.3 sowie die Vakuu-merwartungswerte in Abbildung 9.5 und Fermionmassen in Abbildung 9.6, so ergibt sichein �ubereinstimmendes Bild. Eine Verschiebung des kritischen Werts f�ur � l�a�t sich mitder hier erreichten Genauigkeit nicht messen. Fa�t man die Ergebnisse aus den Plotszusammen, so ergeben sich f�ur �cr die Werte�cr(G = 0:3) = 0:2588(2) (9.2)�cr(G = 0:45) � 0:20 (9.3)�cr(G = 0:6) � 0:11: (9.4)Im unendlichen Volumen verschwindet die �-Masse am kritische Punkt gem�a�m�(�r) / ��r ; �r = �cr � �: (9.5)
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Abbildung 9.3: � Masse auf 83 � 16(oben) und 163 � 32(unten) in Abh�angigkeitvom skalaren Hoppingparameter �: links bei G = 0:3, rechts bei G = 0:45.Die anderen Parameter sind im Text angeben.Bei endlichem Volumen bleibt die �-Masse aufgrund von Finite-Size-E�ekten endlich.Vergleicht man die Massen-Plots auf 83 �16 und 163 �32 in Abbildung 9.3, so sieht man, da�das Minimum auf dem gro�en Gitter, wie erwartet, schmaler und tiefer ist. Bei steigenderYukawa-Kopplung wird das Minimum bei gleicher Gittergr�o�e wieder breiter. Auf dem163 � 32 Gitter habe ich den Wert f�ur G = 0:3 aus einem Fit der �-Massen an dieForm Gl. 9.5 bestimmt. Auf dem 83 � 16 Gitter lagen die Datenpunkte zu weit von �crentfernt, um hier eine ebensolche Analyse durchzuf�uhren. Abbildung 9.4 zeigt die Datenund den Fit in einem Log-Log-Plot. Das kritische � wurde bestimmt, indem der lineareRegressionskoe�zient maximiert wurde. Der Exponent ergibt sich zu� = 0:17(3): (9.6)Abbildung 9.5 zeigt den renormierten Vakuumerwartungswert vR. Betrachtet man dieWerte in der gebrochenen Phase bei ungef�ahr gleichem Abstand zum kritischen Punkt, soist bei steigender Yukawa-Kopplung ein leichter Abfall von vR zu erkennen. Die st�arkereKopplung der Fermionen an den Higgs-Sektor schw�acht die St�arke der Symmetriebre-chung, deren zugeh�origer Ordnungsparameter vR ist.
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Abbildung 9.4: Log-Log-Plot der �-Masse gegen � direkt unterhalb des kriti-schen Punktes bei G = 0:3. �cr ergibt sich zu 0.2588(2) und der Exponent �in Gl. 9.5 zu 0.17(3).

Abbildung 9.5: Der renormierter Vakuumerwartungswert vR: links auf 83 � 16,rechts auf 163 � 32. � stellt G = 0:3 Werte dar, 4 steht f�ur G = 0:45 und �steht f�ur G = 0:6.In Abbildung 9.6 ist die renormierte Fermionmasse gegen den renormierten Vakuu-merwartungswert aufgetragen. Man erkennt einen linearen Anstieg von �R, dessen Stei-gung mit wachsender Yukawa-Kopplung G zunimmt, was der Relation �R = GR vRentspricht. Tr�agt man �R gegen � auf, so erh�alt man ein �ahnliches Bild wie bei vR(�).Als letzte Kenngr�o�e f�ur den Phasen�ubergang zeigt Abbildung 9.7 die renormierte ska-lare Selbstkopplung als Funktion von �. In der symmetrischen Phase nimmt diese sehr
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Abbildung 9.6: Die renormierter  Fermionmasse �R: links auf 83 � 16, rechtsauf 163 � 32. Die Symbole sind wie in Abbildung 9.5.gro�e Werte, in der N�ahe des kritischen Punktes zeigt sich dann scharfer Abfall und da-nach verbleiben die Werte auf einem Plateau. Obwohl gR keine unabh�angige Gr�o�e ist,ist dieses Verhalten gut geeignet, den kritischen Punkt zu bestimmen.Damit m�ochte ich die Betrachtung der Festlegung des kritischen Hoppingparametersals Funktion der Yukawa-Kopplung abschlie�en. Die Daten zu den Graphiken sind inAnhang A enthalten.9.2 Finite-Size-AnalyseAus den fr�uheren Simulationen auf kleinen Gittern war ersichtlich, da� die Abh�angigkeitder Resultate von der Gittergr�o�e unterschiedlich stark ausgepr�agt ist. Eine genaue Ana-lyse lie� sich aber mit den damaligen Daten nicht durchf�uhren. Ein Ziel dieser Arbeit istes daher, hier Klarheit zu scha�en und eine Absch�atzung der physikalischen Gr�o�en imthermodynamischen Limes zu geben.In Anwesenheit von Goldstone-Bosonen erwartet man Finite-Size-E�ekte, die mit 1=L2im Limes unendlicher Gitterausdehnung, L!1, verschwinden. Dieses lineare Verhaltenin 1=L2 wurde bereits in mehreren Gitter-Modellen des Higgs-Yukawa-Sektors best�atigt[Fri93, S.125]. Bei den von mir verwendeten Gittern 83 � 16, 123 � 24 und 163 � 32 ist dieZeitrichtung zwar nicht konstant, aber das Verh�altnis T=L ist konstant und somit solltendie Korrekturen auch hier mit 1=L2 gehen.Bei der Auswertung der Daten hat man die beiden M�oglichkeiten, mit und ohne Ein-Schleifen-Korrektur beim �-Propagator zu arbeiten. Um die E�ekte der Korrektur ab-zusch�atzen, habe ich beides durchgef�uhrt. Da die Struktur des Propagators nicht sehrausgepr�agt ist und testweise durchgef�uhrte Fits mit freier Yukawa-Kopplung als zus�atz-lichem Fitparameter neben Z� und mR� zu keinem vern�unftigen Ergebnis f�uhrten, habeich mich dabei auf den minimalen Parametersatz Gl. 5.111 beschr�ankt.Die Bestimmung der verbesserten Resultate habe ich folgenderma�en durchgef�uhrt:
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Abbildung 9.7: Die renormierte skalare Selbstkopplung gR: oben auf 83 � 16,unten auf 163 � 32; links bei G = 0:3, rechts bei G = 0:45.
Zun�achst wurden auf den drei Gittern die Werte f�ur v0;L, �R ;L und m�;L bestimmt. Diesesind alle unabh�angig von Z�. m� wurde aus einem Fit an die Form Gl. 5.88 ermittelt. Ausdiesen drei mal drei Werten wurden dann mit einer in 1=L2 linearen Extrapolation dieWerte v0;1, �R ;1 und m�;1 im unendlichen Volumen festgelegt.Dieses Schema zur Bestimmung der Werte im unendlichen Volumen habe ich gew�ahlt,da die Selbstenergie �R�;L in der normierten Form Gl. 5.110 sowohl von den Parame-tern im endlichen als auch im unendlichen Volumen abh�angt. Da v0;L, �R ;L und m�;Lin der hier betrachteten Approximation nicht von Z� abh�angen, ergeben sich bei Ein-beziehung der Ein-Schleifen-Korrektur keine �Anderungen in diesen Parametern und eineselbstkonsistente Bestimmung ist nicht erforderlich. Bei der Berechnung der Fehler mitder Jackknife-Methode wurden die so bestimmten Korrekturen als konstant �uber die NJackknife-Samples betrachtet. Angesichts der geringen Schwankung der drei Werte scheintdieses Vorgehen gerechtfertigt.Bei der Extrapolation wurden die Fehler �i der Me�punkte als Gewichtsfaktoren
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Abbildung 9.8: 1=L2 Extrapolation f�ur die Parameter v0, �R undm�, die in dieEin-Schleifen-Korrektur eingehen, bei (G ; �) = (0:3; 0:26) und (0:45; 0:203).Die Symbole sind wie in Abbildung 9.9.ber�ucksichtigt. Wert und Fehler f�ur L =1 ergeben sich mit den De�nitionenS = NXi=1 1�2i Sx = NXi=1 xi�2i Sy = NXi=1 yi�2i (9.7)Sxy = NXi=1 xi yi�2i Sxx = NXi=1 x2i�2i (9.8)sowie x = 1=L2 y = y(L); L = 8; 12; 16 (9.9)zu y1 = S Sxy � Sx SyS Sxx � S2x und �2y1 = SxxS Sxx � S2x : (9.10)Die bei der Auswertung erhaltenen �-Propagatoren sind mit den zugeh�origen ange-pa�ten Funktionen der Form��(2;0)0� (p) = Z�1�;L �p̂2 +m2R�;L + �R�;L(p; v0;L; �R ;L; m�;L; v0;1; �R ;1; m�;1)� (9.11)in Abbildung 9.9 dargestellt. Die leichte Kr�ummung des Propagators zeigt den Ein
u� derFermionen, die �uber den Yukawa-Term an den skalaren Sektor koppeln. Im rein skalarenO(4)-Modell ist das Verhalten des Propagators in dem hier gezeigten Impulsbereich linear[Fri93, S.64]. Wie bereits erw�ahnt, reichte die Struktur nicht aus, um weitere Parameteraus dem Fit zu bestimmen. Dies ist anhand der sehr guten �Ubereinstimmung des Zwei-Parameter-Fits mit den Daten verst�andlich, der in einem Mehr-Parameter-Fit immer einlokales Minimum w�are.
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Abbildung 9.9: Simulationsergebnisse des �-Propagators mit angepa�ter Ein-Schleifen-verbesserter Fitfunktion. Die Gittergr�o�en sind von oben nach unten83 � 16, 123 � 24 und 163 � 32. Die Me�punkte bei G = 0:3 sind mit �, die beiG = 0:45 mit 4 bezeichnet.Der Ortsraum-�-Propagator nimmt f�ur alle sechs Datenpunkte negative Werte beigro�en Zeitabst�anden an. Dies kann bei einem Ortsraum-Fit durch die Konstante in derFit-Funktion, Gl. 5.88, ausgeglichen werden. Um bei der Fouriertransformation keine os-zillierenden Beitr�age zu erhalten, wurde das Minimum des Ortsraum-�-Propagators vonden Daten subtrahiert. Dies beein
u�t nur die Lage des Werts von �(2;0)0� (0), alle Wertebei p 6= 0 bleiben von dieser Verschiebung unber�uhrt. Beim Anpassen der st�orungstheo-retischen Form, Gl. 5.48, wurde daher der Punkt bei p = 0 nicht ber�ucksichtigt.Mit den aus diesen Fits ermitteltenWerten f�ur die Renormierungskonstante Z� wurden



106 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEdann alle weiteren renormierten Gr�o�en bestimmt.Gittergr�o�eMe�gr�o�e 83 � 16 123 � 24 163 � 32 1 1(1)v0 0:203(2) 0:159(2) 0:142(2) 0:122(4)�R 0:25(5) 0:200(2) 0:180(3) 0:154(24)m� 0:57(2) 0:40(1) 0:30(2) 0:24(5)Z1�loop� 1:36(1) 1:29(4) 1:07(6) 1:12(16)Z� 1:44(2) 1:49(7) 1:25(8) 1:32(25)v1�loopR 0:175(2) 0:146(3) 0:138(4) 0:125(7) 0:116(4)vR 0:170(2) 0:130(3) 0:127(4) 0:11(1) 0:106(4)g1�loopR 31:8(3:9) 23:3(1:8) 14:3(2:6) 11:3(6:6) 11:3(2:0)gR 33:8(2:4) 29:0(2:3) 16:7(2:9) 17:0(10:0) 15:6(2:8)G1�loopR 1:42(23) 1:35(3) 1:28(4) 1:21(14) 1:24(4)GR 1:46(43) 1:52(4) 1:29(4) 1:05(31) 1:46(4)Tabelle 9.1: Daten und Resultate der 1=L2 Extrapolation f�ur (G ; �) =(0:3; 0:26) (Me�reihe A). Die mit Index 1� loop versehenen Datenreihen sindmit dem verbesserten Propagatoransatz bestimmt. Die Spalte 1 gibt die ex-trapolierten Werte an. Mit1(1) wurden die Werte bezeichnet, die aus bereitsextrapolierten Werten berechnet wurden.Tabelle 9.1 und Tabelle 9.2 fassen die wichtigsten Daten zusammen. Im Anhang A sinddie zugeh�origen Plots zu �nden. Die jeweils ersten vier Gr�o�en sind unabh�angig vonein-ander, die weiteren sind Funktionen dieser vier. Da die Daten auf nur drei Gittergr�o�envorliegen, hat man bei der Extrapolation wenig Wahlm�oglichkeiten. Bei den abh�angigenGr�o�en kann man zum einen direkt zu L = 1 extrapolieren oder zuerst die unabh�angi-gen Variablen im unendlichen Volumen ermitteln und daraus die abh�angigen bestimmen.Beides wurde durchgef�uhrt und die Ergebnisse sind in den beiden Tabellen in der Spal-te 1 und 1(1) aufgelistet. Die Werte stammen immer aus dem besten Fit �uber alledrei Gittergr�o�en. Zur Fehlerbestimmung bei der direkten Extrapolation habe ich 10 000Samples nach folgender Vorschrift generiertMethode 11. bilde xMCL = xL + zN ��xL; L = 8; 12; 16, mit normalverteiltem zN (zN = 0,�2(zN) = 1),2. w�ahle eins der vier Sets ff1,2g, f1,3g, f2,3g, f1,2,3gg mit gleicher Wahrscheinlich-keit,3. bestimme den Wert xMC1 durch Fit an das in Schritt 2 festgelegte Subset.



9.2. FINITE-SIZE-ANALYSE 107Gittergr�o�eMe�gr�o�e 83 � 16 123 � 24 163 � 32 1 1(1)v0 0:169(1) 0:129(2) 0:114(1) 0:096(3)�R 0:34(2) 0:250(3) 0:221(4) 0:18(1)m� 0:63(1) 0:42(1) 0:28(2) 0:22(6)Z1�loop� 0:89(1) 0:86(3) 0:88(5) 0:86(8)Z� 1:28(2) 1:13(5) 1:07(7) 1:0(1)v1�loopR 0:179(2) 0:139(3) 0:122(4) 0:105(7) 0:104(3)vR 0:149(2) 0:122(3) 0:110(4) 0:099(7) 0:096(4)g1�loopR 37:2(1:9) 27:4(2:7) 15:9(3:6) 13:9(9:0) 13:4(2:3)gR 53:6(2:5) 35:7(3:3) 19:3(4:0) 13:6(11:0) 15:2(2:6)G1�loopR 1:9(1) 1:78(3) 1:79(7) 1:71(12) 1:74(3)GR 2:3(1) 2:03(4) 2:05(15) 1:94(24) 1:85(3)Tabelle 9.2: Daten wie in Tabelle 9.1 f�ur (G ; �) = (0:45; 0:203) (Me�reihe B).Bei den Werten 1(1) habe ich folgendes Verfahren benutztMethode 21. bilde (xMC1 ; yMC1 ) = (x1; y1) + zN � (�x1;�y1), mit normalverteiltemzN = (zN;1; zN;2) (zN = 0; �2(zN ) = 1),2. berechne den Wert wMC1 (xMC1 ; yMC1 ).Von den so erhaltenen Samples habe ich die Standardabweichung als Fehler angegeben.Zur Kontrolle habe ich mir auch die Histogrammverteilung und die durch den Wert unddie Standardabweichung de�nierte Normalverteilung angesehen. Bei keinem Wert gab essigni�kante Abweichungen dieser beiden Verteilungen, was die Art der Fehlerbestimmungrechtfertigt.Auch bei den hier betrachteten Gittergr�o�en, die f�ur Simulationen mit dynamischenFermionen recht gro� sind, zeigen die meisten Me�gr�o�en noch ausgepr�agte Finite-Size-E�ekte. Im folgenden bezeichne ich die Daten bei (G ; �) = (0:3; 0:26) als Me�reihe Aund die bei (G ; �) = (0:45; 0:203) als Me�reihe B.Das 1=L2-Verhalten ist f�ur die drei bei der Ein-Schleifen-Korrektur eingehenden Wertesehr gut erf�ullt, was aus Abbildung 9.8 ersichtlich ist und aus den kleinen Fehlern derL = 1 Werte. Die Higgs-Masse zeigt zwar die gr�o�te Schwankung, aber der bosonischeAnteil der Korrektur variiert nur schwach mit der Masse.Die Renormierungskonstante Z� zeigt in der Me�reihe A noch einen deutlichen Ein-bruch beim �Ubergang vom 123 �24 auf das 163 �32 Gitter und zwar sowohl in der einfachen



108 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEals auch in der Ein-Schleifen-verbesserten Version. Dieser Abfall zeigt sich in den abh�angi-gen Gr�o�en bei den einfachen st�arker als bei den verbesserten. In Me�reihe B ist der kor-rigierte Wert von Z� innerhalb der Fehler konstant, w�ahrend der unkorrigierte Wert nochdeutliche Finite-Size-E�ekte zeigt. In beiden Reihen ist der Wert aus dem Ein-Schleifen-verbesserten Propagator kleiner als der aus dem Baumgraphen-Propagator bestimmteWert. Dies liegt an der leichten negativen Kr�ummung des numerisch bestimmten Propa-gators, die durch die R�uckwirkung der Fermionen verursacht wird. Z� als inverse Steigungdes Propagators bei kleinen Impulsen ist daher kleiner im einfachen Ansatz. Im verbes-serten Ansatz wird die Kr�ummung durch den Korrekturterm aufgehoben und der leichtnegativ gekr�ummte Verlauf nach oben zum linearen Verlauf gebogen. Dabei vergr�o�ert sichdie Steigung und verkleinert somit Z�. Abbildung 9.10 zeigt die Ein-Schleifen-Korrekturenf�ur die beiden Me�reihen auf dem 163 � 32 Gitter.

Abbildung 9.10: Ein-Schleifen-Korrektur zum �-Propagator f�ur Me�reihe Aund B auf dem 163 � 32 Gitter. Die Symbole sind wie in Abbildung 9.9.Vergleicht man die Korrekturen mit den Propagatoren in Abbildung 9.9, so sieht man,da� sie in der gleichen Gr�o�enordnung liegen wie ��(p) selbst. Wie erwartet, nehmen siemit steigendem Impuls zu und gleichen so die Abweichung durch die negative Kr�ummungdes Propagators aus. Die Higgs-Masse ist bei den beiden Parametereinstellungen nahezugleich. Die deutlich gr�o�ere Korrektur bei Me�reihe B kommt durch den kleineren Vaku-umerwartungswert zustande und durch die gr�o�ere Fermionmasse �R . Insbesondere diest�arkere Kr�ummung ist ein E�ekt von �R , da v0 nur als gemeinsamer Skalierungsfaktordes bosonischen und fermionischen Anteils eingeht. Dies zeigt sehr sch�on den zunehmen-den Ein
u� der Fermionen auf den skalaren Sektor bei steigender Yukawa-Kopplung, derdurch die Korrektur o�ensichtlich fast vollst�andig erfa�t wird.Bei den Yukawa-Kopplungen zeigen die Ein-Schleifen-verbesserten Werte auch einbesseres 1=L2-Verhalten. Die hier benutzten Yukawa-Kopplungen wurden mittels derBaumgraphen-Relation, Gl. 5.65, unter Benutzung der Golterman-Petcher-Identit�at beider Fermionmassenbestimmung ermittelt. Die Korrekturen bez�uglich der Gittergr�o�e sindklein. Bei Me�reihe B ist zwischen dem 123 � 24 und dem 163 � 32 Gitter kein Unterschiedmehr zu sehen. Bei Me�reihe A liegen die Unterschiede um 5%, was bei einem Fehler



9.2. FINITE-SIZE-ANALYSE 109von 3-4% eine Gleichheit der Werte durchaus zul�a�t. Der deutliche Unterschied der nicht-verbesserten extrapolierten Yukawa-Kopplungen in Me�reihe A liegt an dem gro�en Fehlerdes Werts von G83�16R , der beim gewichteten Fit eine geringere Bedeutung bekommt. DerFehler von GR [1] ist demzufolge auch entsprechend gro� und das Ergebnis mit demindirekt extrapolierten Wert GR [1(1)] vertr�aglich.Die gr�o�te Abweichung vom linearen Verhalten in 1=L2 zeigt die renormierte quartischeSelbstkopplung des Skalarfeldes gR. Anhand der drei Datenpunkte l�a�t sich leider nichtausmachen, ob Werte mit steigendem L nach unten vom linearen Fall abweichen. EinVergleich der direkt (1) und indirekt (1(1)) bestimmten Werte im thermodynamischenLimes zeigt eine gute �Ubereinstimmung der Mittelwerte, wobei zu ber�ucksichtigen ist, da�die direkt extrapoliertenWerte Fehler von 60-90% haben. Auf jeden Fall nehmen die Wertemit steigendem L mindestens wie 1=L2 ab, und die lineare Extrapolation kann somit alsobere Schranke angesehen werden. Gittergr�o�eMe�gr�o�e 83 � 16 123 � 24 163 � 32 1 1(1)v0 0:277(1) 0:260(1) 0:254(2) 0:246(2)�R 0:36(1) 0:316(2) 0:309(4) 0:290(6)m� 0:80(7) 0:53(8) 0:60(13) 0:41(12)Z1�loop� 1:29(2) 1:28(6) 0:98(29) 1:24(25)Z� 1:41(2) 1:39(8) 1:01(31) 1:31(29)v1�loopR 0:245(2) 0:230(6) 0:259(46) 0:219(34) 0:221(10)vR 0:234(2) 0:221(6) 0:254(46) 0:212(35) 0:215(11)g1�loopR 31:9(5:6) 15:9(4:9) 16:3(9:0) 6:2(9:8) 10:4(6:1)gR 35:1(6:2) 17:3(5:3) 16:8(9:5) 6:2(10:7) 11:2(6:6)G1�loopR 1:46(6) 1:37(4) 1:20(20) 1:28(16) 1:32(4)GR 1:53(6) 1:42(5) 1:22(21) 1:31(17) 1:37(4)Tabelle 9.3: Daten wie in Tabelle 9.1 f�ur (G ; �) = (0:3; 0:27) (Me�reihe C).In Tabelle 9.3 und Tabelle 9.4 sind die Resultate der Finite-Size-Extrapolationen f�ur jeeinen weiteren Wert des skalaren Hoppingparameters pro Yukawa-Kopplung angegeben.Diese Daten werden im n�achsten Abschnitt f�ur die Skalierungs-Analyse ben�otigt und sindmit Me�reihe C und D bezeichnet. Auf den beiden kleinen Gittern 83 � 16 und 123 � 24wurden die Daten mit ausreichender Statistik gemessen. Auf dem 163 � 32 Gitter ist diesnicht der Fall. Die Fehler auf diesem Gitter sind dementsprechend gr�o�er. Tabelle 9.5 zeigtdie Zahl der Messungen und die Blockgr�o�e f�ur das Jackknife-Verfahren. Bei der Angabeder Fehler ist wieder zu ber�ucksichtigen, da� bei wenigen Bl�ocken die Kon�denzintervallemit der Student-T-Verteilung zu bestimmen sind und nicht mit der Normalverteilung. Beider Ermittlung von Fehlern mit dem Monte-Carlo-Verfahren wurden die Monte-Carlo-



110 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEGittergr�o�eMe�gr�o�e 83 � 16 123 � 24 163 � 32 1 1(1)v0 0:207(2) 0:176(1) 0:178(3) 0:155(2)�R 0:41(1) 0:339(3) 0:342(10) 0:293(9)m� 0:61(5) 0:57(5) 0:67(10) 0:59(8)Z1�loop� 0:98(1) 0:95(5) 0:89(12) 0:91(11)Z� 1:33(3) 1:16(7) 1:02(16) 1:00(15)v1�loopR 0:210(2) 0:180(4) 0:190(14) 0:160(14) 0:163(7)vR 0:180(3) 0:163(5) 0:177(14) 0:154(15) 0:155(9)g1�loopR 25:3(4:2) 30:0(5:4) 29:0(12:4) 32:8(11:1) 41:0(11:8)gR 34:5(5:8) 36:6(6:8) 33:4(14:5) 36:7(13:7) 43:7(12:9)G1�loopR 1:94(7) 1:88(4) 1:78(9) 1:80(10) 1:84(3)GR 2:27(8) 2:08(6) 1:91(11) 1:87(13) 1:90(3)Tabelle 9.4: Daten wie in Tabelle 9.1 f�ur (G ; �) = (0:45; 0:21) (Me�reihe D).Samples allerdings wie auch oben mit normalverteilten Zufallszahlen bestimmt. Da dieNormalverteilung bei gegebener Varianz schneller abf�allt als die Student-T-Verteilung mitN <1 Freiheitsgraden, sollte dies den Fehler leicht untersch�atzen.Da die Extrapolation mittels gewichteter Fits durchgef�uhrt wird, erwarte ich trotzder Hinzunahme der ungenaueren 163 � 32 Werte eine Verbesserung bei der Bestimmungder L = 1 Werte. Abweichend von der oben beschriebenen Methode 1 (s. S.106) zurErmittlung des Fehlers der1Werte, habe ich mich in diesem Fall auf die Sets f1; 2g undf1; 2; 3g beschr�ankt. Die beiden Sets f1; 3g und f2; 3g h�atten den Datenpunkten auf dem163 � 32 Gitter zu gro�es Gewicht gegeben, da es sich hier bei zwei Datenpunkten nichtmehr um einen Fit, sondern nur noch um die eindeutige L�osung von zwei Gleichungenmit zwei Unbekannten handelt.Abbildung 9.11 zeigt die drei Me�gr�o�en, die in die Ein-Schleifen-Korrektur eingehen.Beim unrenormierten Vakuumerwartungswert und bei der Fermionmasse ist die Extrapo-lation gut durchzuf�uhren. Die Higgs-Masse ist problematisch, da die drei Punkte keineneindeutigen Trend zeigen. Sowohl in Me�reihe C als auch in D steigt die Masse auf dem163 � 32 Gitter wieder an. Ob dies ein echter E�ekt ist oder nur durch die kurze Statistikhervorgerufen wird, ist anhand der Daten nicht zu entscheiden. Wie oben bereits gesagt,zeigt der bosonische Anteil der Ein-Schleifen-Korrektur nur eine schwache Abh�angigkeitvon der skalaren Masse, und der fermionische Teil ist unabh�angig davon. Darum erwarteich hier keine gro�en systematischen Fehler.Das Verhalten der in Tabelle 9.3 und Tabelle 9.4 zusammengefa�ten Daten der Me�-reihen C und D zeigt ein analoges Verhalten wie die Me�reihen A und B. Die verbessertenWerte zeigen einen etwas 
acheren Verlauf mit 1=L2, was wieder auf die Absorption von



9.2. FINITE-SIZE-ANALYSE 111Gitter G � #Messungen Blockgr�o�e #Bl�ocke83 � 16 0:3 0:26 10500 500 210:27 10000 500 200:45 0:203 13000 650 200:21 4500 250 18163 � 32 0:3 0:26 6000 300 200:27 3300 300 110:45 0:203 10500 500 210:21 8400 400 21163 � 32 0:3 0:26 6600 300 220:27 1200 150 80:45 0:203 8000 400 200:21 750 150 5Tabelle 9.5: Anzahl der Messungen und der Blockgr�o�en f�ur das Jackknife-Verfahren bei den in der Finite-Size-Analyse verwendeten Parameters�atzenund Gittergr�o�en.

Abbildung 9.11: 1=L2 Extrapolation f�ur die Parameter v0, �R und m� bei(G ; �) = (0:3; 0:26) und (0:45; 0:203). Die Symbole sind wie in Abbildung 9.9.Finite-Size-E�ekten durch die Ein-Schleifen-Korrektur hinweist. Insgesamt ist der Ein
u�der Gittergr�o�e etwas geringer als bei den Me�reihen A und B. Ein Grund hierf�ur kann inder Higgs-Masse liegen, die hier auf allen drei Gittern im mittleren Bereich liegt, w�ahrendsie in Me�reihe A und B mit steigender Gitterausdehnung deutlich abf�allt und dadurch zust�arkeren Finite-Size-Fehlern f�uhrt. Die skalare Selbstkopplung zeigt keinen eindeutigenTrend. In Me�reihe C f�allt sie zun�achst vom 83 � 16 zum 123 � 24 Gitter stark ab, um dannkonstant zu bleiben. In Me�reihe D ist hingegen aus den drei Punkten kein Trend zu er-



112 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEsehen. �Altere Resultate unserer Arbeitsgruppe auf 63 �12 Gittern bei den Parametern vonMe�reihe C geben hier auch keine Hinweise. Der unrenormierte Vakuumerwartungswertund die Fermionmasse passen zwar gut ins Bild, die weiteren Daten jedoch nicht. DieUrsache hierf�ur liegt in der ge�anderten Bestimmung der transversalen skalaren Renormie-rungskonstante Z�. Bei Me�reihe D gibt es keine alten Daten.Die Finite-Size-Analyse zeigt, da� auch auf gro�en Gittern noch deutliche E�ekte zusehen sind. Die St�arke scheint mit zunehmendem Abstand vom kritischen Punkt abzuneh-men, was darauf hindeutet, da� die Masse des �/Higgs-Teilchens die Hauptursache ist.Die Ein-Schleifen-Korrektur f�uhrt zu verbesserten Werten, die weniger E�ekte des endli-chen Gitters zeigen. Trotz des minimalen Parametersatzes f�ur die verbesserte Fitfunktion,ist ein deutlicher Unterschied zu den unverbesserten Daten zu sehen. Die Optimierungvon Z� allein reicht aber o�ensichtlich nicht aus, die Volumene�ekte zum gr�o�ten Teilzu beseitigen. Betrachtet man die in die Ein-Schleifen-Korrektur eingehenden drei Me�-gr�o�en, so sieht man hier auch deutlich die Abh�angigkeit von der Gitterausdehnung L.Diese Gr�o�en sind aber unabh�angig von Z�. Inwieweit ein erweiterter Fitansatz mit mehrParametern die Situation verbessern w�urde, l�a�t sich nicht beantworten, da diese Fitsnicht zu eindeutigen Ergebnissen f�uhrten und somit unbrauchbar sind.Im Gegensatz zu den Erwartungen aufgrund der fr�uheren Resultate auf kleinen Git-tern sind die Finite-Size-E�ekte auch bei mittleren Yukawa-Kopplungen gro�. Dies l�a�tvermuten, da� bei starken Yukawa-Kopplungen die Gitter noch gr�o�er sein m�u�ten unddamit jenseits des zur Zeit Machbaren liegen.9.3 Skalierungs-AnalyseNach der Analyse der Finite-Size-E�ekte im vorigen Abschnitt will ich jetzt auf dem 83 �16und 123 � 24 Gitter die �Ubereinstimmung der nicht-perturbativen Daten aus der Simulati-on mit der Ein-Schleifen-St�orungstheorie testen. Wie oben bereits besprochen, beschreibtdie �-Funktion in dieser Ordnung eine Theorie mit trivialem Szenario, d.h. beim Konti-nuumslimes verschwinden die skalare Selbstkopplung und die Yukawa-Kopplungen, unddie so de�nierte Kontinuumstheorie ist eine Theorie mit freien Bosonen und Fermionen,was nicht mehr dem Standardmodell entspricht.Um diesen Test durchzuf�uhren habe ich auf den beiden Gittern neben den beidenMe�reihen A und B noch an je einem weiteren Punkt f�ur jede Yukawa-Kopplung ge-messen. Diese Daten sind in den Me�reihen C und D enthalten. Auf der Grundlage die-ser vier Me�reihen soll bei zwei verschiedenen Verh�altnissen von Cuto� zu Higgs-Massedas Skalierungsverhalten der nicht-st�orungstheoretischen und st�orungstheoretischen Re-sultate verglichen werden. Da die Ergebnisse auf den endlichen Gittern noch deutlicheFinite-Volume-E�ekte zeigen, und die Ein-Schleifen-�-Funktion im unendlichen Volumenbestimmt wurde, werde ich zum Vergleich die zu L =1 extrapolierten Werte benutzen.Soweit m�oglich, verwende ich die 1(1) Daten aus den Tabellen 9.1 bis 9.4 f�ur dieseAnalyse.



9.3. SKALIERUNGS-ANALYSE 113Beim Vergleich mit der st�orungstheoretischen �-Funktion, Gl. 5.115, ist zu ber�uck-sichtigen, da� diese mit der Kontinuumsnormierung der Felder berechnet wurde und dieKopplungen dementsprechend umzurechnen sind. Die Beziehungen zwischen den Gitter-und Kontinuumskopplungen lautenG0 = G 2Kp2� G0� = G�2Kp2� und g0 = 6��2 : (9.12)Bei den hier betrachteten Parameters�atzen reduzieren sich die drei Beziehungen f�ur dienackten Gr�o�en auf die erste, da G� = G0� = 0 und g0 = � =1 sind.Die Berechnung der Werte mit der Ein-Schleifen-�-Funktion habe ich mit Mathe-matica durchgef�uhrt. Dazu wurde das Di�erentialgleichungssystem, Gl. 5.115, numerischnach den folgenden �Uberlegungen au�ntegriert. Die nackten Kopplungen entsprechen denKopplungen am Cuto�. Ich habe g0 = 104 und G0 (G ) gem�a� Gl. 9.12 gew�ahlt. Da�der Wert der nackten skalaren Selbstkopplung als Approximation f�ur g0 =1 ausreichendgro� ist, habe ich getestet durch einen Vergleichslauf mit g0 = 105, der keine Abweichun-gen zeigte. Die Integration erfolgt dann �uber die Skalenvariable � = log(�=�). Dabei ist� der Cuto� und � legt die Energieskala fest, bei der die Messungen durchgef�uhrt wer-den. In unserem Fall startet man bei � = � also � = 0, da hier die nackten Kopplungende�niert sind. Die Skala, bei der die Simulation statt�ndet, wird durch die Higgs-Massegesetzt, d.h. das Ende der Integration ist bei � = mHiggs. Der Cuto� auf dem Gitter mitGitterabstand a ist durch � = �=a gegeben, daraus folgt das Verh�altnis�mHiggs = �am� ; (9.13)wobei die Higgs-Masse mit der �-Masse identi�ziert wurde. Damit nimmt die Integrationfolgende Form an Z �f0 d� = Z gRg0 dg�g ; Z �f0 d� = Z GR G0 dG �G (9.14)mit �f = log �am� : (9.15)Dies de�niert bei gegebenen nackten Kopplungen und der Higgs-Masse renormierte Kopp-lungen, die mit denen der Simulationen verglichen werden k�onnen. Die Di�erentialglei-chung f�ur G� entf�allt in diesem Fall, da G0� = 0 und damit auch GR� = 0 ist.Die Fehlerangaben der Ein-Schleifen-Resultate stammen aus der Unsicherheit bei derBestimmung der Higgs-Masse und geben die Standardabweichung von 1000 mittels Monte-Carlo-Verfahrens erzeugten Samples an.Tabelle 9.6 und Abbildung 9.12 zeigen die nicht-st�orungstheoretischen Daten der Si-mulation und die entsprechenden Ergebnisse aus der Ein-Schleifen-�-Funktion. Im Plot



114 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEm� gR GR G � MC-Sim. MC-Sim. �-Fkt. MC-Sim. �-Fkt.0:3 0:26 0:24(5) 11:3(2:0) 12:2(1:1) 1:24(4) 1:26(3)15:6(2:8) 1:46(4)0:27 0:41(12) 10:4(6:1) 15:4(2:3) 1:32(4) 1:30(4)11:2(6:6) 1:37(4)0:45 0:203 0:22(6) 13:4(2:3) 13:7(1:2) 1:74(3) 1:59(6)15:2(2:6) 1:85(3)0:21 0:59(8) 41:0(11:8) 19:8(1:4) 1:84(3) 1:82(4)43:7(12:9) 1:90(3)Tabelle 9.6: Vergleich der nicht-st�orungstheoretischen Daten und der entspre-chenden Resultate aus der Ein-Schleifen-�-Funktion f�ur die L ! 1 extrapo-lierten Werte aus Abschnitt 9.2. Die obere Reihe der beiden Parameters�atzeenth�alt die Werte mit Ein-Schleifen-Korrektur, die untere Reihe die Werte ohneKorrektur. In beiden F�allen wurden die 1(1) Werte benutzt.sind nur die verbesserten Kopplungen dargestellt. Die Linien im Plot zeigen die Entwick-lung der Kopplungen bei der Integration der �-Funktion im Bereich der Higgs-Masse von1.0 bis 0.1.Die Daten bei G = 0:3 zeigen eine gute �Ubereinstimmung mit der �-Funktion. Dieentsprechenden Paare liegen weniger als eine Standardabweichung sowohl in gR- als auchin GR -Richtung auseinander. Dabei ist die Abweichung bei Me�reihe A geringer als beiMe�reihe C, was an der besseren Statistik liegen k�onnte. Da� im Vergleich zu den Datenaus der �-Funktion die numerischen Ergebnisse eine gegenl�au�ge Tendenz bei steigenderHiggs-Masse haben, l�a�t sich aufgrund der Fehlerbalken nicht als Aussage belegen. Beibeiden Me�reihen ist die �Uberstimmung der Yukawa-Kopplungen besser als die der ska-laren Selbstkopplungen. Die Ursache hierf�ur kann in der Extrapolation liegen, da bei gRnicht auszuschlie�en ist, da� es gr�o�ere Abweichungen vom 1=L2 Verhalten gibt, wie derletzte Abschnitt gezeigt hat.Bei G = 0:45 ist bei � = 0:203 die �Ubereinstimmung der numerischen Werte derquartischen Kopplung des Skalarfeldes mit denen aus der �-Funktion hervorragend, daf�urgibt es bei GR Abweichungen von mehr als 2�. Bei � = 0:21 ist es genau umgekehrt, hiersind die Abweichungen bei GR minimal und die bei gR gro� aber noch im 2�-Bereich.Im Gegensatz zu G = 0:3 l�auft die Trajektorie unter Renormierungstransformationenwesentlich 
acher und somit k�onnen kleine �Anderungen in der Massenskala gro�e �Ande-rungen in der renormierten Yukawa-Kopplung nach sich ziehen. Dies kann die Diskrepanzder Daten bei � = 0:203 erkl�aren. Die Abweichung von gR bei � = 0:21 kann wieder durchdie bei geringer Statistik schwierigere Extrapolation begr�undet werden. Ein Hinweis hier-auf liegt auch in der deutlichen Abweichung der direkt und indirekt extrapolierten Daten
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Abbildung 9.12: Vergleich der Ein-Schleifen-�-Funktion mit den numerischenDaten. � bezeichnet G = 0:3 Werte und 4 G = 0:45 Werte. Die gr�o�e-ren Symbole geh�oren zu den h�oheren Werten der skalaren Selbstkopplung �.Die fetten Symbole und Fehlerbalken sind die der �-Funktion. Die Linien deu-ten den Verlauf der renormierten Kopplungen bei festen nackten Parametern(G0 ; g0) als Funktion von log(�=am�) gem�a� der �-Funktion an. Die gepunk-tete Linie geh�ort in beiden F�allen zum gr�o�eren �.f�ur gR (s. Tabelle 9.3 und Tabelle 9.4). Bei steigender Higgs-Masse zeigen die beiden Da-tenpaare aus Me�reihe B und D aber dieselbe Tendenz, wie die st�orungstheoretischenDaten.Vergleicht man die Werte aus der �-Funktion mit den Daten inklusive und exklusi-ve der Ein-Schleifen-Korrektur, so ist die Abweichung der verbesserten Gr�o�en bei denYukawa-Kopplungen in allen F�allen kleiner. Bei den skalaren Selbstkopplungen tri�t diesauf die Punkte aus den beiden Me�reihen A und B zu, die mit besserer Statistik bestimmtwurden. Bei den Me�reihen C und D sind die Ergebnisse aus den beiden Bestimmungsme-thoden aufgrund der Fehlerbalken nicht voneinander aufzul�osen, so da� hier keine Aussagegetro�en werden kann.Fa�t man die Resultate zusammen, so kommt man zu dem Schlu�, da� die nicht-perturbativen Monte-Carlo-Resultate die perturbative Ein-Schleifen-�-Funktion im we-sentlichen best�atigen. Kleinere Abweichungen sind im Rahmen der statistischen Fehlererkl�arbar. Dar�uber hinaus kann die volle, nicht-st�orungstheoretische �-Funktion, die dasSkalierungsverhalten der Monte-Carlo-Daten beschreibt, nat�urlich ein etwas anderes Ver-halten zeigen als die hier benutzte Ein-Schleifen-Approximation. Aber die Simulationensind im Rahmen der Me�genauigkeit weder in der Lage solche Abweichungen klar heraus-



116 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEzustellen, noch ebensolche auszuschlie�en.Es gibt aber keinen Hinweis darauf, da� das durch die Ein-Schleifen-N�aherung be-schriebene Trivialit�atsszenario nicht zutri�t. Die Simulationen zeigen, da� mit steigen-dem Verh�altnis von Cuto� zu Higgs-Masse die Kopplungen kleiner werden und in derExtrapolation dieses Verhaltens im Limes �!1 gegen Null gehen.9.4 Massen und KopplungenNach den eher grunds�atzlichen Untersuchungen der letzten beiden Abschnitte zum ther-modynamischen Limes und zum Kontinuumslimes m�ochte ich jetzt noch Daten diskutie-ren, die Eigenschaften des Gittermodells sind und weitere Hinweise auf die Eignung desModells zur Beschreibung des Fermion-Higgs-Sektors des Standardmodells geben.9.4.1 Fermionen- und Fermion-Doppler-Zust�andeZun�achst will ich zeigen, da� die Doppler-Fermionen im Spektrum gut von den p = 0Zust�anden getrennt sind. Dazu wurden neben dem p = 0 Propagator auch die Propaga-toren f�ur Impulse in anderen Ecken der Brillouin-Zone gemessen und zwar f�urp1;x = (�; 0; 0; 0) p2;x = (�; 0; 0; �) p1 = (0; 0; 0; �)p3 = (�; �; �; 0) p4 = (�; �; �; �): (9.16)Um diese Propagatoren zu berechnen, wird der Ortsraum-Propagator mit einem geeigne-ten Faktor (�1)n(x;y;z;t) = ei � n(x;y;z;t) (9.17)multipliziert. F�ur die f�unf Impulse benutzt mann1;x = x n2;x = x + t n1 = tn3 = x+ y + z n4 = x + y + z + t: (9.18)In Tabelle 9.8 und Tabelle 9.7 sind Werte f�ur die Massen der Fermionen und Spiegel-fermionen in den durch Gl. 9.16 bezeichneten Ecken der Brillouin-Zone auf dem 123 � 24und 163 � 32 Gitter angegeben. Abbildung 9.13 zeigt die Daten f�ur das 123 � 24 Gitter nocheinmal gra�sch.Die Zust�ande in den p 6= 0 Ecken sind von den Zust�anden bei p = 0 gut getrennt.Wie die Theorie voraussagt, nimmt die Masse mit steigender Zahl von Impulskomponen-ten p� 6= 0 zu. Die etwas durcheinander wirkenden Werte auf dem 163 � 32 Gitter bei(G ; �) = (0:45; 0:203) h�angen mit den extrem langen Autokorrelationszeiten zusammen.Das Binning-Verfahren liefert hier Werte zwischen 500 und 1 000 Trajektorien, was eineverl�a�liche Auswertung mit ca. 7 500 Samplen nicht zul�a�t. Insgesamt zeigen die p 6= 0Zust�ande bei allen Parameters�atzen deutlich l�angere Autokorrelationszeiten als die p = 0Zust�ande.



9.4. MASSEN UND KOPPLUNGEN 117(G ; �)(0:3; 0:26) (0:45; 0:203)Impuls �R �R� �R �R�p0 0:180(3) 0:004(70) 0:221(5) 0:0028(16)p1;x 2:02(5) 1:86(4) 1:96(33) 1:85(33)p2;x 3:91(21) 3:8(20) 4:9(1:5) 5:1(1:6)p1 1:96(6) 1:82(5) 1:90(21) 2:4(5)p3 5:62(34) 5:61(36) 2:49(44) 2:7(5)p4 9:5(1:1) 8:77(1:1) 25:0(96:0) 8:3(72:1)Tabelle 9.7: Fermion- und Doppler-Zust�ande auf dem 163 � 32 Gitter in denEcken p 6= 0 der Brillouin-Zone. (G ; �)(0:3; 0:26) (0:45; 0:203)Impuls �R �R� �R �R�p0 0:201(2) 0:0026(90) 0:250(3) 0:0019(40)p1;x 1:99(4) 1:81(4) 1:88(3) 2:14(4)p2;x 4:1(2) 3:8(2) 4:0(2) 3:82(11)p1 2:06(4) 1:87(4) 1:73(5) 1:94(6)p3 6:0(5) 5:9(6) 6:0(2) 5:98(31)p4 8:9(1:5) 8:6(1:5) 8:3(5) 8:05(40)Tabelle 9.8: Fermion- und Doppler-Zust�ande auf dem 123 � 24 Gitter in denEcken p 6= 0 der Brillouin-Zone.9.4.2 Yukawa-KopplungenBei der Bestimmung der Yukawa-Kopplung hat man mehrere Methoden zur Auswahl.Diese ergeben sich zum einen aus der Kenntnis, da� G� = 0 ist und den daraus folgendenEinschr�ankungen an die Form des Propagators. Zum anderen gibt es zwei De�nitionender Yukawa-Kopplung als Quotient von Fermionmasse zu Vakuumerwartungswert gem�a�Gl. 5.65 und als Kopplung des Dreipunkt-Vertex gem�a� Gl. 5.69. Die De�nition �uber denQuotienten werde ich im folgenden als Massen-Kopplung bezeichnen. Von diesen Variantensind die folgenden bestimmt worden� naive Bestimmung aus GR = �R=vR,� naive Bestimmung aus G0R = �R=vR unter Benutzung von G� = 0,
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Abbildung 9.13: Massen der Fermionzust�ande bei p = 0 und der Doppler-freiheitsgrade in ausgesuchten Ecken der Brillouin-Zone. Die Werte f�ur die -Felder sind etwas nach links verschoben dargestellt, die der �-Felder nachrechts.� Bestimmung �uber die Dreipunkt-Funktion �1;2�;��(p) als G(3)R ,� Bestimmung �uber die Dreipunkt-Funktion �1;2�;��(p) als G(3);0R unter Benutzung vonG� = 0. 123 � 24 163 � 32Kopplung (0.3,0.26) (0.45,0.203) (0.3,0.26) 0.45,0.203GR 1:31(5) 1:79(3) 1:24(4) 1:77(7)G0R 1:36(3) 1:78(3) 1:28(4) 1:79(7)G(3)R 0:91(15) 1:71(9) 1:32(12) 2:28(27)G(3);0R 0:92(14) 1:71(9) 1:32(12) 2:26(27)GR� 0:05(5) 0:009(6) 0:38(17) 0:019(39)G0R� 0:0 0:0 0:0 0:0G(3)R� 0:017(19) 0:015(16) 0:055(15) 0:04(5)G(3);0R� 0:002(9) 0:013(10) 0:039(11) 0:012(14)Tabelle 9.9: Vergleich verschiedener De�nitionen und Me�methoden derYukawa-Kopplung auf dem 123 � 24 und 163 � 32 Gitter.Tabelle 9.9 enth�alt die Daten f�ur das 123 � 24 und das 163 � 32 Gitter. Alle Datenstammen aus der Ein-Schleifen-verbesserten Analyse. Die Ergebnisse f�ur die � Yukawa-



9.4. MASSEN UND KOPPLUNGEN 119Kopplung werde ich noch im n�achsten Abschnitt besprechen. Innerhalb der Fehlerbalkensind hier keine Abweichungen der verschiedenen Methoden und De�nitionen ersichtlich.Bei den  -Kopplungen stimmen die aus der Baumgraphen-Relation bestimmten Kopp-lungen mit und ohne Benutzung der Kenntnis, da� G� = 0 ist, hervorragend �uberein.Dies gilt ebenso f�ur die beiden Bestimmungen der Dreipunkt-Yukawa-Kopplungen. DasVerh�altnis G(3)R GR (9.19)liegt in allen vier F�allen in der N�ahe von Eins. Auf dem 123 � 24 Gitter bei (0.3,0.26) undauf dem 163 � 32 Gitter bei (0.45,0.203) sind Abweichungen der beiden De�nitionen zusehen, die im Bereich von 2 � liegen. Unter Ber�ucksichtigung der Student-T-Verteilung,Tabelle 8.5, mit 20 Samplen stimmen die Mittelwerte der beiden Verteilungen mit einerWahrscheinlichkeit von � 5% �uberein. Interessant ist, da� die Daten aus der nicht verbes-serten Analyse eine viel bessere �Ubereinstimmung zeigen. Dies kann ein Hinweis daraufsein, da� man die Yukawa-Kopplung doch als freien Parameter mit ber�ucksichtigen sollte.Aus numerischen Gr�unden lie� sich dies leider nicht durchf�uhren, da das resultierendeMinimierungsproblem zu viele lokale Minima besitzt und so keine de�nierten Aussagen�uber die Parameter gewonnen werden k�onnen.Allgemein geht man davon aus, da� Teilchen, die deutlich schwerer sind als eine typi-sche MassenskalaMph, wenig Ein
u� auf die Physik beiMph haben. In Modellen, in denendie Massen �uber Yukawa-Kopplungen an ein Skalarfeld erzeugt werden, werden aber dieSchleifen-Korrekturen nicht durch die gro�e Masse unterdr�uckt, wie dies in Modellen mitexpliziten Massentermen der Fall ist. Man spricht in diesem Fall vom "Non-Decoupling\der schweren Fermionen. Dies betri�t nicht die Dopplerfreiheitsgrade, die nach wie vorentkoppeln f�ur a! 0.Die Entkopplung von schweren Fermion- und Spiegelfermionfreiheitsgraden kann �uberdas Verh�altnis der Dreipunkt-Yukawa-Kopplung G(3)R zur Massen-Kopplung GR unter-sucht werden. Der f�ur eine Entkopplung von Fermionzust�anden �uber gro�e Massen n�otigeBereich, in dem die 3-Punkt-Kopplung klein bleibt aber die Fermionmasse gro� werdenkann ist G(3)R GR � 1 bzw. G(3)R GR � 1; (9.20)da GR / �R ist. Bei den beiden von mir untersuchten Yukawa-Kopplungen mittler-er St�arke ist ein solcher Bereich nicht zu sehen. Wie bereits gesagt, liegt das Verh�altnisungef�ahr bei Eins und somit ist nicht zu erwarten, da� die schweren fermionischen Frei-heitsgrade entkoppeln.Dieses Verhalten konnte auch f�ur ein Higgs-Yukawa-Modell mit Z2-Symmetrie undstaggered-Fermionen f�ur einen weiten Bereich von Yukawa-Kopplungen gezeigt werden[Lin95].



120 KAPITEL 9. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSE9.4.3 Golterman-Petcher-Identit�atenEine weiterer Punkt ist die �Uberpr�ufung der durch die Golterman-Petcher-Shift-Symmetriegegebenen Ward-Identit�aten. Wie ich oben geschildert habe, sagen diese vorher, da� dierenormierte Spiegelfermion-Yukawa-Kopplung Null ist, wenn die nackte Kopplung Nullwar. 123 � 24 163 � 32Me�gr�o�e (0.3,0.26) (0.45,0.203) (0.3,0.26) (0.45,0.203)�R� 0:026(90) 0:0019(40) 0:004(70) 0:0028(16)Z� 0:70(8) 0:76(7) 0:88(2) 0:29(6)� 0:11(8) �0:036(37) 0:07(3) 0:04(7)Tabelle 9.10: Spiegelfermionmassen aus dem Propagator auf dem 123 � 24 und163 � 32 Gitter.Die Werte f�ur die renormierten Spiegelfermion-Yukawa-Kopplungen in Tabelle 9.9 sindalle mit GR� = 0 vertr�aglich und best�atigen damit die analytischen Ergebnisse. Tabel-le 9.10 fa�t der Vollst�andigkeit halber nochmals die aus dem Propagator bestimmtenSpiegelfermionmassen zusammen. Auch diese sind alle mit �R� = 0 im Einklang.Weiterhin sind in Tabelle 9.10 noch die Renormierungskonstante Z� (s. Gl. 5.59 undGl. 5.73) der Spiegelfermionen und der Mischungswinkel � (s. Gl. 5.57) angegeben. DieRelation � = 0 als Ergebnis der Einschr�ankungen an die Form des Propagators in Gl. 5.72l�a�t sich anhand der Daten bei G = 0:45 best�atigen und bei G = 0:3 nicht widerlegen.Anders sieht es mit den Resultaten f�ur Z� aus. Hier ist die Vorhersage Z� = 1 in allenF�allen deutlich verletzt. Dies hat aber o�ensichtlich keinen Ein
u� auf die Massen undKopplungen. Da die Werte f�ur Z� keinen erkennbaren Trend in der Abh�angigkeit vonden Parametern zeigen, ist schwierig eine Ursache f�ur die Abweichung anzugeben. InTabelle 9.11 sind zum Vergleich noch einmal die Daten f�ur die RenormierungskonstanteZ des  -Fermions angegeben. Diese zeigen in der Tendenz das gleiche Verhalten wieZ�. Der Wert auf dem 163 � 32 Gitter bei (0:45; 0:203) liegt auch hier deutlich unter denanderen Werten. 123 � 24 163 � 32Me�gr�o�e (0.3,0.26) (0.45,0.203) (0.3,0.26) (0.45,0.203)Z 0.67(7) 0.81(2) 0.69(6) 0.25(5)Tabelle 9.11:  -Fermion-Renormierungskonstante Z auf 123 � 24 und 163 � 32Gitter.



121
Kapitel 10ZusammenfassungIm ersten Teil dieser Arbeit habe ich den Fermion-Higgs-Sektor des Standardmodellsmit einer vereinfachten Gittertheorie nicht-st�orungstheoretisch untersucht. Die Vereinfa-chungen beziehen sich auf die Vernachl�assigung der Eichkopplungen und den Verzichtder Massenaufspaltung in den Fermion-Isospin-Doubletts. Das Ziel war dabei zum einenden G�ultigkeitsbereich im Parameterraum des Standardmodells zu �uberpr�ufen, und zumanderen die Formulierung einer Gittertheorie zu testen, die im Kontinuumslimes chiraleFermionen beschreibt.Zun�achst will ich die Ergebnisse zu den Parameterschranken des Standardmodellszusammenfassen.Die Resultate der Skalierungsanalyse stehen im Einklang mit den Vorhersagen derst�orungstheoretischen �-Funktion in Ein-Schleifen-Approximation, die ein Trivialit�atssze-nario beschreibt.Der G�ultigkeitsbereich der St�orungstheorie wird �uber die Unitarit�at der S-Matrix ab-gesch�atzt und ergibt sich im Fall des Higgs-Yukawa-Modells zu [LW87, LW89, LW89,BDF+92] gR < 48�5 � 30:2 oder mHiggsvR =rgR3 < 4r �15 � 3:17 (10.1)und GR <s 4�Nf � 2:5: (10.2)Die von mir benutzten Yukawa-Kopplungen fallen damit noch in diesen Bereich, die ska-lare Selbstkopplung liegt teilweise etwas dar�uber. Dies mag erkl�aren, warum die �Uberein-stimmung mit der St�orungstheorie so gut ist. Es zeigt aber andererseits auch, da� es keinegr�o�eren nicht-perturbativen Korrekturen in diesem Bereich gibt. Da die experimentel-len Massen der Fermionen sich alle mit Yukawa-Kopplungen . 1 erkl�aren lassen, bestehtinnerhalb des Standardmodells auch keine Notwendigkeit, bei gr�o�eren Kopplungen zumessen.



122 KAPITEL 10. ZUSAMMENFASSUNGAus den Schranken der bei (G ; �) = (0:3; 0:26); (0:45; 0:203) zum unendlichen Volu-men extrapolierten Werte erh�alt manm�vR = 1:76(40) bei (0:3; 0:26) (10.3)und m�vR = 1:82(58) bei (0:45; 0:203); (10.4)und mit vR = 246 GeV folgt als obere Schranke f�ur die Higgs-Masse in physikalischenEinheiten mHiggs . 433(98) GeV (10.5)bzw. mHiggs . 449(140) GeV : (10.6)Der Unterschied in der oberen Grenze variiert in diesem Bereich o�ensichtlich nur sehrwenig mit GR , so da� eine genaue Festlegung der renormierten Yukawa-Kopplung aufexperimentelle Daten nicht erforderlich ist. Das Verh�altnis von Cuto� zu Higgs-Massebetr�agt ungef�ahr 15. In physikalischen Einheiten ist der Cuto� ca. 7 TeV. Die bisherigenAbsch�atzungen gehen nur von einem Verh�altnis von � 3 aus und gelangen so zu etwasgr�o�eren Schranken an die Higgs-Masse.Zuletzt will ich die Resultate des eher technischen Aspekts "Gitter versus chirale Fer-mionen\ diskutieren.F�ur die weitere Untersuchung des Standardmodells mit Gittermethoden ist man aufeine Formulierung angewiesen, die, wenn nicht bei endlichem Gitterabstand a, so dochwenigstens im Kontinuumslimes a! 0 chirale Fermionen beschreibt. Die in dieser Arbeitbenutzte Spiegelfermion-Variante leistet dies im Prinzip. Die Spiegelfreiheitsgrade entkop-peln vom physikalischen Spektrum aufgrund verschwindender Kopplungen zu den �ubrigenFeldern, und die Doppler-Freiheitsgrade w�urden im Kontinuumslimes durch den modi�-zierten Wilson-Term verschwinden. Diese aufgrund analytischer Rechnungen gemachtenAussagen konnten anhand der Simulationen nicht-st�orungstheoretisch veri�ziert werden.Da der Limes a ! 0 hier aber nicht durchgef�uhrt werden kann, verbleiben die Dopplerim Spektrum, allerdings bei hohen Massen.Denkt man weiter in Richtung des vollen Standardmodells, so mu� man in einemn�achsten Schritt die Eichkopplungen ber�ucksichtigen. Dann ist aber die Shift-Symmetriegebrochen und eine exakte Entkopplung kann analytisch nicht gezeigt werden. Die St�arkeder Eichkopplungen ist jedoch klein und es kann sein, da� die Spiegelfreiheitsgrade auchin diesem Fall keinen Ein
u� auf das Spektrum haben. Sollte dies nicht der Fall sein, mu�



123man nach anderen Methoden der Entkopplung suchen, z.B. indem man die Spiegelfermio-nen schwer macht.Abschlie�end bleibt festzustellen, da� auch im Rahmen dieser Arbeit das Standard-modell als Niederenergie-Limes einer allgemeineren Theorie erscheint. Einen Ausblick aufeine solche Theorie werde ich im n�achsten Teil dieser Arbeit geben.
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Teil IIISupersymmetrie auf dem Gitter:eine Teststudie am Beispiel der N=1SU(2) Super-Yang-Mills-Theorie
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Kapitel 11Jenseits des Standardmodells: SupersymmetrieDas Standardmodell kann alle experimentellen Daten mit sehr guter Genauigkeit reprodu-zieren. Trotzdem gibt es gute Gr�unde anzunehmen, da� das Modell in seiner heutigen Formnicht die endg�ultige Theorie der Elementarteilchen ist, sondern nur eine Niederenergie-Approximation einer allgemeineren Theorie. Im ersten Teil dieser Arbeit bin ich auf dieCuto�-abh�angigen Schranken eingegangen, die sich aus der Trivialit�at des Kontinuumsli-mes ergaben. Darum liegt es nahe, nach Theorien und Modellen zu suchen, die �uber dasStandardmodell hinausgehen, dieses aber als Grenzfall enthalten.11.1 Geschichte und De�nition der SupersymmetrieDie Suche nach einer Theorie mit einem gr�o�eren G�ultigkeitsbereich ist eng verkn�upftmit den Symmetriegruppen, die im Standardmodell auftreten. Zum einen sind dies dieinternen Symmetrien, die SU(3) der QCD und die SU(2)L
U(1)Y des elektro-schwachenSektors, und zum anderen, als Symmetriegruppe des Raumes, die Poincar�e-Gruppe, diein allen relativistischen Theorien die Grundlage bildet. Die Leitlinie bei der Suche nachneuen Theorien ist meist ein abstraktes Sch�onheitsideal. So liegt auch hier der Wunschnahe, die unnat�urlich und konstruiert wirkende Produktgruppe des Standardmodells auseiner einzigen Symmetriegruppe durch Symmetriebrechung zu erhalten. Diese umfassen-dere Gruppe sollte dann zu einem Modell geh�oren, das auch bei Energien jenseits desStandardmodells g�ultig ist.Die Poincar�e-Gruppe ist �uber ihre Generatoren festgelegt. Diese erf�ullen die Vertau-schungsregeln [P �; P �] = 0 (11.1)[M�� ; P �] = i(��� P � � ��� P �) (11.2)[M�� ;M��] = i(���M�� + ���M�� � ���M�� � ���M��): (11.3)



128 KAPITEL 11. JENSEITS DES STANDARDMODELLS: SUPERSYMMETRIEDabei ist die Metrik im Minkowski-Raum gegeben durch� = 0BBBB@1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1
1CCCCA : (11.4)Der Versuch, die Poincar�e-Gruppe Pmit einer internen Lie-Gruppen I, die durch Gene-ratoren Ta mit [Ta; Tb] = fabc Tc (11.5)gegeben ist, nicht-trivial zu vereinigen, wurde in den sechziger Jahren unternommen. 1967konnten S. Coleman und J. Mandula [CM67] zeigen, da� dies nicht m�oglich ist. Hatman eine Lie-Gruppe G, die P und I nicht-trivial enth�alt, so ist die resultierende Phy-sik trivial, d.h. in diesem Fall ist die S-Matrix die Einheitsmatrix. Will man andererseitseine nicht triviale S-Matrix haben, so wird die Gruppenstruktur von G zu einer einfa-chen Produktgruppe, und alle Kommutatoren zwischen den Generatoren von P und Iverschwinden [P �; Ta] = [M�� ; Ta] = 0: (11.6)1971 zeigten Y. Golfand und E. Likhtman [GL71], da� eine Erweiterung des Lie-Gruppen-Konzepts dieses No-go Theorem umgehen kann. Die Erweiterung besteht darin,statt kommutierender Generatoren, anti-kommutierende hinzuzunehmen. Die auf dieseWeise entstehende Gruppe G enth�alt dann gerade und ungerade Generatoren, f�ur diefolgender Zusammenhang besteht[gerade; gerade] = geradefungerade; ungeradeg = gerade (11.7)[gerade; ungerade] = ungerade:Die ersten beiden Gleichungen sind gleichzeitig die De�nition der Eigenschaft gerade bzw.ungerade. Die so erhaltene Struktur wird als gradierte Lie-Algebra bezeichnet.Die besondere Stellung dieser Erweiterung wurde 1975 von R. Haag, J.T. Lopus-zanski und M. Sohnius gezeigt[HLS75]. Sie bewiesen, da� diese spezielle Erweiterungmit der Z2 Gradierung die einzig m�ogliche ist, die mit der relativistischen Quantenfeld-theorie vereinbar ist.Man hat also das No-go Theorem f�ur gew�ohnliche Lie-Gruppen und ein No-go Theoremf�ur gradierte Lie-Gruppen mit einer anderen Gradierung als der in Gl. 11.7 angegebenen.Die so ausgezeichnete, �ubrigbleibende Symmetriegruppe der S-Matrix wird als Supersym-metrie bezeichnet.Anti-kommutierende Gr�o�en werden mit fermionischen Freiheitsgraden assoziiert. Dieneu einzuf�uhrenden Generatoren sind dementsprechend Majorana- oder Weyl-Spinoren.



11.1. GESCHICHTE UND DEFINITION DER SUPERSYMMETRIE 129Je nach Anzahl spricht man von N=1 Supersymmetrie, N=2 Supersymmetrie usw. Im ein-fachsten Fall N=1 treten neben den oben eingef�uhrten Generatoren der Poincar�e-Gruppe,noch ein Majorana-Spinor Q� und sein adjungierter Spinor Q _� auf. Die zus�atzlichen Kom-mutatoren und Anti-Kommutatoren lauten dannfQ�; Q _�g = 2��� _�P� (11.8)fQ�; Q�g = fQ _�; Q _�g = 0 [Q�; P�] = [Q _�; P�] = 0 (11.9)[Q�;M�� ] = ���� �Q� [Q _�;M�� ] = ��� _� _�Q _�: (11.10)Dabei wurden folgende De�nitionen benutzt (� sind die Pauli-Matrizen)�� = (1;�) � � = (1;��) = �� (11.11)��� = i4(��� � � ��� �) � �� = i4(� ��� � � ���): (11.12)Der Zusammenhang zwischen gepunkteten und ungepunkteten Spinorindices ist �uber dieirreduziblen Darstellungen der Lorentz-Gruppe SO(3,1) gegeben�12 ; 0� :  � (11.13)�0 ; 12� :  _� � ( �)�: (11.14)Damit folgen die Gleichungen _� � ( �)� :  � � ( _�)�: (11.15)Aus dem Kommutator Gl. 11.8 folgte f�ur � = 0, da� in einer supersymmetrischenTheorie jeder Zustand  eine positiv de�nite Energie E hat. Das Verschwinden derEnergie ist eine hinreichende und notwendige Bedingung f�ur die Existenz eines eindeutigenVakuumzustands <  jE > 8<:> 0 f�ur alle Zust�ande mit p 6= 0= 0 f�ur den Vakuumzustand: (11.16)In supersymmetrischen Modellen gibt es damit keine Nullpunktsenergie und alle damitverbundenen Divergenzen verschwinden. Weiterhin folgt mit Gl. 11.9, da� auch[P 2; Q�] = [P 2; Q _�] = 0 (11.17)ist. Die Zust�ande einer Darstellung haben also alle die gleiche Masse, da P 2 = m2. DasQuadrat des Pauli-Lubanski-Spin-VektorsW � = 12 "���� P�M��; (11.18)W 2 = �m2 J2 (11.19)



130 KAPITEL 11. JENSEITS DES STANDARDMODELLS: SUPERSYMMETRIEist genau wie P 2 ein Casimir-Operator der Poincar�e-Gruppe, d.h. er kommutiert mit allenElementen der Lie-Algebra. J = j(j + 1) ist der Drehimpulseigenwert. Im Gegensatz zuP 2 ist aber wegen Gl. 11.10 [W 2; Q�] 6= 0; (11.20)und die Darstellungen enthalten somit Teilchen mit unterschiedlichem Spin. Dies gilt so-wohl f�ur massive Darstellungen als auch f�ur masselose, bei denen man aber wegen P 2 = 0anders argumentieren mu�. Entsprechend den Regeln in Gl. 11.7 sind die Q� und Q _� dieungeraden Generatoren und P � und M�� die geraden. Q� und Q _� sind aus der Spin-12-Darstellung der Lorentz-Gruppe. Angewandt auf einen Zustand mit Spin j erh�alt maneinen Zustand mit j� 12 , d.h. aus Bosonen werden Fermionen und umgekehrt. Dies ist diephysikalische Interpretation der Gradierungskommutatoren, Gl. 11.7. Die Abbildungsei-genschaft der fermionischen Generatoren zusammen mit dem Kommutator Gl. 11.8 liefertdann die Aussage, da� die Zahl der bosonischen Freiheitsgrade in einer Darstellung gleichder Zahl der fermionischen Freiheitsgrade ist. Mit dem FermionzahloperatorNF = 8<:+1 bei Anwendung auf bosonische Zust�ande�1 bei Anwendung auf fermionische Zust�ande (11.21)de�niert man den Witten-Index� = Tr(�1)NF ; (11.22)wobei die Spur �uber alle Zust�ande bei festem Viererimpuls p geht. Die Gleichheit derFreiheitsgrade bekommt dann die einfache Gestalt� = 0 (11.23)f�ur jeden Viererimpuls p 6= 0. Zusammenfassend erh�alt man also Multipletts von Teil-chen gleicher Masse und unterschiedlichem Spin, und die Zahl der Bosonen ist gleichder Zahl der Fermionen. Da die Generatoren der internen Symmetriegruppen mit denender Raum-Zeit-Supersymmetrie vertauschen, haben alle diese Teilchenpaare die gleichenQuantenzahlen bez�uglich der internen Symmetrien.Die Frage, die sich stellt, ist, was macht die Supersymmetrie, au�er der Tatsache, da�sie die einzige nicht-triviale Erweiterung der Poincar�e-Gruppe ist, physikalisch interessant?M�ogliche Antworten darauf werde ich im folgenden Abschnitt geben.11.2 Motivation und experimenteller StatusAus physikalischer Sicht gibt es im Standardmodell einige "Ungereimtheiten\. Eine da-von ist das Hierachieproblem. Die drei Eichkopplungen im Standardmodell sind laufende



11.2. MOTIVATION UND EXPERIMENTELLER STATUS 131Kopplungen, d.h. ihre St�arke h�angt von der Energieskala ab, bei der sie gemessen wer-den. L�a�t man diese Skala zu sehr hohen Energien gehen und bestimmt die Kopplun-gen entsprechend den st�orungstheoretischen �-Funktionen, so stellt man fest, da� sichdie drei Kopplungen bei MX � 1016 GeV tre�en. Dies gibt Anla� zu der Vermutung,da� oberhalb von MX eine neue Physik mit nur einer Kopplung beginnt. Die auf die-ser Annahme beruhenden Theorien bezeichnet man als "grand uni�ed theories\ oderkurz GUT. Um das Standardmodell mit seinen drei Kopplungen zu erhalten, bem�uhtman wieder den Higgs-Mechanismus mit einem Feld 'GUT, das bei der Skala MX dieGUT-Symmetrie spontan bricht. Zus�atzlich hat man nach wie vor noch die Brechungder elektro-schwachen Symmetrie, deren Energieskala durch den Vakuumerwartungswertv = 246 GeV des Standardmodell-Higgs-Feldes 'SM gesetzt wird. Das Problem liegt nunin der gro�en Di�erenz zwischen MX und v. Durch Strahlungskorrekturen sollte das Feld'SM eine Masse bei der durch MX gesetzten Skala erhalten. Dies steht im Widerspruchzu den oberen Schranken an die Higgs-Masse, die im Rahmen des Standardmodells beica. 640 GeV liegen. Die Fermionen und die Eichfelder kann man �uber die chirale Sym-metrie und die Eichsymmetrie vor solchen Korrekturen bewahren. Um die Higgs-Massedennoch in den erlaubten Bereich zu bringen, mu� man die freien Parameter der GUT auf26 Stellen genau einstellen und dies in jeder Ordnung der St�orungstheorie erneut. Diesist eine durchf�uhrbare aber keine zufriedenstellende L�osung des Problems. Der �Ubergangzu einer supersymmetrischen Theorie liefert hier eine Teill�osung. F�ur diese Theorien gibtes ein "non-renormalization\-Theorem, das besagt, da� das Superpotential in beliebigerSt�orungsordnung h�ochstens durch endliche Beitr�age oder Wellenfunktionsrenormierungenrenormiert wird. Da aber im Superpotential gerade die auf 26 Stellen feinjustierten Para-meter stehen, bleiben diese von Renormierungse�ekten verschont und m�ussen nur einmaleingestellt werden. In der Literatur wird dies als L�osung des Hierachie-Problems genannt,obwohl die einmalige Justierung immer noch notwendig ist.Insgesamt zeigen supersymmetrische Theorien weniger Divergenzen als nicht-super-symmetrische Theorien. Betrachtet man eine Theorie und ihre supersymmetrische Erwei-terung, so sind die divergenten Diagramme auch in der Erweiterung divergent. Da aber inletzterer f�ur jedes Boson ein Fermion hinzukommt und umgekehrt, gibt es neue Divergen-zen mit gleicher Struktur aber anderem Vorzeichen. Die Divergenzen k�onnen sich somitgegenseitig aufheben.Ab der Planck-Skala MP � 1018 GeV erwartet man, da� auch die Gravitation ei-ne �ahnliche St�arke hat wie die Eichwechselwirkung und nicht mehr vernachl�assigt wer-den kann. In lokal supersymmetrischen Theorien sind die Eich- und Gravitationswech-selwirkung auf nat�urliche Weise miteinander verbunden. Das Gravitino als Spin-2-Aus-tauschteilchen ist in den entsprechenden Multipletts enthalten. Die so resultierendenSupergravitations-Theorien enthalten die Einsteinsche allgemeine Relativit�atstheorie alsGrenzwert. Der Kommutator Gl. 11.8 gibt bereits einen Hinweis auf den Zusammenhangzwischen Supersymmetrie-Transformationen, die durch Q generiert werden und Raum-Zeit-Translationen, die durch P generiert werden. O�ensichtlich ist die TransformationBoson Q! Fermion Q! Boson (11.24)



132 KAPITEL 11. JENSEITS DES STANDARDMODELLS: SUPERSYMMETRIE�aquivalent zu einer Verschiebung in der Raum-Zeit. In diesem Zusammenhang treten auchdie Stringtheorien als Kandidaten einer "theory of everything\ oder kurz TOE auf. Dieselassen sich nur konsistent formulieren, wenn man Raum-Zeit-Supersymmetrie voraussetzt.Wie oben bereits geschildert, ist die Supersymmetrie keine neue Entdeckung. Verst�ark-tes Interesse an supersymmetrischen Modellen ist aber wieder aufgekommen, seit N. Sei-berg und E. Witten 1994 in einer Reihe von Arbeiten exakte L�osungen vierdimen-sionaler supersymmetrischer Eichtheorien aufgezeigt haben. Diese Arbeiten stellen diewichtigste Entwicklung auf dem Gebiet der nicht-st�orungstheoretischen Quantenfeldtheo-rie in den letzten Jahren dar. Die exakten Resultate basieren auf einer neuen Art vonDualit�at zwischen "elektrischen\ und "magnetischen\ Freiheitsgraden. Sie beinhalten dieBerechnung der starken Wechselwirkung sowie einen Beweis des Quark-Con�nement undder chiralen Symmetriebrechung, zwei zentralen Fragestellungen in der QCD. Diese Dua-lit�at gilt f�ur alle N=4 supersymmetrischen Theorien. Seiberg und Witten konnten dieszun�achst auf eine Klasse von N=2 Theorien ausweiten [SW94a, SW94b], und schlie�lichkonnte Seiberg [Sei95] auch f�ur gewisse N=1 Theorien die Existenz einer Dualit�at zeigen.Im Anschlu� an diese Arbeiten hat es eine Vielzahl von Folgearbeiten gegeben. Einen�Uberblick �uber den Stand der Forschung und ein ausf�uhrliches Verzeichnis der erschienenArbeiten erh�alt man in [Fer96].Wenn nun unser Universum durch ein supersymmetrisches Modell beschrieben wird,so m�ussen zu allen Teilchen des Standardmodells auch die supersymmetrischen Partner-teilchen existieren. Es mu� ein Boson geben mit der gleichen Masse und Ladung desElektrons, ein masseloses Fermion als Partner des Photons usw. F�ur eine Generationvon Quarks und Leptonen ist das Teilchenspektrum in Tabelle 11.1 zusammengefa�t. Da-bei handelt es sich um das minimale supersymmetrische Standardmodell, bei dem diekleinstm�ogliche Anzahl neuer Teilchen hinzugenommen wurde. Wie aus der Tabelle zuersehen ist, gibt es eine eins-zu-eins Abbildung der Boson-Fermion-Paare. Lediglich denHiggs-Sektor mu� man etwas erweitern.In Experimenten werden die supersymmetrischen Partner aber nicht beobachtet. Dar-aus schlie�t man, da� die Supersymmetrie bei niedrigen Energien eine gebrochene Sym-metrie ist und die Superpartner eine h�ohere Masse haben. Wie bei der Brechung derEichsymmetrie stellt sich auch hier sofort die Frage nach der Energie-Skala MS, bei derdiese Brechung statt�ndet. Besonders attraktiv erscheinen Modelle, in denen MS � vSM ,also im Bereich bis 1 TeV liegt. In diesen Modellen kann man zeigen, da� die Brechungder elektroschwachen Wechselwirkung eine Konsequenz der Brechung der Supersymme-trie ist und nicht mehr von Hand eingebaut werden mu�. Weiterhin gibt es Schrankenan die Massen der Superpartner, wenn man das Hierachie-Problem auch mit gebrochenerSupersymmetrie l�osen will. Diese Massenschranken liegen ebenfalls im Bereich von vSM .Die Vereinigung der drei Eichkopplungen bei der Skala MX im Rahmen des Standard-modells, die ich oben beschrieben habe, ist durch neuere Experimente in Frage gestelltworden. Pr�azisionsmessungen der Kopplungen ergeben Werte, die unter Integration mitden Standardmodell-�-Funktionen keinen gemeinsamen Schnittpunkt mehr haben. In su-persymmetrischen Modellen mit einer niedrigen Brechungs-Skala MS ist dies nicht der



11.2. MOTIVATION UND EXPERIMENTELLER STATUS 133Bosonen FermionenEich- SU(3) Gluonen ga Gluinos ~gaMultipletts SU(2) W i Winos ~W iU(1) Photon B Photino ~BMaterie- Sleptonen ~Lj = (~�; ~e�L) Leptonen (�; e�)LMultipletts ~R = ~e+R ecLSquarks ~Qj = (~uL; ~dL) Quarks (u; d)L~U = ~u�R ucL~D = ~d�R dcLHiggs Hj1 Higgsino ( ~H01 ; ~H�1 )LHj2 ( ~H+2 ; ~H02 )LTabelle 11.1: Teilchenspektrum des minimalen supersymmetrischen Stan-dardmodells. Entsprechend der Konvention werden alle Teilchen linksh�andiggew�ahlt, so da� die rechtsh�andigen als linksh�andige Anti-Teilchen erscheinen(uR � ucL).Fall. Abbildung 11.1 zeigt den Verlauf der drei Eichkopplungen in Abh�angigkeit von derSkala. Die Kopplung �1 geh�ort zur U(1)-, �2 zur SU(2)- und �3 zur SU(3)-Eichgruppe.�1 und �2 sind �uber den Weinberg-Winkel �W mit der elektromagnetischen Kopplung,der Feinstrukturkonstante � verkn�upft. W�ahrend es im unteren Diagramm einen gemein-samen Schnittpunkt innerhalb der Fehler gibt, ist dies im oberen Bild mit den Daten desStandardmodells nicht der Fall.Abbildung 11.2 und Abbildung 11.3 zeigen den Vergleich zwischen experimentellen Da-ten und den Vorhersagen des Standardmodells und des minimalen supersymmetrischenStandardmodells am Beispiel des Weinberg-Winkels sin(�̂W ) (im MS-Schema) und derQCD-Kopplung �s, beide an der durch die Z-Bosonmasse gesetzten Skala MZ . Die zweiDiagramme zeigen deutlich, da� die gemessenen Daten sowohl aus dem Experiment alsauch aus Gittersimulationen das minimale supersymmetrische Standardmodell favorisie-ren.Als letzte Motivation will ich noch das Neutralino angeben. Als schwerer Superpartnerdes Neutrinos w�are es ein idealer Kandidat f�ur kalte schwere Materie, die in der Kosmologieeine wichtige Rolle spielt.Die Brechung der Supersymmetrie ist auch ein Thema der Folgearbeiten der Seiberg-Witten-Theorie. Generell unterscheidet man zwischen leichter (soft) und schwerer (hard)Brechung der Supersymmetrie. Bei ersterer bleiben die wichtigen Eigenschaften wie Aufhe-bung der Divergenzen und das non-renormalization-Theorem erhalten, bei letzterer nicht.Damit ist klar, da� die leichte Brechung die bevorzugte Form ist. Die erlaubten, leicht bre-chenden Zus�atze in supersymmetrischen Feldtheorien sind alle klassi�ziert worden [GG82].Hierzu z�ahlen unter anderem explizite Massenterme f�ur die skalaren Teilchen der Materie-
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Abbildung 11.1: Laufende Eichkopplungen des Standardmodells (SM) unddes minimalen supersymmetrischen Standardmodells (MSSM) mit zwei Higgs-Doubletts und einer Brechungs-Skala MS =MZ , wobei MZ die Z-Bosonmasseist. Die Fehler bei �1 und �2 sind kleiner als die Strichst�arke. Die Plots sindaus [Lan95] �ubernommen.Multipletts und f�ur die fermionischen Partner der Eichbosonen die Gauginos. Ausgehendvon den exakten Seiberg-Witten-L�osungen hat man erfolgreich versucht, auch L�osungenf�ur Modelle mit kleinen leichten Brechungstermen zu �nden. Hierbei wird die Theoriezun�achst an einem Punkt hoher Symmetrie gel�ost. Anschlie�end werden die Symmetrie-brechungen mit Hilfe von verschiedenen Entwicklungen als kleine St�orungen eingef�uhrt[ASPY95, AGDKM96].Trotz der vielen guten Argumente f�ur supersymmetrische Modelle mu� man leider fest-stellen, da� bisher weder supersymmetrische Teilchen im Experiment gefunden wurden,noch indirekte Hinweise auf deren Existenz im Rahmen der Fehler vorliegen. Somit las-sen sich aus den experimentellen Messungen lediglich untere Grenzen f�ur die Massen derpostulierten Teilchen angeben, eine �ahnliche Situation wie in den 30iger Jahren, als Di-
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  (lattice)Abbildung 11.3: Verschiedene Bestimmungen der QCD-Kopplung �s = �3 beider Skala MZ verglichen mit den Vorhersagen aus dem Standardmodell unddem minimalen supersymmetrischen Standardmodell (MSSM). Der Plot istaus [Lan95] �ubernommen.nos und Sleptons, deren Kopplung an das Z0 durch die Eichsymmetrie �xiert ist. Ausden Ergebnissen des CDF- und D0-Experiments am Fermilab erh�alt man f�ur die Gluinosm~g & 173 GeV. Generell ist die momentane Meinung, da� man mit den zur Zeit laufendenBeschleunigern keine Signale �nden wird. Wie beim Higgs-Teilchen konzentriert sich alsoauch hier, zumindest was die experimentelle Seite angeht, alles auf die n�ahere Zukunft.11.3 Supersymmetrie auf dem GitterIn der Einleitung zu dieser Arbeit habe ich versucht zu zeigen, da� Gittersimulationensich als dritter Zweig in der Teilchenphysik etabliert haben. Auch in diesem Fall liegtes nahe, die fehlenden experimentellen Befunde zun�achst mit Daten aus Monte-Carlo-Simulationen zu ersetzen. Dazu mu� man die Supersymmetrie auf das Gitter bringen,was sich als Problem erweist. Wie man wei�, geht Poincar�e-Symmetrie einer Kontinu-umsfeldtheorie bei der Diskretisierung verloren. Dies liegt an der reduzierten Symmetriedes Gitters gegen�uber dem Kontinuum. Mit der Supersymmetrie, die ja eine Erweite-rung der Poincar�e-Symmetrie darstellt, verh�alt es sich genauso. Auf dem Gitter gibt es



11.3. SUPERSYMMETRIE AUF DEM GITTER 137keine Supersymmetrie. Versuche in den 80iger Jahren, die Kontinuums-Supersymmetriedurch eine Gitter-Variante zu ersetzen, haben zu keinen brauchbaren Ergebnissen gef�uhrt.Die Brechung der Supersymmetrie durch die Gitterregularisierung ist kein ausgezeichne-ter Einzelfall, sondern Teil des Problems, da� bisher keine Supersymmetrie-erhaltendeRegularisierung bekannt ist.Um dennoch zu einer L�osung zu gelangen, schlugen G. Curci and G. Venezianovor, sich mit der Brechung auf dem Gitter abzu�nden und die Supersymmetrie nur imKontinuumslimes wieder zu restaurieren. Ein �ahnliches Vorgehen wie mit der chiralenSymmetrie in der QCD. Als Testmodell w�ahlten sie die einfachste supersymmetrischeVersion einer nicht-abelschen Eichtheorie, reine N = 1 Gluodynamik mit der EichgruppeSU(2). Dies ist die supersymmetrische Erweiterung der reinen SU(2)-Eichtheorie. DieWahl von N = 1 ist zum einen motiviert durch die einfachere Form der Wirkung. Zumanderen erwartet man aber auch, da� die Physik bei niedrigen Energien nur von N =1-Modellen beschrieben werden kann, da Modelle mit N > 1 nicht mehr chiral sind.Au�erdem ist es fast unm�oglich die Supersymmetrie in Theorien mit N > 1 zu brechen[Din96], was aber auf Grund der experimentellen (Nicht-)Befunde erforderlich scheint.Ein inh�arentes Problem bei der Simulation supersymmetrischer Modelle ist das Auf-treten fermionischer Freiheitsgrade. Diese stellen hohe Anspr�uche an die Simulation, wieich im ersten Teil diese Arbeit gezeigt habe. Vielleicht blieb der Vorschlag von G. Curciand G. Veneziano deswegen auch zun�achst unbeachtet. Zudem hat man hier die zus�atz-liche Schwierigkeit, da� die Fermionen nicht als Dirac-, sondern als Majorana-Spinorenauftreten. Wie ich noch zeigen werde, verhindert dies die Benutzung des Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus. Im Prinzip w�are es m�oglich gewesen, das Modell mit dem verwandtenLangevin- oder R-Algorithmus zu simulieren. Diese ben�otigen aber noch mehr Rechenzeit,da man hier noch eine Extrapolation in der Integrationsschrittweite durchf�uhren mu�.1994 hat M. L�uscher ein neues Simulationsverfahren f�ur Fermionen vorgeschlagen,das die Einschr�ankung an die Art der Spinoren nicht hat. Da zur selben Zeit die Arbeitenvon Seiberg undWitten erschienen und das Interesse an supersymmetrischen Modellensprunghaft anstieg, lag es nahe, die neue Methode auf den acht Jahre alten Vorschlag vonG. Curci and G. Veneziano anzuwenden. Die Idee dazu kam von I. Montvay, derdie grundlegenden Formulierungen ausgearbeitet und in ersten Simulationen getestet hat[Mon95, Mon96]. Da sich schon nach kurzer Zeit herausstellte, da� das Projekt Arbeit f�urmehrere Mitarbeiter liefert und unsere M�unsteraner Arbeitsgruppe bereits im Rahmendes Higgs-Yukawa-Modells mit I. Montvay zusammengearbeitet hat, haben wir auchhier wieder eine Kollaboration gebildet.Das Projekt hat sowohl eine physikalische als auch eine algorithmische Zielsetzung.Zum einen soll festgestellt werden, ob mit Gittermethoden supersymmetrische Quanten-feldtheorien untersucht werden k�onnen. Diese Fragestellung bezieht sich auf die Existenzeines kritischen Punktes, an dem der Kontinuumslimes zu einer supersymmetrischen Theo-rie f�uhrt. Zum anderen soll der L�uscher-Algorithmus zur Simulation dynamischer Fermio-nen im Rahmen einer gr�o�eren Simulation getestet werden. Dabei verwenden wir nichtden urspr�unglichen, sondern einen von I. Montvay vorgeschlagenen erweiterten Algo-rithmus.



138 KAPITEL 11. JENSEITS DES STANDARDMODELLS: SUPERSYMMETRIEDie Supersymmetrie des N = 1 SU(2)-Super-Yang-Mills-Modells wird zweifach gebro-chen. Zum einen durch das Fehlen einer Darstellung der Supersymmetrie-Algebra auf demGitter und zum zweiten durch den Wilson-Term im fermionischen Teil der Gitterwirkung,der eine Masse f�ur die Gluinos erzeugt. Die Brechung ist im obigen Sinne leicht. Damit hatman eine vergleichbare Situation wie im Kontinuum, in dem die Symmetrie auch gebro-chen sein mu�, da man keine Masse-entarteten Superpartner beobachtet. Das Gittermodellkann also auch als Studienobjekt f�ur Supersymmetrie-Brechung und -Restauration dienen.



139
Kapitel 12Einf�uhrung in die Super-Yang-Mills-TheorieIn diesem Abschnitt werde ich zun�achst das Kontinuumsmodell vorstellen und einigefundamentale Eigenschaften angeben. Dabei gehe ich kurz auf das allgemeine Vorgehenbei der Konstruktion supersymmetrischer Theorien ein. Anschlie�end zeige ich, was manbei der Gitterregularisierung beachten mu�, und wie die Gitterwirkung aussieht.12.1 Das Kontinuumsmodell12.1.1 Konstruktion supersymmetrischer ModelleDas erste vierdimensionale supersymmetrische Modell war 1974 das Wess-Zumino-Modell[WZ74]. Die Konstruktion dieses Modells beruhte im wesentlichen auf der Intuition derAutoren und etwas Bastelarbeit bei der De�nition der Transformationen. Einen wohlde�-nierten Weg zur Konstruktion supersymmetrischer Wirkungen er�o�nete erst die Einf�uhr-ung des Superraum-Konzeptes durch A. Salam und J Strathdee [SS75a, SS75b].In der gew�ohnlichen Quantenfeldtheorie erh�alt man Poincar�e-invariante Modelle ausder Invarianz des Wirkungsfunktionals unter Variationen bez�uglich der Poincar�e-GruppeP. Das Wirkungsfunktional ist de�niert durchS[�] = Z d4xL(�; @�): (12.1)Invarianz hei�t in diesem Fall, da��S = Z d4x �L (12.2)unter Transformation mit g"P bis auf irrelevante Ober
�achenterme verschwindet. DiePoincar�e-Transformation g wirkt dabei auf die Raum-Zeit-Koordinateng : (x1; x2; x3; x4)! (x01; x02; x03; x04): (12.3)Um eine solche Formulierung auch f�ur die Supersymmetrie zu erhalten, mu� man dieRaum-Zeit mit neuen Koordinaten erweitern. Wie schon bei der Erweiterung der Poin-car�e-Gruppe, sind auch hier die neuen Koordinaten keine einfachen Zahlen, sondern ent-sprechend der Spinor-Natur von Q� und Q _� Grassmann-Zahlen. Die Rechenregeln f�ur



140 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIEdiese algebraisch de�nierten Zahlen sind in Anhang B.1 zusammengestellt. F�ur den FallN = 1 erh�alt man als neues Koordinaten-Tupel(x1; x2; x3; x4; �1; �2; � _1; � _2): (12.4)Zwischen den Koordinaten gelten die Kommutatorenf��; ��g = f� _�; � _�g = f��; � _�g = 0 (12.5)und [x�; ��] = [x�; � _�] = 0: (12.6)In diesem erweiterten Raum kann man jetzt Supersymmetrie-Transformationen de�nieren� ! � + �; � ! � + �;x� ! x� + a� � i� �� � + i� �� � (12.7)Wirkungen, die unter diesen Transformationen invariant sind, beschreiben supersymme-trische Modelle. Mit der Einf�uhrung des Superraums hat man auch Superfelder eingef�uhrt.Die wichtigsten sind die chiralen und Vektor-Superfelder. Chirale Superfelder h�angen nurvon x und � ab und haben die allgemeine Darstellung�(y; �) = �(y) +p2 (y) � + �� F (x) (12.8)mit dem Skalarprodukt �� = ���� = �1�1 + �2�2 !6= 0 (12.9)und y� = x� + i� �� �: (12.10)Mit den Superraum-AbleitungenD _� = �@ _� � i�� ��� _� @� und D� = @� + i��� _� � _�@� (12.11)lautet die de�nierende Gleichung f�ur chirale SuperfelderD _��(y; �) = 0; (12.12)da D _� y = 0 und D _� � = 0 (12.13)



12.1. DAS KONTINUUMSMODELL 141ist. @� ist die Ableitung nach den Grassmann-Koordinaten ��, wie sie im Anhang B.1de�niert ist.Die skalare Funktion F in Gl. 12.8 kann nur von x abh�angen, da jede Abh�angigkeit von� bei der Taylorentwicklung mit dem Vorfaktor �� zu Null werden w�urde. H�ohere Termetreten aufgrund der Grassmann-Natur der � nicht auf. Die Felder auf der rechten Seitebezeichnet man als Komponentenfelder. Im Fall des chiralen Superfeldes bestehen dieseaus einem komplexen Skalarfeld �, einem Weyl-Spinor  und dem skalaren Hilfsfeld F .Die Superfelder sind o�ensichtlich geeignet, die in der Einleitung beschriebenen Teilchen-Multipletts in Form der Komponentenfelder zu verwalten. Unter der Supersymmetrie-Transformation Gl. 12.7 transformieren sich die Komponenten gem�a��� = p2� � = p2�F + ip2@�� �� � (12.14)�F = ip2@� �� �:Analog zu dem chiralen Superfeld kann man nat�urlich auch ein anti-chirales de�nieren,das nur von x und � abh�angig istD��y = 0; �y = �y(y+; �): (12.15)Diese beiden Feldarten beschreiben die Materiefelder in supersymmetrischen Modellen.Mit einem Feld � kann man z.B. das linksh�andige u-Quarkfeld und seinen bosonischenSuperpartner darstellen. Das Produkt von zwei oder mehr chiralen Superfeldern ist wie-der ein chirales Superfeld. Das Produkt �y� ergibt dagegen ein Vektor-Superfeld (s.Gl. 12.16). Dies wird bei der Konstruktion von supersymmetrischen Wirkungen ben�otigt.F�ur die Eichfelder braucht man ein weiteres Superfeld, das Vektor-Superfeld. Diesesh�angt vom vollen Koordinatensatz ab und erf�ullt die Bedingung V y = V . Die Zerlegungin Komponenten lautetV (x; �; �) =C(x) + i� �(x)� i� �(x)+ i2��[M(x) + iN(x)]� i2��[M(x)� iN(x)]+ � �� � A�(x) + i���[�(x) + i2�� @��(x)] + i���[�(x) + i2�� @��(x)]+ 12����[D(x)� 12@�@�C(x)]: (12.16)Wegen V y = V sind die Felder C;M;N und A reell. Wenn � ein chirales Superfeld ist und�y sein anti-chiraler Partner, dann ist �+�y ein Vektor-Superfeld. Analog zur AbelschenEichtransformation in der einfachen Feldtheorie kann man hieraus ein eichtransformiertesVektor-Superfeld de�nierenV (x; �; �)! V (x; �; �) + �(x; �) + �y(x; �): (12.17)



142 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIEJede Superfeld-Wirkung, die unter dieser Transformation invariant ist, h�angt nicht vonallen Komponenten des Feldes V ab. Die Felder C;M;N und � k�onnen immer durchgeeignete Wahl von � weggeeicht werden. Diese spezielle Eichung ist die Wess-Zumino-Eichung. In dieser Eichung reduziert sich das Vektorfeld auf die FormVWZ(x; �; �) = � �� � A�(x) + i����(x) + i����(x) + 12���� D(x): (12.18)Die Transformationen der Komponentenfelder unter den Superraum-Translationen Gl. 12.7lauten ��� = �iD�� � 12(�� � �)�� �� V��; V�� = @�V� � @�V��V � = i(��� �� ��� �)� @� (��+ ��) (12.19)�D = @� (���� �+ ��� �):Als n�achstes konstruiert man aufbauend auf demWess-Zumino-geeichten Vektor-Superfeldeine supersymmetrische Version der Eichfeldst�arke F�� . Dazu braucht man einen Satz vonN Vektor-Superfelder, entsprechend den N -Generatoren der Eichgruppe.V = T aV a; mit [T a; T b] = ifabc T c; TrT aT b = �ab: (12.20)Aus V konstruiert man dann die Feldst�arke-SuperfelderW� = �18(DD)e�2V D�e2V (12.21)W _� = 18(DD)e2V D _�e�2V (12.22)mit den Superraum-Ableitungen aus Gl. 12.11. Die Terme DD und DD sind wieder alsSkalarprodukte aufzufassen. Mit dem Vektor-Superfeld in Wess-Zumino-Eichung brichtdie Entwicklung der e-Funktionen nach der zweiten Ordnung ab, da wieder die Grassmann-Koordinaten als Entwicklungskoe�zienten auftreten.Die Felder W� und W _� sind chirale bzw. anti-chirale Felder, wie man mit Hilfe derBeziehungen D _�W� = 0 und D�W _� = 0 (12.23)nachrechnen kann. Die beiden Felder sind nicht unabh�angig voneinander, sondern �uberdie Beziehung D _�W _� = D�W� (12.24)verkn�upft. Eine l�angere Rechnung liefert die Komponentenfelder des Feldst�arke-Super-feldes W a = ��a(y) + �Da(y) + ���� F a��(y)� ��� �r� �a(y): (12.25)



12.1. DAS KONTINUUMSMODELL 143Darin sind F�� = @�V� � @�V� + i[V�; V�] (12.26)und r� � = @� �+ i[V�; �] (12.27)der Eichfeld-Feldst�arketensor und die kovariante Yang-Mills-Ableitung.Aus den gerade eingef�uhrten chiralen und Vektor-Superfeldern baut man jetzt su-persymmetrische Wirkungen zusammen. Dazu benutzt man die Tatsache, da� bei derTransformation der Komponentenfelder gem�a� Gl. 12.14 und Gl. 12.19 der F -Term deschiralen Superfeldes und der D-Term des Vektor-Superfeldes sich als totale Divergenz imgew�ohnlichen Raum transformieren. Wie im Anhang B.1 gezeigt, hat die Integration �ubereine Grassmann-Variable � die gleiche Wirkung wie die Di�erentiation nach �. Mit diesemWissen kann man die zwei Haupttypen supersymmetrischer Wirkungen formulierenS1 = Z d4x d2� d2� f(�;�y) (12.28)S2 = Z d4x d2�W (�) + Z d4x d2� [W (�)]y: (12.29)S1 wird als D-Typ- und S2 als F -Typ-Wirkung bezeichnet. Die Funktion f hat als Ergeb-nistyp ein Vektor-Superfeld. Somit projiziert bei S1 die Grassmann-Integration den Termproportional zu ���� heraus. Da dessen Variation unter der Superraum-Translation einetotale Divergenz bez�uglich d4x ist, verschwindet dieser Term bis auf Ober
�achenterme.Analog projiziert in S2 die Grassmann-Integration den F -Term heraus, der auch wiederals totale Divergenz transformiert.Die Forderung nach Renormierbarkeit schr�ankt die Form der Funktion f und desSuperpotentials W stark ein. Unter Ber�ucksichtigung dieser Tatsache ergibt sich als all-gemeinste Form einer supersymmetrischen, renormierbaren Theorie die Lagrangedichte[BW92] L = 14g2 Tr(W �W� ���� +W _�W _� ����) + �y eV � ������+ ��12mij �i�j + 13gijk �i�j�k� ���� + h:c:� : (12.30)Die Angaben j��; j�� und j���� besagen, da� vom vorhergehenden Superfeld-Ausdruck derTeil proportional zu ��; �� oder ���� genommen werden soll. Dies sind gerade der F - undder D-Term. Der Term �y eV � ������ (12.31)beschreibt die eichinvariante Kopplung der chiralen und anti-chiralen Materiefelder andas Eichfeld V . Der letzte Term enth�alt Massenterme und trilineare Terme, die die Form



144 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIEYukawa-artiger Kopplungen zwischen den Fermionen und Bosonen haben. Damit ist dieKonstruktion abgeschlossen. Gibt man die Eichgruppe und den Materieinhalt des Mo-dells vor, so kann man mittels Gl. 12.30 die Lagrangedichte ausrechnen. Bei der Berech-nung von Feynman-Diagrammen in der St�orungstheorie ist es allerdings g�unstiger, imSuperfeld-Formalismus zu bleiben und nur ganz am Schlu�, wenn ben�otigt, wieder auf dieKomponentenfelder zu reduzieren.12.1.2 Das N = 1 SU(2) Super-Yang-Mills-ModellNachdem ich gezeigt habe wie man die allgemeinste Theorie konstruiert, widme ich michjetzt der einfachsten supersymmetrischen nicht-abelschen Eichtheorie. Dies ist das N = 1SU(2) Super-Yang-Mills-Modell als supersymmetrische Erweiterung der reinen SU(2)-Eichtheorie. Da wir keine Materiefelder brauchen, reduziert sich unsere Wirkung auf dieerste Klammer in Gl. 12.30. Entsprechend den drei Generatoren der Gruppe SU(2) brau-chen wir drei Superfelder, W 1;W 2 und W 3. Die Lagrangedichte ergibt sich damit imMinkowski-Raum zuL = � 14g2F a�� F a�� + #32�2F a�� ~F a�� + i2g2 �ar� 
� �a � 12DaDa; (12.32)~F a�� = 12 "���� F��: (12.33)Die auftretenden Felder sind die Eichfeldst�arke F�� , das Spinorfeld �, das wahlweise alsvier-komponentiger reeller Majorana-Spinor oder zwei-komponentiger komplexer Weyl-Spinor geschrieben werden kann, und das reelle skalare Feld D. Bei der Abz�ahlung derbosonischen und fermionischen Freiheitsgrade mu� man darauf achten, ob man die on-shell- oder die o�-shell-Formulierung meint. O�-shell besitzt das Spinorfeld vier Freiheits-grade und das Eichfeld nur drei. Deshalb braucht man das Feld D, um die Gleichheitder Freiheitsgrade zu sichern. On-shell reduzieren sich die Freiheitsgrade des Spinorfeldesauf zwei und die des Eichfeldes ebenfalls, so da� das D-Feld nicht ben�otigt wird. Der�Ubergang vom o�-shell- zum on-shell-Formalismus erfolgt durch Anwendung der Bewe-gungsgleichungen. Da das Feld D keinen kinetischen Term besitzt, nimmt es nicht an derDynamik teil und kann mittels der Bewegungsgleichungen entfernt werden. Das Feld Df�allt also automatisch beim �Ubergang o�-shell nach on-shell heraus. Der Parameter # wirdals Vakuumwinkel bezeichnet. F�ur # 6= 0 kann man eine komplexe Eichkopplung1g2c = 1g2 + i #8�2 (12.34)de�nieren. Aus der Analytizit�at der Wirkung in dieser komplexen Variablen ergeben sichweitreichende Konsequenzen, wie man z.B. in [DS94, Sei94] nachlesen kann. Im folgen-den werde ich immer # = 0 annehmen. Die on-shell-Wirkung im Euklidischen und mitreskalierten Eichfeldern A! g A lautet dannSSYM = Z d4x 14F a�� F a�� ++12 �a 
�r� �a (12.35)



12.1. DAS KONTINUUMSMODELL 145mit F a�� = @�Aa� � @�Aa� + gfabcAb�Ac� ; (12.36)r��a = @��a + gfabcAb� �c: (12.37)Die euklidische Super-Yang-Mills-Wirkung SSYM ist invariant unter den Supersymmetrie-Transformationen �Aa� = 2i � 
� �a��a = ���� F a�� � (12.38)��a = � ��� F a�� :Die Wirkung sieht auf den ersten Blick aus wie die QCD-Wirkung. Im Unterschied zudieser treten hier Majorana-Spinoren statt Dirac-Spinoren auf, und die Eichfelder wirkenin der adjungierten Darstellung. Da die adjungierte Darstellung von SU(2) dreidimensionalist, hat man auch hier drei Gluino-Felder �i entsprechend den drei Eichbosonen W i.Aus der formalen Analogie zur QCD erwartet man auch f�ur dieses Modell nur farbloseasymptotische Zust�ande und Con�nement. Die Wirkung, Gl. 12.35, ist klassisch invariantunter chiralen Transformationen �! ei�
5 �; (12.39)und beschreibt damit masselose Teilchen. Au�erdem ist sie skaleninvariant. In der Quan-tentheorie wird die Chiralit�at durch die Anomalie des axialen Stroms gebrochen@�J5� = ��(g)2g F a�� ~F a�� (12.40)und die Skaleninvarianz durch die Anomalie des Energie-Impuls-Tensors@�(x� ���) = ��� = �(g)2g F a�� F a�� : (12.41)Hierbei ist �(g) = �3Nc2�g2 11� Nc2�g ; Nc = rang(SU(N)) (12.42)die vollst�andig bekannte �-Funktion f�ur Super-Yang-Mills-Theorien mit der EichgruppeSU(N), in diesem Fall N=2. Da man beweisen kann, da� es keine nicht-st�orungstheoreti-schen Beitr�age gibt, reicht die Kenntnis der Funktion in allen Ordnungen der St�orungs-theorie [NSVZ83, SVZ86]. Dies ist einer der wenigen F�alle in denen man die volle �-Funktion analytisch kennt und eine Konsequenz der Supersymmetrie.



146 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIEWeiterhin gibt es ein exakt berechenbares Gluino-Kondensat, das durch die Dynamikerzeugt wird < �a� �a� > = c�3 e2�ik=Nc ; k = 0; : : : ; Nc � 1: (12.43)Die Konstanten c sind ebenfalls bekannt. Die durch die Anomalie Gl. 12.40 zu Z2Ncgebrochene U(1)-Symmetrie der klassischen Wirkung wird durch das Kondensat wei-ter zu Z2 gebrochen. In einer vor kurzem erschienen Arbeit von A. Kovner und M.Shifman wird erg�anzend, noch die Existenz einer zweiten Phase mit verschwindendemGluino-Kondensat, Z2Nc-Symmetrie und masselosen Teilchen (ohne spontane Symme-triebrechung) vorausgesagt.Aufgrund des Con�nement treten die elementaren Felder, die Gluonen und Gluinos,nur in gebundenen Zust�anden auf. In der Phase mit < �a �a >6= 0 erwartet man massiveEichbosonen und massive Majorana-Fermionen mit MassenmF = mB = 13g�: (12.44)� ist die Skala, die die Brechung der Skaleninvarianz parametrisiert. Die Supersymmetriewird durch diese Massen nicht gebrochen [VY82]. Aufgrund der Brechung Z2Nc ! Z2 gibtes Nc entartete Vakuumzust�ande mit verschwindender Energiedichte, wie es im supersym-metrischen Fall sein mu� (s. Gl. 11.16).12.2 Das GittermodellIm ersten Teil dieses Kapitels habe ich skizziert, wie man die Kontinuumswirkung kon-struiert und welche Eigenschaften man im Fall N = 1 und Eichgruppe SU(2) bzw. SU(N)erwartet. In diesem Teil werde ich die Gitterformulierung der Wirkung Gl. 12.35 ange-ben und die wesentlichen Gr�o�en au
isten, die zur Messung in der Simulation ben�otigtwerden.12.2.1 Konstruktion der GitterwirkungDie Wirkung, Gl. 12.35, enth�alt das SU(2)-Eichfeld in der adjungierten Darstellung unddrei Majorana-Spinoren, die ebenfalls zur adjungierten Darstellung geh�oren. Die Kon-struktion der Gitterwirkung erfolgt in zwei Schritten. Zun�achst diskretisiere ich das Eich-feld und dann den Teil mit den Fermionen.Diskretisierung der EichfelderDie Gitterformulierung von Eichfeldern folgt aus deren Transporteigenschaft. Im Kon-tinuum dienen die Eichfelder dazu, Materiefelder an verschiedenen Orten miteinandervergleichen zu k�onnen, was insbesondere f�ur die Di�erentiation wichtig ist. Dazu de�niertman den Transport mittels des Eichfeldes A� �uber das pfadgeordnete IntegralUC = Pe� RC dsA(s): (12.45)



12.2. DAS GITTERMODELL 147

Gitterabstand a- �̂6̂� -Ux� -6�?Ux;��
Abbildung 12.1: Anordnung der Eichfelder auf dem Gitter. Mit dicken Linienist eine Linkvariable Ux� und eine Plaquette UP = Ux;�� dargestellt. �̂ und �̂geben die Einheitsvektoren in Richtung � und � an.Auf dem Gitter be�nden sich die Materiefelder an den Gitterpunkten. Daher erscheint essinnvoll, die Eichtransporter UC mit den Kanten oder Links zwischen den Gitterpunktenzu assoziieren. Die k�urzeste Strecke hat die L�ange a, wobei a der Gitterabstand ist undder damit verkn�upfte Transporter Ux� am Gitterpunkt x in Richtung �̂ hat f�ur kleine adie Entwicklung Ux� = 1� aA�x+ a22 A2�(x) + : : : (12.46)Das Feld A� ist dabei bereits die Kontraktion mit den Generatoren der gew�ahlten Dar-stellung der Eichgruppe A�(x) = �gAa�(x)Ta: (12.47)Die gebr�auchliste Gitterversion des reinen Eichanteils in Gl. 12.35 geht auf K. Wilsonzur�uck. Im Kontinuum bekommt man den Feldst�arketensor F�� , indem man das IntegralGl. 12.45 auf einem in�nitesimalen Rechteck der Seitenl�ange dx und dy auswertet. Daskleinste Rechteck auf dem Gitter ist ein Quadrat mit den Eckenx; x + �̂; x + �̂+ �̂ und x+ �̂; �; � = 1; 2; 3; 4: (12.48)Abbildung 12.1 zeigt dies noch einmal in einer Skizze.Mit der in der Abbildung gezeigten PlaquetteUp = Ux;�� = Ux� Ux+�;� U�1x+�;� U�1x� (12.49)



148 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIElautet die Wilson-Wirkung f�ur ein SU(N)-EichfeldSW (U) = �Xp �1� 1Tr 1Re Tr Up� : (12.50)Die Summe geht dabei �uber alle positiv orientierten Plaquetten, wie sie durch die Rei-henfolge der Eichtransporter in Gl. 12.49 festgelegt ist. Durch Einsetzen der EntwicklungGl. 12.46 und Anwendung der Baker-Campell-Hausdor�-Formel zeigt man, da� im Li-mes a ! 0 die Wilson-Wirkung in die Kontinuums-Yang-Mills-Wirkung �ubergeht. DieEichkopplung � ist �uber die Beziehung � = 2Ncg2 (12.51)mit der Kontinuums-Kopplung verbunden.In unserem Fall ist die Eichgruppe SU(2). Die adjungierte Darstellung ist mit derfundamentalen Darstellung �uber die RelationVrs;x� = V �rs;x� = V �1rs;x�T = 2Tr(U yx�TrUx�Ts) (12.52)verkn�upft. Die Matrizen Vx� sind also reell und vom Rang drei. Die Generatoren Tr sindim SU(2)-Fall durch die Pauli-Matrizen gegebenTr = 12 �r: (12.53)In der Wilson-Wirkung, Gl. 12.50, treten in unserem Modell die Linkfelder Ux� in derfundamentalen Darstellung auf. Die adjungierte Form wird im fermionische Teil gebraucht,zu dem ich jetzt komme.Diskretisierung der FermionfelderWie ich im ersten Teil dieser Arbeit gezeigt habe, ist die Diskretisierung von Dirac-Fermionen bekannt und f�uhrt zur Wilson-Wirkung f�ur Fermionen. Analog zu dieser kannman die Wirkung Gl. 12.35 zun�achst mit Dirac-Spinoren diskretisieren und erh�altSf =Xx ( x x �K 4X�=1  x+�̂(r + 
�)Vx� x +  x��̂(r � 
�)V Tx��̂;� x) (12.54)mit den Linkfelder Vx� der adjungierten Darstellung und dem Wilson-Parameter r, derim folgenden immer gleich Eins gesetzt wird. Zusammen mit der Wilson-Wirkung f�ur dieEichfelder hat die Wirkung die Form einer SU(2)-Eichtheorie mit einem einzelnen Mate-riefeld in der adjungierten Darstellung. Man nutzt jetzt die Tatsache aus, da� sich Dirac-Spinoren als Linearkombination zweier Majorana-Spinoren darstellen lassen [Mon96] = 1p2 ��(1) + i�(2)� : (12.55)



12.2. DAS GITTERMODELL 149Umgekehrt kann man aus zwei Dirac-Spinoren zwei Majorana-Spinoren konstruieren�(1) = 1p2 � + C T � und �(2) = ip2 �� + C T � : (12.56)C ist die Matrix, die die Ladungskonjugation vermittelt und hat die EigenschaftenCT = �C und (
� C)T = 
�C: (12.57)Eine m�ogliche Wahl im Euklidischen ist damit C = 
2
4. Die in Gl. 12.56 de�niertenMajorana-Spinoren erf�ullen die Majorana-Bedingung�(k) = �(k)T C; k = 1; 2: (12.58)Setzt man Gl. 12.56 in Gl. 12.54 ein, so bekommt man die entsprechende Wirkung mitzwei Majorana-SpinorenSf = 12Xx 2Xk=1 (�(k)x �(k)x �K 4X�=1 �(k)x+�̂(1 + 
�)Vx��(k)x + �(k)x��̂(1� 
�)V Tx��̂;��(k)x )(12.59)= 12 2Xj=1Xx �(k)y Qyx �(k)x (12.60)mit der FermionmatrixQyr;xs = �yx�rs �K 4X�=1 �y;x+�̂(1 + 
�)Vrs;x� + �y;x��̂(1� 
�)V Trs;x��̂;�: (12.61)Die Fermionmatrix erf�ullt die BeziehungenQy = 
5Q
5 und ~Q = 
5Q = ~Qy: (12.62)~Q ist folglich hermitesch und somit ist det Q = det(
5Q) immer reell. Dar�uber hinausgilt [Mon97b] C�1QC = QT ; (12.63)da die Linkmatrizen in der adjungierten Darstellung reell und symmetrisch sind. AlsFolge davon treten reelle Eigenwerte immer doppelt auf, und somit ist det Q[V ] � 0 undpdet Q[V ] reell f�ur alle Eichkon�gurationen V .Im n�achsten Schritt mu� man jetzt noch den Zusammenhang zwischen dem Pfadin-tegral �uber die Dirac-Spinoren und dem Pfadintegral �uber die Majorana-Spinoren her-stellen, da die quantisierte Theorie hier�uber de�niert ist und auch Erwartungswerte mit



150 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIEdem Pfadintegral berechnet werden. Dazu geht man von der Dirac-Version aus und setztGl. 12.55 ein Z d d e Q Gl: B:11= det Q =Yk=1 2 Z d�(k) e�(k)Q�(k): (12.64)Die letzte Integration geht nur �uber �, weil � mit diesem �uber Gl. 12.58 verkn�upft ist. Dawir nur einen Majorana-Freiheitsgrad ben�otigen folgtZ d� e�Q� = �pdet Q: (12.65)Die Festlegung des Vorzeichens ist etwas problematisch. Zwar kann man f�ur ein festesEichfeld das Vorzeichen festlegen, aber man mu� sicherstellen, da� es sich auf kontinu-ierlichen Eichorbits nicht �andert. Wie ich oben gesagt habe, kann man die Kontinuums-wirkung wahlweise mit Majorana- oder Weyl-Fermion formulieren. Im Kontinuum hatE. Witten 1982 gezeigt, da� eine SU(2)-Eichtheorie mit einem einzelnen linksh�andigenWeyl-Fermion-Doublett in der fundamentalen Darstellung als Materiefeld nicht existiert,da das Pfadintegral identisch verschwindet [Wit82]. Der Beweis beruht auf der Tatsache,da� es zu jedem Eichfeld ein transformiertes Feld gibt, das einen genau entgegengesetztenBeitrag zum Pfadintegral liefert. Die Ursache hierf�ur ist die nicht-verschwindende vierteHomotopie-Gruppe �4(SU(2)) = Z2: (12.66)Die Eichfeldpaare sind dabei �uber kontinuierliche Eichorbits verbunden und liegen nichtin getrennten Sektoren des Raums der Eichfeldkon�gurationen. Da das Pfadintegral abergerade durch die Determinante der Fermionmatrix gegeben ist, w�are eine Festlegung desVorzeichens nicht m�oglich. F�ur die adjungierte Darstellung wurde keine Aussage getro�enund die Frage blieb o�en, ob diese Theorie existiert. In einem 1997 erschienenen Preprintbeantwortet S. Hsu diese Frage positiv. In der adjungierten Darstellung gibt es keine Vor-zeichen
uktuationen und damit kann die Wahl eindeutig getro�en werden. Der Beweis giltzun�achst nur im Kontinuum, aber ich gehe im folgenden davon aus, da� die Aussage auchin der gitterregularisierten Form gilt, da diese im Limes a ! 0 die Kontinuumswirkungbeliebig genau approximiert.Die Festlegung des Vorzeichens kann z.B. �uber die Pfa�'sche Form der Fermionma-trix Q geschehen [Mon96]. F�ur komplexe anti-symmetrische Matrizen Mij = �Mji mitgeradem Rang 2N , ist diese de�niert alspf(M) = (�1)N2N N ! YP sign(P )Mi1i2 : : :Mi2N�1i2N : (12.67)



12.2. DAS GITTERMODELL 151Die Summe geht �uber alle Permutationen und sign(P ) ist das Signun der Permutation Psign(P ) = 8>>><>>>:+1 wenn i1; : : : ; i2N eine gerade Permutation von 1; 2; : : : ; 2N ist�1 wenn i1; : : : ; i2N eine ungerade Permutation von 1; 2; : : : ; 2N ist0 sonst (12.68)Der Zusammenhang mit der Determinante der MatrixM ist dann gegeben durch [Nak91]det M = pf(M)2: (12.69)In unserem Fall ist die Matrix M gegeben durch Q = C Q, und somit kann man �uberpf(C Q) das Vorzeichen festlegen, indem man f�ur eine spezielle Wahl von Q, z.B. K = 0,pf(C Q) berechnet und mit dem Ausdruck�pdet(C Q) = �p(det C det Q) = �pdet Q (12.70)vergleicht. Die Wirkung mit einem Majorana-Freiheitsgrad lautet dannSf = 12Xx (�x�x �K 4X�=1 �x+�̂(r + 
�)Vx��x + �x��̂(r � 
�)V Tx��̂;��x) ; (12.71)und das Pfadintegral �uber � ergibt sich zuZ d� e�Sf =pdet Q: (12.72)Die Gesamtwirkung ist schlie�lich gegeben durch die SummeSGitterSYM = SW [U ] + Sf [U ]: (12.73)F�ur die Simulation tritt hier das Problem auf, da� die Wurzel der Fermiondeterminante zuberechnen ist. Wie man dies mit dem L�uscher-Verfahren behandelt, werde ich im n�achstenKapitel beschreiben.F�ur die numerische Berechnung mu� man noch alle Erwartungswerte von Funktionender Majorana-Spinoren auf Dirac-Spinoren umrechnen, da diese in Simulation verwendetwerden. F�ur die n-Punkt-Funktion erh�alt man [Mon96]< �y1�x1 : : : �yn�xn > = 1Z Z dU e�SW [U ]pdet Q[U ] (det Q[U ])�1� Z d d e� Q 12n ( x1 + C Tx1) : : : ( xn + C Txn) (12.74)mit Z = Z dU e�SW [U ]pdet Q[U ]: (12.75)



152 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIEIm Fall n = 1 bekommt man damit< �y�x > = 1Z Z dU e�SW [U ]pdet Q[U ] 12 �Q�1yx + C�1Q�1yxC	 : (12.76)Die h�oheren n-Punkt-Funktionen kann man auf diese Weise ebenfalls bestimmen.12.2.2 Eigenschaften und Me�gr�o�enWie in der Einleitung bereits gesagt, ist die gitterregularisierte Theorie nicht mehr super-symmetrisch. Die Supersymmetrie wird durch das Gitter im obigen Sinne leicht gebrochen.Die klassische Wirkung ist chiral invariant. Diese Symmetrie wird zwar durch Quanten-e�ekte gebrochen, es bleibt aber eine Restsymmetrie Z2. Auf dem Gitter hat man zweiParameter, die man justieren kann, um den kritischen Punkt, der zur supersymmetrischenKontinuumstheorie geh�ort, zu �nden. Zum einen ist dies die Eichkopplung � und zumanderen der fermionische Hoppingparameter K. Bei fester Eichkopplung kann man dieMassen der auftretenden Teilchenzust�ande mit dem Hoppingparameter einstellen und soden kritischen Wert Kc bestimmen, an dem die Massen der Teilchen des Super-Multipletts�ubereinstimmen. Die Gitterkonstante a ist eine Funktion von � und K. Folglich wird manden kritischen Wert Kc bei verschiedenen Werten der Eichkopplung bestimmen und ausdiesen Werten nach a! 0 extrapolieren. Im Falle der nicht-abelschen Eichtheorien wirdder Kontinuumslimes �uber � ! 1 erreicht. In der Praxis gen�ugen f�ur die Eichkopplun-gen in der reinen SU(2)-Eichtheorie Werte im Bereich 2.0-3.0. Damit ist da� Programmzun�achst festgelegt.Aus den elementaren Feldern der Wirkung werden die asymptotischen gebundenenEinteilchenzust�ande aufgebaut. In [VY82] wird f�ur die Teilchen des niedrigsten Super-Multipletts der folgende Ansatz gemachta = c �� b = c i �
5� � = 12 i c F������L (12.77)M = c F 2 N = �c F ~F: (12.78)Um diese Zust�ande auf dem Gitter zu messen, machen wir die Identi�kation� M � 0+-Glueball G0+ (gg)� � � 12Majorana Gluino-Glueball � (g~g)� a � 0� Pseudoskalar a-Eta� ��a (~g~g)� b � 0+ Skalar a-Eta+ �+a (~g~g).Die Buchstabenkombinationen gg; g~g und ~g~g sollen nur den Inhalt an elementaren Feldernandeuten und sind nicht mit dem Propagator zu verwechseln. Die entsprechenden MassenMG0+ ;M�;M��a undM�+a sollten beim kritischenK den gleichenWert haben. Neben diesenvier Zust�anden messen wir noch



12.2. DAS GITTERMODELL 153� 2+ Glueball G2+ (gg)� 0� a-Pion �a (~g~g)� 0+ a-Sigma �a (~g~g).Die letzten beiden Zust�ande treten nicht als physikalische Teilchen im Spektrum auf. Siewerden auf dem Gitter aus den Wilson-Fermionen analog zum Pion und Sigma in derQCD gebildet und dienen als Hilfsgr�o�e bei der Bestimmung des kritischen Hoppingpa-rameters. Neben dieser Analogie stellen sie den verbundenen Anteil der physikalischenEta-Propagatoren dar. In der OZI-Approximation (Okubo-Zweig-Iizuka [BJ95, $10.7.2]),in der hadronische Zerf�alle, die durch unverbundene Quark-Flow-Diagramme beschriebenwerden, unterdr�uckt sind, sind das a-Eta� und das a-Pion sowie das a-Eta+ und dasa-Sigma identisch. Man erwartet, da� das a-Pion bei einem kritischen Wert des Hopping-parameters verschwindet [CV87]. Der so de�nierte Wert K�ac mu� aber nicht mit demsupersymmetrischen Kc �ubereinstimmen.Die beiden Glueballzust�ande werden aus Korrelationsfunktionen der r�aumlichen Pla-quetten, Gl. 12.49, aufgebautC0+(t) =< A(t)A(0) > � < A(t) >< A(0) > (12.79)C2+(t) = 8<:< E1(t)E1(0) > � < E1(t) >< E1(0) >< E2(t)E2(0) > � < E2(t) >< E2(0) > (12.80)mit den Gr�o�en A(t) = Xx1;x2;x3Xij Re[Ux;ij] (12.81)E1(t) = Xx1;x2;x3Re[Ux;12 � Ux;23] (12.82)E2(t) = Xx1;x2;x3Re[Ux;12 + Ux;23 � 2Ux;13]=p3: (12.83)Die Summe �uber ij schlie�t die drei raumartigen Plaquetten ein. Der Vakuumerwartungs-wert der beiden Gr�o�en E1(t) und E2(t) verschwindet f�ur Gitter, die invariant unter derkubischen Symmetriegruppe sind. Da unsere Gitter asymmetrisch sind, mu� man diesdurch die Subtraktion ausgleichen. Die Bezeichnung der Linearkombination A;E1 und E2ist in Anlehnung an die Darstellung der kubischen Gruppe gew�ahlt, unter der die Zust�andesich transformieren. Weitere Einzelheiten �uber die Klassi�kation der Glueball-Zust�andekann man in [BB83] �nden.Das Signal-zu-Rausch-Verh�altnis ist bei der Bestimmung der Glueball-Korrelations-funktionen immer ein Problem. Die Ursache hierf�ur liegt im schlechten �Uberlapp derOperatoren A und E mit der Grundzustandswellenfunktion. Um die Klassi�kation der
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6�= +P��; �� 6= 4; � 6= �UNx� UN�1x�UN�1x+2N�1�̂;�
UN�1x;� UN�1x+2N�1�̂;�

UN�1x+2N�1�̂+2N�1�̂;�UN�1 yx+2N �̂;�

Abbildung 12.2: Eichinvariantes Blocking-Schema nach Teper. Die geschmier-ten Links sind iterativ de�niert und werden in jedem Iterationsschritt um einenFaktor Zwei l�anger.Zust�ande zu erhalten und gleichzeitig den �Uberlapp zu verbessern, wurden mehrere Ver-fahren vorgeschlagen und getestet, die aus den elementaren Links "geschmierte\ Linksaufbauen. Dabei unterscheidet man eichinvariante Verfahren [Tep87, A+87] und solche,bei denen man die Eichung �xieren mu� [CSVW93]. Die aus den geschmierten Linkfeldernbestimmten Plaquetten und Korrelationsfunktionen zeigen ein deutlich besseres Signal-zu-Rausch-Verh�altnis.Wir haben uns f�ur das Teper-Verfahren entschieden, da es eichinvariant und damitleicht zu implementieren ist. Dabei werden die Links entsprechend der Vorschrift in Ab-bildung 12.2 zu neuen Links zusammengefa�t. Formal lautet die VorschriftUNx� = UN�1x� UN�1x+2N�1�̂;� + X��;�;� 6=4;� 6=�UN�1x;� UN�1x+2N�1�̂;� UN�1x+2N�1�̂+2N�1�̂;� UN�1 yx+2N �̂;�:(12.84)Dieses Verfahren ist iterativ de�niert. Die e�ektive L�ange der geschmierten Linkvaria-blen nimmt in jedem Schritt um einen Faktor Zwei zu. Dementsprechend haben auch diePlaquetten eine wachsende Ausdehnung und k�onnen so den Grundzustand besser her-ausprojizieren. Das optimale Blocking-Level h�angt im wesentlichen von der Eichkopplungund der Gittergr�o�e ab und kann mit einem Variationsverfahren bestimmt werden. Dieswerde ich im Abschnitt �uber die algorithmischen Resultate zeigen.Bei den Fermionpropagatoren haben ich bei den von mir durchgef�uhrten Messungennur Punktquellen und -senken verwendet. Zur Zeit wird auch hier ein Verfahren mitgeschmierten Quellen und Senken getestet, von dem aber noch keine Ergebnisse vorliegen.



12.2. DAS GITTERMODELL 155Die rein fermionischen Korrelationsfunktionen lautenC�a(y; x) = Trf
5Q�1yx 
5Q�1xy g (12.85)C�a(y; x) = TrfQ�1yx Q�1xy g (12.86)C��a (y; x) = Trf
5Q�1yy g Trf
5Q�1xx g � 2Trf
5Q�1yx 
5Q�1xy g (12.87)C�+a (y; x) = TrfQ�1yy g TrfQ�1xxg � 2TrfQ�1yx Q�1xy g: (12.88)Zur praktischen Berechnung wird die Punktquelle y per Zufallszahlengenerator im Gittergew�ahlt. Die Senken werden auf den einzelnen Zeitscheiben aufsummiert. Der verbleibendePropagator h�angt dann nur noch von t ab. Durch die Summation wird der ~p = 0 Beitragherausprojiziert. Der Faktor Zwei bei den Eta-Propagatoren resultiert aus der Umrech-nung Majorana nach Dirac. Mit dem Propagator C�a(y; x) kann man aus den Werten f�urx = y noch das unrenormierte Fermion-Kondensat < �x �x > bestimmen.x y � 2x y
Abbildung 12.3: Graphische Darstellung des a-Eta-Propagators mit dem unver-bundenen Anteil links und dem verbundenen Anteil, der dem a-Pion entspricht,rechts.Abbildung 12.3 zeigt die Beitr�age zur a-Eta+- und a-Eta�-Korrelationsfunktion noch-mals in graphischer Form. Die unverbundenen Anteile werden mittels der "volume sourcetechnique\ bestimmt [KFM+94, E+96]. Dazu wird auf jedem Gitterpunkt der der betrach-teten Spinor-Komponente entsprechende Eintrag gleich Eins gesetzt und dann mit diesemQuellenvektor die Inversion durchgef�uhrtQ[U ] v = b; bx;� = 1 f�ur alle x (12.89)< Q�1xx > = 1N NXi=1 Xyx Q�1yx [Ui] (12.90)= 1N NXi=1 Xx Q�1xx [Ui] + 1N NXi=1 Xy 6=xQ�1yx [Ui]: (12.91)Der so erhaltene Propagator enth�alt sowohl Anteile mit x = y als auch solche mit x 6= y.Der zweite Beitrag in Gl. 12.91 mit x 6= y ist nicht eichinvariant und somit verschwindetder Erwartungswert bei gen�ugend gro�er Zahl von Eichkon�gurationen (Elitzur's Theorem



156 KAPITEL 12. EINF�UHRUNG IN DIE SUPER-YANG-MILLS-THEORIE-6�? -6�?x yAbbildung 12.4: Graphische Darstellung des Gluino-Glueball-Propagators. DiePlaquette wird aus verschmierten Linkvariablen gebildet.[Eli75]). �Ubrig bleibt der erste Teil mit x = y, und dies ist der gesuchte Teilpropagatorf�ur den unverbundenen Anteil der a-Eta-Korrelationsfunktionen.Die Korrelationsfunktion f�ur den Gluino-Glueball setzt sich aus zwei Plaquetten undeinem Propagator zusammen und ist in Abbildung 12.4 skizziert. Berechnet wird derPropagator �uber Cg~g(y; x) = Trf#ayQ�1ya�;xb� #bxg: (12.92)Das Feld #ax wird nach folgender Vorschrift konstruiertÛx = Ux;23 + Ux;13 + Ux;12 (12.93)#ax = �i2 TrSU(2) f�a Ûxg: (12.94)Um das Signal-zu-Rausch-Verh�altnis auch hier zu verbessern, werden die schon f�ur dieGlueball-Propagatoren verwendeten geschmierten Plaquetten benutzt. Das optimale Block-ing-Level mu� dann wieder aus den Simulationsergebnissen bestimmt werden.Die Korrelationsfunktionen mit Gluino-Beitr�agen werden �uber die Inversion der Fer-mionmatrix bestimmt. Das a-Pion und das a-Sigma kann man zusammen bestimmen, dasie sich nur um den 
5-Einschub unterscheiden. Da die Spinoren 4Dirac � 3colour Eintr�agehaben, macht das bei einer Punktquelle 12 Inversionen. F�ur die beiden Eta-Propagatorengilt dasselbe. Bei den Gluino-Glueballs hat man auf einem L3 � T Gitter 4Dirac � T In-versionen und dies zun�achst f�ur jedes Blocking-Level. Man kann die Zahl der Inversionenjedoch in allen F�allen um die H�alfte reduzieren, da es gen�ugt, die Propagatoren f�ur dieDirac-Indizes 1 und 3 zu bestimmen. Die Werte f�ur 2 und 4 stimmen mit diesen beiden�uberein, wie eine Inspektion des Propagators zeigt. Ursache hierf�ur ist die Tatsache, da�die Linkmatrizen V reell sind.Neben diesen Propagatoren werden noch rein gluonische Me�gr�o�en ermittelt. Dies



12.2. DAS GITTERMODELL 157sind die Erwartungswerte f�ur die raum- und zeitartigen Plaquetten< Usp > = TrSU(2) Trx < Ux;12 + Ux;13 + Ux;23 > (12.95)< Utp > = TrSU(2) Trx < Ux;14 + Ux;24 + Ux;34 >; (12.96)der Polyakov-Loop und sein Absolutwert< PL > = TrSU(2) Trx < TYt=1 Ux;t >; (12.97)sowie die Wilson-Loops< WRTL > = TrSU(2) Trx < WRTL;1 +WRTL;2 +WRTL;3 > : (12.98)Letztere sind geordnete Produkte von Linkvariablen entlang eines Rechtecks der Ausdeh-nung R � TWRTL;i = R�1Yk=0 Ux+kî;i T�1Yk=0 Ux+Rî+k4̂;4 0Yk=R�1UTx+kî+T 4̂;i 0Yk=T�1UTx+k4̂;4: (12.99)�Uber die Wilson-Loops ist das statische Quarkpotential V (R) de�niertV (R) = � limT!1 1T log < WRTL >; (12.100)das die Eichfeldenergie in Anwesenheit eines statischen Quark-Anti-Quark-Paares be-schreibt. Aus V (R) leitet man die "string tension\ � ab� = limR!1 1R V (R): (12.101)Con�nement, wie man es im SU(2)-Super-Yang-Mills-Modell erwartet, ist gleichbedeutendmit � > 0. In diesem Fall ist V (R) � � R; f�ur R!1 (12.102)und die Energie steigt an, wenn man das Quark-Anti-Quark-Paar "auseinanderzieht\. F�urdie Wilson-Loops folgt hieraus, da� sie eine Funktion der eingeschlossenen Fl�ache sindWRTL � C e�� RT ; f�ur R; T !1: (12.103)Gro�e Werte f�ur R und T sind immer ein Problem in der Simulation. Zum einen brauchtman gro�e Gitter und zum anderen wird das Signal mit steigender Fl�ache der Wilson-Loops schlechter. Um dennoch eine gute Messung f�ur � zu erhalten, hat M. Creutz dieCreutz-Ratios eingef�uhrt [Cre80b, Cre80a]� � �ij = � log W ijL W i�1;j�1LW i;j�1L W i�1;jL ; (12.104)die schon bei moderaten Werten f�ur R und T gute Werte liefern. Eine Extrapolation istaber auch hier n�otig.



158KAPITEL 13. SIMULATIONSVERFAHREN: LOKALE BOSONISCHE WIRKUNG
Kapitel 13Simulationsverfahren: Lokale Bosonische Wirkung13.1 GrundlagenWie ich bereits bei der Beschreibung des Hybrid-Monte-Carlo-Verfahrens gezeigt habe, istdie Matrixinversion das Hauptproblem bez�uglich der Rechenzeit. Die beim Hybrid-Monte-Carlo eingesetzten Algorithmen zur Invertierung, wie der Conjugate Gradient oder derMinimal Residue, liefern in einem iterativen Verfahren eine L�osung x f�ur das Gleichungs-system A x = b (13.1)bei gegebener Quelle b. Um die Zahl der Iterationen zu senken, kann man verschiedenePr�akonditionierungs-Methoden verwenden. Ein spezielles Verfahren ist die polynomialeApproximation der inversen Matrix A�1. Dazu setzt man ein Polynom in A anC(A) = c0 + c1A+ c2A2 + : : :+ cnAn (13.2)und hat zus�atzlich in jeder Iteration des Inversions-Algorithmus nochzk = C(A) rk (13.3)zu bestimmen. Dieses Verfahren hat den Vorteil, da� es nur auf der Matrix A selbstberuht. Will man das Programm von einem Single-CPU-Rechner auf einen Parallelrechnerportieren, so gen�ugt es die MatrixmultiplikationmitA zu optimieren, alle weiteren Schrittebauen dann darauf auf.Eine etwas andere Sichtweise auf dieses Verfahren ist die folgende. Bei der Iterationkonstruiert man die Koe�zienten eines Polynoms P (s) � 1=s. Wendet man P (A) aufb an, so erh�alt man den L�osungsvektor x = P (A) b. Die einzelnen Inversions-Verfahrengenerieren dabei unterschiedliche Polynome, die die inverse Matrix verschiedem gut ap-proximieren.M.L�uscher[L�us94] hat diese Idee in einer Arbeit von 1993 aufgegri�en unddie Polynom-Approximation nicht als Pr�akonditionierer, sondern als kompletten Invertereingesetzt. Die exakte Inversion erh�alt man zwar nur im Grenzwert deg(P ) ! rang(A),aber f�ur den Einsatz in der Physik ergeben sich bereits bei deutlichen niedrigerem Grad



13.1. GRUNDLAGEN 159des Polynoms brauchbare Resultate.Startpunkt ist eine Wirkung vom TypS[ ;  ; U ] = Sgauge[U ] +Xx  (D +m) : (13.4)D ist z.B. der Dirac-Operator und h�angt im allgemeinen noch von den Eichfeldern ab.Wie beim Hybrid-Monte-Carlo werden zwei entartete Fermion
avours angesetzt. Ausinte-grieren der Fermionfelder liefert dann die e�ektive Verteilungsfunktion f�ur die EichfelderPeff = 1Z [det(D +m)]2e�Sgauge[U ]: (13.5)Die dabei auftretende Determinante ist der Kern der Schwierigkeiten bei der Simulation.Man kann die Determinante mit Hilfe bosonischer Felder wieder als Gau�sches Integralschreiben det(D +m)2 = 1(2�i)N Z [d�y][d�] e�y (D+m)�2 �: (13.6)Im Integral steht jetzt aber nicht mehr die Fermionmatrix, sondern deren Inverse. DieIdee von L�uscher war es, diese inverse Matrix durch ein Polynom zu ersetzen. Bei derfolgenden Beschreibung des L�uscher-Algorithmus beziehe ich mich bei der Fermionmatriximmer auf die im letzten Kapitel de�nierte Matrix Q. Das ganze funktioniert aber genausomit der QCD-Fermionmatrix.Zun�achst stellt man fest, da� f�ur die Matrix ~Q = 
5Q gilt~Qy = (
5Q)y = Qy 
y5 = 
5Q = ~Q: (13.7)Damit hat ~Q einen vollst�andigen Satz von Eigenvektoren mit reellen Eigenwerten. DieDeterminante von ~Q ist folglich auch reell. Weiterhin kann man beweisen, da� das Eigen-wertspektrum beschr�ankt ist. Mit diesem Vorwissen konstruiert man jetzt ein Polynomvom Grad n = 2m, das die Funktion 1=x auf einem Intervall ["; �] approximiert, welchesdas Spektrum von ~Q2 enth�altPn(x) � 1x f�ur " � x � �: (13.8)Mit x = ~Q2 folgt Pn( ~Q2) � 1~Q2 (13.9)und f�ur die Determinantedet ~Q2 � 1det Pn( ~Q2) : (13.10)



160KAPITEL 13. SIMULATIONSVERFAHREN: LOKALE BOSONISCHE WIRKUNG�Uber die Art der Approximation ist zun�achst nichts genaueres gesagt. Das Polynom mu�nur f�ur n ! 1 gegen die Funktion 1=x konvergieren. Im n�achsten Schritt zerlegt mandas Polynom in ein Produkt von MonomenPn(x) = cnxn + : : :+ c1x + c0 = cn nYi=1(x� zk): (13.11)Da die Koe�zienten des Polynoms reell sind und n gerade ist, treten die Wurzeln zk alskomplex konjugierte Paare auf. Einsetzen von ~Q liefertPn( ~Q2) = cn mYi=1( ~Q2 � ~zk)( ~Q2 � zk): (13.12)Die Wurzeln zk kann man alszk = (�k + i�k)2 und ~zk = (��k + i�k)2; �k > 0; (13.13)schreiben. Mit dieser Parametrisierung erh�alt man f�ur das Polynom die manifest positiveDarstellung Pn( ~Q2) = cn nYi=1[( ~Q+ �k)2 + �2k ]: (13.14)Die �k treten hierin doppelt auf und die entsprechenden �k mit jeweils unterschiedlichemVorzeichen. Auf diese Darstellung wendet man jetzt die Determinante andet Pn( ~Q2) = cNn nYk=1det[( ~Q+ �k)2 + �2k ]: (13.15)Unter Beachtung von Gl. 13.10 schreibt man diese mit Hilfe von n komplexen Skalarfeldern�jx; j = 1; : : : ; n, als ein Integral �uber diese Felder1Qnk=1 det[( ~Q+ �k)2 + �2k ] / Z [d�j] [d�yj] exp(�Xxy nXj=1 �yjx[�2j �xy + ( ~Q+ �j)2xy]�jy)(13.16)und erh�alt somit eine bosonische Wirkung, die die fermionische approximiert. Die voll-st�andige Wirkung mit dem Eichanteil lautet jetztS[U; �] = SW [U ] +Xxy nXj=1 �yjx[�2j �xy + ( ~Q[U ] + �j)2xy]�jy: (13.17)Die entscheidende Frage ist, welche Polynom-Approximation nimmt man und bis zuwelcher Ordnung mu� man gehen? Erste Tests von K. Jansen zeigten, da� bei schlechter



13.1. GRUNDLAGEN 161Wahl des Polynoms schnell Ordnungen in der Gr�o�enordnung von 100 und mehr n�otigsind. Eine gute Wahl beruht auf den Chebyshev-Polynomen Tn. Diese sind de�niert �uberdie RekursionsrelationT0(x) = 1 T1(x) = x = cos � Tn(x) = cos(n�): (13.18)Daraus konstruiert man das Approximations-Polynom alsPn(x) = 1� Rn+1(x)x (13.19)mit Rn+1(x) = Tn+1( 2x1�" � 1�"1+")Tn+1(�1+"1�") : (13.20)" � (0; 1) ist ein freier Parameter. Die Wurzeln sind bekannt und man kann zeigen, da�Pn(x) die Funktion 1=x auf dem Intervall ["; 1] mit einem in n exponentiell abfallendenFehler jRn+1(x)j = jxPn(x)� 1j � � = 2�1�p"1 +p"�n+1 ; f�ur alle x � ["; 1] (13.21)gleichm�a�ig approximiert. Im Bereich [0; ") konvergiert Pn(x) auch noch, aber die Kon-vergenzrate nimmt hier exponentiell ab [L�us94]. Der Bereich [0; 1] reicht aus, da man dieMatrix immer so skalieren kann, da� die Eigenwerte in diesem Intervall liegen.Die Fehlerabsch�atzung aus den Chebyshev-Polynomen, Gl. 13.21, liefert einen Zusam-menhang zwischen dem Parameter " und dem Grad des Polynoms n. Will man den Fehler� konstant halten, dann mu� man n / 1p" (13.22)w�ahlen. Die untere Schranke " sollte m�oglichst kleiner als der kleinste Eigenwert sein. Derkleinste Eigenwert der Fermionmatrix ist mit der kleinsten Masse verkn�upft und diesegeht im chiralen Limes K ! Kc gegen Null, die Zahl der ben�otigten Skalarfelder steigtentsprechend an. Gleichzeitig beobachtet man f�ur die Autokorrelationszeit des L�uscher-Algorithmus [ABdF+95] �int / np" / n2: (13.23)In der N�ahe des kritischen K mu� man den Grad des Polynoms gem�a� Gl. 13.22 erh�ohenund dabei steigt die integrierte Autokorrelationszeit nach Gl. 13.23 an. Dies beschreibtden Zusammenhang zwischen dem "critical slowing down\ und dem L�uscher-Algorithmus.



162KAPITEL 13. SIMULATIONSVERFAHREN: LOKALE BOSONISCHE WIRKUNG13.2 Zwei-Schritt-ApproximationNach dem gerade Gesagten ist es klar, da� man die Zahl der Skalarfelder m�oglichst kleinhalten m�ochte, da sonst der Rechenzeitaufwand pro unabh�angiger Kon�guration starkanw�achst. Gleichzeitig soll aber auch der Fehler der Approximation klein sein. Um diesebeiden Gegens�atze zu vereinen, hat I. Montvay eine Zwei-Schritt-Variante des L�uscher-Algorithmus vorgeschlagen [Mon96]. Das Polynom Pn(x) wird durch das Produkt zweierPolynome, P 0n1(x) und P 00n2(x), mit n1 � n2 ersetzt, die jetzt die Funktion 1=x oderallgemein 1=x� approximieren1x� � Pn1n2(x) = P 0n1(x)P 00n2(x): (13.24)Die Approximation wird nicht mehr �uber Chebyshev-Polynome de�niert, sondern �uberdie quadratische Abweichung� = �Z �" dx xw [x� � Pn1n2(x)]2�1=2 : (13.25)w ist ein optionaler Gewichtsfaktor, der im folgenden gleich 2� gesetzt wird. Im Fall desSuper-Yang-Mills-Modells ist � = 14 , da man einen Majorana-Freiheitsgrad beschreibenm�ochte und dieser durch qdet ~Q = 1=4qdet ~Q2 gegeben ist.Die Bestimmung des Polynoms Pn1n2(x) erfolgt in zwei Schritten. Aus der Minimierungvon �2 = Z �" dx xw [1� x�P 0n1(x)]2 = Z �" dx xw [1� n1Xi=0 ci x�+n1�i]2; (13.26)die man analytisch durchf�uhren kann (Integrieren, Ableiten nach ci und L�osen des Glei-chungssystems), erh�alt man das PolynomP 0n1(x;�; "; �) = n1Xi=1 cn1;i(�; "; �) xn1�i: (13.27)Mit den bekannten Koe�zienten ci iteriert man dieses Verfahren jetzt und erh�alt daszweite Polynom aus der Minimierung von�2 = Z �" dx xw [1� x�P 0n1(x)P 00n2(x)]2 = Z �" dx xw [1� n1Xi=0 n2Xj=0 ci cj x�+n1+n2�i�j]2:(13.28)Auch dieses l�a�t sich wieder analytisch l�osen. F�ur kleine Werte von �, i.e. � � 10�5,ben�otigt man eine Rechengenauigkeit, die �uber die doppelt genaue IEEE Arithmetik hin-ausgeht. Darum werden die Polynome mit Maple bestimmt, da man die Rechengenauigkeithier beliebig vorgeben kann. Im folgenden werde ich die beiden Polynome mitP n(x) � P 0n1(x) und Pn(x) � P 00n2(x) (13.29)



13.2. ZWEI-SCHRITT-APPROXIMATION 163bezeichnen.Mit den beiden so de�nierten Polynomen wird der L�uscher-Algorithmus nun erweitert.Das erste Polynom P n(x) wird genauso eingesetzt wie oben beschrieben. Das zweite Poly-nom Pn(x) wird in einem Metropolis accept-reject-Schritt eingesetzt. Dieser wird mittelsnormalverteilter Zufallszahlen durchgef�uhrt und deshalb "Noisy\-Korrektur genannt. DieApproximation der Determinante lautet in diesem Schema[det ~Q2]� ��! 1det[P ( ~Q2)] ��! 1det[P ( ~Q2)] det[P ( ~Q2)] : (13.30)Der Faktor detP wird in ein Integral �uber n komplexe Skalarfelder umgeschrieben. F�urdie Noisy-Korrektur wird ein Vektor mit Zufallszahlen gem�a� der Verteilunge�y P ( ~Q[U ]2) �R [d�y][d�]e�y P ( ~Q[U ]2) � (13.31)ben�otigt. Dazu generiert man einen Satz normalverteilter Zufallszahlen �0 und transfor-miert diese nach � � = [P ( ~Q2)]�1=2 �0: (13.32)F�ur die inverse Wurzel aus dem Polynom konstruiert man ein drittes Polynom R(x) mitgleicher Abweichung � wie Pn(x). Mit der ApproximationsketteR(x) ��! [Pn(x)]�1=2 ��! x�=2 [P n(x)]1=2 ��! x�=2 S(P n(x)]) (13.33)de�niert man zun�achst das Polynom S(P ) � P 1=2. Dieses kann man mit der Methodezur Gewinnung des ersten Polynoms aus Gl. 13.26 mit � = �12 und dem Integrationsbe-reich [���; "��] bestimmen. Mit dem Polynom S(x) erh�alt man schlie�lich R(x) aus derMinimierung von �2 = Z �" dx [x��=2S(x)� R(x)]2; mit w = 0. (13.34)Mit R(x) ist man in der Lage, Gl. 13.31 zu bestimmen. In [Mon96] wird dann gezeigt,da� mit der AkzeptanzfunktionA(�; [U ]! [U 0]) = exp ���yfP ( ~Q[U 0]2)� P ( ~Q[U ]2)g�� (13.35)und der Metropolis-Abfrage min(1; A(�; [U ]! [U 0])) (13.36)in der Noisy-Korrektur das Zwei-Schritt-Verfahren detailliertes Gleichgewicht erf�ullt. Da-bei wurde vorausgesetzt, da� die Eichfelder mit einem der Standard-Algorithmen (s.u.)gem�a� der Wahrscheinlichkeitsverteilung eS[U;�] (13.37)ge�andert wurden. S[U; �] ist die in Gl. 13.17 de�nierte Wirkung mit dem Polynom P n.



164KAPITEL 13. SIMULATIONSVERFAHREN: LOKALE BOSONISCHE WIRKUNG13.3 Update der FelderBleibt noch zu spezi�zieren, wie die Updates f�ur die Felder aussehen. F�ur die Skalarfelderkann man Heatbath und Overrelaxation einsetzen. In dieser Mischung erf�ullen die beidenAlgorithmen detailliertes Gleichgewicht. Um die Form der Updates anzugeben, brauchtman zun�achst nochmals die Wirkung f�ur die skalaren HilfsfelderSP [U; �] =Xj Xxy �yjx�(�2j �xy + �(�j + 
5)�xy�K 4X�=1 �y;x+�̂(
5 + 
5
�)Vx� + �y;x��̂(
5 � 
5
�)V Tx��̂;��2��jy: (13.38)Durch Ausmultiplizieren erh�alt man einen lokalen Wechselwirkungsterm Aj und einennicht-lokalen mit N�achster- und �Ubern�achster-Nachbarwechselwirkung BjAj = (1 + 16K2 + �2j + �2j + 2�j
5) (13.39)Bj = �2K �4X�=�1[1 + �j(
5 + 
5
�)]Vx� �yj;x+�̂+K2 �4X�;�=�1;�6=�(1 + 
� � 
� � 
�
�)Vx� Vx+�̂;� �yj;x+�̂+�̂: (13.40)Dabei wurde von den Konventionen Vx;�� = V Tx��̂;� und 
�� = �
� Gebrauch gemacht.Aufgrund der 
5 Matrix in Aj hat man f�ur die ersten beiden Dirac-Indizes ein + vordem letzten Term und ein � bei den zweiten beiden Dirac-Indizes. Mit diesen beidenHilfsgr�o�en lautet die Gleichung f�ur die Overrelaxation�0jx = ��jx � 2Vj A�1j : (13.41)F�ur den Heatbath-Update bestimmt man f�ur jede der 12 Komponenten von �jx zweinormalverteilte Zufallszahlen �s; s = 1; 2, mit Mittelwert Null und Varianz �2 = Aj. Auchhier mu� man wieder die Abh�angigkeit des Vorzeichens in Aj vom Dirac-Index beachten.Das ge�anderte Feld ergibt sich daraus zu�0jx = Cmplx(�1; �2)� Vj A�1j : (13.42)F�ur die Eichfelder kann man im QCD-Fall auch Heatbath und Overrelaxation ein-setzen. Im Fall des Super-Yang-Mills-Modells geht dies nicht. Die Ursache hierf�ur liegtim Auftreten sowohl der fundamentalen Darstellung in der Eichwirkung als auch deradjungierten im Teil f�ur die Skalarfelder. Da die Linkvariablen in der adjungierten Dar-stellung quadratisch in denen der fundamentalen sind, wei� man nicht, wie man den Al-gorithmus formulieren soll. Es bleibt nur der einfache Metropolis-Algorithmus, der abermit mehreren Hits auf denselben Link in Folge den Heatbath-Algorithmus gut approxi-miert. Entsprechend den beiden Darstellungen bestimmt man aus der Wirkung SW [U ]



13.3. UPDATE DER FELDER 165die Wechselwirkungsmatrix �Fx� in der fundamentalen Darstellung und aus SP [U; �] dieWechselwirkungsmatrix �Ax� in der adjungierten. �Fx� ergibt sich aus der Standard-Wilson-Wirkung als Summe �uber die Stapel�Fx� = X�;� 6=�Ux+�̂;� U yx+�̂;� U yx+�̂;� + U yx��̂��̂;� U yx��̂;� Ux��̂;�: (13.43)Der Anteil aus der Skalarfeld-Wirkung ist etwas komplizierter�Ax�;rs = nXj=1 (� 4K Re ��jx;r(1 + �j(
5 � 
5
�))��jx+�̂;s�+ 2K2 �4X�=�1;� 6=���Re h�jx;r(1 + 
� � 
� � 
�
�)Vx+�̂;�;st��jx+�̂+�̂;ti+Re h�jx+�;t(1� 
� � 
� + 
�
�)V Tx�;tr��jx+�;si�): (13.44)
Der erste Anteil stammt aus der N�achsten-Nachbar- und der zweite aus der �Ubern�achsten-Nachbar-Wechselwirkung. Man w�ahlt nun eine SU(2)-Zufallsmatrix UR in der fundamen-talen Darstellung, wobei der Eichparameter als Gewichtsfaktor benutzt wird, multipliziertdiese auf die Linkvariable Ux� und berechnet die zugeh�orige adjungierte Matrix V 0. Mitdiesen beiden Matrizen ergibt sich die Energie�anderung f�ur die Metropolisentscheidungzu �S = TrFf(U 0x� � Ux�)�Fx�g+ TrAf(V 0x� � Vx�)�Ax�g (13.45)U 0x� = URUx� V 0x� = Adj(U 0x�):H�alt man die Wechselwirkungsmatrix fest und w�ahlt nur UR neu, so erh�alt man dieMultihit-Version des Metropolis-Algorithmus, die f�ur gen�ugend viele Hits vergleichbarmit dem Heatbath-Algorithmus ist. Im Anschlu� an das Eichfeld-Update wird die Noisy-Korrektur durchgef�uhrt und die komplette �Anderung der Kon�guration beibehalten oderverworfen. Bei gr�o�eren Gittern als dem von mir verwendeten 43 � 8 Gitter wird man nureinen Teil der Linkfelder �andern k�onnen, bevor man in die Noisy-Korrektur geht. �Andertman zu viele Eichfreiheitsgrade, so sinkt die Akzeptanzrate im Korrekturschritt stark ab.Damit sind der Algorithmus und die Updates vollst�andig beschrieben. Im n�achstenKapitel werde ich noch auf einige Besonderheiten bei der Implementation eingehen.Die hier beschriebene Zwei-Schritt-Variante ist nicht exakt. Man k�onnte sie mit einemdritten Schritt exakt machen, wie in [BdFG96] gezeigt. Im Fall des Super-Yang-Mills-Modells mit der Wurzel aus der Fermiondeterminante ist aber nicht klar, wie dies gehensoll.



166KAPITEL 13. SIMULATIONSVERFAHREN: LOKALE BOSONISCHE WIRKUNG13.4 Noisy-Sch�atzerMan kann die skalaren Felder auch dazu benutzen Erwartungswerte fermionischer Gr�o�enauszurechnen. Diese werden dann als Noisy-Estimators oder Noisy-Sch�atzer bezeichnet.Diese Sch�atzer sind nicht neu, sondern sind im Zusammenhang mit Pseudofermionfeldernschon fr�uher benutzt worden. Mit der Beziehung@@ Mij det M =M�1ji det M (13.46)erh�alt man [Mon96] ~Q�1yx = 2 @@ ~Qxy [det ~Q2]1=4[det ~Q2]1=4 : (13.47)Das unrenormierte Gluino-Kondensat lautet in dieser Schreibweise�h�x �xi = �2 nXj=1 D�yjx
5�jx + �yjx
5�jxE (13.48)mit �jx =Xy ( ~Q + �j)xy�jy: (13.49)Man kann auch die Zwei-Punkt-Funktionen und alle weiteren n-Punkt-Funktionen um-schreiben, aber die Ausdr�ucke werden schnell umfangreich.�Uber den Nutzen dieser Gr�o�en liegen noch keine endg�ultigen Ergebnisse vor. In ei-nem nicht ver�o�entlichten Vortrag am HLRZ in J�ulich hat M. Peardon berichtet, da�die Varianz der Noisy-Sch�atzer mit zunehmender Polynomordnung stark anw�achst unddie Verteilung sehr 
ach wird. Wir haben sowohl f�ur das Kondensat als auch f�ur denGluino-Glueball Noisy-Sch�atzer getestet. Beim Kondensat haben wir ein gutes Signal undbeim Propagator ein sehr schlechtes Signal erhalten, so da� sich aus unseren bisherigenResultaten auch keine eindeutige Schlu�folgerung ergibt.13.5 Nicht-Hermitesche VarianteBisher war der Ausgangspunkt immer die Approximation von Q�2. In diesem Fall ist dieMatrix hermitesch und positiv de�nit und man spricht von der hermiteschen Variante desL�uscher-Algorithmus. Es gibt aber auch die M�oglichkeit, direkt Q�1 zu approximieren.Dies funktioniert solange der Realteil der Eigenwerte positiv bleibt, da dann auch det Qpositiv ist und wieder als Integral �uber Skalarfelder dargestellt werden kann. In der QCDerwartet man negative Eigenwerte der Fermionmatrix nur f�ur Werte von K, die sehrdicht bei Kc liegen und mit den zur Zeit zur Verf�ugung stehenden Hardwareressourcen



13.5. NICHT-HERMITESCHE VARIANTE 167bei Simulationen mit dynamischen Fermionen nicht erreicht werden k�onnen. Im Falle desSuper-Yang-Mills-Modells gehen wir von einem �ahnlichen Verhalten aus.Das Polynom Pn(z) mu� in diesem Fall nicht mehr �uber ein Intervall auf der reellenAchse angepa�t werden, sondern auf einem Gebiet in der komplexen Ebene, das das Spek-trum enth�alt. Typischerweise ist das Spektrum ellipsenf�ormig und somit ist eine Ellipseauch die erste Wahl bei der Approximation. Man kann aber auch zun�achst mit einemrechteckigen Gebiet starten, das analytisch leichter zu handhaben ist. Erste Erfahrungenmit Fitpolynomen zeigen, da� in diesem Fall die Fehler in den Ecken zwar gro� werden,aber in diesem Gebiet treten keine Eigenwerte auf, so da� man keine Probleme erwartet.Wichtig ist es, die Lage und die Form des Bereichs zu kennen, in dem das Spektrum liegt,da man den Fitbereich m�oglichst klein halten will.Das Polynom hat im nicht-hermiteschen Fall die Formdet Pn(Q) = cNn n=2Yk=1det(Q� ~zk) det(Q� zk): (13.50)Mit 
5Q
5 = Qy folgt det(Q� ~zk) = det(Q� zk)y: (13.51)Somit lautet die Approximationdet Q � 1det Pn(Q) / Z n=2Yk=1 d�y d� e��yk(Q�zk)y(Q�zk)�k : (13.52)In [BdFG96] wird gezeigt, da� diese Version k�urzere Autokorrelationszeiten hat. Darumsoll sie auch f�ur unser Modell implementiert und getestet werden. Die Vorstudien zumSpektrum von Q sind in dieser Arbeit durchgef�uhrt worden.



168 KAPITEL 14. IMPLEMENTIERUNG AUF DER CRAY T90
Kapitel 14Implementierung auf der Cray T90Der Algorithmus wurde zun�achst von I. Montvay in Fortran77 auf einer IBM SP2 amCERN entwickelt, auf der auch die ersten Testl�aufe stattfanden. Um h�ohere Statisti-ken zu erhalten, wurde von G. Koutsoumbas und I. Montvay eine TAO-Version desFortran77-Programms f�ur die Quadrics erstellt. Diese war zun�achst auf quenched Simu-lationen beschr�ankt und wurde dann von I. Montvay und J. Westphalen auf dieVersion mit dynamischen Fermionen erweitert. Parallel dazu habe ich erst auf der CrayYMP und dann auf der Cray T90, beide sind Vektorrechner, eine Fortran90-Version desAlgorithmus neu implementiert. Die beiden Programmversionen wurden dann am Endeauf �Ubereinstimmung getestet, was in Abwesenheit analytischer Vorhersagen f�ur einfacheMe�gr�o�en als Test f�ur die Richtigkeit der Programme dient. Inzwischen gibt es dar�uberhinaus noch eine C++-Version, die von K. Spanderen aufbauend auf die Fortran90-Version f�ur die Cray T3E entwickelt wurde. Dies ist zur Zeit die am weitesten entwickelteProgrammversion.14.1 LBA auf der T90Bei der Neuimplementation wurden die speziellen Bedingungen auf einem Vektorrech-ner ber�ucksichtigt. Das hei�t vor allem, da� die innersten Schleifen m�oglichst lang seinsollten und keine indirekten Abh�angigkeiten vom Schleifenindex auf der linken Seite vonZuweisungen auftreten. Im allgemeinen wird man daher die innere Schleife �uber einenunabh�angigen Satz von Gitterkoordinaten laufen lassen. Bei der lokalen bosonischen Wir-kung bietet sich daneben noch der Polynomindex als Schleifenindex an, da die einzelnenOrdnungen v�ollig unabh�angig voneinander sind. Zun�achst ging ich davon aus, da� dieOrdnung n von P in der Gr�o�enordnung von 30-40 liegen wird. Das war auf der CrayYMP bereits eine Vektorl�ange, die zu sehr guter Performance f�uhrte. Es stellte sich dannaber sehr schnell heraus, da� wir mit der Zwei-Schritt-Approximation nur Polynome derOrdnung 10-20 f�ur die Skalarfelder brauchen und Polynome der Ordnung 30-40 nur in derNoisy-Korrektur auftreten. Um dennoch eine vern�unftige Vektorl�ange zu erzielen, habeich das Programm so umgeschrieben, da� es Ng Eichfeldkopien gleichzeitig bearbeitenkann. Solche Multikon�gurations-Programme sind �ubrigens bei kleinen lokalen Feldernauch auf der Quadrics sehr e�ektiv, da sie das Pipelining verbessern. Die L�ange der inner-



14.2. FORMULIERUNG DER UPDATES MIT HILFSFELDERN 169sten Schleife wird damit zu n�Ng. Mit n = 16 und Ng = 8 erh�alt man eine Vektorl�ange von128, was dem doppelten der Hardwarevektorl�ange auf der YMP entspricht. Ein Vergleichmit einer Version, die �uber die Gitterpunkte vektorisiert, zeigte eine um 50% schlechterePerformance. Bei der Multiplikation mit der Fermionmatrix, die sowohl in der Noisy-Korrektur als auch bei der Berechnung der Propagatoren mit Gluino-Beitr�agen auftritt,habe ich die Vektorisierung �uber die Gitterpunkte benutzt, da hier kein Polynom-Indexvorkommt. Insgesamt erreichte das Programm auf der YMP 220 MFlops, was etwa 66%der Peak-Performance entspricht. Beim Wechsel auf das Nachfolgemodell T90 mit einemLeistungsgewinn von ca. 540% sank die Performance relativ zur Peakperformance auf50%, was aber immerhin noch 900 MFlops entspricht. Ursache hierf�ur ist wahrscheinlichdie l�angere Hardwarevektorl�ange, die jetzt nicht mehr optimal gef�ullt wird. Der Einsatzvon mehr als acht Eichfeldkopien brachte keine Verbesserung.14.2 Formulierung der Updates mit HilfsfeldernDer skalare Teil der Wirkung in Gl. 13.17 enth�alt N�achste- und �Ubern�achste-Nachbar-Wechselwirkungen. Eine M�oglichkeit, dies auf n�achste Nachbarn zu beschr�anken, ist dieDe�nition eines Hilfsfeldes. Den skalaren Teil kann man mit~Qyx = 
5�yx �K ~Myx (14.1)in folgender Form SchreibenSP [V; �] =Xxy Xj �yjyn[1 + 2�j
5 + �2j + �2j ]�yx�K[(2�j + 
5) ~Myx + ~Myx
5] +K2 ~Myz ~Mzxo�jx: (14.2)Der Term proportional zu K2 enth�alt noch einen lokalen Anteil in Form des Terms16K2�yx. Es hat sich als g�unstig herausgestellt, die beiden Hilfsfelderh1jx =Xxy ~Mxy�jy und h2jx =Xxy ~Mxy
5�jy (14.3)zu verwenden. Damit lassen sich alle Feld-Updates im Heatbath-, Overrelaxation- undMetropolis-Algorithmus auf N�achste-Nachbar-Wechselwirkungsterme mit den Hilfsfeldernumschreiben. Am Ende der Updates m�ussen die Hilfsfelder nat�urlich auch wieder ge�andertwerden. Die ge�anderte Gleichung f�ur den Wechselwirkungsvektor Bjx l�a�t sich sofort ausGl. 14.2 ablesenBjx = �K�(2�j + 
5)h1jx + h2jx�+K2 �4X�=�1 �(
5 + 
5
�)Vx�h1jx+�̂�� 16K2�jx: (14.4)Bei den Wechselwirkungsmatrizen f�ur den Link-Metropolis-Updater �andert sich nur derTeil aus der skalaren Wirkung. Der Anteil aus der Standard-Wilson-Wirkung bleibt gleich.



170 KAPITEL 14. IMPLEMENTIERUNG AUF DER CRAY T90Die Matrix �Ax� ergibt sich hier als�Ax� = �4K Re h�yjx(1 + (
5 + 
5
�)�j)�jx+�̂i+ 2K2Re h�yjx+�̂�(
5 + 
5
�)h1jx � 2(1� 
�)V Tx��jx+�̂�i+ 2K2Re h�yjx�(
5 � 
5
�)h1jx+�̂ � 2(1 + 
�)Vx��jx�i: (14.5)Im Vergleich zu Gl. 13.44 f�allt die Summation �uber � 6= � hier weg. Trotz der zus�atzlichenRechenoperationen durch das �Andern der Hilfsfelder ist diese Version deutlich schneller.Ich werde bei den algorithmischen Ergebnissen hierauf noch einmal eingehen.14.3 Me�gr�o�enUngef�ahr die H�alfte der Rechenzeit wird in den Me�routinen verbraucht. Die Ursachehierf�ur liegt in den Matrixinversionen f�ur die Propagatoren mit fermionischen Beitr�agen.Aus der QCD ist bekannt, da� der Bi-Conjugate-Gradient stabilized (BiCGstab) schnel-ler invertiert als der Conjugate-Gradient [FHN+94]. Da unsere Wirkung sehr �ahnlich derQCD-Wirkung ist | der einzige Unterschied sind reelle statt komplexer Linkvariablen |habe ich beide Inverter implementiert. Zus�atzlich habe ich noch eine even-odd Pr�akon-ditionierung programmiert, die mit beiden Inversions-Algorithmen l�auft. Dazu schreibtman die Fermionmatrix in der Blockform~Q =  
5 �K
5Modd�even�K
5Meven�odd 
5 ! (14.6)und verwendet die Identit�atdet A BC D! = det A det(D � C A�1B): (14.7)Man erh�alt darausdet ~Q = det 
5 det(
5 �K2
5Meven�odd
�15 
5Modd�even) (14.8)= det(
5 �K2
5Meven�oddModd�even); (14.9)da 
25 = 1, 
�15 = 
5 und det 
5 = 1 ist. Die Matrix~Q0 = 
5 �K2
5Meven�oddModd�even (14.10)hat eine kleinere Konditionszahl �max=�min als ~Q und l�a�t sich mit weniger Rechenaufwandinvertieren.F�ur die Propagatoren braucht man das Inverse von Q und nicht von QyQ. Um dennochden CG einsetzen zu k�onnen, benutzt man die Variante Conjugate-Gradient on NormalEquations (CGNE). Dies l�auft darauf hinaus, statt des GleichungssystemsQx = b; (14.11)



14.3. MESSGR�OSSEN 171das System QyQx = Qb (14.12)zu l�osen. Beim BiCGstab ist dies nicht n�otig, da dieser Algorithmus auch mit nicht-hermiteschen Matrizen arbeitet. Abbildung 14.1 zeigt den Pseudocode f�ur dieses Verfah-ren. r0 = b� Ax0~r = r0for i = 1; 2; : : :�i�1 = ~rTri�1if �i�1 = 0 Fehlerif i = 1pi = ri�1else �i�1 = (�i�1=�i�2)(�i�1=!i�1)pi = ri�1 + �i�1(pi�1 � !i�1vi�1)endifvi = Api�i = �i�1=(~rTvi)s = ri�1 � �iviif jjsjj < rstop : xi = xi�1 + �ipi , stopt = As!i = (tT s)=(tT t)xi = xi�1 + �ipi + !isri = s� !itif jjrijj < rstop : stopif !i = 0 : stopendAbbildung 14.1: Pseudocode f�ur den Bi-Conjugate-Gradient-stabilized-Algorithmus.Im BiCGstab werden in jedem Schleifendurchlauf zwei Matrixmultiplikationen durch-gef�uhrt. Die Zahl der Skalarprodukte und der Operationen vom Typ y0 = ax + y istebenfalls einen Faktor zwei gr�o�er. Der Speicherbedarf betr�agt beim BiCGstab zehn Vek-toren gegen�uber sechs beim CG. Damit ist der Rechenaufwand bei gleicher Iterationszahlvergleichbar.Bei den Linkvariablen ist es g�unstig, diese f�ur die Inverter mit even-odd-Zerlegung ineven-sites-�rst-Anordnung im Speicher zu haben. Dagegen ist es in den �ubrigen Me�routi-



172 KAPITEL 14. IMPLEMENTIERUNG AUF DER CRAY T90nen und in den Updatern f�ur die Skalarfelder besser, die Felder in einfacher lexikographi-scher Anordnung zu speichern, da man sonst einen weiteren Index oder einen indirektenIndexzugri� hat. Um die beiden Programmteile dennoch mit der optimalen Anordnungbenutzen zu k�onnen, werden die Linkvariablen zwischendurch umgespeichert. Der zus�atz-liche Aufwand wird durch die daraus resultierende gleich gute Performance der beidenProgrammteile mehr als ausgeglichen, so da� ein Netto-Gewinn �ubrig bleibt.Die fermionischen Me�gr�o�en zerfallen in zwei Klassen. Zum einen in den Gluino-Glueball �, der die aufwendigste Me�gr�o�e darstellt und zum anderen in die vier Gluino-Gluino Kombinationen �a, �a, ��a und �+a . Aufgrund der ersten Absch�atzungen der Au-tokorrelationszeiten erschien es g�unstig, die Gluino-Glueb�alle nicht nach jedem Sweep zumessen. F�ur die anderen Propagatoren braucht man auch deutlich weniger Messungen,als f�ur die rein gluonischen Me�gr�o�en. Um diesen Beobachtungen Rechnung zu tragen,habe ich ein Statistikmodul implementiert, das eine beliebige aber zur Compilezeit fest-zulegende Anzahl von Me�datenreihen unterst�utzt. Die Me�gr�o�en habe ich dann in dreiKlassen aufgeteilt1. rein gluonisch (Plaquetten, Wilson-Loops, Glueb�alle, : : : ),2. gemischt (Gluino-Glueball),3. rein fermionisch (Fermion-Kondensat, a-Pion, a-Sigma, a-Eta).Jede Klasse wird mit einer unterschiedlichen Me�frequenz gemessen. Typische Werte f�urdie inversen Frequenzen sindf1; 4; 10g bei K = 0:16; 0:17; 0:18 (14.13)und f5; 20; 20g bei K = 0:185: (14.14)Da die integrierte Autokorrelationszeit �int gem�a� Gl. 8.29 in den Fehler eingeht, ver-schlechtert man die Statistik nicht, solange der Abstand zwischen zwei Messungen kleineroder gleich �int ist.



173
Kapitel 15Algorithmische Ergebnisse15.1 VorbemerkungenIn diesem Kapitel werde ich einige Resultate �uber die Zwei-Schritt-Variante des L�uscher-Algorithmus und die Fortran90-Implementierung auf der Cray T90 pr�asentieren. WeitereErgebnisse zum Algorithmus und der Polynom-Approximation �ndet man in den Arbei-ten [Mon96] und [Mon97a].Zun�achst will ich festlegen, wie ein Sweep �uber das Gitter aufgebaut ist. Dazu dientdas folgende Updateschema(Novr; Nhtb; (Nmet; Nhits; Nnc; Ndir/nc)): (15.1)Die verwendeten Bezeichnungen sind dabeiNovr Anzahl der Skalar-Overrelaxation Schritte;Nhtb Anzahl der Skalar-Heatbath Schritte;Nmet Anzahl der Link-Metropolis Schritte;Nhits Anzahl der Metropolis-Hits pro Link;Nnc Anzahl der Noisy Estimator;Ndir/nc Anzahl der Linkrichtungen pro Noisy Korrektur:Der letzte Parameter gibt den Bruchteil der Linkvariablen an, die mit dem Metropolis-Algorithmus ge�andert werden, bevor ein Noisy-Korrektur-Schritt durchgef�uhrt wird. Inunserem Fall war es ausreichend, die Links in 25% Teile zu zerlegen, was jeweils einerRichtung im Gitter entspricht. Die Noisy-Estimator sind die normalverteilten Zufalls-zahlenvektoren, die zur Bestimmung des Determinantenverh�altnisses, Gl. 13.35, in derNoisy-Korrektur eingesetzt werden. Um dieses Verh�altnis hinreichend genau zu ermitteln,braucht man ca. 4-8 Vektoren. Zusammen bilden diese Schritte einen Sweep, der noch keineMessungen enth�alt. Auf dem 43 �8 Gitter, das mit Ausnahme einiger Testl�aufe f�ur alle Mes-sungen in dieser Arbeit benutzt wurde, ist das Standard-Update-Schema (6,1,(1,10,6,4)).



174 KAPITEL 15. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSE15.2 Polynomapproximation und Spektrum von ~Q2Die Polynome werden mit dem Schema(n; n; "; �; �1; �2; �3) (15.2)bezeichnet. Darin istn die Ordnung des Polynoms P (x);n die Ordnung der Polynome P (x) und R(x);" die untere Schranke des Fitintervalls;� die obere Schranke des Fitintervalls;�i die quadratische Abweichung der drei Fitpolynome P ; P;R:Die ersten beiden Polynome zusammen approximieren x�1=4. Das dritte Polynom ist dasHilfspolynom f�ur die Noisy-Korrektur.Abbildung 15.1 zeigt die relative Abweichung f�ur die Approximation (16, 40, 0.0005,5.0, 8:5 � 10�4, 6:2 � 10�5, 6:9 � 10�6) in einem Log-Log-Plot. Im oberen Bild wurde nurdas Fitpolynom der Ordnung 16 benutzt, dessen Determinante in der Simulation mit denSkalarfeldern dargestellt wird. Im unteren Bild wurde zus�atzlich noch das Korrekturpoly-nom der Ordnung 40 heranmultipliziert, das in der Noisy-Korrektur den Fehler des grobenPolynoms ausgleichen soll.Man erkennt, da� die Approximation zur unteren Grenze hin schlechter wird. Dieobere Einh�ullende des Fehlers �(x) = jP (x) � x�1=4jx1=4 kann durch ein Polynom derForm y = ax� beschrieben werden. F�ur den oberen Plot erh�alt man �1 � �1:7 und f�urden unteren �12 � �2:0. Die Approximation mit beiden Polynomen zeigt bei Werten inder N�ahe der unteren Grenze einen deutlich schnelleren Abfall und bleibt dann immer eineZehnerpotenz unter dem groben Polynom. Unterhalb der unteren Fitgrenze n�ahert sichder relative Fehler asymptotisch der Eins. Die Approximation zeigt einen kontinuierlichen�Ubergang an dieser Grenze.Aufgrund des Anstiegs an der unteren Grenze ist es wichtig, genaue Informationen �uberdas Spektrum zu haben. Im hermiteschen Fall kann man den kleinsten und den gr�o�tenEigenwert der Matrix ~Q2 leicht mit dem in [FF64, $74] angegebenen Gradientenverfahrenbestimmen.Zur Kontrolle wurden nach 10-50 Sweeps die Grenzen des Spektrums auf den geradeaktuellen Eichkon�gurationen w�ahrend der Simulation gemessen und ausgegeben. Abbil-dung 15.2 und Abbildung 15.3 zeigen die Verteilung der oberen und unteren Schranke f�ur~Q2 = QyQ bei � = 2:3 und K = 0:17 und 0:18. Das in der Simulation benutzte Polynomist das in Abbildung 15.1 gezeigte. Das Simulationschema ist (6,1,(1,10,6,4)). Zus�atzlichzu den Daten ist noch die Normalverteilung, die sich aus dem Mittelwert und der Varianzder Me�werte ergibt. An der unteren Grenze sieht man f�ur K = 0:18 und K = 0:185deutliche Abweichungen von dieser Verteilung. Da der Mittelwert f�ur K ! Kc gegenNull geht, die Matrix aber positiv de�nit ist und die Breite der Verteilung o�ensichtlich
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Abbildung 15.1: Log-Log-Plot der relativen Abweichung der Polynomappro-ximation im Fall x�1=4. Oben wurde nur das erste Polynom P1(x) = P n(x)benutzt, unten zus�atzlich noch das Korrekturpolynom P2(x) = Pn(x). Die Ap-proximation ist in diesem Fall durch das Produkt P1(x)P2(x) gegeben. Dersenkrechte Strich markiert die untere Grenze des Fitintervalls.K p(� < ") min(�)0:16 0:0 0:010360:17 0:0 0:003527560:18 0:0021 0:0001468200:185 0:0941 0:0000135267Tabelle 15.1: Anteil der Eigenwerte �, die kleiner als die untere Grenze " desFitintervalls sind, und kleinster Eigenwert in Abh�angigkeit von K.langsamer abnimmt als der Mittelwert, mu� die Verteilung asymmetrisch werden. Bei denanderen beiden K-Werten und an der oberen Grenze ist die �Ubereinstimmung mit derNormalverteilung sehr gut.In Tabelle 15.1 ist der kleinste Eigenwert und der Anteil der Eigenwerte kleiner alsdie untere Grenze des Fitintervalls angegeben. Bei den Werten K = 0:16; 0:17; 0:18 ist
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Abbildung 15.2: Verteilung der unteren Schranke des Eigenwertspektrums vonQyQ. Alle Daten bei � = 2:3. Die Werte von K sind von links nach rechtsund von oben nach unten 0:16; 0:17; 0:18; 0:185. Der senkrechte Strich gibt dieuntere Grenze des Fitintervalls an.dieser Anteil nicht vorhanden oder so klein, da� er vernachl�assigbar ist. Bei K = 0:185liegen fast 10% der Eigenwerte unterhalb. Deshalb mu� man etwas vorsichtiger bei derInterpretation der Daten sein.15.3 Nicht-hermitescher Fall: Spektrum von QIn der nicht-hermiteschen Version des L�uscher-Algorithmus approximiert man det Q undnicht det(QyQ). Das Polynom mu� in diesem Fall �uber einen Bereich der komplexenEbene, der das Spektrum von Q bzw. pQ f�ur ein Majorana-Fermion mit Nf = 12 enth�alt,an die komplexe Potenzfunktion z�� angepa�t werden.Um einen ersten Eindruck von der Form des Spektrums zu erhalten, habe ich die vol-le Fermionmatrix auf thermalisierten Eichfeldkon�gurationen mit der Standard-RoutineCGEEV aus der Basic Linear Algebra (Blas) Library invertiert. Der Speicherbedarf hierf�urbetr�agt ca. 640 MB, und eine Inversion dauert etwa vier Stunden, da die Routine nichtgut vektorisiert. Abbildung 15.4 zeigt zwei Beispielspektren f�ur � = 2:3 und K = 0:17und 0:18. Berechnet wurden die Eigenwerte von Q, das Spektrum von pQ wurde dann
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Abbildung 15.3: Verteilung der oberen Schranke des Eigenwertspektrums vonQyQ. Anordnung wie in Abbildung 15.2durch Ziehen der komplexen Wurzel bestimmt.Das Spektrum von Q liegt symmetrisch zur reellen Achse, was aus der Identit�atQ = 
5Qy 
5 folgt. Weiterhin ist auch Re(z) = 1 eine Symmetrieachse des Spektrums.Insgesamt habe ich f�unf Spektren auf diese Art bestimmt. Entscheidend f�ur die Appro-ximation ist die Kenntnis des gr�o�ten und kleinsten Imagin�arteils und des gr�o�ten undkleinsten Realteils. Aufgrund der Symmetrie reicht je einer der Werte. Weiterhin mu�sichergestellt sein, da� der kleinste Realteil nicht negativ wird, da sonst die Determinantenicht mehr als Integral �uber die Skalarfelder dargestellt werden kann. Um hier�uber mehrInformationen zu erhalten, haben wir die naive Potenzmethode mit Verschiebung undDrehung der Matrix benutzt. Die Potenzmethode projeziert den betragsm�a�ig gr�o�tenEigenwert �max der Matrix Q heraus. Dazu startet man mit einem beliebigen Vektor v0,der nur nicht orthognal auf dem zu �max geh�orenden Eigenvektor stehen darf, und bildetdie Iterierten vn = Qvn�1: (15.3)Ein Sch�atzer f�ur den gr�o�ten Eigenwert ist dann z.B.�̂max = Pi vn;iPi vn�1;i (15.4)
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Abbildung 15.4: Beispiele f�ur Spektren von Q und pQ. Links sind die Datenf�ur (�;K) = (2:3; 0:17) und rechts f�ur (2:3; 0:18) dargestellt.oder jede andere Linearkombination der Eintr�age von vn und vn�1. Will man den Eigen-wert mit dem gr�o�ten Realteil �maxRe haben und nicht den betragsm�a�ig gr�o�ten �max,dann kann man durch Addieren einer Matrix A = a 1, die proportional zur Einheitsmatrixist, das Spektrum so weit nach links schieben, da� �maxRe = �max gilt. Zur Bestimmungdes maximalen Imagin�arteils multipliziert man die Matrix Q mit einer Matrix B = ei�=2 1und verschiebt sie anschlie�end wieder. In unserem Fall habe ich die beiden extremalenEigenwertanteile mit den folgenden Parametern bestimmt�maxRe : Q! QRe = Q+ 5:0 1 (15.5)�maxIm : Q! QIm = (ei�=2 1)Q+ 5:0 1: (15.6)Man mu� den aus QRe und QIm mit der Potenzmethode erhaltenen Eigenwert wiederentsprechend zur�ucktransformieren. Der kleinste Realteil ergibt sich aus�minRe = 2� �maxRe (15.7)und der kleinste Imagin�arteil aus �minIm = ��maxIm: (15.8)



15.3. NICHT-HERMITESCHER FALL: SPEKTRUM VON Q 179Bei den f�unf vollst�andigen Spektren habe ich die �Ubereinstimmung der beiden Methodenveri�ziert und daraus auf die generelle Eignung der Potenzmethode f�ur dieses Problemgeschlossen. Bei allen untersuchten Kon�gurationen konvergierte die Potenzmethode nachwenigen hundert Iterationen. Abbildung 15.5 zeigt die Verteilung des kleinsten Realteilsund des gr�o�ten Imagin�arteils aus jeweils 800 Kon�gurationen.Realteile kleiner als Null habe ich nicht gemessen. Die Verteilung des kleinsten Real-teils liegt bei K = 0:18 n�aher am Nullpunkt, als bei K = 0:17. Da� man bei weitererAnn�aherung an den kritischen Punkt Kc negative Werte erh�alt, l�a�t sich nicht ausschlie-�en. Man wird also immer wieder die Grenzen des Spektrums �uberpr�ufen m�ussen, wie esauch im hermiteschen Fall gemacht wird.

Abbildung 15.5: Verteilung des kleinsten Realteils und des gr�o�ten Ima-gin�arteils von Q. Links sind die Daten f�ur (�;K) = (2:3; 0:17) und rechtsf�ur (2:3; 0:18) dargestellt.Abbildung 15.6 vergleicht nochmals den kleinsten Realteil der Eigenwerte von Q undQyQ. In der unteren Reihe sind Histogramme des Verh�altnisses
 = (�minRe(Q))2�minRe(QyQ) : (15.9)Bei allen untersuchten Kon�gurationen ist 
 > 1. Sollte dies f�ur alle Werte von K gelten,so w�are der kleinste Realteil von Q immer gr�o�er Null, da QyQ positiv de�nit ist.
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Abbildung 15.6: Vergleich des Realteils des kleinsten Eigenwerts von Q undQyQ. Links sind die Daten f�ur (�;K) = (2:3; 0:17) und rechts f�ur (2:3; 0:18)dargestellt.15.4 AutokorrelationszeitenWie ich bereits bei der Auswertung des Higgs-Yukawa-Modells diskutiert habe, geht dieintegrierte Autokorrelationszeit �int in die Fehlerabsch�atzung ein. Daher ist eine Kennt-nis von �int wichtig, um die Zahl der n�otigen Messungen absch�atzen zu k�onnen. DieAbh�angigkeit von der Polynomordnung sowohl mit dem Ein-Schritt- als auch mit demZwei-Schritt-Verfahren ist in [Mon96] diskutiert worden. Hier m�ochte ich auf das Verhal-ten bei Ann�aherung an den chiralen Punkt Kc eingehen.Tabelle 15.2 zeigt die Autokorrelationszeiten f�ur einige Me�gr�o�en. Die Werte wurdenmit der Blockingmethode nach Gl. 8.33 bestimmt. Die Fehler habe ich durch Wahl von �aus den Blocking-Leveln (n� 6 : n� 3) abgesch�atzt, wobei n das letzte Level ist.Wie zu erwarten, steigen die Werte f�ur �int f�ur K ! Kc an. Besonders stark ist die-ser Anstieg in den rein gluonischen Gr�o�en. In Abbildung 15.7 ist die Zeitentwicklung derPlaquette aufgetragen. Dabei wurden die Rohdaten �uber jeweils 100 Messungen gemittelt.Bei allen vier Werten f�ur K treten charakteristische lange Moden auf. Beachtet man dieunterschiedlichen Skalen auf der X-Achse, so sieht man, da� die L�ange dieser Moden mitsteigendem K zunimmt. Es ist noch nicht klar, ob es sich dabei um ein algorithmisches



15.5. PROGRAMMPERFORMANCE 181KMe�gr�o�e 0:16 0:17 0:18 0:185Plaquette 100(40) 60(10) 170(20) 550(100)Polyakov-Loop 1(1) 2(1) 32(10) 600(200)Fermion-Kondensata 8(4) 20(3) 36(3) 11(2)Fermion-Kondensatb 1(1) 1(1) 30(15) 80(20)Cg~g(0) 23(6) 30(8) 45(8) 35(10)C�a(0) 5(2) 25(4) 40(12) 25(5)Tabelle 15.2: Integrierte Autokorrelationszeit aus der Blocking-Methode inAbh�angigkeit vom Hoppingparameter K. Das Fermion-Kondensat ist im Falla aus Q�1xx bestimmt worden und im Fall b aus dem entsprechenden Noisy-Estimator.oder ein physikalisches Problem handelt. Zum einen k�onnten die langen Autokorrelatio-nen durch die Noisy-Korrektur hervorgerufen werden, wie K. Spanderen in Testl�aufengezeigt hat. Zum anderen k�onnte es aber auch ein Signal f�ur eine zweite Phase sein, diesich hier durch eine Metastabilit�at in der Plaquette zeigt. Bei der zweiten Phase k�onntees sich dabei um die in [KS97] vorhergesagte symmetrische Phase des Modells handeln.Da die Kontinuumstheorie auch zwei entartete Vakua aufgrund der gebrochenen chiralenSymmetrie besitzt, k�onnte auch dies die Ursache sein.In Abbildung 15.8 sind zus�atzlich auch die Verteilungsfunktionen der Plaquette inklu-sive der angepa�ten Normalverteilungen geplotted. Eine Metastabilit�at sollte sich hier alsZwei-Peak-Struktur zeigen. Bei K = 0:16; 0:17 und 0:18 ist dies nicht zu erkennen. BeiK = 0:185 kann man im Bereich des Maximums leichte Abweichungen erkennen, die abersehr schwach ausgepr�agt sind. Bei der langen Autokorrelationszeit kann aber bei diesemK-Wert auch die Zeitreihe zu kurz sein, um zwei Peaks aufzul�osen. Zur Kl�arung mu� mandie Statistik verbessern oder noch n�aher an Kc herangehen, um den E�ekt zu verst�arken.15.5 ProgrammperformanceAls n�achstes will ich auf die Performance des Programms eingehen. Soweit bei den Test-l�aufen Messungen durchgef�uhrt wurden, geschah dieses in allen drei Me�klassen gleichh�au�g. In Tabelle 15.3 habe ich zun�achst Resultate von Testl�aufen auf dem 43 � 8 Gitterzusammengestellt. Alle L�aufe wurden mit Random-Startkon�gurationen durchgef�uhrt.Die Approximation war (16; 40; 0:001; 5:0; 7:3 � 10�4; 3:5 � 10�5; 3:8 � 10�6).Die ersten f�unf Reihen enthalten Daten, die mit dem von mir erstellten Fortran90-Programm ermittelt wurden. Die letzte Zeile zeigt zum Vergleich die urspr�ungliche For-tran77-Version ohne Hilfsfelder. Man mu� dazu sagen, da� diese Version nicht vektori-siert ist, was man unschwer an der kurzen Vektorl�ange erkennt, da sie f�ur eine RISC-Architektur programmiert wurde. Der Faktor 20 zum Fortran90-Programm �ubersch�atzt
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Abbildung 15.7: Zeitreihendarstellung der Plaquette. Von links nach rechts undvon oben nach unten sind die Plots f�ur K = 0:16; 0:17; 0:18; 0:185 und � = 2:3dargestellt.den Performance-Gewinn etwas. Es bleibt aber festzuhalten, da� die Version ohne Hilfs-felder f�unfmal mehr Rechenoperationen ausf�uhrt, als die Version mit Hilfsfeldern. Daherist auch bei einer vektorisierten Version ohne diese Felder, eine schlechtere Performancezu erwarten.Der Ein
u� der Anzahl der Eichkopien Ng auf die Vektorl�ange ist o�ensichtlich. Dadie innerste Schleife die L�ange Ng � n hat, best�atigt dies die Erwartung. Bis Ng = 4steigt die Vektorl�ange deutlich an und bleibt dann knapp unter Hardwarevektorl�angevon 128. Der Aufwand in Kontingent-Einheiten KE pro Kon�guration bleibt auch nahezukonstant. Gegen�uber dem Fall mit nur einer Kopie hat man einen Gewinn von ca. 40%. DieSpeicherbelegung bei acht Eichkopien mit 10MW = 80MB ist bei 512MW Hauptspeichersehr moderat.Tabelle 15.4 zeigt Daten von Testl�aufen auf verschiedenen Gittern bei etwas h�oheremHoppingparameter K. An den l�angeren L�aufen auf dem 43 � 8 Gitter sieht man, da� Zeitpro Kon�guration auf thermalisierten Kon�gurationen kleiner ist, als der hier angegebeneWert. Dies tri�t auf die anderen Gitter nat�urlich genauso zu. Die Akzeptanzraten, soweitman diese aus 2*4*4 (Sweeps*Kopien*NC/Sweep) bzw. 2*4*2 Noisy-Korrektur-Schrittenbestimmen kann, liegen jeweils �uber 90% bzw. 80%. Die Akzeptanzraten der L�aufe auf
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Abbildung 15.8: Histogrammdarstellung der Plaquette. Anordnung wie inGl. 15.7. Die durchgezogene Kurve ist die entsprechende, angepa�te Normal-verteilung. Die beiden Zahlen geben den Mittelwert und die Standardabwei-chung an.dem 83 � 16 Gitter liegen bei ca. 85% (aus 2*1*4 + 2*2*4 Noisy-Korrektur-Schritten).An der hohen Akzeptanzrate erkennt man, da� das Polynom P bereits sehr gut x�1=4approximiert. Auf dem 63 �12 Gitter erkennt man das vom 43 �8 Gitter bekannte Verhaltenbei steigender Anzahl von Eichkopien. Der Gewinn ist hier mit 16% aber deutlich geringer.Auf dem 83 � 16 Gitter kehrt sich dieses Verhalten sogar um. Da� die Version mit zweiEichfeldern weniger Hauptspeicher belegt, als die Version mit nur einem, liegt an einemanderen Speicherschema bei der Berechnung der Propagatoren, das aber keinen Ein
u�auf die Geschwindigkeit hat.Geht man von unserem derzeitigen Monatskontingent von 65 000KE aus, so kannman bei � = 2:3 und K = 0:17 auf dem 43 � 8 Gitter etwa 26 000 Updates und Messungenmachen, auf dem 63 � 12 Gitter etwa 1 000 und auf dem 83 � 16 Gitter etwa 230. Dabeiist noch nicht ber�ucksichtigt, da� mit asymmetrischen Me�frequenzen mehr Updates undweniger Messungen bei gleichem Fehler erreicht werden k�onnen. Eine hinreichend langeStatistik l�a�t sich auf der T90 nur bei dem 43 � 8 Gitter erzielen. F�ur die gr�o�eren Gittersind Parallelrechner wie die Cray T3E oder die Quadrics besser geeignet.



184 KAPITEL 15. ALGORITHMISCHE ERGEBNISSEGauge copies Memory Time MFlops VL KE KE/cfg1 3:4 247:38 581 69 16:1 0:812 4:4 411:57 704 92 26:8 0:674 6:4 742:45 781 111 48:3 0:608 10:3 1401:64 821 123 91:2 0:5712 14:3 2065:80 840 119 134:2 0:561 4:2 2419:21 203 17 221:0 11:05Tabelle 15.3: Test des Programms auf dem 43 �8 Gitter bei (�;K) = (2:3; 0:14).Das Updateschema ist (6,1,(1,10,1,6)) (s. Gl. 15.1). Die Daten sind aus je 10Sweeps nur Updates + 10 Sweeps Updates und Messungen gewonnen. Dieletzte Zeile enth�alt die Zahlen f�ur die nichtvektorisierte Fortran77-Version ohneHilfsfelder.Gitter Eichkopien Speicher/MW Zeit/s MFlops VL KE KE/Kfg43 � 8 8 11 791 873 125 51:3 2:563 � 12 1 8 1175 755 114 76:2 76:263 � 12 4 23 4155 854 120 268:8 67:263 � 12 8 43 8127 878 121 525:5 65:783 � 16 1 45 4220 857 119 275:9 275:983 � 16 2 39 8914 828 122 580:7 290:3Tabelle 15.4: Test des Programms auf dem 43 �8 und 63 �12 Gitter bei (�;K) =(2:3; 0:17). Das Updateschema ist (6,1,(1,10,6,N)) (s. Gl. 15.1). Dabei ist N=4auf dem 43 � 8 und N=1 auf dem 63 � 12 und 83 � 16 Gitter. Die Daten sind f�urdas Updating plus Messungen.15.6 MatrixinversionZuletzt will ich noch die Ergebnisse des Vergleichs der beiden Matrix-Inversions-Algo-rithmen mit und ohne even-odd-Pr�akonditionierung angeben. Wie bereits gesagt, wird inder QCD der BiCGstab mit even-odd-zerlegter Matrix favorisiert. Tabelle 15.5 fa�t dieDaten f�ur das Super-Yang-Mills-Modell zusammen.Beide Algorithmen werden durch die even-odd-Zerlegung beschleunigt. Beim BiCG-stab ist der Gewinn mit 53% noch gr�o�er als beim CGNE mit 45%. Trotzdem schl�agt derCGNE den BiCGstab in unserem Modell in beiden F�allen deutlich. Das Verh�altnis zwi-schen den beiden Verfahren ist genau umgekehrt zur QCD. Da die Fermionmatrix direktmit der Physik verkn�upft ist und die Inverter sensitiv auf die Eigenschaften der Matrixsind, kann man daraus folgern, da� trotz der gro�en ober
�achlichen �Ahnlichkeit der QCD-und der SYM-Gitter-Wirkung die Physik anders sein wird.



15.6. MATRIXINVERSION 185Inverter Zeit/s MFlops KE Iter1 Iter2CGNE/eo 917 938 60:32 53 43BiCGstab/eo 1418 899 93:45 95 75CGNE 1668 903 108:99 119 95BiCGstab 3040 929 199:45 239 196Tabelle 15.5: Test verschiedener Matrix-Inverter zur Bestimmung der Teilchen-propagatoren. Die Kopplungen sind (�;K) = (2:3; 0:17). Das Updateschemaist (6,1,(1,10,1,6)) (s. Gl. 15.1). Die Daten sind f�ur das Updating plus Messun-gen. Es wurden 20 Me�-Sweeps mit Me�frequenzen (1,4,10) durchgef�uhrt.KPropagator 0:16 0:17 0:18 0:185Gluino-Glueball 38 110 117 103a-Pion/a-Sigma 31 68 84 88a-Eta+/a-Eta� 40 55 84 107Tabelle 15.6: Mittlere Anzahl der Matrixmultiplikationen pro Aufruf inAbh�angigkeit vom Hoppingparameter K.Die Zahl der ben�otigten Matrixmultiplikationen pro Inversion h�angt vom Hoppingpa-rameter K ab. Tabelle 15.6 zeigt die entsprechenden Daten f�ur die drei PropagatortypenGluino-Glueball g~g, Gluino-Gluino connected ~g~g und Gluino-Gluino disconnected ~g~gVST.Wie zu erwarten, nimmt die Zahl der Multiplikationen mit steigendem K zu. Dabei istzu ber�ucksichtigen, da� pro Propagator im Fall g~g 16 und im Fall ~g~g und ~g~gVST je 6Inversionen durchzuf�uhren sind. Beim Gluino-Glueball kommen dann noch maximal dreiBlocking-Level auf dem 43 � 8 Gitter hinzu. Warum die Anzahl beim Gluino-Ball vonK = 0:18 auf K = 0:185 f�allt, kann ich nicht sagen. Die Zahl der Messungen ist bei allenPunkten gr�o�er als 10 000 und die Fehler kleiner als Eins, so da� statistische Fluktuationenausscheiden.



186 KAPITEL 16. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSE
Kapitel 16Physikalische ErgebnisseDie Auswertung der physikalischen Daten ist noch in einem sehr fr�uhen Stadium. Aufdem kleinen 43 � 8 Gitter sind sicherlich noch deutliche �nite-size-E�ekte zu erwarten,die aufgrund fehlender Daten von gr�o�eren Gittern hier aber nicht abgesch�atzt werdenk�onnen. Trotzdem geben die Daten wichtige Anhaltspunkte f�ur die weitere Entwicklungdes Projekts und erlauben erste Schl�usse auf die Durchf�uhrbarkeit des von Curci undVeneziano vorgeschlagenen Programms. Die Statistik auf dem kleinen Gitter ist in allenPunkten hoch bis sehr hoch wie Tabelle 16.1 zeigt. Die Daten sind im Zeitraum des letztendreiviertel Jahres gemessen worden. Bei festem K stammen die Daten aus einem kontinu-ierlichen Lauf, bei dem gelegentlich algorithmische Parameter wie die Me�abst�ande oderdas Polynom ge�andert wurden. F�ur die Auswertung wurden alle Daten bei gleichem Kzusammengefa�t. Bei der Bestimmung der Autokorrelationszeiten wurden die unterschied-lichen Me�frequenzen ber�ucksichtigt. Weiterhin ist zu beachten, da� die Statistik immeraus der Zeitentwicklung acht unabh�angiger Eichkopien zusammengesetzt ist, die L�angeder Zeitreihe f�ur eine Eichkopie also nur ein achtel der angegebenen Gesamtstatistik ist.Die Thermalisierung ist von den Messungen bereits abgezogen.K Me�reihe 1 Me�reihe 2 Me�reihe 3a Me�reihe 3b Me�abst�ande0:16 64 000 16 000 16 000 16 000 (1,4,4)0:17 152 000 37 776 17 360 3 600 (1,4,10)46 400 11 600 11 600 11 600 (5,20,20)0:18 197 280 49 320 19 176 0 (1,4,10)96 000 24 000 24 000 0 (1,4,4)54 400 13 600 13 600 13 480 (5,20,20)0:185 73 600 18 400 18 400 0 (1,4,4)77 760 19 440 19 440 12 640 (5,20,20)Tabelle 16.1: Anzahl der Messungen in den drei Me�reihen. 3a ist das a-Pionund das a-Sigma, 3b die beiden a-Eta's, die erst sp�ater implementiert wurden.



16.1. BLOCKING-OPTIMIERUNG 18716.1 Blocking-OptimierungZur Messung der Glueball-Zust�ande G0+ und gzp sowie des Gluino-Glueball-Zustandes �ist es wichtig, das Blocking-Level optimal eingestellt zu haben. Dazu sieht man sich Kenn-gr�o�en an wie z.B. die Massen oder den �Uberlapp mit dem Grundzustand. Weiterhin gibtes noch die M�oglichkeit, die Propagatoren auch aus unterschiedlichen Blocking-Leveln auf-zubauen. Beim Gluino-Glueball k�onnte man z.B. eine Plaquette aus Level 1 am Anfangund eine aus Level 2 am Ende des Gluino-Propagators haben. Diese gekreuzten Gr�o�en ha-be ich nicht bestimmt. Aufgrund des kleinen Gitters wurden lediglich die level-diagonalenGr�o�en f�ur die Blocking-Level 0, 1 und 2 bestimmt. Die Ausdehnung der geschmiertenPlaquetten betr�agt dementsprechend 1, 2 und 4. In Level 2 sind damit bereits Informa-tionen �uber die Eichfeldkon�guration des ganzen r�aumlichen Gitters in jeder Plaquetteenthalten.

Abbildung 16.1: Daten zu Optimierung des Blocking-Levels f�ur die Eichfelder.Geplotted ist die Masse m01 = log(C(0)=C(1)). Die Symbole bezeichnen: � 2+Glueball, 4 0+ Glueball und � Gluino-Glueball �.
Abbildung 16.1 zeigt die Werte f�ur m01 = log(C(0)=C(1)) f�ur den 0+ und 2+ Glueballsowie den Gluino-Glueball �. Bei maximalem �Uberlapp mit dem Grundzustand solltedie Masse minimal werden, da die Beitr�age der h�oheren Anregungen klein werden. F�urden 2+ Glueball liegt das Minimum beim Blocking-Level n = 2, f�ur die beiden anderenZust�ande bei n = 1. Insbesondere beim Gluino-Glueball, der sehr rechenzeitintensiv ist,kann man sich aufgrund dieser Analyse auf n = 1 beschr�anken. Das optimale n sollteim wesentlichen vom Eichparameter � abh�angen. Mit steigendem � und damit schw�acherwerdender Eichkopplung g steigt die Ausdehnung der Glueball-Zust�ande an und n mu�gr�o�er gew�ahlt werden.



188 KAPITEL 16. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSE16.2 Gluonische Me�gr�o�en und Fermion-KondensateIn Abbildung 16.2 sind Resultate aus den quenched-Simulationen, denen der unquenched-Simulationen gegen�ubergestellt. Bei den Plaquetten und den Creutz-Ratios liegen dieUnterschiede im Bereich kleiner 5%. Beim Betrag des Polyakov-Loops sind es 10-20%. Inder QCD ist 10% Unterschied zwischen quenched und unquenched typisch. Hier scheint esetwas weniger zu sein. Es liegt nahe, die Ursache hierf�ur im kleineren fermionischen Sektordes Modells zu suchen. Ein Majorana-Freiheitsgrad hat o�ensichtlich weniger Ein
u� alsein Dirac-Freiheitsgrad.

Abbildung 16.2: Vergleich von quenched und unquenched Daten. Links diePlaquette, in der Mitte der Absolutwert des Polyakov-Loops und rechts derCreutz ratio e��22 . Die waagerechte durchgezogene Linie gibt den Wert ausder quenched-Simulation an, die gepunkteten Linien sind die Fehler.Aus dem Creutz-Ratio �nn, de�niert in Gl. 12.104, kann man die String-Tension be-stimmen. Dazu ist zwar eine Extrapolation zu gr�o�eren Werten von n n�otig, aber da �22das einzige Ratio ist, das man auf dem 43�8 Gitter bestimmen kann, mu� dies hier gen�ugen.Die in Abbildung 16.2 angegebenen Werte sind nicht �22, sondern e��22 . F�ur �22(K) selbsterh�alt man in Einheiten von a2 die Werte 0.277(3), 0.268(2), 0.251(2) und 0.240(3) imVergleich zum Wert von 0.292(1) bei K = 0. F�ur die reine SU(2)-Eichtheorie ergibt sichder Wert im Fall n!1 aus einer Starkkopplungs-Entwicklung zu 0.1989 [M�un81]. Daherist anzunehmen, da� auch die anderen Me�werte die tats�achlichen Werte �ubersch�atzen.Die Vermutung, da� das Super-Yang-Mills-Modell wie die QCD Con�nement zeigt, kannmit den Daten unterst�utzt aber nicht gezeigt werden.Das Fermion-Kondensat < �x�x > ist in Abbildung 16.3 geplottet. Neben den quen-ched Daten ist das Resultat aus der Inversion der Fermionmatrix und aus dem entspre-chenden Noisy-Estimator eingezeichnet. Die Daten aus der vollen Simulation zeigen wiedernur eine geringe Abweichung von den quenched-Resultaten. Die Noisy-Estimates weichenetwas von den Non-Noisy-Estimates ab. Der Verlauf ist bei ihnen etwas steiler. Die Unter-



16.3. TEILCHEN UND MASSEN 189

Abbildung 16.3: Vergleich der Fermion-Kondensate. Die quenched Resultatesind aus dem Propagator bestimmt. Bei den unquenched Werten sind zus�atz-lich noch die Werte aus dem Noisy-Estimator geplotted. Die Symbole bezeich-nen: � quenched, Propagator;4 unquenched, Noisy Estimator; � unquenched,Propagator.schiede liegen alle au�erhalb des 2� Bereichs. Ursache f�ur die Abweichung kann sein, da�die Noisy-Estimates bei der Zwei-Schritt-Methode aus dem Polynom mit gr�o�erem Ap-proximationsfehler bestimmt werden und daher noch Korrekturen zu den exakten Wertenaus dem Propagator auftreten.16.3 Teilchen und MassenZiel der Untersuchung ist die Bestimmung der Teilchenmassen im Limes K ! Kc. Ta-belle 16.2 fa�t alle in der Simulation gemessenen Massen zusammen. Die mit Index 0gekennzeichneten Reihen sind jeweils aus quenched-Simulationen gewonnen. Die Massenwurden bestimmt aus den Relationen [MM94, $7.1.3]r12(x�2 + x��2) = (x�1 + x��1) (16.1)und (r13 � 1)(x�2 + x��2 � x�3 � x��3) = (r23 � 1)(x�1 + x��1 � x�3 � x��3) (16.2)mit den Bezeichnungen�i = �12 T � ti� x = e�m(ftig;T ) rij = C(ti)C(tj) : (16.3)Das Einsetzen der gemessenen Zeitscheibenwartungswerte und die Bestimmung derNullstellen liefert hieraus die Massen. Die mit Index a gekennzeichnet Massen stammen



190 KAPITEL 16. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEaus der Relation Gl. 16.1 und den Zeitscheiben t1 = 1 und t2 = 2. Die �ubrigen Resultatewurden mit Gl. 16.2 und den Werten f�ur t1 = 1, t2 = 3 und t3 = 2 bestimmt. Beiden Zust�anden, die beide Bestimmungsarten zulassen, liegen die Unterschiede der Masseninnerhalb der Fehlerbalken. Hoppingparamter KZustand 0.0 0.16 0.17 0.18 0.1850+ 1:30(15) a1:40(28) a1:23(13) a1:21(13) a1:04(18)2+ 1:77(44) a1:30(40) a1:52(32) a1:71(33) a1:34(62)2+ 1:80(51) a1:37(38) a2:13(71) a1:54(22) a1:53(58)�0 2:68(6) 2:56(5) 2:45(8) 2:31(7)� 2:67(12) 2:41(7) 2:37(7) a2:87(50)�a0 1:791(2) 1:583(2) 1:366(4) 1:256(6)�a 1:779(4) 1:569(5) 1:34(1) 0:47(1:00)�a0 2:99(1) 2:82(1) 2:66(1) 2:59(2)�a 2:93(2) 2:73(1) 2:51(4) 2:72(58)��a 0 1:793(2) 1:586(3) 1:370(4) 1:264(6)��a 1:781(5) 1:573(5) 1:34(2) 1:38(32)�+a 0 a1:64(28) a1:72(17) a1:50(19) a1:29(8)�+a a1:85(75) a1:68(30) a1:51(16) a1:06(17)Tabelle 16.2: Massen im SU(2) N=1 Super-Yang-Mills-Modell. Die Zust�andemit Index 0 sind auf quenched Kon�gurationen gemessen worden. Die Datender mit a markierten Massen wurden aus der Relation Gl. 16.1 mit t1 = 1 undt2 = 2 bestimmt, die anderen mittels Gl. 16.2 aus t1 = 1, t2 = 3 und t3 = 2.Die Fehler wurden aus 100 Monte-Carlo-Samplen ermittelt.Werte f�ur die Glueball-Zust�ande bei K = 0 auf gr�o�eren Gittern liegen in [CMT87]vor. Bei � = 2:3 �ndet man dort� m(0+)= 1.1(1)� m(2+)= 2.0(1).Ein Vergleich mit den von mir gemessenen Werten zeigt, da� Finite-Size-E�ekte innerhalbder statistischen Fehlerbalken nicht aufzul�osen sind. Die a-Pion-Masse bei K = 0:185 istmit dem 43 �8 nicht zu bestimmen, wenn sie wirklich im Bereich von 0:5 in Gittereinheitenliegt. Nimmt man die Faustregel L & 6m�1, so wird man 83 � 16 oder 123 � 24 Gitterben�otigen, um die Masse zu bestimmen.



16.3. TEILCHEN UND MASSEN 191Die Unterschiede der Massen vom quenched zum unquenched Fall sind auch bei denMassen klein und zeigen deutliche Abweichungen erst in der N�ahe des kritischen Hop-pingparameters.

Abbildung 16.4: Massen der Zust�ande des N=1 Susy Multipletts. Die Symbolebezeichnen: � 0+ Glueball, 4 Gluino-Glueball �, � ��a Pseudoskalar, x �+aSkalar. Die Datenpunkte sind leicht versetzt eingezeichnet, damit man dieFehlerbalken auseinanderhalten kann.
In Abbildung 16.4 sind die Massen der Teilchen des niedrigsten Supermultipletts dar-gestellt. Am kritischen Punkt, der gleichzeitig den chiralen und den supersymmetrischenLimes charakterisiert, sollten die Massen gleich werden. F�ur das a-Eta+, das a-Eta� undden 0+ Glueball ist dies innerhalb der Fehlerbalken erf�ullt. Der Gluino-Glueball liegtjedoch noch deutlich dar�uber. Der gemessene Wert bei K = 0:185 betr�agt 2.87(50). Ei-ne Inspektion der Zeitreihe f�ur diesen Wert zeigt allerdings einen Trend zu niedrigerenWerten. Die Ursache f�ur das "Kriechen\ der Masse kann die lange Autokorrelationsfunk-tion sein oder die schon erw�ahnte m�ogliche Metastabilit�at. Beide M�oglichkeiten konntenanhand der Plaquette aufgezeigt werden und damit ist auch der Gluino-Glueball davonbetro�en. Eine Extrapolation der Massen mit K < 0:185 l�a�t einen Wert von 2.2-2.3erwarten, was mit den Fehlerbalken des K = 0:185 Werts vertr�aglich ist. Dies ist aberimmer noch deutlich zu hoch f�ur die Restaurierung der Supersymmetrie. Entweder gibt esnoch deutliche Finite-Size oder �nite-a-Korrekturen oder die Masse rutscht, �ahnlich wiedie a-Pion-Masse, erst nahe am kritischen K auf den Wert der anderen Teilchen. Die in[DGHV97] gemessenen Massen f�ur � aus quenched-Simulationen auf dem 163 � 32 Gitterbei � = 2:6 zeigen eine gute �Ubereinstimmung mit den anderen Massen. Da hier sowohldas Gitter gr�o�er, als auch a kleiner ist, l�a�t sich die Ursache f�ur unsere erh�ohten Massennicht festlegen. Weitere Rechnungen sind n�otig um die Diskrepanz zu kl�aren.



192 KAPITEL 16. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSE16.4 Extrapolation zum kritischen HoppingparameterDer Phasenraum des Gittermodells wird durch den Eichparameter � und den Hoppingpa-rameter K parametrisiert. Kritische Punkte, an denen der Limes zur supersymmetrischenKontinuumstheorie durchgef�uhrt werden kann, fallen im N = 1 SU(2) Super-Yang-Mills-Modell mit den Punkten zusammen, an denen die chirale Symmetrie restauriert wird. Ausder QCD ist bekannt, da� der chirale Limes �uber das Einstellen des Hoppingparameters Kerreicht werden kann. Dort verschwindet die Pion-Masse, das eines der Goldstone-Bosonender chiralen Symmetriebrechung ist. Im SYM Fall erwartet man ein �ahnliches Verhalten.Das entsprechende Teilchen im Gitter-Super-Yang-Mills-Modell ist das pseudosklare a-Eta�. In der OZI-Approximation hat dieses Teilchen nur einen verbundenen Anteil, deridentisch mit dem a-Pion ist. In [VY82] wird die Vorhersage getro�en, da� das a-Pionsich genauso verh�alt wie das QCD-Pion, d.h. es wird beim kritischen HoppingparameterKc masselos. Im vollen Modell bleibt dieses Verhalten bestehen. Da aber noch zus�atzlichder unverbundene Anteil auftritt, erwartet man hier, da� dieser Teil eine endliche Massef�ur das a-Eta� erzeugt.

Abbildung 16.5: Phasendiagramm der SU(2)-Eichtheorie mit Gluinos in deradjungierten Darstellung. Die fette Linie trennt die Phasen I und II, in denendas Gluino-Kondensat < �� > unterschiedliches Vorzeichen hat. F�ur � ! 1oder g ! 0 liegt die Phasengrenze beim kritischen Hoppingparameter f�ur freieWilson-Fermion K = 1=8.Abbildung 16.5 zeigt das Phasendiagramm, wie man es auf Grund der Analogie zurQCD erwartet. Sollte die von Kovner und Shifman vorhergesagte symmetrische Phasemit verschwindendem Gluino-Kondensat < �� >= 0 existieren, so w�urde sie zwischen



16.4. EXTRAPOLATION ZUM KRITISCHEN HOPPINGPARAMETER 193den beiden Phasen I und II liegen.Um den kritischen Hoppingparameter zu bestimmen, kann man die Masse des a-Pionzun�achst als Anhaltspunkt nehmen. Der Ansatz f�ur die Masse aus der QCD lautetm2� / 1K : (16.4)F�ur die Sigma-Masse wird ein analoges Verhalten erwartet, nur da� die Masse endlichbleibt bei Kc(�).

Abbildung 16.6: Absch�atzung des kritischen Hoppingparameters Kc aus demVerschwinden der a-Pion Masse. Links die Werte f�ur das a-Pion aus der quen-ched (�) und unquenched (4) Simulation, rechts der gleiche Plot f�ur das a-Sigma. Die gepunktete Linie ist der lineare Fit m2 � 1=K f�ur die quenchedDaten.In Abbildung 16.6 sind die quadrierten Massen des a-Pion und des a-Sigma gegenden inversen Hoppingparameter aufgetragen. Dargestellt sind sowohl die Resultate ausquenched als auch aus den unquenched Simulationen. Die quenched Daten stammen auseinem selbsterstellten Programm zur Simulation reiner SU(2)-Eichtheorie mit Heatbathund Overrelaxation als Update-Algorithmen. Die quenched Daten liegen im Log-Log-Plotf�ur alle vier K-Werte auf einer Geraden. Der extrapolierte Wert f�ur Kc ist 0.2179(5). In[KM97] wird Kc = 0:2151(3) auf dem 83 � 16 Gitter angegeben und in [DGHV97] Kc =0:18752(9) auf dem 163 � 32 Gitter allerdings bei � = 2:6. Vergleicht man die Werte mitdem Phasendiagramm Abbildung 16.5, so steht dies im Einklang mit den Erwartungen.Bei steigendem � sinkt der kritische Hoppingparameter. Wieviel davon auf �nte-size-und wieviel auf �nite-a-E�ekte zur�uckgeht, l�a�t sich zu Zeit nicht sagen. Bei den Massenbeachte man, da� in [KM97] und der vorliegenden Arbeit der gleiche Fitansatz benutztwird. In [DGHV97] ist das Vorgehen etwas anders.Da die a-Pion-Masse aus den Simulationen mit dynamischen Fermionen bei K =0:185 einen sehr gro�en Fehler hat, kann das kritische K im Vergleich zu den quenched-Simulationen nur grob abgesch�atzt werden. Aus einem gewichteten Fit an die drei Werte



194 KAPITEL 16. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEbei K = 0:16; 0:17; 0:18 erh�alt man Kc = 0:2171(1), also kaum eine Abweichung vomquenched-Fall. Die Hinzunahme von K = 0:185 �andert daran nichts, da das Gewichtdieses Datenpunktes wegen des gro�en Verh�altnisses der Fehler sehr klein ist. Sollte dieMasse wirklich so stark abfallen, wie es die Messungen zeigen, so wird sich der Wert zuKc � 0:19� 0:20 verschieben.Auf dem 63 � 12 Gitter haben wir mit dem Programm auf der T3E aus den Massen beiK = 0:16; 0:17; 0:18 Kc = 0:201(8) bestimmt, was die Annahme best�atigt.

Abbildung 16.7: Vergleich des verbundenen und des unverbundenen Anteilsdes �� Zustandes. Der linke Plot zeigt die beiden Anteile bei K = 0:16. �discist der untere der beiden Teilpropagatoren. Der obere entspricht zweimal dem�-Propagator. Rechts ist das Verh�altnis 2C�(0)=C�disc(0) der Teilpropagatorengeplottet.Die Daten best�atigen das Verhalten, da� man aus der OZI-Approximation erwartet.Der verbundene Anteil geht f�ur einen kritischen Wert Kc eindeutig gegen Null. Betrachtetman den vollen Propagator, so zeigen die Daten aus Tabelle 16.2, da� die Masse des a-Eta� bei Ann�aherung an Kc o�ensichtlich durch den unverbundenen Anteil stabilisiertwird und nicht gegen Null geht.Die ersten Messungen des unverbundenen Anteils bei K = 0:17 ergaben ein Verh�altnisdes verbundenen zum unverbunden Anteil von etwa 1 000. Die Masse unterscheidet sichdaher von der a-Pion Masse auch nur im Promillebereich. In Abbildung 16.7 sind links derverbundene und unverbundene Anteil bei K = 0:16 geplottet. Beide Propagatoren lassensich mit der zur Verf�ugung stehenden Statistik bis zur maximalen Entfernung bestimmen.Das Verh�altnis �t = 2C�a(t)C�+a disc(t) (16.5)ist f�ur alle t gr�o�er als 1 000. Dies �andert sich, wenn man n�aher an den kritischen PunktK = Kc kommt. Im rechten Plot ist das Verh�altnis �t als Funktion von K aufgetragen.



16.5. MASSENSPLITTING 195Der Wert von �t wird mit steigendem K schnell kleiner und liegt bei K = 0:185 bereits imBereich von 50. Auf gr�o�eren Gittern und noch n�aher am kritischen Punkt wird der unver-bundene Anteil dominieren, w�ahrend der verbundene gegen Null geht. Das a-Eta� kannsomit am kritischen Punkt eine endliche Masse behalten, die der Masse des a-Eta+, des0+-Glueballs und des Gluino-Glueballs � entsprechen sollte, wenn die Annahme zutri�t,da� diese Teilchen zum niedrigsten Supermultiplett geh�oren.16.5 MassensplittingIn der QCD hat das �0-Meson eine Masse, die aufgrund topologischer E�ekte h�oher liegt,als man es naiv erwartet. Darum ist man sehr daran interessiert, die Masse m�0 aus "�rstprinciples\-Rechnungen zu bestimmen. Gemessen wird dazu das Verh�altnis[VKG97]R(t) = < �0(t)�0(0) >2-loop< �0(t)�0(0) >1-loop : (16.6)Der Index 1-loop bezeichnet den verbundenen Anteil und der Index 2-loop den unverbun-denen.

Abbildung 16.8: Verh�altnis R(t) des unverbundenen zum verbundenen Anteildes ��a -Propagators. Die Gerade ist aus einem Fit an die Form Gl. 16.8. Vonlinks nach rechts sind die Daten f�ur K = 0:16; 0:17; 0:18 dargestellt.F�ur Simulationen mit dynamischen Fermionen erwartet man f�ur R(t) das asymptoti-sche Verhalten R(t) = NvNf �1�Be��mt� : (16.7)Nf ist die Zahl der dynamischen Fermion
avours, undNv ist die Zahl der Valenzfermionen.Das Massensplitting �m gibt die Di�erenz zwischen der �0-Masse und dem Mittelwert der



196 KAPITEL 16. PHYSIKALISCHE ERGEBNISSEK Fitintervall �m0.16 1-4 0:00018(21)0.17 1-4 0:00050(18)0.18 2-4 0:0087(20)Tabelle 16.3: Ergebnisse f�ur das Massensplitting aus dem Verh�altnis R(t) desunverbundenen zum verbundenen Anteil des ��a -Propagators.anderen acht Mesonen des niedrigsten SU(3)-Oktetts an, also gerade den topologischenBeitrag.Geht man in unserem Modell von einem analogen Verhalten der Gr�o�e R(t) aus, sokann man aus den Messungen des verbundenen und unverbundenen Anteils des pseudo-skalaren ��a ein eventuelles Massensplitting im Supermultiplett untersuchen. Bei unserenSimulationen ist Nf = Nv, und der Vorfaktor ergibt sich damit zu Eins. Zur Bestimmungvon �m habe ich log(1�R) = ��mt + logB (16.8)aufgetragen und �uber einen geeigneten Bereich f�ur t einen gewichteten linearen Fit ge-macht. Abbildung 16.8 zeigt die Daten und die Fits, Tabelle 16.3 enth�alt die Ergebnissedes Fits in numerischer Form. �m ist in allen F�allen sehr klein. F�ur K = 0:16 ist es mitNull vertr�aglich. Bei K = 0:17 liegt es im 3�-Bereich und bei K = 0:18 im 4�-Bereich.Aufgrund der Fehler der Datenpunkte und der kleinen Werte f�ur �m wird man aus denMessungen auf dem 43 � 8 Gitter kein QCD-analoges Massensplitting erwarten. Dies stehtim Einklang mit der durch die Supersymmetrie erzeugten Massenentartung.
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Kapitel 17Zusammenfassung und AusblickWie ich in der Einleitung bereits gesagt habe, ist dieses Projekt in zweifacher Hinsichteine Pilotstudie. Zum einen geht es darum, den L�uscher-Algorithmus zur Simulation vondynamischen Fermionen in der von I. Montvay formulierten Zwei-Schritt-Variante zutesten. Zum anderen soll die De�nition supersymmetrischer Modelle als Kontinuumslimesvon Gittermodellen untersucht werden. Zum jetzigen Zeitpunkt k�onnen zu beiden Punktennoch keine endg�ultigen Aussagen gemacht werden.Zun�achst m�ochte ich auf den Algorithmus eingehen. Die Abh�angigkeit von der Poly-nomordnung wurde in [Mon96] untersucht. F�ur das Zwei-Schritt-Verfahren ergaben sichschon bei niedrigen Ordnungen des ersten Polynoms P n(x) von n unabh�angige Me�werte.Die G�ute von P l�a�t sich auch aus der Akzeptanzrate im Noisy-Korrektur-Schritt able-sen. Ist diese hoch, so approximiert P die Funktion x�� bereits hinreichend gut. Das indieser Arbeit benutzte Polynom mit n = 16 zeigt �uber einen breiten Bereich von Wertendes fermionischen Hoppingparameters K Akzeptanzraten von �uber 85%. Die Raten fallenerst bei K = 0:185, wo etwa 10% der Kon�gurationen einen oder mehrere Eigenwertekleiner als die untere Grenze des Fitintervalls haben. Erfahrungen mit Polynomen ausder Chebyshev-Approximation zeigen zwar, da� auch in diesem Fall richtige Ergebnisseresultieren, aber dies m�u�te in unserem Fall erst noch �uberpr�uft werden.Im Gegensatz zum Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus, bei dem die Matrixinversion auf-grund schlechter werdender Konditionszahl der Fermionmatrix sensitiv auf den chiralenLimes ist, mu� man f�ur den L�uscher-Algorithmus f�ur jeden Parametersatz die kleinstenEigenwerte bestimmen und die Approximation dementsprechend w�ahlen. In [JLJ96] wirdf�ur die Ein-Schritt-Variante gezeigt, da� sie vom Rechenaufwand vergleichbar ist mit demKramers-Algorithmus, der wiederum eng mit dem Hybrid-Monte-Carlo verwandt ist. ImFall des Super-Yang-Mills-Modells scheiden beide Verfahren aus, da hier die Wurzel derFermiondeterminante eingeht. Als Vergleich kann man den Langevin- oder R-Algorithmusverwenden, der den Nachteil hat, da� man die Integrationsschrittweite zu �� = 0 extra-polieren mu�. Dies ist in [DG96] gemacht worden, und die Autoren stellen auch in diesemFall einen gleichhohen Rechenaufwand fest. Aus unserer Erfahrung mit dem Langevin-Algorithmus im Higgs-Yukawa-Modell wissen wir, da� der Rechenaufwand beim Langevinbis zu 20 mal gr�o�er ist als beim Hybrid-Monte-Carlo, was im Widerspruch zu den vorigenAussagen steht.



198 KAPITEL 17. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKDen Vorteil durch even-odd-Zerlegung in der Matrixmultiplikation kann man auch imL�uscher-Algorithmus ausnutzen. Erste Tests auf der T3E und der Quadrics mit dieserVariante zeigen eine deutlich reduzierte Autokorrelationszeit. Die Ordnung des erstenPolynoms sinkt nochmals um einen Faktor 1.5 bis 2, und damit sinkt auch der Rechen-und Speicheraufwand.Die nicht-hermitesche Variante ist zur Zeit noch nicht implementiert. Sollte hier ei-ne erneute Reduktion des Rechenaufwandes pro unabh�angiger Kon�guration eintreten,wie man es aufgrund der ersten Ergebnisse aus der QCD erwartet, so sollte der L�uscher-Algorithmus in der Zwei-Schritt-Variante eine bessere Performance zeigen als die verschie-denen Versionen des Hybrid-Monte-Carlo.Abschlie�end bleibt festzustellen, da� noch einiges an Arbeit erforderlich ist, um denL�uscher-Algorithmus mit seinen Varianten �ahnlich gut im Gri� zu haben, wie die Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmen. Bei letzteren hat man fast zehn Jahre gebraucht, um alle Ein-zelheiten der algorithmischen Parameter und der Verbesserungsm�oglichkeiten zu verste-hen. Ein wesentlicher Vorteil des L�uscher-Algorithmus bliebe selbst bei gleichem Rechen-aufwand die frei w�ahlbare Zahl der Fermion
avour.Die physikalischen Aussagen, die sich aus den hier vorgestellten Simulationen erge-ben, sind noch mit Vorsicht zu behandeln. Bisher konnten weder Finite-Size-E�ekte nochE�ekte durch die endliche Gitterkonstante untersucht werden. Weitere Messungen aufgr�o�eren Gittern und bei h�oherem � sind hierzu n�otig. Beh�alt man dies im Hinterkopf, solassen sich aus den Daten einige Trends ableiten.Die Masse des verbundenen Anteils des a-Eta� verschwindet bei einem bestimmtenWert Kc. Gleichzeitig wird der unverbundene Anteil st�arker und sorgt daf�ur, da� dieMasse bei Kc endlich bleibt. Von den gebundenen Zust�anden des niedrigsten Supermul-tipletts zeigt allein der Gluino-Glueball � noch deutlich Abweichungen von den anderendrei gemessenen Zust�anden G0+ , �+a und ��a , die wir mit den Zust�anden aus [VY82] iden-ti�zieren (s. 12.2.2). Erste Rechnungen auf dem 63 � 12 Gitter zeigen, da� diese Massennahezu konstant bleiben und der Gluino-Glueball sich zu niedrigeren Massen verschiebt,was die quenched Resultate in [DGHV97] best�atigt. Die Aussichten in diesem Punkt sindalso gut.Am kritischen Punkt ist die chirale Invarianz nicht-st�orungstheoretisch spontan gebro-chen, und man erwartet zwei Vakua, in denen das Fermion-Kondensat ein umgekehrtesVorzeichen hat. In [KS97] wird die Existenz einer zweiten Phase mit restaurierter chiralerSymmetrie vorhergesagt. Ob die langen Autokorrelationszeiten bei K = 0:185 durch einender beiden aus den Vorhersagen folgenden Phasen�uberg�angen herr�uhren, l�a�t sich nochnicht sagen. Zuerst mu� man ausschlie�en, da� es sich um einen algorithmischen E�ekthandelt, dann erst kann man versuchen, die physikalischen Vorg�ange aufzul�osen.Die Bestimmung des kritischen Werts von K bedarf ebenfalls noch einiger Untersu-chungen. Das relevante Gebiet ist durch die hier durchgef�uhrten Simulationen mit dy-namischen Gluinos und den vorhergehenden quenched-Simulationen hinreichend genauabgesteckt. Die ersten Testl�aufe des Zwei-Schritt-Verfahrens mit even-odd Zerlegung las-sen ho�en, da� man hier mit endlichem Rechenaufwand zum Ziel gelangt.



199Geht man aufgrund der vorliegenden Messungen davon aus, da� das von Curci undVeneziano vorgeschlagene Programm zur nicht-st�orungstheoretischen Behandlung su-persymmetrischer Modelle durchf�uhrbar ist, dann mu� man zum Vergleich mit den Er-gebnissen der Kontinuumstheorie noch die renormierten Gr�o�en bestimmen. Insbesonderedas Gluino-Kondensat als zentraler Parameter des Modells steht dabei im Vordergrund.Ist im Fall des SU(2)-Super-Yang-Mills-Modells die �Ubereinstimmung der Resulta-te gezeigt, dann kann man den Weg weiterverfolgen, indem man andere Eichgruppenbetrachtet und Materiefelder hinzunimmt. Mit diesen erweiterten Modellen lassen sichdie diversen, auf den Seiberg-Witten-L�osungen beruhenden Aussagen zum Verhalten vonTheorien mit verschiedenen Kombinationen von Flavour- und Colourzahlen untersuchen.Wie man sieht, liefert da� Forschungsgebiet, das mit diesem Projekt er�o�net wurde,Arbeit f�ur mehrere Jahre. Vielleicht wird parallel zu den Simulationen an einem der gro�enBeschleuniger das erste supersymmetrische Partnerteilchen entdeckt. Vielleicht werden dieTeilchen auch auf Grund von Vorhersagen aus Gittersimulationen gefunden.
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Anhang AHiggs-Yukawa-ModellA.1 Tabellen zum Abschnitt 9.1In diesem Anhang sind die Daten, die bei der Bestimmung der kritischen Werte desskalaren Hoppingparameters verwendet wurden, noch einmal in Tabellen zusammengefa�t.� m� vR �R 0:10 2:1(3) 0:066(6) 0:034(6)0:12 1:6(4) 0:067(10) �0:010(5)0:14 1:69(16) 0:061(9) �0:010(6)0:16 1:34(16) 0:077(9) �0:008(6)0:18 1:20(16) 0:076(9) �0:009(7)0:20 0:91(14) 0:072(10) �0:007(8)0:22 0:67(8) 0:089(15) 0:063(11)0:24 0:45(9) 0:123(16) 0:110(10)0:26 0:41(10) 0:146(21) 0:220(11)0:28 0:89(18) 0:33(3) 0:416(25)0:30 1:02(10) 0:41(5) 0:529(5)0:32 1:73(29) 0:52(4) 0:607(37)0:34 1:41(16) 0:45(5) 0:663(7)0:36 1:30(11) 0:62(3) 0:72(4)0:38 1:82(22) 0:70(5) 0:738(9)0:40 1:79(14) 0:66(4) 0:794(12)Tabelle A.1: Daten zu den Abbildungen 9.3, 9.5 und 9.6 f�ur G = 0:3. Auf-gelistet sind die Masse des �-Teilchens, renormierte Vakuumerwartungswerteund die  -Fermionmasse.
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� m� vR �R gR0:10 1:3(3) 0:048(3) 0:040(40) 9290:0(1013:0)0:12 1:5(6) 0:041(2) 0:010(10) 19964:0(1967:0)0:14 1:3(2) 0:052(2) 0:064(3) 10958:0(1010:0)0:16 1:1(2) 0:060(3) 0:094(4) 336:0(34:0)0:18 1:0(2) 0:105(4) 0:185(4) 81:0(6:0)0:20 0:7(2) 0:155(5) 0:306(6) 131:0(8:0)0:203 0:55(7) 0:172(1) 0:340(20) 31:5(4:0)0:21 0:60(10) 0:202(2) 0:409(10) 21:0(5:0)0:22 0:8(2) 0:240(5) 0:496(6) 21:0(1:0)0:23 0:9(2) 0:287(6) 0:580(7) 26:0(1:0)0:24 0:8(2) 0:333(8) 0:661(8) 88:0(4:0)Tabelle A.2: Daten zu den Abbildungen 9.3, 9.5 und 9.6 f�ur G = 0:45. Auf-gelistet sind die Masse des �-Teilchens, renormierte Vakuumerwartungswerte,die  -Fermionmasse und die renormierte quartische Selbstkopplung.

� m� �R vR0:120 1:0(1) 0:145(4) 0:334(8)0:125 0:169(6) 0:396(7)0:130 0:163(4) 0:407(7)0:135 0:192(6) 0:465(7)0:140 0:190(7) 0:479(8)0:145 0:204(5) 0:559(7)0:150 0:70(8) 0:233(3) 0:598(7)0:155 0:243(7) 0:654(10)0:160 0:273(7) 0:690(11)0:165 0:293(9) 0:760(16)0:170 0:293(10) 0:787(14)0:180 1:3(2) 0:320(4) 0:867(7)Tabelle A.3: Daten zu den Abbildungen 9.5 und 9.6 f�ur G = 0:6. Aufgelistetsind die Masse des �-Teilchens, renormierte Vakuumerwartungswerte und die -Fermionmasse. Die �-Masse konnte nur an drei Punkten bestimmt werden,an denen ich mit h�oherer Statistik gemessen habe.



A.1. TABELLEN ZUM ABSCHNITT 9.1 205
� m� vR �R 0:23 0:71(5) 0:021(1) 0:0361(7)0:245 0:66(8) 0:035(1) 0:050(1)0:25 0:57(5) 0:052(2) 0:070(1)0:255 0:50(5) 0:048(1) 0:071(2)0:2575 0:40(10) 0:072(3) 0:092(4)0:2585 0:30(10) 0:114(4) 0:157(2)0:26 0:31(3) 0:129(3) 0:180(3)0:262 0:63(10) 0:154(5) 0:211(2)0:27 0:80(20) 0:218(4) 0:309(4)Tabelle A.4: Daten zu den Abbildungen 9.3, 9.5 und Abbildung 9.6 f�ur G =0:3. Aufgelistet sind die Masse des �-Teilchens, renormierte Vakuumerwar-tungswerte und die  -Fermionmasse.
� m� vR �R 0:18 0:55(5) 0:030(3) 0:044(3)0:2 0:16(9) 0:099(3) 0:188(7)0:203 0:22(8) 0:124(1) 0:221(5)0:205 0:60(3) 0:141(3) 0:258(9)0:21 0:67(3) 0:179(2) 0:343(10)0:22 0:68(4) 0:233(6) 0:466(19)Tabelle A.5: Daten zu den Abbildungen 9.3, 9.5 und 9.6 f�ur G = 0:45. Auf-gelistet sind die Masse des �-Teilchens, renormierte Vakuumerwartungswerteund die  -Fermionmasse.



206 ANHANG A. HIGGS-YUKAWA-MODELLA.2 Plots zum Abschnitt 9.2

Abbildung A.1: 1=L2 Extrapolation f�ur die Parameter gR und GR . Die linkeSpalte zeigt die Plots f�ur (G ; �) = (0:3; 0:26), die rechte die f�ur (G ; �) =(0:45; 0:203). Von oben nach unten sind die Gr�o�en g1�loopR , gR, G1�loopR undGR aufgetragen.



A.2. PLOTS ZUM ABSCHNITT 9.2 207

Abbildung A.2: Parameter und Anordnung wie in Abbildung A.1. Von obennach unten sind die Gr�o�en v1�loopR , vR und z� aufgetragen.
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Abbildung A.3: 1=L2 Extrapolation f�ur die Parameter gR und GR . Die linkeSpalte zeigt die Plots f�ur (G ; �) = (0:3; 0:27), die rechte die f�ur (G ; �) =(0:45; 0:21). Von oben nach unten sind die Gr�o�en g1�loopR , gR, G1�loopR undGR aufgetragen.
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Abbildung A.4: Parameter und Anordnung wie in Abbildung A.3. Von obennach unten sind die Gr�o�en v1�loopR , vR und z� aufgetragen.
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Anhang BSuper-Yang-Mills-ModellB.1 Grassmann-Zahlen und wie man mit ihnen rechnetDie komplexen Zahlen erh�alt man aus den reellen Zahlen durch Einf�uhrung der imagin�arenEinheit i z = a+ i b; i2 = �1: (B.1)Grassmann-Zahlen erh�alt man analog durch die Konstruktiong = u+ � v; �2 = 0 (B.2)und u; v �R oder C. � bezeichnet man als Generator. Generatoren treten gew�ohnlichim Zusammenhang mit Algebren auf, und so kann man aus N Generatoren �a eineGrassmann-Algebra aufbauen, die �uber den Anti-Kommutator�a �b + �b �a = 0 (B.3)de�niert ist. F�ur a = b folgt hieraus sofort (�a)2 = 0. Aufgrund der Nilpotentheit derGeneratoren gilt f�ur jede Funktion F (�)F (�) = f1 + f2 �; (B.4)da alle h�oheren Terme der Taylor-Entwicklung identisch Null sind. Die allgemeinste Formeiner Funktion der zwei Grassmann-Variablen � und � lautet dementsprechendG(�; �) = g0 + g1 � + g2 � + g12 ��: (B.5)Man kann aufbauend auf diese Eigenschaften auch eine konsistente Analysis mit Grass-mann-Zahlen konstruieren. Dazu de�niert man die Ableitung durch@@�a 1 = 0 und @@�a �b = �ab (B.6)



B.1. GRASSMANN-ZAHLEN UND WIE MAN MIT IHNEN RECHNET 211mit dem Kronecker-Symbol �ab. Die De�nition, wie sie hier angegeben ist, bezieht sich aufdie von links wirkende Ableitung. Diese unterscheidet sich durch den antikommutierendenCharakter der � von der Rechts-Ableitung@@�a (�b�c) = �(�b�c)  @@�a : (B.7)Im Gegensatz zur gew�ohnlichen Analysis, in der Di�erentation und Integration entgegen-gesetzt wirkende Operationen sind, wirken sie in diesem Fall gleichartigZ d� 1 = 0 und Z d�a �b = �ab: (B.8)Somit erh�alt man zum Beispiel mit Gl. B.5Z d�d� G(�; �) = �g12: (B.9)Ein wichtiges Integral, das im Zusammenhang mit fermionischen Modellen auftritt, istdas Gau�sche Integral mit Grassmann-Variablen. Der skalare Fall mit zwei VariablenZ d�d� e�a�� = Z d�d� 1� a �� = a (B.10)zeigt den Weg zum interessanten Fall mit 2N VariablenZ dN� dN� e��A � = detA (B.11)mit der N�N Koe�zientenmatrix A. Im Gegensatz zum Fall mit komplexen Zahlen tritthier die Determinante und nicht ihr inverses auf.



212 ANHANG B. SUPER-YANG-MILLS-MODELLB.2 Tabellen zum Abschnitt 16K Plaquette jPolyakov-Loopj Creutz-Ratio e��220:0 0:6072(2) 0:0659(4) 0:7468(4)0:16 0:6147(5) 0:0678(15) 0:758(2)0:17 0:6176(4) 0:0717(15) 0:765(1)0:18 0:6232(3) 0:0794(12) 0:778(1)0:185 0:6276(6) 0:0814(21) 0:787(2)Tabelle B.1: Numerische Daten zu Abbildung 16.2.K quenched non-noisy unquenched noisy unquenched non-noisy0:16 11:685(2) 11:778(11) 11:662(1)0:17 11:571(2) 11:592(6) 11:528(2)0:18 11:427(3) 11:267(11) 11:334(2)0:185 11:342(3) 11:126(60) 11:221(4)Tabelle B.2: Numerische Daten zu Abbildung 16.3. Die non-noisy-Werte wur-den aus dem inversen Propagator bestimmt, die noisy-Werte aus dem entspre-chenden Noisy-Estimator.
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