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Neben der Berichtigung kleiner Fliichtigkeitsfehler unterscheidet sich die vorliegende Ver-
sion von der dem Priifungsamt vorgelegten durch die Korrektur der Parametrisierung des
Gitterterms p auf Seite 60 und den daraus resultierenden unterschiedlichen Massen und
Zerfallskonstanten fiir den Fall Ny = 3.
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Einleitung

Im letzten Jahrhundert hat insbesondere die Theoretische Physik einen neuen Blick auf die
Grundlagen der Physik geliefert. Die fundamentalen Wechselwirkungen werden durch zwei
Theorien mit unterschiedlichen Geltungsbereichen beschrieben. Die schwéchste Wechselwir-
kung ist die Gravitation, sie bestimmt die Physik auf grofien, kosmologischen Skalen. Diese
wird durch eine klassische Feldtheorie erfasst, die Allgemeine Relativititstheorie aus dem
Jahr 1916. Viele Vorhersagen konnten erfolgreich bestéitigt werden und sie hélt seitdem vie-
len Experimenten stand.

Auf der anderen Seite steht die Physik der Elementarteilchen, die durch die wesentlich
stdarkeren Wechselwirkungen bestimmt wird; diese sind die elektroschwache und die starke
Kraft. Auf den Erkenntnissen der Quantentheorie aufbauend werden diese Wechselwirkun-
gen seit den 1970er Jahren erfolgreich durch sog. Eichtheorien beschrieben. Dabei handelt
es sich um Quantenfeldtheorien mit zugrunde liegenden Eichsymmetrien. Die elektroschwa-
che Wechselwirkung basiert auf einer U(1) x SU(2)-Symmetrie, die starke auf der SU(3)-
Colour-Symmetrie. Dieses Modell wird als das Standardmodell der Elementarteilchenphysik
bezeichnet.

Seit dieser Zeit werden auch Anstrengungen unternommen, diese beiden unterschiedlichen
Theorien miteinander zu verkniipfen und noch tiefere Einsichten in das Wesen der Natur
zu gewinnen. Zu den aktuellen Anwirtern einer solchen TOE (engl.: theory of everything)
gehoren u. a. die Stringtheorie und die Loop Quantum Gravity. Diese Ansétze sind z. B.
fiir das Verstdndnis des frithen Universums oder von Phinomenen wie ,,Schwarzen Léchern®
interessant, bei denen sich die beiden oben beschriebenen Geltungsbereiche iiberlappen. Den-
noch behilt das heutige Standardmodell als grenzwertige Beschreibung seine Giiltigkeit, und
selbst dieses ist noch nicht vollstandig verstanden.

Die starke Wechselwirkung oder auch Quantenchromodynamik (QCD) ist z. B. bei niedri-
gen Energien nicht einfach zu analysieren. In den 1980er Jahren wurde von J. Gasser und
H. Leutwyler eine Chirale Storungstheorie (xPT, engl.: chiral perturbation theory) entwi-
ckelt, die mit geeigneten Parametern die QCD bei niedrigen Energien beschreiben kann.
Diese Parameter werden dabei aus verschiedenen Experimenten gewonnen. Mittlerweile ste-
hen leistungsfahige Rechner zur Verfiigung, die es uns im Prinzip erlauben, diese Parameter
auch direkt aus der QCD zu bestimmen. Solche numerischen Simulationen werden nicht in
einer kontinuierlichen Raumzeit, sondern auf einem diskreten Gitter durchgefithrt. Um die



FEinleitung

Ergebnisse solcher Simulationen auswerten zu kénnen, muss die chirale Stérungstheorie die-
sen Bedingungen angepasst werden. Einen méglichen Rahmen dafiir bietet die Twisted-Mass
Gitter-QQCD. Die vorliegende Diplomarbeit wird sich mit dieser beschéftigen.

Im ersten Kapitel werden die Grundlagen der QCD und insbesondere der chirale Grenzfall
besprochen. Im Anschluss daran werden die Folgen der Symmetriebrechung und die Aufstel-
lung einer effektiven Feldtheorie fiir niedrige Energien diskutiert. Im néchsten Kapitel werden
der Ubergang auf das Gitter und eine méogliche Formulierung dargestellt, insbesondere wird
die Twisted-Mass Gitter-QCD eingefiihrt und eine entsprechende effektive Lagrangedichte
wird konstruiert.

In Kapitel vier werden konkrete Ansétze vorgestellt, aus der Twisted-Mass Gitter-QCD
physikalische Groflen zu extrahieren. Dabei wird vor allem auf auftretende Probleme und
Schwierigkeiten eingegangen und eine Methode entwickelt, diese zu umgehen. Diese wird
im néchsten Kapitel bei Beriicksichtigung der zwei leichtesten Quarks zur Bestimmung der
Pionmassen benutzt. Die Massen werden bis einschliellich der néchstfiihrenden Ordnung der
Stoérungstheorie und Ordnung O(a?) in der Gitterkonstanten berechnet. Im folgenden Kapitel
werden unter Hinzunahme des strange-Quarks in gleicher Weise die Massen des Mesonen-
Oktetts bestimmt. Im siebten Kapitel werden zuséitzlich noch die Zerfallskonstanten fiir die
bereits diskutierten Fille bestimmt.

Héufig verwendete Verfahren und Eigenschaften sind in den Anhang ausgegliedert worden.
Neben einem Literaturverzeichnis ist auch ein Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis aufge-
fithrt, in dem die in der Artbeit verwendeten Bezeichnungen zusammengefasst sind.



1 Quantenchromodynamik

Wie in der Einleitung erwéhnt, werden mit Ausnahme der Gravitation die fundamentalen
Wechselwirkungen der Elementarteilchen durch das Standardmodell beschrieben. In diesem
Kapitel werden einige spezielle Eigenschaften eines Teils dieses Modells, der QCD, aufge-
fiihrt.

1.1 Einordnung in das Standardmodell

Das Standardmodell der Elementarteilchen klassifiziert die kleinsten Grundbausteine der Na-
tur. Die gesamte bekannte Materie ist aus Fermionen aufgebaut, die durch den Austausch
von Fichbosonen miteinander wechselwirken. Alle Fermionen unterliegen der elektroschwa-
chen Kraft und lassen sich in Leptonen und Quarks unterteilen, letztere werden allerdings
von der starken Wechselwirkung dominiert. Die Fermionen sind hier ihren Generationen nach
in Doublets angeordnet dargestellt.

Leptonen:

Die drei Generationen bestehen aus dem FElektron e, dem Myon p, dem Tauon T und den

jeweils zugeordneten Neutrinos:
Ve Uy Vr
e Y /,1/ Y T *
Die Neutrinos sind neutral, die anderen Leptonen tragen die Elementarladung.

Quarks:

Die Quarks gliedern sich gleichermaflen, jedem Quark wird ein sog. Flavour zugeordnet, der
dem jeweiligen Quark seinen Namen gibt: up-, down-, charm-, strange-, top-, und bottom-

PERGENG]

Die Quarks tragen betragsmifig 1/3 bzw. 2/3 der Elementarladung.
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Eichbosonen:

Die Eichbosonen sind die Vermittler der Wechselwirkungen, dazu gehoren die masselosen
Photonen + und Gluonen ¢ sowie die massiven W*- und Z°-Bosonen:

elektroschwach: (7, Wi,ZO) ) stark: g .

Waéhrend die Leptonen auch als freie Teilchen beobachtbar sind, sind die Quarks stets in
Hadronen gebunden; dieses Phdnomen wird als Confinement bezeichnet. Die Hadronen tra-
gen ausschliefSlich ganzzahlige Vielfache der Elementarladung. Dazu gehoren zum einen die
Baryonen wie z. B. die Nukleonen Proton und Neutron, die sich aus drei Quarks zusammen-
setzen, und zum anderen die Mesonen, die jeweils aus einem Quark und einem Anti-Quark
bestehen. Mesonen werden in der vorliegenden Arbeit behandelt. Die Bezeichnung Meson
stammt von griech. mesos (Mitte), da die Mesonmasse zwischen denen der leichten Lep-
tonen und der schweren Baryonen liegt. Die Kernkraft, die die Nukleonen im Atomkern
zusammenhilt, kann als eine Art ,Van-der-Waals-Kraft* der starken Wechselwirkung aufge-
fasst werden, die durch den Austausch von Mesonen erkléirt wird. Bereits 1935, also lange
vor der Formulierung der QCD, wurde die Kernkraft von H. Yukawa durch einen solchen
Austausch beschrieben und die Existenz von Mesonen vorausgesagt.*

1.2 Grundlagen

Die zugrunde liegende Eichsymmetrie der QCD ist die SU(3),, der Index ¢ weist explizit auf
die Colour-Symmetrie hin, um Verwechslung mit anderen Symmetrien zu vermeiden. Die
Namensgebung hat den Ursprung in der Tatsache, dass Quarks nur in den o. a. gebundenen
Zusténden auftreten. Diese entsprechen der Analogie von farbneutraler Mischung von drei
Farben bzw. der Kombination Farbe und Anti-Farbe. Die Quarkfelder

ar(x)

q(z) = | gg(x)

@(x)
tragen iiblicherweise die drei Farbladungen mit den Attributen rot, griin und blau. Aufgrund
der Eigenschaften der Eichgruppe ist die QCD eine nicht-abelsche Eichtheorie, sie beschreibt

die starke Wechselwirkung zwischen diesen Farbladungen und ist unabhéngig vom Flavour.
Das bedeutet, dass die Lagrangedichte der QCD

o 1
Lacp =D 4y (V" Dy —my)ay — L FLVF,
7

invariant unter lokalen SU(3).-Transformationen im Farb-Raum ist. Die Indizes {a,b,c, ...}
laufen in dieser Arbeit immer von 1, ..., 8.

*H. Yukawa hatte dieses Teilchen urspriinglich mit Mesotron bezeichnet, bevor W. Heisenberg diese Na-
mensgebung , korrigierte”.



1.3 Chirale Symmetrie

In der Summation f = u,d, s, ¢, b, t sind die sechs Quarkflavours beriicksichtigt, der Flavour-
index f wird im Folgenden aber nicht mehr explizit aufgefithrt. Auch die acht Eichbosonen,
die Gluonen, tragen die Farbladung. Die entsprechenden Eichfelder A} sind sowohl in der
kovarianten Ableitung

. Aa
DM = 8# + lgAZ?
als auch im Feldstirketensor
Fl, = 0,A% — 0,A% — gf**° Ab AC

enthalten. Dabei ist g eine Kopplungskonstante, f,. sind die total antisymmetrischen Struk-
turkonstanten, und die Gell-Mann-Matrizen A, sind die Generatoren der Fundamentaldar-
stellung der SU(3) (s. Anhang C.2).

Wahrend bei hohen Energien aufgrund der asymptotischen Freiheit Storungsrechnung maog-
lich ist, treten bei niedrigen Energien Schwierigkeiten auf. Zunéchst einmal ist die Kopp-
lungskonstante g2 /4 von der Gréfenordnung O(1). Zudem ist die QCD nicht-abelsch, was
u. a. zur Konsequenz hat, dass die Theorie nicht-linear in der Wechselwirkung der Gluo-
nen ist. Auflerdem ist die Theorie in den Freiheitsgraden Quarks und Gluonen formuliert,
wahrend aber bei niedrigen Energien hadronisch gebundene Zusténde relevant sind.

Um in diesem Bereich iiberpriifbare Vorhersagen zu erhalten, wird nun die chirale Sym-
metrie der Lagrangedichte benutzt, um eine effektive Feldtheorie fiir niedrige Energien zu
formulieren.

1.3 Chirale Symmetrie

Typische hadronische Massen liegen in der Groflenordnung Aqcp ~ 1GeV wie z. B. das
Proton mit einer Masse von 938,3 MeV. Fiir die Massen der drei leichten Quarks u, d und s
gilt aber

My, Mg, Mg K 1 GeV |

da ms ~ 100MeV und m,,mg < 10MeV [1]; beriicksicht man sogar nur die leichtesten
Quarks m,,, mg, wird die Relation noch deutlicher. Es bedarf auf jeden Fall mehr als der
Quarkmassen, um die hadronischen Massen zu erklidren. Die Quarkmassen sind in Abb. 1
aufgefiithrt. Beschrankt man sich auf diese leichten Quarks, motiviert diese Beziehung dazu,
die QCD im Grenzfall verschwindender Quarkmassen

My, Mg, Mg — 0

zu betrachten. Die Lagrangedichte reduziert sich dann bei Betrachtung dieser Flavours zu

1
“FH RS,

Loop = 107" Dypg — (FY
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Abb. 1: Quarkmassen (logarithmische Skala). Es werden die unterschiedlichen
Groflenordnungen der Quarkmassen und insbesondere das Verhéltnis
zur hadronischen Skala Aqcp veranschaulicht.

Mit Hilfe der Operatoren

1

P, ==
L=9

1
(I —7v5) und Pgr= 5(]1 +75)

konnen Dirac-Spinoren auf ihre links- und rechtshindigen Anteile projiziert werden, zur
Darstellung s. a. Anhang D. Wendet man diese Projektoren auf das Quarkfeld an,

q=(Pr+PL)g=qr+qL ,

ldsst sich die Langrangedichte in den Anteilen verschiedener Héndigkeit (Chiralitét) formu-
lieren:
- . 1
Lcp = 1aLv* Duar + iqry* Dugr — L F
Die Lagrangedichte ist somit invariant unter unabhéngigen, globalen rechts- und linkshandi-
gen Drehungen, sie besitzt eine globale, chirale U(3); x U(3), Symmetrie. Dieser Grenzfall

wird daher als chiraler Grenzfall bezeichnet.

1.3.1 Chirale Strome

Das Noether-Theorem erlaubt es, aufgrund dieser globalen Symmetrie 2 - (8 4+ 1) klassisch
erhaltene Strome zu berechnen, die mit L*%, L*, R*® und R* bezeichnet werden. Die-
se werden zu vektoriellen und axialen Stromen kombiniert, die sich dann unter Paritéits-



1.3 Chirale Symmetrie

Transformationen entsprechend verhalten:

VIO = [P R = gt
vt =LF +R' =aqyq,
A = L e = s
At =LF —RY =qy"sq .

In der QCD als Quantenfeldtheorie sind die Strome allerdings nicht klassisch und bleiben
auch nicht zwingend erhalten. Bei fast allen dieser Strome ist dies aber dennoch der Fall,
lediglich der axiale Singulettstrom A* hat aufgrund von Quanteneffekten eine Anomalie. Die
relevante chirale Symmetrie ist fiir die drei Quarkflavours (Ny = 3) somit durch die Gruppe
SU(Ny)r x SU(Ny¢)g x U(1)y realisiert. Beriicksichtigt man nur die zwei leichtesten Quarks,
gilt dies analog mit Ny = 2.

Wenn man nun die Quarkmassen als Storung betrachtet, dndern sich die Divergenzen der
Strome. Zusammenfassend stellt man fest [2]:

e Der vektorielle Oktettstrom V#¢ bleibt fiir m, = mq = ms erhalten. Beschrinkt man
sich auf die zwei leichtesten Quarks u und d, ist diese Annahme auch realistisch.

e Der vektorielle Singulettstrom V# bleibt erhalten (Baryonenzahlerhaltung).

e Die axialen Strome erhalten (zusétzliche) Divergenzen.






2 Chirale Storungstheorie

Die im vorherigen Kapitel betrachtete chirale Symmetrie wird nun benutzt, um die chirale
Storungstheorie (xPT) zu entwickeln [3, 4, 5, 6]. Die chirale Symmetrie wird in der Natur
nicht beobachtet. Auch die endlichen Quarkmassen reichen nicht aus, um das reale Teilchen-
spektrum zu erkldren; die chirale Symmetrie muss daher gebrochen sein. Man spricht von
einer spontan gebrochenen Symmetrie.

2.1 Spontane Symmetriebrechung

Um das Phénomen der spontanen Symmetriebrechung zu untersuchen, wird zunéchst die
Lagrangedichte

1
L(D) = 58;@8“(1) - V(D)
betrachtet. Am oft zitierten Beispiel

2 A
V(@)= 2024+ 20% | A>0
2 4
kann die spontane Symmetriebrechung illustriert werden. Fiir den Fall m? < 0 hat das

Potential die Form einer Doppelmulde mit Minima bei

—m2
A

und einem lokalen Maximum bei ® = 0, wie in Abb. 2 veranschaulicht. Die Theorie besitzt
also zwei Grundzustinde mit unterschiedlichen Erwartungswerten. Entwickelt man nun £(®)
um eines der beiden Minima,

Ppin = P9 =+

®—PQF P,
erhilt man als neue Lagrangedichte
1 A
L(®) = 5On® + m?®? F \Oyd3 — Z(—<1>§§ + @1y .

Durch die Wahl eines der beiden Grundzustinde wird die Symmetrie spontan gebrochen.
In der Feldtheorie ist dieses immer mit Entartung von Grundzustdnden verbunden, der
Grundzustand kann keine Uberlagerung beider Zusténde sein [2].
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NS e

Abb. 2: Doppelmulden-Potential V' (®). Durch die Auswahl eines der beiden Mi-
nima wird die vorhandene Symmetrie spontan gebrochen.

Es gibt zahlreiche Beispiele, die dieses Phdnomen veranschaulichen. Ein sehr einfaches ist
in [7] dargestellt:

Ein vollkommen symmetrischer, elastischer Stab steht senkrecht auf einer Ebene.
Auf das obere Stabende wird eine Kraft ausgeiibt. Uberschreitet diese Kraft
einen kritischen Wert, biegt sich der Stab in eine Richtung durch. Dieser neue
Grundzustand ist unsymmetrisch. Eine beliebig kleine Stérung fiihrt letztlich
dazu, dass das System einen der moéglichen Grundzustinde annimmt.

Um die Auswirkung der spontanen Symmetriebrechung auf die QCD zu untersuchen, kann

man zundchst die obige Lagrangedichte so modifizieren, dass die globale Symmetrie eine
nicht-abelsche ist.

2.1.1 Nicht-abelsche Symmetrie

Die Modifikation zu einer nicht-abelschen Symmetrie lésst sich z. B. durch die Ersetzung

P — =[Py
D3

erreichen. Die Minima ® liegen dann auf einer Kugelschale um d=0. Angenommen das ge-
wihlte Minimum liegt in ®3-Richtung und man entwickelt nun die Lagrangedichte um dieses,

dann ergibt sich nach gleichem Vorgehen wie im letzten Abschnitt die neue Lagrangedichte

A T D -
L£(®) = 5 Ou®I + m?®3 — \|®o|P3P? — Z(—(q)g)2 + (2%)?) .

10



2.2 Goldstone-Theorem

Aufgrund der Symmetriebrechung durch Annahme eines Grundzustandes findet man nun
zwei unterschiedliche Bosonentypen vor, das massive Boson ®3 und zwei masselose Goldstone-
Bosonen.

Die Erzeugung masseloser Goldstone-Bosonen ist eine grundlegende Eigenschaft bei spon-
taner Brechung nicht-abelscher Symmetrien [2]. Eine Verallgemeinerung wird im néchsten
Abschnitt vorgenommen.

2.2 Goldstone-Theorem

Zunéchst betrachtet man wieder eine allgemeine Lagrangedichte der Form

I .
L(P) = 58;}1)8“(1) - V(®),

wobei jetzt V(i_;) invariant beziiglich einer beliebigen, globalen, kontinuierlichen Symmetrie-

gruppe G ist. Die spontane Symmetriebrechung fithrt nun dazu, dass der Grundzustand nicht

mehr invariant unter allen Transformationen aus G ist. Im Allgemeinen existiert dann eine

Untergruppe H beziiglich der der Grundzustand noch invariant ist.

Ist nun ng die Anzahl der Generatoren der Symmetriegruppe G und fiir H entsprechend
ng, dann macht das Goldstone-Theorem die folgende Aussage [2]:

Zu jedem Generator, der den Grundzustand nicht vernichtet, gehort ein masse-
loses Goldstone-Boson. Es existieren also
dimG/H =ng —ng
Goldstone-Bosonen.
Diese Aussage lasst sich leicht am Beispiel aus Abschnitt 2.1.1 verifizieren. Das Potential
ist offensichtlich invariant gegeniiber Drehungen im ®-Raum. Der Grundzustand ist nur

invariant beziiglich Drehung um eine Achse (hier: ®3), es existieren also zwei masselose
Goldstone-Bosonen.

Die allgemeine Aussage des Goldstone-Theorems ldsst sich nun auf die chirale Symmetrie
der QCD anwenden.

2.2.1 Chirale Symmetriebrechung der QCD

Aufgrund des Teilchenspektrums, das aus den zwei leichtesten bzw. drei leichten Quarks
resultiert (N = 2, 3), stellt man fest, dass die chirale Symmetrie gebrochen ist. Die Hadro-
nen bilden nicht einmal ndherungsweise ein entartetes Multiplett. Beriicksichtigt man die

11



2 Chirale Storungstheorie

Paritétseigenschaften dieser Teilchen, liegt es nahe, SU(NNf)y als zugrunde liegende Symme-
triegruppe der Hadronen anzunehmen. Dies bedeutet, dass die aus den vektoriellen Strémen
resultierenden Ladungen Qf, und Qv (Baryonenzahl) den Grundzustand vernichten, d. h. der
Grundzustand ist invariant beziiglich SU(NNf)y x U(1)y. Die fiir jeden Quarkflavour separate
U(1)y-Symmetrie wird im Folgenden nicht niher betrachtet, da diese zur Klassifikation der
Hadronen beziiglich ihrer Baryonenzahl fiihrt.

Mit dem Goldstone-Theorem folgt dann mit den Symmetriegruppen

G = SU(Ny)r x SU(Ny)r ,
H =SU(Ny)v ,

dass die Anzahl der Goldstone-Bosonen mit
Ny=2: n= 6-3=3
Ny=3: n=16-8=38

festgelegt ist. Geht man nur von den Quarkflavours v und d aus, kénnen die drei Pionen 7

und 7° mit den Goldstone-Bosonen identifiziert werden. Fiigt man noch das s-Quark hinzu,
erhélt man zusétzlich die vier Kaonen und das n-Meson, diese bilden zusammen das Oktett
der pseudoskalaren Mesonen.

2.2.2 Goldstone-Bosonen-Felder

Die Anzahl der Goldstone-Bosonen ist durch die Dimension der Gruppen G und H eindeutig
bestimmt. Des Weiteren erhélt man auch Aussagen iiber die Transformationseigenschaften
der Felder der Goldstone-Bosonen, wie nun skizziert wird.

Fiir jedes g € G definiert die Menge
gH < {ghlh € H}

eine sog. Linksnebenklasse von H. Betrachtet man nun die Felder, kann man zeigen, dass die
Variablen der Goldstone-Bosonen isomorph zu den Elementen der Menge der Linksneben-
klassen {gH|g € G} sind [2]. Das Transformationsverhalten beziiglich G ist abgesehen von
der Parametrisierung eindeutig festgelegt. Ist nun speziell

G = {(L,R)|L, R € SU(N;)} = SU(N;) x SU(Ny) ,
H={(V,V)| V €SUNp)}=SU(Ny),

so lisst sich leicht eine Darstellung U der Linksnebenklasse gH = {(LV, RV)|V € SU(N;)}
angeben:

(LV,RV) = (LV,RL'LV) = (1, RLY)(LV,LV) = gH = (1,RL"YH = (1,U)H .

12



2.3 Effektive Feldtheorie

Wihlt man konventionsgeméfl das erste Argument als 1, ist die SU(Ny)-Matrix U = RLt
von gH sogar eindeutig. Das Transformationsverhalten von U lésst sich direkt ablesen, da
wegen

g§H = (L, RRL"YH = (1, RRL'L")(L,L)H = (1, RUL")H
unter expliziter Angabe der x-Abhéngigkeit der Felder somit gilt:
Ulz) — U'(x) = RU(z)LT . (2.1)

2.2.3 Feldkonfiguration U (x)

Die Feldkonfigurationen der Goldstone-Bosonen werden wie iiblich in der Exponentialdar-
stellung parametrisiert. Fiir Ny = 2 werden dazu die Pauli-Matrizen 7; als Generatoren der
SU(2) benutzt (s. Anhang C.1). Die Indizes {i,j, k, ...} laufen immer iiber 1, 2 und 3. Die
Feldkonfiguration ist durch

U(x) = exp <;Omi(g;)>

gegeben, wobei die Konstante Fy ~ 86 MeV die Dimension einer Energie hat, damit der Ex-
ponent dimensionslos ist. Aufler der Konstanten Fj wird in der Literatur auch die Konstante
fo = V2F, verwendet. Des Weiteren ist

S 3 m —ime) 70 Vort
T \m img —ms ) W2 a0 )7

dabei entsprechen die m; den kartesischen Feldkomponenten, 7% und 7% den in der Natur
beobachtbaren Ladungseigenzustéinden.

Analog werden fiir Ny = 3 die Gell-Mann-Matrizen zur Parametrisierung herangezogen:

U(z) = exp <1;0Aa¢a(fv)> ;

hier ist dann
7+ % Vot V2Kt
Mt = | V2= —n qt % V2K
VIK-  VIES -2

Mit dieser Parametrisierung soll nun eine effektive Feldtheorie formuliert werden.

2.3 Effektive Feldtheorie

Um eine effektive Feldtheorie aufzustellen, sucht man die allgemeinste Lagrangedichte, die
aus allen moéglichen Termen besteht, die mit der vorgegebenen Symmetrie {ibereinstimmen.
Dieses ist i. Allg. eine unendliche Zahl von unabhéngigen Beitragen.
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2 Chirale Storungstheorie

Die Methode der effektiven Feldtheorie bietet sich immer dann an, wenn man zwei Skalen
unterschiedlicher Gréf8enordnung hat. So kann man z. B. in dem Bereich, wo Massen und Im-
pulse klein sind im Verhéltnis zu Aqcp, die Eigenschaften der Mesonen durch eine effektive
Feldtheorie beschreiben. Die unterschiedlichen Skalen erméglichen es, die effektive Lagrange-
dichte nach einem Schema zu sortieren, indem die Massen und Impulse nach ihren Potenzen
angeordnet werden. Auflerdem muss beriicksichtigt werden, welche Feynman-Diagramme in
welcher Ordnung relevant sind. Aussagen dariiber liefert dass Weinberg’sche Powercoun-
ting.

2.3.1 Weinberg’sches Powercounting

Zunéchst miissen die Massen und Impulse sortiert werden, d. h. die Lagrangedichte wird
nach Potenzen von Quarkmassen und Ableitungen sortiert. Da, wie man sehen wird, m2 ~
myg, wird den Quarkmassen dieselbe Ordnung zugewiesen wie zwei Impulsen [2]. In dieser
Zahlweise treten dann nur gerade Ordnungen von p und m auf:

L= Lp=Lo+Li+Ls+...,
D

D ist die chirale Dimension der Beitrags Lp. Auch den Feynman-Diagrammen muss eine
solche Dimension zugeordnet werden. Betrachtet man nun ein beliebiges verbundenes Dia-
gramm, ergibt eine Reskalierung der dufleren Impulse und Massen mit einem Faktor ¢ bzw.
t2 fiir die Amplitude

M(tp, t2m32) = tP M(p,m3) .

Ein solches Diagramm enthélt i. Allg. N, Vertizes mit 2n Ableitungen und jeweils einer
impulserhaltenen d-Funktion, die somit insgesamt zur chiralen Dimension den Beitrag

> Ngu(2n —4)

liefert. Zusétzlich fiigt die Impulserhaltung der dufleren Impulse einen Beitrag von vier zur
chiralen Dimension hinzu. Des Weiteren sind Ny innere Linien im Diagramm, diese liefern

wegen
k—tk
/ B 1 mEattm2 2 / k1
o 2 T -
(2m)* k2 +m3 (2m)* k2 +m3
einen weiteren Beitrag von 2N7j.

Insgesamt ergibt sich daraus eine chirale Dimension

D=4+2N;+ > Nyy(2n—4).
n

Diese Formel lésst sich alleine auf die Anzahl der Schleifen und der Vertizes zuriickfiihren,
wenn man den Zusammenhang

Np=Np+((Ny=1), Ny =) Na
n

14



2.3 Effektive Feldtheorie

mit der Anzahl unabhéngiger Schleifen Ny ausnutzt; es ergibt sich
D=2+2) Non(n—1)+2Np .
n

Man erkennt sofort, dass die Schleifenbeitrige unterdriickt sind. Beriicksichtigt man z. B.
in der effektiven Lagrangedichte Terme bis einschlieBlich £4 (D = 4), treten nur Ein-
Schleifenbeitrige aus den Diagrammen in Lo auf; bis einschliefilich £o (D = 2) sind sogar
keine Schleifenbeitridge enthalten. Die Lagrangedichte £ = Lo wird mit fihrender Ordnung
(LO, engl.: leading order) bezeichnet, £L = Lo + L4 mit ndchstfihrender Ordnung (NLO,
engl.: next-leading order).

2.3.2 Konstruktion einer effektiven Lagrangedichte

Die Lagrangedichte fithrender Ordnung enthélt nach dem Weinberg’schen Powercounting alle
chiral invarianten Terme mit zwei Ableitungen. Um die Spur der Matrizen zu symbolisieren,
wird der Einfachheit halber die Notation

def

Gy ()

verwendet. Die allgemeinste Lagrangedichte fithrender Ordnung enthélt Ableitungen und
wird deswegen mit derivativ (der) gekennzeichnet, dieser Term ist von der Form

F} ;
Lior = T<69MU8“U ).

Der Vorfaktor ist gerade so gewéhlt, dass in der Entwicklung nach den Feldern der kinetische
Anteil die gewohnte Form

1
5 uma"m fiir Nf =2

hat. Zusétzlich muss auch die explizite Symmetriebrechung durch die Quarkmassen beriick-
sichtigt werden. Nehmen wir den Fall Ny = 2 und m = m, = my, d. h. die Massenmatrix

M:m]l:(m 0>
0 m

parametrisiert den Massenanteil der QCD-Lagrangedichte
Ly = —qrMar, — g MWgp .
Die Lagrangedichte wire wegen Gl. (2.1) offensichtlich invariant, wenn M wie
M — M'=RML'

transformieren wiirde. Diese Annahme zur Konstruktion einer effektiven Lagrangedichte wird
als Spurionanalyse bezeichnet. Die dann allgemeinste Form der Lagrangedichte in niedrigster
Ordnung in M ist dann [2]
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2 Chirale Storungstheorie

mit dem zusétzlichen Parameter By. Mittels der spéter verwendeten Abkiirzung x = xol =
2Bym1 lésst sich dies umschreiben zu

F2
Loy = —FOUT+UXT) .

Das so konstruierte Lg, bricht die chirale Symmetrie der effektiven Lagrangedichte. Der
symmetriebrechende (sb) Anteil ldsst sich in den Feldern entwickeln, fiir Ny = 2 erhilt
man

1
L}, = const. + §X07r¢2 +0O(r*) .

Durch die explizite Symmetriebrechung erhalten den Goldstone-Bosonen eine Masse; die
Pionen haben so in fithrender Ordnung die Masse

mgr = xo0 = 2Bym .

Die eigentlichen Goldstone-Bosonen sind masselos, deswegen spricht man hier auch von
Pseudo-Goldstone-Bosonen. Die Relation m2 ~ m, wurde bereits im vorherigen Abschnitt
benutzt, um ein sinnvolles Sortierschema aufzustellen.
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3 Gitter-QCD

Die Gitter-QCD unterscheidet sich von der konventionellen dadurch, dass die Raumzeit
durch ein diskretes Raum-Zeit-Gitter ersetzt wird. Auf diesem Gitter sollen mit Hilfe von
Computer-Rechnungen (z. B. Monte-Carlo-Simulationen) physikalische Grofien aus der QCD
extrahiert werden. In diesem Kapitel werden Grundlagen der Gitter-QCD besprochen und
mogliche Auswirkungen auf bisherige Ergebnisse, wie z. B. die Symmetriebrechung, iiber-
priift.

3.1 Wilson Gitter-Formulierung

Die Gitter-QCD wird auf einem euklidischen Gitter formuliert, d. h. die Metrik des Minkowski-
Raumes wird durch die euklidische Metrik ersetzt.

3.1.1 Euklidische Metrik

Um die QCD und die chirale Stérungstheorie auf dem Gitter zu formulieren, miissen die
jeweiligen Ausdriicke transformiert werden. An die Stelle des aus der Relativitéitstheorie
bekannten metrischen Tensors

g = diag(1,-1,-1,—1)
tritt die euklidische Entsprechung, d. h.
=0 =1.

Die Raumzeit-Koordinaten miissen der neuen Metrik angepasst werden. Diese wird dadurch
erreicht, dass man von der reellen Zeit xg zu einer imaginéren Zeit x4 = iz iibergeht, die
euklidischen Koordinaten sind mit u =1, ..., 4 indiziert. In der komplexen Ebene entspricht
diese Transformation gerade einer Drehung um /2, die als Wick-Rotation bezeichnet wird.

Auch die Antikommutatoren der Dirac-Matrizen miissen der neuen Metrik angepasst wer-
den:

V71 = 20" — [ Wl = 26, -
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3 Gitter-QCD

Dieses wird z. B. durch die Ersetzungen

78 =" und P =iy

erreicht [7, 9]. Zu einer expliziten chiralen Darstellung der Dirac-Matrizen s. Anhang D.

3.1.2 Wilson-Wirkung

Die einfachste Moglichkeit die QCD auf dem Gitter zu formulieren, besteht darin, von der
Kontinuums-Wirkung auszugehen und zu substituieren; Ableitungen werden durch endliche
Differenzen ersetzt und das Raumzeit-Integral wird zu einer Summe iiber die Gitterplitze.
Es zeigt sich aber, dass diese Wirkung fiir eine nichtverschwindende Gitterkonstante a nicht
eichinvariant ist. Die Eigenschaften der Renormierung fiithren schliefflich sogar dazu, dass
die Eichinvarianz auch beim Grenziibergang a — 0 verletzt wird. Die Losung diese Pro-
blems besteht darin, die Wirkung so zu modifizieren, dass diese fiir jedes a eichinvariant ist.
Die Wilson Gitter-Formulierung [8] stellt eine solche Losung dar, sie ist insbesondere eine
eichinvariante Regularisierung der QCD fiir eine beliebige Anzahl von Quarkflavours.

Das Produkt von Feldern an verschiedenen Orten 1 (x)(y) ist auf dem Gitter nicht invariant
unter Eichtransformationen. Es ist notwendig, eine Matrix U(x,y) € SU(Ny) einzufiihren,
so dass

(@)U (z, y)b(y)

eichinvariant ist. In Analogie zu &hnlichen Objekten der Differentialgeometrie wird U (x, y) als
Parallel-Transporter bezeichnet. Auf dem Gitter wird ein elementarer Parallel-Transporter
durch die sog. Link-Variable

Uu(x) e U(z + afi,z) = exp (iggaAZ(:c))\b>

definiert, wobei fi der Einheitsvektor in p-Richtung ist und gg die nackte Kopplung. Diese
Verkniipfung von einem Gitterpunkt x und der Richtung u reprisentiert auf dem Gitter das
Eichfeld [9]. Die Plaquette-Variable U(p) ist dann durch das Produkt der Link-Variablen
entlang des Randes der Plaquette p gegeben:

U(p) = U (x) & U_y(a + a0) U_(z + af+ ap) U ( + af) Up ()

In der {iblichen Notation ist die Wilson-Wirkung von der Form

dabei bezeichnet Sg die gewohnliche Plaquette-Wirkung und Sy die Quark-Wirkung. Die
Plaquette-Wirkung Sg setzt sich aus den Plaquette-Variablen U(p) zusammen:

SalU] = ;320 —U@)
p
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3.1 Wilson Gitter-Formulierung

die Summe lduft {iber alle orientierten Plaquetten des Gitters. Die Quark-Wirkung
Se[U, §,¢) = a* > 4(x)(Dw + mo)ih(x)
x
enthilt die nackte Quarkmasse myg, die Wilson-Dirac-Matrix

1 N .
Dw = 5 ('Yu(vu + vu) - arvuvﬂ)

und eine Summation {iber die Gitterpunkte x. Die Wilson-Dirac-Matrix setzt sich aus der
Gitterkonstansten a, einem Parameter r und den eichkovarianten Ableitungen

Vo) = ¢ Up()b(e +af) — v(@)) |
Vi) = - (4(e) ~ Ul(e — ople — ap)

zusammen. Nahe am Kontinuum beschreiben die so definierten Terme ein effektive Wirkung
der Form
Set = So + aS1 +a*Sy + ...

mit der Wirkung der Kontinuums-QCD Sj. Des Weiteren enthélt die Wirkung auch Terme
der Ordnung O(a), welche bei endlichem a groBe Beitrige liefern kénnen. Eine mogliche
Verbesserung liefert das Symanzik improvement programme [10], dessen Anwendung lediglich
zu Gittertermen der Ordnung O(a?) und hoher fiihrt.

3.1.3 Symanzik-Wirkung

Die Idee, die dem Symanzik improvement programme zugrunde liegt, wird in [9] dargelegt.
Durch Einfiithrung zusétzlicher Gegenterme sollen alle Beitrige der Ordnung O(a) eliminiert
werden. Dabei werden die in der Wilson-Wirkung auftretenden Korrekturterme

Sk = /Ek(x) diz

néher untersucht. Zunéchst ist die Zahl der relevanten Terme aufgrund ihrer Dimension 4+ &
eingeschriankt. Des Weiteren kann wegen der z-Integration mittels partieller Integration die
Anzahl der moglichen Terme reduziert werden. Die iibrigen Terme miissen noch invariant
unter U(1) x SU(Ny) sein, so dass letztendlich fiinf Terme relevant sind:

O1 = Yo Fuy ,

O2 = DDy + D, Dytp
O3 =m <F/WFHV> )

04 = m (7, Do = 6Dyt )
O5 =m> ) .
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3 Gitter-QCD

Wie die Wirkung wird ein lokal eichinvariantes Feld ¢ durch ein effektives Feld

det(z) = ¢o(z) + ap1(z) + a’pa(z) + ...

dargestellt. Mogliche Kontaktterme aus £ koénnen durch eine Redefinition des Feldes ¢
kompensiert werden. Letztendlich fithrt dies dazu, dass Os und O, eliminiert werden kon-
nen. Des Weiteren kann gezeigt werden, dass durch Anwendung eines Masse unabhéngigen
Renormierungsschemas die Beitrdge von O3 und Oy irrelevant werden. Die so verbesserte
Wirkung

Simpr[Ua 77Z_J> w] = S[U7 QZ)? 1/1] + 5S[U7 ﬂ;v @Z}]
setzt sich aus der Wilson-Wirkung S aus Gl. (3.1) und dem zusétzlichen Term

5510, = &° 3 eswy P(a)oyu Fu (v)

zusammen, FW ist eine spezielle Gitterdarstellung des Feldstarketensors F),, und csw der
sog. Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient.

Insgesamt liefert das Symanzik improvement programme so eine O(a)-Verbesserung. Aller-
dings bestehen weiterhin Nachteile [11], die Gittersimulationen deutlich erschweren. Dazu
gehoren insbesondere die verschwindend kleinen Eigenwerte der Wilson-Dirac-Matrix. Diese
kleinen Eigenwerte und deren Eigenvektoren fithren auch bei grofleren Quarkmassen zu sog.
Quark Zero Modes, die in der QCD eigentlich nur bei verschwindenden Quarkmassen auf-
treten. Daraus resultieren Fluktuaktionen der Observablen, die eine verlissliche statistische
Auswertung unmoglich machen. Ein vielversprechender Losungsansatz fiir dieses Problem
liegt in der Twisted-Mass Gitter-QCD.

Bevor wir uns dieser zuwenden, wird an dieser Stelle zunéchst die sog. Wilson-Mittelung
vorgestellt.

3.1.4 Wilson-Mittelung

Grundlage der Wilson-Mittelung bildet die Tatsache, dass die Kontinuums-Wirkung invari-
ant gegeniiber Transformationen der Art

Y — Y = 51
Rs:q - _
Y — Y = —p'ys

ist, der sog. R5-Paritit. Wie bei der Spurion-Analyse (sp) der Quarkmasse m kann man hier
mg und den Paramter r in der Gitter-Wirkung als Feld annehmen und die Transformation

R L Rs x [ — —r] X [mg — —my]
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3.2 Twisted-Mass Gitter-QCD

definieren, die eine Symmetrie der Gitter-Wirkung ist. m, ist als Differenz von nackter und
kritischer Masse definiert: my = mg — me,. Der Mittelwert einer Observablen mit verschie-
den gewihlten Vorzeichen fiir m, oder r fithrt zu einer interessanten Beobachtung. In [12]
wird die R:P-Paritéit benutzt, um zu zeigen, dass der Erwartungswert eines eichinvarianten
Operators O durch Wilson-Mittelung (engl.: wilson average, WA)

1
<O>Y1\7]£1) = 5 [<O>(r,mq) + <O>(—r,mq)]

bzw. durch Massen-Mittelung (MA)

1
(O)my) = 5 {O)rmy) + (O ry-my)]

um Ordnung O(a) verbessert wird, d. h., dass sich die Gitterartefakte dieser Ordnung ab-
sorbieren. Allerdings sind damit i. Allg. zwei Werte (d. h. zwei Simulationen) notwendig, um
die beiden Erwartungswerte zu bestimmen, aus denen anschlieBend der Mittelwert gebildet
wird.

3.2 Twisted-Mass Gitter-QCD

Ausgangspunkt fiir Twisted-Mass Gitter-QCD ist die Wilson-Wirkung (3.1) mit einem neuen
Dirac-Operator

Dywist = Dw + ipg Y573 -

Durch diesen zusétzlichen Term ist der Dirac-Operator fiir pq # 0 gegen Quark Zero Modes
geschiitzt, da [13]
det o(Dyyist) = det 1 (Dfy Dy + pi2) > 0,

detq 2 sind die Determinanten im 1- bzw. 2-Flavour-Raum. Des Weiteren kann man zeigen,
dass die Twisted-Mass Gitter-QCD und die gewohnliche Gitter-QCD abgesehen von Cut-
Off-Effekten dquivalent sind [14].

Im Kontinuum fithrt eine Transformation der Felder

¢ — exp (i%%Tz) Y, i —1pexp (%757'3)

die Lagrangedichte
L(z) = (@) (D +m + ipgy573)¢(x)
mit a = % iiber in

L) = () (D +m')i(z)

was der gewShnlichen QCD mit m’ =, /m? + p2 entspricht. Diese beiden Formulierungen

sind dquivalent und haben den gleichen physikalischen Inhalt.
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3 Gitter-QCD

Bei der Aufstellung der Wirkung in Twisted-Mass Gitter-QCD zeichnen sich zwei spezielle
Darstellungen aus. Durch geignete Wahl der Basis und Reparametrisierung der Variablen
kann der Term iu,v573 auf den Massen- oder auf den Wilson-Term geschoben werden. Im
ersteren Fall spricht man von der sog. Twisted Basis mit

_ _ 1 .
SIE“W[Ua wtwa wtw] :CL4 Z wtw(x) (27ﬂ(v,u + vu)
. .
+ (—aivuvu + mcr(r)> + mg exp (iwys73) )@th(x)
und im anderen von der Physical Basis mit
_ _ 1 §
Sth[U» Q;Z)phy Qy[)ph] :CL4 Z wph(a") (27u(v,u, + v#)
T, .
+ (—a§VMV“ + mcr(r)> exp (—iwys73) + mq> Ypn(x) .

Neben der Vermeidung von Quark Zero Modes hat die Twisted-Mass Gitter-QCD weitere
Vorteile, wie die automatische O(a)-Verbesserung.

3.2.1 Automatische O(a)-Verbesserung bei w = +m/2

Das zugrunde liegende Argument, das zum Beweis dieser Eigenschaft fiir Ny = 2 fiihrt,
basiert auf einer speziellen Wilson-Mittelung. Die Wirkung der Twisted-Mass Gitter-QCD
unterscheidet sich von der gewdhnlichen Gitter-Wirkung, so dass zunéchst R:’ modifiziert
werden muss. Auflerdem ist die Wirkung insbesondere invariant unter der Transformation

[r— —r|xw—w+m.
Bei der Wilson-Mittelung kann man nun statt des Vorzeichenwechsels in r auch eine Pha-

senverschiebung in w vornehmen. Fiir Operatoren, die unter der Transformation w — —w
gerade w-Paritéit besitzen, gilt

Zu diesen Operatoren gehoren viele Observablen, wie z. B. Matrixelemente und Energieei-
genwerte. Im Spezialfall w = +m/2 ist die Phasenverschiebung um 7 gleichbedeutend mit
einem Vorzeichenwechsel [w — —w], aufgrund der obigen Invarianz gilt also

Damit benétigt man bei der Wilson-Mittelung lediglich einen einzelnen Wert; der Erwar-
tungswert ist somit fiir w = £7/2 automatisch O(a)-verbessert.

22



3.3 Effektive Lagrangedichte

3.3 Effektive Lagrangedichte

Bisher wurden die Eigenschaften der T'wisted-Mass Gitter-QCD diskutiert. Nun werden die
Auswirkungen auf die effektive Lagrangedichte der chiralen Storungstheorie explizit aufge-
fiihrt.

3.3.1 Gitterterm

In Abschnitt 2.3.2 wurde die allgemeinste Lagrangedichte in fithrender Ordnung konstruiert.
Auf dem Gitter miissen zusétzliche Terme beriicksichtigt werden. Mit Hilfe der Spurionana-
lyse lassen sich analog zum Massenterm mogliche Gitterterme konstruieren. Die Gitterkon-
stante verhélt sich dabei ganz &hnlich wie die Stérung durch die Quarkmasse, so dass man
schlieBlich den zusétzlichen Term

F2
—— U+ UpT)

mit p = poll = 2Wyal beriicksichtigen muss. Neben Fy und By tritt zusétzlich der Parameter
Wy auf.

Energieskalen

Das Aufstellen einer effektiven Feldtheorie bietet sich, wie bereits im Abschnitt 2.3 erldutert,
immer dann an, wenn zwei unterschiedliche (Energie-)Skalen auftreten. Durch die Einfiih-
rung des Gitterterms tritt eine zusétzliche Energieskala in der Lagrangedichte auf, analog
zum Massenparameter yo der Gitterparameter pg. Mit diesen Grofien lassen sich zwei Ent-
wicklungsparameter einfiihren, fiir die Massen und Impulse

P X0

und fiir das Gitter
5~ P20
A2

Diese miissen zueinander in Beziechung gesetzt werden, um eine eindeutige Entwicklung zu
definieren. Eine sinnvolle Hierarchie ist durch

{,0} > {e?, a6} > §°

gegeben, da die eigentliche symmetriebrechende Gréfie die Quarkmasse ist; das Gitter ist ein
zusétzlicher Storfaktor. Diese Hierarchie ist Grundlage aller folgenden Rechnungen.
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3 Gitter-QCD

3.3.2 Auswirkung der axialen Drehung

Wie bereits in Abschnitt 3.2 gezeigt, ist in der Twisted Basis die Drehung eine axiale Drehung
des Massenterms m, geméf

iwysT3
mq — mqe .

Mit Hilfe einer Spurionanalyse der Matrix y ist das Transformationsverhalten

. T . T
—wi3 w3

X — x(w) =e 2 xe 2 (3.2)

derart, dass der Massenterm von der Form
Fg i i
T8 @)Ut + Ux(@)h
ist. In der chiralen Storungstheorie transformiert U nach Gl. (2.1) gemifl
U-—U' =RUL".
Fiir die spezielle Drehung

_ w2 _ w3
R=e 2 und L =¢e%“2

ergibt sich daraus

U—U =e @3yews (3.3)
Eine Transformation nach Gl. (3.2) und (3.3) liefert unter Beriicksichtigung der Zyklizitét
der Spur den Massenterm

Fg

2
@)Ut + Ux)h) = =TS0+ U

4

Hierin spiegelt sich die Tatsache wieder, dass die Kontinuums-QCD invariant beziiglich axia-
ler Drehungen ist. Dieses wird hier in der chiralen Stérungstheorie durch eine zusétzliche
Transformation der Matrix U verifiziert.

Eine solche Transformation wirkt sich aber nicht nur auf den Massenterm aus, denn auch
im Gitterterm muss diese Transformation durchgefiihrt werden. So wie die axiale Drehung
des Massenterms durch eine Transformation der Felder absorbiert wurde, kann diese im
Gitterterm auf die Matrix p so iibertragen werden, dass

p— plw) = ¥ pel?
= pol +1ip3T3 ,
mit pg = 2Wyha cosw und p3 = 2Wpasinw. Damit folgt fiir den Gitterterm, wieder aufgrund

der Zyklizitdt der Spur,

S ot - 10 H o U o)
= U+ UPY) = ==~ (p(w)UT + U'p(w)) .
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3.3 Effektive Lagrangedichte

In dieser Darstellung, der Physical Basis, hat der Massenterm seine gewohnte Gestalt, die
folgenden Rechnungen werden in dieser Basis durchgefiihrt. Der Gitterterm erhélt aus der
axialen Drehung eine Abhéngigkeit vom Winkel w. Dieses fiihrt fiir w # 0 zu anderen Git-
terartefakten, insbesondere erhélt man fiir w = £7/2 die automatische O(a)-Verbesserung.
Auf die Angabe der expliziten w-Abhéngigkeit p = p(w) wird, wie auch auf den Strich an
der Matrix U, im Folgenden verzichtet.

3.3.3 Effektive Lagrangedichte

Abschlielend werden am Ende dieses Kapitels die Lagrangedichten in fithrender und néichst-
fithrender Ordnung angegeben, auf die bei allen Berechnungen physikalischer Gréflen immer
wieder verwiesen wird.

Die effektive Lagrangedichte ist nach [15] in fithrender Ordnung L0 = L2 mit

F3 F§ Fg
L2 = =2(0,U9,U") - (U + Ux) = =2(oUT + Up) (3.4a)

An gleicher Stelle ist auch die effektive Lagrangedichte Lnp,0 = L2 + £4 in néchstfiihrender
Ordnung angegeben, sie setzt sich aus dem in (3.4a) aufgefiihrten Anteil und

L4=— 1
+ Ly

0,U8,UN? — L3(0,U0,U")? — L3((8,U0,UM)?)
DU, UNXTU + Ulx) + Wa(0,U,UN(p'U + Ut p)

(
(
+ Ls(0,U8,U (x'U + UTx)) + W5(8, U, U (p'U + U'p))
— Le(x'U + UT X)2 = We(xX'U +UTX) (o' U + U'p) = Wi(p'U + UTp)*  (3.4b)
— Lr(x'U = UT)* = Wr(xTU = UTX)(p'U — UTp) = Wi {p'U — UTp)?
- L8<XTUXTU +UN\UY) = We(p'UxTU + UTpUTx)
— Wilp'Up'U + UTpUTp)

zusammen. Die Koeffizienten Ly bis W{ sind die sog. Gasser-Leutwyler-Koeffizienten (GL-
Koeffizienten).
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4 Methodik der xPT fiir
Twisted-Mass Gitter-QCD

In diesem Kapitel werden Rechenverfahren vorgestellt, mit denen physikalische Groéflen aus
der Lagrangedichte fiir den Fall Ny = 2 extrahiert werden kénnen. Zunéchst wird gezeigt,
wie in fithrender Ordnung mit Methoden der Analysis die Massen berechnet werden. Im
Anschluss daran soll mit Hilfe der Storungsrechnung das Ergebnis reproduziert und auf die
néchstfithrende Ordnung ausgeweitet werden. Dabei wird der schon in [16, 17] verwende-
te Ansatz benutzt, um Ergebnisse bis einschlieBlich O(a?) zu erhalten. Die Analyse dieses
Vorgehens fithrt schliefllich zu einer effizienten Methode der chiralen Stérungstheorie fiir
Twisted-Mass Gitter-QCD.

4.1 Analytische Berechnung in fiihrender Ordnung

4.1.1 Lagrangedichte

Aus der Exponentialdarstellung aus Abschnitt 2.2.3 lassen sich einige der im Folgenden be-
notigten GroBen berechnen. Zur Darstellung bietet sich neben den trigonometrischen Funk-
tionen auch die sog. ,,Spaltfunktion“*

) def sin(x)

si(x

an. Zunéchst ist wegen der Produkteigenschaft der Pauli-Matrizen (s. Anhang C.1)
U(x) = cos (’;())11 +i % si <‘;0‘>7'¢
7| i (|7
= 2 ek iy
cos (Fo +1 7 sin y Ti

und U'(z) ist entsprechend mit umgedrehten Vorzeichen des imaginiren Terms. Dabei wird

die Abkiirzung || = /7% + 73 + 73 verwendet. Der Ausdruck ist wohldefiniert, da in der

(4.1)

*Die Bezeichnung ,,Spaltfunktion“ kommt daher, dass das Beugungsbild eines endlichen Spalts die si-Funtion
ist, d. h. die si-Funktion ist die Fouriertransformierte der Rechteckfunktion.
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Entwicklung nach den Feldern nur Terme der Form

|ﬁ_»|2n — (7—1_»2)71 . ne INO
auftreten. Auflerdem ist mit L
(7O, 7)

|7

8u|7_7’| =

die Kombination der immer doppelt auftretenden Ableitungen durch

1 5 17\ ] (7O,7)? o (7] (0,7)?
T:— T — . 2 H 2 12
,U0.U" = 5 (0,U9,U")1 [1 si (Fo>] ST Lo 7 1 (42)

gegeben. Die effektive Lagrangedichte in fithrender Ordnung L1,0 aus Gl. (3.4a)
F? F? F?
Lro =~ 0U0,U%) — - (U + UX) = =2 (U + UpT)

ldsst sich mit Gl. (4.1)/(4.2) explizit angeben. Der fiir das Minimum und die Massen relevante
symmetriebrechende Anteil lautet

F2
Lross ==+ AU+ UK + )
= —F¢(x0 + po) cos <|1;r0> — Fypams si (’;{J) ,

der derivative Term

F? ;

[;LOVder == Z(auU8MU>
_ 1 o (1RIN] F0uT)? |1 o (17,4 o
=3 [1 si <F0>] R +2s1 7 (Ou7)” .

4.1.2 Minimum und Kriimmung der Lagrangedichte Lo

(4.4)

Um das Minimum (71, 72, 7r3) analytisch zu bestimmen, wird der symmetriebrechende Anteil
aus Gl. (4.3) partiell nach den Pionfeldern m; abgeleitet. Fiir 7y o ist

0 A moms [ . (|7 |7
75 = + 3 B — F ? — S
877'1 9 LO,Sb (XO pO)TFl,Q S1 (FO) 0p3 |7?|2 S1 FO COos F() 9

)

also
T =73=0.

Fiir 73 ist die Losung von null verschieden, denn

0 s 21./I7 i
—ZLrosb = [(X0 + po)m3 + Fops) si (’;{J) — Fyps 3 [Sl <|7r‘> — Cos (';'ﬂ

on3 |72 Foy 0
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4.1 Analytische Berechnung in fiihrender Ordnung

ist auf der m3-Achse ausgewertet

0

(T T
a—mﬁLo,sb = Fo(Xo + po) sin <FZ> — Fyps cos <Ff;>

m1=m2=0

und somit

w3 = Fparctan < P3 )
Xo + po

(xo — po)

= RO L 0@?) .
X0

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die arctan-Losung nicht ,exakter* ist als die explizite
Niherung, sondern auch nur fiir Terme einschlieflich Ordnung O(a?) die Losung darstellt. In
der Lagrangedichte dieser Ordnung sind keine Informationen iiber Terme hoherer Ordnung
enthalten.

Die Kriimmung der Lagrangedichte im Minimum in m;-Richtung ist die entsprechende Pion-
masse vor der Normierung der Wellenfunktion durch den kinetischen Anteil. Dazu werden
die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle des Minimums ausgewertet. Die Ableitungen
werden sehr ldnglich, an der Stelle des Minimums vereinfachen sie sich schliefllich zu

H? 7?3> y <7~r3) Ey <7~r3)
—L = +po)si| =) —ps—cos| =) +p3—si|—=
o7, LO,sb . (X0 + po) ( 2 Pz 2 Pz 2

P% 3
= (x0+po) + == + O(a
(X0 o) + -+ Ofa’)
und

0? 73 73
5 L10,sb =(xo+ CcoS () + p3sin <>

gralros| (xo0 + po) 7 ) e P

P2 3
:(X0+P0)+723 +0(a”) .
X0

Die Kriimmung in 73-Richtung ist im Vergleich zu denen in 7 »>-Richtung um den Faktor
14+ 22 +0(a®) (4.5)

grofler. Dieses Ergebnis ldsst sich durch einen Plot der Lagrangedichte L0 4, aus Gl. (4.3)
veranschaulichen. In Abb. 3 sind die Parameter so gewahlt, dass die unterschiedlichen Kriim-
mungen deutlich werden: Wya/Bym = 10, w = /2 und Fy = 1. An der Projektion der Ho-
henlinien in die Ebene erkennt man deutlich, dass das Minimum vom Koordinatenursprung
verschoben und die Kriimmung im Minimum in m3-Richtung stérker als in 7y 2-Richtung
ist.
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Abb. 3: Lagrangedichte L1,04, mit w = m/2. Die Hohenlinien verdeutlichen,
dass der von null verschiedene Winkel w das Minimum aus dem Ko-
ordinatenursprung verschiebt und dass die Kriimmung in w3-Richtung
grofer als in 7 o-Richtung ist.

4.1.3 Renormierung der Felder

Die Pionfelder m; miissen nun renormiert werden, weil der inverse Propagator von der Ge-
stalt

G (p) = ki(p* +m2,)
ist. Das bedeutet, dass Koeffizienten k; gesucht werden, so dass sich aus der Lagrangedichte
im Minimum .
L1,0 = 5]@ [(0umi)? + m,zrlmz] + WW-Terme

nach Renormierung der Felder geméfl

min

die Pionmassen ablesen lassen. Dazu wird zunéchst Gl. (4.4) an der Stelle des Minimums
ausgewertet, d. h.

1
ELO7der = iki(frl, o, 7?3)(3#71'2‘)2 + WW-Terme .

min

Da 7w = mo = 0 lasst sich das Ergebnis fiir die Felder 71 und 7o direkt ablesen:

~ ~2
ko =si? [ 2) =1- 2 10 .
1,2 S1 (FO 3F02+ (CL)
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4.2 Storungsansatz in fiihrender Ordnung

Fiir das Feld 73 ist (730,m3)? = 73(0,73)? # 0 und deswegen muss nach Gl. (4.4) zusitzlich

noch der Term . i
2 (73 T3 3
1-si?( =) =-325+0
si <F0> 3F02 + O(a”)

beriicksichtigt werden, so dass insgesamt

ks = 1—1—(9((13) .

4.1.4 Berechnung der Pionmassen

Die in Abschnitt 4.1.2 berechneten Kriimmungen werden nun durch die k; normiert. Der
Faktor k; 2 entspricht dabei allerdings genau dem Inversen aus Gl. (4.5). Die Renormierung
hebt somit die unterschiedlichen Kriimmungen exakt auf:

m2 = (xo+ po) + "—; +0(d?) . (4.6)

Die Pionmassen sind damit in fithrender Ordnung entartet. Dieses Ergebnis wird nun im
néichsten Abschnitt durch eine Stérungsentwicklung reproduziert, um anschlieBend die beiden
Verfahren zu vergleichen.

4.2 Storungsansatz in fithrender Ordnung

4.2.1 Lineare Verschiebung der Pionfelder

Es wurde gezeigt, dass die axiale Drehung zu einer Verschiebung des Minimums zu 7 fithrt.
In diesem Abschnitt wird diese Verschiebung als Stérung aufgefasst. Dazu werden die Felder
so transformiert, dass das Minimum im Koordinatenursprung liegt: m; — m; + 7; . Um
die urspriinglichen Felder von den neuen zu unterscheiden, werden die unverschobenen im
Folgenden mit 7} bezeichnet. Die Transformation lautet dann explizit

7T§:7Ti+77'i . (47)

Da die Ergebnisse nur bis einschlieflich Ordnung O(a?) berechnet werden, wird fiir die
Verschiebung der allgemeine Ansatz

ﬁi(a) = )\l,z’a + )\271'(12 + O(CLS)

verwendet. Dieses wird in die Lagrangedichte eingesetzt, d. h.

Lro(®) — Lro(7) .
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4 Methodik der xPT fiir Twisted-Mass Gitter-QCD

Der symmetriebrechende Anteil 14sst sich dann formal schreiben als
£LO,sb = const. + ELO,lin + £LO,quad + O(NLOa CL3) . (48)

Die Bezeichnung O(NLO, a®) bedeutet, dass neben den Gitterbeitrigen ab Ordnung O(a?)
alle Beitréige zu néchstfiihrender Ordnung und héher (Schleifenbeitriige) nicht beriicksichtigt
werden. Aus dem linearen (lin) und quadratischen (quad) Term, £1,0 1in und £1,0 quad, werden
nun die Massen in fithrender Ordnung bestimmt.

4.2.2 Berechnung des Minimums und des quadratischen Anteils

Das Minimum der Lagrangedichte entspricht den Nullstellen in Ly,0 1in aus Gl. (4.8), d. h.
i=1,2: (xo+ po)mim =0 (4.9a)
1=3: (XO + po)ﬁ'gﬂ'g = p3Fpms . (49b)

Daraus ergeben sich die Losungen

71 =79 =0+ 0O(a®) (4.10a)
und
7y = BP0 0) o3y
X0 (4.10b)
00 G- WO +0(d®)
= Sinw — —F = SINn W COS W a .
OBom OBng

Dieses Ergebnis entspricht genau dem der analytischen Rechnung in Abschnitt 4.1.2.

Der quadratische Anteil in den Pionfeldern aus Gl. (4.8) lautet

1 7 72
ELO,quad = 57%2 |:(X0 + PO) + (1 + 2(531) <p3 3 _ X0 3> + (’)(a?’)]

3Fy  6F7
4.11
1 4 P:)Q) 3 ( )
= —7; [(xo+ po) + (14 263,)— 4+ O(a”)| .
2 6x0

In Abschnitt 4.1.4 wurde auch dieses Ergebnis durch die exakte Berechnung der Kriimmung
bestimmt. Als Néchstes werden auch hier wieder der kinetische Anteil und somit auch die
Konstanten k; bestimmt, um die Massen zu normieren.

4.2.3 Berechnung des kinetischen Anteils

In der Ordnung O(a?) hat der derivative Anteil der Lagrangedichte aus Gl. (4.4) die Ent-
wicklung

3

F? 1
L1,0 kin = ZO<5uU3uUT> = 5(5p7fi)2 1-(1- 531’)@

+ O(NLO,a%) ,
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4.2 Storungsansatz in fiihrender Ordnung

wobei der eckige Klammerterm der Konstanten k; entspricht. Die Ursache der unterschied-
lichen Werte liegt wieder darin, dass beim Feld 73 erneut ein zusitzlicher Term 73/3F]
auftritt und die Konstante deswegen den Wert k3 = 1 annimmt; es gilt somit

~2

s
kig=1- -2+ 0(a’
1,2 3F02+ (a”),
ks =1+0(a®) .

Mit diesen Werten léasst sich wie in Abschnitt 4.1.4 die Pionmasse bestimmen.

4.2.4 Berechnung der Pionmassen

Die Pionmassen in fithrender Ordnung lassen sich nun aus den Klammertermen aus Gl. (4.11)
bestimmen:

2

~2
m2,, = | (xo + po) + % + O(GS)] : [1 +

73

3
3F02 + O(a’)

(4.12a)

und
m3, = (o + po) + 5%+ 0(e) (4.12b)

Dieses Ergebnis ist identisch mit dem in Gl. (4.6) aus Abschnitt 4.1.4, die Pionmassen sind
in fithrender Ordnung entartet. In den Variablen m und a ausgedriickt ldsst sich die Masse

als
2 2

W,
m2 = 2Bym + 2Woa cos w + 2ot sin?(w) + O(a®)
Bom
angeben. Dieses Ergebnis ist bis einschliefilich Ordnung O(a) bereits in [16, 17] hergeleitet
worden.

Vergleich der Methoden

Das analytische Vorgehen bedarf keiner Substitutionen oder anderer Transformationen, die
Berechnung ist direkt moglich. Allerdings ist die Herangehensweise mit Methoden der Ana-
lysis sehr technisch. Das Minimum und die Massen werden durch Differentiation nach den
Feldern bestimmt, dazu muss insbesondere die zweite Ableitung im Minimum ausgewertet
werden. In fithrender Ordnung ist dies noch ein sinnvolles Vorgehen, aber im Vergleich zur
Storungsrechnung doch mit einem Mehraufwand verbunden.

Durch den Stérungsansatz ldsst sich das Minimum ohne Differentiation berechnen. Durch
die Substitution liegt das Minimum wieder im Koordinatenursprung. Fiir die Berechnung
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wird die Lagrangedichte nach den Feldern entwickelt; diese ist noch recht iibersichtlich, da
die Verschiebung nur in mws-Richtung stattfindet. Die beiden Methoden unterscheiden sich
nicht grundlegend. Die wesentlichen Unterschiede sind in Tab. 1 aufgefiihrt.

Analytische Rechnung ‘ Storungsansatz

Differentiation Terme unterschiedlicher Ordnung analysieren
Minimum direkt bestimmen | Stérungsansatz

Auswertung in (71, 72, 73) Verschiebung und Auswertung in (0, 0, 0)

Tab. 1: Unterschiede der Berechnungsmethoden.

Um den Mehraufwand durch Differentiation zu vermeiden, wird fiir die Rechnung in néchst-
fithrender Ordnung der Storungsansatz verwendet.

4.3 Treelevel in nichstfiihrender Ordnung mittels
Storungsansatz

Die Terme der Lagrangedichte Ln1,0 aus Gl. (3.4) werden nun einzeln analysiert und berech-
net.

4.3.1 Berechnung des Minimum und des quadratischen Anteils

Ll, L2 und L3

Diese Terme sind weder fiir den linearen, quadratischen noch fiir den kinetischen Term
relevant, da sie mindestens vier Ableitungen enthalten. Sie werden deshalb hier nicht explizit
berechnet.

Ls, Wg und Wé

Mit Hilfe der Spur- und Produkteigenschaften der Pauli-Matrizen 7; (s. Anhang C.1) lassen
sich die Terme explizit angeben, sie lauten
Lnro,Ls = Lexg(U + UT)?
||

= 16Lg 2 cos? () ,
X0 Fo

Larows = WexoU + UN U + U p)

= 16W 2 ) 4 g2 —_—
6X0 [Po Cos ( Fo P3 F, S1 Fy
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4.3 Treelevel in néchstfithrender Ordnung mittels Stérungsansatz

und
Lxvowy = Welp'U + UTp)?

=7 / —/ 2
— 16W! il g (T
6 [,00 cos < o + 03 I s1 I

L7, W7 und W,;

Diese sind identisch null und liefern somit keine Beitriage. Das gilt allerdings nur fiir den Fall
Ny = 2 aufgrund der speziellen Eigenschaften der Pauli-Matrizen.

Lg, Wg und WSI

Die entsprechenden Terme lauten

Lxro,Ls = Lsxg(UU + UTUT)
2|7
= 4LgY2
er(221).
Lxvows = Wexo(p'UU + UTpUT)

2|7 4 2|7
Wsxo [Po cos < 2 > g st T
und

Lxrowy = W p'Up'U + UTpUT p)

2|7 2|7

/
= 4Wipd cos< 2 ) + 16Wép0p3%’) Si( 2 > — AW o3

ol il
1o 2ms” o (7]
i [ <F0>

Das Minimum der Lagrangedichte aus Gl. (3.4) entspricht den Nullstellen im linearen Anteil
von £n1,0. Dazu werden die Ergebnisse der Treelevel-Terme bis einschliellich Ordnung 0(7724)
entwickelt, da in dieser aufgrund der Binomialentwicklung

(7t; + i) = 7@t + 4757 + 67202 + A + 7
alle relevante Terme enthalten sind. Des Weiteren werden aufgrund der Ubersichtlichkeit

folgende Abkiirzungen eingefiihrt [18]:

L5y =2L4+ Ly Wsy = 2Wy + W

, , , (4.13)
Lgg = 2Lg + Lg Wse = 2We + Wy Wge = 2Wg + Wy .

Die Gleichungen zur Bestimmung des Minimums entsprechen dann denen in Gl. (4.9), wenn
man auf der linken Seite die Substitutionen

16
X0+ po — Xo + po + ﬁ(L%X% + WseXopo + Weg (05 — 63i03))
0
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und fiir ¢ = 3 auf der rechten Seite

p3 — p3 |1+ (W86X0 + 2Wggp0)

F2
durchfiithrt. Damit lassen sich die dann Losungen

=72 =0

direkt tibernehmen und

03 F2 FQ
Ty = ol 16 Lgg + 8Wsg -l- <_X0 + 32Lgg — 24Wsg + 16Wé6>:| + O(ag)
0 X0 0

analog berechnen; die Koeffizienten L;, W; und W/ treten in néchstfithrender Ordnung nur
linear auf. Auflerdem ist es vollig ausreichend, 73 nur bis einschliefllich Ordnung O(a) zu
verwenden, da das Feld nur quadratisch oder in Verbindung mit ps auftritt:

F2
fiz = % [ — 16Lgg + swgﬁ} +O(a?) . (4.14)
0

Der quadratische Term lautet

1 16
LNLO,quad = 57%2 [(Xo + po) + 2 (X8 Lss + x0poWse + pg W)
P33 XoT3 . 32X0p3Ts 32x§73
1+ 283 — W, Lgg
(14 205:) ( 3Fy  6F2 3F3 T 3Fd
162
— 03 F23 W + O(a )]

mit den obigen Losungen ergibt sich damit fiir die quadratischen Terme in Ln1.0

1 16
LNLO,quad = 5 [(Xo + po) + F2 (X6 Lss + xoroWse + pg W)
1420 (24 32 L) (4.15)
3\ vo 3F7 86 86 .

16
—03i—g" ,03 W86 +0O(a )}

4.3.2 Berechnung des kinetischen Anteils

Die exakte Auswertung dieser Terme fiihrt zu langlichen Ausdriicken, deswegen werden direkt
die entwickelten Beitrige angegeben.
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4.3 Treelevel in néchstfithrender Ordnung mittels Stérungsansatz

L4 und W4

Diese Terme tragen weder zum linearen noch zum quadratischen Anteil bei und werden
deshalb erst jetzt betrachtet. Mit Hilfe von Gl. (4.4) und den Ergebnissen aus dem vorherigen
Abschnitt lassen sich die kinetischen Anteile zu

Lx10,24 = Laxo(0,U0,UN) (U + UT)

1 216L4X0 _@4‘ (CL) ur v = 1,
= 9 Oum)” = 72 3
0 —ﬂ—i-@(a) fiir i =
und
Larow, = Wi(0,U8,UN (p'U + U p)
1 16Wy P33
= = (Oum; 2 O

50 St (m+ 22 + ("))
berechnen.
L5 und W5

Analog zu L4 und Wy ergibt sich

Lnro,zs = Lsx0(0,U0,UN (U + U))

5773 ..
1 28L5X0 1-— 6F2+O( ) firi=1,2
= 2(8,“ Z) F2 7.[.
0 —27_3,2+O(a3) fiir 7 = 3

und

Lxrows = Ws(0,U8,UT (p'U + U p))
1 9 8Ws ( P33

:2(8u ;) F2 O+T+O( )> .

Zusammengefasst erhélt man mit den Ergebnissen fithrender Ordnung aus Abschnitt 4.2.3
fiir die néchstfithrende Ordnung

~2

7 8 72
6,mi)2 |:1 — (1 — 531)3;2 L54 <X0 — (5 — 2531)6F2>

8 P33 3
+ F()2W54 <p0 FO ) +O(a ):| )

1

LNLO kin = 5(
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bzw. mit 73 eingesetzt

Lo 3 (B
= = (@m)2[1— (1= 53 20 3915 + 16V,
LNLO k 2(8M7r) [ ( 3)3F0X0< 32Lggs + 16 86>

8 8 3 3
F2 Lsq { xo— (5 — 2531) X + F2W o= + O(a?)
def 1

Die Renormierung der Felder und damit auch des inversen Propagators

Gl (p) = Ki(p* + M2)

)

fiilhrt zu den Treelevel-Massen M,,. Mit Gl. (4.15) ist

2
_ 8 8
Mﬁm = (xo0 + po) + T;’O ~ (Xopo + X8)Lsa — 2 (Xopo + pg + p3)Wsa
16 0 r 16 (4.16a)
2
+ FT)(X — p3)Lss + — 2 5 (Xopo + p3)Wse + i PsWe
und
2 03 8 8 2, 2
M2, = (xo0+ po) + == — —5 (x0po + X8)Lsa — —5 (xopo + p§ + p3) W4
2X0 I I (4.16Db)
16 16 16 '
+ F2( 2p3)L86 + F2 (xo0p0 + 2103)W86 + F2 ( pg)WéG )

die Massenentartung ist teilweise aufgehoben. Das Treelevel-Ergebnis ist identisch mit dem
aus [18]. Zur Bestimmung der Pionmassen in nichstfithrender Ordnung miissen aber auf-
grund des Weinberg’schen Powercountings noch Ein-Schleifen-Beitréige aus Lo beriicksichtigt
werden.

4.4 Skizze der Schleifenrechnung

4.4.1 Wechselwirkungsterme

Fiir die Rechnung in néchstfithrender Ordnung sind die Wechselwirkungsterme aus fithren-
der Ordnung relevant. Dazu wird die Lagrangedichte L1,0 aus Gl. (3.4a) in den Feldern
entwickelt. Der symmetriebrechende Anteil aus Gl. (4.3) muss aufgrund der Binomialent-
wicklung

(7 +m)® = 7% + 67°m; + 1567 72 + 207,378 + 157,%n} + 67,70 + w8
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4.4 Skizze der Schleifenrechnung

bis einschliefflich Ordnung O(7/®) entwickelt werden. Mit der Sinus- und Kosinus-Reihe ergibt
sich dann

L1,0sp = const. + L1,01in + £1.0,quad
_ Xotpo |7?/‘4_ P3
24F¢ 120F3

4 Xo + po ‘7?/|6 _1_0(7?/8) '

+ -3 }7?"2 720E]

=/
s ||

Der derivative Anteil muss ebenfalls entwickelt werden. Beriicksichtigt man, dass 9,7 = 9,7
von Ordnung O(7) ist, dann ist

712 714 ~712
Crode = |~ — il (0,7)° + 17 (#0,7)* + O(7°)
T2 6F2  45EE| M 6F2 45F] : '

In diesen beiden Ausdriicken sind alle fiir die Schleifenrechnung nétigen Terme enthalten.
Allerdings sind auch noch solche enthalten, die fiir die Schleifenrechnung nicht relevant sind.
Das sind einmal alle Treelevel-Terme, die bei den WW-Termen keine Rolle spielen und bereits
beriicksichtigt worden sind. Auflerdem koénnen natiirlich alle Terme vernachlissigt werden,
die hoher als Ordnung O(a?) sind.

Die verbleibenden Terme lassen sich zu einer WW-Lagrangedichte in néchstfithrender Ord-
nung zusammenfassen. Dabei werden die in Treelevel fithrender Ordnung bestimmte Null-
stelle 73 aus GI. (4.10) und die Masse m2 aus Gl. (4.12) eingesetzt. Das Massenquadrat wird
hier, wie im Zusammenhang mit Schleifenrechnungen {iiblich, mit m% bezeichnet:

11 202\ _ 1 1 [/2p2 B
Lxroww = <m3 p3>774—<p3>7732>772

Al R? ~ Bxo 41 F2 \ 5x0
Re) (1)
1 4 495\ 2 2 L 4 (=893 5 o
-~ (1= 0 S 0
N—
v(2) v(2)
14 (203 2
_ 22 (28 ) 229 4.17
11 F2 <15x3> T (Oums) #17)
’U(QN)
1 4 . 23 g 2 L4 83 5 29 =
~—_———
»(3) (3"

12 (p3(xo—po) 2 Lo =

-3m ( ) (55(0,7)° — 0ma(F0u))

Aus der Struktur der WW-Lagrangedichte folgt, dass sowohl Beitrdge mit 4-Vertex als auch
mit 3-Vertizes berechnet werden miissen. Man sieht, dass das Feld 73 eine Sonderrolle ein-
nimmt.
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4.4.2 Diagramm mit 4-Vertex

Da aufgrund des Powercounting-Schemas nur Ein-Schleifen-Diagramme beriicksichtigt wer-
den, existiert genau ein Diagramm mit 4-Vertex. Es enthilt einen Vertex und ist somit in
der Kopplungskonstanten g von Ordnung O(g), ¢ ist in Gl. (4.17) in den Faktoren enthalten.

Abb. 4: Ein-Schleifen-Diagramm zur Bestimmung der Massen. Es enthélt einen
4-Vertex und ist somit in der Kopplungskonstante von Ordnung O(g).

Der 4-Vertex wird nun geméfi Anhang A vollstdndig symmetrisiert, d. h. die einzelnen Beitra-
ge VZSTIZ werden bestimmt. Es werden dabei auch redundante Kronecker-Symbole wie z. B. in
0i;0;30;3 explizit aufgefithrt, damit die Struktur des Vertizes deutlich ist. Dies fiihrt zu einer
Vereinfachung der Bestimmung der einzelnen Beitriige. Die relevanten Terme aus Gl. (4.17)
sind dann durch

1
] Q) Vig.zgmijkm
)

gegeben. Die Vertizes Vlg}g)l und Viﬁ? sind von der Form 7TZ-27T]2- und resultieren aus dem sym-
metriebrechenden Teil der Lagrangedichte:

1
Vzﬁc)l = g [(Sij(Skl + 5ik5jl + 6il(sjk] ’

1
6 [6:50k1(6i36 3 + Ok3di3)

+ 0ik051(0i30k3 + 030;3)
+ 0,101 (8i3013 + 0530k3)] -

(1) _
Vijki =

Die néchsten drei Vertizes Viﬁ)l, Viﬁ/l) und Viﬁ”) kommen aus dem derivativen Term und

haben die Form 72(9,m;)*:

1
Vzﬁ)z =5 650k (Pip; + Prp1)
+ 0ir0j1(pivk + 1)
+ 610k (pipi + pivE)]

V;ﬁl) = —— (045611 (Ok3013pip; + 0isd;3PkP1)

1
- (
+ 0i1,051(03013pipk + 0i30k305D1)
+ 04161 (0;30k3pip1 + Gisdizpspk)]
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4.4 Skizze der Schleifenrechnung

" 1
V;ﬁl) =5 [6:50k1(0i36j3piDj + Ok3013PKD1)
+ 03051 (0i30k3DiPk + 0;3013P511)
+ 0101 (8i3013pi1 + 0;3013p5pk)] -

Die letzten beiden Vertizes Vlgil?l und Vi%l) sind von der Gestalt (m;0,,7;)? und kommen wie
die vorherigen auch aus dem derivativen Anteil:

Vzﬁ)l = —% 6450k (pi + pj) (1 + P1)
+ 0ikdj1(pi + pr)(pj + p1)

+ dudjk(pi + p1)(pj + pr)
)

)

9

/ 1
Viﬁl) =51 1655611 (pi + pj) (Pr + P1) (833053 + Sk3di3)
+ 0ikdj1(pi + pr) (j + 1) (03083 + 053073)
+ 046k (pi + 1) (j + i) (63613 + 0j30k3)] -

Da der Vertex nun vollkommen symmetrisiert ist, konnen die Beinchen 4, j, ¥ und [ und
deren Impulse nun beliebig zugeordnet werden.

Berechnung des Diagramms

Zur Berechnung werden die Bezeichnungen aus Abb. 5 verwendet. Die Impulse p;, p;, pi und
p; sind als einlaufend definiert, der &uflere Impuls wird mit p und der innere mit k bezeichnet.

Abb. 5: Bezeichnungen am 4-Vertex

Aufgrund der Sonderrolle der m3-Terme muss der Beitrag zu 7 2 und 73 getrennt berechnet
werden. Es ist zu beachten, dass die Schleifen-Pionen im Propagator noch durch die k; aus
fiihrender Ordnung normiert werden miissen. Der Zahler im Schleifenintegral lésst sich dann
ausrechnen, wobei der Index 4 den Beitrag aus dem Diagramm mit 4-Vertex kennzeichnet:

m2 ZU 1jk1 kk— ZU 2;1325 kk—

d—efn”m(”w(a),

Z ) 3 k3 Jkk—

d_efvzl( )_‘_‘/;1(3) —|—(’)(a3) )
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Dabei bezeichnet V4(0) den fiir alle Pionen identischen Anteil

v 5m2 + 4p° + 4k7] |

in V4(1’2) und V4(3) sind die unterschiedlichen Terme von Ordnung O(a?) zusammengefasst.

Aus den Vertizes lisst sich der Schleifenanteil der Selbstenergie berechnen. Der Symmetrie-
faktor S~! ist aufgrund der moglichen Vertauschung der beiden inneren Linien durch S = 2

gegebeben. Der Schleifenbeitrag ldsst sich recht gut berechnen, wie am Beispiel von V4(O)
gezeigt wird:

SISy UL

2) (@2m)* k2 +md
1 Ak 5mi + 4p? + 4k?
T 6F? / Cmi B2+ m?
1 d*k m+4p* 4 d*k k? +md

- 6F7 / (2m)* k2+m3  6F7 / (2m)* k2 +m3
Die Renormierung wird nun mit der Methode der dimensionellen Regularisierung durchge-

fithrt. Dabei werden die auftretenden Integrale mittels einer Renormierungsskala A nach d
Dimensionen fortgesetzt. So liefert das zweite Integral keinen Beitrag und das erste Integral

des Typs
/ d*k 1
(2m)* k2 +m3

k1
(2m)4 k2 +m3
A hat die Dimension einer Masse und der Propagator behélt fiir beliebiges d seine Dimension
bei [19]. Die Losung dieses Integrals [7]

2 2\ 2%
9«2 g My [4mA 2 d

ergibt fortgesetzt

I(m3, A2 d) = A*¢ / (4.18)

ldsst sich mit der I'-Funktion angeben, die bei d = 4 einen einfachen Pol hat. Durch die
Einfithrung eines Parameters ¢ = 4 —d lésst sich die Losung um d = 4, also € = 0, entwickeln.
Die Entwicklung der I'-Funktion

(e —n)= Dk [i_’YE"FZ;
k=1

g +0(e) (4.19)

fithrt schliefllich zu

I(m3) ¥ 1(mZ, A%, &)
mg

s [—i ~n(4r) 4 78 — 1 + In (Z@)] +0(e)

def (ZEQ [R +ln (1@)] L) .
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4.4 Skizze der Schleifenrechnung

Dabei ist R eine divergente Konstante und g ~ 0.577 die sog. Euler-Mascheroni-Konstante.
Mit Hilfe dieses Ergebnisses lasst sich der Schleifenanteil von V4(0) angeben:

2 2
2(0)(]?2) — [Tno + p2:| [(mQ) . (4.20)
4 6F3 = 3F2 0

Dieses Verfahren ldsst sich analog auch auf die beiden anderen Terme ‘/4(1’2) und V4(3) an-
wenden.

4.4.3 Diagramme mit 3-Vertizes

Bei den Diagrammen mit 3-Vertizes sind insgesamt die zwei Graphen aus Abb. 6 zu be-
riicksichtigen. Wie in der ¢3-Theorie (z. B. [20]) wird im Folgenden das linke als ,, Tadpole“-
und das rechte als ,Selbstenergie“-Diagramm bezeichnet, obwohl i. Allg. natiirlich beide
zur Selbstenergie beitragen konnen. In beiden Graphen treten jeweils zwei Vertizes auf, die

Abb. 6: Ein-Schleifen-Diagramme zur Bestimmung der Massen. Sie enthalten
jeweils zwei 3-Vertizes und sind somit von Ordnung O(g?).

Kopplungskonstante geht also quadratisch in die Rechnung ein. Aus Gl. (4.17) folgt

Die Beitriige sind somit von Ordnung O(a?), die Korrekturen k; fiir die Schleifen-Pionen
miissen fiir die 3-Vertizes also nicht beriicksichtigt werden.

Symmetrisierung

Jeder einzelne Vertex wird wieder vollstdndig symmetrisiert. Ein Vertex wird mit den Bein-
chen 7, j und k parametrisiert, was zu

1

3
1

+ [6:50k3 (i + Dj)Pk + 0ikd;3(pi + P)Pj + 0i30,(Pj + Pr)Di]

Vijk = —=[0ij0k3pipj + 6ik0;3pipk + 0i30 15Dk ]

(4.21)

fiithrt. Der zweite Vertex wird analog mit Vj,,,,, bezeichnet. Zunéchst wird der Tadpole-Beitrag
berechnet.
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Tadpole-Diagramm

k
i =k, p=pi=-—pk
l=n, k=p=-py
ml . .
A Jj=m, Dj= DPm
p i P

Abb. 7: Bezeichnungen am Tadpole-Graphen.

Die Vertizes miissen nun der Topologie des Graphen entsprechend verkniipft werden. Dazu
werden die Bezeichnungen aus Abb. 7 benutzt. Das fithrt im Schleifenintegral zum Zahler

2
V?:,Ttl:fd = Vijk Vimn0ik0jmOin R §p2k2
‘/?fsad = V;JkVimn@ké]méln i_ =0,

der nur fiir die Pionen 71 2 von null verschieden ist.

Hieraus lésst sich der Schleifenanteil des Tadpole-Vertex berechnen. Wegen der méglichen
Vertauschung der inneren Linie muss der Symmetriefaktor S~' = 1/2 beriicksichtigt wer-
den:

1 d*h Van 1
S () = 92/ 37tad2 2 -

o 2 (2m)4 k2 4+ m3 0 + md
In dieser Form lésst sich der Schleifenanteil mit dem gleichen Vorgehen berechnen, das

beim Graphen mit 4-Vertex verwendet wurde. Als Letztes muss noch der Schleifenanteil
des Selbstenergie-Graphen berechnet werden.

Selbstenergie-Diagramm

Hier benutzt man wieder die symmetrisierten Vertizes V;j; und Vi, aus Gl. (4.21). Aus den
Bezeichnungen in Abb. 8 folgt die entsprechende Verkniipfung der Vertizes, um den Beitrag
des Diagramms zu berechnen.

btk i =1, p=pi =-p
Z’ j=m, p+k=pn=-—p

P P
Lk k=mn, k=pr =—pn

Abb. 8: Bezeichnungen am Selbstenergie-Graphen.
Der Zéhler im Schleifenintegral erhélt den Index SE und ist von der Form

‘/37’“]-3 = V;jkvimnéil%'mékn
= c§ip*p® + PP (pk) + c5ip*k? + <L (pk)? + 5 (pk)k* + cf kP K
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4.4 Skizze der Schleifenrechnung

mit den Koeffizienten c¢p. Alle Terme sind von der Form

N 4
H Hn H pﬂn ’
n=1 n=N+

so dass zunéchst das Integral

d*k 1Y, K,
H p"”/ T malip+ b7+

n=N-+1

betrachtet wird, um den Selbstenergie-Beitrag sinnvoll aufzustellen. Es erweist sich als vor-
teilhaft, das Integral mit dem sog. ,,Feynman-Trick* umzuschreiben. Dieser besteht darin,
die Gleichung

1 1 dx
ab /0 [az + b(1 — 2)]2

mit der Wahl a = (p + k)% + m2 und b = k? + m3 anzuwenden, wodurch der Integrand zu

-
0 (k2 +m3 + p? x—|—2pka:)

wird. Durch die Substitution & — k& — px verschwinden die in k linearen Terme im Nenner
und mit der Abkiirzung

m? = m?(p?, ) = mg — p*z(1 — x)

vereinfacht sich das Integral zu

H 1( pn — Pun® )
d n=1\"n — Lpn)
o (w2

Das k-Integral wird wieder mit dimensioneller Regularisierung behandelt. Da nach [20)]

d 1 NG 1
/ ; kd 2 2y (ad ) 4 (4.22a)
(2m)® (K2 +m?)*  (47)2T(a) (m2)* 2
folgt durch mehrfache Differentiation des k-Integrals u. a.
d Na-1-% L5,

/ : kd by e (4.22b)

(2m) (k2 +m?)*  (4r)eD(a) (m2)* 12
/ A% kukokoks Tl —2—9) 1(6u000 + 0upbuo + 8,000p) (4.220)

(2m) (k2 +m?)™  (47)5T(«) (m?)*=2"3 '

und fiir eine ungerade Anzahl der k£ im Nenner verschwindet das Integral. Diese Formeln
stimmen abgesehen von der Wick-Rotation mit denen im Minkowski-Raum in [21] iiber-
ein. Es ist zu bertiicksichtigen, dass das Integral von der Kombination der Raumzeit-Indizes
abhingt.
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Mit diesem Resultat lisst sich das Schleifenintegral aufstellen. Dieses ist von Ordnung g2
und wird mit dem Symmetriefaktor S~ = 1/2 versehen. Die Integrale werden unter Beriick-
sichtigung von Gl. (4.19)/(4.22) um & = 0 entwickelt.

Insgesamt ist damit ein moglicher Weg skizziert, die Schleifenbeitrige aus dem WW-Term zu
berechnen. Es war aber nicht moglich, ein verniinftiges Ergebnis fiir die Schleifenbeitrige zu
erhalten. Das lag insbesondere an den auftretenden 3-Vertizes und den damit verbundenen
umfangreichen Rechnungen. Besonders deutlich wird dies im Vergleich zur Schleifenrechnung
im Kontinuum [22], dort treten nur die drei vollkommen symmetrischen WW-Terme aus
Gl. (4.17) auf.

4.5 Optimierte Parametrisierung der Felder

Der vorherige Abschnitt hat gezeigt, dass der Rechenaufwand im Gegensatz zur Kontinuums-
theorie bzw. der ungedrehten Gittertheorie sehr grof3 wird. Fiir eine effiziente Rechnung stellt
sich die Aufgabe, diesen zusétzlichen Rechenaufwand zu minimieren. Ein moglicher Ansatz
besteht darin, die Parametrisierung der physikalisch relevanten Felder zu modifizieren.

Im Abschnitt 4.2 wurden die Felder m; durch die ungedrehten Felder 7} und das neue Mini-
mum 7; durch Gl. (4.7) parametrisiert: m; = 7, —7;. Dadurch éndert sich die Parametrisierung
der Feldkonfiguration durch die einfache Substitution

1 1 1
U' = exp <FOTZ-77;-> = €xp <FOTi7Ti + FUTﬂTi) )

einer linearen Verschiebung der Felder, und das Minimum liegt im Koordinatenursprung.

Die vorliegende Lagrangedichte aus Gl. (3.4) wird durch die Exponential-Matrix U’ parame-
trisiert. Die triviale lineare Verschiebung der Felder geht in das Argument der Exponential-
Funktion ein; bei Matrix-wertigem Argument wird diese Verschiebung zu einer komplexen
Transformation. Dieses wird deutlich, wenn man die Baker-Campbell-Hausdorff-Reihe (BCH-
Reihe) betrachtet:

oAeB — oA+B+5[ABl+ 15 ([AABl+([B,[B,A]+...

Die nahe liegende einfache Transformation der Felder fithrt zu einer nichttrivialen Verschie-
bung im eigentlichen Freiheitsgrad der Lagrangedichte, der Feldkonfigurations-Matrix U.

Bei der Matrix U handelt es sich um eine unitdre Matrix. Diese Tatsache motiviert, die
Feldverschiebung ebenfalls durch eine unitidre Matrix Uy zu beschreiben:

U' = exp <1;0n7r£> = exp (Flbnfri> exp <;bn7~ri> def UUO .

Um die Felder zu unterscheiden, werden die physikalisch relevanten Felder in dieser ,neuen®
Parametrisierung mit 7; bezeichnet. Diese unterscheidet sich gerade um die Terme in der
BCH-Reihe, da die 7; nicht kommutieren.
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Die Multiplikation mit Uy hat wegen

UUt = UU(OU)T = U Ul Ut = 00T
1

insbesondere keine Auswirkung auf den derivativen Term, was dazu fiihrt, dass in fiihrender
Ordnung die Felder wie im Kontinuum bereits normiert sind. Daraus folgt, dass aus dem
quadratischen Anteil die Massen direkt aus der Lagrangedichte abgelesen werden kénnen.
Des Weiteren treten alle derivativen WW-Terme symmetrisiert auf, womit insbesondere die
schwierigen 3-Vertizes nicht berechnet werden miissen. Diese Parametrisierung bietet somit
schon eine deutliche Verbesserung zur urspriinglich verwendeten.

Die Relationen zwischen den Feldern 7; und m; lassen sich iiber die BCH-Reihe bestimmen
(z. B. durch das Verfahren in [23]). Wegen

UUy=U" = U=U"U}
folgt nach Anwendung der BCH-Entwicklung und Bildung des Logarithmus

. 1, N
T = TTi — 51(7'(@' + ﬂi)ﬁj[Ti,Tj] + ...

= m;7T; + (7Ti + ﬁi)ﬁjeijka + ...,

hierbei sind nur die ersten Terme aufgefiihrt. Beriicksichtigt man alle relevanten Terme,
lassen sich daraus die Relationen zwischen den Feldern herleiten. Die Felder 7; gehen dann
aus den 7; durch

) 273 T T 7
= (1—?J3§>ﬂ1+£7r2—3;2 <7r1+Fz7r2>7T3
0 0
0 1 T T
2 2 2 3 3 =19
_ 715F61 (7r1 + 75 — 37r3> T — 745F61 <7r1 + FO7r2> 3| 7|*
g = 1—2—7}3 W—@W—E W—Eﬂ' 7'('
? 3kg) 7 R 3R\ R )
~2 ~ ~
3 2 2 1 4 3 T3 12
_ 5 <71'1 + 75 — 37r3> Ty — 745F61 (712 - FO7T1> 3|7,

T3 473 T3 Lo\ 2 . 9
srg ~ aspd ™ T apg ) (M)

7AT3—71'3+<

hervor. Diese Transformationen fithren die Lagrangedichte von der U -Parametrisierung in die
yalte“ U-Parametrisierung iiber. Die Riicktransformation ist abgesehen von den numerischen
Faktoren von derselben Form.

Trotz der guten Verbesserung in Bezug auf die Schleifenrechnung weist diese Parametrisie-
rung auch noch Nachteile auf. Aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen in den Transforma-
tionen der mi- und 7o-Felder wird die vorhandene Symmetrie verdeckt. Dies fithrt einerseits
dazu, dass der symmetriebrechende Teil der Lagrangedichte aufgrund der gewachsen Zahl
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an Termen an Ubersichtlichkeit verliert. Andererseits hat dieses sogar direkten Einfluss auf
Rechnungen fiir ungleiche up- und down-Quarkmassen, denn anders als im Kontinuum treten
in der Lagrangedichte Terme auf, die zu Nicht-Diagonalelementen im inversen Propagator
fithren. Die deutlichen Verbesserungen haben also ihren Preis.

Ein Blick auf die modifizierte Parametrisierung U’ = UyU zeigt auf, wie auch diese Nachteile
weitgehend eliminiert werden koénnen. Diese Parametrisierung unterscheidet sich von der
obigen lediglich dadurch, dass sich einige Vorzeichen in den o. a. Transformationsformeln
dndern: Die Gleichung fiir 771 unterscheidet sich bei den in 79 linearen Termen und Gleichung
79 bei den in 7y linearen.

Ein Vergleich der Transformationsformeln, d. h. der Vorzeichen, legt eine ,symmetrisierte“
Parametrisierung

i i L i I _ 0\ det ~
U =exp (FOTMQ = exp <2Fon7ri> exp (FOT”TZ) exp <2FOTZ'7TZ'> = VO,UVT, (4.23)

nahe, wobei das Uy wie vorher definiert wird. Durch eine zweifache Anwendung der BCH-
Entwicklung gelangt man zu den Transformationen

~2 ~ ~2 ~
T = <1 — 6}702> ™ — ﬁﬂ'lﬂ'g - TF’SL (771 + Ty — 37T3> m™ — mﬂ173|ﬂ| y
~2 ~ ~2 ~
N 3 3 3 2 9 1 4 3 12
"o < - 6F02> " T3RTT T IR <7T1 B 37T3> ™ gl
. T3 4w 3 o), 2 o
s = st <3F02 BEI T 45F51‘ * ) (mi 4 m)

Diese Parametrisierung verdeckt die Symmetrie der - und ms-Felder nicht. Die Treelevel-
Lagrangedichte behélt ihre Ubersichtlichkeit und die Schleifenrechnung wird radikal verein-
facht. Tatséchlich fiithrt diese Parametrisierung unmittelbar zu der einfachen Schleifenrech-
nung, wie man sie aus dem Kontinuum kennt. Diese ,symmetrisierte” Parametrisierung wird
in den néchsten Kapiteln benutzt, um moglichst effizient Massen und Zerfallskonstanten fiir
unterschiedliche Konfigurationen zu bestimmen.

Der Einfachheit halber wird dazu aber im Folgenden wieder die Bezeichnung ohne Hut U(z)
fiir die neue Feldkonfiguration verwendet.
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In diesem Kapitel werden die Treelevel-Rechnungen aus Kapitel 4 in der neuen Parametrisie-
rung wiederholt. Die Verbesserungen werden an den Zwischenergebnissen explizit deutlich.
Anschlieflend wird die vereinfachte Berechnung der Schleifenbeitrige durchgefiihrt und damit
werden die Pionmassen in néchstfithrender Ordnung vollstéindig bestimmt.

5.1 Massen in fiihrender Ordnung

Die Lagrangedichte ist von der Form
L1,0 = const. + Liin + Lquad + Lxin + Lww

fiir die Treelevel-Rechnung sind die WW-Terme nicht relevant. Zunéchst wird die Lagrange-
dichte nach der Gitterkonstanten a entwickelt. Die Drehung fiihrt dazu, dass das Minimum
vom Nullpunkt verschoben wird. Das Minimum wird wie gewohnt durch die Bedingung

Lin =0
bestimmt. Daraus folgt entsprechend Gl. (4.10)

und

1
Lyin = 5(%%)2 ,
1 p2
‘COIuad = §m72r7rz2 =57 I:XO + po + 2)?0:|
und
1 0 2 2 m% 14
L = g (70,7~ O] - 5l
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Da der kinetische Term automatisch normiert ist, lassen sich die Pionmassen direkt ablesen.
Insbesondere kann in der Schleifenrechnung somit auf jegliche Normierung der Felder durch
V'k; verzichtet werden.

Vor der Schleifenrechnung werden aber zunéchst noch die Treelevel-Terme in néchstfithrender
Ordnung berechnet.

5.2 Massen in nichstfithrender Ordnung

Das Vorgehen ist identisch zu dem in Abschnitt 4.3 ausfiihrlich Dargestellten und kann
so iibernommen werden. Die leicht unterschiedlichen Zwischenergebnisse werden dennoch
aufgefiihrt.

Zu Beginn der Rechnung wird das Minimum in der n#chstfithrenden Ordnung bestimmt.
Dabei wird neben 7; = 79 = 0 das Ergebnis

FZ + 8x0Wss
xo(Fg + 16x0Lss)

ps [F§
= — |:0 — 16Lgg + 8W86:| + (9(@2)
Fy | xo

O(a?)

m3 = Fop3

aus Gl. (4.14) reproduziert. Nun kann die Lagrangedichte wieder am Minimum ausgewertet
werden:

8 2 8 2
Liin = = (9,m;)? [1 + = <X0 — ij’) L5y + 72 (Po + Z’)) W54} ;

P34 2 (= (14 63)p2) L
v + F02 (Xo (1+ 31)03) 86

16
+—5 (x0po + (1 + 83:)p3) Wse + 1o (o — 63ip3) Wée] :
0

Im Gegensatz zur vorherigen Parametrisierung unterscheiden sich die Terme fiir die Pionen
im kinetischen Anteil nicht, die Normierung der Felder durch /K, ist somit unabhingig vom
betrachteten Pion. Die Massen lassen sich nun analog berechnen, man erhélt wie in (4.16)

2
2 P3 8 2 8 2 2
Mz, = (Xo+ po) + o FT)Q(XOPO + X0)Lsa — FT)Q(XOPO + po + p3)Wsa
16 16 16
+ ﬁ(x(% — p3)Lss + F(Xopo + p3)Wsg + ﬁﬂgwéa
0 0 0
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5.2 Massen in néchstfiihrender Ordnung

und
2

_ Ps 8
2 _ s 8 I
Mz, = (Xo + po) + T (X0Po + X0)Lsa —
16

FT)Q(

8
7 (Xopo + p§ + p3)Wsa

16
Xopo + 2P3)W86 + P%)Wéﬁ .

16
— 2p3) Lgs + Fg (Ph

+ F2(

Die Treelevel-Massen sind also teilweise entartet mit einem Massensplitting von

AN = N2~ M2,

7T12
16
_ 1673 (Lss — Wse + Wgg)
FO
4
6 W aFSln ( )(L86_W86+W8/6) .
0

Damit sind die Treelevel-Massen in der symmetrisierten Parametrisierung reproduziert wor-
den. Nun wird die vereinfachte Schleifenrechnung durchgefiihrt, um abschlieflend die Pion-
massen zu bestimmen.

5.2.1 Schleifenrechnung
Wie in Kapitel 4 angedeutet, sind die WW-Terme ausschliellich vom selben Typ wie im
Kontinuum. Die Schleifenrechnung wird nun fiir die relevanten WW-Terme

1
6ED

2
0 N2 2209 )2 my 4
Lww = g [(F0,7)° ~17P0,77] — g
durchgefiihrt, m3 = m?2 ist die Pionmasse in fithrender Ordnung. Aufgrund der Struktur des
WW-Terms miissen keine Graphen mit 3-Vertizes berechnet werden.

Das Diagramm enthélt einen Vertex und ist somit in der Kopplungskonstanten g von Ord-
nung O(g).

Abb. 9: Das verbleibende Ein-Schleifen-Diagramm zur Bestimmung der Massen.
Es enthélt den 4-Vertex und ist von Ordnung O(g). Die komplexeren
Diagramme der O(g?) treten nicht auf.
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5 Pionmassen fiir Ny = 2

Der 4-Vertex wird nun vollstdndig symmetrisiert wie in Anhang A beschrieben. Die WW-
Lagrangedichte ist dann im Impulsraum durch

3
1
] Z U(”)Viﬁ%mﬂjﬂkm

n=1

gegeben. sz,g ist der vollstéindig symmetrisierte 4-Vertex, v(™ steht fiir die jeweiligen Vor-
faktoren. Dabei stehen ¢, j, k und [ jeweils fiir eines der vier Beinchen.

Entsprechend Abschnitt 4.4 wird der 4-Vertex symmetrisiert; die Ergebnisse sind hier erneut

aufgefithrt. Der Vertex Vzgz)l ist von der Form 7272 und resultiert aus dem symmetriebre-

i’
chenden Term

y_ 1

zg’kl - 3 [5ij5kl + 5ik5jl + 5il5jk] .

Der néchste Vertex Vzgi)l kommt aus dem derivativen Term und hat die Form 72(9),m;)?:

1
6
+ 0361 (pipk + pjp1)

+ 046k (pip1 + ipK)] -

Vzgi)l = [5ij5kl(p¢pj + pkpl)

Der letzte Vertex Vlﬁ)l ist von der Gestalt (m;0,,7;)? und kommt ebenfalls aus dem derivativen
Anteil:

5 1

Vzgk)l =—173 6450k (pi + pj) (1 + P1)
+ 051 (pi + i) (j + P1)
+ 8adk(pi + p)(pj + pi)] -

Die Beinchen 7, j, k und [ und deren Impulse kénnen nun wieder beliebig zugeordnet werden,
um den Beitrag des Diagramms zu bestimmen.

Berechnung des Diagramms

Zur Berechnung werden die Bezeichnungen aus Abb. 10 benutzt. Die Impulse p;, p;, pr und
p; sind als einlaufend definiert, der &uflere Impuls wird mit p und der innere mit k bezeichnet.

Der Zihler des Schleifenintegrals ist nun durch
Vi=Y o™V

1
0
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5.2 Massen in néchstfiihrender Ordnung

Abb. 10: Bezeichnungen am 4-Vertex

gegeben. Der Schleifenbeitrag entspricht gerade dem in Kapitel 4 exemplarisch berechneten
in Gl (4.20), d. h.

2
m 2
24(172) |:6F02 + 3F02p2:| I(m%) :

Die Renormierung wird nun auch mittels dimensioneller Regularisierung ausgefiihrt, so dass

I(m?) = 17(?2 [R+1 <A22)] .

Insgesamt lassen sich die Schleifenanteile damit zu
B = 24 12F2 ﬂf [RH <7X§>}
= 247321,02 i [((Xo +po)® + p3) [RJrln (Ag)} + (Xopo + 32/)% + lf)] ;
xT 247T12F2 [R+ In <’X§ ﬂ

-1 X6 + Xop +p—g’ [R+ln< )]+ Xop erjerj
24m2F2 xo |\ 0T A2 00T 5 T

bestimmen. Beriicksichtigt man diese Beitridge im inversen Propagator, lassen die Pionmassen
durch

2 g2 T, 2 T
M2 = M2+ 57, — m25T

in néchstfithrender Ordnung berechnen.

5.2.2 Pionmasse NLO

Die divergenten Schleifenbeitrige werden nun durch Renormierung der Treelevel-Terme ab-
sorbiert, dazu werden die Koeffizienten aus Tab. 2 benutzt (s. Anhang B). Die Divergenzen
heben sich gerade auf und man erhélt die renormierten Pionmassen

m,

M2 =m2+ r (™
me = Mr T A2

8 8

— FT)Q(XOPO +XG)LEy — ﬁ(Xopo + 5+ p3) Wiy (5.2a)
16 .16 16

+ FT)Q(X(Q) — p3) L + Fg (xo0po + p3) Wi + Fg PeWit

53



5 Pionmassen fiir Ny = 2

Tss | Tsg | Asa | Ass | Afg

1 3 1 3 3
2 16 2 8 16

Tab. 2: Werte der Renormierungs-Koeffizienten Ny = 2.

und
4 2
s 9 ma m
My =+ g5 pg 1 <A;>
8 8
- FT]Q(XOPO +X0)Lbs — ﬁ(Xopo + 05+ p3) Wi, (5.2b)
16 16 16
+ FT)Q( Xt — 203) L + 72 (xo0po +203) Wis + Fg( — 5) Wi
mit
m4 2 1 5 5
™ ™
32m2F2 In (/\2> = 2 3272F2 2x000 + 395 + P3 + 2 ((xo + po)* + p3) In <A2>] +0(a’) .

Daraus resultiert mit den renormierten GL-Koeffizienten ein Massensplitting von

AMZ = M2, — M2,

1,2
16p
= F23( — Wi + Wgg)
64W a? sin?(w)
I (Lgg — Wgg + Weg)

die Schleifenbeitrige tragen somit nicht zum Massensplitting bei. Dieses Ergebnis ist mit
anderen Ansétzen bereits in [18, 24| gezeigt worden.

Die renormierten GL-Koeffizienten LI, W und W/" héingen von der Renormierungsskala A
ab. Fiir zwei Skalen A1 und As sind die Koeffizienten durch die Relation

LT(Ay) = LT (A In (2L

miteinander verbunden (analog fiir W und W/"). Als Renormierungsskala wihlt man {ibli-
cherweise A = 4n Fy.

5.3 Pionmassen bei ungleichen Quarkmassen

Die Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt kann man leicht auf den Fall ungleicher Quark-
massen m, F mg erweitern, wenn man die im Folgenden dargestellte Parametrisierung
wéahlt.
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5.3 Pionmassen bei ungleichen Quarkmassen

5.3.1 Parametrisierung

Da das up-Quark leichter als das down-Quark ist, werden die nicht-negativen Grofien

def Mg + My,

my = >0
+ 2 —_
als Mittelwert der Quarkmassen und
R - LT

5 >
als Abweichung von diesem verwendet, die Indizes symbolisieren die Rechenoperation zwi-

schen den Quarkmassen. Diese lassen sich dann durch die neu definierten Groéflien aus-
driicken:

My =My —M_ ,

mg =my +m_ .

Um zu gewéhrleisten, dass die Fermion-Determinante positiv ist, kann nach [13] die Wirkung
nicht beliebig modifiziert werden. Die Massen diirfen nicht mit denselben Generatoren imple-
mentiert werden wie die Drehung. Da die axiale Drehung um die 73-Achse ausgefiihrt wird,
erreicht man dieses z. B. dadurch, dass man die Abweichung m_ in 7-Richtung einfiigt. Die
Quarkmassen-Matrix M hat dann die Gestalt

M=mil+m_7m = <m+ m) .
m—  m4

Die Eigenschaften der 1;-Matrizen fithren dann zu der einfachen Erweiterung auf den Fall ver-
schiedener Quarkmassen. Die relevanten Anteile der Lagrangedichte aus Kapitel 5.2 kénnen
direkt ibernommen werden. Wegen der gednderten Quarkmatrix muss die Lagrangedichte
allerdings leicht modifiziert werden.

5.3.2 Modifikation der Lagrangedichte

Die Lagrangedichte Ln1,0 dndert sich dann formal nicht, wenn auch das x an die verénderten
Quarkmassen angepasst wird, d. h.

X = xol — x = xol +x171 ,

wobei xo = 2Bym4 = By(mg + my) und x1 = 2Bym_ = By(mg — my,).
Damit konnen sich grundsétzlich nur der Massenterm aus L1, und die Ausdriicke mit den
Konstanten L4, ..., Lg und Wgs, W7 und Wy &dndern, indem zusétzlich zu den xg-Termen

noch yi-Terme auftreten. Eine genaue Untersuchung der Lagrangedichte zeigt, dass nur die
L7- und Lg-Terme von null verschieden sind:
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5 Pionmassen fiir Ny = 2

e Der Wy-Beitrag bleibt null, da (pfU — Utp) = 0.

e Wegen 11 = TlT gilt

<TIU+ UTT1> = (nU+ (TlU)T> = (nU) +(nU) =0,
——

imaginér

d. h. der Massenterm aus L1, und die Lg-, Wg- und Ws-Terme liefern keine zusétzlichen
Beitrage.

e Der Ly- und Ls-Term dndern sich dann ebenfalls nicht, da nach Gl. (4.2)

0,U0,U" = %(a,m,gﬂ)n :

Insbesondere miissen damit weder die Berechnung des kinetischen Anteils noch die Schlei-
fenrechnung erneut durchgefiihrt werden.

5.3.3 Treelevel-Terme

Die Rechnung zeigt, dass die neuen Terme keinen Einfluss auf die Lage des Minimums haben,
welches dann (vgl. Gl. (4.14)) wieder bei

m =7 =0

und

ps [ F§
T3 = — (O + 8Wsg — 16L86> + O(a2)
Fo \ xo

liegt. Im quadratischen Anteil fithren die zusétzlichen Terme zu einer Modifikation des -
Terms. Mit der Abkiirzung

Lg7 = 2L7 + Lg

ergibt sich fiir die quadratischen Terme

1 2 16 16
Lauad = 57%2 Xo + po + 2%’0 t (X6 — (1 + d3:)p3) Lss + 51iﬁX%L87
0 0

6 16
+ﬁ (XOPO +(1+ 531)p§) Wse + 72 (p(z) — 531‘,03) W8/6
0 0

Es tritt somit nur ein zusétzlicher Term in der Rechnung auf. Da Lg7 = Lg, (s. Anhang B),
hat dieser Term keinen Einfluss auf die Renormierung.
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5.3 Pionmassen bei ungleichen Quarkmassen

5.3.4 Berechnung der Pionmassen

Es lassen sich nun ohne weiteres die renormierten Pionmassen angeben. Mit den Ergebnissen
der Schleifenrechnung aus Abschnitt 5.2.1 ergeben sich

4 2
2 2 m m
My =mz ¥ g5 pp I (A;T)

8 8
- ﬁ(XOPO +X§)LEy — ﬁ(Xopo + p5 + P3) Wiy (5.3a)
0
16 16 16 16
+ F()Q( G — p3)Lis + FQX 1L + 72 (Xopo + p3)Wig + FQP%WSG 7

4 2
2 2 m m
Mz, =+ 35 gz 10 <A;>

8
- ﬁ(Xopo +xg)LEy — ﬁ(Xopo + g+ p3) Wiy (5.3b)
0
16, , 16 b 16
+ —5 (X8 — P3)Lis + —5 (xopo + p3)Wis + —5 pa W
F2 7 I
und
4 2
2 2 me ma
Mz =+ 3522 10 <A2>
8 8
- FT)Q(XOPO +X§)LEy — ﬁ(Xopo + 5+ p3) Wi, (5.3c)
16

16 16
+ ﬁ(X(Q) —205) L + —5 2 5 (xopo + 2p3) Wi + Fg( — p3)Wis
0 0

Damit sind jetzt auch die Pionmassen in néchstfithrender Ordnung sowohl mit entarteten
Massen als auch fiir den Fall m, # mg bis einschlieSlich Ordnung O(a?) in der Gitterkon-
stanten bestimmt; in beiden Fillen treten keine Mischungen auf.

Aufgrund der Implementierung der unterschiedlichen up- und down-Quarkmassen durch 7
wird die Masse des neutralen Pions 7° durch die kartesische Feldkomponente 7 reprisentiert.
Die aus der Kontinuums-QCD gewohnte Zuordnung aus Abschnitt 2.2.3

= (m F im)
T = —=(T1 179

V2 ’
muss dementsprechend modifiziert werden (71 « m3). Die geladenen Pionen 7+ setzen sich
dann aus den Feldkomponenten 7y und 73 zusammen. Da die Entartung der Pionmassen

aber vollstiandig aufgehoben ist, sind die Ladungseigenzustinde 7+ fiir m,, # mgq und w # 0
keine Masseneigenzusténde.
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5 Pionmassen fiir Ny = 2

Neben dem gewohnlich in 73-Richtung implementierten Drehwinkel w kann man die Dre-
hung auch in eine andere Richtung wéhlen. So kénnen die ungleichen Quarkmassen wie
im Kontinuum tiblich in 73-Richtung eingefiigt werden; die Quark-Massenmatrix ist dann
diagonal. Auflerdem kann die gewdhnliche Zuordnung der Ladungseigenzustinde verwendet
werden; wie bereits angefithrt sind diese jedoch keine Masseneigenzustinde. Abgesehen von
den entsprechenden Vertauschungen unterscheiden sich die Ergebnisse fiir die Pionmassen
nicht.

Fazit

Die Rechnung zeigt, dass die optimierte Parametrisierung der Feldkonfiguration durch eine
symmetrische, unitére Transformation (s. Gl. (4.23)) tatséchlich ein erfolgreicher Ansatz zur
Berechnung der Pionmassen ist. Im Gegensatz zur linearen Feldverschiebung [16, 17] treten
in niichstfithrender Ordnung einschlielich der O(a?)-Terme im Vergleich zur Kontinuums-
rechnung keine zusétzlichen Schwierigkeiten auf. Diese Tatsache motiviert, diesen Ansatz auf
andere Konfigurationen und zur Bestimmung weiterer physikalischer Gréflen anzuwenden.
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

Die am Ende von Kapitel 4 eingefiihrte Parametrisierung wird nun verwendet, um die Me-
sonmassen fiir Ny = 3 zu bestimmen. Zusétzlich zum up- und down-Quark wird also noch
das strange-Quark beriicksichtigt. Die in der Natur beobachteten Mesonen kénnen im Y-I3-
Diagramm iibersichtlich dargestellt werden.

Y
- Ky K.
0 — Ty
-1 o
K_ K,
T T I3
-1 0 1

Abb. 11: Darstellung des Mesonen-Oktetts im Y-I3-Diagramm. I3 bezeichnet
den Isospin und Y = 2(Q — I3) die Hyperladung. Die Pionen haben den
Isospin (—1,0,1) und tragen wie das Eta-Meson keine Hyperladung.
Die Kaonen hingegen tragen die Hyperladung +1. Darin duflert sich
die Strangeness S der Kaonen, weil fiir das Mesonen-Oktett Y = S
gilt.*

6.1 Parametrisierung

Die chirale Symmetrie wird im Fall Ny = 3 durch die Gruppe SU(3) beschrieben. Die Gene-
ratoren dieser Gruppe werden durch die acht Gell-Mann-Matrizen A, dargestellt. Diese sind

*Die Hyperladung ist i. Allg. die Summe von Baryonenzahl B und Strangeness S sowie Charmness C,
Bottomness B und Topness T, d. h.

Y=B+S+C+B+T.

Fiir das Mesonen-Oktett kann allerdings nur S # 0 sein.
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

spurlos, aber weisen nicht alle vorteilhaften Eigenschaften der Pauli-Matrizen der SU(2), wie
z. B. 72 = 1, auf (s. Anhang C.2).

Zu jeder dieser Matrizen gehort ein Meson ¢,; diese stellen Linearkombinationen der drei
Pionen 7, der vier Kaonen K und des n-Teilchens dar. Damit der Unterschied deutlich ist,
wird neben der Bezeichnung ¢, auch diese benutzt:

1
T
3
Ky
Ks
Kﬁ UL
Ky
Uk

-y

1

I

Nl T

Auch die Masse des strange-Quarks muss beriicksichtigt werden, so dass man i. Allg. drei
paarweise verschiedene Quarkmassen hat. Wegen

My, Mg <K My
wird zunéchst aber vereinfacht m = m, = mg angenommen; das fithrt zu den Definitionen

X0 = 2BO7TL 5
Xs = 2Bgms .

Die daraus resultierende Massenmatrix wird durch die Einheitsmatrix und die Gell-Mann-
Matrizen parametrisiert, nahe liegend ist

X = é(QXO +xs)1 — \}g(Xs — X0)A8
xo 0 0
=10 xo O
0 0 xs

Eine mdogliche Unterscheidung von up- und down-Quark wie im Fall Ny = 2 kann wieder
durch die A\;-Matrix eingefiigt werden.

Die Gitterterme werden so wie fiir Ny = 2 parametrisiert, die axiale Drehung erfolgt analog
mit As, d. h.

1 1
== + 1-— — po)Ag + ip3 A
p (2p0 + |pl) \/g(\,o\ P0)As + ip3As

3
po +1p3 0 0
= 0 po—1ips 0O
0 0 Ipl

mit |p| = \/pg + p3 = 2Wpa. Damit sind alle relevanten GréBen definiert.
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6.2 Massen in fiihrender Ordnung

6.2 Massen in fiihrender Ordnung

6.2.1 Bestimmung des Minimums und des kinetischen Anteils

Das Minimum wird erneut dadurch bestimmt, dass wieder
Llin =0
berechnet wird. Wie auch im Fall Ny = 2 verschiebt sich das Minimum nur in Richtung der

Ag-Achse. Die Auflésung nach 73 liefert das identische Minimum

ﬁ3 = Foipd(xo 2_ pO) + (’)(a3) .
X0
In fithrender Ordnung hat die Quarkmasse mg aber keine Auswirkung auf die Lage des
Minimums.

Fiir den kinetschen Anteil gilt aufgrund der zyklischen Eigenschaft der Spur wieder
1 -
»Ckin = 5(8,u¢)2 )

die Massen lassen sich somit direkt aus der Lagrangedichte ablesen.

6.2.2 Bestimmung der Mesonenmassen

Der quadratische Anteil der Lagrangedichte ist von der Form

1 . "
Lauad = 5 (27 +micK? 4+ min®) |

2
es treten keine Mischterme auf. Die Massen sind explizit gegeben durch

2

P
mfrIXoeroJrsz’oy

1 p3
mhe =3 [t ro)+ Clolt o)+ 25

2x0
2 1 P%

Diese erfiillen damit wie im Kontinuum die Gell-Mann-Okubo-Relation
Am3, = 3m,27 +m2

bzw.
2
n

2

2 _ o 2
3my — my = 3Imyp —m; .

Als Néchstes werden die Massen des Mesonen-Oktetts in néchstfithrender Ordnung berech-
net. Dazu betrachtet man zunéchst die Treelevel-Terme.
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

6.3 Treelevel-Massen in néchstfiihrender Ordnung

Aufgrund der Eigenschaften der Gell-Mann-Matrizen miissen bei der Berechnung abgesehen
von Ly, Lo und L3 alle Teile der Lagrangedichte beriicksichtigt werden. Ansonsten ist das
Verfahren analog zu dem aus den Abschnitten 4.3 und 5.2.

6.3.1 Bestimmung des Minimums und des quadratischen Anteils

Das Minimum ist auf der m3-Achse verschoben. Aus dem linearen Teil der Lagrangedichte
lasst sich die Nullstelle bestimmen, man erhilt

FZ 4+ 8Wsxo + 8(2x0 + xs)Ws

73 = F + O(a?
° 0 xo(Fg 4+ 16Lgxo + 16(2x0 + xs)Le) (@)
— P3 F02 2x0+Xs 2
Rl (2Lg — Wy) — 8285X=(2L6 — Ws) | + O(a”)

damit der lineare Term Lj;,, verschwindet. Fiir y; = 0 erhélt man formal die gleiche Nullstelle
wie in der Rechnung fiir Ny = 2 mit den Bezeichnungen aus Gl. (4.13). Wegen x, # Xo bietet
sich hier und im Folgenden eine alternative Schreibweise wie z. B. Lgg = 3Lg+ Lg nicht an.

Am Minimum l&sst sich der symmetriebrechende Anteil auswerten. Fiir den quadratischen
Anteil erhélt man

1 4
Lquad,x; = 57712 {mi + I [X%(4L8 +8Lg) + 4xoxsLe + xopo(4Ws + 8Ws) + 2x0|p|Ws
0

+2x5p0Wes + pg (AW5 + 8W5) + 4po|p|Wg + p3 X2 (=2L6 + 2We)
+(6i1 + 0i2) [p3(—4Ls — 8L + 4Ws + 8Ws)]

+6;3 [,O%(—SLS —16Lg + 8Wg + 16Wg5 — 4W8/ — 8W6/)]:|:| ,

1. 4
Lauaa = 5K 2 [m%( + 4 [x%(Ls +4Lg) + xoxs(2Lg 4+ 6Lg) + x> (Lg + 2Lg)
0

+X0p0(Ws + 4Ws) + xolpl(Ws + 3Ws) + xspo(Ws + 3Ws)
s 0l (Ws + 2Ws) + pj (2Wg + 6W5) + polp| (2W5 + 6W)
+p3(—2Ls — 4Lg + 2Ws + 4W5 + 2W()

—{—p%%(—Lg —3Lg + Ws + 3W6)}:|
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6.3 Treelevel-Massen in nédchstfiihrender Ordnung

und

Lauady = %772 [mi + 1;13; [x%@Lg +4L7 + 4Lg) + xoXs(—8L7 + 10L)
+x2(4Lg + 4L7 + ALg) + x0p0(2Ws + 4W5 + 4W)
+xo0lp|(—4W7 + 5Ws) + xspo(—4W7 + 5Ws)
+xs|p|(4Wg + 4W7 + 4W)
+05 (6W3 + 8W7 + 8W) + polpl (—8W7 + 10W5)
+p3(—ALg — ALy — ALg + AWs + AWy + AW + 2W4 + AWS + 4W)

—|—p§%(4L7 —b5Lg — 4W7 + 5W6)}:| .

6.3.2 Bestimmung des kinetischen Anteils

Als Néchstes muss noch der kinetische Anteil berechnet werden, um die Felder zu normieren.
Aus der Lagrangedichte néchstfiihrender Ordnung erhélt man Beitréage aus den Ly-, Ls-, Wy-
und Ws-Termen. Nach den Teilchen aufgeschliisselt miissen die Anteile

1 . 4
Liinx = 5(5;ﬂ)2 [1 t 52 [X0(2L5 +4Lyg) 4+ 2xsLa + po(2Ws5 + 4Wy) + 2|p| Wy
0

2
+ (L5 —2L4 + 2Ws5 + 4W4)H ’

1 - 41
Liin Kk = 5@1{ )2 [1 + X0(2L5 + 8L4) + xs(2L5 + 4L4) + po(2W5 + 8Wy)

73
2
+p| (2W5 + 4Wa) + L5 (—Ls — 4Ly +2W5 + 8W4)H

und

1 4 1
['kin,n = 5(8MT])2 [1 + ﬁg [X0(2L5 + 12L4) + X3(4L5 + 6L4) + p0(2W5 + 12W4)
0

2
+|pl(4Ws5 +6Wa) + 22 (—L5 — 6Ly +2W5 + 12W4)H

beriicksichtigt werden. Mit dem eckigen Klammerterm sind die K, aus dem inversen Propa-
gator

Gol(p) = Ko(p* + M2)

gegeben. Da G !(p) Diagonalgestalt hat, lassen sich die Treelevel-Massen J\Zf;a direkt be-
stimmen.

63



6 Mesonmassen fiir Ny = 3

6.3.3 Treelevel-Massen des Mesonen-Oktetts

Pionmassen

Die Pionmassen erhalten in néchstfithrender Ordnung explizite Beitridge des strange-Quarks.
Diese sind indirekt auch schon im Fall Ny = 2 enthalten. Dort duflern sie sich wegen
mg — oo nur durch , virtuelle“ Effekte, d. h. durch unterschiedliche GL- und Renormierungs-
Koeffizienten [6, 19].

Fir die Pionen erhalt man so die Treelevel-Massen

3

N2 = L
me = (xo+po) + o

o
Fg
+ xoXs(4Le — 2L4)
+ Xxo0po(—2L5 — ALy + 4AWg + 8Ws — 2W5 — 4Wy)
+ Xolp|(2Ws — 2Wy)
+ Xsp0(—2L4g + 2Ws)
+ p2(—2W5 — AWy + AW5 + 8W)
+ polp|(—2Wy + 4W5)
+ p3(—4Lg — 8Lg + 4Wg + 8Wg — 2Ws5 — 4Wy)

+ p%%(—QLG — Ly + 2Wp)

X% (4Lg + 8L — 2L5 — 4L4)

und

s

2X0

;,02 [Xg(zng 8L — 2L5 — ALy)

+ Xoxs(4Le — 2Ly4)

+ Xxo0po(—2L5 — 4Ly + 4AWg + 8Ws — 2W5 — 4Wy)

+ xolp|(2Ws — 2Wy)

+ Xspo(—2Ly + 2Ws)

+ p3(—2Ws — AWy + AW + 8WY)

+ polpl(—2Wy + 4W5)

+ p2(—8Ls — 16L¢ + 8Ws + 16Wg — 2Ws — AW, — AW, — 8W)

+ p3Xe(—2Lg — Ly + 2W6)] .

M2, = (xo+ po) +

_l’_
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6.3 Treelevel-Massen in nédchstfiihrender Ordnung

Betrachtet man das aus der axialen Drehung resultierende Massensplitting

AM? = M2, — M2,

1,2
16
= F/;3 (L86 - WSG + WBG)
64W a? sin
72 iC )(Lsa — Wse + Wge)

dann entspricht dies formal dem Ergebnis aus Kapitel 5 mit der gekiirzten Schreibweise aus
Gl. (4.13).

Kaonmassen

Neben den Pionmassen lassen sich auch die Massen der Kaonen bestimmen, man erhélt

e
2x0

_ 1
A3 = g v x0) + U+ o)+

41
+ —5 \3(2Ls + 8L — Ls — 4Ly)
F22

+ Xoxs(4Lg +16Le — 2L5 — 6L4)

+x%(2Ls +4Lg — L5 — 2Ly)

+ Xopo(—Ls — 4L4 + 2Wg + 8We — W5 — 4Wy)
+ Xolp|(=Ls — 4L4 + 2Wg + 6Ws — W5 — 2Wy)
+ Xspo(—Ls — 2L4 + 2Wgs + 6W5 — Wi — 4W))

+ Xspo(—Ls — 2Ly + 2Wg + 4Ws — W5 — 2WW))

+ pR(—2Ws — 6Wy + 4W3 + 12W)

+ polp|(—2W5 — 6Wy + 4W{ + 12

+ p3(—4Ls — 8Lg + 4Ws + 8Wg — 2W5 — 6Wy + 4W)

+ p3Xe(—2Lg — 6L + Ly + 2Ws + 6Ws — W —4W4)} '

Der Twisted-Mass-Term belédsst somit die Kaon-Massen auch in néchstfithrender Ordnung
entartet.
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

Etamasse

Um das Oktett zu vervollstdndigen, wird noch die Masse des n-Teilchens mit

_ 1 p2
M?=Z1(2 2 3
2= 3 @t 0+ )+ 2
41
+ 25 [Xg(ng 4 24L7 + 24Lg — 2L5 — 12L4)
0
+ XoXS(—48L7 + 60L6 — 8L5 — 30L4)
+x3(24Lg + 24L7 + 24Lg — 8L5 — 12Ly)
+ X0,0(](—QL5 — 12L4 + 12Wg + 24Wy5 + 24We — 2W5 — 12W4)
+ xolp|(—4Ls — 24Ly — 24W5 4 30W5 — 4Ws5 — 6W))
+ Xspo(*4L5 —6L4 — 24W+5 + 30Wg — 4W5 — 24W4)
+ xs|p|(—8L5 — 12Ly + 24Wg + 24W5 + 24Ws — 8W5 — 12Wy)
+ PR(—10W5 — 24Wy + 36W§ + 48W} + 48W)
+ polp|(—8Ws — 30Wy — 48W+ + 60W)
+ p3(—24Lg — 24L7 — 24L¢ + 24Wg + 24W5 + 24Wg
— 10Ws — 24Wy + 12W} 4 24W5 + 24W5)
+ P332 (24L7 — 30Lg + 9Ly — 24W7 + 30Ws — 4W5 — 24W))
angegeben.

Damit sind die Treelevel-Massen vollsténdig. Zuletzt wird nun noch die Schleifenrechnung
durchgefiihrt, um die Massen endgiiltig zu berechnen.

6.4 Schleifenrechnung

Zur besseren Ubersicht wird zuniichst der WW-Anteil der Lagrangedichte zerlegt:

Lww = Lwwsb + LWw der -

Als symmetriebrechenden Term erh&lt man, ausgedriickt in Massen aus fithrender Ord-
nung,

1

5 = 1
Lyww,sb = TuE ma| "+ mic | K[ + 2 (4mg — m3)n[*

3

+ (mic +m) 7K+ 2m2 |72 0| + (3my — mio)|K[Pnl?| .
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6.4 Schleifenrechnung

Dieser ist damit formal identisch mit dem der Kontinuums-QCD [2]. Auch fiir den derivativen
Anteil erhélt man analog

11

Lwwaer = =172 [4[(%@%)2 ~ [FP0.27] + [(ROuR)? ~ |K (0, ]

+3 _2(K48HK4)(K58MK5)’ |~ KHOuH5)? — K2(0,,)°

2RO, Ko) (Kr0uKn)| | — K3(0uK7)? — KH(0,K)?|

+ [270,7)(R0,K)

|~ 17HO.E)? — K P(0,7)?]

+3[200m) (K0, K)|_ — mP@uK)? - |f?|2<8w>2]] .

Alle weiteren WW-Terme, die vier Felder enthalten, sind aufgrund ihrer Asymmetrie Gra-
phen mit mindestens zwei Schleifen zuzuordnen; diese sind somit nicht relevant. Die vier
durch |— gekennzeichnet Termen liefern ebenfalls keine Beitriige.

Die Symmetrisierung der iibrigen Beitréige lduft mit Anhang A analog zu der in Abschnitt 4.4.
Wie dort durchgefiihrt, werden die Mischterme durch zusétzliche Kronecker-Symbole sym-
metrisiert. Das Diagramm unterscheidet sich lediglich durch die zusétzlichen Kombinations-

p ad p
Abb. 12: Bezeichnungen am 4-Vertex.

moglichkeiten der Mesonen, was zu unterschiedlichen geometrischen Vorfaktoren fiihrt. Der
gesamte Beitrag

1
] Z U(")V;lz)dﬂawbﬂcﬂd
n
lasst sich durch Summation iiber die 18 verbliebenen Terme bestimmen. Dabei ist zu be-
achten, dass die Summation iiber die Felder im Gegensatz zu N; = 2 iiber acht Felder
durchzufiihren ist.
Die Ergebnisse lassen sich wieder mittels des divergenten Integrals

m2 m2
I(md) = 16732 {R—i—ln (A3>}

und der Massen aus fithrender Ordnung angeben. Nach Anteilen des quadratischen und
kinetischen Terms aufgeteilt, d. h.

D N 4

m27
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

erhilt man die Schleifenbeitriage

2
™ m 7LO
me = g [1(m3 10) + 21(mi 1o) + 1(m} 10)]
6Fg (6.1a)
S5 = L [4(m2 1) + 20 (m 10)]
6L
2
Mk 10
K = 5~ [51(m7 Lo) +31(m% Lo) — 31(m} 1o)]
fliFo (6.1b)
Z{fz = GE? [51(m3 1.0) + 3I1(mi 1.0) + 31(m; 10)]
und
n m%,LO m72r LO 2 2
S = 5 [H(my10)] + —a [31mz o) — 21(mic Lo) — I(my10)]
0 0 (6.1c)
o= M
P F?

Diese Ergebnisse stimmen mit denen aus der chiralen Storungstheorie im Kontinuum iiber-
ein [2], wenn man die unterschiedlichen Massen in fithrender Ordnung beriicksichtigt. Diese
miissen im inversen Propagator in den K, und Mg 2 . berticksichtigt werden, um die vollstdndi-
gen Massen in néchstfithrender Ordnung anzugeben Aus der Entwicklung bis einschliefllich
dieser Ordnung resultiert

My = My +5%, — m’;z]’; .

6.5 Massen des Mesonen-Oktetts in
nichstfiihrender Ordnung

Zur abschlieenden Bestimmung der Mesonmassen werden aus den Treelevel-Ergebnissen
und den Schleifenbeitragen die Massen néchstfithrender Ordnung berechnet.

Da die Rechnung mit Ny = 3 Flavours durchgefiihrt wurde, miissen andere Renormierungs-
Koeffizienten verwendet werden. Nach Anhang B ergibt sich die Tab. 3, auBerdem gilt A} =
I, A; =T fiiri = 4,5 und A; = 2T fiir ¢ = 6, 8. Die auftretenden Divergenzen werden durch
Renormierung der GL-Koeffizienten absorbiert, so dass die vollstindigen Massen endlich
sind.
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6.5 Massen des Mesonen-Oktetts in ndchstfithrender Ordnung

Pionmassen

Fiir die Pionmassen erhilt man den Ausdruck

2 2 m 2 m2 2 m;
Mz = + a 3-m ln<”>—mln —
T 3. 32n2 K A2 ! 2
4
t e [X0(4L 4 8LE — 2L% — ALY)

+ xoxs(4Lg — QLZ)
+ xopo(— 2 ALY 4+ AWg + 8W¢ — 2Wg — 4Wy)
+ X0|P|(2W6 —2Wy)
+ Xspo(—2L} + 2W)
+ 3 (—2WE — AW] + AW + 8WY)
+ polpl(—2W§ + 4Wg)
+ (811 + 6i2) [P3(—ALL — 8Ly + AWE + 8W§ — 2W — 4W))]
+ 0i3[p2(—8L5 — 16LE + 8W + 16W§ — 2WE — 4W]
— AWy — 8Wy')]

+ P33 (—2L5 — Ly + 205)

(6.2a)

mit den renormierten GL-Koeffizienten, dabei lassen sich die Logarithmus-Terme nach der
Gitterkonstanten a entwickeln.

Kaonmassen

Des Weiteren ergibt sich fiir die Kaonmassen

()

41
+ =55 |XB(2Lg +8LG — L; — 4L})

0
+ xoxs(4Lg + 16Lg — 2L — 6L})
+ \2(2L% + ALL — LE — 2L7)

2

2 2 my
Mic =Mk 5 3pn252

+ xopo(—LE — 4L} + 2W§ + 8W( — —AWD)
+ xolp|(—LE — AL}, 4+ 2W§ + 6W§ — Wi — 2W7)) (6.2b)
+ Xspo(—LE — 2L} + 2W3 + 6W§ — Wi — 4Wy)
+ xspo(—L5 — 2L} + 2W{§ + AW — —2WY)

+ P (—2WE — 6W + 4WE + 12W" )

+ polp|(—2W5 — 6Wy + 4Wg" + 12W¢")

+ p3(—4LL — 8L§ + 4WE + 8WE — 2WE — 6W) 4 4W¢T)
+ P32 (—2L5 — 6Ly + Ly + 2W5 + 6W§ — Wi — 4W))
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

Tab. 3: Werte der Renormierungs-Koeffizienten Ny = 3

mit dem einfachen Logarithmus-Term, der lediglich von der Eta-Masse fithrender Ordnung
abhingt.

Etamasse

Die Masse des n-Teilchens lésst sich schlielich mit
m? m3
6-m%(1n<A§>—4-m7271n —g

A
m; m2 m?
m,271n (Ag> —3-m2ln <A;r> +2-m% In <A§>

41
+ 25 [X3(12L§ 2417 + 2415 — 2L% — 12L7)
0
+ Xoxs(—48L% 4+ 60L% — 8LE — 30L%)
22415 + 24L% + 24L% — SLL — 12L%)
+ Xopo(—2L5 — 121 + 12W§ + 24W7 + 24W5 — 2W3 — 12W])  (6.2¢)
+ Xo|p|(—ALE — 24L% — 24WZ + 30W§ — AW — 6W])
+ Xspo(—4LE — 6L} — 24WF 4 30W¢ — 4WE — 24W7))
+ Xs|p|(—8LE — 12L% + 24W{ + 24W7 + 24W¢ — 8WE — 12W)
+ PR(—10WT — 24W] + 36W§ + ASWY + 48WY")
+ polpl(—8WE — 30W] — 48WL + 60W)
+ p3(—24L5 — 24L% — 24L7 + 24W§ + 24W75 + 24W]
— 10W7 — 24W] + 12W¢" + 24W5" + 24W(")

+ p3Xe(24L — 30LG + OL; — 24WE + 30W( — 4W5 — 24W1)]

m2

M2 — 2 n
A W TR

m2

+ 3-32m2F3

angeben, wobei der Logarithmus-Term recht langlich ist.

Damit sind die Massen des Mesonen-Oktetts (7, K ,m) mit enarteten Massen m = m, = my
und axialer Drehung in A3-Richtung vollstdndig bestimmt.

Fazit

In fithrender Ordnung sind zumindest die Pionen noch O(a)-verbessert, aber auch dies ist in
néchstfithrender Ordnung nicht mehr der Fall. In Abschnitt 3.2 wurde gezeigt, dass das fiir
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6.6 Mesonmassen bei ungleichen up- und down-Quarkmassen

Ny = 2 jedoch der Fall sein muss. Das dortige Argument lésst sich aber nicht auf Ny = 3
anwenden.

6.6 Mesonmassen bei ungleichen up- und
down-Quarkmassen

In den bisherigen Rechnungen hat sich gezeigt, dass die optimierte Parametrisierung zu einem
analogen Rechenschema von Kontinuum und Twisted-Mass Gitter-QCD fiihrt, wenn man
von zusétzlich auftretenden Termen absieht. Im Folgenden wird qualitativ untersucht, was
passiert, wenn Mischungen auftreten. Dieses ist z. B. der Fall bei paarweise verschiedenen
Massen my, mg und ms. Im Kontinuum tritt eine mp-n-Mischung auf, die fiir m, # mqg
verschwindet.

6.6.1 Qualitative Betrachtung in nichstfiihrender Ordnung

Um das qualitative Verhalten zu untersuchen, werden in diesem Abschnitt die Symbole

A
*

Term mit Beitrdgen aus LO ,
Term ohne Beitrage aus LO

eingefithrt, um die Gestalt des Propagators zu veranschaulichen. In diesen Termen sind
sowohl Treelevel-Beitrige als auch mogliche Schleifenanteile enthalten

Propagator

Der allgemeine inverse Propagator
G l=4p’+B

wird im Fall paarweise verschiedener Massen durch die Matrizen

A * A A
A * A
A A
A— A A % . B= A A
A x A A A
A x A A A
* A A A A
* % A A A

reprisentiert. Die Nichtdiagonalelemente resultieren aus den unterschiedlichen up- und down-
Quarkmassen, die durch x; = By(mg — m,,) parametrisiert ist. Die Ursache fiir die Nicht-
diagonalelemente fithrender Ordnung im Kaon-Sektor liegt in der Implementierung von x
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

in 71-Richtung; bei der gewohnlichen in 73-Richtung treten diese gar nicht auf. Allerdings
lassen sie sich auch durch eine einfache Drehung um 7 /4 im Kaon-Sektor auf die Diagonale
zuriickdrehen, so dass man

A * A A
A * A
A A
A — A * . B= A
A % A
* A A
* A A
* %k A A A

erhélt. Im Gegensatz zum Kontinuum treten aber bei allen Massen aufler w3 Mischungen
auf. Die Auswirkung dieser zusétzlichen Mischung wird nun diskutiert.

Zunéchst wird eine Diagonalisierung der A- als auch der B-Matrix durchgefiihrt. Das Ver-
fahren der simultanen Diagonalisierung ist hier nicht anwendbar, da die dafiir notwendige
(und hinreichende) Bedingung

[A,B] =0

hier nicht erfiillt ist. Allerdings lassen sich die beiden Matrizen relativ diagonalisieren, d. h.
eine Transformationsmatrix 7" finden, so dass

A=T'T, B=T"MT.

Relative Diagonalisierung
Die Matrix A kann zerlegt werden zu
A=1+ Anto -

Definiert man

1
VAL §ANLO )

so gilt: VAVA = A+ O(NNLO). Auf diese Weise ldsst sich der Propagator umschreiben

zu

Gl =Ap* + B=VA@* + VA"IBVA-1)VA
N——————
B/

= VAP’ + B')VA,
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6.6 Mesonmassen bei ungleichen up- und down-Quarkmassen

so dass B’ eine komplexere Form als B annimmt:

A A
A *
A
B — A *
A x
* A
* A
A * A

Da B’ symmetrisch ist, lisst sich eine Drehmatrix © finden, so dass
M =0B0e’,
mit der Orthogonalmatrix ©T = ©~!. Fiir den Propagator heifit dies
G '=Ap’ + B=VAQ(p* +B)WVA

=VA0 (p* +6B'0")eVvVA
N N——"
TT T
=T"(p* + M)T .

Es miissen also Mischwinkel bestimmt werden, um B’ zu diagonalisieren. Das Diagonalisie-
rungproblem besteht aus zwei Teilen, aus der 3-dimensionalen 7i-me-n-Mischung und den
2-dimensionalen K. -Ky-Mischungen.

Damit die Diagonalisierung nicht zu aufwendig wird, werden die auftretenden Groflen bis
einschlieBlich Ordnung O(x?) entwickelt. Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass die Aufhebung
der Isospin-Symmetrie im Gegensatz zur Aufhebung der SU(3)-Symmetrie sehr klein ist:

X1
Xs — X0

<1.

Pion-Eta-Mischung

Die m-n-Mischung besteht aus der schon im Kontinuum auftretenden m1-n-Mischung und der
zusitzlichen Mischung mit 7o. Die Matrix B’ wird nun Schritt fiir Schritt diagonalisiert; die
relevante Untermatrix ist von der Form

(B0
B = 0 22 28
/ / /
b18 b28 b88

Mit der Drehung

O3 = 0 1 0 , big = ﬁ >0
bis 0 1-—16% 88— "1l
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

transformiert sich B’ zu
11 by O
B" = 9183/@]—8 = by by b’z’s )
0 /! /!
28 Usg
wobei alle Nicht-Diagonalelemente jetzt von néchstfithrender Ordnung sind. Diese haben

somit keinen Einfluss auf die Eigenwerte und damit auch nicht auf die Massen. Der Vollstén-
digkeit halber wird die Drehung

1 —6019 0
O1208 = 012 1  —bx , B2
0 Oas 1

/1 1/

_ b12 928 _ b28
o /"o 7 1
b22 - bll b88 - b22

durchgefiihrt. Mit der Drehmatrix

O = 013012023

hat dann die Matrix
M =0B0e'

Diagonalgestalt. Damit lassen sich die Massen berechnen.
Mit den Drehwinkeln lassen sich Mischwinkel wie in [6] herleiten. Allerdings benttigt man

nicht wie dort nur zwei (1, €2), sondern insgesamt sechs Mischwinkel. In der dortigen No-
tation entsprechen die Mischwinkel den Eintrdgen der Matrix

. 1-3e2 - -
ECVEIT=| <& 1 & |,
€9 ey 1-— %z’f%
mit
agg — aii 1 1 1
€1 = <1 + 2) ths — 518 » €1 =612 + 5918@8 ; el = Oag + 012618 — 5028

ass — @ 1 1 1
g9 = (1 — 8811> 018 + 5018 gy =019 — 5912a%8 — O1sbog , €5 =B+ 5028 -

Es sei angemerkt, dass #12 und somit auch €} und €, im Grenzfall gleicher up- und down-
Quarkmassen nicht verschwinden, da 612 nicht von y; abhéngt. Erst a — 0 fiihrt zu ver-
schwindenden Mischwinkeln, was auf die verschiedenen Entwicklungen

a < x1 < (Xs — Xo0)

zuriickzufithren ist. Allerdings fiihrt der Grenzfall zu keinen Problemen, denn dort sind die
Pionen 7, und 7o vollkommen symmetrisch in der Lagrangedichte, was einem zusétzlichen
Freiheitsgrad entspricht. Dieser kann genutzt werden, um die 615-Drehung aufzuheben. Eine
solche Mischung hat somit im Grenzfall gleicher up- und down-Quarkmassen keine Auswir-
kung.
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6.6 Mesonmassen bei ungleichen up- und down-Quarkmassen

Kaon-Kaon-Mischung

Die Kaon-Mischung wird nur durch Terme néchstfithrender Ordnung hervorgerufen. Dieses
kann analog zur Transformation B” — M im vorherigen Abschnitt behandelt werden. Die
Mischung hat somit keinen Einfluss auf die Kaon-Massen.

Fazit

Die Implementierung unterschiedlicher Massen fiihrt schon im Kontinuum zu Mischungen.
Dagegen fiihrt eine alleinige Einfithrung eines Twisted-Mass-Terms selbst auf dem Gitter zu
keinen Mischungen.

Betrachtet man die Generatoren, bedeutet dies hier, dass ein zusétzlicher Term 7;A; mit
r € R Mischungen erzeugt, ein Term des Typs ir;A; jedoch nicht. In der Lagrangedichte
treten aber i. Allg. Produkte dieser Terme auf, wie z. B.

. def
1A (irsAg) = r1irsAe = T2 .

Dies ist aber wieder ein Term der Gestalt r; \; und erzeugt zusétzliche Mischungen. Allgemein
stellt man fest:

Die Kombination eines Twisted-Mass-Terms und eines Massenterms, der schon
im Kontinuum Mischungen verursacht, kann zusétzliche Mischungen hervorrufen.

Das ist in der betrachteten Konfiguration offensichtlich der Fall.

6.6.2 Massen in fiihrender Ordnung

Zum Abschluss dieses Kapitels werden die Massen in fithrender Ordnung explizit bestimmt.
Dieses ist mit dem allgemeinen Verfahren der relativen Diagonalisierung moglich. Da aber in
fithrender Ordnung A = K = 1, lassen sich die Massen durch alleinige Diagonalisierung der
Massenmatrix bestimmen. Des Weiteren tritt nur die mp-n-Mischung auf, d. h. die prinzipiell
moglichen weiteren Mischungen treten in fithrender Ordnung nicht auf.

Geladene Pionen

Die Massen der geladenen Pionen werden aufgrund der Implementierung der unterschiedli-
chen up- und down-Quarkmassen in 7j-Richtung durch die Pionen me und 73 représentiert.
Die Massen dieser Pionen bleiben von der Mischung unberiihrt, so dass

2
p
m72ri :m72r2,3:X0+p0+27;0‘
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6 Mesonmassen fiir Ny = 3

Kaonen

Die Kaonenfelder werden lediglich um 7 /4 gedreht. Dadurch verlieren die geladenen Kaonen
den Beitrag des Nichtdiagonalelements x1/2 und die neutralen gewinnen diesen Beitrag hin-
zu. Damit erhélt man in der iiblichen Bezeichnung der Ladungseigenzustéinde die Massen

1 p3
mies = 3 [+ xa =)+ ol + )+ 2]

1 03
iy = 3 (o) + 4w+ 22

mo- und n-Meson

Die Mischung des ;- und des ng-Mesons kann durch eine Drehmatrix parametrisiert wer-

den:
<7r0> _6 (m) _ <Cf)s(0) —sin(9)> (m) .
n 78 sin(d)  cos(0) 78
o und 7 sind die Masseneigenzusténde. Das Nicht-Diagonalelement der Massenmatrix
1
%Xl

verschwindet, wenn mit den weiter oben eingefithrten Bezeichnungen der Winkel zu

1 2b13

0= 3 arctan <bss—bll>
= 1au"ctan <2X1>
2 V3mZ —m2,

1 V3x1 V3x1 03
zzarctan< ) _2[()( ] [(p’_po)_?’}

Xs — X0 s — X0)%+3x3

V3x1(xs — x0) PRY
+ 2T — o) + 3Xﬂ2(|pl Po)

gewihlt wird. Das fiihrt zu den Massen

m,%o =m?2 cos®(f) + m%s sin?(f) — %Xl cos(0) sin(0)

= mgrl — [%Xl sin(260) — (m%8 — mfrl) sin2(9)}

AG

und

- mzrl) sin?(6)

n n8

m? = m2 + [%O,Xl sin(20) — (m2,
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6.6 Mesonmassen bei ungleichen up- und down-Quarkmassen

Benutzt man die Relationen

. V3xa 3x3
sin | arctan = 5 5
Xs — X0 (Xs - XO) + 3X1

Vi3xa - (Xs — X0)?
cos | arctan = 5 )
Xs — Xo (Xs - XO) + 3X1

und die Halbwinkelformel

sin?(z) = %(1 — cos(2x))

ergibt sich

2
A7 = Jxasin@) - 3 |~ xa) + (ol = p0) - 3] sin6) + O

3x? xi (ol = po)?

1
N 0P 738 2 o 4 30

1 p3 ] (Xs — X0)? 3
=06 = x0) £ (ol = po) = | |1 - +0
3 [(X xo) + (Je| = po) 2X0 (Xs — X0)? +3x3 (@)
2 2 2
X1 1 [ P3 ] [’P| - PO] 4 3
S E— - —po) — =S|+ |2 o, a)
2(xs — x0) [ oo [T e T T 1, 6)

Im Schritt von der ersten zur zweiten Zeile sieht man, dass der ps-abhéingige Teil des
Mischwinkels nicht zu den Massen beitriigt; diese Beitriige aus sin(26) und sin?(#) heben
sich aufgrund der Vorfaktoren gerade genau auf. Die Mischung mit n fithrt dazu, dass die
Masse von 7y nicht mehr O(a)-verbessert ist. Das Ergebnis stimmt im Kontinuum mit dem
in [6] iiberein.
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7 Zerfallskonstanten

Die Mesonen sind keine stabilen Teilchen. Die geladenen Pionen z. B. zerfallen typischerweise
iiber die schwache Wechselwirkung zu Leptonen:

+

™ —>,u+—|—1/u

T — T+,

Die neutralen Mesonen und die Kaonen zerfallen auch iiber andere Prozesse, die hier aber
nicht weiter betrachtet werden. Der schwache Zerfall findet iiber die Kopplung der schwachen
Eichbosonen an den Axialstrom A, , statt. Die Zerfallskonstante ist ein Maf fiir die Stérke
dieser Kopplung.

Die Mesonen-Zerfallskonstanten werden nun bis einschlieflich Ordnung O(a) bestimmt, ho-
here Ordnungen treten erst in néchst-néchstfithrender Ordnung auf [24].

7.1 Axialstrom A, ,

In Kapitel 1 wurden bereits die chiralen Stréme eingefiithrt. Der axiale Oktettstrom
Au,a =Rya—Lya
definiert die Zerfallskonstante Fy iiber die Relation
(0| Ay aldn(p)) = 1Fypudap -

Damit ist es hinreichend, den Axialstrom zu berechnen und iiber die obige Korrelationsfunk-
tion die Zerfallskonstante zu bestimmen. Diese ergibt sich aus Variation der Lagrangedichte
(Noether-Theorem [2]).

Zur Bestimmung des Axialstromes A, , werden die links- und rechtshidndigen Anteile separat
betrachtet. Um z. B. den linkshéndigen Strom zu berechnen, wird die Feldkonfiguration U (z)
durch die chirale Transformation LUR' mit R = 1 und

L = exp <19§A2“> =1+ i&{i% + 0(6?)
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7 Zerfallskonstanten

infinitesimal transformiert, so dass die Variation der Lagrangedichte durch
oL =L(LU) - L(U)
gegeben ist. Der linkshéndige Oktettstrom ist dann durch

_ 0(LL)
e 0(0u0%)

definiert. Damit ist direkt klar, dass nur die derivativen Anteile der Lagrangedichte zu den
Stromen beitragen.

Analog berechnet sich der rechtshéndige Oktettstrom R, ,, und somit ist schlieflich

W _ O6rL)  9(6LL)
M 0(0u08)  0(0,0F)

7.2 Pion-Zerfallskonstante fiir Ny = 2

Die Berechnung der Pion-Zerfallskonstante im Fall Ny = 2 ist aufgrund der speziellen Ei-
genschaften der Pauli-Matrizen recht einfach. In fithrender Ordnung muss nur ein Term der
Lagrangedichte beriicksichtigt werden. Durch die infinitesimale Transformation erhélt man

2
51Lro = 20(9,(LUYOL(LU) — 8,U,U)

4
. LFO2 Ti 1 Ti L 2
= 10,0, Ve <§U(8HU) - (0, 0)U 5> +, Terme ohne 9,0;“+ O(67)

~~

(riU(9,U"))

und damit
F2
Lui = -2 (mU @)

Die Rechnung fiir den rechtshéndigen Strom lduft analog, so dass
F2
Ry = —i=Hn(@0,UNU) |

womit man leicht

F2
Ay = —iTOm[U, UML) = —Fodumi + O(x3, a?)

berechnen kann. Das Matrixelement lisst sich dann zu

(0] Ap,ilmj(p)) = —Fo(0[0umi|m;(P)) = iFopudij
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7.2 Pion-Zerfallskonstante fiir Ny = 2

bestimmen. Die Zerfallskonstante ist somit in fithrender Ordnung
Fr = FO )

was dem Resultat im Kontinuum entspricht. Fpy ist in seiner Form ja gerade iiber diese
Eigenschaft definiert.

In néchstfithrender Ordnung wird die Rechnung in Treelevel prinzipiell auch nicht schwieri-
ger, es miissen zusétzlich nur noch die Ly4-, Wy-, Ls- und Ws-Terme beriicksichtigt werden,
dieses fiithrt zu

F2
A = —i(n|U,0,UT]; - H + La(xUT + UxYY + Wy (pUT + Up')
+ Ls(xUT + UXT) + Ws(pUT + Up') |)

8
=—F |:1 + E(XOLEA + p0W54):| a,m + O(7T3, a2) .
0

Die Renormierung der Wellenfunktion durch v/ K; liefert das Treelevel-Resultat

4
[XoLs4 + poWs4] .

Fy
A I
R R

7.2.1 Schleifenrechnung

Wie auch schon bei der Massenberechnung tragen in néchstfithrender Ordnung nur die Ein-
Schleifen-Diagramme bei. Neben Vertizes treten nun auch Kontraktionen mit dem Axial-
strom auf, diese sind durch ein schwarzes Quadrat gekennzeichnet. In Abb. 13 ist die einfache
Kontraktion mit einem Feld dargestellt. Das Diagramm enthilt keinen Vertex und ist somit
von Ordnung O(g).

Abb. 13: Ein-Schleifen-Diagramm der Ordnung O(g°) zur Bestimmung der Zer-
fallskonstanten. Das schwarze Quadrat symbolisiert die Kontraktion
mit dem Axialstrom.

Neben diesem kénnen auch noch die Graphen aus Abb. 14 zur Zerfallkonstante beitragen.
Diese enthalten jeweils einen 3-Vertex und sind somit von Ordnung O(g). In der optimierten
Parametrisierung treten jedoch keine 3-Vertizes auf, so dass diese Diagramme keinen Beitrag
liefern.
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7 Zerfallskonstanten

Abb. 14: Ein-Schleifen-Diagramme der Ordnung O(g) zur Bestimmung der Zer-
fallskonstanten. Neben der Kontraktion des Axialstroms ist jeweils ein
3-Vertex enthalten.

Der Axialstrom ist einschliefflich der relevanten Schleifenterme durch

Au,i = —Foaﬂﬂ'i + (7?26H7ri — (7?8#7?)71'1)

2
3Fy
gegeben. Um den Schleifenbeitrag zu bestimmen, miissen die Kontraktionen der Korrelati-
onsfunktionen berechnet werden.

Fiir den ersten Term
(0170l (P)) = (Olmmdumilm; (D))

ergibt die Kontraktion mit einem g

, ik k
O3{mr(0)10pmiO)) = 1035 | (o Sy s =

und die mit J,m;
d*k 1

(=1py)0ij (T (0) |7 (0)) = —ipuéijikﬁ,/ iR Am? —3ipudiil (mo) -
3

Fir den zweiten Term
(O[O ) milm; (D)) = (OlmkOpmems|m; (D))
ergibt die Kontraktion mit den Feldern m; und m;, wieder null, die Kontraktion mit 8,
liefert
d*k 1

(=1pp) 31 (1 (0)|mi(0)) = —ipyu Ok / iR +m?

= —ipudijl (mo) -

Daraus erhéilt man insgesamt

loo . 4
OV () = —ipyy 1)

Die Renormierung der Wellenfunktion durch /K;, was einer Substraktion von ¥,2/2 aus
Gl. (4.20) entspricht, fithrt zum renormierten Ergebnis fiir die Pion-Zerfallskonstante
Fr

4
— =14+ = L Weal —
o + 2 IxoLs4 + poWs4]

X0

2
T i (32)]
32n2FY po + (xo + po) In A2
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7.3 Meson-Zerfallskonstanten fiir Ny = 3

Dieses Resultat stimmt mit dem in [16, 17] iiberein.

Zerfallskonstante bei ungleichen Quarkmassen

Beim Ubergang zum allgemeineren Fall ohne Isospin-Symmetrie liefern nur die Ly- und Lg-
Terme neue Beitrige in der Lagrangedichte; diese enthalten aber keine Ableitungen. Die
Zerfallskonstante dndert sich deswegen nicht.

7.3 Meson-Zerfallskonstanten fiir Ny = 3

Die Mesonen-Zerfallskonstanten bei Ny = 3 lassen sich analog berechnen. Allerdings haben
die Gell-Mann-Matrizen nicht alle einfachen Eigenschaften der Pauli-Matrizen, so dass die
Schleifenrechnung umfangreicher wird.

Die Variation der Treelevel-Lagrangedichte in fithrender Ordnung liefert

1 Fg
4

Ao

SpLLo = 10,6 ;

a9, - (BHU)UT%) 4, Terme ohme 9,05 + O(62) |

was nach gleichem Vorgehen wie in Abschnitt 7.2
Er=Fg=F,=F
ergibt.
In né#chstfithrender Ordnung werden die zusétzlichen Beitrdge berechnet, indem man die

komplexere Massenmatrix y beriicksichtigt. Diese Rechnung und die Normierung der Wel-
lenfunktion durch /K, lduft analog und man erhélt die Treelevel-Ergebnisse

F, 4

— =14 —5 [xoLs + (xs + 2x0) L4 + poW5 + (|p| + 2p0)W4] ,

F g

Fx 4 .

- 1+ 75 [5( Xs +X0)Ls + (xs + 2x0)La + 5( [pl + po) W5 + (|p| +2p0)Wa]
0

F, 4

?Z =1+ 2 [%(2xs + x0)Ls + (xs + 2x0)La + 3(2|p| + po)Ws + (|p| + 200)Wa] -
0

7.3.1 Schleifenrechnung

Abschlieflend miissen noch die Schleifenbeitrige A}Zf}p in der Kopplung beriicksichtigt wer-
den. Die moglichen Schleifenterme sind vielzéhlig, auch ein Aussortieren der irrelevanten
Anteile von Ordnung O(a?) lisst eine groBe Menge Terme {ibrig.
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7 Zerfallskonstanten

Durch geschicktes Einfiigen von ,,Nulltermen® ldsst sich in den Termen eine Struktur auffin-
den, die der im Fall mit zwei Flavours dhnlich ist. Alle relevanten Terme lassen sich durch
die symmetrische (8 x 8)-Matrix

loop __
Ac,a -

Ol = = = O
Ol = = s O
Ol P R~ O &

Wl = Ol = =
Wl = O R ==
Wl O~ Rk = =
WO I = == =
SIW W W WwWwo oo

mit
d AP =12, Va

C

parametrisieren, so dass

A Atree + 6? Z [(¢2Aloopau¢a - (ch u¢c)Aloop¢a

Der Schleifenbeitrag stimmt dann mit dem fiir Ny = 2 {iberein, lediglich die Faktoren AL?:;’F’

miissen beriicksichtigt werden. Die ausdriickliche Angabe der Summation iiber ¢ setzt die
iibliche Summenkonvention aufler Kraft. Die zugehorigen Korrelationsfunktionen vereinfa-
chen sich erneut dadurch, dass der duflere Impuls nur durch Kontraktion mit einem inneren
Impuls von null verschiedene Werte liefert. Die Korrelationsfunktion

> (0[($2ALP O bal db(p))
kontrahiert zu
D (=ipu)0ap AP (6e(0)|6(0)) = > (=ipu)dap AL I(me)
wobei m,. die Treelevel-Masse des Mesons ¢, ist. Man erhélt fiir die Mesonen die Schleifen-

beitrége

Mot Y ALPI(me) =8I(mqx) + 4I(mg)

C

K, : ZAIOOPI(mC) =3I(my) + 6I(mg)+ 31(my)

ZAIOOPI me) = 12I(mg) .

Die Korrelationsfunktion

> (01(9c0ude) ALeP bal ()

Cc
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7.3 Meson-Zerfallskonstanten fiir Ny = 3

kontrahiert zu

D (—iPu)0a AP (0e(0)]6a(0)) = Z(—ipu)@fggfllc‘?éipf (me)

c c
a=b=c

= (~ipp)da AP T(ma)

a

=0

und liefert keinen Beitrag, da die eingefithrte Matrix keine von null verschiedenen Diagonal-
elemente enthiilt. Die Renormierung der Wellenfunktion durch +/K; fithrt zur Substraktion
von ¥,2/2 aus Gl. (6.1), so dass

00 1 ™ 1 [ 1
o : Z@Al ame) = 525 = Gz | 10ma) + 510mx) ’
00 1 173 3 3 |
Ka: 32 g AP Ime) = 5345 = g gHm) + {10m) + G1m)]
1 10 3 ]
a: AIOOpI 72"7 = — 7.[
U Z6F0 (me) — 27p? 6F2 | 2 (mi) ]

Pionen

Insgesamt ergibt sich die renormierte Pion-Zerfallskonstante

Fr 3 2 5. (m? 1 m3
o Sm2n (S In | =K
7 32n2F2 [3’”” " <A2> M 1 (7.12)
, .
+t 5 [xoLs + (xs + 2x0) Ly + poW5 + (p| + 2p0)Wy] .
0

Kaon

Die Kaon-Zerfallskonstante enthélt im Schleifenanteil alle Mesonmassen mit

1 o (m2\ 1 m%\ 1 m;
4mﬂln<A2>+ —m3 In <A2 + mln AQ

4
+ 77 00+ XI5+ (X6 + 2x0) L+ 5 (16l + o) W5 + (ol + 200) W3]

Fx 3

Fo T 32n2R?

(7.1b)
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7 Zerfallskonstanten

Eta

Die Eta-Zerfallskonstante hat nur durch die Kaonmasse einen Schleifenbeitrag, so dass ins-
gesamt

Fy 3 2 mi
2 In [ —K
Fy 32722 [mK " ( A2

4
+ 23 [5(2xs +x0) L5 + (xs + 2x0) Ly + 321l + po) W5 + (ol + 2p0) W] -
0

(7.1c)

Die Ergebnisse gehen fiir  — 0 in das Kontinuums-Ergebnis aus [6] iiber.

Fazit

Unter der Beriicksichtigung der Koeffizienten-Matrix A eP kénnen die Zerfallskonstanten in
der optimierten Parametrisierung analog zum Fall Ny = 2 behandelt werden. Die Ergebnis-
se zeigen, dass die Zerfallskonstanten, wie auch schon bei den Meson-Massen gefunden, in
néchstfithrender Ordnung fiir w = £7/2 nicht O(a)-verbessert sind.
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Zusammenfassung und Ausblick

In den ersten drei Kapiteln wurden die Grundlagen der Twisted-Mass Gitter-QCD bespro-
chen. Aus dem chiralen Grenzfall lie} sich mittels des Weinberg’schen Powercountings die
chirale Storungstheorie entwickeln, eine effektive Theorie fiir niedrige Energien. Diese kann
mit Wilson-Fermionen auch auf dem Gitter formuliert werden. Der Ubergang zur Twisted-
Mass Gitter-QCD durch Einfithrung eines zusétzlichen winkelabhéngigen Terms verhindert
Schwierigkeiten wie z. B. die Quark Zero Modes. Auflerdem wurde dargelegt, dass dieser An-
satz weitere niitzliche Eigenschaften wie die automatische O(a)-Verbesserung hat. Insgesamt
bietet Twisted-Mass Gitter-QCD damit einen vielversprechenden Ansatz fiir Simulationen
der QCD bei niedrigen Energien.

Kapitel vier ging ausfiihrlich auf die Methodik der chiralen Stérungstheorie ein. Dazu wur-
den insbesondere die Probleme der linearen Feldverschiebung bei Rechnungen einschliefllich
Ordnung O(a?) behandelt und ein mogliches Rechenverfahren wurde skizziert. Auf dieser
Analyse aufbauend ist ein alternativer Ansatz entwickelt worden, der den Rechenaufwand
deutlich minimiert. Im Folgenden zeigte sich sogar, dass sich die Rechnung in der sym-
metrischen Parametrisierung durch unitéire Matrizen in vielen Féllen nicht wesentlich von
Kontinuumsrechnungen unterscheidet.

In Kapitel fiinf wurden mittels dieses Verfahrens die Pionmassen néchstfithrender Ordnung
einschlieBlich aller Terme von Ordnung O(a?) bestimmt. Die Ergebnisse liefen sich recht
einfach auf den Fall nicht entarteter Quarkmassen erweitern.

Diese Rechnungen wurden in Kapitel sechs auf den Fall Ny = 3 ausgeweitet. Dabei stellte
sich heraus, dass die automatische O(a)-Verbesserung fiir w = +7/2 nur fiir die Pionen
in fithrender Ordnung erreicht wird. Zusétzlich wurde qualitativ gezeigt, wie sich mé&gliche
Mischungen in Anwesenheit eines Twisted-Mass-Terms verhalten; in fithrender Ordnung sind
die Massen explizit berechnet worden.

In Kapitel sieben wurden fiir die vorangegangenen Konfigurationen auch die Zerfallskonstan-
ten bestimmt.

Insgesamt liegen mit diesen Resultaten nun Ergebnisse zu Massen und Zerfallskonstanten fiir

zwei und drei Flavours unter Beriicksichtigung von Beitrigen einschlieBlich Ordnung O(a?)
vor. Kurz vor Abschluss dieser Arbeit wurden Ergebnisse fiir Ny = 3 ohne Twisted-Mass-
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Zusammenfassung und Ausblick

Term (w = 0) verdffentlicht [26]. Ein direkter Vergleich mit diesen Ergebnissen lie sich
aufgrund der dort benutzten Notation nicht unmittelbar ziehen.

Es bietet sich an, die in dieser Arbeit durchgefiithrten Rechnungen auf ,,partially-quenched*-
Modelle zu erweitern. In diesen Modellen wird die Rechenzeit von Simulationen dadurch
reduziert, dass in der Fermiondeterminanten eine hohere Masse als in den Propagatoren
verwendet wird.

Des Weiteren kann die fiir Simulationen interessante Konfiguration Ny = 4 im Grenzfall der

charm-Quarkmasse m. — oo betrachtet und mit den hier berechneten Groéflen verglichen
werden.
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A Symmetrisierung von Vertizes

Bei der Berechnung von Schleifenbeitréigen ist es notwendig, die Vertizes zu symmetrisieren.
In der Standardliteratur wird das Verfahren oft an den Beispielen der ¢*- und ¢*-Theorie
illustriert. Dabei wird auf die eigentliche Symmetrisierung meist gar nicht eingegangen. Es
bleibt insbesondere unklar, wie man bei nicht vollstindig symmetrischen WW-Termen zu
den Faktoren gelangt, die aus der Topologie der Diagramme resultieren. Aus diesem Grund
ist an dieser Stelle ein Verfahren aufgefiihrt.

Schema

Die Symmetrisierung wird im Impulsraum vorgenommen, was zur Ersetzung
Oy — ipy

fiihrt. Die hier immer doppelt auftretenden Impulse fithren somit zu einem Faktor —1. Die
Symmetrisierung lduft dann in den folgenden Schritten ab, was am Beispiel von (79,7)?
veranschaulicht wird:

1. Aufstellen einer moglichen Parametrisierung:

(045 ip;) (Ot ipy)mimjmamy = — 04501 PTG T T

2. Symmetrisierung der Impulse:

(P + py)mimjTRT
2

1
—0ij0kt 5 (Pi + ;)

3. Symmetrisierung der Parametrisierung:

1
T 16350k (pi + p5) (P + P1) + 661 (pi + Pie) (05 + P1) + 60 (pi + 1) (P5 + pr) | mimj ey

Dabei sind Kronecker-Symbole teilweise redundant, allerdings ist es sinnvoll, mit der aus-
fithrlichen Darstellung zu rechnen, damit die Struktur des Vertizes erkennbar bleibt. Dies
fiihrt zu einer deutlichen Vereinfachung der Bestimmung der einzelnen Beitrige.
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A Symmetrisierung von Vertizes

Abb. 15: Bezeichnungen am 4-Vertex.

Berechnung des Diagramms

Um den Beitrag des Diagramms zu bestimmen, werden nun eindeutige Bezeichnungen wie
z. B. in Abb. 15 festgelegt. Die Impulse p;, p;, pr und p; sind als einlaufend definiert, der
duflere Impuls wird mit p und der innere mit k£ bezeichnet. Aulerdem wird aus dem Dia-
gramm ersichtlich, dass j = k gelten muss, was zu einem 4, fithrt. Unter Beriicksichtigung
der Kopplungskonstanten liefert die Summation iiber die Indizes den Schleifenbeitrag des
WW-Terms. Bei den Diagrammen mit mehreren Vertizes ist zusétzlich nur zu beachten,
dass die jeweilige Kopplungskonstante mit hoheren Potenzen eingeht.

Eine explizite Anwendung des Vorgehens wird u. a. in Abschnitt 4.4 durchgefiihrt.
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B Renormierungskoeffizienten

In néchstfithrender Ordung treten divergente Schleifenbeitriage auf, diese miissen durch Tree-
level-Divergenzen aufgehoben werden. Dabei ist nicht eindeutig, inwiefern die endlichen Ko-
effizienten in die renormierten eingehen. Diese Uneindeutigkeit hat zwar keinen Einfluss auf
die Beziehung zwischen den physikalischen Groflen, wirkt sich aber auf die numerischen Werte
der GL-Koeffizienten aus. Die in [6, 19] benutzte Hintergrundfeld-Methode ist eine mogliche
Technik, die Koeffizienten zu bestimmen. Mit Hilfe der dimensionellen Regularisierung lasst
sich dann ein Renormierungsschema aufstellen.

Die GL-Koeffizienten L;, W; und W/ werden in einen renormierten und einen divergenten
Anteil aufgespalten. Der divergente Anteil wird durch die in den Schleifenbeitréigen auftau-

chende Grofle 5
R=———In(4n)+vg -1
€
ausgedriickt; e ist der dimensionelle Entwicklungsparameter und vg =~ 0,577 die Euler-

Mascheroni-Konstante, so dass R fiir ¢ — 0 divergiert. Nach [6, 19] ist ein mogliches Renor-
mierungsschema durch
I A; , , Al

gegeben. Dabei sind die Werte fiir die I'; nach [25] in Tab. 4 aufgefiihrt.

r, | Is | T'e | Ty | T
1 Ny | Ni+2 N? -4
8 8 | 16N? 16 Ny

Tab. 4: Werte der Renormierungs-Koeffizienten fiir SU(Ny).

Die fiir die Gitterterme relevanten Koeffizienten A; und A/ lassen sich dann aus den Rela-
tionen

Ai: Fz ﬁil‘i:4,5,
AZZQFZ fﬁri:6,8,
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B Renormierungskoeftizienten

und

leicht bestimmen.

Fiir die relevanten Symmetriegruppen SU(2) und SU(3) sind die expliziten Werte fiir die T';
in Tab. 5 aufgefiihrt.

| Ta | U5 | T | Ty | Ts

SU@2) | 3 1 > 0
1 3 11 5
SUB) | 3 g | | O 18

Tab. 5: Renormierungs-Koeffizienten fiir SU(2) und SU(3).
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C Symmetriegruppe SU(n)

C.1 Generatoren der SU(2)

Die Generatoren der SU(2) werden wie iiblich durch die drei (22 — 1) Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
=110/ ™7\i o) ™7 \o =1

dargestellt (Standarddarstellung). Offensichtlich ist det7; = —1. Die 7; bilden eine Lie-
Algebra mit der Kommutatorrelation

Tk

|:7'i Tj Tk
2 )

53] =i

wodurch die recht einfache Struktur der Gruppe deutlich wird. Oft wird mit 79 = 1 eine
weitere Pauli-Matrix definiert, die SU(2) wird aber nur durch drei Generatoren generiert.
Das Produkt zweier Pauli-Matrizen ergibt

TiTj = (S”]l + igijka s
dariiber sind dann auch alle htheren Produkte der Matrizen definiert. Diese Eigenschaft eig-

net sich gut zur Entwicklung von Matrixfunktionen. Zu den wichtigen Eigenschaften gehdren
auch die Spurformeln

<Ti> =0,
<7—i7—j> = 25@' s

<TiTka> = Qiﬁijk .

C.2 Generatoren der SU(3)

Die SU(3) wird durch insgesamt acht (32 — 1) Generatoren gebildet, diese sind hier wie ge-
wohnlich die sog. Gell-Mann-Matrizen. Die ersten drei stellen eine Erweiterungen der Pauli-
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C Symmetriegruppe SU(n)

Matrizen dar und werden durch fiinf weitere ergénzt:

010 0 —i 0 1 0 0
=100, Xx=[i 0 o], x=|0-10],
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000
M=(0 00, Xx=[00 0], Xx=[001],
100 i 0 0 010
00 0 L (100
M=]00 —i|], X=—]01 0
0 i 0 V3o 0 -2

Die der Lie-Algebra zugrunde liegende Kommutatorrelation

Ao Ab i Ae
Za b\ p 7

29 abe 9
wird durch die Strukturkonstanten f,;. definiert [19]. Diese sind vollstdndig antisymmetrisch,

und die nicht verschwindenden f,;. haben die Werte aus Tab. 6.

abe || 123 | 147 | 156 | 246 | 257 | 345 | 367 | 458 | 678
fae | UL [ 8 [|[F]F

Tab. 6: Werte der Strukturkonstanten fgp..

Die Spurformeln lauten:

</\a> =0,
Dads) = 200 -
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D Chirale Darstellung der
Dirac-Matrizen

Die Eigenzusténde der Chiralitit gr und ¢, sind in der Standard-Darstellung im Dirac-Spinor

durch
et = 1 <QR + QL>
V2 \4r —qr

gegeben. Die chirale Darstellung zeichnet sich dadurch aus, dass der Dirac-Spinor

von einfacher Gestalt beziiglich dieser Eigenzusténde ist.

Chirale Darstellung im Minkowski-Raum
Gesucht ist eine Darstellung der Dirac-Matrizen, die die generelle Bedingung
"] = 29"

erfilllt; g" = g, = diag(l,—1,—-1,—1) ist der metrische Tensor. Eine mogliche chirale
Darstellung der Dirac-Matrizen ist z. B. in [7] durch

0: 0 ]l 7;: O —T;
v 1 0)° 7T7\sn o

gegeben. Die fiir die chiralen Projektionen verwendete Matrix ist dann durch

1 0
5 __:. 0.1 .2 3 _
v =iy Ty —<0 —11)

bestimmt. Die Projektionen auf den rechts- und linkshéndigen Anteil sind dann
1 5 1 5
Pr=50+7"), Pr=50-7"),

wie sich z. B. in der chiralen Darstellung des Dirac-Spinors leicht verifizieren l&sst.
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D Chirale Darstellung der Dirac-Matrizen

Chirale Darstellung im Euklidischen Raum

Eine mogliche Transformation in den Euklidischen Raum ist nach [9] durch

0 1 0 —irm
E fr 0 — E g 1 k = ¢
Yo =7 = (]1 0) ) Vi y <17_z 0 )
definiert. Dabei bleibt die v°-Matrix in gleicher Form erhalten:
1T 0
" =N = <0 —11) :
Diese Darstellung erfiillt offensichtlich

s )+ = 20

mit dem euklidischen metrischen Tensor 9, = 1.
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Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

Wenn nicht anders angegeben, werden die Abkiirzungen und Symbole verwendet, die hier
aufgefiihrt sind.

Abkiirzungen:
LO fithrende Ordnung (engl.: leading order)
NLO néchstfithrende Ordnung (engl.: next-leading order)
NNLO néchst-néchstfithrende Ordnung
der derivativ (enthilt Ableitungen)
kin kinetisch
lin linear
quad quadratisch
sb symmetriebrechend
Ww Wechselwirkung
GL Gasser-Leutwyler(-Koeffizienten)
SE Selbstenergie(-Diagramm)
tad Tadpole(-Diagramm)
Indizes:
iy gk, .. €{1,2,3}
[T € {0,1,2,3} im Minkowski-Raum
€ {1,2,3,4} im Euklidischen Raum (Gitter)
a,b,c,... €{1,2,...,8}
Felder:
e Pionfelder fiir Ny = 2
Ti Generatoren der SU(2)
®a — (7, K,7n), Mesonfelder fiir Ny=3
Aa Generatoren der SU(3)
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Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

Gitter:

a Gitterkonstante

00 = 2Wya cos w

03 = 2Wyhasinw

] =\/p5 + p3 = 2Woa

p Gittermatrix (z. B. pol + ip373)

Massen:

my q € {u,d, s}, Masse von Quark ¢

M7 o) Masse von Meson 7; bzw. ¢, in LO

Mz, 6} Masse in NLO (M Treelevel-Masse)

X{i,a} = 2Bomy; 4}, Masse proportional zu 7; bzw. A,
X Quark-Massenmatrix (z. B. xol = 2Bym1)
Propagator:

A kinetische Matrix

B Massenmatrix

K = diag(K{n, 4,}), diagonalisierte Matrix A
M = diag(M{r, ¢,}), diagonalisierte Matrix B
Zerfallskonstanten:

Fir, 60} Zerfallskonstante (F Treelevel-Zerfallskonstante in NLO)
Apifia) = Ry iay = Ly fiay, Axialstrom

Sonstige:

(...) = Tr(...), Spur
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