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Einleitung

Die Quantenfeldtheorie ist die am besten funktionierende Theorie, die der Physik zur Verfiigung
steht, um Vorhersagen in der Welt der Elementarteilchen zu machen. Anféngliche Schwierigkei-
ten, wie eine divergente Vakuumenergie oder divergente Streumatrix-Elemente, liefsen sich durch
besseres Verstindnis der Struktur dieser Theorie sowie physikalische Interpretation ausmerzen.
So hat zum Beispiel die Normalordnung von Feldoperatorprodukten die Vakuumenergie endlich
gemacht und die Renormierung die Streumatrix-Elemente gezihmt. Ein weiteres Merkmal, das
sich in der Untersuchung der physikalischen Gesetze herauskristallisierte, war die Bedeutung von
Symmetrien in der Welt und die Tatsache, dass sich in der Quantenfeldtheorie Erhaltungsgrofen
wie Ladung, Farbe oder Paritdt mit Symmetrien beschreiben lassen. Dies fiihrte schnell dazu,
dass die Quantenelektrodynamik (QED), die Theorie die die Wechselwirkung von geladenen Elek-
tronen und Positronen mit neutralen Photonen beschreibt, allein aus dem Prinzip der lokalen
Eichinvarianz eines Fermionenfeldes hergeleitet wurde. Die dort verwendete Symmetriegruppe
ist die abelsche U(1) Gruppe.

Es stellte sich weiter heraus, dass sich elektrische- und schwache Kraft durch das Prinzip der loka-
len Eichinvarianz vereinen lassen, wenn sie als eine lokal eichinvariante Theorie mit SU(2) x U(1)
als Symmetriegruppe beschrieben wird. Das war ein weiterer grofser Erfolg der Symmetrien und
der lokalen Eichinvarianz in der Physik. S. L. Glashow, A. Salam und S. Weinberg erhielten 1979
dafiir den Nobelpreis.

Es wurde noch eine weitere Symmetriegruppe hinzugefiigt, so dass das Standardmodell als eine
Theorie mit der Symmetriegruppe SU(3) x SU(2) x U(1) auffasst werden kann. Die Theorie, die
den SU(3)-Teil beschreibt, ist die Quantenchromodynamik (QCD). Diese drei Symmetriegruppen
sind jedoch teilweise nicht exakt, sondern gebrochen, was uns alleine schon die Massenunterschie-
de der Teilchen in dieser Theorie verraten. Diese Symmetriebrechung liefs sich nun explizit in die
Theorie einbauen, was dafiir sorgte, dass die Massen gewisser Teilchen der Theorie aneinander
gekoppelt sind und allein durch die Stérke der Symmetriebrechung bestimmt sind. Dieses Ver-
fahren ist der Higgs-Mechanismus, dem seit einiger Zeit sehr viel Aufmerksamkeit zukommt, da
am 4. Juli 2012 mitgeteilt wurde, dass durch die Experimente ATLAS und CMS am CERN mit
dem LHC ein Teilchen gefunden wurde, was sich als eben dieses symmetriebrechendes Teilchen
herausstellen konnte. Eine Ubereinstimmung der Masse des gefundenen Teilchens mit den Vor-
hersagen aus der Theorie l4sst hoffen, dass es eben dieses ist. Die Verdffentlichungen dazu sind [2]
und [6].

Trotz all dieser Erfolge, ist das Standardmodell noch nicht komplett und hat noch einige Liicken
neben der volligen Nichtbeachtung von gravitativen Effekten. Ein &sthetisches Manko ist zum
Beispiel, dass sich die laufenden Eichkopplungen bei hohen Emnergien nicht vereinigen. Ein fun-
damentales Problem sind jedoch die masselosen Fermionen, die die Neutrinos beschreiben. Neu-
trinos sind jedoch nicht masselos, da der Effekt der Neutrino-Oszillation auftritt, bei dem sich
Neutrinos einer Familie in die einer anderen Familie umwandeln, welcher bei masselosen Neutri-

nos nicht moglich wére.



FEinleitung

Das Prinzip, einer Theorie eine Symmetrie zugrunde zu legen, hatte sich gut bewéhrt, war jedoch
durch das Coleman Mandula No-Go Theorem [7| zu einem Hindernis gelangt. Dieses Theorem
besagt, dass sich jede neue Symmetrie der Streumatrix, die in der Form einer Lie-Algebra auf die
Theorie wirkt, nur trivial mit der Poincaré-Algebra vereinigen ldsst. Es ist zwar méglich, Symme-
trien getrennt von der Raumzeit in die Theorie einzubringen, jedoch lasst sich keine untrennbar
mit der Raumzeit verbinden. Lost man sich jedoch vom Konzept der einfachen Lie-Algebra und
ldsst Zo-graduierte Algebren zu, was physikalisch dem Einfiihren fermionischer Generatoren ent-
spricht, so ergibt dies eine Moglichkeit, eine Symmetrie mit der Poincaré-Algebra zu vereinen.
Fiir diesen Fall liefert das Haag-Lopuszanski-Sohnius Theorem [13| die Aussage, dass alle Ge-
neratoren der neuen Symmetrie in einer Spin—% Darstellung der Poincaré-Algebra sind, was alle
neuen Symmetrien klassifiziert. Die Zahl N gibt dann die Zahl der fermionischen Generatoren
an. Eine Theorie, die mit N' > 1 supersymmetrisch ist, wird erweitert supersymmetrisch ge-
nannt. Die Natur der Generatoren sorgt dafiir, dass wir eine Symmetrie zwischen Bosonen und
Fermionen bekommen, welche zu einer identischen Anzahl an Freiheitsgraden zwischen Bosonen
und Fermionen fithrt. Aufgrund der komplementiren Natur von Fermionen und Bosonen, wer-
den die anfangs erwidhnten Divergenzen in vielen Streumatrix-Elementen beseitigt, von denen wir
aus dem Experiment wissen, dass diese nicht existieren. Auch ist es in der Supersymmetrie der
Fall, dass sich die Eichkopplungen bei hohen Energien zu einer einzigen Eichkopplung vereinigen.
Diese Tatsachen kénnen als Hinweise gedeutet werden, dass diese Symmetrie ein Schritt in die
richtige Richtung ist. Einfithrungen in die Supersymmetrie findet man in [28§].

Da sich supersymmetrische Theorien jedoch in vielen Bereichen anders verhalten, als das uns
bekannte Standardmodell, ist es in Aussicht auf eine grundlegendere Theorie sinnvoll, die Su-
persymmetrie genauer zu untersuchen. So finden sich in supersymmetrischen Theorien zu jedem
Fermion und Boson Partnerteilchen mit jeweils umgekehrter Spin-Statistik und es treten héufiger
Majorana-Fermionen auf, also Fermionen, die ungeladen und ihre eigenen Antiteilchen sind, die
wir bisher noch nicht experimentell beobachtet haben.

Das in dieser Arbeit untersuchte Modell ist eine N' = 1 supersymmetrische Yang-Mills Theo-
rie [10] [31], mit Fermionen in der adjungierten Darstellung, in der Wess-Zumino-Eichung und
wurde auf dem Gitter durch die von Curci und Veneziano vorgeschlagene Gitterwirkung um-
gesetzt [§]. Dieses Modell lasst sich jedoch, trotz seines Ursprunges in der Supersymmetrie, als
gewshnliche Fichtheorie auffassen, was in dieser Arbeit getan wird, da hier keine aus der Super-
symmetrie stammenden Grofen verwendet werden.

Nun wird schon seit einiger Zeit die N/ = 1 supersymmetrische Yang-Mills Theorie mit SU(2)-
Eichbosonen und Majorana-Fermionen in adjungierter Darstellung numerisch auf Gittern unter-
sucht. Dazu werden zum Beispiel die Massen von Bindungszustéinden aus den Fermionen und
Bosonen, die in der Regel Gluinos und Gluonen genannt werden, mit zwei Bestandteilen bestimmt
und ihr Verhalten in Bezug auf die Gittergroke, Eichkopplung und nackte Fermionenmasse be-
trachtet. Zum Beispiel wurde in [5| die Auswirkung der endlichen Gittergrofe auf die Massen
der mesonischen Bindungszustdnde untersucht und die Veréffentlichung [4] fasst unter anderem
diese Ergebnisse zur endlichen Gittergrofe zusammen. Es stellte sich heraus, dass die Effekte der
endlichen Gittergrofe auf moderat grofsen Gittern nicht zu grofs sind. In dieser Arbeit wurden
erste Untersuchungen in Bezug auf baryonische Bindungszustédnde, also Bindungszusténde, die

aus drei Fermionen bestehen, durchgefiihrt.
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FEinleitung

Die Bestimmung der Masse von Bindungszusténden ist im Formalismus der Quantenfeldtheorie
nicht ohne weiteres méglich, da die perturbativen Ansétze freie Elementarteilchen zugrundelegen,
die nur iiber einen endlichen Zeitraum miteinander wechselwirken. Dies ist die beriihmte Metho-
de der Feynman-Diagramme, der Dyson-Reihe und so weiter [26]. Es ist in diesem Formalismus
nicht moglich, Wechselwirkungen iiber unbeschrénkte Zeiten zu beschreiben. Aus diesem Grund
hat sich die Gitter-Feld-Theorie entwickelt, die es durch Diskretisierung der Raumzeit ermdg-
licht, nicht-perturbative Berechnungen durchzufiihren, da sich das der Theorie zugrundeliegende
Pfadintegral stochastisch interpretieren und berechnen ldsst [20)].

Zur Berechnung der baryonischen Zusténde habe ich den Operator W (x) = e4p. A% Trg (/\b074)\‘3)
gewihlt, der nur an Spin %—Baryonen koppelt, die aus drei Fermionen bestehen. Ich habe ein be-
reits bestehendes Programm verwendet, um die Konfigurationen der Eichfelder zu generieren,
die als Grundlage fiir die stochastische Berechnung der Massen dienen. Dieses Programm habe
ich um einen Teil erweitert, der es erlaubt, den baryonischen Korrelator von W (x) zu berech-
nen, um aus diesem die Massen zu bestimmen. Die verwendeten Methoden waren die Stochastic

Estimator Technique und die Eigenwertzerlegung des hermiteschen Dirac-Operators.
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Kapitel 1

Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

In diesem Kapitel wird eine kurze Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie und die Bedeutung von
Vakuumerwartungswerten gegeben. Dazu wird erst der Gitterformalismus eingefithrt und und
einige wichtige Rechentechniken vorgezeigt, die wir spéter gebrauchen werden. Danach werden
kurz einige Fakten {iber Quantenfeldtheorien und den Pfadintegralformalismus dargestellt, die
uns eine physikalische Interpretation der Berechnungen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden,
erlauben. Danach wird eine kurze Einfithrung in die Gestalt einer Yang-Mills Theorien gegeben
und diese dann auf das Gitter tibertragen. Anschliefend wird noch einmal genauer auf die In-
terpretation des Fermionen-Korrelators eingegangen. Am Ende haben wir dann die Wirkung der
untersuchten Theorie auf dem Gitter.

Einfithrungen in die Thematik der Gitterfeldtheorien finden sich in den Standardwerken [20],

[11], [23], [9] und [25], an denen sich diese Ausfithrungen orientieren.

1.1. Das Gitter

Als Punktmenge aufgefasst ist ein hyperkubisches Gitter einer d 4+ 1 dimensionalen Raumzeit

durch den Gitterabstandsvektor
a=al'e, = (a®,a, .., a%)
und die Gitterausdehnungen
d
N = Nte, = (N, N, .. N%)
bestimmt, wenn man es als
d
Ag = a-{0,1,..,N* — 1} c R4
©n=0

auffasst. Drei Spezialfille dieser Definition werden noch angegeben:

d
A® = ®a“-Z C R4
n=0
d
Ay = @){0,1,..,N* -1} c N9 c R*H!
n=0

A = Zd+1 C Rd+1'



1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

Jedes Gitter A}, ldsst sich bijektiv auf das Gitter Ay abbilden. Diese Abbildung ist gegeben
durch

7’]a:AN — A?V

% nt . nY=n — n%n)= (no'ao,nl al, ...,nd'ad> .

Da die Gitter eine diskrete Approximation des kontinuierlichen Raumes sind, miissen wir uns
ein paar Gedanken dariiber machen, wie wir mit einem Gitter das Kontinuum approximieren
konnen. Anschaulich erhthen wir einfach die Punktdichte in einem Wiirfel, indem wir die Zahl
der Gitterpunkte N erhéhen und die Gitterabstdnde a entsprechend anpassen.

Haben wir ein endliches Gitter A%, so approximiert dies den Wiirfel

wobel

L=(L° L', .. LY

gilt. Der Wiirfel lasst sich erzeugen, indem wir wie folgt einen Kontinuumslimes bilden. Die

Léangen L sind durch das Gitter A§; eindeutig bestimmt. Nun bilden wir den Limes fiir N* — oo,

wobei wir die Gitterkonstante nach a* = % anpassen. Wir erhalten den Raum
L L d e
AL = lim AY = lim -<0,1,., LF — —
> N—o0 N N—o0 Q { N#
M:

welcher immer mehr gegen Wy, konvergiert, wobei er nur eine Menge der Form W7 NQ9*! errei-
L
chen kann. Dieser ist in vielen Aspekten kleiner als Wi, so hat A zum Beispiel verschwindendes

Volumen in Wy, Trotzdem sagen wir, dass effektiv

88|

A =Wp,

erreicht wird. Diese Aussage ist jedoch vertretbar, da wir uns mit Funktionen(Feldern) auf diesem
Wiirfel beschaftigen. Da sich jegliche Funktionen (stetig, differenzierbar, glatt) durch stiickwei-
se lineare Funktionen beliebig genau a%proximieren lassen, erhalten wir aus dem Abschluss der
Menge der Funktionen von limy_,oc Ay nach R schon mehr Funktionen als wir brauchen. Be-
trachten wir die Differentiation und die Integration in diesem Limes, gehen diese fiir passende
Funktionen auch in die kontinuierlichen Versionen iiber.

Fiir spétere Verwendung definieren wir das zu A%; assoziierte Impulsgitter I'4;. Dieses ist gegeben

durch .
27 NH NH NH
¢ = Rl = — ., 2= |—=,.., |— R+
v @ (- 5] [F] 5]}




1.1. Das Gitter

Die Spezialfille der Gitter werden hier zu

a . _11 d+1
o= ®< a/“aN}CR
n=0
d
2 NH NH NH
T = Eniel 35 [ ISR ) I IR N [P RA+1
v @ [T B [T
n=0
I = (—m,a%! c R

Auch fiir dieses Gitter definieren wir eine Abbildung auf das Einheitsgitter

’ya:AN — F?\/
NO 2m N4 2T
0 d
"o <<n —’72-‘+1>-W,...,<n _’72-‘_‘_1)']\7‘1(1‘1)'

Aukerdem sollten wir hier noch ein um % verschobenes Impuls-Gitter definieren, welches sich

fiir antiperiodische Randbedingungen als niitzlich erweisen wird. Dieses ist durch

d
. o 1 Nt] 3 [N® NH 1
N ®aw\m {2 [2}’2 {2} LQJ Q}C

u=0

gegeben und hat die Spezialfille

d
na . _1 1 d+1
o= ®< a/“aﬂ} cR
n=0
d
~ 27 1 N#| 3 NH NH d
Ly = Snb Sl (b | (e R - R4+1
n=0
I = (—ma% c R

Der Ubergang ist gegeben durch

fa _ pa _( ™ U T )
N N aONO’ gIN1 ™7 qdNd

Die Abbildung auf das Einheitsgitter ist dann durch
N Ay — T%
n 0 N0+1 27 d N@l+1 21
" T2 T 2) N\t T 2 Nad

gegeben.
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1.2. Funktionen auf dem Gitter

Da wir auch Skalar-, Spinor- und weitere Felder auf dem Gitter betrachten wollen, starten wir
damit, uns Funktionen auf dem Gitter anzuschauen. Wir interpretieren unser Gitter A, immer
als in den Wiirfel Wy, eingebettet und unsere Funktion auf das Gitter beschrinkt. Sei ¢ eine
solche Funktion auf dem Gitter

v: A% — R

Dabei verwenden wir, da wir nur diskret viele Auswertepunkte haben, eine Indexnotation. Au-

ferdem setzen wir aus Gewohnheit 2° = ¢ und schreiben

gD(JJ) = @(taf) = Pm,i

=" ¥n
mit n%(n) = n%(m,n) = (t,7) ==

Um mit diesem Feld arbeiten zu kénnen, mussen wir einige Rechentechniken aus dem Kontinuum
auf das Gitter iibertragen, die im Kontinuumslimes ihre urspriingliche Form wieder ergeben.

Die Differentiation 0,, approximieren wir auf dem Gitter durchE—I

. Pt — Pn-p
AMQOn — T

Hierbei ist i als 6” e, aufzufassen. Fiir diesen Ausdruck gilt nach Taylorentwicklung fiir ent-

sprechendes ¢ : Wy — R

Ontp — Pnp _ P(x+a’f) — p(x —ai)

A = =
uén 2a¥ 2a#
0 (@) + 0 0up(x) + 52 P0(2) — ((2) — A Buip() + 520%0(2) ) + O(a?)
n 2at
= Oupn + O((a")?).

Die diskrete Variante konvergiert demnach im Kontinuumslimes gegen die partielle Ableitung in

Richtung p mit einem Fehler von O((a*)?).

Fiir die Approximation der Integration fWL d4t1z definieren wir das diskrete Gegenstiick [,,
N

durch

NO—1 Ni-1
_ 0 d _ Vv
Pr = a .- a Pp = aPn-
IGA{IN n0=0 nd=0 TLGAN

wobel wir indirekt das Zellenvolumen

d
V, = H at
pu=0

definiert haben. Fiir eine kiirzere Notation verwenden wir im folgenden

/J:EA‘}\, /x

! Auf die Subtilititen, die sich durch die Randpunkte ergeben, wird spiter eingegangen.




1.2. Funktionen auf dem Gitter

Wir sehen, dass dies fiir den Kontinuumslimes direkt in die Definition des Riemann Integrals
iibergeht. Nun kénnen wir Funktionen differenzieren und integrieren.
Eine weitere hiufig verwendete Technik ist die Fouriertransformation. Bei ihrer Verwendung

miissen wir jedoch die diskrete Fouriertransformation verwenden, die durch
o : I'y—=R
~ 1 —ipx
Yp = d / e Py
Vor Jz

gegeben ist. Die Riicktransformation ist dann

1 / ipx
P = ——5 e'? Pp-
\/27rd pel'y,

/pef‘}v /p

die Integration iiber das Impulsgitter mit dem Zellenvolumen

Hierbel ist

d

© T LAt N VolAn|

Die Integration im assoziierten Impulsraum hat folglich die Form
JEEDIEED o
p pely, neAn
Auch hier verwenden wir im folgenden die Notationen
(/Bp = (/Bpo,ﬁ = @m,ﬁ = ¥n
mit 7§ (n) = Y (m, i) = (p",p) = p.

Mit diesen Definitionen erhalten wir die niitzlichen Relationenfl

[ = Cs,  agoxas > {o.57 (121)
p a @
/eupq)x _ ;Tv(sm C T x TS — {o, ;7;} (1.2.2)

Die Fouriertransformation lésst sich auch nur auf eine Auswahl von Achsen anwenden, was sich
spéter als niitzlich erweisen Wirdﬂ Wir wollen an dieser Stelle noch einmal die Relationen (|1.2.1))
und ([1.2.2)) verifizieren, um ein wenig mit dem Gitterformalismus vertraut zu werden. Wir be-

2 Alle diese Rechnungen gelten analog fiir die verschobenen Impulsgitter I.
3Transformieren wie nur die v-te Achse, ist dies dann gegeben durch

v

R a —ip¥z¥ 1 /
v . = e Y.z, .z == €
Pt st = D Pttt =0
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ginnen mit

. . , NH
ip(x— _ N ip(x— :
/pep( Vo= V! E elP(e—y) — V |AN| § | | ( ST <nu — [2} + 1> (2t _yu)>
N

pel'§ n€An p=0
d Nr-1
(2m)4 .27 L[N
— E ' N 1) ak(mt — *
AT gnu:o exp la#NPL n 5 +1)ad*(m ")
d NH—-1
(2m)4 2m ([ NH 21 (bt g
= — R I | o B ismnt(m )
AT };[()exp ia 5 (mt —1#) ngzo ol x

In der ersten Zeile haben wir die Definition des Integrals und explizit das Impuls-Gitter eingesetzt.
In der zweiten Zeile haben wir das Raumgitter eingesetzt und darauffolgend zur dritten Zeile
umgeformt. Die Summe in der dritten Zeile ist eine geometrische Reihe, die wir im Fall z# # y#,

also m#* # [* direkt ausrechnen kénnen zu

N#—1 N#—1

§ : 1 Tnk (mH =) 2 : T (mH—1") nt
e N = e NU
nHt=0 nkt=0
yn
1— (ei%(m“*l“)>N
= g 0.
1 — ei%(mu*lu)
Im Fall z# = y*, also m* = [* erhalten wir
NH—-1 NH—1
2m B R
E:el Tnt(mH—1 2:1:N#
nt=0 nt=0

WOoraus
NH—1

Bt — [
E e N“n (m#=l) Nu5xu7yu.

nkt=

und
/eip(:v—y) H NHG gty = Q(;x
p V., ‘AN| Y V. Y

folgt. Wir haben die Exponentialfunktion vor der Summe direkt zu 1 gesetzt, da diese nur im
Fall 2# = y* einen Wert liefert und wir haben HZ:O Ogn yn mit dy , identifiziert. Fiir (1.2.2)) gilt

analoges. Wir bemerken zuerst, dass

2 NH 2 NH
et = Gl (109 [5109

2
= (1),

at N H

. d Nr-1 9
/re—l(p_Q)CE -V, H Z exp <aﬂNﬂ (mH — 1M n“)

(2m)?
= Val|AN|dpg = Wfsp,q‘

a



1.2. Funktionen auf dem Gitter

Wir sehen noch eine Eigenheit der diskreten Delta-Funktion!]

/f(y)(sx,y = Vaf('r)
/f(Q)‘Sp,q = VaNf(P)-

Dies kommt daher, dass wir mit d,, und 6, , das Kronecker-Delta meinen, wobei wir im Konti-
nuum die Delta-Distribution bekommen wollen. Dafiir kdnnen wir dann die Funktionen 5:?,;;7 65(1
deﬁmi(—}re7 die im Kontinuumslimes gegen die Delta-Distributionen 6 (z — ) und 6 (p — ¢)

konvergieren. Diese sind dann gegeben durch

1 1 :
5;3 = .= / eiP(z—y)

1 1 ;
C i x
5p,q 7{/]\/5;0,(1 - (27r)d /we v

a

und erfiillen wie erwartet
[ 1w, = 1@
Y
/f@ﬁc—
q
Damit lassen sich direkt die Fourier Hin- und Riicktransformation priifen. Es gilt dann
1 / ipr » 1 / ipx/ —ipy / 1 / ip(z—y)
e™o, = —— |[e e o, = [ py—= [ e
NoTa g (2m)¢ Jp y e,

= /(pyégy = 901‘
)

vg = (D).

und

~ O o
- /‘pqép,q = ¥p-
q
Eine weitere Relation, die wir spater bendtigen, ist die Diagonalgestalt der diskretisierten Ab-
leitung A, wenn wir sie als Matrix und das Integral fx als Matrixmultiplikation auffassen. Das
ist realisierbar, wenn wir

1
(Ap)ay = 2ar (5gy—auﬂ - 5§,y+auﬂ) (1.2.3)

*In diesem Fall kénnen wir fiir endliche Gitter wirklich von einer Funktion sprechen.
®Ich verwende hier den Index C und nicht K, da das K schnell mit Kronecker in Verbindung gebracht werden
kann.
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setzen, womit dann direkt

Appz = /(Au)w,ySOy
)
1 C C
o s = i)
1
= ﬁ(@x—&-a”ﬂ_gpm—aﬂﬂ)

folgt. Analog lasst sich die Fouriertransformation als unitére lineare Transformation mit den

Eintrégen

auffassen, denn damit folgt

und .
. eir /TA
soz/f,wZ/so:fs@-
R A N L M

Wir konnen uns damit F, , als unitére Matrix vorstellen, fiir die

p = Fy
o = Fl
Fto=F

gilt. Nun schauen wir, wie sich die Matrix 55(3) gegeben durch

C C

(5,u (5))95,1/ = 5x,y—sal‘;1 (124)
fiir s € A‘}\l,‘u transformiert. Wir sehen ebenfalls, dass diese Definition auf einem endlichen Gitter
nicht direkt klar ist, da wir am Rand des Gitters auf Gitterpunkte aufserhalb des Gitters verwei-
sen wiirden. Wéhlen wir jedoch periodische oder antiperiodische Randbedingungen fiir unsere

Funktionen, gilt

Pr4+Nrakp = b@x

mit b = —1 fiir antiperiodische und b = 1 fiir periodische Randbedingungen. Damit setzen wir
dann fiir s > 0
56 N falls y#* — sa* > 0

T,y—sakfi

C
B0 4 (Wi —sam

(85 () =

sonst

und analog

('5C

T,y+sat i

b6¢

zy—(NHE—s)akfi

falls y* + sat < (N —1)a*
(65 (=8))ay = :
sonst
Diese Definition ist durch die Randbedingungen erzwungen, denn es gilt zum Beispiel fiir y* <

sat

/901(55(3))1,?; = Py—satp = bSOy+(Nu_3)auﬂ.



1.2. Funktionen auf dem Gitter

Die Fourier-Transformation nennen wir
(SS(S))ILQ = (f5SfT)p,q

Das Ergebnis berechnet sich fiir s > 0 zu

(SS(S))p,q = (2 // v 5C )xye
(27T)d </y“28a”/ zy—sati® yi< (s—1)ak zYy+(NH— s)a“u
— Leisaﬂp“ / i(p— q)y+b/ i(p— q)y —iptNHar |
(27T)d yﬂzsaﬂ y

Es ist nun wichtig, welches Impulsgitter wir der Fouriertransformation zugrundelegen, denn

21 1" I .. n aM
PNHgh — ) N kM NFa € 277 fiir p* € I'Y

Nuau (k+ — 7) Nhat € 217 — 7 fiir p* € T, '

Wihlen wir fiir periodische Randbedingungen das normale und fiir antiperiodische Randbedin-

gungen das verschobene Gitter, so lassen sich die Integrale zusammenfiihren, da

e—i2mkt _ fiir pt € p%‘ﬂ

—eTI2TRIHT — 1 fiir p € T,

be—ip“N“a“ _

Damit folgt dann
~ 1 . .
< Fpt —i(p— Bk
(0,,(8))p,q = Welsa p /e i(p—q)y _ gisa’'p 5pq’
y
wenn wir uns merken, das passende Impulsgitter zu verwenden. Analog zeigt man

(55(_5))17761 = eilsaupuégq

Dies entspricht dem Verschiebesatz der Fouriertransformation. Es ist von Bedeutung zu bemer-

ken, dass keine Summation {iber p im Exponenten ausgefiihrt wird. Demzufolge gilt
Fo(s) = o5 (s)F. (1.2.5)

Weiterhin kénnen wir nun A, in der kompakten Form

By = 5o (650~ 55(-1)
ausdriicken, womit direkt
_ 1 C C o 1 :C 0
(FApe = 5 (F (1) =8,(=D)),, =5~ ((5#(1) —6H(—1)> F)W
@) on L (s
= = (07),, = (A7), (120

folgt.
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1.3. Quantenfeldtheorien auf dem Gitter

Die entscheidenden Grofen, die sich mit Quantenfeldtheorien auf dem Gitter berechnen lassen,
sind Massen von Teilchen. Diese Massen lassen sich dann via des Kontinuumslimes auf reale
Quantenfeldtheorien {ibertragen.

Das Gitter A%, auf dem wir unsere Theorie definieren, hat d = 3 mit

a = (a,a,a,a)

N = (T,N,N,N)

mit der 0-Komponente als Zeitrichtung. Von der Notation her werden wir das Gitter in A3}, und
A7 aufteilen, wobei A3}, die Raumachsen und A'7. die Zeitachse enthilt. Wir schreiben dann
einen Punkt x € A} als

= (t,7) € A1 x A3},

1.3.1. Das Pfadintegral

Ein Standard-Weg, eine Quantenfeldtheorie aufzustellen, ist es, sich eine skalare Wirkung S als
Integral einer lokalen Lagrange-Dichte £(x, ¢*(z), \¥(z), 9,¢%(x), 9,\*(2), ...) zu definieren, die
von den bosonischen Feldern ", den fermionischen Feldern A¥ mit Spin % und ihren Ableitungen
an einem festen Raumzeitpunkt abhéngt. Der zugrundeliegende Raum wird kanonisch als der
Minkowski-Raum M* gewihlt, mit der Metrik

n = diag(1,—-1,—-1,-1).
Damit haben wir

S[*, M) = /M4 Atz L(x, 0" (), \¥(2), 0,0" (), 0.\  (2), ...).

Aus dieser Wirkung lisst sich eine Hamilton-Funktion H herleiten, die nun von den Feldern ",

MN¢ und zu den Feldern kanonisch konjugierten Impulsen

Wk(w) _ aﬁ(@k($)7)‘k(x>)
9(0o ¥ (x))

) o DL N ()
3o\ (2))

abhingt. Die Felder sind so gewéhlt, dass sie als Operatorfelder ¢F(Z), #%(Z) M (Z) und &*(Z)
aufgefasst im Heisenberg-Bild den kanonischen Bewegungsgleichungen
,t) — eiﬂtﬁ_k(f)efﬂilt

,t) — eiﬂtd}k(f)efﬂ:[t

@k( ,t) — eiﬂtﬁk(f)efiflt ﬁ-k(

j\k(f’ t) — eiflt}\k(f)efil:lt wk(

8
8

81

10
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gehorchen und ohne Komnsistenzliicken die Kommutatorrelationen

["(#.6), 7 (5.0)] = {N(@,1),07(5,0)} = 6"760)(& — ) (1.3.1)
(" (@, 1), & (7, 1)] = [7(& 0,7 (F.0)]=0 (1.3.2)
{;\k(fv t), ;\k(g7 t)} = {d)j(f7 t)vd}](?jv t)} =0 (1.3.3)

erfiillen. Dies kann nun naiv durch das Lésen der Bewegungsgleichungen oder systematisch mit
Hilfe von Dirac-Klammern getan werden. Hat nun der Hamilton Operator eine bestimmte Form,
die auch bei unserer Theorie gegeben ist, so ergibt sich die Quantenfeldtheorie, die zum Hamilton
Operator H gehort, durch das iibliche Pfadintegral, in dem wir die Wirkung verwenden, mit der
wir begonnen habenﬁ Dies fiihrt uns dann zu der bekannten Form[]

(vac(t = 0o)| T(f[¢", AF]) [vac(t = —o0)) = % / DeDADA! flpF, AF]eiS1# ] (1.3.4)
fiir den zeitgeordneten Vakuumerwartungswert von f[@¥, AF]. Ein Beispiel wiire
FIp%, M) = / B¢, 7) (A0, 0) (1.3.5)
Hierbei ist Z so gewéhlt, dass (vac(t) |vac(t)) =1 gilt, also
zZ = / D DADAeS1F" ]

und die Pfadintegraldifferentiale sind durch

Do~ [T [Tav@

zeEM4 k
DA= ][] J]aV ()
zeEM4 k
DAt = ] [[ax" (@)
xeEML k

gegeben. Die Integration liber die Fermionen Felder wird mit Graffmann-Zahlen ausgefiihrt, wel-
che im nichsten Abschnitt besprochen wird.

Diese Formel wird verwendet, um Ergebnisse von Streuexperimenten zu berechnen. Dabei will
man wissen, wie wahrscheinlich es ist, wenn man das Experiment mit einer Teilchenkonstella-
tion beginnt, die von |¢(t = —oc0)) am Anfang beschrieben wird, die Teilchenkonstellation zu

erreichen, die durch |¢(t = o0)) am FEnde beschrieben wird. Man mochte also

(th(t = 00) [¢h(t = —0o0)) (1.3.6)

5In [26] Kapitel 9 befindet sich eine Diskussion dieser Tatsache. Ist die Matrix A im Allgemeinen feldabhingig, so
ergeben sich zusdtzliche Terme zu S, die zuséatzliche Vertizes. Diese Vertizes werden dann in der Gitter-Theorie
mit mindestens einem zusétzlichen Faktor a der Gitter-Lange unterdriickt.

"Die Wirkung S[¢*, \¥] enthilt noch einen unterdriickten zusitzlichen Term der Form S[p", \¥] — S[p*, AF] +
isF[apk,)\k], was durch das Skalarprodukt der wechselwirkenden Felder im Zeitunendlichen mit dem freien
Vakuum erzeugt wird. In den spiteren Ergebnissen wird dann ¢ — 0 gefordert |26].

11



1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

berechnen. Nun lédsst sich zeigen, dass wir die Zustinde am Anfang und am Ende als freie
Teilchen modellieren kénnen, diese sich also durch Operatoren aus dem Vakuum erzeugen lassen.
Wir brauchen also nur noch eine Formel fiir (vac(t = co)| T(f[@F, \F]) [vac(t = —o0)), wobei die
Operatoren in T(f[@¥, ;\k]) uns die Anfangs- und Endzusténde passend priparieren.

Da die Herleitung der Pfadintegralformeln auf dem Gitter in analoger Weise geschieht, lasst sich

diese auf das Gitter iibernehmen, so dass auf dem oben beschriebenen Gitter
1 . :
(vac(t = T)| T[4, ) [vaclt = 0)) = 5 [ DDA gk, A1je 517

mit den Differentialen

Do = [ JJa<k

ne(n)ehy k

DN = H Hd)\k
ni(n)EA k

DAl = H [Taxt
ni(n)EA k

gilt. Wir sehen, dass hier der Anfang und das Ende bei endlichen und nicht den gewiinschten
unendlichen Werten liegen, da das Gitter nur endliche Ausdehnung hat. Die Berechnung des
Pfadintegrals im wechselwirkungsfreien Fall ist nahezu eine Trivialitdt, da sie sich auf Gauf-
Integrale reduziert, wohingegen sie im wechselwirkenden Fall ein ungelostes Problem ist, wenn
wir die Perturbationsreihe nicht als Losung sehen.

Dass die fermionische Integration andere Eigenschaften als die bosonische hat, zeigt die folgende
Uberlegung. Zur Herleitung der Pfadintegralformel werden vollstindige Basen der Felder und
ihrer kanonisch konjugierten Impulse benotigt. Haben wir nun Eigenzusténde |\) zu 5\2 mit den
Werten \E

=, es gilt also

AE Y = Ak ).

Nehmen wir nun an, die )\1’% wiaren kommutierende Zahlen, folgt ein Widerspruch mit den kano-

nischen Antikommutatorregeln, da
{AE ALY = LR ALYIA) = 20EAL |A) .
folgt, was im Widerspruch zu
(ML NG =0

steht. Um dies zu verhindern, nehmen wir die Feldwerte )\fil sowie die Werte der konjugierten
Felder wg als Elemente aus einer Graftmann-Algebra an. Diese Zahlen erfiillen dann als Elemente

einer Grafmann-Algebra

{)‘f*i’)‘lm} = {Aqg?wiﬁ} = {Wfi’wiﬁ} =0.

Es mag verwirrend erscheinen, dass hier auch {)\fil,wiﬁ} verschwindet, doch dies muss nicht der

Antikommutatorrelation entsprechen, da |A) und |w) unterschiedliche Basen des Hilbertraumes

12



1.3. Quantenfeldtheorien auf dem Gitter

sind. Dies ist die Ubertragung der Antikommutatorrelationen auf die Feldwerte, wodurch sich

Eigenzustédnde |A\) und |w) mit beliebigen Feldwerten konstruieren lassen.

1.3.2. Integration von Grassmann-Variablen

Da wir hier mit Majorana-Fermionen arbeiten, kénnen wir die Ergebnisse wie in |11 nicht direkt
iibernehmen, sondern miissen sie auf den Fall der Majorana-Fermionen anpassen. Angepasste
Ergebnisse sind in [10] und [16] zu finden.

Angenommen wir haben die Menge {¢1,...,{x} von Grakmann-Variablen. Diese Variablen sind

dadurch definiert, dass sie

{fm gm} =0

erfiillen. Funktionen in diesen Grassman-Variablen sind héchstens Polynome N-ter Ordnung, da

Quadrate verschwinden und wir kénnen damit jede Funktion in der Form

f(&1, - 8n) = Eng (&1, 6nv—1) + (&, - Ev—1)

schreiben, also h6chstens linear in jeder Variable. Dies ldsst sich auch schreiben als

N-1
F&, &) = F+fi8+ Z Fig€€ + o+ fro. NN
=1 j=141

Fiir diese Variablen gibt es eine antikommutierende Ableitung, die sich durch

9 m | _ m

in fast gewohnlicher Weise definieren lésst. Es ist sinnvoll die Ableitung als antikommutierend

g 0
\aer =

gilt. Dies wird spéter verwendet, um Formeln fiir die Erwartungswerte zu bestimmen.

zu definieren, so dass

Wir benétigen noch die Ableitung der Exponentialfunktion von Grafmann-Variablen. Seien dazu
{&, .., &N} und {(1, ..., (N} zwel Sitze von Grakmann-Variablen, die auch untereinander anti-

kommutieren. Dann gilt

N N N o)
exp | Y ¢ | = H exp (£¢) =[] (Z (&5¢)" >
j=1

13



1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

Damit zeigen wir dann, dass

N N

0
fexp Z@@ = g lla+am=a][a+g0)
= =

N
G+&0) [T +4¢)

T
= (lexp ijgj (1.3.7)
j=1

fiir die Ableitung der Exponentialfunktion gilt.
Die Integration ldsst sich nicht analog zu der auf R {ibernehmen. Wir wollen aber zwei Randbe-

dingungen erfiillt haben. Erstens soll das Integral normierbar sein, also wahlen wir

/dg”g”:l

Zweitens soll, analog zu der Integration von schnell abfallenden Funktionen im R"™, das Integral

iiber Randterme verschwinden. Wir verlangen also

/d£" 5 €16 =

woraus dann mit f(¢',..,&N) = €" direkt

/dgm—o

folgt. Wir sehen, dass die so definierte Integration mit der Differentiation iibereinstimmt. Des-

wegen fordern wir auch hier die obige Antikommutation der Differentiale
{dg”,dg™} =0.

Dies verrat uns auch, wie das Volumenelement dieser Variablen transfomiert. Es gilt

N 211 0 o0 0
/d€ S = 5ev T pe aet

Transformieren wir jetzt so von & nach (?, so dass der lineare Anteil die Form

mit nichtsinguldrer C-Matrix S und den Grakmann-Zahlen ¢” hat, dann gilt

S

den ~ demacm 7 "o

14



1.3. Quantenfeldtheorien auf dem Gitter

Wir erhalten nach der Transformation fiir das Volumenelement

0 o 0 0 0 0
— QPN T .. gn2 n
a&'n]\] 86”2 ag’nl S NaC”N 28(712 16Cn1
0 g 0
— NN ... Q"2 gn2
S N S 2S 28CnN aCnQ aCnl
0 o 0
= €ﬁ§;fimn15"AUV"'5"225m22ggﬁv"'5g§ggi
0 0o 0
= det(S)gex e ger (1.3.8)

In der zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass die Matrix aus C-Zahlen besteht. Danach haben
wir das Antikommutieren ausgenutzt, wobei 5nN];,';ji,27’é2,nl das Vorzeichen der Permutation von
ny, ...,Ng,n1 beziiglich N,...,2, 1 ist. Damit steht dort nichts anderes, als die Determinante der

Matrix S. Hiermit gilt es nun Integrale in der Form

wie] = / deV . det exp @ (€T, M™ " + 0T 6" — ngen)> (1.3.9)
denN ... gqet i &y ex leann
<%~%&:=f€ £ ¢ éﬁpbg &) (1.3.10)

zu 16sen. Betrachten wir das erste Integral. Da alle 6§ und ¢ paarweise antikommutieren und

€T 0" eindimensional ist, gilt
€T g = (7 )T = _gT en
und wir konnen es als
Wig) = / deN - de exp <;5Tman5” + e%g”) (1.3.11)

schreiben. Die Grofe W] nennt man das erzeugende Funktional, da sich damit alle fermioni-
schen Mittelwerte herleiten lassen. Hier ist M eine nichtsingulére antisymmetrische C-Matrix
und 6" sind Graftmann-Variablen. Ist M nicht antisymmetrisch, so kénnen wir M durch den

antisymmetrischen Anteil von M ersetzen, da
1
T _ i _
EmnMnE" = Em M7 e = 5 Em M™y (€M™ — €M)

_ %Z(anfmfn . angngm) — ;;(anémgn — Mnmémfn)

m
1 1
= S, - M = ek (M - M) €,
m
genau dem antisymmetrischen Anteil von M entspricht. Um dieses Integral nun zu lésen, trans-

formieren wir £" zu

Cn — gn_(M—l)nmem

o= =0T (M =T T (M)

15
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Schreiben wir dies dann in Vektornotation mit unterdriickten Indizes, erhalten wir

1
Wi = [t agt e (5 (€ 0+~ "))
¢ = €-M'
(T = T4
womit wir dann fiir den Exponenten
(" =0"MTMCH+ M) + 0T+ M) — (¢ - Mo
= ("M —-0"YC+MTO)+0"C+0TM - (To+ 0T M0
= ("M¢—0"C+¢T0—0"M'o+6T¢+20TM 10— ("o
= (TM¢+o0TMm 1o

erhalten. Damit muss jetzt noch
Loryr1 N 1 Lop
W[0] = exp 50 M6 d¢™ ---d( exp §C Mc¢

berechnet werden. Das Ergebnis ist durch die Terme O(¢”) in der Entwicklung der Exponenti-
alfunktion gegeben. Wir erhalten damit direkt fiir ungerade N, dass

Wio) = 0.

Fir N = 2K gilt dann aber

1
2K K

W0 = exp (;GTM‘19> /dgN . dct (CTMC)K.

Der Integrand ldsst sich analog zu (|1.3.8]) umschreiben zu
K
(CTMQ)™ = ¢ Mo, €™ Mgy (™ = (6 M
- MnlmlMHQMQ e MTLKmKCnl le e C”Ké‘mK
= Mnlmanng - MnKngiléf?‘l,}\./:"nK’mKClCQ e CN

= 28 KIPF(M)CI¢?- - ¢, (1.3.12)

Hier haben wir den Pfaffian definiert. Dieser ist fiir eine quadratische 2K x 2K Matrix M gegeben
durch

1 .
Pf(M) := KR\ Z Slgn(U)MU(l),a(Q) : "Ma(QKfl),a@K)-
o€Perm(1,...,2K)

Damit haben wir
W] = Pf(M)exp <;9TM_19) /dCN coedctere N

= _Pﬂﬂl)eq)<;9TA419>. (1.3.13)

16



1.3. Quantenfeldtheorien auf dem Gitter

Es gilt aufserdem die schnell gezeigte Gleichheit
Lory1
W1[6] = W0] exp 59 M0,

da
W10] = Pf(M) exp <;OTM10) = Pf(M).

Fiir den Pfaffian ldsst sich noch eine wichtige Relation herleiten. Dazu benutzen wir die Darstel-

lung
1
Pf(M) = / d¢V . d¢texp (QCTM§>
des Pfaffians. Quadrieren wir dies, erhalten wir
1 1
Pf(M)? = /dgN cood¢tdeN - cdetexp (2CTMC + 2£TM£) .
Transformieren wir nun auf die neuen Variablen
¢\ 1 (1 1)<
¢ V2 \-i1 i1) \é)’

So bekommen wir noch die Determinante des Volumenelementes zu

/dCN...dCIdi...dglz;Vdet< ]_l _1>/d§N...d§1d§N...d§1.

—il 11

Nun gilt aber, wenn wir die Determinante iiber die Submatrizen berechnen, dass

det <_1.11 D = det (1(i1) — 1(—il)) = det(2i1) = (2i)".

Damit haben wir

iN/dédefldédeél.
Pf(M)? entspricht nun dem Ausdruck
Pf(M)? = (—1)K/d5N - dCHEN - d€l exp (; (ETM£+ EM&)) .
Da M antisymmetrisch ist und alle 5 mit allen 5 antikommutieren, ist also
CTME+ € MC = 20T M¢

und damit
PE(M)? = (—1)K/d§N - dCYAEN . 4t exp (éTM§> .

Transformieren wir nun nocheinmal weiter

§= Mg

17
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erhalten wir die Transformation der Integrationsdifferentiale durch

/déN---dél :det(M)/déN---dél.

Damit haben wir

Pf(M)? = (—1)Kdet(M)/d§N--.dildéN--.dél exp (éTé)

G det(M)/di“'d§1d§N~-d51 <5TE)N‘

N!
N
Jetzt betrachten wir noch (CTﬁ) genauer. Fiir diesen Ausdruck gilt
e\ IV ~ ~ N N N ~ ~
(€)= {memedmény = (mn)fgn g O,
da wir nacheinander g:"N einmal nach rechts tauschen und CN”N -1 zweimal nach rechts tauschen
und so weiter. Damit haben wir

1 =2K’+ K

=1

_ N(N+1) 2K(2K+1)
a 2 a 2

Vertauschungen, also auch genausoviele negative Vorfaktoren. Jetzt tauschen wir alle ¢ unter-
einander bis sie in der Reihenfolge ¢l CN stehen und machen dies analog fiir die é , womit wir

AN
effektiv kein Vorzeichen erhalten. Da wir nach wie vor N! solcher Terme in (CT§> haben, gilt

(€)™ = (K migt g
wodurch wir direkt
Pf(M)? = det(M)

erhalten. Betrachten wir nun die Mittelwerte aus Gleichung (|1.3.10]). Wir sehen aus der Definition

des Erzeugenden-Funktionals, dass

1 ol
nSIE T wio 1.3.14
<§ 1 é l>F W[O] 8911 . 80” 0—0 [ ] ( )
gilt. Fiir die Ableitung erhalten wir
8l 8l 1
— W[ = ———— [deV...de! “eThre + o7
06;, - - 00;, wio] 90;, - - - 00, £ £ exp (25 &+ 5)
_ al_l/dgN...dglg, ex lfTMerGTg
= 8011 e agilfl 1 p 2
= 8021 e 691'171 p 9 i

= / de™ -+ dgt exp (;sTMs + e%) Sir -+ S
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1.3. Quantenfeldtheorien auf dem Gitter

Wir haben in Zeile drei die Ableitung der Exponentialfunktion (1.3.7)) verwendet. In Zeile vier
haben dann ausgenutzt, dass im Exponenten nur Quadrate von Grafmann-Variablen stehen und
damit untereinander kommutieren. Auferdem geben uns die Ableitungen keine Vorzeichen, da

wir N = 2K vorrausgesetzt hatten. Damit folgt

al
90;, - 00;,

Wi = [agtag exp( sTMg)g“---fZ-
= WI0l (&, - &)

0=0

Andererseits gilt fiir die Ableitung wegen (1.3.13))

LW[H]—W[O]L(%X Lorar-1g
00;, 00, "~ " Mag, a0, TP\ 2

Auch hier sehen wir, dass [ gerade sein muss, wenn wir nach dem Nullsetzen von 6 etwas nicht

verschwindendes erhalten wollen. Darum sei [ = 2k, dann gilt

0%k 1 o2k
- 0 —
891‘1 .. .agi% W[ ] W[O] ok 891'1 Y

2k

(6" n~10)"
Schauen wir uns jetzt (1.3.12) noch einmal an, dann sehen wir
(HTM_le)k = M_1n1n2 e ]\4'_1 n17 7”2k<'l2k g

nap_1n2,€ 19k syl

Die Ableitung gibt uns dann

Ml

o2k W10] _ .
T Wil = 5 > sign(o) M

o€Perm(iog,...,i1)

o(igg)o(iok—1) o(iz)o (i)
Wir kénnen die Summe iiber die Indizes nyq, ..., ng, durch die Summe aller Permutationen erset-
zen, da wir nur einen Term erhalten, wenn diese eine Permutation von igg, ..., 41 ist. Schalten wir

o noch die Permutation 7 voraus, die die Reihenfolge von s, ..., 71 umkehrt, so haben wir auch
hier ZQk 1= M = 2k? + k Vertauschungen, damit also sign(7) = (—1)¥, also

52k W [o] ‘ b
90 --- 00, W[H] = ok Z Slgn H 007' (i2j—1)007(i25)
" 2k ’ o€Perm(ia,...,i1) j=1
k
o'=cot W[O] 1
= SRR Z | sign(o’ o1 HM o' (inj—1)0" (in;)
o’ePerm(i1,...,i2k) 7=1

. k
sign(7)W|0] L
= ok Z sign(o ]1_11 M~ (ing—1)o" (i2g)

U’EPerm(i1 ..... izk)

k
(—1)kW o] . 1
= o 2 s [IM e
Jj=1

o’ ePerm(i,...,iax)

Wir haben die Abgeschlossenheit der Permutationsgruppe unter Verkniipfung und die Gruppen-

homomorphismus-Eigenschaft der sign()-Funktion ausgenutzt und bemerkt, dass 7 o7 = id ist.
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

Damit haben wir das Wick’sche Theorem gezeigt:

—1)k . L
<€i1 e 5@2k>F = (2kk?)' Z Slgn(o-/) H M 10/(i2j71)U’T(i2j)' (1315>

o'EPerm(il,...,igk) j=1

Dieses finden wir fiir normale Fermionen in |[11] Kapitel 5. Es zeigt sich dass im Fall der Majorana-
Fermionen alle Permutationen der Indizes an den Matrizen vorkommen und nicht nach Fermion
und Antifermion getrennt, wie im iiblichen Fall.

Beim Arbeiten mit mehreren Indizes muss Vorsicht geboten werden. Ein Beispiel ist v(1%2) mit

den zwei Indizes 71 und 7. Wir kdnnen diesen jetzt als einen vierdimensionalen Vektor v™ mit

ol ERY
02 p(1:2)
BT | pen
o 0(2:2)

verstehen. Dann sind die Mengen der Indexpermutationen Perm(1,2,3,4) von n und die der
einzelnen Vertauschungen von a und «, also Perm(1,2) x Perm(1,2) nicht gleich. So ldsst sich
zum Beispiel nicht (1,1) mit (1,2) vertauschen, wenn wir nur Perm(1,2) x Perm(1,2) zur Ver-
fiigung haben. Also miissen wir bei Multiindizes mit Perm(1,2,3,4) arbeiten und diirfen die

Permutationen nicht auf einzelne Indizes aufteilen.

1.3.3. Euklidische Feldtheorie und Korrelatoren

Kommen wir noch einmal auf das Pfadintegral zuriick. Ersetzt man in der Herleitung der

Pfadintegral-Feldtheorie die Zeit ¢ durch eine komplexe Zeit ¢ = 20 — iz?

, zeigt sich, dass al-
le Erwartungswerte komplex analytische Funktionen von ¢ in der unteren komplexen Halbebene
sind. Die Grenzwerte dieser Funktionen sind physikalisch relevante Ergebnisse, wenn wir die re-
elle t-Achse von unten erreichen. Dies ist mathematisch vertretbar, da wir ein beschréinktes,
positives Energiespektrum vorraussetzen, so dass die Zeittranslationen méglich sind. W&hlen
wir nun zur einfacheren Berechnung ¢ = —iz* ndert sich die Minkowski-Metrik zu der trivia-

len Euklidischen Metrik und wir erhalten unsere Theorie aus der Minkowski-Theorie durch die

Ersetzungen
0 = —i(z®)
= (:U(E))Z
P’ = =)
po= M),

wobei das (E) hier fiir euklidische Groken steht. Diese Koordinatentransformation erzeugt nun

auch Transformationen von Vektoren, partiellen Ableitungen und der Metrik. Diese fithren dann

8Eine Analyse dieser Tatsachen wird unter anderem mit Hilfe von Wightman- und Schwinger-Funktionen durch-
gefiihrt und ldsst sich zum Beispiel in [12] nachlesen. Die Analyse fiihrt auf Bedingungen, wann es erlaubt
ist, den Grenziibergang zur reellen Zeitachse durchzufiihren. Wightman- und Schwinger-Funktionen sind die
Vakuumerwartungswerte von Feldoperatorprodukten mit reeller oder imaginédrer Zeit.
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1.3. Quantenfeldtheorien auf dem Gitter

zu den Transformationsvorschriften fiir die Metrik 7,,,,, kontravariante Vektoren V# und kovari-

ante Vektoren V),

diag(1,-1,-1,—-1) = nu

/d4:1:
(VO vh V2 ve)
(Vo, Vi, Va, V)

d

—8,

—i/d4m(E)
A(VE)E (vENL (V)2 (v )3
(—i(VE)y, (VE, (VE)),y, (VE),).

l

%
—

Da wir spater auch Fermionen betrachten, miissen wir uns noch iiberlegen, was mit den Dirac-

Matrizen passiert. Diese sollten nun

(), ()} = 20

erfiillen. Sie lagsen sich aus den gewdhnlichen Dirac-Matrizen mittels

= 1/‘}/0

gewinnen, was nochmals genauer im Anhang beschrieben wird. Fiir den Rest dieses Kapitels
werden wir den Index (E) unterdriicken und im euklidischen Sinne laduft der Index p von 1
bis 4, anstatt von 0 bis 3 und die Summenkonvention wird ab hier fiir Raumzeit-Indizes auf
gleicher Hohe angewendet. Die in dieser Theorie berechneten Korrelatoren nennt man euklidische

Korrelatoren. Diese berechnen sich fiir den Operator O(t) der Felder durch

A~

(010 (0))r = % / DDA DA e Mo 1)0(0),
T

wobel

ZT — /D@kp)\klp)\Tke_S(E)[‘Pk’)\k]

als Normierung verwendet wird und O(t) ist die Funktion, die man erhilt, wenn alle Operato-
ren durch ihre klassisch korrespondierenden Funktionen ersetzt werden. O(t) ist die komplexe
Konjugation von O(t). Die euklidische Wirkung wird mit obigen Ersetzungen in der Minkowski-

Wirkung erhalten, wenn wir noch zusétzlich
SUpk, N = —iS[", ]

verwendenen. Haben wir nun einen Operator O, der nach unserem Ermessen auf einen massiven
Teilchenzustand projeziert, betrachten wir den euklidischen Korrelator von O alternativ in der

Form

(OO (0))1 = ZiTr om0 Gt
T

wobei Zp durch
Zr:="Tr [e_TH}
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

gegeben ist. Da die Spur eine basisunabhéngige Grofse ist, berechnen wir diese in der Eigenbasis

{|n)} des Hamilton-Operators zu den Energie-Eigenwerten F,,
H|n) = E, |n).
Wir wahlen die Basis weiterhin so, dass die Energie-Eigenwerte geordnet sind, so dass
Ey<Ei<FEy<---.

In dieser Basis erhalten wir

Zp = Z (n| o TH In) = Ze—TE" — o TEo <1 + Ze—TAEn>

n n n>0
mit

AE, = E, — E,

Dies gibt uns dann fiir den euklidischen Korrelator

OO0 = 5= 3 (nle” TV 0! n)

n

1 A - .
_ (T—t)En —th t
z ngm e (n| Oe |m) (m| O" |n)

_ TEn 1 A At —t(Em—En)
= ZT;G (n|O|m) (m|O"|n)e

S © TAE (0] O m) (] OF ) e~ (AFn—AEx)
1+ Zn>0 e_TAE"

Nehmen wir nun den Limes grofer T' an, erhalten wir, da e 72F» — 0 fiir n > 0

(OW)01(0)) 1500 = Y (0|0 |m) (m| OF |0) e HAFm=4F0)

m

= 31{01O|m) fretAE

= [{0]O]0) |2+ (0] O 1) 221 4 ...

Das Ergebnis lisst sich sehr schén interpretieren. Wir erhalten den Term | (0| O |1) [2e~*AE1 | der
uns den schwiichsten exponentiellen Abfall fiir groRe ¢ liefert. Dabei ergibt sich fiir | (0] O1) |
nur dann ein nichtverschwindender Wert, wenn O den Zustand |1) in das Vakuum {iberfiihrt,
also das Teilchen in |1) vernichtet. Der Faktor E; ladsst sich als Masse des leichtesten Teil-
chens interpretieren, das einen nichtverschwindenden Uberlapp mit dem Operator O hat. Fiir
gewohnlich sind diese Teilchen gebundene Zustédnde, so wie das Wasserstoff-Atom in der Quan-
tenmechanik, dessen Masse sich aus den Massen der Konstituenten und der Bindungsenergie
zusammensetzt [11] [20] [23] [25] [9].

22



1.4. Die N' =1 Supersymmetrische SU(2) Yang-Mills Theorie

1.4. Die N =1 Supersymmetrische SU(2) Yang-Mills Theorie

Wir betrachten vorerst die Wirkung unserer Eichtheorie im Kontinuum, stellen dann die diskre-
tisierte Version dieser Theorie vor und schauen uns den Kontinuumslimes an.

In dieser Darstellung der Theorie wird auf die Einfithrung der Supersymmetrie verzichtet, da sie
fiir das Verstédndnis der hier prasentierten Ideen nicht hilfreich wire. Es sei aber erwéhnt, dass
sich die Supersymmetrie dadurch zeigt, dass wir nachher eine gleiche Anzahl an Fermionen und
Bosonen haben und die Fermionen masselos wéhlen kénnen, wodurch wir eine Supersymmetrie
zwischen Fermionen und Bosonen haben. Dies ist der Fall N' = 1, eines supersymmetrischen
Partners, da wir nur ein Paar an Bosonen und Fermionen haben. Haben die Fermionen jedoch
eine Masse, so gibt es eine Asymmetrie zwischen den Fermionen und den masselosen Eichbosonen
und die Supersymmetrie ist gebrochen. Eine Einfiithrung in die die Supersymmetrie ist in [28] zu
finden.

Die Idee hinter einer Yang-Mills Theorie ist es, einen Lagrangian zu formulieren, der eichinvari-
ant ist. Da sich Teilchen als Vektorfelder in bestimmten Vektorrdumen darstellen lassen, kénnen
wir fordern, dass der Lagrangian unter bestimmten linearen Transformationen dieser Felder inva-
riant sein soll. Haben wir zum Beispiel ein Vektorfeld in unserem Lagrangian, welches nur durch
seine Lénge eingeht, ist diese Theorie rotationsinvariant. Geht jedoch zum Beispiel nur eine ein-
zige Komponente ein, ist diese Rotationsinvarianz zerstort, da eine Drehung diese Komponente
verdndert.

Fordert man diese Invarianz nun an jedem Raumzeitpunkt, also lokale Eichinvarianz, erhalten
wir eine nichttriviale Zusatzforderung, da Ableitungen nicht mit den lokalen Transformationen
kommutieren und unser Lagrangian Ableitungsterme enthalten muss.

Fiir die Symmetrien, die die Eichtransformationen erzeugen, werden in der Regel die speziell
unitdren Gruppen SU(N) verwendet. In unserer Theorie benutzen wir N = 2. Auch hier sind die
Ausfithrungen analog zu [20] und [11].

Wir verwenden ab diesem Punkt die einsteinsche Summenkonvention, wenn diese nicht ausdriick-
lich aufser Kraft gesetzt wird. Wir summieren also iiber gepaarte Indizes auf unterschiedlicher

Hohe. So gilt zum Beispiel im Minkowski-Raum

3

viw, = 2 Vi . (1.4.1)
,v=0

Im euklidischen, sowie Darstellungs- und Farb-Réumen, wird auch {iber Indizes auf gleicher Hdhe
summiert, wie zum Beispiel in

Ap(x) = A% ()T

fiir Fichfelder.

Fiir eine Einfilhrung in die Thematik der Lie-Gruppen und Lie-Algebren verweise ich noch an
dieser Stelle auf [22|, wo diese Themen hinreichend besprochen werden. Es ist anzumerken,
dass die Erzeuger der Lie-Algebra A% € g zur Lie-Gruppe G mit den physikalisch verwendeten

Generatoren 7% iiber A% = iT* zusammenhéngen.
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

1.4.1. Kontinuierliche Wirkung

Wir werden diese Herleitung vorerst im Minkowski-Raum ausfiihren und nachher die Euklidische
Wirkung angeben. Die kontinuierliche Wirkung, die wir im Kontinuumslimes berechen wollen,
enthélt drei Majorana—Fermionenlﬂ Ne(z) sowie drei Eichbosonen A%,(x) mit a = 1,..,N? —1
i=1,.,Nga=1,..,4und =0, .., 3[1__51 Die A%, (x) sind fast die Koordinaten der Lie-Algebra-
wertigen Felder iA4,,(z) € su(N), die durch

Ap(z) = A%, ()T

gegeben sind, wobei wir hier die drei Generatoren T € su(N) der Lie-Algebra verwendet haben.
Die Generatoren sind komplexe Nq x Ng Matrizen (7%)¥, die die Lie-Algebra linear auf dem

RMa darstellen. Diese Generatoren erfiillen die Kommutatorrelationen
[Ta’ Tb] — TaTb _ TbTa — ifabcTC,

wobei f2%¢ die sogenannten Strukturkonstanten sind. Fiir su(N) sind diese antisymmetrisch unter
Vertauschung aller Indizes und speziell fiir N = 2 gilt fo¢ = £%¢ wobei ¢!?3 = 1. Die Eichbo-
sonen transformieren unter der lokalen Eichtransformation mit U(x) = U%(z) € SU(N) in der

passenden Darstellung durch
Ay (2) = U(2) Au(2) U (2) =18, (U (2)) U4 (2),

da sich diese Felder mathmatisch als lokale Zusammenhangsform interpretieren lassen. Haben
wir nun die Fermionen als Vektoren, so transformieren sie unter einer lokalen Eichtransformation
U(x) = U%(z) € SU(N), die 0.B.d.A. nicht in der selben Darstellung wie oben sein muss, durch

N(z) = U(z)\(x)
N(z) = Ma)UTd ()

wie ein gewohnlicher Vektor. Hierfiir ldsst sich die kovariante Ableitung
Dy = 0, —iAu(x)

definieren.

9Die Eigenschaften der Fermionen des Kontinuums sind noch einmal im Anhang zusammengefasst, wo auch
die hier wichtigen Eigenschaften der Dirac-Matrizen erwdhnt werden.

19Dy wir hier vier verschiedene Indizes und damit vier verschiedene Vektorrdume haben, miissen wir Operatio-
nen wie Spurbildung passend kennzeichnen. Den Raum beziiglich o nennen wir Spin-Raum und kennzeichnen
Operationen auf diesen mit einem Index S. a gehort zum Farb-Raum und Operationen werden mit ¢ gekenn-
zeichnet. Der Tangentialraum an den Minkowski-Raum wird mit p verbunden und Operationen hier mit einem
x indiziert. ¢ gehort zum Darstellungsraum der Gruppe und Operationen hier erhalten ein d. Alle unterdriickten
Indizes miissen als 1 auf den jeweiligen Rdumen interpretiert werden.
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Diese Ableitung transformiert dann durch

Dy = 0y —i4,(x)
= fh—lU( )Au(2)UT (2) = (9,U (2)U4 (x)

= 0y — iU (2)Au(@)UN (@) + U () (0,01 ()
= U(@) (UM(@)0 + (U1 (2)) - i4u(2)U T ()
= U(2) (9 — iAu(2) Ul (z) = U(x)D, U (2).

In der dritten Zeile haben wir
0=09,1 =a8,(UU™) = (9,U0)U' +U(3,UT)
verwendet. In der vierten Zeile gilt es noch zu beachten, dass
0u(UM () f () = (BuU1 (@) f(2) + U4 (2) (9 f ().

Es steht uns nun frei, die Darstellung der Generatoren zu wihlen. In unserem Fall verwenden
wir die adjungierte- anstatt der definierenden Darstellung. Die Generatoren der definierenden

Darstellung sind gegeben durch

prdefl . (0 %) pdef? . <O _§> qdef3 . (5 0 )
: . : . : 1
3 0 3 0 0 —3
und in der adjungierten Darstellung durch
00 0 0 0 i 0 -1 0
T =0 0 —i T™:=10 0 0 ™ :=1i 0 0
0 i 0 -1 0 0 0 0 0

Die adjungierte Darstellung der Lie-Algebra ist durch
(Ta)bc — _ifabc

definiert. Diese beiden Darstellungen erfiillen noch die schénen Spur-Eigenschaften

Trg (Tdefdeefj > _ % 51

Trq (TAiTAj ) — 25

Es gilt sogar, dass fiir jede treue Darstellung semisimpler kompakter Lie-Gruppen eine Basis von

Generatoren T7 gefunden werden kann, so dass
Trq (T°T7) = C76Y

mit der darstellungsabhéingigen Konstante Cp gilt. Das wird in den ersten Kapiteln von [27]
erldutert. Die kovariante Ableitung gibt nun die Moglichkeit das Fichboson eichinvariant an das

Fermion zu koppeln und im wechselwirkungsfreien Fall den bekannten Fermionen-Lagrangian zu
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

erhalten. Dieser ist leicht mit
Lr(Mx)) = M) (" Dy —m)A(x)

Xi(x) (09 (17" 0y, — m) + 1A% (T)9) N (x) (1.4.2)

NN

anzugeben. Die v* sind die tiblichen Dirac-Matrizen im Spinraum. Aus der kovarianten Ableitung
lasst sich noch eine zweite invariante Grofe bilden, die wir als Eichbosonen-Lagrangian verwenden

kénnen. Betrachten wir dazu
F., -=i[D,,D,| =i(D,D, — D,D,),
den Feldstirketensor. Dieses Objekt transformiert unter einer Eichtransformation wie
Fy, (@) = U () Fu(2)U" (2)

und wird eichinvariant, wenn wir die Spur im Darstellungsraum bilden. Da die Spur invariant

unter zyklischen Vertauschungen ist, gilt
Trq(F,) == Tra(U(z) Fu, U (2)) = Tra(U™ (2)U (2) Fu) = Tra(Fu).

Dies ist zwar eichinvariant aber kein Lorentz-Skalar, aber das lésst sich dndern indem wir F),,, F'*¥

verwenden, was durch
Tra(F), F"™) := Trq(U(2) Fu F* U () = Tra(Fu F*)

transformiert und ist damit ein eichinvarianter Skalar. Jetzt wollen wir diesen Feldstirketensor

genauer betrachten. Wir haben

DDy, = (9y—1iAu(z))(0y —idy(2))
= 0.0, — Au(2)Ay(z) — 1 (0,4, (2)) — 1A, (2)0, — 1A, (2),

woraus dann direkt folgt, dass [D,, D, ] kein Differentialoperator sondern ein Tensor ist und
[D/u Du] =—i (6uAu(x) - 8,,AH(.77)) - [Au($)7AV($)]
Stellen wir das Feld A, (x) als A%, (x)T* dar, ergibt sich

Dy D] = =i (0uA%(@)T* = 9, A% (@)T*) — [A% ()T, A (2)T"
G A >>T“—Aau<x>Aby<x>{T“7Tb1
= (0, () — 0, A" () T* 1A% (2) A", (@) fanc T*
= =i (0,4 (@) = 0, A% (x) + A" (@) A% () fea) T
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1.4. Die N' =1 Supersymmetrische SU(2) Yang-Mills Theorie

Wir konnen F),, also als ', T schreiben, wobei
F = 0,A% () — 9,A%, () + A, (2) A% (2) frca-
Damit erhalten wir direkt
Trq(F,, F*) = F2,, F" Try(ToTY) = CrF®,, F"

Dies gibt uns dann unseren Eichbosonen-Lagrangian mit

1 C
Lo = ——5Tra(Fu ™) = =2 F°,, F".
g g

Anzumerken sei noch, dass dieser Ausdruck nur in der Konstante Cp von der gewéhlten (treuen)
Darstellung der Eichgruppe abhéngt. Damit kdnnen wir die Darstellung der Eichbosonen unab-
héngig von der der Fermionen wéhlen. Diese wird die definierende Darstellung mit C't = % sein.
Die Fermionen werden in der adjungierten Darstellung verwendet, fiir die wir C7 = 2 haben. Aus

diesen Bausteinen setzt sich die Lagrangedichte unserer Kontinuums-Theorie zusammen zu

1

L(A(2), Xy (@) = “2g

1
F, P 4 5)\ (iv*D, — mg) A.

Dies wird jedoch meistens direkt als Wirkung umformuliert, da sie die Grofe ist, die in das

Pfadintegral eingeht. In unserem Fall ist das
4 1 a apuv 1< . n
S[AL AN =— M4dx Q—QQF wk' +§)\(1y D,—mg)Ap.
Die Minkowski-Wirkung ist mit den Ersetzungen

SIA® | AB)] — 1/

JAp® {2;2 FE pE % A®) (155, DE), 4 me) A(E)}
M4

und dann mit dem zusédtzlichen Faktor erhalten wir die euklidische Wirkung mit

S(E)[A(E)“’/\(E)] — —iS[A(E)“,)\(E)]

- / d1z(® {2;2 O pme % XE) (i), D), 1 m) A(E)} '
R4

1.4.2. Adjungierte Fermionen

In der Supersymmetrie wird fiir die Fermionen gefordert, dass es eine Fermion-Boson-Symmetrie
gibt. Dafiir interpretieren wir die Fermionen-Felder i\, (x) € su(N) C M(Ng4) als Elemente der
Lie-Algebra beziiglich der oben gewéahlten Darstellung. Es gilt also

Mz) = \4x) (T e; @ e;.
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Sie transformieren als Elemente der Lie-Algebra unter einer lokalen Eichtransformation U(x) =
U%(z) € SU(N), durch

Nol@) = U@)Aa(@)UT(x)
N(x) = Ux)ha(z)Ut(2).

Eine solche Darstellung wird die adjungierte Darstellung genannt. Mithilfe des Eichboson-Feldes
lasst sich nun auch hier eine kovariante Ableitung der Fermionen, wie in 10|, definieren. Die

kovariante Ableitung in der adjungierten Darstellung
DyA() = BuA(@) — i[A, (), A(@))
Die Ableitung transformiert, wenn wir die z- Abhéngigkeit unterdriicken, wie

(DA = 9N —i[Al, N]
= 9, (UNUTe) —i[UA, U —i(9,U)UN, UNUT]
= 9, (UNUTe) —i[UA, U UNUT| - [(9,U)UTe, UNUT4]
= U@ \NUN —iU[A,, NUTe + (9,0)AUT + UND,UT) — [(8,U)UTe, UNUT]
= U9\ —i[A,, N) Ul = U(DNUTe.

In Zeile vier haben wir wieder
0=0,1=09,(UU™) = (9,U)U' +U(9,U')
benutzt, da daraus

[(0,0)UT, UNUTY] = (8,U)A\U —UNUT(9,U)UTd
= (0, U)\UM +UN0,U™)

folgt. Damit verschwinden die letzten drei Summanden. Schreiben wir die Komponenten aus,

erhalten wir

DA = 9uA@) —i[Au(2), A(x)]
= O ()T — 1A, (2)\(x) [T, T7]
= 9N (@)T" + AP, (2)X(x) freoTe
= (0 (@) + fUeAL, (2) N ()T (1.4.3)

Hiermit erhalten wir im Gegensatz zu den Vektor-Darstellungen durch
(MHD,N) = UMD AU Te

keine eichinvariante Gréfse. Dazu miissen wir analog zum Feldstérketensor die Spur im Darstel-

lungsraum bilden. Damit haben wir in dieser Darstellung den Fermionen-Lagrangian gegeben
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durch

Lr(Ax)) = _Qé’T Trq (A(z) (iv"D, + m) A(2)) .

Es zeigt sich schnell, dass dieser in Komponenten ausgedriickt die Form
1-
Le(\(@)) = =5 A (@) (5490, +m) +if P9 A% () ) N (a) (1.4.4)

annimmt und dass wir dasselbe Ergebnis erhalten, wenn wir die Fermionen in der adjungier-
ten Vektordarstellung betrachten. Also wenn wir i = a, Ng = N? — 1 u.s.w. setzen, und die

Generatoren

(Ta)bc — _ifabc

verwenden. Wir stellen die Korrespondenz dadurch her, dass wir wegen

M) = N (@)ew = 5 Tra(T*A@) e
Cr
die Groke C—lTTrd(T“)\(x)) als Vektorkomponente A* verwenden. Dies ist einen Vektorraumiso-
morphismus, da die Generatoren 7T, linear unabhéngig in M(/N4) sind und jeder Generator durch
Trq(T®---) auf genau einen Basisvektor des R™Vd abgebildet wird. Betrachten wir nun die Trans-
formation U(x) = U%(z) € SU(N) einer beliebigen treuen Darstellung, die auf RNd so gilt

nun

N(z) = A (2)U (x)TU (2).

Ab hier unterdriicken wir nochmals die z- Abhéngigkeit. Diese Transformation l4sst sich darstellen
als
UY = exp(iw®(T°)")

. . 2_ . . . . . . .
fiir genau ein paar von w® € RV 1. Damit kénnen wir die korrespondierende Transformation in

der adjungierten Darstellung angeben als
Ve = exp(iw?(T€)™),

so dass hier
N = VA=V e

gilt. Hier sind nun 7% die Generatoren in der adjungierten- und 7° die Generatoren der gewihlten

Darstellung. Diese Darstellungen sind nun &quivalent, wenn

1
Vab)\b — 7Trd (Ta)\,)
Cr
gilt. Ausfiihrlicher ergibt die rechte Seite
Trq(TON) = Trq(TNUT U ) = Trg(TOUT U )N,

wodurch jetzt nur noch

CrVa = Try(T*UT UT4)
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gelten muss. Gleichheit ldsst sich mit Hilfe der Eindeutigkeit der Losung von gewohnlichen Dif-

ferentialgleichungen mit fester Startbedingung zeigen. Dazu definieren wir die Gréfken

(U)7 = exp(itw(T%)")
(Vi)® = exp(itw(T4)™)
1
(W)™ = —Trq(T°U,TU}).
Cr

Wir sehen also, dass

d
U() = I]., U1 = U, &Ut = iwCTcUt = ichtTC

d . .
Vo=1, Vi=V, —Vi=iTV =i VT*

Berechnen wir die Ableitung von W%, erhalten wir

d
Cro (W™ = i (Trd(T“TCUthUtTd)—Trd(T“UthUtTdTC)>
= i (Tra(TT°OT'UJ) - Trd(TCT“UthUtTd)>
= W Trg([T¢, TY|UT U4)
= iwC(—if ) Trg (TU,TCU)
= wC(T) " Try(TUUT US) = Criw®(T€)*(Wy)®.

Wir haben also gezeigt, dass W; dieselbe gewohnliche Differentialgleichung wie V; mit derselben
Anfangsbedingung erfiillt. Damit gilt
W=V,

und insbesondere .
Wy = Trg(T°UTUT) =V = V.
Cr

Damit sind die Transformationen in der Lie-Algebra- und der adjungierten Vektor-Darstellung
dquivalent. Wir kénnen also auf diese Weise mit jeder treuen Darstellung die adjungierte Darstel-
lung simulieren. Dies hat bei Berechnungen den Vorteil, dass wir fiir die SU(2) zum Beispiel nur
eine 2 x 2 Matrix in der definierenden, anstatt einer 3 x 3 Matrix in der adjungierten Darstellung
verwenden konnen. Fiir die weiteren Rechnungen verwenden wir jedoch die Vektor-Darstellung,
da in dieser die Beachtung der Kommutatoren wegfillt.

Wir sehen zum Beispiel, dass die Ableitung in Vektordarstellung die einfache Form

(DpA(@))® = (870, —1A%(T*) ")\ (x)
(DpA(@))* = (870, — 1A (=if")) N (x)
(DuA(@))* = (070 — [P A%)N ()
(DuA(@))® = (00 + foP AN ()

hat. Es ist dieselbe Form wie in (1.4.3), wenn wir die T als Basisvektoren interpretieren. Es
zeigt sich auch, dass der hieraus mit ([1.4.2)) resultierende Lagrangian, dem Lagrangian (|1.4.4))
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gleicht. Damit sind also beide Betrachtungsweisen dquivalent.

1.4.3. Diskretisierte Wirkung

In diesem Abschnitt schauen wir uns die diskretisierte Wirkung an. Sie sollte vorerst nur das
Kriterium erfiillen, dass sie fliir a — 0 moglichst gut in die kontinuierliche Wirkung iibergeht.
Doch bevor wir die Wirkung aufstellen kénnen, miissen wir noch einige entscheidende Objekte
einfithren.

Unsere Theorie sei auf einem vierdimensionalen Gitter A4 definiert, auf dem der Gitterabstab-
standsvektor durch

a= (a07a17a27a3) = (avaa a7a>

gegeben ist und die Gitterausdehnungen durch

N:(N07N17N27N3>:(NT7N7N7N)'

Wir separieren die Nullkomponente vom Rest, da wir diese als Zeitrichtung interpretieren wollen.

Es wird sich nachher als niitzlich erweisen, das Gitter in die zwei Untergitter aufzuteilen

T ._ Ala)
AT = A(NT)
bestehend aus Np Punkten und
S . l(aaa)
A° = A(N7N7N),

so, dass
a _ AT S
Y=A"xA

Unsere Felder sind nun die Eichbosonen mit den Indizes Af,, und die Fermionen mit den Indizes
AZ*. Aber es sei anzumerken, dass wir auch hier zwischen x und n als Index wechseln und in den
Fillen, wo mehrere Ort-Zeit-Indizes auftauchen, wird n mit x, m mit y und so weiter assoziiert.
Desweiteren miissen wir noch Randbedingungen festlegen, da wir auf einem endlichen Raum-
Zeit-Gebiet arbeiten. Wir wihlen fiir die Eichfelder A7, periodische Randbedingungen in Raum-
und Zeit-Richtung

a o a
A;L(:B0+NT,9U1 ax2x3) T A,u(xo,ml o2 x3)
a P a
Ao +N22,09) = A0 g1 2 09)
a ._ a
AH(IO,$17I2+N,I3) T A#(Io,m17m2’13)
a ,_ a
Au(xo,xl,z2,z3+N) T A,u(mo,zl,mg,z3)' (1.4.5)
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n n+p
ﬂ
[

A(m)U, (m)A(n+ )

Abbildung 1.1.: U,(n) verbindet das Fermion bei n mit dem bei n + niu so, dass eine Eichinvariante
Grofie entsteht.

Fir die Fermionen A\2* wihlen wir in allen Raum-Richtungen periodische Randbedingunen, in
Zeitrichtung werden jedoch entweder periodische oder antiperiodische Randbedingungen verwen-
det.

aq N
(z04+Np,zl,22,23) ° (29,222 ,23)
aa . ao
(20,21 +N22,23) (29,21 ,22,23)
aa . ao
)\(I()7I17$2+N7$3) = A0zt 22 23)
aa . ao
)\(a:“,ac17at27a:3+N) T (20,21 ,22,23)" (1.4.6)

Es ist zu verstehen, dass b den Randbedingungen entsprechend gewéhlt wird, also b = 1 fiir
die periodische und b = —1 fiir die antiperiodische Randbedingung in Zeitrichtung. Wir werden
keine spezielle Randbedingung wihlen, jedoch die Indizierung aller beeinflussten Gréfen mit
einem b vorerst unterlassen. Daher miissen wir uns immer daran erinnern, dass es eine explizite
Abhéngigkeit von den Randbedingungen gibt. Wir betrachten zuerst die partielle Ableitung des
Fermionenfeldes, die sich wie oben beschrieben naiv durch

Ay = Dot~ 2nps

2a

approximieren ldsst. Wollten wir nun daraus einen eichinvarianten Term wie gewohnlich erstellen
durch
Ay

sehen wir, dass dieser nicht lokal eichinvariant ist. Sei nun eine lokale Eichtransformation durch
0, € SU(2) gegeben, so dass X, = Q,\,,, dann ergibt sich die Transformation der obigen Grofe

zu
b~ Mo A Qnspdnss — M A g
2a 2a ’

NoAN, = NV,

was nicht eichinvariant ist, da QILQm = 1 im Allgemeinen nur fiir n = m gilt. Wir fithren dafiir
nun die Linkvariable U,(n) € SU(2) ein, die durch

Uy (n) = QU ()0,

unter einer Eichtransformation transformiert. Anschaulich versteht man unter U,(n) ein Objekt,
welches zwischen den Transformationen zweier benachbarter Punkte vermittelt. Damit konnen

wir U,(n) mit der Verbindungslinie von n nach n + fi assoziieren. Damit hat U, (n) auch eine
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Richtung, und wir kénnen sinnvoll ein U_,,(n) definieren, das unter Eichtransformationen durch
U-p(n) = QuU—u (), _,

transformiert. Da wir U, (n) und U_,(n + fi) unweigerlich mit derselben Verbindungslinie asso-

ziieren, es jedoch in die entgegengesetzte Richtung zeigt, fordern wir

Wir kénnen die U, (n) als Elemente der Eichgruppe auffassen, da so etwas im kontinuierlichen

Fall existiert. Im diskreten Fall schreiben wir es als

o= s (i (o 1)

wobei wir hier annehmen, dass das Eichfeld nur Werte auf den Linien zwischen den Gitterpunkten
annimmt und entlang dieser Linien konstant bleibtl]
Fithren wir dann die verdnderte Ableitung

By, = Vet~ U
a

ein, sehen wir, dass diese eichinvariant ist. Ausserdem ist geht dies im Kontinuumslimes in die
gewlinschte Grofe tiber, da nach |20] oder [11]

A = 0, +iAL ()N, + O(a?). (1.4.7)

Unsere diskretisierte Ableitung Au liefert im Kontinuum also den gewiinschten Operator D,,.
Nun fehlt uns noch das Gegenstiick des Feldstérketensors. Da wir fiir die Ableitung schon die
Linkvariablen benutzt haben, ist es ersichtlich, dass wir auch hierfiir die Linkvariablen benutzen
wollen um nicht mit Eichfeldern und Linkvariablen zur selben Zeit zu rechnen. Geometrisch ist der
Feldstirketensor nichts anderes als eine Kriimmung in der Lie-Gruppe {iber unserem Minkowski-
Raum. Er ist analog zum Riemannschen Kriimmungstensor in der allgemeinen Relativitdtstheorie
zu verstehen, indem er die Drehung eines Tangentialvektors auf einer kleinen geschlossenen Bahn
beschreibt, die parallel transportiert Werdenﬁ. Dies gibt Anlass, eine Plaquette zu betrachten,
also das Produkt von Paralleltransportern entlang einer geschlossenen Bahn. Wir wéhlen dazu
die einfachste geschlossene Bahn, ein Quadrat in g und v Richtung, und definieren die Plaquette
einfach als
Uw(n) =U,(n)U,(n+ @)U_,(n+ i+ 0)U_,(n+ 0).

"Piir zwei Punkte a,b einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit und einen Weg ~ zwischen diesen, gibt es in
der Lie-Algebra g der Lie-Gruppe G , die auf M wirkt, ein Eichbosonenfeld i4, € g p = 1,..,n, das den
Paralleltransporter Uy in G erzeugt, der unter einer lokalen Eichtransformation Q(z) € SU(2) durch

U, = Q(a)U,Q(b)

transformiert. Vergleichen wir die diskrete und die kontinuierliche Version, entlang einer geraden Kurve von x
nach = + afi sehen wir, dass
Uu(z) = U, + O(a).

Diese Tatsachen finden sich in |22] ausfiihrlicher erliutert.
12Wir finden diese Tatsachen in groRer Ausfiihrlichkeit in |22] beschrieben.
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n+v n+p+v
v
n 1] n+p

U,(n)U, (n+0)U_,(n+p+v)U_, (n+V)

Abbildung 1.2.: U,,(n) gibt die Verdnderung eines Lie-Gruppen-Elementes an, welches infinitesimal
parallel durch das Rechteck (u,v) transportiert wird.

Die Eichtransformation €2, € SU(2) bewirkt nun
U/, (n) = QU (n)Q.

Das Transformationsverhalten von Uy, (n) ist identisch mit dem des Feldstarketensors. Nun ldsst
sich Uy, (n) so verstehen, dass es ein Element 2 € SU(2) aus der Lie-Gruppe parallel durch das
Quadrat in p, v-Richtung transportiert und es dann zu Uy, (n)§2 wird. Um zu erfahren, inwieweit

sich dieses Element verdndern wiirde, betrachten wir

Trg (1 — Uy (n) (1.4.8)

die Differenz des Transporters und der Identitét, wobei wir die Spur bilden, um eine eichinvariante

Grofie zu erhalten.
In [11] wird gezeigt, dass der Realteil dieser Grofse im Kontinuumslimes zu
1
R (Tra (1 = Upw(n))) = §G4Trd (Fyw Flu) + O(a®), (1.4.9)

wird. Also kénnen wir die euklidische Wirkung im Kontinuum mit der Lagrangedichte

3

2 -, -
L(Uy(n), An, M) = Fat Z: (Trg (1 = Upw(n))) — 5)\” (quM + mg) An
approximieren, denn mit (1.4.7) und (1.4.9)) folgt

S[Ul“)\? )\T] = /£ )\na)\jﬂb)
2 2: - /-
N g2at R(Tra (1 = Uy (1)) — 5/\71 <1’YuAu + mg) An
v f1,v=0

= /x (;2Trd (Fuv(n)Fuu(n)) — %5\“ (17,0, +1A,(n)) +mg) )\n> + O(a?).

Da wir jedoch eine supersymmetrische Theorie beschreiben wollen, und hier klar sechs Frei-

heitsgrade haben, die Fermionen und ihre jeweiligen Antifermionen, haben wir doppelt soviele
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Fermionen wie Bosonen. Dies kénnen wir angleichen, indem wir mit Majorana-Fermionen arbei-
ten indem wir

A= 2MA0 L A\To

fordern. Im Pfadintegral lasst sich das leicht ausfilhren, indem wir den Faktor ()\JWO — )\TC’)
hinzufiigen, um die Majorana-Bedingung einzuhalten. Damit erhalten wir fiir das Gitterpfadin-

tegral das Integrationsmaf
/DUDADAT exp (—S[Uu, A, AT]) 5 (AHO n )\TC) .
Damit erhalten wir fiir unsere Theorie das Mak

/DUD)\exp (—S[UH,)\,)\T - —)\TCVOD .

1.4.4. Nochmals adjungierte Fermionen

Wie bereits angesprochen, werden wir im folgenden mit Fermionen in der adjungierten Darstel-
lung arbeiten, jedoch wollen wir die Transformationen mit Hilfe von Matrizen der definierenden
Darstellung von (U,)”(n) € SU(2) darstellen, da diese leichter zu modellieren sind. Wir haben
aber bereits gesehen, dass wir die Transformationen in der adjungierten Darstellung durch die

Umwandlung mit den definierenden Generatoren 7
(Vi)®(n) = 2Tra(T*Uu(n)T*(U,) ¥ (n)) (1.4.10)

erhalten, da hier Cr = % ist. Mit dieser Ersetzung erhalten wir fast die endgiiltige Darstellung

unserer Gitter-Wirkung.

1.4.5. Der Dirac-Operator

Betrachten wir freie Fermionen, deren Wirkung durch

S = [ £00) = =5 [ e G+ m)

gegeben ist und uns das Pfadintegral in der Form

/D)\ exp (=S[A]) .
erzeugt, konnen wir exakt den euklidischen Propagator mit Hilfe von (1.3.4) zu

_ J DXxexp (=S Ag Ny

aaybS
Aa"Ag ) [ Dxexp (—S[A])

(1.4.11)

'3Das Minuszeichen welches im Vergleich zu den Konventionen aus [20] kommt daher, dass wir hier mit
n = diag(1,—1,—1,—1) arbeiten. Es gibt dort zusitzliche Faktoren i. Darauf wird jedoch im genauer
eingegangen.
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bestimmen. Benutzen wir die Definition von W[f] und ersetzen 6 durch den fermionischen
Strom J, sowie die Matrix M durch die im folgenden erlduterte Matrix. Dazu betrachten wir
den Exponenten etwas genauer. Dieser lasst sich als Matrix auffassen. Weiterhin betrachten wir
die Integration fm wieder als Matrixmultiplikation der Raumindizes, so dass wir mit die

Form

1- 1<
SN = =50QA = =5\ (ivu Ay +mgo©) A
erhalten. Schreiben wir das aus, steht dort

1 T/

vy
1 i v
_ C C C
- 2 / / Az 2 Z T (5x,y*aﬂ o 5x,y+a/l) + mﬁéﬂhy Ay-
rJYy p,:l

Wir miissen jedoch auf die Randbedingungen achten, die wir in gewdhlt haben. Dazu
ersetzen wir die verschobenen Delta-Funktionen durch die in Gleichung und den dort fol-
genden definierte Funktion, die die Randbedingungen beachtet. Die Matrix @ wird im Weiteren
als der Dirac-Operator referenziert. Er ist die Verbindungsmatrix zwischen A und X in der Fer-
mionenwirkung. Wir definieren hiermit die Matrix M, da wir mit Majorana-Fermionen arbeiten.
Denn hier gilt dann

S\ = —%/\TM)\ = —%)\TC (i Ay + mgo©) A

Wir schreiben die Indizes von M in der folgenden Weise ]
st = [ [tz = [ [t
yJa yJ

da sich so die groke Menge an Indizes besser notieren ldsst. Wir haben nun drei Indizepaare und
wollen wir noch einmal ausfiihrlich auf die Notation, am Beispiel der Transposition, eingehen. Da-
bei haben die Transpositionen im Ort-Zeit-Raum, im Spinor-Raum und im Darstellungsraumﬁ
die Gestalt

(MTs)bﬁy — Mbay

aox afx
Ta\b,
(MT)% = My
Tg\b b
(MT®)o0s = Mooy,

Die Matrix M ist, wie in [A.4] gezeigt, antisymmetrisch, so dass

(MTSdE)b/BZJ _ Mézﬁayx — _ By

aox aox

Wir sehen dort auch dass

M=0CQ

Mpir eine eindeutige Notation miissten wir M durch Mbﬁymz indizieren, da der linke Index meist mit der
Spaltennummer assoziiert wird. Wir verzichten jedoch zu Gunsten der Ubersichtlichkeit und kompakterer
Gleichungen auf diese Indizierung und appelieren hier an den Leser, dies im Hinterkopf zu behalten.

15Wir fiithren hier zusatzlich den Index E fiir den Ort-Zeitraum der Variable z ein.
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gilt.

1.4.6. Der naive Propagator

Mit Hilfe des Wick’schen Theorems erhalten wir fiir den Fermionen-Korrelator mit (1.3.15)) so-
fort

A2\ = > sign()(M )70 5)
aEPerm((x,mC!),(y,bﬂ))

1 —1\x,a,x - b —1\z,a,x
= 5 ((M l)y,b,ﬁ - (M 1)%:(17,%) = (M 1)y,b,/3

N =

Da wir mit Majorana-Fermionen arbeiten, bekommen wir den gewiinschten Propagator durch

Multiplikation mit C, so dass
Ry = N €7 = (Mg,
was wir durch

(M hEre? = (CQ) g™ = (@ igr(c e

aqxr __, AaQT

= (Qil)bﬂy — S8y

leicht auf den Dirac-Operator zuriickfiihren. Der inverse Dirac-Operator wird mit Propagator
bezeichnet und A genannt. Nun miissen wir noch A berechnen. Durch die Fouriertransformati-
onseigenschafen der diskretisierten Ableitung A, (1.2.6) und ihrer Nichtsingularitét lasst sich @
durch
Q = FIFQF'Fr=FrFI(FQFHF
= FU(F (il +mgs®) F1) F
= F! (mA“ +mgdCFF! ) F

= Fl (b + mgd©) F = FIQF

ausdriicken. Hierbei hat Q die einfache Diagonalgestalt

4 .
Ap Vu sin(apy) C
A I gL U PR
pn=1

wenn wir die passenden Impulsgitter verwenden. Das heisst, dass wir fiir p* das verschobene
Gitter, falls wir mit zeitlich antiperiodischem Gitter arbeiten und fiir die anderen das normale

Impulsgitter verwenden. Damit folgt

A=FQ'F = FIAF.
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Dann berechnen wir nun A durch

-1

4 .
. Yusin(apy,) C
A = — SRTANTERT _
Z o +mg | Opg
p=1
1

= 7, sin(ap,) a
S e
p=1 “

Nun gilt wegen der Antikommutatorrelationen der Dirac-Matrizen

4 4 4
1
Z’y“au +b Z'Yuau —b = 3 Z s wlana, — b?
pn=1 pn=1 w,r=1
1 < )
= 3 (—20,)aua, —b
=1
4
= =) @’V
pn=1

fiir beliebige a,,b € C. Wir haben zundchst ausgenutzt, dass a, und a, kommutieren, dann
Indizes umbenannt, ausgeklammert und den Antikommutator benutzt. Hiermit kénnen wir die

Inversion des Propagators abschlieffen und erhalten

4 .
A a’mg +a > =1 Yusin(apy)

S sin(apy)? + a?mg® "

P —

1.4.7. Bedeutung der Pole

Wir haben den Propagator in der Form eines Quotienten

A F(p)
Ao = G e

gegeben, wobei G(p) Nullstellen hat, aus denen wir die Menge der Losungen p4(p) bestimmen.
Diese werden wir als Energien interpretieren. Desweiteren sind F(p) und G(p) insbesondere
periodisch in py mit Periode 27” Nun gilt, wenn angewendet auf diese 27” periodischen oder

antiperiodischen Funktionen, nach [20] die Identitét

Nr / Tk 3 pmeinalrk = QQTW / Tk S a(k—pa).
s T .J__«
paely,, (f?VT)

- aNp n=—oo aNT

Diese Identitét 14sst sich, wie im Anhang gezeigt, beweisen. Dabei ist b der bereits erwihn-
te Faktor, der durch die Periodizitit des Gitters gegeben ist und I'y, = das passend gewdhlte

Impulsgitter. In unserer Notation kénnen wir rechts die Summe noch umschreiben, so dass wir

NT/ dk ) b”ei"“NTk:/ dk [ 6 (k—ps) (1.4.12)
kerelNT k

n=—oo EFGNT Pa

38



1.4. Die N' =1 Supersymmetrische SU(2) Yang-Mills Theorie

erhalten. Wir sehen, dass die Summe iiber eine Funktion, die nur auf diskret vielen Punkten
in diesem Intervall definiert ist, beliebig kontinuierlich fortgesetzt werden kann, doch die Sum-
me gleich bleibt. Damit kénnen wir das Zeitverhalten des Propagators bestimmen, denn seine

Fourier-Transformation ist gegeben durch

A 1 —iqy ipat A —igss
A sg) = 5 / e / / PN, 5 (e
(2m)z Jq paJqa

_ 1 eip4t (p47ﬁ) —1q4s —1qy6C
- 5 - G( (P4,P),(q4,9)

(2m)3 P4,0) Jg,
- / oipa(t—s) F(01,P) gy
(2m)2 Jps G(p4,p)

Uns interessiert dann nur noch

A / ipgt £ \4H P) p4a ﬁ)
(t:2),(0 % D4 G p47 m

Jetzt gilt mit (1.4.12)), wenn wir die Fortsetzung dadurch wihlen, dass wir fiir p4 die kontinuier-

lichen Werte einsetzen

54 it I (K, D)

SA o dk / S k‘—p elkt )
@m3 A5 05) /WNT m k=r) e G 9
_ dk e maNTk ikt ( ﬁ)
/ICEFG'NT Z G( ﬁ)

F(k,p)

G(k,p)

— dk pn ik(t+naNT) '
/keF“NT nz_:oo ) G(k,p)
. A 3(k)
L ! R
_\kz(?)
’ Q’l,/ k,(p)
) @) P
k(P
ki (P) 3(P)
> > - L
_aw T R(k)
aN aNp

Abbildung 1.3.: Der Weg fiir die k-Integration.

Hat G(k,p) nun die Nullstellen {k;(p) + iE;(p)} mit nichtverschwindendem Imaginirteil F;(p) #

0, so kénnen wir den Residuen-Satz, der sich zum Beispiel in 18| findet, anwenden. Wir erweitern
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

dazu die Werte von k ins komplexe und fiigen noch Wege hinzu, die keinen Beitrag zum Integral
liefern, jedoch das Intervall <—ﬁ, ﬁ} zu einem Kreisweg vervollstindigen. Dieser Weg ist in
Abbildung [1.3|zu sehen. Wir gehen dazu entlang des Intervalls, dann bei k = ;3 gehen wir die
Imagindre Ebene nach oben bis wir einen unendlichen positiven Imagindranteil haben, gehen das
Intervall zuriick und dann den Weg nach oben riickwérts entlang, womit sein Beitrag wegfallt.

Der Riickweg des Intervalls im Unendlichen ist auch unterdriickt, wenn wir annehmen, dass

. _ F(k +1iR, D)
1 R(t+naNp) | D \M T UL D)L V. 7.
e GlhtiRp)| O TRP
Gilt dies nicht, miissen wir schauen ob
. _ F(k +1iR,p) .
1 R(t—l—nzzNT) Y — O Vk
Ly G(k+1R, ) v

gilt und in diesem Fall den Weg um die untere Halbebene schliefen und die Pole dort negativ
zéhlen. Ist keiner der beiden Félle gegeben, so ist der Residuensatz nicht anwendbar. Fiir die von

uns betrachteten Félle gilt
F(k+i
lim F(k+iR,p) ?R’ﬁ) o eTaR
R—+oo |G(k + 1R, P)

sowie, dass

ki(p) =0

fiir alle Nullstellen von G. Damit gilt fiir den relevanten Grenzwert

R(t+nany) | F'(k + iR, p) o o~ Rlt+a(nNr+1))

G(k +iR, p)

lim e~
R—+o00

Nach einigen Uberlegungen und der Verwendung von t € {a, 2a, .., (N7 —1)a} folgt, dass wir den

Weg fiir n > 0 bei +o00 und fiir n < —1 bei —oo schlieffen miissen. Daraus bekommen wir

5 A s . i F(k ﬁ)
2m)3 A L= b 2miRes; g, (e F(EHPaNT) 2020
(2m)2 (t,9),(0,0) T;) G(iE%;p):o TIRESE, ()€ G(k,p)
E,;(p)>0
-1
. F(k
— Z b" Z 27TiRes_iEi(@e‘k(t+"“NT)(7@

G(k,p)’

n=-—00 G(—iE;(p),p)=0
E;(p)>0

was wir weiter ausrechnen konnen. Dazu wenden wir die Substitution

FQE;i(p), P)

d
- G p
44| 4=ip, (5) (4.

hi(p) := 2mi
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1.4. Die N' =1 Supersymmetrische SU(2) Yang-Mills Theorie

an und bekommen damit

CORNPYTEIIED SUD DI i
n=0 GGE;(P),p)=0
E;(p)>0

- i p Z e_Ei(m(naNT_t)hi(ﬁ)
n=1

G(—iE;(p),p)=0

E;(5)>0
o)
= Z e_Eb(mch(ﬁ') Z bne—Ei(ﬁ)naNT
G(iE;(p),p)=0 n=0
E;(p)>0

00
_ Z eEi(ﬁ)ch‘ (ﬁ) Z bne—Ei(ﬁ)naNT
G(—iE;(p),p)=0 n=1

E;(p)>0

_ > hi(p) _E ()t

1 — be—Ei(P)aNT

GGE; (P),p)=0
E;(p)>0

S hi(D) BN
1 — be~Ei(P)aNT
G(—iE;(p),p)=0
E;(p)>0

Wir sehen jetzt, dass uns die rein imaginidren Pole des Propagators Teilchen erzeugen. Dies
erkennen wir an dem exponentiellen Abfall mit dem Koeffizienten F;(p). Eine analoge Rechnung
zeigt, dass fiir den negativen Zeit-Propagator

(2m)3 A = (2m)2A

hi(p) —Bi(§)(aNp—1)
b Z 1 _ be—Ei(ﬁ)aNT €
G(iE;(p),p)=0
E,;(p)>0

- Y e
— i a
G(_iEi(ﬁ)vi):()l beftpiatr
E;(p)>0

(7t7m7(0’6) (0’17)7(15:6) -

gilt.

1.4.8. Pole des naiven Dirac-Operators

Wie gerade gesehen, erzeugen die Pole des Propagators die fundamentalen Fermionen unserer
Theorie. Betrachten wir hier nun den naiven Dirac-Operator. Berechnen wir die Werte py, fiir

die es einen Pol gibt. Es muss also
3
sin(apa() = - (m E Zsin<am>2)
i=1

erfiillt sein, dann haben wir ein Teilchen. Da dies eine euklidische Grofe ist, kénnen wir die
reale Energiecimpuls-Relation erhalten, wenn wir py(p) durch iE(p) ersetzen, sehen jedoch, dass
es durch den Sinus fiir jede Losung aE(p) auch eine Losung aE(p) + im gibt. Wir bekommen

dann mit F(p) die Energie eines Teilchens im Minkowskiraum. Damit gilt dann wegen

sin(iaE(p)) = isinh(aFE(p))
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

fiir die Polstellen die Gleichung

3
sinh(aB(p))* = a®mg® + » _sin(ap;)”. (1.4.13)
i=1
Benutzen wir die explizite Form des sinh und nennen e*#®) =: 2(5) € R, , dann haben wir
1 1\2 L, )
1 z(p) — @ =a“mg —l—;sm(api) .

Wir verwenden die Abkiirzung
3
M(p) == a*mgz> + z:sin(api)2 >0
i=1

und bekommen fiir 2(j7)? die Lésungen

24 (P)? = 2M(P) + 1+ 2/ M (p)2 + M (D).

Diese sind beide nicht negativ, da

2
2M(P) +1 =24/ <M(ﬁ)+;> = 2\/M(@2+M(ﬁ)+i > 2/ M(p)? + M(p).

Da wir nur eine positive Losung wollen, erhalten wir die zwei Energien

2F. (§) = In <2M(ﬁ) v 1420/ M2+ M(ﬁ)) .

Wegen der Periodizitéit von M (p) gilt, dass wir 8 Impulse mit derselben Energie haben, da unter

Verwendung von

g = (0,0,0)
Jl = <07077T)
o E ™
& = (520

y
a
N ™ T T
g = Ty Ty T
a a a

dann
M(p) = M(p+ q)

gilt und damit
Ex(p) = Ex(0'+ i)
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Nun lassen sich in einer wechselwirkenden Theorie aus einem Teilchen mit Impuls p alle anderen
Teilchen mit Impulsen g+ §; erzeugen, da diese dieselbe Energie habenm. Aufterdem gibt es noch

8 weitere nichtreell energetische Teilchen mit den Energien
S o LT
EL(p+q) + i

Damit haben wir insgesamt 32 Teilchen, die dieser Propagator beschreibt. Um den Kontinuums-

limes zu erhalten, betrachten wir erst M (p). Hierfiir gilt

M(p) = a® (mg* + 5 %) + O(a?),

womit wir dann

M@)?+Mp) = VM@) (M@) +1)
= \/aQ(m5,2+ﬁ )+(’)(a3)

= a\/m§2+ﬁ2+(9(a2)

erhalten. Damit gilt

exp(2aE4(p)) = 2M(p) +1+2y/M(p)* + M(p)
1+ 2B (7) + O(@®) = 142a\/mg2+5%+0(a?),

und wir haben fiir die Energie im Kontinuum

Ey p+Qz i\/mg p+(Ti)2-

sowie die imaginéren Energien, welche wegen des Faktors 7

stark fluktuieren im Limes. Dies ist
nicht das Verhalten, welches wir uns wiinschen fiir eine reale physikalische Theorie. Um dieses

Manko auszugleichen wird der Wilson-Term eingefiihrt.

1.4.9. Der Wilson-Term

Die Pole entstehen dadurch, dass die Diagonalwerte von Q verschwinden. Um diesem vorzubeu-
gen, wird der Wilson-Term hinzugefﬁgt.@ Dieser ist in der Impulsdarstellung leicht zu erkléren,
da er eine einfache, 2f—periodische Funktion sein sollte, die die Minima am Rand des Impulsgit-

ters anhebt. Die einfachste Funktion dieser Art ist

4
ZZ 1 —cos(ap,)) ,
a
pn=1

wobei der Faktor r nahezu beliebig ist, aber positiv gewéhlt werden muss. Der Faktor a ist

aus dsthetischen Griinden dort und die Summe geht iiber alle Impulskomponenten, um etwas

6Siehe dazu [20].
'"Dieses Verfahren, seine Ergebnisse sowie Interpretationen lassen sich in [30], [20] oder |11] nachschlagen.
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

Minkowski-Skalar anmutendes zu erhalten. Modifizieren wir Q auf der Diagonalen um diesen

Term, erhalten wir den Dirac-Operator

4
yusin(ap,,) e
Q= E Rl A E (1 —cos(apy)) +mg | 6y Fay

4
Yusin(ap,) T Ar \
= (}-T)x,p _; (uau + p COS(GP;L)> +mg + o 5C ]:qy

Wir verwenden ab hier die Abkiirzung

Fiir den Sinus-Cosinus-Term gilt

s
(-

a (29 sin(apy) + 2r cos(apy))
p=1 1%

_24: <’Yusin(apu) +2COS(CLPM)> _

Il
—

(71,}/# (eiapu . e—iapu) g (eiapu + e—iapu))

[
|

gl

[]=

pn=1
1 < .
- %Z( el?Pk (iy, —7) — 7P (i, + 7)) .
pn=1
Eingesetzt in die Gleichung fiir @) unter Verwendung der Substitution mg := mg + % ergibt
sich
1 3 .
Qy = (FNap % D (€ (i — 1) — TP (i 1)) + 1 | o Ty,
pn=1
was im Hinblick auf (1.2.4)-(1.2.5) zu
1 &
Z % Z oy—aji (iyy —1) — 5gy+aﬂ (i, + 7‘)) + mgégy (1.4.14)

wird.

1.4.10. Pole des Propagators mit Wilson-Term

Wir wollen noch die Auswirkungen dieses Terms auf die Pole untersuchen. Dazu betrachten wir

erneut den Nenner des Propagators, den wir wie zuvor erhalten, wenn wir

4
amg — amg — 7 g cos(apy,) > amg
p=1

ersetzen. Die neue Energie-Impulsrelation ist nicht mehr invariant unter der Verschiebung von

aE(p) um ir und Verschiebung der Impulse um g;. Setzen wir hier wieder ps = iE(p) um die
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physikalischen Energien zu erhalten, wird die Cosinussumme zu

3 3

4
Z cos(apy) = Z cos(ap;) + cos(iaE(p)) Z cos(ap;) + cosh(aE(p)).
= =1 i=1

Damit gilt fiir Pole die Energie-Impuls-Relation
3
sinh(aE(p))? = (amg - TZCOS ap;) — rcosh(aE(p)) ) + Zsm ap;)?. (1.4.15)

=1

Setzen wir cosh(aE(p)) =: z(p) > 1, so erhalten wir die Gleichung

3
(m21—<amgr2c05 apﬁrzﬁ)) +Zsmapz ,
=1

was mit den Substitutionen

3
A(p) == amg — chos(api) >0

=1
3
M(p) :== A(p)® + Zsin(api)Q >0 (1.4.16)
2(p)% — 1 = M(p) — 2rA(p)z(p) + r’=(p)? (1.4.17)

wird. Die Losungen fiir z(p) lassen sich angeben durch

2:(P) = —7 _(]2 rAR)” ((1 — r2))2(1 T M(P). (1.4.18)

Wir sehen, dass nur dann eine physikalische Lésungen zuléssig ist, wenn wir » < 1 wéhlen, da
nur dann der Ausdruck unter der Wurzel nicht negativ ist. Damit haben wir € (0, 1] zu wéhlen.
Desweiteren sehen wir, dass z_(p) < 0 ist und damit eine nicht physikalische, nicht reelle Losung
zulésst. Mit

w(f) = e
ilt, dass
) L LI 1.4.1
3 (10t ) =50 A

ist, womit wir fiir einen bestimmten Tmpuls 7 die vier Losungen[™]
wat (P) = 201 (P) + 02V 20, (P)? =1, 01,02 € {+, -}

erhalten. Die negativen Lésungen w3?(p) entsprechen imagindren Energielosungen af(p) + im
und es ldsst sich zeigen, dass diese fiir » — 1 im Kontinuum divergieren, also nicht angenommen

werden konnen, weshalb man in der Regel » = 1 wahlt. Zusétzlich erhalten alle minimalen

¥ Diese Losungen existieren immer, da z,, (7)) < 1 in Gleichung (T.4.17) zu einem Widerspruch fiihren wiirde,
da die linke Seite negativ und die rechte Seite nicht negativ wire.
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Energielosungen, die nicht bei ¢y liegen, additive Terme proportional a~! dazu, womit diese im
Kontinuumslimes unterdriickt werden, da sie Teilchen mit einer Masse m + ¢ entsprechen. Damit
erfillt der verdnderte Dirac-Operator im Fall » = 1 die Anforderungen, die wir bendtigen. Fiir

eine genaue Analyse dieser Sachverhalte verweise ich an dieser Stelle auf [20] und [11].

1.4.11. Wirkung der Theorie

Wir sind jetzt in der Lage, einen Lagrangian fiir die euklidische Theorie anzugeben. Dazu verwen-
den wir den Dirac-Operator mit Wilson-Term und fiigen noch die Fichwirkung, sowie Eichtrans-

porter hinzu, um eine lokal eichinvariante Wirkung zu erhalten.

3
2
SlUu) = [ g D R(Tna (1= Upo(a).
z 9-a 1o =0
Diese vereinfachen wir, indem wir die Spur im Darstellungsraum iiber die 1 ausfithren. Diese hat
den Wert 2, da wir die definierende Darstellung der SU(2) verwenden, diesen Faktor klammern
wir aus und schreiben

salvn) = 8 [ S

(1 R (bl

T p,v=0
3 1
= ﬁ/ Z <1—23‘€(TrdUw,(a:))>.
T p,v=0
wobel wir
INgy 4
f= 72a’ = g2a?

gesetzt haben. Der Eichanteil der Wirkung wird um einen zuséitzlichen Term erweitert, um Dis-
kretisierungsfehler in einer hoheren Ordnung zu unterdriicken. Dies ist die tree level improved
Symanzik Wirkung. Der Zusatzterm ist durch
’ 1
S U] = 5/ Z (1 - 2§R(TrdGW(ac))>
T pp=0

gegeben, wobei

G () = Un(m)Up(n + @)U, (n + 20Uy (n -+ 20+ 2)U_y(n + o+ 2)U_, (n + )

einer rechteckigen Plaquette entspricht. Nun addieren wir dies zu unserer Wirkung hinzu und

erhalten die verbesserte Wirkung

SeWU = coSalU) + 1S U,
fiir die die Koeflizienten cg = 1 — 8¢; erfiillen. In unserem Fall haben wir ¢; = —% verwendet,

wie in 3] zu lesen ist. Betrachten wir jetzt die Fermionenwirkung etwas genauer, so hat sie mit
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([T4.14) die Form
SelU,, N = / / Ry QY A

T JY

4

QZ@%( ( )) = (65@—&;} (ifYM - 1) VM(’I) - 65,30—&-(1;] (i’YM + 1) Ve ( )) + mgéc
Es ist wichtig zu sehen, dass hier die Matrix @ von den Eichtransportern abhingt. Dass es nur
der Eichtransporter an x ist, werden wir sofort sehen. Hier ist wie in ([1.4.10) angegeben V),

bestimmt durch
(Va)®(2) = 2Trg(T*Upu(2)T* (U, 14 (2)),

da wir die Linktransporter in der definierenden Darstellung gewédhlt haben. Diese Matrizen sind
per Definition unitar. Sie lassen sich auch iiber die Exponentialdarstellung mit den adjungierten
Generatoren verstehen. Diese sind rein imagindr, womit automatisch V), reell, also orthonormal
ist. Anders ldsst sich dies sehen, wenn wir die Bestimmungsgleichung von V,, komplex konjugieren,

dann sehen wir

*

)')

(V) (@) = 2Tra(TUu(2)T°(U) 14 ()
U,

)
(T*Uu(2)T*(U,) 14 ()
Up(2)T*(Uy) 14 (2)T?)
TV (@) T (U1 () = (V)™ (@)

Die komplexe Konjugation wird in der Spur durch adjungieren umgesetzt, was in Zeile zwei
verwendet wurde. Dann haben wir adjungiert und die Zyklizitdt der Spur ausgenutzt. Damit
ist

Vou(y) = Vil (y — ap) = V"4 (y — ap),
wodurch @ zu

4
1 .
Q.U = 2 Z (5Sy afp (i, — 1) Viu(z) — 5gy+aﬂ (v, +1) VNT (z )) + m95C
p=1

wird. Skalieren wir unsere Fermionen noch mit dem Faktor ,/mg, erhalten wir in den Pfadin-
tegralen nur Vorfaktoren, die sich wegkiirzen, also irrelevant sind. Desweiteren geht @ in ’I?N’Lng

iiber, so dass wir

4

1 .
Qyz[UM] = 6g,y + ZCng Z (5C,y afl (W}L - 1) VM (x) - 6IC,y+aﬂ (lfyu + 1) VMTd (y))
pn=1

4
= 08, =8> (08 ran (vu + D VT(y) = 08, up iy — 1) Viul))

= 6S,y - K‘Hg[U#]
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1. Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

erhalten. Die Matrix H wird auch Hopping-Matrix und wir haben den Vorfaktor x genannt, der

durch
1 1 1
K = = =
2amg  2(amg+4r)  2(amg+4)

gegeben ist. Wir sehen, dass der Fall der masselosen Fermionen, also der Fall der wiederherge-
stellten Supersymmetrie fiir K¢, = % gegeben ist. In Abschnitt und des Anhangs finden

sich weitere wichtige Eigenschaften von Q. Jetzt haben wir die Wirkung

S[ULA = S‘énp[U]—irSF Uy, A

= S // Ay QU (1.4.20)

Dies gibt uns das Pfadintegralmafs endgiiltig zu
DUD)\eXp( Slmp[Uu] —//)\yMg)\x>
zJy

MY = CQ!

wobel hier wieder

gesetzt wurde.
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Kapitel 2

Baryonische Korrelatoren

Es wird zunéchst das Transformationsverhalten und damit der Spin-Gehalt des verwendeten
Baryonen-Operators untersucht und die Frgebnisse auf das Gitter iibertragen.

Danach wird aufgezeigt, welches Verhalten wir fiir den spéter berechneten Korrelator erwarten
und in welcher Weise sich die Masse des untersuchten Bindungszustandes in ihm widerspiegelt.
Am Ende dieses Kapitels wird noch auf einige benétigte Eigenschaften zur Berechnung des Kor-
relators und die Ausintegration der Fermionen-Freiheitsgrade im Pfadintegral eingegangen.

In den Standardwerken [20], [L1], [23], [9] und |25] sind analoge Ausfiihrungen zu finden. Speziell
fiir den Fall der Baryonen im Fall der QCD findet man Darstellungen in [20], [24].

2.1. Transformationsverhalten im Kontinuum

Ein Baryonen-Feld wird oft in der Form
B (z) = A*(z)Trs (M(@)T*\(z))

angegeben, wobei A(z) die fundamentalen Fermionen-Felder sind. Wir wollen nun den Spin-
Gehalt dieses Feldes untersuchen. Dazu miissen wir die zwei Matrizen u) ™" (5, s) und v (7, 5)
berechnen, die unsere Feldkomponenten («a, pt) auf die Spin-z-Komponente s eines Teilchens mit
Spin j projizieren, denn ein Feld B*(x) mit dieser Index-Struktur ldsst sich eindeutig durch
[26]

Bo(w) = (2m)E 3 [ dp (a0 (G 0)e P a0 + 00 (e v 7))
7,8

angeben. Dabei sind u™ (7, s) (0D (5, s)) aus uD™(0,s) (v (0, s)) durch eine Lorentz
Transformation zu gewinnen, die dadurch bestimmt ist, dass sie den Ruhe-Impuls k* = (EB(ﬁ), 6)
auf den Impuls p* = (Eg(p), p) dreht. Es ist also eine Drehung L(p), fir die

LE ()R = p



2. Baryonische Korrelatoren

gilt. Eine solche Drehung wirkt auf «)*"(0,s) (v@)**(0,s)) in der entsprechenden Darstellung

die unser Feld bestimmt. Dann haben wir fiir )™ (5, s) (0@ (7, s)) die Form

ap, _, FE 6 o NBY =
() /‘( s) = EEE@)L“ ug(ﬁ)u(j) (0, 5)
« E (6) By, =
)+ — B pe ()
v ( 78) EB(];')L vﬁ(ﬁ)” (078)

Fiir die von uns gewidhlte Darstellung wird die Drehungen durch die Lie-Algebra

() 5 = 14 (J97)% 5 4 (S, 1

vp

erzeugt, wobei (JP7)# der Standard-Generator der definierenden Darstellung
(7, = A (P07, — et
und (J#7)%4 die Dirac-Spinor-Darstellung

(72)% = 5071
ist. Das Baryonen-Feld, das wir verwenden, ist nur fiir den Fall 7 = 0 zu untersuchen, da wir
bei der Berechnung auf den Nullimpuls projezieren. Bei diesem Impuls l4sst sich der Spin-Inhalt
des Teilchens bestimmen, indem wir mit Hilfe der Generatoren der Darstellung die Auf- und
Absteige-Operatoren der rdumlichen Drehungen zusammensetzen und mit diesen alle erreichba-
ren Spinzustédnde erzeugen. Kénnen wir auf diese Weise mehr als zwei Zusténde erreichen, haben

wir eine Kopplung an die Spin—% Darstellung. Die rdumlichen Drehungen werden durch

1 )
(Je)"™5 = erig (), 5 = 10 (k)% + (Jk)", 1%

erzeugt. Die Auf- und Absteige-Operatoren, sowie J3 sind dann durch

(J)H s = (J)H, 5 i(J)H 5 = 1 (Jx)% + (), 1%
(J3)i, s = 1 (J3)% + (J3)", 1%
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gegeben. Explizit gilt fiir die Standard-Generatoren

00 0 0
00 0 1

TP =

(+)1/ 0O 0 0 i
0 -1 —i 0
00 0 0

g 000

v 00 0 i
01 —i 0
00 00
0 i 0

) =

(J3)", 0 —i 0 0
0 0 00

Unser Baryonen-Feld hat die Struktur
B = \¥(x)d" o Trg (X(x)vo)\(x))

woraus direkt
(J3)#, 1B = (J3)#,1%3 B = 0 = (Jo)*,1%3B"

folgt. Damit wirkt die Lie-Algebra auf B** durch
(I, 5B = (J0)" B

und damit koppelt B** nur an Spin—% Baryonen. Dies ist auch ohne die Konstruktion aller er-
reichbaren Spinzustidnde zu sehen, da nur noch die Dirac-Spinor-Generatoren auf das Feld wirken
und dies nur fiir Spin—% Teilchen gilt. Das allgemeine Vorgehen wurde hier nur der Vollstandigkeit

halber erwahnt.

2.2. Transformationsverhalten auf dem Gitter

Auf dem Gitter in der euklidischen Theorie verwenden wir den entsprechenden Operator
B = iX*(x)6" 4 Trs (A(z)vaA(2))

der denselben Spin-Gehalt hat, da der Spin auf dem Gitter durch die Einschrinkung der SU(2)
auf die Uberlagerung der kubischen Gruppe bestimmt wird und diese Einschrinkung nichts an
dem Transformationsverhalten &ndert, falls es sich um einen Spin % oder % Zustand handelt.

Diese Tatsache wurde in [15| herausgearbeitet.
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2. Baryonische Korrelatoren

2.3. Der fermionische Korrelator

Aus unserer Berechnung bekommen wir den Propagator eines Fermions. Wir nehmen hier als

Beispiel den freien Fermionenpropagator

By = D), (s,9) = Dii—s,7-7),(0.0)

und berechnen daraus den Korrelator

3 —1 I
Cy(t, p) == (277)2/55 g A2),00)"

Das b wird explizit erwdhnt, da wir es nachher noch einmal brauchen. Wir haben gesehen, dass

der Propagator fiir Wilson-Fermionen die Form

A a’mg —ra Zizl cos(ap,) +a Zi:l Yusin(apy)

T . ) - ) 2 %pa
S sin(ap,)? + (aimg — r X4, cos(ap,)

P,q —

hat. Dabei unterscheiden sich die Randbedingungen nur in der Wahl des p4-Gitters. Wir definie-
ren hier die Funktion f(p) durch
AJa,q = f(p)5§,q~ (2.3.1)

Aus dem Propagator im Impulsraum erhalten wir A z), durch die inverse Fourier-Transformation

(5,%)

1 ipat —iqus ipT —iqy A
A(t,i)7(s,§): (27r)4 /p4ep4 /q4e o /ﬁep /(Te qu(m,ﬁ),(qA;,é)'
Sumon = i [ [ [ [,
P4 q
/p

Es folgt also

~
Q@F
8y
=
~
©
=
=
.g
'Sy

e1p4t lpr(pzl, ]5*)

4

'@\

4

Daraus erhalten wir den Korrelator

Cy(t.p) = (2m)% ; _lpIA( 0,0

)
[t [ o [
= 3/ 1p4t// _lp(i)xfpz;,q_)
2
- / 1p4t/ ”ﬂf p47
yZt

elp4tf(p47 ]3) .

\

),
1

oo

~ (2n)

Il
S—

Ppa
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2.3. Der fermionische Korrelator

Diesen kénnen wir explizit mit den Gleichungen aus Abschnitt und den Identifikationen

F(ps,p) =

G(ps,p) =

d
7G R g
. (P4, D)

4 4
a*mg — ra Z cos(ap,) +a Z Yy sin(apy,)
p=1 p=1
4 4 2
Z sin(ap,)? + | amg —r Z cos(apy)
— pu=1

2

4
(1- cos(apu)2) + | amg —r Z cos(apy,)
pn=1

=
[]=
L

1

=
Il

d cos(apy)

dpy  dcos(apy) Glpa, )

3
asin(apy) (2(1 — 1) cos(apy) + 2arimg — 2r* Z cos(apz-))

i=1

berechnen. Weiterhin wollen wir uns nur C(¢, 6) sowie r = 1 betrachten, da es der Fall ist, den

wir im Programm verwenden. Fiir diesen Fall giltE]

F(ps,0) = a®mg+a— acos(apy) + ayasin(apy)
G(ps,0) = 1+ (@mg+1)* —2(amz + 1) cos(aps)
d -
JG(m, 0) = 2asin(aps) (amz+1). (2.3.2)
4

Damit gibt es genau eine positive und eine negative Energielésung, die wir :l:E(G) nennen, fiir
die G(£E(0),0) = 0 ist. Die Energie fiir den Nullimpuls lisst sich nun als Masse des Fermions

interpretieren, weswegen wir F (6) =: mp > 0 setzen. Wir erhalten

-,

hi(0) =

.a*mg + a — acosh(Eamy) + aivy sinh(famp)

2
™ 2ia sinh(+amr) (amg + 1)
cosh(amp) — (amg + 1)
— (i
amg + 1 " sinh(amy)

und sehen, dass die Matrix h+(0) vor den Exponentialfunktionen dem Paritéitsoperator ent-
spricht. Mit o := amg + 1 folgt

(cosh(amp) — a)? _ (acosh(amp) — o?)

2

sinh(amp)? — o2 cosh(amp)?

'Fiir den Fall 7 = 1 ist hier wichtig, darauf zu achten, dass 4 in einer nichtdiagonalen Darstellung gewihlt
ist, da Diagonalterme das Verschwinden des Wegstiick-Beitrages im unendlichen verhindern kénnten und die

Formeln, die wir gleich berechnen fiir ¢t = a,a(N7 — 1) dann von dieser Form abweichen wiirden.



2. Baryonische Korrelatoren

wenn wir (2.3.2) in Zeile zwei verwenden. Ziehen wir nun die Wurzel, haben wir noch das freie

Vorzeichen, welches Wegenﬂ cosh(amyp) — a < 0 fiir amg > 1 durch

cosh(amp) —a ]
sinh(amp)

gegeben ist. Wir erhalten also die Projektionsoperatoren

he(0) = P* = S (g £ 1).

N

Damit bekommen wir den Korrelator fiir ¢ € {a,2a,..,a(Ny — 1)} zu

Pte—mrt _ bP—e—mF(aNT—t)

-,

t,0) =2 2.3.
Cb(t,0) T (amg + 1) (1 — be—mralT) (2.3.3)
Fir —t € {—a, —2a,..,—a(Np — 1)} gilt wie erwartet analog
. pPt+e—mr(aNr—t) _ p—o—mpt
Cy(—t,0) = 2m——° = bC(aNy — ). (2.3.4)

(amg + 1) (1 — be—mralT)

Dies ist der Fall fiir ein Fermion mit positiver Paritdt. Wir hatten gesehen, dass fiir ein Fermion

~

+ — O
Ao = (eaton)
gilt. Dem fiigen wir einen Index + hinzu, um diese Grofse dem positiven Fermion zuzuordnen.

Nun ergibt 75, 7 eine Wellenfunktion, die bis auf umgekehrte Paritét genau dem Fermion von

A(t,7) entspricht. Damit gilt dann fiir den Korrelator eines Fermions mit negativer Paritét

Baon = 7 <A<f7f>k<0ﬁ>> 5
wobel wir 758 = — (75 benutzt haben. Damit erhalten wir den Korrelator fiir ein Fermion mit

negativer Paritét fiir ¢ € {a,2a,..,a(Np — 1)}

ot 6 P—e—Mp-t _ pPpte—mp- (aNT—t)
b ( ) ) (amg + 1) (1 . be—meaNT)
R bP— e Mp- (aNp—t) _ Pte—mp-t

Cy(~t,0) = 2r (2.3.5)

(amg + 1) (1 — be~mr-NT)

2.4. Die allgemeine Form des Baryonenkorrelators

Nun kann das von uns verwendete Baryonen-Feld?|

B = £ Ny, (X§74A;)

2Es gilt dass o > 1 ist. Fiir a = 1 verschwindet cosh(amr) — o, was einen degenerierten Fall darstellt.
3Wir haben noch die freien Darstellungsindizes mit 4. kontrahiert, da dies der einzige Tensor dritter Stufe ist,
der unter Eichtransformationen invariant ist.
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2.4. Die allgemeine Form des Baryonenkorrelators

an verschiedene Teilchenzusténde |B, s, q) koppeln. Nehmen wir an, dass dies fiir die leichten
Massen nur Spin—%—Fermionen sind, deren freie Korrelatoren proportional zu (2.3.3), (2.3.4)) und
(2.3.5) sind. Der Korrelator ist dann durch

—

xT

= (2n)} / e (L0118 5 By — 0(-0)B o Bl })

xT

— (2m)3 [ e—iﬁf<{9(t)3&5)§fo75) O(~t)B(-.2Bf, 0)}>

e = (@of [

gegeben, wobei 0(t) die Heavyside-Funktion ist. An dieser Stelle fiigen wir eine vollstandige

IL:Z/JB?s,q}(B,s,q*]
B,s q

ein, die aus allen mdglichen Zustdnden mit allen moglichen Impulsen und anderen charakte-

Eins

risierenden Quantenzahlen besteht. Wir definieren nun ein beliebiges Baryon als das Baryon
mit positiver Paritit, woraus die Paritdten aller anderen Fermionen folgen. Damit teilt sich die

Summe in positive und negative Paritdten auf, so dass
H—Z/}B+ ) ,s,ﬂ+2ﬁ]B‘,s,§><B—,s,ﬂ.
Bt.s B—,s”4

Es sind in den jeweiligen Summen auch die Antiteilchen enthalten, was heisst, dass das Antiteil-

chen von BT in der Summe von BT enthalten ist. Damit ergibt sich wir fiir ¢ > 0

aﬁtﬁ) = Z/27rg/ 1px<B(tx)

B,s q><B s q‘Boo) >

Nun gilt nach unserer Annahme

2/2“3/ (B B

75 a
Blog) ) = Ve 022 (1,9)

sowle

Bl ) = Nu-[2C.2% (¢, ),

3 /{T (27)3 /{f — <B&f)
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2. Baryonische Korrelatoren

wobei | Ng+|? die Kopplungsstirke an den Teilchenzustand B¥ angibt. Das heisst, fiir ¢ > 0 hat
der Korrelator die Formf]

C(t,0), = Z\NB+! o (6:0) +Z|NB [*Cra (t,0)
- pr (Z | Np+|?e™ o+t — bZ |NB—|2e_mB(aNT_t)>
B+ B-
— bP~ (Z | N+ |2e ™t (GN8N | N 2emB‘t> :
B+ B~

die sich auch in [24] wiederfindet. Da

Ba Dlﬁ ﬁ

gilt, kénnen wir

Z/ (2m) g/ —ipe <§(ﬂ_t,—5)

BY,s,7)(B,5,0

Bo5 ) = [Nos PC3 (-t.7)

(0,0 mp+

und

Z/ (2m) g/ —ine <B'? t,—7)

bestimmenﬂ womit fiir den Korrelator bei negativer Zeit durch

B_757§><B_>516’B%76) > = |NB—|20_§€ (_t¢ﬁ>7

=,

Cy(=1,0) = ZINB+\ C* iy (—1,0) +Z\NB >C Iy, (~,0)

= ZW +[P6CHS (N7 — £, 0) +Z|NB_| bC, % (N — 1, 0)

B
— pPt <Z |NB+ ’2eme+(aNTft) _b Z |NB* |26mB_t>
Bt B~
S PR
B+ B~

gegeben ist. Wir sehen also, dass wir bei negativ-periodischen Randbedingungen in Zeit-Richtung
die Fermionen mit unterschiedlicher Paritdt sich nach Projektion auf eine Paritit entgegen-
laufen. Hétten wir degenerierte Massen fiir positive und negative Paritdt, wiirden wir einen
cosh ( — a—Nt) Propagator erwarten. Sind die Massen nicht degeneriert, erwarten wir also einen
asymmetrischen Propagator. Mit Hilfe von linearer Algebra ist schnell gezeigt, dass bei einer

festen Wahl von Zeit-Randbedingungen die Paritdten nicht entkoppelt werden kénnen, aber wir

4Wir haben offensichtlich
27l"NB:t ‘2

(@m +1)(1 — be~ms+oNT)
gesetzt, wobei m > 0 ein unbekannter Parameter ist.
Es gilt

|Npz|* ==

5 —ipZ
Cy(t, —p) := (2m)?2 /fe ptA(t,—f),(O,(_J‘)'
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2.4. Die allgemeine Form des Baryonenkorrelators

bemerken, dass wir unter Verwendung beider Randbedingungen

017_1(75,6)201(75,6)4-0_1(750 P+Z|NB+‘2 M+t 4 pT Z|NB ‘2 —mp—t
B+

erzeugen konnen und damit eine Entkopplung erreichen. Diese Idee findet man zum Beispiel
in [24].

2.4.1. Einfluss der Randbedingung

Bei der Berechnung des Korrelators erhalten wir diesen nicht direkt, sondern den Zeitkorrelator
von einen zufillig gewéhlten Startzeitpunkt 7 aus und mitteln iiber alle Startzeitpunkte. Wir

erhalten in jedem Schritt die Grofe
Fy(t) = Cy(t — 7, 0)

fir t € {0,a,..,(Nr — 1)a}. Hierbei nimmt 7 jeden der Werte in {0,a,..,(Ny — 1)a} mit der
Wahrscheinlichkeit NLT an. Aus den Fy,(t) berechnen wir dann ein Cy,(t) mit t = 0, a, .., (Np—1)a.
Dazu ordnen wir fiir jedes ¢ die Werte Fy,(t) dem Korrelator Cy(t—7) zu, da wir erwarten, dass
dies so einem Korrelator entspricht. Weiterhin wollen wir die periodischen oder antiperiodischen
Randbedingungen beachten und ordnen Fy, (t) dem Wert bCy(t —7+aN7) zu, falls t — 7 negativ

ist. Damit haben wir dann fiir einen Satz an Werten von Fy,(t) die Zuordnung

Fo (t+ 1) wenn 7 < t
Chyr(t) :=
bFy (t+7—aNr) sonst

gegeben. Es musste beachtet werden, dass wir Fy,(t) nur fiir t = 0, a, .., (N7 — 1)a gegeben haben.

Da wir in der Berechnung den Mittelwert fiir alle 7 bilden, schauen wir uns

an. Fiir diesen Ausdruck gilt

(Nr—1)a
TCy(t) = > Cirl(t)
7=0
(Np—1)a
= ZFbT +7)+0 Y Fult+7-T)
T=t+a
(Np—1)a
= ZCbt() +b Y Gyt —T,0)
T=t+a
(Np—1

)a
=0

T=t+a
= TCy(t,0)
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2. Baryonische Korrelatoren

F, (t+71) ;

,{;Fbl_l::;+1-—aﬂ.r1.:| F;_;,T'::I+T:I

:

e~ e a———

|
|
|
I

0 (N;~1)a
C!JTI::I.‘-I

Abbildung 2.1.: Zuordnung der berechneten Grofe Fy,(t) zum Korrelator Cy, ().

und wir erhalten also exakt unseren Korrelator

Cy(t) = pt <Z | N [2e~mnt — bz |Ng- ’2e—mB_(aNT—t)>
B+ B
- (Z|NB+|2 Mg+ (N7 =) bz Ny e m) .

B+

2.4.2. Explizite Form des Korrelators
In diesem Abschnitt werden wir den Korrelator des Operators

Bg = iEabc)\gaTrs (XI;’M)\;)
= iege 2Ty (AZ(C*M))\;)
iabe(Ca) T (AZTNEPNT)

betrachten. Wir haben in (|1.3.15) gesehen, dass wir die Fermionen-Freiheitsgrade des Pfadinte-

grals

aiﬁ — s
<T {BCVE/B}> _ f’DUI_LDA BSC Bye S[U"“ )\]
v [ DU, PE(M)e=5:[U]

el O) Mz (C)” [ DULDA (Aaaxﬁbv% NN ) o= S[Un
[ DU, Pt(M)e=SclUkl

ausintegrieren kdnnen.
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2.4. Die allgemeine Form des Baryonenkorrelators

Das fiithrt dann zu

/ DA 5 U] ¢y AN NN N0 U (Ca)® (Ca) P

—Pt(M) o

— : A5 (2i—1) Yo (2i—1) Lo (2i—1)

B 8.6 Z sign(o | | M, Ao (2i) Vo (20) Lo (26)
oc€Perm{1,..,6}

= Pf(M)Eabcga'b’ ’(C’M)B’Y(C’M)/B g
(28580 AT, AL YOO AT AT AT CP O

zeb “ya’a’ “yy'c! zeb SyBY Syala’
Taa xzBb A YE'Y ~my e’ B Taa z3b Tye
AT, AT AVY oo ran AT AT

+2ATE ATEAVTE, Cm oy 4Ama,Mﬁb N )

znec =ya'a’ yy'c =yp'y “ya'al

=1 PH(M)CPU,.

Die lange und miihsame Rechnung findet sich im Anhang in Abschnitt und das Ergebnis

kann mit dem in [16] verglichen werden. ﬁDen Korrelator bekommen wir nun durch

_ of3 —SalUy]
<T {B§B5}> _ | DU,PLH(M)Czy [U,le
[ DU, Pf(M)eSalUs]

Damit ist die Grobe, die wir fiir jede Konfiguration berechnen und deren Mittelwert wir bilden
C’gf[(UM)i], so dass

(1 {m2)) - o 3 S

Der Fakt, dass wir den Vakuumerwartungswert auf diese Weise erhalten, muss noch bis Kapitel
als wahr hingenommen werden, wo dieses Vorgehen niher erldutert wird. Wie bereits besprochen,
erhalten wir dann aus <T {B§§5}> den Korrelator C3(t).

et
-

(1) (2)

Abbildung 2.2.: Der verbundene (1) und der unverbundene (2) Anteil.

Rechnerisch ist es nun wichtig, den Korrelator in zwei Anteile aufzuteilen, die wir den verbun-
denen und den unverbundenen Anteil nennen. Hierbei ist die Bezeichnung von den mesonischen
Operatoren geprigt, da es sich bei dem unverbundenen Anteil eher um einen brillenférmigen

Anteil handelt. Diese sind gekennzeichnet durch die Propagatorstruktur. So ist der verbundene

5Dabei ist wichtig zu bemerken, dass mit der im Anhang verwendeten Notation I' = iCy4 eine symmetrische
hermitesche Matrix ist.
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2. Baryonische Korrelatoren

Anteil durch

CY™ U = eavefare (Cra)? (Cra)?
Taa zfBb Tyc Taa zBb zyce
<2Aya’a'Ayﬁ’b’Ay’y’c’ - 4Ay’y’C’Ayﬂ’b’Aya’a’)
gegeben. Wir sehen, dass wir nur Propagatoren der Form (AY,)3 haben, die immer verschiedene
Raum-Zeit-Punkte verbinden. Dies ist schematisch in Abbildung unter (1) zu sehen. Der

unverbundene Anteil ist der Rest, also durch

CUered ] = epeeane (Cra)™ (Cra)®™
(28080 AT, ALY CF O AnT AT AT CP O

zeb Sya’a Dyy'c! ya'a
+AZSE, ATV OO Py 2 ATae AZOLAYTE CWOW’W’)
gegeben. Hier haben die Propagatorprodukte die Form AY, AY, A® . Diese Terme haben eine neue
Struktur, die schematisch in Abbildung[2.2]unter (2) zu sehen ist, deren Berechenbarkeit mit zwei
Methoden in dieser Arbeit untersucht wurde. Diese Form ist nicht bei Baryonen mit gewShnlichen
Fermionen vorzufinden, da sie nur aus Fermionen beziehungsweise Antifermionen bestehen und
das Wick’sche Theorem in diesem Fall nur Terme der Form <AxAxAnyXyXy>F o (AY,)3 liefert.
Eine ausfiihrliche Zusammenfassung iiber Baryonen, in der QCD auf dem Gitter, findet sich
in [17]. Wir haben hier also eine neue Situation, in der, im Gegensatz zu den Mesonen, nicht
nur die Spur Tr (AY,) des Propagators wichtig ist, sondern eine nicht triviale Kopplung zweier

Spuren, die sich nicht als Standard-Matrix-Operation darstellen l&dsst.
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Kapitel 3

Berechnung der

Vakuumerwartungswerte

Anfangs wird erldutert, wie sich das Pfadintegral {iber bosonische Freiheitsgrade als stochasti-
scher Prozess interpretieren lasst, welcher sich numerisch berechnen lidsst. Danach werden einige
der im Programm verwendeten Rechentechniken besprochen, die bei der Erzeugung von Konfi-
gurationen und Auswertung der Vakuumerwartungswerte verwendet werden.

Ich werde hier nur einige Teile des Algorithmus ansprechen, der die Eichfeld-Konfigurationen

erzeugt. Dies und wichtige Punkte der Auswertung werden in [10] genauer erldutert.

3.1. Ausintegration der Fermionen

Da wir spéter in dieser Arbeit die Massen von baryonischen Zusténden bestimmen wollen, miissen
wir noch herausfinden, wie wir die Korrelatoren berechnen kénnen. Unsere Projektoren auf die

baryonischen Zustdande haben die Form
Wr®(2) = eapel PV (AZONPATE).

Der Korrelator zu diesem Operator hat dann die Form

Cro (o) = (T {We @ ()} = a7 (T A58 %577 1,

wobei noch ein Projektionsoperator auf Wr* (y) angewendet werden kann, um nur an Zusténde
mit gewédhlten Quantenzahlen zu koppeln. Betrachten wir den allgemeinen Korrelator fiir ein drei

Majorana-Fermionen-Teilchen, der durch

(1 i a1 e ) G

Tn Yn

gegeben ist, so haben wir in gesehen, dass sich dieser Korrelator durch

/ DUDA NS - AZnn \1bL . b o= 561U =] Sy, DM



3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

berechnen lasst. Mithilfe des Wick’schen Theorems ([1.3.15]) kénnen wir die fermionische Integra-

tion bereits ausfiihren und erhalten

4_1 " - : - o(2i— o(2i— o(2i—
(znn)‘ / DUe56lUul | PH(M) > sign(o) [ [ Macaianmninmy "o |- (3.1.1)
' o€Perm{1,...,2n} =1

Hier haben wir aufgrund von kompakterer Notation

Onti = Bi
pyi = b
Tpii = Y Vi € {1, ..,n}

gesetzt. Damit haben wir die Moglichkeit, den Korrelator durch

—-SalU,
<T{Aa1al ...)\Oénan/\/jlbl )\Bnbn}> — fDUe G[ M}Pf(M)f(M) (3 1 2)
1 Tn Y1 Yn szUe_SG[UH]Pf(M) 9 S BN
zu berechnen, wobei
f(M) = <T {)\211111 o Aggbn }>F = Z sign(o) H Ma:((;i);l;(zj)(;i:(zl;) 7y
c€Perm{1,....2n} =1

gesetzt wurde. Wichtig ist hierbei, dass die Matrix M von den Eichbosonen-Feldern U, abhéngt,

weswegen das Integral nicht trivial ist.

3.2. Stochastische Interpretation des Pfadintegrals

Nun konnten wir

DUe5clULPH( M)
[ DUeSclUulPf(M)

fast als Warhscheinlichkeitsmalfs auffassen, da es durch den Nenner normiert ist und die Ex-
ponentialfunktion immer positive Werte hat. Da Pf(M) aber je nach Eich-Feld-Konfiguration
positive oder negative Werte annehmen kann ist es unmoglich dies als Wahrscheinlichkeitsmaf
zu interpretieren. Trennen wir das Vorzeichen von Pf(M) von seinem Wert, konnen wir das

Wahrscheinlichkeitsmaf
DUe %6V |PE(M))|

[ DUe=SclUu|Pf(M)|

=: DprobU (3.2.1)

definieren und erhalten den Korrelator durch

J DprobU sign(PE(M)) f(M)
| DpronU sign(PE(M))

Dies ergibt wieder (3.1.2), da sich die Normierungsfaktoren in Zahler und Nenner wegkiirzen.
Wir sehen, dass im Nenner das mittlere Vorzeichen steht, welches Schwierigkeiten bereiten kann,
falls die Zahl positiver und negativer Vorzeichen gleich sind. Es wiirde dazu kommen, dass wir

entweder eine Null oder sehr kleine Werte im Nenner stehen haben, was den statistischen Fehler
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3.3. Erzeugung der Konfigurationen

stark vergrofsert. Das Vorzeichen des Pfaffians lasst sich bestimmen, indem die Anzahl der reellen
negativen Eigenwerte des Dirac-Wilson-Operators @) abz&hlt werden [10] [31]. Eine Erklérung ist
in Abschnitt des Anhangs gegeben.

Nun lassen sich {iber diverse Algorithmen Eich-Konfigurationen erzeugen, die eine Verteilung
geméf DpropU besitzen. Haben wir eine Menge {(U,,);} solcher Eich-Konfigurationen, lisst sich

das Integral durch den einfachen Mittelwert

/ DyprobU sign(PE(M)) f(M) = lim —Z&gn PE(M;)) f(M;)

N—ooco N

berechnen. Eine genauere Betrachtung dieser Tatsachen kann in [11] nachgeschlagen werden.

3.3. Erzeugung der Konfigurationen

Die Konfigurationen werden durch einen PHMC Algorithmus erzeugt. Diese Abkiirzung steht
fiir Polynomial Hybrid Monte Carlo Algorithmus. Die vollstindige Beschreibung des Algorith-
mus findet sich in [10], [11] und [5]. Wir werden nun Teile dieses Algorithmus besprechen und

schematisch die Funktionsweise skizzieren.

3.3.1. Die Markov-Kette

Die Folge von Feldkonfigurationen {U;} wird durch einen Markov-Prozess generiert. Das ist eine

feste Vorschrift 7', die diese Folge durch
Up UL B U 5 -

erzeugt. Diese Vorschrift ist ein stochastisches Objekt, welches die Konfiguration U;;; aus der
Konfiguration U; mit der WahrscheinlichkeitE]

P (Uz — Ui+1) =T (Ui+1|Ui)
erzeugt. Diese Ubergangsvorschrift wird so gewihlt, dass sie

0<T(U'U) < §:TU%1_1

erfiillt, so dass T'(U'|U) eine Ubergangswahrscheinlichkeit ist. Hat diese Ubergangswahrschein-
lichkeit eine Fixpunkt-Verteilung P(U), die

> TUU"PU') = PU)
o

TKorrekterweise ist P (Ui = U;+1) ein Funktional und keine Funktion.
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

erfiillt, lasst sich zeigen, dass fiir die oben erzeugte Folge mit geniigend sinnvollem Uy

lim P(U =U,) = P(U)

n—o0

erfiillt. Haben wir eine solche Ubergangsvorschrift, konnen wir Eich-Felder mit der Verteilung
P(Uy) = e~ 56l |PE(M))|

erzeugen. Ein wichtiger Schritt in dem Programm ist das Vorschlagen neuer Konfigurationen U’,
die mit der Wahrscheinlichkeit T'(U’|U) angenommen werden, falls wir von der Konfiguration U
ausgehen. Es ist klar, dass nicht alle vorgeschlagenen Konfigurationen angenommen werden, je-
doch ist eine hohe Akzeptanzrate wiinschenswert, da sonst zuviel Rechenzeit auf das Vorschlagen
von neuen Konfigurationen verwendet wird ohne neue zu erhalten. Einige Vorschlagsverfahren

wie der Metropolis, der heatbath oder overrelazation Algorithmus finden sich in [20] und [11].

3.3.2. Pseudofermionen

Wir wissen, dass fiir das bosonische Pfadintegral mit den Feldern ¢$* und einer bilinearen Wir-
bB 4b,
kung S[¢] = 5 J, [, &y Adalro”

a,a,a,a)

(
_ bB 4bBY aa 2 6‘A(N N,N,N) 4 -1
/D¢ (S %fu fr ¢y Adaz 9% = (ﬂ-) 5 det (A)_l = det (a A)

at 2

gilt, wobei die Indizes die der fermionischen Felder sind. Wir wahlen nun die Matrix

A =+/QtsaEQ _a.

Dies ist eine wohldefinierte, existierende Matrix. Da 4°Q hermitesch und normal ist, ist QfsaPQ
auch hermitesch und zusitzlich positiv definit. Wir diirfen daher mit v°Q wie mit einer Zahl
rechnen. Dies erlaubt der Funktionalkalkiil, der besagt, dass wir nur noch mit dem Spektrum der

Matrix rechnen diirfen Da alle Eigenwerte von v°Q reell sind, sind alle Eigenwerte von QsdeQ

sogar positiv, weswegen \/Qfsae(Q definiert und positiv ist. Damit kénnen wir auch /QfsdeQ -
bilden und fiir das Spektrum gilt

HeED(Q) = u ez (VR ),
woraus dann
det (w/QTSdEQ _a) = H o= H I\
pes (Vg 1) AN

= [det (v°Q)| " = [det (@) = |PE(M)| >

2Genauere Informationen dazu findet man in [14] und |29).
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3.3. Erzeugung der Konfigurationen

folgt, da die Mengen der Eigenwerte gleichméchtig sind. Damit erhalten wir

_ bBy (a,a,a,a)
1 b3 Todn "‘) ac 4 GA(N ,N,N,N) —a\ —1
[oe i (vawea ") " () 5 et (Vg )
T
4 GIAE%%O}\;GJ)\T N)
a T4V 54V 2
= <27‘r> ’Pf(M)]a.

Setzen wir a = %, kénnen wir |Pf(M)| auch durch ein bosonisches Pfadintegral berechnen. Dieses
konnen wir wiederum als Wahrscheinlichkeitsintegral auffassen und bekommen dann, wenn wir

zusitzlich iiber die Felder ¢$¢ integrieren, die Wahrscheinlichkeitsdichte
P(U#, @) = e*SG[U#F%(ﬁTSdE (QTSdEQ)%d).

Die Felder ¢ nennt man Pseudofermionen. Das Kernstiick ist die Auswahl der Approximations-
1
methode fiir die Matrix (QTSdEQ) 4. da die direkte Berechnung ausserhalb unserer Moglichkeiten

steht. Zur Approximation gibt es Polynom- und Quotienten-Formeln, die je nach System ange-

(a,a,a,0)

6
Den Vorfaktor (%) N NN s nnen wir weglassen, da er konstant ist und
(3.2.1) wieder herausfillt. Damit diese Methode verwendet werden kann, muss
fiir jede Konfiguration der Eichfelder U, nebenher das Vorzeichen des Pfaffians gepriift werden,

wendet werden.

im Quotienten

da dies nicht auf diese Weise berechnet werden kann.

3.3.3. Molekulare Dynamik

Wir wollen moglichst viele verschiedene Konfigurationen in unserem Markov-Prozess durchlaufen.

Dazu fassen wir die Link-Variablen (U,)%(z) als

3
U, (x) = exp (Zm)a(ww)“)

a=1

auf. Dann fiigen wir in unsere neue Wirkung mit den Pseudo-Fermionen noch fiir jedes Feld
(wu)a(x) ein Feld (P,)q(x) hinzu, und erhalten

3
Hy0lP Usd) = 5 [ 3 (Bu(@)(Pulale)) + Ser(U, . (3.3.1)
T g=1

Diese Wirkung haben wir mit Hyp [Py, Uy, ¢] bezeichnet, da wir sie jetzt als einen Hamiltonian
interpretieren kénnen, in dem (P,),(z) der konjugierte Impuls zu (wy,)q () ist und Spp[Uy, ¢
ein zeitunabhingiges Potential. Dieser Hamiltonian bleibt also konstant, wenn wir die durch ihn
erzeugten Bewegungsgleichungen aufintegrieren. Mit dieser Methode kénnen wir schnell neue
Feldkonfigurationen erzeugen, die mit grofser Wahrscheinlichkeit angenommen werden, wenn wir

der Wahrscheinlichkeitsdichte nun den Hamiltonian zugrunde legen, so dass wir

P(Pm Ups @) = e~ HMD[Py,Up,¢)

%In [19] wird eine iterative Methode beschrieben, die es ermdglicht, ein Polynom zur Approximation dieser
Funktion zu generieren.
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

haben und unser Wahrscheinlichkeitsmaf um DP,, erweitern. Wir zahlen den Preis, ein weiteres
Feld simulieren zu miissen, erhalten jedoch mehr Konfigurationen. Aufierdem #ndern sich die
Ergebnisse nicht, da keine der berechneten Gréfen von P, abhingig ist, und diese Integration

faktorisiert und verschwindet. Weitere Ausfithrnugen hierzu findet man in [11] und [10].

3.3.4. Der PHMC Algorithmus

Der PHMC Algorithmus wird wie folgt realisiert:

1. Erzeugung einer Zufélligen Eichlinkkonfiguration U,,.

1
2. Erzeugung der Pseudofermionen ¢ mit der Verteilung e 29 5B (QMsdEQ) 16
3. Erzeugen der konjugierten Impulse P, mit der Verteilung o5 Jo a1 ((Pu)a(@)(Pu)a(2)

4. Integration der durch (3.3.1) erzeugten Bewegungsgleichungen, so dass wir UL und P;L
erhalten.

5. Akzeptieren von U}, und P, mit der Wahrscheinlichkeit min (1, eHMD[P“’U“"z’]_HMD[PL’UL’qﬂ).
6. Fahre mit Schritt zwei fort.

Der zweite Schritt entspricht dem polynomial-Teil des Algorithmus, da sich die Pseudofermionen

b _1
mit der Verteilung e 29 50 (QIsdEQ) 16 erzeugen lassen, indem (QTSdEQ) 4 durch ein Polynom
P[Q'saeQ)] approximiert und ein mit =37 848 Gauf-Verteiltes Boson 1 mit dem Polynom Mul-

tipliziert, so dass wir

¢ = PR Q]

mit der gewlinschten Verteilung erhalten.

Der dritte bist fiinfte Schritt sind der hybrid-Teil des Algorithmus, da sie eine zusétzliche Ha-
milton’sche Dynanik in das System mit einbringt.

Der sechste stochastische Akzeptanz-Schritt macht diesen Algorithmus zu einem Monte-Carlo-
Algorithmus.

Dass dieser Algorithmus in der Tat eine Markov-Kette erzeugt, die die gewiinschte Verteilung

als Grenzwert erhélt, wird unter anderem in [11] gezeigt.
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3.4. Auswertung der Mittelwerte

3.4. Auswertung der Mittelwerte

3.4.1. Fehlerabschitzung

Effektiv berechnen wir Mittelwerte von Groken mit gewissen Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Wir haben also eine Menge {z;} an Werten, die wir messen, um die Zufallsvariable X zu cha-
rakterisieren. Diese werden Werte von Korrelatoren {(C(t));} sein, aus denen wir den wahren
Korrelator C(t) bestimmen wollen, um die Massen der Teilchen zu bestimmen, an die die Fel-
der dieses Korrelators koppeln. Diese Zufallsvariable hat den Mittelwert (X) und die Varianz
ox, da wir das Pfadintegral mit statistischen Methoden auswerten. Die gemessenen Werte {z;}
sind mit den erzeugten Konfigurationen {(U,);} berechnet worden und sind Messwerte fiir die

Zufallsvariablen X; auf der entsprechenden Konfiguration (U, );. Fiir diese Variablen gilt
(Xi) = (X) (X = (X3)") = ox”

da die Konfigurationen der gewiinschten Verteilung folgen. Aus den Werten {z;} erzeugen wir
die Groke

1 N
b= Z;x (3.4.1)

als Schitzer fiir den wahren Mittelwert (X). Dies ist selbst wieder die Zufallsvariable X und hat
den Mittelwert

mit der Varianz

2 _
ot =

i=1 i=1
1 1 Y
2 2
= N<X ) — (X) t 2 Z (XiX;)
1,j=1
i#£]

Wiren unsere Feldkonfigurationen perfekt erzeugt, wiirden verschiedene X; nicht korrelieren und

fiir die Varianz wiirde

N2 - N
_i_i

7t = (X~ (0 S

folgen, da (X;X;) zu (X;)(X;) zerfallt. Da die Methode zur Erzeugung jedoch einen Markov-
Prozess enthiltf] sind diese in der Regel nicht unkorreliert. Der Schétzer fiir diese Varianz ist
gegeben durch

1

N
72 (- )2, (3.4.2)

=1

A2

“Es werden Zufillige Werte Z; 11 unter der Verwendung von Z; erzeugt, und es kann somit ein Zusammenhang
zwischen Z; und Z;41 bestehen.
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

Das Ergebnis der Messung wird mit

TEoyg
angegeben. Wir sehen, dass dies im Fall fiir unkorrelierte Messwerte zu

ox
(X)+ %

wird. Wir konnen also die Genauigkeit der Messung durch eine erhohte Zahl N von Messwerten
verbessern.

Fir korrelierte Messungen fiihrt man die Autokorrelationsfunktion
Cx () == ((Xi = (Xi)) (Xis — (X)) = ((Xi = (X)) (Xips — (X))

ein. Diese ist nicht mit den Korrelatoren fiir Feldoperatoren zu verwechseln. Fiir diese Funktion
gilt offensichtlich
CX (0) = O'Xz.

Weiter gilt fiir Markov-Prozesse, dass

t

Cx(0)e e,

CX( ) t>1

Dies ist der fiihrende Term von vielen weiteren, wie sich in [11] nachlesen ldsst. Wir kénnen die

Varianz mit Hilfe dieser Autokorrelation ausdriicken, so dass

1 O 1 =
= L Ol Z — [kD)Cx (K]
ij=1 —(N— )
9 N-1
= )+
k:l
2 N—-1 N—-1
ox 1 2 1
= NIy NC
k=1 k:l
Nun folgt fiir grofse N, dass
N-1 1 1
— = dk
o
k=1

k.
und wegen Cy (k) = ox2e "Xew ergibt sich

2 1 A

2 ~ O-X 1 o7 ex
ot R N7 + 20x? /0 dk (1—Nk:>e X exp
ox? N — Tx exp N —Txexp—1 -4

2
= N2 + 2O'X TX,exp N —20x TX exp N e TXexp,
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3.4. Auswertung der Mittelwerte

Nehmen wir an, dass N > Txexp > 1 gilt, also dass wir eine grofe Autokorrelationszeit und

auch geniigend Messwerte haben, so vereinfacht sich der Ausdruck wegen

TX exp

N 0
1
e "Xexp — ()
1
Nz 0

zu

2 o 2
UX NQO’X TX,exp-

Damit sind der Mittelwert (3.4.1)) sowie die Varianz (3.4.2]) Schétzer fiir

2TX ex
<X>iaxw/%.

In dieser Nédherung bekommen wir 7x exp, durch

N-—1
1 Cx (k)
TX,exp ~ N ; CX(O)

Fiir Messungen mit einer kleinen Anzahl an Messwerten N miissen andere Auswertungsverfahren
verwendet werden. Beispiele sind data-blocking-, bootstrap- und jackknife-Verfahren, welche unter

anderem in [20], [11] oder [10] nachgelesen werden kénnen.

3.4.2. Translationsinvarianz des Korrelators

Da wir mit sehr grofen Matrizen arbeiten, kdnnen wir uns die Berechnung der kompletten Matrix
Q! aus Q aus Zeitgriinden nicht leisten. Daher greifen wir darauf zuriick, die Inversion nur fiir

einen festen Vektor zu machen, so dass wir das lineare Gleichungssystem

Qz=s

fiir ein festes s 16sen. Hierfiir gibt es schnelle Algorithmen, die es uns erméglichen, diese Invertie-
rung addquat auszufithren. Dabei wird der Vektor s als Quelle bezeichnet und hat im einfachsten

Fall die Gestalt

agapaa __ sC a,ap SQ,0Q0
(Sxo )m _530,1067 5’ .

Die Invertierung von s39%° liefert uns

b b3 b
(Z;zgao)yﬂ = (Asggao)y = Aaggozo’
was einer Spalte der Matrix A entspricht. Diese Invertierung fithren wir fiir alle 12 Paare (ag, o),
so dass wir die Matrix
b b
(AJJ()) o = Ay

ao aoxg*
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

zur Verfiigung haben. Dies reicht aus, um alle fermionischen Korrelatoren zu berechnen. Der

Korrelator fiir das Feld B&f) ist gegeben durch

CpY(t,0) = (2m)3 é<T{B<t @Bfo o>}>

In Abschnitt hatten wir die zeitliche Mittelwertbildung angesprochen, welche zeigte, dass
wir gleichverteilte zufillige Startzeitpunkte ¢g wihlen konnen und anschliefsend {iber diese mitteln
miissen. Fiir den rdumlichen Anteil gy bietet sich ein analoges vorgehen an. Wir bekommen den

Term <T {B(O‘ )Bfto yo)}> mit der Wahrscheinlichkeit fiir den Mittelwert,

1
(a,a,a,a) N N3
(Np,N,N,N)

so dass wir insgesamt

CQB( t) = ](\?:])\723 Z / (Bto1yo)}>

(to,%o)€ AE?VG ivaj)\r )

berechnen. Teilen wir die Summe nun nach zeitlichem und rdumlichen Anteil auf, so bekommen

wir

C?ﬁ(t) = (izfr;Q Z % Z ﬁ<T{ (t,2— yo)B(to,)}>

toEA‘Jl\,T ?7061\53;‘}),) T
5
_(2m)2 1 o =B
= Ny > w2 5<T{B<t,f)3<to,6)}>
tOGA(Jl\/T gOEAE?\]aNai\])
5
_ (27-[-)5 « =B
- o))
tQGA?\,

wobei wir durch die rdumliche Periodizitat von B(Oz ) verwendet haben um das Integral zu ver-
schieben[ﬂ Der zeitliche Mittelwert wird nun wie in Abschnitt berechnet, womit wir dann

Cyf(t) = ¢ (t,0)

erhalten. Wir kénnen auf diese Weise C;' g (t,0) berechnen, ohne die Matrix @ fiir jede Eich-Feld-

Konfiguration in allen Raumzeit-Punkten zu invertieren.

®Diese Periodizitit ist fiir lokale Baryonenoperatoren auch gegeben, da sie nach Ausintegration der Fermionen in
(3-1.1)) ein Produkt von Fermionenpropagatoren werden. Dieses Argument wird klar, wenn wir uns das Produkt
G(z,y) := F(z,z)F(z,y)F(y,y) einer doppeltperiodischen Funktion F(z,y) = F(z + L,y) = F(z,y + L)
anschauen, denn dafiir gilt
F(z,z)F(z,y)F(y,y) = F(z,2)F(z,y + L)F(y + L,y + L)
F(z,z)F(z,y)F(y,y) = F(z + L,z + L)F(z + L,y) F(y,y),

womit auch G(z,y) doppelt periodisch ist.
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3.4. Auswertung der Mittelwerte

3.4.3. Even Odd Preconditioning

Um die Invertierung zu beschleunigen, wird das even odd preconditioning vorgenommen, wel-
ches effektiv die Dimension des Dirac-Wilson-Operators halbiert [16]. Wir sehen, dass @ in der
Raumzeit nur fiir direkt benachbarte oder identische Punkte einen Eintrag enthdlt. Dies lasst
uns die Matrix aufteilen nach gerader und ungerader Summe der Indizes, da diese ausschlieflich

mit den jeweils anderen Wechselwirken. Dies ist klar, da
et v+t +at €2Za & P+t +attae (2Z+1)a

Zuerst betrachten wir den Fall einer eindimensionalen periodischen Feldtheorie. Wir fiithren also
die Transformatior[f]

Todd
T .=
TeV
ein, wobei[f]
(T = Sgip1n  i€{0,., K —1}

(Tev)in = 52(17]()7” Z e {K, .oy 2K — 1}
ist. Man sieht schnell, dass

7”_1 — TTSdE — (TOddTSdE TeVTSdE)

To dd

(TTTSdE ) ij — ey (ToddTSdE TeVTSdE)

Todd ToddTSdE ToddTevTSdE
TevTOddTSdE TevTevTSdE

7

1 0
0 1

denn
(ToddTevTSdE> = Z (Todd)ln (TeVTSdE) = Z (Todd)zn(Todd)an
1 TLGAN J TLEAN

= Z 02i4+1,n02(j—K);n = 02i41,2(j—K) = 0s

neAn

5Diese Transformation ist im Spin- und Darstellungs-Raum trivial, also gilt ausfiithrlicher

T = 15910 T

"Wir verwenden hier fiir die Transformation das Standard-Gitter und damit auch die Standard-Summe als
Matrixmultiplikation, da dies die Notation hier erheblich schoner gestaltet. Ausserdem nehmen wir an, dass
Nr,N € 27, was in den meisten mir bekannten Umsetzungen auch der Fall ist. wir nennen 2K := N und
2KT1 := Nr.
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

da zwei ganze Zahlen entweder gerade oder ungerade sind und

T i . T n . .
(ToddTodd SdE> , = Z (Todd)ln (Todd SdE> .= Z (Todd)zn(Todd)Jn

neAnN neAn
= g 02i4+1,n02j4+1,n = 027,25 = 0; ;.
neAn

Analog zeigt man diese Gleichungen fiir pevpoddTsae yng pevyevTsae | Wir sehen, dass sich die

Transformation in diese Koordinaten in die vier Teilmatrizen
T Todd T
SdE  — odd * SdE evT
rQrter = (L JQ(r TovTsae )

Todd QToddTSdE Todd QTGVTSdE
- TeVQToddTSdE TeVQTeVTSdE

aufteilt. Nun berechnen wir, wie sich (D)"  := 6, ;41 unter dieser Transformation verhilt. Es

m
gilt
T i i i
(rostpegesa™n) S (o) g (1)
J n,meAN
= Z 02i—1,n0n,m+102j—1,m
nmeAN
= 02i41,2j4141 = 02i2j+1 = 0,
sowie
(ToddD:l:TevTSdE) = Z (Todd) n(sn,mil(Tev)Jm
J nmeAN
= Z 52i—1,n5n,m:|:152(j—K),m
n,meAN

= 02i412(j—K)+1-
Unter Annahme eines symmetrischen Gitters erhalten wir fiir eine Funktion v,, auf dem Gitter

(Todd)invn _ b(Todd)i 2K

n

weswegen
2HL — p2it 12K

gelten muss. Dasselbe Verhalten folgt fiir 7°V. Die Funktionen haben demnach in den neuen
Koordinaten dieselbe Periodizitdt und Randbedingungen, wie in den urspriinglichen Koordinaten.

Damit gilt dann

i
dd y£rev'T
(TO DET® SdE) = 02i41,2j4+1 = 02i,2j—141—2K -
j
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Aufgrund der Reihenfolge der Transformationen gilt i € {0,.., K — 1} und j € {K,..,2K — 1},

also

2i € €{0,2,..,2K —2}
2j —2K € {0,2,.,2K — 2}
2j —2-2K € {-2=2K—2,0,..,2K —4}.

Damit wird D~ zu einer Einheitsmatrix und D% zu einer verschobenen Einheitsmatrix in den
neuen Koordinaten. Aufgrund der Randbedingungen kann man nun die aus D™ erhaltene Matrix

als ein halbdimensionales DT ansehen. Analog erhalten wir durch transponieren
i Tsae\ *
(TevDiToddTSdE) _ <(ToddD:FTevTSdE) )
7 i
J
= (TOdquETeVTSdE) = 02j2i+1F1-2K
(2
wobei i € {K,..,2K — 1} und j € {0,.., K — 1} gilt, was zu

25 € €{0,2,..,2K — 2}
2i—2K € {0,2,..,2K —2}
2i —2-2K € {2K —2,0,..,2K —4}.

fiihrt, wodurch DT zu einer Einheitsmatrix und D~ zu einer verschobenen Einheitsmatrix wird.
Auch hier kann die aus D~ erhaltene Matrix als halbdimensionales D~ ansehen werden. Dies

wird im folgenden Beispiel klar. Fiir K = 2 haben die Transformationen die Form

0100
Todd

T_ _ 00 01

T 1 000

0010

und fiir D* gilt, mit b fiir die Randbedingungen
0 0 0 b 0100
1 0 00 0010
Dt = D™ =

0100 0 001
0010 b 0 0 0
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

Nach der Transformation in die neuen Koordinaten haben diese Matrizen die Form

(N I
FIEAE

TD™TTsae =

S = O O
— o o O

o o O =
I
VRS
= o
ob“
N——

o O o O

Es zeigt sich durch Potenzieren, dass fiir (D*)2"+! ein dhnliches Verhalten auftritt, so dass fiir

on+1 < Kff

2n Tsar 0 (D+)2n
T(Dh)* T = <(D+)2n+1 0 )
0 (

(D . (3.4.3)

T (D~ )i Tsae = (

W)
|
T
3
+
=
~

Fiir eine vierdimensionale Feldtheorie lassen sich die Indizes (n',n% n3 n*) zu einem Index n

zum Beispiel durch die folgende Methode zusammenfassen. Dabei nehmen n=!3 die Werte
{0,.., N — 1} und n* die Werte {0, .., Ny — 1} an. Wir wenden das folgende iterative Vorgehen

an. Wir fassen das erste Paar an Indizes durch

(nt,n?) — a9(n',n?) =n'+ Ny’

79— nY = Fn(3Y(n',n?)) = F(n',n?)
zusammen, wobei diese Indizes hintereinander angeordnet werden. Fiir die Abbildung F gihﬂ

o ni (nt,nt) falls n/ gerade
F'n?)=¢ . .
nY(n', N —n? —1) falls n/ ungerade.

SEs gilt (DF)?"+! = pDF2 K
“Dieses Verdrehen ist nétig, da zum Beispiel fiir N; = 3 die Matrix (M, )o» = (a + b) mod 2 durch

o1 0 --
MT=(10 1 -
01 0 ---
gegeben ist. Und die Koordinaten dann durch
0 1 = 0
{ T 1
Mt =1 0 1
{ T \
0 — 1 0 —

aufgereiht werden.
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Damit haben wir (n’,n’) so angeordnet, dass zwei benachbarte Indizes immer in einer unter-

schiedlichen Restklasse von 2 sind. Es gilt
(nf(n") 4+ n? (n¥) mod 2) # (n*(n¥ £ 1) + n/(n¥ £1) mod 2).
Ausserdem haben periodische Funktionen f(n?,n’) nun die folgenden Periodizititen
f(n¥) = b f(n" + N;N),

wobei b; und b; durch die jeweiligen Randbedingungen bestimmt sind. Die Operatoren D* ver-

banden vorher Indizes mit gerader Indexsumme zu Indizes ungerader Indexsumme, weshalb sie

2n+1

in der neuen Anordnung zu Operatoren wie (Di) werden, da gerade und ungerade Indizes

einen ungeraden Abstand voneinander haben. In (3.4.3) haben wir gesehen, dass diese Matri-
zen sich auf die Ecken aufteilen und die beiden Diagonalblocke trivial lassen. Dieses Verfahren

wenden wir nun iterativ an, so dass

(nt,n?) — n
(n'2,0%) — %
(n'%B. Y — .

In diesem Index haben wir auch die oben genannten Eigenschaften fiir die Operatoren D¥, so
dass auch hier eine Seperation stattfinden wird und wir die L-U -Zerlegung im Index n vornehmen

kénnen. Es gilt in der neuen Basis n, wenn wir die Bezeichnung
QOO — TOddQTOddTSdE

und analog fiir Q%°, Q°¢ und @ wihlen, @ in den Raumzeit-Indizes die Struktur

B ﬂ QOG
o (2 %) we

hat. Da die Transformationen im Spin- und Darstellungsraum trivial sind folgt
[757T] = [Cv T] =0

wodurch immer noch

Q= 75QTSdEry5 — CQTSdEC’

gilt, woraus direkt
QOB — 75Q60TSdE75 — CQeOTSdEC

folgt. Wir erkennen, dass Q°° mit Q°° und nicht mit sich selbst in Verbindung steht. Fiir das
Produkt Q®°Q°° gilt jedoch

Q°Q% = 'y‘:’(QeOQoe)TSdEWB — C(QGOQOG)TsdEC. (3.4.5)
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

Dies kénnen wir mit den Matrizen[]

zerlegen, da

0 — 1 0 1 0 1 Q°°
- Q° 1 0 1-— Qe 0 1

1 0
=zx@%<01_Q%@chaw.

3.4.4. Conjugate Gradient Verfahren

Das Invertieren mit dem Conjugate Gradient Verfahrew@ ist die Zurtickfithrung der Losung des

linearen Gleichungssystems

Qz=s

nach z auf das Minimieren einer Funktion. Ist A eine hermitesche, positiv definite Matrix, also

eine Matrix, die nur reelle positive Eigenwerte hat, so ist die Lésung von
Av=w
aquivalent zur Minimierung der Funktion
Lt i
flv) = 5V Av —vlw.
Fir den Gradienten von f gilt
g()1 = (Vo f))T =ovTA - w',

womit das Extremum eine Losung des linearen Gleichungssystems ist und sogar ein lokales Mi-

nimum, da die Hessische durch
0 (f) = 03V 1 [(Vof (0))0r] = v Aoy

gegeben ist, was immer positiv definit ist. Damit ist das Minimum vmiy, von f(v) die Losung
von

vjninA —wh=o0.
Da vy ein lokales Minimum ist, fithrt jedes Gradientenabstiegsverfahren zum Ziel. Wir starten

mit einem Vektor vy, und bestimmen mit diesem das Residuum r; = —g(v1), und die Abstiegs-

10Man sieht schnell, dass

" Siehe dazu [16] oder [10].
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3.4. Auswertung der Mittelwerte

richtung p; = r1. Der Algorithmus folgt dann dem iterativen System

7”37“2‘
Qi = 3 ) Vit1 = Vi + Q;p;
b; Ap;
T
rl v
i+1"i+1
rivr =1 — @idpi,  fi= —5—
r.T;
(A

Pit1 = Tit1 + Bipi

]

i

Algorithmus kénnen wir jedoch nicht auf unser System anwenden, da @) weder hermitesch noch

wobei r!r; als Giiteparameter fiir die Genauigkeit von v; als Minimum verwendet wird. Diesen

positiv definit ist. Betrachten wir die zerlegte Form
Q =L (QeO) QU (Qoe)

wissen wir aus , dass v°Q hermitesch und damit QTSdEQ positiv definit und hermitesch

ist. Um Qz = s zu losen, fithren wir noch die folgenden Umformungen aus:

Wir nehmen also die Quelle s, multiplizieren sie mit 75Q75L (—Q%°), invertieren dann mit dem
Conjugate-Gradient Verfahren Qts¢®(Q) und multiplizieren anschliefend noch mit U (—Q°¢) und

bekommen damit die Losung z, so dass

z=Q !s.

3.4.5. Verbundener- und unverbundener Anteil

Wir haben in unserem Korrelator einen sogenannten verbunden- und einen unverbundenen An-
teil, die sich durch die Propagatorstruktur auszeichnen. Der verbundene Anteil ldsst sich mit
den bis jetzt besprochenen Methoden problemlos berechnen, da wir fiir diesen Propagaroten der

Form
bBy

agxpTo

bendtigen. Dies ist eine Folgerung aus Abschnitt da wir aufgrund der Translationsinvarianz
auf jeder Konfiguration nur einen zufilligen Startpunkt xo wihlen miissen, um im Mittel den rich-
tigen Korrelator zu erhalten. Jedoch stellt der unverbundene Anteil noch eine Herausforderung
dar, da wir fiir diesen die Diagonalelemente

AbBY

aooy
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

fiir jedes y des Gitters bendtigen. Da die Inversion jedoch zu zeitaufwendig ist, um sie fiir je-
den Gitterpunkt einzeln auszufiihren, werden andere Methoden bendtigt. Die zwei untersuchten

Methoden werden hier nun vorgestellt.

3.4.6. Stochastic Estimator Technique

Da die Berechnung des Korrelators, die raumzeitlichen Diagonalelemente des Propagators be-
notigt und eine Berechnung tiber das Conjugate Gradient Verfahren zuviel Zeit in Anspruch
nehmen wiirde, nutzen wir die Stochastic Estimator Technique [10|, eine stochastische Methode,

um das Inverse abzuschiitzen. Dazu werden zufillige Vektoren nl"l_, erzeugt, so dass sie

roa

N
(1988 tsailr] > T NP tsalr] 8b
<n N1 ), = dim S gyt =1

erfiillen. Diese werden mit dem Conjugate-Gradient-Verfahren invertiert, so dass wir fiir jeden
Vektor nl"),,, den Vektor s, iiber

[,’,,} roa

Qugesl” =
Y

erhalten und
N R

:caa

Damit erzeugen wir die Matrix
N
% Z S[T]maanTSdE [r]
r=1

fiir die wir sehen, dass sie den vollen Propagator approximiert, da

N
1 Toa [r] a zryce [r]
NE sl nTSdE 4B _ 72 Afrc;c [r] TSdE o
r=1

= A Z lr17¢ ptsanl’]

g AL = AT
Auf diese Weise wird der Propagator approximiert. Im aktuellen Programm ist die Verteilung
der Vektoren durch

[7,] roa —e z

erzeugt, wobei nl"l gleichverteilt die Werte {0,1,2,3} annimmt. Hier gilt dann fiir den obigen

Erwartungswert wie gewiinscht

<77[T}yﬂbnTSdE I > = i Zizl e et =1 fire=ya=ba=p
roa [ ]

4 _imT inE
S i ™2e™2 =0 sonst.
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3.4. Auswertung der Mittelwerte

Da wir nur eine endliche Zahl von Schétzern betrachten, ist eine Fehlerabschidtzung notig. Die

Varianz berechnet sich zu

N
1 r127C [r]
o? (Agg) = AL Yo (Tt )

\z
Il
—_

1
= AL N
T

M=

o2 (77[7’} Z’ychSdE [r] yﬁb>

I
—

Fir unseren Fall 1asst sich der Fehler durch

N
1 yBb [r] b
N Z 77[7”} ﬁTSdE raa lgga
r=1

o(5)

abschatzen. Wir bezeichnen den Schitzer fiir das Inverse nun mit

N
N 1 1uBb r
(A[SE]T)ZQIZL = N 277[ ¢ UTSdE[ ]zaa'

r=1

3.4.7. Eigenwertzerlegung

Da die Matrix v°Q besser beherrschbar ist als @, diagonalisieren wir 4°@Q. Sie ist hermitesch und

damit sogar unitdr diagonalisierbar, so dass
S50=U [ Tsdr
Y Q D’Y5Q

fiir eine Diagonalmatrix D5 und eine unitére Matrix U gilt. Wir kénnen also die Matrix YQ

in ihren Eigenwerten und Eigenvektoren entwickeln

VQ = Z )\uAu;SdE.

AEX(1°Q)

Hier ist ¥(7°Q) die Menge der Eigenwerte, die sie gem# ihrer Vielfachheit enthélt, und wuy ist
der Eigenvektor zum Eigenwert . Diese Matrix ist leicht zu invertieren, falls 0 ¢ X(7°Q). Thr

Inverses ist gegeben durch
_ 1
LRI S )
AEX(YPQ)
womit wir die benétigte Matrix A = Q! durch

1 1 5
A = Z XuAuASdE'y
AEX(YPQ)

erhalten. Jetzt nehmen wir an, dass wir, wenn wir (v°Q)~! geniigend genau approximieren, dass

wir damit auch Q! gut genug approximieren. Wir wihlen uns die N kleinsten Eigenwerte von
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3. Berechnung der Vakuumerwartungswerte

7v?@Q und approximieren so @' durch
N 1
= E 7\ (0¥ U;SdE ’ + Qpest

Nehmen wir an, dass Qgres: © klein in einer geeigneten Norm ist. Fiir diesen Fall reicht diese

Approximation aus. Wir nennen diese Approximation
[N] ZN 1
N]\ygBb . T 5
AEV gga . )\7 uy, u}\SdE

Wir kénnen die Approximation verbessern, indem wir den QReSt_l zusitzlich mit der im vorhe-
rigen Abschnitt beschriebenen Technik schitzen. Wir projezieren dazu den Schéitzvektor 7"l in

das orthogonale Komplement zu den Eigenvektoren durch

[l _ iu)\i (ulsidE,ySn[r]) ,
=1

[r]

da wir so erreichen, dass das Inverse mit 7" als Quelle, nur QRest - approximiert, denn

1 [T l 1 TSdE 5 [r]
Q = Z )\7 Ux,;U Aj + QRest ny
j=

—
.

/\1JU/\ TSdE 5( [r] _ Zu)\ ( TSdE [r])> +QRest7177[I]
Uy, ( TSdE 5y ) Z 7u>\ ( TSdEu)\Z) ( TSdE,75,,7[T]>

Jl

(- 107-

.
i
I,
| =

(51']'
+ QRest ! 7737_«]

= QRest ! 7737:] :

Damit wird also nur noch Qrest * approximiert und wir verindern die Eigenwertzerlegung nicht.

Ausfiihrungen hierzu finden sich in [10]
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Kapitel 4

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Berechnungen besprochen. Die Ergebnisse des ver-
bundenen Anteils des Korrelators wurden mit Hilfe des Clusters PALMA |[1] berechnet. Diese
werden dann im ersten Abschnitt vorgestellt. Im zweiten Abschnitt werden die Ergebnisse, die

fiir den unverbundenen Anteil des Korrelators prasentiert.

4.1. Der verbundene Anteil

Der verbundenen Anteil des Korrelators wurde auf verschiedenen Gittern gemessen. Fiir Eine
Eichfeldkonfiguration U, ist er durch

B /A
Cverbo‘y [UH] = Eabc€a'd! /(0’74)67(0’706 K
b b
(2agan, AT, AT, — angL AT, AT )

gegeben. Dieser wurde iiber alle verfiigharen Konfigurationen ausgewertet, die wie in Abschnitt

besprochen erstellt wurden, so dass sich ein Erwartungswert

cveb () = < {BZ o)B(ﬁo,,o)}> - ngnooﬁzcverbiﬁo 0.0 [ (Un)i]

fiir den Korrelator ergab. Fiir die Fermionen wurden mit antisymmetrischen Randbedingungen

simuliert, was dem Fall b = —1 entspricht. Diesen Korrelator projeziert man mittels

PE=_(iyy+1)

l\.')\r—t

auf die Anteile mit positiver- oder negativer Paritét, so dass
verbt 1 + ~vverb
C (t) = 5 Trs (P=CY"™ (1))
betrachtet wird. Fiir diesen erwarten wir nach Abschnitt 2] das zeitliche Verhalten

Cverb+(t) _ Z ’NB+‘2e—mB+t + Z ’NB* ’2e—mB7(aNT—t)
B+ B~

CYT(t) = 3N [Fem s N0 4 BT Ny P, (4.1.1)
B+ B~



4. Ergebnisse

Ab hier nennen wir Cverb+(t) den positiven- und C¥™ (¢) den negativen Korrelator. Diese Tat-
sache erfordert jedoch die Annahme, dass der verbleibende, unverbundene Anteil im Vergleich
zum verbundenen Anteil vernachlissigbar klein ist. Da wir ein asymmetrisches zeitliches Ver-
halten erwarten, kénnen wir, im Gegensatz zu den bindren Teilchen, keine Summe der Form
C"’erbi(t) + C"’erbi(aNT — t) bilden, um das Ergebnis zu verbessern. In Tabelle sind alle

gemessenen Gitter aufgezahlt und durchnummeriert.

’ Nummer ‘ K ‘ B ‘ Gittergrofbe ‘ Anzahl der Konfigurationen ‘
1 0,1475 [ 1,75 | 8> x 16 22000
2 0,1478 | 1,75 | 83 x 16 22000
3 0,1482 | 1,75 83 x 16 22000
4 0,1485 | 1,75 | 123 x 24 10000
5 0,1487 | 1,75 | 123 x 24 10000
6 0,1487 | 1,75 | 16> x 36 5000
7 0,1488 | 1,75 | 123 x 24 10000
8 0,1488 | 1,75 | 16> x 36 2850
9 0,1488 | 1,75 | 20° x 40 2685
10 0,1489 | 1,75 | 123 x 24 10000
11 0,1489 | 1,75 | 16> x 36 5000
12 0,1489 | 1,75 | 83 x 16 14000
13 0,1490 | 1,75 | 163 x 36 6344
14 0,1490 | 1,75 | 20° x 40 2328
15 0,1490 | 1,75 | 243 x 48 1440
16 0,1492 | 1,75 | 163 x 36 5700
17 0,1492 | 1,75 | 243 x 48 1169

Tabelle 4.1.: Tabelle mit den ausgewerteten Konfigurationen.

4.1.1. Das Vorgehen

Die gemessenen Korrelatoren wurden statistisch ausgewertet, so dass wir den Korrelator Cverb® (t)
und seine Unsicherheit erhalten. Der Korrelator ist jedoch nicht direkt in Einheiten der Zeit
t € {0,a,2a,...}, sondern in Gitter-Zeit-Einheiten n € {0, 1,2, ...} vorhanden. Der Korrelator ist

wird also als Funktion von n
vaerbi (n) — Cverbi(an)

berechnet. An diesen Korrelator wird deswegen die Funktion
f(n, Aam) := Ae™"

gefittet, um die freien Parameter A, am mit Hilfe des Graphikbearbeitungsprogramms gnuplot
zu bestimmen. In (4.1.1)) sehen wir, dass m uns die Masse eines Bindungszustandes, also eines
Baryons angibt, an das der Operator koppelt. Dieser Fit wird fiir verschiedene Intervalllingen

s € {3,4, ...} und Intervallanfiange n durchgefithrt und die erhaltenen effektiven Massen

Gs (n) =AM ngs—1]
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4.1. Der verbundene Anteil

nach n aufgetragen, wobei amy, 1,1 die Masse ist, die wir auf dem Intervall [n,n + s — 1]
aus dem Fit erhalten haben. Hat der Korrelator in einem Bereich einen exponentiellen Abfall, so
zeigt sich dieser durch ein Plateau in der Funktion G4(n). Es wird fiir kleine s ausgeprigter sein
als fiir grofie. Ist so ein Plateau erkannt, wird ein Intervall in diesem Plateau gew#hlt, so dass der
Fit den Korrelator gut wiedergibt und die Masse amy, 4,1 dadurch bestimmt. Als Masse wird
dann das Fitergebnis amy, 4,1 mit dem jeweiligen Fit-Fehler angegeben. Die Gitter sind so in
Gruppen eingeteilt, dass die Auswertung an einem Beispiel durchgefiihrt wird und die restlichen
Auswertungen analog ablaufen. Die Massen werden am Ende des Abschnittes in einer Tabelle
zusammengefasst. Dabei wird die Paritéit mit F* oder B* angegeben. Hierbei bedeutet F*, dass
es sich um eine Masse eines Baryons handelt, das sich vorwirts in der Zeit bewegt und positive
Paritdt hat. Analog ist dann B~ ein Baryon mit negativer Paritét, welches sich riickwérts durch

die Zeit bewegt.

4.1.2. Gitterausdehnung und Sommer-Parameter

Da nur das Produkt aus Masse und Gitterkonstante am bestimmbar ist, muss die Gitterkonstante
a anhand eines physikalischen Messwertes bestimmt werden. Dazu wird in QCD-Rechnungen das
statische Potential V (r) verwendet, das die Anziehungskraft zwischen zwei statischen Quarks im
Abstand 7 voneinander angibt [11|. Dabei wird der Sommer-Parameter ro ~ 0,5fm verwendet,

der durch
dV(r)

dr

T=TQ

ro = 1,65

die Gitterkonstante a festlegt, da wir auch in diesem Fall r in Gitter-Einheiten {0, 1,2, ...} und
nicht in absoluten Abstidnden erhalten. In der hier verwendeten Theorie ldsst sich diese Skalie-
rung auch verwenden [5] [4], um den Gitterparameter a zu bestimmen, der fiir Untersuchungen

beziiglich des Kontinuumslimes a — 0 benotigt wird.

83



4. Ergebnisse

4.1.3. Die 83 x 16 Gitter: 1, 2, 3 und 12

Korrelator und effektive Masse iiber 3 Zeitschritte auf einem 8%16 Gitter
bei B = 1,75 und « = 0,1475 gemittelt (iber 21800 Konfigurationen.

4
' ' ' ' ' ' Ko'rrelator %I
Effektive Masse -->¢--
100 K
X 4 2
x X
1F [0}
0 X X A %
g X X 10 =
g X X §
Q 0.01 x X X %
§ X 1-2%
£ ) X 5
: x X S
= o ” =
0.0001 F X g
X X 1
X X X
xX X
1e-06 K 1.6
il 1 1 1 1 | 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14

Zeit in Gitter—Einheiten

Abbildung 4.1.: C¥*™ " (t) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Linge drei.

Es wird das Gitter 1 der Grofe 8% x 16 mit 8 = 1,75 und & = 0,1475 ausgewertet. In Abbildung
sehen wir den negativen Korrelator logarithmisch an der linken Achse in rot und dazu die
effektive Masse G'3(n), fiir Intervalle der Lénge 3, linear an der rechten Achse in blau aufgetragen.
Es zeigt sich, dass der Korrelator kein Intervall enthélt, in dem erkennbar ein rein exponentieller

Abfall stattfindet. Um in diesem Fall Massen extrahieren zu kénnen, miisste die Funktion
f(n, Ar,mq, Ag,ma) := Aje” " 4 Age® 2"

an den Korrelator gefittet werden, um die Parameter A;,am; zu bestimmen. Dies stellt sich

jedoch als zu instabil heraus, um Massen zu bestimmen.
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4.1. Der verbundene Anteil

4.1.4. Die 122 x 24 Gitter: 4, 5, 7 und 10

Korrelator und effektive Masse (iber 3 Zeitschritte auf einem 12%24 Gitter
bei B = 1,75 und « = 0,1485 gemittelt iber 9800 Konfigurationen.

I I I T T 4
Korrelator —>¢—
Effektive Masse +->¢--
100 X
X 12
xxxX
1F 0}
g X X X X X E
2 (O]
£ X s g
S o001} x X -
n )¢ 1,8
ts X 5
= ' X 5
(0] >"< E
; 2 E
0.0001 - X % 1,2
, X X
! X X
1e-06 :g X X X ) ¢ X i PN
| . *Exxx X’ ,
0 5 10 15 20

Zeit in Gitter—Einheiten

Abbildung 4.2.: C¥*™ " (t) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Linge drei.

Auf Gitter 4 der Groke 123 x 24 lassen sich Plateaus nur schwer bestimmen. In Abbildung
ist wieder der negative Korrelator in rot logarithmisch und die effektive Masse G3(n) linear
in dunkelblau abgebildet. Der in hellblau umkreiste Bereich um n = 10 lésst sich als Plateau
erkennen. In Abbildung {4.3|sehen wir nun wieder den Korrelator und die effektive Masse G4(n).
Die effektive Masse G4(n) hat auch hier im umkreisten Bereich wieder ein Plateau. Zusétzlich

ist in hellblau noch der Fit und das angefittete Intervall zu sehen.
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4. Ergebnisse

Korrelator und effektive Masse (iber 4 Zeitschritte auf einem 12°x24 Gitter
bei B = 1,75 und k = 0,1485 gemittelt iber 9800 Konfigurationen.

' ' ' ' Korrelat(')r —>—
Effektive Masse +->¢-+ | 4
100 X M = -0,238 £ 0,050
X =4 2
o T X 18
@ X g
g X X% X =
2 x X' X X) % 1° g
o )¢ X 2
X 0.01 | % X 0]
(/2] x =
8 ' X |,
© X X 3
[) - b4 —
= X o
0.0001 | X X =
X A 1
3 X Ve
_06 | X X
1e-06 & X i X 4 -6
| 1 T X X X ] 1
0 5 10 15 20

Zeit in Gitter—Einheiten

Abbildung 4.3.: C¥*™® " (¢) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Liinge vier.

Wir nehmen hier amg 11) als Wert der Masse und erhalten
amig 1] = 0,238 & 0,050

fiir die Masse des leichteste Baryons mit negativer Paritat. Fiir das Riickwérts propgierende Bary-
on erkennen wir kein Plateau. Die anderen Gitter wurden analog ausgewertet und die Ergebnisse
in Tabelle 4.2 aufgefiihrt.

’ Nummer ‘ s ‘ t ‘ M4 5-1] ‘ Aamyp s q) ‘ Paritéat
4 3|7 0,882 0,028 Ft
5 417 0,690 0,007 FT
7 4115 0,775 0,058 BT
7 41 5 1,056 0,055 Ft
10 4|7 0,203 0,005 Ft
10 4|14 0,452 0,038 BT
4 319 0,238 0,050 F-
5 3|7 0,527 0,023 F-
7 3| 5 0,934 0,028 F~
7 3|5 0,200 0,021 B~
10 3| 5 0,932 0,027 F~
10 31|18 1,475 0,008 B~

Tabelle 4.2.: Die gemessenen Massen auf den Gittern 4,5,7 und 10.
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4.1. Der verbundene Anteil

4.1.5. Die 16® x 36 Gitter: 6, 8, 11, 13 und 16

Korrelator und effektive Masse liber 3 Zeitschritte auf einem 1636 Gitter
bei f = 1,75 und x = 0,1487 gemittelt Giber 4800 Konfigurationen.

| | | | Eftak Korl(l?latlor »%Xe
ektive Masse --)¢-+

1 M = -1,406 + 0,030 4
M=1,067 £0,028 -~~~

r X X o
- LooX< :
w = RV (%]
g 0.01 | % XX-, XX XXXXX ><_ o %
N X ~ ‘ 2
@ 0.0001 | XXXXX > %
= X X x 123
§ F XX X x/ g
1e-06 xxx S
44
I X X’X
1e-08 >I<>I<>I(
ll'K T % </'/// ] _6
fe-10 L ' ! - : :

o
(&)1

10 15 20 25 30 35
Zeit in Gitter—Einheiten

Abbildung 4.4.: CV*™ " (¢) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Liinge drei.

Fiir das Gitter 6 der Gréfe 163 x 36 ist in Abbildung der negative Korrelator, die effektive
Masse und zwei Fitkurven zu sehen. Die beiden gew&hlten Plateaus sind in der jeweiligen Farbe
der Fitkurve umkreist. Fiir die Masse des vorwirts propagierenden Baryons negativer Paritit

(F~) ergibt sich eine Masse von
amys g = 1,406 & 0,030

und fiir das riickwirts propagierende Baryon positiver Paritit (B™) ergibt sich eine Masse von
am|27,30] = 1,067 + 0,028.

An diesem Korrelator ist auch zu sehen, dass die Werte im Intervall [10,21] vom erwarteten
Verlauf eines Korrelators abweichen und der angegebene Fehler grofser wird, als der Wert des
Korrelators, weshalb diese Werte fiir die Auswertung nicht betrachtet werden. Ausserdem ist die
erwartete Asymmetrie des Korrelators um n = 15 klar zu erkennen. Alle weiteren bestimmten
Massen sind in Tabelle £33 zu finden.
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4. Ergebnisse

Nummer ‘ s ‘ t ‘ My 145-1] ‘ Aamyp i) ‘ Paritat
6 5| 6 1,092 0,013 F
6 4|27 1,067 0,028 BT
8 419 0,759 0,033 FT
8 5126 1,076 0,021 BT
11 5110 0,485 0,035 Ft
11 5 | 26 1,121 0,013 BT
13 41 5 1,290 0,029 Ft
13 4|26 0,816 0,033 BT
6 41 5 1,406 0,003 F-
6 4| 22 0,289 0,043 B~
6 4|27 1,245 0,025 B~
8 41 5 1,387 0,013 F~
8 5127 1,388 0,018 B~
11 5| 5 1,377 0,014 F~
11 5 | 26 1,213 0,012 B~
13 417 0,7462 0,023 F-
13 5| 26 1,084 0,016 F-
16 5126 ——— -——— F/B*

Tabelle 4.3.: Die gemessenen Massen auf den Gittern 6,8,11,13 und 16.

Fiir das Gitter 16 liefsen sich keine Massen bestimmen, da dort der Korrelator komplett von der
erwarteten Form abweicht und schon nach zwei oder drei Zeitschritten zu grofe Fehler annimmt.
Der positive und negative Korrelator auf diesem Gitter sowie die effektiven Massen G3(n) sind
in den Abbildungen [£.5 und [4.6] zu sehen.

88



4.1. Der verbundene Anteil

Wert des Korrelators

Wert des Korrelators

Korrelator und effektive Masse (iber 3 Zeitschritte auf einem 16°x36 Gitter
bei B = 1,75 und « = 0,1492 gemittelt (iber 55800 Konfigurationen.

4
I I ' ' Korrelat'or —>—
Effektive Masse =-)¢--
100
4 2
| Bk
oo K XK
):( i ¢ il a X Y ¥ ! i
j X .. X XAXK g >< X s¢ O
1T KX 1
XX | o Xy
0.01 | X & X
H 4 -2
[ X X
1 X T
0.0001 | 14
1e-06 - 1 _6
X
d 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
Zeit in Gitter—Einheiten
Abbildung 4.5.: CV*™ " (¢) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Liinge drei.
Korrelator und effektive Masse (iber 3 Zeitschritte auf einem 16°x36 Gitter
bei B = 1,75 und k = 0,1492 gemittelt iber 55800 Konfigurationen.
4
I I ' ' Korrelat'or —>—
J Effektive Masse -->¢--
100 X
4 2
| B
O g iy I
X X r X Xy A g
% 7 X0 XXXy X Xy 0
1 KX 1
X = Ky X
0.01 X :
i 4 -2
1 X Y
0.0001 | T 14
1e-06 4 -6
K 1
d 1 1 1 1 1 1
0

5 10 15 20 25 30 35
Zeit in Gitter—Einheiten

Abbildung 4.6.: CV™ " (¢) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Linge drei.

Wert der effektiven Masse

Wert der effektiven Masse
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4. Ergebnisse

4.1.6. Die 20° x 40 Gitter: 9 und 14

Korrelator und effektive Masse iiber 3 Zeitschritte auf einem 20°x40 Gitter
bei B = 1,75 und « = 0,1488 gemittelt (iber 2485 Konfigurationen.

' ' ' ' ' Eifok korl(l?lator 'r%xei
ektive Masse =->¢-+4

100¢ M = —1,061 + 0,022 4

M=1,074 +0,017 ———-

0.0001

1e-06 —X )(m )\)22(
I X 14
1e-08 : *
o A 1
15 20 25 30

35

Wert des Korrelators

X
X
X
X
X
X
K
. V.x\ z N
Wert der effektiven Masse

L) o s [

1e-10 1 1
0 5 10

Zeit in Gitter—Einheiten

Abbildung 4.7.: C¥*™ " (t) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Linge drei.

Fiir das Gitter 9 der Groke 203 x 40 ist in Abbildung der logarithmische Korrelator, die
effektive Masse mit zwei Fitkurven zu sehen. Die beiden gewdhlten Plateaus sind in der jeweiligen
Farbe der Fitkurve umkreist und das Intervall [11, 28] wurde aus denselben Griinden wie zuvor

aus der Auswertung ausgeschlossen. Fiir dieses Gitter ergibt sich die Masse des F~-Baryons zu
amgg 1) = 1,061 & 0,022
und die Masse des BT-Baryons ergibt sich zu
am|30,34] = 1,074 £+ 0,017.

Alle weiteren Massen sind in Tabelle [.4] angegeben.
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4.1. Der verbundene Anteil

Nummer ‘ s ‘ t ‘ My 145-1] ‘ Aamypis-q) ‘ Paritat
9 5| 8 0,927 0,011 F*
9 5130 1,074 0,017 BT
14 419 0,767 0,006 FT
14 6 | 28 0,873 0,015 BT
9 4| 8 1,061 0,022 F-
9 4130 1,150 0,008 B~
14 31|10 0,571 0,008 F-
14 4 | 30 1,049 0,022 B~

Tabelle 4.4.: Die gemessenen Massen auf den Gittern 9 und 14.

4.1.7. Die 243 x 48 Gitter: 15 und 17

Korrelator und effektive Masse (iber 3 Zeitschritte auf einem 24°x48 Gitter
bei B = 1,75 und x = 0,1490 gemittelt (iber 1240 Konfigurationen.

T T T T T ! - IL.KOI‘I{'/?bItOr %
T - AGdS e O 1 4
M =0,883 + 0,016 ———-
T X X2
) i 2&( ><X » %
Y 5, X EQO@XX g
© X . . ‘ |
; 700 4 %
@ 0.0001 | XK X £
© 5, | ®
5 L X X X -2 3
=2 X X b
1e-06 | X g
X ~ I
1e-08 L "
1e-10 L - - . >H< ***% A ,
0 5 10 15 20 25 30 45

Zeit in Gitter—Einheiten

Abbildung 4.8.: C¥*™ " (¢) mit gefitteten Massen auf Intervallen der Linge drei.

In Abbildung sehen wir wie zuvor den negativen Korrelator, die effektive Masse, zwei Fitkur-
ven und die dazugehérigen Plateaus von Gitter 15 der Grofe 242 x 48. Wie auf den vorherigen
Gittern wird hier das Intervall [12, 34] fiir die Auswertung der Massen nicht beachtet. Auf diesem
Gitter hat das F~-Baryon die Masse

am[&n] = 1,060 + 0,023
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4. Ergebnisse

und das BT-Baryon hat die Masse
am[36’40] = 07883 + 0,016

Die weiteren Massen sind in Tabelle .5 zu finden.

Nummer ‘ s ‘ t ‘ AMt 4 15-1] ‘ Aamyg iy 1 ‘ Paritat
15 417 1,189 0,045 Ft
15 5| 36 0,882 0,016 BT
17 6| 6 1,038 0,018 Ft
17 5| 36 0,496 0,012 Bt
15 5130 1,059 0,023 F~
15 4139 1,052 0,028 B~
17 | 4] 5 1,431 0,018 F
17 3135 0,360 0,024 B~

Tabelle 4.5.: Die gemessenen Massen auf den Gittern 15 und 17.

4.2. Der unverbundene Anteil

Der unverbundene Anteil wurde auf einem 4% x 4 Gitter mit x = 0,16 und 8 = 2,3 untersucht,
um zu testen, ob eine Berechnung iiberhaupt méglich ist. Es wurde die Stochastic Estimator

Technique und die Eigenwert-Zerlegung getestet. Dazu wurden die relativen AbstiindeE]

1AL — A

dspr(N) = —2——
N

1A — A

dEV N)=——— —
™)== A]

des approximierten Propagators in Bezug auf die exakte Propagator berechnet und die Appro-
ximation des Baryonen-Korrelators mit diesem in Zusammenhang gesetzt.
Wir hatten in Abschnitt gesehen, dass der unverbundene Anteil des Korrelator die Form

CUered ] = eqpeeane (Cra)® (Cu)®
(28080 AT, ALY CF O AnT AT AT CP O

zeb ya’a’ “yry'c yao'a

+Aa}o¢a ,A:UBbAyg/b/, Cn’ycs/ﬁ/ + QAZ:E%/AxﬁbAyn/d/ Cn,ycn/,y/>

yo'a Sxnc"yy/c znc="ya’a

hat. Zur Berechnung auf diesem Gitter wurde einer der drei Propagatoren durch die Approxi-

mation A[S]]\QT oder A][é\\f/] ersetzt und die beiden anderen Propagaroren wurden exakt berechnet,

'Die Norm der Matrix M € My (C) mit koeffizienten M?; ist durch

N N )
I =323 |

i=1 j=1

2

gegeben.

92



4.2. Der unverbundene Anteil

da dies auf diesem kleinen Gitter noch moglich ist. Die Approximationsmethoden sind in den
Abschnitten [3.4.6] und [3.4.7] beschrieben. Aufgrund der in Abschnitt gesehenen Translati-

onsinvarianz des Korrelators ben6tigt man pro Konfiguration nur einen zufillig gewdhlten Punkt

yo des Gitter und muss Cunvefggo’ [U,,] fiir dieses yo bestimmen um im Mittel den gesamten Kor-
relator zu erhalten. Deswegen muss nur eine der drei Matrizen durch eine Approximation ersetzt
werden. Es werden die Propagatoren der Form AZ durch ihre Approximationen ersetzt, so dass
der Korrelator

T U] = eaveccarre (Cra)™ (Cra)”

Yo

(2(A[N])“"“Amc AWV ceB e 4 g(ANhzar AT AWTE 2 o'

zeb “yga’a’ “yoy'c yoo'a

+Ag (AT AW, M 4 2 nges, (AN TR AT C e

oo’ a’ xne=yo~y'c Tnc—"yoo' a

berechnet wird. Fiir eine grofse Zahl N an stochastischen Schitzern oder Eigenwerten wird

nveraa’ N nveraa’
CE}V] ‘ TYo [Uu] j}oo cre Yo [U#]

auf jeder Konfiguration erwartet. Insbesondere sollte

unver oo’ d(N)—=0 ~unveraa/
C’[N] ¢ Yo [UM] = o Yo [UM]

fiir jede Konfiguration unabhingig der Approximationsmethode gelten. Gilt dies, sollte es auch
fiir die betrachteten Projektionen auf negative und positive Paritédt gelten, die wir wie vorher
durch )
+
Cunverb )= -T P:I:Cunverb ¢
(t) = 5T ( (®))

erhalten.

4.2.1. Der unverbundene Anteil mit der stochastic estimator Technique

Auf dem oben genannten 43 x 4 Gitter mit x = 0,16 und 8 = 2,3 wurde der unverbundenen Anteil
des Korrelators fiir Npax = 5000 stochastische Schitzer berechnet und iiber 5 Konfigurationen
gemittelt. Dies ist eine unnotig groke Anzahl an Schétzern, da es auf diesem Gitter nur insgesamt
nur 12-4* = 3072 Indizes (x, o, a) gibt und diese besser iiber das Conjugate Gradient Verfahren
bestimmen konnten. Es werden soviele Schitzer verwendet, da diese Approximationsmethode nur
fiir unendlich viele Schétzer einen exakten Wert liefert und die Approximation des Baryonen-

Korrelators mit steigender Zahl an Schitzern stetig besser werden sollte.
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Verhalten des stochastisch approximierten Propagators im Vergleich
zum exakten Propagator
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Abbildung 4.9.: Giite der Approximation in Abhéingigkeit der Anzahl der Schétzer.

In Abbildung [4.9]ist die Giite der Propagator-Approximation zur Anzahl der Schétzer aufgetra-
gen. Es zeigt sich, dass die Approximation mit steigender Anzahl an Schitzern stehts besser wird

und dass eine Giite von dsgp(Nmax) ~ % mit dieser Methode erreicht wird. Wird dieses Verhal-

ten in Abbildung doppelt logarithmisch aufgetragen erkennt man das vorrausgesagte ——

VN

Verhalten der Approximation. Es wird jedoch ab einer Anzahl von 1000 Schétzern von diesem

Verhalten abgewichen und die Konvergenz verschlechtert sich.
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4.2. Der unverbundene Anteil

Verhalten des stochastisch approximierten Propagators im Vergleich
zum exakten Propagator
100 —— -

SET
1A= =A]|

0.1

L PR S T S R | L PR T T T 1 1
1

10 100 1000 10000
Anzahl der Schéatzer

Abbildung 4.10.: Der Abstand dsgr(N) doppeltlogarithmisch aufgetragen.

Es wurden noch das Verhalten zweier Kontrollgrofen in Abhéngigkeit der Giite dsgr(N) be-
trachtet, um die Giiltigkeit der Approximation weiter zu belegen. Dazu wurden das skalare- und

das pseudoskalare Kondensat (Trgqr (AX)) und (Trgar (Ay°A) ) verwendet.

2Fiir diese beiden Grofen gilt

<TI‘SdE (AX))F = Trsar (A)
<TI'SdE ()\75X)>F = TI'SdE (VSA) .
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4. Ergebnisse

Verhalten des stochastisch approximierten skalaren Kondensates im Vergleich
zum exakten Kondensat

3100 T T T T T T T T T
SET skalares Kondensat  +
Exaktes skalares Kondensat --------

3000 | _
— 2900 | _
(]
n
c
8 o ————————e LR R A R T T T s S
g

2800 |- _

2700 | _

2600 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ET
IASET_AJ1A]l

Abbildung 4.11.: Verhalten des skalaren Kondensates.

Iin Abbildung ist das Verhalten des approximierten skalaren Kondensates, sowie das exakte
skalare Kondensat zu sehen. Man sieht, dass das Kondensat schon mit einer sehr schlechten Giite
der Approximation bis auf einen Fehler von 3% approximiert wird, sich jedoch die Approximation

nicht mehr verbessert aber auch nicht verschlechtert.
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4.2. Der unverbundene Anteil

Verhalten des stochastisch approximierten pseudo—skalaren Kondensates im Vergleich
zum exakten Kondensat

1 T T T T T T T T

SET pseudoskalares Kondensat  +
Exaktes pseudoskalares Kondensat --------

Pseudoskalares Kondensat
+#+
i+
gt
o
o

_1 1 | 1 1 1 1 |

1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
ET
ASET_A|/)|A]]

Abbildung 4.12.: Verhalten des pseudoskalaren Kondensates.

Das approximierte und exakte pseudoskalare Kondensat ist in Abbildung dargestellt. Es
zeigt sich, dass eine Verbesserung des Propagators fiir eine Giite grofker als 1 keine Wirkung
hat, da das approximierte Kondensat zufillig um den exakten Wert schwankt und dabei oft das
Vorzeichen wechselt. Ist die Giite Approximation jedoch besser als 1, sehen wir eine geordnetere
Bewegung zum exakten Wert hin. Die Giite wird erst ab N ~ 3000 kleiner als 1. Es zeigt sich
also, dass die Approximationsmethode fiir die Kontroll-Gréften funktioniert.

In den Abbildungen bis ist der approximierte und exakte unverbundene Anteil des
Baryonen-Korrelators fiir verschiedene Zeiten gegen die Giite der Approximation des Propaga-
tors aufgetragen. In keiner der Abbildungen ist eine Konvergenz des Wertes zu erkennen. Die

Approximation schwankt zuféllig ohne Tendenz zum exakten Wert.
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Negativer unverbundener Korrelator

Abbildung 4.13.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit negativer Paritat fiir n = 2.

Negativer unverbundener Korrelator

Abbildung 4.14.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit negativer Paritit fiir n = 3.
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4.2. Der unverbundene Anteil

Positiver unverbundener Korrelator

Verhalten des positiven unverbundenen Korrelators im
Zusammenhang mit der Approximation des Propagators
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Abbildung 4.15.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit positiver Paritét fiir n = 2.

Positiver unverbundener Korrelator

Verhalten des positiven unverbundenen Korrelators im
Zusammenhang mit der Approximation des Propagators
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Abbildung 4.16.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit positiver Paritét fiir n = 3.
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4.2.2. Der unverbundene Anteil mit der Eigenwertzerlegung

Verhalten des stochastisch approximierten Propagators im Vergleich
zum exakten Propagator
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Abbildung 4.17.: Der Abstand dgv (N).

Fir diese Methode wurden Npax = 500 Betragsmifig kleinsten Eigenwerte und Eigenvektoren
auf 9 Konfigurationen des oben genannten 43 x 4 Gitters mit x = 0,16 und 8 = 2,3 bestimmt
und dieselben Gréfen wie im vorherigen Abschnitt betrachtet. Fiir die Approximation des Pro-
pagators zeigt sich, dass die Giite der Approximation des Propagators mit dem Wert 1 beginnt
und mit jedem zuséitzlichen Eigenwert, wie erwartet, kleiner wird. Dies ist in Abbildung
zu sehen, wo die Giite der Approximation gegen die Zahl der Eigenwerte aufgetragen ist. Das
Konvergenz-Verhalten ist jedoch wesentlich schlechter als \/iﬁ, wie in Abbildung zu sehen
ist. Dort ist die Giite der Approximation doppelt logarithmisch gegen die Zahl der Eigenwerte
aufgetragen. Die beste Approximation hat die Giite dgv(Nmax) ~ %
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Verhalten des stochastisch approximierten Propagators im Vergleich

zum exakten Propagator
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Abbildung 4.18.: Der Abstand dgy(N) doppeltlogarithmisch aufgetragen.

Fiir das skalare Kondensat ist in Abbildung eine klare Konvergenz gegen den exakten Wert
zu erkennen, dieser wird jedoch schlecht approximiert.
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Verhalten des durch Eigenwertzerlegung approximierten skalaren Kondensates
im Vergleich zum exakten Kondensat
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Abbildung 4.19.: Verhalten des skalaren Kondensates.

Das pseudoskalare Kondensat ist nichts anderes als die Summe der inversen Eigenwerte der
Matrix v°@Q, welches die Matrix ist, deren Eigenwerte bestimmt werden. Diese werden wechselnd
positiv und negativ gefunden, da wir nur die Betragsméfig kleinsten Eigenwerte bestimmen,
weswegen das pseudoskalare Kondensat sehr stark schwankt, wie in Abbildung zu sehen ist.
Es muss jedoch nur die Teilmenge an Werten beachtet werden, bei denen diese Paare offensichtlich
gefunden wurden. Liegt der Fokus nahe genug um den exakten Wert, sieht man in Abbildung[.21]
dass die Approximation gut funktioniert, da sie immer weniger um den exakten Wert schwankt.

Es zeigt sich also, dass die Approximationsmethode fiir die Kontrollgrofen funktioniert.
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Pseudoskalares Kondensat

Pseudoskalares Kondensat

Verhalten des durch Eigenwertzerlegung approximierten pseudoskalaren Kondensates

im Vergleich zum exakten Kondensat
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Abbildung 4.20.: Verhalten des pseudoskalaren Kondensates.
Verhalten des durch Eigenwertzerlegung approximierten pseudoskalaren Kondensates
im Vergleich zum exakten Kondensat
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Abbildung 4.21.: Verhalten des pseudoskalaren Kondensates.
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Verhalten des negativen unverbundenen Korrelators im
Zusammenhang mit der Approximation des Propagators
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Abbildung 4.22.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit negativer Paritat fiir n = 2.

Fiir den unverbundenen Anteil zeigt sich aber auch hier, wie in den Abbildungen bis

zu sehen ist, keine erkennbare Konvergenz der Approximation gegen den exakten Wert.
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Negativer unverbundener Korrelator
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Abbildung 4.23.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit negativer Paritat fiir n = 3.

Positiver unverbundener Korrelator
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Verhalten des positiven unverbundenen Korrelators im
Zusammenhang mit der Approximation des Propagators
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Abbildung 4.24.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit positiver Paritét fiir n = 2.
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Verhalten des positiven unverbundenen Korrelators im
Zusammenhang mit der Approximation des Propagators
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Abbildung 4.25.: Verhalten des unverbundenen Anteils des Korrelators mit positiver Paritét fiir n = 3.

4.2.3. Das Verhiltnis von unverbundenen zum verbundenen Antaeil

Es wurde iiber 9 Konfigurationen des oben genannten 43 x 4 Gitters mit x = 0,16 und 8 = 2,3
gemittelt und das Verhéltnis

|Cunverbi (t) ‘

|Cverb:t(t)‘
betrachtet. Es zeigte sich, dass sich diese Grofe fiir alle Zeiten ¢ in einem Bereich von 10%
bewegt. Der unverbundene Anteil hat fiir diese Konfigurationen also einen sehr kleinen Anteil
am Gesamtwert des Korrelators und 90% des Korrelators sind durch den verbundenen Anteil

gegeben.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Dieses Kapitel bildet den Abschluss dieser Arbeit und fasst die gesamte Arbeit noch einmal kurz

zZuSaminern.

5.1. Zusammenfassung

Im ersten Kapitel wurde der Gitterformalismus eingefiihrt. Die behandelte Theorie wurde grob
hergeleitet und wesentliche Gleichungen gezeigt, was der einfachen Vergleichbarkeit dienen soll,
da durch Konventionen einige relative und absolute Vorzeichen ihren Weg in die Wirkung oder
daraus abgeleitete Grofen finden. Es wurde jedoch keine Wahl von periodischen oder antipe-
riodischen Randbedingungen der Fermionen in Zeitrichtung getroffen, so dass im Nachhinein
die Randbedingungen gewdhlt werden kénnen. Diese haben unter anderem Auswirkung auf die
Form des Propagators der Fermionen und damit auch die Form des Baryonen-Korrelators. Der
wichtigste Abschnitt in diesem Kapitel ist der Abschnitt, der sich mit den Polen des Propaga-
tors und seinen Bedeutungen beschiftigt. Dort hat die Verwendung des Residuensatzes gezeigt,
dass sich Pole des Propagators in der Impulsbasis als propagierende Teilchen in positiver und
negativer Zeitrichtung manifestieren. Darauffolgend wurden der naive Dirac-Operator und der
Dirac-Operator mit Wilson-Term untersucht und seine Pole, also Teilchen, analysiert. Am Ende
wurde dann die Wirkung der Theorie présentiert, die auf dem Gitter simuliert wurde.

Im zweiten Kapitel haben wir uns den Propagator beziehungsweise den Korrelator eines Baryons
genauer angeschaut und berechnet, wie dieser aussehen sollte. Es stellt sich heraus, dass der
Korrelator zwei gegenldufige Anteile erhélt, da der Baryonen-Operator an Teilchen mit unter-
schiedlicher Paritat koppeln kann. Dies fithrt dazu, dass der Korrelator eine Asymmetrie hat,
die im Fall antisymmetrischer Randbedingungen fiir die Fermionen einen ’schiefen cosh-Verlauf’
erzeugt, da die Paritdtspartner unweigerlich in negativer Zeitrichtung propagieren. Eine Ver-
wendung periodischer und antiperiodischer Randbedingungen kann jedoch eine Entkopplung der
Paritdten bewirken. Am Ende des Kapitels wurde der baryonische Korrelator noch explizit ange-
geben und es zeigte sich, dass dieser Terme enthélt, die in Modellen ohne Majorana-Fermionen
nicht vorkommen.

Im dritten Kapitel haben wir uns mit der stochastischen Interpretation des Pfadintegrals und die
dadurch ermdglichte Berechnung befasst. Es zeigt sich, dass die fermionischen Freiheitsgrade des
Pfadintegrals direkt durch eine Abwandlung des Wick’schen Theorems ausintegriert werden kén-
nen. Das Integral der bosonischen Felder lasst sich als stochastisches Integral auffassen, dessen
Verteilung der Felder es zu simulieren gilt. Ist eine geniigend grofke Menge an Feldkonfiguratio-

nen gegeben, lasst sich das Ergebnis des Pfadintegrals als Mittelwert angeben, dessen Fehler sich



5. Zusammenfassung und Ausblick

abschétzen l&sst.

Im vierten Kapitel wurden die Ergebnisse der Simulationen vorgestellt. Fs zeigte sich in Abschnitt
dass der verbundene Anteil des Korrelators alleine das erwartete asymmetrische Verhalten
eines Korrelators zeigt und sich Massen aus diesem bestimmen lassen. Dies lasst die Vermutung
zu, dass der unverbundene Anteil keinen entscheidenden Beitrag zum Korrelator liefert. Wie in
Abschitt gezeigt, war die Auswirkung des unverbundenen Anteils, auf einem kleinen 43 x 4
Gitter, im Bereich von 10%. Wird dies als Anhaltspunkt fiir die groferen Gitter genommen, auf
denen nur der verbundene Anteil betrachtet wurde, so liegt die Vermutung nahe, dass dort der
unverbundene Anteil auch nur 10% des gesamten Korrelators ausmacht. Um dies miteinzube-
ziehen, miisste der Fehler jedes Korrelatorpunktes um 10% erhoht werden, um die Fehler der
bestimmten Massen anzupassen. Dies dndert die Ergebnisse jedoch nur geringfiigig im Bereich
von wenigen Prozent. Ist der unverbundene Anteil auch im Falle grofer Gitter und anderer Pa-
rameter in dieser Weise vernachlissigbar, sind die Ergebnisse aus Abschnitt als vollstdndige
Massenbestimmung des leichtesten beobachtbaren Teilchens anzusehen.

Folgt man dieser Annahme, zeigt sich, dass die betrachteten Baryonen mit negativer Paritét
1
8
abnehmen. Die Bindungszustdnde werden also im Fall kleiner werdender Fermionenmasse immer

schwerer sind, als die mit positiver Paritdt. Aukerdem zeigt sich, dass die Massen fiir K — K¢y =

kleiner.

Auf den Gittern 13 und 15 gibt es die Méglichkeit, die hier bestimmten Massen mit denen von
mesonischen Teilchen aus [5] zu vergleichen. Auf Gitter 13 ist zu erkennen, dass die baryonischen
Teilchen mit Massen von 0,8 und 1,0 schwerer als die bindren Teilchen mit Massen bis zu 0,77
sind. Auf Gitter 15 sind die baryonischen Teilchen mit den Massen von mindestens 0,88 klar
schwerer im Vergleich zu maximal 0,62.

Die Ergebnisse der Approximationen des unverbundenen Anteils in den Abschnitten und
zeigen, dass es nicht mdglich zu sein scheint, ihn mit diesen Methoden zu bestimmen, wes-
halb sich die Annahme der Vernachlissigbarkeit des unverbundenen Anteils nicht verifizieren
lésst.

Weiterhin lassen die Ergebnisse darauf schliefsen, dass sich nicht triviale und nicht diagonale
Strukturen des Propagatorproduktes schlecht approximieren lassen. Bei der stochastic estima-
tor technique wurde das pseudoskalare Kondensat Tr(v°A) auch nicht gut approximiert und es
hat keine Diagonalgestalt. Der Baryonen-Operator hat auch keine Diagonalgestalt und ist sogar
nichtlinear. Er scheint sehr stark vom Zusammenspiel der einzelnen Elemente der Matrix ab-
zuh#ngen, da er auch fiir eine grofse Zahl an Schitzern kein Konvergenzverhalten zeigt, obwohl
der Propagator relativ gut approximiert wird. Fiir die Eigenwert-Zerlegung kann das Versagen
dadurch erklirt werden, dass nicht Q sondern v°Q entwickelt wird und die Eigenwerte sowie Ei-
genrdume von ) nicht gut approximiert werden, was wiederum das Zusammenspiel der einzelnen

Elemente stort.

5.2. Ausblick

Es muss getestet werden, ob andere Methoden die Berechnung des unverbundenen Anteils des
Korrelators zulassen. Eine Moglichkeit wére die bereits beschriebene Kombination aus der stocha-

stic estimator technique und der Eigenwertzerlegung. Alternativ kénnte die LapH-Methode |21]
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5.2. Ausblick

verwendet werden. Ist es mit diesen Methoden méglich, den unverbunden Anteil auf gréferen
Gittern zu bestimmen, kann das Grokenverhéltnis beider Anteile bestimmt werden, um die oben
getroffenen Aussagen zu verifizieren oder zu widerlegen, dass der unverbundene Anteil vernach-
lassigbar ist. Ist er vernachléssigbar, lassen sich die Massen sehr schnell und mit wenig Rechen-
aufwand durch den verbundenen Anteil bestimmen, wenn die Fehler entsprechend angepasst
werden.

Eine weitere Frage, die gekldrt werden muss, ist die, ob die gemessenen Massen den leichtesten
Baryonen der Theorie entsprechen oder es noch leichtere Baryonen gibt. Dazu kénnten optimier-
te Operatoren oder grofere Gitter verwendet werden. Dass diese Frage nicht direkt beantwortet
werden kann, zeigt sich dadurch, dass in dieser Arbeit schon verschiedene Massen gefunden wur-

den.
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Kapitel A

Anhang

A.1. Fermionen und die Dirac-Matrizen

Wir verwenden die Minkowski-Metrik in der Form
n = diag(1,—-1,—-1,-1).

Die Gamma-Matrizen erfiillen die Relation

{77} =2 (A.1.1)
welche wir dann durch
0010 0 1
70 _ 00 0 1 71 _ 10
1 000 0 -1 00
01 00 -1 0 00
0 0 0 —i 0O 01 o0
> |0 0 i O 3 [0 00 -1
7 0 0 0 7 -1 0 0 O
-1 0 0 0O 1 0 O

darstellen. Daraus setzen sich dann die weiteren wichtigen Matrizen zur Helizitat, Ladung und

Paritat zusammen. Diese sind in dieser Darstellung gegeben durch

0010 0 - 0 0

0001 0 0 0
B== C=7p=

100 0 0 0

0100 00 —i 0

5 014243

V=t =

S O O =
o O = O
|
—_
]



A. Anhang

Sie haben weiter die Eigenschaften

Bl=8=p1=pT  pyrg =4
BB =9 By =
Cvfl =C = CT — _CTS C,y,ucfl — —’Y‘HTS

5—1

Ts
~ :75:75T:,y5 505 _

Die vier Dirac-Matrizen erzeugen aufgrund von (A.1.1)) eine Matrixalgebra, eine Representation
der Poincare-Lie-Algebra durch

v 1 v
JN = 71 [’Y'ualy ]

ergibt. Diese hat eine kanonische Paritdt gegeben durch £, welche die fiir eine Paritdt noti-
gen Figenschaften erfiillt. Unter dieser Représentation der Poincaré-Algebra transformieren die
Gamma-Matrizen wie Vektoren. Mit diesen Operatoren lassen sich nun fermionische Spin—% Fel-

der definieren. Diese sind durch
0@ = emE Y [ (e P algs) + o ) e 7))

gegeben, wobei a(p, s) der Vernichter eines Fermions und aCT(ﬁ, s) der Erzeuger des entsprechen-

den Antifermions ist. Ausserdem ist zu beachten, dass

P’ = E®®)

gilt, also die Energie-Impuls-Realation des Fermions erfiillt ist. Weiter sind diese Erzeuger und
Vernichter durch

{a(ﬁ7 5)7 aT((j; 8/)} = 55,5’5(17_ (j)

normiert. Die Feldfunktionen im Impulsraum Verhalten sich unter Paritdt wie

Bu(ﬁ,s) = u(_ﬁas>
Bu(p,s) = —v(-p.s)

und haben die Spinsumme gegeben durch
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A.1. Fermionen und die Dirac-Matrizen

Hierbei wurde nun die Paritit des Fermions als +1 gewahlt. Wir sehen nun weiter, dass fiir einen

Zustand |p, s), der eines dieser Fermionen mit Masse m darstellt

010 |7.5) = (Ol e(@)alGis) 0)
= (O {¥(@), a5 5) } 0} + (0] ' (5 5)(z) 0)

= @0 Y [Pqu@s)e e o {a@ )l @) } o)
= 0 EY [ @@ e 00 D 00)
= (2m) s ()

gilt. Mit Adjungieren und analogen Rechnungen zeigt man schnell, dass

(B, s| 91 (2)[0) = (0w (@) |fs)| = (@m) 2P mul (5 5)
(78| 9]0) = (2m) 2P (p, s)
Ol (@) [5,5)° = (7 s](x)|0)T = (2m) " Fe P mol (5, s)

gilt, wobei |p, )¢ der Zustand des entsprechenden Antifermions ist. Beziiglich des Ladungskonjugations-

Operators C transformiert die Wellenfunktion durch

CyC! = —BCyT S,

Wollen wir mit reellen, oder ungeladenen Fermionen, also Majorana-Fermionen arbeiten, so for-

dern wir

T
uTs = - (Bout ™) T = yles,
so dass sie ihre eigenen Antiteilchen sind und
Pi=9ig=—yTsC

erfiillen. Gibt es nun ein weiteres fermionisches Feld mit negativer Paritét, so gilt fiir dieses
vt @) = @) Y [ @ (a2 e e (5) + o0 (5 5o et )
S
mit

Bu—(_;s) = —u_(—ﬁ,s)
BU—(_;S) = U—(_ﬁ78)'

> u (Fs)ul(ps) = 2}1)0 (=7"pp—m) B

Z v_(p, s)vT(ﬁ, s) = (=Y pp +m) B.

DN
o
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folgt. Ausserdem gilt fiir den Zustand |7, s) _ der dieses Fermion mit Masse m_ beschreibt, dass

O p—(2) |F.s)_ = (2m) Ze P ou_(f,s)

_(Fslel(@)[0) = (@m) el (7 s)
C (Fsly-[0) = (2m) 2 o (7 s)

Ol (2)|5,5)° = (@2m) 2e Pyl (55)

Wir haben damit einige wichtige Figenschaften der Fermionen im Minkowskiraum zusammen-
gefasst, so dass wir wissen, wie sich die analogen Felder in der euklidischen Theorie verhalten

sollten.

A.2. Wick-Rotation

Die Transformation zur euklidischen Feldtheorie wird durch
(t,z,y,2) — (it,z,y, 2)

vermittelt, was die Metrik zu
nuu — K

umwandelt. Dies sieht man, wenn wir die neuen Koordinaten von 1 bis 4 anstatt von 0 bis 3

durchnummerieren und die Transformation durch

x? i 00 0\ (2
' fo 10 of !
22 o 0 1 0] |a?
3 000 1/ \2?

angeben. Vektoren und Kovektoren werden wie die Metrik durch die iiblichen Transformations-

gesetze umgewandelt, also

V4 i 00 0\ [V

vil o1 0 0] V!

v2|  Jo o1 o0f]|Vv?

V3 000 1/ \V3
- 0 0 0
Vivww=Wwvwwwl| -7
0 010
0 001

Damit dndern sich Skalarprodukte durch

4
Py = D'y =— Y Pubp-
pn=1
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A.3. Umrechnungen in andere Konventionen

Fir die Gamma-Matrizen gilt dann die Relationen genauso
{7} = ~26m

und es dndert sich nur ¢ durch

A= in0,

Die Matrizen fiir Helizitét, Paritdt und Ladung werden nicht verdndert und es gilt

B=—-int C=+%3

vs = —ytyt2y?

Hier haben wir dann Anderungen in Gréfen, die mit den Gamma-Matrizen kontrahiert werden
durch

4
Yo, — — Z YuOu
pn=1

auszufiihren. Eine weitere wichtige Tatsache ist, dass aus der 8-Hermizitit

i) = iyl =—iBy'B =iy

i) = =T = =808 = =0 = iy*

folgt, also sind iy* hermitesch. Es ist entscheidend, dass diese Relation komplex ist, da die
Wick-Rotation einen zusétzlichen Faktor i eingebacht hat. Im Gegensatz dazu gelten alle reellen

Relationen im euklidischen- genau so wie im Minkowsi-Fall.

A.3. Umrechnungen in andere Konventionen

Es werde Umrechnungsvorschriften in drei andere Konventionen angeben, die sich in Werken auf
der Literaturliste finden. Dabei sind die von mir verwendeten Grofen mit my indiziert.

Als erstes wird mit der Notation von |26] vergleichen. Dieser arbeitet jedoch nicht in euklidischer
Feldtheorie, weswegen wir zum vergleich also die Minkowski-Grofsen heranziehen. Fiir die Metrik
gilt

v

(nw)H = _(Umy)u

woraus sich fiir beliebige Skalarprodukte die Umrechnung
(vw)*(ww)p = = (vmy )" (wmy )
ergibt. Fiir die Gamma-Matrizen haben wir
(yw)H = _i('me)H'

Die Matrizen $3,7° und C bleiben gleich, da wir nur die Gamma-Matrizen #ndern. Es gilt zum
Beispiel fiir 8
B =i(rw)" = (hmy)".
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Nun vergleichen wir mit den Konventionen von [20]. Diese verwenden im Minkowski-Raum die-
selbe Metrik wie wir, so dass

(nMM)HV = (nmy)w/'

Jedoch werden bei der Wick-Rotation die Gamma-Matrizen nicht ihrer Vektornatur entsprechend

transformiert, sondern es werden alle Raumkomponenten mit —i multipliziert, so dass

{(nn)?s (7vm)”' } = 267

gilt, was jedoch nicht zur Metrik des euklidischen Raums passt, die —§* ist. Hier gilt also die
Umrechnungsformel

(ymm)* = —i(%ny)“

Damit gilt Beispielsweise fiir die Paritéit

B = (m)* = —i(Ymy)*

A.4. Symmetrien des Dirac-Operators

Unser Dirac-Operator hat die Form

4
Qy [ _50 Z T,y+aj 17M+1)V ( ) 59(53‘1; afi (Wu_l) Vﬂ(m))

Betrachten wir (7°Q~°)%[U,], sehen wir, dass sich nur das Vorzeichen der v, verindert, da Q

sonst trivial im Spinraum ist. Damit haben wir also

IS

(75Q75)ya:[UM] Z x y—i—au 17# + 1) VﬂT ( ) 63(531/ afl (17ﬂ - 1) Vﬂ(m)) .
pn=1

Vergleichen wir das mit Qfse?[U,] und beachten, dass V,,T¢ = V7 und dass iy* hermitesch

sind, sehen wir

T .
QTSdEym[UM] — 5£x B _ ,‘QZ < y—&-twm l’yu +1)V, ( ) — 55 a,uz (W/L —1) V;LTd(x)>

4
= - K Z y—af,r I’YM + 1) V,U«(y) - 65—}—(1[1,7) (YYIL - 1) VIJ«Td (‘T))

4
= 6??733 B %Z (51(lj+aﬂ,l“ (_ify.“ + 1) V ( ) + 61(/: afl,x (I’YH« + 1) V,u(y))

= (YV)iUL.
Damit kénnen wir dann den hermiteschen Operator

Q=1"Q= Qi
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definieren. Es gilt nun
det(y’) =1,

da
(7)o = Lo © (17)a © 0y .

‘ (a,a,a,a) ‘

(Np,N,N,N)

Wir bekommen durch 5536 keinen zusitzlichen Faktor a , da die Determinante sich

im Euklidischen Raum auf die Integral-Matriz- Multiplikation bezieht. Damit wissen wir also

det(Q) = det(Q) = det(Qs4®) = det(Q)* € R.

Weiter betrachten wir (CQC)Y,[U,]. Auch hier &ndert sich nur etwas an den Gamma-Matrizen

und es folgt
4
(CQCY, U, = 55@ - “Z (6g,y+aﬂ (‘WuTS + 1) VuT (y) — 5Sy afl ( i'YuTS - 1) V#(:c))

- - ’QZ T,y— au I’YMTS + 1) Vu(x) — 6§y+fm (WMTS - 1) VMTd (y))

= —KZ(WWT (1™ + 1) V) = 05 (9™ = 1) VT4 (@))

4

. T
= 52?:93 R (5Z(Jj+aﬂ,$ (IFYH + 1) V;LT ( ) 53(13 afl,x (lf)/,lt - 1) Vu(.%')) S
=1

= (@)

Hier ist zu beachten, wenn wir

A = 55—1—11;1 xVMTd (y)

definieren, dass dann
(ATE)yx =A%y = =0, Vqu (z)

y—afl,x

gilt. Die Transposition tauscht auch die Funktionsargumente. Damit hat @ die beiden Symme-

trien

Q= 75QTSdE,Y5 — CQTSdEc_
Wir sehen weiter, dass wegen C'TsdP = —(C' die Matrix

M:=CQ = C2QTSdEC — QTSdEC — _(CQ)TSdE — _ M Tsde

antisymmetrisch ist. Da @ = 1 4+ xH gilt, erfiillt natiirlich auch H diese Gleichungen. Wir

bendtigen jedoch noch eine weitere Figenschaft von H. Wir betrachten dazu die Wirkung von

=Y, == 6C e T (@ ad4at) _ ot
EYy =0y, =

auf H. Es gilt, dass =2 = 1 und weiter bemerken wir, dass fiir

AR 5yiau7
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nun

=AWy _ [ =y §C _ =y C zl 42?43 4ztFa
(‘—'A ) r /_‘ Z(sziaﬂ,x = ="zFap — 6y m¥a,u ( )
z

gilt und damit dann

(EAiE)yx = //‘—‘ Z5ziauw“w$ :/

_ (wl+w+wd+w* $a)5C (w1+w2+w3+w4)
- y w:Fau

Y =w
wFafi= =z

(1]

_ / 5 T (2wl 42w 24 ow3 42w —a)(SC
= ywFai®

— e—17ra _ 6

_ +y
y TFafl s

ytaj,x
folgt. Damit haben wir endgiiltig

(EHE)yx[Uu} = _Hym[Uu]-

A.5. Der Pfaffian von M und sein Vorzeichen

Wie fiir jede komplexe Matrix, gibt es fiir Q eine Jordan-Normalform. Aber bei uns hat @ die

Form

Q=1-kH,

so dass dies auch fir H gilt. Es gibt eine nichtsinguldre Matrix U, sowie eine Matrix Jg, so

dass
H=UJyU™!
gilt, wobei J die Form
Ju 0
JH g . . ,
0 Jﬂl
mit dem Jordanblock J; gegeben durch
[ 0
pi 1
J.“i = )
pi 1
0 203
Ny,

hat. Sei QQ nun eine 2K x 2K Matrix, womit dann

l
> N, =2K
i=1
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A.5. Der Pfaffian von M und sein Vorzeichen

folgt. Wir nennen die Menge aller Eigenwerte
E(H) = {:U’lv M2,y .-y MS}
Nun benennen wir die Spalten von U mit w,;, wobei ¢ = 1,.., N,,, so dass

Huyy = pup;

Hu,u,i—i—l = Ui+ WUy it

Dies sind verallgemeinerte Rechtseigenvektoren von Q. Die Zeilen von U~! nennen wir UWT,

wobei nun v, ; ein Linkseigenvektor ist. Fiir diese gilt

vqu#TH = M/UﬂvNuT

U;L,i—lTH = Uu,iT + /~Lv,u,iT~

Diese Eigenvektoren erfiillen

Vi U j = Oy

Haben wir zusétzlich entartete Eigenwerte, also p; = p; fiir ¢ # j, so miissen wir diese Eigenwerte

noch durchnummerieren, so dass wir die Rechts- und Linkseigenvektoren in der Form

v(ﬂ'va)riTu(V:b)»j = 5MV5ij5ab

als biorthonormale Basis erhalten, wobei (p,a) der a-te Eigenwert p ist. Wir fassen ab hier also

w als das Paar (p,a) auf, falls es nicht explizit anders erwihnt wird.

Ab hier nehmen wir weiter an, dass ) in Diagonalgestalt {iberfiihrt werden kann, also dass die

Jordanblocke eindimensional sind. Wir nennen weiter den Raum der Rechtseigenvektoren R und

den der Linkseigenvektoren L und auf diesen definieren wir die lineare isomorphe Abbildung

¢ = (UUT)_I:R—>L

die dann

P(U(p1,a)) = V(pu,a)

erfiillt. Wir kénnen @ jetzt in der Form
Q=1+UJyU"

schreiben und es gilt

det(@) = [ (1= wrw)Ne.

pEX(H)

Fiir den Pfaffian von M wissen wir

Pf(M)? = det(Q)
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und es ist schnell einzusehen, dass Pf(M) aufgefasst als Funktion von x die Form
K
PE(M) =) ank" (A.5.1)
n=1

mit konstanten Koeffizienten a,, hat, denn

1 :
Pf(M) = KR Z Slgn(U)Ma(l),o@) Mook 1),02K)
) c€Perm(1,...,2K)
1 K
T KK Z sign(o) H (00(21‘*1),0(21') - ”(CH)U(ziﬂ),g(%))
c€Perm(1,...,.2K) =1
1 K
= 9K K| Z sign(a) H (ba,i - /ica,i) .
c€Perm(1,...,2K) =1

Hat die Determinante jetzt die Form

K 2
det(Q) = <Z awc") ,
n=1

so muss der Pfaffian bis auf ein Vorzeichen (A.5.1) erfiillen, da dies das einzige Polynom ist,
welches quadriert die Determinante ergibt. Aus diesem Grund untersuchen wir nun die Menge

Y(H) der Eigenwerte von H. Dazu definieren wir die zwei linearen Abbildungen

75 R — L
5
U(pa) 7 7 U(pa)
C*:R — L
Upa) = Ol

die auch direkt die analogen Abbildungen von Links- zu Rechtseigenvektoren.

75 : L — R
V) =V V()

c* . L — R
U(u,a) — Cv?u,a)

induzieren. Man sieht schnell, dass

H'Y (ugua) = H'Y uge) =7 Huga = 17 00
HTC*(u(Ma)) = HTC’uf%a) = CH*“EL,a) = ,u*CuZ‘M,a)
HY (V) = HY v(ua) = 7V H 0G0 = 17000
HO (o)) = CH™ 0= C (Hlvun) = 1O
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woraus wir

YR, — Ly
5.
: Ly, — Ry
C*:R, — L,
c*:L, — R,
sehen. Weiter sieht man direkt, dass
Yo" =1
C'oC*=-1

gilt. Wir fassen nun ~° als Automorphismus 7° : R, X Ry« X L, X Ly» — Ry X Rys X Ly X Ly

auf, so dass die Matrix in dieser Basis die Gestalt

0 0 0 Iy

s [0 0o 1y 0
")/ =

0 Tz 0 0

r, 0 0 0

hat. Wir fordern hier x4 € C\ R. Damit dann 752 = 1 gelten kann, muss

mry 0 0 0
52 0 Tz 0 0
0 0 TIsT'e 0

0 0 0 Iy

o O o =
o O B O
o B O O
= O O O

gelten, also
,=0"" T3=Iy""

Desweiteren diirfen I'y und I'y nicht trivial, also 0, sein. Damit miissen die I'; mindestens eindi-
mensional und damit R, x R~ x L, x L, vierdimensional sein und mindestens zwei verschiedene

Eigenwerte haben. Fassen wir auch C* als solchen Automorphismus auf, so gilt

0 0 Ci 0 0 0 Cf 0
o |00 0o o fooo 0 G

Cs 0 0 0 cC: 0 0 0

0 Cy 0 0 0 Cr 0 0

wenn * die komplexe Konjugation ist. Ausserdem gilt

diag(C;) = 0,
da .
* T T SdE
(Cuufy ) 5P w0y = 0,298 Cugpa) = — (u(;ii?cu(uvaO =0
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verschwindet, denn u(TMS‘gCU(Ma) ist eine Zahl. Hier gilt C*2 = —1, also muss
C1C3 0 0 0 -1 0 0 O
o2 _ 0 C2C) 0 0 _ 0O -1 0 O
0 0 CiC5 0 o 0 -1 0|’
0 0 0 C3CY 0o 0 o0 -1
und auch
Cs=-C;"  Cy=-037"

gelten. Da auch die C; nichttrivial sein sollen, miissen diese zweidimensional sein, da die Dia-
gonalelemente verschwinden. Wir haben also mindestens vier Basisvektoren in R, X R,~ und
damit fiir jeden nichtreellen Eigenwert p direkt vier Eigenwerte. Fiir reelle Eigenwerte haben wir
Automorphismen auf R, x L,. Analog zeigt man, dass 7° mindestens zweidimensional und C*
mindestens vierdimensional realisiert werden kann. Damit gibt es zu jedem reellen Eigenwerten
4 mindestens zwei verschiedene Eigenvektoren. Es gibt Beispiele dafiir, dass es nur doppelte

Entartung der reellen Eigenwerte gibt, nehme dazu einfach die Matrix

oS O O
o o r®T O
S X" O O
R O© o O

fiir zwei beliebige reelle Zahlen p, v, dann hat diese Matrix I die geforderten Symmetrien und nur
doppelt entartete Eigenwerte. Damit sind reelle Eigenwerte mindestens zweifach und komplexe

vierfach entartet. Damit gilt nun fiir die Determinante

det@ = [I (@—sp?@-s®™ [ (@—m)®)™,

1 1
peX2 (H)NCgso veX2 (H)NR

wenn Y2 (H) die Halfte der Eigenwerte aus X(H) ist. Damit ist det(Q) offensichtlich ein Polynom
2K-ten Grades und es gilt

2
det(Q) = H (1= rp) (1 — kp))Ne H 1 —r)™ |,
PESE (H)NCqs0 vess (H)NR
was uns den Pfaffian zu
Pf(M) = =+ H (1= kp) (1 — rp)) N (1 — rw)™
pESS (H)NCq0 VeSS (H)R
= =+ H 11— rpu|*Ne H (1 — k)
pES? (H)NCqs0 Ve (H)NR
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A.6. Distributionelle Identitat

bestimmt. Damit wechselt der Pfaffian sein Vorzeichen genau dann, wenn ein doppelt entarteter
reeller Eigenwert das Vorzeichen wechselt. Ausserdem gilt fiir £ = 0, dass Pf(M) = Pf(C) = 1,

woraus dann

e = JI n—wal I s

1 1
peX2 (H)NCg>0 vES2 (H)NR

sign(Pf(M)) = sign I a-w™
VeSS (H)R

folgt.

A.6. Distributionelle Identitat

Sei F': (—ﬁ, a]\r,T} — R eine Funktion, die wir periodisch auf R fortsetzen kénnen, dann gilt

o

F(k): Z CnefiaNTkn'

n=—oo

Darauf wenden wir nun die Distribution

Ak Y eemNrRp(r)

s

7a,NT m=—0oQ
an, wobei N € N ist. Es folgt
s o o
/“NT dk Z olamNrk Z ¢ e—iaNrkn
mn
_aJT\;T m=—o0 n=-—oo
o0 o0 ]7\"’
= 3 Y [T dp e
m=—oo nN=—o0 _a;\']T
o0 o0

o0

2
= a]szT Z Cn,

n=—oo

da wir die Summen vertauschen diirfen, falls die Funktion beherrschbar genug ist. Andererseits

gilt auch fiir die zweite Distribution

2T N ! 2T
alNp
dk ol k— F(k
aNT/ = z;) ( aNTV> (k),
aNp V=
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dass

o Np—1 o Nr—1 oo
aNt (aNT y) aNT Cn®
v=0 v=0 n=-—o0

Npr—1 00

= aNT Z Cn Z e_127ml’:2—7r Z Cn.

n=—oo = n=—0oo

Da in dieser Gleichungsfolge nur wichtig war, dass die Summe ZNT !

iber alle Ny verschie-
denen v modulo 27 geht, kénnen wir diese Summe auch aus einer beliebigen Teilmenge bilden,
insbesondere auch verschieben. Damit folgt die Gleichheit der Distributionen, wenn wir sie auf

ein F' anwenden:

JT\;T > 2T NotNr—1 2

@ § : iamNrk 2 : _
. dk 2 € T*GTTQ 5<k NV) F(k)—()
aNT m=—00 v=Npy

“T> an und fiihren in

Ny > o Noilr-t o 1
d eiamNqufiﬂm _ 5 _ [/ — F =0.
/O 4 Z CLNT2 Z (q CLNT < 2>> (Q)

m=—o00 v=Np

Spalten wir dieses Integral in die Summanden auf, und bringen beide auf verschiedene Seiten der

Gleichung, bekommen wir, wenn wir das Integral mit der unendlichen Summation vertauschen,

o or  favy T 2m !
$ oo [P 25 [ 8 e 2 )

m=—00 v=Np

Gehen wir von der rechten Seite aus, haben wir die Summe einer (anti-)periodischen Funktion,
die auf endlich vielen Werten definiert ist und konnen diese Summe durch ein Integral iiber eine

unendlichen Reihe einer fast beliebig fortgesetzten periodischen Funktion berechnen.

A.7. Explizite Berechnung des Korrelators

Wir hatten gesehen, dass fiir den fermionischen Mittelwert

(T {A(21)--A(zn) Ay }>F 2)71:, Z sign(o) <H Mt ($a(2i)7Io(2z‘+1))>
} U

o€Perm{1,..,.2n i=1
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A.7. Explizite Berechnung des Korrelators

gilt. Die Notation wurde ein wenig abgedndert, damit die folgenden Rechnungen iibersichtlicher

werden. Wir zeigen, dass dies dasselbe ist wie

n

Z sign(7) H Mﬁl(l}(m)a T7(2i41))

TE€Perm{1,..,2n} =1
T(2i)<7(2i+1)

1 _ - _ _
= on Z Slgn(T)H(M 1(%(21‘)7957(2”1)) -M 1($T(2i+1)7%(2¢)))~

T€Perm{1,..,2n} =1
T(2i)<7(214+1)

(A.7.1)

Dabei sind alle Paare von Indizes untereinander geordnet. Nun definieren wir die Permutationen

m;, durch

7(2i) fir m =7(2i 4+ 1)
mi(m) =< 7(2i +1)  filr m = 7(2i)

m sonst.

Es tauscht m; das i-te Paar. Dann seien weiter fiir d = ZN d;+12" in bindrer Darstellung die

m=0
Koeffizienten d; definiert. Dann erhalten wir fiir (A.7.1)

2"—1 n
1 . . e
27 Z Slgn(T) Z HSlgn(ﬂ-idl)M l(xinT(Zi)axinT(Qi—l—l))a
T€Perm{1,..,.2n} d=0 =1

7(21)<T(2i+1)

was eine kompakte Schreibweise dafiir ist, dass wir jedes mogliche Paar vertauschen. Dies schrei-

ben wir unter Verwendung von
sign(o)sign(7) = sign(o o 7) = sign(r o o)

fiir zwei Permutationen o und 7 um zu

2"—1 n
1

27 Z Z H Sigl’l(ﬂ'idi o T)Mfl(:zmw(%), meT(QiJrl)),

T€Perm{1,...2n} d=0 =1
7(2i)<7(2i+1)

Wir sehen, da wir durch die Verkniipfung von Permutationen 7 von geordneten Paaren mit allen
moglichen Tauschungen m; der Paare sdmtliche Permutationen der Zahlen {1,..,2n} erhalten,

dass

n n

> sign(o) [ [ M (zo2i) Boin) =2 Y sign(r) [[ M (@r i) Tr2ir))-

UEPerm{l,..,Zn} =1 T€Perm{1,..,2n} =1
T(24)<7(2i+1)

Wir kénnen die Paare an sich noch nach der Groke ordnen, so dass 0(2i) < o(2(: + 1)) gilt. Wir
erhalten fiir jede dieser weiter reduzierten Permutationen n! dquivalente Terme, da wir Zahlen

summieren deren Matrixprodukte durch Indexpositionen bestimmt sind und das Vertauschen
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zweier Paare kein negatives Vorzeichen gibt. Also haben wir

Z sign(o) H M@ 20), To(2i41))
o€Perm{1,..,2n} i=1

n

= 2"n! Z sign(7) H M (357(21') ) $T(2i+1))~

T€Perm{1,..,2n} =1
7(2i)<7(2i+1) , 7(26)<7(2(i+1))

Die Zahl der Terme in der reduzierten Darstellung ist dann gegeben durch

(2n)! —

n 2npl.

Fiir die ersten drei nichtverschwindenden Ordnungen erhalten wir jeweils 1, 3 und 15 Terme
anstatt der 2, 24 und 720 Terme ohne die Reduzierung. Also gilt die ein wenig leichter zu

bestimmende Form

<T {/\(%1)A($n)x(mn+l)x(fc2”)}>F

n

= Z sign(7) H M (%(21'), CUT(2¢+1)) CpirCsy -

T€Perm{1,..,.2n} 1=1
T(24)<7T(2i+1) , 7(2¢)<7T(2(i+1))

wobei generell (-) = ((-)p)y. Jetzt fehlt noch eine Méglichkeit, genau die richtigen Zahlenpaare
(2n)!
2nn!

zu ﬁnden. Angenommen, wir haben alle N,, := Paare fiir den n-ten Korrelator aufgestellt,

so dass wir die Menge

O™ (x1,..,zon) ={11,..,In, }
haben, wobei die I eine Kombination von Paaren

I, = [(xa’f7$b’f)7 oy (T s T )]

angibt, die den Summanden

n
P(Ik) = H Mt (wai_g, wbz_c>
1/:1 1 k2
induziert. Es ist nun klar, dass

IS,

k
i i

ajy > af>1

Interessanterweise ldsst sich dieses Problem auf ein Schachritsel iibertragen. Dazu nehmen wir fiir den 2n-
Majorana-Fermionen-Korrelator ein n x n Schachbrett und nummerieren es durch. Die Diagonale, also die
(i,4) Felder haben eine Sonderrolle. Nun stellen wir n Tiirme auf eine Seite der Diagonalen und dazu n Tiirme
an der Diagonalen gespiegelt auf die andere Seite, so dass die Diagonale immer frei bleibt und sich die Tiirme
nicht gegenseitig schlagen kénnen. Nun markieren die Tiirme einer Seite der Diagonalen genau ein Paar von
Indizes die wir suchen. Damit ist das Finden aller Summanden &quivalent zum Finden aller mdglichen solcher
Aufstellungen. Fiir n = 1 gibt es nur eine mogliche Aufstellung, bei der die Tiirme auf (1,2) und (2,1) stehen,
da (1,1) und (2,2) verboten ist, da wir die Diagonale frei lassen.
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Dann gilt
(T IN@1)- A@)M@nt1)-Aw2n) } ZSlgn I)P(Ix)Co, - Cy -

wobei sign(I;) das Vorzeichen der Permutation (af,b,..,ak b5 ) bedeutet. Nun kinnen wir

Paare in O"!(z1, -y To(nt1)) €rzeugen, indem wir
Jlk = [(1>Z)7Ik] mit Ik € On($2> ) ¢l7 --7$2(n+1))

setzen. Hier ist dann [(1,1), I} natiirlich als [(1,l)7 (%’fa%f) s ey (xaﬁ7mbﬁ>] zu sehen. Dies ist

eine Kombination von Paaren, die unseren Anforderungen geniigt, da

1 < 1

1 < 2<ad.

Genauso sind die Kombinationen der Paare fiir unterschiedliche Indizes unterschiedlich, da sie

sich mindestens im ersten Paar unterscheiden. Auf diese Weise erhalten wir die Teilmenge
1 Nn 71 Nn 1
{0 0 gy g 2(n+1) }c ot
Wir sehen direkt

{3, I3 T Ty} = 20+ 1Ny = Nyjy = [O™H|
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und sind fertig. Wir sehen auch, dass fiir die Korrelatoren folgende Rekursionsvorschrift gilt

(T {A(@1)- A@n) A (@ns1)--A(22n }>F Z sign (I Crpi1-Coa,
Ieon

2n
= Z Z Sign([(lvl)aI])P([(1>l)vl])cmn+1"0m2n

1=2 Ieom=1(#)

2n
= > > (~Vsign()M ' (@1,@1) P(1)Ch,y-Cis,

=2 IEOnfl(jl)

2n
= > (-)'M Yar,m) Y. sign(I)P(1)Cy,,,.-Ch,
1=2 1eon=1(g))

z1,21) (T {A(z2).. )((;él)../\(an)X(mn+2)..X(x2n)}>F Crpin

- (imw d
=2
- Z -Tlaxl Crl <T{A r2). Az ) (Tnt1)- X(;fl))‘(x2n)}>1:‘>
l=n+1
) (—1)'M
=2
>
l=n+1

z1,21) (T {A(z2).. )((;/fl)..)\(xnﬂ)X(mn+2)..X(x2n)}>F Crpi

|

+ xl,:vl Cxl <T {/\ xg ( ) (:Iin_H) )((ﬂfl))\(xQn)}>F> .

In Zeile drei haben wir verwendet, dass wir [ — 2 Permutationen brauchen, um x; nach vorne
zu ziehen und alle anderen Permutationen sich dann in I abspielen. In Zeile vier haben wir im
ersten Teil A(zn+1) zu A(Zn+1)Capys

auszugleichen. Im zweiten Teil haben wir das dberflissige C;, noch herausgezogen. Ziehen wir

umgeformt, um die Zahl der Fermionen und Antifermionen

noch die C-Matrizen heraus, erhalten wir die kompaktere Form

(T{A@1)- A@n)A(@nt1)--A(z2n) P
2n

= > (=D'M (@, @) (T {A(w2) X(#)-Aw2n) D) -

=2

Hat nun M die Dimension N, so gilt

(T{A(21)-Alwan) bop = PEM ),
so dass wir eine Rekursionsformel fiir den Pfaffian erhalten. Ist nun M) die Matrix M, bei der
die Spalten und Zeilen ¢ und j entfernt wurden, so gilt

2N

PE(M) = 3 (~1)'MyPt (MW)) .

=2
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Damit berechnen wir den fiir uns wichtigen Korrelator im Fall n = 3. Fiir den ersten Korrelator

zun =1 gilt

(T{M)X @)} = Y. sign(r)M " (21 2r2)) Cr

T€Perm{1,2}
T(1)<7(2)

= M1 (1‘1, xg) Cy,-
Mit der Rekursionsvorschrift folgt fiir n = 2

(T {Mz)A(@2)A(23)A(24) })p = M~ Yy, x0) ) (T {AM(@3)A(x4) } ) Cus
Mt (xl,:ng)CxS (T {\(z2) (& )}> + MYy, 24)C, (T {M@2)A(23)} )
= M Yy, x)M Nz, 24)CoyCpy — MYy, 23) M (29, 24)Cry O,
M~ (@1, 22) M~ (2, 23)Coy Co,y
= {M_l(:nl,:vQ)M_l($3,x4) — MYz, 23) M (29, x4)
+M_1(:E1,934)M_1(:c2,333)} CysCa,y

Damit berechnet sich dann der Fall n = 3 zu

<T {)\ (L'1 ))\( ) ( ) (w5)>\(x6)}>F = Mﬁl(xl, .%2) <T {)\(1'3))\(554)X($5)X(x6)}>1: Cx4
~M Nz, 23 <T {AM@2)M(@a) Mws)A(w6) } ) Coy + M~ (w1, 24) (T {XM(w2) A(3) M (@5) A(6) } e Cay
—M~ (.%'1, .%'5 5 <T {A .%'2 xg)X(x4)X(x6)}>F + M_1(331, 1‘6)CI6 <T {)\($2)/\($3)X($4)X($5)}>F

Damit ergibt sich unser Korrelator dann zu

<T {)\($1))\(1‘2))\(!E3)X($4)X({E5)X(:L’G)}>F
= {M_l(ml, zo) MY, 2) M s, 26) — ML (zy, 20) M~ (23, 25) M~ (24, x6)

+ M Nz, 20) MY as, 26) M (24, x5) — M (1, 23) M~ (2o, 24) M~ (25, 26)
+M Yz, 23) MY wg, 25) M (24, 26) — M (1, 23) M (20, 26) M (24, x5)
+M Nz, ) M N xg, 23) M (25, 26) — M (21, 24) M (20, 25) M~ (24, 76)
+M YN zy, ) M Yo, 26) M (24, 25) — My, 25) M (20, 23) M (24, 76)
+M Ny, 25) MY, 2 )M (23, 26) — M (1, 25) M (29, 26) M (23, 24)
+M Ny, 26) M N, 23) M (24, x5) — M~ (1, 26) M (20, 24) M (23, 25)
+M Ny, 26) MY, 25) M (23, w4)} Cp,Cr Cog
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Es lassen sich noch weitere Vereinfachungen vornehmen. Diese folgen aus der expliziten Form
unseres Baryonen-Operators. Diese war als
WE(x) = eape i Trg (XZI‘)\;)
= eweXi™Trs (A(CT)X;)
= cabe(CT)TOGONN)

gewdhlt, wodurch der zu ihm konjugierte Operator

We(z) = EabCXiaTrs (X;FTS)\I;)
= ek Trs (5 (CT)SX,)

= —ewe( O RONINT

ist. Wir nehmen jetzt an, dass CT" hermitesch und symmetrisch ist. Dann hat der Korrelator die

Form

/

(@ -y) = (W@ ()

= —eacawe (D (CTTT (XM @A @XN@X X X W) .

der sich mit unserer Notation verkniipfen ldsst, wenn wir 21 durch (x, @, a), 4 durch (y,d’,a’) und
so weiter ersetzen. Fiir die folgenden Rechnungen wenden wir die Hermitezitdt sowie Symmetrie

von CT' an. Nun gilt fiir die Kontraktion mit einer (anti-)symmetische Matrix A
AP BoF = L APepef = £ AP BPe,

Damit kénnen wir die Symmetrie von CT' ausnutzen und unter Beachtung, dass € total antisym-
metrisch ist sehen, dass wir (3,b) mit (v, c¢) tauschen diirfen, wenn wir unserem Ausdruck ein
Minus spendieren. Fiir uns heisst das, dass wir xo mit 3 und x5 mit xg tauschen diirfen, wenn
wir jeweils ein zusétzliches Vorzeichen beachten. Dann markieren wir alle Terme, die wir mit

dieser weiteren Symmetrie ineinander umwandeln kénnen:

(T {Mz)A(@2)A(@3) A(24) M(25) A(26) } )

— {]\Jﬁ1 (21, 20) MY (23, 24) M (x5, 26) — Mﬁl(wl, mg)Mfl(xg, x5 )M (24, x6)
+M Ny, xo) M N3, 26) M (24, x5) — M~ (g, 23) M (29, 24) M~ (5, 26)
+ MYy, 23) M (2o, 25) M (24, 26) — M~ (21, 23) M~ (20, 26) M~ (24, 25)

i _
+ — M~ Nay,m5) M~ (w2, 23) M~ (24, z6)
+M Nz, 25) M (29, 20) M (23, 26) — M~ (21, 25) M~ (20, 26) M~ (23, 24)
+M Ny, 26) M (29, 23) M (24, 25) — M~ (21, 26) M~ (@2, 24) M~ (23, 25)
—|—]\[71(:1:1 , .’1;6)]\"[71(.1:2. .1/3)]\[71(373, ’I’4)} Cp,Cp; Cog (A.7.2)
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Damit haben wir dann

(T {M@)A(z2)M@3)A(@2)M(5)A(we) } )

— {2M71(x1, To) MY (xs, 2) M (x5, 26) — AM (21, 20) M~ (23, 25) M~ (24, 26)
+ M YNy, 2) Mg, 23) M (x5, 26) — 2M Y@y, 24) M (29, 25) M~ (23, 26)
—2M a1, 25) M~ (w2, 23) M ™ (24, 36) + AM (21, 26) M~ (20, 35) M~ (23, 24) }
CpyCps C.-

Schreiben wir den Propagator in der Indexnotation, erhalten wir

Clor)® (At) = —egpecawe (CT)P(CT)HY
(20 55 M M — AM M M
T VO ViV e L Vb0 Y i Y s
—aM T MM S e A M M)
cov o e

= _eabcga’b’c/(CF)BV(CF)BW/

(20 55 M M s+ AM M M
M M e o A A
M MM T e - A M M)

Ca/alcslﬁlcn/,yl )
Nun resubstituieren wir

roa 'n!
= — Az, CHn

-1
My e

und verwenden

CBCOPY = g7 = _eBCB

C(CF)aa/(xay) = _Eabcga/b’t:’(CF)BW(CF)/BW/
(—2a850 8770, AELCFC — anTEE AT AV OO

xeb ya'a yvy'c! xeb yB'Y “ya'a

— AT, ATPEAYED O o E g aTan, AT AT

ya'a Sxnc=yy/c yo'a’ Sy Syy'c!

zaa AxBbAYN'S Ay 'y zaa A TBb e
—2A0050 Aune Byarg CTTCT T+ AN A sy A
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zu erhalten. Damit haben wir einen verbundenen und einen unwverbundenen Anteil des Korrela-

torﬂ

CConaO/ (:Ua y) =  —Eabc€a'b'c ’(CF)ﬁW(CF)B,’Yl
(~2gmt A A + AN AL, AT )
= E(zbcga’b’ /(CF)BW (CT)B ’Y

(zAggaa,Nﬁ,b,Am/ +AATSE AT AT )

yy'c yy'c “ya'a’
Chisc™ (5U y) = —E&abc€a'Vc ,(CF)BW(CF)B"Y
(—2azgrars, AL OO ANz AT, AV OO

— Ao, ATPEAYSD OO — o ATa ATIEAYTY C’”C”7>

yoz a xmnc y/y c xmnc ya a
=  Eabc€a'b'c ’(CF)B’Y(CF)B K

&'t ~§ &’ 8’ 9 &'
(28250 A7, AWY.COPCT AT AT AV PO

A:coza AwBbAycS’

5y S zBb A yd'c
vt AT AN, OO C p + 20050 ATA

6 6/ /
zdc “ya! a’C et )
= gabcga/b/ /(CF)BW(CF)ﬁI’Y/

(2A§?§Ajﬁca AV COCY L ANTIIATSE AV 0010

zBb A Y'Y ~dy S xBb A yd'c
Aggaa Aa:écAyB’ cre v + QAZg/ab’AxécAya ‘a’

= Eabc€a'b/c! (Cr)ﬁ’y (CF)/BI’Y/

<2A£§f A5 AV CCN L AATSE AT AV S COY O

chet)

Az, AT AV

ya'a' S xde

CPCN 2N ATRAY ) ).

ﬁ/b/

Dann verwenden wir noch die Symmetrie von CT', die es uns erlaubt, in den Propagator-
Produkten ((/f) mit 6(/¢') zu vertauschen. Weiterhin gilt fiir die Transposition des Propa-
gators

AZea CaBCa B _ (CilAC)xﬁa, — Ayﬁ’a’.

ya'a’ yB'a zfBa

!Hier sprechen wir von einem verbundenen Anteil, wenn die Propagatoren mit paarweise verschiedenen Raumzeit-
Indizes auftauchen und vom unverbundenen Anteil, wenn mindestens ein Propagator zwei identische Raumzeit-
Indizes besitzt. Diese Nomenklatur lehnt sich an die der Mesonen-Propagatoren an.
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Damit erhalten wir

CDiscaa/(xyy) = 5abc5a’b’c’(Cr)ﬁv(cr)ﬁly

zaa A xdc yo'c ~~ A8 zaa A xdc AYB'C ~Ey 8
(2A$BbAya,a/Ayﬁ,b,C OO AN AL AV P O

zaa AT AYYC ~yE A zaa ATBb AYB'Y ~yE 'y
+ATan, ATP AV 0Ty gaTan, ATPAVIY 3

= Eabc€a'b'c! (Cr)ﬁ'Y(CI‘)ﬁ/’YI

raa A Téc yd'cd Vel ke Taa " AyB'd
(2AwﬂbAya,a,Ayﬁ,b,m OO 4 ANTg ALY AV

zaa ATBb AYS S~ zaa ATBb AYB'Y S 6y
+Aya/a/AxécAy,8’b/C C +2 y§/c’AazécAya’a'C ¢ ’

=  Eabc€a'b'c! (Cr)ﬁ’y(CI‘)ﬁ/’YI

zaa A Tc yd'c Wl zaa AyB'Y AyY'c
<2Awaya,a,Ayﬁ,b,m Co7 +AALG AL A

+AzTaa /Ai/ngZg/Cbl/ 07505’“/ + QA:EaaleﬂbAyﬁ/b// C’Y(icélV/) .

yo'a yé'c' = zxdc “ya'a

Dies deckt sich mit den Ergebnissen aus [16]. Ist nun CT' antisymmetrisch, sehen wir an Glei-
chung dass nur ein Term {ibrig bleibt, da die Vertauschungen von xs mit z3 und die

Vertauschungen von xs und zg ohne zusitzliches Vorzeichen moglich ist. Dieser Term ist dann

Cro® (At) = —capecaye (CT)P (CT)P Y AR, AZIEAYYY (A.7.3)
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