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Kapitel 1

Einleitung

Das Ising-Modell als einfaches mikroskopisches Modell fiir einen Ferromagneten
wird schon lange untersucht [HUA87],[BRU67]. Exakte Losungen existieren in ei-
ner Dimensionen von Ising [ISI125] und in zwei Dimensionen von Onsager [ONS44].
In héheren Dimensionen sind keine exakten Losungen bekannt. In zwei Dimensionen
trat, erstmalig fiir ein exakt 16sbares System, eine kritische Temperatur (Curiepunkt)
auf. Hierbei tritt bei Unterschreiten der kritischen Temperatur eine spontane Magne-
tisierung auf. Hierdurch wird die Symmetrie des Systems unter der Transformation
der Spinumkehr gebrochen. Man spricht daher von der symmetrischen (7" > T.) und
der gebrochenen (T < T,) Phase. Im kritischen Punkt bleibt die freie Energie sowie
ihre ersten Ableitungen endlich, wihrend die zweiten Ableitungen divergieren. Man
bezeichnet dies daher als Phaseniibergang zweiter Ordnung [F1567]. Weiterhin stell-
te sich heraus, dafl das Verhalten des Systems bei Anndherung an diese Temperatur
Gemeinsamkeiten sowohl mit realen Systemen als auch mit theoretisch interessan-
ten Systemen aufweist. Hier sei nur die im Standardmodell auftretende ¢*-Theorie
erwahnt. Man kann daher im Ising-Modell gewonnene Informationen auf Modelle,
die selbst schwerer theoretisch zu behandeln wiren, tibertragen. Dieses ist moglich,
da auf das Ising-Modell in héheren Dimensionen verschiedene Néherungsverfahren
anwendbar sind [YE092]. Als wohl wichtigste seien Monte-Carlo-Rechnungen, die
Renormierungsgruppe und die hier verwendeten Reihenentwicklungen genannt.

Die Analogie zwischen den verschiedenen Modellen wird heute mit Hilfe der Re-
normierungsgruppe [WIL83] verstanden. Durch sie konnte gezeigt werden, daf} die
Menge der Modelle in sogenannte Universalitdtsklassen zerfallt. Die Zuordnug zu ei-
ner dieser Klasse hangt nicht von den mikroskopischen Details des Modells, sondern
nur von der Dimension, der Anzahl der Spin-Freiheitsgrade sowie der Symmetrie des
Systems ab. Innerhalb dieser Klassen haben einige der das kritische Verhalten be-
schreibenden kritischen Groflen bei allen Modellen die gleichen Werte. Hierzu zéhlen
sowohl die kritischen Exponenten als auch einige Amplitudenverhaltnisse. Weiter-
hin liefert die Renormierungsgruppe jedoch auch Gleichungen (Skalenrelationen),
die zwischen diesen universellen Groflen gelten miissen.



Innerhalb der Modelle benétigt man fiir weiterfithrende Betrachtungen héufig die
numerischen Werte dieser Groflen. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit, diese zu
bestimmen. Da dieses mit unterschiedlichen Methoden geschehen kann, kann man
verschiedene Zuginge miteinander vergleichen. In dieser Arbeit sollen zu ihrer Be-
stimmung Reihenanalysen verwendet werden. Der Schwerpunkt wird hierbei auf der
Bestimmung von Amplitudenverhdltnissen liegen. Dieses ist kein neuer Zugang. So
wurde die Bestimmung von Amplitudenverhéaltnissen aus Hoch- und Tieftemperatur-
reihen in [TE75] und [LF89] bereits durchgefithrt. Da jedoch in letzter Zeit langere
Tieftemperaturreihen berechnet wurden [VOH93], erscheint es sinnvoll, dieses The-
ma noch einmal aufzugreifen. Hierbei sollen verschiedene Methoden angewendet und
miteinander verglichen werden.

Die weitere Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 wird das Ising-Modell definiert, und es werden die notwendigen Bezeich-
nungen eingefithrt. In Kapitel 3 werden die verwendeten Methoden beschrieben und
an einigen Beispielen getestet. Hieran schliefit sich in Kapitel 4 die Bestimmung der
kritischen Groflen im Ising-Modell an. Im Anhang befindet sich eine Zusammen-
stellung der verwendeten Reihen. Die berechneten Padé-Tabellen konnten aufgrund
ihres Umfanges nicht mit aufgenommen werden.



Kapitel 2

Notationen

2.1 ¢'-Theorie

Der folgende Abschnitt enthilt eine kurze Einfithrung in die ¢*-Theorie [MM93].
Die ¢*-Theorie beschreibt unter anderem das Higgs-Feld im Standardmodell der
elektroschwachen Wechselwirkung. Sie wird in D-Dimensionen durch folgende eukli-

dische Wirkung beschrieben:

Stond = [ 2] 00l + ot + Sonta)'} 21

Um den euklidischen Funktionalintegralformalismus wohldefiniert zu machen, fithrt
man eine Gitterregularisierung durch. Hierbei kann die Gitterkonstante durch Um-
normierung der Langenskala ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf 1 gesetzt
werden. Auflerdem fithrt man tiblicherweise folgende Umparametrisierungen durch:

do(z) = (26)7(x) (2.2)

2
m

Nun ergibt sich fiir die Wirkung:

S:Z{ Qm(qu

zeG

Hierbei bezeichnet fi fiir g =1...

1—2X
—2D (2.3)
K
6
= (2.4)

) o) + A [ola)?—1] - A} (2.5)

D den p-ten Einheitsvektor und G die Menge aller

Gitterpunkte. Die Greensfunktionen sind durch

G(l‘l, e ,l’n) =< Qb(l'l) e

¢(2n) >=

T dd(x) é1) -
JTL do()e=F




definiert. Sie werden durch das Funktional

Z[H'] = %/qub(x) oSl H'(2)8(w) (2.7)

7 = / [T do(x)e1 (2.8)

erzeugt. Uber das Funktional

W[H'] = log Z[H'] (2.9)
werden die verbundenen Greensfunktionen definiert:
571
c cey Ty = s o(xy,) >e= H' 2.1
Gl s) =< 0l0) - 0l) o= gt WIHT (20
Der Felderwartungswert
!
M(a) = o [ TLdola") o) e S FHFTH090) (2.11)
1aBt sich durch S
M(z) = 2.12
)= S (212)
berechnen. Um das erzeugende Funktional der Vertexfunktionen
1 n
rM =% E;; M(zy) M(z,) T (2, 2y) (2.13)
zu erhalten, fithrt man die Legendretransformation
I[M] = W[H'] =Y H'(x) M(x) (2.14)

H'=H'(M)

durch. Fiir die weiteren Betrachtungen benétigt man die Fouriertransformierten der
Greens-Funktionen:

G(ph .. 7pn) = Z ei(pwm-|—...-I-pn—1avn_1)G(xl7 e T, 0) (2‘15)

Hierbei muf} p,, = —(p1+. . .4+ pn—1) sein. Hierdurch wird insbesondere der Propagator

G(p) = Gelp, —p) (2.16)
definiert.

Da in der so definierten Theorie die physikalischen Gréflen im Kontinuumslimes
divergieren, muf} diese renormiert werden. Hierzu werden in der Stérungstheorie
bei jedem Entwicklungsschritt Gegenterme so in die Lagrangedichte eingefiihrt, daf3
die Greensfunktionen endlich werden. Um dieses eindeutig durchfithren zu kénnen,
werden folgende Renormierungsbedingungen gestellt.
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e Das Verhalten des Propagators fiir kleine Impulse wird durch die renormierte
Masse mp und die Wellenfunktionsrenormierungskonstante Zp bestimmt.

~ 2K
-1 _ 2 2 4
G(p)~ = Tn {m% +p*+ 00"} (2.17)
Hieraus folgt:
G(0) = Gy (2.18)
g 0J - Zr
— = 2D 2.1
apnu apnu G(p) p=0 2K m% ( 9)

o Die 4-Punkt-Vertexfunktion bei Impulsen 0 wird durch die renormierte Kopp-
lung g](g) festgelegt:

(4) Ze\"? L)
o =—(Z2) 190,0,0,0) (2.20)

Hierfiir 148t sich folgende Beziehung nachrechnen:

2 ~ ~ 2
g = — - (QaD)~ ~ {Gc(OaO,O,O) — 3%} (2.21)
- Ipnu Ipnu G(p)‘ GC(()? 0)

p=0

o In der gebrochenen Phase kann man mit dem renormierten Erwartungswert

des Feldes

[T

op = (f—:)_ M (2.22)

auch folgende Kopplung verwenden:

gr = 3—L (2.23)

Da in 3 Dimensionen die renormierten Kopplungen die Dimension einer Masse tra-
gen, definiert man hier dimensionslose Kopplungen, indem man durch die renormier-
te Masse dividiert:

(4)

uly) = I (2.24)
mp

i = & (2.25)
mp
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2.2 Ising-Modell

Ausgehend von der im vorherigen Abschnitt beschriebenen ¢*-Theorie, soll nun das
Ising-Modell definiert werden. In der ¢*-Theorie sind zwei freie Parameter (r, )
vorhanden. L&t man nun den die Kopplung beschreibenden Parameter A gegen un-
endlich gehen, so beobachtet man folgendes: Der Term —\ 18t sich als Faktor eV
(V =Volumen=Anzahl der Gitterpunkte) aus dem Funktionalintegral herausziehen.
Er kiirzt sich daher im erzeugenden Funktional weg und hat keine physikalische Be-
deutung. Anders ist dies mit dem Term A[¢(z)* — 1]%. Fiir ¢(z) € {—1,1} wird die
Wirkung groff, wenn X groff wird. Weil eine groe Wirkung kleine Beitrige (e™°) im
Funktionalintegral liefert, tragen im Grenzfall A = co nur Feldkonfigurationen bei,
in der das Feld nur die Werte 4+1 oder —1 annimmt. Man kann daher die Funktion
¢ durch eine Abbildung s : G — {—1,1} ersetzen und die Integration tiber alle
Feldkonfigurationen auf eine Summe tiber die Menge aller so gearteten Abbildungen
(S) einschréanken. Das erzeugende Funktional nimmt in diesem Fall folgende Gestalt
an:

2K ZEGG (Zle s(x)s(x+ﬂ)) —14+H(z)s(x)
Y (Zle s(x)s(x—l—ﬂ)) ~1

ZSES €

ZSES €
Z 62/1 ZmeG (Zle s(x)s(l’-l-ﬂ)) +H(z)s(z)
sES

Zses 62H ZEGG (Zle s(x)s(x—l—ﬂ))

Betrachtet man den Zahler dieses Funktionals, so 148 sich dieser auch als Zustands-

Z[H] =

(2.26)

summe eines statistischen Systems mit der Hamiltonfunktion

H=-J> (Z s(x)s(x + /fc)) — H(z)s(x) (2.27)

re@ \u=1

auffassen. Hierzu wurden die Bezeichnungen

BJ = 2 (2.28)
BH = 2xH (2.29)

mit |
8= T (T Temperatur) (2.30)

B

verwendet. Dieses ist gerade die Hamiltonfunktion des Spin—%—lsing—ModeHs. In die-
sem magnetischen Modell befindet sich auf jedem Gitterplatz ein Elementarmagnet
(Spin), fiir den nur zwei Einstellungen erlaubt sind. Es wechselwirken nur néchste
Nachbarn derart miteinander, dafl bei gleicher Spineinstellung ein Energiebeitrag —.J
und bei ungleicher Spineinstellung ein Beitrag J auftritt. Zu dieser Selbstwechsel-
wirkung kommt noch eine Wechselwirkung an eine Raumkomponente eines dufleren
magnetischen Feldes H. Der Energiebeitrag hiervon ist +£H.

11



Mit K := J und h := g H erhélt man nun fiir die Zustandssumme:

Z = ZG_BH

= dexp (Zg; (K Z_:l s(x)x(x + /fc)) + h(:z;)s(:z;)) (2.31)

Als thermodynamisches Potential wird die freie Energie
F=—logZ (2.32)

verwendet. Sie ist gleich dem negativen erzeugenden Funktional der verbundenen
Greens-Funktionen in der feldtheoretischen Notation. Bei konstantem aufleren Feld
ergibt sich fiir die Magnetisierung;:

1 dF

M = ——— 2.33
V dh o ( )
= <s(0) > (2.34)
Die Suszeptibilitdten erhdlt man durch:
1 d"F
Xn = —— . (2.35)
V (dh) o
= Z < s(wy) - s(p_1) > (2.36)
L1 yeney Tp_1€GE
Weiterhin definiert man noch das zweite Moment:
o = sz < s(x)s(0) >. (2.37)

Mit Hilfe dieser Groflen kann man die Korrelationslénge definieren, die angibt, iiber
welche Entfernungen Korrelationen zu beobachten sind:

Ly a? < s(a)s(0) >.
2D 3, < s(x)s(0) >.

1 M2
— 2.38

& =

Vergleicht man mit dem vorherigen Abschnitt, so ergeben sich die Beziehungen:

Yo = G0,...,0) (2.39)
J 0 -

- G 2.40

H2 apy apy (p) o ( )

12



Hierdurch lassen sich nun die feldtheoretischen Grofien durch die statistischen aus-

driicken. Aus den entsprechenden Gleichungen (2.18, 2.19, 2.21, 2.22, 2.23) des vor-
herigen Abschnitts folgt:

my = o = ¢ (2.41)
2D 3
In = w2 (2.42)
H2
2D 2 2
g = - 2) {X4 - 3&} (2.43)
H2 X2
2
gR:]ﬂﬂM&Q (2.44)
2
Anstelle der Gréfle Zr wird im Folgenden
5 Zr X3
Jp==""=29D2% (2.45)
2K [h2

verwendet.

2.3 Kritische Groflen

Wie schon in der Einleitung erwdhnt, besitzt das dreidimensionale Ising-Modell eine
kritische Temperatur T.. Dieses bedeutet, daf} die thermodynamischen Groflen hier
nicht analytisch sind. Bei Annéherung an diese Temperatur erwartet man in erster
Ordnung ein potenzartiges Verhalten beziiglich der Variablen ‘1 — Tlc‘ Dieses driickt
man durch die Schreibweise

O

ﬂDNAP—Z

T (2.46)

aus. Dieses bedeutet jedoch nicht, dafl hierdurch die funktionale Gestalt von f in der
Néahe des kritischen Punktes vollstindig wiedergegeben wird. Diese kann wesentlich
komplizierter sein. Eine Erweiterung sind potenzartige konfluente Singularitaten der
Form:

ﬂ@NAP—%

C

“ T
1+ B|1 ——
[+ i-7

C

) mit e >0 (2.47)

Dieses ist jedoch nur eine moégliche Erweiterung, es sind z.B. auch logarithmische
Korrekturen oder noch komliziertere Formen méglich. Im Folgenden werden nun der
kritische Exponent («) und die kritische Amplitude (A) genauer definiert und einige
Eigenschaften aufgelistet.
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2.3.1

Definition und Eigenschaften

Im Folgenden sei x. € IR und U punktierte Umgebung von z..
Weiter sei f : U — R\ {0} stetig.

Definition (Kritische Exponenten)

Falls die folgenden Grenzwerte existieren, sind durch sie die kritischen Exponenten

gegeben:

Eigenschaften:

1.

L In|f(x)]
owlf) = 1’11\%15 In |z — 2| (248)
_ In|f(x)]
g, (f) xl/xc oo — o (2.49)
o (fg) =i (f) +af(9) (2.50)
ol (f7) = Bai(f) (2.51)

Diese beiden FEigenschaften folgen direkt aus der Definition.

3. Der so definierte Exponent ist unabhéngig von der gewdhlten Parametrisie-

rung:

Yy : U — R stetig differenzierbar mit «. € U, y'(z.) # 0, f : y(U) \ {y(z.)} —

R\ {0} gilt:

+
+ _ axc
Vyiag)(F) = { of (foy) falls y'(z.) <0

(foy) falls y'(x.) >0 (2.52)

Beweis fiir oz;'(xc)(f) mit ' (z.) > 0:

af (foy)

_ g D ov@)]
eNa. In|e — x|

L lfoy)] Il — sz
W) — el Infe =]

In|y(z) — y(.)|

— + . .

- ay(xc)(f) xlggc In|z — 2. y stetig

= of (f) lim iy/(ar:) L’Hospital
vl o\ y(x) — ylxe)

= o)

14



Definition (Kritische Amplitude)

Bei existierenden Exponenten lassen sich durch folgende Grenzwerte, falls existie-

rend, die Amplituden definieren:

AY(f) = lim |1 — = ) f(x)
¢ AN T,
_ . Z a;c(f)

AL (f) = Jim |1 — . f(x)

Mit diesen Definitionen verwendet man nun die Schreibweise:

T 195 ()

fl) ~ AP = T

Le

Eigenschaften:
1.
AX(f g) = AX(f) A%(g)
2.
ok (f) = ak.(9) = A*(f +g) = A*(f) + A*(9)
3.

A*(5%) = (A%()

4. Verhalten bei Umparametrisierung:
Vy: U — R stetig differenzierbar mit . € U,y'(z.) # 0,

Foy(U)\ {y(e)} — R\ {0} gilt:

Af (foy) falls y'(z:) >0
AT (foy) falls y'(z.) <0

Afao() = {

Beweis fiir A;'(xc)(f) mit ¢’ (z.) > 0:

ay(zc)(f)
AY () = lim |1- -2 /)
v(ze) v\ (o) ylxe)
—af (foy)
_ . e y($c) y(l‘) i ‘
— xh\nxlc o] s 1 - foy(z)
re med(foy) +
= - Yy\Te A f °Y
y(e.) (ze) Ared
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Grofle || Exponent | Hochtemperaturamplitude | Tieftemperaturamplitude
X2 — Cy C_
xs | —v—A 0 A-(xs)
Xa | —v—2A At(x4) A_(x4)
po | —y—2v Ay (p2) A_(p2)
¢ — A I
M g 0 B
mp v 1/ 1+ 1/f-
7R —y+2v AL (ZR) A_(ZR)
g5 v Ayl A-(gr)
Jr v A (gr) A_(Jr)
uly) 0 - L)
UpR 0 0 u*

Tabelle 2.1: Bezeichnungen fiir die kritischen Gréflen der untersuchten Funktionen
2.3.2 Kritisches Verhalten der untersuchten Gréfien

Notationen

Die im Folgenden verwendeten Bezeichnungen fiir die kritischen Groflen sind in
Tabelle 2.1 aufgelistet. Einige der Groflen verschwinden in der symmetrischen Phase.
Dort ist daher als Amplitude 0 angegeben.

Skalengesetze

Ein entscheidendes Merkmal des kritischen Punktes ist die Divergenz der Korre-
lationsldnge. Da sie die physikalisch relevante Langenskala definiert, gelangt man
zur Annahme, dafl im kritischen Punkt die Physik des Systems invariant unter Ska-
lentransformationen ist. Diese Skalenhypothese fithrt zu einer Homogenitatsforde-
rung an die freie Energie. Hieraus lassen sich die Skalenrelationen ableiten [HUAST7].
Das sind Gleichungen zwischen kritischen Exponenten, die aus thermodynamischen
Uberlegungen nur als Ungleichungen zu begriinden waren. Diese Relationen sind so-
wohl durch experimentelle Daten als auch durch Modellrechnungen in verschiedenen
Systemen mit Erfolg nachgepriift worden.
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Erst durch Wilson konnten mit Hilfe der von ihm entwickelten Renormierungsgruppe
die Skalenrelationen begriindet werden.

Die Skalenrelationen sagen aus, daf die kritischen Exponenten in beiden Phasen die
gleichen Werte annehmen. Auflerdem gelten folgende Beziehungen:

a+28+y=2 (Essam,Fisher) (2.60)
dv=2—a (Kadanoff) (2.61)
y=v(2—a) (Fisher) (2.62)
p=(d—-1)r (Widom) (2.63)
2A =dv+~ (2.64)

Hierbei ist o der kritische Exponent der spezifischen Warme. Diese wird hier je-
doch nicht betrachtet. Mit Hilfe dieser Beziehungen ergibt sich fiir die dimensions-
losen Kopplungen als kritischer Exponent Null. Im kritischen Punkt nehmen diese
Kopplungen endliche Werte an. Mit Hilfe der Renormierungsgruppe kann gezeigt
werden, das diese Werte universell sind. Aufgrund der Gleichheit der Exponenten
auf beiden Seiten des kritischen Punktes macht es Sinn, das Amplitudenverhalt-
nis j—i fiir verschiedene Groflen zu betrachten. Auch dieses sind universelle Gréflen

SFW72],[HAHS76]. Hier werden die Verhiltnisse & der Suszeptibilitit (y2) und
c_

S+ der Korrelationslinge bzw. der renormierten Masse betrachtet.
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Kapitel 3

Methoden

3.1 Beschreibung

Fiir die in Kapitel 2 definierten Groflen lassen sich durch kombinatorische Verfahren
exakte Taylorreihen bestimmen [DoMT74]. Hierbei unterscheidet man zwischen Hoch-
und Tieftemperaturreihen.

Diese sind fiir das hier betrachtete dreidimensionale Ising-Modell auf dem einfach
kubischen Gitter im Anhang A aufgelistet. Bei den Hochtemperaturreihen wird die
Variable

t = tanh K = tanh (k];]T)

verwendet. Mit diesen Reihen wird somit das Verhalten fiir hohe Temperaturen
beschrieben. Man erwartet im hier betrachteten Modell, daf} die physikalische Sin-
gularitat (der kritische Punkt), diejenige ist die am néchsten am Ursprung liegt und
somit den Konvergenzradius bestimmt.

Die Tieftemperaturreihen sind eine Entwicklung in der Variablen:

4J

ey 6_41( = ek_BT

u
Mit ihnen 148t sich das Verhalten fiir kleine Temperaturen beschreiben. Bei diesen
Reihen ergibt sich das Problem einer unphysikalischen Singularitét: Die den Konver-

genzradius begrenzende Singularitét ist nicht mehr die physikalische, sondern liegt
auf der negativen reellen Achse.

Im Folgenden sind aus diesen Reihen Aussagen iiber die schon definierten kriti-
schen Gréflen zu machen. Das sind im Falle der Hochtemperaturreihen Aussagen
iiber die betrachteten Funktionen am Rande des Konvergenzbereichs, bei den Tief-
temperaturreihen sogar deutlich aulerhalb des Konvergenzbereichs. Hieraus folgt,
dafl die Auswertung der Reihe selbst nicht méglich ist. Im Hochtemperaturbereich
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sind allerdings noch verschiedene direkte Methoden anwendbar, die sich auf das
asymptotische Verhalten der Koeffizienten beziehen. Hierbei wird zum Beispiel das
Verhiltnis aufeinanderfolgender Koeffizienten betrachtet (ratio-method).

In der Tieftemperaturphase mufl man die betrachtete Funktion iiber ihren Konver-
genzradius hinaus fortsetzen. Hierzu kann man die Padé-Methode oder ihre Ver-
allgemeinerung, die Differential-Approximanten-Methode, verwenden. Hier wird im
Folgenden nur die Padé Methode verwendet. Eine Ubersicht iiber zur Verfiigung
stehende Methoden zur Reihenanalysen wird in den Artikeln [GGT74] und [GUT89]

gegeben. Bei den folgenden Methoden wird von einer Reihe

flz) =2’ (fo—l—f1:1;+...+fN:1;N)

ausgegangen.

I Naive Padés

Um die Fortsetzung auBlerhalb des Konvergenzbereiches zu erméglichen, ben6tigt
man zur Approximation eine Funktionsklasse, die selber Singularitdten aufweist. Das
einfachste Beispiel einer solchen Klasse sind gebrochen rationale Funktionen. Man
sucht daher eine gebrochen rationale Funktion, die die Informationen, die durch die
Reihe gegeben sind, enthalten. Als [n,m] Padé-Approximanten [PAD92] bezeichnet
man daher eine gebrochen rationale Funktion mit Z&hlergrad n und Nennergrad
m, so dafl die ersten n+m Ableitungen in 0 mit denjenigen der gegebenen Reihe
iibereinstimmen:

P(x)=po+pix+ ...+ puax"

und

Q) =g+ qr+ ...+ gna™

Die Forderung nach gleicher Taylorentwicklung ist &quivalent zur Gleichung:
f(2)Q(x) = P(x) + O™ )

Dieses ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten. Die Bestimmung ei-
nes solchen Approximanten geschieht entweder durch 16sen dieses Gleichungssystems
oder rekursiv.

Falls o € IN U {0}, teilt man die zu untersuchende Reihe durch #°, bildet von der so
erhaltenen Reihe den Padé-Approximanten und multipliziert diesen wieder mit dem
Faktor z°. Die folgenden Methoden basieren alle auf Padé-Approximation, wobei
jedoch zundchst Manipulationen an der gegebenen Reihe vorgenommen werden.
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ITI Dlog Padés

Im Bereich der kritischen Phénomene wurden Padé-Approximanten zuerst von Ba-
ker [BAK61] verwendet. Dieses und das folgende Verfahren diente ihm dazu, den
kritischen Punkt und kritische Exponenten zu bestimmen.

Man erwartet fiir die zu untersuchenden GréBen ein Verhalten f(z) ~ (1—-2)%. Um
dieses zu untersuchen, bildet man die logarithmische Ableitung. Hierzu teilt man die
Reihe vorher durch 2%, da sich hierdurch das oben angegebene kritische Verhalten
nicht verdndert:

Fiir diese Reihe folgt nun:

Von dieser Reihe bildet man nun Padé-Approximanten. Betrachtet man die Polstruk-
tur, so werden die Polstellen gegen die kritische Temperatur und die zugehérigen
Residuen gegen den kritischen Exponenten konvergieren.

IIT Dlog Padés mit Vorgabe des kritischen Punktes

Ist der kritische Punkt mit gentigender Genauigkeit bekannt, so multipliziert man
die logarithmische Ableitung noch mit dem Faktor (x — x.) und erhédlt regulares
Verhalten:

m(x) = (x — x.) %log (:1;_5 f(:z;)) e

Die kritischen Exponenten ergeben sich nun direkt als Funktionswerte im kritischen
Punkt und kénnen durch Auswertung der von dieser Reihe gebildeten Padés be-
stimmt werden.

IV Division durch die fithrende Singularitit

Ist sowohl der kritische Punkt als auch der kritische Exponent («) bekannt, so kann
man die gegebene Reihe durch (1 — wi)a dividieren [BAKT75]. Entwickelt man diesen

Ausdruck, so erhalt man die Taylorreihe D(x) einer Funktion, die im kritischen
Punkt die kritische Amplitude als Funktionswert annimmt:

X

Dia) = Jla) (1= )

Le

Diese 1a8t sich somit wiederum durch Auswertung von Padés im kritischen Punkt
bestimmen. Hierbei mufl eventuell zunéchst die so erhaltene Reihe durch z° geteilt
und der dann erhaltene Approximant wieder mit diesem Faktor multipliziert werden.
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V  Doppelintegrationsmethode

Die folgende Methode dient dazu, Approximanten fiir solche Gréflen zu bestimmen,
die im kritischen Punkt einen endlichen Wert annehmen, jedoch eine konfluente
Singularitat besitzen. Sie wurde bereits in [BM89] verwendet. Es wird also ein Ver-
halten

w

f(y)~A+B‘1_i (w > 0)

Ye

angenommen. Auflerdem wird vorausgesetzt, dafl der kritische Punkt mit ausreichen-
der Genauigkeit bekannt ist, so dafl man durch Substitution z := yl ein Verhalten

flxy~A+ Bl —z]" (w > 0)

erhélt. Da Padé-Approximanten nur meromorphes Verhalten gut wiedergeben kénnen,
werden zundchst einige Umformungen an der Reihe vorgenommen. Um die Uber-
sicht {iber diese Schritte zu erleichtern, sind sie in Abb. 3.1 schematisch aufgefiihrt.

1. Differentiation, um die nicht fithrende Singularitét zur fithrenden zu machen:

_

flay=

Hierdurch erhalt man ein kritisches Verhalten:

f(a) ~ Bull — 2]~

2. Die so erhaltene Reihe kann mit einer beliebigen Potenz z° beginnen. Durch
Division durch diese fithrende Potenz erhédlt man eine mit einem konstanten
Term beginnende Reihe:

g(2) = 2= () ~ Buo |1 — 2l
3. Nun wird die so erhaltene Reihe gemafl Methode I1I auf meromorphes Verhal-

ten transformiert. Dieses geschieht durch

(a) Bildung der logarithmischen Ableitung:

h(z) = % log g(x)

Hierdurch wird die Singularitat zu einem einfachen Pol:

w—1

hx) ~

z—1
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~ A+ B(l - )

4 Jodt
7 < Bl
.:E_S xé

~ Bw(l —z)!

log exp
log g ~log(Bw) + (w — 1) log(1 — )
2 Ji dt

o=

k(x—m ]%x—U

Padé

— ~w- |

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung von Methode V

(b) Multiplikation mit (z — 1):
k(z) = (x — 1) h(z)
Hierdurch wird die Funktion regular im kritischen Punkt:
k(z) ~w—1

4. Von dieser Reihe werden nun Padé-Approximanten K () gebildet.

Um Approximanten fiir die urspriingliche Funktion zu erhalten, miissen nun
alle obigen Umformungen riickgangig gemacht werden.

5. Division durch (x — 1) erzeugt wieder die Funktion:

B K(z) w-—1

z—1 z—1

H(z):
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6. Integration:

Dieses reproduziert die Funktion:

o @)
log g(x) —log g(0) = log o(0)

Hierbei ist g(0) durch den Anfangsterm der Reihe g bekannt.

Um eine analytische Form fiir dieses Integral zu bekommen, wird mit Hilfe
der numerisch zu bestimmenden Werte fiir die Polstellen und die Residuen des
Bruches Partialbruchzerlegung durchgefiihrt.

7. Exponentiation und Multiplikation mit g(0) reproduziert g.
Gi(x) := g(0) exp(I(x))
8. Multiplikation mit der fithrenden Potenz von f':
F'(z) = 2°G(x)
Man erhilt so [’ zuriick.

9. Integration:
Ple)i= o)+ [ (@)= 7/(0) d
Hier wurde eine Null (f(xz)— f(0)— J5 f'(t) dt) eingefiigt, um den Integranden

bei Null divergenzfrei zu halten.

Diese Integraldarstellung ist nun der gesuchte Approximant. Das Integral kann durch
numerische Berechnung entweder dazu verwendet werden, die Funktion im Bereich
zwischen Null und dem kritischen Punkt wiederzugeben oder durch Auswertung an
der Stelle 1 den Wert im kritischen Punkt zu bestimmen.

Bei unzureichender Kenntnis des kritischen Punktes kann man das angegebene Ver-
fahren dennoch durchfiithren, indem man die Umformungen 3b und 5 wegléaft.

3.2 Test der Methoden

3.2.1 Approximation von glatten Funktionen

Als erstes Beispiel wird die Konvergenz von Padé-Approximanten an einer glat-
ten Funktion {iberpriift. Hierzu wird die Exponentialfunktion verwendet. Von der
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verwendete | Bestimmung Bestimmung
Ordnung | durch Polynom | durch Diagonalpadé

2 0.21828 —0.28172
4 0.0099485 0.0039961
6 0.00022627 —0.000028031
8 0.0000030586 0.00000011018
10 2.7313 x 1078 —2.7665 x 1071°
12 1.7288 x 10710 4.8182 x 10712
14 8.1549 x 10~ —6.1604 x 10716
16 2.9763 x 1071° 6.273 x 107
18 8.6522 x 10™1'® —4.6576 x 10722
20 2.503 x 107 2.9145 x 107
22 4.360 x 1072 —1.5070 x 10728
24 6.7044 x 10726 6.5462 x 10732
26 9.5234 x 107% —2.4227 x 1072
28 1.1700 x 107 7.7302 x 1079
30 1.2553 x 1074 —2.1485 x 1072

Tabelle 3.1: Bestimmung von e - Tabelleneintréige enthalten die Abweichung des bestimmten

Wertes von e.

bekannten Taylorreihe werden Diagonalpadé berechnet und an der Stelle 1 ausge-

wertet. Man erhdlt so Schétzwerte fiir e. Dadurch erédlt man z.B. in 30.0Ordnung:
1098127402131

403978495031

in 200.0rdnung erhdlt man folgende 436 richtige Stellen:
e=2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957
4966967627724076630353547594571382178525166427427466391
9320030599218174135966290435729003342952605956307381323
2862794349076323382988075319525101901157383418793070215
4089149934884167509244761460668082264800168477411853742
34544243710753907774499206955170276183860626133138458300
07520449338265602976067371132007093287091274437470472306969
77209310141692836819025515108657463772111252389

In Tabelle 3.1 sind zu verschiedenen Ordnungen die Fehler dieser Methode derjenigen
durch direkte Auswertung der Reihe in gleicher Ordnung gegeniibergestellt. Obwohl
die Exponentialfunktion analytisch ist, ergibt sich eine deutliche Verbesserung der
Konvergenz.
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Ordnung | 2 Polstelle — 7 Residuum

4 0.32250896155 —3/2

6 0.02068500658 | —1.0416666666666666666666666666666
8 0.00087413286 | —1.0023382711020463962109094690928
10 0.00002311243 | —1.0000774099554541360509498853623
12 0.00000041472 | —1.0000016638106105006525922094300
14 5.3949 x 1072 | —1.0000000251756838319374826898893
16 5.3292 x 10~ | —1.0000000002833348194983786027394
18 4.1370 x 10~ | —1.0000000000024671643410684104021
20 2.5915 x 107% | —1.0000000000000171260599012654789
22 1.3379 x 10717 | —1.0000000000000000970261150883403
24 5.7921 x 1072° | —1.0000000000000000004572452949520
26 2.1331 x 10722 | —1.0000000000000000000018208055744
28 6.7655 x 10725 | —1.0000000000000000000000062082632
30 1.8673 x 10727 | —1.0000000000000000000000000183301
32 4.5259 x 107%° | —1.0000000000000000000000000000473

Tabelle 3.2: Bestimmung von 7
3.2.2 Reproduktion von einfachen Polen

Als zweites Beispiel soll nun die Fahigkeit, einfache Pole wiederzugeben, durch
Approximanten an die Tangens-Funktion getestet werden. Hierbei wird die Genau-
igkeit der Wiedergabe der ersten positiven Polstelle und des zugehorigen Residuums
tiberpriift. Dieses liefert zugleich eine Méoglichkeit zur Bestimmung von 7. Unter
Ausnutzung der Reihe bis zur 32.0rdnung erhdlt man so durch den [16,16] Padé:

m = 3.1415926535897932384626433832840288 . . .

Hier sind bereits 29 richtige Stellen vorhanden. In Tabelle 3.2 sind die Abweichung
der doppelten Polstelle von 7 und die Residuen einiger Diagonalpadé aufgelistet.
Man kann erkennen, dafl der Fehler in der Polstelle von der gleichen Gréflenordnung
wie der Fehler im Residuum ist.

3.2.3 Einfluf} konfluenter Singularititen

Nun wird die Funktion
(1 . x)—1.25 (1 _I_ A(l . x)O.E))

mit Methode III fiir verschiedene A untersucht. Hierzu werden Diagonalpadé ausge-
wertet (Tabelle 3.3). Die Werte entfernen sich, wie zu erwarten, mit zunehmendem A
immer weiter vom gewiinschten Wert —1.25. Auffallend ist jedoch, daf} die Streuung
fiir ein festes A nicht der Abweichung vom tatsédchlichen Exponenten entspricht.
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3
e

/4 1/2 3/4 1 5/4 3/2 7/4 2 9/4 52
1212 1.179 1.150 1.125 1.103 1.083 1.066 1.050 1.036 1.023
1.226 1.205 1.185 1.167 1.150 1.135 1.120 1.107 1.095 1.083
1.233 1.217 1.202 1.187 1.174 1.162 1.150 1.139 1.128 1.118
1.236 1.224 1211 1.200 1.189 1.179 1.168 1.158 1.149 1.141
1.239 1.229 1216 1.206 1.196 1.195 1.177 1.171 1.159 1.153
1.238 1.229 1215 1.206 1.196 1.190 1.175 1.171 1.158 1.142
1.240 1.230 1.221 1.212 1.203 1.195 1.187 1.179 1.172 1.164
1.240 1.233 1.220 1.086 1.201 1.195 1.182 1.211 1.171 1.176
1.241 1.233 1.226 1.101 1.207 1.200 1.187 1.184 1.177 1.177

O 00 ~1 S Ok W N T

Tabelle 3.3: Einflul konfluenter Singularitdten

3.2.4 Die Energie des Ising-Modells

Es soll nun die Funktion
e:=3(1— < s(x)s(xz+ 1) >)

untersucht werden. Sie beschreibt die Energiedichte des Ising-Modells ohne duferes
Feld. Die Tieftemperaturreihe fiir die Grofle < s(x)s(a 4 f1) > aus [VOH93] ist im
Anhang A wiedergegeben. Es werden zu verschiedenen Temperaturen in der gebro-
chenen Phase die Methoden I und V mit Monte-Carlo-Werten von Klaus Pinn, die
teilweise in [HP93] veroffentlicht sind, verglichen. In Abb.3.2 ist die Abweichung der
Approximanten zu den gegebenen Werten dargestellt. Die numerischen Werte einiger
Approximanten sowie die Monte-Carlo-Ergebnisse sind in Tabelle 3.4 enthalten. Bei
den durch Methode I erhaltenen Werten nimmt die Abweichung bei Anndherung an
den kritischen Punkt stark zu. So kommt es bei dem zum kritischen Punkt nachsten
Temperaturwert zu einer Abweichung von etwa 0.03. Weiterhin ist zu erkennen,
dafB} alle so erhaltenen Approximanten zu grofle Werte liefern. Die Streuung liefert
daher hier kein geeignetes Maf} fiir die Angabe eines Fehlers. Auch bei den durch
Methode V bestimmten Werten nimmt die Abweichung zu. Hier ist jedoch nur eine
Abweichung von etwa 0.005 zu beobachten. Auflerdem sind auf beiden Seiten der
Monte-Carlo-Werte Approximanten vorhanden, so dafl eine korrekte Fehlerangabe
moglich wird. Hierbei ist jedoch anzumerken, daff die Energie die Voraussetzungen
zur Anwendung dieser Methode, Regularitét im kritischen Punkt und Divergenz der
L.Ableitung (Warmekapazitit), gut erfiillt.
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Abbildung 3.2: Diagonalapproximanten an die Energiefunktion

S
Uc

MC

Methode [
[16, 16]

Methode V

[12,12]

[13, 13]

[14, 14]

0.9986169572
0.9886805524
0.9867051673
0.9847337291
0.9827662298
0.9808026616
0.9768872869
0.9671670961

1.018014
1.160796
1.184475
1.206654
1.228557
1.249743
1.290120
1.385142
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1.055984063
1.173020889
1.194715874
1.215910381
1.236629420
1.256895969
1.296154507
1.387680719

1.011174646
1.157371784
1.181407671
1.204509677
1.226803092
1.248382518
1.289680617
1.384226611

1.010737315
1.157158420
1.181215929
1.204336471
1.226645962
1.248239457
1.289560989
1.384147222

1.015197957
1.159079145
1.182909177
1.205838154
1.227984304
1.249437147
1.290529896
1.384742461

Tabelle 3.4: Energiefunktion
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Kapitel 4

Anwendung auf das
3-dimensionale Ising-Modell

4.1 Hoch- und Tieftemperaturreihen

In der Hochtemperaturphase bilden die Reihe fiir y, von Gaunt und Sykes [GS79]
sowie die Reihen fiir y4 und py von Liischer und Weisz [LW88] den Ausgangspunkt
fiir die nachfolgenden Betrachtungen. Aus ihnen lassen sich mit Hilfe der in 2.2
beschriebenen Beziehungen die Reihen fiir die Groflen mp, ZR,g](;)
nen. In der Tieftemperaturphase werden die Reihen von Vohwinkel [VOH93] fiir die
im Folgenden als statistische Gréflen bezeichneten Groflen M., 2, x3, x4 und po ver-
wendet. Aus diesen lassen sich nun wiederum mit Hilfe der Gleichungen aus 2.2

die feldtheoretischen GroBen mp, Zn, g](;), ug), gr und tp berechnen. Dieses wird im

Anhang A durchgefiihrt.

und ug) berech-

4.2 Der kritische Punkt

4.2.1 Hochtemperaturphase
Bestimmung mit Hilfe der Reihe fiir y,

Es soll nun mit Hilfe der Hochtemperaturreihe fiir y, der kritische Punkt bestimmt
werden. Hierzu wird, wie in II beschrieben, die logarithmische Ableitung verwendet.
Von der so erhaltenen Reihe werden alle Padés gebildet, die die maximale Ord-
nung oder maximale Ordnung-1 ausnutzen. Nun wird eine Liste der Nullstellen der
Nennerpolynome der so erhaltenen Briiche gebildet. Da die physikalische Singula-
ritdt in jedem Bruch nur einmal als Polstelle auftritt, die Liste jedoch alle Polstel-
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Abbildung 4.1: Auswertung der Dlog Padés von yj zur Bestimmung von K.

Abbildung 4.2: Ausschnitt aus Abbildung 4.1
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‘ GrofBe ‘ t. ‘ K. ‘
x2 | 0.218123(12) | 0.221685(13)
1%y 0.218189(8) | 0.221754(8)
Y4 0.21814(19) | 0.22170(20)
mp | 0.21821(12) | 0.22178(13)
ZRr 0.2236(11) 0.2274(12)
Jr 0.220(7) 0.224(7)

Tabelle 4.1: Kritischer Punkt in der Hochtemperaturphase

len enthélt, miissen die nicht Relevanten aus der Liste entfernt werden. Auflerdem
miissen Ausreifler entfernt werden, da sie sonst den spéter zu bildenden Mittelwert
verfalschen wiirden. Hierzu wird die Liste sortiert, und die Werte ¢(n) werden gegen
den Listenplatz n aufgetragen, so dafl ein monoton wachsender Polygonzug entsteht
(Abbildung 4.1). Hier sind zwei deutliche Plateaus zu erkennen. Nun wird das phy-
sikalische (positive) Plateau erneut wie oben aufgetragen (Abbildung 4.2). Man er-
kennt, dafl der niedrigste und der héchste Wert deutlich von den {ibrigen abweichen.
Diese miissen also zusédtzlich als Ausreifler betrachtet und daher entfernt werden.
Als Ergebnis wird nun das arithmetische Mittel der restlichen Werte gebildet. Der
Fehler wird als einfache Standardabweichung angegeben. Dieses Verfahren liefert so:

t, = 0.218123(12)

Dieses entspricht:
K. =0.221685(13)

Andere Hochtemperaturreihen

Diese Methode wird nun auf alle betrachteten Gréflen im Hochtemperaturbereich
angewendet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Bei allen Groflen treten
ein positives und ein negatives Plateau auf. Bei den meisten Groflen ist das unphysi-
kalische(negative) Plateau weiter vom Nullpunkt entfernt als das physikalische. Bei
Y4 und der hieraus gebildeten Kopplung ¢gr liegt es jedoch naher am Nullpunkt als
das physikalische (Tabelle 4.2). Hierauf ist an spéaterer Stelle noch einzugehen.

4.2.2 Tieftemperaturphase

Nun wird dieses Verfahren auch auf die Tieftemperaturreihen angewendet. Das Fr-
gebnis ist in Tabelle 4.3 aufgelistet. Auch hier treten zwei Niveaus auf. Die Lage der
unphysikalischen Singularitét ist in Tabelle 4.4 aufgelistet. Sie liegt deutlich néher
am Nullpunkt als die physikalische Singularitdt. Die hierzugehorigen Plateaus sind
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‘ GrofBe ‘ t. ‘
X2 —0.228(2)
1%y —0.234(1)
X1 | —0.1484(2)
mR —0.229(4)
ZRr —0.23(2)

gr | —0.1480(5)

Tabelle 4.2: Unphysikalische Singularitét in der Hochtemperaturphase

‘ GrofBe ‘ Ue ‘ K. ‘
M [0.4118(3) [ 0.22180(17)
Yz | 0.4123(4) [ 0.22148(25)
g2 |0.414(14) | 0.220(9)
Xs | 0.412(3) | 0.2216(20)
X1 | 0.418(16) | 0.218(10)
mpr | 0.418(12) [ 0.218(7)
Zr | 0.24(19) | 0.37(21)
gr | 0.25(19) | 0.35(19)
g 1 03222) [ 0.209017)

Tabelle 4.3: Kritischer Punkt in der Tieftemperaturphase

jedoch sehr unterschiedlich ausgepragt. So sind bei 2, ys (Abbildung 4.3), x4, p2, mp
und M beide Plateaus deutlich. Hierbei sind jedoch bei p5 und mpg (Abbildung 4.4)
eine groflere Anzahl unphysikalischer Singularitdten im durch die beiden oben be-
schriebenen Singularitdten begrenzten Intervall vorhanden. Hierdurch wird vor allem
das positive Plateau schmaler. Bei den Grofen Zxr und gp (Abbildung 4.5) ist nur
noch das negative Plateau ausgepragt. Hier 1a88t sich der kritische Punkt mit dieser
Methode nicht mehr bestimmen (Fehler liegt in der gleichen GroBenordnung wie der

Wert selbst). Bei g](g) (Abbildung 4.6) ist iiberhaupt kein Plateau mehr erkennbar.
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Abbildung 4.3: Polstellenverteilung von x5

Abbildung 4.4: Polstellenverteilung von mp
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Abbildung 4.5: Polstellenverteilung von gr

Abbildung 4.6: Polstellenverteilung von g](g)
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‘ GrofBe ‘ U ‘
M | —0.2853(3)
Y2 | —0.2853(1)
2 | —0.2858(3)
X5 | —0.28517(3)
X1 | —0.28524(5)
mr | —0.285(2)
7n | —0.236(1)
gn | —0.2860(3)
g | —0.24(7)

Tabelle 4.4: Unphysikalische Singularitédt in der Tieftemperaturphase

Das gewichtete Mittel aller ausgewerteten Groflen ist in der

Hochtemperaturphase: K. = 0.221735(7) (4.1
Tieftemperaturphase: K. = 0.22170(14) (4.2)
Insgesamt: K. = 0.221735(7) (4.3)

Fiir die unphysikalische Singularitdt in der Tieftemperaturphase liefert das gewich-
tete Mittel:
u = —0.285201(25) (4.4)

Die erhaltenen Werte fiir den kritischen Punkt sind in den Abbildungen 4.7 und 4.8
graphisch dargestellt. In Abbildung 4.7 sieht man, daf} der erhaltene Wert fiir ZE
inkonsistent mit den anderen ist. In Abbildung 4.8 sind die Werte fiir x4 und p3
nicht zueinander konsistent. Daher erscheint die Angabe

(4.5)

K. = 0.22172(7)

fiir den kritischen Punkt realistischer. Hierbei wurde der Mittelwert der beiden be-

sten Ergebnisse 3, 13 genommen. Der Fehler wurde durch ihre Differenz bestimmt.

Der Literatur sind folgende Werte zu entnehmen:

0.22169(1)  [SGRW72]
0.221702(2)  [GG74]
0.221655(5)  [ADL83]
0.221654(6) [PSWW84]
0.221652(4) [BGHP92]

Hierbei sind die ersten beiden Werte mit Hilfe kiirzerer Hochtemperaturreihen von
X7 bestimmt worden. Diese sind nicht mit den neueren und wohl auch verliBlichen
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Abbildung 4.7: Ubersicht iiber den kritischen Punkt

Werten aus [PSWW84] und [BGHP92], die mit der Methode der Monte-Carlo-
Renormierungsgruppe bestimmt wurden, konsistent. Das Ergebnis aus [ADL83] zeigt
jedoch, daB mit verfeinerten Methoden aus der hier verwendeten Reihe fiir 7 eben-
falls ein vergleichbares Resultat erziehlt werden kann. Der oben angegebene Wert ist
aufgrund des grofien Fehlers mit allen Literaturwerten konsistent. Bei der Analyse
der einzelnen Reihen ist die Abweichung innerhalb einer Padé-Tabelle offensichtlich
kein gutes Maf fiir den Fehler. Sie kann lediglich als Ablesegenauigkeit den Fehler
nach unten beschréanken. Es ist daher erstrebenswert, Resultate immer mit verschie-
denen Reihen oder verschiedenen Methoden zu erzielen und dann durch Vergleich
der Einzelergebnisse den Fehler festzulegen.

Im Folgenden wird fiir den kritischen Punkt der Literaturwert K, = 0.221654(6) aus
[PSWW84] verwendet.
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Abbildung 4.8: Ausschnitt aus 4.7

4.3 Kritische Exponenten

Zur Bestimmung der Exponenten stehen die zwei Verfahren IT und III zur Verfiigung.

4.3.1 Anwendung von Methode 11
Bestimmung von v mit Hilfe von \7

Hier werden wieder die gleichen Padé-Approximanten wie in 4.2 benutzt. Zusatzlich
zu den Polstellen werden die zugehorigen Residuen bestimmt. Nun werden die Re-
siduen gegen die zugehdérigen Polstellen graphisch aufgetragen (Abbildung 4.9). Die
Polstellen der physikalischen Singularitat fallen in dieser Auflésung noch zu einem
Punkt zusammen, wahrend die negativen Polstellen breiter aufgespalten sind. Nun
betrachtet man den Bereich der physikalischen Singularitaten in groflerer Auflésung
(Abbildung 4.10). Die verbleibenden Werte weisen einen nahezu linearen Zusammen-
hang auf. Daher wird mit Hilfe einer Ausgleichsgeraden auf den kritischen Punkt
extrapoliert. Der Koordinatenursprung (in Richtung der Polstellen) wird hierbei auf
den kritischen Punkt gelegt, so dafl der zu bestimmende Exponent ~ als negativer
Achsenabschnitt dieser Geraden abgelesen werden kann. Dieses liefert:

v = 1.2448(7) (4.6)
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Abbildung 4.9: Residuen und Polstellen von y3

Abbildung 4.10: Ausschnitt aus Abbildung 4.9
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‘ Grofle ‘ Methode 11 ‘ Methode 111 ‘

X2 | —1.2448(7) | —1.2429(3)
2| —2.5272(8) | —2.524(11)
Xa | —4.380(1) | —4.377(3)
mr | 0.6337(3) | 0.6333(9)
Zr | 0.0337(2) | 0.035(4)
gr | 0.680(1) | 0.673(4)

Tabelle 4.5: Kritische Exponenten in der Hochtemperaturphase
Andere Hochtemperaturreihen

Dieses Verfahren wird auf alle Hochtemperaturreihen angewendet. Die Ergebnisse
sind in Tabelle 4.5 aufgelistet. Bei der Durchfithrung fallen wieder die unphysikali-
schen Singularitaten von y4 auf. VergroBert man an dieser Stelle und wertet analog
dem oben beschriebenen Verfahren aus, so erhdlt man fiir t = —1.484(2) als Residu-
um 1.00(25). Es ist daher zu vermuten, dafi y4 hier eine einfache Nullstelle hat und
daher der Konvergenzradius der urspriinglichen Reihe hierdurch nicht begrenzt wird.
Diese Vermutung kann durch naive Padés bestatigt werden. Hieraus folgt natiirlich
auch eine Nullstelle fiir gp.

Tieftemperaturphase

‘ Grofle ‘ Methode 11 ‘ Methode 111 ‘

M | 0.3130(4) | 0.3180(12)
X2 | —1.2751(7) | —1.275(2)
g2 | —2.598(10) | —2.59(4)
Xs | —2.866(9) | —2.82(3)
i | —44(4) —1.3(2)
mr | 0.645(10) | 0.641(14)
Zr | —0.08(3) | —0.03(3)
gn | 0.74(3) 0.67(6)
g 0.4(2) 1.1(16)

Tabelle 4.6: Kritische Exponenten in der Tieftemperaturphase

Auch auf die Tieftemperaturreihen wird das Verfahren angewendet. Die Ergebnisse
sind in Tabelle 4.6 dargestellt. Da in der Tieftemperaturphase die unphysikalische
Singularitat ndher am Nullpunkt liegt als die physikalische, werden auch die Expo-
nenten in diesem Punkt bestimmt (Tabelle 4.7).
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‘ Grofle ‘ Exponent ‘
M | —0.0660(6)

X2 | —1.011(4)
12 | —1.825(3)
xs | —1.992(5)

Xa | —2.997(6)
mr | 0.3960(6)

Zr | —0.2562(6)
Jr | 0.6868(17)
g | 1.06(4)

Tabelle 4.7: Kritische Exponenten in der unphysikalischen Singularitdt der Tief-
temperaturphase

4.3.2 Anwendung von Methode III

Hierzu werden die Reihen, wie in III beschrieben, umgeformt. Dann werden alle
Padés maximaler und submaximaler Ordnung gebildet und im kritischen Punkt
ausgewertet. Die so erhaltene Liste wird analog 4.2 ausgewertet. Hier liefert jeder
Approximant nur ein Listenelement, so dafl nur Ausreifler entfernt werden miissen.
Die Ergebnisse sind in den Tabellen 4.5 und 4.6 aufgelistet.

Vergleicht man die Ergebnisse beider Methoden, so sind fast alle Werte mit ih-
ren Fehlergrenzen zueinander konsistent. Lediglich bei y§ ist die Abweichung etwas
grofler, als die angegebenen Fehler zulassen. Methode II liefert durchgéngig klei-
nere Fehler. Diese Konsistenz ist darauf zuriickzufithren, daf§ beide Methoden sehr
verwandt sind. Die Reihen unterscheiden sich nur um einen rationalen Faktor, der
durch Padés gut wiedergegeben werden kann. Systematische Fehler treten daher in
beiden Methoden gleichermaflen auf.

Methode II hat folgende Vorteile:

e Die Exponenten lassen sich ohne Kenntnis des kritischen Punktes auswerten.
In diesem Fall ist die Genauigkeit jedoch sehr gering.

e Benutzt man wie hier einen numerischen Wert fiir den kritischen Punkt, so ist
die Abhéngigkeit von diesem explizit gegeben (Geradengleichung). Insbeson-
dere 1&Bt sich der durch die Ungenauigkeit des kritischen Punktes resultierende
Fehler berechnen.
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Abbildung 4.11: Einschrénkung des Parameterraums der Exponenten durch die be-
stimmten Exponenten

Demgegentiber stehen folgende Vorteile von Methode I1I:

e Der Rechenaufwand ist geringer, da keine Polstellen und Residuen berechnet
werden miissen.

o Jeder Approximant liefert einen Wert fiir den Exponenten, der die Information
des kritischen Punktes enthélt. Die Auswertung ist somit einfacher, da nicht
mehr extrapoliert werden mu#f.

Die Skalengesetze schréanken die Schar aller Exponenten auf einen zwei-dimensionalen
Raum ein. Insbesondere sagen sie aus, dafl die Exponenten auf beiden Seiten des
kritischen Punktes fiir eine Gréfe dieselben sind. Das ist in den angegebenen Fehlern
hier nicht der Fall. Die Tieftemperaturwerte weichen deutlich von den Hochtempera-
turwerten ab. Dieser systematische Fehler kommt vermutlich durch die Anwesenheit
konfluenter Singularititen, die in der Tieftemperaturphase wohl vermehrt auftre-
ten. Wie in 3.2.3 deutlich wird, reagiert die Methode hierauf relativ sensibel. Hinzu
kommt in der Tieftemperaturphase noch, dafl die Konvergenz der Reihe durch die
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unphysikalische Singularitédt begrenzt wird. Daher ist den Werten aus der Hochtem-
peraturphase, obwohl durch kiirzere Reihen bestimmt, mehr Vertrauen zu schenken.
Im Folgenden wird der Raum aller durch die Skalengesetze erlaubten Exponenten
durch v und v parametrisiert. Gibt man einen beliebigen Exponenten vor, so liegen
alle mit diesem vertréglichen Exponenten auf einer Geraden in der v, v-Ebene. Wird
er nur innerhalb einer bestimmten Genauigkeit vorgegeben, so ergibt sich ein Strei-
fen. Bestimmt man verschiedene Exponenten und gibt hierfiir Fehler an, so miissen
alle so erhaltenen Streifen eine gemeinsame Fléche einschlieBen, in der der Punkt
der wahren Exponenten enthalten ist. Dieses wurde in Abb. 4.11 mit durch Me-
thode II bestimmten Exponenten durchgefiithrt. Hierzu wurden die Exponenten der
Hochtemperaturreihen sowie die Exponenten der Gréflen xo und M verwendet. Das
Ergebnis wirkt erniichternd: Selbst bei Vergréflerung der Fehler mit einem Faktor 20
ergibt sich die gesuchte Flache nicht. Da die Reihen schon bei der Berechnung des
kritischen Punktes ein sehr unterschiedliches Konvergenzverhalten zeigten (Abbil-
dungen 4.7 und 4.8) und hier die gleichen Padé-Approximanten verwendet wurden,
kann man zur Bestimmung der kritischen Exponenten die dort besser konvergie-
renden Reihen bevorzugen. Betrachtet man daher die Schnittflichen der Reihen
X3, 13, x5, mE und M, so hiufen sich diese im Bereich

~v = 1.243(10) (4.7)

und

v =0.63(1) (4.8)

Neuere Literaturwerte fiir die Exponenten sind zum Beispiel

v = 1.232(4) (4.9)
v o= 0.624(2) (4.10)

aus [BGHP92]. In diesem Artikel werden die Exponenten mit Hilfe der Monte-Carlo-
Renormierungsgruppe bestimmt. Auflerdem werden dort die Ergebnisse ausfiihrlich
mit anderen Ergebnissen verglichen. Hier bestétigt sich, wie bei der Bestimmung
des kritischen Punktes, daf} erst durch Vergleich unabhéngig erzielter Resultate ein
zuverlassiges Ergebnis bestimmt werden kann.

Es ist anzumerken, dafl es zur Bestimmung des kritischen Punktes und der FExpo-
nenten aus Reihen bessere Verfahren gibt. Insbesondere liefern bei gut konvergenten
Hochtemperaturreihen Verfahren, die das asymptotische Verhalten der Koeffizien-
ten betrachten, bessere Ergebnisse. Es wurde trotzdem dieses Verfahren gewihlt, da
es auf alle zu betrachtenden Reihen anwendbar ist und in der weiteren Arbeit mit
Methode V ein Verfahren angewendet wird, das direkt auf dieses aufbaut.
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4.4 Kritische Amplituden

4.4.1 Anwendung von Methode IV

Hier wird fiir alle Rethen mit Methode IV die kritische Amplitude bestimmt. Da
bei diesem Verfahren die Exponenten bendtigt werden, jedoch nicht exakt bekannt
sind, wird es fiir verschiedene Werte durchgefiihrt. Hierzu werden v € {1.240,1.245}
und v € {0.63,0.64} verwendet. Nun ergeben sich alle auftretenden Exponenten
aufgrund der Skalenrelationen. Bei den Groflen, die 4 und v direkt als Exponenten
haben, werden auch noch zusétzliche Werte verwendet (v € {1.235,1.24,1.245,1.25}
und v € {0.625,0.630,0.635,0.640,0.645}).

Hochtemperaturphase

Von der nach Methode IV erhaltenen Reihe werden zunéachst alle Diagonal- und Ne-
bendiagonalpadés gebildet. So erhélt man einen Eindruck der Konvergenz bei zuneh-
mender Ordnung. Um ein quantitatives Ergebnis zu erhalten, werden alle Padés ma-
ximaler und submaximaler Ordnung gebildet. Diese Werte sind fiir 3 mit v = 1.24
in Tabelle 4.8 dargestellt. Nun werden, wie in 4.2 beschrieben, Ausreifler entfernt und
von den verbleibenden Werten der Mittelwert und die Standardabweichung gebil-
det. Die so erhaltene Amplitude, die sich auf die Variable ¢t = tanh(/3) = tanh(kBLT)
bezieht, mufl noch geméf Gleichung 2.59 auf die Variable T" umgerechnet werden.
Dieses erfolgt durch Multiplikation mit dem Faktor:

o O

-1 - tanh(kBch)Z

kg T. tanh( kBch)

B (1 — tanh(5.)?)
tanh(f.)
= 0.9679820437°

(4.11)

T, di
‘t(Tc) ar'1e)

O

Hierbei ist « der kritische Exponent der betrachteten Reihe. Die Ergebnisse aller
betrachteten Groflen ist in Tabelle 4.9 aufgelistet. In den Tabellen 4.10 und 4.11 sind
die Ergebnisse der Gréflen, die als Exponenten 4 bzw. v haben, fiir zusatzliche Werte
der Exponenten angegeben. Der kritische Exponent der Gréfle up ist aufgrund der
Skalengesetze 0. Hierdurch wird bei der Anwendung dieser Methode die Reihe nicht
verdndert. Es fallen also die Methoden I und IV zusammen.
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[ [n]

T T e S e G e T
OO\IOJOT»&OJ[\DP—‘O@%\]@OT’J;OJMH

[n,n]
1.040724604
1.034677679
1.037690702
1.044825957
1.048167065
1.050654070
1.050958497
1.050651286
1.053159546

[n,n+1]
1.035394145
1.035297536
1.045230530
1.045182659
1.049872015
1.050678225
1.050677408
1.048173861
1.053090094

[n+1,n]
1.035232764
1.035172959
1.044213672
1.044057621
1.049641421
1.050678058
1.050677238
1.044127821
1.053089657

[n,o-n]
1.048640022
1.052630398
1.051805404
1.053599392
1.052964554
1.052252444
1.053410430
0.982419270
1.053090094
1.053089657
1.052398393
1.053377468
1.052339150
1.052834582
1.053187620
1.051786123
1.052321744
1.048539736

[n,o-1-n] |
1.048392487
1.051281753
1.051622849
1.052352589
1.047702010
1.051018093
1.052318008
1.052232064
1.053159546
1.051967791
1.052017031
1.051503561
1.048319182
1.052373876
1.051632211
1.051477202
1.048352280

Tabelle 4.8: Padé-Tabelle fiir C'y mit v = 1.24 - Hier gibt die erste Zeile den Padé an, der
gebildet wurde. Fiir n ist der Wert aus der ersten Spalte einzusetzen. o bezeichnet die Ordnung
der Reihe (hier 14). So enthilt die zweite Spalte die Diagonalpadés, die dritte und vierte die Ne-
bendiagonalen. Die fiinfte enthilt alle Padés mit maximaler und die sechste alle mit submaximaler
Ordnung. Das Auswertungsverfahren liefert hier:

Mittelwert = 1.052358715, Standardabweichung = 0.0006997113217.

Es wurden 28 von 35 Werten beriicksichtigt. Dieses Ergebnis mufl noch mit einem Korrekturfaktor

gemaf (4.11) multipliziert werden.

Um die Konsistenz der Methode zu {iberpriifen, werden die Amplituden der feld-
theoretischen GroBen (mg, Zr, gr, ur) aus den Amplituden der statistischen Grofien
(X2, f2, X4) geméB der Definition dieser GroBen berechnet (Tabelle 4.12). Die so er-
haltenen Werte sind in ihren Fehlern bis auf wenige geringe Abweichungen konsistent
mit den direkt bestimmten Werten. Dieses gibt ein gewisses Vertrauen in diese Feh-
ler.
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o —1.245 —1.24 —1.245 —1.24
X2 4 1.07323(19) | 1.0957(7) | 1.07323(19) | 1.0957(7)

o —2.505 —2.50 —2.525 —2.52
H2 04 1.6092(24) 1.641(3) 1.4949(4) | 1.52110(15)

o —4.38 —4.37 —4.41 —4.40
Mg —3.6001(7) | —=3.7131(19) | —3.18(19) | —3.35(14)
—— 0.63 0.63 0.64 0.64

A 1.9964(27) | 1.9964(27) 2.0745(9) 2.0745(9)
Zn | @ 0.015 0.02 0.035 0.04

A |l 4.314(28) 4.388(19) | 4.6194(12) | 4.684(16)

o 0.63 0.63 0.64 0.64
IE | A 50.3(14) 50.3(14) 52.1(11) 52.1(11)
up | @ 0 0 0 0

A 25.1(6) 25.1(6) 25.1(6) 25.1(6)

Tabelle 4.9: Hochtemperaturamplituden
~ 1.235 1.24 1.245 1.25
Cy || 1.1205(17) | 1.0957(7) | 1.07323(19) | 1.042(8)

Tabelle 4.10: Hochtemperaturamplituden mit Exponent ~

| v J 0625 | 0630 [ 0635 [ 0640 | 0.645
1/f+ [1.955(4) [ 1.9964(27) | 2.0375(11) [ 2.0745(9) | 2.125(30)
Algr) [[49.4(15) | 50.3(14) | 51.3(12) | 52.1(11) | 53.0(10)

Tabelle 4.11: Hochtemperaturamplituden mit Exponent v

v 0.630 0.630 0.640 0.640
5 1.245 1.240 1.245 1.240
1/fy |12.0004(15) | 2.002(2) | 2.0755(3) | 2.0789(7)
AL (Zg) || 4.295(7) [4.390(11) | 4.623(2) | 4.736(6)
A, (gr) || 50.05(15) | 49.7(2) | 51(3) 52(2)
u 25.02(6) | 24.81(8) | 24.6(15) | 25.1(11)

Tabelle 4.12: Berechnung der feldtheoretischen Gréfien aus den statistischen Gréfien
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TR 0.3225 0.3250 0.3375 0.3400

Al 1.6325(23) 1.651(4) 1.752(13) 1.775(19)

o —1.245 —1.24 —1.245 —1.24
X214 0.2178(13) | 0.2225(17) | 0.2178(13) | 0.2225(17)

o —2.8125 —2.8050 —2.8275 —2.8200
B4 —0.1858(10) | —0.1909(13) | —0.1753(4) | —0.1802(5)

o —4.38 —4.37 —4.41 —4.40
M4 0.404(7) 0.4184(55) | 0.36444(32) | 0.3770(27)

o —2.505 —2.50 —2.525 —2.52
H2 14 0.0815(16) | 0.0829(15) | 0.0769(18) | 0.0781(19)
— 0.63 0.63 0.64 0.64

Al 3.929(13) 3.929(13) | 4.0474(33) | 4.0474(33)
Jn | @ 0.015 0.02 0.035 0.04

Al 3.195(31) 3.228(41) 3.35(11) 3.37(14)
. | 0.63 0.63 0.64 0.64
9B\ A 58.1(14) 58.1(14) 59.7(12) 59.7(12)
4 | a 0.63 0.63 0.64 0.64
IB 1 4 340(223) 340(223) 351(228) | 351.0(228)
in | @ 0 0 0 0

Al 14.73(14) 14.73(14) 14.73(14) 14.73(14)
MONR 0 0 0 0
B 1A 107(36) 107(36) 107(36) 107(36)

Tabelle 4.13: Tieftemperaturamplituden
Tieftemperaturphase
In der Tieftemperaturphase wird dasselbe Verfahren verwendet. Da hier die Variable

4
u =1 = ¢ "7 verwendet wird, muB der Korrekturfaktor gemaf Gleichung 2.59
neu bestimmt werden:

T. du 4
—(T,)| = 4.12
u(T,) dT( ) kg T. ( )
= 460
= 0.886616

Die Ergebnisse in der Tieftemperaturphase sind in den Tabellen 4.13, 4.14 und

4.15 aufgelistet. Bei der Auswertung fallen die Gréfien 91(34) und die hieraus gebildete

dimensionslose Kopplung ug) auf, da hier sehr grole Werte auftreten und der Fehler
in der Groenordnung der Amplitude selbst ist. Diese Methode ist daher hier nicht

verniinftig anwendbar.

Bei der Berechnung der feldtheoretischen Amplituden aus den statistischen ergeben
sich hier deutlichere Abweichungen zu den direkt bestimmten Amplituden.
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5 1.235 1.24 1.245 1.25
C_ |[0.2274(20) | 0.2225(17) | 0.2178(13) | 0.2132(10)

Tabelle 4.14: Tieftemperaturamplituden von Gréflen mit Exponent ~

| v [ 0625 | 0630 | 0635 | 0640 [ 0.645 |
7 | 3.870(16) [3.929(13) | 3.989(7) | 4.047(3) | 4.106(4)
— f— [0.2584(11) | 0.2545(9) | 0.2507(4) | 0.2471(2) | 0.2435(2)
A(gr) || 57.4(14) | 58.1(14) | 58.9(13) | 59.7(12) | 60.6(12)
Agi) || 352(238) | 340(223) | 346(226) | 351(229) | 356(231)

Tabelle 4.15: Tieftemperaturamplituden von Gréflen mit Exponent v

4.4.2 Beriicksichtigung konfluenter Beitrige

Einige Amplituden sollen nun mit einer Methode bestimmt werden, bei der konflu-
ente Singularitdten mitberiicksichtigt werden. Dieses bedeutet, dafl ein Verhalten

ﬂ@NAb—ﬁa

Le

<1+B‘1—3

Le

) mit e >0 (4.13)

zugrunde gelegt wird.

Hierzu wird zunachst, wie in Methode IV beschrieben, die Reihe durch das fiithrende
kritische Verhalten geteilt:

r |—o

ole) = (o) [ = = (1.14)
v 0.630 0.630 0.640 0.640
v 1.245 1.240 1.245 1.240

1/f- | 4.00(4) | 4.01(4) | 4.12(5) | 4.13(5)
A_(Zg) || 3.49(8) | 3.58(8) | 3.70(10) | 3.80(11)
A_(3r) || 63(3) | 64(3) | 61(3) | 62(3)
e 15.8(5) | 15.8(5) | 14.9(6) | 15.0(7)
A_(g"y ][ 389(51) | 381(51) | 359(26) | 359(26)
u)" | 97(13) | 95(13) | 87(6) | 87(8)

Tabelle 4.16: Berechnung der feldtheoretischen Gréfien aus den statistischen Grofien
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| v | 1240 | 1.245 |
Cy [ 1.113(6) ]1.0748(18)
C_ 1[0.2292(10) | 0.2233(6)
— ot |l 4.86(4) | 4.814(15)

Tabelle 4.17: Konfluente Beitrége in 'y, C_

v 0.630 0.640
1

i 13. 9984582( (1168)) 2. 270455( (3 1)8)
A . .

fr || 3037(4) | .4820(4)
f— ]10.2533(10) | 0.2471(18)
— £ 1.989(8) | 1.951(14)

Tabelle 4.18: Konfluente Beitrage in f,, f_

Hieraus folgt:

g(:z;)wA(l—l—B‘l—iE) (4.15)

Le

Da dieses das zur Anwendung von Methode V notwendige Verhalten ist, kann nun
mit dieser Methode die kritische Amplitude bestimmt werden.

Ein Problem hierbei ist wiederum, dafl die Exponenten in die Berechnung eingehen.
Um die Abhéangigkeit hiervon zu iiberpriifen, wird das Verfahren mit verschiedenen
Exponenten durchgefiithrt. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 4.17, 4.18 und 4.19

aufgelistet.

v 0.630 0.640

A(g}) durch g || 49.1(3) |51.18(19)
- 24.72(15) | 24.67(10)
A(g}) durch 1/g3 [[48.30(16) | 50.57(18)
- 24.38(9) | 24.33(9)

Tabelle 4.19: Konfluente Beitrige in gf;
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| v | 0625 | 0630 | 0635 [ 0640 | 0.645 |

ﬁ 1.955(4) | 1.996(3) |2.0375(11) | 2.0745(9) | 2.13(3)

fi 0.5114(11) | 0.5009(7) | 0.4908(3) | 0.48205(20) | 0.471(7)

A(gr) 49.4(15) | 50.3(14) | 51.3(12) 52.1(11) | 53.0(10)

- u* 25.3(8) 25.2(7) 25.2(6) 25.1(5) 25.0(6)
Methode V : u* 24.56(10)
Methode I : u* 25.06(60)

Tabelle 4.20: «* in der Hochtemperaturphase

[ [n] [n,n] [n,n+1] [n+1,n] [n,o-n] [n,o-1-n] |
1 18.57004875 25.25276557 28.97485696 23.86899048 —
2 26.51817639 26.17927542 25.90583485 — —
3 _ _ _ _ _
4 - 25.40395777  24.56436812 — —
5 24.64249675 24.59097181 24.61284936 24.55474298 24.59097181
6 24.47423427 - - 24.47423427  24.61284936
7 — — — 24.57987983  23.60759807
8 — — — 24.61358973 24.75122620
9 - - - 24.45151292  24.48779900
10 - - - 24.44239916 —

11 - - - 28.08241957 — |

Tabelle 4.21: Methode V, angewandt auf wg -Mittelwert = 24.55592052, Standardabwei-
chung = 0.09522849618, Anzahl beriicksichtigter Werte = 10, Anzahl der Werte insgesamt = 13

4.5 Amplitudenverhiltnisse

4.5.1 Verhiltnisse in einer Phase
Hochtemperaturphase

In der Hochtemperaturphase hat die Grofie ugp = 51_1; aufgrund der Skalengesetze
den Exponenten 0. Das kann bedeuten, daf} sie im kritischen Punkt einen endlichen
Wert v* annimmt. Dieser Wert kann mit verschiedenen Methoden bestimmt werden.

e Die einfachste Moglichkeit ist, auf die Reithe Methode 1 anzuwenden. Dieses
ergibt u* = 25.06(60).

e Mit Hilfe der schon bestimmten Amplituden der renormierten Kopplung und
der renormierten Masse (Tabelle 4.11) kann man den gewiinschten Wert als
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Quotienten erhalten (Tabelle 4.20). Trotz starker Abhdngigkeit der Einzel-
amplituden vom verwendeten Exponenten ist das Verhéaltnis hiervon relativ
unabhéngig.

e Dieses kann man auch mit den Werten durchfiihren, die unter Beriicksichtigung
konfluenter Singularitidten erhalten wurden (Tabelle 4.19).

e Konfluente Singularitdten kann man auch bei Verwendung der Reihe fiir up
selbst durch Anwendung von Methode V beriicksichtigen. Dieses liefert:

u* = 24.56(10) (4.16)

e Verwendet man hier anstelle der eigentlichen Reihe den Kehrwert, so ergibt
sich:

u* = 24.59(37) (4.17)

Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.12 dargestellt. Es fallt auf, dafl die Werte, die
unter Beriicksichtigung konfluenter Singularitéten bestimmt wurden, kleiner als die
anderen sind. Auflerdem ist hier die Abweichung innerhalb der Padé-Tabelle gerin-
ger. Diesen Werten kommt daher gréflere Bedeutung zu. Da sie jedoch untereinander
nicht ganz konsistent sind, muf} der anzugebende Fehler gréfier als der der einzelnen
Ergebnisse sein. Daher erscheint

u* = 24.5(2) (4.18)

angemessen. Dieser Wert ist mit allen Einzelergebnissen vertréglich. In der Literatur
ist diese Grofle mit Hilfe der Renormierungsgruppe zu 23.73(8) [ZJ82] und 23.84(2)
[BAK77] und mit Hilfe von Reihenanalysen auf dem raumzentrierten kubischen

Gitter zu 24.3(3) [NS79] und 23.78 [BK81] bestimmt worden.

Tieftemperaturphase

- (4)
In der Tieftemperaturphase treten die Groflen g = 51_1; und ug) = % auf.

Bestimmung von «*

Die direkte Bestimmung mit naiven Padés liefert:
@ = 14.73(14) (4.19)
Die Berechnung aus den statistischen Groflen ergibt (Tabelle 4.16):
@ = 14.9(6) ... 15.8(5) (4.20)

49



Abbildung 4.12: Zusammenstellung der Frgebnisse fiir «* - Hierbei bedeutet:
verwendete Reithe Methode

A UR I
B UR A%
C upt A%
D JR, MR v
E gr, MR IV+V
F gél, mg IV+Vv

Als Quotient der Amplituden von gr und mpg erhélt man:
u* = 14.8(4) (4.21)

Es ist hier nicht moglich, Methode V anzuwenden. Dieses hat folgenden Grund. In
dieser Methode wird die Reihe zunéchst abgeleitet. Dann wird die logarithmische
Ableitung gebildet. Hierdurch wird eine Funktion der Form A+ B|z — x.|° rational.
Weicht die Form der Funktion nur wenig vom oben beschriebenen Verhalten ab, so
kann man hoffen, daf die aus der so umgeformten Reihe gebildeten Padés gut kon-
vergieren, so dafl man hieraus mit zweifacher Integration die Funktion mit erhohter
Genauigkeit rekonstruieren kann. Hier konvergieren diese Padés jedoch tiberhaupt
nicht (Tabelle 4.23). Es kann daher angenommen werden, daf} eine sogeartete kon-
fluente Singularitét entweder gar nicht vorhanden ist oder nur eine sehr kleine Am-

plitude hat (B <« A).

Da diese Methode hier ausfillt, ist es schwierig, ein korrektes Ergebnis anzuge-
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| v | 0625 | 0630 | 0635 | 0640 | 0645 |

7o 0.2584(11) | 0.2545(9) | 0.2507(4) | 0.2471(2) | 0.2435(2)

AGr) TA(LA) | BR.1(14) | 58.9(13) | 59.7(12) | 60.6(12)

o 14.8(4) | 14.8(4) | 143(3) | 14.8(3) | 14.8(3)
Methode I : %* 14.73(14)

Tabelle 4.22: @*

ben. Der Quotient der Amplituden fiir mpr und gr bestitigt das Ergebnis von
Methode I. Die Berechnung aus den statistischen Amplituden zeigt jedoch eine deut-
liche Abweichung. Da zwei Werte zusammenliegen, kann man diese als Frgebnis be-
trachten, wobei der Fehler jedoch so groff angegeben werden sollte, dafl er mit dem
dritten Wert konsistent ist. Hieraus ergibt sich

0 = 14.8(5) (4.22)

Bestimmung von u*’

Bei dieser Grofie liefert Methode I:
u™®” =107(36) (4.23)

In Tabelle 4.24 wird das Verhéltnis aus den Amplituden der Kopplung g](g) und
der Masse mp gebildet. Beide Félle liefern kein befriedigendes Resultat, da der
relative Fehler sehr groff ist. Bei der Berechnung aus den statistischen Amplitu-
den ergibt sich aufgrund der Fehlerfortpflanzung ein kleinerer Fehler (Tabelle 4.16).

Methode V ist wiederum nicht anwendbar.

Aufgrund der vorliegenden Werte kann man nur die Gréenordnung angeben:

u®™ = 90(20) (4.24)

Nun stellt sich die Fra%e, warum die hier betrachteten Methoden nicht verniinftig
auf die Reihen von 91(34 und ug) anwendbar sind. Eine mégliche Antwort erhélt

man, wenn man sich die Polstruktur der logarithmischen Ableitung von 91(34) ansieht.
In Abbildung 4.13 sind die Polstellen aller Padés maximaler und submaximaler
Ordnung als Punkte in der komplexen Ebene dargestellt. Man sieht deutlich, dafl sich
in den Bereichen 7= = 0.25£0.15¢ die Polstellen hdufen. (Die Polstellen treten immer
zu komplex konjugcierten Paaren auf, da sie Nullstellen der reellen Nennerpolynome
sind.) Es ist daher anzunehmen, daff die komplexe Fortsetzung der Funktion g](g) an
diesen Stellen Singularitdten aufweist. Hierdurch wird es sehr schwer, die Funktion
durch ihre Taylorentwicklung im Ursprung zu beschreiben, da sie durch den engen

Bereich zwischen diesen Singularitdten hindurch fortgesetzt werden muf.
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[ [n] [n,n] [n,n+1] [n+1,n]
2.092021997 1.236688179 —0.96398049
1.368282742  1.276317652  1.098257770
1.324821394  1.263851740 —3.71531542
3.836759835  —0.48468344  44.08281346
—2.23619512  0.563309382 —7.44073586
—7.16105046 —8.61574311 —7.38871970
—7.34138998 —5.71463745 —7.39207694
—7.25855861 —21.3638527 —7.38038793
113.0875053 —14.3223632 —1.69645693
—15.558807 —14.3172730 —1.02854500
—68.180213 — —

DO DD — = b e e e e e e
— SO0 1 Uk o= o © 0010w
|
|
|

[n,o-n]
—0.000000689
0.0000126031
—0.000162081
0.0051039612
—0.118548228
—0.305032990
—0.225403833
0.9129779361
0.3586706512
—41.97555993
—68.18021359
—11.42789617

12.96108043
13.23560001
10.24989325
19.05685901
133.5568034
—1325.94418
16004.55398
—381891.064
—706370.413

Tabelle 4.23: Methode 111, angewandt auf CZl—uR

4.5.2 Verhaltnisse aus zwel Phasen

[n,o-1-n]
0.0000012924
0.000034293
—0.000821127
0.0255655852
—1.085471099
—0.17707369
—0.45328175
—0.14564941
9.498398323
—14.3172730
—1.02854500
—24.0961623
16.57918865
6.110319271
18.97033783
18.96872660
—189.8695138
39597.64118
27443.71341
—7994101.42

Hier gibt es zundchst zwei Ansétze zur Bestimmung von Amplitudenverhaltnissen:

1. Division der in den einzelnen Phasen bestimmten Amplituden

2. Division der Reihen

Division der Amplituden

Bei der direkten Division der Amplituden mufl man beachten, dafl bei der Bestim-
mung der Einzelamplituden die kritischen Exponenten eingingen. Sie kann daher fiir
verschiedene Exponenten durchgefithrt werden. In Tabelle 4.25 wird das Verhéltnis
%+ aus den Werten der Tabellen 4.10 und 4.14 berechnet. In Tabelle 4.26 wird dieses

c_
fir ;—J_r mit den Werten aus den Tabellen 4.11 und 4.15 durchgefiihrt.
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v | 0625 | 0630 | 0635 | 0640 | 0645 |
/- 0.2584(11) [ 0.2545(9) | 0.2507(4) | 0.2471(2) | 0.2435(2)
A=(g4)) 352(238) | 340(223) | 346(226) | 351(229) | 356(231)
— u” 91(62) 87(57) | 87(57) | 87(57) 87(56)
Methode T : 4" 107(36)

Tabelle 4.24: y)"

Abbildung 4.13: Komplexe Pole der Kopplung g](g)

Division der Reihen

Hier wird folgendermaflen vorgegangen:

e In den beiden Reihen wird die jeweilige Variable (¢ bzw. u) durch = = %

bzw. x = - ersetzt. Dieses andert das kritische Verhalten nicht, hat aber
zur Folge, dafl der kritische Punkt fiir beide Reihen an der Stelle 1 liegt.
Problematisch ist hierbei, dafl ein numerischer Wert fiir den kritischen Punkt
eingeht. Hierzu wurde die Methode stichprobenartig mit 5. = 0.22165 und
B. = 0.22166 durchgefithrt. Die erhaltenen Abweichungen waren in allen Féllen

kleiner als der angegebene Fehler.

e Nun werden die beiden Reihen durcheinander dividiert und neu entwickelt.
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| v [ 1235 | 124 [ 1245 | 125 |

Cy [ 1.1205(17) | 1.0957(7) | 1.07323(19) | 1.042(8)
C_ [ 0.2274(20) | 0.2225(17) | 0.2178(13) | 0.2132(10)

=t 49304 | 4924) | 4933) | 4894) |

Tabelle 4.25: g—t

| v | 0625 | 0630 | 0635 | 0640 | 0.645 |
7 | 1:955(4) | 1.996(3) [2.0375(11) | 2.0745(9) | 2.13(3)

L 73.870(16) |3.929(13) | 3.989(7) | 4.047(3) | 4.106(4)
= f4 |[0.51T4(11) [ 0.5009(7) | 0.4908(3) | 0.48205(20) | 0.471(7)
= /_ |[0.2584(11) | 0.2545(9) | 0.2507(4) | 0.2471(2) | 0.2435(2)
)

(
— I 1.979(9) | 1.968(7) | 1.958(3) | 1.9511(18) | 1.93(3

Tabelle 4.26: ;—t

Da beide Reihen den gleichen kritischen Exponenten besaflen, beschreibt die
so erhaltene Reihe eine Funktion, die an der Stelle 1 einen endlichen Wert
annimmt. Dieser kann nun mit Hilfe der Methoden I und V bestimmt werden.

Dieses ist jedoch noch nicht das gewiinschte Amplitudenverhéltnis, da noch
Korrekturfaktoren durch die verwendeten Variablen in den einzelnen Phasen,
gemdf Gleichung 2.59, berticksichtigt werden miissen. Dieses liefert einen Fak-

tor
()
4t.
N——

=:ky

Hieraus folgt, dafl auch hier die kritischen Exponenten in die Ergebnisse ein-

gehen.

Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, dafl die Ordnung der erhaltenen Reihe ledig-
lich die minimale Ordnung der urspriinglichen Reihen ist. Die héheren Terme der
Tieftemperaturreihen bleiben hierbei somit unberiicksichtigt. Dieses kann man ver-

bessern, indem man in der Hochtemperaturreihe u = «

2w, substituiert. Hierdurch

erhdlt man dann jedoch noch den zusétzlichen Faktor 27 fiir das zu bestimmende
Verhaltnis. Zur Kontrolle kann man noch die Kehrwerte der so erhaltenen Reihen

berechnen und ebenfalls auswerten.
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Korrektur- % é—i
Verwendete Reihe | ¢ o (k) [Methode T ] Methode V/
g((;”if) ky 5.60(5) | 5.459(11)
Zggjj:; k3 5.60(5) 5.40(3)
12:_((22;:)) (0.5k4)™" | 2.323(20) | 2.283(12)
;5_((;;3 (0.5k4)™" | 2.323(20) | 2.271(7)

Tabelle 4.27: Frgebnisse fiir C—J_r durch Reihendivision

‘ Korrektur- % ;—t
Verwendete Reihe faktor (k) | Methode [ ‘ Methode V/
e kpv 2.066(4) | 2.063(6)
R C
Zizii v k1 2.066(4) | 2.059(14)
me((““’? . (0.5k)™ | 1.3216(12) | 1.321(4)
My (T uce
Zg((;f) (0.5k)™ | 1.3216(12) | 1.318(5)

Tabelle 4.28: Frgebnisse fiir ;—t durch Reihendivision
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Vergleich der Ergebnisse fiir &+

Samtliche Ergebnisse sind in Abbildung 4.14 dargestellt. Zunachst féallt auf, dafl die
Ergebnisse nicht alle in den aufgrund der Schwankungen innerhalb der Padé Tabelle
zustande gekommenen Fehlern konsistent sind.

Bei den durch Reihendivision erhaltenen Werten wird erwartungsgeméfl der Feh-
ler kleiner, wenn man, wie in 4.5.2 beschrieben, in der Hochtemperaturreihe die
Substitution  — 2% durchfiihrt.

Weiterhin sieht man, dal die mit Hilfe von Methode V gewonnenen Werte
(C,D,E,F aus Tabelle 4.27) systematisch kleiner sind als die mit Hilfe von Metho-
de I (A,B ebenfalls aus Tabelle 4.27) aus den gleichen Reihen gewonnenen Werte.
Hierbei ist noch anzumerken, dafl Methode I im Gegensatz zu Methode V auf den

Kehrwert einer Reihe nichts Neues liefert ( fj, . = ﬁ) Auch bel der Division
f/m,n)
der Einzelamplituden ist das Ergebnis unter Beriicksichtigung konfluenter Beitrége

(H aus Tabelle 4.17) kleiner als das direkt erhaltene (G aus Tabelle 4.25). Da diese
Tendenz bei beiden Methoden vorhanden ist, ist zu vermuten, daf ein ausgeprégter
konfluenter Beitrag vorhanden ist.

Aus dem bisher Gesagten folgt, dafl in diesem Falle die Ergebnisse E,F und H zu

bevorzugen sind. Das gewichtete Mittel dieser drei Ergebnisse liefert fiir

v=124 : 4.816(12) (4.25)
v=1245 : 4.818(9) (4.26)

Die angewandte Fehlerrechnung erscheint jedoch nicht ganz angemessen, da es sich
nicht um normalverteilte Zufallszahlen handelt. Betrachtet man die Abweichung der
einzelnen Werte untereinander, so erscheint es in beiden Féllen angemessener

St =4.82(5) (4.27)

anzugeben.

Dieser Wert liegt zwischen den mit Hilfe der Renormierungsgruppe erhaltenen Wer-
ten 4.8 aus [BGZJ74] und 4.77(30) aus [BBMNS87] und den durch Reihenanalysen
erhaltenen Ergebnissen 5.01(5) aus [TF75] und 4.95(15) aus [LF89].
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Abbildung 4.14: Zusammenstellung der FErgebnisse fiir Z+ - Hierbei

(Sa O IS I < I W B G R v [

Verwendete Reithe Methode
X3 (2 te)/x3 (2 ue) 1

X3 (2 te) /x5 (2 ue)
X3 (xte)/x (2 ue)
Xz (& e) /x5 ()
X3 (2 te) /x5 (2 ue)
Xz (xuc)/x3 (a7 L) v

Division der Einzelamplituden

= ST M~

Division der Einzelamplituden bei Beriicksichtigung konfluenter Beitrége
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Vergleich der Ergebnisse fiir ;—J_f

Die Ergebnisse fiir diese Grofle sind in Abbildung 4.15 dargestellt. Hier ergibt die
Beriicksichtigung konfluenter Singularitdten keine Verbesserung der Ergebnisse. Die
Streuung der Padé Tabellen ist bei Methode I (A,B aus Tabelle 4.28) sogar kleiner als
bei Anwendung von Methode V (C,D,E,F ebenfalls aus Tabelle 4.28). Auch bei der
Division der Einzelamplituden  ergibt die direkte Bestimmung
(G aus Tabelle 4.26) einen kleineren Fehler als die Berticksichtigung konfluenter
Singularitaten (H aus Tabelle 4.18). Daher sind hier die Ergebnisse aus A,B und
G zu bevorzugen. Hierbei ist wiederum, wie schon oben erwahnt, das Ergebnis B
aufgrund der léngeren Reihe dem Ergebnis A vorzuziehen. B ergibt:

I+
A
I+
A

Da die Division der Einzelamplituden jedoch stark abweichende Ergebnisse liefert,
ist der angegebene Fehler wohl zu klein. Unter Beriicksichtigung beider Verfahren

v =0.625 = 1.9293(17) (4.28)

v =10.63 = 1.9351(17) (4.29)

erscheint

£ = 1.94(3) (4.30)

realistischer.

Auch hier liegt der so gewonnene Wert zwischen den Ergebnissen, die mit Hilfe
der Renormierungsgruppe gewonnen wurden (1.91 aus [BGZJ74]), und fritheren

Reihenanalysen (1.96(3) aus [TEF75] und 1.96(1) aus [LEF89]).
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Abbildung 4.15: Zusammenstellung der FErgebnisse fiir

na O B I I o R O B v R

Verwendete Relhe

miy(xte) fmip (x ue)
mip (% te) [mp (@ uc)
mip (e te)/mp (@ uc)
mi ( ue) /m (x te)
mi(xt) /mp(x u.)

mp(x uc) /mf (22 e)

Methode
I
I

< < <=

v

Division der Einzelamplituden

Division der Einzelamplituden bei Beriicksichtigung konfluenter Beitrége
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Ausgehend von den Hoch- und Tieftemperaturreihen fiir die Suszeptibilitdten, das
zweite Moment und die Magnetisierung wurden die Reihen fiir die renormierte Mas-
se, die Wellenfunktionsrenormierungskonstante und zwei verschiedene Kopplungen
(91(34) und gr) berechnet. Dann wurden durch jede dieser 15 Reihen der kritische
Punkt sowie der kritische Exponent und die kritische Amplitude bestimmt. Die Rei-
hen verhielten sich sehr unterschiedlich und ergaben teilweise inkonsistente Ergeb-
nisse. Diesen Werten ist daher nur sehr begrenzt zu vertrauen. Erst durch Vergleich
unabhéngiger Werte lassen sich verléliche Resultate angeben. Die im folgenden an-
gegebenen Werte sind daher stets durch Vergleich mit verschiedenen Methoden oder
Reihen bestimmter Werte erhalten worden. So konnte der kritische Punkt zu

K, = 0.22172(7) (5.1)

bestimmt werden. Die kritischen Exponenten ergaben sich unter der Annahme der
hier nicht gut bestatigten Skalenrelationen zu

v = 1.243(10) (5.2)
v o= 0.63(1) (5.3)

Weiterhin wurden Amplitudenverhaltnisse bestimmt. Hierbei konnte man entwe-
der die Einzelamplituden dividieren oder eine durch Reihendivision erhaltene Reihe
untersuchen. Die zweite Moglichkeit hat hierbei den Vorteil, dafl die Abhangigkeit
vom verwendeten Exponenten explizit gegeben ist. In beiden Fallen wurden jeweils
die zwei folgenden Methoden verwendet, bei denen zunéchst die Reihe durch die
fithrende Singularitat geteilt wird, um ein reguldares Verhalten im kritischen Punkt
zu bekommen:

e Von der so erhaltenen Reihe werden direkt Padé-Approximanten gebildet. Die-
ses Verfahren macht keine Voraussetzungen an das konfluente Verhalten der
Grofle und ist daher nahezu auf jede Reihe anwendbar. Ist jedoch ein konflu-
enter Anteil vorhanden, so kommt es zu deutlichen systematischen Fehlern,
die schlecht abgeschétzt werden kénnen.
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e Es wird ein Verfahren verwendet, bei dem die Amplitude durch zweifache In-
tegration erhalten wird. Hierbei kann ein konfluentes Verhalten beriicksichtigt
werden, so dafl bei Anwesenheit einer solchen konfluenten Singularitét die Er-
gebnisse verbessert werden.

Dieses lieferte in der Hochtemperaturphase fiir die dimensionslose Kopplung:
u” = 24.5(2) (5.4)

In der Tieftemperaturphase ergab sich:

WS = 90(20) (5.5)

up = 14.8(5) (5.6)
Auflerdem wurden die Verhéltnisse aus beiden Phasen fiir die Suszeptibilitdten (g—i)
und fiir die Korrelationsldnge (%) 7u

s

— = 4.82(5 5.7

- 5) (5.7

I+ = 1.94(3) (5.8)

2

bestimmt.
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Anhang A

Die Reihen

A.1 Hochtemperaturphase

Die langste Reihe fiir die Suszeptibilitat x, ist von Gaunt und Sykes [GS79]. Die
hier nicht wiedergegebenen Koeffizienten niedriger Ordnung sind in [SGRW72] ab-
gedruckt. Sie verwendet als Entwicklungsparameter die Variable ¢ := tanh K' =

tanh 3.J.

Na2(t) = 1461430741504 + 726 ¢* 4+ 3510¢° 4+ 16710¢° + 7949417
+375174 1% + 1769686 t° 4 8306862 ¢1° 4 38975286 t'1 + 182265822 ¢1?
+852063558 117 + 3973784886 t'* + 18527532310 '
+86228667894 116 4 401225368086 117 4 1864308847838 118
+8660961643254 112 + O(¢*°) (A1)

Fiir die anderen Grofien stehen Reihen von Liischer und Weisz [LW88] zur Verfiigung.
Sie sind mit Entwicklungsparameter K = .J angegeben.

16804 K° 47260 K°

Yo(K) = 1+6K +30K?%+ 148 K° + 706 K* + - + 3
7744136 K7 n 35975026 K® n 1502899924 K® n 6942884236 K10
105 105 945 945
1763022244376 K1 n 24340522634492 K2
51975 155925
1455564288731288 K13 9352060224330104 K14

K1° A2
2027025 + 9837835 HOWT) (A2)

124804 K® 738256 K
pa(K) = 6K + 72K+ 580 K + 3984 K* + 5‘+. 5‘
| LT60384S K™ | 161679008 K™ | 23502612244 K
21 35 945
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Xa(K)

207084686896 K'° 7118350956184 K™ 183105409684576 K12

1575 * 10395 * 51975
36357148765588568 K1°  428105990895623072 [ 14
: L L O(KY)(A3)

2027025 + 4729725
2174432 K°
—2 — 48 K — 636 K* — 6464 K* — 55892 K* — TX

47009464 K 2239468288 K™ 14570710772 K'®

15 105 105
823130010272 K 25080975789304 K'°©  1640401398782848 K

945 4725 51975
28654566671774104 K'2  2130434175575247424 K12

155925 2027025
83069257269976328688 14
- L O(KY) (A.4)

14189175

Transformation auf die natiirliche Variable ¢t = tanh(K’) ergibt:

x2(t)

112(t)

14+6t+30t2 4+ 150> 4+ 7261 +3510¢° + 16710¢° + 79494 7

+375174 1% + 1769686 t° 4 8306862 ¢'° 4 38975286t + 182265822 ¢12
+852063558 "% + 3973784886 ¢'* + O(t") (A.5)
61+ 72t% 4+ 58217 4+ 4032 t* 4 255421° 4 153000 1° + 88042217
+4920576 1% + 2687967017 + 144230088 1'° 4 762587910 '
43983525952 ¢ + 20595680694 ¢** 4 105558845736 ¢'* + O(t'”) (A.6)
—2 — 48t —6361? — 6480t — 563161 — 441360 > — 3208812 ¢°
—22059120t7 — 145118844 t% — 921726704 ¢t” — 5687262012 ¢'°
—34255147920 t'' — 202130397708 t'2 — 1171902072144 ¢**
—6691059944460 t'* + O(¢'°) (A.7)

Hieraus lassen sich die Reihen fiir die feldtheoretischen Grofien bilden:

Znr

9gr

UR

7Vt — 842 —104¢° — 6415 — 134417 — 1408¢% — 19528 ¢°

—27584 1'% — 313224 ' — 521248 + O(t"?) (A.8)
% — 3V =282 —64°7 — 12472 — 481977 — 118 ¢M/% — 55441372
— 1466 11%/2 — 76224172 — 20778 11%/% — 114462 1*'/% — 320888 1%*/2
—1809972¢%/% + O(t7) (A.9)

2
i 40 + 96t — 57012 + 240013 — 12432 ¢* + 51296 1° — 2232326
4910176 ¢" — 3976752 1% + 16348384 t° — 71720688 ¢1©

+298937696 ' + O(t'?) (A.10)
2 6
a7t v 18Vt + 66132 — 348+%/% 1 154817/% — 7780¢%/?

130708 ¢11/2 — 134256 '3/ + 545872¢'%/2 — 2386056 ¢'7/?
19774504 11977 — 43144164 7Y/ 4+ 178630692 t**/2 + O(t*/%)  (A.11)

66



Man sieht, dafl die Lénge der Reihen fiir die feldtheoretischen Groflen durch die
Lénge der Reihe fiir ps begrenzt wird, da diese nicht mit einem konstanten Term
beginnt und dadurch nur weniger existierende Ordnungen bekannt sind.

A.2 Tieftemperaturphase

In der gebrochenen Phase werden die folgende Reihen von Vohwinkel [VOH93] mit

Entwicklungsparameter u = e

M

X2

X3

X4

—4K yerwendet:

1—2uw® —12u® + 14u® — 90u” + 1924® — 7924° + 2148 u'°

—7716 u't + 23262 u'? — 79512 u'® + 252054 vt — 846628 u'®

+2753520 u'® — 9205800 u'" + 30371124 u'® — 101585544 u'?

4338095596 12° — 1133491188 u*' + 3794908752 /%2

—12758932158 u** 4 42903505030 u** — 144655483440 u*®

+488092130664 u*° — 1650000819068 u*™ + 5583090702798 u*®
—18918470423736 u*® + 64167341172984 u™°

—217893807812346 u™" + 740578734923544 u”* + O(u™) (A.12)
4u® +48u® — 56 u® + 540 0™ — 1104 u® + 6080 u® — 16224 ©'°

+71112 't — 217568 u'? 4 854088 u'? — 2801448 u'*

+10406696 u'® — 35347248 u'® + 127700184 u'” — 441292224 '®
+1572034848 u'? — 5478132192 v*® 4 19376188360 u**

—67789584000 u*? + 238893185724 12 — 837314536464 u**
+2945043944832 1?® — 10330420720848 u*° + 36296731651536 u>"
—127357151349024 u*® + 447215127845208 u*? — 1569296747965504 1*°
+5508649692892140 u! — 19329684711770496 u™* + O(u™) (A.13)
—8u® —192u® +224u° — 3240 u” + 6240 u® — 47104 v°

+120192 u'® — 664464 ' + 2004192 u'? — 9290832 u'?

+30811680 u'* — 129122608 u'® 4 450744288 u'6

—1782476880 u'” + 6386451616 u'® — 24421651584 u'?

1488559516928 w2 — 331989682608 u*' + 1209425409216 u*?
—4478974359288 u* + 16330242543136 u** — 60004235848512 1/*°
+218565081452544 w*¢ — 798796179070736 1"

+2904628977142848 u?® — 10574154692647776 u*°

+38375163920029824 1u™° — 139281563647415688 1™
+504485191859767776 u*? + O(u™) (A.14)
16 1> + 768 u® — 896 u® + 19440 ™ — 34368 u® + 367616 u°

—865536 u'® 4 6292128 u™ — 18048704 u'? + 102500448 u'*

—333333504 u'* + 1620902048 u'° — 5683295808 u*°
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+25089747744 u'™ — 91743686592 u'® + 381478570368 u'?

—1424913277056 u?° 4 5707313840416 u?* — 21513390978816 12

+84135624247536 u*® — 317898732578880 w2t + 1223785613116416 u?®

—4618770190694016 u*° + 17587366457227584 u*"

—66193175215675584 u*® + 250053770186420064 u*°

—937888851140235520 u*° + 3521462977280536368 u>!

—13160931014669514240 ©** + O(u™) (A.15)
fo = 24u® —24u° 4+ 52847 — 960 u® + 8496 u® — 21312 u'® 4 125904 !

—380016 u'? 4+ 1813416 u"® — 6046440 u'* + 25675200 u'°

—90096000 ©'® + 358481304 u'™ — 1289158128 u'®

44943015520 u'? — 17962279824 u*° + 67392548664 u*!

—245727603504 u** + 909266080080 u** — 3320815050576 u**

+12128960912304 u*® — 44610240576576 ¢ 4+ 160166658293184 *7

—594693173197056 ©*® + 2121974623116264 u** + O(u™) (A.16)

Hieraus erhalt man nun wiederum die Reihen der feldtheoretischen Grofien:

Zrp = 4du +4u? +12u® —28u* + 108 u® — 212w’ + 516 u” — 1644 u®
+5532 0 — 17140 w*® 4 51828 u't — 164036 u'? + 546064 u**
—1816444 u'* + 6011296 ©'® — 19871236 u'® + 66232052 u'”
—215895348 u'® + 816448516 u'® — 1606659484 1*° + 15876999136 u**
+23576858612 u*? 4 309134972368 u** + 461732866396 u**
4622772527620 u*® + O(u*%) (A.17)
1 37w 3u® 461w’ 3055wt 93841uS 459445 ub

mrp = u  + - — — —

2 8 16 128 + 256 1024 + 2048
17129789« 67517915u® 859984139 w” 5490460315 u'°

32768 + 65536 262144 + 524288
141990299721 u' 858750947131 u'? ~10904160034025 ut?

4194304 + 8388608 33554432
69160179899429 u'* _ 7116276303965597 u'®  48405343897843987 u'®

67108864 2147483648 + 4294967296
~ 434643602855200935 wl™  T285756333484924671 u'®

17179869184 + 34359738368
127309297863244954237 u'?  3592525838456579288657 u°

274877906944 + 549755813888
31542912575258944557593 w?t  276857572382740575217331 u*?

2199023255552 * 4398046511104
18653887322542666152108761 2
- O (A.18)

70368744177664
12
Jr = — +24—60u —168u® 4+ 120u° + 744 u* — 2952 u° + 2088 u°
U
+2028 u" + 8880 u® — 84228 u? + 199224 u'® — 197856 u'*
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+202848 u'? — 1849248 u'?® + 8199240 u** — 22439268 u'®
489046456 ©'® + 297425916 v'” + 6101707704 w'®
444053224132 " + 315271252608 ©%° + 1169357190372 u?!

+3313064616984 u** — 9403907343084 u* + O(u*?) (A.19)

ot 1se 2T w2 3033 | 4545 ul | 11 WP 408039
YTy A 32 64 256

1472193 u™  354123274® 267883779 w® 5027089797 u'®

512 8192 + 16384 65536
31424128119 u't 622725036483 u'? 3312664681995 u'?

131072 1048576 + 2097152
42584673435327 wlt  284037378575649 ul®
B 3388608 + 16777216
928656055247492151 w6 205631388063280971 w7
B 536870912 + 1073741824
803532217797562425 u'®  49636718943241346235 ul®
B 4294967296 + 8589934592
1961317488664428444207 u2°  34593557443412150136753 12!
68719476736 + 137438953472
481427652747835003257855 w22 3586238693121147130188711 u??
549755813888 ;: 1099511627776
~ 80855641950619096883021403 u L oW (A.20)

17592186044416

2 4 22 46 92 214 708
ST e + = 4+ — — +2130 — 6820 u — 6486 v’

VKA VLR TR X R VL u? u

+134100 u” — 378688 u* + 104812 v’ + 2066332 u°
—5834148 u” + 4179752 u® + 12392238 v? — 31879524 u'°
+121904630 u't + 883845966 u'? 4 7117537234 v'?
446346143570 u'* + 154930655258 u'® + 254270180562 u'®

—2581103331800 u'” 4 O(u'®) (A.21)
2 3 5T 197 2955 7845 221981 2607627 u

ST T T 3w T ener T 12sa 512 1024
173018253 | 3476062731’ | 10999082265 ut 97846465827 u®

16381 T 3268 131072 262144
1255534886431 «® 2101390940121 w7 0012803276197 v®
2097152 + 4194304 B 16777216
369889826503211 v 11146612424809533 ul®  30534938811050727 ull
33554432 B 1073741824 B 2147483648
1366993123335246941 w'2  7599286309023745737 w3
8589934592 + 17179869184
750196256047529028933 u*  9819768215978551082683 v
137438953472 + 274877906944
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132872846909364027004197 w'®  661127238289407960340077 u'7

1099511627776 + 2199023255552
52738318130160538311422985 u'® 19
— A22
35184372088832 +0(u™) ( )

Energie:

< s(x)s(x + 4) >

124 +60u® — 84 u® + 420 u” — 1056 u® + 3756 u°
—11220u'® 4+ 37356 't — 118164 u'* + 389220 u**
—1261932 u'* 4+ 4163592 u'® — 13680288 u'©

+45339000 w7 — 150244860 u'® 4 500333916 u'°
—1668189060 u*° + 5579763432 u*' — 18692075820 u*?
462762602860 ©** — 211062133044 v** + 711052107060 u*®
—2398859016684 12 4 8104930537260 u>"
—27418371970332 u*® + 92870374818636 u*°
—314919021836664 u™® + 1069031176668444 1>
—3632563729018272 u”? + O(u™) (A.23)
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