
Reihenanalysen f�ur das 3-dimensionaleIsing-Modellals Diplomarbeit vorgelegt vonElmar SiepmannSeptember 1993
Institut f�ur Theoretis
he Physik IWestf�alis
he Wilhelms{Universit�at M�unster



Nina Paus gewidmet





Inhaltsverzei
hnis1 Einleitung 62 Notationen 82.1 �4-Theorie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82.2 Ising-Modell : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 112.3 Kritis
he Gr�o�en : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132.3.1 De�nition und Eigens
haften : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 142.3.2 Kritis
hes Verhalten der untersu
hten Gr�o�en : : : : : : : : : 163 Methoden 183.1 Bes
hreibung : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18I Naive Pad�es : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19II Dlog Pad�es : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20III Dlog Pad�es mit Vorgabe des kritis
hen Punktes : : : : : : : : 20IV Division dur
h die f�uhrende Singularit�at : : : : : : : : : : : : 20V Doppelintegrationsmethode : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 213.2 Test der Methoden : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 233.2.1 Approximation von glatten Funktionen : : : : : : : : : : : : : 233.2.2 Reproduktion von einfa
hen Polen : : : : : : : : : : : : : : : : 253.2.3 Ein
u� kon
uenter Singularit�aten : : : : : : : : : : : : : : : : 253.2.4 Die Energie des Ising-Modells : : : : : : : : : : : : : : : : : : 261



4 Anwendung auf das 3-dimensionale Ising-Modell 284.1 Ho
h- und Tieftemperaturreihen : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 284.2 Der kritis
he Punkt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 284.2.1 Ho
htemperaturphase : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 284.2.2 Tieftemperaturphase : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 304.3 Kritis
he Exponenten : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 364.3.1 Anwendung von Methode II : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 364.3.2 Anwendung von Methode III : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 394.4 Kritis
he Amplituden : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 424.4.1 Anwendung von Methode IV : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 424.4.2 Ber�u
ksi
htigung kon
uenter Beitr�age : : : : : : : : : : : : : : 464.5 Amplitudenverh�altnisse : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 484.5.1 Verh�altnisse in einer Phase : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 484.5.2 Verh�altnisse aus zwei Phasen : : : : : : : : : : : : : : : : : : 525 Zusammenfassung 60Literaturverzei
hnis 62A Die Reihen 65A.1 Ho
htemperaturphase : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65A.2 Tieftemperaturphase : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67
2



Tabellenverzei
hnis2.1 Bezei
hnungen f�ur die kritis
hen Gr�o�en der untersu
hten Funktionen 163.1 Bestimmung von e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 243.2 Bestimmung von � : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 253.3 Ein
u� kon
uenter Singularit�aten : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 263.4 Energiefunktion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 274.1 Kritis
her Punkt in der Ho
htemperaturphase : : : : : : : : : : : : : 304.2 Unphysikalis
he Singularit�at in der Ho
htemperaturphase : : : : : : : 314.3 Kritis
her Punkt in der Tieftemperaturphase : : : : : : : : : : : : : : 314.4 Unphysikalis
he Singularit�at in der Tieftemperaturphase : : : : : : : 344.5 Kritis
he Exponenten in der Ho
htemperaturphase : : : : : : : : : : 384.6 Kritis
he Exponenten in der Tieftemperaturphase : : : : : : : : : : : 384.7 Kritis
he Exponenten in der unphysikalis
hen Singularit�at der Tief-temperaturphase : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 394.8 Pad�e-Tabelle f�ur C+ mit 
 = 1:24 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 434.9 Ho
htemperaturamplituden : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 444.10 Ho
htemperaturamplituden mit Exponent 
 : : : : : : : : : : : : : : 444.11 Ho
htemperaturamplituden mit Exponent � : : : : : : : : : : : : : : 444.12 Bere
hnung der feldtheoretis
hen Gr�o�en aus den statistis
hen : : : : 444.13 Tieftemperaturamplituden : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 454.14 Tieftemperaturamplituden von Gr�o�en mit Exponent 
 : : : : : : : : 463



4.15 Tieftemperaturamplituden von Gr�o�en mit Exponent � : : : : : : : : 464.16 Bere
hnung der feldtheoretis
hen Gr�o�en aus den statistis
hen : : : : 464.17 Kon
uente Beitr�age in C+; C� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 474.18 Kon
uente Beitr�age in f+; f� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 474.19 Kon
uente Beitr�age in g+R : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 474.20 u� in der Ho
htemperaturphase : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 484.21 Methode V, angewandt auf uR : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 484.22 ~u� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 514.23 Methode III, angewandt auf d~uRdu : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 524.24 u(4)� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 534.25 C+C� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 544.26 f+f� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 544.27 Ergebnisse f�ur C+C� dur
h Reihendivision : : : : : : : : : : : : : : : : : 554.28 Ergebnisse f�ur f+f� dur
h Reihendivision : : : : : : : : : : : : : : : : : 55

4



Abbildungsverzei
hnis3.1 S
hematis
he Darstellung von Methode V : : : : : : : : : : : : : : : 223.2 Diagonalapproximanten an die Energiefunktion : : : : : : : : : : : : 274.1 Auswertung der Dlog Pad�es von �+2 zur Bestimmung von K
 : : : : : 294.2 Auss
hnitt aus Abbildung 4.1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 294.3 Polstellenverteilung von ��3 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 324.4 Polstellenverteilung von m�R : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 324.5 Polstellenverteilung von ~gR : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 334.6 Polstellenverteilung von g(4)R : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 334.7 �Ubersi
ht �uber den kritis
hen Punkt : : : : : : : : : : : : : : : : : : 354.8 Auss
hnitt aus 4.7 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 364.9 Residuen und Polstellen von �+2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 374.10 Auss
hnitt aus Abbildung 4.9 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 374.11 Eins
hr�ankung des Parameterraums der Exponenten dur
h die be-stimmten Exponenten : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 404.12 Zusammenstellung der Ergebnisse f�ur u� : : : : : : : : : : : : : : : : 504.13 Komplexe Pole der Kopplung g(4)R : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 534.14 Zusammenstellung der Ergebnisse f�ur C+C� : : : : : : : : : : : : : : : : 574.15 Zusammenstellung der Ergebnisse f�ur f+f� : : : : : : : : : : : : : : : : 595



Kapitel 1EinleitungDas Ising-Modell als einfa
hes mikroskopis
hes Modell f�ur einen Ferromagnetenwird s
hon lange untersu
ht [Hua87℄,[Bru67℄. Exakte L�osungen existieren in ei-ner Dimensionen von Ising [Isi25℄ und in zwei Dimensionen von Onsager [Ons44℄.In h�oheren Dimensionen sind keine exakten L�osungen bekannt. In zwei Dimensionentrat, erstmalig f�ur ein exakt l�osbares System, eine kritis
he Temperatur (Curiepunkt)auf. Hierbei tritt bei Unters
hreiten der kritis
hen Temperatur eine spontane Magne-tisierung auf. Hierdur
h wird die Symmetrie des Systems unter der Transformationder Spinumkehr gebro
hen. Man spri
ht daher von der symmetris
hen (T > T
) undder gebro
henen (T < T
) Phase. Im kritis
hen Punkt bleibt die freie Energie sowieihre ersten Ableitungen endli
h, w�ahrend die zweiten Ableitungen divergieren. Manbezei
hnet dies daher als Phasen�ubergang zweiter Ordnung [Fis67℄. Weiterhin stell-te si
h heraus, da� das Verhalten des Systems bei Ann�aherung an diese TemperaturGemeinsamkeiten sowohl mit realen Systemen als au
h mit theoretis
h interessan-ten Systemen aufweist. Hier sei nur die im Standardmodell auftretende �4-Theorieerw�ahnt. Man kann daher im Ising-Modell gewonnene Informationen auf Modelle,die selbst s
hwerer theoretis
h zu behandeln w�aren, �ubertragen. Dieses ist m�ogli
h,da auf das Ising-Modell in h�oheren Dimensionen vers
hiedene N�aherungsverfahrenanwendbar sind [Yeo92℄. Als wohl wi
htigste seien Monte-Carlo-Re
hnungen, dieRenormierungsgruppe und die hier verwendeten Reihenentwi
klungen genannt.Die Analogie zwis
hen den vers
hiedenen Modellen wird heute mit Hilfe der Re-normierungsgruppe [Wil83℄ verstanden. Dur
h sie konnte gezeigt werden, da� dieMenge der Modelle in sogenannte Universalit�atsklassen zerf�allt. Die Zuordnug zu ei-ner dieser Klasse h�angt ni
ht von den mikroskopis
hen Details des Modells, sondernnur von der Dimension, der Anzahl der Spin-Freiheitsgrade sowie der Symmetrie desSystems ab. Innerhalb dieser Klassen haben einige der das kritis
he Verhalten be-s
hreibenden kritis
hen Gr�o�en bei allen Modellen die glei
hen Werte. Hierzu z�ahlensowohl die kritis
hen Exponenten als au
h einige Amplitudenverh�altnisse. Weiter-hin liefert die Renormierungsgruppe jedo
h au
h Glei
hungen (Skalenrelationen),die zwis
hen diesen universellen Gr�o�en gelten m�ussen.6



Innerhalb der Modelle ben�otigt man f�ur weiterf�uhrende Betra
htungen h�au�g dienumeris
hen Werte dieser Gr�o�en. Hieraus ergibt si
h die Notwendigkeit, diese zubestimmen. Da dieses mit unters
hiedli
hen Methoden ges
hehen kann, kann manvers
hiedene Zug�ange miteinander verglei
hen. In dieser Arbeit sollen zu ihrer Be-stimmung Reihenanalysen verwendet werden. Der S
hwerpunkt wird hierbei auf derBestimmung von Amplitudenverh�altnissen liegen. Dieses ist kein neuer Zugang. Sowurde die Bestimmung von Amplitudenverh�altnissen aus Ho
h- und Tieftemperatur-reihen in [TF75℄ und [LF89℄ bereits dur
hgef�uhrt. Da jedo
h in letzter Zeit l�angereTieftemperaturreihen bere
hnet wurden [Voh93℄, ers
heint es sinnvoll, dieses The-ma no
h einmal aufzugreifen. Hierbei sollen vers
hiedeneMethoden angewendet undmiteinander vergli
hen werden.Die weitere Arbeit gliedert si
h wie folgt:In Kapitel 2 wird das Ising-Modell de�niert, und es werden die notwendigen Bezei
h-nungen eingef�uhrt. In Kapitel 3 werden die verwendeten Methoden bes
hrieben undan einigen Beispielen getestet. Hieran s
hlie�t si
h in Kapitel 4 die Bestimmung derkritis
hen Gr�o�en im Ising-Modell an. Im Anhang be�ndet si
h eine Zusammen-stellung der verwendeten Reihen. Die bere
hneten Pad�e-Tabellen konnten aufgrundihres Umfanges ni
ht mit aufgenommen werden.
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Kapitel 2Notationen2.1 �4-TheorieDer folgende Abs
hnitt enth�alt eine kurze Einf�uhrung in die �4-Theorie [MM93℄.Die �4-Theorie bes
hreibt unter anderem das Higgs-Feld im Standardmodell derelektros
hwa
hen We
hselwirkung. Sie wird in D-Dimensionen dur
h folgende eukli-dis
he Wirkung bes
hrieben:S[�0℄ = Z dDx( 12(���0)2 + m22 �0(x)2 + g4!�0(x)4) (2.1)Um den euklidis
hen Funktionalintegralformalismus wohlde�niert zu ma
hen, f�uhrtman eine Gitterregularisierung dur
h. Hierbei kann die Gitterkonstante dur
h Um-normierung der L�angenskala ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit auf 1 gesetztwerden. Au�erdem f�uhrt man �ubli
herweise folgende Umparametrisierungen dur
h:�0(x) = (2�) 12�(x) (2.2)m2 = 1� 2�� � 2D (2.3)g = 6��2 (2.4)Nun ergibt si
h f�ur die Wirkung:S = Xx2G8<:�2�0� DX�=1 �(x)�(x+ �̂)1A+ �(x)2 + � h�(x)2 � 1i2 � �9=; (2.5)Hierbei bezei
hnet �̂ f�ur � = 1 : : :D den �-ten Einheitsvektor und G die Menge allerGitterpunkte. Die Greensfunktionen sind dur
hG(x1; : : : ; xn) =< �(x1) � � ��(xn) >= R Qx d�(x) �(x1) � � � �(xn) e�S[�℄R Qx d�(x)e�S[�℄ (2.6)8



de�niert. Sie werden dur
h das FunktionalZ[H 0℄ = 1Z Z Yx d�(x) e�S[�℄+Px H 0(x)�(x) (2.7)mit Z = Z Yx d�(x)e�S[�℄ (2.8)erzeugt. �Uber das Funktional W [H 0℄ = logZ[H 0℄ (2.9)werden die verbundenen Greensfunktionen de�niert:G
(x1; : : : ; xn) =< �(x1) � � ��(xn) >
= ÆnÆH 0(x1) � � � ÆH 0(xn)W [H 0℄ (2.10)Der FelderwartungswertM(x) = 1Z Z 0Yx d�(x0) �(x) e�S[�℄+P0x H 0(x0)�(x0) (2.11)l�a�t si
h dur
h M(x) = ÆWÆH 0(x) (2.12)bere
hnen. Um das erzeugende Funktional der Vertexfunktionen�[M ℄ =Xn 1n! Xx1:::xnM(x1) � � �M(xn) �(n)(x1; : : : ; xn) (2.13)zu erhalten, f�uhrt man die Legendretransformation�[M ℄ = W [H 0℄�Xx H 0(x)M(x)�����H 0=H 0(M) (2.14)dur
h. F�ur die weiteren Betra
htungen ben�otigt man die Fouriertransformierten derGreens-Funktionen:~G(p1; : : : ; pn) = Xx1;:::;xn�1 ei(p1x1+:::+pn�1xn�1)G(x1; : : : ; xn�1; 0) (2.15)Hierbeimu� pn = �(p1+: : :+pn�1) sein. Hierdur
h wird insbesondere der Propagator~G(p) = ~G
(p;�p) (2.16)de�niert.Da in der so de�nierten Theorie die physikalis
hen Gr�o�en im Kontinuumslimesdivergieren, mu� diese renormiert werden. Hierzu werden in der St�orungstheoriebei jedem Entwi
klungss
hritt Gegenterme so in die Lagrangedi
hte eingef�uhrt, da�die Greensfunktionen endli
h werden. Um dieses eindeutig dur
hf�uhren zu k�onnen,werden folgende Renormierungsbedingungen gestellt.9



� Das Verhalten des Propagators f�ur kleine Impulse wird dur
h die renormierteMasse mR und die Wellenfunktionsrenormierungskonstante ZR bestimmt.~G(p)�1 = 2�ZR nm2R + p2 +O(p4)o (2.17)Hieraus folgt: ~G(0) = ZR2�m2R (2.18)� ��pnu ��pnu ~G(p)�����p=0 = 2D ZR2�m4R (2.19)� Die 4-Punkt-Vertexfunktion bei Impulsen 0 wird dur
h die renormierte Kopp-lung g(4)R festgelegt: g(4)R = ��ZR2� �4=2 �(4)(0; 0; 0; 0) (2.20)Hierf�ur l�a�t si
h folgende Beziehung na
hre
hnen:g(4)R = � (2D)2� ��pnu ��pnu ~G(p)���2p=0 ( ~G
(0; 0; 0; 0) � 3 ~G
(0; 0; 0)2~G
(0; 0) ) (2.21)� In der gebro
henen Phase kann man mit dem renormierten Erwartungswertdes Feldes vR = �ZR2� �� 12 M (2.22)au
h folgende Kopplung verwenden:~gR = 3m2Rv2R (2.23)Da in 3 Dimensionen die renormierten Kopplungen die Dimension einer Masse tra-gen, de�niert man hier dimensionslose Kopplungen, indemman dur
h die renormier-te Masse dividiert: u(4)R = g(4)RmR (2.24)~uR = ~gRmR (2.25)10



2.2 Ising-ModellAusgehend von der im vorherigen Abs
hnitt bes
hriebenen �4-Theorie, soll nun dasIsing-Modell de�niert werden. In der �4-Theorie sind zwei freie Parameter (�; �)vorhanden. L�a�t man nun den die Kopplung bes
hreibenden Parameter � gegen un-endli
h gehen, so beoba
htet man folgendes: Der Term �� l�a�t si
h als Faktor e�V �(V =Volumen=Anzahl der Gitterpunkte) aus dem Funktionalintegral herausziehen.Er k�urzt si
h daher im erzeugenden Funktional weg und hat keine physikalis
he Be-deutung. Anders ist dies mit dem Term �[�(x)2 � 1℄2. F�ur �(x) 62 f�1; 1g wird dieWirkung gro�, wenn � gro� wird. Weil eine gro�e Wirkung kleine Beitr�age (e�S) imFunktionalintegral liefert, tragen im Grenzfall � = 1 nur Feldkon�gurationen bei,in der das Feld nur die Werte +1 oder �1 annimmt. Man kann daher die Funktion� dur
h eine Abbildung s : G ! f�1; 1g ersetzen und die Integration �uber alleFeldkon�gurationen auf eine Summe �uber die Menge aller so gearteten Abbildungen(S) eins
hr�anken. Das erzeugende Funktional nimmt in diesem Fall folgende Gestaltan: Z[H℄ = Ps2S e2�Px2G�PD�=1 s(x)s(x+�̂)��1+H(x)s(x)Ps2S e2�Px2G�PD�=1 s(x)s(x+�̂)��1= Ps2S e2�Px2G�PD�=1 s(x)s(x+�̂)�+H(x)s(x)Ps2S e2�Px2G�PD�=1 s(x)s(x+�̂)� (2.26)Betra
htet man den Z�ahler dieses Funktionals, so l�a� si
h dieser au
h als Zustands-summe eines statistis
hen Systems mit der HamiltonfunktionH = �J Xx2G0� DX�=1 s(x) s(x+ �̂)1A�H(x)s(x) (2.27)au�assen. Hierzu wurden die Bezei
hnungen�J = 2� (2.28)�H = 2�H 0 (2.29)mit � = 1kBT (T Temperatur) (2.30)verwendet. Dieses ist gerade die Hamiltonfunktion des Spin-12 -Ising-Modells. In die-sem magnetis
hen Modell be�ndet si
h auf jedem Gitterplatz ein Elementarmagnet(Spin), f�ur den nur zwei Einstellungen erlaubt sind. Es we
hselwirken nur n�a
hsteNa
hbarn derart miteinander, da� bei glei
her Spineinstellung ein Energiebeitrag�Jund bei unglei
her Spineinstellung ein Beitrag J auftritt. Zu dieser Selbstwe
hsel-wirkung kommt no
h eine We
hselwirkung an eine Raumkomponente eines �au�erenmagnetis
hen Feldes H. Der Energiebeitrag hiervon ist �H.11



Mit K := � J und h := � H erh�alt man nun f�ur die Zustandssumme:Z = Xs2S e��H= Xs2S exp0�Xx2G0�K DX�=1 s(x)x(x+ �̂)1A+ h(x)s(x)1A (2.31)Als thermodynamis
hes Potential wird die freie EnergieF = � log Z (2.32)verwendet. Sie ist glei
h dem negativen erzeugenden Funktional der verbundenenGreens-Funktionen in der feldtheoretis
hen Notation. Bei konstantem �au�eren Feldergibt si
h f�ur die Magnetisierung:M = � 1V dFdh �����h=0 (2.33)= < s(0) > (2.34)Die Suszeptibilit�aten erh�alt man dur
h:�n = � 1V dnF(dh)n �����h=0 (2.35)= Xx1;:::;xn�12G < s(x1) � � � s(xn�1) >
 (2.36)Weiterhin de�niert man no
h das zweite Moment:�2 :=Xx x2 < s(x)s(0) >
 (2.37)Mit Hilfe dieser Gr�o�en kann man die Korrelationsl�ange de�nieren, die angibt, �uberwel
he Entfernungen Korrelationen zu beoba
hten sind:�2 := 12DPx x2 < s(x)s(0) >
Px < s(x)s(0) >
= 12D �2�2 (2.38)Verglei
ht man mit dem vorherigen Abs
hnitt, so ergeben si
h die Beziehungen:�n = ~Gn
 (0; : : : ; 0) (2.39)�2 = � ��p� ��p� ~G(p)�����p=0 (2.40)12



Hierdur
h lassen si
h nun die feldtheoretis
hen Gr�o�en dur
h die statistis
hen aus-dr�u
ken. Aus den entspre
henden Glei
hungen (2.18, 2.19, 2.21, 2.22, 2.23) des vor-herigen Abs
hnitts folgt: m2R = 2D �2�2 = 1� (2.41)ZR = 2�2D �22�2 (2.42)g(4)R = �(2D)2�22 (�4 � 3�23�2) (2.43)~gR = 12D2 �32�22M2 (2.44)Anstelle der Gr�o�e ZR wird im Folgenden~ZR = ZR2� = 2D�22�2 (2.45)verwendet.2.3 Kritis
he Gr�o�enWie s
hon in der Einleitung erw�ahnt, besitzt das dreidimensionale Ising-Modell einekritis
he Temperatur T
. Dieses bedeutet, da� die thermodynamis
hen Gr�o�en hierni
ht analytis
h sind. Bei Ann�aherung an diese Temperatur erwartet man in ersterOrdnung ein potenzartiges Verhalten bez�ugli
h der Variablen ���1 � TT
 ���. Dieses dr�u
ktman dur
h die S
hreibweise f(T ) � A ����1� TT
 ����� (2.46)aus. Dieses bedeutet jedo
h ni
ht, da� hierdur
h die funktionale Gestalt von f in derN�ahe des kritis
hen Punktes vollst�andig wiedergegeben wird. Diese kann wesentli
hkomplizierter sein. Eine Erweiterung sind potenzartige kon
uente Singularit�aten derForm: f(x) � A ����1� TT
 �����  1 +B ����1 � TT
 �����! mit � > 0 (2.47)Dieses ist jedo
h nur eine m�ogli
he Erweiterung, es sind z.B. au
h logarithmis
heKorrekturen oder no
h komliziertere Formen m�ogli
h. Im Folgenden werden nun derkritis
he Exponent (�) und die kritis
he Amplitude (A) genauer de�niert und einigeEigens
haften aufgelistet. 13



2.3.1 De�nition und Eigens
haftenIm Folgenden sei x
 2 R und U punktierte Umgebung von x
.Weiter sei f : U ! R n f0g stetig.De�nition (Kritis
he Exponenten)Falls die folgenden Grenzwerte existieren, sind dur
h sie die kritis
hen Exponentengegeben: �+x
(f) := limx&x
 ln jf(x)jln jx� x
j (2.48)��x
(f) := limx%x
 ln jf(x)jln jx� x
j (2.49)Eigens
haften:1. ��x
(f g) = ��x
(f) + ��x
(g) (2.50)2. ��x
(f�) = � ��x
(f) (2.51)Diese beiden Eigens
haften folgen direkt aus der De�nition.3. Der so de�nierte Exponent ist unabh�angig von der gew�ahlten Parametrisie-rung:8y : U ! R stetig di�erenzierbar mit x
 2 U; y0(x
) 6= 0; f : y(U) n fy(x
)g !R n f0g gilt: ��y(x
)(f) = ( ��x
(f Æ y) falls y0(x
) > 0��x
(f Æ y) falls y0(x
) < 0 (2.52)Beweis f�ur �+y(x
)(f) mit y0(x
) > 0:�+x
(f Æ y) = limx&x
 ln jf Æ y(x)jln jx� x
j= limx&x
 ln jf Æ y(x)jln jy(x) � y(x
)j ln jy(x) � y(x
)jln jx� x
j= �+y(x
)(f) limx&x
 ln jy(x) � y(x
)jln jx� x
j y stetig= �+y(x
)(f) limx&x
 x� x
y(x) � y(x
)y0(x) L'Hospital= �+y(x
)(f) 14



De�nition (Kritis
he Amplitude)Bei existierenden Exponenten lassen si
h dur
h folgende Grenzwerte, falls existie-rend, die Amplituden de�nieren:A+x
(f) := limx&x
 ����1� xx
 ������+x
 (f) f(x) (2.53)A�x
(f) := limx%x
 ����1� xx
 �������x
 (f) f(x) (2.54)Mit diesen De�nitionen verwendet man nun die S
hreibweise:f(x) � A�x
(f) ����1 � xx
 ������x
 (f) (2.55)Eigens
haften:1. A�(f g) = A�(f) A�(g) (2.56)2. ��x
(f) = ��x
(g)) A�(f + g) = A�(f) +A�(g) (2.57)3. A�(f�) = �A�(f)�� (2.58)4. Verhalten bei Umparametrisierung:8y : U ! R stetig di�erenzierbar mit x
 2 U; y0(x
) 6= 0;f : y(U) n fy(x
)g ! R n f0g gilt:A�y(x
)(f) = 8<: ��� x
y(x
) y0(x
)����� A�x
(f Æ y) falls y0(x
) > 0��� x
y(x
) y0(x
)����� A�x
(f Æ y) falls y0(x
) < 0 (2.59)Beweis f�ur A+y(x
)(f) mit y0(x
) > 0:A+y(x
)(f) = limy&y(x
) ����1� yy(x
) ������+y(x
)(f) f(y)= limx&x
 ���� x
y(x
) y(x
) � y(x)x
 � x �1� xx
�������+x
 (fÆy) f Æ y(x)= ���� x
y(x
) y0(x
)������+x
 (fÆy) A+x
 (f Æ y)15



Gr�o�e Exponent Ho
htemperaturamplitude Tieftemperaturamplitude�2 �
 C+ C��3 �
 �� 0 A�(�3)�4 �
 � 2� A+(�4) A�(�4)�2 �
 � 2 � A+(�2) A�(�2)� �� f+ f�M � 0 BmR � 1=f+ 1=f�ZR �
 + 2 � A+(ZR) A�(ZR)g(4)R � A+(g(4)R ) A�(g(4)R )~gR � A+(~gR) A�(~gR)u(4)R 0 u� u(4)�~uR 0 0 ~u�Tabelle 2.1: Bezei
hnungen f�ur die kritis
hen Gr�o�en der untersu
hten Funktionen2.3.2 Kritis
hes Verhalten der untersu
hten Gr�o�enNotationenDie im Folgenden verwendeten Bezei
hnungen f�ur die kritis
hen Gr�o�en sind inTabelle 2.1 aufgelistet. Einige der Gr�o�en vers
hwinden in der symmetris
hen Phase.Dort ist daher als Amplitude 0 angegeben.SkalengesetzeEin ents
heidendes Merkmal des kritis
hen Punktes ist die Divergenz der Korre-lationsl�ange. Da sie die physikalis
h relevante L�angenskala de�niert, gelangt manzur Annahme, da� im kritis
hen Punkt die Physik des Systems invariant unter Ska-lentransformationen ist. Diese Skalenhypothese f�uhrt zu einer Homogenit�atsforde-rung an die freie Energie. Hieraus lassen si
h die Skalenrelationen ableiten [Hua87℄.Das sind Glei
hungen zwis
hen kritis
hen Exponenten, die aus thermodynamis
hen�Uberlegungen nur als Unglei
hungen zu begr�unden waren. Diese Relationen sind so-wohl dur
h experimentelle Daten als au
h dur
h Modellre
hnungen in vers
hiedenenSystemen mit Erfolg na
hgepr�uft worden.16



Erst dur
hWilson konnten mit Hilfe der von ihm entwi
keltenRenormierungsgruppedie Skalenrelationen begr�undet werden.Die Skalenrelationen sagen aus, da� die kritis
hen Exponenten in beiden Phasen dieglei
hen Werte annehmen. Au�erdem gelten folgende Beziehungen:�+ 2� + 
 = 2 (Essam,Fisher) (2.60)d � = 2� � (Kadano�) (2.61)
 = �(2 � �) (Fisher) (2.62)� = (d � 1) � (Widom) (2.63)2� = d � + 
 (2.64)Hierbei ist � der kritis
he Exponent der spezi�s
hen W�arme. Diese wird hier je-do
h ni
ht betra
htet. Mit Hilfe dieser Beziehungen ergibt si
h f�ur die dimensions-losen Kopplungen als kritis
her Exponent Null. Im kritis
hen Punkt nehmen dieseKopplungen endli
he Werte an. Mit Hilfe der Renormierungsgruppe kann gezeigtwerden, das diese Werte universell sind. Aufgrund der Glei
hheit der Exponentenauf beiden Seiten des kritis
hen Punktes ma
ht es Sinn, das Amplitudenverh�alt-nis A+A� f�ur vers
hiedene Gr�o�en zu betra
hten. Au
h dieses sind universelle Gr�o�en[SFW72℄,[HAHS76℄. Hier werden die Verh�altnisse C+C� der Suszeptibilit�at (�2) undf+f� der Korrelationsl�ange bzw. der renormierten Masse betra
htet.

17



Kapitel 3Methoden3.1 Bes
hreibungF�ur die in Kapitel 2 de�nierten Gr�o�en lassen si
h dur
h kombinatoris
he Verfahrenexakte Taylorreihen bestimmen [Dom74℄. Hierbei unters
heidet man zwis
hen Ho
h-und Tieftemperaturreihen.Diese sind f�ur das hier betra
htete dreidimensionale Ising-Modell auf dem einfa
hkubis
hen Gitter im Anhang A aufgelistet. Bei den Ho
htemperaturreihen wird dieVariable t = tanhK = tanh� JkB T �verwendet. Mit diesen Reihen wird somit das Verhalten f�ur hohe Temperaturenbes
hrieben. Man erwartet im hier betra
hteten Modell, da� die physikalis
he Sin-gularit�at (der kritis
he Punkt), diejenige ist die am n�a
hsten am Ursprung liegt undsomit den Konvergenzradius bestimmt.Die Tieftemperaturreihen sind eine Entwi
klung in der Variablen:u = e�4K = e �4JkBTMit ihnen l�a�t si
h das Verhalten f�ur kleine Temperaturen bes
hreiben. Bei diesenReihen ergibt si
h das Problem einer unphysikalis
hen Singularit�at: Die den Konver-genzradius begrenzende Singularit�at ist ni
ht mehr die physikalis
he, sondern liegtauf der negativen reellen A
hse.Im Folgenden sind aus diesen Reihen Aussagen �uber die s
hon de�nierten kriti-s
hen Gr�o�en zu ma
hen. Das sind im Falle der Ho
htemperaturreihen Aussagen�uber die betra
hteten Funktionen am Rande des Konvergenzberei
hs, bei den Tief-temperaturreihen sogar deutli
h au�erhalb des Konvergenzberei
hs. Hieraus folgt,da� die Auswertung der Reihe selbst ni
ht m�ogli
h ist. Im Ho
htemperaturberei
h18



sind allerdings no
h vers
hiedene direkte Methoden anwendbar, die si
h auf dasasymptotis
he Verhalten der KoeÆzienten beziehen. Hierbei wird zum Beispiel dasVerh�altnis aufeinanderfolgender KoeÆzienten betra
htet (ratio-method).In der Tieftemperaturphase mu� man die betra
htete Funktion �uber ihren Konver-genzradius hinaus fortsetzen. Hierzu kann man die Pad�e-Methode oder ihre Ver-allgemeinerung, die Di�erential-Approximanten-Methode, verwenden. Hier wird imFolgenden nur die Pad�e Methode verwendet. Eine �Ubersi
ht �uber zur Verf�ugungstehende Methoden zur Reihenanalysen wird in den Artikeln [GG74℄ und [Gut89℄gegeben. Bei den folgenden Methoden wird von einer Reihef(x) = xÆ �f0 + f1x+ : : :+ fNxN�ausgegangen.I Naive Pad�esUm die Fortsetzung au�erhalb des Konvergenzberei
hes zu erm�ogli
hen, ben�otigtman zur Approximation eine Funktionsklasse, die selber Singularit�aten aufweist. Daseinfa
hste Beispiel einer sol
hen Klasse sind gebro
hen rationale Funktionen. Mansu
ht daher eine gebro
hen rationale Funktion, die die Informationen, die dur
h dieReihe gegeben sind, enthalten. Als [n,m℄ Pad�e-Approximanten [Pad92℄ bezei
hnetman daher eine gebro
hen rationale Funktion mit Z�ahlergrad n und Nennergradm, so da� die ersten n+m Ableitungen in 0 mit denjenigen der gegebenen Reihe�ubereinstimmen: f[n;m℄(x) = P (x)Q(x)mit P (x) = p0 + p1x+ : : :+ pnxnund Q(x) = q0 + q1x+ : : :+ qmxmDie Forderung na
h glei
her Taylorentwi
klung ist �aquivalent zur Glei
hung:f(x)Q(x) = P (x) +O(xn+m+1)Dieses ergibt ein lineares Glei
hungssystem f�ur die KoeÆzienten. Die Bestimmung ei-nes sol
hen Approximanten ges
hieht entweder dur
h l�osen dieses Glei
hungssystemsoder rekursiv.Falls � 62 N[ f0g, teilt man die zu untersu
hende Reihe dur
h xÆ, bildet von der soerhaltenen Reihe den Pad�e-Approximanten und multipliziert diesen wieder mit demFaktor xÆ. Die folgenden Methoden basieren alle auf Pad�e-Approximation, wobeijedo
h zun�a
hst Manipulationen an der gegebenen Reihe vorgenommen werden.19



II Dlog Pad�esIm Berei
h der kritis
hen Ph�anomene wurden Pad�e-Approximanten zuerst von Ba-ker [Bak61℄ verwendet. Dieses und das folgende Verfahren diente ihm dazu, denkritis
hen Punkt und kritis
he Exponenten zu bestimmen.Man erwartet f�ur die zu untersu
henden Gr�o�en ein Verhalten f(x) � (1� xx
 )�. Umdieses zu untersu
hen, bildet man die logarithmis
he Ableitung. Hierzu teilt man dieReihe vorher dur
h xÆ, da si
h hierdur
h das oben angegebene kritis
he Verhaltenni
ht ver�andert: l(x) := ddt log �x�Æ f(x)�F�ur diese Reihe folgt nun: l(x) � �x� x
Von dieser Reihe bildet man nun Pad�e-Approximanten. Betra
htetman die Polstruk-tur, so werden die Polstellen gegen die kritis
he Temperatur und die zugeh�origenResiduen gegen den kritis
hen Exponenten konvergieren.III Dlog Pad�es mit Vorgabe des kritis
hen PunktesIst der kritis
he Punkt mit gen�ugender Genauigkeit bekannt, so multipliziert mandie logarithmis
he Ableitung no
h mit dem Faktor (x � x
) und erh�alt regul�aresVerhalten: m(x) := (x� x
) ddt log �x�Æ f(x)� � �Die kritis
hen Exponenten ergeben si
h nun direkt als Funktionswerte im kritis
henPunkt und k�onnen dur
h Auswertung der von dieser Reihe gebildeten Pad�es be-stimmt werden.IV Division dur
h die f�uhrende Singularit�atIst sowohl der kritis
he Punkt als au
h der kritis
he Exponent (�) bekannt, so kannman die gegebene Reihe dur
h �1� xx
�� dividieren [Bak75℄. Entwi
kelt man diesenAusdru
k, so erh�alt man die Taylorreihe D(x) einer Funktion, die im kritis
henPunkt die kritis
he Amplitude als Funktionswert annimmt:D(x) = f(x)�1� xx
���Diese l�a�t si
h somit wiederum dur
h Auswertung von Pad�es im kritis
hen Punktbestimmen. Hierbei mu� eventuell zun�a
hst die so erhaltene Reihe dur
h xÆ geteiltund der dann erhaltene Approximant wieder mit diesem Faktor multipliziert werden.20



V DoppelintegrationsmethodeDie folgende Methode dient dazu, Approximanten f�ur sol
he Gr�o�en zu bestimmen,die im kritis
hen Punkt einen endli
hen Wert annehmen, jedo
h eine kon
uenteSingularit�at besitzen. Sie wurde bereits in [BM89℄ verwendet. Es wird also ein Ver-halten ~f(y) � A+B �����1� yy
 �����! (! > 0)angenommen. Au�erdemwird vorausgesetzt, da� der kritis
he Punkt mit ausrei
hen-der Genauigkeit bekannt ist, so da� man dur
h Substitution x := yy
 ein Verhaltenf(x) � A+B j1� xj! (! > 0)erh�alt. Da Pad�e-Approximanten nur meromorphesVerhalten gut wiedergeben k�onnen,werden zun�a
hst einige Umformungen an der Reihe vorgenommen. Um die �Uber-si
ht �uber diese S
hritte zu erlei
htern, sind sie in Abb. 3.1 s
hematis
h aufgef�uhrt.1. Di�erentiation, um die ni
ht f�uhrende Singularit�at zur f�uhrenden zu ma
hen:f 0(x) := dfdxHierdur
h erh�alt man ein kritis
hes Verhalten:f 0(x) � B !j1� xj!�12. Die so erhaltene Reihe kann mit einer beliebigen Potenz xÆ beginnen. Dur
hDivision dur
h diese f�uhrende Potenz erh�alt man eine mit einem konstantenTerm beginnende Reihe:g(x) := x�Æ f 0(x) � B! j1� xj!�13. Nun wird die so erhaltene Reihe gem�a� Methode III auf meromorphes Verhal-ten transformiert. Dieses ges
hieht dur
h(a) Bildung der logarithmis
hen Ableitung:h(x) := ddx log g(x)Hierdur
h wird die Singularit�at zu einem einfa
hen Pol:h(x) � ! � 1x� 121



f F � A+B(1� x)!????y ddx x???? R x0 dtf 0 F 0 � B ! (1 � x)!�1????y �x�Æ x???? �xÆg G � B ! (1 � x)!�1????y log x???? explog g I � log(B !) + (! � 1) log(1 � x)????y ddx x???? R x0 dth H � !�1x�1????y �(x� 1) x???? : (x� 1)k Pad�e��������! K � ! � 1Abbildung 3.1: S
hematis
he Darstellung von Methode V(b) Multiplikation mit (x� 1):k(x) = (x� 1)h(x)Hierdur
h wird die Funktion regul�ar im kritis
hen Punkt:k(x) � ! � 14. Von dieser Reihe werden nun Pad�e-Approximanten K(x) gebildet.Um Approximanten f�ur die urspr�ungli
he Funktion zu erhalten, m�ussen nunalle obigen Umformungen r�u
kg�angig gema
ht werden.5. Division dur
h (x� 1) erzeugt wieder die Funktion:H(x) := K(x)x� 1 � ! � 1x� 122



6. Integration: I(x) := Z x0 H(t) dtDieses reproduziert die Funktion:log g(x)� log g(0) = log g(x)g(0)Hierbei ist g(0) dur
h den Anfangsterm der Reihe g bekannt.Um eine analytis
he Form f�ur dieses Integral zu bekommen, wird mit Hilfeder numeris
h zu bestimmendenWerte f�ur die Polstellen und die Residuen desBru
hes Partialbru
hzerlegung dur
hgef�uhrt.7. Exponentiation und Multiplikation mit g(0) reproduziert g.G(x) := g(0) exp(I(x))8. Multiplikation mit der f�uhrenden Potenz von f 0:F 0(x) := xÆG(x)Man erh�alt so f 0 zur�u
k.9. Integration: F (x) := f(x) + Z x0 (F 0(t)� f 0(t)) dtHier wurde eine Null (f(x)�f(0)�R x0 f 0(t) dt) eingef�ugt, um den Integrandenbei Null divergenzfrei zu halten.Diese Integraldarstellung ist nun der gesu
hte Approximant. Das Integral kann dur
hnumeris
he Bere
hnung entweder dazu verwendet werden, die Funktion im Berei
hzwis
hen Null und dem kritis
hen Punkt wiederzugeben oder dur
h Auswertung ander Stelle 1 den Wert im kritis
hen Punkt zu bestimmen.Bei unzurei
hender Kenntnis des kritis
hen Punktes kann man das angegebene Ver-fahren denno
h dur
hf�uhren, indem man die Umformungen 3b und 5 wegl�a�t.3.2 Test der Methoden3.2.1 Approximation von glatten FunktionenAls erstes Beispiel wird die Konvergenz von Pad�e-Approximanten an einer glat-ten Funktion �uberpr�uft. Hierzu wird die Exponentialfunktion verwendet. Von der23



verwendete Bestimmung BestimmungOrdnung dur
h Polynom dur
h Diagonalpad�e2 0:21828 �0:281724 0:0099485 0:00399616 0:00022627 �0:0000280318 0:0000030586 0:0000001101810 2:7313 � 10�8 �2:7665 � 10�1012 1:7288 � 10�10 4:8182 � 10�1314 8:1549 � 10�13 �6:1604 � 10�1616 2:9763 � 10�15 6:273 � 10�1918 8:6522 � 10�18 �4:6576 � 10�2220 2:503 � 10�20 2:9145 � 10�2522 4:360 � 10�23 �1:5070 � 10�2824 6:7044 � 10�26 6:5462 � 10�3226 9:5234 � 10�29 �2:4227 � 10�3528 1:1700 � 10�31 7:7302 � 10�3930 1:2553 � 10�34 �2:1485 � 10�42Tabelle 3.1: Bestimmung von e - Tabelleneintr�age enthalten die Abwei
hung des bestimmtenWertes von e.bekannten Taylorreihe werden Diagonalpad�e bere
hnet und an der Stelle 1 ausge-wertet. Man erh�alt so S
h�atzwerte f�ur e. Dadur
h er�alt man z.B. in 30.Ordnung:1098127402131403978495031in 200.Ordnung erh�alt man folgende 436 ri
htige Stellen:e=2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724076630353547594571382178525166427427466391932003059921817413596629043572900334295260595630738132328627943490763233829880753195251019011573834187930702154089149934884167509244761460668082264800168477411853742345442437107539077744992069551702761838606261331384583000752044933826560297606737113200709328709127443747047230696977209310141692836819025515108657463772111252389In Tabelle 3.1 sind zu vers
hiedenenOrdnungen die Fehler dieser Methode derjenigendur
h direkte Auswertung der Reihe in glei
her Ordnung gegen�ubergestellt. Obwohldie Exponentialfunktion analytis
h ist, ergibt si
h eine deutli
he Verbesserung derKonvergenz. 24



Ordnung 2Polstelle� � Residuum4 0:32250896155 �3=26 0:02068500658 �1:04166666666666666666666666666668 0:00087413286 �1:002338271102046396210909469092810 0:00002311243 �1:000077409955454136050949885362312 0:00000041472 �1:000001663810610500652592209430014 5:3949 � 10�9 �1:000000025175683831937482689889316 5:3292 � 10�11 �1:000000000283334819498378602739418 4:1370 � 10�13 �1:000000000002467164341068410402120 2:5915 � 10�15 �1:000000000000017126059901265478922 1:3379 � 10�17 �1:000000000000000097026115088340324 5:7921 � 10�20 �1:000000000000000000457245294952026 2:1331 � 10�22 �1:000000000000000000001820805574428 6:7655 � 10�25 �1:000000000000000000000006208268230 1:8673 � 10�27 �1:000000000000000000000000018330132 4:5259 � 10�30 �1:0000000000000000000000000000473Tabelle 3.2: Bestimmung von �3.2.2 Reproduktion von einfa
hen PolenAls zweites Beispiel soll nun die F�ahigkeit, einfa
he Pole wiederzugeben, dur
hApproximanten an die Tangens-Funktion getestet werden. Hierbei wird die Genau-igkeit der Wiedergabe der ersten positiven Polstelle und des zugeh�origen Residuums�uberpr�uft. Dieses liefert zuglei
h eine M�ogli
hkeit zur Bestimmung von �. UnterAusnutzung der Reihe bis zur 32.Ordnung erh�alt man so dur
h den [16,16℄ Pad�e:� = 3:1415926535897932384626433832840288 : : :Hier sind bereits 29 ri
htige Stellen vorhanden. In Tabelle 3.2 sind die Abwei
hungder doppelten Polstelle von � und die Residuen einiger Diagonalpad�e aufgelistet.Man kann erkennen, da� der Fehler in der Polstelle von der glei
hen Gr�o�enordnungwie der Fehler im Residuum ist.3.2.3 Ein
u� kon
uenter Singularit�atenNun wird die Funktion (1� x)�1:25 �1 +A (1 � x)0:5�mit Methode III f�ur vers
hiedene A untersu
ht. Hierzu werden Diagonalpad�e ausge-wertet (Tabelle 3.3). Die Werte entfernen si
h, wie zu erwarten, mit zunehmendemAimmer weiter vom gew�uns
hten Wert �1:25. Au�allend ist jedo
h, da� die Streuungf�ur ein festes A ni
ht der Abwei
hung vom tats�a
hli
hen Exponenten entspri
ht.25



nnA 1=4 1=2 3=4 1 5=4 3=2 7=4 2 9=4 5=21 1:212 1:179 1:150 1:125 1:103 1:083 1:066 1:050 1:036 1:0232 1:226 1:205 1:185 1:167 1:150 1:135 1:120 1:107 1:095 1:0833 1:233 1:217 1:202 1:187 1:174 1:162 1:150 1:139 1:128 1:1184 1:236 1:224 1:211 1:200 1:189 1:179 1:168 1:158 1:149 1:1415 1:239 1:229 1:216 1:206 1:196 1:195 1:177 1:171 1:159 1:1536 1:238 1:229 1:215 1:206 1:196 1:190 1:175 1:171 1:158 1:1427 1:240 1:230 1:221 1:212 1:203 1:195 1:187 1:179 1:172 1:1648 1:240 1:233 1:220 1:086 1:201 1:195 1:182 1:211 1:171 1:1769 1:241 1:233 1:226 1:101 1:207 1:200 1:187 1:184 1:177 1:177Tabelle 3.3: Ein
u� kon
uenter Singularit�aten3.2.4 Die Energie des Ising-ModellsEs soll nun die Funktion � := 3(1� < s(x)s(x+ �̂) >)untersu
ht werden. Sie bes
hreibt die Energiedi
hte des Ising-Modells ohne �au�eresFeld. Die Tieftemperaturreihe f�ur die Gr�o�e < s(x)s(x + �̂) > aus [Voh93℄ ist imAnhang A wiedergegeben. Es werden zu vers
hiedenen Temperaturen in der gebro-
henen Phase die Methoden I und V mit Monte-Carlo-Werten von Klaus Pinn, dieteilweise in [HP93℄ ver�o�entli
ht sind, vergli
hen. In Abb.3.2 ist die Abwei
hung derApproximanten zu den gegebenen Werten dargestellt. Die numeris
henWerte einigerApproximanten sowie die Monte-Carlo-Ergebnisse sind in Tabelle 3.4 enthalten. Beiden dur
h Methode I erhaltenen Werten nimmt die Abwei
hung bei Ann�aherung anden kritis
hen Punkt stark zu. So kommt es bei dem zum kritis
hen Punkt n�a
hstenTemperaturwert zu einer Abwei
hung von etwa 0.03. Weiterhin ist zu erkennen,da� alle so erhaltenen Approximanten zu gro�e Werte liefern. Die Streuung liefertdaher hier kein geeignetes Ma� f�ur die Angabe eines Fehlers. Au
h bei den dur
hMethode V bestimmten Werten nimmt die Abwei
hung zu. Hier ist jedo
h nur eineAbwei
hung von etwa 0.005 zu beoba
hten. Au�erdem sind auf beiden Seiten derMonte-Carlo-Werte Approximanten vorhanden, so da� eine korrekte Fehlerangabem�ogli
h wird. Hierbei ist jedo
h anzumerken, da� die Energie die Voraussetzungenzur Anwendung dieser Methode, Regularit�at im kritis
hen Punkt und Divergenz der1.Ableitung (W�armekapazit�at), gut erf�ullt.
26



Abbildung 3.2: Diagonalapproximanten an die EnergiefunktionMethode I Methode Vuu
 MC [16; 16℄ [12; 12℄ [13; 13℄ [14; 14℄0:9986169572 1:018014(69) 1:055984063 1:011174646 1:010737315 1:0151979570:9886805524 1:160796(54) 1:173020889 1:157371784 1:157158420 1:1590791450:9867051673 1:184475(54) 1:194715874 1:181407671 1:181215929 1:1829091770:9847337291 1:206654(75) 1:215910381 1:204509677 1:204336471 1:2058381540:9827662298 1:228557(63) 1:236629420 1:226803092 1:226645962 1:2279843040:9808026616 1:249743(63) 1:256895969 1:248382518 1:248239457 1:2494371470:9768872869 1:290120(63) 1:296154507 1:289680617 1:289560989 1:2905298960:9671670961 1:385142(48) 1:387680719 1:384226611 1:384147222 1:384742461Tabelle 3.4: Energiefunktion27



Kapitel 4Anwendung auf das3-dimensionale Ising-Modell4.1 Ho
h- und TieftemperaturreihenIn der Ho
htemperaturphase bilden die Reihe f�ur �2 von Gaunt und Sykes [GS79℄sowie die Reihen f�ur �4 und �2 von L�us
her und Weisz [LW88℄ den Ausgangspunktf�ur die na
hfolgenden Betra
htungen. Aus ihnen lassen si
h mit Hilfe der in 2.2bes
hriebenen Beziehungen die Reihen f�ur die Gr�o�en mR; ~ZR; g(4)R und u(4)R bere
h-nen. In der Tieftemperaturphase werden die Reihen von Vohwinkel [Voh93℄ f�ur dieim Folgenden als statistis
he Gr�o�en bezei
hneten Gr�o�en M;�2; �3; �4 und �2 ver-wendet. Aus diesen lassen si
h nun wiederum mit Hilfe der Glei
hungen aus 2.2die feldtheoretis
hen Gr�o�en mR; ~ZR; g(4)R ; u(4)R ; ~gR und ~uR bere
hnen. Dieses wird imAnhang A dur
hgef�uhrt.4.2 Der kritis
he Punkt4.2.1 Ho
htemperaturphaseBestimmung mit Hilfe der Reihe f�ur �2Es soll nun mit Hilfe der Ho
htemperaturreihe f�ur �2 der kritis
he Punkt bestimmtwerden. Hierzu wird, wie in II bes
hrieben, die logarithmis
he Ableitung verwendet.Von der so erhaltenen Reihe werden alle Pad�es gebildet, die die maximale Ord-nung oder maximale Ordnung-1 ausnutzen. Nun wird eine Liste der Nullstellen derNennerpolynome der so erhaltenen Br�u
he gebildet. Da die physikalis
he Singula-rit�at in jedem Bru
h nur einmal als Polstelle auftritt, die Liste jedo
h alle Polstel-28



Abbildung 4.1: Auswertung der Dlog Pad�es von �+2 zur Bestimmung von K


Abbildung 4.2: Auss
hnitt aus Abbildung 4.129



Gr�o�e t
 K
�2 0:218123(12) 0:221685(13)�2 0:218189(8) 0:221754(8)�4 0:21814(19) 0:22170(20)mR 0:21821(12) 0:22178(13)~ZR 0:2236(11) 0:2274(12)gR 0:220(7) 0:224(7)Tabelle 4.1: Kritis
her Punkt in der Ho
htemperaturphaselen enth�alt, m�ussen die ni
ht Relevanten aus der Liste entfernt werden. Au�erdemm�ussen Ausrei�er entfernt werden, da sie sonst den sp�ater zu bildenden Mittelwertverf�als
hen w�urden. Hierzu wird die Liste sortiert, und die Werte t(n) werden gegenden Listenplatz n aufgetragen, so da� ein monoton wa
hsender Polygonzug entsteht(Abbildung 4.1). Hier sind zwei deutli
he Plateaus zu erkennen. Nun wird das phy-sikalis
he (positive) Plateau erneut wie oben aufgetragen (Abbildung 4.2). Man er-kennt, da� der niedrigste und der h�o
hste Wert deutli
h von den �ubrigen abwei
hen.Diese m�ussen also zus�atzli
h als Ausrei�er betra
htet und daher entfernt werden.Als Ergebnis wird nun das arithmetis
he Mittel der restli
hen Werte gebildet. DerFehler wird als einfa
he Standardabwei
hung angegeben. Dieses Verfahren liefert so:t
 = 0:218123(12)Dieses entspri
ht: K
 = 0:221685(13)Andere Ho
htemperaturreihenDiese Methode wird nun auf alle betra
hteten Gr�o�en im Ho
htemperaturberei
hangewendet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Bei allen Gr�o�en tretenein positives und ein negatives Plateau auf. Bei den meisten Gr�o�en ist das unphysi-kalis
he(negative) Plateau weiter vom Nullpunkt entfernt als das physikalis
he. Bei�4 und der hieraus gebildeten Kopplung gR liegt es jedo
h n�aher am Nullpunkt alsdas physikalis
he (Tabelle 4.2). Hierauf ist an sp�aterer Stelle no
h einzugehen.4.2.2 TieftemperaturphaseNun wird dieses Verfahren au
h auf die Tieftemperaturreihen angewendet. Das Er-gebnis ist in Tabelle 4.3 aufgelistet. Au
h hier treten zwei Niveaus auf. Die Lage derunphysikalis
hen Singularit�at ist in Tabelle 4.4 aufgelistet. Sie liegt deutli
h n�aheram Nullpunkt als die physikalis
he Singularit�at. Die hierzugeh�origen Plateaus sind30



Gr�o�e t
�2 �0:228(2)�2 �0:234(1)�4 �0:1484(2)mR �0:229(4)~ZR �0:23(2)gR �0:1480(5)Tabelle 4.2: Unphysikalis
he Singularit�at in der Ho
htemperaturphaseGr�o�e u
 K
M 0:4118(3) 0:22180(17)�2 0:4123(4) 0:22148(25)�2 0:414(14) 0:220(9)�3 0:412(3) 0:2216(20)�4 0:418(16) 0:218(10)mR 0:418(12) 0:218(7)~ZR 0:24(19) 0:37(21)~gR 0:25(19) 0:35(19)g(4)R 0:32(22) 0:29(17)Tabelle 4.3: Kritis
her Punkt in der Tieftemperaturphasejedo
h sehr unters
hiedli
h ausgepr�agt. So sind bei �2; �3 (Abbildung 4.3); �4; �2;mRund M beide Plateaus deutli
h. Hierbei sind jedo
h bei �2 und mR (Abbildung 4.4)eine gr�o�ere Anzahl unphysikalis
her Singularit�aten im dur
h die beiden oben be-s
hriebenen Singularit�aten begrenzten Intervall vorhanden. Hierdur
h wird vor allemdas positive Plateau s
hmaler. Bei den Gr�o�en ~ZR und ~gR (Abbildung 4.5) ist nurno
h das negative Plateau ausgepr�agt. Hier l�a�t si
h der kritis
he Punkt mit dieserMethode ni
ht mehr bestimmen (Fehler liegt in der glei
hen Gr�o�enordnung wie derWert selbst). Bei g(4)R (Abbildung 4.6) ist �uberhaupt kein Plateau mehr erkennbar.31



Abbildung 4.3: Polstellenverteilung von ��3

Abbildung 4.4: Polstellenverteilung von m�R32



Abbildung 4.5: Polstellenverteilung von ~gR

Abbildung 4.6: Polstellenverteilung von g(4)R33



Gr�o�e u
M �0:2853(3)�2 �0:2853(1)�2 �0:2858(3)�3 �0:28517(3)�4 �0:28524(5)mR �0:285(2)~ZR �0:286(1)~gR �0:2860(8)g(4)R �0:24(7)Tabelle 4.4: Unphysikalis
he Singularit�at in der TieftemperaturphaseDas gewi
htete Mittel aller ausgewerteten Gr�o�en ist in derHo
htemperaturphase: K
 = 0:221735(7) (4.1)Tieftemperaturphase: K
 = 0:22170(14) (4.2)Insgesamt: K
 = 0:221735(7) (4.3)F�ur die unphysikalis
he Singularit�at in der Tieftemperaturphase liefert das gewi
h-tete Mittel: u = �0:285201(25) (4.4)Die erhaltenen Werte f�ur den kritis
hen Punkt sind in den Abbildungen 4.7 und 4.8graphis
h dargestellt. In Abbildung 4.7 sieht man, da� der erhaltene Wert f�ur ~Z+Rinkonsistent mit den anderen ist. In Abbildung 4.8 sind die Werte f�ur �+2 und �+2ni
ht zueinander konsistent. Daher ers
heint die AngabeK
 = 0:22172(7) (4.5)f�ur den kritis
hen Punkt realistis
her. Hierbei wurde der Mittelwert der beiden be-sten Ergebnisse �+2 ; �+2 genommen. Der Fehler wurde dur
h ihre Di�erenz bestimmt.Der Literatur sind folgende Werte zu entnehmen:0.22169(1) [SGRW72℄0.221702(2) [GG74℄0.221655(5) [Adl83℄0.221654(6) [PSWW84℄0.221652(4) [BGHP92℄Hierbei sind die ersten beiden Werte mit Hilfe k�urzerer Ho
htemperaturreihen von�+2 bestimmt worden. Diese sind ni
ht mit den neueren und wohl au
h verl�a�li
hen34



Abbildung 4.7: �Ubersi
ht �uber den kritis
hen PunktWerten aus [PSWW84℄ und [BGHP92℄, die mit der Methode der Monte-Carlo-Renormierungsgruppe bestimmtwurden, konsistent. Das Ergebnis aus [Adl83℄ zeigtjedo
h, da� mit verfeinerten Methoden aus der hier verwendeten Reihe f�ur �+2 eben-falls ein verglei
hbares Resultat erziehlt werden kann. Der oben angegebene Wert istaufgrund des gro�en Fehlers mit allen Literaturwerten konsistent. Bei der Analyseder einzelnen Reihen ist die Abwei
hung innerhalb einer Pad�e-Tabelle o�ensi
htli
hkein gutes Ma� f�ur den Fehler. Sie kann ledigli
h als Ablesegenauigkeit den Fehlerna
h unten bes
hr�anken. Es ist daher erstrebenswert, Resultate immer mit vers
hie-denen Reihen oder vers
hiedenen Methoden zu erzielen und dann dur
h Verglei
hder Einzelergebnisse den Fehler festzulegen.Im Folgenden wird f�ur den kritis
hen Punkt der Literaturwert K
 = 0:221654(6) aus[PSWW84℄ verwendet. 35



Abbildung 4.8: Auss
hnitt aus 4.74.3 Kritis
he ExponentenZur Bestimmung der Exponenten stehen die zwei Verfahren II und III zur Verf�ugung.4.3.1 Anwendung von Methode IIBestimmung von 
 mit Hilfe von �+2Hier werden wieder die glei
hen Pad�e-Approximanten wie in 4.2 benutzt. Zus�atzli
hzu den Polstellen werden die zugeh�origen Residuen bestimmt. Nun werden die Re-siduen gegen die zugeh�origen Polstellen graphis
h aufgetragen (Abbildung 4.9). DiePolstellen der physikalis
hen Singularit�at fallen in dieser Au
�osung no
h zu einemPunkt zusammen, w�ahrend die negativen Polstellen breiter aufgespalten sind. Nunbetra
htet man den Berei
h der physikalis
hen Singularit�aten in gr�o�erer Au
�osung(Abbildung 4.10). Die verbleibendenWerte weisen einen nahezu linearen Zusammen-hang auf. Daher wird mit Hilfe einer Ausglei
hsgeraden auf den kritis
hen Punktextrapoliert. Der Koordinatenursprung (in Ri
htung der Polstellen) wird hierbei aufden kritis
hen Punkt gelegt, so da� der zu bestimmende Exponent 
 als negativerA
hsenabs
hnitt dieser Geraden abgelesen werden kann. Dieses liefert:
 = 1:2448(7) (4.6)36



Abbildung 4.9: Residuen und Polstellen von �+2

Abbildung 4.10: Auss
hnitt aus Abbildung 4.937



Gr�o�e Methode II Methode III�2 �1:2448(7) �1:2429(3)�2 �2:5272(8) �2:524(11)�4 �4:380(1) �4:377(8)mR 0:6387(3) 0:6388(9)~ZR 0:0337(2) 0:035(4)gR 0:680(1) 0:678(4)Tabelle 4.5: Kritis
he Exponenten in der Ho
htemperaturphaseAndere Ho
htemperaturreihenDieses Verfahren wird auf alle Ho
htemperaturreihen angewendet. Die Ergebnissesind in Tabelle 4.5 aufgelistet. Bei der Dur
hf�uhrung fallen wieder die unphysikali-s
hen Singularit�aten von �4 auf. Vergr�o�ert man an dieser Stelle und wertet analogdem oben bes
hriebenen Verfahren aus, so erh�alt man f�ur t = �1:484(2) als Residu-um 1:00(25). Es ist daher zu vermuten, da� �4 hier eine einfa
he Nullstelle hat unddaher der Konvergenzradius der urspr�ungli
hen Reihe hierdur
h ni
ht begrenzt wird.Diese Vermutung kann dur
h naive Pad�es best�atigt werden. Hieraus folgt nat�urli
hau
h eine Nullstelle f�ur gR.Tieftemperaturphase Gr�o�e Methode II Methode IIIM 0:3180(4) 0:3180(12)�2 �1:2751(7) �1:275(2)�2 �2:598(10) �2:59(4)�3 �2:866(9) �2:82(3)�4 �4:4(4) �4:3(2)mR 0:645(10) 0:641(14)~ZR �0:08(3) �0:03(3)~gR 0:74(3) 0:67(6)g(4)R 0:4(2) 1:1(16)Tabelle 4.6: Kritis
he Exponenten in der TieftemperaturphaseAu
h auf die Tieftemperaturreihen wird das Verfahren angewendet. Die Ergebnissesind in Tabelle 4.6 dargestellt. Da in der Tieftemperaturphase die unphysikalis
heSingularit�at n�aher am Nullpunkt liegt als die physikalis
he, werden au
h die Expo-nenten in diesem Punkt bestimmt (Tabelle 4.7).38



Gr�o�e ExponentM �0:0660(6)�2 �1:011(4)�2 �1:825(3)�3 �1:992(5)�4 �2:997(6)mR 0:3960(6)~ZR �0:2562(6)~gR 0:6868(17)g(4)R 1:06(4)Tabelle 4.7: Kritis
he Exponenten in der unphysikalis
hen Singularit�at der Tief-temperaturphase4.3.2 Anwendung von Methode IIIHierzu werden die Reihen, wie in III bes
hrieben, umgeformt. Dann werden allePad�es maximaler und submaximaler Ordnung gebildet und im kritis
hen Punktausgewertet. Die so erhaltene Liste wird analog 4.2 ausgewertet. Hier liefert jederApproximant nur ein Listenelement, so da� nur Ausrei�er entfernt werden m�ussen.Die Ergebnisse sind in den Tabellen 4.5 und 4.6 aufgelistet.Verglei
ht man die Ergebnisse beider Methoden, so sind fast alle Werte mit ih-ren Fehlergrenzen zueinander konsistent. Ledigli
h bei �+2 ist die Abwei
hung etwasgr�o�er, als die angegebenen Fehler zulassen. Methode II liefert dur
hg�angig klei-nere Fehler. Diese Konsistenz ist darauf zur�u
kzuf�uhren, da� beide Methoden sehrverwandt sind. Die Reihen unters
heiden si
h nur um einen rationalen Faktor, derdur
h Pad�es gut wiedergegeben werden kann. Systematis
he Fehler treten daher inbeiden Methoden glei
herma�en auf.Methode II hat folgende Vorteile:� Die Exponenten lassen si
h ohne Kenntnis des kritis
hen Punktes auswerten.In diesem Fall ist die Genauigkeit jedo
h sehr gering.� Benutzt man wie hier einen numeris
henWert f�ur den kritis
hen Punkt, so istdie Abh�angigkeit von diesem explizit gegeben (Geradenglei
hung). Insbeson-dere l�a�t si
h der dur
h die Ungenauigkeit des kritis
hen Punktes resultierendeFehler bere
hnen. 39



Abbildung 4.11: Eins
hr�ankung des Parameterraums der Exponenten dur
h die be-stimmten ExponentenDemgegen�uber stehen folgende Vorteile von Methode III:� Der Re
henaufwand ist geringer, da keine Polstellen und Residuen bere
hnetwerden m�ussen.� Jeder Approximant liefert einenWert f�ur den Exponenten, der die Informationdes kritis
hen Punktes enth�alt. Die Auswertung ist somit einfa
her, da ni
htmehr extrapoliert werden mu�.Die Skalengesetze s
hr�anken die S
har aller Exponenten auf einen zwei-dimensionalenRaum ein. Insbesondere sagen sie aus, da� die Exponenten auf beiden Seiten deskritis
hen Punktes f�ur eine Gr�o�e dieselben sind. Das ist in den angegebenen Fehlernhier ni
ht der Fall. Die Tieftemperaturwerte wei
hen deutli
h von den Ho
htempera-turwerten ab. Dieser systematis
he Fehler kommt vermutli
h dur
h die Anwesenheitkon
uenter Singularit�aten, die in der Tieftemperaturphase wohl vermehrt auftre-ten. Wie in 3.2.3 deutli
h wird, reagiert die Methode hierauf relativ sensibel. Hinzukommt in der Tieftemperaturphase no
h, da� die Konvergenz der Reihe dur
h die40



unphysikalis
he Singularit�at begrenzt wird. Daher ist den Werten aus der Ho
htem-peraturphase, obwohl dur
h k�urzere Reihen bestimmt, mehr Vertrauen zu s
henken.Im Folgenden wird der Raum aller dur
h die Skalengesetze erlaubten Exponentendur
h 
 und � parametrisiert. Gibt man einen beliebigen Exponenten vor, so liegenalle mit diesem vertr�agli
hen Exponenten auf einer Geraden in der 
; �-Ebene. Wirder nur innerhalb einer bestimmten Genauigkeit vorgegeben, so ergibt si
h ein Strei-fen. Bestimmt man vers
hiedene Exponenten und gibt hierf�ur Fehler an, so m�ussenalle so erhaltenen Streifen eine gemeinsame Fl�a
he eins
hlie�en, in der der Punktder wahren Exponenten enthalten ist. Dieses wurde in Abb. 4.11 mit dur
h Me-thode II bestimmten Exponenten dur
hgef�uhrt. Hierzu wurden die Exponenten derHo
htemperaturreihen sowie die Exponenten der Gr�o�en �2 und M verwendet. DasErgebnis wirkt ern�u
hternd: Selbst bei Vergr�o�erung der Fehler mit einem Faktor 20ergibt si
h die gesu
hte Fl�a
he ni
ht. Da die Reihen s
hon bei der Bere
hnung deskritis
hen Punktes ein sehr unters
hiedli
hes Konvergenzverhalten zeigten (Abbil-dungen 4.7 und 4.8) und hier die glei
hen Pad�e-Approximanten verwendet wurden,kann man zur Bestimmung der kritis
hen Exponenten die dort besser konvergie-renden Reihen bevorzugen. Betra
htet man daher die S
hnitt
�a
hen der Reihen�+2 ; �+2 ; �+4 ;m+R und M , so h�aufen si
h diese im Berei
h
 = 1:243(10) (4.7)und � = 0:63(1) (4.8)Neuere Literaturwerte f�ur die Exponenten sind zum Beispiel
 = 1:232(4) (4.9)� = 0:624(2) (4.10)aus [BGHP92℄. In diesemArtikel werden die Exponenten mit Hilfe der Monte-Carlo-Renormierungsgruppe bestimmt. Au�erdem werden dort die Ergebnisse ausf�uhrli
hmit anderen Ergebnissen vergli
hen. Hier best�atigt si
h, wie bei der Bestimmungdes kritis
hen Punktes, da� erst dur
h Verglei
h unabh�angig erzielter Resultate einzuverl�assiges Ergebnis bestimmt werden kann.Es ist anzumerken, da� es zur Bestimmung des kritis
hen Punktes und der Expo-nenten aus Reihen bessere Verfahren gibt. Insbesondere liefern bei gut konvergentenHo
htemperaturreihen Verfahren, die das asymptotis
he Verhalten der KoeÆzien-ten betra
hten, bessere Ergebnisse. Es wurde trotzdem dieses Verfahren gew�ahlt, daes auf alle zu betra
htenden Reihen anwendbar ist und in der weiteren Arbeit mitMethode V ein Verfahren angewendet wird, das direkt auf dieses aufbaut.41



4.4 Kritis
he Amplituden4.4.1 Anwendung von Methode IVHier wird f�ur alle Reihen mit Methode IV die kritis
he Amplitude bestimmt. Dabei diesem Verfahren die Exponenten ben�otigt werden, jedo
h ni
ht exakt bekanntsind, wird es f�ur vers
hiedeneWerte dur
hgef�uhrt. Hierzu werden 
 2 f1:240; 1:245gund � 2 f0:63; 0:64g verwendet. Nun ergeben si
h alle auftretenden Exponentenaufgrund der Skalenrelationen. Bei den Gr�o�en, die 
 und � direkt als Exponentenhaben, werden au
h no
h zus�atzli
he Werte verwendet (
 2 f1:235; 1:24; 1:245; 1:25gund � 2 f0:625; 0:630; 0:635; 0:640; 0:645g).Ho
htemperaturphaseVon der na
h Methode IV erhaltenen Reihe werden zun�a
hst alle Diagonal- und Ne-bendiagonalpad�es gebildet. So erh�alt man einen Eindru
k der Konvergenz bei zuneh-mender Ordnung. Um ein quantitatives Ergebnis zu erhalten, werden alle Pad�es ma-ximaler und submaximaler Ordnung gebildet. Diese Werte sind f�ur �+2 mit 
 = 1:24in Tabelle 4.8 dargestellt. Nun werden, wie in 4.2 bes
hrieben, Ausrei�er entfernt undvon den verbleibenden Werten der Mittelwert und die Standardabwei
hung gebil-det. Die so erhaltene Amplitude, die si
h auf die Variable t = tanh(�) = tanh( 1kB T )bezieht, mu� no
h gem�a� Glei
hung 2.59 auf die Variable T umgere
hnet werden.Dieses erfolgt dur
h Multiplikation mit dem Faktor:����� T
t(T
) dtdT (T
)������ = �������1� tanh( 1kB T
 )2kB T
 tanh( 1kB T
 ) ������� (4.11)= ������
 (1 � tanh(�
)2)tanh(�
) ������= 0:9679820437�Hierbei ist � der kritis
he Exponent der betra
hteten Reihe. Die Ergebnisse allerbetra
hteten Gr�o�en ist in Tabelle 4.9 aufgelistet. In den Tabellen 4.10 und 4.11 sinddie Ergebnisse der Gr�o�en, die als Exponenten 
 bzw. � haben, f�ur zus�atzli
heWerteder Exponenten angegeben. Der kritis
he Exponent der Gr�o�e uR ist aufgrund derSkalengesetze 0. Hierdur
h wird bei der Anwendung dieser Methode die Reihe ni
htver�andert. Es fallen also die Methoden I und IV zusammen.
42
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[n℄ [n,n℄ [n,n+1℄ [n+1,n℄ [n,o-n℄ [n,o-1-n℄1 1:040724604 1:035394145 1:035232764 1:048640022 1:0483924872 1:034677679 1:035297536 1:035172959 1:052630398 1:0512817533 1:037690702 1:045230530 1:044213672 1:051805404 1:0516228494 1:044825957 1:045182659 1:044057621 1:053599392 1:0523525895 1:048167065 1:049872015 1:049641421 1:052964554 1:0477020106 1:050654070 1:050678225 1:050678058 1:052252444 1:0510180937 1:050958497 1:050677408 1:050677238 1:053410430 1:0523180088 1:050651286 1:048173861 1:044127821 0:982419270 1:0522320649 1:053159546 1:053090094 1:053089657 1:053090094 1:05315954610 � � � 1:053089657 1:05196779111 � � � 1:052398393 1:05201703112 � � � 1:053377468 1:05150356113 � � � 1:052339150 1:04831918214 � � � 1:052834582 1:05237387615 � � � 1:053187620 1:05163221116 � � � 1:051786123 1:05147720217 � � � 1:052321744 1:04835228018 � � � 1:048539736 �

377777777777777777777777777777777777777775Tabelle 4.8: Pad�e-Tabelle f�ur C+ mit 
 = 1:24 - Hier gibt die erste Zeile den Pad�e an, dergebildet wurde. F�ur n ist der Wert aus der ersten Spalte einzusetzen. o bezei
hnet die Ordnungder Reihe (hier 14). So enth�alt die zweite Spalte die Diagonalpad�es, die dritte und vierte die Ne-bendiagonalen. Die f�unfte enth�alt alle Pad�es mit maximaler und die se
hste alle mit submaximalerOrdnung. Das Auswertungsverfahren liefert hier:Mittelwert = 1.052358715, Standardabwei
hung = 0.0006997113217.Es wurden 28 von 35 Werten ber�u
ksi
htigt. Dieses Ergebnis mu� no
h mit einem Korrekturfaktorgem�a� (4.11) multipliziert werden.Um die Konsistenz der Methode zu �uberpr�ufen, werden die Amplituden der feld-theoretis
hen Gr�o�en (mR; ZR; gR; uR) aus den Amplituden der statistis
hen Gr�o�en(�2; �2; �4) gem�a� der De�nition dieser Gr�o�en bere
hnet (Tabelle 4.12). Die so er-haltenenWerte sind in ihren Fehlern bis auf wenige geringe Abwei
hungen konsistentmit den direkt bestimmten Werten. Dieses gibt ein gewisses Vertrauen in diese Feh-ler.
43



� �1:245 �1:24 �1:245 �1:24�2 A 1:07323(19) 1:0957(7) 1:07323(19) 1:0957(7)� �2:505 �2:50 �2:525 �2:52�2 A 1:6092(24) 1:641(3) 1:4949(4) 1:52110(15)� �4:38 �4:37 �4:41 �4:40�4 A �3:6001(7) �3:7131(19) �3:18(19) �3:35(14)� 0:63 0:63 0:64 0:64mR A 1:9964(27) 1:9964(27) 2:0745(9) 2:0745(9)� 0:015 0:02 0:035 0:04~ZR A 4:314(28) 4:388(19) 4:6194(12) 4:684(16)� 0:63 0:63 0:64 0:64gR A 50:3(14) 50:3(14) 52:1(11) 52:1(11)� 0 0 0 0uR A 25:1(6) 25:1(6) 25:1(6) 25:1(6)Tabelle 4.9: Ho
htemperaturamplituden
 1:235 1:24 1:245 1:25C+ 1:1205(17) 1:0957(7) 1:07323(19) 1:042(8)Tabelle 4.10: Ho
htemperaturamplituden mit Exponent 
� 0:625 0:630 0:635 0:640 0:6451=f+ 1:955(4) 1:9964(27) 2:0375(11) 2:0745(9) 2:125(30)A(gR) 49:4(15) 50:3(14) 51:3(12) 52:1(11) 53:0(10)Tabelle 4.11: Ho
htemperaturamplituden mit Exponent �� 0:630 0:630 0:640 0:640
 1:245 1:240 1:245 1:2401=f+ 2:0004(15) 2:002(2) 2:0755(3) 2:0789(7)A+( ~ZR) 4:295(7) 4:390(11) 4:623(2) 4:736(6)A+(gR) 50:05(15) 49:7(2) 51(3) 52(2)u� 25:02(6) 24:81(8) 24:6(15) 25:1(11)Tabelle 4.12: Bere
hnung der feldtheoretis
hen Gr�o�en aus den statistis
hen Gr�o�en44



� 0:3225 0:3250 0:3375 0:3400M A 1:6325(23) 1:651(4) 1:752(13) 1:775(19)� �1:245 �1:24 �1:245 �1:24�2 A 0:2178(13) 0:2225(17) 0:2178(13) 0:2225(17)� �2:8125 �2:8050 �2:8275 �2:8200�3 A �0:1858(10) �0:1909(13) �0:1753(4) �0:1802(5)� �4:38 �4:37 �4:41 �4:40�4 A 0:404(7) 0:4184(55) 0:36444(32) 0:3770(27)� �2:505 �2:50 �2:525 �2:52�2 A 0:0815(16) 0:0829(15) 0:0769(18) 0:0781(19)� 0:63 0:63 0:64 0:64mR A 3:929(13) 3:929(13) 4:0474(33) 4:0474(33)� 0:015 0:02 0:035 0:04~ZR A 3:195(31) 3:228(41) 3:35(11) 3:37(14)� 0:63 0:63 0:64 0:64~gR A 58:1(14) 58:1(14) 59:7(12) 59:7(12)� 0:63 0:63 0:64 0:64g(4)R A 340(223) 340(223) 351(228) 351:0(228)� 0 0 0 0~uR A 14:73(14) 14:73(14) 14:73(14) 14:73(14)� 0 0 0 0u(4)R A 107(36) 107(36) 107(36) 107(36)Tabelle 4.13: TieftemperaturamplitudenTieftemperaturphaseIn der Tieftemperaturphase wird dasselbe Verfahren verwendet. Da hier die Variableu = e�4 � = e� 4kB T verwendet wird, mu� der Korrekturfaktor gem�a� Glei
hung 2.59neu bestimmt werden: ����� T
u(T
) dudT (T
)����� = 4kB T
 (4.12)= 4�
= 0:886616Die Ergebnisse in der Tieftemperaturphase sind in den Tabellen 4.13, 4.14 und4.15 aufgelistet. Bei der Auswertung fallen die Gr�o�en g(4)R und die hieraus gebildetedimensionslose Kopplung u(4)R auf, da hier sehr gro�e Werte auftreten und der Fehlerin der Gr�o�enordnung der Amplitude selbst ist. Diese Methode ist daher hier ni
htvern�unftig anwendbar.Bei der Bere
hnung der feldtheoretis
hen Amplituden aus den statistis
hen ergebensi
h hier deutli
here Abwei
hungen zu den direkt bestimmten Amplituden.45




 1:235 1:24 1:245 1:25C� 0:2274(20) 0:2225(17) 0:2178(13) 0:2132(10)Tabelle 4.14: Tieftemperaturamplituden von Gr�o�en mit Exponent 
� 0:625 0:630 0:635 0:640 0:6451f� 3:870(16) 3:929(13) 3:989(7) 4:047(3) 4:106(4)! f� 0:2584(11) 0:2545(9) 0:2507(4) 0:2471(2) 0:2435(2)A(~gR) 57:4(14) 58:1(14) 58:9(13) 59:7(12) 60:6(12)A(g(4)R ) 352(238) 340(223) 346(226) 351(229) 356(231)Tabelle 4.15: Tieftemperaturamplituden von Gr�o�en mit Exponent �4.4.2 Ber�u
ksi
htigung kon
uenter Beitr�ageEinige Amplituden sollen nun mit einer Methode bestimmt werden, bei der kon
u-ente Singularit�aten mitber�u
ksi
htigt werden. Dieses bedeutet, da� ein Verhaltenf(x) � A ����1 � xx
 ����� �1 +B ����1 � xx
 ������ mit � > 0 (4.13)zugrunde gelegt wird.Hierzu wird zun�a
hst, wie in Methode IV bes
hrieben, die Reihe dur
h das f�uhrendekritis
he Verhalten geteilt: g(x) := f(x) ����1 � xx
 ������ (4.14)� 0:630 0:630 0:640 0:640
 1:245 1:240 1:245 1:2401=f� 4:00(4) 4:01(4) 4:12(5) 4:13(5)A�( ~ZR) 3:49(8) 3:58(8) 3:70(10) 3:80(11)A�(~gR) 63(3) 64(3) 61(3) 62(3)~u� 15:8(5) 15:8(5) 14:9(6) 15:0(7)A�(g(4)R ) 389(51) 381(51) 359(26) 359(26)u(4))� 97(13) 95(13) 87(6) 87(8)Tabelle 4.16: Bere
hnung der feldtheoretis
hen Gr�o�en aus den statistis
hen Gr�o�en46




 1:240 1:245C+ 1:113(6) 1:0748(18)C� 0:2292(10) 0:2233(6)! C+C� 4:86(4) 4:814(15)Tabelle 4.17: Kon
uente Beitr�age in C+; C�� 0:630 0:6401f+ 1:9852(18) 2:0745(18)1f� 3:948(16) 4:05(3)f+ :5037(4) :4820(4)f� 0:2533(10) 0:2471(18)! f+f� 1:989(8) 1:951(14)Tabelle 4.18: Kon
uente Beitr�age in f+; f�Hieraus folgt: g(x) � A�1 +B ����1� xx
 ������ (4.15)Da dieses das zur Anwendung von Methode V notwendige Verhalten ist, kann nunmit dieser Methode die kritis
he Amplitude bestimmt werden.Ein Problem hierbei ist wiederum, da� die Exponenten in die Bere
hnung eingehen.Um die Abh�angigkeit hiervon zu �uberpr�ufen, wird das Verfahren mit vers
hiedenenExponenten dur
hgef�uhrt. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 4.17, 4.18 und 4.19aufgelistet. � 0:630 0:640A(g+R) dur
h g+R 49:1(3) 51:18(19)! u� 24:72(15) 24:67(10)A(g+R) dur
h 1=g+R 48:30(16) 50:57(18)! u� 24:38(9) 24:33(9)Tabelle 4.19: Kon
uente Beitr�age in g+R47



� 0:625 0:630 0:635 0:640 0:6451f+ 1:955(4) 1:996(3) 2:0375(11) 2:0745(9) 2:13(3)f+ 0:5114(11) 0:5009(7) 0:4908(3) 0:48205(20) 0:471(7)A(gR) 49:4(15) 50:3(14) 51:3(12) 52:1(11) 53:0(10)! u� 25:3(8) 25:2(7) 25:2(6) 25:1(5) 25:0(6)Methode V : u� 24:56(10)Methode I : u� 25:06(60)Tabelle 4.20: u� in der Ho
htemperaturphase2666666666666666666666664
[n℄ [n,n℄ [n,n+1℄ [n+1,n℄ [n,o-n℄ [n,o-1-n℄1 18:57004875 25:25276557 28:97485696 23:86899048 �2 26:51817639 26:17927542 25:90583485 � �3 � � � � �4 � 25:40395777 24:56436812 � �5 24:64249675 24:59097181 24:61284936 24:55474298 24:590971816 24:47423427 � � 24:47423427 24:612849367 � � � 24:57987983 23:607598078 � � � 24:61358973 24:751226209 � � � 24:45151292 24:4877990010 � � � 24:44239916 �11 � � � 28:08241957 �

3777777777777777777777775Tabelle 4.21: Methode V, angewandt auf uR -Mittelwert = 24.55592052, Standardabwei-
hung = 0.09522849618, Anzahl ber�u
ksi
htigter Werte = 10, Anzahl der Werte insgesamt = 134.5 Amplitudenverh�altnisse4.5.1 Verh�altnisse in einer PhaseHo
htemperaturphaseIn der Ho
htemperaturphase hat die Gr�o�e uR = gRmR aufgrund der Skalengesetzeden Exponenten 0. Das kann bedeuten, da� sie im kritis
hen Punkt einen endli
henWert u� annimmt. Dieser Wert kann mit vers
hiedenen Methoden bestimmt werden.� Die einfa
hste M�ogli
hkeit ist, auf die Reihe Methode I anzuwenden. Diesesergibt u� = 25:06(60).� Mit Hilfe der s
hon bestimmten Amplituden der renormierten Kopplung undder renormierten Masse (Tabelle 4.11) kann man den gew�uns
hten Wert als48



Quotienten erhalten (Tabelle 4.20). Trotz starker Abh�angigkeit der Einzel-amplituden vom verwendeten Exponenten ist das Verh�altnis hiervon relativunabh�angig.� Dieses kann man au
h mit denWerten dur
hf�uhren, die unter Ber�u
ksi
htigungkon
uenter Singularit�aten erhalten wurden (Tabelle 4.19).� Kon
uente Singularit�aten kann man au
h bei Verwendung der Reihe f�ur uRselbst dur
h Anwendung von Methode V ber�u
ksi
htigen. Dieses liefert:u� = 24:56(10) (4.16)� Verwendet man hier anstelle der eigentli
hen Reihe den Kehrwert, so ergibtsi
h: u� = 24:59(37) (4.17)Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.12 dargestellt. Es f�allt auf, da� die Werte, dieunter Ber�u
ksi
htigung kon
uenter Singularit�aten bestimmt wurden, kleiner als dieanderen sind. Au�erdem ist hier die Abwei
hung innerhalb der Pad�e-Tabelle gerin-ger. Diesen Werten kommt daher gr�o�ere Bedeutung zu. Da sie jedo
h untereinanderni
ht ganz konsistent sind, mu� der anzugebende Fehler gr�o�er als der der einzelnenErgebnisse sein. Daher ers
heint u� = 24:5(2) (4.18)angemessen. Dieser Wert ist mit allen Einzelergebnissen vertr�agli
h. In der Literaturist diese Gr�o�e mit Hilfe der Renormierungsgruppe zu 23.73(8) [ZJ82℄ und 23.84(2)[Bak77℄ und mit Hilfe von Reihenanalysen auf dem raumzentrierten kubis
henGitter zu 24.3(3) [NS79℄ und 23.78 [BK81℄ bestimmt worden.TieftemperaturphaseIn der Tieftemperaturphase treten die Gr�o�en ~uR = ~gRmR und u(4)R = g(4)RmR auf.Bestimmung von ~u�Die direkte Bestimmung mit naiven Pad�es liefert:~u� = 14:73(14) (4.19)Die Bere
hnung aus den statistis
hen Gr�o�en ergibt (Tabelle 4.16):~u� = 14:9(6) : : : 15:8(5) (4.20)49



Abbildung 4.12: Zusammenstellung der Ergebnisse f�ur u� - Hierbei bedeutet:verwendete Reihe MethodeA uR IB uR VC u�1R VD gR;mR IVE gR;mR IV+VF g�1R ;mR IV+VAls Quotient der Amplituden von ~gR und mR erh�alt man:~u� = 14:8(4) (4.21)Es ist hier ni
ht m�ogli
h, Methode V anzuwenden. Dieses hat folgenden Grund. Indieser Methode wird die Reihe zun�a
hst abgeleitet. Dann wird die logarithmis
heAbleitung gebildet. Hierdur
h wird eine Funktion der Form A+Bjx� x
j� rational.Wei
ht die Form der Funktion nur wenig vom oben bes
hriebenen Verhalten ab, sokann man ho�en, da� die aus der so umgeformten Reihe gebildeten Pad�es gut kon-vergieren, so da� man hieraus mit zweifa
her Integration die Funktion mit erh�ohterGenauigkeit rekonstruieren kann. Hier konvergieren diese Pad�es jedo
h �uberhauptni
ht (Tabelle 4.23). Es kann daher angenommen werden, da� eine sogeartete kon-
uente Singularit�at entweder gar ni
ht vorhanden ist oder nur eine sehr kleine Am-plitude hat (B � A).Da diese Methode hier ausf�allt, ist es s
hwierig, ein korrektes Ergebnis anzuge-50



� 0:625 0:630 0:635 0:640 0:645f� 0:2584(11) 0:2545(9) 0:2507(4) 0:2471(2) 0:2435(2)A(~gR) 57:4(14) 58:1(14) 58:9(13) 59:7(12) 60:6(12)! ~u� 14:8(4) 14:8(4) 14:8(3) 14:8(3) 14:8(3)Methode I : ~u� 14:73(14)Tabelle 4.22: ~u�ben. Der Quotient der Amplituden f�ur mR und ~gR best�atigt das Ergebnis vonMethode I. Die Bere
hnung aus den statistis
hen Amplituden zeigt jedo
h eine deut-li
he Abwei
hung. Da zwei Werte zusammenliegen, kann man diese als Ergebnis be-tra
hten, wobei der Fehler jedo
h so gro� angegeben werden sollte, da� er mit demdritten Wert konsistent ist. Hieraus ergibt si
h~u� = 14:8(5) (4.22)Bestimmung von u(4)�Bei dieser Gr�o�e liefert Methode I:u(4)� = 107(36) (4.23)In Tabelle 4.24 wird das Verh�altnis aus den Amplituden der Kopplung g(4)R undder Masse mR gebildet. Beide F�alle liefern kein befriedigendes Resultat, da derrelative Fehler sehr gro� ist. Bei der Bere
hnung aus den statistis
hen Amplitu-den ergibt si
h aufgrund der Fehlerfortp
anzung ein kleinerer Fehler (Tabelle 4.16).Methode V ist wiederum ni
ht anwendbar.Aufgrund der vorliegenden Werte kann man nur die Gr�o�enordnung angeben:u(4)� = 90(20) (4.24)Nun stellt si
h die Frage, warum die hier betra
hteten Methoden ni
ht vern�unftigauf die Reihen von g(4)R und u(4)R anwendbar sind. Eine m�ogli
he Antwort erh�altman, wenn man si
h die Polstruktur der logarithmis
hen Ableitung von g(4)R ansieht.In Abbildung 4.13 sind die Polstellen aller Pad�es maximaler und submaximalerOrdnung als Punkte in der komplexen Ebene dargestellt. Man sieht deutli
h, da� si
hin den Berei
hen uu
 = 0:25�0:15i die Polstellen h�aufen. (Die Polstellen treten immerzu komplex konjugierten Paaren auf, da sie Nullstellen der reellen Nennerpolynomesind.) Es ist daher anzunehmen, da� die komplexe Fortsetzung der Funktion g(4)R andiesen Stellen Singularit�aten aufweist. Hierdur
h wird es sehr s
hwer, die Funktiondur
h ihre Taylorentwi
klung im Ursprung zu bes
hreiben, da sie dur
h den engenBerei
h zwis
hen diesen Singularit�aten hindur
h fortgesetzt werden mu�.51



2666666666666666666666666666666666666666666666664
[n℄ [n,n℄ [n,n+1℄ [n+1,n℄ [n,o-n℄ [n,o-1-n℄1 2:092021997 1:236688179 �0:96398049 �0:000000689 0:00000129242 1:368282742 1:276317652 1:098257770 0:0000126031 0:0000342933 1:324821394 1:263851740 �3:71531542 �0:000162081 �0:0008211274 3:836759835 �0:48468344 44:08281346 0:0051039612 0:02556558525 �2:23619512 0:563309382 �7:44073586 �0:118548228 �1:0854710996 �7:16105046 �8:61574311 �7:38871970 �0:305032990 �0:177073697 �7:34138998 �5:71463745 �7:39207694 �0:225403833 �0:453281758 �7:25855861 �21:3638527 �7:38038793 0:9129779361 �0:145649419 113:0875053 �14:3223632 �1:69645693 0:3586706512 9:49839832310 �15:558807 �14:3172730 �1:02854500 �41:97555993 �14:317273011 �68:180213 � � �68:18021359 �1:0285450012 � � � �11:42789617 �24:096162313 � � � 12:96108043 16:5791886514 � � � 13:23560001 6:11031927115 � � � 10:24989325 18:9703378316 � � � 19:05685901 18:9687266017 � � � 133:5568034 �189:869513818 � � � �1325:94418 39597:6411819 � � � 16004:55398 27443:7134120 � � � �381891:064 �7994101:4221 � � � �706370:413 �

3777777777777777777777777777777777777777777777775Tabelle 4.23: Methode III, angewandt auf d~uRdu4.5.2 Verh�altnisse aus zwei PhasenHier gibt es zun�a
hst zwei Ans�atze zur Bestimmung von Amplitudenverh�altnissen:1. Division der in den einzelnen Phasen bestimmten Amplituden2. Division der ReihenDivision der AmplitudenBei der direkten Division der Amplituden mu� man bea
hten, da� bei der Bestim-mung der Einzelamplituden die kritis
hen Exponenten eingingen. Sie kann daher f�urvers
hiedene Exponenten dur
hgef�uhrt werden. In Tabelle 4.25 wird das Verh�altnisC+C� aus den Werten der Tabellen 4.10 und 4.14 bere
hnet. In Tabelle 4.26 wird diesesf�ur f+f� mit den Werten aus den Tabellen 4.11 und 4.15 dur
hgef�uhrt.52



� 0:625 0:630 0:635 0:640 0:645f� 0:2584(11) 0:2545(9) 0:2507(4) 0:2471(2) 0:2435(2)A�(g(4)R ) 352(238) 340(223) 346(226) 351(229) 356(231)! u(4)� 91(62) 87(57) 87(57) 87(57) 87(56)Methode I : u(4)� 107(36)Tabelle 4.24: u(4)�

Abbildung 4.13: Komplexe Pole der Kopplung g(4)RDivision der ReihenHier wird folgenderma�en vorgegangen:� In den beiden Reihen wird die jeweilige Variable (t bzw. u) dur
h x = tt
bzw. x = uu
 ersetzt. Dieses �andert das kritis
he Verhalten ni
ht, hat aberzur Folge, da� der kritis
he Punkt f�ur beide Reihen an der Stelle 1 liegt.Problematis
h ist hierbei, da� ein numeris
her Wert f�ur den kritis
hen Punkteingeht. Hierzu wurde die Methode sti
hprobenartig mit �
 = 0:22165 und�
 = 0:22166 dur
hgef�uhrt. Die erhaltenen Abwei
hungen waren in allen F�allenkleiner als der angegebene Fehler.� Nun werden die beiden Reihen dur
heinander dividiert und neu entwi
kelt.53




 1:235 1:24 1:245 1:25C+ 1:1205(17) 1:0957(7) 1:07323(19) 1:042(8)C� 0:2274(20) 0:2225(17) 0:2178(13) 0:2132(10)! C+C� 4:93(4) 4:92(4) 4:93(3) 4:89(4)Tabelle 4.25: C+C�� 0:625 0:630 0:635 0:640 0:6451f+ 1:955(4) 1:996(3) 2:0375(11) 2:0745(9) 2:13(3)1f� 3:870(16) 3:929(13) 3:989(7) 4:047(3) 4:106(4)! f+ 0:5114(11) 0:5009(7) 0:4908(3) 0:48205(20) 0:471(7)! f� 0:2584(11) 0:2545(9) 0:2507(4) 0:2471(2) 0:2435(2)! f+f� 1:979(9) 1:968(7) 1:958(3) 1:9511(18) 1:93(3)Tabelle 4.26: f+f�� Da beide Reihen den glei
hen kritis
hen Exponenten besa�en, bes
hreibt dieso erhaltene Reihe eine Funktion, die an der Stelle 1 einen endli
hen Wertannimmt. Dieser kann nun mit Hilfe der Methoden I und V bestimmt werden.� Dieses ist jedo
h no
h ni
ht das gew�uns
hte Amplitudenverh�altnis, da no
hKorrekturfaktoren dur
h die verwendeten Variablen in den einzelnen Phasen,gem�a� Glei
hung 2.59, ber�u
ksi
htigt werden m�ussen. Dieses liefert einen Fak-tor � 1 � t2
4 t
| {z }=:k� ��Hieraus folgt, da� au
h hier die kritis
hen Exponenten in die Ergebnisse ein-gehen.Ein Na
hteil dieses Verfahrens ist, da� die Ordnung der erhaltenen Reihe ledig-li
h die minimale Ordnung der urspr�ungli
hen Reihen ist. Die h�oheren Terme derTieftemperaturreihen bleiben hierbei somit unber�u
ksi
htigt. Dieses kann man ver-bessern, indem man in der Ho
htemperaturreihe u = x2 u
 substituiert. Hierdur
herh�alt man dann jedo
h no
h den zus�atzli
hen Faktor 2�� f�ur das zu bestimmendeVerh�altnis. Zur Kontrolle kann man no
h die Kehrwerte der so erhaltenen Reihenbere
hnen und ebenfalls auswerten. 54



Korrektur- 1k C+C�Verwendete Reihe faktor (k) Methode I Methode V�+2 (x t
)��2 (xu
) k�
� 5:60(5) 5:459(11)��2 (xu
)�+2 (x t
) k�
� 5:60(5) 5:40(3)�+2 (x2 t
)��2 (xu
) (0:5 k�)�
 2:323(20) 2:283(12)��2 (xu
)�+2 (x2 t
) (0:5 k�)�
 2:323(20) 2:271(7)Tabelle 4.27: Ergebnisse f�ur C+C� dur
h Reihendivision
Korrektur- 1k f+f�Verwendete Reihe faktor (k) Methode I Methode Vm+R(x t
)m�R(xu
) k��� 2:066(4) 2:063(6)m�R(xu
)m+R(x t
) k��� 2:066(4) 2:059(14)m+R(x2 t
)m�R(xu
) (0:5 k�)�� 1:3216(12) 1:321(4)m�R(xu
)m+R(x2 t
) (0:5 k�)�� 1:3216(12) 1:318(5)Tabelle 4.28: Ergebnisse f�ur f+f� dur
h Reihendivision55



Verglei
h der Ergebnisse f�ur C+C�S�amtli
he Ergebnisse sind in Abbildung 4.14 dargestellt. Zun�a
hst f�allt auf, da� dieErgebnisse ni
ht alle in den aufgrund der S
hwankungen innerhalb der Pad�e Tabellezustande gekommenen Fehlern konsistent sind.Bei den dur
h Reihendivision erhaltenen Werten wird erwartungsgem�a� der Feh-ler kleiner, wenn man, wie in 4.5.2 bes
hrieben, in der Ho
htemperaturreihe dieSubstitution x! x2 dur
hf�uhrt.Weiterhin sieht man, da� die mit Hilfe von Methode V gewonnenen Werte(C,D,E,F aus Tabelle 4.27) systematis
h kleiner sind als die mit Hilfe von Metho-de I (A,B ebenfalls aus Tabelle 4.27) aus den glei
hen Reihen gewonnenen Werte.Hierbei ist no
h anzumerken, da� Methode I im Gegensatz zu Methode V auf denKehrwert einer Reihe ni
hts Neues liefert (f[n;m℄ = 1( 1f )[m;n℄ ). Au
h bei der Divisionder Einzelamplituden ist das Ergebnis unter Ber�u
ksi
htigung kon
uenter Beitr�age(H aus Tabelle 4.17) kleiner als das direkt erhaltene (G aus Tabelle 4.25). Da dieseTendenz bei beiden Methoden vorhanden ist, ist zu vermuten, da� ein ausgepr�agterkon
uenter Beitrag vorhanden ist.Aus dem bisher Gesagten folgt, da� in diesem Falle die Ergebnisse E,F und H zubevorzugen sind. Das gewi
htete Mittel dieser drei Ergebnisse liefert f�ur
 = 1:24 : 4:816(12) (4.25)
 = 1:245 : 4:818(9) (4.26)Die angewandte Fehlerre
hnung ers
heint jedo
h ni
ht ganz angemessen, da es si
hni
ht um normalverteilte Zufallszahlen handelt. Betra
htet man die Abwei
hung dereinzelnen Werte untereinander, so ers
heint es in beiden F�allen angemessenerC+C� = 4:82(5) (4.27)anzugeben.Dieser Wert liegt zwis
hen den mit Hilfe der Renormierungsgruppe erhaltenen Wer-ten 4.8 aus [BGZJ74℄ und 4.77(30) aus [BBMN87℄ und den dur
h Reihenanalysenerhaltenen Ergebnissen 5.01(5) aus [TF75℄ und 4.95(15) aus [LF89℄.56



Abbildung 4.14: Zusammenstellung der Ergebnisse f�ur C+C� - Hierbei bedeutet:Verwendete Reihe MethodeA �+2 (x t
)=��2 (xu
) IB �+2 (x2 t
)=��2 (xu
) IC �+2 (x t
)=��2 (xu
) VD ��2 (xu
)=�+2 (x t
) VE �+2 (x2 t
)=��2 (xu
) VF ��2 (xu
)=�+2 (x2 t
) VG Division der EinzelamplitudenH Division der Einzelamplituden bei Ber�u
ksi
htigung kon
uenter Beitr�age57



Verglei
h der Ergebnisse f�ur f+f�Die Ergebnisse f�ur diese Gr�o�e sind in Abbildung 4.15 dargestellt. Hier ergibt dieBer�u
ksi
htigung kon
uenter Singularit�aten keine Verbesserung der Ergebnisse. DieStreuung der Pad�e Tabellen ist bei Methode I (A,B aus Tabelle 4.28) sogar kleiner alsbei Anwendung von Methode V (C,D,E,F ebenfalls aus Tabelle 4.28). Au
h bei derDivision der Einzelamplituden ergibt die direkte Bestimmung(G aus Tabelle 4.26) einen kleineren Fehler als die Ber�u
ksi
htigung kon
uenterSingularit�aten (H aus Tabelle 4.18). Daher sind hier die Ergebnisse aus A,B undG zu bevorzugen. Hierbei ist wiederum, wie s
hon oben erw�ahnt, das Ergebnis Baufgrund der l�angeren Reihe dem Ergebnis A vorzuziehen. B ergibt:� = 0:625 : f+f� = 1:9293(17) (4.28)� = 0:63 : f+f� = 1:9351(17) (4.29)Da die Division der Einzelamplituden jedo
h stark abwei
hende Ergebnisse liefert,ist der angegebene Fehler wohl zu klein. Unter Ber�u
ksi
htigung beider Verfahreners
heint f+f� = 1:94(3) (4.30)realistis
her.Au
h hier liegt der so gewonnene Wert zwis
hen den Ergebnissen, die mit Hilfeder Renormierungsgruppe gewonnen wurden (1.91 aus [BGZJ74℄), und fr�uherenReihenanalysen (1.96(3) aus [TF75℄ und 1.96(1) aus [LF89℄).
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Abbildung 4.15: Zusammenstellung der Ergebnisse f�ur f+f� - Hierbei bedeutet:Verwendete Reihe MethodeA m+R(x t
)=m�R(xu
) IB m+R(x2 t
)=m�R(xu
) IC m+R(x t
)=m�R(xu
) VD m�R(xu
)=m+R(x t
) VE m+R(x2 t
)=m�R(xu
) VF m�R(xu
)=m+R(x2 t
) VG Division der EinzelamplitudenH Division der Einzelamplituden bei Ber�u
ksi
htigung kon
uenter Beitr�age59



Kapitel 5ZusammenfassungAusgehend von den Ho
h- und Tieftemperaturreihen f�ur die Suszeptibilit�aten, daszweite Moment und die Magnetisierung wurden die Reihen f�ur die renormierte Mas-se, die Wellenfunktionsrenormierungskonstante und zwei vers
hiedene Kopplungen(g(4)R und ~gR) bere
hnet. Dann wurden dur
h jede dieser 15 Reihen der kritis
hePunkt sowie der kritis
he Exponent und die kritis
he Amplitude bestimmt. Die Rei-hen verhielten si
h sehr unters
hiedli
h und ergaben teilweise inkonsistente Ergeb-nisse. Diesen Werten ist daher nur sehr begrenzt zu vertrauen. Erst dur
h Verglei
hunabh�angiger Werte lassen si
h verl�a�li
he Resultate angeben. Die im folgenden an-gegebenen Werte sind daher stets dur
h Verglei
h mit vers
hiedenen Methoden oderReihen bestimmter Werte erhalten worden. So konnte der kritis
he Punkt zuK
 = 0:22172(7) (5.1)bestimmt werden. Die kritis
hen Exponenten ergaben si
h unter der Annahme derhier ni
ht gut best�atigten Skalenrelationen zu
 = 1:243(10) (5.2)� = 0:63(1) (5.3)Weiterhin wurden Amplitudenverh�altnisse bestimmt. Hierbei konnte man entwe-der die Einzelamplituden dividieren oder eine dur
h Reihendivision erhaltene Reiheuntersu
hen. Die zweite M�ogli
hkeit hat hierbei den Vorteil, da� die Abh�angigkeitvom verwendeten Exponenten explizit gegeben ist. In beiden F�allen wurden jeweilsdie zwei folgenden Methoden verwendet, bei denen zun�a
hst die Reihe dur
h dief�uhrende Singularit�at geteilt wird, um ein regul�ares Verhalten im kritis
hen Punktzu bekommen:� Von der so erhaltenen Reihe werden direkt Pad�e-Approximanten gebildet. Die-ses Verfahren ma
ht keine Voraussetzungen an das kon
uente Verhalten derGr�o�e und ist daher nahezu auf jede Reihe anwendbar. Ist jedo
h ein kon
u-enter Anteil vorhanden, so kommt es zu deutli
hen systematis
hen Fehlern,die s
hle
ht abges
h�atzt werden k�onnen.60



� Es wird ein Verfahren verwendet, bei dem die Amplitude dur
h zweifa
he In-tegration erhalten wird. Hierbei kann ein kon
uentes Verhalten ber�u
ksi
htigtwerden, so da� bei Anwesenheit einer sol
hen kon
uenten Singularit�at die Er-gebnisse verbessert werden.Dieses lieferte in der Ho
htemperaturphase f�ur die dimensionslose Kopplung:u� = 24:5(2) (5.4)In der Tieftemperaturphase ergab si
h:u(4)R = 90(20) (5.5)~uR = 14:8(5) (5.6)Au�erdem wurden die Verh�altnisse aus beiden Phasen f�ur die Suszeptibilit�aten (C+C� )und f�ur die Korrelationsl�ange (f+f� ) zuC+C� = 4:82(5) (5.7)f+f� = 1:94(3) (5.8)bestimmt.
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Anhang ADie ReihenA.1 Ho
htemperaturphaseDie l�angste Reihe f�ur die Suszeptibilit�at �2 ist von Gaunt und Sykes [GS79℄. Diehier ni
ht wiedergegebenen KoeÆzienten niedriger Ordnung sind in [SGRW72℄ ab-gedru
kt. Sie verwendet als Entwi
klungsparameter die Variable t := tanhK =tanh �J .�2(t) = 1 + 6 t+ 30 t2 + 150 t3 + 726 t4 + 3510 t5 + 16710 t6 + 79494 t7+375174 t8 + 1769686 t9 + 8306862 t10 + 38975286 t11 + 182265822 t12+852063558 t13 + 3973784886 t14 + 18527532310 t15+86228667894 t16 + 401225368086 t17 + 1864308847838 t18+8660961643254 t19 +O(t20) (A.1)F�ur die anderen Gr�o�en stehen Reihen von L�us
her undWeisz [LW88℄ zur Verf�ugung.Sie sind mit Entwi
klungsparameter K = �J angegeben.�2(K) = 1 + 6K + 30K2 + 148K3 + 706K4 + 16804K55 + 47260K63+7744136K7105 + 35975026K8105 + 1502899924K9945 + 6942884236K10945+1763022244376K1151975 + 24340522634492K12155925+1455564288731288K132027025 + 9352060224330104K142837835 +O(K15) (A.2)�2(K) = 6K + 72K2 + 580K3 + 3984K4 + 124804K55 + 738256K65+17603848K721 + 161679008K835 + 23502612244K994565



+207084686896K101575 + 7118350956184K1110395 + 183105409684576K1251975+36357148765588568K132027025 + 428105990895623072K144729725 +O(K15) (A.3)�4(K) = �2 � 48K � 636K2 � 6464K3 � 55892K4 � 2174432K55�47009464K615 � 2239468288K7105 � 14570710772K8105�823130010272K9945 � 25080975789304K104725 � 1640401398782848K1151975�28654566671774104K12155925 � 2130434175575247424K132027025�83969257269976828688K1414189175 �O(K15) (A.4)Transformation auf die nat�urli
he Variable t = tanh(K) ergibt:�2(t) = 1 + 6 t+ 30 t2 + 150 t3 + 726 t4 + 3510 t5 + 16710 t6 + 79494 t7+375174 t8 + 1769686 t9 + 8306862 t10 + 38975286 t11 + 182265822 t12+852063558 t13 + 3973784886 t14 +O(t15) (A.5)�2(t) = 6 t + 72 t2 + 582 t3 + 4032 t4 + 25542 t5 + 153000 t6 + 880422 t7+4920576 t8 + 26879670 t9 + 144230088 t10 + 762587910 t11+3983525952 t12 + 20595680694 t13 + 105558845736 t14 +O(t15) (A.6)�4(t) = �2 � 48 t� 636 t2 � 6480 t3 � 56316 t4 � 441360 t5 � 3208812 t6�22059120 t7 � 145118844 t8 � 921726704 t9 � 5687262012 t10�34255147920 t11 � 202130397708 t12 � 1171902072144 t13�6691059944460 t14 +O(t15) (A.7)Hieraus lassen si
h die Reihen f�ur die feldtheoretis
hen Gr�o�en bilden:~ZR = t�1 � t� 8 t3 � 104 t5 � 64 t6 � 1344 t7 � 1408 t8 � 19528 t9�27584 t10 � 313224 t11 � 521248 t12 +O(t13) (A.8)mR = 1pt � 3pt� 2 t3=2 � 6 t5=2 � 12 t7=2 � 48 t9=2 � 118 t11=2 � 554 t13=2�1466 t15=2 � 7622 t17=2 � 20778 t19=2 � 114462 t21=2 � 320888 t23=2�1809972 t25=2 +O(t 272 ) (A.9)gR = 2t2 � 40 + 96 t � 570 t2 + 2400 t3 � 12432 t4 + 51296 t5 � 223232 t6+910176 t7 � 3976752 t8 + 16348384 t9 � 71720688 t10+298937696 t11 +O(t12) (A.10)uR = 2t3=2 + 6pt � 18pt+ 66 t3=2 � 348 t5=2 + 1548 t7=2 � 7780 t9=2+30708 t11=2 � 134256 t13=2 + 545872 t15=2 � 2386056 t17=2+9774504 t19=2 � 43144164 t21=2 + 178630692 t23=2 +O(t25=2) (A.11)66



Man sieht, da� die L�ange der Reihen f�ur die feldtheoretis
hen Gr�o�en dur
h dieL�ange der Reihe f�ur �2 begrenzt wird, da diese ni
ht mit einem konstanten Termbeginnt und dadur
h nur weniger existierende Ordnungen bekannt sind.A.2 TieftemperaturphaseIn der gebro
henen Phase werden die folgende Reihen von Vohwinkel [Voh93℄ mitEntwi
klungsparameter u = e�4K verwendet:M = 1� 2u3 � 12u5 + 14u6 � 90u7 + 192u8 � 792u9 + 2148u10�7716u11 + 23262u12 � 79512u13 + 252054u14 � 846628u15+2753520u16 � 9205800u17 + 30371124u18 � 101585544 u19+338095596u20 � 1133491188 u21 + 3794908752 u22�12758932158 u23 + 42903505030 u24 � 144655483440 u25+488092130664u26 � 1650000819068 u27 + 5583090702798u28�18918470423736 u29 + 64167341172984 u30�217893807812346u31 + 740578734923544 u32 +O(u33) (A.12)�2 = 4u3 + 48u5 � 56u6 + 540u7 � 1104u8 + 6080u9 � 16224u10+71112u11 � 217568u12 + 854088u13 � 2801448u14+10406696u15 � 35347248u16 + 127700184u17 � 441292224 u18+1572034848 u19 � 5478132192 u20 + 19376188360 u21�67789584000 u22 + 238893185724 u23 � 837314536464 u24+2945043944832 u25 � 10330420720848 u26 + 36296731651536 u27�127357151349024u28 + 447215127845208 u29 � 1569296747965504u30+5508649692892140 u31 � 19329684711770496 u32 +O(u33) (A.13)�3 = �8u3 � 192u5 + 224u6 � 3240u7 + 6240u8 � 47104u9+120192u10 � 664464u11 + 2004192u12 � 9290832u13+30811680u14 � 129122608 u15 + 450744288 u16�1782476880 u17 + 6386451616 u18 � 24421651584u19+88559516928 u20 � 331989682608 u21 + 1209425409216 u22�4478974359288 u23 + 16330242543136 u24 � 60004235848512u25+218565081452544 u26 � 798796179070736 u27+2904628977142848 u28 � 10574154692647776 u29+38375163920029824u30 � 139281563647415688 u31+504485191859767776 u32 +O(u33) (A.14)�4 = 16u3 + 768u5 � 896u6 + 19440u7 � 34368u8 + 367616u9�865536u10 + 6292128u11 � 18048704 u12 + 102500448 u13�333333504u14 + 1620902048 u15 � 5683295808 u1667



+25089747744u17 � 91743686592 u18 + 381478570368 u19�1424913277056 u20 + 5707313840416u21 � 21513390978816 u22+84135624247536u23 � 317898732578880u24 + 1223785613116416u25�4618770190694016 u26 + 17587366457227584 u27�66193175215675584u28 + 250053770186420064 u29�937888851140235520 u30 + 3521462977280536368 u31�13160931014669514240 u32 +O(u33) (A.15)�2 = 24u5 � 24u6 + 528u7 � 960u8 + 8496u9 � 21312u10 + 125904u11�380016u12 + 1813416u13 � 6046440u14 + 25675200u15�90096000u16 + 358481304 u17 � 1289158128 u18+4943015520 u19 � 17962279824u20 + 67392548664 u21�245727603504u22 + 909266080080 u23 � 3320815050576 u24+12128960912304u25 � 44610240576576 u26 + 160166658293184u27�594693173197056 u28 + 2121974623116264u29 +O(u30) (A.16)Hieraus erh�alt man nun wiederum die Reihen der feldtheoretis
hen Gr�o�en:~ZR = 4u + 4u2 + 12u3 � 28u4 + 108u5 � 212u6 + 516u7 � 1644u8+5532u9 � 17140u10 + 51828u11 � 164036u12 + 546064u13�1816444u14 + 6011296u15 � 19871236u16 + 66232052u17�215895348 u18 + 816448516 u19 � 1606659484 u20 + 15876999136u21+23576858612u22 + 309134972368 u23 + 461732866396 u24+622772527620 u25 +O(u26) (A.17)mR = u�1 + 12 � 37u8 � 3u216 � 461u3128 + 3055u4256 � 93841u51024 + 459445u62048�17129789u732768 + 67517915u865536 � 859984139 u9262144 + 5490460315 u10524288�141990299721 u114194304 + 858750947131 u128388608 � 10904160034025u1333554432+69160179899429 u1467108864 � 7116276303965597 u152147483648 + 48405343897843987 u164294967296�434643602855200935 u1717179869184 + 7285756333484924671 u1834359738368+127309297863244954237u19274877906944 + 3592525838456579288657u20549755813888+31542912575258944557593 u212199023255552 + 276857572382740575217331 u224398046511104�18653887322542666152108761 u2370368744177664 +O(u24) (A.18)~gR = 12u + 24 � 60u � 168u2 + 120u3 + 744u4 � 2952u5 + 2088u6+2028u7 + 8880u8 � 84228u9 + 199224u10 � 197856u1168



+202848u12 � 1849248u13 + 8199240u14 � 22439268u15+89046456u16 + 297425916u17 + 6101707704 u18+44053224132u19 + 315271252608 u20 + 1169357190372 u21+3313064616984 u22 � 9403907343084u23 +O(u24) (A.19)~uR = 12 + 18u � 27u22 � 303u34 + 4545u432 + 15471u564 � 408039u6256+1472193u7512 � 35412327 u88192 + 267883779 u916384 � 5027089797u1065536+31424128119u11131072 � 622725036483u121048576 + 3312664681995 u132097152�42584673435327u148388608 + 284037378575649 u1516777216�28656055247492151u16536870912 + 205631388063280971 u171073741824�803532217797562425 u184294967296 + 49636718943241346235 u198589934592+1961317488664428444207 u2068719476736 + 34593557443412150136753 u21137438953472+481427652747835003257855u22549755813888 + 3586238693121147130188711 u231099511627776�80855641950619096883021403 u2417592186044416 +O(u25) (A.20)g(4)R = 2u7 + 4u6 � 22u5 � 46u4 + 92u3 + 214u2 � 708u + 2130 � 6820u � 6486u2+134100u3 � 378688u4 + 104812u5 + 2066332u6�5834148u7 + 4179752u8 + 12392238u9 � 31879524u10+121904630 u11 + 883845966 u12 + 7117537234 u13+46346143570u14 + 154930655258 u15 + 254270180562 u16�2581103331800 u17 +O(u18) (A.21)u(4)R = 2u6 + 3u5 � 574u4 � 1978u3 + 295564u2 + 7845128u � 221981512 + 2607627u1024�173018253u216384 + 347606273 u332768 + 10999082265 u4131072 � 97846465827 u5262144+1255534886431 u62097152 + 2101390940121 u74194304 � 80012803276197 u816777216+369889826503211 u933554432 � 11146612424809533 u101073741824 � 30534938811050727 u112147483648+1366993123335246941u128589934592 + 7599286309023745737u1317179869184+750196256047529028933u14137438953472 + 9819768215978551082683u1527487790694469



+132872846909364027004197 u161099511627776 + 661127238289407960340077u172199023255552�52738318130160538311422985 u1835184372088832 +O(u19) (A.22)Energie:< s(x)s(x+ �̂) > = 12u3 + 60u5 � 84u6 + 420u7 � 1056u8 + 3756u9�11220u10 + 37356u11 � 118164u12 + 389220u13�1261932u14 + 4163592u15 � 13680288 u16+45339000 u17 � 150244860u18 + 500333916u19�1668189060 u20 + 5579763432u21 � 18692075820 u22+62762602860 u23 � 211062133044 u24 + 711052107060 u25�2398859016684u26 + 8104930537260 u27�27418371970332 u28 + 92870374818636 u29�314919021836664 u30 + 1069031176668444 u31�3632563729018272u32 +O(u33) (A.23)
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