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Ni
ht Kunst und Wissens
haft allein,Geduld will bei dem Werke sein.Ein stiller Geist ist jahrelang ges
h�aftig,Die Zeit nur ma
ht die feine G�arung kr�aftig.Johann Wolfgang von Goethe, Faust - Eine Trag�odie



Dieses Exemplar unters
heidet si
h von dem im Pr�ufungssekreteriat zur Bewertung vorge-legten dur
h einige Korrekturen. Neben orthographis
hen sowie stilistis
hen Verbesserun-gen ergab eine sp�atere Dur
hsi
ht einen Vorzei
henfehler in der Bestimmung der Selbst-energieanteile der Propgagatoren, wel
her ents
heidende Auswirkungen auf das Grenzwert-verhalten (� ! 0) der renormierten Vakuumerwartungswerte in der R�-Ei
hung hatte.M�unster, im M�arz 2002
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EinleitungDie Vereinigung der elektromagnetis
hen und der s
hwa
hen We
hselwirkung mit den Me-thoden der Ei
htheorie im Weinberg-Salam-Modell der elektro-s
hwa
hen We
hselwirkungberuht auf einer spontan gebro
henen SU(2)�U(1)-Symmetrie. Aus diesem Grunde ist eslohnenswert, si
h n�aher mit dem Higgs-Me
hanismus zu befassen, der in diesem Modell dieMassen sowohl der Ei
hbosonen (mit Ausnahme des Photons) als au
h des Elektrons, desMyons und des Tauons (also der Leptonen mit Ausnahme der Neutrinos) erzeugt. Leiderkonnte das hierzu erforderli
he Higgs-Boson bisher experimentell no
h ni
ht na
hgewiesenwerden. Au
h ist die Frage, ob es si
h bei den Neutrinos tats�a
hli
h um masselose Teil
henhandelt, no
h ni
ht eindeutig ents
hieden. Es mehren si
h die Hinweise, die auf eine vonNull vers
hiedene, endli
he Neutrinomasse hindeuten. Weiter k�onnen in Higgs-Modellendur
h die Betra
htung von Instanton-L�osungen Baryonenzahl-verletzende Prozesse fest-gestellt werden, wel
he in der Kosmologie die beoba
htete Asymmetrie zwis
hen Materieund Antimaterie erkl�aren k�onnten. In der Festk�orperphysik lassen si
h Higgs-Modelle au
hzur theoretis
hen Bes
hreibung der Supraleitung verwenden.Ausgangspunkt dieser Arbeit war ein gittertheoretis
her Zugang (s. [33℄) sowohl zum Abel-s
hen Higgs-Modell in zwei Dimensionen als au
h zum SU(2)-Modell in vier Dimensionen([18℄, au
h [9℄). Dort wurden mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen u.a. sogenannte to-pologis
he Observablen bere
hnet. Hierbei handelt es si
h um mit Instanton-L�osungen desModells verkn�upfte Gr�o�en (s. dort, bzw. [7℄). Um diese Ergebnisse (f�ur den Abels
hen,zwei-dimensionalen Fall) mit Ergebnissen von Re
hnungen im Kontinuum verglei
hen zuk�onnen, soll das Modell nun analytis
h im Rahmen der St�orungstheorie behandelt werden.Dabei lege i
h in dieser Arbeit einen S
hwerpunkt auf den Verglei
h von Ergebnissen, wel-
he i
h mit unters
hiedli
hen Ei
h�xierungen erhalten habe. Die Fixierung der Ei
hungist bei der st�orungstheoretis
hen Behandlung von Ei
htheorien notwendigerweise dur
h-zuf�uhren. Es wird si
h herausstellen, da� eine spezielle Ei
h�xierung, genauer die Unit�areEi
hung, formal ni
ht renormierbar zu sein s
heint, obwohl sie als Limes in einer Klassevon renormierbaren Ei
hungen, den R�-Ei
hungen, enthalten ist. Dies ist insofern pro-blematis
h, da diese Ei
hung gerade f�ur die oben erw�ahnte Gitter-Re
hnung verwandtwurde. I
h werde (in der ersten Ordnung der St�orungstheorie) zeigen, da� trotz dieserUmst�ande die betra
hteten Gr�o�en, n�amli
h die Massen der physikalis
hen Teil
hen, ent-weder unabh�angig von der Ei
hung sind oder si
h �uber die Grenzwertbildung verglei
henlassen. F�ur den sogenannten Vakuumerwartungswert gilt dies jedo
h ni
ht. Da die Unit�areEi
hung in den meisten F�allen komfortabler in der Dur
hf�uhrung zu sein s
heint, ist die-9



10 EINLEITUNGses Ergebnis, hier erzielt f�ur ein "Spielzeug-Modell\, dur
haus au
h im Hinbli
k auf dasWeinberg-Salam-Modell von Interesse. Ni
htsdestotrotz stellen die in dieser Arbeit dur
h-gef�uhrten Re
hnungen die Grundlage f�ur eine Kontinuumsuntersu
hung der Ergebnissedas Abels
he Higgs-Modell in [18℄ betre�end dar.Zur Gliederung dieser Arbeit: Im ersten Kapitel stelle i
h einige sp�ater benutzte De�-nitionen, Zusammenh�ange und Methoden der Quantenfeldtheorie vor. Dabei verwendei
h auss
hlie�li
h den Pfadintegralformalismus. Als n�a
hstes wird die Ei
htheorie disku-tiert, wobei die S
hwerpunkte hierbei der Higgs-Me
hanismus, also die spontane Bre
hunglokaler Symmetrien, und die Ei
h�xierung bilden. Im Zusammenhang mit letzterem be-handele i
h ebenfalls die BRST-Symmetrie. Mit diesen Grundlagen ausgestattet werde i
hans
hlie�end das Abels
he Higgs-Modell in zwei Dimensionen (kurz: D = 2) sowohl inder Unit�aren als au
h in der R�-Ei
hung (einer formal renormierbaren Ei
hung) behan-deln. Hierzu leite i
h in den einzelnen Ei
hungen die Feynman-Regeln her. Als Motivationzur Einf�uhrung der R�-Ei
hung wird das Renormierungsverhalten in der Unit�aren Ei
hungmit einem Power-Counting-Argument untersu
ht. Weiter gebe i
h als eine Anwendung derBRST-Symmetrie die Slavnov-Taylor-Identit�aten in der R�-Ei
hung an. Das folgende Ka-pitel enth�alt die Regularisierung der aus den Feynman-Regeln erhaltenen Ausdr�u
ke derVakuumerwartungswerte und Propagatoren bis zur 1-Loop-Ordnung. Diese Bere
hnungenstellen einen Hauptteil meiner Arbeit dar. Als Regularisierungsverfahren verwende i
h dieDimensionelle Regularisierung. Mit diesen Ergebnissen kann nun die Renormierung derPropagatoren na
h zwei unters
hiedli
hen S
hemata dur
hgef�uhrt werden. Hierbei legei
h den S
hwerpunkt auf den Verglei
h der Ergebnisse in den unters
hiedli
hen Ei
hungen.Ebenfalls vergli
hen werden die Vakuumerwartungswerte. Hierna
h folgt die Betra
htungeines Streuprozesses, womit i
h die Ei
hunabh�angigkeit eines sogenannten "physikalis
hen\Prozesses demonstrieren m�o
hte. Abs
hlie�end gebe i
h eine Zusammenfassung meiner Er-gebnisse und diskutiere weitere, no
h zu untersu
hende Aspekte dieses Themas.Im Anhang �ndet si
h eine Zusammenstellung der bei der Dimensionellen Regularisie-rung benutzten Formeln sowie eine kurze Herleitung(sskizze) derselben. Au
h sind hier dieRe
hnungen zur Regularisierung genauer dokumentiert (im Hauptteil habe i
h ledigli
hdie Ergebnisse angegeben), hierzu geh�ort au
h ein Abs
hnitt mit bere
hneten Integral-ausdr�u
ken. Au�erdem werden im Anhang no
h Grassmann-Zahlen eingef�uhrt sowie diebenutzten analytis
hen Fortsetzungen angegeben.No
h einige Bemerkung zur Notation in dieser Arbeit: i
h habe stets eine Euklidis
heRaum-Zeit-Metrik verwandt (hervorgehend aus der Minkowski-Metrik dur
h eine Wi
k-Rotation) und in nat�urli
hen Einheiten ~ = 
 = 1 gere
hnet (~: Plan
ks
hes Wirkungs-quantum dividiert dur
h 2�, 
: Li
htges
hwindigkeit im Vakuum). Soweit ni
ht speziellauf anderes hingewiesen wird, beziehe i
h mi
h stets auf eine zweidimensionale Raum-Zeit, d.h. je eine Zeit- und Ortskoordinate. In Feynman-Diagrammen sind die �au�erenImpulse stets einlaufend notiert, alle weiteren ergeben si
h dur
h Bes
hriftung und/oderImpulserhaltung an den Vertizes.



Kapitel 1Einige Dinge aus derQuantentheorie der Felder
1.1 Lagrange-FormalismusDer Lagrange-Formalismus basiert auf einem Extremalprinzip (siehe, au
h zu den folgen-den Themen dieses Kapitels, [21℄, [35℄, [38℄). Zun�a
hst wird �uber die Lagrange-Di
hteL(�(x)) f�ur ein Feld �(x) eine Wirkung SS = Z d2xL(�(x)) (1.1)de�niert, und gefordert, da� diese unter Variationen der Felder extremal wird:ÆS = 0:Den Zusammenhang mit der Bewegungsglei
hung liefert die Euler-Lagrange-Glei
hung:�L�� � �� �L�(���) = 0: (1.2)F�ur ein freies, komplexes Skalarfeld lautet die zur Klein-Gordon-Glei
hung(���� � m2)� = 0(���� � m2)�� = 0geh�orige Lagrange-Di
hte: L = j���j2 + m2j�j2;allgemeiner f�ur ein Potential, wel
hes au
h We
hselwirkungsterme beinhalten kann:L = j���j2 + V (j�j): (1.3)Bereits an dieser Stelle m�o
hte i
h darauf hinweisen, da� bei der Behandlung von lokalenEi
htheorien die Ableitung �� dur
h die kovariante Ableitung D� zu ersetzen sein wird (s.Abs
hn. 2.1). 11



12 KAPITEL 1. QUANTENFELDTHEORIE1.2 Erzeugende FunktionaleDas erzeugende Funktional Z[J; J�℄ der Greens
hen Funktionen ist dur
h ein Funktional-integralZ[JR; J�℄ = Z D�RDA� expZ d2x (�L(�R(x); A�(x)) + JR(x)�R(x) + J�(x)A�(x))(1.4)de�niert. Hierbei sind JR und J� die Quellen des Skalarfeldes �R : R2 ! R bzw. des Vek-torfeldes A� : R2 ! R2. Desweiteren soll ein komplexes Skalarfeld � : R2 ! C betra
htetwerden. Dieses kann �aquivalent zu zwei unabh�angigen Skalarfeldern, �1; �2 : R2 ! R ,behandelt werden. In dieser Arbeit wird die Zerlegung�(x) = 1p2��1(x) + i�2(x)� (1.5)gew�ahlt. Dies f�uhrt zu folgenden Ersetzungen im erzeugenden Funktional1D�R �! D�1iD�2 = D��D�JR(x)�R(x) �! J1(x)�1(x) + J2(x)�2(x) = 2Re(J�(x)�(x))= J�(x)�(x) + J(x)��(x)mit: J(x) = 1p2�J1(x) + iJ2(x)�;so da� dieses nun wie folgt lautet:Z[J; J�; J�℄ == Z D��D�DA� expZ d2x ��L(�(x); ��(x); A�(x)) + J�(x)�(x) + J(x)��(x) + J�(x)A�(x)�:(1.6)Da in dieser Arbeit sowohl reelle als au
h komplexe Skalarfelder behandelt werden sollen,werden in diesem und dem folgenden Abs
hnitt beide Typen nebeneinander betra
htet.Man a
hte auf die Unters
heidung zwis
hen �R und �!Mit der Einf�uhrung der Wirkung (vgl. (1.1))S(�R; A�) = Z d2xL(�R(x); A�(x))bzw. S(�;A�) = Z d2xL(�(x); A�(x))1bea
hte bei der Integration der Di�erentialformen:D�1iD�2 = �iD�2D�1D�1 = 1p2 (D�+D��) D�2 = � ip2 (D� �D��)D�2D�1 = � i2 �D�2 �D��2 +D�D�� �D��D�� = iD��D�also: D�1iD�2 = D��D�



1.2. ERZEUGENDE FUNKTIONALE 13folgt zun�a
hst f�ur den Fall eines reellen Skalarfeldes bzw. f�ur das reelle Vektorfeld:Z[JR; J�℄ = Z D�RDA� exp��S + Z d2x (JR(x)�R(x) + J�(x)A�(x))� : (1.7)Betra
htet man nun die beiden Identit�aten:ÆÆJR(y) exp�Z d2x JR(x)�R(x)� = �R(y) exp�Z d2x JR(x)�R(x)� (1.8)ÆÆJ�(x) exp�Z d2x J�(x)A�(x)� = A�(y) exp�Z d2x J�(x)A�(x)� ; (1.9)so folgen f�ur die 1-Punkt-Greensfunktionen:< �R(x) > = 1Z0 ÆZ[JR; J�℄ÆJR(x) ����JR;J�=0< A�(x) > = 1Z0 ÆZ[JR; J�℄ÆJ�(x) ����JR;J�=0mit: Z0 = Z[0; 0℄:Desweiteren sei allgemein de�niert:< �R(x) >JR;J� = 1Z0 ÆZ[JR; J�℄ÆJR(x)< A�(x) >JR;J� = 1Z0 ÆZ[JR; J�℄ÆJ�(x) :Die h�oheren Greensfunktionen erh�alt man na
h:< A�1(x1) : : : A�n(xn)�R(xn+1) : : : �R(xn+m) > =1Z0 Æn+mÆJ�1 (x1) : : : ÆJ�n (xn)ÆJR(xn+1) : : : ÆJR(xn+m)Z[JR; J�℄����JR;J�=0 ; (1.10)woraus si
h au
h die Namensgebung "erzeugendes Funktional\ erkl�art. Es sei an dieserStelle auf die Analogie zwis
hen dem hier de�nierten erzeugenden Funktional und derZustandssumme in der Statistis
hen Physik bei der Bere
hnung von Erwartungswertenhingewiesen: < F > = R D�RDA� F e�SR D�RDA� e�S = R D�RDA� F e�SZ0 :Das erzeugende Funktional W f�ur die zusammenh�angenden Greensfunktionen< A�1(x1) : : : A�n(xn)�R(xn+1) : : : �R(xn+m) >
 ist dur
hW = ln ZZ0 (1.11)



14 KAPITEL 1. QUANTENFELDTHEORIEgegeben, woraus si
h die zusammenh�angenden Greensfunktionen analog zu (1.10) bere
h-nen: < A�1(x1) : : : A�n(xn)�R(xn+1) : : : �R(xn+m) >
 =Æn+mÆJ�1(x1) : : : ÆJ�n (xn)ÆJR(xn+1) : : : ÆJR(xn+m)W [JR; J�℄����JR;J�=0 : (1.12)Dieser Zusammenhang zwis
hen den erzeugenden Funktionalen Z und W l�a�t si
h wiefolgt verstehen: Im Funktional Z sind alle Vakuum-zu-Vakuum-Amplituden enthalten,sowohl die verbundenen als au
h die unverbundenen. Sei nun W dasjenige Funktional,wel
hes ledigli
h die zusammenh�angenden ("
onne
ted\) Anteile enth�alt. Eine beliebigeGreensfunktion kann stets in ihre zusammenh�angenden und getrennten Anteile zerlegtwerden, also l�a�t Z si
h s
hreiben als:Z = 1Xn=0 1n!W n = expW;da in Z die Beitr�age, wel
he dur
h Permutation von inneren Vertizes auseinander hervor-gehen, ni
ht nur einfa
h gez�ahlt werden.Die Einteil
hen-irreduziblen (1PI) Greensfunktionen lassen si
h aus der Legendre-Trans-formierten von W , der e�ektiven Wirkung :�[< �R >
;JR;J�; < A� >
;JR;J� ℄ = W [JR; J�℄�Z d2x �JR(x) < �R(x) >
;JR;J� +J�(x) < A�(x) >
;JR;J��(1.13)wiederum f�ur n;m � 3 analog zu (1.10) bere
hnen (der besseren �Ubersi
htli
hkeit wegenhier ledigli
h f�ur die Quelle notiert: J):< A�1(x1) : : : A�n(xn)�R(xn+1) : : : �R(xn+m) >1PI =Æn+mÆ < A�1(x1) >
;J : : : Æ < �R(xn+m) >
;J �[< �R >
;J ; < A� >
;J ℄����J=0 : (1.14)Speziell gilt: �(2)G(2)
 = �1�(2)��G(2)
;�� = �Æ��mit:�(2) =< �R(x1)�R(x2) >1PI G(2)
 =< �R(x1)�R(x2) >
�(2)�� =< A�(x1)A�(x2) >1PI G(2)
;�� =< A�(x1)A�(x2) >
 :Es sei no
h bemerkt, da� gilt (im folgenden stehe � allgemein f�ur eine Feldkomponente):��[< � >
;J ℄� < � >
;J = �J:



1.2. ERZEUGENDE FUNKTIONALE 15Hieraus folgt, da� si
h die m�ogli
hen Werte f�ur die externen Felder in Abwesenheit �au�ererQuellen (J = 0) als die station�aren Punkte der e�ektiven Wirkung ergeben. Weiter l�a�tsi
h �uber die e�ektive Wirkung das sogenannte e�ektive Potential V de�nieren:�[�0℄ = �V V (�0); (1.15)wobei �0 unabh�angig von den Raum-Zeit-Koordinaten sei, und V das Volumen der Raum-zeit meine. Dieses Potential mu� als eine Energiedi
hte interpretiert werden (s. z.Bsp. [7℄,Kap. 5 oder [44℄, Kap. 16.3). Zu dieser Einsi
ht gelangt man, indem man den E�ekt ei-ner adiabatis
h ein- und wieder ausges
halteten Quelle J betra
htet (d.h. zu den Zeitent = �1 gelte J = 0, dazwis
hen sei f�ur eine Zeit T � 1 J 6= 0, der �Ubergang erfolgehinrei
hend glatt). Da der Anfangs- wie au
h der Endzustand hierbei der Vakuumzustandist, dem System aber eine Energie E[J ℄ zugef�uhrt wurde, kann der Unters
hied nur in dere�ektiven Wirkung dieser Zust�ande bestehen. Man erh�alt:W [J ℄ = �E[J ℄T:Bestimmt man nun mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren denjenigen nor-mierten Zustand, der den Erwartungswert < H > der Energie des Systems minimiert undin wel
hem die Felder einen bestimmten (zeitunabh�angigen) Erwartungswert besitzen, so�ndet man < H > = � 1T �[�℄ (1.16)und f�ur ein konstantes � �[�℄ = �VRaum T V (�); (1.17)wobei V = VRaum T . Aus diesen �Uberlegungen folgt weiter, da� das Vakuum ni
ht nur einstation�arer Punkt von � sondern sogar ein Minimum sein mu�.Der Beweis, da� si
h aus � die Ein-Teil
hen-irreduziblen Anteile ergeben, sei hier kurzskizziert (s. [44℄): Man betra
hte das Funktional f�ur die zusammenh�angenden Greensfunk-tionen W�[J; g℄ wel
hes man aus der WirkungS = g�1 �[< � >
;J ℄erh�alt. Die Propagatoren (2-Punkt-Funktionen) aus dieser Wirkung sind proportional zug, jeder Vertex zu g�1. Die Anzahl der S
hleifen (Loops) in einem Diagramm L erh�altman aus der Anzahl der inneren Propagatoren I und der Vertizes V alsL = I � V + 1;also ist der L-Loop Beitrag proportional zu gL�1. Man s
hreibt nun formal:W� = 1XL=0 gL�1W (L)� :Gesu
ht ist demna
h der Baumgraphen ("tree\)-Anteil W (0)� . Dieser ergibt si
h aus demLimes g ! 0, da hier der Wert des Pfadintegral im wesentli
hen dur
h den Wert am



16 KAPITEL 1. QUANTENFELDTHEORIEstation�aren Punkt gegeben ist. Dur
h Verglei
h der Terme nullter Ordnung in g l�a�t si
hnun zeigen, da� giltW = Zzusammenh�angende Baumgraphen D�(x) expf�[�(x)℄ + Z d2x �(x)J(x)g;da� also in � bereits alle 1PI-Subgraphen enthalten sind.Ebenso l�a�t si
h nun der Fall des komplexen Skalarfeldes behandeln. Analog zur Identit�at(1.8) gilt: ÆÆJ(y) exp�Z d2x �J�(x)�(x) + J(x)��(x)�� == ��(y) exp�Z d2x �J�(x)�(x) + J(x)��(x)�� (1.18)ÆÆJ�(y) exp�Z d2x �J�(x)�(x) + J(x)��(x)�� == �(y) exp�Z d2x �J�(x)�(x) + J(x)��(x)�� : (1.19)Dabei kann das aus der Theorie der komplexen Funktionen bekannte Wirtinger-Kalk�ul(vgl. z.Bsp. [13℄) direkt auf die Funktionalableitungen angewandt werden. Entspre
henderh�alt man wie oben die 1-Punkt- und h�oheren Greensfunktionen, sowie die zusammenh�angen-den und 1PI Greensfunktionen. An dieser Stelle sei nur no
h einmal notiert:< A�1(x1) : : : A�n(xn)�(xn+1) : : : �(xn+m)��(xn+m+1) : : : ��(xn+m+l) > =Æn+m+lÆJ�1 (x1) : : : ÆJ�n (xn)ÆJ�(xn+1) : : : ÆJ�(xn+m)ÆJ(xn+m+1) : : : ÆJ(xn+m+l) Z[J; J�; J�℄Z0 ����J;J�;J�=0 :(1.20)1.3 St�orungstheorieZur konkreten Bestimmung der n-Punkt-Greensfunktionen kann eine perturbative Vorge-hensweise benutzt werden. Hierzu wird die Lagrange-Di
hte zerlegt in einen Anteil Lquad ,der die Terme bis zur quadratis
hen Ordnung in den Feldern enth�alt, sowie den We
hsel-wirkungsanteil Lint : L = Lquad + Lint : (1.21)Hiermit s
hreibt si
h das erzeugende Funktional (1.7) mit Squad = R d2xLquadZ[JR; J�℄ = Z D�RDA� exp��Z d2xLint � �exp��Squad + Z d2x (JR(x)�R(x) + J�(x)A�(x))�= exp�� Z d2xLint � ÆÆJR(x) ; ÆÆJ�(x)�� Zquad (1.22)mit: Zquad = Z D�RDA� exp�� Z d2x (Lquad � JR(x)�R(x)� J�(x)A�(x))�(1.23)



1.3. ST �ORUNGSTHEORIE 17bzw. entspre
hend f�ur den Fall eines komplexen Skalarfeldes. Die St�orungsreihe erh�alt mannun, dur
h die Entwi
klung vonexp�� Z d2xLint � ÆÆJR(x) ; ÆÆJ�(x)��in eine Potenzreihe. Hierbei hat si
h die na
h R.P. Feynman benannte Methode derFeynman-Diagramme (siehe z. Bsp. [35℄, [38℄, [42℄, [43℄ oder andere) als �au�erst komforta-bel handhabbar erwiesen. Bei Zquad handelt es si
h um ein Gau�s
hes Funktionalintegral,dessen Bere
hnung nun skizziert werden soll. Der Einfa
hheit halber werde angenommen,da� die Felder �R(x) bzw. �(x) und A�(x) im quadratis
hen Anteil der Lagrange-Di
hteentkoppelt sind (d.h. es treten keine Mis
hterme auf, f�ur den Fall da� dies ni
ht gegebenist, sind die gekoppelten Felder gemeinsam als Komponenten eines Feldes zu behandeln).Dann gilt: Zquad [JR; J�℄ = Zquad ;�R[JR℄ � Zquad, G [J�℄Zquad [J; J�; J�℄ = Zquad ;�[J; J�℄ � Zquad, G [J�℄mit:Zquad ;�R[JR℄ = Z D�R exp ��Z d2x (Lquad ;�R� JR(x)�R(x))�Zquad ;�[J; J�℄ = Z D��D� exp ��Z d2x (Lquad ;� � J�(x)�(x) � J(x)��(x))�Zquad, G [J�℄ = Z DA� exp ��Z d2x (Lquad, G � J�(x)A�(x))� :S
hreibt man nun die Wirkung mit Hilfe des Operators K bzw. K��Squad ;�R = Z d2x 12�RK�R (1.24)Squad ;� = Z d2x ��K� (1.25)Squad, G = Z d2x 12A�K��A� (1.26)und bezei
hnet mit � bzw. ��� die zugeh�origen Propagatoren (au
h: Feynman-Operatoren,2-Punkt-Greensfunktionen), wel
he die inversen Operatoren zu K bzw. K�� sind:K� = Æ ; K����� = Æ�� ; (1.27)so folgt na
h kurzer Re
hnung, wel
he na
hfolgend jeweils f�ur das reelle und das komplexeSkalarfeld skizziert ist:Zquad ;�R[JR℄ = Zquad ;�R[0℄ � exp�12 Z d2x Z d2y JR(x)�(x� y)JR(y)�Zquad ;�[J; J�℄ = Zquad ;�[0; 0℄ � exp�Z d2x Z d2y J�(x)�(x� y)J(y)�Zquad, G [J�℄ = Zquad, G [0℄ � exp�12 Z d2x Z d2y J�(x)���(x� y)J�(y)� :



18 KAPITEL 1. QUANTENFELDTHEORIEDie Re
hnung f�ur die einzelnen Komponenten des Vektorfeldes verl�auft analog zu der desreellen Skalarfeldes.Komplexes Skalarfeld: Zun�a
hst betra
htet man eine Transformation des Skalarfeldes �!�+ �0:Z d2x ���K� � J�� � J��� == Z d2x ���0K�0 + ��K� + ��K�0 + ��0K� � J�� � J��0 � J��0 � J���= Z d2x �J��0 + ��K� + J�� + J�� � J�� � J��0 � J��0 � J���= Z d2x ���K� � J��0 �= Z d2x ���K� � J��J�:Hierbei wurde das Feld �0 so gew�ahlt, da� es der Glei
hung2K�0 = J bzw. �0 = �Jgen�ugt. Desweiteren wurde Z d2x ��0K� = Z d2x �K��0ausgenutzt. S
hlu�endli
h folgt:Zquad ;�[J; J�℄ = Z D��D� exp(� Z d2x ���(x)K�(x) � J�(x)�J(x)�)= Zquad [0; 0℄ Z D��D� exp(Z d2x J�(x)�J(x)):Reelles Skalarfeld: Die Vorgehensweise l�auft analog:Z d2x �12�RK�R � JR�R� == Z d2x �12�RK�R + 12�R;0K�R + 12�R;0K�R;0 + 12�RK�R;0 � JR�R;0 � JR�R�= Z d2x �12�RK�R + JR�R + 12JR�R;0 � JR�R;0 � JR�R�= Z d2x �12�RK�R � 12JR�R;0�= Z d2x 12��RK�R � JR�JR�2bea
hte: �J(x) = R d2y �(x� y)J(y)



1.3. ST �ORUNGSTHEORIE 19Weiter gilt: Zquad ;�R[0℄ = Z D�R exp�� 12 Z d2x �RK�R�= 1pdetK (1.28)Zquad ;�[0; 0℄ = Z D��D� exp�� Z d2x ��K��= 1detK (1.29)Zquad, G [0℄ = Z DA� exp�� 12 Z d2x A�K��A��= 1pdetK�� (1.30)





Kapitel 2Ei
htheorie
2.1 Globale und lokale SymmetrienUnter einer Ei
htheorie versteht man zun�a
hst allgemein eine Theorie, deren zugrundelie-gende Lagrange-Di
hte unter einer Transformation, genauer einer Ei
htransformation, derFelder invariant bleibt. In dieser Arbeit werde i
h ni
ht die aus einer Transformation derRaum-Zeit-Koordinaten resultierenden Energie-Impuls-Relationen diskutieren (s. z. Bsp.[38℄). Es verbleibt nun, zwei F�alle zu unters
heiden:Globale Symmetrien, d.h. hierbei h�angt die Transformation der Felder ni
ht von denRaum-Zeit-Koordinaten ab, das zu transformierende Feld wird �uberall, also global,um denselben Anteil vers
hoben. Hierf�ur ist au
h die Bezei
hnung "Ei
htransforma-tion erster Art\ gebr�au
hli
h.Lokale Symmetrien, d.h. die Transformation der Felder ist von den Raum-Zeit-Koordinatenabh�angig. Man spri
ht au
h von einer "Ei
htransformation zweiter Art\ oder nur voneiner "Ei
htransformation\.Ein wi
htiger Aspekt dieser Invarianz unter Transformationen ist es, da� si
h �uber dasNoether-Theorem (s. [25℄ oder [38℄) global bzw. lokal erhaltene Str�ome und dazugeh�origeLadungen einf�uhren lassen. Beispiele hierf�ur sind die Quantenelektrodynamik, in wel
herdie Ladung eine lokal erhaltene Gr�o�e darstellt, oder vers
hiedene Modelle, die die Lepto-nenzahl erhalten.Zun�a
hst ist eine allgemeine Vor�uberlegung zu den Symmetrien der e�ektiven Wirkunganzustellen. Gegeben sei eine Symmetrietransformation der Felder �, wel
he die WirkungS sowie das Integrationsma� D� einzeln invariant l�a�t oder vereinfa
hend an dieser Stel-le: R D� e�S sei invariant. Die Frage ist nun, unter wel
her Symmetrietransformation diee�ektive Wirkung invariant bleibt. Die Antwort hierauf erh�alt man dur
h die Forderung,das erzeugende Funktional sei invariant unter der urspr�ungli
hen Transformation. Hierausergeben si
h die sogenannten Slavnov-Taylor-Identit�aten, die die gesu
hte Transformationder e�ektiven Wirkung bestimmen (vgl. [44℄, Kap. 16.4). Speziell f�ur eine lineare Trans-21



22 KAPITEL 2. EICHTHEORIEformation der Felder �a �! �a0 = �a + �('a + T ab�b)ergibt si
h dieselbe Symmetrietransformation au
h f�ur die E�ektive Wirkung. Im folgendensei dieser Fall stets vorausgesetzt, also ledigli
h lineare Transformationen betra
htet!Dem S
hwerpunkt dieser Arbeit folgend m�o
hte i
h nun no
h etwas genauer auf die lokaleEi
hinvarianz eingehen. Als einfa
hes Beispiel bietet si
h hier au
h s
hon eine Abels
he (al-so kommutative) Symmetriegruppe an, n�amli
h eine U(1)-Transformation, d.h. die Gruppeder Unit�aren Matrizen in einer Dimension:� �! �0 = exp[�i�(x)℄�(x) = �1 � i�(x) +O(�2)��: (2.1)Nun ist es erforderli
h, eine kovariante Ableitung D� einzuf�uhren, wel
he si
h ebenso wiedas Skalarfeld � selber transformiert. Dies ges
hieht mit Hilfe des Ei
hfeldes A�:D� = �� � ieA�: (2.2)Das Ei
hfeld transformiere si
h wie folgt:A� �! A0� = A� � 1e���(x) +O(�2): (2.3)Man bezei
hnet e als die Kopplungskonstante. Die Feldst�arke F�� ist de�niert als:F�� = ��A� � ��A�: (2.4)Diese Gr�o�e ist selbst ei
hinvariant. Der kinetis
he Term der Ei
hfelder in der Lagrange-Di
hte ist: Lkin, G = 14F��F�� : (2.5)Der Vollst�andigkeit halber seien hier no
h die entspre
henden Zusammenh�ange f�ur dieni
ht Abels
he Symmetriegruppe der speziellen unit�aren Matrizen in N Dimensionen, dasist die Gruppe SU(N), angegeben (vgl. [34℄):� ! �0 = exp[�iT a�a(x)℄�D� = �� � ieT aAa�Aa� ! Aa0� = A0� + fab
�b(x)A
� � 1e���a(x) +O(�2)F a�� = ��Aa� � ��Aa� + efab
Ab�A
� ;wobei T a die Generatoren der Transformation und fab
 die Strukturkonstanten sind:hT a; T bi = ifab
T 
:Auf zwei Dinge sei an dieser Stelle verwiesen: Das Einf�uhren eines Massentermes f�ur dasEi
hfeld, wel
her von der Gestalt m2A2� sein m�u�te, vertr�agt si
h ni
ht mit der Ei
h-invarianz der Lagrange-Di
hte. Deshalb wird die Masse des Ei
hfeldes �uber den Higgs-Me
hanismus, also eine spontane Symmetriebre
hung, eingef�uhrt (siehe die beiden fol-genden Abs
hnitte). Desweiteren bringt die Ei
hinvarianz der Wirkung Probleme bei derst�orungstheoretis
hen Formulierung im Pfadintegralformalismus mit si
h. Deshalb ist einesogenannte Fixierung der Ei
hung vorzunehmen (siehe Abs
hnitt 2.2).



2.1. GLOBALE UND LOKALE SYMMETRIEN 232.1.1 Spontan gebro
hene globale SymmetrienVon einer global gebro
henen Symmetrie spri
ht man, falls der Vakuumzustand ni
htsymmetris
h unter der globalen Transformation ist, wel
he die Wirkung invariant l�a�t: SeiG eine lineare Transformation, mit L(�) = L(G�)also au
h �[�℄ = �[G�℄;und �0 ein Vakuumzustand, so ist eine Symmetrie gebro
hen, falls gilt:G�0 6= �0:Ein einfa
hes Beispiel bietet hier das folgende Potential f�ur ein reelles (eindimensionales)Skalarfeld �(x): V (�) = m2�2 + g�4:Es sei g > 0. Dann h�angt die Potentialform im wesentli
hen vom Vorzei
hen von m2 ab (s.Abb. 2.1). Das Potential ist stets invariant unter der Transformation �! �0 = ��, do
hdies gilt nur f�ur m2 � 0 au
h f�ur den Vakuumzustand (das ist in diesem Fall nat�urli
h�0 = 0). Im Fall m2 < 0 gibt es zwei (entartete) Vakuumzust�ande, die si
h zwar dur
hdiese Symmetrietransformation ineinander �uberf�uhren lassen, aber eben ni
ht glei
h sind.
V

φ φ

V

Abbildung 2.1: Potential V (�) f�ur m2 � 0 (links) und m2 < 0 (re
hts)Der Vakuumzustand einer Theorie ist dur
h das Minimum von �� gegeben: wie obenbereits erw�ahnt wurde, muss dieser Zustand ein station�arer Punkt von � sein:Æ�[�℄Æ� �����=�0 = 0:Die Forderung na
h einem Minimum folgt aus der Energie-Interpretation der e�ektivenWirkung. Eine weitere Frage, die si
h in diesem Zusammenhang stellt, h�angt mit demAuftreten mehrerer, entarteter Vakuumzust�ande zusammen: Ist in diesem Fall der gesu
hteZustand eine Superposition mehrerer oder aller Vakuumzust�ande? Dies ist ni
ht der Fall,da jeder lokale Operator diagonalisierbar in der Basis dieser Zust�ande ist ([44℄).



24 KAPITEL 2. EICHTHEORIEUm nun die Konsequenzen einer global gebro
henen Symmetrie in einer quantisiertenFeldtheorie zu bespre
hen, ist es zwe
km�a�ig, das e�ektive Potential zu benutzen (s. [7℄,Kap. 5). F�ur den Fall einer lorentz- und translationsinvarianten Theorie kann man vonkonstanten Feldern ausgehen, man erh�alt:V Ve� (�) = ��[�℄:Hierbei ist V ein Faktor f�ur das Raumzeit-Volumen. Man fordert nun also:�Ve��� �����=�0 = 0:Die Invarianz der e�ektiven Wirkung unter der linearen (globalen) TransformationG : �n ! �n + i�Tnm�m;wobei iT eine reelle Matrix sei, s
hreibt si
h nun mit dem e�ektiven Potential:Xnm �Ve���n Tnm�m = 0:Hieraus erh�alt man dur
h erneutes Di�erenzieren und Ausnutzung der De�nition des Va-kuumzustandes �0 (vgl. [44℄):Xnm �2Ve���n��l �����=�0 Tnm(�0)m = 0:Dies ist trivialerweise erf�ullt, falls der Vakuumzustand unver�andert unter der Symmetrie-transformation G bleibt, also Tnm(�0)m = 0. Diese eventuell vorhandene ungebro
heneUntergruppe der Symmetriegruppe G sei im folgenden mit H bezei
hnet. F�ur Symmetriender verbleibenden NebengruppeG=H besagt die obige Glei
hung, da� T�0 ein Eigenvektormit Eigenwert 0 der Matrix �2Ve���n��l ����=�0 ist. Nun soll argumentiert werden, da� diesen Ei-genvektoren Teil
hen der Masse m = 0 entspre
hen, die sogenannten Goldstone-Bosonen.Wie oben bereits notiert, entspri
ht der inverse Propagator gerade der negativen 1PI-2-Punkt-Funktion der e�ektiven Wirkung. Die Masse eines Teil
hen ist dur
h die Polstelleseines Propagators bzw. die Nullstelle des inversen Propagators gegeben, also f�ur den Wertvon p, wel
her die folgende Glei
hung l�ost:��1nl (p2) = Z d2x eip(x�y) Æ2�Æ�nÆ�l (x; y) = 0:Setzt man hier nun p = 0, so ist dieses glei
hbedeutend mit der Di�erentiation na
hkonstanten Feldern � (vgl. [35℄), und man kann f�ur � das e�ektive Potential Ve� s
hreiben:��1nl (0) = �2Ve���n��l ;hiermit folgt Xn ��1nl (0)(T�0)n = 0:



2.1. GLOBALE UND LOKALE SYMMETRIEN 25Damit ist gezeigt, da� den Eigenvektoren, die den Eigenwert Null besitzen, Polstellen beip = 0 von �(p) entspre
hen.Zusammenfassen l�a�t si
h dies im Goldstone-Theorem (s. z.Bsp. [25℄, au
h bezei
hnetals Nambu-Goldstone-Theorem), na
h dem zu jeder unabh�angig gebro
henen Symmetrieein masseloses Boson geh�ort. Die Anzahl dieser Goldstone-Bosonen ist demna
h gegebendur
h: Anzahl(Goldstone-Bosonen) = dimG=H = dimG � dimH:Zur Erinnerung: G bezei
hne die volle globale Symmetriegruppe der Wirkung, H die Un-tergruppe, wel
he den Vakuumzustand invariant l�a�t.2.1.2 Spontan gebro
hene lokale Symmetrien, Higgs-Me
hanismusIm Gegensatz zu den bisher behandelten globalen Symmetrien werden nun die lokalen be-tra
htet. Diese zei
hnen si
h dur
h eine Abh�angigkeit der Transformation von den Raum-Zeit-Koordinaten ab: G = G(x). Au
h hier wird wiederum der Fall einer linearen Trans-formation angenommen: G(x) : �n ! �n + i�(x)Tnm�m;wobei die Abh�angigkeit von den Raum-Zeit-Koordinaten dur
h den Transformationspa-rameter �(x) gegeben ist. Es wird si
h herausstellen, da� in diesem Fall die Goldstone-Bosonen der global gebro
henen Theorie als massive Vektorteil
hen ers
heinen. Dies be-zei
hnet man als den Higgs-Me
hanismus1.F�ur die nun folgende Betra
htung vgl. [44℄, siehe au
h [28℄. Um das Ei
hfeld zu quantisie-ren, ist es notwendig, eine Ei
hung (z. Bsp. Unit�are, R�-, Feynman- oder Landau-Ei
hung)dur
h eine Ei
hvors
hrift zu w�ahlen, um die zus�atzli
hen Freiheitsgrade der Theorie zu re-duzieren (s. Abs
hnitt 2.2). Die folgende Betra
htung ges
hieht am einfa
hsten in derUnit�aren Ei
hung, wel
he in der Forderung besteht, da� die Skalarfelder na
h der Ei
h�-xierung ~� senkre
ht auf den Goldstone-Feldern stehen:0 =Xn ~�n(T�0)n:Nun betra
hte man die Beitr�age aus dem kinetis
hen Term der SkalarfelderLkin = 12(D� ~�)2 = 12Xn ��� ~�n � ieA�Tnm ~�m�2 ;entwi
kelt um den Vakuumerwartungswert �0:~� =: �0 + �0bis zur quadratis
hen Ordnung:Lkin,quad = 12�(���0)2 + M2A2��1na
h P.W. Higgs, wie S. Coleman in [7℄, Kap.5 erw�ahnt, wurde dieser "Me
hanismus\ jedo
h un-abh�angig von Brout, Englert, Guralnik, Hagen, Higgs und Kibble entde
kt.



26 KAPITEL 2. EICHTHEORIEmit der Massenmatrix M2 := �e2Xnml TnmTnl(�0)m(�0)l;f�ur den Fall mehrerer Generatoren T� (und somit au
h mehrerer Ei
hfelder A��):(M2)�� := �e2Xnml T�nmT �nl(�0)m(�0)l:Aufgrund der Unit�aren Ei
hung entsteht kein Term �A. Da die Matrix T imagin�ar undantisymmetris
h gew�ahlt war, istM2 reell, symmetris
h und positiv semi-de�nit (f�ur e2 �0, hier stets angenommen) und h�angt von der Kopplung des Ei
hfeldes ab. Man betra
htenun zun�a
hst den Fall, da� eine Symmetrie ungebro
hen bleibt, im einfa
hsten Fall geh�ortdiese ungebro
hene Symmetrie direkt zu einem der Generatoren und es folgt sofort, da�das zugeh�orige Ei
hboson masselos bleibt. Dies gilt au
h f�ur den Fall, da� die ungebro
heneSymmetrie zu einer Linearkombination von Generatoren a�T� geh�ort, also gilt:X� a�T��0 = 0:Es folgt n�amli
h: X� (M2)��a� = �e2 X�nml T�nmT �nl(�0)m(�0)la� = 0:Umgekehrt gilt au
h, zu jedemmasselosen Ei
hboson geh�ort eine ungebro
hene Symmetrie:X�� (M2)��a�a� = �e2 X��nml a�T�nm(�0)ma�T �nl(�0)l= e2Xn X�m �ia�T�nm(�0)m�2 � 0(Anmerkung: hieraus folgt au
h: M2 positiv semi-de�nit) wobei die Glei
hheit nur f�urX�m a�T�nm(�0)m = 0;n�amli
h eine ungebro
hene Symmetrie, gelten kann, q.e.d..Somit geh�ort zu jeder spontan gebro
henen Symmetrie ein massives Ei
hfeld. Wi
htighierbei ist, da� diese Masse dynamis
h �uber den Higgs-Me
hanismus erzeugt wurde, undni
ht dur
h Einf�ugen eines Massentermes (/ m2A2�) in die Lagrange-Di
hte, was die Ei
h-invarianz der Wirkung zerst�ort h�atte. Diese Ei
hinvarianz bleibt hier erhalten und somitau
h deren Konsequenzen (erhaltene Str�ome und Ladungen).Es sei an dieser Stelle bereits darauf hingewiesen, da� si
h das Renormierungsverhaltendes Ei
hfeld-Propagators in der Unit�aren Ei
hung als ung�unstig erweisen wird, weshalbder Higgs-Me
hanismus au
h no
h in einer Renormierbaren Ei
hung, hier der R�-Ei
hung,betra
htet werden wird.



2.2. ALLGEMEINE EICHFIXIERUNG 272.2 Allgemeine Ei
h�xierungDas Hauptproblem bei der Formulierung lokaler Ei
htheorien im Pfadintegralformalismusbesteht in der Integration �uber sogenannte Ei
horbits. Die einer sol
hen Theorie zugrundegelegte Ei
hinvarianz der Lagrange-Di
hte bzw. der Wirkung f�uhrt dazu, da� s�amtli
heFeldkon�gurationen (AG� ; �G), wel
he aus (A�; �) dur
h eine Transformation G hervorge-hen, denselben Beitrag zum Pfadintegral leisten. Man spri
ht in diesem Zusammenhangvom Ei
horbit (A�; �). Dieser gesamte Ei
horbit ist bereits in dem Pfadintegral R DA� ent-halten und bewirkt bei Anwendung der St�orungstheorie, da hier die Propagatoren zun�a
hstnur aus den quadratis
hen Anteilen bestimmt werden, einen divergenten Anteil. Dies wirddur
h eine Ei
h�xierung behoben, indem man dur
h eine Ei
hbedingung aus jedem die-ser Orbits nur einen Repr�asentanten ausw�ahlt. In der Unit�aren Ei
hung (siehe vorherigerAbs
hnitt sowie 3.2.1) lautet die Ei
hbedingung z. Bsp. !0 = 0 (die Phase des komplexenSkalarfeldes wird dur
h eine Ei
htransformation �uberall zu Null gew�ahlt, hieraus ergibtsi
h dann au
h das Vektorfeld B�, bzw. das Skalarfeld stehe senkre
ht auf den Goldstone-Feldern). Bei einer allgemeinen Ei
h�xierung ges
hieht nun diese Festlegung der Ei
hungdur
h eine Ei
h�xierungsfunktion F (A�; �), z. Bsp. dur
h die ForderungF (A�; �)� a = 0;die f�ur die auszuw�ahlenden Kon�gurationen erf�ullt sein soll. Hierbei sei a eine beliebigeFunktion der Raum-Zeit-Koordinaten. Diese �Uberlegungen sollen nun etwas ausf�uhrli
herdargestellt werden (vgl. hierzu [1℄, aber au
h [44℄, Kap. 15).Die Skalarfelder �i transformieren si
h unter G na
h� ! �0 = (1 + i��(x)T�)�:Eine Ei
h�xierung sei wie oben erl�autert dur
hF�(A�; �)� a� = 0;gegeben, mit der Bedingung, da�, f�ur A� und � gegeben,F�(Ag�; �g)� a� = 0eine eindeutige L�osung g 2 G besitze (mit Ag� bzw. �g bezei
hne i
h die aus A� bzw. �dur
h die Transformation g hervorgegangenen Felder). Nun setze man die Identit�at1 = Z Dg Æ(F (Ag ; �g)) det�ÆF (Ag ; �g)Æg � (2.6)in das Pfadintegral �uber die Wirkung ein:Z Dg det(MF )Æ(F�(Ag�; �g)� a�)Z DA�D�e�S(A�;�);wobei MF �� = ÆF�(Ag�; �g)Æ�� �����=0



28 KAPITEL 2. EICHTHEORIEist, also bes
hreibt detMF die Ja
obi-Determinante der Transformation g. Aufgrund derEi
hinvarianz l�a�t si
h nun zeigen, da� si
h in diesem Integral �uber die Wirkung gera-de der Ei
horbit (also das Funktionalintegral �uber s�amtli
he Ei
htransformationen) alsdivergenter Anteil faktorisieren l�a�t:�Z Dg� Z DA�D� det(MF )Æ(F�(A�; �)� a�) e�S(A�;�):�Uber die beliebige Funktion a� kann nun no
h eine Gau�-Integration dur
hgef�uhrt werden:Z Da� e� 12 R d2x a2� ;so da� si
h das erzeugende Funktional ohne den oben separierten divergenten Faktor nuns
hreibt: ZF [J; J�℄ = Z DA�D� detMF e� R d2x (L+ 12F 2��J�A��J�): (2.7)Hieraus wird ersi
htli
h, da� die Ei
h�xierung gerade in dem Hinzuf�ugen eines Ei
h�xie-rungstermes (Gauge Fixing Term) LGF = 12F 2�zur Lagrange-Di
hte besteht. Wie in Anhang D.1 gezeigt wird, l�a�t si
h die Determinante�uber komplexe Grassmannfelder �
 und 
, sogenannte Geistfelder, dur
h die Einf�uhrungeines Faddeev-Popov-Termes2 LFP = �
MF 
in die Lagrangedi
hte behandeln. Diese Felder bes
hreiben unphysikalis
he Teil
hen (eben"Geister\), da sie die Dynamik eines skalaren Feldes besitzen aber antivertaus
hend (Grass-mann-Felder) sind. Demzufolge k�onnen sie ni
ht als Anfangs- oder Endzust�ande auftretensondern ledigli
h in S
hleifenbeitr�agen. Es bleibt nun u.a., neben der no
h zu zeigendenUnabh�angigkeit der Ergebnisse von der speziellen Wahl der Ei
h�xierung, no
h der Beweisungef�uhrt, da� au
h ohne diese unphysikalis
hen Felder die Streumatrix unit�ar bleibt. Diesist deshalb ents
heidend, da nur dann gew�ahrleistet ist, da� si
h aus einer Anfangskon�gu-ration ohne Geist-Felder ein Endzustand entwi
kelt, der ebenfalls nur physikalis
he Felderenth�alt. Hierauf werde i
h na
h Einf�uhrung der BRST-Symmetrie in Abs
hn. 2.2.2 weitereingehen. Na
hdem zun�a
hst kurz dargestellt werden soll, wie die Ei
h�xierungsfunkti-on in einem Modell mit gebro
hener Symmetrie allgemein g�unstig gew�ahlt werden kann,wird im folgenden Abs
hnitt auf die Unabh�angigkeit der aus dem erzeugenden Funktionalgewonnenen Ergebnisse von der Wahl der Fixierung eingegangen.W�ahlt man die Ei
h�xierungsfunktion so, da� eine renormierbare Theorie entsteht und dieEi
h�xierung no
h von einem (reellen, ni
ht-negativen) Parameter � abh�angt, so spri
htman von einer R�-Ei
hung. In [1℄ wird eine sol
he Ei
h�xierungsfunktion f�ur den allge-meinen Fall einer spontan-gebro
henen, ni
ht Abels
hen Theorie angegeben. Diese Wahlzei
hnet si
h unter anderem dadur
h aus, da� bis zur quadratis
hen Ordnung keine Mi-s
hung in den einzelnen Feldern statt�ndet. Dieses Verfahren wird in Abs
hn. 3.3 au
hbenutzt werden, um eine renormierbare Formulierung des Abels
hen Higgs-Modells in zweiDimensionen aufzustellen.2na
h L.D. Faddeev und V.N. Popov, siehe z. Bsp. Literaturhinweise in [1℄ oder [25℄



2.2. ALLGEMEINE EICHFIXIERUNG 292.2.1 Unabh�angigkeit der renormierten S-Matrix von der Ei
h�xierungIn diesem Abs
hnitt soll unabh�angig von der im folgenden Abs
hnitt behandelten BRST-Symmetrie gezeigt werden, da� die dur
h ein wie oben bes
hrieben ei
h�xiertes Modellerhaltenen Ergebnisse ni
ht von der Wahl der Ei
h�xierung abh�angen. Hierzu bediene i
hmi
h, abwei
hend von den �ubrigen Teilen dieser Arbeit, der unter anderem in [1℄ benutztenNotation , wel
he die Skalar- und Ei
hfelder zusammenfassend als �a bezei
hnet. Der Indexa stehe f�ur � = 1; : : : ; N f�ur die Erzeugenden der Symmetriegruppe G (ni
ht notwendigAbels
h), und f�ur i = 1; : : : ;K f�ur die skalaren Felder der Theorie. Die ei
htransformierteGr�o�e s
hreibt si
h nun �ga = �a + [��ab�b + ��a ℄�� + O(�2): (2.8)Um mit dieser Notation beispielsweise die s
hon erw�ahnte lokale U(1)-Symmetrie3 eines(komplexen) Skalarfeldes � zu bes
hreiben, ergibt si
h:�a = ( � ; a = 0A� ; a = 1�10b = �iÆ0b�11 = �1e��(ni
ht aufgef�uhrte Komponenten von � bzw. � sind glei
h null).Das erzeugende Funktional, hervorgegangen aus einer Fixierung �uber die Funktion F , ist:ZF [J ℄ = Z D� detMF e�S[�℄� 12F 2�+Ja�a ;wobei die Ei
h�xierungsfunktion an dieser Stelle nur bis zur ersten Ordnung betra
htetwird (vgl. hierf�ur und f�ur folgendes: [1℄, [28℄):F�(�g) = F�(�) + MF ���� +O(�2):F�ur die hier pr�asentierte Argumentation sind zun�a
hst die Ward-Takahashi-Identit�aten,au
h als Slavnov-Taylor-Identit�aten bezei
hnet, herzuleiten. Diese erh�alt man aus der In-varianz von ZF unter �Anderung der Integrationsvariablen. Hierbei bes
hr�ankt man diem�ogli
hen Transformationen mittels der BedingungMF ���� = �� = 
onst.:3Als weiteres Beispiel sei no
h eine SU(N)- Yang-Mills-Theorie mit N Ei
hfeldern und K Skalarfeldernaufgef�uhrt: �a = ( A�� ; � = 1; : : : ; N i ; a = 1; : : : ; K��a = Æ�a ����ab = ( f�ab ; a; b 2 f�gT�ab ; a; b 2 fig



30 KAPITEL 2. EICHTHEORIEAlso legt � im wesentli
hen die Ei
htransformation fest. Weiter folgen aus dieser Bedin-gung: �� = (M�1F )���� = ��(�)F�(�g) = F�(�) + �� +O(�2):Unter Ber�u
ksi
htigung von (s. [30℄)D� detMF (�) = D�g detMF (�g)(i.a. gilt ni
ht unbedingt D� = D�g und detMF (�) = detMF (�g)) folgt aus der Un-abh�angigkeit des erzeugenden Funktionals von der Integrationsvariablen, alsoÆÆ��ZF = 0;und der Invarianz der Wirkung die gesu
hte Ward-Takahashi-Identit�at0 = (F� � ÆÆJ � + Ja���ab ÆÆJb + ��a��M�1F � ÆÆJ ����)ZF [J ℄: (2.9)Ein anderer Weg zu diesen Identit�aten f�uhrt �uber die no
h zu bespre
hende BRST-Symmetrie. Hierauf gehe i
h Abs
hn. 2.2.2 sowie genauer bei der konkreten Anwendungauf das Abels
he Higgs Modell (D = 2) in Abs
hn. 3.3.3 ein.Es l�a�t si
h weiter zeigen, da� der Term �M�1F � ÆÆJ ���� ZF [J ℄ gerade dem Geist-Propagatorentspri
ht: �M�1F � ÆÆJ ���� ZF [J ℄ = Z D�D
D�
 
��
� e�S� 12F 2�+�
�MF 
�+Ja�a:Nun wird die �Anderung �Z des erzeugenden Funktionals unter einer �Anderung der Ei
h-�xierung F� �! F� + �F�betra
htet. Benutze hierbei:detMF+�F = det��ÆF�Æ�a + Æ�F�Æ�a ����ab�b +��a��= detMF �1 + Æ�F�Æ�a ���ab�b +��a� (M�1F )�� + O((�F )2)� :Es folgt:�Z = ZF+�F � ZF= Z D� detMF e�S� 12F 2�+Ja�a �F��F� + Æ�F�Æ�a ���ab�b +��a� (M�1F )��� :Man wende nun �F� � ÆÆJ � auf die Ward-Takahashi-Identit�at (2.9) an und erh�alt bei Be-a
htung von �F� � ÆÆJ �JaeJa�a = eJa�a �Ja�F�(�) + Æ�F�(�)Æ�a �



2.2. ALLGEMEINE EICHFIXIERUNG 31die Identit�at:0 = Z D� detMF e�S� 12F 2�+Ja�a �F��F� + �Ja�F�(�) + Æ�F�(�)Æ�a ����ab�b +��a� (M�1F )��� :Somit erh�alt man f�ur die �Anderung des erzeugenden Funktionals:�Z = Z D� detMF e�S� 12F 2�+Ja�a Ja�F�(�)���ab�b +��a� (M�1F )��und in erster Ordnung in �F :ZF+�F = Z D� detMF e�S� 12F 2�+Jaf�a+(��ab�b+��a )(M�1F )���F�g:Damit resultiert aus einer �Anderung der Ei
h�xierungsfunktion eine zus�atzli
he Kopp-lung an die �au�eren Quellen. Bei der Bere
hnung der S-Matrix Elemente sind ledigli
hdie amputierten n-Punkt-Greensfunktionen auf der Massens
hale von Bedeutung. Es sollnun gezeigt werden, da� die oben auftretende zus�atzli
he Kopplung an die Quellen dierenormierte S-Matrix unver�andert l�a�t (vgl. [31℄). Dieser Zusammenhang wird in [21℄ als"equivalen
e theorem\ bes
hrieben. Man betra
hte zum einen das erzeugende Funktional(N : Normierungsfaktor)ZJ [J ℄ = N Z D� exp h� S + Z dnx J(x)�(x)iund zum anderen Zj , wo zus�atzli
h eine Kopplung, hier bes
hrieben dur
h eine Funktionder Felder h(�), an die Quelle j besteht:j ��+ h(�)� = j H(�)Zj[j℄ = N Z D� exp h� S + Z dnx j(x)H��(x)�i= exp �Z dnx j(x)H� ÆÆJ(x)�� ZJ [J ℄:Es lassen si
h also die von Zj erzeugten n-Punkt-Greensfunktionen dur
h diejenigen, wel-
he von ZJ erzeugt werden, ausdr�u
ken. Die 2-Punkt-Greensfunktionen aus ZJ bzw. Zjbesitzen jeweils Pole bei der glei
hen Masse p2 = �m2R, da speziell au
h �j dur
h die2-Punkt- und h�oheren Greensfunktionen von ZJ bes
hrieben werden kann:limp2!�m2R �J = ZRJp2 +m2Rlimp2!�m2R �j = ZRjp2 +m2R(vgl. Kap. 5), wobei ZR die jeweilige Renormierungskonstante bezei
hne. Man de�nierenun das Verh�altnis der beiden Renormierungskonstanten:� = ZRjZRJ = limp2!�m2R �jlimp2!�m2R �J



32 KAPITEL 2. EICHTHEORIEund betra
hte die aus Zj erhaltene, unrenormierte S-MatrixSuj (k1; : : :) = Yi limk2i!�m2R(k2i +m2R)Gj(k1; : : :);wobei Gj die aus Zj erzeugte n-Punkt-Greensfunktion ist. Es wird deutli
h, da� nur die-jenigen Anteile von Gj na
h der Grenzwertbildung no
h vorhanden sind, die in allenImpulsvariablen ki Pole besitzen, also gilt (N sei die Anzahl der �au�eren Felder):Suj = �N2 SuJbzw.: S = (ZRj )�N2 Suj = (ZRJ )�N2 SuJ :Also sind die renormierten S-Matrix-Elemente einer dur
h die Funktion F ei
h�xiertenTheorie S = SFQl(ZRF ) 12lunabh�angig von der gew�ahlten Ei
hung!2.2.2 Be

hi-Rouet-Stora-Tyutin-SymmetrieDie ei
h�xierte Lagrange-Di
hte bzw. die daraus resultierende Wirkung besitzt zwar kei-ne lokale Ei
hinvarianz mehr (dies war ja gerade das Ziel, um die Pfadintegralmethodest�orungstheoretis
h anwenden zu k�onnen), jedo
h kann no
h eine globale Symmetrie, diena
h Be

hi, Rouet, Stora und Tyutin4 benannte BRST-Symmetrie, ausgema
ht werden.Vorbereitend wird das Ei
h�xierungsfunktional (an dieser Stelle bereits mit dem sp�atereinzuf�uhrendem Ei
hparameter � ges
hrieben)exp ���2 Z dDx F 2�formal einer Fourier-Transformation unterzogen, das hierbei benutzte Hilfsfeld h wird alsNakanishi-Lautrup-Feld bezei
hnet:Z Dh exp � 12� Z dDx h2� exp ��Z dDx Fh� ;so da� si
h die Wirkung nun s
hreibt:S = �Z dDx �L + LFP � hF � 12� h2�(man bea
hte hier die Verwendung einer Euklidis
hen Metrik im Gegensatz zu z. Bsp.[25℄ oder [44℄). Die BRST-Transformation Æ� wird na
h [44℄ allgemein eingef�uhrt: hierbei4in der Literatur wird der letzte Urheber teilweise ni
ht genannt, also nur von der BRS-Symmetriegespro
hen, siehe die Literaturangaben in [35℄



2.2. ALLGEMEINE EICHFIXIERUNG 33sei � eine in�nitesimale Grassmann-Konstante, d.h. antivertaus
hend mit den Geistfeldernsowie eventuell vorhandenen Fermionfeldern.Æ�� = iT��
�� (2.10)Æ�A�� = �D�
� (2.11)Æ��
� = ��h� (2.12)Æ�
� = �12�f��

�

 (2.13)Æ�h� = 0 (2.14)T : Generatoren der Symmetriegruppef : StrukturkonstantenSpeziell f�ur den in dieser Arbeit betra
hteten Fall einer Abels
hen U(1)-Symmetrie gilt:Æ�� = ie�
�Æ�A� = ���
Æ��
 = ��hÆ�
 = 0Æ�h = 0:An dieser Stelle wird ersi
htli
h, da� die (lokale) Ei
htransformation in der BRST-Trans-formation enthalten ist, man kann den Ei
hparameter � identi�zieren als:�(x) = e� 
(x):Bea
htenswert ist hierbei, da� die Lokalit�at der urspr�ungli
hen Ei
hsymmetrie nun g�anz-li
h in dem Geistfeld 
(x) enthalten ist, der Transformationsparameter � selbst h�angtni
ht von den Raum-Zeit-Koordinaten ab. Die urspr�ungli
he Lagrange-Di
hte L ist alsoau
h BRST-invariant. Eine weitere wi
htige Feststellung ist die Nilpotenz der BRST-Transformation. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da� si
h diese Eigens
haft nurdur
h die Einf�uhrung des Nakanishi-Lautrup-Hilfsfeldes errei
hen l�a�t (s. z.Bsp. [4℄). Zwarl�a�t si
h dessen Einf�uhrung au
h umgehen, dann kann aber die folgende Argumentati-on ni
ht mehr so kompakt gef�uhrt werden. An anderer Stelle in dieser Arbeit (Abs
hn.3.3.3) wird eine Formulierung der BRST-Symmetrie ohne dieses Hilfsfeld jedo
h vorteil-hafter sein (n�aheres siehe dort). Die Nilpotenz dr�u
kt si
h wie folgt aus: S
hreibt mandie BRST-Transformation eines beliebigen Funktionals G der Skalar-, Ei
h-, Geist- undHilfsfelder Æ�G = �TBRST G; (2.15)so gilt stets (s. [44℄) TBRST TBRST G = 0:Mit dieser Feststellung l�a�t si
h nun au
h die globale BRST-Invarianz der ei
h�xier-ten Lagrange-Di
hte zeigen, indem man den Ei
h�xierungsterm LGF und den Faddeev-Popov(Geist)-Term LFP aus einer BRST-Transformation hervorgegangen s
hreibt:LGF+FP = TBRST (�
G) ;



34 KAPITEL 2. EICHTHEORIEwobei an das Funktional G ledigli
h die Forderung gestellt wird, da� es die glei
he An-zahl an Geist- wie an Antigeistfeldern enthalte5. In [25℄ wird dieses Verfahren dazu be-nutzt, allgemeine Ei
h�xierungen einzuf�uhren. Eine Auftrennung der Anteile in einenEi
h�xierungs- und einen Faddeev-Popov(Geist)-Term ist genau dann m�ogli
h, wenn imFunktional G keine Geistfelder vorkommmen. Die sp�ater benutzte Ei
h�xierung erh�altman mit G = F + 12� h / ��A� � ev� �2 + 12� h(�2 entspri
ht dem Imagin�aranteil des Feldes �, siehe (3.42), f�ur die Transformation indiesen Variablen (3.43)). Es gilt:Æ��
��A� = ��h��A� � ��
�2�
Æ��
�2 = ��h�2 + �e�

(�1 + v)Æ��
h = ��h2;also: TBRST �
G = �h��A� � �
�2�
+ ev� h�2 � e2v� �

(�1 + v)� 12� h2;woraus si
h na
h der Integration �uber das Nakanishi-Lautrup-Feld die ei
h�xierte Lagrange-Di
hte ergibt.Die gesamte Lagrange-Di
hte s
hreibt si
h nun also:Lgesamt = L + TBRST �
G:Eine wi
htige Interpretation ist die folgende: S�amtli
he "Physik\ einer Ei
htheorie istim Kern der BRST-Symmetrie enthalten, also in BRST-invarianten Termen, wobei zweiTerme als glei
h anzusehen sind, falls sie si
h ledigli
h um einen Beitrag unters
heiden, derbereits aus einem BRST-transformierten Term hervorgeht ("modulo dem Bild der BRST-Transformation\). Man spri
ht in diesem Zusammenhang au
h von der Kohomologie derTransformation. Tats�a
hli
h kann die BRST-Transformation dazu genutzt werden, eineerhaltene Ladung QBRST zu de�nieren, die wiederum nilpotent ist. Hierauf basierendlassen si
h s�amtli
he Zust�ande des Hilbertraums aller Zust�ande (physikalis
her wie au
hunphysikalis
her, d.h. sol
her die Geist-Felder et
. enthalten) in drei Unterr�aume aufteilen(s. z.Bsp. [25℄ oder kurz: [35℄):j 1i 2 H1 : QBRST j 1i 6= 0j 2i 2 H2 : j 2i = QBRST j 1ij 0i 2 H0 : QBRST j 0i = 0; j 0i 62 H2:5Es l�a�t si
h ein Geistzahloperator NF de�nieren, der jedem Geistfeld den Wert +1, jedem Antigeistfeldden Wert �1 zuordnet. Dies beruht auf dem Noether-Theorem angewandt auf die (globale) Symmetrie-transformation (s. [25℄): 
� ! 
0� = er 
��
� ! �
0� = e�r �
�r 2 RDie Forderung lautet dann NFG = 0



2.2. ALLGEMEINE EICHFIXIERUNG 35Der physikalis
he Unterraum kann nun mit H0 identi�ziert werden. Hierauf aufbauendl�a�t si
h au
h der Beweis der Unitarit�at der S-Matrix einges
hr�ankt auf den physikali-s
hen Unterraum f�uhren und eine Identi�zierung von ei
hinvarianten Gr�o�en dur
hf�uhren(ausf�uhrli
h: s.[25℄). An dieser Stelle bes
hr�anke i
h mi
h auf eine kurze Beweisskizze derUnitarit�at auf dem physikalis
hen Unterraum (vgl. [35℄). Ausgehend von der Unitarit�atauf dem Raum aller Zust�ande Sy S = 11ist nun zu zeigen (j ii ; j f i 2 H0):h f j Sy S j ii = Xj mi2H0 h f j Sy j mi h mj S j ii = h f j 11 j ii :Es l�a�t si
h zeigen, da� die BRST-Ladung QBRST mit dem Zeitentwi
klungsoperator (alsoim wesentli
hen der Hamiltonfunktion) kommutiert, also:QBRST S j 0i = 0:Damit l�a�t si
h s
hreiben:S j 0i = Xj ni2H0 an j ni + Xj mi2H2 bm j mi :Weiter gilt: h 0j 2i = 0h 2j 2i = 0h 0j 0i i.a.6= 0:Somit tragen zu dem Produkt aus h f jSy und S j ii nur die Zwis
henzust�ande aus demphysikalis
hen Unterraum H0 bei, q.e.d..Eine weitere Anwendung der BRST-Symmetrie wird die Herleitung der Slavnov-Taylor-Identit�aten in Abs
hn. 3.3.3 sein. Hierbei wird aus der Forderung na
h der BRST-Invarianzdes erzeugenden Funktionals ein Zusammenhang zwis
hen den n-Punkt-Greensfunktionenhergeleitet (vgl. z. Bsp. [4℄). In dieser Arbeit bes
hr�anke i
h mi
h darauf, diesen Aspektledigli
h am konkreten Fall des sp�ater betra
hteten Modells zu bearbeiten.





Kapitel 3Das Abels
he Higgs-Modellin D = 2 Dimensionen
3.1 Das ModellDie Lagrange-Di
hte f�ur das Abels
he Higgs-Modell (in Euklidis
her Raum-Zeit) l�a�t si
hwie folgt s
hreiben: L = LG +L�; (3.1)wobei LG die Lagrange-Di
hte des Ei
hfeldes A�(x) meint,LG = 14F��F�� (3.2)mit: F�� = ��A� � ��A�; A�(x) 2 R ; (3.3)und L� diejenige des komplexen skalaren Feldes �(x):L� = jD��j2 + V (j�j) (3.4)mit: �(x) 2 C :Hierbei bes
hreibt D� die kovariante Ableitung (s. Abs
hn. 2.1)D� = �� � ieA�; (3.5)mit der Kopplungskonstanten e, so da� die Lagrange-Di
hte unter folgenden lokalen Ei
htrans-formationen mit dem Ei
hparameter �(x) invariant bleibt.�(x) �! �0(x) = e�i�(x) �(x) (3.6)A� �! A0�(x) = A�(x)� 1e���(x) (3.7)F�� �! F 0�� = F�� (3.8)F�ur das Potential V (j�j) wird in diesem Modell gew�ahlt:V (j�j) = m2j�j2 + g6 j�j4: (3.9)37



38 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2Hierbei handelt es si
h um eine �Ubertragung des bereits in Abs
hnitt 2.1.1 behandeltenPotentials auf ein komplexes Skalarfeld. Dieses Potential ist in der Abb. 3.1 f�ur die Sym-metris
he Phase (m2 � 0) sowie f�ur die Higgs-Phase (m2 < 0) gezeigt. Man sieht, da�das Vakuum der Symmetris
hen Phase (�0 = 0) invariant gegen�uber Rotationen um denUrsprung ist, w�ahrend in der Higgs-Phase das Vakuum auf einem Kreis um den Ursprungliegt, die Symmetrie also spontan gebro
hen ist.
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Abbildung 3.1: Potential V (�) f�ur die F�alle m2 � 0 und m2 < 0
3.2 Unit�are Ei
hung3.2.1 Feynman-Regeln in der Unit�aren Ei
hungZun�a
hst sollen die Propagatoren der Felder � und A� bestimmt werden. Hierzu geht manvon den quadratis
hen Anteilen in den jeweiligen Feldern der Lagrange-Di
hte aus undbestimmt deren Inverse (vgl. 1.3). Mit den so gewonnenen Propagatoren l�a�t si
h danndie St�orungstheorie betreiben. (siehe au
h z.Bsp. [38℄)Zur Bestimmung der quadratis
hen Anteile in der Lagrange-Di
hte ist es zun�a
hst zwe
km�a�ig,diese wie folgt auszus
hreiben:L = 14F��F�� + j���j2 + m2j�j2+ e2A2�j�j2 + ieA� (������ �����) + g6 j�j4:Um den Propagator � des skalaren Feldes zu bestimmen, geht man von folgendem Anteilder Lagrange-Di
hte aus: L�;quad = j���j2 + m2j�j2:Da f�ur die Bere
hnung der Propagatoren ledigli
h die Wirkung S ents
heidend ist, kann



3.2. UNIT�ARE EICHUNG 39man mit Hilfe der partiellen Integration eine n�utzli
he Umformung vornehmen:Z d2x j���j2 = Z d2x �������= �������1�1 � Z d2x ���2��= �Z d2x ���2��: (3.10)Hiemit l�a�t si
h S�;quad = R d2xL�;quad alsS�;quad = Z d2x ��K �mit: K = m2 � �2�s
hreiben (vgl. (1.24)). Der Propagator bere
hnet si
h nun aus der Forderung (vgl. (1.27))K � = Æ (3.11)�uber die Fourier-Darstellung �(x) = Z d2k(2�)2 �(k) e�ikx: (3.12)Also: K�(x) = Z d2k(2�)2 �(k) (m2 + k2) e�ikxMit der Forderung (3.11) folgt hieraus die Darstellung des Propagators im Impulsraum(und mit (3.12) die Darstellung im Ortsraum) :�(k) = 1m2 + k2 : (3.13)Der Ei
hfeldpropagator ��� wird aus LG, quad = 14F��F�� bestimmt. Die zugeh�orige Wir-kung l�a�t si
h wie folgt s
hreiben (vgl. 1.26)):SG;quad = Z d2xLG;quad= Z d2x 14F��F��= 12 Z d2x A�K�� A�mit: K�� = �Æ���2� + ���� :Hierbei wurde die Umformung14F��F�� = 12 �(��A�)2 � (��A�)(��A�)� (3.14)



40 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2sowie die Identit�at0 = 12 Z d2x ��hA�(��A�)i = Z d2x �12(��A�)(��A�) + 12A�����A�� ; (3.15)wel
he aus dem Gau�s
hen Satz folgt, benutzt. Bei der Bere
hnung des Propagators ausder Forderung (1.27) K����� = Æ��ergeben si
h nun allerdings dieselben S
hwierigkeiten, die in der Quantenelektrodynamikbei der Bere
hnung des Photonpropagators (vgl. z. Bsp. [38℄) auftreten: ohne eine spezielleEi
h�xierung (s. Abs
hnitt 2.2) existiert kein Inverses zu K�� .Aus diesem Grund sollen die Feynmanregeln nun zun�a
hst in der sogenannten Unit�arenEi
hung formuliert werden. Das skalare Feld l�a�t si
h ohne Eins
hr�ankung der Allgemein-heit au
h dur
h seinen Betrag �(x) und Winkelanteil !(x) darstellen:�(x) = �(x) ei!(x) ; �(x); !(x) 2 R : (3.16)Die kovariante Ableitung bzw. deren Betragsquadrat lassen si
h dann wie folgt s
hreiben:D��(x) = (�� � ieA�(x)) �(x) ei!(x)= ���(x) ei!(x) + i�(x)(��!(x)) ei!(x) � ieA�(x)�(x) ei!(x)= [�� + i (��!(x) � eA�(x)) �(x)℄ ei!(x)jD��(x)j2 = (���(x))2 + �(x)2 (��!(x) � eA�(x))2 :Die Ei
htransformationen (3.6)-(3.8) lauten nun:!(x) �! !0(x) = !(x) � �(x) (3.17)�(x) �! �0(x) = �(x) (3.18)A�(x) �! A0�(x) = A�(x) � 1e���(x) (3.19)F�� �! F 0�� = F�� : (3.20)Mit dem so parametrisierten skalaren Feld s
hreibt si
h die Lagrange-Di
hte L alsL = 14F��F��| {z }LG;quad + (���)2 + m2�2| {z }L�;quad+(��!)2�2 + e2A2��2 � 2e(��!)A��2 + g6�4:Hierbei tritt no
h dieselbe S
hwierigkeit bei der Bestimmung des Ei
hfeldpropagators auf,da LG, quad no
h unver�andert geblieben ist. Die Unit�are Ei
hung besteht nun in der Fixie-rung des Winkelanteils: man unterzieht das Skalarfeld in jedem Punkt x einer Ei
htrans-formation mit dem Ei
hparameter �(x) � !(x): (3.21)



3.2. UNIT�ARE EICHUNG 41Na
h Anwendung der Ei
htransformationen (3.17)-(3.20) folgt hiermit:!0(x) = 0 (3.22)�0(x) = �(x) (3.23)A0�(x) = A� � 1e��!(x) � B� (3.24)F 0�� � ��B� � ��B�: (3.25)Dies ist glei
hbedeutend mit der Forderung (vgl. Abs
hnitt 2.1.2), das Skalarfeld �(x)stehe �uberall senkre
ht auf dem Goldstone-Feld !(x).Nun wird das Potential V (j�j) = V (�) um seinen Vakuumerwartungswert entwi
kelt (inder Higgs-Phase, in der Symmetris
hen Phase w�are dies die Entwi
klung um � = 0, dasEi
hfeld bliebe weiterhin masselos). Zun�a
hst ist es vorteilhaft, das Potential wie folgt zus
hreiben. Mit m2 = � em22 (3.26)folgt aus (3.9): V (�) = � em22 �2 + g6�4= g6  �4 � 3em2g �2 + �3em22g �2 � �3em22g �2!= g6 "��2 � 3em22g �2 � �3em22g �2 #= g6 ��2 � v22 �2 � 
onst.mit: v22 = 3em22g :Entwi
kelt man nun das Feld �(x) na
h�(x) = 1p2 (v + �(x)) (3.27)um den Vakuumerwartungswert, so erh�alt man die Lagrange-Di
hte in den Feldern �(x)



42 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2und B�(x): L = 12(���)2 + 12(v + �)2e2B2� + 14F��F��+ g6 �12 �v2 + �2 + 2v��� v22 �2 � 
onst.= 12(���)2 + g6v2�2| {z }L�;quad + 14F��F�� + 12e2v2B2�| {z }LG, quad+ 12e2�2B2� + e2v�B2� + gv3! �3 + g4!�4| {z }Lint= 12(���)2 + em22 �2| {z }L�;quad + 14F��F�� + 12e2v2B2�| {z }LG, quad+ 12e2�2B2� + e2v�B2� + p3g3! em�3 + g4!�4| {z }Lint : (3.28)Konstante Terme na
h der ersten Umformung ignoriert!Aus dieser Lagrange-Di
hte lassen si
h nun die Propagatoren des Skalar- und des Ei
hfeldesbere
hnen. Es sei an dieser Stelle bereits darauf hingewiesen, da� die Lagrange-Di
htein der Unit�aren Ei
hung formal ni
ht renormierbar ist. Hierauf soll allerdings in einemsp�ateren Abs
hnitt (s. 3.2.3) genauer eingegangen werden.Den Skalarfeldpropagator �� erh�alt man wiederum (vgl. oben), indem man den quadra-tis
hen Anteil der Wirkung S�;quad = R d2xL�;quad s
hreibt alsS�;quad = 12 Z d2x �K �;mit: K = em2 � �2�; (3.29)und dann den inversen Operator zu K (im Impulsraum) bestimmt:��(K) = 1em2 + k2 : (3.30)Da die Masse des Skalarfeldpropagators dur
h em gegeben ist, wird diese von nun an mitm0 bezei
hnet (m0 = em).Dieses Vorgehen ist ebenfalls beim Ei
hfeldpropagator m�ogli
h, da aufgrund des 12e2v2B2�-Terms das Ei
hfeld eine Masse erhalten hat.SG, quad = Z d2xLG, quad= 12 Z d2x B�K�� B�mit: K�� = �e2v2 � �2�� Æ�� + ���� (3.31)



3.2. UNIT�ARE EICHUNG 43Beim �Ubergang in den Impulsraum ergibt si
h:K��(x)���(x) = Z d2k(2�)2 ���(k) �Æ��(e2v2 + k2) � k�k�� e�ikx:Somit bleibt die Aufgabe, den inversen Operator zu (3.31) zu bestimmen. Hierf�ur wirdfolgender Ansatz gew�ahlt:�(e2v2 + k2)Æ�� � k�k���1 = AÆ�� + B k�k�(Begr�undung: Æ�� und k�k� sind die beiden einzigen m�ogli
hen kovarianten Kombinatio-nen). �(e2v2 + k2)Æ�� � k�k���AÆ�� + B k�k�� != Æ���A(e2v2 + k2) Æ�� + B(e2v2 + k2)k�k� � Ak�k� � Bk2k�k�� != Æ��A(e2v2 + k2)Æ�� + (e2v2B �A)k�k� != Æ��) A = 1e2v2 + k2) B = Ae2v2Folgli
h ergibt si
h mit dem Ansatz���(k) = 1e2v2 + k2 �Æ�� + k�k�e2v2 � (3.32)= 13em2e2g + k2 �Æ�� + g k�k�3em2e2� :Die Masse des Ei
hfeldpropagators ist also dur
h ev = emeq 3g gegeben und soll im folgen-den mit m0;v bezei
hnet werden: m20;v := e2v2 = 3em2e2g (3.33)bzw.: m20;vm20 = 3e2g : (3.34)



44 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2Somit sind nun alle Propagatoren in der Higgs-Phase der Unit�aren Ei
hung bekannt. DieVertizes k�onnen direkt aus der Lagrange-Di
hte (3.28) abgelesen werden. Es ergeben si
hdie folgenden Feynmanregeln:� Skalarfeldpropagator: �� = 1m20+k2 =�� Ei
hfeldpropagator: ��� = 1m20;v+k2 �Æ�� + k�k�m20;v� = �� �� �uber die Impulse ki der inneren Skalar- und Ei
hfeldpropagatoren wird integriert:1(2�)2 R d2ki� �2B2�-Vertex: �2e2Æ�� =�� �� �B2�-Vertex: �2e2vÆ�� = �2e2 emq3gÆ�� =�� �� �3-Vertex: �p3g em = �gv =�� �4-Vertex: �g =�� jeder Vertex ist zus�atzli
h mit einem Faktor Æ(Pi ki) zu versehen, um die Impulser-haltung zu ber�u
ksi
htigen� letztendli
h wird jedes Diagramm no
h dur
h einen Symmetriefaktor S dividiert, derdie Permutationen der Vertizes und der inneren Propagatoren ber�u
ksi
htigt, wel
hedas Diagramm unver�andert lassen. Es gilt:S = 2l  Yi vi;�!!  Yi vi;B!! r (3.35)Wobei l die Anzahl der inneren Skalarfeld- bzw. Ei
hfeldpropagatoren ist, die einenVertex mit si
h selbst verbinden, vi;� bzw. vi;B die Anzahl der inneren Skalar- bzw.Ei
hfeldpropagatoren, die zwei Vertizes miteinander verbinden (der Index i nume-riere die verbundenen Vertex-Paare), und r gebe die Anzahl der M�ogli
hkeiten an,die inneren Punkte anzuordnen, ohne das Diagramm zu �andern.



3.2. UNIT�ARE EICHUNG 453.2.2 Eigens
haften der Unit�aren Ei
hungDer gro�e Vorteil in der Verwendung der Unit�aren Ei
hung ist die vollkommene Abwesen-heit "unphysikalis
her\ Felder (z. Bsp. Geister oder unphysikalis
he Freiheitsgrade), wiesie in allgemeinen Ei
h�xierungen auftreten. Deshalb ist unter anderem die Unitarit�at derS-Matrix in dieser Ei
hung sofort einzusehen.Allerdings wird si
h die in (3.28) angegebene Lagrange-Di
hte dur
h ein sogenanntesPower-Counting-Argument (s. n�a
hster Abs
hnitt) als formal ni
ht renormierbar heraus-stellen. Hierauf hat u.a. bereits B. W. Lee in [26℄ f�ur den vierdimensionalen Fall hingewie-sen. Diesen Aspekt greift au
h H. Sonoda in [39℄ (ebenfalls f�ur D = 4) auf1, und gibt alsGrund f�ur die Extra-Divergenzen in der Unit�aren Ei
hung die De�nition der Felder � undB� an. Dr�u
kt man na
h [39℄ z. Bsp. das Feld � dur
h das urspr�ungli
he, komplexe Feld�, wel
hes sp�ater in der R�-Ei
hung (mit der Zerlegung in die Felder �1; �2 (s. (3.42))), inwel
her die Renormierbarkeit s
hon dur
h das folgende Power-Counting-Theorem si
her-gestellt ist, eingef�uhrt wird, aus, so erh�alt man f�ur � eine unendli
he Reihe (Entwi
klung:�2 � v22 � 1):�(x) = v �� 1 + r2�2v2 �= v(12 �2�2v2 � 1� � 18 �2�2v2 � 1�2 + : : :) (s. [39℄, (30)),bea
hte:�2 = j�j2:Zwar gibt es dur
haus Hinweise, da� die S-Matrix-Elemente, bere
hnet in der Unit�arenEi
hung, dieselben Ergebnisse liefern wie eine Betra
htung in der R�-Ei
hung (s. [3℄ und in[39℄ angegebene Literatur), oder zumindest eine Aufhebung einzelner Divergenzen statt-�ndet (in 1-Loop-Ordnung: s. [36℄, [45℄), aber dies ist no
h ni
ht generell si
hergestellt. H.Sonoda zeigt zumindest f�ur den Abels
hen Fall mit Hilfe der BRST-Symmetrie, da� si
hdieser Mangel der Unit�aren Ei
hung beheben l�a�t, indem man bestimmte Linearkombi-nationen der Felder � und B� betra
htet. Weiter ergibt si
h so au
h die �Aquivalenz derbeiden Ei
hungen in allen Loop-Ordnungen. H. Sonoda nimmt weiter an, da� si
h diesesErgebnis au
h auf den Fall einer ni
ht-Abels
hen Theorie erweitern l�a�t, wenigstens f�ureine ni
ht-Abels
he Theorie ohne masselose Ei
hbosonen sollten si
h keine neuen S
hwie-rigkeiten ergeben. In diesem Zusammenhang m�o
hte i
h au
h no
h auf eine Ver�o�entli-
hung von B.W. Lee und J. Zinn-Justin ([29℄) hinweisen, in der gezeigt wird, da� si
hdie Greensfunktionen der Unit�aren Ei
hung dur
h die der R�-Ei
hung bes
hreiben lassen(vgl. au
h die Diskussion des "Equivalen
e Theorem\ im Zusammenhang mit der Argu-mentation zur Unabh�angigkeit der S-Matrix von der gew�ahlten Ei
h�xierung in Abs
hn.2.2.1). Dieses Verfahren wurde in [37℄ zur Renormierung der Unit�aren Ei
hung angewandt.Allerdings erweist si
h dies als wenig konstruktiv, da zun�a
hst einmal die Renormierung1Dort ist allerdings der sp�ater einzuf�uhrende Parameter � dur
h dessen Inverses 1� ersetzt worden. DieseNotation �ndet si
h au
h bei anderen Autoren.



46 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2in der R�-Ei
hung dur
hzuf�uhren ist, um diese dann au
h auf die Unit�are �ubertragen zuk�onnen.In dieser Arbeit soll nun versu
ht werden, na
hdem au
h die Feynman-Regeln in der R�-Ei
hung hergeleitet sind (Abs
hn. 3.3), relevante Parameter des Modells (hier: die Massedes skalaren sowie des Ei
hfeldes und den Vakuumerwartungswert des ersteren) bis zur1-Loop-Ordnung unabh�angig voneinander zu bere
hnen und ans
hlie�end zu verglei
hen.3.2.3 Power-Counting-TheoremDie formale Renormierbarkeit ergibt si
h aus dem ober
�a
hli
hen Divergenzgrad oder su-per�
ial degree of divergen
e Æ. Hier soll nun die Bere
hnung desselbigen zun�a
hst allge-mein f�ur den D-dimensionalen Fall gezeigt (vgl. [43℄, Kap. 12 oder [27℄ jeweils f�ur D = 4)und dann auf den hier behandelten 2-dimensionalen Fall angewendet werden.Ziel ist es, den divergenten Anteil eines Feynman-Diagramms in der Form1Z d��Æ�1 (3.36)zu s
hreiben. Somit bes
hreibt Æ = 0 einen logarithmis
h divergenten Anteil, Æ > 0 einenallgemein divergenten Anteil, Æ < 0 hingegen einen konvergenten Anteil. Das asympto-tis
he Verhalten eines Propagators f�ur ein Feld der Sorte f soll in diesen �Uberlegungendur
h die Gr�o�e sf , die si
h aus dem Propagatorverhalten f�ur gro�e Werte von k ergibt:�f (k) k!1� k(�2+2sf ); (3.37)bes
hrieben werden. F�ur den Skalarfeldpropagator (3.30) gilt also s� = 0 und f�ur denEi
hfeldpropagator (3.32) sB = 1. Ausgehend von der Annahme, die Lagrange-Di
hte Lsetze si
h aus einzelnen Termen Li zusammen,L = Xi Li;wobei der Term Li nif Felder der Sorte f und di Ableitungen enthalte, bere
hnet si
h derober
�a
hli
he Divergenzgrad Æ(D) in D Dimensionen f�ur ein Diagramm mit If internenund Ef externen Feldern der Sorte f sowie Ni Vertizes der Sorte i na
h:Æ(D) = Xf If (2sf � 2) + Xi Nidi + D24Xf If +  Xi Ni � 1!35 :Hierin bes
hreibt der erste Term die Beitr�age der einzelnen Propagatoren, der zweite Termdie Anzahl der Impulsfaktoren, die aufgrund der Ableitungen in den einzelnen Termen derLagrange-Di
hte auftau
hen, und der letzte Term die D-dimensionalen Integrationen �uberdie inneren Felder unter Ber�u
ksi
htigung der Impulserhaltung an den inneren Vertizesund der globalen Impulserhaltung. Ber�u
ksi
htigt man den Zusammenhang zwis
hen deninneren, �au�eren Feldern und Vertizes2If + Ef = Xi Ninif



3.2. UNIT�ARE EICHUNG 47Li di niB ni� �2i12 (���)2 2 0 2 0em2 �2 0 0 2 2F��F�� 2 2 0 -2e2v22 B2� 0 2 0 0e22 �2B2� 0 2 2 0e2v�Bmu2 0 2 1 0p3g em3! �3 0 0 3 2g4!�4 0 0 4 2Tabelle 3.1: Zur formalen Renormierbarkeit der Theorie in zwei Dimensionen(sB = 1; s� =0)(jedes innere Feld der Sorte f mu� mit genau zwei Vertizes, die Felder dieser Sorte ent-halten, verbunden sein, jedes �au�ere Feld mit genau einem sol
hen Vertex), so l�a�t si
hs
hreiben: Æ(D) = D � Xf Ef �sf � 1 + D2 � � Xi Ni�(D)i ; (3.38)mit: �(D)i = �di + D � Xf nif �sf � 1 + D2 � : (3.39)Um nun ledigli
h eine endli
he Anzahl (in vers
hiedenen Ordnungen der St�orungstheorie)divergenter Diagramme zu erhalten, mu� �(D)i � 0 f�ur alle Terme der Lagrange-Di
htegelten. Ist dies ni
ht erf�ullt, so spri
ht man von einer formal ni
ht renormierbaren Theorie,da dann stets ab einer gewissen Anzahl Ni von Vertizes eines Typs mit �(D)i < 0 derDivergenzgrad gr�o�er Null ist und mit weiteren Vertizes no
h zunimmt.Speziell angewendet auf den zweidimensionalen Fall folgt:Æ(2) = 2 � Xf Efsf � Xi Ni�(2)i ; (3.40)mit: �(2)i = 2 � di � Xf nifsf : (3.41)Damit kann nun die formale Renormierbarkeit in der Higgs-Phase mit Unit�arer Ei
hung�uberpr�uft werden. Siehe hierzu Tab. 3.1. Aufgrund des Propagatorverhaltens des massivenEi
hfeldes ist diese Theorie demna
h ni
ht renormierbar. Darum soll neben der Unit�arenEi
hung au
h die sogenannte R�-Ei
hung betra
htet werden (s. n�a
hster Abs
hnitt).



48 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 23.3 R�-Ei
hung3.3.1 Wahl der Ei
h�xierungsfunktionUm die R�-Ei
hung dur
hzuf�uhren, wird das Skalarfeld �(x) nun in seinen Real- undImagin�arteil aufgeteilt. Desweiteren wird das Vakuum vp2 reell gew�ahlt:�(x) = 1p2 (v + �1(x) + i�2(x)) mit: �1; �2 2 R : (3.42)Hierbei soll in der Higgs-Phase v dur
h (3.27) gegeben sein, in der symmetris
hen Phasegelte jedo
h v = 0 (in beiden F�allen: v 2 R). Die Ei
htransformation des Skalarfeldes mu�nun wie folgt ges
hrieben werden:�(x) �! �0(x) = e�i�(x) �(x)) ( �1(x)�2(x) �!�! �01(x) = 
os(�)�1(x) + sin(�)�2(x) + (
os(�) � 1) v�02(x) = 
os(�)�2(x) � sin(�) (�1(x) + v) ;bzw. in�nitesimal:( �1(x)�2(x) �!�! �01(x) = �1(x) + ��2(x) + O(�2)�02(x) = �2(x) � � (�1(x) + v) + O(�2) ; (3.43)die Ei
htransformation des Vektorfeldes A�(x) bleibt hiervon unber�uhrt, es gelten wei-terhin (3.7) und (3.8). Die Lagrange-Di
hte in den neuen Feldern s
hreibt si
h nun als(bea
hte die neuen Bezei
hnungen, die w�ahrend der Aufstellung der Feynman-Regeln inder Unit�aren Ei
hung eingef�uhrt wurden!):L = LG + L�LG = 14F��F��L� = jD��j2 + V (j�j)jD��j2 = 12(���1)2 + 12(���2)2 + m20;v2 A2�� evA�(���2) + 12e2A2��21 + 12e2A2��22+ eA��2���1 � eA��1(���2) + e2vA2��1V (j�j) = m202 �21 + g24 ��21 + �22�2 + gv6 �31 + gv6 �1�22+ m2v22 + gv424| {z }
onst. :Hierbei ist besonders zu bea
hten, da� das Feld �2(x) keinen quadratis
hen Term, spri
hkeinen Massenterm, besitzt, sowie, da� ein Mis
hterm zwis
hen den Feldern �2(x) undA�(x) bereits im quadratis
hen Anteil der Lagrange-Di
hte auftritt. Um diesen zu be-seitigen wird nun die R�-Ei
hung (vgl. [1℄, lei
hte Abwei
hungen wg. der hier benutzten



3.3. R�-EICHUNG 49Euklidids
hen Metrik, sowie g�unstigerer Wahl der Massendimension der Geistfelder et
.,siehe au
h: [41℄) dur
h die Ei
h�xierungsfunktionF = e���A� � ev� �2� (3.44)dur
hgef�uhrt. Na
h der Gau�-Integration mit dem Faktor �� �2e2� �andert si
h nun dieLagrange-Di
hte wie folgt (hinzuf�ugen des Ei
h�xierungstermes LGF ):L �! L + �2e2F 2: (3.45)Mit Z d2x (��A�)�2 = Z d2x ��(A��2)| {z }=0 � Z d2x A�(���2) (3.46)l�a�t si
h s
hreiben: �2e2F 2 = �2(��A�)2 + m20;v2� �22 + evA����2;so da� die Aufhebung des Mis
htermes in der resultierenden Lagrange-Di
hte o�ensi
htli
hwird. Weiter ist in der Lagrange-Di
hte no
h der aus der Funktionaldeterminante detMFder Ei
hfunktion resultierende Term zu ber�u
ksi
htigen. Es gilt:MF = ÆF (A0�; �01; �02)Æ� �����=0 ; (3.47)wobei die gestri
henen Gr�o�en dur
h eine Ei
htransformation mit dem Parameter � ausden ungestri
henen hervorgehen. Somit folgt:MF = � ��2� � e2v� (�1 + v)� : (3.48)Die Determinante hieraus bere
hnet si
h mit (D.1) zu:detMF = Z D
D�
 exp�Z d2x �
 ��2� � e2v� (�1 + v)� 
� : (3.49)Diesem kann dur
h Hinzuf�ugen des (Faddeev-Popov-)GeistertermesLGeist = ��
�2�
 + m20;v� �

| {z }LGeist, quad + e2v� �1�

| {z }LGeist, int (3.50)in die Lagrange-Di
hte Re
hnung getragen werden. Man bea
hte an dieser Stelle, da� trotzder zugrunde liegenden Abels
hen Symmetrie ein We
hselwirkungsterm zwis
hen demGeistfeld und den urspr�ungli
hen Feldern (hier dem �1-Feld) auftritt. Dies ist eine Konse-quenz der spontanen Symmetriebre
hung. Im Falle der QED (U(1)-Symmetrie (Abels
h!)ohne Symmetriebre
hung) existiert keine Kopplung des Geistfeldes an die urspr�ungli
henFelder, so da� dort der Geist-Beitrag faktorisiert und ni
ht weiter bea
htet werden mu�.Ohne spontane Symmetriebre
hung treten We
hselwirkungen der Geist-Felder mit denurspr�ungli
hen nur bei ni
ht Abels
hen Symmetrien auf.



50 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 23.3.2 Feynman-Regeln in der R�-Ei
hungDie einzelnen Propagatoren bere
hnen si
h aus Lquad = LG, quad +L�1;quad +L�2;quad +LGeist, quad mit:LG, quad = 14F��F�� + �2(��A�)2 + m20;v2 A2�L�1;quad = 12(���1)2 + m202 �21L�2;quad = 12(���2)2 + m20;v2� �22LGeist, quad = ��
�2�
 + m20;v� �

sowie der Vollst�andigkeit halber angegeben:Lint +LGeist, int = 12e2A2��21 + 12e2A2��22 + e2vA2��1 + eA�(���1)�2� eA��1(���2) + g24 ��21 + �22�2 + gv6 ��31 + �1�22�+ e2v� �1�

:F�ur den �1-Propagator ��1 ergibt si
h wiederum (vgl. die Herleitung zu (3.30)):��1(k) = 1m20 + k2 =� : (3.51)Ebenso bere
hnet si
h der �2-Propagator ��2 :��2(k) = 1k2 + m20;v� =� : (3.52)Zur Bestimmung des Ei
hfeldpropagators ���;� in der R�-Ei
hung geht man vonSG, quad = 12 Z d2x A�K��;�A� ;mit: K��;� = ���2� + m20;v� Æ�� + (1� �)���� ;aus2 und su
ht den zu K��;� inversen Operator:���;�(k) = 1k2 + m20;v 0� Æ�� + 1� �� k�k�k2 + m20;v� 1A= 1k2 +m20;v hÆ�� � k�k�k2 i + 1� 1k2 + m20;v� k�k�k2=	� � : (3.53)2bea
hte hierbei: Z d2x (��A�)2 = �Z d2x A�����A�



3.3. R�-EICHUNG 51Als letztes bleibt der Geistfeldpropagator �
. Hierbei ist darauf zu a
hten, da� es si
hum ein komplexes sowie grassmannwertiges Skalarfeld handelt. Abwei
hend von dem er-zeugenden Funktional eines kommutierenden, skalaren Feldes lautet f�ur diesen Fall daserzeugende FunktionalZ[ �J
; J
℄ = Z D�
D
 exp�Z d2x �Lghost, quad + �J
(x)
(x) + �
(x)J
(x)�� :F�ur die Ersetzung in der St�orungsreihe ben�otigt man die Identit�atenÆÆ �J
(z) exp�Z d2x �J
(x)
(x)� = 
(z) exp�Z d2x �J
(x)
(x)� (3.54)ÆÆJ
(z) exp�Z d2x �
(x)J
(x)� = � �
(z) exp�Z d2x �
(x)J
(x)� : (3.55)Analog zur Behandlung l�a�t si
h nun das erzeugende Funktional s
hreiben alsZ[ �J
; J
℄ = Z[0; 0℄ expZ d2x Z d2y �J
(y)�
(x� y)J
(x);wobei: Z d2x �� �
K

� = Z d2xLGeist, quad ;K
�
 = Æ:Abwei
hend erh�alt man jedo
h hier:Z[0; 0℄ = detK
:Man bere
hnet nun: �
(k) = 1k2 + m20;v� =
 : (3.56)



52 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2Die Vertizes wiederum werden aus Lint +LGeist, int abgelesen (vgl. [41℄):� A2��21-Vertex: �2e2Æ�� =�� �� A2��22-Vertex: �2e2Æ�� =�� �� A2��1-Vertex: �2e2vÆ�� =
� �� A��1�2-Vertex: �ie(k1 � k2)� =Æk1 k2�� �41-Vertex: �g =�� �42-Vertex: �g =�� �21�22-Vertex: �g3 =�� �31-Vertex: �gv =�� �1�22-Vertex: �gv3 =�� �1�

-Vertex: � e2v� =�
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h hier ist wieder (vgl. die Feynman-Regeln in der Unit�aren Ei
hung, S. 44) jeder Vertexmit einem Faktor Æ(Pi ki) zu multiplizieren, �uber die inneren Impulse zu integrieren unddur
h einen Symmetriefaktor S zu dividieren, der si
h hier ergibt als:S = 2l (�1)L  Yi vi;�1 !!  Yi vi;�2 !!  Yi vi;A!!  Yi vi;
!!  Yi vi;�
!! r (3.57)mit den De�nitionen analog zu denen, die (3.35) folgen. Dabei ist mit l nur die Anzahlder Skalar- und Ei
hfeldpropagatoren, die einen Vertex mit si
h selbst verbinden, gemeint(keine Geistpropagatoren). Zus�atzli
h ist darauf zu a
hten, da� jede ges
hlossene Geist-S
hleife eine Multiplikation des Ausdru
ks mit (�1) bewirkt. L sei demna
h die Anzahl derges
hlossenen Geist-S
hleifen. Dies r�uhrt von dem fermionis
hen Charakter (Grassmann-Felder!) der Geist-Felder bzw. deren Quellen her. Es ist n�amli
h folgendes zu bea
hten:Æ2ÆJ
(x)ÆJ
(y) = � Æ2ÆJ
(y)ÆJ
(x) :Da eine ges
hlossene S
hleife stets dur
h einen TermÆ2Æ �J
(z1)ÆJ
(z1) Æ2Æ �J
(z2)ÆJ
(z2)erzeugt wird, der si
h wie folgt ums
hreiben l�a�t:= � Æ2Æ �J
(z1)ÆJ
(z2) Æ2Æ �J
(z2)ÆJ
(z1) ! ��
(z1 � z2)�
(z2 � z1);ergibt si
h der Faktor (�1) f�ur jede der Geist-S
hleifen.Ein Verglei
h mit den zuvor gefundenen Feynman-Regeln in der Unit�aren Ei
hung (s. S.44) zeigt, da� der Propagator f�ur das �-Feld in der Unit�aren Ei
hung mit dem des �1-Feldes in der R�-Ei
hung �ubereinstimmt. Betra
htet man den Fall � ! 0, so erh�alt manebenfalls den Ei
hfeldpropagator in der Unit�aren Ei
hung aus den obenstehenden Regeln.In diesem Fall streben der �2-Propagator und der Geistpropagator gegen null:��2(k) = ��k2+m20;v �!0! 0�
(k) = ��k2+m20;v �!0�! 0:Hieraus folgt formal, da� die Unit�are Ei
hung als Spezialfall � ! 0 in der R�-Ei
hungenthalten ist ([1℄, [3℄, [25℄). Der Vorteil der R�-Ei
hung besteht nun allerdings in derRenormierbarkeit: F�ur s�amtli
he Propagatoren gilt (s. De�nition (3.37)) s = 0, so da� mit(3.39) �(2)i = 2 � diund 0 � di � 2 gilt, da in der Lagrange-Di
hte h�o
hstens Terme mit zwei Ableitungenauftreten. Somit ist �(2)i � 0 f�ur alle Terme, die Theorie also formal renormierbar. Indieser Arbeit soll nun untersu
ht werden, inwieweit si
h dieser formale Limes au
h aufkonkret bere
hnete Gr�o�en in 1-Loop-Ordnung anwenden l�a�t.



54 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2An dieser Stelle m�o
hte i
h no
h darauf hinweisen, da� in der Literatur au
h no
h zweiweitere Spezialf�alle der R�-Ei
hung behandelt werden. Zum einen � ! 1, bezei
hnet alsdie Landau-Ei
hung. Der Ei
hfeldpropagator ist in dieser Ei
hung rein transversal:���;1 = 1k2 +m20;v �Æ�� � k�k�k2 � ;und die Propagatoren des �2- und des Geistfeldes haben die Gestalt��2 bzw. Geist, Landau = 1k2 :Ebenfalls wird h�au�g der Fall � = 1, die Feynman-Ei
hung betra
htet. In diesem Fallergibt si
h f�ur den Ei
hfeldpropagator:���;1 = Æ��k2 +m20;v :Der Vollst�andigkeit halber:��2 bzw. Geist, Feynman = 1k2 +m20;v :An gegebener Stelle werde i
h auf einige Aspekte dieser speziellen Ei
hungen zu spre
henkommen.3.3.3 Slavnov-Taylor-Identit�aten in der R�-Ei
hungHerleitungIn diesem Abs
hnitt sollen die aus der BRST-Symmetrie (s. Abs
hn. 2.2.2) resultieren-den Slavnov-Taylor-Identit�aten , wel
he Zusammenh�ange zwis
hen vers
hiedenen n-Punkt-Greensfunktionen aufzeigen, hergeleitet werden (Slavnov-Taylor Identit�aten in der Unit�arenEi
hung: s. [36℄). Hierzu ist es zwe
km�a�ig, die BRST-Transformation Æ# der Felder ohnedas oben benutzte Nakanishi-Lautrup-Hilfsfeld zu s
hreiben:Æ# � = ie # 
 � (3.58)bzw.: ( Æ# �1 = � e # 
 �2Æ# �2 = e # 
 (�1 + v) (3.59)Æ# A� = # ��
 (3.60)Æ# 
 = 0 (3.61)Æ# �
 = # (���A� � ev�2): (3.62)Man bea
hte, da� bei dieser Formulierung die BRST-Transformation ni
ht mehr nilpotentist (s. [8℄)! Mit (vgl. (2.15)) Æ#G = # ~TBRST G (3.63)



3.3. R�-EICHUNG 55gilt zwar no
h ~T 2BRST � = 0, ~T 2BRST A� = 0 sowie ~T 2BRST 
 = 0, aber :~T 2BRST �
 = Æ## (���A� � ev�2)= ��2�
 � e2v 
(�1 + v)i.a.6= 0:Die Nilpotenz l�a�t si
h nur bei Verwendung des Hilfsfeldes (s. Abs
hn. 2.2.2) erhalten (s.z.Bsp.[4℄, [6℄, [24℄).Die ei
h�xierte Lagrange-Di
hte Lges = L +LGF +LFP ist BRST-invariant:� Die urspr�ungli
he U(1)-Symmetrie der ni
ht ei
h�xierten Lagrange-Di
hte L istdur
h �(x) � e#
(x) in den BRST-Transformationen enthalten, also gilt au
h~TBRST L = 0:� No
h zu zeigen ist also~TBRST �LGF +LFP� = 0LGF +LFP = �2(��A�)2 + m20;v2� �22 � ev�2(��A�)� �
�2�
+ m20;v� �

+ m20;vv� �1�

~TBRST �2(��A�)2 = �(��A�)(�2�
)~TBRST m20;v2� �22 = em20;v� �2(�1 + v)
~TBRST �� ev�2(��A�)� = �ev�2(�2�
)� m20;vv (�1 + v)
(��A�)~TBRST �� �
�2�
� = �(���A� � ev�2)�2�
~TBRST m20;v� �

 = m20;v� (���A� � ev�2)
~TBRST m20;vv� �1�

 = m20;v�v �1(���A� � ev�2)
Nun l�a�t si
h lei
ht na
hre
hnen, da� diese Terme si
h zu Null addieren.Also folgt, da� au
h das erzeugende Funktional Z si
h ni
ht unter einer BRST-Transformation�andert. Hieraus werde i
h nun die funktionalen Slavnov-Taylor-Identit�aten ableiten. Dazuist es zun�a
hst vorteilhaft, weitere Quellen f�ur die BRST-transformierten Felder einzuf�ugen(s. [23℄, [36℄, [40℄). Da ledigli
h im Falle des �1- und des �2-Feldes neue, aus den bisherigenzusammengesetzte Felder entstehen, f�uhre i
h also ledigli
h zwei Quellen I1; I2 ein:Z[J1; : : : ; I2℄ = Z D�1D�2DA�D
D�
 exp(� S+Z d2x �J1�1 + J2�2 + J�A� + J

+ �
J�
 + I1�� e
�2�+ I2�e
(�1 + v)��):(3.64)



56 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2Es folgt:Æ# Z[J1 : : : ; I2℄ = Z D�1D�2DA�D
D�
 exp(� S + Z d2x �J1Æ#�1 + J2Æ#�2 + J�Æ#A� + Æ#�
J�
�)� Z D�1D�2DA�D
D�
 exp�� S� (1 + Z d2x �J1Æ#�1 + J2Æ#�2 + J�Æ#A� + Æ#�
J�
�):Bea
hte hierbei: Æ#
 = 0; Æ#�e
�2� = 0; Æ#�e
(�1 + v)� = 0. Somit erhalte i
h aus derForderung: Æ#Z = 0die Funktional-Glei
hung:0 = Z d2x �J1 ÆZÆI1 + J2 ÆZÆI2 + J��� ÆZÆJ
 + J�
���� ÆZÆJ� � ev ÆZÆJ2��: (3.65)Diese l�a�t si
h dur
h eine einfa
he Ersetzung Z !W in eine Funktionalglei
hung f�ur daserzeugende Funktional der zusammenh�angenden Greensfunktionen ums
hreiben. Unter-zieht man nun die Quellen J1; J2; J�; J�
 und J
 einer Legendre-Transformation, so erh�altman eine Funktionalglei
hung f�ur das erzeugende Funktional � der 1PI-Greensfunktionen.Man bea
hte hierbei: J1 = � Æ�Æ�1 J2 = � Æ�Æ�2J� = � Æ�ÆA�J
 = �Æ�Æ
 J�
 = �Æ�Æ�
ÆWÆI1 = Æ�ÆI1 ÆWÆI2 = Æ�ÆI2 :Es folgt:0 = Z d2x � Æ�Æ�1 Æ�ÆI1 + Æ�Æ�2 Æ�ÆI2 + Æ�ÆA� ��
+ Æ�Æ�
 ����A� � ev�2��0 = Z d2x �� e
�2 Æ�Æ�1 + e
(�1 + v) Æ�Æ�2 + (��
) Æ�ÆA� + ��(��A�)� ev�2�Æ�Æ�
 �:(3.66)Hieraus lassen si
h nun dur
h funktionales Di�erenzieren na
h den einzelnen Feldern Zu-sammenh�ange zwis
hen n-Punkt-Greensfunktionen herleiten. Dies soll im n�a
hsten Ab-s
hnitt ausf�uhrli
h diskutiert werden.



3.3. R�-EICHUNG 57FolgerungenDur
h Anwendung des Operators Æ2Æ
(x2)ÆA�(x1) auf (3.66), erhalte i
h:0 = Z d2x(� e 
(x)�2(x) Æ3�Æ
(x2)ÆA�(x1)Æ�1(x) � e Æ(x � x2)�2(x) Æ2�ÆA�(x1)Æ�1(x)+e 
(x)��1(x) + v� Æ3�Æ
(x2)ÆA�(x1)Æ�2(x) + e Æ(x � x2)��1(x) + v� Æ2�ÆA�(x1)Æ�2(x)+���
(x)� Æ3�Æ
(x2)ÆA�(x1)ÆA�(x) � Æ(x� x2) �� Æ2�ÆA�(x1)ÆA�(x)+��(��A�(x))� ev�2(x)� Æ3�Æ
(x2)ÆA�(x1)Æ�
(x) � � Æ(x� x1) �� Æ2�Æ
(x2)Æ�
(x));so da� i
h na
h Nullsetzen der �au�eren Felder zu folgendem Ausdru
k gelange. Hierbei istdarauf zu a
hten, da� das Feld �1 nur auf Tree-Level identis
h Null gesetzt werden darf, inLoop-Ordnungen entstehen Korrekturen! Deshalb wird in den folgenden Ausdr�u
ken dasFeld �1 stets no
h als �1;0 notiert. Aus der obigen Relation folgt :0 = e(�1;0 + v) Æ2�ÆA�(x1)Æ�2(x2) � Z d2x Æ(x� x2)�� Æ2�ÆA�(x1)ÆA�(x)� Z d2x �Æ(x � x1)�� Æ2�Æ
(x2)Æ�
(x) (3.67)bzw. unter Ausnutzung des Zusammenhangs zwis
hen den 1PI-2-Punkt-Greensfunktionenund den inversen Propagatoren G�1:0 = �e(�1;0 + v)G�1��2(p) � i p�G�1��;�(p) + i �p�G�1Geist (p): (3.68)Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da� der obige Zusammenhang zwis
hen deninversen Propagatoren und 1PI-2-Punkt-Greensfunktionen nur dann gilt, wenn keine Mi-s
hung zwis
hen den einzelnen Feldern auftritt. Dies ist auf Tree-Level in der R�-Ei
hunggew�ahrleistet. In Loop-Ordnungen sind zun�a
hst no
h die Resultate aus Abs
hn. 5.3.2 zubea
hten. Siehe hierzu au
h die Bestimmung des inversen Propagators in [26℄ und [28℄.Dies werde i
h in dieser Arbeit ni
ht mehr behandeln. Auf Tree-Level gilt �1;0 = 0 sowieG�1��2(p) = 0p�G�1��;�(p) = p��hp2 +m20;vihÆ�� � p�p�p2 i + h�p2 +m20;vip�p�p2 �= p�h�p2 +m20;viG�1Geist (p) = p2 + m20;v� ;wel
hes (3.67) veri�ziert.



58 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D = 2Eine weitere 2-Punkt-Greensfunktionen verkn�upfende Identit�at gewinne i
h dur
h Anwen-dung von Æ2Æ
(x2)Æ�2(x1) auf (3.66):0 = �Z d2x Æ(x� x1)Æ(x� x2)e Æ�Æ�1(x) + e(v + �1;0) Æ2�Æ�2(x1)Æ�2(x2)�Z d2x Æ(x � x2)�� Æ2�Æ�2(x1)ÆA�(x) � ev Æ2�Æ
(x2)Æ�
(x1) : (3.69)Mit Æ�Æ�1(x) = 0 folgt die Identit�at f�ur die inversen Propagatoren:0 = �e(v + �1;0)G�1�2 (p) � i p�G�1�2�(p) + evG�1Geist (p); (3.70)wel
he si
h auf Tree-Level mit den obigen Ausdr�u
ken undG�1�2 (p) = p2 + m20;v�best�atigen l�a�t. Um einen Zusammenhang zwis
hen den beiden Identit�aten (3.68) und(3.70) herzustellen, l�a�t si
h der inverse Geist-Propagator eliminieren.Desweiteren ergibt si
h folgende Beoba
htung: Aussagen aus den Slavnov-Taylor-Identit�aten�uber den Ei
hfeld-Propagator betre�en stets nur dessen Longitudinal-Anteil, da G�1��;� stetsmit einem Impuls p� zu multiplizieren ist!Um eine Identit�at, wel
he den �1-Feld-Propagator enth�alt, zu erlangen, betra
hte i
hÆ3Æ
(x3)Æ�2(x2)Æ�1(x1) angewandt auf (3.66). Diese Identit�at enth�alt 3-Punkt-Greensfunktionen.0 = �Z d2x eÆ(x � x3)Æ(x � x2) Æ2�Æ�1(x1)�1(x) + Z d2x eÆ(x � x1)Æ(x � x3) Æ2�Æ�2(x2)Æ�2(x)+e(�1;0 + v) Æ3�Æ�2(x2)Æ�1(x1)Æ�2(x3)�Z d2x Æ(x � x3)�� Æ3�Æ�2(x2)Æ�1(x1)ÆA�(x) � ev Æ3�Æ
(x3)Æ�1(x1)Æ�
(x2) (3.71)bzw. : 0 = eG�1�1 (p) � eG�1�2 (q) � e(�1;0 + v)��1�2�2(p; q;�p� q)�i(p+ q)���1�2A�(p; q;�p� q) + ev��1
�
(p;�p� q; q) (3.72)



3.3. R�-EICHUNG 59Dies kann auf Tree-Level lei
ht best�atigt werden:eG�1�1 (p) = e(p2 +m20)�eG�1�2 (q) = �e(q2 + m20;v� )�ev��1�2�2(p; q;�p� q) = �ev gv3 = �em20ev��1
�
(p;�p� q; q) = ev e2v� = em20;v��i(p+ q)���1�2A�(p; q;�p� q) = �e(p+ q)�(p� q)� = �e(p2 � q2):Eine weitere interessante Aussage erhalte i
h dur
h Æ3Æ
(x3)Æ�1(x2)ÆA�(x1) (3.66):0 = e (�1;0 + v) Æ3�Æ�1(x2)ÆA�(x1)Æ�2(x3) + Z d2x eÆ(x� x3)Æ(x� x2) Æ2�ÆA�(x1)Æ�2(x)�Z d2x Æ(x � x3)�� Æ3�Æ�1(x2)ÆA�(x1)ÆA�(x) � Z d2x �Æ(x � x1) �� Æ3�Æ
(x3)Æ�1(x2)Æ�
(x)(3.73)bzw.: 0 = �eG�1��2(p) � e(�1;0 + v)��1�2A�(q;�p� q; p)�i(p+ q)���1A�A� (q; p;�p� q) + i�p���1
�
(q;�p� q; p): (3.74)Au
h dies kann zumindest auf Tree-Level na
hgere
hnet werden:G�1��2(p) = 0�ev��1�2A�(q;�p� q; p) = ie2v(2q + p)��i(p+ q)���1A�A� (q; p;�p� q) = �2ie2v(p+ q)�i�p���1
�
(q;�p� q; p) = ie2vp�:Hier besteht ein Zusammenhang zwis
hen dem inversen A��2-Mix-Propagator und 3-Punkt-Greensfunktionen.Die in diesem Abs
hnitt hergeleiteten Identit�aten k�onnen dazu herangezogen werden, dieEliminierung unphysikalis
her Anteile in den Propagatoren (s. Abs
hn. 5.3) und in physi-kalis
hen Streuamplituden (s. Kapitel 6) si
herzustellen. So zeigen z. Bsp. die Glei
hungen(3.68) und (3.70) eine Aufhebung der Propagatoren des �2- und des Geist-Feldes mit demdes Longitudinal-Anteils des Ei
hfeldes.





Kapitel 4RegularisierungIn dieser Arbeit soll das Verfahren der Dimensionellen Regularisierung (s. [19℄, [20℄, [32℄)angewandt werden. Der Vorteil dieser Regularisierungsmethode (gegen�uber z. Bsp. der"
ut-o�\-Regularisierung) ist die Erhaltung der Symmetrieeigens
haften. Die auftretendenIntegrale in D = 2 Dimensionen werden zun�a
hst in D = 2� 2� Dimensionen bere
hnetund als Laurent-Reihen im Parameter � ges
hrieben. Das Ergebnis f�ur D = 2 erh�alt manans
hliessend als Grenzfall �! 0. Dur
h Renormierung lassen si
h zuvor die divergieren-den Anteile entfernen (vgl. Kapitel 5 und dort zu diesem Thema angegebene Literatur).Hierzu ist es zun�a
hst erforderli
h, mit Hilfe eines willk�urli
h w�ahlbaren Massenparame-ters die Dimensionen der Kopplungskonstanten anzupassen. Aus der Forderung, da� dieLagrange-Di
hte in D Dimensionen ebenfalls die Massendimension D besitze, als Formelges
hrieben [L℄ = D, ergeben si
h aus den einzelnen Termen in der Lagrange-Di
hte diefolgenden Massendimensionen der Kopplungskonstanten, Massenparameter und des Va-kuumwertes des Feldes (s.Tab. 4.1): Die Massenparameter m0 und m0;v besitzen also stetsD D = 2� 2� D = 2[m20℄ 2 2 2[e2℄ 4�D 2 + 2� 2[g℄ 4�D 2 + 2� 2[m20;v℄ = [e2v2℄ 2 2 2[v2℄ = [m20g ℄ D � 2 �2� 0Tabelle 4.1: Massendimensionen der Kopplungskonstanten, Massenparameter und des Va-kuumwertes des Feldesdie Massendimension 1, die Kopplungskonstanten in D = 2� 2� werden nun ges
hriebenals e = �� e0g = �2� g0v = ��� v0;61



62 KAPITEL 4. REGULARISIERUNGwobei die gestri
henen Gr�o�en die Kopplungskonstanten f�ur D = 2 bezei
hnen m�ogen, �ist ein beliebiger Massenparameter, [�℄ = 1. Im folgenden s
hreibe i
h die gestri
henenGr�o�en wieder als ungestri
hene.Nun liste i
h die f�ur die Propagatoren und Vakuumkorrekturen (in den beiden in Kapitel 3behandelten Ei
hungen) bere
hneten 1-Loop-Ausdr�u
ke auf. An dieser Stelle sind nur dieErgebnisse aufgef�uhrt. Einzelne Re
hnungen zu den auftretenden Ausdr�u
ken entnehmeman dem Anhang B, die Grundlagen hierzu sind im Anhang A notiert (s.a. oben zitierteLiteratur). Desweiteren sind hier s�amtli
he Propagatoren mit amputierten �au�eren Liniennotiert. Dies gilt jedo
h ni
ht f�ur die Beitr�age zum Vakuumerwartungswert. Man erh�altallgemein die amputierte n-Punkt-Greensfunktion Gampn aus Gn dur
h Multiplikation mitden inversen Propagatoren: Gampn = nYi=1��1i Gn:Au�erdem tragen zu jedem Ausdru
k no
h Terme der Ordnung � und h�oher bei (ni
htnotiert).
4.1 Unit�are Ei
hung4.1.1 Vakuum S = 2�p = 0k = ��� gv2m20 Z dDk(2�)D 1k2 +m20= ���� gv8�m20 �1� � ln m204��2 � 
� (4.1)

S = 2�p = 0k = ���m20;vvm20 Z dDk(2�)D Æ��k2 +m20;v  Æ�� + k�k�m20;v!= ���� e2v4�m20  1� � 
 � 2 � ln m20;v4��2! (4.2)



4.1. UNIT�ARE EICHUNG 634.1.2 Skalarfeld-PropagatorS = 2�p k = �g�2�2 Z dDk(2�)D 1m20 + k2= � g8� �1� � 
 � ln m204��2� (4.3)S = 2�p k = �e2�2�Æ�� Z dDk(2�)D Æ�� + k�k�m20;vm20;v + k2= � e24�  1� � 
 � 2 � ln m20;v4��2! (4.4)S = 2�pk = g2v2�2�2m20 Z dDk(2�)D 1m20 + k2= 3g8� �1� � 
 � ln m204��2� (4.5)S = 2�pk = e2v2g�2�m20 Æ�� Z dDk(2�)D Æ�� + k�k�m20;vm20;v + k2= 3e24�  1� � 
 � 2 � ln m20;v4��2! (4.6)S = 2!
�p k + pk == g2v2�2�2 Z dDk(2�)D 1(m20 + k2)(m20 + (k + p)2)= 3m20g8�pp4 + 4m20p2 ln p2 + 2m20 +pp4 + 4p2m20p2 + 2m20 �pp4 + 4p2m20 (4.7)
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S = 2!
�p

k + p
k =

= 4e4v2�2�Æ��Æ��2 Z dDk(2�)D �Æ�� + (k+p)�(k+p)�m20;v ��Æ�� + k�k�m20;v�(m20;v + (k + p)2)(m20;v + k2)= 2e4v2�2� Z dDk(2�)D �Æ�� + (k+p)�(k+p)�m20;v ��Æ�� + k�k�m20;v�(m20;v + (k + p)2)(m20;v + k2)= e24�(� p2m20;v  1� � 
 � ln m20;v4��2!+ (p2 + 2m20;v)22m20;vp2qp4 + 4p2m20;v ln p2 + 2m20;v +qp4 + 4p2m20;vp2 + 2m20;v �qp4 + 4p2m20;v) (4.8)
4.1.3 Ei
hfeld-PropagatorS = 2	pk� �= ��2�e2Æ�� Z dDk(2�)D 1m20 + k2= � e24� Æ�� �1� � 
 � ln m204��2� (4.9)

S = 2
pk� �= �2� gm20;vm20 Æ�� Z dDk(2�)D 1m20 + k2= 3e24� Æ�� �1� � 
 � ln m204��2� (4.10)
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S = 2�pk� �= �2� 2e4v2m20 Æ�� Æ�� Z dDk(2�)D Æ�� + k�k�m20;vm20;v + k2= 3e42�g Æ��  1� � 
 � 2 � ln m20;v4��2! (4.11)S = 1

�p k + pk� �== 4e2m20;v �2� Z dDk(2�)D Æ�� + k�k�m20;v[m20 + (k + p)2℄[m20;v + k2℄= e22� (�Æ�� � p�p�p2 ��1� � 
 + 2� ln m204��2 + p2 +m20 �m20;v2p2 ln m20m20;v� (p2 +m20 �m20;v)22p2q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v �+p�p�p2 �1� � 
 � ln m204��2 � p2 +m20 �m20;v2p2 ln m20m20;v+q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v2p2 ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v �)(4.12)4.2 R�-Ei
hung4.2.1 Vakuum S = 2
p = 0k = ��� gv2m20 Z dDk(2�)D 1k2 +m20= ���� gv8�m20 �1� � 
 � ln m204��2 � (4.13)
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S = 2Æp = 0k = ��� gv6m20 Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= ���� gv24�m20 "1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �# (4.14)S = �1�p = 0k = �� e2v�m20 Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= ��� e2v4�m20 1� "1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �# (4.15)S = 2�p = 0k = ��� e2vÆ��m20 Z dDk(2�)D Æ�� + (1� �) k�k�m20;v+�k2k2 + m20;v= ��� e2vm20 Z dDk(2�)D 264 Æ2��k2 + m20;v + 1� �� k2hk2 + m20;v� ihk2 +m20;vi 375= ���� e2v4�m20 "1 + ��  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 2 + 1� ln �# (4.16)Hierbei sei nun auf folgendes hingewiesen. Der Anteil des �1-Feldes (Realteil) entspri
htexakt dem Anteil des �-Feldes in der Unit�aren Ei
hung. Betra
htet man die Summe ausdem Ei
h- und dem Geistfeldanteil:
�p = 0k +�p = 0k = ���� e2v4�m20 �1� � 
 � 2 � ln m20;v4��2 �;so zeigt der Verglei
h mit dem Ausdru
k in der Unit�aren Ei
hung:
�p = 0k R� +�p = 0k R� =�p = 0k unit�ar: (4.17)



4.2. R�-EICHUNG 674.2.2 �1-Propagator S = 2�p k = �g2�2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= � g8� �1� � 
 � ln m204��2� (4.18)S = 2�p k = �g6�2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= � g24�  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.19)S = 2�kp = �e2Æ���2� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v�k2 +m20;v= � e24��� + 1�  1� � 
 � ln m20;v4��2!� 2 + 1� ln �� (4.20)S = 2�p k = g2v22m20 �2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= 3g8� �1� � 
 � ln m204��2� (4.21)S = 2�p k = g2v26m20 �2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= g8�  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.22)
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S = 2�p k = gm20;vm20 �2�Æ�� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v�k2 +m20;v= 3e24� �� + 1�  1� � 
 � ln m20;v4��2!� 2 + 1� ln �� (4.23)

S = �1�p k = �gm20;v�m20 �2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= � 3e24��  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.24)
S = 2!

�p k + pk = g2v22 �2� Z dDk(2�)D 1[(k + p)2 +m20℄[k2 +m20℄= 3gm208�pp4 + 4p2m20 ln p2 + 2m20 +pp4 + 4p2m20p2 + 2m20 �pp4 + 4p2m20 (4.25)
S = 2!

�p k + pk = g2v218 �2� Z dDk(2�)D 1[(k + p)2 + m20;v� ℄[k2 + m20;v� ℄= gm2024�rp4 + 4p2m20;v� ln p2 + 2m20;v� +rp4 + 4p2m20;v�p2 + 2m20;v� �rp4 + 4p2m20;v� (4.26)
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S = �1

�p k + pk = �e2m20;v�2 �2� Z dDk(2�)D 1[(k + p)2 + m20;v� ℄[k2 + m20;v� ℄= � e2m20;v4��2rp4 + 4p2m20;v� ln p2 + 2m20;v� +rp4 + 4p2m20;v�p2 + 2m20;v� �rp4 + 4p2m20;v� (4.27)
S = 2!
 p k + pk =
= 2e2m20;v �2� Z dDk(2�)D  Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v� ! Æ�� + 1��� (k+p)�(k+p)�(k+p)2+m20;v� !�(k + p)2 +m20;v��k2 +m20;v�= e24��� � 1� ln � + (p2 + 2m20;v)22m20;vqp4 + 4p2m20;v ln p2 + 2m20;v +qp4 + 4p2m20;vp2 + 2m20;v �qp4 + 4p2m20;v+ �p2 + 2m20;v� �22m20;vrp4 + 4p2m20;v� ln p2 + 2m20;v� +rp4 + 4p2m20;v�p2 + 2m20;v� �rp4 + 4p2m20;v�+ 4m40;v� � �p2 + 1+�� m20;v�2m20;vr�p2 + 1��� m20;v�2 + 4p2m20;v ln p2 + �+1� m20;v +r�p2 + 1��� m20;v�2 + 4p2m20;vp2 + �+1� m20;v �r�p2 + 1��� m20;v�2 + 4p2m20;v �(4.28)
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S = 1
!p k + pk =
= e2 �2� Z dDk(2�)D (2p+ k)�(2p+ k)�  Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v� ![k2 +m20;v℄[(k + p)2 + m20;v� ℄= e24��1�  1� � 
 � ln m20;v4��2! +  2� � 1 + p2m20;v! ln �� 4m40;v� � �p2 + �+1� m20;v�2m20;vr�p2 + 1��� m20;v�2 + 4p2m20;v ln p2 + �+1� m20;v +r�p2 + 1��� m20;v�2 + 4p2m20;vp2 + �+1� m20;v �r�p2 + 1��� m20;v�2 + 4p2m20;v� �p2 + m20;v� �2m20;vrp4 + 4p2m20;v� ln p2 + 2m20;v� +rp4 + 4p2m20;v�p2 + 2m20;v� �rp4 + 4p2m20;v� � (4.29)

4.2.3 �2-Propagator S = 2"p k = �g6�2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= � g24� �1� � 
 � ln m204��2� (4.30)
S = 2#p k = �g2�2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= � g8�  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.31)
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S = 2$kp = �e2 Æ���2� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v�k2 +m20;v= � e24�  � + 1�  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 2 + 1� ln �! (4.32)S = 2%p k = g2v26m20 �2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= g8� �1� � 
 � ln m204��2� (4.33)S = 2&p k = g2v218m20�2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= g24�  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.34)S = 2'p k = gm20;v3m20 Æ���2� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v�k2 +m20;v= e24��� + 1�  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 2 + 1� ln �� (4.35)Bea
hte an dieser Stelle:
(kp +)p k = 0:
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S = �1*p k = �gm20;v3m20� �2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= � e24��  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.36)

S = 1
+p k + pk =
= e2 �2� Z dDk(2�)D (2p+ k)�(2p+ k)�  Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v� !hk2 +m20;vih(k + p)2 +m20i= e24�(1�  1� � 
 � ln m20;v4��2!+ ln m20m20;v +  1� + m20 + p2m20;v ! ln �+q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vm20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v� (p2 +m20)2m20;vs�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� )

(4.37)
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S = 1

,p k + pk = g2v29 �2� Z dDk(2�)D 1h(k + p)2 +m20ihk2 + m20;v� i
= gm2012� ln p2+m20+m20;v� +s�p2+m20�m20;v� �2+4m20;v� p2p2+m20+m20;v� �s�p2+m20�m20;v� �2+4m20;v� p2s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p2 (4.38)4.2.4 Ei
hfeld-Propagator S = 2-p k� �= �e2Æ���2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= � e24�Æ�� �1� � 
 � ln m204��2� (4.39)
S = 2.p k� �= �e2Æ���2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= � e24�Æ��  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.40)

S = 2/pk� �= gm20;vm20 Æ���2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= 3e24� Æ�� �1� � 
 � ln m204��2� (4.41)
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S = 20pk� �= gm20;v3m20 Æ���2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= e24� Æ��  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.42)Bea
hte an dieser Stelle:
1p k� �+2pk� � = 0:
S = 23pk� �= 2e2m20;vm20 Æ���2�Æ�� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v�k2 +m20;v= 3e42�g Æ���1 + ��  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 2 + 1� ln �� (4.43)

S = �14pk� �= �2e2m20;v�m20 Æ���2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= � 3e42�� Æ��  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.44)
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S = 1
5p k + pk� � =
= 4e2m20;v �2� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v��(k + p)2 +m20��k2 +m20;v�= e24�p2(�Æ�� � p�p�p2 ��1� �� m20;v ln m20m20;v �  p2 +m20 � m20;v� ! ln �+vuut p2 +m20 � m20;v� !2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�� (p2 +m20 �m20;v)2q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v �+p�p�p2 �� � 1� m20;v ln m20m20;v +  p2 +m20 � m20;v� ! ln �� �p2 +m20 � m20;v� �2s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�+q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v �)(4.45)
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S = 1
6p k + pk� � == e2 �2� Z dDk(2�)D (2k + p)�(2k + p)�h(k + p)2 +m20ihk2 + m20;v� i= e22�(�Æ�� � p�p�p2 ��1� � 
 + 2� ln m204��2 + p2 +m20 � m20;v�2p2 ln �m20m20;v�s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p22p2 ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p2p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p2 �+p�p�p2 �1� � 
 � ln m204��2 + p2 �m20 + m20;v�2p2 ln �m20m20;v+ �m20 � m20;v� �22p2s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p2 ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p2p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p2�)(4.46)
4.2.5 Geistfeld-Propagator

S = 27p k = gm20;v2�m20 �2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= 3e28�� �1� � 
 � ln m204��2�
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S = 28p k = gm20;v6�m20 �2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= e28��  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.47)S = 29p k = e2m20;v�m20 �2��2� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v�k2 +m20;v= 3e44��g  � + 1�  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 2 + 1� ln �! (4.48)S = �1:p k = �e2m20;v�2m20 �2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= � 3e44��2  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.49)S = 1

;p k + pk = e2m20;v�2 �2� Z dDk(2�)D 1h(k + p)2 +m20ihk2 + m20;v� i
= e2m20;v4��2 ln p2+m20+m20;v� +s�p2+m20�m20;v� �2+4m20;v� p2p2+m20+m20;v� �s�p2+m20�m20;v� �2+4m20;v� p2s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4m20;v� p2 (4.50)



78 KAPITEL 4. REGULARISIERUNG4.2.6 �2-Ei
hfeld-Mix-PropagatorBea
hte hierbei:
<p k �= �=p k�und ebenso f�ur die drei �ubrigen Tadpole-Beitr�age, sowie
>p k + pk � = �?p k + pk�und
�p k + pk � = �Ap k + pk� :

S = 2Bp k �= �i egv2m20 p� �2� Z dDk(2�)D 1k2 +m20= �i egv8�m20 p� �1� � 
 � ln m204��2� (4.51)
S = 2Cp k �= �i egv6m20 p� �2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= �i egv24�m20 p�  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.52)
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S = 2Dp k �= �ie3vm20 p� �2�Æ�� Z dDk(2�)D Æ�� + 1��� k�k�k2+m20;v�k2 +m20;v= �i e2ev4�m20 p�  1 + ��  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 2 + 1� ln �! (4.53)
S = �1Ep k �= i e3v�m20 p��2� Z dDk(2�)D 1k2 + m20;v�= i e2ev4��m20 p�  1� � 
 � ln m20;v4��2 + ln �! (4.54)

S = 1
Fp k + pk �== igve3 �2� Z dDk(2�)D (2k + p)�h(k + p)2 +m20ihk2 + m20;v� i= i egv12�p2 p�( ln � m20m20;v!+ m20;v� �m20s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� )

(4.55)
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S = 1
Gp k + pk � =
= �2ie3v �2� Z dDk(2�)D (2p+ k)� + 1��� (2p+k)�k�k�k2+m20;v��(k + p)2 +m20��k2 +m20;v�= �i e2ev4�m20;v p�(m20;vp2 ln m20m20;v + p2 +m20p2 ln �+q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v� �p2 +m20��p2 +m20 � m20;v� �p2s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� )

(4.56)



Kapitel 5RenormierungNa
hdem im vorhergehenden Kapitel s�amtli
he 1-Loop-Graphen sowohl in der Unit�arenals au
h in der R�-Ei
hung bere
hnet wurden, kann nun die eigentli
he Renormierungdur
hgef�uhrt werden. Hierbei sollen die Ergebnisse in diesen beiden Ei
hungen vergli
henwerden.Unter Renormierung versteht man das Entfernen der Divergenzen, die hier dur
h das Ver-fahren der Dimensionellen Regularisierung herausgearbeitet wurden. Dies kann einerseitsdur
h Hinzuf�ugen von "Counter-Termen\ zur urpr�ungli
hen Lagrange-Di
hte ges
hehenoder dur
h eine multiplikative Renormierung der auftretenden Felder, Massen und Kopp-lungskonstanten. Es kann gezeigt werden, da�, falls die ben�otigten Counter-Terme von derglei
hen Gestalt wie die Anteile der urspr�ungli
hen Lagrange-Di
hte sind (und nur dannspri
ht man au
h von einer renormierbaren Theorie), diese beiden Ans�atze �aquivalent sind(s. z. Bsp. [8℄, [38℄). In dieser Arbeit werde i
h ni
ht die komplette Renormierung f�ur dasAbels
he Higgs-Modell dur
hf�uhren (hierf�ur s. [3℄, [41℄), sondern mi
h auf eine Bere
h-nung der Massen der einzelnen Propagatoren konzentrieren sowie die Feldrenormierungs-konstanten angeben. Diese werden f�ur den ans
hlie�enden Verglei
h der 1-Loop-Beitr�agezum Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes ben�otigt. Die Bestimmung der Massen undsomit au
h der Renormierungskonstanten f�uhre i
h in zwei unters
hiedli
hen Renormie-rungsverfahren dur
h, die im folgenden Abs
hnitt kurz dargestellt werden.Zun�a
hst jedo
h no
h eine Bemerkung zu den Kopplungen g und e2: Na
h [28℄ (au
hz.Bsp.: [14℄ bzw. [17℄) wird hier angenommen:O(g) = O(e2): (5.1)Formal werden also die St�orungsreihen in einem Parameter, hier s, ges
hrieben, mit:g = s g0e2 = s (e2)0:Somit ist eine Fixierung der Massen des Skalarfeldes und des Ei
hfeldes, m0 und m0;v,si
hergestellt und eine Entwi
klung in Ordnungen von s entspri
ht einer Entwi
klung in derAnzahl der enthaltenen Loops (s. [28℄). Es sei darauf hingewiesen, da� andere Annahmen81



82 KAPITEL 5. RENORMIERUNGzu ni
ht wohlde�nierten St�orungsreihen f�uhren k�onnen. Ein sol
hes Beispiel wird in [2℄zitiert (s. dort). Weiter wird in [11℄ ein �ahnli
hes Verhalten der St�orungsreihe f�ur eine zugro�e Higgs-Masse im Standard-Modell erw�ahnt.5.1 RenormierungsverfahrenMit �� sei die Summe aller amputierten Ein-Teil
hen-irreduziblen(1PI) 1-Loop Beitr�agezu einem Propagator G0 bezei
hnet. Graphis
h sei dies wie folgt dargestellt (die dur
hge-zogene Linie repr�asentiere hier ganz allgemein einen beliebigen Propagator):G0 =� ;
�� = ���amp :Den vollen Propagator (zusammenh�angende 2-Punkt-Greensfunktion)G(2)
 erh�alt man nunwie folgt: G(2)
 =�= � +� +� + : : := G0 + G0 (��)G0 + G0 (��)G0 (��)G0 + : : := 1G�10 + � :Mit G(2)
 �(2) = �1 folgt also:��(2) = �G(2)
 ��1 = G�10 + �:F�ur das Folgende sei als Beispiel stets der Skalarfeldpropagator gemeint, also:G�10 = p2 + m20;��(2) = p2 + m20 + �:



5.1. RENORMIERUNGSVERFAHREN 835.1.1 Renormierungss
hema IHierbei betra
htet man die Entwi
klung der 2-Punkt-Vertex-Funktion um p2 = 0:��(2)� (p2) = m20 + �(0) + � 1 + ���p2 ����p2=0| {z }=� ��(2)��p2 ����p2=0 � p2 + O(p4)
� 1ZR �m2R + p2 + O(p4)	 ; (5.2)1ZR � � ��p2�(2)� (p2)����p2=0 ; (5.3)m2RZR � ��(2)� (0): (5.4)Die hierdur
h festgelegte Masse mR (au
h: "renormierte Masse\) ist proportional zu einerinversen Korrelationsl�ange, wel
he dur
h das zweite Moment der 2-Punkt-Greensfunktionim Ortsraum gegeben ist:

4 �2R = R d2x x2 < �(x)�(0) >R d2x < �(x)�(0) > = �Æ�� �i ��k���i ��k� � �� 1�(2)� (k2)��k�;k�=0�� 1�(2)� (k2)�k2=0= 2Æ��m2R = 4m2R :Aus diesem Grunde wirdmR au
h als "2nd moment mass\ bezei
hnet. Da diese Massende-�nition ni
ht der physikalis
hen Masse (au
h: Polmasse, s. n�a
hster Abs
hnitt) entspri
ht,ist ni
ht unbedingt eine Unabh�angigkeit dieser Gr�o�e von der gew�ahlten Ei
hung zu er-warten.5.1.2 Renormierungss
hema II (Polmasse)Die physikalis
he Teil
henmasse m�, wel
he si
h als ei
hunabh�angig erwiesen hat (s. Ab-s
hn. 2.2.1), wird dur
h die dem Ursprung am n�a
hsten gelegene Polstelle des vollen Pro-pagators bzw. Nullstelle des inversen Propagators festgelegt:�(2)� �(im� ; 0)� = 0: (5.5)Der volle Propagator verh�alt si
h nun f�ur p2 ! �m2� wie:G(2)
 ' Z�p2 +m2� :F�ur die Renormierungskonstante gilt also:Z� = resp=(im� ;0)G(2)
 (p2):



84 KAPITEL 5. RENORMIERUNGDie gesu
hte Teil
henmasse �ndet man in erster Ordnung in s dur
h:m� = m0 + sm(1) + O(s2)m2� = m20 + 2sm0m(1) + O(s2):Aus der Forderung (5.5) erh�alt man mit p2 = �m2�:m20 + p2 +�(p2) = 0) m(1) = 12sm0�(�m20) + O(s)und letztli
h: m2� = m20 + �(�m20) + O(s2): (5.6)5.2 Skalarfeld-Propagator5.2.1 Unit�are Ei
hungZun�a
hst unabh�angig vom Renormierungss
hema wird die Summe der 1PI 1-Loop-Beitr�agenotiert:���(p2) =  �p +�p +�p +�p+�p +�p !amp= 14�( g��1� p23m20��1� � 
 � ln m204��2� + p23m20 ln 3e2g+ 3m202pp4 + 4p2m20 ln p2 + 2m20 +pp4 + 4p2m20p2 + 2m20 �pp4 + 4p2m20�+e2�2 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!+ (p2 + 2m20;v)22m20;vqp4 + 4p2m20;v ln p2 + 2m20;v +qp4 + 4p2m20;vp2 + 2m20;v �qp4 + 4p2m20;v �): (5.7)In beiden Renormierungss
hemata werden die analytis
hen Fortsetzungen des Termes1pp4 + 4p2M2 ln p2 + 2M2 +pp4 + 4p2M2p2 + 2M2 �pp4 + 4p2M2



5.2. SKALARFELD-PROPAGATOR 85mit M2 = m20 bzw. M2 = m20;v f�ur Werte von p2 ! 0 (Renormierungss
hema I) oderp2 < 0 (Renormierungss
hema II) ben�otigt, siehe hierzu (D.15). Die Fortsetzung zu Wertenp2 < �4M2 ist ni
ht mehr rein reell, da dann das dur
h das Skalarfeld bes
hriebeneTeil
hen ni
ht mehr stabil gegen�uber Zerf�allen in zwei Skalar- bzw. Vektorteil
hen ist. DieseSituation bedarf allerdings keiner weiteren Bea
htung, es ist vollkommen hinrei
hend, si
hauf ein stabiles skalares Teil
hen zu beziehen, da s�amtli
he Aussagen den Verglei
h derunters
hiedli
hen Ei
hungen betre�end au
h f�ur ein instabiles Teil
hen gelten.Renormierungss
hema IIm folgenden benutzt:1pp4 + 4p2M2 ln p2 + 2M2 +pp4 + 4p2M2p2 + 2M2 �pp4 + 4p2M2 = 1M2 � 16M4 p2 +O(p4):1ZR = 1 � 18�(� g2m20 + e2m20;v �� 2 1� � 
 � ln m20;v4��2!+ 103 �)= 1 � g4�m20 �1136 � 13  1� � 
 � ln m20;v4��2!� (5.8)m2RZR = m20 � g4��1� � 
 � ln m204��2 + 32� � e22�  1� � 
 � 1� ln m20;v4��2!Damit ergibt si
h m2R in erster Ordnung in g und e2 zu:m2R = m20 + ��(0)Z�1R= m20 � g12� "4312 + 3�1� � 
 � ln m204��2� +  1� � 
 � ln m20;v4��2!#� e22� "1� � 
 � 1� ln m20;v4��2# + O(ge2; g2; e4)= m20 � g12��4312 + 4�1� � 
 � ln m204��2� � ln 3e2g �� e22� "1� � 
 � 1� ln m20;v4��2# + O(ge2; g2; e4): (5.9)Renormierungss
hema IIDa nun der Berei
h p2 = �m20 betra
htet wird, ist bei der G�ultigkeit der analytis
henFortsetzung zu a
hten auf: �4m20;v � �m20;12e2g � 1:



86 KAPITEL 5. RENORMIERUNG��(�m20) = � g4��43 �1� � 
 � ln m204��2� � 13 ln 3e2g + 2p3ar

otp3+ 23r���1� 12 e2g ���ar

ots����1� 12e2g ������ e22��1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 � 4r���1� 12 e2g ���ar

ots����1� 12e2g ������ e4�g 6r���1� 12 e2g ���ar

ots����1� 12e2g ����Somit (bea
hte: 12 e2g � 1):m2� = m20 � g4��43 �1� � 
 � ln m204��2� � 13 ln 3e2g + 2p3ar

otp3+ 23q12 e2g � 1ar

ots12e2g � 1�� e22��1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 � 4q12 e2g � 1ar

ots12e2g � 1�� e4�g 6q12 e2g � 1ar

ots12e2g � 1: (5.10)F�ur die Renormierungskonstante folgt:Z�1� = 1 + ���(p2)�p2 ����p2=�m2� :Hierbei wird folgende Ableitung f�ur �4M2 � p2 � 0 ben�otigt:��p2 1pp4 + 4p2M2 ln p2 + 2M2 +pp4 + 4p2M2p2 + 2M2 �pp4 + 4p2M2 == 2p4 + 4p2M2 � 4p2 + 8M2(p4 + 4p2M2)pjp4 + 4p2M2jar

ots����1 + 4M2p2 ����: (5.11)Damit bere
hnet si
h���(p2)�p2 ����p2=�m2� = � g4�m20 �� 1 + 2p33 ar

otp3 � 13  1� � 
 � ln m20;v4��2!+ �1� 6 e2g �23�1� 12 e2g � + 23 �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e6g3�1� 12 e2g �r���1� 12 e2g ��� ar

ots����1� 12e2g ���� �;



5.2. SKALARFELD-PROPAGATOR 87folgli
h:Z�1� = 1 � g4�m20 �� 1 + 2p33 ar

otp3 � 13  1� � 
 � ln m20;v4��2!+ �1� 6 e2g �23�1� 12 e2g � + 23 �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e6g3�1� 12 e2g �q12 e2g � 1 ar

ots12e2g � 1 �:(5.12)5.2.2 R�-Ei
hung���1;R� (p2) =  �p +�p +	p +
p+�p +�p +
p +Æp+�p +�p +�p +�p !amp= 14�( g�43 �1� � 
 � ln m204��2� � 13 ln 3e2g + p2 +m203m20 ln �+ 3m202pp4 + 4m20p2 ln p2 + 2m20 +pp4 + 4m20p2p2 + 2m20 �pp4 + 4m20p2+ m40 � p46m20rp4 + 4p2m20;v� ln p2 + 2m20;v� +rp4 + 4p2m20;v�p2 + 2m20;v� �rp4 + 4p2m20;v� �
+e2�2 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!+ (p2 + 2m20;v)22m20;vqp4 + 4p2m20;v ln p2 + 2m20;v +qp4 + 4p2m20;vp2 + 2m20;v �qp4 + 4p2m20;v �) (5.13)Die ben�otigten analytis
hen Fortsetzungen entnehme man wiederum (D.15). M2 nimmthier die Werte m20, m20;v und m20;v� an. Daraus ergeben si
h die Bedingungen (f�ur p2 � 0):�4m20 � p2;�4m20;v � p2;�4m20;v� � p2:



88 KAPITEL 5. RENORMIERUNGRenormierungss
hema IHier ebenfalls benutzt:1pp4 + 4p2M2 ln p2 + 2M2 +pp4 + 4p2M2p2 + 2M2 �pp4 + 4p2M2 = 1M2 � 16M4 p2 +O(p4):1ZR;R� = 1 � g4�m20 �1136 + 13 ln � � �2 g2324e4 � (5.14)m2R;R�ZR;R� = m20(1 � g4�m20 �43 �1� � 
 � ln m204��2� � 13 ln 3e2g + 13 ln � + 32 + � g18e2 �� e22�m20  1� � 
 � 1� ln m20;v4��2!)Also:m2R;R� = m20 � g12��4312 + 4�1� � 
 � ln m204��2� � ln 3e2g + � g6e2 + �2 g2108e4 �� e22�  1� � 
 � 1� ln m20;v4��2! : (5.15)Die Masse f�ur das reelle Skalarfeld ist in diesem Renormierungss
hema ni
ht unabh�angigvon �, also der speziellen Ei
hung. Auf diese M�ogli
hkeit habe i
h bereits bei der Einf�uhrungdieser Masse, die ni
ht der physikalis
hen Teil
henmasse entspri
ht, hingewiesen (s. Ab-s
hn. 5.1.1). Man bea
hte aber, da� gilt:lim�!0mR;R� = mR: (5.16)Au
h hier ist die Unit�are Ei
hung formal im Limes � ! 0 in der R�-Ei
hung enthalten.Allerdings gilt dies ni
ht f�ur die Renormierungskonstante. Aufgrund der logarithmis
henAbh�angigkeit vom Ei
hparameter divergiert ZR;R� f�ur � ! 0. Dieser Logarithmus-Termin der R�-Ei
hung s
heint aber mit dem in der Unit�aren Ei
hung in der Renormierungs-konstanten enthaltenen (dimensionell) divergenten Termg12�m20  1� � 
 � ln m20;v4��2!zusammenzuh�angen. Eine �ahnli
he Entspre
hung wird au
h bei der nun folgenden Be-tra
htung der Polmasse beoba
htet werden.Renormierungss
hema IIDie Bedingung f�ur eine rein reelle analytis
he Fortsetzung, �4m20 � p2, ist f�ur p2 = �m20erf�ullt. Weiter mu� au
h �4m20;v � p2, sowie �4m20;v� � p2 gelten . Dies f�uhrt zu:12e2g � 1;12e2g � �:



5.2. SKALARFELD-PROPAGATOR 89Es wird si
h herausstellen, da� die zweite Bedingung ni
ht weiter bea
htet werden mu�, dasi
h die entspre
henden Terme bei der Bere
hnung der Polmasse exakt zu Null addieren.Dies kann folgenderma�en verstanden werden: Diese zweite Bedingung stellt die Stabilit�atdes Realteils des Skalarfeldes (also des �1-Feldes) gegen Zerf�alle in zwei �2- oder zweiGeister-Teil
hen (
�
) si
her. Da es si
h hierbei jeweils um unphysikalis
he Teil
hen handelt,sollten diese Anteile si
h gegeneinander wegheben, wel
hes hier au
h ges
hieht. Bei derBere
hnung der Renormierungskonstanten ist allerdings au
h die zweite Bedingung vonBedeutung. Da aber das Hauptinteresse im Limes � ! 0 liegt, bedeutet dies ledigli
h dieForderung1 > e2 > 0;1 > g > 0. Soll jedo
h au
h die Landau-Ei
hung (formal: � !1)betra
htet werden, so sind die Konsequenzen der zweiten Bedingung zu bea
hten. In derFeynman-Ei
hung (� = 1) sind die beiden Bedingungen identis
h.��1;R� (�m20) == � 14�( g�43  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 13 ln 3e2g + 6m20pjm40 � 4m40jar

otpj1� 4j�+e2�2 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + 2(2m20;v �m20)2m20m20;vr���1� 12 e2g ���ar

ots����1� 12e2g �����)= � 14�( g�43  1� � 
 � ln m20;v4��2! � 13 ln 3e2g + 2p3ar

otp3 + 23r���1� 12 e2g ���ar

ots����1� 12e2g �����+e2�2 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! � 8r���1� 12 e2g ���ar

ots����1� 12e2g �����+e4g 24r���1� 12 e2g ���ar

ots����1� 12e2g ����)Somit:m2�1 = m20 � g4��43  1� � 
 � ln m20;v4��2!� 13 ln 3e2g + 2p3ar

otp3 + 23q12 e2g � 1ar

ots12e2g � 1�� e22�� 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!� 4q12 e2g � 1ar

ots12e2g � 1�� e4g� 6q12 e2g � 1ar

ots12e2g � 1: (5.17)Die Masse erweist si
h in diesem Renormierungss
hema erwartungsgem�a� als unabh�angig



90 KAPITEL 5. RENORMIERUNGvom Ei
hparameter und stimmt mit der physikalis
hen Masse in der Unit�aren Ei
hung�uberein.Es bleibt no
h, die Renormierungskonstante zu bestimmen (benutze (5.11)):Z�1�1 = 1 + ���1;R� (p2)�p2 �����p2=�m2� ;mit:���1;R� (p2)�p2 �����p2=�m2� = � g4�m20�� 1 + 2p33 ar

otp3 + 13 ln � + �1� 6 e2g �23�1� 12 e2g �+23 �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e6g3�1� 12 e2g �r���1� 12 e2g ��� ar

ots����1� 12e2g ����+ 43r���1� 12 e2�g ���ar

ots����1� 12 e2�g ���� �;also:Z�1�1 = 1 � g4�m20 �� 1 + 2p33 ar

otp3 + 13 ln � + �1� 6 e2g �23�1� 12 e2g �+23 �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e6g3�1� 12 e2g �q12 e2g � 1 ar

ots12e2g � 1 + 43q12 e2�g � 1ar

ots12 e2�g � 1 �:(5.18)Die Renormierungskonstante ist au
h in diesem Renormierungss
hema ni
ht unabh�angigvom Ei
hparameter und divergiert f�ur � ! 0 in glei
her Weise wie im Renormierungss
he-ma I. Au
h s
heint hier wiederum diese Divergenz mit dem Termg12�m20  1� � 
 � ln m20;v4��2!in der Unit�aren Ei
hung zusammenzuh�angen.Bemerkung: lim�!0 1qR� � 1ar

otsR� � 1 = 0 ; R � 1 (5.19)



5.3. EICHFELD-PROPAGATOR 915.3 Ei
hfeld-Propagator5.3.1 Unit�are Ei
hung����;unit�ar (p) ==  �p� �+�p� �+�p� �+�p� �!amp= e24�(�Æ�� � p�p�p2 ��4�1� � 
 + 1� ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!�p2 +m20 �m20;vp2 ln 3e2g� (p2 +m20 �m20;v)2p2q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v �+p�p�p2 �4�1� � 
 � ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + p2 +m20 �m20;vp2 ln 3e2g+q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v �)=: ��1(p2) �Æ�� � p�p�p2 � � �2(p2) p�p�p2 (5.20)��(2)�� = (p2 +m20;v)hÆ�� � p�p�p2 i + m20;v p�p�p2 + ���;unit�ar (p)= �Æ�� � p�p�p2 ��m20;v + p2 +�1(p2)� + p�p�p2 �m20;v +�2(p2)� (5.21)Zur analytis
hen Fortsetzung siehe (D.14), bea
hte p2 � �m20;v.Renormierungss
hema I��(2)�� = �Æ�� � p�p�p2 � m2R + p2 +O(p4)ZR + p�p�p2 �m20;v +�2(p2)�Damit1 G(2)
;�� = 1��(2)��= �Æ�� � p�p�p2 � ZRm2R + p2 +O(p4) + p�p�p2 1m20;v +�2(p2) :1 �ahÆ�� � p�p�p2 i + bp�p�p2 ��1 = 1ahÆ�� � p�p�p2 i + 1b p�p�p2mit a; b 6= 0



92 KAPITEL 5. RENORMIERUNGUm die Entwi
klung des Nenners des transversalen Anteils des Propagators zu bestimmen,kann in diesem Fall ni
ht die einfa
he Taylorreihe benutzt werden, da in den einzelnenTermen Infrarot-Divergenzen (das sind Divergenzen f�ur p! 0) auftau
hen, die si
h jedo
h,wie i
h nun zeigen werde, in der Summe wegheben. Mit�1(p2) = � e24�"4�1� � 
 � ln m204��2�+ 6e2g  1� � 
 � ln m20;v4��2!� 12e2g + 4+ 1p2�A(p2) ln g3e2 � B(p2)�#;wobei:A(p2) = p2 +m20 �m20;vB(p2) = (p2 +m20 �m20;v)2q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v=: B(0) + �B(p2)�p2 ����p2=0 p2 + 12 �2B(p2)(�p2)2 ����p2=0 p4 +O(p6);heben si
h aufgrund von B(0) = (m20 �m20;v) ln g3e2die Infrarotdivergenzen heraus. Die weiteren Terme der Entwi
klung erh�alt man mit2:�B(p2)�p2 = 2 (p2 +m20 �m20;v)2(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v+�p2 +m20 �m20;v��p4 + p2(4m20;v + 2m20) + 3m40;v � 4m20m20;v +m40�q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v3 �� ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v�B(p2)�p2 ����p2=0 = 2 + 3m20;v �m20m20 �m20;v ln 3e2g2 ��p2 1q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v == 2(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v� p2 +m20 +m20;vq(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v3 ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v



5.3. EICHFELD-PROPAGATOR 93�2B(p2)(�p2)2 == 2(p6 + p4(3m20 + 7m20;v) + p2(3m40 � 2m20m20;v �m40;v)� 7m60;v + 15m20m40;v � 9m40m20;v +m60�(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v�2+2m20;v p4(m20 + 2m20;v) + p2(2m40 � 6m20m20;v + 4m40;v) +m60 + 2m60;v � 3m20m40;vq(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v5 �� ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v)12 �2B(p2)(�p2)2 ����p2=0 = m20 � 7m20;v(m20 �m20;v)2 � 2m20;v m20 + 2m20;v(m20 �m20;v)3 ln 3e2gBemerkung: die F�alle m20 > m20;v und m20 < m20;v m�ussen ni
ht gesondert betra
htetwerden, da nur Terme mit ungerader Potenz (n) der Wurzel auftau
hen, bzw. bei gerademn kein Logarithmus-Term vorhanden ist:ln p2+m20+m20;v+q(p2+m20�m20;v)2+4p2m20;vp2+m20+m20;v�q(p2+m20�m20;v)2+4p2m20;vq(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vn p2=0=p2=0= 1jm20 �m20;vjn lnm20 +m20;v + jm20 �m20;vjm20 +m20;v � jm20 �m20;vjf�ur: m20 > m20;v = 1(m20 �m20;v)n ln m20m20;vf�ur: m20 < m20;v = 1(m20;v �m20)n lnm20;vm20 = 1(m20 �m20;v)n ln m20m20;v :Es folgt also:1p2�A(p2) ln g3e2 � B(p2)� == �2 � 2m20;vm20 �m20;v ln 3e2g + p2 7m20;v �m20(m20 �m20;v)2 + 2m20;v m20 + 2m20;v(m20 �m20;v)3 ln 3e2g ! + O(p4)1ZR;v = 1 � e24�m20;v �7m40;v �m20m20;v(m20 �m20;v)2 + 2m40;v m20 + 2m20;v(m20 �m20;v)3 ln 3e2g � (5.22)m2R;vZR;v = m20;v(1 � e24�m20;v �4�1� � 
 � ln m204��2� + 2 � 2m20;vm20 �m20;v ln 3e2g �� 3e42�gm20;v �1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 �)



94 KAPITEL 5. RENORMIERUNGm2R;v = m20;v � e24��4�1� � 
 � ln m204��2� + 2 + m20m20;v � 7m40;v(m20 �m20;v)2�2m20;vm40 �m20m20;v + 3m40;v(m20 �m20;v)3 ln 3e2g �� 3e42�g�1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 �= m20;v � e22� �2�1� � 
 � ln m204��2�+ 1�� 3e44�g�2 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + 1�1� 3e2g �2 � 2�1� 3e2g �3 ln 3e2g �� 9e64�g2 �� 7�1� 3e2g �2 + 2�1� 3e2g �3 ln 3e2g �+27e84�g3 6�1� 3e2g �3 ln 3e2g (5.23)Renormierungss
hema IIF�ur p2 ! �m2v:��(2)�� ' �Æ�� � p�p�p2 �� Zvp2 +m2v��1 + p�p�p2 �m20;v +�2(p2)�G(2)�� ' �Æ�� � p�p�p2 � Zvp2 +m2v + p�p�p2 1m20;v +�2(p2)Wobei mv dur
h die Forderung:m20;v + p2 + �1(p2)��p=(imv ;0) = 0de�niert wird.Mit: mv = m0;v + m(1)s +O(s2)m2v = m20;v + 2m0;vm(1)s +O(s2)folgt: m2v = m20;v + �1(�m20;v) + O(s2)sowie: Z�1v = 1 + ��1(p2)�p2 ����p2=�m2v :Bei der analytis
hen Fortsetzung sind nun die beiden F�alle 12 e2g < 1 und 12 e2g � 1 zuunters
heiden. Ersterer entspri
ht p2 = �m20;v > �m20 � m20;v + 2qm20m20;v, letzterer�m20 �m20;v < p2 = �m20;v � �m20 �m20;v + 2qm20m20;v.



5.3. EICHFELD-PROPAGATOR 95� 12 e2g < 1
�1(�m20;v) = � 14�( g �13 ln 3e2g + 23q1� 12 e2g artanhs1� 12e2g �+ e2 �4�1� � 
 + 1� ln m204��2� � 2 ln 3e2g � 8q1� 12 e2g artanhs1� 12e2g �+e4g �6 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + 24q1� 12 e2g artanhs1� 12e2g �)Bea
hte im folgenden:��p2 1q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v artanhq(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v == 1(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v � (p2 +m20 +m20;v)artanhq(p2+m20�m20;v)2+4p2m20;vp2+m20+m20;vq(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v3��1(p2)�p2 ����p2=�m20;v = � e24�m20;v(� ln 3e2g + g3e2 ln 3e2g + 2 + 72 e4g2 � 24 e2g1� 12 e2g+2�7 + 36 e2g � 36 e4g2 + 13 ge2�1� 12 e2g � 32 artanhs1� 12e2g �
m2v = m20;v + �1(�m20;v)= m20;v � g12�� ln 3e2g + 2q1� 12 e2g artanhs1� 12e2g �� e22� �2�1� � 
 + 1� ln m204��2� � ln 3e2g � 4q1� 12 e2g artanhs1� 12e2g �� 3e42�g �1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 + 4q1� 12 e2g artanhs1� 12e2g � (5.24)



96 KAPITEL 5. RENORMIERUNGZ�1v = 1 + ��1(p2)�p2 ����p2=�m20;v= 1 � e24�m20;v(� ln 3e2g + g3e2 ln 3e2g + 2 + 72 e4g2 � 24 e2g1� 12 e2g+2�7 + 36 e2g � 36 e4g2 + 13 ge2�1� 12 e2g � 32 artanhs1� 12e2g ) (5.25)
� 12 e2g � 1Hierbei ist ledigli
h in obigen Formeln zu ersetzen: artanhp: : :! ar
tanpj : : : j undp: : :!pj : : : j.�1(�m20;v) = � 14�( g �13 ln 3e2g + 23q12 e2g � 1 ar
tans12e2g � 1�+ e2 �4�1� � 
 + 1� ln m204��2� � 2 ln 3e2g � 8q12 e2g � 1 ar
tans12e2g � 1�+e4g �6 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + 24q12 e2g � 1 ar
tans12e2g � 1�)

��1(p2)�p2 ����p2=�m20;v = � e24�m20;v(� ln 3e2g + g3e2 ln 3e2g + 2 + 72 e4g2 � 24 e2g1� 12 e2g+2�7 + 36 e2g � 36 e4g2 + 13 ge2�1� 12 e2g �r���1� 12 e2g ��� ar
tans����1� 12e2g �����= � e24�m20;v(� ln 3e2g + g3e2 ln 3e2g � 2 + 72 e4g2 � 24 e2g12 e2g � 1�2�7 + 36 e2g � 36 e4g2 + 13 ge2�12 e2g � 1� 32 ar
tans12e2g � 1)
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m2v = m20;v + �1(�m20;v)= m20;v � g12�� ln 3e2g + 2q12 e2g � 1 ar
tans12e2g � 1�� e22��2�1� � 
 + 1� ln m204��2� � ln 3e2g � 4q12 e2g � 1 ar
tans12e2g � 1�� 3e42�g �1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 + 4q12 e2g � 1 ar
tans12e2g � 1� (5.26)

Z�1v = 1 + ��1(p2)�p2 ����p2=�m20;v= 1 � e24�m20;v(� ln 3e2g + g3e2 ln 3e2g � 2 + 72 e4g2 � 24 e2g12 e2g � 1�2�7 + 36 e2g � 36 e4g2 + 13 ge2�12 e2g � 1� 32 ar
tans12e2g � 1) (5.27)



98 KAPITEL 5. RENORMIERUNG5.3.2 R�-Ei
hungAufgrund der bereits in 1-Loop-Ordnung si
h ergebenden Mis
hterme zwis
hen dem Ei
hfeld-und dem �2-Feldpropagator, m�ussen diese beiden Felder hier zusammen betra
htet werden.
����;R� (p) ==  �p� �+�p� �+�p� � +�p� �+�p� �+�p� �+�p� �+�p� �!amp.= e24� (�Æ�� � p�p�p2 ��4�1� � 
 + 1� ln m204��2� � p2 +m20 �m20;vp2 ln 3e2g� (p2 +m20 �m20;v)2p2q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v+6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! �+p�p�p2 �4�1� � 
 � ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + 2 ln � � p2 �m20 +m20;vp2 ln 3e2g+q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v� p2 + 2m20 � 2m20;v�s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� �)
=: ��1;R� (p2) hÆ�� � p�p�p2 i � �2;R� (p2) p�p�p2 (5.28)

Man bea
hte bereits an dieser Stelle: �1(p2) = �1;R� (p2) !



5.3. EICHFELD-PROPAGATOR 99���2;R� (p2) ==  �p + p +!p +"p +#p+$p +%p +&p +'p !amp.= e24�(m20 �m20;vm20;v ln 3e2g + p2m20;v ln �+q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vm20;v ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v� p2(p2 + 2m20)m20;vs�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� )
(5.29)���2�;R� (p) ==  (p � + )p �+*p �++p �+,p �+-p �!amp= i e3v4�m20;v p� (� 2�1� � 
 � ln m204��2�� 3e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!�32 ln � + p2 � 2m20 + 2m20;v2p2 ln 3e2g�q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 ln p2 +m20 +m20;v +q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;vp2 +m20 +m20;v �q(p2 +m20 �m20;v)2 + 4p2m20;v+ p2 + 2m20 � m20;v�s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� )

(5.30)



100 KAPITEL 5. RENORMIERUNGbea
hte: ��2�;R� (p) = � ���2;R� (p)mit: ����2;R� (p) =  .p� + : : : +/p� !ampDiagonalisierungUm der Mis
hung der beiden Felder gere
ht zu werden, f�uhre i
h nun ein (formal) zwei-komponentiges Feld ein, wel
hes in der oberen Komponente das �2-Feld enth�alt und in derunteren das Ei
hfeld (siehe z. Bsp. [26℄, [28℄). Der gemis
hte na
kte Propagator s
hreibtsi
h nun: Gmix ;0 =0 =  G�2;R� 00 G��;R� ! :Den vollen Propagator erhalte i
h dur
h:Gmix =1 =2 +3 +4 + : : : ;mit: �5�amp = � ��2;R� ��2�;R����2;R� ���;R� ! ;und mit: G�1mix ;0 =  G�1�2;R� 00 G�1��;R� ! (5.31)G�1�2;R� = p2 + m20;v�G�1��;R� = �p2 +m20;v��Æ�� � p�p�p2 � + ��p2 +m20;v�p�p�p2die no
h ni
ht diagonalisierte Matrix:G�1mix � ��(2)mix = G�1mix ;0 + �mix : (5.32)Zur Diagonalisierung in erster Ordnung betra
hte man das Verfahren zur Diagonalisierungeiner 2� 2-Matrix A der Gestalt: A =  a ib�ib 
 ! ;



5.3. EICHFELD-PROPAGATOR 101wobei a; 
 = O(1) und b = O(s) seien. Gesu
ht ist nun die Matrix S, so da�D = S�1ASDiagonalgestalt besitzt. S sei dur
h T (T = O(s), T 2 R2�2) gegeben:S = 11 + iT +O(s2)Sy = 11 � iT t +O(s2)S�1 = Sy ) T = T tT =  0 tt 0 ! :Also t = O(s). Nun folgt:D = (11 � iT )A (11 + iT )= A � iTA + iAT +O(s2)=  a� 2tb i(b� t(
� a))�i(b� t(
� a)) 
+ 2tb !) t = b
� aD =  a 00 
 ! +O(s2):Dieses Verfahren wende i
h nun auf die Matrix�� =  
11 i
mp��i
mpt� 
22;�� !
11 = G�1�2;R� +��2;R� 
22;�� = G�1��;R� +���;R�
mp� = 1i��2�;R� �
mpt� = 1i���2;R�an: T = t 0 p�pt� 0 ! = O(s)D = (11� iT ) (��) (11 + iT )= (��) � iT (��) + i(��)T +O(s2)=  
11 � 2t
mp2 i(
mp� � tp�
22;�� + t
11p�)�i(
mpt� + t
11pt� � t
22;��p�) 
22;�� + 2t
mp�p� !) 0 = 
mp� + t(
11p� � p�
22;��):



102 KAPITEL 5. RENORMIERUNGMit 
22;�� = �p2 +m20;v +�1(p2)��Æ�� � p�p�p2 � + ��p2 +m20;v +�2;R� (p2)�p�p�p2folgt p�
22;�� = ��p2 +m20;v +�2;R� (p2)� p�und t = 
m�p2 +m20;v +�2;R� (p2)� 
11 +O(s2)= 
m(� � 1)p2 + ��1� m20;v +O(s2):Damit erhalte i
h: D =  
11 00 
22;�� ! +O(s2) (5.33) �2A� ! !  �2A� ! + it  p�A��2p� ! +O(s2): (5.34)Ei
hfeldanteilDen obigen �Uberlegungen na
h kann i
h nun die Masse des Vektorteil
hens aus dem Dia-gonalanteil 
22;�� bestimmen (vgl. [28℄):��(2)��;R� = �p2 +m20;v��Æ�� � p�p�p2 � + ��p2 +m20;v�p�p�p2 + ���;R� (p)= ��1;R� (p2) + p2 +m20;v��Æ�� � p�p�p2 � + ��2;R� (p2) +m20;v + �p2�p�p�p2 :(5.35)Da gilt: �1(p2) = �1;R� (p2);ist keine erneute Re
hnung f�ur Transversal-Anteil n�otig, die Ergebnisse der Unit�aren Ei-
hung k�onnen sofort �ubernommen werden. Insbesondere bedeutet dies, da� weder dieMassen (au
h ni
ht die renormierte Masse im Renormierungss
hema I) no
h die Renor-mierungskonstanten vom Ei
hparameter abh�angen. Auf diese �Ubereinstimmung der Ei
h-feldpropagatoren in der Unit�aren und der R�-Ei
hung haben bereits B.W. Lee und J.Zinn-Justin in [29℄ hingewiesen. Dort wurde dieses Ergebnis dur
h die Formulierung desPropagators in der Unit�aren Ei
hung dur
h Greensfunktionen in der R�-Ei
hung erzielt.In [16℄ wird von R. H�au�ling und E. Kraus f�ur alle Ordnungen der St�orungstheorie gezeigt,da� die Selbstenergie des Transversalanteils unabh�angig vom Ei
hparameter � ist.



5.3. EICHFELD-PROPAGATOR 103Der Longitudinal-Anteil wird an dieser Stelle ni
ht weiter behandelt, da die in Abs
hn.3.3.3 hergeleiteten Slavnov-Taylor-Identit�aten (3.67) und (3.69) zwis
hen den 2-Punkt-Greensfunktionen des longitudinalen Ei
hfeldes, des �2-Feldes (siehe au
h den folgendenAbs
hnitt), des Geist-Feldes sowie des Ei
hfeld-�2-Mix-Anteils in der Summe eine Aufhe-bung derselben anzeigen.
�2-FeldHier betra
hte i
h auss
hlie�li
h die Polmasse (Renormierungss
hema II).Ansatz: ��2(p)jp=(im�2 ;0) = 0m�2 = m0;vp� + sm1 + O(s2)m2�2 = m20;v� + 2m0;vm1p� s + O(s2)Forderung: p2 + m20;v� +��2;R� (p2) = 0 bei p2 = �m2�2) m2�2 = m20;v� + ��2;R� (�m20;v� ) + O(s2)An dieser Stelle wird die analytis
he Fortsetzung (D.14) ben�otigt, wobei M21 = m20 undM22 = m20;v bzw. M22 = m20;v� . Ersteres f�uhrt auf die Bedingung�(m0 +m0;v)2 � �m20;v�g3e2 � (1�p�)2� ;wel
he im Limes � ! 0 ni
ht erf�ullt werden kann. Dies bedeutet aber, da� ein �2-Teil
heninstabil ist gegen Zerf�alle in ein �1- und ein A�-Teil
hen. Wie oben bereits diskutiert,ist dur
h die Slavnov-Taylor-Identit�aten eine Aufhebung dieser Instabilit�at dur
h denLongitudinal-Anteil des Ei
hfeldes zu erwarten: In �2;R� (p2) ist (bei p2 = �m20;v) exaktderselbe Term mit entgegensetztem Vorzei
hen zu �nden wie in ��2;R� (p2). Interessantzu bemerken ist an dieser Stelle no
h, da� in der Feynman-Ei
hung (� = 1) eine rein reelleFortsetzung existiert.



104 KAPITEL 5. RENORMIERUNG5.4 Geist-PropagatorDer Vollst�andigkeit halber betra
hte i
h nun no
h den Geist-Propagator, jedo
h wegenseiner physikalis
hen Irrelevanz au
h ledigli
h im Renormierungss
hema II.��Geist (p2) =  6p +7p +8p +9p +:p !amp= e24��(2�1� � 
 � ln m204��2� + 3e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! � 12 ln 3e2g + 12 ln �+ m20;v�s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v� ln p2 +m20 + m20;v� +s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�p2 +m20 + m20;v� �s�p2 +m20 � m20;v� �2 + 4p2m20;v�(5.36)m2Geist = m20;v� + �Geist (�m20;v� ) +O(s2)Die analytis
he Fortsetzung des Logarithmus-Termes (s. (D.14)) ist stets rein reell undf�uhrt auf die Fallunters
heidung:� 12 e2g < �m2Geist = m20;v� � e24�� �2�1� � 
 � ln m204��2� � 12 ln 3e2g + 12 ln ��� 3e44��g� 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + 2�q1� 12 e2�g artanhs1� 12 e2�g �(5.37)� 12 e2g � �m2Geist = m20;v� � e24�� �2�1� � 
 � ln m204��2� � 12 ln 3e2g + 12 ln ��� 3e44��g� 1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! + 2�q12 e2�g � 1 ar
tans12 e2�g � 1 �(5.38)Diese Masse ist, da es si
h um kein physikalis
hes Teil
hen handelt, ni
ht unabh�angigvom Ei
hparameter und divergiert im Limes � ! 0 (2. Fall) erwartungsgem�a� (s. z.Bsp.[1℄, [30℄). I
h verweise no
hmals auf die Bemerkung (s.o), da� der Geist-Propagator inden Slavnov-Taylor-Identit�aten vorkommt, die die unphysikalis
hen Anteile des Ei
hfeldes(das ist der Longitudinal-Anteil) und des ebenfalls unphysikalis
hen �2-Feldes beheben.



5.5. RENORMIERUNG DES VAKUUMERWARTUNGSWERTES 1055.5 Renormierung des VakuumerwartungswertesDen (no
h ni
ht renormierten) Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes erh�alt man in 1-Loop-Ordnung in der Unit�aren Ei
hung aus den beiden Tadpole-Beitr�agen:v1-Loopunit�ar = 1p2 0BB�v +�p = 0+�p = 01CCA= ��� vp2(1 � g8�m20 �1� � 
 � ln m204��2 � � e24�m20�1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 �):(5.39)In der R�-Ei
hung sind zwei weitere Graphen zu ber�u
ksi
htigen und man erh�alt hier:v1-LoopR� = 1p2 0BB�v +�p = 0+�p = 0+�p = 0+�p = 01CCA= ��� vp2(1 + g4�m20 �� 23 �1� � 
 � ln m204��2� + 16 ln 3e2g � 16 ln � �� e24�m20  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2! ): (5.40)Es zeigt si
h also, da� die Vakuumerwartungswerte des Skalarfeldes in 1-Loop-Ordnung inden unters
hiedli
hen Ei
hungen ni
ht �ubereinstimmen. Hinzu kommt no
h, da� der Limes� ! 0 des Vakuumerwartungswertes in der R�-Ei
hung aufgrund des Logarithmus-Termesdivergiert. Folgli
h kann au
h so keine �Ubereinstimmung erzielt werden. Jedo
h f�allt au
hhier der bereits bei der Bestimmung der Massen und Renormierungskonstanten des re-ellen Skalarfeldes (s.o.) beoba
htete Zusammenhang zwis
hen dem Logarithmus-Term inder R�-Ei
hung und einer dimensionellen Divergenz in der Unit�aren Ei
hung auf. Der Be-weis der Unabh�angigkeit der S-Matrix von der gew�ahlten Ei
hung (Abs
hn. 2.2.1) hatgezeigt, da� dabei die renormierte S-Matrix zu betra
hten ist. Aus diesem Grund wendei
h mi
h in den nun folgenden zwei Abs
hnitten den na
h Renormierungss
hema I bzw.II renormierten Vakuumerwartungswerten in den beiden Ei
hungen zu. Die renormiertenWerte erhalte i
h dabei dur
h Multiplikation mit pZ�1, wobei Z die Renormierungskon-stante des Skalarfeldes (spri
h � bzw. �1), jeweils in der entspre
henden Ei
hung und dembetra
hteten Renormierungss
hema, ist.Da� der Vakuumerwartungswert ni
ht ei
hunabh�angig und bei der Renormierung entspre-
hend zu ber�u
ksi
htigen ist, wurde bereits in [3℄ erw�ahnt. Einen anderen Ansatz verfol-gend, n�amli
h das e�ektive Potential �uber das Tree-Level-Niveau hinaus zu bere
hnen,gelangen die Autoren von [2℄ zu dem Ergebnis, da� hier au
h das e�ektive Potential undfolgli
h das Vakuum ni
ht unabh�angig von der gew�ahlten Ei
hung ist (s. au
h: [10℄, [22℄).Weiter wird hier aber dur
h die Nielsen-Identit�at (s. dort) die Ei
hunabh�angigkeit der phy-sikalis
hen Parameter si
hergestellt. Dar�uber hinaus haben R. Fukuda und T. Kugo in [15℄



106 KAPITEL 5. RENORMIERUNGgezeigt, da� der Wert des e�ektiven Potentials, bere
hnet am station�aren Punkt der Wir-kung, ei
hunabh�angig ist. Dies si
hert die Energieinterpretation der e�ektiven Wirkung:die Energie sollte ebenfalls ni
ht von der Ei
hung abh�angen.5.5.1 Renormierungss
hema IDie Renormierungskonstanten lauten hier wie folgt:� in der Unit�aren Ei
hung f�ur das Feld � (s. (5.8)):Z�1R = 1 � g4�m20 �1136 � 13  1� � 
 � ln m20;v4��2!�� in der R�-Ei
hung f�ur das Feld �1 (s. (5.14)):Z�1R;R� = 1 � g4�m20 �1136 + 13 ln � � �2 g2324e4 �:Damit bere
hnen si
h die renormierten Vakuumerwartungswerte zu:v1-Loop, RSIunit�ar = qZ�1R v1-Loopunit�ar= ��� vp2(1 � g12�m20 �1124 + 1� � 
 � ln m204��2 + 12 ln 3e2g �� e24�m20�1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 �); (5.41)v1-Loop, RSIR� = qZ�1R;R� v1-LoopR�= ��� vp2(1 � g12�m20 �1124 + 2�1� � 
 � ln m204��2� � 12 ln 3e2g + ln � � �2 g2216e4 �� e24�m20 �1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 �): (5.42)Der renormierte Vakuumerwartungswert in der R�-Ei
hung divergiert also ebenfalls imLimes � ! 0. Es ist allerdings zu bea
hten, da� hier wiederum eine Entspre
hung zwis
heneiner dimensionellen Divergenz in der Unit�aren Ei
hung und der logarithmis
hen Divergenzin der R�-Ei
hung auftritt:ln � � 12 ln 3e2g � ��1� � 
 � ln m204��2� + 12 ln 3e2g :Au�erdem verbleibt in der R�-Ei
hung ledigli
h ein Term proportional zu �2, wel
her imLimes � ! 0 keine Rolle spielt.



5.5. RENORMIERUNG DES VAKUUMERWARTUNGSWERTES 1075.5.2 Renormierungss
hema II (Polmasse)Renormierungskonstanten:� in der unit�aren Ei
hung f�ur das Feld � (s. (5.12)):Z�1� = 1 � g4�m20 �� 1 + 2p33 ar

otp3 � 13  1� � 
 � ln m20;v4��2!+ �1� 6 e2g �23�1� 12 e2g � + 23 �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e6g3�1� 12 e2g �q12 e2g � 1 ar

ots12e2g � 1 �� in der R�-Ei
hung f�ur das Feld �1 (s. (5.18)):Z�1�1 = 1 � g4�m20 �� 1 + 2p33 ar

otp3 + 13 ln � + �1� 6 e2g �23�1� 12 e2g �+23 �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e6g3�1� 12 e2g �q12 e2g � 1 ar

ots12e2g � 1 + 43q12 e2�g � 1ar

ots12 e2�g � 1 �renormierte Vakuumerwartungswerte:v1-Loop, RSIIunit�ar = qZ�1� v1-Loopunit�ar= ��� vp2(1 � g12�m20 �� 32 + p3ar

otp3 + 1� � 
 � ln m204��2 + 12 ln 3e2g+ �1� 6 e2g �22�1� 12 e2g � + �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e3g3�1� 12 e2g �q12 e2g � 1 ar

ots12e2g � 1�� e24�m20�1� � 
 � 2� ln m20;v4��2�) (5.43)v1-Loop, RSIIR� = qZ�1�1 v1-LoopR�= ��� vp2(1 � g12�m20 �� 32 + p3ar

otp3 + 2�1� � 
 � ln m204��2��12 ln 3e2g + ln � + 2q12 e2�g � 1ar

ots12 e2�g � 1+ �1� 6 e2g �22�1� 12 e2g � + �1 + 18 e2g � 36 e4g2 � 216 e3g3�1� 12 e2g �q12 e2g � 1 ar

ots12e2g � 1 �� e24�m20�1� � 
 � 2� ln m20;v4��2 �) (5.44)
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h hier divergiert v1-Loop, RSIIR� im Limes � ! 0 (man bea
hte jedo
h: (5.19), sowiedie Forderung (Stabilit�at des Skalarfeldes) 12 e2g � 1). Es �ndet si
h im Verglei
h wiederdieselbe �Ubereinstimmung zwis
hen dimensionellen und logarithmis
hen Divergenzen wieim Renormierungss
hema I.



Kapitel 6Ei
hunabh�angigkeit in einemStreuproze�Ziel dieses Kapitels ist es, die Eliminierung unphysikalis
her Pole in einem Streuproze�zwis
hen physikalis
hen Zust�anden zu zeigen. Hierzu betra
hte i
h die Streuung einesreellen Skalarfeldes (�1) an einem transversalen Vektorfeld, da hier gerade die bere
hneten2-Punkt-Greensfunktionen in 1-Loop-Ordnung beitragen (s. Abb. 6.1).Zun�a
hst soll dieses in niedrigster Ordnung gezeigt werden. Hier tragen nur das 2. bis 4.Diagramm aus Abb. 6.1 bei, wobei der unphysikalis
he Pol des 3. Diagrammes gerade demLongitudinal-Anteil des virtuellen Vektorteil
hens entspri
ht. Zun�a
hst: f�ur das 2. und 3.Diagramm ergeben si
h folgende Ausdr�u
ke (im folgenden stets: P = p1 + p2 = p01 + p02):
=p1 p2
�p01 �p02 = ���;�(p1)���;�(�p01)��1(p2)��1(�p02)e2 (p2 + P )�(p02 + P )�P 2 + m20;v�
>p1 p2
�p01 Long.�p02 = ���;�(p1)���;�(�p10)��1(p2)��1(�p02)4e2m20;v� P�P�P 2 1P 2 + m20;v� :Um nun die S-Matrix-Elemente zu erhalten, sind die �au�eren Propagatoren zu ampu-tieren und alle �au�eren Impulse auf die Massens
hale zu setzen (p21 = p021 = �m20;v,p22 = p022 = �m20). Es ist hierbei darauf zu a
hten, da� von den �au�eren Vektorfeldernno
h die sogenannten Polarisationsvektoren ��(p1); �� (�p01) erhalten bleiben (genauer: esist mit den freien Wellenfunktionen der �au�eren Felder zu multiplizieren). Da das �au�ereVektorfeld transversal sein soll, gilt: ��(pi) pi� = 0:109
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�

� � �
� � � � 	

 � � 
 Æ �

�Abbildung 6.1: Beitr�age zur A2��21-Streuung (in R�-Ei
hung). F�ur die 3-Punkt-Beitr�age s.Abb. 6.2 bis 6.4, f�ur den 4-Punkt-Beitrag s. Abb. 6.5, vgl. [41℄
� � �

� � � � �Abbildung 6.2: Beitr�age zum �1�2A�-Vertex
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� � �
� � �  !Abbildung 6.3: Beitr�age zum �1A2�-Vertex

"
# $ %

& ' ( ) * +Abbildung 6.4: Beitr�age zum �31-Vertex
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,-.
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:;<Abbildung 6.5: Beitr�age zum �21A2�-Vertex



113Nun erhalte i
h:0BB�?p1 p2
�p01 �p02

1CCAamp., on-shell = ��(p1)�� (�p01)e2 (p2 + P )�(p02 + P )�P 2 + m20;v�= ��(p1)�� (�p01) 4e2 P�P�P 2 P 2P 2 + m20;v�= ��(p1)�� (�p01) P�P�P 2 4e20�1 � m20;v� 1P 2 + m20;v� 1A ;0BB��p1 p2
�p01 Long.�p02

1CCAamp., on-shell = ��(p1)�� (�p01) 4e2m20;v� P�P�P 2 1P 2 + m20;v� :Somit wird der Pol bei P 2 = �m20;v� in der Summe dieser beiden Anteile eliminiert (vgl.Bemerkung in [3℄, �ahnli
hes Bsp. in [35℄). Da der Transversal-Anteil des Ei
hfeldes inbeiden Ei
hungen �ubereinstimmt, gilt:0BB�A +B 1CCAR�amp., on-shell = 0BB�C 1CCAUnit�aramp., on-shell :F�ur das 4. Diagramm aus Abb. 6.1 gilt trivialerweise (die Skalarfeld-Propagatoren f�ur dieFelder � und �1 sind identis
h):0BB�D1CCAR�amp., on-shell = 0BB�E1CCAunit�aramp., on-shell :Um dieses Verhalten au
h in der 1-Loop-Ordnung demonstrieren zu k�onnen, w�aren au
hdie entspre
henden Korrekturen zu den 3-Punkt-Vertizes (u.a. "Triangel-Graphen\, s. Abb.6.2 bis 6.4) sowie zu dem 4-Punkt-Vertex (u.a. "Box-Graphen\, s. Abb. 6.5) zu bere
hnen.Dies ist in dieser Arbeit jedo
h ni
ht dur
hgef�uhrt worden. Da� diese Graphen zur Ei
h-unabh�angigkeit beitragen, deuten die 3-Punkt-Greensfunktionen enthaltenden Slavnov-Taylor-Identit�aten aus Abs
hn. 3.3.3 bereits an (z. Bsp. (3.71),(3.73)). Da in den Beitr�agenaus den 3- und 4-Punkt-Greensfunktionen nur die Diagramme mit den Tadpole-Anteilendivergent sind, wie aus dem Verhalten f�ur gro�e Impulse der einzelnen Propagatoren folgt,sind in der R�-Ei
hung s�amtli
he divergenten Anteile in den Diagrammen mit einem un-physikalis
hen Zwis
henzustand bereits in denen der Abb. 6.6 enthalten. I
h werde hierdie Weghebung derselben aufzeigen.
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Flong. G H Ilong. Jlong.Abbildung 6.6: Graphen mit divergenten Anteilen in den unphysikalis
hen Propagatoren

0BB�Kp1 p2
�p01 �p02long.1CCAamp.,on-shell =
= ��(p1)�� (�p01) 4e2m20;v ����;�(P )���;�(P ) (����;R� (P ))�long= ��(p1)�� (�p01) e4 P�P��P 2 m20;v(�P 2 +m20;v)2 (4�1� � 
 � ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!+2 ln � � P 2 +m20;v �m20P 2 ln 3e2g+q(P 2 +m20 �m20;v)2 + 4P 2m20;vP 2 ln P 2 +m20 +m20;v +q(P 2 +m20 �m20;v)2 + 4P 2m20;vP 2 +m20 +m20;v �q(P 2 +m20 �m20;v)2 + 4P 2m20;v� P 2 + 2�m20 � m20;v� �r(P 2 +m20 � m20;v� )2 + 4P 2m20;v� ln P 2 +m20 + m20;v� +r(P 2 +m20 � m20;v� )2 + 4P 2m20;v�P 2 +m20 + m20;v� �r(P 2 +m20 � m20;v� )2 + 4P 2m20;v� )

0BB�Lp1 p2
�p01 �p02long.1CCAdiv.amp.,on-shell =
= ��(p1)�� (�p01) e4 P�P��P 2 m20;v(�P 2 +m20;v)2 (4�1� � 
 � ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!)
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0BB�Mp1 p2
�p01 �p02

1CCAamp., on-shell = ��(p1)�� (�p01) 2ie3v(p2 + P )� ��2(P )���;�(P ) (���2�;R� (P ))
= ��(p1)�� (�p01) 4ie3v P� ��2(P )���;�(P ) (���2�;R� (P ))0BB�Np1 p2

�p01 �p02
1CCAamp., on-shell = ��(p1)�� (�p01) 2ie3v(�p02 � P )� ��2(P )���;�(P ) (����2;R� (P ))

Bea
hte: ��2�;R� (P ) = ����2;R� (P ).
0BB�Op1 p2
�p01 �p02 +Pp1 p2

�p01 �p02
1CCAamp., on-shell =

= ��(p1)�� (�p01) e4 P�P��P 2 �P 2(�P 2 +m20;v)2 (4�1� � 
 � ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!�P 2 + 2m20;v � 2m20P 2 ln 3e2g + 3 ln �+2q(P 2 +m20 �m20;v)2 + 4P 2m20;vP 2 ln P 2 +m20 +m20;v +q(P 2 +m20 �m20;v)2 + 4P 2m20;vP 2 +m20 +m20;v �q(P 2 +m20 �m20;v)2 + 4P 2m20;v� 2P 2 + 4m20 � 2m20;v�s�P 2 +m20 � m20;v� �2 + 4P 2m20;v� ln P 2 +m20 + m20;v� +s�P 2 +m20 � m20;v� �2 + 4P 2m20;v�P 2 +m20 + m20;v� �s�P 2 +m20 � m20;v� �2 + 4P 2m20;v� )
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�p01 �p02 +Rp1 p2

�p01 �p02
1CCAdiv.amp., on-shell =

= ��(p1)�� (�p01) e4 P�P��P 2 �P 2(�P 2 +m20;v)2 (4�1� � 
 � ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!0BBBBBB�Sp1�p01 �p02p2long.+T�p01p1 p2long.�p02
1CCCCCCAamp., on-shell = ��(p1)�� (�p01) 8e4v �long��;� (P ) �Vakuum,R�

= ��(p1)�� (�p01) e4 P�P��P 2 1�P 2 +m20;v ��( ln 3e2g � ln � � 4�1� � 
 � ln m204��2� � 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!)0BBBBBB�Up1�p01 �p02p2long.+V�p01p1 p2long.�p02
1CCCCCCAdiv.

amp., on-shell =
= ��(p1)�� (�p01) e4 P�P��P 2 1�P 2 +m20;v (� 4�1� � 
 � ln m204��2� � 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!)Somit erhalte i
h nun in der Summe dieser divergenten Anteile:0BBBBBB�Wp1 p2

�p01 �p02long.+Xp1 p2
�p01 �p02 +Yp1 p2

�p01 �p02 +Zp1�p01 �p02p2long.+[�p01p1 p2long.�p02
1CCCCCCAdiv.

amp.,on-shell =
= ��(p1)�� (�p01) P�P��P 2 e4�P 2 +m20;v � m20;v�P 2 +m20;v + �P 2�P 2 +m20;v � 1� ���4�1� � 
 � ln m204��2� + 6e2g  1� � 
 � 2� ln m20;v4��2!�= 0:



117Also konnte i
h hier zumindest f�ur die divergenten Anteile das Vers
hwinden der unphy-sikalis
hen Pole in diesem Streuproze� demonstrieren. I
h m�o
hte an dieser Stelle no
hdarauf hinweisen, da� in der Unit�aren Ei
hung hierzu denno
h die 1-Loop-Korrekturen zuden 3-Punkt-Greensfunktionen ben�otigt werden, da in dieser Ei
hung au
h der folgendeTriangel-Graph einen divergenten Anteil besitzt, was si
h aus dem Propagator-Verhaltenin der Unit�aren Ei
hung ablesen l�a�t.
\Dies best�atigt au
h die Annahme, da� eine vollst�andige Aufhebung aller ei
habh�angi-gen Anteile nur dur
h die Betra
htung s�amtli
her 1-Loop-Korrekturen, also au
h die derTriangel- und Boxgraphen, errei
ht werden kann.





Zusammenfassung und Ausbli
kDas Abels
he Higgs-Modell (D = 2) wurde in dieser Arbeit sowohl in der Unit�aren als au
hin der R�-Ei
hung jeweils bis zur 1-Loop-Ordnung behandelt. Dabei habe i
h die Massenund Renormierungskonstanten der relevanten Felder dur
h zwei vers
hiedene Renormie-rungss
hemata (renormierte Masse bzw. physikalis
he oder au
h Polmasse) bere
hnet. Esergab si
h, wie aus der Ei
hunabh�angigkeit zu erwarten, f�ur die physikalis
hen Massendes Skalar- sowie des Ei
hfeldes kein Unters
hied. Ein weiterer wi
htiger Punkt ist aller-dings, da� si
h dur
h die Grenzwertbildung � ! 0, wodur
h die Unit�are Ei
hung formalin der R�-Ei
hung enthalten ist, au
h die renormierten Massen (Renormierungss
hema I)miteinander verglei
hen lassen:lim�!0 mR,R� = mR: (5.16)Ein sol
her Zusammenhang l�a�t si
h f�ur die renormierten Vakuumerwartungswerte in bei-den Renormierungss
hemata ni
ht �nden. Jedo
h f�allt hier wie au
h s
hon bei der Be-stimmung der Renormierungskonstanten eine Entspre
hung zwis
hen einer dimensionellenDivergenz in der Unit�aren Ei
hung und einer im Limes � ! 0 logarithmis
hen Divergenzin der R�-Ei
hung auf: ln � � � 1� � 
 � ln m20;v4��2! :Im Zusammenhang mit dem urspr�ungli
hen Ziel, eine L�osung im Kontinuum anzugeben f�urdie von J. Heitger ([18℄) bzw. H. Dilger und J. Heitger ([9℄) mit der Gitter-Approximationunter anderem betra
hteten topologis
hen Observablen im Abels
hen Higgs-Modell (D =2), sind hier gerade die Ergebnisse f�ur das Renormierungss
hema I von besonderem In-teresse, da der Zugang �uber das Gitter mit Hilfe der renormierten Masse vereinfa
ht wird([33℄). Hierbei hat si
h ergeben, da� die Masse sowie der Vakuumerwartungswert des ska-laren Feldes ni
ht unabh�angig von der gew�ahlten Ei
hung sind. Bis zur 1-Loop-Ordnunghabe i
h diese Abh�angigkeit explizit angegeben. Die Masse des Transversal-Anteils desEi
hfeldpropagators zeigt jedo
h keine sol
he Ei
habh�angigkeit. Dies best�atigt die Aussa-ge ([16℄, [29℄) �uber die direkte Unabh�angigkeit der Selbstenergie des Transversal-Anteilsdes Ei
hfeldpropagators von der gew�ahlten Ei
hung (also au
h vom Ei
hparameter �) biszur hier betra
hteten 1-Loop-Ordnung.Um die Konsequenzen der unters
hiedli
hen Ei
hungen weiter zu untersu
hen, solltenzun�a
hst die 1-Loop-Korrekturen zu den 3- und 4-Punkt-Vertizes bestimmt werden. Hier-mit lie�e si
h dann au
h das in Kapitel 6 betra
htete Beispiel abs
hlie�end behandeln.119



120 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKEbenfalls von Interesse ist eine Untersu
hung des zur Energiedi
hte korrespondierendene�ektiven Potentials an den station�aren Punkten, hier sollte si
h na
h R. Fukuda und T.Kugo ([15℄) keine Abh�angigkeit von der gew�ahlten Ei
hung zeigen.Als Ausgangspunkt f�ur weitere Betra
htungen zur Ei
hunabh�angigkeit von physikalis
henProzessen (ein Beispiel hierf�ur habe i
h in Kapitel 6 angef�uhrt) wurden ebenfalls dieSlavnov-Taylor-Identit�aten aus der BRST-Invarianz der Lagrange-Di
hte, �xiert dur
hdie R�-Ei
hung, hergeleitet und auf Tree-Level an einigen Beispielen demonstriert. DieseIdentit�aten sind au
h bei der Beweisf�uhrung zur Renormierbarkeit von gro�em Nutzen.Mit der, wie oben bereits bemerkt, no
h zu erfolgenden Bestimmung der 1-Loop Korrek-turen der Vertizes, k�onnten diese Identit�aten dann au
h explizit na
hgere
hnet werden.Hierbei ist allerdings die erw�ahnte gemeinsame Invertierung des Ei
hfeldes und des Ima-gin�aranteiles des Skalarfeldes zu bea
hten. Aus diesen Untersu
hungen sollte hervorgehen,wie die Slavnov-Taylor-Identit�aten im einzelnen die Ei
hunabh�angigkeit si
herstellen.Mit den nun vorliegenden Ergebnissen sollte jetzt die Grundlage f�ur eine L�osung im Kon-tinuum der oben angef�uhrten topologis
hen Observablen au
h in der Unit�aren Ei
hunggegeben sein. Desweiteren zeigen die Ergebnisse keinerlei S
hwierigkeiten an, die Unit�areEi
hung au
h in realistis
hen Modellen (Weinberg-Salam-Modell der elektro-s
hwa
henWe
hselwirkung) zu verwenden, wie dies von H. Sonoda ([39℄) bereits vorges
hlagen wur-de. Dies sollte den Zugang zu sol
hen Modellen vereinfa
hen, da in dieser Formulierungs�amtli
he unphysikalis
hen Freiheitsgrade eliminiert sind. Allein die hieraus resultierendedeutli
h geringere Anzahl an f�ur die St�orungstheorie zu bere
hnenden Diagrammen stelltbei der praktis
hen Dur
hf�uhrung eine gro�e Erlei
hterung dar.



Anhang AGamma-Funktion undDimensionelle Regularisierung
A.1 Gamma-FunktionSiehe hierzu [5℄, [13℄.� Integraldarstellung na
h Euler �(z) = 1Z0 dt e�t tz�1 (A.1)f�ur: z 2 C ; Rez > 0� Produktdarstellung na
h Weierstra�1�(z) = ze
z 1Y�=1 �1 + z�� e� z� (A.2)mit: 
 = limn!1 nX�=1 1� � lnn! (A.3)Meromorph in C mit Polen 1. Ordnung in n; n 2 f0;�1;�2;�3; : : :g� Funktionalglei
hung et al. �(z + 1) = z �(z) (A.4)n 2 N : �(n+ 1) = n! (A.5)�(1) = 1 ; �(2) = 1�(12) = p� ; �(�12) = �2p�� Entwi
klung um Polstellen �n; n 2 f0; 1; 2; 3; : : :g�(�n+ �) = (�1)nn! �1� +  1(n+ 1) + O(�)� (A.6)121



122ANHANG A. GAMMA-FUNKTION UND DIMENSIONELLEREGULARISIERUNGmit:  1(z) = ddz ln�(z) (A.7) 1(n) = �
 + n�1X�=1 1� (A.8) 1(1) = �
 (A.9)A.2 Gau�s
he Integrale, S
hwinger-Parametrisierung� Gau�s
he Integrale F�ur a; p 2 C ; Rea > 0 gilt:1Z�1 dx e�(ax2+2px) = r�a e p2a ; (A.10)bzw. in mehreren Dimensionen D 2 N , x 2 RD; p 2 C D; a 2 C ; Rea > 0, mit px seidas Skalarprodukt zwis
hen p und x gemeint, px 2 C :1Z�1 dDx e�(ax2+2px) = ��a�D2 e p2a : (A.11)� S
hwinger Parametrisierung (siehe z.Bsp. [8℄), f�ur n 2 N ;� 2 C gilt:1�n = 1�(n) 1Z0 d��n�1e���: (A.12)A.3 Eulers
he Beta-FunktionF�ur x; y 2 C ; Rex > 0; Rey > 0 gilt (vgl. [5℄):B(x; y) = �(x)�(y)�(x+ y) = 2 1Z0 dt t2x�1 (1 + t2)�x�y; (A.13)hieraus ergibt si
h (mit x = 1+�2 , y = �� 1+�2 , t = sm ) die n�utzli
he Formel:1Z0 ds s�(s2 +m2)� = �(�� �+12 ) �(�+12 )2�(�)(m2)���+12 ; (A.14)g�ultig f�ur Re� > �1; Re� > 0;m2 > 0.



A.4. INTEGRALBERECHNUNG IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 123A.4 Integralbere
hnung in beliebigen DimensionenF�ur diesen Abs
hnitt vgl. [8℄, [19℄, [32℄ sowie [43℄. Mit Hilfe der S
hwinger-Parametrisierungl�a�t si
h folgendes Integral in beliebiger Dimension D 2 N ; n > 0 bere
hnen:Z dDk(2�)D 1(k2 + 2kp+m2)n = Z dDk(2�)D 1�(n) 1Z0 d��n�1 e��(k2+2kp+m2)= 1�(n)(4�)D2 1Z0 d��n�1�D2 e��(m2�p2)f�ur m2 > p2gilt: = (m2 � p2)D2 �n�(n)(4�)D2 �(n� D2 )= 1(4�)n �m2 � p24� �D2 �n �(n� D2 )�(n) : (A.15)Als weiteres Integral soll nun Z dDk(2�)D (k2)�(k2 +m2)�mit m2 > 0; � > 0; � > 0 bere
hnet werden, wel
hes f�ur 2� + D � 2� divergiert. Dieserkennt man, indem man sph�aris
he Koordinaten einf�uhrt:dDk �! 
D �D�1d�:Hierbei steht 
D f�ur die Ober
�a
he der Einheitssph�are in D Dimensionen. Es gilt:
D = 2�D2�(D2 ) : (A.16)Folgli
h: Z dDk(2�)D (k2)�(k2 +m2)� = 2(4�)D2 �(D2 ) 1Z0 d� �2�+D�1(�2 +m2)�(A.14)= �(� � �� D2 )�(�+ D2 )�(�)�(D2 ) (m2)���+D2(4�)D2 : (A.17)Speziell f�ur � = � = 1:Z dDk(2�)D k2k2 +m2 = D2 �(�D2 ) �m24� �D2= ��(1� D2 ) �m24� �D2 : (A.18)Weiter wird nun no
h das IntegralZ dDk(2�)D k�k�(k2 + 2kp+m2)n



124ANHANG A. GAMMA-FUNKTION UND DIMENSIONELLEREGULARISIERUNGf�ur m2 > p2 ben�otigt. Dieses erh�alt man dur
h (vgl.[19℄) Ableiten von (A.15) na
h p� undp� : �2�p��p� 1(k2 + 2kp+m2)n = n(n+ 1) 4k�k�(k2 + 2kp+m2)n+2 ;also:Z dDk(2�)D k�k�(k2 + 2kp+m2)n+2 == 14n(n+ 1) 1(4�)D2 �(n� D2 )�(n) �2�p��p� (m2 � p2)D2 �n= 14n(n+ 1) 1(4�)D2 �(n� D2 )�(n) 2�D2 � n��2�D2 � n� 1� (m2 � p2)D2 �n�2p�p� � (m2 � p2)D2 �n�1Æ � ���= 1n(n+ 1) 1(4�)D2 �(n+ 1� D2 )�(n) (m2 � p2)D2 �n�2hm2 � p22 Æ�� � �D2 � n� 1� p�p�i;so da� si
h na
h n+ 2! n zusammenfassen l�a�t1:Z dDk(2�)D k�k�(k2 + 2kp+m2)n == 1(4�)n 1�(n) �m2 � p24� �D2 �n h�(n� D2 )p�p� + �(n� 1� D2 )m2 � p22 Æ��i:(A.19)Entweder dur
h Multiplikationmit Æ�� oder aber dur
h eine Variablentransformation k� !k� + p� erh�alt man das Ergebnis f�ur � = 1 des folgenden Ausdru
kes. Es wird allerdings1formal m�u�te dur
h diese Transformation die G�ultigkeit auf n > 2 bes
hr�ankt werden, auf einemanderen Weg kann man diese Eins
hr�ankung umgehen: Ersetze zun�a
hst k� ! (k+p)�, so da� der Nennersymmetris
h in k wird, und betra
hte dann nur die symmetris
hen Summanden des Z�ahlers und benutze:k�k� = k2D Æ��
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h der Wert f�ur � = 2 ben�otigt.Z dDk(2�)D (k2)�(k2 + 2kp+m2)� == Z dDk(2�)D [k2 � 2kp+ p2℄�[k2 +m2 � p2℄�f�ur: � = 1 = Z dDk(2�)D k2[k2 +m2 � p2℄� + p2 Z dDk(2�)D 1[k2 +m2 � p2℄�m2>p2= 1(4�)� 1�(�) �m2 � p24� �D2 �� h�(� � D2 )p2 + �(� � 1� D2 )D2 (m2 � p2)i(A.20)f�ur: � = 2 = Z dDk(2�)D k4 + p4 + 2k2p2 + 4(kp)2 � 4(kp)(k2 + p2)(k2 +m2 � p2)�= Z dDk(2�)D k4(k2 +m2 � p2)� + 2p2 Z dDk(2�)D k2(k2 +m2 � p2)�+4p�p� Z dDk(2�)D k�k�(k2 +m2 � p2)� + p4 Z dDk(2�)D 1(k2 +m2 � p2)�m2>p2= (m2 � p2)D2 ��(4�)D2 "�(� � 2� D2 )�(2 + D2 )�(D2 )�(�) (m2 � p2)2+2�(� � 1� D2 )�(1 + D2 )�(�)�(D2 ) (m2 � p2)p2+2�(� � 1� D2 )�(�) (m2 � p2)p2 + �(� � D2 )�(�) p4#= (m2 � p2)D2 ��(4�)D2 �(�) "�(� � 2� D2 )�(2 + D2 )�(D2 ) (m2 � p2)2+2�(� � 1� D2 )(m2 � p2)p2�D2 + 1� + �(� � D2 )p4# (A.21)Desweiteren wird nun no
h das IntegralZ dDk(2�)D k2k�[k2 + 2pk +m2℄nben�otigt, hierzu soll zun�a
hst Z dDk(2�)D k�k�k�[k2 + 2pk +m2℄nbere
hnet werden, wel
hes dann mit Æ�� multipliziert das gew�uns
hte Integral ergibt. DieBere
hnung erfolgt dur
h Ausnutzung der Identit�at��p� k�k�[k2 + 2pk +m2℄n = �2n k�k�k�[k2 + 2pk +m2℄n+1 :



126ANHANG A. GAMMA-FUNKTION UND DIMENSIONELLEREGULARISIERUNGSomit:Z dDk(2�)D k�k�k�[k2 + 2pk +m2℄n+1 == � 12n�(n)(4�)n ��p� �m2 � p24� �D2 �n h�(n� D2 )p�p� + �(n� 1� D2 )m2 � p22 Æ��i= � � �= � 1(4�)n+1�(n+ 1) �m2 � p24� �D2 �n�1 ��(n+ 1� D2 ) p�p�p�+ �(n� D2 )m2 � p22 �Æ��p� + Æ��p� + Æ��p���;also na
h n+ 1! n:Z dDk(2�)D k�k�k�[k2 + 2pk +m2℄n == � 1(4�)n�(n) �m2 � p24� �D2 �n ��(n� D2 ) p�p�p�+ �(n� 1� D2 )m2 � p22 �Æ��p� + Æ��p� + Æ��p��� (A.22)und nun:Z dDk(2�)D k�k2[k2 + 2pk +m2℄n == � 1(4�)n�(n) �m2 � p24� �D2 �n ��(n� D2 )p2 + (1 + D2 )�(n� 1� D2 )�m2 � p2�� p�:(A.23)Der Vollst�andigkeit halber sei nun no
h angegeben:Z dDk(2�)D k�[k2 + 2kp+m2℄n = � �(n� D2 )�(n)(4�)n �m2 � p24� �D2 �n p�: (A.24)A.4.1 Feynman-ParametrisierungH�au�g ist es zwe
km�a�ig, ein Produkt im Nenner wie folgt umzus
hreiben:1a b = 1Z0 d� 1[a� + (1� �)b℄2 : (A.25)Dies kann sofort dur
h Integration gezeigt werden. Zuerst ma
hte R.P. Feynman auf dieseVereinfa
hung in [12℄ aufmerksam.Die Verallgemeinerung auf ein Produkt aus n Faktoren lautet (s. z.Bsp. [19℄ oder [43℄):
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1a1 : : : an = (n�1)! 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 : : : �n�2Z0 d�n�1 1[a1�n�1 + a2(�n�2 � �n�1) + : : :+ an(1� �1)℄n :(A.26)Dies zeigt man dur
h eine vollst�andige Induktion. Der Induktionsanfang n = 2 ist dur
h(A.25) bzw. den trivialen Fall n = 1 gegeben. Die Induktionsvoraussetzung lautet:1a1 : : : an�1 = (n�2)! 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 : : : �n�3Z0 d�n�2 1[a1�n�2 + a2(�n�3 � �n�2) + : : :+ an(1� �1)℄n :Der Induktionss
hritt wird nun von n� 1 ! n vollzogen:(n� 1)! 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 : : : �n�2Z0 d�n�1 1[a1�n�1 + a2(�n�2 � �n�1) + : : :+ an(1� �1)℄n == (n� 2)! n� 1a1 � a2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 : : : (a1�a2)�n�2Z0 d�n�1 �� 1[a1�n�1 + a2(�n�2 � �n�1) + : : :+ an(1� �1)℄n= (n� 2)! 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 : : : �n�3Z0 d�n�2 �� 1a2 � a1 � 1[(a1 � a2)�n�2 + a2�n�2 + : : :+ an(1� �1)℄n�1 � 1[a2�n�2 + : : :+ an(1� �1)℄n�1�I.V.= 1a2 � a1 � 1a1a3 : : : an � 1a2a3 : : : an�= 1a1 : : : an ,q.e.d.:





Anhang BRe
hnungen zur DimensionellenRegularisierungIn diesem Abs
hnitt werden die zur Dimensionellen Regularisierung ben�otigten Integral-ausdr�u
ke mit Hilfe der in Anhang A vorgestellten Verfahren zur Integralbere
hnung in be-liebigen Dimensionen, der Eigens
haften der �-Funktion und der Feynman-Parametrisierungsowie der in Anhang C verzei
hneten Integralformeln bere
hnet. Es gilt D = 2� 2�.
�2� Z dDk(2�)D 1k2 +m2 = �2�4� ��1� D2 ��m24� �D2 �1= 14� � m24��2��� �(�)= 14� �1� � 
 +O(�)��1� � ln m24��2 +O(�2)�= 14� �1� � 
 � ln m24��2 +O(�)� (B.1)

�2� Z dDk(2�)D Æ��Æ��k2 +m2 = 12� �1� � 
 � 1� ln m24��2 +O(�)� (B.2)Bea
hte hierbei Æ��Æ�� = D sowie (B.28)
�2� Z dDk(2�)D k2k2 +m2 = ��2��(�) �m24� �1��= �m24� �1� � 
 � ln m24��2 +O(�)� (B.3)129



130 ANHANG B. DIMENSIONELLE REGULARISIERUNG, RECHNUNGEN�2� Z dDk(2�)D 1�(k + p)2 +m21��k2 +m22� == 1Z0 d��2� Z dDk(2�)D 1hk2 + 2�kp+ �(p2 +m21 �m22) +m22i2= �2�4� �(1 + �) 1Z0 d� ���2p2 + �(p2 +m21 �m22) +m224� ��1��= �1 +O(�)�4� 1Z0 d� 1��2p2 + �(p2 +m21 �m22) +m22= �1 +O(�)�4�p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22(B.4)speziell f�ur: m21 = m22 = m2= �1 +O(�)�4�pp4 + 4p2m2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4p2m2p2 + 2m2 �pp4 + 4p2m2 (B.5)

�2� Z dDk(2�)D Æ��Æ���(k + p)2 +m2��k2 +m2� = �1 +O(�)�2�pp4 + 4p2m2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4p2m2p2 + 2m2 �pp4 + 4p2m2(B.6)
Bea
hte hierbei (B.29).
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�2� Z dDk(2�)D k�k��(k + p)2 +m21��k2 +m22� == 1Z0 d��2� Z dDk(2�)D k�k�P 021= �2�(4�)2 1Z0 d� �P 214�����1 ��(1 + �)�2p�p� + �(�)P12 Æ���= 14��p�p� 1Z0 d� �2P1�1 +O(�)� + 12Æ��0�1� � 
 � 1Z0 d� P14��2 +O(�)1A�= �p�p�4�p2�1 +O(�)��1 + p2 +m21 �m222p2 lnm21m22� (p2 +m21 �m22)2 + 2p2m222p2p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22�+Æ��8� �1� � 
 + 2� ln m214��2 + p2 +m21 �m222p2 lnm21m22�p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m222p2 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 +O(�)�(B.7)

Zur De�niton von P 01 bzw. P1 siehe (B.20) bzw. (B.21).
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�2� Z dDk(2�)D k2�(k + p)2 +m21��k2 +m22� == 1Z0 d��2� Z dDk(2�)D k2P 021= �2�(4�)2 1Z0 d� �P14���1�� "�(1 + �)�2p2 + ��(�)� �(1 + �)�P1#= p2 �1 +O(�)�4� 1Z0 d� �2P1+ 14� 0�1� � 
 � 1� 1Z0 d� ln P14��2 +O(�)1A= 14�"1� � 
 � ln m214��2� m22p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 + O(�)#(B.8)
�2� Z dDk(2�)D �Æ�� + (k+p)�(k+p)�m2 ��Æ�� + k�k�m2 ��(k + p)2 +m2��k2 +m2� == 1Z0 d��2� Z dDk(2�)D Æ��Æ�� + 2 k2m2 + k4+2p�k�k2+p�p�k�k�m4Q02= 14�m2 1Z0 d�(�6�2p2 � 6�p2 + 12p2��1� � 
 � ln Q4��2 +O(�)�+�1 +O(�)�� � 3�2p2 + 3�p2 �m2 + �4p4 � 2�3p4 + �2(p4 + 2p2m2) + 2m4Q �)= 14�m4" � p22 �1� � 
 � ln m24��2 +O(�)�+�1 +O(�)� (p2 + 2m2)24pp4 + 4p2m2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4p2m2p2 + 2m2 �pp4 + 4p2m2# (B.9)Zur De�nition von Q0 bzw. Q s. (B.22) bzw. (B.23). Benutze (B.6), (B.8) sowie (B.10) und(B.11).
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�2� Z dDk(2�)D k�k2�(k + p)2 +m2��k2 +m2� == 1Z0 d��2� Z dDk(2�)D k�k2Q02= � p� �2�(4�)2 1Z0 d� � Q4���1�� "�(1 + �)�3p2 + �2�(�) � �(1 + �)��Q#= �p�"�1 +O(�)�4� p2 1Z0 d� �3Q + 12� 1Z0 d� ��1� � 
 � 12 � ln Q4��2�# (B.10)Bea
hte hier (B.28).

1Z0 d��2� Z dDk(2�)D k4Q02 == �2�(4�)2 1Z0 d� � Q4���1�� "��(1 + �)� 2�(�)�Q2 + 2�2�(�)� �(1 + �)��2p2Q + �(1 + �)�4p4#= �2�(4�)1�� 1Z0 d�"2�(�)Q��(2�2p2 �Q) + �(1 + �)�Q� 2�2p2 + p4�4Q �#= 14�"2 1Z0 d��3�2p2 � �p2 �m2��1� � 
 � ln Q4��2 +O(�)�+�1 +O(�)�� 1Z0 d�Q � 2p2 1Z0 d� �2 + p4 1Z0 d� �4Q �# (B.11)Bea
hte hier (B.28) und (B.30).



134 ANHANG B. DIMENSIONELLE REGULARISIERUNG, RECHNUNGEN
�2� Z dDk(2�)D k2(k2 +m21)(k2 +m22) = 1Z0 d��2� Z dDk(2�)D k2hk2 + �(m21 �m22) +m22i2= 14� 0�1� � 
 � 1� 1Z0 d� ln �(m21 �m22) +m224��2 +O(�)1A= 14� �1� � 
 � ln m224��2 � m21m21 �m22 lnm21m22 +O(�)�(B.12)

�2� Z dDk(2�)D k��(k + p)2 +m21��k2 +m22� == 1Z0 d��2� Z dDk(2�)D k�P 021= � 1Z0 d� �2�(4�)2�(1 + �)�P14�����1 �p�= �p� �1 +O(�)�4� 1Z0 d� �P= p� 18�p2 �1 +O(�)�  lnm21m22� p2 +m21 �m22p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22!(B.13)
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�2� Z dDk(2�)D k�k��(k + p)2 +m21��k2 +m22��k2 + m22� �= 2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2� Z dDk(2�)D k�k�P 032= 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2�(4�)3 �P24���2�� "�(2 + �)�22 p�p� + �(1 + �)P2 Æ��2 #= �1 +O(�)�4� "p�p� 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �22P 22 + Æ��2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 1P2#= p�p� � �1 +O(�)�8�p4(� � 1)m22" � (p2 +m21 �m22) ln � + 1� �� m22 ln �m21m22+ �p2 +m21 � m22� �2 + 2p2m22�r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22� ln p2 +m21 + m22� +r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22�p2 +m21 + m22� �r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22�� (p2 +m21 �m22)2 + 2p2m22p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22#� Æ�� � �1 +O(�)�16�p2(� � 1)m22 " � ln � + 1� �� m22 ln �m21m22�q(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22+s�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22� ln p2 +m21 + m22� +r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22�p2 +m21 + m22� �r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22� #(B.14)
Zur De�niton von P 02 bzw. P2 siehe (B.24) bzw. (B.25).



136 ANHANG B. DIMENSIONELLE REGULARISIERUNG, RECHNUNGEN

�2� Z dDk(2�)D k�k2�(k + p)2 +m21��k2 +m22��k2 + m22� � == 2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2� Z dDk(2�)D k�k2P 032= � p� �2�(4�)3 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �P24���2�� "�(2 + �)�32p2 + (2� �)�(1 + �)�2P2#= �p� �1 +O(�)�4� "p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �3P 22 + 2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2P2#= p� � �1 +O(�)�8�p2(� � 1)m22" �m22 ln � + � � 1� m22 ln �m21m22� m22(p2 +m21 �m22)p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22+ m22�p2 +m21 � m22� ��r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22� ln p2 +m21 + m22� +r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22�p2 +m21 + m22� �r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22� #(B.15)
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�2� Z dDk(2�)D k4 + 4k2(pk) + 4(pk)2�k2 +m22��k2 + m22� ��(k + p)2 +m21� == 2� 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2� Z dDk(2�)D k4P 032 + 4p� 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2� Z dDk(2�)D k�k2P 032+4p�p� 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2� Z dDk(2�)D k�k�P 032 �
= 14��1� � 
 � 32 � 2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 ln P24��2 + 4p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �22P2 + p4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �42P 22�8p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2P2 � 4p4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �32P 22 + 2p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 1P2 + 4p4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �22P 22 �= �4�(1 � �)�1� �� �1� � 
 � ln m224��2� + �1� + m21 + p2m22 � ln �+ (p2 +m21)2m22p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22 ln p2 +m21 +m22 +p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22p2 +m21 +m22 �p(p2 +m21 �m22)2 + 4p2m22� (p2 +m21)2m22r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22� ln p2 +m21 + m22� +r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22�p2 +m21 + m22� �r�p2 +m21 � m22� �2 + 4p2m22� +O(�)�(B.16)

Bea
hte hierbei (B.14), (B.15) sowie (B.17).
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�2� Z dDk(2�)D k4�(k + p)2 +m21��k2 +m22��k2 + m22� � == 2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2� Z dDk(2�)D k4P 032= �2�(4�)3 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �P24���2�� "�2�(�)� 4�(1 + �) + �(2 + �)�P 22 + 4�(1 + �)�22p2 P2+�(2 + �)�42p4#= 14� 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 "2� � 2
 � 3� 2 ln P24��2 +O(�)#+�1 +O(�)�4� "4p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �22P2 + p4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �42P 22 # (B.17)

Bea
hte (B.31).
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�2� Z dDk(2�)D k2�(k + p)2 +m2��k2 +m2��k2 + m2� � == 2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2� Z dDk(2�)D k2hk2 + 2�2kp+ �2p2 + �1 ��1� m2 + m2� i3= �2�(4�)2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2  ��22p2 + �2p2 + �1 ��1� m2 + m2�4� !�2�� "�(2 + �)�22p2+�(1 + �)�� �22p2 + �2p2 + �1 � � 1� m2 + m2� �#= �1 +O(�)�4� " p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �22���22p2 + �2p2 + �1 ��1� m2 + m2� �2+ 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 1��22p2 + �2p2 + �1 ��1� m2 + m2� #= ��1 +O(�)�4�(1 � �) " � 1pp4 + 4p2m2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4p2m2p2 + 2m2 �pp4 + 4p2m2+ 1�r�p2 + 1��� m2�2 + 4p2m2 ln p2 + �+1� m2 +r�p2 + 1��� m2�2 + 4p2m2p2 + �+1� m2 �r�p2 + 1��� m2�2 + 4p2m2#(B.18)
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�2� Z dDk(2�)D (k2 + kp)2�(k + p)2 +m2��(k + p)2 + m2� ��k2 +m2��k2 + m2� � == �2� Z dDk(2�)D k4 + 2k2(kp) + (kp)2�(k + p)2 +m2��(k + p)2 + m2� ��k2 +m2��k2 + m2� �= 6 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �2� Z dDk(2�)D � k4P 043 + 2p��2� Z dDk(2�)D k�k2P 043 + p�p��2� Z dDk(2�)D k�k�P 043 �= �2�(4�)4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �P34���3�� "�(1 + �)�(3� �)�(1� �) P 23 + 2(2� �)�(2 + �)�22p2P3+�(3 + �)�42p4 � 2(2� �)�(2 + �)�2p2P3 � 2�(3 + �)�32p4 + 12�(2 + �)p2 + �(3 + �)�22p4#= 14��2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 1P3 + 4p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �22P 23+ 2p4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �42P 33 � 4p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �2P 23� 4p4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �32P 33 + 12p2 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 1P 23+ 2p4 1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �22P 33 �= �2�1 +O(�)�4�(1� �)2 � � � 12�m2 ln � + (p2 + 2m2)24m4pp4 + 4p2m2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4p2m2p2 + 2m2 �pp4 + 4p2m2+ �p2 + 2m2� �24m4qp4 + 4p2m2� ln p2 + 2m2� +qp4 + 4p2m2�p2 + 2m2� �qp4 + 4p2m2�� �p2 + 1+�� m2�22m4r�p2 + 1��� m2�2 + 4p2m2 ln p2 + 1+�� m2 +r�p2 + 1��� m2�2 + 4p2m2p2 + 1+�� m2 �r�p2 + 1��� m2�2 + 4p2m2� (B.19)Zur De�nition von P 03 bzw. P3 s. (B.26) bzw. (B.27)



141Polynome:P 01 = k2 + 2�kp+ �(p2 +m21 �m22) +m22 (B.20)P1 = ��2p2 + �(p2 +m21 �m22) +m22 (B.21)Q0 = k2 + 2�kp+ �p2 +m2 (B.22)Q = ��2p2 + �p2 +m2 (B.23)P 02 = k2 + �2kp+ �2(p2 +m21 �m22) + �1 � � 1� m22 + 1�m22 (B.24)P2 = ��22p2 + �2(p2 +m21 �m22) + �1 � � 1� m22 + 1�m22 (B.25)P 03 = k2 + 2�2kp+ �3 1� �� m2 + �2�p2 + � � 1� m2�+ �1 1� �� m2 +m2 (B.26)P3 = ��22p2 + �2�p2 + � � 1� m2�+ �3 1� �� m2 + �1 1� �� m2 +m2 (B.27)n�utzli
he Formeln:D ��1� D2 � = 2���1� D2 � � ��2� D2 �� (B.28)D ��2� D2 � = 2�2��2� D2 � � ��3� D2 �� (B.29)� ��D2 �� �2 + D2 �� �D2 � = ��2� D2 � � 2��1� D2 � (B.30)� �1� D2 �� �2 + D2 �� �D2 � = 2��1� D2 � � 4��2� D2 � + ��3� D2 � (B.31)





Anhang CEinige IntegraleDie in diesem Abs
hnitt aufgef�uhrten Integrale wurden mit Hilfe von Integraltafeln (s. [5℄)bere
hnet. In den Abs
hnitten C.2 und C.3 konnten die Ausdr�u
ke dur
h Di�erentiationaus jeweils dem ersten Integral bestimmt werden (siehe dort). Diese Di�erentiation wur-de mit Hilfe des Computeralgebra-Programms "MATHEMATICA\ (Version 4.1, WolframResear
h) dur
hgef�uhrt. Dieses Programm wurde ebenfalls dazu benutzt, die hier aufgeli-steten Ausdr�u
ke numeris
h bzw., wo es m�ogli
h war, analytis
h zu �uberpr�ufen.C.1 Integrale mit einer Integrationsvariablen1Z0 d� ln[a�2 + b�+ 
℄ == �2 + ln[a+ b+ 
℄ + b2a ln a+ b+ 

 � 12apb2 � 4a
 ln b+ 2
+pb2 � 4a
b+ 2
�pb2 � 4a
(C.1)1Z0 d� 1a�2 + b�+ 
 = 1pb2 � 4a
 ln b+ 2
+pb2 � 4a
b+ 2
�pb2 � 4a
 (C.2)1Z0 d� �a�2 + b�+ 
 = 12a ln a+ b+ 

 � b2apb2 � 4a
 ln b+ 2
+pb2 � 4a
b+ 2
�pb2 � 4a
 (C.3)1Z0 d� �2a�2 + b�+ 
 = 1a � b2a2 ln a+ b+ 

 + b2 � 2a
2a2pb2 � 4a
 ln b+ 2
+pb2 � 4a
b+ 2
�pb2 � 4a
(C.4)143
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1Z0 d� � lnm2 + �p2 � �2p24��2 == 12 ln m24��2 � 1 + pp4 + 4m2p24p2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4m2p2p2 + 2m2 �pp4 + 4m2p2 (C.5)

1Z0 d� �2 ln m2 + �p2 � �2p24��2 == 13 ln m24��2 � 2m23p2 � 1318 + (p2 +m2)pp4 + 4m2p26p4 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4m2p2p2 + 2m2 �pp4 + 4m2p2(C.6)
1Z0 d� �3��2p2 + �p+m2 == � 32p2 + p2 + 3m22p2pp4 + 4m2p2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4m2p2p2 + 2m2 �pp4 + 4m2p2 (C.7)

1Z0 d� �4��2p2 + �p+m2 == � 116p2 � m2p4 + p4 + 4m2p2 + 2m42p4pp4 + 4m2p2 ln p2 + 2m2 +pp4 + 4m2p2p2 + 2m2 �pp4 + 4m2p2 (C.8)
1Z0 d� ln �(m21 �m22) +m224��2 = �1 + ln m224��2 + m21m21 �m22 lnm21m22 (C.9)



C.2. INTEGRALE MIT ZWEI INTEGRATIONSVARIABLEN 145C.2 Integrale mit zwei Integrationsvariablen
1Z0 d�1 �1Z0 d�2 ln[a�22 + b�2 + 
�1 + d℄ == 112a2
(� 18a2
 � 2a
(2b + 
) + 6a2
 ln[a+ b+ 
+ d℄ + 6ab
 ln �a+ b+ 
+ d
+ d �+
�(b+ 
)2 � 6ad+ b
+ 2b2� ln�a+ b+ 
+ dd � + b(6ad� b2) ln� d
+ d��(b2 � 4a(
 + d)) 32 ln"�b� 2(
 + d) +pb2 � 4a(
+ d)�b� 2(
 + d)�pb2 � 4a(
+ d)#+((b+ 
)2 � 4ad) 32 ln"�b� 
� 2d+p(b+ 
)2 � 4ad�b� 
� 2d�p(b+ 
)2 � 4ad#) (C.10)a�22 + b�2 + 
�1 + d > 0 f�ur: �1 2 [0; 1℄; �2 2 [0; �1℄

Die na
hfolgenden Integrale konnten dur
h partielles Di�erenzieren des vorstehenden Aus-dru
kes na
h den entspre
henden Konstanten mit Hilfe eines Computeralgebra-Programms1bestimmt werden.1Z0 d�1 �1Z0 d�2 1a�22 + b�2 + 
�1 + d == b2a
 ln� d
+ d� � 12a ln�a+ b+ 
+ dd ��pb2 � 4a(
+ d)2a
 ln"b+ 2(
+ d) +pb2 � 4a(
+ d)b+ 2(
+ d)�pb2 � 4a(
+ d)#+p(b+ 
)2 � 4ad2a
 ln"b+ 
+ 2d+p(b+ 
)2 � 4adb+ 
+ 2d�p(b+ 
)2 � 4ad# (C.11)1MATHEMATICA 4.1 von Wolfram Resear
h
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1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2a�22 + b�2 + 
�1 + d == 14a2
(� 2a
 � �b2 � 2a(
+ d)� ln� d
+ d� + 
 �2(a+ b) + 
� ln�a+ b+ 
+ dd ��(b+ 
)p(b+ 
)2 � 4ad ln"b+ 
+ 2d+p(b+ 
)2 � 4adb+ 
+ 2d�p(b+ 
)2 � 4ad#+bpb2 � 4a(
 + d) ln"b+ 2(
+ d) +pb2 � 4a(
+ d)b+ 2(
+ d)�pb2 � 4a(
+ d)#) (C.12)

1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2(a�22 + b�2 + 
�1 + d)2 == 12a
 ln 
+ dd � b+ 
2a
p(b+ 
)2 � 4ad ln b+ 
+ 2d+p(b+ 
)2 � 4adb+ 
+ 2d�p(b+ 
)2 � 4ad+ b2a
pb2 � 4a(
+ d) ln b+ 2(
+ d) +pb2 � 4a(
 + d)b+ 2(
+ d)�pb2 � 4a(
 + d) (C.13)
1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �22a�22 + b�2 + 
�1 + d == 16a3
(a
(3a+ 4b+ 2
) + �b3 � 3ab(
 + d)� ln� d
+ d��
�3b2 + 3b
+ 
2 + 3a(b� d)� ln�a+ b+ 
+ dd �+�(b+ 
)2 � ad�p(b+ 
)2 � 4ad ln"b+ 
+ 2d+p(b+ 
)2 � 4adb+ 
+ 2d�p(b+ 
)2 � 4ad#��b2 � a(
+ d)�pb2 � 4a(
 + d) ln"b+ 2(
+ d) +pb2 � 4a(
 + d)b+ 2(
+ d)�pb2 � 4a(
 + d)#)(C.14)



C.2. INTEGRALE MIT ZWEI INTEGRATIONSVARIABLEN 1471Z0 d�1 �1Z0 d�2 �22(a�22 + b�2 + 
�1 + d)2 == 12a2
(b ln� d
+ d� � 
 ln�a+ b+ 
+ dd �+ (b+ 
)2 � 2adp(b+ 
)2 � 4ad ln"b+ 
+ 2d+p(b+ 
)2 � 4adb+ 
+ 2d�p(b+ 
)2 � 4ad#� b2 � 2a(
+ d)pb2 � 4a(
 + d) ln"b+ 2(
 + d) +pb2 � 4a(
+ d)b+ 2(
 + d)�pb2 � 4a(
+ d)#) (C.15)1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �32(a�22 + b�2 + 
�1 + d)2 == 12a3
(� 2a
 � �b2 � a(
+ d)� ln� d
+ d� + 
(a+ 2b+ 
) ln �a+ b+ 
+ dd ��(b+ 
) (b+ 
)2 � 3adp(b+ 
)2 � 4ad ln"b+ 
+ 2d+pb2 � 4a(
+ d)b+ 
+ 2d�pb2 � 4a(
+ d)#+b b2 � 3a(
+ d)pb2 � 4a(
 + d) ln"b+ 2(
+ d) +pb2 � 4a(
 + d)b+ 2(
+ d)�pb2 � 4a(
 + d)#) (C.16)1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �42(a�22 + b�2 + 
�1 + d)2 == 12a4
(a
(a+ 4b+ 2
) + b�b2 � 2a(
+ d)� ln� d
+ d��
�3b2 + 3b
+ 
2 + 2a(b� d)� ln�a+ b+ 
+ dd �+(b+ 
)4 � 4ad(b+ 
)2 + 2a2d2p(b+ 
)2 � 4ad ln"b+ 
+ 2d+p(b+ 
)2 � 4adb+ 
+ 2d�p(b+ 
)2 � 4ad#�b4 � 4ab2(
+ d) + 2a2(
+ d)2pb2 � 4a(
 + d) ln"b+ 2(
 + d) +pb2 � 4a(
+ d)b+ 2(
 + d)�pb2 � 4a(
+ d)#)(C.17)



148 ANHANG C. EINIGE INTEGRALEC.3 Integrale mit drei Integrationsvariablen1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 1a�22 + b�2 + 
�1 + d�3 + e == 112a2
d(� 4a
d + d�6ae� d2 � 3bd� 3b2� ln� e
+ e� + 3
d�2b+ 
+ d� ln�a+ b+ 
+ d+ ee �+
�2b2 + 6a(a+ b� e) + b
+ (b+ 
)2� ln�a+ b+ 
+ d+ ea+ b+ 
+ e � + 6a
d ln �a+ b+ 
+ d+ e
+ e �+�(b+ 
)2 � 4ae� 32 ln"b+ 
+ 2e+p(b+ 
)2 � 4aeb+ 
+ 2e�p(b+ 
)2 � 4ae#��(b+ 
+ d)2 � 4ae� 32 ln"b+ 
+ d+ 2e+p(b+ 
+ d)2 � 4aeb+ 
+ d+ 2e�p(b+ 
+ d)2 � 4ae#��b2 � 4a(
+ e)� 32 ln"b+ 2(
+ e) +pb2 � 4a(
+ e)b+ 2(
+ e)�pb2 � 4a(
+ e)#+�(b+ d)2 � 4a(
+ e)� 32 ln"b+ d+ 2(
+ e) +p(b+ d)2 � 4a(
 + e)b+ d+ 2(
+ e)�p(b+ d)2 � 4a(
 + e)#) (C.18)a�22 + b�2 + 
�1 + d�3 + e > 0 f�ur: �1 2 [0; 1℄; �2 2 [0; �1℄; �3 2 [0; �2℄Die nun folgenden Integrale wurden wiederum (s.o.) dur
h partielle Di�erentiation mitHilfe eines Computeralgebra-Programms bestimmt.1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 1(a�22 + b�2 + 
�1 + d�3 + e)2 == 12a
d(d ln �
+ ee � + 
 ln�a+ b+ 
+ d+ ea+ b+ 
+ e �+p(b+ 
)2 � 4ae ln"b+ 
+ 2e+p(b+ 
)2 � 4aeb+ 
+ 2e�p(b+ 
)2 � 4ae#�p(b+ 
+ d)2 � 4ae ln"b+ 
+ d+ 2e+p(b+ 
+ d)2 � 4aeb+ 
+ d+ 2e�p(b+ 
+ d)2 � 4ae#�pb2 � 4a(
 + e) ln"b+ 2(
 + e) +pb2 � 4a(
+ e)b+ 2(
 + e)�pb2 � 4a(
+ e)#+p(b+ d)2 � 4a(
 + e) ln"b+ d+ 2(
+ e) +p(b+ d)2 � 4a(
+ e)b+ d+ 2(
+ e)�p(b+ d)2 � 4a(
+ e)#)(C.19)
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1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �2(a�22 + b�2 + 
�1 + d�3 + e)2 == 14a2
d(d(2b+ d) ln � e
+ e� + 
(2a + 2b+ 
) ln � a+ b+ 
+ ea+ b+ 
+ d+ e� + 2
d ln � ea+ b+ 
+ d+ e��(b+ 
)p(b+ 
)2 � 4ae ln"b+ 
+ 2e+p(b+ 
)2 � 4aeb+ 
+ 2e�p(b+ 
)2 � 4ae#+(b+ 
+ d)p(b+ 
+ d)2 � 4ae ln"b+ 
+ d+ 2e+p(b+ 
+ d)2 � 4aeb+ 
+ d+ 2e�p(b+ 
+ d)2 � 4ae#+bpb2 � 4a(
+ e) ln"b+ 2(
+ e) +pb2 � 4a(
 + e)b+ 2(
+ e)�pb2 � 4a(
 + e)#�(b+ d)p(b+ d)2 � 4a(
+ e) ln"b+ d+ 2(
+ e) +p(b+ d)2 � 4a(
 + e)b+ d+ 2(
+ e)�p(b+ d)2 � 4a(
 + e)#) (C.20)
1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �22(a�22 + b�2 + 
�1 + d�3 + e)2 == � 16a3
d(4a
d + d(3b2 + 3bd+ d2 � 3ae) ln � e
+ e� + 3a
d ln � 
+ ea+ b+ 
+ d+ e�+d(3
2 + 6b
+ 3
d) ln � ea+ b+ 
+ d+ e�+ 
�3b2 + 3b
+ 
2 + 3a(b� e)� ln� a+ b+ 
+ ea+ b+ 
+ d+ e���(b+ 
)2 � ae�p(b+ 
)2 � 4ae ln"b+ 
+ 2e+p(b+ 
)2 � 4aeb+ 
+ 2e�p(b+ 
)2 � 4ae#+�(b+ 
+ d)2 � ae�p(b+ 
+ d)2 � 4ae ln"b+ 
+ d+ 2e+p(b+ 
+ d)2 � 4aeb+ 
+ d+ 2e�p(b+ 
+ d)2 � 4ae#+�b2 � a(
+ e)�pb2 � 4a(
 + e) ln"b+ 2(
+ e) +pb2 � 4a(
 + e)b+ 2(
+ e)�pb2 � 4a(
 + e)#��(b+ d)2 � a(
+ e)�p(b+ d)2 � 4a(
+ e) ln"b+ d+ 2(
 + e) +p(b+ d)2 � 4a(
+ e)b+ d+ 2(
 + e)�p(b+ d)2 � 4a(
+ e)#)(C.21)



150 ANHANG C. EINIGE INTEGRALE
1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �22(a�22 + b�2 + 
�1 + d�3 + e)3 == 14a2
d(d ln�
+ ee � + 
 ln �a+ b+ 
+ d+ ea+ b+ 
+ e �+ (b+ 
)2 � 2aep(b+ 
)2 � 4ae ln"b+ 
+ 2e+p(b+ 
)2 � 4aeb+ 
+ 2e�p(b+ 
)2 � 4ae#� (b+ 
+ d)2 � 2aep(b+ 
+ d)2 � 4ae ln"b+ 
+ d+ 2e+p(b+ 
+ d)2 � 4aeb+ 
+ d+ 2e�p(b+ 
+ d)2 � 4ae#� b2 � 2a(
+ e)pb2 � 4a(
 + e) ln"b+ 2(
 + e) +pb2 � 4a(
+ e)b+ 2(
 + e)�pb2 � 4a(
+ e)#+ (b+ d)2 � 2a(
+ e)p(b+ d)2 � 4a(
 + e) ln"b+ d+ 2(
+ e) +p(b+ d)2 � 4a(
+ e)b+ d+ 2(
+ e)�p(b+ d)2 � 4a(
+ e)#)(C.22)

1Z0 d�1 �1Z0 d�2 �2Z0 d�3 �32(a�22 + b�2 + 
�1 + d�3 + e)3 == 14a3
d(
(a+ 2b+ 
) ln � a+ b+ 
+ ea+ b+ 
+ d+ e� + d(2b+ d) ln � e
+ e� + 2
d ln � ea+ b+ 
+ d+ e��(b+ 
) (b+ 
)2 � 3aep(b+ 
)2 � 4ae ln"b+ 
+ 2e+p(b+ 
)2 � 4aeb+ 
+ 2e�p(b+ 
)2 � 4ae#+(b+ 
+ d) (b+ 
+ d)2 � 3aep(b+ 
+ d)2 � 4ae ln"b+ 
+ d+ 2e+p(b+ 
+ d)2 � 4aeb+ 
+ d+ 2e�p(b+ 
+ d)2 � 4ae#+b b2 � 3a(
+ e)pb2 � 4a(
 + e) ln"b+ 2(
+ e) +pb2 � 4a(
 + e)b+ 2(
+ e)�pb2 � 4a(
 + e)#�(b+ d) (b+ d)2 � 3a(
 + e)p(b+ d)2 � 4a(
+ e) ln"b+ d+ 2(
 + e) +p(b+ d)2 � 4a(
 + e)b+ d+ 2(
 + e)�p(b+ d)2 � 4a(
 + e)#) (C.23)
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�1 + d�3 + e)3 == � 14a4
d(4a
d + d(3b2 + 3bd+ d2 � 2ae) ln � e
+ e� + 3
d(2b + 
+ d) ln � ea+ b+ 
+ d+ e�+2a
d ln � 
+ ea+ b+ 
+ d+ e� + (2ab
 + 3b2
+ 3b
2 + 
3 � 2a
e) ln � a+ b+ 
+ ea+ b+ 
+ d+ e��2a2e2 + (b+ 
)2�(b+ 
)2 � 4ae�p(b+ 
)2 � 4ae ln"b+ 
+ 2e+p(b+ 
)2 � 4aeb+ 
+ 2e�p(b+ 
)2 � 4ae#+2a2e2 + (b+ 
+ d)2�(b+ 
+ d)2 � 4ae�p(b+ 
+ d)2 � 4ae ln"b+ 
+ d+ 2e+p(b+ 
+ d)2 � 4aeb+ 
+ d+ 2e�p(b+ 
+ d)2 � 4ae#+2a2(
+ e)2 + b2�b2 � 4a(
 + e)�pb2 � 4a(
 + e) ln"b+ 2(
+ e) +pb2 � 4a(
+ e)b+ 2(
+ e)�pb2 � 4a(
+ e)#�2a2(
+ e)2 + (b+ d)2�(b+ d)2 � 4a(
+ e)�p(b+ d)2 � 4a(
+ e) ln"b+ d+ 2(
+ e) +p(b+ d)2 � 4a(
 + e)b+ d+ 2(
+ e)�p(b+ d)2 � 4a(
 + e)#)(C.24)





Anhang DVers
hiedenes
D.1 Grassmann-ZahlenIn diesem Abs
hnitt soll die bei der Dur
hf�uhrung der R�-Ei
hung n�utzli
he Formeldet M = Z D�
D
 e� R d2x �
(x)M
(x); (D.1)wobei 
 und �
 grassmannwertige, komplexe Felder sind, bewiesen werden (vgl. hierzu [25℄und [35℄).Grassmannzahlen sind antikommutierende Zahlen, d.h. es gilt f�ur �1; �2 Grassmannzahlen:�1 �2 = � �2 �1. Insbesondere mu� also gelten �2 = 0. Hieraus folgt, da� die Entwi
klungeiner von grassmannwertigen Zahlen abh�angigen Funktion bereits na
h dem linearen Termabbri
ht: f(�) = A + B �: (D.2)Unter einem Integral �uber eine Grassmannzahl soll nun stets ein unbestimmtes Integralverstanden werden, also R d� � 1R�1 d�. An das Integral R d� f(�) werden nun folgendeForderungen gestellt:� mit der obigen Entwi
klung von f(�) gelte eine lineare Abh�angigkeit von A;B,� Invarianz unter der Transformation �! � + �.Die (bis auf einen konstanten Faktor, der hier zu 1 gew�ahlt wurde) einzige hiermit konsi-stente De�nition lautet: Z d� f(�) = Z d� (A+B�) = B (D.3)bzw. �aquivalent: Z d� 1 = 0 ; Z d� � = 1: (D.4)153



154 ANHANG D. VERSCHIEDENESPer Konvention wird festgelegt, da� bei mehreren Integrationen zun�a
hst die innere aus-gef�uhrt wird. Komplexe Grassmannzahlen lassen si
h aus zwei reellen aufbauen: � =�1 + i�2; �� = �1 � i�2;. Hiermit folgt f�ur zwei komplexe Grassmannzahlen:(��)� = ���� = ����� = �(��)�: (D.5)Bei der Integration �uber komplexe Grassmannzahlen k�onnen nun � und �� als unabh�angigvoneinander angesehen werden. Man bere
hnet nun zun�a
hst das IntegralZ d�� d� exp(���b�) = Z d�� d� (1 � ��b�) = b: (D.6)Allgemein l�a�t si
h nun au
h ein n-dimensionaler Vektor � von (komplexen) Grassmann-zahlen �1; : : : ; �n betra
hten. F�ur eine Funktion f(�) gilt nun wiederumZ dn� f(�) = fn; (D.7)wobei fn gerade der Faktor des Termes in der Entwi
klung von f(�) ist, in der jede Variablegenau einmal vorkommt:f(�) = f0 + Xi f i1�i + : : : + fn�n : : : �1: (D.8)Unterzieht man den Vektor nun einer linearen Transformation mittels einer n� n-MatrixA: �0i = Aij �j (D.9)und bezei
hnet die Ja
obiante dieser Transformation als J , so folgtZ dn� f(A�) = Z J dn�0 f(�0): (D.10)Nun betra
htet man wiederum den letzten Term in der Entwi
klung von f(A�):fn �0n : : : �01 = fn �(Ann�n + : : :+An1�1) � : : : � (A1n�n + : : :+A11�1)�= fn Xin:::i1 (Anin : : : Ani1)�in:::i1�n : : : �1= fn detA�n : : : �1: (D.11)Also folgt dur
h Verglei
h mit (D.10):J = detA also: dn� = detAdn(A�): (D.12)Hieraus folgt nun sofort: Z dn�dn� e��TA� = detA; (D.13)indem man die Transformation �0 = A� betra
htet und (D.6) mit b = 1 benutzt. InVerallgemeinerung auf komplexe Grassmannfelder ergibt si
h nun die anfangs gesu
hteFormel (D.1).
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he FortsetzungHier gebe i
h die in der vorliegenden Arbeit benutzten analytis
hen Fortsetzungen an (zumThema "analytis
he Fortsetzung\ s. z. Bsp. [5℄ oder [13℄).F�ur M1;M2 � 0 :1p(p2 +M21 �M22 )2 + 4p2M22 ln p2 +M21 +M22 +p(p2 +M21 �M22 )2 + 4p2M22p2 +M21 +M22 �p(p2 +M21 �M22 )2 + 4p2M22 =
=

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
2artanhp(p2+M21�M22 )2+4p2M22p2+M21+M22p(p2+M21�M22 )2+4p2M22 ; p2 > �(M1 �M2)22 ar
tan pj(p2+M21�M22 )2+4p2M22 jp2+M21+M22pj(p2+M21�M22 )2+4p2M22 j ;�(M21 +M22 ) � p2 � �(M1 �M2)22 � + ar
tan pj(p2+M21�M22 )2+4p2M22 jp2+M21+M22 !pj(p2+M21�M22 )2+4p2M22 j ;�(M1 +M2)2 � p2 � �(M21 +M22 ) :

(D.14)Die weitere Fortsetzung ist ni
ht mehr rein reell.Sowie speziell f�ur M =M1 =M2 :1pp4 + 4p2M2 ln p2 + 2M2 +pp4 + 4p2M2p2 + 2M2 �pp4 + 4p2M2 == 8>>>>><>>>>>: 2pp4+4p2M2 artanhpp4+4p2M2p2+2M2 ; p2 > 02pjp4+4p2M2j ar
tan pjp4+4p2M2jp2+2M2 ;�2M2 � p2 � 02pjp4+4p2M2j �� + ar
tan pjp4+4p2M2jp2+2M2 � ;�4M2 � p2 < �2M2= 8><>: 4pp4+4p2M2 ar
othq1 + 4M2p2 ; p2 > 04pjp4+4p2M2jar

otqj1 + 4M2p2 j ;�4M2 � p2 � 0 : (D.15)Die Fortsetzung zu Werten p2 < �4M2 ist ni
ht mehr rein reell.
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hnungen wurden mit Hilfe des Computeralgebra-Programmes"MATHEMATICA\, Version 4.1 von Wolfram Resear
h dur
hgef�uhrt (s. Anmer-kungen im Text) bzw. �uberpr�uft (ni
ht extra vermerkt). Au
h wurden mit diesemProgramm einige Graphiken erstellt.� Diese Arbeit wurde mit LATEX2" erstellt, die Feynman-Graphen mit dem Zusatz-Paket "feynMF\ von Thorsten Ohl, erh�altli
h z.Bsp. �uber www.dante.de.� Zum Na
hbearbeiten einiger Graphiken wurde das Programm "x�g V 3.2\ benutzt.
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