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Nicht Kunst und Wissenschaft allein,
Geduld will bei dem Werke sein.

Ein stiller Geist ist jahrelang geschaftig,

Die Zeit nur macht die feine Garung kraftig.

Johann Wolfgang von Goethe, Faust - Fine Tragddie



Dieses Exemplar unterscheidet sich von dem im Priifungssekreteriat zur Bewertung vorge-
legten durch einige Korrekturen. Neben orthographischen sowie stilistischen Verbesserun-
gen ergab eine spétere Durchsicht einen Vorzeichenfehler in der Bestimmung der Selbst-
energieanteile der Propgagatoren, welcher entscheidende Auswirkungen auf das Grenzwert-
verhalten (¢ — 0) der renormierten Vakuumerwartungswerte in der R¢-Eichung hatte.

Miinster, im Mérz 2002
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Einleitung

Die Vereinigung der elektromagnetischen und der schwachen Wechselwirkung mit den Me-
thoden der Eichtheorie im Weinberg-Salam-Modell der elektro-schwachen Wechselwirkung
beruht auf einer spontan gebrochenen SU(2) x U(1)-Symmetrie. Aus diesem Grunde ist es
lohnenswert, sich ndher mit dem Higgs-Mechanismus zu befassen, der in diesem Modell die
Massen sowohl der Eichbosonen (mit Ausnahme des Photons) als auch des Elektrons, des
Myons und des Tauons (also der Leptonen mit Ausnahme der Neutrinos) erzeugt. Leider
konnte das hierzu erforderliche Higgs-Boson bisher experimentell noch nicht nachgewiesen
werden. Auch ist die Frage, ob es sich bei den Neutrinos tatsichlich um masselose Teilchen
handelt, noch nicht eindeutig entschieden. Es mehren sich die Hinweise, die auf eine von
Null verschiedene, endliche Neutrinomasse hindeuten. Weiter kénnen in Higgs-Modellen
durch die Betrachtung von Instanton-Losungen Baryonenzahl-verletzende Prozesse fest-
gestellt werden, welche in der Kosmologie die beobachtete Asymmetrie zwischen Materie
und Antimaterie erkldren konnten. In der Festkorperphysik lassen sich Higgs-Modelle auch
zur theoretischen Beschreibung der Supraleitung verwenden.

Ausgangspunkt dieser Arbeit war ein gittertheoretischer Zugang (s. [33]) sowohl zum Abel-
schen Higgs-Modell in zwei Dimensionen als auch zum SU(2)-Modell in vier Dimensionen
([18], auch [9]). Dort wurden mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen u.a. sogenannte to-
pologische Observablen berechnet. Hierbei handelt es sich um mit Instanton-Losungen des
Modells verkniipfte Groflen (s. dort, bzw. [7]). Um diese Ergebnisse (fiir den Abelschen,
zwei-dimensionalen Fall) mit Ergebnissen von Rechnungen im Kontinuum vergleichen zu
konnen, soll das Modell nun analytisch im Rahmen der Stérungstheorie behandelt werden.
Dabei lege ich in dieser Arbeit einen Schwerpunkt auf den Vergleich von Ergebnissen, wel-
che ich mit unterschiedlichen Eichfixierungen erhalten habe. Die Fixierung der Eichung
ist bei der storungstheoretischen Behandlung von Eichtheorien notwendigerweise durch-
zufithren. Es wird sich herausstellen, dafl eine spezielle Eichfixierung, genauer die Unitére
Eichung, formal nicht renormierbar zu sein scheint, obwohl sie als Limes in einer Klasse
von renormierbaren Eichungen, den R¢-Eichungen, enthalten ist. Dies ist insofern pro-
blematisch, da diese Eichung gerade fiir die oben erwdhnte Gitter-Rechnung verwandt
wurde. Ich werde (in der ersten Ordnung der Storungstheorie) zeigen, dafl trotz dieser
Umsténde die betrachteten Gréflen, ndmlich die Massen der physikalischen Teilchen, ent-
weder unabhéngig von der Eichung sind oder sich iiber die Grenzwertbildung vergleichen
lassen. Fiir den sogenannten Vakuumerwartungswert gilt dies jedoch nicht. Da die Unitéire
Eichung in den meisten Féllen komfortabler in der Durchfiihrung zu sein scheint, ist die-
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ses Ergebnis, hier erzielt fiir ein ,,Spielzeug-Modell“, durchaus auch im Hinblick auf das
Weinberg-Salam-Modell von Interesse. Nichtsdestotrotz stellen die in dieser Arbeit durch-

gefithrten Rechnungen die Grundlage fiir eine Kontinuumsuntersuchung der Ergebnisse
das Abelsche Higgs-Modell in [18] betreffend dar.

Zur Gliederung dieser Arbeit: Im ersten Kapitel stelle ich einige spiter benutzte Defi-
nitionen, Zusammenhiinge und Methoden der Quantenfeldtheorie vor. Dabei verwende
ich ausschliefilich den Pfadintegralformalismus. Als néichstes wird die Eichtheorie disku-
tiert, wobei die Schwerpunkte hierbei der Higgs-Mechanismus, also die spontane Brechung
lokaler Symmetrien, und die Eichfixierung bilden. Im Zusammenhang mit letzterem be-
handele ich ebenfalls die BRST-Symmetrie. Mit diesen Grundlagen ausgestattet werde ich
anschlieBend das Abelsche Higgs-Modell in zwei Dimensionen (kurz: D = 2) sowohl in
der Unitéren als auch in der R¢-Eichung (einer formal renormierbaren Eichung) behan-
deln. Hierzu leite ich in den einzelnen Eichungen die Feynman-Regeln her. Als Motivation
zur Einfiihrung der R¢-Eichung wird das Renormierungsverhalten in der Unitéren Eichung
mit einem Power-Counting-Argument untersucht. Weiter gebe ich als eine Anwendung der
BRST-Symmetrie die Slavnov-Taylor-Identititen in der R¢-Eichung an. Das folgende Ka-
pitel enthélt die Regularisierung der aus den Feynman-Regeln erhaltenen Ausdriicke der
Vakuumerwartungswerte und Propagatoren bis zur 1-Loop-Ordnung. Diese Berechnungen
stellen einen Hauptteil meiner Arbeit dar. Als Regularisierungsverfahren verwende ich die
Dimensionelle Regularisierung. Mit diesen Ergebnissen kann nun die Renormierung der
Propagatoren nach zwei unterschiedlichen Schemata durchgefithrt werden. Hierbei lege
ich den Schwerpunkt auf den Vergleich der Ergebnisse in den unterschiedlichen Eichungen.
Ebenfalls verglichen werden die Vakuumerwartungswerte. Hiernach folgt die Betrachtung
eines Streuprozesses, womit ich die Eichunabhingigkeit eines sogenannten , physikalischen*
Prozesses demonstrieren méchte. Abschlieflend gebe ich eine Zusammenfassung meiner Er-
gebnisse und diskutiere weitere, noch zu untersuchende Aspekte dieses Themas.

Im Anhang findet sich eine Zusammenstellung der bei der Dimensionellen Regularisie-
rung benutzten Formeln sowie eine kurze Herleitung(sskizze) derselben. Auch sind hier die
Rechnungen zur Regularisierung genauer dokumentiert (im Hauptteil habe ich lediglich
die Ergebnisse angegeben), hierzu gehort auch ein Abschnitt mit berechneten Integral-
ausdriicken. Auflerdem werden im Anhang noch Grassmann-Zahlen eingefiihrt sowie die
benutzten analytischen Fortsetzungen angegeben.

Noch einige Bemerkung zur Notation in dieser Arbeit: ich habe stets eine Euklidische
Raum-Zeit-Metrik verwandt (hervorgehend aus der Minkowski-Metrik durch eine Wick-
Rotation) und in natiirlichen Einheiten i = ¢ = 1 gerechnet (h: Plancksches Wirkungs-
quantum dividiert durch 27, ¢: Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Soweit nicht speziell
auf anderes hingewiesen wird, beziehe ich mich stets auf eine zweidimensionale Raum-
Zeit, d.h. je eine Zeit- und Ortskoordinate. In Feynman-Diagrammen sind die dufleren
Impulse stets einlaufend notiert, alle weiteren ergeben sich durch Beschriftung und/oder
Impulserhaltung an den Vertizes.



Kapitel 1

Einige Dinge aus der
Quantentheorie der Felder

1.1 Lagrange-Formalismus

Der Lagrange-Formalismus basiert auf einem Extremalprinzip (siehe, auch zu den folgen-
den Themen dieses Kapitels, [21], [35], [38]). Zunichst wird iiber die Lagrange-Dichte
L p(x)) fiir ein Feld ¢(z) eine Wirkung S

S = /de L(p(x)) (1.1)
definiert, und gefordert, dafl diese unter Variationen der Felder extremal wird:
0S = 0.

Den Zusammenhang mit der Bewegungsgleichung liefert die Euler-Lagrange-Gleichung:

0.7 0.Z

96 " O(0u9)

Fiir ein freies, komplexes Skalarfeld lautet die zur Klein-Gordon-Gleichung

= 0. (1.2)

(OuOu — m2)¢ = 0
(0,0, — m*)¢* =

gehorige Lagrange-Dichte:
Z = |ougl” + m’|9]%,

allgemeiner fiir ein Potential, welches auch Wechselwirkungsterme beinhalten kann:
Z = 10,9 + V(o)) (1.3)

Bereits an dieser Stelle mochte ich darauf hinweisen, dafl bei der Behandlung von lokalen
Eichtheorien die Ableitung 0, durch die kovariante Ableitung D,, zu ersetzen sein wird (s.
Abschn. 2.1).

11



12 KAPITEL 1. QUANTENFELDTHEORIE

1.2 Erzeugende Funktionale

Das erzeugende Funktional Z[J, J,] der Greenschen Funktionen ist durch ein Funktional-
integral

210 0) = [ DDA, exp [ (- L (o), Aula)) + Ta@)da(o) + Ju()4,(0)
(1.4)
definiert. Hierbei sind Jr und J,, die Quellen des Skalarfeldes ¢r : R? — R bzw. des Vek-
torfeldes A, : R? — R2. Desweiteren soll ein komplexes Skalarfeld ¢ : R? — C betrachtet
werden. Dieses kann Aquivalent zu zwei unabhingigen Skalarfeldern, ¢1,¢s : R?2 — R,
behandelt werden. In dieser Arbeit wird die Zerlegung

1 .
4e) = (910 + i) (15)

gewihlt. Dies fithrt zu folgenden Ersetzungen im erzeugenden Funktional
D¢r  — Dp1iDps = D$p*Dg
Jr(z)dr(z) — Ji(@)d1(z) + Jo(z)d2(z) = 2Re(J"(7)¢(z))
= J*(x)p(z) + J(z)¢"(x)

mit: J(z) = %(Jl(x) Fid).
so daf} dieses nun wie folgt lautet:
200,0%, 1, =
— [ Do DDA e [ (= Lpla). 8 (@), Au0) + T @) + T (@) + Tu@)Au(0))

(1.6)

Da in dieser Arbeit sowohl reelle als auch komplexe Skalarfelder behandelt werden sollen,
werden in diesem und dem folgenden Abschnitt beide Typen nebeneinander betrachtet.
Man achte auf die Unterscheidung zwischen ¢r und ¢!

Mit der Einfithrung der Wirkung (vgl. (1.1))
S A = [ o Lgaa). Au(o)

baw. S(6, A,) / i L), Ay(x)

'beachte bei der Integration der Differentialformen:

D1iDs = —iDpsDhy

1 « __L
5 (Po+D¢7)  Djr=——

DDy = —% (D¢>2 — D¢ + DpDp™ — D¢*D¢) = iD¢ D

D¢1 = (D¢ — D¢")

also:
D¢1iDgs = D" Do
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folgt zunéchst fiir den Fall eines reellen Skalarfeldes bzw. fiir das reelle Vektorfeld:

21T, T, = / DDA, exp{—S + / P (Jn()dm(z) + Ju(x)Au(x))}. (1.7)

Betrachtet man nun die beiden Identititen:

; Jﬂj(y) exp { / d’ JR(x)¢R(x)} = ¢r(y) exp { / d JR(gg)¢R(x)}

(1.8)

wf@) e"p{/ d%‘]ﬂ(w)“‘ﬂ(ﬂf)} = Au) exp{ / d%Ju(x)Au(x)},
(1.9)

so folgen fiir die 1-Punkt-Greensfunktionen:

1 02Tk, J,)
Zy 0Jr(z)
1 02Tk, J,)
Zy 0Jy(x)
mit: Zy = Z|0,0].

< gr(z) > =

T, T =0

<Au(z) > =

T, T =0

Desweiteren sei allgemein definiert:

1 0Z[Jr, J,]
Zy  0Jr(z)

1 6Z[Jw, ]
Z 0Ju(m)

< QSR(l') >JRaJ,u
< A/J/(x) >JRaJ,u =
Die hoheren Greensfunktionen erhilt man nach:

< Aul (z1)... Aun (Zn) PR (Tna1) - - - PR(Tpam) > =
1 Jntm

il AV ., (110
Zo 6J, (1) - - 0, (£0)0 R (Tns1) - - - 0JR (T gm) [T T Jaudu=0 (1.10)

woraus sich auch die Namensgebung ,erzeugendes Funktional“ erkldrt. Es sei an dieser
Stelle auf die Analogie zwischen dem hier definierten erzeugenden Funktional und der
Zustandssumme in der Statistischen Physik bei der Berechnung von Erwartungswerten
hingewiesen:

[ D¢rDA,Fe™®  [D¢rDA,Fe™d

<F>= =
f D¢RDA” e S Zy

Das erzeugende Funktional W fiir die zusammenhéngenden Greensfunktionen
< Ap(z1) .. Ap (20) PR (Tp41) - - R(Tpym) > ist durch

VA
= ln— 1.11
w nZ0 ( )
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gegeben, woraus sich die zusammenhéngenden Greensfunktionen analog zu (1.10) berech-

nen:

< Am (1) ... Aun (#0) PR (Trg1) - - PR (Trgm) >e =
5n+m

W[ Je, J, . (112
0y (1)« - 60,0, (%) 05 (Tng1) - - - 0 IR (T pm) e, Jul Jendumt (1.12)

Dieser Zusammenhang zwischen den erzeugenden Funktionalen Z und W 1dfit sich wie
folgt verstehen: Im Funktional Z sind alle Vakuum-zu-Vakuum-Amplituden enthalten,
sowohl die verbundenen als auch die unverbundenen. Sei nun W dasjenige Funktional,
welches lediglich die zusammenhingenden (,connected) Anteile enthélt. Eine beliebige
Greensfunktion kann stets in ihre zusammenhiingenden und getrennten Anteile zerlegt
werden, also 143t Z sich schreiben als:

o0

1
Z = —W" = expW,
n!

n=0
da in Z die Beitrédge, welche durch Permutation von inneren Vertizes auseinander hervor-
gehen, nicht nur einfach gezdhlt werden.

Die Einteilchen-irreduziblen (1PI) Greensfunktionen lassen sich aus der Legendre-Trans-
formierten von W, der effektiven Wirkung:

PI< 68 Seatn < Au esen] = Wik, Ju]- / @5 (Ja(3) < $(5) >ty +Iu(@) < Ap(®) >esn)
(1.13)

wiederum fiir n,m > 3 analog zu (1.10) berechnen (der besseren Ubersichtlichkeit wegen

hier lediglich fiir die Quelle notiert: .J):

< Am(ml) Ay, () PR (Tn41) - - - PR (Tgm) >1P1 =

6n+m
I'< S < A, > .
0 < Ap(z1) >c7---0 < pr(Zp4m) >CJ,[ PR >, i gJ]JZO
(1.14)
Speziell gilt:
rédg® = -1
2 2
MG, = —ow
mit
T® =< ¢r(z1)pr(z2) >1P1 C® =< gn(z1)dr(x2) >
D) =< Au(w1)Ay(w2) >1p1 G2), =< Ay(w1)Ay(22) > .

Es sei noch bemerkt, daf gilt (im folgenden stehe ¢ allgemein fiir eine Feldkomponente):

ar[< ¢ >c,J]

= —J.
0< >
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Hieraus folgt, daB sich die moglichen Werte fiir die externen Felder in Abwesenheit duflerer
Quellen (J = 0) als die stationidren Punkte der effektiven Wirkung ergeben. Weiter 148t
sich iiber die effektive Wirkung das sogenannte effektive Potential V definieren:

Ilgo] = =V V (o), (1.15)

wobei ¢g unabhéngig von den Raum-Zeit-Koordinaten sei, und ¥V das Volumen der Raum-
zeit meine. Dieses Potential muf als eine Energiedichte interpretiert werden (s. z.Bsp. [7],
Kap. 5 oder [44], Kap. 16.3). Zu dieser Einsicht gelangt man, indem man den Effekt ei-
ner adiabatisch ein- und wieder ausgeschalteten Quelle J betrachtet (d.h. zu den Zeiten
t = +o0 gelte J = 0, dazwischen sei fiir eine Zeit T > 1 J # 0, der Ubergang erfolge
hinreichend glatt). Da der Anfangs- wie auch der Endzustand hierbei der Vakuumzustand
ist, dem System aber eine Energie E[.J] zugefithrt wurde, kann der Unterschied nur in der
effektiven Wirkung dieser Zustinde bestehen. Man erhilt:

W[J] = —E[J]T.

Bestimmt man nun mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren denjenigen nor-
mierten Zustand, der den Erwartungswert < H > der Energie des Systems minimiert und
in welchem die Felder einen bestimmten (zeitunabhiingigen) Erwartungswert besitzen, so
findet man

<H>= —%F[(ﬁ] (1.16)

und fiir ein konstantes ¢
F[¢] = —VRaum TV(¢)7 (1.17)

wobei V = Vraum 7. Aus diesen Uberlegungen folgt weiter, dafi das Vakuum nicht nur ein
stationdrer Punkt von I' sondern sogar ein Minimum sein muf.

Der Beweis, daf} sich aus I' die Ein-Teilchen-irreduziblen Anteile ergeben, sei hier kurz
skizziert (s. [44]): Man betrachte das Funktional fiir die zusammenhingenden Greensfunk-
tionen Wrl[.J, g] welches man aus der Wirkung

S =g 'T< ¢ > ]

erhilt. Die Propagatoren (2-Punkt-Funktionen) aus dieser Wirkung sind proportional zu
g, jeder Vertex zu g~ '. Die Anzahl der Schleifen (Loops) in einem Diagramm L erhilt
man aus der Anzahl der inneren Propagatoren I und der Vertizes V als

L=1-V+1,

also ist der L-Loop Beitrag proportional zu ¢g“~'. Man schreibt nun formal:

o]
WF = ZgL_lwlsL).
L=0

Gesucht ist demnach der Baumgraphen (,,tree“)-Anteil WIEO). Dieser ergibt sich aus dem
Limes ¢ — 0, da hier der Wert des Pfadintegral im wesentlichen durch den Wert am
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stationiren Punkt gegeben ist. Durch Vergleich der Terme nullter Ordnung in g 148t sich

nun zeigen, daf} gilt

W - Do) exp{Tlo(a)] + [ s p(a)T(0)),

zusammenhingende Baumgraphen

daB also in I' bereits alle 1PI-Subgraphen enthalten sind.
Ebenso 148t sich nun der Fall des komplexen Skalarfeldes behandeln. Analog zur Identitét
d

(1.8) gilt:
5700 exp {/d2q; (J*(x)¢(x) +J )>} _

@)@
= v o] [ (r@o) + 00 w) ] (118)
(@)

3T (y) P {/d% (J*(w)¢(x) +J x))} -
= ¢(y) exp {/de (J*(g;)qﬁ(x) + J(x)qs*(x))}- (L.19)

Dabei kann das aus der Theorie der komplexen Funktionen bekannte Wirtinger-Kalkiil
(vgl. z.Bsp. [13]) direkt auf die Funktionalableitungen angewandt werden. Entsprechend
erhilt man wie oben die 1-Punkt- und hoheren Greensfunktionen, sowie die zusammenhéngen-
den und 1PI Greensfunktionen. An dieser Stelle sei nur noch einmal notiert:

< Am (71)... Aun (Tn)d(Tni1) - O(@Zngm) P (Tnyme1) - O (Tngpmsr) > =
gntml Z[J, J*, J,]
6Ty (z1) oo 0T, (20)0T* (Tns1) - - 0T (Tpgm) 0T (Tptmt1) - - 0T (Tppmtr) Zy T Tu=0 ’
(1.20)

1.3 Storungstheorie

Zur konkreten Bestimmung der n-Punkt-Greensfunktionen kann eine perturbative Vorge-
hensweise benutzt werden. Hierzu wird die Lagrange-Dichte zerlegt in einen Anteil .Z5,aq ,
der die Terme bis zur quadratischen Ordnung in den Feldern enthilt, sowie den Wechsel-

wirkungsanteil % :

L = Lynad + Lint - (1.21)
Hiermit schreibt sich das erzeugende Funktional (1.7) mit Squaq = [ d*c ZLquad

Z[Jr, 1)) = / D¢rDA, exp{— / d’x Lo }

e { S + [P (o) (o) + Tue) A}

- oof- [t [@Mi@)]} Zaaa (1.22)

mit: Zouaa = / DérDA, exp{— / 2 (Lyuaa —JR<x>¢R(x>—Ju<x>Au(x>>}
(1.23)



1.3. STORUNGSTHEORIE 17

bzw. entsprechend fiir den Fall eines komplexen Skalarfeldes. Die Stérungsreihe erhilt man
nun, durch die Entwicklung von

exp {_ /de Lint [ﬁ(gg)’ %] }

in eine Potenzreihe. Hierbei hat sich die nach R.P. Feynman benannte Methode der
Feynman-Diagramme (siehe z. Bsp. [35], [38], [42], [43] oder andere) als duflerst komforta-
bel handhabbar erwiesen. Bei Z,,q handelt es sich um ein Gaufsches Funktionalintegral,
dessen Berechnung nun skizziert werden soll. Der Einfachheit halber werde angenommen,
dafl die Felder ¢r(z) bzaw. ¢(z) und A,(x) im quadratischen Anteil der Lagrange-Dichte
entkoppelt sind (d.h. es treten keine Mischterme auf, fiir den Fall daf} dies nicht gegeben
ist, sind die gekoppelten Felder gemeinsam als Komponenten eines Feldes zu behandeln).
Dann gilt:

unad [JRa Ju] = unad ,d)R[JR] : unad, G [Ju]
unad [Ja J*a Ju] = unad ,¢[J7 J*] : unad, G [Ju]

mit:
Zquad égJR] = /D¢R exp {—/deE (Lyuad g — JR($)¢R($))}

unad ,¢[J7 J*]

[P0 0 {~ [0 (ua s — T @600 -~ S0)5 )}

Zquad, G [Ju] = / DA, exp {— / d*r (Lywad, ¢ — J#(ZE)Au(az))}.

Schreibt man nun die Wirkung mit Hilfe des Operators K bzw. K,

1
Squad g = /d2 §¢RK¢R (1.24)
Squad ¢ = / d’z ¢*K¢ (1.25)
1
SQuad,G = /d2 EAMKMUAU (1-26)

und bezeichnet mit A bzw. A, die zugehorigen Propagatoren (auch: Feynman-Operatoren,
2-Punkt-Greensfunktionen), welche die inversen Operatoren zu K bzw. K, sind:

KA =26, KinlAy = b, (1.27)

so folgt nach kurzer Rechnung, welche nachfolgend jeweils fiir das reelle und das komplexe
Skalarfeld skizziert ist:

Zquad ¢x|JR] = Zquad ,¢x|0] - exp {% /d233 /d2y Jr(z)A(z — y)JR(y)}
Zowd ST T] = Zewa 10,0 - exp{ / pes / 2y T () A (s —y)J(y)}

Zquad, G [Jlt] = Zquad, G [0] - exp {% /deE /de Jﬂ(gj)Am[(gg - y)Ju(y)}
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Die Rechnung fiir die einzelnen Komponenten des Vektorfeldes verlduft analog zu der des
reellen Skalarfeldes.

Komplexes Skalarfeld: Zunichst betrachtet man eine Transformation des Skalarfeldes ¢ —

¢ + do:
/de (¢*K¢ — T — J¢*) —
— [ (diKon + Kb+ $' Koo + Ko — T6 — Tdo — Id5 — I4)
= /d2x (6 + 0K+ Jo* + T — T — T'do — Jo — J4")
- /d%: (¢*K¢ . J*¢0)
/ % (¢*K¢ - J*AJ).

Hierbei wurde das Feld ¢y so gewihlt, daf es der Gleichung?
Koo = J bzw. ¢g = AJ
geniigt. Desweiteren wurde
/ dr psK¢p = / d’c K ¢,

ausgenutzt. Schluflendlich folgt:
Zewad ol J] = / D¢*D¢exp{ - / @ (¢ () K ple) — J*(x)AJ(:z:))}

= Zquaa [0,0] / D¢*Dep exp{ / d’z J*(x)AJ(:z:)}.

Reelles Skalarfeld: Die Vorgehensweise lduft analog:
/dZiU (1¢RK¢R - JR¢R) =
2
, /1 1 1 1

= [ &% (59uKx + somoKdm + sonoKdro + 5ouKéno — Jadmo — Jedx)
1 1

= /d2$ <§¢RK¢R + Jroér + §JR¢R,0 — JrorO — JR¢R)
1 1

— 2. (Z S

= /dﬂC <2¢RK¢R 2JR¢R,0>

1
— 2. _
= /d 5 (¢RK¢R JRAJR)

*beachte: AJ(z) = [d Az —y)J(y)
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Weiter gilt:

Zquad ¢z |0]

unad ,gb[oa 0]

unad, G [0]
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(1.28)

(1.29)

(1.30)






Kapitel 2

Eichtheorie

2.1 Globale und lokale Symmetrien

Unter einer Eichtheorie versteht man zunéchst allgemein eine Theorie, deren zugrundelie-
gende Lagrange-Dichte unter einer Transformation, genauer einer Eichtransformation, der
Felder invariant bleibt. In dieser Arbeit werde ich nicht die aus einer Transformation der
Raum-Zeit-Koordinaten resultierenden Energie-Impuls-Relationen diskutieren (s. z. Bsp.
[38]). Es verbleibt nun, zwei Fille zu unterscheiden:

Globale Symmetrien, d.h. hierbei hingt die Transformation der Felder nicht von den
Raum-Zeit-Koordinaten ab, das zu transformierende Feld wird iiberall, also global,
um denselben Anteil verschoben. Hierfiir ist auch die Bezeichnung ,,Eichtransforma-
tion erster Art“ gebrduchlich.

Lokale Symmetrien, d.h. die Transformation der Felder ist von den Raum-Zeit-Koordinaten
abhéngig. Man spricht auch von einer , Eichtransformation zweiter Art“ oder nur von

einer ,,Eichtransformation®.

Ein wichtiger Aspekt dieser Invarianz unter Transformationen ist es, daf} sich iiber das
Noether-Theorem (s. [25] oder [38]) global bzw. lokal erhaltene Strome und dazugehdorige
Ladungen einfithren lassen. Beispiele hierfiir sind die Quantenelektrodynamik, in welcher
die Ladung eine lokal erhaltene Gréfie darstellt, oder verschiedene Modelle, die die Lepto-
nenzahl erhalten.

Zunéchst ist eine allgemeine Voriiberlegung zu den Symmetrien der effektiven Wirkung
anzustellen. Gegeben sei eine Symmetrietransformation der Felder ¢, welche die Wirkung
S sowie das Integrationsmafl D¢ einzeln invariant 148t oder vereinfachend an dieser Stel-
le: [Dg e~ sei invariant. Die Frage ist nun, unter welcher Symmetrietransformation die
effektive Wirkung invariant bleibt. Die Antwort hierauf erhélt man durch die Forderung,
das erzeugende Funktional sei invariant unter der urspriinglichen Transformation. Hieraus
ergeben sich die sogenannten Slavnov-Taylor-Identitdten, die die gesuchte Transformation
der effektiven Wirkung bestimmen (vgl. [44], Kap. 16.4). Speziell fiir eine lineare Trans-
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formation der Felder
P ¢ =g+ (0" + T)
ergibt sich dieselbe Symmetrietransformation auch fiir die Effektive Wirkung. Im folgenden

sei dieser Fall stets vorausgesetzt, also lediglich lineare Transformationen betrachtet!

Dem Schwerpunkt dieser Arbeit folgend méchte ich nun noch etwas genauer auf die lokale
Eichinvarianz eingehen. Als einfaches Beispiel bietet sich hier auch schon eine Abelsche (al-
so kommutative) Symmetriegruppe an, ndmlich eine U (1)-Transformation, d.h. die Gruppe

der Unitdren Matrizen in einer Dimension:

b — ¢ = expl-ia(z)] ¢(z) = (1 - ia(z) +O(a?))g. (2.1)

Nun ist es erforderlich, eine kovariante Ableitung D, einzufiihren, welche sich ebenso wie
das Skalarfeld ¢ selber transformiert. Dies geschieht mit Hilfe des Eichfeldes A,,:

D, = 0, — ieA,. (2.2)
Das Eichfeld transformiere sich wie folgt:
1
Ay — A=A, — E@La(x) + O(a?). (2.3)
Man bezeichnet e als die Kopplungskonstante. Die Feldstirke F),, ist definiert als:
Fun = 0,A, — 0,A,. (2.4)
Diese Grofle ist selbst eichinvariant. Der kinetische Term der Eichfelder in der Lagrange-
Dichte ist: 1

Zkin, G = ZF[J,I/F[J,V' (25)

Der Vollstindigkeit halber seien hier noch die entsprechenden Zusammenhinge fiir die
nicht Abelsche Symmetriegruppe der speziellen unitiren Matrizen in N Dimensionen, das
ist die Gruppe SU(N), angegeben (vgl. [34]):

¢ — ¢ = exp[—iT"a"(z)] ¢

D, = 0, — ieT"A"

1
AL = A = AL faned’ (@) 4] = —0u0"(2) +0(0?)
Fi, = 0,AL — 9,A% + e f“”CAZAf,,

wobei T® die Generatoren der Transformation und f*°¢ die Strukturkonstanten sind:
|:Ta Tb] — Z-fabcTc
, .

Auf zwei Dinge sei an dieser Stelle verwiesen: Das Einfithren eines Massentermes fiir das
Eichfeld, welcher von der Gestalt mQAi sein miifite, vertrigt sich nicht mit der Eich-
invarianz der Lagrange-Dichte. Deshalb wird die Masse des Eichfeldes iiber den Higgs-
Mechanismus, also eine spontane Symmetriebrechung, eingefiihrt (siehe die beiden fol-
genden Abschnitte). Desweiteren bringt die Eichinvarianz der Wirkung Probleme bei der
storungstheoretischen Formulierung im Pfadintegralformalismus mit sich. Deshalb ist eine
sogenannte Fixierung der Eichung vorzunehmen (siehe Abschnitt 2.2).
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2.1.1 Spontan gebrochene globale Symmetrien

Von einer global gebrochenen Symmetrie spricht man, falls der Vakuumzustand nicht
symmetrisch unter der globalen Transformation ist, welche die Wirkung invariant l&t: Sei
G eine lineare Transformation, mit

L¢) = LG9

also auch
I'l¢] = I'Ggl,

und ¢g ein Vakuumzustand, so ist eine Symmetrie gebrochen, falls gilt:

Goo # do-

Ein einfaches Beispiel bietet hier das folgende Potential fiir ein reelles (eindimensionales)
Skalarfeld ¢(z):
V(g) = m*¢” + g4".

Es sei ¢ > 0. Dann hiingt die Potentialform im wesentlichen vom Vorzeichen von m? ab (s.
Abb. 2.1). Das Potential ist stets invariant unter der Transformation ¢ — ¢' = —¢, doch
dies gilt nur fiir m? > 0 auch fiir den Vakuumzustand (das ist in diesem Fall natiirlich
¢o = 0). Im Fall m? < 0 gibt es zwei (entartete) Vakuumzustinde, die sich zwar durch
diese Symmetrietransformation ineinander iiberfiithren lassen, aber eben nicht gleich sind.

Tv Tv

Abbildung 2.1: Potential V' (¢) fiir m? > 0 (links) und m? < 0 (rechts)

Der Vakuumzustand einer Theorie ist durch das Minimum von —I' gegeben: wie oben
bereits erwiahnt wurde, muss dieser Zustand ein stationirer Punkt von I' sein:

oT[¢]

0 $=d¢o
Die Forderung nach einem Minimum folgt aus der Energie-Interpretation der effektiven
Wirkung. Eine weitere Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt, hingt mit dem
Auftreten mehrerer, entarteter Vakuumzustéinde zusammen: Ist in diesem Fall der gesuchte
Zustand eine Superposition mehrerer oder aller Vakuumzustinde? Dies ist nicht der Fall,
da jeder lokale Operator diagonalisierbar in der Basis dieser Zustinde ist ([44]).
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Um nun die Konsequenzen einer global gebrochenen Symmetrie in einer quantisierten
Feldtheorie zu besprechen, ist es zweckmifig, das effektive Potential zu benutzen (s. [7],
Kap. 5). Fiir den Fall einer lorentz- und translationsinvarianten Theorie kann man von
konstanten Feldern ausgehen, man erhilt:

VVerr (¢) = —Tg].

Hierbei ist V ein Faktor fiir das Raumzeit-Volumen. Man fordert nun also:

OVerr
9¢ p=do

= 0.

Die Invarianz der effektiven Wirkung unter der linearen (globalen) Transformation

G:pn = ¢ + i€lymdm,

wobei iT eine reelle Matrix sei, schreibt sich nun mit dem effektiven Potential:

Vet B
; 5. Tomém = 0.

Hieraus erhilt man durch erneutes Differenzieren und Ausnutzung der Definition des Va-
kuumzustandes ¢g (vgl. [44]):

Z O*Vesr
nm 8¢n8¢l

Dies ist trivialerweise erfiillt, falls der Vakuumzustand unverindert unter der Symmetrie-

m(¢0)m =0

$=¢o

transformation G bleibt, also Ty, (do)m = 0. Diese eventuell vorhandene ungebrochene
Untergruppe der Symmetriegruppe G sei im folgenden mit H bezeichnet. Fiir Symmetrien
der verbleibenden Nebengruppe G / H besagt die obige Gleichung, dafl T'¢g ein Eigenvektor

mit Eigenwert 0 der Matrix a o a 7 | ist. Nun soll argumentiert werden, daf} diesen Ei-
genvektoren Teilchen der Masse m = 0 entsprechen, die sogenannten Goldstone-Bosonen.
Wie oben bereits notiert, entspricht der inverse Propagator gerade der negativen 1PI-2-
Punkt-Funktion der effektiven Wirkung. Die Masse eines Teilchen ist durch die Polstelle
seines Propagators bzw. die Nullstelle des inversen Propagators gegeben, also fiir den Wert
von p, welcher die folgende Gleichung 16st:

—1¢,.2 2. ip(z—y) §°T
A(p°)=[dxze 5¢n5¢l(fp,y) = 0.

Setzt man hier nun p = 0, so ist dieses gleichbedeutend mit der Differentiation nach

konstanten Feldern ¢ (vgl. [35]), und man kann fiir I" das effektive Potential Veg schreiben:

O Verr

A 0) = 5555

hiermit folgt

> AL 0)(To)n = 0.

n
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Damit ist gezeigt, dal den Eigenvektoren, die den Eigenwert Null besitzen, Polstellen bei
p = 0 von A(p) entsprechen.

Zusammenfassen 148t sich dies im Goldstone-Theorem (s. z.Bsp. [25], auch bezeichnet
als Nambu-Goldstone-Theorem), nach dem zu jeder unabhiingig gebrochenen Symmetrie
ein masseloses Boson gehort. Die Anzahl dieser Goldstone-Bosonen ist demnach gegeben
durch:

Anzahl(Goldstone-Bosonen) = dimG/H = dimG — dimH.

Zur Erinnerung: G bezeichne die volle globale Symmetriegruppe der Wirkung, H die Un-
tergruppe, welche den Vakuumzustand invariant 148t.

2.1.2 Spontan gebrochene lokale Symmetrien, Higgs-Mechanismus

Im Gegensatz zu den bisher behandelten globalen Symmetrien werden nun die lokalen be-
trachtet. Diese zeichnen sich durch eine Abhéngigkeit der Transformation von den Raum-
Zeit-Koordinaten ab: G = G(x). Auch hier wird wiederum der Fall einer linearen Trans-
formation angenommen:

G(ZE) S = P + if(fE)TanSma

wobei die Abhéngigkeit von den Raum-Zeit-Koordinaten durch den Transformationspa-
rameter €(z) gegeben ist. Es wird sich herausstellen, dafl in diesem Fall die Goldstone-
Bosonen der global gebrochenen Theorie als massive Vektorteilchen erscheinen. Dies be-

zeichnet man als den Higgs-Mechanismus'.

Fiir die nun folgende Betrachtung vgl. [44], siehe auch [28]. Um das Eichfeld zu quantisie-
ren, ist es notwendig, eine Eichung (z. Bsp. Unitére, R¢-, Feynman- oder Landau-Eichung)
durch eine Eichvorschrift zu wéhlen, um die zusétzlichen Freiheitsgrade der Theorie zu re-
duzieren (s. Abschnitt 2.2). Die folgende Betrachtung geschieht am einfachsten in der
Unitdren Eichung, welche in der Forderung besteht, dafl die Skalarfelder nach der Eichfi-
xierung ¢ senkrecht auf den Goldstone-Feldern stehen:

0= Z an(T(ﬁO)n

Nun betrachte man die Beitrdge aus dem kinetischen Term der Skalarfelder

Lin = %(DuQE)Q = %Z (8u$n - ieAuTnmém)2a

entwickelt um den Vakuumerwartungswert ¢g:
¢ = 9" + do

bis zur quadratischen Ordnung:

1
gkin,quad = 5((au¢,)2 + MQAZ)

'nach P.W. Higgs, wie S. Coleman in [7], Kap.5 erwihnt, wurde dieser , Mechanismus® jedoch un-
abhéngig von Brout, Englert, Guralnik, Hagen, Higgs und Kibble entdeckt.
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mit der Massenmatrix

M? .= —62 ZTannl(¢0)m(¢0)la

nml

fiir den Fall mehrerer Generatoren 7 (und somit auch mehrerer Eichfelder Af):

(M?)ag = —€* Y T2, T2 (¢0)m (¢ho):1-

nml

Aufgrund der Unitdren Eichung entsteht kein Term ¢A. Da die Matrix T imaginir und
antisymmetrisch gewihlt war, ist M? reell, symmetrisch und positiv semi-definit (fiir e >
0, hier stets angenommen) und hiangt von der Kopplung des Eichfeldes ab. Man betrachte
nun zunichst den Fall, daf§ eine Symmetrie ungebrochen bleibt, im einfachsten Fall gehort
diese ungebrochene Symmetrie direkt zu einem der Generatoren und es folgt sofort, dafl
das zugehdrige Eichboson masselos bleibt. Dies gilt auch fiir den Fall, daf} die ungebrochene
Symmetrie zu einer Linearkombination von Generatoren a,T* gehort, also gilt:

Z aaTa¢0 = 0.
«

Es folgt namlich:

S (M?)agaa = —€* > T T (d0)m(b0)iaa = 0.

« anml

Umgekehrt gilt auch, zu jedem masselosen Eichboson gehort eine ungebrochene Symmetrie:

Z(Mz)aﬂaaaﬂ = - Z aaTr?m(QSO)maﬁTfl(QSO)l

apf afnml

= ) ) (iaaT{f‘m(<230)m)2 >0

n am

(Anmerkung: hieraus folgt auch: M? positiv semi-definit) wobei die Gleichheit nur fiir
S GaTo(G0)m = 0,
am

nimlich eine ungebrochene Symmetrie, gelten kann, g.e.d..

Somit gehort zu jeder spontan gebrochenen Symmetrie ein massives Eichfeld. Wichtig
hierbei ist, dal diese Masse dynamisch iiber den Higgs-Mechanismus erzeugt wurde, und
nicht durch Einfiigen eines Massentermes (ox mQAZ) in die Lagrange-Dichte, was die Eich-
invarianz der Wirkung zerstort hétte. Diese Eichinvarianz bleibt hier erhalten und somit
auch deren Konsequenzen (erhaltene Strome und Ladungen).

Es sei an dieser Stelle bereits darauf hingewiesen, daf} sich das Renormierungsverhalten
des Eichfeld-Propagators in der Unitidren Eichung als ungiinstig erweisen wird, weshalb
der Higgs-Mechanismus auch noch in einer Renormierbaren Eichung, hier der R¢-Eichung,
betrachtet werden wird.
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2.2 Allgemeine Eichfixierung

Das Hauptproblem bei der Formulierung lokaler Eichtheorien im Pfadintegralformalismus
besteht in der Integration iiber sogenannte Eichorbits. Die einer solchen Theorie zugrunde
gelegte Eichinvarianz der Lagrange-Dichte bzw. der Wirkung fiihrt dazu, dafl simtliche
Feldkonfigurationen (Ag, ¢%), welche aus (A, $) durch eine Transformation G hervorge-
hen, denselben Beitrag zum Pfadintegral leisten. Man spricht in diesem Zusammenhang
vom Eichorbit (A, ¢). Dieser gesamte Eichorbit ist bereits in dem Pfadintegral [ DA, ent-
halten und bewirkt bei Anwendung der Stérungstheorie, da hier die Propagatoren zunéchst
nur aus den quadratischen Anteilen bestimmt werden, einen divergenten Anteil. Dies wird
durch eine Eichfixierung behoben, indem man durch eine Eichbedingung aus jedem die-
ser Orbits nur einen Représentanten auswihlt. In der Unitaren Eichung (siehe vorheriger
Abschnitt sowie 3.2.1) lautet die Eichbedingung z. Bsp. ' = 0 (die Phase des komplexen
Skalarfeldes wird durch eine Eichtransformation iiberall zu Null gewé&hlt, hieraus ergibt
sich dann auch das Vektorfeld B,,, bzw. das Skalarfeld stehe senkrecht auf den Goldstone-
Feldern). Bei einer allgemeinen Eichfixierung geschieht nun diese Festlegung der Eichung
durch eine Eichfixierungsfunktion F/(A,, ¢), z. Bsp. durch die Forderung

F(A#,QS)—G, = 07

die fiir die auszuwihlenden Konfigurationen erfiillt sein soll. Hierbei sei a eine beliebige
Funktion der Raum-Zeit-Koordinaten. Diese Uberlegungen sollen nun etwas ausfiihrlicher
dargestellt werden (vgl. hierzu [1], aber auch [44], Kap. 15).

Die Skalarfelder ¢; transformieren sich unter G' nach
¢ = ¢ = (1 +iea(z)Th)d.
Eine Eichfixierung sei wie oben erldutert durch
Fo(Ay, ¢) —aa = 0,
gegeben, mit der Bedingung, daf, fiir A, und ¢ gegeben,
Fo(A],¢%) —aa = 0

eine eindeutige Losung g € G besitze (mit A, bzw. ¢9 bezeichne ich die aus A, bzw. ¢
durch die Transformation g hervorgegangenen Felder). Nun setze man die Identitét

5F(A-",</)-")>

1 = /Dga(F(Ag,¢g)) det< 7

(2.6)
in das Pfadintegral iiber die Wirkung ein:

/ Dy det(Mp)d(Fa(Al, ¢) — as) / DA, Dpe5Au?)
wobei

3Fo (Al 99)
deg

MFaﬁ =
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ist, also beschreibt det M die Jacobi-Determinante der Transformation g. Aufgrund der
Eichinvarianz 14t sich nun zeigen, dafl sich in diesem Integral iiber die Wirkung gera-
de der Eichorbit (also das Funktionalintegral iiber simtliche Eichtransformationen) als
divergenter Anteil faktorisieren l&ft:

(/DQ) /DAMD(ﬁ det(MF)(s(Fa(Al“ (]S) — a,a) 675(14‘“‘1)).
Uber die beliebige Funktion a, kann nun noch eine GauB-Integration durchgefiihrt werden:
/Daa g3 /dT a?x,

so daf} sich das erzeugende Funktional ohne den oben separierten divergenten Faktor nun
schreibt:
Zp[J, J,) = /DA“DQS det My e~ [ 4% (L+5F3=TuAu=T9), (2.7)

Hieraus wird ersichtlich, daf} die Eichfixierung gerade in dem Hinzufiigen eines Fichfixie-
rungstermes (Gauge Fixing Term)

1
XGF = §F§

zur Lagrange-Dichte besteht. Wie in Anhang D.1 gezeigt wird, 148t sich die Determinante
iiber komplexe Grassmannfelder ¢ und ¢, sogenannte Geistfelder, durch die Einfithrung
eines Faddeev-Popov-Termes?

Lrp = ¢Mpc

in die Lagrangedichte behandeln. Diese Felder beschreiben unphysikalische Teilchen (eben
,»Geister®), da sie die Dynamik eines skalaren Feldes besitzen aber antivertauschend (Grass-
mann-Felder) sind. Demzufolge konnen sie nicht als Anfangs- oder Endzustande auftreten
sondern lediglich in Schleifenbeitrédgen. Es bleibt nun u.a., neben der noch zu zeigenden
Unabhéngigkeit der Ergebnisse von der speziellen Wahl der Eichfixierung, noch der Beweis
ungefithrt, dafl auch ohne diese unphysikalischen Felder die Streumatrix unitéar bleibt. Dies
ist deshalb entscheidend, da nur dann gewéhrleistet ist, daf} sich aus einer Anfangskonfigu-
ration ohne Geist-Felder ein Endzustand entwickelt, der ebenfalls nur physikalische Felder
enthilt. Hierauf werde ich nach Einfithrung der BRST-Symmetrie in Abschn. 2.2.2 weiter
eingehen. Nachdem zunichst kurz dargestellt werden soll, wie die Eichfixierungsfunkti-
on in einem Modell mit gebrochener Symmetrie allgemein giinstig gewihlt werden kann,
wird im folgenden Abschnitt auf die Unabhéngigkeit der aus dem erzeugenden Funktional
gewonnenen Ergebnisse von der Wahl der Fixierung eingegangen.

Wihlt man die Eichfixierungsfunktion so, daf eine renormierbare Theorie entsteht und die
Eichfixierung noch von einem (reellen, nicht-negativen) Parameter ¢ abhiingt, so spricht
man von einer Rg-Eichung. In [1] wird eine solche Eichfixierungsfunktion fiir den allge-
meinen Fall einer spontan-gebrochenen, nicht Abelschen Theorie angegeben. Diese Wahl
zeichnet sich unter anderem dadurch aus, daf bis zur quadratischen Ordnung keine Mi-
schung in den einzelnen Feldern stattfindet. Dieses Verfahren wird in Abschn. 3.3 auch
benutzt werden, um eine renormierbare Formulierung des Abelschen Higgs-Modells in zwei

Dimensionen aufzustellen.

*nach L.D. Faddeev und V.N. Popov, siche z. Bsp. Literaturhinweise in [1] oder [25]
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2.2.1 Unabhingigkeit der renormierten S-Matrix von der Eichfixierung

In diesem Abschnitt soll unabhiingig von der im folgenden Abschnitt behandelten BRST-
Symmetrie gezeigt werden, dafl die durch ein wie oben beschrieben eichfixiertes Modell
erhaltenen Ergebnisse nicht von der Wahl der Eichfixierung abhéngen. Hierzu bediene ich
mich, abweichend von den iibrigen Teilen dieser Arbeit, der unter anderem in [1] benutzten
Notation , welche die Skalar- und Eichfelder zusammenfassend als ¢, bezeichnet. Der Index
a stehe fiir = 1,..., N fiir die Erzeugenden der Symmetriegruppe G (nicht notwendig
Abelsch), und fiir 7 = 1,..., K fiir die skalaren Felder der Theorie. Die eichtransformierte
Grofle schreibt sich nun

$5 = b + Loy + Adlea + O(e%). (2.8)

Um mit dieser Notation beispielsweise die schon erwiihnte lokale U(1)-Symmetrie? eines
(komplexen) Skalarfeldes ¢ zu beschreiben, ergibt sich:

,a =20
$a = { /(lpu ,a=1
Ty, = —ido
Al = —éau
(nicht aufgefithrte Komponenten von I bzw. A sind gleich null).

Das erzeugende Funktional, hervorgegangen aus einer Fixierung iiber die Funktion F', ist:
Zp[J] = /Dd) det Mp e—S[¢]—%F3+Ja¢a,

wobei die Eichfixierungsfunktion an dieser Stelle nur bis zur ersten Ordnung betrachtet
wird (vgl. hierfiir und fiir folgendes: [1], [28]):

Fo(¢9) = Fa(¢) + Mpages + O(€%).

Fiir die hier prisentierte Argumentation sind zunéchst die Ward-Takahashi-Identititen,
auch als Slavnov-Taylor-Identitdten bezeichnet, herzuleiten. Diese erhilt man aus der In-
varianz von Zp unter Anderung der Integrationsvariablen. Hierbei beschrinkt man die
moglichen Transformationen mittels der Bedingung

Mpopeg = Ao = const..

3 Als weiteres Beispiel sei noch eine SU(N)- Yang-Mills-Theorie mit N Eichfeldern und K Skalarfeldern

aufgefiihrt:
bo = AO‘H ,a=1,...,N
“ v a=1,...,K

A2 520,
. { 3% a.b e {a}

Ta?‘b aaab € {l}
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Also legt A im wesentlichen die Eichtransformation fest. Weiter folgen aus dieser Bedin-
gung:

€q = (Mﬁl)aﬁ)\,@ = €a(®)
Fo(¢9) = Fald) + Ao +0O0).

Unter Beriicksichtigung von (s. [30])
D¢ det Mp(p) = D¢? det Mp(¢?)

(i.a. gilt nicht unbedingt D¢ = D@9 und det Mp(p) = det Mp(4?)) folgt aus der Un-
abhingigkeit des erzeugenden Funktionals von der Integrationsvariablen, also

d
—Zr =0
6>\a F )

und der Invarianz der Wirkung die gesuchte Ward-Takahashi-Identitét

0= {Fa [%] + J, (Ffb(;ijb + AE) (MF1 [%DM} ZplJ]. (2.9)

Ein anderer Weg zu diesen Identitdten fiihrt iiber die noch zu besprechende BRST-
Symmetrie. Hierauf gehe ich Abschn. 2.2.2 sowie genauer bei der konkreten Anwendung
auf das Abelsche Higgs Modell (D = 2) in Abschn. 3.3.3 ein.

Es liBt sich weiter zeigen, daB der Term (M, ! [%] ) 5% r[J] gerade dem Geist-Propagator
entspricht:
) _
M =) ZplJ] = [ D¢DcDecsey e S aFattaMrcatada,
Nun wird die Anderung AZ des erzeugenden Funktionals unter einer Anderung der Eich-

fixierung
F, — F, + AF,

betrachtet. Benutze hierbei:

OF, IAF,
det Mpiarp = det { <5¢a + 5o, > (ngQSb -I-A’g)}

SAF,
d¢a

= det Mp <1 + (r5b¢b+Ag) (Mz")pa + O((AF)2)>.

Es folgt:

AZ ZFyAF — ZF

SAF
= /D¢ det Mp =S~ Fa+Jada {FQAFQ + -

0¢a

Man wende nun AF, [%] auf die Ward-Takahashi-Identitdt (2.9) an und erhilt bei Be-
achtung von

(Ffbsﬁb + Aﬁ) (MFl)ﬁa} -

Oy daba — ata M}
AF, [6]] Jae =e {JQAFQ(¢) + 56a



2.2. ALLGEMEINE EICHFIXIERUNG 31

die Identitat:

0= /D¢ det My e=S=3Fa+Jadn {FaAFa + [JaAFa(fﬁ) + M%;(d))] (Ffbd)b + Aff) (MFI)Ba} :

Somit erhilt man fiir die Anderung des erzeugenden Funktionals:
AZ = /D¢ det Mp =557 2 0ebe J A, (9) (Thypn + AZ) (M7 ")pa

und in erster Ordnung in AF:

Zp+AF = /D¢ det Mp e~ S~ Fa+Ta{da+ T on+A) (Mg agAFs )

Damit resultiert aus einer Anderung der Eichfixierungsfunktion eine zusitzliche Kopp-
lung an die dufleren Quellen. Bei der Berechnung der S-Matrix Elemente sind lediglich
die amputierten n-Punkt-Greensfunktionen auf der Massenschale von Bedeutung. Es soll
nun gezeigt werden, dafl die oben auftretende zusétzliche Kopplung an die Quellen die
renormierte S-Matrix unverdndert a8t (vgl. [31]). Dieser Zusammenhang wird in [21] als
»equivalence theorem“ beschrieben. Man betrachte zum einen das erzeugende Funktional
(N: Normierungsfaktor)

Zi[J] = N/D¢ exp [—S—I—/d"x J(x)p(x)

und zum anderen Z;, wo zusétzlich eine Kopplung, hier beschrieben durch eine Funktion
der Felder h(¢), an die Quelle 5 besteht:

i (#+n(e)) = jH(9)

Z;]

N/D¢ exp [—S+/d"xj(x)H(¢(x))]

— exp [/d% j@:)H(%(x))] Z;1J].

Es lassen sich also die von Z; erzeugten n-Punkt-Greensfunktionen durch diejenigen, wel-
che von Z; erzeugt werden, ausdriicken. Die 2-Punkt-Greensfunktionen aus Z; bzw. Z;
besitzen jeweils Pole bei der gleichen Masse p? = —m%, da speziell auch A; durch die
2-Punkt- und héheren Greensfunktionen von Z; beschrieben werden kann:

ZR
lim AJ = 27‘]2
p?——m} pe+mp
ZR
p2——m}% D +mR

(vgl. Kap. 5), wobei Z die jeweilige Renormierungskonstante bezeichne. Man definiere
nun das Verhéltnis der beiden Renormierungskonstanten:

R 3 . .
Z]. llmpz_)_m%{ A
g = —]W —
R .
Z} hmpzﬂfmﬁ2 Aj
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und betrachte die aus Z; erhaltene, unrenormierte S-Matrix

Splkr,.) = T lim (67 mi) Gk, ..,
P i mg

wobei G die aus Z; erzeugte n-Punkt-Greensfunktion ist. Es wird deutlich, daf§ nur die-
jenigen Anteile von G; nach der Grenzwertbildung noch vorhanden sind, die in allen
Impulsvariablen k; Pole besitzen, also gilt (N sei die Anzahl der dufleren Felder):

bzw.:
S = (zM 28y = (zF) 7 sy

Also sind die renormierten S-Matrix-Elemente einer durch die Funktion F' eichfixierten

Theorie
Sk

LBy

unabhéngig von der gewéhlten Eichung!

S

N

2.2.2 Becchi-Rouet-Stora-Tyutin-Symmetrie

Die eichfixierte Lagrange-Dichte bzw. die daraus resultierende Wirkung besitzt zwar kei-
ne lokale Eichinvarianz mehr (dies war ja gerade das Ziel, um die Pfadintegralmethode
storungstheoretisch anwenden zu kénnen), jedoch kann noch eine globale Symmetrie, die
nach Becchi, Rouet, Stora und Tyutin* benannte BRST-Symmetrie, ausgemacht werden.

Vorbereitend wird das Eichfixierungsfunktional (an dieser Stelle bereits mit dem spéter
einzufiihrendem Eichparameter £ geschrieben)

exp [—g /dDaz FQ]

formal einer Fourier-Transformation unterzogen, das hierbei benutzte Hilfsfeld h wird als
Nakanishi- Lautrup-Feld bezeichnet:

Dh exp L[ apy 2 exp |— [ d"z Fh|,
Joress g fareie] s | [

so daf sich die Wirkung nun schreibt:

S = —/d% <$+$FP—hF— %fﬂ)

(man beachte hier die Verwendung einer Euklidischen Metrik im Gegensatz zu z. Bsp.
[25] oder [44]). Die BRST-Transformation dyp wird nach [44] allgemein eingefiihrt: hierbei

*in der Literatur wird der letzte Urheber teilweise nicht genannt, also nur von der BRS-Symmetrie
gesprochen, siehe die Literaturangaben in [35]
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sei 0 eine infinitesimale Grassmann-Konstante, d.h. antivertauschend mit den Geistfeldern

sowie eventuell vorhandenen Fermionfeldern.

Sob = iTabcad (2.10)

d9Aay = 6Dycq (2.11)

dpca = —Oha (2.12)
1

dpca = —iefamc/g&y (2.13)

Soha = 0 (2.14)

T : Generatoren der Symmetriegruppe

f : Strukturkonstanten

Speziell fiir den in dieser Arbeit betrachteten Fall einer Abelschen U (1)-Symmetrie gilt:

dpp = iebcod
dpA, = 00,c

dpc = —06h

opc = 0

dgh = 0.

An dieser Stelle wird ersichtlich, daf die (lokale) Eichtransformation in der BRST-Trans-
formation enthalten ist, man kann den Eichparameter « identifizieren als:

alz) = efc(z).

Beachtenswert ist hierbei, daf§ die Lokalitdt der urspriinglichen Eichsymmetrie nun génz-
lich in dem Geistfeld c¢(z) enthalten ist, der Transformationsparameter € selbst hingt
nicht von den Raum-Zeit-Koordinaten ab. Die urspriingliche Lagrange-Dichte .Z ist also
auch BRST-invariant. Fine weitere wichtige Feststellung ist die Nilpotenz der BRST-
Transformation. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl sich diese Eigenschaft nur
durch die Einfiihrung des Nakanishi-Lautrup-Hilfsfeldes erreichen 148t (s. z.Bsp. [4]). Zwar
148t sich dessen Einfiithrung auch umgehen, dann kann aber die folgende Argumentati-
on nicht mehr so kompakt gefithrt werden. An anderer Stelle in dieser Arbeit (Abschn.
3.3.3) wird eine Formulierung der BRST-Symmetrie ohne dieses Hilfsfeld jedoch vorteil-
hafter sein (naheres siehe dort). Die Nilpotenz driickt sich wie folgt aus: Schreibt man
die BRST-Transformation eines beliebigen Funktionals G der Skalar-, Eich-, Geist- und
Hilfsfelder

(59G = OTBRST G, (2.15)

so gilt stets (s. [44])
TgrsT TBrsT G = 0.

Mit dieser Feststellung 148t sich nun auch die globale BRST-Invarianz der eichfixier-
ten Lagrange-Dichte zeigen, indem man den Eichfixierungsterm £ und den Faddeev-
Popov(Geist)-Term Zrp aus einer BRST-Transformation hervorgegangen schreibt:

Zary+rp = Trrst (€G),
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wobei an das Funktional G lediglich die Forderung gestellt wird, dafl es die gleiche An-
zahl an Geist- wie an Antigeistfeldern enthalte®. In [25] wird dieses Verfahren dazu be-
nutzt, allgemeine Eichfixierungen einzufithren. Eine Auftrennung der Anteile in einen
Eichfixierungs- und einen Faddeev-Popov(Geist)-Term ist genau dann mdéglich, wenn im
Funktional G' keine Geistfelder vorkommmen. Die spiter benutzte Eichfixierung erhilt
man mit

1 ev 1

(¢o entspricht dem Imagindranteil des Feldes ¢, siehe (3.42), fiir die Transformation in
diesen Variablen (3.43)). Es gilt:

0920y A, = —0h0 A, — 0c0c
dpcpa = —Bhepy + Oecc(pr + v)
dpch = —0h2
also:
821)

1
Torst ¢G = —hd, A, — e+ eg—“h@ - e +0) - 2—§h2,
woraus sich nach der Integration iiber das Nakanishi-Lautrup-Feld die eichfixierte Lagrange-
Dichte ergibt.

Die gesamte Lagrange-Dichte schreibt sich nun also:
desamt = % + Tgrst cG.

Eine wichtige Interpretation ist die folgende: Sidmtliche ,Physik* einer Eichtheorie ist
im Kern der BRST-Symmetrie enthalten, also in BRST-invarianten Termen, wobei zwei
Terme als gleich anzusehen sind, falls sie sich lediglich um einen Beitrag unterscheiden, der
bereits aus einem BRST-transformierten Term hervorgeht (,modulo dem Bild der BRST-
Transformation“). Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Kohomologie der
Transformation. Tatséchlich kann die BRST-Transformation dazu genutzt werden, eine
erhaltene Ladung Qrst zu definieren, die wiederum nilpotent ist. Hierauf basierend
lassen sich sémtliche Zustéinde des Hilbertraums aller Zustinde (physikalischer wie auch
unphysikalischer, d.h. solcher die Geist-Felder etc. enthalten) in drei Unterrdume aufteilen
(s. z.Bsp. [25] oder kurz: [35]):

|1) € Hi @ Qmrst Y1) #0
[2) € Ha = |¢2) = @BRsT |¥1)
o) € Ho : Q@mrst [Yo) =0, [¢o) & Ho.

®Es 148t sich ein Geistzahloperator N definieren, der jedem Geistfeld den Wert +1, jedem Antigeistfeld
den Wert —1 zuordnet. Dies beruht auf dem Noether-Theorem angewandt auf die (globale) Symmetrie-

transformation (s. [25]):

/
Ca — cp = e ca
- —_r =
Co — Co = e "y
reR

Die Forderung lautet dann NpG =0
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Der physikalische Unterraum kann nun mit #Hy identifiziert werden. Hierauf aufbauend
148t sich auch der Beweis der Unitaritit der S-Matrix eingeschrinkt auf den physikali-
schen Unterraum fiithren und eine Identifizierung von eichinvarianten Groéfien durchfithren
(ausfiihrlich: s.[25]). An dieser Stelle beschrianke ich mich auf eine kurze Beweisskizze der
Unitaritit auf dem physikalischen Unterraum (vgl. [35]). Ausgehend von der Unitaritét
auf dem Raum aller Zustinde

Sts =1

ist nun zu zeigen (|¢;), [1r) € Ho):

(Wl STS i) = Y (Wl ST lvom) (Wl S |05) = (b T Jahi) .

Wh‘n)e,HO

Es 148t sich zeigen, dafl die BRST-Ladung Qgrst mit dem Zeitentwicklungsoperator (also
im wesentlichen der Hamiltonfunktion) kommutiert, also:

@BrsT S |10) = 0.

Damit 148t sich schreiben:

Slho) = D nln) + D, bmlthm)-

"‘/’n>€’H0 |wm>€7‘[2
Weiter gilt:
(Poltpa) = 0
(altp2) = 0
(0] o) L;é 0.

Somit tragen zu dem Produkt aus (17| ST und S |¢;) nur die Zwischenzustéinde aus dem
physikalischen Unterraum g bei, q.e.d..

Eine weitere Anwendung der BRST-Symmetrie wird die Herleitung der Slavnov-Taylor-
Identitaten in Abschn. 3.3.3 sein. Hierbei wird aus der Forderung nach der BRST-Invarianz
des erzeugenden Funktionals ein Zusammenhang zwischen den n-Punkt-Greensfunktionen
hergeleitet (vgl. z. Bsp. [4]). In dieser Arbeit beschranke ich mich darauf, diesen Aspekt
lediglich am konkreten Fall des spéter betrachteten Modells zu bearbeiten.






Kapitel 3

Das Abelsche Higgs-Modell
in D = 2 Dimensionen

3.1 Das Modell

Die Lagrange-Dichte fiir das Abelsche Higgs-Modell (in Euklidischer Raum-Zeit) 148t sich
wie folgt schreiben:

L =Y +$¢, (3-1)
wobei .Z die Lagrange-Dichte des Eichfeldes A, (z) meint,

1
Za = ZFN,,FW (3.2)

mit: ¥, = 0,4, —0,A, Au(xr) €R, (3.3)
und .Z}, diejenige des komplexen skalaren Feldes ¢(x):

Ly = |Dudl> + V(4]) (3.4)
mit: ¢(z) € C.

Hierbei beschreibt D,, die kovariante Ableitung (s. Abschn. 2.1)
D, = 0, — ieA,, (3.5)

mit der Kopplungskonstanten e, so dafl die Lagrange-Dichte unter folgenden lokalen Eichtrans-

formationen mit dem Eichparameter a(z) invariant bleibt.

$(r) — ¢z) = e g(x) (3.6)
A, — Az) = #($)—éaﬂa($) (3.7)
F — Fl, = F, (3.8)

Fiir das Potential V(|¢|) wird in diesem Modell gew#hlt:

Vilgl) = m’lgl” + Slgl". (3.9)

37
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Hierbei handelt es sich um eine Ubertragung des bereits in Abschnitt 2.1.1 behandelten
Potentials auf ein komplexes Skalarfeld. Dieses Potential ist in der Abb. 3.1 fiir die Sym-
metrische Phase (m? > 0) sowie fiir die Higgs-Phase (m? < 0) gezeigt. Man sieht, daf
das Vakuum der Symmetrischen Phase (¢p = 0) invariant gegeniiber Rotationen um den
Ursprung ist, wihrend in der Higgs-Phase das Vakuum auf einem Kreis um den Ursprung
liegt, die Symmetrie also spontan gebrochen ist.

Abbildung 3.1: Potential V(¢) fiir die Fille m? > 0 und m? < 0

3.2 Unitéire Eichung

3.2.1 Feynman-Regeln in der Unitiren Eichung

Zunichst sollen die Propagatoren der Felder ¢ und A, bestimmt werden. Hierzu geht man
von den quadratischen Anteilen in den jeweiligen Feldern der Lagrange-Dichte aus und
bestimmt deren Inverse (vgl. 1.3). Mit den so gewonnenen Propagatoren 148t sich dann
die Storungstheorie betreiben. (siehe auch z.Bsp. [38])

Zur Bestimmung der quadratischen Anteile in der Lagrange-Dichte ist es zunéichst zweckméifig,
diese wie folgt auszuschreiben:
1
Zz = ZF;WF;U/ + |au¢|2 + 7,’7“2|¢|2

+ AP + iedy (¢°0up — $0,0") + %|¢|4.

Um den Propagator A des skalaren Feldes zu bestimmen, geht man von folgendem Anteil
der Lagrange-Dichte aus:

g(b,quad = |8u¢|2 + m2|¢|2'

Da fiir die Berechnung der Propagatoren lediglich die Wirkung S entscheidend ist, kann
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man mit Hilfe der partiellen Integration eine niitzliche Umformung vornehmen:
/d%z; EX /d%z; 0" O
R
= — /d2x ¢ 0. (3.10)

Hiemit 1at sich S¢,quad = fd2$ :iﬂd),quad als

S(b,quad = /dQl" ¢* qu

mit: K = mQ—BZ

schreiben (vgl. (1.24)). Der Propagator berechnet sich nun aus der Forderung (vgl. (1.27))

KA =9/ (3.11)
iiber die Fourier-Darstellung
d% i
Az) = /W A(k) e, (3.12)

Also:

2 .
KA(z) = /% A(k) (m? + k%) e7ike

Mit der Forderung (3.11) folgt hieraus die Darstellung des Propagators im Impulsraum
(und mit (3.12) die Darstellung im Ortsraum) :

1

_. .1
m2 + k2 (3.13)

A(k) =

Der Eichfeldpropagator A, wird aus .Zq, quad = iFM,,FM,, bestimmt. Die zugehorige Wir-
kung 148t sich wie folgt schreiben (vgl. 1.26)):

2
SG,quad = /d g4 'iﬂG,quad

1
= /de ZFHVFMV

1
- E/d%AMKWAV
mit: K, = _5#1’82 + 0,0,
Hierbei wurde die Umformung
1 1
1 FwFuw = 5 [(0,40)% — (0,44)(0,A,)] (3.14)
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sowie die Identitat
1, L 1 1
0= 3 [d0, [A,,(aVAu)] = [ & |[S0uA)OA) + 540,04, (3.15)

welche aus dem Gaufischen Satz folgt, benutzt. Bei der Berechnung des Propagators aus
der Forderung (1.27)
Ku/\ A)\U = 5;w

ergeben sich nun allerdings dieselben Schwierigkeiten, die in der Quantenelektrodynamik
bei der Berechnung des Photonpropagators (vgl. z. Bsp. [38]) auftreten: ohne eine spezielle
Eichfixierung (s. Abschnitt 2.2) existiert kein Inverses zu K, .

Aus diesem Grund sollen die Feynmanregeln nun zunéchst in der sogenannten Unitdren
Eichung formuliert werden. Das skalare Feld 148t sich ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit auch durch seinen Betrag p(z) und Winkelanteil w(z) darstellen:

$(z) = p(z) @, p(z),w(z) € R. (3.16)
Die kovariante Ableitung bzw. deren Betragsquadrat lassen sich dann wie folgt schreiben:
Dudla) = (0 — iedy(s)) pla)
up() e ip(z)(Oyw(z)) e _ ieA,(z)p(x) (@)
[0, + i (Buw(z) — eA,(x)) p(x)] e“®

| Dy(z)[? (Bup(2))? + p(2)* (Buw(z) — eAu(x))?.

Die Eichtransformationen (3.6)-(3.8) lauten nun:

w(z) — J'(z) = w(r) — a(z) (3.17)
p(z) — p(z) = p(x) (3.18)
Auz) — Al() = Au() - é@ua(x) (3.19)
F — Fl, = F. (3.20)

Mit dem so parametrisierten skalaren Feld schreibt sich die Lagrange-Dichte £ als

1

<z = ZFIJ'VFIJ’V +  (Oup)? + m2p?
N—_——
"?G,quad gp,quad

g
+(0uw)?p” + 6214;21/02 — 2e(Fuw) App” + 6/04-
Hierbei tritt noch dieselbe Schwierigkeit bei der Bestimmung des Eichfeldpropagators auf,
da 2, quad noch unverdndert geblieben ist. Die Unitire Eichung besteht nun in der Fixie-
rung des Winkelanteils: man unterzieht das Skalarfeld in jedem Punkt x einer Eichtrans-
formation mit dem Eichparameter

alz) = w(z). (3.21)
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Nach Anwendung der Eichtransformationen (3.17)-(3.20) folgt hiermit:

W(z) = 0 (3.22)
¢'(z) = p(z) (3.23)
A(z) = Ay - é@uw(x) = B, (3.24)
Fl, = 9,B, — 3,B,. (3.25)

Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung (vgl. Abschnitt 2.1.2), das Skalarfeld p(x)
stehe iiberall senkrecht auf dem Goldstone-Feld w(z).

Nun wird das Potential V (|¢|) = V(p) um seinen Vakuumerwartungswert entwickelt (in
der Higgs-Phase, in der Symmetrischen Phase wire dies die Entwicklung um p = 0, das
Eichfeld bliebe weiterhin masselos). Zunichst ist es vorteilhaft, das Potential wie folgt zu
schreiben. Mit

m? = - (3.26)
2
folgt aus (3.9):
m’ 5 gy
Vip) = AR

6 g 29 29
gl 3m2\? 3w\’
6 P 2¢g 2g

v\
= %<p2 - 3> — const.

L2 3m2
mit: — =

2 2g
Entwickelt man nun das Feld p(z) nach

plr) = —= (v + o(a)) (3.27)

Sl

um den Vakuumerwartungswert, so erhélt man die Lagrange-Dichte in den Feldern o(x)
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und B, (z):
1 2 1 2 2102 1
¥ = 5(8ﬂ0) + 5(’0-[-0') e BIJ + ZFMVF;U/
g(l, 5 2 v\’
+E E(v to +2va)—3 — const.
1 1
= 5(8 o)? %0202 + 4FWFW + 3¢ v’ B,
=fa,qua‘d ’?Ga quad
1 2 2 2 QU 3 g !
+260B +€UO’B 3'0 +4'
ipint
1 9o m° 5 1 L o o0
= 5(8#0') + 70' + ZFIJJ/F}UI + 56 v B
ja,quad “S’ﬂG quad
1 V39 -
+ 26 02B2 + € BZ 3'gm 3 4 %04. (3.28)
Z

int

Konstante Terme nach der ersten Umformung ignoriert!

Aus dieser Lagrange-Dichte lassen sich nun die Propagatoren des Skalar- und des Eichfeldes
berechnen. Es sei an dieser Stelle bereits darauf hingewiesen, daf} die Lagrange-Dichte
in der Unitdren Eichung formal nicht renormierbar ist. Hierauf soll allerdings in einem
spiateren Abschnitt (s. 3.2.3) genauer eingegangen werden.

Den Skalarfeldpropagator A, erhilt man wiederum (vgl. oben), indem man den quadra-
tischen Anteil der Wirkung Sy quaa = [d% 5 quaa schreibt als

1
So,quad = ) /d2$UKUa

mit:
K =m’ - 9, (3.29)
und dann den inversen Operator zu K (im Impulsraum) bestimmt:
1

Da die Masse des Skalarfeldpropagators durch m gegeben ist, wird diese von nun an mit
myg bezeichnet (my = m).

Dieses Vorgehen ist ebenfalls beim Eichfeldpropagator méglich, da aufgrund des L 5€ ’UQBQ—
Terms das Eichfeld eine Masse erhalten hat.

2
SG, quad = /d €r gG, quad

1
= 3 /d% B, K, B,

mit: Ky = (e*0” = 02) 6 + 9,0y (3.31)
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Beim Ubergang in den Impulsraum ergibt sich:

2
K (2) Ay () = / %

A (k) [(51“1(62?)

43

2+ k) = kuky] e

Somit bleibt die Aufgabe, den inversen Operator zu (3.31) zu bestimmen. Hierfiir wird

folgender Ansatz gewéhlt:

-1

(€0 + K)o — kuky]

— Adu, + Bkuk,

(Begriindung: d,,, und k,k, sind die beiden einzigen méglichen kovarianten Kombinatio-

nen).

(%% + k)8 — kukn) (A0 + Bhok,) =
(AP0 + 1) 6 + B(2® + K)kuby, — Alyky — BE*hub,)

A(e*0? + k)6, + (e2v?B — A)kyk, =

1
== A = —
202 + k2

A

=B = a5z

Folglich ergibt sich mit dem Ansatz

1
A (k) pERC ) <5uv

1
= éﬁﬁz?iggg'(5uv
g9

ks
ik,
* 93771262> '

Die Masse des Eichfeldpropagators ist also durch ev = %e\/% gegeben und soll im folgen-

den mit mg , bezeichnet werden:

2 _ 2,2
mp, = e
2
mgy, 3e?

bzw.: — =

(3.33)

(3.34)
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Somit sind nun alle Propagatoren in der Higgs-Phase der Unitiren Eichung bekannt. Die

Vertizes konnen direkt aus der Lagrange-Dichte (3.28) abgelesen werden. Es ergeben sich

die folgenden Feynmanregeln:

1 _
m2+k?

Skalarfeldpropagator: A, =

Kk,
2
mO,v

. . _ 1
Eichfeldpropagator: A, = mL, TR (5W +

> = P AAAANAAAS VU
iitber die Impulse k; der inneren Skalar- und Eichfeldpropagatoren wird integriert:

(2711')2 f dei

22 . 2 _
o°B,-Vertex: —2e O =

1 v

aBﬁ—VerteX: —2621)6,“, = —2¢2m \/gduv =

1 v

o3-Vertex: —\/3gm = —qgv =

o*-Vertex: —g =

jeder Vertex ist zusétzlich mit einem Faktor 6()_, k;) zu versehen, um die Impulser-
haltung zu beriicksichtigen

letztendlich wird jedes Diagramm noch durch einen Symmetriefaktor S dividiert, der
die Permutationen der Vertizes und der inneren Propagatoren beriicksichtigt, welche
das Diagramm unveridndert lassen. Es gilt:

S =2 <Hui,a!> (Hui,3!> r (3.35)

12 )

Wobei [ die Anzahl der inneren Skalarfeld- bzw. Eichfeldpropagatoren ist, die einen
Vertex mit sich selbst verbinden, v; , bzw. v; p die Anzahl der inneren Skalar- bzw.
Eichfeldpropagatoren, die zwei Vertizes miteinander verbinden (der Index i nume-
riere die verbundenen Vertex-Paare), und r gebe die Anzahl der Moglichkeiten an,
die inneren Punkte anzuordnen, ohne das Diagramm zu &ndern.
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3.2.2 Eigenschaften der Unitidren Eichung

Der grofie Vorteil in der Verwendung der Unitdren Eichung ist die vollkommene Abwesen-
heit ,unphysikalischer“ Felder (z. Bsp. Geister oder unphysikalische Freiheitsgrade), wie
sie in allgemeinen Eichfixierungen auftreten. Deshalb ist unter anderem die Unitaritit der
S-Matrix in dieser Eichung sofort einzusehen.

Allerdings wird sich die in (3.28) angegebene Lagrange-Dichte durch ein sogenanntes
Power-Counting-Argument (s. nichster Abschnitt) als formal nicht renormierbar heraus-
stellen. Hierauf hat u.a. bereits B. W. Lee in [26] fiir den vierdimensionalen Fall hingewie-
sen. Diesen Aspekt greift auch H. Sonoda in [39] (ebenfalls fiir D = 4) auf!, und gibt als
Grund fiir die Extra-Divergenzen in der Unitiren Eichung die Definition der Felder o und
By, an. Driickt man nach [39] z. Bsp. das Feld o durch das urspriingliche, komplexe Feld
¢, welches spiter in der Rg-Eichung (mit der Zerlegung in die Felder ¢y, ¢o (s. (3.42))), in
welcher die Renormierbarkeit schon durch das folgende Power-Counting-Theorem sicher-
gestell;c ist, eingefithrt wird, aus, so erhilt man fiir o eine unendliche Reihe (Entwicklung:
PP -5 <L 1):

olx) = v(—l—i- 20—'022>
_ {%(2_1> - %(2—1) T } (5. [39], (30))
beachte:

pro= gl

Zwar gibt es durchaus Hinweise, daf} die S-Matrix-Elemente, berechnet in der Unitiren
Eichung, dieselben Ergebnisse liefern wie eine Betrachtung in der R¢-Eichung (s. [3] und in
[39] angegebene Literatur), oder zumindest eine Aufhebung einzelner Divergenzen statt-
findet (in 1-Loop-Ordnung: s. [36], [45]), aber dies ist noch nicht generell sichergestellt. H.
Sonoda zeigt zumindest fiir den Abelschen Fall mit Hilfe der BRST-Symmetrie, daf} sich
dieser Mangel der Unitiren Eichung beheben 14t, indem man bestimmte Linearkombi-
nationen der Felder o und B, betrachtet. Weiter ergibt sich so auch die Aquivalenz der
beiden Eichungen in allen Loop-Ordnungen. H. Sonoda nimmt weiter an, dafl sich dieses
Ergebnis auch auf den Fall einer nicht-Abelschen Theorie erweitern l1if3t, wenigstens fiir
eine nicht-Abelsche Theorie ohne masselose Eichbosonen sollten sich keine neuen Schwie-
rigkeiten ergeben. In diesem Zusammenhang méchte ich auch noch auf eine Veroffentli-
chung von B.W. Lee und J. Zinn-Justin ([29]) hinweisen, in der gezeigt wird, daf§ sich
die Greensfunktionen der Unitéren Eichung durch die der R¢-Eichung beschreiben lassen
(vgl. auch die Diskussion des ,,Equivalence Theorem* im Zusammenhang mit der Argu-
mentation zur Unabhéngigkeit der S-Matrix von der gewéhlten Eichfixierung in Abschn.
2.2.1). Dieses Verfahren wurde in [37] zur Renormierung der Unitéren Eichung angewandt.
Allerdings erweist sich dies als wenig konstruktiv, da zunichst einmal die Renormierung

"Dort ist allerdings der spiter einzufiihrende Parameter ¢ durch dessen Inverses % ersetzt worden. Diese

Notation findet sich auch bei anderen Autoren.
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in der R¢-Eichung durchzufithren ist, um diese dann auch auf die Unitére iibertragen zu
konnen.

In dieser Arbeit soll nun versucht werden, nachdem auch die Feynman-Regeln in der Re-
Eichung hergeleitet sind (Abschn. 3.3), relevante Parameter des Modells (hier: die Masse
des skalaren sowie des Eichfeldes und den Vakuumerwartungswert des ersteren) bis zur
1-Loop-Ordnung unabhingig voneinander zu berechnen und anschlieflend zu vergleichen.

3.2.3 Power-Counting-Theorem

Die formale Renormierbarkeit ergibt sich aus dem oberflichlichen Divergenzgrad oder su-
perficial degree of divergence §. Hier soll nun die Berechnung desselbigen zunéchst allge-
mein fiir den D-dimensionalen Fall gezeigt (vgl. [43], Kap. 12 oder [27] jeweils fiir D = 4)
und dann auf den hier behandelten 2-dimensionalen Fall angewendet werden.

Ziel ist es, den divergenten Anteil eines Feynman-Diagramms in der Form

7Om“ (3.36)

zu schreiben. Somit beschreibt § = 0 einen logarithmisch divergenten Anteil, § > 0 einen
allgemein divergenten Anteil, § < 0 hingegen einen konvergenten Anteil. Das asympto-
tische Verhalten eines Propagators fiir ein Feld der Sorte f soll in diesen Uberlegungen
durch die Grofe sy, die sich aus dem Propagatorverhalten fiir grole Werte von £ ergibt:

Ap(k) B2 2280, (3.37)

beschrieben werden. Fiir den Skalarfeldpropagator (3.30) gilt also s, = 0 und fiir den
Eichfeldpropagator (3.32) sp = 1. Ausgehend von der Annahme, die Lagrange-Dichte .
setze sich aus einzelnen Termen .%; zusammen,

gzzza

wobei der Term .Z; n;s Felder der Sorte f und d; Ableitungen enthalte, berechnet sich der
oberflichliche Divergenzgrad 6(”) in D Dimensionen fiir ein Diagramm mit I 7 internen
und E externen Feldern der Sorte f sowie N; Vertizes der Sorte ¢ nach:

0P =3 "Ip(2sp—2) + Y Nidi + D | Y I + (ZNi —~ 1)
f i f i

Hierin beschreibt der erste Term die Beitrdge der einzelnen Propagatoren, der zweite Term
die Anzahl der Impulsfaktoren, die aufgrund der Ableitungen in den einzelnen Termen der
Lagrange-Dichte auftauchen, und der letzte Term die D-dimensionalen Integrationen iiber
die inneren Felder unter Beriicksichtigung der Impulserhaltung an den inneren Vertizes
und der globalen Impulserhaltung. Beriicksichtigt man den Zusammenhang zwischen den
inneren, dufleren Feldern und Vertizes

2I; + By = Z Ninjy
i
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Zi di nip  nic | AF
2Ouo)? |2 0 210
252 0 0 2|2
FuwFaw |2 2 0| -2
B2 1o 2 0|0
£6’B2 |0 2 2|0
e2voBpu® | 0 2 1 0
Viamss g 0 3 | 2
Zot 0 0 4|2

Tabelle 3.1: Zur formalen Renormierbarkeit der Theorie in zwei Dimensionen(sg = 1,5, =
0)

(jedes innere Feld der Sorte f mufl mit genau zwei Vertizes, die Felder dieser Sorte ent-
halten, verbunden sein, jedes duflere Feld mit genau einem solchen Vertex), so a8t sich
schreiben:

D
D) _ AD)
5P = D—E:Ef<sf—1+5>—§.:NlAi : (3.38)
f i
. D D
mit: AZ( ) — 4, + D — Ef nif <3f -1+ E) (3.39)

Um nun lediglich eine endliche Anzahl (in verschiedenen Ordnungen der Storungstheorie)
(D)
i

gelten. Ist dies nicht erfiillt, so spricht man von einer formal nicht renormierbaren Theorie,
(D)

divergenter Diagramme zu erhalten, mufl A"’ > 0 fiir alle Terme der Lagrange-Dichte

da dann stets ab einer gewissen Anzahl N; von Vertizes eines Typs mit A;”’ < 0 der
Divergenzgrad grofer Null ist und mit weiteren Vertizes noch zunimmt.
Speziell angewendet auf den zweidimensionalen Fall folgt:
0 = 2N Epsp - Y NAP, (3.40)
f i
mit: AP = 2 — d; = Y nypsy (3.41)
f

Damit kann nun die formale Renormierbarkeit in der Higgs-Phase mit Unitirer Eichung
iiberpriift werden. Siehe hierzu Tab. 3.1. Aufgrund des Propagatorverhaltens des massiven
Eichfeldes ist diese Theorie demnach nicht renormierbar. Darum soll neben der Unitéren
Eichung auch die sogenannte R¢-Eichung betrachtet werden (s. nichster Abschnitt).
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3.3 R-Eichung

3.3.1 Wabhl der Eichfixierungsfunktion

Um die R¢-Eichung durchzufiithren, wird das Skalarfeld ¢(z) nun in seinen Real- und
Imaginirteil aufgeteilt. Desweiteren wird das Vakuum % reell gewdhlt:

1 . .
o(z) = 7 (v + ¢1(x) + ido(x)) mit: d1,¢o € R. (3.42)
Hierbei soll in der Higgs-Phase v durch (3.27) gegeben sein, in der symmetrischen Phase
gelte jedoch v = 0 (in beiden Fillen: v € R). Die Eichtransformation des Skalarfeldes muf}
nun wie folgt geschrieben werden:

pz) —  ¢x) = e p(x)
N é1(z) — #y(z) = cos(a)¢i(x) + sin(a) pa2(z) + (cos(a) — 1)w
p2(z)  —  Phlz) = cos(a)ga(z) — sin(a) (¢1(z) + v) ’

bzw. infinitesimal:
{mx) — H(2) = $i(x) + ada(x) + O(a?)

¢
pa(z)  —  Phlz) = da(z) — a(di(z) + v) + O(a?)’ (3.43)

die Eichtransformation des Vektorfeldes A, (z) bleibt hiervon unberiihrt, es gelten wei-
terhin (3.7) und (3.8). Die Lagrange-Dichte in den neuen Feldern schreibt sich nun als
(beachte die neuen Bezeichnungen, die wihrend der Aufstellung der Feynman-Regeln in
der Unitéren Eichung eingefiihrt wurden!):

L = Yo + %
1

Lo = 4F,WF,W
Ly = |Dusl” + V(|9])
1 1 md .,
Dud? = 50u61)” + 5(0ud2)” + A
1 1
— evA,(Oub2) + §e2Ai¢% + 562,43@53
+edupoOupr — eAudi(Oud2) + €vAL
m3 g 2 qu qu
V() = Fo1 + 57 (01 + 63)" + Tl + g
_I_ m2'U2 + ﬁ
2 24
N—_— ——
const.

Hierbei ist besonders zu beachten, dafi das Feld ¢2(x) keinen quadratischen Term, sprich
keinen Massenterm, besitzt, sowie, dafi ein Mischterm zwischen den Feldern ¢y(z) und
A, (z) bereits im quadratischen Anteil der Lagrange-Dichte auftritt. Um diesen zu be-
seitigen wird nun die R¢-Eichung (vgl. [1], leichte Abweichungen wg. der hier benutzten
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Euklididschen Metrik, sowie giinstigerer Wahl der Massendimension der Geistfelder etc.,
siehe auch: [41]) durch die Eichfixierungsfunktion

ev
F = (0,4, - ?@) (3.44)
durchgefiihrt. Nach der GauB-Integration mit dem Faktor (—%) dndert sich nun die
Lagrange-Dichte wie folgt (hinzufiigen des Eichfixierungstermes .45 r):
P ) (3.45)
2¢2
Mit
/ 0% (D, A,) by = / 0% O, (Aubo) — / @ 4,(32) (3.46)
-
=0
148t sich schreiben:
£ 3 M3
2_62F2 = 5(8”14.#)2 + 25 ¢% + eUAuaﬂngQ,

so daf} die Authebung des Mischtermes in der resultierenden Lagrange-Dichte offensichtlich
wird. Weiter ist in der Lagrange-Dichte noch der aus der Funktionaldeterminante det Mg
der Eichfunktion resultierende Term zu beriicksichtigen. Es gilt:

OF (A}, ¢4, 45)

4

a=0

F =

wobei die gestrichenen Groéflen durch eine Eichtransformation mit dem Parameter « aus
den ungestrichenen hervorgehen. Somit folgt:

Mp = — [aﬁ — 62—”(4)1 + v)] : (3.48)

£
Die Determinante hieraus berechnet sich mit (D.1) zu:

det Mp = /Dch exp {/dec [82 - G%U(Qh + U)] c}. (3.49)

Diesem kann durch Hinzufiigen des (Faddeev-Popov-)Geistertermes

2 2
m,
_ 00 ev , _
Loeist = —cOhc + — e + —¢icc (3.50)
N ¢ &
jGeist, quad fGeist, int

in die Lagrange-Dichte Rechnung getragen werden. Man beachte an dieser Stelle, daf} trotz
der zugrunde liegenden Abelschen Symmetrie ein Wechselwirkungsterm zwischen dem
Geistfeld und den urspriinglichen Feldern (hier dem ¢;-Feld) auftritt. Dies ist eine Konse-
quenz der spontanen Symmetriebrechung. Im Falle der QED (U (1)-Symmetrie (Abelsch!)
ohne Symmetriebrechung) existiert keine Kopplung des Geistfeldes an die urspriinglichen
Felder, so dafl dort der Geist-Beitrag faktorisiert und nicht weiter beachtet werden mu#f.
Ohne spontane Symmetriebrechung treten Wechselwirkungen der Geist-Felder mit den
urspriinglichen nur bei nicht Abelschen Symmetrien auf.
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3.3.2 Feynman-Regeln in der R.-Eichung

Die einzelnen Propagatoren berechnen sich aus .£{aa = -2, quad +-L5,,quad +-ZLps,quad +
ZGeist, quad mit:

7 _ g R+ S+ M2
G,quad—z;w;w"'i(u#)_l-Tu
1 m2
Lo = SO0 + S
1 2> | Miw o
Lo quad = 5(8u¢2) + 2; 5
2
m
gGeist, quad = _6820 + —g’v cc
sowie der Vollstiandigkeit halber angegeben:
1 1
Lint + LGeist, int = 562143@5% + §€2Ai¢% + QQUAZQH + eA,(0uh1) 2
g 2 gv
= eAudr(Oudo) + o7 (61 + 63)" + = (41 + 4163)
ev
+ —¢icc.
§
Fiir den ¢;-Propagator Ay, ergibt sich wiederum (vgl. die Herleitung zu (3.30)):
1
Ap (k) = —4/—— = —— . 3.51
o1 (k) m + k2 (350

Ebenso berechnet sich der ¢o-Propagator Ag,:

1
Agalk) = ——— = . . (3.52)
k2 + Mo,
3
Zur Bestimmung des Eichfeldpropagators A, ¢ in der R¢-Eichung geht man von
1
SG, quad = B /d233 AuKwe Ay,
mit: K¢ = (—BZ + m%’v) O + (1 =€)0,0,,

aus? und sucht den zu K uv,¢ inversen Operator:

1 1—¢  kuky

Bunelk) = g | Ow

N TR PO 7 R S Sy 1
kZ-I-m%’v k2

U A~ Vo

(3.53)

2beachte hierbei:

/ d’ (0,4,)° = — / &’ A,0,0,A,
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Als letztes bleibt der Geistfeldpropagator A.. Hierbei ist darauf zu achten, dafl es sich
um ein komplexes sowie grassmannwertiges Skalarfeld handelt. Abweichend von dem er-
zeugenden Funktional eines kommutierenden, skalaren Feldes lautet fiir diesen Fall das
erzeugende Funktional

Z[T., 1] = / DeDe exp{ / &% (zghost, wad + Jo(z)e(z) + c(az)Jc(az)>}.

Fiir die Ersetzung in der Storungsreihe benotigt man die Identitédten

(3.54)
exp{/d2 c(:v)Jc(:v)} = —d(2) exp{/d2 é(z)J, (:v)}
0.Jc(2)
(3.55)
Analog zur Behandlung 14t sich nun das erzeugende Funktional schreiben als
210,00 = 200 exp [ [y L)AL - )T,
wobei:
/de ( - EKCC> = /d%v gGeist, quad »
KA., = .
Abweichend erhilt man jedoch hier:
Z[0,0] = det K.
Man berechnet nun:
1
Ack) = ——— = ..... [ (3.56)
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Die Vertizes wiederum werden aus .Ziny + ZLGeist, int abgelesen (vgl. [41]):

¢1 -Vertex: —2e%8,, =

A2¢2 Vertex: —2e20,, =

¢1 Vertex: —2¢? V0 =

A, 1 ¢pa-Vertex: —ie(k —

>
/’“\
A

-

$1-Vertex: —g = X

o $3-Vertex: —g = pad
o $2¢p2-Vertex: —1

o ¢3-Vertex: —gv = *

o ¢1p3-Vertex: — % =

e ¢icc-Vertex: —&2 = l
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Auch hier ist wieder (vgl. die Feynman-Regeln in der Unitéiren Eichung, S. 44) jeder Vertex
mit einem Faktor §(}", k;) zu multiplizieren, iiber die inneren Impulse zu integrieren und
durch einen Symmetriefaktor S zu dividieren, der sich hier ergibt als:

S = 2 (-1)F (va) (HM') (]:[vi,A!> (va> (va> r o (3.57)

mit den Definitionen analog zu denen, die (3.35) folgen. Dabei ist mit / nur die Anzahl

der Skalar- und Eichfeldpropagatoren, die einen Vertex mit sich selbst verbinden, gemeint

(keine Geistpropagatoren). Zusatzlich ist darauf zu achten, dafl jede geschlossene Geist-

Schleife eine Multiplikation des Ausdrucks mit (—1) bewirkt. L sei demnach die Anzahl der

geschlossenen Geist-Schleifen. Dies rithrt von dem fermionischen Charakter (Grassmann-

Felder!) der Geist-Felder bzw. deren Quellen her. Es ist ndmlich folgendes zu beachten:
52 52

6Je(7)dJc(y) T 0Je(y)dJe ()
Da eine geschlossene Schleife stets durch einen Term

52 62
§Jc(21)0Jc(21) 0Jc(22)00c(22)

erzeugt wird, der sich wie folgt umschreiben l48t:

52 52
S _ ~ Adlzr — ) Aclzz - 1),
ST )00 () 0Ty daey) Bl m ) Belzz = 2)

ergibt sich der Faktor (—1) fiir jede der Geist-Schleifen.

Ein Vergleich mit den zuvor gefundenen Feynman-Regeln in der Unitéren Eichung (s. S.
44) zeigt, daBl der Propagator fiir das o-Feld in der Unitdren Eichung mit dem des ¢1-
Feldes in der R¢-Eichung iibereinstimmt. Betrachtet man den Fall { — 0, so erhilt man
ebenfalls den Eichfeldpropagator in der Unitéren Eichung aus den obenstehenden Regeln.
In diesem Fall streben der ¢-Propagator und der Geistpropagator gegen null:

£—0
By (k) = g 0
£—0

Hieraus folgt formal, daf} die Unitdre Eichung als Spezialfall { — 0 in der R¢-Eichung
enthalten ist ([1], [3], [25]). Der Vorteil der R¢-Eichung besteht nun allerdings in der
Renormierbarkeit: Fiir simtliche Propagatoren gilt (s. Definition (3.37)) s = 0, so daf} mit
(3.39)

AP =2 — g

und 0 < d; < 2 gilt, da in der Lagrange-Dichte hochstens Terme mit zwei Ableitungen
auftreten. Somit ist AEQ) > 0 fiir alle Terme, die Theorie also formal renormierbar. In
dieser Arbeit soll nun untersucht werden, inwieweit sich dieser formale Limes auch auf
konkret berechnete Grofien in 1-Loop-Ordnung anwenden 148t.
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An dieser Stelle mochte ich noch darauf hinweisen, dafl in der Literatur auch noch zwei
weitere Spezialfille der R¢-Eichung behandelt werden. Zum einen § — oo, bezeichnet als
die Landau-Eichung. Der Eichfeldpropagator ist in dieser Eichung rein transversal:

1 Kk,
S = g (v = ).

und die Propagatoren des ¢s- und des Geistfeldes haben die Gestalt

A¢2 bzw. Geist, Landau — E

Ebenfalls wird hiufig der Fall ¢ = 1, die Feynman-Eichung betrachtet. In diesem Fall
ergibt sich fiir den Eichfeldpropagator:

A = 76“”
vl = 75 7
k +mg,,

Der Vollstindigkeit halber:

1

Ay, b Geist, Feynman — 5 -
¢2 bzw. , Fey k2+m%v

An gegebener Stelle werde ich auf einige Aspekte dieser speziellen Eichungen zu sprechen
kommen.

3.3.3 Slavnov-Taylor-Identititen in der R¢-Eichung
Herleitung

In diesem Abschnitt sollen die aus der BRST-Symmetrie (s. Abschn. 2.2.2) resultieren-
den Slavnov-Taylor-Identitdten , welche Zusammenhénge zwischen verschiedenen n-Punkt-
Greensfunktionen aufzeigen, hergeleitet werden (Slavnov-Taylor Identitdten in der Unitdren
Eichung: s. [36]). Hierzu ist es zweckmiBig, die BRST-Transformation ¢y der Felder ohne
das oben benutzte Nakanishi-Lautrup-Hilfsfeld zu schreiben:

dwop = iedco (3.58)

| byd = —ededs
bzw.: { by by = ede(dy+v) (3.59)
by Ay = V9,e (3.60)
doc = 0 (3.61)
dgc = U (E0uA, — evdo). (3.62)

Man beachte, daf} bei dieser Formulierung die BRST-Transformation nicht mehr nilpotent
ist (s. [8])! Mit (vgl. (2.15))
69G = 9 Tgrsr G (3.63)
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gilt zwar noch ’féRST ¢ =0, JN%RST A, = 0 sowie ’féRST ¢ =0, aber :

~ B )

TipsT € = gﬂ (£0uA, — eveo)
= f@ic — e*ve(gr +v)
oo

Die Nilpotenz 148t sich nur bei Verwendung des Hilfsfeldes (s. Abschn. 2.2.2) erhalten (s.
2.Bsp.[d], [6], [24]).

Die eichfixierte Lagrange-Dichte .Zyes = £+ Zor + Zrp ist BRST-invariant:

e Die urspriingliche U(1)-Symmetrie der nicht eichfixierten Lagrange-Dichte .Z ist
durch a(z) = ede(z) in den BRST-Transformationen enthalten, also gilt auch

e Noch zu zeigen ist also

TrrsT (iﬂcp + i”FP) =

DN | =]

— 2 m%ﬂ/ 2 —n2 m%ﬂ_ mg,v _
ZLar+Zrp = Z(0,A4,)° + 2 b3 — evpa(0,A,) — co,c + ¢ cec + ?@cc
TBRST g(auAu)2 = f(auAu)(a;%C)
. m%yv ) em%’v
TBRST T% = 7z b2(d1 +v)e
T‘ ( N 2 m%,v
srsT [ — emg(aﬂAﬂ)) = —evda(de) = —(d1 +v)e(Du4,)
TBRST ( — EBZC) = —(faﬂA# — 81)¢2)8ZC
. mp, mg,
TBRST : cc = £ (€0, A, — evea)c
. omg, mg,
TBRST v—g’ﬁﬁlcc = &)’ $1(£0, A, — evga)c

Nun 148t sich leicht nachrechnen, dafl diese Terme sich zu Null addieren.

Also folgt, dafl auch das erzeugende Funktional Z sich nicht unter einer BRST-Transformation
dndert. Hieraus werde ich nun die funktionalen Slavnov-Taylor-Identitéiten ableiten. Dazu
ist es zunéchst vorteilhaft, weitere Quellen fiir die BRST-transformierten Felder einzufiigen
(s. [23], [36], [40]). Da lediglich im Falle des ¢;- und des ¢o-Feldes neue, aus den bisherigen
zusammengesetzte Felder entstehen, fiihre ich also lediglich zwei Quellen I, I5 ein:

ZlJ1,..., ] = /D¢1D¢2DA#DCDC exp { -S

+ /d2(17 [Jlgzsl + Jopo + Jy A, + Jec+ ez + Il< - ec¢2) + 1 (ec(¢1 + v))] }

(3.64)
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Es folgt:
Sy Z[J1..., 1] = /'D¢1'D¢2'DAM'DC'DC exp { -5 + /d%l? |:J15,9¢1 + Jodydo + Jﬂ&gA# + 5,9&]5] }

~ /'D¢1'D¢2'DAM'DC'DC exp ( — S) {1 + /d%l? |:J15,9¢1 + Jodydo + Jﬂ&gAﬂ + 5196J5:| }

Beachte hierbei: dgc = 0, dy (ec¢2> = 0,dy (ec(gzﬁl + v)) = 0. Somit erhalte ich aus der
Forderung;:

wZ =0
die Funktional-Gleichung;:
07z 07 07z 07 07z
— 2 -~ - ~ R
0= /d [Jldh t il J8u6Jc+Jc<£8u6J ev(UQ)] (3.65)

Diese 148t sich durch eine einfache Ersetzung Z — W in eine Funktionalgleichung fiir das
erzeugende Funktional der zusammenhéngenden Greensfunktionen umschreiben. Unter-
zieht man nun die Quellen Jy, J>, J,, Jz und J. einer Legendre-Transformation, so erhélt
man eine Funktionalgleichung fiir das erzeugende Funktional I der 1PI-Greensfunktionen.
Man beachte hierbei:

or or
=5 T s

or

or or
Je=—% =%

oW _ v 0w _ o0
o, oL 6ol 0@

Es folgt:
or 5I‘ or 6T ST
2
= o oL ol A B
' /dﬂ? [6¢1 oL 5¢2 ol * 6Aua”c+ 5S¢ (&9” 1 €U¢2>]
or ST ST
2
= _ = oL o A ~ |
0 /dx [ ec¢2 + ec(pr +v)5¢2 + ((9Mc)5AM T (f(@u 2) ev¢2) 56]
(3.66)

Hieraus lassen sich nun durch funktionales Differenzieren nach den einzelnen Feldern Zu-
sammenhéinge zwischen n-Punkt-Greensfunktionen herleiten. Dies soll im néchsten Ab-
schnitt ausfiithrlich diskutiert werden.
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Folgerungen
Durch Anwendung des Operators WZAH(M) auf (3.66), erhalte ich:
0 = [a { - colale) 5 )M‘SE oy ol —x2)¢2(x)m
2)0 A, (71)0¢1 pAT T
tee(z) (¢1 (z) + v) 6c(x2)5Ai3(1;1)6¢2(x) + ed(z — z9) (¢1(m) + v) W
+(uela)) RN Ai;) e e —xg)aum
(6@, Au () — evga(a)) 50(@)5221;@)&@) ~ ¢ o) a”éc(;;%}

so daf} ich nach Nullsetzen der dufleren Felder zu folgendem Ausdruck gelange. Hierbei ist
darauf zu achten, daf das Feld ¢; nur auf Tree-Level identisch Null gesetzt werden darf, in
Loop-Ordnungen entstehen Korrekturen! Deshalb wird in den folgenden Ausdriicken das
Feld ¢; stets noch als ¢ o notiert. Aus der obigen Relation folgt :

_ 6T A Pese — g 0T
0 = el + o) Yodata) [ b o S )6 Ay (7)
2

bzw. unter Ausnutzung des Zusammenhangs zwischen den 1PI-2-Punkt-Greensfunktionen
und den inversen Propagatoren G

0 = —e(pro0+v)Gpy, (p) — ipGpp(p) + i PuGili (P)- (3.68)

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl der obige Zusammenhang zwischen den
inversen Propagatoren und 1PI-2-Punkt-Greensfunktionen nur dann gilt, wenn keine Mi-
schung zwischen den einzelnen Feldern auftritt. Dies ist auf Tree-Level in der R¢-Eichung
gewéhrleistet. In Loop-Ordnungen sind zunéchst noch die Resultate aus Abschn. 5.3.2 zu
beachten. Siehe hierzu auch die Bestimmung des inversen Propagators in [26] und [28].
Dies werde ich in dieser Arbeit nicht mehr behandeln. Auf Tree-Level gilt ¢ o = 0 sowie

Gy (p) = 0
— Pubv Pubv
PG ep) = pu{[p2+m3,v] [5;“/—;—2] + [§p2+m3,v} ;2 }
= pu [§p2+m3,v}
0
G(j}éist (p) = p2+ 5’ )

welches (3.67) verifiziert.



58 KAPITEL 3. ABELSCHES HIGGS-MODELL, D =2

Eine weitere 2-Punkt-Greensfunktionen verkniipfende Identitéit gewinne ich durch Anwen-
2
dung von m auf (366)

/d?a 5z — et 4 o0+ o)k
xo(x —x1)0(x — z2)e e(v
g 041 (a) 6 (21)062 (w2)
62T 82T
d% d(z —ev .
/ ”(5(]32(1‘1)514 ( ) 50(%2)55(1‘1)
(3.69)
Mit #IEI) = 0 folgt die Identitit fiir die inversen Propagatoren:
0 = —e(w+d10G,,) (p) — ipuGy,,(p) + evGgiy (P),
(3.70)

welche sich auf Tree-Level mit den obigen Ausdriicken und

2
mO,v

G, (p) = p° + z
bestétigen 148t. Um einen Zusammenhang zwischen den beiden Identititen (3.68) und
(3.70) herzustellen, 148t sich der inverse Geist-Propagator eliminieren.

Desweiteren ergibt sich folgende Beobachtung: Aussagen aus den Slavnov-Taylor- Identitiiten
iiber den Eichfeld-Propagator betreffen stets nur dessen Longitudinal-Anteil, da G ¢ stets
mit einem Impuls p, zu multiplizieren ist!

Um eine Identitdt, welche den ¢;-Feld-Propagator enthilt, zu erlangen, betrachte ich

5e@a)s ¢>2((5:i-2) 5o angewandt auf (3.66). Diese Identitét enthélt 3-Punkt-Greensfunktionen.
5°T 5°T
- _ 2 _ _ - - 2 _ _ - -
0 = = [dedte — it~ s [ et —n)ite -
Felgro+v) oL
e v
T 6 (22)061 (21)062 (w3)
5T 5T
— [ d% 6(z — — ev
/ ( ) M5¢2(ZE2)5¢1($1)5A ( ) 5C($3)5¢1(ZE1)(56({E2)
(3.71)
bzw. :

0 = eGQ_ﬁl (p) B 6G¢_>21 (q) - €(¢1’0 + U)F¢1¢2¢2 (p7q7 —-p - Q)
—i(p+ Q) uLpig54, (0,0, —p — @) + evlgcelp, —p — ¢,q)
(3.72)
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Dies kann auf Tree-Level leicht bestéitigt werden:

equll (p) = e(®®+md)
2
— mO,v
—eGy)(q) = —eld”+ =)
v
—evl g 6,0,(Py 0, —P —q) = —@v% = —emg
2y mi,
evly ce(p,—p—q,q) = ev—( =e—
—i(p+ QL1000 (00 —P—a) = —elp+q)ulp— @) =—e(* - 7).
Eine weitere interessante Aussage erhalte ich durch 50(:[3)5(1)1?;2)514”(11) (3.66):
83T §°T
0 = e + v +/d2xe(5x—x ol —29)———
0 )6 Ao a(as) ) = ) e o)

) 53F 9 (531—‘
- /d O =28 S AL ()0 A (@) /d 70 ) O o (2)56)
(3.73)

bzw.:

0 = —eG,(p) — e(bro+0)Te4,4,(0 —P — ¢,p)
—i(p+ Q)T 4,4,(@0,—p —q) + i€puL,ce(q, —p — q,p)-
(3.74)

Auch dies kann zumindest auf Tree-Level nachgerechnet werden:

M@(p) =0
—evlg g0, (0, —p — q,p) = ie’v(2q +p),
—i(p+ @)uTp 4,4, (00, —P—q) = —2ie*v(p+q),
i€puToicela,—p — q,p) = ic’vp,.

Hier besteht ein Zusammenhang zwischen dem inversen A, ¢2-Mix-Propagator und 3-
Punkt-Greensfunktionen.

Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Identititen kénnen dazu herangezogen werden, die
Eliminierung unphysikalischer Anteile in den Propagatoren (s. Abschn. 5.3) und in physi-
kalischen Streuamplituden (s. Kapitel 6) sicherzustellen. So zeigen z. Bsp. die Gleichungen
(3.68) und (3.70) eine Aufhebung der Propagatoren des ¢2- und des Geist-Feldes mit dem
des Longitudinal-Anteils des Eichfeldes.






Kapitel 4
Regularisierung

In dieser Arbeit soll das Verfahren der Dimensionellen Regularisierung (s. [19], [20], [32])
angewandt werden. Der Vorteil dieser Regularisierungsmethode (gegeniiber z. Bsp. der
ycut-off“-Regularisierung) ist die Erhaltung der Symmetrieeigenschaften. Die auftretenden
Integrale in D = 2 Dimensionen werden zunéchst in D = 2 — 2e Dimensionen berechnet
und als Laurent-Reihen im Parameter e geschrieben. Das Ergebnis fiir D = 2 erhélt man
anschliessend als Grenzfall ¢ — 0. Durch Renormierung lassen sich zuvor die divergieren-
den Anteile entfernen (vgl. Kapitel 5 und dort zu diesem Thema angegebene Literatur).
Hierzu ist es zunéchst erforderlich, mit Hilfe eines willkiirlich wihlbaren Massenparame-
ters die Dimensionen der Kopplungskonstanten anzupassen. Aus der Forderung, daf} die
Lagrange-Dichte in D Dimensionen ebenfalls die Massendimension D besitze, als Formel
geschrieben [.Z] = D, ergeben sich aus den einzelnen Termen in der Lagrange-Dichte die
folgenden Massendimensionen der Kopplungskonstanten, Massenparameter und des Va-
kuumwertes des Feldes (s.Tab. 4.1): Die Massenparameter mg und my, besitzen also stets

D |D=2-2|D=2
[m2] 2 2 2
[e?] 4-D 2 + 2¢ 2
(9] 4—D | 2+2 2
[m§,] = [e*?] | 2 2 2
[v?] = [ 4] D-2 —2¢ 0

Tabelle 4.1: Massendimensionen der Kopplungskonstanten, Massenparameter und des Va-
kuumwertes des Feldes

die Massendimension 1, die Kopplungskonstanten in D = 2 — 2¢ werden nun geschrieben
als

e !

e = u‘e
g = p*qg
= p e,

61
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wobei die gestrichenen Grofien die Kopplungskonstanten fiir D = 2 bezeichnen mogen,
ist ein beliebiger Massenparameter, ] = 1. Im folgenden schreibe ich die gestrichenen
Groflen wieder als ungestrichene.

Nun liste ich die fiir die Propagatoren und Vakuumkorrekturen (in den beiden in Kapitel 3
behandelten Eichungen) berechneten 1-Loop-Ausdriicke auf. An dieser Stelle sind nur die
Ergebnisse aufgefithrt. Einzelne Rechnungen zu den auftretenden Ausdriicken entnehme
man dem Anhang B, die Grundlagen hierzu sind im Anhang A notiert (s.a. oben zitierte
Literatur). Desweiteren sind hier simtliche Propagatoren mit amputierten dufleren Linien
notiert. Dies gilt jedoch nicht fiir die Beitrdge zum Vakuumerwartungswert. Man erhilt
allgemein die amputierte n-Punkt-Greensfunktion G5,"" aus G,, durch Multiplikation mit
den inversen Propagatoren:

n
Gamr = [[A; ! G
=1

Auflerdem tragen zu jedem Ausdruck noch Terme der Ordnung € und héher bei (nicht
notiert).

4.1 Unitire Eichung

4.1.1 Vakuum

S=2
k g / d% 1
p=0 -k 2m2 | (2m)P k2 + m?
. gv (1 m3
- _ | — 4.1
. 8mm <e n471'u2 7) (4-1)
S =2
k _ My / dk S 5 Kk
p=0 vmg (27T)D k? + %v - %,v

2 1 m2
= —u € ¢ 1)2 <— -7 —2—1In 0’1; (4.2)
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4.1.2 Skalarfeld-Propagator

2

g ? _ _gu2€/ dPk 1
N 2 (2m)D m2 + k2

i 2 kuky
2 2 Py O+ "53,”
R Nows s

S =
k
P
S=2
k
P
S =
k
D
S=2

2

' _ 92’02[1;26/ de. 1
N (2m)P m32 + k2

2
2mg

_ 3¢ (1 mp
~ 8 \e n47ru2

k
kuky
62,029/1/265 dPk 5uu + T:T,v
m2 " | (2m)D 2’0 T k2
m

P 0 my

3¢2 (1 %U
= — | -=9-2-1 ?
4 (e 7 n47r,u2
S =2!
kE+p
p ( }
k
_ 92,02'“26/ de 1
a 2 (2m)P (mg + k2)(m§ + (k +p)?)

3m%g | p? +2md + /pt+ 4p2m2
n
8m\/pt +4mip?  p? +2md — \/pt + 4p?m?

63

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)
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(k+p)u(k+p)y kxkn
464?)2”26(5#)\(5;/7,/ dPk (5’“’ + mg . > (5/\" * m%,v)
2 2m)P  (mg, + (k+p)?)(m5, + k?)

4.2 9 dPk <5W + (’“JFPZ'%(T?’)") (5”'/ + %ﬁ)
= 2 ¢ ’ -
cUH / @mP  (md, + (k+p)?)(m, +k?)

2 2 1 m2
dT mg, \ € ATy
2 2 \2 219m2 4 4 4 4p2m2
+2m p™ A 2mp, + /P prmy,
0 o), ’ - } (4.8)
Qm%wp% /pt + 4p2m%’v p? + 2mg’v — 4 /p*+ 4p2m%’v

4.1.3 Eichfeld-Propagator

S =2
i@\r\( = —p*es d—Dk#
7 v O @D mE R
e? 1 m2
= O <E — v —1In 47T,UQ> (4.9)
S=2
k

0 I 5 / dP%k 1

nop s ! mZ M) 2m)P mE+ k2

3e? 1 mi
= T Ow (— — v —1In 02> (4.10)
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S=2
k
22602 / A0 O+ o
= —5 A
e 2 O [ omD 3k
3e? 1 b0
= -y -2 -1 ? 4.11
2mg O ( ¥ N 2 (4.11)
S=1
k+p
=
p
k
Kk
APk Opr + 2o
= 462m% v :U2€/ D 1.2 2 0’U2 2
’ (2m)P [m§ + (k + p)?]lmg, + k?]

— 6—2 _ Pubv 1—’)/-i—2—ln m% +p2+mg_mg’vln mg

27 g2 | e 42 2p? m%)v

(p? + m2 — m2,)? 1 p? +mg§ +mg, + \/(;D2 +m§ —mg,)? + 4p*mg , ]
_ 2 n
2]72\/(]72 + mg - m%,v)Q + 4p2m%,v p2 + mg + mg,v - \/(172 + mg - mg,v)Q + 4p2mg,v
Py [L o mg P mG - mG, | mg
2 Am 2 92 m2
0,v
N VO + b =m0 4y, 924+ md, £\ — i) + dpPmd, ] }
n

4.2 Re-Eichung

4.2.1 Vakuum

S =2
k g dPk 1
p=0 B 2m2 | (2m)P k2 +m3
R L L mg
8mm3 | € 42

p? +mi + m%yv — \/(102 +m3 — m%yv)2 + 4p2m%’v

(4.12)

(4.13)
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S=2
7N
vk . gv / dPk 1
= THhETS D 2
TPZO o ] @07 e 4 e
S S L U, iy + In¢ (4.14)
o 24mm3 | € K 4 p? )
S—=_1
kA . e2v dPk 1
= u
v 111 m%
= u€ — ==y -In—= +1 4.15
a 4mrm? e n47ru2 +Ing (4.15)
S=2
O+ (1= )i
k €208, / dPk Omv mZ , +Ek?
= K
p=0 m3 (2m)P k2 + mg,
N / d’% O, 1-¢ K
m§ ) @m)P | k2 +mf, ¢ [k2+m§,ka2 +m3,]
e e |1+E (1 LT P S, (4.16)
= - —-—y—-In - —In )
o 4rmd | € eV 42 13

Hierbei sei nun auf folgendes hingewiesen. Der Anteil des ¢;-Feldes (Realteil) entspricht
exakt dem Anteil des o-Feldes in der Unitdren Eichung. Betrachtet man die Summe aus
dem Eich- und dem Geistfeldanteil:

+ . . = _M—G 5|~ — ’Y — 2 — ln 3
A 12
p=0 Ip —0 dmmg | € T

k % e2y [1 m3,

so zeigt der Vergleich mit dem Ausdruck in der Unitdren Eichung:

k (,...:-k k
+ e = . (4.17)
Isz p=0

Re unitar
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4.2.2 ¢-Propagator

p
AN
I
\ /
\|/
p
S=2

g Qe/ﬂ 1
2 | @m)D K2+ m2
9
8T

2
9 1 my
——— |- =7 -—lh—= +1
24m (e 7 n47r,u2 + nf)

1 2
<— —7—1In m02>
€ 4T

g*v? 26/ dPk 1

2m3 a (2m)P k2 + m2

3g (1 1 m%
e e 2 b
gt \e | 4rrp?
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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S =2
k
O + 15—k
_9Mow o /de k24—
p 2 I (2m)P k2 +mg,
3e2e+1 (1 mg, 1
= 2oy 22 ) —24 -1 4.23
4%[5 (E 7T a2 +£n§ (4.23)
S=-1
(
| 9B o / dPk 1
’ mg ") P oy
3¢2 (1 ™.,
S VR U | 4.24
4m¢ (e K n471'u2 + n§> (4.24)
S =2

_ 921}2 26/ dPk 1
. — 2 " @R k92 + mlR )

k

2 2 4 92 \/m

_ 3gmy 1n;D + 2my + /p* + dp°my (4.25)
8m\/p* +4p?m2  p? +2mi — \/p* + 4p’m}3
§ =2
k+p
/'5‘\ g ,UQE/ dPk 1
— 4 — ~ D 2 2
AN 185 S @MY (k4 p)2 + Dhe[g2 4+ D]

m
9 p*+2 °”+\/p + 4p?—¢*
9™Mo In (4.26)
247r\/p + 4p? mo” p? + 90w —4/p 4 4p? mo”
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S=-1
k+p
Lt ’ . B GQm%’U /J}Qe / de 1
— o — = 5 5D -~ -
p RN § (2) [(k+p)2+%][k2+%]
k
2,2 2+2%+ 4+4 ng,v
e mO,v 1 p 3 p P 3
= - n
2, [t 2MB 2 L oM 4 230
(4.27)
S =2
k+p
p
k
6#” + 1_*51"#7]"‘; 61“1 + 1-¢ (k+P>u(k+§)v
2 2 o [ dk ¢ gm0 ¢ ()2t 0n
= 2e"mg, 5 £ £
(2m) ((k +p)%+ m&) (k2 +mg,
ey e n n
Ar | € 2mg /Pt +4p?mg . p? +2mg , — \/p* +4p*mg,
N
2 % 2 m%’u 4 Qm%v
T+ 2 Y2+t HApt—
+ In
mg v my v m2,v
oot + g2 et S
1 2 _ 2
4mg‘” - <p2 + %ﬁm% U) p’+ E——glm%’v + \/(1)2 + %ﬁm%ﬂ)) + 4p2m%’v
: In

_I_
2 2
mg,v\/@? + %mg,v) +4pm3,  p?+Emd, - \/<p2 + %mg,v) +4p?m} ,
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§= k+p
//—\‘\ B
p E‘ (‘
k
(2p +k)u(2p + k)y <5uu + % kuffé )
D 2 0,v
2 25/ d"k k*+—¢
- r e ’ 2 M
(k% +mg  J[(k + p)? + =]
62 1(1 gv p2
= —|Z|==~= J - —1+ 1
4w[£ e T A ) )
4m3,v_<2+£+_1
€ p g m

2 | M 2 0,v 4 ngv
p°+ £ p°+2 +/p*t+4p 5,
N In ] (4.29)
2 2 m2
mg ([P ApP Tt pR 27t — [pt A2

4.2.3 ¢o-Propagator

g (1 mg
—— - =7 -1 4.30
247 (e 7 n47r,u2> (4.30)

2

g 1 UL
- — -1 ? 1 4.31
8 (e K n471'u2 + n§> (4:31)
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g Q/de 1
o mg'u (2m)P k2 + m2

g 2
S - 4.33
o ( y “m) (4.33)

1 mg.,
= L (— - IHF[;? + 1n§> (4.34)

Beachte an dieser Stelle:

L {I)
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S=-1
( %
L _ Moy o / % 1
T s’ @
e? 1 m%v
= 2l -y 5+l 4.36
Aré (e Yo e T ng (4.36)

S=1
k+p
k
2 1-¢  kuky
(2p + k) pu(2p + K)o (5;W+T m2
— 62 M2€/ de k2+T,v
e (62 +m3 | | (k4 p)? + m3]

e? 11 MG mé 1 m2+p?
= — <& — _ _ l > 1 0 - 0 l
amE\e 7T a2 i ms " 3 " mg ne

\/(192 + m% B m%’v)Q T 4p2m%’v ! p2 + m% + m%,v + \/(p2 + m% B WL%,U)2 + 4p2m3,v
n
et g b md, — [0+ md —m3 )2+ gt}

2 9 2 2
e |

2 5 ‘
mg m3 mg v m3 v m3 v
m%,v\/(p2 +mj — 2v> + 4102% p2+md+ 2 - \/(p2 +m2 — g ) + 4p2 g

(4.37)
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S=1
k+p
m B 927)2 26/ APk 1
-———— -——- 2
N i @7 Tk 4 p)2 + m3] [2 + 222
k
2 m2
p2+m%+%+\/(p2+m§— g‘”) +4 g“pZ
In o — 5
gm2 p2mg+—g \/(p2+m0— 3 ) +4—pp?

127 o\ 2 o
<p2 + mg _ 2,1)) + 4 g,vp2

(4.38)
4.2.4 Eichfeld-Propagator
S=2
k D
’\’\Q\N = —e%§ llﬂk/ﬂ #
T v s (2m)P k2 + m2
e? 1 m32
= 5, —-~-1 0 4.39
4o H (e 7 n47ru2> (4.39)
S =2
// \\
ok g / dPk 1
ANNASIANNNY T v G
e ) @ e s
e2 1 m%v
= S, = -y 2 4.40
4%5” (e 7 n47r,u2 +Ing (4.40)
S=2
k
= g %77}5 26/ de 1
w7 p 2 (2m)P k2 + m?

3e? 1 m3
= O (— —7-ln °2> (4.41)
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e? 1 my

Beachte an dieser Stelle:
[REN

/
\
- k\\ y
/ \
] 'k
f\,\\n\*’n\/ ~ + W\Lr\m = 0.
12 p v

T v

5 . (5)\7' + 1%5716)‘5% B
_ 262 mo’v 6 M266)\ / d k k2+T,
M » v m% v T (271_)[) k2 + m%,v

3¢t 1+¢ (1 mg, 1
— |l — | —-—7-1 ’ -2 -1 4.43
2mg [ ¢ ( LT R

4 1 m2
= 3e 5 <— —v—1In 47;;;2 + In¢ (4.44)
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S=1 k+p
L=
p
’ 5 4 =€ kuky
2 o oo [ dk Y s
= detmg, /(

2m)P ((k +p)2+ m%) (k2 + mg,v)

e? pupy ] [1 =€ m2 mg
= T ) _ CREY 2 1 0 2 2 U 1
dmp? [’W p? H g M0 ptmy s g )i

(p2 + m2 — m2,)2 1 p2—|—m3+m%v+\/(p2+m%—mgv)2+4p2mgv]
- n
2+ mE—m )2 +dpPmd, p?+mE4md, =\ (07 +mE—m3 )+ 4pPmd,
2
pupu|:f 1 2 0 2 9o My,
+ In—" + [p?+mf— In¢
pQ é- 0,v %v 0 é—
mg ’ 2 2 mg"’ 2 2 mgv 2 ngv
(p2+mg— 2”) peHmy+ == | PP+ mp - +dp>—g*
In

B 2 2
m2 v m2 v m2,v m2,v mz,v
\/<p2+m3— g) +4p?=gr  p+mp+ ¢ —\/<p2+m3— £ > +dp? =gt

p? +mp+md, + /(07 +mi—mf )2+ 4p2m%,v] }

2 3~ )2+ g

p?+mi 4 md =\ 07 +mf—md )+ dpPmd,

(4.45)
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S=1
kE+p
[ f\/\z\z\mww v =
p \\,’
k
— 2 26/ dPk (2k +p) (2K +p)y
= > .
07 (k)2 ] 2+ ]
e? 1 mZ P Am§ - i Em?
= — %V_pupy ——y+2-In—% + 0 ) PR
s p? | |e A7 p? 2p? m%)v
2 2 m(%v ? m(%v 2 2 2 mgv 2 2 mg ? 0,v,.2
p*t+mg— —¢ +4—tp® pHmp+ =+ p°+ my — +4—g=p
— In
2;02 2 3 2 _m 2 3w
p?+mg+ == — [ | p?+mg - +4—gp?
9 2 .2 i
5 |-yl —5 + 2 In >
p € dtp 2p mo.,
m 2 2 9, ™3 2 3 2 0
+ In
2 2 2 2 2 2 2 :|
2p2\/<p2 +mf — g) +478ep2  p? 4 md+ Tt - \/(p + md g) + 475 p?
(4.46)

4.2.5 Geistfeld-Propagator

— Qm%’v 26/ de ]'
‘ p> e 2¢6m o (2m)P k2 + m2

3e? (1 1 m3
= —|[-=—9—-In
8mé \ e 7 42
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S=2
RN
'\ /,‘k
I _gm, / dPk 1
p> > Gfmg (27) 2 4 Mow
e (1 m%v
= -y -m 22 4 4.47
8¢ \ € v n47r,u2 +1Ing (447)
S =2
k
61/4‘1—76 kukl{
62m%ﬂf 2e 26/ de ' ‘ kz_l_@
VT e emP — W+m3,
et [e+1 (1 md ., 1
= S y—m— ) 24 2 4.48
47r§g< ¢ (e 7 n47ru2 + ¢ ne (4.48)
S=-1
( &
I Mg, . / d’k 1
o em3" | enP 1n .
3¢t (1 mgv
= 2 (e g 4.4
47re? (e 7 n471'u2 + nf) (4.49)
S=1
kE+p

& 2m)® [(k +p)%+ mg} [kQ + %]

N ity o [ %% 1
p S
-
k

2 2 2 2
pPmB+ gt +\/(p2+m?) e ) +4700
In

3
m2 m2 2 m2
2 2 0,v 2 2__ 0w 0,v 2
Qng,v PP mo+—¢ \/(p +mg——¢ ) +a—gp

47r£2 o M} 2 mp
<p2 +m§ — {”) +4 E’”;r)2

(4.50)
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4.2.6 ¢o-Eichfeld-Mix-Propagator

__1)__ /1/— _M p -_———

und ebenso fiir die drei iibrigen Tadpole-Beitrige, sowie

Beachte hierbei:

k+p k+p
——-—mmuz - MM\/\A————
P N__~ P N__~
k k
und

k+p k+p
——-—Q’\Mﬂz - MWQ———-
p p
k k

S=2
k
— iegv 25/ de 1
Ty o 2m3 Putt (2m)P k2 + m
. egu 1 m3
= —i— - —v =1 4.51
7JSﬂ'm% Pu (6 v 47ru2> (4:51)
S=2
AN
" L
‘I\M( = _Z._egU b 26/ il !
P 1% Gm% s (271') k2+ mgv
cgv ! In " + Iné (4.52)
= — 1n n .
2mm2 P\ e 77 42
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S=2
k
1§ knkr
3 D 6’[]7'—"_ g 2nm‘0,v
B d”k A
__p_— 1 mg 14 nt (27T)D k?_{_mg’v
e2ev 1+€ (1 m%v 1
= —j - —v-1 : -2+ =1
7J47rm% Pu 13 eV n47r,u2 + £ ne
(4.53)
S=-1
(o
_ ie%p 26/ dPk 1
",;'IWW ey " | TP L
e?ev 1 mo
= —— i | ’ 1 4.54
7J47r£m% Pu\e =7 n471'u2 +Ing (4.54)
S=1
kE+p
----m\/v\/ n=
poN__,
k
,gve 25/ dPk (2k +p)y
3 (
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(2p + k)‘u + 1;6 (2p+k)A§Ak#
%ie? 2e/ d"%k C kel
= —2ic’vp
CmE (U +p)2 + m3) (k2 +m3,)

2 m2 2 2 2
. 0,v my p” +myg
= —i P In + In&
2 [ { p2 m%,v p2

\/(p2 +mg —mg,)? + 4pmg , | p® +m§+mg, + \/(p2 +mg —mg,)? + 4pmg ,
+ n
2

p?+mp+md, =\ /07 +m§ —md )2+ 4p?m3,

2
2 2 2 mg,v 2 2 mg,v Qm(Q),v
(p2+m3)(p2+mg—mg’”) p*+mi+ —¢ ~l—\/<p + m§ £ > + 4p
1

3
_ o m\* L geme  a o ™S S PR
p? <p2+m0— §’> +ApP =t PP mgt+ ¢t - (p +mg — > +4p* =g




Kapitel 5
Renormierung

Nachdem im vorhergehenden Kapitel sdmtliche 1-Loop-Graphen sowohl in der Unitiren
als auch in der R¢-Eichung berechnet wurden, kann nun die eigentliche Renormierung
durchgefiihrt werden. Hierbei sollen die Ergebnisse in diesen beiden Eichungen verglichen

werden.

Unter Renormierung versteht man das Entfernen der Divergenzen, die hier durch das Ver-
fahren der Dimensionellen Regularisierung herausgearbeitet wurden. Dies kann einerseits
durch Hinzufiigen von ,,Counter-Termen® zur urpriinglichen Lagrange-Dichte geschehen
oder durch eine multiplikative Renormierung der auftretenden Felder, Massen und Kopp-
lungskonstanten. Es kann gezeigt werden, daf, falls die benotigten Counter-Terme von der
gleichen Gestalt wie die Anteile der urspriinglichen Lagrange-Dichte sind (und nur dann
spricht man auch von einer renormierbaren Theorie), diese beiden Ansétze dquivalent sind
(s. z. Bsp. [8], [38]). In dieser Arbeit werde ich nicht die komplette Renormierung fiir das
Abelsche Higgs-Modell durchfithren (hierfiir s. [3], [41]), sondern mich auf eine Berech-
nung der Massen der einzelnen Propagatoren konzentrieren sowie die Feldrenormierungs-
konstanten angeben. Diese werden fiir den anschlielenden Vergleich der 1-Loop-Beitrige
zum Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes benotigt. Die Bestimmung der Massen und
somit auch der Renormierungskonstanten fiihre ich in zwei unterschiedlichen Renormie-
rungsverfahren durch, die im folgenden Abschnitt kurz dargestellt werden.

Zunichst jedoch noch eine Bemerkung zu den Kopplungen g und e?: Nach [28] (auch
z.Bsp.: [14] bzw. [17]) wird hier angenommen:

Olg) = O(). (5.1)

g = 3549

2 = s(e?).

Somit ist eine Fixierung der Massen des Skalarfeldes und des Eichfeldes, mo und mg 4,
sichergestellt und eine Entwicklung in Ordnungen von s entspricht einer Entwicklung in der
Anzahl der enthaltenen Loops (s. [28]). Es sei darauf hingewiesen, dafl andere Annahmen

81
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zu nicht wohldefinierten Stérungsreihen fithren kénnen. Ein solches Beispiel wird in [2]
zitiert (s. dort). Weiter wird in [11] ein &hnliches Verhalten der Stérungsreihe fiir eine zu
grofle Higgs-Masse im Standard-Modell erwéhnt.

5.1 Renormierungsverfahren

Mit —¥ sei die Summe aller amputierten Ein-Teilchen-irreduziblen(1PI) 1-Loop Beitrige
zu einem Propagator Gy bezeichnet. Graphisch sei dies wie folgt dargestellt (die durchge-
zogene Linie représentiere hier ganz allgemein einen beliebigen Propagator):

Gop = —

> = (o).,

Den vollen Propagator (zusammenhingende 2-Punkt-Greensfunktion) GEQ) erhilt man nun

wie folgt:
d® = ®
- — o t—oo—
= Gy + Gy (—2) Gy + Gy (—Z) Go (—Z) Gy + ...
1
G+ E
Mit GEZ) r® = —1 folgt also:

-1
r® = (Gg2>) =Gyl + %
Fiir das Folgende sei als Beispiel stets der Skalarfeldpropagator gemeint, also:

Gy' = p? + mi,
—r® = p? + m% + 2.
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5.1.1 Renormierungsschema I

Hierbei betrachtet man die Entwicklung der 2-Punkt-Vertex-Funktion um p? = 0:

ox
@2y — 2 o4 2 4
IO = mi +3(0) + (1+ 55 ,,2_0>p + 00
oD
=" 52 220
1
= 7. {m% + p* + O(p")}, (5.2)
L= _ 2o (5.3)
ZR 8p2 7 p2:O
2
mr _ _p@®
7y = r®(0). (5.4)

Die hierdurch festgelegte Masse mp (auch: ,renormierte Masse“) ist proportional zu einer
inversen Korrelationsldnge, welche durch das zweite Moment der 2-Punkt-Greensfunktion
im Ortsraum gegeben ist:

;0 ) (4.0 1
[’ 2* <o(z)o(0) > [6W (Zaku) (Zaku> ( F<(72)(k2)>]ku,k,,—0

4¢2 = —
[d%x < o(z)o(0) > [_ . ]
Fo'2 (kz) k2=0
20u0 _ 4
m%{ N m2 '

Aus diesem Grunde wird mp auch als ,2"9 moment mass“ bezeichnet. Da diese Massende-
finition nicht der physikalischen Masse (auch: Polmasse, s. néichster Abschnitt) entspricht,
ist nicht unbedingt eine Unabhéngigkeit dieser Grofle von der gewahlten Eichung zu er-
warten.

5.1.2 Renormierungsschema II (Polmasse)

Die physikalische Teilchenmasse m,, welche sich als eichunabhéngig erwiesen hat (s. Ab-
schn. 2.2.1), wird durch die dem Ursprung am niichsten gelegene Polstelle des vollen Pro-
pagators bzw. Nullstelle des inversen Propagators festgelegt:

(@) ((img, 0)) = 0. (5.5)

2

Der volle Propagator verhilt sich nun fiir p> — —m2 wie:

Z
GO ~ T
p* +mg

Fiir die Renormierungskonstante gilt also:
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Die gesuchte Teilchenmasse findet man in erster Ordnung in s durch:

Mg = Mo + SM() + 0(82)

m2 = mj + 2smom1y + O(s?).

Aus der Forderung (5.5) erhiilt man mit p? = —m2:

mg+p* +2(p°) = 0

= ma = 2sm02(_m%) + O(s)

und letztlich:
m2 = mi + B(-md) + O(s%). (5.6)

g

5.2 Skalarfeld-Propagator

5.2.1 Unitédre Eichung

Zunéchst unabhéngig vom Renormierungsschema wird die Summe der 1PI 1-Loop-Beitrige

notiert:

Zg(ﬁ)(p . Q . p? . p?

1 2 1 2 2 2
= —q g 1_;0_2 ——~v—1In o +p—2ln3i
47 3mg € 47 p? 3mg g
N 3m3 1 p? +2m3 + /p* + 4p2m%]
n
2¢/p* +4p*m3  p? +2mi — \/p* + 4p>m3

1 mé
2 0,v
2(2-y—2-In 2
+e [ <e ¥ n47w2>
L e p®+2mi, +/pt + 4pPmi ] } o)
n ) )
2m%’m /pt + 4p2mgyv P2+ 2mg’v —\/p*+ 4p2m%’v

In beiden Renormierungsschemata werden die analytischen Fortsetzungen des Termes

1 p? +2M? + /p* + 4p2 M2

In
VPt +4pPM?2 o p? 4+ 2M2 — \/p* + 4p? M2
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mit M? = m32 bzw. M? = m%yv fiir Werte von p?> — 0 (Renormierungsschema I) oder
p? < 0 (Renormierungsschema IT) benétigt, sieche hierzu (D.15). Die Fortsetzung zu Werten
p?> < —4M? ist nicht mehr rein reell, da dann das durch das Skalarfeld beschriebene
Teilchen nicht mehr stabil gegeniiber Zerféllen in zwei Skalar- bzw. Vektorteilchen ist. Diese
Situation bedarf allerdings keiner weiteren Beachtung, es ist vollkommen hinreichend, sich
auf ein stabiles skalares Teilchen zu beziehen, da sdmtliche Aussagen den Vergleich der
unterschiedlichen Eichungen betreffend auch fiir ein instabiles Teilchen gelten.

Renormierungsschema I

Im folgenden benutzt:

1 24 o2M? 44 4p2 M2 1 1
lnp + + VP t4p = — - _4p2 +O(p4).
Vot +4p? M2 p? +2M2 — \/pt+4p2M2 M 60
1 1 q e? 1 md ., 10
— = 1- —{ - —2[==y—-In— —
Zr 87r{ omg + mg,v[ (e el R
g 11 1(1 2
= 1- i : 5.8
4m3 [36 3 (e 7 472 (58)
2 2 2 2
mp 9 g (1 mg 3 e 1 my
AT e S e | 2l —(2=-y-1-In2
7 0T L Yo T 2] o <e i Ry

Damit ergibt sich m%z in erster Ordnung in ¢ und e? zu:

2 + %,(0
my = Mot 2O
ZR

e |1 3v
—— |-=y—-1-1 : (@)
5 |27 B 2 + O(ge”, g%, ¢")
43 1 2 3e?
— %_L_ 4__,),_1nm0 _m2
127 |12 4 p? g
2 2
1 m,
_Z [— —y—1—1In 0’1; + O(ge?, g2, eb). (5.9)
21 | € 47
Renormierungsschema IT
Da nun der Bereich p? = —m3 betrachtet wird, ist bei der Giiltigkeit der analytischen
Fortsetzung zu achten auf:
—4m%’v < —mg,
2
125 > 1

9
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4 (1 2 1. 3e?
S, (m?) = _%[g <__7_ N m02> -3 n% + 2v/3arccotV3
+— arccot” 1— 12—
3 ‘1 1262
2 1 2
_e_[__,y_2_ 0” arccot ‘1—126—]
21 | € 262 g
4 2
_c ——————arccot 1—126—
T
9 ‘1 1262
Somit (beachte: 12% > 1):
4 (1 2 1
m? = mg_i[_<__7_1 mO) ——ln—+2\/_arccot\/_
47 |3 g
+— arccot” 2— - 1
3@/1
2 1 4 2
_e___,y_2_1 OU — arccoty /125 — 1
2m | e 47 ,u 12&_1 g
g

4 2
6
_E 2 arceoty /125 — 1. (5.10)
T  [19¢ _1 g
g

Fiir die Renormierungskonstante folgt:

9%,(p?)

|
o + apQ

p?=—m2

Hierbei wird folgende Ableitung fiir —4M? < p? < 0 benétigt:

0 1 | p® + 2M? + \/p* + 4p> M?
_— n =
op? \/p* + 4p2 M2 p2 +2M2 — \/p* + 4p2 M2
2 4p? + 8M? 2

M
arccotq /|1 + 4—2

_ 5.11
pt+ApP M2 (pt + 4p2M2)\/|pt + 4p? M2 (5:11)

Damit berechnet sich

0%, (p?) g

= - —1 +
(9;02 p2=—m2 47ng |:

o

23 11 M.
3 arccotV/3 — 3 (Z —v—1In yr
82 2
(1-62)" ~14 182 — 365 — 2165

+ ~ g arccot ‘1— 125
3(1-12¢) 3 ~122) Jli - 122 g

)
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folglich:

-1 _ g 2
%o = 1_47rm%[_1+

N 2
(1-65) 5 —1+182 — 365 — 2165
—{—72 + = arccot 12
3(1—12%) 3 ( 282),/ 122 — 1
5 12
5.2.2 R¢-Eichung

Q o ?
I |
\ /
— gy, Re (p?) = < o + N oe-” + +
p

P p p

»! s?, (:
+ I + + I + O
p p p p

.= .~ <=
t—4 9—T— o +—4 ‘,_+_{ §_>
D N~ P - p p amp

1 [4 <1 m2 > 1. 3>  p*+md
= —<Sgl=(-—~v—-In — —In— + Y——"1n¢
471'{ 3 \e 42 3 g 3m3
3m3 I p? +2m3 + /pt + 4mip?
2\/]) +4m2p?  p?+2mi — \/;04-|-4m2p2

2
6m2 \/p +4p L p? + 2000 \/p +4p
+e2[2<——7—2—ln )
€ 4,u

(p? +2m3 ,)? p +2mg, +/p* + 4p’ mo]}
2m0m/p + 4p? mOU p +2m0v ,/p + 4p? mOU

Die benétigten analytischen Fortsetzungen entnehme man wiederum (D.15). M? nimmt
2

2

3 1/[1 m2
\/_arccot\/_ 3 <— —v—1In O’U
€

(5.13)

v

hier die Werte m2, mg’v und mg an. Daraus ergeben sich die Bedingungen (fiir p? < 0):

_4m% < an
_4m%,1; S p27

m
40 < p2.
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Renormierungsschema I

Hier ebenfalls benutzt:

1 p? 4+ 2M? 4+ \/pt + 4p2 M2 1 1, A
s M Ve pp — e ot TOw
p* + 4p*M p? +2M? — \/p* 4+ 4p* M
1 g 11 1 5 g2
=1 — 4+ —In¢ — 5.14
7 ke drm3 [36 Tgnt T Sy (5.14)
T, Re f, g T4/(1 o 113e+11£+3+£
= m - ——|z|—-——7—In — -ln— n —
Za,Re 0 arm2 |3 \e 1T mp2 3"y 18¢2
2 1 m2
S s|-—v—1-In 0,112
2rmg \ € At
Also
5 5 g [43 1 m3 3e? 5 g
= S e N v i
"R, Re o 127r[12 * (e T "y +§ TR
ez [1 m%v
e [ —y—1-m—22). 5.15
or\e ! n471'u2 (5.15)

Die Masse fiir das reelle Skalarfeld ist in diesem Renormierungsschema nicht unabhéngig
von &, also der speziellen Eichung. Auf diese Moglichkeit habe ich bereits bei der Einfithrung
dieser Masse, die nicht der physikalischen Teilchenmasse entspricht, hingewiesen (s. Ab-
schn. 5.1.1). Man beachte aber, daf gilt:

%iLI(I)T)”LR,R§ = MRpg. (5.16)

Auch hier ist die Unitdre Eichung formal im Limes £ — 0 in der R¢-Eichung enthalten.
Allerdings gilt dies nicht fiir die Renormierungskonstante. Aufgrund der logarithmischen
Abhéngigkeit vom Eichparameter divergiert Zg g, fiir { — 0. Dieser Logarithmus-Term
in der R¢-Eichung scheint aber mit dem in der Unitdren Eichung in der Renormierungs-
konstanten enthaltenen (dimensionell) divergenten Term

g l_ —In m%v
127rm% € K 42

zusammenzuhéingen. Eine dhnliche Entsprechung wird auch bei der nun folgenden Be-

trachtung der Polmasse beobachtet werden.

Renormierungsschema II
Die Bedingung fiir eine rein reelle analytische Fortsetzung, —4m% < p?, ist fiir p? = —m%

2
erfiillt. Weiter mufl auch —4m%’v < p?, sowie —4m§‘”

< p? gelten . Dies fiihrt zu:

2
128 > 1,

12— > ¢
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Es wird sich herausstellen, daf die zweite Bedingung nicht weiter beachtet werden muf}, da
sich die entsprechenden Terme bei der Berechnung der Polmasse exakt zu Null addieren.
Dies kann folgendermaflen verstanden werden: Diese zweite Bedingung stellt die Stabilitét
des Realteils des Skalarfeldes (also des ¢;-Feldes) gegen Zerfille in zwei ¢o- oder zwei
Geister-Teilchen (cc) sicher. Da es sich hierbei jeweils um unphysikalische Teilchen handelt,
sollten diese Anteile sich gegeneinander wegheben, welches hier auch geschieht. Bei der
Berechnung der Renormierungskonstanten ist allerdings auch die zweite Bedingung von
Bedeutung. Da aber das Hauptinteresse im Limes ¢ — 0 liegt, bedeutet dies lediglich die
Forderung oo > e > 0,00 > g > 0. Soll jedoch auch die Landau-Eichung (formal: ¢ — o)
betrachtet werden, so sind die Konsequenzen der zweiten Bedingung zu beachten. In der
Feynman-Eichung (¢ = 1) sind die beiden Bedingungen identisch.

2¢1,R§ (_m%) =
1 4 (1 mg., 1. 3¢ 6m3
= —— - =—=v-1 : ——-ln— + ———— ty/|1 — 4
4W{g[3 <e v n47w2> 3 n p + ﬁm‘l = arccot/ | |

— 4 |
0
1 m2 2(2m2 , — m?2 2
+e? [2 c ey —2—1ln—2 00 Z M) ot ‘1—126—]
€ 4 / 262 g

1 4 (1 mg 1 /
= —Xyg [_ ——vy—1In 0’”2 + 2v/3arccotV/3 + —————arccoty /|1 — 12—
47 3 \e At / 1262

arccot ‘1 — 12—

o[ 1 MG
+e [2 - =7 - ]
€ ,u 262

g
oA 62
————arccot 1—12—
‘1 262
Somit
) , g4t mg., 1. 3e? 2
my = myg— —|5|-—7v—In— — = In " + 2V/3arccot V3 + ——==———arccot
! 4 (3 € 4 2 3 qg 3 12£ -1
g

L
2 1 m2 4 2
L I y—2—1In Ov } _ arccoty [125- — 1
2m | \ e Arp? /19€2 _ 1 g
g

Die Masse erweist sich in diesem Renormierungsschema erwartungsgeméifl als unabhingig

2

g

125 _ 1]

(5.17)
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vom Eichparameter und stimmt mit der physikalischen Masse in der Unitidren Eichung

iiberein.

Es bleibt noch, die Renormierungskonstante zu bestimmen (benutze (5.11)):

0% (p?)
-1 ¢1,Re p
Zyt = 1+ =

mit
1 ge)
o%. 2v3 ! ( - _>
¢>18,R§2( ) - 92[_1+ \/_arccot\/?:Jr—lnf“‘igz
| T2 3 3 3(1-122)
9 —1+ 18 2166 e?
i arccot ‘1 - 12—
1262 1262 I
A 2
+————  arccot 1 — 12% ]7
e2 g
3 ‘1—12@
also:
23 1 <1 ~ 66_)
Zdjl - 1 _ 92 _1+iarcc0t\/_+ 1nf+7g
1 47Tm0 3 (1 - 1262)

9 —1+18% — 365 — 2165
+= . g - arccot 12 arccot 2— — 1
3 (1—12%) 122 — 1 3,/12
(5.18)

Die Renormierungskonstante ist auch in diesem Renormierungsschema nicht unabhéngig
vom KEichparameter und divergiert fiir &€ — 0 in gleicher Weise wie im Renormierungssche-
ma I. Auch scheint hier wiederum diese Divergenz mit dem Term

g (L1 ™M
127rm% € " 472

in der Unitdren Eichung zusammenzuhingen.

Bemerkung:

-1=0 ,R>1 (5.19)

lim ———arccot

1 R
-0 [R _ 3
£-1
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5.3 Eichfeld-Propagator

5.3.1 Unitére Eichung

Z;w unltar

P’ +m§—mj, 3e?
p g
(p? +m2 —m3,)? | p® +m§ +mj, + \/(;D2 +mg —mg,)? +4p*mg, ]
— n
102\/(;02 +m3 — mg’v)2 + 4p2mg’v p? +mi+ mg’v — \/(p +m3 — m0 )2 + 4p? mOU
1 2 6e2 [ 1 m2 24mZ-m2, 3e2
P € dmp g \¢€ dmp P 9

+ 5 In

& T mE = md ) aptmd, ki md, [0 g~ m )2+ AP, ] }

= ) b - 2] ) P

pup pup
- =5 V] + 2 B + Z:;u/unltar (p)

_FELQI/) — (p2 + m%’v) |:6MV p—2 0,v p

- [5_1’71’] [m%,v+p2+n1(p2>] + e [m%,ﬁnz(p?)] (5.21)

Zur analytischen Fortsetzung siehe (D.14), beachte p? > —m%yv.

Renormierungsschema I

2 2 4
2) Pubv | My +p +O(p) Pubv 2 2
_FEW) = [6W -2 ] Z + P (mO’U+H2(p ))
Damit!
1
G? - -
Coftv —FELQV)
— |:5 pupu:| ZRr Pubv 1
o [my 2+ 00 p? omp, + Th(p?)
1
Pubv PuPv\ 1 Pubv 1 pupy
(a[a‘w |+ p2) _5[”" pQ} b p?

p2+mg+m%’v—\/(p2+m0 mOU) + 4p? mOU

(5.20)
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Um die Entwicklung des Nenners des transversalen Anteils des Propagators zu bestimmen,
kann in diesem Fall nicht die einfache Taylorreihe benutzt werden, da in den einzelnen
Termen Infrarot-Divergenzen (das sind Divergenzen fiir p — 0) auftauchen, die sich jedoch,

wie ich nun zeigen werde, in der Summe wegheben. Mit

62 1 m2 82 1 m% 82
m(p?>) = ——|4(-—y—In— 6— | -—~v—1 2] 12— +4
1(P7) 4 <e K n47ru2>+ g \e K n47ru2 g+
1 2 9 2
+P [A(p ) nz% - B(p )] )
wobei:
Ap®) = pP+mi—mg,
B (p? +m — mg BE | p® +m§+mg, + \/(p2 +m§ —mg,)? + 4p’mg ,
p = n
\/(p + m? —mOU) -I-4pm p2+m%+mg’v—\/(p + m? —mOU) —I-4meU
0B(p?) 1323( ’) 4 6
=: B(0) + p p" +0(),
( ) 8p2 p2=0 2 (8 2) = ( )
heben sich aufgrund von
— 2 2 9
B(0) = (mo—mo,v)ln@

die Infrarotdivergenzen heraus. Die weiteren Terme der Entwicklung erhilt man mit?:

oBW) _ ., W mi—mg,)”
op’ (p? +mg — mf,)* + 4p?mg,

(p2 + mo mg v) (p +p (4m0 st 2m0) + 3m0 o 4m0m0 bt m0>

+

3
\/(P2+mo mOv) + 4p? mOv

p? 4 mf+md 4\ (07 +m§ —md )+ 4pPmd,

- In
P> +mi+md, =\ /07 +md—md ) +4p’m3,

2 2
dB(p?) _ 94 3m0,v_m01 3e?
2 = m2—m2_
P p2=o 0 0,0 g
2
P . P mE b mby /02 - mB )2 + dpm,
n —
o2 V@ +md—md ) 4w, p? e md e md, — 07+ md —m2 )2+ 4pPmd

2
(p? +mg —mg ,)? + 4p>mg ,,

P? +md +md, PR m b+ @ g — ) + P
— - n

O mg =g ) aprmy, v md 4wl = [0 4 md —m3 )7+ ApPmd,
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9’B(p?)

(9p?)?

{p6 —I-p4(3m% + 7mg,v) +p2(3m3 - 2m%m%,v - m%,v) - 7m8,v + 15mgm%,v - gm%mg,v + mg
2
(2 + m3 —m3,)? + 4p?m3,,)

4

p4(m% + Qm%’v) +p2(2m3 — 6m%m%’v + 4m3’v) + mg + 2m8’v — 3mgm0’v

+2m%’v

5
\/(172 + m% - m%,v)2 + 4p2mg,v

| p* +mp +mg, + \/(p2 +mg —mg )%+ 4pPmg }
- in

P2 mi+md, =\ [0 +md —md )+ dp?md,

1823(])2) _ m% 7mg’v o2 m%—l-?m[]v lng
2 (0p*) [y (mg—mi,)? M(mg —mg,)® g

Bemerkung: die Fille m2 > m%’v und m3 < m%yv miissen nicht gesondert betrachtet

werden, da nur Terme mit ungerader Potenz (n) der Wurzel auftauchen, bzw. bei geradem

n kein Logarithmus-Term vorhanden ist:

p2+m3+mg,v+\/(p2+mgfmg,v)2+4p2mg,v

v mimg — [y —mg ) apmE, g

\/(p2 + m% - m%,v)2 + 4p2m%,v

n

p2=0 1 mg +mg, + Img —mj, |
3 =R R, — = md, |
1 m2
fiir: m3 > m3 = In —
v (m§ —mg )" mg,
2 2
1 mg gy 1 m
fiir: m2 < m?2 = In —+- = In —2.
0 O (m%,v B m%)n m% (m% - m%,v)n m%,v
Es folgt also:
L laph m L — Bo)| =
P2 3e2
2m?2 3e2 Tm2 ., — m2 m32 + 2m?2 3e?
S J R .Y G R B i Sk R TR
my — My, (mg —mg,) ( mO,v) 9
L ; [7m0v MOy | g4 M0 2G| e ] (5.22)
ZR,’U 47ng v (m% - %,v)2 00 ( g - m% v)3 g
2 9 2 2 2
m 1 2m 3
R,U _ m% ., _ e . |: (_ _ 7 o ln 02> + : 0,112 1 i:|
ZRw : 4rmg ,, € dmp mgs—mg, g
m
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94
2 2 2,72 4
2 9 e 1 mamg, — 1My,
= SR Y 2 ’ ’
o = = g[a (T ) <2 (m§ = m3.,)?
2 m% - m%m%,v + 3m%,v 3e
2, 2 2 )3 In —
’ (mg — mg,) g
3et [1 m%v
2y -2
271'9[6 7 n47r,u2]
2 2
_ 9 e 1 5
= mo’v—%[2<z—7—ln4 2)4—1]
364[ 1 . 1 2 362]
S Y (O Fpal i) R - In 2%
4dmg <e Y 42 (1 ﬁ) (1 3e2> g
g g
9¢b [ 7 N 2 | 362]
_ _ n2
N
g g
27¢8 6 3e?
In - 9.23
+47Tg3 (1_£)3 n g ( )
g

Renormierungsschema IT

Fiir p? — —m?:

12

VA -1
o) [ - 2] (SR ) B )
p v b
G(2) ~ |:5 L — pupu] Zy Pubv
" Mo Ipr+mE o p? omg, + T (p?)

Wobei m,, durch die Forderung:

Moy + p7 + Wi(p?)] g o) = 0
definiert wird.
Mit:

o mop + M) —I-(’)(s2)

m2 = m%,v + 2momys + O(s?)
folgt:

my = mg, + i(=mg,) + O(s*)
sowie:

o1l (p*)

-1
Z, =1+ op?

p2=—m3

Bei der analytischen Fortsetzung sind nun die beiden Fille 12% < 1 und 12% > 1 zu
unterscheiden. Ersterer entspricht p? = —m%’v > —m% — m%’v + 2,/m%m%’v, letzterer

2,2 2 _ .2 2 _ .2 2.9
—Mmp = Miy <PT= Mgy, < MG — Mgy, + 24 /Mgy,
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62

1 1.3 2 2
Hl(—mg’v) = ——{ g [ lni + ———artanh /1 — 126—]
B e 3 1o \ 9
1 2 2
+e2|d(=—y+1—In—0 moC — 8 rtanh 1—126
€ 471'/.1,2 g /1 _ 126
+e_ [6 ——7—2—1n¢v2 + 7artanh 1—126—]
g € 47'('/,1/ 1— 126 g
V g

Beachte im folgenden:

o 1 \/(p2 +mjg — m%,v)Z + 4p2m%,v
ol artanh 5 5 5 =
0% [0 + m§ —m3 ,)? + dpPm, prAmy M,

\/(P2+m0 mg )2 +4pmg
2+m0+m0,'u

1 (p? + m§ + m§ ,)artanh

2 3
+m2—m + 4p2m?2
(p 0 0 ”) P00 \/(}02 +mi — m%’v)2 + 4p2m%’v

4 2
oI, (p? e? 3e? 3e? 2+ 725 —24%
# - 5 _]n_+i21n_+ g 5 9
op p2=—m3 , 4rmg , g 3e g 1-12¢
—T+36% —36% + 14 2
+2 9 9" 3¢ artanhy/l— 126—}
e2\? g
(1 - 127)
m121 = m%,v + Hl(_mg,v)

9
_e [2 <__7+1_1nm—02> m2 — % artanh 1—126—]
o € 4T g /1 126 g
3¢t [1 mp 4 2
_2¢ [_ —v—-2-In 0’1; + artanhy /1 — 126—]
2mg | € AT /1 _192¢ [Y
]

(5.24)
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Ol (p?
Z,;l - 1 T 1(5 )
ap p2:7mgv
4 2
_ - 2 1n3i+ 91 3e? 2+72Z—2—24%
47rm%,v g 3 g 1- 122
—7+ 36 —36% 4+ 14 2
+2 g 3 - artanhy/1 — 126—
(1 _ 1262) g
(5.25)
62

Hierbei ist lediglich in obigen Formeln zu ersetzen: artanh, /.. — arctan /| ... | und

1 1. 3e? 2 | e?
Hl(—mg’v) = —4—{ g [— In 2% + ——=——==arctan 125 1]
B9 g /12e - 9
1 2

+ €2 [4(——7+1—ln m02> —21n—— a,rcta,n 2——1
LT (1 mg 24

+e— [6 ——v—2—-1In 0’% + ‘ arctan 12— — 1]
gL \¢ Amp V122 -1

4 2

oL, (p? 2 3¢2 32 2+725 — 24

# - lni+i2li+ S
Op p2=—m3 , 4rmg ., 3e 1— 12
—7+36 —3662 +14 62

arctan 1 — 12—

1262 1/ 1282

4
¢2 32 g . 32 2+T25 -2
= - 5 —n— + Sh— - 3
drmg , g 3e g 125 —1
~7+36% — 365 + 1% >
-2 I arctan (/12— — 1
(12ﬁ 1)5 7
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2
3 2
= m%v — L[lni 4+ — arcta,n 2— —1
2 1 2 3e?
22 —-—y+1—-1In AL O P S arctan 12——1
2 € 42 g 262

4 2
1 m
_3e” —y—2-In 0v arctan 12——1
2mg | € 4y /12

(5.26)

Ol (p?
Z;t = 1+ 1(5 )
o* =i,
4 2
2 3 3e2 2+ T72% —24%
R B O IO b ke
47rm0’v 3e g 12% -1
2—7+ 368— —36% +

l% 2
I 3¢ arctan (/12— — 1
( €2 1)3 g

(5.27)
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5.3.2 R¢-Eichung

Aufgrund der bereits in 1-Loop-Ordnung sich ergebenden Mischterme zwischen dem Eichfeld-
und dem ¢s-Feldpropagator, miissen diese beiden Felder hier zusammen betrachtet werden.

1 m2 6e2 [ 1 m} p? —mi+mf, 3¢
+p“p”[4<——7—1n 0>+— ——7—2—11140”; + 2Iné — 2
€ agv) p 9

V@ +md—md )2 +dpPmd,  p? e mi+md, 4\ /(07 +m —md )2+ 4p?md,

+ In
2
p P> +mi+md, =\ /(07 +md —m3 )2 +4p’m3,
>, o ™ oo\ L ™
2 U _ U U
p2+2m%—2% p+mi+ = + (p +mg — —¢ > +4p®—
— In
2 2 mg,v 2 ng,v 2 2 mg,v 2 2 mg,v 2 Qm%,v
bup bup
= _Hl,R§ (pQ) |:6MV — %] - I—IQ,R§ (pQ) ZQV (528)

Man beachte bereits an dieser Stelle: Ty (p?) = Iy, R, (p?) !



5.3. EICHFELD-PROPAGATOR 99

_quz,Rg (p2) =
Q ® G
I \
\ /
= (--- A U S N U S S o -
p p p p p N--
TR +—___:1___ NERS W +—----L___ >
p D p P amp.
2 (m2 —m?2 3e2 2
- &£ )0 5 0w 2% p_21n£
47 Mg, g mg

/0 +mE —m2,)? + 4pPm3, P mg +mE, + V0 +md —m2,)? + 4pPm3,
3 n
mp p? +mi+ m%yv - \/(102 +m3 — mg’v)2 + 4p2m%,v

2
mO,v

2 2 9 o m3\’ 9 ™M3
p°+my+ + (p +mg — ’”) + 4pc—=
70+ 2 f : 0

2 2
mé m2 m2 m m2
"&¢@+%—§ﬂ+wﬁ% WH%+%—¢@+%—gﬁ+@L%

(5.29)

b b p b
3 2 2 2
e’v m de 0.0
- p) (RS ML I Y (P I ML
47rmgvp# ( 7 n47ru2> g (e 7 n47ru2>
3 2 _2m2 + 2m? 3
——lnf—i—p 02 L
2 2p g
\/(p2+m2—m%v)2+4p2m2vl p2+m%+mgv+\/(p2+m2 m3 )2 + 4p*m3
p p2+m%+mgv—\/(p2—|—m%—m% )2 + 4p?mi
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beachte:
EgouRe (P) = — Syps, e (D)
mit ¢
_EM@,R& (p) = <M M—-_ + ... + W\_I____>
P o amp
Diagonalisierung

Um der Mischung der beiden Felder gerecht zu werden, fiithre ich nun ein (formal) zwei-
komponentiges Feld ein, welches in der oberen Komponente das ¢-Feld enthélt und in der
unteren das Eichfeld (siehe z. Bsp. [26], [28]). Der gemischte nackte Propagator schreibt
sich nun:

Gmix 0 = = G¢2’R§ 0 .
mix , QQ.QQQ.QQJ 0 G/J,I/,R&

Den vollen Propagator erhalte ich durch:

Gmic = QOBQY = Q000000 * QUAQY * QUL T

mit:
QU2QY) iy Suirre Swore )
und mit:
_ G,ln 0
Graixo = ( %’ - > (5.31)
v, Re
2
-1 _ 2 m[),v
G¢29R§ - p + é’
— bup bup
G;wl,Rg = |:p2+m%,v:| |:5uu_%:| + |:§p2+m%,v:| ;QV

die noch nicht diagonalisierte Matrix:

G*l = —F(2) — G*l

mix mix mix ,0

+ Ymix - (5.32)

Zur Diagonalisierung in erster Ordnung betrachte man das Verfahren zur Diagonalisierung
einer 2 x 2-Matrix A der Gestalt:

—ib ¢
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wobei a,c = O(1) und b = O(s) seien. Gesucht ist nun die Matrix S, so daf}
D= S48
Diagonalgestalt besitzt. S sei durch T (T = O(s), T € R**?) gegeben:

S = 1+ T +0O(s?)
ST = 1 —iT" + O(s?)
Sl=gt = 7=T1"

r - (g;).

D = (1—iT)A+iT)
= A — iTA 4 iAT +0O(s%)

B a — 2tb i(b—t(c—a))
B —i(b —t(c — a)) c+ 2th

Also t = O(s). Nun folgt:

a 0
D = (0 C>+(’)(s2).

Dieses Verfahren wende ich nun auf die Matrix

r - M1 YmPu
_i’YmpZ Y22,uv
1 " 1
YmPp = gz¢2u,R§ —TYmPy = gE;Ld)z,Rg

an:

_ 0 pu | _
T = t<pZ 0“)—(’)(3)

D = (1 —iT)(-T) (1 +T)
= (=T) —iT(-T) + i(-D)T + O(s?)
_ Y1 — 2tymp? i(YmPp — tPuYo2,up + tY11P4)
—i(%npz + t711PZ — Y22, )Pv) Yoo, + 2tYmpupy

=0 = YmPyu + t('Yllpu - pu722,1/u)-
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Mit
bub bup
Yoo = |PPF m%,v + Hl(pQ)] [%V - %] + [5102 + m%,v + MR, (pQ)] ;21/
folgt
PuY22up = [in +mg, + o g, (p2)] Pu
und
Ym 2
t = + O(s
Ep? +mg, + o r, (p?) — Y11 (=)
— Tm + 0(82).

(€ = 1)p? + Fmd,

Damit erhalte ich:

0 >+C’)(s2) (5.33)

(5.34)

Eichfeldanteil

Den obigen Uberlegungen nach kann ich nun die Masse des Vektorteilchens aus dem Dia-
gonalanteil 25 ,,,, bestimmen (vgl. [28]):

2 Pup Pbub
_F[(JV),Rg = |:p2 +mg,v:| |:6MV - ;2,/:| + |:£p2 +m%,v:| ;2’/ + Euu,Rg (p)

bub bub
= |:H19R§ (pQ) +p2 + m%,v:| |:6MU - ZQU:| + |:H2,R§ (p2) + m%,v + £p2 ZQV'

(5.35)

Da gilt:
I (p°) = Mg (p7),

ist keine erneute Rechnung fiir Transversal-Anteil notig, die Ergebnisse der Unitdren Ei-
chung konnen sofort iibernommen werden. Insbesondere bedeutet dies, dal weder die
Massen (auch nicht die renormierte Masse im Renormierungsschema I) noch die Renor-
mierungskonstanten vom Eichparameter abhiingen. Auf diese Ubereinstimmung der Eich-
feldpropagatoren in der Unitdren und der R¢-Eichung haben bereits B.W. Lee und J.
Zinn-Justin in [29] hingewiesen. Dort wurde dieses Ergebnis durch die Formulierung des
Propagators in der Unitéren Eichung durch Greensfunktionen in der R¢-Eichung erzielt.
In [16] wird von R. HiuBling und E. Kraus fiir alle Ordnungen der Stérungstheorie gezeigt,
daB die Selbstenergie des Transversalanteils unabhingig vom Eichparameter £ ist.
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Der Longitudinal-Anteil wird an dieser Stelle nicht weiter behandelt, da die in Abschn.
3.3.3 hergeleiteten Slavnov-Taylor-Identititen (3.67) und (3.69) zwischen den 2-Punkt-
Greensfunktionen des longitudinalen Eichfeldes, des ¢o-Feldes (siehe auch den folgenden
Abschnitt), des Geist-Feldes sowie des Eichfeld-¢o-Mix-Anteils in der Summe eine Aufhe-
bung derselben anzeigen.

¢2—Feld

Hier betrachte ich ausschlielich die Polmasse (Renormierungsschema II).
Ansatz:

F¢2(p)|p:(im¢2,0) =0
m
My, = \/Og + smy + O(s?)
2
mo, 2m0, mi
mgb = fv + \/% s + 0O(s?)
m2
Forderung: p® + 50 + X, (P %) = 0 bei p* = —m?m
2 2
my, 0,
= m?lb fv + E¢2,R5 (_ fv) + 0(32)

An dieser Stelle wird die analytlsche Fortsetzung (D.14) benétigt, wobei M? = m2 und

M2 = m[],v bzw. M2 = ° ~. Ersteres fiihrt auf die Bedingung

(mo +mo,)? < —%
9 o (-VvE?
3e2 £ '

welche im Limes & — 0 nicht erfiillt werden kann. Dies bedeutet aber, daf} ein ¢o-Teilchen
instabil ist gegen Zerfille in ein ¢;- und ein A,-Teilchen. Wie oben bereits diskutiert,
ist durch die Slavnov-Taylor-Identititen eine Aufhebung dieser Instabilitit durch den
Longitudinal-Anteil des Eichfeldes zu erwarten: In Il g, (p?) ist (bei p? = —m%’v) exakt
derselbe Term mit entgegensetztem Vorzeichen zu finden wie in ¥y, g, (p?). Interessant
zu bemerken ist an dieser Stelle noch, daf in der Feynman-Eichung (¢ = 1) eine rein reelle
Fortsetzung existiert.
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5.4 Geist-Propagator

Der Vollstandigkeit halber betrachte ich nun noch den Geist-Propagator, jedoch wegen
seiner physikalischen Irrelevanz auch lediglich im Renormierungsschema, II.

\/\,‘ ‘
ZGeist(102)<~>‘<P>~"‘~>-I«>--“‘- >{?> +. >I -t »f\Q»)

p p

amp

2 2 2
e 1 m 3e 1 1. 3e? 1
= —K2-—-—v-1 0 — | - = - 1
4%5{ (e 7 n47r,u2> + g ( 7 ) 2 In +ghnd
m?2 2 m2
) p?+mi+ p +m2 — 2”> + dp? =g
mo o
+ . In
2 2 0 ? m% ? ng
§ (p +mg — ¢ > +4p p?+md+ §,> +4p &
(5.36)
; ;
K] U
m%}eis‘u = 5 i (_ )+O(52)

Die analytische Fortsetzung des Logarithmus-Termes (s. (D.14)) ist stets rein reell und
fiihrt auf die Fallunterscheidung:

° 12% <<
2 2 2
9 LT e 1 mg 1. 3e? 1
mGeiSt = 5 — R |:2 <; - — ln 47_(/1/2 — 5 ln — 4+ = lnf
3¢t (1 m 2
_ [ - —y—2—In 0’1; ———artanh 1—126—
471'59 € 471'/,1/ 5 1— 126
(5.37)
o 122 > ¢
2 2 2 2
2 _ mo,’U € 1 mg 1 3e
Meist = g _R[2<2_7_ln47w2 — 5o 5 T2 lnf
4 1 m2
_ 3e [ y—2—1In 0’1; —————arctan 12 — 1
4dmtég € Ay f 2ﬁ _1
(5.38)

Diese Masse ist, da es sich um kein physikalisches Teilchen handelt, nicht unabhingig
vom Eichparameter und divergiert im Limes £ — 0 (2. Fall) erwartungsgeméf (s. z.Bsp.
[1], [30]). Ich verweise nochmals auf die Bemerkung (s.0), dafl der Geist-Propagator in
den Slavnov-Taylor-Identitidten vorkommt, die die unphysikalischen Anteile des Eichfeldes
(das ist der Longitudinal-Anteil) und des ebenfalls unphysikalischen ¢9-Feldes beheben.
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5.5 Renormierung des Vakuumerwartungswertes

Den (noch nicht renormierten) Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes erhélt man in 1-
Loop-Ordnung in der Unitéren Eichung aus den beiden Tadpole-Beitriagen:

1

1-L

vuni‘?@i(i“p = E v+ ? + ?
p=0 p=0

2 2 2
—e U g |1 mg e 1 my
= 2l - LV - LENPVI S MRS B
a ﬁ{ 87rm%[e 7 n47r,u2] 47rm%[e 7 n47ru2]}

i 1 :
U}l{gLoop :ﬁ v+ + N\ o + - +
p=0 p=0 p=0 p=0
. g 2 (1 m3 1 3% 1
= — — S -=v- —In—/— -1
a \/i{ 47rmg[ 3<e YT E) Tt g ne
e? 1 m%,,
— S —y—2—In—2%) ». 5.40
4rm? \ € 7 n47ru2 (5.40)

Es zeigt sich also, daf} die Vakuumerwartungswerte des Skalarfeldes in 1-Loop-Ordnung in
den unterschiedlichen Eichungen nicht iibereinstimmen. Hinzu kommt noch, daf} der Limes
§ — 0 des Vakuumerwartungswertes in der R¢-Eichung aufgrund des Logarithmus-Termes
divergiert. Folglich kann auch so keine Ubereinstimmung erzielt werden. Jedoch fillt auch
hier der bereits bei der Bestimmung der Massen und Renormierungskonstanten des re-
ellen Skalarfeldes (s.0.) beobachtete Zusammenhang zwischen dem Logarithmus-Term in
der R¢-Eichung und einer dimensionellen Divergenz in der Unitéren Eichung auf. Der Be-
weis der Unabhingigkeit der S-Matrix von der gewihlten Eichung (Abschn. 2.2.1) hat
gezeigt, dafl dabei die renormierte S-Matrix zu betrachten ist. Aus diesem Grund wende
ich mich in den nun folgenden zwei Abschnitten den nach Renormierungsschema I bzw.
IT renormierten Vakuumerwartungswerten in den beiden Eichungen zu. Die renormierten
Werte erhalte ich dabei durch Multiplikation mit vZ -1, wobei Z die Renormierungskon-
stante des Skalarfeldes (sprich o bzw. ¢1), jeweils in der entsprechenden Eichung und dem
betrachteten Renormierungsschema, ist.

Daf} der Vakuumerwartungswert nicht eichunabhiingig und bei der Renormierung entspre-
chend zu beriicksichtigen ist, wurde bereits in [3] erwdhnt. Einen anderen Ansatz verfol-
gend, nimlich das effektive Potential iiber das Tree-Level-Niveau hinaus zu berechnen,
gelangen die Autoren von [2] zu dem Ergebnis, daff hier auch das effektive Potential und
folglich das Vakuum nicht unabhingig von der gewéihlten Eichung ist (s. auch: [10], [22]).
Weiter wird hier aber durch die Nielsen-Identitdt (s. dort) die Eichunabhéngigkeit der phy-
sikalischen Parameter sichergestellt. Dariiber hinaus haben R. Fukuda und T. Kugo in [15]
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gezeigt, dafl der Wert des effektiven Potentials, berechnet am stationiren Punkt der Wir-
kung, eichunabhéngig ist. Dies sichert die Energieinterpretation der effektiven Wirkung:
die Energie sollte ebenfalls nicht von der Eichung abhéingen.

5.5.1 Renormierungsschema I
Die Renormierungskonstanten lauten hier wie folgt:

e in der Unitéren Eichung fiir das Feld o (s. (5.8)):

_ g 11 1(1 mg,
R R S L (VS R )
R 4mrm? [36 3 (e v 42

e in der R¢-Eichung fiir das Feld ¢; (s. (5.14)):

_ g 11 1 2 ¢
Znh =1 — — + -In¢ — :
R.Rg drm2 [36 gt = O

Damit berechnen sich die renormierten Vakuumerwartungswerte zu:

1-Loop, RSI _ Zfl 1-Loop
unitar - R “unitar
v g [11 1 mé 1. 3e?
= —<1 - — + ——7-1 —In—
# \/ﬁ{ 127rm%[24+6 7 n47r,u2+2n g
ez [1 m%v
- -—y—-2-1 ’
4mrm? |:6 7 n47ru2] ’
(5.41)
Ullf{—gLoop, RSI _ Z}E,le v}le—gLoop
—e U g 11 1 m3 1. 3e? 5 g2
= —1l - ——|=+2(-—7-1 — —In— + In¢ —
o \/i{ 12mm2 [24 * <e 7 n471'u2 9 g +lng =& 216¢*
e? 1 m%v
- -—y—-2-1 : .
4mm3 [e 7 . 47ru2]
(5.42)

Der renormierte Vakuumerwartungswert in der R¢-Eichung divergiert also ebenfalls im
Limes ¢ — 0. Es ist allerdings zu beachten, daf hier wiederum eine Entsprechung zwischen
einer dimensionellen Divergenz in der Unitdren Eichung und der logarithmischen Divergenz
in der R¢-Eichung auftritt:

1. 3e? 1 m2 1. 3e?
Iné — —In—/ ~ —[=—~y—1 0 —ln=—.
n¢ 2mg <e 07 n4wu2>+2ng

Auflerdem verbleibt in der R¢-Eichung lediglich ein Term proportional zu €2, welcher im
Limes & — 0 keine Rolle spielt.
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5.5.2 Renormierungsschema II (Polmasse)

Renormierungskonstanten:

e in der unitidren Eichung fiir das Feld o (s. (5.12)):
2
o g 2v/3 1(1 moU
Z,5 = 1_47rm2[_1+ 3arccot\/_—§ Pt In 2

0
1 _ 6ﬁ 2 e2 et eb
g 2-1"‘187—369—2—216
+ + = . - arccot
. 12%) 122 1

3(1—12%) 3 (1

e in der R¢-Eichung fiir das Feld ¢, (s. (5.18)):
1-62)°
23 (1-6%)
zZ;b =1 - 92 -1+ \/_arccot\/_Jr lnﬁ—i—ig
o1 47Tm0 3 1 _ 1262)

2 —1+186——366 2166
+= ; - arccot arccot 2— —1
3 ( 12¢2 ) / 2e g 3 /126

renormierte Vakuumerwartungswerte:

1-Loop, RSII -1 ,1-L
uni‘?ﬁiorp = Zs vuni‘?ﬁiorp
e U g 3 1 mé 1, 3e?
= — - t -—vy-1 —In—
iz \/5{ 127rm%[ 2+\/_arcc0\/_+ 0% n4 2+ ng
2\ 2 ‘
(1-62)" —14182 — 362 — 2165
+ N T . 1 5 arccot
2(1-122) (1-122) /122 -1
e? 1 m%v
- - —y—-2-Inh—= 5.43
4mm3 |:6 7 n47ru2] (5:43)
L-Loop,RSII _  [,—1 1L
UR§ 00p _ Z(251 ng 00p
—e U g 3 1 m3
—<¢1 - - = 3 tv3 + 2| -—v—1
{ 127ng[ 5 + V3arccotVv3 + (6 ¥ m47w2

1. 3e? 2 | e
—§lni + In¢ + —=———=arccot 125 1
9 V128 —1 &9
2\ 2
(1—6%) —14 185 —36% — 216%
+ + > - arccot 12
= (1—126),/26——1

2 [1 Ti” ] } (5.44)
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Auch hier divergiert v}i}mp’ RS im Limes ¢ — 0 (man beachte jedoch: (5.19), sowie

die Forderung (Stabilitéit des Skalarfeldes) 12% > 1). Es findet sich im Vergleich wieder
dieselbe Ubereinstimmung zwischen dimensionellen und logarithmischen Divergenzen wie

im Renormierungsschema I.



Kapitel 6

Eichunabhingigkeit in einem
Streuprozef3

Ziel dieses Kapitels ist es, die Eliminierung unphysikalischer Pole in einem Streuprozef}
zwischen physikalischen Zustinden zu zeigen. Hierzu betrachte ich die Streuung eines
reellen Skalarfeldes (¢1) an einem transversalen Vektorfeld, da hier gerade die berechneten
2-Punkt-Greensfunktionen in 1-Loop-Ordnung beitragen (s. Abb. 6.1).

Zunéchst soll dieses in niedrigster Ordnung gezeigt werden. Hier tragen nur das 2. bis 4.
Diagramm aus Abb. 6.1 bei, wobei der unphysikalische Pol des 3. Diagrammes gerade dem
Longitudinal-Anteil des virtuellen Vektorteilchens entspricht. Zunéchst: fiir das 2. und 3.
Diagramm ergeben sich folgende Ausdriicke (im folgenden stets: P = p; 4+ pa = p)| + ph):

pr P2
ANNg—
I
I (p2 + P)a(ph + P)
| = AuA,{(pl)ATu,g(_pll)Am (pQ)A¢1(—p,2)62 m22 .
: Pty T
w‘—
Py P
pr P2
2
my, P\P, 1
Long= Aune(P1)Are(—p11)Ag, (p2) Ay, (—ph)4e? —2 =57 —.
T
—py —Ph
Um nun die S-Matrix-Elemente zu erhalten, sind die dufleren Propagatoren zu ampu-
tieren und alle duBeren Impulse auf die Massenschale zu setzen (p? = pi?2 = —m%’v,
p3 = pl? = —m3). Es ist hierbei darauf zu achten, daB von den &ufBeren Vektorfeldern

noch die sogenannten Polarisationsvektoren €)(p1), €,(—p}) erhalten bleiben (genauer: es
ist mit den freien Wellenfunktionen der #dufleren Felder zu multiplizieren). Da das duflere
Vektorfeld transversal sein soll, gilt:

ex(pi) pix = 0.
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T I
EEEEE R
IR

Abbildung 6.1: Beitrige zur Aiqﬁ%—Streuung (in Re-Eichung). Fiir die 3-Punkt-Beitrége s.
Abb. 6.2 bis 6.4, fiir den 4-Punkt-Beitrag s. Abb. 6.5, vgl. [41]
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Abbildung 6.2: Beitrige zum ¢ ¢ A,-Vertex
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Abbildung 6.3: Beitridge zum ¢1AZ—VerteX
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Abbildung 6.4: Beitriige zum $3-Vertex
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Abbildung 6.5: Beitridge zum ¢%AZ—VerteX
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Nun erhalte ich:
4! b2
ANNGP—

(p2 + P)A(py + P)r

2 4 Mo
P—i—g

ex(p1)er (—pl1)62

M_ amp., on-shell

/ / 2
—p; —P P\P, P
L = oo (e A T
P2 + 0w
£
PP m3 1
= 6)\(])1)67-(—]),1) P2T 4 | 1 - éjv m2 )
Py e
b1 D2
L — () e Bl 1
ong. T 1 5 P2 P24 mg,v
amp., on-shell
—Pi P L
Somit wird der Pol bei P? = ——¢* in der Summe dieser beiden Anteile eliminiert (vgl.

Bemerkung in [3], dhnliches Bsp. in [35]). Da der Transversal-Anteil des Eichfeldes in
beiden Eichungen iibereinstimmt, gilt:

ANNg——m Re Unitéar

—+

M_ amp., on-shell amp., on-shell

Fiir das 4. Diagramm aus Abb. 6.1 gilt trivialerweise (die Skalarfeld-Propagatoren fiir die
Felder o und ¢; sind identisch):

Re unitir

amp., on-shell amp., on-shell

Um dieses Verhalten auch in der 1-Loop-Ordnung demonstrieren zu kénnen, wéren auch
die entsprechenden Korrekturen zu den 3-Punkt-Vertizes (u.a. , Triangel-Graphen®, s. Abb.
6.2 bis 6.4) sowie zu dem 4-Punkt-Vertex (u.a. ,Box-Graphen“, s. Abb. 6.5) zu berechnen.
Dies ist in dieser Arbeit jedoch nicht durchgefiihrt worden. Daf3 diese Graphen zur Eich-
unabhingigkeit beitragen, deuten die 3-Punkt-Greensfunktionen enthaltenden Slavnov-
Taylor-Identitdten aus Abschn. 3.3.3 bereits an (z. Bsp. (3.71),(3.73)). Da in den Beitrigen
aus den 3- und 4-Punkt-Greensfunktionen nur die Diagramme mit den Tadpole-Anteilen
divergent sind, wie aus dem Verhalten fiir grofle Impulse der einzelnen Propagatoren folgt,
sind in der R¢-Eichung sémtliche divergenten Anteile in den Diagrammen mit einem un-
physikalischen Zwischenzustand bereits in denen der Abb. 6.6 enthalten. Ich werde hier
die Weghebung derselben aufzeigen.
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ANNGP—
! é long.
long. %
I long.
’W\*—

Abbildung 6.6: Graphen mit divergenten Anteilen in den unphysikalischen Propagatoren

4! p2
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amp.,on-shell
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p P div.
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/ /
—P1 D2

ne,  m | Wi\ e (1 i
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K]



115

p1r P2
ANNg——
|
= ex(pr)er(—p)) 2i€*v(pa + P)x Ay, (P)Apre(P) (=507, (P))
amp., on-shell
P —Ph
= ex(pr)er(—p)) 4ie’v Py Ay, (P)Apr ¢ (P) (=Zgyp.r, (P))
p1r P2

é = (e (=p)) 2ic*v(=py — P)x Dy, (P)Apre(P) (—Spps,r, (P))

Mv\*_ amp., on-shell
/

41 —Pl2

Beachte: Z¢2P,R§ (P) = _Ep(bg,Rg (P).
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—p1 —p2

- 11 —ph
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4 X 0 0,v
- 4(-—y-1 R N |
ex(pr)er(—pl) e TP2 (fP2+m%,v)2{ <€ v n47ru2 + g € 7 n47THQ
P?+2m3, —2mi  3¢2
— D2 1n7 + 3Iné
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ﬁ? *

amp., on-shell
/
—p\ —ph

PP (P’ 1 mg 6e (1

! 4 AT 0

_ _ 41 = — _1 - — -2 —].
ex(pr)er(=p1) e” 53 (5p2+m30)2{ (6 7 n4m2> T\ B

Ek(pl)e‘l'(_pll) 86 v Ai\o;l% (P) EVakuum,Rg

pP1 | P2 P P2
long.+ long.
-y —py P | P
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3e? m2 6e? [ 1 m%
1——1 -4 -- 1 ) - — | -—y-2-1 s
" : ( T n47w2> g (e ! Y2
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Somit erhalte ich nun in der Summe dieser divergenten Anteile
div.
b1 D2
long. + ? 1 long.+ long. =
/
p —p1 P - —ph
—p] _p2 _pl _p2 _pl —p 2 amp.,on-shell
( ) ( / ) P\ P; 64 mO U P?
= € er(—
WPV TP S P m? | EP2 +mg,

§P2 +m0v

1 2 my
[4( v —In m0>+6i<——”y 2—1In )]
€ 47 p?

g 4u
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Also konnte ich hier zumindest fiir die divergenten Anteile das Verschwinden der unphy-
sikalischen Pole in diesem Streuprozefi demonstrieren. Ich méchte an dieser Stelle noch
darauf hinweisen, daf} in der Unitdren Eichung hierzu dennoch die 1-Loop-Korrekturen zu
den 3-Punkt-Greensfunktionen benétigt werden, da in dieser Eichung auch der folgende
Triangel-Graph einen divergenten Anteil besitzt, was sich aus dem Propagator-Verhalten
in der Unitédren Eichung ablesen 148t.

Dies bestétigt auch die Annahme, dafl eine vollstindige Aufhebung aller eichabhingi-
gen Anteile nur durch die Betrachtung sémtlicher 1-Loop-Korrekturen, also auch die der
Triangel- und Boxgraphen, erreicht werden kann.






Zusammenfassung und Ausblick

Das Abelsche Higgs-Modell (D = 2) wurde in dieser Arbeit sowohl in der Unitéren als auch
in der R¢-Eichung jeweils bis zur 1-Loop-Ordnung behandelt. Dabei habe ich die Massen
und Renormierungskonstanten der relevanten Felder durch zwei verschiedene Renormie-
rungsschemata (renormierte Masse bzw. physikalische oder auch Polmasse) berechnet. Es
ergab sich, wie aus der Eichunabhéngigkeit zu erwarten, fiir die physikalischen Massen
des Skalar- sowie des Eichfeldes kein Unterschied. Ein weiterer wichtiger Punkt ist aller-
dings, daf} sich durch die Grenzwertbildung ¢ — 0, wodurch die Unitére Eichung formal
in der R¢-Eichung enthalten ist, auch die renormierten Massen (Renormierungsschema I)
miteinander vergleichen lassen:

li = . 1
El_r)r(l) MR, Re mpr. (5.16)

Ein solcher Zusammenhang 148t sich fiir die renormierten Vakuumerwartungswerte in bei-
den Renormierungsschemata nicht finden. Jedoch f&llt hier wie auch schon bei der Be-
stimmung der Renormierungskonstanten eine Entsprechung zwischen einer dimensionellen
Divergenz in der Unitdren Eichung und einer im Limes & — 0 logarithmischen Divergenz

1 Mg
In¢ ~ — = —y—In02 ],
ne <E " n47ru2>

Im Zusammenhang mit dem urspriinglichen Ziel, eine Lisung im Kontinuum anzugeben fiir
die von J. Heitger ([18]) bzw. H. Dilger und J. Heitger ([9]) mit der Gitter-Approximation
unter anderem betrachteten topologischen Observablen im Abelschen Higgs-Modell (D =

in der R¢-Eichung auf:

2), sind hier gerade die Ergebnisse fiir das Renormierungsschema I von besonderem In-
teresse, da der Zugang iiber das Gitter mit Hilfe der renormierten Masse vereinfacht wird
([33]). Hierbei hat sich ergeben, dafl die Masse sowie der Vakuumerwartungswert des ska-
laren Feldes nicht unabhiingig von der gewihlten Eichung sind. Bis zur 1-Loop-Ordnung
habe ich diese Abhingigkeit explizit angegeben. Die Masse des Transversal-Anteils des
Eichfeldpropagators zeigt jedoch keine solche Eichabhingigkeit. Dies bestétigt die Aussa-
ge ([16], [29]) iiber die direkte Unabhingigkeit der Selbstenergie des Transversal-Anteils
des Eichfeldpropagators von der gewihlten Eichung (also auch vom Eichparameter &) bis
zur hier betrachteten 1-Loop-Ordnung.

Um die Konsequenzen der unterschiedlichen Eichungen weiter zu untersuchen, sollten
zunichst die 1-Loop-Korrekturen zu den 3- und 4-Punkt-Vertizes bestimmt werden. Hier-
mit liefe sich dann auch das in Kapitel 6 betrachtete Beispiel abschlielend behandeln.
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Ebenfalls von Interesse ist eine Untersuchung des zur Energiedichte korrespondierenden
effektiven Potentials an den stationdren Punkten, hier sollte sich nach R. Fukuda und T.
Kugo ([15]) keine Abhéngigkeit von der gewihlten Eichung zeigen.

Als Ausgangspunkt fiir weitere Betrachtungen zur Eichunabhingigkeit von physikalischen
Prozessen (ein Beispiel hierfiir habe ich in Kapitel 6 angefiihrt) wurden ebenfalls die
Slavnov-Taylor-Identititen aus der BRST-Invarianz der Lagrange-Dichte, fixiert durch
die R¢-Eichung, hergeleitet und auf Tree-Level an einigen Beispielen demonstriert. Diese
Identititen sind auch bei der Beweisfithrung zur Renormierbarkeit von groflem Nutzen.
Mit der, wie oben bereits bemerkt, noch zu erfolgenden Bestimmung der 1-Loop Korrek-
turen der Vertizes, konnten diese Identititen dann auch explizit nachgerechnet werden.
Hierbei ist allerdings die erwdhnte gemeinsame Invertierung des Eichfeldes und des Ima-
gindranteiles des Skalarfeldes zu beachten. Aus diesen Untersuchungen sollte hervorgehen,
wie die Slavnov-Taylor-Identitdten im einzelnen die Eichunabhingigkeit sicherstellen.

Mit den nun vorliegenden Ergebnissen sollte jetzt die Grundlage fiir eine Losung im Kon-
tinuum der oben angefiithrten topologischen Observablen auch in der Unitidren Eichung
gegeben sein. Desweiteren zeigen die Ergebnisse keinerlei Schwierigkeiten an, die Unitére
Eichung auch in realistischen Modellen (Weinberg-Salam-Modell der elektro-schwachen
Wechselwirkung) zu verwenden, wie dies von H. Sonoda ([39]) bereits vorgeschlagen wur-
de. Dies sollte den Zugang zu solchen Modellen vereinfachen, da in dieser Formulierung
sdmtliche unphysikalischen Freiheitsgrade eliminiert sind. Allein die hieraus resultierende
deutlich geringere Anzahl an fiir die Stérungstheorie zu berechnenden Diagrammen stellt
bei der praktischen Durchfiithrung eine grofle Erleichterung dar.



Anhang A

Gamma-Funktion und
Dimensionelle Regularisierung

A.1 Gamma-Funktion

Siehe hierzu [5], [13].

o Integraldarstellung nach Euler

I(z) = /dte_tt'z_1

fiir: z € C,Rez > 0

e Produktdarstellung nach Weierstrafl

1 ad z z
= 2 1 _> v
() ze H ( + > e

v=1
1
mit: v = nlbn;o (2:1; — lnn)
V=

Meromorph in C mit Polen 1. Ordnung in n, n € {0,—-1,—-2,-3,...}

e Funktionalgleichung et al.

I'z+1) = zI'(2)
neN: T'(n+1) = n!
r()=1 , T@) =1
)=V , T(-3)=-2Vx

e Entwicklung um Polstellen —n, n € {0,1,2,3,...}

=" [1

I'(—n+e) = py - + Yi(n+1) + O(e)
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mit
Pi(z) = dizlnf‘(z) (A.7)
n—1
hin) = —y+ 3 (A8)
v=1
Pi(l) = — (A.9)

A.2 Gauflsche Integrale, Schwinger-Parametrisierung

e Gauflsche Integrale Fiir a,p € C, Rea > 0 gilt:

x 2
/dxe(“ZHpI) = \/Eepa, (A.10)
a

—0o0

bzw. in mehreren Dimensionen D € N, z € RP, p € CP,a € C, Rea > 0, mit px sei
das Skalarprodukt zwischen p und x gemeint, pz € C:

o.¢]

. D 2
/dee(aszrsz) _ (E> > el (A.11)
—00

a

e Schwinger Parametrisierung (siehe z.Bsp. [8]), fiir n € N, A € C gilt:

1 o0
—n = m/daan_le_a/\. (A12)
0

A.3 Eulersche Beta-Funktion

Fiir 2,y € C, Rex > 0, Rey > 0 gilt (vgl. [5]):

I'(z)T(y) / 2z—1 2\—z—
B(z,y) = = 2 [t (1 +2)77 Y, A.13
@) = Fors (1+) (A.13)
0
hieraus ergibt sich (mit z = #, y=a— #, t = £) die niitzliche Formel
o
B _ By B+t
/ds i A s ) (A.14)
2 2\« _B+1
/ (5% +m?) T () (m2)2= "3

giiltig fiir Ref > —1, Rea > 0,m? > 0.
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A.4 Integralberechnung in beliebigen Dimensionen

Fiir diesen Abschnitt vgl. [8], [19], [32] sowie [43]. Mit Hilfe der Schwinger-Parametrisierung
148t sich folgendes Integral in beliebiger Dimension D € N, n > 0 berechnen:

/ d"k 1 — / d"k 1 /daan 1 7a (k2 42kp+m?)
2m)P (k2 + 2kp + m?2)" D T(n)

[(n)(4m) =2
ir m2 251lt: = M n — B
f > p-gilt: o )(47T)D N 2)
1 m2—p2 B F(n_g)
~ (n)n ( Ar ) F(n)2 ' (A.15)

Als weiteres Integral soll nun

de (k2)a
/ (2m)P (k> +m?)P

mit m? > 0,a > 0,8 > 0 berechnet werden, welches fiir 2cc + D > 23 divergiert. Dies

erkennt man, indem man sphérische Koordinaten einfiihrt:
dPk — Qp kP dk.

Hierbei steht Qp fiir die Oberfliche der Einheitssphére in D Dimensionen. Es gilt:

27r§
Qp = rDy (A.16)
Folglich:
dPk (k?) 3 9 T 20D
/(27r)D (R +m?)f 4 ir(2) O/d“ (k2 +m?)P
(A14) ' —a- %)F(a + LDy (m2)e—F+3
INCHNED (4m) 7
(A.17)
Speziell fir a =4 = 1:
% ¥ _ D D (mw\?
/(%)D P - 2 03) (E)
_ —r(1—9) (Zi)z (A.18)

Weiter wird nun noch das Integral

/ dPk k. k
(2m)P (k2 4 2kp + m?2)"
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fiir m? > p? bendtigt. Dieses erhéilt man durch (vgl.[19]) Ableiten von (A.15) nach p,, und
by

9? 1 (n+1) 4k, ke
= n(n
Op,Opy (k% + 2kp + m?2) (k2 + 2kp + m?2)n+2’

also:

/ APk ki ~
(2m)P (k2 + 2kp + m2)n+2
1 1 T(n- g) 0?

_ m2 —
T D an? I =)

_ 1 1 r(n—§)2<g_n>

so daB sich nach n + 2 — n zusammenfassen laBt!:

/ d"k ok B
2m)P (k? + 2kp + m?)»
D

= (471r)” F(ln) <m247—r p2> > n [r(n - g)p#py + T(n—1- g)m%y]_

Entweder durch Multiplikation mit d,,, oder aber durch eine Variablentransformation k,, —
k, + p, erhdlt man das Ergebnis fiir o = 1 des folgenden Ausdruckes. Es wird allerdings

'formal miiBte durch diese Transformation die Giiltigkeit auf n > 2 beschrinkt werden, auf einem
anderen Weg kann man diese Einschrinkung umgehen: Ersetze zunéchst k, — (k+p),, so dafl der Nenner
symmetrisch in k& wird, und betrachte dann nur die symmetrischen Summanden des Zahlers und benutze:

2
bk, = %aw
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auch der Wert fiir @ = 2 benotigt.

/ de (kQ)a _
(2m)P (k2 + 2kp +m2)f
B / dPk k% = 2kp + p?)®
N (2m)P [k? +m? — p?)?

firra=1 = / d% K’ N 2/ dPk 1
ta= - (2m)D (k2 + m? _pZ]ﬁ p (2m)D (k% + m? _pg]g
D
m?>p? 1 1 (m2—p2\2 " D, pD .,
~ @nPTp) ( e [F(ﬁ — P+ DB =1 = )5 (m* —p )]
(A.20)

T L e
ur: o = - (27‘()D (k? + m2 _pg)ﬁ

B /de K +22/ dPk k2
N en? W+m?—p2)F T | @n)P (2 +m? - p2)p

44 dPk kuky n 4/ dPk 1
Pubv | L N N Rk

m?>p? (m? —pQ)%_’B [F(ﬁ -2-D)re+2) (m? = p?)?
(4m) % INCNNE)
rg-1-Lra+2
+2 (/6 F(ﬁ);z%() 2 ) (m2 _ p2)p2
_1_D _D
G sk D — 2?4 - §(5)2>p4]
_ (m? — p?) 3-8 [F(B —2-Dyre+ L) (m? — p?)?
(4m) 2T (8) r(%)
+20(8 -1 - g)(m2 ~pp? (5 +1) + T8 - —)p‘*]

(A.21)

Desweiteren wird nun noch das Integral

/ dPk K%k,
(2m)P [k + 2pk + m?]"
benétigt, hierzu soll zunichst

dPk kukyky
/ (2m) P [k* + 2pk + m?]"
berechnet werden, welches dann mit d,, multipliziert das gewiinschte Integral ergibt. Die
Berechnung erfolgt durch Ausnutzung der Identitét
0 kK, _ _on kK ky
Opy [k% + 2pk + m?2]" (k2 + 2pk + m2]n+1
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Somit:
/ dPk Kk oy B
(2m)P [k2 + 2pk 4+ m2n 1
D
1 o (m?—p*\2 " D D m? —p?
- 7 T(n— Z)pupy + Tn—1- 1 —P 5
2nT (n) (4m)" 6p)\< i ) [ (0 =3 )pupy + Tln )5 O

el

B 1 m? —p2\2 " Do+ 1 D

T T @) T+ 1)\ 4n " 2
D . m? —p?

+T(n— 5) 5 P <6uup/\ + 0urpyu + 6/\upu>:| )

) Pubupr

also nachn +1 — n:

/ d %k N
(2m)P [k* + 2pk + m?]"

- (4w>ir(n> <m24; p2>

Dm2_p2
I'm—-1—-—
+I(n 2) 5

D
3—72

D
[F(n - 5) PuPuPA

(5uup)\ + 5u/\pu + 5)\upu>:| (A'22)

und nun:

/ dPk ok B
(2m)P (k2 + 2pk +m2n

- (47r)if(n) <m247_r p2> o [F(" - g)ﬁ + (1+ %F(n —1- %(m? _p2)] P

(A.23)
Der Vollstindigkeit halber sei nun noch angegeben:
D r D 2 _ 2\ %"
/dk k, _ (n—5%) (m?—p » (A.24)
(2m)P [k? + 2kp + m?2]" L(n)(4m)" 4m s ’

A.4.1 Feynman-Parametrisierung
Hiufig ist es zweckméfig, ein Produkt im Nenner wie folgt umzuschreiben:

1 / 1

— = [d . A.25

ab / “Taa + (1 - )b (4.25)

0

Dies kann sofort durch Integration gezeigt werden. Zuerst machte R.P. Feynman auf diese
Vereinfachung in [12] aufmerksam.

Die Verallgemeinerung auf ein Produkt aus n Faktoren lautet (s. z.Bsp. [19] oder [43]):
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Qn—2

1 a1
1 1
=n—1!/da/da.../da_ .
ai ...anp ( ) / ! / 2 / n-l [alan_l -I—O,Q(Otn_g —ozn_l) —i—...—l—an(l —011)]"
(A.26)

Dies zeigt man durch eine vollstindige Induktion. Der Induktionsanfang n = 2 ist durch
(A.25) bzw. den trivialen Fall n = 1 gegeben. Die Induktionsvoraussetzung lautet:

Qn—3

1 a1
1 1
7:n—2!/da/da.../da .
ar...ap—1 (n=2) / 10 2 / "2 Jaran—2 + az(an-3 — an2) + ...+ ap(l — a)]"

Der Induktionsschritt wird nun von n — 1 — n vollzogen:

Qn—2

1 a1
1
—1 ! d doo ... do,— =
(n 0/ al/ @2 / n=1 a1y -1+ az(on—2 —ap_1) + ... +ap(l —aq)]?

a1—02)0n—2

1 1 a1 (
= (n—2)! /dal/dag... / doy,_1 -
a1 — ag
0
1

0

. [ara 1 + ag(@y—2 — ap 1) +...tan(l —ag)”

1 a1
—2)!/d0[1/d0[2 / dOén,Q .
0

1 1
as — aq [[(al —a9)Qp—9 + a20p_2 + ...+ ay(1 —aq)]"! [asp—2 + ...+ an(1 —aq)]!
LV. 1 1 1
- ag — a1 (a1as...an asas3 ...0n
1
= ,q-e.d..

al...ap






Anhang B

Rechnungen zur Dimensionellen
Regularisierung

In diesem Abschnitt werden die zur Dimensionellen Regularisierung benétigten Integral-
ausdriicke mit Hilfe der in Anhang A vorgestellten Verfahren zur Integralberechnung in be-
liebigen Dimensionen, der Eigenschaften der I'-Funktion und der Feynman-Parametrisierung
sowie der in Anhang C verzeichneten Integralformeln berechnet. Es gilt D = 2 — 2e.

[ (i D mt)
# (2m)P k2 +m2  4r 2 s
1 m?\ °
S r
4 (47T;L2> (€)
- Ll +0(e) ) (1—el 2+(9(2)
~ dn\e ¢ N a2 ¢
1 (1 2
d% 6,0 1 (1 m?
2 L U N | B.2
a /(271')D k% +m? 27 <e 7 n47rp2 +O(€)> (B-2)
Beachte hierbei 6,0, = D sowie (B.28)
% K m?\ '
2e - _ 261“ -
a /(27T)D k2 +m? () (471')
m? (1 m?
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. [ dk 1
d /(27T)D ((k +p)? + m%) <k2 + mg) B

1
. [ dPk 1
= [ [
0

2m) 2 2 2 2 2]?
{k + 2akp + a(p? + m{ — mj3) +m2]

1 —1—
_ M_QEI‘(l—i-e)/da (—02p2+a(p2+m%—m%)+m%> ‘
4
0

4dr
(1 + 0(6)) ! )
- Ty
4 0/ Y020 + a(p? + mZ — ml) + m3
_ (1+00) i+ md + P =P P
4/ (p2 +m? —m2)2 +4p?m3  p2 +m? +mi — /(p? +m? — m3)2 + 4p>m}
(B.4)
speziell fiir: m? = m3 = m?
(1 + O(e)) | P2+ 2m2 + \/p* + 4p>m? (B5)
— n .
i o " o — T
M2€/ dPk 6LW6MV _ (1 + O(E)) n p2 +2m2 + /p4 T 4p?m?2
(2m)” ((k +p)? + m2) <k2 + m2) 2my/p* +4p*m?  p? +2m? — \/p* + 4p*m?
(B.6)

Beachte hierbei (B.29).
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26/ APk Fuk _
Cm” (e p)2 +m3) (k2 +m3)

dPx; kuk,
= dau 27‘r (9\D P/2

1
2 —e—1
_ M Py Py
o (B s
0
1 ) 1
1 «a 1 1
= E[pup,,/da—lo—%@(e)) + §5W - —’y—/doz O(e) ]
0 0
2 2 2 2
_ _pupu(l o ) L PPAmi—mi, mi
12 + O(e) + o nm%
__ (0?4 mi — mE)® + 2P lnp2+m%+m3+¢<p2+m%—m%>2+4p2m3>
2p?/(p? + mi — m3)? +4pPm3 - p?+mi 4+ m3 —/(p? +mi —m3)? + dp’m]
O (1 mi  pPtmi-mj mi
o (29 ™
* 87 < v " 4rrp? * 2p? " m3

VP £ mt—m3)? + 4pPm3 | p? - mi +mi 4 (p? +mi - mi)® + dpPmi O(€)>
2p? p? +m? +m3 — /(p? + m? — m3)% + 4p>m}3
(B.7)

Zur Definiton von P| bzw. P siehe (B.20) bzw. (B.21).
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6/ dPk 2 _
(2m)P ((k +p)24m )<k2+m2)

dPk  k?
= /dau /27‘( D Pl2

T(1+¢)a?p? + (F(e) —F(l—l—e)) P

4\ €
0
1|1 m?
= —|—-—v—In
4 | € 4 p?
_ mj WP md A m V2t mi - md)? 4 Aptmg
VP +mi —m3)? +4p>m3  p? +mi +m3 — /(p? +m] — m3)? + 4p>m]
(B.8)

uv

de ((5‘[“/—’_ (k‘i‘p)#(zk"‘p)u) ( kulgu)
2€ m m
8 / (2m)P ((Hp)umz) (k2 +m?)

L 2 k442p,k, k2 vkuky
271. Q/Q

1 1 Q
= da { 602p? — 6ap” + —p2> (Z —v—1In Ing? + (’)(e))

471'm2 2
44_2 3,,4 2(n4 22 2 9 4
(1—!-0 )[ p2+3ap2—m2+ap ozp—i—oz(p—i—pm)—i—m]
Q
P’ m?
— A 0
471'm4 2 (e 7 n47r,u2 + (6)>

(B.9)

2 | 9,02)2 2 1 92 T Ap2m?
+<1+0(6)> (p® + 2m?) g PO 2m 4 V! 4 dpPm
4y/p* + 4p?>m?2  p? +2m? — \/p* + 4p?m?

Zur Definition von Q' bzw. @ s. (B.22) bzw. (B.23). Benutze (B.6), (B.8) sowie (B.10) und
(B.11).
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1+0 p '
( (e))pQ/daa_3+i wa(toamlo Q)]
0 0

2 " A7 p?

(B.10)

Beachte hier (B.28).

= (4n)? /da (47T>_1—e [(I‘(l +e) — 2F(€))Q2 + 2(21"(6) i +€)> &2p2Q + T(1 + € a'p’
0
1

014
= / d“ [2”6)@_“2&21’2 - Q) + T+ Q- 207 +p4a>]

1
_ HQ/da (3029 - ap? =) (=1~ 00)
0

pse0)([una- st 11 )

(B.11)

Beachte hier (B.28) und (B.30).
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1
o / Pk % B / do /de %
D (12 2\ (12 2y D 2
(2m)P (k? + mi) (k* + m3) / [k2—l-ozm _m2)+m2}
1
1
= — ——7—1—/da1n m2)+m2+0()
4 A7 p?
0
1 1 mi 7
- L e
471' e 1T n47ru2 m? — %n %—I- (€)

26/ de k#
w =
CmP (s + p)2 +m3) (k2 + m3)
1
dPk  k
2¢e
= [ don /(%)D e
0
1

- [doipra e (%> P

0

1

-2 fun

0
2

1 m

p? +m? — m3 lan-l—m%-l—m%—l-\/(p2+m%—m%)2+4p2m%
V(P2 +m? —m2)2 +4p2m2  p2+m?+m3—/(p2 +m] — m32)2 + 4p?m}
(B.13)
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u%/ dP%k Kk
G2 (k6 +p)2 +m)(k2+m)(k2 oy

1 (e %1
dPk k. k
— 9 2¢ [_OK Fuby
[ o faoai [ 555
0 0

aq

(1+00) ¥
= Pubv /da1/da2— + % dClq/dOQ 7
0
1+0(e)) e em?
2 2 2 2 1
pupufg - Dm? — (p" +mi —mj)In{ + 21 2

MV

2 ; 2 2\ 2 2
(P +m2 ") +2?7 p2+m§+%+\/(p2+m§—%) +4p2T
2
2
3

In
2 2 2 2\ 2
\/<p +mf — %) +4p? TR p2+m%+%_\/(p2+m%—%) + 4p2 ™
P m - md)? 4+ 2 mi | pP w4 md 4 /(P + mE — mi)° + dpPm)
VP +mi —m3)? +4p>m3  p? +mi +md — /(p? +mi — m3)? + 4p?m]

?
5 LF00)

16mp? (€ — 1)m3

[ 5_,_& In £m1
13 mg

_\/(p2+m%_m%)2+4p2m%1 p? +m? +mj + \/(p? + m? — m3)? + 4p>m3
p? +m1+m2—\/(p +m? — m3)? +4p m3

2 2

n (pQ—i—m%—?) +4p2?ln -
2 2 2
p2+m%+%—\/<p2+m%—%) +dp?Tg

(B.14)

Zur Definiton von Pj bzw. P siehe (B.24) bzw. (B.25).
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26/ dPk ki, k2
" emP ((k-l-p) +m><k2+m2)<k2 E)
- fa a2
0

(¢35}

1
2¢ —2—¢
1% Py
= —p,——= [ d d —=
b (4@3/ ‘“/ "‘2 (47r>
0 0
1 1
<1+C’)(e)> ) @ s v
= —pMTp/dal/da2p—22+2/da1/dagf2

0 0 0 0

(1+00) [_ ), L€

-1 &m?
e A 1 S - 21 1
SmpP(e— Dymg | TRt T

2

my
o m3P A mi-md) P mitmd 4 (P’ + mi — m))® 4 dpPm)
VP2 +mi —m3)? +4p*m3  p? +mF +m3 — /(p? +mf — m3)? + 4p?m3

T2+e) asp? + (2—e)T(1 +¢€) Py

= pu§

2
m3 (p2 +m? — —n22> |
n

2\ 2 2 2 2\ 2 2
f\/<p2+mf—%) +Ap?TE p2+m%+%—\/<p2+m%—%) +4p? T
(B.15)

+

2 2\ 2 2
p2+m%+%+\/<p2+m%—%) +4P2%]
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2 / d"k k' + 4k (pk) + 4(pk)* _
" e (k2 +m3) (k2 + 22 ) ((k +p)2 +m3)

0 0 0 0 0 0
1-¢ (1 2 1 T+ p?
_ 3 [ 5(_—7—1n m22>+(—+m1+2p>1n§
Ar(l —=&) | ¢ € Ay ¢ ms

(p? + mi)® 1 2ot mE A md 4+ (p? +mi — m3)® + 4pPm3

m3\/(p2 +m? —m2)2 +4p?m3  p2 +m? +m3 — /(p? + m? — m2)2 + dp?m?
2 2 ™M 2 2_"1_2)2 2mj
(p* + m3)? . Tyt £2+\/(p tmi— ) 477

n

- 2\ 2 2 2 2\ 2 2

Beachte hierbei (B.14), (B.15) sowie (B.17).

+ O(e)

(B.16)
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= (5;33 /doq/dag <f—;>2€ [<2F( ) —40(1 +¢) +F(2+e)>P2 + AT (1 +€) asp® Py
0 0
+I(2 +¢) a%p4]
1 a
- = doq do [%—27—3—2ln471:;2+(9(6)

0
(1+0

1 aq

1
4
4p? / day / daz + pt / doy / das ;‘;‘g
2
0 0 0

(B.17)

Beachte (B.31).
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0 / dPk k2
CICP (e m) (2 ) (k2 + )

1
dP; k2
= 2/d dovg %€
/ a1/ ag [ /(271,)1) [ m_2}3
0 0

k2 + 200kp + aap? + oy %mQ + %

1 a1 -1 2
2 —a3p? + agp® + a Fhm? +
m

—2—¢

(2 + ) azp’

-1 m?
+F(1+e)<—a%p2+a2p2+a1£ z m? + ?)]
1 [e71

2
p2 /doq/dozg % 3
£-1 m_2)

o 0 (—a%p2 + aop® + ariem? + %

(1 + 0(6))

47

&5}

1

1
-+L/ndalb/nda2
) / —adp? + aop® + oy g—glmQ + "%2

(1 + O(E)) 1 | P2 2m’ 4 /pT 4 dpPm?
— n
dm(1 =€) Vot +4ApPm? p? 4 2m? — \/pt + 4p®>m?

2
1 p° + %mQ + \/(1)2 + 1T_£m2> + 4p?m?
+ In

2 2
5\/(1)2 + 1%EmQ) +4p*m?  p?+ %mQ — \/(1)2 + 1%577#) + 4p?>m?

(B.18)

= ¢
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26/ X (k” + kp)”
) enp ((k +p)2 + m2) ((k +p)? + m{) <k2 + m2) <k2 + m{)
- f o K 4 212 (kp) + (kp)?

D » .
G (U +p)2 +m2) (6 +p)? +2) (k2 + m?) (k2 + 22)
dPk k4 dPk ku k2 dP%  k,k
— A 2 1 M/U
/dal/dag/dagu / [Pé‘l + puu /(ZF)D P3 + pup ,U /(2W)D P34]
1 (e %1 o 3¢
_ e Py
= 4W4/da1/da2/da3 <47r>
0
1
+T(3 + €)aap® — 2(2 — )T(2+ €)agp’ Py — 2I(3 + €)aizp? + §F(2+e)p2 + F(3+e)a%p4]
1 1 (031 [0 1 1 @1 [0 9
— E[2/da1/da2/da3?3 + 4p2/da1/da2/da3;;—§
0 0 0
ol
/ —23— /dal/dag/dag—
Py
a9
dag/ 2p2/da1/da2/da3—2
0 0 0 B

(1463 —¢

)
0o P? + 2(2 — €)T(2 4 €)a3p? Ps

d()[g

d()[l

—I-2p4/doz1
gt /

2 4mA\/p* +4p?>m?  p? 4+ 2m? — \/p* + 4p?>m?

£

2
2 m? ) 2 m? [id 2m?
+ In ‘
4m4,/p4—|—4p2m72 p2—|—2mT2—\/p4+4p2mT2

(B.19)

Zur Definition von Pj bzw. Py s. (B.26) bzw. (B.27)
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E? + 2akp + a(p® + mi —m3) + m} (B.20)
—a’p® + a(p® +mi — m3) +m3 (B.21)
k? + 2akp + ap? + m? (B.22)
—a?p? + ap® + m? (B.23)
-1 1
K2+ ankp + an(p® +m? —m3) + ar >3+ Lm3 (B.24)
§ £
-1 1
—a5p” + ap(p” +mi —m3) + £Tm% + Em% (B.25)
— -1 1—
k% 4 2c0kp + g fm2 + ag (p2 + %m2> + o T£m2 +m? (B.26)
-1 1-— 1-
—abp” + o (p2 + £TmQ> + onggm2 + oy Tng +m? (B.27)

niitzliche Formeln:

or(-8) <o (-F) o (-E) o
F(—z S%) ) 2<2F <2_§> . F<3_g>> (B.29)

—
—~
—
|

N | N
+

Il
—
/N
N

|
| o
N——
|
N
=
7N
—

|
| o
N———
w
(9]
=2

M lo

N PR
_|_
ol
I
[\
=
VN
—_
|
|
N——
|
N
=
N
[\
|
|
N——
+
o
N
(O8]
|
|
N——
w
(O8]
=






Anhang C

Einige Integrale

Die in diesem Abschnitt aufgefithrten Integrale wurden mit Hilfe von Integraltafeln (s. [5])
berechnet. In den Abschnitten C.2 und C.3 konnten die Ausdriicke durch Differentiation
aus jeweils dem ersten Integral bestimmt werden (siehe dort). Diese Differentiation wur-
de mit Hilfe des Computeralgebra-Programms ,MATHEMATICA*“ (Version 4.1, Wolfram
Research) durchgefiihrt. Dieses Programm wurde ebenfalls dazu benutzt, die hier aufgeli-
steten Ausdriicke numerisch bzw., wo es moglich war, analytisch zu iiberpriifen.

C.1 Integrale mit einer Integrationsvariablen

1
/da In[aa? + ba+ ] =
0

b b b+ 2c+Vb? —4
= 2+ Infa+b+c + —1In M——\/(ﬂ dac In 2+ e

2a c b+ 2c—Vb? —4ac
(C.1)
1
1 1 b+ 2c+ Vb2 — 4dac
da 5 = ln (C2)
/ ac? +ba+c b2 —4dac b+ 2c — Vb? — 4dac
1
« 1. a+b+ec b b+ 2c+ Vb2 —4ac
dov - — —In _ In (03)
/ ac® + ba + ¢ 2a c 2aVb? —4dac b+ 2¢ — Vb? — 4dac
1
/da a? _l_ilna—I-b-i-c_{_ b% — 2ac lnb+2c+\/b2—4ac
a?+ba+c a 2a2 c 26262 —dac b+ 2¢ — Vb?2 — 4dac
0
(C.4)
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1
m? + ap? — a2p?
da aln =
0

42
_ lln m? 14 \/;04-|-4m2p21n;02-|-2m2-l-\/])4—|-4m2p2 (C.5)
2 dmp? 4p? P2+ 2m2 — \/pt + dm?2p? '

A7 p?
1 | m? 2m? 13 N (p? +m?)\/p* + 4m?2p? | p? +2m? + /pt + 4m2p?
— -n-— -— — - — n
3 dmp? 3p? 18 6p* p? +2m?2 — /p* + dm?p?
(C.6)

! 3
/da a
_a2p2+ap+m2
0

3 2 4+ 3m? 2 L 9m2 + /p* + 4m2p2
pe+3m 1np+m+ p* +4msp (c.7)

+
2p? 2p2 /p4 +4m2p2  p? +2m?2 — /p4 + 4m2p?

! 4
/da @ =
_a2p2 +ap+m2
0

11 m?  pt4+4Am?p? +2mt . p? +2m? + /pt + 4m2p?
In (C.8)

-— -+
6p? pt 2pt\/p*t +4m?p?  p? +2m? — \/p* + 4m?2p?

(m§ —m3) +mj

da In 2 = 14+ W22 5 5 In — (C.9)

o _
W
3
=
[\
i
3
=
no
3
S
|
3
no
3
[\
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C.2 Integrale mit zwei Integrationsvariablen

1 a1
/da1 /da2 ln[aa% +bag +cay +d] =
0 0
1

B s ) a+b+c+d
= 12a2c{ 18ac — 2ac(2b + ¢) + 6a”clnfa + b+ ¢+ d] + 6abcln [7c+d

- ) a+btctd 2 d
-I-c((b—l—c) 6ad+bc—l—2b>ln[7d ]-l—b(ﬁad b)ln[—chd
—b—2(c+d)+ /P —dalctd
—(b2—4a(c+d))% In (c+d)+ alc+d)
—b—2(c+d) —/b*>—4da(c+d)
—b—c—2d+ /(b + )2 — dad
(b +¢)® — 4ad)® In c-2d+ (bt op - da
—b—c—2d—/(b+¢)? —4ad

(C.10)
aa% + bag 4+ cay +d > 0 fiir: aq € [0,1], a9 € [0, 1]

Die nachfolgenden Integrale konnten durch partielles Differenzieren des vorstehenden Aus-

druckes nach den entsprechenden Konstanten mit Hilfe eines Computeralgebra-Programms’
bestimmt werden.

0
B il d —il a+b+c+d
- 2a . c+d 2an d

b? — da(c + d) b+2(c+d)+ /b> —4a(c+d)

2ac b+ 2(c+d) — \/b?> —4a(c+d)
b+c+2d++/(b+c)? —4ad
b+c+2d—+/(b+¢c)? —4ad

1
1
d d =
/ 041/ aQaa%-l—bon-l—cal-l—d
0

1
C

2 _
(b+¢c)? —4ad In
2ac

—+

(C.11)

'MATHEMATICA 4.1 von Wolfram Research



146 ANHANG C. EINIGE INTEGRALE

aq

1
a2
da da =
/ 1/ 2aa%+ba2+ca1+d
0 0

1 ) d at+btc+d
= m{—Qac — (b —2a(c+d)>ln[c+d] +c(2(a+b)+c>ln[T]

b+c+2d++\/(b+c)? —4ad
b+c+2d—+/(b+¢c)? —4ad

b+ 2(c+d) + /6% — da(c + d) }

—(b+ )V (b+c)? —4ad In

b2 —4a(c +d) In
b+2(c+d) — \/b?> —4a(c+d)

(C.12)
1 a1
O/dalo/daz (aa%+ba2aj- cor +d)E
_ 1 e+d b+c lnb+c+2d+\/m
2ac d 2acy/(b+¢)?2 —dad  b+c+2d—/(b+c)? - dad
b 1 b 2etd) + /8 —dalc +d) (.13

+ n
2acy/b0? —4da(c+d)  b+2(c+d) — /b —4a(c+d)

aq

1
2
a
do do 2 =
/ 1/ Qaa%—i-bag—i-cal—i—d
0 0

| ; d
_ m{ac(3a+4b+20) + (b —3ab(c+d)) In [C+d]

d
b+c+2d++/(b+c)? —4dad
b+c+2d—+/(b+c)? —4dad
b+2(c+d)+ /b? —4da(c+d)

b+ 2(c+d) — +\/b*—4a(c+d)

—c(3b2 +3bc+ ¢ + 3a(b - d)) In [

+(+0)? - ad) b+ 7 — dad In

a-l—b-l—c-l—d]

—<b2 — a(c-i-d))\/m In

}

(C.14)
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&5}

1
2
a
d d 2 =
/ “ / @2 (a3 + bag + cay + d)?
0 0

_ L[ fd ] [atbretd
 2a%c c+d d

(b+¢)? — 2ad L oret2dt V(b+c)? —dad
(b+c¢)? — 4ad b+c+2d—+/(b+¢c)® —4ad
b —2a(c+d) b+2(c+d)+/b?—4da(c+ d)
b2 — da(c + d) b+ 2(c+d) —+/b* — da(c+d)
(C.15)
1 a1
3
a
doy | d - =
/ al/ @2 (aa2 + bag + cay + d)?
0 0
1 ) d a+b+c+d
= 2@36{—2% — (b —a(c—i-d))ln [c-l—d] + cla+2b+c)In [f]
2 - 2d +/b? — 4
_(b+0) (b+¢)” —3ad In b+c+2d+ /b a(c+d)
(b+¢)? — 4dad b+ c+2d— \/b?> —4a(c+ d)
b b2 — 3a(c + d) . b+2(c+d) + /b2 —da(c +d)
b2 — da(c + d) b+ 2(c+d) — \/b? — da(c+d)
(C.16)

&5}

1
4
a
d d 2 =
/ “ / @2 (a2 + bag + cay + d)?
0 0

1 , d
= %{ac(a—i-élb-l-%) + b(b —2a(c+d)) In [c—i—d]

b+c+d
—CC%2+{%0+02+2a®——d»ln[ﬁi—;tgi—]

d

b+c+2d+\ﬂb+d2—4m1

(b+ ) — dad(b+ c)? + 2ad? n

(b+c¢)? — 4ad b+c+2d—+/(b+¢c)? —4ad
_b4 — 4ab?(c + d) + 2a%(c + d)? In b+ 2(c+d) + /b —4da(c+d)
b? — da(c + d) b+ 2(c+d) — \/b® — da(c+d)

(C.17)
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C.3 Integrale mit drei Integrationsvariablen

1 (5} a2 1
doy | dos [ d _
/al/ a2/ a3aa%+ba2+ca1—|—da3+e
0 0 0
_ 1 9 9 e a+b+c+d+e
_ m{—4acd+d<6ae—d —3bd—3b)ln[c+e] n 3cd<2b+c+d)ln[ : ]

b d b d
JFC(2’)2+6€L(0+1)—6)+bc+(b+c)2>1n[‘”r et +€] +6acd1n[a+ +ot —I-e]
a+b+c+e c+e

b+c+2e+/(b+c)? —4dae
b+ c+2e—/(b+c)? — 4ae

b+c+d+2e++/(b+c+d)? —4dae
b+c+d+2e—+/(b+c+d)? —4dae
b+2(c+e)++/b?—4da(c+e)
b+2(c+e) —/b?> —4da(c+e)

3
2

b+ d)? 4ac+e)>‘ In

§
+((b+c)* - 4ae) *In

3
2

b-l—c-l—d 4ae) In

3
2

(
-(t
(e )
(

b+d+2(c+e)+/(b+d)?—4da(c+e)

- b+d+2(c+e)—/(b+d)?—4a(c+e)

}

(C.18)
a4 bag + cay + dag + e > 0 fiir: a; € [0,1], az € [0, a1], a3 € [0, o]

Die nun folgenden Integrale wurden wiederum (s.0.) durch partielle Differentiation mit
Hilfe eines Computeralgebra-Programms bestimmt.

ay o)

1
1
d d d -
/al/ OQ/ a3(aa%+ba2+ca1+da3+e)2
0 0

_ 1 Jln c+e 4 eln at+b+c+d+e
2acd e a+b+c+e

b+ c+2e++/(b+c)? — dae
b+c+2e—+/(b+c) —4dae

b+c+d+2e+/(b+c+d)? —4dae
b+c+d+2e—+/(b+c+d)? —4dae
b+2(c+e) + /b?> —4da(c+e)
b+2(c+e)—+/b?>—4da(c+e)

o

++/(b+ ¢)? — 4ae In

—/(b+c+d)? — 4ae In

—vVb? —4a(c+e) In

b+d+2(c+e)++/(b+d)? —4da(c+e)
b+d+2(c+e)—+/(b+d)? —4da(c+e)

+v/(b+ d)? — 4a(c+€) In

}

(C.19)
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1 a1 s
a

d d d =
/a1/ OQ/ @ (ac? + bag + cay + das + €)?
0 0 0

1 e atbtcte e
= d(2b + d)1 2a+2b+c)1 2cd1

4a2cd{( * )n[c—i—e] +el2at +C)n[a+b+c+d+e] e n[a—i—b—i—c—i—d—i—e

b+ c+2e++/(b+c)? — 4ae

b+c+2e—+/(b+c)? — dae
b+c+d+2e+\/(b+c+d)2—4ae]

—(b+c)\/(b+c)?> —4ae In

+(b+c+d)\/(b+c+d)? —4dae In

b+c+d+2e—+/(b+c+d)? - dae
b+2(c+e)+/b?>—4da(c+e)

+2(c+e) — /b?> —da(c+e)
b+d+2(c+e)+/(b+d)?—4da(c+e)
b+d+2(c+e)—/(b+d)?—da(c+e)

—4a(c+e) In

—(b+d)\/(b+d)? —4a(c+e) In

}

(C.20)
2
(8%
d d d 2 =
/a1/ OQ/ ag(aa%—i—bag—i-cal—i—dag—i—e)?
0 0 0
- 4acd + d(3b* + 3bd 4 d* — 3ae) In ¢ + 3acdIn cte
~ 6adcd ct+e a+b+c+d+e
b
+d(3¢? + 6bc + 3cd) In © +C(3b2+3bc+c2+3a(b—e))ln a+b+c+te
a+b+c+d+e a+b+c+d+e

b+ c+2e++/(b+c)? — dae

b+c+2e—+/(b+c)? — 4dae

b+c+d+2e+/(b+c+d)? —4dae
b+c+d+2e—/(b+c+d)? —4dae
b+2(c+e) + /b> —4a(c+e)
b+2(c+e)—+/b>—4da(c+e)

(b+c) —ae)x/ b+ c)?2 —4ae In

(b+c+d)? —ae)\/(b+c+d)2—4ae In

+(b* — c-l—e) b? —4a(c+e) In

b+d+2(c+e)++/(b+d)? —4da(c+e)
b+d+2(c+e)—/(b+d)? —4da(c+e)

(b+d)? — a( c+e))\/(b+d)2—4a(c+e) In

}

(C.21)
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1 ay (e}
/da /da /da % =
! 2 3(aa%+ba2+ca1+da3+e)3 B
0 0 0
1 cte a+b+ct+d+e
= dl 1
4a20d{ n[ e ]-l—cn[ a+b+c+e ]
(b+c)? —2ae " b+ c+2e+ /(b+c)? — 4ae
(b+ ¢)? — 4ae b+c+2e—+/(b+c) —4dae

(b+c+d)? — 2ae
_\/(b+c+d)2—4ae "
b2 — 2a(c+e)

- b2 — 4a(c +e)
(b+d)? —2a(c +e)
V(b +d)? —da(c+e)

b+c+d+2e—+/(b+c+d)? —4dae
b+2(c+e) + /b?> —4da(c+e)
b+2(c+e) — /b?> —4da(c+e)

b+d+2(c+e)+/(b+d)? —4a(c+e)
b+d+2(c+e)—/(b+d)? —4a(c+e)

b+c+d—|—26+\/(b+c+d)2—4ae]

}

(C.22)

oy o)

/1doz /da /da % =
! 2 s (aad + bag + cay +daz +e)3
0

0 0

a+b+c+e
at+b+c+d+e

b+ c+2e++/(b+c)? — dae

b+c+2e—/(b+c)? — 4dae
b+c+d+2e+\/(b+c+d)2—4ae]

e
at+b+c+d+e

- {c(a—i-?b—l—c)ln[ ]+d(2b+d)ln[ ]-I—QCdln[

4a3cd ct+e

2 _
b+ 0) (b+¢)* — 3ae In
(b+c)? — dae

(b+c+d)? - 3ae
V(b +c+d)? —dae !
b2 —3a(c + e)

b? —4da(c + e)

(b+d)? —3a(c+e)
V(b +d)? —4da(c+e)

+b+c+d
( ) b+c+d+2e—+/(b+c+d)? - dae

b+2(c+e)+/b?>—4da(c+e)
b+2(c+e)—+/b>—4da(c+e)

b+d+2(c+e)++/(b+d)?—4da(c+e)
b+d+2(c+e)—/(b+d)?—4dalc+e)

+b

—(b+d)

}

(C.23)
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1 @1 a2
[ [ [ e
« « a =
! > % (a0 + bag + cay + daz + €)?
0 0 0
1 e
= ———<{4acd + d(3b” + 3bd + d* — 2ae) 3cd(2b d)1
4a4cd{ acd + d(3b° + 3bd + ae)n[c+e] + 3cd(2b+ ¢ + )n[a—i—b—i—c—i—d—i—e]
b
+2acd In cte + (2abc + 3b*c + 3bc® + ¢ — 2ace) In ototcte
a+b+c+d+e a+b+c+d+e
2a%¢? + (b+ C)2<(b+ o)? - 4ae) b+c+2e+/(b+c)? —4ae
_ n
(b+ ¢)? — dae b+ c+2e—/(b+c)? — dae

2a2e? + (b+ c + d)? ((b +c+d)? - 4ae)
V(b +c+d)? - 4dae
242 (c + )2 + b? <b2 — dafc + e))
b2 — 4a(c +e)
2a%(c +€)? + (b + d)? ((b +d)? — da(c + e))
V(b +d)? —4a(c +e)

—+

b+c+d+2e+/(b+c+d)? —4dae
b+c+d+2e—+/(b+c+d)? —4dae

b+2(c+e)+ /b?>—4da(c+e)

_|_
b+2(c+e) —/b?>—4da(c+e)

b+d+2(c+e)++/(b+d)?—4da(c+e)
b+d+2(c+e)—/(b+d)?—4da(c+e)
(C.24)







Anhang D

Verschiedenes

D.1 Grassmann-Zahlen
In diesem Abschnitt soll die bei der Durchfiihrung der R¢-Eichung niitzliche Formel
det M = / DeDce T ex)Me(x) (D.1)

wobei ¢ und ¢ grassmannwertige, komplexe Felder sind, bewiesen werden (vgl. hierzu [25]
und [35]).

Grassmannzahlen sind antikommutierende Zahlen, d.h. es gilt fiir 8, #> Grassmannzahlen:
0,05 = — 6, 0;. Insbesondere muf also gelten #? = 0. Hieraus folgt, daBl die Entwicklung
einer von grassmannwertigen Zahlen abhéngigen Funktion bereits nach dem linearen Term
abbricht:

f6) = A + Bo. (D.2)

Unter einem Integral iiber eine Grassmannzahl soll nun stets ein unbestimmtes Integral

o0
verstanden werden, also [df = [ df. An das Integral [df f(6) werden nun folgende
—00

Forderungen gestellt:

e mit der obigen Entwicklung von f(6) gelte eine lineare Abhéngigkeit von A, B,

e Invarianz unter der Transformation § — 6 + 7.

Die (bis auf einen konstanten Faktor, der hier zu 1 gewihlt wurde) einzige hiermit konsi-
stente Definition lautet:

/dof(e) - /d0 (A+BO) = B (D.3)

/d91:0, /d90:1. (D.4)

153

bzw. dquivalent:
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Per Konvention wird festgelegt, dal bei mehreren Integrationen zunéchst die innere aus-
gefithrt wird. Komplexe Grassmannzahlen lassen sich aus zwei reellen aufbauen: § =
01 + i02,0" = 01 — i0s,. Hiermit folgt fiir zwei komplexe Grassmannzahlen:

(nd)* = 00" = —n"6" = —(6n)". (D.5)

Bei der Integration iiber komplexe Grassmannzahlen kénnen nun 6 und 6* als unabhéngig
voneinander angesehen werden. Man berechnet nun zunéchst das Integral

/dG* df exp(—0*bo) = /d@* df (1 — 0*bo) = b. (D.6)

Allgemein 148t sich nun auch ein n-dimensionaler Vektor § von (komplexen) Grassmann-
zahlen 01, ..., 0, betrachten. Fiir eine Funktion f(6) gilt nun wiederum

[ @o1®) = 1. (D.7)

wobei f,, gerade der Faktor des Termes in der Entwicklung von f () ist, in der jede Variable

genau einmal vorkommt:

FO) = fo+ D fibi +... + fub...01. (D.8)

Unterzieht man den Vektor nun einer linearen Transformation mittels einer n x n-Matrix
A:
o = A0, (D.9)

und bezeichnet die Jacobiante dieser Transformation als J, so folgt

/d”@ f(A0) = /Jd"ﬂ'f(e'). (D.10)
Nun betrachtet man wiederum den letzten Term in der Entwicklung von f(A#):

ol .. 0 = fn ((Ann9n+...+An101)-...-(A1n0n+...+A1101))
= fu Y. (Aniy - Ani))€ip.iybn - .01

In...01

= fndetAf,...0;. (D.11)
Also folgt durch Vergleich mit (D.10):
J = det A also: d"0 = det Ad"(A9). (D.12)

Hieraus folgt nun sofort:
/ d'pd"9 e A% = det A, (D.13)

indem man die Transformation §' = A betrachtet und (D.6) mit b = 1 benutzt. In
Verallgemeinerung auf komplexe Grassmannfelder ergibt sich nun die anfangs gesuchte
Formel (D.1).
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D.2 Analytische Fortsetzung

Hier gebe ich die in der vorliegenden Arbeit benutzten analytischen Fortsetzungen an (zum

Thema ,analytische Fortsetzung“ s. z. Bsp. [5] oder [13]).
Fiir Ml, M2 Z 0:

1 np2+M12—I-M22+\/(p2+M12—M22)2+4p2M22 _
V2 + M7 — M3)2 +4p’ M3 p? + M7 + M3 — /(p? + M{ — M3)* + 4p> M
( \/(p2+M%7M22)2+4p2M22
2artanh -
p2+M%+M22 ’p2 > _(Ml _ M2)2

V(PP M2—M2)? +4p> M3

|(p2+ M7~ M3)2 +4p2 M3|
2 arctan \/ 1 2 2

- p2+M%+M§ _ 2 2 < 2<_ _ 2
N T ~(Mi o+ M) <p7 < ~(M0 — M)

V102 +ME-M3)2 4 4p2 M3
p2+MZ+M3

2<7r+arctan
,—(My + My)? < p* < —(M} + M3)

(D.14)

\ VI +M7—M3)?+4p> M3

Die weitere Fortsetzung ist nicht mehr rein reell.
Sowie speziell fiir M = My = My :

1 I p2 4 2M? + p4 + 4p2M2 B
Vo +ApE M2 p?2 +2M? — \/pt + 4p? M2

9 /p4+4p2M2 2 > 0

\/m pZ+2M?2 P
2 VIt +ap> M?| 2 o 2

= \/Warctanw ,—ZM Sp S 0
2 VIpttap? M2 2 o 2 2
W T + arctan W s —4M S p° < —2M

4 M2 2
——— arcoth, /1 +4%-  ,p=>0
44 Ap2 M2 p
VP ZT’ — . . (D.15)
W&rccot |1+4p_2| ,—4M Sp SO

Die Fortsetzung zu Werten p? < —4M? ist nicht mehr rein reell.
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Weitere Hilfsmittel

e Finige Rechnungen wurden mit Hilfe des Computeralgebra-Programmes
SMATHEMATICA*, Version 4.1 von Wolfram Research durchgefiihrt (s. Anmer-
kungen im Text) bzw. iiberpriift (nicht extra vermerkt). Auch wurden mit diesem
Programm einige Graphiken erstellt.

e Diese Arbeit wurde mit IWTEX 2¢ erstellt, die Feynman-Graphen mit dem Zusatz-
Paket ,,feynMF* von Thorsten Ohl, erhéltlich z.Bsp. {iber www.dante.de.

e Zum Nachbearbeiten einiger Graphiken wurde das Programm ,xfig V 3.2“ benutzt.
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