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4.1.1 Ein Fixpunkt der genäherten Fixpunktgleichung . . . . 80
4.1.2 Eigenwerte der linearisierten RG-Gleichung . . . . . . . 81

5. ǫ-Entwicklung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.1 ǫ-Entwicklung der Fixpunkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.2 ǫ-Entwicklung der Eigenwertgleichung . . . . . . . . . . . . . . 87

6. Die Betafunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.1 Die RG-Transformation H für den irrelevanten Anteil . . . . . 96
6.2 Normabschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.3 H ist eine Kontraktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
6.4 Die Betafunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

A. Gaußintegration und Hermitepolynome . . . . . . . . . . . . . . 109

B. Ergebnisse der numerischen Rechnungen . . . . . . . . . . . . . . 117
B.1 Zu den Trunkationseffekten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
B.2 Tabellen des kritischen Exponenten ν . . . . . . . . . . . . . . 119

C. Einige Resultate der ǫ-Entwicklung . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
C.1 ǫ-Entwicklung der Entwicklungskoeffizienten zm bis zur 2. Ord-

nung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
C.2 ǫ-Entwicklung des kritischen Exponenten ν . . . . . . . . . . . 122

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124



KAPITEL 0

Einleitung

Die Untersuchungsmethoden, die meist kurz mit
”
Renormierungsgruppe“

(RG) zusammengefaßt bezeichnet werden, haben viel zum Verständnis des
Verhaltens physikalischer Systeme beigetragen, die sich in der Nähe eines
kritischen Punktes befinden. Zusätzlich haben sie einige Einsicht in gewis-
se Schwierigkeiten bei der Behandlung relativistischer Quantenfeldtheorien
erlaubt und einen nichtstörungstheoretischen Zugang ermöglicht.

Aus der experimentellen Beobachtung ist bekannt, daß die Fluktuationen
des Ordnungsparameters thermodynamischer Systeme am kritischen Punkt
stark anwachsen und sogar makroskopisch werden. Ein einfaches Beispiel für
die direkte Beobachtbarkeit dieses Verhaltens sind Systeme mit einer flüssi-
gen und einer gasförmigen Phase (etwa CO2) in der Nähe ihres kritischen
Punktes. Wenn man sich dem kritschen Punkt des Systems nähert, so ver-
schwindet die flüssig-gasförmig Trennlinie, und in der Nähe des kritischen
Punktes tritt kritische Opaleszenz auf. Die Fluktuationen erreichen dann die
Größenordnung der Wellenlänge des Lichtes. Ganz analoges Verhalten findet
man bei anderen Systemen, insbesondere auch bei Ferromagneten. Die kri-
tische Opaleszenz ist dann allerdings nicht im sichtbaren Licht beobachtbar.
Die mathematische Beschreibung von Systemen nahe am kritischen Punkt
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muß daher Fluktuationen vieler Größenordnungen berücksichtigen.

Ein zweites Phänomen ist, daß sich mikroskopisch ganz verschiedene Syste-
me am kritschen Punkt gleichartig verhalten. Diesen Sachverhalt bezeichnet
man mit

”
Universalität“. Sie zeigt sich u.a. darin, daß Systeme innerhalb

der selben
”
Universalitätsklasse“ die gleichen

”
kritischen Exponenten“ ha-

ben. Sei t die reduzierte Temperatur T−TC

TC
. Für Ferromagneten sind die kri-

tischen Exponenten α, β, γ, δ und η definiert durch das singuläre Verhalten
der folgenden Größen am kritischen Punkt. Dabei bedeutet f(t) ∼ tλ, daß

der Grenzwert limt→0
log f(t)

log t
existiert und gleich λ ist.

Wärmekapazität CH ∼ |t|−α für H = 0
Magnetisierung m ∼ (−t)β für t < 0
isotherme Suszeptibilität χT ∼ |t|−γ für H = 0
äußeres Feld |H| ∼ |m|δ für t = 0
Korrelationslänge ξ ∼ |t|−ν für H = 0
Korrelationsfunktion Γ(~r) ∼ |~r|−(d−2+η) für t = 0, H = 0

Für α und ν unterscheidet man noch den Wert dieser Größen für t > 0 und
t < 0. Ganz analog definiert man sie für andere physikalische Systeme.

Die Universalitätsklassen, also die Mengen von physikalischen Systemen mit
gleichen kritischen Exponenten, sind bestimmt durch die Dimension des Sy-
stems, durch vorhandene Symmetrien und durch die Zahl der lokalen Frei-
heitsgrade. Sie hängen aber nicht von den mikroskopischen Eigenschaften des
Materials ab. Außer den kritischen Exponenten gibt es noch andere Größen,
die innerhalb der Universalitätsklassen gleich sind, etwa die Zustandsdia-
gramme in den reduzierten Variablen.

Kritsche Theorien treten aber auch in der Quantenfeldtheorie auf. Wenn
man eine Euklidische Feldtheorie in d Dimensionen durch ihre Gitterappro-
ximation auf dem Gitter αZ

d mit der Gitterkonstanten α ∈ R>0 definiert,
so hat man für die berechneten Größen den Ultraviolett-Grenzwert α → 0
geeignet durchzuführen. Um nach der Durchführung eine nichttriviale Theo-
rie mit einer Korrelationslänge größer als Null zu erhalten, muß sie vor der
Durchführung des UV-Grenzwertes eine Korrelationslänge haben, die in Ein-
heiten der Gitterkonstante unendlich ist. Man muß also eine kritische Theorie
betrachten.

Ein Problem bei der Behandlung fast kritischer und kritischer Theorien ist
die große Anzahl von Freiheitsgraden innerhalb der Korrelationslänge. Da-
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durch sind solche Methoden nicht anwendbar, die davon ausgehen, daß je-
weils nur wenige mikroskopische Freiheitsgrade korreliert sind. Ein Beispiel
für eine solche Methode ist die Virialentwicklung für verdünnte, reale Gase.

Mit Hilfe der Renormierungsgruppe ersetzt man eine Theorie durch ihre ef-
fektive Theorie, indem man Freiheitsgrade ausintegriert, die zu kurzwelligen
Fluktuationen gehören. In der Block-Spin-Version teilt man das Gitter in d-
dimensionale Hyperwürfel mit einer Kantenlänge ein, die ein Vielfaches der
Gitterkonstante ist, und mittelt das Feld über diese Hyperwürfel. Hatte man
vorher eine

”
fast kritische“ Theorie, so hat man anschließend eine effektive

Theorie, die
”
weniger kritisch“ ist, da die Korrelationslänge in Einheiten der

Gitterkonstante kleiner ist.

Für die nun folgende Motivation der hierarchischen RG-Transformation sei
vorausgesetzt, daß die vorkommenden Integrale existieren und man die In-
tegrationsreihenfolge beliebig vertauschen kann. Eine kleine Anmerkung zur
Notation: Für die natürlichen Zahlen gibt es im Gegensatz zu den Mengen
R, Z und C verschiedene Konventionen. In dieser Arbeit ist N0 die Menge
der natürlichen Zahlen, N = N1 die Menge der natürlichen Zahlen ohne die
Null und für k ≥ 1 ist N≥k := {n ∈ N : n ≥ k}. Diese Konvention wird auch
für die reellen Zahlen benutzt.

Theorien auf αZ
d kann man als (Volumen-) Grenzwert n → ∞ von Theorien

auf dem Torus
Λ := αZ

d/αLn
Z

d

ansehen. Dabei ist αLn mit L, n ∈ N≥2 die
”
Seitenlänge“ des Torus. Man

stellt ihn sich als Gitter der Gitterkonstanten α mit periodischen Randbe-
dingungen vor.

Sei N ∈ N. Nun soll eine Euklidische (Gitter-) Feldtheorie für N -komponentige
Felder auf dem Torus definiert werden. Zu dem Torus hat man einen Vek-
torraum

G = G(N) := {φ|φ : Λ → R
N} ≃ R

(Ln)d·N

von N -komponentigen, reellwertigen Funktionen auf dem Gitter, den
”
Fel-

dern auf G“, mit dem (kanonischen) Skalarprodukt (·, ·) : G × G → R

(φ, ψ) =
∑

x∈Λ

N∑

i=1

φi(x)ψi(x) .

Eine euklidische N -Vektor-Theorie ist dann definiert durch ein Gaußsches
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Maß dµw auf G, zusammen mit einem Wechselwirkungsterm

V (φ) =
∑

x∈Λ

V
(

φ(x)
)

,

V : R
N → R, so daß Z(φ) = e−V (φ) integrabel bzgl. dµw ist. Dabei ist w der

freie
”
Propagator“, also das Inverse des negativen Laplace-Operators −△ auf

dem Torus, bei dem man die Nullmoden entfernt hat. Dafür subtrahiert man
einen geeigneten Projektionsoperator. Die konkrete Definition der Theorie
kann man entweder über die erzeugende Funktion Z : G → R der (Gitter-)
Greensfunktionen 〈φi1(xj1) · · ·φik(xjk

)〉

Z[J ] :=
1

Z0

∫

dµw(φ)Z(φ)e(J,φ)

mit Z0 :=
∫

dµw(φ)Z(φ) vornehmen, oder aber man betrachtet äquivalent
dazu

dν :=
dµwZ

∫
dµwZ

als Wahrscheinlichkeitsmaß für die Zufallsgrößen φi(x), i ∈ {1, . . . , N}, x ∈
Λ. Dann berechnet man die Erwartungwerte, Korrelationsfunktionen und
andere relevante Größen durch

〈φi1(x1) · · ·φik(xk)〉 =

∫

dν(φ)φi1(x1) · · ·φik(xk) .

Ein Beispiel für eine Wechselwirkung ist die φ4-Theorie mit

V(φ) =
µ2

2
φ2 +

λ

4!
φ4 .

Die Aufgabe ist nun, für diese Größen den
”
Grenzwert“ n → ∞ durch-

zuführen. Dabei gibt es eine Komplikation: Für verschiedene Werte von n
liegen die zugehörigen Funktionen nicht im gleichen Funktionenraum, und
man muß daher zuerst festlegen, wie man die Funktionen in den Raum
Ĝ = {φ|φ : αZ

d → R} einbettet, in dem die Grenzfunktion liegen soll.
Dies kann man etwa dadurch machen, daß man zu φ ∈ G die periodische
Funktion φ̂ ∈ Ĝ mit φ̂(x) := φ(x̄) als Einbettung von φ in Ĝ versteht, wobei
x̄ die Restklasse von x mod αLn

Z
d ist. Dann benötigt man noch eine geeig-

nete Metrik. Da dieser Grenzwert selbst hier nicht durchgeführt werden soll,
werden diese Überlegungen aber nicht weiter verfolgt.
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Die RG-Transformation stellt jedenfalls eine Beziehung zwischen Gittern
verschiedener Größe her, und man kann daher mit ihrer Hilfe diese Grenz-
werte untersuchen. Dazu wird das ursprüngliche Gitter in Hyperwürfel der
Kantenlänge αL unterteilt. Die Ecken dieser Hyperwürfel bilden ein Git-
ter mit der Gitterkonstanten αL, das mit Λ′ bezeichnet wird. Es ist dann
Λ′ = (αL)Z/(αL)Ln−1

Z
d. Für Elemente x von Λ und x′ von Λ′ schreibt

man x∈x′, falls x in dem Hyperwürfel liegt, der zu x′ gehört. Genauer: Seien
x̂, x̂′ ∈ αZ

d beliebige Vertreter von x ∈ Λ und x′ ∈ Λ′. Dann definiert man

x∈x′ :⇔ L[α−1L−1x̂i] ≡ α−1x̂′
i mod Ln

Z für alle i ∈ {1, .., d} .

Dies ist wohldefiniert. Denn sind ŷ und ŷ′ weitere Vertreter von x bzw. x′,
so gilt ŷ = x̂ + αkxL

n und ŷ′ = x̂′ + αkx′Ln−1 mit kx, kx′ ∈ Z. Dieser
Definition liegt die folgende Vorstellung zugrunde. Denkt man sich das Gitter
Λ repräsentiert durch die Menge

{α(y1, . . . , yd)|yi ∈ {0, .., Ln − 1}}

und Λ′ durch die Menge

{α(y1, . . . , yd)|yi ∈ L{0, .., Ln−1 − 1}} ,

je mit periodischen Randbedingungen, so bedeutet dies für die Werte von x
und x′, die nicht am Rand der Mengen liegen,

x∈x′ :⇔ x′
i ≤ xi < x′

i + αL .

Z
d/Ln

Z
d selbst kann man aber nicht anordnen. Der zum Torus Λ′ gehörende

Raum von Abbildungen ist

G′ = G′(N) := {φ|φ : Λ′ → R
N} ≃ R

(L(n−1))d·N .

Zu jedem Feld auf Λ soll nun durch Mittelung ein Feld auf Λ′ definiert werden.
Dazu sei der Blockmittelungsoperator C : G → G′ der lineare Operator mit

Cφ(x′) := L−d
∑

x∈x′

φ(x) .

Die Felder werden dabei komponentenweise addiert. Da es sich hier um einen
linearen Operator endlich-dimensionaler Vektorräume handelt, kann man ihn
als Matrix ansehen. Für die Matrixelemente gilt

C(x′, x) =

{
L−d : x∈x′

0 : sonst
,
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und der transponierte Operator tC : G′ → G ist über die Matrixtranspositi-
on definiert. (Man beachte allerdings, daß keine Basis in G und G′ festgelegt
wurde und daß bei dieser Sichtweise C(x, x′) eine N ×N -Matrix ist, da noch
über die inneren Freiheitsgrade summiert werden muß.)

Nun soll die Theorie für das feinere Gitter durch die effektive Theorie, die zu
den gemittelten Feldern auf dem groberen Gitter gehört, ausgedrückt werden.
Die wichtigste Schwierigkeit bei diesem Schritt ist das Auftreten nichtlokaler
Terme in der effektiven Wechselwirkung.

Dieses Problem ist für hierarchische Modelle durch die Konstruktion gelöst.
Man ersetzt den Propagator w durch den hierarchischen Propagator v. Für
dessen Definition muß man die Unterteilung des Gitters noch weiter führen.
Für 0 ≤ j ≤ n sei

Λ(j) := (αLj)Zd/(αLj)Ln−j
Z

d .

Dann ist Λ = Λ(0), Λ′ = Λ(1), und Λ(n) besteht nur noch aus einem Punkt.
Die weiteren Λ(j) faßt man im oben diskutierten Sinn als Unterteilungen des
ursprünglichen Gitters in immer größere Hyperwürfel auf. Λ(n−1) gehört also
zu der Unterteilung in nur noch Ld Hyperwürfel der Seitenlänge αLn−1. Die
Definition von ∈ kann man wortwörtlich durch Ersetzen der Gitterkonstante
auf Elemente von Λ(j) und Λ(j+1) übertragen. Durch disjunkte Vereinigung
aller Λ(j) erhält man eine hierarchisch geordnete Menge. [Por93]

Mit Hilfe dieser hierarchischen Struktur, durch die der Name des hierar-
chische Modells begründet ist, kann man den Propagator definieren. Dazu
benötigt man eine weitere Definition. Sei x ∈ Λ(j), dann existiert für j < n
genau ein Element [x] ∈ Λ(j+1), so daß x∈ [x] gilt. Definiere für x ∈ Λ und
k < n die k-fache Anwendung für k > 0 durch [x]k := [. . . [x] . . .] ∈ Λ(k)

und für k = 0 explizit durch [x]0 = x. Der hierarchische Propagator ist dann
definiert durch

v(x, y) := vγ(x, y) :=
n−1∑

m=0

L(2−d)mγδ[x]m,[y]m .

Im Gegensatz zum ursprünglichen Propagator ist v nicht mehr translations-
invariant. Man kann ihn aber als (grobe) Näherung des feldtheoretischen
freien Propagators sehen, da er das Verhalten von 1

|x−y|d−2 grob simuliert.

Dazu schreibt man den Vorfaktor in 1
(Lm)d−2 um. Und diesen Beitrag erhält

man, wenn x und y in einem gemeinsamen Hyperwürfel der Kantenlänge Lm

aus Λ(m) enthalten sind.
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Definiert man auch noch einen hierarchischen Propagator v′ auf dem Gitter
Λ′ auf die gleiche Weise wie für das Gitter Λ, so kann man v mit Hilfe des
Blockmittelungsoperator durch v′ ausdrücken. Es ist

v(x, y) = L2+d( tCv′C)(x, y) + Γ(x, y)

mit
Γ(x, y) = γδx,y .

Dies rechnet man einfach nach. Es gilt

( tCv′C)(ζ, ξ) =
∑

z,z′∈Λ′

tC(ζ, z)v′(z, z′)C(z′, ξ) =
∑

z,z′∈Λ′

C(z, ζ)v′(z, z′)C(z′, ξ)

= L−2dv′([ζ], [ξ])

= L−2d

n−2∑

m=0

L(2−d)mγδ[[ζ]]m,[[ξ]]m

= L−2d−2+d

n−1∑

m=1

L(2−d)mγδ[ζ]m,[ξ]m .

Das zentrale Objekt der Theorie auf dem Gitter Λ ist der Boltzmannfaktor
Z(φ). Unter Ausnutzung der Faltungseigenschaft Gaußscher Maße kann man
jedem Boltzmannfaktor auf Λ einen auf Λ′ zuordnen, der die effektive Theo-
rie beschreibt. Für RG-Rechnungen benutzt man dazu nicht die erzeugende
Funktion

Z[J ] =

∫

dµv(φ)Z(φ)e(J,φ)

mit einer äußeren Quelle, sondern eine erzeugende Funktion mit einem ex-
ternen Feld: Z(Ψ) =

∫
dµv(φ)Z(φ + Ψ). Mit J = v−1Ψ ist die Beziehung

zwischen ihnen
Z(Ψ) = e−

1
2
(J,vJ)Z[J ] .

Für diese erzeugende Funktion ist dann

Z(Ψ) =
1

Z0

∫

dµv(φ)Z(φ + Ψ)

=
1

Z0

∫

dµ(L2+d tCv′C)(φ1)

∫

dµΓ(φ2)Z(φ1 + φ2 + Ψ)

=
1

Z0

∫

dµv′(φ1)

( ∫

dµΓ(φ2)Z(L1+ d
2

tCφ1 + φ2 + Ψ)

)

.
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Man hat also

Z ′(φ′) =

∫

dµΓ(ψ)Z(L1+ d
2

tCφ′ + ψ) .

Die Abbildung Z 7→ Z ′ nennt man
”
Renormierungsgruppen-Transformation“.

(RG-Transformation). Γ wird auch
”
Fluktuationspropagator“ genannt, da

mit seiner Hilfe die Fluktuationen des Feldes auf Λ um das gemittelte Feld auf
Λ′ beschrieben werden. Diese Fluktuationen werden bei der RG-Transformation
ausintegriert, um den Boltzmannfaktor auf Λ′ zu erhalten. Im hierarchischen
Modell ist der Fluktuationspropagator ultralokal und erhält dadurch die Lo-
kalität einer Wechselwirkung. Ist also

Z(φ) =
∏

x∈Λ

z(x, φ(x))

ein Produkt, so ist auch Z ′(φ′) ein Produkt, wie man durch Einsetzen in die
RG-Transformation sieht.

Z ′(φ′) =

∫

NDψ exp
(

− 1

2γ

∑

x∈Λ

N∑

k=1

ψk(x)
∑

y∈Λ

δx,yψk(y)
)

·
∏

x∈Λ

z(x, L1− d
2 φ′([x]) + ψ(x))

=

∫

NDψ
∏

x∈Λ

exp
(

− 1

2γ

N∑

k=1

ψk(x)2
)

z(x, L1− d
2 φ′([x]) + ψ(x))

=
∏

x′∈Λ′

∫
∏

x:x∈x′

dµγ(ψ(x))z(x, L1− d
2 φ′(x′) + ψ(x))

=:
∏

x′∈Λ′

z′(x′, φ′(x′)) .

Wobei die abkürzende Schreibweise

Dψ =
( ∏

x∈Λ

N∏

k=1

dψk(x)
)

benutzt wurde und N der Normierungsfaktor des Gaußschen Maßes ist. Diese
Rechnung ist aufgrund der Abhängigkeit der Funktion z vom Ort sogar all-
gemeiner als für die weitere Rechnung benötigt. Für eine Theorie mit lokaler
Wechselwirkung ist

Z(φ) =
∏

x∈Λ

exp(−V(φ(x))) ,
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d.h. z ist unabhängig von x und hat die Form z(x, φ(x)) =: z(φ(x)). Damit
gilt

Z ′(φ′) =
∏

x′∈Λ′

( ∫

dµγ(Ψ)z(L1− d
2 φ′(x′) + Ψ)

)Ld

.

(Die Potenz von L, 2−d
2

, ist das Negative der
”
Ingenieursdimension“ d−2

2
des

Feldes.) Die RG-Transformation für die Faktoren z, z′ : R
N → R ist ein

N -dimensionales Integral über die inneren Freiheitsgrade und gegeben durch

z′(Φ) =
( ∫

dµγ(Ψ)z(L1− d
2 Φ + Ψ)

)Ld

.

Die endgültige Form erreicht man, indem man noch β := L1− d
2 setzt und

z, z′ durch zLd
bzw. z′L

d
ersetzt

(R z)(Φ) := z′(Φ) =

∫

dµγ(Ψ)zLd

(Ψ + βΦ) . (1)

Gleichung (1) kann man zu beliebigen L ∈ R>1 und d ∈ R>0 fortsetzen. Die
RG-Transformation ist dann eine nichtlineare Transformation mit den reellen
Parametern d, L und γ. Betrachtet die Menge der Fixpunkte als die Lösun-
gen der Gleichung, so haben nichtlineare Transformationen typischerweise
kritische Parameter, bei denen sich die Lösungsmenge qualitativ verändert.
Im einfachsten Fall treten bei gewissen kritischen Parametern zusätzliche
Lösungen auf. Dies ist bei der hierarchischen RG-Transformation der Fall,
und einer der kritischen Werte von d ist d = 4. Gleichung (1) simuliert vie-
le der (kritischen) Eigenschaften der vollen RG-Transformation gut und ist
einer mathematischen Behandlung leichter zugänglich. Daher werden neue
Ideen meist zunächst an hierarchischen Modellen getestet, um anschließend
eine Verallgemeinerung auf volle Modelle zu versuchen. Ein wichtiger Unter-
schied zwischen hierarchischen Modellen und vollen Modellen ist der kritische
Exponent η. Bei hierarchischen Modellen ist η = 0. Der Nachweis ist durch
Differentiation der Fixpunktgleichung möglich. [Por96]

Die Konstruktion von Modellen mit einer hierarchischen Symmetrie, wie z.B.
auch in [CE78], ist nur eine der Möglichkeiten, die hierarchische RG-Trans-
formation zu motivieren. Man kann sie auch als (ultralokale) Approximation
der RG-Transformation euklidischer Feldtheorien auffassen [PPW94] oder
als Näherung der bei der Behandlung wechselwirkender Oberflächen auf-
tretenden RG-Transformation betrachten [CM94]. Nicht zuletzt erhält man
sie auch durch Approximation einer RG-Transformationen der statistischen
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Physik oder der euklidischen Quantenfeldtheorie auf dem Gitter. (z.B. aus
der Kadanoff-Wilson RG-Transformation: [Rol96]) Diese sind typischer-
weise ad hoc Approximationen der vollen RG-Transformation und nicht im
Sinne der niedrigsten Ordnung einer Entwicklung der vollen Transformation
zu verstehen.

Neben der Betrachtung als Untersuchungsmethode fast kritischer und skale-
ninvarianter Theorien, kann man iterierte RG-Transformationen als schritt-
weise Berechnung der hochdimensionalen Integrale in den erzeugenden Funk-
tionen ansehen. Man kann sie aber auch als Hilfsmittel für die Untersuchung
der Existenz des IR- und des UV-Grenzwertes benutzen. Dabei ist der ge-
meinsam zugrundeliegende Gedanke, die vorgegebene Theorie mit Hilfe der
RG-Transformation durch eine effektive zu ersetzen.

Die oben besprochenen Rechnungen kann man auch auf einem
”
Multigrid“

durchführen. [MP85, Por90, Por93, Riv91] Dies wurde bei der Definition
des hierarchischen Propagators schon angedeutet. Dann entspricht die gefun-
dene RG-Transformation der Transformation zwischen zwei Lagen des Mul-
tigrid und man bekommt Werkzeuge in die Hand, um sowohl den UV- als
auch den IR-Grenzwert zu untersuchen. Mit der Bezeichnung zj−1 = R zj

bedeutet die Durchführung des UV-Grenzwertes, z
(n)
n so zu wählen, daß

limn→∞R nz
(n)
n existiert. Untersucht man die Existenz dieser Grenzwerte,

so stellt man fest, daß sie nicht für alle auf endlichen Gittern definierbaren
Wechselwirkungen existieren. Das besondere Interesse an Fixpunkten der
RG-Transformation kommt dann bei dieser Sichtweise daher, daß man für
einen Fixpunkt den Grenzwert besonders einfach durchführen kann. Weiter-
hin erhält man ein Teilergebnis zur Universalität: Theorien, die durch ver-
schiedene Wechselwirkungen definiert sind, können den gleichen Grenzwert
haben.

Diese Arbeit ist folgendermaßen aufgebaut. In Kapitel 1 wird die Definiti-
on der RG-Transformation präzisiert. Basierend auf der vorgegebenen In-
tegralform wird ein Operator auf einem Banachraum definiert. Die Eigen-
schaften dieses Operators werden in Kapitel 2 untersucht, und es werden zu
ihm gehörende

”
algebraische RG-Transformationen“ abgeleitet. Diese Glei-

chungen werden in Kapitel 3 benutzt, um numerisch Fixpunkte der RG-
Transformation zu finden. Mit Hilfe der numerisch bestimmten Fixpunkte
werden die Eigenwerte der linearisierten RG-Transformation berechnet. Aus
den Eigenwerten erhält man den kritschen Exponenten ν. Mit Hilfe der alge-
braischen RG-Transformation wird zu reellen Werten von N fortgesetzt und
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insbesondere auch Fixpunkte und Eigenwerte des 0-Komponenten-Modells
bestimmt. In Kapitel 4 wird das asymptotische Verhalten für große Werte von
N untersucht. Nach einer Näherung erhält man exakt lösbare Gleichungen,
deren Lösungen im Gültigkeitsbereich der Approximation die Ergebnisse der
Numerik bestätigen. Die ǫ-Entwicklung ist eine weitere Methode zur Unter-
suchung nichttrivialer Fixpunkte. In Kapitel 5 wird die ǫ-Entwicklung nach
[PPW94] auf den N -Komponentenfall verallgemeinert. Die Ergebnisse wer-
den mit den Ergebnissen der numerischen Rechnungen verglichen. Schließ-
lich wird in Kapitel 6 die Betafunktionsmethode für hierarchische Modelle
besprochen. Mit dieser Methode kann man Existenzbeweise für nichttrivia-
le Fixpunkte führen. Es werden erste Ergebnisse hergeleitet, die für solche
Beweise nützlich sind.



12 Kapitel 0. Einleitung



   

KAPITEL 1

Das Modell

Die Form der zu untersuchenden Integralgleichung ist durch Gleichung (1)
aus der Einleitung vorgegeben. Für die weitere Behandlung wird sie in eine
mathematisch bequemere Form gebracht. Dann wird basierend auf dieser
Gleichung ein Operator auf einem Banachraum definiert.

1.1 Definition des Operators R

Seien L, d ∈ R>0 und N ∈ N. Betrachtet wird der Operator R : DR → DR
der hierarchischen RG-Transformation, wobei DR ein Raum von Funktionen
ist, die von R

N nach R abbilden. Die Angabe des Definitionsbereiches gehört
natürlich zur Definition des Operators, ist aber nicht ganz einfach und wird
etwas später diskutiert. R ist dann für Z ∈ DR definiert durch

(RZ)(x) :=

∫

dµσ(y)Z(y + L1−d/2x)Ld

.

µσ(y) ist ein Gaußsches Maß auf R
N mit Kovarianz σ ∈ R>0. Für Rech-

nungen ist es besonders günstig, den Spezialfall Ld = 2 zu wählen, da
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die RG-Transformation dann eine quadratische Transformation ist. Die RG-
Transformation lautet dann

(RZ)(x) =

∫

dµσ(y)Z2(y + βx) ,

und man hat β := L1−d/2 = 2
2−d
2d . Für volle Modelle hängen die physikalisch

interessanten Größen nicht von L ab. Für hierarchische Modelle ist L ein
Modellparameter, wobei es jedoch keine starke Abhängigkeit von L gibt. Dies
muß beim Vergleich numerischer Ergebnisse berücksichtigt werden. [KW91,
Seite 540]

Fixpunkte von R , also Funktionen Z∗ mit RZ∗ = Z∗, sind wie in der
Einleitung angesprochen besonders interessant. Sie sind Kandidaten für die
Konstruktion von Gittertheorien mit unendlicher Korrelationslänge und dies
ist die Voraussetzung dafür, daß der Kontinuumsgrenzwert nichttrivial ist.

Einen Fixpunkt kann man sofort angeben, nämlich Z0 = 0. Mit ihm ist es
aber nicht möglich, ein Wahrscheinlichkeitsmaß zu definieren. Daher ist er
physikalisch uninteressant. In gewissem Sinne gibt es noch einen zweiten ganz
trivialen Fixpunkt, nämlich Z∞ = ∞. Bei der mathematischen Untersuchung
des Operators wird er aber keine Rolle spielen.

Es gibt jedoch noch zwei weitere triviale Fixpunkte, die beide eine physika-
lische Bedeutung haben. Es ist der

Ultraviolett-Fixpunkt ZUV = 1 ,

der zum freien, masselosen Feld gehört, und der

Hochtemperatur-Fixpunkt ZHT ,

definiert durch ZHT (x) = N∗ exp(−c∗x
2) mit N∗ = L

N

Ld−1 und c∗ = L2−1
2σLd . Er

gehört zu einem nicht wechselwirkenden Modell mit verschwindender Korre-
lationslänge. Für die spezielle Wahl von Ld = 2 ist also N∗ = 2

N
d = (2β2)N/2

und c∗ = 22/d−1
4σ

= 2β2−1
4σ

.

Dies rechnet man direkt oder mit Hilfe von Lemma A.1 nach.

ZHT (x)
!
= (RZHT )(x)

= N Ld

∗

∫

dµσ(y) exp(−c∗L
d(y + βx)2)

Lemma A.1
= N Ld

∗

(
1

1 + 2σc∗Ld

)N
2

exp

(

− c∗L
d

1 + 2σc∗Ld
β2x2

)
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⇒ N Ld

∗

(
1

1 + 2σc∗Ld

)N
2

!
= N∗ ∧ c∗

!
= c∗

Ldβ2

1 + 2σc∗Ld

1.1.1 UV-Bild und HT-Bild

Spaltet man den HT-Fixpunkt ZHT von den zu untersuchenden Funktionen
ab, so erhält man eine weitere RG-Transformation, die für viele Rechnungen
vorteilhaft ist. Dazu rechnet man nach, wie sich Funktionen der Form ZHT ·Z
unter R verhalten.

(

R (ZHT · Z)
)

(x) =

∫

dµσ(y)ZLd

HT (y + βx)ZLd

(y + βx).

Mit Lemma 1 in Anhang A und den gerade gezeigten Eigenschaften von ZHT

erhält man
(

R (ZHT · Z)
)

(x) = ZHT (x)

∫

dµL−2σ(y)ZLd

(y + L−2βx).

Zu R gehört also der Operator R̂ für den abgespaltenen Rest mit den
geänderten Konstanten β′ := L−2β und σ′ := L−2σ

(R̂Z)(x) =

∫

dµσ′(y)ZLd

(y + β′x) . (1)

Im folgenden werden die Operatoren aber nicht explizit unterschieden. Statt-
dessen wird jeweils in dem der Situation angemessenen Bild gerechnet. Die
Konstante β ist dann durch die Wahl des Bildes festgelegt.

UV-Bild HT-Bild

β L1− d
2 bzw. 2

2−d
2d L−1− d

2 bzw. 2−
2+d
2d

Kovarianz σUV σHT = L−2σUV bzw. σHT = 2−
2
d σUV

N∗ L
N

Ld−1 bzw. (2β2)N/2 L
− N

Ld−1 bzw. (2β2)N/2

c∗ cUV
∗ = L2−1

2σLd bzw. cUV
∗ = 2β2−1

4σ
cHT
∗ = −cUV

∗ bzw. cHT
∗ = 2β2−1

4σ

ZUV (x) 1 N∗ exp(−c∗x
2)

ZHT (x) N∗ exp(−c∗x
2) 1

Tab. 1.1: UV-Bild und HT-Bild.

Je nach Situation ist einmal das UV-Bild und einmal das HT-Bild für die
Rechnungen besser geeignet. Die konkreten Gründe dafür sind unterschied-
lich. Für die ǫ-Entwicklung (Kapitel 5) ist die Einfachheit des UV-Fixpunktes
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entscheidend, in anderen Situationen ist die Asymptotik der Fixpunkte wich-
tig oder die Tatsache, daß der Wert von β im HT-Bild kleiner ist als im
UV-Bild.

Koch und Wittwer haben für den Fall N = 1, d = 3 im HT-Bild mit
σHT = 1

2
(1 − β2) und Ld = 2 die Existenz eines zusätzlichen nichttrivialen

(Infrarot-) Fixpunktes ZIR gezeigt. [KW91]

Von nun an sei immer Ld = 2, wenn es nicht explizit anders erwähnt wird.

1.2 O(N)-Symmetrie

Da die Anzahl der lokalen Freiheitsgrade die Universalitätsklasse mitbe-
stimmt, ist man aus physikalischen Gründen an N -Komponenten-Modellen
interessiert. In der Natur kommen dabei häufig näherungsweise O(N)-symmetrische
Situationen vor. Die entsprechenden idealisierten mathematischen Modelle
sind etwa der Heisenberg-Ferromagnet oder das XY-Modell. Weitere Moti-
vation für die Untersuchung von N-Komponenten-Modellen ist die Frage, ob
ein N → ∞–Grenzwert existiert und ob man interpolierende Formeln für
kritische Exponenten und andere Größen in Abhängigkeit von der Anzahl
der Komponenten N und der Dimension d finden kann. Für große N ist die
1
N

-Entwicklung vielleicht eine Möglichkeit, eine solche Interpolation durch-
zuführen. Dies ist aber vermutlich nur eine asymptotische Entwicklung und
für die physikalisch interessanten Werte 1, 2 und 3 von N kann man da-
her keine guten Ergebnisse erwarten. (vgl. Ma in [DG76] für volle Modelle)
Schließlich kann man die Untersuchung von O(N)-Modellen als eine Vorstufe
der Untersuchung von SU(N)-Modellen betrachten.

Zunächst sei einmal explizit festgehalten, daß

O(N) := O(RN ,qE) = {s|s Isometrie von R
N mit der Einheitsform qE}.

(2)
Wobei die Einheitsform qE : R

N → R definiert ist durch qE(x) = x2
1 + . . . +

x2
N . Ist s eine Isometrie von R

N , so ist jedenfalls det s = ±1.

Nun betrachtet man folgende Operation der Gruppe O(N) auf einen Funk-
tionenraum F über R

N :

O(N) ×F ∋ (O, f) 7→ Of := f ◦ O−1.
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Die Funktionen in der Fixpunktmenge

FO(N) := {f ∈ F| ∀O ∈ O(N) : Of = f}

sollen dann als die
”
O(N)-invarianten Funktionen von F“ bezeichnet werden.

Ist F ein Vektorraum, so ist FO(N) ein Teilvektorraum von F : a, b ∈ R, f, g ∈
F ⇒ O(af + bg)(x) = (af + bg)(O−1x) = aOf(x) + bOg(x).

Für diese Funktionen gilt nun umgekehrt, daß ihre Werte auf den Bahnen
von O(N) in R

N überall gleich sind. Die Bahnen sind gerade {0} und die
Kugeloberflächen um den Ursprung. Daher kann man sie als Funktionen des
von qE gemessenen Abstandquadrates vom Ursprung auffassen.

Die Beschränkung auf O(N)-invariante Funktionen ist möglich. Ist Z ∈ F
O(N)-invariant, so stimmt dies auch für RZ. Sei also für alle O ∈ O(N)

Z(x) = Z(Ox) . (3)

Dann kann man die O(N)-Invarianz von RZ nachrechnen:

(RZ)(x)
(3)
=

∫

dµσ(y)Z2(Oy + βOx)

Oy=:y′,| detO|=1
=

∫

dµσ(y′)Z2(y′ + βOx)

= (RZ)(Ox) .

Die zweite Gleichung bedeutet, daß µσ ein O(N)-invariantes Maß ist.

1.3 Der Definitionsbereich des Operators R

Wie man der gewünschten Form von R direkt entnimmt, müssen die Funk-
tionen im Definitionsbereich quadratintegrabel bezüglich des Maßes µσ sein,
da sonst das Integral für x = 0 nicht existieren würde. Daher ist es nahe-
liegend, den Raum L2(R

N , µσ) zu verwenden. Es gibt aber in diesem Raum
Funktionen, auf die man R nicht anwenden kann. Sei für N = 1 und ǫ > 0
die Funktion f durch

f(x) :=
1√

x2 + ǫ2
exp

(x2

4σ

)
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definiert. Nun gilt für a < b
∫ b

a

f 2(x + βy)dµσ(x) =

∫ b

a

1

(x + βy)2 + ǫ2
exp

((x + βy)2 − x2

2σ

) dx√
2πσ

= exp
(β2y2

2σ

) ∫ b

a

1

(x + βy)2 + ǫ2
exp

(2βxy

2σ

) dx√
2πσ

.

Also existieren beide Grenzwerte a → −∞ und b → ∞ genau für y = 0.
(Sonst existiert jeweils nur ein Grenzwert.) Der Fall y = 0 bedeutet aber
f ∈ L2(R, µσ). Für N > 1 kann man ganz entsprechende Gegenbeispiele
angeben.

Man muß sich also auf jeden Fall auf geeignete Teilmengen beschränken oder
einen anderen Raum wählen. Dabei sollte man gleich die Forderung berück-
sichtigen, daß der Wertebereich im Definitionsbereich liegen soll, damit man
R iterieren kann. Nun gibt es in L2(R

N , µσ) Funktionen, die den Raum nach
endlich häufiger Anwendung von R verlassen, und dieses Problem hat man
für alle Räume L2(R

N , µκ) mit κ ≥ σ, die den UV-Fixpunkt noch beinhal-
ten. (Vgl. dazu die Bemerkung zu F18 in Kapitel 2, die man entsprechend
verallgemeinern kann.)

Es wird noch eine letzte Änderung an der Definition des Operators vorge-
nommen, bevor der Definitionsbereich festgelegt wird. Wie sich noch heraus-
stellen wird, ist d = 2 eine gewisse Grenze bei der analytischen Behandlung
des Operators. Daher ist es keine Einschränkung, der Konvention von Koch

und Wittwer zu folgen und die Freiheit bei der Wahl der Kovarianz σ
folgendermaßen auszunutzen. Man setzt

σ = γ(1 − β2) .

Im HT-Bild ist dies sogar für 0 < d ≤ 4 immer möglich, denn für diese
Werte von d gilt 0 < β, β2 < 1. Im UV-Bild ist es nur für 2 < d ≤ 4 möglich,
jedenfalls wenn man fordert, daß auch γ positiv sein soll. (vgl. Abb. 1.1)
Da dies nicht zwingend ist, kann man die Ersetzung auch für 0 < d < 2
vornehmen, und γ ist dann negativ. Im HT-Bild bekommt man erst später
das entsprechende Problem: Die Eigenfunktionen am UV-Fixpunkt kann man
für d = 2 nicht auf die gleiche Weise definieren wie für 2 < d ≤ 4. Aber es
soll zunächst auch nur 2 < d ≤ 4 betrachtet werden. Wenn dann später doch
der Fall 0 < d < 2 vorkommt, so wird im HT-Bild gerechnet, und dann kann
man anschließend über die Beziehung

σHT = L−2σUV
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die Umrechnung in das UV-Bild vornehmen. Ebenfalls aufgrund dieser Be-
ziehung gibt es zwischen γUV und γHT die Beziehung

γHT = γUV
1 − L2−d

1 − L−2−d
.

Damit kann man γUV oder γHT als den neuen freien Parameter des Modells
betrachten.

Koch und Wittwer [KW91] geben mit dieser Konvention im HT-Bild für
skalare Modelle einen komplexen Hilbertraum an, der den UV-Fixpunkt nicht
mehr enthält. Dieser Hilbertraum hat auf der anderen Seite den Vorteil, daß
die Ableitung des Operators R symmetrisch in bezug auf das Skalarprodukt
dieses Hilbertraumes ist. Die Definition dieses Raumes kann man direkt auf
Modelle mit N Komponenten verallgemeinern.

Definition 1 Auf dem C-Vektorraum der Polynomfunktionen in N Varia-
blen sei für 0 < b < 1 und γ > 0 das Skalarprodukt 〈·, ·〉b,γ definiert durch

〈f, g〉b,γ :=

∫

dµγ 1+b
2b

(x)

∫

dµγ 1−b
2b

(y)f(x + iy)g(x + iy) .

Ferner sei H(N)
b,γ = Hb der durch die Komplettierung bzgl. dieses Skalarpro-

duktes definierte Hilbertraum. Den Fall b = 1 definiert man explizit durch

H1 := L2(R
N , µγ)

mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉1,γ := 〈·, ·〉γ

〈f, g〉γ =

∫

dµγ(x)f(x)g(x) .

Zu den Skalarprodukten gehört jeweils die Norm ‖ · ‖b,γ : Hb → R mit

‖f‖b,γ =
√

〈f, f〉b,γ .

Der Hilbertraum Hβ ist zumindest ein natürlicher Definitionsbereich für die
Ableitung von R an gewissen Stellen, was in Kapitel 2 gezeigt wird. Die
Funktionen in Hb haben die folgenden nützlichen Eigenschaften, den Beweis
dafür findet man in Anhang A.
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F1 Für 0 < b < 1 kann man die Elemente von Hb mit analytischen Funk-
tionen in N Variablen identifizieren, und für alle f ∈ Hb und z ∈ C

N gilt
die Ungleichung

|f(z)| ≤ ‖f‖b,γ
1

4
√

1 − b2
N

exp

(

− 1

2γ(1 − b2)
(b2Re(z2) − b|z|2)

)

.

Wenn man sich also auf den reellen Teilvektorraum Hr
b von Hb beschränkt,

der aus den Funktionen besteht, die bei Einschränkung auf R
N nur reelle

Werte annehmen, so gilt für jede solche Funktion f für alle x ∈ R
N

|f(x)| ≤ ‖f‖b,γ
1

4
√

1 − b2
N

exp

(
b

2γ(1 + b)
x2

)

. (4)

Daher ist aufgrund von 0 < b < 1 ⇒ b
1+b

< 1
2

jedes Element von Hr
b auch ein

Element von H1.

Für die endgültige Festlegung der Definitionsbereiche ist es wichtig, etwas
über das asymptotische Verhalten der nichttrivialen Fixpunkte zu wissen.
Koch und Wittwer haben auch das asymptotische Verhalten für große
Argumente des von ihnen bestimmten nichttrivialen Fixpunktes des skalaren
Modells bei d = 3 untersucht. Es gilt, daß die Grenzwerte

l+ = lim x− 6
5 log ZIR(x) , l− = lim x− 6

5 log ZIR(x)

existieren und die Ungleichung 0 < l+ ≤ 2l− erfüllen. Heuristisch kann man
sich dies durch

”
RZ(x) ∼ ZLd

(βx)“ klar machen. Setzt man dann noch
Z(x) = exp(c(x2)α) mit einer positiven Konstanten c an, so erhält man
α = d

d+2
. Dadurch kommt man zu der Vermutung, daß das asymptotische

Verhalten für große Argumente eines nichttrivialen Fixpunktes im HT-Bild

Z∗(x) ∼ exp(c(x2)
d

d+2 ) ist. Eine exakte Abschätzung dazu findet man in

[PW94]. Für das UV-Bild findet man entsprechend Z∗(x) ∼ exp(−c′(x2)
d

d−2 ).
(c′ > 0)

1.3.1 Der Definitionsbereich im UV-Bild

Eine mögliche Wahl für den Definitionsbereich ist L∞(RN , µγ) ⊆ L2(R
N , µγ).

Dieser Raum hat den Vorteil, daß er den UV-Fixpunkt enthält und ein Ba-
nachraum ist. Auch die nichttrivialen Fixpunkte sind in diesem Raum ent-
halten, wie man an ihrem asymptotischen Verhalten sieht. Der Nachweis,
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Fig. 1.1: β und 2β2 im UV-Bild (— und − · −·) und im HT-Bild (– – – und
− · · · − · · ·) als Funktion der Dimension.

daß R : L∞(RN , µγ) → L∞(RN , µγ) gilt, ist trivial:

|(RZ)(x)| ≤
∫

dµγ(1−β2)(y)‖Z‖2
∞ = ‖Z‖2

∞.

Allerdings enthält der Raum keine Polynome mehr. Da R Polynome wieder
auf Polynome abbildet, kann man sie aber bei Bedarf in den Definitionsbe-
reich mit hereinnehmen. Benötigt man Polynome nur aus Approximations-
gründen, so multipliziert man sie mit der charakteristischen Funktion einer
kompakten Menge. Das Produkt ist ein Element von L∞(RN , µγ). Da O(N)-
invariante Funktionen untersucht werden sollen, ist der Definitionsbereich
also L∞(RN , µγ)

O(N) ⊆ L2(R
N , µγ)

O(N). Die physikalische Begründung für
diese Wahl ist, das die Potentiale zu positiven Fixpunkten des Operators in
diesem Definitionsbereich nach unten beschränkt sind.

1.3.2 Der Definitionsbereich im HT-Bild

Im HT-Bild hat man mehrere Möglichkeiten. Zunächst betrachte man für
2 < d ≤ 4 den Raum Hβ und speziell den Teilraum Hr,O(N)

β . Für diese Werte
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von d ist der UV-Fixpunkt nicht in Hr
β. Der UV-Fixpunkt ist ZUV (x) =

N∗ exp( 1−2β2

4γ(1−β2)
x2), und diese Funktion erfüllt nicht die Abschätzung, die die

Funktionen aus Hr
β erfüllen. Es gilt

1 − 2β2

4γ(1 − β2)
>

β

2γ(1 + β)
⇔ 1 − β − 2β2 > 0 ,

und die rechte Seite ist nicht richtig, da für 2 < d ≤ 4 gilt 1
2

< β, 2β2. Der
Raum Hβ wird für die Verallgemeinerung einiger Zwischenresultate aus dem
Artikel [KW91] auf den N -Komponentenfall verwendet.

Es soll aber für die Rechnungen ein anderer Raum verwendet werden, der
analog zu dem Definitionsbereich im UV-Bild definiert wird. Dadurch kann
man wieder den UV-Fixpunkt im Definitionsbereich halten. Mit Hilfe des
UV-Fixpunktes definiert man einen Teilvektorraum des Raumes L2(R

N , µγ)
durch

L′
∞(RN , µγ) := L′

∞ := {f ∈ L2 : fZ−1
UV beschränkt} ⊆ L2(R

N , µγ)

und auf diesem Teilvektorraum die Norm ‖ · ‖′∞ durch

‖f‖′∞ := ‖fZ−1
UV ‖∞ .

Zusammen mit dieser Norm ist L′
∞ ein Banachraum. Der Nachweis, daß

R : L′
∞ → L′

∞ gilt, ist wieder ganz einfach:

|(RZ)(x)| ≤
∫

dµγ(y)ZUV (y + βx)2‖Z‖′∞2
= ZUV (x)‖Z‖′∞2

.

Wie man sieht, sind dann im HT-Bild auch die Polynome im Definitions-
bereich. Aufgrund der oben diskutierten Asymptotik der nichttrivialen Fix-
punkte sieht man wieder, daß sie in dem so definierten Definitionsbereich
liegen.

1.3.3 DR ist eine nichtassoziative Algebra

In beiden Bildern ist DR ein Vektorraum. Mit f, g ∈ DR und a, b ∈ R

ist also auch af + bg ∈ DR , und da R wieder nach DR abbildet ist auch
R (af + bg) ∈ DR . Rechnet man den Ausdruck einmal aus, so erhält man

R (af + bg)(x) = a2R f(x) + b2R g(x) + 2ab

∫

dµγf(x + βy)g(x + βy) .
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Daran sieht man, daß auch der letzte Term in DR liegt und dies legt die
folgende Definition nahe.

Definition 2 (•-Produkt in DR ) Für zwei Funktionen f, g ∈ DR sei f •
g ∈ DR definiert durch

f • g(y) :=

∫

dµγ(x)f(x + βy)g(x + βy) .

Das •-Produkt ist eine symmetrische R-bilineare Abbildung DR × DR →
DR . Damit ist DR eine kommutative R-Algebra (ohne Eins) im allgemeinen
Sinn, wie z.B. [Lan93, Seite 121]. DR ist aber nicht assoziativ, also kein
Ring, was man bei der spezielleren Definition einer Algebra meist fordert.
Mit Hilfe von Lemma A.1 kann man sich dies mit dem folgenden, einfachen
Beispiel klar machen: (c > 0)

exp(c ·) • (ZUV • ZUV ) = exp(c ·) • ZUV = (1 − 2γc)−N/2 exp
( cβ2

1 − 2γc
·
)

aber

(exp(c ·) • ZUV ) • ZUV = (1 − 2γc)−N/2 exp
( cβ2

1 − 2γc
·
)

• ZUV .

Unter Verwendung des •-Produktes kann man die Wirkung des Operators
R nun kompakt durch

RZ = Z • Z

ausdrücken.

Die Definitionsbereiche sind in beiden Bildern Banachräume. Die Normen
sind in beiden Fällen Algebranormen und so fehlt den Räumen nur die
Assoziativität einer Banachalgebra. Dadurch sind allerdings viele allgemei-
ne Resultate zu Banachalgebren nicht anwendbar. Nichtassoziativität ist
aber ein natürlicher Begriff in der Quantenfeldtheorie. Iterationen von RG-
Transformationen entsprechen Produkten mit bestimmten Klammerungen.
Die Menge aller möglichen Klammerungen kann man durch binäre Bäume
darstellen. Bei vollen Modellen entsprechen diese den Zimmermann-Wäldern
in der Renormierungstheorie. Auch in der (mathematischen) Bifurkations-
theorie kommt Nichtassoziativität vor. Man kann die symmetrischen Biline-
arformen, die man aus den quadratischen Termen von Bifurkationsgleichun-
gen erhält, als nichtassoziative Produkte auffassen. [Por93, PW94, Sat79,
Dei85]
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KAPITEL 2

Eigenschaften des Operators R

In diesem Kapitel sollen einige Eigenschaften des Operators und weitere Un-
tersuchungsmethoden zusammengetragen werden, um etwas Bewegungsfrei-
heit zu bekommen und um den Operator anhand einiger Spezialfälle etwas
genauer kennenzulernen. Zu den wichtigen Eigenschaften gehört die Diffe-
renzierbarkeit des Operators R .

Die physikalischen Eigenschaften der durch den Operator beschriebenen Sy-
steme erhält man aus dem Verhalten der RG-Transformation in der Nähe
eines Fixpunktes. Daher spielt die linearisierte RG-Transformation eine wich-
tige Rolle, und die Eigenwerte dieser linearen Abbildung hängen eng mit den
kritischen Exponenten zusammen. Weiterhin gibt z.B. die Anzahl der Eigen-
werte, die größer als 1 sind, die Anzahl der

”
relevanten“ Richtungen an.

Die Feststellungen im ersten Teil dieses Kapitels gelten ohne Änderungen im
UV-Bild und im HT-Bild.

F1 R ist stetig bzgl. der Norm des Definitions- und Wertebereiches.

Beweis: Sei DR der Definitionsbereich und ‖·‖ die Norm im jeweiligen Bild.
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Seien ferner g, h ∈ DR . Dann gilt

R (g + h) = g • g + h • h + 2g • h .

Nun ist ‖f • g‖ ≤ ‖f‖‖g‖. Also

‖R (g + h) −R g‖ ≤ ‖h‖(‖h‖ + 2‖g‖) ‖h‖→0−→ 0 . ⊳

2.1 Die linearisierte RG-Transformation

Die Approximierbarkeit eines Operators durch eine lineare Abbildung heißt
mathematisch nichts anderes, als daß der Operator eine Ableitung besitzt.
In physikalischen Situationen genügt es häufig, daß nur alle Richtungsablei-
tungen existieren. Dies ist in für den Operator R der Fall.

F2 Alle Richtungsableitungen des Operators R existieren und sind für f, g ∈
DR gegeben durch

∂R
∂g

h = 2g • h.

Beweis: Seien g, h ∈ DR und ǫ ∈ R>0. Dann gilt für alle x ∈ R
N :

(R (g + ǫh))(x) − (R g)(x)

ǫ
= 2g • h(x) + ǫh • h(x)

ǫ→0−→ 2g • h(x) .

Also ist 2g•h =: ∂R (g; h) das Richtungsdifferential von R an der Stelle g in
Richtung h. Die Abhängigkeit des Richtungsdifferentials von h ist linear, also
existiert die Richtungsableitung ∂R

∂g
und ist definiert durch ∂R

∂g
h := 2g •h . ⊳

Falls die Ableitung existiert, kann sie nur die Form der Richtungsablei-
tung haben und muß zusätzlich ein beschränkter Operator sein. Dies ist für
den gewählten Definitionsbereich der Fall. Aber F2 ist nicht von der Norm
abhängig. Solange nur die entsprechenden Integrale existieren, bleibt also F2
für alle Definitionsbereiche gültig. Daher wird zunächst der Richtungsablei-
tung ein eigener Name gegeben.

Definition 1 Für f, g ∈ DR sei der Operator A(f) : DR −→ DR definiert
durch

A(f)g := 2f • g .
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Später wird mit dem üblichen Bezeichnungsmißbrauch gelegentlich auch nur
die Operationsvorschrift mit A(f) bezeichnet.

F3 A(f) ist linear und beschränkt. Für die Operatornorm gilt

‖A(f)‖ ≤ 2‖f‖ .

Die Norm auf der rechten Seite ist die Norm von f im jeweiligen Bild.

Beweis: Klar.

F4 (Differenzierbarkeit von R ) R ist ein differenzierbarer Operator, und
die Ableitung an der Stelle f ∈ B ist gegeben durch A(f).

Beweis: Seien also f, h ∈ DR , h 6= 0. A(f) ist nach Definition linear.

‖R (f + h) −R (f) − 2f • h‖ = ‖h • h‖ ≤ ‖h‖2

⇒ lim
‖h‖→0

‖R (f + h) −R (f) − 2f • h‖
‖h‖ = 0

Also gilt die Behauptung. ⊳

Als nächstes stünde die Untersuchung der Eigenfunktionen und Eigenwerte
der Ableitung bei den Fixpunkten an. Dies wird zunächst zurückgestellt zu-
gunsten der Einführung

”
algebraischer RG-Transformationen“, da in diesem

Zusammenhang natürlicherweise die Funktionen definiert werden, die man
dann auch für die Angabe der Eigenfunktionen benötigt.

2.2 Algebraische RG-Transformationen

Als separabler Hilbertraum ist L2(R
N , µγ)

O(N) isomorph zu einem Hilbert-
raum ℓ2 reellwertiger Folgen, indem man die Funktionen nach einer Basis
entwickelt. Dem Operator R entspricht also eine Abbildung solcher Folgen
von einer Teilmenge M von R

∞ in eine weitere Teilmenge M ′. Da sie keine
Integrale mehr enthält und nur durch (möglicherweise unendliche) Summen
und Produkte gegeben ist, wird eine solche Abbildung auch

”
algebraische

RG-Transformation“ genannt.
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Seien also die en : R
N → R, n ∈ N0, eine Basis von L2(R

N , µγ)
O(N), bestehend

aus Funktionen, auf die man R anwenden kann. Sei ferner Z ∈ DR mit der
Entwicklung

Z =
∞∑

n=0

znen, zn ∈ R, (1)

nach der Basis.

Nun soll begründet werden, warum man die Integration und die Summation
vertauschen darf. Sei für y ∈ R

N Zy die durch

Zy(x) = Z
(

x
√

1 − β2 + βy
)

definierte Funktion. Im UV-Bild ist Z beschränkt. Daher liegt auch Zy in
DR und damit auch in L2(R

N , µγ). Im HT-Bild rechnet man dies mit Hilfe
der Abschätzung durch die Norm nach. Mit diesen Bezeichnungen gilt

(RZ)(y) = 〈Zy, Zy〉γ .

Das Skalarprodukt in Hilberträumen ist stetig. Also gilt

(RZ)(y) = 〈
∞∑

n=0

znen(·
√

1 − β2 + βy),
∞∑

m=0

zmem(·
√

1 − β2 + βy)〉γ

=
∞∑

n,m=0

znzm〈en(·
√

1 − β2 + βy), em(·
√

1 − β2 + βy)〉γ

=
∞∑

n,m=0

znzm(en • em)(y) ,

und beide Seiten liegen als Funktion in der Variablen y in DR .

Die letzte Gleichung lautet ausgeschrieben

(RZ)(y) =
∞∑

m,n=0

znzm

∫

dµγ(1−β2)(x)en(x + βy)em(x + βy) .

Man muß das Produkt der Basisvektoren en und em wieder nach der Basis
entwickeln. Sei also etwa

enem =
∞∑

k=0

Enm
k ek . (2)
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Dann ist

(RZ)(y) =
∞∑

m,n,k=0

Enm
k znzm

∫

dµγ(1−β2)(x)ek(x + βy)
︸ ︷︷ ︸

∑

l ζ
(k)
l el(y)

, (3)

und indem man auch noch das Gaußintegral des Basisvektors wieder ent-
wickelt, erhält man

(RZ)(y) =
∑

l

∑

m,n

znzm

(
∑

k

Enm
k ζ

(k)
l

)

︸ ︷︷ ︸

=:z′l

el(y) . (4)

Der
”
Vektor“ der Entwicklungskoeffizienten von Z, z = (z0, z1, z2, . . .), wird

also auf R (z) := z′ = (z′0, z
′
1, z

′
2, . . .) abgebildet, und die z′n sind durch die

Summen in (4) gegeben.

Weitere Schritte erfordern dann die Information, wie sich die ek unter Gau-
ßintegration verhalten und wie die Entwicklung (2) und die von

∫
dµγ(1−β2)(φ)ek(φ+

βψ) genau aussieht. Es wird sich herausstellen, daß es eine Basis gibt, für
die die ek Eigenfunktionen dieser Gaußintegration sind und eine weitere, für
die die Entwicklung (2) trivial ist.

Bemerkung: Indem man die Entwicklung (1) zu Z =
∑

n znf(n)en mit
einer beliebigen Funktion f : N0 → R abändert, ändert man die Koeffizi-
enten Mnm

l :=
∑

k Enm
k ζ

(k)
l in M̃nm

l = f(n)f(m)
f(k)

Ml. Davon macht man später

Gebrauch, um die Abbildung z 7→ R (z) = z′ γ-unabhängig zu machen.

2.2.1 Basen

Es ist naheliegend, nach Potenzen von x2 zu entwickeln oder eine Orthogo-
nalbasis des L2(R

N , µγ)
O(N) zu wählen. Dazu hat man alle O(N)-invarianten

Linearkombinationen der Hermitepolynome zu betrachten.

Für N = 1 bilden die für n ∈ N0 durch

Hn(x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
e−

x2

2 =

[n
2 ]∑

j=0

(−1)jn!

(n − 2j)!2jj!
xn−2j (5)
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definierten Hermitepolynome Hn : R → R eine Orthogonalbasis von L2(R, µ1).

Dies ist der Spezialfall γ = 1 der H
(γ)
n , definiert durch

H(γ)
n (x) := γn/2Hn(

x√
γ

) =

[n
2 ]∑

j=0

(−γ)jn!

(n − 2j)!2jj!
xn−2j . (6)

Sie bilden eine Orthogonalbasis von L2(R
N , µγ), wie man etwa durch Sub-

stitution sieht. An der rechten Seite der Gleichung (6) erkennt man, daß die
Definition über diese Gleichung allgemeiner auch für γ ∈ R möglich ist.

Eine Orthogonalbasis des Tensorproduktes

L2(R
N , µγ) =

N⊗

i=1

L2(R, µγ)

bilden folglich die H(γ)
µ : R

N → R, µ = (n1, . . . , nN) ∈ N
N
0 , definiert durch

H(γ)
µ := H(γ)

n1
⊗ . . . ⊗ H(γ)

nN
. (7)

Nun benötigt man aber eine Basis von L2(R
N , µγ)

O(N). Im 1. Kapitel haben
wir gesehen, daß der Wert der Funktionen in L2(R

N , µγ)
O(N) an einer Stelle

x ∈ R
N nur vom Wert der Funktion qE, also von qE(x) abhängt. Seien die

pn : R → R die durch pn(x) = xn definierten Polynomfunktionen, so bildet
also

{p̂n := pn ◦ qE|p̂n(x1, . . . , xn) = (x2
1 + · · · + x2

n)n, n ∈ N0},
eine Basis von L2(R

N , µγ)
O(N). Für die p̂n gilt nun andererseits

p̂n =
∑

ν1,...,νN
ν1+···+νN=n

(
n

ν1 . . . νN

)

p2ν1 ⊗ · · · ⊗ p2νN
, (8)

und dieselbe Art von Linearkombination der H(γ)
µ bildet eine O(N)-invariante

Orthogonalbasis:

h(γ,N)
n :=

∑

ν1,...,νN
ν1+···+νN=n

(
n

ν1 . . . νN

)

H(γ)
(2ν1,...,2νN ).

Wenn klar ist, um welches N es sich handelt, wird es fortgelassen und kurz
h

(γ)
n verwendet. Die O(N)-Invarianz dieser Polynome wird in F11 in die-

sem Kapitel noch explizit nachgewiesen. Diese Polynome werde ich
”
O(N)-

invariante Hermitepolynome“ oder auch ebenfalls
”
Hermitepolynome“ nen-

nen.
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Normalordnung

Den Übergang zu den h
(γ′)
n kann man auch als Normalordnung der Basis

der p̂n betrachten. Wenn man die
”
Normalordnung mit Kovarianz γ′“ als

lineare und stetige Operation auf einer Teilmenge von L2(R, µγ) auffaßt, kann
sie durch die Angabe ihrer Wirkung auf die Elemente einer Basis definiert
werden.

Für die Basis {pn} setzt man

pn 7→ H(γ′)
n

und schreibt meist kurz
H(γ′)

n (x) = :xn:γ′ .

Dies erweitert man auf den N -Komponentenfall durch unabhängige Normal-
ordung der Komponenten, d.h. für die Funktionen

pµ = pn1 ⊗ · · · ⊗ pnN
: R

N → R, µ = (n1, . . . , nN) ∈ N
N
0 ,

setzt man
pµ 7→ H(γ′)

n1
⊗ . . . ⊗ H(γ′)

nN
= H(γ′)

µ .

Die Hermitepolynome bezeichnet man auch als normalgeordnete Monome.
Damit ist die Normalordnung für beliebige Funktionen im Definitionsbereich
der Operation festgelegt, und man schreibt für den Wert der Normalordnung
einer Funktion f an der Stelle x :f(x):γ′ .

Darauf soll hier aber nicht genauer eingegangen werden, sondern lediglich,
wie oben angesprochen, die Normalordnung auf eine Basis angewendet wer-
den. Die O(N)-Invarianz bleibt dabei zumindest für die hier interessierenden
Polynome erhalten, was am Ende dieses Unterkapitels auch noch explizit ge-

zeigt wird. Die Normalordnung der p̂n ergibt die h
(γ′)
n . In Anhang A wird

dargestellt, in welchem Sinne man die Normalordnung als inverse Operation
zur Gaußintegration sehen kann.

2.3 Eigenschaften der Basen

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften dieser Polynomfunktionen
berechnet werden. Dies sind die Orthogonalität der Basis {h(γ)

n | n ∈ N0}
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von L2(R
N , µγ)

O(N), die Entwicklung eines Produktes zweier Basispolyno-

me, h
(γ)
n · h(γ)

m , nach der Basis und die Entwicklung eines Polynoms h
(γ′)
n in

Basispolynome.

Für die erste Aufgabe ist das Skalarprodukt 〈h(γ)
n , h

(γ)
m 〉γ = c · δn,m zu be-

rechnen. Dabei ist das Problem nicht, die Orthogonalität zu zeigen (Sie ist
aufgrund von F A.4 klar.), sondern den Vorfaktor

c =
∑

ν1,...,νN
ν1+···+νN=n

(
n

ν

)2

(2ν)!γ2n

zu berechnen. Dies geht bequem, indem man nicht direkt vorgeht, sondern
zunächst die erzeugende Funktion

∑∞
n=0

an

n!
h

(γ)
n der O(N)-invarianten Hermi-

tepolynome berechnet. Hat man diese Funktionen bestimmt, so kann man
mit ihrer Hilfe auch die anderen beiden Gleichungen einfacher bestimmen.
Kurz geschrieben sucht man also

:ea(x2
1+···+x2

N ):γ = :eax2

:γ =
∞∑

n=0

an

n!
:(x2)n:γ

mit a ∈ R.

Definition 2 Die Funktionen G
(γ)
N = GN : ] − 1

2γ
, 1

2γ
[ ×R

N → R seien
definiert durch

GN(a, x) :=
∞∑

n=0

an

n!
h(γ)

n (x).

Diese Summe konvergiert:

F5 In der Situation von Definition 2 gilt für N = 1:

G1(a, x) = Λ(a)1/2eaΛ(a)x2

mit Λ(a) = 1
1+2γa

.

Beweis: 1) Für |a| < 1
2γ

kann man Λ(a)m+1/2 für beliebige m ∈ N0 in eine
Binomialreihe in y := 2γa entwickeln.

(1 + y)−m−1/2 =
∞∑

k=0

∏k−1
i=0 (−m − 1

2
− i)

k!
yk



  

2.3. Eigenschaften der Basen 33

=
∞∑

k=0

(

−1

2

)k ∏k−1
i=0 (2(m + i) + 1)

k!
yk

=
∞∑

k=0

(

−1

2

)k
(2(m + k))!

2k+m(m + k)!k!

2mm!

(2m)!
yk

2) Man entwickelt die rechte Seite der Behauptung in eine Reihe. Beide Rei-
hen konvergieren in ihrem Konvergenzbereich absolut, also ist Umordnung
erlaubt:

Λ(a)1/2 exp(aΛ(a)x2) =
∞∑

m=0

am

m!
Λ(a)m+1/2x2m

=
∞∑

m=0

∞∑

k=0

am+k

m!

(

−1

2

)k
(2(m + k))!

2k(m + k)!k!

m!

(2m)!
(2γ)kx2m

q=m+k
=

∞∑

q=0

aq

q!

q
∑

k=0

(−1)kγk (2q)!

2kk!(2(q − k))!
x2(q−k)

︸ ︷︷ ︸

H
(γ)
2q (x)

=
∞∑

q=0

aq

q!
h(γ,1)

q ⊳

Korollar 1 In der Situation von Definition 2 und F5 gilt:

GN(a, x) = Λ(a)N/2 exp(aΛ(a)(x2
1 + · · · + x2

N)) .

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß

GN(a, x) =
N∏

k=1

G1(a, xk) mit x = (x1, . . . , xN) ∈ R
N

gilt. Für N = 1 ist dies richtig. Sei also N ≥ 1 und y = (x1, . . . , xN , xN+1) ∈
R

N+1. Nach Induktionsvoraussetzung ist

N+1∏

k=1

G1(a, xk) = GN(a, x)G1(a, xN−1)



   

34 Kapitel 2. Eigenschaften des Operators R

=
∞∑

n,m=0

an+m

n!m!
h(γ,N)

n (x)H
(γ)
2m(xN+1)

=
∞∑

k=0

ak

k!

k∑

n=0

(
k

n

)

h(γ,N)
n (x)H

(γ)
2(k−n)(xN+1)

︸ ︷︷ ︸

h
(γ,N+1)
k (y)

= GN+1(a, y) . ⊳

Bemerkung: Die Ähnlichkeit von Korollar 1 mit Lemma 1 in Anhang A
ist im Hinblick auf F1 (für F = 0) in Anhang A kein Zufall.

Diese Funktionen fassen viele der Beziehungen zwischen den Polynomen zu-
sammen und erleichtern dadurch die Berechnungen dieser Beziehungen. Be-
rechnet man

〈GN(a, ·), GN(b, ·)〉γ =
∞∑

n=0

∞∑

m=0

anbm

n!m!
〈h(γ)

n , h(γ)
m 〉γ , (9)

was mit der rechten Seite von Korollar 1 nun einfach möglich ist, kann man
durch Koeffizientenvergleich die gewünschten Orthogonalitätsrelationen ab-
lesen. Ein erster Schritt ist die Feststellung 6.

2.3.1 Die Orthogonalität der Hermitepolynome

F6 In der Situation von Definition 2 gilt:

〈GN(a, ·), GN(b, ·)〉γ =
(
1 − 4γ2ab

)−N/2

Beweis: (x2 = x2
1 + · · · + x2

N). Das Produkt von zwei Funktionen GN ist
nach Korollar 1 gegeben durch:

GN(a, x)GN(b, x) = (Λ(a)Λ(b))N/2 exp((aΛ(a) + bΛ(b))x2)

= ((1 + 2γa)(1 + 2γb))−N/2 exp((
a

1 + 2γa
+

b

1 + 2γb
)x2) .

Nach Voraussetzung ist a, b ∈ ] − 1
2γ

, 1
2γ

[ . Damit folgt a
1+2γa

∈ ] − ∞, 1
4γ

[ ,
und man kann also die rechte Seite mit Hilfe von Lemma 1 in Anhang A
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integrieren:

〈GN(a, ·), GN(b, ·)〉γ
= ((1 + 2γa)(1 + 2γb))−N/2

∫

dµγ(x) exp((
a

1 + 2γa
+

b

1 + 2γb
)(x + y)2)

∣
∣
∣
∣
y=0

=

(

(1 + 2γa)(1 + 2γb)
(

1 − 2γ(
a

1 + 2γa
+

b

1 + 2γb
)
))−N/2

⊳

Jetzt geht es darum, dieses Ergebnis wieder in eine Reihe umzuformen. Das
ist hier einfach, denn die rechte Seite von F6 kann man für die zugelassenen
a und b in eine Binomialreihe entwickeln. Damit lautet Korollar 2:

Korollar 2 In der Situation von Definition 2 gilt:

〈GN(a, ·), GN(b, ·)〉γ =
∞∑

k=0

(−N
2

k

)

(−4γ2ab)k .

Die gewünschte Relation kann man nun
”
abpflücken“. Koeffizientenvergleich

ergibt die grundlegende Feststellung 7.

F7 (Orthogonalität bzgl. 〈·, ·〉γ)
Für die Polynome h

(γ)
n gilt für alle n, m ∈ N0

〈h(γ)
n , h(γ)

m 〉γ = (n!)2

(−N
2

n

)

(−4γ2)nδn,m .

Beweis: Man erweitere die rechte Seite von Korollar 2 auf

〈GN(a, ·), GN(b, ·)〉γ =
∞∑

n=0

∞∑

m=0

anbm

n!m!
(n!)2

(−N
2

n

)

(−4γ2)nδn,m

und vergleiche mit Gleichung (9). ⊳

Bemerkung: Für N = 1 liefert F7 wieder die bekannte Relation für skalare
Modelle,

〈H(γ)
2n , H

(γ)
2m〉γ = (2n)!γ2nδn,m ,
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denn es gilt

(n!)2

(−N
2

n

)

(−4γ2)n = n!
n−1∏

i=0

(−N

2
− i)(−4γ2)n

= n!
n−1∏

i=0

(N + 2i)(2γ2)n

= n!N(N + 2) . . . (N + 2n − 2)(2γ2)n .

Nun bleibt noch die Verallgemeinerung auf das Skalarprodukt in Hb.

F8 (Orthogonalität der O(N)-invarianten Hermitepolynome)
Für 0 < b ≤ 1 und n, m ∈ N0 gilt

〈h(γ)
n , h(γ)

m 〉b,γ = (n!)2

(−N
2

n

)(

− 4
(γ

β

)2
)n

δn,m .

Beweis: Es ist (auch für b=1)

〈h(γ)
n , h(γ)

m 〉b,γ =
∑

ν1+···+νN =n

m1+···mN=m

(
n

ν

)(
m

µ

)

〈H(γ)
2ν ,H(γ)

2µ 〉b,γ

FA.4
=

∑

ν1+···+νN=n

(
n

ν

)2

(2ν)!
(γ

b

)2n

δn,m ,

und für den Vorfaktor erhält man mit Hilfe von F7

∑

ν1+···+νN=n

(
n

ν

)2

(2ν)! = (n!)2

(−N
2

n

)

(−4)n . ⊳

Wenn man nun wie in (1), (2), (3) und (4) eine Funktion Z aus B in eine
Reihe nach einer Basis entwickelt und diese dann in R einsetzt, so sieht man,
daß noch zwei weiteren Fragen wichtig sind: Wie entwickelt man ein Produkt
zweier Basisvektoren wieder nach der Basis? Und: Wie lautet die Entwicklung
eines der Hermitepolynome nach Hermitepolynomen mit anderer Kovarianz?
Diese Fragen kann man ebenfalls mit Hilfe der Funktionen GN beantworten.
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2.3.2 Entwicklung des Produktes zweier

Hermitepolynome

Die zweite Frage kann man genauer so formulieren, daß man an den Ent-
wicklungskoeffizienten Cnm

ν (N) in

h(γ)
n h(γ)

m =
∞∑

ν=0

Cnm
ν (N)h(γ)

ν

interessiert ist. Dazu nutzt man die Orthogonalität nach F8 aus und erhält

〈h(γ)
n h(γ)

m , h
(γ)
k 〉γ = k!

k−1∏

i=0

(N + 2i)(2γ2)k · Cnm
k (N) . (10)

Also muß man das Skalarprodukt auf der linken Seite berechnen. Das macht
man wieder mit Hilfe der Funktionen GN .

F9 In der Situation von Definition 2 bzw. Korollar 2 gilt für |a|, |b|, |c| < 1
4γ

:

〈GN(a, ·)GN(b, ·), GN(c, ·)〉γ = (1 − 4γ2(ab + bc + ca) − 16γ3abc)−N/2 .

Beweis: a ∈ ]− 1
4γ

, 1
4γ

[ ⇒ a
1+2γa

∈ ]− 1
8γ

, 1
3

1
2γ

[ . Also ist das Produkt der drei
Funktionen wirklich integrabel und mit Lemma 1 in Anhang A gilt dann:

〈GN(a, ·)GN(b, ·), GN(c, ·)〉γ
= ((1 + 2γa)(1 + 2γb)(1 + 2γc))−N/2

∫

dµγ(x)e( a
1+2γa

+ b
1+2γb

+ c
1+2γc

)x2

=

(

(1 + 2γa)(1 + 2γb)(1 + 2γc)(1 − 2γ(
a

1 + 2γa
+

b

1 + 2γb
+

c

1 + 2γc
))

)−N/2

.

Ausmultiplizieren ergibt die Behauptung. ⊳

Diese Feststellung läßt als Aufgabe übrig, die rechte Seite in einen Ausdruck
dreier Reihen umzuformen, um dann durch Koeffizientenvergleich mit dem
Produkt

〈GN(a, ·)GN(b, ·), GN(c, ·)〉γ =
∞∑

n,m,k=0

anbmck

n!m!k!
〈h(γ)

n h(γ)
m , h

(γ)
k 〉γ (11)

die gewünschte Beziehung abzulesen.
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Zunächst stellt man dazu fest, daß wieder die Entwicklung in eine Binomial-
reihe für die zugelassenen a, b und c möglich ist. Dies nutzt man aus und er-
setzt den übrigbleibenden Term durch seine (endliche) Binomialsumme. Nach
einigen Summationsvertauschungen und Summationsindexverschiebungen erhält
man das gesuchte Ergebnis.

(1 − 4γ2(ab + bc + ca) − 16γ3abc)−N/2

=
∞∑

q=0

∏q−1
i=0 (N + 2i)

q!

(

−1

2

)q

(−4γ2)q(ab + bc + ca + 4γabc)q

=
∞∑

q=0

∏q−1
i=0 (N + 2i)

q!
(2γ2)q ·

q
∑

k1,k2,k3,k4=0

k1+k2+k3+k4=q

q!

k1!k2!k3!k4!
(ab)k1(bc)k2(ca)k3(abc)k4(4γ)k4

=
∞∑

q=0

q−1
∏

i=0

(N + 2i)(2γ2)q ·

q
∑

k1,k2,k3,k4=0

k1+k2+k3+k4=q

1

k1!k2!k3!k4!
ak1+k3+k4bk1+k2+k4ck2+k3+k4(4γ)k4

=
∞∑

q=0

q−1
∏

i=0

(N + 2i)(2γ2)q ·

q
∑

k1,k2,k3=0

Θ(q − k1 − k2 − k3)

k1!k2!k3!(q − k1 − k2 − k3)!
aq−k2bq−k3cq−k1(4γ)q−k1−k2−k3

=
∞∑

q=0

q−1
∏

i=0

(N + 2i)(2γ2)q ·

q
∑

n,m,k=0

Θ(n + m + k − 2q)

(q − n)!(q − m)!(q − k)!(n + m + k − 2q)!
anbmck(4γ)n+m+k−2q

=
∞∑

n,m,k=0

anbmck

n!m!k!

∑

n,m,k≤q

2q≤n+m+k

n!m!k!
∏q−1

i=0 (N + 2i)2−3q

(q − n)!(q − m)!(q − k)!(n + m + k − 2q)!
(4γ)n+m+k
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Θ bezeichnet in der Rechnung die Stufenfunktion. Θ(n) = 1, falls n ≥ 0 und
Θ(n) = 0 sonst.

Dies kann man mit Gleichung (11) vergleichen, um das gesuchte Skalarpro-
dukt abzulesen.

〈h(γ)
n h(γ)

m , h
(γ)
k 〉γ =

n!m!k!(4γ)n+m+k
∑

n,m,k≤q

2q≤n+m+k

∏q−1
i=0 (N + 2i)2−3q

(q − n)!(q − m)!(q − k)!(n + m + k − 2q)!

Berücksichtigt man Gleichung (10), so erhält man für die Entwicklungskoef-
fizienten die folgende Feststellung.

F10 (Entwicklungskoeffizienten)
Für die Entwicklungskoeffizienten Cnm

k (N) des Produktes

h(γ)
n h(γ)

m =
∞∑

k=0

Cnm
k (N)h

(γ)
k

gilt

Cnm
k (N) = n!m!4n+m+kγn+m−k ·

∑

n,m,k≤q

2q≤n+m+k

q−1
∏

i=k

(N + 2i)
2−3q−k

(q − n)!(q − m)!(q − k)!(n + m + k − 2q)!
.

2.3.3 Entwicklung der Hermitepolynome nach

Hermitepolynomen anderer Kovarianz

Es bleibt noch die erste Frage übrig. Wie ist die Entwicklung der Hermite-
polynome h

(γ)
m nach Hermitepolynomen mit einer anderen Kovarianz? Wie

lauten also die Entwicklungskoeffizienten c
(k)
m in

h
(γ′)
k =

∞∑

m=0

c(k)
m h(γ)

m ?
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Wieder liefern die Funktionen GN diese Information, indem man das gleiche
Verfahren wie oben anwendet. Zuerst bildet man das Skalarprodukt mit h

(γ)
n

und nutzt die Orthogonalität der Polynome aus

〈h(γ′)
k , h(γ)

n 〉γ = n!
n−1∏

i=0

(N + 2i)(2γ2)nc(k)
n . (12)

Zur Berechnung des Skalarproduktes auf der linken Seite berechnet man
wieder das Skalarprodukt zweier Funktionen GN , die sich diesmal durch die
Kovarianz γ bzw. γ′ unterscheiden, und formt es in einen Reihenausdruck
um.

〈G(γ′)
N (a, ·), G(γ)

N (b, ·)〉γ =
∞∑

k,n=0

akbn

k!n!
〈h(γ′)

k , h(γ)
n 〉γ

Nach Korollar 1 ist das Produkt der Funktionen auf der linken Seite

G
(γ′)
N (a, x)G

(γ)
N (b, x) =

(

(1+2γ′a)(1+2γb)
)−N/2

exp
(

(
a

1 + 2γ′a
+

b

1 + 2γb
)x2

)

.

Integration nach Lemma 1 in Anhang A liefert dann

〈G(γ′)
N (a, ·), G(γ)

N (b, ·)〉γ

=

(

(1 + 2γ′a)(1 + 2γb)
(

1 − 2γ(
a

1 + 2γ′a
+

b

1 + 2γb
)
))−N/2

=

(

1 − 2a(γ − γ′) − 4γ2ab

)−N/2

.

Dies entwickelt man in eine Binomialreihe, wie auch den dabei übrigbleiben-
den Term, und erhält

〈G(γ′)
N (a, ·), G(γ)

N (b, ·)〉γ

=
∞∑

k=0

∏k−1
i=0 (N + 2i)

k!

(

−1

2

)k

(−2a)k((γ − γ′) + 2γ2b)k

=
∞∑

k=0

k∑

n=0

akbn

k!n!

k−1∏

i=0

(N + 2i)n!

(
k

n

)

(2γ2)n(γ − γ′)k−n .

Für das gesuchte Skalarprodukt gilt also

〈h(γ′)
k , h(γ)

n 〉γ =

{ ∏k−1
i=0 (N + 2i)n!

(
k
n

)
(2γ2)n(γ − γ′)k−n : n ≤ k

0 : n > k
.
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Unter Berücksichtigung von Gleichung (12) ergibt sich dann die folgende
Feststellung.

F11 Seinen γ und γ′ reelle Zahlen (nicht notwendig größer als 0). Dann gilt

für die Entwicklungskoeffizienten c
(k)
n in der Entwicklung

h
(γ′)
k =

∞∑

n=0

c(k)
n h(γ)

n

eines Hermitepolynoms h
(γ′)
k nach den Hermitepolynomen einer anderen Ko-

varianz

c(k)
n =

{ ∏k−1
i=n(N + 2i)

(
k
n

)
(γ − γ′)k−n : n ≤ k

0 : n > k
.

Beweis: Für γ, γ′ > 0 ist nichts zu zeigen. Ist γ oder γ′ kleiner oder gleich
Null, so addiere man auf beide ein γ̃ > 0, so daß γ̃+γ > 0 und γ̃+γ′ > 0, und
wende eine Gaußintegration wie in Anhang A, Korollar 4 mit der Kovarianz
γ̃ an. ⊳

Bemerkung: Für γ = 0 sieht man explizit, daß die h
(γ′)
k tatsächlich O(N)-

invariant sind, denn dann hat man eine Entwicklung nach den pn ◦ qE = p̂n:

h
(γ′)
k (x) =

k∑

n=0

k∏

i=n

(N + 2i)

(
n

k

)

(−γ′)k−n(x2)n . (13)

Ferner stimmt die Gleichung für N = 1 mit der entsprechenden Formel für
die geraden Hermitepolynome bei skalaren Modellen überein. [GJ87, 9.1.12,

Seite 204] Ist zusätzlich noch γ = 0, so sind die c
(k)
n wie erwartet die in den

Hermitepolynomen H
(γ′)
2k auftretenden Koeffzienten.

2.4 Entwicklung nach Hermitepolynomen

Mit Gleichung (3) sieht man, daß es vorteilhaft ist, Funktionen en zu wählen,
die Eigenfunktionen dieser Gaußintegration sind. In Anhang A bzw. im Be-
weis zu Korollar 3 auf Seite 45 wird nachgerechnet, daß für die Funktionen
h

(γ)
n gilt

∫

dµγ(1−β2)(x)h(γ)
n (x + βy) = h(γ−γ(1−β2))

n (βy) = β2nh(γ)
n (y).
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Zunächst ändert man die Entwicklung der Funktion Z etwas ab, um die
Entwicklungskoeffzienten zn γ-unabhängig zu machen

Z =
∞∑

n=0

znγ
−nh(γ)

n . (14)

Die Entwicklung nach diesen Hermitepolynomen h
(γ)
n sorgt also für die be-

sonders einfache Gleichung

RZ =
∞∑

k=0

∞∑

m,n=0

β2kCnm
k (N)znzmγ−n−m+k

︸ ︷︷ ︸

(RZ)k=:z′k

γ−kh
(γ)
k .

Die Cnm
k (N) wurden in F10 definiert.

Man definiert
Cnm

k (N) := γ−n−m+kCnm
k (N) ,

und hat das Ziel erreicht, R als Abbildung R : R
∞ → R

∞ aufzufassen.
Genauer:

F12 (Eine algebraische RG-Transformation) Entwickelt man die

Funktionen in DR nach den Hermitepolynomen h
(γ)
n , so entspricht dem

Operator R eine Abbildung von einer Teilmenge D von R
∞ nach D, die

wieder mit R bezeichnet wird:

D ∋ z = (z0, z1, z2, . . .) 7→ R z ∈ D .

R ist gegeben durch

R ∋ zk 7→ R (z)k = β2k

∞∑

m,n=0

Cnm
k (N)znzm .

Diese Feststellung wie auch die folgenden Bemerkungen gelten in beiden
Bildern, wenn man nur γ und β entsprechend wählt.

Dieses Resultat ist mit dem (N = 1)-Fall bei [PPW94] zu vergleichen. Es
ist dort

Cnm
l (1) =

{
(2m)!(2n)!

(m+n−l)!(l+n−m)!(l+m−n)!
: |m − n| ≤ l ≤ m + n

0 : sonst
.
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Die Ungleichungen sind äquivalent zu der Summationsbedingung in den
Cnm

l (N). |n−m| ≤ l ⇔ −l ≤ n−m ∧ n−m ≤ l ⇔ l ≤ n+m ∧ m ≤ n+l.
Aus der Summationsbedingung folgt, daß die Summe genau dann nicht Null
ist, wenn die drei Ungleichungen n ≤ n+m+l

2
, m ≤ n+m+l

2
und l ≤ n+m+l

2

erfüllt sind, welche äquivalent zu den anderen drei Ungleichungen sind. Ein
zusätzliches Resultat über die Struktur der Cnm

l erhält man so auch noch.
Sei snm

l = 1 falls Cnm
l 6= 0 und sonst snm

l = 0. Dann sieht man, daß snm
l sym-

metrisch unter beliebigen Permutationen von n, m und l ist und daß sl (und
damit auch Cl) eine

”
Matrix“ mit je l Nebendiagonalen ober- und unterhalb

der Hauptdiagonalen ist, bei der durch die dritte Ungleichung l ≤ n + m

”
oben-links“ noch ein Dreieck der

”
Kantenlänge“ l Null ist. Für l = 0 ist sie

diagonal.

Auf die gleiche Weise überträgt sich die Definition des •-Produktes. Für
x, y ∈ D wird die Schreibweise x× y verwendet, wobei das ×-Produkt durch

(x × y)k := β2k

∞∑

m,n=0

Cnm
k (N)xnym

gegeben ist. Die RG-Transformation kann dann wieder kompakt als

R (z) = z × z

geschrieben werden.

Die Menge D besteht aus allen
”
Entwicklungsvektoren“ in R

∞ von Funktio-
nen in DR ⊆ L2(R

N , µγ)
O(N).

Dadurch hat man eine Isomorphie von Vektorräumen, vermittelt durch die
Koordinatenabbildung κ : DR ≃ D. κ ist definiert durch

DR ∋ f =
∞∑

n=0

fnγ
−nh(γ′)

n 7→ κ(f) = (f0, f1, f2, . . .) ∈ D ⊆ R
∞.

Da das •-Produkt mit der Koordinatenabbildung κ aufgrund von κ(f • g) =
κ(f) × κ(g) (für β 6= 1) verträglich ist, ist D wieder eine nicht-assoziative,
kommutative Algebra ohne Eins. Später wird im HT-Bild wieder eine Alge-
branorm eingeführt.
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2.5 Entwicklung nach Potenzen des Betragsquadrates

Es gibt noch eine zweite Möglichkeit, eine besonders einfache algebraische
RG-Transformation zu erhalten. Dafür wählt man eine Basis, für die die
Entwicklung nach Gleichung (2) auf Seite 26 trivial ist. Dies ist für die Funk-
tionen p̂n = pn ◦ qE der Fall, denn für sie gilt

p̂np̂m = p̂n+m .

Die RG-Transformation einer Funktion Z aus DR mit der Entwicklung

Z =
∞∑

n=0

znσ
−np̂n

lautet dann:

(RZ)(y)

=
∞∑

m,n=0

znzm

σn+m

∫

dµσ(x)((x + βy)2)n+m

=
∞∑

m,n=0

znzm

σn+m
h

(−σ)
n+m(βy)

F11
=

∞∑

m,n=0

n+m∑

k=0

znzm

σn+m

n+m−1∏

i=k

(N + 2i)

(
n + m

k

)

σn+m−kβ2k((y)2)k

=
∞∑

k=0

∞∑

m,n

znzmSnm
k (N)β2k

︸ ︷︷ ︸

(RZ)k=:z′k

σ−k((y)2)k .

Wobei man

Snm
k (N) :=

{ ∏n+m−1
i=k (N + 2i)

(
n+m

k

)
: k ≤ n + m

0 : k > n + m

definiert. Damit erhält man wieder eine algebraische RG-Transformation.

F13 (Eine weitere algebraische RG-Transformation)
Entwickelt man die Funktionen in DR nach den Potenzen p̂n = pn ◦ qE von
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qE, so entspricht dem Operator R eine Abbildung von einer Teilmenge D′

von R
∞ nach D′, die wieder mit R bezeichnet wird:

D′ ∋ z = (z0, z1, z2, . . .) 7→ R z ∈ D′ .

R ist gegeben durch

R ∋ zk 7→ R (z)k = β2k

∞∑

m,n=0

Snm
k (N)znzm .

Die Bemerkungen über Isomorphie und die Produkte • und × für die alge-
braische RG-Transformation bei Entwicklung nach den Hermitepolynomen
übertragen sich sinngemäß. Ebenso gilt die Feststellung auch hier in beiden
Bildern, indem man nur β und γ entsprechend wählt.

2.6 Verallgemeinerung auf reelle N

Da die algebraischen RG-Transformationen in F13 und F12 nicht mehr vor-
aussetzen, daß N ganzzahlig und größer als Eins ist, kann man sie benutzen,
um N -Komponenten-Modelle für N ∈ R zu definieren. Die physikalische Mo-
tivation für diesen zunächst etwas seltsam erscheinenden Schritt liegt darin,
daß man so etwa Fixpunkte für das 0-Komponenten-Modell berechnen kann
und auch den kritischen Index ν für dieses Modell bestimmen kann. Das
0-Komponenten-Modell beschreibt als volles Modell das Verhalten von Po-
lymeren. [FFS92, ZJ90]

Weiterhin kann man dann die Ergebnisse der Rechnungen von [BT73, BT74]
zu Modellen mit −2 Komponenten mit denen für das hierarchische Modell
vergleichen. Das volle −2-Komponenten-Modell hat nach diesen Rechnun-
gen den klassischen kritschen Exponenten ν = 1

2
. (Vgl. dazu auch die ǫ-

Entwicklung, etwa bei [WK74].)

Zusätzlich ist es für die numerische Behandlung der Modelle von Vorteil,
wenn man N in kleinen Schritten verändern kann.

Eine Frage bei dieser Verallgemeinerung ist, wie man die Potentiale und
Fixpunkte als Funktion für ein nichtnatürliches N definiert. Aber schon im
Fall N ∈ N kann man sich unter Ausnutzung der O(N)-Invarianz auf ei-
ne Komponente beschränken. Hat man also einen Fixpunkt (z0, z1, . . .) der
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algebraischen Gleichung gefunden, so sieht man Z : R → R mit

Z(x) =
∞∑

n=0

znγ
−nx2n

als die zugehörige Funktion an. (Und das Potential ist entsprechend der
Logarithmus dieser Funktion: V = − log Z.) Dies ist analog auch bei der
Entwicklung nach den Hermitepolynomen möglich, indem man Gleichung
(13) auf Seite 38 benutzt. Man beachte aber, daß diese Funktionen von N
abhängen.

2.7 Ausintegration der O(N)-Komponenten

Es ist möglich, die O(N)-Komponenten auszuintegrieren. Man erhält dann
eine RG-Transformation, die eine Besselfunktion enthält und die man wieder
auf Funktionen in einer Variablen beschränken kann. Sei dazu N ≥ 2. Dann
substituiert man im RG-Integral zuerst die Integrationsvariable x′ durch x+
βy und führt anschließend Kugelkoordinaten im R

N so ein, daß e1||y gilt,
wobei man noch die O(N)-Invarianz von Z ausnutzt.

(RZ)(y) =

∫
dNx

√
2πσ

N
e−

(x−βy)2

2σ ZLd

(x)

=
1

√
2πσ

N
e−

β2y2

2σ

∫ ∞

0

drrN−1

∫ π

0

dϕ1 . . .

∫ π

0

dϕN−2

∫ 2π

0

dϕN−1

N−2∏

j=1

sinN−j−1(ϕj) exp(− r2

2σ
) exp

(β

σ
r‖y‖ cos(ϕ1)

)

ZLd

(r, 0, . . . , 0)

=
1

√
2πσ

N
e−

β2y2

2σ

[
∫ π

0

dϕ2 . . .

∫ π

0

dϕN−2

∫ 2π

0

dϕN−1

N−2∏

j=2

sinN−j−1(ϕj)

]

∫ ∞

0

dre−
r2

2σ rN−1ZLd

(r, 0, . . . , 0)

∫ π

0

dϕ1 sinN−2(ϕ1)e
β
σ

r‖y‖ cos(ϕ1)

=
1

√
2πσ

N
e−

β2y2

2σ
volN−1S

N−1

∫ π

0
dϕ sinN−2(ϕ)

∫ ∞

0

dre−
r2

2σ rN−1ZLd

(r, 0, . . . , 0)IN−2
2

(
1

σ
rβ‖y‖)

√
πΓ(N−2

2
+ 1

2
)

( β
2σ

r|y|)N−2
2
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Dabei ist Iκ die zu Jκ gehörende modifizierte Besselfunktion. ([AS84]) Eine
Analyse der Berechnung des Kugelvolumens (z.B. bei O.Forster, Analysis
3, §5) ergibt (τn = voln(Bn) = Volumen der Einheitskugel in n Dimensionen):

cn =

∫ π

0

sinn ϕdϕ =
τn

τn−1

=
√

π
Γ(n−1

2
+ 1)

Γ(n
2

+ 1)
.

Setzt man alle Beziehungen ein und vereinfacht, so erhält man

(RZ)(y) =
1

σ · (β‖y‖)N−2
2

exp(−β2y2

2σ
)

∫ ∞

0

dre−
r2

2σ r
N
2 ZLd

(r, 0, . . . , 0)IN−2
2

(
1

σ
rβ‖y‖) .

Hier fügt sich der Fall N = 1 wieder ein.

(RZ)(y) =
1√
2πσ

e−
β2y2

2σ

(
∞∫

0

dxe−
x2

2σ e
β
σ

xyZLd

(|x|) +

0∫

−∞

dxe−
x2

2σ e
β
σ

xyZLd

(|x|)
)

=
1√
2πσ

e−
β2y2

2σ

∞∫

0

dxe−
x2

2σ 2 cosh(
β

σ
xy)ZLd

(|x|)

=
1

σ
e−

β2y2

2σ

√

β|y|
∞∫

0

dxe−
x2

2σ I−1/2(
β

σ
x|y|))√xZLd

(|x|)

Dabei wurde I−1/2(x) =
√

2
π

cosh x√
x

benutzt. Da cosh eine gerade Funktion ist,

kann man vor der Ersetzung die Betragsstriche einfügen.

Durch diese Gleichungen kann man durch Gauß-Hermite-Integration eine
algebraische RG-Transformation mit beliebigem L > 1 definieren, um nu-
merisch die L-Abhängigkeit der verschiedenen Größen zu bestimmen. Ferner
kann man das bekannte asymptotische Verhalten der Besselfunktionen aus-
nutzen. Oder man setzt mit Hilfe dieser Formeln auch die Integralgleichung
zu beliebigen N fort. Für κ ∈ Z ist Iκ = I−κ. Daher kann man insbesondere
die Fälle N = 0 und N = −2 explizit über diese Gleichungen definieren.

Mit Hilfe der Integralformeln für Besselfunktionen [AS84][9.6.3 und 11.4.29]
kann man sich explizit davon überzeugen, daß der UV- und der HT-Fixpunkt
Fixpunkte dieser Transformation sind.

Vielleicht ist noch eine Anmerkung zur Klassifizierung der Gleichung hilf-
reich. In Büchern zur nichtlinearen Funktionalanalysis wird diese Form von
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Gleichung als Hammerstein-Integralgleichung bezeichnet. [Dei85][§12] Auch
Hankel-Transformationen sind von dieser Gestalt, nur hat man in ihnen übli-
cherweise die (nicht modifizierten) Besselfunktionen Jκ. Diese Transformati-
onen treten bei der Fouriertransformation rotationssymmetrischer Funktio-
nen auf.

2.8 Eigenwerte der Linearisierung und Bifurkationen

Die Diskussion der Eigenfunktionen und Eigenwerte der linearisierten RG-
Gleichung soll nun nachgeholt werden. Die Eigenfunktionen am UV-Fixpunkt
sind im UV-Bild Polynome. Daher muß man eine größere Menge von Funk-
tionen betrachten, als den Definitionsbereich des Operators.

2.8.1 Die Eigenwerte am UV-Fixpunkt

Zunächst untersucht man die Eigenfunktionen am UV-Fixpunkt, ohne sich
auf O(N)-invariante Funktionen zu beschränken.

F14 (Eigenfunktionen und Eigenwerte von A(ZUV ))

Sei µ ∈ N
N
0 und n = |µ|. Im UV-Bild ist dann das Hermitepolynom H(γ)

µ

eine Eigenfunktion von A(ZUV ) zum Eigenwert ξn = 2βn = 21+n( 2−d
2d

). Die
Hermitepolynome bilden ein vollständiges System von Eigenfunktionen.

Beweis: Aus der Definition des Operators und Korollar A.4 erhält man
(

A(ZUV )H(γ)
µ

)

(y) = 2

∫

dµγ(1−β2)(x)H(γ)
µ (x + βy) = 2H(γ−γ(1−β2))

µ (βy) .

Diese in Gleichung (7) auf Seite 28 definierten Hermitepolynome H(γ)
µ bil-

den eine Basis des Raumes L2(R
N , µγ), daher hat mit ihnen wirklich al-

le Eigenfunktionen gefunden. Nach Korollar 2 in Anhang A gilt nun noch

H(β2γ)
µ (βy) = β|µ|H(γ)

µ (y), also stimmt die Behauptung. ⊳

Korollar 3 (Die O(N)-symmetrischen Eigenfunktionen von A(ZUV ))

Im UV-Bild sind die O(N)-symmetrischen Eigenfunktionen von A(ZUV ) die

Hermitepolynome h
(γ)
n , und die zugehörigen Eigenwerte sind λn = 2β2n =

21+n 2−d
d , n ∈ N0.
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Beweis: Die Polynome h
(γ)
n bilden eine Basis von L2(R

N , µγ)
O(N). Jedes sol-

che Polynom besteht aus einer Summe von Polynomen H(γ)
µ mit |µ| = 2n.

⊳

Die Eigenwerte am UV-Fixpunkt sind alle positiv. Man teilt sie in drei Klas-
sen ein. Ist ein Eigenwerte größer als 1, so nennt man ihn

”
relevant“. Ist er

kleiner als 1, so nennt man ihn
”
irrelevant“, und ist er gleich 1, so nennt

man ihn
”
marginal“. In der Nähe des Fixpunktes kann man den Operator

linear nähern. Dies ist die Aussage von F4 über die Differenzierbarkeit des
Operators. Diesen Bezeichnungen der Eigenwerte liegt dann die Vorstellung
zugrunde, daß bei einer Iteration der RG-Transformation in der Nähe des
Fixpunktes die relevanten Eigenwerte zu auslaufenden Richtungen gehören
und die irrelevanten Eigenwerte zu einlaufenden Richtungen.

Daher ist nun für 2 < d ≤ 4 die Größe der Eigenwerte zu überprüfen. Für
d = 4 ist λn = 2√

2
n . Der Beginn der Folge der Eigenwerte ist

λ0 = 2, λ1 =
√

2, λ2 = 1, λ3 =
1√
2

.

Bei d = 4 gibt es damit zwei relevante und einen marginalen Eigenwert. Wird
d kleiner, so wachsen die Eigenwerte. Bei den Dimensionen dk = 2k

k−1
, k ∈

N≥2, wird ein Eigenwert, der für größere Dimensionen noch irrelevant war,
marginal. Für d < dk ist er relevant. Ist d < dk, so sind die Eigenwerte λn

zu n ∈ {0, 1, . . . , k} relevant. Die ersten Werte von dk sind:

d2 = 4, d3 = 3, d4 =
8

3
.

Diese Dimensionen sind ausgezeichnet, denn man erwartet eine Änderung
des Verhaltens des Systems, wenn ein weiterer Eigenwert relevant wird.

Es soll auch noch angedeutet werden, wie man dies im Rahmen der Bifurka-
tionstheorie verstehen kann. Dazu betrachtet man die Integralgleichung

F (d, f) := R (d, f) − f
!
= 0 .

Die Dimension d wird als reeller Parameter des Operators R aufgefaßt.
Lösungen dieser Gleichung sind Fixpunkte des Operators R . Wenn S ⊆
]2, 4] ×DR die Lösungsmenge dieser Gleichung ist, so ist man besonders an
den Schnitten S(d) := {f ∈ DR : (d, Z) ∈ S} interessiert und insbesondere
an den Parametern d∗, bei denen sich die Struktur von S(d) ändert.
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Für die Untersuchung der Struktur der Menge S kann man die Gradtheorie
von Abbildungen und den Satz über implizite Funktionen benutzen. Mit
Hilfe dieses Satzes ist es möglich, für viele Stellen auszuschließen, daß sich
die Struktur der Menge ändert. Ihn findet man in [Dei85, Theorem 15.1] in
der folgenden Form.

Satz 1 Seien X, Y, Z Banachräume, U ⊂ X und V ⊂ Y Umgebungen von
x0 bzw. y0, F : U × V → Z stetig und stetig (Frechet-) differenzierbar bzgl.
y. Sei ferner F (x0, y0) = 0 und F−1

y (x0, y0) ∈ L(Z, Y ) (d.h. ein beschränk-
ter, linearer Operator). Dann existieren Kugeln Br(x0) ⊂ U , B̄δ(y0) ⊂ V
und genau eine Abbildung T : Br(x0) → Bδ(y0), so daß T (x0) = y0 und
F (x, T (x)) = 0 für alle x ∈ Br(x0). Die Abbildung T ist stetig.

In der vorgegebenen Situation ist also X = ]2, 4] ⊂ R die Menge der betrach-
teten Dimensionen und Y = Z = DR . Da man die Stetigkeit des Operators
F nachrechnen kann, ist die einzige zu überprüfende Voraussetzung ist, ob
die Ableitung Fy von F nach y ein beschränktes Inverses besitzt. Am UV-
Fixpunkt kann man das Inverse der linearisierten RG-Transformation mit
Hilfe der Normalordnung angeben. Also bleibt nur die Beschränktkeit zu
untersuchen.

Aber dieser Satz stellt auch sicher, daß die Lösungen, also insbesondere auch
die nichttrivialen Lösungen, stetig von der Dimension d abhängen, wenn nur
die Voraussetzungen erfüllt sind. Es gilt sogar noch mehr. In [Sat79] findet
man noch den Zusatz, daß die Funktion T k-mal stetig differenzierbar ist,
wenn dies auch für F zutrifft. Wenn F als Operator (reell-) analytisch ist,
stimmt dies ebenfalls für die Funktion und wenn sogar X, Y und Z komplexe
Banachräume sind, so ist T (komplex-) analytisch in x. Dies ist die mathe-
matische Motivation, auch komplexe Dimensionen d zu betrachten. Diese
Eigenschaften des Operators können hier aber nicht nachgewiesen werden.

Im Hinblick auf diesen Satz erhält man das gleiche Resultat, wie bei der phy-
sikalischen Argumentation. Bei den Dimensionen dk kommt die 1 im Spek-
trum von A(ZUV ) vor. Die Ableitung von F nach dem zweiten Argument ist
Fy = A(ZUV )−11. Daher ist die inverse Abbildung nicht beschränkt, und die
Voraussetzungen des Satzes über implizite Funktionen sind an diesen Stellen
nicht erfüllt. Die Polynome liegen zwar nicht in DR , aber man kann Folgen
von Funktionen (fn) in DR mit konstanter Norm angeben, so daß die Norm
von Fyfn beliebig klein wird. Vom mathematischen Standpunkt wurde damit
allerdings erst die notwendige Bedingung dafür überprüft, daß (dk, ZUV ) ein
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Bifurkationspunkt ist. Sätze mit denen man zeigen kann, daß (dk, ZUV ) ein
Bifurkationspunkt ist, benötigen meist die Theorie der Abbildungengrade.

2.8.2 Die Eigenwerte am HT-Fixpunkt

Nun ist noch der andere bekannte Fixpunkt, ZHT , zu untersuchen. Zuerst
werden wieder die Eigenfunktionen in L2(R

N , µγ) bestimmt, ohne O(N)-
Invarianz zu fordern.

F15 (Eigenfunktionen und Eigenwerte von A(ZHT ))

Die Eigenfunktionen von A(ZHT ) sind die Funktionen ZHT · H(γ̃)
µ mit γ̃ =

γ 2(1−β2)
4β2−1

und µ ∈ N
N
0 . Die zugehörigen Eigenwerte sind ξ̂n = 2(2β)−n =

21−n 2+d
2d , n = |µ|.

Beweis: ZHT kann man wie in Kapitel 1 beschrieben aus der RG-Gleichung
herausziehen.

(

A(ZHT )ZHT · H(γ̃)
µ

)

(y) = 2

∫

dµγ(1−β2)(x)Z2
HT (x + βy)H(γ̃)

µ (x + βy)

= 2ZHT (y)

∫

dµ
γ 1−β2

2β2

(x)H(γ̃)
µ (x +

1

2β2
βy) .

Mit Korollar 4 aus Anhang A erhält man aus diesem Ergebnis:

(

A(ZHT )ZHT · H(γ̃)
µ

)

(y) = 2ZHT (y)H
(γ̃−γ 1−β2

2β2 )

µ (
1

2β
y) .

Es ist γ̃ − γ 1−β2

2β2 = 2(1−β2)γ
4β2−1

− γ(1−β2)
2β2 = γ̃

4β2 . Nach F2 in Anhang A gilt also
für das Polynom:

H
( γ̃

4β2 )

µ (
1

2β
y) = (2β)−|µ|H(γ′)

µ (y) . ⊳

F16 (O(N)-symmetrische Eigenfunktionen und Eigenwerte von A(ZHT ))

Die Eigenfunktionen von A(ZHT ) sind die Funktionen ZHT · h
(γ̃)
n mit γ̃ =

γ 2(1−β2)
4β2−1

, und die zugehörigen Eigenwerte sind λ̂n = 2(2β)−2n = 21−n 2+d
d , n ∈

N0.
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Beweis: Klar bzw. wie bei Korollar 3. ⊳

Bis auf den nullten Eigenwert λ̂0 = 2 sind alle Eigenwerte kleiner als 1 und
damit irrelevant. Es ist (2β)2 = 21+ 2

d . Aus 2 < d ≤ 4 folgt 22 > 21+ 2
d ≥ 23/2.

Damit hat man

2

(
1

4

)n

< λ̂n ≤ 2

(
1

23/2

)n

.

Fig. 2.1: Die ersten 16 Eigenwerte am UV-Fixpunkt und die ersten 6 Eigenwerte
am HT-Fixpunkt. Die senkrechten Linien zeigen die Lage der entspre-
chenden kritischen Dimensionen.

Bemerkung: Diese Feststellungen gelten im UV-Bild. Im HT-Bild vertau-
schen die beiden Fixpunkte ihre Rollen, indem man β und γ durch die Werte
im HT-Bild ersetzt. Die Eigenwerte am UV-Fixpunkt und am HT-Fixpunkt
sind im HT-Bild je identisch mit denen im UV-Bild. Dies liegt daran, daß
die linearisierte RG-Transformation im HT-Bild mit der im UV-Bild durch
eine Ähnlichkeitstransformation verknüpft ist. (vgl. 1.1.1) Die Anzahl der
relevanten und irrelevanten Eigenvektoren und die Dimensionen dk, bei de-
nen ein weiterer relevanter Eigenvektor auftritt, bleiben also beim Übergang
zum HT-Bild ebenfalls gleich.

Zuletzt kann man aus den Eigenwerten den kritischen Exponenten ν für beide
Fixpunkte bestimmen [Hua87]. Man erhält ihn durch

ν =
log(2)

d log(λ1)
.

Also ist νUV = 1
2

und νHT = −1
2
. Der HT-Fixpunkt definiert keine kritische

Theorie.
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2.8.3 Der Definitionsbereich Hβ

Durch Verallgemeinerung der jeweiligen Definitionen und Sätze von Koch

und Wittwer erhält man im HT-Bild noch die folgenden Aussagen zu A(f),
wenn man den Definitionsbereich Hβ wählt.

Definition 3 Für f ∈ Hβ sei die Norm ||| · ||| : Hβ → R≥0 definiert durch

|||f ||| := (1 − β)−N

∫

dµγ 1+β
1−β

(x)|f(x)| .

F17 Sei im HT-Bild f ∈ Hβ mit |||f ||| < ∞. Dann ist A(f) : Hβ → Hβ ein
beschränkter und linearer Operator auf Hβ, dessen Operatornorm kleiner
oder gleich 2|||f ||| ist, und für den für alle g, h ∈ Hβ gilt:

〈A(f)g, h〉β,γ = 2

∫

dµγ(x)f(x)g(x)h(x) .

Beweis: (ZHT = 1 im HT-Bild) Sei n = (n1, . . . , nN) ∈ N
N
0 und k ∈ N

N
0 .

Nach F14 gilt

A(ZHT )H(γ)
n = 2β|n|H(γ)

n .

⇒ 〈A(ZHT )H(γ)
n ,H(γ)

k 〉β,γ = 2β|n|〈H(γ)
n ,H(γ)

k 〉β,γ
FA.4
= 2〈H(γ)

n ,H(γ)
k 〉γ

Für beliebige Polynome f, g, h hat man dann aufgrund der Linearität des
Skalarproduktes

〈A(f)g, h〉β,γ = 〈A(ZHT )(fg), h〉β,γ = 2〈fg, h〉γ .

Damit folgt die letzte Gleichung der Feststellung. (Wobei man die komplexe
Konjugation im reellen Skalarprodukt 〈·, ·〉γ beibehalten muß.) Es genügt,
die Behauptung für Polynome zu beweisen, denn sie liegen dicht in Hβ. Also
setzt man die Abschätzung aus FA.6 ein und erhält

|〈A(f)g, h〉β,γ| ≤ 2

∫

dµγ(x)|f(x)||g(x)||h(x)|

≤ 2

∫

dµγ(x)|f(x)|‖g‖β,γ‖h‖β,γ
1

√

1 − β2
N

exp
( 2β

2γ(1 + β)
x2

)

= 2‖g‖β,γ‖h‖β,γ(1 − β)−N

∫

dµγ 1+β
1−β

(x)|f(x)|

= 2‖g‖β,γ ‖h‖β,γ |||f ||| . ⊳



   

54 Kapitel 2. Eigenschaften des Operators R

Falls also für eine Funktion f ∈ Hr
β für alle x ∈ R

N f(x) > 0 gilt, so ist A(f)
ein positiver Spurklasse-Operator mit der Spur Tr(A(f)) = 2|||f |||: Aus der
letzten Gleichung von F17 entnimmt man, daß A(f) selbstadjungiert und
positiv ist. Für die Berechnung der Spur sind die Normierungsfaktoren für
die Basis aus den H(γ)

n zu berücksichtigen.

Tr(A(f)) =
∑

n∈NN
0

(β

γ

)|n| 1

n!
〈A(f)H(γ)

n ,H(γ)
n 〉β,γ

= 2
∑

n∈NN
0

(β

γ

)|n| 1

n!

∫

dµγ(x)f(x)(H(γ)
n )

2

= 2

∫

dµγ(x)f(x)E (γ)
β (x, x)

= 2

∫

dµγ(x)f(x)
1

√

1 − β2
N

exp(− 2β

2γ(1 + β)
x2)

= 2|||f |||

Die Definition der Funktion E (γ)
β befindet sich in Anhang A. Für den Fall

N = 1 und d = 3 haben Koch und wittwer die Voraussetzungen für den
nichttrivialen Fixpunkt nachgewiesen. Vermutlich gelten die Voraussetzun-
gen für alle nichttrivialen Fixpunkte mit beliebigem N ∈ N und d ∈ ]2, 4].

2.9 Exakte RG-Iterationen

Nachdem die Eigenwerte bei den Fixpunkten bekannt sind, soll eine exakte
Iteration der RG-Transformation durchgeführt werden. Bei Gaußfunktionen
ist dies möglich. Wählt man in der unten definierten Funktion c sehr klein,
so startet man mit dieser Iteration bzgl. der Hilbertraumnorm in der Nähe
von ZUV und nähert sich unter der Iteration dem Hochtemperaturfixpunkt
ZHT , wenn man zusätzlich nach jeder Iteration so normiert, daß RZ(0) = 1
ist. Zunächst wird das UV-Bild betrachtet. Mit einem kleinen Bezeichungs-
mißbrauch sei mit R nur die Operationsvorschrift gemeint.

F18 (Iteration von R auf Gaußfunktionen) Sei c ∈ R≤0 und ϕc gege-
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ben durch ϕc(x) = exp(cx2). Dann gilt für alle n ∈ N0,

R nϕc(x) =

(
n−2∏

l=0

(

1 − 4σc

l+1∑

k=0

(2β2)k
)2n−2−l(

1 − 4σc

n−1∑

k=0

(2β2)k
)
)−N/2

exp

(

c(2β2)n

1 − 4σc
∑n−1

k=0(2β
2)k

x2

)

.

Beweis: Per Induktion nach n. Für c = 0 wie für n = 0 ist nichts zu
zeigen. Sei also c > 0 und c′ der Vorfaktor von x2 in der Behauptung. Mit
Induktionsvoraussetzung und Lemma 1 in Anhang A findet man:

R n+1ϕc(x)

= RR nϕc(x)

=

(
n−2∏

l=0

(

1 − 4σc
l+1∑

k=0

(2β2)k
)2n−2−l(

1 − 4σc
n−1∑

k=0

(2β2)k
)
)−N

Λ(−2c′)N/2 ·

exp

(

c(2β2)n

1 − 4σc
∑n−1

k=0(2β
2)k

2Λ(−2c′)(βx)2

)

=

(
n−2∏

l=0

(

1 − 4σc

l+1∑

k=0

(2β2)k
)2(n+1)−2−l(

1 − 4σc

n−1∑

k=0

(2β2)k
)
)−N/2

·
(

(

1 − 4σc
n−1∑

k=0

(2β2)k
)(

1 − 4σ
c(2β)n

1 − 4σc
∑n−1

k=0(2β
2)k

)
)−N/2

·

exp




c(2β2)n+1

1 − 4σc
∑n−1

k=0(2β
2)k

1

1 − 4σ c(2β)n

1−4σ
∑n−1

k=0 (2β2)k

x2



 .

Also stimmt die Behauptung. ⊳

Normiert man die Funktion nach jeder RG-Transformation, etwa durch die
Forderung, daß der Funktionswert an der Stelle 0 immer 1 sein soll, so kon-
vergiert diese Funktionenfolge gegen den Hochtemperaturfixpunkt.

Korollar 4 Sei an der Vorfaktor der Exponentialfunktion in F18. In der
Situation von F18 gilt dann für die normierte RG-Transformation im Fall
c < 0:

lim
n→∞

a−1
n R nϕc(x) = exp(−2β2 − 1

4σ
x2) .
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Die Funktionenfolge auf der linken Seite konvergiert in DR gegen den Hochtem-
peraturfixpunkt ZHT .

Beweis: Die Exponentialfunktion ist stetig. Betrachte also gleich den Expo-
nenten in F18.

c(2β2)n

1 − 4σc
∑n−1

k=0(2β
2)k

Summe
umsortieren

=
c

1
(2β2)n − 4σc

2β2

∑n−1
k=0(

1
2β2 )k

−→
n→∞ − c

4σc
2β2

1
1− 1

2β2

= −2β2 − 1

4σ

Die geometrische Reihe konvergiert, da 2β2 = 22/d > 1. Als Funktionenfolge
konvergiert die linke Seite im Korollar sogar gleichmäßig gegen die rechte
Seite. ⊳

Mit anderen Worten: Die durch ϕc definierten Theorien liegen für c < 0 alle in
der gleichen Äquivalenzklasse. Sie gehören zu nicht kritischen Theorien. Der
Fall c = 0 entspricht einer kritischen Theorie und sie liegt in einer anderen
Äquivalenzklasse.

Bemerkung: F18 stimmt für positive c nicht. Es gibt dann ein M ∈ N0, so
daß RMϕc /∈ L2(R

N , dµγ).

Sei also 0 < c < 1
4γ

= 1−β2

4σ
. Sieht man von der Normierung ab, so ist

wieder nach Lemma A.1 Rϕc = const · ϕc′ mit c′ = 2β2c
1−4σc

. Daran sieht
man, daß man sogar schon mit einmaliger Anwendung von R den Raum der
quadratintegrablen Funktionen verlassen kann, wenn man nur R auf ϕc mit
c in der Nähe von 1

4γ
anwendet, denn es gilt

c′(c)
c→ 1

4γ−→ 1

2γ
>

1

4γ
.

Aber auch für beliebig kleine c > 0 verläßt ϕc den Raum der quadratinteg-
rablen Funktionen mit endlich vielen Anwendungen von R . Dies sieht man
so: Es ist c′ > c. Für alle n ∈ N0, für die Rϕc noch in L2(R

N , dµγ) liegt, ist

also c(2β2)n

1−4σc
∑n−1

k=0 (2β2)k > 0. Wenn man annimmt, daß dies für alle n ∈ N0 gilt,

so hat man mit

c(2β2)n

1 − 4σc
∑n−1

k=0(2β
2)k

<
1

4γ
⇐⇒ 4γc((2β2)n +

σ

γ

n−1∑

k=0

(2β2)k) < 1
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⇐⇒ c <

(

(2β2)n +
σ

γ

1 − (2β2)n

1 − 2β2

)−1
1

4γ

n→∞−→ 0

einen Widerspruch (2β2 = 2
2
d > 1). Ist also c > 0, so kann man immer ein

M finden, so daß RMϕ /∈ L2(R
N , dµγ).

Im HT-Bild gibt es hier einen wichtigen Unterschied. Da die Konstanten
im HT-Bild und im UV-Bild hier nebeneinander benutzt werden, sei β′, γ′

und σ′ ihr Wert im HT-Bild und R̂ der zugehörige RG-Operator. Man kann
R̂ auch auf Funktionen ϕc mit gewissen positiven c iterieren. Im HT-Bild
ist 2β′2 = 2−

2
d < 1. Also ist

c(2β′2)n

1 − 4σ′c
∑n−1

k=0(2β
′2)k

<
1

4γ′ für alle n ∈ N0

äquivalent zu

c <

(

(2β′2)n +
σ′

γ′
1 − (2β′2)n

1 − 2β′2

)−1
1

4γ′
n→∞−→ 1 − 2β′2

4σ′ für alle n ∈ N0

und man kann daher genau dann beliebig häufig R auf Exponentialfunk-
tionen ϕc anwenden, wenn c ≤ 1−2β′2

4σ′ . (Die Folge auf der rechten Seite ist
monoton fallend, und den Fall

”
=“ prüft man leicht nach)

Diese Betrachtungen faßt das folgende Korollar noch einmal zusammen.

Korollar 5 Sei c ≤ 1−2β′2

4σ′ und a′
n der Vorfaktor der Exponentialfunktion in

F18 mit den zum HT-Bild gehörenden Konstanten. Dann gilt für die RG-
Transformation im HT-Bild für alle n ∈ N0

R̂ nϕc ∈ L2(R
N , dµγ) ,

und ist c < 1−2β′2

4σ′ , so gilt für die normierte RG-Transformation zusätzlich

lim
n→∞

a′−1
n R̂ nϕc(x) = 1 .

Das heißt, bis auf die Normierung konvergiert die Funktionenfolge wieder
gegen den Hochtemperaturfixpunkt ẐHT = 1 von R̂ .

Beweis: klar. (Durch die Definition der Norm des Definitionsbereiches im
HT-Bild.)
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KAPITEL 3

Numerische Berechnungen

Um numerisch approximativ Fixpunkte der algebraischen RG-Transformation
aus F13 in Kapitel 2 zu finden, trunkiert man das System von Gleichungen
und hat damit ein endliches System quadratischer Gleichungen. Mit Hilfe
von Algorithmen zur numerischen Bestimmung von Nullstellen nichtlinea-
rer Gleichungssysteme, wie etwa dem Newton-Raphson-Verfahren, kann man
näherungsweise die Fixpunkte dieses Gleichungssystems bestimmen.

Um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit [PPW94] zu gewährleisten, wur-
de im HT-Bild die Entwicklung

Z(x) =
∞∑

l=0

zl

22l
√

(2l)!
σ−lx2l (1)

mit σ = γ(1 − β2), γ = 1
2

benutzt. (d.h. σUV = 2
2
d σHT = 1

2
(2

2
d − 1

2
)) Damit

ist das zu lösende Gleichungssystem gegeben durch die lmax +1 Abbildungen

zk 7→ zk −R t(z)k = zk − β′2k

lmax∑

m,n=0

Snm
k (N)znzm , k ∈ {0, . . . , lmax} ,
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mit

Snm
k (N) :=







n+m−1∏

i=0

(N + 2i)
(

n+m
k

)
4k−n−m

√
(2k)!√

(2n)!(2m)!
: k ≤ n + m

0 : k > n + m
.

Für N = 1 stimmt dieses Gleichungssystem mit dem in [PPW94] überein.

Hat man eine Nullstelle z∗ = (z∗0 , . . . , z
∗
lmax

) gefunden, so ist

Z∗(x) =
lmax∑

l=0

z∗l
22l

√

(2l)!
σ−lx2l

die gesuchte Näherung an einen Fixpunkt der nichttrunkierten RG-Transformation.
Für die Darstellung wurden alle Funktionen wieder in das UV-Bild umge-
rechnet und durch

Ẑ∗ :=
Z∗

Z∗(0)

normiert.

3.1 Trunkationseffekte

Bei einer Beschränkung auf die ersten lmax + 1 Gleichungen wurden die
Fixpunkte mit Hilfe der Prozedur C05PBF der NAG-Library bestimmt. Sie
implementiert eine Kombination der Newton- und der Gradienten-Methode
und fordert die Angabe der Jacobimatrix der Abbildung, deren Nullstellen
zu bestimmen sind. Anschließend wurden die Eigenwerte der linearisierten
RG-Gleichung mit der Prozedur F02AFF berechnet.

Zunächst mußte untersucht werden, wie groß lmax zu wählen ist. Dazu wurden
für d = 3 und N = 3, 10 und 20 Fixpunkte mit verschiedenen Werten für lmax

gesucht und der kritische Exponent ν und die Potentiale für den Fixpunkt
berechnet. (Abb. 3.1) Daß es sich bei den gefundenen Werten tatsächlich um
einen approximativen Fixpunkt handelt, wurde überprüft, indem die RG-
Transformation auf ihn angewendet wurde und

max
n∈{0,...,lmax}

( |R zn − zn|
zn

)

,

also die maximale relative Abweichung, berechnet wurden. Die Werte sind für
einen numerisch bestimmten Fixpunkt je für die kleinen lmax aus Tabelle 3.1
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von der Größenordnung 10−14 und für die großen lmax von der Größenordnung
10−10.

Vor allem für große Werte von N und die 3-Well-Fixpunkte wurden verschie-
dene Fixpunkte gefunden, die diesen Test bestehen und für kleine Argumente
gut übereinstimmen, jedoch bereits für mäßig große Argumente vom erwar-
teten Verhalten abweichen. Diese zusätzlichen Fixpunkte wurden aufgrund
der frühen Abweichung der erwarteten Form als unphysikalisch eingestuft
und verworfen. Abbildung 3.1 zeigt als Beispiel den zusätzlichen Fixpunkt
für N = 19 zusammen mit den

”
korrekten“ Fixpunkten für N = 0, . . . , 18

und 20. Die anderen Fixpunkte werden als
”
korrekt“ bezeichnet, da sie die er-

wartete 2-Well-Form des Fixpunktes für viel größere Argumente noch richtig
approximieren. Natürlich weichen auch sie als polynomiale Approximation
letztendlich vom Großfeldverhalten des Fixpunktes ab.

Fig. 3.1: Ein unphysikalischer Fixpunkt als Trunkationseffekt und Fixpunktpo-
tentiale für N = 3, 10, 20 und verschiedene lmax. Die tieferen Potentiale
entsprechen größeren N .

Nachdem also festgestellt wurde, daß es sich wirklich um einen Fixpunkt
handelt und das Potential die Form eines Double-Well hat, wurde unter-
sucht, wie sich ν und die Potentiale bei Vergrößerung von lmax verhalten.
Dabei kann man sowohl an den Werten von ν als auch an den zugehörigen
Potentialen erkennen, daß für Werte von N in der Nähe von 1 (etwa N ≤ 4)
bereits lmax = 30 ausreicht, aber für größere N mit erheblich größerem lmax

gerechnet werden muß. Für kleine N fallen die Entwicklungskoeffizienten z∗k
schnell mit k ab. Für N = 20 haben dagegen die ersten 11 z∗k die gleiche
Größenordnung. Die Bestimmung des Fixpunktes wird dadurch zunehmend
schwieriger. (vgl. Tabelle B.1 und B.2)
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lmax N = 3 N = 10 N = 20

10 0.77308443210437 - -
20 0.76113986112499 0.92746045611772 -
30 0.76113984902214 0.91861185755319 0.98467223300539
40 0.76113984902214 0.91861145661936 0.96069946588199
50 - 0.91861145661842 0.96068060650581
60 - - 0.96068060512759
70 - - 0.96068060512757

Tab. 3.1: ν in Abhängigkeit von N und lmax.

3.2 Fixpunkte, Eigenwerte und der kritische Exponent ν

Angesichts der recht großen Menge an errechneten Daten, können nicht alle
Ergebnisse hier gezeigt werden. Allerdings wäre es auch redundant, alle Fix-
punkte zu zeigen. Also werde ich stattdessen versuchen, einige repräsentative
Fälle auszuwählen und die interessanten Stellen genauer zu beschreiben.

Zunächst wurden die (N = 1)-Resultate von Pinn, Pordt und Wieczer-

kowski für die 2-Well-Fixpunkte reproduziert, um die Korrektheit des Al-
gorithmus noch einmal zu testen (vgl. Abb. 3.9), und dann die IR-Fixpunkte
(2-Wells) bei d = 3 und N von −1.9 bis 20 bestimmt. (Abb. 3.2 und 3.3;
es war bei d = 3 nicht möglich, den Fixpunkt bis zu N = −2 zu verfolgen.)
Diese Fixpunkte zeigen schon das typische Verhalten des IR-Fixpunktes mit
N für 2 < d < 4.

Weiterhin wurde die algebraische Transformation als Fortsetzung zu beliebi-
gen N benutzt. Die Potentiale für N 6∈ N wurden unter Beschränkung auf
eine Komponente wie in (1) berechnet. Da man sich auch im Fall N ∈ N

aufgrund der O(N)-Invarianz auf eine Komponente beschränken kann, ist
dies die natürliche Interpretation des Potentials etwa eines 0-Komponenten-
Modells.

Die Verfolgung der Fixpunkte mit d bis zu Bifurkationspunkten war nicht
möglich. Für N ≥ 1 konnte man also d ր 4 und für d ց 2 nur bis zu
einem gewissen Abstand vom gewünschten Grenzwert durchführen. Gleiches
gilt für festes d für N → ∞ und N ց −2. (Für d = 2 war der Grenzwert
N ց −2 numerisch durchführbar.) Die folgenden Beobachtungen sind also
eigentlich auf den Numerikdaten basierende Behauptungen.



  

3.2. Fixpunkte, Eigenwerte und der kritische Exponent ν 63

Für den Fixpunkt, der sich bei d = 4 vom UV-Fixpunkt abspaltet, wurde
das folgende Verhalten beobachtet.

• Für N = −2 hat das Potential die Form eines 1-Wells, und der kritische
Exponent ν ist wie am UV-Fixpunkt 1

2
. (Abb. 3.3, 3.15, 3.16) Ein

least-square-fit des doppeltlogarithmisch aufgetragenen Potentials im
Bereich x = 0.01 . . . 0.5 ergab eine Gerade der Steigung 3.982(2). Dies
ist mit dem Ergebnis der ǫ-Entwicklung in Kapitel 5 zu vergleichen.
In erster Ordnung erhält man aus der ǫ-Entwicklung in der Nähe von
d = 4 ein Potential der Form v(x) = c1 + c2x

4.

• Für N > −2 hat das Potential die Form eines 2-Wells, dessen Mini-
mum mit wachsendem N tiefer wird und sich zu größeren Argumenten
verschiebt. Der kritische Exponent ν ist größer als 1

2
und wird mit N

größer. (Abb. 3.2, 3.3, 3.6)

• Für alle N und d ր 4 geht ν gegen 1
2
, den Wert am UV-Fixpunkt, von

dem sich der nichttriviale Fixpunkt abspaltet. (Abb. 3.6)

• Für große Werte von N geht der kritische Exponent ν gegen den durch
asymptotische Entwicklung gewonnenen Wert 1

d−2
. (Abb. 3.6)

• N

√

Z∗(
√

N ·) konvergiert für N → ∞ gegen eine Funktion ζ∗. Ist xm die

Stelle des Maximums von Z∗ bzw. des Minimums von V∗ = − log Z∗,
so hat man für große Werte von N also xm ∼ const. ·

√
N . (Abb. 3.4)

• N ≥ 1 (Abb. 3.6, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 und 3.18)

– Der Fixpunkt existiert nur für 2 < d < 4.

– ν divergiert für d ց 2. Dies liegt daran, daß der erste Eigenwert
der linearisierten Transformation am IR-Fixpunkt gegen 1 geht:
λ1 → 1 und ν = log 2

log(λ1)d
.

• 0 < N < 1 (Abb. 3.6, 3.18)

– Der Fixpunkt existiert für d′ < d < 4 mit einem 0 < d′ < 2.

– d′ wächst (nicht linear) mit N von 0 auf 2.

– ν divergiert für d ց d′ und dies liegt an λ1 → 1 in ν = log 2
log(λ1)d

.

• N = 0. (Abb. 3.6, 3.8, 3.17)
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– Der Fixpunkt existiert für 0 < d < 4.

– ν divergiert für d ց 0 und dies liegt an 1
d
→ ∞ in ν = log 2

log(λ1)d
.

Für den ersten Eigenwert gilt λ1 → 2.

• −2 < N < 0. (Abb. 3.6, 3.7, 3.17)

– Der Fixpunkt existiert für 0 < d < 4.

– λ1 divergiert für d ց 0. Es gibt ein 0 < d′ < 2, so daß λ1 > λ0 für
0 < d < d′. d′ fällt (nicht linear) mit wachsendem N von 2 auf 0.

– Der Grenzwert von ν für d ց 0 existiert, da sich die Divergenzen
von λ1 und 1

d
in der Formel für ν aufheben.

• Für d = 2 divergiert ν für N ր 1. (Abb. 3.15, 3.16).

Auffallend ist, daß für N = −2 und N → ∞ die Werte für ν mit denen
des vollen Modells übereinstimmen. Unabhängig von der Dimension ist für
N = −2 beim vollen Modell der kritische Exponent ν = 1

2
([BT73], [BT74]),

und für N → ∞ hat man ν = 1
d−2

. Weiterhin fällt auf, daß für N = 1 und
d ց 2 die Abweichung des kritischen Exponenten ν vom exakten Wert 1
(2d-Ising-Modell) immer größer wird, da ν im hierarchischen Modell sogar
divergiert.

Für N > 0 bedeutet λ1 → 1 bei d ց d′, daß die Voraussetzungen für den
Satz über implizite Funktionen bei d′ nicht erfüllt sind. Dies heißt vermut-
lich, daß die Existenz des 2-Well bei d′ endet. (Es könnte auch eine weitere
Bifurkation an dieser Stelle vorliegen, aber numerisch konnte für d < d′ kein
2-Well-Fixpunkt mehr gefunden werden.) In Tabelle 3.2 sind noch einmal die
gefundenen Dimensionen d′ zusammengestellt, bei denen λ1(d

′) = 1 ist. Sie
haben alle eine Unsicherheit von 2 auf der letzten Stelle, da die Dimension
in Schritten von 0.01 geändert wurde, um diese Werte zu finden, und die
numerische Verfolgung des Fixpunktes bis zur Dimension d′ nicht möglich
war.

N = 0.01 N = 0.1 N = 0.25 N = 0.5 N = 0.75 N = 0.9

0.66(2) 1.14(2) 1.46(2) 1.75(2) 1.91(2) 1.97(2)

Tab. 3.2: Werte von d′ für die λ1(d
′) = 1 ist.

Es wurde auch noch nach den sich bei d = 3 vom UV-Fixpunkt abspaltenden
3-Well-Fixpunkten gesucht. Abbildung 3.5 zeigt 3-Well Fixpunkte bei d =
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2.5 für N = 0 . . . 8. Qualitativ zeigen sie das gleiche Verhalten wie die IR-
Fixpunkte. Mit N wird das Potential ausgeprägter. Das erste Maximum wird
größer und das zweite Minimum wird tiefer. Die 3-Well-Fixpunkte wurden
nicht so genau wie die 2-Well-Fixpunkte untersucht. Daher gibt es hier nur
eine kurze Liste einfacher Eigenschaften.

• Für N = 1 existiert ein 3-Well-Fixpunkt für 2 < d < 3. (Abb. 3.18 und
die Abbildungen in [PPW94])

• Für N > 1 existiert ein 3-Well-Fixpunkt für d′ < d < 3 mit einem
2 ≤ d′ < 3. Es ist noch unklar, ob wirklich d′ > 2 ist. (Abb. 3.14, 3.18)

• Für N < 1 existiert ein 3-Well-Fixpunkt für d′ < d < 3 mit einem
0 < d′ < 2. (Abb. 3.13, 3.17)

• Der zweite Eigenwert λ2 der linearisierten RG-Gleichung am 3-Well-
Fixpunkt wird 1 für d ց d′. (Abb. 3.17, 3.18)

3.2.1 Der kritische Exponent ν am 2-Well für

verschiedene Werte von N und d

L ist im hierarchischen Modell ein Modellparameter und ν ist abhängig von
L. Bei den berechneten Werten von ν ist also zu beachten, daß alle Rech-
nungen mit Ld = 2 durchgeführt wurden. Für d ց 0 muß man noch berück-
sichtigen, daß die Wahl von Ld = 2 dann zu sehr großen Werten von L führt.
Auch wenn die Abhängigkeit von L nur schwach ist, kann dies zu großen
Differenzen mit anderen Rechnungen führen.

Ausführlichere Tabellen mit Ergebnissen befinden sich in Anhang B.

N = −1 N = 0 N = 1 N = 2 N = 3 N = 4

0.541536 0.592086 0.649570 0.708225 0.761140 0.804364

[PPW94] - - 0.64957 - - -

[KZ90] - - 0.61 - 0.654 -

[Rei95] - - 0.6301(18) 0.6734(28) 0.7131(40) 0.7361(68)

[ZJ90] - 0.592(3) 0.6305(15) 0.672(7) 0.715(20) -

Tab. 3.3: Vergleich der Werte von ν für d = 3 mit einigen Literaturwerten.
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Die letzten drei Zeilen der Tabelle 3.3 gehören zu nicht-hierarchischen Rech-
nungen. In [KZ90] werden die Werte mit einer Erweiterung der Golner-
Rekursionsformel auf den vektoriellen Fall berechnet. (Die Golner-Formel ist
eine Erweiterung der Wilson-Rekursionsformel, die einen kritischen Expo-
nenten η 6= 0 ergibt.) Die Werte aus [Rei95] beruhen auf konvergenten Clu-
sterentwicklungen und die Werte aus [ZJ90] sind die dort angegebenen Wer-
te aus Monte-Carlo-Rechnungen auf einem Gitter. Es gibt dort auch je noch
Werte aus der störungstheoretischen Berechnung und aus der ǫ-Entwicklung.
Diese Ergebnisse werden für N = 0 und d = 3 beide mit 0.5880(15) angege-
ben. Das Ergebnis für diese Werte von N und d ist deswegen so interessant,
weil es für sie eine auffallende Übereinstimmung zwischen dem hierarchischen
Modell und dem vollen Modell gibt. Für N = 0 und d = 2 wird in [ZJ90]
ein Wert von ν = 0.76(3) angegeben. Auch dieser Wert stimmt gut mit dem
für das hierarchische Modell überein.

Allerdings ist diese Übereinstimmung wohl dadurch zu erklären, daß für
N = −2 (und d = 3) die Werte des vollen Modells und des hierarchischen
Modells exakt übereinstimmen und dann zunächst mit wachsendem N eine
Abweichung nach oben von den Werten des vollen Modells zu beobachten ist.
Daher ist eine Erklärung, daß diese Abweichung bei N = 0 noch nicht groß
ist. (vgl. auch Kapitel 5 über die ǫ-Entwicklung.) Es wären weitere Werte
zwischen N = −2 und N = 1 für volle Modelle nötig, um dies genau zu
untersuchen.

d N = −1 N = 0 N = 1 N = 2 N = 3

0.5 0.534783 2.094339 - - -
1 0.561217 1.216665 - - -

1.5 0.573773 0.924112 - - -
2 0.572496 0.766551 - - -

2.1 0.570806 0.742861 2.088862 9.193920 -
2.5 0.560333 0.664404 0.865338 1.214032 1.535818

3 0.541536 0.592087 0.649570 0.708225 0.761140
3.5 0.520177 0.538766 0.555163 0.569176 0.580926

Tab. 3.4: ν für einige Werte von d und N .

3.2.2 Bilder von Potentialen, Fixpunkten und

Eigenwerten
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Fig. 3.2: Fixpunktpotentiale bei d = 3 für N = 0 bis 20. Tiefere Potentiale ent-
sprechen größeren N .

Fig. 3.3: Fixpunktpotentiale bei d = 3 für N = −1.9 bis 0. Tiefere Potentiale
entsprechen größeren N . Das tiefste Potential gehört zu N = 0.
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Fig. 3.4: Fixpunktpotentiale bei d = 3 für N = 1 bis 20 nach der der Reskalierung.
Das am meisten vom

”
Grenzpotential“ abweichende Potential gehört zu

N = 1.

Fig. 3.5: Die 3-Well Fixpunktpotentiale bei d = 2.5 und N = 0 bis 8. Das erste
Maximum wird mit N größer.
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Fig. 3.6: Der kritische Exponentent ν für 0 < d < 4 und (von links-unten nach
recht-oben) N = −1,−0.5, 0, 1

4 , 1
2 , 3

4 , 9
10 , 1 bis 5 sowie 10 und 15. Die

durchgezogene Linie ist 1
d−2 , der durch asympotische Entwicklung ge-

wonnene Wert von ν für N → ∞
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Fig. 3.7: Fixpunktpotentiale bei d = 0.4 bis 3.9 für N = −1 in Schritten von
1
10 . Flachere Potentiale gehören zu größeren Werten von d. Das tiefste
Potential gehört zu d = 0.4 bzw. d = 2.0

Fig. 3.8: Fixpunktpotentiale bei d = 0.3 bis 3.9 für N = 0 in Schritten von 1
10 . Fla-

chere Potentiale gehören zu größeren Werten von d. Das tiefste Potential
gehört zu d = 0.3 bzw. d = 2.0
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Fig. 3.9: Fixpunktpotentiale bei d = 2.1 bis 3.9 für N = 1 in Schritten von 1
10 .

Dies ist die Reproduktion der 2-Well-Fixpunkte aus [PPW94]. Flachere
Potentiale gehören zu größeren Werten von d. Das tiefste Potential gehört
zu d = 2.1
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Fig. 3.10: Fixpunktpotentiale bei d = 2.1 bis 3.9 für N = 2 in Schritten von
1
10 . Flachere Potentiale gehören zu größeren Werten von d. Das tiefste
Potential gehört zu d = 2.1

Fig. 3.11: Fixpunktpotentiale bei d = 2.3 bis 3.9 für N = 3 in Schritten von
1
10 . Flachere Potentiale gehören zu größeren Werten von d. Das tiefste
Potential gehört zu d = 2.3
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Fig. 3.12: Fixpunktpotentiale bei d = 0.3 bis 3.9 für N = 5 in Schritten von
1
10 . Flachere Potentiale gehören zu größeren Werten von d. Das tiefste
Potential gehört zu d = 2.3

Fig. 3.13: Die 3-Well Fixpunktpotentiale bei d = 2.0 bis d = 2.9 für N = 0. Das
lokale Maximum wird mit wachsendem d kleiner. Das Potential mit den
ausgeprägtesten Extrema gehört zu d = 2.0.
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Fig. 3.14: Die 3-Well Fixpunktpotentiale bei d = 2.3 bis d = 2.9 für N = 5. Das
lokale Maximum wird mit wachsendem d kleiner. Das kleinste Potential
gehört zu d = 2.9 und das größte zu d = 2.3.

Fig. 3.15: Der kritische Exponentent ν für d = 2 und N = −2 bis 1.
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Fig. 3.16: Die Fixpunktpotentiale bei d = 2 und N = −2 bis 0.9 in Schritten von
1
10 . Tiefere Potentiale entsprechen größeren Werten von N .
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Fig. 3.17: Eigenwerte für N ≤ 0. Die durchgezogenen Linien gehören zu den Eigenwerten
am UV-Fixpunkt, wobei die Werte nach d < 2 fortgesetzt wurden, und die
(· · ·)-Linien zu den Eigenwerten am 2-Well-Fixpunkt. Für N = −1.5 gehören
die (- - -)-Linien zum HT-Fixpunkt und bei N = 0 gehören die sich bei d = 3
von den UV-Eigenwerten abspaltenden (· · ·)-Linien zum 3-Well-Fixpunkt. Für
alle Fixpunkte gilt für den 0. Eigenwert: λ0 = 2. Der nächstkleinere Eigenwert
bei d = 3 ist je λ1 etc. .
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Fig. 3.18: Eigenwerte für N > 0. Die durchgezogenen Linien gehören zu den Eigen-
werten am UV-Fixpunkt und die (· · ·)-Linien zu den Eigenwerten am 2-Well-
Fixpunkt. Im Bild für N = 10 gehören die (- - -)-Linien zum N → ∞-Fixpunkt
und bei N = 1 und N = 5 gehören die sich bei d = 3 von den UV-Eigenwerten
abspaltenden (· · ·)-Linien zum 3-Well-Fixpunkt. Für alle Fixpunkte gilt für
den 0. Eigenwert: λ0 = 2. Der nächstkleinere Eigenwert bei d = 3 ist je λ1

etc. .
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3.3 Flußbild der RG-Transformation

Schließlich wurden noch einige Flußbilder der RG-Transformation angefer-
tigt. Dazu wurde die (normierte) algebraische RG-Transformation mit einer
Trunkation lmax = 10 iteriert und die Reihenkoeffizienten aus Gleichung (1)
als räumliche Koordinaten benutzt. Der Fluß der Reihenkoeffizienten muß
dazu geeignet in den zwei- bzw. dreidimensionalen Raum abgebildet werden.
Die einfachste Möglichkeit ist, einfach alle Reihenkoeffzienten nach einer RG-
Iteration durch den 0. Koeffzienten z0 zu teilen und dann die Koeffizienten
z1, z2 und ggf. z3 als Koordinaten zu verwenden.

Startet man mit der Iteration in einiger Entfernung eines Fixpunktes, so hat
man keine Kontrolle über die höheren Koeffzienten und die Flußbilder sind
dann die Projektion des hochdimensionalen Flusses der 11 Reihenkoeffizien-
ten. Insbesondere enthalten sie typischerweise Schleifen und Überschneidun-
gen.

Daher habe ich die Bilder dadurch gewonnen, daß nach jeder Iteration in
den Vektor (z0, . . . , zlmax) bis auf die als Koordinaten benutzen Reihenko-
effzienten wieder die zum 2-Well z∗ gehörenden Werte eingesetzt wurden.
Zusammen mit der Normierung wurde also folgende Abbildung verwendet.

z 7→ R z = (z′0, . . . , z
′
lmax

) 7→ (
z′0
z′0

, . . . ,
z′lmax

z′0
) 7→ (

z∗0
z∗0

,
z′1
z′0

,
z′2
z′0

,
z′3
z′0

,
z∗0
z∗0

, . . . ,
z∗lmax

z∗0
)

In der Nähe des Fixpunktes ist diese Abbildung eine Approximation der

ursprünglichen Abbildung. Dann wurden
z′1
z′0

,
z′2
z′0

und
z′3
z′0

als räumliche Koor-

dinaten verwendet. Man hat so eine Abbildung R ′ : R
3 → R

3 und ver-
meidet Überschneidungen der Flußlinien. Abbildung 3.19 zeigt den Effekt
dieser Ersetzung durch die Fixpunktwerte. Das linke Bild zeigt den Fluß
mit der angesprochenen Ersetzung, das rechte Bild den Fluß ohne Erset-
zung. Es gibt Überscheidungen der Flußlinien als Folge der Projektion des
10-dimensionalen Flusses auf 2 Dimensionen. Die Iterationen in der Nähe des
Fixpunktes spiegeln nicht den wirklichen Fluß um den Fixpunkt wieder, da
sie nicht wirklich in der Nähe des Fixpunktes sind, sondern dies nur durch
die Projektion so scheint. Mit der Ersetzung wird der Fluß um den Fixpunkt
besser wiedergegeben.

Da für große Werte von N viele Reihenkoeffizienten eine Rolle spielen, lassen
allerdings solche künstlich niedrigdimensional gemachten Abbildungen keine
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Fig. 3.19: Der Fluß der Entwicklungskoeffizienten a1 = z1
z0

, a2 = z2
z0

um den IR-
Fixpunkt für N = 0. Diese Abbildung zeigt den Effekt der im Text
beschriebenen Ersetzung der übrigen Koeffzienten durch die Werte des
Fixpunktes.

guten Ergebnisse erwarten. Daher wurde der Fluß für N = 1 und N = 0
berechnet.

Bei den nun folgenden Bildern liegt der 2-Well-Fixpunkt in der Bildmitte.
Die Linien vom Fixpunkt nach

”
vorne-unten“ und nach

”
hinten-oben“ sind

auslaufend, die anderen Linien sind einlaufend.
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Fig. 3.20: Der Fluß der Entwicklungskoeffizienten a1 = z1
z0

, a2 = z2
z0

, a3 = z3
z0

um
den IR-Fixpunkt für N = 0.

Fig. 3.21: Der Fluß der Entwicklungskoeffizienten a1 = z1
z0

, a2 = z2
z0

, a3 = z3
z0

für
N = 1.



 

KAPITEL 4

Asymptotisches Verhalten für große N

Betrachtet man das asymptotische Verhalten für große N , so ergeben sich
einige Vereinfachungen für die Rechnungen. Die physikalische Begründung
dafür ist, daß sich für große Werte von N die Fluktuationen um den Mittel-
wert der vielen Feldkomponenten herausmitteln. Man erwartet eine scharfe
Verteilung um den Mittelwert. ([ZJ90] oder Ma in [DG76]) Dies wird von
den numerischen Rechnungen aus Kapitel 3 bestätigt. Abbildung 4.1 zeigt
numerisch bestimmte Fixpunkte nach der Transformation

ZN(x) 7→ ẐN(x) :=
N

√

Z(
√

Nx) .

Numerisch hat man also ebenfalls Anzeichen für die Konvergenz ẐN → ζ
gegen eine Grenzfunktion ζ.

In diesem Kapitel wird durchgehend im UV-Bild gerechnet, da man für die
Anwendung der benutzten asymptotischen Methoden Funktionen benötigt,
die für große Argumente abfallen.

Also sei angenommen, daß in der Nähe des IR-Fixpunktes die Funktionen
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Fig. 4.1: Numerisch bestimmte und wie im Text beschrieben skalierte Fixpunkte
bei d = 3 und N = 1 bis 20. Die Funktionen werden mit N kleiner,
d.h. die größte und am meisten vom

”
Grenzwert“ abweichende Funktion

gehört zu N = 1. Die Linie (· · ·) befindet sich an der Stelle des Maximums
des später bestimmten Fixpunktes einer genäherten asymptotischen Fix-
punktgleichung.

für große N asymptotisch von der Form

Z(x) ∼ ζN
(x2

N

)

(1)

sind. Dabei ist ζ : R≥0 → R eine von N unabhängige Funktion. Dies ist wohl-
definiert, da der Wert von Z an einer Stelle x ∈ R

N nur vom Betragsquadrat
x2 abhängt.

Um das asymptotische Verhalten zu berechnen, führt man zunächst einige
Substitutionen an dem die RG-Transformation definierenden Integral durch,
um dann die steepest descent–Methode anzuwenden, wie sie z.B. in [Sir71,
S.136 ff.] beschrieben wird.

In der RG-Transformation

RZ(x) =

∫

dµσ(y)Z2(y + βx)
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ersetzt man dazu Z durch ζ und nutzt die O(N)-Invarianz aus, indem man
gleich x = (x, 0, . . . , 0) wählt. Da vorausgesetzt wird, daß auch RZ wieder
von der Gestalt (1) ist, hat man folgende RG-Transformation für ζ (wo-
durch man den asymptotischen RG-Operator definiert und mit dem gleichen
Symbol bezeichnet):

(R ζ)N
(x2

N

)

=

∫

dµσ(y)ζ2N

(
1

N
(y2 + 2βxy1 + β2x2)

)

.

In dieser Gleichung ist y = (y1, . . . , yN) und ‖y‖2 = y2. Da ohnehin große
N betrachtet werden sollen, nimmt man gleich N ≥ 3 an. Dann geht man
in den Koordinaten y2, . . . , yN zu Kugelkoordinaten in N − 1 Dimensionen
über, substituiert anschließend noch y1 =

√
Ns und r =

√
Nq und erhält

(R ζ)N(x2)

=
1

√
2πσ

N

∫ ∞

−∞
dy1e

− y2
1

2σ

∫ ∞

0

dre−
r2

2σ rN−2

∫

dΩ
︸ ︷︷ ︸

vol SN−2

ζ2N

(
y2

1 + r2

N
+

βy1x√
N

+ β2x2

)

=
2π

N−1
2

√
N

N

√
2πσ

N
Γ(N−1

2
)

∫ ∞

−∞
ds

∫ ∞

0

dqe−N( s2+q2

2σ
−log(q))q−2ζ2N

(
s2 + q2 + βsx + β2x2

)

︸ ︷︷ ︸

=:I

.

Der asymptotische Wert des Integrals I für große N soll nun mit Hilfe der
steepest descent–Methode bestimmt werden. Sei gleich angenommen, daß ζ
eine positive Funktion ist. Dann kann man logarithmieren und setzt

v := − log ζ .

Sei ferner f : R×R>0 −→ R die Funktion im Exponenten mit dem Vorfaktor
−N ,

f(s, q) =
s2 + q2

2σ
− log(q) − 2v(s2 + q2 + βsx + β2x2) ,

und g : R × R>0 −→ R die Funktion

g(s, q) = q−2 .

Zur Berechnung des Integrals sind dann die kritischen Stellen der Funktion
f zu bestimmen. Man sucht also die Nullstellen der Funktionen

∂f

∂s
(s, q) =

s

σ
− 2v′(s2 + q2 + βsx + β2x2)(2s + βx)
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und
∂f

∂q
(s, q) =

q

σ
− 1

q
− 2v′(s2 + q2 + βsx + β2x2)2q .

Dabei ist v′ die Ableitung von v.

Im Gegensatz zur hierarchischen RG-Transformation nach Dyson, welche in
[GK83] von Gawȩdzki und Kupiainen auf das asymptotische Verhalten
für große N untersucht wurde, kann man hier nicht sofort eine Lösung einer
der Gleichungen angeben.

Dysons hierarchische RG-Transformation ist (für Ld = 2) eine Faltung der
Form

(RDZ)(x) =

∫

dµσ(y)Z(βx + y)Z(βx − y) .

Nach Übergang zur neuen Funktion ξ = exp(−w) wie oben beschrieben,
bekommt man die Bestimmungsgleichungen der Stelle, an der die steepest
descent-Auswertung zu erfolgen hat:

∂f

∂s
(s, q) =

s

σ
− w′(s2 + q2 + βsx + β2x2)(2s + βx)

−w′(s2 + q2 − βsx + β2x2)(2s − βx)
!
= 0

und

∂f

∂q
(s, q) =

q

σ
− 1

q
− w′(s2 + q2 + βsx + β2x2)2q

−w′(s2 + q2 − βsx + β2x2)2q
!
= 0 .

Eine Lösung der ersten Gleichung kann man mit s0 = 0 sofort angeben. Mit
dieser Lösung erhält man eine asymptotische RG-Gleichung für die Umkehr-
funktion der Ableitung des Potentials. Zusammen mit der Fixpunktgleichung
kann man sie als meromorphe Funktion bestimmen. Diese invertiert man
dann auf einem geeigneten Bereich und erhält den Fixpunkt.

Doch zurück zur ursprünglichen RG-Transformation. Man kann also nicht so-
fort eine Lösung der beiden Gleichungen angeben. Zur Bestimmung der drei
unbekannten Größen s0, q0 und v′(· · ·) muß die dritte Gleichung R ζ = ζ
mit hinzunehmen. Dann hat man implizite Gleichungen für s0 und q0. Man
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kann aber keine asymptotische RG-Transformation herleiten. Daher soll ei-
ne Näherung besprochen werden, mit der man eine genäherte asymptoti-
sche RG-Transformation bekommt. Diese ist explizit lösbar und liefert eine
Lösung, die für kleine Argumente eine gute Näherung des numerisch be-
stimmten Fixpunktes für N = 20 ist.

4.1 Eine genäherte asymptotische Fixpunktgleichung

Mit einer einfachen Näherung kann man die Gleichungen explizit lösbar ma-
chen. Dazu nimmt man an, daß die erste und zweite Ableitung des Potentials
klein sind und vernachlässigt werden können. Anhand der Abbildungen 4.1
und 3.4 für die Fixpunkte und Potentiale sieht man, daß dies für kleine Ar-
gumente bis zum Maximum gut erfüllt ist.

Dann hat die Funktion f in ihrem Definitionsbereich nur einen kritischen
Punkt und die Hessematrix an diesem Punkt ist nicht entartet. Wegen

∂f

∂s
(s, q) ≈ s

σ
und

∂f

∂q
(s, q) ≈ q

σ
− 1

q

liegt er bei (s0, q0) = (0,
√

σ). Sei nun noch A die Hessematrix von f an der
Stelle (s0, q0) multipliziert mit 1

2
,

A =
1

2

(
1
σ

0
0 2

σ

)

,

dann gilt

I ∼ exp(−Nf(s0, q0))πg(s0, q0)
√

N2 det(A)
=

exp(−N
2
)σ

N
2 πσ−1

N(σ
√

2)−1
ζ2N(β2x2 + σ)

Das asymptotische Verhalten des Vorfaktors von I in der RG-Transformation
erhält man durch die Stirling-Formel.

2π
N−1

2

√
N

N

√
2πσ

N
Γ(N−1

2
)

=
2
√

N
N

√
π
√

2σ
N

Γ(N−1
2

)

∼ 2
√

N
N

√
π
√

2σ
N

1
√

π(N − 3)

(
2e

N − 3

)N−3
2
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=
(N − 3)

πσ
N
2

√
(

N

N − 3

)N

︸ ︷︷ ︸

−→e
3
2

exp(−N

2
)e−

3
2

√
2
−1

Sammelt man alle Ergebnisse zusammen und potenziert die resultierende
Gleichung mit 1

N
, so hat man asymptotisch und approximiert die einfache

Beziehung
R ζ(x2) ≈ ζ2(β2x2 + σ) . (2)

Die zugehörige algebraische RG-Transformation für den Fall, daß eine Ent-
wicklung

ζ(x2) =
∞∑

k=0

znσ
−k(x2)n (3)

existiert, ist dann aufgrund von

ζ2(β2x2 + σ) =
∞∑

n,m=0

znzmσ−n−m

n+m∑

k=0

(
n + m

k

)

(β2x2)kσn+m−k

durch die Abbildung

zk 7→ β2k

∞∑

n,m=0

snm
k znzm , snm

k :=

{ (
n+m

k

)
: k ≤ n + m

0 : k > n + m

gegeben.

4.1.1 Ein Fixpunkt der genäherten Fixpunktgleichung

Die Fixpunktgleichung lautet asymptotisch für N → ∞
ζ(x2) = ζ2(β2x2 + σ) . (4)

Diese Gleichung ist tatsächlich explizit lösbar. Mit ζ(x2) = exp(v(x2)) folgt

v(x2)
!
= 2v(β2x2 + σ) , und speziell hat man

1

2
v(0) = v(σ) .

Induktiv erhält man aus den letzten beiden Gleichungen (σ > 0) für n ∈ N0

1

2
v(0) = v(σ) = 2v

(

(β2 + 1)σ
)

⇒ 1

2n
v(0) = v

( n−1∑

k=0

β2kσ
)

= v
(1 − β2n

1 − β2
σ
)

.



   

4.1. Eine genäherte asymptotische Fixpunktgleichung 87

Wenn man annimmt, daß 1
2n v(0) = v(1−(β2)n

1−β2 σ) für beliebiges n ∈ R gilt, hat

man an der Stelle ñ(x2) = log(x2(1−β2)−1)
log β2 für genügend große x ∈ R

v(x2) = exp(− log(2)ñ
(x2

σ

)

)v(0) = exp

(

− log 2

log β2
log

(

x2 (1 − β2)

σ
− 1

))

v(0) .

Dies führt dann zu der Behauptung, daß ζ∗(x
2) = exp(v∗(x

2)) mit

v∗(x
2) = exp

(

− log 2

log β2
log

∣
∣
∣x2 (1 − β2)

σ
− 1

∣
∣
∣

)

v∗(0)

die Fixpunktgleichung erfüllt, was man nun leicht nachrechnet. Die Gleichung
hat damit eine ganze Schar von Fixpunkten, parametrisiert durch v∗(0). Bei
ihrer Herleitung wurde jedoch die Information über die Ableitung durch die
Näherung verworfen.

Diese Funktion hat die Form eines
”
Double-Well“. Gibt man v∗(0) durch

den numerisch bestimmten Wert vor, so hat man bis zum Maximum der
Funktion eine zufriedenstellende Übereinstimmung mit dem numerisch be-
stimmten Potential. Abbildung 4.2 zeigt den skalierten Fixpunkt Z̃(x) =
20

√

Z20(
√

20 x) bei d = 3 und N = 20 zusammen ζ∗ und R Z̃. Man muß noch

berücksichtigen, das Z̃ vom tatsächlichen asymptotischen Fixpunkt abweicht.

Das Maximum von ζ∗ liegt bei xm =
√

σ
1−β2 . In Abbildung 4.1 für die nume-

risch bestimmten Potentiale ist dieser Wert eingezeichnet.

Das asymptotische Verhalten von v∗ für große Argumente ist

v∗(x
2) ∼ const. (x2)

log 2

log β2 = const. (x2)
d

d−2 ,

also hat v∗ sogar das richtige
”
Großfeldverhalten“. (vgl. Kapitel 1)

4.1.2 Eigenwerte der linearisierten RG-Gleichung

Die zur genäherten RG-Gleichung gehörende linearisierte RG-Gleichung lau-
tet

(A(ζ∗)ϕ)(x2) = 2ζ∗(β
2x2 + σ)ϕ(β2x2 + σ) .

Die ersten beiden Eigenfunktionen und Eigenwerte kann man direkt able-
sen. Sie sind ϕ0 = ζ∗ mit Eigenwert λ0 = 2 und (durch Differentiation der
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Setzt man ein Fixpunktpotential v′
∗ ein, ergibt dies

t∗

( v′
∗

2β2

)

= β2t∗(v
′
∗) + σ , also t∗(v

′
∗) =

1

β2
t∗

( v′
∗

2β2

)

− σ

β2
.

Seien nun v′ und ṽ′ nahe an der Ableitung des Fixpunktpotentials v′
∗, so daß

t̃◦v′ ≈ id und v′
∗ ≈ ṽ′ ≈ v′. Indem man die Differenz t̃(v′)− t∗(v

′) betrachtet
und annimmt, daß sie in eine Reihe in v′ zu entwickeln ist, erhält man zuerst

t̃(v′) − t∗(v
′)

︸ ︷︷ ︸
∑∞

m=0 gmv′m−1

=
1

β2

(

t
( v′

2β2

)

− t∗

( v′

2β2

))

︸ ︷︷ ︸
∑∞

m=0 g′mv′m−1

und daraus

g′
m = gm

1

β2

(
1

2β2

)m−1

.

Also sind die gm(v) die
”
scaling fields“, die Eigenfunktionen der linearisier-

ten asymptotischen RG-Transformation am Fixpunkt, und die zugehörigen
Eigenwerte sind

λm = 2−
2−d

d 2−
2
d
(m−1) = 2

d−2m
d = Ld−2m m ∈ N0 .

Wieder erhält man λ0 = Ld = 2 und λ1 = Ld−2.
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KAPITEL 5

ǫ-Entwicklung

In diesem Kapitel geht es um asymptotische Entwicklungen in ǫ = d∗ − d,
wobei d∗ eine der kritischen Dimensionen d∗ = 2l∗

l∗−1
, l∗ ∈ N≥2, ist. Die

ǫ-Entwicklung aus [PPW94] wird auf O(N)-invariante N -Komponenten-
Modelle verallgemeinert. Man rechnet im UV-Bild, da der Fixpunkt, von
dem sich die nichttrivialen Fixpunkte abspalten, dann die einfache Form
ZUV = 1 hat.

Für die ǫ-Entwicklung nimmt man an, daß die Entwicklungskoeffizienten ei-
nes Fixpunktes zl zumindestens asymptotisch in ǫ entwickelt werden können:

zl =
∞∑

k=0

z
(k)
l ǫk .

Um es noch einmal deutlich zu sagen: Die Summen sind nicht im Sinne
holomorpher Funktionen in ǫ zu verstehen. Dies kann schon deshalb nicht
sein, weil der entwickelte Fixpunkt für d > d∗, also ǫ < 0, nicht existiert.
Oberhalb der kritischen Dimension d∗ müßte die ǫ-Entwicklung also identisch
den UV-Fixpunkt ergeben, d.h. zl = δl,0. Wie man durch den Identitätssatz
aus der Theorie der holomorphen Funktionen weiß, müßte sie dann auch
für ǫ > 0 den UV-Fixpunkt ergeben. Man beachte auch im Hinblick auf die
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= 2
l

l∗

(

1 +
∞∑

n=1

1

n!

(

− log(2)
2l

d∗

)n (
ǫ

d∗

)n
( ∞∑

k=0

( ǫ

d∗

)k
)n)

= 2
l

l∗

(

1 +
∞∑

n=1

1

n!

(

− log(2)
2l

d∗

)n (
ǫ

d∗

)n ∞∑

k=0

(
n + k − 1

k

)( ǫ

d∗

)k
)

= 2
l

l∗

(

1 +
∞∑

m=1

m−1∑

k=0

1

(m − k)!

(

− log(2)
2l

d∗

)m−k (
m − 1

k

)
1

d∗
m

︸ ︷︷ ︸

=b
(m)
l

ǫm

)

.

Die linke Seite der Fixpunktgleichung ergibt nun

2
l

l∗

∞∑

m=0

∞∑

k=0

b
(m)
l z

(k)
l ǫm+k = 2

l
l∗

∞∑

n=0

n∑

k=0

b
(n−k)
l z

(k)
l ǫn ,

und die rechte Seite ergibt

∞∑

i,j=0

∞∑

k1,k2=0

Cij
l (N)z

(k1)
i z

(k2)
j ǫk1+k2 =

∞∑

n=0

n∑

k=0

∑

i,j

Cij
l (N)z

(n−k)
i z

(k)
j ǫn .

Für die n. Ordnung bedeutet das

2
l

l∗

n∑

k=0

b
(n−k)
l z

(k)
l =

n∑

k=0

∑

i,j

Cij
l (N)z

(n−k)
i z

(k)
j . (1)

Es ist

z
(0)
l = δl,0 , (2)

b
(m)
0 = 0 für m > 0 und Ci0

l = δi,l. Letzteres gilt aufgrund der Summati-
onsbedingung in den Cij

l . Es wird summiert über alle q, für die i, j, l ≤ q
und 2q ≤ i + j + l gilt. In diesem Fall wird also über alle q mit i, l ≤ q
und 2q ≤ i + l summiert. Die Ungleichungen sind für i 6= l offenbar nicht
gleichzeitig erfüllbar. Daher bleibt von der Summe nur der Term i = l = q
übrig, und es ist

Ci0
l (N) = i!4i+l1

2−4l

0!l!0!
δi,l = δi,l .

Dies benutzt man in Gleichung (1). Mit den Gleichungen für z
(0)
l und b

(0)
l fällt

der erste Term der linken Summe fort, und mit der Gleichung für Ci0
l kann
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Die Rekursionsgleichung für n ≥ 2, l = l∗ ist also

z
(n)
l∗

=
1

−2b
(1)
l∗

(

2
∑

i6=l∗

Cil∗
l∗

(N)z
(n)
i α +

n−1∑

k=2

∑

i,j

Cij
l∗

(N)z
(n+1−k)
i z

(k)
j

−2
(

b
(n)
l∗

α +
n−1∑

k=2

b
(n+1−k)
l∗

z
(k)
l∗

)
)

.

(6)

Mit Hilfe der eingerahmten Formeln kann man rekursiv die Entwicklungsko-
effizienten z

(i)
l bestimmen. Dies wurde mit dem Computeralgebraprogramm

Maple V Release 3 bis zur dritten Ordnung durchgeführt. Die Ergebnisse bis
zur zweiten Ordnung findet man in Anhang C. Die erste Ordnung kann man
noch direkt an den Gleichungen ablesen. Aufsummiert erhält man für den
Fixpunkt zu l∗ = 2

Z(x) = 1 − log 2

16(N + 8)
γ−2ǫh

(γ)
2 (x) .

Mit Hilfe von F11 aus Kapitel 2 rechnet man das Hermitepolynom aus.

h
(γ)
2 (x) = x4 − 2γ(N + 2)x2 + γ2N(N + 2)

Man beachte den Fall N = −2. Im Hermitepolynom fällt der quadratische
und der konstante Term fort, und Z(x) hat im Gültigkeitsbereich der Appro-
ximation die Form eines (nicht quadratischen!) Single-Well. Dies gilt eben-
falls für das zugehörige Potential V (x) = − log Z(x). Bis zur dritten Ordnung
bleibt dieses Resultat gültig (Abb. 5.1), obwohl sich hn(x) nicht für alle n
auf (x2)n reduziert. Für noch höhere Ordnungen wurde es nicht überprüft.
Für N > −2 hat Z in erste Ordnung die Form eines Double-Well und, dies
bleibt ebenfalls bis zur dritten Ordnung gültig. In Abb. 5.1 werden die Er-
gebnisse der ǫ-Entwicklung mit den Ergebnissen der Numerik verglichen. Für
ǫ = 0.2 gibt es eine gute Übereinstimmung. Im Fall N = −2 lagen so nahe
bei d = 4 keine numerischen Ergebnisse vor, aber bei anderen Dimensionen
hat das Potential in der numerischen Näherung die Form eines Single-Well.
Aus der guten Approximation der Potentiale bei N = 0 und N = 5 kann
man schließen, daß die ǫ-Entwicklung auch für N = −2 und genügend kleine
Argumente eine gute Approximation an die richtige Form ist. Schließlich gibt
es noch eine Abbildung für N = 5 und ǫ = 0.3. An ihr kann man erkennen,
daß die Approximation bereits schlechter wird.
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Fig. 5.1: ǫ-Entwicklung in 1. (−−−), 2. (−·−·) und 3. Ordnung (· · ·) im Vergleich
mit numerisch bestimmten Fixpunkten.

5.2 ǫ-Entwicklung der Eigenwertgleichung

Legt man den Raum L2(R
N , dµγ)

O(N) zugrunde, so gehört zu ihm vermöge

Entwicklung nach den Polynomen γ−nh
(γ)
n ein ℓ2-Raum reellwertiger Folgen

mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉, das durch

〈a, b〉 :=
∞∑

n=0

an

(

2n

n−1∏

i=0

(N + 2i)n!

)

bn

definiert ist. Die Faktoren im Skalarprodukt stammen dabei aus dem Ska-
larprodukt 〈h(γ)

n , h
(γ)
m 〉β,γ.

Die Linearisierung der algebraische RG-Transformation

x 7→ Rx , xl 7→ β2l txClx = β2l

∞∑

n,m=0

xnCmn
l xm für alle l ∈ N0
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nach ǫ und benutzt eine Verallgemeinerung der nicht entarteten Störungs-
theorie.

Die nullte Ordnung A(z)
(0)
ln ist diagonal. Die Eigenvektoren sind also (gleich

normiert) die kanonischen Einheitsvektoren bzgl. (·, ·), die Eigenwerte die
Werte auf der Diagonalen, und es gibt keine Entartung.

v(0)
µ = eµ = (δn,µ) und λ(0)

µ = 21− µ
l∗ , µ ∈ N0 (11)

Die Eigenwertgleichung (8) ergibt nach Einsetzen der Entwicklungen von vµ,
λµ und A für die k. Ordung (k ≥ 1)

k∑

n=0

(A(k−n) − λ(k−n)
µ )v(n)

µ = 0

=⇒ (A(0) − λ(0)
µ )v(k)

µ = −
k−1∑

n=0

(A(k−n) − λ(k−n)
µ )v(n)

µ . (12)

An der linken Seite der Gleichung sieht man, daß man auf v
(k)
µ ein Vielfaches

von v
(0)
µ addieren kann, so daß (v

(0)
µ , v

(k)
µ ) = 0 für k ≥ 1 gilt. Dann bildet man

das Skalarprodukt von v
(0)
ρ mit Gleichung (12) und nutzt die Symmetrie von

A(0) und die Orthogonalitätsrelationen (v
(0)
µ , v

(k)
µ ) = δ0,k und (v

(0)
ρ , v

(0)
µ ) = δµ,ρ

aus.

(λ(0)
ρ − λ(0)

µ )(v(0)
ρ , v(k)

µ ) = −
k−1∑

n=0

(

(v(0)
ρ ,A(k−n)v(n)

µ ) − λ(k−n)
µ (v(0)

ρ , v(n)
µ )

)

Für µ = ρ hat man

λ(k)
µ =

k−1∑

n=0

(v(0)
µ ,A(k−n)v(n)

µ ) (13)

und für µ 6= ρ

v(k)
µ,ρ = (v(0)

ρ , v(k)
µ ) =

1

λ
(0)
µ − λ

(0)
ρ

k−1∑

n=0

(

(v(0)
ρ ,A(k−n)v(n)

µ ) − λ(k−n)
µ (v(0)

ρ , v(n)
µ )

)

.

(14)
Das fehlende Skalarprodukt wurde durch die Orthogonalitätsforderung

0 = (v(0)
µ , v(k)

µ ) =
∞∑

n=0

δµ,nv
(k)
µ,n = v(k)

µ,µ (15)
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Zusammen mit den numerischen Ergebnissen aus Kapitel 3 legt das die Ver-
mutung nahe, daß die ǫ-Entwicklung für N → ∞ konvergiert und die Reihe
für ν durch die Reihenentwicklung von 1

2
1

1−ǫ/2
gegeben ist. Daher kann es

sein, daß die Existenz des zugehörigen Fixpunktes nicht bei d = 4 endet.

Für N = −2 ist die entsprechende Vermutung, daß die ǫ-Entwicklung des
kritschen Exponenten trivial ist und nur aus dem nullten Term der Reihe
besteht. Es könnte also auch für N = −2 zutreffen, daß die ǫ-Entwicklung
für die Fixpunkte konvergiert und die Existenz des Fixpunktes nicht bei
d = 4 endet. Dazu sind aber noch weitere Untersuchungen notwendig.

Um ν numerisch aus der asymptotischen λ1-Reihe zu berechnen, wird erst
λ1 in der entsprechenden Ordnung berechnet und aus diesem Ergebnis der
kritische Exponent ν durch ν = log 2

d log λ1
. Damit umgeht man die Entwicklung

des Logarithmus, dessen Reihe nur sehr schlecht konvergiert. Man beachte
aber, daß dieses Vorgehen für den Spezialfall N = −2 jedoch immer etwas
schlechtere Ergebnisse liefert als die Aufsummation der ν-Reihe. Letztere
liefert in den bekannten Ordnungen immer das Ergebnis 1

2
, das vermutlich

exakt ist, während das erste Verfahren leicht abweichende Werte liefert. Die
Abweichung wird mit zunehmender Ordnung aber kleiner.

Die Ergebnisse dieser Rechnung stimmen mit den numerischen Werten in
Kapitel 3 für kleine ǫ gut überein. Für N = 1 bekommt man die gleichen
Werte wie in [PPW94]. Als Beispiel sind in Tabelle 5.1 die Werte für N = 0
aufgeführt.

Bessere Ergebnisse erhält man mit Hilfe der Borel-Summation der Reihe für
λ1. Nach Aufsummation der Borel-Reihe

B(ǫ) =

Ordnung∑

k=0

λ
(k)
1

k!
ǫk

bis zur berechneten Ordnung, wird eine diagonale Padé-Approximation Q der
Summe berechnet und dann das Ergebnis numerisch Borel-transformiert.

λ1(ǫ) =

∫ ∞

0

Q(tǫ) exp(−t)dt

Man setzt dabei voraus, daß die Reihen in ǫ Borel-summierbar sind. Eine
Tabelle mit den Werten der Borel-Padé-Approximation (BP-Approximation)
für N ∈ {−2,−1, . . . , 20} und d ∈ {3.9, 3.8, . . . , 3.0} befindet sich in Anhang
C. Wie auch für die naiv summierte Reihe ist die Übereinstimmung mit den



5.2. ǫ-Entwicklung der Eigenwertgleichung 103

numerisch bestimmten Werten für kleine ǫ sehr gut. Die BP-Approximation
stimmt aber auch für Werte von d in der Nähe von 3 im Gegensatz zur naiven
Summation noch auf 2 bis 3 Stellen mit den numerisch bestimmten Werten
überein. Leider liegt aufgrund der fehlenden Restgliedabschätzung der ǫ-
Entwicklung und der Padé-Approximation keine Fehlerabschätzung vor.

d k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 numerisch BP

3.9 0.5065 0.5066 0.5066 0.5066 0.5066 0.50659 0.50659
3.8 0.5135 0.5140 0.5137 0.5139 0.5137 0.51380 0.51380
3.7 0.5211 0.5222 0.5211 0.5221 0.5208 0.52157 0.52157
3.6 0.5293 0.5313 0.5286 0.5319 0.5261 0.52990 0.52988
3.5 0.5382 0.5412 0.5359 0.5442 0.5266 0.53877 0.53873
3.4 0.5477 0.5521 0.5430 0.5602 0.5176 0.54820 0.54811
3.3 0.5580 0.5641 0.5496 0.5821 0.4945 0.55821 0.55761
3.2 0.5691 0.5771 0.5555 0.6128 0.4557 0.56884 0.56841
3.1 0.5810 0.5913 0.5607 0.6570 0.4045 0.58012 0.57946
3.0 0.5940 0.6068 0.5651 0.7236 0.3488 0.59209 0.59040

Tab. 5.1: ν(N = 0) berechnet durch
”
naive“ Summation bis zur Ordnung k,

durch numerische Bestimmung des Fixpunktes und durch Borel-Padé-
Summation der ǫ-Entwicklung in 6. Ordnung.





  

KAPITEL 6

Die Betafunktion

In diesem Kapitel wird die Betafunktionsmethode besprochen. Im Zusam-
menhang mit hierarchischen Modellen ist das die Bezeichnung für eine Me-
thode, das unendlichdimensionale Fixpunktproblem in ein endlichdimensio-
nales Problem zu überführen. Damit ist diese Methode besonders dafür ge-
eignet, die Existenz von Fixpunkten zu zeigen.

Man rechnet im HT-Bild. Da für diesen Fall exponentiell anwachsende Funk-
tionen im Definitionsbereich des Operators liegen, werden durch diese Wahl
einige Normabschätzungen möglich.

Die Ableitung A(f) des Operators R an der Stelle f ∈ DR ist eine lineare
und stetige Abbildung. (F 2.3) Nur endlich viele Eigenwerte von A an den tri-
vialen Fixpunkten sind größer als 1. Diese Eigenschaft erwartet man auch von
den Eigenwerten an nichttrivialen Fixpunkten. Ist die Ableitung ein Hilbert-
Schmidt-Operator, so sind nur endlich viele Eigenwerte relevant, denn die
Summe

∑∞
n=0 λ2

n aller quadrierten Eigenwerte ist dann endlich. Mit Hilfe
von Feststellung 17 auf Seite 50 kann man untersuchen, ob die Ableitung ein
Hilbert-Schmidt-Operator ist. (Vgl. die Bemerkung zu dieser Feststellung.)
In diesem Fall gibt es eine Zerlegung des zugrundeliegenden Banachraumes
B = B1 ⊕ B2, invariant unter A, und Normen ‖ · ‖1, ‖ · ‖2, die äquivalent zu
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den ursprünglichen sind, so daß A|B2 und (A|B1)
−1 je Kontraktionen sind.

(z.B. Lemma 12.1 bei [CE78])

Es stellt sich heraus, daß man allgemeiner sogar den RG-Operator mit Hilfe
von Projektionsoperatoren in die Form R = R 1 + R 2 zerlegen kann, so
daß wieder R 2 auf einer Teilmenge des zugrundeliegenden Banachraumes
eine Kontraktion ist und R 1 auf einem endlichdimensionalen Unterraum
operiert. Man kann dann mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes die Exi-
stenz eines Fixpunktes für R 2 zeigen. Hat man die Existenz eines solchen
Fixpunktes gezeigt, bleibt die Aufgabe, einen Fixpunkt für R 1 zu finden. Die
Betafunktion hängt eng mit dem Operator R 1 zusammen. Um dies genau
zu definieren, muß man sich zunächst einige Begriffe verschaffen.

Es wird die algebraische RG-Transformation nach F12 aus Kapitel 2 benutzt,
d.h. man betrachtet die Entwicklungskoeffizienten zk einer Funktion Z als
Element z = (z0, z1, z2, . . .) aus R

∞. Die algebraische RG-Transformation ist

R z = z × z. (1)

Das Produkt ist definiert durch die Gleichungen für die Komponenten

(R z)k = (z × z)k = β2k

∞∑

n,m=0

Cnm
k (N)znzm , für alle k ∈ N0 . (2)

6.1 Die RG-Transformation H für den irrelevanten Anteil

Definition 1 (Projektionsoperator, Einbettungsoperator) Für M ∈
N ist der Projektionsoperator PM = P : R

∞ → R
∞ definiert durch

R
∞ ∋ (z0, z1, z2, . . .) 7→ Pz := (z0, . . . , zM−1, 0, . . .) ∈ R

∞.

Zusätzlich ist der Operator P̂M = P̂ : R
∞ → R

M definiert durch

R
∞ ∋ (z0, z1, z2, . . .) 7→ P̂ z := (z0, . . . , zM−1) ∈ R

M .

In die umgekehrte Richtung bildet der Einbettungsoperator Z = Zrel : R
M →

R
∞ ab. Er ist definiert durch

(z0, . . . , zM−1) 7→ Zrel(z0, . . . , zM−1) := (z0, . . . , zM−1, 0, . . .) .
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Zu z ∈ R
∞ nennt man Pz den

”
relevanten“ Anteil von z und (11 − P )z den

”
irrelevanten“ Anteil von z. Diese Namen sind dadurch begründet, daß der

irrelevante Anteil unter der Iteration der RG-Transformation gegen einen
Fixpunkt geht, wenn nur M groß genug ist, während für den relevanten
Anteil Abschätzungen durchzuführen sind, um die Existenz eines Fixpunktes
zu zeigen.

Man führt folgende Norm ein, die durch die Norm auf DR im HT-Bild mo-
tiviert ist.

Definition 2 Sei z ∈ R
∞ und ρ ∈ R>1. Dann ist ‖z‖ρ definiert durch

‖z‖ρ := sup
k∈N0

(k!ρk|zk|) .

Ferner ist Bρ := {z ∈ R
∞ : ‖z‖ρ < ∞}.

Auf Bρ definiert ‖ · ‖ρ eine Norm, und damit ist (Bρ, ‖ · ‖ρ) ein Banachraum.
Ist ρ < ρ′, so gilt für die zugehörigen Normen

‖z‖ρ ≤ ‖z‖ρ′ .

Daraus erhält man die Inklusionsbeziehung Bρ′ ⊆ Bρ für die Banachräume.
Für jedes z ∈ Bρ gilt ferner für die einzelnen Koeffizienten zk

|zk| ≤ ‖z‖ρ
1

k!ρk
für alle k ∈ N0 .

Mit Hilfe dieser Begriffe erhält man die RG-Transformationen für den rele-
vanten und für den irrelevanten Anteil, indem man P bzw. 11 − P auf die
RG-Transformationsgleichung

z′ := R (z) = z × z

anwendet. Zur Abkürzung werden die Bezeichnungen Pz = zrel und (11 −
P )z = r verwendet. Sei also z = zrel + r und z′ = z′rel + r′. Mit diesen
Bezeichnungen lautet die RG-Gleichung

z′rel + r′ = z × z = zrel × zrel + 2zrel × r + r × r . (3)

Damit erhält man zu einem vorgegebenen relevanten Teil durch Anwendung
von 11− P auf diese Gleichung eine RG-Transformation für den irrelevanten
Anteil.
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Mit ρ′ := ρ−2
2β2 gilt also

‖w‖ρ′ ≤
(

1 −
(2

ρ

)2
)−N/2

‖u‖ρ‖v‖ρ . (5)

‖·‖ρ ist eine Algebranorm, falls ρ ≤ ρ′ ist, denn dann hat man ‖w‖ρ ≤ ‖w‖ρ′ .
Für die Bedingung an ρ hat man die Äquivalenzen

ρ ≤ ρ′ ⇔ ρ ≥ 2

1 − 2β2
⇔ 2β2ρ

ρ − 2
≤ 1 . (6)

An der zweiten Ungleichung ist zu erkennen, daß es wichtig ist, im HT-Bild
zu rechnen. Nur dann ist 2β2 < 1 und damit diese Bedingung erfüllbar.
Zusammengefaßt werden die Rechnungen in der folgenden Feststellung.

F1 Sei im HT-Bild ρ ≥ 2
1−2β2 . Dann ist ‖ ·‖ρ : Bρ → R≥0 eine Algebranorm.

Es gilt für u, v ∈ Bρ

‖u × v‖ρ ≤
(

1 −
(2

ρ

)2
)−N/2

‖u‖ρ‖v‖ρ .

6.3 H ist eine Kontraktion

Nun soll gezeigt werden, daß H eine Kontraktion ist, und es soll eine Rei-
henentwicklung für die Fixpunkte von H hergeleitet werden.

Dazu führt man in die Fixpunktgleichung r∗ = H(r∗) einen weiteren Para-
meter t ein, um zwischen der Trunkation des Systems und der vollständigen
Lösung zu interpolieren. Zu t ∈ R und x ∈ R

M definiere r(x, ·) = r : R → R
∞

durch
r(t) := t · H(x, r(t))

Es ist natürlich noch zu klären, ob diese implizite Definition möglich ist,
d.h. ob r(t) existiert und eindeutig ist. Dazu wird die Reihenentwicklung
hergeleitet und die Konvergenz der Reihe gezeigt.

Jedenfalls leistet diese Gleichung das Gewünschte, falls eine Lösung existiert.
Es ist dann r(0) = 0 und r(1) = r∗. Der Fall t = 0 entspricht der Trunka-
tion des Systems, also der Methode, die zur numerischen Bestimmung der
Fixpunkte benutzt wurde.
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r
(1)
k = β2k

∑

p,q

Cpq
k (zrel)p(zrel)q

n ≥ 2, r
(n)
k = 2β2k

∑

p,q

Cpq
k (zrel)pr

(n−1)
q + β2k

n−2∑

µ=1

∑

p,q

Cpq
k r(µ)

p r(n−1−µ)
q .

Mit dieser Kenntnis kann man eine Normabschätzung für die r(n) angeben.

F2 Sei im HT-Bild ρ ≥ 2
1−2β2 und (an)n∈N die rekursiv definierte Folge mit

a1 := 1 und

an := 2an−1 +
n−2∑

µ=1

aµan−1−µ , n ≥ 2 .

Sei ferner x ∈ DB. Dann gilt für alle n ∈ N:

‖r(n)‖ρ ≤
(

1 −
(2

ρ

)2
)−Nn/2 (

2β2ρ

ρ − 2

)nM

‖Zrel(x)‖n+1
ρ an .

Dies beweist man mit der folgenden Feststellung.

F3 (H ist eine Kontraktion) Sei im HT-Bild ρ ≥ 2
1−2β2 , seien u, v ∈ Bρ

und w = u × v. Dann gilt

‖(11 − P )w‖ρ ≤
(

1 −
(2

ρ

)2
)−N/2 (

2β2ρ

ρ − 2

)M

‖u‖ρ‖v‖ρ .

Mit anderen Worten: Wählt man M nur groß genug, so ist H eine Kontrak-
tion auf der Kugel Bq(0) = {r ∈ R ⊂ Bρ| ‖r‖ρ ≤ q} ⊆ Bρ. Sei x̂ ∈ Bρ

vorgegeben, und sei x = (x̂0, . . . , x̂M−1) ∈ R
M . Dann folgt für H:

‖H(x, r1) − H(x, r2)‖ρ

= ‖(11 − P )(2Zrel(x) × (r1 − r2) + (r1 − r2) × (r1 + r2))‖ρ

≤
(

1 −
(2

ρ

)2
)−N/2 (

2β2ρ

ρ − 2

)M

(2 ‖Zrel(x)‖ρ
︸ ︷︷ ︸

≤‖x‖ρ

+ ‖r1 + r2‖ρ
︸ ︷︷ ︸

≤2q

)‖r1 − r2‖ρ .

Da nach Wahl von ρ der Faktor
(

2β2ρ
ρ−2

)

kleiner als 1 ist, ist der gesamte

Vorfaktor von ‖r1 − r2‖ρ für genügend großes M kleiner als 1. Je größer man
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Also gilt die Behauptung nach Konstruktion der Folge. ⊳

Die Folge (an)n∈N ist nun noch zu bestimmen. Dazu sucht man ihre erzeu-
gende Funktion.

Lemma 2 Sei F : R → R die durch

F (x) :=
1

2x
− 1 − 1

2x

√
1 − 4x, x 6= 0,

gegebene Funktion, ergänzt durch F (0) = 0. Dann gilt für die Koeffizienten
bn, n ∈ N, ihrer Taylorreihe um 0

an = bn = −1

2

(
1
2

n + 1

)

(−4)n+1 .

Ferner gilt für den Konvergenzradius R der Taylorreihe R = 1
4
.

Beweis: F ist wirklich in eine Taylorreihe um 0 entwickelbar:

F (x) =
1

2x
− 1 − 1

2x

∞∑

n=0

(
1
2

n

)

(−4x)n = −1

2

∞∑

n=1

(
1
2

n + 1

)

(−4)n+1xn .

Weiterhin rechnet man nach, daß

F (x) = x + 2xF (x) + xF (x)2

gilt. Also erhält man durch Koeffizientenvergleich aus

∞∑

n=1

bnx
n = x + 2

∞∑

n=2

bn−1x
n +

∞∑

n=3

n−2∑

k=1

bkbn−1−kx
n ,

daß die Entwicklungskoeffizienten bn von F die gleiche Rekursionsrelation
wie die an erfüllen und zusätzlich a1 = b1 = 1 gilt. Der Konvergenzradius
ergibt sich schließlich aus dem der Binomischen Reihe. ⊳

Die folgende Feststellung folgt dann direkt aus dem Lemma.

F4 Sei im HT-Bild ρ ≥ 2
1−2β2 . Dann konvergiert

∑∞
n=1 r(n)tn für |t| < K,

wobei

K =
1

4

(

1 −
(

2
ρ

)2
)N/2 (

2β2ρ
ρ−2

)−M

‖zrel‖ρ
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der Konvergenzradius der Majorante
∑∞

n=1 cnt
n,

cn =

[(

1 −
(2

ρ

)2
)−N/2 (

2β2ρ

ρ − 2

)M
]n

‖zrel‖n+1
ρ an ,

ist.

6.4 Die Betafunktion

Die RG-Transformation für den relevanten Anteil ist nur noch eine Abbildung
endlichdimensionaler Räume und wird als Betafunktion bezeichnet. Sei dazu
DB(M, q) = DB ⊆ R

M die durch

DB(M, q) := {x ∈ R
M | H(x, ·) ist eine Kontraktion auf Bq(0)}

definierte Menge. Bq(0) ist die Kugel um den Ursprung in Bρ mit dem Radius
q.

Definition 4 (Die Betafunktion)
Die Betafunktion B(M,q) = B : DB → DB ist die durch

B(x0, . . . , xM−1) := P̂
(

Zrel(x) ×Zrel(x) + 2Zrel(x) × r∗(x) + r∗(x) × r∗(x)
)

definierte Abbildung. Dabei ist r∗(x) der Fixpunkt der Abbildung H(x, ·).

Hat man x∗ = B(x∗) und r∗ = r∗(x∗) bestimmt, so ist

z∗ = Zrel(x
∗) + r∗

ein Fixpunkt von R :

R z∗ = (11 − P )
(

Zrel(x
∗) ×Zrel(x

∗) + 2Zrel(x
∗) × r∗ + r∗ × r∗

)

+ P
(

Zrel(x
∗) ×Zrel(x

∗) + 2Zrel(x
∗) × r∗ + r∗ × r∗

)

= H(x∗, r∗) + Zrel(B(x∗)) = r∗ + Zrel(x
∗) = z∗ .

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, diese Ergebnisse zu benutzen. Mit der
Abschätzung von H kann begründet werden, daß die Trunkierung des Sy-
stems von Gleichungen bei der numerischen Behandlung für genügend große
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Methoden, die bei der Untersuchung skalarer hier-
archischer Modelle erfolgreich eingesetzt wurden, für die Untersuchung hier-
archischer O(N)-Modelle verallgemeinert und auf diese Modelle angewandt.
Dabei ging es vor allem um den Artikel [PPW94] von Pinn, Pordt und
Wieczerkowski über algebraische RG-Transformationen und die ǫ-Entwicklung.
Die RG-Transformation wurde als Operator auf einem Banachraum definiert,
der ein Teilraum eines Hilbertraumes ist. Die Eigenschaften des Operators
wurden untersucht, und es wurde festgestellt, daß er stetig und differenzier-
bar ist. Zwei zu diesem Operator gehörende algebraische RG-Transformation
wurden abgeleitet. Es wurde gezeigt, daß man auch im N -Komponentenfall
numerisch Fixpunkte der algebraischen RG-Transformation finden kann und
diese Ergebnisse für Dimensionen nahe bei 4 mit der ǫ-Entwicklung konsi-
stent sind. Es wurden die Spezialfälle N = −2 und N → ∞ untersucht.
Dabei wurde festgestellt, daß es starke Anzeichen dafür gibt, daß der kriti-
sche Exponent ν dann mit den entsprechenden Werten für das volle Modell
übereinstimmt.

Zusätzlich konnten einige der Teilergebnisse aus dem Artikel [KW91] von
Koch und Wittwer auf den N -Komponentenfall übertragen werden.

Schließlich wurde die Betafunktionsmethode für den N -Komponentenfall be-
sprochen und erste Ergebnisse hergeleitet, die für den Existenzbeweis nicht-
trivialer Fixpunkte notwendig sind.

Diese Ergebnisse können als Ausgangspunkt für weitere Untersuchungen die-
nen. Dabei sind insbesondere die folgenden Punkte interessant.

• Für d < 2 gibt es nach Cassandro und Mitter auch für N ≥ 1
Fixpunkte der RG-Transformation. [CM94] Diese sollte man mit Hilfe
der algebraischen RG-Transformation numerisch finden können.

• Eine große Aufgabe ist es, die Beobachtungen aus dem Kapitel über
die numerischen Berechnungen zu beweisen. Insbesondere muß unter-
sucht werden, ob die Existenz der nichttrivialen Fixpunkte wirklich
bei den beobachteten Dimensionen endet, ob man diese Dimensionen
analytisch bestimmen kann und ob die gute Übereinstimmung des kri-
tischen Exponenten ν mit dem des vollen Modells für N = 0 wirklich
nur dadurch begründet ist, daß die Werte des vollen Modells und des
hierarchischen Modells für N = −2 gleich sind. Auch letzteres, also



  

118 Kapitel 6. Die Betafunktion

ν(N = −2) = 1
2
, muß bewiesen werden. Vermutlich ist die Formel mit

ausintegrierten O(N)-Komponenten aus 2.7 für diese Untersuchung am
besten geeignet.

• Die Untersuchung der 3-Well-Fixpunkte und der höheren Fixpunkte
muß numerisch fortgesetzt werden. Dabei ist zu überprüfen, ob ihre
Existenz für N > 1 wirklich bereits bei d′ > 2 endet und wie sich diese
Dimension mit N ändert. Es gibt eine Spekulation, daß für N → ∞
nur noch der 2-Well als nichttrivialer Fixpunkt existiert und entspre-
chend das Existenzintervall aller anderen Fixpunkte mit wachsendem
N kleiner wird.

• Wichtig ist auch, die Konvergenz N

√

Z∗
N(

√
N ·) → ζ∗ zu zeigen. Mit

dieser Kenntnis und der Formel aus 2.7 kann man vielleicht die asym-
ptotische 1

N
-Entwicklung durchführen.

• Es wurde in dieser Arbeit kein Existenzbeweis für nichttriviale Fix-
punkte geführt. Wenn man die Untersuchung der Betafunktionsme-
thode fortsetzt, bekommt man die Mittel in die Hand, einen solchen
Beweis zu führen.

• Die Abhängigkeit der Ergebnisse vom Parameter L ist zu überprüfen.

• Die Borel-Summierbarkeit der ǫ-Entwicklung ist zu untersuchen. Man
benötigt außerdem eine Abschätzung für den Restterm der Entwick-
lung. Die Berechnung der ǫ-Entwicklung für den kritischen Exponenten
ν um d∗ = 4 bis zur 6. Ordnung deutet an, daß sie für N → ∞ kon-
vergent und für N = −2 trivial ist. Dies sollte im Hinblick darauf un-
tersucht werden, ob für diese Fälle die Existenz der 2-Well Fixpunkte
nicht bei d = 4 endet und diese also auch für d > 4 existieren.

• Dysons RG-Transformation kann ebenfalls mit Hilfe entsprechender
algebraischer RG-Transformation untersucht werden.



 

ANHANG A

Gaußintegration und Hermitepolynome

Die folgenden Bezeichnungen entsprechen den Konventionen in der mathe-
matischen Literatur und werden auch in dieser Arbeit benutzt.

Zu n = (n1, n2, . . . , nN) ∈ N
N
0 und a = (a1, . . . , aN) ∈ R

N wird festgelegt:

n! := n1!n2! · · ·nN !,

|n| := n1 + n2 + · · · + nN ,

an := an1
1 · . . . · anN

N .

Das normierte Gaußsche Maß µγ mit Kovarianz γ ∈ R>0 auf R
N , N ∈ N, ist

durch die Dichtefunktion fγ mit

fγ(x) =
1

(2πγ)N/2
exp

(

−x2

2γ

)

definiert. Zu diesem Maß seien dann für 1 ≤ p ≤ ∞ die Räume Lp(R
N , µσ)

und Lp(R
N , µσ) wie üblich definiert. (z.B. Reinhold Meise, Dietmar

Vogt, Einführung in die Funktionanalysis, Kapitel 1 §13). Für diese Räume
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gilt für alle p ≥ p′ ≥ 1

Lp(R
N , µσ) ⊆ Lp′(R

N , µσ) ,

da das Maß endlich ist.

Lemma 1 Ist c ∈ R, c < 1
2γ

, und F eine Funktion, so daß für die um y ∈ R
N

verschobene Funktion F (· + y) ∈ L1(R
N , dµLγ) gilt, dann hat man

∫

dµγ(x) exp(c(x + y)2)F (x + y)

= Λ(−c)N/2exp(cΛ(−c)y2)

∫

dµΛ(−c)γ(x)F (x + Λ(−c)y)

mit Λ(c) = 1
1+2γc

.

Beweis:

∫

dµγ(x) exp(c(x + y)2)F (x + y)

=

∫
dNx

(2πγ)N/2
exp

(

−x2

2γ
+ c(x2 + 2xy + y2))

)

︸ ︷︷ ︸

=− 1
2γΛ(−c)

(x−2cγΛ(−c)y)2+c(2cγΛ(−c)+1)y2

F (x + y)

x→x+2cγΛ(−c)y
= exp(cΛ(−c)y2)

∫
dNx

(2πγΛ(−c))N/2
Λ(−c)N/2

exp

(

− x2

2γΛ(−c)

)

F (x + (1 + 2cγΛ(−c))y)

= exp(cΛ(−c)y2)Λ(−c)N/2

∫

dµΛ(−c)γ(x)F (x + Λ(−c)y) ⊳

Lemma 2 Sei G : R
N → R eine C1-Funktion in L2(R

N , dµγ), für die auch
∂kG, k ∈ {1, . . . , N}, in L2(R

N , dµγ) liegt. Dann gilt

∫

dµγ(x)xkG(x + y) = γ

∫

dµγ(x)∂kG(x + y).
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Korollar 1 In der Situation von Lemma 3 gilt:

xH(γ)
n (x) − nγH

(γ)
n−1 = H

(γ)
n+1(x) .

Mit diesen Hilfmitteln bekommt man die folgende wichtige Feststellung.

F1 (Gaußintegration und Normalordnung) Für die Hermitepolynome

H
(γ′)
n mit γ′ ∈ R gilt für alle n ∈ N0

∫

dµγ(x)H(γ′)
n (x + y) = H(γ′−γ)

n (y) .

Beweis: Per Induktion nach n. Für n = 0 und n = 1 ist H
(γ′)
0 (x) = 1 und

H
(γ′)
1 (x) = x unabhängig von γ′ und invariant unter der Gaußintegration.

Somit ist nichts zu zeigen. Sei also n > 1. Dann gilt mit Korollar 1 und der
Induktionsvoraussetzung:

∫

dµγ(x)H
(γ′)
n+1(x + y) =

∫

dµγ(x)
(

(x + y)H(γ′)
n (x + y) − nγ′H

(γ′)
n−1(x + y)

)

Lemma 2,
Ind.Vor.

= nγ′H
(γ′−γ)
n−1 (y) + yH(γ′−γ)

n (y) − nγH
(γ′−γ)
n−1 (y) .

Zusammen mit Korollar 1 ist dies die Behauptung. ⊳

Einige Spezialfälle dieser Feststellung sollten vielleicht einzeln festgehalten
werden. Für γ′ = γ lautet die Aussage von F1:

Korollar 2 (Gaußintegration als Umkehrung der Normalordnung)

∫

dµγ(x)H(γ)
n (x + y) = yn für alle n ∈ N0 .

Und für γ′ = 0 erhält man:

Korollar 3 (Gaußintegration als Normalordnung negativer Kovarianz)

∫

dµγ(x)(x + y)n = H(−γ)
n (y) für alle n ∈ N0 .

Und dies kann man auch auf die L2-Räume über R
N verallgemeinern:
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Korollar 4 Sei γ′ ∈ R. Für die in Kapitel 1 definierten Hermitepolynome

H(γ′)
µ gilt ∫

dµγ(x)H(γ′)
µ (x + y) = H(γ′−γ)

µ (y) .

Für die Hermitepolynome h
(γ′)
n gilt entsprechend

∫

dµγ(x)h(γ′)
n (x + y) = h(γ′−γ)

n (y) .

Beweis: Man drückt h
(γ′)
n wie in Kapitel 1 Gleichung (8) als Summe aus und

wendet F1 komponentenweise an. ⊳

Eine weitere Feststellung ist in diesem Zusammenhang noch wichtig. Sie
macht eine Aussage darüber, wie man H

(aγ)
n (bx) für a und b ∈ R umformen

kann. Man kann die Regel direkt an der Definition der H
(γ)
n bzw. der H(γ)

µ

ablesen. Sie soll dennoch einmal explizit festgehalten werden. Im Falle a = b2

gilt dabei die folgende Feststellung.

F2 Für die in Kapitel 1 definierten Hermitepolynome H(γ)
µ : R

N → R gilt
für a ∈ R:

H(a2γ)
µ (ax) = anH(γ)

µ (x) mit n = |µ| .

Der häufiger benötigte Spezialfall lautet:

Korollar 5

h(a2γ)
n (ax) = :((ax)2)n:a2γ = a2n :(x2)n:γ = a2nh(γ)

n (x)

F3 (Die erzeugende Funktion der Hermitepolynome)

∞∑

n=0

a

n!
H(γ)

n (x) = exp(ax − γa2

2
)

Beweis: Durch Umordnen der Reihen.
∞∑

n=0

an

n!
H(γ)

n (x) =
∞∑

n,j=0

an

(n − 2j)!

(−γ)j

2jj!
xn−2jΘ([

n

2
] − j)

=
∞∑

j=0

1

j!

(−γa2

2

)j ∞∑

n=0

(ax)n

n!
⊳
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Die folgenden Definitionen und Feststellungen sind direkte Verallgemeine-
rungen derjenigen von Koch und Wittwer. [KW91]

F4 Für 0 < b ≤ 1 und µ, ν ∈ N
N
0 ist

〈H(γ)
µ ,H(γ)

ν 〉b,γ =
(γ

b

)|µ|
µ!δµ,ν .

Beweis: Seien a, c ∈ R
N und (·, ·) das kanonische Skalarprodukt auf R

N .
Dann gilt, indem man die Gaußschen Integrale (bzw. das Gaußsche Integral
im Fall b = 1) bei (∗) mit Hilfe quadratischer Ergänzung ausrechnet:

∞∑

µ1,...,µN =0

ν1,...,νN=0

aµcν

µ!ν!
〈H(γ)

µ ,H(γ)
ν 〉b,γ = 〈e(a,·)−a2γ

2 , e(c,·)− c2γ
2 〉b,γ

(∗)
= e

γ
b
(a,c)

=
∑

µ,ν

aµcν

µ!ν!

(γ

b

)|µ|
µ!δµ,ν . ⊳

Definition 1 Für 0 < b < 1 und γ > 0 sei die Funktion E
(γ)
b : C × C → C

definiert durch

E
(γ)
b (x, y) :=

∞∑

n=0

(
b

γ

)n
1

n!
H(γ)

n (x)H(γ)
n (y) .

F5 Für die Funktion Eb = E
(γ)
b gilt:

Eb(x, y) =
1√

1 − b2
exp

(

− 1

2γ(1 − b2)
(b2x2 − 2bxy + b2y2)

)

.

Beweis: Man zeigt, daß die rechte Seite in L2(R
N , µγ) die gleiche Entwick-

lung nach den Hermitepolynomen hat wie die linke. Aus Symmetriegründen
genügt zu zeigen

〈H(γ)
m , Eb(x, ·)〉γ = bmH(γ)

m (x) .

〈H(γ)
m , Eb(x, ·)〉γ

=

∫
dy

√

2πγ(1 − b2)
exp(− y2

2γ
)H(γ)

m (y) exp

(

− 1

2γ(1 − b2)

(

b2y2 + b2x2 − 2bxy
))
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=

∫
dy

√

2πγ(1 − b2)
H(γ)

m (y) exp




−

(

y − bx
)2

2γ(1 − b2)






=

∫

dµγ(1−b2)(y)H(γ)
m (y + bx) = H(b2γ)

m (by) = bmH(γ)
m (y) ⊳

F6 Für 0 < b < 1 kann man die Elemente von H(N)
b = Hb mit analytischen

Funktionen in N Variablen identifizieren, und für alle f ∈ Hb und z ∈ C
N

gilt die Ungleichung

|f(z)| ≤ ‖f‖b,γ
1

4
√

1 − b2N
exp

(

− 1

2γ(1 − b2)
(b2Re(z2) − b|z|2)

)

.

Beweis: Mit der Definition der Funktion Eb und F4 sieht man, daß Eb(x, ·) ∈
H(1)

b für beliebiges x ∈ C. Daher kann man ‖Eb(x, ·)‖2
b bilden, und es gilt

‖Eb(x, ·)‖2
b =

∞∑

n,k=0

( b

γ

)k+n 1

n!k!
H(γ)

n (x)H
(γ)
k (x)〈H(γ)

n , H
(γ)
k 〉b,γ

=
∞∑

n

( b

γ

)n 1

n!
H(γ)

n (x)H
(γ)
n (x) = Eb(x, x̄)

=
1√

1 − b2
exp

(

− 1

2γ(1 − b2)
(2b2Re(x2) − 2b|x|2)

)

.

Für die Skalarprodukte mit den Hermitepolynomen gilt weiterhin

〈H(γ)
m , E

(γ)
b (x, ·)〉b,γ =

∞∑

n=0

( b

γ

)n 1

n!
H(γ)

n (x̄)〈H(γ)
m , H(γ)

n 〉b,γ = H(γ)
m (x̄) . (1)

Unter Ausnutzung der Linearität kann man diese Gleichung auf beliebige
Polynome verallgemeinern. Sei nun (fn)n∈N eine Cauchyfolge von Polynomen

in H(1)
b . Aus Gleichung (1) folgt dann mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

für n, m ∈ N

|fn(x) − fm(x)| = |〈fn − fm, Eb(x, ·)〉b,γ| ≤ ‖fn − fm‖b,γ‖Eb(x, ·)‖b,γ .

Da die Norm von Eb(z, ·) eine stetige Funktion ist, nimmt sie auf jeder kom-
pakten Teilmenge von C ihr Maximum an. Die Cauchyfolge (fn)n∈N konver-
giert also gleichmäßig auf jeder kompakten Teilmenge von C, und daher ist
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ihr Grenzwert eine ganze, analytische Funktion. Damit sieht man, daß Gl.
(1) für alle Funktionen in H(1)

b zutrifft.

Sei nun P ∈ Hb eine Polynomfunktion, dann kann man sie schreiben als

P (x1, . . . , xN) =
∑

κ∈NN
0

PκH(γ)
κ (x1, . . . , xN) ,

wobei nur endlich viele Pκ 6= 0 sind. Für vorgegebene (y1, . . . , yN−1) ∈ C
N−1

ist H(γ)
κ (y1, . . . , yi−1, ·, yi+1, yN−1) ∈ H(1)

b . Definiert man also Eb durch

Eb(x1, . . . , xN) :=
N∏

i=1

Eb(xi) ,

so erhält man induktiv für µ ∈ N
N
0 und x ∈ C

N

〈H(γ)
µ , Eb(x, ·)〉b,γ = H(γ)

µ (x̄) (2)

und daraus unter Ausnutzung der Linearität des Skalarproduktes

〈P, Eb(x, ·)〉b,γ = P (x̄) . (3)

Sei nun (fn)n∈N eine Cauchyfolge von Polynomfunktionen in Hb. Für vor-
gegebene (y1, . . . , yN−1) ∈ C

N−1 ist dann der Grenzwert der Cauchyfolge

(f ′
n)n∈N := (fn(y1, . . . , yi−1, ·, yi+1, yN−1))n∈N in H(1)

b eine ganze, analytische
Funktion. Also ist der Grenzwert f von (fn)n∈N in Hb analytisch in jeder
der Variablen, und mit dem Satz von Hartogs folgt, daß f eine holomorphe,
ganze Funktion in N Variablen ist. Zusätzlich gilt für alle g ∈ Hb

〈g, Eb(z, ·)〉b,γ = g(z̄) .

Die Ungleichung in der Behauptung erhält man wieder aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung. ⊳
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Tab. B.1: Trunkationseffekte für N = 3
z∗k lmax = 10 lmax = 20 lmax = 30

z∗0 3.8716018937757 · 10−1 3.9015294442769 · 10−1 3.9015294689101 · 10−1

z∗1 2.7472709654097 · 10−1 2.7468216314596 · 10−1 2.7468216310166 · 10−1

z∗2 2.0416445882152 · 10−1 2.0327597434157 · 10−1 2.0327597360790 · 10−1

z∗3 1.4092248806621 · 10−1 1.4013502479152 · 10−1 1.4013502414472 · 10−1

z∗4 8.9625774854293 · 10−2 8.9257511848321 · 10−2 8.9257511547236 · 10−2

z∗5 5.2733434885004 · 10−2 5.2748796970937 · 10−2 5.2748796984464 · 10−2

z∗6 2.8856392240700 · 10−2 2.9099303116770 · 10−2 2.9099303316272 · 10−2

z∗7 1.4747091527680 · 10−2 1.5072774239603 · 10−2 1.5072774508427 · 10−2

z∗8 7.0528086140537 · 10−3 7.3689239174505 · 10−3 7.3689241862291 · 10−3

z∗9 3.1541868355104 · 10−3 3.4157386267627 · 10−3 3.4157388689480 · 10−3

z∗9 1.3139603409337 · 10−3 1.5071112742866 · 10−3 1.5071114902056 · 10−3

... -
...

...
z∗20 - 5.0275646988651 · 10−8 5.0374367835756 · 10−8

... - -
...

z∗30 - - 1.0553957852574 · 10−13

Die ersten 10 z∗k für N = 3 und lmax = 10, 20, 30. Die ersten 10 Wer-

te für lmax = 40 sind identisch mit denen für lmax = 30. Für lmax = 40

ist z∗40 = 3.2209843597592 · 10−20, z∗30 = 1.0554235840436 · 10−13 und

z∗20 = 5.0374367851155 · 10−8.

kleineren Werten von N der Fall ist.
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Tab. B.2: Trunkationseffekte für N = 20
z∗k lmax = 40 lmax = 50 lmax = 60

z∗0 6.7135699167269 · 10−4 6.7137831100317 · 10−4 6.7137831236764 · 10−4

z∗1 5.4722582473628 · 10−4 5.4724091850071 · 10−4 5.4724091946673 · 10−4

z∗2 5.2202412254520 · 10−4 5.2203651652976 · 10−4 5.2203651732299 · 10−4

z∗3 5.0324322565809 · 10−4 5.0325339440537 · 10−4 5.0325339505618 · 10−4

z∗4 4.7793545596989 · 10−4 4.7794355811177 · 10−4 4.7794355863032 · 10−4

z∗5 4.4366461453368 · 10−4 4.4367080895417 · 10−4 4.4367080935062 · 10−4

z∗6 4.0145889929024 · 10−4 4.0146340398981 · 10−4 4.0146340427811 · 10−4

z∗7 3.5381684226392 · 10−4 3.5381992679245 · 10−4 3.5381992698987 · 10−4

z∗8 3.0372937145831 · 10−4 3.0373132889402 · 10−4 3.0373132901930 · 10−4

z∗9 2.5407316573042 · 10−4 2.5407428246010 · 10−4 2.5407428253157 · 10−4

z∗9 2.0723798082894 · 10−4 2.0723851264509 · 10−4 2.0723851267913 · 10−4

...
...

...
...

z∗36 1.1315164646491 · 10−9 1.1338793621549 · 10−9 1.1338796345545 · 10−9

z∗37 5.7800321411117 · 10−10 5.7989994920249 · 10−10 5.7990021959982 · 10−10

z∗38 2.9151584691444 · 10−10 2.9299955707748 · 10−10 5.7990021959982 · 10−10

z∗39 1.4515862129964 · 10−10 1.4628783782344 · 10−10 1.4628809576271 · 10−10

z∗40 7.1353999581577 · 10−11 7.2189285198076 · 10−11 7.2189530200557 · 10−11

... -
...

...
z∗50 - 3.3911297113494 · 10−14 3.3943990779867 · 10−14

... - -
...

z∗60 - - 6.0217088064527 · 10−18

Die ersten 10 z∗k für N = 20 und lmax = 40, 50, 60. Für lmax = 70 sind

die ersten 10 Werte identisch mit denen für lmax = 60. Für lmax = 70

ist z∗60 = 6.0220916546711 · 10−18, z∗50 = 3.3943995424453 · 10−14 und

z∗40 = 7.2189530204572 · 10−11.



 

130 Anhang B. Ergebnisse der numerischen Rechnungen

B.2 Tabellen des kritischen Exponenten ν

Die hier gezeigten Tabellen zeigen einige der numerisch bestimmten Werte
für den kritischen Exponenten ν. Dazu wurde aus dem numerisch bestimm-
ten Fixpunkt der trunkierten algebraischen RG-Transformation die Matrix
der linearisierten RG-Transformation berechnet und numerisch diagonali-
siert. Aus dem ersten Eigenwert λ1 wurde dann der kritsche Exponent ν
berechnet. (Siehe auch Kapitel 3.)

Tab. B.3: ν für einige Werte von d und N = −1 und 0
d N = −1 N = 0 d N = −1 N = 0

0 - - 2 0.572496 0.766551
0.1 - - 2.1 0.570806 0.742861
0.2 - - 2.2 0.568709 0.720999
0.3 - 3.357170 2.3 0.566240 0.700752
0.4 0.528092 2.557642 2.4 0.563437 0.681937
0.5 0.534783 2.094339 2.5 0.560333 0.664404
0.6 0.541065 1.794838 2.6 0.556966 0.648025
0.7 0.546882 1.585792 2.7 0.553369 0.632691
0.8 0.552197 1.431311 2.8 0.549577 0.618308
0.9 0.556982 1.312021 2.9 0.545622 0.604796

1 0.561217 1.216665 3 0.541536 0.592086
1.1 0.564886 1.138306 3.1 0.537351 0.580118
1.2 0.567979 1.066439 3.2 0.533094 0.568842
1.3 0.570489 1.016113 3.3 0.528794 0.558214
1.4 0.572419 0.967166 3.4 0.524479 0.548199
1.5 0.573773 0.924112 3.5 0.520177 0.538766
1.6 0.574564 0.885845 3.6 0.515917 0.529896
1.7 0.574809 0.851529 3.7 0.511728 0.521574
1.8 0.574528 0.820526 3.8 0.507645 0.513801
1.9 0.573748 0.792332 3.9 - 0.506593
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Tab. B.4: ν für einige Werte von d und N
d N = 1 N = 2 N = 3 N = 5 N = 10

2 - - - - -
2.1 2.088862 9.193920 - - -
2.2 1.362344 4.045225 - - -
2.3 1.099159 2.288147 2.889098 3.126743 -
2.4 0.957038 1.559028 2.030739 2.287148 -
2.5 0.865337 1.214032 1.535818 1.782761 1.908031
2.6 0.799849 1.022244 1.236507 1.449465 1.574435
2.7 0.749927 0.901226 1.046530 1.217683 1.337054
2.8 0.710110 0.817609 0.918937 1.051532 1.160436
2.9 0.677294 0.755940 0.828437 0.929516 1.024914

3 0.649570 0.708225 0.761140 0.837755 0.918611
3.1 0.625700 0.669949 0.709101 0.767069 0.833820
3.2 0.604841 0.638382 0.667563 0.711338 07652475
3.3 0.586400 0.611780 0.633545 0.666445 0.699111
3.4 0.569946 0.588980 0.605103 0.629584 0.662617
3.5 0.555163 0.569176 0.580926 0.598813 0.623711
3.6 0.541815 0.551801 0.560104 0.572765 -
3.7 0.529725 0.536443 0.419914 0.546388 -
3.8 0.518769 0.522810 0.526130 0.531208 -
3.9 0.508867 0.510699 0.512199 0.514498 -
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ANHANG C

Einige Resultate der ǫ-Entwicklung

In diesem Anhang befinden sich einige der mit Maple berechneten Ergebnisse
der ǫ-Entwicklung. (Kapitel 5)

C.1 ǫ-Entwicklung der Entwicklungskoeffizienten zm bis

zur 2. Ordnung

T =
√

2 und R = log 2

z
(0)
0 = 1

z
(1)
0 = 0

z
(2)
0 =

−NR2(N + 2)

32(N + 8)2

z
(0)
1 = 0

z
(1)
1 = 0

z
(2)
1 =

R2(N + 2)

8(T − 2)(N + 8)2

z
(0)
2 = 0
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z
(1)
2 = − R

16(N + 8)

z
(2)
2 = R

(

− 8(N + 8)2 + 4(−N2 + 44N + 200)R + 6(N + 8)2T + (−92N − 424 + 3N2)TR
) /

(

(N + 8)3(−384T + 512)
)

z
(0)
3 = 0

z
(1)
3 = 0

z
(2)
3 =

R2

32(N + 8)2(T − 1)

z
(0)
4 = 0

z
(1)
4 = 0

z
(2)
4 =

R2

512(N + 8)2

C.2 ǫ-Entwicklung des kritischen Exponenten ν

ν(0) =
1

2

ν(1) =
1

4

N + 2

N + 8

ν(2) = − (N + 2)

16(N + 8)3(4 − 3T )
·

(

− 8(N + 8)(N + 2) + 12(7N + 20)R

6(N + 8)(N + 2)T − 7(7N + 20)RT
)

ν(3) = − (N + 2)

32(N + 8)5(4 − 3T )2
·

(

− 68(N + 8)2(N + 2)2 + 45(N + 8)(7N + 20)(5N + 16)R

(681N3 − 440N2 − 2648N + 42016)R2 + 48(N + 8)2(N + 2)2T

− 32(N + 8)(7N + 20)(5N + 16)RT − 6(79N3 − 60N2 − 432N + 4544)R2T
)

Die nullte und die erste Ordnung stimmt im hierarchischen und im vollen
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Tab. C.1: ν berechnet durch diagonale Borel-Padé-Summation der
ǫ-Entwicklung in 6. Ordnung.

N d = 3.9 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.1 3.0

−2 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 0.49996 0.49994
−1 0.50371 0.50764 0.51172 0.51586 0.51995 0.52371 0.52744 0.53299 0.53266 -

0 0.50659 0.51380 0.52157 0.52988 0.53873 0.54811 0.55761 0.56841 0.57946 0.59040
1 0.50887 0.51877 0.52973 0.54183 0.55525 0.56972 0.58789 0.60133 0.62597 -
2 0.51070 0.52281 0.53644 0.55181 0.56920 0.58817 0.61332 0.63773 0.67734 -
3 0.51220 0.52613 0.54199 0.56010 0.58093 0.60520 0.63391 - - -
4 0.51345 0.52889 0.54660 0.56699 0.59064 0.61836 0.65126 0.69084 0.73922 0.79939
5 0.51450 0.53121 0.55046 0.57274 0.59872 0.62928 0.66562 0.70931 0.76246 0.82801
6 0.51540 0.53318 0.55372 0.57757 0.60546 0.63834 0.67747 0.72449 0.78161 0.85185
7 0.51617 0.53487 0.55650 0.58167 0.61113 0.64589 0.68727 0.73696 0.79724 0.87121
8 0.51684 0.53633 0.55890 0.58517 0.61593 0.65224 0.69543 0.74724 0.81000 0.88690
9 0.51744 0.53761 0.56098 0.58818 0.62004 0.65761 0.70227 0.75578 0.82050 0.89964

10 0.51796 0.53873 0.56279 0.59079 0.62357 0.66220 0.70806 0.76293 0.82919 0.91008
11 0.51842 0.53973 0.56439 0.59308 0.62664 0.66615 0.71300 0.76897 0.83646 0.91868
12 0.51884 0.54061 0.56581 0.59510 0.62933 0.66958 0.71725 0.77412 0.84258 0.92585
13 0.51922 0.54141 0.56707 0.59688 0.63169 0.67258 0.72093 0.77854 0.84778 0.93187
14 0.51956 0.54212 0.56821 0.59847 0.63378 0.67522 0.72415 0.78237 0.85225 0.93697
15 0.51987 0.54277 0.56923 0.59990 0.63565 0.67755 0.72698 0.78572 0.85611 0.94133
16 0.52015 0.54336 0.57015 0.60119 0.63732 0.67963 0.72949 0.78866 0.85948 0.94510
17 0.52041 0.54390 0.57099 0.60235 0.63883 0.68150 0.73172 0.79126 0.86243 0.94838
18 0.52065 0.54440 0.57176 0.60341 0.64019 0.68318 0.73372 0.79357 0.86504 0.95125
19 0.52087 0.54485 0.57246 0.60438 0.64143 0.68469 0.73551 0.79564 0.86737 0.95379
20 0.52107 0.54527 0.57311 0.60526 0.64256 0.68607 0.73714 0.79751 0.86945 0.95605

1

d−2
0.52632 0.55556 0.58823 0.62500 0.66667 0.71429 0.76923 0.83333 0.90909 1.00000

Modell je überein. Im vollen Modell ist

ν
(2)
f =

N + 2

8(N + 8)3
(N2 + 23N + 60)

und

ν
(3)
f =

N + 2

32(N + 8)5
(2N4 + 89N3 + 1412N2 + 5904N + 8640 − 192(5N + 22)(N + 8)t)

mit t ≈ 0.60103. [WK74] Auffallend ist, daß die Vorfaktoren N+2
(N+8)3

bzw.
N+2

(N+8)5
in beiden Entwicklungen vorkommen und der Grenzwert für N → ∞

für beide Modelle gleich ist und mit den Koeffizienten der Entwicklung von
1

d−2
= 1

2
1

1−ǫ/2
übereinstimmt. (ν(1) → 1

4
, ν(2) → 1

8
und ν(3) → 1

16
)

Schließlich werden in Tabelle C.1 noch einige Werte gezeigt, die mit Hilfe der
in Kapitel 5 besprochenen Borel-Padé-Approximation aus der ǫ-Entwicklung
bis zur 6. Ordnung berechnet wurden. Die Werte sind für kleine d in sehr
guter Übereinstimmung mit den numerischen Werten. Für d = 3 stimmen
jedoch nur noch 2 bis 3 Stellen überein. Leider liegt aufgrund der fehlenden
Restgliedabschätzung der ǫ-Entwicklung und der Padé-Approximation keine
Fehlerabschätzung vor.
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Änderungen gegenüber der ersten Version

Neben einigen Fehlern der Formatierung und Rechtschreibung wurden noch
die folgenden Formeln geändert.

• S. 91 ff. diverse ‖un‖ρ durch ‖u‖ρ ersetzt.

• S. 93 im Bemerkung zu F3. ‖r1 + r2‖
︸ ︷︷ ︸

2q

(q durch 2q ersetzt.)

Version (3): amsfonts ergänzt
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