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KAPITEL O

Einleitung

Die Untersuchungsmethoden, die meist kurz mit , Renormierungsgruppe*
(RG) zusammengefafit bezeichnet werden, haben viel zum Versténdnis des
Verhaltens physikalischer Systeme beigetragen, die sich in der Nédhe eines
kritischen Punktes befinden. Zusétzlich haben sie einige Einsicht in gewis-
se Schwierigkeiten bei der Behandlung relativistischer Quantenfeldtheorien
erlaubt und einen nichtstérungstheoretischen Zugang ermoglicht.

Aus der experimentellen Beobachtung ist bekannt, dafl die Fluktuationen
des Ordnungsparameters thermodynamischer Systeme am kritischen Punkt
stark anwachsen und sogar makroskopisch werden. Ein einfaches Beispiel fiir
die direkte Beobachtbarkeit dieses Verhaltens sind Systeme mit einer fliissi-
gen und einer gasformigen Phase (etwa C'O;) in der Néhe ihres kritischen
Punktes. Wenn man sich dem kritschen Punkt des Systems néahert, so ver-
schwindet die fliissig-gasférmig Trennlinie, und in der Néhe des kritischen
Punktes tritt kritische Opaleszenz auf. Die Fluktuationen erreichen dann die
Groflenordnung der Wellenlénge des Lichtes. Ganz analoges Verhalten findet
man bei anderen Systemen, insbesondere auch bei Ferromagneten. Die kri-
tische Opaleszenz ist dann allerdings nicht im sichtbaren Licht beobachtbar.
Die mathematische Beschreibung von Systemen nahe am kritischen Punkt
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muf} daher Fluktuationen vieler Gréflenordnungen beriicksichtigen.

Ein zweites Phénomen ist, daf§ sich mikroskopisch ganz verschiedene Syste-
me am kritschen Punkt gleichartig verhalten. Diesen Sachverhalt bezeichnet
man mit ,, Universalitat®. Sie zeigt sich u.a. darin, dafl Systeme innerhalb
der selben ,, Universalitétsklasse® die gleichen , kritischen Exponenten® ha-
ben. Sei t die reduzierte Temperatur % Fiir Ferromagneten sind die kri-
tischen Exponenten «, 3,7,d und 7 definiert durch das singuldre Verhalten

der folgenden Grofien am kritischen Punkt. Dabei bedeutet f(t) ~ t*, daB
log f(t)

der Grenzwert lim;_,q Toxt existiert und gleich A ist.
Wérmekapazitét Cy ~ |t]~ fir H=0
Magnetisierung mo o~ (-t)?  fiir t<0
isotherme Suszeptibilitdt —yr ~ [t]=7 fir H=0
auBeres Feld |H| ~ Im|° fir t=0
Korrelationsldange £ ~ |t~ fir H=10
Korrelationsfunktion D7) ~ |72 fiir t+=0,H=0

Fiir @ und v unterscheidet man noch den Wert dieser Groflen fiir ¢ > 0 und
t < 0. Ganz analog definiert man sie fiir andere physikalische Systeme.

Die Universalitdtsklassen, also die Mengen von physikalischen Systemen mit
gleichen kritischen Exponenten, sind bestimmt durch die Dimension des Sy-
stems, durch vorhandene Symmetrien und durch die Zahl der lokalen Frei-
heitsgrade. Sie hingen aber nicht von den mikroskopischen Eigenschaften des
Materials ab. Aufler den kritischen Exponenten gibt es noch andere Groflen,
die innerhalb der Universalitdtsklassen gleich sind, etwa die Zustandsdia-
gramme in den reduzierten Variablen.

Kritsche Theorien treten aber auch in der Quantenfeldtheorie auf. Wenn
man eine Euklidische Feldtheorie in d Dimensionen durch ihre Gitterappro-
ximation auf dem Gitter aZ? mit der Gitterkonstanten o € R~ definiert,
so hat man fiir die berechneten Groéflen den Ultraviolett-Grenzwert @ — 0
geeignet durchzufithren. Um nach der Durchfithrung eine nichttriviale Theo-
rie mit einer Korrelationsldange grofler als Null zu erhalten, muf} sie vor der
Durchfithrung des UV-Grenzwertes eine Korrelationslédnge haben, die in Ein-
heiten der Gitterkonstante unendlich ist. Man muf§ also eine kritische Theorie
betrachten.

Ein Problem bei der Behandlung fast kritischer und kritischer Theorien ist
die grofle Anzahl von Freiheitsgraden innerhalb der Korrelationsldnge. Da-



durch sind solche Methoden nicht anwendbar, die davon ausgehen, daf je-
weils nur wenige mikroskopische Freiheitsgrade korreliert sind. Ein Beispiel
fiir eine solche Methode ist die Virialentwicklung fiir verdiinnte, reale Gase.

Mit Hilfe der Renormierungsgruppe ersetzt man eine Theorie durch ihre ef-
fektive Theorie, indem man Freiheitsgrade ausintegriert, die zu kurzwelligen
Fluktuationen gehoren. In der Block-Spin-Version teilt man das Gitter in d-
dimensionale Hyperwiirfel mit einer Kantenlénge ein, die ein Vielfaches der
Gitterkonstante ist, und mittelt das Feld iiber diese Hyperwiirfel. Hatte man
vorher eine ,fast kritische“ Theorie, so hat man anschlielend eine effektive
Theorie, die ,,weniger kritisch® ist, da die Korrelationslédnge in Einheiten der
Gitterkonstante kleiner ist.

Fiir die nun folgende Motivation der hierarchischen RG-Transformation sei
vorausgesetzt, daf3 die vorkommenden Integrale existieren und man die In-
tegrationsreihenfolge beliebig vertauschen kann. Eine kleine Anmerkung zur
Notation: Fiir die natiirlichen Zahlen gibt es im Gegensatz zu den Mengen
R,Z und C verschiedene Konventionen. In dieser Arbeit ist Ny die Menge
der natiirlichen Zahlen, N = N; die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die
Null und fiir £ > 1 ist N5y := {n € N: n > k}. Diese Konvention wird auch
fiir die reellen Zahlen benutzt.

Theorien auf aZ? kann man als (Volumen-) Grenzwert n — oo von Theorien
auf dem Torus
A= aZt)al7?

ansehen. Dabei ist o™ mit L,n € N>, die , Seitenléinge® des Torus. Man
stellt ihn sich als Gitter der Gitterkonstanten o mit periodischen Randbe-
dingungen vor.

Sei N € N. Nun soll eine Euklidische (Gitter-) Feldtheorie fiir N-komponentige
Felder auf dem Torus definiert werden. Zu dem Torus hat man einen Vek-
torraum

G =GN = {g]¢: A — RV} ~ REDN

von N-komponentigen, reellwertigen Funktionen auf dem Gitter, den , Fel-
dern auf G*, mit dem (kanonischen) Skalarprodukt (-,) : G x G — R

(6,9) =D dilx)u(x) .

zeA i=1

Eine euklidische N-Vektor-Theorie ist dann definiert durch ein Gauflsches
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Mafl du,, auf G, zusammen mit einem Wechselwirkungsterm

V(e) = > v(s@))

TEA

V:RY = R, so daB Z(¢) = e7V(® integrabel bzgl. dp,, ist. Dabei ist w der
freie , Propagator, also das Inverse des negativen Laplace-Operators —/A auf
dem Torus, bei dem man die Nullmoden entfernt hat. Dafiir subtrahiert man
einen geeigneten Projektionsoperator. Die konkrete Definition der Theorie

kann man entweder iiber die erzeugende Funktion Z : G — R der (Gitter-)
Greensfunktionen (¢;, (z;,) - - ¢4, (25,))

1

2= / dj1a () Z(6) %)

mit Zy := [ dpw(¢)Z(¢) vornehmen, oder aber man betrachtet dquivalent

dazu .
dv = How

- [du,2
als Wahrscheinlichkeitsma$ fiir die ZufallsgroBen ¢;(x), i € {1,...,N},z €

A. Dann berechnet man die Erwartungwerte, Korrelationsfunktionen und
andere relevante Grofien durch

(s (1) - 6, (20)) = / dv(@)i, (1) - b ()

Ein Beispiel fiir eine Wechselwirkung ist die ¢*-Theorie mit
% 2, A 4
V(g) = 7¢ + Id) :

Die Aufgabe ist nun, fiir diese Gréflen den ,Grenzwert® n — oo durch-
zufithren. Dabei gibt es eine Komplikation: Fiir verschiedene Werte von n
liegen die zugehorigen Funktionen nicht im gleichen Funktionenraum, und
man mufl daher zuerst festlegen, wie man die Funktionen in den Raum
G = {¢|¢ : aZ? — R} einbettet, in dem die Grenzfunktion liegen soll.
Dies kann man etwa dadurch machen, dafl man zu ¢ € G die periodische
Funktion ¢ € G mit ¢(z) := ¢() als Einbettung von ¢ in G versteht, wobei
7 die Restklasse von z mod aL"Z% ist. Dann benétigt man noch eine geeig-
nete Metrik. Da dieser Grenzwert selbst hier nicht durchgefiihrt werden soll,
werden diese Uberlegungen aber nicht weiter verfolgt.



Die RG-Transformation stellt jedenfalls eine Beziehung zwischen Gittern
verschiedener Gréfle her, und man kann daher mit ihrer Hilfe diese Grenz-
werte untersuchen. Dazu wird das urspriingliche Gitter in Hyperwiirfel der
Kantenldnge ol unterteilt. Die Ecken dieser Hyperwiirfel bilden ein Git-
ter mit der Gitterkonstanten oL, das mit A’ bezeichnet wird. Es ist dann
N = (al)Z/(aL)L"1Z4. Fiir Elemente z von A und 2’ von A’ schreibt
man z€x’, falls z in dem Hyperwiirfel liegt, der zu a2’ gehort. Genauer: Seien
%, 2" € aZ? beliebige Vertreter von # € A und 2’ € A’. Dann definiert man

v€r’ & Ll 'L7'#] =a '3, mod L"Z fiir allei € {1,..,d} .

Dies ist wohldefiniert. Denn sind ¢ und g’ weitere Vertreter von x bzw. 2/,
so gilt § = & + ak, L™ und § = &' + akyL" ' mit k,,ky € Z. Dieser
Definition liegt die folgende Vorstellung zugrunde. Denkt man sich das Gitter
A représentiert durch die Menge

{alyr, .- ya)lyi € {0,.., L™ = 1}}
und A’ durch die Menge

{a(yb R 7yd)|yl S L{07 3) Ln_l - 1}} )
je mit periodischen Randbedingungen, so bedeutet dies fiir die Werte von x
und 2/, die nicht am Rand der Mengen liegen,

/

zexr’ & <z <ax,+al.

72/ L" 74 selbst kann man aber nicht anordnen. Der zum Torus A’ gehérende
Raum von Abbildungen ist

G/ — G/(N) e {¢’¢ A ]RN} ~ R(L(n—l))d_N .

Zu jedem Feld auf A soll nun durch Mittelung ein Feld auf A’ definiert werden.
Dazu sei der Blockmittelungsoperator C' : G — G’ der lineare Operator mit

Co(a') =LY d(x) .

Die Felder werden dabei komponentenweise addiert. Da es sich hier um einen
linearen Operator endlich-dimensionaler Vektorrdume handelt, kann man ihn
als Matrix ansehen. Fiir die Matrixelemente gilt

—d . /
cwo={ "

0 : sonst
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und der transponierte Operator ‘C': G’ — G ist iiber die Matrixtranspositi-
on definiert. (Man beachte allerdings, dafl keine Basis in G und G’ festgelegt
wurde und daf bei dieser Sichtweise C'(z,z’) eine N x N-Matrix ist, da noch
tiber die inneren Freiheitsgrade summiert werden mu$.)

Nun soll die Theorie fiir das feinere Gitter durch die effektive Theorie, die zu
den gemittelten Feldern auf dem groberen Gitter gehort, ausgedriickt werden.
Die wichtigste Schwierigkeit bei diesem Schritt ist das Auftreten nichtlokaler
Terme in der effektiven Wechselwirkung.

Dieses Problem ist fiir hierarchische Modelle durch die Konstruktion gelost.
Man ersetzt den Propagator w durch den hierarchischen Propagator v. Fiir
dessen Definition mufl man die Unterteilung des Gitters noch weiter fiihren.
Fiir 0 <7 <n sei

A9 = (aL)Z4) () ) L7

Dann ist A = A@_ A’ = A und A™ besteht nur noch aus einem Punkt.
Die weiteren AY) faft man im oben diskutierten Sinn als Unterteilungen des
urspriinglichen Gitters in immer gréfere Hyperwiirfel auf. A™~ gehort also
zu der Unterteilung in nur noch L¢ Hyperwiirfel der Seitenlinge aL™~!. Die
Definition von € kann man wortwortlich durch Ersetzen der Gitterkonstante
auf Elemente von A und AU+ iibertragen. Durch disjunkte Vereinigung
aller AY) erhélt man eine hierarchisch geordnete Menge. [POR93]

Mit Hilfe dieser hierarchischen Struktur, durch die der Name des hierar-
chische Modells begriindet ist, kann man den Propagator definieren. Dazu
bendtigt man eine weitere Definition. Sei € AU)| dann existiert fiir j < n
genau ein Element [z] € AUTY| so daB x€ [2] gilt. Definiere fiir # € A und
k < n die k-fache Anwendung fiir k& > 0 durch [z]¥ := [...[z]...] € A®
und fiir & = 0 explizit durch [z]° = z. Der hierarchische Propagator ist dann
definiert durch

i
L

v(z,y) = vy (2,y) == Y LG g -
0

3
]

Im Gegensatz zum urspriinglichen Propagator ist v nicht mehr translations-
invariant. Man kann ihn aber als (grobe) Nidherung des feldtheoretischen

freien Propagators sehen, da er das Verhalten von W grob simuliert.

—L _~ um. Und diesen Beitrag erhalt

Dazu schreibt man den Vorfaktor in )
man, wenn x und y in einem gemeinsamen Hyperwiirfel der Kantenlédnge L™

aus A enthalten sind.



Definiert man auch noch einen hierarchischen Propagator v" auf dem Gitter
A’ auf die gleiche Weise wie fiir das Gitter A, so kann man v mit Hilfe des
Blockmittelungsoperator durch v’ ausdriicken. Es ist

v(z,y) = L**('Cv'C)(x,y) + T(z,y)
mit
F(x7 y) = Pyéﬂ?,y .
Dies rechnet man einfach nach. Es gilt

('CVONCE) = D) O (5 )0 = Y Oz (2, 2)C(,¢)

z,2' €N’ 2,2 €N

= L7W'([¢],[€])
= LY LI ggm e

n—1
= LN LDy

m=1

Das zentrale Objekt der Theorie auf dem Gitter A ist der Boltzmannfaktor
Z(¢). Unter Ausnutzung der Faltungseigenschaft Gauischer Mafie kann man
jedem Boltzmannfaktor auf A einen auf A’ zuordnen, der die effektive Theo-
rie beschreibt. Fiir RG-Rechnungen benutzt man dazu nicht die erzeugende
Funktion

717 = / Q1o () 2 ()"

mit einer dufleren Quelle, sondern eine erzeugende Funktion mit einem ex-
ternen Feld: Z(V) = [du,(¢)Z(¢ + ¥). Mit J = v~V ist die Beziehung
zwischen ihnen

Z(W) = e 2D z1]] .

Fiir diese erzeugende Funktion ist dann

1

2) = o [ dul)Z(6+ V)
= Zio dﬂ(L2+dt0ufc)(¢1)/dﬂr<¢2)z(¢l+¢2+\P)

= Zio duv'(¢1)(/dﬂr(¢2)Z(L1+gtC¢1+¢2+‘1’)) :
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Man hat also
2(6) = [ dur(w) 206 + ).

Die Abbildung Z — Z’ nennt man , Renormierungsgruppen-Transformation®.
(RG-Transformation). I' wird auch ,Fluktuationspropagator® genannt, da
mit seiner Hilfe die Fluktuationen des Feldes auf A um das gemittelte Feld auf
A’ beschrieben werden. Diese Fluktuationen werden bei der RG-Transformation
ausintegriert, um den Boltzmannfaktor auf A’ zu erhalten. Im hierarchischen
Modell ist der Fluktuationspropagator ultralokal und erhélt dadurch die Lo-
kalitdat einer Wechselwirkung. Ist also

TzEA

ein Produkt, so ist auch Z’(¢’) ein Produkt, wie man durch Einsetzen in die
RG-Transformation sieht.

Z'(¢) = / anexp(—%Ziwk<w>2wk<y>)-

€N k=1 yeA
[T 2(e, L'=2¢/([a]) + w(2))
1 al 2 1—-2
- /wagexp(—ﬂ;w) )l L4/ () + ()

- H/ [T dn@))a(e, L3¢/ (2') + v(@))

x'eN z:x€x’

=[] 7. ¢ @) .

z'eN

Wobei die abkiirzende Schreibweise

oy = (1] ﬂd%(z))

z€EA k=1

benutzt wurde und N der Normierungsfaktor des GauBschen Mafles ist. Diese
Rechnung ist aufgrund der Abhéngigkeit der Funktion z vom Ort sogar all-
gemeiner als fiir die weitere Rechnung benotigt. Fiir eine Theorie mit lokaler
Wechselwirkung ist

2(9) = [[en(-V(6(2))) ,



d.h. z ist unabhéngig von = und hat die Form z(z, ¢(z)) =: z(¢(x)). Damit
gilt
Ld
2= [T ([ dm@s=-toa) + v)
a' N

(Die Potenz von L, 2%‘1, ist das Negative der , Ingenieursdimension® % des
Feldes.) Die RG-Transformation fiir die Faktoren z,2’ : RY — R ist ein
N-dimensionales Integral iiber die inneren Freiheitsgrade und gegeben durch

J(®) = (/d,uw(\lf)z(Ll_gQ) + xp))Ld .

Die endgiiltige Form erreicht man, indem man noch 3 := L% setzt und
2, 2" durch 2" bzw. 2% ersetzt
(R2)(®) = 2(®) = [ du (W) (0 + 50). 1)

Gleichung (1) kann man zu beliebigen L € R.; und d € R+ fortsetzen. Die
RG-Transformation ist dann eine nichtlineare Transformation mit den reellen
Parametern d, L und . Betrachtet die Menge der Fixpunkte als die Lésun-
gen der Gleichung, so haben nichtlineare Transformationen typischerweise
kritische Parameter, bei denen sich die Losungsmenge qualitativ verdndert.
Im einfachsten Fall treten bei gewissen kritischen Parametern zusétzliche
Losungen auf. Dies ist bei der hierarchischen RG-Transformation der Fall,
und einer der kritischen Werte von d ist d = 4. Gleichung (1) simuliert vie-
le der (kritischen) Eigenschaften der vollen RG-Transformation gut und ist
einer mathematischen Behandlung leichter zugénglich. Daher werden neue
Ideen meist zunéchst an hierarchischen Modellen getestet, um anschlieffend
eine Verallgemeinerung auf volle Modelle zu versuchen. Ein wichtiger Unter-
schied zwischen hierarchischen Modellen und vollen Modellen ist der kritische
Exponent 7. Bei hierarchischen Modellen ist n = 0. Der Nachweis ist durch
Differentiation der Fixpunktgleichung méglich. [POR96]

Die Konstruktion von Modellen mit einer hierarchischen Symmetrie, wie z.B.
auch in [CET78], ist nur eine der Moglichkeiten, die hierarchische RG-Trans-
formation zu motivieren. Man kann sie auch als (ultralokale) Approximation
der RG-Transformation euklidischer Feldtheorien auffassen [PPW94] oder
als Naherung der bei der Behandlung wechselwirkender Oberfléchen auf-
tretenden RG-Transformation betrachten [CM94]. Nicht zuletzt erhédlt man
sie auch durch Approximation einer RG-Transformationen der statistischen
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Physik oder der euklidischen Quantenfeldtheorie auf dem Gitter. (z.B. aus
der KADANOFF-WILSON RG-Transformation: [ROLI6]) Diese sind typischer-
weise ad hoc Approximationen der vollen RG-Transformation und nicht im
Sinne der niedrigsten Ordnung einer Entwicklung der vollen Transformation
zu verstehen.

Neben der Betrachtung als Untersuchungsmethode fast kritischer und skale-
ninvarianter Theorien, kann man iterierte RG-Transformationen als schritt-
weise Berechnung der hochdimensionalen Integrale in den erzeugenden Funk-
tionen ansehen. Man kann sie aber auch als Hilfsmittel fiir die Untersuchung
der Existenz des IR- und des UV-Grenzwertes benutzen. Dabei ist der ge-
meinsam zugrundeliegende Gedanke, die vorgegebene Theorie mit Hilfe der
RG-Transformation durch eine effektive zu ersetzen.

Die oben besprochenen Rechnungen kann man auch auf einem ,,Multigrid*
durchfithren. [MP85, POrR90, POR93, R1v91] Dies wurde bei der Definition
des hierarchischen Propagators schon angedeutet. Dann entspricht die gefun-
dene RG-Transformation der Transformation zwischen zwei Lagen des Mul-
tigrid und man bekommt Werkzeuge in die Hand, um sowohl den UV- als
auch den IR-Grenzwert zu untersuchen. Mit der Bezeichnung z;,_1 = R z;
bedeutet die Durchfithrung des UV-Grenzwertes, 2 5o zu wahlen, daf
limnHOOR”z,(ln) existiert. Untersucht man die Existenz dieser Grenzwerte,
so stellt man fest, dafl sie nicht fiir alle auf endlichen Gittern definierbaren
Wechselwirkungen existieren. Das besondere Interesse an Fixpunkten der
RG-Transformation kommt dann bei dieser Sichtweise daher, dafl man fiir
einen Fixpunkt den Grenzwert besonders einfach durchfiihren kann. Weiter-
hin erhélt man ein Teilergebnis zur Universalitdt: Theorien, die durch ver-
schiedene Wechselwirkungen definiert sind, kénnen den gleichen Grenzwert
haben.

Diese Arbeit ist folgendermafien aufgebaut. In Kapitel 1 wird die Definiti-
on der RG-Transformation prézisiert. Basierend auf der vorgegebenen In-
tegralform wird ein Operator auf einem Banachraum definiert. Die Eigen-
schaften dieses Operators werden in Kapitel 2 untersucht, und es werden zu
ihm gehorende , algebraische RG-Transformationen® abgeleitet. Diese Glei-
chungen werden in Kapitel 3 benutzt, um numerisch Fixpunkte der RG-
Transformation zu finden. Mit Hilfe der numerisch bestimmten Fixpunkte
werden die Eigenwerte der linearisierten RG-Transformation berechnet. Aus
den Eigenwerten erhélt man den kritschen Exponenten v. Mit Hilfe der alge-
braischen RG-Transformation wird zu reellen Werten von N fortgesetzt und
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insbesondere auch Fixpunkte und Eigenwerte des 0-Komponenten-Modells
bestimmt. In Kapitel 4 wird das asymptotische Verhalten fiir grole Werte von
N untersucht. Nach einer Néherung erhélt man exakt 16sbare Gleichungen,
deren Losungen im Giiltigkeitsbereich der Approximation die Ergebnisse der
Numerik bestétigen. Die e-Entwicklung ist eine weitere Methode zur Unter-
suchung nichttrivialer Fixpunkte. In Kapitel 5 wird die e-Entwicklung nach
[PPWO94] auf den N-Komponentenfall verallgemeinert. Die Ergebnisse wer-
den mit den Ergebnissen der numerischen Rechnungen verglichen. Schlief3-
lich wird in Kapitel 6 die Betafunktionsmethode fiir hierarchische Modelle
besprochen. Mit dieser Methode kann man Existenzbeweise fiir nichttrivia-
le Fixpunkte fithren. Es werden erste Ergebnisse hergeleitet, die fiir solche
Beweise niitzlich sind.
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Kapitel 0. Einleitung




KAPITEL 1

Das Modell

Die Form der zu untersuchenden Integralgleichung ist durch Gleichung (1)
aus der Einleitung vorgegeben. Fiir die weitere Behandlung wird sie in eine
mathematisch bequemere Form gebracht. Dann wird basierend auf dieser
Gleichung ein Operator auf einem Banachraum definiert.

1.1 Definition des Operators R

Seien L,d € Ryp und N € N. Betrachtet wird der Operator R : Dr — Dx
der hierarchischen RG-Transformation, wobei Dz ein Raum von Funktionen
ist, die von RY nach R abbilden. Die Angabe des Definitionsbereiches gehort
natiirlich zur Definition des Operators, ist aber nicht ganz einfach und wird
etwas spéter diskutiert. R ist dann fiir Z € Dy definiert durch

<Rm@w=/ﬁ%@M@+LPM@”.

to(y) ist ein GauBsches MaB auf RY mit Kovarianz o € Rsg. Fiir Rech-
nungen ist es besonders giinstig, den Spezialfall LY = 2 zu wihlen, da
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die RG-Transformation dann eine quadratische Transformation ist. Die RG-
Transformation lautet dann

(R Z)(x) = / Q1o () Z2(y + )

und man hat 3 := L'=4? = 2%+ . Fiir volle Modelle héngen die physikalisch
interessanten Groflen nicht von L ab. Fiir hierarchische Modelle ist L ein
Modellparameter, wobei es jedoch keine starke Abhéangigkeit von L gibt. Dies

muf} beim Vergleich numerischer Ergebnisse beriicksichtigt werden. [KWO1,
Seite 540]

Fixpunkte von R, also Funktionen Z* mit R Z* = Z* sind wie in der
Einleitung angesprochen besonders interessant. Sie sind Kandidaten fiir die
Konstruktion von Gittertheorien mit unendlicher Korrelationsldnge und dies
ist die Voraussetzung dafiir, dal der Kontinuumsgrenzwert nichttrivial ist.

Einen Fixpunkt kann man sofort angeben, nédmlich Z; = 0. Mit ihm ist es
aber nicht moglich, ein Wahrscheinlichkeitsmafl zu definieren. Daher ist er
physikalisch uninteressant. In gewissem Sinne gibt es noch einen zweiten ganz
trivialen Fixpunkt, ndmlich Z., = co. Bei der mathematischen Untersuchung
des Operators wird er aber keine Rolle spielen.

Es gibt jedoch noch zwei weitere triviale Fixpunkte, die beide eine physika-
lische Bedeutung haben. Es ist der

Ultraviolett-Fixpunkt Z;y =1,
der zum freien, masselosen Feld gehort, und der

Hochtemperatur-Fixpunkt Zgr
N
definiert durch Zgr(z) = N, exp(—c,2?) mit N, = LZ7-1 und ¢, = % Er
gehort zu einem nicht wechselwirkenden Modell mit verschwindender Korre-

lationslinge. Fiir die spezielle Wahl von L = 2 ist also N, = 27 = (262)N/2

22/d—1 _ 28°—1
und ¢, = 25 = 2

Dies rechnet man direkt oder mit Hilfe von Lemma A.1 nach.

!

=N ) expl-c. L+ 00

Lemma A.1 I,d 1 o C*Ld 2,2
= N, (7) exp( 71+200*Ldﬁ T )

ol

1+ 20c, L4
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N
1 L : L4
SV [ — = N, A = Cp————————
* (1—1—200*[/1) “=C 1+ 20c, L4

1.1.1 UV-Bild und HT-Bild

Spaltet man den HT-Fixpunkt Zyr von den zu untersuchenden Funktionen
ab, so erhélt man eine weitere RG-Transformation, die fiir viele Rechnungen
vorteilhaft ist. Dazu rechnet man nach, wie sich Funktionen der Form Zgr-Z
unter R verhalten.

(R (Zur-2)) @) = [ duat) 20+ 5)2% (3 + 5)

Mit Lemma 1 in Anhang A und den gerade gezeigten Eigenschaften von Zyr
erhdlt man

(R (Zur- 2)) @) = Zur(a) [ dusoal) 22 (y + L7262).

Zu R gehort also der Operator R fiir den abgespaltenen Rest mit den
gednderten Konstanten 3’ := L2 und o’ := L™ %0

(R Z)(x) = / Qi () 2 (y + Bz) 1)

Im folgenden werden die Operatoren aber nicht explizit unterschieden. Statt-
dessen wird jeweils in dem der Situation angemessenen Bild gerechnet. Die
Konstante (3 ist dann durch die Wahl des Bildes festgelegt.

UV-Bild HT-Bild
I} L'=% bzw. 25 L1=% bzw. 2754
Kovarianz oyv ogT = LiQO'UV bzw. OHT = 2_30'(]\/
N N

N, L17-1 bzw. (23%)N/? L™ T71 bzw. (23%)N/?

Cs UV = éjzi bzw. VV = mj—;l cHT = UV hyw, AT = 21
Zyy(x) 1 N, exp(—c,z?)
Zyr(x) N exp(—c,2?) 1

Tab. 1.1: UV-Bild und HT-Bild.

Je nach Situation ist einmal das UV-Bild und einmal das HT-Bild fiir die
Rechnungen besser geeignet. Die konkreten Griinde dafiir sind unterschied-
lich. Fiir die e-Entwicklung (Kapitel 5) ist die Einfachheit des UV-Fixpunktes
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entscheidend, in anderen Situationen ist die Asymptotik der Fixpunkte wich-
tig oder die Tatsache, dal der Wert von # im HT-Bild kleiner ist als im
UV-Bild.

KocH und WITTWER haben fiir den Fall N = 1,d = 3 im HT-Bild mit
oHT = %(1 — 3?) und L? = 2 die Existenz eines zusitzlichen nichttrivialen
(Infrarot-) Fixpunktes Zrr gezeigt. [KWI1]

Von nun an sei immer L% = 2. wenn es nicht explizit anders erwihnt wird.
)

1.2  O(N)-Symmetrie

Da die Anzahl der lokalen Freiheitsgrade die Universalitdtsklasse mitbe-
stimmt, ist man aus physikalischen Griinden an N-Komponenten-Modellen
interessiert. In der Natur kommen dabei hdufig ndherungsweise O( N )-symmetrische
Situationen vor. Die entsprechenden idealisierten mathematischen Modelle
sind etwa der Heisenberg-Ferromagnet oder das XY-Modell. Weitere Moti-
vation fiir die Untersuchung von N-Komponenten-Modellen ist die Frage, ob
ein N — oo—Grenzwert existiert und ob man interpolierende Formeln fiir
kritische Exponenten und andere Groflen in Abhéngigkeit von der Anzahl
der Komponenten N und der Dimension d finden kann. Fiir grole N ist die
%—Entwicklung vielleicht eine Mdéglichkeit, eine solche Interpolation durch-
zufithren. Dies ist aber vermutlich nur eine asymptotische Entwicklung und
fiir die physikalisch interessanten Werte 1, 2 und 3 von N kann man da-
her keine guten Ergebnisse erwarten. (vgl. MA in [DGT76] fiir volle Modelle)
Schliefllich kann man die Untersuchung von O(N)-Modellen als eine Vorstufe
der Untersuchung von SU(N)-Modellen betrachten.

Zunéchst sei einmal explizit festgehalten, dafl

O(N) := O(RY qy) = {s|s Isometrie von R mit der Einheitsform qz}.

(2)
Wobei die Einheitsform qg : RY — R definiert ist durch qp(z) = 22 + ... +
23, Ist s eine Isometrie von RY | so ist jedenfalls dets = 4-1.

Nun betrachtet man folgende Operation der Gruppe O(N) auf einen Funk-
tionenraum F iiber R:

ON)x F2(0,f)— Of :=foO".
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Die Funktionen in der Fixpunktmenge
FON) .— {fe FIVO € O(N) : Of = f}

sollen dann als die ,,O(N)-invarianten Funktionen von F* bezeichnet werden.
Ist F ein Vektorraum, so ist FON) ein Teilvektorraum von F: a,b € R, f, g e
F = 0O(af +bg)(x) = (af +bg)(0O7 z) = aOf(x) + bOg(x).

Fiir diese Funktionen gilt nun umgekehrt, dafl ihre Werte auf den Bahnen
von O(N) in RY iiberall gleich sind. Die Bahnen sind gerade {0} und die
Kugeloberflichen um den Ursprung. Daher kann man sie als Funktionen des
von qg gemessenen Abstandquadrates vom Ursprung auffassen.

Die Beschrénkung auf O(N)-invariante Funktionen ist moglich. Ist Z € F
O(N)-invariant, so stimmt dies auch fiir R Z. Sei also fiir alle O € O(N)

Z(x)=Z(Ox) . (3)

Dann kann man die O(N)-Invarianz von R Z nachrechnen:

(R Z)(x) g / dps(y)Z*(Oy + $Ox)
Oy=|detO)=1 / Ao () 23y + FOx)
_ (R Z)(Ox) .

Die zweite Gleichung bedeutet, da p, ein O(N)-invariantes MaS8 ist.

1.3 Der Definitionsbereich des Operators R

Wie man der gewiinschten Form von R direkt entnimmt, miissen die Funk-
tionen im Definitionsbereich quadratintegrabel beziiglich des Mafles p, sein,
da sonst das Integral fiir # = 0 nicht existieren wiirde. Daher ist es nahe-
liegend, den Raum Lo(RY, u1,) zu verwenden. Es gibt aber in diesem Raum
Funktionen, auf die man R nicht anwenden kann. Sei fiir N =1 und ¢ > 0
die Funktion f durch
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definiert. Nun gilt fiir a < b

b b 1 +By)* —a*\ d
/an(x+ﬁy)dua<x> = /G(x+ﬁy)2+62 eXp((x 2ya) - >\/2fm

2,2 b
= exp (ﬁQg )/(; (:I:+ﬁ;)2+52 xp <2§§y>\/ifr—g'

Also existieren beide Grenzwerte a — —oo und b — oo genau fiir y = 0.
(Sonst existiert jeweils nur ein Grenzwert.) Der Fall y = 0 bedeutet aber
f € La(R, p,). Fiir N > 1 kann man ganz entsprechende Gegenbeispiele
angeben.

Man muf3 sich also auf jeden Fall auf geeignete Teilmengen beschrénken oder
einen anderen Raum wahlen. Dabei sollte man gleich die Forderung beriick-
sichtigen, dafl der Wertebereich im Definitionsbereich liegen soll, damit man
R iterieren kann. Nun gibt es in Lo(RY, 11, ) Funktionen, die den Raum nach
endlich héufiger Anwendung von R verlassen, und dieses Problem hat man
fiir alle Riume Lo(RY, ) mit x > o, die den UV-Fixpunkt noch beinhal-
ten. (Vgl. dazu die Bemerkung zu F18 in Kapitel 2, die man entsprechend
verallgemeinern kann.)

Es wird noch eine letzte Anderung an der Definition des Operators vorge-
nommen, bevor der Definitionsbereich festgelegt wird. Wie sich noch heraus-
stellen wird, ist d = 2 eine gewisse Grenze bei der analytischen Behandlung
des Operators. Daher ist es keine Einschréankung, der Konvention von KocH
und WITTWER zu folgen und die Freiheit bei der Wahl der Kovarianz o
folgendermaflen auszunutzen. Man setzt

o=(1-75).

Im HT-Bild ist dies sogar fiir 0 < d < 4 immer moglich, denn fiir diese
Werte von d gilt 0 < 3, 3% < 1. Im UV-Bild ist es nur fiir 2 < d < 4 moglich,
jedenfalls wenn man fordert, dafl auch v positiv sein soll. (vgl. Abb. 1.1)
Da dies nicht zwingend ist, kann man die Ersetzung auch fiir 0 < d < 2
vornehmen, und v ist dann negativ. Im HT-Bild bekommt man erst spéter
das entsprechende Problem: Die Eigenfunktionen am UV-Fixpunkt kann man
fiir d = 2 nicht auf die gleiche Weise definieren wie fiir 2 < d < 4. Aber es
soll zunéchst auch nur 2 < d < 4 betrachtet werden. Wenn dann spéter doch
der Fall 0 < d < 2 vorkommt, so wird im HT-Bild gerechnet, und dann kann
man anschliefend {iber die Beziehung

-2
our = L "oyy
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die Umrechnung in das UV-Bild vornehmen. Ebenfalls aufgrund dieser Be-
ziehung gibt es zwischen vy und ygyr die Beziehung

1 — L27d
YHT = 7UV71 — [ —2d-

Damit kann man vy oder yg7 als den neuen freien Parameter des Modells
betrachten.

KocH und WITTWER [KW91] geben mit dieser Konvention im HT-Bild fiir
skalare Modelle einen komplexen Hilbertraum an, der den UV-Fixpunkt nicht
mehr enthélt. Dieser Hilbertraum hat auf der anderen Seite den Vorteil, dafl
die Ableitung des Operators R symmetrisch in bezug auf das Skalarprodukt
dieses Hilbertraumes ist. Die Definition dieses Raumes kann man direkt auf
Modelle mit N Komponenten verallgemeinern.

Definition 1 Auf dem C-Vektorraum der Polynomfunktionen in N Varia-
blen sei fir 0 < b <1 und vy > 0 das Skalarprodukt (-, )~ definiert durch

{9007 = /duwlg_?(flf)/duw%(y)f(:vﬂy)g(:vﬂy)-

Ferner sei Hlﬁ) = Hy der durch die Komplettierung bzgl. dieses Skalarpro-
duktes definierte Hilbertraum. Den Fall b =1 definiert man explizit durch

Hy = Ly(RY, 1)

mit dem Skalarprodukt (-,-)1~ == (-, )

(f,g)s = / Ay (2) F(2)g(z) -

Zu den Skalarprodukten gehort jeweils die Norm || - || : Hp — R mit

Hf”b,’y: <f7f>b,’y-

Der Hilbertraum Hs ist zumindest ein natiirlicher Definitionsbereich fiir die
Ableitung von R an gewissen Stellen, was in Kapitel 2 gezeigt wird. Die
Funktionen in H; haben die folgenden niitzlichen Eigenschaften, den Beweis
dafiir findet man in Anhang A.
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F1 Fir0 < b <1 kann man die Elemente von Hy, mit analytischen Funk-
tionen in N Variablen identifizieren, und fiir alle f € H, und z € CN gilt
die Ungleichung

1 1 2 e 22 - Z2
O by 0 (5 042 ) )

Wenn man sich also auf den reellen Teilvektorraum ‘H; von H,; beschrankt,
der aus den Funktionen besteht, die bei Einschrinkung auf R nur reelle
Werte annehmen, so gilt fiir jede solche Funktion f fiir alle x € RY

| b,
7601 Wl o0 () (@)

Daher ist aufgrund von 0 < b < 1 = & < 1

g < 3 jedes Element von Hj auch ein
Element von H;.

Fiir die endgiiltige Festlegung der Definitionsbereiche ist es wichtig, etwas
iiber das asymptotische Verhalten der nichttrivialen Fixpunkte zu wissen.
KocH und WITTWER haben auch das asymptotische Verhalten fiir grofe
Argumente des von ihnen bestimmten nichttrivialen Fixpunktes des skalaren
Modells bei d = 3 untersucht. Es gilt, dafl die Grenzwerte

I =Tim a3 log Zip(z) , 1 = lim 275 log Zrp(x)

existieren und die Ungleichung 0 < [, < 2[_ erfiillen. Heuristisch kann man

sich dies durch R Z(x) ~ ZY(Bz)* klar machen. Setzt man dann noch

Z(x) = exp(c(z?)®) mit einer positiven Konstanten ¢ an, so erhilt man
d

a = 755 Dadurch kommt man zu der Vermutung, dal das asymptotische

Verhalten fiir grofle Argumente eines nichttrivialen Fixpunktes im HT-Bild
d

Z.(x) ~ exp(c(z?)7+2) ist. Eine exakte Abschitzung dazu findet man in

[PW94]. Fiir das UV-Bild findet man entsprechend Z,(x) ~ exp(—¢ (332)11%2)

(d >0)

1.3.1 Der Definitionsbereich im UV-Bild

Eine mogliche Wahl fiir den Definitionsbereich ist Lo (RY, uy) C La(RY, ).
Dieser Raum hat den Vorteil, dal er den UV-Fixpunkt enthélt und ein Ba-
nachraum ist. Auch die nichttrivialen Fixpunkte sind in diesem Raum ent-
halten, wie man an ihrem asymptotischen Verhalten sieht. Der Nachweis,
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* F T T : B
R W — B — E
T """"""""""""""""""""""""""""""""" .
O: e /// ‘/ ﬁ\/ I R 1
0 1 2 3 4
d
Fig. 1.1: 8 und 23? im UV-Bild (— und — - —) und im HT-Bild (- — — und

— .- —--+) als Funktion der Dimension.
daB R : Loo(RY, 1)) — Loo(RY, ) gilt, ist trivial:

(RZ)(z) < /duv(l—m)(y)llleio =1Z1%.

Allerdings enthélt der Raum keine Polynome mehr. Da R Polynome wieder
auf Polynome abbildet, kann man sie aber bei Bedarf in den Definitionsbe-
reich mit hereinnehmen. Bendtigt man Polynome nur aus Approximations-
griinden, so multipliziert man sie mit der charakteristischen Funktion einer
kompakten Menge. Das Produkt ist ein Element von Ly, (RY, i,). Da O(N)-
invariante Funktionen untersucht werden sollen, ist der Definitionsbereich
also Loo(RY, 11,)0™) C Ly(RY, 1, )™, Die physikalische Begriindung fiir
diese Wahl ist, das die Potentiale zu positiven Fixpunkten des Operators in
diesem Definitionsbereich nach unten beschrénkt sind.

1.3.2 Der Definitionsbereich im HT-Bild

Im HT-Bild hat man mehrere Moglichkeiten. Zunédchst betrachte man fiir
2 < d < 4 den Raum Hs und speziell den Teilraum H;’O(N). Fiir diese Werte
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von d ist der UV-Fixpunkt nicht in ‘Hj. Der UV-Fixpunkt ist Zyy(z) =

N, exp(%xz), und diese Funktion erfiillt nicht die Abschiatzung, die die
Funktionen aus Hj erfiillen. Es gilt
-2 §

A1 -p%) " (1 +P)

und die rechte Seite ist nicht richtig, da fiir 2 < d < 4 gilt % < 3,23%. Der

Raum Hg wird fiir die Verallgemeinerung einiger Zwischenresultate aus dem
Artikel [KW91] auf den N-Komponentenfall verwendet.

s1-6-26%2>0,

Es soll aber fiir die Rechnungen ein anderer Raum verwendet werden, der
analog zu dem Definitionsbereich im UV-Bild definiert wird. Dadurch kann
man wieder den UV-Fixpunkt im Definitionsbereich halten. Mit Hilfe des
UV-Fixpunktes definiert man einen Teilvektorraum des Raumes Ly (R, 1)
durch

L (RN, ) =L = {f € Ly : fZ{ beschrinkt} C Ly(R", 11,
und auf diesem Teilvektorraum die Norm || - ||’ durch
£l = 1f Zgv lloo -

Zusammen mit dieser Norm ist L/ ein Banachraum. Der Nachweis, dafl
R : L — L gilt, ist wieder ganz einfach:

(R2D@) < [ di0)Zovy+ 5021217 = Zov @121

Wie man sieht, sind dann im HT-Bild auch die Polynome im Definitions-
bereich. Aufgrund der oben diskutierten Asymptotik der nichttrivialen Fix-
punkte sieht man wieder, dafl sie in dem so definierten Definitionsbereich
liegen.

1.3.3 Dy ist eine nichtassoziative Algebra

In beiden Bildern ist Di ein Vektorraum. Mit f,g € Dr und a,b € R
ist also auch af + bg € Dg, und da R wieder nach Dy abbildet ist auch
R (af + bg) € Dr . Rechnet man den Ausdruck einmal aus, so erhélt man

R (af +bg)(x) = &R f(x) + PR g(x) + 2ab / dyi, f(x + By)g(a + By)
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Daran sieht man, dafl auch der letzte Term in Dx liegt und dies legt die
folgende Definition nahe.

Definition 2 (e-Produkt in Dg ) Fir zwei Funktionen f,g € Dr sei f o
g € D definiert durch

fogly) = / dio(2) (@ + By)gle + By) -

Das e-Produkt ist eine symmetrische R-bilineare Abbildung Dr x Dr —
Dg . Damit ist Dr eine kommutative R-Algebra (ohne Eins) im allgemeinen
Sinn, wie z.B. [LAN93, Seite 121]. Dr ist aber nicht assoziativ, also kein
Ring, was man bei der spezielleren Definition einer Algebra meist fordert.
Mit Hilfe von Lemma A.1 kann man sich dies mit dem folgenden, einfachen
Beispiel klar machen: (¢ > 0)

2

exp(c-) o (Zuv @ Zyv) = exp(c ) @ Zyy = (1 — 2y¢) M exp <1 i@yc ' >

aber

/3
1—2vc

(exp(c-) ® Zyy) @ Zyy = (1 — 2v¢) M2 exp ( : ) o 7y .

Unter Verwendung des e-Produktes kann man die Wirkung des Operators
R nun kompakt durch
RZ=ZeZ

ausdriicken.

Die Definitionsbereiche sind in beiden Bildern Banachriume. Die Normen
sind in beiden Féllen Algebranormen und so fehlt den Réumen nur die
Assoziativitdt einer Banachalgebra. Dadurch sind allerdings viele allgemei-
ne Resultate zu Banachalgebren nicht anwendbar. Nichtassoziativitét ist
aber ein natiirlicher Begriff in der Quantenfeldtheorie. Iterationen von RG-
Transformationen entsprechen Produkten mit bestimmten Klammerungen.
Die Menge aller moglichen Klammerungen kann man durch binédre Béaume
darstellen. Bei vollen Modellen entsprechen diese den Zimmermann-Wéaldern
in der Renormierungstheorie. Auch in der (mathematischen) Bifurkations-
theorie kommt Nichtassoziativitdt vor. Man kann die symmetrischen Biline-
arformen, die man aus den quadratischen Termen von Bifurkationsgleichun-
gen erhilt, als nichtassoziative Produkte auffassen. [POR93, PW94, SATT9,
DEIS5|
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KAPITEL 2

Eigenschaften des Operators R

In diesem Kapitel sollen einige Eigenschaften des Operators und weitere Un-
tersuchungsmethoden zusammengetragen werden, um etwas Bewegungsfrei-
heit zu bekommen und um den Operator anhand einiger Spezialfille etwas
genauer kennenzulernen. Zu den wichtigen Eigenschaften gehort die Diffe-
renzierbarkeit des Operators R .

Die physikalischen Eigenschaften der durch den Operator beschriebenen Sy-
steme erhélt man aus dem Verhalten der RG-Transformation in der Néhe
eines Fixpunktes. Daher spielt die linearisierte RG-Transformation eine wich-
tige Rolle, und die Eigenwerte dieser linearen Abbildung hidngen eng mit den
kritischen Exponenten zusammen. Weiterhin gibt z.B. die Anzahl der Eigen-
werte, die grofler als 1 sind, die Anzahl der ,,relevanten® Richtungen an.

Die Feststellungen im ersten Teil dieses Kapitels gelten ohne Anderungen im
UV-Bild und im HT-Bild.

F1 R ist stetig bzgl. der Norm des Definitions- und Wertebereiches.

Beweis: Sei D der Definitionsbereich und || - || die Norm im jeweiligen Bild.
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Seien ferner g, h € Dgr . Dann gilt
R(g+h)=geg+heh+2geh.

Nun ist [|f e gl| < [[f[llg]l- Also

Ill—0
IR (g +h) =Ryl < Inl[(l[Rl+2lgl) —"0. <

2.1 Die linearisierte RG-Transformation

Die Approximierbarkeit eines Operators durch eine lineare Abbildung heif3t
mathematisch nichts anderes, als daf§ der Operator eine Ableitung besitzt.
In physikalischen Situationen geniigt es hédufig, daff nur alle Richtungsablei-
tungen existieren. Dies ist in fiir den Operator R der Fall.

F2 Alle Richtungsableitungen des Operators R existieren und sind fiir f, g €
Dr gegeben durch

—h=2geh.

dg g¢

Beweis: Seien g,h € D und € € Ry(. Dann gilt fiir alle z € R™:

(R (g +e€h))(x) — (Ryg)(x)

= 2g e h(z) + ch e h(z) =3 2g e h(z) .
€

Also ist 2geh =: OR (g; h) das Richtungsdifferential von R an der Stelle g in
Richtung h. Die Abhéngigkeit des Richtungsdifferentials von h ist linear, also
existiert die Richtungsableitung %—7; und ist definiert durch %—Sh =2geh .<

Falls die Ableitung existiert, kann sie nur die Form der Richtungsablei-
tung haben und muf} zusétzlich ein beschrinkter Operator sein. Dies ist fiir
den gewahlten Definitionsbereich der Fall. Aber F2 ist nicht von der Norm
abhéngig. Solange nur die entsprechenden Integrale existieren, bleibt also F2
fiir alle Definitionsbereiche giiltig. Daher wird zunéchst der Richtungsablei-
tung ein eigener Name gegeben.

Definition 1 Fir f,g € Dr sei der Operator A(f) : Dr — Dgr definiert
durch

A(f)g:=2feg.
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Spater wird mit dem {iblichen Bezeichnungsmifibrauch gelegentlich auch nur
die Operationsvorschrift mit A(f) bezeichnet.

F3 A(f) ist linear und beschrdnkt. Fir die Operatornorm gilt

IACHIF <2071 -

Die Norm auf der rechten Seite ist die Norm von f im jeweiligen Bild.

Beweis: Klar.

F4 (Differenzierbarkeit von R) R ist ein differenzierbarer Operator, und
die Ableitung an der Stelle f € B ist gegeben durch A(f).

Beweis: Seien also f,h € Dr, h # 0. A(f) ist nach Definition linear.
IR(f+h)=R(f)—2feh| = |heh| <|h|?

AR -R(f)—2f b _

0
Ih]—0 Il

Also gilt die Behauptung. <

Als néchstes stiinde die Untersuchung der Eigenfunktionen und Eigenwerte
der Ableitung bei den Fixpunkten an. Dies wird zunéchst zuriickgestellt zu-
gunsten der Einfithrung , algebraischer RG-Transformationen®, da in diesem
Zusammenhang natiirlicherweise die Funktionen definiert werden, die man
dann auch fiir die Angabe der Eigenfunktionen benétigt.

2.2 Algebraische RG-Transformationen

Als separabler Hilbertraum ist Ly(RY, 1,)°®) isomorph zu einem Hilbert-
raum ¢y reellwertiger Folgen, indem man die Funktionen nach einer Basis
entwickelt. Dem Operator R entspricht also eine Abbildung solcher Folgen
von einer Teilmenge M von R* in eine weitere Teilmenge M’. Da sie keine
Integrale mehr enthélt und nur durch (moglicherweise unendliche) Summen
und Produkte gegeben ist, wird eine solche Abbildung auch ,algebraische
RG-Transformation® genannt.
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Seien also die e, : RY — R, n € Ny, eine Basis von Ly(R", 1,)°™) bestehend
aus Funktionen, auf die man R anwenden kann. Sei ferner Z € D mit der
Entwicklung

7 = Z ZnCn, zZn ER, (1)
n=0
nach der Basis.

Nun soll begriindet werden, warum man die Integration und die Summation
vertauschen darf. Sei fiir y € RY Z, die durch

Z,(a) = 2 (/1= + By)

definierte Funktion. Im UV-Bild ist Z beschrankt. Daher liegt auch Z, in
Dg und damit auch in Ly(RY, i,). Im HT-Bild rechnet man dies mit Hilfe
der Abschéatzung durch die Norm nach. Mit diesen Bezeichnungen gilt

(R2Z)(y) = <Zya Z@J)“f :

Das Skalarprodukt in Hilbertrdumen ist stetig. Also gilt

R2)Y) = O zaen(-V1 =52+ B8y), > 2mem(-v/1= 5+ y)),

= Z znzm<en(-\/ 1—32+ ﬁy)a em(- vV1-— B2 + ﬁy)>v
n,m=0

== Z anm(en L em)(y> )
n,m=0

und beide Seiten liegen als Funktion in der Variablen y in Dy .
Die letzte Gleichung lautet ausgeschrieben

RZ)W) = Y st [ ditsaoaey(@en(o -+ Bu)en(z + B

m,n=0

Man muf3 das Produkt der Basisvektoren e,, und e,, wieder nach der Basis
entwickeln. Sei also etwa

entm = Z EMey, (2)
k=0
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Dann ist

Z &y anm/dﬂm—m)(f)ek(l“+ﬁy)a (3)

m,n,k=0

v

Ell el()

und indem man auch noch das Gauflintegral des Basisvektors wieder ent-
wickelt, erhélt man

ZZznzm (Ze gl’“) y) . (4)

_zl

Der ,, Vektor“ der Entwicklungskoeffizienten von 7, z = (29, 21, 29, . . .), wird
also auf R (2) := 2/ = (2], 21, 2},...) abgebildet, und die 2/, sind durch die
Summen in (4) gegeben.

Weitere Schritte erfordern dann die Information, wie sich die e, unter Gau-
Bintegration verhalten und wie die Entwicklung (2) und die von [ dju,1-g2)(¢)er(d+
B1) genau aussieht. Es wird sich herausstellen, dafl es eine Basis gibt, fiir

die die e, Eigenfunktionen dieser Gauflintegration sind und eine weitere, fiir

die die Entwicklung (2) trivial ist.

Bemerkung: Indem man die Entwicklung (1) zu Z = ) z,f(n)e, mit
einer beliebigen Funktlon f No — R abandert andert man die Koeffizi-
enten My™ = 3, &M in Mpm = f(r}(k) M,. Davon macht man spéter
Gebrauch, um die Abbildung z — R (z) = 2’ y-unabhéngig zu machen.

2.2.1 Basen

Es ist naheliegend, nach Potenzen von 2 zu entwickeln oder eine Orthogo-
nalbasis des Lo(RY, 11,)°™) zu wihlen. Dazu hat man alle O(N )-invarianten
Linearkombinationen der Hermitepolynome zu betrachten.

Fir N =1 bilden die fiir n € Ny durch

.—.
B
bl

H,(x) = (—1)”6Td —e 2 = %x
x = (n —2j5)1274!

(5)
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definierten Hermitepolynome H,, : R — R eine Orthogonalbasis von Ly (R, p1).
Dies ist der Spezialfall v = 1 der H\”, definiert durch

3] .
(@) e 2 (o) = Sy

Jj=
Sie bilden eine Orthogonalbasis von Ly(RY, ), wie man etwa durch Sub-
stitution sieht. An der rechten Seite der Gleichung (6) erkennt man, daf die
Definition iiber diese Gleichung allgemeiner auch fiir v € R moglich ist.

|3

Eine Orthogonalbasis des Tensorproduktes

7/L’y ®L2R:u”y

bilden folglich die Hf] RY - R, = (ny,...,ny) € N, definiert durch
HY =HP ®...0 HY. (7)

Nun benétigt man aber eine Basis von Ly(RY, 11,)?®™). Tm 1. Kapitel haben
wir gesehen, daf der Wert der Funktionen in Lo(RY, 12,)9™) an einer Stelle
r € RY nur vom Wert der Funktion qg, also von qg(x) abhiingt. Seien die
pn : R — R die durch p,(x) = 2" definierten Polynomfunktionen, so bildet
also

{Pn = pnodp|pn(rr,...,2,) = (23 4+ - +22)", n € Np},
eine Basis von Ly(RY, 11,)°®™). Fiir die p,, gilt nun andererseits

n
An: v UN 8
ZED DR R (o B T 0

Vyeey VN

vittvN=n
und dieselbe Art von Linearkombination der Hu ™) bildet eine O(N)-invariante
Orthogonalbasis:

Wenn klar ist, um welches N es sich handelt, wird es fortgelassen und kurz
W verwendet. Die O(N)-Invarianz dieser Polynome wird in F11 in die-
sem Kapitel noch explizit nachgewiesen. Diese Polynome werde ich ,O(N)-
invariante Hermitepolynome®“ oder auch ebenfalls ,, Hermitepolynome® nen-
nen.
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Normalordnung

Den Ubergang zu den A kann man auch als Normalordnung der Basis
der p, betrachten. Wenn man die ,,Normalordnung mit Kovarianz ~'* als
lineare und stetige Operation auf einer Teilmenge von L (R, 1) auffat, kann
sie durch die Angabe ihrer Wirkung auf die Elemente einer Basis definiert
werden.

Fiir die Basis {p,} setzt man

P — HO)

n

und schreibt meist kurz
HY) () = 2™,

Dies erweitert man auf den N-Komponentenfall durch unabhéngige Normal-
ordung der Komponenten, d.h. fiir die Funktionen

puzpm®---®pm\,:RNHR,M:(nl,...,nN)GNéV,

setzt man
pur—>H7(L1’)®...®H7(17V) Z'Hl(]).

Die Hermitepolynome bezeichnet man auch als normalgeordnete Monome.
Damit ist die Normalordnung fiir beliebige Funktionen im Definitionsbereich
der Operation festgelegt, und man schreibt fiir den Wert der Normalordnung
einer Funktion f an der Stelle x :f(z): .

Darauf soll hier aber nicht genauer eingegangen werden, sondern lediglich,
wie oben angesprochen, die Normalordnung auf eine Basis angewendet wer-
den. Die O(N)-Invarianz bleibt dabei zumindest fiir die hier interessierenden
Polynome erhalten, was am Ende dieses Unterkapitels auch noch explizit ge-
zeigt wird. Die Normalordnung der p,, ergibt die A0 In Anhang A wird
dargestellt, in welchem Sinne man die Normalordnung als inverse Operation
zur GauBlintegration sehen kann.

2.3 Eigenschaften der Basen

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften dieser Polynomfunktionen
berechnet werden. Dies sind die Orthogonalitidt der Basis {h%7)| n € Ny}
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von Ly(RYN, 11,)°W) | die Entwicklung eines Produktes zweier Basispolyno-

me, b - A% nach der Basis und die Entwicklung eines Polynoms Ay in

Basispolynome.

Fiir die erste Aufgabe ist das Skalarprodukt <h£7),h$ﬁ))7 = ¢ Opm 2U be-
rechnen. Dabei ist das Problem nicht, die Orthogonalitit zu zeigen (Sie ist
aufgrund von F A 4 klar.), sondern den Vorfaktor

c= Y (Z) (o

v
vi+-trN=n

zu berechnen. Dies geht bequem, mdern man nicht direkt vorgeht, sondern

zunéchst die erzeugende Funktion > 7 hY der O(N)-invarianten Hermi-

tepolynome berechnet. Hat man diese Funktlonen bestimmt, so kann man

mit ihrer Hilfe auch die anderen beiden Gleichungen einfacher bestimmen.

Kurz geschrieben sucht man also

et tetry). a_n

e ot =38
mit a € R.
Definition 2 Die Funktionen GE\W,) =GN | — %,%[ xRY — R seien
definiert durch

=2
n!
n=0

Diese Summe konvergiert:
F5 In der Situation von Definition 2 gilt fir N = 1:
G1<a’ SL’) — A(a)l/QeaA(a)x2

mit A(a) = —=

14-2va”

Beweis: 1) Fiir |a| < % kann man A(a)™/2 fiir beliebige m € Ny in eine
Binomialreihe in y := 2va entwickeln.

(1+y) —m—1/2 ZH Z)yk
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,i; (_%)k Hf_&(2(n;!+ D+

- 2(m+ k) 2™m!
— (") ok+m (1 + k)l (2m)!”

2) Man entwickelt die rechte Seite der Behauptung in eine Reihe. Beide Rei-
hen konvergieren in ihrem Konvergenzbereich absolut, also ist Umordnung
erlaubt:

m+1/2 2m

- o "2mk)! m .
kZ: ! <__) 2’“(m+k:)!k!(2m)!(27)kx

A(a)?exp(aA(a)z?) = Z
2

g=m-+k f:a_z (29)! 12(a=Fk)
Sl & T 2l R

J

5 )
— Z a_qh(')’vl) <
qt 1
q=0

Korollar 1 In der Situation von Definition 2 und F5 gilt:
Gn(a,z) = Ma)™? exp(al(a) (@] + - +a%)) -
Beweis: Es geniigt zu zeigen, daf3
N
r) = HGl(a,xk) mit == (z1,...,7y) € RY
gilt. Fiir N = 1 ist dies richtig. Sei also N > 1 und y = (z1,...,2y,ZN41) €

RN+ Nach Induktionsvoraussetzung ist

N+1

HGl(a,xk) = Gn(a,2)Gi(a,zn-1)
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T N )
- Z nlm! hy ™ (2) Hyy, (T 341)
n,m=0
00 ak k N o)
- k! Z ( )h(7 H2?k7n)($N+1) = Gn1i(a,y) -
k=0 n=0

J/

hiﬁ’“”(y)

Bemerkung: Die Ahnlichkeit von Korollar 1 mit Lemma 1 in Anhang A
ist im Hinblick auf F1 (fiir £ = 0) in Anhang A kein Zufall.

Diese Funktionen fassen viele der Beziehungen zwischen den Polynomen zu-
sammen und erleichtern dadurch die Berechnungen dieser Beziehungen. Be-
rechnet man

(Gxla, ), G, )y = 33 C o0 Oy (9)

was mit der rechten Seite von Korollar 1 nun einfach moglich ist, kann man
durch Koeffizientenvergleich die gewiinschten Orthogonalitétsrelationen ab-
lesen. Ein erster Schritt ist die Feststellung 6.

2.3.1 Die Orthogonalitat der Hermitepolynome

F6 In der Situation von Definition 2 gilt:

—N/2

<GN(G’7 ')7 GN(b7 ))’Y = (1 - 472ab)

Beweis: (z? = 27 + .-+ + x%). Das Produkt von zwei Funktionen Gy ist
nach Korollar 1 gegeben durch:

Gn(a,2)Gr(b,z) = (A@A®)Y? exp((ah(a) + bA(b))z2)

b
— (14 2va)(1 + 2+b)) N2 ¢
(L4 20)(1+ 20) el 5 + Ty

)z%) .

Nach Voraussetzung ist a,b € | — 5=, 5= . Damit folgt T3a €1 — 0, %[ :

und man kann also die rechte Seite mit Hilfe von Lemma 1 in Anhang A
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integrieren:

<GN(CL7 '>’ GN(b7 )>7

= (14 20)(+20) Y [ di (o) exp(( 5 + 1

14270 " 1529

ot 9|

a b —N/2
= ((1+27a)(1+27b)<1—27(1+27a+ 1+27b)>) q

Jetzt geht es darum, dieses Ergebnis wieder in eine Reihe umzuformen. Das
ist hier einfach, denn die rechte Seite von F6 kann man fiir die zugelassenen
a und b in eine Binomialreihe entwickeln. Damit lautet Korollar 2:

Korollar 2 In der Situation von Definition 2 gilt:

(Gn(a,-),Gn (b, )y = i C{?) (—4~%ab)" .

k=0

Die gewiinschte Relation kann man nun ,,abpfliicken®. Koeffizientenvergleich
ergibt die grundlegende Feststellung 7.

F7 (Orthogonalitit bzgl. (-,-).)
Fiir die Polynome B gilt fiir alle n,m € Ny

N

?) <_472)n5n,m .

n

(h0), R, = <n!>2(

Beweis: Man erweitere die rechte Seite von Korollar 2 auf

0o 00 anb™ N .
(Grla, ). Gub )y =D D (n!)“’( K ) (=47*)" G m
n=0m=0
und vergleiche mit Gleichung (9). q

Bemerkung: Fiir N = 1 liefert F'7 wieder die bekannte Relation fiir skalare
Modelle,

<H(’Y) H(’Y)>7 — (2n)!72n6n,m ’

2n » T 2m
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denn es gilt

(n!)z(_%)(—zm?)" - n]ﬁ(_g_i)(_élf)n

= nIN(N+2)...(N +2n—2)(29H)".

Nun bleibt noch die Verallgemeinerung auf das Skalarprodukt in H,.

F8 (Orthogonalitit der O(N)-invarianten Hermitepolynome)
Fir0<b<1undn,me Ny gilt

(hO RO, = (n)? (_ng) ( - 4(%)2)n5n,m |

Beweis: Es ist (auch fiir b=1)

n m
o0 = X (1) () o

vi+-Fry=n ’LL
mi+--my=m

E Y (Z)Q(Qy)!(%)%én,m,

vi+-+UN=n

und fir den Vorfaktor erhalt man mit Hilfe von F7

N

3 (Zf(zy)! = (n!)? (‘f) (—4)" . <

v1+4-4+rvy=n

Wenn man nun wie in (1), (2), (3) und (4) eine Funktion Z aus B in eine
Reihe nach einer Basis entwickelt und diese dann in R einsetzt, so sieht man,
daB noch zwei weiteren Fragen wichtig sind: Wie entwickelt man ein Produkt
zweier Basisvektoren wieder nach der Basis? Und: Wie lautet die Entwicklung
eines der Hermitepolynome nach Hermitepolynomen mit anderer Kovarianz?
Diese Fragen kann man ebenfalls mit Hilfe der Funktionen GG beantworten.
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2.3.2 Entwicklung des Produktes zweier
Hermitepolynome

Die zweite Frage kann man genauer so formulieren, daf man an den Ent-
wicklungskoeffizienten C}™(N) in

IR =D G (N
v=0

interessiert ist. Dazu nutzt man die Orthogonalitit nach F8 aus und erhélt

k—1
(WG B, = BTV + 2i)(29%)F - Cpm(N) (10)
1=0

Also mufl man das Skalarprodukt auf der linken Seite berechnen. Das macht
man wieder mit Hilfe der Funktionen Gy.

F9 In der Situation von Definition 2 bzw. Korollar 2 gilt fir |al, |b|, |c| < %.‘

(Gn(a, )Gr(b,-),Gn(c, )y = (1 —47*(ab + be + ca) — 1673 abe) N2 |

Beweis: a € | — ﬁ, %[ = 19550 €1~ %, %%[ . Also ist das Produkt der drei

Funktionen wirklich integrabel und mit Lemma 1 in Anhang A gilt dann:

<GN(CL7 )GN(bv ')7 GN<C7 )>W
= (14 20)(1+ 290)(1+ 290) [ dp (o)l

. . . —N/2
— (14 29a)(1 + 29b)(1 + 2v6)(1 — 2 :
(( +27a)(1 4 29b)(1 + 2vc)( 7<1+27a+1+276+1+270>)>

Ausmultiplizieren ergibt die Behauptung. <

Diese Feststellung l&3t als Aufgabe iibrig, die rechte Seite in einen Ausdruck
dreier Reihen umzuformen, um dann durch Koeffizientenvergleich mit dem
Produkt

2 a"bmck
<GN(av )GN(ba ')7 GN(Q )>7 = Z nlmlk! <h£17)h$7¥)7 hl(cv)>7 (11)
nmk=0

die gewiinschte Beziehung abzulesen.
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Zunéchst stellt man dazu fest, dal wieder die Entwicklung in eine Binomial-
reihe fiir die zugelassenen a, b und ¢ moglich ist. Dies nutzt man aus und er-
setzt den iibrigbleibenden Term durch seine (endliche) Binomialsumme. Nach
einigen Summationsvertauschungen und Summationsindexverschiebungen erhélt
man das gesuchte Ergebnis.

(1-— 472(ab + be 4 ca) — 1673abe) N2
(N +2 1\*
— Z Hisg (N +2) (——> (—4~9*)4(ab + be + ca + 4vyabc)?

q—O q 2
[T/25 (N + 2i)
- Z q! (29%)"-
q=0 '

q

S

| ol ol k|
oy g0 Kk kolkslky!
k1+ka+ks+ks=q

oo g—1
= > [V +2i) (29
q=0 =0
d 1
Z CLkl +ks+ky bk1 +ko+ky Ck2+k3+k4 (4,7)764

e S kilkolkslky!
k1+ko+ks+ka=q
oo g—1
= > [ +2i)(2y)
q=0 =0
q

O(q — k1 — ky — k) a—ko1q—k3 q—k —k1—ky—k
qu 3 4 1 4 q 1 2 3
Z kl'k2'k3 q — k1 —ky — kS)!a ¢ ( 'Y)

k1,k2,k3=
oo q—1
= > IOV +2i) 2y
q=0 i=0
q
Z @(n +m+k— Qq) anbmck(4ry>n+m+k72q
e (g =m)lg = m)l(g = k)(n +m + k — 29)!
e nim -1 N
= Z e Z ntmlk! [Ty (V + 2027 (dry )tk
g gntmlkl - e (g —n)l (g —m)l(q — K)!(n +m+k — 2q)!

2q<n+m-+k
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© bezeichnet in der Rechnung die Stufenfunktion. ©(n) = 1, falls n > 0 und
©(n) = 0 sonst.

Dies kann man mit Gleichung (11) vergleichen, um das gesuchte Skalarpro-
dukt abzulesen.

192, (N 4 24)2734
n|m|k|(4v>n+m+k Z =0
= (g—n)(g—m)(qg—k)l(n+m+k—2q)!
2qg<n+m+k

Beriicksichtigt man Gleichung (10), so erhélt man fiir die Entwicklungskoef-
fizienten die folgende Feststellung.

F10 (Entwicklungskoeffizienten)
Fiir die Entwicklungskoeffizienten C'™(N) des Produktes

[e.e]

KPR =37 Cpm(N)RY
k=0
gilt
CP™(N) = nlmlgntmtkyntm=k,

g1 ‘ 9—3q—k
Z H(N +2) (g—n)g—m)(qg—K)!(n+m+k—2q)!"

n,m,k<q i=k
2g<n+m+k

2.3.3 Entwicklung der Hermitepolynome nach
Hermitepolynomen anderer Kovarianz

Es bleibt noch die erste Frage iibrig. Wie ist die Entwicklung der Hermite-
polynome A nach Hermitepolynomen mit einer anderen Kovarianz? Wie
lauten also die Entwicklungskoeffizienten P in

h,(j/) _ Z R () 2

m '‘m
m=0
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Wieder liefern die Funktionen Gy diese Information, indem man das gleiche
Verfahren wie oben anwendet. Zuerst bildet man das Skalarprodukt mit hY
und nutzt die Orthogonalitdt der Polynome aus

n—1
() =t JT(N =+ 20) (20 (12
1=0

Zur Berechnung des Skalarproduktes auf der linken Seite berechnet man
wieder das Skalarprodukt zweier Funktionen G, die sich diesmal durch die
Kovarianz v bzw. +' unterscheiden, und formt es in einen Reihenausdruck

uln.
' = akbr '
(G (@), G0Ny = D (),

k,n=0
Nach Korollar 1 ist das Produkt der Funktionen auf der linken Seite

) €0 _ / —N/2 a b 2
Y (@06 (0,2) = ((127/0)(14290)) e (5 ot Tran ).

Integration nach Lemma 1 in Anhang A liefert dann

(G (a, ). GF (b,),

a b —N/2
= 14+29a)(1+2 1-2
(a+2rons2m(1-n0 o+ 5))

—N/2
= (1 —2a(y —7) — 472ab> :

Dies entwickelt man in eine Binomialreihe, wie auch den dabei iibrigbleiben-
den Term, und erhélt

(G (a,), G0, ),

Fiir das gesuchte Skalarprodukt gilt also

a0 oy = L TN +20nlC) @) (=) n <k
koot i 0 : n>k
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Unter Beriicksichtigung von Gleichung (12) ergibt sich dann die folgende
Feststellung.

F11 Seinen v und ~' reelle Zahlen (nicht notwendig gréfier als 0). Dann gilt

fir die Entwicklungskoeffizienten P in der Entwicklung

hg) _ Z Cglk)hglv)
n=0

eines Hermitepolynoms h,(:/) nach den Hermitepolynomen einer anderen Ko-

VATIANZ - .
0 IES (N +20) () (v =) 0 n<k
" 0 con>k

Beweis: Fiir 7,7 > 0 ist nichts zu zeigen. Ist « oder 4/ kleiner oder gleich
Null, so addiere man auf beide ein 4 > 0, so dal ¥+~ > 0 und ¥+’ > 0, und
wende eine Gaufliintegration wie in Anhang A, Korollar 4 mit der Kovarianz
v an. N

Bemerkung: Fiir v = 0 sieht man explizit, daf§ die h,(:/) tatsdchlich O(N)-
invariant sind, denn dann hat man eine Entwicklung nach den p,, o qg = py:

kook
! N R -n n
W@ = S TTw 20 () ey (13)
n=0 i=n

Ferner stimmt die Gleichung fiir N = 1 mit der entsprechenden Formel fiir
die geraden Hermitepolynome bei skalaren Modellen iiberein. [GJ87, 9.1.12,
Seite 204] Ist zusétzlich noch v = 0, so sind die ) wie erwartet die in den
Hermitepolynomen Héz) auftretenden Koeffzienten.

2.4 Entwicklung nach Hermitepolynomen

Mit Gleichung (3) sieht man, daf§ es vorteilhaft ist, Funktionen e, zu wéhlen,
die Eigenfunktionen dieser Gauflintegration sind. In Anhang A bzw. im Be-

W(ei)s zu Korollar 3 auf Seite 45 wird nachgerechnet, daf fiir die Funktionen
hy gilt

/ dji oy (DA (4 By) = W75 (3y) = 2 ().
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Zunédchst dndert man die Entwicklung der Funktion Z etwas ab, um die
Entwicklungskoeffzienten z, y-unabhéngig zu machen

Z = Z 2y R (14)
n=0

Die Entwicklung nach diesen Hermitepolynomen hﬁy) sorgt also fiir die be-
sonders einfache Gleichung

R7Z = Z Z 52kcgm(N)anm,Y—n—m+k V_kh](:)

k=0 m,n=0
NS g

~~

Die C}™(N) wurden in F10 definiert.

Man definiert
G (V) 2= 7R OE(N)

und hat das Ziel erreicht, R als Abbildung R : R>*® — R> aufzufassen.
Genauer:

F12 (Eine algebraische RG-Transformation) Entwickelt man  die

Funktionen in Dgr mnach den Hermaitepolynomen hq(ﬁ), so entspricht dem
Operator R eine Abbildung von einer Teilmenge D von R* nach D, die
wieder mit R bezeichnet wird:

D>z=(2,21,22,-..) = Rz€D.
R st gegeben durch

R >z, — R (2) = Z Cr™ (N)zpzm -

m,n=0
Diese Feststellung wie auch die folgenden Bemerkungen gelten in beiden
Bildern, wenn man nur v und [ entsprechend wahlt.

Dieses Resultat ist mit dem (N = 1)-Fall bei [PPW94] zu vergleichen. Es
ist dort

(m+n—D!(l4+n—m)!(l4+m—n)!

(2m)!(2n)! .
nm m—n| <I<m+n
G (1) - { |sonst |
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Die Ungleichungen sind dquivalent zu der Summationsbedingung in den
C'"(N).In—m| <l —-l<n-m A n—-m<IlsSl<n+tm A m<n+l.
Aus der Summationsbedingung folgt, dal die Summe genau dann nicht Null
ist, wenn die drei Ungleichungen n < %’”H,m < %’”“ und [ < %’”H
erfiillt sind, welche dquivalent zu den anderen drei Ungleichungen sind. Ein
zusédtzliches Resultat {iber die Struktur der C/'" erhélt man so auch noch.
Sei s7™ =1 falls C]'™ # 0 und sonst 57 = 0. Dann sieht man, daf§ s;™ sym-
metrisch unter beliebigen Permutationen von n, m und [ ist und dafl s; (und
damit auch C;) eine ,Matrix“ mit je [ Nebendiagonalen ober- und unterhalb
der Hauptdiagonalen ist, bei der durch die dritte Ungleichung [ < n 4+ m
,oben-links“ noch ein Dreieck der ,, Kantenldnge® [ Null ist. Fiir [ = 0 ist sie
diagonal.

Auf die gleiche Weise iibertréigt sich die Definition des e-Produktes. Fiir
x,y € D wird die Schreibweise x x y verwendet, wobei das x-Produkt durch

(T XYk := 6% Z Ci™ (N)xpYm
m,n=0
gegeben ist. Die RG-Transformation kann dann wieder kompakt als
R(z)=2x%z
geschrieben werden.

Die Menge D besteht aus allen ,, Entwicklungsvektoren“ in R* von Funktio-
nen in Dr C Ly(RY, )0,

Dadurch hat man eine Isomorphie von Vektorrdumen, vermittelt durch die
Koordinatenabbildung x : Dr ~ D. k ist definiert durch

Dr > f=)Y fy"h) = k(f) = (fo. fi.for...) €D CR™.
n=0

Da das e-Produkt mit der Koordinatenabbildung x aufgrund von x(f e g) =
k(f) x k(g) (fiir B # 1) vertraglich ist, ist D wieder eine nicht-assoziative,
kommutative Algebra ohne Eins. Spater wird im HT-Bild wieder eine Alge-
branorm eingefiihrt.
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2.5 Entwicklung nach Potenzen des Betragsquadrates

Es gibt noch eine zweite Moglichkeit, eine besonders einfache algebraische
RG-Transformation zu erhalten. Dafiir wahlt man eine Basis, fiir die die
Entwicklung nach Gleichung (2) auf Seite 26 trivial ist. Dies ist fiir die Funk-
tionen p, = p, o qg der Fall, denn fiir sie gilt

ﬁnﬁm = ﬁn-&-m :

Die RG-Transformation einer Funktion Z aus Dz mit der Entwicklung

o0
7 = Z 200 "Pn
n=0
lautet dann:

(RZ)(y

nZ

)
= / dpie (2)((x 4 By)*)"*™
m,n= O
Znfm 5 (—

m,n=0

oo  n+m n+m—1

F11 Z Z ;Zf:q (N +20) (n 4}; m) ok g2k (()2)k

m,n=0 k=0 i=k

k=0 m,n

Wobel man

()= { ST EO) ke

0 c k>n+m
definiert. Damit erhilt man wieder eine algebraische RG-Transformation.

F13 (Eine weitere algebraische RG-Transformation)
Entwickelt man die Funktionen in D nach den Potenzen p, = p, o qg von
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qe, so entspricht dem Operator R eine Abbildung von einer Teilmenge D’
von R*> nach D', die wieder mit R bezeichnet wird:

D'>z=(20,21,29,...) > RzeD".

R ist gegeben durch

RSz R(2)p =% D SP™(N)znzm -

m,n=0

Die Bemerkungen iiber Isomorphie und die Produkte e und x fiir die alge-
braische RG-Transformation bei Entwicklung nach den Hermitepolynomen
iibertragen sich sinngeméf. Ebenso gilt die Feststellung auch hier in beiden
Bildern, indem man nur $ und v entsprechend wéhlt.

2.6 Verallgemeinerung auf reelle N

Da die algebraischen RG-Transformationen in F13 und F12 nicht mehr vor-
aussetzen, da3 N ganzzahlig und gréfer als Eins ist, kann man sie benutzen,
um N-Komponenten-Modelle fiir N € R zu definieren. Die physikalische Mo-
tivation fiir diesen zunéchst etwas seltsam erscheinenden Schritt liegt darin,
dafl man so etwa Fixpunkte fiir das 0-Komponenten-Modell berechnen kann
und auch den kritischen Index v fiir dieses Modell bestimmen kann. Das
0-Komponenten-Modell beschreibt als volles Modell das Verhalten von Po-
lymeren. [FFS92, Z.J90]

Weiterhin kann man dann die Ergebnisse der Rechnungen von [BT73, BT 74|
zu Modellen mit —2 Komponenten mit denen fiir das hierarchische Modell
vergleichen. Das volle —2-Komponenten-Modell hat nach diesen Rechnun-

gen den klassischen kritschen Exponenten v = % (Vgl. dazu auch die e-
Entwicklung, etwa bei [WKT74].)

Zuséatzlich ist es fiir die numerische Behandlung der Modelle von Vorteil,
wenn man /N in kleinen Schritten verdndern kann.

Eine Frage bei dieser Verallgemeinerung ist, wie man die Potentiale und
Fixpunkte als Funktion fiir ein nichtnatiirliches N definiert. Aber schon im
Fall N € N kann man sich unter Ausnutzung der O(N)-Invarianz auf ei-
ne Komponente beschrinken. Hat man also einen Fixpunkt (2o, 21,...) der
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algebraischen Gleichung gefunden, so siecht man Z : R — R mit

[e.9]

Z(x) = Z Zny 2"

n=0

als die zugehorige Funktion an. (Und das Potential ist entsprechend der
Logarithmus dieser Funktion: V' = —log Z.) Dies ist analog auch bei der
Entwicklung nach den Hermitepolynomen moglich, indem man Gleichung
(13) auf Seite 38 benutzt. Man beachte aber, dafl diese Funktionen von N
abhéngen.

2.7 Ausintegration der O(N)-Komponenten

Es ist moglich, die O(N)-Komponenten auszuintegrieren. Man erhélt dann
eine RG-Transformation, die eine Besselfunktion enthélt und die man wieder
auf Funktionen in einer Variablen beschranken kann. Sei dazu N > 2. Dann
substituiert man im RG-Integral zuerst die Integrationsvariable 2’ durch x +
By und fiihrt anschliefend Kugelkoordinaten im RY so ein, daf} e ||y gilt,
wobei man noch die O(N)-Invarianz von Z ausnutzt.

R2)0) = [l 7

2V 27m

1 52,2 oo N1 s us 2
= ~€ % drr dpy ... don_2 dpn_1
27r<7 0 0 0 0

N—

H n™V I () exp(— TQ)exp (érHyHcos(gol))ZLd(r 0,...,0)
/ 20 o Y

=1

1 822 B o pasy . N—j—1
_ Nef 20 / dgp2 .. / dSON2/ d(PN—l H sin™ 7~ ((Pj)
0 0 0

2o iy
/ dre ¥ 125 (,0,....,0) / dipy sin®¥ 2 (py el e
0 0

1 822 voly_ SNVT

— e 20 = - —
oo Jo dosin¥ 2 ()

/Ooodre N7 0, 0) D ( A St

N

—2
(Zrly))7
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Dabei ist I, die zu J,;, gehorende modifizierte Besselfunktion. ([AS84]) Eine
Analyse der Berechnung des Kugelvolumens (z.B. bei O.FORSTER, Analysis
3, 85) ergibt (7, = vol,,(B™) = Volumen der Einheitskugel in n Dimensionen):

T T L=t +1)
Cp = sin” pdp = =r—2
[ o= 2 = Vi

Setzt man alle Beziehungen ein und vereinfacht, so erhélt man

1 (2y?
RZ = ———— = exp(—
RAW = G = ™ 5

0o 2
)/ d?“G_%’r’%ZLd<r707"" )IN 2( Tﬁ“yH)
0

Hier fiigt sich der Fall N = 1 wieder ein.

0o 0
1 _22 B,
(R2)(y) = Nl (/dme Ss 0 75 () + /dxe Sreo yzLd(|m|))
1

—00

2V 27r0

,822

0
_ B 7
= dxe” 202(josh (=zy)Z” (|x])
o
0

ﬂ d
|y dxe” 2"[71/2 ax!y\))ﬁZL (‘l”)

Dabei wurde I_; /2 \/; coshz henutzt. Da cosh eine gerade Funktion ist,
kann man vor der Ersetzung d1e Betragsstriche einfiigen.

Durch diese Gleichungen kann man durch Gauf-Hermite-Integration eine
algebraische RG-Transformation mit beliebigem L > 1 definieren, um nu-
merisch die L-Abhéngigkeit der verschiedenen Gréfien zu bestimmen. Ferner
kann man das bekannte asymptotische Verhalten der Besselfunktionen aus-
nutzen. Oder man setzt mit Hilfe dieser Formeln auch die Integralgleichung
zu beliebigen N fort. Fiir k € Z ist I, = I_,. Daher kann man insbesondere
die Fille N = 0 und N = —2 explizit iiber diese Gleichungen definieren.

Mit Hilfe der Integralformeln fiir Besselfunktionen [AS84][9.6.3 und 11.4.29]
kann man sich explizit davon tiberzeugen, dafl der UV- und der HT-Fixpunkt
Fixpunkte dieser Transformation sind.

Vielleicht ist noch eine Anmerkung zur Klassifizierung der Gleichung hilf-
reich. In Biichern zur nichtlinearen Funktionalanalysis wird diese Form von
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Gleichung als Hammerstein-Integralgleichung bezeichnet. [DEI85][§12] Auch
Hankel-Transformationen sind von dieser Gestalt, nur hat man in ihnen iibli-
cherweise die (nicht modifizierten) Besselfunktionen J,. Diese Transformati-
onen treten bei der Fouriertransformation rotationssymmetrischer Funktio-
nen auf.

2.8 Eigenwerte der Linearisierung und Bifurkationen

Die Diskussion der Eigenfunktionen und Eigenwerte der linearisierten RG-
Gleichung soll nun nachgeholt werden. Die Eigenfunktionen am UV-Fixpunkt
sind im UV-Bild Polynome. Daher mufl man eine gréfSere Menge von Funk-
tionen betrachten, als den Definitionsbereich des Operators.

2.8.1 Die Eigenwerte am UV-Fixpunkt

Zunéchst untersucht man die Eigenfunktionen am UV-Fixpunkt, ohne sich
auf O(N)-invariante Funktionen zu beschréinken.

F14 (Eigenfunktionen und Eigenwerte von A(Z;y))

Sei p € NY und n = |p|. Im UV-Bild ist dann das Hermitepolynom H/(])
eine Eigenfunktion von A(Zyy) zum Figenwert &, = 20" = 214n(5) - Die
Hermitepolynome bilden ein vollstindiges System von Eigenfunktionen.

Beweis: Aus der Definition des Operators und Korollar A.4 erhélt man
<A(ZUV>HSY)> (y) = Q/duv(lﬁg)(x)}(}(]) (z + By) = 2’)—[}(]*7(1752))(@y> _

Diese in Gleichung (7) auf Seite 28 definierten Hermitepolynome H,(ﬂ) bil-
den eine Basis des Raumes Ly(RY,p,), daher hat mit ihnen wirklich al-
le Eigenfunktionen gefunden. Nach Korollar 2 in Anhang A gilt nun noch

H;(f%) (By) = 5\#\7—[;(;’) (y), also stimmt die Behauptung. <

Korollar 3 (Die O(N)-symmetrischen Eigenfunktionen von A(Zyy))

Im UV-Bild sind die O(N)-symmetrischen Figenfunktionen von A(Zyy) die

Hermigepolynome h,(ﬁ), und die zugehirigen Eigenwerte sind )\, = 23°" =
2

2Hn=g ,n € Np.
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Beweis: Die Polynome A bilden eine Basis von Lo(RY 11,)°). Jedes sol-

che Polynom besteht aus einer Summe von Polynomen H,(f) mit |p] = 2n.
q

Die Eigenwerte am UV-Fixpunkt sind alle positiv. Man teilt sie in drei Klas-
sen ein. Ist ein Eigenwerte grofler als 1, so nennt man ihn ,relevant®. Ist er
kleiner als 1, so nennt man ihn ,irrelevant®, und ist er gleich 1, so nennt
man ihn ,marginal“. In der Néihe des Fixpunktes kann man den Operator
linear ndhern. Dies ist die Aussage von F4 iiber die Differenzierbarkeit des
Operators. Diesen Bezeichnungen der Eigenwerte liegt dann die Vorstellung
zugrunde, dafl bei einer Iteration der RG-Transformation in der Néhe des
Fixpunktes die relevanten Eigenwerte zu auslaufenden Richtungen gehoren
und die irrelevanten Eigenwerte zu einlaufenden Richtungen.

Daher ist nun fiir 2 < d < 4 die Groe der Eigenwerte zu iiberpriifen. Fiir
d=41ist \, = ﬁ Der Beginn der Folge der Eigenwerte ist

1
Mo=2 M =V2 =1, Agzﬁ.
Bei d = 4 gibt es damit zwei relevante und einen marginalen Eigenwert. Wird
d kleiner, so wachsen die Eigenwerte. Bei den Dimensionen d; = kQ—_kl, k e
N>, wird ein Eigenwert, der fiir gréflere Dimensionen noch irrelevant war,
marginal. Fiir d < dj, ist er relevant. Ist d < di, so sind die Eigenwerte A,

zun € {0,1,...,k} relevant. Die ersten Werte von dj, sind:

dy =4, ds3 =3, d4:§.

Diese Dimensionen sind ausgezeichnet, denn man erwartet eine Anderung
des Verhaltens des Systems, wenn ein weiterer Eigenwert relevant wird.

Es soll auch noch angedeutet werden, wie man dies im Rahmen der Bifurka-
tionstheorie verstehen kann. Dazu betrachtet man die Integralgleichung

F(d,f)=R(df)—[=0.

Die Dimension d wird als reeller Parameter des Operators R aufgefafit.
Losungen dieser Gleichung sind Fixpunkte des Operators R. Wenn S C
12,4] x D die Losungsmenge dieser Gleichung ist, so ist man besonders an
den Schnitten S(d) := {f € Dr : (d,Z) € S} interessiert und insbesondere
an den Parametern d,, bei denen sich die Struktur von S(d) &dndert.
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Fiir die Untersuchung der Struktur der Menge S kann man die Gradtheorie
von Abbildungen und den Satz iiber implizite Funktionen benutzen. Mit
Hilfe dieses Satzes ist es moglich, fiir viele Stellen auszuschliefSen, dafl sich
die Struktur der Menge dndert. Ihn findet man in [DEI85, Theorem 15.1] in
der folgenden Form.

Satz 1 Seien X,Y,Z Banachrdume, U C X und V C'Y Umgebungen von
xo bzw. yo, F: U XV — Z stetig und stetig (Frechet-) differenzierbar bzgl.
y. Sei ferner F(zo,y0) = 0 und F, ' (z0,40) € L(Z,Y) (d.h. ein beschrink-
ter, linearer Operator). Dann existieren Kugeln B,(xo) C U, Bs(yo) C V
und genau eine Abbildung T : B,(xo) — Bs(yo), so daff T(xo) = yo und
F(z,T(x)) =0 fir alle z € B.(xo). Die Abbildung T ist stetig.

In der vorgegebenen Situation ist also X = |2, 4] C R die Menge der betrach-
teten Dimensionen und Y = Z = Dy . Da man die Stetigkeit des Operators
F' nachrechnen kann, ist die einzige zu iiberpriifende Voraussetzung ist, ob
die Ableitung F, von F' nach y ein beschranktes Inverses besitzt. Am UV-
Fixpunkt kann man das Inverse der linearisierten RG-Transformation mit
Hilfe der Normalordnung angeben. Also bleibt nur die Beschrianktkeit zu
untersuchen.

Aber dieser Satz stellt auch sicher, dafl die Losungen, also insbesondere auch
die nichttrivialen Losungen, stetig von der Dimension d abhéngen, wenn nur
die Voraussetzungen erfiillt sind. Es gilt sogar noch mehr. In [SAT79] findet
man noch den Zusatz, dafi die Funktion T' k-mal stetig differenzierbar ist,
wenn dies auch fiir F' zutrifft. Wenn F' als Operator (reell-) analytisch ist,
stimmt dies ebenfalls fiir die Funktion und wenn sogar X, Y und Z komplexe
Banachrdume sind, so ist 7' (komplex-) analytisch in z. Dies ist die mathe-
matische Motivation, auch komplexe Dimensionen d zu betrachten. Diese
Eigenschaften des Operators konnen hier aber nicht nachgewiesen werden.

Im Hinblick auf diesen Satz erhélt man das gleiche Resultat, wie bei der phy-
sikalischen Argumentation. Bei den Dimensionen d; kommt die 1 im Spek-
trum von A(Zyy ) vor. Die Ableitung von F' nach dem zweiten Argument ist
F, = A(Zyy)— 1. Daher ist die inverse Abbildung nicht beschréankt, und die
Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen sind an diesen Stellen
nicht erfiillt. Die Polynome liegen zwar nicht in Dg , aber man kann Folgen
von Funktionen (f,,) in Dz mit konstanter Norm angeben, so daf die Norm
von F, f,, beliebig klein wird. Vom mathematischen Standpunkt wurde damit
allerdings erst die notwendige Bedingung dafiir tiberpriift, daf (dg, Zyy ) ein
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Bifurkationspunkt ist. Sétze mit denen man zeigen kann, dafl (dy, Zyy) ein
Bifurkationspunkt ist, benttigen meist die Theorie der Abbildungengrade.

2.8.2 Die Eigenwerte am HT-Fixpunkt

Nun ist noch der andere bekannte Fixpunkt, Zg7, zu untersuchen. Zuerst
werden wieder die Eigenfunktionen in Lo(RY, 4,) bestimmt, ohne O(N)-
Invarianz zu fordern.

F15 (Eigenfunktionen und Eigenwerte von A(Zyr))
Die Eigenfunktionen von A(Zyr) sind die Funktionen Zyr - H,(ﬂ) mit y =
724(;2;@ und p € NJ. Die zugehdrigen Eigenwerte sind £, = 2(26)™ =

24+d
21—712—

a,n = |ul.

Beweis: Zyr kann man wie in Kapitel 1 beschrieben aus der RG-Gleichung
herausziehen.

(A(ZHT)ZHT : HW) (y) = 2 / dﬂv(l—ﬁQ)(x)ZIZ{T(m + 59)7'[;(7) (z + By)

= 2Zyr(y) / i1 (@Y HLD (@ + 2%261/)-
Mit Korollar 4 aus Anhang A erhélt man aus diesem Ergebnis:
(A(ZHT)ZHT - Hff)) (y) = 2ZHT(y)HS_712_‘§2)(%y) :
Es ist 4 — 712_6[22 = 2%}{?” — 7(125262) = %. Nach F2 in Anhang A gilt also

fiir das Polynom:

() 1

H (5gy) = (28)"MH ) (y) . <

F16 (O(N)-symmetrische Eigenfunktionen und Eigenwerte von A(Zyr))

Die FEigenfunktionen von A(Zyr) sind die Funktionen Zyr - hSﬁ) mit 4 =
7223;??, und die zugehérigen Eigenwerte sind A, = 2(2(3)*" = 21_”¥,n €

Np.
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Beweis: Klar bzw. wie bei Korollar 3. 4

Bis auf den nullten Eigenwert Mo = 2 sind alle Eigenwerte kleiner als 1 und
damit irrelevant. Es ist (26)2 = 2172, Aus 2 < d < 4 folgt 22 > 2174 > 23/2,

Damit hat man
" - 1\"

Die ersten 16 Eigenwerte bei Z,,, als Funktionen von d Die ersten 6 Eigenwerte bei Z,; als Funktionen von d
T T T T

20K 20

o

[ —
B =

|

A

o

T

|

051 B 05 ///7

L B i T e
0.0 _—————————— —— 0.0

Fig. 2.1: Die ersten 16 Eigenwerte am UV-Fixpunkt und die ersten 6 Eigenwerte
am HT-Fixpunkt. Die senkrechten Linien zeigen die Lage der entspre-
chenden kritischen Dimensionen.

Bemerkung: Diese Feststellungen gelten im UV-Bild. Im HT-Bild vertau-
schen die beiden Fixpunkte ihre Rollen, indem man 3 und v durch die Werte
im HT-Bild ersetzt. Die Eigenwerte am UV-Fixpunkt und am HT-Fixpunkt
sind im HT-Bild je identisch mit denen im UV-Bild. Dies liegt daran, daf3
die linearisierte RG-Transformation im HT-Bild mit der im UV-Bild durch
cine Ahnlichkeitstransformation verkniipft ist. (vgl. 1.1.1) Die Anzahl der
relevanten und irrelevanten Eigenvektoren und die Dimensionen dj, bei de-
nen ein weiterer relevanter Eigenvektor auftritt, bleiben also beim Ubergang
zum HT-Bild ebenfalls gleich.

Zuletzt kann man aus den Eigenwerten den kritischen Exponenten v fiir beide
Fixpunkte bestimmen [HUA87]. Man erhélt ihn durch

log(2)
V= —t
dlog (M)
Also ist vy = % und vgr = —%. Der HT-Fixpunkt definiert keine kritische

Theorie.
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2.8.3 Der Definitionsbereich Hjg

Durch Verallgemeinerung der jeweiligen Definitionen und Sitze von KocH
und WITTWER erhélt man im HT-Bild noch die folgenden Aussagen zu A(f),
wenn man den Definitionsbereich Hg wéhlt.

Definition 3 Fir f € Hg sei die Norm ||| - ||| : Hs — Rx¢ definiert durch
AN = (1 —5)N/du7;+g(l‘)|f($)\ :

F17 Seiim HT-Bild f € Hg mit ||| f||| < oco. Dann ist A(f) : Hg — Hp ein
beschrinkter und linearer Operator auf Hg, dessen Operatornorm kleiner
oder gleich 2|||f||| ist, und fir den fir alle g,h € Hg gilt:

(A9 B =2 [ di o) (@)@

Beweis: (Zy7 = 1 im HT-Bild) Sei n = (nq,...,ny) € N) und k € NY.
Nach F14 gilt
A(ZHT)H,(J) _ Qﬁ\n\HS/) )

= (A(Zur)HO HY 5, = 28 (HD Hy, A1

2(HO, HY),

n

Fiir beliebige Polynome f, g, h hat man dann aufgrund der Linearitdt des
Skalarproduktes

(A(f)g, M) pn = (A(Zur)(f9), sy = 2(Fg, h)y -

Damit folgt die letzte Gleichung der Feststellung. (Wobei man die komplexe
Konjugation im reellen Skalarprodukt (-,-), beibehalten muB.) Es geniigt,
die Behauptung fiir Polynome zu beweisen, denn sie liegen dicht in Hg. Also
setzt man die Abschitzung aus FA.6 ein und erhélt

AP 1ol < 2 [ @@l
1 20 2
< 2 f ol e oo ()

= 2glolltllsn (1= A [ dit s (NS

2ligllan 2llan I - <
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Falls also fiir eine Funktion f € Hj fiir alle z € RY f(z) > 0 gilt, so ist A(f)
ein positiver Spurklasse-Operator mit der Spur Tr(A(f)) = 2|||f]||: Aus der
letzten Gleichung von F17 entnimmt man, daf§ A(f) selbstadjungiert und
positiv ist. Fiir die Berechnung der Spur sind die Normierungsfaktoren fiir
die Basis aus den H\ zu beriicksichtigen.

na) = 3 (D) A 1),

o\ n!
s (O famee

- 9 / dpn(2) f(2)ES (2, )

_ x $;GX _L
_ / i (2) f () N S~
= 271l

%)

Die Definition der Funktion Sg’) befindet sich in Anhang A. Fiir den Fall
N =1 und d = 3 haben KocH und WITTWER die Voraussetzungen fiir den
nichttrivialen Fixpunkt nachgewiesen. Vermutlich gelten die Voraussetzun-
gen fiir alle nichttrivialen Fixpunkte mit beliebigem N € N und d € ]2, 4].

2.9 Exakte RG-Ilterationen

Nachdem die Eigenwerte bei den Fixpunkten bekannt sind, soll eine exakte
Iteration der RG-Transformation durchgefiihrt werden. Bei Gaufifunktionen
ist dies moglich. Wahlt man in der unten definierten Funktion ¢ sehr klein,
so startet man mit dieser Iteration bzgl. der Hilbertraumnorm in der Néhe
von Zyy und nahert sich unter der Iteration dem Hochtemperaturfixpunkt
Zpr, wenn man zusétzlich nach jeder Iteration so normiert, da8 R Z(0) = 1
ist. Zunéachst wird das UV-Bild betrachtet. Mit einem kleinen Bezeichungs-
miflbrauch sei mit R nur die Operationsvorschrift gemeint.

F18 (Iteration von R auf Gauflfunktionen) Sei c € Ry und p. gege-
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ben durch ¢.(x) = exp(cz?). Dann gilt fiir alle n € N,

n—2 I+1 gn—21 n—1 —N/2
Rpc(z) = (H <1 —4doc Z(2ﬁ2)k) (1 _ 4002(252)1@))

exp( c(25)" ) |
1 —doc S (262)F

Beweis: Per Induktion nach n. Fiir ¢ = 0 wie fiir n = 0 ist nichts zu
zeigen. Sei also ¢ > 0 und ¢’ der Vorfaktor von z? in der Behauptung. Mit
Induktionsvoraussetzung und Lemma 1 in Anhang A findet man:

R™ ()
n—2 I+1 o n—1 -N
_ <H (1 - 4002(25 ) ) (1 . 4062(2ﬁ2)k>> A(=2)N/2.
k=0

252 / 2
(1 e T2 )

_ <n (1 - 4acl+zl 252)k>2(n+1)_2_l <1 _4oc nzjl(m?)’“)) o :
k=0 k=0

=0

n—1 . —N/2
<<1 ~doe 325 (1~ hf 4ac(§ﬁ) ,(202)F >> |

k=0
6(252)714-1 1 )
PN T doey 2 — de—czr 7
F=0 1-40 3775 (262)F
Also stimmt die Behauptung. <

Normiert man die Funktion nach jeder RG-Transformation, etwa durch die
Forderung, da der Funktionswert an der Stelle 0 immer 1 sein soll, so kon-
vergiert diese Funktionenfolge gegen den Hochtemperaturfixpunkt.

Korollar 4 Sei a,, der Vorfaktor der Exponentialfunktion in F18. In der
Situation von F18 gilt dann fir die normierte RG-Transformation im Fall

c<0:
2632 —1 9

lim a, 'R "p.(z) = exp(— 1
n—oo o



56 Kapitel 2. Eigenschaften des Operators R

Die Funktionenfolge auf der linken Seite konvergiert in Dr gegen den Hochtem-
peraturfizpunkt Zgr.

Beweis: Die Exponentialfunktion ist stetig. Betrachte also gleich den Expo-
nenten in F'18.

c(26%)" umsortieren c
—1 - 1 4 -1/1
1 —doc 2220(252)]“ (282" - ﬁ Zzo(ﬁ)k
. c 2B -1
n—oo " 4oc 1 - Ao
262 km

Die geometrische Reihe konvergiert, da 23? = 2%/¢ > 1. Als Funktionenfolge
konvergiert die linke Seite im Korollar sogar gleichméflig gegen die rechte
Seite. 4

Mit anderen Worten: Die durch ¢, definierten Theorien liegen fiir ¢ < 0 alle in
der gleichen Aquivalenzklasse. Sie gehoren zu nicht kritischen Theorien. Der
Fall ¢ = 0 entspricht einer kritischen Theorie und sie liegt in einer anderen
Aquivalenzklasse.

Bemerkung: F18 stimmt fiir positive ¢ nicht. Es gibt dann ein M € Ny, so
da R, ¢ Lo(RY, dp,).

Sei also 0 < ¢ < % = L 4U . Sieht man von der Normierung ab, so ist
wieder nach Lemma A.1 Ry, = const - ps mit ¢ = 12_64000. Daran sieht

man, dafl man sogar schon mit einmaliger Anwendung von R den Raum der
quadratintegrablen Funktionen verlassen kann, wenn man nur R auf ¢, mit
1

¢ in der Nihe von o anwendet, denn es gilt

1 - 1
2y~ 4y
Aber auch fiir beliebig kleine ¢ > 0 verlafit ¢, den Raum der quadratinteg-

rablen Funktionen mit endlich vielen Anwendungen von R . Dies sieht man

so: Es ist ¢ > c. Fiir alle n € Ny, fiir die R . noch in Ly(RY, dpu.,) liegt, ist

(283"
1—doc > 70 (262)k
so hat man mit

c(26%)"
n—1 < -
1—docd n— (282)F 4y

also > 0. Wenn man annimmt, dafl dies fiir alle n € Ny gilt,

~1
= Aye((26%)" Z (28H)F)
k:
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2\n 0—1_(252)n _11 n—o0
= ee (S hE) g

einen Widerspruch (23? = 24 > 1). Ist also ¢ > 0, so kann man immer ein

M finden, so daB R My ¢ Ly(RY, dp.,).

Im HT-Bild gibt es hier einen wichtigen Unterschied. Da die Konstanten
im HT-Bild und im UV-Bild hier nebeneinander benutzt werden, sei ’,+/
und ¢’ ihr Wert im HT-Bild und R der zugehérige RG-Operator. Man kann
R auch auf Funktionen Y. mit gewissen positiven c iterieren. Im HT-Bild
ist 232 =274 < 1. Also ist

2 12\n 1
A ﬁn_>1 < T fir alle n € Ny
1—4do'c) —,(26"7) 4y

dquivalent zu

1 (282" 1 pne 1— 2087
z (ﬁ)> = L2207 i alle ne N

v 11— 2437 4y

2/2TL
C<((ﬁ) + o 1o

und man kann daher genau dann beliebig hdufig R auf Exponentialfunk-

tionen . anwenden, wenn ¢ < l_ﬁﬁ z. (Die Folge auf der rechten Seite ist
monoton fallend, und den Fall ;= priift man leicht nach)

Diese Betrachtungen fafit das folgende Korollar noch einmal zusammen.

Korollar 5 Sei ¢ < 1_4?7’?/2 und a, der Vorfaktor der Exponentialfunktion in

F18 mit den zum HT-Bild gehorenden Konstanten. Dann gilt fir die RG-
Transformation im HT-Bild fir alle n € Ny

R"p, € Ly(RY du,)

1_2B/2
40’ 7

und ist ¢ < so gilt fiir die normierte RG-Transformation zusdtzlich

lim o', 'R "p.(x) = 1.

n—oo

Das heifst, bis auf die Normierung konvergiert die Funktionenfolge wieder
gegen den Hochtemperaturfizpunkt Zyr =1 von R .

Beweis: klar. (Durch die Definition der Norm des Definitionsbereiches im
HT-Bild.)
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KAPITEL 3

Numerische Berechnungen

Um numerisch approximativ Fixpunkte der algebraischen RG-Transformation
aus F13 in Kapitel 2 zu finden, trunkiert man das System von Gleichungen
und hat damit ein endliches System quadratischer Gleichungen. Mit Hilfe
von Algorithmen zur numerischen Bestimmung von Nullstellen nichtlinea-
rer Gleichungssysteme, wie etwa dem Newton-Raphson-Verfahren, kann man
niherungsweise die Fixpunkte dieses Gleichungssystems bestimmen.

Um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit [PPW94] zu gewéhrleisten, wur-
de im HT-Bild die Entwicklung

[e.o]

Z(z) = ; mazle 0

mit 0 = (1 — 3?), v = % benutzt. (d.h. opy = iy = %(2% — %)) Damit
ist das zu losende Gleichungssystem gegeben durch die [,,,, + 1 Abbildungen

lmaz

2 25 — R(2)p = 2 — B Z S (N)znzm , k€ {0,... lnas} »

m,n=0
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mit
SE™(N) = Zl;[o (N +20) (")) (2n)l(2m)! sn+m
0 o k>n+m

Fir N =1 stimmt dieses Gleichungssystem mit dem in [PPW94] tiberein.

*

Hat man eine Nullstelle z* = (2§, ..., 2 ) gefunden, so ist

lmaw
lmaz

*0N Z —1,.21
Z*(x) = Z = (2[)!0 x

1=0
die gesuchte Ndherung an einen Fixpunkt der nichttrunkierten RG-Transformation.
Fiir die Darstellung wurden alle Funktionen wieder in das UV-Bild umge-
rechnet und durch P
Z*(0)

normiert.

3.1 Trunkationseffekte

Bei einer Beschrankung auf die ersten [l,,,, + 1 Gleichungen wurden die
Fixpunkte mit Hilfe der Prozedur CO5PBF der NAG-Library bestimmt. Sie
implementiert eine Kombination der Newton- und der Gradienten-Methode
und fordert die Angabe der Jacobimatrix der Abbildung, deren Nullstellen
zu bestimmen sind. Anschlieend wurden die Eigenwerte der linearisierten
RG-Gleichung mit der Prozedur FO2AFF berechnet.

Zunéachst mufite untersucht werden, wie grof3 /,,,., zu wéahlen ist. Dazu wurden
fiir d = 3und N = 3,10 und 20 Fixpunkte mit verschiedenen Werten fiir [,,,4,
gesucht und der kritische Exponent v und die Potentiale fiir den Fixpunkt
berechnet. (Abb. 3.1) Daf} es sich bei den gefundenen Werten tatséachlich um
einen approximativen Fixpunkt handelt, wurde iiberpriift, indem die RG-
Transformation auf ihn angewendet wurde und

IR 2z, — 2|
max e
TLE{O 77777 lmar} Z’I’L

also die maximale relative Abweichung, berechnet wurden. Die Werte sind fiir
einen numerisch bestimmten Fixpunkt je fiir die kleinen [,,,, aus Tabelle 3.1
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von der GréBenordnung 10~ und fiir die groBen .4, von der GréSenordnung
10719,

Vor allem fiir grofle Werte von N und die 3-Well-Fixpunkte wurden verschie-
dene Fixpunkte gefunden, die diesen Test bestehen und fiir kleine Argumente
gut iibereinstimmen, jedoch bereits fiir méaflig groe Argumente vom erwar-
teten Verhalten abweichen. Diese zusétzlichen Fixpunkte wurden aufgrund
der frithen Abweichung der erwarteten Form als unphysikalisch eingestuft
und verworfen. Abbildung 3.1 zeigt als Beispiel den zusétzlichen Fixpunkt
fir N = 19 zusammen mit den , korrekten“ Fixpunkten fiir N = 0,...,18
und 20. Die anderen Fixpunkte werden als , korrekt* bezeichnet, da sie die er-
wartete 2-Well-Form des Fixpunktes fiir viel groflere Argumente noch richtig
approximieren. Natiirlich weichen auch sie als polynomiale Approximation
letztendlich vom Groffeldverhalten des Fixpunktes ab.

Fixpunktpotentiale bei d=3 fur N=0 bis 20 Trunkationseffekte fur N=3, 10 und 20
T T T T

o
T
1

V(x) = —log (Zyy 2)(x)
V(x) = —log (Zir Z)(x)

o
T T
1

Fig. 3.1: Ein unphysikalischer Fixpunkt als Trunkationseffekt und Fixpunktpo-
tentiale fiir N = 3, 10,20 und verschiedene l,,4.. Die tieferen Potentiale
entsprechen grofleren N.

Nachdem also festgestellt wurde, dafl es sich wirklich um einen Fixpunkt
handelt und das Potential die Form eines Double-Well hat, wurde unter-
sucht, wie sich v und die Potentiale bei Vergréflerung von [,,,, verhalten.
Dabei kann man sowohl an den Werten von v als auch an den zugehérigen
Potentialen erkennen, dafl fiir Werte von N in der Néhe von 1 (etwa N < 4)
bereits l,,.. = 30 ausreicht, aber fiir groflere N mit erheblich groBerem 1,4,
gerechnet werden mufl. Fiir kleine /V fallen die Entwicklungskoeffizienten z;
schnell mit & ab. Fiir N = 20 haben dagegen die ersten 11 z; die gleiche
Groflenordnung. Die Bestimmung des Fixpunktes wird dadurch zunehmend
schwieriger. (vgl. Tabelle B.1 und B.2)
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| lnaz | N =3 | N=10 | N=20
10 [[ 0.77308443210437 | - -
20 || 0.76113986112499 | 0.92746045611772 | -
30 | 0.76113984902214 | 0.91861185755319 | 0.98467223300539
40 [ 0.76113984902214 | 0.91861145661936 | 0.96069946588199
50 | - 0.91861145661842 | 0.96068060650581
60 | - - 0.96068060512759
70 | - - 0.96068060512757

Tab. 3.1: v in Abhéngigkeit von N und 4.

3.2 Fixpunkte, Eigenwerte und der kritische Exponent v

Angesichts der recht grolen Menge an errechneten Daten, konnen nicht alle
Ergebnisse hier gezeigt werden. Allerdings wére es auch redundant, alle Fix-
punkte zu zeigen. Also werde ich stattdessen versuchen, einige repriasentative
Fille auszuwéhlen und die interessanten Stellen genauer zu beschreiben.

Zunéchst wurden die (N = 1)-Resultate von PINN, PORDT und WIECZER-
KOWSKI fiir die 2-Well-Fixpunkte reproduziert, um die Korrektheit des Al-
gorithmus noch einmal zu testen (vgl. Abb. 3.9), und dann die IR-Fixpunkte
(2-Wells) bei d = 3 und N von —1.9 bis 20 bestimmt. (Abb. 3.2 und 3.3;
es war bei d = 3 nicht moglich, den Fixpunkt bis zu N = —2 zu verfolgen.)
Diese Fixpunkte zeigen schon das typische Verhalten des IR-Fixpunktes mit
N fiir 2 <d< 4.

Weiterhin wurde die algebraische Transformation als Fortsetzung zu beliebi-
gen N benutzt. Die Potentiale fiir N ¢ N wurden unter Beschréinkung auf
eine Komponente wie in (1) berechnet. Da man sich auch im Fall N € N
aufgrund der O(N)-Invarianz auf eine Komponente beschrinken kann, ist
dies die natiirliche Interpretation des Potentials etwa eines 0-Komponenten-

Modells.

Die Verfolgung der Fixpunkte mit d bis zu Bifurkationspunkten war nicht
moglich. Fiir N > 1 konnte man also d " 4 und fiir d N\, 2 nur bis zu
einem gewissen Abstand vom gewiinschten Grenzwert durchfiithren. Gleiches
gilt fiir festes d fir N — oo und N \, —2. (Fiir d = 2 war der Grenzwert
N \, —2 numerisch durchfiihrbar.) Die folgenden Beobachtungen sind also
eigentlich auf den Numerikdaten basierende Behauptungen.
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Fiir den Fixpunkt, der sich bei d = 4 vom UV-Fixpunkt abspaltet, wurde
das folgende Verhalten beobachtet.

Fir N = —2 hat das Potential die Form eines 1-Wells, und der kritische
Exponent v ist wie am UV-Fixpunkt 3. (Abb. 3.3, 3.15, 3.16) Ein
least-square-fit des doppeltlogarithmisch aufgetragenen Potentials im
Bereich x = 0.01...0.5 ergab eine Gerade der Steigung 3.982(2). Dies
ist mit dem Ergebnis der e-Entwicklung in Kapitel 5 zu vergleichen.
In erster Ordnung erhélt man aus der e-Entwicklung in der Ndhe von

d = 4 ein Potential der Form v(z) = ¢; + coz?.

Fir N > —2 hat das Potential die Form eines 2-Wells, dessen Mini-
mum mit wachsendem N tiefer wird und sich zu grofleren Argumenten

verschiebt. Der kritische Exponent v ist grofler als % und wird mit N
grofer. (Abb. 3.2, 3.3, 3.6)

Fiir alle N und d " 4 geht v gegen %, den Wert am UV-Fixpunkt, von
dem sich der nichttriviale Fixpunkt abspaltet. (Abb. 3.6)

Fiir grofle Werte von N geht der kritische Exponent v gegen den durch
asymptotische Entwicklung gewonnenen Wert ﬁ. (Abb. 3.6)

N/ Z.(v/N-) konvergiert fiir N — 0o gegen eine Funktion . Ist ,, die
Stelle des Maximums von Z, bzw. des Minimums von V, = —log Z,,
so hat man fiir groe Werte von N also x,, ~ const. - v/N. (Abb. 3.4)

N >1 (Abb. 3.6, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 und 3.18)

— Der Fixpunkt existiert nur fiir 2 < d < 4.

— v divergiert fiir d \, 2. Dies liegt daran, dafl der erste Eigenwert
der linearisierten Transformation am IR-Fixpunkt gegen 1 geht:

_ log2
A — lund v = oan)d -

0 < N <1 (Abb. 3.6, 3.18)

— Der Fixpunkt existiert fiir d’ < d < 4 mit einem 0 < d’ < 2.

— d' wéchst (nicht linear) mit N von 0 auf 2.

log 2
log(\1)d"

— v divergiert fiir d \, d’ und dies liegt an \; — 1 in v =

N = 0. (Abb. 3.6, 3.8, 3.17)
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— Der Fixpunkt existiert fiir 0 < d < 4.

log 2

— v divergiert fiir d \, 0 und dies liegt an ¥ — oo in v = ToeOnd-

d
Fiir den ersten Eigenwert gilt \; — 2.
e —2 < N <0. (Abb. 3.6, 3.7, 3.17)

— Der Fixpunkt existiert fiir 0 < d < 4.

— Ay divergiert fiir d \, 0. Es gibt ein 0 < d’ < 2, so da3 \; > \q fiir
0 <d<d.d fillt (nicht linear) mit wachsendem N von 2 auf 0.

— Der Grenzwert von v fiir d \, 0 existiert, da sich die Divergenzen
von A; und % in der Formel fir v auftheben.

e Fiir d = 2 divergiert v fiir N ' 1. (Abb. 3.15, 3.16).

Auffallend ist, dafl fiir N = —2 und N — oo die Werte fiir v mit denen
des vollen Modells iibereinstimmen. Unabhéngig von der Dimension ist fiir
N = —2 beim vollen Modell der kritische Exponent v = 1 ([BT73], [BT74]),
und fiir N — oo hat man v = ﬁ. Weiterhin fallt auf, dal fiir N = 1 und
d N\, 2 die Abweichung des kritischen Exponenten v vom exakten Wert 1
(2d-Ising-Modell) immer grofler wird, da v im hierarchischen Modell sogar

divergiert.

Fiir N > 0 bedeutet \; — 1 bei d \, d’, da} die Voraussetzungen fiir den
Satz iiber implizite Funktionen bei d’ nicht erfiillt sind. Dies heifit vermut-
lich, daf die Existenz des 2-Well bei d’ endet. (Es kénnte auch eine weitere
Bifurkation an dieser Stelle vorliegen, aber numerisch konnte fiir d < d' kein
2-Well-Fixpunkt mehr gefunden werden.) In Tabelle 3.2 sind noch einmal die
gefundenen Dimensionen d’ zusammengestellt, bei denen A;(d') = 1 ist. Sie
haben alle eine Unsicherheit von 2 auf der letzten Stelle, da die Dimension
in Schritten von 0.01 gedndert wurde, um diese Werte zu finden, und die
numerische Verfolgung des Fixpunktes bis zur Dimension d’ nicht moglich
war.

IN=001|N=01[N=025|N=05|N=075[N=09 |
| 0.66(2) | 1.14(2) | 1.46(2) | 1.75(2) | 1.91(2) | 1.97(2) |

Tab. 3.2: Werte von d’ fiir die A;(d') = 1 ist.

Es wurde auch noch nach den sich bei d = 3 vom UV-Fixpunkt abspaltenden
3-Well-Fixpunkten gesucht. Abbildung 3.5 zeigt 3-Well Fixpunkte bei d =
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2.5 fir N = 0...8. Qualitativ zeigen sie das gleiche Verhalten wie die IR-
Fixpunkte. Mit N wird das Potential ausgeprégter. Das erste Maximum wird
groffer und das zweite Minimum wird tiefer. Die 3-Well-Fixpunkte wurden
nicht so genau wie die 2-Well-Fixpunkte untersucht. Daher gibt es hier nur
eine kurze Liste einfacher Eigenschaften.

Fiir N = 1 existiert ein 3-Well-Fixpunkt fiir 2 < d < 3. (Abb. 3.18 und
die Abbildungen in [PPW94])

Fiir N > 1 existiert ein 3-Well-Fixpunkt fiir d < d < 3 mit einem
2 < d’ < 3. Es ist noch unklar, ob wirklich d' > 2 ist. (Abb. 3.14, 3.18)

Fir N < 1 existiert ein 3-Well-Fixpunkt fiir d < d < 3 mit einem
0 <d < 2. (Abb. 3.13, 3.17)

e Der zweite Eigenwert Ay der linearisierten RG-Gleichung am 3-Well-
Fixpunkt wird 1 fiir d \, d’. (Abb. 3.17, 3.18)

3.2.1 Der kritische Exponent v am 2-Well fiir
verschiedene Werte von N und d

L ist im hierarchischen Modell ein Modellparameter und v ist abhéngig von
L. Bei den berechneten Werten von v ist also zu beachten, daf§ alle Rech-
nungen mit L? = 2 durchgefiihrt wurden. Fiir d \, 0 muff man noch beriick-
sichtigen, da8 die Wahl von L? = 2 dann zu sehr groen Werten von L fiihrt.
Auch wenn die Abhéngigkeit von L nur schwach ist, kann dies zu groflen
Differenzen mit anderen Rechnungen fiihren.

Ausfiihrlichere Tabellen mit Ergebnissen befinden sich in Anhang B.

|N=-1]| N=0 | N=1 | N=2 | N=3 | N=4
0.541536 | 0.592086 | 0.649570 | 0.708225 | 0.761140 | 0.804364
[PPW94] - - 0.64957 - - -
Kz9o] | - | - | 061 | - | 0.654 | -
[REI5] - - 0.6301(18) | 0.6734(28) | 0.7131(40) | 0.7361(68)
[ZJ90] - 0.592(3) | 0.6305(15) | 0.672(7) | 0.715(20) -

Tab. 3.3: Vergleich der Werte von v fiir d = 3 mit einigen Literaturwerten.
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Die letzten drei Zeilen der Tabelle 3.3 gehdren zu nicht-hierarchischen Rech-
nungen. In [KZ90] werden die Werte mit einer Erweiterung der Golner-
Rekursionsformel auf den vektoriellen Fall berechnet. (Die Golner-Formel ist
eine Erweiterung der Wilson-Rekursionsformel, die einen kritischen Expo-
nenten 1 # 0 ergibt.) Die Werte aus [REI95] beruhen auf konvergenten Clu-
sterentwicklungen und die Werte aus [ZJ90] sind die dort angegebenen Wer-
te aus Monte-Carlo-Rechnungen auf einem Gitter. Es gibt dort auch je noch
Werte aus der stérungstheoretischen Berechnung und aus der e-Entwicklung.
Diese Ergebnisse werden fiir N = 0 und d = 3 beide mit 0.5880(15) angege-
ben. Das Ergebnis fiir diese Werte von N und d ist deswegen so interessant,
weil es fiir sie eine auffallende Ubereinstimmung zwischen dem hierarchischen
Modell und dem vollen Modell gibt. Fiir N = 0 und d = 2 wird in [ZJ90]
ein Wert von v = 0.76(3) angegeben. Auch dieser Wert stimmt gut mit dem
fiir das hierarchische Modell {iberein.

Allerdings ist diese Ubereinstimmung wohl dadurch zu erkléren, daf fiir
N = —2 (und d = 3) die Werte des vollen Modells und des hierarchischen
Modells exakt iibereinstimmen und dann zunichst mit wachsendem N eine
Abweichung nach oben von den Werten des vollen Modells zu beobachten ist.
Dabher ist eine Erklarung, dal diese Abweichung bei N = 0 noch nicht grof3
ist. (vgl. auch Kapitel 5 iiber die e-Entwicklung.) Es wéren weitere Werte

zwischen N = —2 und N = 1 fiir volle Modelle nétig, um dies genau zu
untersuchen.
| d[ N=-1] N=0 | N=1 | N=2 [ N=3 |
0.5 || 0.534783 | 2.094339 - - -
1] 0.561217 | 1.216665 - - -
1.5 || 0.573773 | 0.924112 - - -
2 | 0.572496 | 0.766551 - - -
2.1 || 0.570806 | 0.742861 | 2.088862 | 9.193920 -
2.5 || 0.560333 | 0.664404 | 0.865338 | 1.214032 | 1.535818
3 | 0.541536 | 0.592087 | 0.649570 | 0.708225 | 0.761140
3.5 || 0.520177 | 0.538766 | 0.555163 | 0.569176 | 0.580926

Tab. 3.4: v fiir einige Werte von d und N.

3.2.2 Bilder von Potentialen, Fixpunkten und

Eigenwerten
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Fixpunktpotentiale bei d=3 fur N=0 bis 20
: : : : : : : : ‘ :

10
r N=0 bis 5
i 2
— 0
= 5 |
/’\T | - —
E O 2 4 8 8 10
o
° L i
|
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< 0 = —
=
-5 | |
0 5 10 15

Fig. 3.2: Fixpunktpotentiale bei d = 3 fiir N = 0 bis 20. Tiefere Potentiale ent-
sprechen grofleren NV.

Fixpunktpotentiale bei d=3.0 fur N=—1.9 bis O
; ‘ ‘ ‘ ;

0.05 — —

V(x) = —log (Zg Z)(x)

0.00 . —

—0.05—

Fig. 3.3: Fixpunktpotentiale bei d = 3 fiir N = —1.9 bis 0. Tiefere Potentiale
entsprechen grofleren N. Das tiefste Potential gehort zu N = 0.
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V(x) bei‘dzfa far N:‘W bis 20
15T T T T T T I I
1.0— -
= L 1
=z n |
= L |
i 0.5— -
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Fig. 3.4: Fixpunktpotentiale bei d = 3 fiir N = 1 bis 20 nach der der Reskalierung.
Das am meisten vom ,,Grenzpotential“ abweichende Potential gehort zu
N =1.
Fixpunktpotentiale bei d=2.5 fur N=0 bis 8
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Fig. 3.5: Die 3-Well Fixpunktpotentiale bei d = 2.5 und N = 0 bis 8. Das erste

Maximum wird mit N grofler.
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v in Abhdangigkeit von d und N

S —————————]
4= 3
3 v —

~  F : e
2 } -
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okt ! L ! 4
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d

Fig. 3.6: Der kritische Exponentent v fiir 0 < d < 4 und (von links-unten nach
recht-oben) N = —1,-0.5,0, 1, 3,2, 5, 1 bis 5 sowie 10 und 15. Die
durchgezogene Linie ist d—iZ’ der durch asympotische Entwicklung ge-

wonnene Wert von v fiir N — oo
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Fixpunktpotentiale bei d=0.4 bis 3.8 fur N=—1
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Fig. 3.7: Fixpunktpotentiale bei d = 0.4 bis 3.9 fir N = —1 in Schritten von
%. Flachere Potentiale gehtren zu grofleren Werten von d. Das tiefste
Potential gehért zu d = 0.4 bzw. d = 2.0
““““ Fixpunkipotentiale bei d=0.5 bis 3.9 fur N=O
oL '9=2.0 bis 3.5 ‘ ‘
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Fig. 3.8: Fixpunktpotentiale bei d = 0.3 bis 3.9 fiir N = 0 in Schritten von 1—10. Fla-

chere Potentiale gehoren zu grofleren Werten von d. Das tiefste Potential
gehort zu d = 0.3 bzw. d = 2.0
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0.5

(@]
N
O
iN
o))

Fig. 3.9: Fixpunktpotentiale bei d = 2.1 bis 3.9 fiir N = 1 in Schritten von %.

Dies ist die Reproduktion der 2-Well-Fixpunkte aus [PPW94]. Flachere
Potentiale gehoren zu grofieren Werten von d. Das tiefste Potential gehort

zud=2.1
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Fixpunktpotentiale bei d=2.1 bis 3.9 fur N=2
—_——

= —

Fig. 3.10: Fixpunktpotentiale bei d = 2.1 bis 3.9 fiir N = 2 in Schritten von
1—10. Flachere Potentiale gehoren zu gréfleren Werten von d. Das tiefste
Potential gehdrt zu d = 2.1

Fixpunktpotentiale bei d=2.3 bis 3.9 fur N=3
B e A e

Fig. 3.11: Fixpunktpotentiale bei d = 2.3 bis 3.9 fiir N = 3 in Schritten von
1—10. Flachere Potentiale gehoren zu grofleren Werten von d. Das tiefste
Potential gehort zu d = 2.3
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V(x) = —log (Zy 7)(x)

Fig. 3.12: Fixpunktpotentiale bei d = 0.3 bis 3.9 fir N = 5 in Schritten von
1—10. Flachere Potentiale gehoren zu gréfSeren Werten von d. Das tiefste
Potential gehért zu d = 2.3

Fixpunktpotentiale bei d=2.0 bis 2.9 fur N=0
— T T T 7 7 7

V(x) = —log (Zy Z)(x)

Fig. 3.13: Die 3-Well Fixpunktpotentiale bei d = 2.0 bis d = 2.9 fiir N = 0. Das
lokale Maximum wird mit wachsendem d kleiner. Das Potential mit den
ausgepragtesten Extrema gehort zu d = 2.0.
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Fixpunktpotentiale bei d=2.3 bis 2.9 fur N=5
—_—t
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V(x) = —log (2,5 2)(x)
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Fig. 3.14: Die 3-Well Fixpunktpotentiale bei d = 2.3 bis d = 2.9 fiir N = 5. Das
lokale Maximum wird mit wachsendem d kleiner. Das kleinste Potential
gehort zu d = 2.9 und das grofite zu d = 2.3.

v bei d = 2 und N von —2 bis 1
‘ ‘ ‘
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Fig. 3.15: Der kritische Exponentent v fiir d = 2 und N = —2 bis 1.
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Fixpunktpotentiale bei d=2.0 fur N=—2 bis 0.9
i ‘ T

F N=—2.0 und —1.9 4
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Fig. 3.16: Die Fixpunktpotentiale bei d = 2 und N = —2 bis 0.9 in Schritten von
1—10. Tiefere Potentiale entsprechen gréfleren Werten von N.
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Fig. 3.17: Eigenwerte fiir N < 0. Die durchgezogenen Linien gehéren zu den Eigenwerten

am UV-Fixpunkt, wobei die Werte nach d < 2 fortgesetzt wurden, und die
(+-+)-Linien zu den Eigenwerten am 2-Well-Fixpunkt. Fiir N = —1.5 gehoren
die (- - -)-Linien zum HT-Fixpunkt und bei N = 0 gehoren die sich bei d =3
von den UV-Eigenwerten abspaltenden (- - -)-Linien zum 3-Well-Fixpunkt. Fiir
alle Fixpunkte gilt fiir den 0. Eigenwert: Ay = 2. Der néchstkleinere Eigenwert
bei d = 3 ist je A1 etc. .
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Fig. 3.18:

Eigenwerte fiir N > 0. Die durchgezogenen Linien gehoren zu den Eigen-
werten am UV-Fixpunkt und die (- - -)-Linien zu den Eigenwerten am 2-Well-
Fixpunkt. Im Bild fiir N = 10 gehoren die (- - -)-Linien zum N — oco-Fixpunkt
und bei N =1 und N = 5 gehoren die sich bei d = 3 von den UV-Eigenwerten
abspaltenden (---)-Linien zum 3-Well-Fixpunkt. Fiir alle Fixpunkte gilt fiir
den 0. Eigenwert: A\g = 2. Der néchstkleinere Eigenwert bei d = 3 ist je Ay
etc. .
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3.3 FluBbild der RG-Transformation

Schliellich wurden noch einige Flufibilder der RG-Transformation angefer-
tigt. Dazu wurde die (normierte) algebraische RG-Transformation mit einer
Trunkation l,,,, = 10 iteriert und die Reihenkoeffizienten aus Gleichung (1)
als rdumliche Koordinaten benutzt. Der Flul der Reihenkoeffizienten mufl
dazu geeignet in den zwei- bzw. dreidimensionalen Raum abgebildet werden.
Die einfachste Mdoglichkeit ist, einfach alle Reihenkoeffzienten nach einer RG-
Iteration durch den 0. Koeffzienten zy zu teilen und dann die Koeffizienten
z1, 2o und ggf. z3 als Koordinaten zu verwenden.

Startet man mit der Iteration in einiger Entfernung eines Fixpunktes, so hat
man keine Kontrolle iiber die hoheren Koeffzienten und die Flufibilder sind
dann die Projektion des hochdimensionalen Flusses der 11 Reihenkoeffizien-
ten. Insbesondere enthalten sie typischerweise Schleifen und Uberschneidun-
gen.

Daher habe ich die Bilder dadurch gewonnen, dafl nach jeder Iteration in
den Vektor (zo,...,z,,,) bis auf die als Koordinaten benutzen Reihenko-
effzienten wieder die zum 2-Well z* gehorenden Werte eingesetzt wurden.
Zusammen mit der Normierung wurde also folgende Abbildung verwendet.
2 2 2y 2 2y 2 z(’; 2]

(20, Foey (B 21 22 B B0 e

*)

2= Rz= (20,2, ) -, S .

e <0 <0 25 20 2 2y % <0

In der Nédhe des Fixpunktes ist diese Abblldung eine Approximation der

urspriinglichen Abbildung. Dann wurden z}, 2 und z—? als rdumliche Koor-
0 0

dinaten verwendet. Man hat so eine Abbildung R’ " R® = R® und ver-
meidet Uberschneidungen der FluBlinien. Abbildung 3.19 zeigt den Effekt
dieser Ersetzung durch die Fixpunktwerte. Das linke Bild zeigt den Flufl
mit der angesprochenen Ersetzung, das rechte Bild den Flul ohne Erset-
zung. Es gibt Uberscheidungen der Fluflinien als Folge der Projektion des
10-dimensionalen Flusses auf 2 Dimensionen. Die Iterationen in der Nihe des
Fixpunktes spiegeln nicht den wirklichen FluBl um den Fixpunkt wieder, da
sie nicht wirklich in der Nahe des Fixpunktes sind, sondern dies nur durch
die Projektion so scheint. Mit der Ersetzung wird der Fluf um den Fixpunkt
besser wiedergegeben.

Da fiir grole Werte von N viele Reihenkoeffizienten eine Rolle spielen, lassen
allerdings solche kiinstlich niedrigdimensional gemachten Abbildungen keine
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Fig. 3.19: Der Flu der Entwicklungskoeffizienten a; = 2, a2 = £ um den IR-

Fixpunkt fiir N = 0. Diese Abbildung zeigt den Effekt der im Text
beschriebenen Ersetzung der iibrigen Koeffzienten durch die Werte des
Fixpunktes.

guten Ergebnisse erwarten. Daher wurde der Flufl fiir N =1 und N = 0
berechnet.

Bei den nun folgenden Bildern liegt der 2-Well-Fixpunkt in der Bildmitte.
Die Linien vom Fixpunkt nach ,,vorne-unten“ und nach , hinten-oben® sind
auslaufend, die anderen Linien sind einlaufend.
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Fig. 3.20: Der Flufl der Entwicklungskoeffizienten a; = i—é,ag = ;—é,ag = 2 um
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Fig. 3.21: Der FluB der Entwicklungskoeffizienten a1 = 2 a2 = 2,a3 = 2 fiir
N =1.



KAPITEL 4

Asymptotisches Verhalten fiir groBe IV

Betrachtet man das asymptotische Verhalten fiir grofle N, so ergeben sich
einige Vereinfachungen fiir die Rechnungen. Die physikalische Begriindung
dafiir ist, daf sich fiir grofle Werte von N die Fluktuationen um den Mittel-
wert der vielen Feldkomponenten herausmitteln. Man erwartet eine scharfe
Verteilung um den Mittelwert. ([ZJ90] oder MA in [DG76]) Dies wird von
den numerischen Rechnungen aus Kapitel 3 bestétigt. Abbildung 4.1 zeigt
numerisch bestimmte Fixpunkte nach der Transformation

Zn(x) — Zy(x) = \/Z(VNz) .

Numerisch hat man also ebenfalls Anzeichen fiir die Konvergenz Zy — ¢
gegen eine Grenzfunktion (.

In diesem Kapitel wird durchgehend im UV-Bild gerechnet, da man fiir die
Anwendung der benutzten asymptotischen Methoden Funktionen benétigt,
die fiir groe Argumente abfallen.

Also sei angenommen, dafl in der Ndhe des IR-Fixpunktes die Funktionen
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Z."M(x~N) bei d=3 fir N=1 bis 20
‘ SE ‘

o

\
oo

Fig. 4.1: Numerisch bestimmte und wie im Text beschrieben skalierte Fixpunkte
bei d = 3 und N = 1 bis 20. Die Funktionen werden mit N kleiner,
d.h. die grofite und am meisten vom ,, Grenzwert* abweichende Funktion
gehort zu N = 1. Die Linie (- - -) befindet sich an der Stelle des Maximums
des spéter bestimmten Fixpunktes einer gendherten asymptotischen Fix-
punktgleichung.

fiir grofle N asymptotisch von der Form

N (T
Z(x) ~ (—) 1
() ~ ¢ (% (1)
sind. Dabei ist ¢ : R>9 — R eine von N unabhéngige Funktion. Dies ist wohl-
definiert, da der Wert von Z an einer Stelle z € RY nur vom Betragsquadrat
x? abhiingt.

Um das asymptotische Verhalten zu berechnen, fithrt man zunéchst einige
Substitutionen an dem die RG-Transformation definierenden Integral durch,
um dann die steepest descent-Methode anzuwenden, wie sie z.B. in [SIRTL,
S.136 ff.] beschrieben wird.

In der RG-Transformation

R Z(x) = / dhio(y) Z2(y + %)
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ersetzt man dazu Z durch ¢ und nutzt die O(N)-Invarianz aus, indem man
gleich x = (z,0,...,0) wéhlt. Da vorausgesetzt wird, dafi auch R Z wieder
von der Gestalt (1) ist, hat man folgende RG-Transformation fiir ¢ (wo-
durch man den asymptotischen RG-Operator definiert und mit dem gleichen
Symbol bezeichnet):

2

RO () = [ dnalwrc (%(y2+2ﬁry1+ﬁ2w2)) .

In dieser Gleichung ist y = (v1,...,yx) und ||y||2 = ¥*. Da ohnehin grofie
N betrachtet werden sollen, nimmt man gleich N > 3 an. Dann geht man
in den Koordinaten s, ..., yy zu Kugelkoordinaten in N — 1 Dimensionen
{iber, substituiert anschliefend noch y; = v/Ns und r = v/Nq und erhilt

(RO)Y(x 2)

o0 -2 2 2
= dy1e 20/ dre 2N =2 /dQ ¢ (yl;\;r _1_5\?/4%” +52$2)
VQWU 0

vol SN—2

= ds/ dge N2 5 logla Ng=2¢2N (s + ¢ + Bsx + FPx 2) .
\/27ra I( N L) /

J

'

=:1

Der asymptotische Wert des Integrals I fiir grofle NV soll nun mit Hilfe der
steepest descent—Methode bestimmt werden. Sei gleich angenommen, dafl ¢
eine positive Funktion ist. Dann kann man logarithmieren und setzt

—log( .
Sei ferner f : R xR.g — R die Funktion im Exponenten mit dem Vorfaktor
—N,
52 4 ¢

f(s,q) = —log(q) — 21}(52 +¢* + Bsz + ﬁsz) ,
und ¢ : R x Ry — R die Funktion

9(s,q) =q*

Zur Berechnung des Integrals sind dann die kritischen Stellen der Funktion
f zu bestimmen. Man sucht also die Nullstellen der Funktionen

So(5,0) = = = 20/(s” + ¢* + Bsw + F%%) (25 + Ba)
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und

a_f R N 2 2,2
86](S,cl)—g . 20'(s* 4 ¢° + Bsx + [°1%)2q .

Dabei ist v die Ableitung von v.

Im Gegensatz zur hierarchischen RG-Transformation nach DYSON, welche in
[GK83] von GAWEDZKI und KUPIAINEN auf das asymptotische Verhalten
fiir groe N untersucht wurde, kann man hier nicht sofort eine Lésung einer
der Gleichungen angeben.

DyYSONs hierarchische RG-Transformation ist (fiir L? = 2) eine Faltung der
Form

(R pZ)(x) = / Ao () Z (5% + y) Z(5x — y) .

Nach Ubergang zur neuen Funktion ¢ = exp(—w) wie oben beschrieben,
bekommt man die Bestimmungsgleichungen der Stelle, an der die steepest
descent-Auswertung zu erfolgen hat:

g_]sc(& q) = g —w'(s* + ¢ + Bsz + [22?) (25 + fz)

—w'(s* + ¢ — Bsz + B22?)(2s — Ba) = 0

und

1
a_q(sa q) = — - P w'(s* + ¢ + fBsz + F°2*)2q

—w'(s® + ¢ — Bsz + B22%)2¢ = 0 .

Eine Losung der ersten Gleichung kann man mit sy = 0 sofort angeben. Mit
dieser Losung erhélt man eine asymptotische RG-Gleichung fiir die Umkehr-
funktion der Ableitung des Potentials. Zusammen mit der Fixpunktgleichung
kann man sie als meromorphe Funktion bestimmen. Diese invertiert man
dann auf einem geeigneten Bereich und erhélt den Fixpunkt.

Doch zuriick zur urspriinglichen RG-Transformation. Man kann also nicht so-
fort eine Losung der beiden Gleichungen angeben. Zur Bestimmung der drei
unbekannten GroBen sg, go und v'(---) mufl die dritte Gleichung R{ = ¢
mit hinzunehmen. Dann hat man implizite Gleichungen fiir sq und ¢o. Man
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kann aber keine asymptotische RG-Transformation herleiten. Daher soll ei-
ne Naherung besprochen werden, mit der man eine genédherte asymptoti-
sche RG-Transformation bekommt. Diese ist explizit l6sbar und liefert eine
Losung, die fiir kleine Argumente eine gute Nadherung des numerisch be-
stimmten Fixpunktes fiir N = 20 ist.

4.1 Eine gendherte asymptotische Fixpunktgleichung

Mit einer einfachen Nédherung kann man die Gleichungen explizit 16sbar ma-
chen. Dazu nimmt man an, dafl die erste und zweite Ableitung des Potentials
klein sind und vernachléssigt werden konnen. Anhand der Abbildungen 4.1
und 3.4 fiir die Fixpunkte und Potentiale sieht man, dafl dies fiir kleine Ar-
gumente bis zum Maximum gut erfiillt ist.

Dann hat die Funktion f in ihrem Definitionsbereich nur einen kritischen
Punkt und die Hessematrix an diesem Punkt ist nicht entartet. Wegen

g(s,q) ~ 2 und g(s,q) ~

ds o q

1
q

SRES

liegt er bei (sg,q0) = (0, /). Sei nun noch A die Hessematrix von f an der
Stelle (so, go) multipliziert mit £,

1 /L1 0
=55 2)
dann gilt
N
I~ exp(—N f(s0,90))m9(s0, q0) _ eXp(_%)Uz 720 ! CQN(ﬂQIQ + o)

NZdet(A) N(ov2)-

Das asymptotische Verhalten des Vorfaktors von I in der RG-Transformation
erhélt man durch die Stirling-Formel.

w'TVNT YN

Vare T(EEL)  avas DA

2N 1 ( 2¢ )N23
Jiv2e /(N =3) \N =3
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_ =3 <NN 3>NeXp(—ﬁ)eg\/§l

TOo 2 -
D e

3
—se2

Sammelt man alle Ergebnisse zusammen und potenziert die resultierende
Gleichung mit +, so hat man asymptotisch und approximiert die einfache
Beziehung

R¢(2%) = (*(F2* + o) . (2)

Die zugehorige algebraische RG-Transformation fiir den Fall, dafl eine Ent-

wicklung
=Y o F@?)" (3)
k=0
existiert, ist dann aufgrund von

2,2 nfmn—i—m n+m 2, 2\k_n+m—k
C3(B%2® + o) = ZZ’anU Z I (B°x%) %o

n,m=0 k=0

durch die Abbildung

0
2k nm nm ,__
zE— 0 Z Sp ZnZm spt =

n,m=0

gegeben.

4.1.1 Ein Fixpunkt der genaherten Fixpunktgleichung

Die Fixpunktgleichung lautet asymptotisch fiir N — oo
¢(z*) = ¢*(8%* + o) . (4)
Diese Gleichung ist tatsichlich explizit lsbar. Mit ((z?) = exp(v(z?)) folgt

1
v(x?) = (F%2? 4+ o), und speziell hat man 51}(0) =uv(0) .

Induktiv erhélt man aus den letzten beiden Gleichungen (o > 0) fiir n € Ny

2n

20(0) = v(0) = 20((8 + 1)o) = Zinv(()) _ v(nzlﬁ%a> _ v(ll__%Q o).
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Wenn man annimmt, daf 57v(0) = v(%a) fiir beliebiges n € R gilt, hat

_ log(a2(1-5%)-1)

o 2 fiir gentigend grofie v € R

man an der Stelle 7(z?)

2

v(2?) = exp(— 10g(2)ﬁ(%>)v(0) = exp (—liogggz log (xzw - 1)) v(0) .

Dies fithrt dann zu der Behauptung, daf (,(z?) = exp(v.(2?)) mit
log 2

1 — 2
og, 72 ZL‘2—( aﬁ ) _ ID v,(0)

die Fixpunktgleichung erfiillt, was man nun leicht nachrechnet. Die Gleichung
hat damit eine ganze Schar von Fixpunkten, parametrisiert durch v,(0). Bei
ihrer Herleitung wurde jedoch die Information iiber die Ableitung durch die
Néherung verworfen.

log

v.(2?) = exp (—

Diese Funktion hat die Form eines ,Double-Well“. Gibt man v,(0) durch
den numerisch bestimmten Wert vor, so hat man bis zum Maximum der
Funktion eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit dem numerisch be-
stimmten Potential. Abbildung 4.2 zeigt den skalierten Fixpunkt Z(z) =

Y/ Zy0(v/20 ) bei d = 3 und N = 20 zusammen ¢, und R Z. Man muB noch

beriicksichtigen, das Z vom tatsichlichen asymptotischen Fixpunkt abweicht.

Das Maximum von (, liegt bei x,,, = 1_"7 In Abbildung 4.1 fiir die nume-

risch bestimmten Potentiale ist dieser Wert eingezeichnet.
Das asymptotische Verhalten von v, fiir grole Argumente ist
log 2
v,(2%) ~ const. (z%)%z8” = const. (xz)ﬁ :

also hat v, sogar das richtige , Grofifeldverhalten®. (vgl. Kapitel 1)

4.1.2 Eigenwerte der linearisierten RG-Gleichung

Die zur gendherten RG-Gleichung gehorende linearisierte RG-Gleichung lau-
tet

(A(C)p) (%) = 2¢.(F%2° + 0)p(B2” + o) .

Die ersten beiden Eigenfunktionen und Eigenwerte kann man direkt able-
sen. Sie sind ¢y = (, mit Eigenwert \y = 2 und (durch Differentiation der
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Setzt man ein Fixpunktpotential v/ ein, ergibt dies

/

vl 1 v o

t*< - ) = 32t (v , also  t,(v)) = —t*<—*> - —.
Seien nun v' und ¢’ nahe an der Ableitung des Fixpunktpotentials v/, so daf
tov' =~ id und v, = ¢’ &~ ¢'. Indem man die Differenz t(v") — t,(v") betrachtet
und annimmt, daf sie in eine Reihe in v’ zu entwickeln ist, erhélt man zuerst

/ /

) )= 5 ((5) - (5))

oo — 7
Zm:O gmv'm—1 o V/ 1
Zm:() gmv m

, 1 1 m—1
Im = gmﬁz 232 )

Also sind die g,,(v) die ,scaling fields“, die Eigenfunktionen der linearisier-
ten asymptotischen RG-Transformation am Fixpunkt, und die zugehérigen
Eigenwerte sind

und daraus

d—2m

A, = 2" @t alm=l) — 9f _ pd-2m N,

Wieder erhilt man \g = L? = 2 und \; = L2,
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Kapitel 4. Asymptotisches Verhalten fiir groBe N




KAPITEL b

e-Entwicklung

In diesem Kapitel geht es um asymptotische Entwicklungen in € = d, — d,
wobei d, eine der kritischen Dimensionen d, = lf%l,l* € Ns,, ist. Die
e-Entwicklung aus [PPW94] wird auf O(N)-invariante N-Komponenten-
Modelle verallgemeinert. Man rechnet im UV-Bild, da der Fixpunkt, von
dem sich die nichttrivialen Fixpunkte abspalten, dann die einfache Form

ZUV = 1 hat.

Fiir die e-Entwicklung nimmt man an, daf§ die Entwicklungskoeffizienten ei-
nes Fixpunktes z; zumindestens asymptotisch in € entwickelt werden kénnen:

oo
2: k

Z] = Zl( )Gk .
k=0

Um es noch einmal deutlich zu sagen: Die Summen sind nicht im Sinne
holomorpher Funktionen in e zu verstehen. Dies kann schon deshalb nicht
sein, weil der entwickelte Fixpunkt fiir d > d,, also € < 0, nicht existiert.
Oberhalb der kritischen Dimension d, miifite die e-Entwicklung also identisch
den UV-Fixpunkt ergeben, d.h. z; = §;o. Wie man durch den Identitétssatz
aus der Theorie der holomorphen Funktionen weif, miifite sie dann auch
fiir € > 0 den UV-Fixpunkt ergeben. Man beachte auch im Hinblick auf die
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Die linke Seite der Fixpunktgleichung ergibt nun

2t i i bl(m)zl(k)EmHC =21 i i bl(nfk)zl(k)en ;
m=0 k=0 n=0 k=0
und die rechte Seite ergibt
Z Z Clj (kl k1+k2 _ Z ZZCZ] (n—k k) o

1,7=0k1,k2=0 n=0 k=0 1,j

Fiir die n. Ordnung bedeutet das

21*26”’“ ) — ZZC” A9 (1)

k=0 1,5
Es ist
2 =6, (2)
b( = 0 fir m > 0 und Cj° = §;;. Letzteres gilt aufgrund der Summati-

onsbedlngung in den C; "1 Es wird summiert iiber alle ¢, fiir die g0 < q
und 2g < 14+ 75 +1 gllt In diesem Fall wird also iiber alle ¢ mit i,/ < ¢
und 2¢ < i 4+ [ summiert. Die Ungleichungen sind fiir ¢ # [ offenbar nicht
gleichzeitig erfiillbar. Daher bleibt von der Summe nur der Term ¢ = [ = ¢

iibrig, und es ist
—4i

i ity 2
CZO(N) =14 —HlO'l'O'(Sz’l = (5i,l .
Dies benutzt man in Gleichung (1). Mit den Gleichungen fiir zl(o) und bl(o) tallt
der erste Term der linken Summe fort, und mit der Gleichung fiir C;* kann
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Die Rekursionsgleichung fiir n > 2,1 = [, ist also

Zz(*n) _ _26 (2201l z’nOH’ZZC” n+1 k) j(k)

i#£l k=2 i,

a(ias T L) )

Mit Hilfe der elngerahmten Formeln kann man rekursiv die Entwicklungsko-
effizienten Zz ) bestimmen. Dies wurde mit dem Computeralgebraprogramm
Maple V Release 3 bis zur dritten Ordnung durchgefiihrt. Die Ergebnisse bis
zur zweiten Ordnung findet man in Anhang C. Die erste Ordnung kann man
noch direkt an den Gleichungen ablesen. Aufsummiert erhélt man fiir den
Fixpunkt zu [, = 2

log 2

. -2 h(v) ‘
6N +35)) 2 @

Z(x) =

Mit Hilfe von F11 aus Kapitel 2 rechnet man das Hermitepolynom aus.
h(27) () = 2* — 29(N +2)2* + *N(N + 2)

Man beachte den Fall N = —2. Im Hermitepolynom fallt der quadratische
und der konstante Term fort, und Z(z) hat im Giiltigkeitsbereich der Appro-
ximation die Form eines (nicht quadratischen!) Single-Well. Dies gilt eben-
falls fiir das zugehorige Potential V' (z) = —log Z(z). Bis zur dritten Ordnung
bleibt dieses Resultat giiltig (Abb. 5.1), obwohl sich h,(x) nicht fiir alle n
auf (z?)" reduziert. Fiir noch héhere Ordnungen wurde es nicht {iberpriift.
Fiir N > —2 hat Z in erste Ordnung die Form eines Double-Well und, dies
bleibt ebenfalls bis zur dritten Ordnung giiltig. In Abb. 5.1 werden die Er-
gebnisse der e-Entwicklung mit den Ergebnissen der Numerik verglichen. Fiir
€ = 0.2 gibt es eine gute Ubereinstimmung. Im Fall N = —2 lagen so nahe
bei d = 4 keine numerischen Ergebnisse vor, aber bei anderen Dimensionen
hat das Potential in der numerischen Naherung die Form eines Single-Well.
Aus der guten Approximation der Potentiale bei N = 0 und N = 5 kann
man schliefen, dafl die e-Entwicklung auch fiir N = —2 und geniigend kleine
Argumente eine gute Approximation an die richtige Form ist. Schlielich gibt
es noch eine Abbildung fiir N = 5 und € = 0.3. An ihr kann man erkennen,
dafl die Approximation bereits schlechter wird.
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e—Entwicklung bei d=3.8 und N==2 in 1., 2, und 3. Ordnun e—Entwicklung bei d=3.8 und N=0 in 1,, 2, und 3. Ordnun
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Fig. 5.1:

5.2

e-Entwicklung der Eigenwertgleichung

e-Entwicklung in 1. (———), 2. (—-—) und 3. Ordnung (- - -) im Vergleich

mit numerisch bestimmten Fixpunkten.

Legt man den Raum Lo(RY, dp,)°™) zugrunde, so gehort zu ihm vermoge
Entwicklung nach den Polynomen 7—"h$7) ein /o-Raum reellwertiger Folgen
mit dem Skalarprodukt (-,-), das durch

oo n—1
(a,b) := Zan 2" H(N + 2i)n! | by,
n=0 =0

definiert ist. Die Faktoren im Skalarprodukt stammen dabei aus dem Ska-

larprodukt (hq(ﬂ), hﬂ))gﬂ.

Die Linearisierung der algebraische RG-Transformation

o)

r— Rz, x— AaCr=p% Z x,C""x,y, fir alle | € Ny

n,m=0
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nach ¢ und benutzt eine Verallgemeinerung der nicht entarteten Stérungs-
theorie.

Die nullte Ordnung A(z)l(g) ist diagonal. Die Eigenvektoren sind also (gleich
normiert) die kanonischen Einheitsvektoren bzgl. (-, -), die Eigenwerte die
Werte auf der Diagonalen, und es gibt keine Entartung.

v = ¢, = (8,,) wd A0 =2 N, (11)

Die Eigenwertgleichung (8) ergibt nach Einsetzen der Entwicklungen von v,,,
A, und A fiir die k. Ordung (k > 1)

k
n=0
k—1
— (AQ — N0 = — S (A _ Ay (12)
n=0

An der linken Seite der Gleichung sieht man, dafl man auf vfﬁ) ein Vielfaches

von vflo) addieren kann, so dafl (UELO), vfﬁ)) = 0 fiir £ > 1 gilt. Dann bildet man

,()0) mit Gleichung (12) und nutzt die Symmetrie von

das Skalarprodukt von v
A© und die Orthogonalititsrelationen (UELO), va)) = 0o, und (v,(,o), vﬁo)) =0,,

aus.

k—1
0) _ £0)y(,©0) k)Y — _ 0) A (k=n), (n)y _ y\(k=n)(,,(0) ,(n)
AL = XD, 1) = = 37 (o, A=) = AED (00, ()
n=0
Fiir 4 = p hat man
k—1
AW = (00, A6y (13)
n=0
und fiir p # p
k—1
1
(k) — (0) (k) — (0) A (k=n), (n)y _ y\(k=n)(,,(0) ,\(n)
Ypp = (Up U )_ )\(0) _)\(0) <(UP ’A Y ) )‘u <Up U )>
1Y n=0

Das fehlende Skalarprodukt wurde durch die Orthogonalitédtsforderung

0= (UELO), va)) = Z 5#,711132 = U;(Lkl (15)
n=0
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Zusammen mit den numerischen Ergebnissen aus Kapitel 3 legt das die Ver-
mutung nahe, dafl die e-Entwicklung fiir N — oo konvergiert und die Reihe

fiir v durch die Reihenentwicklung von :-—1- gegeben ist. Daher kann es
sein, dafl die Existenz des zugehorigen Fixpunktes nicht bei d = 4 endet.

21—¢/2

Fir N = —2 ist die entsprechende Vermutung, dafl die e-Entwicklung des
kritschen Exponenten trivial ist und nur aus dem nullten Term der Reihe
besteht. Es konnte also auch fiir N = —2 zutreffen, dafl die e-Entwicklung
fiir die Fixpunkte konvergiert und die Existenz des Fixpunktes nicht bei
d = 4 endet. Dazu sind aber noch weitere Untersuchungen notwendig.

Um v numerisch aus der asymptotischen A\;-Reihe zu berechnen, wird erst
A1 in der entsprechenden Ordnung berechnet und aus diesem Ergebnis der
kritische Exponent v durch v = dll‘;i 2/\1. Damit umgeht man die Entwicklung
des Logarithmus, dessen Reihe nur sehr schlecht konvergiert. Man beachte
aber, daf} dieses Vorgehen fiir den Spezialfall N = —2 jedoch immer etwas
schlechtere Ergebnisse liefert als die Aufsummation der v-Reihe. Letztere
liefert in den bekannten Ordnungen immer das Ergebnis %, das vermutlich
exakt ist, wihrend das erste Verfahren leicht abweichende Werte liefert. Die

Abweichung wird mit zunehmender Ordnung aber kleiner.

Die Ergebnisse dieser Rechnung stimmen mit den numerischen Werten in
Kapitel 3 fiir kleine € gut iiberein. Fiir N = 1 bekommt man die gleichen
Werte wie in [PPW94]. Als Beispiel sind in Tabelle 5.1 die Werte fiir N =0
aufgefiihrt.

Bessere Ergebnisse erhélt man mit Hilfe der Borel-Summation der Reihe fiir
A1. Nach Aufsummation der Borel-Reihe

Ordnung A(k‘)
1k
B(E) = FE
k=0
bis zur berechneten Ordnung, wird eine diagonale Padé- Approximation () der
Summe berechnet und dann das Ergebnis numerisch Borel-transformiert.

M) = / " QUte) exp(—t)de

Man setzt dabei voraus, dafl die Reihen in € Borel-summierbar sind. Eine
Tabelle mit den Werten der Borel-Padé-Approximation (BP-Approximation)
fir N e {—2,—1,...,20} und d € {3.9,3.8,...,3.0} befindet sich in Anhang
C. Wie auch fiir die naiv summierte Reihe ist die Ubereinstimmung mit den
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numerisch bestimmten Werten fiir kleine € sehr gut. Die BP-Approximation
stimmt aber auch fiir Werte von d in der Nahe von 3 im Gegensatz zur naiven
Summation noch auf 2 bis 3 Stellen mit den numerisch bestimmten Werten
iiberein. Leider liegt aufgrund der fehlenden Restgliedabschétzung der e-
Entwicklung und der Padé-Approximation keine Fehlerabschétzung vor.

| d||k:1|k=2|k=3|k:4‘k:5‘numerisch| BP ’
3.9 || 0.5065 | 0.5066 | 0.5066 | 0.5066 | 0.5066 0.50659 0.50659
3.8 || 0.5135 | 0.5140 | 0.5137 | 0.5139 | 0.5137 0.51380 0.51380
3.7 || 0.5211 | 0.5222 | 0.5211 | 0.5221 | 0.5208 0.52157 0.52157
3.6 || 0.5293 | 0.5313 | 0.5286 | 0.5319 | 0.5261 0.52990 0.52988
3.5 || 0.5382 | 0.5412 | 0.5359 | 0.5442 | 0.5266 0.53877 0.53873
3.4 || 0.5477 | 0.5521 | 0.5430 | 0.5602 | 0.5176 0.54820 0.54811
3.3 || 0.5580 | 0.5641 | 0.5496 | 0.5821 | 0.4945 0.55821 0.55761
3.2 || 0.5691 | 0.5771 | 0.5555 | 0.6128 | 0.4557 0.56884 0.56841
3.1 || 0.5810 | 0.5913 | 0.5607 | 0.6570 | 0.4045 0.58012 0.57946
3.0 || 0.5940 | 0.6068 | 0.5651 | 0.7236 | 0.3488 0.59209 0.59040

Tab. 5.1: ¥(N = 0) berechnet durch ,naive* Summation bis zur Ordnung k,
durch numerische Bestimmung des Fixpunktes und durch Borel-Padé-
Summation der e-Entwicklung in 6. Ordnung.






KAPITEL 6

Die Betafunktion

In diesem Kapitel wird die Betafunktionsmethode besprochen. Im Zusam-
menhang mit hierarchischen Modellen ist das die Bezeichnung fiir eine Me-
thode, das unendlichdimensionale Fixpunktproblem in ein endlichdimensio-
nales Problem zu iiberfiihren. Damit ist diese Methode besonders dafiir ge-
eignet, die Existenz von Fixpunkten zu zeigen.

Man rechnet im HT-Bild. Da fiir diesen Fall exponentiell anwachsende Funk-
tionen im Definitionsbereich des Operators liegen, werden durch diese Wahl
einige Normabschitzungen moglich.

Die Ableitung A(f) des Operators R an der Stelle f € Dz ist eine lineare
und stetige Abbildung. (F 2.3) Nur endlich viele Eigenwerte von A an den tri-
vialen Fixpunkten sind gréfer als 1. Diese Eigenschaft erwartet man auch von
den Eigenwerten an nichttrivialen Fixpunkten. Ist die Ableitung ein Hilbert-
Schmidt-Operator, so sind nur endlich viele Eigenwerte relevant, denn die
Summe Y 2 A2 aller quadrierten Eigenwerte ist dann endlich. Mit Hilfe
von Feststellung 17 auf Seite 50 kann man untersuchen, ob die Ableitung ein
Hilbert-Schmidt-Operator ist. (Vgl. die Bemerkung zu dieser Feststellung.)
In diesem Fall gibt es eine Zerlegung des zugrundeliegenden Banachraumes

B = By & By, invariant unter A, und Normen || - ||, || - ||2, die dquivalent zu
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den urspriinglichen sind, so da Alg, und (A|p,)~! je Kontraktionen sind.
(z.B. Lemma 12.1 bei [CET78])

Es stellt sich heraus, dafl man allgemeiner sogar den RG-Operator mit Hilfe
von Projektionsoperatoren in die Form R = R + R zerlegen kann, so
da wieder R, auf einer Teilmenge des zugrundeliegenden Banachraumes
eine Kontraktion ist und R ; auf einem endlichdimensionalen Unterraum
operiert. Man kann dann mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes die Exi-
stenz eines Fixpunktes fiir R o zeigen. Hat man die Existenz eines solchen
Fixpunktes gezeigt, bleibt die Aufgabe, einen Fixpunkt fiir R ; zu finden. Die
Betafunktion héngt eng mit dem Operator R, zusammen. Um dies genau
zu definieren, mufl man sich zunéchst einige Begriffe verschaffen.

Es wird die algebraische RG-Transformation nach F12 aus Kapitel 2 benutzt,
d.h. man betrachtet die Entwicklungskoeffizienten z; einer Funktion Z als
Element z = (2, 21, 22, . . .) aus R*®. Die algebraische RG-Transformation ist

Rz=zXz. (1)

Das Produkt ist definiert durch die Gleichungen fiir die Komponenten

(Ra)e = (2 x2)i =% Y CI™(N)znzn , firalle keNy. (2)

n,m=0

6.1 Die RG-Transformation H fiir den irrelevanten Anteil

Definition 1 (Projektionsoperator, Einbettungsoperator) Fir M €
N ist der Projektionsoperator Py = P : R™® — R definiert durch

R* 3> (z9,21,22,...) — Pz:=(z0,...,2m-1,0,...) € R*™.
Zusitzlich ist der Operator Pyy = P : R® — RM definiert durch
R>* 5 (Zo,Zl,ZQ, .. ) — pZ = (Zo, .. .,ZMfl) € RM

In die umgekehrte Richtung bildet der Einbettungsoperator Z = Z,¢ : RM —
R> ab. Er ist definiert durch

(20, -y 2m-1) — Zrer(20y -y 2m-1) = (205 -+ 21,0, ...) .
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Zu z € R nennt man Pz den ,relevanten Anteil von z und (1 — P)z den
yirrelevanten“ Anteil von z. Diese Namen sind dadurch begriindet, daf§ der
irrelevante Anteil unter der Iteration der RG-Transformation gegen einen
Fixpunkt geht, wenn nur M grofl genug ist, wiahrend fiir den relevanten
Anteil Abschatzungen durchzufiihren sind, um die Existenz eines Fixpunktes
Zu zeigen.

Man fiihrt folgende Norm ein, die durch die Norm auf Dz im HT-Bild mo-
tiviert ist.

Definition 2 Sei z € R™ und p € Rq. Dann ist ||z||, definiert durch
21, := sup (klp*|z]) -
keNg
Ferner ist B, := {z € R>® : ||z||, < o0}.
Auf B, definiert || - ||, eine Norm, und damit ist (B,, || - ||,) ein Banachraum.
Ist p < p/, so gilt fiir die zugehorigen Normen
121, < llzll -

Daraus erhdlt man die Inklusionsbeziehung B, C B, fiir die Banachrédume.
Fiir jedes z € B, gilt ferner fiir die einzelnen Koeffizienten z;

1 .
|z1| < HZHpk!—pk‘ fir alle k e Ny .

Mit Hilfe dieser Begriffe erhélt man die RG-Transformationen fiir den rele-
vanten und fiir den irrelevanten Anteil, indem man P bzw. 1 — P auf die
RG-Transformationsgleichung

2 =R(z)=zx%xz

anwendet. Zur Abkiirzung werden die Bezeichnungen Pz = z,., und (1 —
P)z = r verwendet. Sei also z = 2, +r und 2’ = 2/, + r’. Mit diesen
Bezeichnungen lautet die RG-Gleichung

/ /
2+ =2X 2= 2 X Zpe + 220 X T AT X T (3)

Damit erhélt man zu einem vorgegebenen relevanten Teil durch Anwendung
von 1 — P auf diese Gleichung eine RG-Transformation fiir den irrelevanten
Anteil.
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Mit p/ = ’;%f gilt also
o\ 2\ ~N/2
< (1= (3)) " bl )

|1l ist eine Algebranorm, falls p < p’ ist, denn dann hat man |lw||, < [Jwl|,.
Fiir die Bedingung an p hat man die Aquivalenzen
2 28%p

<p & p> & <1. 6

PEP S PZTom T TS (6)

An der zweiten Ungleichung ist zu erkennen, dafl es wichtig ist, im HT-Bild
zu rechnen. Nur dann ist 23° < 1 und damit diese Bedingung erfiillbar.
Zusammengefafit werden die Rechnungen in der folgenden Feststellung.

F1 Seiim HT-Bild p > # Dann ist ||+, : B, — Rxq eine Algebranorm.
Es gilt fir u,v € B,

9\ 2\ ~N/2
s x o], < (1 - ) lull lloll,

6.3 H ist eine Kontraktion

Nun soll gezeigt werden, dafl H eine Kontraktion ist, und es soll eine Rei-
henentwicklung fiir die Fixpunkte von H hergeleitet werden.

Dazu fithrt man in die Fixpunktgleichung r* = H(r*) einen weiteren Para-
meter ¢ ein, um zwischen der Trunkation des Systems und der vollstédndigen
Losung zu interpolieren. Zu t € R und x € R definiere r(z,-) = r : R — R*®
durch

r(t) ==t H(z,r(t))

Es ist natiirlich noch zu klaren, ob diese implizite Definition moglich ist,
d.h. ob r(t) existiert und eindeutig ist. Dazu wird die Reihenentwicklung
hergeleitet und die Konvergenz der Reihe gezeigt.

Jedenfalls leistet diese Gleichung das Gewiinschte, falls eine Losung existiert.
Es ist dann 7(0) = 0 und r(1) = r*. Der Fall t = 0 entspricht der Trunka-
tion des Systems, also der Methode, die zur numerischen Bestimmung der
Fixpunkte benutzt wurde.
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rl(:) = ﬁzk Z Ciq(zreﬂp('z?“d)q
p,q

n > 2’ T’,(gn) _ 621@ Zcpq Zrel ﬁ% Z Zcpq (n—1—p) .

u=1 p,q

Mit dieser Kenntnis kann man eine Normabschétzung fiir die ™ angeben.

F2 Sei im HT-Bild p > # und (ap)nen die rekursiv definierte Folge mit

ar :=1 und
n—2

Ay = 20,1 + g Apln_1—p , N =>2.
pu=1

Sei ferner x € Dg. Dann gilt fiir alle n € N:

. 9\ 2 —Nn/2 2ﬁ2p nM .
s (1-G)) T (F55) 1zeien

Dies beweist man mit der folgenden Feststellung.

F3 (H ist eine Kontraktion) Sei im HT-Bild p >
und w = u X v. Dann gilt

- Pyl < (1- (%)Q)M (2 ‘;)M full ol

Mit anderen Worten: Wahlt man M nur grofl genug, so ist H eine Kontrak-
tion auf der Kugel B,(0) = {r € R C B,| |Irll, < ¢} € B,. Sei & € B,
vorgegeben, und sei = (o, ..., Zy—1) € RM. Dann folgt fiir H:

— wg, seien u,v € B,

||H({B,7“1) - H(xver)Hﬂ
= (L= P)(2Z,a(z) X (r1 —12) + (11 —1r2) X (11 4+ 712))][,

2\2\ N /232
< (-0 () ezl sl

<||;sz qu

Da nach Wahl von p der Faktor (?%) kleiner als 1 ist, ist der gesamte

Vorfaktor von ||r; —rs|, fiir gentigend grofles M kleiner als 1. Je groBer man
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Also gilt die Behauptung nach Konstruktion der Folge. <

Die Folge (ay)nen ist nun noch zu bestimmen. Dazu sucht man ihre erzeu-
gende Funktion.

Lemma 2 Sei F': R — R die durch

1 1
Flz)=——-1——V1—-4z, z#0,
2z 2

gegebene Funktion, erginzt durch F(0) = 0. Dann gilt fir die Koeffizienten
bn,n € N, ihrer Taylorreihe um 0

1/ 1 )
== 2 ) (—q)tt
@n = b Q(n—i—l)( )

Ferner gilt fiir den Konvergenzradius R der Taylorreihe R = %.

Beweis: F' ist wirklich in eine Taylorreihe um 0 entwickelbar:

1 1 < /L 1
Flz)= ——1—- — 2 ) (- =—= 2 4)rtign
(z) 2z 2w £~ (n) Z (n + 1) v

Weiterhin rechnet man nach, dafl
F(z) =2 +22F(z) + oF(x)?

gilt. Also erhéilt man durch Koeffizientenvergleich aus

co n—2

me —$+2an 11‘ +Zzbk" 1— kx

n=3 k=1

da die Entwicklungskoeffizienten b, von F' die gleiche Rekursionsrelation
wie die a,, erfiilllen und zusétzlich a; = b = 1 gilt. Der Konvergenzradius
ergibt sich schlieilich aus dem der Binomischen Reihe. N

Die folgende Feststellung folgt dann direkt aus dem Lemma.

F4 Sei im HT-Bild p >
wobei

— 252 Dann konvergiert Y oo r™t" fiir |t| < K,

(-0) )"

||Zrel||p

RN
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der Konvergenzradius der Majorante Y~ | ¢,t™,

9\ 2 —N/2 932 M™
o[-0 G2 e

18t.

6.4 Die Betafunktion

Die RG-Transformation fiir den relevanten Anteil ist nur noch eine Abbildung

endlichdimensionaler Raume und wird als Betafunktion bezeichnet. Sei dazu
Dp(M, q) = Dg C RM die durch

Dp(M,q) := {x € RM| H(x,) ist eine Kontraktion auf B,(0)}

definierte Menge. B,(0) ist die Kugel um den Ursprung in B, mit dem Radius
q.

Definition 4 (Die Betafunktion)
Die Betafunktion BM9 = B : Dy — Dy ist die durch

B(zo,...,Tmo1) = P(zm@;) X Zraa(2) + 22,0(x) X 7(x) + () X (a:))

definierte Abbildung. Dabei ist r*(x) der Fizpunkt der Abbildung H(x,-).

Hat man z* = B(z*) und r* = r*(2*) bestimmt, so ist
2* = Z(a") + 1"
ein Fixpunkt von R :
Rz = (1-P) (Zrez(x*) X Zpot (1) + 22, (2%) X 7% + 7% % r*)

+ P(Zrel(x*) X Zr(2%) + 22, () X 7 41 X r*)
= H(x"r")+ Z,q(B@") =r"+ Z,q(z") = 2" .

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese Ergebnisse zu benutzen. Mit der
Abschétzung von H kann begriindet werden, dafl die Trunkierung des Sy-
stems von Gleichungen bei der numerischen Behandlung fiir geniigend grofle
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Methoden, die bei der Untersuchung skalarer hier-
archischer Modelle erfolgreich eingesetzt wurden, fiir die Untersuchung hier-
archischer O(N)-Modelle verallgemeinert und auf diese Modelle angewandst.
Dabei ging es vor allem um den Artikel [PPW94] von PINN, PORDT und
WIECZERKOWSKI iiber algebraische RG-Transformationen und die e-Entwicklung.
Die RG-Transformation wurde als Operator auf einem Banachraum definiert,
der ein Teilraum eines Hilbertraumes ist. Die Figenschaften des Operators
wurden untersucht, und es wurde festgestellt, dafl er stetig und differenzier-
bar ist. Zwei zu diesem Operator gehorende algebraische RG-Transformation
wurden abgeleitet. Es wurde gezeigt, dafl man auch im N-Komponentenfall
numerisch Fixpunkte der algebraischen RG-Transformation finden kann und
diese Ergebnisse fiir Dimensionen nahe bei 4 mit der e-Entwicklung konsi-
stent sind. Es wurden die Spezialfille N = —2 und N — oo untersucht.
Dabei wurde festgestellt, dafl es starke Anzeichen dafiir gibt, dafl der kriti-
sche Exponent ¥ dann mit den entsprechenden Werten fiir das volle Modell
iibereinstimmt.

Zusitzlich konnten einige der Teilergebnisse aus dem Artikel [KW91] von
Koch und WITTWER auf den N-Komponentenfall {ibertragen werden.

Schlieflich wurde die Betafunktionsmethode fiir den N-Komponentenfall be-
sprochen und erste Ergebnisse hergeleitet, die fiir den Existenzbeweis nicht-
trivialer Fixpunkte notwendig sind.

Diese Ergebnisse konnen als Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen die-
nen. Dabei sind insbesondere die folgenden Punkte interessant.

e Fiir d < 2 gibt es nach CASSANDRO und MITTER auch fiir N > 1
Fixpunkte der RG-Transformation. [CM94] Diese sollte man mit Hilfe
der algebraischen RG-Transformation numerisch finden konnen.

e Eine grofle Aufgabe ist es, die Beobachtungen aus dem Kapitel iiber
die numerischen Berechnungen zu beweisen. Insbesondere mufl unter-
sucht werden, ob die Existenz der nichttrivialen Fixpunkte wirklich
bei den beobachteten Dimensionen endet, ob man diese Dimensionen
analytisch bestimmen kann und ob die gute Ubereinstimmung des kri-
tischen Exponenten v mit dem des vollen Modells fiir N = 0 wirklich
nur dadurch begriindet ist, dal die Werte des vollen Modells und des
hierarchischen Modells fiir N = —2 gleich sind. Auch letzteres, also
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V(N = —2) = 3, muB bewiesen werden. Vermutlich ist die Formel mit
ausintegrierten O(/N)-Komponenten aus 2.7 fiir diese Untersuchung am
besten geeignet.

Die Untersuchung der 3-Well-Fixpunkte und der hoheren Fixpunkte
mufl numerisch fortgesetzt werden. Dabei ist zu iiberpriifen, ob ihre
Existenz fiir N > 1 wirklich bereits bei d’ > 2 endet und wie sich diese
Dimension mit N andert. Es gibt eine Spekulation, dafl fir N — oo
nur noch der 2-Well als nichttrivialer Fixpunkt existiert und entspre-
chend das Existenzintervall aller anderen Fixpunkte mit wachsendem
N kleiner wird.

Wichtig ist auch, die Konvergenz {/Z%(v/N-) — (* zu zeigen. Mit
dieser Kenntnis und der Formel aus 2.7 kann man vielleicht die asym-
ptotische %-Entwicklung durchfiihren.

Es wurde in dieser Arbeit kein Existenzbeweis fiir nichttriviale Fix-
punkte gefiihrt. Wenn man die Untersuchung der Betafunktionsme-
thode fortsetzt, bekommt man die Mittel in die Hand, einen solchen
Beweis zu fiihren.

Die Abhéngigkeit der Ergebnisse vom Parameter L ist zu iiberpriifen.

Die Borel-Summierbarkeit der e-Entwicklung ist zu untersuchen. Man
benotigt auBerdem eine Abschiatzung fiir den Restterm der Entwick-
lung. Die Berechnung der e-Entwicklung fiir den kritischen Exponenten
v um d, = 4 bis zur 6. Ordnung deutet an, dafl sie fir N — oo kon-
vergent und fiir N = —2 trivial ist. Dies sollte im Hinblick darauf un-
tersucht werden, ob fiir diese Félle die Existenz der 2-Well Fixpunkte
nicht bei d = 4 endet und diese also auch fiir d > 4 existieren.

Dysons RG-Transformation kann ebenfalls mit Hilfe entsprechender
algebraischer RG-Transformation untersucht werden.



ANHANG A

GauBintegration und Hermitepolynome

Die folgenden Bezeichnungen entsprechen den Konventionen in der mathe-
matischen Literatur und werden auch in dieser Arbeit benutzt.

Zun=(ny,ny,...,ny) € NV und a = (ay,...,ay) € RY wird festgelegt:
n! = nilng! - -nyl,
In| = ni+ne+---+ny,
a" = aft-..-ayy.

Das normierte Gaufische Maf$ p1, mit Kovarianz v € Ry auf RV, N € N, ist
durch die Dichtefunktion f, mit

1 x?
@m)2 P\ T2y

definiert. Zu diesem Maf seien dann fiir 1 < p < oo die Réume L£,(R", 11,)
und L,(RY, u,) wie iiblich definiert. (z.B. REINHOLD MEISE, DIETMAR
Voar, Finfihrung in die Funktionanalysis, Kapitel 1 §13). Fiir diese Raume

fo(z) =
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gilt fiir alle p > p' > 1
Lp(RNa ,Uw) g Lp’ (RN7 NJJ) )
da das Maf} endlich ist.

Lemma 1 Istce R, c < %, und F eine Funktion, so daf$ fiir die umy € RY
verschobene Funktion F(-+y) € L1(RY,duc,) gilt, dann hat man

/d/jwy(l’> exp(c(z +y)*)F(z + y)

— A(—C>N/2@xp(c/\(—c)y2)/d,uA(C),Y(x)F(x—l—A(—C)y)

Beweis:
/duv(x) exp(c(z +y)*)F(z +y)

dNx z? ) )
— Wexp —ﬂ—i—c(x + 2zy +y°)) F(x+y)

= m (z—2cyA(—c)y)2+c(2cyA(—c)+1)y?

z—x+2cyA(—c) dNx
2 ep(eh o) [ i

J/

exp <_27A7(_C)) F(z+ (14 2cyA(—0))y)

= e(A-ACO [ sy (2) o+ A=0ly)

Lemma 2 Sei G : RY — R eine C'-Funktion in Lo(RY, du.,), fir die auch
oG, ke{l,...,N}, in Ly(RN du,) liegt. Dann gilt

[dntenGa+y) =7 [ di@ac + )
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Korollar 1 In der Situation von Lemma 3 gilt:

pHO (2) = nyH, = HY, ()

n

Mit diesen Hilfmitteln bekommt man die folgende wichtige Feststellung.

F1 (Gaulintegration und Normalordnung) Fir die Hermitepolynome
HY) mit ' € R gilt fiir alle n € Ny

[ @ @+ 9) = B )

Beweis: Per Induktion nach n. Fiir n = 0 und n = 1 ist Hévl)(m) =1 und

Hl(yl)(m) = z unabhéngig von 7/ und invariant unter der Gauflintegration.
Somit ist nichts zu zeigen. Sei also n > 1. Dann gilt mit Korollar 1 und der
Induktionsvoraussetzung:

Jan@ED @) = [ (@ ) H @) -0y B w4 )

Lemma 2,
Ind.Vor. -
- YH T (y) + yHY ) (y) — nyHY 7 (y)

Zusammen mit Korollar 1 ist dies die Behauptung. <

Einige Spezialfille dieser Feststellung sollten vielleicht einzeln festgehalten
werden. Fiir 4/ = ~ lautet die Aussage von F1:

Korollar 2 (Gauflintegration als Umkehrung der Normalordnung)
/du,y(a:)H,(ﬂ)(:c +y)=y" firalle neNy.

Und fiir 4" = 0 erhélt man:

Korollar 3 (GauBiintegration als Normalordnung negativer Kovarianz)

/duv(x)(x +y)" = H(y)  fiir alle n € Ny .

Und dies kann man auch auf die Lo-Réume iiber RV verallgemeinern:
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Korollar 4 Sei v € R. Fir die in Kapitel 1 definierten Hermitepolynome
My gilt
wo gl
[ a1 ) = HY )

Fiir die Hermatepolynome hﬁ?') gilt entsprechend

[ e o+ ) =)

Beweis: Man driickt 1" wie in Kapitel 1 Gleichung (8) als Summe aus und
wendet F'1 komponentenweise an. N

Eine weitere Feststellung ist in diesem Zusammenhang noch wichtig. Sie
macht eine Aussage dariiber, wie man Hy"" (bz) fiir a und b eR umformen
kann. Man kann die Regel direkt an der Definition der HY bzw. der H
ablesen. Sie soll dennoch einmal explizit festgehalten werden. Im Falle a = b2
gilt dabei die folgende Feststellung.

F2 Fir die in Kapitel 1 definierten Hermitepolynome H,(ﬂ) : RY — R gilt
fira € R:
H@D (az) = a”Hfj) ()  mitn =y .

m

Der haufiger benétigte Spezialfall lautet:

Korollar 5
h(aQ’Y) (G,.T) — :((@.T)Q)n:a%y — a?n :(232)":7 — a2nh£l’y) (.T)

F3 (Die erzeugende Funktion der Hermitepolynome)

> 2
gH N(x) = explax — ﬂ)

|
—n 2

Beweis: Durch Umordnen der Reihen.

00 a’ 00 al (_,Y)_] iy n .
~HW _ A n=2jg(1Z] —
2ol () nzjo TR )

3

-aEYEE

n=0
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Die folgenden Definitionen und Feststellungen sind direkte Verallgemeine-
rungen derjenigen von KoCcH und WITTWER. [KW91]

F4 Fﬁr0<b§1undu,V€NéV 1st

Beweis: Seien a,c € RY und (-,-) das kanonische Skalarprodukt auf R¥.
Dann gilt, indem man die Gaufischen Integrale (bzw. das Gaufische Integral
im Fall b = 1) bei (%) mit Hilfe quadratischer Ergidnzung ausrechnet:

o0 wow
Z %<HE])7H9)>M — <€(a,.)—“27”7 6(5,.)_c2;v>b,7 () @
!

Definition 1 Fiir 0 < b < 1 und v > 0 sei die Funktion EISW) :CxC—-C
definiert durch

F5 Fiir die Funktion E, = E,SA’) qilt:

| ( L
Ve P\ (=)

Ey(z,y) = ba? — 2bxy + b2y2)) )

Beweis: Man zeigt, daf die rechte Seite in Ly(RY, i) die gleiche Entwick-
lung nach den Hermitepolynomen hat wie die linke. Aus Symmetriegriinden

geniigt zu zeigen
(HY, Ey(z,)), = b"H)(x) .

<H7(77)7 Eb(xv )>7

2 1

dy » 1
= /—’—27r7(1—b2) eXp(—g)H&)(y)eXp< 1)

(b2y2 + b2x? — 2bxy)>
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=)

dy
= | —L_HO(y)exp | —~— 2
/\/2m(1—b2) w W) exP | =
~ / dji iy () HE (y + be) = HOD (by) = b HS (y) ’

F6 Fir0 <b<1 kann man die Elemente von HI()N) = H;, mit analytischen
Funktionen in N Variablen identifizieren, und fiir alle f € Hy und z € CV
gilt die Ungleichung

N < b o9 (5 gy PR — 8P

Beweis: Mit der Definition der Funktion FEj, und F4 sieht man, da§ E,(x,-) €
HZ(,l) fiir beliebiges 2 € C. Daher kann man || Ey(x, -)||? bilden, und es gilt

NN s
1B = 32 (5) S @ @ HD
n,k=0 o
S (0" L o) g .
= 2 (5) i @HY @) = Bz, 2)
1 1

= N exp <—m(2b2f{e(:€2) — 21)]1:|2)> .

Fiir die Skalarprodukte mit den Hermitepolynomen gilt weiterhin

byn 1

(D B e or = 3 () g B @HD, B = HP @) - (1)

n=0
Unter Ausnutzung der Linearitdt kann man diese Gleichung auf beliebige
Polynome verallgemeinern. Sei nun ( f,),en eine Cauchyfolge von Polynomen

in Hl()l). Aus Gleichung (1) folgt dann mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
fiir n,m € N

(@) = (@) = [(fo = Fons Bo (@, ))or| < [ fo = Frnllonll Eo(@, ) llos -

Da die Norm von FEj(z, -) eine stetige Funktion ist, nimmt sie auf jeder kom-
pakten Teilmenge von C ihr Maximum an. Die Cauchyfolge (f,)nen konver-
giert also gleichméflig auf jeder kompakten Teilmenge von C, und daher ist
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ihr Grenzwert eine ganze, analytische Funktion. Damit sieht man, dal Gl
(1) fir alle Funktionen in Hél) zutriftt.

Sei nun P € H,;, eine Polynomfunktion, dann kann man sie schreiben als

FKaq,...,xAﬂ = j{: }%7{gw($1,...VZN>,

HGNg

wobei nur endlich viele P, # 0 sind. Fiir vorgegebene (yi,...,yny_1) € CN™1
ist H,(J)(yl, e Uiy Yirl, YN—1) € Hl()l). Definiert man also &, durch

N
E(zr,. . an) = ][ Bolwi) .
=1

so erhilt man induktiv fiir 4 € N) und x € CV
(M), €, ))on = M (2) (2)
und daraus unter Ausnutzung der Linearitidt des Skalarproduktes
(P, &(x,))ory = P(T) . (3)

Sei nun (fy,)nen eine Cauchyfolge von Polynomfunktionen in Hj. Fiir vor-
gegebene (y1,...,yn_1) € CN7!ist dann der Grenzwert der Cauchyfolge
(fD)nen = (fu(Y1s - s Yis1, 5 Yir1, YN—1) )nen I ’Hl(,l) eine ganze, analytische
Funktion. Also ist der Grenzwert f von (f,)neny in H, analytisch in jeder
der Variablen, und mit dem Satz von Hartogs folgt, dafl f eine holomorphe,
ganze Funktion in N Variablen ist. Zusétzlich gilt fiir alle g € 'H,

(975%(Z>?>uv ::g<2)'

Die Ungleichung in der Behauptung erhélt man wieder aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung. <
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Anhang B. Ergebnisse der numerischen Rechnungen

Tab. B.1: Trunkationseffekte fiir N = 3

IR Lmaz = 10 lmaz = 20 Lmaz = 30
25 || 3.8716018937757 - 10~ | 3.9015294442769 - 10~ | 3.9015294689101 - 10!
25 || 2.7472709654097 - 10~ | 2.7468216314596 - 10~ | 2.7468216310166 - 10—+
25 || 2.0416445882152 - 10~1 | 2.0327597434157 - 10~ | 2.0327597360790 - 10~*
25 || 1.4092248806621 - 10~1 | 1.4013502479152 - 10~ | 1.4013502414472-10~1
25 || 8.9625774854293 - 10=2 | 8.9257511848321 - 10~2 | 8.9257511547236 - 102
z¢ || 5.2733434885004 - 10~2 | 5.2748796970937 - 10~2 | 5.2748796984464 - 10~2
z¢ || 2.8856392240700 - 10-2 | 2.9099303116770 - 10-2 | 2.9099303316272 - 10~>
2% || 1.4747091527680 - 10~2 | 1.5072774239603 - 10~2 | 1.5072774508427 - 102
25 || 7.0528086140537 - 10—3 | 7.3689239174505 - 10—3 | 7.3689241862291 - 10~3
zs || 3.1541868355104 - 10~3 | 3.4157386267627 - 10~3 | 3.4157388689480 - 103
25 || 1.3139603409337 - 10~3 | 1.5071112742866 - 10~3 | 1.5071114902056 - 10~3
25 - 5.0275646988651 - 10~8 | 5.0374367835756 - 10~°
Z30 - - 1.0553957852574 - 10~ 13

Die ersten 10 z; fiir N
te fir l,4: = 40 sind identisch mit denen fiir I, = 30. Fiir [, = 40
ist 2z, = 3.2209843597592 - 10729, zi, =
2o = 5.0374367851155 - 1078,

= 3 und lpe: =

kleineren Werten von N der Fall ist.

10,20, 30. Die ersten 10 Wer-

1.0554235840436 - 10713 und
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Tab. B.2: Trunkationseffekte fiir ]\|7 =20

IEA lmaz = 40 lmaz = 50 lmaz = 60 |
25 || 6.7135699167269 - 10~* | 6.7137831100317 - 10~* | 6.7137831236764 - 10~*
27 || 5.4722582473628 - 10~% | 5.4724091850071 - 10~% | 5.4724091946673 - 10~*
25 || 5.2202412254520 - 10~% | 5.2203651652976 - 10~% | 5.2203651732299 - 10~*
25 || 5.0324322565809 - 10~* | 5.0325339440537 - 10~% | 5.0325339505618 - 10~1
25 || 4.7793545596989 - 10~% | 4.7794355811177 - 10~ % | 4.7794355863032 - 10~*
25 || 4.4366461453368 - 10~7 | 4.4367080895417 - 10~% | 4.4367080935062 - 10~*
25 || 4.0145889929024 - 10~% | 4.0146340398981 - 10~1 | 4.0146340427811 - 101
25 || 3.5381684226392 - 10~% | 3.5381992679245-10~1 | 3.5381992698987 - 10~1
25 || 3.0372937145831-10~% | 3.0373132889402 - 10~% | 3.0373132901930 - 10~%
zs || 2.5407316573042 - 10~% | 2.5407428246010- 10~% | 2.5407428253157 - 10~ %
z5 || 2.0723798082894 - 10~% | 2.0723851264509 - 10~% | 2.0723851267913 - 10~*
255 || 1.1315164646491 - 107 | 1.1338793621549 - 10~ | 1.1338796345545 - 10~
25- || 5.7800321411117 - 10~ 10 | 5.7989994920249 - 10~ 10 | 5.7990021959982 - 10~ 1°
Zig || 2.9151584691444 - 10~ 10 | 2.9299955707748 - 10~ 10 | 5.7990021959982 - 10~ 10
259 || 1.4515862129964 - 1010 | 1.4628783782344 - 10~ 10 | 1.4628809576271 - 1010
Z5o || 7-1353999581577 - 10~ 1T | 7.2189285198076 - 10~ | 7.2189530200557 - 10~ 11
2 - 3.3911297113494 - 10~ | 3.3943990779867 - 10~ 14
28 - - 6.0217088064527 - 10~ 1%

Die ersten 10 z; fiir N = 20 und lye = 40,50,60. Fir l,.,, = 70 sind

die

: *
18t zgg

2, = 7.2189530204572 - 1011,

ersten 10 Werte identisch mit denen fiir [,,q;
= 6.0220916546711 - 10718, 2z,

60. Fir Loz

70
3.3943995424453 - 10~ und
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B.2 Tabellen des kritischen Exponenten v

Die hier gezeigten Tabellen zeigen einige der numerisch bestimmten Werte
fiir den kritischen Exponenten v. Dazu wurde aus dem numerisch bestimm-
ten Fixpunkt der trunkierten algebraischen RG-Transformation die Matrix
der linearisierten RG-Transformation berechnet und numerisch diagonali-
siert. Aus dem ersten Eigenwert \; wurde dann der kritsche Exponent v
berechnet. (Siehe auch Kapitel 3.)

Tab. B.3: v fiir einige Werte von d und N = —1 und 0
| d[N=-1] N=0 || d|N=—-1] N=0 |

0

2

0.572496

0.766551

0.1

2.1

0.570806

0.742861

0.2

2.2

0.568709

0.720999

0.3

3.357170

2.3

0.566240

0.700752

0.4

0.528092

2.557642

24

0.563437

0.681937

0.5

0.534783

2.094339

2.5

0.560333

0.664404

0.6

0.541065

1.794838

2.6

0.556966

0.648025

0.7

0.546882

1.585792

2.7

0.553369

0.632691

0.8

0.552197

1.431311

2.8

0.549577

0.618308

0.9

0.556982

1.312021

2.9

0.545622

0.604796

1

0.561217

1.216665

3

0.541536

0.592086

1.1

0.564886

1.138306

3.1

0.537351

0.580118

1.2

0.567979

1.066439

3.2

0.533094

0.568842

1.3

0.570489

1.016113

3.3

0.528794

0.558214

1.4

0.572419

0.967166

3.4

0.524479

0.548199

1.5

0.573773

0.924112

3.5

0.520177

0.538766

1.6

0.574564

0.885845

3.6

0.515917

0.529896

1.7

0.574809

0.851529

3.7

0.511728

0.521574

1.8

0.574528

0.820526

3.8

0.507645

0.513801

1.9

0.573748

0.792332

3.9

0.506593
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Tab. B.4: v fiir einige Werte von d und N

2

d N=1 | N=2 | N=3 | N=5 | N=10

2.1

2.083862

9.193920

2.2

1.362344

4.045225

2.3

1.099159

2.288147

2.889098

3.126743

2.4

0.957038

1.559028

2.030739

2.287148

2.5

0.865337

1.214032

1.535818

1.782761

1.908031

2.6

0.799849

1.022244

1.236507

1.449465

1.574435

2.7

0.749927

0.901226

1.046530

1.217683

1.337054

2.8

0.710110

0.817609

0.918937

1.051532

1.160436

2.9

0.677294

0.755940

0.828437

0.929516

1.024914

3

0.649570

0.708225

0.761140

0.837755

0.918611

3.1

0.625700

0.669949

0.709101

0.767069

0.833820

3.2

0.604841

0.638382

0.667563

0.711338

07652475

3.3

0.586400

0.611780

0.633545

0.666445

0.699111

3.4

0.569946

0.583980

0.605103

0.629584

0.662617

3.5

0.555163

0.569176

0.580926

0.598813

0.623711

3.6

0.541815

0.551801

0.560104

0.572765

3.7

0.529725

0.536443

0.419914

0.546388

3.8

0.518769

0.522810

0.526130

0.531208

3.9

0.508867

0.510699

0.512199

0.514498
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ANHANG C

Einige Resultate der e-Entwicklung

In diesem Anhang befinden sich einige der mit Maple berechneten Ergebnisse
der e-Entwicklung. (Kapitel 5)

C.1 e-Entwicklung der Entwicklungskoeffizienten 2, bis
zur 2. Ordnung

T:ﬂundR:logZ

zéo) = 1
zél) = 0
(2) —NR*(N +2)
P = St MTTA)
0 32(N +8)2
zgo) = 0
zgl) = 0
@ _ R*(N +2)

8(T —2)(N + 8)2
(0) 0
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(1) R

Zy = e
16(N +3)

22— R —8(N +8)2 +4(—N2+ 44N + 200)R + 6(N + 8)2T + (—92N — 424 + 3N?)TR

2

((N +8)3(—384T + 512))

zéo) = 0
zél) = 0
L@ _ R

3 32(N +8)%(T — 1)
zflo) = 0
zfll) = 0
Lo _ R?

4 512(N + 8)2

C.2 c-Entwicklung des kritischen Exponenten v

Jo 1
2
Lo LN+2
AN +38
L@ _ (N +2)

C16(N +8)3(4—3T)
( — 8(N +8)(N +2) + 12(TN + 20)R
6(N + 8)(N +2)T — 7(TN + 20)RT)

B (N +2) .
32(N +8)°(4 — 3T)?

( — 68(N + 8)2(N +2)% + 45(N + 8)(TN + 20)(5N + 16)R
(681N? — 440N? — 2648N + 42016) R? + 48(N + 8)*(N + 2)°T
— 32(N + 8)(7N + 20)(5N + 16)RT — 6(7T9N3 — 60N? — 432N + 4544)R2T)

Die nullte und die erste Ordnung stimmt im hierarchischen und im vollen
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Tab. C.1: v berechnet durch diagonale Borel-Padé-Summation der
e-Entwicklung in 6. Ordnung.

[ N[ d=39] 38 [ 37 | 36 | 35 | 34 [ 33 [ 32 [ 31 | 30
—2 |[ 0.50000 | 0.50000 | 0.50000 | 0.50000 | 0.50000 | 0.50000 | 0.50000 | 0.50000 | 0.49996 | 0.49994
-1 || 0.50371 | 0.50764 | 0.51172 | 0.51586 | 0.51995 | 0.52371 | 0.52744 | 0.53299 | 0.53266 -

0 || 0.50659 | 0.51380 | 0.52157 | 0.52988 | 0.53873 | 0.54811 | 0.55761 | 0.56841 | 0.57946 | 0.59040
1 || 0.50887 | 0.51877 | 0.52973 | 0.54183 | 0.55525 | 0.56972 | 0.58789 | 0.60133 | 0.62597 -

2 || 0.51070 | 0.52281 | 0.53644 | 0.55181 | 0.56920 | 0.58817 | 0.61332 | 0.63773 | 0.67734 -

3 || 0.51220 | 0.52613 | 0.54199 | 0.56010 | 0.58093 | 0.60520 | 0.63391 - - -

4 || 0.51345 | 0.52889 | 0.54660 | 0.56699 | 0.59064 | 0.61836 | 0.65126 | 0.69084 | 0.73922 | 0.79939
5 || 0.51450 | 0.53121 | 0.55046 | 0.57274 | 0.59872 | 0.62928 | 0.66562 | 0.70931 | 0.76246 | 0.82801
6 || 0.51540 | 0.53318 | 0.55372 | 0.57757 | 0.60546 | 0.63834 | 0.67747 | 0.72449 | 0.78161 | 0.85185
7 || 0.51617 | 0.53487 | 0.55650 | 0.58167 | 0.61113 | 0.64589 | 0.68727 | 0.73696 | 0.79724 | 0.87121
8 || 0.51684 | 0.53633 | 0.55890 | 0.58517 | 0.61593 | 0.65224 | 0.69543 | 0.74724 | 0.81000 | 0.88690
9 || 0.51744 | 0.53761 | 0.56098 | 0.58818 | 0.62004 | 0.65761 | 0.70227 | 0.75578 | 0.82050 | 0.89964
10 || 0.51796 | 0.53873 | 0.56279 | 0.59079 | 0.62357 | 0.66220 | 0.70806 | 0.76293 | 0.82919 | 0.91008
11 || 0.51842 | 0.53973 | 0.56439 | 0.59308 | 0.62664 | 0.66615 | 0.71300 | 0.76897 | 0.83646 | 0.91868
12 || 0.51884 | 0.54061 | 0.56581 | 0.59510 | 0.62933 | 0.66958 | 0.71725 | 0.77412 | 0.84258 | 0.92585
13 || 0.51922 | 0.54141 | 0.56707 | 0.59688 | 0.63169 | 0.67258 | 0.72093 | 0.77854 | 0.84778 | 0.93187
14 || 0.51956 | 0.54212 | 0.56821 | 0.59847 | 0.63378 | 0.67522 | 0.72415 | 0.78237 | 0.85225 | 0.93697
15 || 0.51987 | 0.54277 | 0.56923 | 0.59990 | 0.63565 | 0.67755 | 0.72698 | 0.78572 | 0.85611 | 0.94133
16 || 0.52015 | 0.54336 | 0.57015 | 0.60119 | 0.63732 | 0.67963 | 0.72949 | 0.78866 | 0.85948 | 0.94510
17 || 0.52041 | 0.54390 | 0.57099 | 0.60235 | 0.63883 | 0.68150 | 0.73172 | 0.79126 | 0.86243 | 0.94838
18 || 0.52065 | 0.54440 | 0.57176 | 0.60341 | 0.64019 | 0.68318 | 0.73372 | 0.79357 | 0.86504 | 0.95125
19 || 0.52087 | 0.54485 | 0.57246 | 0.60438 | 0.64143 | 0.68469 | 0.73551 | 0.79564 | 0.86737 | 0.95379
20 || 0.52107 | 0.54527 | 0.57311 | 0.60526 | 0.64256 | 0.68607 | 0.73714 | 0.79751 | 0.86945 | 0.95605

[ = [[ 052632 | 0.55556 | 0.58823 | 0.62500 | 0.66667 | 0.71429

0.76923

0.83333

0.90909

1.00000

Modell je iiberein. Im vollen Modell ist

und

(3 _

N +2

(2 _
vy’ =

N +2

8(N +38)3

(N? 4+ 23N + 60)

(2N* +89N3 + 1412N? + 5904N + 8640 — 192(5N + 22)(N + 8)t)

Yt T 32(N + 8)°

mit ¢ ~ 0.60103. [WK74] Auffallend ist, daB die Vorfaktoren —2+2; bzw.

(N+8)3
1&—225 in beiden Entwicklungen vorkommen und der Grenzwert fiir N — oo

iir beide Modelle gleich ist und mit den Koeffizienten der Entwicklung von
11 1

73 = 3103 Ubereinstimmt. (M — 1@ — Lund v® — L)

Schlieflich werden in Tabelle C.1 noch einige Werte gezeigt, die mit Hilfe der
in Kapitel 5 besprochenen Borel-Padé-Approximation aus der e-Entwicklung
bis zur 6. Ordnung berechnet wurden. Die Werte sind fiir kleine d in sehr
guter Ubereinstimmung mit den numerischen Werten. Fiir d = 3 stimmen
jedoch nur noch 2 bis 3 Stellen iiberein. Leider liegt aufgrund der fehlenden
Restgliedabschiatzung der e-Entwicklung und der Padé-Approximation keine
Fehlerabschétzung vor.
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