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EinleitungDie statistis
he Me
hanik na
h Boltzmann und Gibbs und die klassis
he Ther-modynamik liefern eine hervorragende Bes
hreibung f�ur viele physikalis
he Sy-steme. Es gibt allerdings Bes
hr�ankungen der Anwendbarkeit dieser Formalis-men. So treten S
hwierigkeiten auf, wenn i) die auftretenden mikroskopis
henWe
hselwirkungen langrei
hweitig sind, ii) Systeme bzw. Prozesse mit langemGed�a
htnis involviert sind (ni
ht{markovs
he Prozesse) oder iii) die Raum{Zeit,in der si
h das System entwi
kelt, eine (multi)fraktale Struktur besitzt. DieseS
hwierigkeiten rei
hen von kleineren Abwei
hungen �uber physikalis
he Anoma-lien bis hin zu vollst�andigem Versagen der Theorie. Es existiert eine lange Listesol
her Systeme wie z. B. anomale Di�usion vom L�evy{Typ, D = 2{Turbulenzin Elektronen{Plasmen, Sonnen{Neutrinos, kosmis
he Hintergrundstrahlung, et
.Eine gute �Ubersi
ht �uber die Vielfalt der betro�enen Systeme liefert [4℄.Es ist daher w�uns
henswert, einen Formalismus zu haben, der einerseits diegenannten Systeme ri
htig bes
hreibt, andererseits jedo
h au
h die bew�ahrteBoltzmann{Gibbs(BG){Thermostatistik umfa�t. Ein Versu
h zu einer sol
herma-�en erweiterten oder verallgemeinerten Theorie wurde 1988 von Constantino Tsal-lis unternommen. Inspiriert von der Theorie der Multifraktale wurde ein Ausdru
kf�ur die Entropie eingef�uhrt, der von einem einzelnen reellen Parameter q abh�angtund die Boltzmann{Gibbs{Entropie als Grenzfall q ! 1 enth�alt. Ausgehend vondiesem Ausdru
k wurde formal eine ni
htextensive Thermostatistik etabliert, dieerfolgrei
h auf eine Reihe von statistis
hen Systemen angewandt worden ist. F�ureine regelm�a�ig aktualisierte Liste siehe tsallis.
at.
bpf.br/biblio.html.An dieser Stelle sei ein kurzes Beispiel daf�ur angef�uhrt, in wel
her Weise dieTsallis{Statistik die Probleme l�osen kann, die bei der Benutzung der extensi-ven BG{Theorie auftreten. Ein selbst{gravitierendes N{K�orper{System f�allt auf-grund der langrei
hweitigen Gravitationswe
hselwirkung in die Klasse der Syste-me, f�ur die die verallgemeinerte Statistik eingef�uhrt worden ist. Galaxien k�onnenals Beispiele sol
her Systeme angesehen werden. Die Thermodynamik einfa
herModelle f�ur sph�aris
he Galaxien wird dur
h Polytropenglei
hungen bes
hrieben.Die heutige Kon�guration einer Galaxie kann als Glei
hgewi
htskon�guration be-tra
htet werden, die im Verlauf eines Relaxationsprozesses angenommen wordenist. Bei der Bestimmung der Glei
hgewi
htsverteilungsfunktion im Phasenraumdur
h Maximierung der Entropie unter Nebenbedingungen f�ur die Massen{ und



2Energieerhaltung tritt dann jedo
h eine Anomalie auf. Diese �au�ert si
h dar-in, da� die Gesamtmasse unendli
h wird. Dieses unphysikalis
he Resultat kannumgangen werden, indem die Boltzmann{Gibbs{Shannon{Entropie dur
h dieTsallis{Entropie Sq mit q 6= 1 ersetzt wird [51℄. Es kann dadur
h eine untereGrenze f�ur den Parameter q angegeben werden, bei dem Gesamtmasse des Sy-stems endli
h bleibt. Dar�uber hinaus kann ein Zusammenhang zwis
hen q unddem Polytropenindex n hergestellt werden.K�urzli
h wurde als m�ogli
hes weiteres Anwendungsgebiet die Bes
hreibung vonSystemen vorges
hlagen, f�ur die entweder ni
ht alle physikalis
h m�ogli
hen Zu-st�ande angegeben werden k�onnen oder ni
ht alle mikroskopis
hen We
hselwir-kungen bekannt sind. F�ur sol
he Systeme wurde von Q. A. Wang [52, 53, 54℄ aufder Grundlage einer "unvollst�andigen Informationstheorie\ dur
h Einf�uhrung ei-ner "unvollst�andigen Normierung\ die Tsallis{Entropie als Informationsentropieerhalten.Einige Wissens
haftler, die an der Entwi
klung dieser ni
htextensiven, verall-gemeinerten Statistik beteiligt waren, gehen sogar so weit zu behaupten, dieTsallis{Statistik sei in demselben Sinne eine Verallgemeinerung der klassis
henBG{Statistik wie die Quantenme
hanik und die Relativit�atstheorie Verallgemei-nerungen der klassis
hen Physik sind, die dann zum Tragen kommen, wenn dieWe
hselwirkungsabst�ande sehr klein, die Ges
hwindigkeiten oder die Massen sehrgro� sind, oder eben|im Fall der Tsallis{Statistik|mindestens eine der drei obi-gen Bedingungen erf�ullt ist.In dieser Arbeit wird das Verhalten dreier statistis
her Systeme, die dur
h dieklassis
he, extensive statistis
he Me
hanik hervorragend bes
hrieben werden, inder ni
htextensiven Tsallis{Statistik untersu
ht. Daf�ur gibt es vers
hiedene Gr�un-de: � Die hier betra
htete ni
htextensive Thermostatistik wurde unter Beibe-haltung der Legendre{Struktur der Boltzmann{Gibbs{Theorie entwi
kelt.Trotz der formalen Analogien der beiden Formalismen ist die Tsallis{Statis-tik zun�a
hst nur ein theoretis
hes Konstrukt, und selbst f�ur grundlegendeFragen wie die angemessene De�nition eines Erwartungswertes gibt es keineo�ensi
htli
he L�osung. So wurden insgesamt drei vers
hiedene De�nitionendes Erwartungswertes der inneren Energie vorges
hlagen und mit ihnendrei vers
hiedene Formen der kanonis
hen Glei
hgewi
htsverteilung erhal-ten. Eine zentrale Rolle bei der Unters
heidung und insbesondere bei derHerstellung eines Zusammenhangs dieser Verteilungen spielt die Tempera-tur. In dieser Arbeit wird dieser Zusammenhang hergestellt und anhand vonModellsystemen untersu
ht, deren Verhalten (zumindest im BG{Grenzfall)gut bekannt ist.� Es werden in dieser Arbeit einige bisher wenig erprobte Monte{Carlo{Methoden auf ihre Zuverl�assigkeit und Anwendbarkeit getestet. Da f�ur zweider betra
hteten Systeme im Grenzfall q ! 1 eine exakte L�osung existiert,



3k�onnen die Ergebnisse der Monte{Carlo{Re
hnungen mit exakten Ergeb-nissen vergli
hen werden.� Zwei der drei hier betra
hteten Systeme sind in der Vergangenheit bereitsuntersu
ht worden. Allerdings widerspre
hen si
h die Ergebnisse insbeson-dere hinsi
htli
h der Frage, ob das zweidimensionale Ising{Modell im ni
ht-extensiven Fall einen Phasen�ubergang aufweist. Die hier erhaltenen Ergeb-nisse sollen dazu beitragen, diese Frage zu kl�aren.Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im ersten Kapitel wird die Tsallis{Statistikeingef�uhrt. Dabei werden zun�a
hst die grundlegenden Eigens
haften der verall-gemeinerten Entropie diskutiert und dann der Zusammenhang mit der Ther-modynamik hergestellt. Im zweiten Kapitel werden die in der Arbeit benutztenMonte{Carlo{Verfahren vorgestellt und im dritten Kapitel am Beispiel des ein-dimensionalen Ising{Modells ausgiebig getestet, bevor dur
h exakte Re
hnungerhaltene Ergebnisse mit bereits ver�o�entli
hten Resultaten vergli
hen werden.Es s
hlie�en si
h zwei Kapitel an, in denen magnetis
he Systeme in zwei Di-mensionen untersu
ht werden (das zweidimensionale Ising{Modell in Kapitel 4und das XY {Modell in Kapitel 5). Das Augenmerk liegt dabei auf der Fragestel-lung, ob die im Boltzmann{Gibbs{Grenzfall auftretenden Phasen�uberg�ange au
him ni
htextensiven Fall auftreten. Die Arbeit s
hlie�t mit einer Diskussion dererhaltenen Ergebnisse.





Kapitel 1Tsallis{StatistikVor mittlerweile 12 Jahren hat der brasilianis
he Physiker Constantino Tsallis|inspiriert von der Theorie der Multifraktale|den Standard{Ausdru
k f�ur dieEntropie S der Informationstheorie verallgemeinert, um zu einer angemessenenstatistis
hen Bes
hreibung ni
htextensiver Systeme zu gelangen.Dazu wurde die folgende Form f�ur die Entropie postuliert [1℄|ein Ausdru
k,der in anderem Zusammenhang fr�uher s
hon von Havrda, Charvat und Dar�o
zyeingef�uhrt worden war:Sq = k 1�PWi=1 pqiq � 1 : (1.1)Dabei ist k eine positive Konstante, deren Wert von den benutzten Einhei-ten abh�angt, q ein reeller Parameter, der in einem no
h zu spezi�zierendenSinne den Grad der Ni
htextensivit�at bestimmt, und W die Gesamtzahl dermikroskopis
hen Kon�gurationen des betra
hteten Systems mit den zugeh�ori-gen Wahrs
heinli
hkeiten fpig. F�ur die Wahrs
heinli
hkeiten ist zu fordern, da�PWi=1 pi = 1, und es ist darauf zu a
hten, da� im Fall q < 0 alle Mikrozust�andeausges
hlossen werden, deren Wahrs
heinli
hkeiten ni
ht strikt positiv sind.In den folgenden Abs
hnitten werden zun�a
hst die grundlegenden Eigens
haftender Tsallis{Entropie Sq untersu
ht und dann der Zusammenhang mit der Ther-modynamik hergestellt.1.1 Eigens
haften der Tsallis{EntropieDie wi
htigsten Eigens
haften der von Tsallis postulierten verallgemeinerten En-tropie sind die folgenden [1, 2℄:



6 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKBoltzmann{Gibbs{GrenzfallDie Tsallis{Entropie (1.1) enth�alt die bekannte Shannons
he Informationsentro-pie als Grenzfall q ! 1:S1 � limq!1Sq = k limq!1 1�PWi=1 pi exp[(q � 1) ln pi℄q � 1= �k WXi=1 pi ln pi (1.2)Dies sieht man au
h dur
h einmalige Anwendung der L'Hospitals
hen Regel f�urdie Bildung von Grenzwerten.Somit erh�alt man im Grenzfall q ! 1 die gesamte Boltzmann{Gibbs{Thermo-statistik zur�u
k.Positivit�atNa
h Ums
hreiben von Glei
hung (1.1) in die FormSq = kq � 1 WXi=1 pi (1� pq�1i ) (1.3)erkennt man unmittelbar, da� Sq � 0 f�ur alle fpig und alle q. Das Glei
hheitszei-
hen gilt, wenn W > 1, q > 0 und pi = 1 (pj 6=i = 0), oder wenn W = 1 f�ur alleq.Konkavit�at/Konvexit�atF�ur die Entropie bei Mis
hung zweier Zust�ande|repr�asentiert dur
h die Men-gen von Wahrs
heinli
hkeiten fpig und fp0ig bez�ugli
h derselben Menge von Wm�ogli
hen Ereignissen oder Mikrozust�anden|zu einem Zustand, 
harakterisiertdur
h die Wahrs
heinli
hkeitenp00i � �pi + (1� �)p0i (i = 1; : : : ;W ) ; (1.4)gilt Sq(fp00i g) = [�Sq(fpig) + (1� �)Sq(fp0ig) ℄ + �q : (1.5)Es ergibt si
h f�ur die Gr�o�e �q:�q ist 8<: � 0 q < 0 ) Sq ist konvex= 0 f�ur q = 0 ) Sq ist konstant� 0 q > 0 ) Sq ist konkav :



1.1. EIGENSCHAFTEN DER TSALLIS{ENTROPIE 7Glei
hheit gilt au�erdem f�ur q 6= 0, wenn pi = p0i f�ur alle i.Konvex ist hier in Analogie zu einer konvexen Kurve zu verstehen, bei der je-der Punkt der Kurve in einem Intervall unterhalb der Verbindungsgeraden derKurvenpunkte an den Intervallenden liegt. In der Literatur werden die Begri�e"konvex\ und "konkav\ ni
ht einheitli
h gehandhabt.Abbildung 1.1 illustriert dieses Verhalten der verallgemeinerten Tsallis{Entropief�ur den Fall W = 2 und vers
hiedene Werte von q.
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Abb. 1.1: Sq(fpig) f�ur W = 2 und typis
he Werte von q (Zahlen an den Kurven)Mikrokanonis
hes EnsembleDie Optimierung der Tsallis{Entropie Sq unter der einzigen NebenbedingungWXi=1 pi = 1 (1.6)liefert f�ur alle Werte von q die extremale EntropieSMCq = k W 1�q � 11� q (1.7)im Falle, da� pi = 1=W f�ur alle i.



8 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKBeweis. Na
h Einf�uhrung eines Lagrange{Parameters � ergibt si
h als zu opti-mierender Ausdru
k:�q � Sq � � WXi=1 pi = k 1�PWi=1 pqiq � 1 � � WXi=1 pi :Es mu� also gelten:��q�pi = k q1� q pq�1i � � != 0 8i :Hieraus erh�alt man f�ur die Wahrs
heinli
hkeiten pi (i = 1; : : : ;W ):pi = � kq�(1� q)� 11�q : (1.8)Einsetzen in Glei
hung (1.6) liefert zun�a
hstWXi=1 pi = WXi=1 � kq�(1� q)� 11�q = W � kq�(1� q)� 11�q = 1 ;woraus dann der Lagrange{Parameter � bestimmt werden kann:� = kq1� q W 1�q :Hiermit k�onnen nun dur
h Einsetzen in Glei
hung (1.8) die Wahrs
heinli
hkeitenfpig bestimmt werden, f�ur die die Entropie ein Extremum annimmt:pi = � kq1� q 1� qkq 1W 1�q� 11�q = 1W (i = 1; : : : ;W ) :Mit diesen Wahrs
heinli
hkeiten nimmt die Entropie s
hlie�li
h die Form (1.7)an. �Im BG{Grenzfall q ! 1 erh�alt man wieder die bekannte BeziehungSMC1 = k lnW : (1.9)Im Grenzfall unendli
h vieler Ereignisse W ! 1 divergiert SMCq f�ur q � 1 undstrebt f�ur q > 1 gegen den konstanten Wert SMCq (W ! 1) = k=(q � 1). DiesesVerhalten illustriert Abbildung 1.2.Das in (1.7) gegebene Extremum von Sq ist ein Maximum f�ur q > 0 und einMinimum f�ur q < 0. F�ur q = 0 ist Sq(fpig) = k(W � 1) f�ur alle fpig.



1.1. EIGENSCHAFTEN DER TSALLIS{ENTROPIE 9

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

S/
k

W

2

1

0.5

0-1

Abb. 1.2: Extremalwert der Entropie f�ur typis
he Werte von q (Zahlen an denKurven)Irreversibilit�at (H{Theorem)F�ur die Entropie Sq gilt:dSqdt ist 8<: � 0 q < 0= 0 f�ur q = 0� 0 q > 0 : (1.10)Dieses Ergebnis wurde von Mariz in [5℄ dur
h Anwendung einer Master{Glei
hungunter Annahme der G�ultigkeit eines detaillierten Glei
hgewi
hts bewiesen. Rams-haw [6, 7℄ hat gezeigt, da� obige Relationen au
h in Abwesenheit des detailliertenGlei
hgewi
hts Bestand haben.Additivit�atSeien zwei Systeme A und B mit Mikrozust�anden 
A = f1; : : : ; i; : : : ;WAg und
B = f1; : : : ; j; : : : ;WBg und den zugeh�origen Wahrs
heinli
hkeiten fpAi g bzw.fpBj g unabh�angig in dem Sinne, da� f�ur das zusammengesetzte System A[B mitden m�ogli
hen Kon�gurationen 
A[B = f(1; 1); (1; 2); : : : ; (i; j); : : : ; (WA;WB)gdie zugeh�origen Wahrs
heinli
hkeiten pA[Bij faktorisieren, also pA[Bij = pAi pBj .Dann gilt f�ur die Entropie des zusammengesetzten Systems die (Pseudo{)Addi-



10 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKtivit�atsregelSA[Bqk = SAqk + SBqk + (1� q) SAqk SBqk : (1.11)Beweis. Setze vor�ubergehend k = 1. Dann gilt f�ur die Entropie des zusammen-gesetzten SystemsSA[Bq = SAq + SBq + (1� q)SAq SBq= 1q � 1 ( 1� WAXi=1 (pAi )q!+ 1� WBXj=1(pBj )q!� 1� WAXi=1 (pAi )q! 1� WBXj=1(pBj )q!)= 1q � 1 (1� WAXi=1 (pAi )q WBXj=1(pBj )q)= 1q � 1 (1� WAXi=1 WBXj=1(pAi )q (pBj )q)= 1q � 1 (1� WAXi=1 WBXj=1(pA[Bij )q)= SA[Bq �Glei
hung (1.11) zeigt, in wel
her Weise der Parameter q den Grad der Ni
htex-tensivit�at beein
u�t: Da in jedem Fall Sq � 0 ist, entspre
hen die F�alle q < 1,q = 1 und q > 1 jeweils einer superadditiven (superextensiven), additiven (exten-siven) bzw. subadditiven (subextensiven) Entropie, d.h. die Entropie des zusam-mengesetzten Systems ist jeweils gr�o�er, glei
h oder kleiner als die Summe derEntropien der das Gesamtsystem konstituierenden Teilsysteme.Shannon{Additivit�atBei Aufteilung der Menge vonW mikroskopis
hen Kon�gurationen eines Systemsin zwei beliebige Teilmengen 
A und 
B mitWA bzw.WB Kon�gurationen (WA+WB =W ) und De�nition der Gr�o�enpA � WAXi=1 pi und pB � WXi=WA+1pigilt f�ur die Entropie des Gesamtsystems die BeziehungSq(p1; : : : ; pW ) = Sq(pA; pB) + pqASq(p1=pA; : : : ; pWA=pA)+pqBSq(pWA+1=pB; : : : ; pW=pB) : (1.12)



1.2. ZUSAMMENHANG MIT DER THERMODYNAMIK 11Beweis. Dur
h einfa
hes Na
hre
hnen sieht manSq (pA; pB) + pqA Sq �p1pA ; : : : ; pWApA �+ pqB Sq �pWA+1pB ; : : : ; pWpB �= kq � 1 (1� pqA � pqB + pqA "1� WAXi=1 � pipA�q#+ pqB "1� WXi=WA+1� pipB�q#)= kq � 1 (1� pqA WAXi=1 � pipA�q � pqB WXi=WA+1� pipB�q)= kq � 1 (1� WAXi=1 pqi + WXi=WA+1pqi!)= kq � 1 (1� WXi=1 pqi)= Sq(p1; : : : ; pW ) �Glei
hung (1.12) ist bis auf die Faktoren pqA und pqB (statt pA und pB) vor denSummanden mit den bedingten Wahrs
heinli
hkeiten pi=pA;B die bekannte Shan-nons
he Additivit�atsregel.Da die Wahrs
heinli
hkeiten fpig Zahlen zwis
hen Null und Eins sind, ist pqi � pi,wenn q < 1 und pqi � pi, wenn q > 1. Das hei�t, die F�alle q < 1 und q > 1 bevorzu-gen die seltenen bzw. h�au�gen Ereignisse. Dies ist eine fundamentale Eigens
haftdes gesamten Konzeptes.Santos [8℄ hat vollst�andig analog zur Shannons
hen Herleitung [9℄ der Informati-onsentropie (1.2) unter den Annahmen, da� die Entropie(i) kontinuierli
h ist,(ii) eine monoton wa
hsende Funktion von W im mikrokanonis
hen Fall ist,(iii) die Glei
hung (1.11) erf�ullt,(iv) die Glei
hung (1.12) erf�ullt,gezeigt, da� die Entropie nur eine Form haben kann, n�amli
h die in Glei
hung(1.1) gegebene.1.2 Zusammenhang mit der Thermodynamik1.2.1 Kanonis
hes EnsembleIm Verlauf der letzten zehn Jahre sind im ganzen drei vers
hiedene Versu
heunternommen worden, die Tsallis{Entropie unter der Nebenbedingung der Nor-mierungPi pi = 1 einerseits und der Vorgabe des Erwartungswertes der inneren



12 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKEnergie hUiq andererseits zu optimieren. Diese Versu
he unters
heiden si
h inder Art und Weise, wie die Erwartungswerte von beoba
htbaren Gr�o�en de�niertsind.Obwohl heute klar zu sein s
heint, da� die zuletzt eingef�uhrte De�nition die an-gemessenste ist, werden in diesem Abs
hnitt au
h die mittlerweile verworfenenVersionen kurz eingef�uhrt, da eine gro�e Anzahl physikalis
her Probleme unterVerwendung speziell der zweiten Formulierung behandelt worden ist. Wie si
hsp�ater zeigen wird, kann man Transformationen zwis
hen den vers
hiedenen For-mulierungen angeben und die alten Ergebnisse auf die heute gebr�au
hli
he Form�ubertragen. Au�erdem haben Plastino und Plastino [12℄ gezeigt, da� die ma-thematis
he Struktur der verallgemeinerten Thermostatistik unabh�angig von derspeziellen Wahl der Erwartungswertbildung ist.Erste Wahl der ErwartungswertbildungDie erste Wahl der De�nition von Erwartungswerten bei Verwendung der verall-gemeinerten Statistik ist von Tsallis in [1℄ eingef�uhrt worden. Zur Bildung vonErwartungswerten wird einfa
h die �ubli
he De�nition beibehalten:hOi = WXi=1 piOi :Bei dieser Wahl wird die Entropie (1.1) also unter der Normierungsbedingung(1.6) und der NebenbedingungWXi=1 pi "i = U (1) (1.13)maximiert, wobei der ho
hgestellte Index (1) f�ur "erste\ Wahl der U{Nebenbe-dingung steht und die f"ig die m�ogli
hen Energiewerte des Systems sind.Man erh�alt die kanonis
he Wahrs
heinli
hkeitsverteilungp(1)i = [1� (q � 1)��"i℄ 1q�1PWj=1 [1� (q � 1)��"j℄ 1q�1 ; (1.14)wobei zu bea
hten ist, da� �� ni
ht der Lagrange{Parameter zur Nebenbedingung(1.13), sondern die Parameterkombination �� = �=(�(q�1)) ist, und da� im Falleq > 1 sol
he Zust�ande ausges
hlossen werden m�ussen, deren Energien gro� ge-nug sind, da� der Inhalt der e
kigen Klammer negativ wird (Cut{o�{Bedingung).Beweis. Na
h Einf�uhrung der Lagrange{Parameter � und � ergibt si
h als zumaximierender Ausdru
k�q � Sqk � � WXi=1 pi � ���(1� q) WXi=1 pi "i :



1.2. ZUSAMMENHANG MIT DER THERMODYNAMIK 13Aus der Bedingung��q�pi = q1� q pq�1i � �� ���(1� q) "i != 0 8iergibt si
h f�ur die Wahrs
heinli
hkeiten pi (i = 1; : : : ;W ) zun�a
hstpi = �1� qq � [1� (q � 1) ��"i℄� 1q�1 :Na
h Einsetzen in die Normierungsbedingung (1.6) folgt f�ur den Lagrange{Para-meter �� = q1� q  WXj=1 [1� (q � 1) ��"j℄ 1q�1!1�q (1.15)und damit s
hlie�li
hpi = �1� qq � 1q�1 � 1q�1 [1� (q � 1) ��"i℄ 1q�1= [1� (q � 1) ��"i℄ 1q�1PWj=1 [1� (q � 1) ��"j℄ 1q�1 : �Mit (1.15) kann dann die inverse Temperatur � ges
hrieben werden als�(��) = ��q WXi=1 [1� (q � 1)��"i℄ 1q�1!1�q = ��q Z1�qq (��) :Diese Wahrs
heinli
hkeitsverteilung ist zun�a
hst nur kurze Zeit benutzt worden,da si
h sehr s
hnell herausgestellt hat, da� in der Anwendung auf physikalis
heProbleme ernsthafte mathematis
he S
hwierigkeiten auftreten, die den Formalis-mus zweifelhaft ers
heinen lassen. Diese S
hwierigkeiten liegen in der Tatsa
hebegr�undet, da� der Parameter �� f�als
hli
h als inverse Temperatur angesehenworden ist. In der j�ungeren Vergangenheit hat diese erste Version der Tsallis{Verteilung wieder verst�arkt Anwendung gefunden (vgl. au
h Kapitel 3 und [29℄).Zweite Wahl der ErwartungswertbildungIn [2℄ haben Tsallis und Curado eine alternative Formulierung der Nebenbedin-gung f�ur die innere Energie gew�ahlt:WXi=1 pqi "i = U (2)q : (1.16)



14 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKDer ho
hgestellte Index (2) steht f�ur die "zweite\ Wahl der Uq{Nebenbedingung.q{Erwartungswerte anderer Gr�o�en werden in dieser Formulierung ganz analoggebildet:hOiq = WXi=1 pqi Oi : (1.17)Die Optimierung von Sq liefert in diesem Fall die Wahrs
heinli
hkeitsverteilungp(2)i = [1� (1� q)�"i℄ 11�qZ(2)q (1.18)mit der verallgemeinerten ZustandssummeZ(2)q � WXj=1 [1� (1� q)�"j℄ 11�q : (1.19)Au
h in diesem Fall m�ussen diejenigen Zust�ande ausges
hlossen werden, derenEnergien dazu f�uhren, da� die e
kigen Klammern negativ werden. Im Gegensatzzum vorigen Fall ist dies nun f�ur q < 1 notwendig.Beweis. Es werden wieder zwei Lagrange{Parameter � und � eingef�uhrt undder Ausdru
k�q � Sqk � � WXi=1 pi � � WXi=1 pqi "ioptimiert. Aus der Forderung, da� 8i��q�pi = q1� q pq�1i � �� �qpq�1i "i != 0folgt zun�a
hstpi = � q�(1� q) [1� (1� q)� "i℄� 11�q ;daraus mit der Normierungsbedingung (1.6) f�ur � der Wert� = q1� q  WXj=1 [1� (1� q)� "j℄ 11�q!1�qund s
hlie�li
hpi = � qq � 1� 11�q � 1�� 11�q [1� (1� q)� "i℄ 11�q= [1� (1� q)� "i℄ 11�qPWj=1 [1� (1� q)� "j℄ 11�q : �



1.2. ZUSAMMENHANG MIT DER THERMODYNAMIK 15Mit dieser Wahrs
heinli
hkeitsverteilung ist eine Vielzahl von physikalis
hen Sy-stemen untersu
ht worden (siehe [3, 4℄ und Referenzen darin). Trotz der of-fensi
htli
hen N�utzli
hkeit dieses Formalismus impliziert die zweite Wahl derUq{Nebenbedingung drei ungew�ohnli
he Konsequenzen, die vom physikalis
henStandpunkt bedenkli
h sind.Die erste ungew�ohnli
he Konsequenz besteht darin, da� die Verteilung (1.18)ni
ht invariant unter Translation des Energiespektrums, d.h. abh�angig von derWahl des Energienullpunkts ist.Die zweite ungew�ohnli
he Konsequenz betri�t die De�nition der Erwartungswerte(1.17); denn bei Benutzung dieser De�nition ist der Erwartungswert h1iq im all-gemeinen ni
ht glei
h Eins. Es ist zwar von Plastino und Plastino [19℄ gezeigtworden, da� die q{Erwartungswerte ein verallgemeinertes Ehrenfest{Theoremerf�ullen, d.h. da� die q{Erwartungswerte hOiq immer dann Konstanten der Be-wegung sind, wenn die Observablen O mit dem Hamilton{Operator des Systemsvertaus
hen, jedo
h ist diese Ni
ht{Erhaltung der Norm zumindest befremdli
h.Die dritte ungew�ohnli
he Konsequenz ist, da� f�ur zwei Systeme A und B, f�ur diepA[Bij = pAi pBj und "A[Bij = "Ai + "Bjgilt, d.h. die statistis
h unabh�angig sind, die innere Energie des zusammengesetz-ten SystemsU (2)q (A [ B) = U (2)q (A) + U (2)q (B) + (1� q) �U (2)q Sq(B)k + U (2)q (B)Sq(A)k �im allgemeinen vers
hieden ist von U (2)q (A) + U (2)q (B). Das hei�t, da� die Ener-gieerhaltung makroskopis
h ni
ht dieselbe Form beh�alt wie mikroskopis
h.Diese drei S
hwierigkeiten f�uhrten dann dazu, da� Tsallis, Mendes und Plastino[3℄ die folgende alternative Formulierung eingef�uhrt haben.Dritte Wahl der ErwartungswertbildungNa
h Einf�uhrung der normierten q{ErwartungswertehhOiiq = PWi=1 pqi OiPWj=1 pqj (1.20)kann eine kanonis
he Wahrs
heinli
hkeitsverteilung bere
hnet werden dur
h dieExtremierung der Entropie unter der Uq{NebenbedingungPWi=1 pqi "iPWj=1 pqj = U (3)q : (1.21)



16 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKDie Optimierung von Sq liefertp(3)i = h1� (1� q)�("i � U (3)q )=PWj=1(p(3)j )qi 11�qZ 0(3)q (1.22)mit der verallgemeinerten ZustandssummeZ 0(3)q � WXi=1 "1� (1� q)�("i � U (3)q )= WXj=1(p(3)j )q# 11�q : (1.23)Au
h in diesem Fall ist f�ur q < 1 eine Cut{o�{Bedingung f�ur bestimmte Zust�andenotwendig.Beweis. Der Ausdru
k, der na
h Einf�uhrung der Lagrange{Parameter � und �zu extremieren ist, lautet in diesem Fall�q � Sqk � � WXi=1 pi � � PWi=1 pqi "iPWj=1 pqj : (1.24)Damit ergibt si
h zun�a
hst 8i��q�pi != 0 = q1� q pq�1i � �� �qpq�1i 8><>:"iPWj=1 pqj �PWi=1 pqi "i�PWj=1 pqj�2 9>=>;= pq�1i ( q1� q � �q "i � UqPWj=1 pqj)� �, pi = ( q�(q � 1)  1� (1� q)� "i � UqPWj=1 pqj!) 11�q .Mit der Normierungsbedingung (1.6) erh�alt man f�ur den Lagrange{Parameter� = 8<: WXj=1 " q1� q  1� (1� q)� "j � UqPWi=1 pqi !# 11�q9=;1�qund damit s
hlie�li
h f�ur die Wahrs
heinli
hkeiten pi den Ausdru
k (1.22). �Plastino und Plastino [12℄ haben gezeigt, da� diese dritte Wahl (ebenso wiedie zweite) der Uq{Nebenbedingung die Legendre{Struktur der Thermodynamikerh�alt. Es gelten die folgenden Beziehungen [3℄:1T = �Sq�U (3)q (T � 1=(k�)) (1.25)



1.2. ZUSAMMENHANG MIT DER THERMODYNAMIK 17und F (3)q � U (3)q � TSq = U (3)q � 1� lnq Z 0(3)q ; (1.26)also Sq = k lnq Z 0(3)q : (1.27)Dabei ist lnq(x) die verallgemeinerte Logarithmus{Funktion, de�niert dur
hlnq(x) � x1�q � 11� q q!1�! ln(x)mit der Umkehrfunktionexq � expq(x) � [1 + (1� q)x℄ 11�q q!1�! ex :Na
h De�nition von Z(3)q dur
hlnq Z(3)q = lnq Z 0(3)q � �U (3)q ;d.h. dur
h Wahl von Null als Bezugspunkt f�ur die Energiewerte an Stelle vonU (3)q = hhUiiq, nehmen die folgenden Beziehungen die aus dem Boltzmann{Gibbs{Grenzfall bekannte Gestalt an:F (3)q = � 1� lnq Z(3)qund U (3)q = � ��� lnq Z(3)q :S
hlie�li
h gilt f�ur die spezi�s
he W�armeC(3)q � T �Sq�T = �U (3)q�T = �T �2F (3)q�T 2 :Die Verteilung (1.22) ist frei von den drei ungew�ohnli
hen Eigens
haften, die beider zweiten Wahl der Uq{Nebenbedingung aufgetreten sind.Erstens: Wenn man zu allen Energiewerten "i einen konstanten Wert � addiert,geht die innere Energie U (3)q �uber in U (3)q +�, was die Di�erenzen ("i � U (3)q ) in(1.22) invariant l�a�t und damit die Menge von Wahrs
heinli
hkeiten fp(3)i g.Di Sisto et al. haben gezeigt [11℄, da� alle Verteilungen �uber diese Invarianzunter Translation des Energiespektrums verf�ugen, die dur
h Maximierung derEntropie unter einer Nebenbedingung f�ur die innere Energie, die linear in denWahrs
heinli
hkeiten fpig ist, erhalten werden.



18 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKDies gilt ni
ht f�ur (1.16), wohl aber f�ur (1.21), wie man dur
h Einf�uhrung derGr�o�en (es
ort probabilities)Pi � pqiPWj=1 pqj (1.28)lei
ht sieht. Denn damit s
hreibt si
h die Uq{NebenbedingungU (3)q = WXi=1 Pi "i :Die Gr�o�en fPig sind ein anders normiertes, aber v�ollig �aquivalentes Wahrs
hein-li
hkeitsma� und erf�ullen au
h die BedingungPWi=1 Pi = 1. Die Entropie s
hreibtsi
h mit diesen Wahrs
heinli
hkeitenSq = k 1� hPWi=1 P 1=qi i�qq � 1 : (1.29)Zweitens ist mit den normierten q{Erwartungswerten (1.20) hh1iiq = 1 8q.Und drittens gilt, wie man einfa
h na
hre
hnen kann, f�ur zwei unabh�angige Sy-steme A und BU (3)q (A [ B) = U (3)q (A) + U (3)q (B) :Nun ist aber Glei
hung (1.22) eine implizite Glei
hung f�ur die Wahrs
heinli
h-keiten pi. Eine M�ogli
hkeit zur Bere
hnung dieser Wahrs
heinli
hkeiten bestehtdarin, Gl. (1.22) ausgehend vom Boltzmann{Gibbs{Grenzfall zu iterieren. Manbere
hnet also die Wahrs
heinli
hkeiten f�ur q = 1, bestimmt damit den Erwar-tungswert der inneren Energie und setzt in die Glei
hung ein. Dieser Vorgangwird solange iteriert, bis die gew�uns
hte Genauigkeit errei
ht ist. Die Methodekonvergiert s
hnell f�ur q < 1, aber umso s
hle
hter, je weiter q �uber Eins ansteigt.Die zweite M�ogli
hkeit ist die �{� 0{Transformation. Wenn man n�amli
h in Glei-
hung (1.22) in Z�ahler und Nenner die Gr�o�e"1 + (1� q)�U (3)q = WXj=1(p(3)j )q#ausklammert und k�urzt, erh�alt man zun�a
hstp(3)i (�) = �1� (1� q) "i �(1�q)�U(3)q +PWj=1(p(3)j )q � 11�qPWi=1 �1� (1� q) "i �(1�q)�U(3)q +PWj=1(p(3)j )q � 11�q ;



1.2. ZUSAMMENHANG MIT DER THERMODYNAMIK 19woraus mit der De�nition� 0 � �(1� q)�U (3)q +PWj=1(p(3)j )q (1.30)die Beziehung folgt:p(3)i (�) = [1� (1� q)� 0"i℄ 11�qPWj=1 [1� (1� q)� 0"j℄ 11�q (1.31)= e��0"iqPWj=1 e��0"jq :Man kann nun also diese explizite Glei
hung in Abh�angigkeit von � 0 l�osen, damitErwartungswerte bere
hnen und s
hlie�li
h dur
h Inversion von Glei
hung (1.30)die inverse Temperatur � bestimmen.Der Verglei
h der letzten Glei
hung mit (1.18) zeigt sofort die au�erordentli
hn�utzli
hen Eigens
haften, da�p(3)i (�) = p(2)i (� 0) und Z(3)q (�) = Z(2)q (� 0) : (1.32)Da� die Glei
hgewi
htswahrs
heinli
hkeiten der dritten Wahl die glei
hen sindwie die der zweiten|nur mit einer renormierten Temperatur|, ist der Grunddaf�ur, da� alle Ergebnisse, die bereits mit der zweiten Wahl (1.16) erarbeitetworden sind, auf den dritten Fall �ubertragen werden k�onnen.1.2.2 Thermodynamis
he Stabilit�atRamshaw hat in [13℄ dur
h explizite Herleitung von Stabilit�atskriterien gezeigt,da� Konkavit�at (Konvexit�at) der Entropie (als Funktion der Energie) f�ur die ersteWahl der Uq{Nebenbedingung ni
ht ausrei
ht, um thermodynamis
he Stabilit�atzu garantieren, und da� die Entropie Sq daher im allgemeinen ni
ht thermodyna-mis
h stabil ist. Dies h�angt zum einen damit zusammen, da� si
h die Energie beider ersten Wahl der Erwartungswertbildung additiv verh�alt, w�ahrend die Entro-pie dies ni
ht tut, zum anderen damit, da� die Tsallis{Entropie STq in einemeinfa
hen Zusammenhang mit der R�enyi{Entropie SRq steht,SRq = 11� q ln �1 + (1� q)STq � ;deren instabiles Verhalten [15℄ auf STq zur�u
kwirkt.F�ur die zweite Wahl, die ja als Konsequenz der Erwartungswertbildung dur
hGewi
htung mit pqi eine Ni
ht{Additivit�at der Energie aufweist, wurde gezeigt(Tsallis [14℄), da� die thermodynamis
hen Antwortfunktionen, insbesondere diemit der inneren Energie zusammenh�angende spezi�s
he W�arme Cq=q, f�ur alle



20 KAPITEL 1. TSALLIS{STATISTIKWerte von q positiv und damit entspre
hende thermodynamis
he Systeme stabilsind.F�ur die dritte Wahl ist ein allgemeiner Beweis der Stabilit�at bisher ni
ht gelun-gen. Es ist jedo
h von da Silva et al. [16℄ gezeigt worden, da� f�ur q =2 [0; 1[ diespezi�s
he W�arme die folgende Bedingung erf�ullt:CqT = ��2Fq�T 2 � 0 f�ur q � 1 (� 0 f�ur q < 0) : (1.33)Diese Glei
hung zeigt, da� thermodynamis
he Stabilit�at dann gegeben ist, wenndie freie Energie Fq eine konkave (f�ur q � 1) bzw. konvexe (f�ur q < 0) Funktionder Temperatur ist. Auf jeden Fall gilt:Cqq � 0 f�ur q =2 [0; 1[ :Lima und Penna [17℄ haben dur
h gewissenhafte Untersu
hung des Verhaltensstatistis
her Systeme im Berei
h q 2℄0; 1[ die Ursa
hen der auftretenden instabi-len Zust�ande klassi�ziert und eine M�ogli
hkeit zur Wiederherstellung der Stabi-lit�at aufgezeigt:Bei der tats�a
hli
hen Bere
hnung statistis
her Systeme kann man si
h|wie imvorangegangenen Abs
hnitt erw�ahnt|entweder der Iterationsmethode oder der�{� 0{Transformation bedienen. Die iterative L�osung funktioniert wie vorher be-s
hrieben, f�ur die Transformation wird folgendes Rezept vorges
hlagen:(1) Bere
hne die Gr�o�en yi(� 0) = 1� (1� q)� 0 "i (i = 1; : : : ;W ).(2) Wenn yi(� 0) < 0, dann yi(� 0) = 0.(3) Bere
hne Z 0q(� 0) =PWi=1 yi(� 0) 11�q .(4) Bere
hne pi(� 0) = yi(� 0) 11�q =Z 0q(� 0).(5) Bere
hne Uq(� 0) und andere thermodynamis
he Gr�o�en na
h Glei
hung(1.20).(6) Bestimme �(� 0) mittels Glei
hung (1.30).Der notwendige Cut{o� in S
hritt (2) stellt si
her, da� alle Wahrs
heinli
hkeitenni
ht{negativ sind.In [17℄ und au
h s
hon in [3℄ werden beide Methoden, sowohl Iteration als au
h �{� 0{Transformation, am Beispiel eines Systems mit diskretem Spektrum "n = n"mit " > 0 und n = 0; : : : ; N demonstriert. Hier wird jedo
h im Hinbli
k aufsp�atere Verwendbarkeit das Ising{Modell in einer Dimension als Ans
hauungsob-jekt herangezogen.
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Abb. 1.3: Innere Energie Uq=N f�ur eine Kette von N = 32 Ising{Spins bei q =0:9: �{� 0{Transformation (dur
hgezogene Linie), iterative Bere
hnung ausgehendvon hohen Temperaturen (kurze Stri
he) bzw. niedrigen Temperaturen (langeStri
he).Abbildung 1.3 zeigt die innere Energie f�ur eine Kette von N = 32 Ising{Spinsbei einem q{Wert von q = 0:9, wobei die dur
hgezogene Kurve mittels �{� 0{Transformation und die beiden gestri
helten Kurven dur
h Iteration beginnendbei hohen (kurze Stri
he) bzw. niedrigen (lange Stri
he) Temperaturen gewonnenwurden.Man erkennt, da� die iterative Re
hnung Diskontinuit�aten in der inneren Ener-gie produziert (die au
h no
h vom Iterationsanfang abh�angen), w�ahrend bei der�{� 0{Transformation unphysikalis
he Mehrdeutigkeiten in der Uq{T{Beziehungauftau
hen. All diese Beoba
htungen weisen darauf hin, da� das System instabilist.Laut Glei
hung (1.33) ist f�ur thermodynamis
he Stabilit�at im Berei
h q 2℄0; 1[zu fordern, da� die freie Energie Fq eine konkave Funktion der Temperatur ist.In Abbildung 1.4 ist daher f�ur das betra
htete System die freie Energie gegen dieTemperatur aufgetragen.Man sieht, da� die iterative Methode einen Sprung in der freien Energie ergibt;diese Spr�unge tau
hen je na
h Anfangsbedingung bei unters
hiedli
hen Tempe-raturen auf. Ursa
he hierf�ur ist die Eigens
haft der Iteration einer ni
htlinearenGlei
hung, bei mehreren L�osungen immer zur n�a
hsten zu tendieren. Um Sta-bilit�at des thermodynamis
hen Systems zu garantieren, m�ussen die Spr�unge in
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Abb. 1.4: Freie Energie Fq=N f�ur eine Kette von N = 32 Ising{Spins: �{� 0{Transformation (dur
hgezogene Linie), iterative Bere
hnung ausgehend von ho-hen Temperaturen (kurze Stri
he) bzw. niedrigen Temperaturen (lange Stri
he).Die Kurven sind zur besseren Unters
heidung lei
ht vertikal vers
hoben.der freien Energie entfernt werden, da diese ni
ht diskontinuierli
h sein darf. DasVorgehen ist also dieses: Man �ndet zun�a
hst (dur
h Wahl unters
hiedli
her An-fangsbedingungen) alle L�osungen f�ur Fq(T ) und w�ahlt dann immer diejenige mitder niedrigsten freien Energie. Die Zust�ande, die nur �uber einen der zwei Wegein Abb. 1.4 errei
ht werden, werden als metastabile Zust�ande angesehen. F�ur dashier betra
htete System ist es einfa
h, alle L�osungen zu �nden, bei komplizier-teren Systemen kann si
h das jedo
h als praktis
h unm�ogli
h erweisen. Es stelltsi
h allerdings heraus, da� das korrekte thermodynamis
he Verhalten viel einfa-
her aus der �{� 0{Transformation erhalten werden kann.Die Kurve f�ur die freie Energie zeigt bei der L�osung dur
h �{� 0{Transformationeine ges
hlossene S
hleife. Die gekr�ummte Linie kann s
hon aus Gr�unden derKonvexit�at keinen physikalis
h sinnvollen Zustand repr�asentieren und mu� da-mit ausges
hlossen werden. Die Zust�ande, die na
h Entfernung der gekr�ummtenLinie �ubrig bleiben, sind dieselben metastabilen Zust�ande, die au
h bei der itera-tiven L�osung auftreten. Hier wird wieder jeweils der Zustand ausgew�ahlt, dessenfreie Energie am niedrigsten ist (vgl. [60℄).Lima et al. haben also gezeigt, da� f�ur q 2℄0; 1[ tats�a
hli
h Instabilit�aten auf-treten k�onnen und da� sie dur
h Betra
htung der freien Energie und Entfernungvon unphysikalis
hen und metastabilen Zust�anden zu beseitigen sind. Obwohlkein allgemeiner Beweis gelungen ist, s
heinen die thermodynamis
hen Systemejedo
h na
h den bes
hriebenen Eingri�en stabil zu sein.



Kapitel 2Monte{Carlo{MethodenNur wenige statistis
he Systeme wie das Ising{Modell in einer und in zwei Di-mensionen sind analytis
h exakt l�osbar. Eine vielseitig einsetzbare Methode zurL�osung von Problemen (ni
ht nur) der statistis
hen Physik ist die Monte{Carlo{Methode. W�ahrend f�ur den extensiven Grenzfall der verallgemeinerten Tsallis{Statistik (den Boltzmann{Gibbs{Grenzfall) eine Reihe vers
hiedener und bew�ahr-ter Algorithmen zur Verf�ugung steht, m�ussen f�ur den ni
ht{extensiven Fall Mo-di�kationen bestehender Algorithmen vorgenommen oder neue Methoden erar-beitet werden.Die Methoden, die zur Bere
hnung statistis
her Systeme f�ur q 6= 1 bisher benutztworden sind, lassen si
h unters
heiden in sol
he, bei denen f�ur jeden Wert derTemperatur T und des Parameters q eine neue Simulation dur
hgef�uhrt werdenmu�, und sol
he, bei denen eine einzige Re
hnung ausrei
ht, um thermodynami-s
he Erwartungswerte f�ur den gesamten physikalis
h interessanten Temperatur-berei
h und f�ur alle q zu erhalten. Eine Zwis
henstellung nehmen Methoden ein,bei denen Ergebnisse, die f�ur eine bestimmte Temperatur T0 erhalten worden sind,dur
h Neugewi
htung der Daten der Simulation auf einen gewissen Temperatur-berei
h um die Simulationstemperatur herum ausgedehnt werden k�onnen. DieMethoden, die heute Anwendung �nden, werden in den folgenden Abs
hnittenvorgestellt.2.1 Metropolis{artige MethodenDie naheliegendste Methode, ein statistis
hes System dur
h Monte{Carlo{Simu-lation zu untersu
hen, besteht in der Verwendung des Metropolis{ oder desW�armebadalgorithmus (siehe z.B. [63℄). Beim Metropolis{Algorithmus wird beifester Temperatur zun�a
hst die Energie des Systems in der gegebenen Kon�gura-tion Xalt bere
hnet. Dann wird na
h einem geeignet gew�ahlten Konzept, das dieBedingungen (i) Ergodizit�at und (ii) Mikroreversibilit�at erf�ullt, eine neue Kon�-guration Xneu erzeugt, deren Energie bere
hnet und die neue Kon�guration mit



24 KAPITEL 2. MONTE{CARLO{METHODENder Wahrs
heinli
hkeitp = min�1; p(Xneu)p(Xalt) � (BG)= min [1; expf��(E(Xneu)� E(Xalt))g℄ (2.1)akzeptiert. Das zweite Glei
hheitszei
hen der obigen Glei
hung gilt f�ur den BG{Fall, d.h. wenn man f�ur die Wahrs
heinli
hkeiten p(X) die Boltzmann{Gibbs{Wahrs
heinli
hkeiten pBG � e��E(X) einsetzt.2.1.1 Verallgemeinertes Importan
e Sampling: Die AS{MethodeEiner der ersten Versu
he einer Verallgemeinerung der Metropolis{Akzeptanz-wahrs
heinli
hkeit (2.1) auf den Fall der Tsallis{Statistik wurde von Penna [22℄zur L�osung des Traveling Salesman{Problems (TSP) unternommen. Seine Verall-gemeinerung besteht in der Einf�uhrung der folgenden Akzeptanzwahrs
heinli
h-keit: pTSP = min �1; (1� (1� q)��E)1=(1�q)� (2.2)mit �E = E(Xneu)� E(Xalt).Diese Wahl stellte si
h zwar als n�utzli
h f�ur das betra
htete Problem (TSP)heraus, hat jedo
h zwei unangenehme Eigens
haften, die der Verwendung zurUntersu
hung statistis
her Systeme in der Tsallis{Statistik im Wege stehen [23℄:(i) Das Akzeptanz{Kriterium (2.2) erf�ullt ni
ht die Bedingung des detailliertenGlei
hgewi
hts und(ii) Die Akzeptanz (2.2) konvergiert ni
ht gegen die Tsallis{Glei
hgewi
htsver-teilung.Eine Weiterentwi
klung stellt die Methode von Andri
ioaei und Straub [23, 24℄dar, die AS{Methode. Diese basiert auf der verallgemeinerten Akzeptanzwahr-s
heinli
hkeitpAS = min�1;�p(Xneu)p(Xalt) �q � : (2.3)Bei Verwendung der Tsallis{Wahrs
heinli
hkeitsverteilung (1.18) l�a�t si
h dieseGlei
hung s
hreiben alspAS = min"1;�1� (1� q)�E(Xneu)1� (1� q)�E(Xalt) �q=(1�q)# : (2.4)Diese Wahrs
heinli
hkeit erf�ullt die Bedingung des detaillierten Glei
hgewi
htsund konvergiert gegen die Tsallis{Verteilung (1.18).
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hli
he Tsallis{Verteilung die in Glei
hung (1.22) gegebe-ne (dritte) ist, die AS{Methode aber mit der zweiten arbeitet, gibt es nun zweiM�ogli
hkeiten: Entweder man betra
htet wegen der G�ultigkeit von Gl. (1.32)die interessierenden thermodynamis
hen Gr�o�en in Abh�angigkeit der (inversen)Pseudo{Temperatur � 0 oder man �ndet eine M�ogli
hkeit, von � 0 auf � zu trans-formieren. Dies gelingt mit der im �ubern�a
hsten Abs
hnitt vorgestellten Salazar{Methode.2.1.2 Daten{Re
y
ling: Die Histogramm{MethodeDer re
hneris
he Aufwand f�ur die Untersu
hung statistis
her Systeme in derTsallis{Statistik mit der AS{ oder jeder anderen Metropolis{artigen Methodeist sehr ho
h, da man f�ur gew�ohnli
h ni
ht nur f�ur jede Temperatur T 0 eine neueRe
hnung dur
hf�uhren mu�, sondern au�erdem f�ur jeden Wert des Parametersq. Eine Methode, die Daten wiederzuverwerten, die f�ur eine feste Temperatur T0und einen bestimmten q{Wert erhalten worden sind, ist die Histogramm{Methode[25, 63℄.Da die Methode f�ur den Boltzmann{Gibbs{Fall eingef�uhrt wurde, wird sie zu-n�a
hst f�ur diesen Fall vorgestellt und dann auf die Tsallis{Statistik �ubertragen.Den Erwartungswert einer Observablen O bere
hnet man aus einer Menge vonN Me�werten Oi gem�a� der Glei
hung [63℄hOiN = PNi=1Oi p�1i e��EiPNj=1 p�1j e��Ej :Im allgemeinen werden die Wahrs
heinli
hkeiten pi, mit denen die einzelnenZust�ande des Systems gewi
htet werden, so gew�ahlt, da� sie gerade die Boltzmann{Gewi
hte f�ur die Temperatur sind, an der man interessiert ist. W�ahlt man hin-gegen die pi als die Boltzmann{Gewi
hte f�ur eine andere Temperatur �0 = 1=T0(k = 1), die nahe bei � liegt, aber von � vers
hieden ist, so wird aus der obigenGlei
hunghOiN(�) = PNi=1Oi e�(���0)EiPNj=1 e�(���0)Ej : (2.5)Es ist mit dieser Formel also m�ogli
h, eine Reihe von Messungen Oi der Obser-vablen O w�ahrend einer Monte{Carlo{Simulation bei der Temperatur �0 vorzu-nehmen und daraus (na
h Beendigung der Messung) einen Erwartungswert f�urO bei einer anderen Temperatur � zu erhalten.Der Name "Histogramm{Methode\ ergibt si
h aus der tats�a
hli
hen Implemen-tierung der Methode: W�ahrend der Messung werden zwei Histogramme O(E)und N(E) angelegt. N(E; �0) gibt an, wie oft der Energiewert E w�ahrend der Si-mulation bei einer Temperatur �0 vom System angenommen wird, und die Gr�o�e



26 KAPITEL 2. MONTE{CARLO{METHODENhOiE = O(E)=N(E) ist eine Approximation des mikrokanonis
hen Mittelwertsder Observablen O bei der Systemenergie E. Glei
hung (2.5) wird damit zuhOiN(�) = PEhOiE N(E; �0) e�(���0)EPE N(E; �0) e�(���0)E : (2.6)Die Verallgemeinerung auf die Tsallis{Statistik, d.h. auf den Fall q 6= 1 erfolgtv�ollig geradlinig [26℄:hOiq(T 0) = PEhOiE N(E; T 00) h 1�(1�q)E=T 01�(1�q)E=T 00 iq=(1�q)PE N(E; T 00) h 1�(1�q)E=T 01�(1�q)E=T 00 iq=(1�q) : (2.7)Der Temperaturberei
h, in dem mit der Histogramm{Methode mit geringem Feh-ler gearbeitet werden kann, h�angt nat�urli
h vom Histogramm N(E; T0) ab.2.1.3 Numeris
he �{� 0{Transformation: Die Salazar{Me-thodeMit der AS{Methode k�onnen thermodynamis
he Erwartungswerte nur in Abh�an-gigkeit von der (inversen) Pseudo{Temperatur � 0 bere
hnet werden. Die M�ogli
h-keit einer numeris
hen �{� 0{Transformation ist mit der Salazar{Methode gegeben[26℄.Diese Methode besteht darin, in einem ersten S
hritt Monte{Carlo{Simulationenunter Benutzung der AS{Akzeptanzwahrs
heinli
hkeit bei festen Werten von T 0dur
hzuf�uhren und ans
hlie�end die zugeh�orige Temperatur T auf die folgendeWeise zu bestimmen: Aus den Glei
hungen (1.30) und (1.1) erh�alt man zun�a
hstT = T 0 � (1� q)Uq(T 0)1 + (1� q)Sq(T 0) : (2.8)Die Energie Uq(T 0) wird w�ahrend der Simulation bere
hnet, die Entropie Sq(T 0)bestimmt man dur
h Ausnutzung der Relation (1.25)�Sq�Uq = 1T (2:8)= 1 + (1� q)SqT 0 � (1� q)Uq : (2.9)Dur
h Trennung der Variablen und eine ans
hlie�ende Integration zwis
hen zweiGlei
hgewi
htszust�anden mit Temperaturen T 00 und T 0Z Sq(T 0)Sq(T 00) dSq1 + (1� q)Sq = Z Uq(T 0)Uq(T 00) dUqT 0 � (1� q)Uq (2.10)



2.2. BESTIMMUNG DER ZUSTANDSDICHTE 27erh�alt man s
hlie�li
hT (T 0) = T 0 � (1� q)Uq(T 0)1 + (1� q)Sq(T 00) exp((q � 1) Z Uq(T 0)Uq(T 00) dUqT 0 � (1� q)Uq) : (2.11)Te
hnis
h funktioniert die Methode also wie folgt: Um die zu einem bestimm-ten Wert des Parameters T 0 geh�orende Temperatur T zu bere
hnen, f�uhrt manMonte{Carlo{Simulationen unter Benutzung der AS{Methode bei festen Wertenvon T 0 dur
h, beginnend bei einem Anfangswert T 00 bis zum gew�uns
hten WertT 0. Dabei bestimmt man die Werte Uq(T 0) und bere
hnet dann das Integral inGlei
hung (2.11) numeris
h. Der Anfangswert T 00 ist dabei so zu w�ahlen, da� dieEntropie bei diesem Wert des Parameters T 0 bekannt ist. In den meisten F�allenbieten si
h dabei die Grenzf�alle sehr hoher oder sehr niedriger Temperatur an.Um den Fehler bei der numeris
hen Bere
hnung des Integrals (z.B. einfa
h mitder Trapez{ oder der Simpsons
hen Regel) m�ogli
hst niedrig zu halten, ist essinnvoll, dur
h Benutzung der zuvor bes
hriebenen Histogramm{Methode ausge-hend von verglei
hsweise wenigen St�utzpunkten die innere Energie Uq(T 0) in sehrkleinen Temperaturs
hritten zu bere
hnen.2.2 Bestimmung der Zustandsdi
hteDie bisher vorgestellten Methoden haben alle den erhebli
hen Na
hteil, da�|wenn au
h (mit der Histogramm{Methode) ni
ht mehr f�ur jeden einzelnen Tem-peraturwert eine neue Simulation dur
hgef�uhrt werden mu�|do
h jeder neueWert des Parameters q eine neue Re
hnung erfordert. Abhilfe k�onnen hier Me-thoden s
ha�en, die die Eigens
haften des interessierenden Systems unabh�angigvom q{Wert untersu
hen. Im Konkreten sind das Methoden, die es gestatten, dieZustandsdi
hte g(E) eines statistis
hen Systems und die relevanten ObservablenO(E) zu bestimmen.2.2.1 Mikrokanonis
he Methoden: Creutz und HOWW�ahrend die Anzahl der mikroskopis
hen Kon�gurationen eines statistis
hen Sy-stems im allgemeinen sehr gro� ist, ist der Berei
h der m�ogli
hen Energiewertenormalerweise sehr viel kleiner. So ist beispielsweise die Anzahl der Kon�gura-tionen eines eindimensionalen Ising{Modells mit N Spins 2N , die Anzahl derm�ogli
hen Energiewerte hingegen nur N=2 + 1. Bei Kenntnis der Zustandsdi
hteg(E) des Systems, also der Anzahl der m�ogli
hen Systemkon�gurationen mit einerfesten Energie E, l�a�t si
h die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung (1.31) ums
hreibenin die Formp(E) = [1� (1� q)� 0E℄1=(1�q)PE g(E) [1� (1� q)� 0E℄1=(1�q) : (2.12)



28 KAPITEL 2. MONTE{CARLO{METHODENWenn man die Zustandsdi
hte g(E) auf irgendeine Weise bestimmt hat, kann jedebeliebige Statistik auf das System angewandt werden, sei es Boltzmann{Gibbs{,Tsallis{ oder eine andere verallgemeinerte Statistik. Dar�uber hinaus sind Re
h-nungen f�ur beliebige Werte von T und q ohne gro�en Aufwand m�ogli
h.Die naheliegendste Methode zur Bestimmung von g(E) w�are, vers
hiedene zuf�alli-ge Systemkon�gurationen zu erzeugen und zu z�ahlen, wie h�au�g Kon�guratio-nen mit Energie E auftau
hen. Dieses naive Vorgehen f�uhrt jedo
h ni
ht zumZiel, weil die Zustandsdi
hte zu viele Gr�o�enordnungen �uberspannt und es ni
htm�ogli
h ist, in einem einzigen Lauf ein Histogramm zu erzeugen, das den gesam-ten Energieberei
h �uberspannt. Also ist es sinnvoll, den gesamten Energieberei
hin kleinere Intervalle aufzuteilen und f�ur jedes Intervall eine eigene Simulationdur
hzuf�uhren. Dabei gibt es im Grunde zwei vers
hiedene M�ogli
hkeiten: Ent-weder man legt die Grenzen der Energieintervalle von vornherein fest und erlaubtnur Kon�gurationen, deren Energien innerhalb der jeweiligen Intervalle liegen,oder man bedient si
h der im folgenden bes
hriebenen Methode von Creutz [27℄.Die Creutz{Methode f�uhrt als zus�atzli
hen Freiheitsgrad des Systems einen D�a-mon ein, der mit einem Sa
k ausger�ustet dur
h das System wandert und Energie�ubertr�agt, indem er dynamis
he Variable ver�andert. Dabei soll jedo
h die Ge-samtenergie von statistis
hem System+D�amon konstant bleiben. Im Fall einesIsing{Systems w�urde der D�amon zuf�allig oder sequentiell dur
h das Gitter strei-fen und Spins umkehren. Wenn die Systemenergie si
h dabei verringert, pa
kt erden Di�erenzbetrag in seinen Sa
k; mu� Energie aufgewendet werden, um einenSpin umzukehren, d.h. w�urde si
h dadur
h die Systemenergie erh�ohen, kann erden Spin nur umkehren, wenn er den Di�erenzbetrag an Energie in seinem Sa
kverf�ugbar hat.Auf diese Weise erh�alt man Systemkon�gurationen mit Energien in einem Be-rei
h, dessen Umfang davon abh�angt, in wel
hem Zustand si
h das System zuBeginn der Simulation befunden hat, und wieviel Energie der D�amon zu Beginnin seinem Beutel hatte. Dur
h Sammeln eines Histogramms N(E) kann man sodie Verh�altnisse der Anzahlen von Zust�anden mit bena
hbarten Energien bestim-men. Kennt man nun no
h die Entartung eines der erhaltenen Zust�ande, kannman aus diesem Wert und den gemessenen Verh�altnissen alle anderen Werte be-stimmen. Im Falle eines Ising{Modells wird man die Kenntnis ausnutzen, da� derGrundzustand zweifa
h entartet ist.�Ahnli
h arbeitet die "Histogram by Overlapping Windows\{Methode (HOW)[28, 29℄. Der Unters
hied zur Creutz{Methode besteht darin, da� der Energie-berei
h s
hon vor Beginn der Simulation in �uberlappende Intervalle (windows)aufgeteilt wird und nur Systemkon�gurationen zugelassen werden, deren Ener-gien in den jeweils aktuellen Intervallen liegen. Man k�onnte also Intervalle in derfolgenden Weise bilden: fE0; E1; E2; E3g, fE3; E4; E5; E6g, : : : Jedes Intervall be-steht aus vier aufeinanderfolgenden Energiewerten und der letzte Wert des einen



2.2. BESTIMMUNG DER ZUSTANDSDICHTE 29Intervalls ist der erste des n�a
hsten.Nun nimmt man ein Intervall und erzeugt eine Systemkon�guration, deren Ener-gie in diesem Intervall liegt. In dem so pr�aparierten System erzeugt man neueKon�gurationen (im Fall eines Ising{Modells beispielsweise dur
h Umklappenvon einzelnen Spins) und akzeptiert die �Anderungen nur, wenn die Energie desSystems dann no
h innerhalb des Intervalls liegt. Wie bei der Creutz{Methodesammelt man die Anzahlen von Kon�gurationen mit Energie E, die man auf dieseWeise erzeugt, in einem Histogramm N(E). Hat man hinrei
hend viele Kon�gu-rationen gez�ahlt, geht man �uber zum n�a
hsten Energieintervall. Dadur
h, da� dieIntervalle si
h alle �uberlappen, kann man wieder nur mit der Kenntnis des Ent-artungsgrades des Grundzustands die Zustandsdi
hte des Systems bestimmen.F�ur die Bere
hnung der Wahrs
heinli
hkeiten (2.12) rei
ht es sogar aus, nur dieVerh�altnisse der einzelnen g(E) zu kennen.2.2.2 Die Broad{Histogram{Methode (BHMC)Die Broad{Histogram{Methode [30, 31, 32, 33, 34, 35℄ gestattet die Bestimmungder Zustandsdi
hte g(E) eines statistis
hen Systems ausgehend von mikrokano-nis
hen Erwartungswerten gewisser makroskopis
her Gr�o�en, die im folgendeneingef�uhrt werden. Zun�a
hst wird f�ur das zu untersu
hende System ein Proto-koll erlaubter Zustands�anderungen (Z�uge) gew�ahlt. F�ur ein Ising{System k�onnteman beispielsweise das Umklappen einzelner Spins oder von Clustern aus n Spinsw�ahlen. Die einzige Bedingung, die an das gew�ahlte Protokoll gestellt wird, ist,da� ein Zug nur dann erlaubt sein darf, wenn au
h der umgekehrte Zug erlaubtist, d.h. das Protokoll mu� mikroreversibel sein.Beginnend bei einem beliebigen ZustandX mit Energie E z�ahlt die ZahlNX(E !E + �E) alle erlaubten Z�uge X ! X 0, die die Energie um den festen Betrag�E � 0 erh�ohen. Im Falle des Ising{Modells w�urde man (je na
h gew�ahltemProtokoll) jeden einzelnen Spin oder jeden m�ogli
hen Cluster von n Spins um-klappen und pr�ufen, ob si
h die Energie um den entspre
henden Betrag ver�andert.Betra
htet man alle g(E) Zust�ande mit Energie E, ist die Gesamtzahl m�ogli
herZ�uge, die die Energie des Systems von E auf E +�E erh�ohen, gegeben dur
hXX(E)NX(E ! E +�E) = g(E) hN(E ! E +�E)i ;wobei hN(E ! : : : )i der mikrokanonis
he Erwartungswert von N(E ! E+�E)bei der Energie E ist. Analog gibt NX(E ! E � �E) die Zahl der erlaubtenZ�uge an, die einen Zustand X mit Energie E in einen Zustand X 0 mit EnergieE ��E �uberf�uhren.Die Anzahl der m�ogli
hen Z�uge von einem Zustand X 0 mit Energie E + �E zueinem Zustand X mit Energie E istXX0(E+�E)NX0(E +�E ! E) = g(E +�E) hN(E +�E ! E)i :



30 KAPITEL 2. MONTE{CARLO{METHODENDa na
h Voraussetzung alle Z�uge mikroreversibel sind, mu� die Gesamtzahl dererlaubten Z�uge von E na
h E + �E glei
h der Gesamtzahl der erlaubten Z�ugevon E +�E na
h E sein, es mu� also gelteng(E) hN(E ! E +�E)i = g(E +�E) hN(E +�E ! E)i : (2.13)Dies ist die zentrale Glei
hung der Broad{Histogram{Methode. Sie erlaubt es,wenn man auf irgendeine Weise die Gr�o�en hN(: : : )i bestimmt hat, die Zustands-di
hte des betra
hteten Systems zu bere
hnen|vorausgesetzt, man kennt zus�atz-li
h den Entartungsgrad des Grundzustands g(E0). Es ist aber immer m�ogli
h,die Verh�altnisse g(E)=g(E0) zu bestimmen.Um die ben�otigten mikrokanonis
hen Erwartungswerte zu bere
hnen, sind ver-s
hiedene Methoden vorges
hlagen worden. So benutzen beispielsweise Oliveiraet al. in ihrem ersten Artikel zu BHMC [30℄ einen Random Walk auf der Energie-a
hse. Das Modellsystem, an dem die Methode das erste Mal getestet wurde, wardas Ising{Modell und die Random{Walk{Dynamik ist die folgende: W�ahle einenzuf�alligen Gitterplatz und bere
hne die Energie�anderung �E, die eintritt, wennder Spin umgeklappt wird. Wenn der neue Zustand eine niedrigere Energie hat,wird der Zug akzeptiert. Wird dur
h den Zug die Energie jedo
h erh�oht, wird ernur mit der Wahrs
heinli
hkeitp = min�1; NX(E ! E ��E)NX(E ! E +�E)�ausgef�uhrt. Sollte si
h die Energie dur
h den Zug ni
ht �andern, ist also �E = 0,so wird der Zug mit einer festen Wahrs
heinli
hkeit akzeptiert.Diese Dynamik wirft mehrere Probleme auf. Zun�a
hst einmal kann si
h ein Sy-stem, wenn es einmal in den Grundzustand �ubergegangen ist, ni
ht mehr aus die-sem befreien. Dieses (kleine) Problem kann dadur
h behoben werden, da� mandie ad ho
{Regel einf�uhrt, Zustands�anderungen aus dem Grundzustand immerzu akzeptieren.Ein s
hwerwiegenderes Problem stellt die Tatsa
he dar, da�|anders als bei ka-nonis
hen Simulationen|gro�e Energiespr�unge auftreten und daher aufeinander-folgende Zust�ande stark korreliert sein k�onnen. Die L�osung in diesem Fall bestehtdarin, den jeweils aktuellen Zustand zuerst zu thermalisieren, bevor dessen Bei-trag zu den Mittelwerten bere
hnet wird [32℄. Das kann dadur
h ges
hehen, da�man einige kanonis
he Sweeps bei einer Temperatur T (E) dur
hf�uhrt, die zu demjeweiligen Zustand geh�ort. Ein ungef�ahrer Wert f�ur diese Temperatur l�a�t si
hmit Hilfe der Broad{Histogram{Glei
hung (2.13) angeben als1T (E) = d ln g(E)dE = ln g(E +�E)� ln g(E)�E= 1�E ln hN(E ! E +�E)ihN(E +�E ! E)i (2.14)



2.2. BESTIMMUNG DER ZUSTANDSDICHTE 31Der gr�o�te Na
hteil dieser Random{Walk{Dynamik besteht jedo
h darin, da�sie|wie Wang in [33℄ gezeigt hat|ni
ht die Bedingung des detaillierten Glei
h-gewi
hts erf�ullt und daher keine ri
htigen mikrokanonis
hen Erwartungswerteliefert. Der Fehler, der dur
h diese Verletzung des detaillierten Glei
hgewi
hts indie Re
hnungen ein
ie�t, nimmt jedo
h mit steigender Systemgr�o�e ab.Eine deutli
he Verbesserung stellt die Wahl der Akzeptanzwahrs
heinli
hkeitp = min�1; hN(E +�E ! E)ihN(E ! E +�E)i� (2.15)dar, wobei hN(: : : )i die Mittelwerte der bisher angesammelten Histogrammdatensind.Wang selber s
hl�agt vor, zwei Simulationen dur
hzuf�uhren, wobei in der erstenauf irgendeine Weise S
h�atzwerte f�ur die Gr�o�en in (2.15) bestimmt werden, diedann in einer unabh�angigen zweiten Simulation benutzt werden, um die Histo-grammdaten zur Bere
hnung von g(E) zu erhalten.Die Random{Walk{Dynamik stellt nur eine M�ogli
hkeit dar, die n�otigen mikro-kanonis
hen Erwartungswerte in (2.13) zu bestimmen. Eine andere (naheliegen-de) M�ogli
hkeit ist es, direkt die mikrokanonis
hen Methoden HOW oder dieCreutzs
he Energiebeutelmethode zu benutzen. Es kommt hierbei nur darauf an,hinrei
hend viele Me�werte in jedem Energie{Kanal zu erhalten. Dazu k�onnteman au
h (v�ollig unphysikalis
h) eine Reihe von kanonis
hen Simulationen (z.B.mit Metropolis{ oder W�armebad{Algorithmus) bei vers
hiedenen Temperaturendur
hf�uhren, was jedo
h wegen der stark um den Mittelwert E(T ) konzentriertenkanonis
hen Energieverteilung wenig e�ektiv ist, da sehr viele einzelne Re
hnun-gen n�otig w�aren, um den gesamten Berei
h m�ogli
her Energien abzude
ken.In Abs
hnitt 3.1 werden Ergebnisse f�ur die Random{Walk{Dynamik mit ver-s
hiedenen Akzeptanzwahrs
heinli
hkeiten f�ur Z�uge, die die Energie des Systemserh�ohen, und f�ur direkte mikrokanonis
he Simulation gegen�ubergestellt.BHMC f�ur Systeme mit kontinuierli
hem EnergiespektrumMu~noz und Herrmann haben die Broad{Histogram{Methode f�ur den Fall einesSystems mit kontinuierli
hem Energiespektrum, n�amli
h f�ur das XY {Modell, er-weitert [36, 37℄. Die Hamilton{Funktion dieses Systems (ohne �au�eres Feld) istgegeben dur
hH = �Xhi;ji 
os (�i � �j) ;wobei �i der Winkel ist, den der Spin i mit einer vorgegebenen A
hse eins
hlie�t,und die Summation hi; ji �uber alle Paare bena
hbarter Gitterpl�atze l�auft.Da die BHMC{Relation (2.13)|wie Oliveira gezeigt hat [32℄|f�ur alle Systeme



32 KAPITEL 2. MONTE{CARLO{METHODENexakt ist, stellt si
h hier nur die Frage, wie man die Gr�o�en hN(: : : )i in Glei
hung(2.13) bestimmt, und wel
hes Protokoll von Z�ugen man w�ahlen kann, um dieseGr�o�en zu bestimmen.Sie s
hlagen dazu das folgende Protokoll von Zustands�anderungen vor: W�ahlezuf�allig einen Spin. Dessen Stellung sei 
harakterisiert dur
h den Winkel �altbez�ugli
h einer festgelegten A
hse. W�ahle dann f�ur diesen Spin einen neuen Win-kel �neu 2 [��; �℄. Dieser neue Winkel ist eine Zufallsgr�o�e mit der Wahrs
hein-li
hkeitsdi
htef�neu(�) = � 1=(2�) f�ur � � < �neu < �0 sonst : (2.16)Daher kann das Protokoll der zuf�alligen Zustands�anderungen dur
h Angabe derWahrs
heinli
hkeitsdi
htefunktionen f�ur die neuen Werte der Systemvariablen ge-geben werden.Nun m�ussen f�ur jede gegebene Kon�guration X mit Energie Ealt die Gr�o�enNX(E ! E + �E�x) und NX(E ! E ��E�x) ges
h�atzt werden. Das stellt einProblem dar, weil es eine �uberabz�ahlbare Menge von Zust�anden gibt, die mitdem gew�ahlten Protokoll in einem Zug errei
ht werden k�onnen. Da jedo
h jededer m�ogli
hen neuen Kon�gurationen eine wohlde�nierte Energie Eneu hat undgenau eine von ihnen zuf�allig gew�ahlt wird, k�onnen Eneu und �E � Eneu � Ealtals Zufallsvariable gew�ahlt werden. Daher werden die Gr�o�en NX(: : : ) wie folgtde�niert:NX(E ! E +�E�x) � f�E(�E�x) ,NX(E ! E ��E�x) � f�E(��E�x) .Das Problem besteht nun nur no
h darin, f�ur eine gegebene Kon�guration Xaltdie Funktion f�E zu �nden.Wenn man na
h dem gew�ahlten Protokoll einen einzelnen Spin i dreht, �andernnur die Bindungen dieses Spins mit seinen n�a
hsten Na
hbarn N (i) ihre Energie-werte. Man kann also "i als die Summe dieser Bindungsenergien de�nieren:"i � � Xj2N (i) 
os (�i � �j) : (2.17)Wenn �ialt in �ineu �ubergeht, �andert "i seinen Wert von "ialt in "ineu, also ist�E = "ineu � "ialt und "ineu ist eine Funktion der Zufallsgr�o�e �ineu.Um "ineu als Funktion von �ineu auszudr�u
ken, kann Glei
hung (2.17) umges
hrie-ben werden in die Form"ineu = Ai 
os (�ineu � Æ�i)mit den Abk�urzungen



2.2. BESTIMMUNG DER ZUSTANDSDICHTE 33Ai �vuuut0� Xj2N (i) 
os �j1A2 +0� Xj2N (i) sin �j1A2 ,Æ�i � ar
tan Pj2N (i) sin �jPj2N (i) 
os �j!+ � .Wenn �ineu eine ZufallsvariablemitWahrs
heinli
hkeitsdi
hte (2.16) ist, dann folgtf�ur die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte der Funktion "ineu dieser Zufallsgr�o�e [58℄:f"ineu (") = ( 1� 1pA2i�"2 f�ur j"j < Ai0 sonst :Daraus erh�alt man f�ur die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte f i�E(�E) von �E bei Ro-tation des Spins i dur
h Einsetzten von �E + "ialt:f i�E(�E) = ( 1� 1pA2i�("ialt+�E)2 f�ur j�E + "ialtj < Ai0 sonst :Da die Wahl des zu drehenden Spins zuf�allig und mit glei
her Wahrs
heinli
h-keit f�ur alle N Spins erfolgt, ergibt si
h s
hlie�li
h dur
h Aufsummieren allerf i�E(�E) und Division dur
h die Anzahl der Spins:NX(E ! E +�E�x) = 1N NXi=1 f i�E(�E�x) ,NX(E ! E ��E�x) = 1N NXi=1 f i�E(��E�x) .





Kapitel 3Das Ising{Modell in einerDimensionEines der ersten statistis
hen Systeme, das im Rahmen der Tsallis{Statistik un-tersu
ht worden ist [29, 38, 39, 40, 41℄, ist das Ising{Modell in einer Dimension.Dieses Modell eignet si
h deshalb gut f�ur einen ersten Test der im vorigen Kapi-tel eingef�uhrten Monte{Carlo{Methoden, da es im BG{Grenzfall exakt l�osbar istund daher seine Eigens
haften gut bekannt sind.Die Hamilton{Funktion einer Kette von N Ising{Spins mit periodis
hen Rand-bedingungen hat die FormH = �J  NXi=1 sisi+1 � C! ;wobei C eine Konstante zur Kalibrierung des Grundzustands ist. Wenn C ni
htexplizit gegeben ist, wird C = N angenommen. Die Kopplungskonstante J wirdim folgenden auf J = 1 gesetzt.In einem ersten Abs
hnitt werden Ergebnisse f�ur die vers
hiedenen Methodendes letzten Kapitels vergli
hen, darauf folgt ein Abs
hnitt mit einer genauerenUntersu
hung der �{� 0{Transformation, und s
hlie�li
h folgt ein Verglei
h dererhaltenen Ergebnisse mit den bereits vorliegenden Arbeiten.3.1 Test der Monte{Carlo{MethodenDas Energiespektrum und die Zustandsdi
hte g(E) eines statistis
hen Systemssind intrinsis
he Eigens
haften und h�angen weder von der We
hselwirkung desSystems mit seiner Umgebung no
h von der gew�ahlten Statistik ab. Daher sindsol
he Methoden, die auf die n�aherungsweise Bestimmung der Zustandsdi
hte ab-zielen (beispielsweise die Broad{Histogram{Methode), so vielseitig einsetzbar.Im Falle des Ising{Modells in einer Dimension ist das Energiespektrum bekanntund die Funktion g(E) kann analytis
h bere
hnet werden. Damit hat man die



36 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSIONM�ogli
hkeit, dur
h Modi�kation des Rezeptes in Abs
hnitt 1.2.2 alle thermo-dynamis
hen Gr�o�en des Ising{Modells und ihr Temperaturverhalten exakt zubere
hnen. Unter Verwendung der Zustandsdi
hte liest si
h dieses Rezept dann(1) Bestimme y(E; � 0) = 1� (1� q) � 0E f�ur alle E.(2) Wenn y(E; � 0) < 0, dann y(E; � 0) = 0.(3) Bere
hne Z 0q(� 0) =PE g(E) y(E; � 0) 11�q .(4) Bere
hne p(E; � 0) = y(E; � 0) 11�q =Z 0q(� 0).(5) Bere
hne die innere Energie Uq(� 0) und andere thermodynamis
he Gr�o�engem�a�hhOiiq(� 0) = PE g(E)O(E) pq(E; � 0)PE g(E) pq(E; � 0) :(6) Bestimme �(� 0) gem�a� der Glei
hung�(� 0) = � 0 PE g(E) pq(E; � 0)1� (1� q) � 0 Uq(� 0) :Die auf diese Weise bere
hneten Werte dienen als Referenz f�ur die Bestimmungder Zuverl�assigkeit der benutzten Monte{Carlo{Verfahren.Die Zustandsdi
hte einer Kette von N = 2N 0 (N 0 2 N) Ising{Spins mit peri-odis
hen Randbedingungen und ohne �au�eres Feld l�a�t si
h wie folgt bere
hnen[42℄: g(E) = Xf�g Æ(E �H(�))= Z 2�0 dt2� e itEXf�g e�itH(�) ; (3.1)wobei f�g die Menge aller m�ogli
hen Kon�gurationen ist und die Delta{Funktionersetzt wurde dur
h die DarstellungÆ(E �H(�)) = Z 2�0 dt2� e it(E�H(�)) :Die Summe in Glei
hung (3.1) ist gerade die Zustandssumme des Systems mitder Ersetzung � ! it. Diese ist bekannt und l�a�t si
h s
hreiben als [59℄Z(�) = �N+ + �N� mit �� = e� � e�� :



3.1. TEST DER MONTE{CARLO{METHODEN 37Damit haben wir also zun�a
hstZ(it) = NXk=0 �Nk�e itk e�it(N�k) �1 + (�1)N�k�= 2 NXk=0k gerade�Nk� e itk e�it(N�k)= 2 N 0Xk=0 �2N 02k � e 2itk e�2it(N 0�k)= 2 e�2itN 0 N 0Xk=0 �2N 02k � e 4itk :In (3.1) eingesetzt, folgt f�ur die Zustandsdi
hte g(E) s
hlie�li
hg(E) = 2 N 0Xk=0 �2N 02k �Z 2�0 dt2� e it(4k+E�2N 0)= 2 N 0Xk=0 �2N 02k � Æ(4k + E � 2N 0)= 2� NN�E2 � :Der Test der im vorigen Kapitel vorgestellten Monte{Carlo{Methoden beginntmit der AS{Methode.Abbildung 3.1 zeigt die innere Energie Uq=N einer Kette von N = 32 Ising{Spins(mit periodis
hen Randbedingungen, d.h. sN+1 = s1, und einem Energie{O�setvon C = N , also auss
hlie�li
h ni
ht{negativen Energiewerten) in Abh�angigkeitvon der Pseudo{Temperatur T 0 f�ur vers
hiedene Werte des Parameters q. Diedur
hgezogenen Linien wurden mit der Histogramm{Methode aus den Daten derAS{Simulationen interpoliert.Die AS{Werte k�onnen mit exakten Ergebnissen nur in Abh�angigkeit von T 0 ver-gli
hen werden, da der Ausdru
k f�ur die Akzeptanzwahrs
heinli
hkeit na
h And-ri
ioaei und Straub unter Benutzung der zweiten Version der Tsallis{Verteilungentwi
kelt wurde. Na
h Abs
hnitt 1.2.1 sind jedo
h p(2)i (� 0) und p(3)i (� 0) �aquiva-lent.Abbildung 3.2 verglei
ht f�ur zwei exemplaris
h herausgegri�ene q{Werte (eineraus dem sub{ und einer aus dem superextensiven Berei
h) die na
h unters
hied-li
hen Methoden bere
hneten inneren Energien des Systems. Die dargestelltenDaten sind AS{Punkte (�), exakt bere
hnete (�) und BHMC(Creutz){Werte(dur
hgezogene Linien).
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3.1. TEST DER MONTE{CARLO{METHODEN 39Anhand von Abbildung 3.2 erkennt man, da� die BHMC(Creutz){Werte gut mitden AS{ und den exakten Werten �ubereinstimmen. Die Fehler f�ur die AS{Wertesind f�ur alle dargestellten Punkte deutli
h kleiner als die gezei
hneten Symbole.Die Genauigkeit der Broad{Histogram{Methode wird weiter unten genauer un-tersu
ht.Um die innere Energie des betra
hteten Systems au
h in Abh�angigkeit von derTemperatur T darstellen zu k�onnen, mu� die �{� 0{Transformation ausgef�uhrtwerden. Das ges
hieht im Falle der exakten und der Broad{Histogram{Re
hnunggem�a� Punkt (6) des zu Beginn dieses Abs
hnittes gegebenen Rezepts, im Fal-le der AS{Re
hnung mu� die numeris
he Integration na
h Salazar vorgenom-men werden. Dabei wird f�ur jeden Wert T 0, f�ur den die zugeh�orige Tempe-ratur T bestimmt werden soll, gem�a� Glei
hung (2.11) die Funktion f(Uq) =1=(T 0� (1� q)Uq) integriert. Integrationsgrenzen sind dabei zwei Glei
hgewi
hts-zust�ande, von denen der eine dur
h die (Pseudo{)Temperatur T 0 
harakterisiertist, und der andere so gew�ahlt werden mu�, da� die Entropie in diesem ZustandX(T 00) bekannt ist. In diesem Fall bietet si
h der Zustand mit T 00 = 0 an. Dannbe�ndet si
h das System n�amli
h in einer der beiden Grundzustandskon�guratio-nen, die (da im betra
hteten System dur
h kein �au�eres Feld einer der Zust�andeausgezei
hnet ist) beide mit der Wahrs
heinli
hkeit 1=2 angenommen werden. Eswird sp�ater klar werden, da� dies ni
ht f�ur alle Energie{O�sets C ri
htig ist, f�urC = N ist es allerdings korrekt. Die Entropie nimmt somit den WertSq(T 00 = 0) = 21�q � 11� qan. Dieser Wert unters
heidet si
h von demjenigen, der von Salazar und Toral in[26, 29℄ f�ur dasselbe System angegeben worden ist um den Summanden�1=(1�q),der in den genannten Referenzen fehlt.Abbildung 3.3 verglei
ht f�ur die bereits betra
hteten F�alle q = 0:93 und q = 1:07die Ergebnisse der Salazar{Integration mit exakten und BHMC(Creutz){Werten.Au
h diese Abbildung zeigt die hervorragende �Ubereinstimmung der Ergebnisseder drei vers
hiedenen Methoden. Die Abwei
hungen der Ergebnisse der Salazar{Integration von den exakten Werten sind so gering, da� sie in dem verwendetenMa�stab ni
ht darstellbar sind, die Ergebnisse der Broad{Histogram{Methodewerden im folgenden mit den exakten Werten vergli
hen.In Tabelle 3.1 sind f�ur das betra
htete System die exakten Werte der Gr�o�enangegeben, die in die Broad{Histogram{Glei
hung (2.13) zur Bestimmung derZustandsdi
hte g(E) eingehen. Diese Werte wurden erhalten, indem unter Aus-nutzung der Symmetrien des Systems f�ur die H�alfte aller m�ogli
hen Zust�ande dieGr�o�en NX(: : : ) explizit abgez�ahlt wurden. F�ur die Energie�anderung �E wurdehier|wie au
h in den na
hfolgenden Broad{Histogram{Re
hnungen|der Wert�E = 4 gew�ahlt.
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Abb. 3.3: Innere Energie Uq=N desselben Systems in Abh�angigkeit von der Tem-peratur T : Ergebnisse der Salazar{Integration, BHMC(Creutz){ und exakte Wer-te E g(E) hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 2 32 04 992 28.064516 0.0645168 71920 24.387097 0.38709712 1812384 20.967742 0.96774216 21036600 17.806452 1.80645220 129024480 14.903226 2.90322624 451585680 12.258065 4.25806528 942871200 9.870968 5.87096832 1202160780 7.741935 7.741935Tab. 3.1: Exakte Werte f�ur ein eindimensionales System aus N = 32 Ising{Spinsmit �E = 4. Die zweite H�alfte des Spektrums (E = 36 : : : 64) ist symmetris
hzur ersten H�alfte.Mit diesen Werten k�onnen nun die Ergebnisse vers
hiedener Implementierungender Broad{Histogram{Methode vergli
hen werden. So gelingt eine Eins
h�atzungder Fehler, die dur
h die Korrelation der Zust�ande und die Verletzung des detail-lierten Glei
hgewi
hts bei Verwendung der Random{Walk(RW){Dynamik in dieErgebnisse eingehen.



3.1. TEST DER MONTE{CARLO{METHODEN 41Die in den Tabellen 3.2 bis 3.4 aufgelisteten Ergebnisse wurden erhalten, in-dem f�ur dasselbe System in derselben Ausgangskon�guration unter Verwendungder RW{Dynamik jeweils glei
h viele Histogrammdaten gesammelt wurden. DieRe
hnungen unters
heiden si
h nur in der Wahl der Wahrs
heinli
hkeiten, mitdenen Zustands�anderungen (Umklappen von einzelnen Spins) akzeptiert wur-den, wenn sie zur Erh�ohung der Systemenergie f�uhrten. Korrelationen zwis
henaufeinanderfolgenden Systemzust�anden wurden verna
hl�assigt.Tabelle 3.2 zeigt die Ergebnisse der Re
hnung mit der von Wang vorges
hlagenenAkzeptanzwahrs
heinli
hkeit (2.15)pup = min�1; hN(E +�E ! E)ihN(E ! E +�E)i� :E V (E) hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 13233 32 04 969538 28.42808 0.428038 1:76963 � 107 24.89950 0.8994812 8:17883 � 107 21.28948 1.2942016 1:55476 � 108 17.87942 1.8794520 1:83586 � 108 14.85222 2.8522424 1:87139 � 108 12.21413 4.2141228 1:87244 � 108 9.84945 5.8494832 1:86089 � 108 7.72840 7.72840Tab. 3.2: Broad{Histogram{Simulation desselben Systems mit RW{Dynamik undpup = hN(E +�E ! E)i=hN(E ! E +�E)iF�ur Tabelle 3.3 wurde diese Akzeptanzwahrs
heinli
hkeit gen�ahert, indem dieMittelwerte hN(: : : )i aus demselben Energiekanal gelesen wurden, f�ur Tabelle3.4 wurde nur jeweils der aktuelle Zustand ber�u
ksi
htigt.Man erkennt, da� alle drei Varianten �ahnli
h s
hle
hte Ergebnisse liefern. Das Bild�andert si
h jedo
h, wenn man die Korrelationen zwis
hen aufeinanderfolgendenZust�anden ber�u
ksi
htigt und das System na
h jeder Energie�anderung therma-lisiert wird. So wurden zur Bestimmung der Daten in den Tabellen 3.5 bis 3.7na
h jeder Zustands�anderung des Systems 10 Metropolis{Sweeps bei Temperatu-ren dur
hgef�uhrt, die na
h Glei
hung (2.14) aus den jeweils aktuellen Zust�andenund den bisher angesammelten Histogrammdaten bestimmt werden konnten. Eswurde wieder f�ur jede der drei Akzeptanzwahrs
heinli
hkeiten pup eine eigene Si-mulation dur
hgef�uhrt.Nun erkennt man, da� die Ergebnisse aller drei Simulationen gut mit den exaktenWerten �ubereinstimmen. Der Fehler, der dur
h die Verletzung der detaillierten



42 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSIONE V (E) hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 29561 32 04 2:07433 � 106 28.45589 0.455898 3:50043 � 107 24.91368 0.9137012 1:45351 � 108 21.29266 1.2926716 2:28571 � 108 17.85240 1.8524120 1:93788 � 108 14.79091 2.7909424 1:33996 � 108 12.16656 4.1666028 9:59100 � 107 9.82813 5.8281332 7:23845 � 107 7.72272 7.72272Tab. 3.3: Das Glei
he mit pup = hN(E ! E ��E)i=hN(E ! E +�E)iE V (E) hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 14353 32 04 1:20063 � 106 28.38010 0.380158 2:48024 � 107 24.85981 0.8597812 1:26337 � 108 21.22308 1.2230716 2:30400 � 108 17.75217 1.7521120 2:06801 � 108 14.69026 2.6902724 1:40059 � 108 12.16987 4.1698428 9:87182 � 107 9.92663 5.9266332 7:46226 � 107 7.84161 7.84161Tab. 3.4: Das Glei
he mit pup = NX(E ! E ��E)=NX(E ! E +�E)E V (E) [�106℄ hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 1.91376 32 04 7.14163 28.06082 0.060828 9.33207 24.38516 0.3851312 8.51029 20.96544 0.9654316 6.54608 17.80516 1.8051420 4.88819 14.90183 2.9018524 3.87947 12.25871 4.2587328 3.39153 9.87206 5.8720732 3.21753 7.74252 7.74252Tab. 3.5: Das Glei
he mit pup = hN(E +�E ! E)i=hN(E ! E +�E)i und 10Thermalisierungs{Sweeps



3.1. TEST DER MONTE{CARLO{METHODEN 43E V (E) hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 2:20173 � 106 32 04 8:20353 � 106 28.06073 0.060798 1:06558 � 107 24.38503 0.3849812 9:57666 � 106 20.96545 0.9654816 7:18885 � 106 17.80507 1.8050920 5:16203 � 106 14.90199 2.9020024 3:89951 � 106 12.25895 4.2589728 3:24507 � 106 9.86980 5.8698032 2:98315 � 106 7.74319 7.74319Tab. 3.6: Das Glei
he mit pup = hN(E ! E ��E)iE=hN(E ! E +�E)iE und10 Thermalisierungs{SweepsE V (E) hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 2:12994 � 106 32 04 7:99646 � 106 28.06079 0.060778 1:04525 � 107 24.38460 0.3845712 9:48415 � 106 20.96540 0.9653816 7:17564 � 106 17.80496 1.8049120 5:18701 � 106 14.90255 2.9025624 3:92674 � 106 12.25836 4.2583728 3:27014 � 106 9.87034 5.8703332 3:00822 � 106 7.74119 7.74119Tab. 3.7: Das Glei
he mit pup = NX(E ! E ��E)=NX(E ! E +�E) und 10Thermalisierungs{SweepsGlei
hgewi
htsbedingung in die Re
hnungen eingeht, s
heint so klein zu sein,da� eine Tendenz der Werte, mit steigender Vereinfa
hung des Ausdru
ks (2.15)s
hle
hter zu werden, kaum feststellbar ist.Die besten Ergebnisse liefert die Broad{Histogram{Simulationmit Creutz{Dynamik(Werte in Tabelle 3.8), die jedo
h au
h von allen benutzten Methoden den gr�o�tenRe
henaufwand erfordert. So wurden f�ur die tabellierten Ergebnisse f�unf einzelneSimulationen dur
hgef�uhrt. Da der Berei
h der Energiewerte, die in einer Simu-lation errei
ht werden k�onnen, verh�altnism�a�ig klein ist, mu�te das System vorBeginn der Simulation in f�unf vers
hiedenen Anfangskon�gurationen mit f�unfvers
hiedenen Energien pr�apariert werden.



44 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSIONE V (E) [�108℄ hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 2.02021 32 04 9.99875 28.06461 0.064678 1.37226 24.38736 0.3873012 9.72904 20.96743 0.9674816 1.34282 17.80596 1.8059520 2.60695 14.90316 2.9031724 9.12567 12.25795 4.2579928 3.43020 9.87088 5.8708832 4.37410 7.74191 7.74191Tab. 3.8: Broad{Histogram{Simulation desselben Systems mit Creutz{DynamikDo
h au
h wenn die mit der RW{Dynamik bestimmten mikrokanonis
hen Mit-telwerte hN(: : : )i verh�altnism�a�ig gut mit den exakten Werten �ubereinstimmen,bleibt zu ber�u
ksi
htigen, da� si
h die f�ur diese Werte an si
h akzeptablen Feh-ler im Verlaufe der weiteren Re
hnung fortp
anzen. Diese Mittelwerte werden jaben�otigt um die Zustandsdi
hte g(E) gem�a� (2.13) rekursiv zu bere
hneng(E +�E) = g(E) hN(E ! E +�E)ihN(E +�E ! E)i ;die Zustandsdi
hte geht in die Bere
hnung der Wahrs
heinli
hkeiten und andererErwartungswerte ein, und so vervielfa
hen si
h die Fehler. Tabelle 3.9 verglei
htdie mit den Werten der Tabellen 3.5 bis 3.8 bere
hneten Zustandsdi
hten g(E).E g(E) g(E) g(E) g(E) g(E)(exakt) (Tab. 3.5) (Tab. 3.6) (Tab. 3.7) (Tab. 3.8)0 2 2 2 2 24 992 1052 1053 1053 9908 71920 76649 76752 76834 7173812 1812384 1936027 1938517 1940755 180830716 21036600 22485601 22515155 22543343 2099479520 129024480 137967064 138140562 138285968 12876699624 451585680 482764048 483349090 483944221 45069038328 942871200 1007832751 1009464092 1010567120 94100717132 1202160780 1285031926 1286705956 1288515211 1199777428Tab. 3.9: Verglei
h der mit den Werten aus den Tabellen 3.5 bis 3.8 bere
hnetenZustandsdi
htenTrotz der nun s
hon wesentli
h gr�o�eren Abwei
hungen der RW{Ergebnisse von



3.1. TEST DER MONTE{CARLO{METHODEN 45den Soll{Werten ist die BHMC(RW){Dynamik ni
ht so s
hle
ht wie es den An-s
hein hat. So kann zum einen dur
h gr�o�eren Re
henaufwand, n�amli
h dur
hl�angere Thermalisierung der mit dem Random Walk errei
hten Zust�ande, dieGenauigkeit der Ergebnisse deutli
h verbessert werden, zum anderen sind aberbereits die tabellierten Werte hinrei
hend genau, um das qualitative Verhalteneines statistis
hen Systems in der Tsallis{Statistik zu untersu
hen.E V (E) [�106℄ hN(E ! E +�E)i hN(E ! E ��E)i0 2.15519 32 04 6.59605 28.06452 0.064468 8.45715 24.38729 0.3872712 7.61645 20.96764 0.9675816 5.83734 17.80588 1.8058620 4.35425 14.90296 2.9029624 3.45467 12.25917 4.2591628 3.02075 9.86997 5.8699732 2.86479 7.74186 7.74186Tab. 3.10: BHMC(RW){Simulation mit pup = hN(E + �E ! E)i=hN(E !E +�E)i und 100 Thermalisierungs{SweepsTabelle 3.10 zeigt die Ergebnisse einer BHMC(RW){Simulation mit pup = hN(E+�E ! E)i=hN(E ! E + �)i und 100 Thermalisierungs{Sweeps. Ein Verglei
hmit den Tabellen 3.1 und 3.8 zeigt, da� diese Werte sehr gut mit den exaktenWerten �ubereinstimmen und von der Genauigkeit her mit den BHMC(Creutz){Werten verglei
hbar sind. Allerdings ist nun au
h der Re
henaufwand mit demder Creutz{Dynamik verglei
hbar.Abb. 3.4 zeigt die innere Energie Uq=N des betra
hteten Systems in Abh�angigkeitvom Parameter T 0 f�ur q 2 f0:65; 1:0; 1:15g. Die dur
hgezogenen Kurven stellendie exakte L�osung dar, die einzelnen Datenpunkte (�) wurden mit den s
hle
h-testen Werten aus Tabelle 3.9 (5. Spalte, Werte aus Tab. 3.7) bere
hnet. Manerkennt selbst bei Benutzung dieser Werte eine gute �Ubereinstimmung mit denSoll{Werten.Au
h in Abh�angigkeit von der Temperatur T stimmen die mit den fehlerbehaf-teten Werten f�ur die Zustandsdi
hte g(E) bere
hneten inneren Energien gut mitden exakten L�osungen �uberein, obwohl si
h die Fehler bei Ausf�uhrung der �{� 0{Transformation deutli
h vergr�o�ern. In Abbildung 3.5 ist f�ur die drei betra
htetenF�alle die innere Energie gegen die Temperatur aufgetragen. Wieder stellen diedur
hgezogenen Kurven die exakten L�osungen dar, die Symbole repr�asentierendie fehlerbehafteten Werte.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

U
q/

N

T

q=0.65 q=1.00 q=1.15
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h Ausf�uhrung der �{� 0{Transformation



3.2. EIGENSCHAFTEN DES SYSTEMS 47Es wurde gezeigt, da� alle im vorigen Kapitel vorgestellten Monte{Carlo{Metho-den f�ur die Tsallis{Statistk brau
hbare Ergebnisse liefern. Da jedo
h f�ur das indiesem Kapitel untersu
hte Ising{Modell in einer Dimension und au
h f�ur daszweidimensionale Ising{Modell, das Gegenstand des n�a
hsten Kapitels sein wird,die Zustandsdi
hte g(E) bekannt ist, besteht ni
ht die Notwendigkeit, auf nume-ris
he Methoden zur�u
kzugreifen, denn alle interessierenden Gr�o�en sind exaktbere
henbar. Daher werden Monte{Carlo{Simulationen (abgesehen von einer kur-zen Demonstration, da� diese au
h in zwei Dimensionen gute Ergebnisse liefern)erst wieder im �ubern�a
hsten Kapitel zum Einsatz kommen, das dem XY {Modellgewidmet ist, f�ur wel
hes keine exakte L�osung bekannt ist.3.2 Eigens
haften des SystemsIn diesem Abs
hnitt werden die Eigens
haften des eindimensionalen Ising{Modellsin der Tsallis{Statistik untersu
ht. Interessante Aspekte sind dabei� der Ein
u� der Systemgr�o�e N ,� der Ein
u� des Parameters q und� der Ein
u� der Grundzustandsenergie (Translation des Energiespektrums)auf das Verhalten des Systems, sowie� die Eigens
haften der �{� 0{Transformation3.2.1 Die Cut{o�{BedingungBereits in den Abbildungen 3.4 und 3.5 erkennt man ein ungew�ohnli
hes Verhal-ten der inneren Energie sowohl in Abh�angigkeit von der Pseudo{Temperatur T 0als au
h der Temperatur T . Abbildung 3.6 zeigt die innere Energie f�ur eine S
harvon q{Werten.W�ahrend die innere Energie Uq(T 0)=N im subextensiven Fall q > 1 mit steigen-dem q{Faktor immer steiler ansteigt, bildet si
h im superextensiven Regime q < 1eine treppenartige Struktur heraus.Es ist sinnvoll, die F�alle q > 1 und q < 1 getrennt zu betra
hten. Die Treppen-struktur bei q < 1 wird von der Cut{o�{Bedingung (2) des Rezeptes zur Bere
h-nung der Wahrs
heinli
hkeiten p(E) verursa
ht. F�ur alle q < 1 sind im Falle C =N , d.h. nur ni
ht{negativer Energiezust�ande, die Gr�o�en y(E) = 1� (1� q)� 0Ef�ur niedrige "Temperaturen\ T 0 = 1=� 0 kleiner als Null|ausgenommen f�ur denGrundzustand, der jedo
h wegen E0 = 0 zur inneren Energie ni
ht beitr�agt.Daher haben bei niedrigen Temperaturen nur die Zust�ande mit E = 0 ni
ht{vers
hwindende Besetzungswahrs
heinli
hkeiten. Mit steigender Temperatur wer-den dann au
h Zust�ande mit h�oherer Energie verf�ugbar, und zwar immer dann,
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T’Abb. 3.6: Innere Energie Uq=N einer Kette von N = 32 Ising{Spins mitEnergie{O�set C = N in Abh�angigkeit vom Parameter T 0 f�ur (v. l. n. r.)q 2 f1:30; 1:25; 1:20; 1:15; 1:11; 1:07; 1:0; 0:93; 0:85; 0:80; 0:75; 0:70; 0:65; 0:50gwenn (1� q)E=T 0 < 1 f�ur E = 4; 8; : : : ; 2N . Im Fall q = 0:5 hei�t das beispiels-weise, da� immer f�ur T 0 = 2n, (n 2 N) ein neuer Zustand besetzt wird und zurinneren Energie beitr�agt. Dieses Verhalten ist in Abbildung 3.6 deutli
h erkenn-bar (Kurve ganz re
hts).Damit ist au
h klar, da� si
h die Energieplateaus mit fallendem q{Wert zu h�ohe-ren "Temperaturen\ vers
hieben und immer ausgepr�agter werden. Au�erdemwird deutli
h, da� die Maximalzahl der m�ogli
hen Plateaus dur
h die System-gr�o�e, d.h. dur
h die Anzahl der m�ogli
hen Energiezust�ande, vorgegeben ist.Insbesondere hei�t das, da� im thermodynamis
hen Limes N ! 1 die Trep-penstruktur vers
hwindet. Abbildung 3.7 zeigt die innere Energie Uq(T 0)=N f�urvers
hiedene Systemgr�o�en N . Man sieht, da� Uq f�ur kleinere Systemgr�o�en deut-li
h s
hneller und mit weniger Spr�ungen ansteigt als bei gro�en N .Im Fall q > 1 �ndet die Cut{o�{Bedingung keine Anwendung, da y(E) � 1f�ur E � 0. Bei Betra
hten der Abb. 3.6 f�allt zun�a
hst auf, da� Uq f�ur gro�eq zun�a
hst sehr steil ansteigt und dann in einen Berei
h sehr 
a
hen Anstiegs�ubergeht. Dabei steigt die Kurve f�ur kleine T 0 umso st�arker, je gr�o�er q wird, f�urgro�e T 0 steigt die Kurve mit kleinerem q st�arker. Das ist einsi
htig, da y(E) f�urT 0 !1 gegen 1+ geht und 1=(1� q) f�ur q !1 gegen 0� strebt. Damit gilt f�urdie Wahrs
heinli
hkeiten p � ya mit a = 1=(1� q) < 0 und y 2℄1;1[. F�ur gro�ey (kleine T 0) steigt das p mit dem gr�o�ten Exponenten a (d.h. mit dem h�o
hsten
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Abb. 3.7: Uq(T 0)=N f�ur vers
hiedene Systemgr�o�en. q = 1:3: N 2f36; 34; 32; 30; 28g, q = 1:0: N 2 f256; 32; 4g, q = 0:65: N 2 f16; 24; 32; 40; 48g(v. l. n. r.)q) am s
hnellsten, w�ahrend f�ur kleine y (gro�e T 0) die Kurve mit dem kleinstena (q) s
hneller ansteigt.3.2.2 Die �{� 0{TransformationDie Glei
hung f�ur die �{� 0{Transformation (Punkt (6) in Abs
hnitt 3.1) l�a�t si
hf�ur die Temperaturen T 0 = 1=� 0 und T = 1=� s
hreiben alsT (T 0) = 1PE g(E) pq(E) [T 0 � (1� q)Uq(T 0)℄ : (3.2)In Abbildung 3.8 sind f�ur vers
hiedene q{Werte die Funktionen T (T 0) aufge-tragen. F�ur gro�e Werte von q > 1 erkennt man einen T 0{Berei
h, in dem dieT (T 0){Kurve fast horizontal verl�auft.Im Fall q < 1 bildet si
h mit sinkendem q{Wert eine zerkl�uftete Struktur heraus.Ursa
he hierf�ur ist wieder die Cut{o�{Bedingung. Abbildung 3.9 verdeutli
htdas Entstehen dieser Struktur: F�ur den Fall q = 0:85 ist die Transformation ineinzelne S
hritte zerlegt dargestellt. Zun�a
hst zeigt die Abbildung die FunktionenT = T 0, (1� q)Uq(T 0) und, daraus zusammengesetzt, T 0 � (1� q)Uq(T 0). Bereitsdiese dritte Funktion zeigt die typis
he Struktur der T{T 0{Transformation f�ur q <1. Um s
hlie�li
h auf die Funktion T (T 0) zu kommen, wird mit 1=Y mutlipliziert,
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T’Abb. 3.8: T{T 0{Transformation f�ur N = 32 Ising{Spins mit Energie{O�set C =N und q{Werten von 1.25 (oben) bis 0.65 (unten)wobei Y =PE g(E) pq(E) ist.Da im Fall q > 1 f�ur den hier betra
hteten Energie{O�set C = N keine Cut{o�{Bedingung ben�otigt wird und die innere Energie eine glatte Funktion der Gr�o�eT 0 ist, tritt ein Verhalten wie im superextensiven Berei
h q < 1 ni
ht auf, undT (T 0) ist glatt.F�ur T 0 !1 strebt Uq ! Umaxq und pi ! 1=W = 1=2N f�ur alle i. Damit l�a�t si
hf�ur den Fall T 0 !1 eine Asymptote der T (T 0){Funktion angeben:T (T 0 !1) � 2(q�1)N �T 0 � (1� q)Umaxq � :F�ur T 0 ! 0 geht Uq ! Uminq und p(E = 0) ! 1=2, w�ahrend p(E 6= 0) ! 0.Damit erh�alt man f�ur den Grenzfall kleiner T 0 das VerhaltenT (T 0 ! 0) � 2(q�1) �T 0 � (1� q)Uminq � :Betra
htet man nun die thermodynamis
hen Gr�o�en wie die innere Energie Uqoder die freie Energie Fq in Abh�angigkeit von der Temperatur T , f�uhrt also dieT{T 0{Transformation aus, erkennt man, da� diese Gr�o�en f�ur q < 1 keine ein-deutigen Funktionen der Temperatur sind. Die Ursa
he daf�ur ist die Struktur derT{T 0{Transformation und damit letzten Endes wieder die Cut{o�{Bedingung.Da diese Mehrdeutigkeiten kein physikalis
h sinnvolles Verhalten darstellen und
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Abb. 3.9: Zur Erkl�arung der T{T 0{Transformation. Erl�auterung: siehe Textdar�uber hinaus Konsequenzen einer mathematis
hen Hilfskonstruktion sind, m�ussenS
hritte unternommen werden, die Eindeutigkeit der Zuordnungen T 7! O(T )und damit die thermodynamis
he Stabilit�at wiederherzustellen.Das Vorgehen dazu wurde bereits in Abs
hnitt 1.2.2 erl�autert. Abbildung 3.10zeigt die freie Energie einer Kette von N = 32 Ising{Spins mit periodis
hen Rand-bedingungen und einem Energie{O�set von C = N f�ur q = 0:85 in Abh�angigkeitvon der Temperatur T . Man erkennt zwei ges
hlossene S
hleifen, die unphysikali-s
he Zust�ande repr�asentieren und mit den in Abs
hnitt 1.2.2 genannten Methodenentfernt werden m�ussen.Die Auswirkungen des Eingri�s auf die Kurve der inneren Energie des Systemszeigt Abbildung 3.11. Dort ist f�ur vers
hiedene q{Werte die innere Energie Uq=Ngegen die Temperatur aufgetragen.F�ur q < 1 sind die Kurven von Uq vor und na
h dem Eingri� dargestellt, f�ur q > 1ist ein sol
her Eingri� ni
ht erforderli
h. Man erkennt nun anhand von Abbildung3.10, da� die Ableitung der freien Energie na
h der Temperatur, also die Entro-pie, na
h Entferung der S
hleife eine Unstetigkeitsstelle bei einer Temperatur Ttbesitzt, die man als �Ubergangstemperatur ansehen kann. Bei dieser Temperaturist die Entropie des Systems unstetig, die innere Energie ma
ht|wie man ausAbbildung 3.11 ersehen kann|einen endli
hen Sprung, und sowohl spezi�s
heW�arme als au
h magnetis
he Suszeptibilit�at divergieren.Um die �Ubergangstemperatur im thermodynamis
hen Limes N !1 zu bestim-men, sind in Abbildung 3.12 f�ur vers
hiedene q{Werte die �Ubergangstemperatu-ren gegen die inversen Systemgr�o�en 1=N aufgetragen. Der thermodynamis
heLimes entspri
ht dann dem Grenzwert 1=N ! 0.
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Abb. 3.12: Bestimmung der �Ubergangstemperatur Tt im thermodynamis
hen Li-mes 1=N ! 0Man erkennt, da� Tt f�ur N ! 1 sehr s
hnell vers
hwindet. Im thermodynami-s
hen Limes gibt es also f�ur q < 1 keinen Phasen�ubergang.Da das eindimensionale Ising{Modell im BG{Grenzfall au
h keinen Phasen�uber-gang aufweist, bleibt no
h das Verhalten f�ur q > 1 zu untersu
hen. Hier weistdie Kurve der inneren Energie eine abrupte �Anderung ihrer Ableitung auf, dieumso ausgepr�agter wird, je gr�o�er man q und N w�ahlt. An diesen Stellen istdie Ableitung aber ni
ht unstetig. Ursa
he dieses "Kni
ks\ ist wieder die T{T 0{Transformation. In Abbildung 3.13 ist die T{T 0{Relation f�ur q = 1:3 undvers
hiedene Systemgr�o�en dargestellt. Man erkennt, da� f�ur N !1 die Berei-
he, in denen abrupte �Anderungen von T auftreten, von den Werten 0 und 1begrenzt werden, und im thermodynamis
hen Limes keine "Kni
ke\ mehr auftre-ten.Es gibt also f�ur beliebige q im thermodynamis
hen Limes keinen Phasen�ubergangdes eindimensionalen Ising{Modells. Dies kann man au
h folgenderma�en sehen:Wenn alle N Spins einer linearen Kette in dieselbe Ri
htung zeigen, be�ndet si
hdie Energie an ihrem absoluten Minimum, die Entropie ist Null. Klappt man nunalle Spins jenseits eines gewissen Gitterplatzes i um, steigt die innere Energieum 2J , die Entropie jedo
h um k=(q � 1) [1� (N � 1)1�q℄, da es gerade N � 1M�ogli
hkeiten gibt, den Gitterplatz i zu w�ahlen. Damit �andert si
h dur
h denVorgang die freie Energie um�Fq = 2J � kTq � 1 �1� (N � 1)1�q� = 2J � kT lnq(N � 1) :
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T’Abb. 3.13: T{T 0{Relation f�ur q = 1:30 und N 2 f50; 48; 36; 34; 32; 30; 28; 8; 4g (v.o. n. u.)F�ur T > 0 und N ! 1 sinkt damit die freie Energie f�ur alle q. Das hei�t, da�si
h dieser Vorgang wiederholen wird, bis die Spins in zuf�allige Ri
htungen zeigen.Daher kann es in einer Dimension keine spontane Magnetisierung geben.3.2.3 Der Energie{O�setNa
h Abs
hnitt 1.2 sind die Wahrs
heinli
hkeiten fp(3)i g unabh�angig von einembeliebigen O�set der Energiewerte "i, wenn man sie als Funktionen der Tempe-ratur betra
htet. Als Funktionen von T 0 h�angen die Wahrs
heinli
hkeiten abersehr wohl vom Energienullpunkt ab und ebenso die T{T 0{Beziehung derart, da�si
h die E0{Abh�angigkeiten bei der Transformation T 0 ! T kompensieren, soda� die Erwartungswerte hhOiiq als Funktionen der Temperatur unabh�angig sindvon einer Translation des Energiespektrums.Bisher wurde immer C = N angenommen, es gab also nur ni
ht{negative Ener-giewerte. In diesem Abs
hnitt wird gezeigt, da� die Observablen Uq und Fqtats�a
hli
h insofern unabh�angig von der Wahl des Energienullpunkts E0 sind,als sie bei "i ! "i + C (i = 1; : : : ;W ) �ubergehen in Uq + C bzw. Fq + C. Esstellt si
h jedo
h heraus, da� f�ur C 6= N S
hwierigkeiten bei der Bere
hnung derWahrs
heinli
hkeiten pi(T ) auftreten.Zun�a
hst kann man anhand der T{T 0{Beziehung (3.2)T (T 0) = T 0 � (1� q)Uq(T 0)Pi pqi



3.2. EIGENSCHAFTEN DES SYSTEMS 55erkennen, da� man (da Pi pqi > 0), um den Temperaturberei
h 0 � T < 1 zuerhalten, den Parameter T 0 in dem Berei
h T 0 2 [(1�q)E0;1[ zu w�ahlen hat. Dieswurde zuerst von Salazar und Toral erkannt [29℄. Das bedeutet insbesondere, da�es in zwei F�allen (n�amli
h wenn C < N und q < 1 oder C > N , q > 1) notwendigwird, au
h negative Werte von T 0 zu ber�u
ksi
htigen.Betra
htet man die beiden anderen F�alle, stellt man fest, da� f�ur C > N undq < 1 keine Probleme auftreten, f�ur C < N und q > 1 jedo
h das von Limaet al. vorges
hlagene Rezept zur Bere
hnung der Wahrs
heinli
hkeiten [17℄, daszu Beginn dieses Kapitels angegeben ist, verbessert werden mu�. F�ur q > 1 istn�amli
h 1=(1�q) < 0, und sobald die Cut{o�{Bedingung zur Anwendung kommt,tritt in S
hritt (3) eine Division dur
h Null auf. Daher mu� das Rezept wie folgtumformuliert werden:(1) Bere
hne y(E; � 0) = 1� (1� q)� 0E f�ur alle E.(2) Wenn y(E; � 0) < 0, dann y(E; � 0) = 0.(3) Bere
hne Z 0q(� 0) =PE[1� Æ(y(E; � 0))℄ g(E) y(E; � 0) 11�q .(4) Bere
hne p(E; � 0) = [1� Æ(y(E; � 0))℄ y(E; � 0) 11�q =Z 0q(� 0).(5) und (6) wie gehabt.Abbildung 3.14 zeigt die innere Energie Uq f�ur zwei vers
hiedene q{Werte unddiverse Energie{O�sets C. Man erkennt deutli
h, da� die Addition eines konstan-ten Betrags zu allen Energiewerten nur eine Vers
hiebung von Uq um denselbenBetrag zur Folge hat.Au
h wenn es im Fall C < N und q < 1 theoretis
h m�ogli
h sein sollte, dur
hWahl von negativen T 0{Werten den Berei
h niedriger Temperaturen T abzu-de
ken, stellt si
h heraus, da� das Verfahren von Lima et al. zur Bere
hnungder Wahrs
heinli
hkeiten pi und der Erwartungswerte hhO(T )iiq dies ni
ht leistenkann. Um eine stetige T{T 0{Beziehung zu erhalten, m�ussen die Werte von Uq undPE pq(E) f�ur T 0 ! �0 und T 0 ! +0 stetig aneinander ans
hlie�en. Dies ist beidem angegebenen Verfahren jedo
h ni
ht der Fall. W�ahrend im Ho
htemperatur-grenzfall T; T 0 ! 1 alle Energiezust�ande mit glei
her Wahrs
heinli
hkeit ange-nommen werden, gehen die Wahrs
heinli
hkeiten f�ur die Zust�ande hoher Energief�ur T 0 ! 0 gegen Null. F�ur sehr kleine positive T 0 haben dann nur no
h diem niedrigsten Energiezust�ande ni
htvers
hwindende Besetzungswahrs
heinli
h-keiten. Sobald man jedo
h zu negativen Werten von T 0 �ubergeht, vers
hwindenwegen der Cut{o�{Bedingung gerade die Wahrs
heinli
hkeiten der niedrigstenEnergiezust�ande und es werden bevorzugt Zust�ande hoher Energie angenommen.Daher kommt es zu einem endli
hen Sprung in der inneren Energie bei T 0 = 0und damit zu einer unstetigen T{T 0{Beziehung. Das glei
he Problem tritt auf,wenn C > N und q > 1.Es bleibt jedo
h die M�ogli
hkeit, die Wahrs
heinli
hkeiten pi mittels der im er-sten Kapitel bes
hriebenen Iterationsmethode direkt in Abh�angigkeit von T zu
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Abb. 3.14: Innere Energie Uq(T )=N f�ur q = 0:85 und q = 1:30 und vers
hiedeneEnergie{O�sets C. Diese sind f�ur q = 0:85 (v. o. n. u.) C 2 fN + 12; N + 8; N +4; Ng, f�ur q = 1:30 (v. o. n. u.) C 2 fN;N � 4; N � 8; N � 12g.bere
hnen. Dabei ist es notwendig, zur Bestimmung der Kurven hhO(T )iiq je einenIterationszyklus bei hohen und einen bei niedrigen Temperaturen zu beginnen, da(wie in Abs
hnitt 1.2 gezeigt wurde) in beiden F�allen vor�ubergehend metastabileZust�ande angenommen werden. Aus den beiden unters
hiedli
hen Kurven kanndann dur
h Betra
htung der freien Energie mit den in Abs
hnitt 1.2 genanntenMethoden das korrekte physikalis
he Verhalten von O(T ) konstruiert werden.Abbildung 3.15 zeigt die so bestimmten Kurven der inneren Energie f�ur q = 0:85und C < N . Man erkennt, da� au
h in diesem Fall die Addition eines konstantenEnergiebetrages zu allen Energiewerten des Systems nur die Vers
hiebung derinneren Energie um denselben Betrag zur Folge hat.Komplizierter ist der letzte verbliebene Fall, n�amli
h q > 1, C > N , da hierf�ur gro�e q au
h die Iterationsmethode versagt. Gro� hei�t hier, da� bereits f�urq = 1:03 dur
h Iteration kein befriedigendes Ergebnis mehr zu erhalten ist. F�urkleinere q konvergiert die Iteration aber no
h, und so ist es m�ogli
h, in Abbildung3.16 Ergebnisse f�ur die innere Energie bei q = 1:01 und C > N zu zeigen.Aus allen betra
hteten F�allen geht hervor, da� die Wahrs
heinli
hkeiten pi(T )tats�a
hli
h unabh�angig von der Wahl des Energienullpunkts sind und eine Trans-lation des Energiespektrums ledigli
h eine Translation der inneren Energie (undwegen Fq = Uq � TSq au
h der freien Energie) um denselben Energiebetragbewirkt. Insbesondere ist die spezi�s
he W�arme Cq = dUq=dT invariant unter"i ! "i +� f�ur alle i.
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TAbb. 3.15: Innere Energie f�ur q = 0:85 und C 2 fN;N � 4; N � 8; N � 12g (v. o.n. u.), bere
hnet na
h der Iterationsmethode
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TAbb. 3.16: Innere Energie f�ur q = 1:01 und C 2 fN +12; N + 8; N +4; Ng (v. o.n. u.), bere
hnet na
h der Iterationsmethode



58 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSIONDaher wird im folgenden|sofern ni
ht ausdr�u
kli
h anders angegeben|der Ener-gienullpunkt stets so gew�ahlt, da� er mit dem niedrigsten Energiewert des be-tra
hteten Systems zusammenf�allt. Mit dieser Wahl k�onnen alle bes
hriebenenre
hneris
hen S
hwierigkeiten umgangen werden.3.3 Verglei
h mit der LiteraturDas eindimensionale Ising{Modell geh�orte zu den ersten Modellen der statisti-s
hen Physik, die im Rahmen der Tsallis{Statistik untersu
ht worden sind. Dieerste Arbeit, die von R. F. S. Andrade im Jahr 1991 ver�o�entli
ht wurde [38℄,untersu
ht den Ein
u� der Grundzustandsenergie auf das Verhalten einer Kettevon N + 1 Ising{Spins (ohne periodis
he Randbedingungen) f�ur eine S
har vonq{Werten, 
harakterisiert dur
h die nat�urli
he Zahl r:qr = r + 1r ; r = 1; 2; : : :F�ur diese Werte von q l�a�t si
h n�amli
h die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung (1.14),d.h. die Verteilung bei erster Wahl der Uq{Nebenbedingung, als Polynom s
hrei-ben, und die Summe �uber alle Kon�gurationen kann ausgef�uhrt werden. Aufdiese Weise ist es dem Autor gelungen, f�ur die beiden Spezialf�alle auss
hlie�li
hni
ht{positiver und auss
hlie�li
h ni
ht{negativer Energiezust�ande, analytis
heAusdr�u
ke f�ur die innere Energie zu erhalten und damit f�ur die beiden niedrig-sten r{ bzw. q{Werte die spezi�s
he W�arme Cq zu bere
hnen.Die folgenden Abbildungen (Abb. 3.17 a{d), die mit einem f�ur die erste Versi-on der pi modi�zierten Rezept na
h Lima et al. bere
hnet worden sind (wobeizun�a
hst au
h die T{T 0{Transformation wegf�allt), reproduzieren die Ergebnisseaus [38℄ mit dem Unters
hied, da� die Skalierung der Temperatura
hse mit demFaktor 2, die dort (wie aus dem Text hervorgeht o�enbar unbemerkt bzw. un-beabsi
htigt) vorgenommen wurde, hier ni
ht vorkommt. Die Temperatur wurdehier aus Gr�unden der Unters
heidbarkeit von den Temperaturen der zweiten unddritten Version der kanonis
hen Glei
hgewi
htsgesamtheit mit T 00 bezei
hnet.Die dargestellten Werte wurden dur
h numeris
he Di�erentiation der zugeh�origeninneren Energien erhalten, die in den folgenden Abbildungen dargestellt sind. Ab-bildung 3.18 zeigt f�ur vers
hiedene Systemgr�o�en die innere Energie f�ur q1 = 2:0und den Fall auss
hlie�li
h ni
ht{positiver Energiezust�ande. Man erkennt, da�die innere Energie f�ur h�ohere N im dargestellten Temperaturberei
h ni
ht dengesamten Berei
h m�ogli
her Werte annimmt. Dieses Verhalten erinnert stark andas der inneren Energie bei Benutzung der dritten Version der Wahrs
heinli
hkei-ten, wenn sie f�ur q < 1 und C < N gegen die Hilfsgr�o�e T 0 aufgetragen wird. Manahnt, da� si
h die Uq{T 00{Beziehung in den Berei
h negativer T 00 fortsetzen lie�e.Und tats�a
hli
h gibt es einen Zusammenhang zwis
hen den Wahrs
heinli
hkeits-verteilungen bei erster und bei dritter Wahl der Uq{Nebenbedingung, der si
h aufzwei vers
hiedene Weisen herstellen l�a�t.
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Abb. 3.17: Reproduktion der Ergebnisse von R. F. S. Andrade [38℄ f�ur die spe-zi�s
he W�arme einer Kette von N + 1 Ising{Spins: (a) negative Energiezust�andeund r = 1, (b) negative Energiezust�ande und r = 2, (
) positive Energiezust�andeund r = 1, (d) positive Energiezust�ande und r = 23.3.1 �Aquivalenz der ersten und dritten pi{VerteilungDie in Abs
hnitt 1.2 eingef�uhrte kanonis
he Wahrs
heinli
hkeitsverteilung beiWahl der Nebenbedingung Uq =Pi pi"i f�ur die innere Energie lautetp(1)i = [1� (q � 1)��"i℄ 1q�1PWj=1[1� (q � 1)��"j℄ 1q�1 : (3.3)Tsallis et al. haben in [3℄ als erste darauf hingewiesen, da� si
h die dritte pi{Verteilung mit den ebenfalls in Abs
hnitt 1.2 eingef�uhrten "es
ort probabili-ties\ Pi = pqi=Pj pqj s
hreiben l�a�t alsP (3)i = [1� (1� q)� 0"i℄ q1�qPWj=1[1� (1� q)� 0"j℄ q1�q
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Abb. 3.18: Innere Energie f�ur q1 = 2:0 und auss
hlie�li
h ni
ht{positive Energie-werte in Abh�angigkeit von T 00bzw. na
h einer kurzen Umformung und Einf�uhrung der Gr�o�e � 00 = q� 0 in derForm P (3)i = [1� (1=q � 1)� 00"i℄ 11=q�1PWj=1[1� (1=q � 1)� 00"j℄ 11=q�1 : (3.4)Da f�ur (3.4) ebenso wie f�ur (3.3) die NormierungsbedingungPi P (3)i = 1 gilt undsi
h Erwartungswerte in der Form hhOiiq =Pi P (3)i Oi s
hreiben lassen, gilt ganzo�ensi
htli
hP (3)i (1=q; � 00) = p(1)i (q; ��) ; (3.5)d.h. die Wahrs
heinli
hkeiten der ersten Version bei einem Wert q und der Tem-peratur �� sind identis
h mit denen der dritten Version bei einem Wert 1=q undeiner Temperatur � 00 = q� 0. Das hei�t insbesondere, da� es somit m�ogli
h ist,die mit der ersten Wahrs
heinli
hkeitsverteilung bere
hneten Ergebnisse auf dieaktuell g�ultige Formulierung des kanonis
hen Ensembles umzure
hnen und damitau
h auf die Temperatur T bzw. inverse Temperatur �.Salazar und Toral haben in [29℄ einen anderen Weg gew�ahlt, die �Aquivalenz vonp(1)i und P (3)i zu zeigen. Sie gehen aus von den Entropien, die si
h in den beiden



3.3. VERGLEICH MIT DER LITERATUR 61Formulierungen wie folgt lesen:S(1)q = 1�Pi pqiq � 1 bzw. S(3)q = 1� �Pi p1=qi ��qq � 1 :Die Indizes (1) und (3) wurden weggelassen, au�erdem wurde auf die Unters
hei-dung zwis
hen pi und Pi verzi
htet.Dur
h Einf�uhrung der in x monoton steigenden FunktionGq(x) = q1� q [1� (1 + (1� q)x)�1=q℄mit der lei
ht na
hzure
hnenden Eigens
haft G�1q (x) = G1=q(x) zeigen sie denZusammenhang zwis
hen den beiden Entropien S(1)q und S(3)q :S(1)1=q = Gq �S(3)q � :Das hei�t, da� dieselbe Menge von Wahrs
heinli
hkeiten fpig, die S(3)q f�ur einengegebenen Wert von Uq maximiert, au
h S(1)1=q f�ur dasselbe Uq maximiert. DieseKoninzidenz in den Wahrs
heinli
hkeiten bedeutet jedo
h ni
ht, da� die damitbere
hneten Erwartungswerte �ubereinstimmen, wenn sie gegen die Temperaturaufgetragen werden, da es eine ni
ht{triviale Beziehung zwis
hen den Tempera-turen beider Versionen gibt.Mit den Bezei
hnungen T (1)(q) und T (3)(q) f�ur die entspre
henden Temperaturenzeigen sie, da� aus1T (1)(q) = �S(1)q�Uq und 1T (3)(q) = �S(3)q�Uq (3.6)zun�a
hst die Beziehung1T (3)(q) = ��Uq G�1q hS(1)1=qi = ��Uq G1=qhS(1)1=qi = 1T (1)(1=q) G01=qhS(1)1=qifolgt (wobei G0q(x) die Ableitung von Gq(x) ist) und damit s
hlie�li
hT (3)(q) = T (1)(1=q) Xi p1=qi !q+1 :Und diese Beziehung ist fals
h! Und zwar deshalb, weil Glei
hung (3.6) fals
hist. Der Argumentation von Plastino und Plastino [12℄ folgend sieht man das wiefolgt:Bei Maximierung der Entropie unter den Nebenbedingungen PWi=1 pi = 1 undUq =PWi=1 pi"i folgt (vgl. Abs
hnitt 1.2) ausÆ Sq � �Xi pi � ���(1� q)Uq! = 0



62 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSIONzun�a
hst f�ur i = 1; : : : ;W die Beziehung�Sq�pi � �� ���(1� q) �Uq�pi = 0 ; (3.7)woraus man die gesu
hte L�osung pi = pi(�; ��) erh�alt. Die NormierungsbedingungPi pi = 1 erlaubt dann die Bestimmung des Lagrange{Partameters � = �(��),womit si
h die L�osung f�ur die pi vereinfa
ht zu pi = pi(��) = pi(�(��); ��).Ableitungen na
h der Variablen �� s
hreiben si
h danndSqd�� = WXi=1 �Sq�pi � �pi��� + �pi�� d�d��� ; (3.8)dUqd�� = WXi=1 �Uq�pi � �pi��� + �pi�� d�d��� : (3.9)Aus der Normierungsbedingung folgt jedo
hXi pi = 1 ) dd��Xi pi =Xi � �pi��� + �pi�� d�d��� = 0 ; (3.10)und aus Glei
hung (3.7) folgt���(1� q)�Uq�pi = �Sq�pi � � : (3.11)Damit ergibt si
h dann���(1� q) dUqd��(3:9)= ���(1� q)Xi �Uq�pi � �pi��� + �pi�� d�d���(3:11)= Xi ��Sq�pi � ��� �pi��� + �pi�� d�d���=Xi �Sq�pi � �pi��� + �pi�� d�d���� �Xi � �pi��� + �pi�� d�d���(3:10)=(3:8) dSqd�� ,und s
hlie�li
h die gesu
hte BeziehungdSqdUq = dSq=d��dUq=d�� = ���(1� q) :



3.3. VERGLEICH MIT DER LITERATUR 63Mit der Umbenennung T (1)(q) � T �(q) = 1=��(q) gelten also statt (3.6) dieBeziehungen�(1� q)T �(q) = �S(1)q�Uq und 1T (3)(q) = �S(3)q�Uqund damit f�ur die Beziehung zwis
hen T �(1=q) und T (3)(q):T (3)(q) = T �(1=q)�(1� 1=q)  Xi p1=qi !q+1= q T �(1=q) �Z(1)1=q�1�1=q Xi p1=qi !q+1 : (3.12)Um zu zeigen, da� diese Beziehung ri
htig ist, zeigt die folgende Abbildung3.19 die innere Energie der im letzten Abs
hnitt bereits untersu
hten Kette von32 Ising{Spins mit periodis
hen Randbedingungen f�ur den q{Wert q = 0:5 inAbh�angigkeit von der Temperatur T (3)(q), wobei die dur
hgezogene Kurve direktmit der dritten pi{Verteilung bere
hnet wurde und die einzelnen Datenpunkte(�) unter Verwendung der ersten Version der kanonis
hen Glei
hgewi
htsvertei-lung bei 1=q = 2:0 na
h Transformation der Temperatur mittels Glei
hung (3.12)bestimmt worden sind.
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TAbb. 3.19: Innere Energie einer Kette von N = 32 Ising{Spins, bere
hnet mitdritter (dur
hgezogene Kurve) und erster (�) Wahl der kanonis
hen Glei
hge-wi
htsverteilung bei q = 0:5



64 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSIONMan erkennt, da� die Werte sehr gut �ubereinstimmen. Betra
htet man die inAbbildung 3.20 dargestellten Beziehungen T (T 0) f�ur die dritte und T (T � = T 00)f�ur die erste Wahl der kanonis
hen Verteilung, so sieht man deutli
h, da� (3.12)ni
hts anderes ist als die bereits bekannte T{T 0{Transformation, wobei f�ur dieerste Version T 0 ! T 00 = T 0=q. Dies folgt nat�urli
h au
h aus der bereits wieder-gegebenen Argumentation von Tsallis et al.
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Abb. 3.20: Funktionen T (T 0) (1) und T (T 00 = T �) (2) f�ur N = 32 und q = 0:53.3.2 Diskussion der ver�o�entli
hten ErgebnisseSomit ist nun au
h klar, da� das von Andrade festgestellte Verhalten, da� n�amli
hCq im Falle ni
ht{positiver Energiezust�ande f�ur alle "Temperaturen\ T � ver-s
hwindet, wenn N ! 1, ni
ht zutri�t. Es vergr�o�ert si
h mit wa
hsendem Nledigli
h der Berei
h der negativen T �, die man ber�u
ksi
htigen mu�, um den ge-samten T{Berei
h abzude
ken. Re
hneris
h funktioniert dies (wie au
h s
hon imvorigen Abs
hnitt) ni
ht. Es ist jedo
h m�ogli
h, mittels der Iterationsmethode dievollst�andigen Kurven Uq(T ) zu bestimmen. Abbildung 3.21 zeigt die Ergebnisseder Iteration f�ur q = 1:5 (r = 2) und negative Energiewerte.F�ur den Fall positiver Energiezust�ande und q = 2 ist in Abbildung 3.22 (re
hteH�alfte) die innere Energie gegen den Parameter T � = T 00 aufgetragen. Dur
h Ab-leitung na
h T � erh�alt man daraus die in Abb. 3.17 (
) gezei
hneten Kurven. Indiesem Fall k�onnen dur
h Transformation auf die Temperatur T na
h Glei
hung
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Abb. 3.21: Mit der Iterationsmethode bere
hnete innere Energie f�ur q = 1:5 undvers
hiedene N f�ur auss
hlie�li
h ni
ht{positive Energiezust�ande
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hteH�alfte) f�ur q = 2 und ni
ht{negative Energiewerte



66 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSION(3.12) die Kurven erhalten werden, die in der linken H�alfte der Abbildung darge-stellt sind.Zun�a
hst stellt man fest, da� Uq(T �) f�ur N > 1 wieder die Treppenstruktur zeigt,die bereits im vorangegangenen Abs
hnitt im Zusammenhang mit der Cut{o�{Bedingung bzw. der Forderung strikt positiver Wahrs
heinli
hkeiten pi diskutiertworden ist. Damit ist au
h das Auftreten des mehrdeutigen Verhaltens von Uq(T )erkl�art und die Ma�nahmen zur Wiederherstellung der Eindeutigkeit und damitder thermodynamis
hen Stabilit�at liegen auf der Hand.Na
h Identi�kation von Glei
hung (3.12) als Transformation von T � = T 0=q aufT ist mit den Ergebnissen des vorigen Abs
hnitts klar, da� das von Andrade fest-gestellte qualitativ unters
hiedli
he Verhalten f�ur positive und negative Energie-zust�ande bei Betra
htung in Abh�angikeit von der Temperatur T ni
ht auftritt.Es tri�t allerdings tats�a
hli
h zu, da� die spezi�s
he W�arme Cq im GrenzfallN ! 1 f�ur alle Temperaturen T vers
hwindet, da (wie in Abs
hnitt 3.2 fest-gestellt) die Temperatur, bei der die Kurve der inneren Energie dur
h die Ent-fernung der S
hleife in Fq(T ) abges
hnitten wird, mit steigender Systemgr�o�es
hnell gegen Null geht und der Sprung in der inneren Energie glei
hzeitig immergr�o�er wird, so da� im thermodynamis
hen Limes ein Sprung von Umin auf Umaxbei T = 0 zu erwarten ist, die innere Energie also f�ur alle positiven Temperaturenkonstant ist. Diese Feststellung ist zu unters
heiden von Andrades Beoba
htungvers
hwindender spezi�s
her W�arme im thermodynamis
hen Limes, da dort ni
htder vollst�andige relevante Temperaturberei
h betra
htet wurde.In [39℄ wird dasselbe System erneut untersu
ht, diesmal jedo
h unter Verwendungder zweiten kanonis
hen Wahrs
heinli
hkeitsverteilung. Da in dieser Formulierungbei der Bere
hnung der Erwartungswerte der inneren Energie die einzelnen Ener-giezust�ande mit pqi gewi
htet werden, Uq also wegen PWi=1 pqi 6= 1 von der AnzahlW der m�ogli
hen Zust�ande abh�angt, wird eine "normierte\ Gr�o�e U q = W q�1Uqeingef�uhrt.Betra
htet werden die beiden Familien von q{Wertenq�r = q� = r � 1r und q+r = q+ = r + 1r mit r = 1; 2; : : : ;mit denen si
h die Zustandssummen vereinfa
hen zuZ(2)q� = WXi=1 �1� �"ir �r und Z(2)q+ = WXi=1 �1 + �"ir ��r :Nun stellt Andrade fest, da� man eine Beziehung zwis
hen diesen Zustandssum-men und den entspre
henden Ausdr�u
ken bei Benutzung der ersten pi{Verteilungangeben kann, n�amli
hZ(2)q� = Z(1)q+ und Z(2)q+ = Z(1)q� :



3.3. VERGLEICH MIT DER LITERATUR 67Das ist zwar formal ri
htig, man sollte jedo
h im Hinterkopf behalten, da� dieGr�o�en �(1) und �(2) unters
hiedli
he Bedeutung haben. Im Fall (2) ist � derLagrange{Parameter der Nebenbedingung zur inneren Energie, im Fall (1) istdas ni
ht der Fall. Vom Standpunkt der dritten Formulierung der kanonis
henWahrs
heinli
hkeitsverteilung aus gesehen, unters
heiden si
h die beiden Para-meter jedo
h nur um den Faktor q, da mit den in den Abs
hnitten 1.2 und 3.3.1eingef�uhrten Bezei
hnungen �(2) = � 0 und �(1) = �� = � 00 = q� 0 ist.Abbildung 3.23 zeigt eine Rekonstruktion der Ergebnisse aus [39℄.
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Abb. 3.23: Reproduktion der Ergebnisse von R. F. S. Andrade [39℄ f�ur die spezi-�s
he W�arme Cq einer Kette von N +1 Ising{Spins: (o. l.) q = 2=3 und negativeEnergien, (o. r.) positive Energien und q = 1=2 (s
harfe Peaks) bzw. q = 2=3(glatte Kurven), (u. l.) positive Energien und q = 2 (gestri
helt) bzw. q = 1:5(dur
hgezogen), (u. r.) negative Energien, q = 1:5Die ersten beiden Abbildungen (obere Reihe) sind denen aus der vorangegangenenArbeit [38℄ sehr �ahnli
h. Bei negativen Energiezust�anden ergeben si
h wieder glat-te Kurven f�ur die spezi�s
he W�arme, w�ahrend bei positiven Energien das bereitsbekannte oszillatoris
he Verhalten auftritt, das von der treppenartigen Strukturder inneren Energie herr�uhrt. Da die Wahrs
heinli
hkeiten der ersten und drittenVersion der Glei
hgewi
htsverteilung dur
h Glei
hung (3.5) verkn�upft sind und(wegen der �Aquivalenz von dritter und zweiter Version wenn in Abh�angigkeit von� 0 betra
htet) au
h die Wahrs
heinli
hkeiten von zweiter und dritter Version, ist



68 KAPITEL 3. DAS ISING{MODELL IN EINER DIMENSIONklar, da� die s
harfen Peaks in der spezi�s
hen W�arme, die in [38℄ bei q = 2auftreten, hier bei q = 1=2 zu beoba
hten sind.Der gr�o�te Unters
hied zwis
hen den Abbildungen 3.17 (
) und (d) einerseits und3.23 (o. r.) andererseits ist die Tatsa
he, da� hier die H�ohe der Peaks mit stei-gender "Temperatur\ ni
ht mehr monoton abnimmt, sondern zun�a
hst ansteigt,um dann zu hohen Temperaturen hin abzufallen.Dieses Verhalten, das au
h in Abb. 3.23 (u. r.) zu beoba
hten ist, h�angt jedo
hnur mit der unges
hi
kt gew�ahlten Normierung der Erwartungswerte (hier derinneren Energie) zusammen. Die Normierung ist von Andrade n�amli
h geradeso gew�ahlt, da� f�ur hohe Temperaturen T 0 ! 1 der Erwartungswert von Einsh1iq =PWi=1 pqi = 1 ist, da pi T 0!1���! 1=W f�ur alle i. W�ahlt man die Normierungso, da� immer h1iq = 1, w�ahlt also U q = Uq=Pi pqi = hhEiiq, ist das monotoneAbklingen der Amplitude der Oszillation in der spezi�s
hen W�arme wiederher-gestellt, wie man in der folgenden Abbildung sieht.

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0 1 2 3 4 5

<
<

 C
q 

>
>

T’

N=5

Abb. 3.24: Spezi�s
he W�arme hhCiiq f�ur q = 1=2 (s
harfe Peaks) und q = 2=3Mit dieser Normierung (die Andrade bei seiner Herangehensweise zugegebener-ma�en ni
ht h�atte w�ahlen k�onnen, da er die Wahrs
heinli
hkeiten pi gar ni
htexplizit bere
hnet hat) ist es nun m�ogli
h, die Transformation von T 0 auf dieTemperatur T vorzunehmen. Als Ergebnis der Transformation ist in Abbildung3.25 f�ur N = 5 die innere Energie gegen die Temperatur aufgetragen. Die Kurvenf�ur q = 1=2 und q = 2=3 sind exakt identis
h mit denen, die bei der Diskussionder Ergebnisse aus [38℄ f�ur q = 2 und q = 3=2 erhalten wurden.Neu in [39℄ ist die Untersu
hung des Falls q > 1. So stellt der Autor f�ur den
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Abb. 3.25: Innere Energie Uq na
h der T{T 0{Transformation, vgl. Abb. 3.22Fall auss
hlie�li
h negativer Energiezust�ande das in Abb. 3.23 (u. r.) dargestell-te seltsame Verhalten fest, da� es n�amli
h eine Reihe hoher Peaks in der spe-zi�s
hen W�arme gibt, deren H�ohe zun�a
hst mit T 0 ansteigt bis Cq s
hlie�li
hna
h dem h�o
hsten Peak monoton abf�allt. Ursa
he dieses Verhaltens vom Stand-punkt der dritten Version der Thermostatistik ist die Ber�u
ksi
htigung eines zugro�en Berei
hs von T 0. In Abs
hnitt 3.2 wurde gezeigt, da� man die WerteT 0 2 [(1� q)E0;1[ ber�u
ksi
htigen mu�, um den Temperaturberei
h T 2 [0;1[zu erhalten. Im abgebildeten Fall N = 5 und q = 1:5 ist der niedrigste T 0{Wert,der ber�u
ksi
htigt werden mu�, T 0min = 5. Bea
htet man dies, so weist die spezi-�s
he W�arme nur no
h ein Maximum auf.Alle von Andrade in [38, 39℄ beoba
hteten Eigens
haften des eindimensionalenIsing{Modells in der Tsallis{Statistik k�onnen also vom Standpunkt der aktuel-len (dritten) Formulierung erkl�art werden. Es wurde gezeigt, da� alle Versionender kanonis
hen Glei
hgewi
htsverteilung na
h Ausf�uhrung der Transformatio-nen (3.2) oder (3.12) und Einf�uhrung einer geeigneten Normierung der Erwar-tungswerte im Falle der zweiten Formulierung s
hlie�li
h auf dieselben Ergebnissef�uhren. T�rnakl� et al. haben in [40℄ Andrades Ergebnisse aus [38℄ best�atigt, je-do
h keine neuen Erkenntnisse �uber das Verhalten des betra
hteten Systems inder verallgemeinerten statistis
hen Me
hanik erhalten.





Kapitel 4Das Ising{Modell in zweiDimensionenIm vorigen Kapitel wurde das eindimensionale Ising{Modell als Beispiel einesbekannten und ausf�uhrli
h untersu
hten statistis
hen Systems in der Tsallis{Statistik betra
htet, wobei ein besonderes Augenmerk auf den Eigens
haften der�{� 0{Transformation bzw. den Ein
�ussen von Gundzustandsenergie und Cut{o�{Bedingung auf diese lag. Au�erdem wurden die im zweiten Kapitel eingef�uhrtenMonte{Carlo{Methoden auf ihre Anwendbarkeit und Zuverl�assigkeit getestet.In diesem Kapitel wird das Ising{Modell in zwei Dimensionen vor allem unterder Fragestellung betra
htet, ob der im Boltzmann{Gibbs{Grenzfall auftretendePhasen�ubergang zweiter Ordnung au
h f�ur q 6= 1 zu beoba
hten ist.Au
h in diesem Fall existiert ein analytis
her Ausdru
k f�ur die Zustandsdi
hteg(E) des zweidimensionalen Ising{Modells auf einem quadratis
hen Gitter derGr�o�e N = L2 mit periodis
hen Randbedingungen. Dieser Ausdru
k wurde vonPaul D. Beale [43℄ aus einer Niedrigtemperatur{Reihenentwi
klung der Zustands-summe des Systems erhalten.Damit k�onnen die thermodynamis
h relevanten Gr�o�en wieder exakt bere
hnetwerden, und Monte{Carlo{Re
hnungen werden nur zu Beginn kurz vorgestellt,um zu demonstrieren, da� die bekannten Methoden au
h in zwei Dimensionenzufriedenstellende Ergebnisse liefern.Da im vorigen Kapitel gezeigt worden ist, da� die Grundzustandsenergie keinenEin
u� auf die thermodynamis
hen Erwartungswerte (betra
htet in Abh�angigkeitvon T ) hat, wird hier zur Vermeidung re
hneris
her S
hwierigkeiten die Grund-zustandsenergie mit dem Nullpunkt der Energieskala identi�ziert.Die Hamilton{Funktion des Modells hat die GestaltH=J = 12 X<i;j>(1� sisj) ;wobei si
h die Summe �uber alle Paare bena
hbarter Gitterpl�atze erstre
kt. DerFaktor 1=2 ist ledigli
h Konvention und wurde hier gew�ahlt, um die Energieska-



72 KAPITEL 4. DAS ISING{MODELL IN ZWEI DIMENSIONENla der in [46℄ benutzten anzuglei
hen. Die kritis
he Temperatur im thermody-namis
hen Limes im extensiven Grenzfall q = 1 betr�agt bei Benutzung dieserHamilton{Funktion T1
 = [2 artanh(p2� 1)℄�1 = 1:13459 : : :4.1 Eigens
haften des SystemsF�ur ein Ising{System mit N = 102 Spins wurde die innere Energie Uq mit ver-s
hiedenen Monte{Carlo{Methoden bere
hnet. Die folgende Abbildung 4.1 zeigtdie Ergebnisse, die f�ur zwei vers
hiedene q{Werte dur
h exakte Re
hnung (�) undmit der AS{Methode (Æ) erhalten wurden in Abh�angigkeit von der Hilfsgr�o�e T 0.Die dur
hgezogenen Kurven wurden mit Hilfe der Histogramm{Methode aus denDaten der AS{Simulation bestimmt. Man erkennt eine hervorragende �Uberein-stimmung der Monte{Carlo{ mit den exakten Werten. In diesem Ma�stab ist dienumeris
h bere
hnete (Histogramm)Kurve von der exakten ni
ht zu unters
hei-den. Deshalb wurden einzelne exakte Werte zus�atzli
h als Punkte eingezei
hnet.
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exaktAbb. 4.1: Innere Energie Uq(T 0)=N f�ur ein 2D Ising{System mit N = 102 Spinsund zwei vers
hiedene qAbbildung 4.2 zeigt die innere Energie desselben Systems in Abh�angigkeit vonder Temperatur T . Die dur
hgezogene Kurve repr�asentiert in diesem Fall dieErgebnisse einer Simulation mit der HOW{Methode, w�ahrend die einzelnen Da-tenpunkte exakte Werte (�) und mit der Salazar{Methode auf T transformierteAS{Werte (Æ) darstellen. Au
h diese Werte stimmen hervorragend �uberein.Na
hdem nun mit diesen Beispielen demonstriert ist, da� die im zweiten Kapitel



4.1. EIGENSCHAFTEN DES SYSTEMS 73eingef�uhrten Monte{Carlo{Methoden au
h in zwei Dimensionen zufriedenstellen-de Ergebnisse liefern, kann die weitere Untersu
hung des Systems mit der s
hnel-leren exakten Re
hnung erfolgen. Dazu ist es wie im vorangegangenen Kapitelsinnvoll, die F�alle q < 1 und q > 1 wegen des sehr unters
hiedli
hen Verhaltensgetrennt zu betra
hten.
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L=70Abb. 4.3: Innere Energie Uq(T )=N f�ur vers
hiedene q und L = 30 (links) bzw.L = 70 (re
hts)F�ur den Fall q � 1 ist in Abbildung 4.3 die innere Energie f�ur Ising{Systeme ver-s
hiedener Gr�o�e gegen die Temperatur aufgetragen. Man erkennt wieder die be-



74 KAPITEL 4. DAS ISING{MODELL IN ZWEI DIMENSIONENreits vom eindimensionalen Fall bekannten Mehrdeutigkeiten in der Uq(T ){Kurve,die mit wa
hsender Systemgr�o�e und mit sinkendem q{Wert st�arker ausgepr�agtwerden. Die Ursa
hen dieses Verhaltens sind in Kapitel 3 ausf�uhrli
h diskutiertworden.Wie bereits im vorigen Kapitel mu� au
h hier die thermodynamis
he Stabilit�atdur
h Beseitigung der unphysikalis
hen Zust�ande in der Kurve der freien EnergieFq(T ) wiederhergestellt werden. Das Ergebnis dieses Eingri�s f�ur die System-gr�o�e L = 70 und q{Werte von 0.999 bis 1.0 ist in der folgenden Abbildung 4.4dargestellt.
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Abb. 4.4: Innere Energie Uq(T )=N f�ur L = 70 na
h Wiederherstellung der ther-modynamis
hen Stabilit�atMan erkennt wie bereits in einer Dimension, da� die innere Energie bei einerTemperatur Tt einen endli
hen Sprung aufweist. An dieser Stelle gibt es damitau
h eine Diskontinuit�at der Entropie, so da� Tt als �Ubergangstemperatur be-tra
htet werden kann.Da diese Werte f�ur Systeme endli
her Gr�o�e bestimmt worden sind, wurden in derfolgenden Abbildung 4.5 die �Ubergangstemperaturen Tt f�ur vers
hiedene q < 1gegen die inverse Systemgr�o�e 1=L aufgetragen. Die �Ubergangstemperaturen imthermodynamis
hen Limes L ! 1 ergeben si
h dann als die Grenzwerte vonTt f�ur 1=L ! 0. Man erkennt, da� f�ur alle q 6= 1 die �Ubergangstemperatur mitsteigender Systemgr�o�e sehr s
hnell f�allt. F�ur q = 1 strebt Tt ! 1:13 : : : = T1
 .Damit ist klar, da� es f�ur q < 1 keinen Phasen�ubergang des zweidimensionalenIsing{Modells gibt.
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henLimes 1=L! 0F�ur q > 1 wird die Cut{o�{Bedingung bei der Bere
hnung der Wahrs
hein-li
hkeiten fp(E)g ni
ht ben�otigt, da der Energienullpunkt so gew�ahlt ist, da� alleEnergiewerte ni
ht{negativ sind. Damit erwartet man au
h keine Unstetigkeitenund Mehrdeutigkeiten in der inneren Energie. Und wie bereits in einer Dimensiongesehen, treten au
h tats�a
hli
h keine sol
hen instabilen Zust�ande auf.Abbildung 4.6 zeigt die innere Energie Uq(T )=N f�ur ein System der Gr�o�e N =50�50 und vers
hiedene q > 1. Man erkennt ein Verhalten, das deutli
h von demim Fall q < 1 gezeigten abwei
ht. Es treten keine Diskontinuit�aten der innerenEnergie auf. Statt dessen weisen die Kurven "Kni
ke\ an Stellen auf, an denensi
h die Ableitung der inneren Energie (spezi�s
he W�arme) abrupt �andert.Die Ursa
he daf�ur ist die T{T 0{Transformation bzw. die Uq(T 0){Beziehung, wieman anhand von Abbildung 4.7 erkennen kann. Dort ist n�amli
h in der linkenH�alfte der Abbildung die Beziehung zwis
hen T und T 0 f�ur dasselbe System dar-gestellt. Die Kurven zeigen einen Berei
h, in dem si
h die Temperatur T zwarsehr stark, aber ni
ht diskontinuierli
h �andert. Dieser Berei
h wird umso gr�o�er,je gr�o�er der Parameter q wird. Dieses Verhalten der abrupten �Anderung mitder Hilfsgr�o�e T 0 weist au
h die in der re
hten H�alfte der Abbildung dargestellteinnere Energie auf. Wie bereits erw�ahnt, ist hierf�ur ni
ht die Cut{o�{Bedingungverantwortli
h, die in der Vors
hrift zur Bere
hnung der Wahrs
heinli
hkeitsver-teilung p(E) auftritt.Die Berei
he, in denen si
h T in Abh�angigkeit von T 0 stark �andert, werden ni
htnur mit steigendem q gr�o�er, sondern au
h mit wa
hsender Systemgr�o�e. Die
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Abb. 4.6: Innere Energie eines Systems von N = 50�50 Ising{Spins f�ur vers
hie-dene q > 1Werte von T , die diese Berei
he begrenzen, gehen f�ur N ! 1 gegen Null undUnendli
h. Das hei�t, da� die Kurven von Uq(T ) im thermodynamis
hen Limeskeine "Kni
ke\ mehr aufweisen.Damit ist au
h klar, da� es f�ur q > 1 im thermodynamis
hen Limes ebensowenigeinen Phasen�ubergang gibt wie bei endli
hen Systemgr�o�en.
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hts)



4.2. VERGLEICH MIT DER LITERATUR 774.2 Verglei
h mit der LiteraturDie im vorigen Abs
hnitt bes
hriebenen Untersu
hungen best�atigen die Ergeb-nisse von Lima et al. [46℄, wel
he besagen, da� das zweidimensionale Ising{Modellf�ur q 6= 1 keinen Phasen�ubergang aufweist.Ein abwei
hendes Ergebnis haben da Silva und Stanley [44℄ erhalten: Dur
hEinf�uhrung einer thermalen Transmissivit�atsvariable und dur
h Renormierungs-gruppentransformationen wurden unter Ausnutzung des Selbstdualit�at des qua-dratis
hen Gitters f�ur vers
hiedene Energie{O�sets in der De�nition der Hamilton{Funktion des Systems vers
hiedene Temperaturen f�ur den kritis
hen Punkt deszweidimensionalen Ising{Modells erhalten. Diese Ausdr�u
ke sind ni
ht nur (wieman es bei Benutzung der zweiten Version der kanonis
hen Glei
hgewi
htsge-samtheit na
h den Erkenntnissen der vorangegangenen Kapitel erwartet) vomNullpunkt der Energieskala abh�angig, sondern au
h vom Ni
htextensivit�atspa-rameter q. Diese q{Abh�angigkeit der kritis
hen Temperatur T
 suggeriert dasVorhandensein eines Phasen�ubergangs bei endli
her Temperatur f�ur alle q.Dur
h die folgende Argumentation kann hier gezeigt werden, da� dies ni
ht zu-tri�t: Da aufgrund der in Abs
hnitt 1.2 bes
hriebenen Eigens
haften des ka-nonis
hen Ensembles in zweiter Version (Abh�angigkeit vom Energienullpunkt,Ni
htadditivit�at der inneren Energie, : : : ) die zugeh�orige Temperatur keine phy-sikalis
h sinnvolle Gr�o�e ist, m�ussen die von da Silva und Stanley bere
hnetenkritis
hen Temperaturen der T{T 0{Transformation unterzogen, d.h. auf die Tem-peratur der dritten Version transformiert werden.Die in [44℄ benutzte Hamilton{Funktion lautet��H = K0 +K X<i;j> sisj ;wobei K � �J und K0 eine additive Konstante ist. Damit wurden (im in dieserArbeit stets betra
hteten Spezialfall J = k = 1) f�ur drei vers
hiedene Werte vonK0 die drei folgenden kritis
hen Temperaturen K�1
 = T 0
 erhalten:T 0
(K0 = �K) = (1� q) 21� (p2� 1)1�qT 0
(K0 = 0) = (1� q) 1 + (p2� 1)1�q1� (p2� 1)1�qT 0
(K0 = K) = (1� q) 2(p2 + 1)1�q � 1Da die thermodynamis
hen Eigens
haften eines Systems im kanonis
hen Ensem-ble der dritten Formulierung von einer Translation des Energiespektrums un-abh�angig sind, m�ussen alle drei aufgef�uhrten kritis
hen Temperaturen T 0
 dur
hdie T{T 0{Transformation auf dasselbe T
 abgebildet werden.
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Abb. 4.8: Abh�angigkeit der transformierten kritis
hen Temperaturen T
 vom Pa-rameter q, hier f�ur ein System der Gr�o�e N = 30�30. Die drei Kurven s
hneidensi
h nur in einem einzigen Punkt T �
 bei q = 1. Dieses Verhalten tritt bei allenuntersu
hten Systemgr�o�en auf.Dur
h ausgedehnte und sehr pr�azise numeris
he Untersu
hung der q{Abh�angig-keit der drei transformierten Werte T
 mittels eines Mathemati
a{Programmserkennt man, da� die Glei
hheit der drei Werte nur f�ur q = 1 gegeben ist. Indiesem Fall sind bereits die drei oben aufgef�uhrten Werte T 0
 glei
h und geradeT 0
 = T �
 = 2ln(p2 + 1) = 2:26918 : : :Die q{Abh�angigkeit der transformierten kritis
hen Temperaturen ist in Abbil-dung 4.8 dargestellt. Die drei Kurven f�ur die drei Energie{O�sets K0 s
hneidensi
h bei q = 1 und laufen f�ur niedrige q sowie f�ur h�ohere wieder auseinander.Allerdings steigen die Kurven f�ur q > 1 so stark, da� dieses Verhalten in einemf�ur eine Abbildung geeigneten Ma�stab ni
ht si
htbar ist.Dieses Ergebnis und die Untersu
hungen des vorangegangenen Abs
hnitts un-terst�utzen also die Aussage von Lima et al. [46℄, da� das zweidimensionale Ising{Modell einen Phasen�ubergang bei einer endli
hen Temperatur T nur f�ur denFall q = 1 aufweist und zeigt, da� das von Cannas und Tsallis in [45℄ dur
hRenormierungsgruppentransformationen gefundene Verhalten, da� n�amli
h daszweidimensionale Ising{Modell auf einem selbstdualen, hierar
his
hen Gitter inAbh�angigkeit von T 0 kritis
hes Verhalten f�ur alle q zeigt, die gr�o�er als ein gewis-ser S
hwellenwert q� sind, in Abh�angigkeit von der Temperatur T ni
ht auftritt.



Kapitel 5Das XY {Modell in zweiDimensionenAls Beispiel eines statistis
hen Systems, das bisher no
h ni
ht in der Tsallis{Statistik untersu
ht worden ist, wird in diesem Kapitel das XY {Modell in zweiDimensionen betra
htet. Insbesondere dient es au
h zum Testen der Broad Histo-gram{Methode f�ur kontinuierli
he Systeme. Das Hauptaugenmerk liegt jedo
hau
h in diesem Fall auf der Fragestellung, ob es im ni
htextensiven Berei
h q 6= 1einen Phasen�ubergang bei einer endli
hen Temperatur gibt.Das Kapitel gliedert si
h in zwei Teile, wovon der erste si
h mit dem Verglei
hvon Ergebnissen befa�t, die mit unters
hiedli
hen Monte{Carlo{Methoden er-halten worden sind. Im zweiten Abs
hnitt wird das Verhalten des Systems inAbh�angigkeit von Temperatur und q{Parameter untersu
ht.5.1 Test der Monte{Carlo{Methoden5.1.1 Verglei
h der AS{ und BHMC{ErgebnisseUm die Zuverl�assigkeit der mit der AS{ bzw. Metropolis{Methode erhaltenenErgebnisse testen zu k�onnen, wurde zun�a
hst eine Simulation f�ur q = 1 dur
h-gef�uhrt. F�ur diesen Fall k�onnen die erhaltenen Werte mit bereits ver�o�entli
htenErgebnissen vergli
hen werden. Gupta und Baillie [47℄ haben ein System ausN = 642 Spins untersu
ht, das bes
hrieben wird dur
hH = �J X<i;j>~si � ~sj = �J X<i;j> 
os(�i � �j) ;wobei speziell J = 1 gew�ahlt wurde.Den dort erhaltenen Werten sind in Tabelle 5.1 die Ergebnisse von Standard{Metropolis{Re
hnungen gegen�ubergestellt. Man erkennt eine gute �Ubereinstim-mung der Werte f�ur die innere Energie. Die Werte f�ur die spezi�s
he W�arme



80 KAPITEL 5. DAS XY {MODELL IN ZWEI DIMENSIONENT U=N [47℄ U=N C=N [47℄ C=N1/0.70 0.8296(10) 0.8296(1) 0.754(7) 0.765(8)1/0.74 0.8927(10) 0.8925(1) 0.878(7) 0.868(10)1/0.78 0.9576(7) 0.9573(2) 1.002(5) 1.00(13)1/0.82 1.0243(8) 1.0239(2) 1.127(7) 1.11(2)1.10 1.1752(7) 1.1753(3) 1.393(7) 1.38(3)1.07 1.2178(7) 1.2178(3) 1.457(7) 1.42(3)1.04 1.2623(8) 1.2612(4) 1.494(8) 1.51(3)1.03 1.2772(6) 1.2770(4) 1.512(7) 1.55(4)1.02 1.2922(10) 1.2924(3) 1.489(9) 1.48(4)1.01 1.3070(10) 1.3056(4) 1.464(9) 1.49(4)1.00 1.3213(10) 1.3208(3) 1.409(8) 1.44(4)0.99 1.3353(9) 1.3351(3) 1.375(7) 1.37(4)0.98 1.3487(9) 1.3492(2) 1.310(7) 1.29(4)0.97 1.3614(9) 1.3602(2) 1.260(7) 1.28(5)0.96 1.3738(9) 1.3743(2) 1.209(6) 1.17(5)0.95 1.3855(8) 1.3853(2) 1.159(5) 1.17(5)0.94 1.3969(8) 1.3959(2) 1.107(5) 1.16(5)0.93 1.4081(8) 1.4078(1) 1.075(5) 1.06(5)0.92 1.4185(8) 1.4183(1) 1.034(4) 1.03(6)0.91 1.4289(7) 1.4283(1) 1.002(4) 1.01(6)0.90 1.4388(7) 1.4387(1) 0.994(4) 0.99(6)0.89 1.4485(7) 1.4482(1) 0.968(4) 0.96(6)Tab. 5.1: Verglei
h der erhaltenen Ergebnisse mit den Werten aus [47℄stimmen im Rahmen der Fehler �uberein.Um im folgenden das Verhalten des XY {Modells f�ur q 6= 1 untersu
hen zuk�onnen, ohne auf re
hneris
he S
hwierigkeiten aufgrund der Wahl der Energie-skala zu sto�en, wird von nun an die Hamilton{FunktionH=J = X<i;j> [1� 
os(�i � �j)℄benutzt. Der Kopplungsparameter J wird wie gehabt auf J = 1 gesetzt.Dur
h die �Ubereinstimmung der erhaltenen Ergebnisse f�ur q = 1 mit den Litera-turwerten von der Funktionst�u
htigkeit des Programms �uberzeugt, wurden na
hErsetzung der Metropolis{Akzeptanzwahrs
heinli
hkeit dur
h den AS{Ausdru
kRe
hnungen f�ur q 6= 1 dur
hgef�uhrt. Abbildung 5.1 zeigt die Ergebnisse f�ur einSystem der Gr�o�e N = 10� 10 und drei vers
hiedene q.In derselben Abbildung sind au
h Ergebnisse von Broad{Histogram{Simulationendargestellt. Dazu wurde das im zweiten Teil von Abs
hnitt 2.2.2 eingef�uhrte Ver-fahren benutzt. Da das XY {Modell ein kontinuierli
hes Energiespektrum auf-



5.1. TEST DER MONTE{CARLO{METHODEN 81weist, ist es notwendig, eine Diskretisierung einzuf�uhren, um die ben�otigten Gr�o�enhN(: : : )i bere
hnen zu k�onnen. Im vorliegenden Fall wurde der gesamte Energie-berei
h in 8000 Intervalle der Breite �E = 0:05 aufgeteilt. Da kein endli
herWert f�ur die Entartung des Grundzustands anzugeben ist, wurde g(E0 = 0) = 1gesetzt, so da� die Methode f�ur jede Energie E die Gr�o�e g(E)=g(0) liefert. Diesbeein
u�t die Bere
hnung der ErwartungswertehhOiiq = PE g(E)O(E) pq(E)PE g(E) pq(E)ni
ht.
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Abb. 5.1: Innere Energie eines zweidimensionalen XY {Modells mit N = 10� 10Spins f�ur drei vers
hiedene q. Die einzelnen Datenpunkt stellen die Ergebnisse derAS{Methode dar, die dur
hgezogenen Kurven wurden mit der Broad{Histogram{Methode bere
hnet.Wie man sieht, stimmen die Ergebnisse der beiden Methoden f�ur gro�e T 0 gut�uberein. Das Verhalten bei niedrigen T 0 wird in Abs
hnitt 5.1.2 n�aher untersu
ht.Um nun das Verhalten, des Systems in Abh�angigkeit von der Temperatur T be-tra
hten zu k�onnen, mu�|wie bereits in den vorangegangenen Kapiteln|dieT{T 0{Transformation vorgenommen werden. Dazu gibt es zwei M�ogli
hkeiten:F�ur die Ergebnisse der BHMC{Re
hnung kann die Transformation direkt aus-gef�uhrt werden, da nun eine N�aherungsl�osung f�ur die Zustandsdi
hte g(E;�E)vorliegt. Die AS{Datenpunkte k�onnen mit Hilfe der Salazar{Methode transfor-miert werden, wobei allerdings ein Problem auftritt. Im Gegensatz zum Fall des
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Abb. 5.2: Ergebnisse der T{T 0{Transformation: BHMC{Werte, Salazar{transformierte Histogramm{Daten und skalierte Salazar{Werte (Æ)Ising{Modells kann hier die Entropie des Grundzustands ni
ht ohne weiteres an-gegeben werden. Deshalb wurde (willk�urli
h) Sq(T 00 = 0) = 0 gesetzt. Die so erhal-tenen T{T 0{Beziehungen sollten si
h dann nur dur
h einen q{ und N{abh�angi-gen, aber ansonsten konstanten Skalierungsfaktor unters
heiden. In Abbildung5.2 sind f�ur q = 0:99 und q = 1:01 die Ergebnisse der Transformation dargestellt.Die Kurven repr�asentieren die BHMC{ und die mit der Salazar{Methode trans-formierten Histogrammdaten, die aus AS{Simulationen gewonnen wurden. Dieeinzelnen Datenpunkte wurden aus der Salazar{Kurve dur
h Skalierung der T{T 0{Beziehung mit einem konstanten Faktor erhalten. Dur
h Ausprobieren �ndetman, da� die Salazar{ und die BHMC{Kurve f�ur q = 1:01 aufeinander liegen,wenn Sq(T 00 = 0) � 51. Um die Kurven f�ur q = 0:99 zur De
kung zu bringen, istes notwendig Sq(T 00 = 0) < 0 zu w�ahlen. Na
h Kapitel 1 ist die Tsallis{EntropieSq jedo
h immer gr�o�er oder glei
h Null. Der Grund f�ur die Abwei
hungen deroben abgebildeten Kurven kann also ni
ht nur die Unkenntnis der Entropie desSystems im Grundzustand sein. Dies wird im folgenden Abs
hnitt n�aher unter-su
ht.5.1.2 Ein
u� der DiskretisierungBei genauerer Betra
htung der Uq(T 0){Kurven im Berei
h niedriger Werte desParameters T 0 fallen Abwei
hungen zwis
hen AS{ und BHMC{Werten auf, wieim oberen linken Teil der folgenden Abbildung gezeigt wird. In beiden darge-



5.1. TEST DER MONTE{CARLO{METHODEN 83stellten F�allen|q = 0:99 und q = 1:01|fallen die BHMC{Kurven zu niedrigenT 0{Werten hin deutli
h s
hneller ab als die entspre
henden AS{Werte, die imdargestellten T 0{Berei
h ann�ahernd lineares Verhalten zeigen. Um die Ursa
hendieser Abwei
hungen zu ermitteln, wurde der Ein
u� des q{Wertes, der Gr�o�eder bei der Diskretisierung des Energiespektrums benutzten Intervalle �E undder Systemgr�o�e untersu
ht. So zeigt der obere re
hte Teil der Abbildung 5.3 denentspre
henden Auss
hnitt aus der Uq(T 0){Kurve mit �E = 0:05 f�ur vers
hie-dene q. Man erkennt, da� die auftretende Energiestufe mit steigendem q gr�o�erwird und zu niedrigeren T 0{Werten wandert.Im unteren linken Teil der Abbildung sind f�ur den festen Wert q = 0:99 dieUq(T 0){Kurven f�ur vers
hiedene �E (Zahlen an den Kurven) gezei
hnet. DieEnergiestufen werden mit fallendem �E kleiner und wandern zu niedrigeren T 0{Werten. F�ur gro�e T 0 liefern die Re
hnungen mit vers
hiedenen �E ann�aherndidentis
he Ergebnisse.S
hlie�li
h zeigt der untere re
hte Teil der Abbildung den Ein
u� der System-gr�o�e. F�ur q = 0:99 und �E = 0:05 sind die Uq(T 0){Kurven f�ur die Systemgr�o�enN 2 f4� 4; 6� 6; 8� 8; 10� 10; 12� 12g dargestellt. Mit fallender Systemgr�o�ewandern die Energiestufen zu niedrigeren T 0 und sind im Fall N = 4 gar ni
htmehr vorhanden.
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84 KAPITEL 5. DAS XY {MODELL IN ZWEI DIMENSIONENDie Ursa
he f�ur dieses Verhalten ist die Eigens
haft der Broad{Histogram{Metho-de in der benutzten Implementierung, f�ur sehr kleine Energien notoris
h s
hle
h-te Werte zu liefern. Dieses Verhalten wurde bereits in [37℄ beoba
het. Alle Si-mulationen wurden bei der Grundzustandsenergie E0 = 0 gestartet, so da� dieSystemenergie|da die Zustandsdi
hte g(E;�E) auf der H�alfte des Energiebe-rei
hs eine sehr ras
h steigende Funktion der Energie ist|sehr s
hnell anw�a
hstund ni
ht f�ur alle Intervalle des diskretisierten Energiespektrums tats�a
hli
h Me�-werte erhalten werden. Da es grunds�atzli
h die niedrigsten positiven Energiein-tervalle sind, die von dieser Eigens
haft der BHMC{Dynamik betro�en sind, istklar, da� die Energie des ersten ni
ht{leeren Energiekanals umso kleiner ist, jekleiner man die Intervalle �E w�ahlt. Dies �au�ert si
h dann darin, da� die auf-tretende Energiestufe umso niedriger wird, je kleiner �E ist.Bereits beim eindimensionalen Ising{Modells wurde anhand von Abbildung 3.6gesehen, da� die Kurven der inneren Energie umso steiler werden, je gr�o�er derq{Faktor gew�ahlt wird, und da� der Anstieg der Kurven glei
hzeitig bei immerniedrigeren T 0{Werten beginnt. Dasselbe Verhalten erkennt man im oberen re
h-ten Teil von Abb. 5.3.Es wurden mehrere vers
hiedene Implementierungen der BHMC{Methode ver-su
ht (Creutz, HOW, RW), die bei niedrigen Temperaturen jedo
h alle verglei
h-bar s
hle
hte Ergebnisse liefern. Au
h bei sehr kleinen Systemen, die den bes
hrie-benen Energiesprung ni
ht aufweisen (vgl. N = 16 in Abb. 5.3 u. r.), wei
hen dieBHMC{Kurven von den AS{Werten ab. Im folgenden wird diskutiert, wie si
hdiese S
hwierigkeiten auf die T{T 0{Transformation auswirken.Der linke Teil von Abbildung 5.4 zeigt no
h einmal den entspre
henden Berei
hder Uq(T 0){Kurve f�ur N = 10� 10, �E = 0:05 und q = 0:99. Die Kurven stellendie BHMC{Ergebnisse (mit der Energiestufe) und die AS{Werte samt der darausgewonnen Histogramm{Kurve dar. Man erkennt, da� ab einem gewissen T 0 dieErgebnisse gut �ubereinstimmen. Die re
hte Seite zeigt die T{T 0{Beziehungen desSystems f�ur die drei q{Werte q = f1:01; 1:0; 0:99g und jeweils drei vers
hiedeneDiskretisierungen �E. Von au�en na
h innen sind dies �E = f0:05; 0:1; 0:2g. F�urq = 0:99 sind im unteren Bildteil au
h zwei Salazar{transformierte Histogramm{Kurven mit unters
hiedli
hem Sq(T 00) eingezei
hnet.Man erkennt dur
h Verglei
h mit Abbildung 5.3, da� die Energiestufen (wie na
hGlei
hung (3.2) zu erwarten) Stufen in der T (T 0){Beziehung verursa
hen, die inden Histogramm{Kurven ni
ht auftreten. Oberhalb der T 0{Werte dieser Stufenzeigen die zum glei
hen q geh�orenden BHMC{Kurven (und au
h die Histogramm{Kurven) das glei
he Verhalten, unters
heiden si
h jedo
h um einen Skalierungs-faktor.F�ur q > 1 weisen die Kurven wieder einen Berei
h auf, in dem si
h die Tempera-tur T in Abh�angigkeit von T 0 sehr stark �andert, der in einen Berei
h s
hwa
henAnstiegs �ubergeht. Daher sind wieder "Kni
ke\ in der Uq(T ){Kurve zu erwarten.Im Fall q < 1 gibt es wegen der Energiestufen nun zwei Berei
he, in denen Mehr-deutigkeiten in der Uq{T{Beziehung auftau
hen, wovon nur der bei h�oheren T ge-
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HistAbb. 5.4: Uq(T 0)=N f�ur N = 100, q = 0:99, �E = 0:05: BHMC{ undHistogramm{Kurven, AS{Punkte (links); T (T 0) f�ur q = f1:01; 1:0; 0:99g, �E =f0:05; 0:1; 0:2g: BHMC{ und Histogramm{Kurvenlegene aus einer Eigens
haft der Tsallis{Statistik bzw. der T{T 0{Transformationresultiert.5.2 Eigens
haften des SystemsDie linke Seite der folgenden Abbildung zeigt die T{T 0{Beziehung f�ur q = 0:985.Das mit (1) bezei
hnete Kurvenst�u
k ist das Resultat eines Eingri�s, der denZwe
k erf�ullt, das dur
h die im vorigen Abs
hnitt erw�ahnten Energiestufen ein-gef�uhrte mehrdeutige Verhalten der Uq(T ){ und Fq(T ){Kurven zu eliminieren.Das Kurvenst�u
k (2) ist das Ergebnis der Entfernung der im re
hten Bildteil ge-zei
hneten ges
hlossenen S
hleife in der freien Energie.
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Abb. 5.5: T (T 0) f�ur q = 0:985, N = 100 und �E = 0:05 (links); Fq(T )=N f�urdasselbe System (re
hts)Dur
h den Eingri� entstehen wieder Diskontinuit�aten der inneren Energie und derEntropie f�ur q < 1. Man erh�alt also wie au
h bei den bisher betra
hteten Syste-men einen "Phasen�ubergang\ dur
h die T{T 0{Transformation. Abb. 5.6 zeigt f�ur
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h Wiederherstellung der thermodynami-s
hen Stabilit�at dur
h Entfernung der ges
hlossenen S
hleife in der Kurve derfreien Energieeinige q{Werte die resultierenden Kurven der inneren Energie. Sie zeigen das be-reits von den beiden zuvor betra
hteten Systemen bekannte Verhalten: Na
h derWiederherstellung der thermodynamis
hen Stabilit�at ma
ht die innere Energiebei einer Temperatur Tt einen Sprung, dessen Gr�o�e mit fallendem q w�a
hst. Ei-ne Untersu
hung des Verhaltens im thermodynamis
hen Limes wie in den vorigenbeiden Kapiteln ist jedo
h mit der BHMC{Methode ni
ht m�ogli
h, da (wie in Ab-s
hnitt 5.1.2 gesehen) Lage und H�ohe der Energiestufen in der Uq{T 0{Beziehungau
h von der Systemgr�o�e abh�angen und somit zu einer unters
hiedli
hen Ska-lierung der Kurven bez�ugli
h T f�uhren. Au
h mit der Salazar{Methode ist esni
ht m�ogli
h, Aussagen �uber die absolute Lage der �Ubergangstemperaturen zutre�en, und insbesondere kann die Abh�angigkeit der �Ubergangstemperaturen vonder Systemgr�o�e ni
ht angegeben werden, da die Entropie des Systems im Grund-zustand ni
ht nur unbekannt, sondern au
h N{abh�angig ist.Daher werden zun�a
hst die Eigens
haften des Systems in Abh�angigkeit von T 0 un-tersu
ht. Abbildung 5.7 zeigt f�ur vers
hiedene q die Gr�o�e hj~mji = N�1hjPi ~siji,die St�arke der mittleren Magnetisierung pro Spin, in Abh�angigkeit vom Parame-ter T 0. Man erkennt deutli
h einen �Ubergang von einem Zustand hoher Magne-tisierungsst�arke bei tiefen Temperaturen zu einem Zustand geringer Magnetisie-rungsst�arke f�ur hohe T 0. Die gezeigten Daten sind mit der Histogramm{Methodeaus AS{Re
hnungen gewonnen worden. Man sieht, da� die Magnetisierungskur-ven umso steiler werden und umso weiter zu niedrigen T 0 wandern, je gr�o�er derq{Faktor wird.
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88 KAPITEL 5. DAS XY {MODELL IN ZWEI DIMENSIONENMermin und Wagner [48℄ haben gezeigt, da� es bei rotationsinvarianten zwei-dimensionalen Systemen keine spontane Magnetisierung geben kann. Wegen derWe
hselwirkung der Spins und der Translationsinvarianz des Gitters ist der Grund-zustand (besser: das Kontinuum der Grundzust�ande) des XY {Modells anf�alliggegen Spinwellen. Das hei�t, da� si
h kleine St�orungen des Grundzustandes wel-lenartig �uber das gesamte Gitter ausbreiten k�onnen. Daher kann es keinen �ubergro�e Berei
he geordneten Zustand bei endli
hen Temperaturen geben. Der Er-wartungswert der Magnetisierung h~mi = N�1hPi ~sii vers
hwindet f�ur alle T 0 > 0.Es ist damit klar, da� es keinen Phasen�ubergang von einem Zustand vers
hwin-dender zu einem Zustand endli
her Magnetisierung wie beim Ising{Modell gibt.In Abbildung 5.8 ist f�ur dieselben Systeme die magnetis
he Suszeptibilit�at h�igegen die Gr�o�e T 0 aufgetragen, wobei � aus den Fluktuationen der Magnetisie-rung bere
hnet worden ist. Die Maxima der Suszeptibilit�at, die bei im folgendenmit T 0
 bezei
hneten Temperaturen liegen, werden mit steigendem q h�oher unds
hmaler und wandern zu niedrigeren T 0. Es ist interessant zu untersu
hen, wiesi
h die Systeme in der N�ahe dieser Temperatur verhalten.Dazu wurde die magnetis
he Suszeptibilit�at � f�ur dieselben q, aber gr�o�ere Sy-steme bere
hnet. Abbildung 5.9 zeigt �(T 0) f�ur N = 30 � 30. Zun�a
hst einmalerkennt man, da� die Kurven mit wa
hsender Systemgr�o�e h�oher und breiterwerden, und da� die Maxima f�ur q < 1 zu h�oheren und f�ur q > 1 zu niedrigerenT 0 wandern.
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Abb. 5.9: Magnetis
he Suszeptibilit�at �(T 0) f�ur N = 30� 30 und vers
hiedene qF�ur diese Systemgr�o�e und q = 0:985 wurde bei vers
hiedenen T 0 die Zweipunkt{Korrelationsfunktion �(x) bere
hnet; x bezei
hnet dabei den Abstand zweier



5.2. EIGENSCHAFTEN DES SYSTEMS 89Spins auf dem Gitter. Es ist klar, da� �(0) = 1 ist. Wegen der periodis
henRandbedingungen f�allt �(x) f�ur x � L=2 und steigt dann wieder an; �(x) istperiodis
h mit Periode L. Daher ist in den na
hfolgenden Abbildungen nur dieH�alfte der ersten Periode, also der Berei
h x 2 [0; L=2℄ dargestellt. Abbildung5.10 zeigt die Korrelationsfunktionen f�ur vers
hiedene T < T
, Abbildung 5.11 f�urT > T
. Die beiden F�alle zeigen deutli
h unters
hiedli
hes Verhalten. W�ahrendim Berei
h T < T
 die Korrelationen potenzartig abfallen, folgt �(x) f�ur T > T
einem exponentiellen Gesetz.Dieses Verhalten ist bekannt im Zusammenhang mit dem Kosterlitz{Thouless-(KT){�Ubergang, den das XY {Modell im extensiven Grenzfall zeigt [49, 50℄. DieThermodynamik des XY {Modells wird von zwei Beitr�agen bestimmt: niederener-getis
he Anregungen (Spinwellen) und metastabile, langsam variierende Kon�gu-rationen (Vorti
es). Die Spinwellen sind|wie bereits erw�ahnt|f�ur die Ni
ht{Existenz von �uber gr�o�ere Berei
he geordneten Zust�anden verantwortli
h, dieVorti
es verursa
hen den KT{Phasen�ubergang. Unterhalb der kritis
hen Tem-peratur T 0
 treten Vorti
es ni
ht isoliert, sondern in Vortex{Antivortex{Paarenauf, die wegen der Analogie zum zweidimensionalen Coulomb{Gas au
h als Di-pole bezei
hnet werden. Die Phase f�ur T < T
 hei�t daher au
h Dipolphase. Mitsteigender Temperatur bilden si
h immer mehr Dipole, so da� man es s
hlie�li
hbei T > T
 mit einem "Plasma\ glei
h vieler (abges
hirmter) entgegengesetzter"Ladungen\ (Vortizit�aten) zu tun hat.Die bisher erhaltenen Ergebnisse s
hlie�en die M�ogli
hkeit ni
ht aus, da� daszweidimensionale XY {Modell f�ur q 6= 1|betra
htet in Abh�angigkeit von T 0 undf�ur eine endli
he Systemgr�o�e|einen KT{�Ubergang aufweist. Die Existenz des�Ubergangs f�ur q = 1 ist bekannt.Dur
h Verglei
h des Verhaltens der Korrelationsfunktion �(x) im Berei
h derm�ogli
hen �Ubergangstemperatur T
 f�ur vers
hiedene q erkennt man, da� der�Ubergang von potenzartigem zu exponentiellem Verhalten f�ur q � 1 sehr s
harfist, mit fallendem q < 1 jedo
h immer weniger deutli
h ausgepr�agt wird. F�urq < 1 tritt in einem Temperaturintervall um T
 herum ein Verhalten auf, das we-der rein potenzartig, no
h rein exponentiell ist. Es s
heint also f�ur diese q keinens
harfen �Ubergang, sondern ein Crossover{Verhalten zu geben.Den Ein
u� der Systemgr�o�e f�ur q < 1 zeigt die Abbildung 5.12 f�ur den Fallq = 0:985 anhand der Kurven der Magnetisierung und der inneren Energie f�urN = f10 � 10; 30 � 30; 50 � 50g. Man erkennt, da� die Kurven mit wa
hsen-der Systemgr�o�e immer langsamer ansteigen. Damit werden au
h die Kurven derSuszeptibilit�at immer breiter und 
a
her und der Crossover{Berei
h wird gr�o�er.Im thermodynamis
hen Limes kann man daher im Fall q < 1 ni
ht von einemPhasen�ubergang spre
hen.F�ur q > 1 werden die Uq{ undMq{Kurven mit steigender Systemgr�o�e immer stei-ler und die �Ubergangstemperaturen gehen gegen Null. Dies tun sie umso s
hneller,je gr�o�er q wird. Bereits bei der Systemgr�o�e N = 30 � 30 kann f�ur q = 1:005mit den benutzten Monte{Carlo{Methoden kein von Null vers
hiedener Wert f�ur
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5.2. EIGENSCHAFTEN DES SYSTEMS 91die �Ubergangstemperatur mehr bestimmt werden. Im thermodynamis
hen Limesgibt es daher f�ur q > 1 keinen Phasen�ubergang bei einer endli
hen Temperatur.
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T’Abb. 5.12: Innere Energie Uq=N und Magnetisierung j ~M j=N in Abh�angigkeit vonT 0 f�ur N = f10� 10; 30� 30; 50� 50g (jeweils v. l. n. r.)Es wurde bereits zu Beginn dieses Abs
hnitts erkannt (und in Abbildung 5.6gesehen), da� die T{T 0{Transformation f�ur q < 1 ein instabiles Verhalten desSystems bewirkt, das dur
h einen Eingri� in die Kurve der freien Energie be-hoben werden mu�. Obwohl die genauen Werte der Temperaturen Tt, an denendie Kurven der hier betra
hteten thermodynamis
hen Gr�o�en Uq und j ~M j dur
hdiesen Eingri� abges
hnitten werden, ni
ht angegeben werden k�onnen, ist na
hden Erkenntnissen, die bis zu diesem Zeitpunkt �uber die T{T 0{Transformationgewonnen wurden, klar, da� diese Temperaturen mit den T 0{Werten korrespon-dieren, bei denen die Uq(T 0){Kurven den st�arksten Anstieg aufweisen. Dies sindaber au
h gerade die Berei
he, in denen die Maxima der Suszeptibilit�at unddie m�ogli
hen KT{�Uberg�ange liegen. Abbildung 5.13 zeigt die Ergebnisse vonSalazar{Transformationen der Suszeptibilit�atswerte mit drei vers
hiedenen Sq(0)f�ur N = 10�10 und q = 0:99. Man erkennt bei der linken und der mittleren Kur-ve eine ges
hlossene S
hleife in der Suszeptibilit�at. Na
h der Wiederherstellungder thermodynamis
hen Stabilit�at erh�alt man eine unstetige Kurve wie sie ganzre
hts gezeigt ist. Dur
h die T{T 0{Transformation f�uhrt also gerade der �Uber-gangsberei
h zu einem instabilen, unphysikalis
hen Verhalten des Systems.Wenn es hier au
h aus den genannten Gr�unden ni
ht bewiesen werden kann,legt die �Ahnli
hkeit des Verhaltens des XY {Modells mit den zuvor untersu
hten
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Abb. 5.13: Magnetis
he Suszeptibilit�at � in Abh�angigkeit von der Temperatur Tf�ur N = 10�10 und q = 0:99. Die Kurven wurden dur
h Salazar{Transformationmit drei vers
hiedenen Sq(T 00 = 0) bere
hnet. Die linken beiden Kurven zeigendas Verhalten vor dem Eingri� in die Kurve der freien Energie, die re
hte Kurvezeigt das Ergebnis. Die Linien dienen zur Leitung des Bli
kes, sie stellen keineInterpolation zwis
hen den Datenpunkten dar.Ising{Systemen (betra
htet in Abh�angigkeit von T ) die Vermutung nahe, da� dieim Fall q < 1 dur
h die Eingri�e in die freie Energie entstandenen Unstetigkeitenin den thermodynamis
hen Zustandsgr�o�en au
h in diesem Fall im thermodyna-mis
hen Limes vers
hwinden.Anhand von Abbildung 5.4 sieht man, da� die T{T 0{Beziehung im Fall q > 1dort, wo die Uq(T 0){Kurve steil ansteigt, auf einem kleinen T 0{Intervall einenweiten T{Berei
h �uberspannt. Der T{Berei
h wird dabei umso gr�o�er und dasT 0{Intervall wird umso kleiner, je steiler die innere Energie ansteigt. Es ist abergerade dieses T 0{Intervall, in dem die KT{�Ubergangstemperaturen liegen. Dur
hdie Transformation von T 0 auf T wird dabei also der s
hmale �Ubergangsberei
hauf ein Intervall gestre
kt, das umso breiter wird, je s
h�arfer der �Ubergang aufder T 0{Skala ist. Dies spri
ht daf�ur, da� der KT{�Ubergang bei q > 1 na
h T{T 0{Transformation im thermodynamis
hen Limes ni
ht erhalten bleibt.



Kapitel 6Zusammenfassung und Ausbli
k
6.1 Erg�anzungIn der unmittelbaren Vergangenheit haben S. Abe et al. [55℄ gezeigt, da� die phy-sikalis
he Temperatur bei Verwendung der dritten Formulierung der kanonis
henGlei
hgewi
htsgesamtheit ni
ht|wie in dieser Arbeit angenommen|das Inversedes Lagrange{Parameters � ist, sondern eine lei
ht modi�zierte Gr�o�e. Das siehtman wie folgt:In einem System, das aus zwei unabh�angigen Subsystemen A und B in thermi-s
hem Kontakt aufgebaut ist, gilt f�ur die Entropie na
h (1.11)SA[Bq = SAq + SBq + 1� qk SAq SBq :Thermis
hes Glei
hgewi
ht ist dadur
h ausgezei
hnet, da� die Entropie bei festerGesamtenergie UA[Bq = UAq + UBq maximal ist. Na
h der vorigen Glei
hung hei�tdas 0 = ÆSA[Bq = �1 + 1� qk SBq � �SAq�UAq ÆUAq + �1 + 1� qk SAq � �SBq�UBq ÆUBq :Da die Gesamtenergie konstant ist, gilt ÆUAq = �ÆUBq und damitk�A1 + 1�qk SAq = k�B1 + 1�qk SBq � k�y ; (6.1)wobei na
h Glei
hung (1.25) k� = �Sq=�Uq ersetzt wurde. Glei
hung (6.1) istdie thermis
he Glei
hgewi
htsbedingung, und die physikalis
he Temperatur istdamitTphys = 1k�y = k�Pi pqi = k�Zq�1q : 93



94 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKAus der Legendre{Struktur der verallgemeinerten statistis
hen Me
hanik erh�altman f�ur die freie Energie dann den Ausdru
kFq = Uq � TSq = Uq � T lnq Zq ;wobei zu bea
hten ist, da� es si
h bei der Gr�o�e T um das Inverse des Lagrange{Parameters � und ni
ht um die physikalis
he Temperatur handelt. F�ur ein eindi-mensionales Ising{System ist eine exemplaris
he Fq(Tphys){Kurve auf der linkenSeite der folgenden Abbildung dargestellt. Man erkennt deutli
h den Unters
hiedzu den in den vergangenen Kapiteln betra
hteten Kurven: Es tau
hen keine ge-s
hlossenen S
hleifen mehr auf. Trotzdem gibt es weiterhin Mehrdeutigkeiten inder Fq{Tphys{Beziehung, die dadur
h beseitigt werden, da� immer der Zustandmit der niedrigsten freien Energie gew�ahlt wird [60℄.Die re
hte Seite der Abbildung zeigt die zugeh�orige Kurve der inneren EnergieUq(Tphys) vor und na
h dem bes
hriebenen Eingri� (re
hts) und zum Verglei
hdie Kurve Uq(T )=N (links).
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T ,  T physAbb. 6.1: Freie Energie Fq(Tphys)=N (linke Abbildung) und innere EnergieUq(Tphys)=N bzw. Uq(T )=N f�ur eine Kette von N = 32 Ising{Spins und q = 0:75:instabile Zust�ande (dur
hgezogene Linien) und Ergebnisse der Korrektur (gestri-
helt)Man erkennt, da� die thermodynamis
hen Gr�o�en Fq und Uq in Abh�angigkeitvon den beiden vers
hiedenen Temperaturen T und Tphys sehr unters
hiedli
hesVerhalten zeigen. Insbesondere besitzt die freie Energie Fq(Tphys) nun na
h dembes
hriebenen Eingri� ni
ht nur eine diskontinuierli
he Ableitung, sondern istau
h selbst diskontinuierli
h. Dies ist jedo
h kein physikalis
h sinnvolles Verhal-ten, und es stellt si
h die Frage, ob die oben gegebene De�nition der freien Energieeine g�unstige ist.Martinez et al. [57℄ haben einen alternativen Ansatz gew�ahlt. Zun�a
hst habensie festgestellt, da� bei Optimierung der Tsallis{Entropie (1.1) unter der drittenNebenbedingung f�ur die innere Energie,Uq = hhEiiq = PWi=1 pqi "iPWj=1 pqj ;



6.1. ERG�ANZUNG 95ein Maximum von Sq f�ur die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung (1.22),pi = [1� (1� q) � ("i � Uq)=Pi pqi ℄ 11�qPWj=1 h1� (1� q) � ("j � Uq)=Pj pqji 11�q ;ni
ht garantiert werden kann. Tats�a
hli
h ist die zugeh�orige Hesse{Matrix ni
ht{diagonal. Die Idee besteht nun darin, die Uq{Nebenbedingung zwar beizubehal-ten, aber etwas umzuformulieren. Unter Ausnutzung der BeziehungWXi=1 pqi ("i � hhEiiq) = 0optimieren sie an Stelle von (1.24) den Ausdru
k�q = Sqk � � WXi=1 pi � 1!� �y WXi=1 pqi ("i � hhEiiq)und erhalten die Wahrs
heinli
hkeitsverteilungpyi = �1� (1� q)�y ("i � Uq)� 11�qPWj=1 [1� (1� q)�y ("j � Uq)℄ 11�q :Dur
h Verglei
h mit dem Ausdru
k f�ur die pi erkennt man den Zusammenhangzwis
hen den Lagrange{Parametern � und �y:�y = �Pi pqi :Bei diesem Vorgehen erh�alt man also die die von Abe eingef�uhrte physikalis
heTemperatur als Inverses des Lagranges
hen Muliplikators �y. Dar�uber hinaus giltpi = pyi , und die Hesse{Matrix ist nun diagonal. Martinez et al. haben gefunden,da� mit den gegebenen pyi die Entropie Sq maximal ist f�ur alle q > 0.Beh�alt man au
h hier die Legendre{Struktur der verallgemeinerten Thermody-namik bei, ergibt si
h nun f�ur die freie Energie der Ausdru
kFq = Uq � 1�y Sq = Uq � TphysSq :Man erkennt s
hon an diesem Beispiel, da� die Frage, wie man in einer verallge-meinerten statistis
hen Me
hanik die aus dem Boltzmann{Gibbs{Grenzfall be-kannten thermodynamis
hen Gr�o�en de�niert, keineswegs trivial ist. Die L�osungdieses Problems sprengt jedo
h den Rahmen dieser Arbeit und wird deshalb ananderer Stelle versu
ht.



96 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK6.2 ZusammenfassungDur
h Einf�uhrung einer ni
htextensiven Entropie Sq, deren reeller Parameter qden Grad der Ni
htextensivit�at bestimmt, wurde die Boltzmann{Gibbs{Statistikerweitert und eine verallgemeinerte Thermostatistik konstruiert. Mittels vers
hie-dener De�nitionen des Erwartungswertes der inneren Energie wurden (dur
h das�ubli
he Verfahren der Entropiemaximierung mit entspre
henden Nebenbedingun-gen) drei vers
hiedene Formen der kanonis
hen Glei
hgewi
htsverteilung erhalten.W�ahrend die ersten beiden Versionen explizite Glei
hungen f�ur die Wahrs
hein-li
hkeiten liefern, erh�alt man im dritten Fall|von dem man heute aufgrund derAbwesenheit der in den anderen F�allen auftretenden S
hwierigkeiten meint, da�er die angemessenste Bes
hreibung der statistis
hen Systeme liefert|impliziteGlei
hungen f�ur die pi. Zur L�osung dieser Glei
hungen wurden zwei Verfahrenvorges
hlagen: eine iterative L�osung ausgehend vom BG{Fall und die Einf�uhrungeiner Hilfsgr�o�e � 0.In Abh�angigkeit von dieser Gr�o�e sind die Wahrs
heinli
hkeiten pi explizit bere-
henbar und mit denen der zweiten Version der kanonis
hen Glei
hgewi
htsver-teilung identis
h. Um die zur dritten Verteilung geh�orige inverse Temperatur �zu bestimmen, bedient man si
h der �{� 0{Transformation. Die Untersu
hung derEigens
haften dieser Transformation war ein zentrales Thema dieser Arbeit.Als Modellsysteme f�ur die Untersu
hung ni
ht nur dieser Transformation im spe-ziellen, sondern au
h des Verhaltens bekannter Systeme in der Tsallis{Statistikim allgemeinen, wurden das Ising{Modell in einer und in zwei Dimensionen so-wie das zweidimensionale XY {Modell gew�ahlt. Da f�ur die Ising{Systeme exakteGlei
hungen f�ur die Zustandsdi
hte g(E) existieren, konnten f�ur diese die Wahr-s
heinli
hkeiten pi in Abh�angigkeit von � und � 0 exakt bere
hnet werden.Es wurden einige Monte{Carlo{Methoden vorgestellt, die eine Untersu
hung au
hdes XY {Modells im Rahmen der verallgemeinerten Statistik gestatten sollten.Die Zuverl�assigkeit dieser Methoden wurde am Beispiel des eindimensionalenIsing{Modells dur
h Verglei
h mit exakten Werten gezeigt.Ebenfalls an diesem Modell wurde demonstriert, da� dur
h die �-� 0{Transfor-mation sowie dur
h die iterative Bere
hnung der pi(�) f�ur q < 1 unphysikalis
heund metastabile Zust�ande entstehen, die si
h insbesondere dur
h Mehrdeutigkei-ten in der freien Energie �au�ern. Na
h deren Entfernung wies das System dieEigens
haften eines Phasen�ubergangs erster Ordnung auf. Es wurde gezeigt, da�die �Ubergangstemperaturen f�ur alle q < 1 im thermodynamis
hen Limes gegenNull gehen.Weiterhin wurde gezeigt, da� die dritte p{Verteilung im Gegensatz zu den er-sten beiden invariant unter Translation des Energiespektrums des betra
htetenSystems ist. Es wurde der Zusammenhang zwis
hen der ersten und der drit-ten p{Verteilung hergestellt und eine Transformation zwis
hen den jeweiligenTemperaturen angegeben. Dabei wurde die Fehlerhaftigkeit einer fr�uheren Her-leitung na
hgewiesen. Mit dieser und der bereits bekannten �{� 0{Transformation



6.2. ZUSAMMENFASSUNG 97konnte gezeigt werden, das das qualitativ sehr unters
hiedli
he Verhalten beiunters
hiedli
her Wahl des Energienullpunktes, das Andrade am eindimensiona-len Ising{Modell beoba
htet hatte, bei der dritten Formulierung der kanonis
henGlei
hgewi
htsgesamtheit ni
ht auftritt.Beim Ising{Modell in zwei Dimensionen traten f�ur q < 1 dieselben Instabilit�atenauf, die bereits in einer Dimension beoba
htet worden waren. Als Ursa
he stelltesi
h au
h in diesem Fall die �{� 0{Transformation heraus, und na
h Wiederher-stellung der thermodynamis
hen Stabilit�at zeigte das System wiederum das Ver-halten eines Phasen�ubergangs. Es wurde gezeigt, da� die �Ubergangstemperaturim thermodynamis
hen Limes f�ur q < 1 s
hnell gegen Null ging, f�ur q 6= 1 alsokein Phasen�ubergang des zweidimensionalen Ising{Modells existiert. Anhand derErgebnisse von da Silva et al, die gezeigt hatten, da� es bei Benutzung der zwei-ten Form der p{Verteilung f�ur alle q einen Phasen�ubergang bei einer Temperaturgibt, die von der Wahl des Energieursprungs abh�angt, wurde gezeigt, da� dieser�Ubergang na
h Transformation auf die dritte Version des kanonis
hen Ensemblesnur no
h f�ur q = 1 zu beoba
hten ist.Als Beispiel eines Systems, das im Rahmen der Tsallis{Statistik no
h ni
ht un-tersu
ht worden war, wurde das XY {Modell in zwei Dimensionen betra
htet. F�urq = 1 wurde zun�a
hst dur
h Verglei
h mit Literaturwerten si
hergestellt, da� dieMonte{Carlo{Methode, die in Ermangelung einer exakten L�osung als Referenzdienen mu�te, zufriedenstellende Ergebnisse lieferte. Dur
h Verglei
h der Ergeb-nisse der Broad{Histogram{Methode mit den Werten der Referenzmethode wurdegezeigt, da� die �Ubereinstimmung f�ur mittlere und hohe Temperaturen gut war,f�ur tiefe T jedo
h erhebli
he Abwei
hungen auftraten, die von der Implementie-rung der Methode herr�uhrten. Insbesondere wurde eine Abh�angigkeit des Fehlersvon der notwendigen Diskretisierung des Energiespektrums und von der System-gr�o�e festgestellt. Die Abwei
hungen wirkten si
h auf die T{T 0{Transformationin der Weise aus, da� Daten, die aus Simulationen mit unters
hiedli
her Diskre-tisierung stammten, auf der T{A
hse um einen Skalierungsfaktor voneinanderabwi
hen. Dies ma
hte es von vornherein unm�ogli
h, die Abh�angigkeit der Lageetwaiger Phasen�uberg�ange von der Systemgr�o�e zu untersu
hen. Die alternativeMethode|die numeris
he T{T 0{Transformation na
h Salazar|konnte aufgrundder Unkenntnis der Entropie des XY {Modells im Grundzustand zur L�osung die-ses Problems ni
ht beitragen.Bei einer festen Systemgr�o�e und fester Diskretisierung wurde f�ur q < 1 dassel-be Verhalten gefunden, das au
h bereits bei den zuvor betra
hteten Systemenaufgetreten war: Dur
h die Transformation entstanden Mehrdeutigkeiten in denthermodynamis
hen Zustandsgr�o�en, die zur Wiederherstellung der Stabilit�at desSystems eliminiert werden mu�ten. Als Folge der Eingri�e trat wiederum ein Ver-halten wie bei einem Phasen�ubergang erster Ordnung auf.Dur
h Betra
htung der magnetis
hen Suszeptibilit�aten und der Zweipunkt{Kor-relationsfunktionen in Abh�angigkeit von der Hilfsgr�o�e T 0 wurde f�ur alle q eindem Kosterlitz{Thouless-�Ubergang, wel
hen das System im Grenzfall q = 1 auf-



98 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKweist, �ahnli
hes Verhalten gefunden. Es wurde argumentiert, da� diese �Uberg�angeim thermodynamis
hen Limes nur f�ur q = 1 erhalten bleiben.Weiterhin wurde erkannt, da� die Temperaturen T 0, bei denen die �Uberg�angef�ur q < 1 zu �nden waren, dur
h die T{T 0{Transformation gerade in die un-physikalis
hen T{Berei
he abgebildet wurden und daher zu eliminieren waren.Damit konnte die Existenz eines KT{�Ubergangs bei Betra
htung des Systems inAbh�angigkeit von T f�ur q < 1 im thermodynamis
hen Limes zwar ni
ht ausge-s
hlossen werden, die starken Analogien im Verhalten des XY {Modells zu denzuvor betra
hteten Systemen legten jedo
h die Vermutung nahe, da� die auftre-tenden diskontinuierli
hen �Uberg�ange f�ur N !1 ni
ht mehr auftreten.S
hlie�li
h wurde argumentiert, da� die bei q > 1 auftretenden KT{�Uberg�ange inAbh�angigkeit von der Temperatur T im thermodynamis
hen Limes ni
ht zu �n-den sind, da die Transformation die entspre
henden sehr s
hmalen T 0{Intervalle,in denen die �Uberg�ange statt�nden (die f�ur N ! 1 zu Punkten werden), aufeinen weiten T{Berei
h abbildet, der f�ur N ! 1 die gesamte Temperatura
hse�uberstrei
ht.6.3 DiskussionIn dieser Arbeit sind drei physikalis
he Systeme im Rahmen einer verallgemeiner-ten statistis
hen Me
hanik untersu
ht worden, von denen keines in die Klasse derSysteme f�allt, f�ur die die Erweiterung der Boltzmann{Gibbs{Statistik eingef�uhrtworden ist. Alle werden dur
h die Standard{Thermostatistik gut bes
hrieben. Umjedo
h beurteilen zu k�onnen, wie exakt die vorhandene Bes
hreibung tats�a
hli
hist und ob es viellei
ht E�ekte gibt, die die BG{Statistik ni
ht erfa�t, mu� diesemit den Resultaten einer geeignet erweiterten Theorie vergli
hen werden.Als erweiterte Theorie diente hier die Tsallis{Statistik mit normierten q{Erwart-ungswerten und der T{Temperaturskala. Es wurde gesehen, da� das Verhaltender Systeme in diesem Formalismus dur
h den reellen Parameter q in drei Klassengeteilt wird: q < 1, q = 1 und q > 1.F�ur q < 1 traten im Verlauf der Re
hnungen unphysikalis
he oder instabileZust�ande auf, die aus dem System eliminiert werden mu�ten. Dies hatte zurFolge, da� die f�ur q = 1 bekannten Phasen�uberg�ange, die bei q < 1 immer ge-rade in den Intervallen der Hilfsgr�o�e T 0 beoba
htet wurden, wel
he dur
h dieT{T 0{Transformation auf die unphysikalis
hen Berei
he abgebildet wurden, inAbh�angigkeit von der Temperatur T ni
ht auftraten.Au
h im Parameterberei
h q > 1 bei Betra
htung der Systeme in Abh�angigkeitvon T 0 gefundene Phasen�uberg�ange waren na
h der Transformation ni
ht mehrzu beoba
hten.W�ahrend dies f�ur das zweidimensionale Ising{Modell anhand exakter Re
hnun-gen gezeigt werden konnte|in einer Dimension trat f�ur q 6= 1 ebensowenig einPhasen�ubergang auf wie f�ur q = 1|, war es beim Beispiel des XY {Modells auf-
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hkeiten der dort benutzten Monte{Carlo{Methoden ni
htm�ogli
h, die Transformation auf die Temperatur T verl�a�li
h dur
hzuf�uhren. Diestarken Analogien, die zwis
hen den untersu
hten Systemen bestehen, legen je-do
h die Vermutung nahe, da� dies au
h bei diesem System der Fall ist.Die S
hwierigkeiten, die bei der Broad{Histogram{ und bei der Salazar{Methodeaufgetreten sind, haben unters
hiedli
he Ursa
hen: W�ahrend das Problem derBHMC{Methode nur in der Implementierung bestand, d. h. in der Strategie,wie die f�ur die Broad Histogram{Glei
hung ben�otigten mikrokanonis
hen Erwar-tungswerte bere
hnet wurden, ist die Unzul�angli
hkeit der Salazar{Methode einegrunds�atzli
he. F�ur diese Methode ist es zwingend notwendig, die Entropie desbetra
hteten Systems in irgendeinem Zustand zu kennen, von dem glei
hzeitigdie Temperatur T 0 bekannt ist. Dies ist f�ur die wenigsten Systeme der Fall.Es ist grunds�atzli
h m�ogli
h, das BHMC{Verfahren zu verbessern, indem eineges
hi
ktere Sampling{Strategie entworfen wird als die von Munoz et al. vorge-s
hlagene, die hier benutzt worden ist. Wenn dies gelingt, wird es m�ogli
h sein, dieVermutungen zu �uberpr�ufen, die hier bez�ugli
h des XY {Modells ge�au�ert wor-den sind. Sollten si
h diese best�atigen, kann die Erkenntnis, da� Phasen�uberg�angein einer verallgemeinerten Theorie nur in einem speziellen Fall|dem extensivenGrenzfall q = 1|auftreten, als Anzei
hen daf�ur aufgefa�t werden, da� die ent-spre
henden Systeme dur
h die Boltzmann{Gibbs{Statistik vollst�andig bes
hrie-ben werden.Die in der Erg�anzung 6.1 referierten j�ungsten Entwi
klungen ma
hen einmalmehr deutli
h, da� es keineswegs gesi
hert ist, da� die hier eingesetzte Erwei-terung der "klassis
hen\ statistis
hen Me
hanik die geeignetste ist. S�amtli
hebisher untersu
hten Verallgemeinerungen der BG{Statistik auf der Grundlage derTsallis{Entropie haben gemeinsam, da� die thermodynamis
hen Zustandsgr�o�enim Grenzfall q ! 1 in die entspre
henden klassis
hen Gr�o�en �ubergehen. Nur indiesem Grenzfall haben sie eine physikalis
he Bedeutung. Bisher fehlt leider jedephysikalis
he Interpretation dieser Gr�o�en f�ur q 6= 1, und es ist au
h ni
ht klar,wel
hen physikalis
hen Situationen die F�alle q < 1 und q > 1 entspre
hen. DerVersu
h, dies zu kl�aren, mu� einer sp�ateren Arbeit �uberlassen bleiben.
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