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Kapitel 1
Einleitung

Die Expansion des friihen Universums begann nach dem Standardmodell der Kosmologie
in einem Zustand extrem hoher Dichte und bei einer Temperatur, die wesentlich iiber der
kritischen Temperatur der grofien vereinheitlichten Theorien (GUT) lag. In den friihen
Entwicklungsstadien befand sich das Universum also in einem Zustand ungebrochener
Symmetrien. Mit dem Absinken der Temperatur auf 10'* — 10'® GeV bzw. 10?" K muf
es zu einem oder mehreren Phaseniibergdngen gekommen sein, wobei die Symmetrie zwi-
schen der starken und der elektroschwachen Wechselwirkung gebrochen wurde und der
Erwartungswert des Skalarfeldes einen von Null verschiedenen Wert annahm. Hier begann
die Inflation des Universums.

Nach 107195, als die Temperatur auf 100 GeV bzw. 10'° K gefallen war, wurde die
Symmetrie zwischen der schwachen und der elektromagnetischen Wechselwirkung gebro-

chen.

SchlieBlich muf} bei T~ 10> MeV (10'?2K) noch ein Phaseniibergang (oder zwei ver-
schiedene) stattgefunden haben, bei dem die chirale Invarianz der Theorie der starken
Wechselwirkung gebrochen wurde und sich die Quarks zu Hadronen vereinigten ( Confine-
ment). Die verschiedenen Stadien des Universums sind in Abbildung 1.1 dargestellt.

Der elektroschwache Phaseniibergang bei einer Temperatur von 100 GeV wird dazu
herangezogen, die heute beobachtete Baryonenzahlasymmetrie, d.h. den Uberschuff von
Materie gegeniiber Antimaterie, zu erkldren [1]. Das beobachtbare Universum besteht zum
gegenwirtigen Zeitpunkt fast ausschliellich aus Teilchen; Antiteilchen werden nur kurz-
fristig in Teilchen—Antiteilchenpaaren erzeugt. Da es keinen Grund zur Bevorzugung von
Materie gegeniiber Antimaterie gibt, geht man davon aus, daf§ die Baryonenzahl, d.h. die
Anzahl der Baryonen minus der Anzahl der Antibaryonen, zu Beginn des Universums Null
war. Die Nichterhaltung der Baryonenzahl ist verkniipft mit Ubergingen zwischen den
durch verschiedene Chern—Simons—Zahlen gekennzeichneten Vakua. Dieser Prozefi wird
mit Instantonldsungen assoziiert, welche das Tunneln durch die Barriere zwischen den Va-
kua beschreiben. Wegen der kleinen Gréfienordnung der elektroschwachen Kopplung ist
die Tunnelrate bei niedrigen Energien verschwindend gering. Auch {iber einen Zeitraum
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Abbildung 1.1: Entwicklung des frithen Universums

von der Grofenordnung der Lebensdauer des Universums (etwa 10 Milliarden Jahre) ist
nicht mit einem einzigen derartigen Tunneliibergang zu rechnen. Bei endlichen Tempera-
turen kann der Ubergang aber durch thermische Effekte vorangetrieben werden [2]. Die
Barriere wird nun iiberquert statt untertunnelt. Eine solche instabile Losung nennt man
Sphaleron [3]. Eine Berechnung der durch Sphaleronen bedingten Ubergangsrate befindet
sich in [4], in [5] ist sie simuliert worden. Weitere Arbeiten zum elektroschwachen Pha-

seniibergang finden sich in [6].

Der ndchste Phaseniibergang, den das Universum durchlaufen hat, ist der Confinement—
Deconfinement—Ubergang nach 10~%s. Auch dies ist wieder ein Phaseniibergang erster
Ordnung. Das Universum ist jetzt bereits auf 160—230 MeV abgekiihlt [7], wenn die chirale



Invarianz der starken Wechselwirkung gebrochen wird. Aus den freien Quarks (Deconfi-
nement) bilden sich farblich neutrale Hadronen (Confinement). Der Ordnungsparameter
fiir diesen Phaseniibergang ist der Erwartungswert des Polyakov—loops [8]. Bei diesem
Phaseniibergang unterscheidet man zwei verschiedene Mechanismen, je nachdem, ob der
Bereich der neuen Confinementphase schichtférmig ist (perfect wetting) oder blasenformig
(Nukleationstheorie). Fiir die in derselben Universalitdtsklasse wie die Quantenchromo-
dynamik (QCD) liegenden Potts—Modelle ist perfect wetting nachgewiesen worden [9].
In dieser Arbeit soll aber die durch die Nukleationstheorie beschriebene Blasenbildung
untersucht werden.

Ein weiterer, sehr anschaulicher Phaseniibergang erster Ordnung, der ebenfalls durch
die hier zu untersuchende Nukleationstheorie beschrieben wird, findet sehr viel spiter
statt, nimlich 10'7s nach der Entstehung des Universums, wenn der Mensch Tee kocht.
Beim Uberschreiten des Siedepunktes bilden sich im dann metastabilen, fliissigen Zustand
Blasen von stabilem Wasserdampf. Eine erste Erwdhnung solcher metastabilen Zustédnde
findet sich 1724 bei Fahrenheit [10]. Die Theorie dazu geht zuriick auf Becker und Dérings
Behandlung der Tropfchenbildung in fliissigen Systemen [11]. Phinomenologische Behand-
lungen wurden durch Cahn und Hilliard [12] und Langer [13, 14, 15, 16] im Kontext der
Ginzburg-Landau—Theorie durchgefiihrt. Eine Zusammenfassung findet sich in [17]. In
der Quantenfeldtheorie wurde die Theorie bei nichtverschwindender Temperatur in der
Arbeit von Voloshin et al. [18] und Affleck [19] entwickelt und danach in den Arbeiten von
Callan und Coleman [20, 21, 22], in denen ein euklidischer Zugang zur Theorie des Zerfalls
eines metastabilen Vakuums vorgeschlagen wurde, wesentlich ausgebaut. Auch numeri-
sche Uberpriifungen der Nukleationstheorie sind in einer 1+1 dimensionalen klassischen
Theorie [23] und in 241 Dimensionen [24] erfolgt.

Ein solcher symmetriebrechender Phaseniibergang kann von erster oder zweiter Ord-
nung sein. Bei einem Phaseniibergang erster Ordnung bildet das Potential beim Absenken
der Temperatur ein weiteres Minimum aus, welches unterhalb der kritischen Temperatur
zum stabilen Minimum wird. Zwischen diesen verschiedenen Minima besteht eine Barriere,
welche dazu fiihrt, dafl sich der zugehdrige Ordnungsparameter unstetig &ndert. Dies ist
das Kriterium fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung. Im Gegensatz dazu ist bei Pha-
seniibergéngen zweiter Ordnung der Ordnungsparameter stetig, jedoch seine Ableitung
unstetig. Ein Phaseniibergang erster Ordnung findet auch nicht spontan statt, sondern es
kommt zur Unterkiihlung. Der metastabile Zustand ist aufgrund der Barriere stabil gegen
kleine Fluktuationen, die thermodynamischen Eigenschaften sind &hnlich denen im Gleich-
gewichtszustand. Die beim Umwandeln einzelner kleiner Bereiche (bubbles) zur Bildung der
Trennwand aufzuwendende Energie (Oberflichenenergie) ist gréfler als der Energiegewinn
durch den Ubergang in den stabilen Zustand (Volumenenergie). Die sich bildenden Bla-
sen miissen erst eine kritische Grofle erreicht haben, damit die Energiebilanz positiv wird.
Irgendwann wird aber durch thermische oder Quantenfluktuationen, je nach Verhiltnis
der Umgebungstemperatur zur Nukleationsbarriere, eine solche kritische Blase gebildet.
Sie wichst dann weiter und wandelt metastabile Materie in stabile Materie um. Die Zeit,
bis sich eine solche kritische Blase bildet und wihrend derer das System unterkiihlt ist,
ist wesentlich ldnger als die Zeit, die das nachfolgende Wachsen der Blasen bendtigt. Die



Blasenbildung ist in [25] simuliert worden. Einen Uberblick iiber den Zerfall metastabiler
Zustdnde gibt der Review—Artikel [26].

Der oben beschriebene Prozefl entspricht einer homogenen Nukleation. Im Gegensatz
zur heterogenen Nukleation wird der Phaseniibergang hier nicht durch Fremdkérper, wie
Staub und Verunreinigungen oder Geféflwiande ausgeltst. Die Phaseniibergidnge des friithen
Universums sind alle homogen.

Die homogene Nukleationstheorie ist Thema dieser Arbeit. Die Blidschenbildung 148t
sich vergleichen mit dem quantenmechanischen Tunneln durch die oben erwdhnte Barriere
zwischen den Potentialminima. Der Tunneldurchgang eines Teilchens durch einen eindi-
mensionalen Potentialwall kann, wie man aus der Quantenmechanik weif}, als Bewegung
mit imaginirer Energie, oder dazu gleichbedeutend, als Bewegung in einer imaginiren Zeit,
d.h. im euklidischen Raum, aufgefafit werden. Dieser Zugang wurde bei Coleman [20, 21]
auf ein Wellenfunktional verallgemeinert.

Zur Bestimmung der Tunnelwahrscheinlichkeit mufl man die klassische Bewegungs-
gleichung des Feldes im euklidischen Raum mit der Randbedingung eines im Unendlichen
gegen das metastabile Minimum konvergierenden Feldes 16sen. Die Instantonlésung, auch
Bounce-Loésung genannt, entspricht einer kritischen Blase. Normiert man das Potential
auflerdem so, dafl es im metastabilen Minimum verschwindet, so ist die Nukleationsrate

pro Zeit und Volumeneinheit I" durch die schon von Arrhenius [27] gefundene Form
[=AeS/h (1.1)

gegeben, wobei S die euklidische Wirkung am Sattelpunkt, d.h. die Wirkung der Bounce—
Losung ist. Der Vorfaktor A ist proportional zu einer Fluktuationsdeterminante, welche
das Ergebnis einer Gaufischen Funktionalintegration {iber Fluktuationen um die Bounce—
Losung ist, und deren Berechnung ein Hauptziel dieser Arbeit ist.

Um das obige Ergebnis auf den Fall endlicher Temperaturen T # 0 zu verallgemei-
nern, iiberlegt man sich, daf die Quantenstatistik von Bosonen bei endlicher Temperatur
formal dquivalent ist zu einer Quantenfeldtheorie in einem euklidischen Raum mit einer
periodischen ,,Zeit“ mit der Periode 1/T" ([28, 29]). Der Unterschied zum 7" = 0 Fall bei der
Untersuchung von Zerfallsprozessen besteht also darin, dafl man nun eine dreidimensionale

Losung der Bewegungsgleichung suchen muf}, welche periodisch in der Zeit ist.

Selbst wenn man sich, wie spiter begriindet wird, auf kugelsymmetrische Lésungen
beschrinkt, ist die Bewegungsgleichung nur in den seltensten Fillen analytisch 16sbar, so
dafl man oft die euklidische Wirkung & und die im Vorfaktor vorkommende Determinante
nur numerisch bestimmen kann.

Fiir viele praktische Problemstellungen reicht aber eine grobe Abschétzung des Vorfak-
tors A aus. Dazu beriicksichtigt man, dafl der Vorfaktor in vier Dimensionen die Massendi-
mension vier hat und durch drei verschiedene Gréfien der Massendimension eins bestimmt
ist: das Feld &4 im Minimum des Potentials, die Wurzel aus der zweiten Ableitung des
Potentials vU"” und die reziproke charakteristische Blasengrofie R~1. Alle diese GroBen
unterscheiden sich in den interessanten Theorien um nicht mehr als eine Groflienordnung,



so dafl man als grobe Abschétzung sagen kann, dafl die Determinante von der Ordnung
O(R™*,®%,U") ist. Fiir endliche Temperaturen findet man fiir den Vorfaktor auch die
Abschitzung T4 bzw. T?, wobei T. die kritische Temperatur des Phaseniibergangs ist.

Der Vorfaktor fiir T = 0 ist bei Csernai und Kapusta [30] mittels Hydrodynamik
betrachtet worden. Einige Arbeiten, in denen die Determinante im ¢*-Modell berechnet
worden ist, sind [31, 32, 33] und [34]. Die Methode aus [34] ist in [35] auf den elektroschwa-
chen Phaseniibergang iibertragen worden. Dieser Phaseniibergang wird aulerdem in [33]
und [36] behandelt. Die analytischen Berechnungen von Bochkarev und Shaposhnikov [37]
in der vys—Version des 1 4+ 1 dimensionalen abelschen Higgsmodell wurden von Grigoriev
et al. [38] durch Simulationen iiberpriift. Giinther et al. [39] haben die Fluktuationen der
Oberfliche der kritischen Blase durch Goldstone-Moden beschrieben. Bei D’yakonov et
al. [40] ist die Determinante auch fiir Gluonen-, Geister- und Fermionenfelder berechnet
worden.

Eine Niherung, in der die Bewegungsgleichung exakt gelost werden kann, ist die Thin
wall approximation. Dies ist der Grenzfall, in dem der Potentialunterschied n der beiden
Minima sehr viel kleiner als die Héhe der Potentialbarriere ist. Die entstehenden Blidschen
sind in dieser N&herung vom Durchmesser her wesentlich gréfier als die Dicke der Wand.
Dadurch erkldrt sich der Name. Man kann dann den ,Reibungsterm® im Radialteil der
Bewegungsgleichung vernachlissigen, bzw. nach n entwickeln.

In dieser Arbeit soll nun die Ubergangsrate und damit insbesondere die Fluktuations-
determinante in dieser Entwicklung, die in der ersten Ordnung der Thin wall approxima-
tion entspricht, fiir 7" = 0 berechnet und die Systematik in 1 untersucht werden. Dabei
werden die Gréflen storungstheoretisch bis zur zweiten nichtverschwindenden Ordnung in
7 berechnet. Die Fluktuationsdeterminante wird in Anlehnung an [41] in der Schwinger-
schen Eigenzeitdarstellung berechnet. Der Logarithmus der Determinante wird dabei als
Integral iiber eine Variable ¢ iiber den Heat kernel geschrieben. Fiir kleine ¢ 188t sich die
Spur des Heat kernels entwickeln (Seeley—FEntwicklung). Man bekommt eine Potenzreihe
in ¢, deren Koeflizienten wiederum Potenzreihen in 7 sind. Fiir grofle ¢ dominieren die
niedrigsten Eigenwerte, welche ebenfalls nur stérungstheoretisch in 1 zu ermitteln sind.
Beide Ndherungen werden schliefilich nach verschiedenen Verfahren an einem geschickt zu
wihlenden Cutoffpunkt zusammengesetzt. Man bekommt so fiir die Determinante einen
Ausdruck mit der fiihrenden und einer weiteren, nichtverschwindenden Ordnung in 7. Au-
Ber der Berechnung des konkreten Wertes der Determinante in Abh&ngigkeit von n wird
in dieser Arbeit auch gepriift, wie gut die einzelnen Verfahren und Ndherungen zum Be-
rechnen der Determinante sind. Die fiihrenden Ordnungen der verschiedenen Ndherungen
werden mit einem exakten, analytischen Wert verglichen.

Aus der Kenntnis der Fluktuationsdeterminante und damit der genauen Kenntnis der
Ubergangsrate erhofft man sich weitere Einsichten in den Ablauf von Phaseniibergingen
erster Ordnung. So ist von Interesse, mit welcher Produktionsrate sich Bldschen bil-
den, wie und mit welcher Geschwindigkeit sie propagieren [42], wann sie das gesamte
Universum ausfiillen und welches Volumen die einzelnen Gebiete am Schlufi einnehmen.
Wihrend des Phaseniibergangs koénnen sich interessante, topologisch nichttriviale Objek-



te, wie Domédnenwinde, Monopole und Strings bilden [43]. Aus den heute beobachteten
Werten dieser Gréfien und der zugrunde liegenden Dynamik lassen sich Massenschranken
fiir die Higgsfelder ableiten [44].

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Die allgemeine Nukleationstheorie nach Langer und
Coleman wird im zweiten Kapitel vorgestellt. Im dritten Kapitel wird das spezielle Po-
tential der oben erwidhnten Thin wall approximation untersucht und die Bounce-Lsung
storungstheoretisch ermittelt. Aus der Berechnung der Wirkung 148t sich der kritische
Radius der Blase abschitzen. Im vierten Kapitel werden die hoch- und niederfrequenten
Anteile bestimmt, durch welche die beiden Bereiche der Fluktuationsdeterminante an-
gendhert werden: die Seeley—Entwicklung wird hergeleitet und ihre Koeffizienten werden
berechnet. Den hochfrequenten Anteil der Determinante erhdlt man daraus durch dimen-
sionelle Regularisierung der zugehdrigen Zetafunktion. Dann werden fiir den niederfre-
quenten Anteil die diskreten und kontinuierlichen Figenwerte bestimmt und aufsummiert.
Die beiden gendherten Bereiche des Integranden in der Schwingerschen Eigenzeitdarstel-
lung werden schliefilich im fiinften Kapitel nach verschiedenen Verfahren zusammengesetzt.
Daraus wird in Kapitel sechs die Ubergangsrate berechnet. Die Zusammenfassung befindet
sich in Kapitel sieben. Die Anhinge schlieflich enthalten zwei fiir die Nukleationstheorie
erforderliche Beweise, eine Integraltafel und die Koeflizienten der verschiedenen in Kapitel
fiinf bendtigten Seeley—Entwicklungen.
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Kapitel 2

Nukleationstheorie

Die Nukleationstheorie beschiftigt sich mit dem Zerfall einer metastabilen Phase durch
einen Phaseniibergang erster Ordnung. Ein bekanntes Beispiel ist iibersittigter Dampf [11],
welcher lange in dieser metastabilen Phase gehalten werden kann, bis er schliefllich durch
Bildung einzelner Trépfchen kondensiert und in die stabilere fliissige Phase {ibergeht. Auch
der umgekehrte Fall der iiberhitzten Fliissigkeit entspricht einer metastabilen Phase. Hier
erfolgt der Nukleationsprozef3 durch Bldschenbildung (bubbles). Weitere Beispiele, auf die
die hier zu untersuchende Nukleationstheorie angewandt werden kann, sind Supraleitfihig-
keit [45], Ferroelektrizitit [46], der in der Paldiomagnetik [47] oder bei Tontragern vorkom-
mende Ferromagnetismus [48] oder die in der Einleitung erwidhnten Phaseniiberginge im
frithen Universum [6, 7].

o /TN )
NN

Abbildung 2.1: Typischer Potentialverlauf fiir ein metastabiles System. Die beiden Minima ent-

sprechen den beiden verschiedenen Phasen des Systems. @ ist ein Ordnungsparameter.

Ein solches System wird durch eine Potentialfunktion U(®) mit mehreren Minima
beschrieben (vgl. Abb. 2.1). ® ist dabei ein Ordnungsparameter. Im Falle der {iberhitzten
Fliissigkeit entspricht dem Potential die freie Energie, und der Ordnungsparameter ist die
Dichte. Am Siedepunkt haben die zwei Phasen — fliissig und gasférmig — dieselbe Energie,
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die Minima liegen also gleich tief. Bei etwas hheren oder etwas tieferen Temperaturen wird
eine Phase metastabil, das zugehorige Minimum & ist nur noch lokal. Diesen Zustand
bezeichnet man auch als false vacuum. Im obigen Beispiel entspricht dem die iiberhitzte
Fliissigkeit. Der stabile Dampfzustand entspricht dem absoluten oder globalen Minimum
®_, auch true vacuum genannt.

Ein der Abbildung 2.1 entsprechendes Potential ist z.B. gegeben durch
U(®@) = U,(@) + U, (@), 2.1)

wobei Us(®) ein symmetrisches (z.B. quartisches) Potential ist, dessen Minima bei +a
liegen. Durch den zweiten Term, welcher proportional zum Betrag der Energiedifferenz 5
ist,

U,(®) = =L(® — a), (2.2)

2x

wird das Minimum bei —a nach unten verschoben, es wird zum stabilen Minimum. Fiir
kleine 7 148t sich dieses Potential in der Thin wall approximation behandeln (vgl. Ab-
schnitt 3.1).

Das Potential als Funktion von 7 ist in Abbildung 2.2 dargestellt.
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Abbildung 2.2: Potentialverlauf als Funktion der Energiedifferenz 7. Auf der Ordinate ist der
auch mit einem Punkt im Potential gekennzeichnete Wert des Feldes @, den das System annimmt,
aufgetragen (nach [49]).

Fiir grofie positive bzw. grofie negative Werte zeigt das Potential nur ein Minimum. Bei
einem Grenzwert 1y bildet sich neben dem Minimum noch ein Sattelpunkt, der fiir kleinere
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n zu einem weiteren (lokalen) Minimum wird. Fiir = 0 ist das Potential symmetrisch,
die Minima sind gleich tief. Danach tauschen die beiden Minima ihre Rollen, das vorher
globale Minimum wird jetzt zum lokalen Minimum, um bei n_ ganz zu verschwinden.
Auf der Ordinate in Abbildung 2.2 ist der Wert des Feldes aufgetragen, den das System
annimmt. Dieser ist auflerdem durch einen Punkt im Potential U(®) gekennzeichnet. Fiir

N— < n < n4 gibt es mehrere mogliche, darunter auch metastabile Zustdnde.

Wie verhilt sich nun ein System, wenn man den Parameter i verdndert? Ein bei posi-
tiven n—Werten pripariertes System befindet sich fiir negative n—Werte in einem metasta-
bilen Zustand, welcher von dem globalen Minimum durch eine Potentialbarriere getrennt
ist. Durch thermische oder Quantenfluktuationen bilden sich Blasen des stabilen Zustands,
welche sich, wenn sie eine kritische Grofie {iberschritten haben, weiter ausdehnen, bis das
ganze System in diesem Zustand ist. Diese kritischen Blasen werden durch Lésungen der
Bewegungsgleichung in einem vereinfachten Modell beschrieben, welches man bekommt,
wenn man in der eindimensionalen Feldtheorie das Feld ®(z) am Ort z als Teilchenort
q(t) zu einer Zeit ¢ interpretiert. Das Problem entspricht in diesem Modell dann der eindi-
mensionalen Bewegung eines Teilchens mit Einheitsmasse im umgekehrten Potential —U,

beschrieben durch die Lagrange-Funktion
1.,
L=+ ul). 2.3

U(q) ist das vorne erwidhnte Potential mit einem lokalen Minimum bei ¢4 und einem fiir
grofle |¢| beliebigem, nach unten beschrinktem, ein Stiick im Negativen liegenden Verlauf
(Abb. 2.3). Dabei kann der Energienullpunkt so gew&hlt werden, dal U(gy) = 0 gilt.

U

_ AAN q
/ I+

Abbildung 2.3: Mdoglicher Potentialverlauf im Teilchenbild: ¢4 ist ein metastabiler Zustand.

Der Nukleationsprozef entspricht dann dem quantenmechanischen Tunnelprozef: Klas-
sisch ist ¢4 ein stabiler Zustand. Semiklassisch kann das Teilchen aber durch die Barriere

tunneln.

Im folgenden soll jetzt die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen solchen Tunnelprozef
berechnet werden. Die in diesem Kapitel wiedergegebene Rechnung folgt im wesentlichen
den Arbeiten von Coleman [20, 21, 22].
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Dabei wird die Systematik der Rechnung zuerst an dem zur eindimensionalen Feld-
theorie dquivalenten, vereinfachten Modellsystem aus der Quantenmechanik verdeutlicht,
um in Abschnitt 2.8 auf mehrere Dimensionen verallgemeinert zu werden.

2.1 Ubergangswahrscheinlichkeit — imaginire Energie

Ein metastabiler Zustand, d.h. ein Zustand mit endlicher Lebensdauer, muf} einen negati-
ven, imagindren Energieanteil haben. Dann gilt fiir die Zerfallsrate des Zustands

[=-2ImE/h. (2.4)

Dies wird plausibel, wenn man das zeitliche Verhalten einer Wellenfunktion mit einer
Energie £/ = E™ + i E'™ betrachtet:

\I/(f, t) _ \i/(f) e—iEt/h _ \I/(f) e—iEret/h eEimt/h _ \I/(f) e—iEret/h e—Ft/2 ] (2‘5)

Der letzte Faktor fiihrt zu einem exponentiellen Zerfall der Norm des Zustands:

/d% (@ )2 = e T (2.6)

Eine imagindre Energie liegt allerdings nicht im Spektrum des Hamiltonoperators #. Um
sie sauber zu berechnen, muff man eine analytische Fortsetzung durchfiihren (vgl. Ab-
schnitt 2.6).

Die zu berechnende Energie mit einem imagindren Anteil ist die Grundzustands-
energie. Man bekommt sie aus dem asymptotischen Verhalten der Ubergangsamplitude
<(]f| o~ HT/h

gangszeit ist. Diese Ubergangsamplitude kann man nach Energieeigenfunktionen |n) ent-

|¢:), wobei |¢;) und |q;) Anfangs— und Endzustand darstellen und 7 die Uber-

wickeln. Fiir grofles 7 wird dieser Ausdruck durch die Grundzustandsenergie dominiert:

(sl e M gy = e Mg n) (nla) ———— (410)(0lgs) e=7/" . (2.7)

fiir grofles 7
n

Andererseits kann man die Ubergangsamplitude auch durch das Pfadintegral ausdriicken:
(a7 ) = N [ ldg) &S00 (2:8)

Dabei sind NV ein Normierungsfaktor und S(g¢) die euklidische Wirkung:

(o) :/7/2 gt %(%)z—l-U(q)] . (2.9)

—7/2
Integriert wird dabei iiber alle Funktionen, die die Randbedingungen ¢(—7/2) = ¢; und

q(7/2) = ¢y erfiillen. Sei ¢ nun eine beliebige Funktion, die die Randbedingungen erfiillt.

Sei weiter ¢, ein vollstindiges System orthonormaler Funktionen

T/2
/_ P dt qn(t)%n (t) = (qm Qm) = Snim (2'10)
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die am Rand verschwinden: ¢, (+7/2) = 0. Dann 148t sich jede Funktion, iiber die integriert
werden soll, darstellen als

¢g=q-+ chQn (211)

mit Koeflizienten ¢,,. Damit 148t sich das Integrationsmaf wie folgt definieren:

[dq] = [ J(2rh)~"?de,, (2.12)
Der Faktor (27771)_1/2 ist willkiirlich und begriindet sich im Gaufintegral. Dieses Integra-
tionsmall unterscheidet sich vom Feynmanschen Integrationsmafl gerade um die Normie-
rungskonstante A, welche aber nirgends berechnet werden muf, da sie sich herauskiirzen
wird.

Im folgenden muf also das Pfadintegral
N/H(Qﬂh)_l/z de, e~S@/M (2.13)

berechnet werden. Aus dessen asymptotischem Verhalten 148t sich die Grundzustands-
energie ablesen, deren Imaginirteil dann proportional zur gesuchten Ubergangsamplitude
ist.

2.2 Sattelpunktentwicklung

Das Pfadintegral Gl. (2.13) wird durch eine Sattelpunktentwicklung der Wirkung berech-
net. Dazu wird zuerst angenommen, dafl es nur einen stationdren Punkt gibt. Da dieser
sicherlich die Randbedingungen erfiillt, kann man ihn mit dem obigen ¢ identifizieren. Die

Stationaritdtsbedingung lautet dann:

0S8

dq(t)
Diese Euler-Lagrange-Gleichung (Gl. (2.14)) entspricht der Bewegungsgleichung eines

= —%+U’(g(t)) =0. (2.14)

=9

Teilchens mit Einheitsmasse im Potential —U/ und kann auf bekannte Weise gelést werden.
Insbesondere ist die Energie eine Erhaltungsgrofie:

1 /dqg 2
F=—-(—] —-U. 2.1
2 (dt) v (2.15)

Aufgrund der Wahl des Potentialnullpunkts (U(®4) = 0) liegt der Energienullpunkt bei ¢:
E(q =0. (2.16)

Nun betrachtet man die zweite Funktionalableitung der Wirkung am station&ren
Punkt

58S
Sq(t1)dq(t2)

1] d2q /
9=7 B dq(ty) (_W +U (‘](t2)))

— {_5_; + U”(q)} 5(t1 — t2)
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und wendet den zu diesem Kern gehdrenden Operator %QS auf eine Funktion ¢, an.

Die ¢, miissen nur ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden und die Randbedingungen
erfiillen, kénnen aber ansonsten beliebig sein. Insbesondere kann man die ¢,, also auch als
Eigenfunktionen zum Operator ((5527‘3

- mit Eigenwerten A, wéhlen:

7
dq?

d> ~
WRES (_ﬁ + U”(q)) Gn = A - G - (2.18)
=9

Damit kann man die Wirkung um den stationdren Punkt (Sattelpunkt) entwickeln:

o1 828
S = S(q)+§((q—q)7w

(1- ) +O((a—a)°)

1 6°S
= B‘|’§(zn:cn%w 5—(]2

_ B+ % ;Ancz +O0((g - q)). (2.19)

72 CnQn) + O((q - (1)3)

n

Die Wirkung am Sattelpunkt wird dabei mit B = §(g) bezeichnet. (a, b) bezeichnet wie in
Gleichung (2.10) das Skalarprodukt

(a,b) = / dta*(t) b(t) . (2.20)

AuBerdem wurde die Orthonormalitdtsrelation Gl. (2.10) ausgenutzt. Die ersten beiden
Ordnungen dieser Entwicklung (Gl. (2.19)) in das Pfadintegral Gl. (2.8) eingesetzt ergeben
folgende Niherung fiir die Ubergangsamplitude:

(qpl e ™/ g) = N/[dq] o /"
1 An .2
= Ne_B/hH— dc, e 2nn
S V2rh

_ 1
= Ve s
-1/2
}) . (2.21)

528
= Ne B/ (det{—
In der ganzen Rechnung wurde stillschweigend angenommen, daf} alle Eigenwerte A,, posi-

dq?

tiv sind, da sonst das Gauflsche Integral in der zweiten Zeile von Gleichung (2.21) divergent
ist. Da jedoch die Ubergangswahrscheinlichkeit proportional zum Imaginirteil der Energie
ist, wihrend die Normierung und die Wirkung am station&ren Punkt reell sind, muf3 das
Produkt der Wurzeln der Eigenwerte [T \/LA_,I imaginédr sein. Das heifit, dafi es mindestens
einen negativen Eigenwert A, gibt und das entsprechende Gauflsche Integral divergiert.

Die obige Rechnung bedarf also noch Verbesserungen.
Die zweite Ableitung der Wirkung %3 ~ beschreibt die Kriimmung der Wirkung am
7

Sattelpunkt. Ein negativer Figenwert bedeutet eine positive Kriimmung, also eine Insta-
bilitdt der Wirkung — der Zustand wird zerfallen.
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2.3 Die stationire Losung — Bounce-L6sung

In diesem Abschnitt soll die station&re Lésung berechnet werden. Sie ist Losung der Fuler—
Lagrange-Gleichung (Gl. (2.14))

d*q -
v =0, (2:22)

welche der Bewegung eines Teilchens im umgekehrten Potential —U entspricht.

h
|
=

4+

Abbildung 2.4: a) Potential mit nur einem Minimum; b) dasselbe Potential, an der ¢—Achse
gespiegelt.

Zuerst betrachtet man ein Potential U(g) mit nur einem Minimum (s. Abb. 2.4a).
Anfangs- und Endbedingungen miissen jetzt so festgelegt werden, dafi das Teilchen statio-
nér ist, d.h. fiir grofie Zeiten zur Ruhe kommt und nicht weiter oszilliert, es muf§ sich also
zur Anfangs- und Endzeit in einem Extremum des (gespiegelten) Potentials (Abb. 2.4b)
befinden:

¢ =qr=q+=0. (2.23)
Fiir das Problem gibt es nur eine gebundene stationidre Lésung, ndmlich

q(t) =q+ =0 VL. (2.24)
Die Wirkung dieser Losung berechnet sich zu

Slq4) = /://22 [% (%)2 +U(qy)

=0, (2.25)

da das Potential so gewihlt ist, daff U(qy) = 0 gilt.

Fiir dieses Potential 148t sich die in Gleichung (2.21) vorkommende Determinante bis

auf Normierung berechnen. Man findet:

N [det(=82 4+ w?)]~1/? = (:’—h)me—w/2 . (2.26)
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Dabei wurde U”(q) = w? gesetzt. Der hier im folgenden wiedergegebene Beweis steht
n [22]: Man betrachtet dafiir die Gleichungen

(moz+w) el = AWel@) und
(moz+w®) el = @) (2.27)
mit solchen Funktionen W) und W2, daB die zu den Eigenfunktionen (I>(;) gehdrenden

Eigenwerte A\(?) diskret sind. Die entsprechenden Determinanten werden wie vorher wieder
als Produkt der Eigenwerte definiert:

det(-07 + W) =AY (2.28)

Dann gilt

det(—07 + W — x) _ o{(r/2) (2.29)
det(=07 + W@ —X) — P (r/2)’ '

denn beide Seiten sind meromorphe Funktionen von A mit einfachen Nullstellen bei jedem
AW und einfachen Polen bei A(?). Fiir |A] — oo in jeder Richtung auBer auf der reellen
Achse gehen beide Seiten gegen Eins. Das Verhéltnis beider Funktionen ist somit eine
analytische Funktion von A, die im Grenzwert gegen Eins geht — und damit gleich Fins

ist.
Es 148t sich also eine von A unabhdngige Normierungskonstante definieren:

det(—07 + W)

2rh N2 = 2.30
Po(7/2) ( )
Betrachtet man jetzt speziell den harmonischen Oszillator, so gilt W = w?, und der
Grundzustand ®(t) lautet:
do(t) = wtsinh(w(t + 7/2)) . (2.31)
Im Grenzwert grofler 7 wird er zu
1 wT
Qo(7/2) = 57, (2.32)

und durch Einsetzen in Gleichung (2.30) erhélt man

I
o

-1/2
N [det(=d2 + w?)]7Y2 = [20hdo (7/2)] 712 = [@em] Zemwt/2 | (2.33)

w

Damit ist Gleichung (2.26) bewiesen.

Betrachtet man nun wieder das hier eigentlich interessierende Potential aus Abbildung
2.3 mit mehr als einem Minimum bzw. seine Umkehrung (siche Abb. 2.5), so findet man
zu den Anfangsbedingungen ¢; = 5 = ¢4 aufler der trivialen Losung ¢(t) = ¢4 V¢ noch
eine weitere stationdre Losung, die sogenannte Bounce-Losung ¢ (Abb. 2.6). Aus der Wahl
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—_—__ﬁ q
il q

Abbildung 2.5: Potential im Teilchenbild, an der ¢—Achse gespiegelt (vgl. Abb. 2.3).

des Energienullpunkts (Gl. (2.16)) folgt, dal der Punkt ¢ mit verschwindendem Potential
U(¢) = 0 ein Umkehrpunkt ist:

dq
ol = 0. (2.34)
g
Ohne Einschrankung wihlt man den Zeitnullpunkt ¢ = 0 an dieser Stelle: § = ¢(0). Die
Bewegung vor und nach dem Umkehrpunkt verlduft genau entgegengesetzt. Das Teilchen
startet also bei ¢ = ¢4 auf dem Hiigel und verweilt dort lange, wandert dann schnell durch

das Tal, um bei ¢ abzuprallen und zu ¢ = ¢4 zurilickzukehren, wo es wieder lange verweilt

(vgl. Abb. 2.6).

4+

Abbildung 2.6: Eine Bounce-Losung.

Fiir das schon erwihnte spezielle Potential U = U, + 5&(¢ — «) (Gl (2.1), GL (2.2))
mit einem quartischen Ansatz fiir Us,
K

U, = g(q2 —a*)?, (2.35)

148¢ sich in der Thin wall approximation, in welcher der n—abhingige Term vernachlissigt
wird, die Losung explizit berechnen. Man bekommt einen Kink, auch Instanton oder So-
liton genannt (Abb. 2.7).
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Abbildung 2.7: Eine Kink-Losung.

Diese Losung berechnet sich z.B. aus der Energieerhaltung (Gl. (2.15)):

= /2 :I: (7 — a?)

dg 1
= —\/_(t— to) = i/i ¢ _ :F—arctanhg
o

2 q? — a2 o

= q::patanh( ;/_(t—to)) . (2.36)

Das Vorzeichen muf§ an die Randbedingungen angepafit werden.

Die Bounce-Lésung fiir  # 0 148t sich in nullter Ordnung durch den fiir n = 0
gewonnenen Kink und den entsprechenden Antikink approximieren. Beide Lésungen hin-

tereinander ergeben eine &hnliche Form wie in Abbildung 2.6.

rechnen. Aus der Energieerhaltung folgt wie oben dg/dt = \/2U(q) bzw. U(q

Einsetzen ergibt:
1 /dg\? /2 dgq
— | — = dt . 2.
()] =L (@) e

/2 1 /dg\?
B=3S8(q) = dt |- [ —

Bei einem Wechsel der Integrationsvariablen von ¢ auf ¢ mufi man beriicksichtigen, daf}
die Bewegung symmetrisch verlduft und man zweimal iiber den halben Weg integriert:

o dt (d @ e
8:2/ by (d—Z) —2/ dqdq_Q/ dg/2U(q) - (2.38)

Das Berechnen der zugehdrigen Determinante ist fiir dieses Potential deutlich schwie-
riger und soll in den nichsten Abschnitten geschehen.
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2.4 Beitrige unendlich vieler Bounce—-L6sungen

Wenn es nicht, wie bislang angenommen, nur eine stationdre Lésung gibt, sondern mehrere,
so dominieren diejenigen Losungen mit der kleinsten euklidischen Wirkung, denn man
wird spéiter (siehe S. 31) fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit folgenden exponentiellen
Zusammenhang finden (vgl. auch Gl. (1.1)):

I'=Ae 5/, (2.39)
Die grofite Ubergangswahrscheinlichkeit ist also durch die kleinste Wirkung gegeben.

Bei mehreren stationdren Ldsungen mit derselben Wirkung miissen aber alle diese
Losungen aufsummiert werden. Diese Aufsummation entspricht einer Integration iiber die

entsprechende Symmetriegruppe bzgl. derer die Wirkung invariant ist. Sie beeinflufit nur

den Vorfaktor A in Gleichung (2.39).
Die hier gegebene Euler-Lagrange-Gleichung (Gl. (2.14))

d*q
o+ Ug) =0 (2.40)

und die Energie-Erhaltung (Gl. (2.15))
1 (dg\*
(2) —Ug) = 241
5 (5) v =0 (2.41)

sind beide invariant gegeniiber Zeittranslation: Man kann den Umkehrpunkt (Zentrum der
Bounce-Ldsung) ndmlich beliebig auf der Zeitachse wihlen. Dies fiihrt auf verschiedene
Bounce-Ldsungen, die alle dieselbe Wirkung haben, da der Ausdruck fiir die Wirkung

(GL (2.9))
< [l b () o

ebenfalls invariant unter Zeittranslation ist. Es muf} also iiber alle Bounce-L&sungen mit

(2.42)

verschiedenen Zentren summiert werden. Die zugehérige Symmetriegruppe ist die Gruppe
der Zeittranslation. Die entsprechende Integration liefert einen Faktor 7 bzw. in mehreren
Dimensionen (vgl. Abschnitt 2.8) einen Volumenfaktor. Der physikalische Grund fiir das
Auftreten dieses Faktors ist, dafl die Wahrscheinlichkeit, mit der sich eine Blase bildet,
proportional zum Volumen ist.

Um den Einflul von mehreren Bounce-Lésungen zu ermitteln, betrachtet man jetzt

also n Bounce-Losungen mit Zentren bei ¢,,, die wie folgt angeordnet seien:

T T
§>t1>t2>--->tn>—§. (2.43)

Die einzelnen Bounce-Losungen, deren Zahl nachher gegen Unendlich gehen wird, seien
dabei weit voneinander getrennt. Dies entspricht der ,, Dilute gas approxzimation” in der
statistischen Mechanik.
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Wihrend die auf dem Intervall von —oo bis +oo definierte Bounce-Lésung exakt ist,
ist die Uberlagerung von Bounce-Lésungen nur noch approximativ eine stationire Losung,
da sie fiir || — oo nicht mehr gegen Null strebt.

Fiir diese Uberlagerung von n Bounce-Lésungen bekommt man in der Dilute gas
approximation folgende Beitrige:

e Wenn die Zentren der Bounce-Losungen sehr viel mehr als die Hilfte der Breite
der Bounce-Losung auseinanderliegen, so beeinflussen sich die einzelnen Wirkungen
nicht, die Gesamtwirkung & kann also durch die Summe der Wirkungen der einzelnen
Bounce-Lésungen B approximiert werden:

S=) B=nB. (2.44)

e Die einzelnen Bounce-Lésungen sind so weit getrennt, dafl man fiir die grofien Zei-
ten zwischen den Bounce—Zentren den zur trivialen Losung (¢ = ¢4) (Gl (2.24))
gehorenden Ausdruck fiir die Determinante verwendet (Gl. (2.26)):

1/2

N [det(= 0% + w?)]"V/2 = (%) emwT/2 (2.45)
T

Die vorhandenen n Bounce-L&sungen beriicksichtigt man durch einen Korrekturfak-

tor K™. K wird dabei so bestimmt, daf der sich ergebende Ausdruck fiir die Losung

mit einem Bounce richtig wird. Damit erhdlt man also fiir die Determinante der

Uberlagerung von n Bounces den Ausdruck:

1/2
Ndet (=82 + U"(g))]"V/? = (%) emwT/2 (2.46)
T
e [is verbleibt noch die Integration {iber alle Orte auszufiihren: Die erste Bounce-
Losung kann iiberall zwischen —7/2 und +7/2 liegen, die zweite aufgrund der Be-
dingung (2.43) nur zwischen —7/2 und dem ersten Bounce und so weiter, so da§
man insgesamt das nachstehende Integral zu berechnen hat:

7/2 tl tn—l Tn
[ [ [T o
—7/2 —7/2 —7/2 n.

Das Ergebnis der Integration kann man sich wie folgt plausibel machen: n Bounce—
Losungen sollen im Intervall von —7/2 bis 7/2 verteilt werden, dafiir gibt es 7"
Mboglichkeiten. Da aber durch die Bedingung (2.43) eine bestimmte Reihenfolge der
Bounce-Ldsungen festgelegt ist, mufi noch durch die Zahl der Permutationen n!
geteilt werden.

Der mathematische Beweis wird durch vollstindige Induktion erbracht. Dazu ver-
schiebt man die Integrationsgrenzen:

7—/2 t1 th—1 T 11 Tr—1
/ t, / ity ... / it = / dty / dty ... / dt,.  (2.48)
—7'/2 —7’/2 —7/2 0 0 0
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n = 1 liefert den Induktionsanfang:

T 7_1
/ diy=7= . (2.49)
0 .

Der Induktionsschritt n — n 4 1 sieht dann wie folgt aus:

T t1 tn—1 tn
/dtl/ dtz.../ dtn/ dippy =
0 0 0 0

/Tdt A S eSS
o ! T nln+l) (m+ T

Summiert man nun alle Uberlagerungen mit unterschiedlichen Anzahlen von Bounce—
Lésungen auf, so ergibt sich die Ubergangsamplitude nach Gleichung (2.21) zu:

<Qf| e—HT/h |q2> — Ze—nB/h (ﬂ) 1/2 e_wq—/Q I(nﬂ

wh n!

— (:_h)l/z e—wT/QZe—nB/h I(ni;_i

n

1/2
= (:—h) eV 2 exp(Kre B/, (2.51)
Die Grundzustandsenergie berechnet sich nach Gleichung (2.7) aus dem Argument der
Exponentialfunktion zu

(2.52)

Der im Vergleich zum harmonischen Oszillator (vgl. Gl. (2.33)) zusitzliche Term —hK e~ 5/%

ist viel kleiner als die in der Sattelpunktentwicklung vernachléssigten Terme der Ordnung
h%. Der Term hat aber trotzdem seine Daseinsberechtigung, da K aufgrund eines negati-
ven Eigenwertes der zweiten Ableitung, welcher von dem metastabilen Zustand herriihrt,

—B/h

imagindr werden wird. Damit wird dieser zusitzliche Term —h K e der fithrende Term

in der Ubergangswahrscheinlichkeit werden (vgl. Gl. (2.4)).

Zum Schlufl dieses Abschnittes soll noch dargelegt werden, dafi die Dilute gas appro-
ximation selbstkonsistent ist. Dazu wird gezeigt, dafl der grofite Beitrag zur oben berech-
neten Ubergangsamplitude von Konfigurationen herriihrt, in denen die Bounce-Lésungen

wirklich weit voneinander getrennt sind.

Fiir festes @ wachsen die Summanden z”/n! der Exponentialfunktion e” monoton
mit n solange n < x gilt, fiir n > z fallen sie monoton, und zwar rapide. Angewandt auf
die obige Reihe (Gl. (2.51)), in der @ durch K7e~5/" gegeben ist, bedeutet das, daf die
fiir die Exponentialreihe relevanten Beitrige von solchen n mit

—B/h

r=Kre >n (2.53)

kommen. Fiir kleine % ist K e~ 5/P

und damit auch die Bounce-Dichte n/7 exponentiell
klein. Eine kleine Dichte wird aber z.B. durch einen groflen Abstand zwischen den Bounce—
Losungen realisiert. Die Dilute gas approximation entspricht damit der semiklassischen

Niherung fiir kleines h.
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2.5 Eigenwerte der zweiten Ableitung der Wirkung

Wie bereits auf Seite 16 festgestellt, bedarf die Gaufische Integration in der Sattelpunkt-
ndherung noch Verbesserungen, da nicht alle A, positiv sind. Diese A, sind die Eigenwerte
der zweiten Ableitung der Wirkung einer einzelnen Bounce-Losung (Gl. (2.18)):
528
dq?

2
e = [—% +U"(q )] G = MG - (2.54)
9=7

Obige Gleichung (2.54) entspricht formal der zeitunabhingigen Schrédingergleichung fiir
ein Teilchen mit Einheitsmasse, welches sich als Funktion des als Zeit interpretierten for-
malen Orts ¢ in einem Potential U”(g) bewegt, und kann also mit den bekannten Me-
thoden geldst werden. Die Eigenwerte A, beschreiben die Kriimmung der Wirkung am
Sattelpunkt. Sie sollen nun untersucht werden.

2.5.1 Nullmode

Die Eigenwertgleichung Gl. (2.54) ist invariant gegeniiber Zeittranslation. Das heifit, daf}
es Funktionen gibt, ndmlich alle Bounce-L&sungen mit verschiedenen Zentren, die sich
bzgl. des Operators nur um eine Nullmode unterscheiden. Es gibt also eine Nullmode ¢,
welche mit der Translationsinvarianz der Bounce-L&sung verbunden ist.

Der zugehorige Weg im Funktionenraum besteht aus allen Bounce-Lésungen mit ver-
schiedenen Zentren, die Nullmode ist also proportional zur Anderung der Position der
Bounce-Lésung, also zur Ableitung der Bounce-Losung, ¢; = N%. Dies 148t sich auch
rein formal durch Ableiten der Euler-Lagrange-Gleichung (Gl. (2.14)) beweisen:

d d27 , d
%[ dt2+U()] = @’
dq 1" dq .
ﬁ_ﬁ—l_U()dt =0
d? " dq dq
@[—@-I-U()]%—O-%. (2.55)

Der noch nicht festgelegte Proportionalitdtsfaktor NV bestimmt sich aus der Normierungs-
bedingung

> d d :
/ dtqiqlz/ dtNQ(df) _Nz/ dt(df) =N?B=1 (2.56)

zu N = 1/\/E7 und die Nullmode lautet also:
1 dq
7= VB dt
Im letzten Schritt der Gleichung (2.56) wurde die Definition der Wirkung der Bounce-
Losung Gl. (2.37) ausgenutzt. Da die Bounce-Losung nur um ihr Zentrum herum we-

(2.57)

sentlich von Null verschieden ist, kénnen die Grenzen der Integration nach Unendlich
verschoben werden.
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In der Berechnung des Pfadintegrals Gl. (2.21) muf$ iiber alle Moden der Schradin-
gergleichung (2.54) integriert werden. Die Integration iiber die Nullmode fiihrt aber zum
Desaster, denn das Integral

/e—o.cf dey = / ldey — o0 (2.58)

divergiert. Wie vorne gesehen, hdngt die Nullmode mit der Zeittranslation zusammen,
iiber die bereits integriert worden ist (sieche Seite 22, Gl. (2.47)). Aus der Umrechnung von
dt nach de; erhilt man allerdings noch einen zusitzlichen Faktor: Fiir die Anderung von
¢ in ¢;—Richtung gilt (vgl. Gl (2.11)):

dqg = qrdey . (2.59)
Andererseits gilt nach der Kettenregel
dq
dg=—dt. 2.60
= (2.60)

Gleichsetzen liefert mit dem Ausdruck fiir die Nullmode Gl. (2.57):

dq _ _ pr-1/2 dq
%dt = q1d01 =B %dcl
& deg = BYar. (2.61)
Unter Beachtung der Definition des Mafles (Gl. (2.12)) findet man schlieBlich
B\ /2
(QWB)_I/Z dey = (ﬁ) dt. (262)

Man behandelt also die Nullmode, indem man die Determinante ohne die Nullmode ent-
wickelt und dafiir einen zusdtzlichen Faktor (%)1/2 einfiithrt. Dies ist die Methode der
kollektiven Koordinaten [50].

2.5.2 Negative Mode

Das Teilchen, dessen Bewegung durch die Bounce-L&sung beschrieben wird, kommt fiir
unendliche Zeiten wieder zum Ausgangspunkt zuriick, seine Bahn hat also einen Umkehr-
punkt (Gl. (2.34)), was einer Nullstelle der Ableitung, also einem Knoten in der Nullmode
entspricht. Aus der Theorie der Schrédingergleichung weiff man aber, daf§ der Grundzu-
stand keinen Knoten haben darf. Die Nullmode mit Knoten kann somit nicht der Grundzu-
stand sein, es gibt also noch einen Zustand ¢p mit kleinerem, also negativem Eigenwert Ag.
In Richtung dieser negativen Mode ist die Wirkung positiv gekriimmt. Das System ist in
dieser Richtung instabil und kann zerfallen. Die Bounce-Lsung ist also kein Minimum
der Wirkung, sondern ein Sattelpunkt.

Auch die Integration iiber diese negative Mode Ay macht Probleme, da das Integral
mit negativem Koeffizient im Exponent kein Gaufisches Integral mehr ist und ebenfalls
divergiert:

/ (2mh) Y2 deg e~ 3R = (27Th)_1/2/ deg et D oo (2.63)

— 00 — 00
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Die Ursache des Problems liegt darin, dal man probiert einen Eigenwert Ag auszurechnen,
der nicht im Spektrum des Hamiltonoperators liegt. Ag ist die Energie eines metastabilen
Zustands.

Man definiert das Integral nun durch analytische Fortsetzung eines Integrals, wel-
ches konvergiert. Dabei wird der Integrationsweg nach der Methode des steepest descent
(vgl. Abschnitt 2.6) in die komplexe Ebene verschoben. Das Integral bekommt einen Ima-
gindrteil, wie es die durch den negativen Eigenwert hervorgerufene Instabilitit fordert.
Insbesondere wird K also imaginir.

Diese Methode ist allerdings nur anwendbar, wenn es genau einen negativen Eigenwert
gibt. Dies ist fiir eine allgemeine Wirkung bei Coleman [51] gezeigt. Der Beweis wird in

Anhang A wiedergegeben.

2.6 Analytische Fortsetzung des Integrals iiber negative Mo-
den

Es soll hier ein Verfahren gezeigt werden, um Integrale des Typs Gl. (2.63)

/ (2rh) =Y 2dey e~ 3F< (2.64)
mit negativem Ag analytisch fortzusetzen. Der Einfachheit halber wird dieses Integral
nicht iiber den gesamten Funktionenraum ausgefiihrt, sondern nur entlang einiger, durch
die Grofie z parametrisierter Wege. Die Wege werden dabei so gewidhlt, daf sie zwei wich-
tige Spezialfille enthalten: z = 0 entspricht der trivialen, konstanten Lésung ¢ = ¢4
(Gl. (2.24)) und z = 1 beschreibt die Bounce-Losung ¢ (siehe S. 19). Auerdem wird der
Weg fiir z = 1 so gew&hlt, dafi der Tangentenvektor dieser Kurve die Nullmode ¢ ist. Dies
entspricht der Tatsache, dafi die Nullmode proportional zur Ableitung der Bounce-Lsung
ist (Gl (2.57)). Fiir groBere z—Werte soll der Weg lidngere Zeit im Bereich mit negativen
g—Werten verbringen (siche Abb. 2.8).

Abbildung 2.8: Mégliche Integrationswege, durch z parametrisiert. Rechts ist das um 90° gedrehte
Potential aufgetragen (nach [49]).
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Betrachtet man die zu diesen Losungen gehdrende Wirkung als Funktion von z, so
findet man fiir 2 = 1 ein lokales Maximum, da dieser Weg der stationdren L&sung ent-
spricht. Fluktuationen um den kritischen Radius fiihren auf eine kleinere Wirkung. Fiir
z — oo geht die Wirkung gegen minus Unendlich, da das Teilchen mehr und mehr Zeit
in der Ndhe des Umkehrpunktes verbringt, in dessen Ndhe das Potential negativ ist. Fiir
z = 0 bleibt das Teilchen nur im ersten Minimum von U(q), die Wirkung zeigt ein lokales
Minimum. Der gesamte Verlauf der Wirkung ist in Abbildung 2.9b) wiedergegeben.

4+

“ |\ '

Abbildung 2.9: Das Ein-Mulden—Potential (a) und das Potential des Teilchenbildes (b) (links)
mit den zugehorigen Wirkungen (rechts).

Das zu berechnende Integral' J = ffooo dz 217rh e=S(/7 ist aufgrund der negativen
Wirkung hoffnungslos divergent. Wie man in Abbildung 2.9 sieht, ist das entsprechende
Integral bei dem Ein—Mulden—Potential (7((]) konvergent, da hier die Wirkung {iberall

positiv ist.

Die Idee, die hinter der analytischen Fortsetzung steckt, ist die folgende: Das Potential
U(q) wird so verbogen, daB sich das gesuchte Potential U () mit dem eigentlich divergenten
Integral daraus ergibt. Damit das zugehorige Integral aber konvergent bleibt, mufl der
Integrationsweg mit der Methode des steepest descent in der komplexen Ebene geeignet
mitverschoben werden. Diese Methode soll nun an einem Beispiel erklart werden:

'Im Gegensatz zum Ausdruck (2.64) steckt hier der Term nullter Ordnung S(7) = B noch mit in dem
Integral.
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Abbildung 2.10: Realteil von z? + 23 in der 2~Ebene mit den Integrationswegen 71,72, 73
(nach [15]).

Dazu betrachtet man das Modellintegral

oo dZ 2 3 2
(2 42%) /0% 2.65
/0 = (2.65)

Abbildung 2.10 zeigt den Realteil von 2% 4 23. Einige seiner Eigenschaften seien im fol-

genden angegeben:

Die Extremwerte des Realteils von z2 + 22 auf der reellen Achse berechnen sich aus

der Ableitung

Re (322 +22) =0 (2.66)
zu z = 0 oder z = —2/3. Mit Hilfe der zweiten Ableitung findet man bei z = 0 ein
Minimum und bei z = —2/3 ein Maximum. Beziiglich der gesamten z—Ebene sind beide

Punkte Sattelpunkte.

Berechnet man die Nullstellen des Realteils von 22 + 22, so erhalt man die kubische

Gleichung
Rez? = —Re2”. (2.67)
Die Losungsmenge schneidet die reelle Achse bei 0 und —1.

AuBerdem ist die betrachtete Funktion Re (z° + z?) beziiglich der reellen Achse spie-
gelsymmetrisch, denn alle Terme, die zum Realteil beitragen, enthalten gerade Potenzen

des Imaginirteils von z.

Fiir groBe z schlieBlich wird der z*-Term dominierend und die Funktion zeigt eine
dreizihlige Symmetrie. Alle diese Eigenschaften sind in Abbildung 2.10 zusammengefafit.
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Zur analytischen Fortsetzung wird nun der Integrand

1 2 3 2
= eF+) /e 2.68
e .
or (2.68)
verbogen, indem o, bislang ein positiver, reeller Parameter, entgegengesetzt des Urzeiger-
sinns zu negativem o gedreht wird, also mit einer Phase e!¥ versehen wird:

o —|ole¥ . (2.69)

Der Integrationsweg v1(z), der entlang der positiven reellen Achse lduft (vgl. Abb. 2.10),
muf} jetzt so mitgedreht werden, dafl er, wenn er vorher entlang eines Berges lief, dies auch
danach wieder tut. Der steilste Abstieg bleibt also konstant, daher der Name der Methode.
Das bedeutet, dal auch die Variable z eine Phase bekommt:

z— |2]elX . (2.70)

Der Integrand ist fiir groBe z durch z2/0? gegeben. Dieser Wert wird nur asymptotisch
erreicht. Die Forderung, dafl das Maximum in der Asymptotik konstant bleibt, lautet also:

23 ElRE voz)?
2oy GiBx=2e) P
— = 2.71
ZRTE ol 27
wodurch sich die Phase des Integrationsweges zu
2
X=3% (2.72)

bestimmt. Bei einer Drehung von ¢ um 180° (¢ — oel™) nimmt der Integrand wieder
seine urspriingliche Form an:

1 1 .
exp (;(22 + 23)) — exp (; e P22 4 23)) , (2.73)

damit das Integral aber konvergent bleibt, erfihrt der Integrationsweg nun eine Drehung
um y = 27/3, er wird also von dem Berg entlang der reellen Achse auf den Berg in Rich-
tung 27 /3 gedreht. Bis zum Sattelpunkt bei z = —2/3 kann man den Weg weiter entlang
der reellen Achse laufen lassen, da hier der Integrand positiv ist und also keine Probleme
macht. Danach wird er in die komplexe Ebene verlegt. Die genaue Form des Integrations-
weges spielt aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes keine Rolle, da der Integrand keine
Singularitdten hat. Damit ergibt sich der in Abbildung 2.10 gezeigte Integrationsweg ;.
Genauso hitte man den Parameter ¢ natiirlich auch im Urzeigersinn zu oce™ 1™ =
—o drehen kénnen, das hitte den Integranden auch nicht verdndert. Dabei wire der
Integrationsweg aber auf den Berg in der unteren Halbebene (y = —27/3) verschoben
worden (v3). Der Unterschied zwischen diesen beiden Integrationen ist genau ein Vorzei-
chen im Imaginirteil des Integrals und damit in der Ubergangswahrscheinlichkeit. Diese
Vorzeichenuneindeutigkeit ist eine FEigenschaft der analytischen Fortsetzung.

Das soeben besprochene Verfahren soll jetzt auf das gesuchte Integral angewandt

werden:

J= /dz \/;T_h =S (2.74)
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Bis zum Sattelpunkt bei z = 1, welcher der Bounce-L6sung entspricht, kann entlang der
reellen Achse integriert werden (siehe Abb. 2.9). Ab hier wird der Integrationsweg in die
positive (oder negative) komplexe Halbebene verschoben. Auch hier zeigt sich wieder die

Zweideutigkeit der analytischen Fortsetzung.

Die Integration bis zum Sattelpunkt liefert einen reellen Beitrag, um welchen man sich
im folgenden nicht weiter kiimmern muB, wenn man an der Ubergangswahrscheinlichkeit
interessiert ist, welche nach Gleichung (2.4) proportional zum Imaginirteil des Integrals
ist. Dieser ergibt sich aus der Integration in der komplexen Ebene von z = 1 bis Unendlich:

14+ic0 1
ImJ = Im/1 dz Nz e~SE/h (2.75)

Setzt man jetzt fiir S(z) die Sattelpunktentwicklung S(z) = B+1 B”(z—1)? mit negativem

B" ein, so bekommt man

14+ic0 N
Im.J = e 5/h Im/1 dz \/2177—h e !B I==17 (2.76)

Mit Hilfe der Variablensubstitution iy = z—1 = dz = i dy transformieren sich die Grenzen

zu y(z=1) =0 und y(z =1 +1i00) = co. Man erhilt also ein GauBsches Integral:

e 1 1 ", 2
ImJ = e B/7 Imi/ d o= 1By
0 y\/?ﬂ'h

sm L1 Vomh
2 \2rh /|B]

= %e_B/h |B"|~1/2, (2.77)

Der Faktor 1/2 kommt daher, dafl im Gaufischen Integral nur von 0 bis co und nicht von

—oo bis oo integriert wird. Hitte man das urspriingliche, divergente Integral naiv fortge-
setzt, indem man die Wurzel aus dem negativen Eigenwert gezogen hétte, so hitte man
gerade diesen Faktor 1/2 nicht bekommen. Physikalisch trigt der Faktor dem Rechnung,
dafl nur Expansion, aber keine Kontraktion der kritischen Blase in die stabile Phase fiihrt.
Fiir die Zerfallsrate sind aber nur diejenigen Fluktuationen interessant, die in das richtige

Vakuum fiihren, also nur die Expansionen.

2.7 Berechnung der Ubergangsrate

Man hat nun alles zusammen, um die Tunnelrate in einer Dimension berechnen zu kénnen.
Zuerst bestimmt man die in Gleichung (2.46) eingefiithrte Konstante K, indem man diese
Gleichung fiir eine einzelne Bounce-Lésung betrachtet:
1/2
Nldet(=02 + 0" (@) = (=) e i (2.79)
T
und fiir die Normierungskonstante A/ den in Gleichung (2.26) gewonnenen Ausdruck fiir
das Potential des harmonischen Oszillators

Ndet(—92 + w?)]"V/? = (%)l/2 /2 (2.79)
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einsetzt. Dabei mufl man den Eigenwert Null und die negative Mode in der Determi-
nante in Gleichung (2.78) weglassen (det’) und gemif der Uberlegung auf Seite 25 einen
zusitzlichen Faktor (B/27h)'/? fiir die Integration iiber die Nullmode einfiihren. Die Inte-

gration {iber die negative Mode Ag liefert, wie im letzten Abschnitt gesehen, einen Faktor
i

24/ A0l

den Ausdruck

. Alle anderen Faktoren sind reell. Damit erhilt man fiir den Imaginérteil von K

1/2
ImK = 1 b
2\ 27h

wobei det’, wie gesagt, die Determinante ohne den Eigenwert Null und ohne die negative
Mode bedeutet.

Ao det! (=02 + U (g))|~*/*
det(—0? 4+ w?) 7

(2.80)

Die Grundzustandsenergie steht in Gleichung (2.52):

I
Eo = % — hEK e B/h (2.81)
Setzt man dort fiir K den Ausdruck (2.80) ein, so findet man fiir den Imaginérteil der
Energie
B /2 det’ (— 92 me=y | —1/2
ImFg= —— b et’( af;rU (9)) e~ BIT (2.82)
2 \ 2rh Vol | det(=07 + w?)

und damit fiir die gesuchte Ubergangswahrscheinlichkeit (Gl (2.4))

I = —2lmEy/h
—1/2

(a2 "=
det’ (=07 + U"(q)) o B/ (2.83)

det(—0? + w?)

B\Y? 1
- (&) 7w
Dieser Ausdruck hat die in Gleichung (2.39) angekiindigte Form

I =Ae B/", (2.84)

2.8 Mehrdimensionale Theorie

Es soll nun die bislang im Eindimensionalen entwickelte Theorie auf mehrere (D) Dimen-
sionen verallgemeinert werden. Dazu betrachtet man statt des Teilchenortes ¢(¢) wieder
wie am Anfang ein Skalarfeld ®(z,) als Funktion der Raumzeit z, mit g =1,..., D. Das
im Teilchenbild (Seite 13) eingefiihrte Potential U(q) (siche Abb. 2.3) wird jetzt durch das
urspriingliche quartische Potential U(®) (siche Abb. 2.1) der Landau-Theorie ersetzt.

Die Lagrangefunktion (vgl. Gl. (2.3)) schreibt sich dann als

1
L= 3 0,90,0 + U(D) (2.85)
mit der zugehorigen Bewegungsgleichung (vgl. Gl. (2.14))
o2 /
BT} +V4|®=0,0,2=U'(2). (2.86)
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Die Randbedingungen lassen sich analog {ibersetzen: die Bedingung, dafl das System am
Anfang und am Ende im falschen Vakuum sein soll (Gl. (2.23)), lautet nun

lim (%)= lim &(z,) =o4. (2.87)

t—too rp—rtoo

Damit die Wirkung endlich bleibt, fordert man auflerdem:

lim ®(t, %) = by . (2.88)

|Z| =0

Das entspricht der Annahme, dafl auflerhalb der Blase mit richtigem Vakuum das falsche
Vakuum unangetastet bleibt. Beide Gleichungen (Gl. (2.87) und Gl. (2.88)) lassen sich
zusammenfassen zu

lim ®(z,) =4 . (2.89)

|| =00

Die andere Forderung betrifft die Wahl des Zeitachsennullpunkts. Er wird so gew&hlt,
daB hier das Zentrum der Bounce-Losung liegt (vgl. Gl. (2.34)):
0d
—(0,7)=0. 2.
P0.m=0 (2.90)

Sowohl die Bewegungsgleichung (Gl. (2.86)) als auch die Randbedingungen (Gl. (2.89)
und Gl. (2.90)) sind radialsymmetrisch. Dies legt die Vermutung nahe, daf§ auch die Lsung
radialsymmetrisch ist, d.h. nur vom Radius

r=\/ZT,T, (2.91)

abhdngt. Dazu schreibt man die drei Gleichungen Gl. (2.86), Gl. (2.89) und Gl. (2.90) in

Kugelkoordinaten um: Die Randbedingungen werden dann zu

rli)rgo O(r) = oy (2.92)
und
0P
—— =0. 2.93
|, (2.93)

Gleichung (2.93) folgt aus Gleichung (2.90) aus Stetigkeitsgriinden.

Fiir die dritte Gleichung, die Bewegungsgleichung, braucht man den Laplace-Operator
0,0, in Kugelkoordinaten. Er lautet in D Dimensionen

A=0,0,=A,+Aq, (2.94)

wobei Aq der auf die Winkelabhdngigkeit wirkende Teil des Laplace—Operators ist und
der Radialteil gegeben ist durch

d? D-1) d
PG S V]

= o (2.95)
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Damit wird die Bewegungsgleichung zu

0,0,®@(r) = U'(®(r))
d? D-1d

- Y = 17
&gt 0 U'(®). (2.96)

Da & nur von r abhéngen soll, ist es gerechtfertigt in Gleichung (2.96) nur den r—abhingi-
gen Teil des Differentialoperators zu betrachten. Mit dieser Gleichung (2.96) hat man
das Problem des Tunneleffekts mit unendlich vielen Freiheitsgraden in eine gewd6hnliche
Differentialgleichung umgeschrieben. Zu zeigen bleibt noch, dafl es iiberhaupt eine radial-
symmetrische Lésung gibt und dafi das, abgesehen von der trivialen Loésung & =0 Vr,
diejenige mit der kleinsten Wirkung ist. Der Beweis ist bei Coleman, Glaser und Martin
[52] zu finden und wird in Anhang B skizziert.

Gleichung (2.96) kann man erneut als Bewegungsgleichung eines Teilchens am Ort
¢ zur Zeit r im Potential —U(®) interpretieren. Im Gegensatz zum eindimensionalen
Fall (Gl (2.22)) taucht hier aber ein zusitzlicher Ableitungterm 2= L auf. Dies ent-
spricht einer Stokesschen Ddmpfung, aber mit einem Koeffizienten ~ 1/r. Aufgrund dieses
Dampfungsterms 148t sich keine Energieerhaltung analog zu Gleichung (2.15) aufstellen,
und Gleichung (2.96) ist nicht so wie vorne exakt losbar. Man kann aber ein qualitatives
Bild der Losung geben (vgl. auch Abschnitt 3.1):

Fiir r = 0 ist die Losung dem stabilen Minimum (bzw. beim umgekehrten Potential
dem Maximum) ®_ am néchsten. Fiir den Fall der iiberhitzten Fliissigkeit heifit das, daf§
das Innere der Blase mit der stabilen Dampfphase gefiillt ist. Fiir grofies r ndhert sich das
Teilchen dem metastabilen Zustand &4, um fiir » gegen Unendlich bei ¢ zur Ruhe zu
kommen. Auflerhalb der Blase ist das System also fliissig. Der Antiddmpfungsterm bewirkt
dabei, dafl der stabile Zustand bei r = 0 nicht genau der Konfiguration ®_ entspricht,
sondern einer etwas grofieren (vgl. Abb. 3.2). Die Losung soll auch hier wieder Bounce—
Losung ® heifien.

Die Wirkung der Bounce-Lésung
1 - _
S = /dDyc [5 0,00, +U(Q)| =T +V (2.97)

1aBit sich ganz allgemein in D Dimensionen durch die kinetische Energie T ausdriicken,
wenn man analog zu Anhang B fiir positive ¢ die Skalentransformation

S, (z) = P(z/o)
)] = P T[0(2)]
)

TP, (2
V@, (z)] = oPV[@(2)] (2.98)

[® (2

betrachtet. S ist fiir die Bounce-Losung stationdr unter Skalentransformation:

ds _ -
o B = (D-2)oP 3T+ Do 1V‘g:l:()
& 2-D)T = DV. (2.99)
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Fiir die Bounce-Losung (¢ = 1) erhdlt man daraus mit Gleichung (2.97) den folgenden
Ausdruck fiir die Wirkung;:

2 1 -
Sp = S(Bounce) = ET: E/dDac 0,90,0. (2.100)

Zur Berechnung der Ubergangsamplitude verfihrt man nun analog zum eindimensio-
nalen Fall. Man macht wieder eine Sattelpunktentwicklung um die Bounce-L&sung. Auch
hier mufl man, um das Integral berechnen zu kénnen, die Nullmoden und die negative
Mode herausnehmen. Diese seien im folgenden aufgefiihrt:

Nullmode

Im eindimensionalen Fall bedingte die Zeittranslationsinvarianz die Existenz einer Nullmo-
de ¢y = 1/VB- % (GL. (2.57)). Bei der Berechnung der Determinante wurde der Eigenwert
Null ausgespart und dafiir ein zusitzlicher Faktor (8/27h)"/? eingefiihrt. In der Feldtheo-
rie hat man nun Translationsinvarianz gegeniiber allen Raumzeitrichtungen. Dies fiihrt zu
D Nullmoden proportional zu d,®. Um die Normierung zu bestimmen, betrachtet man

die Wirkung. Nach Gleichung (2.100) findet man den Ausdruck
1 o
Sp = 5/d% 9,920,9, (2.101)

welcher analog zu der eindimensionalen Wirkung der Teilchenmechanik ist: B = [ dt (dg/dt)?
(Gl. (2.37)). Man hat also fiir jede Richtung dieselbe Normierung wie im eindimensionalen
Fall (Gl. (2.56)) und damit denselben Vorfaktor, aber in D—ter Potenz

D
2

(Sp/2rh) (2.102)

Die Integration iiber die Translation fithrt dann zu einem Volumenfaktor. Der physikalische
Grund dafiir ist, dafl die Wahrscheinlichkeit mit der sich eine Blase bildet, proportional
zum Volumen ist.

Negative Mode

Entscheidend fiir die Rechnung im Eindimensionalen war die Tatsache, dafi es genau einen

negativen Figenwert der zweiten Ableitung der Wirkung %3‘7 gab. Der Integrationsweg

wurde in der analytischen Fortsetzung so verbogen, dafl das Integral beziiglich dieser
negativen Mode konvergent blieb. Wenn es jetzt mehr als einen negativen Eigenwert gibe,
wire das Verfahren nicht mehr anwendbar.

Mittels Skalentransformation (Gl. (2.98)) 148t sich zeigen, daB es mindestens einen
negativen Eigenwert gibt. Dazu leitet man die skalentransformierte D—dimensionale Wir-
kung

S[®,(z)] =P 2T 4+ PV (2.103)
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zweimal nach ¢ ab und findet fiir die Bounce-Lésung:

d*S

o= = (D-2)(D=-3)c"*T+D(D-1)"?V| _,

o=1

= (D-2)(D-3)T+D(D-1)V. (2.104)

Setzt man fiir V die Relation aus der ersten Ableitung (Gl. (2.99)) ein, so erhidlt man fiir
D > 2 einen negativen Ausdruck:

d*S

oz = W=)T(D=3-D+1)=-2(D=2)T <0 (2.105)

o=1

und damit nach Gleichung (2.18) einen negativen Eigenwert.

Die Existenz genau eines negativen Eigenwertes ist bereits fiir beliebige Dimensionen
in Anhang A bewiesen worden.

Mit dieser Modifikation erhalt man schlieBlich in der mehrdimensionalen Theorie ana-
log zu Gleichung (2.83) fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in D Dimensionen:

det/[-0% + U"(®)] |7/

oS /h ‘
det[—82 + U”((I)_|_)] [1 + O(h)] (2 106)

Sp D/2 1
I'=
(2ﬂ'h) V1ol
und speziell in drei Dimensionen die im folgenden verwendete Formel:

—-1/2

det'[-0% + U"(®)] =S/ 4 O(h)]. (2.107)

det[—02 + U" (@4 )]

S\ 1
I'=
(2ﬂ'h) V1ol
Auch hier bedeutet det’ wieder das Auslassen der Nullmoden und der negativen Mode.

Sp ist die Wirkung der Bounce-Losung in DD Dimensionen. Diese Theorie hat, wie jede
relativistische Feldtheorie, Ultraviolettdivergenzen und muf} also noch renormiert werden.

2.9 Ubergangsrate bei endlicher Temperatur

In diesem Abschnitt soll die vierdimensionale Theorie auf endliche Temperaturen verall-
gemeinert werden. Dazu erinnert man sich, daf§ die Quantenstatistik von Bosonen bei
T # 0 formal dquivalent ist zu einer Quantenfeldtheorie in einem euklidischen Raum mit
einer periodischen ,,Zeit* mit der Periode 1/7 [28, 29]. Die Berechnung der Ubergangsrate
geschieht analog zu der vorne entwickelten Theorie fiir 7" = 0, nur dal man hier statt
der O(4)-symmetrischen Bounce-Ldsung eine (bzgl. der rdumlichen Koordinaten) O(3)—
symmetrische, in der ,Zeit“~Richtung periodische Ldsung mit der Periode 1/T suchen
muf3.

In Abbildung 2.11 sind die zum minimalen Wert der vierdimensionalen Wirkung
gehtrenden Lésungen der Bewegungsgleichung fiir verschiedene Temperaturen gezeichnet.
Bei T'= 0 entspricht die Lésung einer O(4)-symmetrischen Blase mit dem Radius R4. Bei
T < RZI besteht die Lésung aus einer Kette von solchen Blasen, die in der Zeitrichtung
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Abbildung 2.11: Losungen der Bewegungsgleichung fiir verschiedene Temperaturen: a) 7' = 0,
b) T < Ry'¢) T ~Ry'd) T >Ry (nach [28)).

in Abstéinden 7! voneinander angeordnet sind. Wenn T von derselben GréfSenordnung
wie der reziproke Radius ist, T ~ RZI, fangen die Blasen an, sich zu iiberlappen. In
dem Fall grofler Temperaturen T > RZI ist die Losung schlielich ein Zylinder, dessen
rdaumlicher Querschnitt eine O(3)-symmetrische Blase mit einem neuen Radius R ist. Der
Ubergang zwischen der dem Quantentunneln entsprechenden O(4)-symmetrischen Losung
bei T=0 und der O(3)-symmetrischen, durch thermische Fluktuationen bedingten Lésung
bei endlichen Temperaturen ist von Garriga und Ferrera [53] untersucht worden.

In dem letzten Fall fiir grofe 7' (1" > R;') reduziert sich bei der Berechnung der
vierdimensionalen Wirkung die Integration iiber die Zeit einfach auf die Multiplikation
mit 71

Sy =T7'83, (2.108)
wobei S3(¢) die zur O(3)-symmetrischen Bounce-Ldsung gehdrende dreidimensionale Wir-
kung ist:

Ss = /d% [%@@@@JFU(@) : (2.109)

Die Bounce-Lésung ®, die dem Minimum der dreidimensionalen Wirkung entspricht, be-
stimmt sich aus der folgenden Bewegungsgleichung:
d*® 24P ,
— 4+ ——=U' (P 2.11
dr?  rdr U(@) ( 0)
mit den Randbedingungen

¢(r) — 0 fir r—oo und
d®
e 0 bei r=0. (2.111)
Den kompletten Ausdruck fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit pro Zeit- und Volumen-
einheit bei hohen Temperaturen (7 > R;') bekommt man dann auf analoge Weise wie
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den in den vorigen Abschnitten hergeleiteten Ausdruck fiir 77 = 0. Man erhlt fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit bei endlicher Temperatur:

Ss )3/2 1

Moy =1 (27rhT Tl

Auch hier bedeutet det’ wieder, daf§ die (drei) Nullmoden und die negative Mode Ag bei
der Berechnung der Determinante ausgelassen werden. Die Nullmoden liefern den Faktor
[S3/(2xT)]/2. Der Faktor T resultiert aus der Periodizitit in der Zeitrichtung.

det'[-02 + U"(®)] |/* o= Sa/(KT)

det[—92 + U"(®4)]

(2.112)

Fiir kleine 7 wird der Ubergang durch Quantenfluktuationen hervorgerufen, die Bar-
riere wird also untertunnelt. Dieser Ubergang wird durch Gleichung (2.107) beschrieben.
Fiir hinreichend grofie T' dagegen iiberwiegen die thermischen Fluktuationen, und die Bar-
riere wird iiberquert. Die zugehorige Ubergangsrate steht in Gleichung (2.112). Zwischen
beiden besteht der folgende Zusammenhang:

Die euklidische Quantenfeldtheorie in drei Dimensionen bei verschwindender Tempe-
ratur ist formal identisch zu der dreidimensionalen klassischen Mechanik bei endlichen
Temperaturen. Dazu macht man folgende Ersetzung:

Ss H
— = 2.113
h kT ( )
‘H ist der entsprechende Hamiltonoperator und kp die Boltzmannkonstante. Der Expo-
nentialterm in der Ubergangsrate Gl. (2.107) wird damit zum Boltzmannfaktor
H

¢ FBT | (2.114)

Dies ist der dominante Term aus der in der Thermodynamik z.B. fiir die Keimbildung aus
einer iibersittigten Dampfphase benutzen Formel:

[~ [exp ( al (2.115)

rT)

in der T' eine typische molekulare StoBrate und F die zur Bildung eines aus n kleinen
Tropfchen bestehenden Fliissigkeitstropfen vom kritischen Radius R erforderliche freie
Energie

F = —nkpTx + c4n R? (2.116)

ist (2 ist die Ubersittigung und o die Oberflichenspannung). Fiir Wasser findet man z.B.
bei Zimmertemperatur einen typischen Wert [54] von

[ = 1020-2/%)ep =353 (2.117)

Mit der in dieser Arbeit berechneten Nukleationsrate hat man also auch die Uber-
gangsrate bei endlichen Temperaturen fiir dreidimensionale, also reale Systeme der klas-
sischen Mechanik, wie z.B. fiir das in der Einleitung erwdhnte Teekochen, bestimmt.
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Kapitel 3

Klassische Losung fiir ein Blischen

3.1 Thin wall approximation

Die im vorigen Kapitel dargelegte Theorie wird nun auf den Phaseniibergang der dreidi-
mensionalen skalaren Feldtheorie angewandt und die Ubergangsrate in einer Entwicklung,
die in der nullten Ordnung der Thin wall approximation entspricht, berechnet. Die La-
grangedichte in der ®*-Theorie in der gebrochenen Phase

3mg

1 mg o
L=-0,00,0 — —2¢%+ ¢+ ——L 3.1
2 M TR +8go’ (3-1)
in der mg und g die weiter unten erkldrten nackten Parameter Masse und Kopplung sind,
motiviert dabei das folgende symmetrische, quartische Potential Uy (vgl. Gl. (2.35)):
U, = g@z —a?)?. (3.2)

Um die Minima gegeneinander zu verschieben, fiihrt man eine kleine Asymmetrie propor-
tional zu 75 ein (vgl. Gl. (2.2)):

n
U=Us;+ —(®—-a). .
5 ( @) (3.3)
Dieses Potential hat dieselbe Form wie das in Gleichung (2.1).

Man addiert jetzt zu dem Potential noch eine Konstante so, dafl es im instabilen
Minimum @, Null wird. Dies entspricht nur einer Verschiebung der Energieskala. Die
dazu notige Konstante ist, wie man sieht, wenn man das Ergebnis aus Gleichung (3.11)

einsetzt,

U@ = op). (3.4)

© 8altk | 16a8k2

Damit ist das zu untersuchende Potential also gegeben durch

7 7’
Ralk = 16a8k2

(®—a)+ +0(1") - (3.5)
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In niedrigster Ordnung in 7 liegen die Minima bei +«, aber die Energien der Minima
sind um 7 gegeneinander verschoben, wodurch der Zustand bei ® = +« zum metastabilen
Zustand wird, siehe Abbildung 3.1.

Abbildung 3.1: Das Potential aus Gleichung (3.5). Die in fithrender Ordnung bei 4 und ®_
liegenden Minima sind um 7 gegeneinander verschoben, wodurch das Minimium bei &4 zum me-
tastabilen Minimum wird.

Die durch den Asymmetrieterm bedingten Korrekturen zur Position der Minima be-
rechnet man mit einem Potenzreihenansatz:

by :j:a+61n+62772+63773+... . (3.6)

Eingesetzt in die Ableitung des Potentials bekommt man die Gleichung

1 3 1
(042561 + %) n+ (042I{€2 + 50&/@6%) 772 + (556:1)) + 3akere; + 042563) 773 + (’)(774) =0.

(3.7)
Durch Koeffizientenvergleich findet man
1
€ = _2043/{ s (38)
3
€y = :FW und (39)
1
und also fiir die Minima:
1 3 2 1 3 4
q):l: =ta — 2a3HU:F 80&7:‘{277 - 20&11/{377 + 0(77 ) . (311)

Damit kann man einen Zusammenhang zwischen den Parametern x und a und einer
nackten Masse g nach der in der gebrochenen Phase geltenden Beziehung

9*
2
g = —8@2“(@) s, (3.12)
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herleiten:

I 3 3 3 15
i 202~ 4046/@772 + 16010k2 U 0(774) ' (3.13)

In dieser Arbeit soll jedoch eine nackte Masse mg eingefiihrt werden, zu deren Definition

m%:——az—l——m(bz = a°K +

nur der symmetrische Teil Uy des Potentials U verwendet wird:

82

52Us(@)

= a’k. (3.14)
P=a

Die nackte Kopplung ist als vierte Ableitung des Potentials am Minimum definiert:
24k

d=by 8

= 3k. (3.15)

Hier macht es keinen Unterschied, ob man den Asymmetrieterm in der Definition dazu-

nimmt oder nicht.

Der erste Schritt in der Berechnung der in der Ubergangsrate vorkommenden Fluk-
tuationsdeterminante ist die Berechnung der stationiren Lésung, der Bounce-Losung. Fiir
kleine n 148t sich eine qualitative Form der Lésung der zugehorigen Fuler-Lagrange Glei-
chung in drei Dimensionen (vgl. Gl. (2.96))

—— 4 U'(®) = 0

da?
2
@—%—%é—f—l—g@(qﬂ—az)—l—% = 0 (3.16)
angeben. In dieser Gleichung hat man bereits ausgenutzt, dafi die Bounce-L&sung, wie
in Anhang B gezeigt, kugelsymmetrisch ist und der winkelabhingige Teil des Laplace—
Operators deshalb wegfillt. Interpretiert man die radiale Variable r als Zeit und fafit ®(r)
als einen Ort zur Zeit r auf, so entspricht Gleichung (3.16) der Bewegungsgleichung eines

Teilchens in dem an der horizontalen Achse gespiegeltem Potential aus Abbildung 3.1 mit
2d®
e

kann man die Bewegung nur fiir positive Zeiten r > 0 betrachten. Dabei muf}, damit die

einer Reibung Da es sich hier um den Radialteil einer Bewegungsgleichung handelt,

Losung nicht singuldr wird, die Ableitung am Ursprung verschwinden.

Das Teilchen, welches bei & = ®(r = 0) in Ruhe startet (vgl. Abb. 3.2), rollt durch
das Tal auf den Berg bei ®,. Die Form der Loésung hdngt dabei von dem Startwert ® zur
Zeit r = 0 ab [22]:

Es gibt einen Punkt d mit d_ < & < ®,, so dafi das Teilchen, das bei b= startet,
genau soviel Energie hat, daf es zur Zeit r = oo bei & zur Ruhe kommt. Die zugehorige
Losung ist die Kink-Lésung.

Startet das Teilchen bei grofieren Werten é > ®, so kommt es den Berg bei & nicht
ganz hoch, rollt wieder zuriick und schwingt in dem Tal hin und her. Durch die Dampfung

_db (PO AU\ i ( 249\ _ -
Cdr \dr?2  d® ) dr rdr ) — '

wird die Energie verringert:

dE  d |1 [(dd\? -
dr  dr |2 \ dr
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Abbildung 3.2: An der Abszisse gespiegeltes Potential aus Abbildung 3.1. Das Teilchen startet
bei @ und rollt durch das Tal auf den Berg bei & .

Im letzten Schritt wurde dabei die Euler-Lagrange Gleichung (Gl. (3.16)) eingesetzt. Man
erhilt eine oszillierende Losung (vgl. Abb. 3.3).

Liegt der Anfangspunkt schlieflich links von QB, d_<d< QB, so schiefit das Teilchen
iber die Bergkuppe bei & hinaus. Um das zu sehen, entwickelt man die Euler—Lagrange—
Gleichung in vier Dimensionen um ®_ bis zur linearen Ordnung:

d> 3d
(W*;%*”Q) (®-2-)=0. 315

Es wurde v? = U”(®_) gesetzt. Diese Differentialgleichung hat die Lésung

B(r)— d_ = 2(@(0) - <1>_) lifor) (3.19)

vr

wobei I; die erste Besselfunktion ist. Das Teilchen wird also bis zu hinreichend grofien
Zeiten r nahe bei ®_ bleiben. Fiir grofie Zeiten r schliefllich kann man den Dampfungsterm
vernachléssigen, die Euler—Lagrange-Gleichung wird zur Wellengleichung, und die Losung
divergiert. Das qualitative Verhalten in drei Dimensionen ist genauso.

Alle drei moglichen Lésungen sind in Abbildung 3.3 skizziert. Durch numerisches Lsen
der Differentialgleichung Gl. (3.16) nach den in [55] angegebenen Methoden konnte dieses
Verhalten bestétigt werden.

Durch die Substitution r — —r bleibt die Bewegungsgleichung unveréndert, die Be-
wegung fiir negative r verlduft also symmetrisch zu der fiir positive r. Das Teilchen, zu
unendlichen negativen Zeiten von dem Berg bei &, kommend, bewegt sich schnell durch
das Tal zum Umkehrpunkt @, den es zur Zeit » = 0 erreicht und bewegt sich genauso
wieder zu ¢, zuriick. Die oben diskutierte Bewegung ist diese Riickbewegung.

Aus diesen qualitativen Uberlegungen ergeben sich auch die Randbedingungen, die an
die Losung der Differentialgleichung gestellt werden (vgl. S. 32):
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Abbildung 3.3: Verschiedene numerisch gewonnene charakteristische Losungen der Bewegungs-
gleichung Gl. (3.16) fiir unterschiedliche Startpunkte ® = &®(0).

e Die Losung soll fiir grofie positive Zeiten r gegen das falsche Minimum &, konver-
gieren:

d(r) =5 . (3.20)

Dem entspricht im Teilchenbild, dafl das Teilchen wirklich bei ¢, zur Ruhe kommt,
und in der Nukleationstheorie heifit das, daf sich auflerhalb der Blase falsches Va-
kuum befindet.

e Damit die dreidimensionale, rotationssymmetrische Lésung im Nullpunkt differen-
zierbar ist, muf} die Ableitung im Nullpunkt verschwinden:

'(0)=0. (3.21)

Das Teilchen mufl am Umkehrpunkt also wirklich stillstehen.
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Man hat damit zwei Randbedingungen fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Um die vorliegende Differentialgleichung auch iiber die Thin wall approximation hinaus
16sen zu kénnen, wird hier allerdings eine Entwicklung nach 7 eingefiihrt (vgl. Abschnitt
3.2), welche gerade an den Punkten, an denen man die Randbedingungen fordert, nicht
mehr konvergiert. Es wird sich zeigen, dafl die entwickelte Losung die Randbedingungen
asymptotisch im Sinne einer Potenzreihenentwicklung erfiillt, man aber die Bedingung
der Stationaritdt der Wirkung hier noch hinzunehmen muf}; damit die L&sung bis zur
gegebenen Ordnung eindeutig ist.

Durch Rotation der so gefundenen Kink-Losung erhdlt man eine Blase aus richtigem
Vakuum ®_ innerhalb von falschem Vakuum &, mit einer diinnen Wand zwischen beiden
Zustdnden (daher der Name ,,thin wall approzimation®) (vgl. Abb. 3.4).

P
__¢+

d_

Abbildung 3.4: Ein Nukleationskeim — durch Rotation der Kinklésung entsteht eine Blase.

Der kritische Radius der Blase R wird durch den Gewinn an Volumenenergie und den
Verlust an Oberflichenenergie bestimmt. Bildet sich eine Blase mit einem kleineren Radius,
so ist der Gewinn an Volumenenergie kleiner als der Verlust durch Oberflichenenergie, und
die Blase schrumpft zu nichts zusammen. Irgendwann wird aber eine Blase gebildet, deren
Radius grofier als R ist, so daf} es fiir die Blase energetisch giinstiger ist, weiter zu wachsen.
Sie dehnt sich aus, bis alle verfiighare Materie in die neue Phase umgewandelt ist.

Man berechnet den kritischen Radius der Blase aus der Forderung, daf3 die Wirkung
1 _
S = /d% [5 9,99,9 + U(®) (3.22)

am kritischen Radius stationdr ist. Umschreiben in Kugelkoordinaten und Einsetzen des
speziellen Potentials (Gl. (3.5)) ergibt:

oo 1 /do\? _
= 4 2dr || — P
S 7T/0 redr Q(dr) +U(P)

oo 1 /do\? _
= 4 2dr | — (P
ﬂ-/oer(dr) + Us(®)

—I—Qﬂ-—n/ rzdr((b—oe)—élﬂ'/ ridrU(®y),

& Jo 0

(3.23)
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wobei der letzte Term erst in hoheren Ordnungen in n Beitrige liefert.

Der zweite Term ist der Volumenterm. Er ist proportional zur Energiedifferenz 7. In
der Thin wall approximation ist die Losung ® gegeben durch:

—a : r<R-46/2
P=< dg : R—-0/2<r<R+6/2 (3.24)
a : r>R+6/2

# ist dabei die Dicke der Blasenwand, welche als sehr viel kleiner als der Radius ange-
nommen wird. In dieser Wand variiert die Bounce-Losung ®p stark, auflerhalb der Blase
(r > R) nimmt sie den Wert o an und fiir » < R (innerhalb der Blase) den Wert —a.
Der im zweiten Integranden stehende Ausdruck (® — «) ist also nur innerhalb der Blase

von Null verschieden, so dal ndherungsweise nur iiber das Blaseninnere zu integrieren ist:

2 R 47nR®
200 [ 2y (—oa) = AT (3.25)

o Jo 3

Dieser Term ist proportional zum Volumen einer dreidimensionalen Kugel.

Bei der Berechnung des ersten Terms der Wirkung Gl. (3.23), dem Oberflichenterm,
ist nur die Blasenwand relevant, da nur hier der Ausdruck d®/dr wesentlich von Null
verschieden ist und man das Potential und die Ableitung ineinander umrechnen kann (vgl.
die Skalentransformationen auf Seite 33). Damit bekommt man fiir den Oberflichenterm

R+6/2 2 oo 2
477/ r? dr %(‘2—@) + U, :4771%2/ dr (Cfl—@) =47 R*B. (3.26)
r

R—6/2 r
B ist die eindimensionale Wirkung der Bounce-Losung (Gl. (2.37)). Da die Wanddicke
nach Vorraussetzung viel kleiner als der Radius R ist, kann man r in der Wand durch

— 00

den Wert R ersetzen. Dieser kann dann vor das Integral gezogen werden. Der Integrand
verschwindet auflerhalb der Wand, so dafi der Integrationsbereich bei der Berechnung
der eindimensionalen Wirkung B ruhig wieder auf die positive oder sogar auf die ganze
reelle Achse ausgedehnt werden kann. Die Vorfaktoren in Gleichung (3.26) entsprechen
der Oberfliche einer dreidimensionalen Kugel.

Mit den obigen Ergebnissen schreibt sich die Wirkung in dieser einfachen Abschitzung

als
9 47 R?
S=4rR*B — 5 (3.27)

Der kritische Radius ergibt sich daraus in der Thin wall approximation durch Variation
wie folgt:

dsS 2B

£ _9.4 —ArR*n = == 2

¥IE TRB—47rRn=0= R ; (3.28)

Insbesondere werden die kritischen Blasen fiir kleines n wie erwartet sehr grof:

1
R~ . 3.29
; (3.29)
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Setzt man den gewonnenen Ausdruck flir R wieder in die Wirkung der kritischen Blase
ein, so bekommt man:

16 B
= —7T —.
3 n?

In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, dafl dies in einer Entwicklung nach n alle Beitrége zur

S (3.30)

fiihrenden Ordnung sind. Weitere Potenzen in n werden aber zu all diesen Ausdriicken
noch hinzukommen. Dafl n bei einer diinnen Wand tatsichlich klein und damit als Ent-

wicklungsparameter geeignet ist, wird im nichsten Abschnitt gezeigt werden (Gl. (3.61)).

3.2 Berechnung der Bounce-Lsésung

Die in der Literatur nur bis zur ersten Ordnung in 7 bekannte Bounce-Lsung, das ist die
Losung der Euler-Lagrange-Gleichung (Gl. (3.16))

2o

T ) =
— +U(@) =0
P 2d® &

T 207 Ee@ro a2y = 31
dr? rdr+2( a)+2a 0, (3.31)

soll zu den im letzten Abschnitt gegebenen Randbedingungen (Gl. (3.20), Gl. (3.21))

lim & = &, und (3.32)
r—00
'0) = 0 (3.33)

in diesem Abschnitt stérungstheoretisch bis zur zweiten Ordnung berechnet werden. Zur
Abkiirzung fafit man die dimensionsbehafteten Gréfien zusammen zu

VEQ
2

8= (3.34)

und dividiert die Euler-Lagrange—Gleichung durch 5%«

1 d2(®/a) 2 1d(®/a) & [[D\° 4
_@7_§57+25 ((5) —1)+§n—0- (3.35)

Dabei wurde noch ein dimensionsloser Parameter 7 definiert:

_ 3 3 go

= = = . 3.36
K 8042ﬁ277 20| 2m6177 (3.36)

Da die Bounce-Lésung um den Radius R herum zentriert ist, schreibt man nun die
Bewegungsgleichung Gl. (3.35) auf die dimensionslose Variable

§=pr-BR=7-R (3.37)

um. Mit dem dimensionslosen Feld

B(¢) = ~ (31— 5B (3.3%)
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wird die Euler—Lagrange-Gleichung dann zu

2o 2 dd . - 4
e ——— 4+ 20(P* - 1)+ -7 =0. 3.39

e LU (3.3
Fiir den dimensionslosen Radius R = SR der Blase setzt man aufgrund des Resultats
Gl. (3.29) folgende Laurent-Reihe in 7 an:

o0

~ a_ ;
R:#+ao+7~7@1+7~72@2+"':Zaiff (3.40)

i=—1

und entwickelt in der Euler-Lagrange—Gleichung den Faktor vor der ersten Ableitung nach

Potenzen von 7:
1 1 7 &+ ag -9 (f—l— a0)2 —aja_; 4 4

R T a, + + 0. (341
f + R 5 —I_ Zi:—l a,ﬂ’ll a_q 612_1 1 a?il n (77 ) ( )

Die so entstehende Differentialgleichung

PO 2 _dd  2(E+ag) ,dd - -, 4 5
o 2 A TR L 0p(2 — 1)+ i+ OF) = 0 3.42
@ Twt T Tt ( )+ 37+ 007) (3.42)

16st man nun stérungstheoretisch bis zur zweiten Ordnung in 7 durch einen Potenzreihen-

ansatz fiir die Bounce-Lsung

S = Do+ 7P, + 720y + O®F). (3.43)
Eingesetzt liefert das:
~ ~ ~ 2 - 2 ~ 2 ~ 2 ~
B ] - D - o e 4 R
a_1 a_1 aZy aZy

+ 2D} + 37 2Dy + 372D D? + 372 DED, — By — 7Dy — 7P Dy) +
+ %fy +0(7) =0. (3.44)
In nullter Ordnung in % hat man also die Gleichung
—®) 4 2(P3 — ®p) =0 (3.45)
zu 16sen. Dies entspricht aber der Soliton—Gleichung, und die Losung lautet (vgl. Gl. (2.36))
®o(€) = + tanh(¢). (3.46)

Dabei ist das Vorzeichen gemifl den Randbedingungen so zu bestimmen, dafi das System
auferhalb der Blase (r > R) im falschen Vakuum ist:

+a bzw. (3.47)
+1. (3.48)

Setzt man nun die Lésung fiir ¢ in Gleichung (3.44) ein, so erhilt man die Differen-

tialgleichung fiir die erste Ordnung in #:
4

- ~ 2
—®" 4 (—6sech? € 4 4)P; = ESGCh2f 3 (3.49)
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Die durch den Index H gekennzeichneten L&sungen der zugehérigen homogenen Dif-

ferentialgleichung

& e
_d—€2q)1 — (6sech”¢ —4)P; =0 (3.50)

lassen sich aus der unter Nummer 2.420 bei Kamke [56] angegebenen Differentialgleichung

fiir n = 3 mit der Substitution
r—ié (3.51)
herleiten:

Oy, (€) = Aje®[2tanhé — 1 — tanh?¢] und

7, (6) = Age ®[—2tanh& — 1 — tanh?¢]. (3.52)

Die beiden hier angegebenen Ldsungen sind aber nicht linear unabhédngig. Eine weitere,

dazu dquivalente Losung erhdlt man aus der Linearkombination fiir 4, = A4y, = /2,
ndmlich

@y g7, (€) = —C sech? €. (3.53)

Dies entspricht der Eigenfunktion zum Eigenwert 0 der spiter zu lésenden Schrédinger-

gleichung (vgl. Gl. (4.209)).

Eine zweite, linear unabh&ngige, homogene Losung findet man mittels Variation der

Konstanten als:

12€ + 8sinh(2€) + sinh(4¢)
C

él’m (& ~ cosh? ¢

~ (4 (;5 sech? € + ;tanhf + sinh & cosh 5) . (3.54)

Setzt man die spezielle Losung der Differentialgleichung der ersten Ordnung in 9
(Gl. (3.49)) als konstant an, so lassen sich eine spezielle Lésung ®; 5 und der Parameter
a_y durch Koeflizientenvergleich berechnen. Aus den beiden Gleichungen

40,5 = -3 und (3.55)
- 2
605 = — (3.56)
a_1
folgt
. 1
D, 5(¢) = -3 und (3.57)
a_; = 1 (3.58)

Fiir die fiihrende Ordnung des dimensionslosen Radius erhdlt man mit dem berechne-

ten Parameter a_q
2t 2mi 1

—cXh_ZhoC, (3.59)
3.1 go n
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In der Thin wall approximation soll dieser Radius nun wesentlich grofier sein als die
Wand der Blase dick ist. Die Dicke der Wand 6, also den Bereich, in dem die Ableitung
von @ wesentlich von Null verschieden ist, liest man an der Bounce-Lésung ab als

p=ol—= 1 (3.60)
B VeEa mo '
Fiir das Verhiltnis aus Dicke und Radius ergibt sich damit:
g 23
_ 2300 o (3.61)

R~ B2a%k

Die Vorraussetzung fiir die Anwendbarkeit der Thin wall approximation ist, daf} das
Verhiltnis 8/R sehr klein ist, etwa von der Groflenordnung 1/5 oder 1/10. Dies bedeutet
aber, dafl, wie man an Gleichung (3.61) sieht, 7 sehr klein ist und daf} in der Entwicklung

héhere Potenzen in 7 vernachlissigt werden kénnen.
Aus den obigen Verhéltnissen ergeben sich typische 7—Werte von 77 = 0.1 oder = 0.05.

Mit den erhaltenen Ergebnissen ist die allgemeine Bounce-Lésung in der ersten Ord-
nung in 7 also gegeben durch

(&) = |—Csech? € 4 Y (;5 sech? € + ;tanhf + sinh £ cosh 5) - é] . (3.62)

Die einzelnen Terme dieser Ordnung haben folgende Bedeutung;:

e Der konstante Term entspricht der Verschiebung des Minimums. Dies sieht man,
wenn man die dimensionslosen Minima analog zu Gleichung (3.11) nach 7 entwickelt:
s 52 =3
z n__nt 4 4
bp=4l--F—-—+4+0 . 3.63
c=a -1 T T o (3.69)

Dieser Term wird gebraucht, damit die Bounce-Losung wieder einen Ubergang von

einem Minimum ins andere beschreibt.

e Der Term proportional zu C'5 divergiert fiir grofle £ und darf aufgrund der Randbe-
dingungen (Endlichkeit fiir grofle |£|) nicht zur Losung beitragen. C'; muf also gleich
Null sein.

o sech? ¢ schlieBlich entspricht der Ableitung der nullten Ordnung der Bounce-Losung
und hdngt mit den Translationen der Bounce-Lésung zusammen (vgl. die Betrach-
tungen zur Nullmode, Abschnitt 2.5.1). Dabei beschreibt C; einen Translationsfrei-
heitsgrad. Um das zu sehen, entwickelt man die Funktion

f(& 1) = tanh(& = Chip) (3.64)
um 77 = 0 in eine Taylorreihe:
F(& 7)) = tanh & — Cyfjsech? € — CEi*sech® Esinh € + O(7?) . (3.65)

(' entspricht also dem Parameter a; in dem Ansatz fiir den Radius Gl. (3.40).
Durch diesen Ansatz ist die homogene, zu 7 proportionale Lsung also bereits
beriicksichtigt und mufl im folgenden nicht explizit aufgefiihrt werden.
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Es bleibt also fiir ®;:

(3.66)

Schreibt man (das dimensionsbehaftete) ® als Potenzreihe in 7 statt in der dimensi-
onslosen Grofle 7, so sieht man, dafl die Lésung erster Ordnung, die dann

1
203K

q)l,S(r) =

lautet, identisch ist mit der bei Langer [15] im Anhang D angegebenen Losung.

(3.67)

Die Differentialgleichung in quadratischer Ordnung in 7 ergibt sich mit den bereits
gefundenen Lésungen ®q (Gl. (3.46)) und ®; (Gl. (3.66)) und dem Wert fiir a_; (Gl. (3.58))

zu
—PU 4 (602 — 2By = 20, — 26®) — 2a0D)) — 6D
5 = 2
& —®) 4 (6tanh? €& — 2)dy = —2€sech? € — 2agsech?& — 3 tanh & . (3.68)

Die zugehorige homogene Gleichung entspricht Gleichung (3.50) und hat die konvergente,
symmetrische Lésung

Dy 11, (€) = =Dy sech? ¢ (3.69)

und die divergierende, antisymmetrische Losung

égﬂz) (&) = Ds (;5 sech? € + ;tanhf + sinh £ cosh 5) . (3.70)

Die Inhomogenitéten werden nacheinander behandelt. Variation der Konstanten fiihrt
in jedem der Félle auf eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung in der Ablei-
tung der variierten Konstante, deren spezielle Lésung sich durch nochmalige Variation der
Konstanten finden ldBt. So lautet z.B. die spezielle Losung zur Inhomogenitit —2¢ sech? &

. 2 T O S
Oy5, (&) = € (3 + 3 cosh” & B sech 5)
1 2 1 1 .
—logcosh¢ 55 sech” & + 3 tanh & + 3 sinh € cosh &| +
1 1
+E tanh & + §sech2€T(f) . (3.71)
Mit T'(§) ist dabei die Stammfunktion von & tanh £ gemeint:

¢
T() = /0 ¢ tanh &' d¢’. (3.72)

Zur Inhomogenitit —% tanh & lautet die Losung

Dy5,(8) = é sinh & cosh &, (3.73)
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und fiir den ag—abhingigen Term —2agsech? ¢ lautet die Losung

(i>2753 (&) =ao+ ? tanh® ¢ sinh? €. (3.74)

Die der Translation entsprechende homogene Lisung fiir ®q, ndmlich —Cjsech?€,
wiirde in der Differentialgleichung fiir die zweite Ordnung Gl. (3.68) weitere Inhomoge-
nitdten liefern. Der Term 2@’1 fithrt auf den Ausdruck

4C sech® Esinh €, (3.75)

der sich aber gegen den gemischten Term aus —Géoi)% weghebt. Die einzige verbleibende
C1-Abhidngigkeit wire der in €7 quadratische Term aus —Géoé%, ndmlich

—6C7 sech® Esinh & (3.76)
mit der Losung
By 5, (&) = —C¥sech®Esinh & (3.77)

Dies ist aber genau der dritte Term in der Entwicklung Gl. (3.65). An dieser Stelle zeigt
sich noch einmal deutlich die Aquivalenz der beiden Ansétze Gl. (3.40) und Gl. (3.65) und
die Austauschbarkeit der Konstanten a; und .

Die allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgleichung in der zweiten Ordnung
lautet also:

(fz(f) = —Dysech?¢+ D, (;5 sech? € + ;tanhf + sinh & cosh 5) +
+& (% + %coshQE — %sech2 5) —

1 1 1 1
—logcosh & [55 sech? € + 3 tanh & + 3 sinh & cosh 5] + 0 tanh & +
1 2 L. 1 212
—|—§ sech”&T(€) + §smhfcosh€ +ap |1+ gtanh Esinh=¢ ) . (3.78)

Die konvergente homogene Lésung — D sech? € hingt wieder mit der Translationsfreiheit
der Bounce-Losung zusammen. Dy entspricht dem Parameter ay aus Ansatz (3.40). Dies
sieht man in einer zu Gleichung (3.65) analogen Taylorentwicklung:

tanh(f - Clﬁ - D17~72) =
tanh & — Cyijsech? & — CFi? sech® Esinh & — Dy sech? € + O(77°) . (3.79)

Im folgenden wird also auch diese homogene Lésung weggelassen und der verbleibenden
Freiheit durch die Grofle ay im Ansatz fiir den Radius Gl. (3.40) Rechnung getragen.

Die Losung mufl nun noch an die Randbedingungen angepafit werden. Insbesondere
muf} die Losung also fiir grofie £ (gegen das instabile Minimum) konvergieren. Um die
Asymptotik besser einzusehen, schreibt man logcosh £ als

1
log cosh & = log (5((3g —I—e_f)) = —log2+ &+ log(1 +e7 %), (3.80)
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Damit findet man die folgenden Divergenzen in der Lésung @, (Gl. (3.78)):
1 1
Dy sinh cosh & + 3 log 2sinh € cosh € + 9 sinh € cosh € + % tanh? &sinh? €. (3.81)
Die Summe der anderen Terme ist konvergent. Durch Addition eines geeigneten Vielfachen
der divergierenden homogenen Lésung kann man die ersten drei Divergenzen beseitigen.

Dazu wahlt man

Dy = —é - élogQ. (3.82)
Der letzte Term proportional zu ag ist symmetrisch in &, wihrend die divergierende homo-
gene Losung antisymmetrisch ist. Damit lassen sich die Randbedingung der Konvergenz
bei grofiem & und die verschwindende Steigung im Punkt 7 = 0 fiir ag # 0 nicht gleichzeitig
erfiillen. Hieraus bestimmt sich die Konstante ag der Entwicklung Gl. (3.40) zu Null. Dies

wird bei der Berechnung der Wirkung bestitigt werden (vgl. Seite 61).

Die gesuchte Losung kann damit in eine Form gebracht werden, der man die Konver-
genz fiir grofle & ansieht:

dy(8) = —g(tanhf -1)+ g(coshf —sinh €)? — %Ez sech? ¢ — %fsechzf -

1 1 1
—log(1+ e—2g) (55 sech? € + 3 tanh 5) ~3 log(1 4 e—2g) sinh £ cosh & —

—% tanh & 4+ %sech2 £T(§) . (3.83)

Mit der Regel von de I"'Hospital zeigt man:
1

1 11
gli_>1r1(r>1o -3 log(1 4+ e~ %) sinh € cosh € = 3113 (3.84)
ebenso:
1
lim =sech?¢T(&) =0, (3.85)
E—o0 2
womit sich dann als Grenzwert von ®, fiir grofie &
P — - == .
2T T 12T 6 (3.86)

ergibt, was dem Term dieser Ordnung in dem instabilen Minimum entspricht (vgl. Gl. (3.63)).
Damit ist die erste Randbedingung erfiillt.

Bei ®( wird diese Randbedingung durch Konstruktion erfiillt, die spezielle Lésung von
®, entspricht der Verschiebung des Minimums und erfiillt damit ebenfalls die Randbedin-
gung. Auch bei @, treten Terme auf, die der Verschiebung des Minimums entsprechen, und
Terme, welche die Translation beschreiben (proportional zu C'; und Dy). Dariiber hinaus
gibt es hier aber auch Terme, die echte Deformationen der Blase beschreiben.

Nun betrachtet man noch die zweite Randbedingung, ndmlich das Verhalten der
Steigung am Ursprung (7 = 0 bzw. & = —R). Fiir ®)(¢) = sech?¢ findet man fiir
¢ =—R=—140(#) als fiihrenden Term

n

By(—R) = e 7 (44 O(0)) . (3.87)
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Da 7 auf positive Werte beschrinkt ist, kann man diesen Ausdruck entwickeln, und die

geforderte Randbedingung ist im Sinne einer Potenzreihenentwicklung erfiillt.

é’l ist iiberall identisch gleich Null, da ®, konstant ist, und erfiillt damit ebenfalls die
Randbedingung.

Fiir die Ableitung von ®, findet man
dL(&) = é tanh? ¢ — 1O%Q(Cosh2 € +sinh?€) — log 2sech® € +

+£ [% cosh &sinh & + (% + log 2) sech® € sinh 5] -

—log cosh & [sech2 ¢ — Esech®Esinh € + %(sinh2 £ + cosh? 5)] -

—sech® Esinh € T(€) . (3.88)
Umschreiben von logcosh £ als

log cosh &€ = —log 2 — ¢ + log(e* +1) (3.89)

liefert die Form

dL(&) = étanhzf + g(sinhf + cosh &)? +

—|—£€ sech® ¢ sinh & 4 €sech? € — €2 sech® ¢sinh € —
—log(e* +1) [sech2 ¢ — Esech® £ sinh E] -
—% log(e% +1)(sinh? ¢ + cosh? &) — sech® &sinh € T(€) . (3.90)

Die Grenzwerte der beiden letzten Terme am Ursprung (§ = —R) findet man wieder mit

der Regel von de I’Hospital:

lim log(e?* 4+1)(sinh?¢ + cosh?¢) =
E——R

und (3.91)

S N

lim sech®sinh €T(¢) =
E——R

(3.92)

Insgesamt findet man also auch fiir ®, die gesuchte asymptotische Steigung am Ursprung:
PL(E=-R)==—=-= =0. (3.93)

Um zu wissen, wie die Ableitung gegen Null geht, schaut man sich auch hier wieder die
fiihrenden Ausdriicke der einzelnen Terme an. Man findet Vielfache von e, e, e
und &% e*, welche fiir positives 7 wieder die Randbedingung im Sinne einer Potenzreihen-

entwicklung erfiillen.

In Abbildung 3.5 ist die zweite Ordnung der Bounce-Losung als Funktion von & ge-

zeichnet.
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Abbildung 3.5: Die Korrekturen ®y zur Bounce-Lésung in quadratische Ordnung in 7.

Im Gegensatz zu den Differentialgleichungen nullter und erster Ordnung in 7 ist
die Differentialgleichung zweiter Ordnung nicht mehr translationsinvariant, d.h. dafl ei-
ne Verschiebung des Arguments (]N% # 0) die Form der Ldsung nicht invariant 148t. Diese
Translation duflert sich, wenn man die Bounce-Losung analog zu Gleichung (3.79) tay-
lorentwickelt, in zusdtzlichen Inhomogenitdten. Das Verschwinden des Koeffizienten «ag
entspricht der Translationsinvarianz von ®;. Die weiteren Koeffizienten lassen sich nicht
aus den Randbedingungen bestimmen, da diese nur asymptotisch erfiillt sind. Man miifite
auch hier jeweils die beiden ndchsthdheren Ordnungen der Bounce-L&sung kennen.

Die hier noch unbestimmten Konstanten a; und a, lassen sich aber durch Variation
der Wirkung analog der Rechnung auf Seite 45 bestimmen. Dies soll im nidchsten Abschnitt
geschehen.

3.3 Berechnung der Wirkung der Bounce-Lésung und des
kritischen Radius

In diesem Abschnitt soll die Wirkung & der Bounce-Lésung nach Gleichung (3.23)
> 1 [do\*

=4 drr? | = | — ]

S 7T/0 s [2 (dr) + U

bis zur zweiten Ordnung in 1 berechnet werden. Umschreiben auf dimensionslose Gréfien
liefert den Ausdruck

27

drr*(® — a) —477/ dr r?U(d,)
0 0

(3.94)
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7 = fr ist dabei eine dimensionslose Variable, vgl. Gl. (3.37).

Die vorkommenden Integrale sind von der Form

/ P (P — R) dF. (3.96)
0

flr— ]%) ist eine um 7 = R zentrierte Funktion, die fiir groBe ¢ = # — R aufgrund der Wahl
des Nullpunkts von U gegen Null geht. Wegen des Faktors #? verschwinden die Randterme

bei partieller Integration auch an der unteren Grenze, und man bekommt

%] N 1 %] N
/ P2 f(F— R)dr = _g/ P fI(F — R) dF. (3.97)

0 0
Nun wird das Argument der Funktion # — R = ¢ substituiert und der Integrationsbereich
auf die ganze reelle Achse ausgedehnt. Der dabei gemachte Fehler entspricht dem Abfall

der Funktion, geht also exponentiell wie e~const/7_ Nan erhilt:

[Trasi-n = —p [T mpro -
1 o] - 0 ~ oo 1 -~ ©o
vog [ deer - k[ Caere - B[ acro - 3R [ are.

(3.98)

Die einzelnen Beitrige lassen sich je nach resultierender R-Potenz in Volumenterme, Ober-
flichenterme, lineare und konstante Terme aufteilen. Fiir eine gerade Funktion f(£) ist die
Ableitung ungerade und der zweite und der letzte Term in Gleichung (3.98) verschwinden.
Ubrig bleibt ein Term proportional zu k? (Oberflichenterm):

B er@a=r | pode= o (3.99)
und ein konstanter Term:
1 ° 3 ol _ > 2 .
5] er@a=| enga=r. (3.100)

Da f(£) gemdB der Fallunterscheidung eine gerade Funktion ist, verschwinden auch bei
dieser partiellen Integration die Randterme wieder. Die rechte Form der Integrale ist genau

das Zweifache der im Anhang C angegebenen Integrale.

Wenn dagegen die Ableitung f'(£) eine gerade Funktion ist, wird aus dem zweiten

Term ein in R linearer Term
—1%/ E2f'(€)d¢ =: RL, (3.101)
und der letzte Term wird zu einem Volumenterm proportional zu R?

L., [ 1. .
—533/_00 f(&) de = §R3f(—oo) = R%v. (3.102)
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An der oberen Grenze verschwindet der letzte Integrand. Die anderen beiden Integrale
liefern keinen Beitrag.

Um nun die Paritidt der Ableitung f’(¢) abzuschitzen, betrachtet man zuerst die Ko-
effizientenfunktionen der Bounce-Losung ®;. Fiir gerades i sind dies ungerade Funktionen:

O, (=& = —D;(§), igerade (3.103)
und umgekehrt:
éj(—f) = (f](f) , jungerade. (3.104)

Bei den ersten drei, im letzten Abschnitt explizit ausgerechneten Funktionen kann man
diese Paritit direkt ablesen. Fiir die weiteren Koeflizientenfunktionen zeigt man obigen
Zusammenhang durch vollstdndige Induktion. Um im Induktionsschritt von ®;_; aul D, zu
schlieflen, betrachtet man alle Terme der i—ten Ordnung in 7 in der Differentialgleichung
Gl. (3.44): Nach Induktionsvorraussetzung ist die Paritit der Terme —2®/_, und &®’_,
und von einigen Termen aus dem ®?-Ausdruck bekannt und in allen diesen Termen diesel-
be. Eine mégliche konsistente Lésung besteht nun darin, daf§ die anderen in der Gleichung
vorkommenden Terme, nimlich ®;, é;’ und die restlichen Terme aus dem ®>-Ausdruck
auch eben diese Paritit haben. Um die Paritiit des @3 Terms festzustellen, iiberlegt man
sich, daBl hier alle méglichen Kombinationen aus drei Koeflizientenfunktionen vorkom-
men, so dafi die Summe der Indizes die Ordnung in 7 ergibt. Man findet also, daf§ mit
der obigen Vermutung dieser Term in gerader Ordnung in 7 eine ungerade Funktion ist
und umgekehrt. Er hat damit dieselbe Paritdt wie die bekannten Terme. Da auflerdem die
Ableitung von ®,_; vorkommt, ergibt sich fiir den ®;~Term und dessen zweite Ableitung
ég’ also gerade die andere Paritit als fiir ®;_1, nimlich wie oben angegeben.

Es existiert also eine Losung der Differentialgleichung mit der in Gleichung (3.103)
und Gleichung (3.104) erw&hnten Paritdt. Diese Losung ist eindeutig, wenn man noch die
Randbedingungen hinzunimmt: Die Bounce-Lésung beschreibt einen Ubergang von einem
Minimum ins andere. Die Koeflizienten vor geraden 7fj-Potenzen in der Entwicklung der

Minima haben aber je nach Minimum ein unterschiedliches Vorzeichen, vgl. Gl. (3.63),
b
3 6 27

Daf§ dies auch in den hoheren Ordnungen giiltig ist, kann man zeigen, wenn man den

by =+1— + 0> . (3.105)

Ausdruck fiir &4 in die Ableitung des Potentials einsetzt:

dUu
— =0 (3.106)
d® |5,

und nach Potenzen von 7} sortiert.

Eine gerade Funktion geht nun fiir grofle positive und negative Argumente gegen
denselben Wert, wihrend sich die asymptotischen Werte bei ungeraden Funktionen im
Vorzeichen unterscheiden. Dies wird konsistent durch die Koeffizienten in der Entwicklung
fiir die Minima widergespiegelt: Sie wechseln in gerader Ordnung in 7, wo die Koeffizien-
tenfunktionen ®; ungerade sind, ihr Vorzeichen.
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Die Ableitungen é; zeigen genau die andere Paritit.

Damit lassen sich die Parititen der einzelnen Terme des Integranden
= 2
de(§) 2 2 (&2 2 8 (= =
(T) +@(© -2 - @ -0 | + |57 (060 - @4) (3.107)

bzw. seiner Ableitung abschdtzen: Fiir eine ungerade 7;-Potenz des Integranden braucht
man im Ableitungsterm im ersten Integral genau eine ungerade und eine gerade Koeffizi-
entenfunktion, das Produkt der Ableitungen und damit der erste Term sind also wieder
ungerade. Ebenso braucht man fiir Beitrége aus dem Potentialterm in ungerader Ordnung
in 7} eine ungerade Anzahl von (fijunktionen mit j ungerade, die also durch eine ungerade
Anzahl von ®;~Funktionen mit geradem 7 zu einem quartischen und einem quadratischen
Term ergidnzt werden miissen, welche damit auch ungerade sind. Der Potentialterm enthilt
noch konstante Terme, welche immer gerade sind, aber fiir die Paritit der Ableitung des
Integranden keine Bedeutung haben. Damit ist die Ableitung des Integranden gerade, so
daf} das erste Integral aus Gleichung (3.95) in jeder ungeraden Ordnung in 7 einen linearen
Term Lj]% und einen Volumenterm vj]%?’ liefert. Mit einer analogen Begriindung sieht man,
daf} die Ableitung des Integranden fiir gerade Ordnungen in 7 ungerade ist, und man also
einen Oberfliichenterm O;R? und einen konstanten Term P, bekommt.

Dain dem zweiten Integral noch ein 7 auftaucht, sind dies Beitrdge zur ndchsthéheren
Ordnung in 7. Auch hier fillt die gerade Konstante beim Ableiten weg, und man erhélt
fiir ungerades j Beitrdge zu P;j4q und Oj4,. Fiir gerades 7+ bekommt man einen linearen

Term L;41 und einen Volumenterm v;y1.

Es gibt also nur Oberflichen- und konstante Terme mit geradem Index und Volumen-
und lineare Terme mit ungeradem Index. Damit 148t sich die allgemeine, dimensionlose

Wirkung schreiben als
S

5 _ _ & - g -2 G -3 -4
S = W = So+ 781+ 7S+ 71°Ss + O(7")
= (Ool? + Po) + ii(L1 R+ vi %) + i (02 R* + P3) +
+72 (L3R + v3R®) + O(i") . (3.108)
Den kritischen Radius erhdlt man daraus wie in Abschnitt 3.1 durch Variation: Aus
dS . - . . - . . a !
e 2(00 4+ 7709) R+ 3(ivy + 7Pvs) R* + (L1 + 7°L3) + O(7*) =0 (3.109)
folgt
i 2206+ VA 0i)? — 12000 Lin?) (30 ;i)
6> v;ip
2 OO 1 - 1 3[/1?]1 200?]3
= ———= — | =20
3U17~7+773U1|: 2+ 200 + (%1} +
1 [9L%v? 3Lsv 3L,09v 2090 20002 20qv
3 1 1 _ 90 301 2l Oy 2U3 ov3 0Vs O
1 |: 808 4+ 200 20(2) + (%) U% + (%) + (77 )

(3.110)
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Es kommen nur ungerade Potenzen in 7 vor, so dafl der Fehler von fiinfter Ordnung ist.

Jetzt sollen die einzelnen Terme fiir die im vorigen Abschnitt gefundene Bounce-
Lésung

- 1 .
® = tanh ¢ — 27+ &y 4+ O(7°) (3.111)
berechnet werden:

Oy ist der Oberflichenterm aus Gleichung (3.26), 277“7;]%200 = 477% B. Die dar-
in vorkommende niedrigste Ordnung der Wirkung der eindimensionalen Bounce-Ldsung

(Gl. (2.38))
© |1 (dd)®
ergibt sich mit ®g(¢) = tanh(€) zu
N
“dE |1 45 o [ dg rkat -, 9
B = 5 5045 ra +?(¢0_1)
o 4
= a%p d¢ sech*¢ = gazﬁ. (3.113)
Damit lautet der gesuchte Term
2 8

Eingesetzt in die Gleichung fiir den Radius Gl. (3.28) ergibt sich in niedrigster Ordnung
—a?fB—. (3.115)

Dieser Ausdruck zeigt Ubereinstimmung mit dem in Gleichung (3.59) gefundenen dimen-
sionslosen Ausdruck

=, (3.116)

Den zu berechnenden konstanten Term kann man aus Symmetriegriinden auf das Zweifache
des Integrals I, aus Anhang C zuriickfiihren:

<, [dd,”
no= e +<¢>3—1>2—<¢>3+—1>2]
0 _ 2
- / 9262 sech? € d¢ = 41, = % (3.117)
Damit findet man fiir die Wirkung in nullter Ordnung
a? (8., 12— 27?
So=2n— (R - —— . 3.118
o=20% (3 ) 3.118)
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Der Volumenterm in erster Ordnung in 7 ist auch schon bekannt. Rechnet man Glei-
chung (3.25) auf den dimensionslosen Parameter 7 um, so ergibt sich:

. 16 ~
v R? = —533. (3.119)

Dies resultiert alleine aus dem zweiten Integral in Gleichung (3.95); die beiden Anteile im

Potentialterm des ersten Integranden
405D, — 2 200D, (3.120)

heben sich fiir grofles negatives Argument gerade weg, ebenso die Terme mit iﬁ.. Die
Ableitungen von Funktionen, die asymptotisch gegen eine Konstante gehen, gehen fiir
grofle Argumente gegen Null, und der Ableitungsterm in der Wirkung liefert hier also
auch keinen Beitrag.

Die Funktion f;, iiber deren Ableitung man in dem linearen Term erster Ordnung zu

integrieren hat, lautet
- - . - . 8 . .
f1 = 204®] + 4(PF — 1) PPy — 4(PT5 — 1)PoPiq — gn(% —dy). (3.121)

Da ®; konstant ist, verschwindet der Ableitungsterm. Ebenso fallen die konstanten &, —Ter-
me beim Ableiten heraus, und es bleiben die folgenden zwei Anteile zu berechnen:

N o0 N o N o0 4 - o0
- 4R/ (307 — 1)Ppy) = 4R/ &% tanh? Esech? ¢ — §R/ &% sech? ¢ =

4 - N
(2:4Maz —2- gh)R= 2R (3.122)

Wl oo

und

B o 5 - o -1 4 5
g [ v de= Ry [ Esdle=RTh= iR @)

— 00

Die Integrale My 2 und I3 sind wieder im Anhang C zu finden. &y ist also gegeben durch

o? 16 -4 8  4rm?\ &

In der zweiten Ordnung in 7 liefert das erste Integral
2 0 5 o o 5 o 5 4
Sy = zﬂ%/o di i [(cp’f + 2@6@’2) + 6D2DT — 207 + 4PDy (D7 — 1) — 5] (3.125)

nur Oberflichen- und konstante Terme. Die Potentialterme ohne ®, lassen sich weiter
zusammenfassen zu

. -, 4 6 2 4 2
6P2DT — 207 — 5= §tanh2€ -5 5" —gseChQE. (3.126)

Im Oberflichenterm ergibt die Integration {iber diesen Term

2 [ 4
_g/ sech? £d¢ = -3 (3.127)

— 00
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Die Integrale iiber ®; aus dem Ableitungs- und dem Potentialterm

/ 20,®, d¢ und / 4®, sech® € sinh € d¢ (3.128)

o0 o0

heben sich gegeneinander weg, da das eine durch partielle Integration aus dem anderen
hervorgeht. Der andere Ableitungsterm ffzé’f di verschwindet wieder, da @) = 0 ist.
Man findet also fiir den Oberflichenterm
P2 4 =
O2R :—gR . (3.129)

Fiir den konstanten Term braucht man wieder das Integral I, aus Anhang C:

—g/j;g?sech?gdg:—%]z:—%z. (3.130)
Die verbleibenden beiden Integrale iiber ®; werden numerisch geldst:
/Oo €220,0)d¢ = 0.15921  und
/OO —&%4Pysech® Esinh €d¢ = 1.92018. (3.131)
Der konstante Term lautet also
P, = 0.982767 . (3.132)

Die Beitrdge zum Oberflichen- und konstanten Term aus dem zweiten Integral in Glei-
chung (3.95) liefern keinen Beitrag, da die Ableitung von ®; = —1/3 identisch Null ist.
Damit hat man den Koeffizienten der zweiten Ordnung bestimmt:

042

4 -
Sy = 271'? [—532 + 0.982767] : (3.133)

Insgesamt ist die Wirkung bis zur zweiten Ordnung in # also gegeben durch:

o’ 8 ~ 12 — 272 16 ~ 8 472N\ -
S=oar (SR == ) v (2@ (2 - TR
”ﬂ[(s 9 )*"( 9 +(3 9) )+

4 -
+ 7’ (—§ R* + 0.982767) + (9(773)] . (3.134)
Um den linearen Term in dritter Ordnung in 7 berechnen zu kénnen, miifite man die
nichsthéhere Ordnung der Bounce-Lésung @5 kennen. Zur Bestimmung des Radius bis zur

quadratischen Ordnung geniigt aber die Kenntnis des Volumenterms in dieser Ordnung,
welcher sich aus dem asymptotischen Verhalten von ®, bestimmen li8t. Auch hier sind die
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Terme mit der Bounce-Lésung & und die mit dem Minimum ®_ entgegengesetzt gleich
und lassen sich zusammenfassen. Das erste Integral liefert den Anteil

1~ 2 - S Sox Sa S S 16 -~
§R3f3(—oo) = §R3 {4(@@? + 305D, Dy + Dpd3) — 2(20, Dy + 20 D3) = —8—133 :
(3.135)
Die ®5-Terme heben sich dabei weg. Analog findet man fiir das zweite Integral:
8 [ - 16 - 8
_2 OLEdE = —— Dy = — 3.136
so daf} sich v3 zu
8 16 8
- = _Z_ = 1
BT TR TR (3.137)

bestimmt.

Fiir den Radius ergibt sich damit, wenn man die gefundenen Terme in Gleichung (3.110)
einsetzt:
2 — 3n?
36

-] . - -
R:%—I—O—I— i+ 0-7°+ O®F). (3.138)
Durch Vergleich mit dem Laurentreihenansatz fiir R (Gl. (3.40)) liest man ag = 0 ab, wie
schon auf Seite 52 aus den Randbedingungen ermittelt. Dariiber hinaus sind jetzt aber
auch
2 — 3n?
ap = T und

36
az = 0 (3.139)

und damit die fehlenden Parameter in der Bounce-L&sung bestimmt.

Einsetzen des Ausdrucks fiir den Radius in den Ausdruck fiir die Wirkung liefert die
nichste Korrektur zu Gleichung (3.30):

S=2r— |-+ L+ O] . (3.140)

Es gibt noch eine zweite, dazu dquivalente Méglichkeit, die Konstanten zu bestimmen,
welche hier als Kontrolle dienen soll. Dazu geht man jetzt von dem Ansatz Gl. (3.79)
aus, in welchem die zu den Parametern a; und ay dquivalenten Parameter ' und Dy
explizit in der Bounce-Lésung auftauchen und R durch % gegeben ist. Man bekommt dann
bei der Berechnung der Wirkung zusdtzliche Terme. Die Konstanten 7 und D; miissen
jetzt so bestimmt werden, dafl im Ausdruck fiir den Radius die Terme proportional zu
nichtnegativen 7-Potenzen verschwinden.

Den ersten Unterschied in der Bounce-Losung findet man in ®:

1
¢ =—2-C sech” ¢ . (3.141)

Dadurch bekommt man aus den einzelnen Termen der Wirkung neue Beitrége im linearen
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Term der ersten Ordnung. So liefern die einzelnen Integrale die zusdtzlichen Ausdriicke:

—1%/ 2 (20,01 d¢ :»—4011%/ (=5 sech® & sinh? € + sech® €)d¢ = gClR

und

—R/ E(4(PE - 1) Do) de :»—4011%/ (=5 sech® sinh? € + sech® £)d¢ = gClR.

— 00

o0

- (3.142)
Insgesamt erhilt man also als neuen linearen Term
i1:§—4—772+01§. (3.143)
3 9 3
Der Volumenterm vy erfihrt keine Verdnderung.
Die Bounce-Lésung in zweiter Ordnung in 7 hat zwei Korrekturen:
- (i>27alt — C?sech® ¢ sinh & — Dysech? €. (3.144)

Die durch den Cj—Term bedingten Korrekturen im Oberflichenterm zweiter Ordnung lau-

ten:
R? / PRde =

2 / 20, Blde =

R / 602b2ds =

— 00

1%2/00 (—20%)d¢ =

o0

- 0o Q.
RQ/ §q>1d€ =
Iz / 4oy (B2 — 1)de =

— 00

[ 1 .
0124R2/ sech® Esinh? €d¢ = %C’f}%z

— 00

—2012]%2/ sech? ¢(—3sech® ¢ sinh? & 4 sech? £)d¢ =
. 16 2752
= 1501]%

L [ 9
6 R* / (012 sech®&sinh? € + §01 tanh? ¢ sech? 5) d¢ =

8 8 -
— (5012 + 501) R?

—2]%2/ (012 sech* & + %Cl sech? 5) d¢é =

— 00

8 8 -
— (_gcf - 501) R?
- 0 1 -
—01232/ sech? ¢d¢ = —?60132
22 - 6 : 2 16 2 n2
ACTR sech” £sinh” £d€ = EClR . (3.145)

— 00

Die Ausdriicke proportional zu C? heben sich gerade weg und iibrig bleiben nur Korrek-

turen proportional zu C7, so dafl man fiir den gesamten neuen Ausdruck

~ 4 16C,
=——-_- - 14
0= —5— = (3.146)
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findet. Dieselben Terme liefern Korrekturen zum konstanten Term:
< 2a 2 < 2 6 ¢ 12 4? 2
EPvde = Ci4 & sech” Esinh” €d€ = ECI

/ £2200Ld¢ = —2C7 / €2 sech? ¢(—3sech® ¢ sinh? € + sech? €)d¢ =

__2(30- 2772)02
45 !
0 o 0 2
E26P2P3d¢ = 6 &2 [ C?sech®Esinh? € + ZC4 tanh? €sech? € ) d¢ =
0*1 1 3
272 o 2(12+7?)
15 ! g 1
o] - o] 2
/ E(—201)d¢ = —2/ &2 (012 sech* & + 55201 sech? 5) dé =
2(—6 4 72 272
- e - Teay
o] N o] 4 2
/ —52(I>_1d€ = —Clg/ 52 sech25dg: _icl
Ceo 3 3/ o 9
o o o 4 2
/ 24Py By (B2 — 1)d¢ = 402 / €2 sech® € sinh? €d¢ = %Cf. (3.147)
Damit ergibt sich der neue konstante Term zu
_ 4(6 — 72
P, = 0.982767 + %Cl + gcf . (3.148)

Die Grofle vs bleibt wie vy ebenfalls unverdndert, da auch hier die Korrekturterme in

der Losungsfunktion bei +o0o verschwinden.

Die Korrektur in der Bounce-L&sung proportional zu D; ist eine gerade Funktion,
wahrend die restlichen Terme in i)z ungerade sind. Durch den Dy—Term bekommt man also
auch in zweiter Ordnung einen linearen Term Ly, ebenso in nichsthéherer Ordnung einen
Oberflichenterm O3 und so weiter. Diese, im bisherigen Ansatz nicht vorhandenen Terme
fithren aber im Ausdruck fiir den Radius Gl. (3.110) auf nichtverschwindende Koeffizienten
vor geraden 7j-Potenzen. Dies 1468t sich nur widerspruchsfrei 16sen, wenn alle die den a; mit

geradem 7 entsprechenden Koeffizienten, wie das hier auftauchende, dem a5 entsprechende
D1, Null sind.

Setzt man die korrigierten Ausdriicke fiir Iy (Gl. (3.143)) und O (Gl. (3.146)) in die
Gleichung fiir den Radius Gl. (3.110) ein, so findet man fiir a4

1 ~ 3Ljv;  20¢v3 3 [4(-24+12C +7?) 1 2
= _—|-2 . - — -
o R L - 16 9 8 1T 12
(3.149)

Aus der Forderung, dafi a; = 0 sein soll, ergibt sich auch hier in konsistenter Weise

2 — 372
C = ) 3.150
1 %6 ( )
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Einsetzen des hiesigen Ansatz fiir den Radius R = 1/7 in die korrigierte Wirkung

3 3 81

278 1 8 16C;  2(4—9r? 4 8C; 2r? 7
o |: ( 1_|_ ( ﬂ-)+2(_+_1_L))+2D1L27~7+0(7~72)

3 3 9
(3.151)

zeigt ebenfalls Ubereinstimmung, wenn D; = 0 ist.
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Kapitel 4

Die hoch- und niederfrequenten
Anteille der
Fluktuationsdeterminante

4.1 TUbersicht iiber die Methodik der Berechnung

Der schwierigste Schritt bei der Berechnung der Ubergangsrate Gl. (2.107) ist die Berech-
nung der Fluktuationsdeterminante
det’[-9% + U"(®)]
det[-0% + U"(®4)]

(4.1)

Dabei bedeutet U"” die zweite Ableitung des Potentials nach dem Feld ®(z,) und 8% = 9,9,
die Summe iiber die Ableitungen nach den (drei) kartesischen Koordinaten z,. ® ist
das lokale Minimum des Potentials (Gl. (3.63)) und ® die im Abschnitt 3.2 berechnete
Bounce-Losung (Gl. (3.111)). Ferner bedeutet det’ das Auslassen der Nullmoden und
der negativen Mode bei der Berechnung der Determinante, welche, wie auf Seite 25ff.
beschrieben, gesondert behandelt werden.

Die zum Operator der Fluktuationsdeterminante gehdrenden Eigenwertgleichungen
(Schrédingergleichungen) lauten (Gl (2.18)):

[-0° + U"(®)] ¥,, = A\, 0, . (4.2)

Dabei steht ® entweder fiir die Bounce-Lésung ® oder fiir das lokale Minimum ®,.. ¥, ist
die Eigenfunktion zum Eigenwert A,. Fiir das spezielle Potential der Thin wall approxima-
tion (Gl (3.2) und Gl (3.3)) findet man in dimensionsbehafteten GréBen (zur Definition
von 3 vgl. Gl (3.34))

U (®) = g(S(I)Z(r) - 042) _ (%@2(7«) - 2) (4.3)
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und hat damit die Schrédingergleichung
6
2 2 2 —
e (S0 2) =, »
zu l6sen. Es ist vorteilhaft, diese Gleichung auf die dimensionslosen Gréfien ® = &/« und
¢:=F—R=p(r—R) (4.5)

(vgl. G1. (3.37)) umzuschreiben und durch 32 zu dividieren. R ist dabei mit den in Ab-
schnitt 3.3 berechneten Konstanten und dem Laurentreihenansatz Gl. (3.40) durch

R=

12— 3x2
it A4 O 4.6
5 + T +O(°) (4.6)

gegeben. Man bekommt so den dimensionslosen Operator M:
=2
—02+ (60°(¢) - 2)| = m (4.7)

(e}
und den dimensionslosen freien Operator M:

o

—02+ (602.(5) - 2)| = a1 (4.8)

Die zu M und M gehtrenden Eigenwerte werden ebenfalls dimensionslos:

1 4 1o 4 o .

Der Faktor (4/m3) kann nun aus jedem Eigenwert herausgezogen und gekiirzt werden.
Bei einer ungleichen Anzahl von Eigenwerten bleibt der Faktor in einer noch zu bestim-
menden Potenz w iibrig. Mit dem Herausnehmen der drei Nullmoden und der negativen
Mode aus der oberen Determinante ergibt sich die Potenz v —4, und man findet schliefilich
fiir das Verhé&ltnis der Determinanten:

det'[=02 + U"(®)] T A, I wn (L)H det! M ( 4 )“—4 (410
det[_az + U//(é+)] Hn in Hn &n det ]\04 ‘ ‘

2
my

ﬁ?

Die Grofie v wird in Abschnitt 4.4.4 mit Hilfe der Zetafunktion berechnet werden. Es
ergibt sich der Wert (vgl. Gl. (4.194))

u=0. (4.11)

Die sich aus dem u—Wert ergebende Dimension fiir das Verhéltnis der Determinanten ist
auch konsistent mit der Gleichung fiir die Ubergangsrate (Gl. (2.107)).

Setzt man in den Operator aus Gleichung (4.7) jetzt die Entwicklung fiir die dimen-
sionslose Bounce-Losung (Gl. (3.43))

B(&) = Bo(€) + 71 (&) + B2 (€) + O(7) (4.12)
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ein, so erhilt man bis zur zweiten Ordnung in 7 die Eigenwertgleichung

=0+ 6(®2 + 250Dy + (D} + 2B0d) + O()) - 2| W, =
-+ V(O] ¥, =MV, = w,V,. (4.13)

Die einzelnen Koeflizienten des Potentials

%U”@) =V (#) = V(&) = Vol&) + Vi (&) + #*Va(€) + O (4.14)

ergeben sich dabei mit den Ausdriicken Gl. (3.46), Gl. (3.66) und Gl. (3.83) fiir die Bounce-

Lésung zu

Vo(§) = —6sech’&+4, (4.15)
Vi(§) = —4tanh, (4.16)
Va () = %—I—f [4tanhf—|—4sinh€coshf — (T+ 6log2) sech?’fsinhf] -

— tanh & log cosh € (65 sech? &€ + 4 cosh &sinh € + 6 tanh E) —
— (14 6log2) tanh* & — 4log 2sinh® & +
+6sech® Esinh € T(€) . (4.17)

T(£) ist die Stammfunktion von {tanh&, T'(§) = f(f & tanh & d€'.

Fiir den freien Operator bekommt man aus Gleichung (4.8) durch Einsetzen des lokalen
Minimums &, =1 -2 - L _ =i° + O(71") (GL. (3.63)) das ,,freie“ Potential

3 6
1 ~ o o .0 9.0 2.0 -
@U”(cm) =V =Vo+ Vi +7*Vo +7*V3+ 0" (4.18)
mit den konstanten Koeffizienten:

Vo(6) = 4, (4.19)
Vig) = —4, (4.20)
° 4
Va6 = - (4.21)
° 10
Vs(&) = -5 (4.22)

Hier ist die dritte Ordnung noch mit angegeben. Sie entspricht dem asymptotischen Ver-
halten der dritten Ordnung des Potentials aus Gleichung (4.14) und wird als solches in der
weiteren Rechnung benétigt. Man bestimmt sie ebenfalls aus der Position des Minimums.

Aufler den drei Nullmoden wp; und der negativen Mode wgg von M werden nun, da-
mit die Anzahl der Eigenwerte gleich ist, die vier niedrigsten Moden &g von M aus der
Determinante herausgenommen und vorgezogen. Dabei entspricht der erste Index an den
Eigenwerten dem ungestorten Eigenwert nullter Ordnung, und der zweite Index kennzeich-
net den spiter zu besprechenden Drehimpulseigenwert (vgl. S. 99). Die freien Eigenwerte
sind nur mit einem Index gekennzeichnet. Den verbleibenden Ausdruck der Determinante
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betrachtet man in der Schwingerschen Eigenzeitdarstellung, welche im ndchsten Abschnitt
eingefiihrt wird:

det’ M o dt o
og A g () 4 (= [ e ool ) g (1200) 41
det 11 (o) 0 (o)

(4.23)

Bei der Spurbildung werden die vorgezogenen Eigenwerte jeweils nicht mit beriicksichtigt,
mit Tr" ist also das Herausnehmen von vier Eigenwerten gemeint.

Das Integral I’ wird nun aufgespalten in einen hochfrequenten Anteil fiir kleine ¢,

0 < t < A, in welchem die Spur der Heat kernel K, = Tr. = Tr'e='M — T e=tM durch
die Seeley—Entwicklung angendhert wird, und einen Niederfrequenzanteil fiir grofie . Das
Verhalten der Spur in diesem Bereich mit A < ¢ < oo ist durch die niedrigsten Frequenzen,
also die kleinsten Eigenwerte ohne die Nullmoden und ohne die negative Mode gegeben.
Fiir I’ schreibt man also:

I'(A) =T_(A)+ IL(A). (4.24)

Der Cutoff A wird dann so bestimmt, dafi die Fluktuationsdeterminante méoglichst
unabhingig von seiner Wahl ist.

Die Koeffizienten der Seeley—Entwicklung werden nach einem algebraischen Verfahren
von D’yakonov, Petrov und Yung (DPY) [40, 57] in Abschnitt 4.3.3 berechnet. Zuvor
sollen jedoch noch zwei weitere Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten aufgezeigt
werden. Ein Rekursionsverfahren wurde von Belkov et al. [58] angewandt und wird in
Abschnitt 4.3.1 beschrieben. Fliegner et al. [59] zeigen noch einen durch die Stringtheorie
inspirierten Weg auf, der in Abschnitt 4.3.2 beschrieben werden soll. Das Integral iiber
die entwickelte Spur wird in Abschnitt 4.4 dimensionell regularisiert und mittels Zeta—
Funktion (vgl. Abschnitt 4.2) berechnet.

Der Operator M besitzt diskrete Eigenwerte, welche ,Binder” um die Werte Null
und Drei bilden. Sie werden in Abschnitt 4.5 storungstheoretisch bis zur zweiten Ordnung
berechnet und in Abschnitt 4.6.1 bzw. Abschnitt 4.6.2 aufaddiert. Aulerdem besitzt der
Operator noch kontinuierliche Eigenwerte, welche in Abschnitt 4.6.3 zusammen mit den
Eigenwerten des freien Operators M mit Hilfe der Spektraldichte aufsummiert werden.
Dadurch ist der niederfrequente Anteil gegeben.

Diese beiden Teile werden schliefilich in Kapitel 5 auf verschiedene Weisen zu I’ zu-
sammengesetzt.

4.2 Zetafunktions—Regularisierung

In diesem Abschnitt soll die Methode der Zetafunktionsregularisierung [60] vorgestellt
werden:
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Es sei M ein positiv definiter, selbstadjungierter Operator mit Eigenwerten A, und
Eigenfunktionen 1p,,:

My = Aatpy, . (4.25)

Dann ist die zu diesem Operator gehdrende Zeta—Funktion fiir hinreichend grofie Re =z wie
folgt definiert:

=> A\ =TrM ", (4.26)

Wenn M der Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Oszillators ohne die
Nullpunktsenergie ist, also als Eigenwerte die natiirlichen Zahlen hat, dann ist die zu-
gehorige Zetafunktion identisch mit der Riemannschen Zetafunktion

o0

Cr(z) = (4.27)

1
E .
n=1
Die Zetafunktion kann analytisch fortgesetzt werden. Mit dieser Fortsetzung 148t sich
nun die regularisierte Determinante des zugehdrigen Operators definieren:

—iCM(Z) = logdet M (4.28)
dz =0
_ Wy
bzw. detM = e * li=0 .

Dies 148t sich am konvergenten Fall plausibel machen:

d . _
:o:‘;ﬁ :—Z log \,) _

—Z log \,) = logdet M. (4.29)

Eine Méglichkeit, die Zetafunktion zu berechnen, bedient sich des zum Operator M
gehorenden Wirmeleitungskerns oder ,, Heat kernels® [61]. Dieser ist definiert als

oM =3 ety (4.30)
Der Name kommt daher, dafi diese Funktion die Gleichung
d —tM —tM
—e M 4+Me =0 (4.31)
ot
erfiillt. Dies entspricht der Warmeleitungsgleichung (,, Heat equation*)
oT
— —0AT =0 4.32
ot ( )

mit einer Temperaturleitfihigkeit § und einer Temperatur T mit der Anfangsverteilung

To=eY% =1, (4.33)
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Zwischen dem Heat kernel des Operators M und der zugehdrigen Zetafunktion besteht
nun der folgende Zusammenhang:

1 [ I
() = zﬂ: NS /0 77l emtn gt = ) /0 7L K dt (4.34)

mit
K;=Tre ™ = Ze_”" . (4.35)
Dies zeigt man wie folgt: Mit der Definition der Gammafunktion
I'(z)= /oo e 5" s, Re z >0 (4.36)
0
folgt fiir s = tA,:
I'(z) = / et g NI\ dt = N2 / Tt gy (4.37)
0 0

Lost man dies nach AJ# auf und summiert {iber n, so erhdlt man die Behauptung.

Zur Berechnung der Determinante braucht man nun die Ableitung der Zetafunktion,
welche durch

dCm U(z) [ ,c1 1 d a1 e
= — T Ky dt + ——— T K dt 4.38
dz ['2(z) /0 it I'(z) dz /0 ! (4.38)
gegeben ist. An der Stelle z = 0 findet man mit —% =1 und ﬁ = 0, wenn das zweite
Integral endlich ist, den Ausdruck
d o dt
SV / — K. (4.39)
dz |,_, o t

Nach Gleichung (4.28) ist dadurch aber bereits der (negative) Logarithmus der Determi-
nante gegeben:

logdet M = — / — K. (4.40)
0

Dies ist die Schwingersche Eigenzeitdarstellung [62]. Sie gilt exakt, wenn die Determi-
nante konvergiert. Symbolisch wird diese Gleichung auch fiir divergente Determinanten
verwendet werden. Gemeint ist dann die nach Gleichung (4.39) zetafunktionsregularisierte
Determinante

d
logdet M = —d—CM(Z) (4.41)
z

2=0

4.3 Die Seeley—Entwicklung — Heat kernel fiir kleine ¢

—Mt

Fiir kleine positive ¢ 148t sich e in D Dimensionen in eine asymptotische Reihe ent-

wickeln [63]:

e Mt(z,y) = (4nt) P/ exp {—%} ni:;)t”@n(x, y) . (4.42)

70



Fiir die in der Spur des Heat kernels aufsummierten Diagonalelemente erhdlt man
daraus:

Ky =Tre ™M = (4zt)=P2 ¥ 1m0, (4.43)
n=0

wobei in den Koeflizienten iiber x integriert worden ist:
0, = /dw O, (z,z). (4.44)

Dies ist die sogenannte Seeley—Fntwicklung, die in diesem Abschnitt berechnet werden
soll. Zuerst werden einige Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten aus der Literatur
zitiert, im Abschnitt 4.3.3 werden dann die Koeffizienten fiir das hier gegebene Potential
berechnet.

4.3.1 Die rekursive Bestimmung der Koeffizienten

Die Koeffizienten (’jn(x,y) kénnen, wie z.B. bei Belkov [58] geschehen, rekursiv aus der
Wirmeleitungsgleichung bestimmt werden. Dazu spaltet man in dem Operator e™™* den
Heat kernel des freien Laplace—Operators

g =e'® (4.45)
ab. Der zu entwickelnde Operatorkern schreibt sich dann als
e_Mt = Qt(wv y) ut(wv y) (446)
mit
-D/2 (z —y)?
glzy) = (Art)™P Pexp T und (4.47)
ut(wv y) = Ztn@n ($, y) : (448)
n=0

Durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung Gl. (4.31) 148t sich fiir einen Operator M,
der wie in Gleichung (4.2) aus einer zweiten Ableitung und einem Potential V' besteht,

M=-0*+V, (4.49)
zeigen, daf folgende Beziehung gilt:

[0 + M]ge (2, y)us(z,y) = g (2, )

D
(at + %;(x )0 + M) wlz, y)] —0. (4.50)

Zum Beweis wendet man die Produktregel
O*AB = (0?A)B 4 2(0,,,A) (0, B) + A(0*B) (4.51)
auf die linke Seite an:
[0 + Mguy = [0; — 0% + V]gqeuy
= () e + g (Orue) — (*qe)ue — 2(0,0e) (O, we) — 42 (0*we) + Vpuy
qu[(0r = 0" + V)u] + [0 = 0%)qrlur — 2(D0,q0) (O ) - (4.52)
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Der mittlere Term verschwindet nach Wahl von ¢ (z,y) aufgrund der Wirmeleitungs-

gleichung Gl. (4.31) des freien Laplace-Operators,

(0 — 0*)qs(z,y) = 0.

(4.53)

Fiir die Ableitung von ¢:(z,y) findet man durch Einsetzen des Ausdrucks Gl. (4.47)

4

— (4rt)D/? (—72(9”4; %) exp {—%})

N
ot U

bate) = 0, [y (S0

und damit fiir das Skalarprodukt im letzten Term von Gleichung (4.52):

D
2(02,9t) (Oz,ur) = _%Qt (Z(% - yﬂ%%) -

=1

Gleichung (4.52) wird also zu:

1 (& )
[0 + Mgy = q[(0c + M)ug] + e Z(ﬂﬁz - Yi) ~ Ut

womit obige Behauptung gezeigt ist.

Nun setzt man fiir u;(z, y) die konkrete Reihe Gl. (4.48) ein:

0= (at+ Z 8xl—|—M) (it”@n(x,y)) :

Durch Ausmultiplikation erhilt man:

o] o] D o]
~ 1
_ n—1 n . n
0 = g nt On‘|‘§ Zt g (x; yz)axl(’)n—l—g t"MQO,,
n=0 n=0 =1 n=0
1 D
=1

n‘|‘1 n—|—1‘|’z i Y 8901(/)71—|—1‘|‘]\4(/)

Koeffizientenvergleich fiihrt auf die zwei Beziehungen

D o~
Z(@ — yz)ﬁm Oy = 0 und
=1
D o~ ~
(n+1)+2($2_y2)8x, On—l—l(xvy) = _M(/)n($7y) Vn € INg .
=1
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Gleichung (4.59) liefert den Rekursionsanfang: Op muf konstant sein. Man wihlt die Kon-
stante zu Eins, um Ubereinstimmung mit dem Fall des freien Laplace-Operators zu be-
kommen:

Op=1. (4.61)
Die Integration der zweiten Gleichung (Gl. (4.60)) liefert die Rekursionsbeziehung

Onti1(z,y) = /01 H(=M)O, (2, y) ds, (4.62)
wobei durch s eine Gerade z; parametrisiert wird:

rs(s)=y+s(z—y). (4.63)
Diese Rekursionsbeziehung Gl. (4.62) zeigt man, indem man fiir ein festes n die Funktion

p(s) = 8" Oppa (25, 9) (4.64)
betrachtet. Dann gilt
1 d 5
| s el = 90 = ¢(0) = O (01 (4.69)
0 s
Dies ist die linke Seite von Gleichung (4.62).
Andererseits gilt nach der Produktregel:
Lo = (0 DO (0 9) + 5 O ()
ds nHiTe ds HATe

= " [(n +1)+ Sdis] Opg1(5,9)
= Sn[—M($5)]@n($s7 y) ) (466)

denn fiir eine beliebige Funktion ¢ gilt:

d d 6 duy,
S%¢($57 y) d ¢(y+ ST — y zk: dek ds
do _
zk: T —Y)k d%k = zk:(xs — Y0, @, (4.67)

sodaf man [(n+ 1) + s4] 0,11 nach Gleichung (4.60) ersetzen kann und nach Integration
die rechte Seite von Gleichung (4.62) bekommt.

Die gesuchten Rekursionsbeziehungen lauten also:

Oo(z,y) = 1 und (4.68)

Onii(2ry) = / N M)Oy (s y)ds. (4.69)

Damit sind die z—abhingigen Koeffizienten des Heat kernels bestimmt.
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4.3.2 Bestimmung der Koeffizienten mittels Greenfunktionen

In diesem Abschnitt soll eine weitere, von Fliegner et al. [59] vorgestellte, durch die String—
Theorie inspirierte Methode, die Koeflizienten der Seeley—Entwicklung der Spur des Heat
kernels Gl. (4.43) mit Hilfe von Greenfunktionen auszurechnen, skizziert werden. Dazu

entwickelt man die Spur des Heat kernels
K; = Tr exp[—t(—0* + V)] (4.70)

im D—dimensionalen Ortsraum und zerlegt in der Exponentialfunktion das t—Intervall in
N gleiche Teile. Man bekommt diskrete z—Werte a;, die periodischen Randbedingungen

gehorchen sollen (zg = 2n):

K, = / dPa (2] expl—t(=0? + V)] |2)
z(t)==(

0
/1’0 =Tn

=: / HdDﬂCi I(i,i—l . (4.71)

0=%n ;j—1

=

dDaci (x| exp { — %( - 0%+ V(xz))} |z;-1)

==

Der Kern K;;_; kann berechnet werden, indem man eine Impulsbasis einfiigt, die
verbleibenden Matrixelemente als ebene Wellen ausdriickt und deren zweite Ableitung

berechnet:
dei t

Kii—1(zi,2i29) = / 2r)D (x;] exp { -y ( — 0%+ V(%))} |pa) (pileizt)
= [ eel- R v oot
= / ((éii);) exp [—% (p2 + Vix) + 1p2($2_tl/7]\_7$2))] . (4.72)

TN
quadratischen Ergénzung im Exponenten kann die Impulsintegration als Gaufiintegration

zur Ableitung & nach einer Variablen s = ¢/N. Nach einer

Im Limes grofler N wird

ausgefiihrt werden, und man erhlt:

Kiioa(an i) = Wexp [—% (%2 + V(x))] . (4.73)

Wieder eingesetzt in den Ausdruck fiir die Spur Gl. (4.71) findet man fiir groie N eine
Pfadintegraldarstellung. Das Produkt {iber ¢ wird dabei als s—Integration in die Exponen-

tialfunktion gezogen:

Ky = (47Tt)_D/277/x(t):w[(d0)$] exp [— /Ot ds (2—2 + V(ac))] : (4.74)

P bedeutet Pfadordnung. Das Pfadintegral ist so normiert, daf fiir den freien Fall gilt:

P/[da@] exp [— /Ot ds (%2)] =1. (4.75)
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Fiihrt man in dem Pfadintegral Schwerpunktskoordinaten
z(s) = zo+ y(s) (4.76)

ein, so kann man die Integration {iber den Schwerpunkt separieren und fiir einen Operator

A den Term
/[dy] exp [_ /Ot ds (Z_z)] A= (A) (4.77)

als Erwartungswert von A interpretieren. Damit wird die Spur des Heat kernel zu

Ky = (47Tt)_D/2/dD$077<exp [— /Ot dsV(ac)]> : (4.78)

In diesen Ausdruck setzt man jetzt sowohl die Taylorentwicklung fiir die pfadgeordnete
Exponentialfunktion

P exp [_ /OtdsV(x)] = 1—/Otd51V(ac(sl))—|—/0tdsl /0 dsaV (2(52))V (2(52)) — . ..

= 2 =) /Ot ds1 /051 doa '/()Sl_l dsiV' (@ (s1)) (4.79)

(=0

als auch die Taylorentwicklung um zq fiir das Potential
V(z) = e’ V(xo) (4.80)

ein:
K, = (4m)—D/2/deo S

(=0
t 51 Si—1

/ dsl/ dSQ"'/ d81<ey8(1)...eya(l) V<1>...V<l>>. (4.81)
0 0 0

Dabei ist ;) eine Ableitung, die nur auf V() wirkt.

Der Erwartungswert steht durch das verallgemeinerte Wicksche Theorem

l
<ey(51)8(1) TICOLURAC .V(l)> =exp | — Z G (siy 58) 05y O(n) v v

i<k,
i,k=1
(4.82)
in Zusammenhang mit den Greenfunktionen des Laplace-Operators auf dem Kreis:
a2
G(si, sk) = |si — si| — @ (4.83)
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Mit der Umskalierung s; = ¢ - u; gelangt man mit G(s;, si) = t G'(ui, ug) zu

> 1 U1 Up—1
I(t = (47Tt)_D/2 / dD$0 Z(—t)l/ dul/ dUQ' . / du; .
=0 0 0 0

1<k,
i,k=1

Durch Taylorentwicklung der verbleibenden Exponentialfunktion und Umsummation be-
kommt der Ausdruck die Form

Ky = (4xt)~P12Y 1m0, (4.85)
n=0

an der man die gesuchten Koeffizienten ablesen kann:

n _\n 1 (7] Upn—1
On:/d% L/ du/ du---/ du,, -
Omz:;(n_m)! 0 ' 0 ’ 0

n—m

D Glui, ur) 99 V(). VI (u). (4.86)

1<k,
i,k=1

Der besseren Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen des ndchsten Abschnitts wegen ist das
(=)™ hier im Gegensatz zu der Arbeit von Fliegner et al. [59] mit in die Koeffizienten
gezogen worden.

Die Integrationen iiber die u; sind im Prinzip leicht auszufiihren, da die Greenfunk-
tionen G'(u;, ug) = w; — ug — (u; — ug)? fiir u; > uy, einfache Polynome sind. Sie ergeben
Zahlenfaktoren vor den Ableitungen. Fliegner et al. haben so die ersten sieben Koeflizien-
ten bestimmt und Aquivalenz zu den Ergebnissen von Carson [57] gefunden.

4.3.3 Entwicklung nach ebenen Wellen

In diesem Abschnitt sollen fiir die Differenz der Spuren der Heat kernel der speziellen
Operatoren

M(&=-0"+V(¢) und M()=-0"+V( (4.87)

die ersten Koeffizienten der Seeley—Entwicklung (Gl. (4.43)) in drei Dimensionen inklusive
der niedrigsten Figenwerte, deshalb hier ohne Strich,

Tre =Tre™™ —Tre=™ = (47Tt)_3/22t”(’)n (4.88)
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nach dem Verfahren von D’yakonov, Petrov und Yung [40] berechnet werden, woraus man
dann — nach Abzug der niedrigsten Figenwerte und nach Regularisierung, siche Abschnitt
4.4.2 — die gesuchte Determinante berechnen kann:

det(—0? det M  dt y
et(=0"+V) = log ° = —/ — (Tre™™ _ Tre=™M)y (4.89)
0

det(—0? + ‘O/) det M

I =log

Die letzte Gleichheit ist wieder nur symbolisch zu verstehen, da die zu berechnende De-
terminante ja regularisiert werden mufl. Die Spur fiir diese speziellen Operatoren wird je
nach Naherung mit Tr. bzw. Try bezeichnet.

Ausgangspunkt fiir das DPY—Verfahren [40] ist die Entwicklung der Spur nach ei-
nem vollstdndigen Orthonormalsystem. Dafiir werden hier dreidimensionale ebene Wellen

genomimen:

o o] o] d3 - o -
Tr (e_Mt — e_Mt) = / d3x/ e p3 o7 1PE (@7 MI_ o= Mty (15T (4.90)
-0 —oo 2T

Der Faktor ¢'7% wird jetzt an dem Ausdruck (e=™? — e=M?) vorbeigezogen, um die beiden
ebenen Wellen zusammenfassen zu kénnen. Dabei erfahren die Ableitungen in M in allen

drei Komponenten eine Verschiebung gemif:
Oy — 0, +1ip, . (4.91)

Um dies zu sehen (siehe auch [64]) entwickelt man den Heat kernel bis zum linearen Term
und wendet die Produktregel an. Man erhilt dann folgende Operatoridentitét:

“IT (1 M) €T = 1_t(_ eI 99, &l +V)
= 1—t( o~ IPE { ei*f}_e—iﬁxau{eiﬁfau}_l_v)
= 1—t(—(
= 1-t(-

(ipu)? = 2ipud, — 92 +V)
(O +ip)*+ V), (4.92)

analog fiir M. Mit vollstdndiger Induktion 148¢ sich die Identitdt auch in héheren Ordnun-
gen zeigen. Ein anderer Beweis benutzt eine Fouriertransformation.

Mit der Verschiebung Gl. (4.91) erhélt man fiir die Spur den Ausdruck:

Tr (oM M) /d3 /

Im Integranden wird dabei der gesamte Operator auf die Einheitsfunktion angewandt.

( M(o=o+in)t J\°4(a—>a+ip)t) 1. (4.93)

Der verschobene Operator M(d,, — 9, +1p,) berechnet sich darin zu
—( 0y +ipu)’+V ==0"=2ip 0y +p,+V =M=2ip,0, +p* =M +p*, (4.94)

ebenso fiir M. p? kommutiert mit §M, so dal man schreiben kann:

o d3 o
Tr (e_Mt—e_Mt) = /d?’x/ﬁ e (e_éMt—e_éMt) -1 (4.95)
T
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OM = M — 2ip,0, enthdlt noch Terme linear in p,, welche aufgrund der Ableitung
nicht mit M vertauschen. Um nun die p—Integration ausfiihren zu kénnen, entwickelt man

(e=®Mt _ =5M1t) ip eine Taylorreihe:

o0

eTOMt — Z z' (M) (=t)". (4.96)

(=0

Hierbei ist wieder zu beachten, dafl die vier Summanden aus 6 = M — 2ip,0, nicht
miteinander kommutieren. Es wird dazu folgende Notation eingefiihrt:

{A™ B"} meint die Summe aller verschiedenen Permutationen, in denen m mal der Faktor
A und n mal der Faktor B vorkommt. (Dies sind (™*") Terme.) Zur Erlduterung seien

folgende Beispiele gegeben:

{A’B'}y = AAB+ ABA+ BAA (4.97)

{4} = AA (4.98)

falls [A,B] =0 gilt: {A™B"} = (m N ") A™B". (4.99)
m

Mit dieser Notation folgt nun

I 1-jl—j—
(A+B+C+D) =) > Y {A"Bc/DH7y. (4.100)

7 7
7=0 =0 k=

o

Dies eingesetzt in die Taylorreihe Gl. (4.96) ergibt fiir die Spur Gl. (4.95)

_ Y . d3p 2
(e o) _;/d% [ e

({<—2ipx8x>’“<—2ipy8y>i<—2ipzazﬂ-’”‘ij} -

l—7 l—5—

>

k=

7

R

'y

7=01¢

I
=]
=]

- {(—2ipxax)k(—Qipyay)i(—Qipzaz)l_k_i_jf\ofj}) 1. (4.101)

Die Faktoren (—2ip,) kommutieren sowohl mit d,, als auch mit M und kénnen aus der

geschweiften Klammer gezogen werden:

1 l—jl—j—i 3
d>p 2
— Mt —A4t 3 —p2t -7k 1 I—-k—1—
(et = S [ GRS ST [ e o gt
7=0 =0 k=0
({aj;a;ag—k—i—fw } - {aﬁa;ag—’f—i—fz\%f }) . (4.102)

Jetzt kann man die Integration iiber p ausfiihren. Da e’ eine gerade Funktion ist und

von —oo bis +oo integriert wird, verschwinden die Integrale iiber ungerade p—Potenzen.

Dem wird durch folgende Umsummation Rechnung getragen: Mit n = H'], m = l% und
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daraus folgend I = n+m, j =n — m gilt:

Z Z Beitrdge mit geradem (I — j) Z Z alle Beitrdge. (4.103)

{=0 7=0 n=0 m=0
Damit bekommt man fiir die Spur

m—l—n 2m 2m—1i dp

e P (= ymympk pl pEmk

Tr (M e Z/d3 Z »3

a;jaiazm—k—iw—m - aj,jaiazm—k—iz\%—m S. (4.104)
Yy Yy

Ausgehend von dem GauBschen Integral [ dp o=p*t — = 1/v/4xt erhdlt man die Integrale

oo 27

mit hoheren (geraden) p—Potenzen durch Ableiten nach ¢:

= =D (m>1).

o Cdt_ 27 ~ Vaxl (20)™

/Ood_pp2me—p2t d Oodp 2m—2 —pt 1 13(2m_1)

(4.105)
Die p-Integration liefert damit den folgenden Beitrag (in D Dimensionen):
o0 dD 2
Z / ptpﬂl"'pwmaul"'auzm:
1 7#’2777,—1
™m D
1 1 1

— = 92 0%} —. (4.106
(47Tt)D/2 (Qt) " z; :1{ Bl um} m! ( )

Durch die Summation iiber 2m Indizes von 1 bis D {iber das Produkt d,, ---0,,,, auf der
linken Seite erzeugt man neben Termen, die bei der Integration keinen Beitrag liefern,
da mindestens eine Ableitung in ungerader Potenz vorkommt, alle Permutationen aus 2m
Ableitungen, in denen je eine gerade Anzahl von Ableitungen gleich ist, also {821 X -8Zm}.

Wenn auf der linken Seite n Indizes gleich sind, bekommt man aus dem Integral einen
zusétzlichen Faktor

1 (2n)!

M1 =1-3---2n—1)= —
(2n —1) (2n=1) 27 pl 7

(4.107)

der aber identisch ist mit dem, den man bekommt, wenn man in der geschweiften Klammer
auf der rechten Seite erst die Permutation ausfiihrt und dann die Indizes einsetzt und damit
mehrmals den gleichen Term summiert.

Da die Summation auf der rechten Seite iiber alle Indizes lduft, zahlt man manche
Kombinationen mehrfach, was durch den Faktor 1/m! wieder ausgeglichen wird.
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Eingesetzt in den Ausdruck fiir die Spur Gl. (4.104) ergibt das

y = = (=) 1 1\" 1
' (e ¢ ) nz:;) ! mz::O (m+ n)! (4rt)3/2\2t) m!

3

> ({oner o2 b {02, 0w )
ol
:;mm—w/d% ;ﬁ%
23: ({oz,02, 02, mmmy = {2, 02,02 a1 )
ol

(4.108)

Dabei wirken die partiellen Ableitungen, soweit keine anderen Klammern gesetzt sind,

auf alle hinter ihr stehenden Ausdriicke, also z.B.:
vo,vo,v=Vvao,(Vo,V). (4.109)

Aus der ersten geschweiften Klammer tragen nur Permutationen bei, in denen als letztes
das Potential V aus dem Operator M steht (M = 9*+V, Gl. (4.87)), denn die Ableitung

der Einheitsfunktion verschwindet.

Durch partielle Integration kann man zeigen, dafl auch Terme, in denen als erstes eine
Ableitung vorkommt, verschwinden miissen, denn fiir beliebige Funktionen f(z) und g(z)
gilt nach Anwendung der Produktregel fiir die Komponente, nach der abgeleitet wird:

/dwuau (f(ac)g(ac)) - /d% (auf(ac))g(x) —I—/dxuf(x)(aug(x)). (4.110)

Der zweite Term wird nun partiell integriert. Dabei verschwinden die Randterme, da al-
le Kombinationen von Ableitungen und Potenzen des Potentials fiir grofle positive und
negative Argumente hinreichend schnell gegen Null gehen. Also gilt

/dwu au(f(x)g(w)) :/dwu(auf(x))g(x) —/dwu(auf(x))g(x) =0, q.e.d..

(4.111)

V st konstant, so dafl aus der letzten geschweiften Klammer im n—ten Koeffizienten
tiberhaupt nur der Term mit der nten Potenz von V iibrigbleibt. Damit findet man fiir

die Spur einen Ausdruck mit einer ab dem zweiten Koeffizienten einfacheren Form:

—Mt —]\047,‘ _ 1 3 © 1 = n n

n—2 3 ©
2m 1 vr
3 2 2 n—m-—2
'/d J1p> (m+n)! m! 2 V{@M 0 M }V —or| s 2
m=0 “’17"'7#777,:1
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Der nullte Koeffizient ist fiir die beiden Spuren von M und M gleich und hebt sich in der

Differenz weg.

Die gesuchte Seeley—Reihe Gl. (4.43) ist also gegeben durch

o0

Tr (e—M’f—e—Ao“) = W Z;t” O, (4.113)
mit den Koeffizienten
0, = —/de (V—‘o/) und
0, = (—)n/d% f ﬁ% 23: vi{oz, -0z M2y | - %
m=0 ST p, e, pm=1 )
(n>2). (4.114)

Fiir V und V setzt man hier die radialsymmetrischen Ausdriicke Gl. (4.14) und
Gl. (4.18) ein. Die kartesischen Ableitungen miiffite man nun in Kugelkoordinaten um-
schreiben und so die Koeflizienten berechnen. Dies ist aber ein sehr umstidndlicher und
rechenzeitintensiver Weg. Da man weif3, dafl das Endergebnis wieder radialsymmetrisch
sein muf} und daf} die kartesischen Ableitungen immer paarweise auftreten, wird man
probieren, gleiche Ableitungen mittels partieller Integration zu dem Laplace-Operator
9,0, = 0% = Az + Agq in drei Dimensionen, der auf radialsymmetrische Funktionen wie

2 24
Nj= s+ =—
a2 " Fdr

wirkt, zusammenzufassen. Dabei nutzt man aus, dafl die Ableitungen untereinander ver-

(4.115)

tauschen: 0,0, = 0,0, und daf, wie bereits vorne erwdhnt, die Randterme in der partiellen
Integration verschwinden. Die zu berechnenden Terme sind von der allgemeinen Form

/d% Va9 Vo, Ve VERVYVE (4.116)

wobei die Ableitungsindizes paarweise gleich sind. Die lateinischen Buchstaben geben die
Potenz des Potentials an und nehmen ganze positive Werte und Null an. Es sei daran
erinnert, daf} die partiellen Ableitungen, wenn keine Klammern gesetzt sind, auf alle hinter
ihnen stehenden Ausdriicke wirken.

Als erstes zeigt man, dafl diese Ausdriicke symmetrisch sind:
/d% Va9 VPo, Ve VERVYYVE = —/d% 0,V (VPO Ve VZOVYD,V7)
= —/d% (VPO V) (9, V- - VIO VY, V7)
= —|—/d3x (D VPO,V (Ve VIO VY,V7)

— -|-/d3ac VE9.VYOVT .. Ve,V V.
(4.117)
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Dabei wurde immer abwechselnd iiber die entsprechende Komponente partiell integriert
und die Kommutativitét des Potentials mit seinen Ableitungen ausgenutzt. Da die Ge-
samtzahl der Ableitungen gerade ist, resultiert ein positives Vorzeichen. Es lassen sich

also zueinander symmetrische Terme zusammenfassen.
Nutzt man nun weiter die Beziehung
b
VeVt = —— gyeth (4.118)
a+b

aus und wendet diese abwechselnd mit der Produktregel an, so erreicht man mit partieller
Integration, dafl die Ableitungen paarweise hintereinanderstehen:

Fiir Ausdriicke mit zwei Ableitungen zeigt man so die allgemeine Formel

ac

/de Veavlove = 1 /d?’x VP2V mitn=a+b+c. (4.119)

n —

Um den Laplace-Operator zu verschieben, wendet man Gleichung (4.118) auf die zweite
Ableitung an und benutzt fiir die erste Ableitung die Produktregel.

Fiir einen Ausdruck mit vier Ableitungen und beliebig vielen V-Potenzen findet man:
/ d*x V9,V 0,V V0. Ve

€

_ / P VoDV, V000,V

d+e
= die /d?’x {V@Lé?M {Vb(ayVC)(aAé?ﬁvdﬂ)} Ve, {VHC@U@AGHVHBH

€

_ 3 c a b+c d+e a b+c d+e
_ /d . {—C+bv 0, [0,V") @20, )| 4V, [VHa,0,0.V ]}

d+e

_ 3 ce a b+c d+e
_ /dx{—(dw)(bﬂ)vm“ayv )03, V) +

Va0,V ) (0,000, V) +

ce

_I_ - 69696969
(d+e)(b+c)
T € Va—l—b—l—c 8282Vd+6}

a b+c d+e
—d+ev (0,VT)(0,0,0,V )+

d+e

_ 3 ce a b+c d+e
_ /dx{—(dﬁ)(bﬂ)vm“ayv }(020,V )+

L ce b+ c
(d+e)(b+c)a+b+c

€ b‘l‘ (& a+b+c d+e € a+b+c a2 a2y, d+e
d—l—eia—l—b—l—c(auv )(0,0,0.V )+—d+€v 9“0V

_ 3 ce a b+c d+e
_ /dx{—(dﬁ)(bﬂ)vm“ayv J(OhD V) +

6(@—0) at+btc a2 a2y, d+e
e Irs sne LA A (4.120)

Im letzten Schritt wurde in den mittleren Termen iiber die entsprechende Komponente

(8, Vo) (0,000, V) +

partiell integriert. Jetzt stehen im vorderen Term aber noch nicht unbedingt die Ableitun-
gen mit demselben Index hintereinander. Dies erreicht man unter Verwendung folgender
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Hilfsformel:
/ B (9 (9,0, (0;,V") =
/ d’x {-%v“da?a?v?u %vb(82va+d)(a2vb)} . (4.121)

Beim Beweis dieser Formel nutzt man aus, daf sich der Term der linken Seite bei zweifacher
partieller Integration reproduziert und (9,V)(9,V) = $9*V?* — V9?V gilt. Schreibt man
jetzt den urspriinglichen Term V*(8,0,V")(9,0,V°) als V(,0,V?)(9,0,V =) mit
c—b = d, wobei 0.B.d.A. ¢ > b ist, da beide Terme kommutieren, so kann man nach
Anwendung der Beziehung Gl. (4.118), der Produktregel und partieller Integration im
zweiten Term die Hilfsformel benutzen:

/d% Ve (0,0,V") (0 —ber dvdayvb)

= [ @ (r@avh@n @ + o0 0,000

b
c d a c a

_ / P {gﬁ—d(aﬂv ) (@,0,V) D17 ~ 0,V ) (0,0,V) (0,1~
—gv“d(a?ayvb)(ayvb)} . (4.122)

Fiir sechs Ableitungen sind die entsprechenden Regeln nur fiir Terme mit drei Po-
tentialen abgeleitet worden, da andere Ausdriicke, soweit wie hier gerechnet wird, nicht
vorkommen, aber die Verallgemeinerung stellt kein prinzipielles Problem dar. Fiir hthere
Potenzen der Potentiale gelten die partielle Integration und die Produktregel unverdndert,
lediglich die Anwendung von Gleichung (4.118) fiihrt auf andere Vorfaktoren. Da das Re-
sultat auf jeden Fall radialsymmetrisch sein muf}, existieren solche Regeln auch fiir eine
groflere Zahl von Ableitungen.

Damit erhdlt man fiir die ersten sechs Koeflizienten die Ausdriicke:

0, = —/d%(V—f/%

Vi V3 VAV
- P ===
Os / ! ( 6 6 12 ) ’
ViVt VZAV VAV
= Pl — - —
O / $(24 24 21 T 120 ) ’
s, [VE VP VEAV V(AV)(AV) VIAY  VA(VAV)
Os = — | dPa|—-—— - + + -
120 120 72 1260 360 360
VAE VA3V)
840 1630 )’
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0. /d% VS VS VIAV V(AV)(AVEY)  VEAW (AV)(AV)(AV)
6 = 720 720 288 1440 2160 15120

CHNVAVAY) VEAVAV) VAVIAV)  VEAW?

30240 1440 1440 5760
VAVAV?Y) 13VEA%Y . VAV AY)

1440 20160 3780
2 3172 4

VAAVAY) VAWE VAT (1.123)
3024 6048 30240

A = 0% bezeichnet den Laplace-Operator.

Bei all diesen Schritten wurde von der Radialsymmetrie des Potentials kein Gebrauch

gemacht. Diese also noch fiir ein beliebiges, kommutierendes Potential giiltigen Formeln

sind dquivalent zu den Formeln von Carson [57] und Fliegner et al. [59].
Jetzt kann man die Entwicklung auf die Potentiale aus Gleichung (4.14)
V= Vot Vi + Vo + O(7)
bzw. Gleichung (4.18)
V=VotiVi+7Vot+i’Va+ o)
anwenden. Die Koeffizienten der Potentiale lauten im einzelnen:

Vo(&) = — 6sech? € + 4,
Vl(g) == 4tanh€7

Va(€) = % +& [4tanhf—|— 4sinh € cosh & — (7 + 6log 2) sech® ¢ sinh E] -

— tanh £ log cosh &€ (65 sech? & + 4 cosh & sinh € 4 6 tanh E) —
— (14 6log2) tanh*¢ — 4log 2sinh? & +
+ 6 sech® Esinh £ T(€)

und

Vo(§) =4,
‘0/1(5) :_47
o 4
V2(€) = - 57
‘0/3(5) = 19_0

(4.124)

(4.125)

(4.126)
(4.127)

(4.128)

(4.129)
(4.130)

(4.131)

(4.132)

T(€) ist die Stammfunktion f(f & tanh £'d¢’ (vgl. Gl (3.72)). Die dritte Ordnung des freien

Potentials entspricht dem asymptotischen Verhalten von V3 und wird gebraucht, um die

héchste Ordnung der Seeley—Entwicklung zu berechnen.

Da das Potential radialsymmetrisch ist, 148t sich die Winkelintegration in den Koeffi-

zienten leicht ausfiihren. Sie ergibt einen Faktor 47. Das Potential ist aber nicht um Null,
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sondern um R zentriert, ¢ = 7 — R. Dies muB bei der 7#Integration und der Anwendung
des Laplace-Operators beachtet werden. Partielle Integration, Substitution und Erweite-
rung des Integrationsbereichs analog der Berechnung der Wirkung in Abschnitt 3.3 fithren
auf die vier Terme

/0 Fdr f(F - R) = —é/_gd5<5+é>3f’<5>w
1 [ , N ; = > / 1~ - /
z—g/_oodfﬁ?’f(f)—R/_Oodffzf(f) - RQ/_mdfﬁf(f)—gRS/_oodff(f)v

(4.133)

von denen je zwei verschwinden, wenn es sich, wie hier der Fall ist, bei der Ableitung f'(£)
entweder um eine gerade oder um eine ungerade Funktion handelt.

Wie man an Gleichung (4.126) bis Gleichung (4.128) sieht, sind die Koeffizienten des
Potentials V;(£) in geraden Ordnungen in 7 gerade und umgekehrt. Damit ist auch die
in der Formel der Koeffizienten vorkommende Potenz des Potentials in gerader Ordnung
gerade und umgekehrt (vgl. die Berechnung der Wirkung, S. 57).

Das Anwenden des Laplace—Operators verringert die 7—Potenz, gleichzeitig dndert sich
durch das Ableiten aber auch die Paritdt der abgeleiteten Funktion, so dafl der Laplace—
Operator die Paritét des gesamten Integranden unverdndert 148¢.

Die in der nullten und zweiten Ordnung in 7 vorkommenden Integrale {iber gerade
Funktionen lassen sich durch nochmalige partielle Integration wieder auf die Form

1

5 wero-r [ wcro- [ acnoer [ ang @i

bringen und sind dann genau das Zweifache der im Anhang C angegebenen Integrale.

In ungerader Ordnung liefern nur das zweite und das letzte Integral aus Gleichung
(4.133) einen Beitrag. Das Integral proportional zu R findet sich in dieser Form wieder
in Anhang C. Fiir das letzte Integral, dessen dritte Ordnung in 7 noch zum konstanten
Term der Koeflizienten beitrigt, da R reziprok proportional zu 7 ist, vgl. Gl. (3.138), ist
es ausreichend, die Asymptotik des Integranden zu kennen:

R

o0 N3 o0 B
—5 / de f'(€) = — R?ff’f(f) :—§R3ﬁ3f(oo). (4.135)

— 00

Die Asymptotik von V ist dabei durch v gegeben, da das Potential in der Differenz
gegen Null geht. Die in den h6heren Koeflizienten vorkommenden Terme mit Laplace—
Operatoren liefern zu diesen Termen dritter Ordnung keinen Beitrag, da die Ableitung
einer asymptotisch konstanten Funktion im Unendlichen verschwindet.

Bei der Berechnung des sechsten Koeflizienten tauchen, ebenfalls bedingt durch den
Laplace-Operator, Terme mit drei 7—Potenzen im Nenner auf, so dafl also auch nach
Multiplikation mit 7 ein Faktor (¢ + R) im Nenner iibrig bleibt. Eine riumlich differen-
zierbare Funktion, die also insbesondere auch im Ursprung differenzierbar ist, 148t sich
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aber in gerade, positive #-Potenzen entwickeln und ist also analytisch. Wendet man hier-
auf den Laplace—Operator A = (%8;?) (%8;?) an, so bekommt man wieder eine gerade
Potenzreihe, insbesondere also, auch bei wiederholtem Anwenden des Laplace-Operators,
keine singuldre Funktion. Die Integrale sollten also existieren. Das Auftreten der reziproken
7—Potenz hier ist ein Artefakt der gen&herten Bounce-L&sung, welche die Randbedingung,
dafl die Bounce-Losung am Ursprung eine verschwindende Steigung hat, ja nur asympto-
tisch erfiillt. Die Funktion, {iber die integriert wird, ist aber nur in einem Bereich um R
herum wesentlich von Null verschieden. Dieser Bereich ist deutlich kleiner als R. Damit
18t sich die kiinstliche Singularitdt herausschneiden, indem der Integrationsbereich auf
ein Intervall um R eingeschrinkt wird:

(3] s D R+a s D a

/ udm/ JO—B) o " O e (4.136)
0 r R—a r —a g ‘I‘ R

In diesem Bereich 148t sich der Nenner nun in eine geometrische Reihe entwickeln:

RSN B N SIPRSEE « VSIS B
—af—l—f%f(g)_]%/_a (5/é)+1f(5)_;( 1) i /_ad55 f(&). (4.137)

Da die R-Abhingigkeit in der Entwicklung vor die Integrale gezogen werden kann, ist dies
eine Reihe in 7, welche mit dem linearen Term anfdngt, so dafi bis zur hier berechneten
Ordnung alle Beitrdge vernachléssigt werden kénnen. Zur Orientierung werden die Inte-
grationen aber dennoch ausgefiihrt, und zwar numerisch, indem der Integrationsbereich
wieder auf die gesamte Achse ausgedehnt wird. Der dabei gemachte Fehler ist exponentiell
klein und numerisch nicht sichtbar. In dieser Entwicklung kommen, wenn f eine ungerade
Funktion ist, nur gerade R—Potenzen vor. Dies ist in der nullten und zweiten Ordnung in
7 der Fall, in erster Ordnung kommen nur ungerade R-Potenzen vor.

Eine genaue Berechnung der ersten sechs Koeffizienten findet sich in Anhang D. Fiir die
ersten beiden Koeffizienten ist die Rechnung bis zur zweiten Ordnung in 7 mit einschliefilich
dem zu R* proportionalen Term der dritten Ordnung wiedergegeben; da die Zahl der Terme
aber sehr schnell ansteigt und das Prinzip dasselbe bleibt, beschrinken sich die weiteren
Ausfiihrungen auf die konstante Ordnung in 7. Fiir die hoheren Ordnungen in 7} werden
dann nur die Ergebnisse angegeben. Sie wurden mit Hilfe von Mathematica [65] auf einer
»IBM/RS6000“—Maschine berechnet.

Einsetzen des Ausdrucks fiir R (Gl. (3.138))

.1 2-—3x2
B—_ OIEE 4.138
g 10 (1.138)

in die durch Integration erhaltenen Koeffizienten (Gl. (D.11)) fiihrt auf folgende Aus-
driicke:

1127 1 4
O, = — + (82.6833 447 | — — 72 O(i7?
L= (e () ) o)
1607 1 442
Oy = ——2 (2870224 87 [ 2 4 72) ) + 03,
3 n? 3
8327 1 16 w (3698 4 9972) 5
O5 = — 4+ (1199.32 — O
= B ) o).
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113927 1 32 7(399866 + 55357 %) 5
- - — 1 —2564.51
O 315 2 | ( pod5L+ 14175 + 00,
33287 1 64 7(2059174 + 1606572) 5
05 = — + (3579.95 - 0
5 315 72 ( 99225 +07),
49664 7 1 128 7 (63822662 + 33067572) ~2
Op = —— T 4 (-3717.3 O®i?).
6 24955 72 ( + 5457375 +00r)
(4.139)

Auch hier bietet der andere Ansatz fiir B, R = %, bei dem dann im Potential zusitz-
liche Terme proportional zu C7 und D; auftauchen (vgl. Seite 61), wieder eine Kon-
trollmoglichkeit.

Man findet also fiir die Spur insgesamt den folgenden Ausdruck:

Tre = Tre (e_Mt —e_Mt) =
1 1 /1127, 1607 , 8327 5 113927 , 33287 . 496647 ¢
— | = t— 4+ - 4+ —
(art)3/2 |72\ 3 3 15 315 315 24255
+ (—39.4801 ¢ + 372.46 t* — 541.384 > + 658.823 ¢* — 913.886 " + 1225.92¢° — .. )

—|—O(7”72)] : (4.140)

Abbildung 4.1 zeigt die Spur als Funktion von ¢, wobei jeweils eine unterschiedliche
Anzahl n von Koeffizienten in der Seeley—Entwicklung beriicksichtigt wird. Fiir t~Werte
kleiner als 0.8 verdndert sich die Spur bei Hinzunahme von h6heren Koeflizienten kaum

noch.

Abbildung 4.1: Die Spur als Funktion von t fiir 7 = 0.1, wobei jeweils eine unterschiedliche
Anzahl n von Koeffizienten in der Seeleyentwicklung mitgenommen wird.
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Abbildung 4.2: Prozentualer, relativer Fehler bei der Beriicksichtigung von vier statt sechs Ko-
effizienten in der Seeley—Entwicklung fiir 7 = 0.1.

In Abbildung 4.2 ist die Differenz zwischen der mit sechs und der mit vier Koeffi-
zienten ausgewerteten Spur, bezogen auf die mit sechs Koeffizienten ausgewertete Spur
als prozentualer, relativer Fehler fiir 7 = 0.1 aufgetragen. Wegen des alternierenden Vor-
zeichens wurden sechs mit vier Koeffizienten verglichen. Fiir ¢ = 0.8 betrigt der Fehler

23.9 %.

Tf<
\‘ 250+
\‘ =200}

N 150}

sot e .

Abbildung 4.3: Die Seeley-Entwicklung bis zur sechsten Ordnung mit (— — ) und ohne (------ )
die konstante Ordnung @(7°) in den Koeffizienten fiir 7 = 0.1.

Um den Einfluff der héheren Ordnungen in 7 abzuschétzen, ist in Abbildung 4.3 die
Spur Tr einmal nur unter Beriicksichtigung der fiihrenden Terme O(1/7%?) und dann un-
ter Hinzunahme der Terme O(7}°) aufgetragen. In der Seeley—Entwicklung werden beide
Male die ersten sechs Koeffizienten mitgenommen. Hier findet man eine ungefihre Uber-
einstimmung fiir ¢ < 0.7. Abbildung 4.4 zeigt den zugehdrigen, prozentualen Fehler.
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Abbildung 4.4: Prozentualer Fehler bei Vernachlissigung der Korrekturen O(7") in den Koeffi-
zienten der Seeley—Entwicklung fiir 7 = 0.1.

4.3.4 Entwicklung nach Kugelflichen- und Besselfunktionen

Da das spezielle Potential, fiir das die Spur der Heat kernel berechnet werden soll, radi-
alsymmetrisch ist, kann man die Lésung auch direkt in Kugelkoordinaten ansetzen. Der
Operator M (Gl. (4.87)) lautet in Kugelkoordinaten

> 2d IL?

M=-94+V(@i)=-—5->—+

s +V (). (4.141)

72

Dabei ist L? das Quadrat des Drehimpulsoperators. Dieser enthilt die gesamte Winkel-

abhingigkeit. Da man die Eigenfunktionen zu L? — nimlich die Kugelflichenfunktion —
L* Y (9, 0) = U1+ 1) Yim (0, ) (4.142)

kennt, kann man das Problem eventuell auf ein eindimensionales, nur von 7 abhingiges
Problem reduzieren. Die Eigenfunktionen zum #—abh&ngigen Teil des freien Operators sind
die sphéarischen Besselfunktionen:

A7

72

[d_2 % % _ i 1)] Ji(kF) = —k2j (k7). (4.143)

Man sieht dies durch direktes Umformen der Besselschen Differentialgleichung [66, G1. 10.1.1]
mit p = kr:

2 (e

Die (normierten) Produkte aus Besselfunktionen und Kugelflichenfunktionen

2k
Wit (7, Q) = Ejl(kF)Ylm(Q) (ohne Summenkonvention) (4.145)
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bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem [67, S. 305]:

/ dk Z Z qlklm T‘ v y P qlklm( 7197 ) = ;5(5—5/) 5(19—19/) 5(99_ 99’)

72sin ¥
(=0 m=-1
/F2 A7 dQ W g1 (Fy Q)W (F, Q) = 8(k — k') 8 S (4.146)

—M(7)t

so dafl man die Spur von e hiernach entwickeln kann:

Tre—M“:/ dkz Z/ dF 72 /dm;,dm Mgy, (7,Q) . (4.147)

(=0 m=—1

Die Kugelflichenfunktionen vertauschen mit den Besselfunktionen, weiter vertauscht L2
mit den restlichen Termen aus M, so dafl man unter Ausnutzung der Eigenwertgleichung
fiir die Winkelabhdngigkeit Gl. (4.142) die Kugelflichenfunktion nach vorne ziehen kann:

Tre M) _ / s Z / 4 2 ermm(ﬂmm(ﬂ)e—Ml”)f %W).

(=0 m=-1
(4.148)

Da die Besselfunktionen reell sind, stimmen sie mit ihrem konjugiert Komplexem iiberein.
M, ist der Operator, in dem der Drehimpulsoperator L? durch seinen Eigenwert ersetzt
wurde:
> 2d I(+1 .
M=-——-=-—+ s )+V(f). (4.149)

di?  Fdi T2

Die Winkelintegration 148t sich jetzt aufgrund der Orthogonalitdtsrelation der Kugel-

flichenfunktionen
/dQ Yo () Y1 () = 8100y (4.150)
ausfiihren:
. 2
Tre M@t = —/ dk k* / di 72§y (k+) e~ MMt Jilkr 4.151
) lz;m;l (k7). ( )

Damit ist im Summanden aber die m—Abhéngigkeit verschwunden und die Summe iiber
m ergibt genau den Entartungsgrad (2/ + 1):

Tre~ Mt — 2/ dk k) (20 + 1)/ dF 72 (k) e M Gy (k7Y (4.152)

T
0 =0 0

Analog zur Rechnung Gl. (4.92) in den kartesischen Koordinaten méchte man jetzt

=My (7F)t

Gi(k7) und e=MM)t yertauschen. Dazu entwickelt man e wieder bis zum linearen
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Term und betrachtet den folgenden, noch auf eine Funktion anzuwendenden Operator:

(1= o) ithr) = i) — 1 (- 20 D L) e
= JilkF) +1t ((j—ijl(kf)) + 2(%]’;(%)) j~ + g1 (k) 52

d 1(z+ 1)
e

Jilkry — ]l(kr)V)

= ki) +1 ((-k?)jl(kf) + 2(%]',(1@7:)) j~ + ji(k7) 522

P2 (k) + 2t

—|—%jl(kf)% - jl(kf)f/) . (4.153)

In der letzten Zeile wurde die Besselsche Differentialgleichung Gl. (4.144) ausgenutzt. Ein
entscheidender Unterschied zum kartesischen Fall liegt aber darin, dafi die ebene Welle
dort sowohl Eigenfunktion zur ersten, wie auch zur zweiten Ableitung ist, wihrend j;(k7)
nur zu ~2 —|— _ Eigenfunktion ist. Daher kann man den zweiten Term in der

7 dr 72
Klammer, proportional zu ]lyfr) nicht weiter vereinfachen und j;(k7) nicht wie gewiinscht

nach vorne ziehen. Findet man keinen anderen Weg, um die [-Summation oder eines der
Integrale weiter auszufiihren, so 14t sich das Verfahren nicht anwenden.

Im Falle des freien Laplace—Operator 148t sich die [-Summation ausfiihren und die
Richtigkeit der Rechnung so iiberpriifen: Sei also M = —9*. Dann folgt direkt aus der
Besselschen Differentialgleichung Gl. (4.144):

e~ Mt Gy (k) = e~ S0 jy (ki) = e ji(kF) | (4.154)

und die [-Summation wird nach Formel 10.1.50 aus [66]

@RI+ () =1 (4.155)
(=0

ausfithrbar. Gleichung (4.152) wird zu:

2 [ =
Tre” ™0 = —/ dka/ di i e T 214 1) R (kF
re =) " Z( +1) 5 (kr)
= 477/ ~~2—/ dle k2 et
0
= e [ gt 4.156
= 4x ; T ek (4.156)

Dies ist, wie erwartet, der erste Term der Seeley-Entwicklung. In dem Ergebnis Gl. (4.140)
taucht dieser Term nicht auf, da er sich in der Differenz der beiden Spuren gerade weghebt.

Zum Vergleich berechnet man jetzt die Spur des Heat kernels des freien Laplace—
Operators in kartesischen Koordinaten analog zu Abschnitt (4.3.3). Der Ausdruck 6M =
M - 2ip,d, = —0% — 2ip,0, enthilt jetzt aber nur noch Ableitungen, so daf e 0M?
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angewandt auf die Einheitsfunktion gleich Eins ist. Damit wird Gleichung (4.95) zu

d3
—(Aat) _ 3 4
Tre /d x / 2m)

Dies stimmt mit dem Ergebnis in Kugelkoordinaten Gl. (4.156) iiberein.

1
-p%t 1 — 3, -
et /d " (4.157)

4.4 Dimensionelle Regularisierung — Berechnung von I

In der Schwingerschen Eigenzeitdarstellung bekommt man den Logarithmus der Determi-
nante durch Integration iiber die Spur der Heat kernel (Gl. (4.40)):

A
I< = —/ — Tf< s (4158)
0

welche im Hochfrequenzbereich, also fiir kleine ¢, durch die Seeley-Entwicklung Gl. (4.140)
genihert wird. In der Formel fiir die Ubergangsamplitude Gl. (2.107) kommt aber nur das
Verhiltnis der Determinanten I’ ohne Nullmoden und ohne negative Mode vor, da diese in
der Sattelpunktentwicklung gesondert behandelt werden miissen (vgl. die Abschnitte 2.5.1
und 2.6). Diese Moden werden hier jetzt explizit aus der Spur wieder herausgenommen,
indem die exponierten Eigenwerte von Tr. abgezogen werden. Im einzelnen sind dies drei,
den rdumlichen Translationen entsprechende Nullmoden, welche alle mit wp; = 0 bezeich-
net werden und eine die Metastabilitit verursachende negative Mode wog = —27% + O(7j4).
Sie wird in Abschnitt 4.5 berechnet werden. Damit die Zahl der Eigenwerte in beiden De-
terminanten dieselbe ist, hat man in Abschnitt 4.1 auch aus det M die vier niedrigsten
Eigenwerte ©g = 4 — 477 — 377+ O(77°) (vgl. GL. (4.204)) herausgezogen. Diese acht Moden
werden jetzt explizit von der Spur der Heat kernel abgezogen:

T, = Tt e tM _ Ty e=tM
6
1 - . 0
= W E tn(/)n -3 e_Ot - et2772+0(774) + 4 e_tWO . (4159)
T
n=1

Das Integral in Gleichung (4.158) enthilt im Limes kleiner ¢ Ultraviolettdivergenzen und
ist deshalb nur symbolisch zu verstehen. Es mufl noch regularisiert werden, was in diesem
Abschnitt dimensionell geschehen soll. Dazu wird die Seeley—Entwicklung in D = 3 — ¢
Dimensionen berechnet.

4.4.1 Seeley-Entwicklung in D =3 — ¢ Dimensionen

Die Berechnung der Seeley—Entwicklung aus Abschnitt 4.3.3 148t sich analog auf D Dimen-
sionen iibertragen, indem man nach D—dimensionalen Wellen entwickelt. Das Ergebnis der
Impulsintegration ist in Gleichung (4.106) bereits fiir ) Dimensionen angegeben. Insbe-
sondere wird in der Seeley-Entwicklung aus dem Faktor 1/ (47t)%/? ein Faktor 1/ (4rt)P/2.

92



Die restliche Dimensionsabhingigkeit steckt in den Koeffizienten Gl. (4.114), welche in D

Dimensionen wie folgt lauten:

Olz/de(V—‘o/) und fiir n > 2

0, =(=)" [ Pz AN i V{82 . Mn—m—Q}v o
" (m 4+ n)! m! K Hom n!
m=0 1o =1
(4.160)

Auch hier wird man wieder gleiche Ableitungen zum radialsymmetrischen Laplace—
Operator zusammenfassen. Dieser lautet in D = 3 — ¢ Dimensionen:

> D-1d €d

Di= ot = Ailpy— = (4.161)

il
il

Nun mufl man eine Fallunterscheidung beziiglich der Metrik machen, je nachdem, ob
die zuséitzlichen ¢ Dimensionen flach oder gekriimmt sind. Falls sie gekriimmt sind, schreibt
sich das D—-dimensionale Integral iiber eine Funktion f(7) als

/d% NHGE SD/deD_lf(f). (4.162)

Dabei ist SP#P~! die Oberfliche einer D-dimensionalen Kugel. Den Term 7#”~! entwickelt

man nach Potenzen von e¢:

D=1 _ j2 g—elog 7 _ ;2 Z —e —log ) (4.163)

Damit bekommt man fiir das D—dimensionale Integral im Fall der gekriimmten zusitzli-

chen Dimensionen:

/dDacf(f) =

SD/dFFQf(F)+eSD/dFF( log 7) f e—/drr —log #)2f(F) 4 - -
(4.164)

Die auftretenden Integrale haben die Form fooo di 72 log® # sech™ 7 sinh™ 7 und konvergie-
ren, wie durch Grenzwertbetrachtungen gezeigt werden kann.

Wenn die zusédtzlichen Dimensionen dagegen flach sind, wird das D—dimensionale In-

tegral zu
/dDaEf(F) :477/dff2/dD_396 f(7) = LD_347r/dffzf(F). (4.165)

Der einem endlichen Volumen entsprechende Faktor L”~2 kommt aus der Kompaktifizie-
rung der zusitzlichen Dimensionen und muf} sich nachher wegheben. Auch hier sieht man
die e-Abhingigkeit, indem man den Term LP~3 taylorentwickelt:

[P-3 _ gclogL _ 1 _, log L _|_ 10g L — (4.166)
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In beiden Fallen findet man also fiir die Koeflizienten Ausdriicke der Form
O0,=0°+cO +E0% ... (4.167)

0? ist dabei der durch gewdhnliche dreidimensionale Integration im Anhang D berechnete

Koeffizient. Die Ausdriicke fiir die hoheren Ordnungen O, m > 1 unterscheiden sich je

nach Topologie des Raumes. Fine genaue Berechnung ist aber nicht nétig, da sich diese
Terme, wie im ndchsten Abschnitt gezeigt wird, bis zur berechneten Ordnung wegheben

werden.

4.4.2 Regularisierung

Betrachtet man das zu berechnende Integral (hier inklusive der niedrigsten Eigenwerte)

Aaro1 1 5
I = = [T G 0+ 20s )

A A
_ O / ﬂ_&/ ﬂ_...7 (4.168)
(477)3/2 0 13/2 (477)3/2 0 $1/2

. . R . . A
so sieht man, dafl in drei Dimensionen nur der erste Term, proportional zu fo t;%,

Ultraviolett—divergent ist. Die Abspaltung dieser Divergenz beim (D = 3—¢)-dimensionalen

Integral liefert:

A dt 1

Lt 1

O(t) ist die Stufenfunktion. Das erste Integral konvergiert nach Konstruktion fiir D = 3.
Um die Divergenzen des letzten Terms zu sehen, entwickelt man ihn nach Potenzen von e.

Der Vorfaktor liefert:

1 . 1
(47T)D/2 - (477)3/2

¢ 1 €
5 log(4m) _ £ 2
ez EEE (1 +3 log(47) + O(e )) . (4.170)
Die e-Abhéngigkeit von O; ist im vorigen Abschnitt besprochen worden (Gl. (4.167)).

Es fehlt noch die Berechnung des Integrals, welche sich fiir hinreichend kleines D leicht
durchfiihren 186t:

1
1
dt t_D/2 _ tl_D/2
/0 -D/2+1

oo 2

= = =—-2(1 2.,
o D241 -1 (Itet e,

(4.171)

und durch diesen Ausdruck analytisch in die anderen Dimensionen fortgesetzt werden

kann.
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Damit lautet die abgezogene Divergenz aus Gleichung (4.169) bis zur Ordnung e:

_/Ol%mtol - —ﬁ(l—l—%log(llﬂ)—l-(’)(éz))((’)?—l-GO%‘|‘O(€2))'
.(1—|—€—|—O(62))
2

_ 2 (0 1 0 0 1 2
= G & +e(2 log(4m) OF + OF + O} ) + O(¢%)).

(4.172)

Trotz der vorhandenen UV-Divergenzen tauchen hier keine Pole in € auf, an denen man
die Divergenzen direkt ablesen kénnte. Dies ist eine Eigenheit der dimensionellen Regula-
risierung in drei Dimensionen.

Fiir das zu berechnende Integral 1a8t sich nach Gleichung (4.34) fiir Rez > 1 auch
eine Operator—Zetafunktion definieren:

Cum(z) = F(lz) /OA dt 771 Tr(e™M! — =M1y (4.173)

Sie 148t sich analytisch nach z = 0 fortsetzen, indem man in Analogie zu Gleichung (4.169)
den divergenten Teil abspaltet:

A
Cvlz) = F(lz) /0 dt =1 {Tr< -0(1 1) Wtol} +

1 1 1
— | det7! tO;. (4.174
i, 4 O (79

Auch hier existiert das erste Integral. Das Integral im letzten Term berechnet sich wieder

durch analytische Fortsetzung zu

1
/ dtt7=3? = 11/2 ; (4.175)
0 2

so dafl man hier fiir die abgespaltene Divergenz den Ausdruck

I 1 1 1 O
I S ——— G b 4.176
['(z) /0 (Art)32 1T (4m)32T(z) 2 — 1/2 ( )

findet.

Der Logarithmus der Determinante berechnet sich nach Gleichung (4.28) als negative
Ableitung der Zetafunktion an der Stelle Null. Unter Beriicksichtigung der Beziehungen
(1/I'(2))|.=0 = 1 und 1/I'(0) = 0 ergibt sich fiir die konvergente, erste Zeile aus Glei-
chung (4.174)

/A at {T Ol - ) — 40 } (4.177)
= — — Te — - .
o o t < (4mt)3z

in Ubereinstimmung mit dem konvergenten Teil der dimensionell regularisierten Deter-
minante /. aus Gleichung (4.169). Die Ableitung der in der Zetafunktion GIl. (4.174)

d
- ECJIW(Z)
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abgezogenen Divergenz Gl. (4.176) an der Stelle z = 0,

d (1 [ . 1
BT (r<z>/o art <4m>3/2”1)

hebt sich gegen die in der dimensionellen Regularisierung abgezogene Divergenz Gl. (4.172)

1
- le : (4.178)

2=0

weg und man findet den wichtigen Zusammenhang zwischen den beiden Regularisierungen
in drei Dimensionen:

d

Ie == —Qu(z)

- +O(e). (4.179)

2=0

In nullter Ordnung stimmen also beide Regularisierungen iiberein, es tauchen keine Korrek-
turterme auf. Dies ist eine Besonderheit der dimensionellen Regularisierung in ungeraden
Dimensionen. Damit fallen aber auch, wie angekiindigt, die Korrekturterme O, i > 1 in
héheren Ordnungen in € in den Koeffizienten und also die Abhdngigkeit von dem kompak-
tifiziertem Volumen im Fall der flachen zusdtzlichen Dimensionen heraus. Insbesondere

geht die Topologie der zusdtzlichen Dimensionen nicht ein.

4.4.3 Berechnung der Zetafunktion

Die spezielle, zu dem hier interessierenden Operator geh6rende Zetafunktion ohne die drei
Nullmoden, die negative Mode und die vier niedrigsten Eigenwerte von M,

6

oA 1 . 24 oyt o
C;(Z):F(Z)/O dit 1{(4m)3/220nt — 3 — eMTHOU) 4 4e ”}7 (4.180)

=1

soll in diesem Abschnitt berechnet werden. Dieser Ausdruck ist allerdings nur fiir Re z > 1
definiert. Fiir solche z—Werte lassen sich die fiihrenden Ordnungen der einzelnen Terme
umformen:

1 1 : A 5/2+ 3 A 1
/ - - - z— n 2 z—1 _
C(z) = ) (477)3/27;/0 dtt On F(Z)/O dtt

1 A 1 2t7? 4 A 1 Yot
/ dtt?= e —|——/ dtt"™ e o
0 0

Iy ()
6
- F(lz) (4771)3/2 ; Z— 3}2 ¥ A0, - F?z)% -
- (2;72)_2 /()2ﬁ2A dss*He® —1) — (2?2)_2 /()2ﬁ2A dss™! 4(;%8)_27(2,&0/\)
6 z
— (2;72)_ /(J2ﬁ2A dss* (e —1) — ﬁ + 4A*y*(2,&0A) . (4.181)

Im letzten Term wurde die in Gleichung 6.5.4 in [66] definierte Funktion

—Zz

Y (z,a) = 1?(2)7(2, a) (4.182)
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eingefiihrt. Das Integral im drittletzten Term in Gleichung (4.181) ist reell und insbeson-
dere auch an der Stelle z = 0 endlich, da der divergente Term abgezogen wurde. Auch die
anderen Terme existieren in dieser integrierten Form fiir 2 = 0. Damit ist die analytische

Fortsetzung gefunden.

Die Ableitung an der Stelle Null ergibt sich zu

6
1 o _ I'(1)
= §j nAP32Y _ 4log A 44 AY —
<4w>3/2n:1{n—3/2 } R ETEY

A s 0 0
— ds + 4log Av*(0,&0A) + 4A 557 *(z,@oA)
0

2=0

6
= A" — dlog A — Ay —
4773/ z::{n—;%/? } cen T
—Ei(27%A) 4 log(27°A) + v 4 4log A + 4Ei(—GgA) — 4log(oA) .
(4.183)

v = —I"(1) = 0.57721 ist die Eulersche Konstante. Das Integral im vierten Term steht z.B.
in [66, Gl. 5.1.40]. Dort findet man auch Ausdriicke fiir den Wert von v*(0, a) [66, Gl. 6.5.14]:

Y (=n,a) =a" = v7(0,a) =1 (4.184)
und dessen Ableitung an der Stelle Null [66, Gl. 6.5.24]:

07*(z, a)
0z
Damit ist der hochfrequente Teil der Fluktuationsdeterminante als negative Ableitung
der Zetafunktion an der Stelle Null berechnet:

1< 1@,
ro_ n n—3/2
le= (477)3/27;{71—3/2A }+

+ 3y + Ei(27?A) — log(27?) + 4log(&oA) — 4Ei(—oA) . (4.186)

= Ei(—a) — log a. (4.185)

2=0

Die Koeffizienten der Seeley-Entwicklung Gl. (4.140) enthalten reziprok quadrati-
sche 7—Potenzen (mit den Koeffizienten O, _s), konstante Terme (mit Koeffizienten O, o)
und Korrekturen quadratischer Ordnung in 7. Die Entwicklung des Exponentialintegrals
steht in Gleichung (4.254). Aus der Entwicklung der Eigenwerte des freien Operators &g
bekommt man noch lineare Terme in 7. Die restlichen Korrekturen, wie die héheren Ord-
nungen aus dem negativen Figenwert oder aus der Seeley-Entwicklung, sind mindestens
quadratisch in 7. Als Entwicklung nach 7 findet man also:

r i n—3/2
Ie = 772( 3/2Z{n_3/2A +

6
7,0 n—3/2
+ 3/2;{n—3/2A }-|-47—|-10gA—|-410g(4A)—|—4F(0,4A)) +
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4.4.4 Berechnung der Dimension der Determinante

Im Abschnitt 4.1 wurde eine noch nicht berechnete Gréfle u eingefiihrt, welche den Unter-
schied in den Dimensionen der Operatoren angibt und beim Herausziehen eines Faktors A
als Exponent auftritt (vgl. Gl. (4.10)):

det AM \u det M

— = —. (4.188)
det AM det M
Logarithmieren dieser Beziehung fiihrt auf
det AM det M
log © — — log ° — =ulogA. (4.189)
det AM det M
Die linke Seite 148t sich wie gehabt als Ableitung der zugehérigen Zetafunktion berechnen:
log det /\Af — log det ]\04 = 4 [—1 / dt 7= (Tre= MM _ Ty e_MM)] +
det AM det M1 dz |I'(z) Jo 2=0
d 1 o y
— | [ a7 (Trem™ — Tre=™ (41
+dz [F(Z)/O (Tre re ") . (4.190)

Nach der Substitution £ = M lassen sich beide Terme zusammenfassen:

d[ 1 ([ .1 ; 0 00 ;
- — |== / di 77t —(Tre ™ — Tre=™M) _ / dt 77 (Tre™™ — Tre=tM)
dz F(Z) 0 A? 0 z=0

__ % (A7 = DCu ()],
=- [‘ log AA™"Cur(2) + (A77 - 1%9”(2)]2:0
=Cu(0) log A = u log A. (4.191)

Die dabei auftretende Zetafunktion (pr(2) zur Differenz der Operatoren M und M 18t
sich wie in Abschnitt 4.4.3 analytisch fortsetzen, indem man die Divergenz abspaltet:

1 0 © O
()= [(Tre‘tM = Tre™) - O - 1) st

1 1 Az—1/2
04 .
(4m)3/20(2) 2z —1/2

+ (4.192)

Da die Ableitung der Zetafunktion an der Stelle z = 0 endlich ist, verschwindet der Term
proportional zu (A% —1) in der vorletzten Zeile von Gleichung (4.191). An der Stelle z =0
nimmt aber die Zetafunktion selber auch den Wert Null an, so dal man zusammen mit
der rechten Seite von Gleichung (4.189) die Gleichheit

wlogA=0-logA=0 (4.193)
bekommt, also wie in Gleichung (4.11) vorweggenommen

u=0. (4.194)
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4.5 Die niedrigsten Eigenwerte — Heat kernel fiir grofie ¢

Der Niederfrequenz—Anteil, also der Teil der Determinante fiir grofle ¢, wird von den nied-
rigsten Eigenwerten dominiert. Um sie zu bestimmen hat man folgende (dimensionslose)
Eigenwertgleichungen zu l6sen:

02 4 V(A W, = w, U, und [-0 + V], =&, (4.195)

Die Potentiale V und V sind dabei in Gleichung (4.14) und Gleichung (4.18) angegeben.
Mit Hilfe des Ausdrucks

d? 2d L2

di?  Fdr 72

A= (4.196)
fiir den Laplace—Operator schreibt man die Eigenwertgleichung nun in Kugelkoordina-
ten um. Die Kugelflichenfunktionen Y, (9, ¢) sind dann die Eigenfunktionen zu dem die
Winkelabhiingigkeit beinhaltenden Drehimpulsoperatorquadrat L? mit den Eigenwerten
[(l +1). Fiir den Radialteil v,; der Eigenfunktion findet man fiir den Operator M die
Eigenwertgleichung

¢ 2d (141 . 8 "
__~2 S _I_ ( T:I; ) +ﬁ2V(T‘) Un,l(r) = Wy, ’UnJ(T‘) s (4197)

analog fiir M. Aus der allgemeinen Theorie (vgl. Abschnitt 2.5) weiff man, daf es fiir
diesen Operator genau eine negative Mode wgg und drei Nullmoden wg; geben mu8.

Die Nullmoden gehoren zu den Translationen in den drei Raumrichtungen:

e dd dd
%:smﬁcoscp% = (YH—I—Yl_l)%7
%:sinﬁsin@% = (YH—Yl_l)(i;?,
do do do
E = COS 19% = Yl()% . (4198)

Dabei ist ® die exakte, dimensionslose Bounce-Lésung, hier aber als Funktion von 7
und nicht von £. Analog zu Gleichung (2.55) 148t sich obige Behauptung durch explizites
Ableiten der Euler-Lagrange Gleichung (Gl. (3.16)) bestdtigen:

d | & 24 . d
[ ) -
7| s U "
2 2d 2 ] d®
- — T+ = — = 0. 4.1
@[ i Far i U] i =Y (4:199)

Der Vergleich mit Gleichung (4.197) zeigt, dafl die drei Nullmoden wg; zu [ = 1 gehéren,
was durch den zweiten Index gekennzeichnet wird. Der erste Index gibt den Eigenwert
in der ungestdrten Theorie an. Diese drei Eigenwerte wp; sind gleichzeitig auch alle Null-
moden.
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Man erwartet nun, daf§ die negative Mode wgy zu [ = 0 gehdrt und damit nicht

entartet ist. Dies wird durch die Eigenwertgleichung Gl. (4.197) bestitigt, wenn man fiir

kleine [-Werte die Eigenfunktionen in der Thin wall approximation durch % nihert:

? 24 l(I+1) -] dd
[‘W‘m o TU@®)| R
2 2d 2 2 W(+1) ., -]d®
[‘W‘?%Jrf_?_ﬁ* 22 +U<‘I’>]% =
I(1+1)—2] do
0+ —L =2 —. 4.200
[+ 72 ]df (4:200)

In der zweiten Zeile ist 7 in zwei Termen durch R gen#hert worden, da % nur fiir 7 & R

wesentlich von Null verschieden ist. Die ersten drei und der letzte Term liefern angewandt
auf % gerade den Eigenwert Null (vgl. Gl. (4.199)), und man bekommt einen [-abhdngigen
Eigenwert. Fiir [ = 0 wird der Eigenwert tatsdchlich negativ:

0(041) -2 2 N N
T = g A 06, (4.201)

fiir [ = 1 reproduziert sich die Nullmode wq.

Woo =

Wie zu erwarten ist, geht der negative Eigenwert fiir verschwindendes 7 gegen Null.
Dies entspricht dem Sachverhalt, dafl es, wenn beide Minima gleich tief sind, keinen me-
tastabilen Zustand und damit auch keinen negativen Eigenwert gibt. Die Tatsache, dafl in
dem Ausdruck fiir R (Gl. (3.138)) nur ungerade 7 Potenzen vorkommen, legt die Vermu-
tung nahe, daf§ die Korrekturen zum Eigenwert nur von gerader Ordnung in 7 sind. Dies
148t sich durch Symmetrieiiberlegungen bestétigen (vgl. Seite 105).

Wie an Gleichung (4.200) auch zu sehen ist, bekommt man fiir die verschiedenen
[-Werte ein ganzes ,Band“ um Null herum. So hat % fiir [ = 2 den bH-fach entarteten

10

Eigenwert wge = %, fiir [ = 3 den 7-fach entarteten Eigenwert wgs = I etc., welche fiir

77— 0 alle gegen Null gehen. Sie entsprechen stabilen Verzerrungen der Blase.

Ein weiteres solches Band liegt um den ungestérten Eigenwert 3 herum. Auch die-
se Eigenwerte spalten in der Ordnung 7 mit [ auf, wie im nichsten Abschnitt mittels
Storungstheorie gezeigt werden wird (Gl (4.237)). Sie entsprechen Verdnderungen im
Oberflichenprofil.

Die Eigenwerte des kontinuierlichen Spektrums wy, = k% +4 (vgl. Gl. (4.211)) gehdren
zu durch Stérungen nahe der Oberfliche bedingten Fluktuationen der freien Energie.

Diese drei Sorten von Eigenwerten sind auch in [32] zu finden, allerdings ist dort der

letzte angegebene Term von derselben Ordnung wie der angegebene Fehler.

Fiir den freien Operator schliefflich hat man nach Gleichung (4.19) bis Gleichung (4.22)
die Eigenwertgleichung
[—82 + ‘o/]ik :&k\flk
> 2d I(l+1)

o ~ o ~ 4 ~2 10 ~3 ~4 o ~
= di2 Fdr + 72 :| Uk(r) - (wk 4440+ 377 + 9 7+ 0(77 )) Uk(r)
(4.202)
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zu betrachten. Diese ist aber dquivalent zur Besselschen Differentialgleichung (vgl. Gl.
(4.144))
> 2d I(l+1)

di? " Fdi 72

Gilkr) = =k ji(kF) (4.203)

mit k% = & —44+47+ 3724+ O(57%). & nimmt also in nullter Ordnung in 7 kontinuierliche,
entartete Werte grofier als 4 an. Die niedrigsten, aus der Determinante vorgezogenen vier
(entarteten) Eigenwerte von M sind damit gegeben durch

o 4, 10 N
Qg =4 — 47 — 5772 - ?773 + 0@ . (4.204)

4.5.1 Storungstheorie

Die gesuchten diskreten Eigenwerte, insbesondere das Band um 3, lassen sich mit Hilfe
der zeitunabhingigen Stérungsrechnung [67] quantitativ berechnen. Dazu macht man in
der Eigenwertgleichung GI. (4.197)

2 2d I(l+1
| PIES

A2 rdr 72

+ V(F)] U 1 (F) = Wy v 1 (7) (4.205)

fiir v, () den Ansatz v, ;(F) = 1, (7)/F. Durch diese Transformation verschwindet der
zweite Term. Die verbleibende Gleichung 158t sich wieder auf € = 7 — R umschreiben:

&t

A€ (¢ + R)?
und der Term 1/(£+ ]%)2 wird, da die Eigenfunktionen um # = R zentriert sind, analog
zu Gleichung (3.41) entwickelt:

V()] 0i(©) = ). (4.206)

2 — 372
18

. S =i =280 + (352 - ) it + O3 (4.207)

(E+R)
Dabei wurde fiir das in R auftauchende a; bereits der in Gleichung (3.139) gefundene
Wert a; = 2537 eingesetzt (vgl. auch den Ausdruck fiir B, Gl. (3.138)). Bis zur zweiten

36
Ordnung in 7 erhélt man also die Eigenwertgleichung:

2

—gez TVo Vit 7’ (Vz + I+ 1)) + (9(773)] Uni(§) = wnthn(§) - (4.208)

Der Hamiltonoperator Hg = —% + Vo erfihrt eine Stérung proportional zu 7, ndmlich
H, = Vi, eine Stérung proportional zu 72, Hy = Vo +[(I + 1) und weitere Stérungen in
héheren Ordnungen.

Im ungestérten Fall ist das Potential das Péschl-Teller—Potential Vy = —6sech? & + 4,
dessen Eigenwerte bekannt sind [68]: Es existieren zwei gebundene Zustédnde mit den Ei-

genwerten
wy =0 (P(&) =v/3/4sech?&)  und (4.209)
wl=3  (3(&) = +/3/2sinhsech?§) (4.210)
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und ein kontinuierliches Spektrum mit Figenwerten
wi=k+4, keR (4.211)
und den zugehorigen Eigenfunktionen
P2(¢) = Ne'¥(3tanh? ¢ — 1 — k? — 3iktanh() (4.212)

mit N = [27(k%41)(k? 4 4)]7"/2. Der Index am Eigenwert bezieht sich dabei auf den Wert
der nullten Ordnung, die kontinuierlichen Eigenwerte werden mit k gekennzeichnet. Wenn
noch ein zweiter Index mitgeschrieben wird, kennzeichnet er den Wert [ des Drehimpulses.
Der hochgestellte Index gibt die Stérungsordnung an.

Diese Eigenfunktionen gehtren eigentlich zu einer auf der ganzen Achse definierten
Eigenwertgleichung, wihrend das hier vorliegende Problem nur auf der Halbachse fiir
¢ > —R definiert ist. Dadurch 1i8t sich die Randbedingung, die man an die Eigenfunk-
tionen stellt, namlich daf sie im Ursprung (7 = 0) wie #+! gegen Null gehen, wieder nur
asymptotisch mit einem exponentiellen Fehler erfiillen. Einen weiteren exponentiellen Feh-
ler nimmt man in Kauf, wenn man bei der folgenden Berechnung von Erwartungswerten
von minus Unendlich statt von —R ab integriert.

Fiir die zeitunabh&dngige Stérungstheorie entwickelt man nun die Eigenfunktionen und
Eigenwerte in Potenzreihen in 7} und setzt diese in die Eigenwertgleichung ein. Man be-
kommt dann durch Koeflizientenvergleich:

Hovp = widy, (4.213)
Hoty +Hay = wpthy +wpty, (4.214)
Hol + Hathy + Hathy = @il +whidh +wiehy . (4.215)

Nun multipliziert man die Gleichungen (4.214) und Gleichung (4.215) von links mit
¥? und findet, da die htheren Terme in der Entwicklung der Zustinde orthonormal sind
(291 = 8i0), Ausdriicke fiir die Korrekturen der Eigenwerte:

wh o= (OHil$)  und (4.216)
wip = (Gp|Haly) + (plHalwp) - (4.217)

Die Stérung in der ersten Ordnung lautet (vgl. z.B. Gl. (4.16)):
H, =V, = —4tanh&. (4.218)

Damit berechnet man die Korrektur zum Eigenwert 0:

00 02 00
wg = (VoIH1|¥) :/0 di 72V 22 = —3/ sech® Esinh €d€ = 0. (4.219)

=2
r —o0
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Bei der Berechnung der Korrekturen zum Eigenwert 3 integriert man ebenfalls {iber eine
antisymmetrische Funktion:

o0

wy = (P H1 Y3 = —; 4/ sech® Esinh?¢de = 0. (4.220)

— 00

Um die Korrekturen zweiter Ordnung zu berechnen, miifite man die erste Korrektur
zur Eigenfunktion kennen, welche als Summe iiber alle Figenzustdnde

1 _ Z M¢% (4.221)

Wy —Ww
m;én n m

sehr schwierig zu berechnen ist. Es gibt aber einen Trick, sich dieser Summe zu entledigen.
Dieser soll im nichsten Abschnitt beschrieben werden.

4.5.2 Korrekturen zweiter Ordnung

Um die Korrekturen zweiter Ordnung zum Eigenwert zu berechnen, ohne die Eigenfunk-
tionen zu kennen, sucht man einen Operator €, fiir den, angewandt auf den n—ten Ei-
genzustand, folgende Kommutatorrelation gilt (vgl. [69, S. 471]):

[0, Hol ¥y = Havy, .- (4.222)

Diese Gleichung muf} nicht als Operatoridentitit erfiillt sein, es reicht, fiir jede Eigenfunk-
tion %2 einen solchen Operator €, zu finden. Unter Ausnutzung dieser Beziehung findet
man fiir den zweiten Term der Korrektur zweiter Ordnung in Gleichung (4.217), wenn
man fiir die Eigenfunktionen der ersten Ordnung die Entwicklung Gl. (4.221) einsetzt:

(VnlHa [ ) (| Ha [ 40)

W Halh) = >

” wd — W
0 0
= >0 PP (00 10,210 10) — (0802, 10))
m;én e m
0 0
= 3 WP o o ) 8 - 0
m;én e m

(| Ha o) (0n |2l 9r)
Wy (n]Quley) - (4.223)

Der letzte Term verschwindet, wenn, wie hier gegeben, die Eigenwert—Korrektur in erster
Ordnung Null ist und die Anwendung des Operators £2,, nicht aus dem zugeh&rigen Hil-
bertraum hinausfithrt. Damit findet man mit Hy = Vo4{(I+1) fiir die hier zu berechnenden
Korrekturen in zweiter Ordnung den Ausdruck:

wi = (U |00 4+ (Vo Ha|vd)
= (Up[HAQ 00 + (U Valvny + L1+ 1) (wp|en) . (4.224)

Das letzte Skalarprodukt ist aufgrund der Normierung gleich Eins.
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Der Operator €, ist nur bis auf additive Operatoren €,,, fiir die [Qm Ho] 0 = 0 gilt,
festgelegt. Diese Freiheit kann man dazu nutzen, einen Operator zu finden, der, ange-
wandt auf ¥, nicht aus dem Hilbertraum herausfiihrt. Bei dem Eigenwert 3 wird man
hiervon Gebrauch machen miissen. Der Erwartungswert Gl. (4.224) ist trotz dieser Freiheit
eindeutig.

Damit lassen sich nun die Korrekturen zweiter Ordnung berechnen:

Fiir die Eigenwerte um Null fithrt die Kommutatorrelation Gl. (4.222) fiir Q¢ auf die
Differentialgleichung

4 tanh € sech? € = —Qf sech? € + 4Q) sech® € sinh &, (4.225)

welche zum Beispiel durch Qg = € erfiillt ist. Dieser Operator fiithrt nicht aus dem Hilbert-
raum hinaus. Der erste Term in der Korrektur (Gl. (4.224)) lautet damit:

(V8| H1 Q0] = —%4/00 dé Esech® Esinh € = =3 -2J5 = —1. (4.226)

o0

Das Integral J5 ist wieder in Anhang C angegeben.

Den zweiten Term der Korrektur bekommt man durch partielle Integration:

(ol Valvg) = —1. (4.227)

Dabei ist zu beachten, daf in den Integralen iiber Terme proportional zu log(cosh&) die
Randterme nicht verschwinden, sondern u.a. die Divergenzen aus den Integralen kompen-

sieren.

Man findet also fiir die zweite Ordnung von w2 in Ubereinstimmung mit der qualita-
tiven Uberlegung in Gleichung (4.200):

wi=1(+1)-2. (4.228)

Auch hier muf} die andere Darstellungsart, in welcher der Parameter C'; explizit in der
ersten Ordnung des Potentials V; auftaucht (s. S. 61), dasselbe Ergebnis liefern, welches
wie oben nicht von 'y abh&ngen darf, da eine solche Abh&ngigkeit mit einer Verschiebung
zusammenhdngt, welche die Eigenwerte unverdndert lassen mufl. Der Ci—abhéngige Term
in #, ist eine ungerade Funktion, so daf§ die Integrale in den Korrekturen erster Ordnung
verschwinden. In zweiter Ordnung sorgt der Term allerdings fiir eine C;—Abhé&ngigkeit in
den Operatoren €2, also z.B. fiir Qq:

Beim Integrieren heben sich in der Korrektur Gl. (4.224) die C'j—Terme aus dem Erwar-
tungswert von H;$y aber gerade gegen die aus dem Erwartungswert von Hy weg, so dafl
man dasselbe Ergebnis (Gl. (4.228)) erhilt.

Nun soll die Korrektur zum Eigenwert 3 berechnet werden. Aus der Kommutatorre-
lation erhdlt man wieder eine Differentialgleichung 1. Ordnung in Q%:

—4sech® €sinh? € = sech® &sinh € Q4 + (4sech® Esinh? € — 2sech &) Qf . (4.230)
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Variation der Konstanten fiihrt auf die Lésung

coshé  cosh?® f)

Qs = %(g . sinhgcoshg) n g (35 “3ame T e (4.231)

Hier braucht man die homogene Lésung proportional zu ¢, um insgesamt einen Operator
zu finden, der nicht aus dem Hilbertraum herausfiihrt. Dies wird durch die Wahl ¢ = 1
erreicht. Der gesuchte Operator bekommt damit die Form

cosh &

Q3 =26 — .
3 ¢ sinh &

(4.232)

Fiir die Korrektur w3 bendtigt man nach Gleichung (4.224) die Erwartungswerte

(Y5H1Qs|y5) = —; 4/:; d¢ sech® & sinh® ¢ (25 _ :ﬂlg)

=—-12-2H535+6B(3/2,1) = -4 (4.233)
und
(3| Valdhg) =7 — =2 (4.234)

Das Integral Hs 3 steht ebenfalls im Anhang C, B(z,y) ist die Betafunktion. Den zweiten
Erwartungswert bekommt man auch hier durch partielles Integrieren, wobei die Randterme
wieder mitzunehmen sind. Es ergibt sich schliellich:

wi=1(l+1)+3-x%. (4.235)

Mit Hilfe von Symmetrieiiberlegungen 148t sich noch zeigen, dafi alle Korrekturen un-
gerader Ordnung, insbesondere also auch die Korrektur der Ordnung 7>, verschwinden
miissen: Dazu substituiert man im urspriinglichen Potential der Thin wall approximati-
on Gl. (3.3) n durch —», wodurch das stabile und das metastabile Minimum vertauscht
werden. Man bekommt ein im Vergleich zu Abbildung 3.1 an der U-Achse gespiegel-
tes und entlang der U-Achse nach oben verschobenes Potential. Die Bounce-Losung ®
bestimmt sich aus der Euler-Lagrange-Gleichung (Gl. (3.16)), welche wiederum nur die
Ableitung des Potentials enthélt, so dafi die Verschiebung hier nicht zum Tragen kommt.
Die Gleichung bleibt also erfiillt, wenn aufler der obigen Substitution die Bounce-Ldsung
(Gl. (3.43)) in ihr Negatives iibergeht, indem zusétzlich 7 durch —7 ersetzt wird.

Durch diese beiden Subtitutionen  — —n und ® — —® bleiben das Potential V'
(Gl. (4.14)) und die Eigenwertgleichung (Gl. (4.13)) unverdndert, da die Bounce-Losung
im Potential in den geraden Ordnungen in 7 nur in geraden Potenzen und umgekehrt
vorkommt. Also sind auch die Eigenwerte invariant unter der Substitution n — —n bzw.
7 — —n und kdnnen nur gradzahlige 77—Potenzen enthalten.

Man hat also insgesamt folgende Eigenwerte gefunden: ein Band um Null mit den
(2{ 4 1)—fach entarteten Eigenwerten (vgl. Gl. (4.228))

wor = 0+ i (l(l +1) - 2) + O, (4.236)
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ein Band um Drei mit den ebenfalls (2/ 4 1)-fach entarteten Eigenwerten (Gl. (4.235))

w = 3+ i (l(l +1)+3- 772) + O (4.237)
und kontinuierliche Eigenwerte (Gl. (4.211))
wi = k? 4+ 4, keR. (4.238)
Die Eigenwerte des freien Operators lauten (vgl. S. 101)
Op = k? 4+ 4 — 45 — %ff - 19—0773 + 0@ . (4.239)

Damit ist das Spektrum bis zur dritten und bei den kontinuierlichen Eigenwerten bis zur
fiihrenden Ordnung bestimmt.

4.6 Der niederfrequente Anteil — Berechnung von I{

In diesem Abschnitt sollen die von den kleinen Eigenwerten kommenden Beitrige zu I’

IL(A) = — /AOO %Z (emt— o) (4.240)

berechnet werden. Der hochgestellte Strich bedeutet dabei wieder das Herausnehmen der
negativen Mode wgg = —27?+0(i*) (GI. (4.201)),der drei Nullmoden wo; = 0 (Gl. (4.199))
und der vier niedrigsten Eigenwerte des freien Operators &g (Gl. (4.204)). Da die
t-Integration hier konvergiert, 148t sich I{ durch obige Gleichung definieren (vgl. Gl. (4.40)).

Die niedrigsten positiven Eigenwerte wq; bilden ein Band um Null und sind propor-
tional zu 7% (Gl. (4.236)). Thr Beitrag zur Determinante sei 9.

Das nichste Band liegt um 3 herum (Gl. (4.237)) und liefert den Beitrag I3.

Die Eigenfunktionen des freien Operators M sind die Besselfunktionen (Gl. (4.203))
mit einem kontinuierlichen Spektrum & = k? + 4 + O(7}) (Gl. (4.239)). Ihr Beitrag 146t
sich, nachdem man die vier niedrigsten Eigenwerte &g wieder abgezogen hat, mit dem
kontinuierlichem Teil von M zu Ii zusammenfassen.

I’> setzt sich also aus den drei Teilen
=1+ +1 (4.241)

zusammen, welche jetzt nacheinander berechnet werden.

4.6.1 Aufsummation des Bands um Null — 9
Der Operator M = —% — 24 4 l(lftl) — %U”((i) hat also, wie in Gleichung (4.236)

angegeben, (2/ 4 1)-fach entartete Eigenwerte um Null:

wor = 0+ i (l(l +1) - 2) + O . (4.242)
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Fiir [ = 0 erhdlt man genau die negative Mode wqo, fiir [ = 1 die (exakten) Nullmoden
wo1. Die restlichen Eigenwerte dieses Bands liefern den Beitrag 19:

) /AOO TS @t e (- U+ ) -0+ 0G)) . (4243
=2

bzw. nach Indexverschiebung

- /AOO %Z(zz +5)exp (= (12 +50+4) (1 + O(7)) (4.244)
=0

Die Summation wird in einer ersten Rechnung mit Hilfe der Eulerschen Summenformel
[70, S. 506] durch ein Integral gendhert:

/f SO0+ ()

2
P
Dabei berechnet sich ﬁz(ac) aus den Bernoullischen Polynomen B;(z) gemif:

Bi(z) = Bi(z — [z]) (4.246)

wobei mit der Gaulklammer [z] die grofite, ganze Zahl kleiner gleich = gemeint ist. By,
sind Bernoulli-Zahlen [66, GI. 23.1.3].

(2i—1) " 1 " 2p+1
{ )}0 + W/O Bopt1(2) flart )(ac) dv . (4.245)

Um die Korrekturen zu dem Integral im ersten Term zu berechnen, 14t man p gegen
Unendlich gehen. Dann verschwindet der letzte Term in der Summenformel Gl. (4.245)
aufgrund der Fakultiit. Ebenso verschwinden der Summand f(I) = (21 + 5) e~ (P #5047t
und die im vorletzten Term vorkommenden Ableitungen an der oberen Grenze n, welche

hier gleich Unendlich ist, so dafl man aufler dem Integral folgende Korrektur bekommt:

0) <= Bai i
Korrektur = % — z; (22,2)!]‘(22 D(0). (4.247)

Die Ableitungen des Summanden sind dabei durch die Hermite-Polynome H, (z) gegeben
(vgl. [71, GlL. 8.95]):

=

dn - ~ n—
T (2[ + 5) (l2+5l+4)772t — e—(l2+5l+4)772t(_)n(7712t)TlHn_l_l ((l + 5/2)\/57:}) 7 (4248)
womit sich die Korrektur also schreiben l1ait als
5 A5 _ 45 = B o~ — ~
Korrektur = ¢ ATy o1 Z; (2;)!(772t) "Hai(5/2VE ) . (4.249)

In den geradzahligen Hermite—Polynomen tauchen nur gerade Potenzen des Argu-
ments auf, so daB sich hier eine Potenzreihe in 72 ergibt, beginnend mit einem konstanten
Term. Sie kann mit passenden Koeffizienten b,,, geschrieben werden als:

Korrektur = ( ) — 47 7’L—I— Z b, 2t m _477 L (4250)
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Der einzige Beitrag by proportional zur nullten Potenz von 7 kommt aus dem kon-
stanten Term des zweiten Hermiteschen Polynoms (i = 1),

Hy(z) = 42® - 2, (4.251)

alle anderen Polynome werden mit 77%¢—Potenzen multipliziert. Damit findet man fiir bg

By 1
bp=—-(-2)=—-By = ——. 4.252
Obwohl die héheren Koeffizienten b,, nicht explizit gebraucht werden, da ihre Beitrige

von der Ordnung des Fehlers sind, sind sie am Ende von Anhang I angegeben.

Mit der Ersetzung nach der Summenformel kann man in Gleichung (4.244) die kon-
vergente t—Integration ausfiihren, und man erhilt mit der Substitution y = 224+ 5x+4
fiir Ig:

e [ . PN i
L) = —/A - (A dy e ¥t 4 (g + bo) eI LN by (7)™ e‘4”2’f) + O(°)
m=1

7 "~ b
= —AD(—1,47°A) + gEi(—My?A) +) 4—mF(m,47~72A) +0(7%). (4.253)
m=1

Der Fehler in den Eigenwerten ist zwei Ordnungen hoher als der fiihrende Term. Sein
Koeffizient wird ebenfalls [-abhdngig sein, so dafi auch hier die Summe iiber / zum Tragen
kommt und der resultierende Fehler in 19 ebenfalls zwei Ordnungen héher als der fiihrende
Term ist, also in der konstanten Ordnung liegt. Dies sieht man z.B. durch die Substitution

7* = 7*(1+ O(7%)) in dem Ausdruck fiir 19 (Gl. (4.253)).

Da die beiden Parameter 7 und A nur in der Kombination 7?A auftreten, liefert die
Entwicklung von I9 in Gleichung (4.253) sowohl die Potenz-Reihe in A, als auch die in 7.
Dazu setzt man fiir die unvollstdndige Gammafunktion und das Exponentialintegral die

Reihenentwicklungen

1
M(-La) = —4loge+(-1+7) =5 +0(%,
Ei(-z) = loga+v— 2+ O(a?) und
o0 (_)nxm—l—n

— -1,-2 1, Gl 8.345.2] (4.254

ein (v ist wieder die Eulersche Konstante) und findet:

B0 = oo (3t tostitn) - (3-t0) 1 (—4 - mi —ZF<m>) -

=1
+O(7*A) log 77 + O(71°)

1 5,5 ) )
=~y 3108(1°A) = 5y + O(FA) + O) (4.255)

N

Da der aus den Eigenwerten resultierende Fehler in I9 schon von konstanter Ordnung ist,
miissen auch die Terme mit b,, (m > 1), welche ebenfalls Beitrdge konstanter Ordnung
liefern, nicht beriicksichtigt werden und sind in der zweiten Zeile weggelassen worden.
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Diese Entwicklung gilt fiir kleine A. Da I9 aber durch Integration iiber den Bereich
fiir grofle t berechnet wird, verwendet man beim Zusammensetzen der Determinante lieber
den unentwickelten Ausdruck Gl. (4.253), der fiir den gesamten A-Bereich giiltig ist. Da
die hoheren A-Potzenzen hier mit 7>-Potenzen unterdriickt sind, macht dies numerisch

fiir das Band um Null keinen Unterschied, beim Band um drei wird sich das allerdings

bemerkbar machen (vgl. Abb. 4.5).

Vertauscht man in dem urspriinglichen Ausdruck fiir 79 Integration und Summation
und ndhert die Summe dann wieder nach der Eulerschen Summenformel durch ein Integral,
so erhdlt man genau dieselbe Abschédtzung wie oben (Gl. (4.253)).

Eine alternative Art der Berechnung des gesuchten Beitrags, welche auf eine Potenz-
reihe in A fiihrt, benutzt die fiir den gesamten {—Bereich definierte, zugehtrige Zetafunkti-
on. Dazu verschiebt man den Index so, dafi die Summe in Gleichung (4.243) jetzt bei Eins
anfangt und definiert:

¢O(z) = % / A0S (20 4 3) e RO (4.256)
0

=1

Diesen Ausdruck kann man fiir Argumente grofler als Fins berechnen, indem man die Zeta-
funktion als Summe {iber die reziproken Potenzen der Eigenwerte schreibt (vgl. Gl. (4.26)):

Mg

(2 + 3) { I+ 3)} e (1 T (’)(7”72)) . (4.257)
=1

Fiir Ausdriicke der allgemeinen Form

i 20+ a)|(1+0)(1+0)| - (4.258)
=1

148t sich nach einer Idee von Miinster [72] eine analytische Fortsetzung finden. Mit
—F 1 —2z 1 —2z 1 -z -z 2
[(z+ b) (1 + c)] = SU+0) ™+ S+ -5 [(z +0) — (I +0) (4.259)

findet man fiir Z(z)

205 =300 (5= 0) S 3
=1 =1 =
+(% )il“ —%i(%ﬂ)[(ub) (I+c) 2]2
I=1 I=1
a1 L (e (50 S

FCr(2z— 1) — in—zzﬂ n (% _ C)CR(QZ (— — c) Zn — F(z). (4.260)

n=

Die ersten Terme lassen sich (fiir b,¢ € IN) durch die Riemannsche Zetafunktion (g aus-
driicken und als solche analytisch fortsetzen. Um den letzten Term F(z) ebenfalls durch
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Riemannsche Zetafunktionen auszudriicken, entwickelt man die Ausdriicke (1+56/{)~* und
(14 ¢/1)~% in binomische Reihen und erhélt:

2+ a) [ (14 0/ 1 (1 /)]

N | —
]2

F(z) =

N
Il
—

Il
N | —
]2

(20 +a) [22(b — )T 0(231—%—3)}

o~

a(b — c)?

5 2Cr(2242)+ ... . (4.261)

= (b—0)*2%Cr(22+1) +
Damit ist F'(z) und also auch die gesamte Funktion Z(z) analytisch fortgesetzt.

Den Logarithmus der Determinante bekommt man nach Gleichung (4.28) als negative
Ableitung der Zetafunktion an der Stelle z = 0:

d¢°(0)

7z = (— Z'(0)(i7%)° + Z(0) log ;72(;72)0) (1 n O(ﬁg)) ' (1.262)

2=0

Es miissen also noch die Werte von Z(0) und Z’(0) an der Stelle Null bestimmt werden.

Als erstes berechnet man nun Z(0): Dazu betrachtet man den Wert von F(z) an der
Stelle z = 0: (r(Az+ 1) hat bei z = 0 einen Pol erster Ordnung,

1

Cr(Az+1) = +

+C+0(z), (4.263)
und liefert also, da noch mit 2% multipliziert wird, keinen Beitrag. Die anderen vorkommen-
den Zetafunktionen sind bei z = 0 analytisch, so dafl schon die ausgeschriebenen Terme
in F'(z) nach Multiplikation mit 2% fiir z = 0 verschwinden. Damit bekommt man fiir den
Wert von Z(z) an der Stelle z = 0:

b c b c
20) = 2Ar(=1)+(a=b=c)Cr0) =Y 0= n-(5-0)> 1= (5-¢) D1
= —é—%a(1+b+c)+%(b2+c2). (4.264)

In der letzten Zeile wurden die Werte der Riemannschen Zetafunktion

Cr(0) = —% und
Cr(=1) = —% (4.265)

eingesetzt.

Als néchstes berechnet man die Ableitung der verallgemeinerten Zetafunktion an der
Stelle Null: Fiir den ersten Term aus F(z) findet man mit Gleichung (4.263)

[2Cr(Azs + 1)] = % +2:0+ 0. (4.266)
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Dieser Ausdruck geht im Limes 2 — 0 gegen % Die Ableitungen der weiteren Terme gehen
gegen Null, und es ist also F’(0) = (b — ¢)%/2. Fiir die Ableitung von Z(z) an der Stelle
Null bekommt man damit

b c
Z'(0) = 4CRr(—1) + 2(a — b — ¢)CR(0) + QZn log n + QZn logn +
n=1 n=1
b c (b _ 0)2
+ (a — 2b) Z logn + (a — 2¢) Zlog n= (4.267)
n=1 n=1

Die Ableitung der Riemannschen Zetafunktion betrdgt an der Stelle Null [66, Gl. 23.2.12]
1
Cr(0) = —3 log 27 . (4.268)

Der Wert an der Stelle —1 148t sich aus der Beziehung [73]

A== 1 o 1) | CRr(2)
T2 |, [‘log%‘ 2T T <R<z>]z_2
1 o0 1 -
= —log2n +4(2) ¥+ /0 Offi_fdx (4.269)
herleiten zu
Ch(=1) = —0.165421149 . (4.270)

Damit ist die Ableitung der Zetafunktion an der Stelle Null berechnet.

Auch fiir nichtnatiirliche Werte fiir b und ¢, wie sie im ndchsten Abschnitt vorkommen
werden, 148t sich die verallgemeinerte Zetafunktion Gl. (4.258) definieren und analytisch
fortsetzten, indem man die modifizierte Riemannsche- oder auch Hurwitz—Zetafunktion
Cp einfiihrt [71, Gl 9.521.1]:

Ca(z,7) = f: ﬁ Re z> 1. (4.271)

n=0

Fiir ¢ = 1 ist das die gewdhnliche Riemannsche Zetafunktion. Mit dieser Definition findet
man fiir Z(z) fiir beliebiges b und ¢ den Ausdruck:

Z(z) =Ca(22 —1,b+ 1) + (% —b)CH(Qz,b—l— D+Cr2z—1,e+1)+

+ (% - c) Cr(2z,c4 1) — F(z) (4.272)

mit unverdndertem F'(z).

Fiir den Wert an der Stelle z = 0 ergibt sich daraus derselbe Ausdruck wie im Fall mit
natiirlichen Parametern (Gl. (4.264)). Dabei ist fiir die Werte der Hurwitz—Zetafunktion
fiir nichtpositives, natiirliches erstes Argument die folgende Formel verwendet worden [71,

Gl. 9.531]:

Cu(—n,z) = —%l(f) (n € No) (4.273)
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mit dem Bernoulli-Polynom B, (z).

Fiir die Ableitung am Nullpunkt findet man mit der Beziehung [71, Gl. 9.533.3]:

d%CH(A x) = log I'(z) — %log 27 (4.274)

den Ausdruck:

ZN0) = 2C (= 1,04+ 1) + 2 (—1,c+ 1) — (a — b — ¢) log 27 +

@ . (4.275)

+ (a—2b)logl'(b+ 1)+ (a — 2¢)log'(c+ 1) —
Einzelne Werte der Ableitung der Hurwitzschen Zetafunktion lassen sich dabei durch Ab-

leiten aus folgender Integraldarstellung gewinnen [74]:

1—=

> d
7 + 2/0 (2 + yz)—%z {sin (z arctan Q)} e%yy—l . (4.276)

X

Damit 148t sich auch der Wert fiir ((—1) aus Gleichung (4.270) bestétigen. Die Funktion
Z(z) (Gl (4.258)) ist dadurch auf nichtnatiirliche Parameter verallgemeinert.

Mit dieser Funktion Z(z) la8t sich mit obigen Ergebnissen (Gl. (4.264)) und (GI. (4.267))
fiir @ = b = 3 und ¢ = 0 der Beitrag I° als negative Ableitung der Zetafunktion an der
Stelle Null berechnen:

SO )+ 2000 e i)+ O() (4.277)
(4§R —I—Qanogn - SZlogn - 9/2) (4.278)

+ log 7 (—é — 6+ 5) + O(7*) (4.279)

=1.1727005 — 5/3 log 7* 4+ O(7?) (4.280)

=I°. (4.281)

Da hier aber nicht der Beitrag der Eigenwerte fiir den gesamten t—Bereich, sondern
nur der fiir groBe t~Werte aufsummiert werden soll, wird der Anteil 2 fiir kleine ¢ wieder

abgezogen. Dazu definiert man eine neue Zetafunktion

A (o]
¢(z) = % / A3 (21 4 3) e (4T (4O (4.282)

=1

und entwickelt die Summe im Integranden in eine Seeley—Reihe mit Koeffizienten P;:

i 20+ 3) e FI =N Pt (4.283)

=1
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Der Hauptteil der Seeley—Reihe 148t sich wie folgt an der Zetafunktion ablesen:

Die negativen Exponenten des Hauptteils sind durch die Polstellen der zugehérigen Zeta-
funktion gegeben, die Residuen an den Polen entsprechen den Koeffizienten der Seeley—
Entwicklung dividiert durch den Wert der Gammafunktion an dieser Stelle. Ein Pol der
Form 27 der Zetafunktion ((z) liefert fiir positives n also einen Term ['(n)at™" in der
Seeley-Entwicklung. Den Nebenteil kann man so nicht ablesen, da die Gammafunktion
fiir negatives ganzzahliges Argument oder Null Pole hat, so dafl die Zetafunktion fiir die
Potenzen des Nebenteils keine Divergenzen aufweist.

Die Divergenzen der hier relevanten Zetafunktion sind durch diejenigen von (°(z)
(Gl. (4.256)) und damit durch die Divergenzen der Riemannschen Zetafunktion, ndmlich
einem einfachen Pol bei z = 1 mit Residuum Eins [66, Gl. 32.2] bestimmt (vgl. Gl. (4.263)).
Insbesondere ist die fiihrende Potenz der Seeley—-Entwicklung also durch den Pol bei z = 1
gegeben. Um das zugehoérige Residuum zu berechnen, mufl man die innere Funktion beriick-
sichtigen und findet fiir den Koeflizienten:

P g 1

P(ll) =P = 5_‘;? 2Cr(2z — 1) 4 (bei z = 1 analytische Terme) 5
= 21— (4.284)
N 27?2 o 72 ) .

In dem Ausdruck fiir Z(z) Gl. (4.260) liefert der Term proportional zu (r(2z) noch einen
Pol bei z = 1/2. Er taucht hier aber, da @ = b 4 ¢ ist, nicht auf. Die Seeley—Entwicklung
ist also gegeben durch

Z (204 3)e —l{+3)t7 —|— Terme héherer Ordnung in ¢. (4.285)
77
=1

Alternativ kann man die Summe >, (2/ + 3) e+ quch direkt, wie in Anhang C
in [75] geschehen, in eine Reihe entwickeln, indem man das Gaufische Integral

/ T gy e iCHS Y o o IR (1 < ) (4.286)

—oco—ie

nach [ ableitet:

_Qi/oo N dyy o= QDY o= /1 Z /o7 1 o= (9] | g 4 1) em B D/2)

—oco—ie

(4.287)
und {iber { von 0 bis oo summiert:
> _ 1 _ t co—l¢€ y i .,
9] 1 (P +(s+1)l45/2) _ =1 “(s? 1 / d isy —y?/t ]
2 Lrtee e GERn) [ gy
(4.288)

Um eine asymptotische Entwicklung fiir kleine ¢ zu bekommen, reicht es, das Integral

+1 y 5
/ dy —— cos(sy) eV /! (4.289)

-1 sin y
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zu betrachten und hier die Taylorentwicklung fiir cos(sy) und ﬁ, niamlich

o0

n B2n n
= 2 -2 G, (4.290)
n=0 .

einzusetzen. Die B,, sind wieder die Bernoulli-Zahlen. Nach Ausfithrung der y—Integration
findet man die Reihe

sin y

Z QZ—I_S—I_ 1 —t(l2-|—(5+1 l+5/2 — Zuntn (4291)
=0

mit den Koeffizienten

1 e
U, = 54_”252’)10(71,,0) mit
p=0
w(n,p) = g(—1)m+0+14p(4m—2)( " )('OJ”T‘)B2 . (4.292)
3 = p_l_m 2,0 m

Insbesondere ist w(n, p) = 0 fiir n < 2p.

Fiir s = 4 ergibt sich durch Multiplikation von Gleichung (4.291) mit der Entwicklung
von e~ % die Reihe:

Y (@204 5) et PR = Zunt” (1—2t4+ 22 + = > P, (4.293)

(=0 n=0 n=—1

Ausmultiplikation liefert fiir die ersten beiden Koeffizienten

7)_1 = UOzl
5

1
und Py = —2up+u; =-2+ 3= 73" (4.294)

Substituiert man nun ¢ durch ¢72, so erhiilt man nach Indexverschiebung die gewiinsch-
te Seeley—Reihe mit den 7-abhingigen Koeffizienten P, (Gl. (4.283)):
i 20 4 3) =17 HIH3) = 15y O(ti?) . (4.295)
— n’t 3
Der fiihrende Term ist in Ubereinstimmung mit Gleichung (4.285). Sein Koeffizient hingt

weder von der Wahl der Parameter a, b und ¢ in Gleichung (4.258), noch von der Wahl
von s in Gleichung (4.291) ab.

Die hier nicht angegebenen Koeffizienten P, mit n > 1 sind mindestens von der

Ordnung des Fehlers und kénnen vernachlédssigt werden. Sie sind der Vollstdndigkeit halber
aber in Anhang E angegeben.

Dieselbe Reihe hat man als Korrektur in der Eulerschen Summenformel ausgerech-
4t

net: Fiir m > 1 entspricht die Summe iiber die b,, der mit der Entwicklung von e~
multiplizierten Summe iiber die P,,.
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Mit der Seeley-Entwicklung Gl. (4.295) 148t sich die Integration in der Zetafunktion
¢2 (Gl (4.282)) ausfiihren:

0z = / Yy —t 72 [(143)(140(72))
(2) = o/, dtt ;(21+3)e

A A A
_ L /dttH_? 1 /dttz_l—l-/ dt O(t*) + O(7°)
QF(Z) 0 3F(Z) 0 0

I AL 5 A®
”?l(z)z—1 30(z+1)

|}—\31

+ O + 0(7°) . (4.296)

Die Korrekturen der Ordnung 7* im Eigenwert resultieren in der Zetafunktion wieder in

einem Fehler in der konstanten Ordnung.

Die negative Ableitung an der Stelle z = 0 ist dann gegeben durch

d 11 5

&<, TPEA T3

Dieser Anteil wird von I° (Gl. (4.281)) abgezogen, und man findet folgendes Verhalten fiir
19:

5 _ -
I2(A) = log A + 37 + O(FPA) + O(7°) . (4.297)

1 5 N 5 - -
I2(A) = ~7A 3 log 7*A — 37 + O(H*A) + O(7°) . (4.298)

Das stimmt mit dem Ergebnis der Summation Gl. (4.255) iiberein.

4.6.2 Aufsummation des Bands um Drei — [i

In Abschnitt 4.5 hat man fiir die (2/41)-fach entarteten Eigenwerte um drei den folgenden
Ausdruck gefunden (Gl. (4.237)):

wy =3+ (10 +1)+3 - 7%) + O7"). (4.299)
Damit lautet der zu berechnende Beitrag fiir I3
BA) = - / h %e—:ﬁzm 1) e PHIEH)H3=7)(140(2)) (4.300)
A =0

Auch hier lassen sich wieder beide Rechenverfahren, ndmlich das Ersetzen der Summation
durch Integration mittels der FLulerschen Summationsformel und die Berechnung mit Hilfe
der Zetafunktion anwenden.

In der Fulerschen Summationsformel tauchte in der Korrektur der in dieser Ordnung
relevante Koeffizient by auf. Er ist unabhidngig von der speziellen Funktion, {iber die sum-
miert wird (vgl. Gl. (4.252)), so dal man hier nach Anwenden der Summationsformel und
der Substitution y ={({+1) +3 — 72 den Ausdruck

wdt o -2 11\ _sopa 2
]i (A) = _/A 76_3t (/3 dy e V1 75‘|‘ (5 - 6) e 7 t(3—m )—|-O(t)) (1 + (9(772))

— 2

_ Wr( 1,4 73— w)A) + 3B BB - 7)A) +
—I—O(AO) T (’)(770) (4.301)
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erhalt.

Entwickelt man wieder nach Potenzen von A, so findet man:

1 3

3 8 .
Ii(A):—ﬁQ—AJr(—?—ng)logAJr( +7r)~y+(9(/\0)+0(770).

(4.302)

Die Korrektur zum Eigenwert liefert in I2 wieder eine Korrektur der Ordnung 7°.

Im Gegensatz zur Entwicklung von 19 (Gl. (4.255)) zeigt diese Reihe aufgrund der
mit O(1/7?) gehenden Koeflizienten eine sehr schlechte Konvergenz. Dies sieht man, wenn
man Gleichung (4.300) numerisch z.B. bis [ = 100 aufsummiert und mit der Entwicklung
nach A (Gl. (4.302)) vergleicht, wie in Abbildung 4.5 geschehen.

I

- 200} e

- aoco}

- 60O}

- 800}
- 1000}
- 1z00}

- 14400+t

Abbildung 4.5: Vergleich des numerisch bis [ = 100 aufsummierten Ausdrucks Gl. (4.300) (—)
und der Entwicklung GI. (4.302) (------ ) fiir I3 fiir 5 =0.1.

Dagegen zeigen die Entwicklung nach 7

3 3 — 72 Ei(—3A .
L= —?F(—LSA) + (T[ e_SA—I—% - (3- TQ)F(—1,3A)) +0(7Y),

(4.303)

die Abschédtzung aus der Summenformel Gl. (4.301) und die numerische Aufsummation
von Gleichung (4.300) Abweichungen von weniger als einem Prozent voneinander.

Die Entwicklung nach A 148t sich aber noch durch den zweiten Rechenweg verifizieren.
Dazu berechnet man die zugehérige Zetafunktion

= / dre 1221—1 (3+ﬁ2[1(1_1)+3—W2]t(1+0(ﬁ2)))

I'(z)
_ f: 2 + a) {l—|—b)(l—|—c)}_2f7_22(1—|—(’)(772))

=1
= Z(2)i (14 0() (4.304)
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mit

a = —1 und

be = ——(11\/1— (B-r2+3/iF)) - (4.305)

Diese Werte fiir b und c sind keine natiirlichen Zahlen, so dafi man die Ableitung von Z(z)
durch die Hurwitzsche Zetafunktion ausdriicken muf (Gl. (4.275)):

ZN0) = 2¢(=1,0+ 1) + 2¢ (-1, ¢+ 1) — (a — b — ¢) log 27 +

(b0
2

+ (a—2b)log'(b+ 1) + (a — 2¢) log'(c + 1) — (4.306)

Fiir kleine 77 werden b und ¢ betragsmifBig sehr grofl, und man kann den darin vorkom-
menden log I'(z) nach der Stirling—Formel ndhern [66, Gl. 6.1.40]:

logT'(z) = (w — l) log 2 — 2+ = log(Qﬂ') +0(1/z). (4.307)

Die hoheren Terme liefern Beitrége der Ordnung 7. Zusammen mit dem Vorfaktor werden
dies Terme von konstanter Ordnung, welche vernachldssigt werden kénnen, da der aus der
Unkenntnis der Eigenwerte kommende Fehler von derselben Ordnung ist.

Auflerdem benutzt man noch die folgende Entwicklung fiir die Hurwitzsche Zetafunk-

tion :
N 1 0
— -z l’ l—z—v
CH(z,x)_;(n—l—x B ; o F'z+v—-1)(N+=z) , (4.308)
aus welcher man einen Ausdruck fiir die Ableitung an der Stelle z = —1 bekommen kann:
al 1
Ci(=1,2) == (n+a)log(n+a) - —<N+ 2)? + 5 (N +2)? log(N + ) +
n=0
1 1 1
+ 5(N + ) log(N + z) + TR Elog(N +2)+ O((N+2)7%). (4.309)

Fiir grofle « erhdlt man schon fiir V = 0 einen konvergenten Ausdruck:

VAR IURUIE ¥ G S B 2
i 1,90)_2(9@ x—|—6)logx —+ S+ 0(1/a%). (4.310)

Hier sind die héheren Terme von der Ordnung 7? und werden wieder vernachlissigt.

Setzt man diese beiden Ausdriicke Gl. (4.307) und Gl. (4.310) in die Ableitung Glei-
chung (4.306) ein, so findet man fiir grofie b und ¢ an der Stelle Null:

2 1
Z’(O):—g—a(Q—l—b—l—c)—l—(b—l—c)2+(b+c)—bc+ (8+%—|—ab—b2)log(1—l—b)—|—

1
+ (8 + % +ac — 02) log(14¢)+O(7°) . (4.311)
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Zusammen mit dem bereits berechnetem Wert von Z an der Stelle Null (Gl. (4.264)) ergibt
sich, wenn wie hier ¢ = b+ ¢ gilt, analog zu Gleichung (4.281) fiir I der Ausdruck

1 b—l— ~ 2 _
1% = ( +—+ bc) log ((b+ 1)(c+ 1)772) + (— +b+c+ bc) + 0%, (4.312)
3
bzw. wenn man die konkreten Werte fiir ¢, b und ¢ (Gl. (4.305)) einsetzt:
3 8 3 8
3__ (2 95 _ 2 2200 2 208 2 =0
I° = (7~72—|—3 ﬂ')log(S—l—n(S 71'))—|—(7~72—|—3 77)—|—(’)(77)7 (4.313)

oder nach 7 entwickelt:

3 —3log3 1+8log3—3n’log3
i 3

I’ = + O . (4.314)

Auch hier muf} von diesem Beitrag fiir den gesamten ¢—Bereich der Beitrag I2 fiir
kleine ¢ wieder abgezogen werden, um insgesamt I3 zu erhalten. Analog zur Berechnung
auf Seite 114 wird der Integrand der Zetafunktion (2 dazu in eine Seeley—Reihe entwickelt:

o3t Z(Ql_ 1) o7 2¢[(I-1)+3—72 Z 20 + a o7 2¢(14b) (I4¢) Z Rt (4315)
I=1 I=1 n=-1

Die ersten beiden Koeflizienten lauten dann

1
R_1 = =l und
1
Ro = ul—uo(

b
Toet g

6—|—

b+ ¢ 1) _(1 b+ ¢

T bc) (4.316)
Die hoheren Koeffizienten sind ebenfalls in Anhang E angegeben.

Damit 148t sich das Integral in der zu Gleichung (4.282) analogen Zetafunktion C“bc
ausfiihren, und die negative Ableitung an der Stelle Null liefert

1
1% = R Rolog A — Roy + O(A) + O(i%) . (4.317)
Der Fehler in konstanter Ordnung in 7 kommt wieder aus der Unsicherheit der Eigenwerte.
Fiir das gesuchte Igbc ergibt sich also durch Subtraktion der fiir grofle b und ¢ mit « = b+¢
allgemein giiltige Ausdruck:

gabe — L L —|—bc) log ((b-|-1)(c—|— 1)772/\) _ (1 + bi—kbc)’H—

PPA\G

1 (1 b—l—c

2
+ (§ +b+c+ bc) +O(A) +0(i7%) . (4.318)
Mit den speziellen Werten fiir b und ¢ (Gl. (4.305)) wird dies zu

= —772% - (; —772—|—%) log ((3+ﬁ2(3—772))A) — (; —772—|-%)’Y—|-

+(G-mv %) +O(M) + O . (4.319)
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Entwickelt nach Potenzen von A entsprechen die ersten Terme wieder dem aus der Euler-
schen Summationsformel gewonnenen Ausdruck Gl. (4.302):

1 3 8 3 8
QL (R AL U S P N (P AL R
> WA+( 72 3”)0g +(f? 3*”)7+

+ (—% — ; + 772) log (3 + 773 - 772)) +OAN) + 031 . (4.320)

4.6.3 Abschiitzung des Beitrags der kontinuierlichen Eigenwerte — /%

Der Beitrag zur Spur der Heat kernel Tr];7 der von dem kontinuierlichen Spektrum von M
und von dem Spektrum von M ohne die vier niedrigsten Eigenwerte kommt, 48t sich mit
Hilfe der zugehorigen Spektraldichten p;(k) bzw. ¢;(k) berechnen. Dazu betrachtet man
als Potential die Differenz zwischen V' und ‘o/, damit man ein Potential hat, welches im
Limes grofier 7 gegen Null geht. Der abgezogene konstante Term V wird als Verschiebung
der Eigenwerte wy, = k? + V wieder beriicksichtigt:

2 2d  1(l+1

)4 V(i) = V] on(7) = (0 — V)ow(F) =2 KPop(F) . (4.321)

Der Radialteil vg; der Eigenfunktion ist asymptotisch durch eine Linearkombination
von Neumann- und Besselfunktionen gegeben und kann geschrieben werden als

omi(F) ~ %sin(kf _1)20r 4 5) (4.322)

mit einem Phase shift §;(k). Fiir die Losung des freien Operators mit verschwindendem
Potential findet man

Bt (7) ~ %sin(kf _1/207). (4.323)

Setzt man das System in eine endliche Kugel mit dem Radius Ry, so muf} die Wellenfunk-
tion bei 7 = Ry verschwinden. Dies fiihrt auf die folgenden Bedingungen:

1
kR0—§lﬂ'—|—5l = nr und
1
kR — 3 Ir = nrx. (4.324)

Durch Ableiten erhilt man die Spektraldichten, ndmlich die Zahl n der Zustinde pro
k—Intervall:

_ 871 _ Ro 1 851
Ql(k‘) = %—7+;% und
[ 87% RO
ky = —=—. 4.32
bk = o= (4.325)
In der Differenz hebt sich die Abhdngigkeit vom endlichen Volumen wieder heraus:
0 1 0y
kY —o01(k)=———. 4.32
k) - k) = == (1:326)
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Bestimmt man die Spektraldichten g;(k) und g;(k) aus den Eigenfunktion vg(7) bzw.
Og(7) zum Eigenwert wi = k? + ‘o/, so lassen sich die Beitrige des kontinuierlichen Spek-
trums von M und des Spektrums von M zur Spur ohne die vier niedrigsten Eigenwerte
wie folgt aufaddieren:

T = (i@“r 1) /Oo ks (oi(k) = &i(k) ) e_k%e_‘o/t) et
1=0 0

— (2(21+1)/ dk %% K —Vf) A7t (4.327)

=0 0
Die Entartung beziiglich der Winkelanteile ist in der Summe {iber ! beriicksichtigt.

Bei einer ersten Moglichkeit den Phase shift abzuschitzen, bedient man sich der Born-
schen N&herung [76, S. 122]. Danach ist der Phase shift eines radialsymmetrischen Pro-
blems, dessen Potential im Unendlichen verschwindet, gegeben durch

Si(k) = —k /0 Oo[jl(kf)]2(17(f) - ﬁ) P27 (4.328)

Eingesetzt in Gleichung (4.327) liefert das den folgenden Ausdruck fiir die Spur, in der die
niedrigsten Eigenwerte noch nicht abgezogen wurden:

8 o . - N~ o ~ 5 a2 o
TrBorm = Z (20+1) / dk;% (k/ []l(kr)]Z(V(T‘) — V) rzdr) e etV

— 0
(4.329)
Die [-Summation 148t sich mit Hilfe der Beziehung [66, Gl. 10.1.50]
D @I+ 1)jiz) =1 (4.330)
=0

leicht ausfiihren, wenn man Summation und Integration vertauscht:

Eo_ li TSN Y, k2 1V
Trgom = /0 dkﬂ@k k dr v (V(r) V) e e . (4.331)

Damit ist aber die k~Abhingigkeit aus dem 7—Integral verschwunden, und die Ableitung
nach k ergibt Eins. Das verbleibende Integral iiber k ist dann ein Gauflsches Integral:

o0 1 o0 N ° 5 o
Trkom = —/ dk—/ dif2(V(F) = V) et o=tV
_ Amt Y T 7 P
= /0 drv (V(r) — V) e . (4.332)

Bei der 7-Integration muB man wieder beachten, daB das Potential um R zentriert ist.
Analog zur Integration bei der Berechnung der Wirkung (Gl. (3.98)) wird auch hier wieder
partiell integriert, # — R = ¢ substituiert und mit einem in 7 exponentiell kleinen Fehler
der Integrationsbereich auf die ganze Achse ausgedehnt:

/Ooodff?(v(f)—ﬁ) = —l/oof3V’(f)df
:_é/:;év’(g)dg—R/_ZfQV’(f)df - RQ/ EV() 5——/OOV’(€)d€-

(4.333)
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Ebenfalls wie bei der Berechnung der Wirkung gezeigt (Seite 56), sind die Koeffizienten-
funktionen der Bounce-Lésung ungerade fiir geraden Index und umgekehrt. Demzufolge
ist die Ableitung des Potentials V’(¢) = 12®’ ebenfalls in gerader Ordnung ungerade und
umgekehrt. Es tragen also aus Gleichung (4.333) jeweils nur zwei Terme bei: In gerader
Ordnung sind dies ein Oberflichenterm proportional zu R? und ein konstanter Term:

-7 [T evias = o und
1 o0
—3 | eviods = n i gerade (4.334)
und in ungerader Ordnung ein Volumen- und ein linearer Term:

ES oo B
—— V/(©d¢ = v;R® und

3 Joss
—]%/ EVi©de = L;R  j ungerade. (4.335)

Da Verwechslungen nicht zu befiirchten sind, kénnen die Bezeichnungen aus Abschnitt 3.3
hier fiir andere Ausdriicke benutzt werden. Damit findet man fiir das 7—Integral:

| e (vio-vie) -
0

(Po 4+ OoR*) + (L1 R+ v R?) + 7* (P + O3 R*) + - . (4.336)
Nach Gleichung (3.138) enthilt R aber auch noch 7-Abhingigkeiten

-1 2372 3 1 s _
RZE—I_ 367T 77-|-(’)(773):%—|-a_177—|—(’)(773), (4.337)

so daf sich fiir das 7—Integral schlieilich folgende Entwicklung nach 7 ergibt:

| (v -vo) -

1
—2(00 + Ul) + (PO + Ll + 02 + U3 + 2@100 + 3@1?]1) + 0(772) . (4338)

0

Op und v; lassen sich leicht durch Integration iiber das Potential Gl. (4.15) bzw.
Gl. (4.16) berechnen:

Oy = —/Oo EVY(&) de = —/Oo 12€sech®Esinh €dé = =12 (4.339)
1 [ 1 [ 8
und vy = —g/_oo Vi(€) d¢ = —g/_oo —4sech? € = 3" (4.340)

Damit ist der fiihrende Term zu —% bestimmt.
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Der konstante Term in der r—Integration Gl. (4.338) besteht aus folgenden Anteilen:

P, = —%/_Oo f?’Vé(f)df:—/_oo 6sech? € d¢ = —7?,

Lo= - [ evi@de=1 [ @seateds=In,
O, = —/Oo €VI(€) d€ = —6.57973,
1o 1| 2. 20
vz = —g/_oovz))(f) dfz— §V3 _OO:—§V3: E (4341)

Er lautet damit in Ubereinstimmung mit dem ersten Koeffizienten der Seeley-Entwicklung

(vgl. GL. (D.13)):

2 — 372 2 — 372
Oo+3
36 0T 936

4
Po+ L1+ 0Oy 4 v3+2 v =77 — 5= — 6:57973. (4.342)

Eingesetzt in den Ausdruck fiir die Spur Gl. (4.332) findet man also

4drt 1 28 4 v
Tifon = — oz (== = + (72 = o= = 6.57973) + O(i%) ) ™" . 4.343
I'Born (47Tt)3/2 ( 7~72 3 + (7 27 + (77 ) e ( )
Den Anteil zum Logarithmus der Determinante Ii bekommt man daraus durch Integration
iber ¢. Das Integral konvergiert und fiihrt auf die unvollstindige Gammafunktion und, bei
den jetzt wieder abgezogenen niedrigsten Figenwerten, auf das Exponentialintegral:

% dt :
k= / = (Trgom+4e—"‘w0)
A

4w 1 28 4 i . o
CGRE (_? 3+ (- g - 0amm) + OM) P(=1/2,VA) — 4Ei(~GoA)

(4.344)

Wie man insbesondere an Gleichung (4.332) sieht, entspricht das erste Integral genau
dem ersten Term der Seeley-Entwicklung (vgl. Anhang D). Um die h6heren ¢-Potenzen
zu bekommen, miifite man {iber die Bornsche Niherung hinausgehen und weitere Terme
der Bornschen Reihe [76, Seite 112] mitnehmen. Vergleicht man die verschiedenen Anteile
der Spuren, so erwartet man auch noch Terme mit halbzahligen ¢t-Potenzen, die in der
Summe die Beitrige der diskreten Eigenwerte Trg und Tri kompensieren, welche aber in

der Bornschen Niherung nicht reproduziert werden.

Die Seeley—Entwicklung ist auflerdem eine Entwicklung fiir kleine ¢, in diesem Ab-
schnitt soll aber eine Nidherung fiir grofle ¢ berechnet werden. Alternativ wird deshalb
probiert, den Phase shift stérungstheoretisch zu berechnen. Dazu geht man wieder von
der Eigenwertgleichung GI. (4.321) aus, in der man nun den [-abhdngigen Term aus dem
radialen Laplace-Operator l(lftl) analog zu Gleichung (4.207) nach Potenzen von 7 ent-
wickelt, fiir v(F) wieder den Ansatz v(7) = (7)/F macht und 7 — R = € substituiert (vgl.
Gl. (4.208)):

2

a4 0= Vo)V = T+ (V= V1004 1)) + 009 wa(e) =

21 (€) = (wn — V) tbp(€) . (4.345)
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Eine Eigenfunktion zum Operator in nullter Ordnung, in der das Potential gleich dem
Péschl-Teller—Potential Vy — Vg = —6sech? € ist, ist, wie bereits erwihnt, bei Rajaraman
[68, Gl. 3.16] angegeben (vgl. auch Gl. (4.212)):

Yo(€) = el ke (3 tanh?€ — 1 — k2 — 3iktanh g) —: ek fo(€) . (4.346)

Der Klammerausdruck wird dabei mit fo(§) abgekiirzt. Das konjugiert Komplexe hiervon
ist eine zweite, linear unabhdngige Lésung der Differentialgleichung zweiter Ordnung. Aus
diesen beiden Losungen mufl man jetzt, da es sich hier ja um den Radialteil einer Eigen-
wertgleichung handelt, durch Linearkombination eine im Ursprung bei 7 = 0 (§ = —B)
regulidre Losung konstruieren:

U = Aspg+ By mit lim v(7) = lim Tie) < 00. (4.347)

7—0 =0 r
Dazu wihlt man die Konstanten wie folgt (tanh R ~ 1 fiir hinreichend grofes R):
A=(=R) = (2-k2—3ik)eFl,
B=—t¢o(-R) = —(2-k +3ik)e F*, (4.348)

Im Limes grofiler Argumente (¢ — oo) nimmt die Ldsung dann durch Anwenden der
Additionstheoreme die folgende Form an:

lim Wy = e*(2—k*—3ik)(2 -k —3ik)—e M (2 -k +3ik)(2—k* +3ik)

E— o0

= cos(ki)2( = 6ik(2— k%)) +isin(k7) 2((2 - k)2 — 987)

= 2i (Cos(kf) sin 6o + sin(k7) cos SO)

= 2isin(ki 4 d). (4.349)
Der dabei eingefiihrte Phase shift 0y betrigt
N —6k(2 — k?)
tandy = ————= 4.
T TR R (4.350)
woraus sich die zugehorige Spektraldichte berechnen 148t zu
196 6 2+ k?
jo = ——— = + (4.351)

Tk T xR+ D)k 4)
Der Index Null bezeichnet hierbei die Stérungsordnung und nicht den Wert des Drehim-
pulses.

Nun betrachtet man die erste Ordnung in der Stérungsrechnung. Mit dem Ansatz fiir
die Lésungsfunktion

= o+ My + 72y + OF°) (4.352)

hat man, da die Eigenwerte unverdndert bleiben und sich die hgheren Ordnungen nur in
der Spektraldichte bemerkbar machen, in der ersten Ordnung die folgende Differentialglei-
chung zu l6sen:

d2

—gati- Gsech? &by — kb = —(Vi — V1)ebo . (4.353)
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Die beiden homogenen Losungen entsprechen den L&sungen nullter Ordnung;:

¢1,H = o und
Vi = Y- (4.354)

Eine spezielle Losung ergibt sich bei gegebenem 1y durch zweimalige Variation der Kon-
stanten zu

s = oo [ de % [dewi-a, (4.355)
0

bzw. dem konjugiert Komplexem. Die allgemeine Lésung bis einschliefilich erster Ordnung

v o= A((Hﬁa)%%%/df%/df(vl—mw%) +
0
+ B ((1+ﬁb)¢3+ﬁ¢8/d§%/d§ (Vi = V) 32) (4.356)
0

enthilt also vier Konstanten, von denen sich A und B aufgrund der Regularitdtsbedingung
bzw. durch die (fiir den Phase shift uninteressante) Normierung festlegen lassen. In der
regularisierten Lésung tauchen die iibrigen beiden Parameter ¢ und b nur in der Kom-
bination a 4 b auf, welche sich in der ersten Ordnung der Entwicklung des Phase shifts
weghebt.

Einsetzen des 1y aus Gleichung (4.346) in Gleichung (4.355) fithrt mit der dort defi-
nierten Funktion fo(&) auf die folgende konkrete Gestalt fiir die spezielle Losung:

e 1V
2%k
3

2(k2 — 2)

s = e

1S
[(log cosh & — &) fo(€) — e 21K / 2R tanh & dg’ f3(€) +
0

+ (= 3k%sech? € = 2(2 + k2 tanh € +2i k(2 sech? ¢ - Stanhf))] .

(4.357)

Aus der anderen Ldsung 9 erhélt man das konjugiert Komplexe hiervon.

Nun soll das asymptotische Verhalten dieser speziellen L&sung untersucht werden.
Dazu betrachtet man jeden einzelnen Term im Limes fiir grofle positive und negative &:
Das Integral und die zweite Zeile in der Losung Gl. (4.357) gehen in beiden Grenzfillen
gegen eine Konstante. Fiir das Integral im mittleren Term sieht man das z.B. mit der
Regel von de I"'Hospital:

y 52k tanh ¢'d¢’ oo M anh e 1
1m = =

. = ; = 4.358
£+oo e2ike £—1>r:£loo 21k e2ike 2ik’ ( )

oder indem man den tanh & im Integranden fiir betragsmiflig grofie Argumente gleich + 1
setzt; fiir die letzte Zeile sieht man es durch direktes Einsetzen.
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Um nun den Grenzwert des ersten Terms aus Gleichung (4.357) abzuschitzen, schreibt
man fiir grofle positive £ den Logarithmus analog zu Gleichung (3.80) als

log cosh & = —log 2 + log(ef +e7¢) = —log2 + & 4 log(1 + e7%) . (4.359)
Fiir grofle & verschwindet der letzte Term und der Limes wird zu

(logcosh& — &) = —log2. (4.360)

A
Entsprechend findet man mit der Darstellung
log cosh& = —log 2 + log(ef +e7¢) = —log2 — & 4 log(e® +1) (4.361)
im Limes & — —R einen zu R proportionalen Term:

lim _(logcosh& — &) = 2R — log 2. (4.362)
E——R

Fiir die gesamte spezielle Losung aus Gleichung (4.357) ergibt sich damit fiir das
Verhalten fiir grofie £

- BT A N L L 2) 4 3
Jim s = el [ log2- ol&) + 3720 - ((2—|—k )—|—31k) (4.363)
und fiir das Verhalten am Ursprung
- _ oV [fyp By - e 3 2) 1 3
Jim s = ettt [(23 log2) fo(— ) SRR R+ (@+#)+3ik)] .
(4.364)
Wenn man daraus durch Linearkombination nun eine im Ursprung (7 = 0 bzw.
&= —]%) reguldre Losung bildet, so tauchen in den Konstanten Terme proportional zu

iR auf. Da der fiihrende Term von R aber mit 1/7 geht (vgl. Gl. (3.138)), sind dies effek-
tiv Terme nullter Ordnung in 7, die auch noch zum Phase shift bzw. zur Spektraldichte in
nullter Ordnung beitragen. Die Ordnungen der Eigenfunktionen stimmen also nicht mit
den Ordnungen des Phase shifts {iberein.

So gibt es in allen hdheren Ordnungen der Eigenfunktion Terme, die zur nullten Ord-
nung des Phase shifts beitragen. In der zweiten Ordnung gewinnt man z.B. durch Ein-
setzen des Stérungsansatzes fiir die Eigenfunktion eine Differentialgleichung analog zu
Gleichung (4.353), deren zugehorige homogene Differentialgleichung wieder der der null-
ten und der ersten Ordnung entspricht. Fiir die spezielle Loésung findet man ebenfalls
analog

P25 = %/df %/df ((Vz — Voo + (Vi = Vi)y + (1 + 1)%) Yo, (4.365)
0

bzw. das hierzu konjugiert Komplexe. Betrachtet man die Asymptotik des mittleren Terms

fiir € —» —R, so findet man mit Hilfe der partiellen Integration

[eretae= gedi o), (4.366)
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wenn man nur die fiihrende Ordnung betrachtet, einen Term proportional zu (7R)?:

i iy [ de 5 [Lag = Py~

—21k£ o
- i e [ G [ ae o (ﬂ%) F3 (=R e

~ el® fo (=R )(—%R) iw(fﬂ%)?. (4.367)

Genauso liefert die Losungsfunktion in i~ter Ordnung einen Term proportional zu (7R)".

Alle diese Terme, die Potenzen von 7R liefern, kommen aus der speziellen Losung
und sind proportional zu V; bzw. ‘0/1. Die zweite Ordnung des Potentials V5 — ‘0/2 geht
ndmlich in beiden Richtungen fiir grofie positive und negative Argumente gegen Null und
das Integral hieriiber ist im Limes nicht proportional zu R. Einen Beitrag proportional zu
R bekommt man nur in den ungeraden Ordnungen des Potentials, also als niichstes in der
dritten Ordnung in 7. Dieser Term ist aber schon proportional zu 7> und liefert Potenzen
in 7°R. Die homogenen Differentialgleichungen bleiben in allen héheren Ordnungen immer
gleich, und die zugehérigen Losungen liefern, wie in Gleichung (4.346) gesehen, ebenfalls
keinen Beitrag proportional zu R.

Diese Beitrdge proportional zu ‘0/1 und (77]%)2 lassen sich zu einer Exponentialfunktion
aufaddieren:

S (it Ry o = exp(— 111 fo. (4.36%)
; J: k

Fiir die nullte und erste Ordnung lassen sich die berechneten Terme direkt mit den Koef-
fizienten dieser Reihe vergleichen. Die fiihrenden Terme der htheren Koeffizienten lassen
sich dann durch vollstindige Induktion ganz analog zu der Abschitzung in der zweiten
Ordnung (Gl. (4.367)) berechnen: In (j 4+ 1)~ter Ordnung lautet der zu V| proportionale
Term der speziellen Lésung:

o / - / AT (1.360)

wobei die fiihrende Ordnung von %; im Negativen nach Induktionsvoraussetzung wie

o =\ J
: 1 o
lim _1h; ~ (_lle) ﬁfo(_R) ol k¢ (4.370)

E——R k

geht und Vp — ‘o/l fiir grofie negative Argumente den Wert —2‘0/1 annimmt. Die erste
Integration in der speziellen L&sung liefert nun in der fiihrenden Ordnung einen Faktor
55 (s. Gl (4.366)), die zweite Integration liefert -|—1

im betrachteten Limes von —R um Eins. Damit ist Gleichung (4.368) gezeigt.

und erhéht die Potenz von & bzw.

Die mit der Exponentialfunktion gefundene Asymptotik 148t sich auch bestidtigen,
indem man die nach Potenzen von 7 entwickelte Eigenwertgleichung GI. (4.345) unter
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Hinzunahme des Terms 7(V; — ‘0/1) asymptotisch 16st. Fiir grofie positive Argumente ver-
schwindet das Potential, die Eigenwertgleichung wird zur freien Gleichung und zwei linear

unabhingige Lésungen in der ersten Ordnung sind z.B. die ebenen Wellen:
P11 — el K und Pro — e  1KE (€ = +00) . (4.371)

Dies entspricht dem asymptotischen Verhalten der gefundenen Lésung Gl. (4.346) und
Gl. (4.363).

Fiir negative & nimmt das Potential den Wert —277‘0/1 an, die Eigenwertgleichung
Gl. (4.345) wird dann zu

d? o
[_d_gz - 277‘/1] b= k¥ (4.372)

mit den Losungen
¢173 — ei v k2+2iV1 ¢ und ¢174 — e_i v k2+2V1 € (f — —OO) s (4373)

oder Linearkombinationen aus diesen. Die Taylorentwicklung von 1y 3 nach 7
e1 V k2+2ﬁ‘(}1£ — elkf _lvliﬁg elkf +(/)(7':12) (4374)

reproduziert in der ersten Ordnung die Asymptotik aus Gleichung (4.364).

Mit der aufsummierten Exponentialfunktion (Gl. (4.368)) erhdlt man also fiir die
Lisung der Eigenwertgleichung bis zur ersten Ordnung eine Funktion, die sich fiir € — —R
verhélt wie eine Linearkombination aus

(€ —R) = T HReTITER (o () + i (< R) + O() ) = o7 e ITRR p(

mit seinem konjugiert Komplexen. Dabei ist f(§) = fo(§) + 7f1(§) + --- der Teil der
Losungsfunktion, der sich nicht als Exponentialfunktion schreiben [48t. Seine nullte Ord-
nung fp ist bereits in Gleichung (4.346) angegeben. Die Koeffizienten der Linearkombina-
tion miissen wieder so bestimmt werden, daf§ die Lésung im Ursprung regulér ist:

A = eikéeiﬁTlRf*(—]%) und
B = —e ik R Ry, (4.376)

Die reguldre Eigenfunktion nimmt dann fiir grofe, positive Argumente folgende asympto-
tische Gestalt an:

W(E s o0) = AT (R f(o0) — T e HTET F(— ) £ (00)

= 2isin(ki+ ﬁé% +9) (4.377)
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mit
o § — Imf*(—l?)f(OO) ‘
Re f*(—R) f(o0)

f(&) geht fiir grofle Argumente asymptotisch gegen eine Konstante und liefert den Phase
shift ¢, dessen nullte Ordnung bereits in Gleichung (4.350) berechnet wurde:

(4.378)

- 6k(2 — k?)

_ S5 25
5——arctanm—l—n51—|—n 52"’ (4379)

Aus der Exponentialfunktion bekommt man aber noch einen weiteren Beitrag zum Phase

shift

(4.380)

welcher proportional zu 77]% ist und also, wenn man den Ausdruck GI. (3.138) fiir R einsetzt,
ebenfalls zur nullten Ordnung des Phase shifts beitrégt:

—6k(2 — k%) -V,

(S = (S ‘|‘ (S = arctan m ‘|‘ R? ‘|‘ O( ) (4381)
Er liefert die Spektraldichte
., 1V
=-—-nR—— 4.382
b= —ih_—3 (4.382)

Dies sind aber immer noch nicht alle Beitrdge zur nullten Ordnung des Phase shifts:
Mit dem Stérungsansatz fiir die Eigenfunktionen Gl. (4.352) hat man ndmlich nur die
héheren Ordnungen der kontinuierlichen, zweifach entarteten Eigenwerte berechnet. Durch
die erste Ordnung des Potentials wird aber das gesamte Potential fiir grofle negative Ar-
gumente um 277V1 nach unten verschoben, wihrend das Verhalten fiir groﬁe positive
Argumente unverdndert bleibt. Es entsteht also ein Bereich 277V1 <w-V< 0, in dem
gebundene, einfach entartete Zustdnde existieren kénnen. Die zugehé6rigen Eigenfunktio-
nen zeigen folgendes asymptotisches Verhalten: Im Negativen oszillieren sie, genauso wie
die bereits in nullter Ordnung gefundenen, zweifach entarteten Kontinuumslésungen. Im
Positiven verhalten sie sich dagegen wie gebundene Zustinde: sie gehen exponentiell gegen
Null. Betrachtet man die Gleichung jetzt nicht mehr als eindimensionales Problem, sondern
wieder als Radialteil einer dreidimensionalen Gleichung, so werden diese Zusténde zu un-
endlich vielen, dicht liegenden, einfach entarteten, gebundenen Zustdnden. Diese Zustinde
lassen sich nicht stérungstheoretisch aus den Kontinuumslésungen berechnen. Sie liefern
aber noch einen weiteren Beitrag zum Phase shift und zur Spektraldichte, welcher ebenfalls
proportional zu ‘0/1 ist und mit 8, bzw. g, bezeichnet werden soll.

Mit der Kenntnis der Spektraldichte

0 = 0+0+o0,
6 2+ k2 1V,
= - Y 4.
S IO nR— —7te + O(7) (4.383)

128



18t sich nun die fiihrende Ordnung des kontinuierlichen Teils der Spur nach Gleichung
(4.327) berechnen: Durch die Entwicklung des Laplace-Operators in der Eigenwertglei-
chung GI. (4.345) hat das Potential noch zusitzliche konstante Terme proportional zu
i21(I 4+ 1) bekommen, welche ebenfalls eine Verschiebung der Eigenwerte bewirken, und
deswegen, wie die einzelnen Ordnungen des freien Potentials, in dem Ausdruck fiir die
Spur im Exponenten auftauchen. Eingesetzt in Gleichung (4.327) ergibt sich:

> 29 6 k242 v,
k — -
Tr>_zl_0(21+1)/o dk{ (k2 1) (k2 +4) ThegE e+ Ol )}

o= (BAVN=UHDHO() |y g=S0h (4.384)

Die [-Summation ld8t sich mit Hilfe der Eulerschen Summationsformel (Gl. (4.245))
ausfiihren:

o0

o] 0t
S (@4 1) eI = / R ——— ; + b e” +O(77?)
=0 0

1 1
= mtg o). (4.385)

Dies entspricht auch der bei der Aufsummation des Bands um Null (Abschnitt 4.6.1)
benutzten Entwicklung Gl. (4.291) mit verschwindendem Parameter s.

Die weiteren Terme werden zu hoheren Ordnungen in der Spur: So kommen im Ex-
ponenten noch die anderen Ordnungen in der Entwicklung von V nach 7 vor. Sie liefern
in der Spur Korrekturen in linearer Ordnung in 7 und koénnen deshalb vernachldssigt wer-
den, wohingegen der Term mit #%/(/ 4+ 1), obwohl er von hsherer Ordnung ist, aufgrund
der [-Abhédngigkeit nach der Summation zur fithrenden Ordnung wird. Die im Exponenten
noch vorkommenden Terme proportional zu {({+1) sind von vierter Ordnung in 7 (vgl. die
Entwicklung Gl. (4.207)) und liefern Korrekturen in der konstanten Ordnung in 7.

Auflerdem gibt es in den speziellen Lésungen fiir die Eigenfunktionen noch Terme
proportional zu [(l + 1), welche aber nach Einsetzen von R ebenfalls Korrekturen in

héheren Ordnungen in 7 liefern. So geht in der zweiten Ordnung der letzte Term aus
Gleichung (4.365) wie 72R:

~2¢0/ / (L + )2 257 iR, (4.386)
der entsprechende Term der dritten Ordnung geht wie 7°R?:
N 1 "R s~
7731#0/?/1(14—1)51#3 O BR?, (4.387)
0

und so fort. Nach Einsetzen von R hat man also nur lineare Terme in 7.

Auch die abgezogenen niedrigsten Eigenwerte von M liefern erst Beitrige in der kon-
stanten Ordnung.
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Damit sind die Beitrdge zur fiihrenden Ordnung der Spur identifiziert, sie lauten:

1 [ 6 k242 -V, 2, O
™= — | ar -2 _ARLL 4o, Ve (Vo) (4 ) .
>Rt g { iy e te }e (1+0@)

(4.388)

Um die k—Integration ausfiihren zu kénnen, macht man in der Spektraldichte nun die
folgende Partialbruchzerlegung:

k242 ~Bi+ (2
2+ D)k2+4) a2 T T3 k21 T Rt

k2 to,.  (4.389)

Die Integration iiber die ersten beiden Terme fiihrt auf das Fehlerintegral & [71, Gl. 3.466.1]:

/OOO kQ:—a R g = \/i . (1-@(Vab)) . (4.390)

Die Integration iiber den dritten Term divergiert an der unteren Grenze. Sie 1483t sich aber
mittels Zetafunktion analytisch fortsetzen. Man findet:

v, 1 ey .V 2V
_pR.= — dk = -7 R— /7t = — t. 4.391
nk - ) e R —Vr nR _477\/_ (4.391)

Damit wird die Spur aus Gleichung (4.388) (vgl. auch Gl. (4.384)) zu

1

= (o) (-a-seny-o -

o

-~ 2 t &0
Vl 0y e—k2t dk + 0(77])) e—Vt

- R
K Vart

e (e—gtqwz) F (VD)) - ﬁR\Q/Z_l\/Ze—u N
s

+ /OOO v o= (K2 44)t dk] . (1 + (’)(7”7)) . (4.392)

Das Ergebnis 148t sich noch wie folgt kontrollieren: Die Summe der Spuren der beiden
Biander um Null und um Drei und des Beitrages der kontinuierlichen Eigenwerte sollte die
Seeley-Entwicklung ergeben, Tt éTrg —I—Tri —I—Tr];. Um das zu iiberpriifen, entwickelt
man die fithrende Ordnung in 7 des gerade berechneten Ausdrucks Gl. (4.392) in eine
Potenzreihe in t. Dabei macht es erst in der konstanten Ordnung einen Unterschied, ob
man die niedrigsten Eigenwerte aus der Seeley—Intwicklung herausnimmt oder nicht. Man
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bekommt:

1 2 9
ko _
1 4« 176
— 12t — 2482 + — 3 4 - ..
T Ut { T
1 4
— 8t 32t — 643+ - -
t oo (W)S/Q{ + +
- —k2t—at l
+ oy dk+0 =) . (4.393)
0 n

Die erste Zeile mit ganzzahligen —Potenzen kommt dabei aus der Entwicklung von e +1.
Diese Terme resultieren aus der k—Integration iiber go. Man erkennt in ihnen die (nega-
tive) Entwicklung fiir Tr2 (Gl. (4.295)) und Tr2 (Gl. (4.316)). Die halbzahligen Koef-
fizienten der zweiten Zeile, welche ebenfalls aus gy kommen, entsprechen dem Teil der
Seeley—Entwicklung, in dem iiber die nullte Ordnung des Potentials Vy — ‘0/0 = —6sech? ¢
integriert wird. Die Zwolf im ersten Koeffizienten ist also das negative, in Gleichung (4.339)
berechnete Og. Wie man an Gleichung (4.338) aber auch sieht (vgl. auch die Berechnung
der Koeffizienten im Anhang D), trigt noch ein zweiter, Vi—-abhéngiger Term v zu dieser
Ordnung in 7 bei, ndmlich das Integral iiber —47(tanh& — 1). Die daraus resultierenden
Terme in der Seeley—Entwicklung sollten durch die letzten beiden Zeilen, also durch die
Teile p und p, in der Spektraldichte, gegeben sein. Sucht man aus der Seeley—Entwicklung
die Terme proportional zu ‘0/1, so ergibt sich aber

i Am §t + th %ﬁ + @t‘l @ﬁ + 1024t6 + —
72 (47Tt)3/2 3 3 3 9 9 45 -

1 4xt 2o _,,

Von der Richtigkeit der Aufsummation in der rechten Seite von Gleichung (4.394) kann
man sich anhand der allgemeinen Formeln der Seeley—Entwicklung iiberzeugen: Beitrige
zur fiihrenden Ordnung (O(1/7%)) bekommt man durch Terme, die wie 7°R? oder wie
7R gehen. Die 7°R?-Terme sind dabei die aus der zweiten Zeile der Entwicklung in
Gleichung (4.393), so daf man noch 7R>-Terme suchen muf.

In dem in der j—ten Ordnung der Seeley—Entwicklung vorkommendem Term (Vj/j!—
‘o/j/j!) ist nur der Term (jnylvoj/j! - jﬁ‘o/ﬂo/é_l/j!) von erster Ordnung in 7. Der Faktor
J begriindet sich in der binomischen Formel. Summiert man diese Terme auf, so bekommt
man, nachdem man in der Integration analog zu Gleichung (4.333) partiell integriert,
substituiert und die Grenzen erweitert hat:

1 = (_t)j 3.~ j—1 o -1
(47t)3/2 z; G- /d zn(ViVg = VaVy)
]:

— 00

= (47:1;3/2 Z (;__t)lj)! (—%ﬁ/m d¢ (€ + RP(Vvi—! — mg—w) . (4.395)
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Da man jetzt nur an Termen der Ordnung 7R interessiert ist, betrachtet man im folgenden
nur den Anteil proportional zu B> und findet die in Gleichung (4.394) vermutete Reihe:

47T s (—t)] 1 - 53 oo ]‘_1 o 0]‘_1 ’
=N e CLY IR

. 4 = (—t)] 1 - 5301 i—1
ICLORE ; (j— 1) (_§”R ViV

4t 20 o (—1)i7 o
= _— ngnRSZ( ) Vé !
J

(4mt)3/2 — (j—1)!
— Amt 320
= Gy e (4.396)

Die weiteren in der Formel fiir die Koeffizienten der Seeley—Entwicklung vorkommenden
Terme enthalten Ableitungen, welche aber, da die Funktionen asymptotisch konstant sind,
im Unendlichen verschwinden, so daf} sie in dem Teil des Integrals, welcher proportional

zu R® ist, nichts beitragen. Damit ist Gleichung (4.394) bewiesen.

Man erkennt in den Termen der Seeley-Entwicklung Gl. (4.394) dieselbe t~Abhéngig-
keit wie in dem analytisch fortgesetzten Teil des Integrals, aber mit einem Faktor 2/3
statt 2. Diese Diskrepanz kommt von den nicht bekannten, stérungstheoretisch nicht zu-
ganglichen einfach entarteten Zustdnden, fiir die man dann durch Vergleich mit Gleichung
(4.394) den folgenden, bislang fehlenden Beitrag zur Spektraldichte ablesen kann:

2 -V,
3T

Ov = (4397)

Damit ist nun die fiihrende Ordnung der Spur Tr]; bestimmt:

ik = _% [e_?’t—l—l = (7 @ (VD) + ®(VID)) - \/%gf/le—‘” + O, (4.398)

n
Aufgrund der Symmetrieiiberlegungen (vgl. S. 105) weiff man, daff auch hier die ungeraden
Ordnungen in 7 verschwinden, so daf§ der Fehler von konstanter Ordnung ist.

Die fithrende Ordnung zum Logarithmus der Determinante Ii berechnet man daraus

durch Integration:

1 o dt
30(—1,3A) + — — / t—2<1>(\/i) e
L A

- (%F(—1/2,4A) + %@(\/K)) + %r(—m,m]
1T 4 | gy N
= [3r(-1.38) - ﬁF(—1/2,4A)—|—mF(1/2,A)—/A Ge(Viye ] .

(4.399)
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Der dritte Term in der Spur ist nicht analytisch integrierbar und wird numerisch berechnet.
Ii ist zusammen mit I9 und I2 und der Summe aller Beitriige I in Abbildung 4.6 als
Funktion von A fiir = 0.1 dargestellt. Die zugehdrigen Spuren sind in Abschnitt 5.2 in
Abbildung 5.3 gezeichnet.

I/

400 \

200}

B
o
In

- 200+

- aoo}

- 600+

Abbildung 4.6: Alle drei Beitriige (13: — — - [3: — — [%:— .~ ) und die Summe [{ (——)
fiir 7 =0.1. Man erkennt die Dominanz von Ig fiir grofle A.

Ein Vergleich der drei Beitrage (Abb. 4.6) zeigt, daf, wie erwartet, der von den niedrig-
sten Eigenwerten herkommende Beitrag 19 fiir grofie A der dominierende ist. Die Differenz
zwischen der Summe aller Beitriige und dem Anteil 19 ist in Abbildung 4.7 als prozentua-
ler, relativer Fehler fiir 7 = 0.1 aufgetragen. Fiir grofie A (A > 1) ist dieser Fehler kleiner
als 20%.

Al
e 100

100

o
a0t

20+

Abbildung 4.7: Die Differenz zwischen der Summe I{ und dem Beitrag Ig bezogen auf die
Summe [{ als prozentualer Fehler fiir 7 = 0.1.

Mittels analytischer Fortsetzung erhdlt man, ausgehend von dem Ausdruck fiir die
Spur Gl. (4.398), auch den exakten Beitrag der kontinuierlichen Eigenwerte, also das In-
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tegral iiber den gesamten t—Bereich. Dazu berechnet man die folgende Zetafunktion:

=g [, e = (R + 0D - %%v
(4.400)

)2F1(1 z— )+

N | o
]

9

l\')l}—\

1 i F(Z — %) 1 ] L l
TG Vrt(—1)  T() 3ﬁr( 2)] (4.401)

mit der hypergeometrischen Funktion oF;. Der dritte Term ist dabei die Stammfunktion

von dem zweiten und vierten Term zusammen. Den gesuchten Wert fiir 7* bekommt man
jetzt als negative Ableitung an der Stelle z = 0:

po_ 4
dz |,
B %[3+3log3—%F—%(F %;%)“)JF%F( ;)Lo
= %[ + 3log 3—|—6afcsmh( 1 )]
102583 o 40

772

Auch hier ist der Fehler wieder von konstanter Ordnung in 7.
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Kapitel 5

Berechnung der
Fluktuationsdeterminante

In diesem Kapitel soll der Logarithmus der Determinante nun auf verschiedene Weise aus
den beiden Niherungen fiir den Nieder- und den Hochfrequenzbereich zusammengesetzt
werden. Neben einer scharfen Trennung der beiden Bereiche wird auch ein kontinuierli-
ches Abschneiden mittels eines Massencutoffs besprochen. Bei beiden Verfahren hat man
auflerdem noch die Méglichkeit, die niedrigsten Eigenwerte aus den Niherungen heraus-
zunehmen und durch die exakten Ausdriicke zu beschreiben. Um einen Anhaltspunkt fiir
die Wahl des Wertes des Abschneideparameters zu bekommen, werden in dem nichsten
Abschnitt zuerst die in den jeweiligen Ndherungen gemachten Fehler abgeschitzt.

5.1 Fehlerbetrachtungen

Es werden in diesem Abschnitt die Fehler der Grofien IZ und I abgeschétzt. Der Loga-
rithmus der Determinante I’ berechnete sich im vorigen Kapitel durch Integration iiber
die Spur der Heat kernel. Den Fehler AT erhilt man demnach durch eine entsprechende
Integration {iber den Fehler der Spur. Diese Integration mufl dabei natiirlich den jeweiligen

noch zu besprechenden Verfahren angepal3t sein.

Zuerst soll jedoch die Ordnung in 7, bis zu der I’ bekannt ist, bestimmt werden:
Die Koeffizienten der Seeley-Entwicklung (Gl. (4.139)) sind bis zur Ordnung 7 bekannt,
die Unsicherheiten sind von der Ordnung 7%. Aufgrund der Symmetrieiiberlegungen (sie-
he Seite 105) sind die aus der Spur Tr’ herausgenommenen Eigenwerte bis einschlieBlich
Ordnung 7* bekannt. Damit sind I und also auch Al. insgesamt mit einem Fehler der
Ordnung 72 behaftet.

Die Ndherungen I{ fiir grofie A kennt man nicht so weit: Der Fehler vierter Ordnung
in den Eigenwerten fiihrt beim Aufsummieren auf einen Fehler nullter Ordnung in I{ und
AIs. Da der numerisch dominierende Beitrag aber von I_ kommt, wird der konstante
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Term von I’ trotzdem berechnet. Der exakte Ausdruck des Bands um Null beginnt erst
mit der konstanten Ordnung, so dafi der Fehler hier wieder von quadratischer Ordnung

ist.

Entwickelt man den relativen Fehler von IL nach 7, so ist erst die vierte Ordnung
unsicher. Der Cutoff A 148t sich dadurch bis einschliefilich der quadratischen Ordnung
bestimmen, was fiir die obige Genauigkeit von I’ ausreichend ist.

Schlielich bekommt die Grofie I’ noch einen weiteren Fehler beim Zusammensetzen
aus I und I{, bedingt durch die Wahl des Cutoff-Verfahrens und des Wertes fiir den
Abschneideparameter A bzw. pu. Um diesen Fehler abzuschdtzen werden in Abschnitt 5.7
die verschiedenen Cutoff-Verfahren miteinander verglichen.

5.1.1 Fehler von [’<

Fiir kleine {—~Werte wird die Spur der Heat kernel durch die in Abschnitt 4.3.3 berechnete
Seeley—Entwicklung angenihert. Dies ist eine asymptotische Reihe in A, welche nach dem
sechsten Term abgebrochen wird. Der dadurch bedingte Fehler in der zugehorigen Reihe
fiir I wird durch den letzten Koeffizienten Og abgeschétzt:

1 06 A9/2 .

A~ s

(5.1)

Da die Seeley—Reihe aber alterniert, kann es auch sinnvoll sein, den Fehler durch die letzten
beiden Koeffizienten abzuschitzen:

1 05 7 06
Ale o —— [ =2 AT/24 Z9 792 2
S (4m)3? (7/2 +9/2 ) (52)

In dem relevanten Bereich fiir A macht dies numerisch keinen grofien Unterschied (vgl. Abb.
5.1), so daB hier der durch Gleichung (5.1) gegebene Fehler benutzt wird.

81< 100
<
S A

o=

Ca
sl

2|
2=

sl

Abbildung 5.1: Der prozentuale, relative Fehler Al /I mit Al. nach Gleichung (5.1) (——)
und Gleichung (5.2) (------ ) fiir 7 = 0.1.
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Der Fehler 148t sich noch genauer abschétzen, wenn man mit der bei Shanks [77] vor-
geschlagenen ep—Transformation den Grenzwert der Seeley—Entwicklung berechnet: Viele
Reihen sind Uberlagerungen exponentieller Verliufe, deren Basis der Grenzwert (oder bei
divergenten Reihen der Antilimes) der Reihe ist. Eine lokale Basis a8t sich aus drei be-
nachbarten Folgeelementen der urspriinglichen Reihe durch wiederholtes Anwenden einer
ex—Transformation berechnen. Dadurch bekommt man eine neue, besser konvergierende
Reihe mit zwei Elementen weniger. Diese Transformation 148t sich nun so lange anwenden,
bis nur noch ein oder zwei Elemente iibrigbleiben, welche dem Grenzwert der urspriingli-
chen Reihe sehr nahe kommen.

Dieses etwas aufwendige Verfahren soll hier aber nicht durchgefiihrt werden.

5.1.2 Fehler von [{

Der Fehler von I setzt sich aus den Fehlern der Beitrége der einzelnen Binder zusammen.
Die Aufsummation der Bidnder um Null und um Drei geschah dabei z.B. unter Verwendung
der Eulerschen Summenformel Gl. (4.245) unter Vernachldssigung der Summe iiber die b,,
fiir m > 1:

Al = mz_:l z—Zr(m, 47°A) (5.3)
entsprechend fiir Ali. Die einzelnen Summanden sind aber von konstanter Ordnung, also
von einer Ordnung, welche sowieso schon unsicher ist. Um trotzdem einen Eindruck von
der GréBenordnung des Fehlers zu bekommen, ist AIS fiir 7 = 0.1 als prozentualer Fehler
in Abbildung 5.2 gezeigt. Im interessierenden Bereich ist fiir 77 = 0.1 der Fehler immer
kleiner als 0.01% und fillt also nicht ins Gewicht.

Agg
I>

- 100

oO. o4

O. oos

O. oo=2

o. 5 a 1. 5 ZA

Abbildung 5.2: Der durch Vernachléssigung von AIY =35"*_ b, /4™ (m, 47?A) gemachte pro-
zentuale Fehler in /9 fiir 7 = 0.1.

Fiir den Beitrag der kontinuierlichen Eigenwerte ist mit Gleichung (4.399) die dort
berechnete fiihrende Ordnung in 7 exakt.
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Wenn man 4 nur durch I9 annihert, so kénnen die Beitriige der anderen Bénder I3
und Ii als Fehler von I{ angesehen werden.

5.2 Methode des scharfen Cutoffs

Das Abschneiden mittels scharfem Cutoff ist ein erstes Verfahren, um den Logarithmus der
Determinante I’ aus den einzelnen Teilen zusammenzusetzen. Die dahinterstehende Idee
ist die folgende: Fiir kleine ¢ ist die Spur der Heat kernel durch die Seeley-Entwicklung
gendhert worden. Dies ist ungefdhr bis zu einem Wert ¢ = A gliltig. I wird also wie in
Gleichung (4.158) durch Integration iiber die Spur bis zu einem Wert A berechnet, das
Integral wird scharf abgeschnitten:

A
I (A) = —/0 %m;om. (5.4)

Dieser Ausdruck ist wieder nur symbolisch zu verstehen und muf}, wie in Abschnitt 4.4
geschehen, regularisiert werden. In dem restlichen ¢-Bereich (¢ > A) wird die Spur der
Heat kernel durch die niedrigsten Eigenwerte approximiert, und man berechnet gemif
Gleichung (4.240):

IL(A) = — /AOO %Z (emrt—emdt). (5.5)

Den Logarithmus der Determinante mit herausgenommenen niedrigsten Figenwerten
I' (vgl. Gl. (4.23)) bekommt man durch Integration iiber die gesamte {—Achse, also als
Summe von I und I{:

I'(A) = IL(A) + IL(A) . (5.6)

Dabei ist I’ natiirlich eine Funktion des Abschneideparameters A. Man wihlt jetzt A so,
daf sich I’ mit A moglichst wenig dndert, der Einflufi des kiinstlichen Cutoffs also moglichst
gering ist:

dI'(A)
dA

‘ = minimal . (5.7)

Eine andere Moglichkeit A zu bestimmen besteht darin, A so zu wéhlen, daf§ der
relative Fehler minimal wird:

VIAL(A))? + (AL (A))?
I'(A)

= minimal . (5.8)

Der Fehler wird dabei nach dem Gaufischen Fehlerfortpflanzungsgesetz berechnet.

Die einzelnen, fiir dieses Verfahren bend&tigten Bausteine sind im vorigen Kapitel be-
rechnet worden und kénnen hier direkt iibernommen werden.
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Der Beitrag fiir kleine ¢ steht in Abschnitt 4.4.3 (Gl (4.187)):

6
1 @)
I’:—7§ L A328 4 4y 1 log A 4 4log(4A) + 4T(0, 4A
< (477)3/271:1{”_3/2 }"‘ 7+ log A + 4log(4A) +40(0,4A) +

+i(4e M -1) + 06 . (5.9)

Fiir I{ wurden in Abschnitt 4.6 die von den einzelnen Bindern herkommenden Bei-
trige berechnet: Das aufsummierte Band um Null liefert in Gleichung (4.253) den Beitrag

7
I3 = —AD(—1,47°A) + 5Ei(-47~72/\) + 0", (5.10)
und fiir das Band um Drei findet man (Gl. (4.301))

3 ~2 3— 2
B=- MF( — 1,3+ (3 -T)A) +
n
1. _ _
+ gEl( — (34 73— 772))/\) +O(A%) + O(°) . (5.11)
Die kontinuierlichen Eigenwerte ergeben schliellich (Gl. (4.399)):

1 1 ° dt
k= = 3I(—=1,3A) — [(=1/2,4A) + —F(1/2,A)—/ —

A NG e_gt] +o-

(5.12)

4
37

Um zu sehen, wie sich die Spur der Heat kernel aus den einzelnen Beitrigen zusam-
mensetzt, sind in Abbildung 5.3 die den einzelnen Beitrdgen entsprechenden Spuren fiir
7 = 0.1 dargestellt.

400

200}

- 200+t

Abbildung 5.3: Die durch die einzelnen Beitrdge gegebenen Spuren fiir 7 = 0.1. Dargestellt sind
im einzelnen: Tr/, (------ ), Trg (---), Tr?; (— —), Trl; (= - — ). Die durchgezogene Kurve ist
die Summe Tr{ = Trg + Tr?; + Trl;.

Tre ist durch die Seeley-Entwicklung Gl. (4.140) gegeben, gezeichnet wird allerdings
die Spur Tr’, bei der die niedrigsten Eigenwerte abgezogen wurden. Fiir die Spuren Trg
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und Tr? sind die Summen, wie eine z.B. im Integral in Gleichung (4.243) vorkommt, nume-
risch bis { = 100 aufsummiert worden. Tr]; ist die fithrende Ordnung aus Gleichung (4.398).

Tr’> ist die Summe der drei Beitrige fiir grofles ¢, Tr’> = Trg —I—Tri —I—Tr];. Sie wird
fiir grofBe t bereits sehr gut durch Trg wiedergegeben, die Eigenwerte um Null dominieren
also das groB—t—Verhalten. Fiir kleine ¢ stimmen Tr”. und die obige Summe gut iiberein,
wie in Abbildung 5.4 noch einmal vergréfiert dargestellt ist.

300+
250+
200 ¢}
150+

100+

Abbildung 5.4: Die beiden Naherungen fiir die Spur Tr' (- --- - ) und Tt (—) fiir 7 = 0.1.

Die Stelle A, bei welcher man von der Klein—¢-N&herung zur Grofi~t—N&herung iiber-
geht, wird man ungefihr dort wihlen, wo Tt und Tr{ sich schneiden. Fiir 7 = 0.1 ist dies
bei A & 1.2. Dies ist auch ungefihr dort, bis wohin Tr{ durch den Beitrag des Bandes um
Null gegeben ist.

Um zu sehen, wie sich I’ mit A dndert, sind in Abbildung 5.5 die verschiedenen
Anteile der Grofie I'(A) als Funktion von A, sowie die Summe aller vier Beitrige I’ =
I’< + Ig + Ig + Ii aufgetragen. Diese letzte Kurve zeigt ein Plateau, also einen Bereich,
indem sich I’ mit A kaum dndert und aus dem man A also wihlen wird. Fiir 7 = 0.1 geht
dieser Bereich ungefdhr von A = 0.3 bis A = 2, abhingig vom gew&hlten Mafistab. Er
umschliet den aus der Spur ermittelten A—Wert.

Um den A-Wert nun genau festzulegen, minimiert man als erstes den Betrag der
Ableitung von I’ (vgl. GL. (5.7)). I{ ist dabei durch die Summe aller drei Beitrége gegeben,
I’> = Ig + Ii + Iﬁ. Fiir 7 = 0.1 findet man ein Minimum bei A = 1.22 und damit den
Wert 1008 £ 7 fiir I’. Diese Werte sind mit den entsprechenden Werten fiir 7 = 0.05 und
den Fehlern von I’ in der ersten Zeile der Tabelle 5.1 eingetragen.

Eine andere, schon erwidhnte Bestimmungsmdoglichkeit fiir A besteht in der Minimie-
rung des relativen Gaufischen Fehlers, bezogen auf das gesamte I’ (vgl. Gl. (5.8)). Die
so ermittelten Werte fiir 7 = 0.1 und % = 0.05 sind zum Vergleich in der dritten Zeile
in Tabelle 5.1 eingetragen. Die Werte der zweiten und vierten Zeile werden auf Seite 142
erklart.
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- SO0+ / //
/
- 1000t /l
Abbildung 5.5: Die verschiedenen Beitrage zu I’ fiir 7 = 0.1: I (------ ), I8 (-——), B(——),
I% (= - — ). Die durchgezogene Kurve ist die Summe aller vier Beitriige I'.
n=0.1 7= 10.05
Al jar| A r|ar
% minimal (Gl. (5.7)) 1.22 1 1008 | 7.2 || 1.17 | 4059 | 13.7

ebenso, nach 7 entwickelt | 1.29 | 1009 | 7.1 || 1.16 | 4059 | 13.2
Fehler minimal (Gl. (5.8)) || 1.21 | 1008 | 11.7 || 1.32 | 4063 | 38.0
ebenso, nach 7 entwickelt | 1.54 | 1011 | 4.0 || 1.28 | 4060 | 39.0

Tabelle 5.1: Verschiedene mit dem Verfahren des scharfen Cutoffs ermittelte Werte fiir A und I’
bei 7 = 0.1 und 5 = 0.05.

Die Fehler in den beiden Verfahren wurden dabei unterschiedlich berechnet. Da bei I{
die Beitrdge aller Figenwerte mitgenommen wurden und der in der Eulerschen Summen-
formel vernachlédssigte Term von konstanter Ordnung ist, also von einer Ordnung, welche
sowieso schon unsicher ist, ist der bei der Ermittlung von A aus dem Plateau angegebene
Fehler gleich Al.. Um aber bei der Fehlerminimierung fiir grofie A wieder einen Anstieg
im Fehler zu bekommen, wurde in diesem Verfahren Als = Ii + I2 gesetzt. Dies er-
kl&rt die unterschiedliche Gréfle der Fehler in der Tabelle. Trotzdem unterscheiden sich
die A~Werte kaum, die Werte fiir I’ stimmen bis auf 0.3% iiberein. Die Bestimmung von

I’ scheint also recht unempfindlich zu sein.

Um einen Ausdruck fiir I’ als Funktion von 7 zu bekommen, entwickelt man die
Ausdriicke fiir IZ und I{ nach Potenzen von 7. Der numerische Unterschied zu den nicht-
entwickelten Ausdriicken fiir die einzelnen I’ ist, wie bereits erwihnt, verschwindend ge-
ring. Man bekommt so fiir I'(7) = IL(7) + 1(7) + 13 (7)) + 15(7) eine Reihe in 7 mit
A-abhingigen Koeflizienten, deren Ableitungen nach A man dem Betrag nach minimieren
muf. Multiplizieren der Ableitung mit 72 liefert einen analytischen Ausdruck. A setzt man
jetzt als Potenzreihe in /7 an:

3
A=a+b/G+ci+d/i +ei?+ 0. (5.13)
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Dies fiihrt fiir die Ableitung von I’ auf eine Potenzreihe in /7. Da Null der kleinste Wert
ist, den der Betrag annehmen kann, setzt man jeden einzelnen Koeffizienten Null und be-
kommt damit ein System gekoppelter Gleichungen, woraus sich sukzessive die Koeflizienten

in der Entwicklung von A bestimmen lassen. Man findet

A =1.11672+ 17.3175 7> + O(7*/?) (5.14)
und damit fiir I':
I'(7) = 107;71258 - (13.6283 + glog 772) —3.9541 7+ O(7") (5.15)
mit dem absoluten Fehler
AI(f) = Al () = % ~6.3703 + O(i1%) . (5.16)

Die systematische Unsicherheit in konstanter Ordnung kommt aus der Unsicherheit von
IL. Wie an Abbildung 5.5 aber zu sehen ist, ist dieser Beitrag numerisch sehr klein. Der
Zahlenwert des Fehlers ist stark davon abhdngig, wieviele Ordnungen in # man mitnimmt,

da die Fehlerreihe alterniert.

Fiir die zweite Moglichkeit, A als Funktion von 7 zu bestimmen, minimiert man nach
Gleichung (5.8) die Wurzel aus der Summe der Quadrate der Fehler von I und I, wobei
der letzte Fehler wieder durch die Beitrdge der kontinuierlichen Eigenwerte und des Bands
um Drei gegeben ist, obwohl in I alle drei Beitrige (1Y, I3, I%) beriicksichtigt werden.
Die Entwicklung der Ableitung des relativen Fehlers fithrt mit einem Ansatz fiir A mit

einem 7? log 77~ Term
A= a+bij+ ci* 4+ di log i) + O(77°, log %) (5.17)

auf eine Potenzreihe in 7) und log 7, und auch hier lassen sich die Koeflizienten des obi-
gen Ansatzes durch Nullsetzen jedes einzelnen Koeflizienten in der Ableitung des Fehlers

bestimmen:
A = 1.19545 — 34.5143 > 4 0.000204517 i* log 77 + O(7°, log i7%) . (5.18)

Beim Einsetzen in den Ausdruck fiir I’ ist der % log 7~Term aufgrund des niedrigen Vor-

faktors weggelassen worden, und man erhilt:

10.162 5
I'(j) = s (12.4 + 3 log 772) —3.9665 7 + O(7°) (5.19)
mit dem Fehler
12112
Al(7) = 0 —— —8.0776 4+ O(71°) . (5.20)
7

Auch hier tritt wieder das Problem auf, daf§ die Fehlerreihe alterniert und die Grofie
des Fehlers davon abhidngt, wieviele Ordnungen in 7 man mitnimmt. Die aus diesen Ent-
wicklungen gewonnenen Werte fiir 7 = 0.1 und 7 = 0.05 sind fiir beide Verfahren in der
zweiten und vierten Zeile von Tabelle 5.1 eingetragen. Sie unterscheiden sich bis auf den
fiir 7 = 0.1 fiir das zweite Verfahren angegebenen Fehler praktisch nicht von den anderen
Werten.
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5.3 Scharfer Cutoff mit separiertem Band um Null

Der Beitrag des Bands um Null ist fiir den gesamten ¢-Bereich exakt bekannt, vgl. GI. (4.281):
5
I° = 1.1727005 — 3 log i+ O(7?). (5.21)

Diese Kenntnis kann man ausnutzen, indem man dieses Band abtrennt und fiir den Ope-
rator ohne diese niedrigsten Eigenwerte um Null die entsprechende Grofe 170 = 1" — I°
nach den im vorigen Abschnitt diskutierten Verfahren berechnet.

Dazu braucht man die Seeley—Entwicklung des Operators ohne das Band um Null;
man zieht also die in Gleichung (4.293) berechnete Entwicklung des Bands um Null

Ti% =) (2 +3) 771D Z Pl (5.22)
=1 n=-—1

von der bisherigen Entwicklung Gl. (4.140) ab. Die Koeffizienten lassen sich, wie auf Sei-
te 114 beschrieben, berechnen. Um die gewiinschte Reihe zu bekommen, mufl man noch
t durch 7t substituieren, was dazu fiihrt, dal der n—te Koeffizient die n—te Potenz von
ii? enthilt. Im Gegensatz zu Gleichung (4.294) ist diese fi-Abhéingigkeit hier mit in die
Koeffizienten genommen worden, was in der Notation durch P, gekennzeichnet wird. Da
sich I' nur bis einschlieBlich der linearen Ordnung in 7 bestimmen li8t, benstigt man also
nur die ersten beiden, in Gleichung (4.294) angegebenen Koeffizienten:

-1
’P—IZ?7

- 5

PO - - g 3

P, ~i*" > 1. (5.23)

Weitere Koeffizienten sind der Vollstdndigkeit halber in Anhang I gegeben.

Die zum abgezogenen Band um Null gehtrende Zetafunktion ist bereits in Glei-
chung (4.296) berechnet worden:

_f: 7—1 AP (5.24)

ebenso das zugehérige I als negative Ableitung der Zetafunktion an der Stelle Null
(Gl. (4.297)):

5
+§logA+ 7+O( 2A) + O(7) - (5.25)

Damit lautet der Teil von I’ fiir kleine ¢ nun:

7
—0_ o _ 2: n n—3/2 _ I
&=l -Ic= 3/2 {n—S/QA }_ n2A 3logA—|—3'y—|—

+ 4log(4A) +40(0,4A) 4+ (4™ —1)) + O(7) . (5.26)
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Schitzt man auch hier den Fehler wieder durch den letzten Koeffizienten ab, so &ndert
sich gegeniiber Al aus dem vorigen Abschnitt nichts, da die hoheren P; von mindestens
quadratischer Ordnung in 7 sind. Damit ist der Anteil fiir kleine ¢ bestimmt.

Die Niherung I;O fiir grofe ¢ ist jetzt durch das Band um Drei und die kontinuierlichen

Eigenwerte gegeben.

Der Cutoff A wird wie im vorigen Kapitel festgelegt: Sucht man nach einem Plateau,
so findet man fiir 7 = 0.1 bei A = 0.88 den Wert I’ = 1028 £ 21.3. Minimiert man den
relativen Fehler, so erhélt man auch hier fiir 7 = 0.1 mit /I’ = 1022 £21.7 (A = 0.84) einen
zum vorigen Kapitel vergleichbaren Wert. Dabei ist in I’ beidemal das separierte Band um
Null (Gl (5.21)) wieder dazugezdhlt worden. Einen Vergleich der fiir 7 = 0.1 und 7 = 0.05
nach den verschiedenen Verfahren als Funktion von 7} gefundenen Werte zeigt Tabelle 5.2
auf Seite 152.

Mit denselben Potenzreihenansitzen fiir A wie vorne und eventueller Multiplikation
mit 77?2 bekommt man auch in diesem Verfahren analytische Ausdriicke fiir I’ als Funktion

von 7. Aus der Forderung der Konstanz von I’ folgt:
A= 1.11672 — 24.124 7* + O(77°) (5.27)

und, nachdem man fiir I’ den Beitrag des Bands um Null Gl. (5.21) wieder dazugezihlt
hat:

10.158 5
I = = + (5.24858 — 5 log 772) —3.9541 71+ O(7°) (5.28)
mit dem Fehler
0.13188
Al = = + 8.1375 + O(7°) . (5.29)

Aus der Minimierung des Gaufischen Fehlers folgt

A = 1.20772 — 36.5305 7> + O(i) ,

10.1629 5
I = —— + (4.434 — 5 log 772) — 3.96808 7+ O(7")
7
0.12455 N
Al = = +9.2313 4+ O(7") . (5.30)

Diese Ausdriicke sind zusammen mit denen des vorigen Kapitels, multipliziert mit 72, in
Abbildung 5.6 aufgetragen. Auflerdem ist der durch die Fehler gegebene Giiltigkeitsbereich
eingezeichnet.

Fiir kleine 7—Werte stimmen die Ausdriicke gut {iberein, auch die Fehler sind anndhernd
gleich grofB. Dies ist nicht verwunderlich, denn im Prinzip sind dieselben Terme fiir Ig, die
im vorigen Kapitel zum Band um Null gezdhlt wurden, hier bei der Seeley-Entwicklung
beriicksichtigt worden, so daf} sich die beiden Verfahren nur dadurch unterscheiden, in

welchem Ausdruck die entsprechenden Terme mitgenommen werden. Der Anstieg in dem
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Abbildung 5.6: Die nach den verschiedenen Verfahren erhaltenen Ausdriicke fur I, multipliziert

mit 7%, als Funktion von 7: Minimierung von le_{\’ (——), Minimierung des Fehlers (------ ) und

separiertes Band um Null (aus Plateau) (— — —). Aufgetragen sind der berechnete Wert und die
durch den Fehler gegebenen Grenzen.

Ausdruck mit dem herausgenommenen Band um Null erkldrt sich durch das andere Vor-
zeichen in dem konstanten Term, also durch einen Unterschied in einer mit einer syste-
matischen Unsicherheit behafteten Ordnung. Durch Multiplikation mit % wird der Effekt
so sichtbar. Theoretisch 148t sich auch das im ganzen Bereich bekannte Band um Drei
(Gl. (4.313)) noch abspalten, doch ist auch dies nur ein Verschieben der Terme und diirfte
keine neuen Ergebnisse liefern.

5.4 Massencutoff

Im Gegensatz zu den Verfahren des vorigen Kapitels, wo die Bereiche fiir die beiden N&he-
rungen durch einen scharfen Cutoff getrennt waren, soll nun die Seeley—Entwicklung fiir
kleine ¢ kontinuierlich abgeschnitten werden. Dieses Verfahren ist z.B. bei Carson [57]
beschrieben. In dem Integral {iber die Spur wird iiber die gesamte positive Halbachse
integriert, der Bereich grofler ¢t wird allerdings durch Einfiihren einer kiinstlichen Masse

exponentiell unterdriickt:

() = — /Ooo %e—ﬂf m zn:hn(,u)t”. (5.31)

Um dies wieder auszugleichen wird der inverse Faktor mit in die Seeley—Entwicklung ge-
nommen, die Koeffizienten sind jetzt also massenabhingig:

1 n o__ ty —Mt —]\047,‘ _ 1 n t
WZhn(ﬂ)t ="Tr (e“ (e — e ) = Wzont et | (532)

Durch das Abbrechen der Seeley—Entwicklung nach einer endlichen Zahl von Termen mul-
tipliziert man effektiv mit der in Abbildung 5.7 fiir eine Einheitsmasse dargestellten Ab-
schneidefunktion.
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Abbildung 5.7: Die Abschneidefunktion des Massencutoffs mit p = 1 bei einer Seeley—
Entwicklung mit sechs Koeffizienten: e™¢ 22:1 1" /n!.

Die neuen, massenabhingigen Koeffizienten bekommt man durch Multiplikation der
bisherigen Seeley—Entwicklung mit der Entwicklung von e#!. Dabei liefern die abgezoge-
nen Eigenwerte (Nullmoden, negativer Eigenwert und die niedrigsten Eigenwerte von 1\04)
zusitzlich zu den Koeffizienten in Gleichung (5.32) ganzzahlige ¢-Potenzen mit Koeffizien-
ten g,. Sie werden soweit entwickelt, wie die halbzahligen {—Potenzen aufgrund der Seeley—
Entwicklung bekannt sind, man bekommt also eine halbe {—Potenz mehr oder weniger als
in der Seeley—Entwicklung, je nachdem, ob man den fiinften Koeflizienten gs mitnimmt
oder nicht. Die Ergebnisse unterscheiden sich in beiden Fillen nicht wesentlich, die oh-
ne den fiinften Koeffizienten gewonnenen Werte sind etwas kleiner als die anderen. Die
Koeffizienten der ganzzahligen t—Potenzen ¢, sind zusammen mit den massenabhingigen
Koeffizienten der halbzahligen ¢t—Potenzen h,, im Anhang E angegeben. Die Entwicklung

der Spur lautet also:

6 5
_ Y 1 Z " Z n
TI’Z — TI,/ (e#«t(e Mt_e Mt)) ~ W hnt -I— gnt . (533)
n=1 n=1

Analog zu Abschnitt 4.4.3 148t sich I” als negative Ableitung der Zetafunktion an der Stelle
Null berechnen:

I'(p) = — %C(z) » =— { (4771)3/2 2 M:ﬁg/zf(n -3/2)+ Z Z—Zf(n)} . (5.34)

n=1

Die noch zu bestimmende kiinstliche Masse p wird in der Gréfienordnung des rezipro-
ken Wertes ¢ liegen, bis zu dem die Seeley-Entwicklung zuverldssig ist. Sie wird wieder so
gewihlt werden, dafB sich I'(x) mit p moglichst wenig dndert, also so, dafl der Betrag der
Ableitung minimal wird:

dr’

i minimal . (5.35)
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Abbildung 5.8: Das nach dem Verfahren des Massencutoffs berechnete I’(y) als Funktion der
kiinstlichen Masse p fiir = 0.1.

Fiir n = 0.1 ist I'(p) in Abbildung 5.8 gezeichnet. Man erkennt ein Minimum fiir
= 2.57, woraus mit I’ = 1047 ein mit den anderen Verfahren ziemlich vertriglicher Wert
folgt. Fiir 7 = 0.05 erhilt man die Werte p = 2.55 und [’ = 4206.

Um [’ als Funktion von 7 zu erhalten, macht man auch hier wieder einen Potenzrei-

henansatz fiir die kiinstliche Masse:
1= a+bij+ci* + O (5.36)

und setzt ihn in die mit 7% multiplizierte Entwicklung fiir I’ ein. Durch Nullsetzen jedes
Koeffizienten in der Entwicklung der Ableitung von I’ nach p lassen sich die Koeffizienten

des Abschneideparameters bestimmen:
1= 2.53932 + 2.65943 * + O(i*) . (5.37)
Dies fiihrt fiir I’ auf den Ausdruck

10.5303
I'(f) = . 6.0292 — 4.25191 7+ O(7?) . (5.38)

Da hier nur die bis inklusive der linearen Ordnung bekannte Seeley-Entwicklung eingeht,
hat die so bestimmte Gréfle I’(7) eine Unsicherheit in quadratischer Ordnung.

Die Bestimmung des methodischen Fehlers gestaltet sich hier schwieriger. Den Fehler,
der durch das Abbrechen der Seeley—Reihe entsteht, konnte man wieder durch die letzten

Koeffizienten abschitzen:

Al ~ {W%F(g/z) + %F@)} . (5.39)

Dieser Ausdruck verschwindet allerdings bei der vorne bestimmten Abschneidemasse und
kann somit nicht zur Fehlerbestimmung verwendet werden. Eine andere Moglichkeit, den
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Fehler zu bestimmen, bedient sich der schon vorne (S. 137) erw&hnten Transformations-
methode nach Shanks zur Bestimmung des Grenzwertes einer Folge: Aufler dem in Glei-
chung (5.38) ermittelten Wert fiir I’ bekommt man zwei weitere Elemente der hier zu
betrachtenden Folge, wenn man in beiden Summen in Gleichung (5.33) die letzen, bzw.
die letzten beiden Koeflizienten weglidfit. Der Fehler bestimmt sich dann aus der Differenz
zwischen dem daraus nach Shanks ermitteltem Grenzwert und dem Ausdruck fiir I’ mit

allen Koeffizienten (Gl. (5.38)) zu

0. 067
Al(n) =

— 11.8043 71+ O(7%) . (5.40)

Durch das negative Vorzeichen in der letzten Ordnung wird der Fehler bei Beriicksichtigung
aller Ordnungen in 7 wieder etwas kleiner. In Tabelle 5.2 auf Seite 152 ist deshalb der Fehler
nur inklusive der konstanten Ordnung eingetragen.

5.5 Massencutoff mit separierten Bindern

Das im vorigen Abschnitt beschriebene Verfahren des Massencutoffs beriicksichtigt nur die
Niherung fiir kleine t. Da man aber die niedrigsten Figenwerte inklusive der konstanten
Ordnung exakt kennt, wird man auch diese Information nutzen wollen. Dies kann man
z.B. tun, indem man auch hier wieder das Band um Null oder beide Binder um Null
und um Drei abspaltet und das Verfahren des Massencutoffs auf den restlichen Operator
anwendet, was jetzt beschrieben werden soll.

Die Seeley—Entwicklung des Operators, bei dem das Band um Null abgezogen wurde,
ist bereits in Abschnitt 5.3 berechnet worden (Gl. (5.26)). Durch Multiplikation mit e’
erhdlt man daraus die hier bendtigte Seeley-Entwicklung mit massenabhdngigen Koeffi-
zienten. Sie enthélt wieder halbzahlige t—Potenzen mit Koeffizienten h,, und ganzzahlige
t—Potenzen mit Koeffizienten g/ :

6 5
1 _ 0 -

n=-—1

= () 3/2 Zh "+ Z gul" (5.41)

n=-—1

Die neuen Koeffizienten g/, sind ebenfalls in Anhang E angegeben. Die Koeffizienten h,,
bleiben unverdndert, da in der Entwicklung des Bands um Null nur ganzzahlige {—Potenzen
auftreten.

Nimmt man auch die Entwicklung des Bands um Drei noch heraus, so erhilt man
fiir die Entwicklung der Spur dieselbe Form mit wieder anderen Koeffizienten g¢/. Die
Entwicklung des Bands um Drei

Trd = ™Y (20 + 1) e D+ Z Rt" (5.42)
(=0 n=-—1
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berechnet man analog zu Gleichung (4.293). Ihre Koeffizienten sind ebenfalls in Anhang E
zu finden. Auch diese Entwicklung hat nur ganzzahlige {—Potenzen, so daf§ die h,, wieder
unverdndert bleiben:

et (Tr< - Trg - Tri)

6 5
1 ~2 o ~
ot no__ 9 _ .27 —wot _ n
=e {(4m>3/2 E Ot 3—e +4e E (Pn+ Rt }

6 5
1 n "an
n=1

n=-—1

Aus der Entwicklung der Spur kann man jetzt auf die {ibliche Weise fiir beide Fille
die Zetafunktion

1 1 < o,

((z) = ) (1n)72 Hz+n_3/2F(z+n -3/2)+

Iy

=Py e “D(z+n) (5.44)

_I_

=Yt
S
—
—~
o
e
]
RS
& 2
3

und ['(p) als negative Ableitung an der Stelle Null berechnen:

6 5.
1 h - ~ g
! _ n _ _ _ Jn
I'(p) = { (o7 2= Hn_:),/zF(n 3/2) + g1 (u log u) golog ju + E_l MnF(n)} :

(5.45)
Die g, stehen dabei je nach Entwicklung fiir die Koeffizienten g, oder g/.

I'(p, i) in Abhingigkeit von 7 bekommt man wieder durch Entwickeln von 721’(p, 7))
nach Potenzen von 7}, Einsetzen eines Potenzreihenansatzes fiir die kiinstliche Masse

p=a+bij+cii + O3 (5.46)
und Minimieren des Betrags der Ableitung |Cfl—£/|.

So findet man fiir I’(7), wenn man den Massencutoff auf den Operator ohne das Band
um Null anwendet und anschlieBend fiir 7°(7) den Ausdruck aus Gleichung (5.21) addiert:

10.037 5
I'(q) = P 7.97952 = 2 log i? — 47 + O(7%) (5.47)
bei folgendem Ausdruck fiir p:
1= 4.02023 + 24.6059 7* + O(i°) . (5.48)

Der Fehler berechnet sich wie bei dem Massencutoff des vorigen Kapitels mit Hilfe der
Transformation von Shanks zu

~0.0015404

AIL(#) = T — 00833951 — 0.795176 7+ O . (5.49)
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Behandelt man beide Bénder, ndmlich das Band um Null und das durch Gleichung (4.313)
gegebene Band um Drei gesondert, so ergibt sich bei einem Abschneideparameter

1= 4.02235 4 24.9904 7% + O(7) (5.50)
fiir die gesamte Grofe, bei der beide Bénder I°(77) und I?(7) wieder hinzuaddiert wurden:
I'() = % — 8.31438 — glog i — 49+ 0 (5.51)

mit einem Fehler
AI(7) = % —0.397784 + O(i°) . (5.52)

Da der fithrende Term in dem exakten Ausdruck des Bands um Drei mit ﬁ% geht und
die Unsicherheit in den Eigenwerten in der iibernéchsten Ordnung liegt, ist hier schon die
konstante Ordnung fehlerbehaftet.

Die Werte fiir 7 = 0.1 und 7 = 0.05 sind zum Vergleich mit den nach den anderen
Verfahren ermittelten Werten fiir I’ in Tabelle 5.2 angegeben. In beiden Fillen alternieren
die Koeffizienten in der Fehlerreihe, so dafi die in Tabelle 5.2 angegebenen Fehler wieder
nur aus der fiihrenden Ordnung bestimmt werden. Der Fehler fiir das separierte Band um
Null scheint dabei im Gegensatz zu den anderen Fehlern zu klein zu sein.

5.6 Exakter Ausdruck fiir die fiihrende Ordnung

Da sich auch der Beitrag der kontinuierlichen Eigenwerte durch analytische Fortsetzung
im gesamten Bereich in fithrender Ordnung exakt ausrechnen lafit (Gl. (4.402))
1 |11 1
" = = — + 3log(3 —|—6arcsinh(—)] + O
3 5(3) 7 (7°)
10.2583

7~72
= + O3, (5.53)

7”72

148t sich mit den Ausdriicken fiir das Band um Null (Gl. (4.281))
5
1° = 1.1727005 — 5 log i* + O(H?) (5.54)

und dem Band um Drei (Gl. (4.314))
3 8 3 8
3 _ (2.8 2 “2(0 2 2 .9 2 -0
I° = (772+3 ﬂ)log(S—I—n(S 77))4—(7724—3 77)—|—(’)(77)
3—3log3 1+ 8log3 —372%log3 N
= — LR 2 2 4+ 0() (5.55)
n 3
die fiihrende Ordnung auch exakt angeben. Man findet
_9.96246
72

in Ubereinstimmung mit den vorigen Ergebnissen fiir die zusammengesetzte Determinante.

I/

- glog i + 8.7526 + O(7i") (5.56)

Die angegebene Unsicherheit nullter Ordnung kommt aus dem Beitrag der kontinuierlichen
Eigenwerte und der Eigenwerte um Drei.
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5.7 Vergleich der verschiedenen Verfahren

Die in den vorigen Abschnitten erhaltenen Funktionen I'(7) sind einander ziemlich &hn-
lich. Dies wird in Abbildung 5.9 verdeutlicht. Hier sind die nach dem scharfen Cutoff,
dem scharfen Cutoff mit herausgenommenen Bindern, dem Massencutoff und dem Mas-
sencutoff mit herausgenommenen Bindern erhaltenen Ausdriicke und die exakte fithrende
Ordnung fiir I'(7}) multipliziert mit 7% gegen 7 aufgetragen. Bei der Methode des scharfen
Cutoffs mit und ohne herausgenommenem Band um Null wurde dabei der aus dem Pla-
teau von I’ bestimmte Wert gewihlt. Wie schon in Abbildung 5.6 zu sehen ist, steigt das
Resultat des scharfen Cutoffs mit separiertem Band um Null mit wachsendem 7 an, da
der konstante Term in der Entwicklung fiir I’ ein anderes Vorzeichen hat. Bei der exakten
fithrenden Ordnung in Gleichung (5.56) fehlt die konstante Ordnung ganz, dieser Ausdruck

ist daher also nicht mit den anderen vergleichbar.

Abbildung 5.9: Vergleich der verschiedenen Ausdriicke fiir 721(7}). Aufgetragen sind die nach dem
scharfen Cutoff (— —), dem scharfen Cutoff mit separiertem Band um Null (- — —), dem Massen-
cutoff (+----- ) und dem Massencutoff mit herausgenommenen Béandern ((0) — - —, (043)— - -- —)
erhaltenen, mit 7? multiplizierten Ergebnisse gegen #. Die durchgezogene Kurve ist die exakte
fiilhrende Ordnung aus Gleichung (5.56) inklusive des Logarithmus—Terms multipliziert mit 7?.

Fiir die 7—Werte 0.1 und 0.05 sind die nach den besprochenen Verfahren gewonnenen
Werte fiir I’ mit ihren Fehlern in Tabelle 5.2 zusammengefafit.

Sowohl in der Abbildung als auch in der Tabelle sieht man, daf§ die IErgebnisse aus dem
reinen Massencutoff deutlich oberhalb der anderen liegen, wihrend die Ergebnisse beim
Massencutoff mit herausgenommenen Bindern gut zueinander und fiir kleine 7-Werte
auch gut zu dem scharfen Cutoff passen.

Um abzuschitzen, welches Verfahren am zuverlissigsten ist, werden nach allen bespro-
chenen Verfahren jetzt zwei Determinanten berechnet, welche exakt bekannt sind. Zum
einen ist dies die Determinante der endlichen Matrix (3 (). Die Entwicklung der Spur fiir
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7n=0.1 7 =10.05

1 AT 1 AT
fiihrende Ordnung exakt 1012.67 | - 4003.72 | -
scharfer Cutoff 1008 7.2 4059 13.7
scharfer Cutoff, Band um 0 separat 1028 21.3 4078 60.9
Massencutoff 1047 10.0 4209 30.0
Massencutoff, Band um 0 separat 1003 0.15 4017 | 0.61
Massencutoff, Binder um 0 und um 3 separat 1003 13.9 4016 55.6

Tabelle 5.2: Die mit den verschiedenen Verfahren ermittelten Werte fiir I’ bei 7 = 0.1 und
7 = 0.05.

kleine ¢ lautet
109t2 B 1027t3.

Tre (exp[— (2 9)t]) = e +e 1% 2 — 13t + - G (5.57)
Fiir grofie ¢ wird die Spur durch den kleinsten Eigenwert angendhert:
Trs (exp [ (3 o) t]) =™ . (5.58)

Als Beispiel einer Determinante eines unendlich dimensionalen Operators wird die
Determinante des eindimensionalen harmonischen Oszillators abziiglich der Nullpunkts-
energie, welcher als Eigenwerte also die natiirlichen Zahlen besitzt, berechnet. Bildet man
auch hier wieder die zugehorige Zetafunktion als Integral iiber die Spur der exponierten
Matrix, so bekommt man die Riemannsche Zetafunktion:

C(z) = ﬁ /OOO dtt*! ;e‘”t = ; n—lz = (r(z). (5.59)

Fiir den Logarithmus der Determinante erhdlt man als negative Ableitung der Riemann-

schen Zetafunktion an der Stelle Null den Wert log v27 (vgl. Gl. (4.268)):

dCr
[=- 58
dz

Damit ist auch hier der exakte Wert bekannt.

= log V21 . (5.60)

2=0

Die zugehdrige Spur 148t sich als geometrische Reihe ebenfalls exakt aufsummieren:

o0 1
—nt __
E =g (5.61)

n=1

In ihrer Entwicklung fiir kleine ¢ tauchen die Bernoullischen Zahlen B,, auf:

o0

! > Bui1_in. (5.62)

ol —1 = (n+1)!

In der Ndherung der Spur fiir grofie ¢ werden nur die vier niedrigsten Eigenwerte mitge-

nomimmen:

Trs =e 4o 2 fe3 e (5.63)
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(3 2) harm. Osz.
1 A 1 A
exakt 3.4012 0 0.9189 0
scharfer Cutoff, | 4| minimal 3.54204 | 0.0414 | 0.919049 | 0.00012
scharfer Cutoff, Fehler minimal 3.56589 | 0.0484 0.919604 | 0.00072
Massencutoff 3.45366 0.015 0.92166 0.0025
Massencutoff mit herausgen. Eigenwerten || 3.4012 | 1.3 10716 || 0.918931 | 7.9 10

Tabelle 5.3: Fiir die Logarithmen zweier exakt bekannter Determinanten sind die nach den ver-
schiedenen Verfahren berechneten Werte und deren Abweichungen vom exakten Wert eingetragen.

Die Seeley—Entwicklungen werden bei beiden Determinanten bis einschliefilich der drit-
ten Ordnung in ¢ berechnet. In beiden Féllen wird nun in der Methode des scharfen Cutoffs,
analog zu Abschnitt 5.2, A durch Minimieren des Betrags der Ableitung von I’ und durch
Minimieren des relativen Fehlers bestimmt. Al ist dabei durch den nichsten Koeflizi-
enten der Seeley—Entwicklung von [/ und A/ls durch den n&chsten fehlenden Eigenwert
gegeben. Durch Multiplikation der Seeley—Entwicklungen mit e#’ erhilt man die fiir die
Methode des Massencutoffs benotigten Entwicklungen. Als separierte Eigenwerte werden
bei der Determinante der endlichen Matrix der Eigenwert 3 und beim harmonischen Os-
zillator die ersten vier Eigenwerte, 1,2, 3 und 4 herausgenommen. Da dies aber jeweils der
Beitrag I im scharfen Cutoff ist, 148t sich hier das Verfahren des scharfen Cutoffs mit
herausgenommenen Bindern nicht testen. Die erhaltenen Ergebnisse sind zusammen mit
den exakten Ergebnissen in Tabelle 5.3 eingetragen. In einer zweiten Spalte ist die relative

Abweichung vom exakten Wert

I aherung — lexa
A = sherung ki (5.64)
Iexakt

aufgetragen.

Demnach scheint der Massencutofl’ mit den separat behandelten kleinen Eigenwerten
das zuverldssigste Verfahren zu sein. Dafi der reine Massencutoff zumindest beim harmo-
nischen Oszillator einen gréferen Fehler hat, ist nicht weiter verwunderlich, da hier ja nur
die Naherung fiir kleine ¢, aber keine Information fiir grofle ¢ beriicksichtigt wird.

Die an den Beispieldeterminanten gemachten Beobachtungen bzgl. der Giite der Ver-
fahren passen zu den Ergebnissen fiir die konkrete Determinante, bei der auch der reine
Massencutoff zu grofie Werte liefert, wihrend der Massencutoff mit herausgenommenen
Béndern gute Ergebnisse produziert. Ein Vergleich der fiihrenden Ordnung der Resulta-
te (GL (5.47) und GL. (5.51)) in dem Massencutoff mit herausgenommenen Bédndern mit
dem exakten Ausdruck aus Gleichung (5.56) zeigt gute Ubereinstimmung innerhalb des in
Gleichung (5.52) angegebenen Fehlers. Bei den Verfahren des Massencutoffs ist auch erst
die quadratische Ordnung mit einer systematischen Unsicherheit behaftet.

Fiir die weiteren Rechnungen soll nun fiir I’ der Mittelwert der aus dem Massen-
cutoff mit herausgenommenen Béndern gewonnenen Ausdriicke Gl. (5.47) und Gl. (5.51)
verwendet werden, in dem aber die fiihrende Ordnung durch den exakten Ausdruck aus
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Gleichung (5.56) ersetzt wird:

9.96246 5
= — “log/* — 8.114695 — 47 + O(i7%) . (5.65)

I
Uk 3

5.8 Erfolglose Verfahren

Man kann nun probieren, sich noch weitere Verfahren zum Zusammensetzen der Determi-
nante auszudenken, insbesondere um die Informationen fiir grofie ¢ zu verwerten. An Hand
der endlichen Matrix (3 ,3) seien hier noch zwei, allerdings nicht praktikable Verfahren
aufgefiihrt.

5.8.1 Zweiseitig kontinuierlicher Cutoff

Die Idee bei diesem Verfahren ist, wie beim scharfen Cutoff sowohl die N&herung fiir
kleine ¢ als auch die Naherung fiir grofle ¢ zu benutzen, die Bereiche aber diesmal nicht
durch einen scharfen Schnitt, sondern durch Multiplikation mit der Exponentialfunktion
e # bzw. deren Komplement zu 1, nimlich (1 —e™#"), zu trennen. Der Exponentialfaktor
wird bei der Entwicklung der Spur fiir kleine ¢ nicht mitentwickelt:

109
Tre = e " (2 - 13t + TtZ + ). (5.66)
Fiir grofie ¢ nimmt man wieder nur den kleinsten Eigenwert 3 mit:
Try = (1 —e #)e™3" . (5.67)

Die Zetafunktion 148t sich in beiden Niherungen wie gewohnt berechnen und durch (nega-
tives) Ableiten an der Stelle Null erhdlt man die GréBen I« bzw. I5. Sie sind als Funktion
des Abschneideparameters in Abbildung 5.10 zusammen mit dem exakt bekannten Wert
des Logarithmus der Determinante aufgetragen.

Der Schnittpunkt der Summe I+ I mit dem exakten Wert fiir den Logarithmus der
Determinante ist in keiner Weise ausgezeichnet, es gibt auch sonst keinen ausgezeichneten
Punkt, um den Wert des Parameters u festzulegen. Je nach Anzahl der mitgenommenen
Koeffizienten der oszillierenden Reihe fiir /. wird der wahre Wert von der Entwicklung
eventuell gar nicht angenommen.

Angewandt auf den singuldren, eindimensionalen harmonischen Osrzillator ohne Null-
punktsenergie mit der Determinante v/27 (vgl. Abschnitt 5.7) versagt dieses Verfahren
vollig, da I« im fiihrenden Term §_;(p — plogu) eine Divergenz enthilt, die sich, da
die Koeffizienten nach Konstruktion nicht vom Abschneideparameter p abhidngen, nicht
wegheben wird.

Der Grund, warum dieses Verfahren nicht funktioniert, wird deutlich, wenn man die
hier benutzte Abschneidekurve mit der des Massencutoffs vergleicht (Abb. 5.11): Wihrend
die Kurve im Massencutoff eine ganze Zeit ungefihr den Wert Eins annimmt und in diesem
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Abbildung 5.10: Die verschiedenen Gréfien I mit drei (---- - ) und vier Koeffizienten (— —),
Is (-—-), die Summe I« + I (- - —) und der exakte Wert (——) im zweiseitig kontinuierlichen

Cutoff.

Bereich die Seeley—Entwicklung also komplett mitgenommen wird, fallt der kontinuierli-
che Cutoff sofort steil ab. Durch Variation des Cutoffparameters veréndert man lediglich
die Steilheit, schafft aber auch keinen Bereich, indem die Abschneidefunktion ungefihr
Eins wire. Genauso verhilt es sich fiir groflere ¢: Wihrend der Massencutoff irgendwann
den Wert Null ziemlich erreicht hat, geht der kontinuierliche Cutoff nur sehr langsam

asymptotisch gegen Null.

5.8.2 Zweiseitiger Massencutoff

Eine andere Idee wire deshalb, den Bereich fiir kleine ¢ wie gehabt mit dem Massencutoff
abzuschneiden und die Ndherung fiir grofle ¢ mit dem Komplement des Massencutoffs zu 1
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zu multiplizieren. Damit ist die Spur fiir grofie ¢, wenn man wieder nur den Eigenwert 3
beriicksichtigt und bis zur dritten Ordnung in ¢ entwickelt, gegeben durch

2t2 3t3
Trs = [1 —eH! (1 + pt + HT + “T)] e, (5.68)

Die auf dem iiblichen Weg iiber die Zetafunktion berechneten Gréfien I sind zusammen
mit dem exakten Wert in Abbildung 5.12 eingetragen.

1
iR
s L s |
\ — S
L =TT
3+
2+
P e mmmmm— e ____.
o/ EWe) =0 30 —— o
Abbildung 5.12: Die verschiedenen Groflen T (- -+ - ), Is (———), die Summe der beiden (— —)
und der exakte Wert (——) im zweiseitigen Massencutoff.

Den besten Wert erreicht man immer noch, wenn man Is ganz wegldfit, also mit
dem in Abschnitt 5.4 beschriebenem reinen Massencutoff. Um das Ergebnis zu verbessern
miifite I ein anderes Vorzeichen haben und deutlich kleiner sein. Da der Massencutoff ja
auch den Bereich fiir grofie ¢ schon beriicksichtigt, wird dieser mit dem hier angegebenem
Verfahren vielleicht doppelt gezihlt.
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Kapitel 6
Berechnung der Nukleationsrate

Man hat jetzt alle Grofien zusammen, um nach Gleichung (2.107) die Nukleationsrate in

drei Dimensionen

—-1/2
e Se/h (6.1)

b (S 321 \o det/[—92 + U (®)]
~ \2rh det[—0% + U"(®4)]

zu berechnen. Im folgenden wird h = 1 gesetzt.

In Gleichung (4.10) wurde das Verhéltnis der Determinanten auf eine dimensionslose

Grofle umgerechnet:

det'[-0% + U"(®)] _ det' M ( 4 )“—4

- = 6.2
det[=0% + U"(®1)]  det a1 o

mg
Dabei ist u = 0, wie in Gleichung (4.194) berechnet. Von dem Logarithmus der dimensions-
losen Determinante wurden in Gleichung (4.23) die negative Mode und die vier niedrigsten
Eigenwerte aus M abgespalten, damit I’ ein Verhiltnis aus gleich vielen Eigenwerten ist.
Wie in Abschnitt 2.6 besprochen ist dabei von dem negativen Eigenwert wgg der Betrag

zu nehmen:
det’ M
log M — log ('“—OOL) + . (6.3)
det M (<o)
Die herausgenommenen dimensionslosen Eigenwerte sind in Gleichung (4.201) und Glei-
chung (4.204) durch folgende Ausdriicke gegeben:

woo = =277+ OHY
0= =0’ + 0, (6.4)

o

Qo = 4—4i—

woraus man fiir das bend&tigte Verhéltnis die Entwicklung

~3

lwoo| 72 7 4
= 1oty O (6.5)

bekommt.
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In dem in Gleichung (5.65) gefundenen Ausdruck fiir
9.96246 5
I'="—"—- 3 log 7? — 8.114695 — 4 77 + O(7%) (6.6)
n

148t sich der Logarithmus—Term mit der Exponentialfunktion verrechnen und man erhilt

schlieBlich fiir den gesamten Determinantenfaktor in der GauBischen Integration (Gl. (2.21))

den Ausdruck
~1/2 lusoo —1/2 4 N\3/2
-(55) ) -
(@o) my

] 1132 i i 4.98123 . .
72/ (@) 8\/5(1 T @(772)) exp [_ T 4.05735+ 27+ O(7%)| . (6.7)

Ao det/[~0? + U (®)]
det[—02 + U"(®4)]

Das hierin vorkommende 3 1d8t sich nach Gleichung (3.34) wieder durch die urspriing-
lichen Parameter ausdriicken:

fr=——=-2. (6.8)
Die Wirkung wurde in Abschnitt 3.3 berechnet (Gl. (3.140)):

o [81  2(4-97?)
S;=2r— |- +——2
: ”ﬁ[%” 81

Mit ihr ergibt sich fiir den nach der Methode der kollektiven Koordinaten aus den Null-
moden kommenden Faktor (Ss/(27))%/? der Wert

(57)/ 5 (%)/ﬁg (1+ 55 roah) . G

7”73

o) (6.9

Fiir die Ubergangsamplitude bekommt man also:
2\ 3/2
1 256
=73 (% — 2 (1 =25 AR
7 (ﬂ ﬁ327( 77+0(77))

27a? 8 97a? 2(4 — 9r2
- exp [— (4.98123—|— Ta ma” 2(4 — 977)

1 -~ ~
5) 2t (4.05735 -5 < ) + 2+ 0(772)] :
(6.11)

Der Zusammenhang zwischen dem dimensionslosen Parameter 7j und den dimensions-
behafteten Groflen ist dabei durch Gleichung (3.36) gegeben:
3 3 4o
= 8042ﬁ277 = 20tk T 2ma

(6.12)

Die Parameter o und & lassen sich ebenfalls durch die nackten Gréfen m2 und go aus-
driicken. In Abschnitt 3.1 hat man dafiir folgende Umrechnungsformeln gefunden:

mg= o’k (Gl (3.14)), (6.13)
dgo= 3k (Gl (3.15)) (6.14)
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bzw.

2

o2 =30 (6.15)
9o

K= %0. (6.16)

In diesen GroBen nimmt die Ubergangsrate dann folgende Gestalt an:

io N~ 1 g0\ ? /16384 7
= ) () () (- o)
My mg \ Mo 3 mg
27 mo 64) md 1 27 mo 4(4—9772)) N Jo ]
o4 — .

cexp |—119.92492 4+ — — —
p[ ( go 3) gn Jo 27

+ (4.05735 -

Diese Nukleationsrate mufi noch renormiert werden. Dazu wird ein Renormierungs-
schema in Termen der nackten Vertexfunktionen Fén’l)({p; q};mo, go) mit {p,q} =
{p1y- s Puiq1y .., q} eingefiihrt, welche durch Legendre- und Fourier—Transformationen
aus den Erwartungswerten des nackten Feldes ® entstehen:

1

(®(1) .22, 52201 .%@2(y1)>c. (6.18)

Das Verhalten des Propagators fiir kleine Impulse

1
100 (psmo, go) = — (mh +p* + 06" (6.19)

legt folgende Definition fiir die renormierte Masse nahe:

e ()
25 )

ap2~ 0

mp = =-7Z- Féz’o)(O; mo, §o) - (6.20)

Die Wellenfunktionsrenormierungskonstante 2 mit

dp =212 (6.21)
ist dabei gegeben durch
i — _ 8]‘—1(0270) (p7 m07go) (6 22)
Z dp? ’ ’

p?=0

In der hier vorliegenden Phase gebrochener Symmetrie 1468t sich die renormierte Kopplung
durch den Vakuumserwartungswert v des Feldes
3md

v=a+(p) mit o= 7 (6.23)

definieren. Daraus bekommt man den renormierten Vakuumserwartungswert

v
AR

VR (6.24)
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mit dessen Hilfe man die renormierte Kopplung

2
_ 3mp

iR 1= 6.25
Ir=y (6.25)
definiert. Die Grofle
up= 8 (6.26)
mpR

entspricht einer dimensionslosen renormierten Kopplung, welche im hier als Entwicklungs-
parameter dienen soll.

Das hier benutzte Renormierungsschema 188t sich durch den folgenden Satz von Re-
normierungsbedingungen zusammenfassen:

L0 mp,up) = —mk

J (20

== 1p " (pymR, ur = -1

8[)2 R ( )p2:0
3m? )
2R = YR
UR

reY 400 mp,up) = —1 (6.27)

Der Zusammenhang zwischen den renormierten und den nackten Gréfien ist dann in
1-loop Ordnung durch folgende Gleichungen gegeben [78]:

3
2 o2 )4 2
mg = mR{l 647TUR‘|‘O(UR)}7
jo = § 1—|-L + O(ug)
gO — gR 327TUR UR s
31
up = UR{1+128 uR—I—(’)(u%)}7
1
Z = 1= —ur+ O(ug),
1
_ -1/2 o 2
n =7z 77R—77R{1‘|‘1287TUR+0(UR)}. (6.28)

Wie bereits in Abschnitt 4.4.2 gesehen, sind in drei Dimensionen die Korrekturterme trotz
vorhandener UV-Divergenzen endlich.

Eingesetzt in Gleichung (6.17) bekommt man die renormierte Ubergangsrate bis zur
1-loop Ordnung:

~7/3  -3/2

UR up 16384 /5 799 1 9 9

I'r = — —2 6)(1l— o+ —= @) @) .
R (77R m%) m¥, ( 27 Ve (7687T + m¥, 77R) ur+ Olug) + Op)

2m 64 m$ 1 27 4(4 — 97?) uR
— | —= - 7408414+ O B 4 4.05735 - — —— | + — Omg)| -
exp [ (UR 3 + (UR)) & + ( n 57 ) + m%nR—l_ ()

(6.29)
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Kapitel 7
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Nukleationsrate fiir Phaseniibergénge erster Ordnung, wie
sie z.B. im friithen Universum auftreten, in einer in der fithrenden Ordnung mit der Thin
wall approximation iibereinstimmenden Entwicklung berechnet und anhand der darin vor-
kommenden Fluktuationsdeterminante die Methode zur Berechnung von Determinanten

untersucht.

Das hier zugrunde liegende Modell ist ein asymmetrisches Doppelmulden—Potential
mit einer Potentialdifferenz 7 zwischen den Minima, nach der alle Gréfien im Rahmen
der oben erwdhnten Ndherung entwickelt wurden. So wurden die auch Bounce-Ldsung
genannte Losung der Feldgleichung, welche das kritische Tropfchen beschreibt, und ihre
Wirkung als Potenzreihe in 7 bestimmt. Der Schwerpunkt der Arbeit liegt aber in der Be-
rechnung der ebenfalls in der Ubergangsrate vorkommenden Fluktuationsdeterminante.
Ihr Logarithmus wurde in der Schwingerschen Eigenzeitdarstellung in einen hoch- und
einen niederfrequenten Anteil aufgespalten. Fiir den hochfrequenten Anteil wurden die er-
sten sechs Koeflizienten der Seeley—Entwicklung berechnet. Der niederfrequente Anteil ist
durch die niedrigsten Eigenwerte des Fluktuationsoperators gegeben, welche stérungstheo-
retisch bis zur zweiten Ordnung in 7 berechnet werden konnten. Man findet zwei ,,Bander®
um die in nullter Ordnung diskreten Eigenwerte Null und Drei und ein kontinuierliches
Spektrum, von dem man allerdings nur die fiihrende Ordnung kennt. Die Beitrdge der
Eigenwerte lielen sich auch in dem gesamten Frequenzbereich aufsummieren, so dafi die

fiihrende Ordnung der Determinante exakt bekannt ist.

Die Niherungen der Determinante in den beiden Frequenzbereichen wurden nun auf
verschiedene Weise zusammengesetzt und dabei die Methodik zur Berechnung einer Deter-
minante untersucht. Die beiden Bereiche kénnen mit einem scharfen Cutoff getrennt oder
die Hochfrequenznidherung durch Einfiihren einer kiinstlichen Masse kontinuierlich abge-
schnitten werden. Bei beiden Verfahren besteht auflerdem die Méglichkeit, die niedrigsten
Bénder aus den Niherungen auszunehmen und deren exakte aufsummierte Werte nach
dem Zusammensetzen der iibrigen Determinante wieder hinzuzuaddieren. Ein Vergleich
dieser Verfahren bei der zu untersuchenden und bei zwei exakt bekannten Determinanten
zeigte, dafi die durch den reinen Massencutoff berechneten Werte in allen Fillen etwas
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zu grof} sind. Am zuverldssigsten erschien das Verfahren des Massencutoffs, in dem die
niedrigsten Binder separat behandelt werden.

Insgesamt zeigen die nach den verschiedenen Verfahren erhaltenen Iirgebnisse aber un-
tereinander und mit dem unabhédngig davon berechnetem exakten Ergebnis fiir die fiihren-
de Ordnung gute Ubereinstimmung. Die ebenfalls unabhingig voneinander berechneten
Néaherungen fiir hohe und niedrige Frequenzen fiir die Spur der Heat kernel schneiden sich
und lassen sich glatt zusammenfiigen.

Mit den berechneten Gréfien bekommt man schliefilich fiir die gesuchte Nukleations-
rate eine Stérungsreihe in 7 von der Form

Eine interessante Aufgabe wéire es sicherlich noch, die fiir dieses Modell gefundene
Ubergangsrate numerisch durch Computersimulationen zu iiberpriifen. Die hier entwickelte
Methodik zur Berechnung der Determinante 148t sich auch auf realistischere Theorien, wie
den elektroschwachen Phaseniibergang oder den Confinement-Deconfinement—Ubergang
anwenden.
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Anhang A

Die Existenz genau einer
negativen Mode

In diesem Anhang soll fiir beliebige Dimension D gezeigt werden, dafl die zweite Ableitung
der Wirkung genau eine Eigenfunktion go mit negativem Eigenwert Ag hat. Der Beweis
stammt von Coleman [51] und soll hier nur skizziert werden. Die Existenz iiberhaupt
einer negativen Mode ist bereits in Abschnitt 2.5.2 gezeigt worden. Das Vorhandensein
zweier negativer Moden fiihrt zum Widerspruch, wie man durch Betrachtung geeigneter

Funktionale zeigen kann:

Aus der WKB-Theorie weiy man, dafl das System entlang des Weges mit dem gering-
sten Widerstand durch die Barriere tunnelt. Das zugehorige Wirkungsfunktional

Swislg()] = / 41 /30 (q (1)) (A1)

hat also ein echtes Minimum fiir ¢, dem Weg, auf dem das System tunnelt:
5QSWKB‘Q(1) >0. (A.2)

Aus dem Pfadintegralformalismus weifl man andererseits, dafl die Tunnelldsung die Bounce—
Losung ist (vgl. Abb. 2.6) und der zugehorige Fluktuationsoperator aber (mindestens) eine
negative Mode hat.

Beide Prinzipien sind in einer Art und Weise zueinander dquivalent, wie das Hamil-
tonsche Prinzip zum Jacobi—Prinzip. Formal duflert sich das wie folgt: Man definiert ein
weiteres Funktional

Spil(t)] = / at LG (), (1)) (A.3)

fiir Bewegungen, welche im falschen Minimum beginnen und an einer Stelle enden, an der
das Potential verschwindet. Im Bereich der Integration ist U also {iberall positiv. Da der
Endpunkt und das Zeitintervall der Bewegung nicht fixiert sind, sind die Randbedingungen
schwicher als im Hamiltonschen Prinzip, und der stationdre Punkt von Spy erfiillt erst
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recht die Euler-Lagrange-Gleichung (Gl. (2.14)). Jede Bewegung ¢(¢) a8t sich nun auf
einen Weg ¢(/) abbilden. In Termen von ¢({) und dl/dt ausgedriickt 1a8t sich Spr schreiben
als

1dl dt

Den stationdren Punkt bekommt man daraus wegen den nichthamiltonschen Randbedin-

gungen ohne Variationsrechnung. Fiir ihn gilt:

dl
= =AU, A5
o (A.5)

Setzt man dies in Gleichung (A.4) ein, so erhidlt man

Spilg(t)] > Swkslq(l)] (A.6)

Die Gleichheit gilt am stationiren Punkt ¢(t). Hierin zeigt sich die oben erwihnte Aqui-
valenz. Mit Gleichung (A.2) und Gleichung (A.6) folgt aber sofort:

525131\@(” >0. (A7)

Die Aquivalenz beider Prinzipien, von denen die WKB-Theorie ein echtes Minimum
zeigt und alle Abweichungen von dem Tunnelpfad die Wirkung vergréfiern, wihrend im
Pfadintegralformalismus Eigenfunktionen mit negativen Eigenwerten vorkommen, welche
Richtungen beschreiben, in denen die Wirkung kleiner wird, fiihrt offensichtlich zu einem
Paradoxon, was aber durch folgende Tatsache aufgelost wird: Nicht alle kleinen Abwei-
chungen der Bounce-L&sung kénnen auf die méglichen Tunnelwege abgebildet werden, da
sie nicht unbedingt auf der Fliche mit U(¢) = 0 zur Ruhe kommen, sondern iiber sie
hinausschieflen bzw. sie eventuell nicht erreichen. Gibe es jetzt zwei Eigenfunktionen mit
negativen Eigenwerten, so kénnte man durch Linearkombination eine Abweichung bilden,
die auf obiger Fliche zur Ruhe kommt, was aber zum Widerspruch fiihrt.

Etwas formaler findet man diesen Widerspruch wie folgt:

Durch Fortsetzung zu positiven Zeiten 148t sich immer eine gerade Bounce-Losung ¢(t)
konstruieren, welche die gewdhnliche euklidische Wirkung § = [ L£(¢(t), ¢(t)) dt, be-
schrinkt auf Funktionen, welche im Unendlichen im falschen Vakuum sind, stationir
macht. Die Eigenfunktionen zu §?°S = —% + U"(z) kénnen so gewdhlt werden, daf sie
entweder gerade oder ungerade sind. Aus der Theorie der Schrédingergleichung weiffs man,
daf} die Eigenfunktion zum niedrigsten Eigenwert go eine gerade Funktion sein muf. Jetzt
macht man die Annahme, daf} es eine zweite negative Mode ¢ gidbe. Dann kann diese
entweder gerade oder ungerade sein. Man macht diesbeziiglich eine Fallunterscheidung;:

Fall 1: ¢ ist gerade. Dann lassen sich Koeffizienten « und b finden, so dafi das Skalar-
produkt

(@ 0(0) +b45(0)) - VU(4(0)) = 0 (A.8)
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verschwindet. Damit kann man eine einparametrige Familie von Bewegungen kon-
struieren

0 (1) = () + A(ago(t) + bgh(1) ) + O (A.9)

so daf} die Bewegung fiir hinreichend kleines A an einer Stelle mit verschwindendem
Potential U(g,(0)) = 0 endet, was sich durch Taylorentwicklung zeigen 148t. Da gy
nach Konstruktion eine gerade Funktion ist, verschwindet die erste Ableitung des
Potentials am Ursprung. Die zweite Ableitung ist positiv, so dafi ¢ (¢) also ganz in
dem Bereich mit positivem Potential liegt und Spy fiir diese Funktion definiert ist.
Aus der Symmetrie von ¢ (t) folgt dann

Slax(t)] = 28prlan (1)] (A.10)
und man findet weiter
d*S[q ()] d*Spifgx ()]
Z AV =92 AV . A1l
d)\2 \—0 d)\2 \—0 ( )

Dies ist der gesuchte Widerspruch, denn die linke Seite ist negativ, da ¢o und ¢
nach Vorraussetzung Eigenfunktionen mit negativen Eigenwerten sind, wihrend die
rechte Seite nach Gleichung (A.7) positiv ist.

Fall 2: ¢} ist ungerade. Dann wihlt man die Parameter gemif der Bedingung

(@ dh(0) +(0)) - VU (g(0)) = 0 (A.12)

und konstruiert wieder eine einparametrige Familie von Bewegungen
0 () = () + A (agh (8) + bi(t) ) + O(N?). (A.13)

q steht dabei fiir die Bounce-Losung, die Ableitung ¢ ist eine ungerade Funktion
mit dem Eigenwert Null. Auch diese Bewegung Gl. (A.13) endet zum Zeitpunkt
t = 0 an einem Punkt mit verschwindendem Potential, denn zu diesem Zeitpunkt
verschwindet die mit A multiplizierte Klammer, und es gilt ¢)(0) = ¢o(0) VA. Mit
Hilfe der Beziehung Gleichung (A.12) kann man auch hier wieder zeigen, daf ¢\ (¢)
fiir t < 0 zu der Klasse der Funktionen gehért, fiir die Spy definiert ist. Da der
Koeffizient vor A in Gleichung (A.13) eine ungerade Funktion von ¢ ist, erhdlt man

Slar ()] = Spilgr(t)] + Seilg-r(1)] - (A.14)

Zweimaliges Ableiten fithrt wieder auf Gleichung (A.11) und damit zum Wider-
spruch, denn ¢, hat nach Vorraussetzung einen negativen Eigenwert und der Eigen-
wert von ¢(0) ist Null, wihrend die rechte Seite wieder nach Gleichung (A.7) positiv
ist.
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Anhang B

Die Losung mit der kleinsten

Wirkung

Hier soll jetzt der Beweis aus der Arbeit von Coleman, Glaser und Martin [52] skizziert
werden. Dort wurde gezeigt, dafi die sphirisch symmetrische Losung, abgesehen von der
trivialen Lésung, diejenige mit der kleinsten Wirkung ist. Eine exakte Formulierung findet
die Behauptung in folgendem

Theorem: Im D-dimensionalen euklidischen Raum mit D > 2 besitzt die Gleichung
A® =U'(®) (B.1)

fiir jedes zuldssige Potential U mindestens eine nichttriviale, monotone sphdrische
Lésung ®, welche im Unendlichen verschwindet. Wenn eine andere Lésung entweder
nicht sphdrisch oder nicht monoton ist, hat sie eine echt gréfiere Wirkunyg.

Eine Lsung, die im Unendlichen gegen das falsche Minimum geht, bekommt man daraus
durch Addition einer Konstanten.

Ein Potential U heilit zuldssig, wenn

1. U zweimal stetig differenzierbar fiir alle ® ist,

2. U(0) =U'(0) = 0 ist,

3. es einen Punkt gibt, fiir den U negativ wird und
4. U"(0) >0 und

U auBlerhalb eines endlichen Intervalls positiv ist.

Die ersten drei Forderungen werden gestellt, damit man iiberhaupt eine nichttriviale, im
Unendlichen verschwindende L&sung findet.
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Fiir jede Losung von Gleichung (B.1) ist die Wirkung
1
S = /d% [5 0,80,8+ U®)| =T +V (B.2)

stationdr, insbesondere muf§ S also unter der bereits in Gleichung (2.98) fiir positives o
angegebenen Skalentransformation

Oy (z) = @(a/o), (B.3)
T, (2)] = "2 TI@(2)], (B.4)
Vi@ (2)] = 0P V[®(x)] (B.5)

stationdr sein (vgl. Gl. (2.99)):
(D-2)T+DV=0, (B.6)

woraus mit § = 7 + V fiir jede Losung von Gleichung (B.1) folgt (vgl. Gl. (2.100))
s=21 (B.7)
=57 .

Gesucht ist nun das Minimum der Wirkung &, aber beschriankt auf stationidre Losungen.
Dieses Problem wird jetzt auf ein echtes Minimierungsproblem, das sogenannte reduzierte
Problem zuriickgefiihrt.

Definition: Das reduzierte Problem besteht darin, eine Funktion zu finden, welche im
Unendlichen verschwindet und T fiir ein festes, negatives ¥V minimiert.

Wenn man eine Losung des reduzierten Problems fiir ein negatives V finden kann, so kann

man daraus durch Skalentransformation eine Losung fiir jedes andere negative V finden.

Der Beweis des obigen Theorems teilt sich auf in den Beweis von zwei Hilfsdtzen:

Satz A: Wenn eine Ldisung des reduzierten Problems existiert, dann ist sie die Lisung
von Gleichung (B.1) mit einer Wirkung kleiner oder gleich der von jeder anderen
nichttrivialen Losung von Gleichung (B.1).

Beweis: Als erstes wird gezeigt, dafBl jede Lésung des reduzierten Problems in eine Losung
von Gleichung (B.1) skalentransformiert werden kann:
Eine Losung des reduzierten Problems ist eine Funktion, welche Sy = T + A2V
minimiert, wobei A% ein Lagrange-Multiplikator ist. In Analogie zu Gleichung (B.6)

lautet die Stationaritdtsbedingung hier
(D —2) T[®r]+ A\2DV[®g] = 0. (B.8)
Da V negativ ist, folgt aus obiger Gleichung, dal A? positiv ist und man eine skalen-

transformierte Funktion @ definieren kann, welche eine Lésung von Gleichung (B.1)
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ist. Um dies zu sehen betrachtet man die zu minimierende Wirkung & =7 + V fiir
diese skalentransformierte Losung @

S[@,] = AP2T £ APy, (B.9)

Division durch AP~2 fiihrt auf die Wirkung Sy, welche nach Voraussetzung minimal
ist. Damit ist fiir die skalentransformierte Lésung des reduzierten Problems @) aber
auch die urspriingliche Wirkung & =7 4+ V minimal.

Als ndchstes wird gezeigt, dafl die Wirkung dieser Losung kleiner oder gleich der-
jenigen einer anderen L&sung ist. Sei ¢ dazu eine andere, nichttriviale Lésung von
Gleichung (B.1). Fiir nichttriviale Losungen ist 7[®] ungleich Null und V[®] also
nach Gleichung (B.6) negativ. ®p sei nun die Lsung des reduzierten Problems mit
demselben Potential

V[®g] = V[P]. (B.10)
Nach Definition des reduzierten Problems ist
T[®r] < T[P]. (B.11)

Aus dem Verhéltnis der beiden Stationaritdtsbedingungen Gleichung (B.8) fiir die
reduzierte Losung ®r und Gleichung (B.6) fiir die andere nichttriviale Losung &
sicht man mit Gleichung (B.11), da A < 1 sein muB. Fiir die skalentransformierte
Losung von Gleichung (B.1) findet man dann

T@] = AP~ T(@p] < Tlg] < T[] (B.12)
und also mit Gleichung (B.7)
S[@,] < S[P]. (B.13)

Damit ist Satz A bewiesen.
Der andere Hilfssatz lautet:

Satz B: FEs existiert mindestens eine Lésung des reduzierten Problems. Alle Lésungen
des reduzierten Problems sind sphédrisch und monoton.

Beweis: Die Existenz einer sphirisch monotonen Lésung zeigt man durch Konstruktion:

Da 7T ein positives Funktional ist, ist es nach unten beschrankt und man kann eine
absteigende Folge von Funktionen ®,, konstruieren, so daf§ V[®,] eine feste Zahl ist
und lim, o, T[®,] = Inf T gilt. Zu zeigen bleibt, dal man eine Teilfolge auswihlen
kann, die gegen das Minimum von 7 konvergiert. Da die ®,(z) entweder grofer
gleich oder kleiner gleich Null sind fiir alle n und alle z, kann man das sphirische
Rearrangement ®p der Funktion bilden. Der Ubergang auf spirische Koordinaten
geschieht durch

r=exp(z). (B.14)
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Die Funktion ®p = fexp(—3(D —2)z) ist dann die gesuchte Lésung des reduzierten
Problems, denn fiir sie gilt V[®g] < V[®,] und T[Pr] < lim,_ o, T[P,].

Als letztes mufl gezeigt werden, dafl es keine nichtsphirische Losung des reduzier-
ten Problems gibt. Dazu nutzt man aus, dafl T fiir eine beliebige Funktion nur
dann gleich seinem sphérischen Rearrangement ist, wenn die urspriingliche Funktion
sphérisch und monoton ist.

Damit ist Satz B und also auch das Theorem gezeigt.
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Anhang C

Integraltafel

In diesem Anhang werden ein paar hdufig gebrauchte Integrale berechnet:

1. Integrale des Typs

/ rsech® 1 r sinh rdr = Jypy1, n>0. (C.1)
0

Diese Integrale sind in der Formelsammlung von Gradstein und Ryshik [71] unter
der Nummer 3.527.11 zu finden:

vr_Tln) (©2)

St = T 1)
2. Integrale des Typs
/OO rsech?tp sinh®*™ ! rdr = Hyppy 21, n>m>0. (C.3)
0
Fiir diese Integrale ldft sich mit Hilfe der Beziehung sinh?r = cosh®r — 1 eine
Rekursionsformel herleiten:
Hapt1 2m+1 = Hon—12m—1 — Hany1,2m—1- (C.4)

Den Rekursionsanfang bilden dabei die Integrale des ersten Typs:
Hapy11 = Jonyr - (C.5)
3. Integrale des Typs

/ risech® rdr =1I,, n>1. (C.6)
0

Das einfachste Integral ist als Formel 3.527.5 bei Gradstein und Ryshik [71] zu finden:

7.1_2
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Fiir Integrale mit htheren sech—Potenzen leitet man durch partielle Integration eine
Rekursionsformel her:

- 2 2n+2 ° 2 2m d
Ihnio = r“sech rdr = dr r“sech”” r — tanh r
- d
0 0 r

= — / dr 2rsech®" ' r sinh r + (2n) / r?sech?" ™2y sinh? r dr
0 0

—2J2n4+1 + (2n) / r?sech® rdr — (2n) / r2 sech2™t2 p dr
0 0
= _2J2n—|—1 + 2n IQn —2n 12n+2 . (C8)

Die Randterme verschwinden. Damit findet man also die Relation

2

m [n 1271 — J2n+1] . (Cg)

12n+2 =

. Integrale des Typs

/ r?sech?” r sinh?™ rdr = My 2m, n>m>0. (C.10)
0

Analog wie im zweiten Fall 148t sich fiir diese Integrale mit der Beziehung sinh?r =
cosh? r — 1 eine Rekursionsformel herleiten:

Mo 2m = Man—22m-2 — Man2m—2 . (C.11)
Der Rekursionsanfang ist durch ein Integral des vorigen Typs gegeben:

M2n,0 = Izn . (C12)

. Fiir Integrale ohne r—Potenzen findet man bei Gradstein und Ryshik [71] die Formel
3.512.2:

o 1 1 —
/ sech” rsinh” rdr = §B (%7 z 5 ,u) , Rep>-1, Re(—p+v)>0.
0

(C.13)

B(z,y) ist dabei die Beta—Funktion.
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Anhang D

Berechnung der Koeffizienten der
Seeley—Entwicklung

In diesem Anhang soll nun die Berechnung der Koeffizienten der Seeley—Entwicklung fiir
die Spur der Heat kernel (Gl. (4.43))

o0

Tr (e_Mt—e_]\oﬁ) = (4771)3/2 Zt” 0, (D.1)
n=1

nach dem DPY—Verfahren [40] (Entwicklung nach ebenen Wellen) in D = 3 Dimensio-
nen erfolgen. In Abschnitt 4.3.3 wurden folgende Formeln fiir die Koeffizienten gefunden

(GL (4.114)):

(’)1:—/d3$ (V—‘o/) und fiir n > 2

=2 > o v
0, =(—)”/d3x (Z ol >ovier oz M 2}V) -

m=0 1y =1
Dabei sind die Potentiale V und V in erster Ordnung gegeben durch (Gl. (4.15), Gl. (4.19))

(D.2)

V(€)= —6sech?(¢)+4 und V(¢)=4. (D.3)

Die Korrekturen in hoheren Ordnungen in 7 sind in Abschnitt 4.1 in den Gleichungen
Gl. (4.16), GL. (4.17) und Gl. (4.20) bis Gl. (4.22) angegeben.

Der Operator M ist nach Gleichung (4.87) gegeben durch
M=-0*+V. (D.4)

Damit lassen sich die Koeflizienten nun berechnen. Bei den ersten beiden Koeffizienten
ist die Rechnung bis zur zweiten Ordnung in 7, einschlieBlich des R?>-Terms der dritten
Ordnung angefiihrt. Da die Zahl der Terme aber sehr schnell ansteigt und das Prinzip
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dasselbe bleibt, ist fiir die nachfolgenden Koeffizienten hier nur die konstante Ordnung in
7 angegeben. Fiir die Differenz der beiden Spuren verschwindet, wie bereits vorne erwihnt,
der nullte Koeffizient Og.

Im einzelnen findet man also:

{0°MYV — K

0, = —/d%
= —/d%(V—f/)

- _477/ d7 2 (—63ech2€ — 43 (tanh € — 1) + 72(Va — V) + i (Vs — 153)) + O
0

110!

= —Ar [/OO d¢ (€4 R)?(—6sech? &) + @/m d¢ (€ + R)>sech? ¢+

—00 3 —00

et [T aser i mn- Vo [ ases b2 - 7o) v o

. . .9 .
— 4r (H b2 - T g 2y onny - 7731%3%) + (82.6833 fr 336.814) +O>),

(D.5)

2
—V{°M°}V — V

02 = /d3$

= 477/ di 2 [— 24 sech? € 4+ 18 sech®* & + 7 (—16 (tanh & — 1) 4+ 24 sech®¢ tanhf) +
0
~2 8 2 2
+1n —§—|—4V2—6V28echf—|—8tanh€ +
8
+ 7 (4V3 — 6Vgsech? ¢ — 4V, tanh & — 5)] + (9(774)
= 477/ dé (E+ ]%)2 [ (—24 sech? ¢ + 18 sech? E) + 247 (sech2€ tanhf) +

o0

8 16 R -
—|—7~72 (—— +4Vy -6V, sech2€ +8 tanh? 5)] + 471'?77/ dé (E+ R)Ssechzf +

d
-|-47T7~73/ d& (€ + R)Sdf (4V3 — 6Vasech? & — 4V, tanh & — —) + 0"
4 64
= —877(64—77 —|—12R2—77R(24—|-i-|- RQ) ~3R327)
—7%(1160.97 + 287.022 R?) + O(i%) (D.6)
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Ly{ooMV + Ly omoyy - "
6 12 3!

03 = —/d3$

/ s (VMV VAV V3
= — | d’z + - —
6 12 6

8 sech? ¢ tanhf_
£+ R)

— 8 sech? ¢ tanh? & + 12 sech® ¢ tanh? 5) + O(7)

= 471'/ d¢ (€ + R)? (48 sech? € — 68 sech® € + 30 sech® ¢ +

— 00

12 sech®*¢ tanh ¢
€+ R)
167 (90 F 11724132 1%2)

_ _ FOU). (.7

1 0 2 1 2 1 1 4 0 ‘0/4
—V{°M —V{9’M —V{*MOV —
SIVAPMPYY 4 VAP MY 4 V{0 MO —

04 = /d3$
= /ﬁ

B /d% (V_‘*_E_WAVJFVNV)

]

VMY |V AMY)+V0,(MOV) +VMAY VA vt
24 60 60 24

24 24 24 120

o . 16 sech®¢ 204 sech®
_ 477/ de (€ + R)? (—64 sech? € + 136 secht ¢ — 010 SEC .2 SEC ‘£
16 sech? ¢ tanh & 176 sech®*¢ tanh & 84 sech®¢ tanh &
€+ R) 5(+R) 5(+R)
152 sech® € tanh?¢ 48 sech® ¢ tanh?
116 sech?€ tanh?€ — 52 sec 55 anh® ¢ 4 8 sec 55 an E_I_
32 sech? € tanh &3 48 sech ¢ tanh® ¢ 16 sech? ¢ tanh4€+
5+ R) 5(E+ R) 5
24 sech® ¢ tanh?
U e
—327 (1974 + 205 7% + 2460 ?)
= +0(7), (D.8)

525

1 Oaqs3 1 2a02 1 47l
—V{0°M ——V{0*M —V{0'M
12OV{a }V+360V{8 }V+2520V{8 VoA

05 = —/d3$
‘°/5

1 670
- M -
30240‘/{8 WV 5!
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VMRV
_ _/J%(lm + (V AMEEY) +V 0,(MO,(MV)) +V 0,(M?0,V) +

HV MAMY) +V M3, (MO,V) +V MAAV ) /360 + (6V AX(MV)+
6V AD(MOV)+2V AMAV) + 4V 8,0,(M3,0,V)+
S

336 120

F6V I, (MADV) +6V MNv) /2520 +

B _/d% VS VS VBAV V(AV)(AV) V2ArV
B 120 120 72 1260 360

VAVAV) VAWZ VAW
360 840 1680

o /°° d€ (€ + B)? (64 sech? ¢ — 544 sech® ¢ N 26416 sech®¢
oo 3 105
1264 sech®¢ 288 sech'®¢ 64 sech? ¢ tanh ¢
R e+ n
5216 sech® ¢ tanh & 96 sech®& tanh & 1536 sech® ¢ tanh &
105 (€ 4 R) 35 (E+ R) 35 (E+ R)
64 sech? € tanh?¢ 3392 sech*¢ tanh? ¢ 64 sech® ¢ tanh® ¢
3 105 35 (¢ + R)z
+528 sech®¢ tanh?¢ 96 sech®¢ tanh?¢ 5568 sech® ¢ tanh? &
5 35 (¢ + R)? 35
2432 sech? ¢ tanh® ¢ 96 sech*¢ tanh®¢ 3216 sech® ¢ tanh®¢
105 (€ 4 R) E+R 35 (E+ R)
1216 sech? ¢ tanh* ¢ 2448 sech® ¢ tanh* € 552 sech®¢ tanh* ¢
105 B 35 * 7 *
96 sech? € tanh® ¢ 144 sech® € tanh® ¢ 32 sech? ¢ tanh®¢
35(¢+ k) 35(E+R) 35
4 6
48 sech 3§ tanh f) L o)
647 (19534+ 1785 72 + 211420 BQ) i
- 11025 o, (D.9)

1 1 1
_ 3 0774 2p3 4772
Os / ? |7 VAT MIV + g VATV + Sogg VMV +
1 6 1 1 8 0 ‘0/6
M MOYW -
s7a160" WMV S ATV =
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4

_ / g | VMY
720

V9, (M0, V) 4+ 4+V MA(M?*V) 4+ V MO, (M3,(MV))+

V MO, (M?0,V)+V M*A(MV) +V M?0,(MO,V) ++V M3AV) /2520+

+ (VADEY) 4V 0(MO(MPV)) +V 0, (M0, (MV)) +

+(6V A2 M2V) + 6V AG(MO,(MV)) +6V A (M0, V) +2V AMA(MV))+
12V A(MO (MO NV)) + 2V A(M?*AV) +4V 9,0,(M03,0,(MV))+

2V 9,0,(M3, (M3, V) +2V 8,0, (M3, (M8, V)) + 4V 8,8, (M?3,0,V)+

O 9, (MA(MIV)) + 6V 8, (MA(MV)) +4V 8,(M3,8, (M, V))+

oV 9, (MO, (MAV)) + 4V 8, (M3, (M,3,V)) + 6V 9, (M2 L3, V)+

6V MA*(MVY+6V MAD(MIV)++2V MA(MAV)+

LV M0, (M3,0,V) + 6V MO, (MO AV) + 6V ML) /20160+

+(90V AYMV) + 90V A20,(MO,V) + 18V AX(MAV) + 72V £0,0,(M0,0,V)+
+54V AN (MASV) +36V 0,0,0\(M0,0,0\V) + 18V A(MA*V )+

72V 0,0,(M3,0,AV) + 90V 9, (MO, A?V) + 90V MA3V) 272160+

Vaty v
2160 720
_ /d% V6 VS VAAV  V(AV)(AVE)  VEAWY  (AV)(AV)(AV)
720 720 288 1440 2160 15120
_11VA(VA2V) L VZA(V AV) L VAWVEAV) VEA2V?
30240 1440 1440 5760
VAV AV?) 13 V2 A3V 4 V AV A%V) B
1440 20160 3780
v ANYV AV) v A3V? L V AV
3024 6048 30240
_ 47T/OO d¢ (€ + B)? (—256 sech? & N 544 sech® € 15392 sech6€+
oo 5 3 45
1884 sech®¢ 64612 sech'®¢ 2117 sech™® ¢ 64 sech® ¢ tanh ¢
+ 5 B 315 s T T 3 €+ R)
1792 sech®* ¢ tanh & 224 sech®¢ tanh & 16672 sech® ¢ tanh &
45 (£ + R) 5(¢+ R) 315 (¢ + R)
21764 sech!®¢ tanh & 64 sech? € tanh?¢ 304 sech® ¢ tanh? &
105 (¢+ R) 3 - 45 -
64 sech®& tanh? ¢ 1464 sech®¢ tanh?¢ 1088 sech® ¢ tanh? &
O s(ErR? 5 21 (€ + R)?
7604 sech®¢ tanh? ¢ 352 sech®¢ tanh?¢ 33686 sech!® ¢ tanh? ¢
" 45 . T(E+R)? 105 "
1984 sech? € tanh® ¢ 736 sech® ¢ tanh®¢ 32 sech®¢ tanh® ¢
45 (E+ R) 5(6+ R) 35 (E+ R)3
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O

O,

Os

O4

Os

Os

41984 sech® ¢ tanh®& 27472 sech® € tanh®€& 992 sech? ¢ tanh* ¢

105 (£ + R) 35 (E+ R) 45
1112 sechd € tanh¢ - 704 sech* ¢ tfmh4€ 6632 sech® ¢ tanh4€+
105 (£ + R)? 15
64 sech® ¢ tanh* & 29476 sech® ¢ tanh*& 96 sech? € tanh® ¢
5(¢+ R)? 35 5(¢+ R)
23872 sech® ¢ tanh® ¢ 2104 sech® ¢ tanh® ¢ 4 32 sech? ¢ tanhGE_
105 (£ + R) T(E+R) 5
41056 sech® € tanh®& 19112 sech®¢ tanh®¢ 256 sech? ¢ tanh” ¢
- 315 + 105 315(6+R)
128 sech® ¢ tanh” ¢ _ 64 sech? € tanh®¢ 32 sech? ¢ tanhgf) +O()
105 (£ 4+ R) 315 105
—1287 (1155682 4 11022572 + 1322700 R? N

1819125
s i T 5—8 ~

(D.10)

Fiir die Korrekturen héherer Ordnung in 7 seien hier nur die Frgebnisse angegeben:

o WR - _ 20 .
Am (H F12R? - 77? (SR? +27%) — 773R3§) — i (82,6833 12 4 336.814) + O(i7)

iR - <532
—87 (6 +rt+ 12 R - % (72+ 47" + 161%) + 773335) N
—i?(1160.97 4 287.022 R?) + O(#%)
16 7 (90 + 1172 4 132 R? — i (520 + 2072 + 80 1?2))
15
7% (2943.51 + 1199.32 R?) + O(77°)
-327 (1974 + 205 7% 4 2460 Rz) L (44016 + 140072 4 5600 2?) n
525 7 1575
-5 10240 ;
P R = 77(5462.66 + 2564.51 %) + O(i)

512

~3p3 ola
—|—77R7727 +

64 7 (19534 + 1785 72 4 21420 R? — 7 R (173400 + 490072 4+ 19600 1%2))
11025
(7417.62 4+ 3579.95 R?) + O(7)

g ~5 34816
—-7°R 778—1 + 7
—128 w (1155682 + 110225 72 + 1322700 ]N%Q) 4 0.7295 4 0.6510
1819125 R2 R4
—I-ﬁlé 512 7 (279544 + 7350 7% + 29400]%2) b (1.7510 4 0.9293 4 0.9223)
165375 R R3 R5
57344

N . 0.680845  0.403333
+iP R — ? (7715.43+3717.3R2—|- . . )

81 R2 + R4
+O(R™%) + 0. (D.11)
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Setzt man fiir R jetzt den Ausdruck aus Gleichung (3.138)

1, 2-3m2 .

R = D.12
R 77+ %6 1+ O(77°) ( )

ein, so findet man fiir die Koeffizienten:

O

O,

Os

O4

Os

Os

11; T% + (82.6833 e (% - rz)) +O(i7)

- 16;) T% + (—287.022 + 87 (% + rz)) +0(i7%)

8312577% + (1199.32 10 77(36?;; 99772)) + 03,

_ 11;5?52 ”% + (—2564.51 + 2 77(399?2?;; 5535%2)) + O,
%% + (3579.95 _o ”(2059;;;1;; 16065772)) +O(i7*)

B R A L

(D.13)

Um die zweite Ordnung in 77 in den Koeffizienten zu bestimmen, miifite man die dritte

Ordnung von R und des Potentials V kennen.

Fiir die gesamte Spur ergibt sich der Ausdruck aus Gleichung (4.140):

Tre (e_Mt —e_Mt) =

1

(4mt)3/2
+ (—39.4801 ¢ + 372.46 t* — 541.384 > + 658.823 ¢* — 913.886 " + 1225.92¢° — .. )

+O(

7~72

)|

E

1 /1127 1607 , 8327 o 113927 , 33287 . 496647
t— £+ - t+ t°— t
3 3 15 315 315 24255

772

179

o)+

(D.14)
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Anhang E

Die Koeflizienten der
Seeley—Entwicklungen des
Massencutoffs und der einzelnen

Bander

Die Koeffizienten der im Verfahren des Massencutoffs verwendeten Seeley—Entwicklung be-
kommt man durch Multiplikation der bislang verwendeten Seeley—Entwicklung Gl. (4.140)
mit e*’. Dabei ist u die als Abschneideparameter eingefiihrte, kiinstliche Masse. Die aus
der Spur herauszunehmenden Eigenwerte (Nullmoden, negative Mode und die niedrig-
sten Moden von 1\04) fiihren auf ganzzahlige —Potenzen mit Koeffizienten g,,. Sie werden
soweit entwickelt, wie die halbzahligen ¢—Potenzen aufgrund der Seeley—Entwicklung aus
Abschnitt 4.3.3 bekannt sind. Damit ergibt sich die modifizierte Seeley—Entwicklung:

o 6
Tr (eut(e—Mt _ e—Mt)) — oMt ((4 2)3/2 Z O, 1" — 3 — et2ﬁ2+(’)(ﬁ4) —|—4e_&0t)
T

=1

6 5
1
= ——=7 Zhnt” + Zgnt” =: Tr# (E.1)
(47Tt)3/2 n=1 n=1
mit den Koeflizienten
hl = 017
hy = pO1+ 0,
20
hy = ,u2 ! + 1Oy + O3,
30 20
h4 = %+%+H03+047
4 3 2
_ M O w0y  p03
h5 = 21 + 6 + 2 + ,UO4 + 05 3
>0 10 30 20
he = H1201_|_M242_|_M63_|_H24_|_MO5_|_O6 (E.2)
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und

g = -2 — 4y,
g2 = —p(20? +400) — 2% + 233,

) i . 476 203
g2 = =i+ 250) - 207" - &) - = - =2,
g = _H3(7~72‘|‘2‘f’0) _M2(~4_ 02) _ 2#(27764‘&3) _ 2_778 &_61

3 0 3 3 6’

s = P A 200) (7t =08 P20+ wd)  p® —wp) 4t W
> 12 3 3 6 15 30"

(E.3)

Nimmt man das Band um Null aus der urspriinglichen Seeley-Entwicklung Gl. (4.140)
heraus, so bekommt man nach Multiplikation mit dem inversen Massencutoffterm e#! die
in Abschnitt 5.5 verwendete Seeley—Entwicklung fiir die Spur ohne das Band um Null. Sie
hat dieselbe Gestalt wie Gleichung (E.1)

6 5
1
0 __ n ! 4n
Trk — Tri0 = WE Ut gt (E.4)
n=1

n=-—1

allerdings mit anderen Koeffizienten g/ :

1
!
9 1= — =5
1 772
A i_|_§
gO - lule 37
1 5 41
! 2 o ~92
= — - — —4 -
9 I 2ﬁ2+u3 Wo— 57T
1 5 41 676
3 2 ° 2 02 ~4
=— P —— ! — 20E — —
92 H67~72‘|‘H6 H(W0+1577)‘|‘W0 3157
1 5 4cdg + A2 676 203 401
4 3 2 15 02 4 0 ~6
= [N 2 - R
93 =1 5m TINR 2 (“0 315 ) 3 315
g/ __,U5 1 +H4E_M34WO+?—17~72+M22&3—%774
4 120 72 72 6 2
I R LI R
3 315 6 17287
q ——,u6;—|—,u5i— 44&0+%7~72+ 32&3_%774_
> 720 72 72 24 6
2 200 + 3%° G055 g\ &3 167822 4,
{5 R ) T30 " emes! (E.5)
6 6 1728 30 675675

Aufgrund der Singularititen des Bands um Null erhidlt man jetzt auch eine negative
t—Potenz. Die Gréfle &g = 4 — 74 — 7*2 + O(i}?) bezeichnet die niedrigsten Eigenwer-
te des freien Operators (Gl. (4.204)). Die Koeffizienten der halbzahligen t-Potenzen h,,
dndern sich nicht, da die Entwicklung des Bands um Null ja nur ganzzahlige t—Potenzen

enthdlt (vgl. Gl. (4.295)).
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Nimmt man zusitzlich das Band um Drei (Gl. (4.316)) auch noch heraus, so erhélt man
wieder dieselbe Form der Entwicklung fiir die Spur, diesmal aber mit den Koeffizienten g/’

gﬁlz - (75—1 + R—l) 3
95 =— ,U(75—1 +R_1) — (750 + Ro),

75_ ‘I‘R_ ~ ~ o N
91 :—HZ%—M(PO—I-RO)—QUZ—LMO— (P1+Ry),
75_ ‘I‘R_ 75 -I_R ~ o N ~ o N
gg :_M3%_H2%_M(27’}2—|—4w0—(7)1—|—R1)) —2774—|—2w(2)—(772—|-7€2),
P_i+ R Pot+R 2 + 4do + PL+ R 4 o2 | F
géf:—ﬂ4_124 S 06 Lo 02 : 1_“(2n4_2w3+7)2+7€2)_
455 208 -
e R
5 3 (Ps + 337 ) )
v 5Pt R 4 PotRo 327 +480+Pi+ Ry 5200 — 208+ Pa+ Ry
94 =7 R0 W Tk 6 : 2
478 4208 = 3(Ps + Rs)  2i®  &F -
_4i® 4200 - 3(Ps + 3)_i+@_(7)4+7€4)7
] 3 ] 3 6 ' i
v 6Pt R sPot+Ro 42 +400+Pi+ Ry 5200 208+ Pa+ Ry
g5 720 50 ° 24 a 6
471° 4 283 + 3(P3 + Rs) 27°  Of A ' &g
2 0 0 0
- Y Ry) ) — —— - 20— R
a 6 i\ TR ) g gy~ (Pt Rs)
(E.6)

Dabei sind die P, die in Gleichung (4.293) berechneten Koeffizienten in der Entwick-
lung des Bands um Null:

@4+ 1) e THEHD = N P = N Pt (E.7)
(=2 n=-—1 n=-—1

Sie lauten im einzelnen:

Pam o

. 5

Po = —30

P= i

. 4

P, = %ﬁ‘h

Py = —139?457767

Py = —mﬁgv

P :_617253657857710' (E-8)
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Die Koeffizienten R, in der Entwicklung des Bands um Drei berechnet man analog zu
Gleichung (4.293) mit verschwindendem Parameter s durch Multiplikation mit o(3/7%) 3=
und anschlieBender Substitution von ¢ durch #%:

e—3t Z(Ql + 1) e—ﬁ2t[l(1+1)+3_7r2] = Z Rntn . (EQ)
=0 n=-1

Man findet fiir die ersten Koeffizienten:

1
R—1:~—7
U]
R == - (3-s7)
7 3
9 107  8x2 7wt
Ri =+ =+ (8 = 37%) +#* — =
L +27~72+< )+ (30 3 2)’
9 9r? 107 3t 1004 10772 4x* xS
Ry =— — — (12— — ) —7* [ —=— —872 4+ —— ) -t [ —— — -
2 2772( 2)77(10 7T+2)77 55 30 '3 6/
27 9r? 321 Ort 1004 10772 7
Ry =+ -——+ (12— +7* | == - 1202+ — |+ 7" [ —— — 4t — —
3 +8ﬁ2+( 2)+77(20 7T+4)+77 05 10 T +
e 5393 1004772+1077T4 4776+778
T \2520 " 315 60 9 24/
81 2772 321 Ort 502 32172 376
Ry =— —(9-— — = 1Rt ) gt == — 6t — ) —
1 4072 ( 8)"(20 7T+4)77 35 20 U7 T
6 (5393 1004772+1077T4 4776+778
840 105 20 3 8

_|_

s (3989 53937?2+5027T4 10778 #8710
3465 2520 315 180 9 120/

81 27 8172 {963 2774 (502 32172 376
Rs = +(—— )+n2(——9r2+— +n4(—— +67r4——)+

8072 5 40 80 16 35 20 4
e 5393 502 N 3217t 26 1 3r® N
560 35 40 16
s (3989 539372 5027* 107x% &% xl0
- + - + =]+
1155 840 105 60 3 40

140400~ 3465 T h040 945 T 720 T 13 T 720

~10(72551 398972 53937 5027 10778 rl0 7712)‘ (E.10)

Damit lassen sich die Koeffizienten ¢!/ bis zu der in der Entwicklung von I’ ben&tigten

ersten Ordnung in 7 angeben:

2
n
91— — =5
1 772
3—2u 13
"o__ -2 2
o =T +(3 ”)’
v —5 33—’ 13u 2 2 4o 2
91 :T—I— —8+?+37T — uT —4w0 ‘|‘O(77)7
27 — 27+ 9p® — 247 13p%  9r2 n? o o "
g = “6772“ a —|—(12—8u—|— 6“ —7+3m2—“ — dpo + 285 ) + O(7?)
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—81 4+ 108u — 5dpu? + 12u3 — 2u
g = M H H H +

5 2472
972 13 — 372 —8 4 37 — 40 24 — 9r% 4407 245
{124 S P S+ =) +ou),
2 18 2 2
g,,__243--405u+270u2--90u3+15u4--2u5_F
4 12072
2772 13 — 372 8 — 312 + 4y 24 — 91?4 402
9_ 4 I 2 0_
+( s th T . 6 G 4
72 = 2T7% + 408 w? N
- n - 0+—)+0(772)
" ::—729+1458u-—1215u2+540u3--135u4+18u5—2u6_+
95 72072
27 81x?  (13-3w%% 83w +4dg 524 —9n? 4 402
+(—§+ 0 TH a0 T H 24 G 12
T2 - 277 4403 216 — 81x? 4408 O
2 0 0
— E.11
s 12 T 24 %)+m gl (E-11)

Nachzutragen bleiben noch die Koeflizienten des Korrekturterms aus der Eulerschen
Summenformel Gl. (4.245) in dem Band um Null:

> b ()™ eI (E.12)
m=1
mit
1
bO = —67
31
b ~2 — _~2
177 1577 ’
26
b ~4 — =V -4
277 6377 ’
997
b ~6 — 22t -6
377 31577 ’
382
b ~8 — ~8
47] 693 9
82982
b ~10: ~
57 el
56852
b ~12 ~12
67 135135
i 2808649 _
b7 14 777 7
11486475
149062402
bailb— _ ~16
87 92749862115
i 14224609354
b 5= — s
68746552875
17445644459
bio*'= ————— 7", E.13
0= 93861060192 (E.13)
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