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Kapitel 1EinleitungDie Expansion des fr�uhen Universums begann nach dem Standardmodell der Kosmologiein einem Zustand extrem hoher Dichte und bei einer Temperatur, die wesentlich �uber derkritischen Temperatur der gro�en vereinheitlichten Theorien (GUT) lag. In den fr�uhenEntwicklungsstadien befand sich das Universum also in einem Zustand ungebrochenerSymmetrien. Mit dem Absinken der Temperatur auf 1014 � 1015GeV bzw. 1027K mu�es zu einem oder mehreren Phasen�uberg�angen gekommen sein, wobei die Symmetrie zwi-schen der starken und der elektroschwachen Wechselwirkung gebrochen wurde und derErwartungswert des Skalarfeldes einen von Null verschiedenen Wert annahm. Hier beganndie In
ation des Universums.Nach 10�10 s, als die Temperatur auf 100 GeV bzw. 1015K gefallen war, wurde dieSymmetrie zwischen der schwachen und der elektromagnetischen Wechselwirkung gebro-chen.Schlie�lich mu� bei T � 102MeV (1012K) noch ein Phasen�ubergang (oder zwei ver-schiedene) stattgefunden haben, bei dem die chirale Invarianz der Theorie der starkenWechselwirkung gebrochen wurde und sich die Quarks zu Hadronen vereinigten (Con�ne-ment). Die verschiedenen Stadien des Universums sind in Abbildung 1.1 dargestellt.Der elektroschwache Phasen�ubergang bei einer Temperatur von 100 GeV wird dazuherangezogen, die heute beobachtete Baryonenzahlasymmetrie, d.h. den �Uberschu� vonMaterie gegen�uber Antimaterie, zu erkl�aren [1]. Das beobachtbare Universum besteht zumgegenw�artigen Zeitpunkt fast ausschlie�lich aus Teilchen; Antiteilchen werden nur kurz-fristig in Teilchen{Antiteilchenpaaren erzeugt. Da es keinen Grund zur Bevorzugung vonMaterie gegen�uber Antimaterie gibt, geht man davon aus, da� die Baryonenzahl, d.h. dieAnzahl der Baryonen minus der Anzahl der Antibaryonen, zu Beginn des Universums Nullwar. Die Nichterhaltung der Baryonenzahl ist verkn�upft mit �Uberg�angen zwischen dendurch verschiedene Chern{Simons{Zahlen gekennzeichneten Vakua. Dieser Proze� wirdmit Instantonl�osungen assoziiert, welche das Tunneln durch die Barriere zwischen den Va-kua beschreiben. Wegen der kleinen Gr�o�enordnung der elektroschwachen Kopplung istdie Tunnelrate bei niedrigen Energien verschwindend gering. Auch �uber einen Zeitraum5
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Abbildung 1.1: Entwicklung des fr�uhen Universumsvon der Gr�o�enordnung der Lebensdauer des Universums (etwa 10 Milliarden Jahre) istnicht mit einem einzigen derartigen Tunnel�ubergang zu rechnen. Bei endlichen Tempera-turen kann der �Ubergang aber durch thermische E�ekte vorangetrieben werden [2]. DieBarriere wird nun �uberquert statt untertunnelt. Eine solche instabile L�osung nennt manSphaleron [3]. Eine Berechnung der durch Sphaleronen bedingten �Ubergangsrate be�ndetsich in [4], in [5] ist sie simuliert worden. Weitere Arbeiten zum elektroschwachen Pha-sen�ubergang �nden sich in [6].Der n�achste Phasen�ubergang, den das Universum durchlaufen hat, ist der Con�nement{Decon�nement{�Ubergang nach 10�6 s. Auch dies ist wieder ein Phasen�ubergang ersterOrdnung. Das Universum ist jetzt bereits auf 160�230MeV abgek�uhlt [7], wenn die chirale6



Invarianz der starken Wechselwirkung gebrochen wird. Aus den freien Quarks (Decon�-nement) bilden sich farblich neutrale Hadronen (Con�nement). Der Ordnungsparameterf�ur diesen Phasen�ubergang ist der Erwartungswert des Polyakov{loops [8]. Bei diesemPhasen�ubergang unterscheidet man zwei verschiedene Mechanismen, je nachdem, ob derBereich der neuen Con�nementphase schichtf�ormig ist (perfect wetting) oder blasenf�ormig(Nukleationstheorie). F�ur die in derselben Universalit�atsklasse wie die Quantenchromo-dynamik (QCD) liegenden Potts{Modelle ist perfect wetting nachgewiesen worden [9].In dieser Arbeit soll aber die durch die Nukleationstheorie beschriebene Blasenbildunguntersucht werden.Ein weiterer, sehr anschaulicher Phasen�ubergang erster Ordnung, der ebenfalls durchdie hier zu untersuchende Nukleationstheorie beschrieben wird, �ndet sehr viel sp�aterstatt, n�amlich 1017 s nach der Entstehung des Universums, wenn der Mensch Tee kocht.Beim �Uberschreiten des Siedepunktes bilden sich im dann metastabilen, 
�ussigen ZustandBlasen von stabilem Wasserdampf. Eine erste Erw�ahnung solcher metastabilen Zust�ande�ndet sich 1724 bei Fahrenheit [10]. Die Theorie dazu geht zur�uck auf Becker und D�oringsBehandlung der Tr�opfchenbildung in 
�ussigen Systemen [11]. Ph�anomenologische Behand-lungen wurden durch Cahn und Hilliard [12] und Langer [13, 14, 15, 16] im Kontext derGinzburg{Landau{Theorie durchgef�uhrt. Eine Zusammenfassung �ndet sich in [17]. Inder Quantenfeldtheorie wurde die Theorie bei nichtverschwindender Temperatur in derArbeit von Voloshin et al. [18] und A�eck [19] entwickelt und danach in den Arbeiten vonCallan und Coleman [20, 21, 22], in denen ein euklidischer Zugang zur Theorie des Zerfallseines metastabilen Vakuums vorgeschlagen wurde, wesentlich ausgebaut. Auch numeri-sche �Uberpr�ufungen der Nukleationstheorie sind in einer 1+1 dimensionalen klassischenTheorie [23] und in 2+1 Dimensionen [24] erfolgt.Ein solcher symmetriebrechender Phasen�ubergang kann von erster oder zweiter Ord-nung sein. Bei einem Phasen�ubergang erster Ordnung bildet das Potential beim Absenkender Temperatur ein weiteres Minimum aus, welches unterhalb der kritischen Temperaturzum stabilen Minimum wird. Zwischen diesen verschiedenen Minima besteht eine Barriere,welche dazu f�uhrt, da� sich der zugeh�orige Ordnungsparameter unstetig �andert. Dies istdas Kriterium f�ur einen Phasen�ubergang erster Ordnung. Im Gegensatz dazu ist bei Pha-sen�uberg�angen zweiter Ordnung der Ordnungsparameter stetig, jedoch seine Ableitungunstetig. Ein Phasen�ubergang erster Ordnung �ndet auch nicht spontan statt, sondern eskommt zur Unterk�uhlung. Der metastabile Zustand ist aufgrund der Barriere stabil gegenkleine Fluktuationen, die thermodynamischen Eigenschaften sind �ahnlich denen im Gleich-gewichtszustand. Die beim Umwandeln einzelner kleiner Bereiche (bubbles) zur Bildung derTrennwand aufzuwendende Energie (Ober
�achenenergie) ist gr�o�er als der Energiegewinndurch den �Ubergang in den stabilen Zustand (Volumenenergie). Die sich bildenden Bla-sen m�ussen erst eine kritische Gr�o�e erreicht haben, damit die Energiebilanz positiv wird.Irgendwann wird aber durch thermische oder Quanten
uktuationen, je nach Verh�altnisder Umgebungstemperatur zur Nukleationsbarriere, eine solche kritische Blase gebildet.Sie w�achst dann weiter und wandelt metastabile Materie in stabile Materie um. Die Zeit,bis sich eine solche kritische Blase bildet und w�ahrend derer das System unterk�uhlt ist,ist wesentlich l�anger als die Zeit, die das nachfolgende Wachsen der Blasen ben�otigt. Die7



Blasenbildung ist in [25] simuliert worden. Einen �Uberblick �uber den Zerfall metastabilerZust�ande gibt der Review{Artikel [26].Der oben beschriebene Proze� entspricht einer homogenen Nukleation. Im Gegensatzzur heterogenen Nukleation wird der Phasen�ubergang hier nicht durch Fremdk�orper, wieStaub und Verunreinigungen oder Gef�a�w�ande ausgel�ost. Die Phasen�uberg�ange des fr�uhenUniversums sind alle homogen.Die homogene Nukleationstheorie ist Thema dieser Arbeit. Die Bl�aschenbildung l�a�tsich vergleichen mit dem quantenmechanischen Tunneln durch die oben erw�ahnte Barrierezwischen den Potentialminima. Der Tunneldurchgang eines Teilchens durch einen eindi-mensionalen Potentialwall kann, wie man aus der Quantenmechanik wei�, als Bewegungmit imagin�arer Energie, oder dazu gleichbedeutend, als Bewegung in einer imagin�aren Zeit,d.h. im euklidischen Raum, aufgefa�t werden. Dieser Zugang wurde bei Coleman [20, 21]auf ein Wellenfunktional verallgemeinert.Zur Bestimmung der Tunnelwahrscheinlichkeit mu� man die klassische Bewegungs-gleichung des Feldes im euklidischen Raum mit der Randbedingung eines im Unendlichengegen das metastabile Minimum konvergierenden Feldes l�osen. Die Instantonl�osung, auchBounce{L�osung genannt, entspricht einer kritischen Blase. Normiert man das Potentialau�erdem so, da� es im metastabilen Minimum verschwindet, so ist die Nukleationsratepro Zeit und Volumeneinheit � durch die schon von Arrhenius [27] gefundene Form� = A e�S=�h (1.1)gegeben, wobei S die euklidische Wirkung am Sattelpunkt, d.h. die Wirkung der Bounce{L�osung ist. Der Vorfaktor A ist proportional zu einer Fluktuationsdeterminante, welchedas Ergebnis einer Gau�schen Funktionalintegration �uber Fluktuationen um die Bounce{L�osung ist, und deren Berechnung ein Hauptziel dieser Arbeit ist.Um das obige Ergebnis auf den Fall endlicher Temperaturen T 6= 0 zu verallgemei-nern, �uberlegt man sich, da� die Quantenstatistik von Bosonen bei endlicher Temperaturformal �aquivalent ist zu einer Quantenfeldtheorie in einem euklidischen Raum mit einerperiodischen "Zeit\ mit der Periode 1=T ([28, 29]). Der Unterschied zum T = 0 Fall bei derUntersuchung von Zerfallsprozessen besteht also darin, da� man nun eine dreidimensionaleL�osung der Bewegungsgleichung suchen mu�, welche periodisch in der Zeit ist.Selbst wenn man sich, wie sp�ater begr�undet wird, auf kugelsymmetrische L�osungenbeschr�ankt, ist die Bewegungsgleichung nur in den seltensten F�allen analytisch l�osbar, soda� man oft die euklidische Wirkung S und die im Vorfaktor vorkommende Determinantenur numerisch bestimmen kann.F�ur viele praktische Problemstellungen reicht aber eine grobe Absch�atzung des Vorfak-tors A aus. Dazu ber�ucksichtigt man, da� der Vorfaktor in vier Dimensionen die Massendi-mension vier hat und durch drei verschiedene Gr�o�en der Massendimension eins bestimmtist: das Feld �+ im Minimum des Potentials, die Wurzel aus der zweiten Ableitung desPotentials pU 00 und die reziproke charakteristische Blasengr�o�e R�1. Alle diese Gr�o�enunterscheiden sich in den interessanten Theorien um nicht mehr als eine Gr�o�enordnung,8



so da� man als grobe Absch�atzung sagen kann, da� die Determinante von der OrdnungO(R�4;�4+; U 002) ist. F�ur endliche Temperaturen �ndet man f�ur den Vorfaktor auch dieAbsch�atzung T 4 bzw. T 4c , wobei Tc die kritische Temperatur des Phasen�ubergangs ist.Der Vorfaktor f�ur T = 0 ist bei Csernai und Kapusta [30] mittels Hydrodynamikbetrachtet worden. Einige Arbeiten, in denen die Determinante im �4{Modell berechnetworden ist, sind [31, 32, 33] und [34]. Die Methode aus [34] ist in [35] auf den elektroschwa-chen Phasen�ubergang �ubertragen worden. Dieser Phasen�ubergang wird au�erdem in [33]und [36] behandelt. Die analytischen Berechnungen von Bochkarev und Shaposhnikov [37]in der 
5{Version des 1 + 1 dimensionalen abelschen Higgsmodell wurden von Grigorievet al. [38] durch Simulationen �uberpr�uft. G�unther et al. [39] haben die Fluktuationen derOber
�ache der kritischen Blase durch Goldstone{Moden beschrieben. Bei D'yakonov etal. [40] ist die Determinante auch f�ur Gluonen-, Geister- und Fermionenfelder berechnetworden.Eine N�aherung, in der die Bewegungsgleichung exakt gel�ost werden kann, ist die Thinwall approximation. Dies ist der Grenzfall, in dem der Potentialunterschied � der beidenMinima sehr viel kleiner als die H�ohe der Potentialbarriere ist. Die entstehenden Bl�aschensind in dieser N�aherung vom Durchmesser her wesentlich gr�o�er als die Dicke der Wand.Dadurch erkl�art sich der Name. Man kann dann den "Reibungsterm\ im Radialteil derBewegungsgleichung vernachl�assigen, bzw. nach � entwickeln.In dieser Arbeit soll nun die �Ubergangsrate und damit insbesondere die Fluktuations-determinante in dieser Entwicklung, die in der ersten Ordnung der Thin wall approxima-tion entspricht, f�ur T = 0 berechnet und die Systematik in � untersucht werden. Dabeiwerden die Gr�o�en st�orungstheoretisch bis zur zweiten nichtverschwindenden Ordnung in� berechnet. Die Fluktuationsdeterminante wird in Anlehnung an [41] in der Schwinger-schen Eigenzeitdarstellung berechnet. Der Logarithmus der Determinante wird dabei alsIntegral �uber eine Variable t �uber den Heat kernel geschrieben. F�ur kleine t l�a�t sich dieSpur des Heat kernels entwickeln (Seeley{Entwicklung). Man bekommt eine Potenzreihein t, deren Koe�zienten wiederum Potenzreihen in � sind. F�ur gro�e t dominieren dieniedrigsten Eigenwerte, welche ebenfalls nur st�orungstheoretisch in � zu ermitteln sind.Beide N�aherungen werden schlie�lich nach verschiedenen Verfahren an einem geschickt zuw�ahlenden Cuto�punkt zusammengesetzt. Man bekommt so f�ur die Determinante einenAusdruck mit der f�uhrenden und einer weiteren, nichtverschwindenden Ordnung in �. Au-�er der Berechnung des konkreten Wertes der Determinante in Abh�angigkeit von � wirdin dieser Arbeit auch gepr�uft, wie gut die einzelnen Verfahren und N�aherungen zum Be-rechnen der Determinante sind. Die f�uhrenden Ordnungen der verschiedenen N�aherungenwerden mit einem exakten, analytischen Wert verglichen.Aus der Kenntnis der Fluktuationsdeterminante und damit der genauen Kenntnis der�Ubergangsrate erho�t man sich weitere Einsichten in den Ablauf von Phasen�uberg�angenerster Ordnung. So ist von Interesse, mit welcher Produktionsrate sich Bl�aschen bil-den, wie und mit welcher Geschwindigkeit sie propagieren [42], wann sie das gesamteUniversum ausf�ullen und welches Volumen die einzelnen Gebiete am Schlu� einnehmen.W�ahrend des Phasen�ubergangs k�onnen sich interessante, topologisch nichttriviale Objek-9



te, wie Dom�anenw�ande, Monopole und Strings bilden [43]. Aus den heute beobachtetenWerten dieser Gr�o�en und der zugrunde liegenden Dynamik lassen sich Massenschrankenf�ur die Higgsfelder ableiten [44].Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Die allgemeine Nukleationstheorie nach Langer undColeman wird im zweiten Kapitel vorgestellt. Im dritten Kapitel wird das spezielle Po-tential der oben erw�ahnten Thin wall approximation untersucht und die Bounce{L�osungst�orungstheoretisch ermittelt. Aus der Berechnung der Wirkung l�a�t sich der kritischeRadius der Blase absch�atzen. Im vierten Kapitel werden die hoch- und niederfrequentenAnteile bestimmt, durch welche die beiden Bereiche der Fluktuationsdeterminante an-gen�ahert werden: die Seeley{Entwicklung wird hergeleitet und ihre Koe�zienten werdenberechnet. Den hochfrequenten Anteil der Determinante erh�alt man daraus durch dimen-sionelle Regularisierung der zugeh�origen Zetafunktion. Dann werden f�ur den niederfre-quenten Anteil die diskreten und kontinuierlichen Eigenwerte bestimmt und aufsummiert.Die beiden gen�aherten Bereiche des Integranden in der Schwingerschen Eigenzeitdarstel-lung werden schlie�lich im f�unften Kapitel nach verschiedenen Verfahren zusammengesetzt.Daraus wird in Kapitel sechs die �Ubergangsrate berechnet. Die Zusammenfassung be�ndetsich in Kapitel sieben. Die Anh�ange schlie�lich enthalten zwei f�ur die Nukleationstheorieerforderliche Beweise, eine Integraltafel und die Koe�zienten der verschiedenen in Kapitelf�unf ben�otigten Seeley{Entwicklungen.
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Kapitel 2NukleationstheorieDie Nukleationstheorie besch�aftigt sich mit dem Zerfall einer metastabilen Phase durcheinen Phasen�ubergang erster Ordnung. Ein bekanntes Beispiel ist �ubers�attigter Dampf [11],welcher lange in dieser metastabilen Phase gehalten werden kann, bis er schlie�lich durchBildung einzelner Tr�opfchen kondensiert und in die stabilere 
�ussige Phase �ubergeht. Auchder umgekehrte Fall der �uberhitzten Fl�ussigkeit entspricht einer metastabilen Phase. Hiererfolgt der Nukleationsproze� durch Bl�aschenbildung (bubbles). Weitere Beispiele, auf diedie hier zu untersuchende Nukleationstheorie angewandt werden kann, sind Supraleitf�ahig-keit [45], Ferroelektrizit�at [46], der in der Pal�aomagnetik [47] oder bei Tontr�agern vorkom-mende Ferromagnetismus [48] oder die in der Einleitung erw�ahnten Phasen�uberg�ange imfr�uhen Universum [6, 7].
�U

�+��Abbildung 2.1: Typischer Potentialverlauf f�ur ein metastabiles System. Die beiden Minima ent-sprechen den beiden verschiedenen Phasen des Systems. � ist ein Ordnungsparameter.Ein solches System wird durch eine Potentialfunktion U(�) mit mehreren Minimabeschrieben (vgl. Abb. 2.1). � ist dabei ein Ordnungsparameter. Im Falle der �uberhitztenFl�ussigkeit entspricht dem Potential die freie Energie, und der Ordnungsparameter ist dieDichte. Am Siedepunkt haben die zwei Phasen | 
�ussig und gasf�ormig| dieselbe Energie,11



die Minima liegen also gleich tief. Bei etwas h�oheren oder etwas tieferen Temperaturen wirdeine Phase metastabil, das zugeh�orige Minimum �+ ist nur noch lokal. Diesen Zustandbezeichnet man auch als false vacuum. Im obigen Beispiel entspricht dem die �uberhitzteFl�ussigkeit. Der stabile Dampfzustand entspricht dem absoluten oder globalen Minimum��, auch true vacuum genannt.Ein der Abbildung 2.1 entsprechendes Potential ist z.B. gegeben durchU(�) = Us(�) + U�(�) ; (2.1)wobei Us(�) ein symmetrisches (z.B. quartisches) Potential ist, dessen Minima bei ��liegen. Durch den zweiten Term, welcher proportional zum Betrag der Energiedi�erenz �ist, U�(�) = �2�(�� �) ; (2.2)wird das Minimum bei �� nach unten verschoben, es wird zum stabilen Minimum. F�urkleine � l�a�t sich dieses Potential in der Thin wall approximation behandeln (vgl. Ab-schnitt 3.1).Das Potential als Funktion von � ist in Abbildung 2.2 dargestellt.
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Abbildung 2.2: Potentialverlauf als Funktion der Energiedi�erenz �. Auf der Ordinate ist derauch mit einem Punkt im Potential gekennzeichnete Wert des Feldes �, den das System annimmt,aufgetragen (nach [49]).F�ur gro�e positive bzw. gro�e negative Werte zeigt das Potential nur ein Minimum. Beieinem Grenzwert �+ bildet sich neben dem Minimum noch ein Sattelpunkt, der f�ur kleinere12



� zu einem weiteren (lokalen) Minimum wird. F�ur � = 0 ist das Potential symmetrisch,die Minima sind gleich tief. Danach tauschen die beiden Minima ihre Rollen, das vorherglobale Minimum wird jetzt zum lokalen Minimum, um bei �� ganz zu verschwinden.Auf der Ordinate in Abbildung 2.2 ist der Wert des Feldes aufgetragen, den das Systemannimmt. Dieser ist au�erdem durch einen Punkt im Potential U(�) gekennzeichnet. F�ur�� < � < �+ gibt es mehrere m�ogliche, darunter auch metastabile Zust�ande.Wie verh�alt sich nun ein System, wenn man den Parameter � ver�andert? Ein bei posi-tiven �{Werten pr�apariertes System be�ndet sich f�ur negative �{Werte in einem metasta-bilen Zustand, welcher von dem globalen Minimum durch eine Potentialbarriere getrenntist. Durch thermische oder Quanten
uktuationen bilden sich Blasen des stabilen Zustands,welche sich, wenn sie eine kritische Gr�o�e �uberschritten haben, weiter ausdehnen, bis dasganze System in diesem Zustand ist. Diese kritischen Blasen werden durch L�osungen derBewegungsgleichung in einem vereinfachten Modell beschrieben, welches man bekommt,wenn man in der eindimensionalen Feldtheorie das Feld �(x) am Ort x als Teilchenortq(t) zu einer Zeit t interpretiert. Das Problem entspricht in diesem Modell dann der eindi-mensionalen Bewegung eines Teilchens mit Einheitsmasse im umgekehrten Potential �U,beschrieben durch die Lagrange{FunktionL = 12 _q2 + U(q) : (2.3)U(q) ist das vorne erw�ahnte Potential mit einem lokalen Minimum bei q+ und einem f�urgro�e jqj beliebigem, nach unten beschr�anktem, ein St�uck im Negativen liegenden Verlauf(Abb. 2.3). Dabei kann der Energienullpunkt so gew�ahlt werden, da� U(q+) = 0 gilt.U qq+Abbildung 2.3: M�oglicher Potentialverlauf im Teilchenbild: q+ ist ein metastabiler Zustand.Der Nukleationsproze� entspricht dann dem quantenmechanischen Tunnelproze�: Klas-sisch ist q+ ein stabiler Zustand. Semiklassisch kann das Teilchen aber durch die Barrieretunneln.Im folgenden soll jetzt die �Ubergangswahrscheinlichkeit f�ur einen solchen Tunnelproze�berechnet werden. Die in diesem Kapitel wiedergegebene Rechnung folgt im wesentlichenden Arbeiten von Coleman [20, 21, 22]. 13



Dabei wird die Systematik der Rechnung zuerst an dem zur eindimensionalen Feld-theorie �aquivalenten, vereinfachten Modellsystem aus der Quantenmechanik verdeutlicht,um in Abschnitt 2.8 auf mehrere Dimensionen verallgemeinert zu werden.2.1 �Ubergangswahrscheinlichkeit | imagin�are EnergieEin metastabiler Zustand, d.h. ein Zustand mit endlicher Lebensdauer, mu� einen negati-ven, imagin�aren Energieanteil haben. Dann gilt f�ur die Zerfallsrate des Zustands� = �2 ImE=�h : (2.4)Dies wird plausibel, wenn man das zeitliche Verhalten einer Wellenfunktion mit einerEnergie E = Ere + iEim betrachtet:	(~x; t) = 	̂(~x) e� iEt=�h = 	̂(~x) e� iEret=�h eEimt=�h = 	̂(~x) e� iEret=�h e��t=2 : (2.5)Der letzte Faktor f�uhrt zu einem exponentiellen Zerfall der Norm des Zustands:Z d3x j	(~x; t)j2 = e��t : (2.6)Eine imagin�are Energie liegt allerdings nicht im Spektrum des Hamiltonoperators H. Umsie sauber zu berechnen, mu� man eine analytische Fortsetzung durchf�uhren (vgl. Ab-schnitt 2.6).Die zu berechnende Energie mit einem imagin�aren Anteil ist die Grundzustands-energie. Man bekommt sie aus dem asymptotischen Verhalten der �Ubergangsamplitudehqf j e�H�=�h jqii, wobei jqii und jqf i Anfangs{ und Endzustand darstellen und � die �Uber-gangszeit ist. Diese �Ubergangsamplitude kann man nach Energieeigenfunktionen jni ent-wickeln. F�ur gro�es � wird dieser Ausdruck durch die Grundzustandsenergie dominiert:hqf j e�H�=�h jqii =Xn e�En�=�hhqf jnihnjqii �������!f�ur gro�es � hqf j0ih0jqii e�E0�=�h : (2.7)Andererseits kann man die �Ubergangsamplitude auch durch das Pfadintegral ausdr�ucken:hqf j e�H�=�h jqii = N Z [dq] e�S(q)=�h : (2.8)Dabei sind N ein Normierungsfaktor und S(q) die euklidische Wirkung:S(q) = Z �=2��=2 dt"12 �dqdt�2 + U(q)# : (2.9)Integriert wird dabei �uber alle Funktionen, die die Randbedingungen q(��=2) = qi undq(�=2) = qf erf�ullen. Sei �q nun eine beliebige Funktion, die die Randbedingungen erf�ullt.Sei weiter qn ein vollst�andiges System orthonormaler FunktionenZ �=2��=2 dt qn(t)qm(t) = (qn; qm) = �nm ; (2.10)14



die am Rand verschwinden: qn(��=2) = 0. Dann l�a�t sich jede Funktion, �uber die integriertwerden soll, darstellen als q = �q +Xn cnqn (2.11)mit Koe�zienten cn. Damit l�a�t sich das Integrationsma� wie folgt de�nieren:[dq] =Yn (2��h)�1=2dcn : (2.12)Der Faktor (2��h)�1=2 ist willk�urlich und begr�undet sich im Gau�integral. Dieses Integra-tionsma� unterscheidet sich vom Feynmanschen Integrationsma� gerade um die Normie-rungskonstante N, welche aber nirgends berechnet werden mu�, da sie sich herausk�urzenwird.Im folgenden mu� also das PfadintegralN Z Yn (2��h)�1=2 dcn e�S(q)=�h (2.13)berechnet werden. Aus dessen asymptotischem Verhalten l�a�t sich die Grundzustands-energie ablesen, deren Imagin�arteil dann proportional zur gesuchten �Ubergangsamplitudeist.2.2 SattelpunktentwicklungDas Pfadintegral Gl. (2.13) wird durch eine Sattelpunktentwicklung der Wirkung berech-net. Dazu wird zuerst angenommen, da� es nur einen station�aren Punkt gibt. Da diesersicherlich die Randbedingungen erf�ullt, kann man ihn mit dem obigen �q identi�zieren. DieStationarit�atsbedingung lautet dann:�S�q(t)����q=�q = �d2�qdt2 + U 0(�q(t)) = 0 : (2.14)Diese Euler{Lagrange{Gleichung (Gl. (2.14)) entspricht der Bewegungsgleichung einesTeilchens mit Einheitsmasse im Potential �U und kann auf bekannte Weise gel�ost werden.Insbesondere ist die Energie eine Erhaltungsgr�o�e:E = 12 �dqdt�2 � U : (2.15)Aufgrund der Wahl des Potentialnullpunkts (U(�+) = 0) liegt der Energienullpunkt bei �q:E(�q) = 0 : (2.16)Nun betrachtet man die zweite Funktionalableitung der Wirkung am station�arenPunkt�2S�q(t1)�q(t2)����q=�q = ��q(t1) ��d2qdt2 + U 0(q(t2))�����q=�q = �� d2dt2 + U 00(q)� �(t1 � t2)����q=�q(2.17)15



und wendet den zu diesem Kern geh�orenden Operator �2S�q2 ���q=�q auf eine Funktion qn an.Die qn m�ussen nur ein vollst�andiges Orthonormalsystem bilden und die Randbedingungenerf�ullen, k�onnen aber ansonsten beliebig sein. Insbesondere kann man die qn also auch alsEigenfunktionen zum Operator �2S�q2 ���q=�q mit Eigenwerten �n w�ahlen:�2S�q2 ����q=�q � qn := �� d2dt2 + U 00(�q)� qn = �n � qn : (2.18)Damit kann man die Wirkung um den station�aren Punkt (Sattelpunkt) entwickeln:S = S(�q) + 12�(q � �q); �2S�q2 �����q (q � �q)�+ O((q � �q)3)= B + 12�Xn cnqn; �2S�q2 �����qXn cnqn�+O((q � �q)3)= B + 12Xn �nc2n + O((q � �q)3) : (2.19)Die Wirkung am Sattelpunkt wird dabei mit B = S(�q) bezeichnet. (a; b) bezeichnet wie inGleichung (2.10) das Skalarprodukt(a; b) = Z dt a�(t) b(t) : (2.20)Au�erdem wurde die Orthonormalit�atsrelation Gl. (2.10) ausgenutzt. Die ersten beidenOrdnungen dieser Entwicklung (Gl. (2.19)) in das Pfadintegral Gl. (2.8) eingesetzt ergebenfolgende N�aherung f�ur die �Ubergangsamplitude:hqf j e�H�=�h jqii = N Z [dq] e�S=�h= N e�B=�hYn 1p2��h Z dcn e��n2�h c2n= N e�B=�hYn 1p�n= N e�B=�h det( �2S�q2 �����q)!�1=2 : (2.21)In der ganzen Rechnung wurde stillschweigend angenommen, da� alle Eigenwerte �n posi-tiv sind, da sonst das Gau�sche Integral in der zweiten Zeile von Gleichung (2.21) divergentist. Da jedoch die �Ubergangswahrscheinlichkeit proportional zum Imagin�arteil der Energieist, w�ahrend die Normierung und die Wirkung am station�aren Punkt reell sind, mu� dasProdukt der Wurzeln der Eigenwerte Qn 1p�n imagin�ar sein. Das hei�t, da� es mindestenseinen negativen Eigenwert �n gibt und das entsprechende Gau�sche Integral divergiert.Die obige Rechnung bedarf also noch Verbesserungen.Die zweite Ableitung der Wirkung �2S�q2 ����q beschreibt die Kr�ummung der Wirkung amSattelpunkt. Ein negativer Eigenwert bedeutet eine positive Kr�ummung, also eine Insta-bilit�at der Wirkung | der Zustand wird zerfallen.16



2.3 Die station�are L�osung | Bounce{L�osungIn diesem Abschnitt soll die station�are L�osung berechnet werden. Sie ist L�osung der Euler{Lagrange{Gleichung (Gl. (2.14)) �d2�qdt2 + U 0(�q) = 0 ; (2.22)welche der Bewegung eines Teilchens im umgekehrten Potential �U entspricht.a) ~U qq+ b) � ~U qq+Abbildung 2.4: a) Potential mit nur einem Minimum; b) dasselbe Potential, an der q{Achsegespiegelt.Zuerst betrachtet man ein Potential ~U(q) mit nur einem Minimum (s. Abb. 2.4a).Anfangs- und Endbedingungen m�ussen jetzt so festgelegt werden, da� das Teilchen statio-n�ar ist, d.h. f�ur gro�e Zeiten zur Ruhe kommt und nicht weiter oszilliert, es mu� sich alsozur Anfangs- und Endzeit in einem Extremum des (gespiegelten) Potentials (Abb. 2.4b)be�nden: qi = qf = q+ = 0 : (2.23)F�ur das Problem gibt es nur eine gebundene station�are L�osung, n�amlichq(t) = q+ = 0 8t : (2.24)Die Wirkung dieser L�osung berechnet sich zuS(q+) = Z �=2��=2 "12 �dq+dt �2 + ~U(q+)# = 0 ; (2.25)da das Potential so gew�ahlt ist, da� ~U(q+) = 0 gilt.F�ur dieses Potential l�a�t sich die in Gleichung (2.21) vorkommende Determinante bisauf Normierung berechnen. Man �ndet:N [det(�@2t + w2)]�1=2 = � w��h�1=2 e�w�=2 : (2.26)17



Dabei wurde ~U 00(�q) = w2 gesetzt. Der hier im folgenden wiedergegebene Beweis stehtin [22]: Man betrachtet daf�ur die Gleichungen�� @2t +W (1)��(1)� (t) = �(1)�(1)� (t) und�� @2t +W (2)��(2)� (t) = �(2)�(2)� (t) (2.27)mit solchen Funktionen W (1) und W (2), da� die zu den Eigenfunktionen �(i)� geh�orendenEigenwerte �(i) diskret sind. Die entsprechenden Determinanten werden wie vorher wiederals Produkt der Eigenwerte de�niert:det(�@2t +W (i)) =Yn �(i)n : (2.28)Dann gilt det(�@2t +W (1) � �)det(�@2t +W (2) � �) = �(1)� (�=2)�(2)� (�=2) ; (2.29)denn beide Seiten sind meromorphe Funktionen von � mit einfachen Nullstellen bei jedem�(1) und einfachen Polen bei �(2). F�ur j�j ! 1 in jeder Richtung au�er auf der reellenAchse gehen beide Seiten gegen Eins. Das Verh�altnis beider Funktionen ist somit eineanalytische Funktion von �, die im Grenzwert gegen Eins geht | und damit gleich Einsist. Es l�a�t sich also eine von � unabh�angige Normierungskonstante de�nieren:2��hN 2 = det(�@2t +W )�0(�=2) : (2.30)Betrachtet man jetzt speziell den harmonischen Oszillator, so gilt W = w2, und derGrundzustand �0(t) lautet: �0(t) = w�1 sinh(w(t+ �=2)) : (2.31)Im Grenzwert gro�er � wird er zu �0(�=2) = 12w ew� ; (2.32)und durch Einsetzen in Gleichung (2.30) erh�alt manN [det(�@2t + w2)]�1=2 = [2��h�0(�=2)]�1=2 = ���hw ew���1=2 =r w��h e�w�=2 : (2.33)Damit ist Gleichung (2.26) bewiesen.Betrachtet man nun wieder das hier eigentlich interessierende Potential aus Abbildung2.3 mit mehr als einem Minimum bzw. seine Umkehrung (siehe Abb. 2.5), so �ndet manzu den Anfangsbedingungen qi = qf = q+ au�er der trivialen L�osung q(t) = q+ 8t nocheine weitere station�are L�osung, die sogenannte Bounce{L�osung �q (Abb. 2.6). Aus der Wahl18



�U qq+q̂
Abbildung 2.5: Potential im Teilchenbild, an der q{Achse gespiegelt (vgl. Abb. 2.3).des Energienullpunkts (Gl. (2.16)) folgt, da� der Punkt q̂ mit verschwindendem PotentialU(q̂) = 0 ein Umkehrpunkt ist: dqdt ����q̂ = 0 : (2.34)Ohne Einschr�ankung w�ahlt man den Zeitnullpunkt t = 0 an dieser Stelle: q̂ = q(0). DieBewegung vor und nach dem Umkehrpunkt verl�auft genau entgegengesetzt. Das Teilchenstartet also bei q = q+ auf dem H�ugel und verweilt dort lange, wandert dann schnell durchdas Tal, um bei q̂ abzuprallen und zu q = q+ zur�uckzukehren, wo es wieder lange verweilt(vgl. Abb. 2.6).

tqq+̂qAbbildung 2.6: Eine Bounce{L�osung.F�ur das schon erw�ahnte spezielle Potential U = Us + �2�(q � �) (Gl. (2.1), Gl. (2.2))mit einem quartischen Ansatz f�ur Us,Us = �8(q2 � �2)2 ; (2.35)l�a�t sich in der Thin wall approximation, in welcher der �{abh�angige Term vernachl�assigtwird, die L�osung explizit berechnen. Man bekommt einen Kink, auch Instanton oder So-liton genannt (Abb. 2.7). 19
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Abbildung 2.7: Eine Kink{L�osung.Diese L�osung berechnet sich z.B. aus der Energieerhaltung (Gl. (2.15)):d�qdt =p2U(�q) = �p�2 (�q2 � �2)) p�2 (t� t0) = � Z d�q�q2 � �2 = � 1� arctanh �q�) �q = �� tanh��p�2 (t� t0)� : (2.36)Das Vorzeichen mu� an die Randbedingungen angepa�t werden.Die Bounce{L�osung f�ur � 6= 0 l�a�t sich in nullter Ordnung durch den f�ur � = 0gewonnenen Kink und den entsprechenden Antikink approximieren. Beide L�osungen hin-tereinander ergeben eine �ahnliche Form wie in Abbildung 2.6.Die Wirkung der Bounce{L�osung l�a�t sich aus der allgemeinen Form (Gl. (2.9)) be-rechnen. Aus der Energieerhaltung folgt wie oben d�q=dt =p2U(�q) bzw. U(�q) = 12 �d�qdt�2.Einsetzen ergibt:B = S(�q) = Z �=2��=2 dt "12 �d�qdt�2 + 12 �d�qdt�2# = Z �=2��=2 dt �d�qdt�2 : (2.37)Bei einem Wechsel der Integrationsvariablen von t auf q mu� man ber�ucksichtigen, da�die Bewegung symmetrisch verl�auft und man zweimal �uber den halben Weg integriert:B = 2 Z ��� d�q dtd�q �d�qdt�2 = 2 Z ��� d�q d�qdt = 2 Z ��� d�qp2U(�q) : (2.38)Das Berechnen der zugeh�origen Determinante ist f�ur dieses Potential deutlich schwie-riger und soll in den n�achsten Abschnitten geschehen.20



2.4 Beitr�age unendlich vieler Bounce{L�osungenWenn es nicht, wie bislang angenommen, nur eine station�are L�osung gibt, sondern mehrere,so dominieren diejenigen L�osungen mit der kleinsten euklidischen Wirkung, denn manwird sp�ater (siehe S. 31) f�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeit folgenden exponentiellenZusammenhang �nden (vgl. auch Gl. (1.1)):� = A e�B=�h : (2.39)Die gr�o�te �Ubergangswahrscheinlichkeit ist also durch die kleinste Wirkung gegeben.Bei mehreren station�aren L�osungen mit derselben Wirkung m�ussen aber alle dieseL�osungen aufsummiert werden. Diese Aufsummation entspricht einer Integration �uber dieentsprechende Symmetriegruppe bzgl. derer die Wirkung invariant ist. Sie beein
u�t nurden Vorfaktor A in Gleichung (2.39).Die hier gegebene Euler{Lagrange{Gleichung (Gl. (2.14))�d2qdt2 + U 0(q) = 0 (2.40)und die Energie{Erhaltung (Gl. (2.15))12 �d�qdt�2 � U(�q) = 0 (2.41)sind beide invariant gegen�uber Zeittranslation: Man kann den Umkehrpunkt (Zentrum derBounce{L�osung) n�amlich beliebig auf der Zeitachse w�ahlen. Dies f�uhrt auf verschiedeneBounce{L�osungen, die alle dieselbe Wirkung haben, da der Ausdruck f�ur die Wirkung(Gl. (2.9)) S = Z �=2��=2 dt "12 �dqdt�2 + U(q)# (2.42)ebenfalls invariant unter Zeittranslation ist. Es mu� also �uber alle Bounce{L�osungen mitverschiedenen Zentren summiert werden. Die zugeh�orige Symmetriegruppe ist die Gruppeder Zeittranslation. Die entsprechende Integration liefert einen Faktor � bzw. in mehrerenDimensionen (vgl. Abschnitt 2.8) einen Volumenfaktor. Der physikalische Grund f�ur dasAuftreten dieses Faktors ist, da� die Wahrscheinlichkeit, mit der sich eine Blase bildet,proportional zum Volumen ist.Um den Ein
u� von mehreren Bounce{L�osungen zu ermitteln, betrachtet man jetztalso n Bounce{L�osungen mit Zentren bei tn, die wie folgt angeordnet seien:�2 > t1 > t2 > � � � > tn > ��2 : (2.43)Die einzelnen Bounce{L�osungen, deren Zahl nachher gegen Unendlich gehen wird, seiendabei weit voneinander getrennt. Dies entspricht der "Dilute gas approximation\ in derstatistischen Mechanik. 21



W�ahrend die auf dem Intervall von �1 bis +1 de�nierte Bounce{L�osung exakt ist,ist die �Uberlagerung von Bounce{L�osungen nur noch approximativ eine station�are L�osung,da sie f�ur jtj ! 1 nicht mehr gegen Null strebt.F�ur diese �Uberlagerung von n Bounce{L�osungen bekommt man in der Dilute gasapproximation folgende Beitr�age:� Wenn die Zentren der Bounce{L�osungen sehr viel mehr als die H�alfte der Breiteder Bounce{L�osung auseinanderliegen, so beein
ussen sich die einzelnen Wirkungennicht, die Gesamtwirkung S kann also durch die Summe der Wirkungen der einzelnenBounce{L�osungen B approximiert werden:S =Xn B = nB : (2.44)� Die einzelnen Bounce{L�osungen sind so weit getrennt, da� man f�ur die gro�en Zei-ten zwischen den Bounce{Zentren den zur trivialen L�osung (q � q+) (Gl. (2.24))geh�orenden Ausdruck f�ur die Determinante verwendet (Gl. (2.26)):N [det(�@2t + w2)]�1=2 = � w��h�1=2 e�w�=2 : (2.45)Die vorhandenen n Bounce{L�osungen ber�ucksichtigt man durch einen Korrekturfak-tor Kn. K wird dabei so bestimmt, da� der sich ergebende Ausdruck f�ur die L�osungmit einem Bounce richtig wird. Damit erh�alt man also f�ur die Determinante der�Uberlagerung von n Bounces den Ausdruck:N [det(�@2t + U 00(�q))]�1=2 = � w��h�1=2 e�w�=2Kn : (2.46)� Es verbleibt noch die Integration �uber alle Orte auszuf�uhren: Die erste Bounce{L�osung kann �uberall zwischen ��=2 und +�=2 liegen, die zweite aufgrund der Be-dingung (2.43) nur zwischen ��=2 und dem ersten Bounce und so weiter, so da�man insgesamt das nachstehende Integral zu berechnen hat:Z �=2��=2 dt1 Z t1��=2 dt2 : : :Z tn�1��=2 dtn = �nn! : (2.47)Das Ergebnis der Integration kann man sich wie folgt plausibel machen: n Bounce{L�osungen sollen im Intervall von ��=2 bis �=2 verteilt werden, daf�ur gibt es �nM�oglichkeiten. Da aber durch die Bedingung (2.43) eine bestimmte Reihenfolge derBounce{L�osungen festgelegt ist, mu� noch durch die Zahl der Permutationen n!geteilt werden.Der mathematische Beweis wird durch vollst�andige Induktion erbracht. Dazu ver-schiebt man die Integrationsgrenzen:Z �=2��=2 dt1 Z t1��=2 dt2 : : :Z tn�1��=2 dtn = Z �0 dt1 Z t10 dt2 : : :Z tn�10 dtn : (2.48)22



n = 1 liefert den Induktionsanfang:Z �0 dt1 = � = �11! : (2.49)Der Induktionsschritt n! n+ 1 sieht dann wie folgt aus:Z �0 dt1 Z t10 dt2 : : :Z tn�10 dtn Z tn0 dtn+1 =Z �0 dt1 tn1n! = 1n! �n+1(n+ 1) = �n+1(n+ 1)! : (2.50)Summiert man nun alle �Uberlagerungen mit unterschiedlichen Anzahlen von Bounce{L�osungen auf, so ergibt sich die �Ubergangsamplitude nach Gleichung (2.21) zu:hqf j e�H�=�h jqii = Xn e�nB=�h � w��h�1=2 e�w�=2Kn �nn!= � w��h�1=2 e�w�=2Xn e�nB=�hKn �nn!= � w��h�1=2 e�w�=2 exp(K� e�B=�h) : (2.51)Die Grundzustandsenergie berechnet sich nach Gleichung (2.7) aus dem Argument derExponentialfunktion zu E0 = w�h2 � �hK e�B=�h : (2.52)Der im Vergleich zum harmonischen Oszillator (vgl. Gl. (2.33)) zus�atzliche Term ��hK e�B=�hist viel kleiner als die in der Sattelpunktentwicklung vernachl�assigten Terme der Ordnung�h2. Der Term hat aber trotzdem seine Daseinsberechtigung, da K aufgrund eines negati-ven Eigenwertes der zweiten Ableitung, welcher von dem metastabilen Zustand herr�uhrt,imagin�ar werden wird. Damit wird dieser zus�atzliche Term ��hK e�B=�h der f�uhrende Termin der �Ubergangswahrscheinlichkeit werden (vgl. Gl. (2.4)).Zum Schlu� dieses Abschnittes soll noch dargelegt werden, da� die Dilute gas appro-ximation selbstkonsistent ist. Dazu wird gezeigt, da� der gr�o�te Beitrag zur oben berech-neten �Ubergangsamplitude von Kon�gurationen herr�uhrt, in denen die Bounce{L�osungenwirklich weit voneinander getrennt sind.F�ur festes x wachsen die Summanden xn=n! der Exponentialfunktion ex monotonmit n solange n � x gilt, f�ur n > x fallen sie monoton, und zwar rapide. Angewandt aufdie obige Reihe (Gl. (2.51)), in der x durch K� e�B=�h gegeben ist, bedeutet das, da� dief�ur die Exponentialreihe relevanten Beitr�age von solchen n mitx = K� e�B=�h > n (2.53)kommen. F�ur kleine �h ist K e�B=�h und damit auch die Bounce{Dichte n=� exponentiellklein. Eine kleine Dichte wird aber z.B. durch einen gro�en Abstand zwischen den Bounce{L�osungen realisiert. Die Dilute gas approximation entspricht damit der semiklassischenN�aherung f�ur kleines �h. 23



2.5 Eigenwerte der zweiten Ableitung der WirkungWie bereits auf Seite 16 festgestellt, bedarf die Gau�sche Integration in der Sattelpunkt-n�aherung noch Verbesserungen, da nicht alle �n positiv sind. Diese �n sind die Eigenwerteder zweiten Ableitung der Wirkung einer einzelnen Bounce{L�osung (Gl. (2.18)):�2S�q2 ����q=�q � qn = �� d2dt2 + U 00(�q)� � qn = �nqn : (2.54)Obige Gleichung (2.54) entspricht formal der zeitunabh�angigen Schr�odingergleichung f�urein Teilchen mit Einheitsmasse, welches sich als Funktion des als Zeit interpretierten for-malen Orts t in einem Potential U 00(�q) bewegt, und kann also mit den bekannten Me-thoden gel�ost werden. Die Eigenwerte �n beschreiben die Kr�ummung der Wirkung amSattelpunkt. Sie sollen nun untersucht werden.2.5.1 NullmodeDie Eigenwertgleichung Gl. (2.54) ist invariant gegen�uber Zeittranslation. Das hei�t, da�es Funktionen gibt, n�amlich alle Bounce{L�osungen mit verschiedenen Zentren, die sichbzgl. des Operators nur um eine Nullmode unterscheiden. Es gibt also eine Nullmode q1,welche mit der Translationsinvarianz der Bounce{L�osung verbunden ist.Der zugeh�orige Weg im Funktionenraum besteht aus allen Bounce{L�osungen mit ver-schiedenen Zentren, die Nullmode ist also proportional zur �Anderung der Position derBounce{L�osung, also zur Ableitung der Bounce{L�osung, q1 = N d�qdt . Dies l�a�t sich auchrein formal durch Ableiten der Euler{Lagrange{Gleichung (Gl. (2.14)) beweisen:ddt ��d2�qdt2 + U 0(�q)� = ddt0, � d3�qdt3 + U 00(�q)d�qdt = 0, �� d2dt2 + U 00(�q)� d�qdt = 0 � d�qdt : (2.55)Der noch nicht festgelegte Proportionalit�atsfaktor N bestimmt sich aus der Normierungs-bedingungZ 1�1 dt q�1 q1 = Z 1�1 dtN2�d�qdt�2 = N2 Z 1�1 dt �d�qdt�2 = N2B != 1 (2.56)zu N = 1=pB, und die Nullmode lautet also:q1 = 1pB d�qdt : (2.57)Im letzten Schritt der Gleichung (2.56) wurde die De�nition der Wirkung der Bounce{L�osung Gl. (2.37) ausgenutzt. Da die Bounce{L�osung nur um ihr Zentrum herum we-sentlich von Null verschieden ist, k�onnen die Grenzen der Integration nach Unendlichverschoben werden. 24



In der Berechnung des Pfadintegrals Gl. (2.21) mu� �uber alle Moden der Schr�odin-gergleichung (2.54) integriert werden. Die Integration �uber die Nullmode f�uhrt aber zumDesaster, denn das Integral Z e�0�c21 dc1 = Z 1 dc1 !1 (2.58)divergiert. Wie vorne gesehen, h�angt die Nullmode mit der Zeittranslation zusammen,�uber die bereits integriert worden ist (siehe Seite 22, Gl. (2.47)). Aus der Umrechnung vondt nach dc1 erh�alt man allerdings noch einen zus�atzlichen Faktor: F�ur die �Anderung vonq in q1{Richtung gilt (vgl. Gl. (2.11)): dq = q1dc1 : (2.59)Andererseits gilt nach der Kettenregel dq = dqdt dt : (2.60)Gleichsetzen liefert mit dem Ausdruck f�ur die Nullmode Gl. (2.57):dqdt dt = q1dc1 = B�1=2 dqdt dc1, dc1 = B1=2dt : (2.61)Unter Beachtung der De�nition des Ma�es (Gl. (2.12)) �ndet man schlie�lich(2��h)�1=2 dc1 = � B2��h�1=2 dt : (2.62)Man behandelt also die Nullmode, indem man die Determinante ohne die Nullmode ent-wickelt und daf�ur einen zus�atzlichen Faktor � B2��h�1=2 einf�uhrt. Dies ist die Methode derkollektiven Koordinaten [50].2.5.2 Negative ModeDas Teilchen, dessen Bewegung durch die Bounce{L�osung beschrieben wird, kommt f�urunendliche Zeiten wieder zum Ausgangspunkt zur�uck, seine Bahn hat also einen Umkehr-punkt (Gl. (2.34)), was einer Nullstelle der Ableitung, also einem Knoten in der Nullmodeentspricht. Aus der Theorie der Schr�odingergleichung wei� man aber, da� der Grundzu-stand keinen Knoten haben darf. Die Nullmode mit Knoten kann somit nicht der Grundzu-stand sein, es gibt also noch einen Zustand q0 mit kleinerem, also negativem Eigenwert �0.In Richtung dieser negativen Mode ist die Wirkung positiv gekr�ummt. Das System ist indieser Richtung instabil und kann zerfallen. Die Bounce{L�osung ist also kein Minimumder Wirkung, sondern ein Sattelpunkt.Auch die Integration �uber diese negative Mode �0 macht Probleme, da das Integralmit negativem Koe�zient im Exponent kein Gau�sches Integral mehr ist und ebenfallsdivergiert: Z 1�1(2��h)�1=2 dc0 e��02�h c20 = (2��h)�1=2 Z 1�1 dc0 e+ j�0 j2�h c20 !1 : (2.63)25



Die Ursache des Problems liegt darin, da� man probiert einen Eigenwert �0 auszurechnen,der nicht im Spektrum des Hamiltonoperators liegt. �0 ist die Energie eines metastabilenZustands.Man de�niert das Integral nun durch analytische Fortsetzung eines Integrals, wel-ches konvergiert. Dabei wird der Integrationsweg nach der Methode des steepest descent(vgl. Abschnitt 2.6) in die komplexe Ebene verschoben. Das Integral bekommt einen Ima-gin�arteil, wie es die durch den negativen Eigenwert hervorgerufene Instabilit�at fordert.Insbesondere wird K also imagin�ar.Diese Methode ist allerdings nur anwendbar, wenn es genau einen negativen Eigenwertgibt. Dies ist f�ur eine allgemeine Wirkung bei Coleman [51] gezeigt. Der Beweis wird inAnhang A wiedergegeben.2.6 Analytische Fortsetzung des Integrals �uber negative Mo-denEs soll hier ein Verfahren gezeigt werden, um Integrale des Typs Gl. (2.63)Z 1�1(2��h)�1=2dc0 e��02�h c2o (2.64)mit negativem �0 analytisch fortzusetzen. Der Einfachheit halber wird dieses Integralnicht �uber den gesamten Funktionenraum ausgef�uhrt, sondern nur entlang einiger, durchdie Gr�o�e z parametrisierter Wege. Die Wege werden dabei so gew�ahlt, da� sie zwei wich-tige Spezialf�alle enthalten: z = 0 entspricht der trivialen, konstanten L�osung q = q+(Gl. (2.24)) und z = 1 beschreibt die Bounce{L�osung �q (siehe S. 19). Au�erdem wird derWeg f�ur z = 1 so gew�ahlt, da� der Tangentenvektor dieser Kurve die Nullmode q1 ist. Diesentspricht der Tatsache, da� die Nullmode proportional zur Ableitung der Bounce{L�osungist (Gl. (2.57)). F�ur gr�o�ere z{Werte soll der Weg l�angere Zeit im Bereich mit negativenq{Werten verbringen (siehe Abb. 2.8).
q? U-z > 1z = 1z = 0tAbbildung 2.8:M�ogliche Integrationswege, durch z parametrisiert. Rechts ist das um 90o gedrehtePotential aufgetragen (nach [49]). 26



Betrachtet man die zu diesen L�osungen geh�orende Wirkung als Funktion von z, so�ndet man f�ur z = 1 ein lokales Maximum, da dieser Weg der station�aren L�osung ent-spricht. Fluktuationen um den kritischen Radius f�uhren auf eine kleinere Wirkung. F�urz ! 1 geht die Wirkung gegen minus Unendlich, da das Teilchen mehr und mehr Zeitin der N�ahe des Umkehrpunktes verbringt, in dessen N�ahe das Potential negativ ist. F�urz = 0 bleibt das Teilchen nur im ersten Minimum von U(q), die Wirkung zeigt ein lokalesMinimum. Der gesamte Verlauf der Wirkung ist in Abbildung 2.9b) wiedergegeben.a) ~U qq+ S( ~U) zb) U qq+ S(U) z1Abbildung 2.9: Das Ein{Mulden{Potential (a) und das Potential des Teilchenbildes (b) (links)mit den zugeh�origen Wirkungen (rechts).Das zu berechnende Integral1 J = R1�1 dz 1p2��h e�S(z)=�h ist aufgrund der negativenWirkung ho�nungslos divergent. Wie man in Abbildung 2.9 sieht, ist das entsprechendeIntegral bei dem Ein{Mulden{Potential ~U(q) konvergent, da hier die Wirkung �uberallpositiv ist.Die Idee, die hinter der analytischen Fortsetzung steckt, ist die folgende: Das Potential~U(q) wird so verbogen, da� sich das gesuchte Potential U(q) mit dem eigentlich divergentenIntegral daraus ergibt. Damit das zugeh�orige Integral aber konvergent bleibt, mu� derIntegrationsweg mit der Methode des steepest descent in der komplexen Ebene geeignetmitverschoben werden. Diese Methode soll nun an einem Beispiel erkl�art werden:1Im Gegensatz zum Ausdruck (2.64) steckt hier der Term nullter Ordnung S(�q) = B noch mit in demIntegral. 27
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Abbildung 2.10: Realteil von z2 + z3 in der z{Ebene mit den Integrationswegen 
1; 
2; 
3(nach [15]).Dazu betrachtet man das ModellintegralZ 10 dzp2� e(z2+z3)=�2 : (2.65)Abbildung 2.10 zeigt den Realteil von z2 + z3. Einige seiner Eigenschaften seien im fol-genden angegeben:Die Extremwerte des Realteils von z2 + z3 auf der reellen Achse berechnen sich ausder Ableitung Re (3z2 + 2z) = 0 (2.66)zu z = 0 oder z = �2=3. Mit Hilfe der zweiten Ableitung �ndet man bei z = 0 einMinimum und bei z = �2=3 ein Maximum. Bez�uglich der gesamten z{Ebene sind beidePunkte Sattelpunkte.Berechnet man die Nullstellen des Realteils von z3 + z2, so erh�alt man die kubischeGleichung Re z2 = �Re z3 : (2.67)Die L�osungsmenge schneidet die reelle Achse bei 0 und �1.Au�erdem ist die betrachtete Funktion Re (z3 + z2) bez�uglich der reellen Achse spie-gelsymmetrisch, denn alle Terme, die zum Realteil beitragen, enthalten gerade Potenzendes Imagin�arteils von z.F�ur gro�e z schlie�lich wird der z3{Term dominierend und die Funktion zeigt einedreiz�ahlige Symmetrie. Alle diese Eigenschaften sind in Abbildung 2.10 zusammengefa�t.28



Zur analytischen Fortsetzung wird nun der Integrand1p2� e(z2+z3)=�2 (2.68)verbogen, indem �, bislang ein positiver, reeller Parameter, entgegengesetzt des Urzeiger-sinns zu negativem � gedreht wird, also mit einer Phase ei' versehen wird:� ! j�j ei' : (2.69)Der Integrationsweg 
1(z), der entlang der positiven reellen Achse l�auft (vgl. Abb. 2.10),mu� jetzt so mitgedreht werden, da� er, wenn er vorher entlang eines Berges lief, dies auchdanach wieder tut. Der steilste Abstieg bleibt also konstant, daher der Name der Methode.Das bedeutet, da� auch die Variable z eine Phase bekommt:z ! jzj ei� : (2.70)Der Integrand ist f�ur gro�e z durch z3=�2 gegeben. Dieser Wert wird nur asymptotischerreicht. Die Forderung, da� das Maximum in der Asymptotik konstant bleibt, lautet also:z3�2 ! jzj3j�j2 ei(3��2') != jzj3j�j2 ; (2.71)wodurch sich die Phase des Integrationsweges zu� = 23' (2.72)bestimmt. Bei einer Drehung von � um 180o (� ! � ei�) nimmt der Integrand wiederseine urspr�ungliche Form an:exp� 1�2 (z2 + z3)�! exp� 1�2 e�2� i(z2 + z3)� ; (2.73)damit das Integral aber konvergent bleibt, erf�ahrt der Integrationsweg nun eine Drehungum � = 2�=3, er wird also von dem Berg entlang der reellen Achse auf den Berg in Rich-tung 2�=3 gedreht. Bis zum Sattelpunkt bei z = �2=3 kann man den Weg weiter entlangder reellen Achse laufen lassen, da hier der Integrand positiv ist und also keine Problememacht. Danach wird er in die komplexe Ebene verlegt. Die genaue Form des Integrations-weges spielt aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes keine Rolle, da der Integrand keineSingularit�aten hat. Damit ergibt sich der in Abbildung 2.10 gezeigte Integrationsweg 
2.Genauso h�atte man den Parameter � nat�urlich auch im Urzeigersinn zu � e� i� =�� drehen k�onnen, das h�atte den Integranden auch nicht ver�andert. Dabei w�are derIntegrationsweg aber auf den Berg in der unteren Halbebene (� = �2�=3) verschobenworden (
3). Der Unterschied zwischen diesen beiden Integrationen ist genau ein Vorzei-chen im Imagin�arteil des Integrals und damit in der �Ubergangswahrscheinlichkeit. DieseVorzeichenuneindeutigkeit ist eine Eigenschaft der analytischen Fortsetzung.Das soeben besprochene Verfahren soll jetzt auf das gesuchte Integral angewandtwerden: J = Z dz 1p2��h e�S(z)=�h : (2.74)29



Bis zum Sattelpunkt bei z = 1, welcher der Bounce{L�osung entspricht, kann entlang derreellen Achse integriert werden (siehe Abb. 2.9). Ab hier wird der Integrationsweg in diepositive (oder negative) komplexe Halbebene verschoben. Auch hier zeigt sich wieder dieZweideutigkeit der analytischen Fortsetzung.Die Integration bis zum Sattelpunkt liefert einen reellen Beitrag, um welchen man sichim folgenden nicht weiter k�ummern mu�, wenn man an der �Ubergangswahrscheinlichkeitinteressiert ist, welche nach Gleichung (2.4) proportional zum Imagin�arteil des Integralsist. Dieser ergibt sich aus der Integration in der komplexen Ebene von z = 1 bis Unendlich:ImJ = Im Z 1+i11 dz 1p2��h e�S(z)=�h : (2.75)Setzt man jetzt f�ur S(z) die Sattelpunktentwicklung S(z) = B+ 12 B00(z�1)2 mit negativemB00 ein, so bekommt manIm J = e�B=�h Im Z 1+i11 dz 1p2��h e 12�h jB00j(z�1)2 : (2.76)Mit Hilfe der Variablensubstitution i y = z�1) dz = i dy transformieren sich die Grenzenzu y(z = 1) = 0 und y(z = 1 + i1) =1. Man erh�alt also ein Gau�sches Integral:Im J = e�B=�h Im i Z 10 dy 1p2��h e� 12�h jB00jy2= e�B=�h 12 1p2��h p2��hpjB00j= 12 e�B=�h jB00j�1=2 : (2.77)Der Faktor 1=2 kommt daher, da� im Gau�schen Integral nur von 0 bis 1 und nicht von�1 bis 1 integriert wird. H�atte man das urspr�ungliche, divergente Integral naiv fortge-setzt, indem man die Wurzel aus dem negativen Eigenwert gezogen h�atte, so h�atte mangerade diesen Faktor 1=2 nicht bekommen. Physikalisch tr�agt der Faktor dem Rechnung,da� nur Expansion, aber keine Kontraktion der kritischen Blase in die stabile Phase f�uhrt.F�ur die Zerfallsrate sind aber nur diejenigen Fluktuationen interessant, die in das richtigeVakuum f�uhren, also nur die Expansionen.2.7 Berechnung der �UbergangsrateMan hat nun alles zusammen, um die Tunnelrate in einer Dimension berechnen zu k�onnen.Zuerst bestimmt man die in Gleichung (2.46) eingef�uhrte Konstante K, indem man dieseGleichung f�ur eine einzelne Bounce{L�osung betrachtet:N [det(�@2t + U 00(�q))]�1=2 = � w�h��1=2 e�w�=2K (2.78)und f�ur die Normierungskonstante N den in Gleichung (2.26) gewonnenen Ausdruck f�urdas Potential des harmonischen OszillatorsN [det(�@2t + w2)]�1=2 = � w�h��1=2 e�w�=2 (2.79)30



einsetzt. Dabei mu� man den Eigenwert Null und die negative Mode in der Determi-nante in Gleichung (2.78) weglassen (det0) und gem�a� der �Uberlegung auf Seite 25 einenzus�atzlichen Faktor (B=2��h)1=2 f�ur die Integration �uber die Nullmode einf�uhren. Die Inte-gration �uber die negative Mode �0 liefert, wie im letzten Abschnitt gesehen, einen Faktori2pj�0j . Alle anderen Faktoren sind reell. Damit erh�alt man f�ur den Imagin�arteil von Kden Ausdruck ImK = 12 � B2��h�1=2 �����0 det0(�@2t + U 00(�q))det(�@2t + w2) �����1=2 ; (2.80)wobei det0, wie gesagt, die Determinante ohne den Eigenwert Null und ohne die negativeMode bedeutet.Die Grundzustandsenergie steht in Gleichung (2.52):E0 = w�h2 � �hK e�B=�h : (2.81)Setzt man dort f�ur K den Ausdruck (2.80) ein, so �ndet man f�ur den Imagin�arteil derEnergie ImE0 = ��h2 � B2��h�1=2 1pj�0j ����det0(�@2t + U 00(�q))det(�@2t + w2) �����1=2 e�B=�h (2.82)und damit f�ur die gesuchte �Ubergangswahrscheinlichkeit (Gl. (2.4))� = �2ImE0=�h= � B2��h�1=2 1pj�0j ����det0(�@2t + U 00(�q))det(�@2t + w2) �����1=2 e�B=�h : (2.83)Dieser Ausdruck hat die in Gleichung (2.39) angek�undigte Form� = A e�B=�h : (2.84)2.8 Mehrdimensionale TheorieEs soll nun die bislang im Eindimensionalen entwickelte Theorie auf mehrere (D) Dimen-sionen verallgemeinert werden. Dazu betrachtet man statt des Teilchenortes q(t) wiederwie am Anfang ein Skalarfeld �(x�) als Funktion der Raumzeit x� mit � = 1; : : : ; D. Dasim Teilchenbild (Seite 13) eingef�uhrte Potential U(q) (siehe Abb. 2.3) wird jetzt durch dasurspr�ungliche quartische Potential U(�) (siehe Abb. 2.1) der Landau{Theorie ersetzt.Die Lagrangefunktion (vgl. Gl. (2.3)) schreibt sich dann alsL = 12 @��@��+ U(�) (2.85)mit der zugeh�origen Bewegungsgleichung (vgl. Gl. (2.14))� @2@t2 +r2�� = @�@�� = U 0(�) : (2.86)31



Die Randbedingungen lassen sich analog �ubersetzen: die Bedingung, da� das System amAnfang und am Ende im falschen Vakuum sein soll (Gl. (2.23)), lautet nunlimt!�1�(t; ~x) = limxD!�1�(x�) = �+ : (2.87)Damit die Wirkung endlich bleibt, fordert man au�erdem:limj~xj!1�(t; ~x) = �+ : (2.88)Das entspricht der Annahme, da� au�erhalb der Blase mit richtigem Vakuum das falscheVakuum unangetastet bleibt. Beide Gleichungen (Gl. (2.87) und Gl. (2.88)) lassen sichzusammenfassen zu limjx�j!1�(x�) = �+ : (2.89)Die andere Forderung betri�t die Wahl des Zeitachsennullpunkts. Er wird so gew�ahlt,da� hier das Zentrum der Bounce{L�osung liegt (vgl. Gl. (2.34)):@�@t (0; ~x) = 0 : (2.90)Sowohl die Bewegungsgleichung (Gl. (2.86)) als auch die Randbedingungen (Gl. (2.89)und Gl. (2.90)) sind radialsymmetrisch. Dies legt die Vermutung nahe, da� auch die L�osungradialsymmetrisch ist, d.h. nur vom Radiusr = px�x� (2.91)abh�angt. Dazu schreibt man die drei Gleichungen Gl. (2.86), Gl. (2.89) und Gl. (2.90) inKugelkoordinaten um: Die Randbedingungen werden dann zulimr!1�(r) = �+ (2.92)und @�@r ����r=0 = 0 : (2.93)Gleichung (2.93) folgt aus Gleichung (2.90) aus Stetigkeitsgr�unden.F�ur die dritte Gleichung, die Bewegungsgleichung, braucht man den Laplace{Operator@�@� in Kugelkoordinaten. Er lautet in D Dimensionen� = @�@� = �r +�
 ; (2.94)wobei �
 der auf die Winkelabh�angigkeit wirkende Teil des Laplace{Operators ist undder Radialteil gegeben ist durch�r = d2dr2 + (D � 1)r ddr : (2.95)32



Damit wird die Bewegungsgleichung zu@�@��(r) = U 0(�(r)), d2dr2�+ D � 1r ddr� = U 0(�) : (2.96)Da � nur von r abh�angen soll, ist es gerechtfertigt in Gleichung (2.96) nur den r{abh�angi-gen Teil des Di�erentialoperators zu betrachten. Mit dieser Gleichung (2.96) hat mandas Problem des Tunnele�ekts mit unendlich vielen Freiheitsgraden in eine gew�ohnlicheDi�erentialgleichung umgeschrieben. Zu zeigen bleibt noch, da� es �uberhaupt eine radial-symmetrische L�osung gibt und da� das, abgesehen von der trivialen L�osung � � 0 8r,diejenige mit der kleinsten Wirkung ist. Der Beweis ist bei Coleman, Glaser und Martin[52] zu �nden und wird in Anhang B skizziert.Gleichung (2.96) kann man erneut als Bewegungsgleichung eines Teilchens am Ort� zur Zeit r im Potential �U(�) interpretieren. Im Gegensatz zum eindimensionalenFall (Gl. (2.22)) taucht hier aber ein zus�atzlicher Ableitungterm D�1r ddr auf. Dies ent-spricht einer Stokesschen D�ampfung, aber mit einem Koe�zienten � 1=r. Aufgrund diesesD�ampfungsterms l�a�t sich keine Energieerhaltung analog zu Gleichung (2.15) aufstellen,und Gleichung (2.96) ist nicht so wie vorne exakt l�osbar. Man kann aber ein qualitativesBild der L�osung geben (vgl. auch Abschnitt 3.1):F�ur r = 0 ist die L�osung dem stabilen Minimum (bzw. beim umgekehrten Potentialdem Maximum) �� am n�achsten. F�ur den Fall der �uberhitzten Fl�ussigkeit hei�t das, da�das Innere der Blase mit der stabilen Dampfphase gef�ullt ist. F�ur gro�es r n�ahert sich dasTeilchen dem metastabilen Zustand �+, um f�ur r gegen Unendlich bei �+ zur Ruhe zukommen. Au�erhalb der Blase ist das System also 
�ussig. Der Antid�ampfungsterm bewirktdabei, da� der stabile Zustand bei r = 0 nicht genau der Kon�guration �� entspricht,sondern einer etwas gr�o�eren (vgl. Abb. 3.2). Die L�osung soll auch hier wieder Bounce{L�osung �� hei�en.Die Wirkung der Bounce{L�osungS = Z dDx �12 @� ��@� �� + U(��)� = T + V (2.97)l�a�t sich ganz allgemein in D Dimensionen durch die kinetische Energie T ausdr�ucken,wenn man analog zu Anhang B f�ur positive � die Skalentransformation��(x) = �(x=�)T [��(x)] = �D�2T [�(x)]V [��(x)] = �DV [�(x)] (2.98)betrachtet. S ist f�ur die Bounce{L�osung station�ar unter Skalentransformation:dSd� �����=1 = (D � 2) �D�3 T +D�D�1 V���=1 = 0, (2�D) T = D V : (2.99)33



F�ur die Bounce{L�osung (� = 1) erh�alt man daraus mit Gleichung (2.97) den folgendenAusdruck f�ur die Wirkung:SD = S(Bounce) = 2DT = 1D Z dDx @� ��@� �� : (2.100)Zur Berechnung der �Ubergangsamplitude verf�ahrt man nun analog zum eindimensio-nalen Fall. Man macht wieder eine Sattelpunktentwicklung um die Bounce{L�osung. Auchhier mu� man, um das Integral berechnen zu k�onnen, die Nullmoden und die negativeMode herausnehmen. Diese seien im folgenden aufgef�uhrt:NullmodeIm eindimensionalen Fall bedingte die Zeittranslationsinvarianz die Existenz einer Nullmo-de q1 = 1=pB� d�qdt (Gl. (2.57)). Bei der Berechnung der Determinante wurde der EigenwertNull ausgespart und daf�ur ein zus�atzlicher Faktor (B=2��h)1=2 eingef�uhrt. In der Feldtheo-rie hat man nun Translationsinvarianz gegen�uber allen Raumzeitrichtungen. Dies f�uhrt zuD Nullmoden proportional zu @��. Um die Normierung zu bestimmen, betrachtet mandie Wirkung. Nach Gleichung (2.100) �ndet man den AusdruckSD = 1D Z dDx @� ��@� �� ; (2.101)welcher analog zu der eindimensionalen Wirkung der Teilchenmechanik ist: B = R dt (d�q=dt)2(Gl. (2.37)). Man hat also f�ur jede Richtung dieselbe Normierung wie im eindimensionalenFall (Gl. (2.56)) und damit denselben Vorfaktor, aber in D{ter Potenz(SD=2��h)D2 : (2.102)Die Integration �uber die Translation f�uhrt dann zu einem Volumenfaktor. Der physikalischeGrund daf�ur ist, da� die Wahrscheinlichkeit mit der sich eine Blase bildet, proportionalzum Volumen ist.Negative ModeEntscheidend f�ur die Rechnung im Eindimensionalen war die Tatsache, da� es genau einennegativen Eigenwert der zweiten Ableitung der Wirkung �2S�q2 ����q gab. Der Integrationswegwurde in der analytischen Fortsetzung so verbogen, da� das Integral bez�uglich diesernegativen Mode konvergent blieb. Wenn es jetzt mehr als einen negativen Eigenwert g�abe,w�are das Verfahren nicht mehr anwendbar.Mittels Skalentransformation (Gl. (2.98)) l�a�t sich zeigen, da� es mindestens einennegativen Eigenwert gibt. Dazu leitet man die skalentransformierte D{dimensionale Wir-kung S[��(x)] = �D�2 T + �D V (2.103)34



zweimal nach � ab und �ndet f�ur die Bounce{L�osung:d2Sd�2 �����=1 = (D � 2) (D� 3) �D�4 T +D (D� 1) �D�2V���=1= (D � 2) (D� 3) T +D (D� 1)V : (2.104)Setzt man f�ur V die Relation aus der ersten Ableitung (Gl. (2.99)) ein, so erh�alt man f�urD > 2 einen negativen Ausdruck:d2Sd�2 �����=1 = (D � 2) T (D � 3�D + 1) = �2 (D� 2) T < 0 (2.105)und damit nach Gleichung (2.18) einen negativen Eigenwert.Die Existenz genau eines negativen Eigenwertes ist bereits f�ur beliebige Dimensionenin Anhang A bewiesen worden.Mit dieser Modi�kation erh�alt man schlie�lich in der mehrdimensionalen Theorie ana-log zu Gleichung (2.83) f�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeit in D Dimensionen:� = � SD2��h�D=2 1pj�0j ���� det0[�@2 + U 00(��)]det[�@2 + U 00(�+)]�����1=2 e�SD=�h [1 + O(�h)] (2.106)und speziell in drei Dimensionen die im folgenden verwendete Formel:� = � S32��h�3=2 1pj�0j ���� det0[�@2 + U 00(��)]det[�@2 + U 00(�+)]�����1=2 e�S3=�h [1 +O(�h)] : (2.107)Auch hier bedeutet det0 wieder das Auslassen der Nullmoden und der negativen Mode.SD ist die Wirkung der Bounce{L�osung in D Dimensionen. Diese Theorie hat, wie jederelativistische Feldtheorie, Ultraviolettdivergenzen und mu� also noch renormiert werden.2.9 �Ubergangsrate bei endlicher TemperaturIn diesem Abschnitt soll die vierdimensionale Theorie auf endliche Temperaturen verall-gemeinert werden. Dazu erinnert man sich, da� die Quantenstatistik von Bosonen beiT 6= 0 formal �aquivalent ist zu einer Quantenfeldtheorie in einem euklidischen Raum miteiner periodischen "Zeit\ mit der Periode 1=T [28, 29]. Die Berechnung der �Ubergangsrategeschieht analog zu der vorne entwickelten Theorie f�ur T = 0, nur da� man hier stattder O(4){symmetrischen Bounce{L�osung eine (bzgl. der r�aumlichen Koordinaten) O(3){symmetrische, in der "Zeit\{Richtung periodische L�osung mit der Periode 1=T suchenmu�.In Abbildung 2.11 sind die zum minimalen Wert der vierdimensionalen Wirkunggeh�orenden L�osungen der Bewegungsgleichung f�ur verschiedene Temperaturen gezeichnet.Bei T = 0 entspricht die L�osung einer O(4){symmetrischen Blase mit dem Radius R4. BeiT � R�14 besteht die L�osung aus einer Kette von solchen Blasen, die in der Zeitrichtung35



Abbildung 2.11: L�osungen der Bewegungsgleichung f�ur verschiedene Temperaturen: a) T = 0,b) T � R�14 c) T � R�14 d) T > R�14 (nach [28]).in Abst�anden T�1 voneinander angeordnet sind. Wenn T von derselben Gr�o�enordnungwie der reziproke Radius ist, T � R�14 , fangen die Blasen an, sich zu �uberlappen. Indem Fall gro�er Temperaturen T > R�14 ist die L�osung schlie�lich ein Zylinder, dessenr�aumlicher Querschnitt eine O(3){symmetrische Blase mit einem neuen Radius R ist. Der�Ubergang zwischen der dem Quantentunneln entsprechenden O(4){symmetrischen L�osungbei T=0 und der O(3){symmetrischen, durch thermische Fluktuationen bedingten L�osungbei endlichen Temperaturen ist von Garriga und Ferrera [53] untersucht worden.In dem letzten Fall f�ur gro�e T (T > R�14 ) reduziert sich bei der Berechnung dervierdimensionalen Wirkung die Integration �uber die Zeit einfach auf die Multiplikationmit T�1 S4 = T�1S3 ; (2.108)wobei S3(�q) die zur O(3){symmetrischen Bounce{L�osung geh�orende dreidimensionale Wir-kung ist: S3 = Z d3x �12@i ��@i �� + U(��)� : (2.109)Die Bounce{L�osung ��, die dem Minimum der dreidimensionalen Wirkung entspricht, be-stimmt sich aus der folgenden Bewegungsgleichung:d2�dr2 + 2r d�dr = U 0(�) (2.110)mit den Randbedingungen �(r) ! 0 f�ur r!1 undd�dr = 0 bei r = 0 : (2.111)Den kompletten Ausdruck f�ur die Tunnelwahrscheinlichkeit pro Zeit- und Volumen-einheit bei hohen Temperaturen (T > R�14 ) bekommt man dann auf analoge Weise wie36



den in den vorigen Abschnitten hergeleiteten Ausdruck f�ur T = 0. Man erh�alt f�ur die�Ubergangswahrscheinlichkeit bei endlicher Temperatur:�(T ) = T � S32��hT �3=2 1pj�0j ���� det0[�@2 + U 00(��)]det[�@2 + U 00(�+)] �����1=2 e�S3=(�hT ) : (2.112)Auch hier bedeutet det0 wieder, da� die (drei) Nullmoden und die negative Mode �0 beider Berechnung der Determinante ausgelassen werden. Die Nullmoden liefern den Faktor[S3=(2�T )]3=2. Der Faktor T resultiert aus der Periodizit�at in der Zeitrichtung.F�ur kleine T wird der �Ubergang durch Quanten
uktuationen hervorgerufen, die Bar-riere wird also untertunnelt. Dieser �Ubergang wird durch Gleichung (2.107) beschrieben.F�ur hinreichend gro�e T dagegen �uberwiegen die thermischen Fluktuationen, und die Bar-riere wird �uberquert. Die zugeh�orige �Ubergangsrate steht in Gleichung (2.112). Zwischenbeiden besteht der folgende Zusammenhang:Die euklidische Quantenfeldtheorie in drei Dimensionen bei verschwindender Tempe-ratur ist formal identisch zu der dreidimensionalen klassischen Mechanik bei endlichenTemperaturen. Dazu macht man folgende Ersetzung:S3�h = HkBT : (2.113)H ist der entsprechende Hamiltonoperator und kB die Boltzmannkonstante. Der Expo-nentialterm in der �Ubergangsrate Gl. (2.107) wird damit zum Boltzmannfaktore� HkBT : (2.114)Dies ist der dominante Term aus der in der Thermodynamik z.B. f�ur die Keimbildung auseiner �ubers�attigten Dampfphase benutzen Formel:� ' ~� exp� FkBT � ; (2.115)in der ~� eine typische molekulare Sto�rate und F die zur Bildung eines aus n kleinenTr�opfchen bestehenden Fl�ussigkeitstropfen vom kritischen Radius R erforderliche freieEnergie F = �nkBTx+ �4�R2 (2.116)ist (x ist die �Ubers�attigung und � die Ober
�achenspannung). F�ur Wasser �ndet man z.B.bei Zimmertemperatur einen typischen Wert [54] von� = 1025(1�2=x2)cm�3s�3 : (2.117)Mit der in dieser Arbeit berechneten Nukleationsrate hat man also auch die �Uber-gangsrate bei endlichen Temperaturen f�ur dreidimensionale, also reale Systeme der klas-sischen Mechanik, wie z.B. f�ur das in der Einleitung erw�ahnte Teekochen, bestimmt.37
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Kapitel 3Klassische L�osung f�ur ein Bl�aschen3.1 Thin wall approximationDie im vorigen Kapitel dargelegte Theorie wird nun auf den Phasen�ubergang der dreidi-mensionalen skalaren Feldtheorie angewandt und die �Ubergangsrate in einer Entwicklung,die in der nullten Ordnung der Thin wall approximation entspricht, berechnet. Die La-grangedichte in der �4{Theorie in der gebrochenen PhaseL = 12@��@��� m204 �2 + ĝ04! �4 + 38m40ĝ0 ; (3.1)in der m0 und ĝ0 die weiter unten erkl�arten nackten Parameter Masse und Kopplung sind,motiviert dabei das folgende symmetrische, quartische Potential Us (vgl. Gl. (2.35)):Us = �8(�2 � �2)2 : (3.2)Um die Minima gegeneinander zu verschieben, f�uhrt man eine kleine Asymmetrie propor-tional zu � ein (vgl. Gl. (2.2)): U = Us + �2�(�� �) : (3.3)Dieses Potential hat dieselbe Form wie das in Gleichung (2.1).Man addiert jetzt zu dem Potential noch eine Konstante so, da� es im instabilenMinimum �+ Null wird. Dies entspricht nur einer Verschiebung der Energieskala. Diedazu n�otige Konstante ist, wie man sieht, wenn man das Ergebnis aus Gleichung (3.11)einsetzt, �U(�+) = �28�4� + �316�8�2 + O(�4) : (3.4)Damit ist das zu untersuchende Potential also gegeben durchU(�) = �8(�2 � �2)2 + �2�(�� �) + �28�4� + �316�8�2 + O(�4) : (3.5)39



In niedrigster Ordnung in � liegen die Minima bei ��, aber die Energien der Minimasind um � gegeneinander verschoben, wodurch der Zustand bei � = +� zum metastabilenZustand wird, siehe Abbildung 3.1.
�U �+�� �Abbildung 3.1: Das Potential aus Gleichung (3.5). Die in f�uhrender Ordnung bei �+ und ��liegenden Minima sind um � gegeneinander verschoben, wodurch das Minimium bei �+ zum me-tastabilen Minimum wird.Die durch den Asymmetrieterm bedingten Korrekturen zur Position der Minima be-rechnet man mit einem Potenzreihenansatz:�� = �� + e1� + e2�2 + e3�3 + : : : : (3.6)Eingesetzt in die Ableitung des Potentials bekommt man die Gleichung��2�e1 + 12�� � + ��2�e2 � 32��e21� �2 + �12�e31 � 3��e1e2 + �2�e3� �3 +O(�4) = 0 :(3.7)Durch Koe�zientenvergleich �ndet mane1 = � 12�3� ; (3.8)e2 = � 38�7�2 und (3.9)e3 = � 12�11�3 (3.10)und also f�ur die Minima:�� = �� � 12�3�� � 38�7�2�2 � 12�11�3 �3 + O(�4) : (3.11)Damit kann man einen Zusammenhang zwischen den Parametern � und � und einernackten Masse m̂0 nach der in der gebrochenen Phase geltenden Beziehungm̂20 = @2@�2U(�)�����=�+ (3.12)40



herleiten:m̂20 = ��2�2 + 32��2� = �2�+ 32�2� � 34�6��2 + 1516�10�2 �3 + O(�4) : (3.13)In dieser Arbeit soll jedoch eine nackte Masse m0 eingef�uhrt werden, zu deren De�nitionnur der symmetrische Teil Us des Potentials U verwendet wird:m20 = @2@�2Us(�)�����=� = �2� : (3.14)Die nackte Kopplung ist als vierte Ableitung des Potentials am Minimum de�niert:ĝ0 = @4@�4U(�)�����=�+ = 24�8 = 3� : (3.15)Hier macht es keinen Unterschied, ob man den Asymmetrieterm in der De�nition dazu-nimmt oder nicht.Der erste Schritt in der Berechnung der in der �Ubergangsrate vorkommenden Fluk-tuationsdeterminante ist die Berechnung der station�aren L�osung, der Bounce{L�osung. F�urkleine � l�a�t sich eine qualitative Form der L�osung der zugeh�origen Euler{Lagrange Glei-chung in drei Dimensionen (vgl. Gl. (2.96)) �d2�d~x2 + U 0(�) = 0, �d2�dr2 � 2r d�dr + �2�(�2 � �2) + �2� = 0 (3.16)angeben. In dieser Gleichung hat man bereits ausgenutzt, da� die Bounce{L�osung, wiein Anhang B gezeigt, kugelsymmetrisch ist und der winkelabh�angige Teil des Laplace{Operators deshalb wegf�allt. Interpretiert man die radiale Variable r als Zeit und fa�t �(r)als einen Ort zur Zeit r auf, so entspricht Gleichung (3.16) der Bewegungsgleichung einesTeilchens in dem an der horizontalen Achse gespiegeltem Potential aus Abbildung 3.1 miteiner Reibung 2r d�dr . Da es sich hier um den Radialteil einer Bewegungsgleichung handelt,kann man die Bewegung nur f�ur positive Zeiten r > 0 betrachten. Dabei mu�, damit dieL�osung nicht singul�ar wird, die Ableitung am Ursprung verschwinden.Das Teilchen, welches bei �� = �(r = 0) in Ruhe startet (vgl. Abb. 3.2), rollt durchdas Tal auf den Berg bei �+. Die Form der L�osung h�angt dabei von dem Startwert �� zurZeit r = 0 ab [22]:Es gibt einen Punkt �̂ mit �� < �̂ < �+, so da� das Teilchen, das bei �� = �̂ startet,genau soviel Energie hat, da� es zur Zeit r =1 bei �+ zur Ruhe kommt. Die zugeh�origeL�osung ist die Kink{L�osung.Startet das Teilchen bei gr�o�eren Werten �� > �̂, so kommt es den Berg bei �+ nichtganz hoch, rollt wieder zur�uck und schwingt in dem Tal hin und her. Durch die D�ampfungwird die Energie verringert:dEdr = ddr "12 �d�dr �2 � U# = d�dr �d2�dr2 � dUd�� = d�dr ��2r d�dr � � 0 : (3.17)41



�
U

�� �� �+Abbildung 3.2: An der Abszisse gespiegeltes Potential aus Abbildung 3.1. Das Teilchen startetbei �� und rollt durch das Tal auf den Berg bei �+.Im letzten Schritt wurde dabei die Euler{Lagrange Gleichung (Gl. (3.16)) eingesetzt. Manerh�alt eine oszillierende L�osung (vgl. Abb. 3.3).Liegt der Anfangspunkt schlie�lich links von �̂, �� < �� < �̂, so schie�t das Teilchen�uber die Bergkuppe bei �+ hinaus. Um das zu sehen, entwickelt man die Euler{Lagrange{Gleichung in vier Dimensionen um �� bis zur linearen Ordnung:� d2dr2 + 3r ddr + �2� (�� ��) = 0 : (3.18)Es wurde �2 = U 00(��) gesetzt. Diese Di�erentialgleichung hat die L�osung�(r)� �� = 2��(0)� ���I1(�r)�r ; (3.19)wobei I1 die erste Besselfunktion ist. Das Teilchen wird also bis zu hinreichend gro�enZeiten r nahe bei �� bleiben. F�ur gro�e Zeiten r schlie�lich kann man den D�ampfungstermvernachl�assigen, die Euler{Lagrange{Gleichung wird zur Wellengleichung, und die L�osungdivergiert. Das qualitative Verhalten in drei Dimensionen ist genauso.Alle drei m�oglichen L�osungen sind in Abbildung 3.3 skizziert. Durch numerisches L�osender Di�erentialgleichung Gl. (3.16) nach den in [55] angegebenen Methoden konnte diesesVerhalten best�atigt werden.Durch die Substitution r ! �r bleibt die Bewegungsgleichung unver�andert, die Be-wegung f�ur negative r verl�auft also symmetrisch zu der f�ur positive r. Das Teilchen, zuunendlichen negativen Zeiten von dem Berg bei �+ kommend, bewegt sich schnell durchdas Tal zum Umkehrpunkt �̂, den es zur Zeit r = 0 erreicht und bewegt sich genausowieder zu �+ zur�uck. Die oben diskutierte Bewegung ist diese R�uckbewegung.Aus diesen qualitativen �Uberlegungen ergeben sich auch die Randbedingungen, die andie L�osung der Di�erentialgleichung gestellt werden (vgl. S. 32):42
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Abbildung 3.3: Verschiedene numerisch gewonnene charakteristische L�osungen der Bewegungs-gleichung Gl. (3.16) f�ur unterschiedliche Startpunkte �� = �(0).� Die L�osung soll f�ur gro�e positive Zeiten r gegen das falsche Minimum �+ konver-gieren: �(r) r!1�! �+ : (3.20)Dem entspricht im Teilchenbild, da� das Teilchen wirklich bei �+ zur Ruhe kommt,und in der Nukleationstheorie hei�t das, da� sich au�erhalb der Blase falsches Va-kuum be�ndet.� Damit die dreidimensionale, rotationssymmetrische L�osung im Nullpunkt di�eren-zierbar ist, mu� die Ableitung im Nullpunkt verschwinden:�0(0) = 0 : (3.21)Das Teilchen mu� am Umkehrpunkt also wirklich stillstehen.43



Man hat damit zwei Randbedingungen f�ur eine Di�erentialgleichung zweiter Ordnung.Um die vorliegende Di�erentialgleichung auch �uber die Thin wall approximation hinausl�osen zu k�onnen, wird hier allerdings eine Entwicklung nach � eingef�uhrt (vgl. Abschnitt3.2), welche gerade an den Punkten, an denen man die Randbedingungen fordert, nichtmehr konvergiert. Es wird sich zeigen, da� die entwickelte L�osung die Randbedingungenasymptotisch im Sinne einer Potenzreihenentwicklung erf�ullt, man aber die Bedingungder Stationarit�at der Wirkung hier noch hinzunehmen mu�, damit die L�osung bis zurgegebenen Ordnung eindeutig ist.Durch Rotation der so gefundenen Kink{L�osung erh�alt man eine Blase aus richtigemVakuum �� innerhalb von falschem Vakuum �+ mit einer d�unnen Wand zwischen beidenZust�anden (daher der Name "thin wall approximation\) (vgl. Abb. 3.4).- r�r �R R�+
��Abbildung 3.4: Ein Nukleationskeim | durch Rotation der Kinkl�osung entsteht eine Blase.Der kritische Radius der Blase R wird durch den Gewinn an Volumenenergie und denVerlust an Ober
�achenenergie bestimmt. Bildet sich eine Blase mit einem kleineren Radius,so ist der Gewinn an Volumenenergie kleiner als der Verlust durch Ober
�achenenergie, unddie Blase schrumpft zu nichts zusammen. Irgendwann wird aber eine Blase gebildet, derenRadius gr�o�er als R ist, so da� es f�ur die Blase energetisch g�unstiger ist, weiter zu wachsen.Sie dehnt sich aus, bis alle verf�ugbare Materie in die neue Phase umgewandelt ist.Man berechnet den kritischen Radius der Blase aus der Forderung, da� die WirkungS = Z d3x �12 @� ��@� ��+ U(��)� (3.22)am kritischen Radius station�ar ist. Umschreiben in Kugelkoordinaten und Einsetzen desspeziellen Potentials (Gl. (3.5)) ergibt:S = 4� Z 10 r2dr "12 �d��dr �2 + U(��)#= 4� Z 10 r2dr "12 �d��dr �2 + Us(��)#+ 2��� Z 10 r2dr (��� �)� 4� Z 10 r2drU(�+) ;(3.23)44



wobei der letzte Term erst in h�oheren Ordnungen in � Beitr�age liefert.Der zweite Term ist der Volumenterm. Er ist proportional zur Energiedi�erenz �. Inder Thin wall approximation ist die L�osung �� gegeben durch:�� = 8><>: �� : r < R� �=2�B : R� �=2 < r < R+ �=2� : r > R+ �=2 : (3.24)� ist dabei die Dicke der Blasenwand, welche als sehr viel kleiner als der Radius ange-nommen wird. In dieser Wand variiert die Bounce{L�osung �B stark, au�erhalb der Blase(r � R) nimmt sie den Wert � an und f�ur r � R (innerhalb der Blase) den Wert ��.Der im zweiten Integranden stehende Ausdruck (� � �) ist also nur innerhalb der Blasevon Null verschieden, so da� n�aherungsweise nur �uber das Blaseninnere zu integrieren ist:2��� Z R0 r2dr (�2�) = �4��R33 : (3.25)Dieser Term ist proportional zum Volumen einer dreidimensionalen Kugel.Bei der Berechnung des ersten Terms der Wirkung Gl. (3.23), dem Ober
�achenterm,ist nur die Blasenwand relevant, da nur hier der Ausdruck d�=dr wesentlich von Nullverschieden ist und man das Potential und die Ableitung ineinander umrechnen kann (vgl.die Skalentransformationen auf Seite 33). Damit bekommt man f�ur den Ober
�achenterm4� Z R+�=2R��=2 r2 dr "12 �d�dr �2 + Us# = 4�R2 Z 1�1 dr �d�dr �2 = 4�R2B : (3.26)B ist die eindimensionale Wirkung der Bounce{L�osung (Gl. (2.37)). Da die Wanddicke �nach Vorraussetzung viel kleiner als der Radius R ist, kann man r in der Wand durchden Wert R ersetzen. Dieser kann dann vor das Integral gezogen werden. Der Integrandverschwindet au�erhalb der Wand, so da� der Integrationsbereich bei der Berechnungder eindimensionalen Wirkung B ruhig wieder auf die positive oder sogar auf die ganzereelle Achse ausgedehnt werden kann. Die Vorfaktoren in Gleichung (3.26) entsprechender Ober
�ache einer dreidimensionalen Kugel.Mit den obigen Ergebnissen schreibt sich die Wirkung in dieser einfachen Absch�atzungals S = 4�R2B � 4�R33 � (3.27)Der kritische Radius ergibt sich daraus in der Thin wall approximation durch Variationwie folgt: dSdR = 2 � 4�RB � 4�R2� = 0) R = 2B� : (3.28)Insbesondere werden die kritischen Blasen f�ur kleines � wie erwartet sehr gro�:R � 1� : (3.29)45



Setzt man den gewonnenen Ausdruck f�ur R wieder in die Wirkung der kritischen Blaseein, so bekommt man: S = 163 � B3�2 : (3.30)In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, da� dies in einer Entwicklung nach � alle Beitr�age zurf�uhrenden Ordnung sind. Weitere Potenzen in � werden aber zu all diesen Ausdr�uckennoch hinzukommen. Da� � bei einer d�unnen Wand tats�achlich klein und damit als Ent-wicklungsparameter geeignet ist, wird im n�achsten Abschnitt gezeigt werden (Gl. (3.61)).3.2 Berechnung der Bounce{L�osungDie in der Literatur nur bis zur ersten Ordnung in � bekannte Bounce{L�osung, das ist dieL�osung der Euler{Lagrange{Gleichung (Gl. (3.16))�d2�d~x2 + U 0(�) = 0, �d2�dr2 � 2r d�dr + �2�(�2 � �2) + �2� = 0 ; (3.31)soll zu den im letzten Abschnitt gegebenen Randbedingungen (Gl. (3.20), Gl. (3.21))limr!1� = �+ und (3.32)�0(0) = 0 (3.33)in diesem Abschnitt st�orungstheoretisch bis zur zweiten Ordnung berechnet werden. ZurAbk�urzung fa�t man die dimensionsbehafteten Gr�o�en zusammen zu� = p��2 (3.34)und dividiert die Euler{Lagrange{Gleichung durch �2�� 1�2 d2(�=�)dr2 � 2�r 1� d(�=�)dr + 2��  ����2 � 1!+ 43 ~� = 0 : (3.35)Dabei wurde noch ein dimensionsloser Parameter ~� de�niert:~� := 38�2�2 � = 32�4�� = ĝ02m40� : (3.36)Da die Bounce{L�osung um den Radius R herum zentriert ist, schreibt man nun dieBewegungsgleichung Gl. (3.35) auf die dimensionslose Variable� := �r � �R = ~r � ~R (3.37)um. Mit dem dimensionslosen Feld~�(�) = 1��(�r� �R) (3.38)46



wird die Euler{Lagrange{Gleichung dann zu�d2 ~�d�2 � 2� + ~R d~�d� + 2~�(~�2 � 1) + 43 ~� = 0 : (3.39)F�ur den dimensionslosen Radius ~R = �R der Blase setzt man aufgrund des ResultatsGl. (3.29) folgende Laurent{Reihe in ~� an:~R = a�1~� + a0 + ~�a1 + ~�2a2 + � � � = 1Xi=�1 ai~�i (3.40)und entwickelt in der Euler{Lagrange{Gleichung den Faktor vor der ersten Ableitung nachPotenzen von ~�:1� + ~R = 1� +P1i=�1 ai~�i = ~�a�1 � � + a0a2�1 ~�2 + (� + a0)2 � a1a�1a3�1 ~�3 + O(~�4) : (3.41)Die so entstehende Di�erentialgleichung�d2 ~�d�2 � 2a�1 ~�d~�d� + 2(� + a0)a2�1 ~�2d~�d� + 2~�(~�2 � 1) + 43 ~� +O(~�3) = 0 (3.42)l�ost man nun st�orungstheoretisch bis zur zweiten Ordnung in ~� durch einen Potenzreihen-ansatz f�ur die Bounce{L�osung�~� = ~�0 + ~� ~�1 + ~�2~�2 +O(~�3) : (3.43)Eingesetzt liefert das:� ~�000 � ~�~�001 � ~�2~�002 � 2a�1 ~� ~�00 � 2a�1 ~�2~�01 + 2�a2�1 ~�2~�00 + 2a0a2�1 ~�2~�00 ++ 2(~�30 + 3~� ~�20~�1 + 3~�2~�0 ~�21 + 3~�2~�20 ~�2 � ~�0 � ~� ~�1 � ~�2~�2) ++ 43 ~� + O(~�3) = 0 : (3.44)In nullter Ordnung in ~� hat man also die Gleichung�~�000 + 2(~�30 � ~�0) = 0 (3.45)zu l�osen. Dies entspricht aber der Soliton{Gleichung, und die L�osung lautet (vgl. Gl. (2.36))~�0(�) = + tanh(�) : (3.46)Dabei ist das Vorzeichen gem�a� den Randbedingungen so zu bestimmen, da� das Systemau�erhalb der Blase (r� R) im falschen Vakuum ist:�0(1) != +� bzw. (3.47)~�0(1) != +1 : (3.48)Setzt man nun die L�osung f�ur ~�0 in Gleichung (3.44) ein, so erh�alt man die Di�eren-tialgleichung f�ur die erste Ordnung in ~�:�~�001 + (�6 sech2 � + 4)~�1 = 2a�1 sech2 � � 43 : (3.49)47



Die durch den Index H gekennzeichneten L�osungen der zugeh�origen homogenen Dif-ferentialgleichung � d2d�2 ~�1 � (6 sech2 � � 4)~�1 = 0 (3.50)lassen sich aus der unter Nummer 2.420 bei Kamke [56] angegebenen Di�erentialgleichungf�ur n = 3 mit der Substitution x! i � (3.51)herleiten: ~�1;H1(�) = A1 e2�[2 tanh � � 1� tanh2 �] und~�1;H2(�) = A2 e�2�[�2 tanh � � 1� tanh2 �] : (3.52)Die beiden hier angegebenen L�osungen sind aber nicht linear unabh�angig. Eine weitere,dazu �aquivalente L�osung erh�alt man aus der Linearkombination f�ur A1 = A2 = C1=2,n�amlich ~�1;H3(�) = �C1 sech2 � : (3.53)Dies entspricht der Eigenfunktion zum Eigenwert 0 der sp�ater zu l�osenden Schr�odinger-gleichung (vgl. Gl. (4.209)).Eine zweite, linear unabh�angige, homogene L�osung �ndet man mittels Variation derKonstanten als: ~�1;H4(�) � C2 12� + 8 sinh(2�) + sinh(4�)cosh2 �� C2�32� sech2 � + 32 tanh � + sinh � cosh �� : (3.54)Setzt man die spezielle L�osung der Di�erentialgleichung der ersten Ordnung in ~�(Gl. (3.49)) als konstant an, so lassen sich eine spezielle L�osung ~�1;S und der Parametera�1 durch Koe�zientenvergleich berechnen. Aus den beiden Gleichungen4~�1;S = �43 und (3.55)�6~�1;S = 2a�1 (3.56)folgt ~�1;S(�) = �13 und (3.57)a�1 = 1 : (3.58)F�ur die f�uhrende Ordnung des dimensionslosen Radius erh�alt man mit dem berechne-ten Parameter a�1 ~R = a�1~� = 1~� = 23 �4�� = 2m40ĝ0 1� : (3.59)48



In der Thin wall approximation soll dieser Radius nun wesentlich gr�o�er sein als dieWand der Blase dick ist. Die Dicke der Wand �, also den Bereich, in dem die Ableitungvon � wesentlich von Null verschieden ist, liest man an der Bounce{L�osung ab als� = 2 1� = 4p�� = 4m0 : (3.60)F�ur das Verh�altnis aus Dicke und Radius ergibt sich damit:�R = 2� 3��2�4� = 2~� : (3.61)Die Vorraussetzung f�ur die Anwendbarkeit der Thin wall approximation ist, da� dasVerh�altnis �=R sehr klein ist, etwa von der Gr�o�enordnung 1=5 oder 1=10. Dies bedeutetaber, da�, wie man an Gleichung (3.61) sieht, ~� sehr klein ist und da� in der Entwicklungh�ohere Potenzen in ~� vernachl�assigt werden k�onnen.Aus den obigen Verh�altnissen ergeben sich typische ~�{Werte von ~� = 0:1 oder ~� = 0:05.Mit den erhaltenen Ergebnissen ist die allgemeine Bounce{L�osung in der ersten Ord-nung in ~� also gegeben durch~�1(�) = ��C1 sech2 � + C2�32� sech2 � + 32 tanh � + sinh � cosh ��� 13� : (3.62)Die einzelnen Terme dieser Ordnung haben folgende Bedeutung:� Der konstante Term entspricht der Verschiebung des Minimums. Dies sieht man,wenn man die dimensionslosen Minima analog zu Gleichung (3.11) nach ~� entwickelt:~�� = �1� ~�3 � ~�26 � 4~�327 +O(~�4) : (3.63)Dieser Term wird gebraucht, damit die Bounce{L�osung wieder einen �Ubergang voneinem Minimum ins andere beschreibt.� Der Term proportional zu C2 divergiert f�ur gro�e � und darf aufgrund der Randbe-dingungen (Endlichkeit f�ur gro�e j�j) nicht zur L�osung beitragen. C2 mu� also gleichNull sein.� sech2 � schlie�lich entspricht der Ableitung der nullten Ordnung der Bounce{L�osungund h�angt mit den Translationen der Bounce{L�osung zusammen (vgl. die Betrach-tungen zur Nullmode, Abschnitt 2.5.1). Dabei beschreibt C1 einen Translationsfrei-heitsgrad. Um das zu sehen, entwickelt man die Funktionf(�; ~�) = tanh(� � C1~�) (3.64)um ~� = 0 in eine Taylorreihe:f(�; ~�) = tanh � � C1~� sech2 � � C21 ~�2 sech3 � sinh � + O(~�3) : (3.65)C1 entspricht also dem Parameter a1 in dem Ansatz f�ur den Radius Gl. (3.40).Durch diesen Ansatz ist die homogene, zu C1 proportionale L�osung also bereitsber�ucksichtigt und mu� im folgenden nicht explizit aufgef�uhrt werden.49



Es bleibt also f�ur ~�1: ~�1 = �13 : (3.66)Schreibt man (das dimensionsbehaftete) �� als Potenzreihe in � statt in der dimensi-onslosen Gr�o�e ~�, so sieht man, da� die L�osung erster Ordnung, die dann�1;S(r) = � 12�3� (3.67)lautet, identisch ist mit der bei Langer [15] im Anhang D angegebenen L�osung.Die Di�erentialgleichung in quadratischer Ordnung in ~� ergibt sich mit den bereitsgefundenen L�osungen ~�0 (Gl. (3.46)) und ~�1 (Gl. (3.66)) und demWert f�ur a�1 (Gl. (3.58))zu �~�002 + (6~�20 � 2)~�2 = 2~�01 � 2� ~�00 � 2a0 ~�00 � 6~�0~�21, �~�002 + (6 tanh2 � � 2)~�2 = �2� sech2 � � 2a0 sech2 � � 23 tanh � : (3.68)Die zugeh�orige homogene Gleichung entspricht Gleichung (3.50) und hat die konvergente,symmetrische L�osung ~�2;H1(�) = �D1 sech2 � (3.69)und die divergierende, antisymmetrische L�osung~�2;H2(�) = D2�32� sech2 � + 32 tanh � + sinh � cosh �� : (3.70)Die Inhomogenit�aten werden nacheinander behandelt. Variation der Konstanten f�uhrtin jedem der F�alle auf eine inhomogene Di�erentialgleichung erster Ordnung in der Ablei-tung der variierten Konstante, deren spezielle L�osung sich durch nochmalige Variation derKonstanten �nden l�a�t. So lautet z.B. die spezielle L�osung zur Inhomogenit�at �2� sech2 �~�2;S1(�) = � �13 + 13 cosh2 � � 512 sech2 �� �� log cosh � �12� sech2 � + 12 tanh � + 13 sinh � cosh ��++ 112 tanh � + 12 sech2 � T (�) : (3.71)Mit T (�) ist dabei die Stammfunktion von � tanh � gemeint:T (�) = Z �0 �0 tanh �0 d�0 : (3.72)Zur Inhomogenit�at �23 tanh � lautet die L�osung~�2;S2(�) = 19 sinh � cosh � ; (3.73)50



und f�ur den a0{abh�angigen Term �2a0 sech2 � lautet die L�osung~�2;S3(�) = a0 + a03 tanh2 � sinh2 � : (3.74)Die der Translation entsprechende homogene L�osung f�ur ~�1, n�amlich �C1 sech2 �,w�urde in der Di�erentialgleichung f�ur die zweite Ordnung Gl. (3.68) weitere Inhomoge-nit�aten liefern. Der Term 2~�01 f�uhrt auf den Ausdruck4C1 sech3 � sinh � ; (3.75)der sich aber gegen den gemischten Term aus �6~�0 ~�22 weghebt. Die einzige verbleibendeC1{Abh�angigkeit w�are der in C1 quadratische Term aus �6~�0 ~�21, n�amlich�6C21 sech5 � sinh � (3.76)mit der L�osung ~�2;S4(�) = �C21 sech3 � sinh � : (3.77)Dies ist aber genau der dritte Term in der Entwicklung Gl. (3.65). An dieser Stelle zeigtsich noch einmal deutlich die �Aquivalenz der beiden Ans�atze Gl. (3.40) und Gl. (3.65) unddie Austauschbarkeit der Konstanten a1 und C1.Die allgemeine L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung in der zweiten Ordnunglautet also:~�2(�) = �D1 sech2 � +D2�32� sech2 � + 32 tanh � + sinh � cosh �� ++� �13 + 13 cosh2 � � 512 sech2 �� �� log cosh � �12� sech2 � + 12 tanh � + 13 sinh � cosh ��+ 112 tanh � ++12 sech2 � T (�) + 19 sinh � cosh � + a0�1 + 13 tanh2 � sinh2 �� : (3.78)Die konvergente homogene L�osung �D1 sech2 � h�angt wieder mit der Translationsfreiheitder Bounce{L�osung zusammen. D1 entspricht dem Parameter a2 aus Ansatz (3.40). Diessieht man in einer zu Gleichung (3.65) analogen Taylorentwicklung:tanh(� � C1~� �D1~�2) =tanh � � C1~� sech2 � � C21 ~�2 sech3 � sinh � �D1~�2 sech2 � +O(~�3) : (3.79)Im folgenden wird also auch diese homogene L�osung weggelassen und der verbleibendenFreiheit durch die Gr�o�e a2 im Ansatz f�ur den Radius Gl. (3.40) Rechnung getragen.Die L�osung mu� nun noch an die Randbedingungen angepa�t werden. Insbesonderemu� die L�osung also f�ur gro�e � (gegen das instabile Minimum) konvergieren. Um dieAsymptotik besser einzusehen, schreibt man log cosh � alslog cosh � = log�12(e�+e��)� = � log 2 + � + log(1 + e�2�) : (3.80)51



Damit �ndet man die folgenden Divergenzen in der L�osung ~�2 (Gl. (3.78)):D2 sinh � cosh � + 13 log 2 sinh � cosh � + 19 sinh � cosh � + a03 tanh2 � sinh2 � : (3.81)Die Summe der anderen Terme ist konvergent. Durch Addition eines geeigneten Vielfachender divergierenden homogenen L�osung kann man die ersten drei Divergenzen beseitigen.Dazu w�ahlt man D2 = �19 � 13 log 2 : (3.82)Der letzte Term proportional zu a0 ist symmetrisch in �, w�ahrend die divergierende homo-gene L�osung antisymmetrisch ist. Damit lassen sich die Randbedingung der Konvergenzbei gro�em � und die verschwindende Steigung im Punkt ~r = 0 f�ur a0 6= 0 nicht gleichzeitigerf�ullen. Hieraus bestimmt sich die Konstante a0 der Entwicklung Gl. (3.40) zu Null. Dieswird bei der Berechnung der Wirkung best�atigt werden (vgl. Seite 61).Die gesuchte L�osung kann damit in eine Form gebracht werden, der man die Konver-genz f�ur gro�e � ansieht:~�2(�) = ��2(tanh � � 1) + �6(cosh � � sinh �)2 � 12�2 sech2 � � 712� sech2 � �� log(1 + e�2�)�12� sech2 � + 12 tanh ��� 13 log(1 + e�2�) sinh � cosh � �� 112 tanh � + 12 sech2 � T (�) : (3.83)Mit der Regel von de l'Hospital zeigt man:lim�!1�13 log(1 + e�2�) sinh � cosh � = �13 � 14 = � 112 ; (3.84)ebenso: lim�!1 12 sech2 � T (�) = 0 ; (3.85)womit sich dann als Grenzwert von ~�2 f�ur gro�e �~�2 �!1�! � 112 � 112 = �16 (3.86)ergibt, was dem Term dieser Ordnung in dem instabilen Minimum entspricht (vgl. Gl. (3.63)).Damit ist die erste Randbedingung erf�ullt.Bei ~�0 wird diese Randbedingung durch Konstruktion erf�ullt, die spezielle L�osung von~�1 entspricht der Verschiebung des Minimums und erf�ullt damit ebenfalls die Randbedin-gung. Auch bei ~�2 treten Terme auf, die der Verschiebung des Minimums entsprechen, undTerme, welche die Translation beschreiben (proportional zu C1 und D1). Dar�uber hinausgibt es hier aber auch Terme, die echte Deformationen der Blase beschreiben.Nun betrachtet man noch die zweite Randbedingung, n�amlich das Verhalten derSteigung am Ursprung (~r = 0 bzw. � = � ~R). F�ur ~�00(�) = sech2 � �ndet man f�ur� = � ~R = � 1~� +O(~�) als f�uhrenden Term~�00(� ~R) = e� 2~� (4 +O(~�)) : (3.87)52



Da ~� auf positive Werte beschr�ankt ist, kann man diesen Ausdruck entwickeln, und diegeforderte Randbedingung ist im Sinne einer Potenzreihenentwicklung erf�ullt.~�01 ist �uberall identisch gleich Null, da ~�1 konstant ist, und erf�ullt damit ebenfalls dieRandbedingung.F�ur die Ableitung von ~�2 �ndet man~�02(�) = 16 tanh2 � � log 23 (cosh2 � + sinh2 �)� log 2 sech2 � ++� �23 cosh � sinh � + �76 + log 2� sech3 � sinh �� �� log cosh � �sech2 � � � sech3 � sinh � + 13(sinh2 � + cosh2 �)��� sech3 � sinh � T (�) : (3.88)Umschreiben von log cosh � alslog cosh � = � log 2� � + log(e2�+1) (3.89)liefert die Form~�02(�) = 16 tanh2 � + �3(sinh � + cosh �)2 ++76� sech3 � sinh � + � sech2 � � �2 sech3 � sinh � �� log(e2�+1) �sech2 � � � sech3 � sinh ����13 log(e2�+1)(sinh2 � + cosh2 �)� sech3 � sinh � T (�) : (3.90)Die Grenzwerte der beiden letzten Terme am Ursprung (� = � ~R) �ndet man wieder mitder Regel von de l'Hospital:lim�!� ~R log(e2�+1)(sinh2 � + cosh2 �) = 12 und (3.91)lim�!� ~R sech3 � sinh � T (�) = 0 : (3.92)Insgesamt �ndet man also auch f�ur ~�2 die gesuchte asymptotische Steigung am Ursprung:~�02(� = � ~R) = 16 � 13 � 12 = 0 : (3.93)Um zu wissen, wie die Ableitung gegen Null geht, schaut man sich auch hier wieder dief�uhrenden Ausdr�ucke der einzelnen Terme an. Man �ndet Vielfache von e4�, � e2�, � e4�und �2 e2�, welche f�ur positives ~� wieder die Randbedingung im Sinne einer Potenzreihen-entwicklung erf�ullen.In Abbildung 3.5 ist die zweite Ordnung der Bounce{L�osung als Funktion von � ge-zeichnet. 53



�~�2
-6 -4 -2 2 4 6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Abbildung 3.5: Die Korrekturen ~�2 zur Bounce{L�osung in quadratische Ordnung in ~�.Im Gegensatz zu den Di�erentialgleichungen nullter und erster Ordnung in ~� istdie Di�erentialgleichung zweiter Ordnung nicht mehr translationsinvariant, d.h. da� ei-ne Verschiebung des Arguments ( ~R 6= 0) die Form der L�osung nicht invariant l�a�t. DieseTranslation �au�ert sich, wenn man die Bounce{L�osung analog zu Gleichung (3.79) tay-lorentwickelt, in zus�atzlichen Inhomogenit�aten. Das Verschwinden des Koe�zienten a0entspricht der Translationsinvarianz von ~�1. Die weiteren Koe�zienten lassen sich nichtaus den Randbedingungen bestimmen, da diese nur asymptotisch erf�ullt sind. Man m�u�teauch hier jeweils die beiden n�achsth�oheren Ordnungen der Bounce{L�osung kennen.Die hier noch unbestimmten Konstanten a1 und a2 lassen sich aber durch Variationder Wirkung analog der Rechnung auf Seite 45 bestimmen. Dies soll im n�achsten Abschnittgeschehen.3.3 Berechnung der Wirkung der Bounce{L�osung und deskritischen RadiusIn diesem Abschnitt soll die Wirkung S der Bounce{L�osung nach Gleichung (3.23)S = 4� Z 10 dr r2 "12 �d��dr �2 + Us#+ 2��� Z 10 dr r2(��� �)� 4� Z 10 dr r2U(�+)(3.94)bis zur zweiten Ordnung in � berechnet werden. Umschreiben auf dimensionslose Gr�o�enliefert den AusdruckS = 2��2� Z 10 d~r ~r224 d�~�(�)d~r !2 + h(�~�2(�)� 1)2 � (~�2+ � 1)2i35++ 2��2� Z 10 d~r ~r2 �83 ~� ��~�(�)� ~�+�� : (3.95)54



~r = �r ist dabei eine dimensionslose Variable, vgl. Gl. (3.37).Die vorkommenden Integrale sind von der FormZ 10 ~r2f(~r � ~R) d~r : (3.96)f(~r� ~R) ist eine um ~r = ~R zentrierte Funktion, die f�ur gro�e � = ~r� ~R aufgrund der Wahldes Nullpunkts von U gegen Null geht. Wegen des Faktors ~r2 verschwinden die Randtermebei partieller Integration auch an der unteren Grenze, und man bekommtZ 10 ~r2f(~r � ~R) d~r = �13 Z 10 ~r3f 0(~r� ~R) d~r : (3.97)Nun wird das Argument der Funktion ~r � ~R = � substituiert und der Integrationsbereichauf die ganze reelle Achse ausgedehnt. Der dabei gemachte Fehler entspricht dem Abfallder Funktion, geht also exponentiell wie e�const=~�. Man erh�alt:Z 10 ~r2 dr f(~r � ~R) = �13 Z 1� ~R d� (� + ~R)3f 0(�) �� �13 Z 1�1 d� �3f 0(�) � ~RZ 1�1 d� �2f 0(�) � ~R2 Z 1�1 d� � f 0(�) � 13 ~R3 Z 1�1 d� f 0(�) :(3.98)Die einzelnen Beitr�age lassen sich je nach resultierender ~R{Potenz in Volumenterme, Ober-
�achenterme, lineare und konstante Terme aufteilen. F�ur eine gerade Funktion f(�) ist dieAbleitung ungerade und der zweite und der letzte Term in Gleichung (3.98) verschwinden.�Ubrig bleibt ein Term proportional zu ~R2 (Ober
�achenterm):� ~R2 Z 1�1 �f 0(�) d� = ~R2 Z 1�1 f(�) d� =: ~R2O (3.99)und ein konstanter Term:�13 Z 1�1 �3f 0(�) d� = Z 1�1 �2f(�) d� =: P : (3.100)Da f(�) gem�a� der Fallunterscheidung eine gerade Funktion ist, verschwinden auch beidieser partiellen Integration die Randterme wieder. Die rechte Form der Integrale ist genaudas Zweifache der im Anhang C angegebenen Integrale.Wenn dagegen die Ableitung f 0(�) eine gerade Funktion ist, wird aus dem zweitenTerm ein in ~R linearer Term � ~R Z 1�1 �2f 0(�) d� =: ~RL ; (3.101)und der letzte Term wird zu einem Volumenterm proportional zu ~R3�13 ~R3 Z 1�1 f 0(�) d� = 13 ~R3f(�1) := ~R3v : (3.102)55



An der oberen Grenze verschwindet der letzte Integrand. Die anderen beiden Integraleliefern keinen Beitrag.Um nun die Parit�at der Ableitung f 0(�) abzusch�atzen, betrachtet man zuerst die Ko-e�zientenfunktionen der Bounce{L�osung ~�i. F�ur gerades i sind dies ungerade Funktionen:~�i(��) = �~�i(�) ; i gerade (3.103)und umgekehrt: ~�j(��) = ~�j(�) ; j ungerade : (3.104)Bei den ersten drei, im letzten Abschnitt explizit ausgerechneten Funktionen kann mandiese Parit�at direkt ablesen. F�ur die weiteren Koe�zientenfunktionen zeigt man obigenZusammenhang durch vollst�andige Induktion. Um im Induktionsschritt von ~�i�1 auf ~�i zuschlie�en, betrachtet man alle Terme der i{ten Ordnung in ~� in der Di�erentialgleichungGl. (3.44): Nach Induktionsvorraussetzung ist die Parit�at der Terme �2~�0i�1 und � ~�0i�2und von einigen Termen aus dem ~�3{Ausdruck bekannt und in allen diesen Termen diesel-be. Eine m�ogliche konsistente L�osung besteht nun darin, da� die anderen in der Gleichungvorkommenden Terme, n�amlich ~�i, ~�00i und die restlichen Terme aus dem ~�3{Ausdruckauch eben diese Parit�at haben. Um die Parit�at des ~�3{Terms festzustellen, �uberlegt mansich, da� hier alle m�oglichen Kombinationen aus drei Koe�zientenfunktionen vorkom-men, so da� die Summe der Indizes die Ordnung in ~� ergibt. Man �ndet also, da� mitder obigen Vermutung dieser Term in gerader Ordnung in ~� eine ungerade Funktion istund umgekehrt. Er hat damit dieselbe Parit�at wie die bekannten Terme. Da au�erdem dieAbleitung von ~�i�1 vorkommt, ergibt sich f�ur den ~�i{Term und dessen zweite Ableitung~�00i also gerade die andere Parit�at als f�ur ~�i�1, n�amlich wie oben angegeben.Es existiert also eine L�osung der Di�erentialgleichung mit der in Gleichung (3.103)und Gleichung (3.104) erw�ahnten Parit�at. Diese L�osung ist eindeutig, wenn man noch dieRandbedingungen hinzunimmt: Die Bounce{L�osung beschreibt einen �Ubergang von einemMinimum ins andere. Die Koe�zienten vor geraden ~�{Potenzen in der Entwicklung derMinima haben aber je nach Minimum ein unterschiedliches Vorzeichen, vgl. Gl. (3.63),~�� = �1 � ~�3 � ~�26 � 4~�327 +O(~�4) : (3.105)Da� dies auch in den h�oheren Ordnungen g�ultig ist, kann man zeigen, wenn man denAusdruck f�ur ~�� in die Ableitung des Potentials einsetzt:dUd~� ����~�� = 0 (3.106)und nach Potenzen von ~� sortiert.Eine gerade Funktion geht nun f�ur gro�e positive und negative Argumente gegendenselben Wert, w�ahrend sich die asymptotischen Werte bei ungeraden Funktionen imVorzeichen unterscheiden. Dies wird konsistent durch die Koe�zienten in der Entwicklungf�ur die Minima widergespiegelt: Sie wechseln in gerader Ordnung in ~�, wo die Koe�zien-tenfunktionen ~�i ungerade sind, ihr Vorzeichen.56



Die Ableitungen ~�0i zeigen genau die andere Parit�at.Damit lassen sich die Parit�aten der einzelnen Terme des Integranden24 d�~�(�)d� !2 + h(�~�2(�)� 1)2 � (~�2+ � 1)2i35+ �83 ~� ��~�(�)� ~�+�� (3.107)bzw. seiner Ableitung absch�atzen: F�ur eine ungerade ~�{Potenz des Integranden brauchtman im Ableitungsterm im ersten Integral genau eine ungerade und eine gerade Koe�zi-entenfunktion, das Produkt der Ableitungen und damit der erste Term sind also wiederungerade. Ebenso braucht man f�ur Beitr�age aus dem Potentialterm in ungerader Ordnungin ~� eine ungerade Anzahl von ~�j{Funktionen mit j ungerade, die also durch eine ungeradeAnzahl von ~�i{Funktionen mit geradem i zu einem quartischen und einem quadratischenTerm erg�anzt werden m�ussen, welche damit auch ungerade sind. Der Potentialterm enth�altnoch konstante Terme, welche immer gerade sind, aber f�ur die Parit�at der Ableitung desIntegranden keine Bedeutung haben. Damit ist die Ableitung des Integranden gerade, soda� das erste Integral aus Gleichung (3.95) in jeder ungeraden Ordnung in ~� einen linearenTerm Lj ~R und einen Volumenterm vj ~R3 liefert. Mit einer analogen Begr�undung sieht man,da� die Ableitung des Integranden f�ur gerade Ordnungen in ~� ungerade ist, und man alsoeinen Ober
�achenterm Oi ~R2 und einen konstanten Term Pi bekommt.Da in dem zweiten Integral noch ein ~� auftaucht, sind dies Beitr�age zur n�achsth�oherenOrdnung in ~�. Auch hier f�allt die gerade Konstante beim Ableiten weg, und man erh�altf�ur ungerades j Beitr�age zu Pj+1 und Oj+1. F�ur gerades i bekommt man einen linearenTerm Li+1 und einen Volumenterm vi+1.Es gibt also nur Ober
�achen- und konstante Terme mit geradem Index und Volumen-und lineare Terme mit ungeradem Index. Damit l�a�t sich die allgemeine, dimensionloseWirkung schreiben als~S = S2��2=� = ~S0 + ~� ~S1 + ~�2 ~S2 + ~�3 ~S3 + O(~�4)= (O0 ~R2 + P0) + ~�(L1 ~R+ v1 ~R3) + ~�2(O2 ~R2 + P2) ++~�3(L3 ~R+ v3 ~R3) + O(~�4) : (3.108)Den kritischen Radius erh�alt man daraus wie in Abschnitt 3.1 durch Variation: AusdSd ~R = 2(O0 + ~�2O2) ~R+ 3(~�v1 + ~�3v3) ~R2 + (~�L1 + ~�3L3) +O(~�4) != 0 (3.109)folgt~R = �2POi~�i �p4(POi~�i)2 � 12(PLj ~�j)(P vj ~�j)6P vj ~�j= �23O0v1 1~� + ~� 13v1 ��2O2 + 3L1v12O0 + 2O0v3v1 �++~�3 13v1 �9L21v218O30 � 2O4 + 3L3v12O0 � 3L1O2v12O20 + 2O2v3v1 � 2O0v23v21 + 2O0v5v1 � +O(~�5) :(3.110)57



Es kommen nur ungerade Potenzen in ~� vor, so da� der Fehler von f�unfter Ordnung ist.Jetzt sollen die einzelnen Terme f�ur die im vorigen Abschnitt gefundene Bounce{L�osung �~� = tanh � � 13 ~� + ~�2~�2 +O(~�3) (3.111)berechnet werden:O0 ist der Ober
�achenterm aus Gleichung (3.26), 2� �2� ~R2O0 = 4� ~R2�2 B. Die dar-in vorkommende niedrigste Ordnung der Wirkung der eindimensionalen Bounce{L�osung(Gl. (2.38)) B = Z 1�1 dr "12 �d��dr �2 + Us# (3.112)ergibt sich mit ~�0(�) = tanh(�) zuB = Z 1�1 d�� 2412�2�2 d~�0d� !2 + ��48 (~�20 � 1)235= �2� Z 1�1 d� sech4 � = 43�2� : (3.113)Damit lautet der gesuchte Term O0 = 2�2�B = 83 : (3.114)Eingesetzt in die Gleichung f�ur den Radius Gl. (3.28) ergibt sich in niedrigster OrdnungR = 2B� = 83�2� 1� : (3.115)Dieser Ausdruck zeigt �Ubereinstimmung mit dem in Gleichung (3.59) gefundenen dimen-sionslosen Ausdruck ~R = 1~� = 23 �4�� : (3.116)Den zu berechnenden konstanten Term kann man aus Symmetriegr�unden auf das Zweifachedes Integrals I4 aus Anhang C zur�uckf�uhren:P0 = Z 1�1 �2 "d~�0d� 2 + (~�20 � 1)2 � (~�20+ � 1)2#= Z 11 2�2 sech4 � d� = 4I4 = �12 + 2�29 : (3.117)Damit �ndet man f�ur die Wirkung in nullter OrdnungS0 = 2��2� �83 ~R2 � 12� 2�29 � : (3.118)58



Der Volumenterm in erster Ordnung in ~� ist auch schon bekannt. Rechnet man Glei-chung (3.25) auf den dimensionslosen Parameter ~� um, so ergibt sich:v1 ~R3 = �169 ~R3 : (3.119)Dies resultiert alleine aus dem zweiten Integral in Gleichung (3.95); die beiden Anteile imPotentialterm des ersten Integranden4~�30~�1 � 2 � 2~�0 ~�1 (3.120)heben sich f�ur gro�es negatives Argument gerade weg, ebenso die Terme mit ~�+. DieAbleitungen von Funktionen, die asymptotisch gegen eine Konstante gehen, gehen f�urgro�e Argumente gegen Null, und der Ableitungsterm in der Wirkung liefert hier alsoauch keinen Beitrag.Die Funktion f1, �uber deren Ableitung man in dem linearen Term erster Ordnung zuintegrieren hat, lautetf1 = 2~�00~�01 + 4(~�20 � 1)~�0~�1 � 4(~�2+0 � 1)~�+0~�+1 � 83 ~�(~�0 � ~�+0) : (3.121)Da ~�1 konstant ist, verschwindet der Ableitungsterm. Ebenso fallen die konstanten ~�+{Ter-me beim Ableiten heraus, und es bleiben die folgenden zwei Anteile zu berechnen:� 4 ~RZ 1�1 �2((3~�20� 1)~�00~�1) = 4 ~RZ 1�1 �2 tanh2 � sech2 � � 43 ~R Z 1�1 �2 sech2 � =(2 � 4M4;2 � 2 � 43I2) ~R = 83 ~R (3.122)und � ~R83 Z 1�1 �2 ~�00(�) d� = � ~R83 Z 1�1 �2 sech2 � = � ~R163 I2 = �49�2 ~R : (3.123)Die Integrale M4;2 und I2 sind wieder im Anhang C zu �nden. S1 ist also gegeben durchS1 = 2��2� ��169 ~R3 + �83 � 4�29 � ~R� : (3.124)In der zweiten Ordnung in ~� liefert das erste IntegralS2 = 2��2� Z 10 d~r ~r2 ��~�021 + 2~�00~�02�+ 6~�20~�21 � 2~�21 + 4~�0~�2(~�20 � 1)� 49� (3.125)nur Ober
�achen- und konstante Terme. Die Potentialterme ohne ~�2 lassen sich weiterzusammenfassen zu6~�20~�21 � 2~�21 � 49 = 69 tanh2 � � 29 � 49 = �23 sech2 � : (3.126)Im Ober
�achenterm ergibt die Integration �uber diesen Term�23 Z 1�1 sech2 �d� = �43 : (3.127)59



Die Integrale �uber ~�2 aus dem Ableitungs- und dem PotentialtermZ 1�1 2~�02~�00 d� und Z 1�1 4~�2 sech3 � sinh � d� (3.128)heben sich gegeneinander weg, da das eine durch partielle Integration aus dem anderenhervorgeht. Der andere Ableitungsterm R ~r2 ~�021 d~r verschwindet wieder, da ~�01 = 0 ist.Man �ndet also f�ur den Ober
�achentermO2 ~R2 = �43 ~R2 : (3.129)F�ur den konstanten Term braucht man wieder das Integral I2 aus Anhang C:�23 Z 1�1 �2 sech2 � d� = �43I2 = ��29 : (3.130)Die verbleibenden beiden Integrale �uber ~�2 werden numerisch gel�ost:Z 1�1 �22~�02~�00 d� = 0:15921 undZ 1�1��24~�2 sech3 � sinh � d� = 1:92018 : (3.131)Der konstante Term lautet also P2 = 0:982767 : (3.132)Die Beitr�age zum Ober
�achen- und konstanten Term aus dem zweiten Integral in Glei-chung (3.95) liefern keinen Beitrag, da die Ableitung von ~�1 = �1=3 identisch Null ist.Damit hat man den Koe�zienten der zweiten Ordnung bestimmt:S2 = 2��2� ��43 ~R2 + 0:982767� : (3.133)Insgesamt ist die Wirkung bis zur zweiten Ordnung in ~� also gegeben durch:S = 2��2� ��83 ~R2 � 12� 2�29 � + ~���169 ~R3 + �83 � 4�29 � ~R� ++ ~�2��43 ~R2 + 0:982767�+ O(~�3)� : (3.134)Um den linearen Term in dritter Ordnung in ~� berechnen zu k�onnen, m�u�te man dien�achsth�ohere Ordnung der Bounce{L�osung ~�3 kennen. Zur Bestimmung des Radius bis zurquadratischen Ordnung gen�ugt aber die Kenntnis des Volumenterms in dieser Ordnung,welcher sich aus dem asymptotischen Verhalten von ~�2 bestimmen l�a�t. Auch hier sind die60



Terme mit der Bounce{L�osung �~� und die mit dem Minimum ~�+ entgegengesetzt gleichund lassen sich zusammenfassen. Das erste Integral liefert den Anteil13 ~R3f3(�1) = 23 ~R3 h4(~�0~�31 + 3~�20~�1 ~�2 + ~�30~�3)� 2(2~�1~�2 + 2~�0~�3)i�=�1= �1681 ~R3 :(3.135)Die ~�3{Terme heben sich dabei weg. Analog �ndet man f�ur das zweite Integral:�89 Z 1�1 ~�02(�)d� = �169 ~�+2 = 827 ; (3.136)so da� sich v3 zu v3 = 827 � 1681 = 881 (3.137)bestimmt.F�ur den Radius ergibt sich damit, wenn man die gefundenen Terme in Gleichung (3.110)einsetzt: ~R = 1~� + 0 + 2� 3�236 ~� + 0 � ~�2 + O(~�3) : (3.138)Durch Vergleich mit dem Laurentreihenansatz f�ur ~R (Gl. (3.40)) liest man a0 = 0 ab, wieschon auf Seite 52 aus den Randbedingungen ermittelt. Dar�uber hinaus sind jetzt aberauch a1 = 2� 3�236 unda2 = 0 (3.139)und damit die fehlenden Parameter in der Bounce{L�osung bestimmt.Einsetzen des Ausdrucks f�ur den Radius in den Ausdruck f�ur die Wirkung liefert dien�achste Korrektur zu Gleichung (3.30):S = 2��2� �89 1~�2 + 2(4� 9�2)81 + O(~�2)� : (3.140)Es gibt noch eine zweite, dazu �aquivalente M�oglichkeit, die Konstanten zu bestimmen,welche hier als Kontrolle dienen soll. Dazu geht man jetzt von dem Ansatz Gl. (3.79)aus, in welchem die zu den Parametern a1 und a2 �aquivalenten Parameter C1 und D1explizit in der Bounce{L�osung auftauchen und ~R durch 1~� gegeben ist. Man bekommt dannbei der Berechnung der Wirkung zus�atzliche Terme. Die Konstanten C1 und D1 m�ussenjetzt so bestimmt werden, da� im Ausdruck f�ur den Radius die Terme proportional zunichtnegativen ~�{Potenzen verschwinden.Den ersten Unterschied in der Bounce{L�osung �ndet man in ~�1:~�1 = �13 � C1 sech2 � : (3.141)Dadurch bekommt man aus den einzelnen Termen der Wirkung neue Beitr�age im linearen61



Term der ersten Ordnung. So liefern die einzelnen Integrale die zus�atzlichen Ausdr�ucke:� ~R Z 1�1 �2(2~�00~�01)0 d� )�4C1 ~R Z 1�1(�5 sech6 � sinh2 � + sech4 �)d� = 83C1 ~Rund� ~R Z 1�1 �2(4(~�20 � 1)~�0~�1)0 d� )�4C1 ~R Z 1�1(�5 sech6 � sinh2 � + sech4 �)d� = 83C1 ~R :(3.142)Insgesamt erh�alt man also als neuen linearen Term~L1 = 83 � 4�29 + C1 163 : (3.143)Der Volumenterm v1 erf�ahrt keine Ver�anderung.Die Bounce{L�osung in zweiter Ordnung in ~� hat zwei Korrekturen:~�2 = ~�2;alt � C21 sech3 � sinh � �D1 sech2 � : (3.144)Die durch den C1{Term bedingten Korrekturen im Ober
�achenterm zweiter Ordnung lau-ten: ~R2 Z 1�1 ~�021 d� ) C214 ~R2 Z 1�1 sech6 � sinh2 �d� = 1615C21 ~R2~R2 Z 1�1 2~�00 ~�02d� ) �2C21 ~R2 Z 1�1 sech2 �(�3 sech4 � sinh2 � + sech2 �)d� == �1615C21 ~R2~R2 Z 1�1 6~�20 ~�21d� ) 6 ~R2 Z 1�1 �C21 sech6 � sinh2 � + 23C1 tanh2 � sech2 �� d� == �85C21 + 83C1� ~R2~R2 Z 1�1(�2~�21)d� ) �2 ~R2 Z 1�1 �C21 sech4 � + 23C1 sech2 �� d� == ��83C21 � 83C1� ~R2~R2 Z 1�1 83 ~�1d� ) �C1 83 ~R2 Z 1�1 sech2 �d� = �163 C1 ~R2~R2 Z 1�1 4~�0~�2(~�20 � 1)d� ) 4C21 ~R2 Z 1�1 sech6 � sinh2 �d� = 1615C21 ~R2 : (3.145)Die Ausdr�ucke proportional zu C21 heben sich gerade weg und �ubrig bleiben nur Korrek-turen proportional zu C1, so da� man f�ur den gesamten neuen Ausdruck~O2 = �43 � 16C13 (3.146)62



�ndet. Dieselben Terme liefern Korrekturen zum konstanten Term:Z 1�1 �2~�021 d� ) C214 Z 1�1 �2 sech6 � sinh2 �d� = 4�245 C21Z 1�1 �22~�00~�02d� ) �2C21 Z 1�1 �2 sech2 �(�3 sech4 � sinh2 � + sech2 �)d� == �2(30� 2�2)45 C21Z 1�1 �26~�20~�21d� ) 6 Z 1�1 �2�C21 sech6 � sinh2 � + 23C1 tanh2 � sech2 �� d� == 2�215 C21 + 2(12 + �2)9 C1Z 1�1 �2(�2~�21)d� ) �2 Z 1�1 �2�C21 sech4 � + 23�2C1 sech2 �� d� == �2(�6 + �2)9 C21 � 2�29 C1Z 1�1 83�2 ~��1d� ) �C183 Z 1�1 �2 sech2 �d� = �4�29 C1Z 1�1 �24~�0~�2(~�20 � 1)d� ) 4C21 Z 1�1 �2 sech6 � sinh2 �d� = 4�245 C21 : (3.147)Damit ergibt sich der neue konstante Term zu~P2 = 0:982767+ 4(6� �2)9 C1 + 83C21 : (3.148)Die Gr�o�e v3 bleibt wie v1 ebenfalls unver�andert, da auch hier die Korrekturterme inder L�osungsfunktion bei �1 verschwinden.Die Korrektur in der Bounce{L�osung proportional zu D1 ist eine gerade Funktion,w�ahrend die restlichen Terme in ~�2 ungerade sind. Durch denD1{Term bekommt man alsoauch in zweiter Ordnung einen linearen Term ~L2, ebenso in n�achsth�oherer Ordnung einenOber
�achenterm ~O3 und so weiter. Diese, im bisherigen Ansatz nicht vorhandenen Termef�uhren aber im Ausdruck f�ur den Radius Gl. (3.110) auf nichtverschwindende Koe�zientenvor geraden ~�{Potenzen. Dies l�a�t sich nur widerspruchsfrei l�osen, wenn alle die den ai mitgeradem i entsprechenden Koe�zienten, wie das hier auftauchende, dem a2 entsprechendeD1, Null sind.Setzt man die korrigierten Ausdr�ucke f�ur ~L1 (Gl. (3.143)) und ~O2 (Gl. (3.146)) in dieGleichung f�ur den Radius Gl. (3.110) ein, so �ndet man f�ur a1a1 = 13v1 "�2 ~O2 + 3~L1v1O0 + 2O0v3v1 # = � 316 �4(�2 + 12C1+ �2)9 � = 118 � C1 � �212 :(3.149)Aus der Forderung, da� a1 = 0 sein soll, ergibt sich auch hier in konsistenter WeiseC1 = 2� 3�236 : (3.150)63



Einsetzen des hiesigen Ansatz f�ur den Radius ~R = 1=~� in die korrigierte WirkungS = 2��2� �89 1~�2 + ��83 � 16C13 + 2(4� 9�2)81 + 2�43 + 8C13 � 2�29 �� + 2D1 ~L2~� + O(~�2)�(3.151)zeigt ebenfalls �Ubereinstimmung, wenn D1 = 0 ist.
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Kapitel 4Die hoch- und niederfrequentenAnteile derFluktuationsdeterminante4.1 �Ubersicht �uber die Methodik der BerechnungDer schwierigste Schritt bei der Berechnung der �Ubergangsrate Gl. (2.107) ist die Berech-nung der Fluktuationsdeterminantedet0[�@2 + U 00(��)]det[�@2 + U 00(�+)] : (4.1)Dabei bedeutet U 00 die zweite Ableitung des Potentials nach dem Feld �(x�) und @2 = @�@�die Summe �uber die Ableitungen nach den (drei) kartesischen Koordinaten x�. �+ istdas lokale Minimum des Potentials (Gl. (3.63)) und �� die im Abschnitt 3.2 berechneteBounce{L�osung (Gl. (3.111)). Ferner bedeutet det0 das Auslassen der Nullmoden undder negativen Mode bei der Berechnung der Determinante, welche, wie auf Seite 25�.beschrieben, gesondert behandelt werden.Die zum Operator der Fluktuationsdeterminante geh�orenden Eigenwertgleichungen(Schr�odingergleichungen) lauten (Gl. (2.18)):��@2 + U 00(�)�	n = �n	n : (4.2)Dabei steht � entweder f�ur die Bounce{L�osung �� oder f�ur das lokale Minimum �+. 	n istdie Eigenfunktion zum Eigenwert �n. F�ur das spezielle Potential der Thin wall approxima-tion (Gl. (3.2) und Gl. (3.3)) �ndet man in dimensionsbehafteten Gr�o�en (zur De�nitionvon � vgl. Gl. (3.34))U 00(�) = �2�3�2(r)� �2� = �2� 6�2�2(r)� 2� (4.3)65



und hat damit die Schr�odingergleichung��@2r + �2� 6�2�2(r)� 2��	n = �n	n (4.4)zu l�osen. Es ist vorteilhaft, diese Gleichung auf die dimensionslosen Gr�o�en ~� = �=� und� := ~r � ~R = �(r �R) (4.5)(vgl. Gl. (3.37)) umzuschreiben und durch �2 zu dividieren. ~R ist dabei mit den in Ab-schnitt 3.3 berechneten Konstanten und dem Laurentreihenansatz Gl. (3.40) durch~R = 1~� + 2� 3�236 ~� +O(~�3) (4.6)gegeben. Man bekommt so den dimensionslosen Operator M :h�@2� + �6�~�2(�)� 2�i =M (4.7)und den dimensionslosen freien Operator oM :h�@2� + �6~�2+(�)� 2�i = oM : (4.8)Die zu M und oM geh�orenden Eigenwerte werden ebenfalls dimensionslos:1�2�n = 4m20�n = !n und 1�2 o�n= 4m20 o�n= o!n : (4.9)Der Faktor (4=m20) kann nun aus jedem Eigenwert herausgezogen und gek�urzt werden.Bei einer ungleichen Anzahl von Eigenwerten bleibt der Faktor in einer noch zu bestim-menden Potenz u �ubrig. Mit dem Herausnehmen der drei Nullmoden und der negativenMode aus der oberen Determinante ergibt sich die Potenz u�4, und man �ndet schlie�lichf�ur das Verh�altnis der Determinanten:det0[�@2 + U 00(�~�)]det[�@2 + U 00(~�+)] = Q0n �nQn o�n = Q0n !nQn o!n � 1�2�u�4 = det0Mdet oM � 4m20�u�4 : (4.10)Die Gr�o�e u wird in Abschnitt 4.4.4 mit Hilfe der Zetafunktion berechnet werden. Esergibt sich der Wert (vgl. Gl. (4.194)) u = 0 : (4.11)Die sich aus dem u{Wert ergebende Dimension f�ur das Verh�altnis der Determinanten istauch konsistent mit der Gleichung f�ur die �Ubergangsrate (Gl. (2.107)).Setzt man in den Operator aus Gleichung (4.7) jetzt die Entwicklung f�ur die dimen-sionslose Bounce{L�osung (Gl. (3.43))�~�(�) = ~�0(�) + ~� ~�1(�) + ~�2~�2(�) + O(~�3) (4.12)66



ein, so erh�alt man bis zur zweiten Ordnung in ~� die Eigenwertgleichungh�@2 + 6�~�20 + 2~�~�0~�1 + ~�2(~�21 + 2~�0~�2) +O(~�3)�� 2i 	n =��@2 + V (�)� 	n =M 	n = !n 	n : (4.13)Die einzelnen Koe�zienten des Potentials1�2U 00(�~�) = V̂ (~r) = V (�) = V0(�) + ~�V1(�) + ~�2V2(�) + O(~�3) (4.14)ergeben sich dabei mit den Ausdr�ucken Gl. (3.46), Gl. (3.66) und Gl. (3.83) f�ur die Bounce{L�osung zuV0(�) = �6 sech2 � + 4 ; (4.15)V1(�) = �4 tanh � ; (4.16)V2(�) = 23 + � �4 tanh � + 4 sinh � cosh � � (7 + 6 log 2) sech3 � sinh ���� tanh � log cosh � �6� sech2 � + 4 cosh � sinh � + 6 tanh ���� (1 + 6 log 2) tanh2 � � 4 log 2 sinh2 � ++6 sech3 � sinh � T (�) : (4.17)T (�) ist die Stammfunktion von � tanh �, T (�) = R �0 �0 tanh �0 d�0.F�ur den freien Operator bekommt man aus Gleichung (4.8) durch Einsetzen des lokalenMinimums ~�+ = 1� ~�3 � ~�26 � 427 ~�3 +O(~�4) (Gl. (3.63)) das "freie\ Potential1�2U 00(~�+) = oV = oV 0 + ~� oV 1 + ~�2 oV 2 + ~�3 oV 3 + O(~�4) (4.18)mit den konstanten Koe�zienten: oV 0(�) = 4 ; (4.19)oV 1(�) = �4 ; (4.20)oV 2(�) = �43 ; (4.21)oV 3(�) = �109 : (4.22)Hier ist die dritte Ordnung noch mit angegeben. Sie entspricht dem asymptotischen Ver-halten der dritten Ordnung des Potentials aus Gleichung (4.14) und wird als solches in derweiteren Rechnung ben�otigt. Man bestimmt sie ebenfalls aus der Position des Minimums.Au�er den drei Nullmoden !01 und der negativen Mode !00 von M werden nun, da-mit die Anzahl der Eigenwerte gleich ist, die vier niedrigsten Moden o!0 von oM aus derDeterminante herausgenommen und vorgezogen. Dabei entspricht der erste Index an denEigenwerten dem ungest�orten Eigenwert nullter Ordnung, und der zweite Index kennzeich-net den sp�ater zu besprechenden Drehimpulseigenwert (vgl. S. 99). Die freien Eigenwertesind nur mit einem Index gekennzeichnet. Den verbleibenden Ausdruck der Determinante67



betrachtet man in der Schwingerschen Eigenzeitdarstellung, welche im n�achsten Abschnitteingef�uhrt wird:log j!00j det0Mdet oM = log� j!00j( o!0)4� + �� Z 10 dtt (Tr0 e�tM �Tr0 e�t oM )� = log� j!00j( o!0)4� + I 0 :(4.23)Bei der Spurbildung werden die vorgezogenen Eigenwerte jeweils nicht mit ber�ucksichtigt,mit Tr0 ist also das Herausnehmen von vier Eigenwerten gemeint.Das Integral I 0 wird nun aufgespalten in einen hochfrequenten Anteil f�ur kleine t,0 < t < �, in welchem die Spur der Heat kernel Kt = Tr0< = Tr0 e�tM �Tr0 e�t oM durchdie Seeley{Entwicklung angen�ahert wird, und einen Niederfrequenzanteil f�ur gro�e t. DasVerhalten der Spur in diesem Bereich mit � < t <1 ist durch die niedrigsten Frequenzen,also die kleinsten Eigenwerte ohne die Nullmoden und ohne die negative Mode gegeben.F�ur I 0 schreibt man also: I 0(�) = I 0<(�) + I 0>(�) : (4.24)Der Cuto� � wird dann so bestimmt, da� die Fluktuationsdeterminante m�oglichstunabh�angig von seiner Wahl ist.Die Koe�zienten der Seeley{Entwicklung werden nach einem algebraischen Verfahrenvon D'yakonov, Petrov und Yung (DPY) [40, 57] in Abschnitt 4.3.3 berechnet. Zuvorsollen jedoch noch zwei weitere Verfahren zur Bestimmung der Koe�zienten aufgezeigtwerden. Ein Rekursionsverfahren wurde von Belkov et al. [58] angewandt und wird inAbschnitt 4.3.1 beschrieben. Fliegner et al. [59] zeigen noch einen durch die Stringtheorieinspirierten Weg auf, der in Abschnitt 4.3.2 beschrieben werden soll. Das Integral �uberdie entwickelte Spur wird in Abschnitt 4.4 dimensionell regularisiert und mittels Zeta{Funktion (vgl. Abschnitt 4.2) berechnet.Der Operator M besitzt diskrete Eigenwerte, welche "B�ander\ um die Werte Nullund Drei bilden. Sie werden in Abschnitt 4.5 st�orungstheoretisch bis zur zweiten Ordnungberechnet und in Abschnitt 4.6.1 bzw. Abschnitt 4.6.2 aufaddiert. Au�erdem besitzt derOperator noch kontinuierliche Eigenwerte, welche in Abschnitt 4.6.3 zusammen mit denEigenwerten des freien Operators oM mit Hilfe der Spektraldichte aufsummiert werden.Dadurch ist der niederfrequente Anteil gegeben.Diese beiden Teile werden schlie�lich in Kapitel 5 auf verschiedene Weisen zu I 0 zu-sammengesetzt.4.2 Zetafunktions{RegularisierungIn diesem Abschnitt soll die Methode der Zetafunktionsregularisierung [60] vorgestelltwerden: 68



Es sei M ein positiv de�niter, selbstadjungierter Operator mit Eigenwerten �n undEigenfunktionen  n: M n = �n n : (4.25)Dann ist die zu diesem Operator geh�orende Zeta{Funktion f�ur hinreichend gro�e Re z wiefolgt de�niert: �M(z) :=Xn ��zn = TrM�z : (4.26)Wenn M der Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Oszillators ohne dieNullpunktsenergie ist, also als Eigenwerte die nat�urlichen Zahlen hat, dann ist die zu-geh�orige Zetafunktion identisch mit der Riemannschen Zetafunktion�R(z) = 1Xn=1 1nz : (4.27)Die Zetafunktion kann analytisch fortgesetzt werden. Mit dieser Fortsetzung l�a�t sichnun die regularisierte Determinante des zugeh�origen Operators de�nieren:� ddz �M (z)����z=0 = log detM (4.28)bzw. detM = e� d�Mdz ���z=0 :Dies l�a�t sich am konvergenten Fall plausibel machen:� ddz �M (z)����z=0 = �Xn ddz��zn �����z=0 = �Xn (� log�n)��zn �����z=0 =�Xn (� log�n) = log detM : (4.29)Eine M�oglichkeit, die Zetafunktion zu berechnen, bedient sich des zum Operator Mgeh�orenden W�armeleitungskerns oder "Heat kernels\ [61]. Dieser ist de�niert alse�tM =Xn e�t�n  n �n : (4.30)Der Name kommt daher, da� diese Funktion die Gleichung@@t e�tM +M e�tM = 0 (4.31)erf�ullt. Dies entspricht der W�armeleitungsgleichung ("Heat equation\)@T@t � ��T = 0 (4.32)mit einer Temperaturleitf�ahigkeit � und einer Temperatur T mit der AnfangsverteilungT0 = e�0 �� = 1 : (4.33)69



Zwischen dem Heat kernel des OperatorsM und der zugeh�origen Zetafunktion bestehtnun der folgende Zusammenhang:�M(z) =Xn 1�(z) Z 10 tz�1 e�t�n dt = 1�(z) Z 10 tz�1Kt dt (4.34)mit Kt = Tr e�tM =Xn e�t�n : (4.35)Dies zeigt man wie folgt: Mit der De�nition der Gammafunktion�(z) = Z 10 e�s sz�1ds ; Re z > 0 (4.36)folgt f�ur s = t�n:�(z) = Z 10 e�t�n tz�1 �z�1n �ndt = �zn Z 10 e�t�n tz�1dt : (4.37)L�ost man dies nach ��zn auf und summiert �uber n, so erh�alt man die Behauptung.Zur Berechnung der Determinante braucht man nun die Ableitung der Zetafunktion,welche durch d�Mdz = � �0(z)�2(z) Z 10 tz�1Kt dt+ 1�(z) ddz �Z 10 tz�1Kt dt� (4.38)gegeben ist. An der Stelle z = 0 �ndet man mit � �0(0)�2(0) = 1 und 1�(0) = 0, wenn das zweiteIntegral endlich ist, den Ausdruckd�Mdz ����z=0 = Z 10 dtt Kt : (4.39)Nach Gleichung (4.28) ist dadurch aber bereits der (negative) Logarithmus der Determi-nante gegeben: log detM = � Z 10 dtt Kt : (4.40)Dies ist die Schwingersche Eigenzeitdarstellung [62]. Sie gilt exakt, wenn die Determi-nante konvergiert. Symbolisch wird diese Gleichung auch f�ur divergente Determinantenverwendet werden. Gemeint ist dann die nach Gleichung (4.39) zetafunktionsregularisierteDeterminante log detM = � ddz �M(z)����z=0 : (4.41)4.3 Die Seeley{Entwicklung | Heat kernel f�ur kleine tF�ur kleine positive t l�a�t sich e�Mt in D Dimensionen in eine asymptotische Reihe ent-wickeln [63]: e�Mt(x; y) = (4�t)�D=2 exp��(x� y)24t � 1Xn=0 tn ~On(x; y) : (4.42)70



F�ur die in der Spur des Heat kernels aufsummierten Diagonalelemente erh�alt mandaraus: Kt = Tr e�Mt = (4�t)�D=2 1Xn=0 tnOn ; (4.43)wobei in den Koe�zienten �uber x integriert worden ist:On = Z dx ~On(x; x) : (4.44)Dies ist die sogenannte Seeley{Entwicklung, die in diesem Abschnitt berechnet werdensoll. Zuerst werden einige Verfahren zur Berechnung der Koe�zienten aus der Literaturzitiert, im Abschnitt 4.3.3 werden dann die Koe�zienten f�ur das hier gegebene Potentialberechnet.4.3.1 Die rekursive Bestimmung der Koe�zientenDie Koe�zienten ~On(x; y) k�onnen, wie z.B. bei Belkov [58] geschehen, rekursiv aus derW�armeleitungsgleichung bestimmt werden. Dazu spaltet man in dem Operator e�Mt denHeat kernel des freien Laplace{Operators�qt = et� (4.45)ab. Der zu entwickelnde Operatorkern schreibt sich dann alse�Mt = qt(x; y) ut(x; y) (4.46)mit qt(x; y) = (4�t)�D=2 exp��(x� y)24t � und (4.47)ut(x; y) = 1Xn=0 tn ~On(x; y) : (4.48)Durch Einsetzen in die W�armeleitungsgleichung Gl. (4.31) l�a�t sich f�ur einen OperatorM ,der wie in Gleichung (4.2) aus einer zweiten Ableitung und einem Potential V besteht,M = �@2 + V ; (4.49)zeigen, da� folgende Beziehung gilt:[@t +M ]qt(x; y)ut(x; y) = qt(x; y)" @t + 1t DXi=1(xi � yi)@xi +M! ut(x; y)#= 0 : (4.50)Zum Beweis wendet man die Produktregel@2AB = (@2A)B + 2(@xiA)(@xiB) + A(@2B) (4.51)auf die linke Seite an:[@t +M ]qtut = [@t � @2 + V ]qtut= (@tqt)ut + qt(@tut)� (@2qt)ut � 2(@xiqt)(@xiut)� qt(@2ut) + V qtut= qt[(@t � @2 + V )ut] + [(@t � @2)qt]ut � 2(@xiqt)(@xiut) : (4.52)71



Der mittlere Term verschwindet nach Wahl von qt(x; y) aufgrund der W�armeleitungs-gleichung Gl. (4.31) des freien Laplace{Operators,(@t � @2)qt(x; y) = 0 : (4.53)F�ur die Ableitung von qt(x; y) �ndet man durch Einsetzen des Ausdrucks Gl. (4.47)@xiqt(x; y) = @xi �(4�t)�D=2 exp��(x� y)24t ��= (4�t)�D=2��2(xi � yi)4t exp��(x � y)24t ��= � xi � yi2t qt (4.54)und damit f�ur das Skalarprodukt im letzten Term von Gleichung (4.52):2(@xiqt)(@xiut) = �1t qt DXi=1(xi � yi) @@xi ut! : (4.55)Gleichung (4.52) wird also zu:[@t +M ]qtut = qt[(@t +M)ut] + 1t qt DXi=1(xi � yi) @@xiut!= qt " @t + 1t DXi=1(xi � yi)@xi +M!ut# = 0 ; (4.56)womit obige Behauptung gezeigt ist.Nun setzt man f�ur ut(x; y) die konkrete Reihe Gl. (4.48) ein:0 !=  @t + 1t DXi=1(xi � yi)@xi +M! 1Xn=0 tn ~On(x; y)! : (4.57)Durch Ausmultiplikation erh�alt man:0 = 1Xn=0ntn�1 ~On + 1Xn=0 1t tn DXi=1(xi � yi)@xi ~On + 1Xn=0 tnM ~On= 1t DXi=1(xi � yi)@xi ~O0 ++ 1Xn=0 tn "(n+ 1) ~On+1 + DXi=1(xi � yi)@xi ~On+1 +M ~On# : (4.58)Koe�zientenvergleich f�uhrt auf die zwei BeziehungenDXi=1(xi � yi)@xi ~O0 = 0 und (4.59)"(n+ 1) + DXi=1(xi � yi)@xi# ~On+1(x; y) = �M ~On(x; y) 8n 2 IN0 : (4.60)72



Gleichung (4.59) liefert den Rekursionsanfang: ~O0 mu� konstant sein. Man w�ahlt die Kon-stante zu Eins, um �Ubereinstimmung mit dem Fall des freien Laplace{Operators zu be-kommen: ~O0 = 1 : (4.61)Die Integration der zweiten Gleichung (Gl. (4.60)) liefert die Rekursionsbeziehung~On+1(x; y) = Z 10 sn(�M) ~On(xs; y) ds ; (4.62)wobei durch s eine Gerade xs parametrisiert wird:xs(s) = y + s(x� y) : (4.63)Diese Rekursionsbeziehung Gl. (4.62) zeigt man, indem man f�ur ein festes n die Funktion'(s) = sn+1 ~On+1(xs; y) (4.64)betrachtet. Dann gilt Z 10 ds dds'(s) = '(1)� '(0) = ~On+1(x; y) : (4.65)Dies ist die linke Seite von Gleichung (4.62).Andererseits gilt nach der Produktregel:dds'(s) = (n+ 1)sn ~On+1(xs; y) + sn+1 dds ~On+1(xs; y)= sn �(n + 1) + s dds� ~On+1(xs; y)= sn[�M(xs)] ~On(xs; y) ; (4.66)denn f�ur eine beliebige Funktion � gilt:s dds�(xs; y) = s dds�(y + s(x� y); y) = sXk d�dxsk dxskds=Xk s(x� y)k d�dxsk =Xk (xs � y)k@xsk� ; (4.67)so da� man �(n+ 1) + s dds � ~On+1 nach Gleichung (4.60) ersetzen kann und nach Integrationdie rechte Seite von Gleichung (4.62) bekommt.Die gesuchten Rekursionsbeziehungen lauten also:~O0(x; y) = 1 und (4.68)~On+1(x; y) = Z 10 sn(�M) ~On(xs; y)ds : (4.69)Damit sind die x{abh�angigen Koe�zienten des Heat kernels bestimmt.73



4.3.2 Bestimmung der Koe�zienten mittels GreenfunktionenIn diesem Abschnitt soll eine weitere, von Fliegner et al. [59] vorgestellte, durch die String{Theorie inspirierte Methode, die Koe�zienten der Seeley{Entwicklung der Spur des Heatkernels Gl. (4.43) mit Hilfe von Greenfunktionen auszurechnen, skizziert werden. Dazuentwickelt man die Spur des Heat kernelsKt = Tr exp[�t(�@2 + V )] (4.70)im D{dimensionalen Ortsraum und zerlegt in der Exponentialfunktion das t{Intervall inN gleiche Teile. Man bekommt diskrete x{Werte xi, die periodischen Randbedingungengehorchen sollen (x0 = xN ):Kt = Zx(t)=x(0) dDx hxj exp[�t(�@2 + V )] jxi= Zx0=xn NYi=1 dDxi hxij exp h� tN �� @2 + V (xi)�i jxi�1i=: Zx0=xn NYi=1 dDxiKi;i�1 : (4.71)Der Kern Ki;i�1 kann berechnet werden, indem man eine Impulsbasis einf�ugt, dieverbleibenden Matrixelemente als ebene Wellen ausdr�uckt und deren zweite Ableitungberechnet:Ki;i�1(xi; xi�1) = Z dDpi(2�)D hxij exp h� tN �� @2 + V (xi)�i jpiihpijxi�1i= Z dDpi(2�)D exp h � tN �p2 + V (xi)�i ei pixi e� i pixi�1= Z dDpi(2�)D exp �� tN �p2 + V (xi) + i pi (xi�1 � xi)t=N �� : (4.72)Im Limes gro�erN wird xi�1�xit=N zur Ableitung _x nach einer Variablen s = t=N . Nach einerquadratischen Erg�anzung im Exponenten kann die Impulsintegration als Gau�integrationausgef�uhrt werden, und man erh�alt:Ki;i�1(xi; xi�1) = 1(4�t=N)D=2 exp �� tN � _x24 + V (x)�� : (4.73)Wieder eingesetzt in den Ausdruck f�ur die Spur Gl. (4.71) �ndet man f�ur gro�e N einePfadintegraldarstellung. Das Produkt �uber i wird dabei als s{Integration in die Exponen-tialfunktion gezogen:Kt = (4�t)�D=2P Zx(t)=x(0)[dx] exp �� Z t0 ds� _x24 + V (x)�� : (4.74)P bedeutet Pfadordnung. Das Pfadintegral ist so normiert, da� f�ur den freien Fall gilt:P Z [dx] exp �� Z t0 ds� _x24 �� = 1 : (4.75)74



F�uhrt man in dem Pfadintegral Schwerpunktskoordinatenx(s) = x0 + y(s) (4.76)ein, so kann man die Integration �uber den Schwerpunkt separieren und f�ur einen OperatorA den Term Z [dy] exp �� Z t0 ds� _y24 �� �A = hAi (4.77)als Erwartungswert von A interpretieren. Damit wird die Spur des Heat kernel zuKt = (4�t)�D=2 Z dDx0P �exp �� Z t0 ds V (x)�� : (4.78)In diesen Ausdruck setzt man jetzt sowohl die Taylorentwicklung f�ur die pfadgeordneteExponentialfunktionP exp �� Z t0 dsV (x)� = 1� Z t0 ds1V (x(s1)) + Z t0 ds1 Z s10 ds2V (x(s2))V (x(s2))� : : := 1Xl=0(�)l Z t0 ds1 Z s10 ds2� � �Z sl�10 dslV l(x(sl)) ; (4.79)als auch die Taylorentwicklung um x0 f�ur das PotentialV (x) = ey@ V (x0) (4.80)ein:Kt = (4�t)�D=2 Z dDx0 1Xl=0(�)l �� Z t0 ds1 Z s10 ds2� � �Z sl�10 dslD ey@(1) : : : ey@(l) V (1) : : : V (l)E : (4.81)Dabei ist @(i) eine Ableitung, die nur auf V (i) wirkt.Der Erwartungswert steht durch das verallgemeinerte Wicksche TheoremD ey(s1)@(1) : : :ey(sl)@(l) V (1) : : :V (l)E = exp0BB@�2664 lXi<k;i;k=1G(si; sk)@(i)@(k)37751CCAV (1) : : : V (l)(4.82)in Zusammenhang mit den Greenfunktionen des Laplace{Operators auf dem Kreis:G(si; sk) = jsi � skj � (si � sk)2t : (4.83)75



Mit der Umskalierung si = t � ui gelangt man mit G(si; sk) = t G(ui; uk) zuKt = (4�t)�D=2 Z dDx0 1Xl=0(�t)l Z 10 du1 Z u10 du2� � �Z ul�10 dul �� exp0BB@�2664t lXi<k;i;k=1G(ui; uk)@(i)@(k)37751CCAV (1) : : : V (l) : (4.84)Durch Taylorentwicklung der verbleibenden Exponentialfunktion und Umsummation be-kommt der Ausdruck die Form Kt = (4�t)�D=2 1Xn=0 tnOn ; (4.85)an der man die gesuchten Koe�zienten ablesen kann:On = Z dDx0 nXm=2 (�)n(n�m)! Z 10 du1 Z u10 du2� � �Z um�10 dum �� 2664 mXi<k;i;k=1G(ui; uk)@(i)@(k)3775n�m V (1)(u) : : :V (m)(u) : (4.86)Der besseren Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen des n�achsten Abschnitts wegen ist das(�)n hier im Gegensatz zu der Arbeit von Fliegner et al. [59] mit in die Koe�zientengezogen worden.Die Integrationen �uber die ui sind im Prinzip leicht auszuf�uhren, da die Greenfunk-tionen G(ui; uk) = ui � uk � (ui � uk)2 f�ur ui > uk einfache Polynome sind. Sie ergebenZahlenfaktoren vor den Ableitungen. Fliegner et al. haben so die ersten sieben Koe�zien-ten bestimmt und �Aquivalenz zu den Ergebnissen von Carson [57] gefunden.4.3.3 Entwicklung nach ebenen WellenIn diesem Abschnitt sollen f�ur die Di�erenz der Spuren der Heat kernel der speziellenOperatoren M(�) = �@2 + V (�) und oM(�) = �@2 + oV (�) (4.87)die ersten Koe�zienten der Seeley{Entwicklung (Gl. (4.43)) in drei Dimensionen inklusiveder niedrigsten Eigenwerte, deshalb hier ohne Strich,Tr< = Tr e�tM �Tr e�t oM = (4�t)�3=2Xn tnOn (4.88)76



nach dem Verfahren von D'yakonov, Petrov und Yung [40] berechnet werden, woraus mandann | nach Abzug der niedrigsten Eigenwerte und nach Regularisierung, siehe Abschnitt4.4.2 | die gesuchte Determinante berechnen kann:I = log det(�@2 + V )det(�@2 + oV ) = log detMdet oM = � Z 10 dtt (Tr e�tM �Tr e�t oM ) : (4.89)Die letzte Gleichheit ist wieder nur symbolisch zu verstehen, da die zu berechnende De-terminante ja regularisiert werden mu�. Die Spur f�ur diese speziellen Operatoren wird jenach N�aherung mit Tr< bzw. Tr> bezeichnet.Ausgangspunkt f�ur das DPY{Verfahren [40] ist die Entwicklung der Spur nach ei-nem vollst�andigen Orthonormalsystem. Daf�ur werden hier dreidimensionale ebene Wellengenommen:Tr� e�Mt� e� oMt � = Z 1�1 d3x Z 1�1 d3p(2�)3 e� i ~p~x (e�Mt� e� oMt) ei ~p~x : (4.90)Der Faktor ei ~p~x wird jetzt an dem Ausdruck (e�Mt� e� oMt) vorbeigezogen, um die beidenebenen Wellen zusammenfassen zu k�onnen. Dabei erfahren die Ableitungen in M in allendrei Komponenten eine Verschiebung gem�a�:@� ! @� + i p� : (4.91)Um dies zu sehen (siehe auch [64]) entwickelt man den Heat kernel bis zum linearen Termund wendet die Produktregel an. Man erh�alt dann folgende Operatoridentit�at:e� i ~p~x (1�Mt) ei ~p~x = 1� t�� e� i ~p~x @�@� ei ~p~x +V �= 1� t�� e� i ~p~x @�h@� ei ~p~x i� e� i ~p~x @� h ei ~p~x @�i + V �= 1� t ��(i p�)2 � 2 i p�@� � @2� + V �= 1� t ��(@� + i p�)2 + V � ; (4.92)analog f�ur oM . Mit vollst�andiger Induktion l�a�t sich die Identit�at auch in h�oheren Ordnun-gen zeigen. Ein anderer Beweis benutzt eine Fouriertransformation.Mit der Verschiebung Gl. (4.91) erh�alt man f�ur die Spur den Ausdruck:Tr� e�Mt� e� oMt � = Z d3x Z d3p(2�)3 �e�M(@!@+ip) t� e� oM(@!@+i p) t� � 1l : (4.93)Im Integranden wird dabei der gesamte Operator auf die Einheitsfunktion angewandt.Der verschobene Operator M(@� ! @� + i p�) berechnet sich darin zu�(@� + i p�)2 + V = �@2 � 2 i p�@� + p2� + V =M � 2 i p�@� + p2 = �M + p2 ; (4.94)ebenso f�ur oM . p2 kommutiert mit �M , so da� man schreiben kann:Tr� e�Mt� e� oMt � = Z d3x Z d3p(2�)3 e�p2t�e��Mt� e�� oMt� � 1l : (4.95)77



�M = M � 2 i p�@� enth�alt noch Terme linear in p�, welche aufgrund der Ableitungnicht mit M vertauschen. Um nun die p{Integration ausf�uhren zu k�onnen, entwickelt man(e��Mt� e�� oMt) in eine Taylorreihe:e��Mt = 1Xl=0 1l!(�M)l(�t)l : (4.96)Hierbei ist wieder zu beachten, da� die vier Summanden aus �M = M � 2 i p�@� nichtmiteinander kommutieren. Es wird dazu folgende Notation eingef�uhrt:fAmBng meint die Summe aller verschiedenen Permutationen, in denen m mal der FaktorA und n mal der Faktor B vorkommt. (Dies sind �m+nm � Terme.) Zur Erl�auterung seienfolgende Beispiele gegeben:fA2B1g = AAB + ABA +BAA (4.97)fA2g = AA (4.98)falls [A;B] = 0 gilt: fAmBng = �m+ nm �AmBn : (4.99)Mit dieser Notation folgt nun(A+ B + C +D)l = lXj=0 l�jXi=0 l�j�iXk=0 fAkBiCjDl�k�i�jg : (4.100)Dies eingesetzt in die Taylorreihe Gl. (4.96) ergibt f�ur die Spur Gl. (4.95)Tr� e�Mt� e� oMt � = 1Xl=0 Z d3x(�t)ll! lXj=0 l�jXi=0 l�j�iXk=0 Z d3p(2�)3 e�p2t �� �n(�2 i px@x)k(�2 i py@y)i(�2 i pz@z)l�k�i�jM jo�� n(�2 i px@x)k(�2 i py@y)i(�2 i pz@z)l�k�i�j oM jo� � 1l : (4.101)Die Faktoren (�2 i p�) kommutieren sowohl mit @� als auch mit M und k�onnen aus dergeschweiften Klammer gezogen werden:Tr� e�Mt� e� oMt � = 1Xl=0 Z d3x(�t)ll! lXj=0 l�jXi=0 l�j�iXk=0 Z d3p(2�)3 e�p2t (�2 i)l�j pkx piy pl�k�i�jz �� �n@kx@iy@l�k�i�jz M jo � n@kx@iy@l�k�i�jz oM jo� � 1l : (4.102)Jetzt kann man die Integration �uber p ausf�uhren. Da e�p2t eine gerade Funktion ist undvon �1 bis +1 integriert wird, verschwinden die Integrale �uber ungerade p{Potenzen.Dem wird durch folgende Umsummation Rechnung getragen: Mit n = l+j2 ; m = l�j2 und78



daraus folgend l = n+m; j = n �m gilt:1Xl=0 lXj=0 Beitr�age mit geradem (l� j) = 1Xn=0 nXm=0 alle Beitr�age : (4.103)Damit bekommt man f�ur die SpurTr� e�Mt� e� oMt � = 1Xn=0 Z d3x nXm=0 (�t)m+n(m+ n)! 2mXi=0 2m�iXk=0 Z d3p(2�)3 e�p2t(�)m4mpkx piy p2m�k�iz� �n@kx@iy@2m�k�iz Mn�mo� n@kx@iy@2m�k�iz oMn�mo� � 1l : (4.104)Ausgehend von dem Gau�schen Integral R1�1 dp2� e�p2t = 1=p4�t erh�alt man die Integralemit h�oheren (geraden) p{Potenzen durch Ableiten nach t:Z 1�1 dp2� p2m e�p2t = � ddt Z 1�1 dp2� p2m�2 e�p2t = 1p4�t 1 � 3 � � �(2m� 1)(2t)m (m � 1) :(4.105)Die p{Integration liefert damit den folgenden Beitrag (in D Dimensionen):DX�1; :::; �2m=1 Z 1�1 dDp(2�)D e�p2t p�1 � � �p�2m @�1 � � �@�2m =1(4�t)D=2 � 12t�m DX�1 ; :::; �m=1f@2�1 � � �@2�mg 1m! : (4.106)Durch die Summation �uber 2m Indizes von 1 bis D �uber das Produkt @�1 � � �@�2m auf derlinken Seite erzeugt man neben Termen, die bei der Integration keinen Beitrag liefern,da mindestens eine Ableitung in ungerader Potenz vorkommt, alle Permutationen aus 2mAbleitungen, in denen je eine gerade Anzahl von Ableitungen gleich ist, also f@2�1 � � �@2�mg.Wenn auf der linken Seite n Indizes gleich sind, bekommt man aus dem Integral einenzus�atzlichen Faktor (2n� 1)!! = 1 � 3 � � �(2n� 1) = 12n (2n)!n! ; (4.107)der aber identisch ist mit dem, den man bekommt, wenn man in der geschweiften Klammerauf der rechten Seite erst die Permutation ausf�uhrt und dann die Indizes einsetzt und damitmehrmals den gleichen Term summiert.Da die Summation auf der rechten Seite �uber alle Indizes l�auft, z�ahlt man mancheKombinationen mehrfach, was durch den Faktor 1=m! wieder ausgeglichen wird.79



Eingesetzt in den Ausdruck f�ur die Spur Gl. (4.104) ergibt dasTr� e�Mt� e� oMt � = 1Xn=0 Z d3x nXm=0 (�)n tm+n(m+ n)! 4m 1(4�t)3=2 � 12t�m 1m! �� 24 3X�1; ��� ; �m=1�n@2�1@2�2 � � �@2�mMn�mo� n@2�1@2�2 � � �@2�m oMn�mo�35 � 1l= 1Xn=0 1(4�t)3=2 tn(�)n Z d3x nXm=0 2m(m+ n)! 1m! �� 24 3X�1; ��� ; �m=1�n@2�1@2�2 � � �@2�mMn�mo� n@2�1@2�2 � � �@2�m oMn�mo�35 � 1l :(4.108)Dabei wirken die partiellen Ableitungen, soweit keine anderen Klammern gesetzt sind,auf alle hinter ihr stehenden Ausdr�ucke, also z.B.:V @�V @�V = V @�(V @�V ) : (4.109)Aus der ersten geschweiften Klammer tragen nur Permutationen bei, in denen als letztesdas Potential V aus dem OperatorM steht (M = @2+V , Gl. (4.87)), denn die Ableitungder Einheitsfunktion verschwindet.Durch partielle Integration kann man zeigen, da� auch Terme, in denen als erstes eineAbleitung vorkommt, verschwinden m�ussen, denn f�ur beliebige Funktionen f(x) und g(x)gilt nach Anwendung der Produktregel f�ur die Komponente, nach der abgeleitet wird:Z dx� @� �f(x)g(x)�= Z dx� �@�f(x)�g(x) + Z dx� f(x)�@�g(x)� : (4.110)Der zweite Term wird nun partiell integriert. Dabei verschwinden die Randterme, da al-le Kombinationen von Ableitungen und Potenzen des Potentials f�ur gro�e positive undnegative Argumente hinreichend schnell gegen Null gehen. Also giltZ dx� @��f(x)g(x)� = Z dx��@�f(x)�g(x)� Z dx��@�f(x)�g(x) = 0 ; q.e.d. :(4.111)oV ist konstant, so da� aus der letzten geschweiften Klammer im n{ten Koe�zienten�uberhaupt nur der Term mit der nten Potenz von oV �ubrigbleibt. Damit �ndet man f�urdie Spur einen Ausdruck mit einer ab dem zweiten Koe�zienten einfacheren Form:Tr� e�Mt� e� oMt � = 1(4�t)3=2 t � Z d3x (V � oV ) + 1(4�t)3=2 1Xn=2 tn(�)n �� Z d3x 240@n�2Xm=0 2m(m+ n)! 1m! 3X�1; ��� ; �m=1V n@2�1 � � �@2�mMn�m�2oV1A� oV nn! 35 : (4.112)80



Der nullte Koe�zient ist f�ur die beiden Spuren von M und oM gleich und hebt sich in derDi�erenz weg.Die gesuchte Seeley{Reihe Gl. (4.43) ist also gegeben durchTr� e�Mt� e� oMt � = 1(4�t)3=2 1Xn=1 tnOn (4.113)mit den Koe�zientenO1 = � Z d3x �V � oV � undOn = (�)n Z d3x 240@n�2Xm=0 2m(m+ n)! 1m! 3X�1; ��� ; �m=1V n@2�1 � � �@2�mMn�m�2oV1A� oV nn! 35(n � 2) : (4.114)F�ur V und oV setzt man hier die radialsymmetrischen Ausdr�ucke Gl. (4.14) undGl. (4.18) ein. Die kartesischen Ableitungen m�u�te man nun in Kugelkoordinaten um-schreiben und so die Koe�zienten berechnen. Dies ist aber ein sehr umst�andlicher undrechenzeitintensiver Weg. Da man wei�, da� das Endergebnis wieder radialsymmetrischsein mu� und da� die kartesischen Ableitungen immer paarweise auftreten, wird manprobieren, gleiche Ableitungen mittels partieller Integration zu dem Laplace{Operator@�@� = @2 = �~r + �
 in drei Dimensionen, der auf radialsymmetrische Funktionen wie4~r = d2d~r2 + 2~r dd~r (4.115)wirkt, zusammenzufassen. Dabei nutzt man aus, da� die Ableitungen untereinander ver-tauschen: @�@� = @�@� und da�, wie bereits vorne erw�ahnt, die Randterme in der partiellenIntegration verschwinden. Die zu berechnenden Terme sind von der allgemeinen FormZ d3x V a@�V b@�V c � � �V x@�V y@�V z ; (4.116)wobei die Ableitungsindizes paarweise gleich sind. Die lateinischen Buchstaben geben diePotenz des Potentials an und nehmen ganze positive Werte und Null an. Es sei daranerinnert, da� die partiellen Ableitungen, wenn keine Klammern gesetzt sind, auf alle hinterihnen stehenden Ausdr�ucke wirken.Als erstes zeigt man, da� diese Ausdr�ucke symmetrisch sind:Z d3x V a@�V b@�V c � � �V x@�V y@�V z = � Z d3x (@�V a)(V b@�V c � � �V x@�V y@�V z)= � Z d3x (V b@�V a)(@�V c � � �V x@�V y@�V z)= + Z d3x (@�V b@�V a)(V c � � �V x@�V y@�V z)= � � �= + Z d3x V z@�V y@�V x � � �V c@�V b@�V a :(4.117)81



Dabei wurde immer abwechselnd �uber die entsprechende Komponente partiell integriertund die Kommutativit�at des Potentials mit seinen Ableitungen ausgenutzt. Da die Ge-samtzahl der Ableitungen gerade ist, resultiert ein positives Vorzeichen. Es lassen sichalso zueinander symmetrische Terme zusammenfassen.Nutzt man nun weiter die BeziehungV a@V b = ba + b @V a+b (4.118)aus und wendet diese abwechselnd mit der Produktregel an, so erreicht man mit partiellerIntegration, da� die Ableitungen paarweise hintereinanderstehen:F�ur Ausdr�ucke mit zwei Ableitungen zeigt man so die allgemeine FormelZ d3x V a@V b@V c = acn� 1 Z d3x V n�1@2V mit n = a + b+ c : (4.119)Um den Laplace{Operator zu verschieben, wendet man Gleichung (4.118) auf die zweiteAbleitung an und benutzt f�ur die erste Ableitung die Produktregel.F�ur einen Ausdruck mit vier Ableitungen und beliebig vielen V {Potenzen �ndet man:Z d3x V a@�V b@�V c@�V d@�V e= ed+ e Z d3x V a@�V b@�V c@�@�V d+e= ed+ e Z d3x nV a@� hV b(@�V c)(@�@�V d+e)i+ V a@� hV b+c@�@�@�V d+eio= ed+ e Z d3x � cc+ b V a@� h(@�V b+c)(@�@�V d+e)i + V a@� hV b+c@�@�@�V d+ei�= Z d3x � ce(d+ e)(b+ c) V a(@�@�V b+c)(@�@�V d+e) ++ ce(d+ e)(b+ c) V a(@�V b+c)(@�@�@�V d+e) + ed+ e V a(@�V b+c)(@�@�@�V d+e)++ ed+ e V a+b+c @2@2V d+e�= Z d3x � ce(d+ e)(b+ c) V a(@�@�V b+c)(@�@�V d+e)++ ce(d+ e)(b+ c) b+ ca+ b+ c (@�V a+b+c)(@�@�@�V d+e)++ ed+ e b+ ca+ b+ c (@�V a+b+c)(@�@�@�V d+e) + ed+ e V a+b+c @2@2V d+e�= Z d3x � ce(d+ e)(b+ c) V a(@�@�V b+c)(@�@�V d+e) ++ e(a� c)(d+ e)(a+ b+ c) V a+b+c@2@2V d+e� : (4.120)Im letzten Schritt wurde in den mittleren Termen �uber die entsprechende Komponentepartiell integriert. Jetzt stehen im vorderen Term aber noch nicht unbedingt die Ableitun-gen mit demselben Index hintereinander. Dies erreicht man unter Verwendung folgender82



Hilfsformel:Z d3x (@iV a+d)(@i@jV b)(@jV b) =Z d3x ��14 V a+d@2@2V 2b + 12 V b(@2V a+d)(@2V b)� : (4.121)Beim Beweis dieser Formel nutzt man aus, da� sich der Term der linken Seite bei zweifacherpartieller Integration reproduziert und (@�V )(@�V ) = 12@2V 2 � V @2V gilt. Schreibt manjetzt den urspr�unglichen Term V a(@�@�V b)(@�@�V c) als V a(@�@�V b)(@�@�V b+(c�b)), mitc � b = d, wobei o.B.d.A. c > b ist, da beide Terme kommutieren, so kann man nachAnwendung der Beziehung Gl. (4.118), der Produktregel und partieller Integration imzweiten Term die Hilfsformel benutzen:Z d3x V a(@�@�V b)�@� b+ db V d@�V b�= Z d3x ncbV a(@�@�V b)(@�V d)(@�V b) + cbV a+d(@�@�V b)(@�@�V b)o= Z d3x �cb da+ d(@�V a+d)(@�@�V b)(@�V b)� cb(@�V a+d)(@�@�V b)(@�V b)��cbV a+d(@2@�V b)(@�V b)� : (4.122)F�ur sechs Ableitungen sind die entsprechenden Regeln nur f�ur Terme mit drei Po-tentialen abgeleitet worden, da andere Ausdr�ucke, soweit wie hier gerechnet wird, nichtvorkommen, aber die Verallgemeinerung stellt kein prinzipielles Problem dar. F�ur h�oherePotenzen der Potentiale gelten die partielle Integration und die Produktregel unver�andert,lediglich die Anwendung von Gleichung (4.118) f�uhrt auf andere Vorfaktoren. Da das Re-sultat auf jeden Fall radialsymmetrisch sein mu�, existieren solche Regeln auch f�ur einegr�o�ere Zahl von Ableitungen.Damit erh�alt man f�ur die ersten sechs Koe�zienten die Ausdr�ucke:O1 = � Z d3x (V � oV ) ;O2 = Z d3x V 22 � oV 22 ! ;O3 = � Z d3x V 36 � oV 36 � V 4V12 ! ;O4 = Z d3x V 424 � oV 424 � V 24V24 + V 42V120 ! ;O5 = � Z d3x V 5120 � oV 5120 � V 34V72 � V (4V )(4V )1260 + V 242V360 + V 4(V 4V )360 ��V 42V 2840 � V 43V1680 � ; 83



O6 = Z d3x" V 6720 � oV 6720 � V 44V288 � V (4V ) (4V 2)1440 + V 342V2160 � (4V )(4V )(4V )15120 ��11V 4(V 42V )30240 + V 24(V 4V )1440 + V 4(V 24V )1440 + V 242V 25760 ++V 4(V 4V 2)1440 � 13V 243V20160 + V 4(V 42V )3780 ��V 42(V 4V )3024 � V 43V 26048 + V 44V30240 � : (4.123)4 = @2 bezeichnet den Laplace{Operator.Bei all diesen Schritten wurde von der Radialsymmetrie des Potentials kein Gebrauchgemacht. Diese also noch f�ur ein beliebiges, kommutierendes Potential g�ultigen Formelnsind �aquivalent zu den Formeln von Carson [57] und Fliegner et al. [59].Jetzt kann man die Entwicklung auf die Potentiale aus Gleichung (4.14)V = V0 + ~�V1 + ~�2V2 +O(~�3) ; (4.124)bzw. Gleichung (4.18) oV = oV 0 + ~� oV 1 + ~�2 oV 2 + ~�3 oV 3 + O(~�4) (4.125)anwenden. Die Koe�zienten der Potentiale lauten im einzelnen:V0(�) =� 6 sech2 � + 4 ; (4.126)V1(�) =� 4 tanh � ; (4.127)V2(�) = 23 + � �4 tanh � + 4 sinh � cosh � � (7 + 6 log 2) sech3 � sinh ���� tanh � log cosh � �6� sech2 � + 4 cosh � sinh � + 6 tanh ���� (1 + 6 log 2) tanh2 � � 4 log 2 sinh2 � ++ 6 sech3 � sinh � T (�) (4.128)und oV 0(�) = 4 ; (4.129)oV 1(�) =� 4 ; (4.130)oV 2(�) =� 43 ; (4.131)oV 3(�) =� 109 : (4.132)T (�) ist die Stammfunktion R �0 �0 tanh �0d�0 (vgl. Gl. (3.72)). Die dritte Ordnung des freienPotentials entspricht dem asymptotischen Verhalten von V3 und wird gebraucht, um dieh�ochste Ordnung der Seeley{Entwicklung zu berechnen.Da das Potential radialsymmetrisch ist, l�a�t sich die Winkelintegration in den Koe�-zienten leicht ausf�uhren. Sie ergibt einen Faktor 4�. Das Potential ist aber nicht um Null,84



sondern um ~R zentriert, � = ~r � ~R . Dies mu� bei der ~r{Integration und der Anwendungdes Laplace{Operators beachtet werden. Partielle Integration, Substitution und Erweite-rung des Integrationsbereichs analog der Berechnung der Wirkung in Abschnitt 3.3 f�uhrenauf die vier Terme Z 10 ~r2 dr f(~r� ~R) = �13 Z 1� ~R d� (� + ~R)3f 0(�) �� �13 Z 1�1 d� �3f 0(�) � ~R Z 1�1 d� �2f 0(�) � ~R2 Z 1�1 d� � f 0(�) � 13 ~R3 Z 1�1 d� f 0(�) ;(4.133)von denen je zwei verschwinden, wenn es sich, wie hier der Fall ist, bei der Ableitung f 0(�)entweder um eine gerade oder um eine ungerade Funktion handelt.Wie man an Gleichung (4.126) bis Gleichung (4.128) sieht, sind die Koe�zienten desPotentials Vi(�) in geraden Ordnungen in ~� gerade und umgekehrt. Damit ist auch diein der Formel der Koe�zienten vorkommende Potenz des Potentials in gerader Ordnunggerade und umgekehrt (vgl. die Berechnung der Wirkung, S. 57).Das Anwenden des Laplace{Operators verringert die ~r{Potenz, gleichzeitig �andert sichdurch das Ableiten aber auch die Parit�at der abgeleiteten Funktion, so da� der Laplace{Operator die Parit�at des gesamten Integranden unver�andert l�a�t.Die in der nullten und zweiten Ordnung in ~� vorkommenden Integrale �uber geradeFunktionen lassen sich durch nochmalige partielle Integration wieder auf die Form�13 Z 1�1 d� �3f 0(�)� ~R2 Z 1�1 d� � f 0(�) = Z 1�1 d� �2f(�) + ~R2 Z 1�1 d� f(�) (4.134)bringen und sind dann genau das Zweifache der im Anhang C angegebenen Integrale.In ungerader Ordnung liefern nur das zweite und das letzte Integral aus Gleichung(4.133) einen Beitrag. Das Integral proportional zu ~R �ndet sich in dieser Form wiederin Anhang C. F�ur das letzte Integral, dessen dritte Ordnung in ~� noch zum konstantenTerm der Koe�zienten beitr�agt, da ~R reziprok proportional zu ~� ist, vgl. Gl. (3.138), istes ausreichend, die Asymptotik des Integranden zu kennen:� ~R33 ~�3 Z 1�1 d� f 0(�) = � ~R33 ~�3f(�)�����1�1 = �23 ~R3~�3f(1) : (4.135)Die Asymptotik von V ist dabei durch oV gegeben, da das Potential in der Di�erenzgegen Null geht. Die in den h�oheren Koe�zienten vorkommenden Terme mit Laplace{Operatoren liefern zu diesen Termen dritter Ordnung keinen Beitrag, da die Ableitungeiner asymptotisch konstanten Funktion im Unendlichen verschwindet.Bei der Berechnung des sechsten Koe�zienten tauchen, ebenfalls bedingt durch denLaplace{Operator, Terme mit drei ~r{Potenzen im Nenner auf, so da� also auch nachMultiplikation mit ~r2 ein Faktor (� + ~R) im Nenner �ubrig bleibt. Eine r�aumlich di�eren-zierbare Funktion, die also insbesondere auch im Ursprung di�erenzierbar ist, l�a�t sich85



aber in gerade, positive ~r-Potenzen entwickeln und ist also analytisch. Wendet man hier-auf den Laplace{Operator 4 = �1~r@~r~r� �1~r@~r~r� an, so bekommt man wieder eine geradePotenzreihe, insbesondere also, auch bei wiederholtem Anwenden des Laplace{Operators,keine singul�are Funktion. Die Integrale sollten also existieren. Das Auftreten der reziproken~r{Potenz hier ist ein Artefakt der gen�aherten Bounce{L�osung, welche die Randbedingung,da� die Bounce{L�osung am Ursprung eine verschwindende Steigung hat, ja nur asympto-tisch erf�ullt. Die Funktion, �uber die integriert wird, ist aber nur in einem Bereich um ~Rherum wesentlich von Null verschieden. Dieser Bereich ist deutlich kleiner als ~R. Damitl�a�t sich die k�unstliche Singularit�at herausschneiden, indem der Integrationsbereich aufein Intervall um ~R eingeschr�ankt wird:Z 10 f(~r � ~R)~r d~r � Z ~R+a~R�a f(~r� ~R)~r d~r = Z a�a f(�)� + ~R d� : (4.136)In diesem Bereich l�a�t sich der Nenner nun in eine geometrische Reihe entwickeln:Z a�a d�� + ~R f(�) = 1~R Z a�a d�(�= ~R) + 1 f(�) = 1Xk=0(�1)k 1~Rk+1 Z a�a d� �kf(�) : (4.137)Da die ~R{Abh�angigkeit in der Entwicklung vor die Integrale gezogen werden kann, ist dieseine Reihe in ~�, welche mit dem linearen Term anf�angt, so da� bis zur hier berechnetenOrdnung alle Beitr�age vernachl�assigt werden k�onnen. Zur Orientierung werden die Inte-grationen aber dennoch ausgef�uhrt, und zwar numerisch, indem der Integrationsbereichwieder auf die gesamte Achse ausgedehnt wird. Der dabei gemachte Fehler ist exponentiellklein und numerisch nicht sichtbar. In dieser Entwicklung kommen, wenn f eine ungeradeFunktion ist, nur gerade ~R{Potenzen vor. Dies ist in der nullten und zweiten Ordnung in~� der Fall, in erster Ordnung kommen nur ungerade ~R{Potenzen vor.Eine genaue Berechnung der ersten sechs Koe�zienten �ndet sich in Anhang D. F�ur dieersten beiden Koe�zienten ist die Rechnung bis zur zweiten Ordnung in ~�mit einschlie�lichdem zu ~R3 proportionalen Term der dritten Ordnung wiedergegeben; da die Zahl der Termeaber sehr schnell ansteigt und das Prinzip dasselbe bleibt, beschr�anken sich die weiterenAusf�uhrungen auf die konstante Ordnung in ~�. F�ur die h�oheren Ordnungen in ~� werdendann nur die Ergebnisse angegeben. Sie wurden mit Hilfe von Mathematica [65] auf einer"IBM/RS6000\{Maschine berechnet.Einsetzen des Ausdrucks f�ur ~R (Gl. (3.138))~R = 1~� + 2� 3�236 ~� +O(~�3) (4.138)in die durch Integration erhaltenen Koe�zienten (Gl. (D.11)) f�uhrt auf folgende Aus-dr�ucke:O1 = 112 �3 1~�2 + �82:6833+ 4�� 427 � �2�� +O(~�2) ;O2 = �160 �3 1~�2 + ��287:022+ 8��4423 + �2��+ O(~�2) ;O3 = 832 �15 1~�2 + �1199:32� 16 �(3698+ 99�2)135 � +O(~�2) ;86



O4 = �11392 �315 1~�2 + ��2564:51 + 32 �(399866+ 5535�2)14175 � +O(~�2) ;O5 = 3328 �315 1~�2 + �3579:95� 64 �(2059174+ 16065�2)99225 � +O(~�2) ;O6 = �49664 �24255 1~�2 + ��3717:3 + 128 � (63822662+ 330675�2)5457375 �+ O(~�2) :(4.139)Auch hier bietet der andere Ansatz f�ur ~R, ~R = 1~� , bei dem dann im Potential zus�atz-liche Terme proportional zu C1 und D1 auftauchen (vgl. Seite 61), wieder eine Kon-trollm�oglichkeit.Man �ndet also f�ur die Spur insgesamt den folgenden Ausdruck:Tr< = Tr< � e�Mt� e� oMt � =1(4�t)3=2 � 1~�2 �112 �3 t � 160 �3 t2 + 832 �15 t3 � 11392 �315 t4 + 3328 �315 t5 � 49664 �24255 t6 + : : :� ++ ��39:4801 t+ 372:46 t2� 541:384 t3+ 658:823 t4� 913:886 t5+ 1225:92 t6� : : :�+O(~�2)� : (4.140)Abbildung 4.1 zeigt die Spur als Funktion von t, wobei jeweils eine unterschiedlicheAnzahl n von Koe�zienten in der Seeley{Entwicklung ber�ucksichtigt wird. F�ur t{Wertekleiner als 0:8 ver�andert sich die Spur bei Hinzunahme von h�oheren Koe�zienten kaumnoch.
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1.5Abbildung 4.1: Die Spur als Funktion von t f�ur ~� = 0:1, wobei jeweils eine unterschiedlicheAnzahl n von Koe�zienten in der Seeleyentwicklung mitgenommen wird.87
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Abbildung 4.2: Prozentualer, relativer Fehler bei der Ber�ucksichtigung von vier statt sechs Ko-e�zienten in der Seeley{Entwicklung f�ur ~� = 0:1.In Abbildung 4.2 ist die Di�erenz zwischen der mit sechs und der mit vier Koe�-zienten ausgewerteten Spur, bezogen auf die mit sechs Koe�zienten ausgewertete Spurals prozentualer, relativer Fehler f�ur ~� = 0:1 aufgetragen. Wegen des alternierenden Vor-zeichens wurden sechs mit vier Koe�zienten verglichen. F�ur t = 0:8 betr�agt der Fehler23.9 %.
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Abbildung 4.3: Die Seeley{Entwicklung bis zur sechsten Ordnung mit (| | ) und ohne (� � � � � � )die konstante Ordnung O(~�0) in den Koe�zienten f�ur ~� = 0:1.Um den Ein
u� der h�oheren Ordnungen in ~� abzusch�atzen, ist in Abbildung 4.3 dieSpur Tr< einmal nur unter Ber�ucksichtigung der f�uhrenden Terme O(1=~�2) und dann un-ter Hinzunahme der Terme O(~�0) aufgetragen. In der Seeley{Entwicklung werden beideMale die ersten sechs Koe�zienten mitgenommen. Hier �ndet man eine ungef�ahre �Uber-einstimmung f�ur t < 0:7. Abbildung 4.4 zeigt den zugeh�origen, prozentualen Fehler.88
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Abbildung 4.4: Prozentualer Fehler bei Vernachl�assigung der Korrekturen O(~�0) in den Koe�-zienten der Seeley{Entwicklung f�ur ~� = 0:1.4.3.4 Entwicklung nach Kugel
�achen- und BesselfunktionenDa das spezielle Potential, f�ur das die Spur der Heat kernel berechnet werden soll, radi-alsymmetrisch ist, kann man die L�osung auch direkt in Kugelkoordinaten ansetzen. DerOperator M (Gl. (4.87)) lautet in KugelkoordinatenM = �@2 + V̂ (~r) = � d2d~r2 � 2~r dd~r + L2~r2 + V̂ (~r) : (4.141)Dabei ist L2 das Quadrat des Drehimpulsoperators. Dieser enth�alt die gesamte Winkel-abh�angigkeit. Da man die Eigenfunktionen zu L2 | n�amlich die Kugel
�achenfunktion |L2 Ylm(#; ') = l(l+ 1) Ylm(#; ') (4.142)kennt, kann man das Problem eventuell auf ein eindimensionales, nur von ~r abh�angigesProblem reduzieren. Die Eigenfunktionen zum ~r{abh�angigen Teil des freien Operators sinddie sph�arischen Besselfunktionen:� d2d~r2 + 2~r dd~r � l(l+ 1)~r2 � jl(k~r) = �k2jl(k~r) : (4.143)Man sieht dies durch direktes Umformen der Besselschen Di�erentialgleichung [66, Gl. 10.1.1]mit � = k~r: � d2d�2 + 2� dd� + �1� l(l+ 1)�2 �� jl(�) = 0 : (4.144)Die (normierten) Produkte aus Besselfunktionen und Kugel
�achenfunktionen	klm(~r;
) = 2kp2� jl(k~r)Ylm(
) (ohne Summenkonvention) (4.145)89



bilden ein vollst�andiges Orthonormalsystem [67, S. 305]:Z 10 dk 1Xl=0 lXm=�l	klm(~r; #; ')	�klm(~r0; #0; '0) = 1~r2 sin# �(~r � ~r0) �(#� #0) �('� '0)Z ~r2 d~r d
	klm(~r;
)	�k0l0m0(~r;
) = �(k � k0) �ll0 �mm0 ; (4.146)so da� man die Spur von e�M(~r)t hiernach entwickeln kann:Tr e�M(~r)t = Z 10 dk 1Xl=0 lXm=�l Z 10 d~r ~r2 Z d
	�klm(~r;
) e�M(~r)t	klm(~r;
) : (4.147)Die Kugel
�achenfunktionen vertauschen mit den Besselfunktionen, weiter vertauscht L2mit den restlichen Termen aus M , so da� man unter Ausnutzung der Eigenwertgleichungf�ur die Winkelabh�angigkeit Gl. (4.142) die Kugel
�achenfunktion nach vorne ziehen kann:Tr e�M(~r)t = Z 10 dk 1Xl=0 lXm=�l Z 10 d~r ~r2 Z d
 2kp2�jl(k~r)Y �lm(
)Ylm(
) e�Ml(~r)t 2kp2� jl(k~r) :(4.148)Da die Besselfunktionen reell sind, stimmen sie mit ihrem konjugiert Komplexem �uberein.Ml ist der Operator, in dem der Drehimpulsoperator L2 durch seinen Eigenwert ersetztwurde: Ml = � d2d~r2 � 2~r dd~r + l(l+ 1)~r2 + V̂ (~r) : (4.149)Die Winkelintegration l�a�t sich jetzt aufgrund der Orthogonalit�atsrelation der Kugel-
�achenfunktionen Z d
 Y �l0m0(
)Ylm(
) = �ll0�mm0 (4.150)ausf�uhren:Tr e�M(~r)t = 2� Z 10 dk k2 1Xl=0 lXm=�l Z 10 d~r ~r2jl(k~r) e�Ml(~r)t jl(k~r) : (4.151)Damit ist im Summanden aber die m{Abh�angigkeit verschwunden und die Summe �uberm ergibt genau den Entartungsgrad (2l+ 1):Tr e�M(~r)t = 2� Z 10 dk k2 1Xl=0(2l+ 1) Z 10 d~r ~r2jl(k~r) e�Ml(~r)t jl(k~r) : (4.152)Analog zur Rechnung Gl. (4.92) in den kartesischen Koordinaten m�ochte man jetztjl(k~r) und e�Ml(~r)t vertauschen. Dazu entwickelt man e�Ml(~r)t wieder bis zum linearen90



Term und betrachtet den folgenden, noch auf eine Funktion anzuwendenden Operator:�1�Ml(~r)t� jl(k~r) = jl(k~r)� t�� d2d~r2 � 2~r dd~r + l(l+ 1)~r2 + V̂ � jl(k~r)= jl(k~r) + t�� d2d~r2 jl(k~r)�+ 2� dd~r jl(k~r)� dd~r + jl(k~r) d2d~r2+2~r� dd~rjl(k~r)�+ 2~r jl(k~r) dd~r � l(l+ 1)~r2 jl(k~r)� jl(k~r)V̂�= jl(k~r) + t�(�k2)jl(k~r) + 2� dd~rjl(k~r)� dd~r + jl(k~r) d2d~r2+2~r jl(k~r) dd~r � jl(k~r)V̂� : (4.153)In der letzten Zeile wurde die Besselsche Di�erentialgleichung Gl. (4.144) ausgenutzt. Einentscheidender Unterschied zum kartesischen Fall liegt aber darin, da� die ebene Welledort sowohl Eigenfunktion zur ersten, wie auch zur zweiten Ableitung ist, w�ahrend jl(k~r)nur zu h d2d~r2 + 2~r dd~r � l(l+1)~r2 i Eigenfunktion ist. Daher kann man den zweiten Term in derKlammer, proportional zu djl(k~r)d~r , nicht weiter vereinfachen und jl(k~r) nicht wie gew�unschtnach vorne ziehen. Findet man keinen anderen Weg, um die l{Summation oder eines derIntegrale weiter auszuf�uhren, so l�a�t sich das Verfahren nicht anwenden.Im Falle des freien Laplace{Operator l�a�t sich die l{Summation ausf�uhren und dieRichtigkeit der Rechnung so �uberpr�ufen: Sei also M = �@2. Dann folgt direkt aus derBesselschen Di�erentialgleichung Gl. (4.144):e�Mlt jl(k~r) = e�4lt jl(k~r) = e�k2t jl(k~r) ; (4.154)und die l{Summation wird nach Formel 10.1.50 aus [66]1Xl=0(2l+ 1) j2l (z) = 1 (4.155)ausf�uhrbar. Gleichung (4.152) wird zu:Tr e�(@2t) = 2� Z 10 dk k2 Z 10 d~r ~r2 e�k2t 1Xl=0 (2l+ 1) j2l (k~r)= 4� Z 10 d~r ~r2 12�2 Z 10 dk k2 e�k2t= 4� Z 10 d~r ~r2 1(4�t)3=2 : (4.156)Dies ist, wie erwartet, der erste Term der Seeley{Entwicklung. In dem Ergebnis Gl. (4.140)taucht dieser Term nicht auf, da er sich in der Di�erenz der beiden Spuren gerade weghebt.Zum Vergleich berechnet man jetzt die Spur des Heat kernels des freien Laplace{Operators in kartesischen Koordinaten analog zu Abschnitt (4.3.3). Der Ausdruck �M =M � 2 i p�@� = �@2 � 2 i p�@� enth�alt jetzt aber nur noch Ableitungen, so da� e��Mt91



angewandt auf die Einheitsfunktion gleich Eins ist. Damit wird Gleichung (4.95) zuTr e�(4t) = Z d3x Z d3p(2�)3 e�p2t � 1l = Z d3x 1(4�t)3=2 : (4.157)Dies stimmt mit dem Ergebnis in Kugelkoordinaten Gl. (4.156) �uberein.4.4 Dimensionelle Regularisierung | Berechnung von I 0<In der Schwingerschen Eigenzeitdarstellung bekommt man den Logarithmus der Determi-nante durch Integration �uber die Spur der Heat kernel (Gl. (4.40)):I< = � Z �0 dtt Tr< ; (4.158)welche im Hochfrequenzbereich, also f�ur kleine t, durch die Seeley{Entwicklung Gl. (4.140)gen�ahert wird. In der Formel f�ur die �Ubergangsamplitude Gl. (2.107) kommt aber nur dasVerh�altnis der Determinanten I 0 ohne Nullmoden und ohne negative Mode vor, da diese inder Sattelpunktentwicklung gesondert behandelt werden m�ussen (vgl. die Abschnitte 2.5.1und 2.6). Diese Moden werden hier jetzt explizit aus der Spur wieder herausgenommen,indem die exponierten Eigenwerte von Tr< abgezogen werden. Im einzelnen sind dies drei,den r�aumlichen Translationen entsprechende Nullmoden, welche alle mit !01 = 0 bezeich-net werden und eine die Metastabilit�at verursachende negative Mode !00 = �2~�2 +O(~�4).Sie wird in Abschnitt 4.5 berechnet werden. Damit die Zahl der Eigenwerte in beiden De-terminanten dieselbe ist, hat man in Abschnitt 4.1 auch aus det oM die vier niedrigstenEigenwerte o!0 = 4� 4~�� 43 ~�2+O(~�3) (vgl. Gl. (4.204)) herausgezogen. Diese acht Modenwerden jetzt explizit von der Spur der Heat kernel abgezogen:Tr0< = Tr0 e�tM �Tr0 e�t oM= 1(4�t)3=2 6Xn=1 tnOn � 3 e�0t� et2~�2+O(~�4)+4 e�t o!0 : (4.159)Das Integral in Gleichung (4.158) enth�alt im Limes kleiner t Ultraviolettdivergenzen undist deshalb nur symbolisch zu verstehen. Es mu� noch regularisiert werden, was in diesemAbschnitt dimensionell geschehen soll. Dazu wird die Seeley{Entwicklung in D = 3 � �Dimensionen berechnet.4.4.1 Seeley{Entwicklung in D = 3 � � DimensionenDie Berechnung der Seeley{Entwicklung aus Abschnitt 4.3.3 l�a�t sich analog aufD Dimen-sionen �ubertragen, indem man nach D{dimensionalen Wellen entwickelt. Das Ergebnis derImpulsintegration ist in Gleichung (4.106) bereits f�ur D Dimensionen angegeben. Insbe-sondere wird in der Seeley{Entwicklung aus dem Faktor 1=(4�t)3=2 ein Faktor 1=(4�t)D=2.92



Die restliche Dimensionsabh�angigkeit steckt in den Koe�zienten Gl. (4.114), welche in DDimensionen wie folgt lauten:O1 = Z dDx �V � oV � und f�ur n � 2On =(�)n Z dDx 240@n�2Xm=0 2m(m+ n)! 1m! DX�1; ��� ; �m=1V n@2�1 � � �@2�mMn�m�2oV1A� oV nn! 35 :(4.160)Auch hier wird man wieder gleiche Ableitungen zum radialsymmetrischen Laplace{Operator zusammenfassen. Dieser lautet in D = 3� � Dimensionen:4~r = d2d~r2 + D � 1~r dd~r = 4~rjD=3 � �~r dd~r : (4.161)Nun mu� man eine Fallunterscheidung bez�uglich der Metrik machen, je nachdem, obdie zus�atzlichen � Dimensionen 
ach oder gekr�ummt sind. Falls sie gekr�ummt sind, schreibtsich das D{dimensionale Integral �uber eine Funktion f(~r) alsZ dD~x f(~r) = SD Z d~r ~rD�1f(~r) : (4.162)Dabei ist SD~rD�1 die Ober
�ache einer D{dimensionalen Kugel. Den Term ~rD�1 entwickeltman nach Potenzen von �:~rD�1 = ~r2 e�� log ~r = ~r2Xk 1k!�k(� log ~r)k : (4.163)Damit bekommt man f�ur das D{dimensionale Integral im Fall der gekr�ummten zus�atzli-chen Dimensionen:Z dDxf(~r) =SD Z d~r ~r2f(~r) + � SD Z d~r ~r2(� log ~r)f(~r) + �2SD2 Z d~r ~r2(� log ~r)2f(~r) + � � � :(4.164)Die auftretenden Integrale haben die Form R10 d~r ~r2 logk ~r sechn ~r sinhm ~r und konvergie-ren, wie durch Grenzwertbetrachtungen gezeigt werden kann.Wenn die zus�atzlichen Dimensionen dagegen 
ach sind, wird das D{dimensionale In-tegral zu Z dD~xf(~r) = 4� Z d~r ~r2 Z dD�3~x f(~r) = �LD�34� Z d~r ~r2f(~r) : (4.165)Der einem endlichen Volumen entsprechende Faktor �LD�3 kommt aus der Kompakti�zie-rung der zus�atzlichen Dimensionen und mu� sich nachher wegheben. Auch hier sieht mandie �{Abh�angigkeit, indem man den Term �LD�3 taylorentwickelt:�LD�3 = e�� log �L = 1� � log �L+ �22 log2 �L� � � � : (4.166)93



In beiden F�allen �ndet man also f�ur die Koe�zienten Ausdr�ucke der FormOn = O0n + �O1n + �2O2n + � � � : (4.167)O0n ist dabei der durch gew�ohnliche dreidimensionale Integration im Anhang D berechneteKoe�zient. Die Ausdr�ucke f�ur die h�oheren Ordnungen Omn , m � 1 unterscheiden sich jenach Topologie des Raumes. Eine genaue Berechnung ist aber nicht n�otig, da sich dieseTerme, wie im n�achsten Abschnitt gezeigt wird, bis zur berechneten Ordnung weghebenwerden.4.4.2 RegularisierungBetrachtet man das zu berechnende Integral (hier inklusive der niedrigsten Eigenwerte)I< = � Z �0 dtt 1(4�)3=2 1t3=2 (tO1 + t2O2 + � � � )= � O1(4�)3=2 Z �0 dtt3=2 � O2(4�)3=2 Z �0 dtt1=2 � � � � ; (4.168)so sieht man, da� in drei Dimensionen nur der erste Term, proportional zu R �0 dtt3=2 ,Ultraviolett{divergent ist. Die Abspaltung dieser Divergenz beim (D = 3��){dimensionalenIntegral liefert:I< = � Z �0 dtt �Tr<jD=3 ��(1� t) 1(4�t)3=2 tO1(D=3)�+ O(�)�� Z 10 dtt 1(4�t)D=2 tO1 : (4.169)�(t) ist die Stufenfunktion. Das erste Integral konvergiert nach Konstruktion f�ur D = 3.Um die Divergenzen des letzten Terms zu sehen, entwickelt man ihn nach Potenzen von �.Der Vorfaktor liefert:1(4�)D=2 = 1(4�)3=2 e �2 log(4�) = 1(4�)3=2 �1 + �2 log(4�) +O(�2)� : (4.170)Die �{Abh�angigkeit von O1 ist im vorigen Abschnitt besprochen worden (Gl. (4.167)).Es fehlt noch die Berechnung des Integrals, welche sich f�ur hinreichend kleines D leichtdurchf�uhren l�a�t:Z 10 dt t�D=2 = 1�D=2 + 1 t1�D=2����10 = 1�D=2 + 1 = 2� � 1 = �2(1 + � + �2 + � � � ) ;(4.171)und durch diesen Ausdruck analytisch in die anderen Dimensionen fortgesetzt werdenkann. 94



Damit lautet die abgezogene Divergenz aus Gleichung (4.169) bis zur Ordnung �:� Z 10 dtt 1(4�t)D=2 tO1 = � �2(4�)3=2�1 + �2 log(4�) +O(�2)��O01 + �O11 +O(�2)� ���1 + �+ O(�2)�= 2(4�)3=2�O01 + ��12 log(4�)O01 + O01 +O11�+O(�2)� :(4.172)Trotz der vorhandenen UV{Divergenzen tauchen hier keine Pole in � auf, an denen mandie Divergenzen direkt ablesen k�onnte. Dies ist eine Eigenheit der dimensionellen Regula-risierung in drei Dimensionen.F�ur das zu berechnende Integral l�a�t sich nach Gleichung (4.34) f�ur Re z > 1 aucheine Operator{Zetafunktion de�nieren:�M (z) = 1�(z) Z �0 dt tz�1 Tr(e�Mt� e� oMt) : (4.173)Sie l�a�t sich analytisch nach z = 0 fortsetzen, indem man in Analogie zu Gleichung (4.169)den divergenten Teil abspaltet:�M(z) = 1�(z) Z �0 dt tz�1 �Tr<��(1� t) 1(4�t)3=2 tO1� ++ 1�(z) Z 10 dt tz�1 1(4�t)3=2 tO1 : (4.174)Auch hier existiert das erste Integral. Das Integral im letzten Term berechnet sich wiederdurch analytische Fortsetzung zuZ 10 dt tz�3=2 = 1z � 1=2 ; (4.175)so da� man hier f�ur die abgespaltene Divergenz den Ausdruck1�(z) Z 10 dt tz�1 1(4�t)3=2 tO1 = 1(4�)3=2 1�(z) O1z � 1=2 (4.176)�ndet.Der Logarithmus der Determinante berechnet sich nach Gleichung (4.28) als negativeAbleitung der Zetafunktion an der Stelle Null. Unter Ber�ucksichtigung der Beziehungen(1=�(z))0jz=0 = 1 und 1=�(0) = 0 ergibt sich f�ur die konvergente, erste Zeile aus Glei-chung (4.174) � ddz �0M(z)����z=0 = � Z �0 dtt �Tr<��(1� t) 1(4�t)3=2 tO1� (4.177)in �Ubereinstimmung mit dem konvergenten Teil der dimensionell regularisierten Deter-minante I< aus Gleichung (4.169). Die Ableitung der in der Zetafunktion Gl. (4.174)95



abgezogenen Divergenz Gl. (4.176) an der Stelle z = 0,� ddz � 1�(z) Z 10 dt tz�1 1(4�t)3=2 tO1�����z=0 = 1(4�)(3=2)2O1 ; (4.178)hebt sich gegen die in der dimensionellen Regularisierung abgezogene Divergenz Gl. (4.172)weg und man �ndet den wichtigen Zusammenhang zwischen den beiden Regularisierungenin drei Dimensionen: I< = � ddz �M(z)����z=0 +O(�) : (4.179)In nullter Ordnung stimmen also beide Regularisierungen �uberein, es tauchen keine Korrek-turterme auf. Dies ist eine Besonderheit der dimensionellen Regularisierung in ungeradenDimensionen. Damit fallen aber auch, wie angek�undigt, die Korrekturterme Oin; i � 1 inh�oheren Ordnungen in � in den Koe�zienten und also die Abh�angigkeit von dem kompak-ti�ziertem Volumen im Fall der 
achen zus�atzlichen Dimensionen heraus. Insbesonderegeht die Topologie der zus�atzlichen Dimensionen nicht ein.4.4.3 Berechnung der ZetafunktionDie spezielle, zu dem hier interessierenden Operator geh�orende Zetafunktion ohne die dreiNullmoden, die negative Mode und die vier niedrigsten Eigenwerte von oM ,�0<(z) = 1�(z) Z �0 dt tz�1( 1(4�t)3=2 6Xn=1Ontn � 3� e2t~�2+O(~�4)+4 e�t o!0) ; (4.180)soll in diesem Abschnitt berechnet werden. Dieser Ausdruck ist allerdings nur f�ur Re z > 1de�niert. F�ur solche z{Werte lassen sich die f�uhrenden Ordnungen der einzelnen Termeumformen:�0<(z) = 1�(z) 1(4�)3=2 6Xn=1 Z �0 dt tz�5=2+nOn � 3�(z) Z �0 dt tz�1 �� 1�(z) Z �0 dt tz�1 e2t~�2 + 4�(z) Z �0 dt tz�1 e� o!0t= 1�(z) 1(4�)3=2 6Xn=1 1z � 3=2 + n�z�3=2+nOn � 3�(z) 1z�z ��(2~�2)�z�(z) Z 2~�2�0 ds sz�1(es�1)� (2~�2)�z�(z) Z 2~�2�0 ds sz�1 + 4( o!0)�z�(z) 
(z; o!0�)= 1�(z) 1(4�)3=2 6Xn=1 Onz � 3=2 + n�z�3=2+n � 3 �z�(z + 1) ��(2~�2)�z�(z) Z 2~�2�0 ds sz�1(es�1)� �z�(z + 1) + 4�z
�(z; o!0�) : (4.181)Im letzten Term wurde die in Gleichung 6.5.4 in [66] de�nierte Funktion
�(z; a) = a�z�(z)
(z; a) (4.182)96



eingef�uhrt. Das Integral im drittletzten Term in Gleichung (4.181) ist reell und insbeson-dere auch an der Stelle z = 0 endlich, da der divergente Term abgezogen wurde. Auch dieanderen Terme existieren in dieser integrierten Form f�ur z = 0. Damit ist die analytischeFortsetzung gefunden.Die Ableitung an der Stelle Null ergibt sich zuddz �0<(z)����z=0 = 1(4�)3=2 6Xn=1� Onn� 3=2�n�3=2� � 4 log�+ 4�0(1)�2(1)�0 �� Z 2~�2�0 ds es�1s + 4 log� 
�(0; o!0�) + 4�0 @@z 
�(z; o!0�)����z=0= 1(4�)3=2 6Xn=1� Onn� 3=2�n�3=2� � 4 log�� 4
 ��Ei(2~�2�) + log(2~�2�) + 
 + 4 log�+ 4Ei(� o!0�)� 4 log( o!0�) :(4.183)
 = ��0(1) = 0:57721 ist die Eulersche Konstante. Das Integral im vierten Term steht z.B.in [66, Gl. 5.1.40].Dort �ndet man auch Ausdr�ucke f�ur den Wert von 
�(0; a) [66, Gl. 6.5.14]:
�(�n; a) = an ) 
�(0; a) = 1 (4.184)und dessen Ableitung an der Stelle Null [66, Gl. 6.5.24]:�@
�(z; a)@z �����z=0= Ei(�a)� log a : (4.185)Damit ist der hochfrequente Teil der Fluktuationsdeterminante als negative Ableitungder Zetafunktion an der Stelle Null berechnet:I 0< = � 1(4�)3=2 6Xn=1� Onn � 3=2�n�3=2�++ 3
 + Ei(2~�2�)� log(2~�2) + 4 log( o!0�)� 4Ei(� o!0�) : (4.186)Die Koe�zienten der Seeley{Entwicklung Gl. (4.140) enthalten reziprok quadrati-sche ~�{Potenzen (mit den Koe�zienten On;�2), konstante Terme (mit Koe�zienten On;0)und Korrekturen quadratischer Ordnung in ~�. Die Entwicklung des Exponentialintegralssteht in Gleichung (4.254). Aus der Entwicklung der Eigenwerte des freien Operators o!0bekommt man noch lineare Terme in ~�. Die restlichen Korrekturen, wie die h�oheren Ord-nungen aus dem negativen Eigenwert oder aus der Seeley{Entwicklung, sind mindestensquadratisch in ~�. Als Entwicklung nach ~� �ndet man also:I 0< = 1~�2  � 1(4�)3=2 6Xn=1� On;�2n � 3=2�n�3=2�!++  � 1(4�)3=2 6Xn=1� On;0n� 3=2�n�3=2� + 4
 + log �+ 4 log(4�) + 4�(0; 4�)!++ ~��4(e�4��1)�+ O(~�2) : (4.187)97



4.4.4 Berechnung der Dimension der DeterminanteIm Abschnitt 4.1 wurde eine noch nicht berechnete Gr�o�e u eingef�uhrt, welche den Unter-schied in den Dimensionen der Operatoren angibt und beim Herausziehen eines Faktors �als Exponent auftritt (vgl. Gl. (4.10)):det�Mdet� oM = �udetMdet oM : (4.188)Logarithmieren dieser Beziehung f�uhrt auflog det�Mdet� oM � log detMdet oM = u log � : (4.189)Die linke Seite l�a�t sich wie gehabt als Ableitung der zugeh�origen Zetafunktion berechnen:log det�Mdet� oM � log detMdet oM = � ddz � 1�(z) Z 10 dt tz�1(Tr e��tM �Tr e��t oM)�z=0 ++ ddz � 1�(z) Z 10 dt tz�1(Tr e�tM �Tr e�t oM )�z=0 : (4.190)Nach der Substitution ~t = �t lassen sich beide Terme zusammenfassen:� ddz � 1�(z) �Z 10 d~t ~tz�1 1�z (Tr e�~tM �Tr e�~t oM)� Z 10 dt tz�1(Tr e�tM �Tr e�t oM )��z=0=� ddz ����z � 1� 1�(z) Z 10 dt tz�1 (Tr e�tM �Tr e�t oM )�z=0=� ddz �(��z � 1)�M(z)�z=0=� �� log���z�M(z) + (��z � 1) ddz�M (z)�z=0=�M(0) log� != u log� : (4.191)Die dabei auftretende Zetafunktion �M(z) zur Di�erenz der Operatoren M und oM l�a�tsich wie in Abschnitt 4.4.3 analytisch fortsetzen, indem man die Divergenz abspaltet:�(z) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 �(Tr e�tM �Tr e�t oM )��(�� t) O1(4�)3=2t�1=2�+ 1(4�)3=2 1�(z)O1 �z�1=2z � 1=2 : (4.192)Da die Ableitung der Zetafunktion an der Stelle z = 0 endlich ist, verschwindet der Termproportional zu (��z�1) in der vorletzten Zeile von Gleichung (4.191). An der Stelle z = 0nimmt aber die Zetafunktion selber auch den Wert Null an, so da� man zusammen mitder rechten Seite von Gleichung (4.189) die Gleichheitu log� = 0 � log� = 0 (4.193)bekommt, also wie in Gleichung (4.11) vorweggenommenu = 0 : (4.194)98



4.5 Die niedrigsten Eigenwerte | Heat kernel f�ur gro�e tDer Niederfrequenz{Anteil, also der Teil der Determinante f�ur gro�e t, wird von den nied-rigsten Eigenwerten dominiert. Um sie zu bestimmen hat man folgende (dimensionslose)Eigenwertgleichungen zu l�osen:[�@2 + V̂ (~r)] 	n = !n	n und [�@2 + oV ] o	n = o!n o	n : (4.195)Die Potentiale V̂ und oV sind dabei in Gleichung (4.14) und Gleichung (4.18) angegeben.Mit Hilfe des Ausdrucks �4 = � d2d~r2 � 2~r dd~r + L2~r2 (4.196)f�ur den Laplace{Operator schreibt man die Eigenwertgleichung nun in Kugelkoordina-ten um. Die Kugel
�achenfunktionen Ylm(#; ') sind dann die Eigenfunktionen zu dem dieWinkelabh�angigkeit beinhaltenden Drehimpulsoperatorquadrat L2 mit den Eigenwertenl(l + 1). F�ur den Radialteil vn;l der Eigenfunktion �ndet man f�ur den Operator M dieEigenwertgleichung�� d2d~r2 � 2~r dd~r + l(l+ 1)~r2 + �2V̂ (~r)� vn;l(~r) = !n vn;l(~r) ; (4.197)analog f�ur oM . Aus der allgemeinen Theorie (vgl. Abschnitt 2.5) wei� man, da� es f�urdiesen Operator genau eine negative Mode !00 und drei Nullmoden !01 geben mu�.Die Nullmoden geh�oren zu den Translationen in den drei Raumrichtungen:d~�d~x = sin# cos'd~�d~r = (Y11 + Y1�1)d~�d~r ;d~�d~y = sin # sin'd~�d~r = (Y11 � Y1�1)d~�d~r ;d~�d~z = cos#d~�d~r = Y1 0d~�d~r : (4.198)Dabei ist ~� die exakte, dimensionslose Bounce{L�osung, hier aber als Funktion von ~rund nicht von �. Analog zu Gleichung (2.55) l�a�t sich obige Behauptung durch explizitesAbleiten der Euler{Lagrange Gleichung (Gl. (3.16)) best�atigen:dd~r "�d2~�d~r2 � 2~r d~�d~r + U 0(~�)# = dd~r 0, �� d2d~r2 � 2~r dd~r + 2~r2 + U 00� d~�d~r = 0 : (4.199)Der Vergleich mit Gleichung (4.197) zeigt, da� die drei Nullmoden !01 zu l = 1 geh�oren,was durch den zweiten Index gekennzeichnet wird. Der erste Index gibt den Eigenwertin der ungest�orten Theorie an. Diese drei Eigenwerte !01 sind gleichzeitig auch alle Null-moden. 99



Man erwartet nun, da� die negative Mode !00 zu l = 0 geh�ort und damit nichtentartet ist. Dies wird durch die Eigenwertgleichung Gl. (4.197) best�atigt, wenn man f�urkleine l{Werte die Eigenfunktionen in der Thin wall approximation durch d~�d~r n�ahert:�� d2d~r2 � 2~r dd~r + l(l+ 1)~r2 + U 00(~�)� d~�d~r ��� d2d~r2 � 2~r dd~r + 2~r2 � 2~R2 + l(l+ 1)~R2 + U 00(~�)� d~�d~r =�0 + l(l+ 1)� 2~R2 � d~�d~r : (4.200)In der zweiten Zeile ist ~r in zwei Termen durch ~R gen�ahert worden, da d~�d~r nur f�ur ~r � ~Rwesentlich von Null verschieden ist. Die ersten drei und der letzte Term liefern angewandtauf d~�d~r gerade den Eigenwert Null (vgl. Gl. (4.199)), und man bekommt einen l{abh�angigenEigenwert. F�ur l = 0 wird der Eigenwert tats�achlich negativ:!00 = 0(0 + 1)� 2~R2 = � 2~R2 = �2~�2 + O(~�4) ; (4.201)f�ur l = 1 reproduziert sich die Nullmode !01.Wie zu erwarten ist, geht der negative Eigenwert f�ur verschwindendes ~� gegen Null.Dies entspricht dem Sachverhalt, da� es, wenn beide Minima gleich tief sind, keinen me-tastabilen Zustand und damit auch keinen negativen Eigenwert gibt. Die Tatsache, da� indem Ausdruck f�ur ~R (Gl. (3.138)) nur ungerade ~�{Potenzen vorkommen, legt die Vermu-tung nahe, da� die Korrekturen zum Eigenwert nur von gerader Ordnung in ~� sind. Diesl�a�t sich durch Symmetrie�uberlegungen best�atigen (vgl. Seite 105).Wie an Gleichung (4.200) auch zu sehen ist, bekommt man f�ur die verschiedenenl{Werte ein ganzes "Band\ um Null herum. So hat d��d~r f�ur l = 2 den 5-fach entartetenEigenwert !02 = 4~R2 , f�ur l = 3 den 7-fach entarteten Eigenwert !03 = 10~R2 etc., welche f�ur~� ! 0 alle gegen Null gehen. Sie entsprechen stabilen Verzerrungen der Blase.Ein weiteres solches Band liegt um den ungest�orten Eigenwert 3 herum. Auch die-se Eigenwerte spalten in der Ordnung ~�2 mit l auf, wie im n�achsten Abschnitt mittelsSt�orungstheorie gezeigt werden wird (Gl. (4.237)). Sie entsprechen Ver�anderungen imOber
�achenpro�l.Die Eigenwerte des kontinuierlichen Spektrums !k = k2+4 (vgl. Gl. (4.211)) geh�orenzu durch St�orungen nahe der Ober
�ache bedingten Fluktuationen der freien Energie.Diese drei Sorten von Eigenwerten sind auch in [32] zu �nden, allerdings ist dort derletzte angegebene Term von derselben Ordnung wie der angegebene Fehler.F�ur den freien Operator schlie�lich hat man nach Gleichung (4.19) bis Gleichung (4.22)die Eigenwertgleichung [�@2 + oV ] o	k = o!k o	k, �� d2d~r2 � 2~r dd~r + l(l+ 1)~r2 � ovk(~r) =� o!k � 4 + 4~� + 43 ~�2 + 109 ~�3 + O(~�4)� ovk(~r)(4.202)100



zu betrachten. Diese ist aber �aquivalent zur Besselschen Di�erentialgleichung (vgl. Gl.(4.144)) � d2d~r2 + 2~r dd~r � l(l+ 1)~r2 � jl(k~r) = �k2jl(k~r) (4.203)mit k2 = o!k�4+4~�+ 43 ~�2+O(~�3). o!k nimmt also in nullter Ordnung in ~� kontinuierliche,entartete Werte gr�o�er als 4 an. Die niedrigsten, aus der Determinante vorgezogenen vier(entarteten) Eigenwerte von oM sind damit gegeben durcho!0 = 4� 4~� � 43 ~�2 � 109 ~�3 +O(~�4) : (4.204)4.5.1 St�orungstheorieDie gesuchten diskreten Eigenwerte, insbesondere das Band um 3, lassen sich mit Hilfeder zeitunabh�angigen St�orungsrechnung [67] quantitativ berechnen. Dazu macht man inder Eigenwertgleichung Gl. (4.197)�� d2d~r2 � 2~r dd~r + l(l+ 1)~r2 + V̂ (~r)� vn;l(~r) = !nvn;l(~r) (4.205)f�ur vn;l(~r) den Ansatz vn;l(~r) =  ̂n;l(~r)=~r. Durch diese Transformation verschwindet derzweite Term. Die verbleibende Gleichung l�a�t sich wieder auf � = ~r � ~R umschreiben:�� d2d�2 + l(l+ 1)(� + ~R)2 + V (�)� n;l(�) = !n n;l(�) ; (4.206)und der Term 1=(� + ~R)2 wird, da die Eigenfunktionen um ~r = ~R zentriert sind, analogzu Gleichung (3.41) entwickelt:1(� + ~R)2 = ~�2 � 2�~�3 + �3�2 � 2� 3�218 � ~�4 +O(~�5) : (4.207)Dabei wurde f�ur das in ~R auftauchende a1 bereits der in Gleichung (3.139) gefundeneWert a1 = 2�3�236 eingesetzt (vgl. auch den Ausdruck f�ur ~R, Gl. (3.138)). Bis zur zweitenOrdnung in ~� erh�alt man also die Eigenwertgleichung:�� d2d�2 + V0 + ~�V1 + ~�2�V2 + l(l+ 1)�+ O(~�3)� n;l(�) = !n n;l(�) : (4.208)Der Hamiltonoperator H0 = � d2d�2 + V0 erf�ahrt eine St�orung proportional zu ~�, n�amlichH1 = V1, eine St�orung proportional zu ~�2, H2 = V2 + l(l + 1) und weitere St�orungen inh�oheren Ordnungen.Im ungest�orten Fall ist das Potential das P�oschl{Teller{Potential V0 = �6 sech2 � + 4,dessen Eigenwerte bekannt sind [68]: Es existieren zwei gebundene Zust�ande mit den Ei-genwerten !00 =0 ( 00(�) =p3=4 sech2 �) und (4.209)!03 =3 ( 03(�) = p3=2 sinh � sech2 �) (4.210)101



und ein kontinuierliches Spektrum mit Eigenwerten!0k = k2 + 4; k 2 IR (4.211)und den zugeh�origen Eigenfunktionen 0k(�) = N ei k�(3 tanh2 � � 1� k2 � 3 i k tanh �) (4.212)mit N = [2�(k2+1)(k2 + 4)]�1=2. Der Index am Eigenwert bezieht sich dabei auf den Wertder nullten Ordnung, die kontinuierlichen Eigenwerte werden mit k gekennzeichnet. Wennnoch ein zweiter Index mitgeschrieben wird, kennzeichnet er den Wert l des Drehimpulses.Der hochgestellte Index gibt die St�orungsordnung an.Diese Eigenfunktionen geh�oren eigentlich zu einer auf der ganzen Achse de�niertenEigenwertgleichung, w�ahrend das hier vorliegende Problem nur auf der Halbachse f�ur� � � ~R de�niert ist. Dadurch l�a�t sich die Randbedingung, die man an die Eigenfunk-tionen stellt, n�amlich da� sie im Ursprung (~r = 0) wie ~rl+1 gegen Null gehen, wieder nurasymptotisch mit einem exponentiellen Fehler erf�ullen. Einen weiteren exponentiellen Feh-ler nimmt man in Kauf, wenn man bei der folgenden Berechnung von Erwartungswertenvon minus Unendlich statt von � ~R ab integriert.F�ur die zeitunabh�angige St�orungstheorie entwickelt man nun die Eigenfunktionen undEigenwerte in Potenzreihen in ~� und setzt diese in die Eigenwertgleichung ein. Man be-kommt dann durch Koe�zientenvergleich:H0 0n = !0n 0n ; (4.213)H0 1n +H1 0n = !0n 1n + !1n 0n ; (4.214)H0 2n +H1 1n +H2 0n = !0n 2n + !1n 1n + !2n 0n : (4.215)...Nun multipliziert man die Gleichungen (4.214) und Gleichung (4.215) von links mit 0n und �ndet, da die h�oheren Terme in der Entwicklung der Zust�ande orthonormal sind(h 0nj ini = �i0), Ausdr�ucke f�ur die Korrekturen der Eigenwerte:!1n = h 0njH1j 0ni und (4.216)!2n = h 0njH2j 0ni+ h 0njH1j 1ni : (4.217)Die St�orung in der ersten Ordnung lautet (vgl. z.B. Gl. (4.16)):H1 = V1 = �4 tanh � : (4.218)Damit berechnet man die Korrektur zum Eigenwert 0:!10 = h 00jH1j 00i = Z 10 d~r ~r2V1 020~r2 = �3 Z 1�1 sech5 � sinh � d� = 0 : (4.219)102



Bei der Berechnung der Korrekturen zum Eigenwert 3 integriert man ebenfalls �uber eineantisymmetrische Funktion:!13 = h 03jH1j 03i = �32 4 Z 1�1 sech5 � sinh3 � d� = 0 : (4.220)Um die Korrekturen zweiter Ordnung zu berechnen, m�u�te man die erste Korrekturzur Eigenfunktion kennen, welche als Summe �uber alle Eigenzust�ande 1n = Xm6=n h 0mjH1j 0ni!0n � !0m  0m (4.221)sehr schwierig zu berechnen ist. Es gibt aber einen Trick, sich dieser Summe zu entledigen.Dieser soll im n�achsten Abschnitt beschrieben werden.4.5.2 Korrekturen zweiter OrdnungUm die Korrekturen zweiter Ordnung zum Eigenwert zu berechnen, ohne die Eigenfunk-tionen zu kennen, sucht man einen Operator 
n, f�ur den, angewandt auf den n{ten Ei-genzustand, folgende Kommutatorrelation gilt (vgl. [69, S. 471]):[
n;H0] 0n = H1 0n : (4.222)Diese Gleichung mu� nicht als Operatoridentit�at erf�ullt sein, es reicht, f�ur jede Eigenfunk-tion  0n einen solchen Operator 
n zu �nden. Unter Ausnutzung dieser Beziehung �ndetman f�ur den zweiten Term der Korrektur zweiter Ordnung in Gleichung (4.217), wennman f�ur die Eigenfunktionen der ersten Ordnung die Entwicklung Gl. (4.221) einsetzt:h 0njH1j 1ni = Xm6=n h 0njH1j 0mih 0mjH1j 0ni!0n � !0m= Xm6=n h 0njH1j 0mi!0n � !0m �h 0mj
nH0j 0ni � h 0mjH0
nj 0ni�= Xm6=n h 0njH1j 0mi!0n � !0m h 0mj
nj 0ni(!0n � !0m)= h 0njH1
nj 0ni � h 0njH1j 0nih 0nj
nj 0ni= h 0njH1
nj 0ni � !1n h 0nj
nj 0ni : (4.223)Der letzte Term verschwindet, wenn, wie hier gegeben, die Eigenwert{Korrektur in ersterOrdnung Null ist und die Anwendung des Operators 
n nicht aus dem zugeh�origen Hil-bertraum hinausf�uhrt. Damit �ndet man mitH2 = V2+l(l+1) f�ur die hier zu berechnendenKorrekturen in zweiter Ordnung den Ausdruck:!2n = h 0njH1
nj 0ni+ h 0njH2j 0ni= h 0njH1
nj 0ni+ h 0njV2j 0ni+ l(l+ 1)h 0nj 0ni : (4.224)Das letzte Skalarprodukt ist aufgrund der Normierung gleich Eins.103



Der Operator 
n ist nur bis auf additive Operatoren ~
n, f�ur die [~
n;H0] 0n = 0 gilt,festgelegt. Diese Freiheit kann man dazu nutzen, einen Operator zu �nden, der, ange-wandt auf  0n, nicht aus dem Hilbertraum herausf�uhrt. Bei dem Eigenwert 3 wird manhiervon Gebrauch machen m�ussen. Der Erwartungswert Gl. (4.224) ist trotz dieser Freiheiteindeutig.Damit lassen sich nun die Korrekturen zweiter Ordnung berechnen:F�ur die Eigenwerte um Null f�uhrt die Kommutatorrelation Gl. (4.222) f�ur 
0 auf dieDi�erentialgleichung4 tanh � sech2 � = �
000 sech2 � + 4
00 sech3 � sinh � ; (4.225)welche zum Beispiel durch 
0 = � erf�ullt ist. Dieser Operator f�uhrt nicht aus dem Hilbert-raum hinaus. Der erste Term in der Korrektur (Gl. (4.224)) lautet damit:h 00jH1
0j 00i = �34 4 Z 1�1 d� � sech5 � sinh � = �3 � 2J5 = �1 : (4.226)Das Integral J5 ist wieder in Anhang C angegeben.Den zweiten Term der Korrektur bekommt man durch partielle Integration:h 00jV2j 00i = �1 : (4.227)Dabei ist zu beachten, da� in den Integralen �uber Terme proportional zu log(cosh �) dieRandterme nicht verschwinden, sondern u.a. die Divergenzen aus den Integralen kompen-sieren.Man �ndet also f�ur die zweite Ordnung von !20 in �Ubereinstimmung mit der qualita-tiven �Uberlegung in Gleichung (4.200):!20 = l(l+ 1)� 2 : (4.228)Auch hier mu� die andere Darstellungsart, in welcher der Parameter C1 explizit in derersten Ordnung des Potentials V1 auftaucht (s. S. 61), dasselbe Ergebnis liefern, welcheswie oben nicht von C1 abh�angen darf, da eine solche Abh�angigkeit mit einer Verschiebungzusammenh�angt, welche die Eigenwerte unver�andert lassen mu�. Der C1{abh�angige Termin H1 ist eine ungerade Funktion, so da� die Integrale in den Korrekturen erster Ordnungverschwinden. In zweiter Ordnung sorgt der Term allerdings f�ur eine C1{Abh�angigkeit inden Operatoren 
n, also z.B. f�ur 
0:
0 = � + 2C1 tanh � : (4.229)Beim Integrieren heben sich in der Korrektur Gl. (4.224) die C1{Terme aus dem Erwar-tungswert von H1
0 aber gerade gegen die aus dem Erwartungswert von H2 weg, so da�man dasselbe Ergebnis (Gl. (4.228)) erh�alt.Nun soll die Korrektur zum Eigenwert 3 berechnet werden. Aus der Kommutatorre-lation erh�alt man wieder eine Di�erentialgleichung 1. Ordnung in 
03:�4 sech3 � sinh2 � = sech2 � sinh � 
003 + (4 sech3 � sinh2 � � 2 sech �) 
03 : (4.230)104



Variation der Konstanten f�uhrt auf die L�osung
3 = 12�� � sinh � cosh ��+ c2 �3 � � 3cosh �sinh � + cosh3 �sinh � � : (4.231)Hier braucht man die homogene L�osung proportional zu c, um insgesamt einen Operatorzu �nden, der nicht aus dem Hilbertraum herausf�uhrt. Dies wird durch die Wahl c = 1erreicht. Der gesuchte Operator bekommt damit die Form
3 = 2� � cosh �sinh � : (4.232)F�ur die Korrektur !23 ben�otigt man nach Gleichung (4.224) die Erwartungswerteh 03jH1
3j 03i = �32 4 Z 1�1 d� sech5 � sinh3 ��2� � cosh �sinh � �= �12 � 2H5;3 + 6B(3=2; 1) = �4 (4.233)und h 03jV2j 03i = 7� �2 : (4.234)Das Integral H5;3 steht ebenfalls im Anhang C, B(x; y) ist die Betafunktion. Den zweitenErwartungswert bekommt man auch hier durch partielles Integrieren, wobei die Randtermewieder mitzunehmen sind. Es ergibt sich schlie�lich:!23 = l(l+ 1) + 3� �2 : (4.235)Mit Hilfe von Symmetrie�uberlegungen l�a�t sich noch zeigen, da� alle Korrekturen un-gerader Ordnung, insbesondere also auch die Korrektur der Ordnung ~�3, verschwindenm�ussen: Dazu substituiert man im urspr�unglichen Potential der Thin wall approximati-on Gl. (3.3) � durch ��, wodurch das stabile und das metastabile Minimum vertauschtwerden. Man bekommt ein im Vergleich zu Abbildung 3.1 an der U{Achse gespiegel-tes und entlang der U{Achse nach oben verschobenes Potential. Die Bounce{L�osung ��bestimmt sich aus der Euler{Lagrange{Gleichung (Gl. (3.16)), welche wiederum nur dieAbleitung des Potentials enth�alt, so da� die Verschiebung hier nicht zum Tragen kommt.Die Gleichung bleibt also erf�ullt, wenn au�er der obigen Substitution die Bounce{L�osung(Gl. (3.43)) in ihr Negatives �ubergeht, indem zus�atzlich ~r durch �~r ersetzt wird.Durch diese beiden Subtitutionen � ! �� und �� ! ��� bleiben das Potential V(Gl. (4.14)) und die Eigenwertgleichung (Gl. (4.13)) unver�andert, da die Bounce{L�osungim Potential in den geraden Ordnungen in ~� nur in geraden Potenzen und umgekehrtvorkommt. Also sind auch die Eigenwerte invariant unter der Substitution � ! �� bzw.~� ! �~� und k�onnen nur gradzahlige ~�{Potenzen enthalten.Man hat also insgesamt folgende Eigenwerte gefunden: ein Band um Null mit den(2l+ 1){fach entarteten Eigenwerten (vgl. Gl. (4.228))!0l = 0 + ~�2�l(l+ 1)� 2�+ O(~�4) ; (4.236)105



ein Band um Drei mit den ebenfalls (2l+ 1){fach entarteten Eigenwerten (Gl. (4.235))!3l = 3 + ~�2�l(l+ 1) + 3� �2� +O(~�4) (4.237)und kontinuierliche Eigenwerte (Gl. (4.211))!k = k2 + 4; k 2 IR : (4.238)Die Eigenwerte des freien Operators lauten (vgl. S. 101)o!k = k2 + 4� 4~� � 43 ~�2 � 109 ~�3 +O(~�4) : (4.239)Damit ist das Spektrum bis zur dritten und bei den kontinuierlichen Eigenwerten bis zurf�uhrenden Ordnung bestimmt.4.6 Der niederfrequente Anteil | Berechnung von I 0>In diesem Abschnitt sollen die von den kleinen Eigenwerten kommenden Beitr�age zu I 0I 0>(�) = � Z 1� dtt Xi � e�!it� e� o!it � (4.240)berechnet werden. Der hochgestellte Strich bedeutet dabei wieder das Herausnehmen dernegativen Mode !00 = �2~�2+O(~�4) (Gl. (4.201)), der drei Nullmoden !01 = 0 (Gl. (4.199))und der vier niedrigsten Eigenwerte des freien Operators o!0 (Gl. (4.204)). Da diet{Integration hier konvergiert, l�a�t sich I 0> durch obige Gleichung de�nieren (vgl. Gl. (4.40)).Die niedrigsten positiven Eigenwerte !0l bilden ein Band um Null und sind propor-tional zu ~�2 (Gl. (4.236)). Ihr Beitrag zur Determinante sei I0>.Das n�achste Band liegt um 3 herum (Gl. (4.237)) und liefert den Beitrag I3>.Die Eigenfunktionen des freien Operators oM sind die Besselfunktionen (Gl. (4.203))mit einem kontinuierlichen Spektrum o!k = k2 + 4 + O(~�) (Gl. (4.239)). Ihr Beitrag l�a�tsich, nachdem man die vier niedrigsten Eigenwerte o!0 wieder abgezogen hat, mit demkontinuierlichem Teil von M zu Ik> zusammenfassen.I 0> setzt sich also aus den drei TeilenI 0> = I0> + I3> + Ik> (4.241)zusammen, welche jetzt nacheinander berechnet werden.4.6.1 Aufsummation des Bands um Null | I0>Der Operator M = � d2d~r2 � 2~r dd~r + l(l+1)~r2 � 1�2U 00(�~�) hat also, wie in Gleichung (4.236)angegeben, (2l+ 1){fach entartete Eigenwerte um Null:!0l = 0 + ~�2�l(l+ 1)� 2�+ O(~�4) : (4.242)106



F�ur l = 0 erh�alt man genau die negative Mode !00, f�ur l = 1 die (exakten) Nullmoden!01. Die restlichen Eigenwerte dieses Bands liefern den Beitrag I0>:I0>(�) = � Z 1� dtt 1Xl=2(2l+ 1) exp�� [l(l+ 1)� 2] ~�2 t(1 +O(~�2))� ; (4.243)bzw. nach IndexverschiebungI0>(�) = � Z 1� dtt 1Xl=0(2l+ 5) exp�� (l2 + 5l+ 4) ~�2 t(1 +O(~�2))� : (4.244)Die Summation wird in einer ersten Rechnung mit Hilfe der Eulerschen Summenformel[70, S. 506] durch ein Integral gen�ahert:nXl=0 f(l) = Z n0 f(x) dx+ f(0) + f(n)2 ++ pXi=1 B2i(2i)!hf (2i�1)(x)in0 + 1(2p+ 1)! Z n0 �2p+1(x) f (2p+1)(x) dx : (4.245)Dabei berechnet sich �i(x) aus den Bernoullischen Polynomen Bi(x) gem�a�:�i(x) = Bi(x� [x]) ; (4.246)wobei mit der Gau�klammer [x] die gr�o�te, ganze Zahl kleiner gleich x gemeint ist. B2isind Bernoulli-Zahlen [66, Gl. 23.1.3].Um die Korrekturen zu dem Integral im ersten Term zu berechnen, l�a�t man p gegenUnendlich gehen. Dann verschwindet der letzte Term in der Summenformel Gl. (4.245)aufgrund der Fakult�at. Ebenso verschwinden der Summand f(l) = (2l + 5) e�(l2+5l+4)~�2tund die im vorletzten Term vorkommenden Ableitungen an der oberen Grenze n, welchehier gleich Unendlich ist, so da� man au�er dem Integral folgende Korrektur bekommt:Korrektur = f(0)2 � 1Xi=1 B2i(2i)!f (2i�1)(0) : (4.247)Die Ableitungen des Summanden sind dabei durch die Hermite{Polynome Hn(x) gegeben(vgl. [71, Gl. 8.95]):dndln (2l+ 5) e�(l2+5l+4)~�2t = e�(l2+5l+4)~�2t(�)n(~�2t)n�12 Hn+1�(l+ 5=2)pt ~�� ; (4.248)womit sich die Korrektur also schreiben l�a�t alsKorrektur = 52 e�4~�2t+e�4~�2t 1Xi=1 B2i(2i)!(~�2t)i�1H2i(5=2pt ~�) : (4.249)In den geradzahligen Hermite{Polynomen tauchen nur gerade Potenzen des Argu-ments auf, so da� sich hier eine Potenzreihe in ~�2 ergibt, beginnend mit einem konstantenTerm. Sie kann mit passenden Koe�zienten bm geschrieben werden als:Korrektur = �52 + b0� e�4~�2t+ 1Xm=1 bm(~�2t)m e�4~�2t : (4.250)107



Der einzige Beitrag b0 proportional zur nullten Potenz von ~� kommt aus dem kon-stanten Term des zweiten Hermiteschen Polynoms (i = 1),H2(x) = 4x2 � 2 ; (4.251)alle anderen Polynome werden mit ~�2t{Potenzen multipliziert. Damit �ndet man f�ur b0b0 = B22! � (�2) = �B2 = �16 : (4.252)Obwohl die h�oheren Koe�zienten bm nicht explizit gebraucht werden, da ihre Beitr�agevon der Ordnung des Fehlers sind, sind sie am Ende von Anhang E angegeben.Mit der Ersetzung nach der Summenformel kann man in Gleichung (4.244) die kon-vergente t{Integration ausf�uhren, und man erh�alt mit der Substitution y = x2 + 5x + 4f�ur I0>:I0>(�) = � Z 1� dtt  Z 14 dy e�y~�2 t+�52 + b0� e�4~�2t+ 1Xm=1 bm(~�2t)m e�4~�2t!+ O(~�0)= �4�(�1; 4~�2�) + 73Ei(�4~�2�) + 1Xm=1 bm4m�(m; 4~�2�) +O(~�0) : (4.253)Der Fehler in den Eigenwerten ist zwei Ordnungen h�oher als der f�uhrende Term. SeinKoe�zient wird ebenfalls l{abh�angig sein, so da� auch hier die Summe �uber l zum Tragenkommt und der resultierende Fehler in I0> ebenfalls zwei Ordnungen h�oher als der f�uhrendeTerm ist, also in der konstanten Ordnung liegt. Dies sieht man z.B. durch die Substitution~�2 ! ~�2(1 + O(~�2)) in dem Ausdruck f�ur I0> (Gl. (4.253)).Da die beiden Parameter ~� und � nur in der Kombination ~�2� auftreten, liefert dieEntwicklung von I0> in Gleichung (4.253) sowohl die Potenz{Reihe in �, als auch die in ~�.Dazu setzt man f�ur die unvollst�andige Gammafunktion und das Exponentialintegral dieReihenentwicklungen�(�1; x) = 1x + log x+ (�1 + 
)� x2 + O(x2) ;Ei(�x) = log x+ 
 � x+O(x2) und�(m; x) = �(m)� 1Xn=0 (�)nxm+nn!(m+ n) m 6= 0;�1;�2; [71, Gl. 8.345.2] (4.254)ein (
 ist wieder die Eulersche Konstante) und �ndet:I0>(�) = � 1~�2� � �32 � b0� log(~�2�)� �32 � b0� 
 � �4 � 1Xm=1 bm4m�(m)!++O(~�2�) log ~� + O(~�0)= � 1~�2� � 53 log(~�2�)� 53
 +O(~�2�) +O(~�0) : (4.255)Da der aus den Eigenwerten resultierende Fehler in I0> schon von konstanter Ordnung ist,m�ussen auch die Terme mit bm (m � 1), welche ebenfalls Beitr�age konstanter Ordnungliefern, nicht ber�ucksichtigt werden und sind in der zweiten Zeile weggelassen worden.108



Diese Entwicklung gilt f�ur kleine �. Da I0> aber durch Integration �uber den Bereichf�ur gro�e t berechnet wird, verwendet man beim Zusammensetzen der Determinante lieberden unentwickelten Ausdruck Gl. (4.253), der f�ur den gesamten �{Bereich g�ultig ist. Dadie h�oheren �{Potzenzen hier mit ~�2{Potenzen unterdr�uckt sind, macht dies numerischf�ur das Band um Null keinen Unterschied, beim Band um drei wird sich das allerdingsbemerkbar machen (vgl. Abb. 4.5).Vertauscht man in dem urspr�unglichen Ausdruck f�ur I0> Integration und Summationund n�ahert die Summe dann wieder nach der Eulerschen Summenformel durch ein Integral,so erh�alt man genau dieselbe Absch�atzung wie oben (Gl. (4.253)).Eine alternative Art der Berechnung des gesuchten Beitrags, welche auf eine Potenz-reihe in � f�uhrt, benutzt die f�ur den gesamten t{Bereich de�nierte, zugeh�orige Zetafunkti-on. Dazu verschiebt man den Index so, da� die Summe in Gleichung (4.243) jetzt bei Einsanf�angt und de�niert:�0(z) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 1Xl=1(2l+ 3) e�l(l+3) t ~�2(1+O(~�2)) : (4.256)Diesen Ausdruck kann man f�ur Argumente gr�o�er als Eins berechnen, indem man die Zeta-funktion als Summe �uber die reziproken Potenzen der Eigenwerte schreibt (vgl. Gl. (4.26)):�0(z) = 1Xl=1(2l+ 3) hl(l+ 3)i�z ~��2z�1 + O(~�2)��z : (4.257)F�ur Ausdr�ucke der allgemeinen FormZ(z) = 1Xl=1(2l+ a)h(l+ b)(l+ c)i�z (4.258)l�a�t sich nach einer Idee von M�unster [72] eine analytische Fortsetzung �nden. Mith(l+ b)(l+ c)i�z = 12(l+ b)�2z + 12(l+ c)�2z � 12h(l + b)�z � (l+ c)�zi2 (4.259)�ndet man f�ur Z(z)Z(z) = 1Xl=1(l+ b)�2z+1 + �a2 � b� 1Xl=1(l+ b)�2z + 1Xl=1(l+ c)�2z+1 ++ �a2 � c� 1Xl=1(l+ c)�2z � 12 1Xl=1(2l+ a)h(l+ b)�z � (l+ c)�zi2=�R(2z � 1)� bXn=1n�2z+1 + �a2 � b��R(2z)� �a2 � b� bXn=1n�2z ++ �R(2z � 1)� cXn=1n�2z+1 + �a2 � c��R(2z)� �a2 � c� cXn=1n�2z � F (z) : (4.260)Die ersten Terme lassen sich (f�ur b; c 2 IN) durch die Riemannsche Zetafunktion �R aus-dr�ucken und als solche analytisch fortsetzen. Um den letzten Term F (z) ebenfalls durch109



Riemannsche Zetafunktionen auszudr�ucken, entwickelt man die Ausdr�ucke (1+b=l)�z und(1 + c=l)�z in binomische Reihen und erh�alt:F (z) = 12 1Xl=1(2l+ a)hl�z(1 + b=l)�z � l�z(1 + c=l)�zi2= 12 1Xl=1(2l+ a)hz2(b� c)2l�2z�2 + O(z3l�2z�3)i= (b� c)2z2�R(2z + 1) + a(b� c)22 z2�R(2z + 2) + : : : : (4.261)Damit ist F (z) und also auch die gesamte Funktion Z(z) analytisch fortgesetzt.Den Logarithmus der Determinante bekommt man nach Gleichung (4.28) als negativeAbleitung der Zetafunktion an der Stelle z = 0:� d�0(0)dz ����z=0 = �� Z 0(0)(~�2)0 + Z(0) log ~�2(~�2)0��1 +O(~�2)� : (4.262)Es m�ussen also noch die Werte von Z(0) und Z0(0) an der Stelle Null bestimmt werden.Als erstes berechnet man nun Z(0): Dazu betrachtet man den Wert von F (z) an derStelle z = 0: �R(�z + 1) hat bei z = 0 einen Pol erster Ordnung,�R(�z + 1) = 1�z + C + O(z) ; (4.263)und liefert also, da noch mit z2 multipliziert wird, keinen Beitrag. Die anderen vorkommen-den Zetafunktionen sind bei z = 0 analytisch, so da� schon die ausgeschriebenen Termein F (z) nach Multiplikation mit z2 f�ur z = 0 verschwinden. Damit bekommt man f�ur denWert von Z(z) an der Stelle z = 0:Z(0) = 2�R(�1) + (a� b� c)�R(0)� bXn=1n� cXn=1n� �a2 � b� bXn=1 1� �a2 � c� cXn=1 1= �16 � 12a(1 + b+ c) + 12(b2 + c2) : (4.264)In der letzten Zeile wurden die Werte der Riemannschen Zetafunktion�R(0) = �12 und�R(�1) = � 112 (4.265)eingesetzt.Als n�achstes berechnet man die Ableitung der verallgemeinerten Zetafunktion an derStelle Null: F�ur den ersten Term aus F (z) �ndet man mit Gleichung (4.263)[z2�R(�z + 1)]0 = 1� + 2zC + O(z2) : (4.266)110



Dieser Ausdruck geht im Limes z ! 0 gegen 1� . Die Ableitungen der weiteren Terme gehengegen Null, und es ist also F 0(0) = (b� c)2=2. F�ur die Ableitung von Z(z) an der StelleNull bekommt man damitZ 0(0) = 4� 0R(�1) + 2(a� b� c)� 0R(0) + 2 bXn=1n log n+ 2 cXn=1n logn ++ (a� 2b) bXn=1 logn + (a� 2c) cXn=1 log n� (b� c)22 : (4.267)Die Ableitung der Riemannschen Zetafunktion betr�agt an der Stelle Null [66, Gl. 23.2.12]�0R(0) = �12 log 2� : (4.268)Der Wert an der Stelle �1 l�a�t sich aus der Beziehung [73]�� 0R(1� z)�R(1� z)����z=2 = �� log 2� � 12� tan z�2 + �0(z)�(z) + �0R(z)�R(z)�z=2= � log 2� +  (2)�  (2)+ 1�(2)�(2) Z 10 log x e�x x1� e�x dx (4.269)herleiten zu � 0R(�1) = �0:165421149 : (4.270)Damit ist die Ableitung der Zetafunktion an der Stelle Null berechnet.Auch f�ur nichtnat�urliche Werte f�ur b und c, wie sie im n�achsten Abschnitt vorkommenwerden, l�a�t sich die verallgemeinerte Zetafunktion Gl. (4.258) de�nieren und analytischfortsetzten, indem man die modi�zierte Riemannsche- oder auch Hurwitz{Zetafunktion�H einf�uhrt [71, Gl. 9.521.1]:�H(z; x) := 1Xn=0 1(n+ x)z Re z > 1 : (4.271)F�ur x = 1 ist das die gew�ohnliche Riemannsche Zetafunktion. Mit dieser De�nition �ndetman f�ur Z(z) f�ur beliebiges b und c den Ausdruck:Z(z) = �H(2z � 1; b+ 1) + �a2 � b��H(2z; b+ 1) + �H(2z � 1; c+ 1) ++ �a2 � c��H(2z; c+ 1)� F (z) (4.272)mit unver�andertem F (z).F�ur den Wert an der Stelle z = 0 ergibt sich daraus derselbe Ausdruck wie im Fall mitnat�urlichen Parametern (Gl. (4.264)). Dabei ist f�ur die Werte der Hurwitz{Zetafunktionf�ur nichtpositives, nat�urliches erstes Argument die folgende Formel verwendet worden [71,Gl. 9.531]: �H(�n; x) = �Bn+1(x)n + 1 (n 2 IN0) (4.273)111



mit dem Bernoulli-Polynom Bn(x).F�ur die Ableitung am Nullpunkt �ndet man mit der Beziehung [71, Gl. 9.533.3]:ddz �H(z; x)����z=0 = log �(x)� 12 log 2� (4.274)den Ausdruck:Z 0(0) = 2� 0H(�1; b+ 1) + 2� 0H(�1; c+ 1)� (a� b� c) log 2� ++ (a� 2b) log�(b+ 1) + (a� 2c) log�(c+ 1)� (b� c)22 : (4.275)Einzelne Werte der Ableitung der Hurwitzschen Zetafunktion lassen sich dabei durch Ab-leiten aus folgender Integraldarstellung gewinnen [74]:�H(z; x) = 12x�z + x1�zz � 1 + 2 Z 10 (x2 + y2)� 12 z nsin�z arctan yx�o dye2�y �1 : (4.276)Damit l�a�t sich auch der Wert f�ur �0R(�1) aus Gleichung (4.270) best�atigen. Die FunktionZ(z) (Gl. (4.258)) ist dadurch auf nichtnat�urliche Parameter verallgemeinert.Mit dieser Funktion Z(z) l�a�t sich mit obigen Ergebnissen (Gl. (4.264)) und (Gl. (4.267))f�ur a = b = 3 und c = 0 der Beitrag I0 als negative Ableitung der Zetafunktion an derStelle Null berechnen:� d�0(0)dz ����z=0 =� Z 0(0)(~�2)0 + Z(0) log ~�2(~�2)0 + O(~�2) (4.277)=�  4� 0R(�1) + 2 3Xn=1n log n� 3 3Xn=1 logn� 9=2!+ (4.278)+ log ~�2��16 � 6 + 92� +O(~�2) (4.279)=1:1727005� 5=3 log ~�2 + O(~�2) (4.280)=I0 : (4.281)Da hier aber nicht der Beitrag der Eigenwerte f�ur den gesamten t{Bereich, sondernnur der f�ur gro�e t{Werte aufsummiert werden soll, wird der Anteil I0< f�ur kleine t wiederabgezogen. Dazu de�niert man eine neue Zetafunktion�0<(z) = 1�(z) Z �0 dt tz�1 1Xl=1(2l+ 3) e�l(l+3)t~�2(1+O(~�2)) (4.282)und entwickelt die Summe im Integranden in eine Seeley{Reihe mit Koe�zienten ~Pi:1Xl=1(2l+ 3) e�l(l+3)t~�2 =X ~Pi ti : (4.283)112



Der Hauptteil der Seeley{Reihe l�a�t sich wie folgt an der Zetafunktion ablesen:Die negativen Exponenten des Hauptteils sind durch die Polstellen der zugeh�origen Zeta-funktion gegeben, die Residuen an den Polen entsprechen den Koe�zienten der Seeley{Entwicklung dividiert durch den Wert der Gammafunktion an dieser Stelle. Ein Pol derForm a(z�n) der Zetafunktion �(z) liefert f�ur positives n also einen Term �(n)a t�n in derSeeley-Entwicklung. Den Nebenteil kann man so nicht ablesen, da die Gammafunktionf�ur negatives ganzzahliges Argument oder Null Pole hat, so da� die Zetafunktion f�ur diePotenzen des Nebenteils keine Divergenzen aufweist.Die Divergenzen der hier relevanten Zetafunktion sind durch diejenigen von �0(z)(Gl. (4.256)) und damit durch die Divergenzen der Riemannschen Zetafunktion, n�amlicheinem einfachen Pol bei z = 1 mit Residuum Eins [66, Gl. 32.2] bestimmt (vgl. Gl. (4.263)).Insbesondere ist die f�uhrende Potenz der Seeley{Entwicklung also durch den Pol bei z = 1gegeben. Um das zugeh�orige Residuum zu berechnen, mu�man die innere Funktion ber�uck-sichtigen und �ndet f�ur den Koe�zienten:~P�1�(1) = ~P�1 = Resz!1h2�R(2z � 1) + (bei z = 1 analytische Terme)i 1~�2= 2 � 1 � 12 1~�2 = 1~�2 : (4.284)In dem Ausdruck f�ur Z(z) Gl. (4.260) liefert der Term proportional zu �R(2z) noch einenPol bei z = 1=2. Er taucht hier aber, da a = b+ c ist, nicht auf. Die Seeley{Entwicklungist also gegeben durch1Xl=1(2l+ 3) e�l(l+3)t~�2 = 1~�2t +Terme h�oherer Ordnung in t : (4.285)Alternativ kann man die Summe Pl(2l+ 3) e�l(l+3)t~�2 auch direkt, wie in Anhang Cin [75] geschehen, in eine Reihe entwickeln, indem man das Gau�sche IntegralZ 1�i ��1�i � dy e� i(2l+s+1)y e�y2=t = p�t e�t(l+[s+1]=2)2 (Im y < 0) (4.286)nach l ableitet:�2 i Z 1�i ��1�i � dy y e� i(2l+s+1)y e�y2=t = �p�t t e�(t=4)(s2+1)(2l+ s+ 1) e�t(l2+(s+1)l+s=2)(4.287)und �uber l von 0 bis 1 summiert:1Xl=0(2l+ s + 1) e�t(l2+(s+1)l+s=2) = 1p�t t�1 exp� t4(s2 + 1)�Z 1�i ��1�i � dy ysin y e� i sy e�y2=t :(4.288)Um eine asymptotische Entwicklung f�ur kleine t zu bekommen, reicht es, das IntegralZ +1�1 dy ysin y cos(sy) e�y2=t (4.289)113



zu betrachten und hier die Taylorentwicklung f�ur cos(sy) und ysiny , n�amlichysin y = 1Xn=0(�1)n+1(4n � 2) B2n(2n)!y2n ; (4.290)einzusetzen. Die Bn sind wieder die Bernoulli{Zahlen. Nach Ausf�uhrung der y{Integration�ndet man die Reihe 1Xl=0(2l+ s + 1) e�t(l2+(s+1)l+s=2) = 1t 1Xn=0 untn (4.291)mit den Koe�zientenun = 1n!4�n nX�=0 s2�w(n; �) mitw(n; �) = n��Xm=�(�1)m+�+14�(4m � 2)� n�+m���+m2� �B2m : (4.292)Insbesondere ist w(n; �) = 0 f�ur n < 2�.F�ur s = 4 ergibt sich durch Multiplikation von Gleichung (4.291) mit der Entwicklungvon e�2t die Reihe:1Xl=0(2l+ 5) e�t (l2+5l+4) = 1t 1Xn=0 untn(1� 2t+ 4t22 + � � � ) = 1Xn=�1Pntn : (4.293)Ausmultiplikation liefert f�ur die ersten beiden Koe�zientenP�1 = u0 = 1und P0 = �2u0 + u1 = �2 + 13 = �53 : (4.294)Substituiert man nun t durch t~�2, so erh�alt man nach Indexverschiebung die gew�unsch-te Seeley{Reihe mit den ~�{abh�angigen Koe�zienten ~Pn (Gl. (4.283)):Tr0< = 1Xl=1(2l+ 3) e�t ~�2 l(l+3) = 1~�2t � 53 +O(t~�2) : (4.295)Der f�uhrende Term ist in �Ubereinstimmung mit Gleichung (4.285). Sein Koe�zient h�angtweder von der Wahl der Parameter a, b und c in Gleichung (4.258), noch von der Wahlvon s in Gleichung (4.291) ab.Die hier nicht angegebenen Koe�zienten ~Pn mit n � 1 sind mindestens von derOrdnung des Fehlers und k�onnen vernachl�assigt werden. Sie sind der Vollst�andigkeit halberaber in Anhang E angegeben.Dieselbe Reihe hat man als Korrektur in der Eulerschen Summenformel ausgerech-net: F�ur m � 1 entspricht die Summe �uber die bm der mit der Entwicklung von e�4tmultiplizierten Summe �uber die Pm. 114



Mit der Seeley{Entwicklung Gl. (4.295) l�a�t sich die Integration in der Zetafunktion�0< (Gl. (4.282)) ausf�uhren:�0<(z) = 1�(z) Z �0 dt tz�1 1Xl=1(2l+ 3) e�t ~�2 l(l+3)(1+O(~�2))= 1~�2 1�(z) Z �0 dt tz�2 � 53 1�(z) Z �0 dt tz�1 + Z �0 dtO(tz) +O(~�0)= 1~�2 1�(z) �z�1z � 1 � 53 �z�(z + 1) + O(~�2�z+1) + O(~�0) : (4.296)Die Korrekturen der Ordnung ~�4 im Eigenwert resultieren in der Zetafunktion wieder ineinem Fehler in der konstanten Ordnung.Die negative Ableitung an der Stelle z = 0 ist dann gegeben durchI0<(�) = � ddz�0<����z=0 = 1~�2 1� + 53 log� + 53
 +O(~�2�) +O(~�0) : (4.297)Dieser Anteil wird von I0 (Gl. (4.281)) abgezogen, und man �ndet folgendes Verhalten f�urI0>: I0>(�) = � 1~�2� � 53 log ~�2�� 53
 +O(~�2�) +O(~�0) : (4.298)Das stimmt mit dem Ergebnis der Summation Gl. (4.255) �uberein.4.6.2 Aufsummation des Bands um Drei | I3>In Abschnitt 4.5 hat man f�ur die (2l+1){fach entarteten Eigenwerte um drei den folgendenAusdruck gefunden (Gl. (4.237)):!3l = 3 + ~�2�l(l+ 1) + 3� �2� +O(~�4) : (4.299)Damit lautet der zu berechnende Beitrag f�ur I3>I3>(�) = � Z 1� dtt e�3t 1Xl=0(2l+ 1) e�~�2t(l(l+1)+3��2)(1+O(~�2)) : (4.300)Auch hier lassen sich wieder beide Rechenverfahren, n�amlich das Ersetzen der Summationdurch Integration mittels der Eulerschen Summationsformel und die Berechnung mit Hilfeder Zetafunktion anwenden.In der Eulerschen Summationsformel tauchte in der Korrektur der in dieser Ordnungrelevante Koe�zient b0 auf. Er ist unabh�angig von der speziellen Funktion, �uber die sum-miert wird (vgl. Gl. (4.252)), so da� man hier nach Anwenden der Summationsformel undder Substitution y = l(l+ 1) + 3� �2 den AusdruckI3>(�) = � Z 1� dtt e�3t �Z 13��2 dy e�y~�2t+�12 � 16� e�~�2t(3��2)+O(t)��1 + O(~�2)�= � 3 + ~�2(3� �2)~�2 �� � 1; (3+ ~�2(3� �2))��+ 13Ei�� (3 + ~�2(3� �2))��++O(�0) +O(~�0) (4.301)115



erh�alt.Entwickelt man wieder nach Potenzen von �, so �ndet man:I3>(�) = � 1~�2� + �� 3~�2 � 83 + �2� log � + �� 3~�2 � 83 + �2�
 +O(�0) +O(~�0) :(4.302)Die Korrektur zum Eigenwert liefert in I3> wieder eine Korrektur der Ordnung ~�0.Im Gegensatz zur Entwicklung von I0> (Gl. (4.255)) zeigt diese Reihe aufgrund dermit O(1=~�2) gehenden Koe�zienten eine sehr schlechte Konvergenz. Dies sieht man, wennman Gleichung (4.300) numerisch z.B. bis l = 100 aufsummiert und mit der Entwicklungnach � (Gl. (4.302)) vergleicht, wie in Abbildung 4.5 geschehen.I3> �0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Abbildung 4.5: Vergleich des numerisch bis l = 100 aufsummierten Ausdrucks Gl. (4.300) (|)und der Entwicklung Gl. (4.302) (� � � � � � ) f�ur I3> f�ur ~� = 0:1.Dagegen zeigen die Entwicklung nach ~�I3> = � 3~�2�(�1; 3�)+ �3� �23� e�3�+Ei(�3�)3 � (3� �2)�(�1; 3�)�+O(~�0) ;(4.303)die Absch�atzung aus der Summenformel Gl. (4.301) und die numerische Aufsummationvon Gleichung (4.300) Abweichungen von weniger als einem Prozent voneinander.Die Entwicklung nach � l�a�t sich aber noch durch den zweiten Rechenweg veri�zieren.Dazu berechnet man die zugeh�orige Zetafunktion�3(z) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 1Xl=1(2l� 1) e��3+~�2[l(l�1)+3��2]t(1+O(~�2))�= 1Xl=1(2l+ a)h(l + b)(l+ c)i�z ~��2z�1 + O(~�2)�= Z(z)~��2z�1 +O(~�2)� (4.304)116



mit a = �1 undb; c = �12 �1�p1� 4(3� �2 + 3=~�2)� : (4.305)Diese Werte f�ur b und c sind keine nat�urlichen Zahlen, so da� man die Ableitung von Z(z)durch die Hurwitzsche Zetafunktion ausdr�ucken mu� (Gl. (4.275)):Z 0(0) = 2� 0H(�1; b+ 1) + 2� 0H(�1; c+ 1)� (a� b� c) log 2� ++ (a� 2b) log�(b+ 1) + (a� 2c) log�(c+ 1)� (b� c)22 : (4.306)F�ur kleine ~� werden b und c betragsm�a�ig sehr gro�, und man kann den darin vorkom-menden log �(x) nach der Stirling{Formel n�ahern [66, Gl. 6.1.40]:log �(x) = �x� 12� log x� x+ 12 log(2�) + O(1=x) : (4.307)Die h�oheren Terme liefern Beitr�age der Ordnung ~�. Zusammen mit dem Vorfaktor werdendies Terme von konstanter Ordnung, welche vernachl�assigt werden k�onnen, da der aus derUnkenntnis der Eigenwerte kommende Fehler von derselben Ordnung ist.Au�erdem benutzt man noch die folgende Entwicklung f�ur die Hurwitzsche Zetafunk-tion : �H(z; x) = NXn=0(n+ x)�z + 1�(z) 1X�=0 B��! �(z + � � 1) (N + x)1�z�� ; (4.308)aus welcher man einen Ausdruck f�ur die Ableitung an der Stelle z = �1 bekommen kann:� 0H(�1; x) = � NXn=0(n+ x) log(n+ x)� 14(N + x)2 + 12(N + x)2 log(N + x) ++ 12(N + x) log(N + x) + 112 + 112 log(N + x) + O((N + x)�2) : (4.309)F�ur gro�e x erh�alt man schon f�ur N = 0 einen konvergenten Ausdruck:�0H(�1; x) = 12�x2 � x+ 16� log x� x24 + 112 +O(1=x2) : (4.310)Hier sind die h�oheren Terme von der Ordnung ~�2 und werden wieder vernachl�assigt.Setzt man diese beiden Ausdr�ucke Gl. (4.307) und Gl. (4.310) in die Ableitung Glei-chung (4.306) ein, so �ndet man f�ur gro�e b und c an der Stelle Null:Z 0(0) = �23 � a(2 + b+ c) + (b+ c)2 + (b+ c)� bc+ �16 + a2 + ab� b2� log(1 + b) ++ �16 + a2 + ac� c2� log(1 + c) +O(~�0) : (4.311)117



Zusammen mit dem bereits berechnetem Wert von Z an der Stelle Null (Gl. (4.264)) ergibtsich, wenn wie hier a = b+ c gilt, analog zu Gleichung (4.281) f�ur I der AusdruckIabc = ��16 + b+ c2 + bc� log �(b+ 1)(c+ 1)~�2�+ �23 + b+ c+ bc�+O(~�0) ; (4.312)bzw. wenn man die konkreten Werte f�ur a, b und c (Gl. (4.305)) einsetzt:I3 = �� 3~�2 + 83 � �2� log�3 + ~�2(3� �2)�+ � 3~�2 + 83 � �2�+O(~�0) ; (4.313)oder nach ~� entwickelt:I3 = 3� 3 log 3~�2 � 1 + 8 log 3� 3�2 log 33 + O(~�0) : (4.314)Auch hier mu� von diesem Beitrag f�ur den gesamten t{Bereich der Beitrag I3< f�urkleine t wieder abgezogen werden, um insgesamt I3> zu erhalten. Analog zur Berechnungauf Seite 114 wird der Integrand der Zetafunktion �3> dazu in eine Seeley{Reihe entwickelt:e�3t 1Xl=1(2l� 1) e�~�2t[l(l�1)+3��2] = 1Xl=1(2l+ a) e�~�2t(l+b)(l+c) = 1Xn=�1Rntn : (4.315)Die ersten beiden Koe�zienten lauten dannR�1 = 1~�2 undR0 = u1 � u0�b+ c2 + bc+ 12� = ��16 + b+ c2 + bc� : (4.316)Die h�oheren Koe�zienten sind ebenfalls in Anhang E angegeben.Damit l�a�t sich das Integral in der zu Gleichung (4.282) analogen Zetafunktion �abc>ausf�uhren, und die negative Ableitung an der Stelle Null liefertIabc< = 1~�2� �R0 log ��R0
 +O(�) +O(~�0) : (4.317)Der Fehler in konstanter Ordnung in ~� kommt wieder aus der Unsicherheit der Eigenwerte.F�ur das gesuchte Iabc> ergibt sich also durch Subtraktion der f�ur gro�e b und c mit a = b+callgemein g�ultige Ausdruck:Iabc> = � 1~�2� � �16 + b+ c2 + bc� log�(b+ 1)(c+ 1)~�2��� �16 + b+ c2 + bc�
 ++ �23 + b+ c+ bc�+O(�) +O(~�0) : (4.318)Mit den speziellen Werten f�ur b und c (Gl. (4.305)) wird dies zuI3> = � 1~�2� � �83 � �2 + 3~�2� log�(3 + ~�2(3� �2)��)� �83 � �2 + 3~�2�
 ++ �83 � �2 + 3~�2�+O(�) +O(~�0) : (4.319)118



Entwickelt nach Potenzen von � entsprechen die ersten Terme wieder dem aus der Euler-schen Summationsformel gewonnenen Ausdruck Gl. (4.302):I3> = � 1~�2� + �� 3~�2 � 83 + �2� log � + �� 3~�2 � 83 + �2� 
 ++ �� 3~�2 � 83 + �2� log �3 + ~�2(3� �2)�+O(�) +O(~�0) : (4.320)4.6.3 Absch�atzung des Beitrags der kontinuierlichen Eigenwerte | Ik>Der Beitrag zur Spur der Heat kernel Trk>, der von dem kontinuierlichen Spektrum vonMund von dem Spektrum von oM ohne die vier niedrigsten Eigenwerte kommt, l�a�t sich mitHilfe der zugeh�origen Spektraldichten %l(k) bzw. o%l(k) berechnen. Dazu betrachtet manals Potential die Di�erenz zwischen V und oV , damit man ein Potential hat, welches imLimes gro�er ~r gegen Null geht. Der abgezogene konstante Term oV wird als Verschiebungder Eigenwerte !k = k2 + oV wieder ber�ucksichtigt:�� d2d~r2 � 2r ddr + l(l+ 1)~r2 + V̂ (~r)� oV � vkl(~r) = (!k � oV )vkl(~r) =: k2vkl(~r) : (4.321)Der Radialteil vkl der Eigenfunktion ist asymptotisch durch eine Linearkombinationvon Neumann- und Besselfunktionen gegeben und kann geschrieben werden alsvkl(~r) � 1~r sin(k~r� 1=2 l�+ �l) (4.322)mit einem Phase shift �l(k). F�ur die L�osung des freien Operators mit verschwindendemPotential �ndet man ovkl(~r) � 1~r sin(k~r � 1=2 l�) : (4.323)Setzt man das System in eine endliche Kugel mit dem Radius R0, so mu� die Wellenfunk-tion bei ~r = R0 verschwinden. Dies f�uhrt auf die folgenden Bedingungen:kR0 � 12 l� + �l = n� undkR0 � 12 l� = on� : (4.324)Durch Ableiten erh�alt man die Spektraldichten, n�amlich die Zahl n der Zust�ande prok{Intervall: %l(k) = @n@k = R0� + 1� @�l@k undo%l(k) = @ on@k = R0� : (4.325)In der Di�erenz hebt sich die Abh�angigkeit vom endlichen Volumen wieder heraus:%l(k)� o%l(k) = 1� @�l@k : (4.326)119



Bestimmt man die Spektraldichten %l(k) und o%l(k) aus den Eigenfunktion vkl(~r) bzw.ovkl(~r) zum Eigenwert !k = k2 + oV , so lassen sich die Beitr�age des kontinuierlichen Spek-trums von M und des Spektrums von oM zur Spur ohne die vier niedrigsten Eigenwertewie folgt aufaddieren:Trk =  1Xl=0(2l+ 1) Z 10 dk�%l(k)� o%l(k)� e�k2t e� oV t!+ 4 e�t o!=  1Xl=0(2l+ 1) Z 10 dk 1� @�@k e�k2t e� oV t!+ 4 e�t o! : (4.327)Die Entartung bez�uglich der Winkelanteile ist in der Summe �uber l ber�ucksichtigt.Bei einer ersten M�oglichkeit den Phase shift abzusch�atzen, bedient man sich der Born-schen N�aherung [76, S. 122]. Danach ist der Phase shift eines radialsymmetrischen Pro-blems, dessen Potential im Unendlichen verschwindet, gegeben durch�l(k) = �k Z 10 [jl(k~r)]2�V̂ (~r)� oV � ~r2d~r : (4.328)Eingesetzt in Gleichung (4.327) liefert das den folgenden Ausdruck f�ur die Spur, in der dieniedrigsten Eigenwerte noch nicht abgezogen wurden:TrkBorn = � 1Xl=0(2l+ 1) Z 10 dk 1� @@k �k Z 10 [jl(k~r)]2�V̂ (~r)� oV � ~r2d~r� e�tk2 e�t oV :(4.329)Die l{Summation l�a�t sich mit Hilfe der Beziehung [66, Gl. 10.1.50]1Xl=0(2l+ 1)j2l (z) = 1 (4.330)leicht ausf�uhren, wenn man Summation und Integration vertauscht:TrkBorn = � Z 10 dk 1� @@k �k Z 10 d~r ~r2�V̂ (~r)� oV �� e�tk2 e�t oV : (4.331)Damit ist aber die k{Abh�angigkeit aus dem ~r{Integral verschwunden, und die Ableitungnach k ergibt Eins. Das verbleibende Integral �uber k ist dann ein Gau�sches Integral:TrkBorn = � Z 10 dk 1� Z 10 d~r ~r2�V̂ (~r)� oV � e�tk2 e�t oV= � 4� t(4�t)3=2 Z 10 d~r ~r2�V̂ (~r)� oV � e�t oV : (4.332)Bei der ~r{Integration mu� man wieder beachten, da� das Potential um ~R zentriert ist.Analog zur Integration bei der Berechnung der Wirkung (Gl. (3.98)) wird auch hier wiederpartiell integriert, ~r � ~R = � substituiert und mit einem in ~� exponentiell kleinen Fehlerder Integrationsbereich auf die ganze Achse ausgedehnt:Z 10 d~r ~r2�V̂ (~r)� oV � = �13 Z 10 ~r3 V̂ 0(~r) d~r= �13 Z 1�1 �3 V 0(�) d�� ~RZ 1�1 �2 V 0(�) d� � ~R2 Z 1�1 � V 0(�) d� � ~R33 Z 1�1 V 0(�) d� :(4.333)120



Ebenfalls wie bei der Berechnung der Wirkung gezeigt (Seite 56), sind die Koe�zienten-funktionen der Bounce{L�osung ungerade f�ur geraden Index und umgekehrt. Demzufolgeist die Ableitung des Potentials V 0(�) = 12~�~�0 ebenfalls in gerader Ordnung ungerade undumgekehrt. Es tragen also aus Gleichung (4.333) jeweils nur zwei Terme bei: In geraderOrdnung sind dies ein Ober
�achenterm proportional zu ~R2 und ein konstanter Term:� ~R2 Z 1�1 � V 0i (�)d� = Oi ~R2 und�13 Z 1�1 �3 V 0i (�)d� = Pi i gerade (4.334)und in ungerader Ordnung ein Volumen- und ein linearer Term:� ~R33 Z 1�1 V 0j (�)d� = vj ~R3 und� ~R Z 1�1 �2 V 0j (�)d� = Lj ~R j ungerade : (4.335)Da Verwechslungen nicht zu bef�urchten sind, k�onnen die Bezeichnungen aus Abschnitt 3.3hier f�ur andere Ausdr�ucke benutzt werden. Damit �ndet man f�ur das ~r{Integral:Z 10 d~r ~r2�V (�)� oV (�)� =(P0 +O0 ~R2) + ~� (L1 ~R+ v1 ~R3) + ~�2 (P2 +O2 ~R2) + � � � : (4.336)Nach Gleichung (3.138) enth�alt ~R aber auch noch ~�{Abh�angigkeiten~R = 1~� + 2� 3�236 ~� +O(~�3) = 1~� + a�1~� +O(~�3) ; (4.337)so da� sich f�ur das ~r{Integral schlie�lich folgende Entwicklung nach ~� ergibt:Z 10 d~r ~r2�V (�)� oV (�)� =1~�2 (O0 + v1) + (P0 + L1 +O2 + v3 + 2a1O0 + 3a1v1) +O(~�2) : (4.338)O0 und v1 lassen sich leicht durch Integration �uber das Potential Gl. (4.15) bzw.Gl. (4.16) berechnen:O0 = � Z 1�1 � V 00(�) d� = � Z 1�1 12 � sech3 � sinh � d� = �12 (4.339)und v1 = �13 Z 1�1 V 01(�) d� = �13 Z 1�1�4 sech2 � = 83 : (4.340)Damit ist der f�uhrende Term zu �283 bestimmt.121



Der konstante Term in der ~r{Integration Gl. (4.338) besteht aus folgenden Anteilen:P0 = �13 Z 1�1 �3V 00(�) d� = � Z 1�1 �26 sech2 � d� = ��2 ;L1 = � Z 1�1 �2V 01(�) d� = 4 Z 1�1 �2 sech2 � d� = 23�2 ;O2 = � Z 1�1 �V 02(�) d� = �6:57973 ;v3 = �13 Z 1�1 V 03(�) d� = � 13V3����1�1 = �23 oV 3 = 2027 : (4.341)Er lautet damit in �Ubereinstimmung mit dem ersten Koe�zienten der Seeley{Entwicklung(vgl. Gl. (D.13)):P0 + L1 + O2 + v3 + 22� 3�236 O0 + 32� 3�236 v1 = �2 � 427 � 6:57973 : (4.342)Eingesetzt in den Ausdruck f�ur die Spur Gl. (4.332) �ndet man alsoTrkBorn = � 4�t(4�t)3=2 �� 1~�2 283 + ��2 � 427 � 6:57973�+ O(~�2)� e� oV t : (4.343)Den Anteil zum Logarithmus der Determinante Ik> bekommt man daraus durch Integration�uber t. Das Integral konvergiert und f�uhrt auf die unvollst�andige Gammafunktion und, beiden jetzt wieder abgezogenen niedrigsten Eigenwerten, auf das Exponentialintegral:Ik> =� Z 1� dtt �TrkBorn+4 e�t o!0�= 4�(4�)3=2 �� 1~�2 283 + ��2 � 427 � 6:57973�+ O(~�2)��(�1=2; oV�)� 4Ei(� o!0�) :(4.344)Wie man insbesondere an Gleichung (4.332) sieht, entspricht das erste Integral genaudem ersten Term der Seeley{Entwicklung (vgl. Anhang D). Um die h�oheren t{Potenzenzu bekommen, m�u�te man �uber die Bornsche N�aherung hinausgehen und weitere Termeder Bornschen Reihe [76, Seite 112] mitnehmen. Vergleicht man die verschiedenen Anteileder Spuren, so erwartet man auch noch Terme mit halbzahligen t{Potenzen, die in derSumme die Beitr�age der diskreten Eigenwerte Tr0< und Tr3< kompensieren, welche aber inder Bornschen N�aherung nicht reproduziert werden.Die Seeley{Entwicklung ist au�erdem eine Entwicklung f�ur kleine t, in diesem Ab-schnitt soll aber eine N�aherung f�ur gro�e t berechnet werden. Alternativ wird deshalbprobiert, den Phase shift st�orungstheoretisch zu berechnen. Dazu geht man wieder vonder Eigenwertgleichung Gl. (4.321) aus, in der man nun den l{abh�angigen Term aus demradialen Laplace{Operator l(l+1)~r2 analog zu Gleichung (4.207) nach Potenzen von ~� ent-wickelt, f�ur v(~r) wieder den Ansatz v(~r) =  ̂(~r)=~r macht und ~r� ~R = � substituiert (vgl.Gl. (4.208)):�� d2d�2 + (V0 � oV 0) + ~�(V1 � oV 1) + ~�2�V2 � oV 2 + l(l+ 1)�+ O(~�3)� k;l(�) =k2 k;l(�) = (!n � oV ) k;l(�) : (4.345)122



Eine Eigenfunktion zum Operator in nullter Ordnung, in der das Potential gleich demP�oschl{Teller{Potential V0� oV 0 = �6 sech2 � ist, ist, wie bereits erw�ahnt, bei Rajaraman[68, Gl. 3.16] angegeben (vgl. auch Gl. (4.212)): 0(�) = ei k� �3 tanh2 � � 1� k2 � 3 ik tanh �� =: ei k� f0(�) : (4.346)Der Klammerausdruck wird dabei mit f0(�) abgek�urzt. Das konjugiert Komplexe hiervonist eine zweite, linear unabh�angige L�osung der Di�erentialgleichung zweiter Ordnung. Ausdiesen beiden L�osungen mu� man jetzt, da es sich hier ja um den Radialteil einer Eigen-wertgleichung handelt, durch Linearkombination eine im Ursprung bei ~r = 0 (� = � ~R)regul�are L�osung konstruieren:	 = A 0 +B �0 mit lim~r!0 v(~r) = lim~r!0 	(�)~r <1 : (4.347)Dazu w�ahlt man die Konstanten wie folgt (tanh ~R � 1 f�ur hinreichend gro�es ~R):A =  �0(� ~R) = (2� k2 � 3 i k) ei k ~R ;B = � 0(� ~R) = �(2� k2 + 3 ik) e� i k ~R : (4.348)Im Limes gro�er Argumente (� ! 1) nimmt die L�osung dann durch Anwenden derAdditionstheoreme die folgende Form an:lim�!1	0 = eik~r(2� k2 � 3 ik)(2� k2 � 3 i k)� e� ik~r(2� k2 + 3 ik)(2� k2 + 3 ik)= cos(k~r) 2�� 6 i k(2� k2)�+ i sin(k~r) 2�(2� k2)2 � 9k2�= 2 i� cos(k~r) sin ~�0 + sin(k~r) cos ~�0�= 2 i sin(k~r+ ~�0) : (4.349)Der dabei eingef�uhrte Phase shift ~�0 betr�agttan ~�0 = �6k(2� k2)4� 13k2 + k4 ; (4.350)woraus sich die zugeh�orige Spektraldichte berechnen l�a�t zu~%0 = 1� @~�0@k = � 6� 2 + k2(k2 + 1)(k2 + 4) : (4.351)Der Index Null bezeichnet hierbei die St�orungsordnung und nicht den Wert des Drehim-pulses.Nun betrachtet man die erste Ordnung in der St�orungsrechnung. Mit dem Ansatz f�urdie L�osungsfunktion  =  0 + ~� 1 + ~�2 2 + O(~�3) (4.352)hat man, da die Eigenwerte unver�andert bleiben und sich die h�oheren Ordnungen nur inder Spektraldichte bemerkbar machen, in der ersten Ordnung die folgende Di�erentialglei-chung zu l�osen: � d2d�2 1 � 6 sech2 �  1 � k2 1 = �(V1 � oV 1) 0 : (4.353)123



Die beiden homogenen L�osungen entsprechen den L�osungen nullter Ordnung: 1;H =  0 und �1;H =  �0 : (4.354)Eine spezielle L�osung ergibt sich bei gegebenem  0 durch zweimalige Variation der Kon-stanten zu  1;S =  0 Z d� 1 20 Z d� (V1 � oV 1) 20 ; (4.355)bzw. dem konjugiert Komplexem. Die allgemeine L�osung bis einschlie�lich erster Ordnung	 = A�(1 + ~� a) 0 + ~� 0 Z d� 1 20 Z d� (V1 � oV 1) 20� ++ B �(1 + ~� b) �0 + ~� �0 Z d� 1 �20 Z d� (V1 � oV 1) �20 � (4.356)enth�alt also vier Konstanten, von denen sich A und B aufgrund der Regularit�atsbedingungbzw. durch die (f�ur den Phase shift uninteressante) Normierung festlegen lassen. In derregularisierten L�osung tauchen die �ubrigen beiden Parameter a und b nur in der Kom-bination a + b auf, welche sich in der ersten Ordnung der Entwicklung des Phase shiftsweghebt.Einsetzen des  0 aus Gleichung (4.346) in Gleichung (4.355) f�uhrt mit der dort de�-nierten Funktion f0(�) auf die folgende konkrete Gestalt f�ur die spezielle L�osung: 1;S = eik� i oV 12k �(log cosh � � �)f0(�)� e�2 i k� Z �0 e2 i k�0 tanh �0 d�0 f�0 (�) ++ 32(k2 � 2)� � 3k2 sech2 � � 2(2 + k2) tanh � + 2 i k(2 sech2 � � 3 tanh �)�� :(4.357)Aus der anderen L�osung  �0 erh�alt man das konjugiert Komplexe hiervon.Nun soll das asymptotische Verhalten dieser speziellen L�osung untersucht werden.Dazu betrachtet man jeden einzelnen Term im Limes f�ur gro�e positive und negative �:Das Integral und die zweite Zeile in der L�osung Gl. (4.357) gehen in beiden Grenzf�allengegen eine Konstante. F�ur das Integral im mittleren Term sieht man das z.B. mit derRegel von de l'Hospital:lim�!�1 R �0 e2 i k�0 tanh �0d�0e2 ik� = lim�!�1 e2 ik� tanh �2 i k e2 i k� = �12 i k ; (4.358)oder indem man den tanh � im Integranden f�ur betragsm�a�ig gro�e Argumente gleich � 1setzt; f�ur die letzte Zeile sieht man es durch direktes Einsetzen.124



Um nun den Grenzwert des ersten Terms aus Gleichung (4.357) abzusch�atzen, schreibtman f�ur gro�e positive � den Logarithmus analog zu Gleichung (3.80) alslog cosh � = � log 2 + log(e�+e��) = � log 2 + � + log(1 + e�2�) : (4.359)F�ur gro�e � verschwindet der letzte Term und der Limes wird zulim�!1(log cosh � � �) = � log 2 : (4.360)Entsprechend �ndet man mit der Darstellunglog cosh � = � log 2 + log(e�+e��) = � log 2� � + log(e2�+1) (4.361)im Limes � ! � ~R einen zu ~R proportionalen Term:lim�!� ~R(log cosh � � �) = 2 ~R� log 2 : (4.362)F�ur die gesamte spezielle L�osung aus Gleichung (4.357) ergibt sich damit f�ur dasVerhalten f�ur gro�e �lim�!1 1;S = ei k� i oV 12k �� log 2 � f0(�) + 12 i kf�0 (�)� 3(k2 � 2)�(2 + k2) + 3 i k�� (4.363)und f�ur das Verhalten am Ursprunglim�!� ~R 1;S = ei k� i oV 12k ��2 ~R� log 2�f0(� ~R)� 12 i kf�0 (� ~R) + 3(k2 � 2)�(2 + k2) + 3 i k�� :(4.364)Wenn man daraus durch Linearkombination nun eine im Ursprung (~r = 0 bzw.� = � ~R) regul�are L�osung bildet, so tauchen in den Konstanten Terme proportional zu~� ~R auf. Da der f�uhrende Term von ~R aber mit 1=~� geht (vgl. Gl. (3.138)), sind dies e�ek-tiv Terme nullter Ordnung in ~�, die auch noch zum Phase shift bzw. zur Spektraldichte innullter Ordnung beitragen. Die Ordnungen der Eigenfunktionen stimmen also nicht mitden Ordnungen des Phase shifts �uberein.So gibt es in allen h�oheren Ordnungen der Eigenfunktion Terme, die zur nullten Ord-nung des Phase shifts beitragen. In der zweiten Ordnung gewinnt man z.B. durch Ein-setzen des St�orungsansatzes f�ur die Eigenfunktion eine Di�erentialgleichung analog zuGleichung (4.353), deren zugeh�orige homogene Di�erentialgleichung wieder der der null-ten und der ersten Ordnung entspricht. F�ur die spezielle L�osung �ndet man ebenfallsanalog 2;S =  0 Z d� 1 20 Z d� �(V2 � oV 2) 0 + (V1 � oV 1) 1 + l(l+ 1) 0� 0 ; (4.365)bzw. das hierzu konjugiert Komplexe. Betrachtet man die Asymptotik des mittleren Termsf�ur � ! � ~R, so �ndet man mit Hilfe der partiellen IntegrationZ �n ei k� d� = 1i k�n ei k� +O(�n�1) ; (4.366)125



wenn man nur die f�uhrende Ordnung betrachtet, einen Term proportional zu (~� ~R)2:lim�!�R ~�2 0 Z d� 1 20 Z d� (V1 � oV ) 1 0 �� lim�!�R ~�2 ei k� f0(� ~R) Z d� e�2 i k�f20 (� ~R) Z d� (�2 oV 1) i oV 12k 2�! f20 (� ~R) e2 i k� �� ~�2 ei k� f0(� ~R) � i oV 1k ~R!2 12! � (~� ~R)2 : (4.367)Genauso liefert die L�osungsfunktion in i{ter Ordnung einen Term proportional zu (~� ~R)i.Alle diese Terme, die Potenzen von ~� ~R liefern, kommen aus der speziellen L�osungund sind proportional zu V1 bzw. oV 1. Die zweite Ordnung des Potentials V2 � oV 2 gehtn�amlich in beiden Richtungen f�ur gro�e positive und negative Argumente gegen Null unddas Integral hier�uber ist im Limes nicht proportional zu ~R. Einen Beitrag proportional zu~R bekommt man nur in den ungeraden Ordnungen des Potentials, also als n�achstes in derdritten Ordnung in ~�. Dieser Term ist aber schon proportional zu ~�3 und liefert Potenzenin ~�3 ~R. Die homogenen Di�erentialgleichungen bleiben in allen h�oheren Ordnungen immergleich, und die zugeh�origen L�osungen liefern, wie in Gleichung (4.346) gesehen, ebenfallskeinen Beitrag proportional zu ~R.Diese Beitr�age proportional zu oV 1 und (~� ~R)i lassen sich zu einer Exponentialfunktionaufaddieren: Xj (� i ~� oV 1k ~R)j 1j!f0 = exp(� i ~� oV 1k ~R) f0 : (4.368)F�ur die nullte und erste Ordnung lassen sich die berechneten Terme direkt mit den Koef-�zienten dieser Reihe vergleichen. Die f�uhrenden Terme der h�oheren Koe�zienten lassensich dann durch vollst�andige Induktion ganz analog zu der Absch�atzung in der zweitenOrdnung (Gl. (4.367)) berechnen: In (j + 1){ter Ordnung lautet der zu oV 1 proportionaleTerm der speziellen L�osung:  0 Z 1 20 Z (V1 � oV 1) j 0 ; (4.369)wobei die f�uhrende Ordnung von  j im Negativen nach Induktionsvoraussetzung wielim�!� ~R j �  � i oV 1 ~Rk !j 1j!f0(� ~R) ei k� (4.370)geht und V1 � oV 1 f�ur gro�e negative Argumente den Wert �2 oV 1 annimmt. Die ersteIntegration in der speziellen L�osung liefert nun in der f�uhrenden Ordnung einen Faktor� i2k (s. Gl. (4.366)), die zweite Integration liefert 1j+1 und erh�oht die Potenz von � bzw.im betrachteten Limes von � ~R um Eins. Damit ist Gleichung (4.368) gezeigt.Die mit der Exponentialfunktion gefundene Asymptotik l�a�t sich auch best�atigen,indem man die nach Potenzen von ~� entwickelte Eigenwertgleichung Gl. (4.345) unter126



Hinzunahme des Terms ~�(V1� oV 1) asymptotisch l�ost. F�ur gro�e positive Argumente ver-schwindet das Potential, die Eigenwertgleichung wird zur freien Gleichung und zwei linearunabh�angige L�osungen in der ersten Ordnung sind z.B. die ebenen Wellen: 1;1 ! ei k� und  1;2 ! e� i k� (� ! +1) : (4.371)Dies entspricht dem asymptotischen Verhalten der gefundenen L�osung Gl. (4.346) undGl. (4.363).F�ur negative � nimmt das Potential den Wert �2~� oV 1 an, die EigenwertgleichungGl. (4.345) wird dann zu �� d2d�2 � 2~� oV 1� = k2 (4.372)mit den L�osungen 1;3 ! eiqk2+2~� oV 1 � und  1;4 ! e� iqk2+2~� oV 1 � (� ! �1) ; (4.373)oder Linearkombinationen aus diesen. Die Taylorentwicklung von  1;3 nach ~�eiqk2+2~� oV 1 � = ei k�� i oV 1~��k ei k� +O(~�2) (4.374)reproduziert in der ersten Ordnung die Asymptotik aus Gleichung (4.364).Mit der aufsummierten Exponentialfunktion (Gl. (4.368)) erh�alt man also f�ur dieL�osung der Eigenwertgleichung bis zur ersten Ordnung eine Funktion, die sich f�ur � ! � ~Rverh�alt wie eine Linearkombination aus (�! � ~R) = e� i k ~R e� i ~� oV 1k ~R �f0(� ~R) + ~�f1(� ~R) + O(~�2)� =: e� i k ~R e� i ~� oV 1k ~R f(� ~R)(4.375)mit seinem konjugiert Komplexen. Dabei ist f(�) = f0(�) + ~�f1(�) + � � � der Teil derL�osungsfunktion, der sich nicht als Exponentialfunktion schreiben l�a�t. Seine nullte Ord-nung f0 ist bereits in Gleichung (4.346) angegeben. Die Koe�zienten der Linearkombina-tion m�ussen wieder so bestimmt werden, da� die L�osung im Ursprung regul�ar ist:A = eik ~R ei ~� oV 1k ~R f�(� ~R) undB = � e� i k ~R e� i ~� oV 1k ~R f(� ~R) : (4.376)Die regul�are Eigenfunktion nimmt dann f�ur gro�e, positive Argumente folgende asympto-tische Gestalt an:	(� !1) = ei k~r ei ~� oV 1k ~R f�(� ~R)f(1)� e� i k~r e� i ~� oV 1k ~R f(� ~R)f�(1)= 2 i sin(k~r+ ~� ~R oV 1k + ~�) (4.377)127



mit tan ~� = Imf�(� ~R)f(1)Ref�(� ~R)f(1) : (4.378)f(�) geht f�ur gro�e Argumente asymptotisch gegen eine Konstante und liefert den Phaseshift ~�, dessen nullte Ordnung bereits in Gleichung (4.350) berechnet wurde:~� = � arctan 6k(2� k2)4� 13k2 + k4 + ~�~�1 + ~�2~�2 + � � � : (4.379)Aus der Exponentialfunktion bekommt man aber noch einen weiteren Beitrag zum Phaseshift �̂ = ~� ~R oV 1k ; (4.380)welcher proportional zu ~� ~R ist und also, wenn man den Ausdruck Gl. (3.138) f�ur ~R einsetzt,ebenfalls zur nullten Ordnung des Phase shifts beitr�agt:� = ~� + �̂ = arctan �6k(2� k2)4� 13k2 + k4 + ~� ~R oV 1k +O(~�) : (4.381)Er liefert die Spektraldichte %̂ = �~� ~R 1� oV 1k2 : (4.382)Dies sind aber immer noch nicht alle Beitr�age zur nullten Ordnung des Phase shifts:Mit dem St�orungsansatz f�ur die Eigenfunktionen Gl. (4.352) hat man n�amlich nur dieh�oheren Ordnungen der kontinuierlichen, zweifach entarteten Eigenwerte berechnet. Durchdie erste Ordnung des Potentials wird aber das gesamte Potential f�ur gro�e negative Ar-gumente um 2~� oV 1 nach unten verschoben, w�ahrend das Verhalten f�ur gro�e, positiveArgumente unver�andert bleibt. Es entsteht also ein Bereich �2~� oV 1 < ! � oV < 0, in demgebundene, einfach entartete Zust�ande existieren k�onnen. Die zugeh�origen Eigenfunktio-nen zeigen folgendes asymptotisches Verhalten: Im Negativen oszillieren sie, genauso wiedie bereits in nullter Ordnung gefundenen, zweifach entarteten Kontinuumsl�osungen. ImPositiven verhalten sie sich dagegen wie gebundene Zust�ande: sie gehen exponentiell gegenNull. Betrachtet man die Gleichung jetzt nicht mehr als eindimensionales Problem, sondernwieder als Radialteil einer dreidimensionalen Gleichung, so werden diese Zust�ande zu un-endlich vielen, dicht liegenden, einfach entarteten, gebundenen Zust�anden. Diese Zust�andelassen sich nicht st�orungstheoretisch aus den Kontinuumsl�osungen berechnen. Sie liefernaber noch einen weiteren Beitrag zum Phase shift und zur Spektraldichte, welcher ebenfallsproportional zu oV 1 ist und mit �v bzw. %v bezeichnet werden soll.Mit der Kenntnis der Spektraldichte% = ~%+ %̂+ %v= � 6� 2 + k2(k2 + 1)(k2 + 4) � ~� ~R 1� oV 1k2 + %v + O(~�) (4.383)128



l�a�t sich nun die f�uhrende Ordnung des kontinuierlichen Teils der Spur nach Gleichung(4.327) berechnen: Durch die Entwicklung des Laplace{Operators in der Eigenwertglei-chung Gl. (4.345) hat das Potential noch zus�atzliche konstante Terme proportional zu~�2l(l+ 1) bekommen, welche ebenfalls eine Verschiebung der Eigenwerte bewirken, unddeswegen, wie die einzelnen Ordnungen des freien Potentials, in dem Ausdruck f�ur dieSpur im Exponenten auftauchen. Eingesetzt in Gleichung (4.327) ergibt sich:Trk> = 1Xl=0(2l+ 1) Z 10 dk(� 6� k2 + 2(k2 + 1)(k2 + 4) � ~� ~R oV 1�k2 + %v + O(~�)) �� e�(k2+ oV )t�~�2l(l+1)t+O(~�4)+4 e� o!0� : (4.384)Die l{Summation l�a�t sich mit Hilfe der Eulerschen Summationsformel (Gl. (4.245))ausf�uhren: 1Xl=0(2l+ 1) e�~�2l(l+1)t = Z 10 dy e�~�2yt+e0t+02 + b0 e0t+O(~�2)= 1~�2t + 13 + O(~�2) : (4.385)Dies entspricht auch der bei der Aufsummation des Bands um Null (Abschnitt 4.6.1)benutzten Entwicklung Gl. (4.291) mit verschwindendem Parameter s.Die weiteren Terme werden zu h�oheren Ordnungen in der Spur: So kommen im Ex-ponenten noch die anderen Ordnungen in der Entwicklung von oV nach ~� vor. Sie liefernin der Spur Korrekturen in linearer Ordnung in ~� und k�onnen deshalb vernachl�assigt wer-den, wohingegen der Term mit ~�2l(l+ 1), obwohl er von h�oherer Ordnung ist, aufgrundder l{Abh�angigkeit nach der Summation zur f�uhrenden Ordnung wird. Die im Exponentennoch vorkommenden Terme proportional zu l(l+1) sind von vierter Ordnung in ~� (vgl. dieEntwicklung Gl. (4.207)) und liefern Korrekturen in der konstanten Ordnung in ~�.Au�erdem gibt es in den speziellen L�osungen f�ur die Eigenfunktionen noch Termeproportional zu l(l + 1), welche aber nach Einsetzen von ~R ebenfalls Korrekturen inh�oheren Ordnungen in ~� liefern. So geht in der zweiten Ordnung der letzte Term ausGleichung (4.365) wie ~�2 ~R:~�2 0 Z 1 20 Z l(l+ 1) 20 �!� ~R�! ~�2 ~R; (4.386)der entsprechende Term der dritten Ordnung geht wie ~�3 ~R2:~�3 0 Z 1 20 Z l(l+ 1)� 20 �!� ~R�! ~�3 ~R2 ; (4.387)und so fort. Nach Einsetzen von ~R hat man also nur lineare Terme in ~�.Auch die abgezogenen niedrigsten Eigenwerte von oM liefern erst Beitr�age in der kon-stanten Ordnung. 129



Damit sind die Beitr�age zur f�uhrenden Ordnung der Spur identi�ziert, sie lauten:Trk> = 1~�2t Z 10 dk (� 6� k2 + 2(k2 + 1)(k2 + 4) � ~� ~R oV 1�k2 + %v) e�(k2+ oV 0)t �1 + O(~�)� :(4.388)Um die k{Integration ausf�uhren zu k�onnen, macht man in der Spektraldichte nun diefolgende Partialbruchzerlegung:k2 + 2(k2 + 1)(k2 + 4) � ~� ~R oV 1�k2 + %v = 13 � 1k2 + 1 + 2k2 + 4� � ~� ~R oV 1�k2 + %v : (4.389)Die Integration �uber die ersten beiden Terme f�uhrt auf das Fehlerintegral � [71, Gl. 3.466.1]:Z 10 1k2 + a e�k2t dk = eatpa �2 �1� �(pat)� : (4.390)Die Integration �uber den dritten Term divergiert an der unteren Grenze. Sie l�a�t sich abermittels Zetafunktion analytisch fortsetzen. Man �ndet:�~� ~R oV 1� Z 10 1k2 e�k2t dk = �~� ~R oV 1� p�t = �~� ~R 2 oV 1p4�pt : (4.391)Damit wird die Spur aus Gleichung (4.388) (vgl. auch Gl. (4.384)) zuTrk> = � 1~�2t + 13 + O(~�2)� � het �1� �(pt)�+ e4t �1� �(p4t)�i�� ~� ~R 2 oV 1tp4�t + Z 10 %v e�k2t dk+ O(~�)! e� oV t= � 1~�2t "e�3t+1 � � e�3t�(pt) + �(p4t)�� ~� ~R 2 oV 1p4�pt e�4t++ Z 10 %v e�(k2+4)t dk# � �1 +O(~�)� : (4.392)Das Ergebnis l�a�t sich noch wie folgt kontrollieren: Die Summe der Spuren der beidenB�ander um Null und um Drei und des Beitrages der kontinuierlichen Eigenwerte sollte dieSeeley{Entwicklung ergeben, Tr0< !=Tr0>+Tr3> +Trk>. Um das zu �uberpr�ufen, entwickeltman die f�uhrende Ordnung in ~� des gerade berechneten Ausdrucks Gl. (4.392) in einePotenzreihe in t. Dabei macht es erst in der konstanten Ordnung einen Unterschied, obman die niedrigsten Eigenwerte aus der Seeley{Entwicklung herausnimmt oder nicht. Man130



bekommt: Trk> = 1~�2 ��2t + 3� 92t + � � �+ 1~�2 4�(4�t)3=2 �12t� 24t2 + 1765 t3 + � � �+ 1~�2 4�(4�t)3=2n� 8t+ 32t2 � 64t3 + � � �+ Z 10 %v e�k2t�4t dk+ O�1~�� : (4.393)Die erste Zeile mit ganzzahligen t{Potenzen kommt dabei aus der Entwicklung von e�3t+1.Diese Terme resultieren aus der k{Integration �uber ~%0. Man erkennt in ihnen die (nega-tive) Entwicklung f�ur Tr0< (Gl. (4.295)) und Tr3< (Gl. (4.316)). Die halbzahligen Koef-�zienten der zweiten Zeile, welche ebenfalls aus ~%0 kommen, entsprechen dem Teil derSeeley{Entwicklung, in dem �uber die nullte Ordnung des Potentials V0 � oV 0 = �6 sech2 �integriert wird. Die Zw�olf im ersten Koe�zienten ist also das negative, in Gleichung (4.339)berechnete O0. Wie man an Gleichung (4.338) aber auch sieht (vgl. auch die Berechnungder Koe�zienten im Anhang D), tr�agt noch ein zweiter, V1{abh�angiger Term v1 zu dieserOrdnung in ~� bei, n�amlich das Integral �uber �4~�(tanh � � 1). Die daraus resultierendenTerme in der Seeley{Entwicklung sollten durch die letzten beiden Zeilen, also durch dieTeile %̂ und %v in der Spektraldichte, gegeben sein. Sucht man aus der Seeley{Entwicklungdie Terme proportional zu oV 1, so ergibt sich aber1~�2 4�(4�t)3=2 ��83 t + 323 t2 � 643 t3 + 2569 t4 � 2569 t5 + 102445 t6 + � � �� =1~�2 4� t(4�t)3=2 23 oV 1 e�4t : (4.394)Von der Richtigkeit der Aufsummation in der rechten Seite von Gleichung (4.394) kannman sich anhand der allgemeinen Formeln der Seeley{Entwicklung �uberzeugen: Beitr�agezur f�uhrenden Ordnung (O(1=~�2)) bekommt man durch Terme, die wie ~�0 ~R2 oder wie~� ~R3 gehen. Die ~�0 ~R2{Terme sind dabei die aus der zweiten Zeile der Entwicklung inGleichung (4.393), so da� man noch ~� ~R3{Terme suchen mu�.In dem in der j{ten Ordnung der Seeley{Entwicklung vorkommendem Term (V j=j!�oV j=j!) ist nur der Term (j~�V1V j0 =j!� j~� oV 1 oV j�10 =j!) von erster Ordnung in ~�. Der Faktorj begr�undet sich in der binomischen Formel. Summiert man diese Terme auf, so bekommtman, nachdem man in der Integration analog zu Gleichung (4.333) partiell integriert,substituiert und die Grenzen erweitert hat:1(4�t)3=2 1Xj=1 (�t)j(j � 1)! Z d3x ~� (V1V j�10 � oV 1 oV j�10 )= 4�(4�t)3=2 1Xj=1 (�t)j(j � 1)! ��13 ~� Z 1�1 d� (� + ~R)3(V1V j�10 � oV 1 oV j�10 )0� : (4.395)131



Daman jetzt nur an Termen der Ordnung ~� ~R3 interessiert ist, betrachtet man im folgendennur den Anteil proportional zu ~R3 und �ndet die in Gleichung (4.394) vermutete Reihe:4�(4�t)3=2 1Xj=1 (�t)j(j � 1)! ��13 ~� ~R3 Z 1�1 d� (V1V j�10 � oV 1 oV j�10 )0�= 4�(4�t)3=2 1Xj=1 (�t)j(j � 1)! ��13 ~� ~R32 oV 1 oV j�10 �= 4� t(4�t)3=2 0@23 oV 1~� ~R3 1Xj=1 (�t)j�1(j � 1)! oV j�10 1A= 4� t(4�t)3=2 ~� ~R3 23 oV 1 e�t oV 0 : (4.396)Die weiteren in der Formel f�ur die Koe�zienten der Seeley{Entwicklung vorkommendenTerme enthalten Ableitungen, welche aber, da die Funktionen asymptotisch konstant sind,im Unendlichen verschwinden, so da� sie in dem Teil des Integrals, welcher proportionalzu ~R3 ist, nichts beitragen. Damit ist Gleichung (4.394) bewiesen.Man erkennt in den Termen der Seeley{Entwicklung Gl. (4.394) dieselbe t{Abh�angig-keit wie in dem analytisch fortgesetzten Teil des Integrals, aber mit einem Faktor 2=3statt 2. Diese Diskrepanz kommt von den nicht bekannten, st�orungstheoretisch nicht zu-g�anglichen einfach entarteten Zust�anden, f�ur die man dann durch Vergleich mit Gleichung(4.394) den folgenden, bislang fehlenden Beitrag zur Spektraldichte ablesen kann:%v = 23 ~� ~R oV 1�k2 : (4.397)Damit ist nun die f�uhrende Ordnung der Spur Trk> bestimmt:Trk> = � 1~�2 t �e�3t+1� �e�3t �(pt) + �(p4t)�� ptp4� 23 oV 1 e�4t�+O(~�0) : (4.398)Aufgrund der Symmetrie�uberlegungen (vgl. S. 105) wei� man, da� auch hier die ungeradenOrdnungen in ~� verschwinden, so da� der Fehler von konstanter Ordnung ist.Die f�uhrende Ordnung zum Logarithmus der Determinante Ik> berechnet man darausdurch Integration:Ik> = � Z 1� dtt Trk>= 1~�2 �3�(�1; 3�)+ 1� � Z 1� dtt2�(pt) e�3t �� � 4p��(�1=2; 4�)+ 1��(p�)�+ 83p��(�1=2; 4�)�= 1~�2 �3�(�1; 3�)� 43p��(�1=2; 4�)+ 1�p��(1=2;�)� Z 1� dtt2�(pt) e�3t� :(4.399)132



Der dritte Term in der Spur ist nicht analytisch integrierbar und wird numerisch berechnet.Ik> ist zusammen mit I0> und I3> und der Summe aller Beitr�age I 0> in Abbildung 4.6 alsFunktion von � f�ur ~� = 0:1 dargestellt. Die zugeh�origen Spuren sind in Abschnitt 5.2 inAbbildung 5.3 gezeichnet.I 0 �
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Abbildung 4.6: Alle drei Beitr�age (I0>: { { { ,I3>: | |, Ik>: { � { �) und die Summe I 0> (||)f�ur ~� = 0:1. Man erkennt die Dominanz von I0> f�ur gro�e �.Ein Vergleich der drei Beitr�age (Abb. 4.6) zeigt, da�, wie erwartet, der von den niedrig-sten Eigenwerten herkommende Beitrag I0> f�ur gro�e � der dominierende ist. Die Di�erenzzwischen der Summe aller Beitr�age und dem Anteil I0> ist in Abbildung 4.7 als prozentua-ler, relativer Fehler f�ur ~� = 0:1 aufgetragen. F�ur gro�e � (� > 1) ist dieser Fehler kleinerals 20%. �II 0> � 100
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Abbildung 4.7: Die Di�erenz zwischen der Summe I0> und dem Beitrag I0> bezogen auf dieSumme I0> als prozentualer Fehler f�ur ~� = 0:1.Mittels analytischer Fortsetzung erh�alt man, ausgehend von dem Ausdruck f�ur dieSpur Gl. (4.398), auch den exakten Beitrag der kontinuierlichen Eigenwerte, also das In-133



tegral �uber den gesamten t{Bereich. Dazu berechnet man die folgende Zetafunktion:�k(z) = � 1�(z) 1~�2 Z 10 dt tz�2 �e�3t+1 � �e�3t �(pt) + �(p4t)�� ptp4� 23 oV 1 e�4t� :(4.400)Ausf�uhren der t{Integration f�uhrt auf:�k(z) = � 1~�2 " 33z(z � 1) � 1�(z) 4p� �(z � 12)4z 2F1(1; z � 12 ; 32 ; 14)++ 1�(z) 4p� �(z � 12)4z(z � 1) + 1�(z) 83p��(z � 12)# (4.401)mit der hypergeometrischen Funktion 2F1. Der dritte Term ist dabei die Stammfunktionvon dem zweiten und vierten Term zusammen. Den gesuchten Wert f�ur Ik bekommt manjetzt als negative Ableitung an der Stelle z = 0:Ik = � d�k(z)dz ����z=0= 1~�2 ��3 + 3 log 3� 4p��(�12)� 2F1(1; z � 12 ; 32 ; 14) + 1�+ 83p��(�12)�z=0= 1~�2 �113 + 3 log 3 + 6 arcsinh� 1p3��= 10:2583~�2 + O(~�0) : (4.402)Auch hier ist der Fehler wieder von konstanter Ordnung in ~�.
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Kapitel 5Berechnung derFluktuationsdeterminanteIn diesem Kapitel soll der Logarithmus der Determinante nun auf verschiedene Weise ausden beiden N�aherungen f�ur den Nieder- und den Hochfrequenzbereich zusammengesetztwerden. Neben einer scharfen Trennung der beiden Bereiche wird auch ein kontinuierli-ches Abschneiden mittels eines Massencuto�s besprochen. Bei beiden Verfahren hat manau�erdem noch die M�oglichkeit, die niedrigsten Eigenwerte aus den N�aherungen heraus-zunehmen und durch die exakten Ausdr�ucke zu beschreiben. Um einen Anhaltspunkt f�urdie Wahl des Wertes des Abschneideparameters zu bekommen, werden in dem n�achstenAbschnitt zuerst die in den jeweiligen N�aherungen gemachten Fehler abgesch�atzt.5.1 FehlerbetrachtungenEs werden in diesem Abschnitt die Fehler der Gr�o�en I 0< und I 0> abgesch�atzt. Der Loga-rithmus der Determinante I 0 berechnete sich im vorigen Kapitel durch Integration �uberdie Spur der Heat kernel. Den Fehler �I erh�alt man demnach durch eine entsprechendeIntegration �uber den Fehler der Spur. Diese Integration mu� dabei nat�urlich den jeweiligennoch zu besprechenden Verfahren angepa�t sein.Zuerst soll jedoch die Ordnung in ~�, bis zu der I 0 bekannt ist, bestimmt werden:Die Koe�zienten der Seeley{Entwicklung (Gl. (4.139)) sind bis zur Ordnung ~� bekannt,die Unsicherheiten sind von der Ordnung ~�2. Aufgrund der Symmetrie�uberlegungen (sie-he Seite 105) sind die aus der Spur Tr0 herausgenommenen Eigenwerte bis einschlie�lichOrdnung ~�3 bekannt. Damit sind I 0< und also auch �I< insgesamt mit einem Fehler derOrdnung ~�2 behaftet.Die N�aherungen I 0> f�ur gro�e � kennt man nicht so weit: Der Fehler vierter Ordnungin den Eigenwerten f�uhrt beim Aufsummieren auf einen Fehler nullter Ordnung in I 0> und�I>. Da der numerisch dominierende Beitrag aber von I 0< kommt, wird der konstante135



Term von I 0 trotzdem berechnet. Der exakte Ausdruck des Bands um Null beginnt erstmit der konstanten Ordnung, so da� der Fehler hier wieder von quadratischer Ordnungist. Entwickelt man den relativen Fehler von I 0< nach ~�, so ist erst die vierte Ordnungunsicher. Der Cuto� � l�a�t sich dadurch bis einschlie�lich der quadratischen Ordnungbestimmen, was f�ur die obige Genauigkeit von I 0 ausreichend ist.Schlie�lich bekommt die Gr�o�e I 0 noch einen weiteren Fehler beim Zusammensetzenaus I 0< und I 0>, bedingt durch die Wahl des Cuto�{Verfahrens und des Wertes f�ur denAbschneideparameter � bzw. �. Um diesen Fehler abzusch�atzen werden in Abschnitt 5.7die verschiedenen Cuto�{Verfahren miteinander verglichen.5.1.1 Fehler von I 0<F�ur kleine t{Werte wird die Spur der Heat kernel durch die in Abschnitt 4.3.3 berechneteSeeley{Entwicklung angen�ahert. Dies ist eine asymptotische Reihe in �, welche nach demsechsten Term abgebrochen wird. Der dadurch bedingte Fehler in der zugeh�origen Reihef�ur I wird durch den letzten Koe�zienten O6 abgesch�atzt:�I< � 1(4�)3=2 O69=2 �9=2 : (5.1)Da die Seeley{Reihe aber alterniert, kann es auch sinnvoll sein, den Fehler durch die letztenbeiden Koe�zienten abzusch�atzen:�I< � 1(4�)3=2 � O57=2 �7=2+ O69=2 �9=2� : (5.2)In dem relevanten Bereich f�ur �macht dies numerisch keinen gro�en Unterschied (vgl. Abb.5.1), so da� hier der durch Gleichung (5.1) gegebene Fehler benutzt wird.�I<I< � 100 �0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
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Abbildung 5.1: Der prozentuale, relative Fehler �I<=I< mit �I< nach Gleichung (5.1) (||)und Gleichung (5.2) (� � � � � � ) f�ur ~� = 0:1. 136



Der Fehler l�a�t sich noch genauer absch�atzen, wenn man mit der bei Shanks [77] vor-geschlagenen ek{Transformation den Grenzwert der Seeley{Entwicklung berechnet: VieleReihen sind �Uberlagerungen exponentieller Verl�aufe, deren Basis der Grenzwert (oder beidivergenten Reihen der Antilimes) der Reihe ist. Eine lokale Basis l�a�t sich aus drei be-nachbarten Folgeelementen der urspr�unglichen Reihe durch wiederholtes Anwenden einerek{Transformation berechnen. Dadurch bekommt man eine neue, besser konvergierendeReihe mit zwei Elementen weniger. Diese Transformation l�a�t sich nun so lange anwenden,bis nur noch ein oder zwei Elemente �ubrigbleiben, welche dem Grenzwert der urspr�ungli-chen Reihe sehr nahe kommen.Dieses etwas aufwendige Verfahren soll hier aber nicht durchgef�uhrt werden.5.1.2 Fehler von I 0>Der Fehler von I 0> setzt sich aus den Fehlern der Beitr�age der einzelnen B�ander zusammen.Die Aufsummation der B�ander um Null und um Drei geschah dabei z.B. unter Verwendungder Eulerschen Summenformel Gl. (4.245) unter Vernachl�assigung der Summe �uber die bmf�ur m � 1: �I0> = 1Xm=1 bm4m�(m; 4~�2�) ; (5.3)entsprechend f�ur �I3>. Die einzelnen Summanden sind aber von konstanter Ordnung, alsovon einer Ordnung, welche sowieso schon unsicher ist. Um trotzdem einen Eindruck vonder Gr�o�enordnung des Fehlers zu bekommen, ist �I0> f�ur ~� = 0:1 als prozentualer Fehlerin Abbildung 5.2 gezeigt. Im interessierenden Bereich ist f�ur ~� = 0:1 der Fehler immerkleiner als 0:01% und f�allt also nicht ins Gewicht.�I0>I0> � 100
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Abbildung 5.2: Der durch Vernachl�assigung von �I0> =P1m=1 bm=4m�(m; 4~�2�) gemachte pro-zentuale Fehler in I0> f�ur ~� = 0:1.F�ur den Beitrag der kontinuierlichen Eigenwerte ist mit Gleichung (4.399) die dortberechnete f�uhrende Ordnung in ~� exakt. 137



Wenn man I 0> nur durch I0> ann�ahert, so k�onnen die Beitr�age der anderen B�ander I3>und Ik> als Fehler von I 0> angesehen werden.5.2 Methode des scharfen Cuto�sDas Abschneiden mittels scharfem Cuto� ist ein erstes Verfahren, um den Logarithmus derDeterminante I 0 aus den einzelnen Teilen zusammenzusetzen. Die dahinterstehende Ideeist die folgende: F�ur kleine t ist die Spur der Heat kernel durch die Seeley{Entwicklunggen�ahert worden. Dies ist ungef�ahr bis zu einem Wert t = � g�ultig. I< wird also wie inGleichung (4.158) durch Integration �uber die Spur bis zu einem Wert � berechnet, dasIntegral wird scharf abgeschnitten:I<(�) = � Z �0 dtt 1(4�t)3=2Xn Ontn : (5.4)Dieser Ausdruck ist wieder nur symbolisch zu verstehen und mu�, wie in Abschnitt 4.4geschehen, regularisiert werden. In dem restlichen t{Bereich (t > �) wird die Spur derHeat kernel durch die niedrigsten Eigenwerte approximiert, und man berechnet gem�a�Gleichung (4.240): I 0>(�) = � Z 1� dtt Xi � e�!it� e� o!it � : (5.5)Den Logarithmus der Determinante mit herausgenommenen niedrigsten EigenwertenI 0 (vgl. Gl. (4.23)) bekommt man durch Integration �uber die gesamte t{Achse, also alsSumme von I 0< und I 0>: I 0(�) = I 0<(�) + I 0>(�) : (5.6)Dabei ist I 0 nat�urlich eine Funktion des Abschneideparameters �. Man w�ahlt jetzt � so,da� sich I 0mit � m�oglichst wenig �andert, der Ein
u� des k�unstlichen Cuto�s also m�oglichstgering ist: ����dI 0(�)d� ���� = minimal : (5.7)Eine andere M�oglichkeit � zu bestimmen besteht darin, � so zu w�ahlen, da� derrelative Fehler minimal wird:p(�I<(�))2+ (�I>(�))2I 0(�) = minimal : (5.8)Der Fehler wird dabei nach dem Gau�schen Fehlerfortp
anzungsgesetz berechnet.Die einzelnen, f�ur dieses Verfahren ben�otigten Bausteine sind im vorigen Kapitel be-rechnet worden und k�onnen hier direkt �ubernommen werden.138



Der Beitrag f�ur kleine t steht in Abschnitt 4.4.3 (Gl. (4.187)):I 0< = � 1(4�)3=2 6Xn=1� Onn � 3=2�n�3=2�+ 4
 + log� + 4 log(4�) + 4�(0; 4�)++ ~��4(e�4��1)�+ O(~�2) : (5.9)F�ur I 0> wurden in Abschnitt 4.6 die von den einzelnen B�andern herkommenden Bei-tr�age berechnet: Das aufsummierte Band um Null liefert in Gleichung (4.253) den BeitragI0> = �4�(�1; 4~�2�) + 73Ei(�4~�2�) +O(~�0) ; (5.10)und f�ur das Band um Drei �ndet man (Gl. (4.301))I3> = � 3 + ~�2(3� �2)~�2 �� � 1; (3 + ~�2(3� �2))��++ 13Ei�� (3 + ~�2(3� �2))��+O(�0) +O(~�0) : (5.11)Die kontinuierlichen Eigenwerte ergeben schlie�lich (Gl. (4.399)):Ik> = 1~�2 �3�(�1; 3�)� 43p��(�1=2; 4�)+ 1�p��(1=2;�)� Z 1� dtt2�(pt) e�3t� +O(~�0) :(5.12)Um zu sehen, wie sich die Spur der Heat kernel aus den einzelnen Beitr�agen zusam-mensetzt, sind in Abbildung 5.3 die den einzelnen Beitr�agen entsprechenden Spuren f�ur~� = 0:1 dargestellt.Tr0 t
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Abbildung 5.3: Die durch die einzelnen Beitr�age gegebenen Spuren f�ur ~� = 0:1. Dargestellt sindim einzelnen: Tr0< (� � � � � � ), Tr0>({ { { ), Tr3> (| |), Trk> ({ � { �). Die durchgezogene Kurve istdie Summe Tr0> = Tr0>+Tr3>+Trk>.Tr< ist durch die Seeley{Entwicklung Gl. (4.140) gegeben, gezeichnet wird allerdingsdie Spur Tr0<, bei der die niedrigsten Eigenwerte abgezogen wurden. F�ur die Spuren Tr0>139



und Tr3> sind die Summen, wie eine z.B. im Integral in Gleichung (4.243) vorkommt, nume-risch bis l = 100 aufsummiert worden. Trk> ist die f�uhrende Ordnung aus Gleichung (4.398).Tr0> ist die Summe der drei Beitr�age f�ur gro�es t, Tr0> = Tr0>+Tr3>+Trk>. Sie wirdf�ur gro�e t bereits sehr gut durch Tr0> wiedergegeben, die Eigenwerte um Null dominierenalso das gro�{t{Verhalten. F�ur kleine t stimmen Tr0< und die obige Summe gut �uberein,wie in Abbildung 5.4 noch einmal vergr�o�ert dargestellt ist.Tr0
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Abbildung 5.4: Die beiden N�aherungen f�ur die Spur Tr0<(� � � � � � ) und Tr0> (|) f�ur ~� = 0:1.Die Stelle �, bei welcher man von der Klein{t{N�aherung zur Gro�{t{N�aherung �uber-geht, wird man ungef�ahr dort w�ahlen, wo Tr0< und Tr0> sich schneiden. F�ur ~� = 0:1 ist diesbei � � 1:2. Dies ist auch ungef�ahr dort, bis wohin Tr0> durch den Beitrag des Bandes umNull gegeben ist.Um zu sehen, wie sich I 0 mit � �andert, sind in Abbildung 5.5 die verschiedenenAnteile der Gr�o�e I 0(�) als Funktion von �, sowie die Summe aller vier Beitr�age I 0 =I 0< + I0> + I3> + Ik> aufgetragen. Diese letzte Kurve zeigt ein Plateau, also einen Bereich,indem sich I 0 mit � kaum �andert und aus dem man � also w�ahlen wird. F�ur ~� = 0:1 gehtdieser Bereich ungef�ahr von � = 0:3 bis � = 2, abh�angig vom gew�ahlten Ma�stab. Erumschlie�t den aus der Spur ermittelten �{Wert.Um den �{Wert nun genau festzulegen, minimiert man als erstes den Betrag derAbleitung von I 0 (vgl. Gl. (5.7)). I 0> ist dabei durch die Summe aller drei Beitr�age gegeben,I 0> = I0> + I3> + Ik>. F�ur ~� = 0:1 �ndet man ein Minimum bei � = 1:22 und damit denWert 1008� 7 f�ur I 0. Diese Werte sind mit den entsprechenden Werten f�ur ~� = 0:05 undden Fehlern von I 0 in der ersten Zeile der Tabelle 5.1 eingetragen.Eine andere, schon erw�ahnte Bestimmungsm�oglichkeit f�ur � besteht in der Minimie-rung des relativen Gau�schen Fehlers, bezogen auf das gesamte I 0 (vgl. Gl. (5.8)). Dieso ermittelten Werte f�ur ~� = 0:1 und ~� = 0:05 sind zum Vergleich in der dritten Zeilein Tabelle 5.1 eingetragen. Die Werte der zweiten und vierten Zeile werden auf Seite 142erkl�art. 140
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Abbildung 5.5: Die verschiedenen Beitr�age zu I0 f�ur ~� = 0:1: I0< (� � � � � � ), I0>({ { { ), I3>( | |),Ik>({ � { �). Die durchgezogene Kurve ist die Summe aller vier Beitr�age I0.~� = 0:1 ~� = 0:05� I 0 �I � I 0 �IdId� minimal (Gl. (5.7)) 1.22 1008 7.2 1.17 4059 13.7ebenso, nach ~� entwickelt 1.29 1009 7.1 1.16 4059 13.2Fehler minimal (Gl. (5.8)) 1.21 1008 11.7 1.32 4063 38.0ebenso, nach ~� entwickelt 1.54 1011 4.0 1.28 4060 39.0Tabelle 5.1: Verschiedene mit dem Verfahren des scharfen Cuto�s ermittelte Werte f�ur � und I 0bei ~� = 0:1 und ~� = 0:05.Die Fehler in den beiden Verfahren wurden dabei unterschiedlich berechnet. Da bei I 0>die Beitr�age aller Eigenwerte mitgenommen wurden und der in der Eulerschen Summen-formel vernachl�assigte Term von konstanter Ordnung ist, also von einer Ordnung, welchesowieso schon unsicher ist, ist der bei der Ermittlung von � aus dem Plateau angegebeneFehler gleich �I<. Um aber bei der Fehlerminimierung f�ur gro�e � wieder einen Anstiegim Fehler zu bekommen, wurde in diesem Verfahren �I> = Ik> + I3> gesetzt. Dies er-kl�art die unterschiedliche Gr�o�e der Fehler in der Tabelle. Trotzdem unterscheiden sichdie �{Werte kaum, die Werte f�ur I 0 stimmen bis auf 0:3% �uberein. Die Bestimmung vonI 0 scheint also recht unemp�ndlich zu sein.Um einen Ausdruck f�ur I 0 als Funktion von ~� zu bekommen, entwickelt man dieAusdr�ucke f�ur I 0< und I 0> nach Potenzen von ~�. Der numerische Unterschied zu den nicht-entwickelten Ausdr�ucken f�ur die einzelnen I 0 ist, wie bereits erw�ahnt, verschwindend ge-ring. Man bekommt so f�ur I 0(~�) = I 0<(~�) + I0>(~�) + I3>(~�) + Ik>(~�) eine Reihe in ~� mit�{abh�angigen Koe�zienten, deren Ableitungen nach � man dem Betrag nach minimierenmu�. Multiplizieren der Ableitung mit ~�2 liefert einen analytischen Ausdruck. � setzt manjetzt als Potenzreihe in p~� an:� = a + bp~� + c~� + dp~�3 + e~�2 +O(~�5=2) : (5.13)141



Dies f�uhrt f�ur die Ableitung von I 0 auf eine Potenzreihe in p~�. Da Null der kleinste Wertist, den der Betrag annehmen kann, setzt man jeden einzelnen Koe�zienten Null und be-kommt damit ein System gekoppelter Gleichungen, woraus sich sukzessive die Koe�zientenin der Entwicklung von � bestimmen lassen. Man �ndet� = 1:11672+ 17:3175 ~�2+O(~�5=2) (5.14)und damit f�ur I 0:I 0(~�) = 10:158~�2 � �13:6283+ 53 log ~�2� � 3:9541 ~�+ O(~�0) (5.15)mit dem absoluten Fehler�I(~�) = �I<(~�) = 0:052737~�2 � 6:3703+ O(~�0) : (5.16)Die systematische Unsicherheit in konstanter Ordnung kommt aus der Unsicherheit vonI 0>. Wie an Abbildung 5.5 aber zu sehen ist, ist dieser Beitrag numerisch sehr klein. DerZahlenwert des Fehlers ist stark davon abh�angig, wieviele Ordnungen in ~� man mitnimmt,da die Fehlerreihe alterniert.F�ur die zweite M�oglichkeit, � als Funktion von ~� zu bestimmen, minimiert man nachGleichung (5.8) die Wurzel aus der Summe der Quadrate der Fehler von I 0< und I 0>, wobeider letzte Fehler wieder durch die Beitr�age der kontinuierlichen Eigenwerte und des Bandsum Drei gegeben ist, obwohl in I 0> alle drei Beitr�age (I0>; I3>; Ik>) ber�ucksichtigt werden.Die Entwicklung der Ableitung des relativen Fehlers f�uhrt mit einem Ansatz f�ur � miteinem ~�2 log ~�{Term � = a+ b~� + c~�2+ d~�2 log ~� +O(~�3; log ~�2) (5.17)auf eine Potenzreihe in ~� und log ~�, und auch hier lassen sich die Koe�zienten des obi-gen Ansatzes durch Nullsetzen jedes einzelnen Koe�zienten in der Ableitung des Fehlersbestimmen: � = 1:19545� 34:5143 ~�2+ 0:000204517 ~�2 log ~� +O(~�3; log ~�2) : (5.18)Beim Einsetzen in den Ausdruck f�ur I 0 ist der ~�2 log ~�{Term aufgrund des niedrigen Vor-faktors weggelassen worden, und man erh�alt:I 0(~�) = 10:162~�2 � �12:4 + 53 log ~�2�� 3:9665 ~�+ O(~�0) (5.19)mit dem Fehler �I(~�) = 0:12112~�2 � 8:0776+O(~�0) : (5.20)Auch hier tritt wieder das Problem auf, da� die Fehlerreihe alterniert und die Gr�o�edes Fehlers davon abh�angt, wieviele Ordnungen in ~� man mitnimmt. Die aus diesen Ent-wicklungen gewonnenen Werte f�ur ~� = 0:1 und ~� = 0:05 sind f�ur beide Verfahren in derzweiten und vierten Zeile von Tabelle 5.1 eingetragen. Sie unterscheiden sich bis auf denf�ur ~� = 0:1 f�ur das zweite Verfahren angegebenen Fehler praktisch nicht von den anderenWerten. 142



5.3 Scharfer Cuto� mit separiertem Band um NullDer Beitrag des Bands um Null ist f�ur den gesamten t{Bereich exakt bekannt, vgl. Gl. (4.281):I0 = 1:1727005� 53 log ~�2 +O(~�2) : (5.21)Diese Kenntnis kann man ausnutzen, indem man dieses Band abtrennt und f�ur den Ope-rator ohne diese niedrigsten Eigenwerte um Null die entsprechende Gr�o�e I�0 = I 0 � I0nach den im vorigen Abschnitt diskutierten Verfahren berechnet.Dazu braucht man die Seeley{Entwicklung des Operators ohne das Band um Null;man zieht also die in Gleichung (4.293) berechnete Entwicklung des Bands um NullTr0< = 1Xl=1(2l+ 3) e�~�2t l(l+3) = 1Xn=�1 ~Pn(~�)tn (5.22)von der bisherigen Entwicklung Gl. (4.140) ab. Die Koe�zienten lassen sich, wie auf Sei-te 114 beschrieben, berechnen. Um die gew�unschte Reihe zu bekommen, mu� man nocht durch ~�2t substituieren, was dazu f�uhrt, da� der n{te Koe�zient die n{te Potenz von~�2 enth�alt. Im Gegensatz zu Gleichung (4.294) ist diese ~�{Abh�angigkeit hier mit in dieKoe�zienten genommen worden, was in der Notation durch ~Pn gekennzeichnet wird. Dasich I 0 nur bis einschlie�lich der linearen Ordnung in ~� bestimmen l�a�t, ben�otigt man alsonur die ersten beiden, in Gleichung (4.294) angegebenen Koe�zienten:~P�1= 1~�2 ;~P0 = � 53 ;~Pn �~�2n n � 1 : (5.23)Weitere Koe�zienten sind der Vollst�andigkeit halber in Anhang E gegeben.Die zum abgezogenen Band um Null geh�orende Zetafunktion ist bereits in Glei-chung (4.296) berechnet worden:�0< = 1�(z) 1Xn=�1 ~Pnz + n�z+n ; (5.24)ebenso das zugeh�orige I0< als negative Ableitung der Zetafunktion an der Stelle Null(Gl. (4.297)): I0< = 1~�2 1� + 53 log� + 53
 + O(~�2�) + O(~�) : (5.25)Damit lautet der Teil von I 0 f�ur kleine t nun:I�0< = I 0< � I0< = � 1(4�)3=2 6Xn=1� Onn� 3=2�n�3=2�� 1~�2� � 23 log� + 73
 ++ 4 log(4�) + 4�(0; 4�)+ ~�(4 e�4��1)) +O(~�2) : (5.26)143



Sch�atzt man auch hier den Fehler wieder durch den letzten Koe�zienten ab, so �andertsich gegen�uber �I 0< aus dem vorigen Abschnitt nichts, da die h�oheren ~Pi von mindestensquadratischer Ordnung in ~� sind. Damit ist der Anteil f�ur kleine t bestimmt.Die N�aherung I�0> f�ur gro�e t ist jetzt durch das Band um Drei und die kontinuierlichenEigenwerte gegeben.Der Cuto� � wird wie im vorigen Kapitel festgelegt: Sucht man nach einem Plateau,so �ndet man f�ur ~� = 0:1 bei � = 0:88 den Wert I 0 = 1028� 21:3. Minimiert man denrelativen Fehler, so erh�alt man auch hier f�ur ~� = 0:1 mit I 0 = 1022� 21:7 (� = 0:84) einenzum vorigen Kapitel vergleichbaren Wert. Dabei ist in I 0 beidemal das separierte Band umNull (Gl. (5.21)) wieder dazugez�ahlt worden. Einen Vergleich der f�ur ~� = 0:1 und ~� = 0:05nach den verschiedenen Verfahren als Funktion von ~� gefundenen Werte zeigt Tabelle 5.2auf Seite 152.Mit denselben Potenzreihenans�atzen f�ur � wie vorne und eventueller Multiplikationmit ~�2 bekommt man auch in diesem Verfahren analytische Ausdr�ucke f�ur I 0 als Funktionvon ~�. Aus der Forderung der Konstanz von I 0 folgt:� = 1:11672� 24:124 ~�2+ O(~�3) (5.27)und, nachdem man f�ur I 0 den Beitrag des Bands um Null Gl. (5.21) wieder dazugez�ahlthat: I 0 = 10:158~�2 + �5:24858� 53 log ~�2� � 3:9541 ~�+ O(~�0) (5.28)mit dem Fehler �I = 0:13188~�2 + 8:1375+ O(~�0) : (5.29)Aus der Minimierung des Gau�schen Fehlers folgt� = 1:20772� 36:5305 ~�2+ O(~�3) ;I 0 = 10:1629~�2 + �4:434� 53 log ~�2�� 3:96808 ~�+O(~�0) ;�I = 0:12455~�2 + 9:2313+O(~�0) : (5.30)Diese Ausdr�ucke sind zusammen mit denen des vorigen Kapitels, multipliziert mit ~�2, inAbbildung 5.6 aufgetragen. Au�erdem ist der durch die Fehler gegebene G�ultigkeitsbereicheingezeichnet.F�ur kleine ~�{Werte stimmen die Ausdr�ucke gut �uberein, auch die Fehler sind ann�aherndgleich gro�. Dies ist nicht verwunderlich, denn im Prinzip sind dieselben Terme f�ur I0<, dieim vorigen Kapitel zum Band um Null gez�ahlt wurden, hier bei der Seeley{Entwicklungber�ucksichtigt worden, so da� sich die beiden Verfahren nur dadurch unterscheiden, inwelchem Ausdruck die entsprechenden Terme mitgenommen werden. Der Anstieg in dem144
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Abbildung 5.6: Die nach den verschiedenen Verfahren erhaltenen Ausdr�ucke f�ur I0, multipliziertmit ~�2, als Funktion von ~�: Minimierung von jdI0d� j (||), Minimierung des Fehlers (� � � � � � ) undsepariertes Band um Null (aus Plateau) ({ { {). Aufgetragen sind der berechnete Wert und diedurch den Fehler gegebenen Grenzen.Ausdruck mit dem herausgenommenen Band um Null erkl�art sich durch das andere Vor-zeichen in dem konstanten Term, also durch einen Unterschied in einer mit einer syste-matischen Unsicherheit behafteten Ordnung. Durch Multiplikation mit ~�2 wird der E�ektso sichtbar. Theoretisch l�a�t sich auch das im ganzen Bereich bekannte Band um Drei(Gl. (4.313)) noch abspalten, doch ist auch dies nur ein Verschieben der Terme und d�urftekeine neuen Ergebnisse liefern.5.4 Massencuto�Im Gegensatz zu den Verfahren des vorigen Kapitels, wo die Bereiche f�ur die beiden N�ahe-rungen durch einen scharfen Cuto� getrennt waren, soll nun die Seeley{Entwicklung f�urkleine t kontinuierlich abgeschnitten werden. Dieses Verfahren ist z.B. bei Carson [57]beschrieben. In dem Integral �uber die Spur wird �uber die gesamte positive Halbachseintegriert, der Bereich gro�er t wird allerdings durch Einf�uhren einer k�unstlichen Masseexponentiell unterdr�uckt:I(�) = � Z 10 dtt e��t 1(4�t)3=2Xn hn(�)tn : (5.31)Um dies wieder auszugleichen wird der inverse Faktor mit in die Seeley{Entwicklung ge-nommen, die Koe�zienten sind jetzt also massenabh�angig:1(4�t)3=2Xn hn(�)tn = Tr�e�t(e�Mt� e� oMt)� = 1(4�t)3=2Xn Ontn e�t : (5.32)Durch das Abbrechen der Seeley{Entwicklung nach einer endlichen Zahl von Termen mul-tipliziert man e�ektiv mit der in Abbildung 5.7 f�ur eine Einheitsmasse dargestellten Ab-schneidefunktion. 145
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Abbildung 5.7: Die Abschneidefunktion des Massencuto�s mit � = 1 bei einer Seeley{Entwicklung mit sechs Koe�zienten: e�tP6n=1 tn=n! .Die neuen, massenabh�angigen Koe�zienten bekommt man durch Multiplikation derbisherigen Seeley{Entwicklung mit der Entwicklung von e�t. Dabei liefern die abgezoge-nen Eigenwerte (Nullmoden, negativer Eigenwert und die niedrigsten Eigenwerte von oM)zus�atzlich zu den Koe�zienten in Gleichung (5.32) ganzzahlige t{Potenzen mit Koe�zien-ten gn. Sie werden soweit entwickelt, wie die halbzahligen t{Potenzen aufgrund der Seeley{Entwicklung bekannt sind, man bekommt also eine halbe t{Potenz mehr oder weniger alsin der Seeley{Entwicklung, je nachdem, ob man den f�unften Koe�zienten g5 mitnimmtoder nicht. Die Ergebnisse unterscheiden sich in beiden F�allen nicht wesentlich, die oh-ne den f�unften Koe�zienten gewonnenen Werte sind etwas kleiner als die anderen. DieKoe�zienten der ganzzahligen t{Potenzen gn sind zusammen mit den massenabh�angigenKoe�zienten der halbzahligen t{Potenzen hn im Anhang E angegeben. Die Entwicklungder Spur lautet also:Tr�< = Tr0�e�t(e�Mt� e� oMt)� � 1(4�t)3=2 6Xn=1 hntn + 5Xn=1 gntn : (5.33)Analog zu Abschnitt 4.4.3 l�a�t sich I 0 als negative Ableitung der Zetafunktion an der StelleNull berechnen:I 0(�) = � ddz�(z)����z=0 = �( 1(4�)3=2 6Xn=1 hn�n�3=2�(n� 3=2) + 5Xn=1 gn�n�(n)) : (5.34)Die noch zu bestimmende k�unstliche Masse � wird in der Gr�o�enordnung des rezipro-ken Wertes t liegen, bis zu dem die Seeley{Entwicklung zuverl�assig ist. Sie wird wieder sogew�ahlt werden, da� sich I 0(�) mit � m�oglichst wenig �andert, also so, da� der Betrag derAbleitung minimal wird: ����dI 0d� ���� = minimal : (5.35)146
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Abbildung 5.8: Das nach dem Verfahren des Massencuto�s berechnete I 0(�) als Funktion derk�unstlichen Masse � f�ur ~� = 0:1.F�ur ~� = 0:1 ist I 0(�) in Abbildung 5.8 gezeichnet. Man erkennt ein Minimum f�ur� = 2:57, woraus mit I 0 = 1047 ein mit den anderen Verfahren ziemlich vertr�aglicher Wertfolgt. F�ur ~� = 0:05 erh�alt man die Werte � = 2:55 und I 0 = 4206.Um I 0 als Funktion von ~� zu erhalten, macht man auch hier wieder einen Potenzrei-henansatz f�ur die k�unstliche Masse:� = a+ b~� + c~�2 + O(~�3) (5.36)und setzt ihn in die mit ~�2 multiplizierte Entwicklung f�ur I 0 ein. Durch Nullsetzen jedesKoe�zienten in der Entwicklung der Ableitung von I 0 nach � lassen sich die Koe�zientendes Abschneideparameters bestimmen:� = 2:53932+ 2:65943 ~�2+ O(~�3) : (5.37)Dies f�uhrt f�ur I 0 auf den AusdruckI 0(~�) = 10:5303~�2 � 6:0292� 4:25191 ~�+O(~�2) : (5.38)Da hier nur die bis inklusive der linearen Ordnung bekannte Seeley{Entwicklung eingeht,hat die so bestimmte Gr�o�e I 0(~�) eine Unsicherheit in quadratischer Ordnung.Die Bestimmung des methodischen Fehlers gestaltet sich hier schwieriger. Den Fehler,der durch das Abbrechen der Seeley{Reihe entsteht, k�onnte man wieder durch die letztenKoe�zienten absch�atzen:�I � � 1(4�)3=2 h6�9=2�(9=2) + g5�5�(5)� : (5.39)Dieser Ausdruck verschwindet allerdings bei der vorne bestimmten Abschneidemasse undkann somit nicht zur Fehlerbestimmung verwendet werden. Eine andere M�oglichkeit, den147



Fehler zu bestimmen, bedient sich der schon vorne (S. 137) erw�ahnten Transformations-methode nach Shanks zur Bestimmung des Grenzwertes einer Folge: Au�er dem in Glei-chung (5.38) ermittelten Wert f�ur I 0 bekommt man zwei weitere Elemente der hier zubetrachtenden Folge, wenn man in beiden Summen in Gleichung (5.33) die letzen, bzw.die letzten beiden Koe�zienten wegl�a�t. Der Fehler bestimmt sich dann aus der Di�erenzzwischen dem daraus nach Shanks ermitteltem Grenzwert und dem Ausdruck f�ur I 0 mitallen Koe�zienten (Gl. (5.38)) zu�I(~�) = 0:067~�2 + 3:2504� 11:8043 ~�+ O(~�2) : (5.40)Durch das negative Vorzeichen in der letzten Ordnung wird der Fehler bei Ber�ucksichtigungaller Ordnungen in ~� wieder etwas kleiner. In Tabelle 5.2 auf Seite 152 ist deshalb der Fehlernur inklusive der konstanten Ordnung eingetragen.5.5 Massencuto� mit separierten B�andernDas im vorigen Abschnitt beschriebene Verfahren des Massencuto�s ber�ucksichtigt nur dieN�aherung f�ur kleine t. Da man aber die niedrigsten Eigenwerte inklusive der konstantenOrdnung exakt kennt, wird man auch diese Information nutzen wollen. Dies kann manz.B. tun, indem man auch hier wieder das Band um Null oder beide B�ander um Nullund um Drei abspaltet und das Verfahren des Massencuto�s auf den restlichen Operatoranwendet, was jetzt beschrieben werden soll.Die Seeley{Entwicklung des Operators, bei dem das Band um Null abgezogen wurde,ist bereits in Abschnitt 5.3 berechnet worden (Gl. (5.26)). Durch Multiplikation mit e�terh�alt man daraus die hier ben�otigte Seeley{Entwicklung mit massenabh�angigen Koe�-zienten. Sie enth�alt wieder halbzahlige t{Potenzen mit Koe�zienten hn und ganzzahliget{Potenzen mit Koe�zienten g0n:e�t �Tr<�Tr0<� = e�t( 1(4�t)3=2 6Xn=1Ontn � 3� et2~�2 +4 e� o!0t� 5Xn=�1 ~Pntn)= 1(4�t)3=2 6Xn=1 hntn + 5Xn=�1 g0ntn : (5.41)Die neuen Koe�zienten g0n sind ebenfalls in Anhang E angegeben. Die Koe�zienten hnbleiben unver�andert, da in der Entwicklung des Bands um Null nur ganzzahlige t{Potenzenauftreten.Nimmt man auch die Entwicklung des Bands um Drei noch heraus, so erh�alt manf�ur die Entwicklung der Spur dieselbe Form mit wieder anderen Koe�zienten g00n. DieEntwicklung des Bands um DreiTr3< = e�3t 1Xl=0(2l+ 1) e�~�2t[l(l+1)+3��2] = 1Xn=�1Rntn (5.42)148



berechnet man analog zu Gleichung (4.293). Ihre Koe�zienten sind ebenfalls in Anhang Ezu �nden. Auch diese Entwicklung hat nur ganzzahlige t{Potenzen, so da� die hn wiederunver�andert bleiben:e�t �Tr<�Tr0<�Tr3<�=e�t( 1(4�t)3=2 6Xn=1Ontn � 3� et2~�2 +4 e� o!0t� 5Xn=�1( ~Pn +Rn)tn)= 1(4�t)3=2 6Xn=1 hntn + 5Xn=�1 g00ntn : (5.43)Aus der Entwicklung der Spur kann man jetzt auf die �ubliche Weise f�ur beide F�alledie Zetafunktion�(z) = 1�(z) 1(4�)3=2 6Xn=1 hn�z+n�3=2�(z + n � 3=2) ++ ~g�1�z�1(z � 1) + ~g0�z + 1�(z) 5Xn=1 ~gn�z+n �(z + n) (5.44)und I 0(�) als negative Ableitung an der Stelle Null berechnen:I 0(�) = �( 1(4�)3=2 6Xn=1 hn�n�3=2�(n � 3=2) + ~g�1�� log �� ��� ~g0 log�+ 5Xn=1 ~gn�n�(n)) :(5.45)Die ~gn stehen dabei je nach Entwicklung f�ur die Koe�zienten g0n oder g00n.I 0(�; ~�) in Abh�angigkeit von ~� bekommt man wieder durch Entwickeln von ~�2I 0(�; ~�)nach Potenzen von ~�, Einsetzen eines Potenzreihenansatzes f�ur die k�unstliche Masse� = a+ b~� + c~�2 + O(~�3) (5.46)und Minimieren des Betrags der Ableitung jdI 0d� j.So �ndet man f�ur I 0(~�), wenn man den Massencuto� auf den Operator ohne das Bandum Null anwendet und anschlie�end f�ur I0(~�) den Ausdruck aus Gleichung (5.21) addiert:I 0(~�) = 10:037~�2 � 7:97952� 53 log ~�2 � 4~� + O(~�2) (5.47)bei folgendem Ausdruck f�ur �:� = 4:02023+ 24:6059 ~�2+ O(~�3) : (5.48)Der Fehler berechnet sich wie bei dem Massencuto� des vorigen Kapitels mit Hilfe derTransformation von Shanks zu�I(~�) = 0:0015404~�2 � 0:0835951� 0:795176 ~�+ O(~�2) : (5.49)149



Behandelt man beide B�ander, n�amlich das Band um Null und das durch Gleichung (4.313)gegebene Band um Drei gesondert, so ergibt sich bei einem Abschneideparameter� = 4:02235+ 24:9904 ~�2+ O(~�3) (5.50)f�ur die gesamte Gr�o�e, bei der beide B�ander I0(~�) und I3(~�) wieder hinzuaddiert wurden:I 0(~�) = 10:0371~�2 � 8:31438� 53 log ~�2 � 4 ~�+ O(~�0) (5.51)mit einem Fehler �I(~�) = 0:139012~�2 � 0:397784+O(~�0) : (5.52)Da der f�uhrende Term in dem exakten Ausdruck des Bands um Drei mit 1~�2 geht unddie Unsicherheit in den Eigenwerten in der �ubern�achsten Ordnung liegt, ist hier schon diekonstante Ordnung fehlerbehaftet.Die Werte f�ur ~� = 0:1 und ~� = 0:05 sind zum Vergleich mit den nach den anderenVerfahren ermittelten Werten f�ur I 0 in Tabelle 5.2 angegeben. In beiden F�allen alternierendie Koe�zienten in der Fehlerreihe, so da� die in Tabelle 5.2 angegebenen Fehler wiedernur aus der f�uhrenden Ordnung bestimmt werden. Der Fehler f�ur das separierte Band umNull scheint dabei im Gegensatz zu den anderen Fehlern zu klein zu sein.5.6 Exakter Ausdruck f�ur die f�uhrende OrdnungDa sich auch der Beitrag der kontinuierlichen Eigenwerte durch analytische Fortsetzungim gesamten Bereich in f�uhrender Ordnung exakt ausrechnen l�a�t (Gl. (4.402))Ik = 1~�2 �113 + 3 log(3) + 6 arcsinh� 1p3��+ O(~�0)= 10:2583~�2 + O(~�0) ; (5.53)l�a�t sich mit den Ausdr�ucken f�ur das Band um Null (Gl. (4.281))I0 = 1:1727005� 53 log ~�2 +O(~�2) (5.54)und dem Band um Drei (Gl. (4.314))I3 = �� 3~�2 + 83 � �2� log �3 + ~�2(3� �2)�+ � 3~�2 + 83 � �2�+O(~�0)= 3� 3 log 3~�2 � 1 + 8 log 3� 3�2 log 33 + O(~�0) (5.55)die f�uhrende Ordnung auch exakt angeben. Man �ndetI 0 = 9:96246~�2 � 53 log ~�2 + 8:7526+ O(~�0) (5.56)in �Ubereinstimmung mit den vorigen Ergebnissen f�ur die zusammengesetzte Determinante.Die angegebene Unsicherheit nullter Ordnung kommt aus dem Beitrag der kontinuierlichenEigenwerte und der Eigenwerte um Drei. 150



5.7 Vergleich der verschiedenen VerfahrenDie in den vorigen Abschnitten erhaltenen Funktionen I 0(~�) sind einander ziemlich �ahn-lich. Dies wird in Abbildung 5.9 verdeutlicht. Hier sind die nach dem scharfen Cuto�,dem scharfen Cuto� mit herausgenommenen B�andern, dem Massencuto� und dem Mas-sencuto� mit herausgenommenen B�andern erhaltenen Ausdr�ucke und die exakte f�uhrendeOrdnung f�ur I 0(~�) multipliziert mit ~�2 gegen ~� aufgetragen. Bei der Methode des scharfenCuto�s mit und ohne herausgenommenem Band um Null wurde dabei der aus dem Pla-teau von I 0 bestimmte Wert gew�ahlt. Wie schon in Abbildung 5.6 zu sehen ist, steigt dasResultat des scharfen Cuto�s mit separiertem Band um Null mit wachsendem ~� an, dader konstante Term in der Entwicklung f�ur I 0 ein anderes Vorzeichen hat. Bei der exaktenf�uhrenden Ordnung in Gleichung (5.56) fehlt die konstante Ordnung ganz, dieser Ausdruckist daher also nicht mit den anderen vergleichbar.I 0 ~�
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Abbildung 5.9: Vergleich der verschiedenen Ausdr�ucke f�ur ~�2I(~�). Aufgetragen sind die nach demscharfen Cuto� (| |), dem scharfen Cuto� mit separiertem Band um Null ({ { {), dem Massen-cuto� (� � � � � � ) und dem Massencuto� mit herausgenommenen B�andern ((0) { � {, (0+3){�� { �� {)erhaltenen, mit ~�2 multiplizierten Ergebnisse gegen ~�. Die durchgezogene Kurve ist die exaktef�uhrende Ordnung aus Gleichung (5.56) inklusive des Logarithmus{Terms multipliziert mit ~�2.F�ur die ~�{Werte 0:1 und 0:05 sind die nach den besprochenen Verfahren gewonnenenWerte f�ur I 0 mit ihren Fehlern in Tabelle 5.2 zusammengefa�t.Sowohl in der Abbildung als auch in der Tabelle sieht man, da� die Ergebnisse aus demreinen Massencuto� deutlich oberhalb der anderen liegen, w�ahrend die Ergebnisse beimMassencuto� mit herausgenommenen B�andern gut zueinander und f�ur kleine ~�{Werteauch gut zu dem scharfen Cuto� passen.Um abzusch�atzen, welches Verfahren am zuverl�assigsten ist, werden nach allen bespro-chenen Verfahren jetzt zwei Determinanten berechnet, welche exakt bekannt sind. Zumeinen ist dies die Determinante der endlichen Matrix ( 3 00 10 ). Die Entwicklung der Spur f�ur151



~� = 0:1 ~� = 0:05I �I I �If�uhrende Ordnung exakt 1012.67 - 4003.72 -scharfer Cuto� 1008 7.2 4059 13.7scharfer Cuto�, Band um 0 separat 1028 21.3 4078 60.9Massencuto� 1047 10.0 4209 30.0Massencuto�, Band um 0 separat 1003 0.15 4017 0.61Massencuto�, B�ander um 0 und um 3 separat 1003 13.9 4016 55.6Tabelle 5.2: Die mit den verschiedenen Verfahren ermittelten Werte f�ur I 0 bei ~� = 0:1 und~� = 0:05.kleine t lautetTr< (exp [� ( 3 00 10 ) t]) = e�3t+e�10t � 2� 13t+ 1092 t2 � 10276 t3 : (5.57)F�ur gro�e t wird die Spur durch den kleinsten Eigenwert angen�ahert:Tr> (exp [� ( 3 00 10 ) t]) = e�3t : (5.58)Als Beispiel einer Determinante eines unendlich dimensionalen Operators wird dieDeterminante des eindimensionalen harmonischen Oszillators abz�uglich der Nullpunkts-energie, welcher als Eigenwerte also die nat�urlichen Zahlen besitzt, berechnet. Bildet manauch hier wieder die zugeh�orige Zetafunktion als Integral �uber die Spur der exponiertenMatrix, so bekommt man die Riemannsche Zetafunktion:�(z) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 1Xn=1 e�nt = 1Xn=1 1nz = �R(z) : (5.59)F�ur den Logarithmus der Determinante erh�alt man als negative Ableitung der Riemann-schen Zetafunktion an der Stelle Null den Wert logp2� (vgl. Gl. (4.268)):I = � d�Rdz ����z=0 = logp2� : (5.60)Damit ist auch hier der exakte Wert bekannt.Die zugeh�orige Spur l�a�t sich als geometrische Reihe ebenfalls exakt aufsummieren:1Xn=1 e�nt = 1et�1 : (5.61)In ihrer Entwicklung f�ur kleine t tauchen die Bernoullischen Zahlen Bn auf:1et�1 = 1Xn=�1 Bn+1(n+ 1)!tn : (5.62)In der N�aherung der Spur f�ur gro�e t werden nur die vier niedrigsten Eigenwerte mitge-nommen: Tr> = e�t+e�2t+e�3t+e�4t : (5.63)152



( 3 00 10 ) harm. Osz.I � I �exakt 3.4012 0 0.9189 0scharfer Cuto�, �� dId� �� minimal 3.54204 0.0414 0.919049 0.00012scharfer Cuto�, Fehler minimal 3.56589 0.0484 0.919604 0.00072Massencuto� 3.45366 0.015 0.92166 0.0025Massencuto� mit herausgen. Eigenwerten 3.4012 1:3 10�16 0.918931 7:9 10�6Tabelle 5.3: F�ur die Logarithmen zweier exakt bekannter Determinanten sind die nach den ver-schiedenen Verfahren berechneten Werte und deren Abweichungen vom exakten Wert eingetragen.Die Seeley{Entwicklungen werden bei beiden Determinanten bis einschlie�lich der drit-ten Ordnung in t berechnet. In beiden F�allen wird nun in der Methode des scharfen Cuto�s,analog zu Abschnitt 5.2, � durch Minimieren des Betrags der Ableitung von I 0 und durchMinimieren des relativen Fehlers bestimmt. �I< ist dabei durch den n�achsten Koe�zi-enten der Seeley{Entwicklung von I und �I> durch den n�achsten fehlenden Eigenwertgegeben. Durch Multiplikation der Seeley{Entwicklungen mit e�t erh�alt man die f�ur dieMethode des Massencuto�s ben�otigten Entwicklungen. Als separierte Eigenwerte werdenbei der Determinante der endlichen Matrix der Eigenwert 3 und beim harmonischen Os-zillator die ersten vier Eigenwerte, 1; 2; 3 und 4 herausgenommen. Da dies aber jeweils derBeitrag I> im scharfen Cuto� ist, l�a�t sich hier das Verfahren des scharfen Cuto�s mitherausgenommenen B�andern nicht testen. Die erhaltenen Ergebnisse sind zusammen mitden exakten Ergebnissen in Tabelle 5.3 eingetragen. In einer zweiten Spalte ist die relativeAbweichung vom exakten Wert � = jIN�aherung � IexaktjIexakt (5.64)aufgetragen.Demnach scheint der Massencuto� mit den separat behandelten kleinen Eigenwertendas zuverl�assigste Verfahren zu sein. Da� der reine Massencuto� zumindest beim harmo-nischen Oszillator einen gr�o�eren Fehler hat, ist nicht weiter verwunderlich, da hier ja nurdie N�aherung f�ur kleine t, aber keine Information f�ur gro�e t ber�ucksichtigt wird.Die an den Beispieldeterminanten gemachten Beobachtungen bzgl. der G�ute der Ver-fahren passen zu den Ergebnissen f�ur die konkrete Determinante, bei der auch der reineMassencuto� zu gro�e Werte liefert, w�ahrend der Massencuto� mit herausgenommenenB�andern gute Ergebnisse produziert. Ein Vergleich der f�uhrenden Ordnung der Resulta-te (Gl. (5.47) und Gl. (5.51)) in dem Massencuto� mit herausgenommenen B�andern mitdem exakten Ausdruck aus Gleichung (5.56) zeigt gute �Ubereinstimmung innerhalb des inGleichung (5.52) angegebenen Fehlers. Bei den Verfahren des Massencuto�s ist auch erstdie quadratische Ordnung mit einer systematischen Unsicherheit behaftet.F�ur die weiteren Rechnungen soll nun f�ur I 0 der Mittelwert der aus dem Massen-cuto� mit herausgenommenen B�andern gewonnenen Ausdr�ucke Gl. (5.47) und Gl. (5.51)verwendet werden, in dem aber die f�uhrende Ordnung durch den exakten Ausdruck aus153



Gleichung (5.56) ersetzt wird:I 0 = 9:96246~�2 � 53 log ~�2 � 8:114695� 4 ~� +O(~�2) : (5.65)5.8 Erfolglose VerfahrenMan kann nun probieren, sich noch weitere Verfahren zum Zusammensetzen der Determi-nante auszudenken, insbesondere um die Informationen f�ur gro�e t zu verwerten. An Handder endlichen Matrix ( 3 00 10 ) seien hier noch zwei, allerdings nicht praktikable Verfahrenaufgef�uhrt.5.8.1 Zweiseitig kontinuierlicher Cuto�Die Idee bei diesem Verfahren ist, wie beim scharfen Cuto� sowohl die N�aherung f�urkleine t als auch die N�aherung f�ur gro�e t zu benutzen, die Bereiche aber diesmal nichtdurch einen scharfen Schnitt, sondern durch Multiplikation mit der Exponentialfunktione��t bzw. deren Komplement zu 1, n�amlich (1� e��t), zu trennen. Der Exponentialfaktorwird bei der Entwicklung der Spur f�ur kleine t nicht mitentwickelt:Tr< = e��t(2� 13t+ 1092 t2 + � � �) : (5.66)F�ur gro�e t nimmt man wieder nur den kleinsten Eigenwert 3 mit:Tr> = (1� e��t) e�3t : (5.67)Die Zetafunktion l�a�t sich in beiden N�aherungen wie gewohnt berechnen und durch (nega-tives) Ableiten an der Stelle Null erh�alt man die Gr�o�en I< bzw. I>. Sie sind als Funktiondes Abschneideparameters in Abbildung 5.10 zusammen mit dem exakt bekannten Wertdes Logarithmus der Determinante aufgetragen.Der Schnittpunkt der Summe I<+I> mit dem exakten Wert f�ur den Logarithmus derDeterminante ist in keiner Weise ausgezeichnet, es gibt auch sonst keinen ausgezeichnetenPunkt, um den Wert des Parameters � festzulegen. Je nach Anzahl der mitgenommenenKoe�zienten der oszillierenden Reihe f�ur I< wird der wahre Wert von der Entwicklungeventuell gar nicht angenommen.Angewandt auf den singul�aren, eindimensionalen harmonischen Oszillator ohne Null-punktsenergie mit der Determinante p2� (vgl. Abschnitt 5.7) versagt dieses Verfahrenv�ollig, da I< im f�uhrenden Term ĝ�1(� � � log�) eine Divergenz enth�alt, die sich, dadie Koe�zienten nach Konstruktion nicht vom Abschneideparameter � abh�angen, nichtwegheben wird.Der Grund, warum dieses Verfahren nicht funktioniert, wird deutlich, wenn man diehier benutzte Abschneidekurve mit der des Massencuto�s vergleicht (Abb. 5.11): W�ahrenddie Kurve im Massencuto� eine ganze Zeit ungef�ahr den Wert Eins annimmt und in diesem154
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Abbildung 5.10: Die verschiedenen Gr�o�en I< mit drei (� � � � � � ) und vier Koe�zienten (| |),I> ( { { { ), die Summe I< + I> ({ � {) und der exakte Wert (||) im zweiseitig kontinuierlichenCuto�.Bereich die Seeley{Entwicklung also komplett mitgenommen wird, f�allt der kontinuierli-che Cuto� sofort steil ab. Durch Variation des Cuto�parameters ver�andert man lediglichdie Steilheit, scha�t aber auch keinen Bereich, indem die Abschneidefunktion ungef�ahrEins w�are. Genauso verh�alt es sich f�ur gr�o�ere t: W�ahrend der Massencuto� irgendwannden Wert Null ziemlich erreicht hat, geht der kontinuierliche Cuto� nur sehr langsamasymptotisch gegen Null.
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Abbildung 5.11: Vergleich der hier benutzten Abschneidekurven (|{) mit der des Massen-cuto�s (� � � � � � ).5.8.2 Zweiseitiger Massencuto�Eine andere Idee w�are deshalb, den Bereich f�ur kleine t wie gehabt mit dem Massencuto�abzuschneiden und die N�aherung f�ur gro�e t mit dem Komplement des Massencuto�s zu 1155



zu multiplizieren. Damit ist die Spur f�ur gro�e t, wenn man wieder nur den Eigenwert 3ber�ucksichtigt und bis zur dritten Ordnung in t entwickelt, gegeben durchTr> = �1� e��t �1 + �t + �2t22 + �3t36 �� e�3t : (5.68)Die auf dem �ublichen Weg �uber die Zetafunktion berechneten Gr�o�en I sind zusammenmit dem exakten Wert in Abbildung 5.12 eingetragen.I
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Abbildung 5.12: Die verschiedenen Gr�o�en I<(� � � � � � ), I> ({ { { ), die Summe der beiden (| |)und der exakte Wert (||) im zweiseitigen Massencuto�.Den besten Wert erreicht man immer noch, wenn man I> ganz wegl�a�t, also mitdem in Abschnitt 5.4 beschriebenem reinen Massencuto�. Um das Ergebnis zu verbessernm�u�te I> ein anderes Vorzeichen haben und deutlich kleiner sein. Da der Massencuto� jaauch den Bereich f�ur gro�e t schon ber�ucksichtigt, wird dieser mit dem hier angegebenemVerfahren vielleicht doppelt gez�ahlt.
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Kapitel 6Berechnung der NukleationsrateMan hat jetzt alle Gr�o�en zusammen, um nach Gleichung (2.107) die Nukleationsrate indrei Dimensionen � = � S32��h�3=2 �����0 det0[�@2 + U 00(��)]det[�@2 + U 00(�+)] �����1=2 e�S3=�h (6.1)zu berechnen. Im folgenden wird �h = 1 gesetzt.In Gleichung (4.10) wurde das Verh�altnis der Determinanten auf eine dimensionsloseGr�o�e umgerechnet: det0[�@2 + U 00(��)]det[�@2 + U 00(�+)] = det0Mdet oM � 4m20�u�4 : (6.2)Dabei ist u = 0, wie in Gleichung (4.194) berechnet. Von dem Logarithmus der dimensions-losen Determinante wurden in Gleichung (4.23) die negative Mode und die vier niedrigstenEigenwerte aus oM abgespalten, damit I 0 ein Verh�altnis aus gleich vielen Eigenwerten ist.Wie in Abschnitt 2.6 besprochen ist dabei von dem negativen Eigenwert !00 der Betragzu nehmen: log j!00j det0Mdet oM = log� j!00j( o!0)4� + I 0 : (6.3)Die herausgenommenen dimensionslosen Eigenwerte sind in Gleichung (4.201) und Glei-chung (4.204) durch folgende Ausdr�ucke gegeben:!00 = �2~�2 +O(~�4)o!0 = 4� 4 ~� � 43 ~�2 � 109 ~�3 +O(~�4) ; (6.4)woraus man f�ur das ben�otigte Verh�altnis die Entwicklungj!00jo!40 = ~�2128 + ~�332 + O(~�4) (6.5)bekommt. 157



In dem in Gleichung (5.65) gefundenen Ausdruck f�ur I 0I 0 = 9:96246~�2 � 53 log ~�2 � 8:114695� 4 ~� +O(~�2) (6.6)l�a�t sich der Logarithmus{Term mit der Exponentialfunktion verrechnen und man erh�altschlie�lich f�ur den gesamten Determinantenfaktor in der Gau�schen Integration (Gl. (2.21))den Ausdruck�����0 det0[�@2 + U 00(��)]det[�@2 + U 00(�+)] �����1=2 = � j!00j( o!0)4��1=2 e� 12 I 0 � 4m20�3=2 =~�2=3� 1�2�3=2 8p2�1� 2~� + O(~�2)� exp ��4:98123~�2 + 4:05735+ 2~� +O(~�2)� : (6.7)Das hierin vorkommende � l�a�t sich nach Gleichung (3.34) wieder durch die urspr�ung-lichen Parameter ausdr�ucken: �2 = ��24 = m204 : (6.8)Die Wirkung wurde in Abschnitt 3.3 berechnet (Gl. (3.140)):S3 = 2��2� �89 1~�2 + 2(4� 9�2)81 + O(~�2)� : (6.9)Mit ihr ergibt sich f�ur den nach der Methode der kollektiven Koordinaten aus den Null-moden kommenden Faktor (S3=(2�))3=2 der Wert�S32��3=2 = 1~�3 ��2� �3=2p2 1627 �1 + (4� 9�2)24 ~�2 + O(~�4)� : (6.10)F�ur die �Ubergangsamplitude bekommt man also:� = ~��7=3��2� �3=2 1�3 25627 �1� 2~� +O(~�2)� �� exp ���4:98123+ 2��2� 89� 1~�2 + �4:05735� 2��2� 2(4� 9�2)81 � + 2~� + O(~�2)� :(6.11)Der Zusammenhang zwischen dem dimensionslosen Parameter ~� und den dimensions-behafteten Gr�o�en ist dabei durch Gleichung (3.36) gegeben:~� := 38�2�2 � = 32�4�� = ĝ02m40� : (6.12)Die Parameter � und � lassen sich ebenfalls durch die nackten Gr�o�en m20 und ĝ0 aus-dr�ucken. In Abschnitt 3.1 hat man daf�ur folgende Umrechnungsformeln gefunden:m20 = �2� (Gl. (3.14)) ; (6.13)ĝ0 = 3� (Gl. (3.15)) (6.14)158



bzw. �2 =3m20ĝ0 ; (6.15)� = ĝ03 : (6.16)In diesen Gr�o�en nimmt die �Ubergangsrate dann folgende Gestalt an:� = �� ĝ0m40��7=3 1m30 � ĝ0m0��3=2�163843 21=3p6��1� ĝ0m40� +O(�2)� �� exp ���19:92492+ 2�m0ĝ0 643 � m80ĝ20 1�2 + �4:05735� 2�m0ĝ0 4(4� 9�2)27 �+ ĝ0m40�� :(6.17)Diese Nukleationsrate mu� noch renormiert werden. Dazu wird ein Renormierungs-schema in Termen der nackten Vertexfunktionen �(n;l)0 (fp; qg;m0; g0) mit fp; qg =fp1; : : : ; pn; q1; : : : ; qlg eingef�uhrt, welche durch Legendre- und Fourier{Transformationenaus den Erwartungswerten des nackten Feldes � entstehen:D�(x1) : : :�(xn)12�2(y1) : : : 12�2(yl)Ec : (6.18)Das Verhalten des Propagators f�ur kleine Impulse��(2;0)0 (p;m0; g0) = 1Z�m2R + p2 + O(p4)� (6.19)legt folgende De�nition f�ur die renormierte Masse nahe:m2R = �(2;0)0 (p)@2@p2�(2;0)0 (p)������p2=0 = �Z � �(2;0)0 (0;m0; g0) : (6.20)Die Wellenfunktionsrenormierungskonstante Z mit�R = Z�1=2� (6.21)ist dabei gegeben durch 1Z = � @�(2;0)0 (p;m0; g0)@p2 �����p2=0 : (6.22)In der hier vorliegenden Phase gebrochener Symmetrie l�a�t sich die renormierte Kopplungdurch den Vakuumserwartungswert v des Feldesv = �+ h'i mit �2 = 3m20ĝ0 (6.23)de�nieren. Daraus bekommt man den renormierten VakuumserwartungswertvR = vZ1=2 ; (6.24)159



mit dessen Hilfe man die renormierte KopplungĝR := 3m2Rv2R (6.25)de�niert. Die Gr�o�e uR = ĝRmR (6.26)entspricht einer dimensionslosen renormierten Kopplung, welche im hier als Entwicklungs-parameter dienen soll.Das hier benutzte Renormierungsschema l�a�t sich durch den folgenden Satz von Re-normierungsbedingungen zusammenfassen:�(2;0)R (0;mR; uR) = �m2R@@p2�(2;0)R (p;mR; uR)����p2=0 = �13m2Rv2R = ĝR�(2;1)R (f0; 0g;mR; uR) = �1 (6.27)Der Zusammenhang zwischen den renormierten und den nackten Gr�o�en ist dann in1{loop Ordnung durch folgende Gleichungen gegeben [78]:m20 = m2R�1� 364�uR +O(u2R)� ;ĝ0 = ĝR�1 + 732�uR + O(u2R)� ;u0 = uR�1 + 31128�uR + O(u2R)� ;Z = 1� 164�uR + O(u2R) ;� = Z�1=2�R = �R�1 + 1128�uR +O(u2R)� : (6.28)Wie bereits in Abschnitt 4.4.2 gesehen, sind in drei Dimensionen die Korrekturterme trotzvorhandener UV{Divergenzen endlich.Eingesetzt in Gleichung (6.17) bekommt man die renormierte �Ubergangsrate bis zur1{loop Ordnung:�R = ��R uRm3R��7=3 u�3=2Rm3R �1638427 21=3p6��1� � 799768� + 1m3R �R�uR + O(u2R) + O(�2R)� �exp ��� 2�uR 643 � 7:40841+ O(uR)� m6Ru2R 1�2R + �4:05735� 2�uR 4(4� 9�2)27 �+ uRm3R �R + O(�2R)� :(6.29)160



Kapitel 7ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurde die Nukleationsrate f�ur Phasen�uberg�ange erster Ordnung, wiesie z.B. im fr�uhen Universum auftreten, in einer in der f�uhrenden Ordnung mit der Thinwall approximation �ubereinstimmenden Entwicklung berechnet und anhand der darin vor-kommenden Fluktuationsdeterminante die Methode zur Berechnung von Determinantenuntersucht.Das hier zugrunde liegende Modell ist ein asymmetrisches Doppelmulden{Potentialmit einer Potentialdi�erenz ~� zwischen den Minima, nach der alle Gr�o�en im Rahmender oben erw�ahnten N�aherung entwickelt wurden. So wurden die auch Bounce{L�osunggenannte L�osung der Feldgleichung, welche das kritische Tr�opfchen beschreibt, und ihreWirkung als Potenzreihe in ~� bestimmt. Der Schwerpunkt der Arbeit liegt aber in der Be-rechnung der ebenfalls in der �Ubergangsrate vorkommenden Fluktuationsdeterminante.Ihr Logarithmus wurde in der Schwingerschen Eigenzeitdarstellung in einen hoch- undeinen niederfrequenten Anteil aufgespalten. F�ur den hochfrequenten Anteil wurden die er-sten sechs Koe�zienten der Seeley{Entwicklung berechnet. Der niederfrequente Anteil istdurch die niedrigsten Eigenwerte des Fluktuationsoperators gegeben, welche st�orungstheo-retisch bis zur zweiten Ordnung in ~� berechnet werden konnten. Man �ndet zwei "B�ander\um die in nullter Ordnung diskreten Eigenwerte Null und Drei und ein kontinuierlichesSpektrum, von dem man allerdings nur die f�uhrende Ordnung kennt. Die Beitr�age derEigenwerte lie�en sich auch in dem gesamten Frequenzbereich aufsummieren, so da� dief�uhrende Ordnung der Determinante exakt bekannt ist.Die N�aherungen der Determinante in den beiden Frequenzbereichen wurden nun aufverschiedene Weise zusammengesetzt und dabei die Methodik zur Berechnung einer Deter-minante untersucht. Die beiden Bereiche k�onnen mit einem scharfen Cuto� getrennt oderdie Hochfrequenzn�aherung durch Einf�uhren einer k�unstlichen Masse kontinuierlich abge-schnitten werden. Bei beiden Verfahren besteht au�erdem die M�oglichkeit, die niedrigstenB�ander aus den N�aherungen auszunehmen und deren exakte aufsummierte Werte nachdem Zusammensetzen der �ubrigen Determinante wieder hinzuzuaddieren. Ein Vergleichdieser Verfahren bei der zu untersuchenden und bei zwei exakt bekannten Determinantenzeigte, da� die durch den reinen Massencuto� berechneten Werte in allen F�allen etwas161



zu gro� sind. Am zuverl�assigsten erschien das Verfahren des Massencuto�s, in dem dieniedrigsten B�ander separat behandelt werden.Insgesamt zeigen die nach den verschiedenen Verfahren erhaltenen Ergebnisse aber un-tereinander und mit dem unabh�angig davon berechnetem exakten Ergebnis f�ur die f�uhren-de Ordnung gute �Ubereinstimmung. Die ebenfalls unabh�angig voneinander berechnetenN�aherungen f�ur hohe und niedrige Frequenzen f�ur die Spur der Heat kernel schneiden sichund lassen sich glatt zusammenf�ugen.Mit den berechneten Gr�o�en bekommt man schlie�lich f�ur die gesuchte Nukleations-rate eine St�orungsreihe in ~� von der Form�(~�) = A(~�) e�S(~�) :Eine interessante Aufgabe w�are es sicherlich noch, die f�ur dieses Modell gefundene�Ubergangsrate numerisch durch Computersimulationen zu �uberpr�ufen. Die hier entwickelteMethodik zur Berechnung der Determinante l�a�t sich auch auf realistischere Theorien, wieden elektroschwachen Phasen�ubergang oder den Con�nement{Decon�nement{�Uberganganwenden.
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Anhang ADie Existenz genau einernegativen ModeIn diesem Anhang soll f�ur beliebige Dimension D gezeigt werden, da� die zweite Ableitungder Wirkung genau eine Eigenfunktion q0 mit negativem Eigenwert �0 hat. Der Beweisstammt von Coleman [51] und soll hier nur skizziert werden. Die Existenz �uberhaupteiner negativen Mode ist bereits in Abschnitt 2.5.2 gezeigt worden. Das Vorhandenseinzweier negativer Moden f�uhrt zum Widerspruch, wie man durch Betrachtung geeigneterFunktionale zeigen kann:Aus der WKB{Theorie wei� man, da� das System entlang des Weges mit dem gering-sten Widerstand durch die Barriere tunnelt. Das zugeh�orige WirkungsfunktionalSWKB[q(l)] = Z dlp2U(q(l)) (A.1)hat also ein echtes Minimum f�ur �q, dem Weg, auf dem das System tunnelt:�2SWKB���q(l) � 0 : (A.2)Aus dem Pfadintegralformalismus wei� man andererseits, da� die Tunnell�osung die Bounce{L�osung ist (vgl. Abb. 2.6) und der zugeh�orige Fluktuationsoperator aber (mindestens) einenegative Mode hat.Beide Prinzipien sind in einer Art und Weise zueinander �aquivalent, wie das Hamil-tonsche Prinzip zum Jacobi{Prinzip. Formal �au�ert sich das wie folgt: Man de�niert einweiteres Funktional SPI[q(t)] = Z dtL( _q(t); q(t)) (A.3)f�ur Bewegungen, welche im falschen Minimum beginnen und an einer Stelle enden, an derdas Potential verschwindet. Im Bereich der Integration ist U also �uberall positiv. Da derEndpunkt und das Zeitintervall der Bewegung nicht �xiert sind, sind die Randbedingungenschw�acher als im Hamiltonschen Prinzip, und der station�are Punkt von SPI erf�ullt erst163



recht die Euler{Lagrange{Gleichung (Gl. (2.14)). Jede Bewegung q(t) l�a�t sich nun aufeinen Weg q(l) abbilden. In Termen von q(l) und dl=dt ausgedr�uckt l�a�t sich SPI schreibenals SPI = Z dl �12 dldt + U dtdl� : (A.4)Den station�aren Punkt bekommt man daraus wegen den nichthamiltonschen Randbedin-gungen ohne Variationsrechnung. F�ur ihn gilt:dldt = p2U : (A.5)Setzt man dies in Gleichung (A.4) ein, so erh�alt manSPI[q(t)] � SWKB[q(l)] : (A.6)Die Gleichheit gilt am station�aren Punkt �q(t). Hierin zeigt sich die oben erw�ahnte �Aqui-valenz. Mit Gleichung (A.2) und Gleichung (A.6) folgt aber sofort:�2SPI���q(t) � 0 : (A.7)Die �Aquivalenz beider Prinzipien, von denen die WKB{Theorie ein echtes Minimumzeigt und alle Abweichungen von dem Tunnelpfad die Wirkung vergr�o�ern, w�ahrend imPfadintegralformalismus Eigenfunktionen mit negativen Eigenwerten vorkommen, welcheRichtungen beschreiben, in denen die Wirkung kleiner wird, f�uhrt o�ensichtlich zu einemParadoxon, was aber durch folgende Tatsache aufgel�ost wird: Nicht alle kleinen Abwei-chungen der Bounce{L�osung k�onnen auf die m�oglichen Tunnelwege abgebildet werden, dasie nicht unbedingt auf der Fl�ache mit U(q) = 0 zur Ruhe kommen, sondern �uber siehinausschie�en bzw. sie eventuell nicht erreichen. G�abe es jetzt zwei Eigenfunktionen mitnegativen Eigenwerten, so k�onnte man durch Linearkombination eine Abweichung bilden,die auf obiger Fl�ache zur Ruhe kommt, was aber zum Widerspruch f�uhrt.Etwas formaler �ndet man diesen Widerspruch wie folgt:Durch Fortsetzung zu positiven Zeiten l�a�t sich immer eine gerade Bounce{L�osung �q(t)konstruieren, welche die gew�ohnliche euklidische Wirkung S = R1�1 L( _q(t); q(t)) dt, be-schr�ankt auf Funktionen, welche im Unendlichen im falschen Vakuum sind, station�armacht. Die Eigenfunktionen zu �2S = � d2dt2 + U 00(�x) k�onnen so gew�ahlt werden, da� sieentweder gerade oder ungerade sind. Aus der Theorie der Schr�odingergleichung wei� man,da� die Eigenfunktion zum niedrigsten Eigenwert q0 eine gerade Funktion sein mu�. Jetztmacht man die Annahme, da� es eine zweite negative Mode q00 g�abe. Dann kann dieseentweder gerade oder ungerade sein. Man macht diesbez�uglich eine Fallunterscheidung:Fall 1: q00 ist gerade. Dann lassen sich Koe�zienten a und b �nden, so da� das Skalar-produkt �a q0(0) + b q00(0)� � rU(�q(0)) = 0 (A.8)164



verschwindet. Damit kann man eine einparametrige Familie von Bewegungen kon-struieren q�(t) = �q(t) + ��aq0(t) + bq00(t)�+O(�2) ; (A.9)so da� die Bewegung f�ur hinreichend kleines � an einer Stelle mit verschwindendemPotential U(q�(0)) = 0 endet, was sich durch Taylorentwicklung zeigen l�a�t. Da q�nach Konstruktion eine gerade Funktion ist, verschwindet die erste Ableitung desPotentials am Ursprung. Die zweite Ableitung ist positiv, so da� q�(t) also ganz indem Bereich mit positivem Potential liegt und SPI f�ur diese Funktion de�niert ist.Aus der Symmetrie von q�(t) folgt dannS[q�(t)] = 2SPI[q�(t)] ; (A.10)und man �ndet weiter d2S[q�(t)]d�2 �����=0 = 2 d2SPI[q�(t)]d�2 �����=0 : (A.11)Dies ist der gesuchte Widerspruch, denn die linke Seite ist negativ, da q0 und q00nach Vorraussetzung Eigenfunktionen mit negativen Eigenwerten sind, w�ahrend dierechte Seite nach Gleichung (A.7) positiv ist.Fall 2: q00 ist ungerade. Dann w�ahlt man die Parameter gem�a� der Bedingung�a _q00(0) + b ��q(0)� � rU(�q(0)) = 0 (A.12)und konstruiert wieder eine einparametrige Familie von Bewegungenq�(t) = �q(t) + ��aq00(t) + b _�q(t)�+ O(�2) : (A.13)�q steht dabei f�ur die Bounce{L�osung, die Ableitung _�q ist eine ungerade Funktionmit dem Eigenwert Null. Auch diese Bewegung Gl. (A.13) endet zum Zeitpunktt = 0 an einem Punkt mit verschwindendem Potential, denn zu diesem Zeitpunktverschwindet die mit � multiplizierte Klammer, und es gilt q�(0) = q0(0) 8�. MitHilfe der Beziehung Gleichung (A.12) kann man auch hier wieder zeigen, da� q�(t)f�ur t � 0 zu der Klasse der Funktionen geh�ort, f�ur die SPI de�niert ist. Da derKoe�zient vor � in Gleichung (A.13) eine ungerade Funktion von t ist, erh�alt manS[q�(t)] = SPI[q�(t)] + SPI[q��(t)] : (A.14)Zweimaliges Ableiten f�uhrt wieder auf Gleichung (A.11) und damit zum Wider-spruch, denn q00 hat nach Vorraussetzung einen negativen Eigenwert und der Eigen-wert von _�q(0) ist Null, w�ahrend die rechte Seite wieder nach Gleichung (A.7) positivist. 165
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Anhang BDie L�osung mit der kleinstenWirkungHier soll jetzt der Beweis aus der Arbeit von Coleman, Glaser und Martin [52] skizziertwerden. Dort wurde gezeigt, da� die sph�arisch symmetrische L�osung, abgesehen von dertrivialen L�osung, diejenige mit der kleinsten Wirkung ist. Eine exakte Formulierung �ndetdie Behauptung in folgendemTheorem: Im D{dimensionalen euklidischen Raum mit D > 2 besitzt die Gleichung4� = U 0(�) (B.1)f�ur jedes zul�assige Potential U mindestens eine nichttriviale, monotone sph�arischeL�osung �, welche im Unendlichen verschwindet. Wenn eine andere L�osung entwedernicht sph�arisch oder nicht monoton ist, hat sie eine echt gr�o�ere Wirkung.Eine L�osung, die im Unendlichen gegen das falsche Minimum geht, bekommt man darausdurch Addition einer Konstanten.Ein Potential U hei�t zul�assig, wenn1. U zweimal stetig di�erenzierbar f�ur alle � ist,2. U(0) = U 0(0) = 0 ist,3. es einen Punkt gibt, f�ur den U negativ wird und4. U 00(0) > 0 undU au�erhalb eines endlichen Intervalls positiv ist.Die ersten drei Forderungen werden gestellt, damit man �uberhaupt eine nichttriviale, imUnendlichen verschwindende L�osung �ndet.167



F�ur jede L�osung von Gleichung (B.1) ist die WirkungS = Z dDx �12 @��@��+ U(�)� = T + V (B.2)station�ar, insbesondere mu� S also unter der bereits in Gleichung (2.98) f�ur positives �angegebenen Skalentransformation��(x) = � (x=�) ; (B.3)T [��(x)] = �D�2 T [�(x)] ; (B.4)V [��(x)] = �D V [�(x)] (B.5)station�ar sein (vgl. Gl. (2.99)): (D � 2) T +DV = 0 ; (B.6)woraus mit S = T + V f�ur jede L�osung von Gleichung (B.1) folgt (vgl. Gl. (2.100))S = 2DT : (B.7)Gesucht ist nun das Minimum der Wirkung S, aber beschr�ankt auf station�are L�osungen.Dieses Problem wird jetzt auf ein echtes Minimierungsproblem, das sogenannte reduzierteProblem zur�uckgef�uhrt.De�nition: Das reduzierte Problem besteht darin, eine Funktion zu �nden, welche imUnendlichen verschwindet und T f�ur ein festes, negatives V minimiert.Wenn man eine L�osung des reduzierten Problems f�ur ein negatives V �nden kann, so kannman daraus durch Skalentransformation eine L�osung f�ur jedes andere negative V �nden.Der Beweis des obigen Theorems teilt sich auf in den Beweis von zwei Hilfs�atzen:Satz A: Wenn eine L�osung des reduzierten Problems existiert, dann ist sie die L�osungvon Gleichung (B.1) mit einer Wirkung kleiner oder gleich der von jeder anderennichttrivialen L�osung von Gleichung (B.1).Beweis: Als erstes wird gezeigt, da� jede L�osung des reduzierten Problems in eine L�osungvon Gleichung (B.1) skalentransformiert werden kann:Eine L�osung des reduzierten Problems ist eine Funktion, welche S� = T + �2Vminimiert, wobei �2 ein Lagrange{Multiplikator ist. In Analogie zu Gleichung (B.6)lautet die Stationarit�atsbedingung hier(D � 2) T [�R] + �2DV [�R] = 0 : (B.8)Da V negativ ist, folgt aus obiger Gleichung, da� �2 positiv ist und man eine skalen-transformierte Funktion �� de�nieren kann, welche eine L�osung von Gleichung (B.1)168



ist. Um dies zu sehen betrachtet man die zu minimierende Wirkung S = T + V f�urdiese skalentransformierte L�osung ��S[��] = �D�2T + �DV : (B.9)Division durch �D�2 f�uhrt auf die Wirkung S�, welche nach Voraussetzung minimalist. Damit ist f�ur die skalentransformierte L�osung des reduzierten Problems �� aberauch die urspr�ungliche Wirkung S = T + V minimal.Als n�achstes wird gezeigt, da� die Wirkung dieser L�osung kleiner oder gleich der-jenigen einer anderen L�osung ist. Sei � dazu eine andere, nichttriviale L�osung vonGleichung (B.1). F�ur nichttriviale L�osungen ist T [�] ungleich Null und V [�] alsonach Gleichung (B.6) negativ. �R sei nun die L�osung des reduzierten Problems mitdemselben Potential V [�R] = V [�] : (B.10)Nach De�nition des reduzierten Problems istT [�R] � T [�] : (B.11)Aus dem Verh�altnis der beiden Stationarit�atsbedingungen Gleichung (B.8) f�ur diereduzierte L�osung �R und Gleichung (B.6) f�ur die andere nichttriviale L�osung �sieht man mit Gleichung (B.11), da� � � 1 sein mu�. F�ur die skalentransformierteL�osung von Gleichung (B.1) �ndet man dannT [��] = �D�2 T [�R] � T [�R] � T [�] (B.12)und also mit Gleichung (B.7) S[��] � S[�] : (B.13)Damit ist Satz A bewiesen.Der andere Hilfssatz lautet:Satz B: Es existiert mindestens eine L�osung des reduzierten Problems. Alle L�osungendes reduzierten Problems sind sph�arisch und monoton.Beweis: Die Existenz einer sph�arisch monotonen L�osung zeigt man durch Konstruktion:Da T ein positives Funktional ist, ist es nach unten beschr�ankt und man kann eineabsteigende Folge von Funktionen �n konstruieren, so da� V [�n] eine feste Zahl istund limn!1 T [�n] = Inf T gilt. Zu zeigen bleibt, da� man eine Teilfolge ausw�ahlenkann, die gegen das Minimum von T konvergiert. Da die �n(x) entweder gr�o�ergleich oder kleiner gleich Null sind f�ur alle n und alle x, kann man das sph�arischeRearrangement �R der Funktion bilden. Der �Ubergang auf sp�arische Koordinatengeschieht durch r = exp(x) : (B.14)169



Die Funktion �R = f exp(�12(D�2)x) ist dann die gesuchte L�osung des reduziertenProblems, denn f�ur sie gilt V [�R] � V [�n] und T [�R] � limn!1 T [�n].Als letztes mu� gezeigt werden, da� es keine nichtsph�arische L�osung des reduzier-ten Problems gibt. Dazu nutzt man aus, da� T f�ur eine beliebige Funktion nurdann gleich seinem sph�arischen Rearrangement ist, wenn die urspr�ungliche Funktionsph�arisch und monoton ist.Damit ist Satz B und also auch das Theorem gezeigt.
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Anhang CIntegraltafelIn diesem Anhang werden ein paar h�au�g gebrauchte Integrale berechnet:1. Integrale des Typs Z 10 r sech2n+1 r sinh r dr = J2n+1 ; n � 0 : (C.1)Diese Integrale sind in der Formelsammlung von Gradstein und Ryshik [71] unterder Nummer 3.527.11 zu �nden:J2n+1 = p�4n �(n)�(n+ 1=2) : (C.2)2. Integrale des TypsZ 10 r sech2n+1 r sinh2m+1 r dr = H2n+1;2m+1 ; n > m � 0 : (C.3)F�ur diese Integrale l�a�t sich mit Hilfe der Beziehung sinh2 r = cosh2 r � 1 eineRekursionsformel herleiten:H2n+1;2m+1 = H2n�1;2m�1 �H2n+1;2m�1 : (C.4)Den Rekursionsanfang bilden dabei die Integrale des ersten Typs:H2n+1;1 = J2n+1 : (C.5)3. Integrale des Typs Z 10 r2 sech2n r dr = I2n ; n � 1 : (C.6)Das einfachste Integral ist als Formel 3.527.5 bei Gradstein und Ryshik [71] zu �nden:I2 = �212 : (C.7)171



F�ur Integrale mit h�oheren sech{Potenzen leitet man durch partielle Integration eineRekursionsformel her:I2n+2 = Z 10 r2 sech2n+2 r dr = Z 10 dr r2 sech2n r ddr tanh r= � Z 10 dr 2r sech2n+1 r sinh r + (2n) Z 10 r2 sech2n+2 r sinh2 r dr= �2J2n+1 + (2n) Z 10 r2 sech2n r dr� (2n) Z 10 r2 sech2n+2 r dr= �2J2n+1 + 2n I2n � 2n I2n+2 : (C.8)Die Randterme verschwinden. Damit �ndet man also die RelationI2n+2 = 22n+ 1 [n I2n � J2n+1] : (C.9)4. Integrale des TypsZ 10 r2 sech2n r sinh2m r dr =M2n;2m ; n > m � 0 : (C.10)Analog wie im zweiten Fall l�a�t sich f�ur diese Integrale mit der Beziehung sinh2 r =cosh2 r � 1 eine Rekursionsformel herleiten:M2n;2m =M2n�2;2m�2 �M2n;2m�2 : (C.11)Der Rekursionsanfang ist durch ein Integral des vorigen Typs gegeben:M2n;0 = I2n : (C.12)5. F�ur Integrale ohne r{Potenzen �ndet man bei Gradstein und Ryshik [71] die Formel3.512.2:Z 10 sech� r sinh� r dr = 12B ��+ 12 ; � � �2 � ; Re� > �1; Re (�� + �) > 0 :(C.13)B(x; y) ist dabei die Beta{Funktion.
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Anhang DBerechnung der Koe�zienten derSeeley{EntwicklungIn diesem Anhang soll nun die Berechnung der Koe�zienten der Seeley{Entwicklung f�urdie Spur der Heat kernel (Gl. (4.43))Tr� e�Mt� e� oMt � = 1(4�t)3=2 1Xn=1 tnOn (D.1)nach dem DPY{Verfahren [40] (Entwicklung nach ebenen Wellen) in D = 3 Dimensio-nen erfolgen. In Abschnitt 4.3.3 wurden folgende Formeln f�ur die Koe�zienten gefunden(Gl. (4.114)):O1 =� Z d3x �V � oV � und f�ur n � 2On =(�)n Z d3x 240@n�2Xm=0 2m(m+ n)! 1m! 3X�1; ��� ; �m=1V n@2�1 � � �@2�mMn�m�2oV1A� oV nn! 35 :(D.2)Dabei sind die Potentiale V und oV in erster Ordnung gegeben durch (Gl. (4.15), Gl. (4.19))V (�) = �6 sech2(�) + 4 und oV (�) = 4 : (D.3)Die Korrekturen in h�oheren Ordnungen in ~� sind in Abschnitt 4.1 in den GleichungenGl. (4.16), Gl. (4.17) und Gl. (4.20) bis Gl. (4.22) angegeben.Der Operator M ist nach Gleichung (4.87) gegeben durchM = �@2 + V : (D.4)Damit lassen sich die Koe�zienten nun berechnen. Bei den ersten beiden Koe�zientenist die Rechnung bis zur zweiten Ordnung in ~�, einschlie�lich des ~R3{Terms der drittenOrdnung angef�uhrt. Da die Zahl der Terme aber sehr schnell ansteigt und das Prinzip173



dasselbe bleibt, ist f�ur die nachfolgenden Koe�zienten hier nur die konstante Ordnung in~� angegeben. F�ur die Di�erenz der beiden Spuren verschwindet, wie bereits vorne erw�ahnt,der nullte Koe�zient O0.Im einzelnen �ndet man also:O1 = � Z d3x " 201! 0! f@0M0gV � oV1!#= � Z d3x (V � oV )= �4� Z 10 d~r ~r2 ��6 sech2 � � 4~� (tanh � � 1) + ~�2(V2 � oV 2) + ~�3(V3 � oV 3)�+O(~�4)= �4� �Z 1�1 d� (� + ~R)2(�6 sech2 �) + 4~�3 Z 1�1 d� (� + ~R)3 sech2 �++ ~�2 Z 1�1 d� (� + ~R)2 (V2 � oV 2) + ~�3 Z 1�1 d� (� + ~R)2 (V3 � oV 3)�+O(~�4)= 4� �2 + 12 ~R2 � ~� ~R3 (8 ~R2+ 2�2)� ~�3 ~R3 2027!+ ~�2�82:6833 ~R2+ 336:814�+ O(~�3) ;(D.5)O2 = Z d3x"12V f@0M0gV � oV 22! #= Z d3x V 22 � oV 22 != 4� Z 10 d~r ~r2 �� 24 sech2 � + 18 sech4 � + ~� ��16 (tanh � � 1) + 24 sech2 � tanh ��++~�2��83 + 4 V2 � 6 V2 sech2� + 8 tanh2 �� ++ ~�3�4V3 � 6V3 sech2 � � 4V2 tanh � � 89��+ O(~�4)= 4� Z 1�1 d� (� + ~R)2� ��24 sech2 � + 18 sech4 ��+ 24~� �sech2 � tanh ��++~�2��83 + 4V2 � 6V2 sech2 � + 8 tanh2 ���+ 4� 163 ~� Z 1�1 d� (� + ~R)3 sech2 � ++4�~�3 Z 1�1 d� (� + ~R)3 dd� �4V3 � 6V3 sech2 � � 4V2 tanh � � 89�+ O(~�4)= �8 ��6 + �2 + 12 ~R2� ~� ~R (24 + 4�23 + 163 ~R2)� ~�3 ~R36427���~�2(1160:97 + 287:022 ~R2) + O(~�3) ; (D.6)174



O3 = � Z d3x"16V f@0M1gV + 112V f@2M0gV � oV 33! #= � Z d3x V MV6 + V 4V12 � oV 36 != � Z d3x V 36 � oV 36 � V 4V12 != 4� Z 1�1 d� (� + ~R)2 �48 sech2 � � 68 sech4 � + 30 sech6 � + 8 sech2 � tanh �(� + ~R) ��12 sech4 � tanh �(� + ~R) � 8 sech2 � tanh2 � + 12 sech4 � tanh2 �� +O(~�)= 16 � �90 + 11 �2 + 132 ~R2�15 +O(~�) ; (D.7)O4 = Z d3x" 124V f@0M2gV + 160V f@2M1gV + 1360V f@4M0gV � oV 44! #= Z d3x VM2V24 + V 4(MV ) + V @�(M@�V ) + V M4V60 + V42V60 � oV 424!= Z d3x V 424 � oV 424 � V 24V24 + V 42V120 != 4� Z 1�1 d� (� + ~R)2 ��64 sech2 � + 136 sech4 � � 616 sech6 �5 + 204 sech8 �5 ��16 sech2 � tanh �(� + ~R) + 176 sech4 � tanh �5 (� + ~R) � 84 sech6 � tanh �5 (� + ~R) ++16 sech2 � tanh2 � � 152 sech4 � tanh2 �5 + 48 sech6 � tanh2 �5 ++32 sech2 � tanh �35 (� + ~R) � 48 sech4 � tanh3 �5 (� + ~R) � 16 sech2 � tanh4 �5 ++24 sech4 � tanh4 �5 � +O(~�)= �32 � �1974 + 205 �2+ 2460 ~R2�525 +O(~�) ; (D.8)O5 = � Z d3x" 1120V f@0M3gV + 1360V f@2M2gV + 12520V f@4M1gV +130240V f@6M0gV � oV 55! # 175



= � Z d3x V M3V120 + �V 4(M2V ) + V @�(M@�(MV )) + V @�(M2@�V ) ++V M4(MV ) + V M@�(M@�V ) + V M24V �=360 + �6V 42(MV )++6V 4@�(M@�V ) + 2V 4(M4V ) + 4V @�@�(M@�@�V )++6V @�(M4@�V ) + 6V M42V �=2520 + V 43V336 � oV 5120!= � Z d3x V 5120 � oV 5120 � V 34V72 � V (4V )(4V )1260 + V 242V360 ++V 4(V 4V )360 � V 42V 2840 � V 43V1680 != 4� Z 1�1 d� (� + ~R)2 �64 sech2 � � 544 sech4 �3 + 26416 sech6 �105 ��1264 sech8 �7 + 288 sech10 �5 + 64 sech2 � tanh �3 (� + ~R) ��5216 sech4 � tanh �105 (� + ~R) � 96 sech6 � tanh �35 (� + ~R) + 1536 sech8 � tanh �35 (� + ~R) ��64 sech2 � tanh2 �3 + 3392 sech4 � tanh2 �105 + 64 sech4 � tanh2 �35 (� + ~R)2 ++528 sech6 � tanh2 �5 � 96 sech6 � tanh2 �35 (�+ ~R)2 � 5568 sech8 � tanh2 �35 ��2432 sech2 � tanh3 �105 (� + ~R) + 96 sech4 � tanh3 �� + ~R � 3216 sech6 � tanh3 �35 (� + ~R) ++1216 sech2 � tanh4 �105 � 2448 sech4 � tanh4 �35 + 552 sech6 � tanh4 �7 ++96 sech2 � tanh5 �35 (� + ~R) � 144 sech4 � tanh5 �35 (� + ~R) � 32 sech2 � tanh6 �35 ++48 sech4 � tanh6 �35 �+ O(~�)= 64 � �19534 + 1785 �2+ 211420 ~R2�11025 + O(~�) ; (D.9)
O6 = Z d3x" 1720V f@0M4gV + 12520V f@2M3gV + 120160V f@4M2gV +1272160V f@6M1gV + 15443200V f@8M0gV � oV 66! #176



= Z d3x"V M4V720 + �V 4(M3V ) + V @�(M@�(M2V )) + V @�(M2@�(MV )) +V @�(M3@�V ) + +V M4(M2V ) + V M@�(M@�(MV ))+V M@�(M2@�V ) + V M24(MV ) + V M2@�(M@�V ) + +V M34V �=2520++�6V 42(M2V ) + 6V 4@�(M@�(MV )) + 6V 4@�(M2@�V ) + 2V 4(M4(MV ))++2V 4(M@�(M@�V )) + 2V 4(M24V ) + 4V @�@�(M@�@�(MV ))+2V @�@�(M@�(M@�V )) + 2V @�@�(M@�(M@�V )) + 4V @�@�(M2@�@�V )+2V @�(M4(M@�V )) + 6V @�(M4@�(MV )) + 4V @�(M@�@�(M@�V ))+2V @�(M@�(M4V )) + 4V @�(M@�(M@�@�V )) + 6V @�(M24@�V )+6V M42(MV ) + 6V M4@�(M@�V ) + +2V M4(M4V )+4V M@�@�(M@�@�V ) + 6V M@�(M@�4V ) + 6V M242V �=20160++�90V 43(MV ) + 90V 42@�(M@�V ) + 18V 42(M4V ) + 72V 4@�@�(M@�@�V )++54V 4@�(M4@�V ) + 36V @�@�@�(M@�@�@�V ) + 18V 4(M42V )++72V @�@�(M@�@�4V ) + 90V @�(M@�42V ) + 90V M43V �=272160++V 44V2160 � oV 6720#= Z d3x" V 6720 � oV 6720 � V 44V288 � V (4V ) (4V 2)1440 + V 342V2160 � (4V )(4V )(4V )15120 ��11V 4(V 42V )30240 + V 24(V 4V )1440 + V 4(V 24V )1440 + V 242V 25760 ++V 4(V 4V 2)1440 � 13V 243V20160 + V 4(V 42V )3780 ��V 42(V 4V )3024 � V 43V 26048 + V 44V30240 #= 4 � Z 1�1 d� (� + ~R)2 ��256 sech2 �5 + 544 sech4 �3 � 15392 sech6 �45 ++1884 sech8 �5 � 64612 sech10 �315 + 2117 sech12 �105 � 64 sech2 � tanh �3 (� + ~R) ++1792 sech4 � tanh �45 (� + ~R) + 224 sech6 � tanh �5 (� + ~R) + 16672 sech8 � tanh �315 (�+ ~R) ��21764 sech10 � tanh �105 (�+ ~R) + 64 sech2 � tanh2 �3 � 304 sech4 � tanh2 �45 ��64 sech4 � tanh2 �5 (� + ~R)2 � 1464 sech6 � tanh2 �5 + 1088 sech6 � tanh2 �21 (� + ~R)2 ++7604 sech8 � tanh2 �45 � 352 sech8 � tanh2 �7 (� + ~R)2 + 33686 sech10 � tanh2 �105 ++1984 sech2 � tanh3 �45 (� + ~R) � 736 sech4 � tanh3 �5 (� + ~R) � 32 sech6 � tanh3 �35 (� + ~R)3 �177



�41984 sech6 � tanh3 �105 (�+ ~R) + 27472 sech8 � tanh3 �35 (� + ~R) � 992 sech2 � tanh4 �45 ++112 sech4 � tanh4 � � 704 sech4 � tanh4 �105 (�+ ~R)2 + 6632 sech6 � tanh4 �15 ++64 sech6 � tanh4 �5 (� + ~R)2 � 29476 sech8 � tanh4 �35 � 96 sech2 � tanh5 �5 (� + ~R) ++23872 sech4 � tanh5 �105 (�+ ~R) � 2104 sech6 � tanh5 �7 (� + ~R) + 32 sech2 � tanh6 �5 ��41056 sech4 � tanh6 �315 + 19112 sech6 � tanh6 �105 + 256 sech2 � tanh7 �315 (� + ~R) ��128 sech4 � tanh7 �105 (� + ~R) � 64 sech2 � tanh8 �315 + 32 sech4 � tanh8 �105 � +O(~�)= �128�(1155682+ 110225�2+ 1322700 ~R21819125 ++0:2322 �~R2 + 0:207215 �~R4 + 0:290629 �~R6 + O( ~R�8) +O(~�) : (D.10)F�ur die Korrekturen h�oherer Ordnung in ~� seien hier nur die Ergebnisse angegeben:O1 = 4� �2 + 12 ~R2 � ~� ~R3 (8 ~R2 + 2�2)� ~�3 ~R3 2027! � ~�2�82:6833 ~R2+ 336:814�+O(~�3) ;O2 = �8 � 6 + �2 + 12 ~R2 � ~� ~R3 (72 + 4�2 + 16 ~R2) + ~�3 ~R3 3227!��~�2(1160:97 + 287:022 ~R2) + O(~�3) ;O3 = 16 � �90 + 11 �2 + 132 ~R2� ~� ~R (520 + 20�2 + 80 ~R2)�15 + ~�3 ~R3� 51227 ++~�2 (2943:51+ 1199:32R2) + O(~�3) ;O4 = �32 � �1974 + 205 �2+ 2460 ~R2�525 + ~� ~R 32 � (44016 + 1400�2+ 5600 ~R2)1575 ++~�3 ~R3� 1024081 � ~�2(5462:66+ 2564:51 ~R2) +O(~�3) ;O5 = 64 � �19534 + 1785 �2+ 21420 ~R2� ~� ~R (173400+ 4900�2+ 19600 ~R2)�11025 ��~�3 ~R3� 3481681 + ~�2 (7417:62+ 3579:95 ~R2) +O(~�3) ;O6 = �128 � (1155682+ 110225 �2+ 1322700 ~R2)1819125 + 0:7295~R2 + 0:6510~R4 ++~� ~R 512 � (279544+ 7350 �2+ 29400 ~R2)165375 + ~� �1:7510~R + 0:9293~R3 + 0:9223~R5 �+~�3 ~R3� 5734481 � ~�2 �7715:43 + 3717:3 ~R2+ 0:680845~R2 + 0:403333~R4 �++O( ~R�6) +O(~�3) : (D.11)178



Setzt man f�ur ~R jetzt den Ausdruck aus Gleichung (3.138)~R = 1~� + 2� 3�236 ~� +O(~�3) (D.12)ein, so �ndet man f�ur die Koe�zienten:O1 = 112 �3 1~�2 + �82:6833+ 4�� 427 � �2�� +O(~�2) ;O2 = �160 �3 1~�2 + ��287:022+ 8��4423 + �2��+ O(~�2) ;O3 = 832 �15 1~�2 + �1199:32� 16 �(3698+ 99�2)135 � +O(~�2) ;O4 = �11392 �315 1~�2 + ��2564:51 + 32 �(399866+ 5535�2)14175 � +O(~�2) ;O5 = 3328 �315 1~�2 + �3579:95� 64 �(2059174+ 16065�2)99225 � +O(~�2) ;O6 = �49664 �24255 1~�2 + ��3717:3 + 128 � (63822662+ 330675�2)5457375 �+ O(~�2) :(D.13)Um die zweite Ordnung in ~� in den Koe�zienten zu bestimmen, m�u�te man die dritteOrdnung von ~R und des Potentials V kennen.F�ur die gesamte Spur ergibt sich der Ausdruck aus Gleichung (4.140):Tr< � e�Mt� e� oMt � =1(4�t)3=2 � 1~�2 �112 �3 t � 160 �3 t2 + 832 �15 t3 � 11392 �315 t4 + 3328 �315 t5 � 49664 �24255 t6 + : : :� ++ ��39:4801 t+ 372:46 t2� 541:384 t3+ 658:823 t4� 913:886 t5+ 1225:92 t6� : : :�+O(~�2)� : (D.14)
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Anhang EDie Koe�zienten derSeeley{Entwicklungen desMassencuto�s und der einzelnenB�anderDie Koe�zienten der im Verfahren des Massencuto�s verwendeten Seeley{Entwicklung be-kommt man durch Multiplikation der bislang verwendeten Seeley{Entwicklung Gl. (4.140)mit e�t. Dabei ist � die als Abschneideparameter eingef�uhrte, k�unstliche Masse. Die ausder Spur herauszunehmenden Eigenwerte (Nullmoden, negative Mode und die niedrig-sten Moden von oM) f�uhren auf ganzzahlige t{Potenzen mit Koe�zienten gn. Sie werdensoweit entwickelt, wie die halbzahligen t{Potenzen aufgrund der Seeley{Entwicklung ausAbschnitt 4.3.3 bekannt sind. Damit ergibt sich die modi�zierte Seeley{Entwicklung:Tr�e�t(e�Mt� e� oMt)� = e�t 1(4�t)3=2 6Xn=1Ontn � 3� et2~�2+O(~�4)+4 e� o!0t!= 1(4�t)3=2 6Xn=1 hntn + 5Xn=1 gntn =: Tr� (E.1)mit den Koe�zientenh1 = O1 ;h2 = �O1 +O2 ;h3 = �2O12 + �O2 +O3 ;h4 = �3O16 + �2O22 + �O3 +O4 ;h5 = �4O124 + �3O26 + �2O32 + �O4 +O5 ;h6 = �5O1120 + �4O224 + �3O36 + �2O42 + �O5 + O6 (E.2)181



undg1 = �2~�2 � 4 o!0 ;g2 = ��(2~�2 + 4 o!0)� 2~�4 + 2 o!20 ;g3 = ��2(~�2 + 2 o!0)� 2�(~�4 � o!20)� 4~�63 � 2 o!303 ;g4 = ��3(~�2 + 2 o!0)3 � �2(~�4 � o!20)� 2�(2~�6 + o!30)3 � 2~�83 + o!406 ;g5 = ��4(~�2 + 2 o!0)12 � �3(~�4 � o!20)3 � �2(2~�6 + o!30)3 � �(4~�8 � o!40)6 � 4~�1015 � o!5030 :(E.3)Nimmt man das Band um Null aus der urspr�unglichen Seeley{Entwicklung Gl. (4.140)heraus, so bekommt man nach Multiplikation mit dem inversen Massencuto�term e�t diein Abschnitt 5.5 verwendete Seeley{Entwicklung f�ur die Spur ohne das Band um Null. Siehat dieselbe Gestalt wie Gleichung (E.1)Tr��Tr�0 = 1(4�t)3=2 6Xn=1 hntn + 5Xn=�1 g0ntn (E.4)allerdings mit anderen Koe�zienten g0n:g0�1=� 1~�2 ;g00 =� � 1~�2 + 53 ;g01 =� �2 12 ~�2 + �53 � 4 o!0 � 4115 ~�2 ;g02 =� �3 16 ~�2 + �2 56 � ��4 o!0 + 4115 ~�2� + 2 o!20 � 676315 ~�4 ;g03 =� �4 124 ~�2 + �3 518 � �2 4 o!0 + 4115 ~�22 + ��2 o!20 � 676315 ~�4� � 2 o!303 � 401315 ~�6 ;g04 =� �5 1120 ~�2 + �4 572 � �3 4 o!0 + 4115 ~�26 + �2 2 o!20 � 676315 ~�42 �� ��2 o!303 + 401315 ~�6�+ o!406 � 10551728 ~�8 ;g05 =� �6 1720 ~�2 + �5 172 � �4 4 o!0 + 4115 ~�224 + �3 2 o!20 � 676315 ~�46 �� �2 2 o!30 + 401315 ~�66 + �� o!406 � 10551728 ~�8� � o!5030 � 167822675675 ~�10 : (E.5)Aufgrund der Singularit�aten des Bands um Null erh�alt man jetzt auch eine negativet{Potenz. Die Gr�o�e o!0 = 4 � ~�4 � ~�2 43 + O(~�2) bezeichnet die niedrigsten Eigenwer-te des freien Operators (Gl. (4.204)). Die Koe�zienten der halbzahligen t{Potenzen hn�andern sich nicht, da die Entwicklung des Bands um Null ja nur ganzzahlige t{Potenzenenth�alt (vgl. Gl. (4.295)). 182



Nimmt man zus�atzlich das Band um Drei (Gl. (4.316)) auch noch heraus, so erh�alt manwieder dieselbe Form der Entwicklung f�ur die Spur, diesmal aber mit den Koe�zienten g00n:g00�1=� ( ~P�1 +R�1) ;g000 =� �( ~P�1 +R�1)� ( ~P0 +R0) ;g001 =� �2 ~P�1 +R�12 � �( ~P0 +R0)� 2~�2 � 4 o!0 � ( ~P1 +R1) ;g002 =� �3 ~P�1 +R�16 � �2 ~P0 +R02 � ��2~�2 + 4 o!0 � ( ~P1 +R1)�� 2~�4+ 2 o!20 � ( ~P2 +R2) ;g003 =� �4 ~P�1 +R�124 � �3 ~P0 +R06 � �2 2~�2 + 4 o!0 + ~P1 +R12 � ��2~�4 � 2 o!20 + ~P2 +R2� ��4~�63 � 2 o!303 � ( ~P3 +R3) ;g004 =� �5 ~P�1 +R�1120 � �4 ~P0 +R024 � �3 2~�2 + 4 o!0 + ~P1 +R16 � �2 2~�4 � 2 o!20 + ~P2 +R22 ���4~�6 + 2 o!30 � 3( ~P3 +R3)3 � 2~�83 + o!406 � ( ~P4 +R4) ;g005 =� �6 ~P�1 +R�1720 � �5 ~P0 +R0120 � �4 2~�2 + 4 o!0 + ~P1 +R124 � �3 2~�4 � 2 o!20 + ~P2 +R26 ���2 4~�6 + 2 o!30 + 3( ~P3 +R3)6 � ��2~�83 � o!406 + ( ~P4 +R4)�� 4~�1015 � o!5030 � ( ~P5 +R5) :(E.6)Dabei sind die ~Pn die in Gleichung (4.293) berechneten Koe�zienten in der Entwick-lung des Bands um Null:1Xl=2(2l+ 1) e�~�2t[l(l+1)�2] = 1Xn=�1 ~Pntn = 1Xn=�1Pn~�2ntn : (E.7)Sie lauten im einzelnen: ~P�1= 1~�2 ;~P0 = �53 ;~P1 = 1115 ~�2 ;~P2 = 46315 ~�4 ;~P3 = � 19315 ~�6 ;~P4 = � 1943456 ~�8 ;~P5 =� 12358675675 ~�10 : (E.8)183



Die Koe�zienten Rn in der Entwicklung des Bands um Drei berechnet man analog zuGleichung (4.293) mit verschwindendem Parameter s durch Multiplikation mit e(3=~�2)+3��2und anschlie�ender Substitution von t durch ~�2t:e�3t 1Xl=0(2l+ 1) e�~�2t[l(l+1)+3��2] = 1Xn=�1Rntn : (E.9)Man �ndet f�ur die ersten Koe�zienten:R�1= 1~�2 ;R0 =� 3~�2 � �83 � �2� ;R1 =+ 92~�2 + �8� 3�2�+ ~�2�10730 � 8�23 + �42 � ;R2 =� 92~�2 � �12� 9�22 � � ~�2�10710 � 8�2 + 3�42 � � ~�4�1004315 � 107�230 + 4�43 � �66 � ;R3 =+ 278~�2 + �12� 9�22 � + ~�2�32120 � 12�2 + 9�44 � + ~�4�1004105 � 107�210 + 4�4 � �62 � ++~�6�53932520 � 1004�2315 + 107�460 � 4�69 + �824� ;R4 =� 8140~�2 � �9� 27�28 � � ~�2�32120 � 12�2+ 9�44 �� ~�4�50235 � 321�220 + 6�4 � 3�64 � ��~�6�5393840 � 1004�2105 + 107�420 � 4�63 + �88 ���~�8�39893465 � 5393�22520 + 502�4315 � 107�6180 + �89 � �10120� ;R5 = 8180~�2 + �275 � 81�240 � + ~�2�96380 � 9�2 + 27�416 � + ~�4�50235 � 321�220 + 6�4 � 3�64 � ++~�6�5393560 � 502�235 + 321�440 � 2�6 + 3�816 �++~�8�39891155 � 5393�2840 + 502�4105 � 107�660 + �83 � �1040 �++~�10� 72551140400 � 3989�23465 + 5393�45040 � 502�6945 + 107�8720 � �1045 + �12720� : (E.10)Damit lassen sich die Koe�zienten g00n bis zu der in der Entwicklung von I 0 ben�otigtenersten Ordnung in ~� angeben:g00�1=� 2~�2 ;g000 =3� 2�~�2 + �133 � �2� ;g001 =�92 + 3�� �2~�2 + ��8 + 13�3 + 3�2 � ��2 � 4 o!0�+ O(~�2) ;g002 =27� 27�+ 9�2 � 2�36~�2 + �12� 8�+ 13�26 � 9�22 + 3��2 � �2�22 � 4� o!0 + 2 o!20�+ O(~�2) ;184



g003 =�81 + 108�� 54�2 + 12�3 � 2�424~�2 ++��12 + 9�22 + �3 13� 3�218 + �2�8 + 3� � 4 o!02 + �24� 9�2 + 4 o!202 � 2 o!303 � +O(~�2) ;g004 =243� 405�+ 270�2 � 90�3 + 15�4 � 2�5120~�2 ++�9� 27�28 + �4 13� 3�272 � �3 8� 3�2 + 4 o!06 + �2 24� 9�2 + 4 o!204 �� �72� 27�2 + 4 o!306 + w46 �+ O(~�2) ;g005 =�729 + 1458�� 1215�2 + 540�3 � 135�4 + 18�5 � 2�6720~�2 ++��275 + 81�240 + �5 13� 3�2360 � �4 8� 3�2 + 4 o!024 + �3 24� 9�2 + 4 o!2012 �� �2 72� 27�2 + 4 o!3012 + �216� 81�2 + 4 o!4024 � o!5030� +O(~�2) : (E.11)Nachzutragen bleiben noch die Koe�zienten des Korrekturterms aus der EulerschenSummenformel Gl. (4.245) in dem Band um Null:1Xm=1 bm(~�2t)m e�4~�2t (E.12)mit b0 = �16 ;b1~�2 = 3115 ~�2 ;b2~�4 = 2663 ~�4 ;b3~�6 = �227315 ~�6 ;b4~�8 = �382693 ~�8 ;b5~�10= 82282675675 ~�10 ;b6~�12= 56852135135 ~�12 ;b7~�14= 280864911486475~�14 ;b8~�16= � 1490624022749862115~�16 ;b9~�18=�1422460935468746552875~�18 ;b10~�20= 1744564445993861960192~�20 : (E.13)185
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