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EinleitungDas Ziel der statistischen Physik ist die mikroskopische Begr�undung von thermo-dynamischen Prozessen. Dabei werden unterschiedliche Systeme wie Gase oderMagneten betrachtet, die eine hohe Zahl von Freiheitsgraden besitzen. H�au�g istman an Phasen�uberg�angen des Systems interessiert, besonders wenn an diesen Pha-sen�uberg�angen viele Freiheitsgrade des Systems miteinander wechselwirken. VieleSysteme der statistischen Physik weisen solche kritischen Punkte oder kontinuier-lichen Phasen�uberg�ange auf, an denen die thermodynamischen Potentiale und ihreersten Ableitungen stetig sind, Response-Funktionen wie etwa die Suszeptibilit�ataber divergieren. Charakteristischerweise divergiert auch die Korrelationsl�ange �,das hei�t die exponentielle Zerfallsl�ange der Zweipunktfunktion des Systems, wenndie �au�eren Parameter, etwa die Temperatur und das Volumen oder ein Magnet-feld, gegen ihre kritischen Werte gehen. Am kritischen Punkt selbst sind alle Frei-heitsgrade des Systems, das unendlich gro� gegen�uber der Reichweite der Wech-selwirkung zwischen seinen Komponenten sein soll, miteinander korreliert. Man�ndet, da� Systeme mit verschiedener mikroskopischer Wechselwirkung das glei-che kritische Verhalten besitzen k�onnen. Dieses Ph�anomen wird als Universalit�atbezeichnet; wegen der Universalit�at sind kritische Ph�anomene f�ur Physiker beson-ders interessant. �Aquivalenzklassen von Systemen mit gleichem kritischen Verhalten(Universalit�atsklassen) werden durch die Dimension der Systeme, ihre Symmetrie-gruppe und durch die Komponentenanzahl eines Ordnungsparameters charakteri-siert [ZJ93, Sta71]. Typischerweise verhalten sich physikalische Gr�o�en in der N�ahevon kritischen Punkten nach Potenzgesetzen mit universellen, sogenannten kriti-schen Exponenten oder Indizes, die nur von der Universalit�atsklasse des Systemsabh�angen. Wenn zum Beispiel au�er der Temperatur T , die durch � = T�TcTc para-metrisiert wird (Tc : kritische Temperatur), alle anderen �au�eren Parameter gleichihren kritischen Werten gesetzt werden, so divergiert die Korrelationsl�ange f�ur �! 0wie � s j�j��; (0.1)mit dem universellen kritischen Exponenten �. Genauere De�nitionen und weiterekritische Indizes �ndet man etwa in [ZJ93, Sta71].Wilsons Renormierungsgruppe [Wil71, KW74] hat sich in den letzten 25 Jahrenals gute Methode zum Verst�andnis und zur quantitativen Analyse von kritischemVerhalten erwiesen. Vielleicht ist es noch wichtiger, da� in dieser Zeit viele Be-ziehungen zwischen der statistischen Physik und der Quantenfeldtheorie entdeckt1



2 EINLEITUNGwerden konnten, durch die beide Seiten sehr pro�tiert haben. Wilsons Renormie-rungsgruppe hat vor allem bei der De�nition von Funktionalintegralen eine besonde-re Bedeutung. Eine Renormierungsgruppentransformation bildet eine Wirkung, dieeine Theorie de�niert, auf eine e�ektive Wirkung ab. Dabei werden Freiheitsgradeder Theorie ausintegriert. Die resultierende e�ektive Theorie besitzt ein glatteresWahrscheinlichkeitsma�, ist aber typischerweise weniger lokal. Das Ziel dieser Arbeitist es, Ideen f�ur die Renormierungsgruppenanalyse von Modellen der Quantenfeld-theorie und der statistischen Physik zu entwickeln. Daher wird in Kapitel 1 WilsonsRenormierungsgruppe erkl�art und f�ur Gitterfeldtheorien formalisiert.Es gibt Modelle, deren Renormierungsgruppentransformation exakt lokalit�atser-haltend ist. Dies sind die hierarischen Modelle, die in Kapitel 3 erl�autert werden.Hierarchische Modelle bilden eine Approximation an die Renormierungsgruppe f�urGittertheorien, die im Kontrast zu den hierarchischen Modellen auch als volle Model-le bezeichnet werden. Zun�achst wird die hierarchische Renormierungsgruppentrans-formation aus der vollen Transformation hergeleitet. Die Herleitung macht deutlich,da� man das hierarchische Modell als Approximation an das volle Modell au�assenkann. Daher werden anschlie�end kritische Gr�o�en des hierarchischen Modells be-rechnet und mit denen des vollen Modells verglichen. Dabei werden numerischeMethoden, die in [PPW94] entwickelt wurden, benutzt und verallgemeinert. Durchdiese Verallgemeinerungen kann man die Universalit�atsklassen von (skalaren) hier-archischen Modellen bestimmen.Kritische Indizes k�onnen in einer Entwicklung in einem Parameter � berech-net werden, der die Abweichung zu einer kritischen Dimension darstellt [WF72]. In[PPW94] wurden Rekursionsrelationen f�ur die �-Entwicklung des hierarchischen Mo-dells vorgestellt, die eine pr�azise Ermittlung des kritischen Index � m�oglich gemachthaben. Diese Entwicklung wird in Kapitel 3 so umformuliert, da� sie Gittertheo-rien besser angepa�t ist. Dabei wird die Dimension d des unterliegenden Raumesfestgehalten. Solche Entwicklungen wurden von Gawedzki und Kupiainen [GK83]erfunden aber nie zur Berechnung von kritischem Verhalten benutzt. In Kapitel 3wird die Entwicklung numerisch ausgewertet. Diese Untersuchungen am hierarchi-schen Modell bereiten den Weg f�ur eine Verallgemeinerung auf volle Modelle.Durch in�nitesimale Renormierungsgruppenschritte werden im Raum der Theo-rien (Potentiale) Trajektorien erzeugt, die Fixpunkte der Transformation mitein-ander verbinden. Eine Theorie auf einer solchen Trajektorie wird durch eine Re-normierungsgruppentransformation auf eine andere Theorie auf der Trajektorie ab-gebildet. Renormierte Theorien stellt man sich als Grenzwerte einer unendlichfa-chen Iteration von Renormierungsgruppenschritten ausgehend von einer nacktenWirkung vor. Damit dieser Limes existiert mu� man Kontrolle �uber Kopplun-gen bekommen, die unter iterierten Transformationen anwachsen. Dieses Schemahat man st�orungstheoretisch und nichtst�orungstheoretisch implementiert [GK84a,Pol84, Gal85]. Bisher gab es aber noch keine Formulierung dieser Idee, die oh-ne nackte Wirkungen auskommt. Eine solche Analyse wurde von Wieczerkowskivorgeschlagen und in [WX94, RW95] begonnen. Dieses Programm besitzt eine ge-wisse Verwandschaft mit den perfekten Wirkungen von Hasenfratz und Niedermayer[HN94]. Es wird daher gelegentlich auch als Verbesserungsprogramm bezeichnet. In



EINLEITUNG 3Kapitel 4, das den Kern der Arbeit bildet, wird das Verbesserungsprogramm amBeispiel der hierarchischen �4-Theorie ausgearbeitet. In Kapitel 5 werden dieseIdeen zur Behandlung der Renormierungsgruppen-Di�erentialgleichung (RGDGL)verwendet. In zwei N�aherungen wird gezeigt, wie man vom hierarchischen Modellzum vollen Modell gelangt.In einer Zusammenfassung werden die wichtigsten Ergbnisse dargestellt und wei-tere Ideen angesprochen.



4 EINLEITUNG



Kapitel 1Wilsons Renormierungsgruppe
1.1 Idee der RenormierungsgruppeEine zentrale Rolle im Rahmen der Renormierungsgruppe nimmt der Begri� Skalaein. Laut Polchinski [Pol94] hat Wilson als erster erkannt, da� Feldtheorien, unddamit Funktionalintegrale, nicht nach Diagrammen sondern nach Skalen organisiertwerden sollen.An einem kritischen Punkt gibt es Fluktuationen in jeder Gr�o�enordnung. DieSummation beziehungsweise Integration �uber diese Fluktuationen wird im Sinneder Renormierungsgruppe in eine Summe �uber Fluktuationen einer Skala gefolgtvon einer Summe �uber alle Skalen organisiert. Gut bekannt ist zum Beispiel derKadano�-Wilson-Zugang [Kad66, Wil71, KW74]; dabei fa�t man Spins, die auf ei-nem Gitter de�niert sind, zu Blockspins zusammen, die auf einem gr�oberen Gitterde�niert sind, so da� die Zustandssumme des Systems unver�andert bleibt; ein Teilder Summe wird dadurch ausgef�uhrt. Durch die Blockgr�o�e L ist eine Skala in dasSystem eingef�uhrt worden, nach der die Zustandssumme organisiert werden kann.Durch einen solchen Schritt wird eine Theorie auf eine e�ektive Theorie abgebildet,deren Korrelationsl�ange um einen Faktor 1L kleiner ist. Diese e�ektive Theorie kanndann (nach einigen Schritten) mit Standardmethoden, zum Beispiel Monte-Carlo-Verfahren, ausgewertet werden. Wenn die Ausgangstheorie eine unendlich gro�eKorrelationsl�ange besitzt, ist das auch f�ur alle weiteren e�ektiven Theorien so, unddie iterierte Anwendung von Blockspintransformationen f�uhrt zu einem Renormie-rungsgruppen�xpunkt.Zur De�nition von Funktionalintegralen stellt man sich die Quantenfeldtheorie,die durch ein erzeugendes Funktional gegeben ist, oft im Impulsraum vor. DieTheorie wird dann durch einen Cuto� � f�ur gro�e Impulse regularisiert, der sehrkurzwellige Fluktuationen verhindert. Wenn man die Theorie auf einem Gitterde�niert, entspricht die Gitterkonstante a dem Cuto� � = 1a . Der Limes a ! 0f�uhrt zu einer Kontinuumsde�nition des betrachteten Funktionalintegrals; er wirddaher als Kontinuumslimes bezeichnet.Durch eine Renormierungsgruppentransformation im Impulsraum werden Fluk-tuationen eines bestimmten Frequenzbereichs ausintegriert, die verbleibende Theo-rie besitzt nur noch l�angerwellige Fluktuationen. In diesem Zusammenhang spricht5



6 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEman h�au�g von Impulsscheiben. Eine Theorie ist oft durch eine Wirkung gegeben,die bestimmte Wechselwirkungsterme beinhaltet, deren St�arke durch Kopplungencharakterisiert sind. Renormierung setzt dann Kopplungen auf verschiedenen Im-pulsskalen oder bei verschiedenen Gitterkonstanten miteinander in Beziehung. Die-se Beziehung kann durch eine Vergr�oberungstransformation �a la Kadano� gefundenwerden. Die neue Wirkung sollte die gleiche Struktur besitzen, wie die alte, nurwerden die "nackten\ Kopplungen durch die "renormierten\ Kopplungen ersetzt.Wenn man eine in�nitesimale Renormierungsgruppentransformation durchf�uhrt,erh�alt man eine Di�erentialgleichung, die RGDGL, durch die Trajektorien in demRaum der Theorien erzeugt werden. Der Flu� entlang einer Trajektorie ist im-mer in Richtung des gr�oberen Gitters orientiert, das hei�t in Richtung wachsenderL�angenskala. Wenn A und B zwei Punkte auf der Trajektorie sind, die von A nachB 
iessen soll, entspricht A dem nackten System, B entspricht dem renormiertenSystem. Der Cuto� � erscheint nicht explizit in den Wirkungen auf der Trajektorie,da die Einheiten stets so gew�ahlt werden k�onnen, da� � = 1 ist. Der Wert desCuto�s ist vielmehr durch die Gr�o�e der Kopplungen gegeben. Der wirkliche Wertdes Cuto�s kann nur durch die Berechnung einer physikalischen Gr�o�e, wie etwader Korrelationsl�ange, ermittelt werden. Der einzige Weg, den Kontinuumslimes� ! 1 durchzuf�uhren, besteht daher darin, eine nackte Theorie zu suchen, dieunendliche Korrelationsl�ange besitzt. Da die L�angenskala unter Renormierungs-gruppentransformationen ansteigt, mu� eine solche Theorie einem Fixpunkt derTransformation entsprechen, an dem das System invariant unter Renormierungs-gruppentransformationen ist. Wenn eine Trajektorie in der Vergr�oberungsrichtungin einen Fixpunkt 
ie�t, ist der Fixpunkt f�ur Systeme auf der Trajektorie infrarotund stellt den Grenzwert der Theorie bei kleinen Energien dar. Wenn eine Tra-jektorie aus einem Fixpunkt heraus
ie�t, ist dieser Fixpunkt f�ur Theorien auf derTrajektorie ultraviolett und entspricht dem Hochenergie-Grenzwert der Theorien.Fixpunkte von Renormierungsgruppentransformationen mit unendlich gro�er Kor-relationsl�ange sind also sowohl f�ur kritische Ph�anomene als auch zur De�nition vonFunktionalintegralen von Bedeutung.Entlang von Trajektorien in der Umgebung von Fixpunkten k�onnen Kopplungenabfallen; solche Kopplungen werden als irrelevant bezeichnet. Oder die Kopplungensteigen an und werden als relevant bezeichnet. Die Umgebung eines Fixpunktes wirdmit der Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation untersucht. Dief�uhrenden Eigenwerte der Linearisierung legen das kritische Verhalten fest; durchsie wird bestimmt, wie schnell eine gest�orte Theorie unkritisch wird.1.2 Wilsons Renormierungsgruppe f�ur Gittertheo-rien1.2.1 Gitter, Felder, NotationIm folgenden wird eine Gittertheorie betrachtet, bei der die Spins, die auf den Git-terpl�atzen de�niert sind, Werte aus den reellen Zahlen annehmen k�onnen. Das Git-



1.2. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE F�UR GITTERTHEORIEN 7ter �, auf dem die Spins de�niert werden, ist der Einfachheit halber ein einfacheskubisches Gitter: � = �aZ<N>0 �d : (1.1)Dabei ist N die Ausdehnung des Gitters in jeder der d Raumrichtungen. Mit Z<N>0wird die Darstellung des Torus Z=NZ bezeichnet, die durch die Zahlen von Null bisN�1 gegeben ist, die Gitter besitzen also periodische Randbedingungen. Durch dieGitterkonstante a besitzt die noch zu de�nierende Theorie einen Ultraviolett-Cuto�;wenn das Gitter nur endlich gro� ist, hat man gleichzeitig einen Infrarot-Cuto� ein-gef�uhrt. Auch die Grenzf�alle a ! 0 und N ! 1 sollen in dieser Bezeichnung ent-halten sein. Im Bild des Kadano�-Blockspins werden Spins �uber Bl�ocke gemittelt.Die gemittelten Spins werden auch Blockspins genannt. Sie k�onnen die Freiheits-grade der e�ektiven Theorie darstellen, wie im letzte Abschnitt erkl�art wurde. DieBlockspins leben auf dem Blockspingitter �0, das durch�0 = �LaZ<NL>0 �d (1.2)de�niert wird. L ist die Blockl�ange; N soll durch L teilbar sein, f�ur eine iterativeBehandlung ist N = Lm n�utzlich. Das Blockgitter �0 hat eine um den Faktor Lgr�o�ere Gitterkonstante La als das Gitter �. F�ur Punkte x 2 �0 de�niert man denBlock b(x) um x durchb(x) = fy 2 �j9m 2 �aZ<L>0 �d : y = x +mg: (1.3)Dies unterscheidet sich von der �ublichen Konvention, bei der x im Mittelpunkt desBlockes liegt, was den Nachteil hat, da� man gerade und ungerade Werte von Lunterschiedlich behandeln mu�. F�ur L = 4 und d = 1 hat man also die folgendeSituation: � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � ��0b(x)xEs ist �ublich, x mit b(x) zu identi�zieren. Statt y 2 b(x) schreibt man y2x. Ge-legentlich wird in dieser Arbeit f�ur einen Punkt z 2 � der Punkt Lz 2 �0 mitdem Block b(Lz) identi�ziert. Lz 2 �0, sowie die Addition von Punkten in � undin �0 , ist immer nach einer kanonischen Einbettung zu verstehen. Diese Konzepteund Notationen kann man leicht verallgemeinern und der iterativen Struktur derRenormierungsgruppe anpassen. Dazu de�niert man ein Multigrid. Damit ist einSystem von Gitterschichten mit zunehmender Gitterkonstante gemeint. Zwischenden Schichten gibt es Beziehungen der Art (1.3). Ferner f�uhrt man verschiede-ne Operatoren auf und zwischen den Schichten ein. In einem gewissen Sinne ist



8 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEdas Multigrid eine dem Renormierungsgruppen
u� optimal angepasste Menge vonBl�ocken. Eine ausf�uhrliche De�nition dieser Menge und ihrer Anwendung bei dermathematischen Kontrolle des Renormierungsgruppen
usses �ndet man in [Por90].Im folgenden wird die Gitterkonstante a = 1 gesetzt.Auf dem Gitter � werden Felder als Abbildungen � 2 R� , das hei�t � : � ! Rde�niert. Felder auf einem Gitter werden auch als Spins bezeichnet. Das Feld � ander Stelle x wird mit �x bezeichnet. F�ur Felder � und  aus R� kann man durch(�;  )� =Xy2� �y y (1.4)ein Skalarprodukt aufstellen. Analog werden Felder auf dem gr�oberen Gitter �0 alsAbbildungen �0 : �0 ! R, das hei�t �0 2 R�0 eingef�uhrt. Auch f�ur die Blockspinfel-der de�niert man ein gew�ohnliches Skalarprodukt, das durch(�0;  0)�0 = LdXx2�0 �0x 0x (1.5)gegeben ist.Durch Reskalierung kann man alle Felder auf einem Einheitsgitter de�nieren.F�ur ein Feld � 2 R�0 wird der Skalierungsoperator S : R�0 ! R� durch(S�)y = ��1�Ly (1.6)de�niert. Dann gilt f�ur � 2 R� (S�1�)x = �� xL ; (1.7)und f�ur den adjungierten Operator S+ erh�alt man S+ = 1Ld�2S�1:(S+�; �)�0 = LdLd� Xx2�0 � xL �x= Xy2� �y��1�Ly = (�;S )�: (1.8)Die Wahl � = L1� d2 wird als kanonische Skalierung eines Feldes � auf � bezeichnet.In Abschnitt 5.2.4 wird dies explizit ausgef�uhrt.F�ur ein endliches Gitter � wird mit [d�]� das Integrationsma�Qy2� d�y bezeich-net. Wenn klar ist, welches Gitter gemeint ist, wird dies in der Bezeichnung nichtexplizit angegeben. F�ur unendliche Gitter, oder wenn � ein Kontinuum bezeich-net, existieren diese Ma�e nur formal. Oft betrachtet man aber Gau�sche Ma�e,die formal aus dem obigen Symbol und dem Exponential einer quadratischen Formaufgebaut werden k�onnen, siehe Anhang A.



1.2. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE F�UR GITTERTHEORIEN 91.2.2 Der BlockmitteloperatorDer Blockmitteloperator C operiert zwischen den Gitterschichten � und �0. Durchihn werden Felder auf dem feinen Gitter � auf ihre Blockmittelwerte abgebildet:C : R� ! R�0 ;(C�)x = L�d Xy2�:y2x�y: (1.9)F�ur den Operatorkern C(x; y) von C, der durch(C�)x =Xy2� C(x; y)�y (1.10)f�ur x 2 �0 de�niert wird, gilt also:C(x; y) = L�d�x(y) = (L�d; y2x;0; sonst: (1.11)Durch den zu C bez�uglich der gew�ohnlichen Skalarprodukte adjungierten OperatorC+ werden blockkonstante Felder auf � de�niert. F�ur � 2 R� und  2 R�0 setztman: C+ : R�0 ! R� ;( ;C�)�0 = (C+ ; �)�: (1.12)Aus dieser Beziehung erh�alt man f�ur den Operatorkern C+(y; x) von C+:C+(y; x) = �x(y) = LdC(x; y): (1.13)Damit folgt dann (C+ )y =  x(y); (1.14)wobei mit x(y) der eindeutig bestimmte Block x 2 �0 bezeichnet wird, in dem yliegt: y2x, x = x(y): (1.15)C+ bettet also Blockspinfelder in R� ein. Aus (1.14) folgt:C+ = 0,  = 0: (1.16)Durch den Operator C+C : R� ! R� wird nun ein Projektionsoperator de�niert.Wegen CC+ = 1 �0 (1.17)



10 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEfolgt n�amlich (C+C)2 = C+C. Auf einer geeigneten Teilmenge von R� ist C+Cau�erdem selbstadjungiert. C+C projiziert auf den Unterraum der blockkonstantenFelder in R� . Es gilt: C+C(y1; y2) = L�d�x(y1)x(y2): (1.18)Mit C+C ist nat�urlich auch 1 � � C+C ein Projektionsoperator.Der reskalierte Blockmitteloperator C : R� ! R� wird durch(C�)x = (SC�)x = 1Ld� Xy2Lx�y (1.19)erkl�art. Aus den Eigenschaften des Skalierungsoperators S folgt CC+ = 1Ld�21 undC+C = 1Ld�2C+C. Formal besteht der Unterschied zwischen reskalierten und nicht-reskalierten Gitteroperatoren im n�achsten Abschnitt nur in der Verwendung von Cbeziehungsweise von C als Blockmitteloperator.1.2.3 Gitteroperatoren f�ur Gau�-BlockspinMan betrachte ein System mit einer Zustandssumme F , die durch eine WirkungH : R� ! R gegeben wird: F = Z [d�]e�H(�): (1.20)Das Ziel ist es nun, die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems so zu vermindern,da� die Zustandssumme unver�andert bleibt. Dazu de�niert man auf dem gr�oberenGitter eine Wirkung He� : R�0 ! R durche�He�( ) = Z [d�]�P ( ; �)e�H(�); (1.21)wobei das Funktional P Z [d ]�0P ( ; �) = 1 (1.22)erf�ullen soll. Die e�ektive Zustandssumme ist dann unver�andert:F 0 = Z [d ]e�He�( ) = F : (1.23)Durch die Wahl von P werden die Eigenschaften der e�ektiven Wirkung beein-
u�t. H�au�g w�ahlt man P als Gau�sches Funktional, was auch als Gau�-Blockspinbezeichnet wird. In Abschnitt 1.3 wird die Iteration von freien Renormierungsgrup-pen
�ussen bei Verwendung von �-artigen Blockspins numerisch untersucht. Hierw�ahle ich aber P (�0; �) = N exp ���2 jj�0 � C�jj2�0� (1.24)



1.2. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE F�UR GITTERTHEORIEN 11und erhalte mit Z(�) = e�H(�) die Renormierungsgruppentransformation(T Z)( ) = N Z [d�]e��2 jj �C�jj2�0Z(�): (1.25)N ist dabei ein Normierungsfaktor, der so gew�ahlt wird, da� (1.22) erf�ullt ist; Nwird in den folgenden Formeln weggelassen. Die Norm jj � jj�0 soll durch das Skalar-produkt (�; �)�0 gegeben sein. T h�angt von den Parametern � 2 R>0 und L 2 Z>2ab. F�ur gro�e Werte von � gilt n�aherungsweise  = C�, das bedeutet, das Block-spinfeld gleicht ungef�ahr dem Blockmittelfeld. Durch die Transformation T wirddie Zahl der Freiheitsgrade reduziert, da die e�ektive Theorie auf dem kleinerenGitter �0 de�niert ist. Die neue e�ektive Theorie ist aber typischerweise komplizier-ter in dem Sinne, da� sie nichtlokaler ist. Diese verst�arkte Nichtlokalit�at entlangdes Renormierungsgruppen
usses ist eines der zentralen technischen Probleme beider mathematischen und numerischen Renormierungsgruppenanalyse von Modellen.Laut [BW74] besitzt die Renormierungsgruppentransformation T f�ur � = O(1) diebesten Lokalit�atseigenschaften. Der Gau�-Blockspin ist eine Verallgemeinerung des�-Blockspins, der in Abschnitt 1.3 behandelt wird.Nun w�ahlt man � = Zd. Die Renormierungsgruppentransformation T besitztkeine Fixpunkte, da sie Funktionale auf R� auf Funktionale auf R�0 abbildet. DurchReskalierung kann man aber eine Transformation auf einem Einheitsgitter erhalten.Dies m�undet in dem Ausdruck �2 jjS�1 � C�jj2�0 ; (1.26)in dem nun alle Gr�o�en, die sich auf das Gitter �0 beziehen, in solche, die sich auf� beziehen, transformiert werden:�2 jjS�1 � C�jj2�0 = a2 jj � C�jj2�: (1.27)Dabei wurde a = ��2Ld gesetzt. Die reskalierte Blockspintransformation R istdamit durch (RZ)( ) = Z [d�]e�a2 jj �C�jj2�Z(�); (1.28)mit Z(�) = e�H(�) , gegeben. Die Parameter von (1.28) sind a, L und �.Die Wirkung H sei nun aus einem quadratischen TermH0(�) = 12(�; v�1�) (1.29)und einer Wechselwirkung V (�) zusammengesetzt. Dabei ist der Propagator v einreeller, positiver und auf einer geeigneten Einschr�ankung von R� selbstadjungierterOperator. Das kanonische Beispiel f�ur v ist der Operator (��)�1 modulo Nullmo-den, der den freien, skalaren Propagator darstellt, siehe auch Anhang B. Der (reska-lierte) Renormierungsgruppen
u� H ! He� kann in einen Flu� v ! � des Propaga-tors und in einen Flu� V ! Ve� der Wechselwirkung zerlegt werden. Die Idee, die zur



12 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEZerlegung des Renormierungsgruppen
usses f�uhrt, besteht darin, den Propagator vin einen Blockspinpropagator � und in einen Fluktuationspropagator � aufzuspal-ten. Dabei sollen Fluktuationen auf der Gitterschicht � in der Gr�o�enordnung derGitterkonstanten a durch den Fluktuationspropagator beschrieben werden, w�ahrendder Blockspinpropagator (vor Reskalierung) auf einer gr�oberen Skala arbeitet unddie Summe aller l�angerwelligen Fluktuationen darstellt. Das Ergebnis ist:e�Ve�( ) = Z d��(�)e�V (A +�); (1.30)mit � = (v�1 + aC+C)�1; (1.31)A = a�C+; (1.32)sowie � = CvC+ + 1a1 : (1.33)Der Operator A wird als A-Kern bezeichnet. Der A-Kern geht zur�uck auf Gawedz-ki und Kupiainen, die Kontinuumsfelder exakt auf Gitterfelder abgebildet haben[GK80]. F�ur Gittertheorien vermittelt dieser Operator zwischen den Schichten einesMultigrids1 in Richtung feinerer Gitter, also umgekehrt wie C. Bei vorgegebenem�au�eren Feld  ist A der station�are Punkt des Gau�integrals, das sich aus (1.28)bei V = 0 ergibt. Der Propagator � und der A-Kern haben Kerne, die exponen-tiell abfallen. Das folgende Lemma, das zum Beispiel durch Fouriertransformationgezeigt werden kann [Por90], wird hier ohne Beweis angegeben:Lemma 1 Es gibt zwei Konstanten K1 und K2, f�ur die gilt:jA(x; y)j 6 K1Lde�K2jx�yjj�(x; y)j 6 K1e�K2jx�yj: (1.34)Das bedeutet, da� A und � exponentiell mit der Zerfallsl�ange K�12 abfallen. �Bei der Berechnung dieser Gitteroperatoren gibt es einen Evolutionsproze�, derzu einer immer eleganteren Darstellung f�uhrt [GK84a, Tim, Por95]. Auch hier sindkleine Verbesserungen eingef�uhrt worden. Das Ziel der Rechnung ist die Trennungdes Flusses f�ur H in einen Flu� f�ur den Propagator v und einen Flu� f�ur die Wech-selwirkung V . Dazu betrachtet man zun�achst die freie Feldtheorie (V = 0). Aus(1.28) wird dann ein Gau�integral, das mit Methoden aus dem Anhang (Lemma 4)berechnet werden kann. Man �ndet:(RZ)( ) = Z [d�]e�a2 jj �C�jj2�� 12 (�;v�1�)= Z [d�]e�a2 ( ; )+a(C+ ;�)� 12 (�;(v�1+C+C)�)bis aufNormierung= e 12(aC+ ;(v�1+aC+C)�1aC+ )�a2 ( ; ); (1.35)1In dem gew�ahlten Aufbau besteht das Multigrid aus �ubereinanderliegenden, ineinander ver-schachtelten Schichten von Zd .



1.2. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE F�UR GITTERTHEORIEN 13da mit v auch v�1+aC+C reell, symmetrisch und positiv, und damit invertierbar ist((�; C+C�) = jjC�jj2 > 0). Der Fluktuationspropagator � kann dann durch (1.31)de�niert werden. Die De�nition (1.32) des A-Kerns ergibt sich �uber den station�arenPunkt �max = a�C+ =: A des Gau�integrals.RZ l�a�t sich damit weiter zusammenfassen:(RZ)( ) = e�a2 ( ; (11� aC�C+) ): (1.36)Der Operator a1 �a2C�C+ ist das Inverse des reellen, positiven und symmetrischenBlockspinpropagators �, der durch (1.33) gegeben ist. Es gilt n�amlich:�a1 � a2C�C+��CvC+ + 1a1�= 1 � aC�C+ + aCvC+ � a2C�C+CvC+= 1 � aC� �1 � ��1v + aC+Cv� C+��1=v�1+aC+C= 1 : (1.37)Der Renormierungsgruppen
u� eines freien Feldes ist damit durch(Re� 12 (�;v�1�))( ) = e� 12 ( ;��1 ) (1.38)gegeben.Der A-Kern kann durch die Formel A = vC+��1 ausgedr�uckt werden. Dies folgtaus vC+��1 = avC+ � a2vC+C�C+aC+C=��1�v�1= avC+ � av(��1 � v�1)�C+= A: (1.39)Wenn man nun den Propagator v �uberv �A�A+ = v �A���1Cv = v �ACv= v � a�C+Cv= v � �(��1 � v�1)v= � (1.40)in die Summe v = �+A�A+ zerlegt, kann man in dem Renormierungsintegral (1.28)mit Wechselwirkung die Faltungsformel f�ur Gau�sche Ma�e (A.7) anwenden. NachAnwendung von Formel (A.9) bekommt man dann:(RZ)( ) (A.7)= Z d�A�A+(�) Z d��(�)e�V (�+�)�a2 jj �C��C�jj2(A.9)= Z d��(�) Z d��(�)e�V (A�+�)�a2 jj �CA��C�jj2�=A�+�= Z d��(�) Z d��(�)e� 12 (�;A+��1A�)+(�;A+��1�)�V (�)�a2 jj �C�jj2 : (1.41)



14 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEDas Integral �uber � ist quadratisch und kann mit den Methoden von Lemma 4im Anhang berechnet werden. In dem Ergebnis taucht der Operator ��1A(��1 +A+��1A)�1A+��1 auf, den man in den Operator aC+C umformen kann. Es giltn�amlich: A+��1A = a��1CvC+ = ��1(a� � 1 )= a1 � ��1: (1.42)Der obige Operator wird damit zu 1a��1AA+��1 = aC+C. Aus (1.41) wird also dasIntegral Z d��(�)e�V (�)� 12 (�;��1�)�a2 ( ; )+a(C+ ;�)�=��A = Z d��(�)e�V (A +�)� 12( ;(A+��1A+a1 �2aCA) )A+��1A=a11���1= e� 12 ( ;��1 ) Z d��(�)e�V (A +�): (1.43)Wenn man nun das e�ektive Potential durch (1.30) de�niert, hat man den Flu�von H in einen Flu� f�ur den freien Anteil v und in einen Flu� f�ur das Potential Vaufgespalten.1.2.4 Quadratische FixpunkteWenn man V = 0 setzt, mu� man nur den Flu� des Propagators betrachten. Fix-punkte dieses Flusses sind quadratische Fixpunkte der Transformation R. EineTheorie mit unendlicher Korrelationsl�ange � wird durch eine kleine St�orung miteinem (quadratischen) Massenterm unkritisch, das hei�t � wird endlich. Durch An-wendung von Renormierungsgruppentransformationen schrumpft � in jedem Schrittungef�ahr um einen Faktor 1L . Eine unendlichfache Iteration ergibt damit eine Theo-rie mit der Korrelationsl�ange Null, also eine vollst�andig ungeordnete Hochtempe-raturphase. Man erwartet daher, da� diese Phase ein quadratischer Fixpunkt derTransformation R ist, der vollst�andig faktorisiert. Daher macht man den Ansatzv = 
1 ; (1.44)und bestimmt 
 so, da� v = � gilt. Das bedeutet:
1 = 
CC+ + 1a1 = 
L�d��21 + 1a1 : (1.45)Also ergibt sich als Fixpunkt
HT := a�11� L�d��2 = a�11� L�2 ; (1.46)im letzten Schritt wurde die kanonische Dimension � = L1� d2 eingesetzt. Damiterh�alt man f�ur den A-Kern A = vC+��1 = C+; (1.47)



1.2. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE F�UR GITTERTHEORIEN 15und f�ur den Fluktuationspropagator �:� = v �A�A+ = 
HT �1 � C+C� (1.48)Die Renormierungstransformation mit abgespaltenem Hochtemperatur�xpunkt hatdamit die einfache Gestalt:e�Ve�( ) = Z d�
HT(1 �C+C)(�)e�V (C+ +�): (1.49)Aus dieser Transformation kann die Renormierungsgruppentransformation des hier-archischen Modells (siehe Kapitel 2) elegant hergeleitet werden.Durch unendlich h�au�ge Iteration der Transformation (1.33) f�ur den Blockspin-propagator, ausgehend von v = (��)�1 mit dem Laplaceoperator �, erh�alt maneinen quadratischen Fixpunkt mit unendlicher Korrelationsl�ange, der perfekter La-placeoperator genannt wird. Der perfekte Laplaceoperator wird mit Fouriertrans-formation berechnet. Der Gitter-Laplaceoperator � wird in Anhang B eingef�uhrt.F�ur die k-te Iterierte �k des Blockspinpropagators (�0 = v), bekommt man denAusdruck �k = CkvC+k + a�1 k�1Xl=0 (CC+)l= CkvC+k + a�1k ; (1.50)mit ak = a 1�(Ld�2)�11�(Ld�2)�k . Der Operator Ck bei den Parametern L und � gleicht demOperator C bei den Parametern Lk und �k. Daher wird zuerst der Operator CvC+fouriertransformiert, anschlie�end werden die Parameter modi�ziert. Zun�achst zeigtman, da� mit v auch � translationsinvariant ist:(CvC+)x;y = Xz1;z22� Cx;z1vz1;z2C+z2;y = �2 Xz12Lx;;z22Ly v0;z2�z1= �2 Xz12L0;;z22L(y�x) vz1;z2= (CvC+)0;y�x; (1.51)mit � = 1Ld� . Dann berechnet man die Fouriertransformierte von CvC+:(]CvC+)p = Xx2� eipx(CvC+)0;x = �2Xx2� eipx Xz12L0;z22Lx vz1;z2= �2Xx2� Xz12L0;z22L0 eipxv0;Lx+z2�z1; (1.52)da v translationsinvariant ist. Durch Fouriertransformation von v ergibt sich(]CvC+)p = �2 Z ��� dq(2�)d ~vqXx2� ei(p�Lq)x Xz12L0 eiqz1 Xz22L0 e�iqz2= �2 Z ��� dq(2�)d ~vqXx2� ei(p�Lq)xju(q)j2: (1.53)



16 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEDabei wurde die Funktion juj2 durchju(q)j2 = �� Xz2L0 eiqz��2 = �� dY�=1 1� eiq�L1� eiq� ��2= dY�=1 sin2 q�L2sin2 q�2 (1.54)de�niert und mit Hilfe der geometrischen Reihe berechnet. Die SummePx2� ei(p�Lq)xentspricht einer Summe von �-Distributionen:Xx2� ei(p�Lq)x =Xt2~� �(t� p+ Lq); (1.55)mit ~� = (2�Z)d. Um die Notation zu vereinfachen sei L ungerade. Zum Integral�uber q tragen dann nur die Werte von t bei, f�ur die t 2 ~B = �2�Z6b(L)>�b(L)�d gilt, mitb(L) = L+12 � 1, da das Integral endliche Grenzen hat und �� 6 p 6 � ist. DasErgebnis besitzt also die Gestalt(]CvC+)p = �2L�dXt2 ~B ~v t�pL ju(t� pL )j2: (1.56)Daher lautet die Fouriertransformierte von �k:(~�k)p = (ĈkvC+k)p + a�1k= (�2L�d)k b(Lk)Xl1;::: ;ld=�b(Lk) ~v 2�l+pLk dY�=1 sin2 p�2sin2 � 2�l��p�2Lk � + a�1k(B.9)= (�2L�d)k b(Lk)Xl1;::: ;ld=�b(Lk) Qd�=1 sin2 p�2sin2� 2�l�+p�2Lk �m2 + 4Pd�=1 sin2 � 2�l�+p�2Lk � + a�1k : (1.57)Dabei ist mit l der Vektor (l1; : : : ; ld) gemeint. In dem letzten Schritt wurde dieFouriertransformierte des Propagators v = (�� +m21 )�1 eingesetzt, mit dem dieIteration startet. Au�erdem wurde von der Symmetrie der Summe �uber l1; : : : ; ldGebrauch gemacht. Die Taylorentwicklung von sin2 x hat die Gestalt [GR94]sin2 x = 1Xk=1(�1)k+122k�1x2k(2k)! = x2 � 13x4 +O(x6) ; (1.58)dies setzt man in (1.57) ein. Nur f�ur die kanonische Wahl der Skalierungskonstanten� hat die Summe (1.57) einen Grenzwert ungleich Null oder Unendlich. Man setzt



1.2. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE F�UR GITTERTHEORIEN 17also � = L1� d2 ; dann ist �2L�d = L�(2+2d). Im Limes k ! 1 besitzt ak denGrenzwert a(1� L�2). Insgesamt erh�alt man:(~�k)p = b(Lk)Xl1;::: ;ld=�b(Lk) Qd�=1 sin2 p�2k2�� 13 k4�L2k+:::L2km2 + 4Pd�=1 �k2� � 13 k2�L2k + : : :� + a�1k ; (1.59)mit k� = p�2 + �l�. Wenn man den Grenzwert k ! 1 innen zuerst ausf�uhrt, gehtdieser Ausdruck gegen den quadratischen Fixpunkt von Bell und Wilson [BW74],wenn man die Masse m = 0 w�ahlt. Massen ungleich Null werden mit dem FaktorL2k aufgeblasen. Das Ergebnis lautet:~�perfp = 1Xl1;::: ;ld=�1 1jp+ 2�lj2 dY�=1 sin2 p�2�p�2 + �l��2 + 1a(1� L�2) : (1.60)Das Inverse dieses Propagators wird perfekter Laplaceoperator genannt. Die Lo-kalit�atseigenschaften von �perf h�angen stark von a ab. Dies wird in Abbildung 1.1

Abbildung 1.1: Exponentielle Zerfallskonstante K(a) f�ur den perfekten Laplaceope-rator im Ortsraum.verdeutlicht. Im Ortsraum f�allt �perf0;x exponentiell mit jxj ab. Die Zerfallskonstantehabe ich mit einem automatisierten Verfahren an dem Abfall entlang der x2-Achsegemessen. Die optische Sichtung der Daten zeigt, da� die Fehler bei dieser Bestim-mung im Bereich des Plateaus und des Peaks besonders gro� sind. Anhand dieserAbbildung kann man also aussagen, da� der perfekte Laplaceoperator f�ur a zwischen6 und 10 eine exponentielle Zerfallskonstante gr�o�er als 3:25 besitzt. F�ur gr�o�ereoder kleinere Werte von a ist �perf sehr viel weniger lokal.



18 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEWas macht den perfekten Laplaceoperator perfekt, warum ist er also f�ur Phy-siker interessant? Die Diskretisierung einer Quantenfeldtheorie auf einem Gittererfordert die Ersetzung des Laplaceoperators in der freien Wirkung durch einenGitter-Laplaceoperator, der in der einfachsten Version durch (B.3) gegeben ist. Einsubtilerer E�ekt dieser Ersetzung ist die �Anderung der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung f�ur freie, masselose Teilchen, die auf einem Kontinuum durchE(~p) = j~pj (1.61)gegeben ist. Die 1-Komponente eines Vektors soll der zeitartigen Koordinate ent-sprechen. ~p bezeichnet die r�aumlichen Anteile des Impulses p, E(~p) ist die Ener-gie eines freien, masselosen Teilchens mit dem Impuls ~p. Auf einem Einheitsgitter� = Zd lautet die Dispersionsrelation eines freien, masselosen Teilchens mit Propa-gator (��)�1E(~p) = log0@1 + 2 dX�=2 sin2 p�2 +vuut4 dX�=2 sin2 p�2 !2 + 2 dX�=2 sin2 p�2 1A : (1.62)Diese Beziehungen sind in Abbildung 1.2 im zweidimensionalen Fall dargestellt.Die durchgezogene Linie entspricht der Kontinuumsbeziehung (1.61), die Kreuzesind die Werte f�ur den Gitter-Laplaceoperator. Der Impuls p2 l�auft dabei �uber eine

Abbildung 1.2: Energie-Impuls-Beziehung auf dem Kontinuum (durchgezogen), f�urden Gitter-Laplaceoperator (Kreuze) und f�ur den perfekten Laplaceoperator (Drei-ecke) in zwei Dimensionen.



1.2. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE F�UR GITTERTHEORIEN 19Brillouin-Zone. Wenn p2 klein ist, sind die Dispersionsbeziehungen auf dem Gitterund auf dem Kontinuum sehr �ahnlich. Bei gr�o�eren Impulsen gibt es aber deutlicheAbweichungen. Zur Herleitung von Gleichung (1.62) bemerkt man zun�achst, da�die Energie eines 1-Teilchen-Zustandes durch den exponentiellen Abfall der Zwei-punktfunktion im Impulsraum f�ur gro�e zeitliche Abst�ande de�niert werden kann:< ~�?(t; ~p)~�(0; ~p) >_ e�tE(~p); (1.63)f�ur gen�ugend gro�e t. Eine freie Theorie auf dem Gitter besitzt die WirkungH0(�) = 12(�; (��+m21 )�) (1.64)mit der Masse m. Dabei ist � der Gitter-Laplaceoperator. Die freie Zweipunkt-funktion ist einfach der Propagator, also das Inverse von �� + m21 , vergleicheLemma 8, Gleichung (A.11). Wenn man noch die Fouriertransformation des Gitter-Laplaceoperators verwendet (Gleichung (B.9)), erh�alt man f�ur die Zweipunktfunk-tion den Ausdruck< ~�?(t; ~p)~�(0; ~p) >= 12 Z ��� p12�eitp1 1m22 +Pd�=1(1� cos p�) : (1.65)Allgemeiner betrachte ich nun das IntegralI = 12� Z ��� dx eitxB � cos x = 12� Z ��� dx eitxB � 12(eix + e�ix)= 12�i Ijzj=1 dz ztBz � 12(z2 + 1) : (1.66)Zur Vereinfachung nimmt man an, da� t ganze Werte gr�o�er als Eins annimmt. DerNenner des Integranden ist gleich Null, wennz = z+ := B +pB2 + 1 (1.67)oder z = z� := B �pB2 + 1 (1.68)ist. Wenn B > 1 ist, ist auch jz+j > 1, und wegen z� = 1z+ liegt nur z� im Innerendes Kreises jzj = 1. Mit dem Residuensatz folgt:I = Resz=z�� zt(z � z+)(z � z�)� = zt�z� � z+ : (1.69)Zur Berechnung der Zweipunktfunktion wird dies mit B = m22 +1+Pd�=2(1�cos p�)angewendet. Also: < ~�?(t; ~p)~�(0; ~p) >_ e�t log(B+pB2�1); (1.70)



20 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEwas im Limes m2 ! 0 die Beziehung (1.62) ergibt. Nebenbei kann man bemerken,da� die Energie eines freien Teilchens mit Masse m 6= 0 f�ur ~p = 0 von Null verschie-den ist. Dies wird als Massenl�ucke bezeichnet; f�ur die Massenl�ucke mg erhalte ichden Ausdruck mg = log 1 +mr1 + �m2 �2 + m22 ! ; (1.71)und im Bereich kleiner Massen ergibt sichmg = m� m324 + 3m5640 +O(m7): (1.72)Die Massenl�ucke wird in Abbildung 1.3 veranschaulicht, in der die Energie-Impuls-

Abbildung 1.3: Energie-Impuls-Beziehung des masselosen (gestrichelt) und des mas-sebehafteten Gitter-Laplaceoperators bei m = 1.Beziehungen f�ur ein masseloses Teilchen und f�ur ein Teilchen mit de Masse m = 1in zwei Dimensionen dargestellt sind.Bei der Diskretisierung der freien Kontinuumswirkung ist a priori nicht klar,ob der kanonische Gitter-Laplaceoperator eine gute Wahl einer Diskretisierung desLaplaceoperators ist. Neben n�achsten Nachbarn k�onnten auch weiter entfernt lie-gende Punkte gekoppelt werden, um eine Energie-Impuls-Beziehung zu erhalten,die n�aher an der des Kontinuums liegt. Der perfekte Laplaceoperator ist in die-sem Sinn perfekt, da er genau die Energie-Impuls-Beziehung (1.61) besitzt; �perfbildet also die perfekte Diskretisierung von ��. Die Energie-Impuls-Beziehung f�urden perfekten Laplaceoperator (1.60) im Limes a!1 ist in Abbildung 1.2 mit derDispersionsbeziehung auf dem Kontinuum und der Beziehung f�ur den naiven Gitter-Laplaceoperator verglichen worden. Die Daten f�ur den perfekten Laplaceoperator



1.3. NUMERISCHE BERECHNUNG VON GITTEROPERATOREN 21wurden durch Fast-Fourier-Transformationen mit der Routine C06FAF aus [Num91]erhalten. Dabei wird p2 festgehalten. Die erhaltenen Daten zeigen den erwartetenexponentiellen Abfall. Mit einem automatisierten Least-Square-Fit wurde die Zer-fallskonstante bestimmt und in Abbildung 1.2 eingetragen. Bei der Summation desAusdrucks (1.60) gen�ugt es, 60 Terme zu ber�ucksichtigen.Der perfekte Laplaceoperator bildet also eine perfekte Gitterwirkung, die phy-sikalische Vorhersagen unabh�angig von der Gitterkonstanten, das hei�t unabh�angigvon dem Cuto�, macht. Das Spektrum ist exakt. Wilsons Renormierungsgruppeliefert die richtigen Argumente zur Begr�undung. Wenn man sich vorstellt, da� ausdem Fixpunkt �perf eine Renormierungsgruppentrajektorie herausl�auft, so ist derFixpunkt f�ur Theorien auf der Trajektorie ultraviolett. Unter Renormierungsgrup-penschritten w�achst die L�angenskala an, in dem gew�ahlten Schema in jedem Schrittum die Blockgr�o�e L. Ein Punkt auf der Trajektorie in unmittelbarer Umgebungdes Fixpunktes wird mit dem Fixpunkt durch unendlich viele Schritte verbunden.Wenn man dies zusammenf�ugt sieht man, da� die in�nitesimale Umgebung des Fix-punktes im Kontinuumslimes ist, in dem es keine Cuto�-E�ekte gibt. Weiter folgt,da� ein beliebiger Punkte auf der Trajektorie Kontinuumsphysik beschreibt, da daserzeugende Funktional unter Renormierungsgruppentransformationen invariant ist.Das gleiche Argument kann man auch f�ur wechselwirkende Theorien anbringen. Indiesem Fall ist es jedoch ungleich komplizierter, Theorien auf der renormierten Tra-jektorie systematisch zu berechnen. Von Hasenfratz und Niedermayer [HN94] wurde1993 ein Weg vorgeschlagen, der Theorien in der N�ahe der renormierten Trajekto-rie berechnet. Die zentrale Idee besteht darin, die klassische Approximation derGleichung f�ur Renormierungsgruppen�xpunkte zu l�osen. Ein anderer Weg wurdeim November 1994 von Christian Wieczerkowski aufgezeigt und in seiner Arbeits-gruppe ausgearbeitet [WX94, RW95]. In Kapitel 4 und 5 werden Teile dieser Arbeitbehandelt.Im Gegensatz zu diesem Verbesserungsprogramm im Sinne von Wilsons Renor-mierungsgruppe hat Symanzik eine Methode vorgebracht, mit der man systematischKorrekturen in eine Gitterwirkung einf�uhren kann, um die Ordnung in der Gitter-konstanten a, in der Gitterartefakte auftreten, zu erh�ohen [Sym83, L�u84]. DerZusammenhang zwischen Wilsons Renormierungsgruppe und Symanziks Verbesse-rungsprogramm wird in [Wie88] hergestellt; dort wird per Renormierungsgruppebewiesen, da� man Symanzik-verbesserte Wirkungen �nden kann.1.3 Numerische Berechnung von Gitteroperato-ren bei �-artigen Blockspins1.3.1 �-BlockspinEine Renormierungsgruppentransformation kann man als Ausintegration von Frei-heitsgraden au�assen. Dies ist am deutlichsten bei Verwendung des �-Blockspins,bei dem Blockspinfelder den Blockmittelfeldern entsprechen. Der �-Blockspin ist



22 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEdurch die Wahl P ( ; �) = �( � C�) := Yx2�0 �( x � (C�)x) (1.73)des Funktionals P in (1.21) de�niert. Die Renormierungsgruppentransformation Terscheint dann in der Gestalt(T Z)( ) = Z [d�]�( � C�)Z(�): (1.74)Der �-Blockspin ist der Grenzwert des Gau�-Blockspins f�ur �!1; daher wird derGau�-Blockspin gelegentlich auch als verschmierter �-Blockspin bezeichnet. Diesfolgt daraus, da� das Gau�sche Ma� bei verschwindender Kovarianz gegen das �-Ma� geht, vergleiche Anhang A.1, Lemma 10.Durch Reskalierung kann man analog zum Gau�-Blockspin eine TransformationR auf einem Einheitsgitter de�nieren. Durch die Reskalierung wird in (1.74) derBlockmitteloperator C durch den reskalierten Blockmitteloperator C ersetzt. Wiebeim Gau�-Blockspin kann man den Renormierungsgruppen
u� in einen Flu� f�urden Propagator und in einen Flu� der Wechselwirkung zerlegen, wenn das Funktio-nal Z durch Z(�) = e�H(�) gegeben ist und H(�) aus einem quadratischen AnteilH0(�) = 12(�; v�1�) und einem Rest V (�) gegeben ist. Durch Berechnung des Inte-grals (RZ)( ) = e� 12 ( ;��1 ) = Z [d�]�( � C�)e� 12 (�;v�1�) (1.75)wird dann der Blockspinpropagator � de�niert, w�ahrend durch den station�arenPunkt �max des Integranden der A-Kern durch A = �max erkl�art ist. Die Berech-nung des station�aren Feldes und des Integrals (1.75) kann man durch Minimierungder quadratischen Form H0(�) = 12(�; v�1�) unter der Nebenbedingung  = C�durchf�uhren. Durch die Substitution � = �max+ � erh�alt man f�ur H0 den AusdruckH0(�) = 12(�max; v�1�max)+ 12(�; v�1�) ; der gemischte Term verschwindet wegen derExtremaleigenschaft von �max. Also bekommt man:(RZ)( ) = Z [d�]�( � C�)e� 12 (�;v�1�) =C�max= Z [d�]�(C�)e� 12 (�;v�1�)� 12 (�max;v�1�max)= e� 12 (�max;v�1�max)(RZ)( = 0): (1.76)Nach einer Normierung ist also gezeigt, da� das Integral (1.75) durch Bestimmungdes station�aren Punktes berechnet werden kann. (Auch die Berechnung der Nor-mierungskonstanten ist unproblematisch und f�ur einige Problemstellungen sinnvoll,vergleiche [NN74].) Wenn man also �max = A setzt, ist das Inverse des Blockspin-propagators �: ��1 = A+v�1A : (1.77)



1.3. NUMERISCHE BERECHNUNG VON GITTEROPERATOREN 23Diese Formel gibt an, wie sich die Kopplungen v�1 unter einem Renormierungsgrup-penschritt transformieren. Der A-Kern kann also bei Verwendung des �-Blockspinsals Transformationsmatrix der Kopplungen aufgefa�t werden.Die Minimierung der quadratischen Form H0 unter der Nebenbedingung C� =  kann man mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren durchf�uhren, um dieexplizite Gestalt der Gitteroperatoren zu bestimmen. Dies ist hier aber nicht n�otig,da die Gitteroperatoren f�ur �-Blockspin durch Bildung des Grenzwertes a ! 1 inden Ausdr�ucken f�ur Gau�-Blockspin erhalten werden k�onnen. Das Ergebnis ist:Blockspinpropagator � = CvC+ (1.78)A-Kern A = v C+��1 (1.79)Fluktuationspropagator � = v �A �A+: (1.80)Wie beim Gau�-Blockspin besitzen die Operatoren A und � auch beim �-BlockspinKerne, die exponentiell abfallen. Das Lemma 1 gilt also auch hier. F�ur den A-Kerngilt: Ay;x = (vC+��1)y;x = Xz1;z22� vy;z1C+z1;z2��1z2;xz02=z2�x;z01=z1�Lx= Xz01;z022� vy�Lx;z01C+z01;z02��1z02;0= Ay�Lx;0; (1.81)das hei�t A ist invariant unter Translation von Bl�ocken. In der Rechnung wurde dieTranslationsinvarianz von v und � sowie die Invarianz unter Translation von Bl�ockenvon C+ benutzt.Einige Eigenschaften der Gitteroperatoren sind beim �-Blockspin am deutlich-sten, zum Beispiel die Fluktuationseigenschaft von �. Dies soll in den folgendenRechnungen herausgearbeitet werden. Zun�achst werden einfache Eigenschaften derOperatoren zusammengefa�t: CA = 1 (1.82)��1 = A+v�1A (1.83)C� = �C+ = 0: (1.84)Dies folgt aus: CA = CvC+��1 = 1 ; (1.85)A+v�1A = ��1Cvv�1vC+��1= ��1CvC+��1 = ��1; (1.86)C� = C(v �A�A+) = Cv � ���1Cv = 0 : (1.87)Au�erdem ist � ein positiver Operator; dies ist in der Darstellung (1.31) von � f�urden Gau�-Blockspin sofort klar. F�ur �-Blockspin geht der Beweis so:



24 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEEs sei ein Feld  2 R� vorgegeben. Dazu de�niert man durch � = v und durch�0 = C� weitere Felder auf �. � zerlegt man dann durch � = A�0 + �, mit einemFluktuationsfeld �, f�ur das C� = 0 gilt. Dann folgt:( ;� ) = (v�1�;�v�1�)= (v�1A�;�v�1A�0) + 2(v�1�;�v�1A�0) + (v�1�;�v�1�)= (C+��1�0;�C+��1�0) + 2(v�1�;�C+��1�0) + (v�1�; (v �A�A+)v�1�)�C+=0= (�; (1 � C+��1Cv)v�1�)= (�; v�1�) > 0; falls � 6= 0: (1.88)Die Fluktuationseigenschaft des Propagators � besagt, da� zu dem IntegralZ d��(�)F ( + �) (1.89)nur Felder mit Blockmittel C� = 0 beitragen. Der Beweis benutzt die Projektions-eigenschaft des Operators P := Ld�2C+C und wird mit Fouriertransformation wiefolgt durchgef�uhrt:Z d��(�)F ( + �)= Z d��(�) Z [d�]�(�� �)F ( + �)= Z d��(�) Z [d�] Z � dq(2�)d �ei(q;���)F ( + �)= Z [d�] Z � dq(2�)d �e� 12 (q;�q)ei(q;�)F ( + �): (1.90)Dies ist die bekannte Gittergasdarstellung von Feldtheorien. In der letzten Um-formung hat man die Fouriertransformation von Gau�schen Ma�en (A.2) benutzt.Man zerlegt nun die Impulsfelder q in blockkonstante Felder und Fluktuationen:q = (1 � P )q + Pq: (1.91)Damit folgt aus (1.84):Z d��(�)F ( + �)�P=0= Z [d�]Z � dq(2�)d �e� 12�(11�P )q;�(11�P )q�ei�(11�P )q+Pq;��F ( + �)= Z [d�]Z � dq(2�)d �e� 12�(11�P )q;�(11�P )q�+i�(11�P )q;��ei(Pq;P�)F ( + �) : (1.92)Nun setzt man q1 = (1 � P )q und q2 = Pq und integriert getrennt �uber q1 und q2.Dies ist m�oglich, da P eine Projektion ist. Durch Bildung einer �-Funktion erh�alt



1.3. NUMERISCHE BERECHNUNG VON GITTEROPERATOREN 25man schlie�lich:Z d��(�)F ( + �)= Z [d�] Z [ dq1(2�)d ]�(Ld�2C+C�)e� 12 (q1;�q1)+i(q1;(11�P )�)F ( + �): (1.93)Damit folgt, da� jede Kon�guration � mit C� 6= 0 keinen Beitrag zum Integralliefert. Dabei beachte man Gleichung (1.16). Zu dem Integral (1.89) tragen dahernur Fluktuationsfelder um das Blockmittelfeld C� = 0 bei.Der perfekte Laplaceoperator f�ur �-Blockspin ergibt sich aus (1.60) direkt imLimes a!1.Wenn man e�ektive Wirkungen, die durch �-Blockspins berechnet wurden, an-schlie�end auf Computern mit Monte-Carlo Methoden simuliert, beobachtet man antypischen Kon�gurationen h�au�g Gr�aben zwischen gro�en Bl�ocken. Der Grund ist,da� sich Information in einem Renormierungsgruppenschritt nicht �uber Blockgren-zen hinaus fortp
anzen kann. Der �-Blockspin ist o�enbar eine schlechte Wahl, wennman e�ektive Wirkungen zur Simulation auf einem Computer berechnen m�ochte.1.3.2 Dressed DecimationDie Freiheitsgrade einer e�ektiven Theorie k�onnen durch die Blockmittelwerte derSpins einer nackten Theorie gegeben sein. Es sind aber auch andere Verfahrendenkbar, mit denen man Freiheitsgrade nach Skalen organisiert ausintegrieren kann.Beim Gau�-Blockspin etwa sind die Freiheitsgrade der e�ektiven Theorie nur nochn�aherungsweise durch die Blockmittelwerte gegeben. Noch einfacher ist es, auf dieBildung von Mittelwerten zu verzichten, und die Blockspinfelder durch Dezimierungzu erkl�aren. F�ur alle Punkte x aus dem gr�oberen Gitter �0 erh�alt man dann dasBlockspinfeld  2 R�0 durch  x = �x aus dem Feld � 2 R� . Die e�ektiven Theo-rien, die man durch Dezimierung erh�alt, besitzen schlechte Lokalit�atseigenschaften.Der Nachteil ist, da� das Blockspinfeld nur durch die Blockzentren gebildet wird.Nebenpunkte k�onnen aber einfach in die Blockregel mit einbezogen werden. Dazude�niert man den Blockmitteloperator C5 [HPW95] durch(C5 )x = c0�x + c1 Xy2�: y n.n. x�y : (1.94)Hier wird �uber alle n�achsten Nachbarpunkte von x in � summiert. Dies wurde vonden Autoren von [HPW95] als Dressed Decimation bezeichnet. In zwei Dimensionengehen f�unf Punkte in einen Block ein; dann wird diese Blockung als 5-Punkt-Regelbezeichnet. Benachbarte Bl�ocke �uberlappen sich, wie in Abbildung 1.4 am zweidi-mensionalen Fall illustriert wird. Diese Regel kann einfach auch auf weiter entferntePunkte ausgedehnt werden. Dies kann man so au�assen, da� das als Temperaturfeldgedachte Feld � sich eine kurze Zeit t in dem homogenen Gittermedium � nach derW�armeleitungsgleichung entwickelt. Dadurch �ndet ein W�armeaustausch �uber kur-ze Entfernungen statt. Blockzentren werden durch die n�achsten oder �ubern�achsten



26 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE

xc0c1
Abbildung 1.4: Veranschaulichung der 5-Punkt-Regel. Die gro�en Punkte sind(nach kanonischer Einbettung) Gitterpunkte von �0 und von �. Die Bl�ocke sindrautenf�ormig.Nachbarn beein
u�t. Nach einer kurzen Zeit t bildet man von dem ver�andert Feld�(t; x) durch Dezimierung das Blockspinfeld. Die W�armeleitungsgleichung hat dieGestalt � @@t ����(t; x) = 0: (1.95)Auf einem kontinuierlichen Raum sind L�osungen dieser Gleichung durch die Faltungder Anfangswerte mit dem sogenannten W�armekern gegeben [Fol76]�(t; x) = Z d�2t11(y)�(x+ y) = (et��)(x); (1.96)unter Verwendung von Lemma 5 im Anhang. Den zweiten Ausdruck kann man in dergleichen Form auch diskretisiert au�assen, indem der Laplaceoperator durch den inAnhang B beschriebenen Gitter-Laplaceoperator ersetzt wird. Durch Entwicklungder Exponentialfunktion f�ur kleine Zeiten bekommt man dannet� = 1 + t�+O(t2): (1.97)Nach einer kurzen Zeit lautet das ver�anderte Feld also�(t; y) (B:4)= ((1 + tN � 2d t1 )�)y= (1� 2d t)�y + t(N�)y: (1.98)



1.3. NUMERISCHE BERECHNUNG VON GITTEROPERATOREN 27N ist die Nearest-Neighbour-Matrix, die im Anhang eingef�uhrt wird. Durch Dezi-mierung von �(t; �) de�niert man das Blockspinfeld  2 R�0 : x = �(t; x) = (1� 2d t)�x + t Xy2�: y n.n. x�y : (1.99)Dies ist genau die Blockregel mit dem Operator C5, wenn man c1 = t und c0 =1 � 2d t w�ahlt. Dann gilt die Beziehung c0 + 2d c1 = 1. Die Lokalit�atseigenschaf-ten der e�ektiven Theorie k�onnen durch geeignete Wahl von c0 und c1 erheblichbeein
u�t werden.Die Renormierungsgruppentransformation wird in dem obigen Sinn durch dieWahl P ( ; �) = �( � C5�) (1.100)in (1.21) de�niert. Nat�urlich kann man aber auch Gau�-Blockspins mit C5 bil-den. Die Reskalierung wird in v�olliger Analogie zum �- und Gau�-Blockspin durch-gef�uhrt. Der reskalierte 5-Punkt-Blockmitteloperator wird mit C5 bezeichnet. Auchdie Berechnung der Gitteroperatoren �, � und A ist analog zum �-Blockspin. Manverwendet entweder den Grenzwert a ! 1 in den Formeln f�ur Gau�-Blockspinoder minimiert die quadratische Form H0 unter der Nebenbedingung C5� =  . DasErgebnis sind die Ausdr�ucke (1.78)-(1.80), unter der Ersetzung C ! C5.Es ist mir nicht gelungen, den perfekten Laplaceoperator bei Verwendung der5-Punkt-Regel exakt zu berechnen. Dies w�are zum Vergleich mit numerischen Datenn�utzlich. Das zentrale Problem ist die verschachtelte Struktur von C5k.1.3.3 Numerische Berechnung von Gitteroperatoren auf end-lichen GitternRenormierungsgruppen
�usse k�onnen auf endlichen Gittern numerisch simuliert wer-den. Das Ziel meiner Berechnung ist eine Gegen�uberstellung der Lokalit�atseigen-schaften der Gitteroperatoren bei Verwendung von �-Blockspin und bei Verwendungder 5-Punkt-Regel. Zur numerischen Berechnung der Gitteroperatoren gen�ugt es,die A-Kerne zu bestimmen. Mit Hilfe von Gleichung (1.77) kann man dann aus vor-gegebenen Kopplungen K = v�1 das Inverse des Blockspinpropagators, das hei�tdie e�ektiven Kopplungen, berechnen. � bekommt man aus ��1 zum Beispiel durchFouriertransformation. Der Fluktuationspropagator � ergibt sich aus v, � und Amit Hilfe von Gleichung (1.80). Ein anderer Weg besteht darin, zun�achst � aus v mitGleichung (1.78) zu berechnen und daraus mit (1.79) den A-Kern zu bestimmen.Am Schlu� steht wieder die Berechnung des Fluktuationspropagators. Auf diesemWeg wendet man Fouriertransformationen an. Alle numerischen Berechnungen habeich im zweidimensionalen Fall durchgef�uhrt.Die Berechnung der Gitteroperatoren bei �-artigem Blockspin kann durch dieMinimierung der quadratischen Form H0(�) = 12(�; v�1�) unter der Nebenbedin-gung C� =  mit einem �au�eren Feld  ausgef�uhrt werden. Hier kann man unterdem Blockmitteloperator C den gew�ohnlichen Blockmitteloperator oder den 5-Punkt



28 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEBlockmitteloperator verstehen. Bei gegebenem Blockspinfeld  minimiert A dieForm H0, und es gilt  = CA . Wenn man  x = �x;0 w�ahlt, gilt (A )y = Ay;0.Wegen der Translationsinvarianz �uber Bl�ocke gen�ugt es, den A-Kern f�ur den Punktx = 0 zu berechnen.Zur numerischen Durchf�uhrung der Minimierung von H0 macht man lokale paar-weise �Anderungen der Spins. Die �Anderungen w�ahlt man so, da� einerseits die Ne-benbedingung eingehalten wird und andererseits H0 in Abh�angigkeit von dem Va-riationsparameter minimiert wird. Dies wird zun�achst am Beispiel des �-Blockspinserkl�art. Die Blockgr�o�e legt man auf L = 2 fest. In einem ersten Schritt w�ahlt manein Hintergrundfeld  . G�unstig ist die Wahl  x = �x;0, da dann (A )y = Ay;0 gilt.Wegen der Invarianz unter Translation von Bl�ocken gen�ugt es, den A-Kern f�ur denBlock x = 0 zu bestimmen. Nun bestimmt man aus  eine Startkon�guration �,f�ur die o�ensichtlich C� =  gilt. In zwei Dimensionen und f�ur � = 1, L = 2 w�ahltman zum Beispiel �y = 4�y;0. Zur Minimierung macht man eine Schleife �uber alleBl�ocke. Unter den in einem (zweidimensionalen) Block sechs verschiedenen Spin-y1 y2

Abbildung 1.5: Situation bei der Ver�anderung von Feldvariablen f�ur �-Blockspin.paaren w�ahlt man ein erstes aus; die zugeh�origen Gitterpunkte werden mit y1 undy2 bezeichnet, vergleiche Abbildung 1.5. Nun wird ein neues Feld �new durch�newy = 8><>:�y1 + h; falls y = y1;�y2 � h; falls y = y2;�y; sonst (1.101)de�niert. Dadurch bleibt die Nebenbedingung unge�andert. d wird so gew�ahlt, da�H0 minimiert wird. Das Ergebnis ist:h = Px2�(Ky1;x �Ky2;x)�x2(Ky1;y2 �K0;0) : (1.102)Eine beliebige Gittersumme der Gestalt Px;y2� f(x; y) mit f(x; y) = f(y; x) kann



1.3. NUMERISCHE BERECHNUNG VON GITTEROPERATOREN 29man n�amlich inXx;y2� f(x; y) = f(y1; y1) + f(y2; y2) + 2f(y1; y2)+ Xx;y2�nfy1;y2gf(x; y) + 2 Xx2�nfy1;y2gf(x; y1) + 2 Xx2�nfy1;y2gf(x; y2) (1.103)zerlegen. Wegen H0(�) = 12Px;y2� �xKx;y�y und Kx;y = Ky;x unter Ausnutzung derGittersymmetrie des Propagators kann man dies auf H0 anwenden. Also gilt2�H0(�new)�H0(�)� = 2Ky1;y2�(�y1 + h)(�y2 � h)� �y1�y2�+Ky1;y1�(�y1 + h)2 � �2y1�+Ky2;y2�(�y2 � h)2 � �2y2�+2 Xx2�nfy1;y2gKx;y1�x(�y1 + h� �y1)+ 2 Xx2�nfy1;y2gKx;y2�x(�y2 � h� �y2)= 2h2(K0;0 �Ky1;y2)+2h�(K0;0 �Ky1;y2)(�y1 � �y2) + Xx2�nfy1;y2g�x(Ky1;x �Ky2;x)�: (1.104)Dieser quadratische Ausdruck der FormAd2+2Bd ist extremal an der Stelle d = �BA ,was gerade dem Ausdruck (1.102) entspricht. Genauso verf�ahrt man mit den an-deren Spinpaaren des Blockes. Nach jeder Schleife �uber die Bl�ocke wird H0 be-rechnet. Wenn sich H0 nur noch wenig �andert, wird das Verfahren gestoppt. Dieletzte Feldkon�guration ist gleich dem A-Kern, wenn man die Minimierung f�ur dasHintergrundfeld  = �x;0 durchf�uhrt.Das Programm zur Bestimmung des A-Kerns mit der 5-Punkt-Regel ist etwaskomplizierter, da sich die Bl�ocke �uberlappen. In der Situation von Abbildung 1.6
x1 x3 x2Abbildung 1.6: Situation bei der Ver�anderung von �Uberlappungspunkten.



30 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEde�niert man ausgehend von einer Startkon�guration � ein neues Feld �new durch�newx = 8>>><>>>:�x1 + c1c0h; falls x = x1;�x2 + c1c0h; falls x = x2;�x3 � h; falls x = x3;�x; sonst: (1.105)Dadurch bleibt die Nebenbedingung C5� = C5�new =  erhalten. h wird so gew�ahlt,da� H0(�new)�H0(�) extremal wird:h = Px2�� c1c0�x(Kx;x1 +Kx;x2)� �xKx;x3�c1c0 (Kx1;x3 +Kx2;x3)�K0;0 � 2� c1c0�2 (K0;0 +Kx1;x2) : (1.106)Die Extremaleigenschaft von h weist man nach, indem man f�ur die symmetrischeFunktion f(x; y) = �xKx;y�y die Summe 2H0(�) = Px;y2� f(x; y) aufspaltet undanschlie�end die Di�erenz H0(�new)�H0(�) berechnet. Dies ist analog zum obigenVorgehen. In einer zweiten Update-Routine ver�andert man die Feldvariablen, dienicht in die Blockspins eingehen. In der Situation von Abbildung 1.7 de�niert manx1
Abbildung 1.7: Situation bei der Ver�anderung von Punkten, die nicht in den Blockmit eingehen.das ver�anderte Feld �new durch�newx = (�x1 + h; falls x = x1;�x; sonst: (1.107)Der extremale Wert von h ist durchh = �Px2� �xKx;x1K0;0 (1.108)gegeben, da2�H0(�new)�H0(�)� = 2 Xx�nfx1g�xKx;x1�(�x1 + h)� �x1�+Ky1;y1�(�x1 + h)2 � �2x1�Kx1;x1=K0;0= 2hXx2� �xKx;x1 + h2K0;0 (1.109)



1.3. NUMERISCHE BERECHNUNG VON GITTEROPERATOREN 31gilt, so da� der Extremum durch (1.108) gegeben ist. �Uber die in Abbildung 1.6 und1.7 dargestellten Situationen kann man in einer Schleife die Energie H0(�) sukzessiveminimieren. Aus der letzten Kon�guration liest man wie erkl�art den A-Kern ab.Um einen ersten Eindruck zu gewinnen, habe ich mit diesen Programmen zun�achstA-Kerne f�ur die freie, masselose Theorie mit Kopplungen K = v�1 = �� auf Git-tern der Gr�o�e L = 2k mit k 2 f4; 5; 6; 7g berechnet. An Abbildung 1.8 erkennt man

Abbildung 1.8: Exponentielle Konvergenz bei der Berechnung des A-Kerns auf ei-nem 64 � 64-Gitter. Aufgetragen ist die Energiedi�erenz der Kon�gurationen zurletzten Kon�guration, aus der der A-Kern bestimmt wird.zun�achst, da� die vorgeschlagene Methode zur Bestimmung des A-Kerns exponen-tiell schnell gegen einen Fixpunkt konvergiert. Die Konvergenz folgt ungef�ahr demGesetz H0(�)�H0(��nal) = const� 10�n, wenn ��nal die letzte Kon�guration und ndie Anzahl der durchlaufenen Schleifen ist. Nach etwa 16 Schleifen ist die Rechner-genauigkeit erreicht. In Abbildung 1.9 ist der Logarithmus des Betrags des A-Kernsf�ur �-Blockspin gegen den Betrag des Abstands zum Ursprung f�ur ein 64�64-Gitteraufgetragen. An dem linearen Verhalten der Randkurve erkennt man deutlich denexponentiellen Zerfall des A-Kerns. Zun�achst habe ich aus Graphen dieser Art dieAbh�angigkeit der Zerfallskonstanten von der Gittergr�o�e bestimmt. Die Zerfalls-konstante K(L) ist die gr�o�te Zahl f�ur die im linearen Bereich K(L) 6 � c+log jAy;0jjyjgilt, wobei c eine unbedeutende Konstante ist. Durch lineare Fits habe ich K(L)f�ur alle betrachteten Werte von L jeweils f�unfmal bestimmt. Der angegebene Fehlerist die Wurzel aus der empirischen Varianz der Werte. Die Zerfallskonstante f�urdie 5-Punkt-Regel wurde mit dem Parameter c0 = 0:8 und c1 = 1�c04 bestimmt.Die �Anderung der Zerfallskonstanten mit c0 wird sp�ater untersucht. Das Ergebnis�ndet man in Tabelle 1.1. Die erste Beobachtung ist, da� K(L) f�ur die 5-Punkt-Regel deutlich gr�o�er ist als f�ur den �-Blockspin. Der A-Kern (und die anderenGitteroperatoren) fallen schneller ab, sind also lokaler. Die Zerfallskonstante ist beiVerwendung des �-Blockspins deutlich von der Gr�o�e des Gitters abh�angig. Wenn
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Abbildung 1.9: Exponentieller Zerfall des A-Kerns bei �-Blockspins. Aufgetragenist der Logarithmus von jAy;0j gegen jyj.man zu gr�o�eren Gittern geht, wird der A-Kern weniger lokal; dies ist ein nat�urlichesVerhalten. Wenn man die 5-Punkt-Regel verwendet, stabilisiert sich die Zerfallskon-stante bereits bei L = 32 auf einen asymptotischen Wert. Auch darin dr�ucken sichdie besseren Lokalit�atseigenschaften der 5-Punkt-Blockung aus.Wie mu� man bei der 5-Punkt-Regel c0 w�ahlen, damit die ZerfallskonstanteK(c0) maximal wird? Um dies zu beantworten, habe ich den A-Kern im freien,masselosen Fall (v�1 = ��) auf einem 32 � 32-Gitter f�ur verschiedene Werte vonc0 zwischen 0:4 und 1:0 berechnet, und die Zerfallskonstante nach dem beschrie-benen Verfahren gemessen. In Abbildung 1.10 ist das Ergebnis aufgetragen. DerFall c0 = 1 entspricht der blo�en Dezimierung. Deutlich ist zu erkennen, da� dieZerfallskonstante bei c0 = 0:75 ein scharfes Maximum mit K(0:75) = 1:496(7) an-nimmt. Wenn drei Viertel des Gewichtes bei der Blockung auf den BlockmittelpunktL �-Blockspin 5-Punkt-Regel16 0.994(4) 1.423(6)32 0.944(7) 1.403(8)64 0.918(3) 1.403(2)128 0.897(4) 1.404(3)Tabelle 1.1: K(L) f�ur �-Blockspin und 5-Punkt-Regel.
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Abbildung 1.10: Bestimmung des Optimalwertes f�ur c0 f�ur die 5-Punkt-Regel.fallen, ist der A-Kern also optimal lokal. Die Zeit, in der sich das Feld nach derW�armeleitungsgleichung entwickelt, ist dann c1 = 0:0625; sie ist so klein, da� manerwarten kann, da� es keine wesentlichen Verbesserung im Lokalit�atsverhalten desA-Kerns gibt, wenn man die Taylorentwicklung (1.97) erst nach h�oheren Ordnungenabbricht, beziehungsweise �ubern�achste Nachbarpunkte mit in die Block-Regel ein-bezieht. Nach einer Mitteilung von Klaus Pinn besitzt der perfekte Laplaceoperatorselbst die besten Lokalit�atseigenschaften f�ur c0 = 0:80.Wenn der A-Kern berechnet ist, kann man mit Hilfe von Gleichung (1.77) dieBlockkopplungen ��1 berechnen. Wenn man sich vorstellt, da� man H0 bei demHintergrundfeld  x = �x;x1 + �x;x2 (1.110)minimiert hat, so gilt einerseitsH 00( ) := 12( ; ��1 ) = ��10;0 + ��1x1;x2; (1.111)und andererseitsH 00( ) = min�2R�: =C�H0(�) = H0(A ) = H0(A�;x1 +A�;x2): (1.112)Durch Vergleich von (1.111) und (1.112) kann man die geblockten Kopplungen ��1x1;x2bekommen, wenn man zuvor ��10;0 bestimmt hat. Dazu wird das Hintergrundfeld



34 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE x = �x;0 gew�ahlt; dann ist n�amlichH 00( ) = 12��10;0 = H0(A�;0) = 12 Xx;y2� v�1x;yAx;0Ay;0: (1.113)Aus dem A-Kern kann man also sehr einfach ��1 im Ortsraum berechnen und Re-normierungsgruppenschritte iterieren, bis man schlie�lich den perfekten Laplaceope-rator gewonnen hat. Bei der Iteration ist zu beachten, da� das reskalierte Block-spingitter �0R nicht gleich dem Gitter � ist, sondern ein kleineres Gitter, das injeder Raumrichtung statt N nur noch NL Punkte enth�alt. Die Kopplungen auf �0Rsind invariant unter Drehungen des Gitters um k�2 mit k = 0; 1; : : : . Daher besitzt

222
24

Abbildung 1.11: Unabh�angige Komponenten von ��1 auf �0R. Die fetten Punkteentsprechen den unabh�angigen Komponenten. Die Zahlen werden im Text erkl�art.��1 nur 12 �NL + 1� �NL + 2� unabh�angige Komponenten, siehe Abbildung 1.11. Umf�ur die Iteration aus den Blockkopplungen ��1 auf dem kleineren Gitter �0R neueKopplungen v�1 auf � zu de�nieren, zerschneidet man �0R so, da� alle Symme-trie aufgehoben ist, klebt an die verbleibenden Kopplungen soviele Nullen heran,bis man alle unabh�angigen Kopplungen auf � de�niert hat, und klebt diese Kopp-lungen gem�a� der Symmetrieforderungen aneinander. Bei dem Zerschneiden mu�man die Subtilit�at beachten, da� man einige Kopplungen durch Zwei oder durchVier teilen mu�, wenn NL gerade ist. Die richtigen Faktoren sind in Abbildung 1.11an den entsprechenden Punkten eingetragen. Wenn N = 32 ist, gibt es also 45unabh�angige Kopplungen, beiN = 64 gibt es 153 unabh�angige Kopplungen. Die Ite-ration wurde bei diesen Parametern f�ur den �-Blockspin und f�ur die 5-Punkt-Regel(c0 = 0:80), ausgehend von der freien, masselosen Theorie, jeweils 20 mal durch-gef�uhrt. Die Ergebnisse f�ur die Blockkopplungen nach den ersten zehn Schrittensind in Abbildung 1.12 dargestellt. Abgebildet sind die bereits geteilten Kopplun-gen, die auf dem Gitter � leben. Die diskreten Punkte wurden verbunden, damit die
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Abbildung 1.12: Iteration der Blockkopplungen auf Gittern der Gr�o�e N = 32 undN = 64. Ausgangspunkt der Iteration ist die freie, masselose Theorie, die durchden Gitter-Laplaceoperator de�niert wird. Es wurden jeweils zehn Iterationsschrit-te durchgef�uhrt. Die Kopplungen sind durch einen Schnitt entlang der x1-Achsedargestellt, es gilt x = (x1; 0). Die Dreiecke bezeichnen die exakten Werte, die ausFormel (1.60) im Limes a!1 erhalten wurden.



36 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEZuordnung zu den Schritten klarer wird. Die Dreiecke beim �-Blockspin bezeichnendie exakten Resultate, die durch eine numerische Auswertung von Formel (1.60) imLimes a!1 erhalten wurden. In jedem Fall kann man eine Konvergenz zu einemH�aufungspunkt beobachten. Das Ergebnis der Iteration ist der perfekte Laplaceope-rator. Mit der 5-Punkt-Regel wird der Fixpunkt sp�ater erreicht, beim �-Blockspinkonvergieren die Kopplungen erstaunlich schnell, bereits nach vier Schritten ist derperfekte Laplaceoperator erreicht. Konvergenzprobleme auf kleineren Gittern sowieTrunkationse�ekte sind bereits in [Deg95] mit dieser und einer anderen Methode zurBerechnung der Blockkopplungen ausf�uhrlich untersucht und dargestellt worden.An der logarithmischen Darstellung in Abbildung 1.12 kann man deutlich er-kennen, da� die Blockkopplungen exponentiell abfallen; die Zerfallskonstante ist f�urden �-Blockspin ungef�ahr 1:4, w�ahrend ich f�ur die 5-Punkt-Regel etwa 3:2 erhalte.(In der Tat sind die Kurven nicht ganz linear; dies erwartet man auf endlichen Git-tern, da Periodizit�at gefordert wird.) Auf dem 32� 32-Gitter sind die Kopplungenbei x = (8; 0) beim �-Blockspin auf circa 10�4 abgefallen, bei der 5-Punkt-Regelin der gleichen Situation bereits auf 10�10. Auf einem 64 � 64-Gitter bildet sichbei der 5-Punkt-Regel f�ur x1 > 11 ein Plateau bei log j��10;xj = �37, das hei�t beij��10;xj < 10�16 aus; dies liegt in der Gr�o�enordnung der Rechnergenauigkeit. (Die A-Kerne und die Blockkopplungen wurden stets mit der maximal verf�ugbaren Genau-igkeit bestimmt.) F�ur gr�o�ere Gitter kann man also noch weiter entfernt liegendeKopplungen gleich Null setzen. In Abbildung 1.13 wird der Vergleich der Blockspin-propagatoren f�ur die 5-Punkt-Regel bei c0 = 0:75 und c0 = 0:80 durchgef�uhrt. DieDarstellung ist wieder logarithmisch. Ausgehend von der freien, masselosen Theo-rie auf einem 32� 32-Gitter wurden die ersten zehn Renormierungsgruppenschrittef�ur die Blockkopplungen in einem Schnitt entlang der x1-Achse abgebildet. Zuerstbemerkt man, da� die Daten bei c0 = 0:75 sehr viel regul�arer sind als bei c0 = 0:80.Bereits nach zwei Schritten sind die Kopplungen gegen den perfekten Laplaceope-rator konvergiert, w�ahrend die Konvergenz bei c0 = 0:8 mindestens acht Schritteerfordert. Dieses bessere Konvergenzverhalten liegt an der optimalen Lokalit�at desA-Kerns, mit dem sich die Kopplungen transformieren, bei c0 = 0:75. Der per-fekte Laplaceoperator f�allt jedoch bei c0 = 0:8 schneller ab; f�ur die exponentiellenZerfallskonstanten K(c0) erhalte ichK(0:75) = 3:0 (1.114)K(0:80) = 3:2 : (1.115)Bei der Wahl von c0 mu� man also zwischen den Vorz�ugen schneller Konvergenz ge-gen den perfekten Laplaceoperator und guter Lokalit�at dieses Operators abw�agen.In Abbildung 1.14 sind die numerisch gefundenen Energie-Impuls-Beziehungen amBeispiel des �-Blockspins und der 5-Punkt-Regel bei c0 = 0:75 f�ur die Iteration aufeinem 64� 64-Gitter dargestellt. Dazu wurden die Kopplungen aus dem Ortsraumin den Impulsraum transformiert, in dem sie aufgrund der Translationsinvarianzdiagonal sind. Nach einer Inversion kann man durch Fouriertransformation in derersten Impulskoordinate die Zweipunktfunktion bestimmen, die exponentiell mit p2abf�allt. Wie oben erw�ahnt kann man die Zerfallskonstante automatisiert bestimmenund in die Abbildung eintragen. Dargestellt sind insgesamt sieben Punkte auf der
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Abbildung 1.13: Vergleich der Blockkopplungen und des perfekten Laplaceoperatorsf�ur die 5-Punkt-Regel bei c0 = 0:75 und bei c0 = 0:8.
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Abbildung 1.14: Energie-Impuls-Beziehungen entlang der berechneten Trajektorievom Laplaceoperator zum perfekten Laplaceoperator f�ur �-Blockspin und 5-Punkt-Regel mit c0 = 0:75 auf einem 64�64-Gitter. Dargestellt sind 6 Schritte, Ausgangs-punkt ist der naive Gitter-Laplaceoperator (K�astchen).



1.3. NUMERISCHE BERECHNUNG VON GITTEROPERATOREN 39Trajektorie von dem naiven Laplaceoperator, der den K�astchen entspricht, bis zudem perfekten Laplaceoperator. Die drei letzten Schritte wurden mit dem gleichenSymbol bezeichnet; f�ur diese drei Propagatoren �andert sich die Dispersionsrelati-on nur noch sehr wenig. Es ist interessant zu bemerken, da� die Energie-Impuls-Beziehungen entlang der Trajektorie vom naiven Laplaceoperator zum perfektenLaplaceoperator f�ur �-Blockspin und f�ur die 5-Punkt-Regel beinahe gleich schnellgegen die perfekte (Kontinuums-) Beziehung gehen. Dies ist unabh�angig von demWert, den c0 annimmt.1.3.4 LinearisierungKleine St�orungen eines Renormierungsgruppen�xpunktes geben Aufschlu� �uber daskritische Verhalten. Sie werden unter Renormierungsgruppentransformationen mitder Linearisierung, das ist die Tangentialabbildung an dem Fixpunkt, transformiert.Aus den Eigenwerten der linearisierten Abbildung bestimmt man die kritischen Ex-ponenten. Der Fixpunkt H?(�) der (reskalierten) Transformatione�H0( ) = Z [d�]e�H(�)�( � C�) (1.116)werde durch die kleine St�orung h(�) beein
u�t. Dann ist H 0 von der GestaltH 0( ) = H?( ) + h0( ); (1.117)und man erwartet, da� auch h0 klein ist. Aus (1.116) wird danne�H?( )(1� h0( )) = Z [d�]e�H?(�)(1� h(�))�( � C�); (1.118)also gilt h0( ) = eH?( ) Z [d�]e�H?(�)h(�)�( � C�): (1.119)(1.119) ist die Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation (1.116) amFixpunkt H?. Wenn H? ein quadratischer Fixpunkt von der FormH?(�) = 12(�; v�1�) (1.120)ist, v ist zum Beispiel der perfekte Laplaceoperator, so kann man die Linearisierungaufgrund der Rechnungen in Abschnitt 1.2.3 und der �Uberlegungen in Abschnitt1.3.1 o�enbar in der Form h0( ) = Z d��(�)h(A + �) (1.121)schreiben. Dabei berechnen sich die Gitteroperatoren aus v mit der gew�ahlten Block-mittelvorschrift C aus den Gleichungen (1.79) und (1.80). Diese Gleichungen geltenallgemein f�ur beliebige St�orungen eines quadratischen Fixpunktes.



40 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPEWenn man nur quadratische St�orungen h(�) = 12(�;K�) eines quadratischenFixpunktes v untersucht, ist die linearisierte Transformation noch einfacher durchK 0 = A+KA (1.122)gegeben, wie man an Gleichung (1.77) abliest. Die zugeh�orige Transformationsma-trix kann nach Ber�ucksichtigung aller Symmetrien numerisch diagonalisiert werden.Dazu habe ich die Routine F02AFF aus [Num91] verwendet. Die Eigenwerte der�ii 5-Punkt-Regel, c0 = 0:75 5-Punkt-Regel, c0 = 0:80 �-Blockspin0 3.999999941 3.999999853 3.99831 0.999999844 1.000000009 0.97942 0.581276950 0.650194438 0.53503 0.249985627 0.250002147 0.21254 0.091129642 0.078685718 0.1923Tabelle 1.2: Eigenwerte der linearisierten Transformation am perfekten Laplaceope-rator.Linearisierung sind in Tabelle 1.2 eingetragen. In zwei Dimensionen ist die Inge-nieursdimension eines Feldes gleich Null. Das Auftreten der Eigenwerte 4, 1 und0.25 im Spektrum ist nat�urlich, da es sich um eine freie Feldtheorie handelt. F�ur�-Blockspin kommt der Volumeneigenwert 4 mit einem relativen Fehler von 4 � 10�4heraus, der Eigenwert �3 = 0:25 hat schon einen relativen Fehler 0:15. WeitereEigenwerte sind komplex. Mit der 5-Punkt-Regel erh�alt man sowohl bei c0 = 0:75als auch bei c0 = 0:8 gute Resultate. Die gr�o�te relative Abweichung ist 8 � 10�5.Der marginale Eigenwert �1 = 1 ist bei c0 = 0:80 sehr genau bestimmt worden.Etwas merkw�urdig ist das Verhalten des Eigenwertes �2, der nicht kanonisch ist.Die Instabilit�at im Vergleich zwischen c0 = 0:75 und c0 = 0:80 deutet auf numerischProbleme hin. Dies ist etwas unnat�urlich, da der kleinere Eigenwert �3 sehr genaubestimmt werden konnte.



Kapitel 2Das hierarchische Modell
2.1 Geschichte und PhilosophieHierarchische Modelle sind Modelle der statistischen Physik und der Quantenfeld-theorie. Das erste hierarchische Modell wurde 1969 von F. Dyson untersucht [Dys69].Dysons hierarchisches Modell ist ein Modell mit einer langreichweitigen, nicht trans-lationsunabh�angigen Spin-Spin Wechselwirkung, die aber f�ur die meisten Spin-Paarewie eine kurzreichweitige Wechselwirkung abf�allt. Nach Dyson wurde das hierarchi-sche Modell von G. A. Baker Jr. wiederentdeckt [Bak72]. Baker hat als erster dieWilsonsche Renormierungsgruppe auf diese Modelle angewendet. Da die Renormie-rungsgruppentransformation f�ur hierarchische Modelle eine besonders einfache Formannimmt, war eine mathematisch fundierte Analyse der Renormierungsgruppen�x-punkte und des Renormierungsgruppen
usses m�oglich [CE78, BS73].Heute betrachtet man das hierarchische Modell vor allem als lokale N�aherungdes vollen Modells. Die erste Formulierung dieser Art wurde von Gallavotti [Gal78]gegeben. In diesem Zusammenhang erschienen und erscheinen viele Arbeiten, vorallem aus der mathematischen Physik, da sich gezeigt hat, da� die hierarchischeApproximation ein sehr gutes qualitatives Bild der Phasen�uberg�ange des vollen Mo-dells liefert. Dazu z�ahlen Arbeiten von Gawedzki und Kupiainen [GK84b], diesich mit der Konstruktion nichttrivialer Kontinuumslimiten besch�aftigen, die bis-her einzige Konstruktion eines nichttrivialen Renormierungsgruppen�xpunktes vonKoch und Wittwer [KW91], sowie Arbeiten von Pinn, Pordt und Wieczerkowski[PPW94, PW91, Por93] zu mathematischen und numerischen Aspekten von hierar-chischen Modellen.Neben skalaren hierarchischen Modellen untersucht man auch Random Walksauf hierarchischen Gittern [BEI92], hierarchische Modelle f�ur Fl�achen [CM94] oderdas hierarchische O(N)-Modell [GS96].Wie in [PPW94] herausgestellt wird, gibt es mindestens drei Motivationen f�urdie Besch�aftigung mit hierarchischen Modellen. Zun�achst kann man diese Modelleals Spielwiese und Testgel�ande zur Entwicklung von Methoden f�ur eine Renormie-rungsgruppenanalyse von vollen Theorien betrachten. Entscheidend dabei ist dieeinfache lokalit�atserhaltende Renormierungsgruppentransformation. Die Tatsache,da� die volle Transformation nicht lokalit�atserhaltend ist, wird bei diesem Zugang41



42 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLals technische Komplikation gesehen [GJ87, BY90, BDH95, CM94, Gal85].Zweitens kann man das hierarchische Modell als Approximation an volle Modellebetrachten. Leider gibt es bisher keinen systematischen Weg, Korrekturen �uber diehierarchische Situation hinaus zu berechnen. Ans�atze dazu kann man in Kapitel 5und in [PRW] �nden.Schlie�lich kann man hierarchische Modelle als eigenst�andige und vollkommennichttriviale Modelle der euklidischen Quantenfeldtheorie untersuchen, die f�ur sichinteressant sind, obwohl sie nicht in den Minkowski-Raum fortgesetzt werden k�onnen.2.2 Hierarchische Renormierungsgruppentransfor-mationenDas hierarchische Modell ist eine Approximation der vollen Renormierungsgruppen-transformation, die man auf verschiedene Arten erkl�aren kann. Der eleganteste Wegf�uhrt �uber die volle Transformation (1.49) nach Abspaltung des Hochtemperatur-�xpunktes. Dadurch erh�alt man eine Form der hierarchischen Renormierungsgrup-pentransformation im Hochtemperatur-Bild, das hei�t bei abgespaltenem Hochtem-peratur�xpunkt. Das Hochtemperatur-Bild und das Ultraviolett-Bild, in dem derHochtemperatur�xpunkt nicht abgespalten ist, werden im folgenden einander ge-gen�ubergestellt.In (1.49) ersetzt man den Propagator � = 
HT(1 � C+C) durch den diagonalenPropagator � = 
1 . Wenn man die Transformation nach dieser N�aherung f�ur einlokales Potential V (�) =Py2� Vy(�y) anwendet, faktorisiert das Integral:Ze�( ) = N Z Yy2� d�ye� 12
 �2yZy((C+ )y + �y)= Yx2�� Yy2Lx Z d�
(�y)Zy(L�1� d2 x + �y)�Translations-invarianz= Yx2��Z d�
(�)Z0(L�1� d2 x + �)�Ld : (2.1)Dabei hat man Z(�) = e�V (�) gesetzt. d�
(�) in (2.1) ist das eindimensionaleGau�sche Ma� mit Mittelwert Null und Kovarianz 
. C+ ist eine blockkonstanteFunktion; wenn man daher fordert, da� alle Zy die gleiche Gestalt besitzen, fak-torisiert auch Ze�. Die Transformation T 0 f�ur einen Punkt wird die hierarchischeRenormierungsgruppentransformation im Hochtemperatur-Bild genannt. Sie wirktauf Funktionen Z(�) von einem reellen Argument und hat die Gestalt(T 0Z)( ) = �Z d�
(�)Z(� 0 + �)�Ld; (2.2)



2.2. RENORMIERUNGSGRUPPENTRANSFORMATIONEN 43mit � 0 = L�1� d2 . H�au�ger als T 0 wird die Transformation T benutzt, die durch(T Z)( ) = �Z d�
(�)Z(� + �)�Ld; (2.3)mit � = L1� d2 gegeben ist. Diese Transformation erh�alt man aus der vollen Transfor-mation, wenn man, wie in [PPW94] erkl�art wird, ohne den Hochtemperatur�xpunktabzuspalten, die Kerne der Gitteroperatoren durch Stufenfunktionen n�ahert. Diesist wegen des exponentiellen Zerfalls dieser Operatoren gerechtfertigt. T ist diehierarchische Transformation im Ultraviolett-Bild.Durch eine �Ahnlichkeitstransformation kann man aus T und T 0 Renormierungs-gruppentransformationen R und R0 erhalten, bei der die Integration mit dem Po-tenzieren mit Ld vertauscht ist:R = S�1 � T � S; mit RZ( ) = Z d�
(�)Z(� + �)Ld; (2.4)wobei SZ( ) = Z( )Ld ist. Aus Fixpunkten von T erh�alt man damit auch Fix-punkte von R. Beide Transformationen sind �aquivalent, aus numerischen Gr�undenkann aber die Bevorzugung einer Transformation sinnvoll sein (siehe Abschnitt 2.6.1und 2.6.4). Der Zusammenhang zwischen R und R0 wird durch den hierarchischenHochtemperatur�xpunkt ZHT vermittelt, der als Fixpunkt von R durchZHT = L 1Ld�1 e�L2�12
Ld �2 (2.5)gegeben ist. Die Fixpunkteigenschaft weist man durch Gau�integration nach, ver-gleiche Abschnitt 2.3. Wenn man den Multiplikationsoperator mit ZHT als ZHTbezeichnet, und in (2.4) Z(�) = ZHT(�)F (�) setzt, gelangt man zu R0 durch die�Ahnlichkeitstransformation R0 = Z�1HT � R � ZHT; (2.6)wobei R0 durch R0F ( ) = Z d�
0(�)F (� 0 + �)Ld (2.7)gegeben ist, mit 
0 = L�2
 und � 0 = L�2�. Es gilt n�amlich:(R0F )( ) = 1ZHT( ) Z d�
(�)�F (� + �)ZHT(� + �)�Ld= L� 1Ld�1 eL2�12
Ld  2L LdLd�1 Z d�
(�)F (� + �)Lde�L2�12
Ld (� +�)2= Le�L2�12
Ld �L2�12
Ld �2� 2 Z d�
(�)F (� + �)Lde��(L2�1) �
 �L2�12
 �2= e� (L2�1)22
Ld  2 Z d�L�2
(�)F (� + �)Lde�L�2�(L2�1) �L�2
 : (2.8)



44 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLDurch die Substitution � 0 = � 0(L2�1) +� bekommt man die folgenden Beziehungen:� + � = � + � 0 � �(1� L�2) = � 0 + � 0 ;� 12
0 �2 = � 12
0 � 02 + � 0(L2 � 1) � 0
0 � � 02(L2 � 1)2 22
0 ;�� 0(L2 � 1) �
0 = �� 0(L2 � 1) � 0
0 + � 02(L2 � 1)2 2
0 : (2.9)Durch Einsetzen und Zusammenfassen erkennt man die G�ultigkeit von (2.7). Diezus�atzlichen Faktoren L�2 in dem Dimensionsfaktor � 0 und der Kovarianz 
0 sindinsbesondere im konstruktiven Zugang von Koch und Wittwer [KW91] sowie f�urnumerische Zwecke von Bedeutung.Wenn eine der genannten Transformationen, zum Beispiel R, auf eine geradeFunktion Z mit Z(��) = Z(�) wirkt, ist auch RZ gerade:RZ(� ) = Z d�
(�)Z(�� + �)Ld= Z d�
(�)Z(� � �)Ld= Z d�
(�)Z(� + �)Ld= RZ( ): (2.10)Daher werden die Transformationen oft nur f�ur symmetrische Funktionen betrachtet.Die hierarchischen Renormierungsgruppentransformationen bilden eine Halbgrup-pe, die durch Kompositionen de�niert wird. Diese Halbgruppe ist aber keine Dar-stellung der Dilatationshalbgruppe, da die Komposition zweier Transformationennicht einer Transformation mit der Blockl�ange 2L entspricht. Das bedeutet, da�man durch Vergr�o�erung von L nicht auf den Trajektorien entlangf�ahrt, die ausden Fixpunkten herauslaufen, vergleiche Abschnitt 1.1. Der Grund ist, da� dashierarchische Gitter f�ur unterschiedliche Werte von L eine andere Symmetriegruppebesitzt. Dies ist auch der Grund daf�ur, da� die Universalit�atsklassen des hierarchi-schen Modells von L abh�angen, siehe Abschnitt 2.6.4.Das erste hierarchische Modell, das von Dyson erfunden wurde, um ein eindi-mensionales Spinmodell mit einem Phasen�ubergang zu �nden, hat wiederum eineandere Renormierungsgruppentransformation, die aber �uber eine wichtige Bezie-hung mit R verwandt ist [KW91]. Dysons hierarchisches Modell ist ein Modelleiner eindimensionalen Spinkette. Die Spins sind auf einem Gitter � = Z<N>0 mitN = 2M Gitterpl�atzen de�niert, sie sollen Werte in den reellen Zahlen annehmen.Die Wechselwirkung der Spins ist durch die HamiltonfunktionHN(�) = TN (�) + VN (�) (2.11)gegeben [CE78]. Dabei ist V ein lokales Potential mitVN(�) =Xi2� V(�i): (2.12)



2.2. RENORMIERUNGSGRUPPENTRANSFORMATIONEN 45Der kinetische Teil der Wirkung TN besitzt eine hierarchische Struktur. Auf einemLevel k werden je 2k benachbarte Spins zu einem BlockspinP2k�1i=0 �j+i zusammen-gefa�t, der mit sich selbst quadratisch wechselwirkt. F�ur 0 6 k 6 M sei�k;M = 2kZ< N2k>0 (2.13)das Blockgitter auf dem Level k. Dann ist TN durchTN(�) = � MXk=1 ck22k+1 Xj2�k;M � 2k�1Xi=0 �j+i�2 (2.14)gegeben. Die Struktur dieser Wechselwirkung ist in der folgenden Abbildung dar-gestellt:Level3
210 0 1 2 3 4 5 6 7

Blockgitter�3;3
�2;3�1;3�0;3TN ist nicht translationsinvariant. Diese Struktur der hierarchischen Wechselwir-kung kann mit Hilfe von p-adischen Zahlen algebraisiert werden. Unter anderemist klar, da� man zur De�nition von Bl�ocken Ultrametriken verwenden kann. An-regungen f�ur diese Konzepte, die hier nicht wichtig sein werden, kann man in[BEI92, Chr92] �nden. Im Unterschied zum hierarchischen Modell �a la Gallavot-ti kann die St�arke der Wechselwirkung durch den Parameter c ver�andert werden,w�ahrend die Dimension �xiert ist.F�ur das statistische System, das durch (2.11) gegeben ist, betrachtet man dieWahrscheinlichkeitsverteilung PN f�ur Summen von Spins. Indem man P2N und PN inBeziehung setzt, erh�alt man die hierarchische RenormierungsgruppentransformationRDyson f�ur das lokale Potential V in der Form von Baker [Bak72]:(RDysonV)( ) = 2� Z d�
(�)V(� + �)V(� � �); (2.15)mit 
 = 4(2�2�1)4�2�1 , und 4�2 � 1 = kBTc . Dabei ist T die Temperatur. Die Para-meter dieser Transformation sind bereits so geschrieben, da� ein Zusammenhang



46 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLzwischen R und RDyson hergeleitet werden kann. Mit CHT wird die Faltung mit ZHTbezeichnet. Dann gilt [KW91]:CHT � RDyson = R � CHT: (2.16)Die Rechnung ist eine Anwendung von Gau�integrationen, die hier nicht vorgef�uhrtwird.2.3 Gau�sche FixpunkteFixpunkte der Transformation R sind durch die Beziehung Z? = RZ? erkl�art. Dieentsprechenden Fixpunktpotentiale V? werden durch V? = � logZ? erkl�art. Auf dieBedeutung von Fixpunkten wurde bereits hingewiesen. Die Umgebung von Fix-punkten wird im n�achsten Abschnitt mit Hilfe der Linearisierung der Renormie-rungsgruppentransformation betrachtet.F�ur die folgenden �Uberlegungen w�ahlt man zun�achst das UV-Bild. Einige Fix-punkte von R sind einfach zu �nden. Der triviale Fixpunkt ZUV = 1 entsprichtdem Potential VUV = 0. Der triviale Fixpunkt wird auch als Ultraviolett-Fixpunktbezeichnet. Er korrespondiert mit dem freien, masselosen Fixpunkt mit unendlicherKorrelationsl�ange des vollen Modells. Der Ultraviolett-Fixpunkt wird in Kapitel 3,4 und 5 als Ausgangspunkt f�ur St�orungstheorien dienen.Der bereits erw�ahnte FixpunktZHT(�) = L 1Ld�1 e�L2�12
Ld �2 (2.17)wird als Hochtemperatur�xpunkt, Gau�scher Fixpunkt oder auch als quadratischerFixpunkt bezeichnet. Er entspricht dem PotentialVHT(�) = L2 � 12
Ld �2 � 1Ld � 1 logL: (2.18)Der Hochtemperatur�xpunkt korrespondiert mit der ungeordneten, symmetrischenHochtemperaturphase mit Korrelationsl�ange Null des vollen Modells. Wenn man dieGau�schen Fixpunkte der TransformationR unvoreingenommen bestimmen m�ochte,macht man den allgemeinen Ansatz Z(�) = Ae� 12B �2 . Dann gilt:RZ( ) = Z d�
(�)Z(� + �)Ld= ALdp2�
 e� �22L�dB Z d�e� �22 ( 1
+ 1L�dB )� � L�dB �= ALds L�dB
 + L�dBe� �2 22L�dB L�dB
+L�dB ; (2.19)wobei die charakteristische Funktion des eindimensionalen Gau�schen Ma�es mitKovarianz 
L�dB
+L�dB benutzt wurde, siehe Anhang (Lemma 4). Ein Fixpunkt bei



2.4. LINEARISIERTE RENORMIERUNGSGRUPPENTRANSFORMATION 47endlichen Parameterwerten ergibt sich also, wenn B = ��2(
+L�dB) gilt, und mit��2 = Ld�2 wird dies zu B = 
LdL2 � 1 : (2.20)A ist invariant, wenn ALd�1 =r
 + L�dBL�dB = L (2.21)gilt. Durch diesen Ansatz stellt man also fest, da� es au�er ZUV (A = 1; B = 1)und ZHT keine weiteren endlichen Gau�schen Fixpunkte gibt.Durch Iteration von Renormierungsgruppentransformationen wird ein Flu� vonPotentialen de�niert. F�ur d > 4 
ie�t jede Theorie in den Hochtemperatur�xpunkt,die Landau-Theorie [LL87, ZJ93, Sta71] ist exakt. F�ur d < 4 gibt es einen Pha-sen�ubergang, und somit neben der Hochtemperaturphase eine gebrochene Phase.Die gebrochene Phase entspricht hier einem unendlich tiefen Potential mit zwei Mi-nima1. Zus�atzlich gibt es unendlich tiefe Potentiale mit drei Minima, die numerischgefunden werden k�onnen.Im Hochtemperaturbild, das hei�t bez�uglich R0, haben die oben angegebenenFixpunkte eine andere Gestalt:Z 0UV(�) = L 1Ld�1 e 1�L�22
0Ld �2Z 0HT(�) = 1; (2.22)mit 
0 = L�2
. Obwohl ZUV im HT-Bild nicht nach oben beschr�ankt ist, ist dasIntegral R d�
0 �uber ZUV ausf�uhrbar. Es gilt n�amlich � 12
0 + 1�L�22
0Ld < 0 f�ur alle Paare(d; L) mit d > 0 und L > 0, wie man durch Kurvendiskussion zeigt.Au�er diesen leicht zu bestimmenden Gau�schen Fixpunkten kann es f�ur d < 4weitere Fixpunkte geben, die ebenfalls mit dem oben erw�ahnten Phasen�ubergangkorrespondieren, siehe Abschnitt 2.5.2.4 Linearisierte Renormierungsgruppentransfor-mation2.4.1 LinearisierungNeben den Fixpunkten kann man auch Trajektorien untersuchen, die die Fixpunkte�uber unendlich viele Renormierungsgruppentransformationen verbinden. In diesemZusammenhang spricht man auch von Renormierungsgruppen
�ussen. In der Umge-bung eines Fixpunktes kann man mit Hilfe der linearisierten Renormierungsgruppen-transformation die Richtungen der ein- beziehungsweise auslaufenden Trajektorienbestimmen, sowie die Stabilit�at des Fixpunktes unter St�orungen angeben.1Dies erkennt man an Flu�bildern: Mit jedem Renormierungsgruppenschritt werden die zweiMinima tiefer und entfernen sich vom Ursprung.



48 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLDie linearisierte Renormierungsgruppentransformation an einem Punkt im De-�nitionsbereich ist als Fr�echet-Ableitung der Renormierungsgruppentransformationan diesem Punkt de�niert.Das Konzept der Fr�echet-Ableitung wird hier kurz wiederholt [BP70]. E und Fseien normierte lineare R�aume �uber R. Mit f : A! F sei eine Abbildung zwischenE und F de�niert. Dabei sei ; 6= A � E eine o�ene Teilmenge von E. f hei�tdi�erenzierbar an einem Punkt a 2 A, wenn es eine lineare Abbildung T : E ! Fgibt, so da� es f�ur alle � > 0 ein � > 0 gibt, so da� f�ur alle x 2 A mit jjx� ajjE < �gilt: jjf(x)� f(a)� T (x� a)jjF 6 �jjx� ajjE: (2.23)Hier fordert man aber nicht die Beschr�anktheit von T . Wenn T mit den obigenEigenschaften existiert, so ist T eindeutig. Die lineare Abbildung T , die (2.23)erf�ullt, wird auch als Fr�echet-Ableitung von f am Punkt a bezeichnet.In praktischen Rechnungen ist die folgende De�nition der Linearisierung LZRvon R am Punkt Z bequemer. Man betrachtet R auf einem Banach- oder Hilber-traum H. F�ur reelle z und G 2 H de�niert man:(LZR)G = @@z ����z=0R(Z + zG): (2.24)F�ur die Transformation R erh�alt man damit die Gestalt(LZR)(G)( ) = Ld Z d�
Z(� + �)Ld�1G(� + �): (2.25)Die Eigenvektoren dieser Transformation geben ein nat�urliches Koordinatensystemf�ur die Untersuchung von Renormierungsgruppentransformationen in der Umgebungvon Z. Dies ist besonders n�utzlich, wenn Z = Z? ein Fixpunkt ist.An einem Fixpunkt Z? ist Ld stets ein Eigenwert zum Eigenvektor Z?, der tri-vialer Eigenwert oder Volumeneigenwert genannt wird. Er entspricht einer St�orungvon Z? in Richtung von Z?, und damit einer Normierung von Z?. Durch die anderenEigenwerte von LZ?R erf�ahrt man, wie schnell sich St�orungen eines Fixpunktes inRichtung von Eigenvektoren aufschaukeln beziehungsweise abbauen. F�ur einen Ei-genvektor v mit Eigenwert � gilt n�amlich n�aherungsweise Rn(Z?+ �v) = Z?+ ��nv,solange ��nv hinreichend klein ist. F�ur � < 1 wird eine kleine St�orung in Rich-tung von v durch Anwendung von Renormierungsgruppentransformationen verklei-nert. Solche Eigenvektoren und Eigenwerte nennt man irrelevant. Eigenvektorenmit Eigenwerten � > 1 nennt man relevant. Kleine St�orungen in diese Richtungenwachsen an. Eigenrichtungen mit � = 1 werden als marginal bezeichnet. MarginaleEigenwerte spielen eine wichtige Rolle im Bifurkationsszenario der nichttrivialen Fix-punkte, die sich vom trivialen Fixpunkt in Richtung von marginalen Eigenvektorenabspalten (siehe Abschnitt 2.5). Um die Richtung des Renormierungsgruppen
ussesvon marginalen St�orungen zu bestimmen, mu� man Rechnungen zweiter Ordnungmachen.



2.4. LINEARISIERTE RENORMIERUNGSGRUPPENTRANSFORMATION 49Aus den Eigenwerten der linearisierten Renormierungsgruppentransformationkann man das kritische Verhalten des hierarchischen Modells bestimmen. Der kri-tische Exponent � h�angt mit dem zweitgr�o�ten Eigenwert � an einem Fixpunkt�uber � = logLlog� (2.26)zusammen [Bel91]. Dieser kritische Exponent kann an den Gau�schen Fixpunktenexakt und an den nichttrivialen Fixpunkten zumindest mit sehr gro�er Genauigkeitbestimmt werden.2.4.2 Linearisierung um ZUVAm Ultraviolett-Fixpunkt ZUV(�) = 1 hat (2.25) die Gestalt(LZUVR)(G)( ) = Ld Z d�
G(� + �): (2.27)Die Eigenvektoren dieser Transformation sind durch die normalgeordneten Potenzenvn( ) =:  n :
0= �
02 �n2 Hn(  p2
0 ) = @n@jn ����j=0 exp(j � j2
02 ) (2.28)gegeben. Dabei ist die normalordnende Kovarianz 
0 = 
1��2 , mit Hn werden dien-ten Hermite Polynome bezeichnet. Einen Beweis �ndet man im Anhang (Korollar3). Wenn man zum Beispiel den Hilbertraum L2(R; d�
 ) zugrunde legt, was nurheuristisch m�oglich ist (siehe Abschnitt 2.5), so wei� man wegen der Vollst�andigkeitder Hermite-Polynome auf diesem Raum bereits, da� es keine weiteren Eigenvek-toren geben kann. Die zugeh�origen Eigenwerte sind �n = Ld�n = Ld+n(1� d2 ). DerEigenwert von :  4 :
0 ist �4 = L4�d. Dieser Eigenvektor ist damit f�ur d < 4 relevant,f�ur d = 4 marginal und f�ur d > 4 irrelevant. F�ur n > 2 wachsen die Eigenwertemit abnehmender Dimension. Der Eigenwert von v2 ist unabh�angig von d gleichL2. Massenterme am Ultraviolett-Fixpunkt sind daher stets relevant. Wenn manden trivialen Fixpunkt mit einem Massenterm st�ort, schaukelt sich diese St�orungsehr schnell auf und das System 
ie�t in den Hochtemperatur�xpunkt. F�ur d ! 2nimmt die Zahl der relevanten Richtungen am Ultraviolett-Fixpunkt zu. In zweiDimensionen sind alle (unendlich vielen) Richtungen relevant. Daher ist der Limesd! 2 noch weitgehend unerforscht.2.4.3 Linearisierung um ZHTUm das Spektrum am quadratischen Fixpunkt Z? = ZHT zu berechnen, linearisiertman R am Punkt Z = ZHT. Dies geht am einfachsten, wenn man R mit Hilfe von(2.6) durch R0 ausdr�uckt. Dann giltR(ZHT + zF ) = ZHT � �1 + z(L11R0)(F=ZHT) +O(z2)� : (2.29)



50 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLDaraus folgt durch Ableitung nach z an der Stelle z = 0:LZHTR(F ) = ZHT � (L11R0)(F=ZHT): (2.30)Die Linearisierung L11R0 von R0 am Punkt Z(�) = 1 gleicht der Linearisierung vonR am trivialen Fixpunkt, wenn man � und 
 durch � 0 = L�2� und 
0 = L�2
ersetzt. Die Eigenvektoren vn von LZHTR sind demnach die Funktionenvn(�) = ZHT(�) : �n :
̂; (2.31)mit 
̂ = 
01��02 . Die zugeh�origen Eigenwerte �n sind:�n = Ld� 0n = Ld�n(1+ d2 ): (2.32)Die Eigenwerte am quadratischen Fixpunkt sind damit f�ur n > 1 irrelevant.Wenn man sich auf einen Raum mit geraden Funktionen beschr�ankt, den die Renor-mierungsgruppentransformation auf sich abbildet, ist der einzige relevante Eigenwertder Volumeneigenwert Ld. Dies wird in sp�ateren Kapiteln von Bedeutung sein. F�urdas volle Modell gibt es Rechnungen von Halpern und Huang, die nichtpolynomia-le relevante Eigenrichtungen am Hochtemperatur�xpunkt belegen [HH95a, HH95b],vergleiche aber auch [Mor96]. F�ur das hierarchische Modell hat man �ahnliche Rich-tungen noch nicht gefunden.2.5 Nichtgau�sche FixpunkteWie oben dargestellt wurde, besitzt R unabh�angig von der Dimension d mindestenszwei verschiedene Fixpunkte. Durch numerische Untersuchungen kann man zeigen,da� in Dimensionen 2 < d < 4 weitere Fixpunkte von R existieren, die keine Gau�-sche Gestalt besitzen k�onnen. Diese Fixpunkte werden als nichttriviale Fixpunkteoder als Infrarot-Fixpunkte bezeichnet.2.5.1 ExistenzMit einem leider heuristischen Beweis, der aber vermutlich zu einer rigorosen Versionausgebaut werden kann, kann man sich die Existenz von nichttrivialen Fixpunktender Transformation R klarmachen. Der Beweis liefert ferner ein Bild f�ur das sichergebende Bifurkationsszenario um den trivialen Fixpunkt in Abh�angigkeit von derDimension d. Einen �ahnlichen Existenzbeweis f�ur Dysons hierarchisches Modellkann man in [CE78] �nden.Um die Existenz von nichttrivialen Renormierungsgruppen�xpunkten zu bewei-sen, betrachtet man R als einen Integraloperator auf einem Hilbertraum H, der aufdiesem Hilbertraum stetig di�erenzierbar sein soll. Die Konstruktion eines solchenHilbertraumes ist bisher nicht gelungen. Es liegt nahe, R auf H = L2(R; d�
 ) zude�nieren. Die Funktion Z(�) = e( 14
��)�2 f�ur kleine � zeigt aber f�ur Ld > 2, da� Rnicht auf allen Elementen von L2(R; d�
 ) de�niert ist. Daher betrachtet man eine



2.5. NICHTGAUSSSCHE FIXPUNKTE 51geeignete Teilmenge H von L2(R; d�
 ), die einen Hilbertraum bildet. Man kannauch umgekehrt vorgehen, und einen geeigneten Abschlu� der normalgeordnetenPotenzen : �n :
0 als Hilbertraum de�nieren. Beide Wege haben bisher noch nichtzum Ziel gef�uhrt. Da der Kern des unten stehenden Beweises aber der Satz �uberimplizite Funktionen ist, der auch auf Banachr�aumen gilt, kann man vermutlichauf die Konstruktion eines Hilbertraumes ganz verzichten. Stattdessen mu� mandann dem Beweis einige technische Details hinzuf�ugen. Banachr�aume werden auchin der Konstruktion von Koch und Wittwer [KW91] als Grundlage benutzt. EinVorschlag f�ur einen Banachraum, auf dem R operiert, ist der Raum der mit derSupremumsnorm jj � jj1 beschr�ankten Funktionen L1(R; d�
 ), denn es giltjjRZjj1 = sup 2R ���� Z d�
Z(� + �)Ld����6 Z d�
 sup 2R ��Z(� + �)Ld��= jjZjjLd1 : (2.33)Die Potentiale, die zu diesen Boltzmannfunktionen geh�oren, sind nach unten be-schr�ankt, was physikalisch sinnvoll ist. Allerdings gibt es keinen Grund, warum einPotential nicht linear nach unten unbeschr�ankt sein sollte. L1 ist eine Teilmenge vonL2(R; d�
 ); um mit L1 arbeiten zu k�onnen, kann man noch Polynome hinzuf�ugen.In L1 liegt der Ultraviolett-Fixpunkt am Rand.Wenn man sich im HT-Bild be�ndet, kann man �ubrigens einen Hilbertraumangeben, auf dem R0 ein Integraloperator ist. Dieser hat aber f�ur die folgenden�Uberlegungen keinen Nutzen, da sich die nichttrivialen Fixpunkte vom Ultraviolett-Fixpunkt abspalten, der im HT-Bild gleich L 1Ld�1 eL2�12
Ld �2 ist.Man betrachtet also die RenormierungsgruppentransformationR. R ist abh�angigvon der Dimension d, die Werte aus einem Intervall I annehmen kann (zum Bei-spiel I= ]2;1]), und wird auf Funktionen Z in einem Hilbertraum H angewendet,der als Teilmenge von L2(R; d�
0 ) betrachtet wird, und der nur gerade Funktionenenthalten soll. F�ur den folgenden Existenzbeweis ist R also als eine AbbildungR : I � H ! H aufzufassen, die in beiden Argumenten in einer Umgebung destrivialen Fixpunktes ZUV = 1 stetig di�erenzierbar ist. Mit D1 beziehungsweise D2wird die Fr�echet-Ableitung nach dem ersten beziehungsweise dem zweiten Argumentbezeichnet.WieR sei nun eine AbbildungF : I�H ! H gegeben. Man fordert die Stetigkeitvon F , von D2F und von D1D2F . Eine feste Dimension d0 sei in I enthalten. Danngilt der folgende Satz:Satz 1 F�ur eine Funktion Z0 2 H gelte:1) F(d; Z0) = 0 f�ur alle d 2 I.2) Null ist ein nichtentarteter, isolierter Eigenwert von D2F(d0; Z0) mit Eigen-vektor v.



52 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELL3) D1D2F(d0; Z0)v ist nicht orthogonal zu v.Dann existieren eine Umgebung U � R von Null und stetige Funktionen r : U ! Rund R : U !H? (H? ist das orthogonale Komplement von v), mitF(d0 + r(�); Z0 + �v + �R(�)) = 0;r(0) = 0; R(0) = 0; (2.34)f�ur � 2 U .Bemerkung 1 Dies bedeutet, da� man unter den obigen Voraussetzungen zu einerL�osung (d0; Z0) der Gleichung F(d; Z) = 0 weitere L�osungen �nden kann, die sichvon (d0; Z0) in Richtung des marginalen Eigenvektors v abspalten. Nach dem Beweiswird Satz 1 auf die Abbildung F = R� 1 angewendet.Beweis: Das Ziel ist es, den Satz �uber implizite Funktionen [BP70, Wou79] anzu-wenden. Man de�niert eine Funktion G:G(�; r; R) := ( 1�F(d0 + r; Z0 + �v + �R); f�ur � 6= 0D2F(d0 + r; Z0)(v +R); f�ur � = 0: (2.35)r 2 R und R 2 H? sollen hier nicht von � abh�angen, r 2 R soll so klein sein, da�d0 + r 2 I ist. G ist stetig in �:D2F(d0 + r; Z0)(v +R)= lim�!0 1�fF(d0 + r; Z0 + �(v +R))�F(d0 + r; Z0)g1)= lim�!0 1�F(d0 + r; Z0 + �(v +R))= lim�!0G(�; r; R): (2.36)Nun wird die Abbildung G : (r; R) 7! G(0; r; R) betrachtet. Insbesondere ist manan der Tangentenabbildung L von G in (0; 0) interessiert, die durch die Fr�echet-Ableitung de�niert wird. Durch die folgende Rechnung erh�alt man:L : (�r; �R) 7! �rD1D2F(d0; Z0)v +D2F(d0; Z0)�R: (2.37)Zun�achst gilt n�amlich:G(0; r + �r; R + �R)= D2F(d0 + r + �r; Z0)(v +R + �R)= D2F(d0 + r; Z0)(v +R + �R) +D1D2F(d0 + r; Z0)(v +R + �R)�r+O(�2r): (2.38)An der Stelle (r; R) = (0; 0) folgt also:L(�r; �R)= �rD1D2F(d0; Z0)v +D2F(d0; Z0)(v + �R)= D1D2F(d0; Z0)v +D2F(d0; Z0)(v)�R; (2.39)



2.5. NICHTGAUSSSCHE FIXPUNKTE 53da D2F(d0; Z0)(v + �R)= lim�!0 1�F(d0; Z0 + �(v + �R))= lim�!0 1�fF(d0; Z0 + �v) +D2F(d0; Z0 + �v)��Rg= D2F(d0; Z0)v +D2F(d0; Z0)�R2)= D2F(d0; Z0)�R (2.40)ist. Nun zeigt man, da� die Abbildung L ein Isomorphismus ist, das hei�t, da�Kern(L) = f(0; 0)g gilt. Aus L(�r; �R) = 0 folgt�rD1D2F(d0; Z0)v = �D2F(d0; Z0)�R; (2.41)das hei�t (�r; �R) = (0; 0), oder wegen 2) gilt D1D2F(d0; Z0)v 2 H?, was wegen 3)zum Widerspruch f�uhrt. Damit ist L invertierbar.Aus dem Satz �uber implizite Funktionen auf Hilbertr�aumen [BP70, Wou79] folgtnun: Es gibt eine Umgebung U von Null in R und V 0 � R,V 00 � H?, sowie stetigeAbbildungen r : U ! V 0 und R : U ! V 00 mit G(�; r(�); R(�)) = 0, f�ur � 2 U . �Nun soll Satz 1 auf die Transformation F = R� 1 angewendet werden. Dann hatman die TransformationsgleichungF(d; Z)( ) = Z d�
(�)Z(� + �)Ld � Z( ): (2.42)Man de�niert Z0(�) = 1, das hei�t Z0 = 1 . Dann gilt:1) F(d; 1 ) = 0, f�ur alle Dimensionen d.2) Die Eigenvektoren v2n vonD2F(d0; 1 )(�Z)( ) = Ld0 Z d�
(�)�Z(� + �)� �Z( ) (2.43)sind normalgeordnete Potenzen v2n( ) = :  2n :
0 , mit 
0 = 
1��2 . Die zu-geh�origen Eigenwerte lauten �2n = Ld0�2n � 1, vergleiche Abschnitt 2.4.2.Wegen � = L1� d02 und L > 1 ist die Forderung �2n = 0 �aquivalent zud0(n) = 2nn� 1 : (2.44)Wenn man also f�ur ein n2N d0 = d0(n) w�ahlt, so ist Null ein nichtentarteterisolierter Eigenwert von D2F(d0; 1 ) mit Eigenvektor :  2n :
0 .3) Es gilt: D1D2F(d0; 1 )(�Z)( )= Ld0 logL Z d�
(�)��Z(� + �)� � 2 @�Z@ (� + �)�: (2.45)



54 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLDie Ableitung von �Z = :  n :
0 ist gleich @�Z@ ( ) = n :  n�1 :
0 , siehe Lem-ma 11 im Anhang. Die normalgeordneten Monome sind Eigenvektoren derlineariserten Transformation, daher folgt:D1D2F(d0; 1 )(�Z)( ) = Ld0 logLn�n :  n :
0 ��n2 n :  n�1 :
0 oFusionsformel,Lemma 12= Ld0 logL�nn(1� n2 ) :  n :
0 �n(n� 1)2 :  n�2 :
0 o : (2.46)Nun sei n = 2k gerade. Der bez�uglich des Skalarproduktes in L2(R; d�
0 ) zu:  2k :
0 nicht orthogonale Anteil von (2.45) ist dann gleich(1� k)�2kLd0 logL :  2k :
0 (2.47)F�ur alle k > 1 ist dies ungleich Null. F�ur n = 1 w�are d0(k) =1, die St�orungzum trivialen Fixpunkt w�are quadratisch. Im folgenden werden also nur Wertek > 1 betrachtet.Damit sind die Voraussetzungen von Satz 1 erf�ullt; die Stetigkeit von F und der Ab-leitungen kann ohne Angabe des De�nitionsbereiches nicht bewiesen werden. Manfolgert also, da� in den Dimensionen dn := 2nn�1 von dem trivialen Fixpunkt nicht-triviale Fixpunkte in Richtung des marginalen Eigenvektors in der Dimension dnabspalten.Es wird allgemein angenommen, da� die nichttrivialen Fixpunkte nur in Dimen-sionen d < dn existieren, die obige Beweisskizze liefert aber auch Fixpunkte f�urd > dn. Da man mit ZUV einen Punkt am Rande des Hilbertraumes betrachtet,fallen die Fixpunkte f�ur d > dn aber weg. Mir ist dazu kein rigoroser Beweis be-kannt. Es w�are interessant eine Version des Satzes �uber implizite Funktionen zuzeigen, der dieser Situation angemessen ist. Gew�ohnlich schlie�t man die Existenzvon nichttrivialen n-Well-Fixpunkten (siehe unten) in Dimensionen d > dn mit demArgument aus, da� durch �-Entwicklung gezeigt wird, da� diese instabil w�aren. Esist jedoch unklar, ob solche Fixpunkte als analytische Fortsetzungen zu negativenKopplungen existieren k�onnen. Hier wird aber der "Mainstream-Meinung\ gefolgt,die aussagt, da� die Dimensionen dn Bifurkationsdimensionen sind, so da� f�ur d < dnInfrarot-Fixpunkte existieren, f�ur d > dn jedoch nicht.Die Bifurkationsdimensionen dn sind gerade die Dimensionen, in denen margina-le Eigenvektoren existieren. Dies kann man verstehen, wenn man sich vorstellt, da�zwei Fixpunkte mit zunehmender Dimension zu einem Fixpunkt zusammen
ie�en.Wenn es zwischen den beiden Fixpunkten eine Renormierungsgruppentrajektoriegibt, so ist deren Richtung an einem Fixpunkt relevant und am anderen Fixpunktirrelevant. Wenn die Fixpunkte zusammen
ie�en, m�ussen die Richtungen der Tra-jektorie an den Fixpunkten marginal werden. Die Eigenwerte �n am Ultraviolett-Fixpunkt fallen f�ur n > 2 mit zunehmender Dimension ab, daher ist die Trajektorie,die den trivialen mit dem nichttrivialen Fixpunkt verbindet immer vom trivialenzum nichttrivialen Fixpunkt gerichtet.Da die Fixpunkte sich in Richtung des marginalen Eigenvektors vom Ultraviolett-Fixpunkt abspalten, werden sie nach diesen Eigenvektoren benannt. Die Funktion



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 55vn(�) besitzt n Minima, also wird der entsprechende Infrarot-Fixpunkt als n-Well-Fixpunkt bezeichnet. Der Infrarot-Fixpunkt mit n = 2 wird speziell auch Double-Well-Fixpunkt genannt. Man erh�alt damit in Dimensionen 2 < d < 4 ein reichesBifurkationsszenario; bei d = 2 gibt es eine H�aufung von nichttrivialen Fixpunkten.Dies ist numerisch und analytisch ein gro�es Problem. F�ur d > 4 gibt es keinenichttrivialen Fixpunkte. Kritische Exponenten nichttrivialer Fixpunkte werdenhier mit verschiedenen Methoden in Abschnitt 2.6.2 und Abschnitt 3.3.3 berechnet.2.5.2 Gro�feldverhalten von Infrarot-FixpunktenDas Gro�feldverhalten von nichttrivialen Fixpunkten wurde von Koch und Wittweruntersucht [KW91]. Die folgende heuristische und etwas vereinfachte Argumentationkommt zu den gleichen Ergebnissen.Die Betrachtung geschieht am einfachsten anhand der Transformation T 0, diedurch Z 0( ) = �Z d�
(�)Z(� 0 + �)�Ld (2.48)gegeben ist. Wie gew�ohnlich ist � 0 = L�1� d2 . Der �Uberlegung liegt die Idee zugrunde,da� in einem Fixpunkt Z? f�ur sehr gro�e Felder  Z?( ) t Z?(� 0 )Ld gelten soll.Wenn ���� Z d�
(�)�Z?(� 0 + �)Z?(� 0 ) � 1	����� 1 (2.49)ist, so besitzt Z? das gleiche asymptotische Verhalten wie Z?(� 0�)Ld. Der AnsatzZ?( ) s ec x ergibt dann 1 = Ld� 0x, das hei�tx = 2dd+ 2 : (2.50)In drei Dimensionen hat das Fixpunktpotential von T also ein asymptotisches Ver-halten wie exp (c 65 ). Die entsprechenden Fixpunkte von T und R haben aber einquadratisches asymptotisches Verhalten, das durch die Multiplikation mit ZHT ent-steht. Es ist zu beachten, da� die gleiche Argumentation f�ur die Transformation Tdieses asymptotische Verhalten nicht wiedergibt, sondern zu dem falschen Resultatx = 2dd�2 f�uhrt.In [KW91] wird das Verhalten, das durch Gleichung (2.50) beschrieben wird,vermutet und durch numerische Untersuchungen unterst�utzt. Rigorose Aussagenzum Gro�feldverhalten von hierarchischen Modellen kann man bisher noch nichtmachen.2.6 Numerische Berechnung von Renormierungs-gruppen�xpunktenRenormierungsgruppentransformationen k�onnen numerisch relativ einfach iteriertwerden. Dabei kann man zum Beispiel Standardintegrationsverfahren benutzen.



56 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLDie Qualit�at einer Berechnungsmethode wird entscheidend durch die Wahl der Pa-rametrisierung der Funktion Z beein
u�t. Falls man nicht zu viele Parameter beider Integration ben�otigt, kann man numerische Fixpunktalgorithmen mit den Ite-rationsprogrammen verkn�upfen, und so Fixpunkte direkt bestimmen. Andernfallskann man nichttriviale Fixpunkte durch pr�azise Wahl der Anfangsfunktionen errei-chen, was man mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode macht.2.6.1 Algebraische Berechnung von FixpunktenIn [PPW94] wird eine algebraische Methode vorgestellt, die es erlaubt, Renormie-rungsgruppen�xpunkte vonR direkt zu berechnen. Dabei verwendet man die Trans-formation im HT-Bild, bei der der Hochtemperatur�xpunkt abgespalten ist. Da-durch wird das quadratische Gro�feldverhalten eines Fixpunktes automatisch im-plementiert. Dann entwickelt man Z(�) in eine Taylorreihe um Null. Diese Ent-wicklung hat gegen�uber einer �ahnlichen Entwicklung f�ur die Boltzmann-Funktionim UV-Bild den Vorteil, da� die Koe�zienten nicht im Vorzeichen alternieren.Die zugrunde liegende Transformation ist also R0, gegeben durchZ 0( ) = Z d�
(�)Z(� 0 + �)Ld; (2.51)mit � 0 = L�1� d2 . Z wird durch Z(�) = P1n=0 an
nNn�2n parametrisiert. Dabei istNn eine Normierung, die nach praktischen Gesichtspunkten gew�ahlt wird. Dies sollweiter unten geschehen. Au�erdem hat man durch 
n geteilt, damit die Relationenf�ur die Koe�zienten unabh�angig von 
 werden. Die Koe�zienten al werden auchals Kopplungen bezeichnet. Man beschr�ankt sich zun�achst auf gerade Funktionen.Nun w�ahlt man Ld = 2. Dies wird weiter unten verallgemeinert; die verallgemeiner-te Methode wird dann zur Demonstration der Abh�angigkeit der kritischen Indizesvon L benutzt, siehe Abschnitt 2.6.2. Wenn Ld = 2 ist, gilt � 0 = 2� d+22d . DurchQuadrieren von Z(�) und Einsetzen von � 0 + � folgt:Z(� 0 + �) = 1Xm;n=0 aman
m+nNmNn 2m+2nXl=0 �2m+ 2nl �(� 0 )l�2m+2n�l: (2.52)Mit den Integralen R d�
(�)�2k = �
2�k (2k)!k! , siehe Lemma 8 im Anhang, ergibt sichweiter: Z 0( ) = 1Xm;n=0 amanNmNn m+nXl=0 (2m+ 2n)!2l�m�n(2l)!(m+ n� l)!
l (� 0 )2l= 1Xl=0 a0l
lNl 2l; (2.53)mit a0l = � 02l 1Xm;n=0Cm;nl aman: (2.54)



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 57Die Koe�zienten Cm;nl sind wie folgt de�niert2:Cm;nl = ( 2l�m�n(2m+2n)!Nl(2l)!(m+n�l)!NmNn ; falls 0 6 l 6 m + n0; sonst : (2.55)Mit Hilfe von Gleichung (2.54) kann man Renormierungsgruppenschritte iterieren.Diese Relationen sind unabh�angig von 
. In einem Fixpunkt erh�alt man das folgendequadratische Gleichungssystem mit unendlich vielen Gleichungen:al � � 02l Xm;n>0Cm;nl aman = 0: (2.56)Zur numerischen L�osung dieser Gleichung mu� man das Gleichungssystem trun-kieren, das hei�t alle Koe�zienten al f�ur l > lmax gleich Null setzen. Dadurchwird aus (2.56) ein endliches System, das man mit numerischen Fixpunktalgorith-men l�osen kann. In meinen Programmen habe ich sowohl die Routine C05NBF[Num91] als auch die Routine mnewt [FPTV92] verwendet. Diese Algorithmen,die auf der Newton-Raphson-Methode beruhen, verlangen eine Approximation desgesuchten Fixpunktes als Eingabewert. W�ahlt man schlechte Startwerte, so �n-den die Routinen entweder den trivialen Fixpunkt mit Kopplungen al = �l;0 oder�uberhaupt keinen Fixpunkt. Geeignete Anfangswerte kann man zum Beispiel durch�-Entwicklung (siehe Kapitel 3) oder durch vern�unftiges Raten �nden. Die Nor-mierung Nn wird so gew�ahlt, da� der Fixpunktalgorithmus gut funktioniert. In[PPW94] wird die Normierung gleich Nn = 22np(2n)! gesetzt. Diese Wahl hat sichauch in meinen Programmen als gut geeignet herausgestellt. Nach der Theorie inAbschnitt 2.5 existieren nichttriviale n-Well-Fixpunkte von R, und damit von R0,in Dimensionen d < dn = 2nn�1 . Die Bifurkationsdimension f�ur 2-Well-Fixpunkteist d2 = 4, ferner gilt d3 = 3 und d4 = 83 . In Tabelle 2.1 sind die Fixpunktkopp-lungen des nichttrivialen Fixpunktes in drei Dimensionen f�ur lmax = 10 sowie dieAbweichung rl vom Fixpunkt nach einer Iteration dargestellt. Im allgemeinen istder Trunkationsparameter lmax = 10 zu klein f�ur die Suche nach Fixpunkten. F�urdie meisten 2-Well-Fixpunkte wurde lmax = 20 verwendet, 3- und 4-Well-Fixpunktewurden mit lmax = 40 berechnet. Diese Werte haben sich nach systematischer Un-tersuchung von Trunkationse�ekten als geeignet herausgestellt. Potentiale de�niertman wie gew�ohnlich durch V (�) = � logZ(�). In Abbildung 2.1 sind die Potentialeder 2-Well-Fixpunkte f�ur 2:1 < d < 3:8 in Schritten von 0:1 dargestellt. Dabeiwurde 
 = 12 gesetzt. Das tiefste Potential entspricht d = 2:1. Mit zunehmenderDimension werden die Potentiale immer 
acher, und bei d = 4 verschwindet derDouble-Well-Fixpunkt. An diesem Punkt sollten alle Eigenschaften des nichttrivia-len Fixpunktes in die des trivialen Fixpunktes �ubergehen. Wegen der Symmetriedieser Potentiale sind nur Werte mit � > 0 abgebildet. Damit man die Strukturder 
achen Potentiale besser erkennt, ist in dieser und in den folgenden Abbildun-gen die Linie V (�) = 0 gestrichelt dargestellt. 3-Well-Fixpunktpotentiale werden in2Die Koe�zienten sind Cm;nl sind Strukturkoe�zienten einer nichtassoziativen Algebra, derenMultiplikation durch (2.54) gegeben ist, siehe [PPW94, Por95].
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Abbildung 2.1: Double-Well-Fixpunktpotentiale in Dimensionen d zwischen 3:8 und2:1. Das tiefste Potential entspricht dabei d = 2:1.

Abbildung 2.2: 3-Well-Fixpunktpotentiale in Dimensionen d zwischen 2:9 und 2:1.Das 
achste Potential entspricht dabei d = 2:9.



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 59l al rl0 7:528067083975�10�1 0:000000000000�1001 4:812727115254�10�1 0:000000000000�1002 3:135067819591�10�1 0:000000000000�1003 1:862610455556�10�1 �2:775557561562�10�174 1:006961656372�10�1 0:000000000000�1005 4:992707216145�10�2 �6:938893903907�10�186 2:289298735236�10�2 0:000000000000�1007 9:775636562905�10�3 0:000000000000�1008 3:907180971366�10�3 �8:673617379884�10�199 1:465467849706�10�3 �2:168404344971�10�1910 5:154975901164�10�4 1:084202172485�10�19Tabelle 2.1: Fixpunktkopplungen des Infrarot-Fixpunktes in drei Dimensionen f�urlmax = 10 und Abweichungen vom Fixpunkt nach einem Renormierungsgruppen-schritt.Abbildung 2.2 in Dimensionen d zwischen 2.1 und 2.9 in Schritten von 0.1 gezeigt.Das 
achste Potential entspricht dabei d = 2:9. Mit abnehmender Dimension wirddie 3-Well-Struktur immer ausgepr�agter. Auch hier und f�ur die 4-Well-Potentiale inAbbildung 2.3 gilt 
 = 12 . Die 4-Well-Potentiale sind in Dimensionen zwischen 2.1

Abbildung 2.3: 4-Well-Fixpunktpotentiale in Dimensionen d zwischen 2:6 und 2:1.Das tiefste Potential entspricht dabei d = 2:1.



60 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELL�2ii 2-Well 3-Well 4-Well0 2:00000 2:00000 2:000001 1:17118 1:91695 1:924252 0:67910 1:16450 1:441603 0:33156 0:77967 1:154274 0:14596 0:48006 0:841755 0:06058 0:27066 0:57893Tabelle 2.2: Die f�uhrenden sechs Eigenwerte am 2-, 3- und 4-Well-Fixpunkt in d =2:1 Dimensionen.und 2.6 abgebildet. Die Suche nach 4-Well-Fixpunkten ist bereits recht m�uhsam,da neben den abgebildeten physikalischen Fixpunkten auch nichtphysikalische Fix-punkte gefunden werden, die bei h�oheren Trunkationsparametern lmax verschwinden.Solche Pseudo-Fixpunkte erkennt man am Wachstumsverhalten der Kopplungen.2.6.2 Numerische Berechnung der linearisierten Transfor-mationDie Linearisierung der Transformation (2.54) ist als Ableitung nach den Kopplungenan gegeben. In der im vorigen Abschnitt gew�ahlten Parametrisierung erh�alt manalso die Matrix Ml;n = @a0l@an = 2� 02l 1Xm=0Cm;nl am (2.57)mit unendlich vielen Eintr�agen als Darstellung der Linearisierung am Punkt (al).Dabei wurde die Symmetrie Cm;nl = Cn;ml ausgenutzt. Wenn (al) ein Fixpunkt ist,beschreibt die Linearisierung die Renormierungsgruppentransformation von kleinenSt�orungen. Durch Trunkation wird M zu einer Matrix auf Rlmax+1. Diese endlich-dimensionale Matrix kann numerisch mit Standardmethoden diagonalisiert werden.Auch hier wurde die Abh�angigkeit von lmax untersucht und lmax hinreichend gro�gew�ahlt. Zur Diagonalisierung wird M zun�achst mit den Routinen F01AKF undF01APF [Num91] auf die Hessenberg-Form transformiert, anschlie�end bestimmtman mit der Routine F02AQF [Num91] die Eigenvektoren und Eigenwerte von M ,die mit den Routinen M01DAF und M01ZAF nach ihrer Gr�o�e sortiert werden.Schneller, und damit f�ur gro�e Werte von lmax besser geeignet, sind die Routinenbalanc, elmhes und hqr aus [FPTV92].An allen im vorigen Abschnitt bestimmten Fixpunkten wurde das Spektrum derEigenwerte berechnet. Exemplarisch sind in Tabelle 2.2 die sechs f�uhrenden Ei-genwerte des 2-, 3- und 4-Well-Fixpunktes in 2.1 Dimensionen eingetragen. Manerkennt, da� der 2-Well-Fixpunkt au�er dem Volumeneigenwert 2 nur eine relevanteRichtung besitzt, w�ahrend am 3-Well-Fixpunkt zwei und am 4-Well-Fixpunkt dreinichttriviale Richtungen relevant sind. Das in Abschnitt 2.5 beschriebene Bifur-
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Abbildung 2.4: Bifurkationsszenario am trivialen Fixpunkt. Die durchgezogenenLinien entsprechen den Eigenwerten �4, �6 und �8 am trivialen Fixpunkt. DieKreuze bezeichnen die Eigenwerte �4 am 2-Well-Fixpunkt. Die Dreiecke bezeichnendie Eigenwerte �6 am 3-Well-Fixpunkt. Die Rauten bezeichnen die Eigenwerte �8am 4-Well-Fixpunkt.kationsszenario wird durch Abbildung 2.4 illustriert. In dieser Abbildung sind mitdurchgezogenen Linien die Eigenwerte �2n = Ld+2n(1� d2 ) f�ur n = 2; 3 und 4 am trivia-len Fixpunkt dargestellt. Diese werden mit den Eigenwerten �4 am 2-Well-Fixpunkt,�6 am 3-Well-Fixpunkt und �8 am 4-Well-Fixpunkt verglichen. Man erkennt gut,da� es f�ur d = 4 und d = 3 eine Bifurkation gibt. Das in Abschnitt 2.5 erwarteteBild wird best�atigt.Mit Hilfe von Formel (2.26) kann man aus den Daten f�ur die Eigenwerte den kri-tischen Exponenten � gewinnen. In Tabelle 2.3 ist � in verschiedenen Dimensionendargestellt. Bei abnehmender Dimension w�achst �. Wenn die Dimension von untengegen die Bifurkationsdimension geht, geht � gegen den Wert 0.5 f�ur freie Feldtheo-rien. F�ur d 6 2:3 nimmt � unphysikalische Werte gr�o�er als Eins an. F�ur die 3-und 4-Well-Fixpunkte ist � ungef�ahr 0.5; die Fixpunktpotentiale sind besonders inder N�ahe der Bifurkationsdimensionen sehr 
ach und �ahneln damit dem Potentialam trivialen Fixpunkt.2.6.3 Anomale Dimension des hierarchischen ModellsEin kritisches System besitzt keine intrinsische Skala. Aus allgemeinen �Uberlegungen[ZJ93] folgt daher, da� die Zweipunktfunktion der Theorie nur nach einem Potenz-



62 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELL�d 2-Well 3-Well 4-Well2.1 2:088862068 0:507226270 0:5042790992.2 1:362344075 0:508753554 0:5028947262.3 1:099159520 0:507742592 0:5012606922.4 0:957038487 0:505859227 0:5003791472.5 0:865336779 0:503930563 0:5000665262.6 0:799849067 0:502319468 0:5000022032.7 0:749926695 0:5011508912.8 0:710110390 0:5004272592.9 0:677293829 0:5000817893.0 0:6495703653.1 0:6257004763.2 0:6048414503.3 0:5863998233.4 0:5699460953.5 0:5551632743.6 0:5418149543.7 0:5297256353.8 0:5187699433.9 0:508867326Tabelle 2.3: � in Abh�angigkeit von der Dimension f�ur 2-, 3- und 4-Well-Fixpunkte.gesetz jxj�� mit dem Abstand jxj der beiden Punkte abfallen kann (zum Beispielbei einem Exponentialabfall e�mjxj w�are 1m eine intrinsische Skala des Systems). Diefreie Feldtheorie ergibt � = d�2; ein freies Feld besitzt daher die Skalierungsdimen-sion 1 � d2 , die als kanonische Dimension oder als Ingenieursdimension bezeichnetwird. An einem nichttrivialen Fixpunkt mu� � aber nicht durch d� 2 gegeben sein,das Feld mu� also nicht die kanonische Dimension besitzen. Die anomale Dimension� ist durch die Abweichung zur kanonischen Felddimension 1� d2 am nichttrivialenFixpunkt de�niert, das hei�t durch � = d�2+� gegeben. Die Dimension des Feldes� wird damit zu d� = 1� d2 � �2 : (2.58)Es wird allgemein angenommen, da� man keinen nichttrivialen Renormierungsgrup-pen�xpunkt �ndet, wenn man bei Renormierungsgruppentransformationen die an-omale Dimension ignoriert und kanonisch reskaliert.Das hierarchische Modell besitzt die anomale Dimension � = 0. Dies wird schondadurch ausgedr�uckt, da� man trotz kanonischer Reskalierung nichttriviale Renor-mierungsgruppen�xpunkte �ndet. Der exakte Beweis ist auch einfach. Wenn maneinen beliebigen hierarchischen Fixpunkt Z( ) der Transformation R betrachtet, so



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 63gilt Z( ) = Z d�
(�)Z(� + �)Ld : (2.59)Durch Di�erentiation nach  beweist man, da� Z 0( ) = @Z@ ein Eigenvektor derlinearisierten Transformation mit Eigenwert Ld� ist:Z 0( ) = Ld� Z d�
(�)Z(� + �)Ld�1Z 0(� + �) : (2.60)Der Eigenwert Ld� = Ld+(1� d2 ) ist der Eigenwert �1 am trivialen Fixpunkt, dahergilt � = 0. Das gleiche Argument kann man auch im Hochtemperaturbild mit derTransformation R0 durchf�uhren. An jedem hierarchischen Fixpunkt erwartet mandaher auch den Eigenwert �3 = Ld�(1+ d2 ).� kann auch numerisch bestimmt werden. Dazu mu� die Transformation, diebisher nur f�ur gerade Potentiale betrachtet wurde, auf beliebige Funktionen verall-gemeinert werden. Das Ergebnis f�ur � gibt eine Absch�atzung des Fehlers bei dernumerischen Berechnung der kritischen Exponenten. Mit der verallgemeinerten Al-gebra kann man das gesamte Spektrum am nichttrivialen Fixpunkt bestimmen undnach Fixpunkten suchen, die entweder antisymmetrisch sind, oder keine de�nierteParit�at besitzen. Eine antisymmetrische Boltzmannfunktion ist unphysikalisch, dasie nicht positiv ist. Falls Ld gerade ist, kann es keinen antisymmetrischen FixpunktZ?( ) von R0 geben, da die Annahme Z?(� ) = �Z?( ) wegenZ?(� ) = Z d�
(�)Z?(�� 0 + �)Ld= Z d�
(�)Z?(�� 0 � �)Ld= (�1)Ld Z d�
(�)Z?(� 0 + �)Ld= Z?( ) (2.61)zum Widerspruch f�uhrt. Ich konnte aber in keiner Dimension Fixpunkte mit un-de�nierter Parit�at beobachten, die durch diese Betrachtung nicht ausgeschlossenwerden.Die anomale Dimension ergibt sich aus dem �-Eigenwert, der also als�1 = Ld+(1� d2� �2 ) (2.62)angesetzt wird; dabei ist der Faktor Ld ein Volumenfaktor, vergleiche Abschnitt2.4.1 und 2.4.2. Daraus erh�alt man� = 2 + d� 2 log�1logL (2.63)in Abh�angigkeit von �1.



64 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLDie Berechnung der Strukturkoe�zienten Km;nl in diesem Fall ist analog zu Ab-schnitt 2.6.1:Wenn man Z(�) =P1n=0 an
 n2 Nn�n entwickelt, bekommt die Renormierungsgruppen-transformation (2.51) f�ur Ld = 2 die GestaltZ 0( ) = 1Xm;n=0 aman
m+n2 NmNn m+nXl=0 �m+ nl �(� 0 )lI(m+ n� l)= 1Xl=0  l� 0l 1Xm;n=0�m + nl � aman
m+n2 NmNn I(m+ n� l); (2.64)mit I(l) = �
2� l2 l!(l=2)!�even(l), falls l > 0, und I(l) = 0, falls l < 0. Dabei ist�even(l) = 1� l mod 2 die charakteristische Funktion der geraden Zahlen. F�ur dieEntwicklungskoe�zienten a0l von Z 0 gilt demnacha0l = � 0l 1Xm;n=0Km;nl aman; (2.65)mit Km;nl = � (m+n)!Nl2�m+n�l2 (m+n�l2 )!NmNn�even(m+ n� l): (2.66)In den numerischen Untersuchungen wurde Nn = 2npn! gew�ahlt; dies entsprichtder Wahl der Normierung oben. Die Renormierungsgruppentransformation hat da-mit die gleiche Gestalt wie Gleichung (2.54). Die Linearisierung M mu� demnachebenfalls von der Form (2.57) sein:Ml;n = 2� 0l 1Xm=0Km;nl am: (2.67)Die Linearisierung wird am 2-Well-Fixpunkt in drei Dimensionen berechnet, dersymmetrisch ist (a2k+1 = 0). Da Km;nl = 0 f�ur ungerade m+n� l gilt, verschwindetMl;n, wenn n�l ungerade ist. Die Struktur der MatrixM ist jedoch nicht so einfach,da� sofort klar w�are, da� �1 trivial ist.Die numerische Behandlung von M wird mit dem Programm durchgef�uhrt, dasoben verwendet wurde. In Tabelle 2.4 sind die ersten elf Eigenwerte der linearisiertenTransformation am 2-Well-Fixpunkt in drei Dimensionen dargestellt, die bei einemTrunkationsparameter lmax = 40 berechnet wurden. Aus �1 = 1:781797436 erh�altman mit d = 3 und L = 2 13 in (2.63):� = 1:39 � 10�9: (2.68)Dies zeigt eindrucksvoll die Kraft der algebraischen Methode zur Bestimmung vonnichttrivialen Fixpunkten. Der Fehler bei der Bestimmung von kritischen Expo-nenten liegt also in der Gr�o�enordnung 10�9. Auch der Eigenwert �3 = 2 16 =



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 65k �k0 2.0000000001 1.7817974362 1.4271724783 1.1224620484 0.8594116495 0.6466733706 0.4796373037 0.3515730768 0.2551279169 0.18353920410 0.131034627Tabelle 2.4: Spektrum am nichttrivialen 2-Well-Fixpunkt in drei Dimensionen.1:122462048 �ndet sich wie erwartet im Spektrum. Der zugeh�orige Eigenvektor istdie Ableitung des Fixpunktes nach  im Hochtemperaturbild. Die weiteren Eigen-werte beschreiben Korrekturen zum Skalenverhalten. Wie weit sie universell, sindist unklar. k v(k)11 0.9472439113 0.8726136985 0.6350570227 0.3965789659 0.219981737Tabelle 2.5: Koe�zienten f�ur v1.In Tabelle 2.5 sind die ersten zehn Entwicklungskoe�zienten v(k)1 des Eigenvek-tors v1 zum Eigenwert �1 dargestellt. v1 ist antisymmetrisch. In Abbildung 2.5 sinddie Eigenvektoren v1, v2 und v3 = Z 0 in Abh�angigkeit von dem Feld � abgebildet.v2 ist im Gegensatz zu v1 symmetrisch.2.6.4 Universalit�atsklassen des hierarchischen ModellsDie algebraische Methode zur Berechnung von hierarchischen Renormierungsgrup-pen�xpunkten kann auf einfache Weise auf beliebige ganzzahlige Werte von Ld ver-allgemeinert werden. Die Strukturkoe�zienten haben dann einfach Ld + 1 Indizes.Wenn zum Beispiel Ld = 8 ist, gibt es bei lmax = 10 circa 119 Strukturkoe�zienten.Auch wenn sich diese Anzahl durch Symmetrien erheblich reduziert, ist es o�enbarho�nungslos, die Iteration und die Fixpunktsuche mit einer naiven Verallgemeine-rung von (2.54) und (2.56) durchzuf�uhren. Wenn man die Boltzmann-Faktoren aber
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Abbildung 2.5: Die Eigenvektoren v1 (durchgezogen) und v2 (kurzgestrichelt) undZ 0 (langgestrichelt) am nichttrivialen Fixpunkt in drei Dimensionen bei 
 = 1.sukzessive aneinander multipliziert, reduziert sich der Aufwand dieses Problems er-heblich. Dabei verwendet man iterativ die Formel� 1Xm=0 bm 2m�� 1Xn=0 cn 2n� = 1Xl=0  2l lXn=0 bl�ncn: (2.69)F�ur eine derartige Behandlung ist die TransformationZ 0( ) = (T 0Z)( ) = �Z d�
(�)Z(� 0 + �)�Ld (2.70)am geeignetsten, da man erst nach der Integration mit der Multiplikationsroutinebeginnen mu�. Sonst m�u�te man, um Fehler durch die Trunkation zu vermeiden,in der Multiplikationsroutine auch h�ohere Potenzen als  2lmax ber�ucksichtigen. Alleweiteren Ideen zur Fixpunktsuche bleiben gleich. Es stellt sich heraus, da� man zurBestimmung des Fixpunktes mit dieser Transformation (2.70) mehr Kopplungenben�otigt. Man kann aber ohne weiteres mit den Algorithmen aus [FPTV92] bis zulmax = 200 gehen.Um den verbesserten Algorithmus auch f�ur die Linearisierung auszunutzen, mu�man Z 0 nach den Kopplungen an ableiten. Es sei also Z durch Z(�) =P1n=0 an
nNn�2n



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 67parametrisiert. Dann gilt:@Z 0( )@an = Ld�Z d�
(�)Z(� 0 + �)�Ld�1 Z d�
(�)@Z(� 0 + �)@an= Ld�Z d�
(�)Z(� 0 + �)�Ld�1 1
nNn Z d�
(�)(� 0 + �)2n= Ld�Z d�
(�)Z(� 0 + �)�Ld�1 nXk=0  2k �2k
�k(2n)!Nn2n�k(2k)!(n� k)! : (2.71)An dieser Stelle kann man den obigen Multiplikationsalgorithmus einsetzen. DasMatrixelement Ml;n ist bis auf Normierung der Koe�zient von  2l in der zuletzt�ubrig bleibenden Summe.F�ur L = 2 und d = 3 erh�alt man dann durch Anwendung der Diagonalisierungs-routinen f�ur den Eigenwert �2 am nichttrivialen Fixpunkt bei 61 Kopplungen:�2 = 2:904071533: (2.72)Koch und Wittwer [KW88] geben f�ur diesen Eigenwert die exakten Schranken2:9040714905322 6 �2 6 2:9040715072204 (2.73)an. F�ur den kritische Index, der sich daraus mit (2.26) berechnet, �ndet man0:6501625176789 6 � 6 0:65016252118340: (2.74)Dies ist nicht der Wert, der sich f�ur Ld = 2 ergeben hat. Die gute �Ubereinstim-mung mit den exakten Schranken zeigt, da� das Berechnungsverfahren nicht dieUrsache f�ur die Abweichung sein kann. Daher folgt, da� die Universalit�atsklassedes hierarchischen Modells von L abh�angt. Dies kann man auch erwarten, da dashierarchische Gitter f�ur verschiedene Werte von L verschiedene Symmetriegruppenbesitzt. In Tabelle 2.6 wird die Abh�angigkeit von � in drei Dimensionen etwasausf�uhrlicher untersucht. Mit zunehmendem L w�achst auch �. Die Abh�angigkeitvon L ist aber nur schwach. Mit Gau�-Hermite Integration3 kann man beliebigeWerte von Ld betrachten. Dabei stellt sich heraus, da� der kritische Index im LimesL ! 1 gegen sehr gro�e Werte geht. Dies ist in Tabelle 2.7 und in Abbildung2.6 dargestellt. F�ur L ! 1 wird � gro�, der Limes selbst mu� aber mit anderenMethoden erforscht werden. Im Limes L ! 1 ist die hierarchische Renormierungs-gruppentransformation linear und besitzt nur triviale Fixpunkte. Auch der LimesL ! 1 kann numerisch weder mit der dargestellten algebraischen Methode nochmit Gau�-Hermite Integration untersucht werden, da f�ur L > 4 die Fehler starkanwachsen. In Abbildung 2.7 wird � im Bereich zwischen L = 1:2 und L = 4:03F�ur die �Uberlassung von Daten, die mit Hilfe von Gau�-Hermite Integration erzeugt wurden,bin ich Andreas Pordt zu Dank verp
ichtet. Die Programm-Logik ist der Logik beim algebraischeVerfahren �ahnlich, man koppelt ein Integrationsprogramm mit einem Fixpunktalgorithmus. DerVorteil bei der rein numerischen Berechnung des Integrals liegt darin, da� die Beschr�ankung Ld 2Z>1 aufgehoben ist.
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Abbildung 2.6: Der kritische Index � als Funktion der Blockgr�o�e L.

Abbildung 2.7: Der kritische Index � als Funktion der Blockgr�o�e L zwischen 1.2und 4.0.



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 69L3 �2 0.6495703523 0.6496144704 0.6496917125 0.6497918596 0.6499069767 0.6500317008 0.6501625149 0.65029694110 0.65043331611 0.65057051012 0.650707685Tabelle 2.6: � f�ur verschiedene Werte von L in drei Dimensionen.L �1.100 0.72261561.095 0.74003951.090 0.76174911.085 0.78937701.080 0.82571091.075 0.87605111.070 0.95217991.065 1.08788921.060 1.4498673Tabelle 2.7: � als Funktion von L bei kleinen Werten von L.dargestellt. � w�achst f�ur gro�e L langsamer. Das Minimum � = 0:649570 wird beiL t 1:25 angenommen.Die Universalit�atsklassen des skalaren hierarchischen Modells werden also durchdie Dimension d und die Blockgr�o�e L parametrisiert, w�ahrend im vollen Modell dieUniversalit�atsklasse unabh�angig von der Blockgr�o�e ist. Die Abh�angigkeit von L isteine Beobachtung, die im nachhinein einfach zu verstehen ist, da das hierarchischeGitter bei unterschiedlichen Werten von L eine andere Symmetriegruppe besitzt.Die Limiten L! 1 und L!1 sind noch Terra incognita.2.6.5 Vergleich mit dem dreidimensionalen Ising-ModellDie Herleitung der hierarchischen Renormierungsgruppentransformation in Abschnitt2.2 hat gezeigt, da� man das hierarchische Modell als Approximation an das volleModell au�assen kann. Um zu kl�aren, wie gut diese Approximation ist, vergleichtman die Resultate f�ur die kritischen Exponenten �hiera und �hiera des dreidimen-sionalen hierarchischen Modells mit den kritischen Exponenten � und � der Uni-



70 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELLversalit�atsklasse des dreidimensionalen Ising-Modells [Isi25]. Die folgende Tabellegibt zun�achst eine �Ubersicht �uber die im Moment zuverl�assigsten Resultate f�ur �und �. Der Wert � = 0:630 ergibt sich bei der Verwendung der Reihenentwicklun-� Methode Literatur0.6300(15) dreidimensionale Renormierungsgruppe [GZJ80]0.6298(7) [BB85]0.630 [Nic91]0.6305(25) Renormierungsgruppe, �-Entwicklung [GZJ85]0.6301 Hochtemperaturreihen [Rei95]0.6300(15) Hochtemperaturreihen f�ur bcc-Gitter [NR90]0.6289(8) Monte-Carlo-Methoden [FL91]0.6301(8) [BLH95]0.625(1) Monte-Carlo-Renormierungsgruppe [GT96]� Methode Literatur0.031(4) dreidimensionale Renormierungsgruppe [GZJ80]0.037(3) Renormierungsgruppe, �-Entwicklung [GZJ85]0.035(3) Hochtemperaturreihen [ZJ81]0.029(8) [Rei95]0.037(3) Monte-Carlo-Methoden [BLH95]0.025(6) Monte-Carlo-Renormierungsgruppe [GT96]Tabelle 2.8: Ergebnisse f�ur �gen oder von Monte-Carlo-Methoden. Mit der Monte-Carlo-Renormierungsgruppeerh�alt man � = 0:625, was deutlich unter den anderen Werten liegt. In [GT96]werden die Monte-Carlo-Daten daher auch mit Finite-Size-Scaling analysiert. DasErgebnis ist dann � = 0:6348(48), � = 0:6298(27) oder � = 0:6295(27), je nachVerfahren. Diese Abweichung wird durch fehlende Corrections-to-Scaling Terme beidieser Analyse erkl�art. Die Diskussion der Einsch�atzung von systematischen Fehlernscheint noch in Bewegung zu sein. In dem sch�onen Artikel von Bl�ote et. al. [BLH95]werden auch experimentelle Resultate zitiert.Selbst wenn man dies mit dem minimalen hierarchischen kritischen Exponentenin drei Dimensionen �hiera = 0:649750 (2.75)vergleicht, ist das hierarchische Modell hier also eher schlecht. Da die Universa-lit�atsklassen des hierarchischen Modells von L abh�angen, kann man die Exponentendes hierarchischen Modells nur ungut mit denen des vollen Modells vergleichen.Wenn L gegen Eins geht, nimmt � unphysikalisch gro�e Werte an. Diese neue Be-obachtung ist etwas entt�auschend f�ur diejenigen, die das hierarchische Modell auchquantitativ im Hinblick auf das volle Modell auswerten m�ochten. Als Approximationan das volle Modell liefert das hierarchische Modell in der gegenw�artigen Form alsoschlechte Resultate. Qualitative Analogien haben sich aber bei dem Verst�andnis



2.6. NUMERISCHE BETRACHTUNG DER TRANSFORMATION 71von vollen Renormierungsgruppen
�ussen als sehr n�utzlich erwiesen [BEI92, CM94,GK84b].



Kapitel 3�-Entwicklung
3.1 Idee der EntwicklungIn [PPW94] ist eine rekursive Entwicklung zur Berechnung des kritischen Index� von hierarchischen Modellen vorgeschlagen worden. Der Entwicklungsparame-ter � ist die Di�erenz d � dn zwischen der Dimension d, in welcher der kritischeExponent des n-Well-Fixpunktes berechnet wird, und seiner Bifurkationsdimensi-on dn. Die Idee dieser �-Entwicklung geht auf [WF72] zur�uck. �Ahnliche, etwaseinfachere Rekursionsrelationen als in [PPW94], kann man auch mit einer Spielartder �-Entwicklung erhalten, die zuerst im Rahmen der konstruktiven Feldtheorievorgeschlagen und benutzt wurde [GK83]. Diese Entwicklung wird hier zur Be-rechnung hierarchischer kritischer Exponenten eingesetzt. Der Vorteil der neuen�-Entwicklung besteht darin, da� sie auch f�ur volle Gittertheorien durchgef�uhrt wer-den kann, da man ein unterliegendes Gitter zum Beispiel in drei Dimensionen �xiert,w�ahrend die �-Entwicklung �a la [PPW94] nicht so direkt auf volle Modelle �ubertragenwerden kann. Dieses Projekt bildet damit die Vorstufe f�ur �ahnliche �Uberlegungenam vollen Modell. Analoge Entwicklungen wurden unabh�angig von diesem Projektvon Brydges [Bry] im Rahmen der konstruktiven Feldtheorie wiederentdeckt.Die Idee einer �-Entwicklung besteht darin, eine St�orungstheorie um die Bifur-kationspunkte dn durchzuf�uhren. Dazu entwickelt man die hierarchische Renormie-rungsgruppentransformationZ 0( ) = Z d�
(�)Z(� + �)Ld; (3.1)mit � = L1� d2 und d = dn � � in �. Da �-Entwicklung eine St�orungstheorie ist, ent-wickelt man um den Ultraviolett-Fixpunkt. Einen geeigneten Rahmen f�ur eine der-artige Entwicklung bietet die in Abschnitt 2.6.1 eingef�uhrte Renormierungsgruppen-Algebra.Die Idee der Entwicklung �a la Gawedzki und Kupiainen ist nun, die Gitter-struktur des hierarchischen Gitters festzuhalten und die Dimensionsabh�angigkeit derRenormierungsgruppentransformation auf einen Parameter � zu �ubertragen. Manw�ahlt also eine feste Dimension d0, zum Beispiel d0 = 3, die das Gitter de�niert,72



3.2. HERLEITUNG DER REKURSIONSRELATIONEN 73und betrachtet die RenormierungsgruppentransformationZ 0( ) = Z d�
(�)Z(� + �)Ld0 ; (3.2)mit � = L��. Durch Vergleich von Ld0 und L�� mit ~Ld und ~L1� d2 �ndet man dieBeziehung � = d0�12 � 1d� (3.3)zwischen dem Parameter � und der Dimension d. Bifurkationswerte �n von � sinddurch �n = d0�12 � 1dn� = d02n (3.4)gegeben. Die Entwicklung wird in dem Parameter� = �n � � (3.5)f�ur einen festen Wert von n (zum Beispiel n = 2) durchgef�uhrt. Wenn die Universa-lit�atsklasse (d; ~L) betrachtet werden soll, w�ahlt man einfach d0 = d und L = ~L. F�urd0 = 3 und dn = 4, das hei�t n = 2, mu� man zu � = 14 extrapolieren, um Aussagenf�ur den kritischen Exponenten � in drei Dimensionen zu machen.3.2 Herleitung der RekursionsrelationenWenn man Ld0 = 2 setzt, und Z(�) = P1n=0 an
0�n : �2n :
0 in der Basis vonEigenvektoren der linearisierten Transformation am trivialen Fixpunkt entwickelt(
0 = 
1��2 ), so gilt f�ur den Integranden in (3.2):Z(�)2 = 1Xm;n=0 aman
0m+n : �2m :
0 : �2n :
0Lemma 12= 1Xm;n=0 aman
0m+n minf2m;2ngXk=0 k!�2mk ��2nk �
0k : �2m+2n�2k :
0 : (3.6)Dabei hat man die Fusionsformel f�ur normalgeordnete Monome aus dem Anhangbenutzt. Durch Integration mit Hilfe von Korollar 3 im Anhang folgt:Z 0( ) = 1Xm;n=0 aman
0m+n minf2m;2ngXk=0 k!�2mk ��2nk �
0k�2m+2n�2k :  2m+2n�2k :
0l=m+n�k= 1Xm;n=0 m+nXl=jm�nj aman
0l (m + n� l)!� 2mm + n� l�� 2nm+ n� l��2l :  2l :
0= 1Xl=0 a0l
0l :  2l :
0 ; (3.7)



74 KAPITEL 3. �-ENTWICKLUNGmit a0l = �2l 1Xm;n=0 Cm;nl aman; (3.8)wobei � = L�� ist. Damit in (3.8) die Kovarianz 
0 nicht enthalten ist, hat man inder Entwicklung von Z durch 
0n geteilt. Die Koe�zienten Cm;nl sind durchCm;nl = ( (2m)!(2n)!(m+n�l)!(n+l�m)!(l+m�n)! ; falls jm� nj 6 l 6 m+ n,0; sonst (3.9)gegeben. Man �xiert l? und betrachtet den nichttrivialen l?-Well-Fixpunkt mit demZiel, den entsprechenden kritischen Index � zu bestimmen. �l? wird im folgendenmit �? bezeichnet. Durch Einsetzen der Entwicklungsans�atze��2l = 2 ll? 1Xk=0 �(k)l �k;an = 1Xk=0 a(k)n �k (3.10)in die zu (3.8) korrespondierende Fixpunktgleichung erh�alt man die Gleichung1XN=0 �N2 ll? NXk=0 �(k)l a(N�k)l = 1XN=0 �N NXk=0 Xm;n>0 Cm;nl a(k)m a(N�k)n : (3.11)Da man um Z(�) = 1 entwickelt, setzt man a(0)l = �l;0. Also folgt aus (3.11) nachKoe�zientenvergleich und unter Ausnutzung von Cm;nl = Cn;ml :2 ll? �a(N)l + N�1Xk=1 �(k)l a(N�k)l + �(N)0 	= 2 1Xm=0 C0;ml a(N)m + N�1Xk=1 Xm;n>0 Cm;nl a(k)m a(N�k)n= 2a(N)l + N�1Xk=1 Xm;n>0 Cm;nl a(k)m a(N�k)n : (3.12)Die letzte Zeile folgt dabei aus C0;ml = �l;m, vergleiche (3.9). Durch die folgendeRechnung werden die Koe�zienten �(k)l bestimmt. Aus ��2l = L2l�, � = �?� � und�? = d02l? sowie L = 2 1d0 folgt��2l = 2 2l�?d0 e� 2l� log 2d0= 2 ll? 1Xk=0 1k! ��2l log 2d0 �k �k; (3.13)



3.2. HERLEITUNG DER REKURSIONSRELATIONEN 75das hei�t �(k)l = 8<:1; f�ur k = 01k! ��2l log 2d0 �k ; f�ur k > 0: (3.14)F�ur k > 0 folgt insbesondere �(k)0 = 0. Aus (3.12) bekommt man f�ur OrdnungenN > 1: �2 ll? � 2� a(N)l = N�1Xk=1  �2 ll? �(k)l a(N�k)l + Xm;n>0 Cm;nl a(k)m a(N�k)n ! : (3.15)Aus dieser Beziehung erh�alt man alle Koe�zienten a(N)l der Ordnung N , f�ur diel 6= l? gilt. F�ur l = l? schl�usselt man die rechte Seite von (3.15) weiter auf. F�urN = 1 hat (3.15) die Gestalt �2 ll? � 2� a(1)l = 0: (3.16)Daraus folgt a(1)l = ��l;l? mit einem noch unbekannten Faktor � 2 R, der aus derGleichung f�ur die zweite Ordnung bestimmt wird. F�ur l = l? und N = 2 gilt n�amlich0 = �2�(1)l? a(1)l? + Xm;n>0 Cm;nl? a(1)m a(1)n= �2�(1)l? �+ �2Cl?;l?l? : (3.17)Daraus folgert man � = 0 oder � = 2�(1)l?Cl?;l?l? . Die L�osung � = 0 f�uhrt zu trivialenL�osungen. Durch Benutzung dieser Beziehungen erh�alt man f�ur l = l? und N > 3aus (3.15): 0 = �2�(1)l? a(N�1)l? � 2 N�2Xk=2 �(k)l? a(N�k)l? � 2�(N�1)l? �+2� 1Xn=0 Cl?;nl? a(N�1)n + N�2Xk=2 Xm;n>0 Cm;nl? a(k)m a(N�k)n : (3.18)Durch Zusammenfassung und Indexverschiebung erh�alt man die allgemeine Formelf�ur a(N)l? : a(N)l? = (2�(1)l? )�1�2 N�1Xk=2 �(k)l? a(n+1�k)l? � N�1Xk=2 Xm;n>0 Cm;nl? a(k)m a(N+1�k)n+2��(N)l? � 2� Xn>0;n 6=l? Cl?;nl? a(N)n �: (3.19)



76 KAPITEL 3. �-ENTWICKLUNGWegen l? > 0 ist �(1)l? ungleich Null. F�ur die Koe�zienten a(k)N des Fixpunkteshat man mit (3.15) und (3.19) also Rekursionsrelationen erhalten. Um eine Rei-henentwicklung f�ur den kritischen Exponenten � zu bekommen, berechnet mannun auf �ahnliche Weise Rekursionsrelationen f�ur die Eigenwerte und Eigenvekto-ren der linearisierten Transformation am Fixpunkt, der durch die Relationen (3.15)und (3.19) de�niert wird. Diese Berechnung ist analog zur Rayleigh-Schr�odingerSt�orungstheorie.Die Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation (3.8) an einem Fix-punkt a der Koe�zienten ist durch die AbbildungU(a) : (�al)l 7!  2�2l Xm;n>0 Cm;nl am�an!l (3.20)gegeben (siehe (2.57)). U(a) kann als MatrixU(a)l;n = 2�2l 1Xm=0 Cm;nl am (3.21)aufgefa�t werden. F�ur Vektoren x und y de�niert man das Skalarprodukt (�; �) durch(x; y) = P1l=0 xlyl. U(a) ist nicht symmetrisch bez�uglich (�; �). Durch (x; y)0 :=P1l=0 ��2l(2l)!xlyl ist aber ein Skalarprodukt (�; �)0 gegeben, bez�uglich dem U(a)symmetrisch ist. Daher sind alle Eigenwerte von U(a) reell. Um eine Entwicklungf�ur die Matrix U(a)l;n anzugeben, macht man den Ansatz U(a)l;n =P1k=0 U(a)(k)l;n �k.Die Entwicklung von �2l �ndet man aus (3.13) durch Einsetzen negativer Werte f�url. F�ur die N -te Ordnung bekommt man dann die Entwicklung f�ur U(a):U(a)(N)l;n = 21� ll? NXk=0 �(k)�l 1Xm=0 Cm;nl a(N�k)m : (3.22)F�ur die Ordnung �0 erh�alt man daraus mit a(0)m = �m;0 und C0;nl = �l;nU(a)(0)l;n = 21� ll? �l;n: (3.23)Dies ist nat�urlich die Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation (3.8)am trivialen Fixpunkt in der Dimension dl? = 2l?l?�1 , die man in nullter Ordnungerh�alt, da man um diesen Fixpunkt entwickelt. Die Eigenwerte �(0)l und die zu-geh�origen Eigenvektoren v(0)l von U(a)(0) bilden zugleich die nullten Ordnungen f�urdie Entwicklungen der Eigenwerte �l und der entsprechenden Eigenvektoren vl derTransformation U(a), die durch �l = P1k=0 �(k)l �k und vl = P1k=0 v(k)l �k de�niertwerden. Komponenten von vl werden im folgenden mit vl(m) bezeichnet, um Ver-wechslungen zu vermeiden. Die nullte Ordnung der Entwicklung l�a�t sich einfachangeben: �(0)l = 21� ll? ; v(0)l (m) = �l;m; (3.24)



3.2. HERLEITUNG DER REKURSIONSRELATIONEN 77in �Ubereinstimmung mit den in Abschnitt 2.4.2 angegebenen Beziehungen.Die Eigenwertgleichung U(a)vl = �lvl (3.25)f�ur U(a) kann durch Einsetzen der Entwicklungsans�atze f�ur U(a); vl und �l in eineGleichung f�ur jede Ordnung �N umgeformt werden:NXk=0 U(a)(k)v(N�k)l = NXk=0 �(k)l v(N�k)l : (3.26)F�ur N = 1 hat man also zum BeispielU(a)(0)v(1)l + U(a)(1)v(0)l = �(0)l v(1)l + �(1)l v(0)l : (3.27)Die Eigenvektoren v(0)l von U(a)(0) sind bez�uglich des Skalarproduktes (�; �) ortho-normiert. Durch Bildung des Skalarproduktes von (3.27) mit v(0)n bekommt mandann wegen U(a)(1)n;l = �v(0)n ; U(a)(1)v(0)l �:�(0)n (v(0)n ; v(1)l ) + U(a)(1)n;l = �(0)l (v(0)n ; v(1)l ) + �(1)l �n;l; (3.28)das hei�t �(1)l �n;l = (�(0)n � �(0)l )(v(0)n ; v(1)l ) + U(a)(1)n;l : (3.29)Daraus bekommt man �(1)l , wenn man n = l setzt. F�ur alle n 6= l bekommt manau�erdem die Entwicklungskoe�zienten v(1)l (n). F�ur n = l fordert man zus�atzlichv(1)l (l) = (v(0)l ; v(1)l ) = 0. Eine analoge Forderung wird unten an die Korrekturenan v(0)l h�oherer Ordnungen gestellt. Die gesamte Korrektur zu v(0)l soll also bildlichgesprochen senkrecht auf v(0)l stehen. Dies ist keine Einschr�ankung und kann durcheine Normierung erzielt werden, siehe unten.Die gleiche Strategie wird auch f�ur h�ohere Ordnungen N verfolgt. Aus (3.26)bekommt man durch Bildung des Skalarproduktes mit v(0)l :�(0)n (v(0)n ; v(N)l ) + NXk=1(v(0)n ; U(a)(k)v(N�k)l ) =�(0)l (v(0)n ; v(N)l ) + �(N)l �n;l + N�1Xk=1 �(k)l (v(0)n ; v(N�k)l ); (3.30)das bedeutet�(N)l �n;l = (�(0)n � �(0)l )(v(0)n ; v(N)l ) + NXk=1(v(0)n ; U(a)(k)v(N�k)l )� N�1Xk=1 �(k)l (v(0)n ; v(N�k)l ): (3.31)



78 KAPITEL 3. �-ENTWICKLUNGF�ur n 6= l kann man hieraus die Komponenten v(N)l (n) bestimmen. Wie oben bereitsangedeutet setzt man f�ur N > 0 zus�atzlich(v(0)l ; v(N)l ) = 0: (3.32)Dies ist keine Einschr�ankung. Wenn n�amlich zun�achst (v(0)l ; v(N)l ) = � gilt, so kannman ein ~v(N)l mit der Eigenschaft ~v(N)l (l) = 0 durch ~v(N)l = v(N)l ��v(0)l de�nieren, undes gilt (U(a)(0) � �(0)l 1 )~v(N)l = (U(a)(0) � �(0)l 1 )v(N)l . Die L�ange von vl in Richtungvon v(0)l wird au�erdem durch eine Normierung festgelegt. F�ur den Koe�zienten�(N)l der N -ten Ordnung des Eigenwertes �l von U(a) folgt damit aus (3.31):�(N)l = NXk=1(v(0)l ; U(a)(k)v(N�k)l ): (3.33)Die Gleichungen f�ur die Komponenten der Eigenvektoren kann man noch besserverstehen, wenn man versucht, die Eigenvektoren koordinatenfrei zu bestimmen.Aus (3.26) bekommt man(U(a)(0) � �(0)l 1 )v(N)l = NXk=1(�(k)l 1 � U(a)(k))v(N�k)l : (3.34)Da der Eigenwert �(0)l von U(a)(0) nicht entartet ist, was hier aus (3.23) und (3.24)folgt, gilt alsov(N)l = (U(a)(0) � �(0)l 1 )�1 NXk=1(�(k)l 1 � U(a)(k))v(N�k)l !? ; (3.35)wobei mit u? der zu v(0)l orthogonale Anteil von u bezeichnet ist. Auf dem ortho-gonalen Komplement von v(0)l ist U(a)(0) � �(0)l 1 invertierbar.3.3 Numerik f�ur die �-Entwicklung3.3.1 Erste BetrachtungDie Rekursionsrelationen (3.15), (3.19) und (3.33) k�onnen mit Hilfe des Compu-teralgebra-Paketes Maple V Release 3 ausgewertet werden. Dazu m�ussen die Ent-wicklungen trunkiert, das hei�t bei einer bestimmten Ordnung kmax abgebrochenwerden. Hier werden die Entwicklungen maximal bis zur sechzehnten Ordnung be-rechnet. Bis zur sechsten Ordnung kann man die exakten analytischen Ausdr�uckef�ur die Entwicklung berechnen. In Abschnitt 3.4 �ndet man die Resultate f�ur dieEntwicklungskoe�zienten a(k)l bis zur dritten Ordnung f�ur l? = 2 und d0 = 3. F�urk > 6 wurde zur Berechnung eine numerische Version des Programmes eingesetzt,deren Fehler aber durch eine hinreichend gro�e Stellenanzahl beliebig klein gemachtwerden kann.



3.3. NUMERIK F�UR DIE �-ENTWICKLUNG 79Da die �-Entwicklung divergent ist, wie auch weiter unten illustriert werden wird,mu� man zur Auswertung dieser endlichen Reihen Summationsmethoden verwenden.Wenn man die Entwicklung nach einer Ordnung kmax abbricht, sind alle Koe�-zienten mit l > l?kmax oder k > kmax gleich Null. l? ist dabei die Anzahl der Minimades nichttrivialen Fixpunktes, der durch die Entwicklung beschrieben werden soll.Im folgenden werden hier stets die Parameter l? = 2 und d0 = 3 gesetzt. Die Bifur-kationsdimension dl? f�ur den Double-Well-Fixpunkt ist dl? = 4. Entsprechend gilt�? = 34 . Das Ziel ist also, zu d = 3, das hei�t � = 12 zu extrapolieren. Dann ist� = 14 . k a(k)0k! a(k)1k! a(k)2k!10 5:036590 � 101 3:252972 � 102 �2:013945 � 10311 �1:847783 � 102 �1:187205 � 103 7:734870 � 10312 6:598781 � 102 4:222525 � 103 �2:881935 � 10413 �2:297454 � 103 �1:465376 � 104 1:044291 � 10514 7:813242 � 103 4:970444 � 104 �3:689562 � 10515 �2:600825 � 104 �1:650984 � 105 1:274177 � 10616 8:491539 � 104 5:380824 � 105 �4:311386 � 106Tabelle 3.1: Illustration der Divergenz der �-Entwicklung.Die Divergenz der �-Entwicklung wird anhand von Tabelle 3.1 illustriert, in dera(k)0k! , a(k)1k! und a(k)2k! f�ur 10 6 k 6 16 dargestellt sind. An dem Anwachsen dieser Gr�o�enerkennt man, da� die Koe�zienten a(k)l mit k st�arker als faktoriell anwachsen. Wievermutet, bedeutet dies, da� die entsprechenden Potenzreihen f�ur die Koe�zientenal divergieren. Man erkennt ferner, da� die Koe�zienten a(k)l mit k alternierendeVorzeichen besitzen.F�ur kleine Werte von � kann die naive Auswertung der Reihen f�ur die Koe�-zienten a(k)l im Sinne von asymptotischen Potenzreihen [Pit72] sinnvoll sein. Umeinen ersten Eindruck zu gewinnen, sind daher in Abbildung 3.1 die Potentiale V ,die man aus Z(�) = P1n=0 an
0�n : �2n :
0 durch die De�nition V (�) = � logZ(�)erh�alt, naiv f�ur � = 376 und 338 (entsprechend mit d = 3:8 und d = 3:6) ausgewertetund dargestellt worden. Dabei wurde die Entwicklung nach der zweiten, drittenoder vierten Ordnung abgebrochen. Zum Vergleich sind mit durchgezogenen Liniendie entsprechenden numerisch bestimmten (exakten) Fixpunktpotentiale abgebildet.Im Bereich 0 6 � 6 4 sind die dargestellten Potentiale sehr 
ach. Dennoch l�a�tsich ohne M�uhe die typische Double-Well-Struktur erkennen, die auch von den Po-tentialen der �-Entwicklung angenommen wird. W�ahrend f�ur d = 3:8, also f�ur einenkleineren Wert von �, die naive endliche Aufsummation ein zufriedenstellendes Re-sultat liefert, ist diese Approximation an das exakte Potential f�ur d = 3:6 wenigergut. F�ur gro�e Felder gibt es in beiden F�allen Abweichungen.
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Abbildung 3.1: Vergleich des exakten Potentials mit den Potentialen der �-Entwicklung der Ordnungen 2 bis 4 in den Dimensionen 3:8 und 3:6. Die durchgezo-gene Linie korrespondiert mit den exakten Daten. Die gepunktete Linie entsprichtder zweiten Ordnung, die kurzgestrichelte Linie entspricht der dritten Ordnung, dielangestrichelte Linie entspricht der vierten Ordnung �-Entwicklung.



3.3. NUMERIK F�UR DIE �-ENTWICKLUNG 813.3.2 Bestimmung von KonvergenzradienDa die in Tabelle 3.1 dargestellten Werte selbst nicht faktoriell mit k anwachsen,werden die Boreltransformierten Bl der Reihen al =P1k=0 a(k)l �k, die durchBl(z) = 1Xk=0 a(k)lk! zk (3.36)de�niert sind, Konvergenzradien Rl gr�o�er als Null besitzen.Zur Bestimmung von Konvergenzradien werden hier drei Methoden vorgestellt.Dazu betrachtet man eine Potenzreihe f(z) =P1k=0 fkzk mit einem Konvergenzra-dius R. R kann nach Hadamard als GrenzwertR = lim infk!1 1kpjfkj (3.37)bestimmt werden. Das ist numerisch jedoch nur selten sinnvoll [J�a90], da eine Ex-trapolation notwendig ist, wenn man nur eine endliche Teilsumme von P1k=0 fkzkkennt, und da der Grenzwert (3.37) nur langsam erreicht wird.Mehr Information erh�alt man mit Hilfe der Quotientenmethode [Yeo92, J�a90].Dabei nimmt man an, da� die erste Singularit�at von f an der Stelle zc von der Formg(z) = (zc�z)� ist. Wenn man g f�ur jzj < jzcj in eine Potenzreihe g(z) =P1n=0 gnznentwickelt, stellt man fest, da� f�ur Quotienten aufeinanderfolgender Koe�zienten gnund gn�1 gilt: gngn�1 = 1zc � �+ 1zc 1n: (3.38)Dieses Verhalten erwartet man asymptotisch, also f�ur gro�e n, auch f�ur die Quo-tienten fnfn�1 . Zur Analyse des singul�aren Verhaltens und des Konvergenzradius Rtr�agt man in einem Diagramm die Quotienten fnfn�1 gegen 1n auf. Falls sich f�ur gro�en das lineare Verhalten (3.38) einstellt, kann man durch Extrapolation R und �bestimmen.Mit Hilfe der Pad�e-Methode erh�alt man, wie man anhand von Beispielen zeigt,die zuverl�assigsten Resultate. Dabei bestimmt man alle Polstellen der (M;N)-Pad�e-Approximanten der Reihe f(z), wenn diese bis zur OrdnungM+N bekannt ist. Ein(M;N)-Pad�e-Approximant an die Funktion f ist eine gebrochen rationale FunktionPMQN mit Z�ahlergrad M und Nennergrad N , f�ur diePM(z)QN(z) = M+NXn=0 fnzn +O(zM+N+1) (3.39)gilt, siehe [ZJ93, De74, LG82] und darin enthaltene Referenzen. Falls M = N gilt,bezeichnet man PMQM auch als Diagonal-Pad�e Approximanten. Die Polstellen bildetman in einem Diagramm ab. Charakteristischerweise gibt es neben zahlreichenzuf�alligen Polen einen H�aufungspunkt von Polstellen, der der wahren Singularit�at



82 KAPITEL 3. �-ENTWICKLUNGentspricht. Das Arbeiten mit rationalen Approximanten hat den Nachteil, da� mannur schwer Aussagen �uber Fehler machen kann.F�ur alle vorgestellten Methoden mu� man viele Ordnungen der PotenzreiheP1k=0 fkzk kennen. Weitere ausgefeiltere Methoden zur Bestimmung von R kannman in [De74] �nden.In Abbildung 3.2 sind die ersten 16 Glieder der zu Bl geh�origen Hadamard-Folgen

Abbildung 3.2: Bestimmung der Konvergenzradien Rl, l = 0; 1; 2, nach Hadamardund mit der Quotientenmethode. Die Dreiecke entsprechen l = 0, die Kreuze ent-sprechen l = 1, die Rauten entsprechen l = 2. Oben sind die Hadamard-Folgen H(k)lgegen 1k aufgetragen.Hl = (H(k)l )k mit H(k)l = 1kqja(k)l =k!j f�ur l = 0; 1; 2 gegen 1k aufgetragen. Hier undin den folgenden Abbildungen wird l = 0 mit Dreiecken, l = 1 mit Kreuzen undl = 2 mit Rauten bezeichnet. Man erkennt, da� die Hadamard-Folgen streng mo-noton abfallen. Das Verhalten der Folgen ist sehr gleichm�a�ig; daher erscheint dieExtrapolation zu k ! 1 zul�assig. Dadurch erh�alt man f�ur alle drei Radien denWert R = 0:35� 0:1: (3.40)Die Quotientenmethode zur Bestimmung von R0, R1 und R2 ergibt ebenfalls f�ur alledrei Radien den gleichen Wert R = 0:43� 0:05: (3.41)Dies kann man mit Hilfe von Abbildung 3.3 ermitteln, in der die Quotienten



3.3. NUMERIK F�UR DIE �-ENTWICKLUNG 83

Abbildung 3.3: Bestimmung der Konvergenzradien von B0 (Dreiecke), B1 (Kreuze)und B2 (Rauten) mit Hilfe der Quotientenmethode.a(k)l =k!a(k�1)l =(k�1)! f�ur l = 0; 1; 2 gegen 1k f�ur k 6 16 aufgetragen sind. F�ur k > 10 er-kennt man ein ann�ahernd lineares Verhalten. Durch Extrapolation zu k ! 1bestimmt man 1Rl . Die Polstellen der (M;N)-Pad�e-Approximanten f�ur Bl, l = 0; 1; 2und M + N = 16 sind in Abbildung 3.4 in der komplexen Ebene abgebildet. ImGebiet �0:32 < <(z) < �0:29; �0:15 < =(z) < 0:15 h�aufen sich die Polstellen(unabh�angig von l). Nach dem oben beschriebenen Verfahren erh�alt man damitR = 0:305� 0:015: (3.42)Die erste Singularit�at der Boreltransformierten Bl der Koe�zienten al liegt auf dernegativen reellen Achse. Die Ergebnisse legen die Vermutung nahe, da� alle Bo-reltransformierten den gleichen Konvergenzradius besitzen, der einfach eine Eigen-schaft der Entwicklung ist.3.3.3 Bestimmung von �F�ur den kritischen Index � des Infrarot-Fixpunktes in drei Dimensionen gilt dieBeziehung � = log 2d log�2 : (3.43)In Tabelle 3.2 sind zun�achst die Koe�zienten �(k)2k! der Entwicklung der Boreltrans-
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Abbildung 3.4: Bestimmung der Konvergenzradien von B0 (Dreiecke), B1 (Kreuze)und B2 (Rauten) mit Hilfe der Pad�e-Methode.formierten von �2 f�ur 10 6 k 6 16 dargestellt. Auch die Potenzreihe f�ur �2 divergiertund ist borelsummierbar.Aus der Entwicklung von �2 kann man mit (3.43) die �-Entwicklung f�ur � ange-ben, die durch � =P1k=0 �(k)�k de�niert wird. Die Koe�zienten �(k) f�ur 0 6 k 6 16sind in Tabelle 3.3 eingetragen. Aus diesen Daten ist nun ein verl�a�licher Sch�atzwertf�ur � bei � = 14 zu bestimmen. Anhand von Abbildung 3.1 wurde bereits gezeigt,da� die Summation der Reihe f�ur kleine � vern�unftige Ergebnisse liefert. Daher istzun�achst der kritische Index f�ur verschiedene Dimensionen d zwischen 3:9 und 3:0durch Aufsummation der Reihe f�ur �2 bis zu verschiedenen Ordnungen k zwischen 1und 6 bestimmt worden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.4 dargestellt. F�ur d = 3:9und d = 3:8 sind die Werte bis zur sechsten Ordnung k = 6 recht stabil. Bei Wertenk �(k)2k!10 �3:408849 � 10411 1:306653 � 10512 �4:861021 � 10513 1:759290 � 10614 �6:209632 � 10615 2:142765 � 10716 �7:245656 � 107Tabelle 3.2: Koe�zienten der Boreltransformierten von �2.



3.3. NUMERIK F�UR DIE �-ENTWICKLUNG 85k �(k) k �(k)0 6:666667�10�1 9 �4:402838�1091 �2:962963�10�1 10 1:737168�10112 1:712059�100 11 �7:307089�10123 �1:340401�101 12 3:255575�10144 2:123198�102 13 �1:529128�10165 �4:520362�103 14 7:544994�10176 1:182966�105 15 �3:900244�10197 �3:570790�106 16 2:107692�10218 1:200627�108Tabelle 3.3: Koe�zienten f�ur die �-Entwicklung des kritischen Exponenten � bis zur16: Ordnung.Dimension 3.90 3.80 3.70 3.60 3.50k = 1 0.508481 0.517268 0.526380 0.535836 0.545657k = 2 0.508916 0.519116 0.530811 0.544269 0.559827k = 3 0.508853 0.518566 0.528777 0.538954 0.548357k = 4 0.508873 0.518927 0.530834 0.546351 0.569194k = 5 0.508865 0.518617 0.528114 0.533100 0.523210k = 6 0.508869 0.518941 0.532515 0.563448 0.685021Pad�e Ord.6 0.508867 0.518790 0.527718 0.541039 0.553854Pad�e Ord.16 0.508867 0.518769 0.529726 0.541815 0.555164BP Ord. 6 0.508867 0.518769 0.529723 0.541804 0.555135BP Ord.16 0.508867 0.518769 0.529726 0.541815 0.555163exakt 0.508867 0.518769 0.529725 0.541815 0.555163BP Ord.6 [PPW94] 0.51877 0.52973 0.54183 0.55525Dimension 3.40 3.30 3.20 3.10 3.00k = 1 0.555866 0.566489 0.577553 0.589088 0.601129k = 2 0.577924 0.599140 0.624253 0.654341 0.690934k = 3 0.555991 0.560606 0.560758 0.554980 0.542063k = 4 0.607132 0.678401 0.838580 1.388938 -8.389390k = 5 0.482710 0.404735 0.308848 0.225200 0.166242k = 6 2.593126 -.195697Pad�e Ord.6 0.567649 0.582511 0.598513 0.615739 0.634288Pad�e Ord.16 0.569949 0.586410 0.604875 0.625797 0.649823BP Ord. 6 0.569892 0.586331 0.604830 0.628627 0.649933BP Ord.16 0.569946 0.586399 0.604836 0.625681 0.649501exakt 0.569946 0.586400 0.604841 0.625700 0.649570BP Ord.6 [PPW94] 0.56973 0.58791 0.60136 0.62599Tabelle 3.4: Bestimmung des kritischen Index � mit verschiedenen Methoden, dieim Text n�aher erkl�art werden.



86 KAPITEL 3. �-ENTWICKLUNGvon � kleiner als 376 erzielt man also bereits durch diese einfache Summation guteResultate. F�ur gr�o�ere Werte von �, das hei�t f�ur kleinere Dimensionen, erkenntman jedoch, da� diese naive Auswertung der Reihe f�ur � nicht mehr stabil ist. F�urk = 6 und d < 3:5 liefert die Aufsummation unvern�unftige Resultate, f�ur d < 3:3ergibt die naive Auswertung der Reihe von � negative Werte. Um das Lesen der Ta-belle zu erleichtern, sind in der vorletzten Zeile die exakten (numerischen) Resultatef�ur � f�ur L = 2 1d , die in Abschnitt 2.6.2 berechnet wurden, eingetragen. Insbeson-dere der Vergleich mit diesen Daten verdeutlicht den Bedarf nach einer geeignetenSummationsmethode. Das einfachste Verfahren ist die Verwendung von rationalenApproximanten, speziell Pad�e-Approximanten, die die gleiche Taylorentwicklung wie� haben, jedoch als gebrochen rationale Funktionen von � geschrieben werden.Die Ergebnisse f�ur den kritischen Exponenten bei Verwendung eines Diagonal-Pad�e-Approximanten sind ebenfalls in Tabelle 3.4 eingetragen. Dabei wurde dieReihe bis zur sechsten und bis zur sechzehnten Ordnung verwendet. W�ahrend dieResultate sechster Ordnung f�ur Dimensionen kleiner als 3:6 stark von den exaktenWerten abweichen, treten in sechzehnter Ordnung starke Abweichungen von denwahren Werten erst ab d = 3:2 auf. Alle Approximanten sechster Ordnung liefernzu kleine Resultate, w�ahrend alle Werte sechzehnter Ordnung zu gro� sind.Noch bessere Ergebnisse k�onnen mit Hilfe der Borel-Pad�e Summation erhaltenwerden, da, wie oben demonstriert wurde, die Boreltransformierten der Potenzreihenin � mit einem Konvergenzradius gr�o�er als Null existieren.Die Boreltransformierte einer Potenzreihe f(x) =P1k=0 f (k)xk, die durch Bf (z) =P1k=0 f(k)k! zk de�niert ist, sei bis zur Ordnung kmax = M + N bekannt. Wenn mandiese Reihe durch einen M;N -Pad�e-Approximanten darstellt,Bf (z) = PM(z)QN(z) +O(zM+N+1); (3.44)so gilt wegen k! = �(k + 1) = R10 dt tke�t also n�aherungsweisef(x) = Z 10 dt e�tPM(tx)QN(tx) + Z 10 dt e�tO((tx)M+N+1)= 1x Z 10 dt e� tx PM(t)QN(t) +O(xM+N+1): (3.45)Das Integral in (3.45) wird mit numerischen Standardmethoden, etwa der Simpson-regel, beliebig genau ausgewertet.Zur Berechnung der Borel-Pad�e-Summation f�ur � wurde die sechste und diesechzehnte Ordnung �-Entwicklung verwendet. Das Ergebnis f�ur verschiedene Di-mensionen bei Verwendung von Diagonal-Pad�e Approximanten ist in Tabelle 3.4eingetragen. F�ur d = 3:9 und d = 3:8 weichen die beiden Ordnungen nicht vonein-ander ab. F�ur d = 3:1 unterscheiden sich die 6. und die 16. Ordnung am meistenvoneinander. In der letzten Zeile der Tabelle sind die Resultate der Borel-Pad�eSummation der gew�ohnlichen �-Entwicklung bis zur sechsten Ordnung aus [PPW94]aufgetragen. F�ur d = 3 entwickelt der Diagonal-Pad�e der Boreltransformierten der



3.4. ANHANG: ERGEBNISSE F�UR DIE �-ENTWICKLUNG 87gew�ohnlichen �-Entwicklung eine nichtintegrable Singularit�at auf der positiven reel-len Achse. Ein Vorteil der neuen �-Entwicklung ist, da� solche Pole nicht auftreten.Die Konvergenzanalyse der Boreltransformierten l�a�t vielmehr erwarten, da� manohne Probleme bis zu � = 0:3, das hei�t d = 2:8 extrapolieren kann. Die Entwicklungwurde jedoch durch Wahl von d0 = 3 auf die dreidimensionalen Universalit�atsklassenma�geschneidert.3.4 Anhang: Ergebnisse f�ur die �-EntwicklungIn den folgenden Formeln wurde R = log 2 gesetzt.a(0)0 = 1a(1)0 = 0a(1)2 = �R27a(2)0 = �8R2243a(2)1 = 32R2243p2� 486a(2)2 = 2R2 ��171p2 + 324��6561p2 + 8748a(2)3 = 8R2729p2� 729a(2)4 = R21458a(3)0 = 32R3 ��171p2 + 324��59049p2 + 78732a(3)1 = 64R3 �189p2� 378�196830p2� 275562a(3)2 = 32R3 ��2592p2 + 4158��4251528p2 + 6022998a(3)3 = 16R3 �270p2� 432�413343p2� 590490a(3)4 = 2R3 �315p2� 324��177147p2 + 236196a(3)5 = � 8R319683p2� 19683a(3)6 = � R3118098 (3.46)



Kapitel 4Die hierarchische �4-Trajektorie
4.1 EinleitungIn dem Block-Spin-Renormierungsschema von Wilson [Wil71, KW74] entsprechenrenormierte Theorien renormierten Trajektorien von e�ektiven Wirkungen. Wennman mit einer nackten Wirkung startet, wird die renormierte Trajektorie durchunendlich viele Iterationen von Block-Spin-Transformationen erreicht. Damit dieserGrenzwert existiert, m�ussen die nackten Kopplungen ge�andert werden, wenn dieAnzahl der Iterationen erh�oht wird.Betrachtet man ein asymptotisch freien Modell im Bereich schwacher Kopp-lungen, mu� man Kontrolle �uber die relevanten Kopplungen gewinnen, die un-ter Block-Spin-Transformationen anwachsen. Bei schwacher Kopplung kann mandie relevanten Kopplungen durch naive Dimensionsbetrachtungen bestimmen. Dierenormierte Trajektorie wird als instabile Mannigfaltigkeit eines trivialen (asym-ptotisch freien) Fixpunktes betrachtet. Dieses Renormierungsschema ist sowohl inSt�orungstheorie als auch dar�uber hinausgehend studiert worden, zum Beispiel in Ar-beiten von Polchinski [Pol84], Gawedzki und Kupiainen [GK84a], Gallavotti [Gal85],Rivasseau [Riv91] und vielen anderen.Obwohl dieses Bild seit den Anf�angen der Renormierungsgruppe existiert [KW74],gibt es bisher nur wenige Vorschl�age f�ur eine Formulierung ohne nackte Wirkungen.In diesem Kapitel wird ein solcher Vorschlag am Beispiel der hierarchischen �4-Trajektorie ausgearbeitet. Das hierarchische O(N)-Modell wurde in [WX94, WX95]auf �ahnliche Weise untersucht, in [Wie96b] wurden die Ideen dieses Kapitels aufdas volle Modell �ubertragen und zu einem sehr einfachen Renormierbarkeitsbeweisentwickelt.Die �4-Trajektorie wird als Kurve de�niert, die vom trivialen Fixpunkt in �4-Richtung ausgeht. Diese Kurve wird mit einer renormierten St�orungsentwicklung ineiner laufenden Kopplung berechnet. Im dreidimensionalen Fall wird die Entwick-lung in einer laufenden Kopplung und ihrem Logarithmus durchgef�uhrt. Zumindestin St�orungstheorie ist die renormierte Trajektorie durch die Forderung festgelegt,da� sie invariant unter Renormierungsgruppentransformationen sein soll.Eine renormierte Theorie erscheint im obigen Bild immer zusammen mit einerKaskade von Theorien, die durch weitere Block-Spin Transformationen entstehen.88



4.2. DIE �4-TRAJEKTORIE IN VIER DIMENSIONEN 89Obwohl die Transformation diskret ist, liegen diese Potentiale auf einer kontinuierli-chen Kurve, die stabil unter Renormierungsgruppentransformationen ist. Diese Kur-ve soll hier berechnet werden. Das Ergebnis ist eine iterative Form von renormierterSt�orungstheorie, die eng mit der renormierten Baumentwicklung von Gallavotti etal. [GN85a, GN85b, FHRW88] verwandt ist. Die hier beschriebene Entwicklungist aber von Anfang an frei von Divergenzen, die in einer Standard-St�orungstheoriedurch unendlich viele Renormierungsgruppentransformationen angeh�auft werden.Es werden keine nackte Kopplungen ben�otigt. Ein Renormierungsgruppenschrittauf der �4-Trajektorie wird zu einer Transformation der laufenden Kopplung miteiner Flu�funktion. Insbesondere werden auch Koordinaten betrachtet, bei derenWahl die Flu�funktion linear ist. Eine �ahnliche Idee wird in [EW84] und darinenthaltenen Verweisen verwendet.�Uberraschenderweise weist die renormierte St�orungsreihe in bestimmten diskre-ten Dimensionen Pole auf, die man auf Resonanzbedingungen zur�uckf�uhren kann.Solche Singularit�aten treten zum Beispiel in drei Dimensionen auf; sie werden durcheine Doppelentwicklung in der laufenden Kopplung und ihrem Logarithmus auf-gel�ost. Mit der Berechnung der laufenden Eigenvektoren und Eigenwerte entlangder renormierten Trajektorie sowie deren Fusionsregeln werden die �Uberlegungenfortgesetzt. Die renormierten Potentiale werden mit numerischen Ergebnissen ver-glichen.Eine �ahnliche Analyse kann man auch ausgehend vom Hochtemperatur�xpunktdurchf�uhren. Die St�orungsreihen, die man dadurch erh�alt, sind frei von Resonanzen.4.2 Die �4-Trajektorie in vier Dimensionen4.2.1 Die �4-TrajektorieIn diesem Kapitel wird die hierarchische Renormierungsgruppentransformation Tzugrunde gelegt. T hat die FormT Z( ) = �Z d�
(�) Z(� + �)�Ld; (4.1)mit � = L1� d2 . Wenn man ein Potential V durch Z(�) = e�V (�) de�niert, so hat dieRenormierungsgruppentransformation f�ur das Potential V die GestaltT V ( ) = �Ld log Z d�
(�) exp��V (� + �)�: (4.2)Auch diese Transformation wird mit T bezeichnt. Im folgenden werden nur geradePotentiale betrachtet. Auch das e�ektive Potential ist dann gerade.Im Raum der m�oglichen Potentiale wird nun eine Kurve V (�; g) de�niert, diedurch eine lokale Koordinate g parametrisiert wird. Diese Potentiale werden inder Basis (2.28) von Eigenvektoren der Transformation (4.1) am trivialen FixpunktV� = 0 entwickelt: V (�; g) = 1Xn=0 V2n(g) : �2n :
0 ; (4.3)



90 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEmit 
0 = 
1��2 .In der N�ahe des trivialen Fixpunktes V� = 0 ist eine nat�urliche Koordinate g die: �4 :{Kopplung, die durch g = V4(g) (4.4)de�niert wird. Diese Koordinate wird zun�achst verwendet. Als �4-Trajektorie wer-den dann die Kurven V (�; g) bezeichnet, die durch die beiden folgenden Bedingun-gen festgelegt sind:1) V (�; g) ist stabil unter T . Dann folgt, da� es eine Funktion �(g) gibt, so da�T V (�; g) = V (�; �(g)) (4.5)gilt. Das bedeutet, da� sich eine Renormierungsgruppentransformation aufder renormierten Trajektorie durch eine �Anderung der Koordinate ausdr�uckenl�a�t. Die Funktion �(g) ist nat�urlich von der Wahl der Koordinate abh�angig.Wenn man die : �4 :{Kopplung als Koordinate verwendet, wird die Funktion� als Flu�funktion bezeichnet.2) An der Stelle g = 0 ist die Kurve V (�; g) durch V (�; g = 0) = 0 de�niert. DieTangente an V (�; g) am Punkt V (�; g = 0) ist durch@@g ���g=0V (�; g) = : �4 :
0 (4.6)gegeben. Das bedeutet, da� die Kurve aus dem trivialen Fixpunkt in : �4 :{Richtung heraus- oder hineinl�auft. Die Bedingung (4.6) ist �aquivalent zuV4(g) = g +O(g2), zusammen mit V2n(g) = O(g2), f�ur n 6= 2.Wie man sp�ater sehen kann, reichen diese Bedingungen nicht immer aus, um die�4-Trajektorie eindeutig festzulegen. Um die Eindeutigkeit zu gew�ahrleisten, kannman h�ohere Ableitungen am trivialen Fixpunkt vorgeben.4.2.2 St�orungstheorie in vier DimensionenDie �4-Trajektorie kann durch eine St�orungstheorie in g als L�osung der Bedingungen(4.5) und (4.6) berechnet werden. Potentiale auf der �4-Trajektorie werden alsskalierend bezeichnet. Ein Potential hei�t skalierend in der Ordnung s in g, wennes ein Funktion �(g) = �(s)(g) +O(gs+1) ;�(s)(g) = sXr=1 brgr (4.7)gibt, so da� V (�; g) = V (s)(�; g) +O(gs+1) ;T V (s)(�; g) = V (s)(�; �(g)) +O(gs+1) (4.8)



4.2. DIE �4-TRAJEKTORIE IN VIER DIMENSIONEN 91und V (1)(�; g) = g : �4 :
0 (4.9)gelten. Sind �(s)(g) und V (s)(�; g) in einer bestimmten Ordnung s vorgegeben, soberechnet man daraus induktiv �(s+1)(g) und V (s+1)(�; g). In vier Dimensionen undmit den Parametern L = 2, 
 = 1 und 
0 = 43 kann man diese induktive Berechnunggut demonstrieren.Der Startpunkt der Iteration ist durch (4.9) gegeben. Mit Hilfe der Transfor-mation T bestimmt man aus dem nackten Potential V das e�ektive Potential. Inzweiter Ordnung macht man den AnsatzV (2)(�; g) = c0g2 + c2g2 : �2 : +g : �4 : +c6g2 : �6 : : (4.10)Die Koe�zienten c0, c2 und c6 werden durch die Forderung bestimmt, da� (4.8) inzweiter Ordnung erf�ullt sein soll. Unter einer Renormierungsgruppentransformationwird (4.10) aufT V (2)(�; g(g0)) = (16c0 � 54409 )g02 + (4c2 � 448)g02 : �2 :+g0 : �4 : +(c64 � 2)g02 : �6 : +O(g03) (4.11)abgebildet. Dabei wird die e�ektive Kopplung g0 als Koe�zient von : �4 : in demE�ektivpotential de�niert. g0(g) ist durchg0(g) = g � 60g2 +O(g3) (4.12)gegeben. Durch den Vergleich des E�ektivpotentials als Funktion der e�ektivenKopplung mit dem nackten Potential als Funktion der nackten Kopplung g und derForderung, da� (4.8) in zweiter Ordnung erf�ullt sein soll, schlie�t man, da� auf der�4-Trajektorie c0 = 108827 ; c2 = 4483 ; c6 = �83 (4.13)gilt. Die Koe�zienten der Flu�funktion bis zur zweiten Ordnung sind durchb1 = 1 ; b2 = �60 (4.14)gegeben. Daran erkennt man, da� die �4-Kopplung in vier Dimensionen marginalirrelevant ist.Damit ist der erste Schritt durchgef�uhrt. Wenn man dieses Schema iteriert, kannman Ordnung f�ur Ordnung vorgehen. Das hei�t, da� man jeden Koe�zienten nureinmal bestimmen mu�. Ein Koe�zient der Ordnung k kann n�amlich keine Koe�-zienten niedrigerer Ordnung als k erzeugen und so auch nicht auf bereits bestimmteKoe�zienten von niedrigerer Ordnung als k zur�uckwirken. Das Gleichungssystem,das man zur Berechnung der Koe�zienten der Ordnung k l�osen mu�, ist linear und



92 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEhat eine besonders einfache Gestalt. Dies sieht man besonders deutlich, wenn manden Ansatz (4.10) f�ur die zweite Ordnung graphisch darstellt:V (�) = c0g2 + c2g2 + g
+c6g2 +O(g3): (4.15)Die Vertices in dieser Gleichung k�onnen durch 
-Linien, die man Propagatorennennt, zu komplizierteren Diagrammen kombiniert werden. Eine solche Verbin-dung zweier Vertexbeine durch einen Propagator nennt man auch Kontraktion. DieOrdnung eines durch Kontraktionen entstandenen Diagramms ist die Summe derOrdnungen seiner Vertices. Aufgrund der Normalordnung in (4.10) sind Selbstkon-traktionen verboten. Das bedeutet, da� ein Propagator nicht zwei Beine eines Vertexverbinden darf. Das E�ektivpotential, das sich aus (4.15) ergibt, kann dann alsT V (�) =( c0g2+ g2 )+( c2g2 + g2 )

+ ( g + g2 )+( c6g2 + g2 ) (4.16)dargestellt werden. Dabei sind alle dynamisch erzeugten : �4 :{Diagramme zweiterOrdnung ber�ucksichtigt worden. Nun dr�uckt man die Kopplung g durch die e�ektiveKopplung g0 aus, die durch die �4-Terme von Gleichung (4.16) gegeben ist. In dere�ektiven Kopplung kommen keine Koe�zienten des Ansatzes vor. Dies liegt an derNormalordnung, die in diesem Beispiel etwa einen �4-Term
c6g2 (4.17)verbietet. g0 kann damit nur von niedrigeren Ordnungen abh�angen. Durch den�Ubergang zur e�ektiven Kopplung �ndet damit auch keine Mischung zwischen den



4.2. DIE �4-TRAJEKTORIE IN VIER DIMENSIONEN 93zu bestimmenden Koe�zienten statt. Man erh�alt die einfache Form
T V (�) = (16c0 � 54409 ) g02 + (4c2 � 448) g02

+g0 + (c64 � 2) g02 +O(g03); (4.18)
unter Identi�kation einiger Diagramme. Da die hierarchische Renormierungsgrup-pentransformation eine Renormierungsgruppe an einem Punkt ist, sind die darge-stellten Diagramme keine Feynman-Graphen, die mit Integralen korrespondieren.Die Diagramme dienen vielmehr nur der Veranschaulichung. Aus (4.18) und denobigen �Uberlegungen ist nun klar, warum man zur Bestimmung der oben vorge-schlagenen St�orungsreihen nur lineare Gleichungssysteme l�osen mu�. Au�erdem istklar, da� diese Gleichungssysteme in Systeme von linearen Gleichungen f�ur je einenSt�orungskoe�zienten zerfallen.Die allgemeine Form der st�orungstheoretischen Approximation an die �4-Trajek-torie bis zur Ordnung s lautet:

V (s)(�; g) = s+1Xn=0 c(s)2n (g) : �2n : ;c(s)2n (g) = sXr=2 c2n;rgr ; n 6 1 ;c(s)4 (g) = g ;c(s)2n (g) = sXr=n�1 c2n;rgr ; n > 3 : (4.19)
In (4.19) sind alle normalgeordneten Produkte einbezogen, die durch (4.2) aus (4.9)in der Ordnung s erzeugt werden k�onnen. Bei der Iteration f�ahrt man wie oben fortunter Benutzung des Ansatzes (4.19) in der Ordnung s + 1. Die Forderung (4.8)ergibt f�ur die Koe�zienten der Ordnung s+1 ein lineares Gleichungssystem. DiesesGleichungssystem hat eine eindeutige L�osung: die �4-Trajektorie. Der Koe�zientbs+1 der Flu�funktion ist bereits durch V (s)(�; g) bestimmt.



94 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIE4.2.3 Numerische Auswertung der St�orungsreihenDie oben vorgeschlagene Entwicklung kann man ohne Probleme bis zur zw�olftenOrdnung berechnen. In dritter Ordnung �ndet man zum Beispielc(3)0 (g) = 108827 g2 � 5478427 g3 ;c(3)2 (g) = 4483 g2 � 49740827 g3 ;c(3)6 (g) = �83g2 + 352g3 ;c(3)8 (g) = 323 g3: (4.20)Au�erdem gilt f�ur die Flu�funktion in dritter Ordnung�(3)(g) = g � 60g2 + 8880g3 : (4.21)In Tabelle 4.1 sind die Entwicklungskoe�zienten der Flu�funktion und exempla-k bk c2;k c6;k1 1:000000�100 0:000000�100 0:000000�1002 �6:000000�101 1:493333�102 �2:666667�1003 8:880000�103 �1:842252�104 3:520000�1024 �2:106987�106 4:542199�106 �8:602548�1045 6:604897�108 �1:504639�109 2:836148�1076 �2:497771�1011 6:006543�1011 �1:130674�10107 1:085474�1014 �2:744995�1014 5:173130�10128 �5:267356�1016 1:395313�1017 �2:637661�10159 2:802384�1019 �7:748998�1019 1:471678�101810 �1:614629�1022 4:646171�1022 �8:877047�102011 9:987590�1024 �2:982658�1025 5:739832�102312 �6:590817�1027 2:037661�1028 �3:953788�1026Tabelle 4.1: Entwicklungskoe�zienten der Flu�funktion, des Massenterms und des�6-Terms bis zur zw�olften Ordnung.risch die Entwicklungskoe�zienten von c2(g) und c6(g) bis zur zw�olften Ordnungdargestellt. Die Koe�zienten haben alternierende Vorzeichen. Betragsm�a�ig wach-sen sie st�arker als k! an. Daher kann man nicht erwarten, da� die entsprechendenPotenzreihen Konvergenzradien gr�o�er als Null besitzen. Mit Hilfe der in Kapitel 3erkl�arten Methoden kann man dies weiter untermauern.Mit diesen Methoden kann man auch demonstrieren, da� die Potenzreihen c2n(g)borelsummierbar sind. Die Boreltransformierten B2n(z) von c2n(g) werden durchB2n(z) =P1k=0 c2n;kk! zk de�niert. Exemplarisch werden die Konvergenzradien R2 vonB2 und R6 von B6 mit Hilfe der Pad�e-Methode in Abbildung 4.1 untersucht. MitKreuzen werden die Daten f�ur den Massenterm bezeichnet, mit Dreiecken die Daten



4.3. DIE �4-TRAJEKTORIE IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 95

Abbildung 4.1: Pad�e-Methode f�ur B2 und B6.f�ur B6. In dem Gebiet �0:02 < <(z) < �0:01; �0:08 < =(z) < 0:08 h�aufen sich diePolstellen der Pad�e-Approximanten. Dadurch ergibt sich f�ur R2 und R6 der WertR2 = R6 = 0:015� 0:005: (4.22)Mit Hilfe der Quotientenmethode erh�alt manR2 = R6 = 0:023� 0:01; (4.23)mit der Hadamard-Methode bekommt man schlie�lichR2 = 0:02� 0:01; R6 = 0:03� 0:01: (4.24)Die Extrapolation, die bei diesen Methoden notwendig ist, erscheint zul�assig, da dasVerhalten der Hadamard-Folge und der Quotientenfolge sehr regul�ar ist.Mit Hilfe der Pad�e-Methode kann man die Vermutung unterst�utzen, da� alleKonvergenzradien R2n gleich sind.4.3 Die �4-Trajektorie in beliebigen Dimensionen4.3.1 ResonanzenDas in Abschnitt 4.2.2 erkl�arte Schema kann auch in Dimensionen ungleich Vierangewendet werden, um die hierarchische �4-Trajektorie zu berechnen. Die L�osungist dann ebenfalls von der Gestalt (4.19). Dabei mu� man aber ein neues Ph�anomen



96 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEber�ucksichtigen. Die Verbesserungsparameter c(s)2n haben als Funktion der Dimensi-on d Pole an bestimmten diskreten Punkten. Diese Pole werden hier als Resonanzenbezeichnet. Die Resonanzen kann man darauf zur�uckf�uhren, da� bestimmte Ska-lierungsparameter an diesen Punkten einander gleichen. Dieses Ph�anomen trittinsbesondere im dreidimensionalen Fall auf.Wenn man die Renormierungsgruppentransformation (4.2) mit der Blockl�angeL = 2 und der Kovarianz 
 = 1 betrachtet, die Dimension aber als freien Parameternicht spezi�ziert, sondern durch die Variable � = Ld parametrisiert, so erh�alt manin dritter Ordnung die Verbesserungskoe�zientenc(3)0 = 12�3(� + 4)(�2 + 16)(�3 � 256)(�� 4)3 g2� 288�4(�5 + 32�3 + 512�2 + 4096)(�+ 4)2(� + 8)(�� 8)(�2 + 64)(�3 � 256)(�� 4)4g3 ;c(3)2 = 48�2(�2 + 4� + 16)(�� 8)(�+ 8)(�� 4)2g2�384�3(7�5 + 46�4 + 288�3 + 1728�2 � 1024�� 22528)(�+ 8)(�� 8)(�3 � 1024)(�� 4)3 g3 ;c(3)6 = �83g2 � 576�(�+ 6)(�� 4)(�� 64)g3 ;c(3)8 = 323 g3 : (4.25)Diese Koe�zienten sind also als gebrochen rationale Funktionen gegeben. Die Flu�-funktion ist in dieser Ordnung gleich�(3)(g) = 16� g � 576(�+ 4)�(�� 4) g2+256(215�4 + 1400�3 � 10128�2)�(�� 8)(�+ 8)(�� 4)2 g3� 256(95744�+ 355328)�(�� 8)(� + 8)(�� 4)2g3 : (4.26)Singularit�aten �ndet man an den folgenden positiven Dimensionen:g2 g3� 4 256 13 8 1024 13 64d 2 83 3 103 6Tabelle 4.2: Polstellen der Ausdr�ucke (4.25) und (4.26) in der Ordnung g2 bzw. g3,ausgedr�uckt durch die Dimension d und durch � = Ld.Wenn man zu h�oheren Ordnungen in g vorgeht, �ndet man in den Verbesserungs-koe�zienten immer mehr Pole. Um dieses Verhalten genauer zu studieren, kann



4.3. DIE �4-TRAJEKTORIE IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 97man den dreidimensionalen Pol in zweiter St�orungsordnung etwas n�aher betrachten.Wenn man den Ansatz (4.10) in drei Dimensionen in (4.2) einsetzt, ergibt sich:T V (2)(�; g(g0)) = (2c0 � 360) + (c2 � 336) g02 : �2 :+g0 : �4 : +�c64 � 2� g02 : �6 : +O(g03): (4.27)Die Parameter von (4.2) sind d = 3, L = 2 und 
 = 1. Die normalordnendeKovarianz ist 
0 = 2
. Die Flu�funktion ist zu dieser Ordnung durchg0(g) = 2g � 216g2 +O(g3) (4.28)gegeben. Man erkennt, da� die : �4 :{Kopplung in drei Dimensionen relevant ist.Aus (4.27) w�urde man c0 = 360 ; c6 = �83 (4.29)schlie�en. Aber die Gleichung c2 = c2 � 336 (4.30)f�ur c2 wird nur durch c2 = 1 gel�ost. Daraus folgt, da� die : �2 :{Kopplung indrei Dimensionen auf der �4-Trajektorie nicht durch eine Potenzreihe in der : �4 :{Kopplung ausdr�uckt werden kann. Durch Iteration von (4.27) erkennt man, da� die: �2 :{Kopplung wie � 336n 22n (4.31)
ie�t. Zur Berechnung der �4-Trajektorie in den resonanten Dimensionen wird hierdaher eine Entwicklung in der Kopplung g und ihrem Logarithmus log g vorgeschla-gen.4.3.2 Lineare Flu�funktionBisher wurde die : �4 :{Kopplung als Koordinate auf der �4-Trajektorie verwendet.Diese nat�urliche Koordinate ist durch die Bedingung V4(g) = g de�niert, verglei-che (4.4). Wenn man aber etwa log g durch die e�ektive Kopplung g0 ausdr�uckenm�ochte, f�uhrt dies zu Komplikationen. Man kann aber genausogut die Flu�funkti-on vorgeben, und dadurch eine Koordinate auf der �4-Trajektorie de�nieren. Ameinfachsten ist die lineare Koordinate, die durch die Bedingung�(g) = L4�dg (4.32)auf der �4-Trajektorie de�niert ist. Wenn man diese Koordinate verwendet, sieht ei-ne Renormierungsgruppentransformation genau wie die linearisierte Transformationaus.



98 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEWenn man die obige Entwicklung mit der linearen Flu�funktion durchf�uhrt, wirdauch der : �4 :{Koe�zient V4(g) = g + 1Xr=2 V4;rgr (4.33)zu einer Potenzreihe, die berechnet werden mu�. Die Strategie zur Berechnungder Entwicklungskoe�zienten bleibt dabei gleich. F�ur L = 2 und 
 = 1 ist die�4-Trajektorie in dritter Ordnung durchV (3)0 = 12�3(� + 4)(�2 + 16)(�3 � 256)(�� 4)3 g2+ 576�4(�3 + 8�2 + 8� + 256)(�+ 4)2(�� 16)(�+ 8)(�� 8)(�2 + 64)(�� 4)4g3 ;V (3)2 = 48�2(�2 + 4� + 16)(�� 8)(�+ 8)(�� 4)2g2+ 768�3(�6 + 69�5 + 368�4 � 2880�3)(�� 16)(�+ 8)(�� 8)(�3 � 1024)(�� 4)3g3+ 768�3(�22528�2 � 144384�� 475136)(�� 16)(�+ 8)(�� 8)(�3 � 1024)(�� 4)3g3 ;V (3)4 = g + 36�(�+ 4)(�� 4)(�� 16)g2� 16�2(53�5 � 3336�4 � 24752�3)(� + 8)(�� 8)(�+ 16)(�� 16)2(�� 4)2 g3� 16�2(149248�2 + 1342464�+ 5685248)(� + 8)(�� 8)(�+ 16)(�� 16)2(�� 4)2 g3 ;V (3)6 = �83g2 � 384�(2�2 � 45�� 272)(�� 4)(�� 16)(�� 64)g3 ;V (3)8 = 323 g3 (4.34)gegeben. In jeder Ordnung St�orungstheorie �ndet man ein System von linearen Glei-chungen mit einer eindeutigen L�osung. Die Koe�zienten sind abermals gebrochenrationale Funktionen in � = Ld mit Polen an resonanten Dimensionen. Zus�atzlichzu den Dimensionen in Tabelle 4.2 �ndet man hier auch einen Pol bei d = 4. In vierDimensionen wird (4.32) zur Identit�at, und (4.5) wird eine Fixpunktgleichung.Resonanzen kann man nun gut verstehen. Zur Ordnung k wirkt die Transforma-tion (4.2) wie cgk : �2n :7! Ld+n(2�d)cgk : �2n := Ld+n(2�d)�k(4�d)c�(g)k : �2n : : (4.35)Eine Resonanz entsteht, wennd+ n(2� d)� k(4� d) = 0 (4.36)



4.3. DIE �4-TRAJEKTORIE IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 99gilt. In drei Dimensionen wird diese Bedingung zu3� n� k = 0 : (4.37)Da hier m > 2 ist, gibt es in drei Dimensionen nur zwei resonante Terme (n; k),n�amlich (1; 2) und (0; 3). Die erste Singularit�at ist eine Massenresonanz in zweiterOrdnung, die zweite Singularit�at ist eine Vakuumresonanz. Die resonanten Dimen-sionen sind rational und durch d = 4k � 2nk + 1� n (4.38)gegeben. Insbesondere wird Tabelle 4.2 durch diese Vorschrift reproduziert.Nun sollen die resonanten Dimensionen und die interessantesten resonanten Ter-me etwas genauer klassi�ziert werden. F�ur d 6= 2 folgt aus (4.36):n = k + 1� 2(k � 1)d� 2 : (4.39)Wenn man oberhalb von vier Dimensionen d� 2 = pq > 2 setzt, so ist p > 2q. Manw�ahlt k � 1 = p. Daraus folgt n = p+ 2� 2q > 3: (4.40)Da die Ungleichung n 6 k + 1 erf�ullt ist, ist der Term (n; k) = (p � 2q + 2; p + 1)resonant. Das bedeutet, da� oberhalb von d = 4 jede rationale Dimension resonantist. Nun betrachtet man die Funktiond(n; k) = 4k � 2nk + 1� n (4.41)f�ur 1 6 k < 1 und 0 6 n 6 k. Es gilt d(2; k) = 4. Durch Induktion kannman zeigen, da� f�ur gegebenes k die Folge (d(n; k))n streng monoton wachsend ist.Wenn man sich auf Dimensionen zwischen Zwei und Vier beschr�ankt, gibt es alsonur Vakuumresonanzen (n = 0) und Massenresonanzen (n = 1). F�ur k > 2 gilt:d(1; k) = 4� 2kd(0; k) = 4kk + 1 : (4.42)Zwischen zwei und vier Dimensionen kennt man also alle resonanten Terme unddie Ordnungen in denen sie auftreten. Oberhalb von d = 4 liegen die resonantenDimensionen dicht. Aus (4.42) geht hervor, da� die resonanten Dimensionen 2 <d < 4 diskret liegen und sich nur bei d = 4 h�aufen. Pro Dimension kann es maximalzwei resonante Terme geben.



100 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEEine interessante Spielart der linearen Flu�funktion ist die quadratische Flu�-funktion. Dabei de�niert man:�(g) = b1g + b2g2 ;b1 = L4�d ;b2 = 36L4�dL2 + LdL2 � Ld : (4.43)Das bedeutet, da� die Flu�funktion (4.5) zur zweiten Ordnung St�orungstheorie inder �4-Kopplung g trunkiert wird. Allgemeiner kann man auch bei h�oheren Ord-nungen trunkieren. Diese Flu�funktion hat einen Fixpunkt bei endlichen Wertenvon g, falls d < 4 gilt. Wenn man annimmt, da� die Entwicklung auf irgendei-ne Art summierbar ist, so folgt, da� sich der nichttriviale 2-Well-Fixpunkt auf der�4-Trajektorie be�ndet. Ein Fixpunkt der Flu�funktion macht (4.5) zur Fixpunkt-gleichung. Durch einen Fixpunkt von (4.43) erh�alt man also einen Fixpunkt von T .F�ur eine Doppelentwicklung in der Kopplung und ihrem Logarithmus ist aber dielineare Flu�funktion am besten geeignet.4.3.3 St�orungstheorie in g und log gBei der Berechnung der �4-Trajektorie in drei Dimensionen hat man das Problem,da� c2 in (4.27) nicht so bestimmt werden kann, da� die Wirkung zur zweiten Ord-nung invariant unter Renormierungsgruppentransformationen ist. Um dieses Pro-blem zu untersuchen, benutzt man die lineare Flu�funktion und entwickelt das Po-tential in g und � = log g. In dieser Entwicklung wird � als unabh�angige Variableder Ordnung g0 behandelt. In der Entwicklung tritt � aber stets in der Kombina-tion gl� mit l > 1 auf, so da� es im Limes g ! 0 keine Probleme gibt. In zweiterOrdnung in g wird der Ansatz (4.10) durchV (2)(�; g) = c0g2 + (c2 + c2;1�)g2 :�2 : +(g + c4g2) :�4 : +c6g2 :�6 : (4.44)ersetzt. Alle Terme, die sich hinterher als Null auf der �4-Trajektorie ergeben,wurden hier von vornherein weggelassen. Die e�ektiven Entwicklungsparameter sinddurch g0 = 2g und �0 = � + log 2 gegeben. Dr�uckt man das E�ektivpotential, dasman aus (4.44) mit der Transformation (4.2) erh�alt, durch diese Koordinaten aus,so erh�alt man:T V (2)(�; g(g0)) = (2c0 � 360) g02+(c2 � log 2c2;1 � 336 + c2;1�0) g02 : �2 :+�g0 + �c42 � 54� g02� : �4 :+�c64 � 2� g02 : �6 : +O(g03) : (4.45)Daraus folgt, da� der Ansatz (4.44) sich genau dann bis auf eine �Anderung derlaufenden Kopplung (4.32) reproduziert, wennc0 = 360 ; c4 = �108 ; c6 = �83 ; c2;1 = � 336log 2 (4.46)



4.3. DIE �4-TRAJEKTORIE IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 101gilt. Der Parameter c2 ist frei w�ahlbar. Zu zweiter Ordnung in g �ndet man damiteine einparametrige Schar von L�osungen f�ur (4.5) und (4.6). Der freie Parameter c2korrespondiert mit der Massenresonanz (1; 2) von (4.37). Auch in dritter Ordnungerwartet man einen freien Parameter, der von der Vakuumresonanz (0; 3) stammt.Dies tritt tats�achlich ein. In dritter Ordnung lautet die allgemeine L�osung von (4.5)und (4.6):V (3)(�; g) = 360g2 + 54432log 2 g3� + c0g3+ �c2g2 � 336log 2g2�+ (116928� 36c2) g3 + 12096log 2 g3�� : �2 :+ �g � 108g2 + (17520� 83c2)g3 + 896log 2g3�� : �4 :+ ��83g2 + 864g3� : �6 :+ 323 g3 : �8 : : (4.47)Dabei sind c0 und c2 als freie Parameter enthalten. Da es in h�oheren Ordnungenkeine weiteren Resonanzen gibt, erwartet man auch keine zus�atzlichen freien Para-meter. Das bedeutet, da� die Forderungen (4.5) und (4.6) zur eindeutigen De�nitionder �4-Trajektorie in drei Dimensionen nicht ausreichen. Zus�atzlich mu� man durchzwei Bedingungen c0 und c2 festlegen. Hier wirdc0 = 0 ; c2 = 0 (4.48)gew�ahlt, so da� die St�orungsreihe eine minimale Anzahl von Vertices besitzt. Mankann (4.48) als zus�atzliche Renormierungsbedingungen betrachten. Eine Diskussionder freien Parameter �ndet man in Abschnitt 4.6. In h�oheren Ordnungen iteriertdas oben erkl�arte Schema. Die allgemeine Form des Potentials in der Ordnung s istV (s)(�; g) = s+1Xn=0 V (s)2n (g) : �2n : ;V (s)2n (g) = sXr=2 [r=2]Xt=0 V2n;r;tgr�t ; n 6 1 ;V (s)4 (g) = g + sXr=2 [r=2]Xt=0 V4;r;tgr�t ;V (s)2n (g) = sXr=n�1 [r=2]Xt=0 V2n;r;tgr�t ; n > 3 : (4.49)Die Koe�zienten dritter Ordnung sind dabei durch (4.47), zum Beispiel erg�anzt mit(4.48), gegeben. In jeder weiteren Ordnung St�orungstheorie erh�alt man ein Systemvon linearen Gleichungen, das eine eindeutige L�osung f�ur die Koe�zienten besitzt:die �4-Trajektorie, ausgedr�uckt durch eine Doppelentwicklung. In (4.49) sollte �durch log g substituiert werden.



102 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIE4.3.4 Numerische Berechnung der renormierten TrajektorieHierarchische Renormierungsgruppen
�usse k�onnen mit Standardmethoden nume-risch verfolgt werden. An dieser Stelle wird eine numerische Analyse der Transfor-mation (4.2) durchgef�uhrt, um den G�ultigkeitsbereich der Entwicklung (4.49) in gund log g zu ermitteln. Au�erdem soll das Verhalten der Entwicklung f�ur gro�e Fel-der bestimmt werden. F�ur die Iteration wird ein spezielles Verfahren gew�ahlt, damitder Gro�feldbereich m�oglichst mitber�ucksichtigt wird. Die Iteration mit der alge-braischen Methode in Abschnitt 2.6.4 reicht dazu nicht aus. Um die Transformation(4.2) iterativ zu bestimmen, wird das Potential V an N �aquidistanten St�utzstellenzwischen 0 und �max gespeichert. Dann wird mit Hilfe von kubischen Splines inter-poliert und integriert [Num91]. Um Rande�ekte bei � = �max zu vermindern, wird�max stets so gew�ahlt, da� V (�max) = Vmax gilt, wobei Vmax hinreichend gro� ist.Es ergibt sich, da� Vmax = 20 ausreichend ist. F�ur � > �max wird das quadratischeGro�feldverhalten ber�ucksichtigt. Dazu macht man den AnsatzV (�) = VHT(�� a)� b; (4.50)und w�ahlt a und b so, da� die erste Ableitung von V an der Stelle �max stetig ist. VHTsoll dabei das Potential des quadratischen Fixpunktes von T sein. Das bedeutet, da�die numerische Analyse durch die Erwartung unterst�utzt wird, da� die Potentialeauf der renormierten Trajektorie das asymptotische Verhalten des Hochtemperatur-�xpunktes besitzen. Das Fluktuationsfeld � variiert zwischen den Werten ��maxund �max, mit �max = 20. Dadurch entstehende Fehler k�onnen vernachl�assigt wer-den. Auch hier wird nur der Raum der symmetrischen Potentiale betrachtet. AllePotentiale werden mit den Parametern L = 2, D = 3, 
 = 1 und N = 401 berechnet.Um die renormierte Trajektorie nach der De�nition in Abschnitt 4.2.1 zusammenmit (4.48) zu berechnen, startet man mit dem nackten PotentialV = �� 336log 2g02�+ 116928g03 + 12096log 2 g03�� : �2 :+�g0 � 108g02 + 17520g03 + 896log 2g03�� : �4 :+��83g02 + 864g03� : �6 :+323 g03 : �8 : (4.51)und w�ahlt g0 hinreichend klein. Hinreichend klein hei�t in diesem Zusammenhang,da� eine Iteration, die bei L�mg0; m > 0 startet, die gleiche Trajektorie ergibt. Hierwurde g0 = 10�6 gew�ahlt. Man ist gezwungen, die dritte Ordnung St�orungstheorieals Startpunkt zu w�ahlen, da die zweite Ordnung aufgrund des Verhaltens bei gro�enFeldern nicht stabil unter der Integration w�are. Es ist �ublich, das Potential durch dieBedingung V (� = 0) = 0 zu normieren. Das numerisch bestimmte Potential wirdim folgenden als exakt bezeichnet. Es werden zw�olf Renormierungsgruppenschrittedurchgef�uhrt.



4.3. DIE �4-TRAJEKTORIE IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 103Die zugeh�origen st�orungstheoretischen Potentiale werden aus der L�osung derGleichung g0 = V4( ~g0) (4.52)bestimmt. Die Kopplung ~g0 legt die Anfangskopplung und damit das Startpotentialfest. Ein Renormierungsgruppenschritt entspricht der Multiplikation der laufendenKopplung mit L = 2, siehe (4.32). F�ur diesen Vergleich, der in den folgenden Ab-bildungen dargestellt ist, wurde das st�orungstheoretische Potential siebter Ordnungverwendet. Die exakten Potentiale entsprechen dabei stets den durchgezogenen

Abbildung 4.2: Exaktes und st�orungstheoretisches Potential nach 8 Renormierungs-gruppenschritten.Linien, w�ahrend die perturbativen Potentiale mit den gestrichelten Linien korre-spondieren. In Abbildung 4.2 erkennt man, da� nach acht Renormierungsgruppen-schritten die exakten und die perturbativen Daten beinahe �ubereinstimmen. Wenndie Anzahl der durchgef�uhrten Renormierungsgruppenschritte Neun �uberschreitet,kann man eine klare Abweichung zwischen den Potentialen f�ur � > 18 erkennen.Dies ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Im Gro�feldbereich ist die Entwicklung alsonicht gut. Dies liegt daran, da� das asymptotische Verhalten des exakten Potentialsquadratisch ist, w�ahrend sich das st�orungstheoretische Potential in siebter Ord-nung wie �14 verh�alt. In Abbildung 4.4 wird gezeigt, da� die St�orungsentwicklungnur noch f�ur sehr kleine Felder gut ist, wenn die Zahl der Renormierungsgruppen-schritte auf der �4-Trajektorie gr�o�er als Zehn ist. Daraus schlie�t man, da� dieEntwicklung f�ur g & 10�3 nicht mehr gut ist. Dies liegt vor allem am falschen Ver-halten f�ur gro�e Felder. Wenn man mit Pad�e-Approximanten arbeitet, kann man



104 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIE

Abbildung 4.3: Exaktes und st�orungstheoretisches Potential nach 9 Renormierungs-gruppenschritten.

Abbildung 4.4: Exaktes und st�orungstheoretisches Potential nach 10 Renormie-rungsgruppenschritten.



4.3. DIE �4-TRAJEKTORIE IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 105

Abbildung 4.5: Exaktes Potential und Pad�e-Approximant des st�orungstheoretischenPotentials nach 11 Renormierungsgruppenschritten.

Abbildung 4.6: Exaktes Potential und Pad�e-Approximant des st�orungstheoretischenPotentials nach 12 Renormierungsgruppenschritten.



106 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEdie st�orungstheoretischen Daten verbessern. In Abbildung 4.5 wird der (9; 7)-Pad�e-Approximant der St�orungsreihen in der Feldvariablen � mit dem exakten Potentialnach elf Renormierungsgruppenschritten verglichen. Der (9; 7)-Pad�e-Approximantist eine gebrochen rationale Funktion mit Z�ahlergrad Neun und Nennergrad Sieben.Das asymptotische Verhalten ist damit quadratisch. �Uberraschenderweise stimmenbeide Funktionen nahezu �uberein. Wenn man auf der Trajektorie weiter fortschrei-tet, entwickelt der Pad�e-Approximant einen unphysikalischen Pol bei reellen Wertenvon �. Dies sieht man in Abbildung 4.6. Dieser Pol bleibt auch nach weiteren Renor-mierungsgruppenschritten bestehen. Das bedeutet, da� man Pad�e-Approximantenin der Feldvariablen nicht unkritisch zum Absch�atzen der Qualit�at der Entwicklungverwenden sollte. Zur Verbesserung der erhaltenen Reihen k�onnen sie aber bedeut-sam werden.4.4 Observablen4.4.1 Observablen und EigenwerteNeben dem Potential auf der renormierten Trajektorie ist auch die in�nitesimaleUmgebung der Trajektorie von physikalischer Bedeutung. Diese Umgebung kannmit Hilfe von bestimmten verallgemeinerten Eigenvektoren der linearisierten Renor-mierungsgruppe betrachtet werden. Am trivialen Fixpunkt sind diese Eigenvekto-ren einfach die in Abschnitt 2.4.2 besprochenen normalgeordneten Potenzen. Durchderen Eigenwerte sind die Skalierungsdimensionen und die (trivialen) kritischen Ex-ponenten festgelegt. Wenn man sich vom trivialen Fixpunkt fortbewegt, kann mandiese normalgeordneten Produkte mit zweifacher Intention deformieren. Zun�achstgibt es zu einer Renormierungsgruppentransformation immer eine Transformationlokaler Operatoren, bei der Erwartungswerte erhalten bleiben. Die Deformationen,die hier beschrieben werden, sind insbesondere Eigenvektoren dieser Transforma-tion, und werden dabei also nur mit einer Zahl multipliziert. Zweitens kann mandie Frage untersuchen, wie schnell die renormierte Trajektorie unter in�nitesima-len St�orungen verlassen wird. Dieses Verhalten wird von dem f�uhrenden Eigenwertbestimmt.In der hierarchischen Approximation ist eine lokale Observable eine FunktionO(�); � 2 R. Observablen werden mit der linearisierten Renormierungsgruppetransformiert. Die Linearisierung LV T O der Transformation (4.2) in der RichtungO am Potential V ist durchLV T O( ) = @@z ���z=0T (V + zO)( ) (4.53)de�niert. Sie ist nach Division durch Ld durchO0( ) = R d�
(�) O(L1�D2  + �) exp��V (L1�D2  + �)�R d�
(�) exp��V (L1�D2  + �)� (4.54)gegeben. Dies ist analog zur linearen Blockspintransformation von lokalen Observa-blen in vollen Modellen. Eine Observable wird als laufender Eigenvektor bezeichnet,



4.4. OBSERVABLEN 107wenn sie die Invarianz-BedingungO0(�; g) = e(�(g))O(�; �(g)) (4.55)erf�ullt. e(g) ist der zugeh�orige laufende Eigenwert. Diese De�nition ist nicht eindeu-tig. O kann immer noch mit einer Funktion f(g) multipliziert werden, ohne da� dieForm von Gleichung (4.55) ge�andert wird. Bei einer solchen Transformation wirdaber nicht nur die Observable ge�andert, sondern auch der Eigenwert. Der Ursprungdieser Freiheit ist einfach, da� in dem Tangentialraum an jedem Punkt der Tra-jektorie eine andere Normierung gew�ahlt werden kann. Daher mu� zu (4.55) eineNormierungsbedingung hinzugef�ugt werden. Die laufenden Eigenvektoren werdenmit einer ganzen Zahl n numeriert und als On bezeichnet. n gibt an, da� On durchdie Deformation von : �n :
0 entsteht. Die Normierung wird dann so gew�ahlt, da�der Koe�zient von : �n :
0 in On gleich Eins ist, wenn On in der Basis der normal-geordneten Potenzen ausgedr�uckt wird. Dann kann der laufende Eigenwert einfachals Koe�zient von : �n : der e�ektiven Observable identi�ziert werden. Das Kon-zept des laufenden Eigenvektorsystems wurde in [WX95] eingef�uhrt, jedoch ohne dieNormierungsfrage zu erl�autern.Der Startpunkt der Iteration f�ur die laufenden Eigenvektoren sind die normal-geordneten Monome am trivialen Fixpunkt. Mit Hilfe von St�orungstheorie k�onnendann Korrekturen in g berechnet werden. Dadurch bekommt man ein laufendesBezugssystem im Tangentialraum an die renormierte Trajektorie. Die Ordnung svon On wird als O(s)n bezeichnet. Die Anfangsbedingung ist O(s)n (�; 0) = :�n :
0 . Derzugeh�orige Eigenwert in der Ordnung s wird als e(s)n (g) bezeichnet.Nun wird die Observable O(1)2 (�; g) in drei Dimensionen unter Verwendung derlinearen Flu�funktion berechnet. In erster Ordnung St�orungstheorie erwartet manO(1)2 (�; g) = c4;0g : �4 : + : �2 : +(c0;0 + c0;1�)g: (4.56)Die e�ektive Observable berechnet man mit Hilfe von Transformation (4.54):O0(1)2 (�; g) = �18c4;0 � 1� g : �4 :+ �12 � 9g� : �2 : +�12c0;0 + 12c0;1 (�� log 2)� g: (4.57)Daraus schlie�t man, da� der laufende Eigenwert e(1)2 (g) zur ersten Ordnung durche(1)2 (g) = 12 � 9g (4.58)gegeben wird. Die e�ektive Observable ergibt sich schlie�lich nach Division mite(1)2 (g) und nach Skalierung der Koordinate g alsO(1)2;e� = �14c4;0 � 2� g : �4 : + : �2 : + (c0;0 + c0;1 (�� log 2)) g: (4.59)



108 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEDamit gilt die geforderte Invarianz zur ersten Ordnung, wenn manc4;0 = �83 ; c0;1 = 0 (4.60)setzt. c0;0 bleibt unbestimmt; das hei�t, da� es f�ur diese Observable in erster Ord-nung eine zus�atzliche Renormierungsbedingung gibt.Allgemein tritt dieser Fall unter den folgenden Umst�anden ein. Ein Term cgk:  m : der Observablen On in k-ter Ordnung St�orungstheorie wird unter der Trans-formation (4.55) auf cLm(1� d2)+k(d�4)�n(1� d2)�(g)k :  m : (4.61)abgebildet, da durch en(g) geteilt wird. Das bedeutet, da� f�ur die ObservablenResonanzen unter der Bedingungd = 8k + 2n� 2m2k + n�m (4.62)oder m = 2k (4� d)2� d + n (4.63)eintreten. Wegenm > n�2k umfa�t (4.62) alle Dimensionen, in denen das Potentialauf der Trajektorie resonant ist, bis auf d = 83 . Ferner folgt daraus sofort, da� es f�urd < 3 keine zus�atzlichen Resonanzen gibt. Im resonanten Fall gibt es aber f�ur fastalle Observablen Zusatzbedingungen. Im Fall d = 3 bedeuten die Relationen (4.62)und (4.63) m = n� 2k : (4.64)F�ur die Observable O4 bekommt man damit zum Beispiel zwei freie Parameter. Zujeder Observablen gibt es nur endlich viele freie Parameter. In der folgenden Tabellewerden die ersten drei Observablen angegeben. Dabei wurden die Parameter L = 2,



4.4. OBSERVABLEN 109d = 3 und 
 = 1 verwendet. Alle freien Parameter sind gleich Null gesetzt.O(3)0 (�; g) = 1 ;O(3)1 (�; g) = : � :
0+��43g + 144g2 � 896 �g3log 2 � 23360g3� : �3 :
0+�16 g23 � 1728 g3� : �5 :
0�256 g39 : �7 :
0 ;O(3)2 (�; g) = �960 g2 + 2016 �g2log 2 � 632448 g3+ : �2 :
0+��8 g3 + 432 g2 � 1792 g3�log 2 � 483072 g35 � : �4 :
0+�112 g29 � 164160 g331 � : �6 :
0�640 g39 : �8 :
0 : (4.65)Die zugeh�origen Eigenwerte haben die Gestalte(3)0 = 1 ;e(3)1 = p22 + 84p2�g2log 2 + 28p2g2 � 3528p2� g3log 2 � 34608p2g3 ;e(3)2 = 1=2� 9 g + 168 �g2log 2 + 1232 g2 � 17136 g3�log 2 � 287736 g3: (4.66)Die laufenden Eigenvektoren und Eigenwerte habe ich bis zur zw�olften Ordnungberechnet. Diese St�orungsreihen werden f�ur die Fusionsregeln und f�ur den Vergleichmit numerischen Daten in den n�achsten Abschnitten ben�otigt.4.4.2 FusionsregelnAus den Observablen On auf der renormierten Trajektorie kann man mit Hilfe vonFusionsregeln allgemeinere Korrelationsfunktionen berechnen. Wenn zwei Observa-blen On(�; g) und Om(�; g) vorgegeben sind, sind die Fusionsregeln durchOn(�; g)Om(�; g) = 1Xl=0 N lnm(g)Ol(�; g) (4.67)de�niert. Der Koe�zient N0nm induziert eine symmetrische Bilinearform < �; � > aufdem Raum der Observablen, die durch< On(�; g);Om(�; g) >:= N0nm(g) (4.68)



110 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEde�niert wird. Die St�orungsentwicklung f�ur die Fusionskoe�zienten hat die FormN l (s)nm (g) = sXk=0 N lnm;kgk: (4.69)In nullter Ordnung erh�alt man die bekannten Fusionsregeln f�ur normalgeordneteProdukte, die im Anhang (Korollar 3) berechnet sind, zum Beispiel:O(0)1 (�; g)O(0)1 (�; g) = 2O(0)0 (�; g) +O(0)2 (�; g) ;O(0)2 (�; g)O(0)2 (�; g) = 8O(0)0 (�; g) + 8O(0)2 (�; g) +O(0)4 (�; g) : (4.70)Dabei ist die normalordnende Kovarianz 
0 = 2. In zweiter Ordnung bekommt man:O(2)1 (�; g)O(2)1 (�; g) =�2 + g2�� 2016 �log 2 + 31363 ��O(2)0 (�; g)+ �1� 16g + 1856g2�O(2)2 (�; g)� 48g2O(2)4 (�; g);O(2)1 (�; g)O(2)2 (�; g) =�4 + g�168 �log 2 � 32�+ g2�8736 �log 2 � 1658563 ��O(2)1 (�; g)+ �1� 32g + g2�224 �log 2 + 5504��O(2)3 (�; g)� 96g2O(2)5 (�; g);O(2)2 (�; g)O(2)2 (�; g) =�8� 720g + g2�� 179424 �log 2 + 1694723 ��O(2)0 (�; g)+ �8 + g�672 �log 2 � 256�+ 8g2�69888 �log 2 � 9173123 ��O(2)2 (�; g)+ �1� 64g + g2�1792 �log 2 + 14720��O(2)4 (�; g)� 192g2O(2)6 (�; g): (4.71)Alle freien Parameter in diesen Formeln sind gleich Null gew�ahlt worden.4.4.3 Numerische Berechnung von Observablen und Eigen-wertenIn Analogie zu den Potentialen auf der renormierten Trajektorie werden hier dieEigenwerte und Eigenvektoren in drei Dimensionen numerisch berechnet, mit demZiel, den G�ultigkeitsbereich der St�orungsentwicklung in g und log g f�ur die Eigen-werte und Observablen zu bestimmen. Dazu wird die Wirkung der linearisiertenRenormierungsgruppentransformation (4.54) auf einen endlichdimensionalen Raumvon Observablen eingeschr�ankt, der durch�m ; 0 6 m 6M (4.72)



4.4. OBSERVABLEN 111aufgespannt wird. Durch Di�erentiation kann man nach diesen Vektoren entwickeln.Dadurch erh�alt man eine endlichdimensionale Matrixdarstellung L der linearisiertenRenormierungsgruppentransformationLVRT T �i = MXj=0 Li;j�j : (4.73)Die Eigenwerte und Eigenvektoren von L werden mit Standardverfahren berechnet,siehe Abschnitt 2.6.2. Da L nur eine Approximation an die Transformation (4.54)bildet, mu� M gro� genug gew�ahlt werden. Hier wurde M = 8 gew�ahlt; daher kannman erwarten, da� die Trunkationsfehler der ersten vier Eigenwerte und Eigenvek-toren klein sind. Andere Verfahren waren dieser Methode deutlich unterlegen. In

Abbildung 4.7: Exakte und st�orungstheoretische Eigenwerte von Transformation(4.54) auf der renormierten Trajektorie als Funktion der Anzahl von Renormie-rungsgruppenschritten.Abbildung 4.7 sind die vier gr�o�ten Eigenwerte von (4.54) als Funktion der Anzahlvon Renormierungsgruppenschritten auf der �4-Trajektorie dargestellt. Die Kreuzeentsprechen den numerischen Werten, die als exakt bezeichnet werden, die K�astchenkorrespondieren mit den st�orungstheoretischen Daten. Die Iteration wird mit demst�orungstheoretischen Potential bei einer Kopplung g0 = 10�6 in unmittelbarer N�ahedes trivialen Fixpunktes gestartet. Dann wird die �4-Trajektorie mit numerischenund st�orungstheoretischen Renormierungsgruppenschritten verfolgt. Nach sechs Re-normierungsgruppenschritten, das hei�t bei einer st�orungstheoretischen Koordinate



112 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEg = 26g0, erkennt man die ersten kleinen Abweichungen zwischen den exakten undden st�orungstheoretischen Eigenwerten. Nach zehn Schritten weichen beide Datenstark voneinander ab. Hier ist g = 1:0 � 10�3. Die Entwicklung ist also f�ur g & 10�3nicht mehr direkt geeignet, die Eigenwerte der linearisierten Renormierungsgrup-pentransformation zu berechnen.

Abbildung 4.8: O2(�) exakt und st�orungstheoretisch nach vier Renormierungsgrup-penschritten.In Abbildung 4.8 bis 4.11 sind die exakten und st�orungstheoretischen Observa-blen O2 und O3 nach vier beziehungsweise sechs Renormierungsgruppenschrittenabgebildet. Die st�orungstheoretischen Daten entsprechen den gestrichelten Kurven.F�ur gro�e Felder gibt es bei beiden Observablen Abweichungen, die zum Teil auf dieTrunkation der Transformation (4.54) zur�uckgef�uhrt werden k�onnen. In den klei-nen Bildern ist zus�atzlich das Verhalten f�ur kleine Felder dargestellt. Dadurch wirdillustriert, da� die Trunkation auf die Observable O3 einen gr�o�eren Ein
u� hat.Ferner erkennt man das richtige Verhalten der Kurven bei � = 0. Dies ist einfachdie approximative Normalordnung in der N�ahe des trivialen Fixpunktes.Da die Reihe f�ur den Eigenwert e2(g) durch St�orungstheorie berechnet wurde,kann man nicht erwarten, da� sie in irgendeiner Weise konvergiert. Die Erfahrungaus Kapitel 3 zeigt jedoch, da� mit Hilfe von Summationsmethoden auch aus diver-genten Reihen zuverl�assige Werte f�ur den kritischen Index erhalten werden k�onnen.Bisher hat jedoch noch kein Summationsschema, da� ich auf die Reihen in g undlog g angewendet habe, zufriedenstellende Resultate erbracht.In [LG82] wird bei einer Doppelentwicklung empfohlen, nach Abh�angigkeitenzwischen den Entwicklungsparametern zu suchen, und dadurch eine Variable zu
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Abbildung 4.9: O2(�) exakt und st�orungstheoretisch nach sechs Renormierungs-gruppenschritten.

Abbildung 4.10: O3(�) exakt und st�orungstheoretisch nach vier Renormierungs-gruppenschritten.
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Abbildung 4.11: O3(�) exakt und st�orungstheoretisch nach sechs Renormierungs-gruppenschritten.eliminieren. Die Summationstechniken f�ur asymptotische Reihen in einer Variablenk�onnen dadurch angewendet werden. Dies habe ich auch am intensivsten versucht,die Abh�angigkeit � = log g ist ja eine zus�atzliche Bedingung bei der Auswertung derReihen. Da die Funktion log g nicht analytisch um Null ist, kann man aber nachEinsetzen von � = log g keine Taylorreihe um Null bilden. Pad�e-Approximationkann damit nicht angewendet werden. Daran scheitern letztlich die Versuche, dieSummation auf die Summation von Potenzreihen in einer Variablen zur�uckzuf�uhren.Wenn man den Eigenwert es als Funktion der beiden unabh�angigen Variablen gund � betrachtet, kann man zwar auf eine bestimmte Weise zu g !1 und �!1extrapolieren; diese Methode scheitert aber daran, da� man die Abh�angigkeit von �von g nicht ber�ucksichtigt. Man kann zum Beispiel den Eigenwert als Potenzreihein g betrachten, und mit Hilfe von Pad�e-Approximanten aufsummieren. Wenn manfordert, da� im Limes g ! 1 der Eigenwert endlich gro� ist, mu� man einenDiagonal-Pad�e-Approximanten verwenden. Dieser hat die GestaltPni=0 fi(�)giPnj=0 gj(�)gj !g!1 fn(�)gn(�) ; (4.74)und besitzt den angegebenen Grenzwert. Die Funktionen fi und gj sind Polynomein �. Nun betrachtet man � ! 1; damit dieser Grenzwert physikalisch sinnvollexistiert, m�ussen fn und gn den gleichen Grad haben. Es stellt sich heraus, da�dies auch eintritt. Bis zur zw�olften Ordnung kann man dann die folgende Tabelle4.3 mit extrapolierten Werten f�ur den Eigenwert e2 aufstellen: Da man Diagonal-



4.5. �4-TRAJEKTORIE IN DEN HOCHTEMPERATURFIXPUNKT 115k extrapolierter Wert f�ur e22 5.000000e-014 -4.545455e-026 -4.545455e-028 3.125000e-0210 2.859250e-0212 3.125000e-02Tabelle 4.3: Extrapolation von e2(g) mit Hilfe von Pad�e-Approximanten in verschie-denen Ordnungen.Approximanten verwendet, mu� man mit geraden Ordnungen arbeiten. Man er-kennt, da� keine Stabilisation der Werte bis zur zw�olften Ordnung auftritt. Invierter und sechster Ordnung treten unphysikalische negative Resultate auf. Es istinteressant, da� die Ergebnisse der Extrapolation f�ur die vierte und sechste wie f�urdie achte und zw�olfte Ordnung die gleichen Werte liefert.Man kann auch umgekehrt vorgehen und zun�achst e2 als Potenzreihe in� betrach-ten, daf�ur einen Pad�e-Approximanten �nden und extrapolieren. Dann stellt manaber fest, da� der Z�ahlergrad und der Nennergrad in g des Grenzwertes � ! 1unterschiedlich sind.Andere, exotischere Methoden haben bisher auch nicht zum Erfolg gef�uhrt. Esw�are sehr interessant einen Weg zu �nden, die Entwicklung in g und log g aufzusum-mieren, um die kritischen Exponenten am nichttrivialen Fixpunkt zu berechnen.4.5 �4-Trajektorie in den Hochtemperatur�xpunkt4.5.1 De�nitionEs ist ebenfalls interessant, die Trajektorien, die von Infrarot-Fixpunkten zum Hoch-temperatur�xpunkt laufen, ausgehend vom Hochtemperatur�xpunkt zu berechnen.Potentiale, die auf solchen Trajektorien liegen, sind unkritisch, da die Korrelati-onsl�ange des Hochtemperatur�xpunktes gleich Null ist. Zur Berechnung solcherTrajektorien w�ahlt man das HT-Bild. Dabei verwendet man die Transformation T 0,die durch (T 0V )( ) = �Ld log Z d�
(�) exp��V (� 0 + �)� (4.75)gegeben ist. T und T 0 sind bis auf die Ersetzung von � durch � 0 = L�2� = L�1� d2gleich. Viele Strategien zur Berechnung der Trajektorien k�onnen damit aus Ab-schnitt 4.2 und 4.3.3 �ubernommen werden. Durch die folgenden Bedingungen wirddann die :�4 :{Trajektorie von Potentialen V (�; g), die durch eine lokale Koordinateg parametrisiert sind, in den Hochtemperatur�xpunkt de�niert:1) V (�; g) ist stabil unter T 0. Es gibt also eine Funktion �(g), so da�T 0V (�; g) = V (�; �(g)) (4.76)



116 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEgilt. Im folgenden wird die Koordinate g durch die Vorgabe der Funktion �festgelegt. Dabei wird � linear gew�ahlt:�(g) = L�4�dg: (4.77)Dies entspricht der Skalierung der : �4 :{Kopplung am Hochtemperatur�x-punkt.2) An der Stelle g = 0 gilt V (�; g = 0) = 0. Die Trajektorie l�auft in : �4 :{Richtung in den Hochtemperatur�xpunkt V = 0 ein:@@g ����g=0V (�; g) =:�4 :
0 ; (4.78)mit 
0 = 
1��2 . Wenn manV (�; g) = 1Xn=0 c2n(g) : �2n :
0 (4.79)entwickelt, so folgt aus (4.78) c4 = g +O(g2) und c2n(g) = O(g2) f�ur n 6= 2.Auch wenn diese Ausdr�ucke den Gleichungen in Abschnitt 4.1 sehr �ahneln, mu� manbemerken, da� sich die Potentiale dort und hier um einen quadratischen Term un-terscheiden. T 0 ist gerade die Transformation T nach Abspaltung des quadratischenFixpunktes.4.5.2 Berechnung der �4-TrajektorieDer iterative Vorgang zur Berechnung der �4-Trajektorie, der oben beschrieben wird,l�a�t sich nun unmittelbar auf die Berechnung der Trajektorie am Hochtemperatur-�xpunkt �ubertragen. Im Unterschied zur �4-Trajektorie vom Ultraviolett-Fixpunktaus, treten bei der Berechnung der Trajektorie vom Hochtemperatur�xpunkt ausauch f�ur Dimensionen �2 < d < 1 keine Resonanzen auf. Resonant sind nur dienegativen Dimensionen d, f�ur die d = �d(n; k) gilt. d(n; k) wurde in Abschnitt 4.3.2de�niert. sind. In der Ordnung k wirkt die Transformation T 0 n�amlich wiecgk : �2n :7! Ld�n(2+d)cgk : �2n := Ld�n(2+d)+k(4+d)c�(g)k : �2n : : (4.80)Resonante Dimensionen sind also durch die Bedingungd� n(2 + d) + k(4 + d) = 0 (4.81)festgelegt. Man erh�alt Resonanzen damit in den Dimensionend = 2n� 4kk + 1� n = �d(n; k): (4.82)



4.5. �4-TRAJEKTORIE IN DEN HOCHTEMPERATURFIXPUNKT 117Die resonanten Dimensionen werden also gespiegelt. In Abschnitt 4.3.2 wurde ge-zeigt, da� d(n; k) > 0 gilt. Daher mu� man bei der Berechnung der �4-Trajektorievom Hochtemperatur�xpunkt aus keine Resonanzen ber�ucksichtigen. Insbesonderemu� man dann auch keine Doppelentwicklung in g und log g durchf�uhren.Um das Potential V (s) in der St�orungsordnung s zu bestimmen, startet man mitV (1)(�; g) = g : �4 :
0 . Dann macht man einen Ansatz f�ur die zweite Ordnung undberechnet die Verbesserungskoe�zienten aus der Invarianzforderung (4.76), erg�anztdurch (4.77). So geht man bis zur Ordnung s weiter, deren allgemeine Form durch4.19 gegeben ist. F�ur die dritte Ordnung erh�alt man in drei Dimensionen und f�urL = 2, 
 = 1, 
0 = 3231 :V (3)(�; g) = 532021248003904736161 g2 + 2199111624504115231234159007935 g3+�9895936187395 g2 + 266742687250513924159197606785 g3� :�2 :+�g + 1520643937 g2 + 2395094175186944389901720195 g3� :�4 :+�323 g2 + 498991104287401 g3� :�6 :+5123 g3 :�8 : : (4.83)Diese Entwicklung kann man ohne Probleme bis zur zw�olften Ordnung berechnen.4.5.3 Berechnung von laufenden EigenvektorenIn dem Sinn von Abschnitt 4.4 kann man ein laufendes System von Eigenvekto-ren entlang der Trajektorie berechnen. Die Observablen, die am Hochtemperatur-�xpunkt den Eigenvektoren : �n :
0 der linearisierten Transformation entsprechen,werden mit On(�; g) bezeichnet. Auch die Verbesserungskoe�zienten f�ur die Obser-vablen k�onnen als Funktion der Dimension Pole aufweisen. Ein Term der Ordnungk der Observablen On, cgk : m :, wird unter der Transformation (4.54) aufcL�m(1+ d2 )+k(4+d)+n(1+ d2 )�(g)k : m : (4.84)abgebildet. Resonante Dimensionen sind also durchd = �8k + 2n� 2m2k + n�m (4.85)gegeben. Dies ist das Negative der resonanten Dimensionen aus Abschnitt 4.4.1.Daraus folgt, da� es keine positiven resonanten Dimensionen f�ur die Observablenentlang der �4-Trajektorie vom Hochtemperatur�xpunkt aus gibt. In dritter Ord-



118 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEnung erh�alt man zum Beispiel f�ur O2 in drei Dimensionen:O(3)2 = 2951190476226561015237211105 g2 + 2383133244889754539439161344100415573216826004279357 g3+ :�2 :+�323 g + 249495552287401 g2 + 6938892641811646382084011422094639765 g3� :�4 :+�17929 g2 + 30108020244480588309847 g3� :�6 :+409609 g3 :�8 : : (4.86)Dabei sind die gleichen Parameter wie oben gew�ahlt worden. Der zugeh�orige Eigen-wert lautet: e(3)2 = 1=32� 158431 g � 1376802605465623799165 g2�61938554456288868608062888345651400374709667478755 g3: (4.87)Diese Gr�o�en wurden bis zur zw�olften Ordnung berechnet.4.5.4 Numerische BetrachtungDa die oben berechnete Trajektorie durch eine einfache Entwicklung in einer Ko-ordinate g ausgedr�uckt wird, kann man mit Hilfe von Pad�e-Approximanten undBorel-Pad�e Methoden versuchen, die Reihen zu summieren und zu g ! 1 zu ex-trapolieren. Insbesondere ist man am Grenzwert von e2(g) f�ur g !1 interessiert.Wenn man annimmt, da� die Trajektorie von dem Infrarot-Fixpunkt zum Hochtem-peratur�xpunkt f�uhrt, und da� Eigenvektoren entlang der Trajektorie wieder inEigenvektoren transformiert werden, so h�angt e2 direkt mit dem kritischen Index �zusammen.Alle in diesem Abschnitt dargestellten Ergebnisse wurden bei den Parameter-werten d = 3, L = 2 und 
 = 1 erhalten. Eine Konvergenzanalyse f�ur die Borel-transformierten B2n der Verbesserungskoe�zienten c2n ergibt die KonvergenzradienR2n, die im Rahmen der Genauigkeit �ubereinstimmen. Mit Hilfe von Abbildung4.12 wird dies anhand der Pad�e-Methode illustriert. Der Konvergenzradius R istR = 0:018� 0:003: (4.88)Die Reihen f�ur die Verbesserungskoe�zienten selbst besitzen den Konvergenzradi-us Null. An Abbildung 4.12 erkennt man, da� die erste Singularit�at der Borel-transformierten auf der positiven reellen Achse liegt. Das bedeutet, da� die Bo-relr�ucktransformation, die in Abschnitt 3.3.3 de�niert wurde, nicht gebildet werdenkann.Mit Hilfe der Pad�e-Methode wurde auch der Konvergenzradius der Boreltrans-formierten des Eigenwertes e2 untersucht. Dies ist in Abbildung 4.13 dargestellt.
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Abbildung 4.12: Konvergenzanalyse f�ur die Boreltransformierten der Verbesserungs-koe�zienten c0 (Dreiecke), c2 (Kreuze) und c4 (Rauten).

Abbildung 4.13: Konvergenzradius der Boreltransformierten des Eigenwertes e2.



120 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIEMan erkennt, da� man anhand dieser Abbildung nur schwer eine Aussage �uber denKonvergenzbereich der Reihe machen kann. Das bedeutet, da� zur verl�a�lichenBestimmung des Konvergenzradius die Berechnung h�oherer Ordnungen erforderlichist. Man kann aber vermuten, da� sich die Nullstellen der Pad�e-Approximantenim Bereich 10�4 < <(z) < 2 � 10�4 h�aufen. Der Konvergenzradius ist sehr klein,da der Eigenwert durch die reskalierte Koordinate ausgedr�uckt wird. Wenn man gmit L4+d multipliziert, liegt der Wert in der Ordnung der oben bestimmten Radien.Abbildung 4.13 deutet an, da� auch hier die erste Singularit�at auf der positivenreellen Achse liegt, so da� die Borelr�ucktransformation nicht durchgef�uhrt werdenkann. Weder die Boreltransformierte des Potentials noch der Eigenwerte existierenalso in diesem Fall.Um den Eigenwert aufzusummieren kann man einen Diagonal-Pad�e-Approxi-manten benutzen und auswerten. Ein Diagonal-Approximant konvergiert f�ur g !1gegen einen endlichen Wert. Da man am Infrarot-Fixpunkt ein Plateau erwartet,wird so das richtige asymptotische Verhalten erzeugt. In Tabelle 4.4 wird zun�achstk g = 10�5 g = 10�42 0:245449 1:62842�10�13 0:245353 6:64402�10�24 0:245326 �2:02660�10�15 0:245316 �1:21879�1006 0:245311 �5:91930�1007 0:245309 �3:17424�1018 0:245307 �1:95855�1029 0:245306 �1:38112�10310 0:245305 �1:09752�10411 0:245304 �9:70544�10412 0:245303 �9:45367�105Tabelle 4.4: Naive Auswertung der Reihe f�ur den Eigenwert e2 bis zur Ordnung kf�ur verschiedene Werte von g.die naive Summation der Reihe f�ur 8 � e2 bis zur zw�olften Ordnung dargestellt.Der Faktor 8 ist der Volumenfaktor, durch den in Gleichung (4.54) geteilt wurde.Man erkennt, da� f�ur g = 10�5 stabile Resultate erhalten werden. F�ur g = 10�4werden unphysikalische Werte erreicht. Dies ist mit den Ergebnissen f�ur Summationmit Hilfe von Diagonal-Pad�e-Approximanten in Tabelle 4.5 zu vergleichen. Hierhaben sich die Werte f�ur g > 10�4 in der zw�olften Ordnung noch nicht stabilisiert.F�ur g = 10�5 wird der gleiche Wert wie bei der naiven Auswertung erhalten. DieDivergenz der Reihen verhindert also eine Extrapolation mit Hilfe von einfachenPad�e-Verfahren. Die Reihe f�ur e2 ist also weder borelsummierbar noch mit einfachenMethoden extrapolierbar.



4.6. DISKUSSION DER FREIEN PARAMETER 121k g = 10�5 g = 10�4 g !12 0:24539 0:55925 0:2861054 0:245314 0:180015 0:3082236 0:245306 0:263807 0:4523418 0:245302 0:440785 0:25696510 0:245311 �0:143368 0:27731112 0:245302 0:109427 0:283449Tabelle 4.5: Auswertung und Extrapolation der Reihe f�ur e2 mit Pad�e-Approximanten der Ordnung k.4.6 Diskussion der freien ParameterNachdem die Trajektorien berechnet sind, mu� man noch die freien Parameter, diebei der Entwicklung in g und log g in drei Dimensionen auftreten, erkl�aren. FreieParameter bilden im Hinblick auf eine Renormierung ohne nackte Wirkungen keineProbleme, solange es nur endlich viele gibt. Diese werden einfach als zus�atzlicheRenormierungsbedingungen gestellt.Wichtiger ist aber, das Bild, das hinter der Berechnung der Trajektorien steht,zu verstehen. Zun�achst wurde in Abschnitt 4.3.1 gezeigt, da� eine Trajektorie, dienach Abschnitt 4.2.1 de�niert wird, in drei Dimensionen in einer Entwicklung inder Kopplung g nicht existiert. Dies liegt daran, da� dynamisch Massenterme er-zeugt werden, die nicht mit dem Ansatz in Abschnitt 4.2.1 kompensiert werdenk�onnen, da ein explizit in der Wirkung auftretender Massenterm in zweiter Ord-nung St�orungstheorie mit dem Faktor 1 skaliert. Der Massenterm 
ie�t aufgrundder dynamisch erzeugten Diagramme wie g2 log g (vergleiche die Diskussion in Ab-schnitt 4.3.1). Wenn man die Trajektorie mit einer St�orungsentwicklung in zweiParametern, n�amlich der Kopplung g und ihrem Logarithmus � = log g berechnet,kann die Invarianzforderung (4.5) mit einer endlichen Wirkung erf�ullt werden. Manstellt aber fest, da� die Trajektorie durch ihre Richtung am trivialen Fixpunkt unddurch die Invarianzforderung noch nicht eindeutig festgelegt ist. Es gibt vielmehrzwei freie Parameter c0 und c2. c0 kommt nur in Vakuumbeitr�agen zum Potentialvor, mit einer Normierung des Potentials, zum Beispiel durch V (� = 0) = 0, bleibtalso nur c2 als freier Parameter �ubrig.Das Auftreten von freien Parametern in der Entwicklung wurde teilweise mit demArgument kritisiert, da� die Trajektorien, die durch die RGDGL1 erzeugt werden,durch eine Di�erentialgleichung erster Ordnung also, sehr wohl durch die Richtungam trivialen Fixpunkt eindeutig bestimmt sein sollten. Eine Entwicklung, die dieseEindeutigkeit verletzt, w�are demnach denkbar schlecht, auf jeden Fall aber nur einerster Schritt zu der Parametrisierung der Trajektorien durch eine Koordinate.Es tritt also der folgende Fragenkomplex auf:� Ist die Kritik berechtigt?1Die RGDGL wurde in der Einleitung erw�ahnt; in Kapitel 5 wird f�ur diese Di�erentialgleichungebenfalls eine St�orungsentwicklung in zwei Parametern vorgeschlagen



122 KAPITEL 4. DIE HIERARCHISCHE �4-TRAJEKTORIE� Sind die Logarithmen vermeidbar?� Was bedeuten die freien Parameter?Die Diskussion hat hier noch keinen endg�ultigen Stand erreicht. Die Kritik ist je-doch nicht anwendbar, da das Anfangswertproblem f�ur die renormierte Trajektoriedurch einen Punkt auf der Trajektorie gel�ost wird, der kein Fixpunkt ist, jedochnicht durch eine Anfangsrichtung am trivialen Fixpunkt. Durch die angegebenenSt�orungsreihen wird gerade versucht, einen solchen unbekannten Punkt auf der Tra-jektorie zu �nden. Es w�are dennoch interessant, eine Di�erentialgleichung f�ur diegesamte Trajektorie zu �nden, um weitere Einblicke in die Ursache der Resonanzenzu bekommen. Durch eine Umformulierung der Invarianzforderung f�ur die RGDGLkann man das Anfangswertproblem so umformulieren, da� an die Stelle von An-fangsdaten die Forderung nach Regularit�at tritt [Wie96a].Mit Hilfe der in diesem Kapitel verf�ugbaren Information kann man sich davon�uberzeugen, da� die Probleme, die man bei der Berechnung der Trajektorien hat,Parametrisierungsprobleme und keine physikalischen Probleme sind. Daf�ur spricht,da� die Trajektorie f�ur d = 83 nicht existiert, wohl aber formal das System von lau-fenden Eigenvektoren entlang der Trajektorie. Man kann zum Beispiel vermuten,da� die Koordinate g selbst durch die Forderung einer linearen Flu�funktion nichteindeutig ist. Dies wird unterst�utzt durch die Bemerkung, da� f�ur d = 4 bei Ver-wendung der linearen Flu�funktion ein zus�atzlicher Pol in den Verbesserungskoe�-zienten auftritt. Dann w�urden die freien Parameter die Koordinate selbst eindeutigbestimmen. Diese Ansicht vertrete ich jedoch nicht, da auch bei der Verwendungder �4-Kopplung als Koordinate Resonanzen auftreten. In vier Dimensionen gibt esferner ein physikalisches Ereignis: die Trajektorie vom trivialen zum nichttrivialenFixpunkt reduziert sich auf einen Punkt. Diese Trajektorie ist also nur ein Grenzfall,f�ur den man ohnehin merkw�urdige Eigenschaften erwarten kann.Aus obigen Gr�unden kann man also ebensowenig erwarten, da� eine Trajekto-rie, die nach Abschnitt 4.2.1 de�niert wird, in drei Dimensionen in der Entwicklungin der Kopplung g existiert, wie man erwarten kann, da� die Trajektorie in einerDoppelentwicklung eindeutig festgelegt ist. Der Bezug auf die RGDGL ist in bei-den F�allen ein Scheinargument, da der Flu� mit Koordinaten parametrisiert wird,die wie die Kurve selbst, Bedingungen erf�ullen m�ussen. Die Mehrdeutigkeit derTrajektorie kann verschiedene Ursachen haben. Am interessantesten w�are es wohl,den freien Parameter c2 als Konstante zu verstehen, mit der die Trajektorie kritischgemacht werden kann. Das bedeutet, da� es einen Wert von c2 gibt, f�ur den die be-rechnete Trajektorie vom Ultraviolett-Fixpunkt zum Infrarot-Fixpunkt l�auft. F�uralle anderen Werte von c2 l�auft die Trajektorie entweder in den unendlich tiefen 2-Well-Fixpunkt oder in den Hochtemperatur�xpunkt. Da f�ur zu d = 3 benachbarteDimensionen (zum Beispiel d = 3:01) die Trajektorie nach der obigen De�nitionzumindest in St�orungstheorie existiert und eindeutig ist, m�u�te man dann die freienParameter als Bonus au�assen, der der Entwicklung in bestimmten Dimensionenhinzugef�ugt wird, und mit dessen Hilfe man die Theorien kritisch machen kann.Numerische Ergebnisse zeigen, da� die Trajektorie in drei Dimensionen mit c2 = 0nicht kritisch ist, und da� es einen Wert von c2 gibt, so da� numerische Iteration



4.6. DISKUSSION DER FREIEN PARAMETER 123in den nichttrivialen Fixpunkt l�auft. (Dieser "kritische\ Wert von c2 wurde mit derIntervallhalbierungsmethode gefunden.) Es kann aber sein, da� nach einer Aufsum-mation der gesamten unendlichen St�orungsreihe das Ergebnis unabh�angig von c2wird, das angef�uhrte numerische Ergebnis w�are dann ein Trunkationse�ekt.Andererseits gibt es f�ur die �4-Trajektorie vom Hochtemperatur�xpunkt aus kei-ne freien Parameter in drei Dimensionen. Man w�urde aber erwarten, da� man dieSchar von Theorien sieht, die vom Ultraviolett-Fixpunkt in :�4 :{Richtung mit nicht-kritischen Parameterwerten c2 wegl�auft, und in den Hochtemperatur�xpunkt 
ie�t.Aufgrund der starken Divergenz der Entwicklung ist dieses Argument ebenfalls starkgeschw�acht.Sind die Logarithmen unvermeidlich? Auch wenn man dies wahrscheinlich nurdurch ein Gegenbeispiel endg�ultig beantworten kann, kann man sich davon �uberzeu-gen, da� das Auftreten von Logarithmen zumindest sehr nat�urlich ist. Dazu stelltman sich den Flu� nicht mehr durch eine Kopplung g parametrisiert vor, sonderndurch den nat�urlichsten Parameter, n�amlich L. In drei Dimensionen w�achst dann: �2 : wie L2f(logL). Die Funktion f gibt dynamische Korrekturen zum trivialenVerhalten an. Hier treten also auch Logarithmen auf, w�ahrend in nichtresonantenDimensionen f eine analytische Funktion von L ist. Die Frage, ob es im vollen Modelleine Wahl des Blockspins gibt, so da� sich dieses Bild �andert, ist o�en. Wenn mandie Trajektorien mit mehreren Parametern ausdr�uckt, kann man eine Entwicklungohne Logarithmen zwar angeben. Nat�urlich w�are es etwa, jede relevante Kopplungals Koordinate zu verwenden. Das physikalische Verhalten stellt sich aber vermutlichein, wenn die Massenkopplung proportional zum Logarithmus der �4-Kopplung ist.



Kapitel 5
RGDGL
5.1 EinleitungRenormierungsgruppentransformationen sind diskrete Schritte in einem Raum vonTheorien, die zum Beispiel durch Potentiale gegeben sein k�onnen. Die Renormie-rungsgruppen-Differentialgleichung (RGDGL) bietet dagegen die M�oglichkeit, in-�nitesimale Kontrolle �uber Renormierungsgruppentransformationen zu gewinnen.Dieser Vorteil wurde am beeindruckendsten von Polchinski [Pol84] genutzt. In derLiteratur der mathematischen Physik spielt die RGDGL eine gro�e Rolle. Hierm�ochte ich zum Beispiel Arbeiten in St�orungstheorie von Keller und Kopper [KK94]sowie von Hurd [Hur89] erw�ahnen. Auch f�ur die Clusterentwicklungen von Brydgesund Yau [BY90], Brydges, Dimock und Hurd [BDH95] und anderen ist die RGDGLvon Bedeutung. Numerisch wird die RGDGL vor allem in einer Heidelberger Gruppeum Wetterich untersucht, zum Beispiel in [ABB+95]. Des weiteren gibt es zahlrei-che Arbeiten zur Quantenelektrodynamik. Das Verbesserungsprogramm, von demein kleiner Ausschnitt in diesem Kapitel und in Kapitel 4 behandelt wird, wurdevon C. Wieczerkowski begr�undet; es ist ein aktuelles Forschungsgebiet. Auch dieBehandlung im Rahmen der RGDGL ist bei weitem noch nicht abgeschlossen.Wegen der Bedeutung der RGDGL werden die Entwicklungen aus dem letztenKapitel in ein rekursives L�osungsschema zur L�osung der RGDGL in verschiedenenN�aherungen �ubertragen. Am intensivsten wird eine lokale N�aherung untersucht,die dem hierarchischen Modell entspricht. Es werden aber auch Ideen zur Behand-lung des vollen Modells notiert. Das Ziel der Entwicklungen ist die Berechnung der�4-Trajektorie vom trivialen Fixpunkt aus, und damit eine Beschreibung der Renor-mierung ohne nackte Wirkungen im Rahmen der RGDGL. Aufgrund des rekursivenCharakters der L�osungen kann man die Entwickungen zu hohen Ordnungen treibenund entsprechend numerisch analysieren.124



5.2. DIE RGDGL F�UR DIE RESKALIERTEN IMPULSRAUMKERNE 1255.2 Herleitung der RGDGL f�ur die reskaliertenImpulsraumkerne des Potentials5.2.1 Die RGDGLWenn die Wirkung einer Feldtheorie wie in Abschnitt 1.2.3 durch einen quadrati-schen Term und einen Wechselwirkungsterm gegeben ist,H(�) = 12(�; v�1�) + V (�); (5.1)kann man den Propagator auch im Impulsraum nach Skalen organisieren. Dazu seidie Theorie auf einem d-dimensionalen Kontinuum T , am bequemsten, aber h�au�gohne Regularisierung nicht m�oglich, auf Rd de�niert. Auf T sei durch(f; g) = ZT dxf(x)g(x) (5.2)ein Skalarprodukt gegeben. Felder � sind als Abbildungen von T nach R erkl�art.Das erzeugende Funktional der Feldtheorie ist dann durchF ( ) = Z d�v(�)Z( + �) (5.3)de�niert, mit Z(�) = e�V (�). Durch (�k)1k=�1 sei eine streng monoton ansteigendeFolge von Impuls-Werten mit limk!1�k = 1 und limk!�1�k = 0 gegeben. F�urden Propagator v gelte die folgende Zerlegung:v = 1Xk=�1C(�k)� C(�k+1) = 1Xk=�1 v(�k;�k+1): (5.4)Dabei ist v(�k;�k+1) = C(�k+1) � C(�k) ein Propagator f�ur eine Impulsscheibemit Impulsen zwischen �k und �k+1. Die Fouriertransformierte ~C von C kann manaus einer Cuto�-Funktion f und den Fourierkomponenten von v zusammensetzen.Die Cuto�-Funktion f mu� euklidisch invariant, unendlich oft di�erenzierbar undstreng monoton fallend sein, au�erdem sollen f(0) = 1 und f(x � 1) t 0 gelten.Ein typisches Beispiel ist der Exponential-Cuto� f(x) = e�x. Falls v dann derLaplace-Operator ist, hat man also:~C(�) = 1p2 e� p2�2 : (5.5)Durch Trunkation der Summe (5.4) f�ur gro�eWerte von k kann man eine Ultraviolett-Regularisierung erreichen, durch Trunkation f�ur kleine Werte von k kann man eineInfrarot-Regularisierung bekommen. Mit Hilfe der Faltungsformel f�ur Gau�sche Ma-�e kann man das Integral (5.3) in ein Produkt von Gau�integralen mit Kovarianzv(�k;�k+1) zerlegen. In jedem Integrationsschritt wird also eine Impulsscheibe aus-integriert. Ein Schritt ist durch die RenormierungsgruppentransformationZ( ;�) = Z d�v(�;�0)(�)Z( + �;�0) (5.6)



126 KAPITEL 5. RGDGLgegeben. Dabei ist �0 eine festgelegte Impulsskala.Durch Ableiten von (5.6) nach � erh�alt man die Di�erentialgleichung@@�Z( ;�) = 12� _CZ( ;�); (5.7)die als RGDGL bezeichnet wird. Dabei ist mit � _C der Laplace-Operator� _C = Z dxdy �� (x) _C(x; y) �� (y) (5.8)bezeichnet. Ferner gilt _C = @@�C(�). Die RGDGL f�ur das erzeugende Funktional Zl�a�t sich in eine RGDGL f�ur die Wechselwirkung V umformulieren, die durchZ( ;�) = exp(�V ( ;�)) (5.9)de�niert ist. Dann erh�alt man aus (5.6):@@�V = 12n��V� ; _C �V� ��� _CV o: (5.10)Gleichung (5.10) wird ebenfalls als RGDGL bezeichnet.In dem Rest dieses Abschnitts wird Gleichung (5.7) unter bestimmten Voraus-setzungen bewiesen.Satz 2 Es sei Z( ;�) ein glattes Funktional mit einer Taylorentwicklung in jederVariablen. v sei di�erenzierbar und _v sei ein negativer Operator. Ferner soll _v aufgeeigneten R�aumen operieren; in diesen R�aumen sind die Funktionalableitungen vonZ Ma�e mit bestimmten Eigenschaften. Dann folgt aus (5.6):@@�Z( ;�) = 12� _CZ( ;�): (5.11)Beweis: F�ur einen rigorosen Beweis fehlen hier die funktionalanalytischen und ma�-theoretischen Begri�e. Auf die Frage nach R�aumen und anderen Details wird dahernicht eingegangen.Es sei also v(�;�0) = C(�0) � C(�) in (5.6). Die Ableitung von Z nach � ander Stelle �1 ist durch@@� ���=�1Z( ;�) = lim�!�1 Z( ;�)� Z( ;�1)�� �1 (5.12)de�niert. Zun�achst betrachtet man den Z�ahler des Di�erenzenquotienten. Dazuschreibt man v(�1;�0) = v(�;�0) + v(�1;�) und wendet die Faltungseigenschaftf�ur Gau�sche Ma�e (Lemma 6 im Anhang) an:Z( ;�)� Z( ;�1)= Z d�v(�;�0)(�)Z( + �;�0)� Z d�v(�1;�0)(�)Z( + �;�0)= Z d�v(�;�0)(�)Z( + �;�0)�Z d�v(�;�0)(�) Z d�v(�1;�)(�)Z( + �+ �;�0): (5.13)



5.2. DIE RGDGL F�UR DIE RESKALIERTEN IMPULSRAUMKERNE 127Durch eine Taylorentwicklung von Z( + � + �;�0) bis zur zweiten Ordnung in �berechnet man nun das letzte Integral. Es giltZ( + �+ �;�0) = Z( + �;�0) + Z dx�Z( + �;�0)� (x) �(x)+12 Z dxdy �2Z( + �;�0)� (x)� (y) �(x)�(y) + : : : ; (5.14)also folgt mit Lemma 8 im AnhangZ d�v(�1;�)(�)Z( + �+ �;�0) = Z( + �;�0)+12 Z dxdy �2Z( + �;�0)� (x)� (y) vx;y(�1;�) +O�v(�1;�)2�: (5.15)Durch Einsetzen in (5.13) und eine weitere Taylorentwicklung erh�alt man:Z( ;�)� Z( ;�1)= 12 Z d�v(�;�0)(�) Z dxdy �2Z( + �;�0)� (x)� (y) vx;y(�1;�)= 12� _C(�1)Z( ;�)(�� �1) +O�(�� �1)2�: (5.16)Durch Bildung des Di�erentialquotienten folgt die Behauptung. �5.2.2 Die RGDGL in Polchinski-FormDie RGDGL (5.10) kann im Impulsraum dargestellt werden. Die Gleichung lautetdann: @@�V = 12 Z dp(2�)d @@� ~C(p)� �V� ~�(p) �V� ~�(�p) � �2V� ~�(p)� ~�(�p)� : (5.17)Dies wird als Polchinski-Form der RGDGL bezeichnet [Pol84]. Um (5.17) zu zeigen,betrachtet man die Fouriertransformierte ~� von �, die durch~�(p) = Z dx e�ip�x�(x) (5.18)de�niert ist; analog wird auch ~C erkl�art. Der Kovarianzoperator C soll translati-onsinvariant sein. F�ur di�erenzierbare Funktionale F (�) erh�alt man ausddt ���t=0F (�+ t ) = Z dx ���(x)F (�) (x)= Z dp(2�)d �� ~�(p)F (�) ~ (p) (5.19)durch Fouriertransformation von ~ gem�a� (5.18) die Beziehung���(x)F (�) = Z dp(2�)d e�ip�x �� ~�(p)F (�): (5.20)Aus (5.20) und (5.10) kann man dann (5.17) herleiten.



128 KAPITEL 5. RGDGL5.2.3 RGDGL f�ur die Impulsraumkerne des PotentialsUm aus (5.17) ein Di�erentialgleichungssystem f�ur die Impulsraumkerne von V zuerhalten, wird V durch seine TaylorentwicklungV (�) = V (0) + 1Xn=1 1n! Z dx1 � � �dxn�(x1) � � ��(xn)Vn(x1; : : : ; xn) (5.21)dargestellt. Dabei ist Vn die n-te Funktionalableitung von V :Vn(x1; : : : ; xn) = ���(x1) � � � ���(xn)����=0V (�)= Z nYk=1� dpk(2�)d e�ipk�xk� �nV (� = 0)� ~�(p1) � � � � ~�(pn) : (5.22)Wenn man fordert, da� die betrachtete Theorie translationsinvariant ist, kann man�nV (� = 0)� ~�(p1) � � � � ~�(pn) = (2�)d�(p1 + : : :+ pn) ~Vn(p1; : : : ; pn; �) (5.23)setzen. An dieser Gleichung kann man ablesen, da� die Kerne ~Vn(p1; : : : ; pn; �) sym-metrisch in den Impulsen p1; : : : ; pn sind. Damit bekommt die Taylorentwicklungvon V die GestaltV (�) = V (0) + 1Xn=1 1n! Z dp1(2�)d � � � dpn(2�)d ~�(p1) � � � ~�(pn)�(2�)d�(p1 + : : :+ pn) ~Vn(p1; : : : ; pn; �): (5.24)Um die Notation zu vereinfachen, wird hierZp1;::: ;pn f(p1; : : : ; pn) := Z dp1(2�)d � � � dpn(2�)df(p1; : : : ; pn); (5.25)Pn := nXk=1 pk; f�ur n > 1 (5.26)de�niert. F�ur einige Umformungen ist das folgende Lemma recht n�utzlich:Lemma 2 F�ur m0 > m1; n0 > n1 2 Z>0 gilt:1Xm=m0 1(m�m1)!am 1Xn=n0 1(n� n1)!bn =1Xm=m0+n0 1(m�m1 � n1)! m�m0Xn=n0 �m�m1 � n1n� n1 �am�nbn: � (5.27)



5.2. DIE RGDGL F�UR DIE RESKALIERTEN IMPULSRAUMKERNE 129Mit Hilfe dieses Lemmas kann man die Taylorentwicklung (5.24) von V in (5.17)einsetzen. Wegen der Symmetrie der Kerne ~Vn gilt zun�achst:�� ~�(q)V (�;�) = 1Xn=1 1(n� 1)! Zp1;::: ;pn�1 ~�(p1) � � � ~�(pn�1)�(2�)d�(Pn�1 + q) ~Vn(p1; : : : ; pn�1; q; �): (5.28)F�ur die zweifache Funktionalableitung erh�alt man:�� ~�(q1) �� ~�(q2)V (�;�) = 1Xn=2 1(n� 2)! Zp1;::: ;pn�2 ~�(p1) � � � ~�(pn�2)�(2�)d�(Pn�2 + q1 + q2) ~Vn(p1; : : : ; pn�2; q1; q2; �): (5.29)Unter Verwendung von Lemma 2 wird aus dem ersten Term von (5.17):12 Zp @ ~C@�(p) �2V� ~�(p)� ~�(�p) =12 Zq @ ~C@�(q) 1Xn=2 1(n� 2)! n�1Xm=1 �n�2m�1� Zp1;::: ;pn�2 ~�(p1) � � � ~�(pn�2)�(2�)d�(Pm�1 + q) ~Vm(p1; : : : ; pm�1; q; �)�(2�)d�(Pn�2 � Pm�1 � q) ~Vn�m(pm; : : : ; pn�2;�q; �): (5.30)Durch Ausintegration einer �-Funktion und durch Summationsindexverschiebungfolgt daf�ur der Ausdruck1Xn=0 1n! Zp1;::: ;pn ~�(p1) � � � ~�(pn)(2�)d�(Pn)12 nXm=0�nm�@ ~C@�(�Pm)� ~Vm+1(p1; : : : ; pm;�Pm; �) ~Vn�m+1(pm+1; : : : ; pn; Pm; �): (5.31)Mit Hilfe von (5.29) zeigt man analog f�ur den zweiten Term in (5.17) die Beziehung:�12 Zp @ ~C@�(p) �2V� ~�(p)� ~�(�p) = 1Xn=0 1n! Zp1;::: ;pn ~�(p1) � � � ~�(pn)�(2�)d�(Pn)��12�Zq @ ~C@�(q) ~Vn+2(p1; : : : ; pn; q;�q; �): (5.32)(5.31) und (5.32) ergeben zusammen die RGDGL f�ur die Impulsraumkerne ~Vn. DasResultat ist:@@� ~Vn(p1; : : : ; pn; �) = 12 nXm=0 �nm��@ ~C@�(�Pm) ~Vm+1(p1; : : : ; pm;�Pm; �)� ~Vn�m+1(pm+1; : : : ; pn; Pm; �)�Sn � 12 Zq @ ~C@�(q) ~Vn+2(p1; : : : ; pn; q;�q; �):(5.33)



130 KAPITEL 5. RGDGLMit � � � �	Sn wird die Symmetrisierung bez�uglich der �au�eren Impulse p1; : : : ; pnbezeichnet. Diese Operation macht die Symmetrie der Kerne ~Vn(p1; : : : ; pn; �) unterVertauschung der Impulse explizit sichtbar.5.2.4 ReskalierungAus (5.33) kann man durch Reskalierung mit � die RGDGL in der Form herleiten,die anschlie�end in meinen Rechnungen benutzt wird. Die Reskalierung entsprichtdem �Ubergang zu dimensionslosen Gr�o�en. Da die Gleichungen im Impulsraumausgedr�uckt werden, ist es zweckm�a�ig, mit Massendimensionen zu arbeiten, dieim folgenden mit [�] bezeichnet werden. Die Dimensionen der Gr�o�en in Gleichung(5.33) bekommt man durch die Forderung, da� die Wirkung dimensionslos sein soll.Dimensionslose Felder �, die von dimensionslosen Argumenten z = �x, x 2 Tabh�angen, werden durch �(x) = �[�]�(�x) (5.34)de�niert. Ein Massenterm in einer Wirkung hat die Gestaltm2 Z dx �(x)2; (5.35)mit einer Masse m. Daf�ur folgt:m2 Z dx �(x)2 = �2�d+2[�] �m� �2 Z dz�(z)2: (5.36)Da die Wirkung dimensionslos sein soll, ergibt sich [�] = d2 � 1. Damit hat man f�urdie Fouriertransformierte des Feldes:~�(p) = ��(1+ d2 ) Z dz e�i p� �z�(z): (5.37)Wenn man also die dimensionslose Fouriertransformierte des dimensionslosen Feldes� durch ~�(q) = Z dz e�iq�z�(z) (5.38)de�niert, so gilt ~�(p) = ��1� d2 ~�( p�) (5.39)~�(q) = �1+ d2 ~�(�q): (5.40)Es sei nun � = t�R bez�uglich einer Renormierungsskala �R. Dann kann man dieReskalierung wie folgt schreiben:~�(p) = ��( d2+1) ~�( p�)= ( ��R )�( d2+1)��( d2+1)R ~�(�R� p�R )= t�( d2+1) ~�R(pt ); (5.41)



5.2. DIE RGDGL F�UR DIE RESKALIERTEN IMPULSRAUMKERNE 131mit ~�R(p) = ��( d2+1)R ~�( p�R ). Am einfachsten ist die Wahl �R = 1, bei der man� = t als dimensionslosen Skalenparameter betrachten kann.Dimensionslose Impulsraumkerne ~Vn(q1; : : : ; qn; �), die von dimensionslosen Ar-gumenten q1; : : : ; qn abh�angen, werden durch~Vn(q1; : : : ; qn; �) = ��[ ~Vn] ~Vn(�q1; : : : ;�qn; �) (5.42)de�niert. Dies setzt man in die Taylorentwicklung von V ein und erh�alt darausZdp1;::: ;dpn~�(p1) � � � ~�(pn)(2�)d�(Pn) ~Vn(p1; : : : ; pn; �) =�n( d2�1)�d+[ ~Vn] Zdq1;::: ;dqn~�(q1) � � � ~�(qn)(2�)d�(Qn)~Vn(q1; : : : ; qn; �): (5.43)Dabei hat man analog zu (5.25) Qn = Pnk=1 qk de�niert. Wenn man [V ] = 0verlangt, folgt daraus Dn := [ ~Vn] = d+ n� nd2 : (5.44)Als Kovarianz wird das Inverse des Laplaceoperators auf T mit einer glatten,dimensionslosen Cuto�-Funktion f verwendet. Im Impulsraum gilt also~C(p; �) = 1p2f(p2=�2): (5.45)Dann ist @ ~C@�(p; �) = � 2�3f 0(p2=�2): (5.46)Daraus folgt, da� @ ~C@� die Dimension [@ ~C@� ] = �3 besitzt.Damit hat man die Dimensionen aller an Gleichung (5.33) beteiligten Gr�o�enbestimmt. F�ur die linke Seite der RGDGL (5.33) ist damit folgende Umformungg�ultig: @@� ~Vn(p1; : : : ; pn) =�Dn�1 Dn + � @@� � nXi=1 qi � rqi! ~Vn(q1; : : : ; qn; �)���ql= pl� ;8l: (5.47)Insgesamt bekommt man also nach �Ubergang zu dimensionslosen Gr�o�en ein Di�e-rentialgleichungssystem f�ur die reskalierten Impulsraumkerne des Potentials: Dn + � @@� � nXi=1 qi � rqi! ~Vn(q1; : : : ; qn; �)���ql= pl� ;8l =Zq f 0(q2)~Vn+2(q1; : : : ; qn; q;�q; �)� nXm=0 �nm�nf 0(Q2m)~Vm+1(q1; : : : ; qm;�Qm; �)�~Vn�m+1(qm+1; : : : ; qn; Qm; �)oSn���ql= pl� ;8l: (5.48)



132 KAPITEL 5. RGDGLWenn das Potential als Funktion des Feldes gerade ist, verschwinden alle Kerne ~Vn,f�ur die n ungerade ist. Durch eine Umnumerierung der Kerne wird aus (5.48): D2n +D � 2nXi=1 qi � rqi! ~Vn(q1; : : : ; q2n; �) =Zq f 0(q2)~Vn+1(q1; : : : ; q2n; q;�q; �)� nXm=1 � 2n2m�1�nf 0(Q22m�1)~Vm(q1; : : : ; q2m�1;�Q2m�1; �)�~Vn�m+1(q2m; : : : ; q2n; Q2m�1; �)oS2n : (5.49)Dabei wurde D = � @@� de�niert. Diese Gleichungen kann man graphisch interpre-tieren, indem der Kern ~Vn(q1; : : : ; q2n; �) als Graph mit 2n Beinen dargestellt wird.An den Beinen sollen die Impulse q1; : : : ; q2n einlaufen. Dann kann (5.49) wie folgtgeschrieben werden: D2n + � @@� � 2nXi=1 qi � rqi! : : :2n
= : : :2n

f 0(q2) + nXm=1 : : :2m� 1 : : :2n� 2m+ 1f 0(Q22m�1) : (5.50)Die Ableitung auf der linken Seite wird also durch einen Propagator-Term f 0 erzeugt.Dieser Term kann zwei Linien eines Diagramms verbinden; dann l�auft durch diePropagatorlinie ein Impuls q, �uber den integriert wird. Oder es werden zwei Kernedurch eine Propagatorlinie verbunden, durch die der Impuls Q2m�1 l�auft.Das System (5.49) von gekoppelten, partiellen Di�erentialgleichungen wird alsRGDGL f�ur die reskalierten Impulsraumkerne des Potentials oder kurz als RGDGLbezeichnet. Im Unterschied zu der Polchinski-Form (5.17) der RGDGL ist das Sy-stem (5.49) ein Di�erentialgleichungssystem direkt f�ur die renormierte Theorie. Viel-leicht ist es nicht �uber
�ussig, hier noch einmal zu betonen, da� man Trajektorien imRaum von Potentialen unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachten kann. Ei-nerseits kann man ein Anfangswertproblem l�osen, was der Analyse eines Renormie-rungsgruppen
usses, ausgehend von einer nackten Wirkung, entspricht. Anderer-seits kann man ein gemischtes Randwertproblem betrachten, bei dem die relevantenund die irrelevanten Kopplungen unterschiedlich behandelt werden. Die relevantenParameter werden auf einer niedrigeren Skala vorgegeben, die irrelevanten auf einerh�oheren Skala; dies ist im Sinn von Polchinski. Ein drittes Problem ist das verall-gemeinerte Fixpunktproblem, das hier aufgestellt, und in zwei N�aherungen durch



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 133rekursive St�orungstheorien in laufenden Kopplungen gel�ost wird. An die Stelle vonAnfangsdaten oder Randwerten tritt hier die Forderung nach Regularit�at.5.3 St�orungstheorie f�ur die lokale N�aherungDie N�aherung an die Gleichungen (5.49), bei der die Impulsraumkerne nicht mehrvon den Impulsen abh�angen, wird als lokale N�aherung bezeichnet; sie h�angt direktmit dem hierarchischen Modell zusammen. In der lokalen N�aherung kann man die�4-Trajektorie mit Hilfe der RGDGL rekursiv berechnen. Wie in Kapitel 4 gibt esauch hier unter bestimmten Bedingungen Resonanzen.5.3.1 De�nition der lokalen N�aherungDie einfachste N�aherung f�ur die Kerne ~Vn(q1; : : : ; q2n; �) besteht darin, ihre Impuls-abh�angigkeit vollst�andig auszuschalten. Die nicht mehr impulsabh�angigen Kernewerden mit an bezeichnet. In dieser lokalen N�aherung haben die Gleichungen (5.49)die Gestalt (D +D2n) an(�) =
an+1(�)� 
 nXm=1 � 2n2m�1�am(�)an�m+1(�): (5.51)Dabei wurde die Ableitung f 0(q2) der Cuto�-Funktion durch die Zahl 
 ersetzt.Gleichung (5.51) kann ausgehend vom hierarchischen Modell hergeleitet werden,wenn man die RenormierungsgruppentransformationZ( ;�) = Z d�v(�;�0)(�)Z(� + �;�0)Ld (5.52)betrachtet. Hier ist die Kovarianz v von einem Parameter � abh�angig. Wie �ublichgilt � = L1� d2 . Mit d�v(�;�0)(�) wird das gew�ohnliche, eindimensionale Gau�scheMa� mit Mittelwert Null bezeichnet. Nach partieller Integration erh�alt man f�ur dieAbleitung von Z nach �: @@�Z( ;�) = _v��22 @2@ 2Z( ;�); (5.53)mit _v = @@�v. Wenn man nun Z = exp(�V ) setzt, erh�alt man die Di�erentialglei-chung @@�V = _v��22 �@2V@ 2 � @V@ @V@ � : (5.54)Nach Entwicklung des (geraden, normierten) Potentials nach Potenzen des Feldes,V ( ;�) = 1Xn=1 1(2n)!bn(�) 2n; (5.55)



134 KAPITEL 5. RGDGLfolgt mit Hilfe von Lemma 2 und nach Summationsindexverschiebungen:@@�bn = _v��22  bn+1 � nXm=1 � 2n2m�1�bmbn�m+1! : (5.56)Hier erfolgt eine Reskalierung analog zu Abschnitt 5.2.4. V soll wie dort dimensions-los sein, das hei�t [V ] = 0. Daraus ergibt sich [ 2n] + [bn] = 0, und mit [ ] = d2 � 1folgt [bn] = 2n � nd . Daraus kann man nun [ _v] = d � 3 schlie�en. De�niert mandann noch d2n = 2n� nd = [bn] ;_v��22 = �d�3
 und (5.57)an = ��d2nbn;so ergibt sich das Di�erentialgleichungssystem (5.51), in dem D2n durch d2n ersetztist. Dieses System wird als hierarchische RGDGL bezeichnet.5.3.2 St�orungstheorie in der laufenden KopplungUm eine St�orungsentwicklung in einer laufenden Kopplung f�ur die hierarchischeRGDGL anzugeben, verwendet man als laufende Kopplung die �4-Kopplung g, diedurch g(�) = a2(�) (5.58)de�niert ist. Die Kopplung g mu� demnach eine L�osung der Gleichung(D + d4)g = 
a3(�)� 8
ga1(�) (5.59)sein. Zur L�osung des Systems (5.51) macht man den Ansatza1(�) = 1Xk=1 1k!
2k�1a(k)1 g(�)k;an(�) = 1Xk=n�1 1k!
2k�na(k)n g(�)k ; f�ur n > 3: (5.60)Dabei sollen die Koe�zienten a(k)n nicht von � abh�angen. Eine Entwicklung derGestalt (5.60) wird heuristisch nahegelegt. Damit werden alle Terme ber�ucksichtigt,die mit Feynman-Diagrammen einer �4-Theorie korrespondieren. Diese Diagrammesind aus �4-Vertices mit der Kopplung g aufgebaut. Beine von Vertices k�onnendurch den Propagator 
 verbunden werden. Die Potenz von 
 gibt dann die Zahlder inneren Linien eines Diagramms wieder. F�ur den Massenterm a1(�) etwa kannman also bildlich schreiben:a1(�) = g
 + 
3g2 + 
5g3 + : : : : (5.61)



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 135Die Potenz von g gibt die Zahl der �4-Vertices und damit die St�orungsordnung derDiagramme an. Man beachte, da� a(k)n f�ur k < n � 1 in (5.60) gleich Null gesetztwurde. Zum Beispiel wird ein �6-Term aus �4-Vertices erst in zweiter Ordnungerzeugt: a3(�) = 
g2 + : : : : (5.62)Da das hierarchische Modell auf Punkten, also nulldimensionalen Mengen lebt, ha-ben die Feynman-Diagramme nur eine sehr eingeschr�ankte Bedeutung. Um Ideenzur L�osung der hierarchischen RGDGL zu bekommen, sind sie aber gut geeignet,vergleiche auch Abschnitt 4.2.2.Die Koe�zienten a(k)n werden rekursiv bestimmt. Dazu setzt man den Ansatz(5.60) in Gleichung (5.51) ein, und transformiert beide Seiten von (5.51) auf eineGestalt, die einen Koe�zientenvergleich erm�oglicht. Auf der linken Seite von (5.51)mu� Dan(�) gebildet werden. Wenn man die St�orungsreihe (5.60) einsetzt, siehtman, da� dies auf eine Bestimmung von Dg hinausl�auft. Dg ergibt sich aus (5.59):Dg = �d4g + 
a3 � 8
ga1: (5.63)Durch Einsetzen der Entwicklung f�ur die Kerne erh�alt man darausDg = 1Xk=1 1k!
2k�2gk(Dg)(k); (5.64)mit (Dg)(k) = (�d4; falls k = 1;a(k)3 � 8ka(k�1)1 ; falls k > 1: (5.65)Man beachte, da� Dg in der ersten Ordnung nur von der Skalierung d4 abh�angt.Mit Hilfe von Lemma 2, das bei den nun folgenden Umformungen immer wiedern�utzlich ist, erh�alt man f�ur n > 2 aus dem Ansatz:Dan = 1Xk=n�1 1k!
2k�ngk(Dan)(k): (5.66)Dabei gilt: (Dan)(k) = k�n+2Xl=1 �kl�a(k�l+1)n (Dg)(l): (5.67)Auf der rechten Seite von Gleichung (5.51) ergibt sich f�ur n > 2 nach Einsetzen derSt�orungsreihen mit Lemma 2:
an+1 � 
 nXm=1 � 2n2m�1�aman�m+1 = 1Xk=n 1k!
2k�ngka(k)n+1� 1Xk=n�1 1k!
2k�ngk nXm=1 � 2n2m�1� k�m+1Xl=n�m �kl�a(k�l)m a(l)n�m+1 : (5.68)



136 KAPITEL 5. RGDGLDamit wird aus Gleichung (5.51) f�ur n > 2 die Beziehung1Xk=n�1 1k!
2k�ngk d2na(k)n � d4ka(k)n + k�n+2Xl=2 �kl�a(k�l+1)n (Dg)(l)!= 1Xk=n 1k!
2k�ngka(k)n+1� 1Xk=n�1 1k!
2k�ngk nXm=1 � 2n2m�1� k�m+1Xl=n�m �kl�a(k�l)m a(l)n�m+1: (5.69)F�ur n = 1 erh�alt man durch eine analoge Rechnung aus (5.51) die Gleichung1Xk=1 1k!
2k�1gk �d2a(k)1 + (Da1)(k)�= 
g � 1Xk=2 1k!
2k�1gk k�1Xl=1 2�kl�a(k�l)1 a(l)1 ; (5.70)mit (Da1)(k) = �d4ka(k)1 + kXl=2 �kl�a(k�l+1)1 (Dg)(l): (5.71)Diese Gleichungen dienen als Ausgangspunkt f�ur die rekursive Berechnung der Ent-wicklungskoe�zienten a(k)n . Im folgenden soll gezeigt werden, wie ein solches Rekur-sionsschema aussieht.5.3.3 Au
�osung der RekursionEin Rekursionsschema zu �nden, durch das die hierarchische RGDGL gel�ost wird, istleider etwas technisch, da die in den Ausdr�ucken (5.64)-(5.70) vorkommenden Koe�-zienten Ordnung f�ur Ordnung analysiert werden m�ussen. Das allgemeine Schema istnach St�orungsordnungen organisiert. Zun�achst wird a(1)1 berechnet. Damit sind alleKoe�zienten erster Ordnung bestimmt. Nun nimmt man an, da� alle Koe�zientender Ordnung l < k bereits bestimmt sind. In k-ter Ordnung wird zun�achst a(k)k+1berechnet, dann a(k)k , usw. Zum Schlu� wird a(k)1 berechnet. Wenn man gezeigt hat,da� diese Induktion m�oglich ist, hat man ein Verfahren zur st�orungstheoretischenL�osung der hierarchischen RGDGL angegeben.Anschaulich ist klar, da� dieses Schema zur Bestimmung der Entwicklungskoef-�zienten funktioniert. a(1)1 entspricht dem Ein-Schleifen-Diagramm

g ;



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 137das aus einem �4-Vertex erzeugt wird. Da der Koe�zient a(1)2 f�ur den �4-Vertexnat�urlich vorgegeben ist, kann man a(1)1 berechnen. Der Baumgraph mit 2k + 2�au�eren Beinen, der mit dem Koe�zienten a(k)k+1 korrespondiert, kann nicht aus an-deren Diagrammen der Ordnung k zusammengesetzt sein. Er wird vielmehr vonBaumgraphen niedrigerer Ordnung erzeugt, was man zum Beispiel an Gleichung(5.77) und (5.79) erkennt. Also h�angt a(k)k+1 nur von Koe�zienten niedrigerer Ord-nung ab. Wenn man die Baumgraphen-Terme bestimmt hat, kann man auch diedaraus und aus niedrigeren Ordnungen erzeugten Ein-Schleifen-Terme berechnen,usw. Man erkennt, da� das Rekursionsschema aufgeht.Bevor die allgemeine Form der Koe�zienten ermittelt wird, illustriere ich dasSchema anhand der ersten und der zweiten Ordnung St�orungstheorie. F�ur k = 1folgt aus (5.70) (d2 � d4)a(1)1 = 1: (5.72)Falls d2 � d4 6= 0 ist, hat man alsoa(1)1 = 1d2 � d4 : (5.73)Wegen dn = n � nd2 gilt aber d2 � d4 = d � 2, das hei�t, f�ur d 6= 2 l�a�t sich a(1)1bestimmen.In der zweiten Ordnung St�orungstheorie mu� man a(2)3 und a(2)1 berechnen. F�ura(2)3 ergibt sich aus (5.69) (�2d4 + d6)a(2)3 = �40a(1)1 ; (5.74)also folgt, falls d6 � 2d4 6= 0 gilt,a(2)3 = 40a(1)12d4 � d6 = � 40(d� 2)2 : (5.75)F�ur a(2)1 erh�alt man aus (5.70):(d2 � 2d4)a(2)1 = �4a(1)1 2 � a(1)1 (a(2)3 � 16a(1)1 ): (5.76)Dabei ist d2 � 2d4 = 3(d� 2), also kann man a(2)1 in Dimensionen d 6= 2 berechnen.Diese Rechnungen zeigen bereits die allgemeine Struktur der Gleichungen, dieman in h�oheren Ordnungen bekommt. F�ur jeden Koe�zienten, den man bestimmenm�ochte, erh�alt man �uber die Skalierungsdimensionen dn der Kerne des hierarchischenModells eine Bedingung an die Dimension d, in der die St�orungstheorie de�niertwird.In der Ordnung k > 3 wird zun�achst a(k)k+1 unter der Annahme, da� die Koe�zi-enten der niedrigeren Ordnungen bereits berechnet sind, bestimmt. F�ur n > k + 1sind die Koe�zienten a(k)n gleich Null. Aus (5.69) folgt mit n = k+1 wegen a(0)1 = 0:(d2k+2 � kd4) a(k)k+1 = � kXm=2 � 2k+22m�1�� kk+1�m�a(m�1)m a(k+1�m)k+2�m : (5.77)



138 KAPITEL 5. RGDGLAlle Koe�zienten auf der rechten Seite sind schon bekannt. Also folgt: Falls f�ur allek > 2 d2k+2 � kd4 6= 0 (5.78)gilt, kann man in (5.77) stets nach a(k)k+1 au
�osen und a(k)k+1 berechnen. Die Forderung(5.78) wird weiter unten analysiert.An dem Ausdruck f�ur a(k)k+1 erkennt man, da� die h�ochsten Koe�zienten nur vonden h�ochsten Koe�zienten anderer Ordnungen abh�angen. Dies bedeutet gerade,da� Baumgraphen einer Ordnung k nur von Baumgraphen niedrigerer Ordnungenerzeugt werden k�onnen. Gleichung (5.77) kann man anschaulich als: : :| {z } = k�1Xm=1 : : :| {z } � : : :| {z } (5.79)k Vertices m Vertices k �m Verticesschreiben. Innerhalb der Rekursion gibt es also eine Unterrekursion, die nur ausBaumgraphen besteht. Dies kann f�ur Beweise exakter Absch�atzungen n�utzlich sein.Nun sei ein n mit k > n > 3 gegeben. Ferner seien die Koe�zienten a(k)m f�urk+1 > m > n+1 bereits bekannt. Dann erh�alt man f�ur a(k)n aus (5.69) die Beziehung(d2n � kd4)a(k)n + k�n+2Xl=2 �kl�a(k�l+1)n (Dg)(l)= a(k)n+1 � nXm=1 � 2n2m�1� k�m+1Xl=n�m �kl�a(k�l)m a(l)n�m+1 ; (5.80)wobei (Dg)(l) durch (5.65) gegeben ist. Zun�achst sieht man, da� in (Dg)(l) f�ur2 6 l 6 k � n+ 2 nur Koe�zienten von niedrigerer Ordnung als k auftreten. Dannbekommt man durch Anwendung von a(0)1 = 0 :(d2n � kd4) a(k)n= a(k)n+1 � k�n+2Xl=2 �kl�a(k�l+1)n (Dg)(l)� n�1Xm=2 � 2n2m�1� k�m+1Xl=n�m �kl�a(k�l)m a(l)n�m+1 � 4n k�n+1Xl=1 a(k�l)n a(l)1 : (5.81)Bei dieser Umformung wurde ausgenutzt, da� die Terme mit m = 1 und m = nin der Summe �uber m in (5.80) gleich sind. Auf der rechten Seite von Gleichung(5.81) stehen nur Koe�zienten von niedrigerer Ordnung als k oder solche, die lautAnnahme schon berechnet worden sind. Falls nun d2n � kd4 6= 0 gilt, kann man(5.81) nach a(k)n au
�osen. Um die Berechnung der Ordnung k abzuschlie�en mu�



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 139man noch a(k)1 bestimmen. Dies geschieht aus (5.70) analog zur Bestimmung vona(k)n . Das Ergebnis ist(d2 � kd4) a(k)1= � kXl=2 �kl�a(k�l+1)1 (Dg)(l) � 2 k�1Xl=1 �kl�a(k�l)1 a(l)1 ; (5.82)was unter der Bedingung d2� kd4 6= 0 stets nach a(k)1 aufgel�ost werden kann. Insge-samt erh�alt man den folgenden Satz:Satz 3 Die Koe�zienten der St�orungsreihe in der laufenden Kopplung g f�ur dasPotential in lokaler N�aherung, die durch (5.55), (5.57) und (5.60) de�niert sind,k�onnen rekursiv als L�osung der hierarchischen RGDGL (5.51) berechnet werden,falls f�ur alle Ordnungen k > 1 gilt:d2n � kd4 6= 0 ; f�ur alle n mit n = 1 oder k + 1 > n > 3 : (5.83)Dies ist f�ur d 6= 2 (5.84)erf�ullt. Dann gilt:a(1)1 = 1d2 � d4 ;a(1)2 = 1 ;a(k)k+1 = 1kd4 � d2k+2 kXm=2 � 2k+22m�1�� kk+1�m�a(m�1)m a(k+1�m)k+2�m ; f�ur k > 2;a(k)n = 1d2n � kd4(a(k)n+1 � k�n+2Xl=2 �kl�a(k�l+1)n (Dg)(l)� n�1Xm=2 � 2n2m�1� k�m+1Xl=n�m �kl�a(k�l)m a(l)n�m+1 � 4n k�n+1Xl=1 a(k�l)n a(l)1 ) ;f�ur k > n > 3 ; unda(k)1 = 1d2 � kd4(� kXl=2 �kl�a(k�l+1)1 (Dg)(l) � 2 k�1Xl=1 �kl�a(k�l)1 a(l)1 );f�ur k > 2 : (5.85)Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, da� (5.83) f�ur d 6= 2 erf�ullt ist. Dazu sei an dieDe�nition (5.57) von d2n erinnert:d2n = 2n� nd = n(2� d):Speziell gilt f�ur n = 2: d4 = 2(2� d): (5.86)



140 KAPITEL 5. RGDGLEs ist d2n � kd4 = n(2� d)� 2k(2� d)= (n� 2k)(2� d) : (5.87)Es sei zun�achst n = 1. Wegen k > 1 ist dann (5.87) nur f�ur d = 2 gleich Null. Nunsei 3 6 n 6 k + 1. Wegen k > 2 ist dann n � 2k 6 �1. Damit ist die Behauptungbewiesen. �5.3.4 Numerische Auswertung der L�osungenBei der Auswertung der Rekursion (5.85) sind Ordnungen wie k = 60 ohne Problemezu erreichen. Zur Berechnung der St�orungsreihen mit dem Ziel, die Borelsummier-barkeit zu demonstrieren, k�onnen daher alle in Kapitel 3 eingef�uhrten Methodenverwendet werden.Die Koe�zienten an werden als Potenzreihen in der Kopplung g betrachtet.Dazu setzt man an =P1k=0A(k)n gk mit A(k)n = 1k!
2k�na(k)n . Alle Resultate in diesemAbschnitt sind in d = 3 Dimensionen und f�ur 
 = 12 erzielt worden. In Tabelle 5.1k A(k)1 A(k)310 1:535236�105 �1:176511�10611 7:460180�105 5:761047�10612 4:545132�106 �7:490394�10713 1:953388�107 6:003548�10814 1:564284�108 �6:965057�10915 3:399267�108 7:292302�101016 7:695109�109 �8:793771�101117 �2:566975�1010 1:077037�101318 7:113525�1011 �1:416040�101419 �7:224525�1012 1:941698�101520 1:141224�1014 �2:801842�101621 �1:593986�1015 4:225699�101722 2:484713�1016 �6:660273�1018Tabelle 5.1: Entwicklungskoe�zienten des Massenterms und des �6-Terms bis zurOrdnung k = 22.ist das Verhalten der Entwicklungskoe�zienten am Beispiel des Massenkoe�zientenund des �6-Koe�zienten dargestellt. Ab einer bestimmten Ordnung alternieren dieseFolgen. Die Koe�zienten wachsen nicht faktoriell an, sie wachsen aber zum Beispielst�arker als pk! an. Daher kann man erwarten, da� die Potenzreihen an divergieren.Dagegen werden die Boreltransformierten Bn(z) = P1k=0 1k!A(k)n zk von an Kon-vergenzradien gr�o�er als Null besitzen. Dies wird durch Abbildung 5.1 illustriert, inder die Nullstellen der Pad�e-Approximanten an die Potenzreihen B1, B3 und B4 bis
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Abbildung 5.1: Anwendung der Pad�e-Methode zur Bestimmung des Konvergenzver-haltens von B1 (Dreiecke), B3 (Kreuze) und B4 (Rauten).zur Ordnung k = 60 abgebildet sind. An der H�aufung der Nullstellen bei Realteilenum �1:48 erkennt man, da� der Konvergenzradius dieser PotenzreihenR = 1:48� 0:05 (5.88)ist. Die erste Singularit�at liegt auf der negativen reellen Achse. Mit Hilfe derHadamard-Methode erh�alt man R = 1:45� 0:1, aus der Quotientenmethode ergibtsich R = 1:47� 0:05. Bei diesen beiden Methoden entstehen die gesch�atzten Fehlerdurch die Extrapolation.Zur Vorbereitung von exakten Absch�atzungen ist es auch n�utzlich zu wissen, wiesich die Koe�zienten a(k)n mit n verhalten. Daher sind in Tabelle 5.2 die Koe�zientender Ordnung 20 dargestellt. Man sieht, da� f�ur eine feste Ordnung die Koe�zienten,die zu den Baumgraphen geh�oren, die gr�o�ten Werte annehmen.Die Potentiale, die man als L�osungen der hierarchischen RGDGL erh�alt, sindin zweiter bis sechster Ordnung St�orungstheorie in Abbildung 5.2 bei Kopplungeng = 10�5 und g = 10�4 dargestellt. Die zweite Ordnung entspricht der kurzge-strichelten Linie, die langestrichelte Linie korrespondiert mit der dritten Ordnung



142 KAPITEL 5. RGDGLn a(20)n n a(20)n1 4:690793�10�5 11 �2:309128�10+132 0:000000�100 12 �1:556500�10+153 �1:151646�10�2 13 �9:921156�10+164 �1:082265�100 14 �5:937788�10+185 �9:700888�101 15 �3:305778�10+206 �8:404017�103 16 �1:690021�10+227 �7:028941�105 17 �7:785485�10+238 �5:664419�107 18 �3:137873�10+259 �4:387625�109 19 �1:051685�10+2710 �3:257178�10+11 20 �2:649550�10+28Tabelle 5.2: Koe�zienten der Ordnung 20.St�orungstheorie. Zus�atzlich ist jeweils die Linie V (�) = 0 gestrichelt eingetragen,damit man erkennt, da� es sich nicht, oder h�ochstens um sehr schwache, 2-Well-Potentiale handelt. Bei dieser Darstellung sind keine Summationsmethoden ver-wendet worden.5.3.5 ResonanzenBisher wurde die lokale N�aherung der RGDGL als hierarchische RGDGL betrachtet.Die Konsequenz war, da� in Gleichung (5.51)D2n durch d2n ersetzt wurde. Wenn dielokale N�aherung wirklich als N�aherung an die volle RGDGL aufgefa�t werden soll,

Abbildung 5.2: Potential der lokalen N�aherung f�ur die Ordnungen 2 bis 6 bei derKopplung g = 10�5.



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 143m�ussen die Skalierungsdimensionen D2n des vollen Modells verwendet werden. InAbschnitt 5.3.3 wurde ein Rekursionsverfahren untersucht, das L�osungen der hier-archischen RGDGL ergibt. Alle formalen Schritte, die zu den Rekursionsrelationen(5.85) f�uhren, �andern sich nicht, wenn d2n durch D2n ersetzt wird. Lediglich dieDimensionen, in denen die Rekursion aufgeht, m�ussen neu bestimmt werden. Dassind die Dimensionen d, in denen f�ur alle Ordnungen k > 1 gilt:D2n � kD4 6= 0; f�ur alle n mit n = 1 oder k + 1 > n > 3 . (5.89)Dabei ist D2n = d+ n(2� d), also gilt:D2n � kD4 = d(k + 1� n)� 4k + 2n: (5.90)Dimensionen, in denen (5.89) nicht gilt, werden als resonant bezeichnet. Mit (5.90)folgt, da� die resonanten Dimensionen den resonanten Dimensionen aus Abschnitt4.3.2 gleichen; der Fall n = 0 ist hier aber ausgeschlossen, da Vakuumterme in derEntwicklung nicht ber�ucksichtigt werden. Damit sind die resonanten Dimensionendurch d(k) = 4 � 2k , k > 1 und durch d 2 Q>4 gegeben. Es gibt keine ganzzahli-ge Dimension gr�o�er als Eins, in der (5.89) gilt, in der also die Rekursion aufgeht.Der interessanteste Fall ist d = 3; dann kann der Massenkoe�zient a(2)1 in zweiterOrdnung (k = 2) nicht bestimmt werden. Dies f�uhrte in Abschnitt 4.3.3 zu einerSt�orungsentwicklung in einer laufenden Kopplung und ihrem Logarithmus. Mit dengleichen Argumenten wird nun zur L�osung der RGDGL in der lokalen N�aherungeine Doppelentwicklung in der Kopplungskonstanten g und ihrem Logarithmus ver-wendet.5.3.6 St�orungstheorie in der laufenden Kopplung und ihremLogarithmusF�ur eine St�orungsentwicklung in der Kopplungskonstanten g = a2(�) und ihremLogarithmus � = log g f�ur die lokale N�aherung (5.51) der RGDGL f�ur die reskaliertenImpulsraumkerne des Potentials macht man den Ansatza1 = 1Xk=1 1Xt=0 1k!
2k�1gk�ta(k;t)1 ;an = 1Xk=n�1 1Xt=0 1k!
2k�ngk�ta(k;t)n ; f�ur n > 3: (5.91)Dabei soll zus�atzlich a(k;t)n = 0; f�ur t > �k + 1� n2 � (5.92)gelten. Hier ist mit [�] die Gau�klammer gemeint. Dieser Ansatz wird wieder durchFeynman-Graphen motiviert. Diese sind aus �4-Vertices mit der Kopplung gund aus �2-Vertices mit der Kopplung g2� zusammengesetzt. Die Ordnung eines



144 KAPITEL 5. RGDGLGraphen ist durch die Ordnung in g gegeben. F�ur den Massenterm hat man bis zurzweiten Ordnung die folgenden Diagramme:a1(�) = 
g + 
3g2� + 
3g2 + : : : : (5.93)Die Bedingung (5.92) wird durch das Bed�urfnis erkl�art, eine minimale Anzahl vonTermen in der Entwicklung mitzuf�uhren. Anders formuliert bedeutet dies, da� nurGraphen ber�ucksichtigt werden, die aus den beiden oben angef�uhrten Vertices auf-gebaut werden k�onnen. Dann hat der erste �6-Graph mit einem �-Einschub dieGestalt

5g4� : (5.94)Dieser Graph ist von vierter Ordnung. F�ur a3 stellt man sich also die folgendeSumme vor: a3 = 
g2 + 
3g3 + 
5g4�+ 
5g4 + : : : : (5.95)Analog kann man sich f�ur andere n davon �uberzeugen, da� der Ansatz (5.91) unddie Bedingung (5.92) sinnvoll sind. Wie im letzten Abschnitt wird (5.91) nun indie Gleichungen (5.51) eingesetzt, mit deren Hilfe Rekursionsgleichungen f�ur dieKoe�zienten a(k;t)n aufgestellt werden. An die Stelle von Lemma 2 trittLemma 3 F�ur k0; l0 2 Z>0 gilt:1Xk=k0 1Xt=0 1k!f(k; t) 1Xl=l0 1Xs=0 1l!g(l; s)= 1Xk=k0+l0 1Xt=0 1k! k�k0Xl=l0 tXs=0 �kl�f(k � l; t� s)g(l; s) : � (5.96)Beim Einsetzen von (5.91) in die Di�erentialgleichungen (5.51) treten TermeD(gk�t)auf. F�ur diese �ndet man:D(gk�t) = gk�1(t�t�1 + k�t)Dg: (5.97)



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 145Die Berechnung einer Entwicklung f�ur Dg geschieht mit Hilfe der RGDGL f�ur n = 2,und zwar aus der Gleichung (D +D4)g = 
a3 � 8
ga1: (5.98)Daraus wird durch Einsetzen der St�orungsreihen f�ur die Koe�zienten:Dg = 1Xk=1 1Xt=0 1k!
2k�2gk�t(Dg)(k;t); mit(Dg)(k;t) = (�D4; f�ur (k; t) = (1; 0);a(k;t)3 � 8ka(k�1;t)1 ; sonst: (5.99)Damit kann man die linke Seite der RGDGL nach einigen Umformungen unterVerwendung von Lemma 3 f�ur n > 3 auf die Gestalt(D +D2n)an= 1Xk=n�1 1Xt=0 1k!
2k�ngk�tnD2na(k;t)n + (Dan)(k;t)o (5.100)bringen, die einen Koe�zientenvergleich der linken und der rechten Seite erm�ogli-chen wird. Dabei ist (Dan)(k;t) durch(Dan)(k;t) = 1k + 1 k�n+2Xl=1 �k+1l � tXs=0(Dg)(l;s)�n(t+ 1� s)a(k+1�l;t+1�s)n + (k + 1� l)a(k+1�l;t�s)n o (5.101)de�niert. Der Fall n = 1 mu� wieder gesondert behandelt werden. F�ur n = 1 erh�altdie linke Seite von (5.51) die Form:(D +D2)a1 = 1Xk=1 1Xt=0 1k!
2k�1gk�t�D2a(k;t)1 + (Da1)(k;t)	 : (5.102)F�ur (Da1)(k;t) hat man die Beziehung(Da1)(k;t) = 1k + 1 kXl=1 �k+1l � tXs=0(Dg)(l;s)�n(t+ 1� s)a(k+1�l;t+1�s)1 + (k + 1� l)a(k+1�l;t�s)1 o : (5.103)Die Betrachtung der linken Seite der RGDGL ist damit abgeschlossen. Durch Ein-setzen der St�orungsreihen f�ur die Koe�zienten an auf der rechten Seite der RGDGLergibt sich 
an+1 = 1Xk=n 1Xt=0 1k!
2k�ngk�ta(k;t)n+1 ; f�ur n > 3; (5.104)



146 KAPITEL 5. RGDGLw�ahrend f�ur den quadratischen Term gilt:�
 nXm=1 � 2n2m�1�aman�m+1 =�4n 1Xk=n 1Xt=0 1k!
2k�ngk�t k�1Xl=n�1 tXs=0 �kl�a(k�l;t�s)1 a(l;s)n� 1Xk=n�1 1Xt=0 1k!
2k�ngk�t n�1Xm=2 � 2n2m�1� k�m+1Xl=n�m tXs=0 �kl�a(k�l;t�s)m a(l;s)n�m+1 : (5.105)Im Fall n = 1 lautet das Ergebnis:r.S. = 
g � 2 1Xk=2 1Xt=0 1k!
2k�1gk�t k�1Xl=1 tXs=0 �kl�a(k�l;t�s)1 a(l;s)1 : (5.106)Damit ist die linke und die rechte Seite der RGDGL in Form von Doppelentwick-lungen in g und � = log g dargestellt.5.3.7 Au
�osung der RekursionDie obigen Gleichungen werden durch das folgende Rekursionsschema formal gel�ost.In erster Ordnung ist nur a(1;0)1 zu bestimmen, alle anderen Koe�zienten sind gleichNull. Wenn alle Koe�zienten bis zu einer Ordnung k berechnet sind, bestimmtman zun�achst den h�ochsten Koe�zienten a(k;0)k+1 . Der zugeh�orige Feynman-Graphhat 2k+2 �au�ere Beine; er mu� also aus k �4-Vertices aufgebaut sein. Graphen mit2k+2 �au�eren Beinen in k-ter Ordnung k�onnen noch keine �-Einsch�ube besitzen, dashei�t a(k;t)k+1 = 0 f�ur t > 0, vergleiche (5.92). Dann bestimmt man den Koe�zientena(k;0)k . Die zugeh�origen Graphen sind Ein-Schleifen-Diagramme. Als n�achstes wirda(k;1)k�1 und danach a(k;0)k�1 berechnet. Analog bestimmt man die Familie a(k;t)n von Ko-e�zienten bei festem n mit sinkendem t. Der letzte Koe�zient, der berechnet wird,ist a(k;0)1 . Grob gesprochen werden also die Koe�zienten mit wachsender Ordnungbestimmt. In einer Ordnung werden zun�achst Graphen mit vielen �au�eren Beinenbehandelt. Von diesen wiederum werden zuerst diejenigen betrachtet, die die mei-sten �-Einsch�ube besitzen. Dieses Schema hat die anschauliche Grundlage, da� zumBeispiel Massendiagramme einer bestimmten Ordnung durch Kontraktion von Lini-en eines Graphen derselben Ordnung erzeugt werden k�onnen. Der Koe�zient desMassenterms wird damit im allgemeinen Koe�zienten von h�oheren Feldpotenzenderselben Ordnung beinhalten. Diese m�ussen zuerst bestimmt werden. Ferner wer-den aus g2�-Vertices einfache g2-Diagramme erzeugt. Daher mu� man mit fallendemt vorgehen.Die Koe�zienten a(k;t)n werden durch Koe�zientenvergleich der Terme der Ord-nungen gk�t bestimmt. Zun�achst wird hier a(1;0)1 berechnet. Aus (5.102) und (5.106)bekommt man die Gleichung (D2 �D4)a(1;0)1 = 1: (5.107)



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 147Daraus folgt die formale Au
�osbarkeit nach a(1;0)1 . In der Ordnung k folgt f�ur n =k + 1 aus (5.101):(Dak+1)(k;0) = �D4fa(k;1)k+1 + ka(k;0)k+1 g = �kD4a(k;0)k+1 : (5.108)Insgesamt erh�alt man f�ur a(k;0)k+1 die Gleichung(D2k+2 � kD4)a(k;0)k+1 = � kXm=2 � 2k+22m�1�� kk+1�m�a(m�1;0)m a(k+1�m;0)k�m+2 ; (5.109)was nat�urlich Gleichung (5.77) entspricht. Man erkennt wieder, da� die h�ochstenKoe�zienten nur durch die h�ochsten Koe�zienten der niedrigeren Ordnungen ge-trieben werden. Dies wird durch die symbolische Gleichung (5.79) verdeutlicht. Aufder rechten Seite von (5.109) kommen nur Entwicklungskoe�zienten beziehungs-weise Graphen von niedrigeren Ordnungen als k vor. Damit hat man die formaleAu
�osbarkeit nach a(k;0)k+1 gezeigt.Nun untersucht man die Koe�zienten a(k;t)n f�ur 3 6 n < k+1. Alle Koe�zienten,die zu h�oheren Feldpotenzen geh�oren, seien schon berechnet. F�ur ein beliebiges tgilt: (Dan)(k;t) = �D4n(t + 1)a(k;t+1)n + ka(k;t)n o+ Fn(k; t): (5.110)Dabei hat man die Abk�urzungFn(k; t) = 1k + 1 k�n+2Xl=2 �k+1l � tXs=0(a(l;s)3 � 8la(l�1;s)1 )�n(t+ 1� s)a(k+1�l;t+1�s)n + (k + 1� l)a(k+1�l;t�s)n o (5.111)verwendet. In diesem Ausdruck treten nur Koe�zienten a(i;j)m mit i < k auf, dieschon bekannt sind. F�ur t = [k+1�n2 ] lautet die linke Seite damit:(D2n � kD4) a(k;t)n + Fn(k; t): (5.112)Auf der rechten Seite mu� man nun zus�atzlich den linearen Term 
an+1 beachten.Dieser gibt den Beitrag a(k;t)n+1 und ist somit als bekannt vorausgesetzt. Die anderenTerme auf der rechten Seite sind von niedrigerer Ordnung als k, siehe (5.105). F�ur0 6 t < [k+1�n2 ] hat die linke Seite die Gestalt(D2n � kD4)a(k;t)n � (t+ 1)D4a(k;t+1)n + Fn(k; t): (5.113)Die rechte Seite ist wiederum aus bekannten Koe�zienten zusammengesetzt. Damithat man die formale Au
�osbarkeit nach allen Koe�zienten a(k;t)n mit n > 3 gezeigt.Der Fall n = 1 wird gesondert betrachtet:(Da1)(k;t) = �D4n(t+ 1)a(k;t+1)1 + ka(k;t)1 o+ 1k + 1 kXl=2 tXs=0 �k+1l �(a(l;s)3 � 8la(l�1;s)1 )�n(t + 1� s)a(k+1�l;t+1�s)1 + (k + 1� l)a(k+1�l;t�s)1 o: (5.114)



148 KAPITEL 5. RGDGLDa a(k;s)3 schon bekannt ist, l�a�t sich das oben angef�uhrte Schema wiederholen. Ins-gesamt hat man damit die formale Au
�osbarkeit nach den Entwicklungskoe�zientengezeigt.5.3.8 Beseitigung der ResonanzenVerschwindet der Ausdruck D2n � kD4, so kann die Familie fa(k;t)n j0 6 t 6 [k+1�n2 ]gvon Koe�zienten aus den obigen Gleichungen nicht arithmetisch bestimmt werden,wie man an (5.112) erkennt. Eine solche Familie wird dann als resonant bezeichnet.Zu einer bestimmten resonanten Dimension d mit 2 < d < 4 gibt es maximal einesolche resonante Familie von Entwicklungskoe�zienten, da nur der Massenterm re-sonant sein kann. Man erwartet, da� die L�osung der RGDGL erst dann Logarithmenaufweist, wenn dies zur Beseitigung einer Resonanz notwendig ist. Das bedeutet,da� in einer resonanten Dimension alle Koe�zienten a(k;t)n mit t > 0 f�ur niedrigereOrdnungen k als die resonante Ordnung kR verschwinden. Au�erdem erwartet man,da� in der resonanten Ordnung alle Koe�zienten a(kR;t)n mit n > 1 f�ur t > 0 gleichNull sind. Wenn man dann den h�ochsten Koe�zienten a(kR;tmax)1 der resonanten Fa-milie betrachtet, so kann noch kein Graph mit Logarithmen erzeugt worden sein.(tmax wird also gleich Eins sein.) Daher wird die Gleichung f�ur a(kR;tmax)1 die Gestalt(D2 � kRD4) a(kR;tmax)1 = 0 (5.115)haben. a(kR;tmax)1 ist frei w�ahlbar, da D2 � kRD4 verschwindet. Dies dr�uckt die Tat-sache aus, da� Graphen mit g2�-Vertices in die Entwicklung eingef�uhrt werden, umdie Resonanzen zu beseitigen. Dabei bekommt a(kR;tmax)1 ein solches Gewicht, da� diedynamisch erzeugten Massendiagramme mit tmax � 1 g2�-Vertices der Ordnung kRkompensiert werden, indem a(kR;tmax)1 so de�niert wird, da� a(kR;tmax�1)1 frei w�ahlbarist. Wie erwartet, ist dies f�ur alle Dimensionen d 6= 4 m�oglich, wie man an Gleichung(5.113) erkennen kann, da f�ur D4 6= 0 f�ur d 6= 4 gilt. In vier Dimensionen wird die: �4 :-Richtung am trivialen Renormierungsgruppen�xpunkt marginal, daher kanndie Idee, Logarithmen der Kopplungskonstanten in die Entwicklung einzuf�uhren,um dynamisch erzeugte Terme durch Reskalierung der Kopplung zu kompensieren,nicht mehr funktionieren.Die Behauptungen und Erwartungen �uber die Struktur der Gleichungen f�ur reso-nante Koe�zienten sind noch nicht in beliebigen Dimensionen bewiesen worden, dadies auf eine etwas erm�udende Indexanalyse hinausf�uhren w�urde. Es ist auch denk-bar, da� au�er der L�osung der Art, wie sie eben beschrieben wurde, auch L�osungender RGDGL existieren, die anders aufgebaut sind. Bei solchen L�osungen h�atte mandann mehr g2�-Vertices in den Diagrammen der Entwicklung. Die Gestalt von Glei-chung (5.115) m�u�te sich dann ergeben, indem sich Terme auf der linken und rechtenSeite der Bestimmungsgleichung f�ur a(kR;tmax)1 geeignet aufheben. In dem interessan-testen Fall d = 3 sind die obigen Behauptungen aber erf�ullt. In drei Dimensionenist der Massenterm in zweiter Ordnung resonant. Im folgenden werden daher alleEntwicklungskoe�zienten bis zur zweiten Ordnung St�orungstheorie berechnet.



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 149Aus Gleichung (5.107) entnimmt man mit Hilfe von (5.90), da� in drei Dimen-sionen gilt: a(1;0)1 = 1: (5.116)In zweiter Ordnung mu� man die folgenden drei Koe�zienten berechnen:a(2;0)3a(2;1)1a(2;0)1 : (5.117)Zuerst betrachtet man den Baumgraphen. F�ur a(2;0)3 erh�alt man aus (5.109) dieGleichung (D6 � 2D4)a(2;0)3= � 2Xm=2 �63��21�a(1;0)2 a(1;0)2 = �40: (5.118)Aus (5.90) folgt damit a(2;0)3 = 20: (5.119)F�ur a(2;1)1 bekommt man aus (5.102) und (5.106) die Gleichung(D2 � 2D4)a(2;1)1 = �2 1Xl=1 1Xs=0 �2l�a(1;1�s)1 a(1;s)1 = 0: (5.120)In drei Dimensionen ist (5.120) einfach die Identit�at 0 = 0. a(2;1)1 ist also frei w�ahlbar.F�ur a(2;0)1 gilt:(D2 � 2D4)a(2;0)1 �D4a(2;1)1 + a(1;0)1 (a(2;0)3 � 16a(1;0)1 ) = �4a(1;0)1 2: (5.121)Nun w�ahlt man a(2;1)1 so, da� diese Gleichung nicht widerspr�uchlich ist:a(2;1)1 = 1D4 �a(1;0)1 a(2;0)3 � 12a(1;0)1 2� : (5.122)Im dreidimensionalen Fall folgt also:a(2;1)1 = 8; (5.123)und aus (5.121) ist die Identit�at 0 = 0 geworden. a(2;0)1 kann aus den Gleichungennicht weiter bestimmt werden. Damit ist die L�osung der lokalen N�aherung derRGDGL in drei Dimensionen bis zur zweiten Ordnung angegeben. Die Strategiezur Beseitigung der Resonanzen konnte an diesem Beispiel besonders gut illustriertwerden.



150 KAPITEL 5. RGDGL5.3.9 Numerische Auswertung der L�osungenDer Aufwand zur Berechnung der Koe�zienten der Doppelentwicklung ist deutlichh�oher als in Abschnitt 5.3.4. Dennoch kann man ohne M�uhe zu Ordnungen zwischen20 und 40 vorsto�en. Bevor man die Koe�zienten berechnet, mu� man den freienParameter a(2;0)1 w�ahlen. Bis auf weiteres wird hier a(2;0)1 = 0 gesetzt.k a(k;0)1 a(k;0)31 1:000000�100 0:000000�1002 0:000000�100 2:000000�1013 7:680000�102 7:200000�1024 �1:016640�105 �2:064000�1055 1:058833�108 3:148368�1086 �2:612777�10+11 �1:048067�10+127 1:333723�10+15 6:690815�10+158 �1:243967�10+19 �7:484249�10+199 1:965376�10+23 1:378654�10+2410 �4:963545�10+27 �3:977172�10+2811 1:911207�10+32 1:722187�10+3312 �1:078703�10+37 �1:079727�10+38Tabelle 5.3: Entwicklungskoe�zienten des Massenterms und des �6-Terms ohne g2�-Einschub bis zur zw�olften Ordnung.Das Verhalten der Koe�zienten mit der Ordnung k wird durch Tabelle 5.3 illu-striert, in der die Entwicklungskoe�zienten des Massenterms und des �6-Terms f�urt = 0 bis zur zw�olften Ordnung eingetragen sind. Ab einer bestimmten Ordnungalternieren die Vorzeichen der Koe�zienten, ihr Betrag w�achst st�arker als faktoriellan. Diese Tabelle ist mit Tabelle 5.4 zu vergleichen, wo man die entsprechendenKoe�zienten f�ur t = 1 �ndet. Es entspricht den Erwartungen, da� die Koe�zien-ten in Tabelle 5.4 etwas kleiner sind, da Diagramme mit g2�-Vertices sp�ater erzeugtwerden, als solche ohne. Dies kann man auch an Tabelle 5.5 erkennen, in der die Ent-wicklungskoe�zienten des Massenterms in der Ordnung 20 als Funktion der Anzahlder g2�-Vertices dargestellt sind.Zum Abschlu� werden die L�osungen der lokalen N�aherung an die RGDGL dar-gestellt. Dazu ist das Potential aus den Entwicklungskoe�zienten f�ur zwei Wertef�ur die Kopplungskonstante g und f�ur zwei Werte f�ur den freien Parameter a(2;0)1zusammengesetzt worden. � hat dabei den Wert � = log g. Diese Potentiale sindin Abbildung 5.3 dargestellt. Dabei entsprechen die durchgezogenen Linien Wertena(2;0)1 = 0, w�ahrend f�ur die Potentiale mit den gestrichelten Linien a(2;0)1 = �5000gilt. An Abbildung 5.3 kann man erkennen, da� f�ur kleine Werte der Kopplung(g < 10�3) der Renormierungsgruppen
u� nahezu unabh�angig von der Wahl vona(2;0)1 ist. Das Potential in Abbildung 5.3 ist sehr 
ach, man be�ndet sich noch inder N�ahe des trivialen Fixpunktes. Bei der zehnfachen Kopplung gibt es einen deut-lichen qualitativen Unterschied zwischen den Kurven: F�ur a(2;0)1 = �5000 ist das



5.3. ST �ORUNGSTHEORIE F�UR DIE LOKALE N�AHERUNG 151k a(k;1)1 a(k;1)32 8:000000�100 0:000000�1003 0:000000�100 0:000000�1004 1:459200�104 3:840000�1035 �3:790507�106 �1:152000�1066 4:414712�109 1:882829�1097 �1:328205�10+13 �6:803208�10+128 7:999769�10+16 4:884776�10+169 �8:619696�10+20 �6:258921�10+2010 1:547229�10+25 1:325787�10+2511 �4:379752�10+29 �4:373509�10+2912 1:869202�10+34 2:144937�10+34Tabelle 5.4: Entwicklungskoe�zienten des Massenterms und des �6-Terms mit einemg2�-Einschub bis zur zw�olften Ordnung.
Potential ein 2-Well-Potential, w�ahrend man f�ur a(2;0)1 = 0 ein Single-Well-Potentialbekommt. Daher kann man erwarten, da� die Theorie bei einer Wahl des freienParameters kritisch wird.

t a(20;t)10 �4:702599�10+791 1:625465�10+762 �7:119308�10+713 �2:170582�10+674 �4:519471�10+625 �9:880809�10+576 �2:709200�10+537 �1:014231�10+498 �4:810181�10+449 �1:639388�10+4010 �4:652273�10+34Tabelle 5.5: Entwicklungskoe�zienten des Massenterms in der Ordnung 20 mit tg2�-Vertices.



152 KAPITEL 5. RGDGL

Abbildung 5.3: Potential der lokalen N�aherung in der g-log g Entwicklung in 6.Ordnung f�ur a(2;0)1 = 0;�5000 bei den Kopplungen g = 10�3 und g = 10�2
5.4 St�orungstheorie f�ur die Kerne bei schwacherImpulsabh�angigkeit5.4.1 De�nition der N�aherungDie einfachste N�aherung an die RGDGL (5.49) f�ur die reskalierten Impulsraumkerne~Vn(q1; : : : ; q2n; �) des Potentials wurde in Abschnitt 5.3 untersucht. Dabei wurdedie Impulsabh�angigkeit dieser Kerne vollst�andig vernachl�assigt. Nun soll die Im-pulsabh�angigkeit der Kerne ber�ucksichtigt werden. Hier wird allerdings gefordert,da� sich die Impulsraumkerne nur schwach mit den Impulsen �andern. Das hei�t,da� der Term 2nXi=1 qi � rqi ~Vn(q1; : : : ; q2n; �) (5.124)in den Gleichungen (5.49) gegen�uber�D2n + � @@�� ~Vn(q1; : : : ; q2n; �) (5.125)



5.4. ST �ORUNGSTHEORIE BEI SCHWACHER IMPULSABH�ANGIGKEIT 153vernachl�assigt wird. Dann haben die Gleichungen (5.49) die Gestalt(D2n +D) ~Vn(q1; : : : ; q2n; �) =
 Zq f 0(q2)~Vn+1(q1; : : : ; q2n; q;�q; �)�
 nXm=1 � 2n2m�1�nf 0(Q22m�1)~Vm(q1; : : : ; q2m�1;�Q2m�1; �)�~Vn�m+1(q2m; : : : ; q2n; Q2m�1; �)oS2n : (5.126)Dabei wurde ein Organisationsparameter 
 = 1 eingef�uhrt, um die folgenden �Uber-legungen zu vereinfachen. Das System (5.126) ist die RGDGL f�ur die reskalier-ten Impulsraumkerne bei schwacher Impulsabh�angigkeit. F�ur dieses Gleichungssys-tem soll nun eine St�orungstheorie in einer laufenden Kopplung und ihrem Loga-rithmus de�niert werden. Diese N�aherung ist eine echte Erweiterung der lokalenhierarchischen N�aherung. Die Entwicklung in Impulspotenzen ist gleichzeitig einenichtst�orungstheoretische Entwicklung.5.4.2 St�orungstheorie in der laufenden Kopplung und ihremLogarithmusNun wird in Analogie zu Abschnitt 5.3 ein st�orungstheoretischer Ansatz zur L�osungdes Gleichungssystems (5.126) vorschlagen. Dabei wird eine Entwicklung in einerlaufenden Kopplung g und ihrem Logarithmus � = log g benutzt, um Resonanzenzu behandeln. Als laufende Kopplung wird die �4-Kopplungg = ~V2(0; : : : ; 0; �) (5.127)verwendet. Dann kann man die lokale N�aherung als Impuls-Null-Fall der N�aherungbei schwacher Impulsabh�angigkeit betrachten. Nun wird der folgende Ansatz zurL�osung der Polchinski-Gleichungen (5.126) vorgeschlagen:~V1(q1; q2) = 1Xk=1 1Xt=0 1k!
2k�1gk�ta(k;t)1 (q1; q2)~Vn(q1; : : : ; q2n; �) = 1Xk=n�1 1Xt=0 1k!
2k�ngk�ta(k;t)n (q1; : : : ; q2n);f�ur n > 2: (5.128)Dabei sollen die Koe�zienten a(k;t)n f�ur zu gro�e Werte von t verschwinden:a(k;t)n (q1; : : : ; qn) = 0; f�ur t > �k + 1� n2 �: (5.129)Aus der De�nition der Kopplung folgt also:a(k;t)2 (0; : : : ; 0; �) = 0 (5.130)



154 KAPITEL 5. RGDGLf�ur k > 1. Die anschauliche Bedeutung dieses Ansatzes wurde in Abschnitt 5.3.6erkl�art. Bei der Betrachtung der linken Seite von (5.126) mu� D ~Vn gebildet werden.F�ur D(gk�t) gilt D(gk�t) = gk�1(t�t�1 + k�t)Dg: (5.131)Aus (5.126) und (5.127) folgt, da� f�ur die Ableitung Dg der Kopplung die BeziehungDg = �D4g � 8
gf 0(0)~V1(0; 0; �) + 
 Zq f 0(q2)~V3(0; : : : ; 0; q;�q; �) (5.132)gilt. Nach Einsetzen des Ansatzes wird dies zuDg = 1Xk=1 1Xt=0 1k!
2k�2gk�t(Dg)(k;t); (5.133)wobei (Dg)(k;t) = 8><>:�D4; falls (k; t) = (1; 0);�8kf 0(0)a(k�1;t)1 (0; 0)+ Rq f 0(q2)a(k;t)3 (0; : : : ; 0; q;�q); sonst (5.134)gesetzt wurde. Damit ist man in der Lage, D ~Vn zu berechnen. F�ur n > 2 erh�altman auf der linken Seite von (5.126):(D +D2n)~Vn(q1; : : : ; q2n; �)= 1Xk=n�1 1Xt=0 1k!
2k�ngk�t�D2na(k;t)n (q1; : : : ; q2n) + (Dan)(k;t)(q1; : : : ; q2n)� : (5.135)Dabei wurde (Dan)(k;t) durch(Dan)(k;t)(q1; : : : ; q2n)= 1k + 1 k�n+2Xl=1 �k+1l � tXs=0(Dg)(l;s)n(t + 1� s)a(k+1�l;t+1�s)n (q1; : : : ; q2n)+(k + 1� l)a(k+1�l;t�s)n (q1; : : : ; q2n)o (5.136)de�niert. Dies steht in v�olliger Analogie zu (5.100) und (5.101). Im Fall n = 1erh�alt man f�ur die linke Seite der Gleichungen (5.126) :(D +D2)~V1(q1; q2; �)= 1Xk=1 1Xt=0 1k!
2k�1gk�t(D2a(k;t)1 (q1; q2) + (Da1)(k;t)(q1; q2)): (5.137)



5.4. ST �ORUNGSTHEORIE BEI SCHWACHER IMPULSABH�ANGIGKEIT 155Dabei gilt nun:(Da1)(k;t)(q1; q2)= 1k + 1 kXl=1 �k+1l � tXs=0(Dg)(l;s)n(t + 1� s)a(k+1�l;t+1�s)1 (q1; q2)+(k + 1� l)a(k+1�l;t�s)1 (q1; q2)o: (5.138)Nun betrachtet man die rechte Seite der Gleichungen (5.126). Nach Einsetzen desst�orungstheoretischen Ansatzes (5.128) erh�alt man f�ur n > 2 f�ur den linearen Term:
 Zq f 0(q2)~Vn+1(q1; : : : ; q2n; q;�q; �)= 1Xk=n 1Xt=0 1k!
2k�ngk�t Zq f 0(q2)a(k;t)n+1(q1; : : : ; q2n; q;�q): (5.139)F�ur den quadratischen Term ergibt sich nach einigen Umformungen:�
 nXm=1 � 2n2m�1�nf 0(Q22m�1)~Vm(q1; : : : ; q2m�1;�Q2m�1; �)�~Vn�m+1(q2m; : : : ; q2n; Q2m�1; �)oS2n= �2n 1Xk=n 1Xt=0 1k!
2k�ngk�t� k�1Xl=n�1 tXs=0�nf 0(q21)a(k�l;t�s)1 (q1;�q1)a(l;s)n (q2; : : : ; q2n; q1)oS2n�nf 0(Q22n�1)a(k�l;t�s)n (q1; : : : ; q2n�1;�Q2n�1)a(l;s)1 (q2n; Q2n�1)oS2n�� 1Xk=n�1 1Xt=0 1k!
2k�ngk�t n�1Xm=2 � 2n2m�1�� k+1�mXl=n�m tXs=0 �kl�nf 0(Q22m�1)a(k�l;t�s)m (q1; : : : ; q2m�1;�Q2m�1)�a(l;s)n�m+1(q2m; : : : ; q2n;�Q2m�1)oS2n : (5.140)Nun folgt die Berechnung der rechten Seite von (5.126) f�ur n = 1. Man bekommtf�ur den linearen Term:
 Zq f 0(q2)~V2(q1; q2; q;�q; �)= 1Xk=1 1Xt=0 1k!
2k�1gk�t Zq f 0(q2)a(k;t)2 (q1; q2; q;�q): (5.141)



156 KAPITEL 5. RGDGLDer quadratische Term ergibt sich zu�2
�f 0(q21)~V1(q1;�q1; �)~V1(q2; q1; �)	S2= �2 1Xk=2 1Xt=0 1k!
2k�1gk�t� k�1Xl=1 tXs=0 �kl�nf 0(q21)a(k�l;t�s)1 (q1;�q1)a(l;s)1 (q2; q1)oS2 : (5.142)Damit hat man die Entwicklung (5.128) auf der linken und rechten Seite von (5.126)eingesetzt und auf eine geeignete Gestalt umgeformt.5.4.3 Au
�osung der RekursionNun be�ndet man sich in der Lage zu ermitteln, wie die St�orungskoe�zienten re-kursiv bestimmt werden. Das Schema aus Abschnitt 5.3.7 kann mit leichten Ab-weichungen �ubernommen werden. Eine Induktion beweist, da� die Koe�zientenrekursiv bestimmt werden k�onnen. Zuerst wird a(1;0)1 berechnet. In einer vorgege-benen Ordnung k berechnet man dann zun�achst die Familien von Koe�zienten, dieFeynman-Graphen mit vielen �au�eren Beinen entsprechen. Das hei�t man geht vonBaumgraphen zu Graphen mit immer mehr Schleifen vor. Innerhalb dieser Familienwerden zun�achst Koe�zienten mit vielen g2�-Vertices berechnet. Dieses Schemawird in Abschnitt 5.3.7 genauer erkl�art. Hier wird formal gezeigt, da� man wieoben beschrieben vorgehen kann. Dazu wird ein Koe�zientenvergleich zwischen derlinken und rechten Seite der RGDGL durchgef�uhrt. F�ur n > 2 erh�alt man:(D2n � kD4)a(k;t)n (q1; : : : ; q2n)�D4(t+ 1)a(k;t+1)n (q1; : : : ; q2n)+ 1k + 1 k�n+2Xl=2 �k+1l � tXs=0 n� 8lf 0(0)a(l;s)1 (0; 0) + Zq f 0(q2)a(l;s)3 (0; : : : ; 0; q;�q)o�n(t+ 1� s)a(k+1�l;t+1�s)n (q1; : : : ; q2n) + (k + 1� l)a(k+1�l;t�s)n (q1; : : : ; q2n)o= Zq f 0(q2)a(k;t)n+1(q1; : : : ; q2n; q;�q)�2n k�1Xl=n�1 tXs=0�nf 0(q21)a(k�l;t�s)1 (q1;�q1)a(l;s)n (q2; : : : ; q2n; q1)oS2n+nf 0(Q22n�1)a(k�l;t�s)n (q1; : : : ; q2n�1;�Q2n�1)a(l;s)1 (q2n; Q2n�1)oS2n�� n�1Xm=2 � 2n2m�1� k�m+1Xl=n�m tXs=0 �kl�nf 0(Q22m�1)a(k�l;t�s)m (q1; : : : ; q2m�1;�Q2m�1)�a(l;s)n�m+1(q2m; : : : ; q2n; Q2m�1)oS2n : (5.143)



5.4. ST �ORUNGSTHEORIE BEI SCHWACHER IMPULSABH�ANGIGKEIT 157Die analoge Gleichung f�ur n = 1 lautet:(D2 � kD4)a(k;t)1 (q1; q2)�D4(t+ 1)a(k;t+1)1 (q1; q2)+ 1k + 1 kXl=2 �k+1l � tXs=0 n� 8lf 0(0)a(l�1;s)1 (0; 0) + Zq f 0(q2)a(l;s)3 (0; : : : ; 0; q;�q)on(t+ 1� s)a(k+1�l;t+1�s)1 (q2; q2) + (k + 1� l)a(k+1�l;t�s)1 (q2; q2)o= Zq f 0(q2)a(k;t)2 (q1; q2; q;�q)�2 k�1Xl=1 tXs=0 �kl�nf 0(q21)a(k�l;t�s)1 (q1;�q1)a(l;s)1 (q2; q1)oS2 : (5.144)An (5.143) und (5.144) kann man nun alle wesentlichen Gleichungen ablesen. Zu-n�achst wird a(1;0)1 (q1; q2) berechnet. Aus Gleichung (5.144) erh�alt man:(D2 � kD4)a(1;0)1 (q1; q2) = Zq f 0(q2)a(1;0)2 (q1; q2; q;�q): (5.145)Die Funktion a(1;0)2 mu� also zur Bestimmung der ersten Ordnung vorgegeben sein.Anders ausgedr�uckt hei�t das, da� man den erzeugenden Vertex kennen mu�. An(5.143) erkennt man, da� a(1;0)2 in der Tat frei w�ahlbar ist. Also mu� a(1;0)2 durchgeeignete Forderungen festgelegt werden. Jeden weiteren Koe�zienten kann mandann berechnen. Bis auf diese �Anderung k�onnen die Schemata zur Au
�osung derRekursion und zur Beseitigung der Resonanzen aus Abschnitt 5.3 �ubernommen wer-den. Damit hat man ein funktionsf�ahiges Schema zur Bestimmung von L�osungender RGDGL bei schwacher Impulsabh�angigkeit bekommen. Auf die Berechnung derzweiten Ordnung wird hier verzichtet, da dies analog zu Abschnitt 5.3.8 ist. Manmu� lediglich den Koe�zienten a(2;0)2 zus�atzlich bestimmen.5.4.4 Diskussion der L�osungenHier wird darauf verzichtet, die St�orungsreihen bei schwacher Impulsabh�angigkeitexplizit auszurechnen. Dazu sollte man zun�achst die Probleme, die man bei derInterpretation der hierarchischen St�orungsreihen in g und � = log g hat, beseitigen.Das zentrale Problem ist wohl die Frage nach einem funktionsf�ahigen Resummati-onsschema f�ur die Reihen. Ein solches Schema sollte ebenso m�achtig sein, wie zumBeispiel die Borelsummation f�ur gew�ohnliche Potenzreihen. Wenn dieses Problemgekl�art ist, kann man die erhaltenen L�osungen der RGDGL vern�unftig interpretieren.Mit Hilfe dieser Reihen bei schwacher Impulsabh�angigkeit k�onnte man auch eine Ba-sis zur L�osung der vollen RGDGL bekommen, zum Beispiel durch ein numerischesIntegrationsverfahren, durch das die Impulsraumkerne rekursiv bestimmt werdenk�onnen. Durch die St�orungsreihen bei schwacher Impulsabh�angigkeit und durch dielokale N�aherung kann man Ideen bekommen, wie sich die Koe�zienten in hohenOrdnungen verhalten, siehe Abschnitt 5.3.4. Dies kann numerisch ausgenutzt wer-den. Es ist ebenfalls denkbar, die Impulsraumkerne durch eine numerische Iteration



158 KAPITEL 5. RGDGLzu bestimmen. Ein solches Iterationsverfahren w�urde als Startwert die L�osungen beischwacher Impulsabh�angigkeit besitzen. Ein solches numerisches Verfahren zu er-�nden, ist jedoch ziemlich aufwendig. In kleinen numerischen Experimenten wurdeeine einfache Vorw�artsiteration ausprobiert, die leider nicht konvergierte.



ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurden etablierte Methoden zur Renormierungsgruppenanalyse vonModellen der statistischen Physik und der Quantenfeldtheorie verallgemeinert, undneue Ideen entwickelt. Dabei wurde das hierarchische Modell, das aufgrund seinerlokalit�atserhaltenden Renormierungsgruppentransformation zur Entwicklung neuerIdeen als Testgel�ande ideal geeignet ist, besonders eingehend studiert.An dem hierarchischen Modell selbst konnte ich durch eine Verallgemeinerung ei-ner Methode aus [PPW94] zeigen, da� die Universalit�atsklassen der skalaren Theorienicht nur von der Dimension sondern auch von der Blockgr�o�e, die das hierarchi-sche Modell als Parameter vom vollen Modell erbt, abh�angen. Damit wird es etwasschwierig, wenn nicht unglaubw�urdig, das hierarchische Modell als Approximation andas volle Modell aufzufassen. Mit einer weiteren Verallgemeinerung der erw�ahntenMethodik konnte ich das volle Spektrum des hierarchischen Modells an nichttrivialenRenormierungsgruppen�xpunkten berechnen. Durch analytische Argumente wurdegezeigt, da� die anomale Dimension des hierarchischen Modells verschwindet.An dem hierarchischen Modell illustriere ich eine rekursive Entwicklung um dieBifurkationspunkte, an denen sich nichttriviale Renormierungsgruppen�xpunkte vondem trivialen Fixpunkt abspalten, die zur Bestimmung von kritischen Indizes f�uhrt.Diese Entwicklung ist eine �-Entwicklung, die aber so umformuliert ist, da� sie auchf�ur Gittertheorien durchf�uhrbar ist. Durch das Studium des Konvergenzverhaltensder erhaltenen Reihen erhalte ich Aufschlu� dar�uber, wie weit man in dem Parameter� extrapolieren kann.Die zentrale neue Idee in dieser Arbeit ist eine st�orungstheoretische Methodezur iterativen Berechnung von Potentialen auf einer renormierten Trajektorie. Re-normierte Trajektorien haben im Zusammenhang mit den perfekten Wirkungen vonHasenfratz und Niedermayer Aufsehen erregt. Als Voruntersuchung habe ich per-fekte Propagatoren f�ur Gittertheorien berechnet. Dabei wurde unter anderem ei-ne neue Blockspin-De�nition benutzt und systematisch mit bekannten Blockspin-De�nitionen verglichen. Die resultierenden e�ektiven Hamiltonfunktionen, die mitder 5-Punkt-Regel berechnet wurden, besitzen gute Lokalit�atseigenschaften; analy-tisch ist die 5-Punkt-Regel nur schwer handhabbar. Es ist ein o�enes Problem, einenexakten Ausdruck f�ur den perfekten 5-Punkt Laplaceoperator zu berechnen.Die renormierte Trajektorie konnte ich am Beispiel der hierarchischen �4-Theoriemit einer St�orungsentwicklung in einer laufenden Kopplung um den trivialen Fix-punkt berechnen. Sie ist durch eine Invarianzforderung und durch Angabe einerRichtung festgelegt. Zum Beispiel in drei Dimensionen treten Resonanzen in derEntwicklung auf. Dieses Problem konnte durch eine St�orungsentwicklung in der159



160 ZUSAMMENFASSUNGlaufenden Kopplung und ihrem Logarithmus gel�ost werden; die resonanten Dimen-sionen konnte ich vollst�andig klassi�zieren. Entlang der renormierten Trajektoriehabe ich einen st�orungstheoretischen Algorithmus zur Berechnung eines laufendenSystems von Observablen und Eigenwerten angegeben. Mit Hilfe von Fusionsre-geln kann man zusammengesetzte Observablen entlang der Trajektorie bestimmen.Analog habe ich auch um den Hochtemperatur�xpunkt Trajektorien berechnet so-wie laufende Observablen angegeben. Dabei traten keine Resonanzen auf. Sowohldie Reihen um den trivialen Fixpunkt als auch die Reihen vom Hochtemperatur�x-punkt aus lassen sich mit herk�ommlichen Methoden nicht aufsummieren. Wie manmit den berechneten Reihen das Spektrum am nichttrivialen Fixpunkt berechnet,ist daher noch unklar.Trajektorien im Raum der Potentiale werden durch die RGDGL erzeugt. Da-her sollte es m�oglich sein, die renormierte Trajektorie auch �uber die RGDGL zuberechnen. Dabei erh�alt man eine Rekursion, mit der man Aussagen �uber dieSt�orungsreihen in hohen Ordnungen machen kann.Im dargestellten Rahmen gibt es viele M�oglichkeiten zur weiteren Besch�aftigung:� Man kann versuchen, Trajektorien, die aus dem Infrarot-Fixpunkt herauslau-fen, zu berechnen. Dazu m�ussen Erwartungswerte bez�uglich des nichttrivialenFixpunktes bestimmt werden. Wenn man die Fusionsregeln f�ur die Observa-blen kennt, sind auch die Erwartungswerte gegeben. Man ist versucht, diesdirekt an konformen Feldtheorien auszuprobieren, f�ur die die Operatorpro-duktentwicklung bekannt ist.� Die dargestellten Methoden lassen sich direkt auf volle Modelle �ubertragen;dies wurde am Beispiel der �44-Theorie in [Wie96b] gezeigt, ist aber auch f�urandere Dimensionen und Modelle m�oglich. In drei Dimensionen kann mandie Idee einer Doppelentwicklung mit Logarithmen verwerten. Ein weiteresinteressantes Modell ist die Quantenelektrodynamik.� Es w�are sehr interessant, exakte Aussagen �uber die Eigenschaften der herge-leiteten St�orungsreihen zu machen. Erste Versuch in dieser Richtung endetendurchaus vielversprechend. Vielleicht ergeben sich knappe Renormierbarkeits-beweise und Konstruktionen innerhalb des dargestellten Rahmens.� Es wurde gezeigt, da� das hierarchische Modell nicht als Approximation an dasvolle Modell betrachtet werden sollte, auch wenn es qualitativ das richtige Bildliefert. Man kann versuchen, ein Approximationsschema zwischen vollen undhierarchischen Modellen zu entwickeln. Dazu kann man die Polymerentwick-lung einer Gitterfeldtheorie ausgehend von einer Monomerapproximation derRenormierungsgruppentransformation mit abgespaltenem Hochtemperatur�x-punkt systematisch um Dimere, Trimere und gr�o�ere Polymere erweitern. InArbeiten zur konstruktiven Physik wird gezeigt, da� die relevanten Teile im Re-normierungsgruppen
u� durch kleine, lokale Polymere gegeben sind [BDH95];daher sollte eine solche Approximation schnell gute Resultate f�ur kritische In-dizes liefern. Eine reine Monomerapproximation hat bisher noch keine neuePhysik gezeigt.



ZUSAMMENFASSUNG 161� Ein Approximationsschema zwischen dem hierarchischen Modell und dem vol-len Modell konnte in dieser Arbeit entwickelt werden, n�amlich der �Ubergangvon der lokalen N�aherung der RGDGL zur N�aherung bei schwacher Impuls-abh�angigkeit. In diesem Sinn kann man weitermachen und Korrekturen inh�oheren Impulsordnungen anbringen. Auf diese Weise k�onnte man eine nu-merische Industrie zur L�osung der vollen, reskalierten RGDGL entwickeln.�Ahnliche Entwicklungen, aber ausgehend von anderen Gleichungen, werdenin Arbeiten von Wetterich et al. [ABB+95] und anderen mit gro�em Erfolgbetrachtet. Dies �ndet man auch unter dem Schlagwort Derivative Expansion.� Die �-Entwicklung aus Kapitel 3 kann man f�ur volle Gittertheorien berechnen.Es w�are bereits ein interessantes Projekt, bis zur zweiten Ordnung in � zugehen, um zu sehen, inwieweit man mit der gew�ohnlichen �-Entwicklung vonWilson et al. [WF72] konkurrieren kann.



Anhang AGau�sche Ma�e undNormalordnung
A.1 Gau�sche Ma�eGau�integrale sind ein- oder mehrdimensionale Integrale vom Typ R dxe�x2 . Gau�-integrale lassen sich zu Ma�en auf unendlichdimensionalen und �uberabz�ahlbar-di-mensionalen R�aumen verallgemeinern. F�ur solche Verallgemeinerungen und f�ur ri-gorose Aussagen und Beweise sei auf [Kuo75], [GW64] und [GJ87] verwiesen.De�nition 1 (Gau�sche Ma�e auf endlichdimensionalen R�aumen)� sei ein endliches Gitter, C sei eine reelle, positive und symmetrische Matrix aufR� . Operatoren mit diesen Eigenschaften werden als Kovarianzoperatoren bezeich-net. Mit Z0 = R [d�]e� 12 (�;C�1�)� wird dann das Gau�sche Ma� d�C mit MittelwertNull und Kovarianz C durchd�C(�) = 1Z0 [d�]e� 12 (�;C�1�)� (A.1)de�niert. Das Ma� d�C ist (auf Eins) normiert.Das eindimensionale Gau�sche Ma� d�
(�) mit Kovarianz 
 ist also durch 1p2�
d�e� �22
gegeben. H�au�g werden Rechnungen bis auf eine Normierung durchgef�uhrt.Lemma 4 (Charakteristische Funktion eines Gau�schen Ma�es)Die charakteristische Funktion Z(J) des Ma�es d�C ist durch:Z(J) = Z d�C(�)e(J;�)� = exp�12(J; CJ)�� (A.2)gegeben [MM94]. Wenn man J = iJ 0 setzt, erh�alt man daraus die Fouriertransfor-mierte des Ma�es. Durch Ableiten nach J bekommt man die Momente des Ma�es,siehe Lemma 8. F�ur Gau�sche Ma�e auf unendlichdimensionalen R�aumen kannman (A.2) als de�nierende Gleichung verwenden.162



A.1. GAUSSSCHE MASSE 163Beweis: Es gilt � 12(�; C�1�) + (J; �) = �12(�;C�1�) + 12(J; CJ); (A.3)mit � = �+ CJ . Durch Substitution zeigt man dann (A.2). �Das Feld �max = CJ maximiert den Integranden; �max wird auch als station�arerPunkt des Integrals (A.2) bezeichnet. Da C positiv ist, ist die Hessematrix der qua-dratischen Form im Exponenten des Gau�integrals negativ, das hei�t da� wirklichein Maximum vorliegt. Z(J) ist bis auf eine Normierung gleich dem Integrandenam station�aren Punkt. Das bedeutet, da� Gau�integrale auch durch Bestimmungdes station�aren Punktes berechnet werden k�onnen.Gau�integration kann man als Anwendung eines Di�erentiationsoperators auf-fassen. Dies sagt dasLemma 5 F�ur Funktionale F auf Feldern  : RT ! R gilt unter geeigneten Vor-aussetzungen: Z d�C(�)F ( + �) = e 12�CF ( ); (A.4)mit �C = R dxdy �� (x)C(x; y) ��� (y). Zumindest f�ur Polynome in den Feldern istdie Aussage g�ultig, da die rechte Seite dann eine endliche Reihe bildet. Als T kannhier sowohl ein kontinuierlicher als auch ein diskreter Raum aufgefa�t werden.Beweis: F�ur einen raschen �Uberzeugungsversuch gen�ugt es, die Aussage f�ur dasFunktional F (�) = ei(J;�) zu zeigen. Dann kann die Aussage wegen Linearit�at aufbeliebige fouriertransformierbare Funktionale ausgedehnt werden. Es gilt:e 12�CF ( ) = e 12�Cei(J; ) = 1Xn=0 1n! �12�C�n ei(J; )= e� 12 (J;CJ)+i(J; ); (A.5)da �Cei(J; ) = �(J; CJ)ei(J; ). Also folgt weiter:e 12�CF ( ) = ei(J; ) Z d�C(�)ei(J;�)= Z d�C(�)F ( + �): � (A.6)Lemma 6 (Faltungseigenschaft von Gau�schen Ma�en)F�ur die Kovarianzoperatoren C, C1 und C2 gelte C = C1+C2. F�ur ein integrierbaresFunktional F gilt dann:Z d�C(�)F (�) = Z d�C1( ) Z d�C2(�)F ( + �): (A.7)



164 ANHANG A. GAUSSSCHE MASSE UND NORMALORDNUNGBeweis: Es sei F (�) = ei(J;�). Dann gilt:Z d�C(�)ei(J;�) = e� 12 (J;CJ) = e� 12 (J;C1J)e� 12 (J;C2J)= Z d�C1( ) Z d�C2(�)ei(J; +�): (A.8)Wegen Linearit�at hat man damit (A.7) f�ur jedes fouriertransformierbare Funktionalgezeigt. F�ur allgemeinere Funktionale bildet man Grenzwerte von fouriertransfor-mierbaren Funktionalen. �Analog beweist manLemma 7 F�ur ein integrierbares Funktional F und einen reellen Operator A gilt:Z d�ACA+(�)F ( + �) = Z d�C(�)F ( + A�): � (A.9)Das n-te MomentMn eines Ma�es ist durch die n-te Ableitung der charakteristischenFunktion des Ma�es gegeben. Das erste Moment wird als Mittelwert, das zweite alsKovarianz bezeichnet. Alle Gau�schen Ma�e, die im Text betrachtet werden, habenden Mittelwert Null. Allgemein gilt:Lemma 8 (Momente von Gau�schen Ma�en)Gau�sche Ma�e sind vollst�andig durch die ersten zwei Momente charakterisiert. Esgilt: M1(x) = Z d�C(�)�x = 0 (A.10)M2(x; y) = C(x; y) = Z d�C(�)�x�y : (A.11)H�ohere Momente werden mit der Wickschen Regel (siehe zum Beispiel [GJ87]) be-rechnet, die im eindimensionalen Fall zuZ d�
(�)�n = (0; falls n ungerade ist,�
2�n2 n!(n2 )! ; falls n gerade ist, (A.12)wird.Beweis: (A.10) ist klar, wegen der Symmetrie des Ma�es. (A.11) folgt aus:Z d�C(�)�x�y = @2@Jx@Jy ��J=0 Z d�C(�)e(J;�)= @2@Jx@Jy ��J=0e 12 (J;CJ)= C(x; y): (A.13)



A.1. GAUSSSCHE MASSE 165F�ur (A.12) wendet man das folgende Lemma 9 an. Dann folgt f�ur k > 0:Z d�
(�)�2k = Z d�
(�)��2k�1 = 
(2k � 1) Z d�
(�)�2k�2; (A.14)und mit Induktion nach k und der Normierung des Ma�es d�
 ergibt sich:Z d�
(�)�2k = 
k kYl=1(2l � 1) = �
2�k (2k)!k! : � (A.15)Lemma 9 Unter einem (eindimensionalen) Gau�integral entspricht Multiplikationmit � der Ableitung nach �:Z d�
(�)�F ( + �) = 
 Z d�
(�) @@� F ( + �): (A.16)Beweis: Der Beweis geht mit partieller Integration:Z d�
(�)�F ( + �) = �
 Z d� � @@� e� �22
�F ( + �)= 
 Z d�
(�) @@� F ( + �): � (A.17)In dem n�achsten Lemma wird der Grenzwert eines Gau�schen Ma�es bei verschwin-dender Kovarianz betrachtet. Das Lemma wird nur im eindimensionalen Fall ben�otigt.Lemma 10 (�-Ma� als Grenzwert des Gau�schen Ma�es)F�ur beschr�ankte, integrierbare und bei x = 0 stetige Funktionen f giltlima!1Z d� 1a (x)f(x) = f(0): (A.18)Beweis: Man de�niert eine Funktion g(x) = f(x) � f(0). Wegen der Normiertheitdes Gau�schen Ma�es ist alsoZ d� 1a (x)f(x) = f(0) + Z d� 1a (x)g(x): (A.19)Das letzte Integral verschwindet im Limes a ! 1. Dazu wird es in drei Teileaufgespalten; es sei A 2 R>0 . Dann gilt:Z d� 1a (x)g(x) =r a2�  Z �A�1 dxe� a2 x2g(x) + Z 1A dxe� a2 x2g(x) + Z A�A dxe� a2 x2g(x)! : (A.20)Durch die Substitution y = pa2x sieht man unter Ausnutzung der Beschr�anktheitvon f und g, da� die beiden ersten Integrale im Limes a ! 1 verschwinden. F�urden dritten Term nutzt man die Stetigkeit bei Null aus. Zu jedem � > 0 gibt es ein� > 0, so da� aus jxj < � folgt: jg(x)j < �. Bei vorgegebenem � w�ahlt man A so, da�2A < � gilt. Dann sieht man mit der Substitution y =pa2x, da� das letzte Integralin (A.20) im Limes a!1 gegen � geht. Daraus folgt die Behauptung. �



166 ANHANG A. GAUSSSCHE MASSE UND NORMALORDNUNGA.2 NormalordnungNormalordnung kann mit verschiedenen Intentionen einf�uhren, vergleiche [GJ87].Hier ist wohl entscheidend, da� normalgeordnete Monome gerade die Eigenfunkti-onen der linearisierten Renormierungsgruppentransformation am trivialen Fixpunktsind, siehe Korollar 3. Die Konzepte werden nur im eindimensionalen Fall ben�otigtund dargestellt, lassen sich aber meist leicht verallgemeinern.De�nition 2 (Normalordnung)Normalgeordnete Monome : �n :
 werden als Ableitung der erzeugenden FunktionF (�) = : ej� : = ej�� 
j22 (A.21)de�niert, die modulo Skalierungen auch die erzeugende Funktion f�ur Hermite-Poly-nome ist [GR94]: : �n :
= @n@jn ����j=0ej�� 
j22 = �
2�n2 Hn( �p2
 ): (A.22)Hier ist mit Hn das n-te Hermite-Polynom bezeichnet.Lemma 11 (Ableitung von normalgeordenten Monomen)Es gilt: @@ :  n :
= n :  n�1 :
 : (A.23)Beweis: F�ur Hermite-Polynome ist [GR94]ddxHn(x) = 2nHn�1(x) : (A.24)Also: @@ :  n :
= �
2�n2 1p2
2nHn�1(  p2
 ) = n :  n�1 :
 : � (A.25)Entscheidend f�ur den Umgang mit normalgeordneten Monomen ist die folgende Kon-traktionsformel, die anschaulich sofort klar ist.Lemma 12 (Fusionsformel)F�ur das Produkt von normalgeordneten Monomen gilt:: �m :
 : �n :
= minfm;ngXk=0 k!�mk��nk�
k : �m+n�2k :
 : (A.26)Dies ergibt sich, indem man die Linien eines �m-Vertex und eines �n-Vertex nach al-len M�oglichkeiten kontrahiert, das hei�t durch Propagatorlinien 
 verbindet, Selbst-kontraktionen der Beine eines Vertex aber ausschlie�t. Die Binomialkoe�zienten ge-ben an, auf wieviele Weisen man k Beine ausm beziehungsweise n Beinen ausw�ahlenkann, k! ist die Anzahl der Permutationen der Propagatorlinien.



A.2. NORMALORDNUNG 167Beweis: F�ur das Produkt der erzeugenden Funktionen der beiden Vertices gilt:: ej� :
 : ej0� :
 = e(j+j0)�� 
2 (j2+j02)= : e(j+j0)� :
 e
jj0: (A.27)Daher folgt: : �m :
: �n :
= � @@j�m ����j=0� @@j 0�n ����j0=0 : e(j+j0)� :
 e
jj0: (A.28)Dies berechnet man durch Reihenentwicklung:: e(j+j0)� :
 e
jj0 = 1Xr=0 (j + j 0)rr! : �r :
 1Xs=0 (
jj 0)ss!= 1Xr;s=0 rXl=0 �rl� 
sr!s!jl+sj 0r+s�l : �r :
n=r+s�lm=s+lk=s= 1Xm;n=0 min fm;ngXk=0 1k!(m� k)!(n� k)!
kjmj 0n : �m+n�2k :
= 1Xm;n=0 jmj 0nm!n! minfm;ngXk=0 k!�mk��nk� : �m+n�2k :
 : � (A.29)Viele Relationen folgen ausLemma 13 Es gilt:Z d�
(�) : ej1(a +�) :
1 : ej2(b�+�) :
2= exp�aj1 + bj2�+ 
 � 
12 j21 + 
 � 
22 j22 + 
j1j2� : (A.30)Beweis: Z d�
(�) : ej1(a +�) :
1 : ej2(b�+�) :
2= Z d�
(�)ej1(a +�)� 
1j212 +j2(b�+�)� 
2j222(A:2)= exp�aj1 + bj2�� 
1j212 � 
2j222 + 
2(j1 + j2)2� : � (A.31)Korollar 1 (Charakterisierung der Normalordnung):Aus (A.30) folgt sofort:Z d�
(�) : ej( +�) :
0= ej � 
0�
2 j2 =: ej :
0�
 : (A.32)



168 ANHANG A. GAUSSSCHE MASSE UND NORMALORDNUNGF�ur 
0 = 
 bedeutet dies: Z d�
(�) : ej( +�) :
 = ej ; (A.33)und in diesem Sinn sind Gau�integration und Normalordnung invers. F�ur 
0 = 0lautet (A.32): Z d�
(�)ej( +�) =: ej :�
 ; (A.34)Gau�integration entspricht also einer Normalordnung mit negativer Kovarianz. �Korollar 2 (Orthogonalit�at der normalgeordneten Monome):Es gilt: Z d�
(�) : �m :
 : �n :
= 
nn! �m;n: (A.35)Beweis: Zun�achst folgt aus (A.30) f�ur a = b = 0 und 
1 = 
2 = 
:Z d�
(�) : ej1� :
 : ej2� :
= e
j1j2 : (A.36)Daraus ergibt sich:Z d�
(�) : �m :
 : �n :
 = � @@j1�m ����j1=0� @@j2�n ����j2=0e
j1j2= 
nn! �m;n: � (A.37)Korollar 3 (Integral �uber normalgeordnete Monome):Es gilt: Z d�
(�) : (� + �)n :
0= �n :  n :��2(
0�
) : (A.38)Die normalordnende Kovarianz 
0 ist unter dieser Operation invariant, wenn 
0 =
1��2 gilt. (Dann sind die normalgeordneten Monome Eigenfunktionen der lineari-sierten, hierarchischen Renormierungsgruppentransformation im Ultraviolett-Bild.)Beweis: Mit (A.30) folgt:Z d�
(�) : (� + �)n :
0 (A.30)= @n@jn ����j=0ej� � 
0�
2 j2J=�j= �n @n@Jn ����J=0eJ ���2(
0�
)2 J2= �n :  n :��2(
0�
) : (A.39)Die Kovarianz 
0 ist invariant, wenn 
0 = ��2(
0 � 
) gilt. F�ur � 6= 1 ist dies�aquivalent zu 
0 = 
1��2 . F�ur � = 1 kann die normalordnende Kovarianz nichtinvariant gew�ahlt werden. �



Anhang BGitter-LaplaceoperatorAuf einem Gitter � = Zd kann man die zur Bildung von Ableitungen von Funktionenf : � ! R erforderlichen Grenzwerte nicht ausf�uhren. Die Di�erentialquotientenwerden daher durch Di�erenzenquotienten ersetzt [MM94]. Dabei unterscheidet maneine Vorw�artsableitung @f� und eine R�uckw�artsableitung @b�:(@f�f)x = fx+e� � fx (B.1)(@b�f)x = fx � fx�e�: (B.2)e� ist der Einheitsvektor in der Raumrichtung � (� = 1; : : : ; d). Der Gitter-Laplace-operator ist dann durch � = dX�=1 @b�@f� (B.3)de�niert. Angewendet auf die Funktion f lautet dies(��f)x = dX�=1 �2fx � fx+e� � fx�e�� ; (B.4)daher schreibt man auch �� = 2d1 � N , mit der Nearest-Neighbour-Matrix N ,die durch (Nf)x = Pd�=1 fx+e� + fx�e� gegeben ist [GJ87, FFS92]. Der Gitter-Laplaceoperator ist ein positiv semide�niter Operator, daher mu� man ihn, be-vor er invertiert wird, auf einen De�nitionsbereich einschr�anken, in dem er positivist. Aus der De�niton (B.4) folgt sofort, da� die Nullmoden durch a�n lineareFunktionen gegeben sind. Wenn man den Operator auf einem Torus, also auf ei-nem Gitter mit periodischen Randbedingungen de�niert, sind nur die konstantenFunktionen Nullmoden. Auf einem Funktionenraum modulo konstanten Funktio-nen, oder �aquivalent auf Funktionen mit verschwindender Impuls-Null-Komponente,ist der Laplaceoperator dann invertierbar, (��)�1 ist der freie, masselose Propaga-tor eines skalaren Teilchens. Man kann diese Konstruktion auch als Projektion desGitter-Laplaceoperators auf seinen Anteil ohne Nullmoden verstehen. Es ist eben-falls m�oglich, sich den Laplaceoperator immer mit einer kleinen Masse vorzustellen,die beliebig klein gemacht werden kann.169



170 ANHANG B. GITTER-LAPLACEOPERATORDer massebehaftete Propagator v = (�� + m21 )�1 kann fouriertransformiertwerden. Dazu betrachtet man die GleichungXy2�(��+m2)x;yvy;z = �x;z: (B.5)Der Propagator v wird �uber vx;y = Z ��� dp(2�)d eip(y�x)~vp (B.6)durch seine Fouriertransformierte ~v ausgedr�uckt. Damit wird aus (B.5):Xy2�(��+m2)x;y Z ��� dp(2�)d eip(z�y)~vp = Z ��� dp(2�)d eip(z�x); (B.7)durch R�ucktransformation folgt dannXy2�(��+m2)x;y e�ipy~vp = e�ipx : (B.8)In (B.7) hat man von der Impulsraumdarstellung von �x;y Gebrauch gemacht. Auf-grund der De�nition von �� folgt daraus zum Schlu�1~vp = m2 + dX�=1 �2� e�ipe� � eipe��= m2 + 2 dX�=1 (1� cos p�)= m2 + 4 dX�=1 sin2 p�2 : (B.9)Durch ein sch�ones Random-Walk-Argument kann man zeigen, da� der Propagatorv = (�� + m21 )�1 im Ortsraum exponentiell zerf�allt. Zuerst zeige ich, da� dieNorm der Nearest-Neighbour-Matrix kleiner als 2d ist.Lemma 14 jjN jj 6 2d : (B.10)Beweis: Es seien f; g : �! C Funktionen auf dem Gitter �. Es gilt:j(f;Ng)j = ��� Xx;y2� f �xNx;ygy���H�older6 � Xx;y2� jfxj2jNx;yj� 12� Xx;y2� jgxj2jNx;yj� 126 � supx2�Xy2� jNx;yj� 12� supy2�Xx2� jNx;yj� 12�Xx2� jfxj2� 12�Xy2� jgyj2� 12Symmetrie= � supx2�Xy2� jNx;yj� jjf jj � jjgjj; (B.11)



171also folgt jjN jj 6 supx2�Xy2� jNx;yj = 2d : � (B.12)Damit l�a�t sich das Inverse von ��+m21 durch eine von Neumann-Reihe de�nieren,denn es giltj(��+m21 )�1j = j((2d+m2)1 �N)�1j b:= 12d+m2= ��� 1Xk=0 bk+1Nk���6 1Xk=0 bk+1jjN jjk6 12d+m2 1Xk=0 1�1 + m22d �k <1 : (B.13)Dabei wurde b = 12d+m2 de�niert. Damit hat man die Existenz des Inversen gezeigt,solange m2 > 0 ist. Die Potenz (Nk)x;y besitzt eine anschauliche Bedeutung, sie istdie Anzahl aller einfachen Random-Walks von x nach y der L�ange k auf dem Gitter� (vergleiche auch [FFS92]):(Nk)x;y = #nPfade ! : x! y�� j!j = ko : (B.14)Damit erh�alt man die detailliertere Absch�atzung(��+m21 )�1x;y = 1Xk=0 bk+1#nPfade ! : x! y�� j!j = ko6 Xk>distance(x;y) bk+1#nPfade ! : x! � �� j!j = ko= Xk>distance(x;y) bk+1(2d)k= 12d+m2 � 1e�Kdistance(x;y) ; (B.15)mit der exponentiellen ZerfallskonstantenK = log(1+m22d ). Dabei wurde ausgenutzt,da� die Anzahl der Pfade der L�ange k von x irgendwohin gleich (2d)k ist. F�urm2 ! 0geht die Abfallskonstante K gegen Null, das exponentielle Zerfallsgesetz geht in einPotenzgesetz �uber.



Literaturverzeichnis[ABB+95] J. Adams, J. Berges, S. Bornholdt, F. Freire, N. Tetradis, and C. Wette-rich. Solving nonperturbative 
ow equations. Mod.Phys.Lett., A10:2367{2380, 1995.[Bak72] G. A. Baker. Ising model with a scaling interaction. Phys. Rev. B,5(7):2622{2633, 1972.[BB85] C. Bagnuls and C. Bervillier. Nonasymptotic critical behaviour from�eld theory at d = 3; disordered-phase case. Phys. Rev., B 32:7209,1985.[BDH95] D. Brydges, J. Dimock, and T. Hurd. The short distance behaviour of(�4)3. Commun. Math. Phys., 1995.[BEI92] D. Brydges, S. N. Evans, and J. Z. Imbrie. Self-avoiding walk on a hier-archical lattice in four dimensions. The Annals of Probability, 20(1):82{124, 1992.[Bel91] M. Le Bellac. Quantum and Statistical Field Theory. Oxford UniversityPress, 1991.[BLH95] H. Bl�ote, E. Luijten, and J. Heringa. Ising universality in three dimen-sions: A Monte Carlo study. cond-mat/9509016, September 1995. toappear in J. Phys A: Mathematical and General.[BP70] A. L. Brown and A. Page. Elements of Functional Analysis. vonNorstrand Reinhold Company, London, 1970.[Bry] D. Brydges. Perturbation of the massless Gaussian measure in 4 � �dimensions. In preparation.[BS73] P. M. Bleher and Ja. G. Sinai. Investigation of the critical point inmodels of the type of Dyson's hierarchical models. Commun. Math.Phys., 33:23{42, 1973.[BW74] T. Bell and K. Wilson. Finite-lattice approximations to renormalizationgroups. Phys-Rev, B11, 1974.[BY90] D. Brydges and H. Yau. Grad phi perturbations of massless Gaussian�elds. Commun. Math. Phys., 129:351{392, 1990.172



LITERATURVERZEICHNIS 173[CE78] P. Collet and J.-P. Eckmann. A Renormalization Group Analysis of theHierarchical Model in Statistical Mechanics, volume 74 of Lecture Notesin Physics. Springer-Verlag, 1978.[Chr92] G. Christol. p-adic numbers and ultrametricity. In M. Waldschmidt,P. Moussa, J.-M. Luck, and C. Itzykson, editors, From NumberTheoryto Physics. Springer-Verlag, 1992.[CM94] M. Cassandro and P. K. Mitter. Renormalization group approach tointeracting crumpled surfaces: The hierarchical recursion. Nuclear Phy-sics, B422:634{674, 1994.[De74] C. Domb and M. S. Green (eds.). Series Expansions for Lattice Models,volume 3 of Phase Transitions and Critical Phenomena. Academic Press,1974.[Deg95] A. Degenhard. Studien zu approximativen Renormierungsgruppen-
�ussen in Gitter-Spin-Modellen. Diplomarbeit, Westf�alische Wilhelms-Universit�at M�unster, November 1995.[Dys69] F. Dyson. Existence of a phase-transition in a one-dimensional Isingferromagnet. Commun. Math. Phys., 12:91{107, 1969.[EW84] J.-P. Eckmann and P. Wittwer. Multiplicative and additive renorma-lization. In Osterwalder and Stora, editors, Les Houches 1984, pages455{465, 1984.[FFS92] R. Fern�andez, J. Fr�ohlich, and A. D. Sokal. Random Walks, CriticalPhenomena, and Triviality in Quantum Field Theory. Springer-Verlag,1992.[FHRW88] J. S. Feldman, T. R. Hurd, L. Rosen, and J. D. Wright. QED: A Proofof Renormalizability. Number 312 in Lecture Notes in Physics. Springer-Verlag, 2nd edition, 1988.[FL91] A. M. Ferrenberg and D. P. Landau. Critical behaviour of the three-dimensional Ising model: a high-resolution Monte Carlo study. Phys.Rev., B44:5081, 1991.[Fol76] G. B. Folland. Introduction to Partial Di�erential Equations. PrincetonUniversity Press, 1976.[FPTV92] B. Flannery, W. Press, S. Teukolsky, and W. Vetterling. NumericalRecipes in Fortran. Cambridge University Press, 2nd edition, 1992.[Gal78] G. Gallavotti. Some aspects of the renormalization problem in statisticalmechanics. Memorie dell' Accademia dei Lincei, 15:23, 1978.



174 LITERATURVERZEICHNIS[Gal85] G. Gallavotti. Renormalization theory and ultraviolet stability for scalar�elds via renormalization group methods. Rev. Mod. Phys., 57(2):471,1985.[GJ87] J. Glimm and A. Ja�e. Quantum Physics. Springer-Verlag, 2nd edition,1987.[GK80] K. Gawedzki and A. Kupiainen. A rigorous block spin approach tomassless lattice theories. Commun. Math. Phys., 77:31{64, 1980.[GK83] K. Gawedzki and A. Kupiainen. Non-Gaussian �xed points of theblock spin transformation. Hierarchical model approximation. Commun.Math. Phys., 89:191, 1983.[GK84a] K. Gawedzki and A. Kupiainen. Asymptotic freedom beyond perturba-tion theory. In Osterwalder and Stora, editors, Les Houches 1984, pages185{293, 1984.[GK84b] K. Gawedzki and A. Kupiainen. Non-gaussian scaling limits. hierarchicalmodel approximation. J. Stat. Phys., 35:267{284, 1984.[GN85a] G. Gallavotti and F. Nicolo. Renormalization theory in 4 dimensionalscalar �elds I. Commun. Math. Phys., 100:545{590, 1985.[GN85b] G. Gallavotti and F. Nicolo. Renormalization theory in 4 dimensionalscalar �elds II. Commun. Math. Phys., 101:247{282, 1985.[GR94] I. Gradshteyn and I. Ryzhik. Table of Integrals, Series, and Products.Academic Press, 5th edition, 1994.[GS96] J. G�ottker-Schnetmann. Analytische und numerische Untersuchun-gen hierarchischer Renormierungsgruppen�xpunkte am Beispiel O(N)-invarianter Modelle. Diplomarbeit, Westf�alische Wilhelms-Universit�atM�unster, Februar 1996.[GT96] R. Gupta and P. Tamayo. Critical exponents of the 3-d Ising model.cond-mat/9601048, Januar 1996.[GW64] I. M. Gelfand and N. J. Wilenkin. Verallgemeinerte Funktionen,Band IV. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1964.[GZJ80] J. C. Le Guillou and J. Zinn-Justin. Critical exponents from �eld theory.Phys. Rev., B 21:3976, 1980.[GZJ85] J. C. Le Guillou and J. Zinn-Justin. Accurate critical exponents fromthe epsilon expansion. J. Physique Lett., 46:L137, 1985.[HH95a] K. Halpern and K. Huang. Fixed point structure of scalar �elds.Phys.Rev.Lett., 74:3526{3529, 1995.



LITERATURVERZEICHNIS 175[HH95b] K. Halpern and K. Huang. Non-trivial directions for scalar �elds. hep-th/9510240, 1995.[HN94] P. Hasenfratz and F. Niedermayer. Perfect lattice action for asymptoti-cally free theories. Nucl.Phys., B414:785{814, 1994.[HPW95] M. Hasenbusch, K. Pinn, and C. Wieczerkowski. Canonical demon Mon-te Carlo renormalization group. In Nucl. Phys. B (Proc. Suppl.), volu-me 42, pages 808{810, 1995.[Hur89] T. Hurd. A renormalization group proof of perturbative renormalizabi-lity. Commun. Math. Phys., 124:153{168, 1989.[Isi25] E. Ising. Beitrag zur Theorie des Ferromagnetismus. Z. Phys., 31:253,1925.[J�a90] K. J�anich. Analysis f�ur Physiker und Ingenieure. Springer-Verlag, 2.Au
age, 1990.[Kad66] L. P. Kadano�. Physics, 2:263, 1966.[KK94] G. Keller and C. Kopper. Perturbative renormalization of massless �4in four-dimensions with 
ow equations. Commun.Math.Phys., 161:515{532, 1994.[Kuo75] H.-H. Kuo. Gaussian Measures in Banach Spaces, volume 463 of LectureNotes in Mathematics. Springer-Verlag, 1975.[KW74] J. Kogut and K. Wilson. The renormalization group and the �-expansion.Phys. Rep. C, 12(2):75{200, 1974.[KW88] H. Koch and P. Wittwer. The unstable manifold of a nontrivial RG �xedpoint. In Conference Proceedings, volume 9, pages 99{105. CanadianMathematical Society, 1988.[KW91] H. Koch and P. Wittwer. On the renormalization group transformati-on for scalar hierarchical models. Commun. Math. Phys., 138:537{568,1991.[LG82] M. Levy and J.-C. Le Guillou, editors. Proceedings of the 1980 Carg�eseSummer Institute on Phase Transitions. Plenum Press, 1982.[LL87] L. D. Landau und E. M. Lifschitz. Statistische Physik, Teil 1, Band 5 desLehrbuch der theoretischen Physik. Akademie-Verlag, Berlin, 7. Au
age,1987.[L�u84] M. L�uscher. Improved lattice gauge theories. In Osterwalder and Stora,editors, Les Houches 1984, pages 359{374, 1984.



176 LITERATURVERZEICHNIS[MM94] I. Montvay and G. M�unster. Quantum Fields on a Lattice. CambridgeUniversity Press, 1994.[Mor96] T. Morris. On the �xed-point structure of scalar �elds. hep-th/9601128,1996.[Nic91] B. Nickel. Con
uent singularities in 3-d continuum �4 theory: Resolvingcritical point discrepancies. Physica, A177:189, 1991.[NN74] M. Nauenberg and B. Nienhuis. Phys. Rev. Lett., 33:944, 1974.[NR90] B. Nickel and J. Rehr. High-temperature series for scalar-�eld latticemodels: Generation and analysis. J. Stat. Phys., 61:1{50, 1990.[Num91] Numerical Algorithms Group Ltd. NAG Fortran Library Manual, mark15 edition, 1991.[Pit72] F. Pittnauer. Vorlesungen �uber asymptotische Reihen, volume 301 ofLecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, 1972.[Pol84] J. Polchinski. Renormalization and e�ective lagrangeans. Nucl. Phys.,B231:269{295, 1984.[Pol94] J. Polchinski. What is string theory? hep-th/9411028, 1994.[Por90] A. Pordt. Convergent multigrid polymer expansions and renormalizationfor euclidean �eld theory. DESY preprint 90/020, 1990.[Por93] A. Pordt. Renormalization theory for hierarchical models. Helv. Phys.Acta, 66:105{154, 1993.[Por95] A. Pordt. Methoden zur Beschreibung nichttrivialer Renormierungs-gruppen�xpunkte. Vortragsnotizen, Oktober 1995.[PPW94] K. Pinn, A. Pordt, and C. Wieczerkowski. Algebraic computation ofhierarchical renormalization group �xed points and their �-expansions.J. Stat. Phys., 77:977, 1994.[PRW] A. Pordt, J. Rolf, and C. Wieczerkowski. Dimer-approximation of fullmodels. In preparation.[PW91] K. Pinn and C. Wieczerkowski. The hierarchical Sine Gordon model inthe high temperature phase. Int. J. Mod. Phys., A6:463, 1991.[Rei95] T. Reisz. High temperature critical O(N) �eld models by LCE series.Phys.Lett., B360:77{82, 1995.[Riv91] V. Rivasseau. From Perturbation Theory to Constructive Renormaliza-tion. Princeton Series in Physics. Princeton University Press, 1991.



[RW95] J. Rolf and C. Wieczerkowski. The hierarchical �4-trajectory by pertur-bation theory in a running coupling and its logarithm. hep-lat/9508031,1995. to be published in J. Stat. Phys.[Sta71] H. E. Stanley. Introduction to Phase Transitions and Critical Phenome-na. Oxford University Press, Oxford, 1st edition, 1971.[Sym83] K. Symanzik. Continuum limit and improved actions in lattice theories(1),(2). Nucl. Phys., B226:187 and 205, 1983.[Tim] H. J. Timme. Blockspintransformationen. unver�o�entlichtes Skript.[WF72] K. G. Wilson and M. E. Fisher. Phys. Rev. Lett., 28:240, 1972.[Wie88] C. Wieczerkowski. Symanziks's improved actions from the viewpoint ofthe renormalization group. Commun. Math. Phys., 120:149{176, 1988.[Wie96a] C. Wieczerkowski, 1996. M�undliche Mitteilung.[Wie96b] C. Wieczerkowski. The renormalized �44-trajectory by perturbation theo-ry in the running coupling. hep-th/9601142, 1996.[Wil71] K. Wilson. Renormalization group and critical phenomena I and II.Phys. Rev., B4:3174{3205, 1971.[Wou79] A. Wouk. A Course of Applied Functional Analysis. John Wiley andSons, 1979.[WX94] C. Wieczerkowski and Y. Xylander. Improved actions, the perfect acti-on, and scaling by perturbation theory in Wilsons renormalization group:the two dimensional O(N)-invariant non linear �-model in the hierar-chical approximation. Nucl. Phys. B, 440:393, 1994.[WX95] C. Wieczerkowski and Y. Xylander. Perfect observables for the hier-archical non linear O(N)-invariant �-model. DESY Preprint 95/094,1995.[Yeo92] J. M. Yeomans. Statistical Mechanics of Phase Transitions. OxfordUniversity Press, Oxford, 1st edition, 1992.[ZJ81] J. Zinn-Justin. J. de Physique, 42:783, 1981.[ZJ93] J. Zinn-Justin. Quantum Field Theory and Critical Phenomena. Num-ber 85 in International series of Monographs on Physics. ClarendonPress, 2nd edition, 1993.





DanksagungAn dieser Stelle m�ochte ich allen danken, die beim Zustandekommen der vorliegen-den Arbeit beigetragen haben, insbesondere� Dr. Christian Wieczerkowski f�ur die freundschaftliche Betreuung meiner Di-plomarbeit und die interessante Aufgabenstellung,� Prof. Dr. Gernot M�unster, Dr. Klaus Pinn und Dr. Andreas Pordt f�urzahlreiche Anregungen und Gespr�ache,� Johannes G�ottker-Schnetmann f�ur einige Diskussionen,� allen, die mir beim Korrekturlesen geholfen haben,� meinen Eltern und meiner Freundin f�ur ihre Unterst�utzung,� der Studienstiftung des deutschen Volkes f�ur die F�orderung meines Studiums.
Hiermit versichere ich, diese Arbeit selbstst�andig und ohne andere als die angege-benen Hilfmittel angefertigt zu haben.

M�unster, im Januar 1996

179



495
16

15610
3

14711
2

1128
13










