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Einleitung

Das Ziel der statistischen Physik ist die mikroskopische Begriindung von thermo-
dynamischen Prozessen. Dabei werden unterschiedliche Systeme wie Gase oder
Magneten betrachtet, die eine hohe Zahl von Freiheitsgraden besitzen. Haufig ist
man an Phaseniibergéingen des Systems interessiert, besonders wenn an diesen Pha-
seniibergiingen viele Freiheitsgrade des Systems miteinander wechselwirken. Viele
Systeme der statistischen Physik weisen solche kritischen Punkte oder kontinuier-
lichen Phaseniibergéinge auf, an denen die thermodynamischen Potentiale und ihre
ersten Ableitungen stetig sind, Response-Funktionen wie etwa die Suszeptibilitét
aber divergieren. Charakteristischerweise divergiert auch die Korrelationslinge &,
das heif}t die exponentielle Zerfallslinge der Zweipunktfunktion des Systems, wenn
die dueren Parameter, etwa die Temperatur und das Volumen oder ein Magnet-
feld, gegen ihre kritischen Werte gehen. Am kritischen Punkt selbst sind alle Frei-
heitsgrade des Systems, das unendlich grof§ gegeniiber der Reichweite der Wech-
selwirkung zwischen seinen Komponenten sein soll, miteinander korreliert. Man
findet, dafl Systeme mit verschiedener mikroskopischer Wechselwirkung das glei-
che kritische Verhalten besitzen kénnen. Dieses Phiinomen wird als Universalitét
bezeichnet; wegen der Universalitit sind kritische Phinomene fiir Physiker beson-
ders interessant. Aquivalenzklassen von Systemen mit gleichem kritischen Verhalten
(Universalitétsklassen) werden durch die Dimension der Systeme, ihre Symmetrie-
gruppe und durch die Komponentenanzahl eines Ordnungsparameters charakteri-
siert [Z2J93, Sta7l]. Typischerweise verhalten sich physikalische GréBien in der N#he
von kritischen Punkten nach Potenzgesetzen mit universellen, sogenannten Kkriti-
schen Exponenten oder Indizes, die nur von der Universalititsklasse des Systems
abhingen. Wenn zum Beispiel aufler der Temperatur 7', die durch € = % para-
metrisiert wird (7. : kritische Temperatur), alle anderen #ufleren Parameter gleich
ihren kritischen Werten gesetzt werden, so divergiert die Korrelationslénge fiir e — 0
wie

£~ |6|7Va (01)

mit dem universellen kritischen Exponenten v. Genauere Definitionen und weitere
kritische Indizes findet man etwa in [ZJ93, Sta71].

Wilsons Renormierungsgruppe [Wil71, KW74| hat sich in den letzten 25 Jahren
als gute Methode zum Verstindnis und zur quantitativen Analyse von kritischem
Verhalten erwiesen. Vielleicht ist es noch wichtiger, dafl in dieser Zeit viele Be-
ziehungen zwischen der statistischen Physik und der Quantenfeldtheorie entdeckt
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werden konnten, durch die beide Seiten sehr profitiert haben. Wilsons Renormie-
rungsgruppe hat vor allem bei der Definition von Funktionalintegralen eine besonde-
re Bedeutung. Eine Renormierungsgruppentransformation bildet eine Wirkung, die
eine Theorie definiert, auf eine effektive Wirkung ab. Dabei werden Freiheitsgrade
der Theorie ausintegriert. Die resultierende effektive Theorie besitzt ein glatteres
Wahrscheinlichkeitsma$, ist aber typischerweise weniger lokal. Das Ziel dieser Arbeit
ist es, Ideen fiir die Renormierungsgruppenanalyse von Modellen der Quantenfeld-
theorie und der statistischen Physik zu entwickeln. Daher wird in Kapitel 1 Wilsons
Renormierungsgruppe erkléirt und fiir Gitterfeldtheorien formalisiert.

Es gibt Modelle, deren Renormierungsgruppentransformation exakt lokalitétser-
haltend ist. Dies sind die hierarischen Modelle, die in Kapitel 3 erldutert werden.
Hierarchische Modelle bilden eine Approximation an die Renormierungsgruppe fiir
Gittertheorien, die im Kontrast zu den hierarchischen Modellen auch als volle Model-
le bezeichnet werden. Zunéchst wird die hierarchische Renormierungsgruppentrans-
formation aus der vollen Transformation hergeleitet. Die Herleitung macht deutlich,
daBl man das hierarchische Modell als Approximation an das volle Modell auffassen
kann. Daher werden anschliefend kritische Groflen des hierarchischen Modells be-
rechnet und mit denen des vollen Modells verglichen. Dabei werden numerische
Methoden, die in [PPW94] entwickelt wurden, benutzt und verallgemeinert. Durch
diese Verallgemeinerungen kann man die Universalitéitsklassen von (skalaren) hier-
archischen Modellen bestimmen.

Kritische Indizes konnen in einer Entwicklung in einem Parameter e berech-
net werden, der die Abweichung zu einer kritischen Dimension darstellt [WF72]. In
[PPW94] wurden Rekursionsrelationen fiir die e-Entwicklung des hierarchischen Mo-
dells vorgestellt, die eine prézise Ermittlung des kritischen Index v moglich gemacht
haben. Diese Entwicklung wird in Kapitel 3 so umformuliert, daf3 sie Gittertheo-
rien besser angepaf3t ist. Dabei wird die Dimension d des unterliegenden Raumes
festgehalten. Solche Entwicklungen wurden von Gawedzki und Kupiainen [GKS83]
erfunden aber nie zur Berechnung von kritischem Verhalten benutzt. In Kapitel 3
wird die Entwicklung numerisch ausgewertet. Diese Untersuchungen am hierarchi-
schen Modell bereiten den Weg fiir eine Verallgemeinerung auf volle Modelle.

Durch infinitesimale Renormierungsgruppenschritte werden im Raum der Theo-
rien (Potentiale) Trajektorien erzeugt, die Fixpunkte der Transformation mitein-
ander verbinden. Eine Theorie auf einer solchen Trajektorie wird durch eine Re-
normierungsgruppentransformation auf eine andere Theorie auf der Trajektorie ab-
gebildet. Renormierte Theorien stellt man sich als Grenzwerte einer unendlichfa-
chen Iteration von Renormierungsgruppenschritten ausgehend von einer nackten
Wirkung vor. Damit dieser Limes existiert mufl man Kontrolle iiber Kopplun-
gen bekommen, die unter iterierten Transformationen anwachsen. Dieses Schema
hat man stérungstheoretisch und nichtstérungstheoretisch implementiert [GK84a,
Pol84, Gal85]. Bisher gab es aber noch keine Formulierung dieser Idee, die oh-
ne nackte Wirkungen auskommt. Eine solche Analyse wurde von Wieczerkowski
vorgeschlagen und in [WX94, RW95] begonnen. Dieses Programm besitzt eine ge-
wisse Verwandschaft mit den perfekten Wirkungen von Hasenfratz und Niedermayer
[HN94]. Es wird daher gelegentlich auch als Verbesserungsprogramm bezeichnet. In
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Kapitel 4, das den Kern der Arbeit bildet, wird das Verbesserungsprogramm am
Beispiel der hierarchischen ¢*-Theorie ausgearbeitet. In Kapitel 5 werden diese
Ideen zur Behandlung der Renormierungsgruppen-Differentialgleichung (RGDGL)
verwendet. In zwei Ndherungen wird gezeigt, wie man vom hierarchischen Modell
zum vollen Modell gelangt.

In einer Zusammenfassung werden die wichtigsten Ergbnisse dargestellt und wei-
tere Ideen angesprochen.
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Kapitel 1

Wilsons Renormierungsgruppe

1.1 Idee der Renormierungsgruppe

Eine zentrale Rolle im Rahmen der Renormierungsgruppe nimmt der Begriff Skala
ein. Laut Polchinski [Pol94] hat Wilson als erster erkannt, daf§ Feldtheorien, und
damit Funktionalintegrale, nicht nach Diagrammen sondern nach Skalen organisiert
werden sollen.

An einem kritischen Punkt gibt es Fluktuationen in jeder Gréflenordnung. Die
Summation beziehungsweise Integration iiber diese Fluktuationen wird im Sinne
der Renormierungsgruppe in eine Summe iiber Fluktuationen einer Skala gefolgt
von einer Summe {iber alle Skalen organisiert. Gut bekannt ist zum Beispiel der
Kadanoff-Wilson-Zugang [Kad66, Wil71, KWT74]; dabei fait man Spins, die auf ei-
nem Gitter definiert sind, zu Blockspins zusammen, die auf einem gréberen Gitter
definiert sind, so daf} die Zustandssumme des Systems unveridndert bleibt; ein Teil
der Summe wird dadurch ausgefiihrt. Durch die Blockgréfie L ist eine Skala in das
System eingefiihrt worden, nach der die Zustandssumme organisiert werden kann.
Durch einen solchen Schritt wird eine Theorie auf eine effektive Theorie abgebildet,
deren Korrelationsldnge um einen Faktor % kleiner ist. Diese effektive Theorie kann
dann (nach einigen Schritten) mit Standardmethoden, zum Beispiel Monte-Carlo-
Verfahren, ausgewertet werden. Wenn die Ausgangstheorie eine unendlich grofle
Korrelationslédnge besitzt, ist das auch fiir alle weiteren effektiven Theorien so, und
die iterierte Anwendung von Blockspintransformationen fiihrt zu einem Renormie-
rungsgruppenfixpunkt.

Zur Definition von Funktionalintegralen stellt man sich die Quantenfeldtheorie,
die durch ein erzeugendes Funktional gegeben ist, oft im Impulsraum vor. Die
Theorie wird dann durch einen Cutoff A fiir grofle Impulse regularisiert, der sehr
kurzwellige Fluktuationen verhindert. Wenn man die Theorie auf einem Gitter
definiert, entspricht die Gitterkonstante a dem Cutoff A = é Der Limes a — 0
fithrt zu einer Kontinuumsdefinition des betrachteten Funktionalintegrals; er wird
daher als Kontinuumslimes bezeichnet.

Durch eine Renormierungsgruppentransformation im Impulsraum werden Fluk-
tuationen eines bestimmten Frequenzbereichs ausintegriert, die verbleibende Theo-
rie besitzt nur noch lingerwellige Fluktuationen. In diesem Zusammenhang spricht

5
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man héufig von Impulsscheiben. Eine Theorie ist oft durch eine Wirkung gegeben,
die bestimmte Wechselwirkungsterme beinhaltet, deren Stirke durch Kopplungen
charakterisiert sind. Renormierung setzt dann Kopplungen auf verschiedenen Im-
pulsskalen oder bei verschiedenen Gitterkonstanten miteinander in Beziehung. Die-
se Beziehung kann durch eine Vergréberungstransformation a la Kadanoff gefunden
werden. Die neue Wirkung sollte die gleiche Struktur besitzen, wie die alte, nur
werden die ,nackten“ Kopplungen durch die ,,renormierten“ Kopplungen ersetzt.

Wenn man eine infinitesimale Renormierungsgruppentransformation durchfiihrt,
erhéilt man eine Differentialgleichung, die RGDGL, durch die Trajektorien in dem
Raum der Theorien erzeugt werden. Der Fluf§ entlang einer Trajektorie ist im-
mer in Richtung des groberen Gitters orientiert, das heifit in Richtung wachsender
Léngenskala. Wenn A und B zwei Punkte auf der Trajektorie sind, die von A nach
B fliessen soll, entspricht A dem nackten System, B entspricht dem renormierten
System. Der Cutoff A erscheint nicht explizit in den Wirkungen auf der Trajektorie,
da die Einheiten stets so gew#hlt werden konnen, daff A = 1 ist. Der Wert des
Cutoffs ist vielmehr durch die Grofle der Kopplungen gegeben. Der wirkliche Wert
des Cutoffs kann nur durch die Berechnung einer physikalischen Grofle, wie etwa
der Korrelationsldnge, ermittelt werden. Der einzige Weg, den Kontinuumslimes
A — oo durchzufiihren, besteht daher darin, eine nackte Theorie zu suchen, die
unendliche Korrelationsldnge besitzt. Da die Léngenskala unter Renormierungs-
gruppentransformationen ansteigt, mufl eine solche Theorie einem Fixpunkt der
Transformation entsprechen, an dem das System invariant unter Renormierungs-
gruppentransformationen ist. Wenn eine Trajektorie in der Vergroberungsrichtung
in einen Fixpunkt flieit, ist der Fixpunkt fiir Systeme auf der Trajektorie infrarot
und stellt den Grenzwert der Theorie bei kleinen Energien dar. Wenn eine Tra-
jektorie aus einem Fixpunkt herausfliefit, ist dieser Fixpunkt fiir Theorien auf der
Trajektorie ultraviolett und entspricht dem Hochenergie-Grenzwert der Theorien.
Fixpunkte von Renormierungsgruppentransformationen mit unendlich grofler Kor-
relationsldnge sind also sowohl fiir kritische Phéinomene als auch zur Definition von
Funktionalintegralen von Bedeutung.

Entlang von Trajektorien in der Umgebung von Fixpunkten kénnen Kopplungen
abfallen; solche Kopplungen werden als irrelevant bezeichnet. Oder die Kopplungen
steigen an und werden als relevant bezeichnet. Die Umgebung eines Fixpunktes wird
mit der Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation untersucht. Die
fiihrenden Eigenwerte der Linearisierung legen das kritische Verhalten fest; durch
sie wird bestimmt, wie schnell eine gestorte Theorie unkritisch wird.

1.2 Wilsons Renormierungsgruppe fiir Gittertheo-
rien

1.2.1 Gitter, Felder, Notation

Im folgenden wird eine Gittertheorie betrachtet, bei der die Spins, die auf den Git-
terpldtzen definiert sind, Werte aus den reellen Zahlen annehmen kénnen. Das Git-
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ter A, auf dem die Spins definiert werden, ist der Einfachheit halber ein einfaches
kubisches Gitter:

A= (az5))". (1.1)

Dabei ist N die Ausdehnung des Gitters in jeder der d Raumrichtungen. Mit Z;év
wird die Darstellung des Torus Z/NZ bezeichnet, die durch die Zahlen von Null bis
N —1 gegeben ist, die Gitter besitzen also periodische Randbedingungen. Durch die
Gitterkonstante a besitzt die noch zu definierende Theorie einen Ultraviolett-Cutoff;
wenn das Gitter nur endlich grof} ist, hat man gleichzeitig einen Infrarot-Cutoff ein-
gefithrt. Auch die Grenzfélle @ — 0 und N — oo sollen in dieser Bezeichnung ent-
halten sein. Im Bild des Kadanoff-Blockspins werden Spins iiber Blocke gemittelt.
Die gemittelten Spins werden auch Blockspins genannt. Sie kénnen die Freiheits-
grade der effektiven Theorie darstellen, wie im letzte Abschnitt erklirt wurde. Die
Blockspins leben auf dem Blockspingitter A’, das durch

A = (Laz;?)d (1.2)

definiert wird. L ist die Blockldnge; N soll durch L teilbar sein, fiir eine iterative
Behandlung ist N = L™ niitzlich. Das Blockgitter A’ hat eine um den Faktor L
groBlere Gitterkonstante La als das Gitter A. Fiir Punkte x € A’ definiert man den
Block b(z) um z durch

b(z) ={y € A|ITIm € (aZéOL)d ty =2z +m}. (1.3)

Dies unterscheidet sich von der iiblichen Konvention, bei der x im Mittelpunkt des
Blockes liegt, was den Nachteil hat, dal man gerade und ungerade Werte von L
unterschiedlich behandeln mufl. Fiir L = 4 und d = 1 hat man also die folgende
Situation:

®© 06 06 066 0 & o 06 0 0 0 0 0 o o A
b()
° .. ° ° A

Es ist {iblich, x mit b(x) zu identifizieren. Statt y € b(x) schreibt man y€x. Ge-
legentlich wird in dieser Arbeit fiir einen Punkt z € A der Punkt Lz € A’ mit
dem Block b(Lz) identifiziert. Lz € A, sowie die Addition von Punkten in A und
in A’ ist immer nach einer kanonischen Einbettung zu verstehen. Diese Konzepte
und Notationen kann man leicht verallgemeinern und der iterativen Struktur der
Renormierungsgruppe anpassen. Dazu definiert man ein Multigrid. Damit ist ein
System von Gitterschichten mit zunehmender Gitterkonstante gemeint. Zwischen
den Schichten gibt es Beziehungen der Art (1.3). Ferner fiihrt man verschiede-
ne Operatoren auf und zwischen den Schichten ein. In einem gewissen Sinne ist
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das Multigrid eine dem Renormierungsgruppenflul optimal angepasste Menge von
Blocken. Eine ausfiihrliche Definition dieser Menge und ihrer Anwendung bei der
mathematischen Kontrolle des Renormierungsgruppenflusses findet man in [Por90].
Im folgenden wird die Gitterkonstante a = 1 gesetzt.

Auf dem Gitter A werden Felder als Abbildungen ¢ € R, das heifit ¢ : A — R
definiert. Felder auf einem Gitter werden auch als Spins bezeichnet. Das Feld ¢ an
der Stelle z wird mit ¢, bezeichnet. Fiir Felder ¢ und ¢ aus R* kann man durch

(6, 0)n =D dytby (1.4)

yEA

ein Skalarprodukt aufstellen. Analog werden Felder auf dem groberen Gitter A’ als
Abbildungen ¢' : A’ — R, das heifit ¢’ € RN eingefiihrt. Auch fiir die Blockspinfel-
der definiert man ein gewohnliches Skalarprodukt, das durch

(¢, ") =LY ¢, (1.5)

TEN'

gegeben ist.

Durch Reskalierung kann man alle Felder auf einem Einheitsgitter definieren.
Fiir ein Feld ¢ € RY wird der Skalierungsoperator S : R* — R* durch

(Sg)y = ﬁilfLy (1.6)
definiert. Dann gilt fiir ¢ € R*
(871¢):1: - ﬂ¢%a (17)
und fiir den adjungierten Operator ST erhilt man S* = L}BQ S
+ L
(87¢,Hn = 75 Y 6:&
e’
= Y 6,87y = (6,8U)a. (1.8)
yeA

Die Wahl g = L' % wird als kanonische Skalierung eines Feldes ¢ auf A bezeichnet.
In Abschnitt 5.2.4 wird dies explizit ausgefiihrt.

Fiir ein endliches Gitter A wird mit [d¢], das IntegrationsmaB [] ., dé, bezeich-
net. Wenn klar ist, welches Gitter gemeint ist, wird dies in der Bezeichnung nicht
explizit angegeben. Fiir unendliche Gitter, oder wenn A ein Kontinuum bezeich-
net, existieren diese Mafle nur formal. Oft betrachtet man aber Gaufische Mafle,
die formal aus dem obigen Symbol und dem Exponential einer quadratischen Form
aufgebaut werden kénnen, sieche Anhang A.
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1.2.2 Der Blockmitteloperator

Der Blockmitteloperator C' operiert zwischen den Gitterschichten A und A’. Durch
ihn werden Felder auf dem feinen Gitter A auf ihre Blockmittelwerte abgebildet:

C:RM 5 RY,
(Coa=L" > ¢, (1.9)

yeEAyEr

Fiir den Operatorkern C(z,y) von C, der durch

(Ch)r =D Clx,y)dy (1.10)

yeEA

fiir € A’ definiert wird, gilt also:

L™, yer,

Clz,y) = L™ x4 (y) = { (1.11)

0, sonst.

Durch den zu C beziiglich der gewShnlichen Skalarprodukte adjungierten Operator
C*t werden blockkonstante Felder auf A definiert. Fiir ¢ € R® und ¢ € RY setzt
man:

ct:RY - R,
(¥, Ch)n = (CT, d)a- (1.12)
Aus dieser Beziehung erhélt man fiir den Operatorkern C*(y, x) von C*:
C*(y,2) = xa(y) = LC(2,y). (1.13)
Damit folgt dann
(CT )y = Yay), (1.14)

wobei mit z(y) der eindeutig bestimmte Block = € A’ bezeichnet wird, in dem y
liegt:

yex < xr = z(y). (1.15)
C* bettet also Blockspinfelder in R* ein. Aus (1.14) folgt:
Ctp=0&1=0. (1.16)

Durch den Operator C*C : R* — R* wird nun ein Projektionsoperator definiert.
Wegen

CC* =1, (1.17)
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folgt nimlich (C*C)? = C*C. Auf einer geeigneten Teilmenge von R* ist C+C
auBerdem selbstadjungiert. C*C projiziert auf den Unterraum der blockkonstanten
Felder in R*. Es gilt:

CrC(y1, o) = L “0u(y1)a(ys)- (1.18)

Mit C'TC ist natiirlich auch 1, — CTC ein Projektionsoperator.
Der reskalierte Blockmitteloperator C : R® — R* wird durch

1
yelLx
erklart. Aus den Eigenschaften des Skalierungsoperators S folgt CC*T = Ldl/sz 1 und
C*tC = - C*TC. Formal besteht der Unterschied zwischen reskalierten und nicht-

L‘iﬁ2
reskalierten Gitteroperatoren im néchsten Abschnitt nur in der Verwendung von C
beziehungsweise von C' als Blockmitteloperator.

1.2.3 Gitteroperatoren fiir Gauf3-Blockspin

Man betrachte ein System mit einer Zustandssumme F', die durch eine Wirkung
H :RM» = R gegeben wird:

P / (d)e=1. (1.20)

Das Ziel ist es nun, die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems so zu vermindern,
dafl die Zustandssumme unveréindert bleibt. Dazu definiert man auf dem gréberen
Gitter eine Wirkung Heg : R — R durch

e Her(¥) — /[dC]AP(w,C)BH(O, (1.21)
wobei das Funktional P
Jlaolvpw.o =1 (1.22)
erfiillen soll. Die effektive Zustandssumme ist dann unveréndert:
P = / difle="e ) — F (1.23)

Durch die Wahl von P werden die Eigenschaften der effektiven Wirkung beein-
fluit. Haufig wihlt man P als Gauflsches Funktional, was auch als Gauf3-Blockspin
bezeichnet wird. In Abschnitt 1.3 wird die Iteration von freien Renormierungsgrup-
penfliisssen bei Verwendung von d-artigen Blockspins numerisch untersucht. Hier
wihle ich aber

P(,¢) = Nexo (=510 - Coll3) (1.24)
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und erhalte mit Z(¢) = e (9 die Renormierungsgruppentransformation

(TZ) W) =N / dle=31-C<1R 7(¢). (1.25)

N ist dabei ein Normierungsfaktor, der so gewihlt wird, dafl (1.22) erfiillt ist; N
wird in den folgenden Formeln weggelassen. Die Norm || ||5 soll durch das Skalar-
produkt (-,-)a gegeben sein. 7 héngt von den Parametern v € Rog und L € Zs,
ab. Fiir groe Werte von « gilt ndherungsweise v = C'(, das bedeutet, das Block-
spinfeld gleicht ungefihr dem Blockmittelfeld. Durch die Transformation 7 wird
die Zahl der Freiheitsgrade reduziert, da die effektive Theorie auf dem kleineren
Gitter A’ definiert ist. Die neue effektive Theorie ist aber typischerweise komplizier-
ter in dem Sinne, dafl sie nichtlokaler ist. Diese verstirkte Nichtlokalitit entlang
des Renormierungsgruppenflusses ist eines der zentralen technischen Probleme bei
der mathematischen und numerischen Renormierungsgruppenanalyse von Modellen.
Laut [BW74] besitzt die Renormierungsgruppentransformation 7 fiir « = O(1) die
besten Lokalitéitseigenschaften. Der Gauf3-Blockspin ist eine Verallgemeinerung des
0-Blockspins, der in Abschnitt 1.3 behandelt wird.

Nun wihlt man A = Z¢. Die Renormierungsgruppentransformation 7 besitzt
keine Fixpunkte, da sie Funktionale auf R* auf Funktionale auf RY abbildet. Durch
Reskalierung kann man aber eine Transformation auf einem Einheitsgitter erhalten.
Dies miindet in dem Ausdruck

0% _
SIS = Cdlly (1.26)

in dem nun alle Gréfien, die sich auf das Gitter A’ beziehen, in solche, die sich auf
A beziehen, transformiert werden:

SIS = C¢lli = Sl — el (L.27)

Dabei wurde a = af2L? gesetzt. Die reskalierte Blockspintransformation R ist
damit durch

(RZ)(1) = / jdle W -CIR 7(c), (1.28)

mit Z(¢) = e~ "(® | gegeben. Die Parameter von (1.28) sind a, L und .
Die Wirkung H sei nun aus einem quadratischen Term

Ho(9) = %(aﬁ,v‘laﬁ) (1.29)

und einer Wechselwirkung V' (¢) zusammengesetzt. Dabei ist der Propagator v ein
reeller, positiver und auf einer geeigneten Einschrinkung von R* selbstadjungierter
Operator. Das kanonische Beispiel fiir v ist der Operator (—A)~! modulo Nullmo-
den, der den freien, skalaren Propagator darstellt, siehe auch Anhang B. Der (reska-
lierte) Renormierungsgruppenflul H — H,g kann in einen FluB v — v des Propaga-
tors und in einen FluB V' — Vg der Wechselwirkung zerlegt werden. Die Idee, die zur
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Zerlegung des Renormierungsgruppenflusses fiihrt, besteht darin, den Propagator v
in einen Blockspinpropagator v und in einen Fluktuationspropagator I aufzuspal-
ten. Dabei sollen Fluktuationen auf der Gitterschicht A in der Gréflenordnung der
Gitterkonstanten a durch den Fluktuationspropagator beschrieben werden, wiahrend
der Blockspinpropagator (vor Reskalierung) auf einer groberen Skala arbeitet und
die Summe aller lingerwelligen Fluktuationen darstellt. Das Ergebnis ist:

o—Varr(®) _ / A (C)eV A0, (1.30)
mit
I = (v'+aCtC)™, (1.31)
A = alCT, (1.32)
sowie
v=_CuCt + 2]1. (1.33)

Der Operator A wird als A-Kern bezeichnet. Der A-Kern geht zuriick auf Gawedz-
ki und Kupiainen, die Kontinuumsfelder exakt auf Gitterfelder abgebildet haben
[GK80]. Fiir Gittertheorien vermittelt dieser Operator zwischen den Schichten eines
Multigrids' in Richtung feinerer Gitter, also umgekehrt wie C'. Bei vorgegebenem
duBeren Feld ¢ ist Ay der stationéire Punkt des GaufBiintegrals, das sich aus (1.28)
bei V' = 0 ergibt. Der Propagator I' und der A-Kern haben Kerne, die exponen-
tiell abfallen. Das folgende Lemma, das zum Beispiel durch Fouriertransformation
gezeigt werden kann [Por90], wird hier ohne Beweis angegeben:

Lemma 1 Es gibt zwei Konstanten Ky und K, fir die gilt:

Az, )| < K Lfe e
T(z,y)| < K Kyl (1.34)

Das bedeutet, dafi A und T exponentiell mit der Zerfallslinge Ky abfallen. O

Bei der Berechnung dieser Gitteroperatoren gibt es einen Evolutionsprozef}, der
zu einer immer eleganteren Darstellung fiihrt [GK84a, Tim, Por95]. Auch hier sind
kleine Verbesserungen eingefiihrt worden. Das Ziel der Rechnung ist die Trennung
des Flusses fiir H in einen FluB fiir den Propagator v und einen Fluf} fiir die Wech-
selwirkung V. Dazu betrachtet man zunéchst die freie Feldtheorie (V' = 0). Aus
(1.28) wird dann ein GauBintegral, das mit Methoden aus dem Anhang (Lemma 4)
berechnet werden kann. Man findet:

(RZ)(v) = / [dc]e3IW-CalRk -3 (o0

= / [d(]e~ 3 )HalCUO-3 (G +C 00

bis auf
Normierung

6%(ac+¢’(v—1+ac+c)—1ac+¢)_%(¢a¢), (]_35)

'In dem gewiihlten Aufbau besteht das Multigrid aus iibereinanderliegenden, ineinander ver-
schachtelten Schichten von Z9.
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da mit v auch v~ ! +aC*C reell, symmetrisch und positiv, und damit invertierbar ist
((4,CTCh) = ||C9||* = 0). Der Fluktuationspropagator I' kann dann durch (1.31)
definiert werden. Die Definition (1.32) des A-Kerns ergibt sich iiber den stationéren
Punkt ¢ = al'CT) =: A1) des GauBintegrals.

RZ 1488t sich damit weiter zusammenfassen:

(RZ)(0) = e~ 3 (s (L = aCTCT)Y) (1.36)

Der Operator all — a?CI'C™ ist das Inverse des reellen, positiven und symmetrischen
Blockspinpropagators v, der durch (1.33) gegeben ist. Es gilt ndmlich:

(all — QQCFC+) (CUC+ + 21[)
= 1L — aCI'CT + aCvC* — a*CTCHCuC™
= 1L —aCl (L —T"v+aC"Cv)C*
~'=v”l4aC*C 1. (1.37)
Der Renormierungsgruppenflufl eines freien Feldes ist damit durch
(Re~3C07))(4h) = e 30w ') (1.38)

gegeben.
Der A-Kern kann durch die Formel A = vC*v~! ausgedriickt werden. Dies folgt
aus

avCt — a*vCteret

avCt —av(T ! — v HICt
A. (1.39)

vCHy!

-1 1

aCtC=

—

—v—

Wenn man nun den Propagator v iiber

v—AvAT = v— Avv 'Cv=v— ACv

= v —alC*Cv
= oI ' —v
r (1.40)

in die Summe v = '+ Av A" zerlegt, kann man in dem Renormierungsintegral (1.28)
mit Wechselwirkung die Faltungsformel fiir Gaufische Mafie (A.7) anwenden. Nach
Anwendung von Formel (A.9) bekommt man dann:

R2)W) S [ daac(0) [ dur(crever0-slv-cocer

A9 ~ e
= /duy(¢)/dur(§)e V(Ag+¢) =5l —CAp—C|?

T o) [dun(ee HoATTAOOATI VO S0 -CE (1)
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Das Integral iiber ¢ ist quadratisch und kann mit den Methoden von Lemma 4
im Anhang berechnet werden. In dem Ergebnis taucht der Operator I 1 A(v ! +
AT A)TATT ! auf, den man in den Operator aC*C umformen kann. Es gilt

namlich:

AT A = av'CoCt = v av — 1)
= ol —v (1.42)

Der obige Operator wird damit zu 2T'"'AATT™" = aCTC. Aus (1.41) wird also das
Integral

/ d/LF(é’)e—V(f)—%(f,F_lg)_%(¢’¢)+a(c+¢’£)

(=¢—AY / dpr(C)e VAP0 (#,(A+T =1 Atal —2ac.4) )

AT Aza1 ! 6;(w,ulw)/dur(g)ev(“““o. (1.43)

Wenn man nun das effektive Potential durch (1.30) definiert, hat man den Fluf}
von H in einen FluB fiir den freien Anteil v und in einen Fluf} fiir das Potential V'
aufgespalten.

1.2.4 Quadratische Fixpunkte

Wenn man V' = 0 setzt, mufl man nur den Flufl des Propagators betrachten. Fix-
punkte dieses Flusses sind quadratische Fixpunkte der Transformation R. FEine
Theorie mit unendlicher Korrelationslinge ¢ wird durch eine kleine Stérung mit
einem (quadratischen) Massenterm unkritisch, das heifit & wird endlich. Durch An-
wendung von Renormierungsgruppentransformationen schrumpft £ in jedem Schritt
ungefihr um einen Faktor % Eine unendlichfache Iteration ergibt damit eine Theo-
rie mit der Korrelationsldnge Null, also eine vollstindig ungeordnete Hochtempe-
raturphase. Man erwartet daher, dafl diese Phase ein quadratischer Fixpunkt der
Transformation R ist, der vollstdndig faktorisiert. Daher macht man den Ansatz

v=n~1, (1.44)
und bestimmt v so, dal v = v gilt. Das bedeutet:
71::7cc+4—%n::7L—%?414—%n. (1.45)
Also ergibt sich als Fixpunkt
a-! a-!

YT P= [-ig—2 (1.46)

1_ L2

im letzten Schritt wurde die kanonische Dimension 3 = L'=% eingesetzt. Damit
erhélt man fiir den A-Kern

A=oCtv !t =Ct, (1.47)
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und fiir den Fluktuationspropagator I':
I'=v—AvA* = yur (1 - C*C) (1.48)

Die Renormierungstransformation mit abgespaltenem Hochtemperaturfixpunkt hat
damit die einfache Gestalt:

e~ Verr(¥) — /d“VHT(llC+C)(<)6_V(CW+O' (1.49)

Aus dieser Transformation kann die Renormierungsgruppentransformation des hier-
archischen Modells (siehe Kapitel 2) elegant hergeleitet werden.

Durch unendlich hiufige Iteration der Transformation (1.33) fiir den Blockspin-
propagator, ausgehend von v = (—A)~! mit dem Laplaceoperator A, erhilt man
einen quadratischen Fixpunkt mit unendlicher Korrelationsldnge, der perfekter La-
placeoperator genannt wird. Der perfekte Laplaceoperator wird mit Fouriertrans-
formation berechnet. Der Gitter-Laplaceoperator A wird in Anhang B eingefiihrt.

Fiir die k-te Iterierte v des Blockspinpropagators (v = v), bekommt man den
Ausdruck

k—1
v = Choctt +a™ Y (et
1=0
= choctt 4 a,’, (1.50)

%. Der Operator C* bei den Parametern L und 8 gleicht dem

Operator C bei den Parametern L¥ und 3*. Daher wird zuerst der Operator CvC™
fouriertransformiert, anschlielend werden die Parameter modifiziert. Zunéchst zeigt
man, dafl mit v auch v translationsinvariant ist:

+ _ 2
(CuC )x,y = E Co,21 V21,20 C zzy E V0,20—21

21,22€EA z1€Lx,,z2 €Ly

2
= p E Vz1,20

zlgLO,,zggL(y—x)

mit a;, = a

= (CvCT)oy—uz, (1.51)
mit p = . Dann berechnet man die Fouriertransformierte von CoC™:
(CUC+)p = Z sz(cvc-i— =P Z e Z Vz1,20
TEA TEA 21€L0,22€ Lz

= p2 Z Z eipxUO,Lx-i-zz—zu (152)

€A 21 €L0,220€L0
da v translationsinvariant ist. Durch Fouriertransformation von v ergibt sich

(%)p = p / 271_ que p—Lq)x Z 1qz1 Z 672(]22
zEA

21€L0 22€L0

" dq ~ i(p— T
= p2/ (27r)dque(p Loz (g) . (1.53)

-T TEA
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Dabei wurde die Funktion |u|?> durch

, 1 — el
2 _ zqz ‘ H
|u(q)] 1> e —
2€L0 n=
d 2 gL

sm
= H o (1.54)

w1 sin” 2

definiert und mit Hilfe der geometrischen Reihe berechnet. Die Summe Y _, e'P~La)
entspricht einer Summe von J-Distributionen:

Z ip—La)r _ Z5t_p+Lq (1.55)

TEA teA
mit A = (27Z)% Um die Notation zu vereinfachen sei I ungerade. Zum Integral
. d
iiber ¢ tragen dann nur die Werte von ¢ bei, fiir diet € B = (27TZ§I:(£()L)> gilt, mit

b(L) = L — 1, da das Integral endliche Grenzen hat und —7 < p < 7 ist. Das
Ergebnis besitzt also die Gestalt

P t _
(CoCH)y = P LY oy Lp)|2. (1.56)

teB

Daher lautet die Fouriertransformierte von vy:

)y = (CRoCH), +ay’
bLR) d sin?
= 21k v2wl+p +a;’
(p 27rlu Pu k
Iy Jg=—b(L¥) p=1 ( 2Lk )
d in2 21

(B.9) " H“ﬂ thilﬂap”)
) L 2Lt +a,". (1.57)

9 d -9 27rl#+p#
I Jg=—b(Lk) T +4Zu:1 sin ( 2LF

Dabei ist mit [ der Vektor (Iy,...,l;) gemeint. In dem letzten Schritt wurde die
Fouriertransformierte des Propagators v = (—A + m?1)~! eingesetzt, mit dem die
Iteration startet. Auflerdem wurde von der Symmetrie der Summe iiber [y,... ,[4
Gebrauch gemacht. Die Taylorentwicklung von sin? x hat die Gestalt [GR94]

00 _
22k 11‘216

sinz = Z(—l)kﬂw =2° — %:1:4 +O(z°); (1.58)

k=1

dies setzt man in (1.57) ein. Nur fiir die kanonische Wahl der Skalierungskonstanten
[ hat die Summe (1.57) einen Grenzwert ungleich Null oder Unendlich. Man setzt
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also B = L'%; dann ist p?L~? = L~+20 Im Limes k — oo besitzt aj den
Grenzwert a(1 — L™?). Insgesamt erhélt man:

d sin? P&
b(I) N e
)y = Y S a— +a,,
Lol b(Lk) LPFm? +4 Zizl (ki — i+ ) (1.59)

mit k, = % + ml,. Wenn man den Grenzwert k& — oo innen zuerst ausfiihrt, geht
dieser Ausdruck gegen den quadratischen Fixpunkt von Bell und Wilson [BW74],
wenn man die Masse m = 0 wihlt. Massen ungleich Null werden mit dem Faktor
L% aufgeblasen. Das Ergebnis lautet:

. 1 d SiIl2 Pu 1
(i 2+ . (1.60)
’ l1,...§:—oo [+ 2l ;[[1 (% + 7rlu)2 a(l — L7?)

Das Inverse dieses Propagators wird perfekter Laplaceoperator genannt. Die Lo-
kalititseigenschaften von vP®f hiingen stark von a ab. Dies wird in Abbildung 1.1

Zerfallskonstanten fur Gauss—Blockspin

5 [ T T
L A
4T . ’
N |
AAM “ i
3 AAA _
5 )
~ AA T
~ s i
o & ]
s
A
&
&
1 AAAA |
ol ! ! !
0 5 10 15

Abbildung 1.1: Exponentielle Zerfallskonstante K (a) fiir den perfekten Laplaceope-
rator im Ortsraum.

verdeutlicht. Im Ortsraum f&llt uggf exponentiell mit |z| ab. Die Zerfallskonstante

habe ich mit einem automatisierten Verfahren an dem Abfall entlang der xs-Achse
gemessen. Die optische Sichtung der Daten zeigt, daf3 die Fehler bei dieser Bestim-
mung im Bereich des Plateaus und des Peaks besonders grof3 sind. Anhand dieser
Abbildung kann man also aussagen, daf3 der perfekte Laplaceoperator fiir a zwischen
6 und 10 eine exponentielle Zerfallskonstante groflier als 3.25 besitzt. Fiir groflere
oder kleinere Werte von a ist P sehr viel weniger lokal.



18 KAPITEL 1. WILSONS RENORMIERUNGSGRUPPE

Was macht den perfekten Laplaceoperator perfekt, warum ist er also fiir Phy-
siker interessant? Die Diskretisierung einer Quantenfeldtheorie auf einem Gitter
erfordert die Ersetzung des Laplaceoperators in der freien Wirkung durch einen
Gitter-Laplaceoperator, der in der einfachsten Version durch (B.3) gegeben ist. Ein
subtilerer Effekt dieser Ersetzung ist die Anderung der relativistischen Energie-
Impuls-Beziehung fiir freie, masselose Teilchen, die auf einem Kontinuum durch

E(p) = |pl (1.61)

gegeben ist. Die 1-Komponente eines Vektors soll der zeitartigen Koordinate ent-
sprechen. j bezeichnet die rdumlichen Anteile des Tmpulses p, E(p) ist die Ener-
gie eines freien, masselosen Teilchens mit dem Impuls p. Auf einem Einheitsgitter
A = Z? lautet die Dispersionsrelation eines freien, masselosen Teilchens mit Propa-
gator (—A)™1

d d 2 d
_ .2 Pu .2 Pu .2 Pp
E(p)=1log|1+2 E sin ?—l— 4 (}_2 sin ?> —1—23_2 sin® <~

n=2

(1.62)

Diese Beziehungen sind in Abbildung 1.2 im zweidimensionalen Fall dargestellt.
Die durchgezogene Linie entspricht der Kontinuumsbeziehung (1.61), die Kreuze
sind die Werte fiir den Gitter-Laplaceoperator. Der Impuls p, lduft dabei iiber eine

Fnergie—Impuls—Beziehungen

Energie E(p,)

Abbildung 1.2: Energie-Impuls-Beziehung auf dem Kontinuum (durchgezogen), fiir
den Gitter-Laplaceoperator (Kreuze) und fiir den perfekten Laplaceoperator (Drei-
ecke) in zwei Dimensionen.
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Brillouin-Zone. Wenn p, klein ist, sind die Dispersionsbeziehungen auf dem Gitter
und auf dem Kontinuum sehr dhnlich. Bei gréfleren Impulsen gibt es aber deutliche
Abweichungen. Zur Herleitung von Gleichung (1.62) bemerkt man zunéchst, daf
die Energie eines 1-Teilchen-Zustandes durch den exponentiellen Abfall der Zwei-
punktfunktion im Impulsraum fiir grofie zeitliche Absténde definiert werden kann:

< ¢*(t, P)B(0, ) >oc e PP, (1.63)

fiir geniigend grof}e t. Eine freie Theorie auf dem Gitter besitzt die Wirkung

Hy(9) = (6, (<A + m*1)9) (1.64)

mit der Masse m. Dabei ist A der Gitter-Laplaceoperator. Die freie Zweipunkt-
funktion ist einfach der Propagator, also das Inverse von —A + m?21, vergleiche
Lemma 8, Gleichung (A.11). Wenn man noch die Fouriertransformation des Gitter-
Laplaceoperators verwendet (Gleichung (B.9)), erhélt man fiir die Zweipunktfunk-

tion den Ausdruck
It " 1 " y41 it 1
< ¢*(t,p)9(0,p) >= —/ — e — : (1.65)
2) 527 =+ Zzzl(l — cospy)

Allgemeiner betrachte ich nun das Integral

1 m 6itac 1 m 6itac
I = — dr— = — d . .
27 J_, B _cosz  om . "B_ z(ei* 4 i)
1 2t
= — d . 1.66
27 ]I{ZI—I “Bz— (22 +1) (1.66)

Zur Vereinfachung nimmt man an, dafl ¢ ganze Werte grofler als Eins annimmt. Der
Nenner des Integranden ist gleich Null, wenn

z=zy:=B+VB*+1 (1.67)

oder
2=z =B—-vB?2+1 (1.68)
ist. Wenn B > 1 ist, ist auch |z, | > 1, und wegen 2z = i liegt nur z_ im Inneren

des Kreises |z| = 1. Mit dem Residuensatz folgt:

e ] (169

Zur Berechnung der Zweipunktfunktion wird dies mit B = m; +1 +ZZ:2(1 —coSpy)
angewendet. Also:

< $*(t, D) B0, ) >ox emHos(BHVETT) (1.70)
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was im Limes m? — 0 die Beziehung (1.62) ergibt. Nebenbei kann man bemerken,
daf} die Energie eines freien Teilchens mit Masse m # 0 fiir p’= 0 von Null verschie-
den ist. Dies wird als Massenliicke bezeichnet; fiir die Massenliicke m, erhalte ich
den Ausdruck

9 2
my = log (1 +mq/1+ (%) + %) ; (1.71)
und im Bereich kleiner Massen ergibt sich
m*  3m’ 7
mg =m— o+ 510 +O(m"). (1.72)

Die Massenliicke wird in Abbildung 1.3 veranschaulicht, in der die Energie-Impuls-

Veranschaulichung der Massenlucke
25 ]

2.0F ]

1.5}

1.0F

Fnergie E(p,)

0.5F \ / .

000« v NS

Abbildung 1.3: Energie-Impuls-Beziehung des masselosen (gestrichelt) und des mas-
sebehafteten Gitter-Laplaceoperators bei m = 1.

Beziehungen fiir ein masseloses Teilchen und fiir ein Teilchen mit de Masse m = 1
in zwei Dimensionen dargestellt sind.

Bei der Diskretisierung der freien Kontinuumswirkung ist a priori nicht klar,
ob der kanonische Gitter-Laplaceoperator eine gute Wahl einer Diskretisierung des
Laplaceoperators ist. Neben nédchsten Nachbarn kénnten auch weiter entfernt lie-
gende Punkte gekoppelt werden, um eine Energie-Impuls-Beziehung zu erhalten,
die nidher an der des Kontinuums liegt. Der perfekte Laplaceoperator ist in die-
sem Sinn perfekt, da er genau die Energie-Impuls-Beziehung (1.61) besitzt; vPe*
bildet also die perfekte Diskretisierung von —A. Die Energie-Impuls-Beziehung fiir
den perfekten Laplaceoperator (1.60) im Limes a — oo ist in Abbildung 1.2 mit der
Dispersionsbeziehung auf dem Kontinuum und der Beziehung fiir den naiven Gitter-
Laplaceoperator verglichen worden. Die Daten fiir den perfekten Laplaceoperator
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wurden durch Fast-Fourier-Transformationen mit der Routine CO6FAF aus [Num91]
erhalten. Dabei wird py festgehalten. Die erhaltenen Daten zeigen den erwarteten
exponentiellen Abfall. Mit einem automatisierten Least-Square-Fit wurde die Zer-
fallskonstante bestimmt und in Abbildung 1.2 eingetragen. Bei der Summation des
Ausdrucks (1.60) geniigt es, 60 Terme zu beriicksichtigen.

Der perfekte Laplaceoperator bildet also eine perfekte Gitterwirkung, die phy-
sikalische Vorhersagen unabhiingig von der Gitterkonstanten, das heif}t unabhéngig
von dem Cutoff, macht. Das Spektrum ist exakt. Wilsons Renormierungsgruppe
liefert die richtigen Argumente zur Begriindung. Wenn man sich vorstellt, daf aus
dem Fixpunkt vP¢f eine Renormierungsgruppentrajektorie herausliuft, so ist der
Fixpunkt fiir Theorien auf der Trajektorie ultraviolett. Unter Renormierungsgrup-
penschritten wichst die Lingenskala an, in dem gewéhlten Schema in jedem Schritt
um die Blockgréfle L. Ein Punkt auf der Trajektorie in unmittelbarer Umgebung
des Fixpunktes wird mit dem Fixpunkt durch unendlich viele Schritte verbunden.
Wenn man dies zusammenfiigt siecht man, dafl die infinitesimale Umgebung des Fix-
punktes im Kontinuumslimes ist, in dem es keine Cutoff-Effekte gibt. Weiter folgt,
daf} ein beliebiger Punkte auf der Trajektorie Kontinuumsphysik beschreibt, da das
erzeugende Funktional unter Renormierungsgruppentransformationen invariant ist.
Das gleiche Argument kann man auch fiir wechselwirkende Theorien anbringen. In
diesem Fall ist es jedoch ungleich komplizierter, Theorien auf der renormierten Tra-
jektorie systematisch zu berechnen. Von Hasenfratz und Niedermayer [HN94] wurde
1993 ein Weg vorgeschlagen, der Theorien in der Nihe der renormierten Trajekto-
rie berechnet. Die zentrale Idee besteht darin, die klassische Approximation der
Gleichung fiir Renormierungsgruppenfixpunkte zu lésen. FEin anderer Weg wurde
im November 1994 von Christian Wieczerkowski aufgezeigt und in seiner Arbeits-
gruppe ausgearbeitet [WX94, RW95|. In Kapitel 4 und 5 werden Teile dieser Arbeit
behandelt.

Im Gegensatz zu diesem Verbesserungsprogramm im Sinne von Wilsons Renor-
mierungsgruppe hat Symanzik eine Methode vorgebracht, mit der man systematisch
Korrekturen in eine Gitterwirkung einfithren kann, um die Ordnung in der Gitter-
konstanten a, in der Gitterartefakte auftreten, zu erhéhen [Sym83, Lii84]. Der
Zusammenhang zwischen Wilsons Renormierungsgruppe und Symanziks Verbesse-
rungsprogramm wird in [Wie88| hergestellt; dort wird per Renormierungsgruppe
bewiesen, dafl man Symanzik-verbesserte Wirkungen finden kann.

1.3 Numerische Berechnung von Gitteroperato-
ren bei J-artigen Blockspins

1.3.1 4-Blockspin

Eine Renormierungsgruppentransformation kann man als Ausintegration von Frei-
heitsgraden auffassen. Dies ist am deutlichsten bei Verwendung des d-Blockspins,
bei dem Blockspinfelder den Blockmittelfeldern entsprechen. Der §-Blockspin ist
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durch die Wahl
P(¥,¢) = (¢ — CQ) = ] 6(va — (CC)a) (1.73)

TEN'

des Funktionals P in (1.21) definiert. Die Renormierungsgruppentransformation 7
erscheint dann in der Gestalt

(T2)(w) = [1dclos - o) 2(c). (.71

Der 0-Blockspin ist der Grenzwert des Gauf3-Blockspins fiir & — 0o0; daher wird der
GauB-Blockspin gelegentlich auch als verschmierter d-Blockspin bezeichnet. Dies
folgt daraus, dafl das Gaufische Maf§ bei verschwindender Kovarianz gegen das 9-
Maf} geht, vergleiche Anhang A.1, Lemma 10.

Durch Reskalierung kann man analog zum Gauf-Blockspin eine Transformation
R auf einem Einheitsgitter definieren. Durch die Reskalierung wird in (1.74) der
Blockmitteloperator C' durch den reskalierten Blockmitteloperator C ersetzt. Wie
beim GauB-Blockspin kann man den Renormierungsgruppenflufl in einen Fluf} fiir
den Propagator und in einen Flufl der Wechselwirkung zerlegen, wenn das Funktio-
nal Z durch Z(¢) = e 7(® gegeben ist und H(¢$) aus einem quadratischen Anteil
Ho(¢) = 1(¢,v7"¢) und einem Rest V(¢) gegeben ist. Durch Berechnung des Inte-
grals

(RZ)()) = =20 7"¥) = / [d]3(sp — Cg)e=3607'9) (1.75)

wird dann der Blockspinpropagator v definiert, wihrend durch den stationéren
Punkt ¢pa, des Integranden der A-Kern durch Ay = ¢y erklért ist. Die Berech-
nung des stationéiren Feldes und des Integrals (1.75) kann man durch Minimierung
der quadratischen Form Hy(¢) = %(qﬁ,v_lqﬁ) unter der Nebenbedingung ¢ = C¢
durchfithren. Durch die Substitution ¢ = ¢mnax + ¢ erhélt man fiir Hy den Ausdruck
Ho(¢) = 3(dmax, v Pmax) + 5(¢, v71¢) ; der gemischte Term verschwindet wegen der
Extremaleigenschaft von ¢na.x. Also bekommt man:

(RZ)(¢) = / [dp)8 (¢ — Co)e 3@V ')
= C¢max /dC]é CC efj(gv )*%(Qsmax,v_lquax)

=3 (Gmacw ™ Sun) (R Z) (4 = 0). (1.76)

®

Nach einer Normierung ist also gezeigt, da§ das Integral (1.75) durch Bestimmung
des stationdren Punktes berechnet werden kann. (Auch die Berechnung der Nor-
mierungskonstanten ist unproblematisch und fiir einige Problemstellungen sinnvoll,
vergleiche [NN74].) Wenn man also ¢max = A1 setzt, ist das Inverse des Blockspin-
propagators v:

=AM AL (1.77)
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Diese Formel gibt an, wie sich die Kopplungen v ! unter einem Renormierungsgrup-
penschritt transformieren. Der A-Kern kann also bei Verwendung des d-Blockspins
als Transformationsmatrix der Kopplungen aufgefaf3t werden.

Die Minimierung der quadratischen Form H, unter der Nebenbedingung C¢ =
kann man mit Hilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren durchfiihren, um die
explizite Gestalt der Gitteroperatoren zu bestimmen. Dies ist hier aber nicht notig,
da die Gitteroperatoren fiir §-Blockspin durch Bildung des Grenzwertes a — oo in
den Ausdriicken fiir Gau-Blockspin erhalten werden kénnen. Das Ergebnis ist:

Blockspinpropagator v=CvC* (1.78)
A-Kern A=vCTr™! (1.79)
Fluktuationspropagator F=v—-AvA". (1.80)

Wie beim Gauf3-Blockspin besitzen die Operatoren A und I auch beim 0-Blockspin
Kerne, die exponentiell abfallen. Das Lemma 1 gilt also auch hier. Fiir den A-Kern
gilt:

— +,,—-1 _ + -1
Ay = (vCTv T )y = E : Uy, C 21,20V 202
21,22€A
2’2:/:271,
2i=z1—Lx + 1
- E Uy—Lx,ziC 24,25 l/zé,g
2] ,25EN
= Ay—Lx,Oa (181)

das heiflt A ist invariant unter Translation von Blécken. In der Rechnung wurde die
Translationsinvarianz von v und v sowie die Invarianz unter Translation von Blécken
von C* benutzt.

Einige Eigenschaften der Gitteroperatoren sind beim §-Blockspin am deutlich-
sten, zum Beispiel die Fluktuationseigenschaft von I". Dies soll in den folgenden
Rechnungen herausgearbeitet werden. Zunéchst werden einfache Eigenschaften der
Operatoren zusammengefafit:

CA = 1 (1.82)

vt = AtvT'A (1.83)

cr = rct=o. (1.84)

Dies folgt aus:
CA = CuCTv'=1, (1.85)
ATv A = v iCvww Ctrt
= v'cuCtv =7 (1.86)
Cr = Clv— AvAY)=Cv—wvv 'Cv=0. (1.87)

Auflerdem ist " ein positiver Operator; dies ist in der Darstellung (1.31) von I fiir
den Gauf3-Blockspin sofort klar. Fiir §-Blockspin geht der Beweis so:
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Es sei ein Feld ¢ € R* vorgegeben. Dazu definiert man durch ¢ = v¢ und durch
¢' = C¢ weitere Felder auf A. ¢ zerlegt man dann durch ¢ = A¢’ + (, mit einem
Fluktuationsfeld ¢, fiir das C{ = 0 gilt. Dann folgt:

(¥, TY) = (v 'p,Tv'9)

1A, T AP) +2(v7 "¢, To ™ Ad') + (v ¢, Tw™ ()
Ctv= ¢/, TCTv™ ') + 20 "¢, TCTv ') + (v ¢, (v — Av AT v ™1()
(L= CrviCu)r()

v™1¢) > 0, falls ¢ # 0. (1.88)

= (v
=
Fc+ =0 (
= (¢

7

Die Fluktuationseigenschaft des Propagators I besagt, dafl zu dem Integral

/ dur(QF (4 + () (1.89)

nur Felder mit Blockmittel C{ = 0 beitragen. Der Beweis benutzt die Projektions-
eigenschaft des Operators P := L¢3?C*C und wird mit Fouriertransformation wie
folgt durchgefiihrt:

/ dur(C)F (4 + )
_ / dur(C) / [d616(6 — OV F () + ¢)

= [au(©) [ldo) [ [oE]e @ Orw+9)
i fio [ 153

= / [dg] / [%]e5("’Fq)ei(q’¢)F(w+qb). (1.90)

Dies ist die bekannte Gittergasdarstellung von Feldtheorien. In der letzten Um-
formung hat man die Fouriertransformation von Gaufischen Mafien (A.2) benutzt.
Man zerlegt nun die Impulsfelder ¢ in blockkonstante Felder und Fluktuationen:

q= (1 — P)q+ Pq. (1.91)

Damit folgt aus (1.84):

/ dpr () F (4 + €)
r'P=0 / dq e (1 P)g,I'(1~ P)Q) ((1*P)q+Pq,¢)F(¢+¢)
_ / dq L((@-P)g.ra-P)g) +i((1-P)g.0)
e(POPo) 1[1 + ¢) (1.92)

Nun setzt man ¢; = (11 — P)g und ¢ = Pq und integriert getrennt iiber ¢; und g¢s.
Dies ist moglich, da P eine Projektion ist. Durch Bildung einer §-Funktion erhilt
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man schliefflich:

/ dur (O F (6 + C)

N / W]/ [(;Zzl)dJé(L%?C*Cqﬁ)e5(“’“1)“(‘“’(‘P)¢’)F(w+¢)- (1.93)

Damit folgt, dafl jede Konfiguration ¢ mit C¢ # 0 keinen Beitrag zum Integral
liefert. Dabei beachte man Gleichung (1.16). Zu dem Integral (1.89) tragen daher
nur Fluktuationsfelder um das Blockmittelfeld C{ = 0 bei.

Der perfekte Laplaceoperator fiir 0-Blockspin ergibt sich aus (1.60) direkt im
Limes a — o0.

Wenn man effektive Wirkungen, die durch §-Blockspins berechnet wurden, an-
schliefend auf Computern mit Monte-Carlo Methoden simuliert, beobachtet man an
typischen Konfigurationen hiufig Griaben zwischen grofien Blocken. Der Grund ist,
daf sich Information in einem Renormierungsgruppenschritt nicht iiber Blockgren-
zen hinaus fortpflanzen kann. Der d-Blockspin ist offenbar eine schlechte Wahl, wenn
man effektive Wirkungen zur Simulation auf einem Computer berechnen mochte.

1.3.2 Dressed Decimation

Die Freiheitsgrade einer effektiven Theorie kénnen durch die Blockmittelwerte der
Spins einer nackten Theorie gegeben sein. Es sind aber auch andere Verfahren
denkbar, mit denen man Freiheitsgrade nach Skalen organisiert ausintegrieren kann.
Beim Gauf}-Blockspin etwa sind die Freiheitsgrade der effektiven Theorie nur noch
niherungsweise durch die Blockmittelwerte gegeben. Noch einfacher ist es, auf die
Bildung von Mittelwerten zu verzichten, und die Blockspinfelder durch Dezimierung
zu erklaren. Fiir alle Punkte = aus dem groberen Gitter A’ erhélt man dann das
Blockspinfeld 1 € RY durch 1, = ¢, aus dem Feld ¢ € R*. Die effektiven Theo-
rien, die man durch Dezimierung erhéilt, besitzen schlechte Lokalitétseigenschaften.
Der Nachteil ist, dafl das Blockspinfeld nur durch die Blockzentren gebildet wird.
Nebenpunkte kénnen aber einfach in die Blockregel mit einbezogen werden. Dazu
definiert man den Blockmitteloperator C* [HPW95] durch

(C*)e = ot 1 Y, @y (1.94)

yEAtynn.z

Hier wird iiber alle nichsten Nachbarpunkte von z in A summiert. Dies wurde von
den Autoren von [HPW95] als Dressed Decimation bezeichnet. In zwei Dimensionen
gehen fiinf Punkte in einen Block ein; dann wird diese Blockung als 5-Punkt-Regel
bezeichnet. Benachbarte Blocke iiberlappen sich, wie in Abbildung 1.4 am zweidi-
mensionalen Fall illustriert wird. Diese Regel kann einfach auch auf weiter entfernte
Punkte ausgedehnt werden. Dies kann man so auffassen, dafl das als Temperaturfeld
gedachte Feld ¢ sich eine kurze Zeit ¢ in dem homogenen Gittermedium A nach der
Wirmeleitungsgleichung entwickelt. Dadurch findet ein Wéarmeaustausch iiber kur-
ze Entfernungen statt. Blockzentren werden durch die néichsten oder iibernéchsten
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Abbildung 1.4: Veranschaulichung der 5-Punkt-Regel. Die grofien Punkte sind
(nach kanonischer Einbettung) Gitterpunkte von A’ und von A. Die Blicke sind
rautenférmig.

Nachbarn beeinflut. Nach einer kurzen Zeit ¢ bildet man von dem verdndert Feld
é(t, ) durch Dezimierung das Blockspinfeld. Die Wirmeleitungsgleichung hat die
Gestalt

Q%—A)Mt@zo. (1.95)

Auf einem kontinuierlichen Raum sind Losungen dieser Gleichung durch die Faltung
der Anfangswerte mit dem sogenannten Wérmekern gegeben [Fol76]

o(t,7) = / dyian (9)8(x + 9) = (¢6)(2), (1.96)

unter Verwendung von Lemma 5 im Anhang. Den zweiten Ausdruck kann man in der
gleichen Form auch diskretisiert auffassen, indem der Laplaceoperator durch den in
Anhang B beschriebenen Gitter-Laplaceoperator ersetzt wird. Durch Entwicklung
der Exponentialfunktion fiir kleine Zeiten bekommt man dann

et =1 4+ tA +O(1?). (1.97)

Nach einer kurzen Zeit lautet das veranderte Feld also

o(ty) “E) (L +1N - 2d11)g),

= (1—2dt) ¢, +t(Ng),. (1.98)
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N ist die Nearest-Neighbour-Matrix, die im Anhang eingefiihrt wird. Durch Dezi-
mierung von ¢(t,-) definiert man das Blockspinfeld 1) € RV :

Ue=o(tx) = (1=2t)g,+t > ¢, (1.99)

yEAryn.n.z

Dies ist genau die Blockregel mit dem Operator C°, wenn man ¢; = ¢ und ¢y =
1 — 2dt wéhlt. Dann gilt die Beziehung ¢y + 2d c; = 1. Die Lokalitédtseigenschaf-
ten der effektiven Theorie konnen durch geeignete Wahl von ¢y und ¢; erheblich
beeinflufit werden.

Die Renormierungsgruppentransformation wird in dem obigen Sinn durch die
Wahl

P(1,¢) = 6(4 — C°¢) (1.100)

in (1.21) definiert. Natiirlich kann man aber auch GauB-Blockspins mit C° bil-
den. Die Reskalierung wird in voélliger Analogie zum §- und Gauf-Blockspin durch-
gefiihrt. Der reskalierte 5-Punkt-Blockmitteloperator wird mit C® bezeichnet. Auch
die Berechnung der Gitteroperatoren v, I' und A ist analog zum -Blockspin. Man
verwendet entweder den Grenzwert ¢ — oo in den Formeln fiir Gauf-Blockspin
oder minimiert die quadratische Form H, unter der Nebenbedingung C3¢ = 1. Das
Ergebnis sind die Ausdriicke (1.78)-(1.80), unter der Ersetzung C — C5.

Es ist mir nicht gelungen, den perfekten Laplaceoperator bei Verwendung der
5-Punkt-Regel exakt zu berechnen. Dies wiire zum Vergleich mit numerischen Daten
niitzlich. Das zentrale Problem ist die verschachtelte Struktur von C3*.

1.3.3 Numerische Berechnung von Gitteroperatoren auf end-
lichen Gittern

Renormierungsgruppenfliisse konnen auf endlichen Gittern numerisch simuliert wer-
den. Das Ziel meiner Berechnung ist eine Gegeniiberstellung der Lokalititseigen-
schaften der Gitteroperatoren bei Verwendung von -Blockspin und bei Verwendung
der 5-Punkt-Regel. Zur numerischen Berechnung der Gitteroperatoren geniigt es,
die A-Kerne zu bestimmen. Mit Hilfe von Gleichung (1.77) kann man dann aus vor-
gegebenen Kopplungen K = v~! das Inverse des Blockspinpropagators, das heifit
die effektiven Kopplungen, berechnen. v bekommt man aus »~! zum Beispiel durch
Fouriertransformation. Der Fluktuationspropagator I' ergibt sich aus v, v und A
mit Hilfe von Gleichung (1.80). Ein anderer Weg besteht darin, zunéchst v aus v mit
Gleichung (1.78) zu berechnen und daraus mit (1.79) den A-Kern zu bestimmen.
Am Schluf} steht wieder die Berechnung des Fluktuationspropagators. Auf diesem
Weg wendet man Fouriertransformationen an. Alle numerischen Berechnungen habe
ich im zweidimensionalen Fall durchgefiihrt.

Die Berechnung der Gitteroperatoren bei d-artigem Blockspin kann durch die
Minimierung der quadratischen Form Hy(¢) = 3(¢,v '¢) unter der Nebenbedin-
gung C¢ = 1) mit einem #uBeren Feld 1 ausgefiihrt werden. Hier kann man unter
dem Blockmitteloperator C den gewhnlichen Blockmitteloperator oder den 5-Punkt
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Blockmitteloperator verstehen. Bei gegebenem Blockspinfeld ) minimiert A die
Form Hy, und es gilt ¢ = CAy. Wenn man ¢, = d,o wihlt, gilt (Av), = A, .
Wegen der Translationsinvarianz iiber Blocke geniigt es, den A-Kern fiir den Punkt
x = 0 zu berechnen.

Zur numerischen Durchfithrung der Minimierung von Hy, macht man lokale paar-
weise Anderungen der Spins. Die Anderungen wihlt man so, dafl einerseits die Ne-
benbedingung eingehalten wird und andererseits H, in Abhéngigkeit von dem Va-
riationsparameter minimiert wird. Dies wird zunéchst am Beispiel des d-Blockspins
erkliart. Die Blockgrofle legt man auf L = 2 fest. In einem ersten Schritt wihlt man
ein Hintergrundfeld ¢. Giinstig ist die Wahl ¢, = d,, da dann (Av), = A, gilt.
Wegen der Invarianz unter Translation von Blocken geniigt es, den A-Kern fiir den
Block = 0 zu bestimmen. Nun bestimmt man aus ¢ eine Startkonfiguration ¢,
fiir die offensichtlich C¢ = v gilt. In zwei Dimensionen und fiir 5 = 1, L = 2 wéhlt
man zum Beispiel ¢, = 46,9. Zur Minimierung macht man eine Schleife {iber alle
Blocke. Unter den in einem (zweidimensionalen) Block sechs verschiedenen Spin-

[ ) o —0 [ ]
U1 Y2
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] o —0 [ ]

Abbildung 1.5: Situation bei der Verdnderung von Feldvariablen fiir §-Blockspin.

paaren wihlt man ein erstes aus; die zugehorigen Gitterpunkte werden mit y; und
Y2 bezeichnet, vergleiche Abbildung 1.5. Nun wird ein neues Feld ¢™*" durch

¢y, +h, fallsy =y,
Oy = by, — h, falls y = ys, (1.101)
by, sonst

definiert. Dadurch bleibt die Nebenbedingung ungeéndert. d wird so gewéhlt, dafl
Hy minimiert wird. Das FErgebnis ist:

erA(Kyhl‘ B Ky2,$)¢x
Q(Kyla?ﬂ - KO,U)

h= (1.102)

Eine beliebige Gittersumme der Gestalt ZLyeAf(:r,y) mit f(x,y) = f(y,x) kann
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man niamlich in

Z f@,y) = fly, 1) + f(y2,92) + 2f(v1, 92)

T,yeEA

+ Z flz,y) + 2 Z flz,y1) + 2 Z f(z,y2) (1.103)

z,y€A\{y1,y2} ze€A\{y1,y2} z€A\{y1,y2}

zerlegen. Wegen Ho(¢) = 3 > wyen PoKuyoy und K,y = K, unter Ausnutzung der

Gittersymmetrie des Propagators kann man dies auf Hy anwenden. Also gilt

2(H0(¢new) - HO(¢)) = 2Ky1,yz <(¢y1 + h)(¢yz - h) - d)y1¢yz>

+ Ky1,y1 ((¢y1 + h)2 - ¢32;1) + Kyz,yz((d)w - h)2 - d)?/z)
+2 Z Kz,y1¢z(¢y1 +h— ¢y1)

zeA\{y1,y2}

+2 Z Kz,y2¢z(¢y2 —h— ¢y2)
zeA\{y1,y2}
= 2h2(K0a0 - KylayZ)

+2h<(K0a0 - Ky1,y2)(¢y1 - ¢y2) + Z ¢I(Ky1,x - Ky2,1)> . (1104)

r€A\{y1,y2}

Dieser quadratische Ausdruck der Form Ad?+2Bd ist extremal an der Stelle d = —%,
was gerade dem Ausdruck (1.102) entspricht. Genauso verfihrt man mit den an-
deren Spinpaaren des Blockes. Nach jeder Schleife iiber die Blocke wird Hy be-
rechnet. Wenn sich Hy nur noch wenig &ndert, wird das Verfahren gestoppt. Die
letzte Feldkonfiguration ist gleich dem A-Kern, wenn man die Minimierung fiir das
Hintergrundfeld ¢ = 0, durchfiihrt.

Das Programm zur Bestimmung des A-Kerns mit der 5-Punkt-Regel ist etwas

komplizierter, da sich die Blocke iiberlappen. In der Situation von Abbildung 1.6

%

X3

Abbildung 1.6: Situation bei der Veréinderung von Uberlappungspunkten.
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definiert man ausgehend von einer Startkonfiguration ¢ ein neues Feld ¢™*" durch
Gz, + oh, falls 2 = 24,
Ouy + E—;h, falls x = w9,
Ogs — D, falls © = z3,

O, sonst.

Dadurch bleibt die Nebenbedingung C?¢ = C®¢"*" = 1) erhalten. h wird so gewiihlt,
dal Hy(¢™") — Ho(¢) extremal wird:

ZIEA (%gﬁl’([(ﬂv,m + KSL‘,IQ) - ¢sz,z3>

5 .
(K zy + Kopa) — Ko — 2 <z—;> (Koo + Ky, 20) (1.106)

co

¢new _
- =

(1.105)

h =

Die Extremaleigenschaft von h weist man nach, indem man fiir die symmetrische
Funktion f(z,y) = ¢, K, ¢, die Summe 2Hy(¢) = Zz’yeAf(:r,y) aufspaltet und
anschliefend die Differenz Hy(p"*") — Hy(¢) berechnet. Dies ist analog zum obigen
Vorgehen. In einer zweiten Update-Routine verindert man die Feldvariablen, die
nicht in die Blockspins eingehen. In der Situation von Abbildung 1.7 definiert man

T
.1

Abbildung 1.7: Situation bei der Verdnderung von Punkten, die nicht in den Block
mit eingehen.

das verdnderte Feld ¢"®" durch

= +h, fallsx =z,
P = Por +hy falls 7=, (1.107)
Oy sonst.
Der extremale Wert von A ist durch
Z A d)l‘Kx 1
h=_—=zef 7 20 1.108
Koo ( )
gegeben, da
2(Ho(¢™™) — Ho(¢)) = 2 > $uKoa (62 +h) — r,)
zA\{z1}
+Ky1,y1 ((¢)x1 + h)2 - d)il)
B oh S G Ky + B2 Koy (1.109)

TEA
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gilt, so daB8 der Extremum durch (1.108) gegeben ist. Uber die in Abbildung 1.6 und
1.7 dargestellten Situationen kann man in einer Schleife die Energie Hy(¢) sukzessive
minimieren. Aus der letzten Konfiguration liest man wie erklart den A-Kern ab.
Um einen ersten Eindruck zu gewinnen, habe ich mit diesen Programmen zunéchst
A-Kerne fiir die freie, masselose Theorie mit Kopplungen K = v~ ! = —A auf Git-
tern der GroBe L = 2F mit k € {4, 5,6, 7} berechnet. An Abbildung 1.8 erkennt man

Exponentielle Konvergenz von A
e e

~ O; A E
Faa : A
2 L N
= L A
ID —5+ A _|
| L A
P L A
= - A
o L A
T —oF A S
Z F A
6 = A
© F A
F A
-5 | | ]
0 5 10 15

Anzah!| der Schleifen

Abbildung 1.8: Exponentielle Konvergenz bei der Berechnung des A-Kerns auf ei-
nem 64 x 64-Gitter. Aufgetragen ist die Energiedifferenz der Konfigurationen zur
letzten Konfiguration, aus der der A-Kern bestimmt wird.

zunéchst, dafl die vorgeschlagene Methode zur Bestimmung des A-Kerns exponen-
tiell schnell gegen einen Fixpunkt konvergiert. Die Konvergenz folgt ungefihr dem
Gesetz Hy(¢) — Hy(¢"*) = const x 107", wenn ¢! die letzte Konfiguration und n
die Anzahl der durchlaufenen Schleifen ist. Nach etwa 16 Schleifen ist die Rechner-
genauigkeit erreicht. In Abbildung 1.9 ist der Logarithmus des Betrags des A-Kerns
fiir 6-Blockspin gegen den Betrag des Abstands zum Ursprung fiir ein 64 x 64-Gitter
aufgetragen. An dem linearen Verhalten der Randkurve erkennt man deutlich den
exponentiellen Zerfall des A-Kerns. Zunéchst habe ich aus Graphen dieser Art die
Abhéangigkeit der Zerfallskonstanten von der Gittergrofie bestimmt. Die Zerfalls-

konstante K (L) ist die grofite Zahl fiir die im linearen Bereich K (L) < —%w

gilt, wobei ¢ eine unbedeutende Konstante ist. Durch lineare Fits habe ich K(L)
fiir alle betrachteten Werte von L jeweils fiinfmal bestimmt. Der angegebene Fehler
ist die Wurzel aus der empirischen Varianz der Werte. Die Zerfallskonstante fiir
die 5-Punkt-Regel wurde mit dem Parameter ¢y = 0.8 und ¢; = 1_4°° bestimmt.
Die Anderung der Zerfallskonstanten mit ¢, wird spiiter untersucht. Das Ergebnis
findet man in Tabelle 1.1. Die erste Beobachtung ist, dal K (L) fiir die 5-Punkt-
Regel deutlich grofier ist als fiir den §-Blockspin. Der A-Kern (und die anderen
Gitteroperatoren) fallen schneller ab, sind also lokaler. Die Zerfallskonstante ist bei

Verwendung des d-Blockspins deutlich von der Grofle des Gitters abhéngig. Wenn
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/erfall des A4—Kerns: §—Blockspin
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Abbildung 1.9: Exponentieller Zerfall des A-Kerns bei 0-Blockspins. Aufgetragen
ist der Logarithmus von |A, o| gegen |y|.

man zu grofleren Gittern geht, wird der A-Kern weniger lokal; dies ist ein natiirliches
Verhalten. Wenn man die 5-Punkt-Regel verwendet, stabilisiert sich die Zerfallskon-
stante bereits bei L = 32 auf einen asymptotischen Wert. Auch darin driicken sich
die besseren Lokalitédtseigenschaften der 5-Punkt-Blockung aus.

Wie mufi man bei der 5-Punkt-Regel ¢y wihlen, damit die Zerfallskonstante
K(¢p) maximal wird? Um dies zu beantworten, habe ich den A-Kern im freien,
masselosen Fall (v™' = —A) auf einem 32 x 32-Gitter fiir verschiedene Werte von
co zwischen 0.4 und 1.0 berechnet, und die Zerfallskonstante nach dem beschrie-
benen Verfahren gemessen. In Abbildung 1.10 ist das Ergebnis aufgetragen. Der
Fall ¢ = 1 entspricht der bloflen Dezimierung. Deutlich ist zu erkennen, daf} die
Zerfallskonstante bei ¢y = 0.75 ein scharfes Maximum mit K(0.75) = 1.496(7) an-
nimmt. Wenn drei Viertel des Gewichtes bei der Blockung auf den Blockmittelpunkt

L | 6-Blockspin | 5-Punkt-Regel

16 | 0.994(4) 1.423(6)

32| 0.944(7) 1.403(8)

64 | 0.918(3) 1.403(2)
128 | 0.897(4) 1.404(3)

Tabelle 1.1: K (L) fiir j-Blockspin und 5-Punkt-Regel.
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Abbildung 1.10: Bestimmung des Optimalwertes fiir ¢, fiir die 5-Punkt-Regel.

fallen, ist der A-Kern also optimal lokal. Die Zeit, in der sich das Feld nach der
Wirmeleitungsgleichung entwickelt, ist dann ¢; = 0.0625; sie ist so klein, daff man
erwarten kann, daf} es keine wesentlichen Verbesserung im Lokalitéitsverhalten des
A-Kerns gibt, wenn man die Taylorentwicklung (1.97) erst nach héheren Ordnungen
abbricht, beziehungsweise {iberniichste Nachbarpunkte mit in die Block-Regel ein-
bezieht. Nach einer Mitteilung von Klaus Pinn besitzt der perfekte Laplaceoperator
selbst die besten Lokalitétseigenschaften fiir ¢y = 0.80.

Wenn der A-Kern berechnet ist, kann man mit Hilfe von Gleichung (1.77) die
Blockkopplungen »~! berechnen. Wenn man sich vorstellt, dal man H, bei dem
Hintergrundfeld

wac = 5$,x1 + 63;‘,3:2 (1110)

minimiert hat, so gilt einerseits

1 _ _ _
Hy(v) i= 5 (0,07 0) = Voo + Vs (1.111)
und andererseits

Hy(y) = ¢6RrAn:iz?=c¢ Ho(9) = Hy(AV) = Ho(A s + Ava). (1.112)

Durch Vergleich von (1.111) und (1.112) kann man die geblockten Kopplungen v !

T1,T2
bekommen, wenn man zuvor v, bestimmt hat. Dazu wird das Hintergrundfeld
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Yy = 00 gewdhlt; dann ist ndmlich

1 1
Hy() = S0 = Ho(Ap) = 5 ) v,y AsoAyo. (1.113)

T,yEA

Aus dem A-Kern kann man also sehr einfach »~! im Ortsraum berechnen und Re-
normierungsgruppenschritte iterieren, bis man schliellich den perfekten Laplaceope-
rator gewonnen hat. Bei der Iteration ist zu beachten, dal das reskalierte Block-
spingitter A’z nicht gleich dem Gitter A ist, sondern ein kleineres Gitter, das in
jeder Raumrichtung statt N nur noch % Punkte enthélt. Die Kopplungen auf A'g

sind invariant unter Drehungen des Gitters um %” mit £ = 0,1,.... Daher besitzt
. . . . o4 . .
. . . ° e . . .
. . ° ° o9 . . .
° ° ° *2 . .
° ° ° ° ®) . .

Abbildung 1.11: Unabhéngige Komponenten von v~ auf A's. Die fetten Punkte
entsprechen den unabhingigen Komponenten. Die Zahlen werden im Text erklart.

v nur % (% + 1) (% + 2) unabhéngige Komponenten, sieche Abbildung 1.11. Um
fiir die Iteration aus den Blockkopplungen v ! auf dem kleineren Gitter A’z neue
Kopplungen v~ auf A zu definieren, zerschneidet man A'p so, daf alle Symme-
trie aufgehoben ist, klebt an die verbleibenden Kopplungen soviele Nullen heran,
bis man alle unabhéngigen Kopplungen auf A definiert hat, und klebt diese Kopp-
lungen geméfB der Symmetrieforderungen aneinander. Bei dem Zerschneiden muf
man die Subtilitdt beachten, dafl man einige Kopplungen durch Zwei oder durch
Vier teilen muf}, wenn % gerade ist. Die richtigen Faktoren sind in Abbildung 1.11
an den entsprechenden Punkten eingetragen. Wenn N = 32 ist, gibt es also 45
unabhéngige Kopplungen, bei N = 64 gibt es 153 unabhéngige Kopplungen. Die Ite-
ration wurde bei diesen Parametern fiir den d-Blockspin und fiir die 5-Punkt-Regel
(co = 0.80), ausgehend von der freien, masselosen Theorie, jeweils 20 mal durch-
gefithrt. Die Ergebnisse fiir die Blockkopplungen nach den ersten zehn Schritten
sind in Abbildung 1.12 dargestellt. Abgebildet sind die bereits geteilten Kopplun-
gen, die auf dem Gitter A leben. Die diskreten Punkte wurden verbunden, damit die
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Abbildung 1.12: TIteration der Blockkopplungen auf Gittern der Gréfe N = 32 und
N = 64. Ausgangspunkt der Iteration ist die freie, masselose Theorie, die durch
den Gitter-Laplaceoperator definiert wird. Es wurden jeweils zehn Iterationsschrit-
te durchgefiihrt. Die Kopplungen sind durch einen Schnitt entlang der x;-Achse
dargestellt, es gilt * = (x,0). Die Dreiecke bezeichnen die exakten Werte, die aus
Formel (1.60) im Limes a — oo erhalten wurden.
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Zuordnung zu den Schritten klarer wird. Die Dreiecke beim d-Blockspin bezeichnen
die exakten Resultate, die durch eine numerische Auswertung von Formel (1.60) im
Limes a — oo erhalten wurden. In jedem Fall kann man eine Konvergenz zu einem
Haufungspunkt beobachten. Das Ergebnis der Iteration ist der perfekte Laplaceope-
rator. Mit der 5-Punkt-Regel wird der Fixpunkt spéter erreicht, beim d-Blockspin
konvergieren die Kopplungen erstaunlich schnell, bereits nach vier Schritten ist der
perfekte Laplaceoperator erreicht. Konvergenzprobleme auf kleineren Gittern sowie
Trunkationseffekte sind bereits in [Deg95] mit dieser und einer anderen Methode zur
Berechnung der Blockkopplungen ausfiihrlich untersucht und dargestellt worden.

An der logarithmischen Darstellung in Abbildung 1.12 kann man deutlich er-
kennen, dafl die Blockkopplungen exponentiell abfallen; die Zerfallskonstante ist fiir
den §-Blockspin ungefihr 1.4, wihrend ich fiir die 5-Punkt-Regel etwa 3.2 erhalte.
(In der Tat sind die Kurven nicht ganz linear; dies erwartet man auf endlichen Git-
tern, da Periodizitéit gefordert wird.) Auf dem 32 x 32-Gitter sind die Kopplungen
bei z = (8,0) beim §-Blockspin auf circa 10~* abgefallen, bei der 5-Punkt-Regel
in der gleichen Situation bereits auf 107!9. Auf einem 64 x 64-Gitter bildet sich
bei der 5-Punkt-Regel fiir z; > 11 ein Plateau bei log |y, | = —37, das heiit bei
5] < 10716 aus; dies liegt in der GroBenordnung der Rechnergenaunigkeit. (Die A-
Kerne und die Blockkopplungen wurden stets mit der maximal verfiigharen Genau-
igkeit bestimmt.) Fiir groBere Gitter kann man also noch weiter entfernt liegende
Kopplungen gleich Null setzen. In Abbildung 1.13 wird der Vergleich der Blockspin-
propagatoren fiir die 5-Punkt-Regel bei ¢y = 0.75 und ¢y = 0.80 durchgefiihrt. Die
Darstellung ist wieder logarithmisch. Ausgehend von der freien, masselosen Theo-
rie auf einem 32 x 32-Gitter wurden die ersten zehn Renormierungsgruppenschritte
fiir die Blockkopplungen in einem Schnitt entlang der z1-Achse abgebildet. Zuerst
bemerkt man, daf§ die Daten bei ¢y = 0.75 sehr viel regulérer sind als bei ¢y = 0.80.
Bereits nach zwei Schritten sind die Kopplungen gegen den perfekten Laplaceope-
rator konvergiert, wihrend die Konvergenz bei ¢y = 0.8 mindestens acht Schritte
erfordert. Dieses bessere Konvergenzverhalten liegt an der optimalen Lokalitdt des
A-Kerns, mit dem sich die Kopplungen transformieren, bei ¢y = 0.75. Der per-
fekte Laplaceoperator fillt jedoch bei ¢y = 0.8 schneller ab; fiir die exponentiellen
Zerfallskonstanten K(c) erhalte ich

K(0.75) = 3.0 (1.114)
K(0.80) = 3.2. (1.115)

Bei der Wahl von ¢y mufl man also zwischen den Vorziigen schneller Konvergenz ge-
gen den perfekten Laplaceoperator und guter Lokalitit dieses Operators abwégen.
In Abbildung 1.14 sind die numerisch gefundenen Energie-Impuls-Beziehungen am
Beispiel des 0-Blockspins und der 5-Punkt-Regel bei ¢y = 0.75 fiir die Iteration auf
einem 64 x 64-Gitter dargestellt. Dazu wurden die Kopplungen aus dem Ortsraum
in den Impulsraum transformiert, in dem sie aufgrund der Translationsinvarianz
diagonal sind. Nach einer Inversion kann man durch Fouriertransformation in der
ersten Impulskoordinate die Zweipunktfunktion bestimmen, die exponentiell mit p,
abfillt. Wie oben erwihnt kann man die Zerfallskonstante automatisiert bestimmen
und in die Abbildung eintragen. Dargestellt sind insgesamt sieben Punkte auf der
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Abbildung 1.13: Vergleich der Blockkopplungen und des perfekten Laplaceoperators
fiir die 5-Punkt-Regel bei ¢y = 0.75 und bei ¢y = 0.8.
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Abbildung 1.14: Energie-Impuls-Beziehungen entlang der berechneten Trajektorie
vom Laplaceoperator zum perfekten Laplaceoperator fiir 0-Blockspin und 5-Punkt-
Regel mit ¢y = 0.75 auf einem 64 x 64-Gitter. Dargestellt sind 6 Schritte, Ausgangs-
punkt ist der naive Gitter-Laplaceoperator (Késtchen).
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Trajektorie von dem naiven Laplaceoperator, der den Késtchen entspricht, bis zu
dem perfekten Laplaceoperator. Die drei letzten Schritte wurden mit dem gleichen
Symbol bezeichnet; fiir diese drei Propagatoren &ndert sich die Dispersionsrelati-
on nur noch sehr wenig. Es ist interessant zu bemerken, dafl die Energie-Impuls-
Beziehungen entlang der Trajektorie vom naiven Laplaceoperator zum perfekten
Laplaceoperator fiir )-Blockspin und fiir die 5-Punkt-Regel beinahe gleich schnell
gegen die perfekte (Kontinuums-) Beziehung gehen. Dies ist unabhiingig von dem
Wert, den ¢y annimmt.

1.3.4 Linearisierung

Kleine Stérungen eines Renormierungsgruppenfixpunktes geben Aufschluf} iiber das
kritische Verhalten. Sie werden unter Renormierungsgruppentransformationen mit
der Linearisierung, das ist die Tangentialabbildung an dem Fixpunkt, transformiert.
Aus den Eigenwerten der linearisierten Abbildung bestimmt man die kritischen Ex-
ponenten. Der Fixpunkt H,(¢) der (reskalierten) Transformation

e ') = / [dple T 5(¢ — Cop) (1.116)
werde durch die kleine Storung h(¢) beeinfluft. Dann ist H' von der Gestalt
H'() = Hi () + 1 (1), (1.117)

und man erwartet, daf§ auch A’ klein ist. Aus (1.116) wird dann

e M- (W) = [ldole O~ b@)ow o), (L118)

also gilt

W) = ) / dle " On(B)s( — Co). (1.119)

(1.119) ist die Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation (1.116) am
Fixpunkt H,. Wenn H, ein quadratischer Fixpunkt von der Form

H(6) = 5(6,07'9) (1.120)

ist, v ist zum Beispiel der perfekte Laplaceoperator, so kann man die Linearisierung
aufgrund der Rechnungen in Abschnitt 1.2.3 und der Uberlegungen in Abschnitt
1.3.1 offenbar in der Form

W) = / dpir(CO)h(AD + ) (1.121)

schreiben. Dabei berechnen sich die Gitteroperatoren aus v mit der gewéhlten Block-
mittelvorschrift C aus den Gleichungen (1.79) und (1.80). Diese Gleichungen gelten
allgemein fiir beliebige Storungen eines quadratischen Fixpunktes.
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Wenn man nur quadratische Stérungen h(¢) = 3(¢, K@) eines quadratischen
Fixpunktes v untersucht, ist die linearisierte Transformation noch einfacher durch

K'=A"KA (1.122)

gegeben, wie man an Gleichung (1.77) abliest. Die zugehorige Transformationsma-
trix kann nach Beriicksichtigung aller Symmetrien numerisch diagonalisiert werden.
Dazu habe ich die Routine FO2AFF aus [Num91] verwendet. Die Eigenwerte der

Ai
¢ | 5-Punkt-Regel, ¢o = 0.75 | 5-Punkt-Regel, ¢y = 0.80 | 0-Blockspin
0 3.999999941 3.999999853 3.9983
1 0.999999844 1.000000009 0.9794
2 0.581276950 0.650194438 0.5350
3 0.249985627 0.250002147 0.2125
4 0.091129642 0.078685718 0.1923

Tabelle 1.2: Eigenwerte der linearisierten Transformation am perfekten Laplaceope-
rator.

Linearisierung sind in Tabelle 1.2 eingetragen. In zwei Dimensionen ist die Inge-
nieursdimension eines Feldes gleich Null. Das Auftreten der Eigenwerte 4, 1 und
0.25 im Spektrum ist natiirlich, da es sich um eine freie Feldtheorie handelt. Fiir
§-Blockspin kommt der Volumeneigenwert 4 mit einem relativen Fehler von 4 -10~*
heraus, der Eigenwert A3 = 0.25 hat schon einen relativen Fehler 0.15. Weitere
Eigenwerte sind komplex. Mit der 5-Punkt-Regel erhilt man sowohl bei ¢g = 0.75
als auch bei ¢y = 0.8 gute Resultate. Die grote relative Abweichung ist 8 - 1075,
Der marginale Eigenwert A\; = 1 ist bei ¢g = 0.80 sehr genau bestimmt worden.
Etwas merkwiirdig ist das Verhalten des Eigenwertes )y, der nicht kanonisch ist.
Die Instabilitdt im Vergleich zwischen ¢y = 0.75 und ¢y = 0.80 deutet auf numerisch
Probleme hin. Dies ist etwas unnatiirlich, da der kleinere Eigenwert A3 sehr genau
bestimmt werden konnte.



Kapitel 2

Das hierarchische Modell

2.1 Geschichte und Philosophie

Hierarchische Modelle sind Modelle der statistischen Physik und der Quantenfeld-
theorie. Das erste hierarchische Modell wurde 1969 von F. Dyson untersucht [Dys69].
Dysons hierarchisches Modell ist ein Modell mit einer langreichweitigen, nicht trans-
lationsunabh&ngigen Spin-Spin Wechselwirkung, die aber fiir die meisten Spin-Paare
wie eine kurzreichweitige Wechselwirkung abfillt. Nach Dyson wurde das hierarchi-
sche Modell von G. A. Baker Jr. wiederentdeckt [Bak72]. Baker hat als erster die
Wilsonsche Renormierungsgruppe auf diese Modelle angewendet. Da die Renormie-
rungsgruppentransformation fiir hierarchische Modelle eine besonders einfache Form
annimmt, war eine mathematisch fundierte Analyse der Renormierungsgruppenfix-
punkte und des Renormierungsgruppenflusses moglich [CE78, BS73].

Heute betrachtet man das hierarchische Modell vor allem als lokale Ndherung
des vollen Modells. Die erste Formulierung dieser Art wurde von Gallavotti [Gal78§]
gegeben. In diesem Zusammenhang erschienen und erscheinen viele Arbeiten, vor
allem aus der mathematischen Physik, da sich gezeigt hat, da} die hierarchische
Approximation ein sehr gutes qualitatives Bild der Phaseniibergéinge des vollen Mo-
dells liefert. Dazu zéhlen Arbeiten von Gawedzki und Kupiainen [GK84b], die
sich mit der Konstruktion nichttrivialer Kontinuumslimiten beschéftigen, die bis-
her einzige Konstruktion eines nichttrivialen Renormierungsgruppenfixpunktes von
Koch und Wittwer [KW91], sowie Arbeiten von Pinn, Pordt und Wieczerkowski
[PPW94, PW91, Por93| zu mathematischen und numerischen Aspekten von hierar-
chischen Modellen.

Neben skalaren hierarchischen Modellen untersucht man auch Random Walks
auf hierarchischen Gittern [BEI92], hierarchische Modelle fiir Flichen [CM94] oder
das hierarchische O(N)-Modell [GS96].

Wie in [PPWO94| herausgestellt wird, gibt es mindestens drei Motivationen fiir
die Beschéftigung mit hierarchischen Modellen. Zunéchst kann man diese Modelle
als Spielwiese und Testgeldnde zur Entwicklung von Methoden fiir eine Renormie-
rungsgruppenanalyse von vollen Theorien betrachten. Entscheidend dabei ist die
einfache lokalitdtserhaltende Renormierungsgruppentransformation. Die Tatsache,
daf} die volle Transformation nicht lokalitédtserhaltend ist, wird bei diesem Zugang

41
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als technische Komplikation gesehen [GJ87, BY90, BDH95, CM94, Gal85].

Zweitens kann man das hierarchische Modell als Approximation an volle Modelle
betrachten. Leider gibt es bisher keinen systematischen Weg, Korrekturen iiber die
hierarchische Situation hinaus zu berechnen. Ansétze dazu kann man in Kapitel 5
und in [PRW] finden.

Schlielich kann man hierarchische Modelle als eigenstéindige und vollkommen
nichttriviale Modelle der euklidischen Quantenfeldtheorie untersuchen, die fiir sich
interessant sind, obwohl sie nicht in den Minkowski-Raum fortgesetzt werden kénnen.

2.2 Hierarchische Renormierungsgruppentransfor-
mationen

Das hierarchische Modell ist eine Approximation der vollen Renormierungsgruppen-
transformation, die man auf verschiedene Arten erkldren kann. Der eleganteste Weg
fithrt iiber die volle Transformation (1.49) nach Abspaltung des Hochtemperatur-
fixpunktes. Dadurch erhélt man eine Form der hierarchischen Renormierungsgrup-
pentransformation im Hochtemperatur-Bild, das heifit bei abgespaltenem Hochtem-
peraturfixpunkt. Das Hochtemperatur-Bild und das Ultraviolett-Bild, in dem der
Hochtemperaturfixpunkt nicht abgespalten ist, werden im folgenden einander ge-
geniibergestellt.

In (1.49) ersetzt man den Propagator I' = yyr (1l — C*C) durch den diagonalen
Propagator I' = v1. Wenn man die Transformation nach dieser Ndherung fiir ein
lokales Potential V(¢) = 3_ \ V,(¢,) anwendet, faktorisiert das Integral:

Za(d) = N / [T dc,e 5% 2,((C* )y + )
yEA
= H{ 11 / dm(@)%(bliwﬁﬁy)}
TEA €Lx
Tr.ansla.tions— ’ ; e
= H{ / dua,(ozo@—l—wﬁo} . (2.1)
TxEA

Dabei hat man Z(¢) = e V(® gesetzt. du,(¢) in (2.1) ist das eindimensionale
GauBlsche Mafl mit Mittelwert Null und Kovarianz v. C*4 ist eine blockkonstante
Funktion; wenn man daher fordert, daf alle Z, die gleiche Gestalt besitzen, fak-
torisiert auch Z.g. Die Transformation 7 fiir einen Punkt wird die hierarchische
Renormierungsgruppentransformation im Hochtemperatur-Bild genannt. Sie wirkt
auf Funktionen Z(¢) von einem reellen Argument und hat die Gestalt

(T'2)(0) = { [ a2+ o}Ld, (22)
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mit ' = L5, Héufiger als 7' wird die Transformation 7 benutzt, die durch

(T2)() = { [ a7+ o}Ld, (23)

mit = L% gegeben ist. Diese Transformation erhélt man aus der vollen Transfor-
mation, wenn man, wie in [PPW94]| erklért wird, ohne den Hochtemperaturfixpunkt
abzuspalten, die Kerne der Gitteroperatoren durch Stufenfunktionen nihert. Dies
ist wegen des exponentiellen Zerfalls dieser Operatoren gerechtfertigt. 7T ist die
hierarchische Transformation im Ultraviolett-Bild.

Durch eine Ahnlichkeitstransformation kann man aus 7 und 7’ Renormierungs-
gruppentransformationen R und R’ erhalten, bei der die Integration mit dem Po-
tenzieren mit L? vertauscht ist:

R=S"aTos mit RZ(w) = [ di(QZ(00+ 0, (2.4

wobei SZ(v) = Z(¥)™" ist. Aus Fixpunkten von 7 erhilt man damit auch Fix-
punkte von R. Beide Transformationen sind dquivalent, aus numerischen Griinden
kann aber die Bevorzugung einer Transformation sinnvoll sein (siehe Abschnitt 2.6.1
und 2.6.4). Der Zusammenhang zwischen R und R’ wird durch den hierarchischen
Hochtemperaturfixpunkt Zyr vermittelt, der als Fixpunkt von R durch

_1 ,L2*1¢2
Zyr = Lti-1e 2y

(2.5)

gegeben ist. Die Fixpunkteigenschaft weist man durch Gauflintegration nach, ver-
gleiche Abschnitt 2.3. Wenn man den Multiplikationsoperator mit Zxr als Zyr
bezeichnet, und in (2.4) Z(¢) = Zur(P)F(¢) setzt, gelangt man zu R’ durch die
Ahnlichkeitstransformation

R' = Z5t o R o Zyr, (2.6)

wobei R’ durch
RFW) = [ duy (OF 35+ O .1)
gegeben ist, mit v/ = L=2y und 3’ = L~23. Es gilt niimlich:

RF)) = s [ (O P30+ O Zn (30 + )

1 L2-1 rd

= LAEH LS [ (O (30 + Ve O

L2-1 12-1

— Le(zde_zde Bz)wz/d'uj,y(C)F(ﬁz/}-FC)Lde

_B(L2-1y¢ 121 ¢
i 2v

_a2n? s rd —LT2BA2—1)u¢
= 5 [dun QR (e e 2.8)



44 KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELL

Durch die Substitution ¢’ = 8'(L?—1)+( bekommt man die folgenden Beziehungen:
BY+¢ = B+ —BL-L )=+,

_L/CQ = —L,C'Q + CAC — D¢ gL —,1)%2 |
2y 2y 5 >
172 172 1 2/ 79 5 o
AR ve SRS, AR (2.9)
o 5 .

Durch Einsetzen und Zusammenfassen erkennt man die Giiltigkeit von (2.7). Die
zusitzlichen Faktoren L=? in dem Dimensionsfaktor 3 und der Kovarianz 7/ sind
insbesondere im konstruktiven Zugang von Koch und Wittwer [KW91] sowie fiir
numerische Zwecke von Bedeutung.

Wenn eine der genannten Transformationen, zum Beispiel R, auf eine gerade
Funktion Z mit Z(—¢) = Z(¢) wirkt, ist auch RZ gerade:

RZ(—p) = / Ay (O Z(—Bip + Q)
— / a1 (O)Z (B — )P

— / Ay () Z(B1 + )
= RZ(1). (2.10)

Daher werden die Transformationen oft nur fiir symmetrische Funktionen betrachtet.

Die hierarchischen Renormierungsgruppentransformationen bilden eine Halbgrup-
pe, die durch Kompositionen definiert wird. Diese Halbgruppe ist aber keine Dar-
stellung der Dilatationshalbgruppe, da die Komposition zweier Transformationen
nicht einer Transformation mit der Blockldnge 2L entspricht. Das bedeutet, dafl
man durch Vergréflerung von L nicht auf den Trajektorien entlangfihrt, die aus
den Fixpunkten herauslaufen, vergleiche Abschnitt 1.1. Der Grund ist, dafl das
hierarchische Gitter fiir unterschiedliche Werte von L eine andere Symmetriegruppe
besitzt. Dies ist auch der Grund dafiir, da} die Universalitdtsklassen des hierarchi-
schen Modells von L abhéngen, siehe Abschnitt 2.6.4.

Das erste hierarchische Modell, das von Dyson erfunden wurde, um ein eindi-
mensionales Spinmodell mit einem Phaseniibergang zu finden, hat wiederum eine
andere Renormierungsgruppentransformation, die aber iiber eine wichtige Bezie-
hung mit R verwandt ist [KW91]. Dysons hierarchisches Modell ist ein Modell
einer eindimensionalen Spinkette. Die Spins sind auf einem Gitter A = Z;év mit
N = 2M Gitterplitzen definiert, sie sollen Werte in den reellen Zahlen annehmen.
Die Wechselwirkung der Spins ist durch die Hamiltonfunktion

Hy(¢) =Tn(0) + Vn(9) (2.11)

gegeben [CE78|. Dabei ist V' ein lokales Potential mit

V() = > V(). (2.12)

1EA
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Der kinetische Teil der Wirkung Ty besitzt eine hierarchische Struktur. Auf einem

Level k werden je 2F benachbarte Spins zu einem Blockspin Zzzial ¢j4+i zusammen-
gefaft, der mit sich selbst quadratisch wechselwirkt. Fiir 0 < k& < M sei

<N
Aper = 2°2 58 (2.13)
das Blockgitter auf dem Level k. Dann ist T durch
M ok 2k —1 9
Tn(¢)=— Z 52k 1 Z ( Z ¢j+i> (2.14)
k=1 jEAk,M =0

gegeben. Die Struktur dieser Wechselwirkung ist in der folgenden Abbildung dar-
gestellt:

Level Blockgitter
3 Az
2 A273

o 1 2 3 4 5 6 7

T ist nicht translationsinvariant. Diese Struktur der hierarchischen Wechselwir-
kung kann mit Hilfe von p-adischen Zahlen algebraisiert werden. Unter anderem
ist klar, daff man zur Definition von Blocken Ultrametriken verwenden kann. An-
regungen fiir diese Konzepte, die hier nicht wichtig sein werden, kann man in
[BEI92, Chr92] finden. Im Unterschied zum hierarchischen Modell & la Gallavot-
ti kann die Stirke der Wechselwirkung durch den Parameter ¢ verdndert werden,
wihrend die Dimension fixiert ist.

Fiir das statistische System, das durch (2.11) gegeben ist, betrachtet man die
Wahrscheinlichkeitsverteilung Py fiir Summen von Spins. Indem man P,y und Py in
Beziehung setzt, erhélt man die hierarchische Renormierungsgruppentransformation
Rpyson fiir das lokale Potential V in der Form von Baker [BakT72]:

(Royson V) (4) = 28 / Ay (VB + V(B — C), (2.15)

mit v = 4&2522__11), und 432 — 1 = kBTT Dabei ist T" die Temperatur. Die Para-

meter dieser Transformation sind bereits so geschrieben, dafl ein Zusammenhang
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zwischen R und Rpyson hergeleitet werden kann. Mit Cyr wird die Faltung mit Zur
bezeichnet. Dann gilt [KW91]:

CHT o) RDyson =Ro CHT- (216)

Die Rechnung ist eine Anwendung von Gauflintegrationen, die hier nicht vorgefiihrt
wird.

2.3 Gauflsche Fixpunkte

Fixpunkte der Transformation R sind durch die Beziehung 7, = RZ, erklirt. Die
entsprechenden Fixpunktpotentiale V, werden durch V, = —log Z, erklirt. Auf die
Bedeutung von Fixpunkten wurde bereits hingewiesen. Die Umgebung von Fix-
punkten wird im n#chsten Abschnitt mit Hilfe der Linearisierung der Renormie-
rungsgruppentransformation betrachtet.

Fiir die folgenden Uberlegungen wihlt man zuniichst das UV-Bild. Einige Fix-
punkte von R sind einfach zu finden. Der triviale Fixpunkt Zyy = 1 entspricht
dem Potential Vv = 0. Der triviale Fixpunkt wird auch als Ultraviolett-Fixpunkt
bezeichnet. Er korrespondiert mit dem freien, masselosen Fixpunkt mit unendlicher
Korrelationsldnge des vollen Modells. Der Ultraviolett-Fixpunkt wird in Kapitel 3,
4 und 5 als Ausgangspunkt fiir Stérungstheorien dienen.

Der bereits erwdhnte Fixpunkt

1 L2—1¢2

Zyr(¢) = Lri-re »7 (2.17)

wird als Hochtemperaturfixpunkt, Gaufischer Fixpunkt oder auch als quadratischer
Fixpunkt bezeichnet. Er entspricht dem Potential

o1, 1
2~ L4 Lt —1

Der Hochtemperaturfixpunkt korrespondiert mit der ungeordneten, symmetrischen

Hochtemperaturphase mit Korrelationslange Null des vollen Modells. Wenn man die

Gauflschen Fixpunkte der Transformation R unvoreingenommen bestimmen mochte,
1

macht man den allgemeinen Ansatz Z(¢) = Ae 259", Dann gilt:

RZ(W) = / dyuo () Z(B + )

Ld 2 2
= AQ eulidB/dgeCZ(iJrL—ldB)LgﬁBc
V ey

—d 2.2 —d
— ALd %6 2?—1@3»@7—3}3, (2.19)
7y

wobel die charakteristische Funktion des eindimensionalen Gaufischen Mafles mit

Kovarianz % benutzt wurde, sieche Anhang (Lemma 4). Ein Fixpunkt bei
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endlichen Parameterwerten ergibt sich also, wenn B = 3~ 2(y+ L ?B) gilt, und mit
372 = L% wird dies zu

_
L2 —1

LB
LA Y I (2.21)
LB

gilt. Durch diesen Ansatz stellt man also fest, dal es auler Zyy (A = 1, B = c0)
und Zgr keine weiteren endlichen Gauflschen Fixpunkte gibt.

Durch Tteration von Renormierungsgruppentransformationen wird ein Flufl von
Potentialen definiert. Fiir d > 4 fliefit jede Theorie in den Hochtemperaturfixpunkt,
die Landau-Theorie [LL87, ZJ93, Sta71] ist exakt. Fiir d < 4 gibt es einen Pha-
seniibergang, und somit neben der Hochtemperaturphase eine gebrochene Phase.
Die gebrochene Phase entspricht hier einem unendlich tiefen Potential mit zwei Mi-
nima'. Zusitzlich gibt es unendlich tiefe Potentiale mit drei Minima, die numerisch
gefunden werden koénnen.

Im Hochtemperaturbild, das heifit beziiglich R', haben die oben angegebenen
Fixpunkte eine andere Gestalt:

(2.20)

A ist invariant, wenn

1 1—L_2¢2

Ziglo) = LitieE
Zin(@) = 1 (222)

mit 7/ = L~ %y. Obwohl Zyy im HT-Bild nicht nach oben beschrinkt ist, ist das
Integral [ dp., iiber Zyy ausfithrbar. Es gilt néimlich —2%, 12;,% < 0 fiir alle Paare
(d,L) mit d > 0 und L > 0, wie man durch Kurvendiskussion zeigt.

Aufler diesen leicht zu bestimmenden Gaufischen Fixpunkten kann es fiir d < 4
weitere Fixpunkte geben, die ebenfalls mit dem oben erwidhnten Phaseniibergang
korrespondieren, siehe Abschnitt 2.5.

2.4 Linearisierte Renormierungsgruppentransfor-
mation

2.4.1 Linearisierung

Neben den Fixpunkten kann man auch Trajektorien untersuchen, die die Fixpunkte
iiber unendlich viele Renormierungsgruppentransformationen verbinden. In diesem
Zusammenhang spricht man auch von Renormierungsgruppenfliissen. In der Umge-
bung eines Fixpunktes kann man mit Hilfe der linearisierten Renormierungsgruppen-
transformation die Richtungen der ein- beziehungsweise auslaufenden Trajektorien
bestimmen, sowie die Stabilitit des Fixpunktes unter Storungen angeben.

'Dies erkennt man an FluBbildern: Mit jedem Renormierungsgruppenschritt werden die zwei
Minima tiefer und entfernen sich vom Ursprung.
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Die linearisierte Renormierungsgruppentransformation an einem Punkt im De-
finitionsbereich ist als Fréchet-Ableitung der Renormierungsgruppentransformation
an diesem Punkt definiert.

Das Konzept der Fréchet-Ableitung wird hier kurz wiederholt [BP70]. £ und F
seien normierte lineare Rdume iiber R. Mit f : A — F' sei eine Abbildung zwischen
E und F definiert. Dabei sei ) # A C F eine offene Teilmenge von E. f heifit
differenzierbar an einem Punkt a € A, wenn es eine lineare Abbildung 7' : £ — F
gibt, so daB es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so daf fiir alle z € A mit ||z — al|g < ¢
gilt:

1f(z) = fla) = T(z — a)llr < ellz —alle- (2.23)

Hier fordert man aber nicht die Beschrinktheit von 7. Wenn 7" mit den obigen
Eigenschaften existiert, so ist 7' eindeutig. Die lineare Abbildung T', die (2.23)
erfiillt, wird auch als Fréchet-Ableitung von f am Punkt a bezeichnet.

In praktischen Rechnungen ist die folgende Definition der Linearisierung £;R
von R am Punkt Z bequemer. Man betrachtet R auf einem Banach- oder Hilber-
traum H. Fiir reelle z und G € ‘H definiert man:

(LsR)G = % R(Z + 2G). (2.24)

2=0

Fiir die Transformation R erhilt man damit die Gestalt
LR@W) =1 [ dn2(0+0P GEo+0. 22

Die Eigenvektoren dieser Transformation geben ein natiirliches Koordinatensystem
fiir die Untersuchung von Renormierungsgruppentransformationen in der Umgebung
von Z. Dies ist besonders niitzlich, wenn Z = Z, ein Fixpunkt ist.

An einem Fixpunkt Z, ist L? stets ein Eigenwert zum Eigenvektor Z,, der tri-
vialer Eigenwert oder Volumeneigenwert genannt wird. Er entspricht einer Stérung
von Z, in Richtung von Z,, und damit einer Normierung von Z,. Durch die anderen
Eigenwerte von Lz, R erfihrt man, wie schnell sich Stérungen eines Fixpunktes in
Richtung von Eigenvektoren aufschaukeln beziehungsweise abbauen. Fiir einen Fi-
genvektor v mit Eigenwert A gilt nimlich n&herungsweise R"(Z, + ev) = Z, + eA\"v,
solange eA\"v hinreichend klein ist. Fiir A < 1 wird eine kleine Storung in Rich-
tung von v durch Anwendung von Renormierungsgruppentransformationen verklei-
nert. Solche Eigenvektoren und Eigenwerte nennt man irrelevant. Eigenvektoren
mit Eigenwerten A > 1 nennt man relevant. Kleine Stérungen in diese Richtungen
wachsen an. Figenrichtungen mit A = 1 werden als marginal bezeichnet. Marginale
Eigenwerte spielen eine wichtige Rolle im Bifurkationsszenario der nichttrivialen Fix-
punkte, die sich vom trivialen Fixpunkt in Richtung von marginalen Eigenvektoren
abspalten (siehe Abschnitt 2.5). Um die Richtung des Renormierungsgruppenflusses
von marginalen Storungen zu bestimmen, mufl man Rechnungen zweiter Ordnung
machen.
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Aus den Eigenwerten der linearisierten Renormierungsgruppentransformation
kann man das kritische Verhalten des hierarchischen Modells bestimmen. Der kri-
tische Exponent v hingt mit dem zweitgrofiten Eigenwert A an einem Fixpunkt
iiber

log L
vV =
log A

(2.26)

zusammen [Bel91]. Dieser kritische Exponent kann an den Gaufischen Fixpunkten
exakt und an den nichttrivialen Fixpunkten zumindest mit sehr grofler Genauigkeit
bestimmt werden.

2.4.2 Linearisierung um Zyvy

Am Ultraviolett-Fixpunkt Zyy(¢) = 1 hat (2.25) die Gestalt

(L2 R)NG)(¢) = L* / dp,G(B1) + €). (2.27)
Die Figenvektoren dieser Transformation sind durch die normalgeordneten Potenzen
n 7/ 3 ¢ o" . jz’}/
) == (3) ) = o] et =10
’ 2 0 = 2 (2.28)

gegeben. Dabei ist die normalordnende Kovarianz ' = #, mit H, werden die
n-ten Hermite Polynome bezeichnet. Einen Beweis findet man im Anhang (Korollar
3). Wenn man zum Beispiel den Hilbertraum Ly(R,dpu,) zugrunde legt, was nur
heuristisch moglich ist (siehe Abschnitt 2.5), so weifl man wegen der Vollsténdigkeit
der Hermite-Polynome auf diesem Raum bereits, dafl es keine weiteren Eigenvek—
toren geben kann. Die zugehorigen Eigenwerte sind \, = L¢3" = L%"(1-%) Der
Eigenwert von : ¢* 1,/ ist Ay = L*~%. Dieser Eigenvektor ist damit fiir d < 4 relevant,
fiir d = 4 marginal und fiir d > 4 irrelevant. Fiir n > 2 wachsen die Eigenwerte
mit abnehmender Dimension. Der Eigenwert von vy ist unabhéngig von d gleich
L?. Massenterme am Ultraviolett-Fixpunkt sind daher stets relevant. Wenn man
den trivialen Fixpunkt mit einem Massenterm stort, schaukelt sich diese Stérung
sehr schnell auf und das System fliefit in den Hochtemperaturfixpunkt. Fiir d — 2
nimmt die Zahl der relevanten Richtungen am Ultraviolett-Fixpunkt zu. In zwei
Dimensionen sind alle (unendlich vielen) Richtungen relevant. Daher ist der Limes
d — 2 noch weitgehend unerforscht.

2.4.3 Linearisierung um Zgr

Um das Spektrum am quadratischen Fixpunkt Z, = Zyr zu berechnen, linearisiert
man R am Punkt Z = Zyr. Dies geht am einfachsten, wenn man R mit Hilfe von
(2.6) durch R’ ausdriickt. Dann gilt
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Daraus folgt durch Ableitung nach z an der Stelle z = 0:

Die Linearisierung £3R' von R' am Punkt Z(¢) = 1 gleicht der Linearisierung von
R am trivialen Fixpunkt, wenn man 8 und v durch 3 = L723 und 7/ = L2y
ersetzt. Die Eigenvektoren v,, von Lz, R sind demnach die Funktionen

vn(@) = Zur () : 9" 15, (2.31)
mit y = # Die zugehorigen Eigenwerte A, sind:
Ay = L™ = LA n(+5), (2.32)

Die Eigenwerte am quadratischen Fixpunkt sind damit fiir » > 1 irrelevant.
Wenn man sich auf einen Raum mit geraden Funktionen beschrinkt, den die Renor-
mierungsgruppentransformation auf sich abbildet, ist der einzige relevante Figenwert
der Volumeneigenwert L?. Dies wird in spéteren Kapiteln von Bedeutung sein. Fiir
das volle Modell gibt es Rechnungen von Halpern und Huang, die nichtpolynomia-
le relevante Eigenrichtungen am Hochtemperaturfixpunkt belegen [HH95a, HH95b],
vergleiche aber auch [Mor96|. Fiir das hierarchische Modell hat man &dhnliche Rich-
tungen noch nicht gefunden.

2.5 Nichtgauflsche Fixpunkte

Wie oben dargestellt wurde, besitzt R unabhingig von der Dimension d mindestens
zwei verschiedene Fixpunkte. Durch numerische Untersuchungen kann man zeigen,
dafl in Dimensionen 2 < d < 4 weitere Fixpunkte von R existieren, die keine Gauf}-
sche Gestalt besitzen konnen. Diese Fixpunkte werden als nichttriviale Fixpunkte
oder als Infrarot-Fixpunkte bezeichnet.

2.5.1 Existenz

Mit einem leider heuristischen Beweis, der aber vermutlich zu einer rigorosen Version
ausgebaut werden kann, kann man sich die Existenz von nichttrivialen Fixpunkten
der Transformation R klarmachen. Der Beweis liefert ferner ein Bild fiir das sich
ergebende Bifurkationsszenario um den trivialen Fixpunkt in Abhéingigkeit von der
Dimension d. Einen #hnlichen Existenzbeweis fiir Dysons hierarchisches Modell
kann man in [CE78] finden.

Um die Existenz von nichttrivialen Renormierungsgruppenfixpunkten zu bewei-
sen, betrachtet man R als einen Integraloperator auf einem Hilbertraum 7, der auf
diesem Hilbertraum stetig differenzierbar sein soll. Die Konstruktion eines solchen
Hilbertraumes ist bisher nicht gelungen. Es liegt nahe, R auf # = Ly(R,du,) zu

definieren. Die Funktion Z(¢) = el# 9% fiir Kleine e zeigt aber fiir LY > 2, dafl R
nicht auf allen Elementen von Ly(R, dj,) definiert ist. Daher betrachtet man eine
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geeignete Teilmenge H von Lo(R,dj, ), die einen Hilbertraum bildet. Man kann
auch umgekehrt vorgehen, und einen geeigneten Abschluff der normalgeordneten
Potenzen : ¢" :, als Hilbertraum definieren. Beide Wege haben bisher noch nicht
zum Ziel gefithrt. Da der Kern des unten stehenden Beweises aber der Satz iiber
implizite Funktionen ist, der auch auf Banachrdumen gilt, kann man vermutlich
auf die Konstruktion eines Hilbertraumes ganz verzichten. Stattdessen mufl man
dann dem Beweis einige technische Details hinzufiigen. Banachrdume werden auch
in der Konstruktion von Koch und Wittwer [KW91] als Grundlage benutzt. Ein
Vorschlag fiir einen Banachraum, auf dem R operiert, ist der Raum der mit der
Supremumsnorm || - ||o, beschrankten Funktionen L. (R, dp, ), denn es gilt

IRZl = su| [ d, 250+ "

PeER
< / dyiy sup | Z(B + O)™|
PER
A (2.33)

Die Potentiale, die zu diesen Boltzmannfunktionen gehoren, sind nach unten be-
schriankt, was physikalisch sinnvoll ist. Allerdings gibt es keinen Grund, warum ein
Potential nicht linear nach unten unbeschrinkt sein sollte. L., ist eine Teilmenge von
Ly(R,dp,); um mit L, arbeiten zu konnen, kann man noch Polynome hinzufiigen.
In L liegt der Ultraviolett-Fixpunkt am Rand.

Wenn man sich im HT-Bild befindet, kann man iibrigens einen Hilbertraum
angeben, auf dem R’ ein Integraloperator ist. Dieser hat aber fiir die folgenden
Uberlegungen keinen Nutzen, da sich die nichttrivialen Fixpunkte vom Ultraviolett-

121 .-
Fixpunkt abspalten, der im HT-Bild gleich L7127 ist.

Man betrachtet also die Renormierungsgruppentransformation R. R ist abhéingig
von der Dimension d, die Werte aus einem Intervall / annehmen kann (zum Bei-
spiel =12, 0]), und wird auf Funktionen Z in einem Hilbertraum H angewendet,
der als Teilmenge von Lo (R, dp) betrachtet wird, und der nur gerade Funktionen
enthalten soll. Fiir den folgenden Existenzbeweis ist R also als eine Abbildung
R : I x H — H aufrzufassen, die in beiden Argumenten in einer Umgebung des
trivialen Fixpunktes Zyy = 1 stetig differenzierbar ist. Mit D; beziehungsweise D,
wird die Fréchet-Ableitung nach dem ersten beziehungsweise dem zweiten Argument
bezeichnet.

Wie R sei nun eine Abbildung F : I xH — H gegeben. Man fordert die Stetigkeit
von F, von D> F und von Dy DyF. Eine feste Dimension dj sei in I enthalten. Dann
gilt der folgende Satz:

Satz 1 Fir eine Funktion Zy € H gelte:
1) F(d, Zy) =0 fiir alle d € I.

2) Null ist ein nichtentarteter, isolierter Eigenwert von DsJF(dy, Zy) mit Eigen-
vektor v.
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3) D1DyF(dy, Zo)v ist nicht orthogonal zu v.

Dann existieren eine Umgebung U C R wvon Null und stetige Funktionenr : U — R
und R : U — HY (H* ist das orthogonale Komplement von v), mit

F(do+r(®), Zo + av + aR(a)) = 0,
r(0) = 0, R(0) = 0, (2.34)

fir a e U.

Bemerkung 1 Dies bedeutet, daff man unter den obigen Voraussetzungen zu einer
Lésung (do, Zy) der Gleichung F(d,7Z) = 0 weitere Losungen finden kann, die sich
von (dy, Zo) in Richtung des marginalen Eigenvektors v abspalten. Nach dem Beweis
wird Satz 1 auf die Abbildung F = R — 1 angewendet.

Beweis: Das Ziel ist es, den Satz iiber implizite Funktionen [BP70, Wou79] anzu-
wenden. Man definiert eine Funktion G:
LF(do + 1, Zy + av+ aR), fir a #0

2.35
DyF(dy + 1, Zy)(v + R), fiir a =0. (2.35)

G(a,r, R) := {

r € Rund R € H* sollen hier nicht von o abhiingen, » € R soll so klein sein, daf
do+1r € I ist. (G ist stetig in a:

sz(dg +r, Zo)(v + R)
1
= lim —{F(do+7r,Zo+a(v+R)) — F(do+ r,Zy)}

a—0

1
lim —F(dy + r, Zy + a(v + R))

a—0 v

= liII(l) G(a,r, R). (2.36)

Nun wird die Abbildung G : (r, R) — G(0,r, R) betrachtet. Insbesondere ist man
an der Tangentenabbildung £ von G in (0,0) interessiert, die durch die Fréchet-
Ableitung definiert wird. Durch die folgende Rechnung erhilt man:

L2 (0, 0r) = 6, D1D2F (do, Zo)v + D2F (do, Zo) 0. (2.37)
Zunichst gilt ndmlich:
G(0,7 + 6y, R+ dg)

= Dzj:(d[)"‘?"‘i‘&r,zg)(?)—i‘R—FdR)
= sz(dg—FT,Zo)(U—FR—i—&R)—|—D1D2.7:(d0+T,ZU)('U+R—|—6R)5T

+0(82). (2.38)
An der Stelle (r, R) = (0,0) folgt also:
£(6,,0r)

6TD1D2.,F(d0, ZO)U + Dgf(dg, Zo)(v + 5R)
= D1DyF(do, Zo)v + D2 F(do, Zo)(v)0r, (2.39)
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da
Dy F(do, Zo)(v + 6r)
o1
= ill}l%af(do,zo—i-a(v—FdR))

1
lim —{f(do, ZO + OZ’U) —+ sz(do, ZU + OéU)Oé&R}

a—0

Dgf(do, Zo)v + sz(dg, Z[))éR
DyF(dy, Zo)0R (2.40)

[|&2

ist. Nun zeigt man, daf§ die Abbildung £ ein Isomorphismus ist, das heifit, daf}
Kern(£) = {(0,0)} gilt. Aus L(d,,0r) = 0 folgt

(SrDlDQf(dg, Zo)U = —sz(do, Zo)(SR, (241)

das heifit (6,,5z) = (0,0), oder wegen 2) gilt Dy DyF(dy, Zo)v € H', was wegen 3)
zum Widerspruch fiihrt. Damit ist £ invertierbar.

Aus dem Satz iiber implizite Funktionen auf Hilbertrdumen [BP70, Wou79] folgt
nun: Es gibt eine Umgebung U von Null in R und V' € RV" C H*, sowie stetige
Abbildungen 7 : U — V' und R : U — V" mit G(a, r(a), R(«)) = 0, fiir « € U. O

Nun soll Satz 1 auf die Transformation F = R — 1 angewendet werden. Dann hat
man die Transformationsgleichung

F.2)0) = [ Q250+ OF ~ 2(0) 242

Man definiert Zy(¢) = 1, das heifit Z; = 1. Dann gilt:
1) F(d,1) =0, fiir alle Dimensionen d.

2) Die Eigenvektoren vy, von

DuF(do )6Z)(w) =L [ dp(O32(80+ O~ 02(8) (243

sind normalgeordnete Potenzen vy, (1)) =: ¢ w,, mit 7 = - Die zu-

gehorigen Eigenwerte lauten \o, = L%3?" — 1, vergleiche Abschnitt 2.4.2.
d,

Wegen 3 = L'=% und L > 1 ist die Forderung Ay, = 0 dquivalent zu

do(n) = anl. (2.44)

Wenn man also fiir ein n €N dy = dy(n) wihlt, so ist Null ein nichtentarteter
isolierter Eigenwert von DyF(dy, 1) mit Eigenvektor : ¢)*" ..

3) Es gilt:

D1 Dy F (do, 1)(62)(¥)
B D87

= oot [ foze+ - 0 G0+ 0 @
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Die Ableitung von 67 =: 9" ., ist gleich ‘?;s—f(w =n: ¢!, siche Lem-
ma 11 im Anhang. Die normalgeordneten Monome sind Eigenvektoren der

lineariserten Transformation, daher folgt:

DiD>F(do, 1)(02)(4) = L log L{ 6" : v+, —%w |
Fusionsformel,

rE 2 i og LAn{(1 - 5) ety —

n(n —1)

U } . (2.46)

Nun sei n = 2k gerade. Der beziiglich des Skalarproduktes in Ly(R, dji,) zu
: 1)?% :/ nicht orthogonale Anteil von (2.45) ist dann gleich

(1—k)B*L™log L : p** -, (2.47)

Fiir alle £ > 1 ist dies ungleich Null. Fiir n = 1 wére dy(k) = oo, die Storung
zum trivialen Fixpunkt wére quadratisch. Im folgenden werden also nur Werte
k > 1 betrachtet.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt; die Stetigkeit von F und der Ab-
leitungen kann ohne Angabe des Definitionsbereiches nicht bewiesen werden. Man
folgert also, daf in den Dimensionen d,, := % von dem trivialen Fixpunkt nicht-
triviale Fixpunkte in Richtung des marginalen Eigenvektors in der Dimension d,
abspalten.

Es wird allgemein angenommen, daf} die nichttrivialen Fixpunkte nur in Dimen-
sionen d < d, existieren, die obige Beweisskizze liefert aber auch Fixpunkte fiir
d > d,. Da man mit Zyy einen Punkt am Rande des Hilbertraumes betrachtet,
fallen die Fixpunkte fiir d > d,, aber weg. Mir ist dazu kein rigoroser Beweis be-
kannt. Es wire interessant eine Version des Satzes iiber implizite Funktionen zu
zeigen, der dieser Situation angemessen ist. Gewdhnlich schliet man die Existenz
von nichttrivialen n-Well-Fixpunkten (siehe unten) in Dimensionen d > d,, mit dem
Argument aus, dafl durch e-Entwicklung gezeigt wird, daf diese instabil wéren. Es
ist jedoch unklar, ob solche Fixpunkte als analytische Fortsetzungen zu negativen
Kopplungen existieren konnen. Hier wird aber der ,,Mainstream-Meinung“ gefolgt,
die aussagt, dafl die Dimensionen d,, Bifurkationsdimensionen sind, so daf fiir d < d,,
Infrarot-Fixpunkte existieren, fiir d > d,, jedoch nicht.

Die Bifurkationsdimensionen d,, sind gerade die Dimensionen, in denen margina-
le Eigenvektoren existieren. Dies kann man verstehen, wenn man sich vorstellt, dafl
zwei Fixpunkte mit zunehmender Dimension zu einem Fixpunkt zusammenflieSen.
Wenn es zwischen den beiden Fixpunkten eine Renormierungsgruppentrajektorie
gibt, so ist deren Richtung an einem Fixpunkt relevant und am anderen Fixpunkt
irrelevant. Wenn die Fixpunkte zusammenflieflen, miissen die Richtungen der Tra-
jektorie an den Fixpunkten marginal werden. Die Eigenwerte A\, am Ultraviolett-
Fixpunkt fallen fiir n > 2 mit zunehmender Dimension ab, daher ist die Trajektorie,
die den trivialen mit dem nichttrivialen Fixpunkt verbindet immer vom trivialen
zum nichttrivialen Fixpunkt gerichtet.

Da die Fixpunkte sich in Richtung des marginalen Eigenvektors vom Ultraviolett-
Fixpunkt abspalten, werden sie nach diesen Figenvektoren benannt. Die Funktion
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vn (@) besitzt n Minima, also wird der entsprechende Infrarot-Fixpunkt als n-Well-
Fixpunkt bezeichnet. Der Infrarot-Fixpunkt mit n» = 2 wird speziell auch Double-
Well-Fixpunkt genannt. Man erhélt damit in Dimensionen 2 < d < 4 ein reiches
Bifurkationsszenario; bei d = 2 gibt es eine Haufung von nichttrivialen Fixpunkten.
Dies ist numerisch und analytisch ein grofles Problem. Fiir d > 4 gibt es keine
nichttrivialen Fixpunkte. Kritische Exponenten nichttrivialer Fixpunkte werden
hier mit verschiedenen Methoden in Abschnitt 2.6.2 und Abschnitt 3.3.3 berechnet.

2.5.2 Grofifeldverhalten von Infrarot-Fixpunkten

Das Grofifeldverhalten von nichttrivialen Fixpunkten wurde von Koch und Wittwer
untersucht [KW91]. Die folgende heuristische und etwas vereinfachte Argumentation
kommt zu den gleichen Ergebnissen.

Die Betrachtung geschieht am einfachsten anhand der Transformation 77, die
durch

7(4) = { [an (0250 + o}Ld (2.48)

gegeben ist. Wie gewohnlich ist 5" = L7'=%. Der Uberlegung liegt die Idee zugrunde,
daB in einem Fixpunkt Z, fiir sehr groBe Felder ¢ Z, (1)) ~ Z.(3'¢)" gelten soll.

Wenn
‘/ ﬁg;c — 1}‘ <1 (2.49)

ist, so besitzt Z, das gleiche asymptotische Verhalten wie Z, (5’ -)Ld. Der Ansatz
Z(¢) ~ e®¥" ergibt dann 1 = L43'" das heift
2d

Cd+2
In drei Dimensionen hat das Fixpunktpotential von 7 also ein asymptotisches Ver-
halten wie exp (C@b%). Die entsprechenden Fixpunkte von 7 und R haben aber ein
quadratisches asymptotisches Verhalten, das durch die Multiplikation mit Zyt ent-
steht. Es ist zu beachten, dafl die gleiche Argumentation fiir die Transformation 7
dieses asymptotische Verhalten nicht wiedergibt, sondern zu dem falschen Resultat
xr = % fiihrt.

In [KW91] wird das Verhalten, das durch Gleichung (2.50) beschrieben wird,
vermutet und durch numerische Untersuchungen unterstiitzt. Rigorose Aussagen
zum Grofifeldverhalten von hierarchischen Modellen kann man bisher noch nicht
machen.

(2.50)

2.6 Numerische Berechnung von Renormierungs-
gruppenfixpunkten

Renormierungsgruppentransformationen kénnen numerisch relativ einfach iteriert
werden. Dabei kann man zum Beispiel Standardintegrationsverfahren benutzen.
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Die Qualitét einer Berechnungsmethode wird entscheidend durch die Wahl der Pa-
rametrisierung der Funktion Z beeinflufit. Falls man nicht zu viele Parameter bei
der Integration bendtigt, kann man numerische Fixpunktalgorithmen mit den Ite-
rationsprogrammen verkniipfen, und so Fixpunkte direkt bestimmen. Andernfalls
kann man nichttriviale Fixpunkte durch priazise Wahl der Anfangsfunktionen errei-
chen, was man mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode macht.

2.6.1 Algebraische Berechnung von Fixpunkten

In [PPW94] wird eine algebraische Methode vorgestellt, die es erlaubt, Renormie-
rungsgruppenfixpunkte von R direkt zu berechnen. Dabei verwendet man die Trans-
formation im HT-Bild, bei der der Hochtemperaturfixpunkt abgespalten ist. Da-
durch wird das quadratische Grofifeldverhalten eines Fixpunktes automatisch im-
plementiert. Dann entwickelt man Z(¢) in eine Taylorreihe um Null. Diese Ent-
wicklung hat gegeniiber einer dhnlichen Entwicklung fiir die Boltzmann-Funktion
im UV-Bild den Vorteil, daf die Koeffizienten nicht im Vorzeichen alternieren.
Die zugrunde liegende Transformation ist also R', gegeben durch

7)) = / A (O Z(5 + )™ (2.51)

mit 3’ = L7175, Z wird durch Z(p) =300, e ¢*" parametrisiert. Dabei ist
N,, eine Normierung, die nach praktischen Gesichtspunkten gewéhlt wird. Dies soll
weiter unten geschehen. Auflerdem hat man durch " geteilt, damit die Relationen
fiir die Koeffizienten unabhéngig von v werden. Die Koeffizienten a; werden auch
als Kopplungen bezeichnet. Man beschrinkt sich zun#chst auf gerade Funktionen.
Nun wihlt man L? = 2. Dies wird weiter unten verallgemeinert; die verallgemeiner-
te Methode wird dann zur Demonstration der Abhéngigkeit der kritischen Indizes
von L benutzt, siche Abschnitt 2.6.2. Wenn L¢ = 2 ist, gilt 8/ = 2=%¢. Durch

Quadrieren von Z(¢) und Einsetzen von (' + ( folgt:

' > A Ap, gasy 2m +2n )¢ 2mA2n—l
ZEV+O= ) SN, ; ( z )Wm o (2.52)

m,n=0
Mit den Integralen fdu,,(g)g% = (%)k %, siche Lemma 8 im Anhang, ergibt sich
weiter:

, 2 Gy e (2m + 2n)12men o
7w = ) N 2 ((2l)!(m+)n—l)!7l(ﬂw)

m,n=0 maIn g
= ap o
— Z v, (2.53)
1
—o | N,
mit
a = 3" Z Cl"" aman. (2.54)

m,n=0
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Die Koeffizienten C;™" sind wie folgt definiert®:

DM +n—1)Npy Ny, ?

2.55
0, sonst ( )

I :

Mit Hilfe von Gleichung (2.54) kann man Renormierungsgruppenschritte iterieren.
Diese Relationen sind unabhéingig von 7. In einem Fixpunkt erhélt man das folgende
quadratische Gleichungssystem mit unendlich vielen Gleichungen:

a; — ﬂ'% Z C""ama, = 0. (2.56)

m,n>0

Zur numerischen Losung dieser Gleichung mufl man das Gleichungssystem trun-
kieren, das heifit alle Koeffizienten a; fiir [ > [., gleich Null setzen. Dadurch
wird aus (2.56) ein endliches System, das man mit numerischen Fixpunktalgorith-
men 16sen kann. In meinen Programmen habe ich sowohl die Routine COS5NBF
[Num91] als auch die Routine mnewt [FPTV92] verwendet. Diese Algorithmen,
die auf der Newton-Raphson-Methode beruhen, verlangen eine Approximation des
gesuchten Fixpunktes als Eingabewert. W#&hlt man schlechte Startwerte, so fin-
den die Routinen entweder den trivialen Fixpunkt mit Kopplungen a; = ;0 oder
iiberhaupt keinen Fixpunkt. Geeignete Anfangswerte kann man zum Beispiel durch
e-Entwicklung (siehe Kapitel 3) oder durch verniinftiges Raten finden. Die Nor-
mierung N,, wird so gewdhlt, dafl der Fixpunktalgorithmus gut funktioniert. In
[PPW94] wird die Normierung gleich N,, = 2%",/(2n)! gesetzt. Diese Wahl hat sich
auch in meinen Programmen als gut geeignet herausgestellt. Nach der Theorie in
Abschnitt 2.5 existieren nichttriviale n-Well-Fixpunkte von R, und damit von R/,
2n

in Dimensionen d < d, = ;. Die Bifurkationsdimension fiir 2-Well-Fixpunkte

ist do = 4, ferner gilt d3 = 3 und dy = %. In Tabelle 2.1 sind die Fixpunktkopp-
lungen des nichttrivialen Fixpunktes in drei Dimensionen fiir [,,, = 10 sowie die
Abweichung r; vom Fixpunkt nach einer Iteration dargestellt. Im allgemeinen ist
der Trunkationsparameter ., = 10 zu klein fiir die Suche nach Fixpunkten. Fiir
die meisten 2-Well-Fixpunkte wurde [,,,, = 20 verwendet, 3- und 4-Well-Fixpunkte
wurden mit [, = 40 berechnet. Diese Werte haben sich nach systematischer Un-
tersuchung von Trunkationseffekten als geeignet herausgestellt. Potentiale definiert
man wie gewohnlich durch V(¢) = —log Z(¢). In Abbildung 2.1 sind die Potentiale
der 2-Well-Fixpunkte fiir 2.1 < d < 3.8 in Schritten von 0.1 dargestellt. Dabei
wurde v = % gesetzt. Das tiefste Potential entspricht d = 2.1. Mit zunehmender
Dimension werden die Potentiale immer flacher, und bei d = 4 verschwindet der
Double-Well-Fixpunkt. An diesem Punkt sollten alle Figenschaften des nichttrivia-
len Fixpunktes in die des trivialen Fixpunktes {ibergehen. Wegen der Symmetrie
dieser Potentiale sind nur Werte mit ¢ > 0 abgebildet. Damit man die Struktur
der flachen Potentiale besser erkennt, ist in dieser und in den folgenden Abbildun-
gen die Linie V' (¢) = 0 gestrichelt dargestellt. 3-Well-Fixpunktpotentiale werden in

*Die Koeffizienten sind C;™" sind Strukturkoeffizienten einer nichtassoziativen Algebra, deren
Multiplikation durch (2.54) gegeben ist, sieche [PPW94, Por95].
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Abbildung 2.1: Double-Well-Fixpunktpotentiale in Dimensionen d zwischen 3.8 und
2.1. Das tiefste Potential entspricht dabei d = 2.1.
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Abbildung 2.2: 3-Well-Fixpunktpotentiale in Dimensionen d zwischen 2.9 und 2.1.
Das flachste Potential entspricht dabei d = 2.9.
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[ [47] T

0 | 7.528067083975-10~" 0.000000000000-10°

1| 4.812727115254-10! 0.000000000000-10°

2 | 3.135067819591-10* 0.000000000000-10°

3| 1.862610455556-10 ! | —2.775557561562-10 17
4 | 1.006961656372-10~" 0.000000000000-10°

5| 4.992707216145-107% | —6.938893903907-10~'8
6 | 2.289298735236-102 0.000000000000-10°

7| 9.775636562905-10 3 0.000000000000-10°

8 | 3.907180971366-10~* | —8.673617379884-10~ 1
9 | 1.465467849706-1073 | —2.168404344971-10~"9
10 | 5.154975901164-10~* 1.084202172485-10~"9

Tabelle 2.1: Fixpunktkopplungen des Infrarot-Fixpunktes in drei Dimensionen fiir
Imax = 10 und Abweichungen vom Fixpunkt nach einem Renormierungsgruppen-
schritt.

Abbildung 2.2 in Dimensionen d zwischen 2.1 und 2.9 in Schritten von 0.1 gezeigt.
Das flachste Potential entspricht dabei d = 2.9. Mit abnehmender Dimension wird
die 3-Well-Struktur immer ausgeprigter. Auch hier und fiir die 4-Well-Potentiale in
Abbildung 2.3 gilt v = % Die 4-Well-Potentiale sind in Dimensionen zwischen 2.1

_4—Well—Fixpunktpotentiale
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:
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S
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Abbildung 2.3: 4-Well-Fixpunktpotentiale in Dimensionen d zwischen 2.6 und 2.1.
Das tiefste Potential entspricht dabei d = 2.1.
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Ao
2-Well | 3-Well | 4-Well
2.00000 | 2.00000 | 2.00000
1.17118 | 1.91695 | 1.92425
0.67910 | 1.16450 | 1.44160
0.33156 | 0.77967 | 1.15427
0.14596 | 0.48006 | 0.84175
0.06058 | 0.27066 | 0.57893

U i W N = O .

Tabelle 2.2: Die fiihrenden sechs Eigenwerte am 2-, 3- und 4-Well-Fixpunkt in d =
2.1 Dimensionen.

und 2.6 abgebildet. Die Suche nach 4-Well-Fixpunkten ist bereits recht miihsam,
da neben den abgebildeten physikalischen Fixpunkten auch nichtphysikalische Fix-
punkte gefunden werden, die bei hoheren Trunkationsparametern [, verschwinden.
Solche Pseudo-Fixpunkte erkennt man am Wachstumsverhalten der Kopplungen.

2.6.2 Numerische Berechnung der linearisierten Transfor-
mation

Die Linearisierung der Transformation (2.54) ist als Ableitung nach den Kopplungen
a, gegeben. In der im vorigen Abschnitt gewdhlten Parametrisierung erhélt man
also die Matrix

da;

My =5 = =24 Z C™" (2.57)

mit unendlich vielen Eintrégen als Darstellung der Linearisierung am Punkt (a;).
Dabei wurde die Symmetrie C;"" = C;"™ ausgenutzt. Wenn (g;) ein Fixpunkt ist,
beschreibt die Linearisierung die Renormierungsgruppentransformation von kleinen
Storungen. Durch Trunkation wird M zu einer Matrix auf Rimex+1 Diese endlich-
dimensionale Matrix kann numerisch mit Standardmethoden diagonalisiert werden.
Auch hier wurde die Abhéngigkeit von [,,, untersucht und [, hinreichend grof3
gewdhlt. Zur Diagonalisierung wird M zunéchst mit den Routinen FOIAKF und
FOIAPF [Num91] auf die Hessenberg-Form transformiert, anschliefend bestimmt
man mit der Routine FO2AQF [Num91] die Eigenvektoren und Eigenwerte von M,
die mit den Routinen MO1DAF und MO1ZAF nach ihrer Grofle sortiert werden.
Schneller, und damit fiir groBe Werte von [, besser geeignet, sind die Routinen
balanc, elmhes und hqr aus [FPTV92].

An allen im vorigen Abschnitt bestimmten Fixpunkten wurde das Spektrum der
Eigenwerte berechnet. Exemplarisch sind in Tabelle 2.2 die sechs fiihrenden Ei-
genwerte des 2-, 3- und 4-Well-Fixpunktes in 2.1 Dimensionen eingetragen. Man
erkennt, dafl der 2-Well-Fixpunkt aufler dem Volumeneigenwert 2 nur eine relevante
Richtung besitzt, wihrend am 3-Well-Fixpunkt zwei und am 4-Well-Fixpunkt drei
nichttriviale Richtungen relevant sind. Das in Abschnitt 2.5 beschriebene Bifur-
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Bifurkationsszenario
20 T T T T T

1.5

Eigenwerte
@
\

j2223§§

.

Lo T

0.5F

00l o ]
2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Dimension d

Abbildung 2.4: Bifurkationsszenario am trivialen Fixpunkt. Die durchgezogenen
Linien entsprechen den FEigenwerten A4, A\¢ und Ag am trivialen Fixpunkt. Die
Kreuze bezeichnen die Figenwerte Ay am 2-Well-Fixpunkt. Die Dreiecke bezeichnen
die FEigenwerte \¢ am 3-Well-Fixpunkt. Die Rauten bezeichnen die Figenwerte \g
am 4-Well-Fixpunkt.

kationsszenario wird durch Abbildung 2.4 illustriert. In dieser Abbildung sind mit
durchgezogenen Linien die Eigenwerte Ay, = L2270-%) fiir n = 2, 3 und 4 am trivia-
len Fixpunkt dargestellt. Diese werden mit den Eigenwerten A\, am 2-Well-Fixpunkt,
Ag am 3-Well-Fixpunkt und g am 4-Well-Fixpunkt verglichen. Man erkennt gut,
daB} es fiir d = 4 und d = 3 eine Bifurkation gibt. Das in Abschnitt 2.5 erwartete
Bild wird bestétigt.

Mit Hilfe von Formel (2.26) kann man aus den Daten fiir die Eigenwerte den kri-
tischen FExponenten v gewinnen. In Tabelle 2.3 ist v in verschiedenen Dimensionen
dargestellt. Bei abnehmender Dimension wichst . Wenn die Dimension von unten
gegen die Bifurkationsdimension geht, geht v gegen den Wert 0.5 fiir freie Feldtheo-
rien. Fiir d < 2.3 nimmt v unphysikalische Werte grofler als Eins an. Fiir die 3-
und 4-Well-Fixpunkte ist v ungefihr 0.5; die Fixpunktpotentiale sind besonders in
der Nihe der Bifurkationsdimensionen sehr flach und dhneln damit dem Potential
am trivialen Fixpunkt.

2.6.3 Anomale Dimension des hierarchischen Modells

Ein kritisches System besitzt keine intrinsische Skala. Aus allgemeinen Uberlegungen
[ZJ93] folgt daher, dal die Zweipunktfunktion der Theorie nur nach einem Potenz-
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d

14

2-Well

3-Well

4-Well

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

2.088862068
1.362344075
1.099159520
0.957038487
0.865336779
0.799849067
0.749926695
0.710110390
0.677293829

0.507226270
0.508753554
0.507742592
0.505859227
0.503930563
0.502319468
0.501150891
0.500427259
0.500081789

0.504279099
0.502894726
0.501260692
0.500379147
0.500066526
0.500002203

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

0.649570365
0.625700476
0.604841450
0.586399823
0.569946095
0.555163274
0.541814954
0.529725635
0.518769943
0.508867326

Tabelle 2.3: v in Abhéngigkeit von der Dimension fiir 2-, 3- und 4-Well-Fixpunkte.

gesetz |x|~®* mit dem Abstand |z| der beiden Punkte abfallen kann (zum Beispiel
bei einem Exponentialabfall e ™7 wire L eine intrinsische Skala des Systems). Die
freie Feldtheorie ergibt @ = d — 2; ein freies Feld besitzt daher die Skalierungsdimen-
sion 1 — g, die als kanonische Dimension oder als Ingenieursdimension bezeichnet
wird. An einem nichttrivialen Fixpunkt mufl oo aber nicht durch d — 2 gegeben sein,
das Feld muf also nicht die kanonische Dimension besitzen. Die anomale Dimension
7 ist durch die Abweichung zur kanonischen Felddimension 1 — g am nichttrivialen
Fixpunkt definiert, das heifit durch o = d — 2417 gegeben. Die Dimension des Feldes
¢ wird damit zu

dy=1-—

N |
N3

(2.58)

Es wird allgemein angenommen, dafl man keinen nichttrivialen Renormierungsgrup-
penfixpunkt findet, wenn man bei Renormierungsgruppentransformationen die an-
omale Dimension ignoriert und kanonisch reskaliert.

Das hierarchische Modell besitzt die anomale Dimension n = 0. Dies wird schon
dadurch ausgedriickt, dal man trotz kanonischer Reskalierung nichttriviale Renor-
mierungsgruppenfixpunkte findet. Der exakte Beweis ist auch einfach. Wenn man
einen beliebigen hierarchischen Fixpunkt Z(¢) der Transformation R betrachtet, so
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gilt
2) = [ aw(©z(50 + )" (259)
Durch Differentiation nach 1 beweist man, dafl Z'(¢) = g—i ein Eigenvektor der
linearisierten Transformation mit Eigenwert L¢4 ist:
26) =1 [ (250 + O 1250 +). (2.60)

Der Eigenwert L3 = LAH(1-3) st der Eigenwert A\; am trivialen Fixpunkt, daher
gilt n = 0. Das gleiche Argument kann man auch im Hochtemperaturbild mit der
Transformation R’ durchfiihren. An jedem hierarchischen Fixpunkt erwartet man
daher auch den Eigenwert \; = L4—(1+5),

n kann auch numerisch bestimmt werden. Dazu mufl die Transformation, die
bisher nur fiir gerade Potentiale betrachtet wurde, auf beliebige Funktionen verall-
gemeinert werden. Das Ergebnis fiir n gibt eine Abschéitzung des Fehlers bei der
numerischen Berechnung der kritischen Exponenten. Mit der verallgemeinerten Al-
gebra kann man das gesamte Spektrum am nichttrivialen Fixpunkt bestimmen und
nach Fixpunkten suchen, die entweder antisymmetrisch sind, oder keine definierte
Paritédt besitzen. Eine antisymmetrische Boltzmannfunktion ist unphysikalisch, da
sie nicht positiv ist. Falls L? gerade ist, kann es keinen antisymmetrischen Fixpunkt
Z, (1) von R' geben, da die Annahme Z,(—¢) = —Z,(¢) wegen

Zo(—) = / A1 (O)Zu(— B + ()
— / Ay () Zu(— B — O

G / a1 (O 2,86 + )
— Z.(¥) (2.61)

zum Widerspruch fiihrt. Ich konnte aber in keiner Dimension Fixpunkte mit un-
definierter Paritdt beobachten, die durch diese Betrachtung nicht ausgeschlossen
werden.

Die anomale Dimension ergibt sich aus dem ¢-Eigenwert, der also als

AL = LH0=5-3) (2.62)
angesetzt wird; dabei ist der Faktor L? ein Volumenfaktor, vergleiche Abschnitt

2.4.1 und 2.4.2. Daraus erhilt man

2log A\

=24+d—
K * log L

(2.63)

in Abhéngigkeit von A;.
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Die Berechnung der Strukturkoeffizienten K;"" in diesem Fall ist analog zu Ab-

schnitt 2.6.1:

Wenn man Z(¢) = ", é"]’v ¢" entwickelt, bekommt die Renormierungsgruppen-
Y2 N,

transformation (2.51) fiir L¢ = 2 die Gestalt

20) = 3 et 5 (")t am 0 )

m,n:Ory 2 NmNn =0

> > m-+n Ay G,
_ Sy < | )ml(m+n—l), (2.64)
=0 m,n=0 miVn

L ! P
mit 7(1) = (2)2 ﬁxmn(l), falls I > 0, und I(l) = 0, falls I < 0. Dabei ist

Xeven(!) = 1 — 1 mod 2 die charakteristische Funktion der geraden Zahlen. Fiir die
Entwicklungskoeffizienten a; von Z' gilt demnach

o0
(I; :ﬁ,l Z Klm’namana (265)
m,n=0
mit
(m+n)!N; _
K™ = {2m+£—’ (=, Xeven(m +1n —1). (2.66)

In den numerischen Untersuchungen wurde N, = 2"v/n! gewshlt; dies entspricht
der Wahl der Normierung oben. Die Renormierungsgruppentransformation hat da-
mit die gleiche Gestalt wie Gleichung (2.54). Die Linearisierung M muf} demnach
ebenfalls von der Form (2.57) sein:

My =28"Y " K™ apn. (2.67)
m=0

Die Linearisierung wird am 2-Well-Fixpunkt in drei Dimensionen berechnet, der
symmetrisch ist (asx1 = 0). Da K;™" = 0 fiir ungerade m +n — [ gilt, verschwindet
M, ,,, wenn n —[ ungerade ist. Die Struktur der Matrix M ist jedoch nicht so einfach,
daf sofort klar wire, dafl \; trivial ist.

Die numerische Behandlung von M wird mit dem Programm durchgefiihrt, das
oben verwendet wurde. In Tabelle 2.4 sind die ersten elf Eigenwerte der linearisierten
Transformation am 2-Well-Fixpunkt in drei Dimensionen dargestellt, die bei einem
Trunkationsparameter [,,, = 40 berechnet wurden. Aus \; = 1.781797436 erhélt
man mit d = 3 und L = 23 in (2.63):

n=139-10"". (2.68)

Dies zeigt, eindrucksvoll die Kraft der algebraischen Methode zur Bestimmung von

nichttrivialen Fixpunkten. Der Fehler bei der Bestimmung von kritischen Expo-
1

nenten liegt also in der GréfSenordnung 107°. Auch der Eigenwert \3 = 25 =
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Ak
2.000000000
1.781797436
1.427172478
1.122462048
0.859411649
0.646673370
0.479637303
0.351573076
0.255127916
0.183539204
0.131034627

O 00 ~J O Ol ik W N+~ O

—_
)

Tabelle 2.4: Spektrum am nichttrivialen 2-Well-Fixpunkt in drei Dimensionen.

1.122462048 findet sich wie erwartet im Spektrum. Der zugehorige Eigenvektor ist
die Ableitung des Fixpunktes nach ¢/ im Hochtemperaturbild. Die weiteren Eigen-
werte beschreiben Korrekturen zum Skalenverhalten. Wie weit sie universell, sind
ist unklar.

i

0.947243911
0.872613698
0.635057022
0.396578965
0.219981737

O ~J Ot W =

Tabelle 2.5: Koeffizienten fiir v;.

In Tabelle 2.5 sind die ersten zehn Entwicklungskoeffizienten vgk) des Figenvek-
tors v; zum Eigenwert A\; dargestellt. vy ist antisymmetrisch. In Abbildung 2.5 sind
die Eigenvektoren v, vy und v3 = Z’ in Abhéngigkeit von dem Feld ¢ abgebildet.
vy ist im Gegensatz zu v; symmetrisch.

2.6.4 Universalititsklassen des hierarchischen Modells

Die algebraische Methode zur Berechnung von hierarchischen Renormierungsgrup-
penfixpunkten kann auf einfache Weise auf beliebige ganzzahlige Werte von L¢ ver-
allgemeinert werden. Die Strukturkoeffizienten haben dann einfach L? 4 1 Indizes.
Wenn zum Beispiel L = 8 ist, gibt es bei lma = 10 circa 11° Strukturkoeffizienten.
Auch wenn sich diese Anzahl durch Symmetrien erheblich reduziert, ist es offenbar
hoffnungslos, die Iteration und die Fixpunktsuche mit einer naiven Verallgemeine-
rung von (2.54) und (2.56) durchzufithren. Wenn man die Boltzmann-Faktoren aber
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Figenvektoren am nichttrivialen Fixpunkt
eOLC T T T T T T ]

40

20F

Figenvektor v(¢)
o

*607‘ T T L S O S E

Feld ¢

Abbildung 2.5: Die FEigenvektoren v, (durchgezogen) und vy (kurzgestrichelt) und
7' (langgestrichelt) am nichttrivialen Fixpunkt in drei Dimensionen bei v = 1.

sukzessive aneinander multipliziert, reduziert sich der Aufwand dieses Problems er-
heblich. Dabei verwendet man iterativ die Formel

00 l

(; bmw2m> ( ni:% cnw%) =) ¢ ; bi—nCa.- (2.69)

=0

Fiir eine derartige Behandlung ist die Transformation

7(6) = (T'Z)() = { / dwozw'wc)} (2.70)

am geeignetsten, da man erst nach der Integration mit der Multiplikationsroutine
beginnen mufl. Sonst miifite man, um Fehler durch die Trunkation zu vermeiden,
in der Multiplikationsroutine auch héhere Potenzen als 1)?'max beriicksichtigen. Alle
weiteren Ideen zur Fixpunktsuche bleiben gleich. Es stellt sich heraus, dafl man zur
Bestimmung des Fixpunktes mit dieser Transformation (2.70) mehr Kopplungen
ben6tigt. Man kann aber ohne weiteres mit den Algorithmen aus [FPTV92] bis zu
Imax = 200 gehen.

Um den verbesserten Algorithmus auch fiir die Linearisierung auszunutzen, muf}

man Z' nach den Kopplungen a, ableiten. Es sei also Z durch Z(¢) = > /7 =5~ n
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parametrisiert. Dann gilt:

82;(? = Ld{ /duv(C)Z(ﬂ'w+C)}Ld_l/duv(g)%%fo

- v dm(@zw'wm}ﬁ_l & [dm@@e+or

/Yn
e 5%y F (2n)!

= Ld{ /duv(C)Z(ﬂ’wC)} ;wQ’“ann_k(Qk)!(n o
(2.71)

An dieser Stelle kann man den obigen Multiplikationsalgorithmus einsetzen. Das
Matrixelement M, ist bis auf Normierung der Koeffizient von ? in der zuletzt
iibrig bleibenden Summe.

Fiir L = 2 und d = 3 erhélt man dann durch Anwendung der Diagonalisierungs-
routinen fiir den Eigenwert Ay am nichttrivialen Fixpunkt bei 61 Kopplungen:

Ao = 2.904071533. (2.72)

Koch und Wittwer [KW88] geben fiir diesen Eigenwert die exakten Schranken
2.9040714905322 < A9 < 2.9040715072204 (2.73)

an. Fiir den kritische Index, der sich daraus mit (2.26) berechnet, findet man
0.6501625176789 < v < 0.65016252118340. (2.74)

Dies ist nicht der Wert, der sich fiir L? = 2 ergeben hat. Die gute Ubereinstim-
mung mit den exakten Schranken zeigt, dafl das Berechnungsverfahren nicht die
Ursache fiir die Abweichung sein kann. Daher folgt, dafl die Universalitatsklasse
des hierarchischen Modells von L abhingt. Dies kann man auch erwarten, da das
hierarchische Gitter fiir verschiedene Werte von L verschiedene Symmetriegruppen
besitzt. In Tabelle 2.6 wird die Abhéngigkeit von v in drei Dimensionen etwas
ausfiithrlicher untersucht. Mit zunehmendem L wichst auch v. Die Abhéngigkeit
von L ist aber nur schwach. Mit Gauf-Hermite Integration® kann man beliebige
Werte von L¢ betrachten. Dabei stellt sich heraus, daf8 der kritische Index im Limes
L — 1 gegen sehr grofle Werte geht.  Dies ist in Tabelle 2.7 und in Abbildung
2.6 dargestellt. Fiir L — 1 wird v grof}, der Limes selbst mufy aber mit anderen
Methoden erforscht werden. Im Limes L — 1 ist die hierarchische Renormierungs-
gruppentransformation linear und besitzt nur triviale Fixpunkte. Auch der Limes
L — oo kann numerisch weder mit der dargestellten algebraischen Methode noch
mit Gaufl-Hermite Integration untersucht werden, da fiir L > 4 die Fehler stark
anwachsen. In Abbildung 2.7 wird v im Bereich zwischen L = 1.2 und L = 4.0

3Fiir die Uberlassung von Daten, die mit Hilfe von GauB-Hermite Integration erzeugt wurden,
bin ich Andreas Pordt zu Dank verpflichtet. Die Programm-Logik ist der Logik beim algebraische
Verfahren dhnlich, man koppelt ein Integrationsprogramm mit einem Fixpunktalgorithmus. Der
Vorteil bei der rein numerischen Berechnung des Integrals liegt darin, daf die Beschrinkung L? €
Z:-1 aufgehoben ist.



68

L—A

KAPITEL 2. DAS HIERARCHISCHE MODELL

b‘h‘dhgigk‘e’\t‘ von v bei kleinen L
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Abbildung 2.6: Der kritische Index v als Funktion der Blockgréfe L.
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Abbildung 2.7: Der kritische Index v als Funktion der BlockgréBe L zwischen 1.2

und 4.0.
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v
0.649570352
0.649614470
0.649691712
0.649791859
0.649906976
0.650031700
0.650162514
0.650296941
0.650433316
0.650570510
0.650707685

—_ ==
D oS 0o otk w oS

Tabelle 2.6: v fiir verschiedene Werte von L in drei Dimensionen.

L v
1.100 | 0.7226156
1.095 | 0.7400395
1.090 | 0.7617491
1.085 | 0.7893770
1.080 | 0.8257109
1.075 | 0.8760511
1.070 | 0.9521799
1.065 | 1.0878892
1.060 | 1.4498673

Tabelle 2.7: v als Funktion von L bei kleinen Werten von L.

dargestellt. v wichst fiir grofle L langsamer. Das Minimum v = 0.649570 wird bei
L =~ 1.25 angenommen.

Die Universalitétsklassen des skalaren hierarchischen Modells werden also durch
die Dimension d und die Blockgréfle L parametrisiert, wihrend im vollen Modell die
Universalitdtsklasse unabhéngig von der Blockgrofle ist. Die Abhéngigkeit von L ist
eine Beobachtung, die im nachhinein einfach zu verstehen ist, da das hierarchische
Gitter bei unterschiedlichen Werten von L eine andere Symmetriegruppe besitzt.
Die Limiten L — 1 und L — oo sind noch Terra incognita.

2.6.5 Vergleich mit dem dreidimensionalen Ising-Modell

Die Herleitung der hierarchischen Renormierungsgruppentransformation in Abschnitt
2.2 hat gezeigt, dafl man das hierarchische Modell als Approximation an das volle
Modell auffassen kann. Um zu kliren, wie gut diese Approximation ist, vergleicht
man die Resultate fiir die kritischen Exponenten vpjern und 7pjera des dreidimen-
sionalen hierarchischen Modells mit den kritischen Exponenten v und 7 der Uni-
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versalititsklasse des dreidimensionalen Ising-Modells [Isi25]. Die folgende Tabelle
gibt zuniichst eine Ubersicht {iber die im Moment zuverlédssigsten Resultate fiir v
und 7. Der Wert v = 0.630 ergibt sich bei der Verwendung der Reihenentwicklun-

v Methode Literatur
0.6300(15) | dreidimensionale Renormierungsgruppe | [GZJ80]
0.6298(7) [BB83)
0.630 [Nico1]
0.6305(25) | Renormierungsgruppe, e-Entwicklung (GZJ85]
0.6301 Hochtemperaturreihen [Rei95]
0.6300(15) | Hochtemperaturreihen fiir bee-Gitter INR90]
0.6289(8) | Monte-Carlo-Methoden [FLI1]
0.6301(8) [BLHO5|
0.625(1) Monte-Carlo-Renormierungsgruppe [GT96]

n Methode Literatur
0.031(4) dreidimensionale Renormierungsgruppe | [GZJ80]
0.037(3) Renormierungsgruppe, e-Entwicklung (GZJ85]
0.035(3) Hochtemperaturreihen [ZJ81]
0.029(8) [Rei95]
0.037(3) Monte-Carlo-Methoden [BLH95]
0.025(6) Monte-Carlo-Renormierungsgruppe [GT96]

Tabelle 2.8: Ergebnisse fiir v

gen oder von Monte-Carlo-Methoden. Mit der Monte-Carlo-Renormierungsgruppe
erhdlt man v = 0.625, was deutlich unter den anderen Werten liegt. In [GT96]
werden die Monte-Carlo-Daten daher auch mit Finite-Size-Scaling analysiert. Das
Ergebnis ist dann v = 0.6348(48), v = 0.6298(27) oder v = 0.6295(27), je nach
Verfahren. Diese Abweichung wird durch fehlende Corrections-to-Scaling Terme bei
dieser Analyse erklirt. Die Diskussion der Einschitzung von systematischen Fehlern
scheint noch in Bewegung zu sein. In dem schénen Artikel von Blote et. al. [BLH95]
werden auch experimentelle Resultate zitiert.

Selbst wenn man dies mit dem minimalen hierarchischen kritischen Exponenten
in drei Dimensionen

Vhiera = 0.649750 (2.75)

vergleicht, ist das hierarchische Modell hier also eher schlecht. Da die Universa-
litdtsklassen des hierarchischen Modells von L abhéngen, kann man die Exponenten
des hierarchischen Modells nur ungut mit denen des vollen Modells vergleichen.
Wenn L gegen Eins geht, nimmt v unphysikalisch grole Werte an. Diese neue Be-
obachtung ist etwas enttduschend fiir diejenigen, die das hierarchische Modell auch
quantitativ im Hinblick auf das volle Modell auswerten mochten. Als Approximation
an das volle Modell liefert das hierarchische Modell in der gegenwirtigen Form also
schlechte Resultate. Qualitative Analogien haben sich aber bei dem Verstéindnis
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von vollen Renormierungsgruppenfliissen als sehr niitzlich erwiesen [BEI92, CM94,
GK84bh).



Kapitel 3

e-Entwicklung

3.1 Idee der Entwicklung

In [PPW94] ist eine rekursive Entwicklung zur Berechnung des kritischen Index
v von hierarchischen Modellen vorgeschlagen worden. Der Entwicklungsparame-
ter € ist die Differenz d — d, zwischen der Dimension d, in welcher der kritische
Exponent des n-Well-Fixpunktes berechnet wird, und seiner Bifurkationsdimensi-
on d,. Die Idee dieser e-Entwicklung geht auf [WF72] zuriick. Ahnliche, etwas
einfachere Rekursionsrelationen als in [PPW94], kann man auch mit einer Spielart
der e-Entwicklung erhalten, die zuerst im Rahmen der konstruktiven Feldtheorie
vorgeschlagen und benutzt wurde [GK83]. Diese Entwicklung wird hier zur Be-
rechnung hierarchischer kritischer Exponenten eingesetzt. Der Vorteil der neuen
e-Entwicklung besteht darin, daf} sie auch fiir volle Gittertheorien durchgefiihrt wer-
den kann, da man ein unterliegendes Gitter zum Beispiel in drei Dimensionen fixiert,
wihrend die e-Entwicklung & la [PPW94] nicht so direkt auf volle Modelle iibertragen
werden kann. Dieses Projekt bildet damit die Vorstufe fiir &hnliche Uberlegungen
am vollen Modell. Analoge Entwicklungen wurden unabhingig von diesem Projekt
von Brydges [Bry] im Rahmen der konstruktiven Feldtheorie wiederentdeckt.

Die Idee einer e-Entwicklung besteht darin, eine Stérungstheorie um die Bifur-
kationspunkte d,, durchzufiihren. Dazu entwickelt man die hierarchische Renormie-
rungsgruppentransformation

7)) = / A (O 2B + O, (3.1)

mit § = L' % und d = d, — € in €. Da e-Entwicklung eine Storungstheorie ist, ent-
wickelt man um den Ultraviolett-Fixpunkt. Einen geeigneten Rahmen fiir eine der-
artige Entwicklung bietet die in Abschnitt 2.6.1 eingefiihrte Renormierungsgruppen-
Algebra.

Die Idee der Entwicklung a la Gawedzki und Kupiainen ist nun, die Gitter-
struktur des hierarchischen Gitters festzuhalten und die Dimensionsabhéngigkeit der
Renormierungsgruppentransformation auf einen Parameter a zu iibertragen. Man
wahlt also eine feste Dimension dy, zum Beispiel dy = 3, die das Gitter definiert,

72



3.2. HERLEITUNG DER REKURSIONSRELATIONEN 73

und betrachtet die Renormierungsgruppentransformation

70) = [ dm(©7(50+0™, 32)

mit 3 = L= Durch Vergleich von L% und L= mit L¢ und L'~% findet man die

Beziehung
1 1
=do| =z — = 3.3
a=d(5-7) (3.3

zwischen dem Parameter ov und der Dimension d. Bifurkationswerte «,, von « sind

durch
1 1 dy
— - )= 4
“n d“(z dn> on (34)

gegeben. Die Entwicklung wird in dem Parameter
€=y, —« (3.5)

fiir einen festen Wert von n (zum Beispiel n = 2) durchgefiihrt. Wenn die Universa-
litatsklasse (d, L) betrachtet werden soll, wihlt man einfach dy = d und L = L. Fiir
dy = 3 und d,, = 4, das heifit n = 2, mufl man zu € = i extrapolieren, um Aussagen
fiir den kritischen Exponenten v in drei Dimensionen zu machen.

3.2 Herleitung der Rekursionsrelationen

Wenn man L% = 2 setzt, und Z(¢) = Y o2 ja,7y"" : ¢*" iy in der Basis von

Eigenvektoren der linearisierten Transformation am trivialen Fixpunkt entwickelt
/

(7' = 125 ), so gilt fiir den Integranden in (3.2):

00
Ay, Q. m n
Z(¢)? = Z Z;_i_’; : P :A,r:qﬁ2 Ly
m,n:OfY
L b 0o 0 a min{2m,2n} om om .
emma mUn —
w5 e S w() () e 60
m,n:07 k=0

Dabei hat man die Fusionsformel fiir normalgeordnete Monome aus dem Anhang
benutzt. Durch Integration mit Hilfe von Korollar 3 im Anhang folgt:

min{2m,2n}

= A Ay, 2m 2n -2 — 2
Z'(¢) = Z o Z k!<k><k>7,kﬁ2 o2k y2mion=2k .

m,n=0 v k=0

m+n

I=m+n—k - Uy G, 2m 2n 21 21
= — ! : o
Z Z (m+n )<m+n—l><m+n—l>ﬂ L

11
m,n=0[=|m—n| v

o0 /

= Z i/ll : w2l :’Y” (37)
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mit
o0

=02 O apan, (3.8)

m,n=0

wobei = L™ ist. Damit in (3.8) die Kovarianz ' nicht enthalten ist, hat man in
der Entwicklung von Z durch 4" geteilt. Die Koeffizienten C;"" sind durch

(m4n=0)!(n+l—m)!(I+m—n)!’

o _ (2m)!(2n)! falls |m —n| <1< m+n, (39)
b 0, sonst, '

gegeben. Man fixiert [, und betrachtet den nichttrivialen /,-Well-Fixpunkt mit dem
Ziel, den entsprechenden kritischen Index v zu bestimmen. «;, wird im folgenden
mit o, bezeichnet. Durch Einsetzen der Entwicklungsansitze

ﬁ—?l — 2% Z"{’l(k)eka
k=0

a, = Zag’“)ek (3.10)

k=0

in die zu (3.8) korrespondierende Fixpunktgleichung erhilt man die Gleichung

ig\r?ﬁzﬁgk) (N—k) _ Z Z Z C™q (k N k). (3.11)

N
N=0 k=0 =0 k=0 m,n=>0

Da man um Z(¢) = 1 entwickelt, setzt man al = d10. Also folgt aus (3.11) nach
Koeffizientenvergleich und unter Ausnutzung von C;"" = "™

{QN)-FZHJk) (N—E) (()N)}
-1

ST NS S R NI
m=0

k=1 m,n>0

N-1
= 20"+ 3 N rralPalN R, (3.12)

k=1 m,n>0

Die letzte Zeile folgt dabei aus Co’m = 01m, vergleiche (3.9). Durch die folgende
Rechnung werden die Koefﬁmenten /-cl ) bestimmt. Aus p72 = L% o =a, —eund

do sowie [ = 2% folgt

TR

2oy _ 2lelog?2
ﬂ_% = 924dg ¢ do
00

T 1 2llog 2 b k
= 2L E — | - 3.13
k=0 k' ( do ) o ( )




3.2. HERLEITUNG DER REKURSIONSRELATIONEN 5

das heifit

* 1, fiir k=0

Ky = k
! 1 2l1og 2 ..

(3.14)

Fiir £ > 0 folgt insbesondere /{Sk) = 0. Aus (3.12) bekommt man fiir Ordnungen
N > 1:

N
(2/ ) Z( 2t B gV P 4 Z crmaF (N - ’“>) (3.15)

Aus dieser Beziehung erhilt man alle Koeffizienten al(N) der Ordnung N, fiir die
I # I, gilt. Fiir [ = [, schliisselt man die rechte Seite von (3.15) weiter auf. Fiir
N =1 hat (3.15) die Gestalt

(zi . 2) V) = 0. (3.16)
Daraus folgt al(l) = pdy;, mit einem noch unbekannten Faktor p € R, der aus der
Gleichung fiir die zweite Ordnung bestimmt wird. Fiir [ = [, und N = 2 gilt ndmlich
0 = —2&53)a§3)+ Z Cf’"a%)ag)
m,n>0
= —2&53)p + pQCll**’l*. (3.17)

(1)
Daraus folgert man p = 0 oder p = ;l—l, Die Losung p = 0 fiihrt zu trivialen

Losungen. Durch Benutzung dieser Bezfehungen erhdlt man fiir [ =, und N > 3
aus (3.15):

N-—-2
- R
k=2
k=2 m,n>0

Durch Zusammenfassung und Indexverschiebung erhélt man die allgemeine Formel

fiir al(fv)'
N-— N-1
z(fV) _ 2"“31(1 { Z n+1 k) Z Z Clr?,nagf)aslN+1—k)
k= k=2 m,n>0

+2or =20 Yl a <N} (3.19)

n>0,n#l
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Wegen [, > 0 ist /15*1) ungleich Null. Fiir die Koeffizienten a(Nk) des Fixpunktes

hat man mit (3.15) und (3.19) also Rekursionsrelationen erhalten. Um eine Rei-
henentwicklung fiir den kritischen Exponenten v zu bekommen, berechnet man
nun auf &dhnliche Weise Rekursionsrelationen fiir die Eigenwerte und Eigenvekto-
ren der linearisierten Transformation am Fixpunkt, der durch die Relationen (3.15)
und (3.19) definiert wird. Diese Berechnung ist analog zur Rayleigh-Schrédinger
Storungstheorie.

Die Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation (3.8) an einem Fix-
punkt a der Koeffizienten ist durch die Abbildung

Ua) : (day); (25” Z Clm’"améan) (3.20)

m,n>0

gegeben (siehe (2.57)). U(a) kann als Matrix
Ula)in =26 " ap, (3.21)
m=0

aufgefaflt werden. Fiir Vektoren x und y definiert man das Skalarprodukt (-, -) durch
(r,y) = Yo xy- Ula) ist nicht symmetrisch beziiglich (-,-). Durch (z,y)" =
S0 B72(20) 7y, ist aber ein Skalarprodukt (-,-)" gegeben, beziiglich dem U(a)
symmetrisch ist. Daher sind alle Eigenwerte von U(a) reell. Um eine Entwicklung
fiir die Matrix U(a);,, anzugeben, macht man den Ansatz U(a);, = Y pey U(a)l(’kn)ek.
Die Entwicklung von % findet man aus (3.13) durch Einsetzen negativer Werte fiir
[. Fiir die N-te Ordnung bekommt man dann die Entwicklung fiir U(a):

N 00
Ua)) =270 5" 6B S ermaly ", (3.22)
k=0 m=0

Fiir die Ordnung €° erhilt man daraus mit ani) = 0,0 und Cl0 =01
U(a)f) = 2' 715 G (3.23)

Dies ist natiirlich die Linearisierung der Renormierungsgruppentransformation (3.8)

am trivialen Fixpunkt in der Dimension d;, = lﬂ_*l, die man in nullter Ordnung

erhélt, da man um diesen Fixpunkt entwickelt. Die Eigenwerte )\Z(O) und die zu-
gehorigen Eigenvektoren vl(o) von U(a)(® bilden zugleich die nullten Ordnungen fiir
die Entwicklungen der Eigenwerte \; und der entsprechenden Eigenvektoren v; der
Transformation U(a), die durch &, = 322 APek und v, = 3222 oMek definiert
werden. Komponenten von v, werden im folgenden mit v;(m) bezeichnet, um Ver-
wechslungen zu vermeiden. Die nullte Ordnung der Entwicklung 148t sich einfach

angeben:

A =271 o™ (m) = 6y, (3.24)
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in Ubereinstimmung mit den in Abschnitt 2.4.2 angegebenen Bezichungen.
Die Eigenwertgleichung

U(a)vl = )\ﬂ)l (325)

fiir U(a) kann durch Einsetzen der Entwicklungsansitze fiir U(a),v; und )\; in eine
Gleichung fiir jede Ordnung € umgeformt werden:

ZU )Ny (N R — ZA’“) (N=h), (3.26)

Fiir N = 1 hat man also zum Beispiel
U(a) 0 + U(a) D@ = MO 4 A1y (3.27)

Die Eigenvektoren vl(o) von U(a)® sind beziiglich des Skalarproduktes (-,-) ortho-
normiert. Durch Bildung des Skalarproduktes von (3.27) mit v bekommt man
dann wegen U(a )nl = (v,(lo), U(a)(l)vl(o)):

MO, 0") + Uy = NV @0, 07) + N0, (3.28)
das heifit
M6 = (AP = A @O, o) + Ua)l). (3.29)
(1)

Daraus bekommt man J); ’, wenn man n = [ setzt. Fiir alle n # [ bekommt man
auflerdem die Entwicklungskoeffizienten vl(l)(n). Fiir n = [ fordert man zusétzlich

(1)(l) (v, ) l(l)) = 0. Eine analoge Forderung wird unten an die Korrekturen
an Uz( ) hoherer Ordnungen gestellt. Die gesamte Korrektur zu vl(o) soll also bildlich

gesprochen senkrecht auf vl(o) stehen. Dies ist keine FEinschrdnkung und kann durch
eine Normierung erzielt werden, siehe unten.
Die gleiche Strategie wird auch fiir hhere Ordnungen N verfolgt. Aus (3.26)

bekommt man durch Bildung des Skalarproduktes mit vl(o):

N
AP, o™ + D 0, Ua)of" ) =
k=1

N—-1
A2, o™y + A6+ 3 AP @D, 6P, (3.30)
k=1
das bedeutet
N
A8, = (AP = AN @D, 0) + 3 (00, Ua)Pu¥ )
k=1
N—-1
AR (0 4 (N=R)y, (3.31)

k=1
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Fiir n # [ kann man hieraus die Komponenten vl(N)(n) bestimmen. Wie oben bereits

angedeutet setzt man fiir N > 0 zusétzlich
0@, 0"y = 0. (3.32)

Dies ist keine Einschrinkung. Wenn nédmlich zunéchst (vl(o), vl(N)) = 7 gilt, so kann

man ein ﬁl(N) mit der Eigenschaft ﬁl(N)(l) = 0 durch vl( ) = vl(N)—r]vl(U) definieren, und
es gilt (U(a)® —A21)5"") = (U(a)©® — A?1)s{"). Die Linge von v, in Richtung

von vl(o) wird auflerdem durch eine Normierung festgelegt. Fiir den Koeffizienten

)\EN) der N-ten Ordnung des Eigenwertes A; von U(a) folgt damit aus (3.31):

N
MY =30, U(a) o). (3.33)
k=1

Die Gleichungen fiir die Komponenten der Eigenvektoren kann man noch besser
verstehen, wenn man versucht, die Eigenvektoren koordinatenfrei zu bestimmen.
Aus (3.26) bekommt man

N
(U(a)® = X1 =301 = U(a) @), (3.34)

k=1

Da der Eigenwert )\Z(U) von U(a)® nicht entartet ist, was hier aus (3.23) und (3.24)
folgt, gilt also

N

1
UZ(N) _ (U((I)(O) . )\Z(O)]J-)_l (Z()\Ek)]l _ U(a)(k))vl(N—k)) , (335)

k=1

wobei mit ut der zu vl(o) orthogonale Anteil von u bezeichnet ist. Auf dem ortho-

gonalen Komplement von vl(o) ist U(a)® — )\l(o)ll invertierbar.

3.3 Numerik fiir die e-Entwicklung

3.3.1 Erste Betrachtung

Die Rekursionsrelationen (3.15), (3.19) und (3.33) koénnen mit Hilfe des Compu-
teralgebra-Paketes Maple V Release 3 ausgewertet werden. Dazu miissen die Ent-
wicklungen trunkiert, das heifit bei einer bestimmten Ordnung k... abgebrochen
werden. Hier werden die Entwicklungen maximal bis zur sechzehnten Ordnung be-
rechnet. Bis zur sechsten Ordnung kann man die exakten analytischen Ausdriicke
fiir die Entwicklung berechnen. In Abschnitt 3.4 findet man die Resultate fiir die
Entwicklungskoeffizienten al(k) bis zur dritten Ordnung fiir [, = 2 und dy = 3. Fiir
k > 6 wurde zur Berechnung eine numerische Version des Programmes eingesetzt,
deren Fehler aber durch eine hinreichend grofle Stellenanzahl beliebig klein gemacht
werden kann.
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Da die e-Entwicklung divergent ist, wie auch weiter unten illustriert werden wird,
mufl man zur Auswertung dieser endlichen Reihen Summationsmethoden verwenden.

Wenn man die Entwicklung nach einer Ordnung k., abbricht, sind alle Koeffi-
zienten mit [ > [, kyay oder k& > k., gleich Null. [, ist dabei die Anzahl der Minima,
des nichttrivialen Fixpunktes, der durch die Entwicklung beschrieben werden soll.
Im folgenden werden hier stets die Parameter [, = 2 und dy = 3 gesetzt. Die Bifur-
kationsdimension d;, fiir den Double-Well-Fixpunkt ist d;, = 4. Entsprechend gilt

o = %. Das Ziel ist also, zu d = 3, das heifit o = % zu extrapolieren. Dann ist

=1
€= 7.

a(()k:) agk) agk)

k kU 1 [
10 5.036’590 - 10" 3.25215372 - 102 —2.01315345 . 103
11 | —1.847783-10% | —1.187205-10% | 7.734870 - 10°
12 | 6.598781-10% | 4.222525-10% | —2.881935 - 10*
13 | —2.297454 - 10% | —1.465376 - 10* | 1.044291 - 10°
14 | 7.813242-10% | 4.970444 -10* | —3.689562 - 10°
15 | —2.600825 - 10* | —1.650984 - 10° | 1.274177 - 10°
16 | 8.491539-10*| 5.380824-10° | —4.311386 - 10°

Tabelle 3.1: Illustration der Divergenz der e-Entwicklung.

Die Divergenz der e-Entwicklung wird anhand von Tabelle 3.1 illustriert, in der

(k) (k) (k)
2o, - und 2+ fiir 10 < k < 16 dargestellt sind. An dem Anwachsen dieser Grofien
erkennt man, dafl die Koeffizienten a,gk) mit k stirker als faktoriell anwachsen. Wie
vermutet, bedeutet dies, daf§ die entsprechenden Potenzreihen fiir die Koeffizienten
a; divergieren. Man erkennt ferner, dafl die Koeffizienten agk) mit &k alternierende

Vorzeichen besitzen.

Fiir kleine Werte von ¢ kann die naive Auswertung der Reihen fiir die Koeffi-
zienten al(k) im Sinne von asymptotischen Potenzreihen [Pit72] sinnvoll sein. Um
einen ersten Eindruck zu gewinnen, sind daher in Abbildung 3.1 die Potentiale V,
die man aus Z(¢) = Y07 a,y'"" : ¢*™ &y durch die Definition V(¢) = —log Z(¢)
erhéilt, naiv fiir e = 2 und 3 (entsprechend mit d = 3.8 und d = 3.6) ausgewertet
und dargestellt worden. Dabei wurde die Entwicklung nach der zweiten, dritten
oder vierten Ordnung abgebrochen. Zum Vergleich sind mit durchgezogenen Linien
die entsprechenden numerisch bestimmten (exakten) Fixpunktpotentiale abgebildet.
Im Bereich 0 < ¢ < 4 sind die dargestellten Potentiale sehr flach. Dennoch 148t
sich ohne Miihe die typische Double-Well-Struktur erkennen, die auch von den Po-
tentialen der e-Entwicklung angenommen wird. Wihrend fiir d = 3.8, also fiir einen
kleineren Wert von ¢, die naive endliche Aufsummation ein zufriedenstellendes Re-
sultat liefert, ist diese Approximation an das exakte Potential fiir d = 3.6 weniger
gut. Fiir grofle Felder gibt es in beiden Féllen Abweichungen.
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Exakte Potentiale und die e—Entwicklung

1.5 o
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Potentiale in d=3.8 Dimensionen
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Potentiale in d=3.6 Dimensionen

Abbildung 3.1: Vergleich des exakten Potentials mit den Potentialen der e-
Entwicklung der Ordnungen 2 bis 4 in den Dimensionen 3.8 und 3.6. Die durchgezo-
gene Linie korrespondiert mit den exakten Daten. Die gepunktete Linie entspricht
der zweiten Ordnung, die kurzgestrichelte Linie entspricht der dritten Ordnung, die
langestrichelte Linie entspricht der vierten Ordnung e-Entwicklung.
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3.3.2 Bestimmung von Konvergenzradien

Da die in Tabelle 3.1 dargestellten Werte selbst nicht faktoriell mit £ anwachsen,
werden die Boreltransformierten B; der Reihen a; = Z;O:o agk)ek, die durch

Biz)=Y a—!zk (3.36)

definiert sind, Konvergenzradien R; grofler als Null besitzen.

Zur Bestimmung von Konvergenzradien werden hier drei Methoden vorgestellt.
Dazu betrachtet man eine Potenzreihe f(z) = Y77, fx2" mit einem Konvergenzra-
dius R. R kann nach Hadamard als Grenzwert

R = liminf
k—oo k |f

| (3.37)

bestimmt werden. Das ist numerisch jedoch nur selten sinnvoll [J490], da eine Ex-
trapolation notwendig ist, wenn man nur eine endliche Teilsumme von > .2 fx2"
kennt, und da der Grenzwert (3.37) nur langsam erreicht wird.

Mehr Information erhélt man mit Hilfe der Quotientenmethode [Ye092, JA90].
Dabei nimmt man an, daf3 die erste Singularitit von f an der Stelle z. von der Form
g(z) = (2 —2)" ist. Wenn man g fiir |z] < |z.| in eine Potenzreihe g(z) = Y77 g,2"
entwickelt, stellt man fest, daf fiir Quotienten aufeinanderfolgender Koeffizienten g,
und g, ; gilt:

.1 A+11
o _ L _AT1D (3.38)

gn—1 Ze Zec n

Dieses Verhalten erwartet man asymptotisch, also fiir grofle n, auch fiir die Quo-
tienten -f"—. Zur Analyse des singuliren Verhaltens und des Konvergenzradius R

n—1
trigt man in einem Diagramm die Quotienten % gegen % auf. Falls sich fiir grofle
n das lineare Verhalten (3.38) einstellt, kann man durch Extrapolation R und A
bestimmen.

Mit Hilfe der Padé-Methode erhélt man, wie man anhand von Beispielen zeigt,
die zuverldssigsten Resultate. Dabei bestimmt man alle Polstellen der (M, N)-Padé-
Approximanten der Reihe f(z), wenn diese bis zur Ordnung M + N bekannt ist. Ein
(M, N)-Padé-Approximant an die Funktion f ist eine gebrochen rationale Funktion
Py mit Zshlergrad M und Nennergrad N, fiir die

QN
M+N
N n=0

gilt, siehe [ZJ93, De74, LG82| und darin enthaltene Referenzen. Falls M = N gilt,
bezeichnet man % auch als Diagonal-Padé Approximanten. Die Polstellen bildet
man in einem Diagramm ab. Charakteristischerweise gibt es neben zahlreichen
zufilligen Polen einen Haufungspunkt von Polstellen, der der wahren Singularitét
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entspricht. Das Arbeiten mit rationalen Approximanten hat den Nachteil, da} man
nur schwer Aussagen iiber Fehler machen kann.

Fiir alle vorgestellten Methoden mufl man viele Ordnungen der Potenzreihe
S oeo frx2" kennen. Weitere ausgefeiltere Methoden zur Bestimmung von R kann
man in [De74] finden.

In Abbildung 3.2 sind die ersten 16 Glieder der zu B; gehorigen Hadamard-Folgen

Bestimmung von R nach Hadamard

2.0 + |
| + -
| A -

é 1.5 B 7
O | o i
L I S ]
| L |
© L A _
6 1.0 L + o il
£ f . .
O L AT |
8 L AA++ * < 4
o o

T O.5j %ggzoo 7]

0.0L ‘ ‘ ‘ ! ]

0.0 0.2 0.4
W/k

Abbildung 3.2: Bestimmung der Konvergenzradien R;, | = 0,1,2, nach Hadamard
und mit der Quotientenmethode. Die Dreiecke entsprechen | = 0, die Kreuze ent-
sprechen | = 1, die Rauten entsprechen | = 2. Oben sind die Hadamard-Folgen H. l(k)
gegen % aufgetragen.

H, = (H"), mit HY = W fiir I = 0,1,2 gegen 1 aufgetragen. Hier und
) /gy

in den folgenden Abbildungen wird [ = 0 mit Dreiecken, [ = 1 mit Kreuzen und
[ = 2 mit Rauten bezeichnet. Man erkennt, dafl die Hadamard-Folgen streng mo-
noton abfallen. Das Verhalten der Folgen ist sehr gleichmiflig; daher erscheint die
Extrapolation zu k — oo zuldssig. Dadurch erhélt man fiir alle drei Radien den
Wert

R=0.35+0.1. (3.40)

Die Quotientenmethode zur Bestimmung von Ry, R und R, ergibt ebenfalls fiir alle
drei Radien den gleichen Wert

R = 0.43 + 0.05. (3.41)

Dies kann man mit Hilfe von Abbildung 3.3 ermitteln, in der die Quotienten
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Quot\emtemmethode fur d\e E*EWTW\CK\UHQ
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Abbildung 3.3: Bestimmung der Konvergenzradien von B, (Dreiecke), B, (Kreuze)
und B, (Rauten) mit Hilfe der Quotientenmethode.

al(k)/k!
ol J(k=1)!
kennt man ein annéihernd lineares Verhalten. Durch Extrapolation zu k& — oo
bestimmt man +. Die Polstellen der (M, N)-Padé-Approximanten fiir B, [ = 0, 1,2
und M + N = 16 sind in Abbildung 3.4 in der komplexen Ebene abgebildet. Im
Gebiet —0.32 < R(z) < —0.29, —0.15 < ¥(z) < 0.15 hdufen sich die Polstellen
(unabhéingig von /). Nach dem oben beschriebenen Verfahren erhélt man damit

fiir [ = 0,1,2 gegen % fiir £ < 16 aufgetragen sind. Fiir £ > 10 er-

R = 0.305 + 0.015. (3.42)

Die erste Singularitit der Boreltransformierten B; der Koeffizienten a; liegt auf der
negativen reellen Achse. Die Ergebnisse legen die Vermutung nahe, dafl alle Bo-
reltransformierten den gleichen Konvergenzradius besitzen, der einfach eine Eigen-
schaft der Entwicklung ist.

3.3.3 Bestimmung von v

Fiir den kritischen Index v des Infrarot-Fixpunktes in drei Dimensionen gilt die
Beziehung

~ log2
"~ dlog )y’

(3.43)

NO
In Tabelle 3.2 sind zuniichst die Koeffizienten 22~ der Entwicklung der Boreltrans-
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Pade—Methode zur Bestimmung von R
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Abbildung 3.4: Bestimmung der Konvergenzradien von B, (Dreiecke), B, (Kreuze)
und By (Rauten) mit Hilfe der Padé-Methode.

formierten von A, fiir 10 < k£ < 16 dargestellt. Auch die Potenzreihe fiir A\, divergiert
und ist borelsummierbar.

Aus der Entwicklung von Ay kann man mit (3.43) die e-Entwicklung fiir v ange-
ben, die durch v = Z?’:O vF)ek definiert wird. Die Koeffizienten v® fiir 0 < k < 16
sind in Tabelle 3.3 eingetragen. Aus diesen Daten ist nun ein verléllicher Schatzwert
fiir v bei € = i zu bestimmen. Anhand von Abbildung 3.1 wurde bereits gezeigt,
daf} die Summation der Reihe fiir kleine € verniinftige Ergebnisse liefert. Daher ist
zunichst der kritische Index fiir verschiedene Dimensionen d zwischen 3.9 und 3.0
durch Aufsummation der Reihe fiir Ay bis zu verschiedenen Ordnungen k zwischen 1
und 6 bestimmt worden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.4 dargestellt. Fiir d = 3.9
und d = 3.8 sind die Werte bis zur sechsten Ordnung k£ = 6 recht stabil. Bei Werten

k
k 2

10 —3.408%49-104
11| 1.306653-10°
12 | —4.861021 - 10°
13| 1.759290 - 10°
14 | —6.209632 - 10°
15| 2.142765- 107
16 | —7.245656 - 107

Tabelle 3.2: Koeffizienten der Boreltransformierten von As.
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k () k (k)
0 6.666667-10"1 || 9 | —4.402838-10"
1| —2.962963-10"" || 10 1.737168-10'"
2 1.712059-10° 11 | —7.307089-10"?
3 | —1.340401-10" 12 3.255575-10'*
4| 2.123198:10% | 13 | —1.529128-10'
5| —4.520362-10° 14 7.544994-10'7
6 1.182966-10° 15 | —3.900244-10"°
7 | —=3.570790-10° 16 2.107692-102'
8 1.200627-108
Tabelle 3.3: Koeffizienten fiir die e-Entwicklung des kritischen Exponenten v bis zur
16. Ordnung.
Dimension 3.90 3.80 3.70 3.60 3.50
k=1 0.508481 | 0.517268 | 0.526380 | 0.535836 | 0.545657
k=2 0.508916 | 0.519116 | 0.530811 | 0.544269 | 0.559827
k=3 0.508853 | 0.518566 | 0.528777 | 0.538954 | 0.548357
k=4 0.508873 | 0.518927 | 0.530834 | 0.546351 | 0.569194
k=5 0.508865 | 0.518617 | 0.528114 | 0.533100 | 0.523210
k=6 0.508869 | 0.518941 | 0.532515 | 0.563448 | 0.685021
Padé Ord.6 0.508867 | 0.518790 | 0.527718 | 0.541039 | 0.553854
Padé Ord.16 0.508867 | 0.518769 | 0.529726 | 0.541815 | 0.555164
BP Ord. 6 0.508867 | 0.518769 | 0.529723 | 0.541804 | 0.555135
BP Ord.16 0.508867 | 0.518769 | 0.529726 | 0.541815 | 0.555163
exakt 0.508867 | 0.518769 | 0.529725 | 0.541815 | 0.555163
BP Ord.6 [PPW94] 0.51877 | 0.52973 | 0.54183 0.55525
Dimension 3.40 3.30 3.20 3.10 3.00
k=1 0.555866 | 0.566489 | 0.577553 | 0.589088 | 0.601129
k=2 0.577924 | 0.599140 | 0.624253 | 0.654341 | 0.690934
k=3 0.555991 | 0.560606 | 0.560758 | 0.554980 | 0.542063
k=4 0.607132 | 0.678401 | 0.838580 | 1.388938 | -8.389390
k=5 0.482710 | 0.404735 | 0.308848 | 0.225200 | 0.166242
k=6 2.593126 | -.195697
Padé Ord.6 0.567649 | 0.582511 | 0.598513 | 0.615739 | 0.634288
Padé Ord.16 0.569949 | 0.586410 | 0.604875 | 0.625797 | 0.649823
BP Ord. 6 0.569892 | 0.586331 | 0.604830 | 0.628627 | 0.649933
BP Ord.16 0.569946 | 0.586399 | 0.604836 | 0.625681 | 0.649501
exakt 0.569946 | 0.586400 | 0.604841 | 0.625700 | 0.649570
BP Ord.6 [PPW94] | 0.56973 | 0.58791 | 0.60136 | 0.62599

Tabelle 3.4: Bestimmung des kritischen Index v mit verschiedenen Methoden,
im Text ndher erklirt werden.

die
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von € kleiner als % erzielt man also bereits durch diese einfache Summation gute
Resultate. Fiir groflere Werte von €, das heifit fiir kleinere Dimensionen, erkennt
man jedoch, dafl diese naive Auswertung der Reihe fiir v nicht mehr stabil ist. Fiir
k =6 und d < 3.5 liefert die Aufsummation unverniinftige Resultate, fiir d < 3.3
ergibt die naive Auswertung der Reihe von \ negative Werte. Um das Lesen der Ta-
belle zu erleichtern, sind in der vorletzten Zeile die exakten (numerischen) Resultate
fiir v fir L = 25, die in Abschnitt 2.6.2 berechnet wurden, eingetragen. Insbeson-
dere der Vergleich mit diesen Daten verdeutlicht den Bedarf nach einer geeigneten
Summationsmethode. Das einfachste Verfahren ist die Verwendung von rationalen
Approximanten, speziell Padé-Approximanten, die die gleiche Taylorentwicklung wie
v haben, jedoch als gebrochen rationale Funktionen von € geschrieben werden.

Die Ergebnisse fiir den kritischen Exponenten bei Verwendung eines Diagonal-
Padé-Approximanten sind ebenfalls in Tabelle 3.4 eingetragen. Dabei wurde die
Reihe bis zur sechsten und bis zur sechzehnten Ordnung verwendet. Wihrend die
Resultate sechster Ordnung fiir Dimensionen kleiner als 3.6 stark von den exakten
Werten abweichen, treten in sechzehnter Ordnung starke Abweichungen von den
wahren Werten erst ab d = 3.2 auf. Alle Approximanten sechster Ordnung liefern
zu kleine Resultate, wihrend alle Werte sechzehnter Ordnung zu grof3 sind.

Noch bessere Ergebnisse kénnen mit Hilfe der Borel-Padé Summation erhalten
werden, da, wie oben demonstriert wurde, die Boreltransformierten der Potenzreihen
in € mit einem Konvergenzradius grofler als Null existieren.

Die Boreltransformierte einer Potenzreihe f(z) = S 5, f*¥)z*, die durch B;(2) =

St %zk definiert ist, sei bis zur Ordnung ky.x = M + N bekannt. Wenn man
diese Reihe durch einen M, N-Padé-Approximanten darstellt,

Bi(z) = + O(MTNF), (3.44)

so gilt wegen k! = T'(k + 1) = [°dt t"e " also néiherungsweise

flz) = /0 " ot D) /0 " dt o0 ()Y

QN(tIL’)

Das Integral in (3.45) wird mit numerischen Standardmethoden, etwa der Simpson-
regel, beliebig genau ausgewertet.

Zur Berechnung der Borel-Padé-Summation fiir » wurde die sechste und die
sechzehnte Ordnung e-Entwicklung verwendet. Das Ergebnis fiir verschiedene Di-
mensionen bei Verwendung von Diagonal-Padé Approximanten ist in Tabelle 3.4
eingetragen. Fiir d = 3.9 und d = 3.8 weichen die beiden Ordnungen nicht vonein-
ander ab. Fiir d = 3.1 unterscheiden sich die 6. und die 16. Ordnung am meisten
voneinander. In der letzten Zeile der Tabelle sind die Resultate der Borel-Padé
Summation der gewohnlichen e-Entwicklung bis zur sechsten Ordnung aus [PPW94]
aufgetragen. Fiir d = 3 entwickelt der Diagonal-Padé der Boreltransformierten der
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gewohnlichen e-Entwicklung eine nichtintegrable Singularitdt auf der positiven reel-
len Achse. Ein Vorteil der neuen e-Entwicklung ist, daf solche Pole nicht auftreten.
Die Konvergenzanalyse der Boreltransformierten 148t vielmehr erwarten, dafl man
ohne Probleme bis zu € = 0.3, das heifit d = 2.8 extrapolieren kann. Die Entwicklung
wurde jedoch durch Wahl von dy = 3 auf die dreidimensionalen Universalitéitsklassen
mafigeschneidert.

3.4 Anhang: Ergebnisse fiir die e-Entwicklung

In den folgenden Formeln wurde R = log 2 gesetzt.

(0)

ay’ = 1
agl) = 0
R
agl) = —2—7
a(2) _ 8 R2
0 243
O 32 R?
243 /2 — 486
@) 2 R? (—171 V2 + 324)
a —=
2 —6561 /2 + 8748
2) 8 R’
ay’ = —F
729/2 — 729
2
2 _ R
YT 158
3) 32 R? (171 /2 + 324)
a —=
0 —59049 /2 + 78732

3) 64 R® (189 v/2 — 378)
196830 v/2 — 275562
3) 32 R (—2592 v/2 + 4158)
—4251528 v/2 + 6022998
3) 16 R* (270 v/2 — 432)

% T 1334342 — 590490

3) 2 R* (3152 — 324)
a4 =

— 1771472 + 236196
ag‘) _ 8 R3
19683 /2 — 19683
3

o = R (3.46)

118098



Kapitel 4

Die hierarchische ¢*-Trajektorie

4.1 Einleitung

In dem Block-Spin-Renormierungsschema von Wilson [Wil71, KW74] entsprechen
renormierte Theorien renormierten Trajektorien von effektiven Wirkungen. Wenn
man mit einer nackten Wirkung startet, wird die renormierte Trajektorie durch
unendlich viele Iterationen von Block-Spin-Transformationen erreicht. Damit dieser
Grenzwert existiert, miissen die nackten Kopplungen geéindert werden, wenn die
Anzahl der Tterationen erh6ht wird.

Betrachtet man ein asymptotisch freien Modell im Bereich schwacher Kopp-
lungen, mufl man Kontrolle iiber die relevanten Kopplungen gewinnen, die un-
ter Block-Spin-Transformationen anwachsen. Bei schwacher Kopplung kann man
die relevanten Kopplungen durch naive Dimensionsbetrachtungen bestimmen. Die
renormierte Trajektorie wird als instabile Mannigfaltigkeit eines trivialen (asym-
ptotisch freien) Fixpunktes betrachtet. Dieses Renormierungsschema ist sowohl in
Storungstheorie als auch dariiber hinausgehend studiert worden, zum Beispiel in Ar-
beiten von Polchinski [Pol84], Gawedzki und Kupiainen [GK84a|, Gallavotti [Gal85],
Rivasseau [Riv91] und vielen anderen.

Obwohl dieses Bild seit den Anféingen der Renormierungsgruppe existiert [KW74],
gibt es bisher nur wenige Vorschléige fiir eine Formulierung ohne nackte Wirkungen.
In diesem Kapitel wird ein solcher Vorschlag am Beispiel der hierarchischen ¢*-
Trajektorie ausgearbeitet. Das hierarchische O(N)-Modell wurde in [WX94, WX95]
auf dhnliche Weise untersucht, in [Wie96b] wurden die Ideen dieses Kapitels auf
das volle Modell iibertragen und zu einem sehr einfachen Renormierbarkeitsbeweis
entwickelt.

Die ¢*-Trajektorie wird als Kurve definiert, die vom trivialen Fixpunkt in ¢*-
Richtung ausgeht. Diese Kurve wird mit einer renormierten Stérungsentwicklung in
einer laufenden Kopplung berechnet. Im dreidimensionalen Fall wird die Entwick-
lung in einer laufenden Kopplung und ihrem Logarithmus durchgefiihrt. Zumindest
in Storungstheorie ist die renormierte Trajektorie durch die Forderung festgelegt,
daf sie invariant unter Renormierungsgruppentransformationen sein soll.

Eine renormierte Theorie erscheint im obigen Bild immer zusammen mit einer
Kaskade von Theorien, die durch weitere Block-Spin Transformationen entstehen.

88
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Obwohl die Transformation diskret ist, liegen diese Potentiale auf einer kontinuierli-
chen Kurve, die stabil unter Renormierungsgruppentransformationen ist. Diese Kur-
ve soll hier berechnet werden. Das Ergebnis ist eine iterative Form von renormierter
Storungstheorie, die eng mit der renormierten Baumentwicklung von Gallavotti et
al. [GN85a, GN85b, FHRWS88| verwandt ist. Die hier beschriebene Entwicklung
ist aber von Anfang an frei von Divergenzen, die in einer Standard-Stérungstheorie
durch unendlich viele Renormierungsgruppentransformationen angehuft werden.
Es werden keine nackte Kopplungen benétigt. Ein Renormierungsgruppenschritt
auf der ¢*-Trajektorie wird zu einer Transformation der laufenden Kopplung mit
einer FluBfunktion. Insbesondere werden auch Koordinaten betrachtet, bei deren
Wahl die Flufunktion linear ist. Eine dhnliche Idee wird in [EW84] und darin
enthaltenen Verweisen verwendet.

Uberraschenderweise weist die renormierte Stérungsreihe in bestimmten diskre-
ten Dimensionen Pole auf, die man auf Resonanzbedingungen zuriickfithren kann.
Solche Singularitéiten treten zum Beispiel in drei Dimensionen auf; sie werden durch
eine Doppelentwicklung in der laufenden Kopplung und ihrem Logarithmus auf-
gelost. Mit der Berechnung der laufenden Eigenvektoren und Eigenwerte entlang
der renormierten Trajektorie sowie deren Fusionsregeln werden die Uberlegungen
fortgesetzt. Die renormierten Potentiale werden mit numerischen Ergebnissen ver-
glichen.

Eine dhnliche Analyse kann man auch ausgehend vom Hochtemperaturfixpunkt
durchfiihren. Die Stérungsreihen, die man dadurch erhélt, sind frei von Resonanzen.

4.2 Die ¢*-Trajektorie in vier Dimensionen

4.2.1 Die ¢*-Trajektorie

In diesem Kapitel wird die hierarchische Renormierungsgruppentransformation 7
zugrunde gelegt. 7 hat die Form

72000 = ([ (0 2036 +0))". (11)

mit 3 = L' 2. Wenn man ein Potential V durch Z(¢) = e~V definiert, so hat die
Renormierungsgruppentransformation fiir das Potential V' die Gestalt

TV (1) = —L'log / a1, () exp(—V (B +¢). (4.2)

Auch diese Transformation wird mit 7 bezeichnt. Im folgenden werden nur gerade
Potentiale betrachtet. Auch das effektive Potential ist dann gerade.

Im Raum der moglichen Potentiale wird nun eine Kurve V (¢, g) definiert, die
durch eine lokale Koordinate g parametrisiert wird. Diese Potentiale werden in
der Basis (2.28) von Eigenvektoren der Transformation (4.1) am trivialen Fixpunkt
V. = 0 entwickelt:

V(¢a g) = Z ‘/Qn(g) : d)Qn Ay (43)
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mit 7 = 155,
-
In der Nihe des trivialen Fixpunktes V, = 0 ist eine natiirliche Koordinate ¢ die

: ¢* :~Kopplung, die durch

9="Vi(9) (4.4)

definiert wird. Diese Koordinate wird zuniichst verwendet. Als ¢*-Trajektorie wer-
den dann die Kurven V(¢, g) bezeichnet, die durch die beiden folgenden Bedingun-
gen festgelegt sind:

1) V(¢,g) ist stabil unter 7. Dann folgt, dafl es eine Funktion 3(g) gibt, so daf
TV(p,9) =V(¢,5(g)) (4.5)

gilt. Das bedeutet, dafl sich eine Renormierungsgruppentransformation auf
der renormierten Trajektorie durch eine Anderung der Koordinate ausdriicken
1a8t. Die Funktion ((g) ist natiirlich von der Wahl der Koordinate abhingig.
Wenn man die : ¢* :-—Kopplung als Koordinate verwendet, wird die Funktion
[ als FluBifunktion bezeichnet.

2) An der Stelle g = 0 ist die Kurve V(¢, g) durch V (¢, g = 0) = 0 definiert. Die
Tangente an V (¢, g) am Punkt V (¢, g = 0) ist durch

0

5ol Voo =tes (4.6

gegeben. Das bedeutet, da die Kurve aus dem trivialen Fixpunkt in : ¢* :—
Richtung heraus- oder hineinlduft. Die Bedingung (4.6) ist dquivalent zu
Vi(g) = g+ O(¢?), zusammen mit V3, (g) = O(g?), fiir n # 2.

Wie man spéter sehen kann, reichen diese Bedingungen nicht immer aus, um die
¢*-Trajektorie eindeutig festzulegen. Um die Eindeutigkeit zu gewiihrleisten, kann
man hohere Ableitungen am trivialen Fixpunkt vorgeben.

4.2.2 Storungstheorie in vier Dimensionen

Die ¢*-Trajektorie kann durch eine Stérungstheorie in ¢ als Lésung der Bedingungen
(4.5) und (4.6) berechnet werden. Potentiale auf der ¢*-Trajektorie werden als
skalierend bezeichnet. Ein Potential heifit skalierend in der Ordnung s in g, wenn
es ein Funktion

Blg) = 8(g) +O(g""")

B(g) = by (4.7)
r=1
gibt, so daf}

V(g g) =V (e, 9) + 05",
TV (8, 9) = VI (g, B(9)) + O(g"™) (4.8)
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und
VW (h,g)=g: ¢y (4.9)

gelten. Sind $*)(g) und V®)(¢, g) in einer bestimmten Ordnung s vorgegeben, so
berechnet man daraus induktiv 36+ (g) und VE+9 (4, ). In vier Dimensionen und
mit den Parametern L = 2, v =1 und v = % kann man diese induktive Berechnung
gut demonstrieren.

Der Startpunkt der Iteration ist durch (4.9) gegeben. Mit Hilfe der Transfor-
mation 7 bestimmt man aus dem nackten Potential V' das effektive Potential. In
zweiter Ordnung macht man den Ansatz

VO (g, 9) = cog® + 297 1 ¢ - +g : ¢* - +ceg? : 05 - (4.10)

Die Koeffizienten ¢y, ¢y und ¢g werden durch die Forderung bestimmt, daf§ (4.8) in

zweiter Ordnung erfiillt sein soll. Unter einer Renormierungsgruppentransformation
wird (4.10) auf

TVO(6.9(g) = (16— o) + (e — 418)g" : 6
+g': p" +(% —2)¢” : 6% : +0(¢") (4.11)

abgebildet. Dabei wird die effektive Kopplung ¢’ als Koeffizient von : ¢* : in dem
Effektivpotential definiert. ¢'(g) ist durch

g'(9) = g — 60g° + O(g”) (4.12)

gegeben. Durch den Vergleich des Effektivpotentials als Funktion der effektiven
Kopplung mit dem nackten Potential als Funktion der nackten Kopplung ¢ und der
Forderung, daf§ (4.8) in zweiter Ordnung erfiillt sein soll, schliet man, daf§ auf der
¢*-Trajektorie
1088 448 8
00:2—7,0227,06:—— (413)
gilt. Die Koeffizienten der FluBfunktion bis zur zweiten Ordnung sind durch

gegeben. Daran erkennt man, daf§ die ¢*-Kopplung in vier Dimensionen marginal
irrelevant ist.

Damit ist der erste Schritt durchgefithrt. Wenn man dieses Schema iteriert, kann
man Ordnung fiir Ordnung vorgehen. Das heifit, dal man jeden Koeffizienten nur
einmal bestimmen muf}. Ein Koeffizient der Ordnung k£ kann nimlich keine Koeffi-
zienten niedrigerer Ordnung als k erzeugen und so auch nicht auf bereits bestimmte
Koeffizienten von niedrigerer Ordnung als k£ zuriickwirken. Das Gleichungssystem,
das man zur Berechnung der Koeffizienten der Ordnung k 16sen muf}, ist linear und
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hat eine besonders einfache Gestalt. Dies sieht man besonders deutlich, wenn man
den Ansatz (4.10) fiir die zweite Ordnung graphisch darstellt:

V(g) = cg® o +cag’ . +g

+c69” + O(g%). (4.15)

Die Vertices in dieser Gleichung kénnen durch 7-Linien, die man Propagatoren
nennt, zu komplizierteren Diagrammen kombiniert werden. Fine solche Verbin-
dung zweier Vertexbeine durch einen Propagator nennt man auch Kontraktion. Die
Ordnung eines durch Kontraktionen entstandenen Diagramms ist die Summe der
Ordnungen seiner Vertices. Aufgrund der Normalordnung in (4.10) sind Selbstkon-
traktionen verboten. Das bedeutet, dafl ein Propagator nicht zwei Beine eines Vertex
verbinden darf. Das Effektivpotential, das sich aus (4.15) ergibt, kann dann als

TV

f
+{ +><>< %H}

(4.16)

dargestellt werden. Dabei sind alle dynamisch erzeugten : ¢* :-Diagramme zweiter
Ordnung beriicksichtigt worden. Nun driickt man die Kopplung g durch die effektive
Kopplung ¢’ aus, die durch die ¢*-Terme von Gleichung (4.16) gegeben ist. In der
effektiven Kopplung kommen keine Koeffizienten des Ansatzes vor. Dies liegt an der
Normalordnung, die in diesem Beispiel etwa einen ¢*-Term

(4.17)

2
Ceg

verbietet. ¢’ kann damit nur von niedrigeren Ordnungen abhéngen. Durch den
Ubergang zur effektiven Kopplung findet damit auch keine Mischung zwischen den
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zu bestimmenden Koeffizienten statt. Man erhilt die einfache Form

TV(¢) = (16¢) — @) 9,2 o + (4cy —448) g'2 ———

o (G2 FOWY, (as)

unter Identifikation einiger Diagramme. Da die hierarchische Renormierungsgrup-
pentransformation eine Renormierungsgruppe an einem Punkt ist, sind die darge-
stellten Diagramme keine Feynman-Graphen, die mit Integralen korrespondieren.
Die Diagramme dienen vielmehr nur der Veranschaulichung. Aus (4.18) und den
obigen Uberlegungen ist nun klar, warum man zur Bestimmung der oben vorge-
schlagenen Storungsreihen nur lineare Gleichungssysteme 16sen muf}. Auflerdem ist
klar, daf} diese Gleichungssysteme in Systeme von linearen Gleichungen fiir je einen
Storungskoeffizienten zerfallen.

Die allgemeine Form der stérungstheoretischen Approximation an die ¢*-Trajek-
torie bis zur Ordnung s lautet:

s+1
VO (9, 9) Zc )i ot
Czn 202717"9 ) ’I’Lgl,
Cff)(g) =g,
02n Z Consg , M=3. (4.19)
r=n—1

In (4.19) sind alle normalgeordneten Produkte einbezogen, die durch (4.2) aus (4.9)
in der Ordnung s erzeugt werden kénnen. Bei der Iteration fihrt man wie oben fort
unter Benutzung des Ansatzes (4.19) in der Ordnung s + 1. Die Forderung (4.8)
ergibt fiir die Koeffizienten der Ordnung s+ 1 ein lineares Gleichungssystem. Dieses
Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung: die ¢*-Trajektorie. Der Koeffizient
beyy der FluBfunktion ist bereits durch V) (¢, g) bestimmt.
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4.2.3 Numerische Auswertung der Stérungsreihen

Die oben vorgeschlagene Entwicklung kann man ohne Probleme bis zur zwolften

Ordnung berechnen. In dritter Ordnung findet man zum Beispiel

) (g) = %?92 - %7784 i
P (g) = ?gz - % ’,
D(g) = —5g" + 352"
() = %93- (4.20)
Auflerdem gilt fiir die FluBifunktion in dritter Ordnung
B3 (g) = g — 609> + 8880g° . (4.21)

In Tabelle 4.1 sind die Entwicklungskoeffizienten der Flufifunktion und exempla-

k by C2.k Cé,k

1 1.000000-10° 0.000000-10° 0.000000-10°
2 | —6.000000-10" 1.493333-10%> | —2.666667-10°
3 8.880000-10% | —1.842252-10* 3.520000-10?
4| —2.106987-108 4.542199-10° | —8.602548-10*
5) 6.604897-10% | —1.504639-10° 2.836148-107
6 | —2.497771-101 6.006543-10" | —1.130674-10'°
7 1.085474-10' | —2.744995-10' 5.173130-10'2
8 | —5.267356-10'6 1.395313-10'" | —2.637661-10'°
9 2.802384-10' | —7.748998.10"° 1.471678-10'8
10 | —1.614629-10%2 4.646171-10%? | —8.877047-10%°
11 9.987590-10%* | —2.982658-10% 5.739832:10%
12 | —6.590817-10%7 2.037661-10%® | —3.953788-10%6

Tabelle 4.1: Entwicklungskoeffizienten der Flufunktion, des Massenterms und des
¢%-Terms bis zur zwolften Ordnung.

risch die Entwicklungskoeffizienten von ¢3(g) und cg(g) bis zur zwdélften Ordnung
dargestellt. Die Koeffizienten haben alternierende Vorzeichen. Betragsmifiig wach-
sen sie stiarker als k! an. Daher kann man nicht erwarten, dafl die entsprechenden
Potenzreihen Konvergenzradien grofler als Null besitzen. Mit Hilfe der in Kapitel 3
erkldrten Methoden kann man dies weiter untermauern.

Mit diesen Methoden kann man auch demonstrieren, daf die Potenzreihen ¢y, (g)
borelsummierbar sind. Die Boreltransformierten By, (z) von ¢y,(g) werden durch
Bon(2) = Y ey 2k 2F definiert. Exemplarisch werden die Konvergenzradien R, von
By, und Rg von Bg mit Hilfe der Padé-Methode in Abbildung 4.1 untersucht. Mit

Kreuzen werden die Daten fiir den Massenterm bezeichnet, mit Dreiecken die Daten
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Pade—Methode zur Bestimmung von R

0.04 | |
L 4 4 i
o
f [ & L ]
L 0.02F . a
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o) S
[ r 4
(- [ ® —+ n
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3 i ]
= 2
:g F N 4
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g = &AL bl i
E : £ f
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-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

Realtell der Polstellen

Abbildung 4.1: Padé-Methode fiir B, und Bg.

fir Bg. In dem Gebiet —0.02 < R(z) < —0.01, —0.08 < J(z) < 0.08 hiufen sich die
Polstellen der Padé-Approximanten. Dadurch ergibt sich fiir Ry und Rg der Wert

Ry = Rg = 0.015 £ 0.005. (4.22)
Mit Hilfe der Quotientenmethode erhélt man
Ry = Rg = 0.023 £ 0.01, (4.23)
mit der Hadamard-Methode bekommt man schliellich
Ry, =0.02+0.01, Rg=0.03+0.01. (4.24)

Die Extrapolation, die bei diesen Methoden notwendig ist, erscheint zuléssig, da das
Verhalten der Hadamard-Folge und der Quotientenfolge sehr regulér ist.

Mit Hilfe der Padé-Methode kann man die Vermutung unterstiitzen, dafl alle
Konvergenzradien R,, gleich sind.

4.3 Die ¢*-Trajektorie in beliebigen Dimensionen

4.3.1 Resonanzen

Das in Abschnitt 4.2.2 erklarte Schema kann auch in Dimensionen ungleich Vier
angewendet werden, um die hierarchische ¢*-Trajektorie zu berechnen. Die Losung
ist dann ebenfalls von der Gestalt (4.19). Dabei mufl man aber ein neues Phénomen
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beriicksichtigen. Die Verbesserungsparameter cg‘;) haben als Funktion der Dimensi-
on d Pole an bestimmten diskreten Punkten. Diese Pole werden hier als Resonanzen
bezeichnet. Die Resonanzen kann man darauf zuriickfiihren, daff bestimmte Ska-
lierungsparameter an diesen Punkten einander gleichen. Dieses Phénomen tritt
insbesondere im dreidimensionalen Fall auf.

Wenn man die Renormierungsgruppentransformation (4.2) mit der Blocklinge
L = 2 und der Kovarianz v = 1 betrachtet, die Dimension aber als freien Parameter
nicht spezifiziert, sondern durch die Variable o = L? parametrisiert, so erhiilt man

in dritter Ordnung die Verbesserungskoeffizienten

0(3) . 12043(04 + 4)(042 + 16) 2
O (a® —256)(a — 4)3
2880t (0 + 3203 + 51202 + 4096) (o + 4)%
“(a+8)(a—8)(a? +64)(a® — 256)(a — 4)7
3) 480[2(02 + 4o + 16) 9

2T -9)a+s)a—2’

3840 (Ta’ 4 46a* + 28803 + 1728a% — 1024a — 22528)

(o + 8) (e — 8)(a® — 1024)(a — 4)? a

8 576 (. + 6
W = B (@+6) o

3 (v —4) (v — 64)

32

o= Ly (4.25)

Diese Koeffizienten sind also als gebrochen rationale Funktionen gegeben. Die Fluf}-
funktion ist in dieser Ordnung gleich

5 16 576(a+4) ,
BP9 = —g- o1
256(2150* 4+ 14000 — 1012802)
ala—8)(a+8)(a—47 ¢
256(95744a 4 355328)
“ala—8)(a+8)(a— 427

Singularitdten findet man an den folgenden positiven Dimensionen:

(4.26)

g g9

a4 2565 810243 64

dj2 % 3| 2 6

Tabelle 4.2: Polstellen der Ausdriicke (4.25) und (4.26) in der Ordnung ¢* bzw. g¢*,
ausgedriickt durch die Dimension d und durch o = L°.

Wenn man zu héheren Ordnungen in g vorgeht, findet man in den Verbesserungs-
koeffizienten immer mehr Pole. Um dieses Verhalten genauer zu studieren, kann
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man den dreidimensionalen Pol in zweiter Stérungsordnung etwas niher betrachten.
Wenn man den Ansatz (4.10) in drei Dimensionen in (4.2) einsetzt, ergibt sich:

TVO(6,9(¢)) = (2c0—360)+ (c2 —336) g"° : ¢*:
+q ¢t + (% - 2) g7 8% +0(g"). (4.27)
Die Parameter von (4.2) sind d = 3, L = 2 und v = 1. Die normalordnende
Kovarianz ist 7/ = 2v. Die Flufunktion ist zu dieser Ordnung durch

g'(9) =29 — 216¢° + O(g?) (4.28)

gegeben. Man erkennt, da die : ¢* :~Kopplung in drei Dimensionen relevant ist.
Aus (4.27) wiirde man

8
Cy = 360 , Cg — —g (429)
schliefen. Aber die Gleichung
cy = co — 336 (4.30)

fiir ¢, wird nur durch ¢, = oo geldst. Daraus folgt, dafl die : ¢? :—Kopplung in
drei Dimensionen auf der ¢*-Trajektorie nicht durch eine Potenzreihe in der : ¢* :—
Kopplung ausdriickt werden kann. Durch Iteration von (4.27) erkennt man, daf die
: ¢ -~ Kopplung wie

— 3367 2%" (4.31)

flieBt. Zur Berechnung der ¢*-Trajektorie in den resonanten Dimensionen wird hier
daher eine Entwicklung in der Kopplung g und ihrem Logarithmus log g vorgeschla-
gen.

4.3.2 Lineare Flufifunktion

Bisher wurde die : ¢* :—~Kopplung als Koordinate auf der ¢*-Trajektorie verwendet.
Diese natiirliche Koordinate ist durch die Bedingung V,(g) = ¢ definiert, verglei-
che (4.4). Wenn man aber etwa logg durch die effektive Kopplung ¢’ ausdriicken
mochte, fiithrt dies zu Komplikationen. Man kann aber genausogut die Flufifunkti-
on vorgeben, und dadurch eine Koordinate auf der ¢*-Trajektorie definieren. Am
einfachsten ist die lineare Koordinate, die durch die Bedingung

Bg) = L' (4.32)

auf der ¢*-Trajektorie definiert ist. Wenn man diese Koordinate verwendet, sieht ei-
ne Renormierungsgruppentransformation genau wie die linearisierte Transformation
aus.
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Wenn man die obige Entwicklung mit der linearen Flufifunktion durchfiihrt, wird
auch der : ¢* :~Koeffizient

Vilg) =g+ _ Virg" (4.33)
r=2

zu einer Potenzreihe, die berechnet werden muf}. Die Strategie zur Berechnung
der Entwicklungskoeffizienten bleibt dabei gleich. Fiir L = 2 und v = 1 ist die
¢*-Trajektorie in dritter Ordnung durch

12a3(a + 4)(a? 4+ 16)

(3)
Yo (a® — 256) (v — 4)3
5760t (0 + 8a? 4+ 8 + 256) (a + 4)*
(@ —16)(a + 8)(cr — 8)(a? + 64)(c — 4)*7
Ve 48a’(a? + 4o + 16)
2 T (a—8)(a+t8)(a—42Y
76803(ab + 69a° + 3680 — 28800%)
(@ — 16)(a + 8)(a — 8)(a® — 1024)(a — 4)37
n 768043(—22528(12 — 144384a — 475136) 3
(@ — 16)(a + 8)(a — 8)(a® — 1024)(a — 437
3 36a(a+4)
v = g+ (@—)a—16)7
16a2(53a5 — 3336a* — 24752043) 3
(a1 8)(a—8)(a+16)(a —16)2(a — 427
160%(1492480% + 1342464 + 5685248)
“(a+8)(a—8)(a+16)(a— 16)2(a — 427
o —§g2 _ 384a(2a” — 45a — 272) ry
3 (v —4)(a — 16) (v — 64)
Ve = 2 (4.34)

3

gegeben. In jeder Ordnung Stérungstheorie findet man ein System von linearen Glei-
chungen mit einer eindeutigen Losung. Die Koeffizienten sind abermals gebrochen
rationale Funktionen in o« = L% mit Polen an resonanten Dimensionen. Zusitzlich
zu den Dimensionen in Tabelle 4.2 findet man hier auch einen Pol bei d = 4. In vier
Dimensionen wird (4.32) zur Identitéit, und (4.5) wird eine Fixpunktgleichung.

Resonanzen kann man nun gut verstehen. Zur Ordnung k wirkt die Transforma-
tion (4.2) wie

Cgk . ¢2n Y Ld+n(27d)cgk . ¢2n .
L‘H"(Z_“l)_k(‘l_d)cﬂ(g)]g S (4.35)

Eine Resonanz entsteht, wenn

d+n2—d) —k(@d—d)=0 (4.36)



4.3. DIE ¢*-TRAJEKTORIE IN BELIEBIGEN DIMENSIONEN 99

gilt. In drei Dimensionen wird diese Bedingung zu
3—n—k=0. (4.37)

Da hier m > 2 ist, gibt es in drei Dimensionen nur zwei resonante Terme (n, k),
ndmlich (1,2) und (0, 3). Die erste Singularitiit ist eine Massenresonanz in zweiter
Ordnung, die zweite Singularitét ist eine Vakuumresonanz. Die resonanten Dimen-
sionen sind rational und durch

4k — 2n

d= ——
k+1—n

(4.38)

gegeben. Insbesondere wird Tabelle 4.2 durch diese Vorschrift reproduziert.
Nun sollen die resonanten Dimensionen und die interessantesten resonanten Ter-
me etwas genauer klassifiziert werden. Fiir d # 2 folgt aus (4.36):

ok — 1)

— 1 —
n—==k+ 75

(4.39)

Wenn man oberhalb von vier Dimensionen d — 2 = IE) > 2 setzt, so ist p > 2¢q. Man
wahlt £k — 1 = p. Daraus folgt

n=p+2—2q>3. (4.40)

Da die Ungleichung n < k + 1 erfiillt ist, ist der Term (n,k) = (p — 2¢ + 2,p + 1)
resonant. Das bedeutet, dal oberhalb von d = 4 jede rationale Dimension resonant
ist.

Nun betrachtet man die Funktion

4k — 2n

d(n’k):k-i-l—n

(4.41)
fir 1 <k <oound 0 < n < k. Esgilt d(2,k) = 4. Durch Induktion kann
man zeigen, daf fiir gegebenes k die Folge (d(n, k)), streng monoton wachsend ist.
Wenn man sich auf Dimensionen zwischen Zwei und Vier beschrinkt, gibt es also
nur Vakuumresonanzen (n = 0) und Massenresonanzen (n = 1). Fiir £ > 2 gilt:

2
d(1,k) = 4——
( ) ) k
4k
d0,k) = ——. 4.42
08 = (1.42)
Zwischen zwei und vier Dimensionen kennt man also alle resonanten Terme und
die Ordnungen in denen sie auftreten. Oberhalb von d = 4 liegen die resonanten
Dimensionen dicht. Aus (4.42) geht hervor, da§ die resonanten Dimensionen 2 <
d < 4 diskret liegen und sich nur bei d = 4 hiufen. Pro Dimension kann es maximal
zwei resonante Terme geben.
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Eine interessante Spielart der linearen Fluflifunktion ist die quadratische Fluf-
funktion. Dabei definiert man:

Blg) = big+byg®,
bl — L4*d ,

L*+ L?
[2 — [d°
Das bedeutet, daf die Flufifunktion (4.5) zur zweiten Ordnung Storungstheorie in
der ¢*-Kopplung ¢ trunkiert wird. Allgemeiner kann man auch bei héheren Ord-
nungen trunkieren. Diese FluBifunktion hat einen Fixpunkt bei endlichen Werten
von g, falls d < 4 gilt. Wenn man annimmt, daf} die Entwicklung auf irgendei-
ne Art summierbar ist, so folgt, dal sich der nichttriviale 2-Well-Fixpunkt auf der
¢*-Trajektorie befindet. Ein Fixpunkt der Flufunktion macht (4.5) zur Fixpunkt-
gleichung. Durch einen Fixpunkt von (4.43) erhilt man also einen Fixpunkt von 7.
Fiir eine Doppelentwicklung in der Kopplung und ihrem Logarithmus ist aber die
lineare Fluflifunktion am besten geeignet.

by, = 36L*¢

(4.43)

4.3.3 Storungstheorie in g und logg

Bei der Berechnung der ¢*-Trajektorie in drei Dimensionen hat man das Problem,
daf ¢y in (4.27) nicht so bestimmt werden kann, dafi die Wirkung zur zweiten Ord-
nung invariant unter Renormierungsgruppentransformationen ist. Um dieses Pro-
blem zu untersuchen, benutzt man die lineare Flufifunktion und entwickelt das Po-
tential in ¢ und x = logg. In dieser Entwicklung wird « als unabhingige Variable
der Ordnung ¢° behandelt. In der Entwicklung tritt x aber stets in der Kombina-
tion ¢'x mit [ > 1 auf, so dal es im Limes g — 0 keine Probleme gibt. In zweiter
Ordnung in g wird der Ansatz (4.10) durch

VO (¢, 9) = cog® + (c2 4 c2.15)9% 10> +(g + cag?) 0" +c69” 6% (4.44)

ersetzt. Alle Terme, die sich hinterher als Null auf der ¢*-Trajektorie ergeben,
wurden hier von vornherein weggelassen. Die effektiven Entwicklungsparameter sind
durch ¢ = 2g und k' = k + log 2 gegeben. Driickt man das Effektivpotential, das
man aus (4.44) mit der Transformation (4.2) erhélt, durch diese Koordinaten aus,
so erhélt man:

TV (6,9(g") = (2¢)—360)g”
+ (ca —log2¢y1 — 336 + ¢21K") g’2 DR

(1 (§-)) o

F(E ) g0 100" (1.15)
Daraus folgt, daf der Ansatz (4.44) sich genau dann bis auf eine Anderung der
laufenden Kopplung (4.32) reproduziert, wenn

8 336

00:360, 042—108, 06:_5702,1:

— 4.46
log 2 ( )
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gilt. Der Parameter ¢, ist frei wihlbar. Zu zweiter Ordnung in ¢ findet man damit
eine einparametrige Schar von Losungen fiir (4.5) und (4.6). Der freie Parameter ¢,
korrespondiert mit der Massenresonanz (1,2) von (4.37). Auch in dritter Ordnung
erwartet man einen freien Parameter, der von der Vakuumresonanz (0, 3) stammt.
Dies tritt tatséichlich ein. In dritter Ordnung lautet die allgemeine Losung von (4.5)
und (4.6):

4432
V(6,9) = 360g° + 20" + cog’

._.
/\N

12096
116928 — 36¢3) ¢° + ———¢°k ) ??
log 2

8 896
—108¢% + (17520 — — — st
+ (g 08¢° + (17520 302)g +1g29 ) ¢

+ =gt (4.47)

Dabei sind ¢y und ¢y als freie Parameter enthalten. Da es in héheren Ordnungen
keine weiteren Resonanzen gibt, erwartet man auch keine zusétzlichen freien Para-
meter. Das bedeutet, daf die Forderungen (4.5) und (4.6) zur eindeutigen Definition
der ¢*-Trajektorie in drei Dimensionen nicht ausreichen. Zusiitzlich muff man durch
zwei Bedingungen ¢y und ¢, festlegen. Hier wird

Co = 0 , Co = 0 (448)

gewihlt, so daf§ die Storungsreihe eine minimale Anzahl von Vertices besitzt. Man
kann (4.48) als zusétzliche Renormierungsbedingungen betrachten. Eine Diskussion
der freien Parameter findet man in Abschnitt 4.6. In héheren Ordnungen iteriert
das oben erkliarte Schema. Die allgemeine Form des Potentials in der Ordnung s ist

s+1
VO (g,9) = j{:¥3 )1 o™
s [r/2]
(9 = DY Vag's', n<1,
r=2 t=0
s [r/2]
Villg) = g+3.3 Vieug's'
r=2 t=0
s [r/2]
Vi) = Y Vauug'st, n>3. (4.49)
r=n—1 t=0

Die Koeffizienten dritter Ordnung sind dabei durch (4.47), zum Beispiel ergéinzt mit
(4.48), gegeben. In jeder weiteren Ordnung Stérungstheorie erhéilt man ein System
von linearen Gleichungen, das eine eindeutige Losung fiir die Koeffizienten besitzt:
die ¢*-Trajektorie, ausgedriickt durch eine Doppelentwicklung. In (4.49) sollte x
durch log g substituiert werden.
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4.3.4 Numerische Berechnung der renormierten Trajektorie

Hierarchische Renormierungsgruppenfliisse konnen mit Standardmethoden nume-
risch verfolgt werden. An dieser Stelle wird eine numerische Analyse der Transfor-
mation (4.2) durchgefiihrt, um den Giiltigkeitsbereich der Entwicklung (4.49) in ¢
und log g zu ermitteln. Auflerdem soll das Verhalten der Entwicklung fiir grofie Fel-
der bestimmt werden. Fiir die [teration wird ein spezielles Verfahren gewahlt, damit
der Groffeldbereich moglichst mitberiicksichtigt wird. Die Iteration mit der alge-
braischen Methode in Abschnitt 2.6.4 reicht dazu nicht aus. Um die Transformation
(4.2) iterativ zu bestimmen, wird das Potential V' an N dquidistanten Stiitzstellen
zwischen 0 und ¢.x gespeichert. Dann wird mit Hilfe von kubischen Splines inter-
poliert und integriert [Num91]. Um Randeffekte bei ¢ = @max zu vermindern, wird
Omax stets so gewéhlt, daB V(dmax) = Vinax gilt, wobei Via, hinreichend grof ist.
Es ergibt sich, dal V., = 20 ausreichend ist. Fiir ¢ > ¢max wird das quadratische
Grofifeldverhalten beriicksichtigt. Dazu macht man den Ansatz

V(¢) = Var(¢ — a) — b, (4.50)

und wihlt ¢ und b so, daf die erste Ableitung von V" an der Stelle ¢y, stetigist. Vi
soll dabei das Potential des quadratischen Fixpunktes von 7 sein. Das bedeutet, dafl
die numerische Analyse durch die Erwartung unterstiitzt wird, dafl die Potentiale
auf der renormierten Trajektorie das asymptotische Verhalten des Hochtemperatur-
fixpunktes besitzen. Das Fluktuationsfeld ( variiert zwischen den Werten —(ax
und (pax, Mit Guax = 20. Dadurch entstehende Fehler kénnen vernachléssigt wer-
den. Auch hier wird nur der Raum der symmetrischen Potentiale betrachtet. Alle
Potentiale werden mit den Parametern L = 2, D = 3, v = 1 und N = 401 berechnet.
Um die renormierte Trajektorie nach der Definition in Abschnitt 4.2.1 zusammen
mit (4.48) zu berechnen, startet man mit dem nackten Potential

336 12096
vV o= (|- g0’k + 116928¢,> + 90’k | @*
log 2 log 2

896
+ (gg —108g,® + 1752090 + 90%) ot
log 2

8
+ <—§g02 + 864903> : ¢6 :

+%903 RO (4.51)
und wéhlt go hinreichend klein. Hinreichend klein heifit in diesem Zusammenhang,
daf} eine Iteration, die bei L™™"¢,, m > 0 startet, die gleiche Trajektorie ergibt. Hier
wurde gy = 1076 gewiihlt. Man ist gezwungen, die dritte Ordnung Stérungstheorie
als Startpunkt zu wéhlen, da die zweite Ordnung aufgrund des Verhaltens bei grofien
Feldern nicht stabil unter der Integration wire. Es ist iiblich, das Potential durch die
Bedingung V(¢ = 0) = 0 zu normieren. Das numerisch bestimmte Potential wird
im folgenden als exakt bezeichnet. Es werden zwolf Renormierungsgruppenschritte
durchgefiihrt.
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Die zugehorigen storungstheoretischen Potentiale werden aus der Losung der
Gleichung

90 = Vi(o) (4.52)

bestimmt. Die Kopplung gy legt die Anfangskopplung und damit das Startpotential
fest. Ein Renormierungsgruppenschritt entspricht der Multiplikation der laufenden
Kopplung mit L = 2, siehe (4.32). Fiir diesen Vergleich, der in den folgenden Ab-
bildungen dargestellt ist, wurde das stérungstheoretische Potential siebter Ordnung
verwendet. Die exakten Potentiale entsprechen dabei stets den durchgezogenen

Verg\eicb ‘ch‘h 8 R‘GfS‘chm"tt‘em‘

20

(@)

(o)

Potential V(¢)
o
T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T

L L L L L L L L L L L L L L L L
0 5 10 15
Feld ¢

N
O

Abbildung 4.2: Exaktes und stérungstheoretisches Potential nach 8 Renormierungs-
gruppenschritten.

Linien, wihrend die perturbativen Potentiale mit den gestrichelten Linien korre-
spondieren. In Abbildung 4.2 erkennt man, dafl nach acht Renormierungsgruppen-
schritten die exakten und die perturbativen Daten beinahe iibereinstimmen. Wenn
die Anzahl der durchgefiihrten Renormierungsgruppenschritte Neun iiberschreitet,
kann man eine klare Abweichung zwischen den Potentialen fiir ¢ > 18 erkennen.
Dies ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Im Grofifeldbereich ist die Entwicklung also
nicht gut. Dies liegt daran, dafy das asymptotische Verhalten des exakten Potentials
quadratisch ist, wihrend sich das storungstheoretische Potential in siebter Ord-
nung wie ¢'* verhiilt. In Abbildung 4.4 wird gezeigt, daf8 die Stérungsentwicklung
nur noch fiir sehr kleine Felder gut ist, wenn die Zahl der Renormierungsgruppen-
schritte auf der ¢*-Trajektorie groBer als Zehn ist. Daraus schliet man, daf die
Entwicklung fiir ¢ > 1072 nicht mehr gut ist. Dies liegt vor allem am falschen Ver-
halten fiir grofle Felder. Wenn man mit Padé-Approximanten arbeitet, kann man
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Abbildung 4.3: Exaktes und stérungstheoretisches Potential nach 9 Renormierungs-
gruppenschritten.
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Abbildung 4.4: Exaktes und stérungstheoretisches Potential nach 10 Renormie-
rungsgruppenschritten.
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Vergleich nach 11 Schritten mit Pade—Approximation
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Abbildung 4.5: Exaktes Potential und Padé-Approximant des stérungstheoretischen
Potentials nach 11 Renormierungsgruppenschritten.

Vergleich nach 12 Schritten mit Pade—Approximation
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Abbildung 4.6: Exaktes Potential und Padé-Approximant des stérungstheoretischen
Potentials nach 12 Renormierungsgruppenschritten.
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die stérungstheoretischen Daten verbessern. In Abbildung 4.5 wird der (9, 7)-Padé-
Approximant der Stérungsreihen in der Feldvariablen ¢ mit dem exakten Potential
nach elf Renormierungsgruppenschritten verglichen. Der (9, 7)-Padé-Approximant
ist eine gebrochen rationale Funktion mit Z&hlergrad Neun und Nennergrad Sieben.
Das asymptotische Verhalten ist damit quadratisch. Uberraschenderweise stimmen
beide Funktionen nahezu iiberein. Wenn man auf der Trajektorie weiter fortschrei-
tet, entwickelt der Padé-Approximant einen unphysikalischen Pol bei reellen Werten
von ¢. Dies sieht man in Abbildung 4.6. Dieser Pol bleibt auch nach weiteren Renor-
mierungsgruppenschritten bestehen. Das bedeutet, dal man Padé-Approximanten
in der Feldvariablen nicht unkritisch zum Abschétzen der Qualitit der Entwicklung
verwenden sollte. Zur Verbesserung der erhaltenen Reihen kdnnen sie aber bedeut-
sam werden.

4.4 QObservablen

4.4.1 Observablen und Eigenwerte

Neben dem Potential auf der renormierten Trajektorie ist auch die infinitesimale
Umgebung der Trajektorie von physikalischer Bedeutung. Diese Umgebung kann
mit Hilfe von bestimmten verallgemeinerten Figenvektoren der linearisierten Renor-
mierungsgruppe betrachtet werden. Am trivialen Fixpunkt sind diese Eigenvekto-
ren einfach die in Abschnitt 2.4.2 besprochenen normalgeordneten Potenzen. Durch
deren Eigenwerte sind die Skalierungsdimensionen und die (trivialen) kritischen Ex-
ponenten festgelegt. Wenn man sich vom trivialen Fixpunkt fortbewegt, kann man
diese normalgeordneten Produkte mit zweifacher Intention deformieren. Zunéchst
gibt es zu einer Renormierungsgruppentransformation immer eine Transformation
lokaler Operatoren, bei der Erwartungswerte erhalten bleiben. Die Deformationen,
die hier beschrieben werden, sind insbesondere Eigenvektoren dieser Transforma-
tion, und werden dabei also nur mit einer Zahl multipliziert. Zweitens kann man
die Frage untersuchen, wie schnell die renormierte Trajektorie unter infinitesima-
len Stérungen verlassen wird. Dieses Verhalten wird von dem fiihrenden Eigenwert
bestimmt.

In der hierarchischen Approximation ist eine lokale Observable eine Funktion
O(¢),¢ € R Observablen werden mit der linearisierten Renormierungsgruppe
transformiert. Die Linearisierung £y 7 O der Transformation (4.2) in der Richtung
O am Potential V' ist durch

LyTO(Y)

TV + z0)(¢) (4.53)

z=0

_ 0

T 0z

definiert. Sie ist nach Division durch L¢ durch

_ [ dm(Q) O(L 2y + ) exp(=V (L' 29 +0))
[ dps(C) exp(=V (L' 29 + ()

gegeben. Dies ist analog zur linearen Blockspintransformation von lokalen Observa-
blen in vollen Modellen. Eine Observable wird als laufender Eigenvektor bezeichnet,

O'(v) (4.54)
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wenn sie die Invarianz-Bedingung

O'(¢, 9) = e(B(9))O(¢, B(9)) (4.55)

erfiillt. e(g) ist der zugehorige laufende Eigenwert. Diese Definition ist nicht eindeu-
tig. O kann immer noch mit einer Funktion f(g) multipliziert werden, ohne daf die
Form von Gleichung (4.55) geéindert wird. Bei einer solchen Transformation wird
aber nicht nur die Observable gedndert, sondern auch der Eigenwert. Der Ursprung
dieser Freiheit ist einfach, dal in dem Tangentialraum an jedem Punkt der Tra-
jektorie eine andere Normierung gewéhlt werden kann. Daher mufl zu (4.55) eine
Normierungsbedingung hinzugefiigt werden. Die laufenden Eigenvektoren werden
mit einer ganzen Zahl n numeriert und als O,, bezeichnet. n gibt an, da} O,, durch
die Deformation von : ¢" :, entsteht. Die Normierung wird dann so gewéhlt, daf
der Koeffizient von : ¢" :s in O,, gleich Eins ist, wenn O, in der Basis der normal-
geordneten Potenzen ausgedriickt wird. Dann kann der laufende Eigenwert einfach
als Koeffizient von : ¢" : der effektiven Observable identifiziert werden. Das Kon-
zept des laufenden Eigenvektorsystems wurde in [WX95] eingefiihrt, jedoch ohne die
Normierungsfrage zu erlautern.

Der Startpunkt der Iteration fiir die laufenden Eigenvektoren sind die normal-
geordneten Monome am trivialen Fixpunkt. Mit Hilfe von Storungstheorie kénnen
dann Korrekturen in g berechnet werden. Dadurch bekommt man ein laufendes
Bezugssystem im Tangentialraum an die renormierte Trajektorie. Die Ordnung s
von O, wird als O bezeichnet. Die Anfangsbedingung ist O,(ls)(¢, 0) =:¢":y. Der
zugehorige Eigenwert in der Ordnung s wird als eq(f)(g) bezeichnet.

Nun wird die Observable Ogl)(¢, ¢g) in drei Dimensionen unter Verwendung der
linearen Fluflfunktion berechnet. In erster Ordnung Stérungstheorie erwartet man

Ogl)(qﬁ, g) = €409 : ot 4P +(co,0 + Co,1K)g- (4.56)

Die effektive Observable berechnet man mit Hilfe von Transformation (4.54):

Olgl)@a g9) = <é04,0 - 1) g: ¢’4 :

1 1 1
+ (5 - 9g> LP7 + (500,0 + SC01 (k — log 2)) g. (4.57)

Daraus schlieft man, da§ der laufende Eigenwert egl)(g) zur ersten Ordnung durch

1
e5(9) =5~ 99 (4.58)

ge§eben wird. Die effektive Observable ergibt sich schliefllich nach Division mit
egl (g) und nach Skalierung der Koordinate g als

1
(’)ggﬂ = <ZC4’0 — 2) g:0" 410"+ (o0 + coa (k—log2)) g.
(4.59)
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Damit gilt die geforderte Invarianz zur ersten Ordnung, wenn man
8
04’0 = —§ y Cg’l = 0 (460)

setzt. coo bleibt unbestimmt; das heift, dafl es fiir diese Observable in erster Ord-
nung eine zusitzliche Renormierungsbedingung gibt.

Allgemein tritt dieser Fall unter den folgenden Umsténden ein. Ein Term cg*
: ™ : der Observablen O, in k-ter Ordnung Storungstheorie wird unter der Trans-
formation (4.55) auf

o (1=8) +ha=0-n(1=4) g(gyF . ym . (4.61)

abgebildet, da durch e,(g) geteilt wird. Das bedeutet, daf fiir die Observablen
Resonanzen unter der Bedingung

8k + 2n — 2m
e — 4.62
2k+n—m (4.62)
oder
2k (4 — d)
_Td—i_n (463)

eintreten. Wegen m > n—2k umfafit (4.62) alle Dimensionen, in denen das Potential
auf der Trajektorie resonant ist, bis auf d = %. Ferner folgt daraus sofort, daf} es fiir
d < 3 keine zusétzlichen Resonanzen gibt. Im resonanten Fall gibt es aber fiir fast
alle Observablen Zusatzbedingungen. Im Fall d = 3 bedeuten die Relationen (4.62)
und (4.63)

m=n—2k . (4.64)

Fiir die Observable O, bekommt man damit zum Beispiel zwei freie Parameter. Zu
jeder Observablen gibt es nur endlich viele freie Parameter. In der folgenden Tabelle
werden die ersten drei Observablen angegeben. Dabei wurden die Parameter L = 2,
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d = 3 und v = 1 verwendet. Alle freien Parameter sind gleich Null gesetzt.

o (g, g) = 1,

OP(d,9) = 62y
4 Kg>
——g + 144¢> — 896 —23360¢° | : ¢* 1y
+< 59+ 144g Tog 2 g) ¢ 1y
16 g*
+ ( 3 g3> . st !
256 g3
=Y ¢,
2016 rkg”
O (4,g) = —960¢° + ———T _ 632448 ¢
log 2
4+ : ¢2 :,.yl
8¢ , 1792¢% 483072 g3 4
—— +432¢9° — — : o
- ( 3 TR T Toge 5 ¢
N 112¢° 164160 g%\ o
9 31 . .,YI
640 ¢*
=3 ¢° 1y . (4.65)
Die zugehorigen Eigenwerte haben die Gestalt
683) =1,
84 3528 /2
e® = V2 L O2VIRg V2kg? +28V2g° _3528V2kg’ 34608 v/2¢° |
2 log 2 log 2
(3) 168 &92 2 17136 g3,‘£ 3
= 1/2-9 1232 ¢9° — ——— — 287736 g°. 4.66
€y / g+ Tog 2 + g Tog 2 g (4.66)

Die laufenden Eigenvektoren und Eigenwerte habe ich bis zur zwdlften Ordnung
berechnet. Diese Storungsreihen werden fiir die Fusionsregeln und fiir den Vergleich
mit numerischen Daten in den néchsten Abschnitten benétigt.

4.4.2 Fusionsregeln

Aus den Observablen O,, auf der renormierten Trajektorie kann man mit Hilfe von
Fusionsregeln allgemeinere Korrelationsfunktionen berechnen. Wenn zwei Observa-
blen O, (¢, g) und O,,(¢, g) vorgegeben sind, sind die Fusionsregeln durch

On(9, 9)O Z 9)01(9, 9) (4.67)

definiert. Der Koeffizient N?,, induziert eine symmetrische Bilinearform < -, - > auf
dem Raum der Observablen, die durch

On(9,9), O, g) >= N2, (g) (4.68)
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definiert wird. Die Storungsentwicklung fiir die Fusionskoeffizienten hat die Form

Ny Z rnid"- (4.69)

In nullter Ordnung erhilt man die bekannten Fusionsregeln fiir normalgeordnete
Produkte, die im Anhang (Korollar 3) berechnet sind, zum Beispiel:

O, )0 (6,9) = 207(8,9) + O (¢, 9) ,
OV (¢, )0 (6, 9) = 80(8,9) +805(¢,9) + O (4,9) . (4.70)

Dabei ist die normalordnende Kovarianz 4’ = 2. In zweiter Ordnung bekommt man:
2 2
O(6,9)01(6.9) =
3136

<2+g (—2016@ ; ))(9(2 (6, 9)

+ (1—169+18569°) 05 (9, 9) — 48¢°0” (6, 9),
01”(4,9)05”(9,9) =
165856

L 2 Ko (2)
<4+g(1681 25 32) +g (873610g2 3 ))(91 (¢, 9)

<1 — 329 + ¢ 224@ + 5504)) 05 (¢, 9) — 964205 (8, 9),

(6, 9)O (6, 9) =

169472
8 — 7209 + ¢°( — 179424 —— + )) 0P (6, 9)

log 2 3

17312
— 256) + 8¢2(69888—— — L7 ))052)(05,9)

log 2 log 2 3

+

(
(

1 — 649+ ¢° 1792@ + 14720)> 0P (¢, 9)
— 19242084, 9). (4.71)

Alle freien Parameter in diesen Formeln sind gleich Null gewé&hlt worden.

4.4.3 Numerische Berechnung von Observablen und Eigen-
werten

In Analogie zu den Potentialen auf der renormierten Trajektorie werden hier die
Eigenwerte und Eigenvektoren in drei Dimensionen numerisch berechnet, mit dem
Ziel, den Giiltigkeitsbereich der Storungsentwicklung in g und log g fiir die Eigen-
werte und Observablen zu bestimmen. Dazu wird die Wirkung der linearisierten
Renormierungsgruppentransformation (4.54) auf einen endlichdimensionalen Raum
von Observablen eingeschrinkt, der durch

", 0<m<M (4.72)
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aufgespannt wird. Durch Differentiation kann man nach diesen Vektoren entwickeln.
Dadurch erhélt man eine endlichdimensionale Matrixdarstellung L der linearisierten
Renormierungsgruppentransformation

M
Ly, To =Y Lije . (4.73)
j=0

Die Eigenwerte und Eigenvektoren von L werden mit Standardverfahren berechnet,
sieche Abschnitt 2.6.2. Da L nur eine Approximation an die Transformation (4.54)
bildet, mufl M grof§ genug gewihlt werden. Hier wurde M = 8 gewéhlt; daher kann
man erwarten, dal die Trunkationsfehler der ersten vier Eigenwerte und Eigenvek-
toren klein sind. Andere Verfahren waren dieser Methode deutlich unterlegen. In

Eigenwerte entlang der renormierten Trajektorie
To — — T T T T T

1.0 < & & & & & & & & & & & -
0.8r N
o L il
+ b @ @ @ @ & & & & & @ ¢ o N
(0] L + il
=
C O 6 [ —
3 L il
O pooo® 02 03 02 L2 L2 02 ¢ $ ]
L L * o9 o
0.4 T
b & & & % & & $ ¢ ¢ B
L ¢ 9 ]
0.2 N
0.0, ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ ‘ | ]
0 5 10

/ahl der Renormierungsgruppenschritte

Abbildung 4.7: Exakte und stérungstheoretische Eigenwerte von Transformation
(4.54) auf der renormierten Trajektorie als Funktion der Anzahl von Renormie-
rungsgruppenschritten.

Abbildung 4.7 sind die vier grofiten Eigenwerte von (4.54) als Funktion der Anzahl
von Renormierungsgruppenschritten auf der ¢?-Trajektorie dargestellt. Die Kreuze
entsprechen den numerischen Werten, die als exakt bezeichnet werden, die Kéastchen
korrespondieren mit den stérungstheoretischen Daten. Die Iteration wird mit dem
stérungstheoretischen Potential bei einer Kopplung go = 10% in unmittelbarer Nihe
des trivialen Fixpunktes gestartet. Dann wird die ¢*-Trajektorie mit numerischen
und stérungstheoretischen Renormierungsgruppenschritten verfolgt. Nach sechs Re-
normierungsgruppenschritten, das heiflt bei einer stérungstheoretischen Koordinate
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g = 2%¢y, erkennt man die ersten kleinen Abweichungen zwischen den exakten und
den storungstheoretischen Eigenwerten. Nach zehn Schritten weichen beide Daten
stark voneinander ab. Hier ist ¢ = 1.0 - 1073, Die Entwicklung ist also fiir ¢ > 1073
nicht mehr direkt geeignet, die Eigenwerte der linearisierten Renormierungsgrup-
pentransformation zu berechnen.

Qr@s;fe‘\dve‘rhg\t‘en‘

400 |
i Kleinfeldverhalten 1
| 6 T T T T -
300 | ]
! 1
&) i i
c 200 Y .
o i i
S i - ,
o | 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 1
2 100 - Feld ¢ .
O i i
Of |
C L L | L | L L L L | L ]
0 5 10 15 20

Feld ¢

Abbildung 4.8: Oy(¢) exakt und stérungstheoretisch nach vier Renormierungsgrup-
penschritten.

In Abbildung 4.8 bis 4.11 sind die exakten und stérungstheoretischen Observa-
blen Oy und O3 nach vier beziehungsweise sechs Renormierungsgruppenschritten
abgebildet. Die storungstheoretischen Daten entsprechen den gestrichelten Kurven.
Fiir grofle Felder gibt es bei beiden Observablen Abweichungen, die zum Teil auf die
Trunkation der Transformation (4.54) zuriickgefiihrt werden konnen. In den klei-
nen Bildern ist zusétzlich das Verhalten fiir kleine Felder dargestellt. Dadurch wird
illustriert, da die Trunkation auf die Observable O3 einen grofieren Einflufl hat.
Ferner erkennt man das richtige Verhalten der Kurven bei ¢ = 0. Dies ist einfach
die approximative Normalordnung in der Nihe des trivialen Fixpunktes.

Da die Reihe fiir den Eigenwert e;(g) durch Storungstheorie berechnet wurde,
kann man nicht erwarten, dafl sie in irgendeiner Weise konvergiert. Die Erfahrung
aus Kapitel 3 zeigt jedoch, dal mit Hilfe von Summationsmethoden auch aus diver-
genten Reihen zuverlissige Werte fiir den kritischen Index erhalten werden koénnen.
Bisher hat jedoch noch kein Summationsschema, dafl ich auf die Reihen in g und
log g angewendet habe, zufriedenstellende Resultate erbracht.

In [LG82] wird bei einer Doppelentwicklung empfohlen, nach Abhéngigkeiten
zwischen den Entwicklungsparametern zu suchen, und dadurch eine Variable zu
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Abbildung 4.9: Os(¢) exakt und stérungstheoretisch nach sechs Renormierungs-

gruppenschritten.
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Abbildung 4.10: O3(¢) exakt und stérungstheoretisch nach vier Renormierungs-

gruppenschritten.
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Abbildung 4.11: O3(¢) exakt und stérungstheoretisch nach sechs Renormierungs-
gruppenschritten.

eliminieren. Die Summationstechniken fiir asymptotische Reihen in einer Variablen
konnen dadurch angewendet werden. Dies habe ich auch am intensivsten versucht,
die Abhéingigkeit £ = log ¢ ist ja eine zusétzliche Bedingung bei der Auswertung der
Reihen. Da die Funktion log g nicht analytisch um Null ist, kann man aber nach
Einsetzen von x = logg keine Taylorreihe um Null bilden. Padé-Approximation
kann damit nicht angewendet werden. Daran scheitern letztlich die Versuche, die
Summation auf die Summation von Potenzreihen in einer Variablen zuriickzufiihren.
Wenn man den Eigenwert e; als Funktion der beiden unabhéngigen Variablen g
und k betrachtet, kann man zwar auf eine bestimmte Weise zu ¢ — oo und x — oo
extrapolieren; diese Methode scheitert aber daran, dafl man die Abhéngigkeit von
von ¢ nicht beriicksichtigt. Man kann zum Beispiel den Eigenwert als Potenzreihe
in g betrachten, und mit Hilfe von Padé-Approximanten aufsummieren. Wenn man
fordert, daBl im Limes ¢ — oo der Eigenwert endlich grof§ ist, mufl man einen
Diagonal-Padé-Approximanten verwenden. Dieser hat die Gestalt

im0 filk)g' In(K) (4.74)

- = oo ,
Yi-gi(K)g T galk)

und besitzt den angegebenen Grenzwert. Die Funktionen f; und g; sind Polynome
in k. Nun betrachtet man x — oo; damit dieser Grenzwert physikalisch sinnvoll
existiert, miissen f, und g, den gleichen Grad haben. Es stellt sich heraus, daf}
dies auch eintritt. Bis zur zwdlften Ordnung kann man dann die folgende Tabelle
4.3 mit extrapolierten Werten fiir den Eigenwert ey aufstellen: Da man Diagonal-
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o

extrapolierter Wert fiir e,
5.000000e-01
-4.545455e-02
-4.545455e-02
3.125000e-02
2.859250e-02
3.125000e-02

N O 00 Oy = N

1
1

Tabelle 4.3: Extrapolation von es(g) mit Hilfe von Padé-Approximanten in verschie-
denen Ordnungen.

Approximanten verwendet, mufl man mit geraden Ordnungen arbeiten. Man er-
kennt, dal keine Stabilisation der Werte bis zur zwdlften Ordnung auftritt. In
vierter und sechster Ordnung treten unphysikalische negative Resultate auf. Es ist
interessant, dafl die Ergebnisse der Extrapolation fiir die vierte und sechste wie fiir
die achte und zwoélfte Ordnung die gleichen Werte liefert.

Man kann auch umgekehrt vorgehen und zunéchst e, als Potenzreihe inx betrach-
ten, dafiir einen Padé-Approximanten finden und extrapolieren. Dann stellt man
aber fest, dafl der Zihlergrad und der Nennergrad in g des Grenzwertes k — oo
unterschiedlich sind.

Andere, exotischere Methoden haben bisher auch nicht zum Erfolg gefiihrt. Es
wire sehr interessant einen Weg zu finden, die Entwicklung in g und log g aufzusum-
mieren, um die kritischen Exponenten am nichttrivialen Fixpunkt zu berechnen.

4.5 ¢*-Trajektorie in den Hochtemperaturfixpunkt

4.5.1 Definition

Es ist ebenfalls interessant, die Trajektorien, die von Infrarot-Fixpunkten zum Hoch-
temperaturfixpunkt laufen, ausgehend vom Hochtemperaturfixpunkt zu berechnen.
Potentiale, die auf solchen Trajektorien liegen, sind unkritisch, da die Korrelati-
onslange des Hochtemperaturfixpunktes gleich Null ist. Zur Berechnung solcher
Trajektorien wihlt man das HT-Bild. Dabei verwendet man die Transformation 77,
die durch

(TV)(¥) = — L log / a1, (O) exp(—V (54 + ©) (4.75)

gegeben ist. 7 und 7 sind bis auf die Ersetzung von 8 durch ' = L=23 = L='=%
gleich. Viele Strategien zur Berechnung der Trajektorien kénnen damit aus Ab-
schnitt 4.2 und 4.3.3 {ibernommen werden. Durch die folgenden Bedingungen wird
dann die : ¢* :~Trajektorie von Potentialen V (¢, g), die durch eine lokale Koordinate
g parametrisiert sind, in den Hochtemperaturfixpunkt definiert:

1) V(¢,g) ist stabil unter 7'. Es gibt also eine Funktion 3(g), so daf}
T'V(¢,9) = V(6, B(9)) (4.76)
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gilt. Im folgenden wird die Koordinate g durch die Vorgabe der Funktion 3
festgelegt. Dabei wird [ linear gewéhlt:

Blg) =L "1 (4.77)

Dies entspricht der Skalierung der : ¢* :—Kopplung am Hochtemperaturfix-
punkt.

2) An der Stelle ¢ = 0 gilt V(¢,g = 0) = 0. Die Trajektorie liuft in : ¢* :—
Richtung in den Hochtemperaturfixpunkt V' = 0 ein:

0

dg

V(p,g) =:¢* o (4.78)

9=0

mit ' = 1:’52. Wenn man

n=0
entwickelt, so folgt aus (4.78) ¢y = g + O(g?) und c3,(g) = O(g?) fiir n # 2.

Auch wenn diese Ausdriicke den Gleichungen in Abschnitt 4.1 sehr &hneln, mufl man
bemerken, daf} sich die Potentiale dort und hier um einen quadratischen Term un-
terscheiden. T ist gerade die Transformation 7 nach Abspaltung des quadratischen
Fixpunktes.

4.5.2 Berechnung der ¢*-Trajektorie

Der iterative Vorgang zur Berechnung der ¢*-Trajektorie, der oben beschrieben wird,
148t sich nun unmittelbar auf die Berechnung der Trajektorie am Hochtemperatur-
fixpunkt iibertragen. Im Unterschied zur ¢*-Trajektorie vom Ultraviolett-Fixpunkt
aus, treten bei der Berechnung der Trajektorie vom Hochtemperaturfixpunkt aus
auch fiir Dimensionen —2 < d < oo keine Resonanzen auf. Resonant sind nur die
negativen Dimensionen d, fiir die d = —d(n, k) gilt. d(n, k) wurde in Abschnitt 4.3.2
definiert. sind. In der Ordnung &k wirkt die Transformation 7' ndmlich wie

cg® o7 s L@t egh . gn .
_ i n(2+d)+k (t+d) (g )k N (4.80)

Resonante Dimensionen sind also durch die Bedingung
d—n(2+d)+k(4+d)=0 (4.81)

festgelegt. Man erhilt Resonanzen damit in den Dimensionen

2n — 4k

DA ——— —d(n, k). (4.82)
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Die resonanten Dimensionen werden also gespiegelt. In Abschnitt 4.3.2 wurde ge-
zeigt, dafl d(n, k) > 0 gilt. Daher muf man bei der Berechnung der ¢*-Trajektorie
vom Hochtemperaturfixpunkt aus keine Resonanzen beriicksichtigen. Insbesondere
mufl man dann auch keine Doppelentwicklung in ¢ und log g durchfiihren.

Um das Potential V() in der Stérungsordnung s zu bestimmen, startet man mit
V(p,g9) = g : ¢* .. Dann macht man einen Ansatz fiir die zweite Ordnung und
berechnet die Verbesserungskoeffizienten aus der Invarianzforderung (4.76), ergénzt
durch (4.77). So geht man bis zur Ordnung s weiter, deren allgemeine Form durch
4.19 gegeben ist. Fiir die dritte Ordnung erhilt man in drei Dimensionen und fiir
L=2,7=1,7’=%:

53202124800 ,  21991116245041152 4

3904736161 7 - 31234159007935
(9895936 5 26674268725051392 3> B2

187395 g+ 4159197606785
( 152064 ,  2395094175186944 3> 4
g O

V(g 9) =

3037 ¢ T 380001720105 Y

32 , 498991104 ,\ o
+<39 T os7a01 g) 9
512

2 gt (4.83)

Diese Entwicklung kann man ohne Probleme bis zur zwolften Ordnung berechnen.

4.5.3 Berechnung von laufenden Eigenvektoren

In dem Sinn von Abschnitt 4.4 kann man ein laufendes System von Eigenvekto-
ren entlang der Trajektorie berechnen. Die Observablen, die am Hochtemperatur-
fixpunkt den Eigenvektoren : ¢" :,/ der linearisierten Transformation entsprechen,
werden mit O, (¢, g) bezeichnet. Auch die Verbesserungskoeffizienten fiir die Obser-
vablen kénnen als Funktion der Dimension Pole aufweisen. FEin Term der Ordnung
k der Observablen O, cg* :9™:, wird unter der Transformation (4.54) auf

LM+ k(D n(1+5) g oYk L ym (4.84)

abgebildet. Resonante Dimensionen sind also durch

8k +2n — 2m
2k+n—m

(4.85)

gegeben. Dies ist das Negative der resonanten Dimensionen aus Abschnitt 4.4.1.
Daraus folgt, dafl es keine positiven resonanten Dimensionen fiir die Observablen
entlang der ¢*-Trajektorie vom Hochtemperaturfixpunkt aus gibt. In dritter Ord-
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nung erhilt man zum Beispiel fiir Oy in drei Dimensionen:

205119047622656 , 2383133244889754530439161344 |
1015237211105 ¢ 100415573216826004279357
+ 0
32 249495552 ,  693889264181164638208 .\
(??g'+ 287401 ¢ T 4011422094639765 > 9
(1792 . 30108020244480 3> o,

o)

9 7 1 538300847
+——g% 9% . (4.86)

Dabei sind die gleichen Parameter wie oben gewdhlt worden. Der zugehorige Eigen-
wert lautet:

1584 13768026054656
) = 1/32- g 2
31 23799165
_ 619385544562888686080628883456 (187)
51400374709667478755 '

Diese Groflen wurden bis zur zwolften Ordnung berechnet.

4.5.4 Numerische Betrachtung

Da die oben berechnete Trajektorie durch eine einfache Entwicklung in einer Ko-
ordinate ¢g ausgedriickt wird, kann man mit Hilfe von Padé-Approximanten und
Borel-Padé Methoden versuchen, die Reihen zu summieren und zu ¢ — oo zu ex-
trapolieren. Insbesondere ist man am Grenzwert von es(g) fiir ¢ — oo interessiert.
Wenn man annimmt, daf} die Trajektorie von dem Infrarot-Fixpunkt zum Hochtem-
peraturfixpunkt fiihrt, und dafl Eigenvektoren entlang der Trajektorie wieder in
Eigenvektoren transformiert werden, so héngt e; direkt mit dem kritischen Index v
zusammen.

Alle in diesem Abschnitt dargestellten Ergebnisse wurden bei den Parameter-
werten d = 3, L = 2 und v = 1 erhalten. Fine Konvergenzanalyse fiir die Borel-
transformierten By, der Verbesserungskoeffizienten cs,, ergibt die Konvergenzradien
Ry, die im Rahmen der Genauigkeit iibereinstimmen. Mit Hilfe von Abbildung
4.12 wird dies anhand der Padé-Methode illustriert. Der Konvergenzradius R ist

R = 0.018 + 0.003. (4.88)

Die Reihen fiir die Verbesserungskoeffizienten selbst besitzen den Konvergenzradi-
us Null. An Abbildung 4.12 erkennt man, dafl die erste Singularitdt der Borel-
transformierten auf der positiven reellen Achse liegt. Das bedeutet, dafl die Bo-
relriicktransformation, die in Abschnitt 3.3.3 definiert wurde, nicht gebildet werden
kann.

Mit Hilfe der Padé-Methode wurde auch der Konvergenzradius der Boreltrans-
formierten des Figenwertes e, untersucht. Dies ist in Abbildung 4.13 dargestellt.
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Abbildung 4.12: Konvergenzanalyse fiir die Boreltransformierten der Verbesserungs-
koeffizienten ¢y (Dreiecke), ¢5 (Kreuze) und ¢4 (Rauten).
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Abbildung 4.13: Konvergenzradius der Boreltransformierten des Eigenwertes es.
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Man erkennt, daff man anhand dieser Abbildung nur schwer eine Aussage iiber den
Konvergenzbereich der Reihe machen kann. Das bedeutet, dafi zur verléfilichen
Bestimmung des Konvergenzradius die Berechnung héherer Ordnungen erforderlich
ist. Man kann aber vermuten, dafl sich die Nullstellen der Padé-Approximanten
im Bereich 107" < R(z) < 2-107* hiiufen. Der Konvergenzradius ist sehr klein,
da der Eigenwert durch die reskalierte Koordinate ausgedriickt wird. Wenn man g¢
mit L*+? multipliziert, liegt der Wert in der Ordnung der oben bestimmten Radien.
Abbildung 4.13 deutet an, dafl auch hier die erste Singularitéit auf der positiven
reellen Achse liegt, so dafl die Borelriicktransformation nicht durchgefiihrt werden
kann. Weder die Boreltransformierte des Potentials noch der Eigenwerte existieren
also in diesem Fall.

Um den Eigenwert aufzusummieren kann man einen Diagonal-Padé-Approxi-
manten benutzen und auswerten. Ein Diagonal-Approximant konvergiert fiir ¢ — 0o
gegen einen endlichen Wert. Da man am Infrarot-Fixpunkt ein Plateau erwartet,
wird so das richtige asymptotische Verhalten erzeugt. In Tabelle 4.4 wird zunéchst

k|g=10" g=10"1

2| 0245449 | 1.62842-10°!
31 0.245353 | 6.64402-1072
41 0.245326 | —2.02660-10"
51 0.245316 | —1.21879-10°
6 | 0.245311 | —5.91930-10°
71 0.245309 | —3.17424-10"
8 | 0.245307 | —1.95855-10?
9| 0.245306 | —1.38112-103
10 | 0.245305 | —1.09752-10*
11 | 0.245304 | —9.70544-10*
12 | 0.245303 | —9.45367-10°

Tabelle 4.4: Naive Auswertung der Reihe fiir den Eigenwert ey bis zur Ordnung k
fiir verschiedene Werte von g.

die naive Summation der Reihe fiir 8 - e bis zur zwolften Ordnung dargestellt.
Der Faktor 8 ist der Volumenfaktor, durch den in Gleichung (4.54) geteilt wurde.
Man erkennt, daf§ fiir ¢ = 10~° stabile Resultate erhalten werden. Fiir ¢ = 10~*
werden unphysikalische Werte erreicht. Dies ist mit den Ergebnissen fiir Summation
mit Hilfe von Diagonal-Padé-Approximanten in Tabelle 4.5 zu vergleichen. Hier
haben sich die Werte fiir ¢ > 10™* in der zwélften Ordnung noch nicht stabilisiert.
Fiir ¢ = 107° wird der gleiche Wert wie bei der naiven Auswertung erhalten. Die
Divergenz der Reihen verhindert also eine Extrapolation mit Hilfe von einfachen
Padé-Verfahren. Die Reihe fiir e, ist also weder borelsummierbar noch mit einfachen
Methoden extrapolierbar.
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kE{lg=107°| ¢g=10"% | g = o0
2| 0.24539 0.55925 | 0.286105
41 0.245314 | 0.180015 | 0.308223
6 | 0.245306 | 0.263807 | 0.452341
8 | 0.245302 | 0.440785 | 0.256965
10 | 0.245311 | —0.143368 | 0.277311
12 | 0.245302 | 0.109427 | 0.283449

Tabelle 4.5:  Auswertung und FExtrapolation der Reihe fiir e, mit Padé-
Approximanten der Ordnung k.

4.6 Diskussion der freien Parameter

Nachdem die Trajektorien berechnet sind, mufl man noch die freien Parameter, die
bei der Entwicklung in ¢ und log ¢ in drei Dimensionen auftreten, erklidren. Freie
Parameter bilden im Hinblick auf eine Renormierung ohne nackte Wirkungen keine
Probleme, solange es nur endlich viele gibt. Diese werden einfach als zusétzliche
Renormierungsbedingungen gestellt.

Wichtiger ist aber, das Bild, das hinter der Berechnung der Trajektorien steht,
zu verstehen. Zunédchst wurde in Abschnitt 4.3.1 gezeigt, dafl eine Trajektorie, die
nach Abschnitt 4.2.1 definiert wird, in drei Dimensionen in einer Entwicklung in
der Kopplung ¢ nicht existiert. Dies liegt daran, daf§ dynamisch Massenterme er-
zeugt werden, die nicht mit dem Ansatz in Abschnitt 4.2.1 kompensiert werden
konnen, da ein explizit in der Wirkung auftretender Massenterm in zweiter Ord-
nung Storungstheorie mit dem Faktor 1 skaliert. Der Massenterm flieit aufgrund
der dynamisch erzeugten Diagramme wie g*logg (vergleiche die Diskussion in Ab-
schnitt 4.3.1). Wenn man die Trajektorie mit einer Storungsentwicklung in zwei
Parametern, ndmlich der Kopplung ¢ und ihrem Logarithmus x = log g berechnet,
kann die Invarianzforderung (4.5) mit einer endlichen Wirkung erfiillt werden. Man
stellt aber fest, daf} die Trajektorie durch ihre Richtung am trivialen Fixpunkt und
durch die Invarianzforderung noch nicht eindeutig festgelegt ist. Es gibt vielmehr
zwei freie Parameter ¢y und c3. ¢y kommt nur in Vakuumbeitrigen zum Potential
vor, mit einer Normierung des Potentials, zum Beispiel durch V(¢ = 0) = 0, bleibt
also nur ¢, als freier Parameter iibrig.

Das Auftreten von freien Parametern in der Entwicklung wurde teilweise mit dem
Argument kritisiert, dal die Trajektorien, die durch die RGDGL! erzeugt werden,
durch eine Differentialgleichung erster Ordnung also, sehr wohl durch die Richtung
am trivialen Fixpunkt eindeutig bestimmt sein sollten. Eine Entwicklung, die diese
Eindeutigkeit verletzt, wéire demnach denkbar schlecht, auf jeden Fall aber nur ein
erster Schritt zu der Parametrisierung der Trajektorien durch eine Koordinate.

Es tritt also der folgende Fragenkomplex auf:

e Ist die Kritik berechtigt?

'Die RGDGL wurde in der Einleitung erwihnt; in Kapitel 5 wird fiir diese Differentialgleichung
ebenfalls eine Stérungsentwicklung in zwei Parametern vorgeschlagen
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e Sind die Logarithmen vermeidbar?
e Was bedeuten die freien Parameter?

Die Diskussion hat hier noch keinen endgiiltigen Stand erreicht. Die Kritik ist je-
doch nicht anwendbar, da das Anfangswertproblem fiir die renormierte Trajektorie
durch einen Punkt auf der Trajektorie gelost wird, der kein Fixpunkt ist, jedoch
nicht durch eine Anfangsrichtung am trivialen Fixpunkt. Durch die angegebenen
Storungsreihen wird gerade versucht, einen solchen unbekannten Punkt auf der Tra-
jektorie zu finden. Es wére dennoch interessant, eine Differentialgleichung fiir die
gesamte Trajektorie zu finden, um weitere Einblicke in die Ursache der Resonanzen
zu bekommen. Durch eine Umformulierung der Invarianzforderung fiir die RGDGL
kann man das Anfangswertproblem so umformulieren, da} an die Stelle von An-
fangsdaten die Forderung nach Regularitét tritt [Wie96a).

Mit Hilfe der in diesem Kapitel verfiigharen Information kann man sich davon
iiberzeugen, dafl die Probleme, die man bei der Berechnung der Trajektorien hat,
Parametrisierungsprobleme und keine physikalischen Probleme sind. Dafiir spricht,
daf} die Trajektorie fiir d = % nicht existiert, wohl aber formal das System von lau-
fenden Eigenvektoren entlang der Trajektorie. Man kann zum Beispiel vermuten,
daf} die Koordinate g selbst durch die Forderung einer linearen Flufifunktion nicht
eindeutig ist. Dies wird unterstiitzt durch die Bemerkung, dafl fiir d = 4 bei Ver-
wendung der linearen Fluifunktion ein zusétzlicher Pol in den Verbesserungskoeffi-
zienten auftritt. Dann wiirden die freien Parameter die Koordinate selbst eindeutig
bestimmen. Diese Ansicht vertrete ich jedoch nicht, da auch bei der Verwendung
der ¢*-Kopplung als Koordinate Resonanzen auftreten. In vier Dimensionen gibt es
ferner ein physikalisches Ereignis: die Trajektorie vom trivialen zum nichttrivialen
Fixpunkt reduziert sich auf einen Punkt. Diese Trajektorie ist also nur ein Grenzfall,
fiir den man ohnehin merkwiirdige Eigenschaften erwarten kann.

Aus obigen Griinden kann man also ebensowenig erwarten, dafl eine Trajekto-
rie, die nach Abschnitt 4.2.1 definiert wird, in drei Dimensionen in der Entwicklung
in der Kopplung ¢ existiert, wie man erwarten kann, dafl die Trajektorie in einer
Doppelentwicklung eindeutig festgelegt ist. Der Bezug auf die RGDGL ist in bei-
den Fillen ein Scheinargument, da der Flufl mit Koordinaten parametrisiert wird,
die wie die Kurve selbst, Bedingungen erfiillen miissen. Die Mehrdeutigkeit der
Trajektorie kann verschiedene Ursachen haben. Am interessantesten wére es wohl,
den freien Parameter ¢y als Konstante zu verstehen, mit der die Trajektorie kritisch
gemacht werden kann. Das bedeutet, daf es einen Wert von ¢, gibt, fiir den die be-
rechnete Trajektorie vom Ultraviolett-Fixpunkt zum Infrarot-Fixpunkt lduft. Fiir
alle anderen Werte von ¢y lduft die Trajektorie entweder in den unendlich tiefen 2-
Well-Fixpunkt oder in den Hochtemperaturfixpunkt. Da fiir zu d = 3 benachbarte
Dimensionen (zum Beispiel d = 3.01) die Trajektorie nach der obigen Definition
zumindest in Stérungstheorie existiert und eindeutig ist, miifite man dann die freien
Parameter als Bonus auffassen, der der Entwicklung in bestimmten Dimensionen
hinzugefiigt wird, und mit dessen Hilfe man die Theorien kritisch machen kann.
Numerische Ergebnisse zeigen, dafy die Trajektorie in drei Dimensionen mit ¢y = 0
nicht kritisch ist, und dafl es einen Wert von ¢y gibt, so dafl numerische Iteration
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in den nichttrivialen Fixpunkt lduft. (Dieser ,kritische* Wert von ¢ wurde mit der
Intervallhalbierungsmethode gefunden.) Es kann aber sein, daf§ nach einer Aufsum-
mation der gesamten unendlichen Stérungsreihe das Ergebnis unabhéngig von ¢
wird, das angefiihrte numerische Ergebnis wire dann ein Trunkationseffekt.

Andererseits gibt es fiir die ¢*-Trajektorie vom Hochtemperaturfixpunkt aus kei-
ne freien Parameter in drei Dimensionen. Man wiirde aber erwarten, dafl man die
Schar von Theorien sieht, die vom Ultraviolett-Fixpunkt in : ¢* :-Richtung mit nicht-
kritischen Parameterwerten ¢, weglduft, und in den Hochtemperaturfixpunkt flief3t.
Aufgrund der starken Divergenz der Entwicklung ist dieses Argument ebenfalls stark
geschwicht.

Sind die Logarithmen unvermeidlich? Auch wenn man dies wahrscheinlich nur
durch ein Gegenbeispiel endgiiltig beantworten kann, kann man sich davon iiberzeu-
gen, dafl das Auftreten von Logarithmen zumindest sehr natiirlich ist. Dazu stellt
man sich den Flufl nicht mehr durch eine Kopplung ¢ parametrisiert vor, sondern
durch den natiirlichsten Parameter, ndmlich L. In drei Dimensionen wéchst dann
: ¢*: wie L?f(log L). Die Funktion f gibt dynamische Korrekturen zum trivialen
Verhalten an. Hier treten also auch Logarithmen auf, wihrend in nichtresonanten
Dimensionen f eine analytische Funktion von L ist. Die Frage, ob es im vollen Modell
eine Wahl des Blockspins gibt, so daf} sich dieses Bild &ndert, ist offen. Wenn man
die Trajektorien mit mehreren Parametern ausdriickt, kann man eine Entwicklung
ohne Logarithmen zwar angeben. Natiirlich wére es etwa, jede relevante Kopplung
als Koordinate zu verwenden. Das physikalische Verhalten stellt sich aber vermutlich
ein, wenn die Massenkopplung proportional zum Logarithmus der ¢*-Kopplung ist.



Kapitel 5

RGDGL

5.1 Einleitung

Renormierungsgruppentransformationen sind diskrete Schritte in einem Raum von
Theorien, die zum Beispiel durch Potentiale gegeben sein kénnen. Die Renormie-
rungsgruppen-Differentialgleichung (RGDGL) bietet dagegen die Moglichkeit, in-
finitesimale Kontrolle iiber Renormierungsgruppentransformationen zu gewinnen.
Dieser Vorteil wurde am beeindruckendsten von Polchinski [Pol84] genutzt. In der
Literatur der mathematischen Physik spielt die RGDGL eine grofie Rolle. Hier
mochte ich zum Beispiel Arbeiten in Stérungstheorie von Keller und Kopper [KK94]
sowie von Hurd [Hur89] erwihnen. Auch fiir die Clusterentwicklungen von Brydges
und Yau [BY90], Brydges, Dimock und Hurd [BDH95] und anderen ist die RGDGL
von Bedeutung. Numerisch wird die RGDGL vor allem in einer Heidelberger Gruppe
um Wetterich untersucht, zum Beispiel in [ABB"95]. Des weiteren gibt es zahlrei-
che Arbeiten zur Quantenelektrodynamik. Das Verbesserungsprogramm, von dem
ein kleiner Ausschnitt in diesem Kapitel und in Kapitel 4 behandelt wird, wurde
von C. Wieczerkowski begriindet; es ist ein aktuelles Forschungsgebiet. Auch die
Behandlung im Rahmen der RGDGL ist bei weitem noch nicht abgeschlossen.

Wegen der Bedeutung der RGDGL werden die Entwicklungen aus dem letzten
Kapitel in ein rekursives Losungsschema zur Losung der RGDGL in verschiedenen
Néaherungen iibertragen. Am intensivsten wird eine lokale N&herung untersucht,
die dem hierarchischen Modell entspricht. Es werden aber auch Ideen zur Behand-
lung des vollen Modells notiert. Das Ziel der Entwicklungen ist die Berechnung der
¢*-Trajektorie vom trivialen Fixpunkt aus, und damit eine Beschreibung der Renor-
mierung ohne nackte Wirkungen im Rahmen der RGDGL. Aufgrund des rekursiven
Charakters der Losungen kann man die Entwickungen zu hohen Ordnungen treiben
und entsprechend numerisch analysieren.

124
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5.2 Herleitung der RGDGL fiir die reskalierten
Impulsraumkerne des Potentials

5.2.1 Die RGDGL

Wenn die Wirkung einer Feldtheorie wie in Abschnitt 1.2.3 durch einen quadrati-
schen Term und einen Wechselwirkungsterm gegeben ist,

H(6) = 5(6,07'6) + V(9), (1)

kann man den Propagator auch im Impulsraum nach Skalen organisieren. Dazu sei
die Theorie auf einem d-dimensionalen Kontinuum 7', am bequemsten, aber hiufig
ohne Regularisierung nicht moglich, auf R? definiert. Auf T sei durch

mmzﬁmmw@ (5.2)

ein Skalarprodukt gegeben. Felder ¢ sind als Abbildungen von 7 nach R erklért.
Das erzeugende Funktional der Feldtheorie ist dann durch

F(g) = / Qo (D) Z(6 + 6) (5.3)

definiert, mit Z(¢) = ¢~V(®. Durch (A;)° . sei eine streng monoton ansteigende
Folge von Impuls-Werten mit limy_,, Ay = oo und limy_,_., Ay = 0 gegeben. Fiir

den Propagator v gelte die folgende Zerlegung:
o0

v=> C\) = Chp) = D v(Ag Apsr). (5.4)

k=—00 k=—00

Dabei ist v(Ag, Agr1) = C(Agr1) — C(Ag) ein Propagator fiir eine Impulsscheibe
mit Impulsen zwischen A, und Ayyq. Die Fouriertransformierte C von C kann man
aus einer Cutoff-Funktion f und den Fourierkomponenten von v zusammensetzen.
Die Cutoff-Funktion f muf} euklidisch invariant, unendlich oft differenzierbar und
streng monoton fallend sein, auflerdem sollen f(0) = 1 und f(x > 1) = 0 gelten.
Ein typisches Beispiel ist der Exponential-Cutoff f(x) = e *. Falls v dann der
Laplace-Operator ist, hat man also:

2

C(A) = ]%e_%. (5.5)
Durch Trunkation der Summe (5.4) fiir grofle Werte von k£ kann man eine Ultraviolett-
Regularisierung erreichen, durch Trunkation fiir kleine Werte von k£ kann man eine
Infrarot-Regularisierung bekommen. Mit Hilfe der Faltungsformel fiir Gaufische Ma-
e kann man das Integral (5.3) in ein Produkt von GauBintegralen mit Kovarianz
v(Ag, Ag11) zerlegen. In jedem Integrationsschritt wird also eine Impulsscheibe aus-
integriert. Kin Schritt ist durch die Renormierungsgruppentransformation

Z(,A) = / dpioann (O Z(+ C, ) (5.6)
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gegeben. Dabei ist A’ eine festgelegte Impulsskala.
Durch Ableiten von (5.6) nach A erhélt man die Differentialgleichung

0 1
die als RGDGL bezeichnet wird. Dabei ist mit A der Laplace-Operator

5y )
Ag = /dxdymC(x,y)m

bezeichnet. Ferner gilt C' = 2-C(A). Die RGDGL fiir das erzeugende Funktional Z
148t sich in eine RGDGL fiir die Wechselwirkung V' umformulieren, die durch

(5.8)

definiert ist. Dann erhélt man aus (5.6):
9, L [0V .0V

Gleichung (5.10) wird ebenfalls als RGDGL bezeichnet.
In dem Rest dieses Abschnitts wird Gleichung (5.7) unter bestimmten Voraus-
setzungen bewiesen.

Satz 2 Es sei Z(1,\) ein glattes Funktional mit einer Taylorentwicklung in jeder
Variablen. v sei differenzierbar und © sei ein negativer Operator. Ferner soll v auf
geeigneten Rdumen operieren; in diesen Rdumen sind die Funktionalableitungen von
7 Mafe mit bestimmten Eigenschaften. Dann folgt aus (5.6):

9 1
T2, A) = SAGZ(,A). (5.11)

Beweis: Fiir einen rigorosen Beweis fehlen hier die funktionalanalytischen und maf-
theoretischen Begriffe. Auf die Frage nach Rdumen und anderen Details wird daher
nicht eingegangen.

Es sei also v(A, Ag) = C(Ay) — C(A) in (5.6). Die Ableitung von Z nach A an
der Stelle A; ist durch

o la-n A0 A) = lim ===

definiert. Zunéichst betrachtet man den Zihler des Differenzenquotienten. Dazu
schreibt man v(Ay, Ag) = v(A, Ag) + v(Aq, A) und wendet die Faltungseigenschaft
fiir Gauische Mafie (Lemma 6 im Anhang) an:

Z(6,8) - Z(, Ay)
dpioane) (O Z( + €, o) — / dptua aey (OVZ(46 + €, Ao)

(5.12)

duv(A,Ao)(C)Z(w =+ CJ AU) -

Il
— — —

ditaann () / djtins my (O Z( + 6+ C, Ao). (5.13)
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Durch eine Taylorentwicklung von Z(v) + ¢ + (,Ag) bis zur zweiten Ordnung in ¢
berechnet man nun das letzte Integral. Es gilt
0Z (¢ + ¢, Ao)

2+ o+ (N = Zw+oh)+ [T TLE

1 827 (¢ + ¢, Ag)
+_/mw S W)+ (514)

¢(x)

2

also folgt mit Lemma 8 im Anhang

/ dptans (O 2+ 6+ €, Ao) = Z(4 + 6, Ao)

1 0*Z(Y + ¢, o) 2
+§/d:cdy (D)0 ) Vg (A1, A) + O (v(A1, A)?). (5.15)

Durch Einsetzen in (5.13) und eine weitere Taylorentwicklung erhilt man:

Z(, A) = Z(¥, \y)
1 522("‘? + ¢7 AO)

= §/duv(A,A0)(d))/dxdy (51/;(x)5¢(y) vx,y(Al’A)

%AC-(AI)ZW, A)YA = Ay +O((A = A?). (5.16)

Durch Bildung des Differentialquotienten folgt die Behauptung. [

5.2.2 Die RGDGL in Polchinski-Form

Die RGDGL (5.10) kann im Impulsraum dargestellt werden. Die Gleichung lautet
dann:

iv_l/ dp iép)<(5V v 62V )
oA 2] @m)T oA NGg(p) 0(—p)  06()de(-p))  (5.7)
Dies wird als Polchinski-Form der RGDGL bezeichnet [Pol84]. Um (5.17) zu zeigen,

betrachtet man die Fouriertransformierte ¢ von ¢, die durch

3(p) = / dz e 77 g(z) (5.18)

definiert ist; analog wird auch C erkliirt. Der Kovarianzoperator C' soll translati-
onsinvariant sein. Fiir differenzierbare Funktionale F'(¢) erhilt man aus

HForw) = [dret Fo)

dt lt=0 dop(x)
dp ~
= —— —F 5.19
| asie @) (519)
durch Fouriertransformation von ¢ gemi8 (5.18) die Bezichung
L — dp —ip-T 0
3" = [ oo (5.20)

Aus (5.20) und (5.10) kann man dann (5.17) herleiten.
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5.2.3 RGDAGL fiir die Impulsraumkerne des Potentials

Um aus (5.17) ein Differentialgleichungssystem fiir die Impulsraumkerne von V' zu
erhalten, wird V' durch seine Taylorentwicklung

n=1 " (5.21)

dargestellt. Dabei ist V), die n-te Funktionalableitung von V:

J )
V@i, ) = So@) o0

— - dpk e—ipk-xk 5nv(¢ = 0)
a /kl;[l ((QW)d ) 3¢(p1) -+ 60 (pn) (5:22)

Wenn man fordert, dafy die betrachtete Theorie translationsinvariant ist, kann man

V(¢)

$=0

5nv(¢ = 0) d ¥
= ——— = (2m)%0(pr + ...+ P)Va(P1s - Pus A) (5.23)
0p(p1) -+ 00 (pn)
setzen. An dieser Gleichung kann man ablesen, da die Kerne V,(py, ... , pp; A) sym-
metrisch in den Impulsen pq,...,p, sind. Damit bekommt die Taylorentwicklung

von V die Gestalt

Vi) = VO + X [ G i) (o)
X (2m)4(p1 + .+ D) Va(pry -+ Pas A). (5.24)

Um die Notation zu vereinfachen, wird hier

/p'1 o f(pla- .- ;pn) = / (;lf,;d e (;lfj;df(pla s ;pn); (525)

.....

P, = Zpk,fiir n>1 (5.26)
k=1

definiert. Fiir einige Umformungen ist das folgende Lemma recht niitzlich:

Lemma 2 Frir mo 2 mi,Nyo > ny € Z>0 gllt

= 1 = 1
—ap — b, =
m—Zmo (m —my)! 7;0 (n—mnq)!
0 m—mgo

Z (m — ml1 —ny)! Z (m _nihn: nl) Um—nbp. O (5.27)

m=mop+ng ’ n=ng
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Mit Hilfe dieses Lemmas kann man die Taylorentwicklung (5.24) von V' in (5.17)
einsetzen. Wegen der Symmetrie der Kerne V), gilt zunéchst:

o0

1 ~ ~
5d~>(q)V(¢’ A) = ; o] /phm’pn_1 d(p1) -+ S(pni)
X(QW)d(S(Pn,1 +Q)Vn(p1,.._ Dn1,q; N). (5.28)

Fiir die zweifache Funktionalableitung erhélt man:

o ) o0 1 ) )
i OV = S [ b

X (21) 0 (Po—s + a1 + @) Va(p1, - .., Pu2, @1, G2; ). (5.29)

Unter Verwendung von Lemma 2 wird aus dem ersten Term von (5.17):

1 [oC 02V
5/ N "

gi( Z n—2 ! Z / s qz(pl)"'q;(pn—Z)

m=1
x (27)" (5(me1 + )Va(prs - Pm1, G A)
X(27T)d5(Pn—2 - Pm—l - Q)Vn—m(pma -+ Pn—2, —q; A) (530)

Durch Ausintegration einer §-Funktion und durch Summationsindexverschiebung

folgt dafiir der Ausdruck

.1 ~ ~ d 1<~ /n\oC
DR I R SCUR AR S S e
XVm+1(p17 <oy Pmy _Pma A)Vn7m+1(pm+la <oy Dny Pm) A) (531)

Mit Hilfe von (5.29) zeigt man analog fiir den zweiten Term in (5.17) die Beziehung:

-4 [0 >5¢——Zn,/ d(p)

x (2m)%(P,) <——> /gi( Wara(P1y - s Pas @ =G5 A). (5.32)

(5.31) und (5.32) ergeben zusammen die RGDGL fiir die Impulsraumkerne V,,. Das
Resultat ist:

d - 1w .\ [0C -

6—AVn(p1, e ,pn;A) = 9 Z_ (m){a—A(_Pm)Vm—l—l(pla -+ 5 Pmy —Pm;A)
- oC

XVo—mt1 (Pm+1, - - - ,pn,Pm;A)} - - a_A( O Varo(P1 - Pus @ —; A).

" (5.33)
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Mit { v } s wird die Symmetrisierung beziiglich der &ufleren Impulse pi,... ,py

bezeichnet. Diese Operation macht die Symmetrie der Kerne V, (p1y- .. ,pn; A) unter
Vertauschung der Impulse explizit sichtbar.

5.2.4 Reskalierung

Aus (5.33) kann man durch Reskalierung mit A die RGDGL in der Form herleiten,
die anschliefflend in meinen Rechnungen benutzt wird. Die Reskalierung entspricht
dem Ubergang zu dimensionslosen Gréfien. Da die Gleichungen im Impulsraum
ausgedriickt werden, ist es zweckméflig, mit Massendimensionen zu arbeiten, die
im folgenden mit [-] bezeichnet werden. Die Dimensionen der Gréfien in Gleichung
(5.33) bekommt man durch die Forderung, daf§ die Wirkung dimensionslos sein soll.

Dimensionslose Felder @, die von dimensionslosen Argumenten z = Az, x € T
abhingen, werden durch

d(z) = AD(Ax) (5.34)

definiert. Ein Massenterm in einer Wirkung hat die Gestalt

mz/d:c o(z)?, (5.35)

mit einer Masse m. Dafiir folgt:
2
m? / dz ¢(z)? = AZ-0+29) (%) / dz ®(2)?. (5.36)

Da die Wirkung dimensionslos sein soll, ergibt sich [¢] = £ — 1. Damit hat man fiir
die Fouriertransformierte des Feldes:

o(p) = A0+ /dz e R D(2). (5.37)

Wenn man also die dimensionslose Fouriertransformierte des dimensionslosen Feldes

® durch

d(q) = / dze "7d(2) (5.38)
definiert, so gilt

dp) = ATITER(R) (5.39)
b(g) = AEg(Ag). (5.40)

Es sei nun A = tAg beziiglich einer Renormierungsskala Az. Dann kann man die
Reskalierung wie folgt schreiben:

sp) = A(EH)d(2)

= =) ga(2), (5.41)
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- (dy1) ~
mit ¢r(p) = AR(2+1)<I>(£). Am einfachsten ist die Wahl Ag = 1, bei der man
A =t als dimensionslosen Skalenparameter betrachten kann.

Dimensionslose Impulsraumkerne f)n(ql, ..+, qn; ), die von dimensionslosen Ar-
gumenten ¢y, ... ,q, abhédngen, werden durch
Valqr, -y A) = AV (Agy, ... Aga; A) (5.42)

definiert. Dies setzt man in die Taylorentwicklung von V' ein und erhélt daraus

&(pl) T gg(pn)(QTr)d(S( )v (pla -+ Dns A) =

dpls---adpn
A3 -D-as(a] / (1) - B(g)(27)5(Qu)Vulrs - qui A). (5.43)
dQIs---den
Dabei hat man analog zu (5.25) @, = Y.,_, qx definiert. Wenn man [V] = 0
verlangt, folgt daraus
~ d
D, :=[V,|]=d+n— ng - (5.44)
Als Kovarianz wird das Inverse des Laplaceoperators auf 7" mit einer glatten,
dimensionslosen Cutoff-Funktion f verwendet. Im Impulsraum gilt also

~ 1
C(p;A) = I;f(pz/AQ)- (5.45)
Dann ist
oC, 2,y
O 0N = — I ) (5.46)
Daraus folgt, dal < d1e Dimension [ac = —3 besitzt.

Damit hat man d1e Dimensionen aller an Gleichung (5.33) beteiligten Grofien
bestimmt. Fiir die linke Seite der RGDGL (5.33) ist damit folgende Umformung
giiltig:

0 ~
a_AVn(pla 7pn) -

ADn—1 (D +A— — Zqz z) w(Q1s - Gny )

Insgesamt bekommt man also nach Ubergang zu dimensionslosen Gréfien ein Diffe-
rentialgleichungssystem fiir die reskalierten Impulsraumkerne des Potentials:

9 n

=1

. 5.47
QI:%aVl ( )

Q= % aVl

f,(qz)f}n+2(q17 -3 Qqn, 4, —4q; A)

q
n

- Z (Z){fl(Qiz)NmH(QL--- s Gms —Qm; N)

m=0

Xf}n—m—l—l(qm—kla - 5 Qn, Qm; A)} (548)
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Wenn das Potential als Funktion des Feldes gerade ist, verschwinden alle Kerne V.
fiir die n ungerade ist. Durch eine Umnumerierung der Kerne wird aus (5.48):

2n
(D2n +D - ZQZ . V(h) f}71((]17 s 7q2naA) =

=1

/f’(q2)~n+1(q1,--- s Qons @, —; )
q

o Z (2772:11) {f,(ng—l)f}m(QM o Gom—1, —Qam—1; )

m=1

Xf}nferl (q2ma <oy Qon, Qmel; A)} . (549)

2n

Dabei wurde D = A% definiert. Diese Gleichungen kann man graphisch interpre-
tieren, indem der Kern V, (¢1,- .- ,Gon; A) als Graph mit 2n Beinen dargestellt wird.
An den Beinen sollen die Impulse ¢, .. . , g2, einlaufen. Dann kann (5.49) wie folgt
geschrieben werden:

8 2n
(Dgn + Aa_A - Zzzl q; qu)

2n

(5.50)

2m — 1 2n —2m +1
Die Ableitung auf der linken Seite wird also durch einen Propagator-Term f’ erzeugt.
Dieser Term kann zwei Linien eines Diagramms verbinden; dann liuft durch die
Propagatorlinie ein Impuls ¢, iiber den integriert wird. Oder es werden zwei Kerne
durch eine Propagatorlinie verbunden, durch die der Impuls @3, lauft.

Das System (5.49) von gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen wird als
RGDGL fiir die reskalierten Impulsraumkerne des Potentials oder kurz als RGDGL
bezeichnet. Im Unterschied zu der Polchinski-Form (5.17) der RGDGL ist das Sy-
stem (5.49) ein Differentialgleichungssystem direkt fiir die renormierte Theorie. Viel-
leicht ist es nicht iiberfliissig, hier noch einmal zu betonen, dafl man Trajektorien im
Raum von Potentialen unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachten kann. Ei-
nerseits kann man ein Anfangswertproblem l6sen, was der Analyse eines Renormie-
rungsgruppenflusses, ausgehend von einer nackten Wirkung, entspricht. Anderer-
seits kann man ein gemischtes Randwertproblem betrachten, bei dem die relevanten
und die irrelevanten Kopplungen unterschiedlich behandelt werden. Die relevanten
Parameter werden auf einer niedrigeren Skala vorgegeben, die irrelevanten auf einer
hoheren Skala; dies ist im Sinn von Polchinski. Ein drittes Problem ist das verall-
gemeinerte Fixpunktproblem, das hier aufgestellt, und in zwei Ndherungen durch
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rekursive Storungstheorien in laufenden Kopplungen gelést wird. An die Stelle von
Anfangsdaten oder Randwerten tritt hier die Forderung nach Regularitét.

5.3 Storungstheorie fiir die lokale Niherung

Die Néherung an die Gleichungen (5.49), bei der die Impulsraumkerne nicht mehr
von den Impulsen abhingen, wird als lokale Ndherung bezeichnet; sie hingt direkt
mit dem hierarchischen Modell zusammen. In der lokalen Nidherung kann man die
¢*-Trajektorie mit Hilfe der RGDGL rekursiv berechnen. Wie in Kapitel 4 gibt es
auch hier unter bestimmten Bedingungen Resonanzen.

5.3.1 Definition der lokalen Niherung

Die einfachste Ngherung fiir die Kerne V, (¢1,- - ,Gon; A) besteht darin, ihre Impuls-
abhingigkeit vollstindig auszuschalten. Die nicht mehr impulsabhingigen Kerne
werden mit a,, bezeichnet. In dieser lokalen N&herung haben die Gleichungen (5.49)
die Gestalt

(D + Dyy,) an(A) =

n

Yanr(A) =7 Y () am(N)an—msr (A). (5.51)

m=1

Dabei wurde die Ableitung f’(¢*) der Cutoff-Funktion durch die Zahl v ersetzt.
Gleichung (5.51) kann ausgehend vom hierarchischen Modell hergeleitet werden,
wenn man die Renormierungsgruppentransformation

Z(1, A) = / dptaany (O Z(B9 + ¢, o) (5.52)

betrachtet. Hier ist die Kovarianz v von einem Parameter A abhéngig. Wie iiblich
gilt § = L' 2. Mit djyan,)(¢) wird das gewdhnliche, eindimensionale Gaufsche
Maf} mit Mittelwert Null bezeichnet. Nach partieller Integration erhilt man fiir die
Ableitung von Z nach A:

0 _opT? o
n 208 = Lz, (5.53)
mit ¥ = %v. Wenn man nun Z = exp(—V) setzt, erhilt man die Differentialglei-
chung
0 02 [0V OV IV
V= - - — . .54
8AV 2 <8¢2 oY 8¢> (5.54)

Nach Entwicklung des (geraden, normierten) Potentials nach Potenzen des Feldes,

VA = 30 (A, (559)

n=1
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folgt mit Hilfe von Lemma 2 und nach Summationsindexverschiebungen:

0 32 -
8_Abn — % (bn+1 — Z (2m l)b bn m+1> . (556)

m=1

Hier erfolgt eine Reskalierung analog zu Abschnitt 5.2.4. V soll wie dort dimensions-
los sein, das heiit [V] = 0. Daraus ergibt sich [¢*"] + [b,] = 0, und mit [¢)] = ¢ — 1
folgt [b,] = 2n — nd . Daraus kann man nun [0] = d — 3 schlieen. Definiert man
dann noch

don = 2n —nd = [b,],
vp?
2

an = A Pp,,

= A3y und (5.57)

so ergibt sich das Differentialgleichungssystem (5.51), in dem Dy, durch ds, ersetzt
ist. Dieses System wird als hierarchische RGDGL bezeichnet.

5.3.2 Storungstheorie in der laufenden Kopplung

Um eine Stérungsentwicklung in einer laufenden Kopplung fiir die hierarchische
RGDGL anzugeben, verwendet man als laufende Kopplung die ¢*-Kopplung g, die
durch

g(A) = az(A) (5.58)
definiert ist. Die Kopplung ¢ mufl demnach eine Losung der Gleichung
(D +da)g = vas(A) — 8vgai (A) (5.59)

sein. Zur Losung des Systems (5.51) macht man den Ansatz

=1
a/l(A) = Zyrka 1 )ka
k=1
= 1
an,(A) = Z kﬂ% na®g(A)* | fiir n > 3. (5.60)
k=n—1 """

Dabei sollen die Koeffizienten a{ nicht von A abhéngen. Fine Entwicklung der

Gestalt (5.60) wird heuristisch nahegelegt. Damit werden alle Terme beriicksichtigt,
die mit Feynman-Diagrammen einer ¢*-Theorie korrespondieren. Diese Diagramme
sind aus ¢*-Vertices —|— mit der Kopplung ¢g aufgebaut. Beine von Vertices kénnen
durch den Propagator v verbunden werden. Die Potenz von v gibt dann die Zahl
der inneren Linien eines Diagramms wieder. Fiir den Massenterm a;(A) etwa kann

man also bildlich schreiben:
v

ar(A) = @ + O +@+.... (5.61)
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Die Potenz von ¢ gibt die Zahl der ¢*-Vertices und damit die Stérungsordnung der
Diagramme an. Man beachte, daf} o) fir k <mn—1in (5.60) gleich Null gesetzt
wurde. Zum Beispiel wird ein ¢®-Term aus ¢*-Vertices erst in zweiter Ordnung

erzeugt:
as(A) = 4~—¢>+ (5.62)
2

Da das hierarchische Modell auf Punkten, also nulldimensionalen Mengen lebt, ha-
ben die Feynman-Diagramme nur eine sehr eingeschréinkte Bedeutung. Um Ideen
zur Losung der hierarchischen RGDGL zu bekommen, sind sie aber gut geeignet,
vergleiche auch Abschnitt 4.2.2.

Die Koeffizienten a4’ werden rekursiv bestimmt. Dazu setzt man den Ansatz
(5.60) in Gleichung (5.51) ein, und transformiert beide Seiten von (5.51) auf eine
Gestalt, die einen Koeffizientenvergleich ermdoglicht. Auf der linken Seite von (5.51)
muf} Da,(A) gebildet werden. Wenn man die Stoérungsreihe (5.60) einsetzt, sieht

man, daf} dies auf eine Bestimmung von Dg hinausléuft. Dg ergibt sich aus (5.59):

Dg = —dug + vaz — 8vga,. (5.63)
Durch Einsetzen der Entwicklung fiir die Kerne erhélt man daraus
00 1 B
Dg =) 7" *¢" (Do), (5.64)
=1
mit
—d falls k =1
Dg)® =< ’ 5.65
(D) {a(k) - 8ka§k71), falls £ > 1. (5.65)

Man beachte, dal Dg in der ersten Ordnung nur von der Skalierung d4 abhéngt.
Mit Hilfe von Lemma 2, das bei den nun folgenden Umformungen immer wieder
niitzlich ist, erhédlt man fiir n > 2 aus dem Ansatz:

= > %’yzk"gk(l)an)(k). (5.66)
k=n—1
Dabei gilt:
k—n+2
(Da,)® = (*)al= D (Dg)®. (5.67)

=1

Auf der rechten Seite von Gleichung (5.51) ergibt sich fiir n > 2 nach Einsetzen der
Storungsreihen mit Lemma 2:

n k)
Van+1 —VZ o1 aman m41 = Z kﬂ?k gkaserl

k: m—+1

B Z kﬂ% ! kZ omt) Z (]lc)a’gi_l)a’g)—m-l-l' (5.68)

k=n—1 l=n—m
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Damit wird aus Gleichung (5.51) fiir n > 2 die Beziehung

o0 k—n+2
Z 2k: n k( —d, ka(k + Z (k l+1) Dg)(l)>

Il
TTME% ER

1 k
k_,YZk ngkaslll
k m—+1
n — l
- Z k!72k kZ o 1 Z (];)agf l)aq(l),mﬂ- (5.69)
k=n—1 l=n—m

Fiir n = 1 erhélt man durch eine analoge Rechnung aus (5.51) die Gleichung

=1
S (et o)
k=1
1 k—1
= 79— Z 7 D 2(Dal ), (5.70)
k=2 =1
mit
k
(Da))® = —dikal® + > (a1 (Dg)®. (5.71)

=2

Diese Gleichungen dienen als Ausgangspunkt fiir die rekursive Berechnung der Ent-
wicklungskoeffizienten a). Im folgenden soll gezeigt werden, wie ein solches Rekur-
sionsschema aussieht.

5.3.3 Auflésung der Rekursion

Ein Rekursionsschema zu finden, durch das die hierarchische RGDGL gelost wird, ist
leider etwas technisch, da die in den Ausdriicken (5.64)-(5.70) vorkommenden Koeffi-
zienten Ordnung fiir Ordnung analysiert werden mussen Das allgemeine Schema ist
nach Stérungsordnungen organisiert. Zunéchst wird al ) berechnet. Damit sind alle
Koeffizienten erster Ordnung bestimmt. Nun nimmt man an, daf} alle Koeffizienten

der Ordnung [ < k bereits bestimmt sind. In k-ter Ordnung wird zunéchst agfgl

berechnet, dann a,gk), usw. Zum Schlufl wird agk) berechnet. Wenn man gezeigt hat,
daf} diese Induktion moglich ist, hat man ein Verfahren zur stérungstheoretischen
Losung der hierarchischen RGDGL angegeben.

Anschaulich ist klar, dafl dieses Schema zur Bestimmung der Entwicklungskoef-

fizienten funktioniert. agl) entspricht dem Ein-Schleifen-Diagramm

O

vg
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das aus einem ¢*-Vertex erzeugt wird. Da der Koeffizient agl) fiir den ¢*-Vertex

natiirlich vorgegeben ist, kann man agl) berechnen. Der Baumgraph mit 2k + 2

duleren Beinen, der mit dem Koeffizienten agfgl korrespondiert, kann nicht aus an-
deren Diagrammen der Ordnung k£ zusammengesetzt sein. Er wird vielmehr von
Baumgraphen niedrigerer Ordnung erzeu%t, was man zum Beispiel an Gleichung
(5.77) und (5.79) erkennt. Also hingt a,(cil nur von Koeffizienten niedrigerer Ord-
nung ab. Wenn man die Baumgraphen-Terme bestimmt hat, kann man auch die
daraus und aus niedrigeren Ordnungen erzeugten Ein-Schleifen-Terme berechnen,
usw. Man erkennt, dafl das Rekursionsschema aufgeht.

Bevor die allgemeine Form der Koeffizienten ermittelt wird, illustriere ich das
Schema anhand der ersten und der zweiten Ordnung Stérungstheorie. Fiir £ = 1

folgt aus (5.70)

(dy — dy)al) = 1. (5.72)
Falls dy — d4 # 0 ist, hat man also
m_ 1
a;’ = 5 d (5.73)

Wegen d,, = n — ng gilt aber dy — dy = d — 2, das heif}t, fiir d # 2 148t sich agl)
bestimmen.
In der zweiten Ordnung Stoérungstheorie mufl man ag) und a§2) berechnen. Fiir

agf) ergibt sich aus (5.69)

(—2d, + dg)al? = —40a", (5.74)
also folgt, falls dg — 2dy # 0 gilt,
(1)
(2) 40&1 40
=1 - 5.75
2, —ds  (d—2) (575)
Fiir a§2) erhilt man aus (5.70):
2
(dy — 2d,)a’? = —4a"” — V(P — 16a{"). (5.76)

Dabei ist dy — 2dy = 3(d — 2), also kann man a{”) in Dimensionen d # 2 berechnen.

Diese Rechnungen zeigen bereits die allgemeine Struktur der Gleichungen, die
man in héheren Ordnungen bekommt. Fiir jeden Koeffizienten, den man bestimmen
mochte, erhilt man {iber die Skalierungsdimensionen d,, der Kerne des hierarchischen
Modells eine Bedingung an die Dimension d, in der die Stérungstheorie definiert
wird.

In der Ordnung k£ > 3 wird zunéchst agfgl unter der Annahme, dafl die Koeffizi-
enten der niedrigeren Ordnungen bereits berechnet sind, bestimmt. Firn > k + 1
sind die Koeffizienten a$f” gleich Null. Aus (5.69) folgt mit n = k+1 wegen a§°) = 0:

k
(s — k)l = = 3 (), 5 Jap el (s

m=2
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Alle Koeffizienten auf der rechten Seite sind schon bekannt. Also folgt: Falls fiir alle
k>2

dog o — kdy # 0 (5.78)
(k) ()

gilt, kann man in (5.77) stets nach a7/, auflésen und a,/, berechnen. Die Forderung
(5.78) wird weiter unten analysiert.

An dem Ausdruck fiir agfgl erkennt man, daf§ die hochsten Koeffizienten nur von
den hochsten Koeffizienten anderer Ordnungen abhingen. Dies bedeutet gerade,
dal Baumgraphen einer Ordnung k£ nur von Baumgraphen niedrigerer Ordnungen
erzeugt werden konnen. Gleichung (5.77) kann man anschaulich als

||||:’“‘1||.|| (5.79)

(. S m=1 S\ >4
VT VT VT

k Vertices m Vertices k — m Vertices

schreiben. Innerhalb der Rekursion gibt es also eine Unterrekursion, die nur aus
Baumgraphen besteht. Dies kann fiir Beweise exakter Abschéitzungen niitzlich sein.
Nun sei ein n mit k& > n > 3 gegeben. Ferner seien die Koeffizienten at®) fiir

k+1 > m > n+1 bereits bekannt. Dann erhélt man fiir " aus (5.69) die Beziehung

k—n—+2
(A= K)ol + 3 (alt (D)
n k—m+1
- ajSlk‘zl B Z (27721711) Z ( ) =D gzl) m+1 (580)
m=1 I=n—m

wobei (Dg)") durch (5.65) gegeben ist. Zuniichst sieht man, daf in (Dg)® fiir
2 <1 <k —n+ 2 nur Koeffizienten von niedrigerer Ordnung als k£ auftreten. Dann
bekommt man durch Anwendung von a§°) =0:

(doy — kdy) a®

Z—n-i—Z
k _
S S
=2
n—1 k—m+1 k—n+1
=2 o) Do (al Vel —4n Z a*0a. (5.81)
m=2 I=n—m

Bei dieser Umformung wurde ausgenutzt, daf§ die Terme mit m = 1 und m = n
in der Summe iiber m in (5.80) gleich sind. Auf der rechten Seite von Gleichung
(5.81) stehen nur Koeffizienten von niedrigerer Ordnung als k oder solche, die laut
Annahme schon berechnet worden sind. Falls nun ds, — kdy # 0 gilt, kann man
(5.81) nach ol auflésen. Um die Berechnung der Ordnung k abzuschliefen muf
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man noch al ) bestimmen. Dies geschieht aus (5.70) analog zur Bestimmung von

a'¥) . Das Ergebnis ist

(dy — kdy) al)
k k—1
=3 ")a V(D) - 23" (Bl (5.82)
=2 =1

was unter der Bedingung ds — kd4 # 0 stets nach agk) aufgelost werden kann. Insge-
samt erhélt man den folgenden Satz:

Satz 3 Die Koeffizienten der Storungsreihe in der laufenden Kopplung g fiir das
Potential in lokaler Niherung, die durch (5.55), (5.57) und (5.60) definiert sind,
konnen rekursiv als Losung der hierarchischen RGDGL (5.51) berechnet werden,
falls fir alle Ordnungen k > 1 gilt:

do, — kdy # 0, fiir allem mitn=1oderk+1>n2>3. (5.83)

Dies ist fiir

d+2 (5.84)
erfillt. Dann gilt:

(1 _ 1

“T g —d

agl) = 1,

k

(k)  _ 1 2k+2 k m—1)  (k+1—m)
Uppy = m;(m_l) (est—m)asn Vag' o fiir & >

k—n+2
1 _
w) = dzn—kdzt{a;kll_ > (el D(Dg)®

=2

k m+1 l bent1 l
_Z 2m 1 Z If)agn ;)m+1_4n Z a(k 1) ()}

[=n—m

furk/n/3, und

k k-1
X 1 k1 k1) (I
1 B L CE oG N

=1
fiirk>2. (5.85)

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, daf} (5.83) fiir d # 2 erfiillt ist. Dazu sei an die
Definition (5.57) von dy, erinnert:

don = 2n —nd = n(2 — d).
Speziell gilt fiir n = 2:
dy =2(2—d). (5.86)
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Es ist

don — kdy = n(2—d) — 2k(2 — d)
= (n—2k)(2—-d). (5.87)

Es sei zunéchst n = 1. Wegen k > 1 ist dann (5.87) nur fiir d = 2 gleich Null. Nun
sei 3 <n<k+1. Wegen k£ > 2 ist dann n — 2k < —1. Damit ist die Behauptung
bewiesen. [J

5.3.4 Numerische Auswertung der L6sungen

Bei der Auswertung der Rekursion (5.85) sind Ordnungen wie k& = 60 ohne Probleme
zu erreichen. Zur Berechnung der Storungsreihen mit dem Ziel, die Borelsummier-
barkeit zu demonstrieren, kénnen daher alle in Kapitel 3 eingefiihrten Methoden
verwendet werden.
Die Koeffizienten a, werden als Potenzreihen in der Kopplung g betrachtet.
Dazu setzt man a, =Y -, AP gk mit AP = %7%_"@%’6). Alle Resultate in diesem
1

Abschnitt sind in d = 3 Dimensionen und fiir v = 5 erzielt worden. In Tabelle 5.1

k AP AP

10 | 1.535236-10° | —1.176511-10°
11 | 7.460180-10° 5.761047-10°
12 | 4.545132-10% | —7.490394-107
13| 1.953388.107 6.003548-108
14 | 1.564284-10° | —6.965057-10°
15| 3.399267-10% 7.292302-10'0
16 | 7.695109-10° | —8.793771-10'"
17 | —2.566975-10° |  1.077037-10'
18 | 7.113525-10'' | —1.416040-10"
19 | —7.224525-10'2 | 1.941698-10"°
20 | 1.141224-10" | —2.801842-10'¢
21 | —1.593986-10'° | 4.225699-10'7
22 | 2.484713-10'6 | —6.660273-10'8

Tabelle 5.1: Entwicklungskoeffizienten des Massenterms und des ¢°-Terms bis zur
Ordnung k = 22.

ist das Verhalten der Entwicklungskoeffizienten am Beispiel des Massenkoeffizienten
und des ¢®-Koeffizienten dargestellt. Ab einer bestimmten Ordnung alternieren diese
Folgen. Die Koeffizienten wachsen nicht faktoriell an, sie wachsen aber zum Beispiel
stiirker als v/&! an. Daher kann man erwarten, daB die Potenzreihen a,, divergieren.

Dagegen werden die Boreltransformierten B,(z) = >, %A%k)zk von a, Kon-
vergenzradien grofler als Null besitzen. Dies wird durch Abbildung 5.1 illustriert, in

der die Nullstellen der Padé-Approximanten an die Potenzreihen By, B3 und B, bis
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Abbildung 5.1: Anwendung der Padé-Methode zur Bestimmung des Konvergenzver-
haltens von By (Dreiecke), By (Kreuze) und B, (Rauten).

zur Ordnung k& = 60 abgebildet sind. An der Haufung der Nullstellen bei Realteilen
um —1.48 erkennt man, daf§ der Konvergenzradius dieser Potenzreihen

R =1.48 4+ 0.05 (5.88)

ist. Die erste Singularitit liegt auf der negativen reellen Achse. Mit Hilfe der
Hadamard-Methode erhélt man R = 1.45 4+ 0.1, aus der Quotientenmethode ergibt
sich R = 1.47 4+ 0.05. Bei diesen beiden Methoden entstehen die geschiitzten Fehler
durch die Extrapolation.

Zur Vorbereitung von exakten Abschitzungen ist es auch niitzlich zu wissen, wie
sich die Koeffizienten o) mit n verhalten. Daher sind in Tabelle 5.2 die Koeffizienten
der Ordnung 20 dargestellt. Man sieht, daf fiir eine feste Ordnung die Koeffizienten,
die zu den Baumgraphen gehoren, die gréfiten Werte annehmen.

Die Potentiale, die man als Lésungen der hierarchischen RGDGL erhilt, sind
in zweiter bis sechster Ordnung Stérungstheorie in Abbildung 5.2 bei Kopplungen
g = 107 und g = 10~* dargestellt. Die zweite Ordnung entspricht der kurzge-
strichelten Linie, die langestrichelte Linie korrespondiert mit der dritten Ordnung
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n aglzo) n angO)
1 4.690793-10~ || 11 | —2.309128-10"!3
2 0.000000-10° 12 | —1.556500-10"15
3| —1.151646-10"% | 13 | —9.921156-10716
4 | —1.082265-10° 14 | —5.937788-10"!®
5| —9.700888-10" 15 | —3.305778-10+2°
6 | —8.404017-10% 16 | —1.690021-10722
7 | —7.028941-10° 17 | —7.785485-10"%
8 | —5.664419-107 18 | —3.137873-10%%
9 | —4.387625-10° 19 | —1.051685-10"27

10 | —3.257178-10%" || 20 | —2.649550-107%8

Tabelle 5.2: Koeffizienten der Ordnung 20.

Stoérungstheorie. Zusétzlich ist jeweils die Linie V(¢) = 0 gestrichelt eingetragen,
damit man erkennt, dafl es sich nicht, oder héchstens um sehr schwache, 2-Well-
Potentiale handelt. Bei dieser Darstellung sind keine Summationsmethoden ver-

wendet worden.

5.3.5 Resonanzen

Bisher wurde die lokale Naherung der RGDGL als hierarchische RGDGL betrachtet.
Die Konsequenz war, daf in Gleichung (5.51) Dy, durch dy, ersetzt wurde. Wenn die
lokale Ndherung wirklich als Ndherung an die volle RGDGL aufgefafit werden soll,

g=10"
Z.O:HH L

Potential V(¢)

7O~57\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\

Potential V(g¢)

15

(@)

@)

Abbildung 5.2: Potential der lokalen Néherung fiir die Ordnungen 2 bis 6 bei der

Kopplung g = 1075,
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miissen die Skalierungsdimensionen D,, des vollen Modells verwendet werden. In
Abschnitt 5.3.3 wurde ein Rekursionsverfahren untersucht, das Losungen der hier-
archischen RGDGL ergibt. Alle formalen Schritte, die zu den Rekursionsrelationen
(5.85) fiithren, #ndern sich nicht, wenn dy, durch Ds, ersetzt wird. Lediglich die
Dimensionen, in denen die Rekursion aufgeht, miissen neu bestimmt werden. Das
sind die Dimensionen d, in denen fiir alle Ordnungen k£ > 1 gilt:

D, — kD, # 0, fiir alle n mit n =1 oder k+1>n> 3. (5.89)
Dabei ist Dy, = d + n(2 — d), also gilt:
Doy — kDy = d(k + 1 — n) — 4k + 2n. (5.90)

Dimensionen, in denen (5.89) nicht gilt, werden als resonant bezeichnet. Mit (5.90)
folgt, dafl die resonanten Dimensionen den resonanten Dimensionen aus Abschnitt
4.3.2 gleichen; der Fall n = 0 ist hier aber ausgeschlossen, da Vakuumterme in der
Entwicklung nicht beriicksichtigt werden. Damit sind die resonanten Dimensionen
durch d(k) =4 — 2, k > 1 und durch d € Q., gegeben. Es gibt keine ganzzahli-
ge Dimension groer als Eins, in der (5.89) gilt, in der also die Rekursion aufgeht.
Der interessanteste Fall ist d = 3; dann kann der Massenkoeffizient a?) in zweiter
Ordnung (k = 2) nicht bestimmt werden. Dies fiihrte in Abschnitt 4.3.3 zu einer
Storungsentwicklung in einer laufenden Kopplung und ihrem Logarithmus. Mit den
gleichen Argumenten wird nun zur Losung der RGDGL in der lokalen N&herung
eine Doppelentwicklung in der Kopplungskonstanten ¢ und ihrem Logarithmus ver-
wendet.

5.3.6 Storungstheorie in der laufenden Kopplung und ihrem
Logarithmus

Fiir eine Stérungsentwicklung in der Kopplungskonstanten g = ay(A) und ihrem
Logarithmus x = log g fiir die lokale N&herung (5.51) der RGDGL fiir die reskalierten
Impulsraumkerne des Potentials macht man den Ansatz

o0 o0 1
_ kit
a; = ZZEV% lgkmtag ),

k=1 t=0
00 00 1 . )
an = Z ZH’V% gk/ﬁtaq(f’t), fiir n > 3. (5.91)
k=n—1 t=0
Dabei soll zuséatzlich
altD =0, fiir ¢t > [MT_R] (5.92)

gelten. Hier ist mit [-] die GauBlklammer gemeint. Dieser Ansatz wird wieder durch
Feynman-Graphen motiviert. Diese sind aus ¢*-Vertices + mit der Kopplung g¢

und aus ¢2-Vertices = mit der Kopplung g% zusammengesetzt. Die Ordnung eines
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Graphen ist durch die Ordnung in g gegeben. Fiir den Massenterm hat man bis zur
zweiten Ordnung die folgenden Diagramme:

ai(A) = Q + + £ + ... (5.93)
79 Y9’k _/
7’9’
Die Bedingung (5.92) wird durch das Bediirfnis erklért, eine minimale Anzahl von
Termen in der Entwicklung mitzufiithren. Anders formuliert bedeutet dies, daf§ nur
Graphen beriicksichtigt werden, die aus den beiden oben angefiihrten Vertices auf-
gebaut werden konnen. Dann hat der erste ¢5-Graph mit einem x-Einschub die

Gestalt
. (5.94)

gtk
Dieser Graph ist von vierter Ordnung. Fiir a3 stellt man sich also die folgende
Summe vor:

+ I I O 4o (5.95)

g
Analog kann man sich fiir andere n davon iiberzeugen, dafi der Ansatz (5.91) und
die Bedingung (5.92) sinnvoll sind. Wie im letzten Abschnitt wird (5.91) nun in
die Gleichungen (5.51) eingesetzt, mit deren Hilfe Rekursionsgleichungen fiir die

Koeffizienten a'*") aufgestellt werden. An die Stelle von Lemma 2 tritt

Lemma 3 Fiir ko, ly € Zxq gilt:

oo oo

)IDIETICD B) PEFI(R

. Z% S S Bk -1t —s)g(l,s). O (5.96)

Beim Einsetzen von (5.91) in die Differentialgleichungen (5.51) treten Terme D(g*xt)
auf. Fiir diese findet man:

D(g* k") = ¢" 1 (ts" + kk")Dy. (5.97)
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Die Berechnung einer Entwicklung fiir Dg geschieht mit Hilfe der RGDGL fiir n = 2,
und zwar aus der Gleichung

(D + D4)g = vaz — 8vgai. (5.98)
Daraus wird durch Einsetzen der Stérungsreihen fiir die Koeffizienten:

Dg = sz_ 2k—2 k th)(lct), mit
k=1 t=0

D fiir (k,t) = (1,0)
D (k,t) _ 4, ) ) )
( 9) {agk,t) _ Skagkq,t)

Damit kann man die linke Seite der RGDGL nach einigen Umformungen unter
Verwendung von Lemma 3 fiir n > 3 auf die Gestalt

(5.99)

,  sonst.

(D —+ Dzn)an

o0

= Y i%V% n gk t{D W05 1 (Day, ) * >} (5.100)

k=n—1 t=0

bringen, die einen Koeffizientenvergleich der linken und der rechten Seite ermogli-
chen wird. Dabei ist (Da,)**? durch

k—n+2 t
1

el > ()Y (D)

=1 s=0
x{(t +1— s)albi=btti=s) 4 (41 — l)ag’““—l’t—S)} (5.101)

(Dan)('C h =

definiert. Der Fall n = 1 mufl wieder gesondert behandelt werden. Fiir n = 1 erhélt
die linke Seite von (5.51) die Form:

o0 o0 1
(D+Do)ar =y > yVZk_lgkmt{Dzag’“’t) + (Day)®0} .
k1 =0 (5.102)

Fiir (Da;)*" hat man die Beziehung

k t
P = g 2 () L0

5=0

{(t 41— s)dd (k+1-1t+1—s) (k1 l)angrlfl,tfs)} . (5.103)

Die Betrachtung der linken Seite der RGDGL ist damit abgeschlossen. Durch Ein-
setzen der Storungsreihen fiir die Koeffizienten a,, auf der rechten Seite der RGDGL
ergibt sich

o @] o @] 1
Yap 1 = Z Z i 2k "gk/-ctanﬂ), fir n > 3, (5.104)

k=n t=0
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wihrend fiir den quadratischen Term gilt:

- § 2m 1 aman m+1 =

t

_4HZZ%72kn ot Z S aF) 4 (1)

k=nt=0 I=n—1 s=0

00 00 1 k:fm+1 t (Ls)

Z Zk_ an Z 2m1 Z Z(I;) (kltS)nstrl

t=0 l=n—m s=0
(5.105)
Im Fall n =1 lautet das Ergebnis
0o 00 1 k t

r.S. =g — 2 — Rtk alF g (1), 5.106

Damit ist die linke und die rechte Seite der RGDGL in Form von Doppelentwick-
lungen in g und k = log g dargestellt.

5.3.7 Auflésung der Rekursion

Die obigen Gleichungen werden durch das folgende Rekursionsschema formal geldst.
In erster Ordnung ist nur agl’o) zu bestimmen, alle anderen Koeffizienten sind gleich
Null. Wenn alle Koeffizienten bis zu einer Ordnung %k berechnet sind, bestimmt
man zunichst den hochsten Koeffizienten a,(ﬁi). Der zugehorige Feynman-Graph
hat 2k + 2 duflere Beine; er muf} also aus k ¢*-Vertices aufgebaut sein. Graphen mit
2k—+2 dufleren Beinen in k-ter Ordnung kénnen noch keine k-Einschiibe besitzen, das
heif}t aékfl) = 0 fiir ¢ > 0, vergleiche (5.92). Dann bestimmt man den Koeffizienten

agﬁ ) Die zugehorigen Graphen sind Ein-Schleifen-Diagramme. Als néchstes wird

a;’“ 11) und danach ag 1) berechnet. Analog bestimmt man die Familie a" von Ko-
effizienten bei festem n mit sinkendem ¢. Der letzte Koeffizient, der berechnet wird,
ist agk’o). Grob gesprochen werden also die Koeffizienten mit wachsender Ordnung
bestimmt. In einer Ordnung werden zunéchst Graphen mit vielen dufleren Beinen
behandelt. Von diesen wiederum werden zuerst diejenigen betrachtet, die die mei-
sten k-Einschiibe besitzen. Dieses Schema hat die anschauliche Grundlage, dafl zum
Beispiel Massendiagramme einer bestimmten Ordnung durch Kontraktion von Lini-
en eines Graphen derselben Ordnung erzeugt werden konnen. Der Koeffizient des
Massenterms wird damit im allgemeinen Koeffizienten von hoéheren Feldpotenzen
derselben Ordnung beinhalten. Diese miissen zuerst bestimmt werden. Ferner wer-
den aus g%k-Vertices einfache ¢g2-Diagramme erzeugt. Daher mufl man mit fallendem
t vorgehen.

Die Koeffizienten 't werden durch Koeffizientenvergleich der Terme der Ord-
nungen ¢*x! bestimmt. Zunichst wird hier a§1’°) berechnet. Aus (5.102) und (5.106)

bekommt man die Gleichung

(Dy — Dy)al"? =1. (5.107)
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(1,0)

Daraus folgt die formale Auflésbarkeit nach a; In der Ordnung k folgt fiir n =

k+1 aus (5.101):

(Das1) 0 = =Difay) + kayy)y = —kDaafl. (5.108)

Insgesamt erhilt man fiir a,(ﬁl die Gleichung
k

k,0 m— k+1-—m,0
(Dagya — kD4)a§c+1) = Z (o) Gt )i Daff” m-+2 ',
e (5.109)

was natiirlich Gleichung (5.77) entspricht. Man erkennt wieder, daf die h6chsten
Koeffizienten nur durch die hochsten Koeffizienten der niedrigeren Ordnungen ge-
trieben werden. Dies wird durch die symbolische Gleichung (5.79) verdeutlicht. Auf
der rechten Seite von (5.109) kommen nur Entwicklungskoeffizienten beziehungs-
weise Graphen von niedrigeren Ordnungen als £ vor. Damit hat man die formale
Auflssbarkeit nach al*? gezeigt.
k+1 8€zelg
Nun untersucht man die Koeffizienten an " fiir 3 <n < k+1. Alle Koeffizienten,
die zu hoheren Feldpotenzen gehoéren, seien schon berechnet. Fiir ein beliebiges ¢

gilt:

(Da,,)* = —D4{(t + 1D)aPHD) 4 kaﬁf’t)} + Fu(k,t). (5.110)
Dabei hat man die Abkiirzung
1 k—n+2 t
.'/_"nkt :_ k+1 (Ls) lls)
B0=57 X ()26 )
x{(t 1 S)av(lkJrlfl,tJrlfs) k1 l)aglkJrlfl,tfs)} (5.111)

verwendet. In diesem Ausdruck treten nur Koeffizienten al?) mit i < k auf, die

schon bekannt sind. Fiir ¢ = [£-"] lautet die linke Seite damit:

(Dayn — kDy) al®Y + F, (k. t). (5.112)
Auf der rechten Seite mufi man nun zusétzlich den linearen Term ~va,,; beachten.
(k.t)

Dieser gibt den Beitrag a, ] und ist somit als bekannt vorausgesetzt. Die anderen
Terme auf der rechten Seite sind von niedrigerer Ordnung als k, siehe (5.105). Fiir
0 <t < [*1=2] hat die linke Seite die Gestalt

(Dap — kDy)al¥) — (t + 1) DyalFt+Y 4 F, (K, 1). (5.113)

Die rechte Seite ist wiederum aus bekannten Koeffizienten zusammengesetzt. Damit
hat man die formale Auflésbarkeit nach allen Koeffizienten aslk’t) mit n > 3 gezeigt.
Der Fall n =1 wird gesondert betrachtet:

(Day)* = —D4{(t+1)a(k’t+1)+ka§k’t)}
ls I—1,s
kHZZ (“7") (0" — 8lai" ")
=2 s=0

X { (t+1—s)aFTHH=) 4 (g1 — 1)a§k+l—l’t—s>}. (5.114)
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Da agk’s) schon bekannt ist, 148t sich das oben angefiihrte Schema wiederholen. Ins-
gesamt hat man damit die formale Aufl6sbarkeit nach den Entwicklungskoeffizienten
gezeigt.

5.3.8 Beseitigung der Resonanzen

Verschwindet der Ausdruck D,,, — kD,, so kann die Familie aq(zk’t) 0<t< [k*%]}

von Koeffizienten aus den obigen Gleichungen nicht arithmetisch bestimmt werden,
wie man an (5.112) erkennt. Eine solche Familie wird dann als resonant bezeichnet.
Zu einer bestimmten resonanten Dimension d mit 2 < d < 4 gibt es maximal eine
solche resonante Familie von Entwicklungskoeffizienten, da nur der Massenterm re-
sonant sein kann. Man erwartet, dafl die Losung der RGDGL erst dann Logarithmen
aufweist, wenn dies zur Beseitigung einer Resonanz notwendig ist. Das bedeutet,
daB in einer resonanten Dimension alle Koeffizienten a{*"” mit ¢ > 0 fiir niedrigere
Ordnungen k£ als die resonante Ordnung kg verschwinden. Auflerdem erwartet man,
daf} in der resonanten Ordnung alle Koeffizienten atf ) mit n > 1 fiir t > 0 gleich
Null sind. Wenn man dann den hochsten Koeffizienten agkR’tm") der resonanten Fa-
milie betrachtet, so kann noch kein Graph mit Logarithmen erzeugt worden sein.
(tmax wird also gleich Eins sein.) Daher wird die Gleichung fiir agkR’t‘“"“‘) die Gestalt

(Dy — kpDy) afF™™™=) = 0 (5.115)

haben. agkR’t‘“"“‘) ist frei wahlbar, da Dy — krD, verschwindet. Dies driickt die Tat-
sache aus, daB Graphen mit g?k-Vertices in die Entwicklung eingefiihrt werden, um
die Resonanzen zu beseitigen. Dabei bekommt agkR’tm‘"‘") ein solches Gewicht, daf} die
dynamisch erzeugten Massendiagramme mit ¢,,, — 1 ¢*k-Vertices der Ordnung kp
kompensiert werden, indem agkR’t“‘a") so definiert wird, dafl agkR’t‘“"“‘_l) frei wahlbar
ist. Wie erwartet, ist dies fiir alle Dimensionen d # 4 moglich, wie man an Gleichung
(5.113) erkennen kann, da fiir Dy # 0 fiir d # 4 gilt. In vier Dimensionen wird die
: ¢* :-Richtung am trivialen Renormierungsgruppenfixpunkt marginal, daher kann
die Idee, Logarithmen der Kopplungskonstanten in die Entwicklung einzufiihren,
um dynamisch erzeugte Terme durch Reskalierung der Kopplung zu kompensieren,
nicht mehr funktionieren.

Die Behauptungen und Erwartungen iiber die Struktur der Gleichungen fiir reso-
nante Koeffizienten sind noch nicht in beliebigen Dimensionen bewiesen worden, da
dies auf eine etwas ermiidende Indexanalyse hinausfiihren wiirde. Es ist auch denk-
bar, dafl aufler der Losung der Art, wie sie eben beschrieben wurde, auch Lésungen
der RGDGL existieren, die anders aufgebaut sind. Bei solchen Lsungen hitte man
dann mehr g?s-Vertices in den Diagrammen der Entwicklung. Die Gestalt von Glei-
chung (5.115) miifite sich dann ergeben, indem sich Terme auf der linken und rechten
Seite der Bestimmungsgleichung fiir agkR’t‘“"“‘) geeignet aufheben. In dem interessan-
testen Fall d = 3 sind die obigen Behauptungen aber erfiillt. In drei Dimensionen
ist der Massenterm in zweiter Ordnung resonant. Im folgenden werden daher alle
Entwicklungskoeffizienten bis zur zweiten Ordnung Stérungstheorie berechnet.
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Aus Gleichung (5.107) entnimmt man mit Hilfe von (5.90), da§ in drei Dimen-
sionen gilt:

o™ =1. (5.116)

In zweiter Ordnung mufl man die folgenden drei Koeffizienten berechnen:

(" 4@7 (5.117)

Zuerst betrachtet man den Baumgraphen. Fiir a?f’o) erhdlt man aus (5.109) die
Gleichung

(D6 - 2D4)(I:(32’0)
2

= —Z al"? = —40. (5.118)

Aus (5.90) folgt damit
al?? = 20. (5.119)

Fiir a\*" bekommt man aus (5.102) und (5.106) die Gleichung
|

(Dy — 2Dy)al*" = ZZZ al"' el = 0. (5.120)

=1 s=0

In drei Dimensionen ist (5.120) einfach die Identitét 0 = 0. a§2’1) ist also frei wéhlbar.
(2,0)

Fiir a;”" gilt:
(Dy — 2D,)af*® — Dyaf™ + a{" 9 (a?? — 16a{"?) = —44{"0)".
(5.121)
Nun wihlt man a§2’1) so, daf} diese Gleichung nicht widerspriichlich ist:
1
o = — (af Va0 — 121 (5.122)
Dy
Im dreidimensionalen Fall folgt also:
a? =38, (5.123)

und aus (5.121) ist die Identitdt 0 = 0 geworden. agz’o) kann aus den Gleichungen
nicht weiter bestimmt werden. Damit ist die Losung der lokalen Nidherung der
RGDGL in drei Dimensionen bis zur zweiten Ordnung angegeben. Die Strategie
zur Beseitigung der Resonanzen konnte an diesem Beispiel besonders gut illustriert
werden.



150 KAPITEL 5. RGDGL

5.3.9 Numerische Auswertung der L6sungen

Der Aufwand zur Berechnung der Koeffizienten der Doppelentwicklung ist deutlich
héher als in Abschnitt 5.3.4. Dennoch kann man ohne Miihe zu Ordnungen zwischen
20 und 40 vorstoflen. Bevor man die Koeffizienten berechnet, mufl man den freien

(2,0)

2,0)

Parameter a,”" wéhlen. Bis auf weiteres wird hier ag = 0 gesetzt.

2 agk,o) agk,o)

1| 1.000000-10° 0.000000-10°

2| 0.000000-10° 2.000000-10*

3| 7.680000-10 7.200000-102

4 | —1.016640-10° —2.064000-10°

5| 1.058833-10° 3.148368:10°

6 | —2.612777-10" | —1.048067-10112
7| 1.333723-107'° | 6.690815-1011°
8 | —1.243967-10719 | —7.484249-10*1
9| 1.965376-1072* | 1.378654-10
10 | —4.963545-10727 | —3.977172-10+%8
11| 1.911207-10%32 1.722187-10"33
12 | —1.078703-10"37 | —1.079727-10+%

Tabelle 5.3: Entwicklungskoeffizienten des Massenterms und des ¢%-Terms ohne g%x-
Einschub bis zur zwolften Ordnung.

Das Verhalten der Koeffizienten mit der Ordnung £ wird durch Tabelle 5.3 illu-
striert, in der die Entwicklungskoeffizienten des Massenterms und des ¢®-Terms fiir
t = 0 bis zur zwolften Ordnung eingetragen sind. Ab einer bestimmten Ordnung
alternieren die Vorzeichen der Koeffizienten, ihr Betrag wéchst stirker als faktoriell
an. Diese Tabelle ist mit Tabelle 5.4 zu vergleichen, wo man die entsprechenden
Koeffizienten fiir t = 1 findet. Es entspricht den Erwartungen, daf3 die Koeffizien-
ten in Tabelle 5.4 etwas kleiner sind, da Diagramme mit g?x-Vertices spéter erzeugt
werden, als solche ohne. Dies kann man auch an Tabelle 5.5 erkennen, in der die Ent-
wicklungskoeffizienten des Massenterms in der Ordnung 20 als Funktion der Anzahl
der ¢g?k-Vertices dargestellt sind.

Zum Abschlufl werden die Losungen der lokalen Néherung an die RGDGL dar-
gestellt. Dazu ist das Potential aus den Entwicklungskoeffizienten fiir zwei Werte
fiir die Kopplungskonstante ¢ und fiir zwei Werte fiir den freien Parameter agz’o)
zusammengesetzt worden. x hat dabei den Wert k = log g. Diese Potentiale sind
in Abbildung 5.3 dargestellt. Dabei entsprechen die durchgezogenen Linien Werten
a§2’°) = 0, wihrend fiir die Potentiale mit den gestrichelten Linien a§2’°) = —5000
gilt. An Abbildung 5.3 kann man erkennen, daf fiir kleine Werte der Kopplung
(9 < 107?) der Renormierungsgruppenfluf nahezu unabhingig von der Wahl von
a&Q’O) ist. Das Potential in Abbildung 5.3 ist sehr flach, man befindet sich noch in
der N#he des trivialen Fixpunktes. Bei der zehnfachen Kopplung gibt es einen deut-

lichen qualitativen Unterschied zwischen den Kurven: Fiir agz’o) = —5000 ist das
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Lk agk’l) (ng’l)

2| 8.000000-10° 0.000000-10°
3| 0.000000-10° 0.000000-10°
4| 1.459200-10* 3.840000-10°
5| —3.790507-10° | —1.152000-10°
6| 4.414712-10° 1.882829-10°
7 | —1.328205-1011% | —6.803208-10112
8| 7.999769-10116 | 4.884776.10116
9 | —8.619696-10120 | —6.258921-1012°
10 | 1.547229-1072% | 1.325787-1012°
11 | —4.379752-1072° | —4.373509-1012
12 | 1.869202-1073* | 2.144937.10134

Tabelle 5.4: Entwicklungskoeffizienten des Massenterms und des ¢5-Terms mit einem
¢*k-Einschub bis zur zwolften Ordnung.

Potential ein 2-Well-Potential, wihrend man fiir a§2’°> = 0 ein Single-Well-Potential

bekommt. Daher kann man erwarten, dafl die Theorie bei einer Wahl des freien
Parameters kritisch wird.

00

1

—4.702599-10+7

1.625465-10*7
—7.119308-10+7!
—2.170582-10167
—4.519471-10162
—9.880809-10*°7
—2.709200-10%3
—1.014231-10+%
—4.810181-10+4
—1.639388-10+40
—4.652273-10134

~+

S O 0 ~JO0 Ui W — O

—_

Tabelle 5.5: Entwicklungskoeffizienten des Massenterms in der Ordnung 20 mit ¢
g*k-Vertices.
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Abbildung 5.3: Potential der lokalen Néiherung in der g-logg Entwicklung in 6.
Ordnung fiir a§2’°) =0, —5000 bei den Kopplungen g = 1073 und g = 1072

5.4 Storungstheorie fiir die Kerne bei schwacher
Impulsabhingigkeit

5.4.1 Definition der Niherung

Die einfachste Néherung an die RGDGL (5.49) fiir die reskalierten Impulsraumkerne
f/n(ql, .+ yQon; \) des Potentials wurde in Abschnitt 5.3 untersucht. Dabei wurde
die Impulsabhéngigkeit dieser Kerne vollstdndig vernachldssigt. Nun soll die Im-
pulsabhingigkeit der Kerne beriicksichtigt werden. Hier wird allerdings gefordert,
daf sich die Impulsraumkerne nur schwach mit den Impulsen d&ndern. Das heifit,

dafl der Term
2n ~
> 6 Ve Valar, .- g A) (5.124)
=1

in den Gleichungen (5.49) gegeniiber

9\ -
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vernachlissigt wird. Dann haben die Gleichungen (5.49) die Gestalt
(D2n+D V(q177q2naA):
/f Var1(qus -+ @on, @ =G A)

_72 a1 { Q% V(i @om—1, —Qom—1; A)

XVn m+1(q2ma--- annaQZm—l;A)}s : (5126)
2n

Dabei wurde ein Organisationsparameter v = 1 eingefithrt, um die folgenden Uber-
legungen zu vereinfachen. Das System (5.126) ist die RGDGL fiir die reskalier-
ten Impulsraumkerne bei schwacher Impulsabhéngigkeit. Fiir dieses Gleichungssys-
tem soll nun eine Stérungstheorie in einer laufenden Kopplung und ihrem Loga-
rithmus definiert werden. Diese Ndherung ist eine echte Erweiterung der lokalen
hierarchischen Nédherung. Die Entwicklung in Impulspotenzen ist gleichzeitig eine
nichtstorungstheoretische Entwicklung.

5.4.2 Storungstheorie in der laufenden Kopplung und ihrem
Logarithmus

Nun wird in Analogie zu Abschnitt 5.3 ein storungstheoretischer Ansatz zur Losung
des Gleichungssystems (5.126) vorschlagen. Dabei wird eine Entwicklung in einer
laufenden Kopplung ¢ und ihrem Logarithmus x = log g benutzt, um Resonanzen
zu behandeln. Als laufende Kopplung wird die ¢*-Kopplung

g=W(0,...,0;A) (5.127)

verwendet. Dann kann man die lokale Ndherung als Impuls-Null-Fall der Ndherung
bei schwacher Impulsabhéingigkeit betrachten. Nun wird der folgende Ansatz zur
Losung der Polchinski-Gleichungen (5.126) vorgeschlagen:

5 (0.0 o0 1
Vilag) = DD 7™ el (0, )

~ 00 00 1
Vn(q17"' 7q2n;A) — Z ZE’Y%: "gk/@ta(kt)(ql,... ;q2n);

0
fiir n > 2. (5.128)

Dabei sollen die Koeffizienten a'** fiir zu grofle Werte von t verschwinden:

m] (5.129)

(kt)(q1;-"JQn):0,fﬁTt> |: 5

Aus der Definition der Kopplung folgt also:
a"(0,...,0;A) =0 (5.130)
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fir k¥ > 1. Die anschauliche Bedeutung dieses Ansatzes wurde in Abschnitt 5.3.6
erklirt. Bei der Betrachtung der linken Seite von (5.126) mufi DV, gebildet werden.
Fiir D(g*k!) gilt

D(g* k") = ¢" ' (ts'" + kx")Dy. (5.131)
Aus (5.126) und (5.127) folgt, daB fiir die Ableitung Dg der Kopplung die Beziehung

Dy = —Dig = 819/ OV10.0:0) +7 [ F@Va(0... 0,0, -50) (5132
q

gilt. Nach Einsetzen des Ansatzes wird dies zu

o0 o0 1 .
Dg=)_> """ (D), (5.133)
k=1 t=0
wobei
—Dy, falls (k,t) = (1,0),
(Do) = 4~k (O)ai’ (0.0
+f f'(q (k t)(O, .., 0,q,—q), sonst (5.134)

gesetzt wurde. Damit ist man in der Lage, DV, zu berechnen. Fiir n > 2 erhiilt
man auf der linken Seite von (5.126):

Dabei wurde (Da,)** durch

(Da’n)(k’t)(qla L 7q2n)
k—n—+2 t

1
= - — (lerl) Z(Dg)(l’s){(t 1 S)a;k+1—l,t+1—s)(qh )
=1 s=0
+(k+ 1= Dal (g, aQZn)} (5.136)

definiert. Dies steht in volliger Analogie zu (5.100) und (5.101). Im Fall n = 1
erhilt man fiir die linke Seite der Gleichungen (5.126) :

(D + D) 1( a1, g5 A)

o o 1
sz_ 21 gkt (D ag )(ql,qz)+(Da1)(k’t)(¢hafh))- (5.137)
k=1 t=0
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Dabei gilt nun:

(Dal)(k’t) (q1,¢2)
k t

1 ) i
T okt Z (") Z(Dg)(l’ ){(t +1—8)a™ T (g gy)
=1 s=0
H(k+1 = Dal™ T g, 00) ) (5.138)

Nun betrachtet man die rechte Seite der Gleichungen (5.126). Nach Einsetzen des
storungstheoretischen Ansatzes (5.128) erhélt man fiir n > 2 fiir den linearen Term:

’Y/f’(q2)17n+1(q1,--- s Qons @ —; )
q

(e.@) (e.@) 1 ~
= Y2 [ @i @ g0 (5.139)

k=n t=0 a
Fiir den quadratischen Term ergibt sich nach einigen Umformungen:
- Z (Qniﬁl){f’(Q%m,l)ﬁm(ql,--- s @am—1, —Qam—1; A)
m=1

Xf}n*m‘kl(q?m) <o+ 5 q2n, Q?mfl; A)}

= —9n i io: l72k7ngkh,/t
k!

k=n t=0

x> 3 {{f’(q%>a§’”“><q1, ALY

2n

2n

n
><{f’( 2 a0 g ,Q2n71,—Q2n71)a§l’s)(Q2n,Q2n71)}52 }

00 00 1 n—1
= D0 Dt Y )
=n m=2

k=n—1 t=0
k+1—-m t
k e
X Z (z){fl(Q%m—ﬂ%(ﬁ Y= (g1 qam1, —Qam-1)
l=n—m s=0
(I,s

nomt1(@ms -+ @on, —sz_l)} (5.140)

SZn-

Nun folgt die Berechnung der rechten Seite von (5.126) fiir n = 1. Man bekommt
fiir den linearen Term:

v/f'(qz)ffz(ql,qa,q, —q; \)
q

o @] o @] 1 -
= ZZE’Y% Lt f’(q2)agk’t)((J1,(J2,q, —9). (5.141)
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Der quadratische Term ergibt sich zu

() { F(a2)al ™ (g1, —g1)at" (o, q1)}s . (5.142)

2

Damit hat man die Entwicklung (5.128) auf der linken und rechten Seite von (5.126)
eingesetzt und auf eine geeignete Gestalt umgeformt.

5.4.3 Auflésung der Rekursion

Nun befindet man sich in der Lage zu ermitteln, wie die Storungskoeffizienten re-
kursiv bestimmt werden. Das Schema aus Abschnitt 5.3.7 kann mit leichten Ab-
weichungen iibernommen werden. Eine Induktion beweist, dafl die Koeffizienten
rekursiv bestimmt werden kénnen. Zuerst wird agl’o) berechnet. In einer vorgege-
benen Ordnung k berechnet man dann zunéichst die Familien von Koeffizienten, die
Feynman-Graphen mit vielen dufleren Beinen entsprechen. Das heifit man geht von
Baumgraphen zu Graphen mit immer mehr Schleifen vor. Innerhalb dieser Familien
werden zunichst Koeffizienten mit vielen g?k-Vertices berechnet. Dieses Schema
wird in Abschnitt 5.3.7 genauer erklart. Hier wird formal gezeigt, dafl man wie
oben beschrieben vorgehen kann. Dazu wird ein Koeffizientenvergleich zwischen der
linken und rechten Seite der RGDGL durchgefiihrt. Fiir n > 2 erhélt man:

(Dap — kD4)a£Lk’t) Qs > qon) — Du(t + 1)a$zk’t+1)(Q1, ooy 2n)
k—n+2

o > ({800 + [ @0, 00 -0)
=2 5=0

q

X {(t +1- s)a(kH*l’tH*s)(ql, ces o)+ (E+1— l)a%kﬂ*l’t*s)(ql, ... ,q2n)}

= /f n+1 Qh--- 7QZn7Q7_Q)

—2n Z Z{{ 2 k bt 5)( 1,—q1)a US)(QQ,---,an,m)}S

I=n—1 s=0

2n

+{fI(Q2n 1) (k=I,t— s)(q17... yQ2n—15 — QZn 1) )(QQn;QZn 1)}52 }

Z ) Z Z( ){f(sz DaE D (g qame 1, —Qam—1)
=2 I=n—m s=0
X“Szl 57)n+1(Q2m7--- 7q2n7Q2m71)}S2 . (5.143)
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Die analoge Gleichung fiir n = 1 lautet:

(Dy — kD)a\™ (g1, ¢2) — Da(t + 1)l (g1, q2)
k t

b L ) S { sl 0,0+ [ @0, 0.0,-0)

=2 s=0 q
{(t 11— s)a§k+lfl,t+lfs)(q2, q2) n (k 11— l)angrlfl,tfs)(qz, qQ)}

= /f,(qz)agk’t) (Qb 92,9, _q)
q

>

-1

t
=23 > { Ja{F b S)(ql,—q1)a§l’5)(qQ,q1)}S. (5.144)

I=1 s=0 2

An (5.143) und (5.144) kann man nun alle wesentlichen Gleichungen ablesen. Zu-
0)

nichst wird al (¢1,q2) berechnet. Aus Gleichung (5.144) erhilt man:

(DQ - k-D4) q17q2 /f q17q27q7 q) (5145)

(1,0)

Die Funktion a;, ™’ muf} also zur Bestimmung der ersten Ordnung vorgegeben sein.
Anders ausgedriickt heifit das, dal man den erzeugenden Vertex kennen mufl. An
(5.143) erkennt man, daB a$"” in der Tat frei wihlbar ist. Also muf a$"” durch
geeignete Forderungen festgelegt werden. Jeden weiteren Koeffizienten kann man
dann berechnen. Bis auf diese Anderung kénnen die Schemata zur Auflésung der
Rekursion und zur Beseitigung der Resonanzen aus Abschnitt 5.3 iibernommen wer-
den. Damit hat man ein funktionsfihiges Schema zur Bestimmung von L&sungen
der RGDGL bei schwacher Impulsabhéngigkeit bekommen. Auf die Berechnung der
zweiten Ordnung wird hier verzichtet, da dies analog zu Abschnitt 5.3.8 ist. Man
muf} lediglich den Koeffizienten agQ’O) zusdtzlich bestimmen.

5.4.4 Diskussion der Losungen

Hier wird darauf verzichtet, die Stérungsreihen bei schwacher Impulsabhingigkeit
explizit auszurechnen. Dazu sollte man zunéchst die Probleme, die man bei der
Interpretation der hierarchischen Storungsreihen in g und k = log g hat, beseitigen.
Das zentrale Problem ist wohl die Frage nach einem funktionsfihigen Resummati-
onsschema fiir die Reihen. Ein solches Schema sollte ebenso miéichtig sein, wie zum
Beispiel die Borelsummation fiir gewdhnliche Potenzreihen. Wenn dieses Problem
geklirt ist, kann man die erhaltenen Lésungen der RGDGL verniinftig interpretieren.
Mit Hilfe dieser Reihen bei schwacher Impulsabhéingigkeit konnte man auch eine Ba-
sis zur Losung der vollen RGDGL bekommen, zum Beispiel durch ein numerisches
Integrationsverfahren, durch das die Impulsraumkerne rekursiv bestimmt werden
kénnen. Durch die Stérungsreihen bei schwacher Impulsabhiingigkeit und durch die
lokale Ndherung kann man Ideen bekommen, wie sich die Koeffizienten in hohen
Ordnungen verhalten, siehe Abschnitt 5.3.4. Dies kann numerisch ausgenutzt wer-
den. Es ist ebenfalls denkbar, die Impulsraumkerne durch eine numerische Iteration
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zu bestimmen. Ein solches Iterationsverfahren wiirde als Startwert die Losungen bei
schwacher Impulsabhéngigkeit besitzen. Ein solches numerisches Verfahren zu er-
finden, ist jedoch ziemlich aufwendig. In kleinen numerischen Experimenten wurde
eine einfache Vorwirtsiteration ausprobiert, die leider nicht konvergierte.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden etablierte Methoden zur Renormierungsgruppenanalyse von
Modellen der statistischen Physik und der Quantenfeldtheorie verallgemeinert, und
neue Ideen entwickelt. Dabei wurde das hierarchische Modell, das aufgrund seiner
lokalitdtserhaltenden Renormierungsgruppentransformation zur Entwicklung neuer
Ideen als Testgeldnde ideal geeignet ist, besonders eingehend studiert.

An dem hierarchischen Modell selbst konnte ich durch eine Verallgemeinerung ei-
ner Methode aus [PPW94] zeigen, daf§ die Universalitétsklassen der skalaren Theorie
nicht nur von der Dimension sondern auch von der Blockgrofle, die das hierarchi-
sche Modell als Parameter vom vollen Modell erbt, abhiingen. Damit wird es etwas
schwierig, wenn nicht unglaubwiirdig, das hierarchische Modell als Approximation an
das volle Modell aufzufassen. Mit einer weiteren Verallgemeinerung der erwéhnten
Methodik konnte ich das volle Spektrum des hierarchischen Modells an nichttrivialen
Renormierungsgruppenfixpunkten berechnen. Durch analytische Argumente wurde
gezeigt, dafl die anomale Dimension des hierarchischen Modells verschwindet.

An dem hierarchischen Modell illustriere ich eine rekursive Entwicklung um die
Bifurkationspunkte, an denen sich nichttriviale Renormierungsgruppenfixpunkte von
dem trivialen Fixpunkt abspalten, die zur Bestimmung von kritischen Indizes fiihrt.
Diese Entwicklung ist eine e-Entwicklung, die aber so umformuliert ist, daf} sie auch
fiir Gittertheorien durchfiihrbar ist. Durch das Studium des Konvergenzverhaltens
der erhaltenen Reihen erhalte ich Aufschlufl dariiber, wie weit man in dem Parameter
€ extrapolieren kann.

Die zentrale neue Idee in dieser Arbeit ist eine storungstheoretische Methode
zur iterativen Berechnung von Potentialen auf einer renormierten Trajektorie. Re-
normierte Trajektorien haben im Zusammenhang mit den perfekten Wirkungen von
Hasenfratz und Niedermayer Aufsehen erregt. Als Voruntersuchung habe ich per-
fekte Propagatoren fiir Gittertheorien berechnet. Dabei wurde unter anderem ei-
ne neue Blockspin-Definition benutzt und systematisch mit bekannten Blockspin-
Definitionen verglichen. Die resultierenden effektiven Hamiltonfunktionen, die mit
der 5-Punkt-Regel berechnet wurden, besitzen gute Lokalitétseigenschaften; analy-
tisch ist die 5-Punkt-Regel nur schwer handhabbar. Es ist ein offenes Problem, einen
exakten Ausdruck fiir den perfekten 5-Punkt Laplaceoperator zu berechnen.

Die renormierte Trajektorie konnte ich am Beispiel der hierarchischen ¢*-Theorie
mit einer Storungsentwicklung in einer laufenden Kopplung um den trivialen Fix-
punkt berechnen. Sie ist durch eine Invarianzforderung und durch Angabe einer
Richtung festgelegt. Zum Beispiel in drei Dimensionen treten Resonanzen in der
Entwicklung auf. Dieses Problem konnte durch eine Stérungsentwicklung in der

159
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laufenden Kopplung und ihrem Logarithmus gelost werden; die resonanten Dimen-
sionen konnte ich vollstdndig klassifizieren. Entlang der renormierten Trajektorie
habe ich einen stérungstheoretischen Algorithmus zur Berechnung eines laufenden
Systems von Observablen und Eigenwerten angegeben. Mit Hilfe von Fusionsre-
geln kann man zusammengesetzte Observablen entlang der Trajektorie bestimmen.
Analog habe ich auch um den Hochtemperaturfixpunkt Trajektorien berechnet so-
wie laufende Observablen angegeben. Dabei traten keine Resonanzen auf. Sowohl
die Reihen um den trivialen Fixpunkt als auch die Reihen vom Hochtemperaturfix-
punkt aus lassen sich mit herkommlichen Methoden nicht aufsummieren. Wie man
mit den berechneten Reihen das Spektrum am nichttrivialen Fixpunkt berechnet,
ist daher noch unklar.

Trajektorien im Raum der Potentiale werden durch die RGDGL erzeugt. Da-
her sollte es moglich sein, die renormierte Trajektorie auch iiber die RGDGL zu
berechnen. Dabei erhilt man eine Rekursion, mit der man Aussagen iiber die
Storungsreihen in hohen Ordnungen machen kann.

Im dargestellten Rahmen gibt es viele Moglichkeiten zur weiteren Beschéftigung:

e Man kann versuchen, Trajektorien, die aus dem Infrarot-Fixpunkt herauslau-
fen, zu berechnen. Dazu miissen Erwartungswerte beziiglich des nichttrivialen
Fixpunktes bestimmt werden. Wenn man die Fusionsregeln fiir die Observa-
blen kennt, sind auch die Erwartungswerte gegeben. Man ist versucht, dies
direkt an konformen Feldtheorien auszuprobieren, fiir die die Operatorpro-
duktentwicklung bekannt ist.

e Die dargestellten Methoden lassen sich direkt auf volle Modelle iibertragen;
dies wurde am Beispiel der ¢i-Theorie in [Wie96b] gezeigt, ist aber auch fiir
andere Dimensionen und Modelle moglich. In drei Dimensionen kann man
die Idee einer Doppelentwicklung mit Logarithmen verwerten. Ein weiteres
interessantes Modell ist die Quantenelektrodynamik.

e Es wire sehr interessant, exakte Aussagen iiber die Eigenschaften der herge-
leiteten Storungsreihen zu machen. Erste Versuch in dieser Richtung endeten
durchaus vielversprechend. Vielleicht ergeben sich knappe Renormierbarkeits-
beweise und Konstruktionen innerhalb des dargestellten Rahmens.

e Es wurde gezeigt, dafl das hierarchische Modell nicht als Approximation an das
volle Modell betrachtet werden sollte, auch wenn es qualitativ das richtige Bild
liefert. Man kann versuchen, ein Approximationsschema zwischen vollen und
hierarchischen Modellen zu entwickeln. Dazu kann man die Polymerentwick-
lung einer Gitterfeldtheorie ausgehend von einer Monomerapproximation der
Renormierungsgruppentransformation mit abgespaltenem Hochtemperaturfix-
punkt systematisch um Dimere, Trimere und gréflere Polymere erweitern. In
Arbeiten zur konstruktiven Physik wird gezeigt, daf} die relevanten Teile im Re-
normierungsgruppenflufl durch kleine, lokale Polymere gegeben sind [BDH95];
daher sollte eine solche Approximation schnell gute Resultate fiir kritische In-
dizes liefern. Eine reine Monomerapproximation hat bisher noch keine neue
Physik gezeigt.
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e Ein Approximationsschema zwischen dem hierarchischen Modell und dem vol-
len Modell konnte in dieser Arbeit entwickelt werden, nimlich der Ubergang
von der lokalen Nidherung der RGDGL zur Nidherung bei schwacher Impuls-
abhingigkeit. In diesem Sinn kann man weitermachen und Korrekturen in
héheren Impulsordnungen anbringen. Auf diese Weise kénnte man eine nu-
merische Industrie zur Losung der vollen, reskalierten RGDGL entwickeln.
Ahnliche Entwicklungen, aber ausgehend von anderen Gleichungen, werden
in Arbeiten von Wetterich et al. [ABB"95] und anderen mit grolem Erfolg
betrachtet. Dies findet man auch unter dem Schlagwort Derivative Expansion.

e Die e-Entwicklung aus Kapitel 3 kann man fiir volle Gittertheorien berechnen.
Es wire bereits ein interessantes Projekt, bis zur zweiten Ordnung in € zu
gehen, um zu sehen, inwieweit man mit der gewohnlichen e-Entwicklung von
Wilson et al. [WF72] konkurrieren kann.



Anhang A

Gaufische Mafle und
Normalordnung

A.1 Gauflsche Malfle

GauBintegrale sind ein- oder mehrdimensionale Integrale vom Typ [ dre . Gauf-
integrale lassen sich zu Maflen auf unendlichdimensionalen und {iberabzihlbar-di-
mensionalen Rdumen verallgemeinern. Fiir solche Verallgemeinerungen und fiir ri-
gorose Aussagen und Beweise sei auf [Kuo75], [GW64] und [GJ87] verwiesen.

Definition 1 (Gaufsche Mafe auf endlichdimensionalen Rdumen)

A sei ein endliches Gitter, C' sei eine reelle, positive und symmetrische Matrix auf
RA. Operatoren mit diesen Eigenschaften werden als Kovarianzoperatoren bezeich-
net. Mit Zy = f[d¢]e_%(¢’cfl¢)/‘ wird dann das Gaufsche Mafl duc mit Mittelwert
Null und Kovarianz C durch

1

Srldole oo (A1)

duc(¢) =

definiert. Das Maf$ duc ist (auf Eins) normiert.

Das eindimensionale Gaufische Maf} d,(¢) mit Kovarianz v ist also durch ﬁd( e

gegeben. Hiufig werden Rechnungen bis auf eine Normierung durchgefiihrt.

Lemma 4 (Charakteristische Funktion eines Gaufschen Majfes)
Die charakteristische Funktion Z(J) des MafSes duc ist durch:

2(J) = / (@) = exp <%(J, CJ)A> (A2)

gegeben [MM9/4]. Wenn man J = iJ" setzt, erhdlt man daraus die Fouriertransfor-
mierte des MajSes. Durch Ableiten nach J bekommt man die Momente des Mafses,
siehe Lemma 8. Fiir Gaufische Mafe auf unendlichdimensionalen Rdumen kann
man (A.2) als definierende Gleichung verwenden.
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Beweis: Es gilt
5,079+ (19) = —5(CTN)+ 54T, (A3)

mit y = ¢ + C'J. Durch Substitution zeigt man dann (A.2). O

Das Feld ¢nax = C'J maximiert den Integranden; ¢, wird auch als stationérer
Punkt des Integrals (A.2) bezeichnet. Da C positiv ist, ist die Hessematrix der qua-
dratischen Form im Exponenten des Gauflintegrals negativ, das heif}t dafl wirklich
ein Maximum vorliegt. Z(.J) ist bis auf eine Normierung gleich dem Integranden
am stationdren Punkt. Das bedeutet, da} GauBlintegrale auch durch Bestimmung
des stationdren Punktes berechnet werden kénnen.

Gauflintegration kann man als Anwendung eines Differentiationsoperators auf-
fassen. Dies sagt das

Lemma 5 Fiir Funktionale F' auf Feldern v : R — R gilt unter geeigneten Vor-
aussetzungen:

/ duc($)F (Y + ¢) = ex 2 F(1), (A.4)

mit A = fdxdy@C(x,y)%éw(y). Zumindest fiir Polynome in den Feldern ist
die Aussage giiltig, da die rechte Seite dann eine endliche Reihe bildet. Als T kann

hier sowohl ein kontinuierlicher als auch ein diskreter Raum aufgefafit werden.

Beweis: Fiir einen raschen Uberzeugungsversuch geniigt es, die Aussage fiir das
Funktional F(¢) = ¢ /?) zu zeigen. Dann kann die Aussage wegen Linearitit auf
beliebige fouriertransformierbare Funktionale ausgedehnt werden. Es gilt:

o0 n
LAc _ a1 (L i)
e2SCF(¢Y) = e2"C _Zn! <2Ac> e
n=0
= e 2 (FODFIY) (A.5)

da Ace¥) = —(J,CJ)e'¥). Also folgt weiter:
PW) = @0 [ duo(p)e
~ [ dnc(@)F(s+9).0 (A6)

Lemma 6 (Faltungseigenschaft von Gaufschen Mafen)
Fiir die Kovarianzoperatoren C', C7 und Cy gelte C' = C1+C5. Fiir ein integrierbares
Funktional F g¢ilt dann:

[ dnc@F©) = [ due,@) [ dne(OF @+ 0). (A7)
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B@M Es sei F(¢) = ei(Jad)). Dann gllt
[ductoresn = edven o twane oo

- /diuCH(d})/diuCz(C)ei(J’erO' (AS)

Wegen Linearitéit hat man damit (A.7) fiir jedes fouriertransformierbare Funktional
gezeigt. Fiir allgemeinere Funktionale bildet man Grenzwerte von fouriertransfor-
mierbaren Funktionalen. [

Analog beweist man

Lemma 7 Fir ein integrierbares Funktional F und einen reellen Operator A gilt:

[ dnscas@F@+6)= [ duc(@)Po+ a6). 0 (A9)

Das n-te Moment M, eines Mafles ist durch die n-te Ableitung der charakteristischen
Funktion des Mafles gegeben. Das erste Moment wird als Mittelwert, das zweite als
Kovarianz bezeichnet. Alle Gaufischen Mafle, die im Text betrachtet werden, haben
den Mittelwert Null. Allgemein gilt:

Lemma 8 (Momente von Gaufschen MafSen)
Gaufische Mafe sind vollstindig durch die ersten zwei Momente charakterisiert. Es
qgilt:

M(z) = /dMC(¢)¢z=0 (A.10)
Mafwy) = Clay) = [ duc(8)66,. (A1)

Héhere Momente werden mit der Wickschen Regel (siehe zum Beispiel [GJ87]) be-
rechnet, die im eindimensionalen Fall zu

o 0, falls n ungerade ist,
[ (1 - . (A12)

(%)% @y falls n gerade ist,

wird.

Beweis: (A.10) ist klar, wegen der Symmetrie des MaBles. (A.11) folgt aus:

o ()
/dﬂ0(¢)¢x¢y = aJxajy‘J_O/d,uC(Qb)e )

82
‘ 6%(],0])
0.J,0.J, 170

= C(x,y). (A.13)
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Fiir (A.12) wendet man das folgende Lemma 9 an. Dann folgt fiir £ > 0:

Jan 0 = [amcc =@k -1) [duc* (ay

und mit Induktion nach £ und der Normierung des Mafles dy., ergibt sich:

/ It = Tl -1 = (1) % O (A.15)

Lemma 9 Unter einem (eindimensionalen) GaufSintegral entspricht Multiplikation
mit ( der Ableitung nach (:

[ ©cr@+0) =7 [ i) g-Fw+0). (A.16)

Beweis: Der Beweis geht mit partieller Integration:
[amocrwro = = [a( e s ) rwo
= 7 [ a5 Fw+0.0 (A7)

In dem néchsten Lemma wird der Grenzwert eines Gaufischen Mafles bei verschwin-
dender Kovarianz betrachtet. Das Lemma wird nur im eindimensionalen Fall ben6tigt.

Lemma 10 (§-Maf als Grenzwert des Gaufschen Mafes)
Fiir beschrinkte, integrierbare und bei x = 0 stetige Funktionen f gilt

lim [ dp1 (x)f(z) = f(0). (A.18)

a— 00

Beweis: Man definiert eine Funktion g(z) = f(z) — f(0). Wegen der Normiertheit
des Gauflschen Mafes ist also

[n @)@ = 10+ [ duy@)g(e). (A19)

Das letzte Integral verschwindet im Limes ¢ — oo. Dazu wird es in drei Teile
aufgespalten; es sei A € R.(. Dann gilt:

/du%(az)g(az) = % (/: dmefgzzg(a:) + /AOO da:ef%ng(m) + /i dmegng(x)> . (A.20)

Durch die Substitution y = \/g:r sieht man unter Ausnutzung der Beschrénktheit
von f und g, daf} die beiden ersten Integrale im Limes a — oo verschwinden. Fiir
den dritten Term nutzt man die Stetigkeit bei Null aus. Zu jedem e > 0 gibt es ein
d > 0, so dal aus |z| < ¢ folgt: |g(z)| < €. Bei vorgegebenem e withlt man A so, daf
2A < ¢ gilt. Dann sieht man mit der Substitution y = \/gsc, daf} das letzte Integral
in (A.20) im Limes a — oo gegen € geht. Daraus folgt die Behauptung. O
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A.2 Normalordnung

Normalordnung kann mit verschiedenen Intentionen einfiihren, vergleiche [GJ87].
Hier ist wohl entscheidend, dafl normalgeordnete Monome gerade die Eigenfunkti-
onen der linearisierten Renormierungsgruppentransformation am trivialen Fixpunkt
sind, siehe Korollar 3. Die Konzepte werden nur im eindimensionalen Fall benotigt
und dargestellt, lassen sich aber meist leicht verallgemeinern.

Definition 2 (Normalordnung)
Normalgeordnete Monome : ¢" :, werden als Ableitung der erzeugenden Funktion

F(¢) = : e = it h (A.21)

definiert, die modulo Skalierungen auch die erzeugende Funktion fir Hermite-Poly-
nome ist [GR94J:

o _ 1)%;[ ¢ A.22
e (3)" (5 (A.22)

_ o

c" = a7

§=0
Hier ist mit H,, das n-te Hermite-Polynom bezeichnet.

Lemma 11 (Ableitung von normalgeordenten Monomen,)
Es qult:
0

70 P =" (A.23)

Beweis: Fiir Hermite-Polynome ist [GR94]

d
%Hn(x) =2n H, (z). (A.24)
Also:
8.n._1gi i_ .=l
5 V= (2) 27QnHH,I(\/ﬁ) —n " O (A.25)

Entscheidend fiir den Umgang mit normalgeordneten Monomen ist die folgende Kon-
traktionsformel, die anschaulich sofort klar ist.

Lemma 12 (Fusionsformel)
Fiir das Produkt von normalgeordneten Monomen gilt:

min {m,n}
LT " = Z k! <7Z> <Z> ARk (A.26)

k=0

Dies ergibt sich, indem man die Linien eines ¢™ - Vertex und eines ¢"-Vertex nach al-
len Méglichkeiten kontrahiert, das heif$t durch Propagatorlinien v verbindet, Selbst-
kontraktionen der Beine eines Vertex aber ausschliefit. Die Binomialkoeffizienten ge-
ben an, auf wieviele Weisen man k Beine aus m beziehungsweise n Beinen auswdhlen
kann, k! ist die Anzahl der Permutationen der Propagatorlinien.
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Beweis: Fiir das Produkt der erzeugenden Funktionen der beiden Vertices gilt:
el el = T30

gl
el ti)e Ly PRI (A.27)

mog - (2N (2
A ”‘(m) ﬁﬂ<w)

Dies berechnet man durch Reihenentwicklung:

Daher folgt:

- plitiNe Ly Vi’ (A.28)
=0

NAY]

" N~ U)o e ()
e+ L, eV = 27 AN Z

r! s!
r=0 s=0
— E E l—l—s yr+s—1 ¢r .
T'S'
r,s=0 (=0
n=r+s—I
m=s+l oo min{m,n}

k=s k -m -1m m+n—2k
=y Z i k TR AL >

m,n=0

00 nmm{mn}

i"y’ m\ (n\ . min

— i Sy k'(k> (k> Lotk 0 (A.29)
m,n=0 o k=0

Viele Relationen folgen aus

Lemma 13 FEs gilt:

/ Ay (C) : PO L ha0940) .

V=M o Y
5 1T

= exp (ajﬂﬁ +bjagp + s + 7]1]2) . (A.30)

Beweis:

/d/L’y(O - el (ap+0) o eJ2(b+() o

= / dM(C)eﬁ(“WC)—@ﬂé(%ﬂ)-%

A2 . .
@ €xp <CL]1¢ +bj29 — %—2‘71 - % + %(]1 + J2) ) O (A.31)

Korollar 1 (Charakterisierung der Normalordnung):
Aus (A.30) folgt sofort:

/du,,(g) N A (A.32)
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Fiir v' = ~ bedeutet dies:

/duv(g) WO = Y (A.33)

und in diesem Sinn sind Gaufintegration und Normalordnung invers. Fir ~ = 0

lautet (A.32):

[ e e, (A.34)
Gauj$integration entspricht also einer Normalordnung mit negativer Kovarianz. [

Korollar 2 (Orthogonalitit der normalgeordneten Monome):
Es qult:

/duﬂ,(C) CO™ L " =" Oy (A.35)

Beweis: Zunéchst folgt aus (A.30) fir a =b=0und v, = v = 7:

/d,u,y(g) celC el = e, (A.36)
Daraus ergibt sich:
o\" o\" .
d[L (C) : qﬁm . d)n . — <_> <_> eI12
/ ! ! ! a]l j1=0 6]2 j2=0
— G, O (A.37)
Korollar 3 (Integral iber normalgeordnete Monome):
Es qult:
/d,uy(f) DB 4 Q" =" " g2y - (A.38)

Die normalordnende Kovarianz v ist unter dieser Operation invariant, wenn ' =
# gilt. (Dann sind die normalgeordneten Monome FEigenfunktionen der lineari-
sierten, hierarchischen Renormierungsgruppentransformation im Ultraviolett-Bild.)

Beweis: Mit (A.30) folgt:

(A.30)  O" o A=y
[amio: ooy 2 T ety
J §=0
J=Bj ﬁ"ﬁ 6J¢_572(;’—‘Y)J2
B ™| _,
= ﬂn : wn :B72("/’_’Y) . (A39)
Die Kovarianz 7/ ist invariant, wenn 7' = (72(7 — ) gilt. Fiir 3 # 1 ist dies
aquivalent zu ' = 1:’52. Fiir 6 = 1 kann die normalordnende Kovarianz nicht

invariant gewahlt werden. [



Anhang B

Gitter-Laplaceoperator

Auf einem Gitter A = Z“ kann man die zur Bildung von Ableitungen von Funktionen
f + A = R erforderlichen Grenzwerte nicht ausfithren. Die Differentialquotienten
werden daher durch Differenzenquotienten ersetzt [MM94]. Dabei unterscheidet man
eine Vorwirtsableitung 8}: und eine Riickwértsableitung 62:

(8£f)z = fx+e# — fa (Bl)
(azf)z = fx - fxfe#- (BQ)

e,, ist der Einheitsvektor in der Raumrichtung 4 (1 = 1,... ,d). Der Gitter-Laplace-
operator ist dann durch

d
A=Y "0 (B.3)
n=1
definiert. Angewendet auf die Funktion f lautet dies
d
(_Af)x = Z (2fx - fx-i—eu - fm—eu) ; (B'4)
n=1

daher schreibt man auch —A = 2d1 — N, mit der Nearest-Neighbour-Matrix N,
die durch (Nf), = ZZ:1 fote, + fo—e, gegeben ist [GJ87, FFS92]. Der Gitter-
Laplaceoperator ist ein positiv semidefiniter Operator, daher muf3 man ihn, be-
vor er invertiert wird, auf einen Definitionsbereich einschrinken, in dem er positiv
ist. Aus der Definiton (B.4) folgt sofort, dafi die Nullmoden durch affin lineare
Funktionen gegeben sind. Wenn man den Operator auf einem Torus, also auf ei-
nem Gitter mit periodischen Randbedingungen definiert, sind nur die konstanten
Funktionen Nullmoden. Auf einem Funktionenraum modulo konstanten Funktio-
nen, oder dquivalent auf Funktionen mit verschwindender Impuls-Null-Komponente,
ist der Laplaceoperator dann invertierbar, (—A)~! ist der freie, masselose Propaga-
tor eines skalaren Teilchens. Man kann diese Konstruktion auch als Projektion des
Gitter-Laplaceoperators auf seinen Anteil ohne Nullmoden verstehen. Es ist eben-
falls moglich, sich den Laplaceoperator immer mit einer kleinen Masse vorzustellen,
die beliebig klein gemacht werden kann.

169



170 ANHANG B. GITTER-LAPLACEOPERATOR

Der massebehaftete Propagator v = (—A + m?1) ! kann fouriertransformiert
werden. Dazu betrachtet man die Gleichung

yeEA
Der Propagator v wird iiber

" dp ip(y—x) ~
Vs Z/WW\?M o (B.6)

durch seine Fouriertransformierte ¢ ausgedriickt. Damit wird aus (B.5):

" dp wp(z2—y) ~ " dp p(z—x
Z(_A_'_mz)x’y/ Wep( @/)%2/7r (27r)d€p( ) (B.7)

yeA T -

durch Riicktransformation folgt dann
Z(—A +m?) e P, =e P (B.8)
yEA

In (B.7) hat man von der Impulsraumdarstellung von d,, Gebrauch gemacht. Auf-
grund der Definition von —A folgt daraus zum Schluf}

d
= m’+ Z (2 — e Pen ei”e“)
pn=1

E®z| —_

d
= m2+22(1—cospu)

pn=1

d D
2 4§: in? £~ B.9
m #ZISIH 5 ( )

Durch ein schénes Random-Walk-Argument kann man zeigen, dafl der Propagator
v = (A + m?1)~" im Ortsraum exponentiell zerfillt. Zuerst zeige ich, daf die
Norm der Nearest-Neighbour-Matrix kleiner als 2d ist.

Lemma 14
|IN]| < 2d. (B.10)

Beweis: Es seien f,g: A — C Funktionen auf dem Gitter A. Es gilt:
[(f,Ng)| = ‘ Z f;Nx,ygy‘

z,YEA
Holder % %
< (X APNG) (D 19N
T,YEN T,YEN
: : ; :
< (Y INl) (s Do Ny ) (1) (X 19 )
z€A yeA yeA rEA rEA yeA

Symmetri
T (sup 3 INay ) 111 gl (B.11)
TEA yeA
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also folgt

IIN]| < supz IN,,| = (B.12)

yGA

Damit 1i88t sich das Inverse von —A-+m?1 durch eine von Neumann-Reihe definieren,
denn es gilt

b::+2 g
A+ m )Y = (2 m?n - N) RSN
< Zbk+1||N||k
k=0

i < 00. (B.13)

2d—|—m2 1+m2)

Dabei wurde b = m definiert. Damit hat man die Existenz des Inversen gezeigt,
solange m? > 0 ist. Die Potenz (N*),, besitzt eine anschauliche Bedeutung, sie ist

die Anzahl aller einfachen Random-Walks von z nach y der Léinge k auf dem Gitter
A (vergleiche auch [FFS92)):

(Nk)x,yz#{Pfadew:x—)y‘ W] :k}. (B.14)

Damit erhélt man die detailliertere Abschéitzung
(A +m’L),, = Zbk“ #{Pfade wiz =y |lw = k}
k=0

< 3 bk“#{Pfadew:x S| ol :k}

k>distance(z,y)

— Z bk+1(2d)k

k>distance(z,y)
1 — Kdistance(z,y)
=~ Kdistance(r, B.15
2 +m:—1" ’ (B-15)

mit der exponentiellen Zerfallskonstanten K = log(l—i-’;l—;). Dabei wurde ausgenutzt,
dafl die Anzahl der Pfade der Léinge k von z irgendwohin gleich (2d)* ist. Fiir m? — 0
geht die Abfallskonstante K gegen Null, das exponentielle Zerfallsgesetz geht in ein
Potenzgesetz iiber.
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