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Kapitel 1

Einleitung

Seit einiger Zeit wissen wir, dass es zwei verschiedene Sorten von Teilchen gibt:
Fermionen und Bosonen. Die Fermionen haben halbzahligen Spin und erfiillen
die Fermi-Dirac-Statistik. Die Bosonen haben ganzzahligen Spin und geniigen
der Bose-Einstein-Statistik. Die Materie-Teilchen, die aus Fermionen bestehen,
wechselwirken via Bosonen.

Es gibt zwei fundamentale Sorten von Fermionen: Quarks und Leptonen. Beide
werden in drei Generationen zusammengefasst. Jedes Quark verfiigt {iber eine
der drei Farbladungen rot, griin und blau.

Nach unserem bisherigen Wissen gibt es vier Sorten von Wechselwirkungen zwi-
schen den Materie-Teilchen: Die Gravitation, die schwache, die elektromagneti-
sche und die starke Wechselwirkung. Die letzten drei lassen sich mit Lagrange-
Dichten von Feldern beschreiben, die unter kontinuierlichen Raum-Zeit- und in-
neren Feldtransformationen invariant sind. Sie bilden das heutige Standardmo-
dell der Elementarteilchen. Nach dem Noether-Theorem (1918) existiert dann
eine bestimmte erhaltene Grofle fiir jede dieser Transformationen [2].

1.1 Uber das Gitter

Quantenfeldtheorie, unsere Beschreibung der fundamentalen Krifte in der Na-
tur, wurde zuerst in der kontinuierlichen Raum-Zeit formuliert, wo sie verwir-
rende Unendlichkeiten hervorruft, die von einem Prozess, namens Renormie-
rung, eliminiert werden miissen. Eine einfache, aber rigorose Formulierung kann
durch die Ersetzung der kontinuierlichen Raum-Zeit durch eine diskrete Menge
der Punkten auf einem Gitter erreicht werden. Dies wurde zum ersten Mal von
Wilson [12] vorgeschlagen.

Nach dieser Vorgehensweise werden die Felder nur auf den Gitterpunkten defi-
niert und zwischen den Gitterpunkten gibt es sogenannte Links, auf denen die
Link-Variablen, die Paralleltransporter der Theorie, leben.

Einige Rechnungen, die man im Kontinuum nicht durchfiithren kann, sind auf
dem Gitter moéglich. Nachher muss man natiirlich den Kontinuums-Limes bil-
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1. Einleitung

den, damit man von der gitterregularisierten Raum-Zeit wieder zur kontinuier-
lichen gelangt.

1.2 Uber Supersymmetrie

Ein System, das nach einer Bewegung seine Struktur beibehilt, bezeichnet man
als symmetrisch. Wenn die Form eines mathematischen Gesetzes nach einer
Transformation von Parametern des Systems invariant bleibt, spricht man von
einer Symmetrie.

Es ist ein dusserst seltener Fall, in der Natur idealen Symmetrien zu begegnen.
In unseren mathematischen Modellen haben wir gerne exakte Symmetrien, da
diese mathematisch elegant und einfacher zu handhaben sind. Sie erméglichen
eine iibersichtliche mathematische Formulierung und vereinfachen die Lésungen
der Bewegungsgleichungen, da sie die Dynamik des zu untersuchenden Systems
einschrinken. Aber in meisten Féllen sind Symmetrien nur ndherungsweise rich-
tig [9].

Allgemein gibt es den direkten Zusammenhang zwischen einer Symmetrie und
einem Erhaltungssatz. Jede Symmetrie fithrt zu einer Entartung und diese Tat-
sache benutzt man in der Quantentheorie zur Klassifizierung der Elementarteil-
chen.

Wie zuvor erwihnt, tragen Bosonen ganzzahligen Spin, wihrend der Spin eines
Fermions halbzahlig ist. Deshalb verhalten sich Bosonen wie Tensoren und Fer-
mionen wie Spinoren unter Drehungen. In der klassischen Physik benutzt man c-
(komplexe) Zahlen fiir Bosonen und Grassmann- oder a-Zahlen fiir Fermionen.
Nach der Quantisierung erhilt man aus Zahlen Operatoren, die bei Bosonen
Vertauschungs- und bei Fermionen Antivertauschungsrelationen aufweisen.
Folglich haben Bosonen und Fermionen ganz unterschiedliche Eigenschaften.
Mitte der 70er Jahre kam der Vorschlag der Supersymmetrie, diese voneinander
so stark abweichenden Welten zusammenzubringen und unter einer Symmetrie-
transformation zusammenzufassen. Nach den Annahmen dieser Theorie gibt es
eine Symmetrie zwischen den Bosonen und Fermionen, die besagt, dass es zu
jedem Fermion und zu jedem Boson entsprechende supersymmetrische Partner-
Teilchen, ndmlich ein Boson fiir jedes Fermion und ein Fermion fiir jedes Boson
gibt. Diese haben dieselben Eigenschaften wie ihre Partner-Teilchen, mit Aus-
nahme der Spins.

Wenn man Bosonen und Fermionen im selben Rahmen betrachtet, muss man
natiirlich mit Erweiterungen in der Theorie rechnen, z.B. hat man dann in
Symmetrie-Algebren zugleich Kommutatoren und Antikommutatoren. Man be-
notigt Operatoren, die Fermionen in Bosonen und umgekehrt, Bosonen in Fer-
mionen umwandeln. Man braucht einen Hyperraum, in dem man beide Sorten
der Teilchen beschreiben kann.

Bisher wurden jedoch keine supersymmetrischen Teilchen gefunden, d.h., dass
diese groflere Massen haben miissen. Damit ist die Supersymmetrie gebrochen,
sie ist also nicht exakt. Hier muss man aber hinzufiigen, dass man in der Physik
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1.3. Reflexionspositivitét

diesem Ph&nomen oft begegnet.

Dagegen hat Supersymmetrie wichtige Vorteile, z.B. 16st sie das Hierarchiepro-
blem, und die Quantenfeldtheorien mit Supersymmetrie haben weniger problem-
verursachende Divergenzen. In der lokalen Supersymmetrie vereinheitlichen sich
die Gravitation und die schwache und die starke Wechselwirkungen.

Das Standardmodell ist lediglich als ein Niederenergie-Limes einer Grand Uni-
fied Theory (GUT) zu verstehen, da sich die drei laufenden Kopplungen des
Standardmodells in hoheren Energien nicht schneiden, was von einer GUT zu
erwarten ist.

Supersymmetrie scheint ein notwendiger Bestandteil einer Quantentheorie der
Gravitation zu sein. Die einfachsten supersymmetrischen Eichtheorien sind die
N=1 supersymmetrischen Yang-Mills-Theorien. Neben den Eichfeldern bein-
halten sie auch masselose Majorana-Fermionen in adjungierter Darstellung,
die i.A. als Gauginos bezeichnet werden. Im Kontext der starken Wechselwir-
kungen nennt man die Eichfelder Gluons und die Gauginos Gluinos [27]. Je
nachdem wieviele neu eingefithrte Generatoren (Majorana-Spinoren) vorhan-
den sind, &dndert sich der Name der Theorie (N=1, N=2, usw.). In adjungierter
Darstellung transformieren sich die Majorana-Spinoren wie die Eichfelder. Im
einfachen Fall der Eichgruppe SU(N,)! hat die adjungierte Darstellung N2 — 1
Dimensionen, deshalb existieren N2 — 1 Gluons und ebenso viele Gluinos.

Die nichtperturbativen Features der supersymmetrischen Yang-Mills-Theorie
kénnen in einer Gitter-Formulierung untersucht werden. Wie bei der Diskre-
tisierung iiblich ist, ist die Wirkung nicht eindeutig [26]. Eine mogliche For-
mulierung, die von der DESY-Miinster-Kollaboration untersucht wird, wurde
von Curci und Veneziano [18] gegeben. Diese basiert auf der bekannten Gitter-
Formulierung der QCD, die von Wilson eingefiihrt war.

1.3 Reflexionspositivitéit

Wenn man mit auf dem Gitter formulierten Eichtheorien arbeitet, muss man
gewisse Bedingungen priifen, damit man sicher sein kann, dass die Rechnungen
iiber eine Giiltigkeit verfiigen.

Eine wichtige Bedingung ist die Reflexionspositivitit, oder die Osterwalder-
Schrader-Positivitdt [15]. Sie impliziert die Existenz einer positiven selbstad-

@H mit einem selbstadjungierten Hamilton-

jungierten Transfer-Matrix T =e"
Operator der Theorie H = HT.
Dadurch wird die Positivitit der Korrelationsfunktionen? ((9F) F') fiir jede eich-
invariante Funktion F' bei jeder euklidischen Zeit-Separation, die fiir Monte-
Carlo-Rechnungen von Bedeutung ist, gesichert [17].

Leider werden einige Symmetrien des Modells zerstért, wenn man das System
auf einem Gitter formuliert. Diese sollten dann im Kontinuums-Limes wiederge-

wonnen werden. Bei einigen Cutoffs ist es sogar der Fall, dass die Positivitéit der

!¢ steht hier fiir Farbe (Colour).
"Diese entsprechen gleichzeitig den Erwartungswerten der euklidischen Quantenfeldtheorie.
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1. Einleitung

Metrik des Hilbert-Raumes verlorengeht. Dies sollte vermieden werden, denn es
scheint ziemlich kompliziert zu sein, Positivitit als eine Eigenschaft darzustel-
len, die lediglich im no-Cutoff-Limes erfiillt wird. Ein guter Cutoff sollte daher
Positivitdt und die meisten Symmetrien erhalten. Vor Allem sollte er Eichin-
varianz erhalten. Die Gitter-Néherung, die zuerst von Wilson und Polyakov
eingefithrt wurde, erfiillt diese Eigenschaften [16].

1.4 Gliederung dieser Arbeit

In dieser Arbeit geben wir zuerst im zweiten Kapitel eine kurze Einfiithrung
in die Berechnung fermionischer Integrale. Danach fithren wir den Transfer-
Matrix-Formalismus und die Beziehung zwischen der Transfer-Matrix und dem
Hamilton-Operator der Theorie anhand einfacher Beispiele ein. Dazu wird
zunéichst vom Ising-Modell und dann vom eindimensionalen harmonischen Os-
zillator Gebrauch gemacht. Mit kleinen Ergdnzungen definieren wir nachfolgend
die Transfer-Matrix fiir Feldtheorien und schliefilich zeigen wir mit Hilfe der
Transfer-Matrix die Gemeinsamkeiten zwischen der statistischen Mechanik und
den Feldtheorien.

Als néchstes wird im vierten Kapitel die Transfer-Matrix nach einer kurzen
Zusammenfassung des Falles im Kontinuum fiir die reine Eichtheorie auf dem
Gitter eingefithrt und die Reflexionspositivitit dieser Theorie wird untersucht.
In diesem Kapitel sowie in den nachfolgenden, in denen wir die Reflexionsposi-
tivitdt untersuchen, wird dies mit beiden Arten der Reflexion, der sogenannten
Site-Reflection und der Link-Reflection durchgefiihrt.

Das fiinfte Kapitel handelt von Fermionen. Nachdem wir die reine Eichtheorie
auf dem Gitter definiert und die Reflexionspositivitit im diesem Falle untersucht
haben, wollen wir nun die Fermion-Felder hinzufiigen und die ganze Prozedur
diesmal mit diesem allgemeineren Fall durchfiihren.

In Kapitel 6 haben wir einen Spezialfall, nimlich die Majorana-Fermionen. Diese
sind supersymmetrische Teilchen, die unter Ladungskonjugation in sich iiber-
gehen. Im Anhang [C] befindet sich eine kurze Zusammenfassung ihrer Eigen-
schaften. Wir benutzen Majorana-Spinoren in der adjungierten Darstellung. Die
Wilson-Wirkung, die im vorherigen Kapitel definiert wurde, wird nun fiir die
Majorona-Spinoren modifiziert. Als letztes wird die Reflexionspositivitéit der
Theorie mit dieser speziellen Wirkung untersucht.

In der ganzen Arbeit benutzen wir ein hyperkubisches Gitter mit dem Gitter-
abstand a. Wegen technischer Griinde wihlen wir ein symmetrisches Gitter.
Einfachheitshalber nehmen wir an, dass der Gitterabstand a gleich 1 ist, falls
nicht anders angegeben.



Kapitel 2

Fermionische
Funktionalintegrale

Die fundamentalen Materiefelder in der Natur haben Spin § [6]. Da das Pauli-
Prinzip erfiillt werden muss, kann man den Pfadintegralformalismus, den man
bei bosonischen Feldern benutzt, fiir die Materiefelder nicht einfach ohne Ande-
rungen anwenden [1]. Fermion-Felder antikommutieren im Limes i — 0 und
werden deshalb in diesem Limes Elemente einer antikommutierenden Algebra.
Somit erwarten wir, dass die Pfadintegraldarstellung von fermionischen Green-
schen Funktionen antikommutierende Variablen beinhalten muss.

In diesem kurzen Kapitel diskutieren wir die Integrationsregeln, die man in
der Pfadintegraldarstellung der fermionischen Greenschen Funktionen benutzen
muss, und wenden anschlieflend unsere Entdeckungen bei gewissen Integralen
an.

2.1 Grassmann-Algebra

Um mit Fermionen umgehen zu kénnen, muss man den Raum der normalen
(reellen oder komplexen) Zahlen verlassen und stattdessen mit antikommutie-
renden Zahlen arbeiten. Tatsichlich wurden derartige Objekte schon 1855 von
dem Mathematiker Herrmann Grassmann eingefiihrt.

Die Menge der antikommutierenden Zahlen (oder Grassmann-Variablen) wird
als Grassmann-Algebra oder dussere Algebra bezeichnet. Die Elemente 7q,..., nn
nennt man die Generatoren einer Grassmann-Algebra, wenn sie untereinander
antivertauschen, d.h. wenn

Daraus findet man, dass



2. Fermionische Funktionalintegrale

m; = 0. (2.2)

Ein allgemeines Element der Grassmann-Algebra lasst sich als eine Reihe iiber
Produkte von Generatoren 7; entwickeln. Wegen (2.2) hat diese Reihe nur end-
lich viele Terme:

f = fo +Zfz7h +Zfzg7h779 coo + flo..N M2 NN (2-3)
i#]

Als Beispiel nehmen wir die Funktion

9( = €Xp an ijnj ¢ - (2-4)
i,j=1

Diese ist als eine Reihen-Entwicklung einer Exponentialfunktion definiert. Da
die Terme in der Summe, die quadratisch in den Grassmann-Variablen sind, un-
tereinander vertauschen, konnen wir die Funktion auch als ein Produkt schrei-
ben:

— [T exp {—midim;} - (2.5)

i!j

Wenn man nun die Antivertauschung der Grassmann-Variablen benutzt, findet
man

N

g) = [ (1 = miAym;)  miti#3 (2.6)
ij=1

Um unseren Blick iiber Funktionen mit Grassmann-Variablen erweitern zu
konnen, gehen wir jetzt von dem Fall mit N Variablen in den Fall mit 2N
Grassmann-Variablen 0y, ..., nn,71, ..., x5 lber:

h(na = exp Zﬂz iy ¢ - (27)

Wenn man genau wie bei der Funktion mit N Variablen vorgeht, findet man
dieses Mal

N
hin,n) = ] @ = mdijn)). (2.8)

i,5=1
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2.2. Integration iiber Grassmann-Variablen

2.2 Integration iiber Grassmann-Variablen

In diesem Abschnitt werden Integrale der Form

N
[ T anss) (2.9)
i=1

untersucht und die Rechenregeln fiir diese aufgezeigt.

Bei dem Versuch, eine Integration iiber Grassmann-Variablen einzufiihren, muss
man auf viele Eigenschaften verzichten. Die bekannte Konstruktion {iber die
Riemannsche Summe ist hier nicht méglich. Auch der Versuch, ein unbestim-
metes Integral einzufiihren, kann nicht gelingen. Um eine Integration zu definie-
ren, muss man daher formal vorgehen, und kann nur einige der fundamentalen
Eigenschaften auf die Grassmann-Variablen {ibertragen.

Die Antivertauschungseigenschaft der Grassmann-Variablen (2.1) ist bei der
Berechnung von Mehrfach-Integralen von groler Bedeutung. Wegen dieser Ei-
genschaft haben wir auch die Antivertauschungsrelationen

Wenn man diese benutzt, findet man

(/dm>2 = /dm/dm’
— /dm dnj = —/dnj dn;
:—</dm>2, (2.11)

(/ dm>2 = 0. (2.12)

also

Man setzt

/dm = 0. (2.13)

Wir sind dann frei zu definieren, dass

/dm 1j = dij- (2.14)
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2. Fermionische Funktionalintegrale

Wenn man (2.10), (2.13) und (2.14) benutzt, findet man zum Beispiel:

/dn2dn1n1n2 = —/dnzdmnzm = /dmdnznzm =1 (2.15)

Als erstes interessantes Beispiel betrachten wir das Integral

N N
I[A] = /Hdm d exp ¢ — Z niAin; ¢ - (2.16)
=1

ij=1

Um dieses Integral zu berechnen, schreiben wir zuerst den Integranden als

N N N
exp{ — Y midyn; p = [[exp —m > Aijn; ¢ - (2.17)
ij—1 i=1 =1

Wegen (2.2) tragen nur die ersten zwei Terme in der Entwicklung der Exponen-
tialfunktion zu diesem Produkt bei und wir erhalten

N
exp{ — Y WiAimy ¢ = (1 — A mi) (1 = T2 Asiymiy) -
ij—1

---(1_77NAN2'N772'N)- (2.18)

Bei dieser Gleichung ist iiber wiederholte Indizes 7; (I = 1,2, ..., N) zu ad-
dieren. Die Integrationsregeln (2.13) und (2.14) besagen, dass der Integrand
von (2.16) das Produkt aller Grassmann-Variablen beinhalten muss. Hieraus
schliessen wir, dass es zur Integralberechnung geniigt, den folgenden Term zu
betrachten:

T(n,n) = >, 0iaflisT2 - TinIN Atiy Az, ... Aniy. (2.19)

Il N

Die Minuszeichen in dem Integranden (2.18) sind durch die Antivertauschung
MkNi, = —Ni, Mk eliminiert worden. Offensichtlich enthélt diese Summe nur die-
jenigen Terme, fiir die alle Indizes 41, ..., iy verschieden sind. Nun kénnen
wir die Information, dass das Produkt von Grassmann-Variablen in der obigen
Summe antisymmetrisch unter der Vertauschung von jedem Paar von Indizes
ist, benutzen und sagen, dass
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2.2. Integration iiber Grassmann-Variablen

T(n,7) = mMmn2e - ININ Y, €iris.in Aty Aziy .- ANiyg. (2.20)

01yl N

€iyio...iy 18t der e-Tensor in N Dimensionen. Wenn wir uns diese Summe an-
schauen, merken wir auch, dass diese nichts anderes als die Determinante der
Matrix A ist, also

T(n,n) = (det A) mininan2 ... NNTN- (2.21)

Schliesslich setzen wir diesen Ausdruck in das Integral (2.16) ein und finden

I1A] =

N
H/dmdmmm] (det A) = det A. (2.22)
i1

Zusammengefasst lautet dieses Ergebnis

N
/D(ﬁn) exp{ — Y MiAyn; p = det A,
ij=1
N
mit  D(n) = [ [ didn. (2.23)
=1

Ein anderes wichtiges Integral ist das erzeugende Funktional

Zlp,p) = / DGm) expd =Y i An; + S pi + o) o (2.24)
0] 7

in dem alle Indizes von 1 bis N laufen und die Quellen p; und p; nun Elemente
der antivertauschenden Grassmann-Algebra sind, die von n;, 7;, p;, p; erzeugt
wird.

Um das erzeugende Funktional zu berechnen, schreiben wir es zuerst als

Zlp.p] = / D(fin) expq — > TAin; o | exp Y pidglpj 0. (2.25)
i i

Hier bedeuten die gestrichenen Variablen
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2. Fermionische Funktionalintegrale

my=n;— Y A5 pk,
k

m=0— Y Ay (2.26)
P

Mit (2.23) kommen wir dann auf das Ergebnis

Zlp,p] = det A exp{ > piA7'p; (2:27)
i,j

fiir das erzeugende Funktional.
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Kapitel 3

Transfer-Matrix-Formalismus

Dieses Kapitel hat das Ziel, eine Einfithrung in den Transfer-Matrix-Formalis-
mus zu geben. Hier werden die Physik und der Formalismus der Spin-Systeme
sowie der Gittereichtheorie diskutiert.

Spin-Systeme sind Modelle fiir Magnetismus und Phaseniibergénge. Gittereich-
theorien sind Cutoff-Formulierungen der Eichtheorien stark wechselwirkender
Teilchen. Statistische Mechanik und Feldtheorie sind verwandte Themen, und
die Verbindungen zwischen diesen beiden werden hier mittels der Transfer-
Matrix entwickelt.

Wir werden sehen, dass das Feldtheorie-Problem zu einem Problem der statisti-
schen Mechanik wird, sobald eine euklidische Gittereichtheorie formuliert wird.
Fiir dieselbe Feldtheorie kénnen verschiedene Gitter-Formulierungen angesetzt
werden. Man kann z.B. ein symmetrisches Raum-Zeit-Gitter in vier euklidischen
Dimensionen benutzen. Eine ebenfalls hiufig verwendete Herangehensweise ist
diejenige, dass man die Zeit-Achse kontinuierlich lasst und nur die drei rdumli-
chen Dimensionen diskretisiert [10].

3.1 Ising-Modell

Dieser Abschnitt wird von der Phinomenologie und der Physik der Phaseniiber-
giange handeln. Als Tllustrationsbeispiel wird das zweidimensionale Ising-Modell
herangezogen.

Auf einem zweidimensionalen Quadrat-Gitter werden Punkte durch Vektoren,
die aus zwei ganzen Zahlen bestehen, gekennzeichnet:

z = (r1,22). (3.1)

Auf jedem Punkt wird eine Spin-Variable s(xz) definiert. Die Spin-Variable hat
entweder den Wert 41 oder den Wert —1. Die Hamilton-Funktion in einem
dusseren Feld B lautet

15



3. Transfer-Matrix-Formalismus

S=-JY s@)s(z+a)+BY_ s(x). (3.2)
T,

T,[h

Sie wird im Hinblick auf den Bezug zur Feldtheorie mit S bezeichnet. Hier ist
i1 ein Einheitsvektor auf dem Gitter und die Kopplungskonstante .J ist positiv,
d.h. die Wirkung bevorzugt Spins, die in dieselbe Richtung zeigen. Die zwei
wichtigen Eigenschaften des Ising-Modells sind:

e Nur benachbarte Spins werden gekoppelt, d.h. die Wirkung ist so lokal
wie moglich und

e unter einer globalen Symmetrie, d.h. wenn alle Spins umgedreht werden,
bleibt die Wirkung invariant.

Die gesamte statistische Mechanik des Systems erhilt man aus der Zustands-
summe iiber alle Konfigurationen, ndmlich

Z =Y exp(—pS9) mit f=-—. (3.3)

alle
Konf.

Zum Beispiel ist die freie Energie

F= —% InZ, (3.4)

und die mittlere Magnetisierung betragt

B 1 B 1 exp(—p59)
M = <WZS(ZE)>— Z [NZS(QS)T (3.5)

T alle T
Konf.

1 OF
M —_— NG_B. (3-6)

Die Suszeptibilitit, die ein Maf fiir die Fluktuationen der Spins bei einem
dufleren Feld darstellt, ergibt sich als

_ oM
X~ 9B |4,
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3.1. Ising-Modell

> X = s () = ] (3.)

Dies ist das bekannte Fluktuations-Dissipationstheorem. In einer anderen Form
lautet es

> (s(@)sly)) = (S(:v)>2] : (3.9)

T,y T

In dieser Form kann man sehen, dass x auch ein Ma$ fiir die Korrelationen der
Spins ist.
Nun definieren wir die Spin-Spin-Korrelationsfunktion:

[(z) = (s(x)s(0)) . (3.10)

Sei (s(0)) = 0, d.h. das System habe keine Magnetisierung. Dann erhalten wir
fiir die Suszeptibilitit

X = kiTZF(g:). (3.11)

Bei hohen Temperaturen (7' > T¢) erwartet man, dass thermische Fluktua-
tionen die Ausrichtungstendenz der entfernten Spins dominieren. Die Korre-
lationsfunktion I'(z) nimmt mit der Entfernung zwischen den Spins fiir jede
Temperatur mit T' > T, exponentiell ab:

T(z) ~ exp G%) : (3.12)

&(T) ist die Korrelationslinge des Systems, sie ist ein Maf fiir die Grosse der
Doménen korrelierter Spins in dem System. Aus dieser Beziehung werden wir
spéter in dieser Arbeit Nutzen ziehen.

3.1.1 Transfer-Matrix des Ising-Modells

Dieser Abschnitt hat das Ziel, die Transfer-Matrix fiir das eindimensionale Ising-
Modell darzustellen. Da fiir uns hier nur die Einfithrung der Transfer-Matrix
wichtig ist, und nicht die Einzelheiten des Ising-Modells, beschrinken wir uns
auf den eindimensionalen Fall.

Das eindimensionale Ising-Modell ist eine Kette von N Spins. Wie zuvor erwihnt,
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3. Transfer-Matrix-Formalismus

findet die Wechselwirkung nur zwischen den nichsten Nachbarn statt und fiir
die Spin-Variable s auf dem k-ten Punkt der Kette gilt: s; € {—1,4+1}. Die
Hamiltonfunktion, die wir hier wegen des Bezugs zu den anderen Teilen der
Arbeit mit S bezeichnen, lautet

N
S=—JY sksp- (3.13)
k=1

Wir fordern die periodische Randbedingung

SN+4+1 = S1- (314)

Die Zustandssumme (3.3) betrigt

7z = ZZ Zexp(—,@S)

N
= Z Z Z [H exp(B J sy 3k+1)]- (3.15)
S1 52 S k=1

Sie kann mit Hilfe der Matrix-Elemente

<3‘T‘s'> =exp (BJss) (3.16)

einer quadratischen Matrix 7' und der periodischen Randbedingung (3.14) auch
folgendermaflen geschrieben werden:

Z = ZZ...Z<81‘T‘SQ><82 T 33> <SN‘T‘SN+1>
S1 S92 SN
= D (0] TV |s)
S1
= TV (3.17)

Diese 2 x 2-Matrix besteht aus den folgenden Matrix-Elementen:

(+1|T]+1) = (-1|T|-1) = &,

(+1T|-1) = (=1|T|+1) = e, (3.18)

18



3.2. Transfer-Matrix des harmonischen Oszillators

~ eﬁ‘] e_/BJ
iT:(eﬁJ o5 > (3.19)

Sie propagiert eine Spin-Variable auf einem Punkt der Kette in die auf dem
néchsten, deshalb nennt man diese Matrix Transfer-Matriz [5, 23]. Diagonali-
siert man 7T, findet man die Eigenwerte

Ay =2cosh(BJ) und A_ = 2sinh(8 J). (3.20)

Mit diesen Eigenwerten konnen wir nun die Zustandssumme (3.15) in die fol-
gende Form umschreiben:
Z =TTV = AV 4+aY (3.21)

1+ <i—+>N] : (3.22)

N
Fiir N — oo wird das Verhaltnis (i—;) klein und wir bekommen

= A\

N—o0

zZ 50N (3.23)

3.2 Transfer-Matrix des harmonischen Oszillators

In diesem Teil wird die Transfer-Matrix anhand eines einfachen Beispiels, des
harmonischen Oszillators, eingefiihrt. Wir werden hier kurz die Dynamik eines
nichtrelativistischen Systems mit einem Freiheitsgrad untersuchen.

Unsere Ergebnisse werden wir dann in den nachfolgenden Teilen dieser Arbeit
benutzen; in feldtheoretischen Diskussionen werden wir lediglich neue Aspekte
erwihnen, denen man begegnet, wenn man sich mit mehreren Freiheitsgraden
in hoheren Dimensionen beschiftigt. Die Lagrange-Dichte des eindimensionalen
harmonischen Oszillators lautet

L= %(m2 — w?2?). (3.24)

In Feynmans Formulierung der Quantenmechanik wird die Ubergangsamplitu-
de, dass ein Teilchen von dem Punkt (z4,%,) zu dem Punkt (z3,,) propagiert,
durch den Ausdruck
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3. Transfer-Matrix-Formalismus

Z= Y exp <%SM> . (3.25)

alle
Pfade

beschrieben. Das Teilchen kann allen erdenklichen Wege folgen und alle diese
Wege tragen nach dem Superpositionsprinzip der Quantenmechanik kohéirent
zur Amplitude bei. Sy steht fiir die Wirkung im Minkowski-Raum fiir einen be-
stimmten Weg. Durch diese Wirkung wird bestimmt, wie gewichtig der jeweilige
Beitrag zu dem Ubergang ist [1, 2]. Sie ist

Sy = CLdt. (3.26)
ta

Wir diskretisieren nun die Zeit-Achse und nennen den Abstand zwischen auf-
einanderfolgenden Zeitscheiben

€= ti-l—l — ti- (327)

Gl (3.25) hat rasch oszillierende Phasen, die wir durch die Einfithrung der
imaginéren Zeitvariable 7 = it vermeiden kénnen. So wird jeder Weg mit einem
geddmpften Exponentialfaktor gewichtet:

L o 2+ 222 3 d (3.28)
R°M T Tap ar) TYT (T '

Wir definieren die euklidische Wirkung durch

1 or 2 2 9 .
Sg = 5/ 9 +w z” pdr = —iS). (3.29)

Das Pfadintegral wird

7 = /Z Hdazi exp <—S—§> : (3.30)

Wenn wir jetzt die Diskretisierung der Zeit benutzen, kénnen wir schreiben,
dass
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3.2. Transfer-Matrix des harmonischen Oszillators

1 Tig1 — 3\
SE:§EZ{<%> -I-w%?}. (3.31)

i

Die letzten zwei Gleichungen stellen ein Problem der statistischen Mechanik
dar: Ein eindimensionales Gitter, dessen Punkte mit dem Index ¢ bezeichnet
worden sind. Die Variable z; ist auf jedem Gitterpunkt 4 definiert und hat einen
endlichen reellen Wert. Wie wir vorher erwéhnt haben, sind in der Wirkung nur
Terme vorhanden, die die nichsten Nachbarpunkte miteinander koppeln. Durch
das Integral wird eine Summation iiber alle moglichen Wege durchgefiihrt, und
diese Wege werden durch einen Exponentialfaktor gewichtet.

Wo wir nun gerade iiber das Integral bei der statistischen Physik gelandet
sind, kénnen wir uns auch iiberlegen, was die Bedeutung von A sein konnte.
In der statistischen Mechanik {ibernimmt die Temperatur die Rolle des A. Die
Unschérferelation sagt uns, dass i ein Maf fiir die Fluktuationen in der Quan-
tenmechanik ist, wobei man fiir die Temperatur dieselbe Vorstellung in der
statistischen Mechanik benutzen kann. Fiir 4 — 0 wird die klassische Trajekto-
rie des harmonischen Oszillators der einzige Weg, der zur Amplitude Z beitrigt,
und die Quantenfluktuationen werden géinzlich unterdriickt. Man kann sich das
statistisch-mechanische System bei T' = 0 derart vorstellen, dass dort keine
Fluktuationen aufteten. Nach diesen Uberlegungen kann man behaupten, dass
es eine Korrespondenz zwischen i und 7' gibt.

Mit einer Funktion T'(z;41,7;) von zwei aufeinanderfolgenden Punkten kann
man die Zustandssumme Z folgenderweise aufschreiben: !

7 = /_oo H{dmi T(zii1, )} (3.32)

Explizit hat T(z;11, ;) die Gestalt

T(zit1,T;) = exp {—% E(zpiH — ;) + %w%xgﬂ + %w%x?] } . (3.33)
Dieser Ausdruck ist als das Matrix-Element eines Operators anzusehen, der in
dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen wird. Wir werden jetzt zeigen, dass T
die Aquivalenz des Pfadintegrals mit der hamiltonschen Methode der Quanten-
mechanik festsetzen wird.

Dazu stellen wir uns zuerst einen Zustandsraum mit den Operatoren Z und p
vor. Die Eigenzustdnde von £ sind die Zusténde, in denen das Teilchen am Ort
z lokalisiert ist, also

!Die Funktion T sollte man nicht mit der Temperatur verwechseln, welche im Folgenden
nicht weiter auftauchen wird.
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3. Transfer-Matrix-Formalismus

Zlr)y =z|z). (3.34)

Sie sind uneigentlich normiert,

(z'|z) = (2’ — z), (3.35)

und bilden einen vollstindigen Satz:

/dm @) (] = 1. (3.36)

Dieser Ortsoperator £ und der Impuls-Operator p erfiillen die Kommutatorbe-
ziehung

#,p] = ih. (3.37)

Mit diesen beiden Operatoren definieren wir einen Operator 1"

(|
der die Eigenschaft (3.33) hat. T ist der diskretisierte Zeitentwicklungsopera-
tor der Quantenmechanik, der imaginire Zeiten benutzt. Er entwickelt einen
Zustand in einen anderen, der in dem zeitlichen Abstand e zu dem vorherigen
steht.

Die Zustandssumme kann jetzt mit Matrixelementen ausgedriickt werden:

z) =T(z', z), (3.38)

Z = /Hd$z<xz+1‘,f‘$z>
= /(mb‘T‘xN_O <$1‘T‘$a> de_l...dxl
= (| TV |2a)- (3.39)

N —1 ist die Anzahl der Scheiben zwischen 7, und 75, da 7, die Zeit-Koordinate
der Nten Scheibe ist. Wenn man periodische Randbedingungen voraussetzt,
sieht man, dass

7 ="Tr (TN) . (3.40)
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3.2. Transfer-Matrix des harmonischen Oszillators

Wie wir im Abschnitt [3.1] gesehen haben, kann die gesamte statistische Mecha-
nik des Systems aus der Zustandssumme gewonnen werden. Dies verdeutlicht
die Wichtigkeit der Transfer-Matrix. Nun miissen wir einen Ausdruck fiir T
finden.

Hierzu folgende Rechnung;:

S

eXp{ - %6132} ‘w> = /dp dp' ('Ip") ('] eXp{ — %6;52} ) (plz)
oo (- o)

1 , p'x
= %/dpdp exp{ "

x o(p' —p) eXp{ - %}

= o [ o (P oo {50

= Cexp{ — %eﬁ?(m' — x)Q} (3.41)

Mit dieser Gleichung und der Gleichung (3.33) findet man dann den Operator-
Ausdruck

. 1 1 1
T = exp {_EEW%Q} exp {—ﬁeﬁQ} exp {—Eew%Q} (3.42)

fiir den Gitter-Abstand e. In diesem Operator ist die Reihenfolge der Operatoren
Z und p wichtig, da sie i.A. nicht miteinander vertauschen .

Durch

T = exp ( - %H) (3.43)

kann man den Hamilton-Operator der Theorie definieren, wobei dieser Operator
einen komplizierten Ausdruck hat. Fiir ¢ — 0, also fiir eine kontinuierliche
7-Achse, geht H. iiber in H = £ (p? + w?4?). Um den Unterschied zwischen H,

und H zu verstehen, betrachte man das Baker-Campbell-Hausdorff-Lemma:

o N o N 1 .+ 4
exp(A) exp(B) = exp (A + B+ §[A, Bl +.. > . (3.44)

Wenn man in dieser Identitit A = —ep?/2h und B = —ew?i2/4h einsetzt, sieht
man, dass wegen [A, B] = O(€?) gilt:
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T = exp (—% [+ 0(9)]). (3.45)

Durch die Feynman-Interpretation von Z folgt die Schrodinger-Gleichung. Dies
bedeutet, dass

P! ) = / 27 1), ) (3.46)

Mit der Annahme, dass 7/ — 7 = € infinitesimal ist, bekommen wir

Z = <x"TN‘$> = <33' exp ( — %ﬁ) ‘x>
~ (o]1- 2H|z)
= 0z’ —z) - %H 5z’ — ). (3.47)
Gleichung (3.46) wird dann
,([}(wla 7—,) = ¢($l, T) - %H¢($la T)a (348)
oder
2T L ) = 0, (3.49)
or

Dies ist die euklidische Version der Schrodinger-Gleichung. Als eine Bemer-
kung kann man sagen, dass wir fiir den freien Fall (H = Hy = (p2/2m)) die
Wirmeleitungs- oder Diffusionsgleichung erhalten. Dies bedeutet, dass das eu-
klidische Pfadintegral als ein Mittelwert iiber alle zufillige Wege, die in der
Brownschen Bewegung vorkommen kénnen, betrachtet werden kann [7].
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3.3. Transfer-Matrix fiir Feldtheorien

3.3 Transfer-Matrix fiir Feldtheorien

Jetzt werden wir unsere Untersuchungen auf Feldtheorien erweitern. In dem
nichsten Abschnitt werden wir dann anhand unserer Resultate die Gemeinsam-
keiten und Korrespondenzen zwischen statistischer Mechanik und Feldtheorien
finden.
Ein selbstgekoppeltes Skalarfeld in d Raum-Zeit-Dimensionen hat die Lagrange-
Dichte

[, JU(08N L 1,y
= [a x{2(6t> SV — ks >\o</)}- (3.50)

Wenn wir die Theorie jetzt auf einem anisotropen Raum-Zeit-Gitter mit ima-
gindren Zeiten formulieren, haben wir die (euklidische) Wirkung 2

5= ot ool + et B o

k

1
+ ETadflu%ng(x) + Tadl)\g¢4(az)}. (3.51)
Hier bedeuten a den raumlichen und 7 den zeitlichen Abstand zwischen be-
nachbarten Gitterpunkten und A, steht fiir den diskreten Differenz-Operator

Aud(z) = ¢z + 1) — ¢(). (3.52)

u = 0 ist die zeitliche Richtung und p = k sind die rdumlichen Richtungen.
Entsprechend hat man den Vektor z = (zo, Z).
Um die Wirkung iibersichtlicher zu machen, benennen wir die Konstanten um:

ad—1 a3 rad—1

, K= , h=—5 Pl ug =Ta’ . (3.53)

K, und K sind die Nichste-Nachbar-Kopplungen in zeitlichen und rdumlichen
Dimensionen. Es ist zu merken, dass diese Konstanten gleich sind, wenn die
Absténde a und 7 gleich sind. Das Ergebnis ist

S=>" {KT(AOqS)Q + K ) (M) + bog” + u0¢4} . (3.54)
T k

2Ab hier ist unter dem Begriff Wirkung die euklidische Wirkung zu verstehen.
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Das Pfadintegral der Theorie ist

- /_Oo [ d¢(z)e 5. (3.55)

Dieses kann man sich auch als die Zustandsumme eines vierdimensionalen sta-
tistischen Mechanik-Problems denken.

Wenn wir dieselbe Methode, die wir ab der Gleichung (3.30) benutzt haben,
um einen Operator-Ausdruck fiir die Transfer-Matrix zu finden, fiir die Felder
¢(x) benutzen, kommen wir zuniichst auf das Ergebnis

(¢| T |§) = exp {— > {K [¢/(&) — §(2)]°
+K S (W@ +8) - F @) + 6+ b) - p@))
k

3o (470 + 92(@) + 5u0 (6°3) + ' (@) }} (3.56)

Hier ist ¢(#) das Feld auf einer Zeitscheibe und ¢'(#) ist dasjenige auf der
néichsten. Mit T ist es wieder moglich, das Feld ¢(Z) in zeitlicher Richtung pro-
pagieren zu lassen. Vorher brauchten wir £ und p, um einen Operator-Ausdruck

fiir 7' zu finden, deswegen fithren wir jetzt die quantisierten Felder qAS(:E') und
7(Z) ein. Diese Felder erfiillen die Vertauschungsrelation

[&(f), fr(a}")] = 0. (3.57)

Wie in Kap. [3.2], finden wir dann fiir die Zustandssumme

Z="Tr (TN+1) (3.58)

mit N Scheiben zwischen der ersten und der letzten Zeitscheibe, wenn wir auch
hier periodische Randbedingungen voraussetzen. Der Operator-Ausdruck fiir 7'
ist dann

T:exp{ Z{ zk:[ oz + k) — é(m)}2+boq§2(:ﬁ)+uo<ﬁ4(m)}}

X exp { { [QAS (x4+k)—¢ az)] ’ + bod?(z) + u0$4({p)}} (3.59)



3.4. Verbindungen zwischen statistischer Mechanik und Feldtheorie

Aus dieser Gestalt kann man erkennen, dass T wie bei dem harmonischen Oszil-
lator nicht die Exponentialfunktion eines einfachen bekannten Operators ist. Bei
dem Fall des symmetrischen Gitters, also wenn der Abstand zwischen den Zeit-
scheiben gleich dem rdumlichen Abstand zwischen benachbarten Gitterpunkten
ist (7 = a), geht 7' dann in eine Exponentialfunktion

exp (—ﬁeT) (3.60)

iiber. Hier ist H, ein komplizierter Hamilton-Operator.

Das statistische Mechanik-Problem ist elegant, weil dann K, = K ist. Im Zeit-
Kontinuums-Limes haben wir 7 — 0, also K, — oo, K — 0, aber ihr Produkt
bleibt fest:

1
KK, = ZaQ(d_Q). (3.61)

Dies ist keine Uberraschung. Wie schon vorher erwihnt, kann es mehrere Gitter-
Versionen einer Feldtheorie geben. Damit die Physik in verschiedenen Gitter-
Formulierungen dieselbe bleibt, miissen die Kopplungen passend gew&hlt wer-
den.

3.4 Verbindungen zwischen statistischer Mechanik
und Feldtheorie

Wie in Kap. [3.3] gesehen, haben wir ein statistisches Mechanik-Problem auf
dem symmetrischen Gitter und eine feldtheoretische Formulierung mit Opera-
toren ¢(z), #(z) und H,, die auf dem symmetrischen Gitter definiert sind. Wir
werden die folgenden Korrespondenzen zwischen diesen beiden Formulierungen

finden:

statistische Mechanik ‘ Feldtheorie
Freie-Energie-Dichte | Vakuum-Energie-Dichte
Korrelationsfunktion Propagator

(Korrelationslinge) ™' | Massenliicke (mass gap)

Da die Transfer-Matrix hermitesch ist (7' = 7'), kann ihr Spektrum mit einem
orthonormalen Satz von Vektoren mit reellen Eigenwerten beschrieben werden.?

T = Z i) e BT (i, (3.62)

*Die Summe Y, gibt i.A. auch ein kontunuierliches Spektrum.
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= TN = 3 i) (NEDET (] (3.63)

Mit der Annahme, dass der Eigenzustand von H, mit dem kleinsten Eigenwert
(was natiirlich auch der Eigenzustand von T mit dem grossten Eigenwert ist)
nicht entartet ist, bekommen wir fiir N — oo

TN 5 |0y e PoT (0 ; (3.64)

Hier steht T' = (N + 1)7 fiir die Differenz der Anfangs- und Endzeit. Mit (3.58)
erhalten wir

7 = ¢ BT, (3.65)

Wenn wir den Faktor 3 in die Definition der freien Energie hinzufiigen, sieht die
Relation zwischen der Zustandssumme und der freien Energie mit der Gleichung
(3.4) wie folgt aus:

Z=e". (3.66)

Die freie Energie ist hier eine extensive Grosse in vier Dimensionen, daraus folgt,
dass F = fVT (f: Dichte der freien Energie). Wir wissen, dass Ej ebenfalls
eine extensive Grosse ist, was bedeutet, dass Ey = woV (wp: Energiedichte des
Quantenvakuums). Also folgt aus dem Vergleich von (3.65) mit (3.66)

woy = f (3.67)

Dies ist unsere erste Korrespondenz.
Jetzt betrachten wir den feldtheoretischen Propagator im Minkowski-Raum:

At ) = (0|Td(t (0, 2)

0>. (3.68)

¢(t, &) (Feld-Operator im Heisenberg-Bild) und ¢(Z) (Feld im Schrédinger-Bild)
verbindet die folgende Relation miteinander:

(t, @) = et p(7)e et (3.69)
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Wahlt man ¢ > 0, so erhilt man

A(t, 7) = <0 ‘(ﬁ(f)e_iﬁeté(ﬁ)‘ 0> oiPot, (3.70)

Die Verallgemeinerung der Korrelationsfunktion (3.10) in vier Dimensionen

[(z) = (s(z)s(0)) (3.71)

bekommt dann die folgende Gestalt:

D(zg, &) = %/ I d (b, &) (o, £)$(0,0)e5". (3.72)

-
T, T

Nur fiir die Zeitscheiben mit z; = 0 und z{, = zo werden die Rechnungen an-
7|9)
zwischen jedem Paar benachbarter Zeitscheiben. Vorher hatten wir fiir die Zu-
standssume den Ausdruck Z = Tr (TN H) (3.58) gefunden. Wenn man diesel-

ben Schritte wiederholt, erhéilt man den folgenden Operator-Ausdruck fiir die
Korrelationsfunktion:

ders als die bei der Zustandssumme sein. So finden wir den Faktor <¢’

T (17 (7)™ §(0)T*)

()

F(xo,f) = (3'73)

Hier ist P+z9+L = N+1. Wenn P, zy, L — o0, so dass (3.64) gilt, bekommen
wir fiir die Korrelationsfunktion
D(z0,7) = <o ‘q@(g}’)e’xoﬁ”é(ﬁ)‘ o> g0 BT, (3.74)

Vergleicht man diese Gleichung mit (3.70), so kommt man auf die Identitéit

(20, &) = A(—izor, D), (3.75)

wenn man t = —ixg7 wihlt. Das ist die zweite Korrespondenz zwischen der
statistischen Mechanik und der Feldtheorie.

Durch die Berechnung der Korrelationsfunktion in der statistischen Mechanik
gewinnt man also den Propagator der Feldtheorie in imaginirer Zeit. Dann
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muss natiirlich noch die analytische Fortsetzung in die reelle Zeit durchgefiihrt
werden.

An dieser Stelle erinnern wir daran, dass die Korrelationsfunktion eines Sy-
stems, das sich nicht am kritischen Punkt befindet, exponentiell mit der Zeit
abnimmt (3.12):

- lzpl

[(z0,0) ~e ¢ fiir |zo| > &. (3.76)

Betrachtet man den Propagator A(—inT, 6) mit einem vollstindigen Satz von
Zustinden,

2

A(—inT,0) =) et : (3.77)

l

(0|4(0)

)

so sieht man, dass der Zustand mit der kleinsten Energiedifferenz (E; — Ey) die
Summe dominiert, wenn n7 > 1. Der kleinste Wert von (E; — Ey) ist m, die
physikalische Masse des Teilchens. Das Matrix-Element |(0|¢(0)|I)| hat fast nie
den Wert Null in dieser Theorie. Daraus folgt

A(—inT,0) ~ e ™7, (3.78)

Wenn man jetzt die Korrespondenz von der Korrelationsfunktion und dem Pro-
pagator (3.75) benutzt, kommt man auf die folgende Gleichung;:

m=—. (3.79)

Und wenn man noch als zeitlichen Gitter-Abstand denselben wie den raumlichen
wéhlt, erhilt man

m=— (3.80)

fiir ein symmetrisches Raum-Zeit-Gitter.

Diese Gleichung besagt, dass die zugrunde liegende statistische Mechanik fast
kritisch sein muss, damit man eine Feldtheorie mit Teilchen kleiner Massen ha-
ben kann. Im Kontinuums-Limes gibt es ein Anregungsspektrum von endlichen
Massen nur dann, wenn & — oo.

Wir kommen jetzt zuriick auf unsere Annahme, dass der Zustand mit dem
groften Eigenwert der Transfer-Matrix (d.h. der Zustand mit dem kleinsten
Eigenwert von dem Operator H,) nicht entartet sei. Diese Annahme bedeutet
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nichts anderes als m # 0, und deshalb muss £ endlich sein. Anders ausgedriickt
miissen die Parameter in der Wirkung so gew#hlt werden, dass das System nicht
kritisch ist.

Man kann aus der expliziten Darstellung der Transfer-Matrix, die oben disku-
tiert wurde, ndmlich

T = exp (—I:IET) , (3.81)

schliessen, dass T ein beschriankter, symmetrischer, positiver Operator ist. Der
Begriff positiver Operator bedeutet, dass die Eigenwerte des Operators positiv
sind. Die Positivitit der Transfer-Matrix ist notwendig fiir die Existenz eines
selbst-adjungierten Hamilton-Operators.

Aber in allgemeineren Féllen, in denen keine explizite Darstellung der Tansfer-
Matrix bekannt ist, ist die Positivitdt nicht garantiert.

31



3. Transfer-Matrix-Formalismus

32



Kapitel 4

Yang-Mills-Theorie auf dem
Gitter

In diesem Kapitel geben wir zuerst eine Zusammenfassung der reinen Eichtheo-
rie im Kontinuum und gehen dann in die Gitter-Version iiber. Wir benutzen
wie im vorherigen Kapitel eine diskretisierte symmetrische Raum-Zeit.

Dann wird die Transfer-Matrix fiir die Eichtheorie ohne Materiefelder ein-
gefithrt, und schliesslich wird die Reflexionspositivitit anhand dieses unkom-
plizierten Falls definiert und untersucht.

4.1 Eichfelder

4.1.1 Im Kontinuum

Die Wirkung eines komplexen Vektorfeldes ¢(z) mit N komplexen Komponen-
ten ¢'(z) (i =1,...,N) auf dem euklidischen Kontinuum lautet

5= / d { () (@O + mD)g() + U (p()b(x))} (4.1)

Diese Wirkung ist invariant unter globalen Eichtransformationen

$(z) = ¢'(z) = Ad(z) (4.2)
mit A € SU(N), d.h. es ist eine N x N Matrix mit ATA = 1 und detA = 1.

Diese Wirkung ist aber nicht invariant unter den lokalen Eichtransformationen

$(z) = ¢'(z) = A(z)$(z). (4.3)

33



4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Um die Eichinvarianz unter lokalen Eichtransformationen herzustellen, benotigt
man die kovariante Ableitung, die ein Ergebnis des Konzepts Paralleltransporter
ist [7]. Dieser ist eine SU(N)-Matrix, die die Elemente eines Vektorraums in die
eines anderen abbildet:

Uly,z) : Vp = V. (4.4)

Dieser bewirkt eine parallele Verschiebung des Vektors ¢(z) € V, entlang einer
Kurve von dem Punkt z zu einem anderen Punkt y.

Die Wirkung der lokalen Eichtransformationen auf den Paralleltransporter lau-
tet folgendermafien:

Uly,z) = U'(y,z) = AMy)U(y,z) A~ (z). (4.5)

Fiir infinitesimale Abstande enthilt man

Uz +dz,z) =1 — A, (x)dz". (4.6)

A, ist das Eichfeld und ein Element der su(N) (Lie-Algebra der SU(N)). Es
transformiert sich unter lokalen Eichtransformationen wie folgt:

Al () = Ax) [0 + Ap(@)] A (). (4.7)

Somit lisst sich die kovariante Ableitung definieren als

D,¢(z) = [0, + Au(z)] p(z). (4.8)

Sie transformiert sich auch auf kovariante Weise, also in derselben Weise wie
das Feld ¢(z) selbst:

D, ¢'(z) = AMz)Dud() (4.9)

Die Feldstarke ist

Fuy = [Dy, D] = 0,4, (2) = 0,A4,(2) + [Au(z), Ay ()] (4.10)

Fiir den Paralleltransporter um ein infinitesimales Parallellogramm mit den
Seiten dx und dy in p und v-Richtungen haben wir dann
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4.1. Eichfelder

Uinf(z,x) =1 — Fy (z)dz"dy". (4.11)

Mit den Transformationsgesetzen des Eichfeldes und der kovarianten Ableitung
lasst sich dann einfach finden, dass sich auch die Feldstirke kovariant transfor-
miert:

Fl, (x) = A(z) F () A~ (2). (4.12)

Sowohl A, (z) als auch F,,(z) sind Elemente der Lie-Algebra su(/N). Das be-
deutet, dass man diese als Linearombinationen der hermiteschen Generatoren
Ty, der su(N) schreiben kann (B.5):

Au(z) = _igAZ(x)Taa
Fu(z) = —ighy,(2)T,. (4.13)

Als invariante Wirkung findet man schliesslich den folgenden Ausdruck mit den
kovarianten Ableitungen:

Sp = /d4$ {Dud(x)Dy(z) + m*(z)p(x) + U [p(z)(2)]} . (4.14)

Hier haben wir von dem Feld ¢(z) Gebrauch gemacht, um Eichfelder und Paral-
leltransporter einzufiithren, die wir ab dem néachsten Unterkapitel dieser Arbeit
oft verwenden werden. Das Eichfeld mit seiner Yang-Mills-Wirkung kann auch
alleine untersucht werden (reine Eichtheorie). Die Yang-Mills-Wirkung ist

1 4
Svar = =55 | 40 T BB, (4.15)

4.1.2 Eichfelder auf dem Gitter
Der kinetische Teil der Wirkung auf einem hyperkubischen Gitter lautet
1
Se=5D a'Ag Alg=— > a®$(#)d(y) +4)_a*d(x)d(z). (416)
x <z,y> x
Das Materiefeld ¢(x) ist nun nur auf den Gitterpunkten definiert. Das Symbol
< z,y > hat die Bedeutung, dass man iiber alle Néchste-Nachbar-Paare sum-

mieren muss.
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4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Auf dem hyperkubischen Gitter ist der kleinste Abstand zwischen den Gitter-
punkten a. In dieser Wirkung wurde von der Gitter-Vorwérts-Ableitung

Ag(a) =~ [pla + afi) — $(a)] (2.17)

Gebrauch gemacht.
Die Gitter-Riickwirts-Ableitung und die symmetrische Gitter-Ableitung sind
folgendermaflen definiert:

Agla) = - () — bz — ap)], (1.18)
AYY() = 5 9l +ai) — ¢z — o). (4.19)

Die Wirkung (4.16) ist jedoch unter lokalen Eichtransformationen nicht inva-
riant. Deswegen muss man wie bei dem Kontinuums-Fall vorgehen. Wahrend
wir im Kontinuums-Fall Paralleltransporter entlang infinitesimaler Abstéinde
benutzt haben, kénnen wir diesmal nur den kleinstmdglichen Abstand auf dem
Gitter (a) nehmen. Die Paralleltransporter auf dem Gitter muss man mit den
Verbindungen zwischen den néichsten Nachbarpunkten auf dem Gitter assozi-
ieren. Da diese jetzt auf den sogenannten Links (Verbindungen zwischen den
néichsten Nachbarpunkten) leben, nennt man sie auch Link- Variablen (in eini-
gen Texten auch einfach nur Links genannt):

Ub) =U(x+afr,x) = Uy(x). (4.20)

Sie sind Elemente der Eichgruppe und haben folgende Eigenschaft:

Uly,z) =U Yz,y) = Ul (z,y). (4.21)

Eine Beziehung, die wir bei der Konstruktion der eichinvarianten Eichfeld-
Wirkung benutzen werden, ist

U_y(z+ap) =U(z,z+ai) =U 'z +ai,z) =U, (z) =Uj(z). (4.22)
Da sich die Paralleltransporter auf dem Gitter aus den Link-Variablen bilden
lassen, betrachtet man die Konfiguration der Link-Variablen {U(b)} als das
Gittereichfeld. Unter lokalen Eichtransformationen transformiert sich die Link-
Variable wie folgt:
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4.1. Eichfelder

Un() Ul()
r—r r—0 [ —— ]
T z + aji T z + aji
N N N ~1
Uy(x) = Uz +aj,z) = Mz +ap) Uz + afp,z) A (z). (4.23)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass ein Kopplungsterm wie

Y @)U (z,y)b(y) (4.24)

<z,y>

unter solchen Eichtransformationen invariant bleibt.
Fiir die invariante Wirkung unter lokalen Eichtransformationen kann man dann
den folgenden Ausdruck aufschreiben:

%Z a'Dyd Dydp = —a® > p(@)U(z,y)p(y) +4a> Y ¢°(z).  (4.25)

<z,y>

Die kovariante Gitter-Vorwiérts-Ableitung D), ist mit Hilfe der Link-Variable
definiert als

ISEN

Dud(e) = — [U7' (2)p(e + aft) — p(a)] - (4.26)

Wenn man sich die Transformation der Link-Variablen (4.23) anschaut, sieht
man, dass Ausdriicke wie ¢(z)U (z,y)¢(y) und Tr U(x,z) (Spur eines Parallel-
transporters um eine geschlossene Kurve) invariant sind und deshalb in eichin-
varianten Gréflen benutzt werden kénnen.

4.1.3 Wilson-Wirkung
Eine Plaquette definieren wir als das kleinste Parallelogramm auf dem Gitter,
das aus vier Links und vier Gitterpunkten, ndmlich

x, x + af, r+ap+av und z + av (4.27)
besteht. Wie wir vorher erwihnt haben, besteht ein Paralleltransporter auf dem
Gitter aus dem Produkt aufeinanderfolgender Link-Variablen. Speziell definie-

ren wir die Plaquette-Variable als
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4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

x + av Ul(z + ap) .az-l-aﬂ-l-al)

Ul (x) AU, (z + aji)
z U:(x) T+ afi
Up = U (z) = Ul(2)U} (2 + a?)U, (z + aft) Uy(). (4.28)

Die Reihenfolge der Link-Variablen in diesem Produkt ist in einer abelschen
Theorie nicht wichtig, aber in einer nicht-abelschen Theorie spielt sie eine Rol-
le, da die Link-Variablen in einer solchen Theorie nicht vertauschen.

Nach Wilsons Vorschlag [12] definiert man die Wirkung fiir die reine Eichtheorie
als eine Summe der Wirkungen iiber den einzelnen Plaquetten:

U] = Z Sp(Up) (4.29)
P
mit
Sp(Up) = —p [2’1‘1"1 (TrU +Tr U, ) ]
= —f [NRe {Tr Up} — 1] fiir SU(N). (4.30)

Diese Summation, der wir spiter 6fters begegnen werden, bedeutet

=Y ¥ =Xy (e

r  1<pu<v<4 T pFv

Der konstante Term in dieser Wirkung &ndert die Physik des Systems nicht und
wird in der Literatur deshalb hiufig weggelassen. Auch in der Berechnung der
Reflexionspositivitdt in dem letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir auf
diesen Term verzichten. Die Wilson-Wirkung ist reell, positiv und verfiigt iiber
Eichinvarianz, da Tr U, = Tr Uj,.

Bevor wir anfangen, uns mit der Transfer-Matrix zu beschéftigen, vergleichen
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4.1. Eichfelder

wir die Wilson-Wirkung mit der Yang-Mills-Wirkung im Kontinuum.
Das Eichfeld A, (z) ist ein Element der Lie-Algebra SU(N) (4.13):

Au(z) = —igAj(2)T,. (4.32)

Der mit ihm verbundene Paralleltransporter auf dem Gitter ist

1
Uu(z) = e~ (@) =1 aA,(z) + §a2A#(az)2 +.... (4.33)

Wegen der Unvertauschbarkeit der Eichfelder hat man fiir die Plaquette-Variable
U, das Baker-Campbell-Hausdorff-Lemma (3.44) zu benutzen, um sie als eine
Exponentialfunktion der Feldstirke

Fu(2) = AJ Ay (z) — Al Au(2) + [Au(2), Ay (2)] (4.34)

schreiben zu konnen. So findet man

Up = U (z) = exp (—a’F (z) + O(a?)) . (4.35)

Schliesslich, wenn man noch die Identitit (4.31) benutzt, findet man fiir die
Wilson-Wirkung der reinen Eichtheorie den Ausdruck

/B 4 v 5
S =1 % "o’ Tr F, () F* (z) + O(a®). (4.36)
Mit der Wahl
2N
B = Z (4.37)

der Konstante 5 bekommt man im Kontinuums-Limes (¢ — 0) die Yang-Mills-
Wirkung

1 4
SYM = —2—92 d*z Tr FMUF[LU- (438)
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4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

4.2 Transfer-Matrix

Der néchste Schritt bei der Quantisierung der Eichfelder besteht aus der Defi-
nition des Funktionalintegrals.
Im Kontinuum hat man fiir den Erwartungswert einer Observable den Ausdruck

(0) = % / D[A,] O e Sl (4.39)

Auf dem Gitter sind die Observablen Funktionen von Link-Variablen: O ({U(b)})
Wenn man die Korrelationsfunktionen der Link-Variablen berechnen mochte,
kann man die Wilson-Wirkung in einer Pfadintegralformulierung benutzen. Sie
ist eine eichinvariante Gitter-Wirkung, die im kontinuierlichen Fall mit der
Yang-Mills-Wirkung iibereinstimmt. Damit diese Eichinvarianz in dem Inte-
grationsprozess nicht zerstort wird, muss man ein eichinvariantes Gruppenmaf}
dU definieren. Dieses nennt man Haar-Maf} der Eichgruppe und es ist invariant
unter Eichtransformationen geméif (4.23).

Fiir den Erwartungswert hat man dann

(0) = % / [[du®) O 5™ mit Z = / [Tdu®) e5).  (4.40)
b b

In der Anwesenheit von Materiefeldern sieht der Erwartungswert wie folgt aus:

(0) = % / TTav®) / [ dé(x) O & 509, (4.41)
b T

Im Folgenden werden wir fiir [, dU(b) einfach dU schreiben, wenn keine be-
stimmte Links gemeint werden. Wenn aber {iber bestimmte Links integriert
wird, wird das in der Schreibweise angedeutet.

Die Transfer-Matrix gibt die Beziehung zwischen Funktionalintegral und dem
Hamilton-Operator an. Hier ist es unser Ziel, die Transfer-Matrix in dem Sinne
des Funktionalintegrals einzufiihren.

Mit B; bezeichnen wir die Menge aller Links, die zwischen den Gitterpunkten
mit der Zeitkoordinate x4 = t liegen. B;y11; bedeutet entsprechend die Menge
aller Links, die zwischen den Zeitscheiben x4 = ¢ und z4 = t + 1 liegen. Die
Konfigurationen der Link-Variablen auf den Links von B; bilden U; und die
auf den Links von By bilden U1 . P; enthélt alle Plaquetten, deren Links
génzlich in B; sind und die Plaquetten aus P;;1; sind diejenigen, die die Zeit-
scheiben 24 = t und 4 = t + 1 verbinden.

Mit diesen Definitionen erhalten wir jetzt die Wirkung als eine Summe der
Lagrange-Funktionen iiber alle Zeiten:
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4.2. Transfer-Matrix

S =" LiUpr,Upsre.Us]. (4.42)
t

In dieser Summe ist die Lagrange-Funktion

1 1
LUy, Upsr U] = 5 L [Upsa] + S Lo (U] + Lo [Upr, Upir U] (4.43)

selbst eine Summe von L1, das von Link-Variablen einer einzelnen Zeitscheibe
abhéngt

Ly U] = —% > Re{Tr U,}, (4.44)

pEP:

und von Lo, das von Link-Variablen sowohl aus U; als auch aus U; ; abhéngt:

Lo [Up1, Uprp, U] = —— Z Re{Tr Up}. (4.45)
pEPt+1 t

Die Transfer-Matrix-Elemente sind dann

T [Upi1,Uy] = / H dU(b) exp (=L [Up1,Up1,t,Us]) - (4.46)
bEBi11,¢

T entwickelt einen Zustand in einen anderen, der sich auf einem Punkt in der
néchsten Zeitscheibe befindet:

er1) =T [) (4.47)

Wie wir in Kapitel 3 gezeigt haben, ergibt sich die Zustandssumme auf einem
Gitter mit N Zeitscheiben mit periodischen Randbedingungen als die Spur iiber
F

7 = / H T Uyr,t] ] dU () | - (4.48)

beE By

Wie bereits frither erwihnt, ist die Positivitiat der Transfer-Matrix fiir die Exi-
stenz eines selbstadjungierten Hamilton-Operators nétig, da

A=-tm7. (4.49)



4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

4.3 Zeitreflexion und Reflexionspositivitéit

In diesem Abschnitt wird zunéchst der Reflexionsoperator definiert. Wir defi-
nieren ihn sowohl fiir Eichfelder, als auch fiir Fermion-Felder. Dann definieren
wir die Reflexionspositivitit und befassen wir uns damit im Falle der reinen
Eichtheorie. Die Diskussion iiber die Reflexionspositivitit mit Fermion-Feldern
folgt dann in den nichsten Kapiteln.

Der Reflexionsoperator f wird als eine antilineare Abbildung definiert:

0%, z4) = (%,—2x4),

0p(z) = P(0z)va,

0(z) = yap(0),
U (y,z) = U(Oy,0z),

0G(U) = G*(0U) (4.50)

mit der Matrix
(1 0

Man kann somit sagen, dass 6 das euklidische Aquivalent der hermiteschen
Konjugation im Minkowski-Raum ist. Diese dndert das Zeichen in dem Zeit-
entwicklungsoperator e *#*. Deshalb braucht man auch eine Zeitreflexion im
euklidischen Raum.

Nun sei F' eine Funktion von Feldern mit einer Zeitkoordinate x4 > 0. Dann
ist (@F) eine Funktion von Feldern, die nur von den Zeitkoordinaten z4 < 0
abhingen.

Reflexionspositivitit besagt nun, dass der Erwartungswert ((#F)F') nicht nega-
tiv ist:

((OF)F) = % / dU e % (0F) F > 0. (4.52)

Es gibt zwei Sorten von Reflexionen auf dem Gitter. Bei dem ersten Fall (Site-
Reflection) reflektiert man beziiglich einer Hyperebene, auf der es alle Gitter-
punkte (sites) mit gleicher Zeitkoordinate (z.B. x4 = 0) gibt, wihrend bei der
Link-Reflection die Reflexionsebene in der Mitte zweier Zeitscheiben liegt (z.B.
x4 = 1/2). Sie wird durch die Links geschnitten, daher der Name. In der Lite-
ratur ist # in diesen beiden Féllen oft unterschiedlich definiert, ndmlich durch

0s : x4 — —x4 fir Site-Reflection,
0p: x4 — 1 — x4 fiir Link-Reflection. (4.53)
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4.3. Zeitreflexion und Reflexionspositivitit

In dieser Arbeit verwenden wir in beiden Fallen die Konvention

9(174 — —I4 (4.54)

und definieren die Zeitkoordinaten der Gitterpunkte bei Link-Reflection als
halbzahlig.

Die Positivitit des Erwartungswertes ((F')F') impliziert die Positivitiat des Ska-
larproduktes im Hilbert-Raum [15]:

(¢ly) = 0. (4.55)

Es ist wichtig, die Reflexionspositivitit bei euklidischen Korrelationsfunktio-
nen zu priifen, da die Hilbert-Raum-Formulierung mit einem wohldefinierten
Hamilton-Operator erst dann garantiert werden kann. Das sichert auch die
Existenz eines selbstadjungierten Hamilton-Operators. Man kann nicht fiir alle
feldtheoretische Modelle eine explizite Darstellung der Transfer-Matrix ange-
ben. Deshalb braucht man eine Charakterisierung in Abhéngigkeit von Erwar-
tungswerten.

Es geniigt, Reflexionspositivitit entweder mit Link-Reflection oder mit Site-
Reflection zu zeigen, um einen Hamilton-Operator definieren zu kénnen. Im
Kontinuums-Limes (¢ — 0) hat man dann keine Probleme. Aber bei endlichen
Gitterabstinden ist es am besten, wenn man Positivitit beider Sorten hat, da
es dann moglich ist, eine positive Transfer-Matrix zu definieren und Korrelati-
onsfunktionen jedes Abstandes zu betrachten.

Nun wird zuerst gezeigt, wie man die Reflexionspositivitit anhand der reinen
Eichtheorie priifen kann. Da es zwei Sorten von Reflexionen auf dem Gitter
gibt, fithren wir diese Rechnung in beiden Féllen durch.

4.3.1 Site-Reflection
Um die Positivitdt der Reflexion beziiglich einer Ebene mit Gitterpunkten zu
untersuchen, empfiehlt es sich, als erstes die Wirkung in drei Terme aufzuspal-
ten:

S=5,+5_+5. (4.56)
Hier hiingen S von Variablen mit Zeitkoordinaten x4 >0 und S_ von Variablen
mit x4 <0 ab. Fiir den dritten Term gilt

So = L1 U], (4.57)
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4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

da er nur aus Plaquette-Variablen in der Zeitscheibe x4 = 0 besteht.

Diese Aufspaltung hat den Vorteil, den Exponentialfaktor im Funktionalintegral
fiir den Erwartungswert ((0F)F') als ein Produkt von drei Exponentialfaktoren
zu schreiben, da ein Term der reflektierte des anderen ist:

S_=0S,. (4.58)

Der Erwartungswert (4.52) ist dann

((OF)F) = % / dU e 50 §(Fe °+) Fe 5+. (4.59)

Mit der Abkiirzung

Flo] = / I dvp)Fes+ (4.60)
bEBt 1.t
mit £>0

folgt

/ I1 dv®)e* |7 t]? (4.61)

bE By

fiir den Zahler des Erwartungswertes. Hier ist der Integrand positiv definit und
man hat

(OF) F) > 0. (4.62)

4.3.2 Link-Reflection

Auch bei der Link-Reflection spalten wir die Wirkung in drei Terme auf:

S=8,+5_ +Sc. (4.63)

Dieses Mal hdngt S; nur von Feldern mit positiven Zeitkoordinaten und S_
nur von denen mit negativen Zeitkoordinaten ab. Wie wir zuvor erwdhnt ha-
ben, benutzen wir jetzt halbzahlige Zeitkoordinaten, und die Abbildung € ist
identisch mit jener der Site-Reflection (4.54). Wir fixieren die Eichung auf den
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4.3. Zeitreflexion und Reflexionspositivitit

Links zwischen den Zeitscheiben z4 = —1/2 und z4 = +1/2: Uy (f, —%) =1.
Man erhéilt wieder

S_=6S,. (4.64)

Der Erwartungswert (4.52) betrdgt nun

1
~ / dU e™5¢ §(Fe™5+) Fe™ 5+, (4.65)

Der dritte Term in der Wirkung besteht aus Variablen, die auf den Links leben,
die sowohl in der positiven als auch in der negativen Zeithélfte liegen. Er hat
die folgende Gestalt:

3
L1 L1
Sc = Loy 2, 1,U 1 9] = _£ > > Re {Tr U} (g: 5) Uy, (x —§> }.(4.66)
¥ k=1

x

Um die Positivitit von e ¢ zu zeigen, werden wir Charaktere der Eich-Gruppe
benutzen.
Hierzu folgende Definitionen:

r sei eine unitire Darstellung der kompakten Lie-Gruppe G. Die Matrizen, die
die Gruppenelemente darstellen, sind als

DU (4.67)
bezeichnet. Die unter Ahnlichkeitstransformationen invariante Funktion
x,(U) = Tr D). (4.68)
beschreibt den Charakter von r. Man hat
xr(1) =dp, (4.69)

die Dimension der Darstellung r. G sei die Menge aller infiquivalenten unitiren
irreduziblen Darstellungen des G, der kompakten Lie-Gruppe.

Jeder Term in der Summe (4.66) trigt zum Funktionalintegral des Erwar-
tungswertes bei. Mit U,I = U,I (f, %) und Uy = U (f, —%) ist die Charakter-
Entwicklung von jedem Beitrag

> dyer x (U] U)

reG
= YooY {[opf W] DY wn}. (4.70)
rEG‘ 1,J

45



4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Wenn alle Charakter-Entwicklung-Koeffizienten ¢, positiv sind, konnen wir
e~5¢ wie folgt als eine Summe schreiben:

e = ] {Zdrcr xr(U,IUk)}

. ‘
k=123  "€¢

= ) bm(0Sm)Sm mit by, > 0. (4.71)

Zur Positivitat der Koeffizienten c,:

dy e, = / dU X7 (U) e 5o (4.72)
Da d, >0 und
/ dU - (U)(Te U)™(Tx U™ (4.73)

nicht negativ ist, haben wir positive Koeffizienten ¢, und somit ist e =5¢ positiv.
So erhalten wir fiir den Zihler des Erwartungswertes (4.65)

2
/ [I dU(z) S Fe 5+ . (4.74)

x4>0

b

Dieser Ausdruck ist positiv.
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Kapitel 5

Transfer-Matrix fiir
Fermionen

Zuvor haben wir gesehen, dass die Gitter-Formulierung von Eichfeldern keine
Probleme verursacht.

Andererseits tauchen bei Fermionen Schwierigkeiten auf, die bereits beim Dirac-
Feld zutage treten [6]. Aus diesem Grund haben wir zuerst den Fall mit Eichfel-
dern diskutiert und die Reflexionspositivitit fiir diese gepriift. Nun wollen wir
aber die Transfer-Matrix auch fiir die Materiefelder einfiihren und die Reflexi-
onspositivitit fiir diese priifen.

Betrachtet man Fermionen auf dem Gitter, zwingt uns das Gitter, auf die
sogenannte naive Diskretisierung zu verzichten, um die Fermionen-Verdopp-
lung zu vermeiden. Die bekanntesten zwei Vorschlige dazu stammen von Wilson
[13] (Wilson-Fermionen) und von Kogut und Susskind [14] (staggered Fermi-
ons). In diesem Kapitel fithren wir Wilson-Fermionen ein und diskutieren ihre
Reflexionspositivitit.

5.1 Hamilton-Formalismus

Der Hamilton-Operator des freien Fermion-Feldes lautet

H = /d?’f X,Jyr(f) HDirac,’yé Xé(f) (51)

mit dem Dirac-Hamilton-Operator

HDirae = mP — iy, (5'2)

al‘k
eines freien Fermions.
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Die Feld-Operatoren x, (%), die das Multi-Fermion-System beschreiben, erfiillen
die folgenden Antivertauschungsrelationen:

%%1

X}y = {xa@.x5@)} =0,
)oxs(@)} = Ga50™ (T - 7). (5.3)

{xa(Z)
{xa(

HL

Die oy, (k =1,2,3) und S-Matrizen sind definiert durch

. 0 o 1 0
OtkEWﬂk:(Uk 0k>, 5574=<0 _1>- (5.4)

Wenn man den Hamilton-Operator mit den symmetrisierten Ableitungen schreibt,
erhilt man

. L
H = /d?’gjx,y {mﬁ + = ((%k - %) ak}75 X5 (). (5.5)

Nun wollen wir die Theorie auf einem dreidimensionalen symmetrischen Raum-
Gitter definieren. Unser Ziel ist, den Hamilton-Operator des dreidimensionalen
Gitters zu bestimmen und auf diesem Wege die dazugehorige Wirkung zu finden
[7]. Der Abstand zwischen den néchsten Nachbarpunkten bleibt unverindert a,
und alle Punkte haben drei ganzzahlige Koordinaten. In allen drei Richtungen
hat das Gitter L Punkte. Das bedeutet, dass das Volumen des Gitters (aL)?
betrigt.

Jetzt sind die Felder nur noch auf den Gitterpunkten definiert. Die kontinuierli-
che Ableitung wird zur Gitter-Vorwérts-Ableitung in drei Dimensionen (4.17):

[a—y

OXa(%)
oxy,

= Alxal@) = < [Xal@+ ) = xa(@)] (5.6)

Die Antivertauschungsrelationen der diskretisierten Felder lauten

{xa@, x5} = {X&@ x5z} =0,
{xa@),xs()} = %%56@7. (5.7)

Diese sogenannte naive Diskretisierung erzeugt aus dem Hamilton-Operator
(5.5) die folgende Form fiir das Gitter:
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H= Za3{xi (Z)mBysxs(E)
K

+2a

3
> [ijr(f“‘ k) o o x5 (T) — X3 () kpoxs (7 + fc)] } (5.8)
k=1

Wir nehmen periodische Randbedingungen in allen orthogonalen Richtungen
des L3-Wiirfels an. Dann sind die méglichen Impuls-Komponenten auch diskrete
Punkte in der Brillouin-Zone:

2
q"E {ka fﬂ-]jk; k= 1,2,3} mit 0<uy,<L-1. (59)

Wegen der Periodizitdt kénnen wir die Brillouin-Zone statt in 0 < g < 27 auch
in —7 < ¢ < 7 definieren.

Jetzt schreiben wir den Hamilton-Operator im Impuls-Raum mit den fourier-
transformierten Feldkomponenten y,(q):

Xol@) =D a’e "% xo (), xa(f)=(a2)32eim>za(q‘); (5.10)

- Zw@{mm%aksinqk} (@) (5.11)

7 70

Die Eigenwerte der Matrix in geschweiften Klammern betragen

N

3
1
E;=+ <m2 +y = sin’ qk> : (5.12)

k=1

Wenn man den Kontinuums-Limes zieht (¢ — 0), erhilt man die gew6hnliche
Energie-Impuls-Beziehung

EZ=m?+p" +0(d®). (5.13)

ISELST

mit dem Impulsvektor p' =
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5. Transfer-Matrix fiir Fermionen

Die naive Diskretisierung wirft nun jedoch ein Problem auf. Da sin(q + 7) =
— sin(g), bekommt man aus (5.12) die gleichen Werte der Energie-Quadrate fiir
Impulse ¢ und ¢+ ¢ mit

¢ € { (0,0,0), (m,0,0), (0,7,0), (0,0,7),
(m,m,0), (7, 0,7), (0,7,), (7r,7r,7r)}. (5.14)

Diese acht Vektoren stellen die acht Ecken der Brillouin-Zone dar. Wegen der
Vervielfachung nennt man dies die naive Diskretisierung. Wir erhalten dadurch
pro Feld-Komponente insgesamt acht Fermionen-Zustéinde. Mit jeder neuen
Richtung verdoppelt sich die Anzahl der Zustdnde, im Fall mit vier Dimen-
sionen Fall hat man z.B. 16 Zustinde.

Zur Probleml6sung gibt es zahlreiche Vorschlidge in der Literatur. Wie zuvor
erwihnt, greifen wir einen der zwei bekanntesten Vorschlige, ndmlich den von
Wilson [13], auf: Er fiigt einen zusétzlichen Term zweiter Ordnung im Hamilton-
Operator mit einem Parameter r (0 < r < 1) ein:

H = Za?’{xi(f) <m + %) Brsxs ()

1
+ —

%2 [Xj(f‘i‘ ]%)ak,'yJX&(f) — Xﬂ;(f)akﬂgx(;(f + ];;)i|

=
w || w
—

g

[ @+ 1B xs () + 0t (@) Bros (7 + 1) } (5.15)
k=

—

Der Hamilton-Operator im Impuls-Raum bekommt dann eine neue Gestalt:

3
H = 132;@@ {m,@—l—gﬁZ(l—cosqk)—l—%aksinqk} 5(@). (5.16)
vd

q k=1

Die dazugehérigen Energie-Eigenwerte dndern sich auch dementsprechend:

3 2 3 |
.2
-I-E — . 5.17
2 5 Sin” gy (5.17)

r
r 1—
m+ = E (1 — cos qy)

k=1

E;=+

Wenn man jetzt mit diesen den Kontinuums-Limes untersucht, sieht man, dass
fir ¢ — 0 der Massenterm m durch m + %’"nﬂ ersetzt wird. n, ist die Anzahl
der Impuls-Komponenten, die gleich 7 sind. Man kann erkennen, dass in diesem
Fall die Zustdnde mit n,; # 0 unendlich schwer werden und man deshalb nur
ein Fermion mit einer endlichen Masse erhilt. Es entspricht der Null-Ecke der

Brillouin-Zone.
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5.2 Euklidische Formulierung: Wilson-Wirkung

Die Felder x (%) sind definiert als

X(@) = x' (@), (5.18)

und sie erfiillen die Antivertauschungsrelationen

(@), X0} = ey (5.19)

Somit findet man den folgenden normalgeordneten Hamilton-Operator:

Zfi 1, bedeutet, dass man iiber drei positive und drei negative Richtungen
summieren muss und y_; = —.

Wir wollen jetzt die Zustandssumme der Theorie finden und dariiber zum Ziel
dieses Abschnittes, ndmlich zur Wirkung kommen. Zwischen der Zustandssum-
me und dem Hamilton-Operator gibt es wegen (3.58) und (3.81) die Relation

Z =Tre 1P mit § = T. (5.21)
Hier ist T die Anzahl der Intervalle in temporaler Richtung (vgl. Abschnitt
[3.3]). Wir fithren nun das vierdimensionale Gitter und die Grassmann-wertigen
Felder (%) und (%) auf diesem ein. Die vierte Dimension erhalten wir durch
die Hinzufiigung der imaginiren Zeit. Das Gitter ist symmetrisch, da wir den

temporalen Abstand (7) gleich dem raumlichen (a) gewihlt haben. Die Felder
erfiillen die Antivertauschungsrelationen

{$(2), ()} = {¥(2),9(y)} = {¥(2),¢(y)} = 0. (5.22)

Die Zustandssumme ist ein Grassmannsches Funktionalintegral (2.16) und (2.22):

7= / dip dip e = / dip dip e V2V = det Q (5.23)
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5. Transfer-Matrix fiir Fermionen

mit der Fermion-Matrix @ und der Wirkung

41 e
=% { [m 2| @) - 5 3 @+ AL+ lE) p 621
T u==+1

fiir r = 1. Diese Wirkung kann man verallgemeinern zu

+4

Y @+ @) +yli()) o, (5.25)

pn==+1

1
2a

$= a3 [mr 7] o)

obwohl man diese generalisierte Form nicht in derselben Weise vom Hamilton-
Operator herleiten kann.
Benutzt man die Normierungen sowie den Hopping-Parameter

a? (am +4r)29(2) = P(2),  a’(am +4r)2h(z) = (),
K = (2am + 8r)71, (5.26)
kann man die Wirkung in verkiirzter Form schreiben:

~ +4 _
§ = Z{ [P(@)p(@)] — K > [Pl + ) + v ()] }

T u==1

> {i(y) Qy.o w(:v)}- (5.27)

I!y

Qy,z sind die Fermion-Matrix-Elemente

+4
Quo =0ye =K > Syorilr + 7. (5.28)
pu==1
Um die Eichinvarianz dieser Fermionen-Wirkung zu garantieren, miissen wir

noch eine letzte Uberlegung anstellen. Bilineare Terme wie () (y) verhalten
sich unter lokalen Eichtransformationen folgendermafien:

P(@)h(y) — P@)AT (@) Ay)P(y). (5.29)
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5.3. Reflexionspositivitit

Dies verursacht im ersten Term der Wirkung (5.27) zwar keine Probleme, jedoch
im zweiten. Hier benétigt man einen Faktor zwischen den beiden Feldern, der
sich genauso wie (4.23) transformiert, damit der zweite Term unter lokalen
Eichtransformationen invariant bleibt.

Also fiihren wir noch die folgende Modifizierung durch:

D@+ D)+ (@) = Pl@+ @)+ Uu(@)p (). (5.30)

Das bedeutet, dass die eichinvariante fermionische Wirkung mit Link-Variablen
wie folgt aussieht:

4
50 =30 {#@00t) - K 3 [ile + W+ ]00)000)

x p=1

I - Ul + )] b 631)

5.3 Reflexionspositivitit

Dieser Abschnitt ist der Reflexionspositivitiat der Wilson-Wirkung gewidmet.
Wie bereits in Kapitel 4 werden wir die Positivitit beider Arten von Reflexionen
untersuchen. Der Unterschied ist, dass wir diesmal auch Fermion-Felder haben.
Die Wirkung besteht aus zwei Teilen, einem Eich-Teil S (G fiir Gauge) und
einem fermionischen Teil Sg:

S =S¢+ Sk (5.32)

mit
Se = —% Z Z Tr {UJ(QZ)UII(ZE +0)U,(z + ﬂ)U#(az)} + kompl. Konj. (5.33)

und



5. Transfer-Matrix fiir Fermionen

Offensichtlich sieht der Erwartungswert mit Fermion-Feldern anders aus als im
Fall nur mit Eichfeldern:

((AF)F) = % / dU dip dip e ° (OF) F. (5.35)

5.3.1 Link-Reflection

Als erstes spalten wir die Wirkung in drei Terme auf:

S=25,+5_+Sc. (5.36)

Hier bestehen S, und S_ aus Feldern, die jeweils nur von positiven und nur
von negativen Zeitkoordinaten abhingen. S¢ ist derjenige Term, der die Zeit-
scheiben x4=—1/2 und xz4=1/2 miteinander verbindet.

Aufgrund der Relation

S =05, = S=85,+0S, +Sc (5.37)

bekommt der Erwartungswert (5.35) die folgende Gestalt:

((OF)F) =% / dU dip dip e ¢ Fe "+ 9(Fe 5+). (5.38)

Aus diesem Grund ist es nur wichtig, S¢ zu diskutieren.

In dieser Untersuchung ist der erste Schritt die Eichfixierung: Man wahlt die
Eichung Uy (z) =1. Es ist ausreichend, diese lediglich auf den Links, die von der
Reflexionsebene geschnitten werden, zu fordern.

Sc teilen wir ebenfalls in zwei Terme auf; einer (Sc¢) ist die Eich-Wirkung,
der andere (Scr) hat den fermionischen Beitrag zu S¢:

S¢ = Sce + Scr (5.39)

mit

N[ —
N——
——
+
~
3

1 1
- t = N
Sca = ——292 E Tr{Uk (z,—§> Uy <1}’—
T
- b Y0 T, 53| o (2 1) ikk (540)
= 292I k 33,2 k ZE,2 B oW .
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5.3. Reflexionspositivitit

und

¥
( %) 114 7] 0 [¢ ( ;)]
+ (f %)T [1—ry)” <9 [«/J (zf %)])T } (5.41)

Um den letzten Schritt zu begriinden, schauen wir uns die Umwandlungen in
den zwei Termen des Scr getrennt an:

Der erste Term:

P (ff %) [+ 74 ¢ (f —%) = ¢ (ﬂ?"' %) [r 4 va) y4 09 (56' %)
= (f %) (1474 09 (f %) . (5.42)

Der zweite Term:

7 (2-5) = (25)

|
<
Y
s

= 9 <g;: %)T [1—ry)? (w (f %))T (5.43)

Bei Letzterem haben wir in der ersten Zeile von der Grassmann-Eigenschaft der
Variablen Gebrauch gemacht. -
Mit den Definitionen 1 = 1) (f, %) und ¢ = (f, %) erhalten wir

e™5CF = exp {KZTﬁ [1 4+ rvy4) 0 + szT [1—ry]” (9¢)T}
= exp {sz 1 +7“’)’4]% 1 ‘|‘7”’)’4]% 9'@0}

xexp {KZM (1= rl")? (1=l (W} . ()
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5. Transfer-Matrix fiir Fermionen

Nun benutzen wir ein Lemma aus [16] zum Zeigen der Positivitit des obigen
Wirkung-Exponentials (5.44).
Hierzu einige Definitionen:

VI : Menge der Funktionen, die von Variablen mit x4 > 0 abhingen,

V, : Menge der Funktionen, die von Variablen mit x4 < 0 abhéngen,

P: Der Kegel, der von positiven Funktionen der Form (§F)F mit F € V] er-
zeugt wird.

Lemma: P ist ein multiplikativer Kegel, d.h. wenn A, B € P, so ist auch
(AB) € P.

Beweis:

Seien
A=>"(A)A; und B=Y(Bi)B;i mit A;,BjeV/. (545)

Wir konnen annehmen, dass A und B homogene Elemente der Grassmann-
Algebra vom Grad a; bzw. b; sind. Dann ist

AB = ) (04,)(0B;)A;iB;j(—1)) (5.46)
2%

= > 6(BjA)(AiB))(—1)“) (5.47)
2%

= ZG(AZB])(AZB]) e P. (548)
2%

Durch geeignete Wahl von A und B gelangt man zu dem Ergebnis, dass

e Scr (5.49)

positiv ist. Damit erhélt (5.38) die folgende Form:

2

((OF) F) = Z ‘ /dUdfz/_; dy F; (U, ,) | > 0. (5.50)

5.3.2 Site-Reflection

Der Beweis fiir die Site-Reflection-Positivitét ist ein bisschen linger. In diesem
Abschnitt wird er fiir den Fall » = 1 durchgefiihrt. Hier bedeuten V" den Halb-
raum mit x4 > 0, V, den Halbraum mit x4 < 0 und VY den dreidimensionalen,
in den vierdimensionalen Raum eingebetteten Raum mit x4 =0. Es ist diesmal
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5.3. Reflexionspositivitit

anschaulicher, die Eich- und Fermionteile getrennt zu betrachten. Wir schreiben
deshalb

S =S¢+ Sk (5.51)

mit jeweiligen Aufspaltungen in drei Terme

Se =S4+ Sg + S, (5.52)

und

Sp =St +S,+S%. (5.53)
Sg und S} hingen von Variablen aus V; ab; S und Sy hingegen von Variablen
aus V;; S und S% wiederum von Variablen aus VY.
Um die Abhingigkeit von S;E und S, von Fermi-Variablen mit 4 = 0 zu
diskutieren, miissen wir die Terme in der fermionischen Lagrange-Funktion, die
zwei verschiedene Zeitscheiben miteinander verbinden, untersuchen [17]. Diese
sind

A=K {§e + D+ Us(2)b(e) + D)1 - U] @) + D)} (5.59)

Mit den zweikomponentigen Weyl-Spinoren

= ( ot ) $ =yl = (v -v) (5.55)

und den Operatoren

[1+74]=<(2) 8) [1—74]=<8 g) (5.56)

bekommen wir fiir diese Terme
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Somit erhalt man

S??_ = S8 (U,T/),T/;,U(f,()),’v(f,()))
und Sp = S*(0U,04,0¢,u™(£,0),07(#,0)) mit U, € V. (5.58)

Das Symbol ~ bedeutet, dass die Reihenfolge der Fermi-Variablen umgedreht
werden muss. Sg und S, sind jeweils Funktionen von U und 6U.

Nun haben wir fiir den Erwartungswert (5.35) bei der Site-Reflection den Aus-
druck

/HdUk 7,0) dyp(7,0) e (SF+58)
XS(U@,LU (,0),v"(£,0)) x S(U(Z,0),u(Z,0),v(Z,0)). (5.59)

Die Integration wurde iiber alle fermionischen Variablen aus V;” und V, durch-
gefiihrt.
S hat die Gestalt

5% =53 S (U@ UJE + DUE+ M U@} + kK. (5.60)

und verursacht keine Probleme in der Positivitat.
Wichtig ist es noch, die Wirkung S% zu untersuchen. In expliziter Form lautet
sie

3
P 0)%(F,0) = K 3 [$(@+ ks 01 + 3]U (7, 0)(7,0)

k=1

IEO L= @00 + 0] 5.1
Hier wird iiber alle Punkte in der Zeitscheibe x4 = 0 summiert. Der Grund,
warum die Summe 22:1, und nicht Ei:l benutzt wird, ist die Tatsache, dass
diejenigen Terme, die die z4=0—Scheibe mit den anderen Zeitscheiben verbin-
den, bereits in SI"; und Sy enthalten sind.

Unsere Arbeit wird erleichtert, wenn wir S% als eine Summe von drei Termen
schreiben:

S% =S + Sy + S,

mit Sy =u"Bu—vBv"t, Sy=u"Cv"™ und S3;=vCu. (5.62)

58



5.3. Reflexionspositivitit

In dieser Aufspaltung sind B und C' selbstadjungierte Matrizen und sehen wie
folgt aus:

Byz = w—KZ[ Uk(#,0) + 05, UL (@ 0)},
k=1
3
Cje = iKY [(LﬂrkaUk(az 0) 6.7 IakUk(y,O)} . (5.63)
k=1

Mit dieser Aufspaltung der Wirkung S% erhalten wir fiir die fermionische Inte-
gration in (5.59) den folgenden Ausdruck:

PU) = / T] du* (7,0) du(#,0) dv*(%,0) dv(7,0)
X exp {—u+Bu — U+BT’U} X exp {—u+Cv+— v Cu}

x S*(U,ut, 0T x S(U,u,v). (5.64)

Jetzt wollen wir diskutieren, unter welcher Bedingung die Matrix B positiv ist,
da diese eine wichtige Rolle in der Positivitat des P(U) spielt.

B ist eine NxN-Matrix, die zum Teil fiir die Selbstkopplungen der Felder auf den
Gitterpunkten sorgt und zum Teil Néchste-Nachbar-Punkte miteinander kop-
pelt. Hier ist N =2V N, mit V = L? Gitterpunkten auf der Zeitscheibe z, = 0
und mit N, Farbfreiheitsgraden. Der Faktor 2 kommt von Weyl-Spinoren. Die
Link-Variablen Uy sind N.x N.-Matrizen [24].

Dass die Matrix B positiv definit ist, bedeutet
(a,Ba) >0 fir beliebige Vektoren a, (5.65)
dh. Y afBjja; > 0. (5.66)
2%

Wir nehmen an, dass die Indizes 4 und j sowohl fiir Ortskoordinaten 3 und #
als auch fiir Farbindizes s und r (s,r € {1,2}) stehen!:

11,8 und J— I, (5.67)
Dann erhalten wir von (5.66)

Za By, ya ) (f) > 0. (568)

T'S

'Beziiglich der Spinor-Indizes ist B proportional zur Einheitsmatrix
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B ist eine Matrix der Form 1 — KM (vgl. (5.63)) mit einer Matrix M, d.h.
(5.68) konnen wir wie folgt umschreiben:

Za Z)ap(T) — KZa Mg, (7, %) ar (Z) > 0, (5.69)
o
was nichts anderes ist, als
(a,a) — K(a, Ma) > 0. (5.70)

Nun kann die Norm des Vektors a ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gleich
1 gesetzt werden: |ja|| =1 = (a,a) = 1.

Also, wir miissen zeigen, dass K(a, Ma) < 1. Mit der Bedingung K < 1/6
bekommt das Problem die Form

(a, Ma) < 6. (5.71)

Aufgrund der Normierung ||a|| = 1 bedeutet dies [25]

M
i<, da = sup o] (5.72)
a
In unserem Fall ist die Matrix M eine Summe von sechs Termen:
6
M=) M, (5.73)
i=1
mit z.B.  M{*(§,%) = 0, 1Uf*(F)  fir i=1. (5.74)
Dann gilt die Ungleichung
6
M) < > M)l (5.75)

=1

Nun besitzt die Ortsmatrix (L #+i 10 jeder Zeile und in jeder Spalte nur ein
nichtverschwindendes Matrix- Element mit dem Wert 1, und hat eine Norm
“5gf+k“ < 1. Daraus folgt ||M;|| < 1, da U] = 1, denn U ist eine unitire

Matrix mit UTU = 1.
Somit ist || M| < 6 und die Positivitit der Matrix B folgt fiir K <1/6.

Unter dieser Bedingung kann man also schreiben, dass utBu = ut BY/2BY/2y,
Dies liefert fiir die obige Grofie P(U) (5.64):
P(U) > 0. (5.76)

Hier sollte man erwihnen, dass die Definition der zweikomponentigen Spinoren
1 und v unsere Arbeit sehr erleichtert hat; dadurch konnten wir S% in drei Terme
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5.3. Reflexionspositivitit

trennen, was es uns ermoglicht hat, die Positivitit des Exponentialfaktors in
P(U) zu sehen.
Der Erwartungswert (5.35) ist nun nichts anderes als das Funktionalintegral

(OF) F) = % / T[] dvi(70) =6 PT) > 0. (5.77)
T,k
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Kapitel 6

Majorana-Fermionen auf dem
Gitter

6.1 Wirkung fiir Majorana-Fermionen

Fiir die Super-Yang-Mills-Theorie, und im Allgemeineren fiir eine Yang-Mills-
Theorie mit Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung bendtigen
wir zuerst die Definition der Majorana-Fermionen in der euklidischen Raum-
Zeit [24, 26].

Fiir Majorana-Fermionen sind die Grassmann-Variablen 1/ und ¢ im Gegensatz
zu den Dirac-Fermionen nicht unabhéngig voneinander. Es gelten (C.6), (C.7):

) =CpT (6.1)
mit der Ladungskonjugationsmatrix
_ _ 0 —109
C=—mv= ( Cioy 0 > . (6.2)
Die unter den lokalen Eichtransformationen nicht invarianten und deshalb durch
(5.30) modifizierten Terme in der Wilson-Dirac-Wirkung miissen nun erneut

erginzt werden, da das Transformationsverhalten der Majorana-Felder in der
adjungierten Darstellung wie folgt aussieht:

¥(z) = 9 (z) = Ma)p(z)A ™ (2). (6.3)

Terme der Form

(@ + )Uu(z)(2) (6.4)
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sind also jetzt nicht mehr invariant.
Anhand der Invarianz-Eigenschaft der Spur kann man aber mit Hilfe von (4.23)
und (6.3) sehen, dass ein Term wie

T {(o + @)U (@)$ (@)U} (2) | (6.5)

eichinvariant ist.
Somit verfiigt die folgende Fermion-Wirkung von Curci und Veneziano [18] iiber
Eichinvarianz:

sp=3" { = Y [+ el + U@ U] @)
o

xT

+ (@)l = U (2 + af) Uy (2) |

+ <M + %) Tr @(x)w(x)}. (6.6)

Man kénnte diese Wirkung anhand der Komponenten-Notation (B.5)

P(z) = P*(@)T* (6.7)
(a=1,...,N? — 1) umschreiben und zudem noch die Felder umnormieren:
a2 (aM + 4r)'2qp — o, a2 (aM + 4r)' %) — . (6.8)
Mit dem Hopping-Parameter
K= (6.9)
- 2aM +8r '

liefert das die von Montvay [19] vorgeschlagene Version:

4
Sr=53 {&a(x)wa(m = K Y[98 @ + ap)lr + Vi (@) ¢'(2)

2
T n=1

+9°(@) Ir =) (V) (@) ¥'(z + ai) }.(6.10>
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Die Matrix V fiir die Link-Variablen in adjungierter Darstellung ist ein Element
der Gruppe SO(3), ihre Definition und Eigenschaften sind:

Vib(z) = VOU(x)] = 2Tr[Uﬂ(g:)T“UII(x)Tb}, (6.11)

ab

vite) = (Vi) = ()™ (6.12)

Die Fermion-Matrix (5.28) erhilt im Falle der Majorana-Fermionen die folgende
Form mit Farbindizes ¢ und b:

1
b b
Qz,x = §5y,x6a
K

=5 2 { a0V @) + by [r = 3 (VT ()} - (6.13)
pn=1

Hier kénnte man noch anmerken, dass es mehr als eine mogliche Gitter-Version
einer supersymmetrischen Feldtheorie mit Majorana- Fermionen geben kann.
Eine andere, in den letzten Jahren eingefiithrte Version basiert z.B. auf fiinfdi-
mensionalen domain walls [26].

Die Wirkung (6.10) werden wir im folgenden Abschnitt beim Priifen der Ref-
lexionspositivitit benutzen.

FEinschub: Naiver (r = 0) Kontinuums-Limes der Curci-Veneziano-Wirkung:

Wie wir im Abschnitt [4.1.3] fiir die Wirkung der reinen Eichtheorie gemacht ha-
ben, wollen wir hier den Kontinuums-Limes der Wirkung mit Majorana-Feldern
untersuchen.

Benutzt man (4.17), (4.32) und (4.33), gelangt man von (6.6) zur folgenden
Gestalt:

Spo= Y M Try(z)p(x)

_ L'I‘rz {<¢(x) + aAﬁJ;(x)) Yu(l —aA,(z))p(z)(1 + aA,(z))

2a
T,

=~ @)1+ adu(@) () + adfp(x)) (1 - ady(@) + O(aQ)}.(6.14)

Im Ubergang zum Kontinuum (ZI — [d*z und A£ — (9M) bedeutet dies
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SF—>/ d4f17 M Tr
d'z Tr{ ) + adup(z)) v (1 — ady(z)) (z) (1 + ady(z))

—p(@) Y (L + adu(2)) (4 (z) + aduip(z ))(1—aAu(ﬂf))+(9(a2)}(6-15)

- / d'z M Tr () ()

21a d*z Tr{ —2a 1@(33)7# (A, (z), ()]

+ a(ud@)yup(e) - «/)(x)mau«/)(x))} +0(a) (6.16)

Anhand der Komponenten-Schreibweise der Eich- (4.13) und Majorana-Felder
(6.7) gelangt man zu

Sp — / d*z M *(z) 4 (z) Te(T°T?)
+ /d4x { —ig ia(:v)’yuAﬁ(x)wd(x) 'I‘r(T‘]L [TC,TdD

+ ()7, 0,9° (z) Tr(TaTb)} +0(a) (617

= 5 [ M) ()
45 [ d P @ [0 @) + ofon A58 )] + 0@ (619

Somit erhalt man

Se = [ dt 7@ Dy -+ M9 o). (6.19)

Dies ist die Wirkung im kontinuierlichen Fall.
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6.2. Reflexionspositivitét

6.2 Reflexionspositivitéit

In diesem Abschnitt priifen wir die Positivitit der Theorie mit Majorana-
Fermionen. Da wir nur die Fermion-Wirkung modifiziert haben (6.10), nehmen
wir als Eich-Teil der gesamten Wirkung denselben wie in Kapitel 5:

S =8+ SF (6.20)

mit

So=-—53 Y T (U@} (& +2)U, (2 + @) U() } + kompl. Konj. (6.21)

Um die Reflexionspositivitit in diesem Fall zu zeigen, miissen wir den Erwar-
tungswert

((OF) F) = % / dU dip e (AF) F. (6.22)

mit der obigen Wirkung untersuchen. In diesem Funktionalintegral tritt ¢/ nicht
auf, da dies im supersymmetrischen Fall von 1 abhéngt.

6.2.1 Link-Reflection

Als erstes priifen wir den Fall mit Link-Reflection. Mit einer geeigneten Aufspal-
tung der Wirkung werden wir sehen, dass der Positivitdtsbeweis fiir Majorana-
Felder in diesem Fall in den entscheidenden Punkten nicht viel anders ist als

der Beweis mit Wilson-Fermionen bei der Link-Reflection. Die Aufspaltung ist
wieder

S=8,+S5 +5Sc mit S_=60S,.  (6.23)

So erhalten wir einen dhnlichen Ausdruck wie (5.38):

((OF) F) = % / dU dip e3¢ 9(Fe™5+) Fe™+ (6.24)

Natiirlich ist S noch zu diskutieren.
Zuerst fixieren wir die die Eichung: Uy(z) = 1 auf den Links zwischen den
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6. Majorana-Fermionen auf dem Gitter

Zeitebenen z4=—1 und z4=+1. Spalten wir noch S¢ in einen Eich- und einen
2 2
fermionischen Term

Sc = Sca + Scr (6.25)

auf, erhalten wir unter Beriicksichtigung dieser Eichung

1 ; 1 1
= ——Y T 7, —= 7, = kK.
see = e 2 () (7)1

von (6.21) und

Sor = Ky ; (#5) bl (2.-5) + 9 (75 ) b=l (7 %)]

von (6.10).!

Diese Eichung bedeutet V,2*(x) = 2 Tr [T*T*] =44, (B.3) und somit betrigt Scr
nur noch die Hilfte von (5.41).

Der Exponentialfaktor e~“¢# im Funktionalintegral (6.24) betrigt dann mit

wzw(f,%) undizziﬁ(f,%)

¢S = oxp {§ S el 04+ o ST - m]T(ewT}

= exp {% ST L+ rylz [L+ ey 9¢}

ol
M

X exp {g S " (L =ry]")? (L= ry]") (9¢)T} . (6.28)

Wir erhalten in derselben Weise wie bei Wilson-Fermionen die Positivitdt von

Der Schritt von der ersten zur zweiten Zeile beruht auf denselben Uberlegungen wie in
(5.42) und (5.43)
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6.2. Reflexionspositivitét

e SorF (6.29)

unter Beriicksichtigung des Lemmas aus [16] wie im Abschnitt [5.3.1] und dies
liefert

((OF) F) > 0. (6.30)

6.2.2 Site-Reflection

Der Site-Reflection-Beweis wird hier fiir einen bestimmten Wert des Wilson-
Parameters, ndmlich fiir » = 1 durchgefiihrt. VZ“ , V, und VY seien definiert wie
im Abschnitt [5.3.2]. Die Wirkung trennen wir wie folgt in Eich- und fermioni-
schen Teile:

S =8¢+ SF. (6.31)

Es ist vorteilhaft, auch diese aufzuspalten:

Se¢ = S&+S;+ 8%, (6.32)

Sp = Sf+Sz+ 8. (6.33)

Hier hiingen Sg und S} von Variablen mit z4 >0, Sc und Sy von Variablen
mit x4 <0 ab. Die dritten Terme Sg und S% bestehen aus Variablen aus der
Zeitscheibe x4 = 0.

Da wir diesmal die Reflexionspositivitdt mit Majorana-Feldern auf dem Gitter
untersuchen, werden wir auch aus der Relation zwischen Weyl-Spinoren u und
v (C.11) Nutzen ziehen.

Die fiir uns wichtigen Beziehungen zwischen den einzelnen Termen der Wirkung
aus den positiven und negativen Zeithélften sind

Sp =085 und S5 = 65/, (6.34)

Nun wollen wir untersuchen, wie die fermionischen Wirkungen S;E und S
von Variablen aus der Zeitscheibe 4 = 0 abhingen. Dazu verwenden wir die
Lagrange-Funktion aus Sy zwischen zwei beliebigen Zeitscheiben:

K

A= S DV

b ~

+ @)1 =] (V@) (@ + D)}, (6.35)
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6. Majorana-Fermionen auf dem Gitter

Mit der Einfithrung der zweikomponentigen Weyl-Spinoren v und v durch

u —_
o=( ) = (w ) (6.36)
bekommen wir fiir diese Terme

b

A= =K {ut (o + ) Vi(2) ul (2) = ") (V] ()" (@) 0 Mz + D)} . (6.37)

Benutzt man noch die Majorana-Eigenschaft (C.11)

v=1iul oy und vt = —ioyu*, (6.38)

erhalt man

b

A=—K {u+a(az + DV (z) ub(z) — (7 (2)on) (VI (2))" (@) (= iopu™(z + 1)) }

=K {u* (e + YV (@) u' (2) ~ (@) (V] ()"

(#)u(z+ )}
=K {u* (o + DV (@) ul (@) + 0t (o + 1) (Vi)™ (2) u'(2) |

— 9K {u+a(x + 4)‘/4ab(x) ub(l‘)} ) (6.39)

Wir liefern noch den Beweis fiir die folgende Relation, die im vorletzten Schritt
benutzt wurde:

T utly) = —ut(y) ule). (6.40)

T B i)\ [ i)
vl = ( () ) («/%(y) )
— @) () + e()(y)

Grassmant (4 )apy () — 3 (y)ha ()

- (Y (e



6.2. Reflexionspositivitét

Fiir die fermionischen Wirkungen in der positiven und negativen Zeithilfte
bedeutet das

Sp = S (U.4,u(,0))
und Sp = S*(0U, ow, (Z,0)) mit U,¢ € V. (6.41)

Nach einer Integration iiber fermionische Variablen aus V, und V; erhalten
wir nun fiir den Erwartungswert (6.22) bei der Site-Reflection den Ausdruck

1
(0F) F) = 5 [ TL 05,0 d(7,0) e (F+5%)
7k
x S*(U(7,0),u™ (7,0) x S(U(&,0), u(,0)). (6.42)
Der letzte Schritt besteht aus der Diskussion von S%. Mit (%) = (&,0),

Y(Z) = ¢(Z,0) und V2 (%) = V2 (Z,0) lautet sie

3
{o@n@ -5 3 [+ b+ V@) v (@)
k=1
@ 1 = ] (V) ")+ )] (009

Fiihrt man die selbstadjungierten Matrizen

3

a Lo K b
Bty = 050 = 3 [0 i Vi @) + 0 (V@)
k=1
iK & b
und  C% = 72[5gf+k @)~ b0 ok (V@) ] (6.44)
k=1

ein, kann man S% mit Hilfe der Weyl-Spinoren wie folgt in drei Terme aufspal-
ten:

Sg—' =51 +85+ 855
mit S; =u"Bu—vBvT, Sy =utCot und  S3=vCu. (6.45)

Nun wird die Majorana-Eigenschaft (C.11) noch ein Mal angewandt:
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6. Majorana-Fermionen auf dem Gitter

S =uTBu—vBv" = utBu— (iu” 09)B(—ioyu*)
= uwtBu—u' oyBoyu*
= uw'Bu—u" Bu*
= 2u" Bu. (6.46)
B und o9 vertauschen, da sie auf unterschiedliche Indizes wirken und der letzte

Schritt oben folgt aufgrund (6.40).
Fiir die beiden anderen Terme erhalten wir

Sy = utCv™

= sl (6.47)

da C und o3 selbstadjungiert sind.
Nun kénnen wir die Integration iiber die fermionischen Variablen aus V§ im
Erwartungswert (6.42) durchfithren. Diese betrigt

pP(U)

/ T] du (#,0) du(z, 0) =2+ P

x 752 % =51 5 §*(ut) x S(w). (6.48)

Fiir den Erwartungswert (6.42) erhalten wir dann

(0P F) =~ / T dvi(#,0) =S P(D). (6.49)
T,k

Am Ende des Abschnitts [5.3.2] haben wir uns mit der Bedingung der Positi-
vitdt des P(U) befasst. Dies folgt aus der Positivitdt der Matrix B, die fiir eine
bestimmte Wahl des Hopping-Parameters (K < 1/6) erreicht wird. Dann kann
man schreiben, dass utBu = utBY/2B1/2y, und so gelangt man zu P(U) > 0.
Diesmal sieht die Matrix B (6.44) anders aus als (5.63). Es gelten jedoch diesel-
ben Uberlegungen. Der einzige Unterschied ist, dass die Matrix V' orthogonal
ist, was dazu fithrt, dass ||V|| =1. Somit ist B positiv definit fiir K <1/6 und
P(U) (6.48) ist positiv.
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6.2. Reflexionspositivitét

Wir erwihnen hier nochmals, dass dieser Beweis auf der Aufspaltung der Wir-
kung S% beruht. Diese Aufspaltung war ein Ergebnis der Projektionsoperatoren
[1 4 4] und [1 — 74], mit denen wir die Majorana-Spinoren als Weyl-Spinoren
schreiben und schliefilich die folgende Ungleichung zeigen konnten:

((OF) F) > 0. (6.50)
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6. Majorana-Fermionen auf dem Gitter
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Als Ergebnis dieser Arbeit kénnen wir sagen, dass sich die Reflexionspositivitéit
der Transfer-Matrix und somit auch die Hermetizitit des Hamilton-Operators
fiir die Theorie mit Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung auf
dem Gitter priifen und zeigen lassen.

Nach einer Einfithrung in die Methoden der Berechnung fermionischer Integrale
in Kapitel 2 ging es im dritten Kapitel um den Transfer-Matrix-Formalismus,
auf dem die ganze Struktur der Arbeit beruht. Mit Hilfe der Transfer-Matrix
war es moglich, die Korrespondenzen zwischen statistischer Mechanik und Feld-
theorien zu zeigen. Die Idee der Transfer-Matrix ermdglichte es, eine Beziehung
zwischen der Zustandssumme und dem Hamilton-Operator der euklidischen
Theorie zu bilden:

Z=Tre 15, (7.1)

wobei 3 die Differenz der ersten und letzten Zeitscheiben in temporaler Rich-
tung ist. Sie ist ein probates Mittel, um die Positivitit einer Feldtheorie auf
dem Gitter zu zeigen. Im kontinuierlichen Fall ist dies einfach. In der euklidi-
schen Theorie auf dem Gitter darf man jedoch die Positivitit nicht einfach ohne
Uberpriifung annehmen. Die zum ersten Mal in den Arbeiten von Osterwalder
und Schrader [15] postulierte sogenannte Reflezionspositivitit (Osterwalder-
Schrader-Poisitivitéit) ist unbedingt zu priifen, da ohne diese Eigenschaft die
Ubertragung der Feldtheorie auf das Gitter keinen Sinn macht.

Diese Bedingung wurde zuerst in Kapitel 4 im Falle reiner Eichtheorie gepriift,
nachdem die Theorie auf dem Gitter formuliert wurde. Dazu wurden Konzep-
te wie Eichfelder und Paralleltransporter auf das Gitter iibertragen. Um die
Positivitdtsbedingung zu priifen wurde dann die Zeitreflexion via einer anti-
linearen Abbildung # definiert, die im kontinuierlichen Fall der hermiteschen
Konjugation entspricht. Da es zwei mogliche Zeitreflexionen (Site-Reflection
und Link-Reflection) auf dem Gitter gibt, wurde diese Rechnung in beiden
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7. Zusammenfassung

Fillen durchgefiihrt.

Im fiinften Kapitel fithrten wir dariiberhinaus die Fermionen ein. Die Uber-
tragung der Theorie auf das Gitter wurde mit Hilfe des Hamilton-Formalismus
durchgefiihrt und auf diesem Wege fanden wir die euklidische Wirkung der
Theorie.Die Modifizierung der Wirkung durch den Wilson-Parameter r machte
es moglich, die sogenannte Fermionen- Verdopplung, die durch die naive Diskre-
tisierung entstanden war, zu vermeiden. Wie Kapitel 4 endete auch Kapitel 5
mit der Uberpriifung der Reflexionspositivitit.

Kapitel 6 wurde den Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung ge-
widmet, die eine wichtige Rolle in den aktuellen Forschungen der DESY-
Miinster-Kollaboration spielen. Nach der Einfithrung der modifizierten Wirkung
(Curci-Veneziano-Wirkung) fiir dieses Modell wurde seine Reflexionspositivitést
gepriift.
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Anhang A

Dirac-Matrizen

A.1 Pauli-Matrizen

Die Pauli-Matrizen sind

i (U1) me (0 ) w2 0)

Als Generatoren der SU(2)-Lie-Algebra erfiillen % die Vertauschungsrelation

[; %} = i%z% (A.2)

A.2 Dirac-Matrizen

Fiir die Dirac-Matrizen in den euklidischen und Minkowski-Riumen gelten die
Beziehungen

FEuklid. __ - Minkowsksi
71,23 T 711,23 (A.4)
Fuklid. Minkowski
Y4 =% (A.5)
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A. Dirac-Matrizen

Die euklidischen Dirac-Matrizen sind hermitesch, fiir y = 1,2, 3,4 gelten

Y = Rl — ok (A.6)
und die Vertauschungsrelationen
{Vus W} = 20,0 (A.7)

Oft benutzt man die 2 x 2-Block-Schreibweise:

0 —io; . _(1 0
Vi = ( ; 0 > fir i=1,2,3 und Y4 = < 0 —1 > . (A.8)

o
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Anhang B

Generatoren der Lie-Algebra

Alle Elemente der Gruppe SU(N) konnen mit Hilfe der Generatoren T, der
dazugehorigen Algebra su(N) folgendermafien dargestellt werden:

NZ-1
A =exp Z i Tyw® mit reellen w®. (B.1)

a=1

Das Einselement gehért nicht zu den Generatoren. Ty, sind linear unabhéngige
hermitesche N x N-Matrizen, ihre Spur ist Null:

TI=T, und TrT,=0. (B.2)

Thre Normierung lautet

2T [T,Ty] = dap (B.3)

Damit die As eine Gruppe bilden, muss das Produkt zweier Gruppenelemente
wieder ein Gruppenelement der Form (B.1) sein. Da das Produkt zweier Grup-
penelemente im Falle der Lie-Gruppe durch den Kommutator ausgedriickt wird,
miissen die Generatoren eine Vertauschungsrelation erfiillen, nimlich

[Taa Tb] = ifabcTc- (B.4)

Hier sind die fg. total-antisymmetrische reelle Strukturkonstanten.

Im Falle des N = 2 konnen die Pauli Matrizen als Generatoren der SU(2)
dienen[A.1].

Eichfelder, Feldstirken und Majorana-Felder in der adjungierten Darstellung
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B. Generatoren der Lie-Algebra

sind Elemente der Lie-Algebra SU(N) und kénnen in der Komponenten-Notation
folgendermaflen geschrieben werden:

Ay = —igA(2)T,
Fn = _igFﬁu(w)Taa
und ¢(z) = ¢ (x)T" (B.5)
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Anhang C

Weyl,- Dirac- und
Majorana-Spinoren

Es ist moglich, alle Spinoren der Quantenfeldtheorie aus zweikomponentigen
sogenannten Weyl-Spinoren 1, und v¢p aufzubauen [9]. ¢, ist linkshindig,
wobei g rechtshindig ist. Die Komponenten eines Spinors sind Grassmann-
wertig.

Dirac-Spinoren bestehen aus zwei Weyl-Spinoren

op = ( z; ) (1)

und konnen somit als

y= ( o ) (©.2)

geschrieben werden. Sie verfiigen iiber acht reelle Parameter, da sie vier kom-
plexe Eintriage haben. In dieser Arbeit benutzen wir statt i, und ¢r die Be-
zeichnungen u und v*:

w=<ﬁ>- (C.3)

Der konjugierte Dirac-Spinor sieht dann wie folgt aus:
p=y¢lyu=(ut, —v). (C.4)
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C. Weyl,- Dirac- und Majorana-Spinoren

Um die Majorana-Spinoren zu definieren, ben6tigen wir zunéichst den Ladungs-
konjugationsoperator C:

0 i
C= —Y2Y4 = ( 602 > . (C5)

—7:0'2

Die Transformation eines Dirac-Spinors unter Ladungskonjugation ist

—
C _ ~7T _ 0 —ioo v\ [ ¢r1
=l =( g, ) () ~(i ) oo

Die Majorana-Spinoren sind so definiert, dass sie unter Ladungskonjugation in
sich {ibergehen:

¢ =y, (C.7)

Dies hat die Konsequenz, dass die Anzahl der Parameter sich halbiert, da die
folgende Gleichung erfiillt werden muss:

(o )=o) ©9

Also, einen Majorana-Spinor schreiben wir als

zp:(iLR) (C.9)

Mit « und vt bedeutet dies

(2)=(2 ey ()= () e

Somit erhalten wir fiir die Relationen zwischen den Weyl-Spinoren

v =1iu’ oy und vt = —ioou*. (C.11)
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