
Transfer-Matrix und Re
exionspositivit�at inder Gitterei
htheorie
als Diplomarbeit vorgelegt vonCem Pulathaneli

M�arz 2003
Institut f�ur Theoretis
he PhysikWestf�alis
he Wilhelms-Universit�at M�unster



Die vorliegende Version unters
heidet si
h nur geringf�ugig von derjenigen, diebeim Pr�ufungssekretariat eingerei
ht wurde.M�unster, im Juni 2003



Inhaltsverzei
hnis
1 Einleitung 51.1 �Uber das Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2 �Uber Supersymmetrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.3 Re
exionspositivit�at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.4 Gliederung dieser Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 Fermionis
he Funktionalintegrale 92.1 Grassmann-Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 Integration �uber Grassmann-Variablen . . . . . . . . . . . . . . . 113 Transfer-Matrix-Formalismus 153.1 Ising-Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153.1.1 Transfer-Matrix des Ising-Modells . . . . . . . . . . . . . 173.2 Transfer-Matrix des harmonis
hen Oszillators . . . . . . . . . . . 193.3 Transfer-Matrix f�ur Feldtheorien . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.4 Verbindungen zwis
hen statistis
her Me
hanik und Feldtheorie . 274 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter 334.1 Ei
hfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.1.1 Im Kontinuum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.1.2 Ei
hfelder auf dem Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354.1.3 Wilson-Wirkung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374.2 Transfer-Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404.3 Zeitre
exion und Re
exionspositivit�at . . . . . . . . . . . . . . . 424.3.1 Site-Re
e
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434.3.2 Link-Re
e
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443



INHALTSVERZEICHNIS5 Transfer-Matrix f�ur Fermionen 475.1 Hamilton-Formalismus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475.2 Euklidis
he Formulierung: Wilson-Wirkung . . . . . . . . . . . . 515.3 Re
exionspositivit�at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 535.3.1 Link-Re
e
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545.3.2 Site-Re
e
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566 Majorana-Fermionen auf dem Gitter 636.1 Wirkung f�ur Majorana-Fermionen . . . . . . . . . . . . . . . . . 636.2 Re
exionspositivit�at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 676.2.1 Link-Re
e
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 676.2.2 Site-Re
e
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 697 Zusammenfassung 75A Dira
-Matrizen 77A.1 Pauli-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77A.2 Dira
-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77B Generatoren der Lie-Algebra 79C Weyl,- Dira
- und Majorana-Spinoren 81Literaturverzei
hnis 83

4



Kapitel 1EinleitungSeit einiger Zeit wissen wir, dass es zwei vers
hiedene Sorten von Teil
hen gibt:Fermionen und Bosonen. Die Fermionen haben halbzahligen Spin und erf�ullendie Fermi-Dira
-Statistik. Die Bosonen haben ganzzahligen Spin und gen�ugender Bose-Einstein-Statistik. Die Materie-Teil
hen, die aus Fermionen bestehen,we
hselwirken via Bosonen.Es gibt zwei fundamentale Sorten von Fermionen: Quarks und Leptonen. Beidewerden in drei Generationen zusammengefasst. Jedes Quark verf�ugt �uber eineder drei Farbladungen rot, gr�un und blau.Na
h unserem bisherigen Wissen gibt es vier Sorten von We
hselwirkungen zwi-s
hen den Materie-Teil
hen: Die Gravitation, die s
hwa
he, die elektromagneti-s
he und die starke We
hselwirkung. Die letzten drei lassen si
h mit Lagrange-Di
hten von Feldern bes
hreiben, die unter kontinuierli
hen Raum-Zeit- und in-neren Feldtransformationen invariant sind. Sie bilden das heutige Standardmo-dell der Elementarteil
hen. Na
h dem Noether-Theorem (1918) existiert danneine bestimmte erhaltene Gr�o�e f�ur jede dieser Transformationen [2℄.1.1 �Uber das GitterQuantenfeldtheorie, unsere Bes
hreibung der fundamentalen Kr�afte in der Na-tur, wurde zuerst in der kontinuierli
hen Raum-Zeit formuliert, wo sie verwir-rende Unendli
hkeiten hervorruft, die von einem Prozess, namens Renormie-rung, eliminiert werden m�ussen. Eine einfa
he, aber rigorose Formulierung kanndur
h die Ersetzung der kontinuierli
hen Raum-Zeit dur
h eine diskrete Mengeder Punkten auf einem Gitter errei
ht werden. Dies wurde zum ersten Mal vonWilson [12℄ vorges
hlagen.Na
h dieser Vorgehensweise werden die Felder nur auf den Gitterpunkten de�-niert und zwis
hen den Gitterpunkten gibt es sogenannte Links, auf denen dieLink-Variablen, die Paralleltransporter der Theorie, leben.Einige Re
hnungen, die man im Kontinuum ni
ht dur
hf�uhren kann, sind aufdem Gitter m�ogli
h. Na
hher muss man nat�urli
h den Kontinuums-Limes bil-5



1. Einleitungden, damit man von der gitterregularisierten Raum-Zeit wieder zur kontinuier-li
hen gelangt.
1.2 �Uber SupersymmetrieEin System, das na
h einer Bewegung seine Struktur beibeh�alt, bezei
hnet manals symmetris
h. Wenn die Form eines mathematis
hen Gesetzes na
h einerTransformation von Parametern des Systems invariant bleibt, spri
ht man voneiner Symmetrie.Es ist ein �ausserst seltener Fall, in der Natur idealen Symmetrien zu begegnen.In unseren mathematis
hen Modellen haben wir gerne exakte Symmetrien, dadiese mathematis
h elegant und einfa
her zu handhaben sind. Sie erm�ogli
heneine �ubersi
htli
he mathematis
he Formulierung und vereinfa
hen die L�osungender Bewegungsglei
hungen, da sie die Dynamik des zu untersu
henden Systemseins
hr�anken. Aber in meisten F�allen sind Symmetrien nur n�aherungsweise ri
h-tig [9℄.Allgemein gibt es den direkten Zusammenhang zwis
hen einer Symmetrie undeinem Erhaltungssatz. Jede Symmetrie f�uhrt zu einer Entartung und diese Tat-sa
he benutzt man in der Quantentheorie zur Klassi�zierung der Elementarteil-
hen.Wie zuvor erw�ahnt, tragen Bosonen ganzzahligen Spin, w�ahrend der Spin einesFermions halbzahlig ist. Deshalb verhalten si
h Bosonen wie Tensoren und Fer-mionen wie Spinoren unter Drehungen. In der klassis
hen Physik benutzt man 
-(komplexe) Zahlen f�ur Bosonen und Grassmann- oder a-Zahlen f�ur Fermionen.Na
h der Quantisierung erh�alt man aus Zahlen Operatoren, die bei BosonenVertaus
hungs- und bei Fermionen Antivertaus
hungsrelationen aufweisen.Folgli
h haben Bosonen und Fermionen ganz unters
hiedli
he Eigens
haften.Mitte der 70er Jahre kam der Vors
hlag der Supersymmetrie, diese voneinanderso stark abwei
henden Welten zusammenzubringen und unter einer Symmetrie-transformation zusammenzufassen. Na
h den Annahmen dieser Theorie gibt eseine Symmetrie zwis
hen den Bosonen und Fermionen, die besagt, dass es zujedem Fermion und zu jedem Boson entspre
hende supersymmetris
he Partner-Teil
hen, n�amli
h ein Boson f�ur jedes Fermion und ein Fermion f�ur jedes Bosongibt. Diese haben dieselben Eigens
haften wie ihre Partner-Teil
hen, mit Aus-nahme der Spins.Wenn man Bosonen und Fermionen im selben Rahmen betra
htet, muss mannat�urli
h mit Erweiterungen in der Theorie re
hnen, z.B. hat man dann inSymmetrie-Algebren zuglei
h Kommutatoren und Antikommutatoren. Man be-n�otigt Operatoren, die Fermionen in Bosonen und umgekehrt, Bosonen in Fer-mionen umwandeln. Man brau
ht einen Hyperraum, in dem man beide Sortender Teil
hen bes
hreiben kann.Bisher wurden jedo
h keine supersymmetris
hen Teil
hen gefunden, d.h., dassdiese gr�o�ere Massen haben m�ussen. Damit ist die Supersymmetrie gebro
hen,sie ist also ni
ht exakt. Hier muss man aber hinzuf�ugen, dass man in der Physik6



1.3. Re
exionspositivit�atdiesem Ph�anomen oft begegnet.Dagegen hat Supersymmetrie wi
htige Vorteile, z.B. l�ost sie das Hierar
hiepro-blem, und die Quantenfeldtheorien mit Supersymmetrie haben weniger problem-verursa
hende Divergenzen. In der lokalen Supersymmetrie vereinheitli
hen si
hdie Gravitation und die s
hwa
he und die starke We
hselwirkungen.Das Standardmodell ist ledigli
h als ein Niederenergie-Limes einer Grand Uni-�ed Theory (GUT) zu verstehen, da si
h die drei laufenden Kopplungen desStandardmodells in h�oheren Energien ni
ht s
hneiden, was von einer GUT zuerwarten ist.Supersymmetrie s
heint ein notwendiger Bestandteil einer Quantentheorie derGravitation zu sein. Die einfa
hsten supersymmetris
hen Ei
htheorien sind dieN=1 supersymmetris
hen Yang-Mills-Theorien. Neben den Ei
hfeldern bein-halten sie au
h masselose Majorana-Fermionen in adjungierter Darstellung,die i.A. als Gauginos bezei
hnet werden. Im Kontext der starken We
hselwir-kungen nennt man die Ei
hfelder Gluons und die Gauginos Gluinos [27℄. Jena
hdem wieviele neu eingef�uhrte Generatoren (Majorana-Spinoren) vorhan-den sind, �andert si
h der Name der Theorie (N=1, N=2, usw.). In adjungierterDarstellung transformieren si
h die Majorana-Spinoren wie die Ei
hfelder. Imeinfa
hen Fall der Ei
hgruppe SU(N
)1 hat die adjungierte Darstellung N2
 � 1Dimensionen, deshalb existieren N2
 � 1 Gluons und ebenso viele Gluinos.Die ni
htperturbativen Features der supersymmetris
hen Yang-Mills-Theoriek�onnen in einer Gitter-Formulierung untersu
ht werden. Wie bei der Diskre-tisierung �ubli
h ist, ist die Wirkung ni
ht eindeutig [26℄. Eine m�ogli
he For-mulierung, die von der DESY-M�unster-Kollaboration untersu
ht wird, wurdevon Cur
i und Veneziano [18℄ gegeben. Diese basiert auf der bekannten Gitter-Formulierung der QCD, die von Wilson eingef�uhrt war.1.3 Re
exionspositivit�atWenn man mit auf dem Gitter formulierten Ei
htheorien arbeitet, muss mangewisse Bedingungen pr�ufen, damit man si
her sein kann, dass die Re
hnungen�uber eine G�ultigkeit verf�ugen.Eine wi
htige Bedingung ist die Re
exionspositivit�at, oder die Osterwalder-S
hrader-Positivit�at [15℄. Sie impliziert die Existenz einer positiven selbstad-jungierten Transfer-Matrix T̂ = e�aĤ mit einem selbstadjungierten Hamilton-Operator der Theorie Ĥ = Ĥy.Dadur
h wird die Positivit�at der Korrelationsfunktionen2 h(�F )F i f�ur jede ei
h-invariante Funktion F bei jeder euklidis
hen Zeit-Separation, die f�ur Monte-Carlo-Re
hnungen von Bedeutung ist, gesi
hert [17℄.Leider werden einige Symmetrien des Modells zerst�ort, wenn man das Systemauf einem Gitter formuliert. Diese sollten dann im Kontinuums-Limes wiederge-wonnen werden. Bei einigen Cuto�s ist es sogar der Fall, dass die Positivit�at der1
 steht hier f�ur Farbe (Colour).2Diese entspre
hen glei
hzeitig den Erwartungswerten der euklidis
hen Quantenfeldtheorie.7



1. EinleitungMetrik des Hilbert-Raumes verlorengeht. Dies sollte vermieden werden, denn ess
heint ziemli
h kompliziert zu sein, Positivit�at als eine Eigens
haft darzustel-len, die ledigli
h im no-Cuto�-Limes erf�ullt wird. Ein guter Cuto� sollte daherPositivit�at und die meisten Symmetrien erhalten. Vor Allem sollte er Ei
hin-varianz erhalten. Die Gitter-N�aherung, die zuerst von Wilson und Polyakoveingef�uhrt wurde, erf�ullt diese Eigens
haften [16℄.1.4 Gliederung dieser ArbeitIn dieser Arbeit geben wir zuerst im zweiten Kapitel eine kurze Einf�uhrungin die Bere
hnung fermionis
her Integrale. Dana
h f�uhren wir den Transfer-Matrix-Formalismus und die Beziehung zwis
hen der Transfer-Matrix und demHamilton-Operator der Theorie anhand einfa
her Beispiele ein. Dazu wirdzun�a
hst vom Ising-Modell und dann vom eindimensionalen harmonis
hen Os-zillator Gebrau
h gema
ht. Mit kleinen Erg�anzungen de�nieren wir na
hfolgenddie Transfer-Matrix f�ur Feldtheorien und s
hlie�li
h zeigen wir mit Hilfe derTransfer-Matrix die Gemeinsamkeiten zwis
hen der statistis
hen Me
hanik undden Feldtheorien.Als n�a
hstes wird im vierten Kapitel die Transfer-Matrix na
h einer kurzenZusammenfassung des Falles im Kontinuum f�ur die reine Ei
htheorie auf demGitter eingef�uhrt und die Re
exionspositivit�at dieser Theorie wird untersu
ht.In diesem Kapitel sowie in den na
hfolgenden, in denen wir die Re
exionsposi-tivit�at untersu
hen, wird dies mit beiden Arten der Re
exion, der sogenanntenSite-Re
e
tion und der Link-Re
e
tion dur
hgef�uhrt.Das f�unfte Kapitel handelt von Fermionen. Na
hdem wir die reine Ei
htheorieauf dem Gitter de�niert und die Re
exionspositivit�at im diesem Falle untersu
hthaben, wollen wir nun die Fermion-Felder hinzuf�ugen und die ganze Prozedurdiesmal mit diesem allgemeineren Fall dur
hf�uhren.In Kapitel 6 haben wir einen Spezialfall, n�amli
h die Majorana-Fermionen. Diesesind supersymmetris
he Teil
hen, die unter Ladungskonjugation in si
h �uber-gehen. Im Anhang [C℄ be�ndet si
h eine kurze Zusammenfassung ihrer Eigen-s
haften. Wir benutzen Majorana-Spinoren in der adjungierten Darstellung. DieWilson-Wirkung, die im vorherigen Kapitel de�niert wurde, wird nun f�ur dieMajorona-Spinoren modi�ziert. Als letztes wird die Re
exionspositivit�at derTheorie mit dieser speziellen Wirkung untersu
ht.In der ganzen Arbeit benutzen wir ein hyperkubis
hes Gitter mit dem Gitter-abstand a. Wegen te
hnis
her Gr�unde w�ahlen wir ein symmetris
hes Gitter.Einfa
hheitshalber nehmen wir an, dass der Gitterabstand a glei
h 1 ist, fallsni
ht anders angegeben.
8



Kapitel 2Fermionis
heFunktionalintegrale
Die fundamentalen Materiefelder in der Natur haben Spin 12 [6℄. Da das Pauli-Prinzip erf�ullt werden muss, kann man den Pfadintegralformalismus, den manbei bosonis
hen Feldern benutzt, f�ur die Materiefelder ni
ht einfa
h ohne �Ande-rungen anwenden [1℄. Fermion-Felder antikommutieren im Limes ~ ! 0 undwerden deshalb in diesem Limes Elemente einer antikommutierenden Algebra.Somit erwarten wir, dass die Pfadintegraldarstellung von fermionis
hen Green-s
hen Funktionen antikommutierende Variablen beinhalten muss.In diesem kurzen Kapitel diskutieren wir die Integrationsregeln, die man inder Pfadintegraldarstellung der fermionis
hen Greens
hen Funktionen benutzenmuss, und wenden ans
hlie�end unsere Entde
kungen bei gewissen Integralenan.2.1 Grassmann-AlgebraUm mit Fermionen umgehen zu k�onnen, muss man den Raum der normalen(reellen oder komplexen) Zahlen verlassen und stattdessen mit antikommutie-renden Zahlen arbeiten. Tats�a
hli
h wurden derartige Objekte s
hon 1855 vondem Mathematiker Herrmann Grassmann eingef�uhrt.Die Menge der antikommutierenden Zahlen (oder Grassmann-Variablen) wirdals Grassmann-Algebra oder �aussere Algebra bezei
hnet. Die Elemente �1;:::; �Nnennt man die Generatoren einer Grassmann-Algebra, wenn sie untereinanderantivertaus
hen, d.h. wennf�i; �jg = �i�j + �j�i = 0 f�ur i; j = 1; : : : ; N: (2.1)Daraus �ndet man, dass 9



2. Fermionis
he Funktionalintegrale�2i = 0: (2.2)Ein allgemeines Element der Grassmann-Algebra l�asst si
h als eine Reihe �uberProdukte von Generatoren �i entwi
keln. Wegen (2.2) hat diese Reihe nur end-li
h viele Terme:f(�) = f0 +Xi fi�i +Xi 6=j fij�i�j + : : : + f12:::N �1�2 : : : �N : (2.3)Als Beispiel nehmen wir die Funktiong(�) = exp8<:� NXi;j=1 �iAij�j9=; : (2.4)Diese ist als eine Reihen-Entwi
klung einer Exponentialfunktion de�niert. Dadie Terme in der Summe, die quadratis
h in den Grassmann-Variablen sind, un-tereinander vertaus
hen, k�onnen wir die Funktion au
h als ein Produkt s
hrei-ben: g(�) =Yi;j exp f��iAij�jg : (2.5)Wenn man nun die Antivertaus
hung der Grassmann-Variablen benutzt, �ndetman g(�) = NYi;j=1(1� �iAij�j) mit i 6= j: (2.6)Um unseren Bli
k �uber Funktionen mit Grassmann-Variablen erweitern zuk�onnen, gehen wir jetzt von dem Fall mit N Variablen in den Fall mit 2NGrassmann-Variablen �1; : : : ; �N ; ��1; : : : ; ��N �uber:h(�; ��) = exp8<:�Xi;j ��iAij�j9=; : (2.7)Wenn man genau wie bei der Funktion mit N Variablen vorgeht, �ndet mandieses Mal h(�; ��) = NYi;j=1(1� ��iAij�j): (2.8)10



2.2. Integration �uber Grassmann-Variablen2.2 Integration �uber Grassmann-VariablenIn diesem Abs
hnitt werden Integrale der FormZ NYi=1 d�if(�) (2.9)untersu
ht und die Re
henregeln f�ur diese aufgezeigt.Bei dem Versu
h, eine Integration �uber Grassmann-Variablen einzuf�uhren, mussman auf viele Eigens
haften verzi
hten. Die bekannte Konstruktion �uber dieRiemanns
he Summe ist hier ni
ht m�ogli
h. Au
h der Versu
h, ein unbestim-metes Integral einzuf�uhren, kann ni
ht gelingen. Um eine Integration zu de�nie-ren, muss man daher formal vorgehen, und kann nur einige der fundamentalenEigens
haften auf die Grassmann-Variablen �ubertragen.Die Antivertaus
hungseigens
haft der Grassmann-Variablen (2.1) ist bei derBere
hnung von Mehrfa
h-Integralen von gro�er Bedeutung. Wegen dieser Ei-gens
haft haben wir au
h die Antivertaus
hungsrelationenfd�i; d�jg = fd�i; �jg = 0 8 i; j: (2.10)Wenn man diese benutzt, �ndet man�Z d�i�2 = Z d�iZ d�j= Z d�i d�j = �Z d�j d�i=��Z d�i�2; (2.11)also �Z d�i�2 = 0: (2.12)Man setzt Z d�i = 0: (2.13)Wir sind dann frei zu de�nieren, dassZ d�i �j = Æij : (2.14)11



2. Fermionis
he FunktionalintegraleWenn man (2.10), (2.13) und (2.14) benutzt, �ndet man zum Beispiel:Z d�2d�1�1�2 = �Z d�2d�1�2�1 = Z d�1d�2�2�1 = 1: (2.15)Als erstes interessantes Beispiel betra
hten wir das IntegralI[A℄ = Z NYl=1 d��l d�l exp8<:� NXi;j=1 ��iAij�j9=; : (2.16)Um dieses Integral zu bere
hnen, s
hreiben wir zuerst den Integranden alsexp8<:� NXi;j=1 ��iAij�j9=; = NYi=1 exp8<:���i NXj=1Aij�j9=; : (2.17)Wegen (2.2) tragen nur die ersten zwei Terme in der Entwi
klung der Exponen-tialfunktion zu diesem Produkt bei und wir erhaltenexp8<:� NXi;j=1 ��iAij�j9=; = (1� ��1A1i1�i1)(1 � ��2A2i2�i2) : : :: : : (1� ��NANiN �iN ): (2.18)Bei dieser Glei
hung ist �uber wiederholte Indizes il (l = 1; 2; : : : ; N) zu ad-dieren. Die Integrationsregeln (2.13) und (2.14) besagen, dass der Integrandvon (2.16) das Produkt aller Grassmann-Variablen beinhalten muss. Hierauss
hliessen wir, dass es zur Integralbere
hnung gen�ugt, den folgenden Term zubetra
hten:T (�; ��) = Xi1;:::;iN �i1 ��1�i2 ��2 : : : �iN ��N A1i1A2i2 : : : ANiN : (2.19)Die Minuszei
hen in dem Integranden (2.18) sind dur
h die Antivertaus
hung��k�ik = ��ik ��k eliminiert worden. O�ensi
htli
h enth�alt diese Summe nur die-jenigen Terme, f�ur die alle Indizes i1; : : : ; iN vers
hieden sind. Nun k�onnenwir die Information, dass das Produkt von Grassmann-Variablen in der obigenSumme antisymmetris
h unter der Vertaus
hung von jedem Paar von Indizesist, benutzen und sagen, dass 12



2.2. Integration �uber Grassmann-VariablenT (�; ��) = �1��1�2��2 : : : �N ��N Xi1;:::;iN �i1i2:::iNA1i1A2i2 : : : ANiN : (2.20)�i1i2:::iN ist der �-Tensor in N Dimensionen. Wenn wir uns diese Summe an-s
hauen, merken wir au
h, dass diese ni
hts anderes als die Determinante derMatrix A ist, also T (�; ��) = (detA) �1��1�2��2 : : : �N ��N : (2.21)S
hliessli
h setzen wir diesen Ausdru
k in das Integral (2.16) ein und �ndenI[A℄ = " NYi=1 Z d��id�i�i��i# (detA) = detA: (2.22)Zusammengefasst lautet dieses ErgebnisZ D(���) exp8<:� NXi;j=1 ��iAij�j9=; = detA;mit D(���) = NYl=1 d��ld�l: (2.23)Ein anderes wi
htiges Integral ist das erzeugende FunktionalZ[�; ��℄ = Z D(���) exp8<:�Xi;j ��iAij�j +Xi (��i�i + ��i�i)9=; ; (2.24)in dem alle Indizes von 1 bis N laufen und die Quellen �i und ��i nun Elementeder antivertaus
henden Grassmann-Algebra sind, die von �i; ��i; �i; ��i erzeugtwird.Um das erzeugende Funktional zu bere
hnen, s
hreiben wir es zuerst alsZ[�; ��℄ = 24Z D(���) exp8<:�Xi;j ��0iAij�0j9=;35 exp8<:Xi;j ��iA�1ij �j9=; : (2.25)Hier bedeuten die gestri
henen Variablen13



2. Fermionis
he Funktionalintegrale�0j � �j �Xk A�1jk �k;��0i � ��i �Xk ��kA�1ki : (2.26)Mit (2.23) kommen wir dann auf das ErgebnisZ[�; ��℄ = detA exp8<:Xi;j ��iA�1ij �j9=; (2.27)f�ur das erzeugende Funktional.
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Kapitel 3Transfer-Matrix-FormalismusDieses Kapitel hat das Ziel, eine Einf�uhrung in den Transfer-Matrix-Formalis-mus zu geben. Hier werden die Physik und der Formalismus der Spin-Systemesowie der Gitterei
htheorie diskutiert.Spin-Systeme sind Modelle f�ur Magnetismus und Phasen�uberg�ange. Gitterei
h-theorien sind Cuto�-Formulierungen der Ei
htheorien stark we
hselwirkenderTeil
hen. Statistis
he Me
hanik und Feldtheorie sind verwandte Themen, unddie Verbindungen zwis
hen diesen beiden werden hier mittels der Transfer-Matrix entwi
kelt.Wir werden sehen, dass das Feldtheorie-Problem zu einem Problem der statisti-s
hen Me
hanik wird, sobald eine euklidis
he Gitterei
htheorie formuliert wird.F�ur dieselbe Feldtheorie k�onnen vers
hiedene Gitter-Formulierungen angesetztwerden. Man kann z.B. ein symmetris
hes Raum-Zeit-Gitter in vier euklidis
henDimensionen benutzen. Eine ebenfalls h�au�g verwendete Herangehensweise istdiejenige, dass man die Zeit-A
hse kontinuierli
h l�asst und nur die drei r�aumli-
hen Dimensionen diskretisiert [10℄.3.1 Ising-ModellDieser Abs
hnitt wird von der Ph�anomenologie und der Physik der Phasen�uber-g�ange handeln. Als Illustrationsbeispiel wird das zweidimensionale Ising-Modellherangezogen.Auf einem zweidimensionalen Quadrat-Gitter werden Punkte dur
h Vektoren,die aus zwei ganzen Zahlen bestehen, gekennzei
hnet:x = (x1; x2): (3.1)Auf jedem Punkt wird eine Spin-Variable s(x) de�niert. Die Spin-Variable hatentweder den Wert +1 oder den Wert �1. Die Hamilton-Funktion in einem�ausseren Feld B lautet 15



3. Transfer-Matrix-FormalismusS = �JXx;� s(x)s(x+ �̂) +BXx;� s(x): (3.2)Sie wird im Hinbli
k auf den Bezug zur Feldtheorie mit S bezei
hnet. Hier ist�̂ ein Einheitsvektor auf dem Gitter und die Kopplungskonstante J ist positiv,d.h. die Wirkung bevorzugt Spins, die in dieselbe Ri
htung zeigen. Die zweiwi
htigen Eigens
haften des Ising-Modells sind:� Nur bena
hbarte Spins werden gekoppelt, d.h. die Wirkung ist so lokalwie m�ogli
h und� unter einer globalen Symmetrie, d.h. wenn alle Spins umgedreht werden,bleibt die Wirkung invariant.Die gesamte statistis
he Me
hanik des Systems erh�alt man aus der Zustands-summe �uber alle Kon�gurationen, n�amli
hZ = XalleKonf: exp(��S) mit � = 1kT : (3.3)Zum Beispiel ist die freie EnergieF = � 1� lnZ; (3.4)und die mittlere Magnetisierung betr�agtM = * 1N Xx s(x)+ = XalleKonf:" 1N Xx s(x)exp(��S)Z # (3.5)
) M = 1N �F�B : (3.6)Die Suszeptibilit�at, die ein Ma� f�ur die Fluktuationen der Spins bei einem�au�eren Feld darstellt, ergibt si
h als� = �M�B ����B=0 (3.7)16



3.1. Ising-Modell) � = 1NkT h
s2tot�� hstoti2i : (3.8)Dies ist das bekannte Fluktuations-Dissipationstheorem. In einer anderen Formlautet es � = 1NkT "Xx;y hs(x)s(y)i �Xx hs(x)i2# : (3.9)In dieser Form kann man sehen, dass � au
h ein Ma� f�ur die Korrelationen derSpins ist.Nun de�nieren wir die Spin-Spin-Korrelationsfunktion:�(x) = hs(x)s(0)i : (3.10)Sei hs(0)i = 0, d.h. das System habe keine Magnetisierung. Dann erhalten wirf�ur die Suszeptibilit�at � = 1kT Xx �(x): (3.11)Bei hohen Temperaturen (T � T
) erwartet man, dass thermis
he Fluktua-tionen die Ausri
htungstendenz der entfernten Spins dominieren. Die Korre-lationsfunktion �(x) nimmt mit der Entfernung zwis
hen den Spins f�ur jedeTemperatur mit T > T
 exponentiell ab:�(x) � exp�� jxj�(T )� : (3.12)�(T ) ist die Korrelationsl�ange des Systems, sie ist ein Ma� f�ur die Gr�osse derDom�anen korrelierter Spins in dem System. Aus dieser Beziehung werden wirsp�ater in dieser Arbeit Nutzen ziehen.3.1.1 Transfer-Matrix des Ising-ModellsDieser Abs
hnitt hat das Ziel, die Transfer-Matrix f�ur das eindimensionale Ising-Modell darzustellen. Da f�ur uns hier nur die Einf�uhrung der Transfer-Matrixwi
htig ist, und ni
ht die Einzelheiten des Ising-Modells, bes
hr�anken wir unsauf den eindimensionalen Fall.Das eindimensionale Ising-Modell ist eine Kette vonN Spins.Wie zuvor erw�ahnt,17



3. Transfer-Matrix-Formalismus�ndet die We
hselwirkung nur zwis
hen den n�a
hsten Na
hbarn statt und f�urdie Spin-Variable sk auf dem k-ten Punkt der Kette gilt: sk 2 f�1;+1g. DieHamiltonfunktion, die wir hier wegen des Bezugs zu den anderen Teilen derArbeit mit S bezei
hnen, lautetS = �J NXk=1 sk sk+1: (3.13)Wir fordern die periodis
he RandbedingungsN+1 = s1: (3.14)Die Zustandssumme (3.3) betr�agtZ = Xs1 Xs2 : : : XsN exp(��S)= Xs1 Xs2 : : : XsN " NYk=1 exp(� Jsk sk+1)# : (3.15)Sie kann mit Hilfe der Matrix-Elemente
s�� T̂ ��s0� = exp �� J s s0� (3.16)einer quadratis
hen Matrix T̂ und der periodis
hen Randbedingung (3.14) au
hfolgenderma�en ges
hrieben werden:Z = Xs1 Xs2 � � �XsN 
s1�� T̂ ��s2� 
s2�� T̂ ��s3� : : : 
sN �� T̂ ��sN+1�= Xs1 
s1�� T̂N ��s1�= Tr T̂N : (3.17)Diese 2� 2-Matrix besteht aus den folgenden Matrix-Elementen:
+ 1�� T̂ ��+ 1� = 
� 1�� T̂ ��� 1� = e�J ;
+ 1�� T̂ ��� 1� = 
� 1�� T̂ ��+ 1� = e��J : (3.18)18



3.2. Transfer-Matrix des harmonis
hen Oszillators
) T̂ = � e�J e��Je��J e�J � : (3.19)Sie propagiert eine Spin-Variable auf einem Punkt der Kette in die auf demn�a
hsten, deshalb nennt man diese Matrix Transfer-Matrix [5, 23℄. Diagonali-siert man T̂ , �ndet man die Eigenwerte�+ = 2 
osh(� J) und �� = 2 sinh(� J): (3.20)Mit diesen Eigenwerten k�onnen wir nun die Zustandssumme (3.15) in die fol-gende Form ums
hreiben:Z = Tr T̂N = �N+ + �N� (3.21)= �N+ "1 +����+�N# : (3.22)F�ur N !1 wird das Verh�altnis ����+�N klein und wir bekommenZ N!1�! �N+ : (3.23)3.2 Transfer-Matrix des harmonis
hen OszillatorsIn diesem Teil wird die Transfer-Matrix anhand eines einfa
hen Beispiels, desharmonis
hen Oszillators, eingef�uhrt. Wir werden hier kurz die Dynamik einesni
htrelativistis
hen Systems mit einem Freiheitsgrad untersu
hen.Unsere Ergebnisse werden wir dann in den na
hfolgenden Teilen dieser Arbeitbenutzen; in feldtheoretis
hen Diskussionen werden wir ledigli
h neue Aspekteerw�ahnen, denen man begegnet, wenn man si
h mit mehreren Freiheitsgradenin h�oheren Dimensionen bes
h�aftigt. Die Lagrange-Di
hte des eindimensionalenharmonis
hen Oszillators lautetL = 12( _x2 � !2x2): (3.24)In Feynmans Formulierung der Quantenme
hanik wird die �Ubergangsamplitu-de, dass ein Teil
hen von dem Punkt (xa; ta) zu dem Punkt (xb; tb) propagiert,dur
h den Ausdru
k 19



3. Transfer-Matrix-Formalismus
Z = XallePfade exp� i~SM� : (3.25)bes
hrieben. Das Teil
hen kann allen erdenkli
hen Wege folgen und alle dieseWege tragen na
h dem Superpositionsprinzip der Quantenme
hanik koh�arentzur Amplitude bei. SM steht f�ur die Wirkung im Minkowski-Raum f�ur einen be-stimmten Weg. Dur
h diese Wirkung wird bestimmt, wie gewi
htig der jeweiligeBeitrag zu dem �Ubergang ist [1, 2℄. Sie istSM = Z tbta L dt: (3.26)Wir diskretisieren nun die Zeit-A
hse und nennen den Abstand zwis
hen auf-einanderfolgenden Zeits
heiben� � ti+1 � ti: (3.27)Gl. (3.25) hat ras
h oszillierende Phasen, die wir dur
h die Einf�uhrung derimagin�aren Zeitvariable � � it vermeiden k�onnen. So wird jeder Weg mit einemged�ampften Exponentialfaktor gewi
htet:i~SM = � 12~ Z (��x�� �2 + !2x2) d�: (3.28)Wir de�nieren die euklidis
he Wirkung dur
hSE � 12 Z (��x�� �2 + !2x2) d� = �iSM : (3.29)Das Pfadintegral wirdZ = Z 1�1Yi dxi exp��SE~ � : (3.30)Wenn wir jetzt die Diskretisierung der Zeit benutzen, k�onnen wir s
hreiben,dass 20



3.2. Transfer-Matrix des harmonis
hen Oszillators
SE = 12�Xi (�xi+1 � xi� �2 + !2x2i) : (3.31)Die letzten zwei Glei
hungen stellen ein Problem der statistis
hen Me
hanikdar: Ein eindimensionales Gitter, dessen Punkte mit dem Index i bezei
hnetworden sind. Die Variable xi ist auf jedem Gitterpunkt i de�niert und hat einenendli
hen reellen Wert. Wie wir vorher erw�ahnt haben, sind in der Wirkung nurTerme vorhanden, die die n�a
hsten Na
hbarpunkte miteinander koppeln. Dur
hdas Integral wird eine Summation �uber alle m�ogli
hen Wege dur
hgef�uhrt, unddiese Wege werden dur
h einen Exponentialfaktor gewi
htet.Wo wir nun gerade �uber das Integral bei der statistis
hen Physik gelandetsind, k�onnen wir uns au
h �uberlegen, was die Bedeutung von ~ sein k�onnte.In der statistis
hen Me
hanik �ubernimmt die Temperatur die Rolle des ~. DieUns
h�arferelation sagt uns, dass ~ ein Ma� f�ur die Fluktuationen in der Quan-tenme
hanik ist, wobei man f�ur die Temperatur dieselbe Vorstellung in derstatistis
hen Me
hanik benutzen kann. F�ur ~! 0 wird die klassis
he Trajekto-rie des harmonis
hen Oszillators der einzige Weg, der zur Amplitude Z beitr�agt,und die Quanten
uktuationen werden g�anzli
h unterdr�u
kt. Man kann si
h dasstatistis
h-me
hanis
he System bei T = 0 derart vorstellen, dass dort keineFluktuationen aufteten. Na
h diesen �Uberlegungen kann man behaupten, dasses eine Korrespondenz zwis
hen ~ und T gibt.Mit einer Funktion T (xi+1; xi) von zwei aufeinanderfolgenden Punkten kannman die Zustandssumme Z folgenderweise aufs
hreiben: 1Z = Z 1�1Yi fdxi T (xi+1; xi)g : (3.32)Explizit hat T (xi+1; xi) die GestaltT (xi+1; xi) = exp�� 12~ �1� (xi+1 � xi)2 + 12!2�x2i+1 + 12!2�x2i �� : (3.33)Dieser Ausdru
k ist als das Matrix-Element eines Operators anzusehen, der indieser Arbeit eine wi
htige Rolle spielen wird. Wir werden jetzt zeigen, dass Tdie �Aquivalenz des Pfadintegrals mit der hamiltons
hen Methode der Quanten-me
hanik festsetzen wird.Dazu stellen wir uns zuerst einen Zustandsraum mit den Operatoren x̂ und p̂vor. Die Eigenzust�ande von x̂ sind die Zust�ande, in denen das Teil
hen am Ortx lokalisiert ist, also1Die Funktion T sollte man ni
ht mit der Temperatur verwe
hseln, wel
he im Folgendenni
ht weiter auftau
hen wird. 21



3. Transfer-Matrix-Formalismusx̂ jxi = x jxi : (3.34)Sie sind uneigentli
h normiert,
x0jx� = Æ(x0 � x); (3.35)und bilden einen vollst�andigen Satz:Z dx jxi hxj = 1: (3.36)Dieser Ortsoperator x̂ und der Impuls-Operator p̂ erf�ullen die Kommutatorbe-ziehung [x̂; p̂℄ = i~: (3.37)Mit diesen beiden Operatoren de�nieren wir einen Operator T̂ :
x0�� T̂ ��x� = T (x0; x); (3.38)der die Eigens
haft (3.33) hat. T̂ ist der diskretisierte Zeitentwi
klungsopera-tor der Quantenme
hanik, der imagin�are Zeiten benutzt. Er entwi
kelt einenZustand in einen anderen, der in dem zeitli
hen Abstand � zu dem vorherigensteht.Die Zustandssumme kann jetzt mit Matrixelementen ausgedr�u
kt werden:Z = Z Yi dxi
xi+1�� T̂ ��xi�= Z 
xb�� T̂ ��xN�1� : : : 
x1�� T̂ ��xa� dxN�1:::dx1= 
xb�� T̂N ��xa�: (3.39)N�1 ist die Anzahl der S
heiben zwis
hen �a und �b, da �b die Zeit-Koordinateder Nten S
heibe ist. Wenn man periodis
he Randbedingungen voraussetzt,sieht man, dass Z = Tr�T̂N� : (3.40)22



3.2. Transfer-Matrix des harmonis
hen OszillatorsWie wir im Abs
hnitt [3.1℄ gesehen haben, kann die gesamte statistis
he Me
ha-nik des Systems aus der Zustandssumme gewonnen werden. Dies verdeutli
htdie Wi
htigkeit der Transfer-Matrix. Nun m�ussen wir einen Ausdru
k f�ur T̂�nden.Hierzu folgende Re
hnung:Dx0��� expn� 12�p̂2o ���xE = Z dp dp0 
x0jp0� 
p0�� expn� 12�p̂2o ��p� 
pjx�= 12� Z dp dp0 expnip0x0~ o expn� 12�p2o� Æ(p0 � p) expn� ipx~ o= 12� Z dp expn ip(x0 � x)~ o expn� 12�p2o= C expn� 12�~2(x0 � x)2o: (3.41)Mit dieser Glei
hung und der Glei
hung (3.33) �ndet man dann den Operator-Ausdru
kT̂ = exp�� 14~�!2x̂2� exp�� 12~�p̂2� exp�� 14~�!2x̂2� (3.42)f�ur den Gitter-Abstand �. In diesem Operator ist die Reihenfolge der Operatorenx̂ und p̂ wi
htig, da sie i.A. ni
ht miteinander vertaus
hen .Dur
h T̂ = exp�� �~Ĥ�� (3.43)kann man den Hamilton-Operator der Theorie de�nieren, wobei dieser Operatoreinen komplizierten Ausdru
k hat. F�ur � ! 0, also f�ur eine kontinuierli
he� -A
hse, geht Ĥ� �uber in Ĥ = 12(p̂2 + !2x̂2). Um den Unters
hied zwis
hen Ĥ�und Ĥ zu verstehen, betra
hte man das Baker-Campbell-Hausdor�-Lemma:exp(Â) exp(B̂) = exp�Â+ B̂ + 12[Â; B̂℄ + : : :� : (3.44)Wenn man in dieser Identit�at Â = ��p̂2=2~ und B̂ = ��!2x̂2=4~ einsetzt, siehtman, dass wegen [Â; B̂℄ = O(�2) gilt: 23



3. Transfer-Matrix-FormalismusT̂ = exp�� �~ hĤ +O(�)i� : (3.45)Dur
h die Feynman-Interpretation von Z folgt die S
hr�odinger-Glei
hung. Diesbedeutet, dass  (x0; � 0) = Z Z(x0; � 0;x; �) (x; �)dx: (3.46)Mit der Annahme, dass � 0 � � = � in�nitesimal ist, bekommen wirZ = 
x0��T̂N ��x� = Dx0��� exp�� �~Ĥ� ���xE� 
x0�� 1� �~Ĥ ��x�= Æ(x0 � x)� �~H Æ(x0 � x): (3.47)Glei
hung (3:46) wird dann (x0; � 0) =  (x0; �)� �~H (x0; �); (3.48)oder ~� (x; �)�� +H (x; �) = 0: (3.49)Dies ist die euklidis
he Version der S
hr�odinger-Glei
hung. Als eine Bemer-kung kann man sagen, dass wir f�ur den freien Fall (H = H0 = (~p 2=2m)) dieW�armeleitungs- oder Di�usionsglei
hung erhalten. Dies bedeutet, dass das eu-klidis
he Pfadintegral als ein Mittelwert �uber alle zuf�allige Wege, die in derBrowns
hen Bewegung vorkommen k�onnen, betra
htet werden kann [7℄.
24



3.3. Transfer-Matrix f�ur Feldtheorien3.3 Transfer-Matrix f�ur FeldtheorienJetzt werden wir unsere Untersu
hungen auf Feldtheorien erweitern. In demn�a
hsten Abs
hnitt werden wir dann anhand unserer Resultate die Gemeinsam-keiten und Korrespondenzen zwis
hen statistis
her Me
hanik und Feldtheorien�nden.Ein selbstgekoppeltes Skalarfeld in d Raum-Zeit-Dimensionen hat die Lagrange-Di
hte L = Z d(d�1)x(12 ����t �2 � 12(r�)2 � 12�20�2 � �0�4) : (3.50)Wenn wir die Theorie jetzt auf einem anisotropen Raum-Zeit-Gitter mit ima-gin�aren Zeiten formulieren, haben wir die (euklidis
he) Wirkung 2S =Xx ( 12� ad�1 [�0�(x)℄2 + 12�ad�3Xk [�k�(x)℄2+ 12�ad�1�20�2(x) + �ad�1�0�4(x)): (3.51)Hier bedeuten a den r�aumli
hen und � den zeitli
hen Abstand zwis
hen be-na
hbarten Gitterpunkten und �� steht f�ur den diskreten Di�erenz-Operator���(x) � �(x+ �)� �(x): (3.52)� = 0 ist die zeitli
he Ri
htung und � = k sind die r�aumli
hen Ri
htungen.Entspre
hend hat man den Vektor x = (x0; ~x).Um die Wirkung �ubersi
htli
her zu ma
hen, benennen wir die Konstanten um:K� � ad�12� ; K � �ad�32 ; b0 � �ad�12 �20; u0 � �ad�1�0: (3.53)K� und K sind die N�a
hste-Na
hbar-Kopplungen in zeitli
hen und r�aumli
henDimensionen. Es ist zu merken, dass diese Konstanten glei
h sind, wenn dieAbst�ande a und � glei
h sind. Das Ergebnis istS =Xx (K� (�0�)2 +KXk (�k�)2 + b0�2 + u0�4) : (3.54)2Ab hier ist unter dem Begri� Wirkung die euklidis
he Wirkung zu verstehen.25



3. Transfer-Matrix-FormalismusDas Pfadintegral der Theorie istZ = Z 1�1Yx d�(x) e�S: (3.55)Dieses kann man si
h au
h als die Zustandsumme eines vierdimensionalen sta-tistis
hen Me
hanik-Problems denken.Wenn wir dieselbe Methode, die wir ab der Glei
hung (3.30) benutzt haben,um einen Operator-Ausdru
k f�ur die Transfer-Matrix zu �nden, f�ur die Felder�(x) benutzen, kommen wir zun�a
hst auf das Ergebnis
�0�� T̂ ����= exp(�X~x �K� ��0(~x)� �(~x)�2+12KXk ���0(~x+ k)� �0(~x)�2 + [�(~x+ k)� �(~x)℄2�+12b0 ��02(~x) + �2(~x)�+ 12u0 ��04(~x) + �4(~x)��): (3.56)Hier ist �(~x) das Feld auf einer Zeits
heibe und �0(~x) ist dasjenige auf dern�a
hsten. Mit T̂ ist es wieder m�ogli
h, das Feld �(~x) in zeitli
her Ri
htung pro-pagieren zu lassen. Vorher brau
hten wir x̂ und p̂, um einen Operator-Ausdru
kf�ur T̂ zu �nden, deswegen f�uhren wir jetzt die quantisierten Felder �̂(~x) und�̂(~x) ein. Diese Felder erf�ullen die Vertaus
hungsrelationh�̂(~x); �̂(~x 0)i = iÆx;x0 : (3.57)Wie in Kap. [3.2℄, �nden wir dann f�ur die ZustandssummeZ = Tr�T̂N+1� (3.58)mit N S
heiben zwis
hen der ersten und der letzten Zeits
heibe, wenn wir au
hhier periodis
he Randbedingungen voraussetzen. Der Operator-Ausdru
k f�ur T̂ist dannT̂ = exp(� 12Xx �KXk h�̂(x+ k)� �̂(x)i2 + b0�̂2(x) + u0�̂4(x)�)� exp(�Xx 14K� �̂2(x))� exp(� 12Xx �KXk h�̂(x+ k)� �̂(x)i2 + b0�̂2(x) + u0�̂4(x)�) (3.59)26



3.4. Verbindungen zwis
hen statistis
her Me
hanik und FeldtheorieAus dieser Gestalt kann man erkennen, dass T̂ wie bei dem harmonis
hen Oszil-lator ni
ht die Exponentialfunktion eines einfa
hen bekannten Operators ist. Beidem Fall des symmetris
hen Gitters, also wenn der Abstand zwis
hen den Zeit-s
heiben glei
h dem r�aumli
hen Abstand zwis
hen bena
hbarten Gitterpunktenist (� = a), geht T̂ dann in eine Exponentialfunktionexp��Ĥ��� (3.60)�uber. Hier ist Ĥ� ein komplizierter Hamilton-Operator.Das statistis
he Me
hanik-Problem ist elegant, weil dann K� = K ist. Im Zeit-Kontinuums-Limes haben wir � ! 0, also K� ! 1, K ! 0, aber ihr Produktbleibt fest: KK� = 14a2(d�2): (3.61)Dies ist keine �Uberras
hung. Wie s
hon vorher erw�ahnt, kann es mehrere Gitter-Versionen einer Feldtheorie geben. Damit die Physik in vers
hiedenen Gitter-Formulierungen dieselbe bleibt, m�ussen die Kopplungen passend gew�ahlt wer-den.3.4 Verbindungen zwis
hen statistis
her Me
hanikund FeldtheorieWie in Kap. [3.3℄ gesehen, haben wir ein statistis
hes Me
hanik-Problem aufdem symmetris
hen Gitter und eine feldtheoretis
he Formulierung mit Opera-toren �̂(x), �̂(x) und Ĥ�, die auf dem symmetris
hen Gitter de�niert sind. Wirwerden die folgenden Korrespondenzen zwis
hen diesen beiden Formulierungen�nden: statistis
he Me
hanik FeldtheorieFreie-Energie-Di
hte Vakuum-Energie-Di
hteKorrelationsfunktion Propagator(Korrelationsl�ange)�1 Massenl�u
ke (mass gap)Da die Transfer-Matrix hermites
h ist (T̂ = T̂ y), kann ihr Spektrum mit einemorthonormalen Satz von Vektoren mit reellen Eigenwerten bes
hrieben werden.3T̂ = Xi jii e�Ei� hij ; (3.62)3Die SummePi gibt i.A. au
h ein kontunuierli
hes Spektrum.27



3. Transfer-Matrix-Formalismus) T̂N+1 = Xi jii e�(N+1)Ei� hij : (3.63)Mit der Annahme, dass der Eigenzustand von Ĥ� mit dem kleinsten Eigenwert(was nat�urli
h au
h der Eigenzustand von T̂ mit dem gr�ossten Eigenwert ist)ni
ht entartet ist, bekommen wir f�ur N !1T̂N+1 ! j0i e�E0T h0j ; (3.64)Hier steht T = (N +1)� f�ur die Di�erenz der Anfangs- und Endzeit. Mit (3.58)erhalten wir Z = e�E0T : (3.65)Wenn wir den Faktor � in die De�nition der freien Energie hinzuf�ugen, sieht dieRelation zwis
hen der Zustandssumme und der freien Energie mit der Glei
hung(3.4) wie folgt aus: Z = e�F : (3.66)Die freie Energie ist hier eine extensive Gr�osse in vier Dimensionen, daraus folgt,dass F = fV T (f : Di
hte der freien Energie). Wir wissen, dass E0 ebenfallseine extensive Gr�osse ist, was bedeutet, dass E0 = w0V (w0: Energiedi
hte desQuantenvakuums). Also folgt aus dem Verglei
h von (3.65) mit (3.66)w0 = f: (3.67)Dies ist unsere erste Korrespondenz.Jetzt betra
hten wir den feldtheoretis
hen Propagator im Minkowski-Raum:�(t; ~x) = D0 ���T �̂(t; ~x)�̂(0; x̂)��� 0E: (3.68)�̂(t; ~x) (Feld-Operator im Heisenberg-Bild) und �(~x) (Feld im S
hr�odinger-Bild)verbindet die folgende Relation miteinander:�̂(t; ~x) = eiĤ�t�(~x)e�iĤ�t (3.69)28



3.4. Verbindungen zwis
hen statistis
her Me
hanik und FeldtheorieW�ahlt man t > 0, so erh�alt man�(t; ~x) = D0 ����̂(~x)e�iĤ�t�̂(~0)��� 0E eiE0t: (3.70)Die Verallgemeinerung der Korrelationsfunktion (3.10) in vier Dimensionen�(x) = hs(x)s(0)i (3.71)bekommt dann die folgende Gestalt:�(x0; ~x) = 1Z Z Yx00;~x0 d�(x00; ~x0)�(x0; ~x)�(0;~0)e�SE : (3.72)Nur f�ur die Zeits
heiben mit x00 = 0 und x00 = x0 werden die Re
hnungen an-ders als die bei der Zustandssumme sein. So �nden wir den Faktor 
�0��� T̂ �����zwis
hen jedem Paar bena
hbarter Zeits
heiben. Vorher hatten wir f�ur die Zu-standssume den Ausdru
k Z = Tr�T̂N+1� (3.58) gefunden. Wenn man diesel-ben S
hritte wiederholt, erh�alt man den folgenden Operator-Ausdru
k f�ur dieKorrelationsfunktion:�(x0; ~x) = Tr�T̂P �̂(~x)T̂ x0 �̂(~0)T̂L�Tr�T̂N+1� : (3.73)Hier ist P+x0+L = N+1. Wenn P , x0, L!1, so dass (3.64) gilt, bekommenwir f�ur die Korrelationsfunktion�(x0; ~x) = D0 ����̂(~x)e�x0Ĥ�� �̂(~0)��� 0E ex0E0� : (3.74)Verglei
ht man diese Glei
hung mit (3.70), so kommt man auf die Identit�at�(x0; ~x) = �(�ix0�; ~x); (3.75)wenn man t = �ix0� w�ahlt. Das ist die zweite Korrespondenz zwis
hen derstatistis
hen Me
hanik und der Feldtheorie.Dur
h die Bere
hnung der Korrelationsfunktion in der statistis
hen Me
hanikgewinnt man also den Propagator der Feldtheorie in imagin�arer Zeit. Dann29



3. Transfer-Matrix-Formalismusmuss nat�urli
h no
h die analytis
he Fortsetzung in die reelle Zeit dur
hgef�uhrtwerden.An dieser Stelle erinnern wir daran, dass die Korrelationsfunktion eines Sy-stems, das si
h ni
ht am kritis
hen Punkt be�ndet, exponentiell mit der Zeitabnimmt (3.12): �(x0;~0) � e� jx0j� f�ur jx0j � �: (3.76)Betra
htet man den Propagator �(�in�;~0 ) mit einem vollst�andigen Satz vonZust�anden, �(�in�;~0) =Xl e�(El�E0)n� ���D0 ����̂(~0)��� lE���2 ; (3.77)so sieht man, dass der Zustand mit der kleinsten Energiedi�erenz (El�E0) dieSumme dominiert, wenn n� � 1. Der kleinste Wert von (El � E0) ist m, diephysikalis
he Masse des Teil
hens. Das Matrix-Element jh0j�̂(~0)jlij hat fast nieden Wert Null in dieser Theorie. Daraus folgt�(�in�;~0) � e�mn� : (3.78)Wenn man jetzt die Korrespondenz von der Korrelationsfunktion und dem Pro-pagator (3.75) benutzt, kommt man auf die folgende Glei
hung:m = 1�� : (3.79)Und wenn man no
h als zeitli
hen Gitter-Abstand denselben wie den r�aumli
henw�ahlt, erh�alt man m = 1a� (3.80)f�ur ein symmetris
hes Raum-Zeit-Gitter.Diese Glei
hung besagt, dass die zugrunde liegende statistis
he Me
hanik fastkritis
h sein muss, damit man eine Feldtheorie mit Teil
hen kleiner Massen ha-ben kann. Im Kontinuums-Limes gibt es ein Anregungsspektrum von endli
henMassen nur dann, wenn � !1.Wir kommen jetzt zur�u
k auf unsere Annahme, dass der Zustand mit demgr�o�ten Eigenwert der Transfer-Matrix (d.h. der Zustand mit dem kleinstenEigenwert von dem Operator Ĥ�) ni
ht entartet sei. Diese Annahme bedeutet30



3.4. Verbindungen zwis
hen statistis
her Me
hanik und Feldtheorieni
hts anderes als m 6= 0, und deshalb muss � endli
h sein. Anders ausgedr�u
ktm�ussen die Parameter in der Wirkung so gew�ahlt werden, dass das System ni
htkritis
h ist.Man kann aus der expliziten Darstellung der Transfer-Matrix, die oben disku-tiert wurde, n�amli
h T̂ = exp��Ĥ��� ; (3.81)s
hliessen, dass T̂ ein bes
hr�ankter, symmetris
her, positiver Operator ist. DerBegri� positiver Operator bedeutet, dass die Eigenwerte des Operators positivsind. Die Positivit�at der Transfer-Matrix ist notwendig f�ur die Existenz einesselbst-adjungierten Hamilton-Operators.Aber in allgemeineren F�allen, in denen keine explizite Darstellung der Tansfer-Matrix bekannt ist, ist die Positivit�at ni
ht garantiert.

31



3. Transfer-Matrix-Formalismus

32



Kapitel 4Yang-Mills-Theorie auf demGitterIn diesem Kapitel geben wir zuerst eine Zusammenfassung der reinen Ei
htheo-rie im Kontinuum und gehen dann in die Gitter-Version �uber. Wir benutzenwie im vorherigen Kapitel eine diskretisierte symmetris
he Raum-Zeit.Dann wird die Transfer-Matrix f�ur die Ei
htheorie ohne Materiefelder ein-gef�uhrt, und s
hliessli
h wird die Re
exionspositivit�at anhand dieses unkom-plizierten Falls de�niert und untersu
ht.4.1 Ei
hfelder4.1.1 Im KontinuumDie Wirkung eines komplexen Vektorfeldes �(x) mit N komplexen Komponen-ten �i(x) (i = 1; : : : ; N) auf dem euklidis
hen Kontinuum lautetS = Z d4x��(x)(�+m2)�(x) + U (�(x)�(x))	 : (4.1)Diese Wirkung ist invariant unter globalen Ei
htransformationen�(x)! �0(x) = ��(x) (4.2)mit � 2 SU(N), d.h. es ist eine N �N Matrix mit �y� = 1 und det� = 1.Diese Wirkung ist aber ni
ht invariant unter den lokalen Ei
htransformationen�(x)! �0(x) = �(x)�(x): (4.3)33



4. Yang-Mills-Theorie auf dem GitterUm die Ei
hinvarianz unter lokalen Ei
htransformationen herzustellen, ben�otigtman die kovariante Ableitung, die ein Ergebnis des Konzepts Paralleltransporterist [7℄. Dieser ist eine SU(N)-Matrix, die die Elemente eines Vektorraums in dieeines anderen abbildet: U(y; x) : Vx 7! Vy: (4.4)Dieser bewirkt eine parallele Vers
hiebung des Vektors �(x) 2 Vx entlang einerKurve von dem Punkt x zu einem anderen Punkt y.Die Wirkung der lokalen Ei
htransformationen auf den Paralleltransporter lau-tet folgenderma�en:U(y; x)! U 0(y; x) = �(y)U(y; x)��1(x): (4.5)F�ur in�nitesimale Abst�ande enth�alt manU(x+ dx; x) = 1�A�(x)dx�: (4.6)A� ist das Ei
hfeld und ein Element der su(N) (Lie-Algebra der SU(N)). Estransformiert si
h unter lokalen Ei
htransformationen wie folgt:A0�(x) = �(x) [�� +A�(x)℄ ��1(x): (4.7)Somit l�asst si
h die kovariante Ableitung de�nieren alsD��(x) = [�� +A�(x)℄�(x): (4.8)Sie transformiert si
h au
h auf kovariante Weise, also in derselben Weise wiedas Feld �(x) selbst: D0��0(x) = �(x)D��(x) (4.9)Die Feldst�arke istF�� = [D�;D� ℄ = ��A�(x)� ��A�(x) + [A�(x); A�(x)℄ (4.10)F�ur den Paralleltransporter um ein in�nitesimales Parallellogramm mit denSeiten dx und dy in � und �-Ri
htungen haben wir dann34



4.1. Ei
hfelderUinf (x; x) = 1� F��(x)dx�dy� : (4.11)Mit den Transformationsgesetzen des Ei
hfeldes und der kovarianten Ableitungl�asst si
h dann einfa
h �nden, dass si
h au
h die Feldst�arke kovariant transfor-miert: F 0��(x) = �(x)F��(x)��1(x): (4.12)Sowohl A�(x) als au
h F��(x) sind Elemente der Lie-Algebra su(N). Das be-deutet, dass man diese als Linearombinationen der hermites
hen GeneratorenTa der su(N) s
hreiben kann (B.5):A�(x) = �igAa�(x)Ta;F��(x) = �igF a��(x)Ta: (4.13)Als invariante Wirkung �ndet man s
hliessli
h den folgenden Ausdru
k mit denkovarianten Ableitungen:S� = Z d4x�D��(x)D��(x) +m2�(x)�(x) + U [�(x)�(x)℄	 : (4.14)Hier haben wir von dem Feld �(x) Gebrau
h gema
ht, um Ei
hfelder und Paral-leltransporter einzuf�uhren, die wir ab dem n�a
hsten Unterkapitel dieser Arbeitoft verwenden werden. Das Ei
hfeld mit seiner Yang-Mills-Wirkung kann au
halleine untersu
ht werden (reine Ei
htheorie). Die Yang-Mills-Wirkung istSYM = � 12g2 Z d4x Tr F��F�� : (4.15)4.1.2 Ei
hfelder auf dem GitterDer kinetis
he Teil der Wirkung auf einem hyperkubis
hen Gitter lautetSk = 12Xx a4�f�� �f�� = �X<x;y> a2�(x)�(y) + 4Xx a2�(x)�(x): (4.16)Das Materiefeld �(x) ist nun nur auf den Gitterpunkten de�niert. Das Symbol< x; y > hat die Bedeutung, dass man �uber alle N�a
hste-Na
hbar-Paare sum-mieren muss. 35



4. Yang-Mills-Theorie auf dem GitterAuf dem hyperkubis
hen Gitter ist der kleinste Abstand zwis
hen den Gitter-punkten a. In dieser Wirkung wurde von der Gitter-Vorw�arts-Ableitung�f��(x) � 1a [�(x+ a�̂)� �(x)℄ (4.17)Gebrau
h gema
ht.Die Gitter-R�u
kw�arts-Ableitung und die symmetris
he Gitter-Ableitung sindfolgenderma�en de�niert:�b��(x) � 1a [�(x)� �(x� a�̂)℄ ; (4.18)�sym� �(x) � 12a [�(x+ a�̂)� �(x� a�̂)℄ : (4.19)Die Wirkung (4.16) ist jedo
h unter lokalen Ei
htransformationen ni
ht inva-riant. Deswegen muss man wie bei dem Kontinuums-Fall vorgehen. W�ahrendwir im Kontinuums-Fall Paralleltransporter entlang in�nitesimaler Abst�andebenutzt haben, k�onnen wir diesmal nur den kleinstm�ogli
hen Abstand auf demGitter (a) nehmen. Die Paralleltransporter auf dem Gitter muss man mit denVerbindungen zwis
hen den n�a
hsten Na
hbarpunkten auf dem Gitter assozi-ieren. Da diese jetzt auf den sogenannten Links (Verbindungen zwis
hen denn�a
hsten Na
hbarpunkten) leben, nennt man sie au
h Link-Variablen (in eini-gen Texten au
h einfa
h nur Links genannt):U(b) � U(x+ a�̂; x) � U�(x): (4.20)Sie sind Elemente der Ei
hgruppe und haben folgende Eigens
haft:U(y; x) = U�1(x; y) = U y(x; y): (4.21)Eine Beziehung, die wir bei der Konstruktion der ei
hinvarianten Ei
hfeld-Wirkung benutzen werden, istU��(x+ a�̂) � U(x; x+ a�̂) = U�1(x+ a�̂; x) = U�1� (x) = U y�(x): (4.22)Da si
h die Paralleltransporter auf dem Gitter aus den Link-Variablen bildenlassen, betra
htet man die Kon�guration der Link-Variablen fU(b)g als dasGitterei
hfeld. Unter lokalen Ei
htransformationen transformiert si
h die Link-Variable wie folgt: 36



4.1. Ei
hfelder
s s-U�(x)x x+ a�̂ ss �U y�(x)x x+ a�̂

U 0�(x) = U 0(x+ a�̂; x) = �(x+ a�̂) U(x+ a�̂; x) ��1(x): (4.23)Man kann si
h lei
ht davon �uberzeugen, dass ein Kopplungsterm wieX<x;y>�(x)U(x; y)�(y) (4.24)unter sol
hen Ei
htransformationen invariant bleibt.F�ur die invariante Wirkung unter lokalen Ei
htransformationen kann man dannden folgenden Ausdru
k aufs
hreiben:12Xx a4D�� D�� = �a2 X<x;y>�(x)U(x; y)�(y) + 4a2Xx �2(x): (4.25)Die kovariante Gitter-Vorw�arts-Ableitung D� ist mit Hilfe der Link-Variablede�niert als D��(x) = 1a �U�1� (x)�(x+ a�̂)� �(x)� : (4.26)Wenn man si
h die Transformation der Link-Variablen (4.23) ans
haut, siehtman, dass Ausdr�u
ke wie �(x)U(x; y)�(y) und Tr U(x; x) (Spur eines Parallel-transporters um eine ges
hlossene Kurve) invariant sind und deshalb in ei
hin-varianten Gr�o�en benutzt werden k�onnen.4.1.3 Wilson-WirkungEine Plaquette de�nieren wir als das kleinste Parallelogramm auf dem Gitter,das aus vier Links und vier Gitterpunkten, n�amli
hx; x+ a�̂; x+ a�̂+ a�̂ und x+ a�̂ (4.27)besteht. Wie wir vorher erw�ahnt haben, besteht ein Paralleltransporter auf demGitter aus dem Produkt aufeinanderfolgender Link-Variablen. Speziell de�nie-ren wir die Plaquette-Variable als 37



4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter
t -U�(x)x t6U�(x+ a�̂)x+ a�̂

t�U y�(x+ a�̂) x+ a�̂+ a�̂t?U y�(x)x+ a�̂
Up � U��(x) � U y� (x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x): (4.28)Die Reihenfolge der Link-Variablen in diesem Produkt ist in einer abels
henTheorie ni
ht wi
htig, aber in einer ni
ht-abels
hen Theorie spielt sie eine Rol-le, da die Link-Variablen in einer sol
hen Theorie ni
ht vertaus
hen.Na
h Wilsons Vors
hlag [12℄ de�niert man die Wirkung f�ur die reine Ei
htheorieals eine Summe der Wirkungen �uber den einzelnen Plaquetten:S[U ℄ =Xp Sp(Up) (4.29)mit Sp(Up) = �� � 12Tr1 �Tr Up +Tr U�1p �� 1�= �� � 1NRe fTr Upg � 1� f�ur SU(N). (4.30)Diese Summation, der wir sp�ater �ofters begegnen werden, bedeutetXp �Xx X1��<��4 = 12Xx X�6=� : (4.31)Der konstante Term in dieser Wirkung �andert die Physik des Systems ni
ht undwird in der Literatur deshalb h�au�g weggelassen. Au
h in der Bere
hnung derRe
exionspositivit�at in dem letzten Abs
hnitt dieses Kapitels werden wir aufdiesen Term verzi
hten. Die Wilson-Wirkung ist reell, positiv und verf�ugt �uberEi
hinvarianz, da Tr U 0p = Tr Up.Bevor wir anfangen, uns mit der Transfer-Matrix zu bes
h�aftigen, verglei
hen38



4.1. Ei
hfelderwir die Wilson-Wirkung mit der Yang-Mills-Wirkung im Kontinuum.Das Ei
hfeld A�(x) ist ein Element der Lie-Algebra SU(N) (4.13):A�(x) = �igAa�(x)Ta: (4.32)Der mit ihm verbundene Paralleltransporter auf dem Gitter istU�(x) � e�aA�(x) = 1� aA�(x) + 12a2A�(x)2 + : : : : (4.33)Wegen der Unvertaus
hbarkeit der Ei
hfelder hat man f�ur die Plaquette-VariableUp das Baker-Campbell-Hausdor�-Lemma (3.44) zu benutzen, um sie als eineExponentialfunktion der Feldst�arkeF��(x) = �f�A�(x)��f�A�(x) + [A�(x); A�(x)℄ (4.34)s
hreiben zu k�onnen. So �ndet manUp = U��(x) = exp ��a2F��(x) +O(a3)� : (4.35)S
hliessli
h, wenn man no
h die Identit�at (4.31) benutzt, �ndet man f�ur dieWilson-Wirkung der reinen Ei
htheorie den Ausdru
kS = � �4N Xx a4TrF��(x)F ��(x) +O(a5): (4.36)Mit der Wahl � = 2Ng2 (4.37)der Konstante � bekommt man im Kontinuums-Limes (a! 0) die Yang-Mills-Wirkung SYM = � 12g2 Z d4x Tr F��F�� : (4.38)39



4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter4.2 Transfer-MatrixDer n�a
hste S
hritt bei der Quantisierung der Ei
hfelder besteht aus der De�-nition des Funktionalintegrals.Im Kontinuum hat man f�ur den Erwartungswert einer Observable den Ausdru
khOi = 1Z Z D [A�℄ O e�S[A�℄ : (4.39)Auf dem Gitter sind die Observablen Funktionen von Link-Variablen:O (fU(b)g)Wenn man die Korrelationsfunktionen der Link-Variablen bere
hnen m�o
hte,kann man die Wilson-Wirkung in einer Pfadintegralformulierung benutzen. Sieist eine ei
hinvariante Gitter-Wirkung, die im kontinuierli
hen Fall mit derYang-Mills-Wirkung �ubereinstimmt. Damit diese Ei
hinvarianz in dem Inte-grationsprozess ni
ht zerst�ort wird, muss man ein ei
hinvariantes Gruppenma�dU de�nieren. Dieses nennt man Haar-Ma� der Ei
hgruppe und es ist invariantunter Ei
htransformationen gem�a� (4.23).F�ur den Erwartungswert hat man dannhOi = 1Z Z Yb dU(b) O e�S(U) mit Z = Z Yb dU(b) e�S(U): (4.40)In der Anwesenheit von Materiefeldern sieht der Erwartungswert wie folgt aus:hOi = 1Z Z Yb dU(b)Z Yx d�(x) O e�S(U;�): (4.41)Im Folgenden werden wir f�ur Qb dU(b) einfa
h dU s
hreiben, wenn keine be-stimmte Links gemeint werden. Wenn aber �uber bestimmte Links integriertwird, wird das in der S
hreibweise angedeutet.Die Transfer-Matrix gibt die Beziehung zwis
hen Funktionalintegral und demHamilton-Operator an. Hier ist es unser Ziel, die Transfer-Matrix in dem Sinnedes Funktionalintegrals einzuf�uhren.Mit Bt bezei
hnen wir die Menge aller Links, die zwis
hen den Gitterpunktenmit der Zeitkoordinate x4 = t liegen. Bt+1;t bedeutet entspre
hend die Mengealler Links, die zwis
hen den Zeits
heiben x4 = t und x4 = t + 1 liegen. DieKon�gurationen der Link-Variablen auf den Links von Bt bilden Ut und dieauf den Links von Bt+1;t bilden Ut+1;t. Pt enth�alt alle Plaquetten, deren Linksg�anzli
h in Bt sind und die Plaquetten aus Pt+1;t sind diejenigen, die die Zeit-s
heiben x4 = t und x4 = t+ 1 verbinden.Mit diesen De�nitionen erhalten wir jetzt die Wirkung als eine Summe derLagrange-Funktionen �uber alle Zeiten:40



4.2. Transfer-MatrixS =Xt L [Ut+1;Ut+1;t;Ut℄ : (4.42)In dieser Summe ist die Lagrange-FunktionL [Ut+1;Ut+1;t;Ut℄ = 12L1 [Ut+1℄ + 12L1 [Ut℄ + L2 [Ut+1;Ut+1;t;Ut℄ (4.43)selbst eine Summe von L1, das von Link-Variablen einer einzelnen Zeits
heibeabh�angt L1 [Ut℄ = � �N Xp2PtRe fTr Upg ; (4.44)und von L2, das von Link-Variablen sowohl aus Ut als au
h aus Ut+1;t abh�angt:L2 [Ut+1;Ut+1;t;Ut℄ = � �N Xp2Pt+1;tRe fTr Upg : (4.45)Die Transfer-Matrix-Elemente sind dannT̂ [Ut+1;Ut℄ = Z Yb2Bt+1;t dU(b) exp (�L [Ut+1;Ut+1;t;Ut℄) : (4.46)T̂ entwi
kelt einen Zustand in einen anderen, der si
h auf einem Punkt in dern�a
hsten Zeits
heibe be�ndet:j t+1i = T̂ j ti (4.47)Wie wir in Kapitel 3 gezeigt haben, ergibt si
h die Zustandssumme auf einemGitter mit N Zeits
heiben mit periodis
hen Randbedingungen als die Spur �uberT̂N : Z = Tr (T̂N ) = Z Yt 0�T [Ut+1;Ut℄ Yb2Bt dU(b)1A : (4.48)Wie bereits fr�uher erw�ahnt, ist die Positivit�at der Transfer-Matrix f�ur die Exi-stenz eines selbstadjungierten Hamilton-Operators n�otig, daĤ � �1a ln T̂ : (4.49)41



4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter4.3 Zeitre
exion und Re
exionspositivit�atIn diesem Abs
hnitt wird zun�a
hst der Re
exionsoperator de�niert. Wir de�-nieren ihn sowohl f�ur Ei
hfelder, als au
h f�ur Fermion-Felder. Dann de�nierenwir die Re
exionspositivit�at und befassen wir uns damit im Falle der reinenEi
htheorie. Die Diskussion �uber die Re
exionspositivit�at mit Fermion-Feldernfolgt dann in den n�a
hsten Kapiteln.Der Re
exionsoperator � wird als eine antilineare Abbildung de�niert:�(~x; x4) = (~x;�x4);� (x) = � (�x)
4;� � (x) = 
4 (�x);�U(y; x) = U(�y; �x);�G(U) = G�(�U) (4.50)mit der Matrix 
4 � � 1 00 �1 � : (4.51)Man kann somit sagen, dass � das euklidis
he �Aquivalent der hermites
henKonjugation im Minkowski-Raum ist. Diese �andert das Zei
hen in dem Zeit-entwi
klungsoperator e�iĤt. Deshalb brau
ht man au
h eine Zeitre
exion imeuklidis
hen Raum.Nun sei F eine Funktion von Feldern mit einer Zeitkoordinate x4 � 0. Dannist (�F ) eine Funktion von Feldern, die nur von den Zeitkoordinaten x4 � 0abh�angen.Re
exionspositivit�at besagt nun, dass der Erwartungswert h(�F )F i ni
ht nega-tiv ist: h(�F )F i = 1Z Z dU e�S (�F )F � 0: (4.52)Es gibt zwei Sorten von Re
exionen auf dem Gitter. Bei dem ersten Fall (Site-Re
e
tion) re
ektiert man bez�ugli
h einer Hyperebene, auf der es alle Gitter-punkte (sites) mit glei
her Zeitkoordinate (z.B. x4 = 0) gibt, w�ahrend bei derLink-Re
e
tion die Re
exionsebene in der Mitte zweier Zeits
heiben liegt (z.B.x4 = 1=2). Sie wird dur
h die Links ges
hnitten, daher der Name. In der Lite-ratur ist � in diesen beiden F�allen oft unters
hiedli
h de�niert, n�amli
h dur
h�s : x4 ! �x4 f�ur Site-Re
e
tion,�l : x4 ! 1� x4 f�ur Link-Re
e
tion. (4.53)42



4.3. Zeitre
exion und Re
exionspositivit�atIn dieser Arbeit verwenden wir in beiden F�allen die Konvention�x4 ! �x4 (4.54)und de�nieren die Zeitkoordinaten der Gitterpunkte bei Link-Re
e
tion alshalbzahlig.Die Positivit�at des Erwartungswertes h(�F )F i impliziert die Positivit�at des Ska-larproduktes im Hilbert-Raum [15℄:h j i � 0: (4.55)Es ist wi
htig, die Re
exionspositivit�at bei euklidis
hen Korrelationsfunktio-nen zu pr�ufen, da die Hilbert-Raum-Formulierung mit einem wohlde�niertenHamilton-Operator erst dann garantiert werden kann. Das si
hert au
h dieExistenz eines selbstadjungierten Hamilton-Operators. Man kann ni
ht f�ur allefeldtheoretis
he Modelle eine explizite Darstellung der Transfer-Matrix ange-ben. Deshalb brau
ht man eine Charakterisierung in Abh�angigkeit von Erwar-tungswerten.Es gen�ugt, Re
exionspositivit�at entweder mit Link-Re
e
tion oder mit Site-Re
e
tion zu zeigen, um einen Hamilton-Operator de�nieren zu k�onnen. ImKontinuums-Limes (a! 0) hat man dann keine Probleme. Aber bei endli
henGitterabst�anden ist es am besten, wenn man Positivit�at beider Sorten hat, daes dann m�ogli
h ist, eine positive Transfer-Matrix zu de�nieren und Korrelati-onsfunktionen jedes Abstandes zu betra
hten.Nun wird zuerst gezeigt, wie man die Re
exionspositivit�at anhand der reinenEi
htheorie pr�ufen kann. Da es zwei Sorten von Re
exionen auf dem Gittergibt, f�uhren wir diese Re
hnung in beiden F�allen dur
h.4.3.1 Site-Re
e
tionUm die Positivit�at der Re
exion bez�ugli
h einer Ebene mit Gitterpunkten zuuntersu
hen, emp�ehlt es si
h, als erstes die Wirkung in drei Terme aufzuspal-ten: S = S+ + S� + S0: (4.56)Hier h�angen S+ von Variablen mit Zeitkoordinaten x4�0 und S� von Variablenmit x4�0 ab. F�ur den dritten Term giltS0 = L1 [U0℄ ; (4.57)43



4. Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterda er nur aus Plaquette-Variablen in der Zeits
heibe x4 = 0 besteht.Diese Aufspaltung hat den Vorteil, den Exponentialfaktor im Funktionalintegralf�ur den Erwartungswert h(�F )F i als ein Produkt von drei Exponentialfaktorenzu s
hreiben, da ein Term der re
ektierte des anderen ist:S� = �S+: (4.58)Der Erwartungswert (4.52) ist dannh(�F )F i = 1Z Z dU e�S0 ��F e�S+�F e�S+ : (4.59)Mit der Abk�urzung F [U0℄ � Z Yb2Bt+1;tmit t>0dU(b)F e�S+ (4.60)folgt Z Yb2B0 dU(b) e�S0 jF [U0℄j2 (4.61)f�ur den Z�ahler des Erwartungswertes. Hier ist der Integrand positiv de�nit undman hat h(�F )F i � 0: (4.62)4.3.2 Link-Re
e
tionAu
h bei der Link-Re
e
tion spalten wir die Wirkung in drei Terme auf:S = S+ + S� + SC : (4.63)Dieses Mal h�angt S+ nur von Feldern mit positiven Zeitkoordinaten und S�nur von denen mit negativen Zeitkoordinaten ab. Wie wir zuvor erw�ahnt ha-ben, benutzen wir jetzt halbzahlige Zeitkoordinaten, und die Abbildung � istidentis
h mit jener der Site-Re
e
tion (4.54). Wir �xieren die Ei
hung auf den44



4.3. Zeitre
exion und Re
exionspositivit�atLinks zwis
hen den Zeits
heiben x4 = �1=2 und x4 = +1=2: U4 �~x;�12� = 1.Man erh�alt wieder S� = �S+: (4.64)Der Erwartungswert (4.52) betr�agt nun1Z Z dU e�SC ��F e�S+�F e�S+ : (4.65)Der dritte Term in der Wirkung besteht aus Variablen, die auf den Links leben,die sowohl in der positiven als au
h in der negativen Zeith�alfte liegen. Er hatdie folgende Gestalt:SC = L2[U1=2;1;U�1=2℄ = � �N X~x 3Xk=1Re�Tr U yk �~x; 12�Uk �~x;�12��:(4.66)Um die Positivit�at von e�SC zu zeigen, werden wir Charaktere der Ei
h-Gruppebenutzen.Hierzu folgende De�nitionen:r sei eine unit�are Darstellung der kompakten Lie-Gruppe G. Die Matrizen, diedie Gruppenelemente darstellen, sind alsD(r)(U) (4.67)bezei
hnet. Die unter �Ahnli
hkeitstransformationen invariante Funktion�r(U) � TrD(r)(U): (4.68)bes
hreibt den Charakter von r. Man hat�r(1) = dr; (4.69)die Dimension der Darstellung r. Ĝ sei die Menge aller in�aquivalenten unit�arenirreduziblen Darstellungen des G, der kompakten Lie-Gruppe.Jeder Term in der Summe (4.66) tr�agt zum Funktionalintegral des Erwar-tungswertes bei. Mit U yk � U yk �~x; 12� und Uk � Uk �~x;�12� ist die Charakter-Entwi
klung von jedem BeitragXr2Ĝ dr 
r �r�U yk Uk�= Xr2Ĝ dr 
rXi;j nh�D(r)ij (Uk)iD(r)ij (Uk)o : (4.70)45



4. Yang-Mills-Theorie auf dem GitterWenn alle Charakter-Entwi
klung-KoeÆzienten 
r positiv sind, k�onnen wire�SC wie folgt als eine Summe s
hreiben:e�SC = Y~xk=1;2;3(Xr2Ĝ dr 
r �r�U yk Uk�)= Xm bm(�Sm)Sm mit bm > 0: (4.71)Zur Positivit�at der KoeÆzienten 
r:dr 
r = Z dU �r(U) e�Sp(U) (4.72)Da dr>0 und Z dU �r(U)(TrU)m(TrU y)n (4.73)ni
ht negativ ist, haben wir positive KoeÆzienten 
r und somit ist e�SC positiv.So erhalten wir f�ur den Z�ahler des Erwartungswertes (4.65)Xm bm �����Z Yx4>0 dU(x) Sm F e�S+�����2 : (4.74)Dieser Ausdru
k ist positiv.
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Kapitel 5Transfer-Matrix f�urFermionenZuvor haben wir gesehen, dass die Gitter-Formulierung von Ei
hfeldern keineProbleme verursa
ht.Andererseits tau
hen bei Fermionen S
hwierigkeiten auf, die bereits beim Dira
-Feld zutage treten [6℄. Aus diesem Grund haben wir zuerst den Fall mit Ei
hfel-dern diskutiert und die Re
exionspositivit�at f�ur diese gepr�uft. Nun wollen wiraber die Transfer-Matrix au
h f�ur die Materiefelder einf�uhren und die Re
exi-onspositivit�at f�ur diese pr�ufen.Betra
htet man Fermionen auf dem Gitter, zwingt uns das Gitter, auf diesogenannte naive Diskretisierung zu verzi
hten, um die Fermionen-Verdopp-lung zu vermeiden. Die bekanntesten zwei Vors
hl�age dazu stammen von Wilson[13℄ (Wilson-Fermionen) und von Kogut und Susskind [14℄ (staggered Fermi-ons). In diesem Kapitel f�uhren wir Wilson-Fermionen ein und diskutieren ihreRe
exionspositivit�at.5.1 Hamilton-FormalismusDer Hamilton-Operator des freien Fermion-Feldes lautetH = Z d3~x �+
 (~x) HDira
;
Æ �Æ(~x) (5.1)mit dem Dira
-Hamilton-OperatorHDira
 = m� � i�k ��xk (5.2)eines freien Fermions. 47



5. Transfer-Matrix f�ur FermionenDie Feld-Operatoren ��(~x), die das Multi-Fermion-System bes
hreiben, erf�ullendie folgenden Antivertaus
hungsrelationen:���(~x); ��(~y)	 = ��+� (~x); �+� (~y)	 = 0;��+� (~x); ��(~y)	 = Æ��Æ(3)(~x� ~y): (5.3)Die �k (k = 1; 2; 3) und �-Matrizen sind de�niert dur
h�k � i
4
k = � 0 �k�k 0 � ; � � 
4 = � 1 00 �1 � : (5.4)Wenn man den Hamilton-Operator mit den symmetrisierten Ableitungen s
hreibt,erh�alt manH = Z d3~x�+
 (~x)(m� + i2   ���xk � �!��xk!�k)
Æ �Æ(~x): (5.5)Nun wollen wir die Theorie auf einem dreidimensionalen symmetris
hen Raum-Gitter de�nieren. Unser Ziel ist, den Hamilton-Operator des dreidimensionalenGitters zu bestimmen und auf diesemWege die dazugeh�orige Wirkung zu �nden[7℄. Der Abstand zwis
hen den n�a
hsten Na
hbarpunkten bleibt unver�andert a,und alle Punkte haben drei ganzzahlige Koordinaten. In allen drei Ri
htungenhat das Gitter L Punkte. Das bedeutet, dass das Volumen des Gitters (aL)3betr�agt.Jetzt sind die Felder nur no
h auf den Gitterpunkten de�niert. Die kontinuierli-
he Ableitung wird zur Gitter-Vorw�arts-Ableitung in drei Dimensionen (4.17):���(~x)�xk ! �fk��(~x) � 1a h��(~x+ k̂)� ��(~x)i : (5.6)Die Antivertaus
hungsrelationen der diskretisierten Felder lauten���(~x); ��(~y)	 = ��+� (~x); �+� (~y)	 = 0;��+� (~x); ��(~y)	 = 1a3 Æ��Æ~x~y: (5.7)Diese sogenannte naive Diskretisierung erzeugt aus dem Hamilton-Operator(5.5) die folgende Form f�ur das Gitter:48



5.1. Hamilton-Formalismus
H =X~x a3(�+
 (~x)m�
Æ�Æ(~x)+ i2a 3Xk=1 ��+
 (~x+ k̂)�k;
Æ�Æ(~x)� �+
 (~x)�k;
Æ�Æ(~x+ k̂)�): (5.8)Wir nehmen periodis
he Randbedingungen in allen orthogonalen Ri
htungendes L3-W�urfels an. Dann sind die m�ogli
hen Impuls-Komponenten au
h diskretePunkte in der Brillouin-Zone:~q � �qk = 2�L �k; k = 1; 2; 3� mit 0 � �k � L� 1: (5.9)Wegen der Periodizit�at k�onnen wir die Brillouin-Zone statt in 0 � qk � 2� au
hin �� � qk � � de�nieren.Jetzt s
hreiben wir den Hamilton-Operator im Impuls-Raum mit den fourier-transformierten Feldkomponenten ~��(~q):~��(~q) =X~x a3e�iqkxk��(~x); ��(~x) = 1(aL)3 X~q eiqkxk ~��(~q); (5.10)

) H = 1(aL)3 X~q ~�+
 (~q)�m� + 1a�k sin qk�
Æ ~�Æ(~q): (5.11)Die Eigenwerte der Matrix in ges
hweiften Klammern betragenE~q = � m2 + 3Xk=1 1a2 sin2 qk! 12 : (5.12)Wenn man den Kontinuums-Limes zieht (a ! 0), erh�alt man die gew�ohnli
heEnergie-Impuls-BeziehungE2~q = m2 + ~p 2 +O(a2): (5.13)mit dem Impulsvektor ~p = ~qa . 49



5. Transfer-Matrix f�ur FermionenDie naive Diskretisierung wirft nun jedo
h ein Problem auf. Da sin(q + �) =� sin(q), bekommt man aus (5.12) die glei
hen Werte der Energie-Quadrate f�urImpulse ~q und ~q + ~q� mit~q� 2 � (0; 0; 0); (�; 0; 0); (0; �; 0); (0; 0; �);(�; �; 0); (�; 0; �); (0; �; �); (�; �; �)	: (5.14)Diese a
ht Vektoren stellen die a
ht E
ken der Brillouin-Zone dar. Wegen derVervielfa
hung nennt man dies die naive Diskretisierung. Wir erhalten dadur
hpro Feld-Komponente insgesamt a
ht Fermionen-Zust�ande. Mit jeder neuenRi
htung verdoppelt si
h die Anzahl der Zust�ande, im Fall mit vier Dimen-sionen Fall hat man z.B. 16 Zust�ande.Zur Probleml�osung gibt es zahlrei
he Vors
hl�age in der Literatur. Wie zuvorerw�ahnt, greifen wir einen der zwei bekanntesten Vors
hl�age, n�amli
h den vonWilson [13℄, auf: Er f�ugt einen zus�atzli
hen Term zweiter Ordnung im Hamilton-Operator mit einem Parameter r (0 < r � 1) ein:H = X~x a3(�+
 (~x)�m+ 3ra ��
Æ�Æ(~x)+ i2a 3Xk=1 h�+
 (~x+ k̂)�k;
Æ�Æ(~x)� �+
 (~x)�k;
Æ�Æ(~x+ k̂)i� r2a 3Xk=1 h�+
 (~x+ k̂)�
Æ�Æ(~x) + �+
 (~x)�
Æ�Æ(~x+ k̂)i): (5.15)Der Hamilton-Operator im Impuls-Raum bekommt dann eine neue Gestalt:H = 1(aL)3 X~q ~�+
 (~q)(m� + ra� 3Xk=1(1� 
os qk) + 1a�k sin qk)
Æ ~�Æ(~q): (5.16)Die dazugeh�origen Energie-Eigenwerte �andern si
h au
h dementspre
hend:E~q = �0�"m+ ra 3Xk=1(1� 
os qk)#2 + 3Xk=1 1a2 sin2 qk1A 12 : (5.17)Wenn man jetzt mit diesen den Kontinuums-Limes untersu
ht, sieht man, dassf�ur a ! 0 der Massenterm m dur
h m + 2ra n� ersetzt wird. n� ist die Anzahlder Impuls-Komponenten, die glei
h � sind. Man kann erkennen, dass in diesemFall die Zust�ande mit n� 6= 0 unendli
h s
hwer werden und man deshalb nurein Fermion mit einer endli
hen Masse erh�alt. Es entspri
ht der Null-E
ke derBrillouin-Zone. 50



5.2. Euklidis
he Formulierung: Wilson-Wirkung5.2 Euklidis
he Formulierung: Wilson-WirkungDie Felder ��(~x) sind de�niert als��(~x) � �y(~x)
4; (5.18)und sie erf�ullen die Antivertaus
hungsrelationenf��(~x); �(~y)g = 1a3
4Æ~x;~y: (5.19)Somit �ndet man den folgenden normalgeordneten Hamilton-Operator:H = X~x a3( : ���(~x) �m+ 3ra ��(~x)� :� 12a �3Xk=�1���(~x+ k̂)[r + 
k℄�(~x)�): (5.20)P�3k=�1 bedeutet, dass man �uber drei positive und drei negative Ri
htungensummieren muss und 
�k � �
k.Wir wollen jetzt die Zustandssumme der Theorie �nden und dar�uber zum Zieldieses Abs
hnittes, n�amli
h zur Wirkung kommen. Zwis
hen der Zustandssum-me und dem Hamilton-Operator gibt es wegen (3.58) und (3.81) die RelationZ = Tr e�H� mit � = T�: (5.21)Hier ist T die Anzahl der Intervalle in temporaler Ri
htung (vgl. Abs
hnitt[3.3℄). Wir f�uhren nun das vierdimensionale Gitter und die Grassmann-wertigenFelder  (~x) und � (~x) auf diesem ein. Die vierte Dimension erhalten wir dur
hdie Hinzuf�ugung der imagin�aren Zeit. Das Gitter ist symmetris
h, da wir dentemporalen Abstand (�) glei
h dem r�aumli
hen (a) gew�ahlt haben. Die Feldererf�ullen die Antivertaus
hungsrelationenf (x);  (y)g = f � (x); � (y)g = f � (x);  (y)g = 0: (5.22)Die Zustandssumme ist ein Grassmanns
hes Funktionalintegral (2.16) und (2.22):Z � Z d � d e�S � Z d � d e� � Q = detQ (5.23)51



5. Transfer-Matrix f�ur Fermionenmit der Fermion-Matrix Q und der WirkungS =Xx a48<:�m+ 4a� � � (x) (x)�� 12a �4X�=�1 � � (x+ �̂)[1 + 
�℄ (x)�9=; (5.24)f�ur r = 1. Diese Wirkung kann man verallgemeinern zuS =Xx a48<:�m+ 4ra � � � (x) (x)� � 12a �4X�=�1 � � (x+ �̂)[r + 
�℄ (x)�9=; ; (5.25)obwohl man diese generalisierte Form ni
ht in derselben Weise vom Hamilton-Operator herleiten kann.Benutzt man die Normierungen sowie den Hopping-Parametera 32 (am+ 4r) 12 (x)!  (x); a 32 (am+ 4r) 12 � (x)! � (x);K � (2am+ 8r)�1; (5.26)kann man die Wirkung in verk�urzter Form s
hreiben:S = Xx �� � (x) (x)� �K �4X�=�1 � � (x+ �̂)[r + 
�℄ (x)� �� Xx;y � � (y) Qy;x  (x)�: (5.27)Qy;x sind die Fermion-Matrix-ElementeQy;x � Æy;x �K �4X�=�1 Æy;x+�̂ [r + 
�℄: (5.28)Um die Ei
hinvarianz dieser Fermionen-Wirkung zu garantieren, m�ussen wirno
h eine letzte �Uberlegung anstellen. Bilineare Terme wie � (x) (y) verhaltensi
h unter lokalen Ei
htransformationen folgenderma�en:� (x) (y) ! � (x)��1(x)�(y) (y): (5.29)52



5.3. Re
exionspositivit�atDies verursa
ht im ersten Term der Wirkung (5.27) zwar keine Probleme, jedo
him zweiten. Hier ben�otigt man einen Faktor zwis
hen den beiden Feldern, dersi
h genauso wie (4.23) transformiert, damit der zweite Term unter lokalenEi
htransformationen invariant bleibt.Also f�uhren wir no
h die folgende Modi�zierung dur
h:� (x+ �̂)[r + 
�℄ (x) ! � (x+ �̂)[r + 
�℄U�(x) (x): (5.30)Das bedeutet, dass die ei
hinvariante fermionis
he Wirkung mit Link-Variablenwie folgt aussieht:SF =Xx � � (x) (x) �K 4X�=1 h � (x+ �̂)[r + 
�℄U�(x) (x)+ � (x)[r � 
�℄U y�(x) (x + �̂)i�: (5.31)5.3 Re
exionspositivit�atDieser Abs
hnitt ist der Re
exionspositivit�at der Wilson-Wirkung gewidmet.Wie bereits in Kapitel 4 werden wir die Positivit�at beider Arten von Re
exionenuntersu
hen. Der Unters
hied ist, dass wir diesmal au
h Fermion-Felder haben.Die Wirkung besteht aus zwei Teilen, einem Ei
h-Teil SG (G f�ur Gauge) undeinem fermionis
hen Teil SF : S = SG + SF (5.32)mitSG = � 12g2 Xx X�6=� TrnU y� (x)U y�(x+ �̂)U�(x+ �̂)U�(x)o+ kompl. Konj. (5.33)und SF =Xx � � (x) (x) �K 4X�=1 h � (x+ �̂)[r + 
�℄U�(x) (x)+ � (x)[r � 
�℄U y�(x) (x + �̂)i�: (5.34)53



5. Transfer-Matrix f�ur FermionenO�ensi
htli
h sieht der Erwartungswert mit Fermion-Feldern anders aus als imFall nur mit Ei
hfeldern:h(�F )F i = 1Z Z dU d � d e�S (�F )F: (5.35)5.3.1 Link-Re
e
tionAls erstes spalten wir die Wirkung in drei Terme auf:S = S+ + S� + SC : (5.36)Hier bestehen S+ und S� aus Feldern, die jeweils nur von positiven und nurvon negativen Zeitkoordinaten abh�angen. SC ist derjenige Term, der die Zeit-s
heiben x4=�1=2 und x4=1=2 miteinander verbindet.Aufgrund der RelationS� = �S+ ) S = S+ + �S+ + SC (5.37)bekommt der Erwartungswert (5.35) die folgende Gestalt:h(�F )F i= 1Z Z dU d � d e�SC F e�S+ ��F e�S+� : (5.38)Aus diesem Grund ist es nur wi
htig, SC zu diskutieren.In dieser Untersu
hung ist der erste S
hritt die Ei
h�xierung: Man w�ahlt dieEi
hung U4(x)=1. Es ist ausrei
hend, diese ledigli
h auf den Links, die von derRe
exionsebene ges
hnitten werden, zu fordern.SC teilen wir ebenfalls in zwei Terme auf; einer (SCG) ist die Ei
h-Wirkung,der andere (SCF ) hat den fermionis
hen Beitrag zu SC :SC = SCG + SCF (5.39)mit SCG = � 12g2 X~x;k Tr�U yk �~x;�12� Uk �~x; 12��+ k.K.= � 12g2 X~x;k Tr�� �Uk �~x; 12�� Uk �~x; 12��+ k.K. (5.40)54



5.3. Re
exionspositivit�atund SCF = �KX~x ( � �~x; 12� [r + 
4℄  �~x;�12�+ � �~x;�12� [r � 
4℄  �~x; 12�)= �KX~x ( � �~x; 12� [1 + r
4℄ � � � �~x; 12��+  �~x; 12�T [1� r
4℄T �� � �~x; 12���T ): (5.41)Um den letzten S
hritt zu begr�unden, s
hauen wir uns die Umwandlungen inden zwei Termen des SCF getrennt an:Der erste Term:� �~x; 12� [r + 
4℄  �~x;�12� = � �~x; 12� [r + 
4℄ 
4 � � �~x; 12�= � �~x; 12� [1 + r
4℄ � � �~x; 12� : (5.42)Der zweite Term:� �~x;�12� [r � 
4℄ �~x; 12� =  �~x; 12�T [
4 � r℄T � �~x;�12�T=  �~x; 12�T [
4 � r℄T
4�� �~x; 12��T=  �~x; 12�T [1� r
4℄T �� �~x; 12��T: (5.43)Bei Letzterem haben wir in der ersten Zeile von der Grassmann-Eigens
haft derVariablen Gebrau
h gema
ht.Mit den De�nitionen  �  �~x; 12� und � � � �~x; 12� erhalten wire�SCF = exp(KX~x � [1 + r
4℄ � � +KX~x  T [1� r
4℄T (� )T)= exp(KX~x � [1 + r
4℄ 12 [1 + r
4℄ 12 � � )� exp(KX~x  T �[1� r
4℄T �12 �[1� r
4℄T �12 (� )T) : (5.44)55



5. Transfer-Matrix f�ur FermionenNun benutzen wir ein Lemma aus [16℄ zum Zeigen der Positivit�at des obigenWirkung-Exponentials (5.44).Hierzu einige De�nitionen:V+4 : Menge der Funktionen, die von Variablen mit x4 > 0 abh�angen,V�4 : Menge der Funktionen, die von Variablen mit x4 < 0 abh�angen,P: Der Kegel, der von positiven Funktionen der Form (�F )F mit F 2 V+4 er-zeugt wird.Lemma: P ist ein multiplikativer Kegel, d.h. wenn A;B 2 P, so ist au
h(AB) 2 P.Beweis:Seien A �X(�Ai)Ai und B �P(�Bi)Bi mit Ai; Bj 2 V+4 : (5.45)Wir k�onnen annehmen, dass A und B homogene Elemente der Grassmann-Algebra vom Grad ai bzw. bj sind. Dann istAB = Xi;j (�Ai)(�Bj)AiBj(�1)(aibj) (5.46)= Xi;j �(BjAi)(AiBj)(�1)(aibj) (5.47)= Xi;j �(AiBj)(AiBj) 2 P: (5.48)Dur
h geeignete Wahl von A und B gelangt man zu dem Ergebnis, dasse�SCF (5.49)positiv ist. Damit erh�alt (5.38) die folgende Form:h(�F )F i =Xi ���� Z dUd � d Fi �U; ; � � ����2 � 0: (5.50)5.3.2 Site-Re
e
tionDer Beweis f�ur die Site-Re
e
tion-Positivit�at ist ein biss
hen l�anger. In diesemAbs
hnitt wird er f�ur den Fall r = 1 dur
hgef�uhrt. Hier bedeuten V+4 den Halb-raum mit x4 > 0, V�4 den Halbraum mit x4 < 0 und V03 den dreidimensionalen,in den vierdimensionalen Raum eingebetteten Raum mit x4=0. Es ist diesmal56



5.3. Re
exionspositivit�atans
hauli
her, die Ei
h- und Fermionteile getrennt zu betra
hten. Wir s
hreibendeshalb S = SG + SF (5.51)mit jeweiligen Aufspaltungen in drei TermeSG = S+G + S�G + S0G; (5.52)und SF = S+F + S�F + S0F : (5.53)S+G und S+F h�angen von Variablen aus V+4 ab; S�G und S�F hingegen von Variablenaus V�4 ; S0G und S0F wiederum von Variablen aus V03 .Um die Abh�angigkeit von S+F und S�F von Fermi-Variablen mit x4 = 0 zudiskutieren, m�ussen wir die Terme in der fermionis
hen Lagrange-Funktion, diezwei vers
hiedene Zeits
heiben miteinander verbinden, untersu
hen [17℄. DiesesindA � �K n � (x+ 4̂)[1 + 
4℄U4(x) (x) + � (x)[1 � 
4℄U y4 (x) (x + 4̂)o : (5.54)Mit den zweikomponentigen Weyl-Spinoren = � uv+ � ; � �  y
4 = � u+;�v � (5.55)und den Operatoren[1 + 
4℄ = � 2 00 0 � ; [1� 
4℄ = � 0 00 2 � (5.56)bekommen wir f�ur diese TermeA = �K (� u+(x+ 4̂);�v(x+ 4̂) �� 2 00 0 �U4(x)� u(x)v+(x) �+ � u+(x);�v(x) �� 0 00 2 �U y4 (x)� u(x+ 4̂)v+(x+ 4̂) �):= �2K nu+(x+ 4̂)U4(x)u(x)� v(x)U y4 (x)v+(x+ 4̂)o : (5.57)57



5. Transfer-Matrix f�ur FermionenSomit erh�alt manS+F = S �U; ; � ; u(~x; 0); v(~x; 0)�und S�F = ~S� ��U; � ; � � ; u+(~x; 0); v+(~x; 0)� mit U; ; � 2 V+4 : (5.58)Das Symbol ~ bedeutet, dass die Reihenfolge der Fermi-Variablen umgedrehtwerden muss. S+G und S�G sind jeweils Funktionen von U und �U .Nun haben wir f�ur den Erwartungswert (5.35) bei der Site-Re
e
tion den Aus-dru
kh(�F )F i = 1Z Z Y~x;k dUk(~x; 0) d � (~x; 0) d (~x; 0) e�(S0F+S0G)� ~S��U(~x; 0); u+(~x; 0); v+(~x; 0)�� S�U(~x; 0); u(~x; 0); v(~x; 0)�: (5.59)Die Integration wurde �uber alle fermionis
hen Variablen aus V+4 und V�4 dur
h-gef�uhrt.S0G hat die GestaltS0G = � 12g2 X~x;k 6=l TrnU yl (~x)U yk(~x+ l̂)Ul(~x+ k̂)Uk(~x)o+ k. K. (5.60)und verursa
ht keine Probleme in der Positivit�at.Wi
htig ist es no
h, die Wirkung S0F zu untersu
hen. In expliziter Form lautetsieS0F =X~x � � (~x; 0) (~x; 0) �K 3Xk=1 h � (~x+ k̂; 0)[1 + 
k℄Uk(~x; 0) (~x; 0)+ � (~x; 0)[1 � 
k℄U yk(~x; 0) (~x + k̂; 0)i�:(5.61)Hier wird �uber alle Punkte in der Zeits
heibe x4 = 0 summiert. Der Grund,warum die SummeP3k=1, und ni
ht P4�=1 benutzt wird, ist die Tatsa
he, dassdiejenigen Terme, die die x4=0�S
heibe mit den anderen Zeits
heiben verbin-den, bereits in S+F und S�F enthalten sind.Unsere Arbeit wird erlei
htert, wenn wir S0F als eine Summe von drei Termens
hreiben: S0F = S1 + S2 + S3;mit S1 = u+Bu� vBv+; S2 = u+Cv+ und S3 = v C u: (5.62)58



5.3. Re
exionspositivit�atIn dieser Aufspaltung sind B und C selbstadjungierte Matrizen und sehen wiefolgt aus: B~y;~x = Æ~y;~x �K 3Xk=1 hÆ~y;~x+k̂Uk(~x; 0) + Æ~y+k̂;~xU yk(~y; 0)i ;C~y;~x = iK 3Xk=1 hÆ~y;~x+k̂�kUk(~x; 0)� Æ~y+k̂;~x�kU yk(~y; 0)i : (5.63)Mit dieser Aufspaltung der Wirkung S0F erhalten wir f�ur die fermionis
he Inte-gration in (5.59) den folgenden Ausdru
k:P (U) � Z Y du+(~x; 0) du(~x; 0) dv+(~x; 0) dv(~x; 0)� exp��u+Bu� v+BTv	 � exp��u+Cv+� v C u	� ~S�(U; u+; v+) � S(U; u; v): (5.64)Jetzt wollen wir diskutieren, unter wel
her Bedingung die Matrix B positiv ist,da diese eine wi
htige Rolle in der Positivit�at des P (U) spielt.B ist eineN�N -Matrix, die zum Teil f�ur die Selbstkopplungen der Felder auf denGitterpunkten sorgt und zum Teil N�a
hste-Na
hbar-Punkte miteinander kop-pelt. Hier ist N =2V N
 mit V =L3 Gitterpunkten auf der Zeits
heibe x4 = 0und mit N
 Farbfreiheitsgraden. Der Faktor 2 kommt von Weyl-Spinoren. DieLink-Variablen Uk sind N
�N
-Matrizen [24℄.Dass die Matrix B positiv de�nit ist, bedeutet(a;Ba) � 0 f�ur beliebige Vektoren a; (5.65)d.h. Xi;j a�i Bij aj � 0: (5.66)Wir nehmen an, dass die Indizes i und j sowohl f�ur Ortskoordinaten ~y und ~xals au
h f�ur Farbindizes s und r (s; r 2 f1; 2g) stehen1:i 7! ~y; s und j 7! ~x; r: (5.67)Dann erhalten wir von (5.66)X~x;~yr;s a�s(~y)Bsr(~y; ~x) ar(~x) � 0: (5.68)1Bez�ugli
h der Spinor-Indizes ist B proportional zur Einheitsmatrix59



5. Transfer-Matrix f�ur FermionenB ist eine Matrix der Form 1 � KM (vgl. (5.63)) mit einer Matrix M , d.h.(5.68) k�onnen wir wie folgt ums
hreiben:X~x;r a�r(~x)ar(~x)�KX~x;~yr;s a�s(~y)Msr(~y; ~x) ar(~x) � 0; (5.69)was ni
hts anderes ist, als(a; a) �K(a;Ma) � 0: (5.70)Nun kann die Norm des Vektors a ohne Eins
hr�ankung der Allgemeinheit glei
h1 gesetzt werden: kak = 1 ) (a; a) = 1.Also, wir m�ussen zeigen, dass K(a;Ma) � 1. Mit der Bedingung K < 1=6bekommt das Problem die Form(a;Ma) � 6: (5.71)Aufgrund der Normierung kak = 1 bedeutet dies [25℄kMk � 6; da kMk � sup kMakkak : (5.72)In unserem Fall ist die Matrix M eine Summe von se
hs Termen:M = 6Xi=1 Mi (5.73)mit z.B. Mab1 (~y; ~x) = Æ~y;~x+1̂Uab1 (~x) f�ur i = 1: (5.74)Dann gilt die Unglei
hung kMk � 6Xi=1 kMik: (5.75)Nun besitzt die Ortsmatrix Æ~y;~x+k̂ in jeder Zeile und in jeder Spalte nur einni
htvers
hwindendes Matrix-Element mit dem Wert 1, und hat eine NormkÆ~y;~x+k̂k � 1. Daraus folgt kMik � 1, da kUk = 1, denn U ist eine unit�areMatrix mit U yU = 1.Somit ist kMk � 6 und die Positivit�at der Matrix B folgt f�ur K<1=6.Unter dieser Bedingung kann man also s
hreiben, dass u+B u = u+B1=2B1=2u.Dies liefert f�ur die obige Gr�o�e P (U) (5.64):P (U) � 0: (5.76)Hier sollte man erw�ahnen, dass die De�nition der zweikomponentigen Spinorenu und v unsere Arbeit sehr erlei
htert hat; dadur
h konnten wir S0F in drei Terme60



5.3. Re
exionspositivit�attrennen, was es uns erm�ogli
ht hat, die Positivit�at des Exponentialfaktors inP (U) zu sehen.Der Erwartungswert (5.35) ist nun ni
hts anderes als das Funktionalintegralh(�F )F i = 1Z Z Y~x;k dUk(~x; 0) e�S0GP (U) � 0: (5.77)
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Kapitel 6Majorana-Fermionen auf demGitter
6.1 Wirkung f�ur Majorana-FermionenF�ur die Super-Yang-Mills-Theorie, und im Allgemeineren f�ur eine Yang-Mills-Theorie mit Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung ben�otigenwir zuerst die De�nition der Majorana-Fermionen in der euklidis
hen Raum-Zeit [24, 26℄.F�ur Majorana-Fermionen sind die Grassmann-Variablen  und � im Gegensatzzu den Dira
-Fermionen ni
ht unabh�angig voneinander. Es gelten (C.6), (C.7): = C � T (6.1)mit der LadungskonjugationsmatrixC � �
2
4 = � 0 �i�2�i�2 0 � : (6.2)Die unter den lokalen Ei
htransformationen ni
ht invarianten und deshalb dur
h(5.30) modi�zierten Terme in der Wilson-Dira
-Wirkung m�ussen nun erneuterg�anzt werden, da das Transformationsverhalten der Majorana-Felder in deradjungierten Darstellung wie folgt aussieht: (x)!  0(x) = �(x) (x)��1(x): (6.3)Terme der Form � (x+ �̂)U�(x) (x) (6.4)63



6. Majorana-Fermionen auf dem Gittersind also jetzt ni
ht mehr invariant.Anhand der Invarianz-Eigens
haft der Spur kann man aber mit Hilfe von (4.23)und (6.3) sehen, dass ein Term wieTrn � (x+ �̂)U�(x) (x)U y�(x)o (6.5)ei
hinvariant ist.Somit verf�ugt die folgende Fermion-Wirkung von Cur
i und Veneziano [18℄ �uberEi
hinvarianz:SF =Xx (� 12aTrX� h � (x+ a�̂)[r + 
�℄U�(x) (x)U y�(x)+ � (x)[r � 
�℄U y�(x) (x + a�̂)U�(x)i+�M + 4ra �Tr � (x) (x)): (6.6)Man k�onnte diese Wirkung anhand der Komponenten-Notation (B.5) (x) =  a(x)T a (6.7)(a = 1; : : : ; N2
 � 1) ums
hreiben und zudem no
h die Felder umnormieren:a3=2(aM + 4r)1=2 !  ; a3=2(aM + 4r)1=2 � ! � : (6.8)Mit dem Hopping-ParameterK = 12aM + 8r (6.9)liefert das die von Montvay [19℄ vorges
hlagene Version:SF = 12Xx ( � a(x) a(x)�K 4X�=1 h � a(x+ a�̂)[r + 
�℄V ab� (x)  b(x)+ � a(x) [r � 
�℄ �V T� �ab(x)  b(x+ a�̂)i):(6.10)64



6.1. Wirkung f�ur Majorana-FermionenDie Matrix V f�ur die Link-Variablen in adjungierter Darstellung ist ein Elementder Gruppe SO(3), ihre De�nition und Eigens
haften sind:V ab� (x) � V ab� [U(x)℄ � 2Tr hU�(x)T aU y�(x)T bi ; (6.11)V ab� (x) = �V ab� (x)�� = ��V T� (x)��1�ab : (6.12)Die Fermion-Matrix (5.28) erh�alt im Falle der Majorana-Fermionen die folgendeForm mit Farbindizes a und b:Qaby;x = 12Æy;xÆab� K2 4X�=1nÆy;x+�̂ [r + 
�℄V ab� (x) + Æy+�̂;x [r � 
�℄�V T� (y)�abo : (6.13)Hier k�onnte man no
h anmerken, dass es mehr als eine m�ogli
he Gitter-Versioneiner supersymmetris
hen Feldtheorie mit Majorana- Fermionen geben kann.Eine andere, in den letzten Jahren eingef�uhrte Version basiert z.B. auf f�unfdi-mensionalen domain walls [26℄.Die Wirkung (6.10) werden wir im folgenden Abs
hnitt beim Pr�ufen der Ref-lexionspositivit�at benutzen.Eins
hub: Naiver (r = 0) Kontinuums-Limes der Cur
i-Veneziano-Wirkung:Wie wir im Abs
hnitt [4.1.3℄ f�ur die Wirkung der reinen Ei
htheorie gema
ht ha-ben, wollen wir hier den Kontinuums-Limes der Wirkung mit Majorana-Feldernuntersu
hen.Benutzt man (4.17), (4.32) und (4.33), gelangt man von (6.6) zur folgendenGestalt:SF = Xx M Tr � (x) (x)� 12aTrXx;� (� � (x) + a�f� � (x)� 
�(1� aA�(x)) (x)(1 + aA�(x))� � (x)
�(1 + aA�(x))� (x) + a�f� (x)� (1� aA�(x)) +O(a2)):(6.14)Im �Ubergang zum Kontinuum �Px ! R d4x und �f� ! ��� bedeutet dies65



6. Majorana-Fermionen auf dem Gitter
SF!Z d4x M Tr � (x) (x)� 12a Z d4xTr(� � (x) + a�� � (x)� 
� (1� aA�(x)) (x) (1 + aA�(x))� � (x) 
� (1 + aA�(x)) ( (x) + a�� (x)) (1� aA�(x)) +O(a2))(6.15)= Z d4x M Tr � (x) (x)� 12a Z d4x Tr(� 2a � (x)
� [A�(x);  (x)℄+ a��� � (x)
� (x)� � (x)
��� (x)�)+O(a) (6.16)Anhand der Komponenten-S
hreibweise der Ei
h- (4.13) und Majorana-Felder(6.7) gelangt man zuSF ! Z d4x M � a(x)  b(x) Tr�T aT b�+ Z d4x (� ig � a(x)
�A
�(x) d(x) Tr�T a�T 
; T d��+ � a(x)
��� b(x) Tr�T aT b�)+O(a) (6.17)

= 12 Z d4x M � a(x)  a(x)+ 12 Z d4x � a(x)
� h�� a(x) + gf
db A
�(x) d(x)i+O(a): (6.18)Somit erh�alt manSF = 12 Z d4x � a(x) [
�D� +M ℄ a(x): (6.19)Dies ist die Wirkung im kontinuierli
hen Fall.66



6.2. Re
exionspositivit�at6.2 Re
exionspositivit�atIn diesem Abs
hnitt pr�ufen wir die Positivit�at der Theorie mit Majorana-Fermionen. Da wir nur die Fermion-Wirkung modi�ziert haben (6.10), nehmenwir als Ei
h-Teil der gesamten Wirkung denselben wie in Kapitel 5:S = SG + SF (6.20)mitSG = � 12g2 Xx X�6=� TrnU y� (x)U y�(x+ �̂)U�(x+ �̂)U�(x)o+ kompl. Konj. (6.21)Um die Re
exionspositivit�at in diesem Fall zu zeigen, m�ussen wir den Erwar-tungswert h(�F )F i = 1Z Z dU d e�S (�F )F: (6.22)mit der obigen Wirkung untersu
hen. In diesem Funktionalintegral tritt � ni
htauf, da dies im supersymmetris
hen Fall von  abh�angt.6.2.1 Link-Re
e
tionAls erstes pr�ufen wir den Fall mit Link-Re
e
tion. Mit einer geeigneten Aufspal-tung der Wirkung werden wir sehen, dass der Positivit�atsbeweis f�ur Majorana-Felder in diesem Fall in den ents
heidenden Punkten ni
ht viel anders ist alsder Beweis mit Wilson-Fermionen bei der Link-Re
e
tion. Die Aufspaltung istwieder S = S+ + S� + SC mit S� = �S+: (6.23)So erhalten wir einen �ahnli
hen Ausdru
k wie (5.38):h(�F )F i = 1Z Z dU d e�SC ��F e�S+�F e�S+ (6.24)Nat�urli
h ist SC no
h zu diskutieren.Zuerst �xieren wir die die Ei
hung: U4(x) = 1 auf den Links zwis
hen den67



6. Majorana-Fermionen auf dem GitterZeitebenen x4=�12 und x4=+12 . Spalten wir no
h SC in einen Ei
h- und einenfermionis
hen Term SC = SCG + SCF (6.25)auf, erhalten wir unter Ber�u
ksi
htigung dieser Ei
hungSCG = � 12g2 X~x;k Tr�U yk �~x;�12� Uk �~x; 12��+ k.K.= � 12g2 X~x;k Tr�� �Uk �~x; 12�� Uk �~x; 12��+ k.K. (6.26)von (6.21) undSCF = �K2 X~x " � �~x; 12� [r + 
4℄ �~x;�12�+ � �~x;�12� [r � 
4℄ �~x; 12�#= �K2 X~x " � �~x; 12� [1 + r
4℄ � � � �~x; 12��+  �~x; 12�T [1� r
4℄T �� � �~x; 12���T # (6.27)von (6.10).1Diese Ei
hung bedeutet V ab4 (x)= 2Tr [T aT b℄=Æab (B.3) und somit betr�agt SCFnur no
h die H�alfte von (5.41).Der Exponentialfaktor e�SCF im Funktionalintegral (6.24) betr�agt dann mit �  �~x; 12� und � � � �~x; 12�e�SCF = exp(K2 X~x � [1 + r
4℄ � � + K2 X~x  T [1� r
4℄T (� )T)= exp(K2 X~x � [1 + r
4℄ 12 [1 + r
4℄ 12 � � )� exp(K2 X~x  T �[1� r
4℄T � 12 �[1� r
4℄T � 12 (� )T) : (6.28)Wir erhalten in derselben Weise wie bei Wilson-Fermionen die Positivit�at von1Der S
hritt von der ersten zur zweiten Zeile beruht auf denselben �Uberlegungen wie in(5.42) und (5.43) 68



6.2. Re
exionspositivit�ate�SCF (6.29)unter Ber�u
ksi
htigung des Lemmas aus [16℄ wie im Abs
hnitt [5.3.1℄ und diesliefert h(�F )F i � 0: (6.30)6.2.2 Site-Re
e
tionDer Site-Re
e
tion-Beweis wird hier f�ur einen bestimmten Wert des Wilson-Parameters, n�amli
h f�ur r = 1 dur
hgef�uhrt. V+4 , V�4 und V03 seien de�niert wieim Abs
hnitt [5.3.2℄. Die Wirkung trennen wir wie folgt in Ei
h- und fermioni-s
hen Teile: S = SG + SF : (6.31)Es ist vorteilhaft, au
h diese aufzuspalten:SG = S+G + S�G + S0G; (6.32)SF = S+F + S�F + S0F : (6.33)Hier h�angen S+G und S+F von Variablen mit x4> 0, S�G und S�F von Variablenmit x4 < 0 ab. Die dritten Terme S0G und S0F bestehen aus Variablen aus derZeits
heibe x4 = 0.Da wir diesmal die Re
exionspositivit�at mit Majorana-Feldern auf dem Gitteruntersu
hen, werden wir au
h aus der Relation zwis
hen Weyl-Spinoren u undv (C.11) Nutzen ziehen.Die f�ur uns wi
htigen Beziehungen zwis
hen den einzelnen Termen der Wirkungaus den positiven und negativen Zeith�alften sindS�F = �S+F und S�G = �S+G : (6.34)Nun wollen wir untersu
hen, wie die fermionis
hen Wirkungen S+F und S�Fvon Variablen aus der Zeits
heibe x4 = 0 abh�angen. Dazu verwenden wir dieLagrange-Funktion aus SF zwis
hen zwei beliebigen Zeits
heiben:A � �K2 n � a(x+ 4̂)[1 + 
4℄V ab4 (x) b(x)+ � a(x)[1 � 
4℄ �V T4 (x)�ab  b(x+ 4̂)o: (6.35)69



6. Majorana-Fermionen auf dem GitterMit der Einf�uhrung der zweikomponentigen Weyl-Spinoren u und v dur
h = � uv+ � ; � = � u+;�v � (6.36)bekommen wir f�ur diese TermeA = �K nu+a(x+ 4̂) V ab4 (x)ub(x)� va(x) �V T4 (x)�ab(x) v+b(x+ 4̂)o : (6.37)Benutzt man no
h die Majorana-Eigens
haft (C.11)v = iuT�2 und v+ = �i�2u�; (6.38)erh�alt manA=�K nu+a(x+ 4̂)V ab4 (x)ub(x)� �iuTa(x)�2� �V T4 (x)�ab(x) �� i�2u�b(x+ 4̂)�o=�K nu+a(x+ 4̂)V ab4 (x)ub(x)� uTa(x) �V T4 (x)�ab(x)u�b(x+ 4̂)o=�K nu+a(x+ 4̂)V ab4 (x)ub(x) + u+a(x+ 4̂) (V4(x))ab(x)ub(x)o=�2K nu+a(x+ 4̂)V ab4 (x)ub(x)o : (6.39)Wir liefern no
h den Beweis f�ur die folgende Relation, die im vorletzten S
hrittbenutzt wurde:uT (x) u�(y) = �u+(y) u(x): (6.40)uT (x) u�(y) = �  1(x) 2(x) �T �  �1(y) �2(y) �=  1(x) �1(y) +  2(x) �2(y)Grassmann= �  �1(y) 1(x)�  �2(y) 2(x)= ��  1(y) 2(y) �+�  1(x) 2(x) �= � u+(y) u(x):70



6.2. Re
exionspositivit�atF�ur die fermionis
hen Wirkungen in der positiven und negativen Zeith�alftebedeutet das S+F = S �U; ; u(~x; 0)�und S�F = ~S���U; � ; u+(~x; 0)� mit U; 2 V+4 : (6.41)Na
h einer Integration �uber fermionis
he Variablen aus V+4 und V�4 erhaltenwir nun f�ur den Erwartungswert (6.22) bei der Site-Re
e
tion den Ausdru
kh(�F )F i = 1Z Z Y~x;k dUk(~x; 0) d (~x; 0) e�(S0F+S0G)� ~S��U(~x; 0); u+(~x; 0�� S�U(~x; 0); u(~x; 0)�: (6.42)Der letzte S
hritt besteht aus der Diskussion von S0F . Mit � (~x) � � (~x; 0), (~x) �  (~x; 0) und V abk (~x) � V abk (~x; 0) lautet sieS0F = 12X~x � � (~x) (~x)�K 3Xk=1 h � a(~x+ k̂) [1 + 
k℄V abk (~x) b(~x)+ � a(~x) [1 � 
k℄ �V Tk (x)�ab(~x) b(~x+ k̂)i�: (6.43)F�uhrt man die selbstadjungierten MatrizenBab~y;~x = 12Æ~y;~xÆab � K2 3Xk=1 hÆ~y;~x+k̂V abk (~x) + Æ~y+k̂;~x �V Tk (~y)�abiund Cab~y;~x = iK2 3Xk=1 hÆ~y;~x+k̂ �kV abk (~x)� Æ~y+k̂;~x �k �V Tk (~y)�abi (6.44)ein, kann man S0F mit Hilfe der Weyl-Spinoren wie folgt in drei Terme aufspal-ten: S0F = S1 + S2 + S3mit S1 = u+Bu� vBv+; S2 = u+Cv+ und S3 = v C u: (6.45)Nun wird die Majorana-Eigens
haft (C.11) no
h ein Mal angewandt:71



6. Majorana-Fermionen auf dem GitterS1 = u+Bu� vBv+ = u+Bu� (iuT�2)B(�i�2u�)= u+Bu� uT�2B�2u�= u+Bu� uTBu�= 2u+Bu: (6.46)B und �2 vertaus
hen, da sie auf unters
hiedli
he Indizes wirken und der letzteS
hritt oben folgt aufgrund (6.40).F�ur die beiden anderen Terme erhalten wirS2 = u+Cv+= u+C (�i�2u�)=�iu+C�2 u�=�i�(u�)y(C�2)y(u+)y�y= �iuT�2C u�y= �v C u�y= Sy3; (6.47)da C und �2 selbstadjungiert sind.Nun k�onnen wir die Integration �uber die fermionis
hen Variablen aus V03 imErwartungswert (6.42) dur
hf�uhren. Diese betr�agtP (U) � Z Y du+(~x; 0) du(~x; 0) e�2u+Bu� e�S2 � e�Sy2 � ~S�(u+)� S(u): (6.48)F�ur den Erwartungswert (6.42) erhalten wir dannh(�F )F i = 1Z Z Y~x;k dUk(~x; 0) e�S0GP (U): (6.49)Am Ende des Abs
hnitts [5.3.2℄ haben wir uns mit der Bedingung der Positi-vit�at des P (U) befasst. Dies folgt aus der Positivit�at der Matrix B, die f�ur einebestimmte Wahl des Hopping-Parameters (K< 1=6) errei
ht wird. Dann kannman s
hreiben, dass u+B u = u+B1=2B1=2u, und so gelangt man zu P (U)>0.Diesmal sieht die Matrix B (6.44) anders aus als (5.63). Es gelten jedo
h diesel-ben �Uberlegungen. Der einzige Unters
hied ist, dass die Matrix V orthogonalist, was dazu f�uhrt, dass kV k=1. Somit ist B positiv de�nit f�ur K< 1=6 undP (U) (6.48) ist positiv. 72



6.2. Re
exionspositivit�atWir erw�ahnen hier no
hmals, dass dieser Beweis auf der Aufspaltung der Wir-kung S0F beruht. Diese Aufspaltung war ein Ergebnis der Projektionsoperatoren[1 + 
4℄ und [1 � 
4℄, mit denen wir die Majorana-Spinoren als Weyl-Spinorens
hreiben und s
hlie�li
h die folgende Unglei
hung zeigen konnten:h(�F )F i � 0: (6.50)
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6. Majorana-Fermionen auf dem Gitter
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Kapitel 7ZusammenfassungAls Ergebnis dieser Arbeit k�onnen wir sagen, dass si
h die Re
exionspositivit�atder Transfer-Matrix und somit au
h die Hermetizit�at des Hamilton-Operatorsf�ur die Theorie mit Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung aufdem Gitter pr�ufen und zeigen lassen.Na
h einer Einf�uhrung in die Methoden der Bere
hnung fermionis
her Integralein Kapitel 2 ging es im dritten Kapitel um den Transfer-Matrix-Formalismus,auf dem die ganze Struktur der Arbeit beruht. Mit Hilfe der Transfer-Matrixwar es m�ogli
h, die Korrespondenzen zwis
hen statistis
her Me
hanik und Feld-theorien zu zeigen. Die Idee der Transfer-Matrix erm�ogli
hte es, eine Beziehungzwis
hen der Zustandssumme und dem Hamilton-Operator der euklidis
henTheorie zu bilden: Z = Tr e�Ĥ�; (7.1)wobei � die Di�erenz der ersten und letzten Zeits
heiben in temporaler Ri
h-tung ist. Sie ist ein probates Mittel, um die Positivit�at einer Feldtheorie aufdem Gitter zu zeigen. Im kontinuierli
hen Fall ist dies einfa
h. In der euklidi-s
hen Theorie auf dem Gitter darf man jedo
h die Positivit�at ni
ht einfa
h ohne�Uberpr�ufung annehmen. Die zum ersten Mal in den Arbeiten von Osterwalderund S
hrader [15℄ postulierte sogenannte Re
exionspositivit�at (Osterwalder-S
hrader-Poisitivit�at) ist unbedingt zu pr�ufen, da ohne diese Eigens
haft die�Ubertragung der Feldtheorie auf das Gitter keinen Sinn ma
ht.Diese Bedingung wurde zuerst in Kapitel 4 im Falle reiner Ei
htheorie gepr�uft,na
hdem die Theorie auf dem Gitter formuliert wurde. Dazu wurden Konzep-te wie Ei
hfelder und Paralleltransporter auf das Gitter �ubertragen. Um diePositivit�atsbedingung zu pr�ufen wurde dann die Zeitre
exion via einer anti-linearen Abbildung � de�niert, die im kontinuierli
hen Fall der hermites
henKonjugation entspri
ht. Da es zwei m�ogli
he Zeitre
exionen (Site-Re
e
tionund Link-Re
e
tion) auf dem Gitter gibt, wurde diese Re
hnung in beiden75



7. ZusammenfassungF�allen dur
hgef�uhrt.Im f�unften Kapitel f�uhrten wir dar�uberhinaus die Fermionen ein. Die �Uber-tragung der Theorie auf das Gitter wurde mit Hilfe des Hamilton-Formalismusdur
hgef�uhrt und auf diesem Wege fanden wir die euklidis
he Wirkung derTheorie.Die Modi�zierung der Wirkung dur
h den Wilson-Parameter r ma
htees m�ogli
h, die sogenannte Fermionen-Verdopplung, die dur
h die naive Diskre-tisierung entstanden war, zu vermeiden. Wie Kapitel 4 endete au
h Kapitel 5mit der �Uberpr�ufung der Re
exionspositivit�at.Kapitel 6 wurde den Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstellung ge-widmet, die eine wi
htige Rolle in den aktuellen Fors
hungen der DESY-M�unster-Kollaboration spielen. Na
h der Einf�uhrung der modi�ziertenWirkung(Cur
i-Veneziano-Wirkung) f�ur dieses Modell wurde seine Re
exionspositivit�atgepr�uft.
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Anhang ADira
-Matrizen
A.1 Pauli-MatrizenDie Pauli-Matrizen sind�1 = � 0 11 0 � ; �2 = � 0 �ii 0 � ; �3 = � 1 00 �1 � : (A.1)Als Generatoren der SU(2)-Lie-Algebra erf�ullen �i2 die Vertaus
hungsrelationh�j2 ; �k2 i = i�jkl�l2 (A.2)mit dem total-antisymmetris
hen Tensor �jkl dritter Stufe und�2i = 1: (A.3)A.2 Dira
-MatrizenF�ur die Dira
-Matrizen in den euklidis
hen und Minkowski-R�aumen gelten dieBeziehungen 
Euklid:1;2;3 = �i
Minkowski1;2;3 (A.4)
Euklid:4 = 
Minkowski0 (A.5)77



A. Dira
-MatrizenDie euklidis
hen Dira
-Matrizen sind hermites
h, f�ur � = 1; 2; 3; 4 gelten
� � 
Euklid:� = 
+� (A.6)und die Vertaus
hungsrelationenf
�; 
�g = 2Æ�� : (A.7)Oft benutzt man die 2� 2-Blo
k-S
hreibweise:
i = � 0 �i�ii�i 0 � f�ur i=1,2,3 und 
4 = � 1 00 �1 � : (A.8)
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Anhang BGeneratoren der Lie-AlgebraAlle Elemente der Gruppe SU(N) k�onnen mit Hilfe der Generatoren Ta derdazugeh�origen Algebra su(N) folgenderma�en dargestellt werden:� = exp8<:N2�1Xa=1 i Tawa9=; mit reellen wa: (B.1)Das Einselement geh�ort ni
ht zu den Generatoren. Ta sind linear unabh�angigehermites
he N �N -Matrizen, ihre Spur ist Null:T ya = Ta und TrTa = 0: (B.2)Ihre Normierung lautet 2Tr [TaTb℄ = Æab (B.3)Damit die �s eine Gruppe bilden, muss das Produkt zweier Gruppenelementewieder ein Gruppenelement der Form (B.1) sein. Da das Produkt zweier Grup-penelemente im Falle der Lie-Gruppe dur
h den Kommutator ausgedr�u
kt wird,m�ussen die Generatoren eine Vertaus
hungsrelation erf�ullen, n�amli
h[Ta; Tb℄ = ifab
T
: (B.4)Hier sind die fab
 total-antisymmetris
he reelle Strukturkonstanten.Im Falle des N = 2 k�onnen die Pauli Matrizen als Generatoren der SU(2)dienen[A.1℄.Ei
hfelder, Feldst�arken und Majorana-Felder in der adjungierten Darstellung79



B. Generatoren der Lie-Algebrasind Elemente der Lie-Algebra SU(N) und k�onnen in der Komponenten-Notationfolgenderma�en ges
hrieben werden:A� = �igAa�(x)TaF�� = �igF a��(x)Ta;und  (x) =  a(x)T a: (B.5)
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Anhang CWeyl,- Dira
- undMajorana-SpinorenEs ist m�ogli
h, alle Spinoren der Quantenfeldtheorie aus zweikomponentigensogenannten Weyl-Spinoren  L und  R aufzubauen [9℄.  L ist linksh�andig,wobei  R re
htsh�andig ist. Die Komponenten eines Spinors sind Grassmann-wertig.Dira
-Spinoren bestehen aus zwei Weyl-Spinoren L = �  1 2 � (C.1)und k�onnen somit als  = �  L�R � (C.2)ges
hrieben werden. Sie verf�ugen �uber a
ht reelle Parameter, da sie vier kom-plexe Eintr�age haben. In dieser Arbeit benutzen wir statt  L und �R die Be-zei
hnungen u und v+:  = � uv+ � : (C.3)Der konjugierte Dira
-Spinor sieht dann wie folgt aus:� �  y
4 = � u+; �v � : (C.4)81



C. Weyl,- Dira
- und Majorana-SpinorenUm die Majorana-Spinoren zu de�nieren, ben�otigen wir zun�a
hst den Ladungs-konjugationsoperator C:C � �
2
4 = � 0 �i�2�i�2 0 � : (C.5)Die Transformation eines Dira
-Spinors unter Ladungskonjugation ist C � C � T = � 0 �i�2�i�2 0 ��  L�R �T= � �L R � : (C.6)Die Majorana-Spinoren sind so de�niert, dass sie unter Ladungskonjugation insi
h �ubergehen:  C =  : (C.7)Dies hat die Konsequenz, dass die Anzahl der Parameter si
h halbiert, da diefolgende Glei
hung erf�ullt werden muss:� �L R � = �  L�R � : (C.8)Also, einen Majorana-Spinor s
hreiben wir als = �  L R � : (C.9)Mit u und v+ bedeutet dies� uv+ � = � 0 �i�2�i�2 0 �� u��vT � = � i�2vT�i�2u� � : (C.10)Somit erhalten wir f�ur die Relationen zwis
hen den Weyl-Spinorenv = iuT�2 und v+ = �i�2u�: (C.11)
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