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1 Einleitung

Quantenmechanische Doppelmulden-Potenziale finden héufig als einfache Modelle zur Beschrei-
bung von Molekiillen Anwendung, da sich mit ihrer Hilfe das Verhalten eines Teilchens im
Kraftfeld anderer Teilchen beschreiben lasst. Soll dabei ein bestimmtes Molekiil moglichst genau
genahert werden, so fithrt dies schnell auf Potenziale, deren Losungen nicht mehr analytisch ge-
funden werden konnen. In einigen Féllen, wie z.B. beim Ammoniak-Maser in [1] und [2], ist man
jedoch nur an der Energieaufspaltung zwischen den beiden niedrigsten Energie-Eigenwerten in-
teressiert, welche in Beziehung zum Tunneleffekt fiir den Potenzialberg zwischen den Mulden
steht. Hierfiir kann eine semiklassische Naherungsformel gefunden werden, welche sich unter
Hinzuziehen des quantenmechanischen Pfadintegrals begriinden lésst [3].

Das im Rahmen dieser Arbeit genauer untersuchte Razavy-Potenzial [4] stellt eines der we-
nigen Doppelmulden-Potenziale dar, fiir welche sich die oben genannte Energieaufspaltung
analytisch berechnen ldsst und damit exakt bekannt ist. Es eignet sich daher ausgezeichnet,
um die Qualitdt der Naherungsformel zu priifen.

Diese Arbeit untersucht nach einer kurzen Darstellung der Grundlagen zunéchst das Razavy-
Potenzial auf seine Eigenschaften und vereinfacht den Ausdruck fiir das Potenzial durch Um-
skalierungen und Hoéhenverschiebung.

Anschlieflend wird die semiklassische Ndherungsformel verwendet, um die Energiedifferenz
zwischen den beiden niedrigsten Energie-Eigenwerten des Razavy-Potenzials zu bestimmen.
Hierbei lédsst sich der so erhaltene Ausdruck in einen fithrenden Term und eine Korrektur
unterteilen. Fir die Berechnung dieser Korrektur ist die sogenannte Kink-Losung von grofler
Bedeutung. Zwar ist die vollstédndige Bestimmung des Korrekturterms zu aufwendig, um sie in
dieser Arbeit durchzufiihren, die Kink-Losung wird jedoch angegeben.

Die anschlieBende quantenmechanische Berechnung der Energieaufspaltung orientiert sich
wesentlich an [4]. Ein darauf folgender Vergleich der Ergebnisse aus semiklassischer und quan-
tenmechanischer Rechnung erméglicht es, die ungefahre Gestalt des bisher unbekannten Kor-
rekturterms zu untersuchen und die Ergebnisse der semiklassischen Rechnung zu priifen.






2 Grundlagen

2.1 Einheitensystem

Alle in dieser Arbeit durchgefithrten Rechnungen verwenden eine Wahl der Einheiten, sodass
h=1 gilt.

2.2 Energieaufspaltung in Doppelmulden-Potenzialen

Die Energieaufspaltung AFE zwischen den beiden niedrigsten Energie-Eigenzustinden eines
Systems, das sich in einem Doppelmulden-Potenzial bewegt, ist eng verbunden mit der Tun-
nelwahrscheinlichkeit fiir den Potenzialberg zwischen den beiden Einzelmulden.

@it) Betrachtet man wie in [1] zwei durch einen
unendlich hohen Potenzialwall getrennte
identische Einzelmulden-Potenziale, so ist
5 ' x das niedrigste Eigenniveau zweifach ent-
4P5) artet. Die beiden zugehorigen Eigenfunk-
tionen werden durch eine symmetrische
bzw. antisymmetrische Linearkombinati-
x on der Grundzustands-Wellenfunktion des
FEinzelmulden-Potenzials gebildet und be-
sitzen die selbe Eigenenergie.
Abbildung 2.1 zeigt diese Wellenfunk-
o tionen am Beispiel zweier Rechteck-
b ol(x) Potenziale der Breite a, die sich jeweils
symmetrisch um den Wert x = +b befin-
den und in [1] betrachtet werden.
x Sobald der Potenzialwall nun aber ei-
ne endliche Hohe besitzt, muss die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit im Bereich des

AP (%)

of

Abb. 2.1: a) Die Wellenfunktionen des

Grundzustandes beschreiben stationédre Zu-
stdnde der selben Energie, einmal im rechten
und einmal im linken Rechteckspotenzial lo-
kalisiert.

b) Der symmetrische (oben) und antisymme-
trische (unten) Zustand des Gesamtsystems
aus zwei Potenzialen.®

“Die Abbildung ist [1] entnommen, S.437.

Walls nicht mehr notwendigerweise ver-
schwinden. Das System kann von der
einen in die andere Mulde des Potenzials
tunneln und die Entartung des Grundzu-
standes ist aufgehoben. Die Energie des
antisymmetrischen Zustandes ist hierbei
hoher als die des symmetrischen.

Die Beschreibung des Ammoniak-Molekiils (NHj3) beispielsweise kann nach [1] und [2] mit
Hilfe eines solchen Doppelmulden-Potenzials geschehen. Das Molekiil besitzt den Aufbau einer
Pyramide. Die Wasserstoffatome bilden ein (in diesem Modell als starr angesehenes) gleichsei-
tiges Dreieck als Grundfldche, iiber der sich das Stickstoffatom im Abstand z (senkrecht zur
Hs-Ebene gemessen) befindet.



2 Grundlagen

Das Potenzial wird als Funktion dieses Abstandes x zwischen dem N-Atom und der Ebene
der H-Atome beschrieben. Fiir x = 0 ist die Abstoung zwischen den Atomen maximal und
fur grofle x wirkt die chemische Bindung einer weiteren Entfernung der Atome voneinander
entgegen. Es gibt genau einen Abstand a, in dem die chemische Bindung und die Abstoflung
zwischen den Atomen sich kompensieren. Das Potenzial weist somit zwei Minima auf, ndmlich
bei x = +a , d.h. zwei Abstédnde des N-Atoms, die (klassisch) stabil sind und zwischen denen
das Molekiil durch den Tunneleffekt wechseln kann. Es tunnelt also von einem Zustand, in dem
sich das N-Atom oberhalb der Grundfliche aus H-Atomen befindet, in einen Zustand, in dem
die Position des N-Atoms unterhalb dieser Fliche liegt.

Die zwischen diesen Zustdnden liegende Energiedifferenz AFE entspricht einer Frequenz von
w = AFE/h, die im Bereich der Mikrowellen liegt und bietet die Grundlage fiir den Ammoniak-
Maser [2]. Eine genauere Betrachtung der Energieaufspaltung in Doppelmulden-Potenzialen ist
also durchaus durch praktische Anwendungen motiviert.

Abbildung 2.2 zeigt als Beispiel eines Doppelmulden-Potenzials das im Abschnitt 3 und [4]
ausfiihrlich behandelte Razavy-Potenzial fiir s = 0,15 und n = 2. Wie oben beschrieben ist die
Wellenfunktion des Grundzustandes [i) symmetrisch und die des ersten angeregten Zustandes
1) antisymmetrisch.!

7 T 1 T T T T T T T

Potenzial

6 1  wolr) — /\ |
l,"](.l')
5 €0

I / \ I |

Ort x

Abb. 2.2: Beispiel eines Doppelmulden-Potenzials: das Razavy-Potenzial (3.19) fir s = 0,15 und n = 2.
Eingezeichnet sind die Eigenenergien €y, und €; der beiden niedrigsten Zusténde |¢y) und |¢1), sowie die
normierten zugehorigen Wellenfunktionen o (x) und 1 (z).

Aus diesen Zustdnden lassen sich Mischzustdnde konstruieren, die jeweils hauptséchlich in
einer der Einzelmulden lokalisiert sind. Sie lauten

z(wm 1))

1
=) = E(W(D — 1)) -

'Die Wellenfunktionen ergeben sich durch Auswerten von (5.9) fir n = 2 und s = 0,15. ¢(z) ist u. A. fiir
n = 2 in [4] angegeben und berechnet sich aus (5.24) und (5.21) bzw. (5.23). Die Wellenfunktionen wurden
mit Hilfe von Mathematica 8.0 (numerisch) normiert. Die Eigenenergien sind [4] oder (5.24) zu entnehmen
und wurden analog zu (3.18) in der Hoéhe verschoben.

) =
(2.1)




2.2 Energieaufspaltung in Doppelmulden-Potenzialen

Abbildung 2.3 zeigt diese Mischzustinde wieder am Beispiel des oben bereits erwédhnten Razavy-
Potenzials.

7 T T 7 T T
Potenzial
N |+)
|-

Ort x

Abb. 2.3: Die gemischten Zustinde |+) = %(W)@ + [¢1)) und |-) = %( o) — [41) ) sind jeweils

hauptséchlich in einer der Mulden des Potenzials lokalisiert.

Wie oben besprochen und in Abbildung 2.2 zu sehen, besitzen der symmetrische und der
antisymmetrische Zustand nicht exakt die gleiche Energie, sondern es existiert eine Energie-
aufspaltung?

AE=FE,—FEy>0. (2.2)

Diese Energieauspaltung wird wie bereits erwéhnt durch den Tunneleffekt herbeigefiihrt, des-
sen Auftreten durch das Ubergangsmatrixelement (+| H |—) charakterisiert wird. Zwischen der
Energieaufspaltung und diesem Matrixelement besteht nach [3] folgender Zusammenhang

AE =—-2(+|H|-) . (2.3)

Im nun folgenden Abschnitt, dem [3] zugrunde liegt, soll diese Energieaufspaltung in einer
semiklassischen Ndherung bestimmt werden.

2Zur Umrechnung von ¢ in E siche (3.4).
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2.3 Die Energieaufspaltung in semiklassischer Naherung

Die Berechnung des Matrixelements (+| H |—) geschieht in [3] unter Verwendung eines eukli-
dischen Pfadintegrals. Den Ausgangspunkt bildet die Formel

AE ~ 2 / Dy e 55l (2.4)

in welcher Sg die euklidische Wirkung ist

Sp = /dr{’; 2+ V(x(T))} . (2.5)

Man erhélt sie aus der klassischen Wirkung
¢
Sz/ﬁ{?ﬁ—v@w»} (2.6)
0

durch den Ubergang zu imaginiren Zeiten ¢t = —i7. Der Imaginérteil 7 wird hierbei als eukli-
dische Zeit bezeichnet und es besteht der Zusammenhang

Sp=—iS| . (2.7)

Das Integral in (2.4) wird tiber alle Pfade ausgefiihrt, welche die Randbedingungen

x(—g):—a, x(i):a (2.8)

erfillen und einen Nulldurchgang besitzen, wobei am Schluss noch der Limes T" — oo gebildet
werden muss.

Die Berechnung dieses Integrals erfolgt nun unter Anwendung einer semiklassischen Néahe-
rung, durch welche man ein Gauf’sches Integral erhélt, das sich im Fall des Razavy-Potenzials
wie in Abschnitt 4 gezeigt berechnen lésst. Diese Nédherung besteht darin, dass Sg um die
klassische Losung x.(7) entwickelt wird, welche ein Minimum von Sg darstellt. Ein beliebiger
Pfad wird dann ausgedriickt durch

(1) = we(7) + y(7) (2.9)
und die Ndherung vernachlissigt alle Terme mit einer Ordnung héher als 2. Fiir die Wirkung
ergibt dies

1
Sila] = Sglec) + 5 [ dry(r)Ay(r) + OP) (210)

worin A ein hier nicht genauer behandelter Operator ist. In einem néchsten Schritt wird das
Pfadintegral durch das entsprechende Gauflintegral genédhert. Dies liefert

/D:U e™58 = ¢ IElee (det A)_% -N (2.11)

mit dem hier ebenfalls nicht genauer spezifizierten Normierungsfaktor N. Wie bereits erwahnt
handelt es sich beim klassischen Pfad x.(7) um ein Minimum der euklidischen Wirkung Sg,
d.h. es muss gelten

0SE
Oxc(T)

0. (2.12)

Nach (2.5) bedeutet dies
mite = V'(ac) (2.13)



2.4 Ziel dieser Arbeit

Es handelt sich hierbei um die euklidische Bewegungsgleichung, welche zur Bewegung eines
Massepunktes im Potenzial —V (z) gehort. Thre Losung wird ,, Kink-Losung® genannt. Sie wird
fiir das Razavy-Potenzial in Abschnitt 4.3.1 berechnet und muss die Randbedingungen

Ze(—00) = —a und z.(o0) =a (2.14)

erfillen. Es handelt sich also um eine Bewegung des Massepunkts vom einen Maximum bei
xr = —a zum anderen Maximum bei £ = a mit genau einem Durchlauf des Minimums bei
x = 0. Unter Verwendung des euklidischen Energiesatzes

%j;? ~V(z)=0 (2.15)

schreibt sich die euklidische Wirkung dieser Losung als

Splzc] :/dT{ZL:iJQ—i—V} :/dTmfb2 = /ad:cm:i:: /adx\/ZmV(x) . (2.16)

Indem der Vorfaktor K = N(det A)_% eingefiihrt wird, schreibt sich (2.4) durch Ausnutzen
von (2.11) und (2.16) als der schlichte Ausdruck

AE = 2K ¢ J-a V2V | (2.17)

Der Zusammenhang zwischen Tunneleffekt und Energieaufspaltung wird hier durch das Auf-
treten des Gamowfaktors auf der rechten Seite aufgezeigt.

Zuletzt sein noch gesagt, dass nach [3] diese Ndherung umso besser ist, desto kleiner AF
bzw. desto grofler Sgplz.] und dass die Berechnung des korrigierenden Vorfaktors K erheblich
komplizierter als die des restlichen Terms ist und daher in dieser Arbeit nicht durchgefiihrt
wird.

2.4 Ziel dieser Arbeit

Nachdem nun die semiklassische Naherungsformel vorgestellt wurde, konnen die Motivation
und das Ziel dieser Arbeit genauer erldutert werden.

Das oben beschriebene Beispiel des Ammoniak-Masers zeigt deutlich, dass es oftmals schon
von groflem Vorteil sein kann, zumindest die Energieaufspaltung zwischen den zwei niedrigsten
Zustdnden zu kennen, auch wenn die analytischen Losungen des Potenzials nicht gefunden wer-
den kénnen. Die Naherung aus (2.17) ist eine Moglichkeit hierzu, deren Eigenschaften in dieser
Arbeit untersucht werden sollen. Um einen Vergleich mit exakten Ergebnissen anstellen zu kon-
nen, wird das Razavy-Potenzial hinzugezogen und die Energieaufspaltung quantenmechanisch
berechnet.

Da der Faktor K in dieser Arbeit nicht berechnet wird, ist ein direkter Vergleich der Er-
gebnisse fiir AE nicht moéglich. Es kann jedoch tiberpriift werden, wie grof§ der Einfluss des
Vorfaktors K auf den grundsitzlichen Verlauf? des semiklassischen Ergebnisses fiir AF ist, in-
dem der Exponential-Term und die exakte quantenmechanisch berechnete Energieaufspaltung
grafisch dargestellt und verglichen werden. Wenn K tatséchlich nur korrigierende Wirkung hat,
sollte der grobe Verlauf der beiden Graphen iibereinstimmen.

Zuletzt kann auflerdem aus (2.17) durch Einsetzen der quantenmechanischen Ergebnisse fiir
AFE und den berechneten Exponential-Term eine Abschiatzung fir den Faktor K gefunden
werden. Diese Arbeit wird versuchen aus der so gewonnen Abschétzung Aussagen iiber die
Gestalt des womoglich in einer zukiinftigen Arbeit zu berechnenden Faktors K zu treffen.

3 Verlauf“ meint hier den Verlauf mit dem Parameter s, von dem das Razavy-Potenzial, wie in Kapitel 3 zu
sehen, abhéngt.






3 Das Razavy-Potenzial

Das in [4] vorgestellte Razavy-Potenzial ist gegeben durch

/82

V(x) -

<;§2 cosh(4fz) — (n+ 1)§ cosh(2p8z) — ;§2> . (3.1)

Es hangt von den drei Parametern 3, £ und n ab, wobei n eine positive ganze Zahl ist. Die
Grofle m beschreibt die Masse des Teilchens, welches sich unter dem Einfluss des Potenzials
V(z) befindet.

3.1 Umskalierung

Um im Weiteren die Rechnungen iibersichtlich zu halten, werden die Eigenenergien E eines
einzelnen Teilchens der Masse m im Potenzial und das Potenzial selbst wie folgt umskaliert

2
Vi) = L), (32)
o(z) = %gQ cosh(4B) — (n + 1)¢ cosh(28z) — égQ , (3.3)
62
E=1c. (3.4)

Eine weitere Vereinfachung des Ausdrucks fiir das Potenzial v(z) ldsst sich durch Einfiihren
der dimensionslosen Grofe
&= px (3.5)

erreichen. Dies fiithrt auf

1
v(&) = §£2[cosh(4a%) — 1] — (n + 1)§ cosh(2%) . (3.6)
Im Weiteren wird wieder die Bezeichnung z verwendet, gemeint ist jedoch weiterhin &, sofern
nicht anders angegeben. In einem weiteren Schritt hin zu einer iibersichtlicheren Form des
Potenzials definiert man einen neuen Parameter
§

T o+l (3.7)

Es ergibt sich damit der Ausdruck

v(x) = %(n +1)2 [SQ(COSh(Zla:) —1) —4s cosh(2x)] . (3.8)

3.2 Untersuchung der Eigenschaften von v(z)

Fiir das in (3.8) gefundene Potenzial v(z) wird nun untersucht, in welchem Bereich des Pa-
rameters s ein Doppelmulden-Potenzial vorliegt, da nur dieser Fall hier von Interesse ist. Zur
Auswertung der semiklassischen Néherungsformel und zur Berechnung der Kink-Losung ist es
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auflerdem wichtig, die Lage der Minima des Potenzials zu kennen. Diese werden nun berechnet.

Damit bei x = Z ein Minimum des Potenzials liegt, muss

V'(Z) = %(n +1)? [482 sinh(47) — 8s sinh(Q%)] =0

(3.9)
= s[ssinh(47) — 2sinh(27)] =0
erfillt sein. Mogliche Losungen fiir = ergeben sich aus den Bedingungen
s=0 Y ssinh(47) — 2sinh(27) =0
(3.10)

= 2sinh(27) (scosh(22) —1) =0.

Der Fall s = 0, fiir den das Potenzial konstant den Wert null besitzt, ist physikalisch uninter-
essant. Unter der Annahme s # 0 ergeben sich aus der Gleichung auf der rechten Seite drei

Losungen. Es gilt entweder
2sinh(27) =0 = (3.11)

s-cosh(2z) —1=0
1
= |2& =cosh™! ()
s

oder

(3.12)

=
S

1 1
%i:i2cosh1<>, eR fir 0<s<1).

Lokale Extrema liegen somit bei z = 0 fiir alle s € R\{0} und bei z = a = £3 cosh™! (%)

nur fiir alle s € (0,1) vor. Damit es sich bei diesen Extremalstellen um Minima handelt,
muss zusétzlich v”(Z) > 0 gelten. Inwiefern die verschiedenen fiir  gefundenen Losungen diese
Forderung erfiillen, wird im Folgenden untersucht. Die zweite Ableitung des Potenzial lautet

v"(z) = 8(n + 1)?[s* cosh(4x) — s cosh(2z)] . (3.13)
Fiir die erste Extremalstelle bei = 0 ergibt sich

> 0 fiir s € R\ [0, 1]

3.14
<0firse (0,1) (3.14)

V' (x=0) =8(n+1)*[s* — 3] {
Fir s € (0,1) handelt es sich hierbei also um ein Maximum. Die Losung & = +a liefert

v (z = ta) = 8(n + 1)? :52 cosh (2 cosh™! <1) ) — scosh (cosh_1 (1) )}

S S

=8(n+1)? :52{2 cosh? (Cosh_1 (i) ) - 1} B S’i”

(3.15)
[ 572 1
_ 212(2 1) _ <2
=8(n+1) _s (32 1) S‘s”
=8(n+1)*(1 — s*) > 0 fiir s € (0,1) .
Ein Doppelmulden-Potenzial liegt somit fiir s € (0,1) vor mit Minima bei
1 1
x=24a= :|:§ cosh™? () (3.16)
5

und einem Maximum bei x = 0. Auflerhalb dieses Parameterbereichs verfiigt das Potenzial
lediglich iiber ein Minimum bei x = 0 und keine Maxima.

10



3.3 Héhenverschiebung

3.3 Hohenverschiebung

Es zeigt sich, dass eine weitere Vereinfachung des Ausdrucks fiir v(x) moglich ist, wenn das
Potenzial so in der Héhe verschoben wird, dass die Minima bei v(£a) = 0 liegen. Es wird dazu
zunachst der bisherige Wert der Minima berechnet.

v(x = +a) = %(n + 1)2 {52{ cosh (2 cosh™! <i> ) — 1} — 4scosh (cosh*1 (2) )]
= %(n +1)2[2(1 - 5%) - 4] (3.17)

—(n+1)*(s* +1)

Das verschobene Potenzial ergibt sich durch Addition von (n + 1)?(s? + 1) zu

v(x) = (n+1)> Bsz(cosh(4x) + 1) — 2scosh(2z) + 1]

(3.18)
= (n+1)> {32 cosh?(2x) — 2s - cosh(z) + 1} .
Dies lasst sich uber die zweite binomische Formel zusammenfassen und man erhalt
v(z) = (n+1)?[scosh(2z) — 1]? | . (3.19)

Ein Plot des nun vorliegenden Potenzials v(z) ist in Abbildung 3.1 fiir n = 1 und verschiedene
Werte des Parameters s sowie in Abbildung 3.2 fiir s = 0,2 und verschiedene n dargestellt.

4 T T T T
| {
35 L Potenzial v(x) fur i
) s=0,25
s=0,50 —
3 r s=0,75 .
s=1,00
= 2.5 .
=
g 2t i
C
3
€15+ i
g L \ 1
0.5 L \\ _
0 T~
-15 -0 5 0 0.5 1 1.5
Ort x

Abb. 3.1: Plot des Potenzials v(z) fiir verschiedene Werte des Parameters s bei n = 1. Es ist sichtbar,
dass bei s = 1 kein Doppelmulden-Potenzial mehr vorliegt und der Potenzialberg mit kleiner werdendem
s an Hohe gewinnt.
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3 Das Razavy-Potenzial

12

‘ \I T T T T T
Potenzial v(x) flir

10 - n=1
n
n

2 —
3

Potenzial v(x)
03}
T

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Ort x

Abb. 3.2: Plot des Potenzials v(z) fiir verschiedene Werte des Parameters n bei s = 0,2. Man er-

kennt deutlich, dass die Lage der Minima nur von s bestimmt wird und dass der Potenzialberg mit
zunehmendem n in die Hohe wéchst.
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4 Semiklassische Rechnungen

Die semiklassische Naherungsformel zur Berechnung der Differenz zwischen den beiden nied-
rigsten diskreten Energie-Eigenwerten ist nach (2.17) gegeben durch!

b
AE = 2Ke J-pdeV2mv@) (4.1)

wobei die Minima des Potenzials bei = +b liegen. Fiir das vorliegende Potenzial V' (z) liegen

die Nullstellen bei2 a

Somit berechnet sich die Energiedifferenz Ae semiklassisch gendhert wie folgt:

(34) 2m

Ae 52 AE
= 277;1 2Ke‘f_bbdx\/2mv(a;)
B
(3.5) 45”; Ko J L B2V @) (4.3)

(32) dm = [*, Gdey[2m (@)

32

= 2k efffadgv v(@) .
In diesem Ausdruck kann der Exponential-Term als fithrend betrachtet werden und wird im
nun folgenden Abschnitt berechnet®. Der Korrekturterm x = %—@K wird in Abschnitt 6 genauer
untersucht.

4.1 Berechnung des fiihrenden Terms

Es soll der Ausdruck .
T(S) = ei f,a dx\f v(x) (44)

berechnet werden. Dazu wird zunéchst in einer Nebenrechnung das Vorzeichen des Ausdrucks
scosh(2z) — 1 im Interval z € (—a, a) untersucht

scosh(2x) —1<0

cosh(2z) < é (4.5)

1 1
z| < Zcosh™ (=) =a.
|z

2 S

'Die Grofe o meint hier bis zur erneuten Einfithrung von Z im Laufe von (4.3) tatséchlich .

2In diesem Abschnitt ist mit V(z) das sich mit (3.2) aus (3.19) ergebene verschobene Potenzial gemeint, dessen
Minima auf der x-Achse liegen.

3Im Weiteren wird erneut x geschrieben, gemeint ist jedoch wieder T sofern nichts anderes angegeben.
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4 Semiklassische Rechnungen

Das Integral im Exponenten ergibt sich somit zu

/adacm:(n+1)jdm|s-cosh(2x)—l|

—(n+1) /dm (s-cosh(2z) — 1)

—a

—(n+1) [ 3 sinh(2z) — x} -
e (4.6)
—(n+1) {s sinh(2a) — Qa}
—(n+1) {s sinh (cosh™* (1) ) — cosh™* (1) }
s s
1
—(n+1) {8\/ s72 —1—cosh™? (s) }
=(n+1) {cosh_1 <1> —V1- 32} .
s
Der fithrende Term T'(s) der semiklassischen Naherung
Ae = 2k(s)T(s) (4.7)
ist damit in diesem Fall durch
T(S) _ ef(n+1)(COSh_l(é)*\/ 1*52) (48)

gegeben. Fiir spitere Untersuchungen des Faktors (s) ist es hilfreich, den fithrenden Term im
Grenzfall kleiner s zu kennen. Der nichste Abschnitt widmet sich daher der Untersuchung von
T(s) fir s — 0.

4.2 Der Grenzfall s — 0

Folgende Entwicklungen um s = 0 erweisen sich im weiteren Verlauf als niitzlich

V1-s2= s 2+0(s") (4.9)
In (1—1—[—3 +0 34 D —fs —i—(’)( ) (4.10)

a 1
mE40(s) — 1 + S240(sh) . (4.11)
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4.3 Die Kink-Lésung

Man entwickelt nun zuerst den Ausdruck cosh™! (%) um s = 0 und bekommt

cosh™? <i> = In (i + \/;>
m(ip+¢rﬂﬂ)

= In (i) —i—ln(l—l—ﬂ)

@9 _ In(s)+1n (2 — %s2 + 0 (54)>

= —In(s)+mm2) +In (1— 35”0 (84)>

(4.10)

In (s) + In (2) — 232 +o(s) .

Damit ergibt sich dann

1 . 1 1
cosh™! () —V1-52 W (s)+In(2) — 182 -1+ 552 +0 <s4)
S

_ _ln(8)+[ln(2)—1]+ig2+0(54) .

Demnach lésst sich der fithrende Term fiir kleine s wie folgt ndhern
T(s) = o~ (eosh™ (1) V)

(4é3)e(n+1) In(s) ef(n+1)(1n(2)fl) e—(n+1)%s2+(9<s4)

n+1
(41D 1 € Q—”+1§+0@ﬂ>

2n+1 4

und man erhalt den Ausdruck

T(s)= (; : s)nH (1 - n: 182 +0 (34)>

Fiir s — 0 geht T'(z) also in etwa wie s"*! gegen null.

4.3 Die Kink-Losung

4.3.1 Berechnung der Kink-Ldsung

(4.12)

(4.14)

(4.15)

Wie in Abschnitt 2.3 erldutert, bestimmt sich die Kink-Losung z(¢) aus der Differentialglei-

chung?

4Die GroBe  meint hier bis zur erneuten Einfithrung von Z im Verlauf von (4.17) tatséchlich .

(4.16)
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4 Semiklassische Rechnungen

Fiir Z = Bz ergibt sich hieraus die Differentialgleichung

2 522
(4.16) 9 2
="p°—V
peV(z) (4.17)
4
(3:2)% (7) >0 VZeR
. (2
r= — T) . 4.1
= - v(Z) (4.18)
Es wird die neue Zeiteinheit 7 = %t eingefithrt®, sodass nun gilt
dz _ 2mdz
dr (2?2 dt

(4.19)
U199 Jo(@) .

Im Weiteren meint & die Ableitung nach 7 und  wird nun wieder mit z und 7 mit ¢ bezeichnet.
Die zu l6sende Differentialgleichung schreibt sich damit als

T = 24/v(z)
=2(n+1)|s-cosh(2z) — 1] .

(4.20)

Fir —a < z < a, den Bereich, in dem sich das Teilchen im umgekehrten Potenzial —V (z)
bewegt, folgt nach (4.5)

i =—2(n+1)(s cosh(2z) — 1) . (4.21)

Die Losung wird durch Trennung der Variablen erreicht. Es gilt die Gleichung

x t
1
dx’ :—/dt’2 1 it t=ty) = 4.22
O/xs.cosh(Zx’)—l ; (n+1) mit 0) =0 ( )
0

zu l6sen. Um das Integral auf der linken Seite berechnen zu koénnen, fithrt man folgende Ne-
benrechnung durch
s - cosh(2x) — 1 = 5[ cosh?(x) + sinh?(z)] — [cosh?(x) — sinh?(z)]
= (s — 1) cosh?(z) + (1 + s) sinh?(z)

= cosh?(z)(s — 1) (1 + z * i tanhQ(x)>

— cosh2(z)(s — 1) (1 - 1 - tanh2(:z)>

(4.23)

— S
2

1 +s tanh(x)] ) .

— S

= —cosh?(z)(1 — s) (1 —

5Es gilt dann, dass e - 7 = E - t die Dimension einer Wirkung hat.
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4.3 Die Kink-Lésung

Unter Hinzuziehen der Substitution
Berechnung dieses Integrals folgenderweise

/2 tanh(2') = z, da’ = cosh?(2/)

}—jri dz gelingt die

1 1
/dw —h 5 /da:
s cosh({22) cosh?(z/)(1 — s)(1 — [

1=s K2z} /122
Subst. . / d : 1+s 1
/ eosh2(a’) (1 —5) (1—2%) (4.24)
1— z=4/ ltz tanh(z)
= — i [tanh 1(2)} '
1+s1—s 2=0

Nun erfolgt die Berechnung der rechten Seite der Gleichung (4.22):

t
—/dt’ 2n+1) = —2(n+1) (t —to) . (4.25)
to
Einsetzen der Ergebnisse in (4.22) liefert den Zusammenhang
1 1
A tanh ! ( 1 —_F z tanh(x)) =2(n+1)(t—to) . (4.26)

Durch Auflésen nach z(t) ergibt sich die Kink-Losung. Sie lautet:

x(t) = tanh ™! (U i _T_ i tanh (Q(n + 1)(t —to)V1— 32)> . (4.27)

4.3.2 Uberpriifung der Randbedingungen

Die gefundene Funktion z(¢) muss den nachfolgenden Zusammenhang erfiillen:

lim z(t) = £a .

t—+o0

(4.28)

Die Funktion tanh~!(z) ist stetig auf z € (—1,1) und wegen s € (0, 1) gilt hier stets

E tanh (200 -+ 1)t — 10)V/T — %) € (-

(4.29)
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4 Semiklassische Rechnungen

Mit lim tanh(z) = %1 ergibt sich daher

r—+oo

tlirinooa:(t) = tliinoo { tanh ™! (U i _T_ z tanh (2(n +1)(t —to)V1 — 82 ) )}
= tanh ™! <1/ 1 4__ z tl}gloo {tanh (2(n +1)(t —to) V1 — s2 )])

1—
:tanh_1<:|: 8)
1+ s

1 1—s 1—s
55 0 2]

(4.30)

Die gefundene Funktion z(t) erfillt somit wie gefordert die Bedingungen (4.28). Ein Plot der
Kink-Losung fiir verschiedene Werte des Parameters s findet sich in Abbildung 4.1 fiir n = 1
und tg = 0.

T T T T T T
1 Kink-Lésung fir: ]
s=0,25
s=0,50
s=0,75
0.5 - und # a(s) §
)
5
b 0
(@]
05 | .
1L i
1 | | | | |
-4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4

Zeit t

Abb. 4.1: Plot der Kink-Losung fiir verschiedene Werte des Parameters s mit n = 1 und ¢y = 0. Der
jeweilige Wert +a(s) ist grau eingezeichnet. Der asymptotische Verlauf der Losung x(t) fiur [t| — oo ist
deutlich erkennbar.
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5 Quantenmechanische Rechnungen

In diesem Abschnitt findet die Bestimmung des exakten Ausdrucks fiir Ae firn=1bisn=5
mithilfe quantemechanischer Rechnungen statt. Die Losung der Schrédigergleichung orientiert
sich dabei stark an [4], wobei stets der Parameter s statt wie dort £ verwendet wird.

5.1 Die Schrodingergleichung

Die Schrodingergleichung des vorliegenden Systems lautet!

2

(5 + V@)@

(- L v@)iw

Ey(x)

d2
= 0= @w(az) +2m[E — V()] (x)

d2
¥() + B2 [e — v(@)] (@)

dz
0=1v"(z)+ [e —v(z)]Y(z) .

0 g (5.2)

Es wird das unverschobene Potenzial aus (3.8) verwendet

v(z) = %(n +1)? [52(cosh(4x) —1) —4s cosh(2x)} 653
= %(n +1)? [232 cosh?(2x) — 4s cosh(2x) — 252} ‘

und man erhélt die Differentialgleichung

0=1v"(z) + (e — (n+ 1)?[s® cosh?(2z) — 2s cosh(2z) — 2 ])¢(x) . (5.4)

Sie findet sich analog in [4] und wird dort mit einem Vorgehen, das der Sommerfeld Methode
dhnelt, gelost. Viele der im Folgenden durchgefiihrten Schritte und Ergebnisse sind ebenfalls
in [4] zu finden, weswegen im Weiteren nur noch angemerkt wird, wenn etwas nicht in [4] zu
finden ist oder davon abweicht.

5.2 Asymptotische Losung
Die asymptotische Losung fiir £ — +o0o wird mit dem folgenden Ansatz bestimmt

! () — [(n+ 1)%s% cosh?(2z) — 2(n + 1)s cosh(2z) — (n 4+ 1)%s*]¢ba(2z) =0 . (5.5)

a

'Die GroBe 2 meint hier bis zur erneuten Einfithrung von  im Verlauf von (5.2) tatséchlich x. Anschliefend
wird T wie schon zuvor wieder mit = bezeichnet.
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5 Quantenmechanische Rechnungen

Diese Differentialgleichung wird durch die Funktion

wa($) — e—%(n—l—l)scosh(?x) ’ (5.6
Pl (x) = —(n + 1)ssinh(2x),(z) , (5.7)
i(@) = ((n+1)%s? sinb? (22) — 2(n + 1)s cosh(2z) ) Yu() (5.8)

gelost. Man wahlt daher fir die Wellenfunktion 1 (x), welche (5.4) 16sen soll, den Ansatz:
—%(n+l)scosh(2x)¢<m) 7 (59)
W () = e~z (ntDscosh(22) [ (4 1)gginh(22)p(x) + ¢ (2)] | (5.10)

W"(z) = e~ 2(nt1)s cosh(2e) [((n +1)%s sinh?(2z) — 2(n + 1)s cosh(2z) ) ¥(x)
(5.11)
—2(n + 1)ssinh(2z)y’(z) + w”(x)] .

Einsetzen dieses Ansatzes in (5.4) liefert folgende Differentialgleichung fiir ¢(z):
0= e_é(”“)““h(%){ {{%—F&%ﬂ—ﬁﬂlﬁh@%—“ 2 sinh? —2(n + 1)s cosh(2z)
— {r+BHZs2eosh2(22) + 2(n + 1)%s cosh(22) (5.12)
{19252+ €] () — 2(n + D)ssinh(20)¢/(2) + (;5"(37)}

= | 0=¢"(2) — 25(n + 1)sinh(22)¢/(z) + (e + 2 sn(n+ 1) cosh(22))p(x) . (5.13)

5.3 Reihenansatz fiir ¢(x)

Man betrachtet nun diejenigen Losungen von (5.13), welche sich als endliche Summen aus Sinus
oder Kosinus Hyperbolicus von jz darstellen lassen, wobei j € N. Diese Losungen sind

k

x) =Y Cyjrrcosh (25 + 1)z) , (5.14a)
=0
k

x) =Y Cyjcosh (2jz) (5.14b)
=0
k

x) =Y Sojr1sinh (25 + 1z) | (5.14c¢)
j*O
Z Soj sinh (2jz) . (5.14d)

Durch Einsetzen dieser Losungsansitze in (5.13) lassen sich Rekursionsbeziehungen fir die
jeweiligen Koeflizienten finden. Es werden die folgenden Additionstheoreme verwendet

2 cosh(ax) cosh(bx) = cosh ((a + b)z) + cosh ((a — b)x) , (5.15a)
2 sinh(ax) sinh(bz) = cosh ((a + b)z) — cosh ((a — b)z) , (5.15Db)
2 sinh(ax) cosh(bz) = sinh ((a + b)z) + sinh ((a — b)z) , (5.15¢)
2 cosh(az) sinh(bz) = sinh ((a + b)x) — sinh ((a — b)x) (5.15d)
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5.4 Rekursionsrelationen

5.4 Rekursionsrelationen

Fiir alle vier Ansétze in (5.14) fiihrt ein analoges Vorgehen zur gesuchten Rekursionsrelation
fir die Koeffizienten. Daher wird nur fir den Ansatz (5.14a) hier eine ausfiihrliche Rechnung
durchgefithrt und fiir die iibrigen Ansétze sofort das Ergebnis angegeben.

In [4] findet sich weder eine ausfiihrliche Rechnung, noch die Rekursionsrelationen zu den
Ansétzen (5.14c) und (5.14d). Die dort angegebenen Relationen fiir die Koeffizienten in (5.14a)
und (5.14b) scheinen fiir 1 < j < k giiltig zu sein?, allerdings weicht der Zusammenhang fiir
(5.14b) von dem in dieser Arbeit unter (5.21) gefundenen geringfiigig ab. Berechnet man jedoch
aus den im weiteren Verlauf dieses Kapitels erhaltenen Rekursionsrelationen die Eigenenergien
(und Funktionen), so stimmen die Ergebnisse mit denen in [4] {iberein.

Verwendet man den Ansatz (5.14a), so wird (5.13) unter Anwendung von (5.15a) und (5.15b)
zu

k

0=> Ch+1((2j + 1)*> +¢€) cosh ((2j + 1)z)
j=0
k
+ > Cajs1s(n+1)(n— 25 — 1) cosh (25 + 3)z) (5.16)
j=0
k
+ Y Coj1 s(n+1)(n+2j+1)cosh ((2j — 1)z) .
j=0

Um eine einzelne Summe tiber A - cosh ((2j 4+ 1)x) zu erhalten, verschiebt man die Summen,
welche den Faktor cosh ((2(j = 1) 4+ 1)x) enthalten, und es ergibt sich

k
0= Cot1((2j+1)*+€) cosh ((2j + 1))

7=0
k+1

+ 3 Cyj1 s(n+1)(n—2j+ 1) cosh ((2j + 1)z) (5.17)
j=1
k—1

+ > Cyjrzs(n+1)(n+2j+3)cosh ((2j + 1)) .
j=—1

Dies lasst sich durch Herausziehen einiger Terme aus den Summen umschreiben zu

k
0=> Ca+1((2j + 1) +¢) cosh (25 + 1)z)
=0
k
+Y  Cyj1s(n+1)(n+1—2j)cosh (25 + 1))
=0
+ Copy1 s(n+ 1)(n — 1 — 2k) cosh ((2k + 3)x) — C_1 s(n + 1)? cosh(z) (5.18)
k
+ Z Cojtz s(n+1)(n+ 3+ 2j)cosh ((2j + 1)z)
=0

+ C1 s(n +1)% cosh(—x) — Copyz s(n + 1)(n + 3 + 2k) cosh ((2k + 1)z) .

2[4) macht keinerlei Angaben zum Giiltigkeitsbereich.
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5 Quantenmechanische Rechnungen

Da nur endliche Reihen als Losung betrachtet werden, kann man ohne Beschriankung der All-
gemeinheit davon ausgehen, dass fiir j < 0 oder j > k alle Koeffizienten C;1 gleich null sind.
Dadurch fallen die Terme, die den Faktor C_; = 0 bzw. Cs;y3 = 0 enthalten weg. Der Term
mit dem Faktor Cy lasst sich in die erste Summe einfiigen, da gilt cosh(—x) = cosh(z). Es ist
auBerdem bekannt, dass die Losung keinen Term mit cosh ((2j + 1)z) enthélt mit j > k, sodass

n=2k+1 (5.19)

gelten muss, damit der entsprechende Term in (5.18) verschwindet. Die Summe ist null, wenn
alle Vorfaktoren verschwinden und man erhélt die Rekursionsrelation

((Qj + 1) +e+s(n+ 1)25j0)C'2j+1 +s(n+1)(n+1-25)Co_1 (5.20)
+5(n+1)(n+3+2j)Ca13=0.
Fiir den Ansatz (5.14b) erhélt man mit n = 2k die Beziehung
)2 . n . N\ Oy
((23) + e)Czj +2s(n + 1)(2 (1+d1)+1 3)02]_2 (5.21)
+s(n+1)(n+2425)Cj42=0.

Unter Verwendung von (5.15¢) und (5.15d) ergibt sich fiir Ansatz (5.14c) mit n = 2k + 1

((25+1)% + € = s(n +1)%6j0) Saj41 + s(n + 1)(n+ 1= 25)S; 1 522
+s(n+1)(n+3+25)S243=0
und fiir Ansatz (5.14d) mit n = 2k
2 , "1—s, i) S
((2]) + 6)523 +2s(n + 1)(2 (1—=61)+1 ])ng_g (5.23)
+s(n+1)(n+ 24 25)S2j42=0.

Alle Rekursionsrelationen sind giiltig fiir 0 < j < k und alle Koeffizienten mit j ¢ {0,1,...,k}
sind null.

5.5 Eigenenergien ¢; fiir n =1 bisn =5

Die verschiedenen Eigenenergien ¢;(s), die das Teilchen im Potenzial annehmen kann, werden
nun fiir n = 1 bis n = 5 mithilfe der jeweiligen Rekursionsrelationen? fiir 0 < j < k berechnet.
Die Ergebnisse sind fiir n = 1,2,3 in [4] angegeben, fiir n = 4 sowie n = 5 jedoch nicht. Bei
der Berechnung wird im Folgenden mehrfach die Tatsache genutzt, dass die Determinante der
Koeffizienten-Matrix null sein muss, damit das lineares Gleichungssystem von Null verschiede-
ne Losungen besitzt?. Als Erstes erfolgt die Berechnung fiir n = 1,2, 3.

3(5.20) und (5.22) fiir ungerade und (5.21) und (5.23) fiir gerade n.
4Dies gilt fiir den Fall, dass 0 = M - K, wobei K ein Spaltenvektor ist, der als Eintrige die a verschiedenen
Unbekannten des Gleichungssystems enthélt, und M die a x a -Koeffizienten-Matrix.
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5.5 Eigenenergien ¢; fiirn =1 bisn =5

n=1

j=0 0=(1+e+4s)Cy 0=(1+ec—4s) 5
e=—(4s+1) = e=4s-1

n=2

i=0 0=€Cy+12s Cy 0=¢€85p+ 12555

j=1 O=(4+€)CQ+12SCO 0:(4+6)52:0

o= [ € 12s [ Co
T\ 12s 4+¢ Cy
0=e(4d+e) —12%52

0 =€+ 4e — 1445>

e+ = 2(+V1 + 3652 — 1)

= e=-—4

n=3
j=0 O:(1+€+165)01+24803 0=(1+6—16S)Sl+24833
j=1 0=(9+¢)C3+8sCy 0=(9+¢) S3+8s5

(14 e+ 165 24s &
= O_< 8s 9+e> (Cg)

0=(14¢c+165)(9+€) — 8- 245>

0 =€+ (10 + 165)e + 9 + 1445 — 1925>

€+ = —5—8s+4V1—4s+ 16s2

0— 1+¢e—16s 24s ‘ S1
- 8s 9+e¢ Ss
0= (1+e—165)(9+¢) — 8- 245

0 =€+ (10 — 165)e + 9 — 1445 — 1925>

€+ = —5+8s+4V1+4s+ 16s2

Die so gefundenen Eigenenergien sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit nachfolgend in
aufsteigender Reihenfolge aufgelistet.

n=1 e0=—(4s+1)
€1 =4s—1

n=2 €0 = —2(V1+36s2+1)
€1 =—4

e =2(V/1+ 3652 — 1)
n=3 € =—H—8s—4v1—4s+ 16s2

(5.24)

€1 =—5+8s —4v1+4s + 1652
€ =—H—8s5+4v1—4s+ 1652
€3 =—5+8s+4v1+4s+ 16s2

Die hieraus resultierenden Ergebnisse fiir die Energieaufspaltung finden sich in Kapitel 6 un-
ter (6.2).
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5 Quantenmechanische Rechnungen

Fiir n = 4 folgen aus (5.23) die Zusammenhénge

7=0 €Sy +30sS2, =0
j=1  (44€¢) Sy +40sS4=0 (5.25)
j=2 (16 +¢€) Sy +10sS2 =0 .

Diese lassen sich zusammenfassend auch schreiben als

e 30s 0 So
0 4+€¢ 40s - Sy | =0. (5.26)
0 10s 16 + ¢ S4

Aus der Bedingung, dass die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwinden muss, ergibt
sich
e[(4+€)(16 + €) — 400s* | =0 (5.27)

und daraus entweder ¢ = 0, was nicht von Interesse ist, da die zugehorige Wellenfunktion
konstant null wéare, oder die Losungen

ex =2(—5+94100s2) . (5.28)

Fiir den Reihenansatz aus Kosinus Hyperbolicus-Termen besagt (5.21)

j:O ECO+30502:0
j=1 (4+€)Co+40sCy+40sCy =0 (5.29)
j=2 (16 +€) C4+10sCy =0
woraus folgt
e 30s 0 Cy
40s 4+e€ 40s | Cy | =0. (5.30)
0 10s 16 + € Cy

Die hieraus hervorgehende Gleichung lésst sich nicht wie oben in € = 0 und eine quadratische
Gleichung aufteilen und 16sen, da hier der erste Eintrag der zweiten Zeile der Koeflizientenma-
trix ungleich null ist. Es ergibt sich eine kubische Gleichung

0 =€+ 20€? + (64 — 1600s%)e — 19200s? , (5.31)
deren Losungen mithilfe der Cardanischen Formeln [5] gefunden werden kénnen.

Durch Einfiihren von z = € + % reduziert sich (5.31) auf

208 4480 25600
0=2>+pz+q mit p = —1600s> — 3 und 4= 5~ TSQ . (5.32)

Wie sich in Abbildung 5.1 zeigt, ist die Diskriminante D = (%)2 + (%)3 im Interval s € (0,1)

stets negativ. Damit existieren drei reelle Losungen zu (5.32), die sich wie folgt ergeben

[ 4 1 q 27 T
Zy = —{/—=pcos| -arccos | —=/——= | = =
3 3 2 p3 3
4 1 q 27
zp =1/ —=p cos | -arccos | —=/——% .
0= VT3P 3 2\ P

(5.33)
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5.5 Eigenenergien ¢; fiirn =1 bisn =5

Es liegen also die folgenden fiinf verschiedenen Eigenenergien vor

1 1 g [27\ ©\ 20

€0 =—{/—=pcos|-arccos | —=4/——= | —= | — =

0= 7y 3P 3 o\ ") 3] 3
e1=2(—5— 09+ 100s2)

1 1 g 27\ ©\ 20

= —{/—zp cos | zarccos [ —=/ —— el I

R T 3 N ") T3] T3

e3=2(—54+v9+100s%)

_ /.4 1
€4 = 3p cos

27

)) .

])3

20
3 -

q

2

— arccos

3

(

Da auf den ersten Blick nicht sofort einsichtig ist, dass die
Energien in 5.34 aufsteigend geordnet sind, ist ihr Verlauf
mit s in Abbildung 5.2 gezeigt.

40 T T T

0

D(s.
-1e+006 -

-2e+006 |
-3e+006 |-
(5.34)
-4e+006 |-

-5e+006 |

-6e+006 |-

-7e+006

I I
0.6 0.8

Parameter s

L I
0.2 0.4

Abb. 5.1: Die Diskriminante
fur n = 4.
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Abb. 5.2: Die fiinf verschiedenen Eigenenergien bei n = 4.

Fir n = 5 ergeben (5.20) und (5.21) die Zusammenhénge

1+e€+36s 48s 0
24s 94¢ 60s
0 12s 25+ €

Ch
Cs
Cs

=0 (5.35)

= €3+ €(35 + 365) + €(259 + 12245 — 18725%) — 45(—5 — 180s + 65652 + 5765%) =0 (5.36)

1+e¢—36s 48s 0
24s 9+¢€¢ 60s
0 12s 25 + €

= € 4 €%(35 — 365) + (259 — 12245 — 18725%) + 45(5 —

S1
Sz | =0 (5.37)
S5

180s — 6565 + 5765%) =0 . (5.38)
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5 Quantenmechanische Rechnungen

Aus (5.36) ergibt sich mit z, = € + 22135 dje Gleichung

448

0=t poret e mit pe = 102?40 + 3845 — 230457 |
Ge =+ 5125 — 12288s>
und aus (5.38) mit z; = € + @
448
0=t poratas it ps = ;&)— 384s — 23045
U5 = o 5125 — 1228852 .

(5.39)

(5.40)

Die Diskriminanten sind wieder auf s € (0, 1) iiberall negativ und die sich nach (5.33) ergebenen

Eigenwerte, deren Verlauf sich in Abbildung 5.3 findet, lauten

B 4 1 qc 27 T 35 + 36s
€0 =~/ ~gPe cos | garccos | — oy [—g | — o | = o
[ 4 1
€1 = —{/ —=ps cos | = arccos
1 3ps 3
4 1 qc 27 n m
€0 = —{/—=pc cos | = arccos | —=—,/ —— —
2= T\ gk 3 2\ ") "3
4
€3 = — 3

(5.41)
1 Qs 27 . s 35 — 36s
— = COS | —arCCoS | ——4 | ———~= — —
V3P 3 o\ " p3) "3 3
o (v (e[ 35 + 36s
€ =1\/—= —ar -/ -1 -
4=\ T gbe 3 2\ B 3
4 cos 1 ATCCOS Qs 27 35 — 36s
€ =1\/—= = - = |-
5 3Ps 3 2\ 3 3
60 T T T T
€o(s)
40 |- €1(s) 4
€a(s)
6':3(5')
N 20 els) 7
< €5(s)
T L
g
5
8 20 |- y
[ —
o
o -40 | .
60 | i
_80 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Parameter s

Abb. 5.3: Die sechs verschiedenen Eigenenergien bei n = 5.
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6 Vergleich der Ergebnisse

Dieser Abschnitt betrachtet die Ergebnisse aus den beiden vorherigen Rechnungen, der semi-
klassischen und der quantenmechanischen. Es wird versucht, durch einen Vergleich der Resul-
tate der Gestalt des Korrekturfaktors (s) auf die Spur zu kommen.

Aus den semiklassischen Rechnungen ist nach (4.7) und (4.8) bekannt, dass fiir jedes n € N gilt

Ac(s) = 26(s)T(s) = 26(s) ( >(”H) SOV (6.1)

s
14++1—s2

Die quantenmechanischen Rechnungen aus Kapitel 5 ergeben nach (5.24), (5.34) und (5.41) fiir
die Energieaufspaltung Aegm(s) = €1(s) — eo(s)

n=1 Aé€gm(s) = 8s

n=2  Acyn(s)=2(—1+V1+36s)

n=3 Aeqm(s):4(4s—\/1+4s+16s2+\/1—43+1652>

n=4 Aeqm(s):—2<g+v9+10052>

(6.2)
+ 4 cos 1arccos O L
V~3? 3 o\ 3 ) 3
[ 4 s 2
n=>5 Ae€gm(s) = — —3Ps cos <3 arccos (_q2 —pg) - 7?:)
4 Qe 27 us
+ yl—gpc CoS < arccos (—2 _pg’> - 3) + 24s
6.1 Abschdtzung der Korrektur x(s)
Es besteht nach (6.1) der Zusammenhang
Ae(s) = 2k(s)T(s) (6.3)
Ae
= ) A4
= 8= 5 (6.4)

Wiirde es sich bei (6.3) nicht um eine Naherung handeln, so kénnte man durch Einsetzen der
exakten quantenmechanischen Ergebnisse fiir Ae(s) den Korrekturterm aus (6.4) erhalten. So
bekommt man durch dieses Vorgehen jedoch lediglich eine Abschitzung der Korrektur (s) fiir
verschiedene Werte von n. Diese Abschéitzung soll hier im weiteren als

ofs) = AQT?()) (6.5)
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6 Vergleich der Ergebnisse

bezeichnet werden. Es ergibt sich

2
n=1 g(s):é(l—}—\/l—sZ) e 2V1-s?

n=2 ofs)= (-~ 14+ VIT3657 ) (14 VI- ) eI

n=3 g(s):sé(zls—\/1+4s+16s2+\/1—4s+1652)(1+\/1—32) Vies?

n=4 o(s)= [ ( +m> \/—>3pcos<;arccos<—g —]2;)—7;)]

| 1+ VI=s2 )56_5\/@ (6.6)

+ ! cos 1arccos e J2T) T
\ 3P 3 2o\ ") 3

1+ V1_32)6e—6\/@'

56

Ein Plot der exakten quatenmechanischen Losung A€y, (s), des fithrenden Terms der semiklas-
sischen Néherung T'(s) und der Abschitzung der Korrektur o(s) findet sich fiir verschiedene n
in den Abbildungen 6.1 bis 6.5. Es ist ersichtlich, dass es sich bei ¢ um eine Funktion sowohl
von s als auch von n handelt, die zwar fiir alle n einen dhnlichen, aber doch nicht identischen
Verlauf aufweist.

8 F T T T T
T(s)
7 Aegy —— 7
o(s)
6 L 4
5 | 4
4 - -

0 0.2 0.4 Parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.1: Die exakte quantenmechanisch berechnete Energieaufspaltung A€y, , der fithrende Term der
semiklassischen Néaherung 7T'(s) und das Verhéltnis o(s) fiir n = 1.
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6.1 Abschitzung der Korrektur k(s)

10  T(s)

0 ' ]

0 0.2 0.4 Parameter s 0.6 0.8 1

Abb. 6.2: Die exakte quantenmechanisch berechnete Energieaufspaltung Aeyy,, der fithrende Term der
semiklassischen Néherung T'(s) und das Verhéltnis o(s) fir n = 2.

12 | 7(s)
Aegm ——

o(s)

0 1 L 1 1
0 0.2 0.4 parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.3: Die exakte quantenmechanisch berechnete Energieaufspaltung Aeg,,, der fithrende Term der
semiklassischen Ndherung T'(s) und das Verhéltnis o(s) fiir n = 3.

14 1

12 L os)

2 L J

0 ! ]

0 0.2 0.4 Parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.4: Die exakte quantenmechanisch berechnete Energieaufspaltung A€y, der fithrende Term der
semiklassischen Néaherung 7T'(s) und das Verhéltnis o(s) fiir n = 4.
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6 Vergleich der Ergebnisse

14

10 + E

/
0 L 1
0 0.2 0.4 Parameter s 0.6 0.8 1

Abb. 6.5: Die exakte quantenmechanisch berechnete Energieaufspaltung Aeyy,, der fithrende Term der
semiklassischen Néherung T'(s) und das Verhéltnis o(s) fir n = 5.

Einen besseren Eindruck von der Natur des Korrekturfaktors gewinnt man, wenn man die
neuen Groflen
o(s) und T'(s) =2(n+3)T(s) (6.7)

rey 1
o(s) = 2(n+3)

einfithrt, wodurch gilt

Aegm(s) =20'(s) - T'(s) - (6.8)

Ein Plot der Groien Ae(s), ¢'(s) und T7(s) ist in den Abbildungen 6.6 bis 6.10 zu sehen. Es ist
erkennbar, dass der grundsétzliche Verlauf der Energieaufspaltung Ae(s) mit s durch den Term
T'(s) tatséchlich relativ gut wiedergegeben wird, dieser also zurecht als ,fithrend“ bezeichnet
wurde. Die Grole o(s) bzw. ¢/(s) zeigt fiir alle betrachteten n einen starken Anstieg fiir kleine s,
der umso stéarker wird, desto mehr man sich s = 0 ndhert. Fiir s — 0 scheint sie gegen unendlich
zu gehen. Dieses Verhalten soll im nun folgenden Abschnitt genauer untersucht werden, bevor
anschlieend das andere Extrem, s — 1, betrachtet wird.

T'(s)
7r Aegm ——
d(s)

1+

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 Parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.6: Die neuen Grofien 77(s) und ¢'(s) sowie die exakte quantenmechanisch berechnete Energie-
aufspaltung Aeg, (s) fur n = 1.
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6.1 Abschitzung der Korrektur k(s)

T T T T
10 | 7'()
Aegm ——
d(s)
8 L
6 |
4 L
2 _
0 / ) | 1
0 0.2 0.4 parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.7: Die neuen Groflen 77 (s) und ¢’(s) sowie die exakte quantenmechanisch berechnete Energie-
aufspaltung Aeg,, (s) fur n = 2.

12 +71'(s)
Aegm ——

d(s)

0 L 1 1 1
0 0.2 0.4 Parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.8: Die neuen Gréfien T'(s) und o' (s) sowie die exakte quantenmechanisch berechnete Energie-
aufspaltung A€y, (s) fir n = 3.

14 b )
qum —

1221 d0)

L

0 0.2 0.4 Parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.9: Die neuen Grofien T7(s) und ¢'(s) sowie die exakte quantenmechanisch berechnete Energie-
aufspaltung Aegn, (s) fur n = 4.
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6 Vergleich der Ergebnisse

16 - T'(s)
Aeg ——
14 + J(s)
12
10 +
8 |
6 L
4 L
2 /
0 / 1 1
0 0.2 0.4 parameters 0.6 0.8 1

Abb. 6.10: Die neuen Grofien T'(s) und ¢'(s) sowie die exakte quantenmechanisch berechnete Ener-
gieaufspaltung Aeg,, (s) fir n = 5.

6.2 Der Grenzfall s — 0

Im Folgenden wird die asymptotische Form von Ae(s) und o(s) fir s — 0 betrachtet. Man
nutzt die folgenden Entwicklungen um s =0

Vitas? =1+ 352 +0(s1) (6.9)
2 3 4
V1tas+ (as)? = 1igs+3%32$%33+%+0(35) (6.10)

fir die Falle n = 2 und n = 3 und fiir die weiteren

n=4 e = —16—%32—%?544—0(86)
€1 =—16 — %82 + %34 + O(s%)
(6.11)
n=>5 € = —25 — 4552 — %54 - %55 - %56 + O(s")
€ = —25 — 4557 — @54 + @55 - %56 +0(s7) .

16 2 128

Fiir T'(s) ist die asymptotische Form bereit aus (4.15) bekannt. Werden sowohl im Nenner als
auch im Zéhler von (6.5) Terme mit einer Ordnung hoher als n + 1 vernachlassigt, so folgt

24 1
’I’Z:l Aeqm(s)—&s Q(S):ejg
2132 1
n=2 Aegm(s) = 365 + O(s*) o(s) = i
3 5 28.3 1
n=3 Aegm(s) = 96s° + O(s”) o(s) = T (6.12)
4 24 . 3—1 54 1
4 6 _
n=4 Ae€gm(s) = =5+ O(s") o(s) = = B
2°.3.5 1
n=>5 Aegm(s) =355 +0O(s") o(s) = & 5
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6.3 Der Grenzfall s — 1

Die asymptotische Form von Ae(s) gleicht s™ und da T'(s) sich fiir kleine s wie s("*1) verhilt,
zeigt das Verhiltnis o(s) eine von n unabhingige asymptotische Abhéngigkeit von s, ndmlich
o(s) o 1. Die in (6.12) gefundenen Ausdriicke fiir o(s) sind somit ein Indiz dafiir, dass der
tatsdchliche Korrekturfaktor x(s,n) fiir kleine s proportional zu % ist.

6.3 Der Grenzfall s — 1

Der Wert, den das Verhiltnis o(s) fiir s = 1 annimmt, ist endlich. Nach (6.6) betriigt er’

n=1 o(s=1)=4

n=2 o(s=1)=5,0828

n=3 o(s=1)=6,0460 (6.13)
n= o(s=1)=6,9296

n = 0(s=1)=7,7548

Wie schon in der Definition von ¢'(s) und 7"(s) ausgenutzt wurde, um durch die Eigen-
schaft 7" (s = 1) ~ Aegm(s = 1) eine besser Vergleichbarkeit zwischen fithrendem semiklassi-
schen Term und exakter Energieaufspaltung zu erreichen, lisst sich erkennen, dass die Werte
fir o (s = 1) sich fiir die hier betrachteten Fille von n n&herungsweise durch

o(s=1)~n+3 (6.14)

wiedergeben lassen. Dieser Zusammenhang entbehrt natiirlich jeder theoretischen Grundlage
und miisste durch die tatsédchliche Berechnung des semiklassischen Vorfaktors {iberpriift werden.
Er wird hier lediglich als Beobachtung aufgefiihrt und unterstiitzt die oben schon getroffene
Aussage, dass ¢ und somit vermutlich auch k eine Funktion beider Parameter s und n ist.

! Alle Ergebnisse ab n = 2 sind auf vier Nachkommastellen gerundet.
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7 Zusammenfassung

Die durchgefiihrte Analyse des Razavy-Potenzials ergab, dass ein Doppelmulden-Potenzial vor-
liegt, falls der neu eingefithrte Parameter s aus dem Intervall (0, 1) gewdhlt wird. Die Lage seiner
Minima ist nur von s, nicht jedoch vom zweiten Parameter n abhingig und die Héhe des Po-
tenzialberges zwischen den Mulden nimmt mit wachsendem n und abnehmendem s zu. Nach
[3] wird die in Kapitel 4 verwendete Naherung damit fiir kleine s und grofie n besser.

Die Berechnung des Exponential-Terms dieser Naherungsformel lies sich (nach vorangegange-
ner Vereinfachung des Ausdrucks fiir das Potenzial in Kapitel 3) problemlos durchfithren. Der
Term weist fiir kleine s ein Verhalten wie s auf, was zusammen mit der N&herung der
exakten Energieaufspaltung aus Abschnitt 5.5 fiir s — 0 Riickschliisse auf das Verhalten des
Vorfaktors K bzw. k zuliel. Die Kink-Losung konnte ebenfalls bestimmt werden und zeigt das
erwartete Verhalten fiir z — +oo.

Die in Kapitel 5 durchgefiihrten quantenmechanischen Rechnungen konnten die in [4] ange-
gebenen Ergebnisse fiir n = 1,2,3 fir die Eigenenergien eines Systems unter Einfluss des
Razavy-Potenzials reproduzieren. Dabei mussten die zur Losung verwendeten Rekursionsre-
lationen selbststdndig hergeleitet werden, da sie in [4] nicht vollstandig und erst fiir j > 0
aufgelistet sind. Hierbei fiel auf, dass die in dieser Arbeit gefundene Relation (5.21) geringfii-
gig von dem in [4] gegebenen Zusammenhang abweicht. Unter Verwendung der Cardanischen
Formeln konnten zusétzlich die Eigenenergien fiir n = 4 und n = 5 exakt bestimmt und somit
die Energieaufspaltung quantenmechanisch fiir n = 1 bis n = 5 berechnet werden.

Ein anschlieBender Vergleich der exakten quantenmechanischen Ergebnisse mit denen der Semi-
klassik ergab zunéchst, dass fiir festes n der Exponential-Term der Ndherung durch Multiplika-
tion mit einem festen Wert so skaliert werden kann, dass sein Verlauf in etwa dem der exakten
Energieaufspaltung entspricht. Dies weist drauf hin, dass der Faktor K bzw. k tatsdchlich nur
eine korrigierende Wirkung auf den Verlauf der semiklassisch berechneten Energieaufspaltung
mit s hat, ist jedoch nicht allzu aussagekraftig.

Um mehr tber die Eigenschaften von k zu erfahren, wurde das Verhéltnis o(s) von exak-
ter Energieaufspaltung zu doppeltem Exponential-Term gebildet und gegen s aufgetragen. Es
sollte fiir kleine s und grofie n eine besser werdende Naherung des tatsdchlichen Faktors s
darstellen. Betrachtungen der Grofle p(s) fiir die verschiedenen n und s — 0 zeigten, dass stets
ein Verhalten wie % fiir kleine s zu beobachten ist. Da wie erwdhnt o(s) mit abnehmendem s
eine immer bessere Ndherung des Faktors k wird, ist zu erwarten, dass fiir kleine s gilt x o %
Fir s = 1 nimmt das Verhéltnis o(s) endliche Werte an, die fir die verschiedenen n nicht
iibereinstimmen. Es ist also wie vermutlich auch x bzw. K sowohl eine Funktion von s als auch
von n. Durch genaueres Betrachten der Werte bei s = 1 lasst sich in etwa der Zusammenhang
0 (s =1) = n+ 3 erschlieffien, der hier jedoch nicht theoretisch begriindet werden kann.

Insgesamt stehen mit dieser Arbeit die Grundlagen zu einer genaueren Uberpriifung der se-
miklassichen Naherungsformel am Beispiel des Razavy-Potenzials zur Verfiigung. Durch die
Berechnung des Faktors K in einer weiterfithrenden Arbeit konnten die eben genannten Ver-
mutungen zur Gestalt von (s, n) iiberpriift werden und auch, ob das hier berechnete Verhéltnis
o wirklich fiir kleiner werdende s und groflere n eine immer bessere Naherung von k darstellt.
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