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1 Einleitung1.1 MotivationZur Vervollst�andigung unseres heutigen, niederenergetischen Weltbildes im Rahmender Elementarteilchenphysik bedarf es nach der Entdeckung vieler wesentlicher In-gredientien innerhalb der letzten beiden Dekaden noch wenigstens zweier weitererBausteine: des Topquarks und des Higgsbosons. Experimente, die zu deren Erfor-schung beitragen k�onnten, sind mit sehr gro�em Aufwand und entsprechenden Ko-sten verbunden. Um so wichtiger ist jede Unterst�utzung, die theoretische Betrach-tungen der Konzeptionierung solcher Vorhaben zu geben in der Lage sind.Derartige Hilfestellungen zu erbringen ist einer der gewichtigsten Gr�unde f�ur dieBesch�aftigung mit der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung. Danebenlassen sich noch eine Reihe weiterer Motive ausmachen, die eng damit zusam-menh�angen:1. Die elektroschwache Wechselwirkung ist nach der Gravitation, der ausnahms-los alle Elementarteilchen unterliegen, die universellste Wechselwirkung. Anihr nehmen zumindest s�amtliche Fermionen teil, w�ahrend die starke Wechsel-wirkung nur die Hadronen beein
u�t. Die Gravitation aber ist bei den heuteerreichbaren Energien von ca. 102 GeV vernachl�assigbar, sie wird vermutlicherst in der N�ahe der Planckskala, also bei ca. 1019 GeV, relevant.2. Das Glashow-Weinberg-Salam-Modell [1] der elektroschwachen Wechselwir-kung ist nach Maxwells Elektrodynamik wieder eine Theorie, in der zwei bisdahin unabh�angig voneinander beschriebene Grundkr�afte, die schwache Kraft,im niederenergetischen Bereich durch die V-A-Theorie gut wiedergegeben, unddie elektromagnetische Wechselwirkung, Inhalt der QED, zu einer elementarenKraft vereinigt wurden, und stellt somit einen wichtigen Schritt zur Verein-heitlichung aller Grundkr�afte dar.3. Dem GWS-Modell sind hinsichtlich der experimentellen Best�atigung bislangau�erordentliche Erfolge beschieden gewesen:(a) Die Existenz des schwachen, neutralen Stroms durch Austausch eines ent-sprechenden schwachen, neutralen Bosons, wurde 1973 nachgewiesen [2].(b) Die Existenz des c-Quarks, 1970 im Rahmen dieses Modells gefordert, umstrangeness verletzende �Uberg�ange zu vermeiden, konnte in der "Novem-berrevolution\ 1974 best�atigt werden [3].(c) 1983 wurden die vorausgesagten Eichbosonen W� und Z entdeckt. IhreMassen stimmten mit den aufgrund von niederenergetischen Experimen-ten vorhersagbaren Werten sehr gut �uberein [4].Das Hauptargument f�ur das Studium des GWS-Modells ist jedoch, wie angedeutet,darin zu sehen, da� es den masseerzeugenden Sektor und damit die Mehrzahl der frei-en Parameter des Standardmodells umfa�t. In diesem Sektor erhalten alle massivenTeilchen, und als solche auch das Topquark und das Higgsboson, durch den Mecha-nismus der spontanen Symmetriebrechung des Higgsfeldes aufgrund der Kopplungan selbiges ihre Massen. F�ur die Unterst�utzung der Suche nach diesen beiden Bau-steinen durch eine Absch�atzung relevanter Energiebereiche ist die Untersuchung desGWS-Modells bzw. seines masseerzeugenden Sektors daher von besonderer Bedeu-tung. 5



Eine andere Fragestellung betri�t die Existenz einer vierten Fermiongeneration.Zwar schlie�en Zerfallsmessungen am Z-Boson eine solche in der bisherigen Formaus [5], aber weitere Generationen mit schwerem Neutrino stehen nicht im Wider-spruch zur bisherigen Ph�anomenologie. [6, 7].Dasselbe gilt auch f�ur schwere Spiegelfermionen, die sich von ihren fermionischenPartnern in Chiralit�at und Masse unterscheiden [7, 8]. Ihre Existenz w�urde bedeu-ten, da� nur das niederenergetische Spektrum chiral ist, die gesamte Teilchenweltaber vektorartig.Die bisherigen Erfolge der GWS-Theorie berechtigen zu der Ho�nung, da� weitereUntersuchungen in den genannten F�allen wichtige Anhaltspunkte liefern k�onnen.Derartige Studien werden durch die gro�e Zahl freier Parameter im GWS-Modellerschwert. So bilden die Eichkopplungen zwischen den Eichfeldern auf der einenund dem Higgs- bzw. den Fermionfeldern auf der anderen Seite sowie die Higgs-selbstkopplung und die Yukawakopplungen der Fermionen an das Higgsfeld schoneine Vielzahl zun�achst beliebiger Gr�o�en, von denen man ho�t, sie bereits durchdie Forderung nach innerer Konsistenz der Theorie auf erlaubte Parameterbereicheeingrenzen zu k�onnen. Die Komplexit�at des Modells gebietet hierbei ein schrittwei-ses Vorgehen, d.h. zun�achst die Betrachtung bestimmter Teilbereiche. Will man indiesem Zusammenhang den Aspekt der Massenerzeugung durch spontane Symme-triebrechung nicht aus den Augen verlieren, ist die Minimalversion eines solchenTeilbereiches die reine �4-Theorie, welche allein das Higgsfeld beschreibt. Diese istdann in weiteren Schritten um Eichbosonen oder/und Fermionen zu erweitern.In all diesen F�allen verhindert die unbekannte Higgskopplung die naive Anwen-dung der St�orungstheorie und macht eine nichtperturbative Untersuchung zun�achstunumg�anglich. Stellt sich im Laufe einer solchen heraus, da� die f�ur die Kopplungerlaubten Werte klein sind, w�are zwar die Anwendung der St�orungsrechnung a poste-riori gerechtfertigt, die Bestimmung ihres Anwendungsbereichs selbst bleibt jedochein nichtperturbatives Problem.Ein wichtiges Instrumentarium zur Behandlung derartiger Problemstellungen in feld-theoretischen Modellen ist die Regularisierung auf einem Raum-Zeit-Gitter. Die-se Methode wurde von K.G.Wilson zur Beschreibung niederenergetischer Aspekteder starken Wechselwirkung eingef�uhrt [9]. Neben analytischen Methoden wie der"mean-�eld\-Approximation (MFA) oder der Hoppingparameterentwicklung (HPE)gewannen in diesem Rahmen numerische Simulationen mit steigender Computerlei-stung zunehmend an Bedeutung und bilden heute einen Hauptbestandteil bei denStudien nichtperturbativer Ph�anomene.Unter Verwendung der Gitterregularisierung wurden bereits einige Teile des GWS-Modells untersucht:F�ur die reine �4-Theorie, die im Standardmodell das Higgsfeld beschreibt, trat imVerlaufe dieser Betrachtungen die Eigenschaft der Trivialit�at zutage [10]. Im Rahmeneiner nichtperturbativen Hoppingparameterentwicklung stellte sich heraus, da� dierenormierte Kopplung �R bei Ann�aherung an den Phasen�ubergang, an dem der Kon-tinuumslimes vollzogen wird, f�ur beliebige Werte der nackten Kopplung �0 sehr kleinwurde und sich deshalb schlie�lich der Kontinuumslimes mit Hilfe der St�orungsrech-nung durchf�uhren lie�. Dabei verschwand die renormierte Kopplung f�ur alle nacktenKopplungen, d.h. die auf dem Gitter noch wechselwirkende �4-Theorie wird beim�Ubergang ins Kontinuum frei. Diese Ergebnisse konnten durch numerische Studienuntermauert werden; siehe z.B. [11] und dortige Referenzen sowie Literaturangabenin [10].In der Folgezeit bis heute ist es eine zentrale Fragestellung, ob sich die Higgskopplung6



diese Trivialit�at auch bei Ber�ucksichtigung weiterer Bestandteile des GWS-Modellsbewahrt. Obwohl dies bedeuten w�urde, da� das GWS-Modell nur eine e�ektive, d.h.nur bis zu einer bestimmten Energie g�ultige Theorie w�are, mu� Trivialit�at nicht alsNachteil angesehen werden, erlaubt sie doch die Bestimmung von Massengrenzen f�urnoch nicht entdeckte, aber von der Theorie vorhergesagte Teilchen. Ferner l�a�t sichauf diese Weise auch die Energieskala absch�atzen, bei der neue Physik zu erwartenist.Die Betrachtung dieser Eigenschaft gewinnt weiter an Gewicht vor dem Hintergrund,da� man in vier Dimensionen keine Kopplung kennt, die nicht entweder asymptotischfrei oder trivial ist [12].Ein erster Schritt im Hinblick auf die Erweiterung des Higgssektors zum Standard-modell war die Einbeziehung von Eichfeldern. Perturbative und numerische, nicht-perturbative Studien �nden sich z.B. in [13] nebst dortigen Referenzen. Sie liefertenkeine Anzeichen f�ur einen nichtperturbativen Fixpunkt, in dem sich eine wechsel-wirkende Kontinuumstheorie formulieren lie�e. In der Umgebung des Gau�schenFixpunktes selbst �anderte die Existenz von Eichfeldern nichts an der Trivialit�at derTheorie.Die vorliegende Arbeit hingegen entstand im Rahmen eines Projektes, das sich mitdem Ein
u� von Fermionen auf die Eigenschaften des Higgssektors besch�aftigt. Da-bei hatte man zun�achst die Quarkdubletts der dritten Fermiongeneration im Auge,da sie aus den beiden schwersten Fermionen, dem Bottom- und dem Topquark beste-hen, die aufgrund der mit ihrer gro�en Masse verbundenen starken Kopplung an dasHiggsfeld die gr�o�te Auswirkung auf den Higgssektor haben sollten. Die unbekannteund daher m�oglicherweise sehr gro�e Yukawakopplung des Topquark war ein Grundf�ur die Anwendung nichtperturbativer Methoden. Die innerhalb der hier betrach-teten Energiebereichen bis zur elektroschwachen Skala im Vergleich dazu kleinenKopplungen aller anderen Fermionen und der Eichbosonen k�onnen dabei einstwei-len vernachl�assigt und sp�ater mit Hilfe perturbativer Mittel ber�ucksichtigt werden.Ein zweiter Grund liegt in der Higgskopplung, bei der zun�achst wieder von beliebi-gen Werten auszugehen ist, da sich ihr Charakter hinsichtlich der Trivialit�at durchden Ein
u� der Fermionen durchaus �andern kann.Zwar wurde in der Zwischenzeit die Masse des Topquarks auf konsistente Weisemit Hilfe der St�orungsrechnung auf ungef�ahr 150 GeV gesch�atzt [14], so da� sichselbst die Auswirkungen dieses schwersten Fermions auf den Higgssektor st�orungs-theoretisch behandeln lassen sollten. Aber die evtl. M�oglichkeit einer konsistentenBeschreibung des Standardmodells in einem Rahmen, der �uber die St�orungsrech-nung hinausgeht, liefert schon in sich die Motivation f�ur weitere nichtperturbativeUntersuchungen. Ferner sind nichtperturbativ bestimmte Grenzen f�ur Massen bzw.Kopplungen von prinzipieller feldtheoretischer Bedeutung. So beantworten sie dief�ur einige m�ogliche Erweiterungen des Standardmodells relevante Frage, wie schwerFermionen in einer e�ektiven Theorie �uberhaupt werden k�onnen, wenn ihre Massenin einem der St�orungsrechnung unzug�anglichen Bereich liegen und durch Kopplungan ein Skalarfeld entstehen, ohne da� die Theorie inkonsistent wird, also der Cuto�zu nahe an der gr�o�ten Masse liegt.F�ur die nichtperturbativen Studien verbleibt man daher mit dem Higgs-Yukawa-Sektor des schwersten Quarkdubletts im Standardmodell und somit einer globalenSU(2)L
U(1)Y -Symmetrie. Neben der Reduktion der Menge betrachteter Teilchenergibt sich durch Gleichsetzen der Yukawakopplungen bzw. Massen f�ur beide Mit-glieder des Fermiondubletts eine weitere Vereinfachung. In diesem Fall erh�alt manals globale Symmetrie die SU(2)L 
 SU(2)R-Gruppe. Diese Abwandlung sollte das7



Verhalten der Theorie in einigen wesentlichen Punkten unbeein
u�t lassen und da-her wichtige Erkenntnisse bereits auf Basis des SU(2)L 
 SU(2)R-Modells erlauben.Insbesondere einige Hauptprobleme bei der Gitterformulierung sind dieser Theoriemit dem Standardmodell gemein:So erzeugt die spontane Brechung ihrer Symmetrien in beiden F�allen Goldstone-Bosonen, die wegen ihrer verschwindenden Masse auf dem Gitter f�ur gro�e "�nite-size\-E�ekte sorgen. Sie machen die sp�ater einzuf�uhrenden Eichfelder massiv. Fernersind beide Symmetrien chiral, eine Eigenschaft, die eine Formulierung auf dem Git-ter besonders erschwert.Ein wesentliches Merkmal des Standardmodells jedoch geht aufgrund der Pseudorea-lit�at der SU(2) bei dieser Vereinfachung verloren: die Existenz von Anomalien. Diesist bei Verwendung einer noch weiter reduzierten Symmetrie, der U(1)R 
 U(1)L-Gruppe, nicht der Fall. Auch ein solches Modell weist die obengenannten Problemeauf. Hinsichtlich des Aspektes der Anomalien kommt es der Symmetrie des Stan-dardmodells aber noch n�aher. Zudem l�a�t es sich aufgrund der, verglichen mit derSU(2)-Version, kleineren Zahl von Freiheitsgraden bei gegebener Rechenzeit ausf�uhr-licher untersuchen.Selbst dann ist das Modell f�ur eine eingehende numerische Untersuchung jedochnoch zu umfangreich. Aus diesem Grund werden zus�atzlich die Farbfreiheitsgradedes Quarkdubletts vernachl�assigt. Die Einschr�ankung auf ein Dublett, generell dieBeschreibung einer ungeraden Anzahl von Dubletts, bedeutet allerdings im Hinblickauf die m�oglichen Untersuchungsmethoden keineswegs eine Vereinfachung, sondernist i.a. mit zus�atzlichen Schwierigkeiten verbunden, die bisher dazu f�uhrten, da�vornehmlich Modelle mit zwei Fermiondubletts studiert wurden.1.2 Erzwungene FermionverdoppelungenNeben der Renormierbarkeit ist die Anomaliefreiheit der Str�ome, die an Eichfelderkoppeln, eine zentrale Forderung, die an eine Quantenfeldtheorie zu stellen ist, dadiese es andernfalls nicht erlaubt, allen physikalischen Gr�o�en endliche Werte bei-zumessen.In der St�orungsrechnung versteht man unter einer Anomalie einen divergenten Gra-phen, der sich nicht renormieren l�a�t, ohne die Symmetrie des Modells zu verletzen,d.h. Counterterme in der Wirkung verursacht, die deren urspr�ungliche Symmetriebrechen. Eine �Ubertragung der Symmetrie der klassischen Wirkung auf die Bezie-hungen zwischen den quantenmechanischen Greenfunktionen, die Wardidentit�aten,wird daher verhindert und die Erhaltung bestimmter Str�ome verletzt. Da in einerSt�orungsrechnung die Divergenzen der Theorie zun�achst durch eine Regularisierungbeseitigt werden, kann man verallgemeinernd sagen, da� Anomalien dort auftreten,wo sich kein Regulator �ndet, der die Symmetrie des betrachteten Modells erh�alt. Indiesem Sinne lassen sich Anomalien auch au�erhalb der St�orungsrechnung erkl�aren.Sinnvolle Theorien sind beim Auftreten von Anomalien demnach nur de�nierbar,wenn letztere sich gegenseitig aufheben. Eine Anomalie diesen Typs ist die axialeAnomalie des Standardmodells [15]. Bedingung f�ur die gegenseitige Kompensationaller Anomalien im Standardmodell ist das Verschwinden der Ladungssumme �uberdie acht Teilchen einer Generation. In diesem Falle kompensieren die von den Lep-tonen verursachten Anomalien diejenigen der Quarks [16].Die M�oglichkeit einer Gitterregularisierung, welche die Symmetrie der Wirkung f�uralle Werte der Gitterkonstanten, also auch im Kontinuumslimes, erh�alt, steht zuObigem nur scheinbar im Widerspruch. Denn auch auf dem Gitter l�a�t sich eine vor-gegebene, chiral invariante Theorie unter Wahrung der Symmetrie bei gleichzeitiger8



Entfernung der Anomalien nicht formulieren. Da aber die Anomalien verschwindenm�ussen, ist es entweder die Symmetrie oder die Form der Theorie selbst, die manauf dem Gitter aufzugeben gezwungen ist:1. �Ubertr�agt man die Wirkung einer Theorie mit chiraler Anomalie naiv, d.h. oh-ne Symmetrieverlust, auf das Gitter, so entstehen durch "Verdopplung\ in vierDimensionen 15 zus�atzliche Fermionen. Dies ist Inhalt des Nielsen-Ninomiya-Theorems [17], welches besagt, da� unter sehr allgemeinen und w�unschens-werten Voraussetzungen das Fermionspektrum auf dem Gitter aus Fermion-Spiegelfermion-Paaren besteht. Es handelt sich dabei um links- und rechtsh�an-dige Teilchen, welche unter derselben Darstellung der Symmetriegruppe trans-formieren, so da� die Theorie dort automatisch denselben rechts- wie linksh�an-digen Inhalt hat und deshalb nicht chiral, sondern vektoriell ist. Jedes dieserTeilchen tr�agt zur Anomalie bei, und zwar je nach seiner H�andigkeit mit ver-schiedenem Vorzeichen, so da� sich die Beitr�age zur Anomalie insgesamt kom-pensieren. Ein derartiges Vorgehen ver�andert also die urspr�ungliche Form derTheorie, die nun sechzehn Fermionen anstelle eines einzelnen beschreibt.Eine genauere Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Fermionverdopp-lung und chiraler Anomalie �ndet sich in [18].2. Das Nielsen-Ninomiya-Theorem macht allerdings keine Aussage �uber dieKopplung der Fermionen bzw. Spiegelfermionen. Daher besteht die M�oglich-keit, die �uberz�ahligen Teilchen aus dem Spektrum zu entfernen. Versucht mandies mit Hilfe eines naiven Wilsonterms, der die Massen der Doppler propor-tional zum Cuto� macht, ist zwar die Form der Theorie gewahrt, da man danni.a. nur ein Fermion beschreibt, aber die chirale Symmetrie der Wirkung durchden Wilsonterm gebrochen.Aufbauend auf dieser Erkenntnis wurden im wesentlichen zwei Wege eingeschlagen,die beide durch Einf�uhrung eines chiral invarianten Wilsonterms das beschriebeneProblem zu umgehen versuchen. Der erste Vorschlag geht zur�uck auf Smit [19] undSwift [20]. Sie regten an, die chirale Invarianz des naiven Wilsonterms zu erzwin-gen, indem man an den daf�ur erforderlichen Stellen ein Skalarfeld mit geeignetenTransformationseigenschaften einf�uhrt. Untersuchungen in diesem Modell ergaben,da� es bei geeigneter Wahl der dadurch eingef�uhrten Wilson-Yukawa-Kopplung zwargelang, die unerw�unschten Doppler schwer zu machen, gleichzeitig aber das verblei-bende Fermion im Kontinuumslimes nicht mehr zu wechselwirken schien [21]. EineBeschreibung des Higgs-Yukawa-Sektors mit Hilfe der Wilson-Yukawa-Kopplung istdaher nicht zu erwarten.Ein zweiter Versuch besteht in der expliziten Einf�uhrung von Spiegelfermionen[22]. Er beruhte auf der Feststellung, da� Spiegelfermionen nicht nur �uber die aufAnomalie basierende Fermionverdopplung ins Spiel kommen, sondern unter be-stimmten Voraussetzungen auch dynamisch als Bindungszust�ande erzeugt werdenk�onnen [23], d.h. eine Entkopplung der Doppler mit Hilfe des naiven Wilsontermsgel�ange in diesen F�allen nur zum Teil, da ein Spiegelfermion im Spektrum verbleibt.Sind Spiegelfermionen aber in der Theorie ohnehin vorhanden, scheint es besser zusein, sie explizit als elementare Felder in die Wirkung einzuf�uhren. �Uber die eigenenKopplungen sollte sich ihr Verhalten dann direkter und damit leichter kontrollierenlassen.Die Entkopplung der nun 30 Doppler im Sinne Wilson's entpuppte sich als pro-blemlos. F�ur die Entfernung des danach noch verbleibenden Spiegelfermions ausdem Spektrum gibt es, nach Einstellen des Mischungswinkels zwischen Fermion und9



Spiegelfermion auf Null durch geeignete Wahl einiger Parameterwerte, im Prinzipzwei Szenarien:1. Eine M�oglichkeit basiert darauf, das Spiegelfermion wie die Doppler schwerzu machen. Dazu mu� die renormierte Yukawakopplung des Spiegelfermionshinreichend gro� werden k�onnen. Dem sind in einer trivialen Theorie allerdingsGrenzen gesetzt, so da� dort die Spiegelfermionen als neue Physik bei h�oherenEnergien im Spektrum verbleiben w�urden.2. Ein anderes Verfahren beruht auf der Golterman-Petcher-Shiftsymmetrie [24]und besteht darin, Masse und Kopplung des Spiegelfermions zum Verschwin-den zu bringen und es damit g�anzlich aus dem Spektrum zu entfernen. Auf-grund der Golterman-Petcher-Shiftsymmetrie l�a�t sich ein so gearteter Fall�uber die nackten Parameter der Theorie sehr leicht einstellen. Dieser Vor-schlag wird u.a. auch in der vorliegenden Arbeit aufgegri�en. Der Nachteileiner solchen Vorgehensweise liegt in der Brechung der Golterman-Petcher-Shiftsymmetrie durch die Eichfelder, so da� der Anwendungsbereich auf eich-feldfreie Modelle beschr�ankt ist.Neben der �uber die chirale Anomalie physikalisch motivierten Verdopplung der Fer-mionen trat in den bisherigen Arbeiten dieses Projektes immer auch eine Verdopp-lung rein technischen Ursprungs auf: In Monte Carlo-Simulationen von Theorien mitFermionen werden deren Grassmannintegrale aufgrund des andernfalls auftretendenMinuszeichenproblems [25] in der Regel explizit ausgef�uhrt. Bei Verwendung desHybrid-Monte Carlo-Algorithmus (HMCA) wird die daraus resultierende Fermion-determinante detQ dann mit Hilfe sogenannter Pseudofermionen als Integral �uberkommutierende Felder ber�ucksichtigt. Die letztgenannte Vorgehensweise f�uhrt nurdann zum Ziel, wenn die Realteile aller Eigenwerte der Fermionmatrix Q positiv sind.Da es im allgemeinen Fall daf�ur keinen Grund gibt, betrachtet man anstelle von Qdie selbstadjungierte Matrix Q+Q, deren positive De�nitheit sichergestellt ist. Diesentspricht einer Verdopplung der Fermionzahl, bei der die "technischen\ Dopplerim Vergleich zu den urspr�unglichen Teilchen entgegengesetzte Chiralit�at aufweisen.Auch im Falle einer gelungenen Entkopplung des Spiegelfermions verbleibt man des-halb mit einem Teilchenpaar aus einem Fermion und dessen "technischem\ Doppler.Eine M�oglichkeit, den Fermioninhalt der Theorie ohne technische Verdopplung zuber�ucksichtigen, besteht darin, die Fermiondeterminante als einen hochgradig nicht-lokalen Anteil der e�ektiven Wirkung aufzufassen. F�ur die numerische Simulationwird sie damit zu einem Teil des Integrationsma�es. Voraussetzung f�ur eine Statistikmit akzeptablen Fehlern ist daher eine nicht zu gro�e Fluktuation der Determinantein der komplexen Ebene.Die Untersuchungen im Rahmen des Projektes mit Spiegelfermionen f�ur den Falleiner geraden Anzahl von Dubletts sind im wesentlichen abgeschlossen [22, 26, 27,28, 29, 30, 31, 32, 33]. Es zeigte sich, da� man den Higgs-Yukawa-Sektor mit Hilfeder Spiegelfermionen auf dem Gitter studieren kann, da sie und die Doppler ent-koppeln. Dies gelang allerdings nur im oben angegebenen zweiten Fall und ist dahernicht auf Theorien mit Eichfeldern zu verallgemeinern. Die numerischen Resultatesind konsistent mit denen der St�orungsrechnung erster Ordnung und deuten somitauf eine triviale Theorie auch unter Einschlu� schwerer Fermionen hin.Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine �ahnliche Untersuchung f�ur den Fall einerungeraden Zahl von Fermionen (hier ein Fermion im U(1)-symmetrischen Modell)vorzubereiten und, soweit es die verf�ugbare Rechenzeit zul�a�t, durchzuf�uhren. Im10



Rahmen dieser Studien soll ein Monte Carlo-Verfahren auf seine Anwendbarkeit hin-sichtlich der Betrachtung physikalisch interessanter Fragestellungen gepr�uft werden.Begleitend dazu werden analytische Untersuchungen angestellt. Sie sollen u.a. dienumerischen Arbeiten erleichtern und deren Resultate kontrollieren helfen.1.3 Bemerkungen zur Methodik, �UberblickMi�t man den Wert einer Theorie an ihrem Bezug zur Realit�at, so sind vor allem ihreexperimentell zug�anglichen Vorhersagen von Bedeutung. In einer Quantenfeldtheoriesind dies die Erwartungswerte. Sie haben im euklidischen Pfadintegralformalismusdie allgemeine Form:< 
 >= 1Z Z D�e�S(�)
(�) ; mit Z = Z D�e�S(�) : (1)S ist eine von der Feldkon�guration � abh�angige Wirkung, welche die Theorie cha-rakterisiert. Nur in Ausnahmef�allen ist die vollst�andige analytische Berechnung ei-nes solchen unendlichdimensionalen Integrals durchf�uhrbar. Erlaubt die Problem-stellung zudem nur eine nichtperturbative Behandlung, so stellt der �Ubergang vomKontinuum auf ein Raum-Zeit-Gitter ein geeignetes Mittel dar, die Integrale so-wohl endlichdimensional als auch konvergent zu machen. Der in diesen F�allen sp�aterwieder auszuf�uhrende Kontinuumslimes bildet dann ein weiteres Problem, dem hierallerdings geringere Bedeutung beigemessen wird. Es geht vielmehr zun�achst dar-um, Schwierigkeiten zu bew�altigen, die bei Untersuchungen auf dem Gitter selbstauftreten. Dort ist der Erwartungswert jetzt durch ein N -dimensionales Integralgegeben:< 
 >= 1Z  NYx=1 Z d�x! e�S(�x)
(�x) mit Z =  NYx=1 Z d�x! e�S(�x) ; (2)f�ur dessen Bestimmung sich zwei grundverschiedene M�oglichkeiten anbieten. Zumeinen besteht die Option einer analytischen Rechnung. Dazu ist in der Regel eineEntwicklung oder andersartige N�aherung der Exponentialfunktion erforderlich; Bei-spiele daf�ur sind etwa die "mean-�eld\-Approximation sowie die Hoch- und Tieftem-peraturentwicklung. All diesen Methoden ist gemein, da� sie die zugrundeliegendePhysik nur in Grenzf�allen sehr kleiner oder gro�er Parameterwerte gut beschreiben.Interessiert man sich f�ur den Zwischenbereich, ist man gezwungen, auf numerischeVerfahren zur Berechnung solcher Integrale auszuweichen. Da es sich auch nach derGitterregularisierung noch um hochdimensionale Integrale handelt, verwendet mandazu Monte Carlo-Methoden.Diesem allgemeinen Schema ordnet sich auch die vorliegende Arbeit unter:Im zweiten Kapitel wird mit Hilfe der "mean-�eld\-Approximation der Phasenraumdes Higgs-Yukawa-Modells mit expliziten Spiegelfermionen f�ur die U(1)L 
 U(1)R-und die SU(2)L 
 SU(2)R-Symmetrie untersucht.Die Festlegung der Phasengrenzen dient dazu, den in numerischen Simulationenf�ur einen sp�ateren Kontinuumslimes relevanten Bereich abzusch�atzen und soll daheru.a. die numerischen Rechnungen f�ur eine ungerade Zahl von Fermionen vorbereiten.Die Qualit�at der "mean-�eld\-Resultate wird durch einen Vergleich mit numerischenErgebnissen fr�uherer Rechnungen im Falle einer geraden Zahl von Fermionen �uber-pr�uft. Zus�atzlich werden einige fermionische Me�gr�o�en berechnet.Das dritte Kapitel betrachtet den im Higgs-Yukawa-Modell mit U(1)-Symmetrie11



bei Berechnung von Erwartungswerten als Fermiondeterminante auftretenden fer-mionischen Anteil des Integralma�es. Die Resultate zeigen, da� er im wesentlichenreell ist und erlauben daher im Rahmen von Monte Carlo-Rechnungen eine einfacheSimulation dieses Anteils, die auch die Beschreibung einer ungeraden Anzahl vonFermionen auf dem Gitter zul�a�t.Die Untersuchung einer daf�ur geeigneten Methode, des Hybrid-Classical-Langevin-Algorithmus (HCLA) und ein Vergleich mit dem bisher genutzten Hybrid-MonteCarlo-Verfahren �ndet sich in Kapitel 4. Unter Verwendung des Hybrid-Classical-Langevin-Algorithmus werden dort die in der "mean-�eld\-Approximation zu er-kennenden Verschiebungen der Phasengrenzen beim �Ubergang von zwei zu einemFermiondublett numerisch nachvollzogen. F�ur den Fall der Golterman-Petcher-Shiftsymmetrie wird ferner die Verwendbarkeit des Hybrid-Classical-Langevin-Algorithmus zur Bestimmung von Grenzen des erlaubten Parameterbereichs derrenormierten Higgsselbstkopplung in Abh�angigkeit von der renormierten Yukawa-kopplung des Fermions untersucht.In beiden Monte Carlo-Algorithmen bilden Matrixinversionen hinsichtlich des Ver-brauchs an Computerzeit { �uber 90 Prozent der Rechenleistung m�ussen darauf ver-wendet werden { den bei weitem bedeutendsten Anteil. Bei den sehr rechenzeitin-tensiven Untersuchungen, die f�ur die Bestimmung physikalisch relevanter Gr�o�enerforderlich sind, ist daher ein f�ur den speziellen Fall (Parametersatz der Theorie)optimiertes Inversionsverfahren von gro�er Bedeutung. Umfangreiche Untersuchun-gen dazu �nden sich in Kapitel 5.Im letzten Kapitel sind die aktuellsten numerischen Ergebnisse des Higgs-Yukawa-Projektes kurz zusammengefa�t. Sie betre�en u.a. einige bereits in Kapitel 4 ange-deutete Fragestellungen. Die zu ihrer Erstellung verwendeten Computerprogrammest�utzen sich hinsichtlich der Matrixinversion auf die in Kapitel 5 dokumentiertenErfahrungen.
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2 Die "mean-�eld\-Approximation im Higgs-Yukawa-Modell mit Spiegelfermionen2.1 Das Higgs-Yukawa-ModellAbgesehen vom f�unften Kapitel �uber Programmoptimierungen wurde in dieser Ar-beit zun�achst immer das Higgs-Yukawa-Modell mit U(1)R 
 U(1)L-Symmetrie be-trachtet, da es das einfachste derartiger Modelle mit Spiegelfermionen darstellt. Eine�Ubertragung der angewandten Techniken auf das SU(2)R
SU(2)L-Modell bereitetedann keine prinzipiellen Schwierigkeiten mehr. Aus diesem Grunde sollen nun diewesentlichen De�nitionen f�ur den U(1)-Fall erl�autert werden (vgl. [28]).Die Forderung nach chiraler U(1)R 
 U(1)L-Symmetrie bedeutet Einschr�ankungenf�ur die Wirkung, die das Modell beschreiben soll. So darf sie z.B. keinen diagonalen,d.h. in den einzelnen Feldern bilinearen, Massenterm f�ur die Fermionen enthalten,da dieser die chirale Symmetrie explizit bricht.M�ogliche Terme der Wirkung ergeben sich aus den Transformationseigenschaften der(Spiegel)Fermionen. Bezeichnet man diese im folgenden mit (�) und schreibt dieTransformationen aus U(1)L=R als e�i�L=R , so resultiert f�ur die (Spiegel)Fermionendas Transformationsverhalten L;R ! e�i�L;R L;R ; �L;R ! e�i�R;L�L;R : (3)Damit ist klar, wie sich auf dem Gitter ein Wilsonterm zur Entfernung von Fermion-dopplern aus dem physikalischen Spektrum in chiral invarianter Weise einf�uhren l�a�t.Die Beziehungen in (3) erlauben neben den �ublichen Termen einer chiral invariantenHiggs-Yukawa-Wirkung f�ur  und � die De�nition eines bilinearen, fermionischenMischtermes. Spaltet man die Wirkung in einen rein fermionischen, einen bosoni-schen und einen Yukawaanteil auf, Sc = ScF +ScB +ScY , so lautet sie im euklidischenKontinuum:ScF = Z d4x� � 0(x) 6@ 0(x) + ��0(x) 6@�0(x) + �0h��0(x) 0(x) + � 0(x)�0(x)i�ScB = Z d4x��@��0(x)�+�@��0(x)�+m20 �+0 (x)�0(x) + �06 ��+0 (x)�0(x)�2�ScY = Z d4x�G0 � 0(x)h�01(x)� i
5�02(x)i 0(x) +G0���0(x)h�01(x) + i
5�02(x)i�0(x)� (4)mit �0 = 1p2(�01 + i�02).ScF enth�alt neben dem Mischterm mit der Mischmasse �0 die rein kinetischen Ter-me f�ur  0 und �0. Der skalare Anteil ScB ist der f�ur ein geladenes, d.h. komplexes,Higgsfeld �0 mit U(1)-Symmetrie �ubliche. Er umfa�t den kinetischen Term, denMassenterm (/ m20) sowie die Selbstwechselwirkung (/ �0). Der Yukawabeitrag ScYsorgt schlie�lich f�ur die Kopplung des Higgsfeld an die Fermionen, so da� letztere inder spontan gebrochenen Phase auch f�ur �0 = 0 massiv werden. Ihre Massen sinddann proportional zu den jeweiligen Kopplungsst�arken.Durch ScY ist auch das Transformationsverhalten des Skalarfeldes unter der U(1)L
U(1)R-Gruppe festgelegt, denn die gesamteWirkung ist nur invariant, falls bei Trans-formation der folgende Zusammenhang besteht:�0 ! e�i(�L��R)�0 : (5)13



Vor �Ubertragung dieser Wirkung auf das Gitter ist es �ublich, die Felder und Kopp-lungen zu reskalieren. Mit 0 � q2K  ; �0 � q2K�� ; �0 � p�� (6)und �0 � � �p4K K� ; G0 � G 2K p2� ; G0� � G�2K�p2� (7)sowie m20 � ��� � 8 ; �0 � 6��2 (8)lauten die entsprechenden Ausdr�ucke der Gitterwirkung einschlie�lich des Wilson-termes (/ Kr) f�ur den fermionischen Teil:SF = Xx �� �[(��x x) + ( � x�x)]�X� [K ( � x+�̂
� x) +K�(��x+�̂
��x)]� X� Kr[(��x+�̂ x)� (��x x) + ( � x+�̂�x)� ( � x�x)]� ; (9)f�ur den bosonischen Beitrag:SB =Xx ����+x �x + �(�+x �x)2 � �Xx;� �+x+�̂�x� (10)und f�ur den Yukawaanteil:SY =Xx �G [ � x(Re(�x)� i
5Im(�x)) x]+G�[��x(Re(�x)+ i
5Im(�x))�x]� : (11)Dabei l�auft � �uber die 2d Richtungen der n�achsten Nachbarn eines Punktes im d-dimensionalen hyperkubischen Gitter, und x steht f�ur die Gitterpunkte.Zu kl�aren ist noch die Form der euklidischen 
-Matrizen. In der oben verwendetenchiralen Basis haben sie die Gestalt:
� =  0 ����� 0 ! ; 
5 =  1I 00 �1I ! (12)mit �� = ���� = �i�� f�ur � = 1; 2; 3 und �4 = ��4 = 1I; f�ur negative Indices gilt�� = ����.Durch die Wahl einer f�ur numerische Zwecke geeigneten Normierung der Felder,erh�alt man zwischen den Parametern der Wirkung folgende Relationen:�� = 1� 2�; K = K� � K; Kr � rK; �� � � � + 8rK = 1 : (13)(Bei analytischen Untersuchungen, insbesondere in der St�orungsrechnung, erweisensich andere Beziehungen als geeigneter.) Setzt man den Wilsonparameter r = 1 {f�ur diesen Fall ist die Osterwalder-Schrader-Positivit�at bewiesen [29] {, verbleibenalso f�unf freie Parameter: die Hoppingparameter �;K, die Higgsselbstkopplung �und die Yukawakopplungen G ; G�.Eine Zusammenfassung von Fermion und Spiegelfermion in 	y = ( y; �y) verleihtder Wirkung nunmehr nachstehende Form:S =Xx h�+x �x + �(�+x �x � 1)2 � �X� �+x+�̂�xi+Xxy �	yQ(�)yx	x : (14)14



Die hier verwendete Fermionmatrix Q(�)yx ist in chiraler Darstellung und 2 
 2-Blocknotation gegeben durchQ(�)yx = �yx0BBB@ G �+x 0 �� 00 G �x 0 ���� 0 G��x 00 �� 0 G��+x 1CCCA�KX� �y;x+�̂ 0BBB@ 0 �� r 0��� 0 0 rr 0 0 ��0 r ��� 0 1CCCA : (15)Eine andere Darstellung, die in analytischen Rechnungen wie der HPE Verwendung�ndet, ist die A-B-Formulierung:Nach De�nition der chiralen Projektoren PL � 12(1 + 
5); PR � 12(1� 
5), folgt sieaus der chiralen Darstellung durch Transformation mitU =  PL PRPR PL ! :Mit ( A;  B)T � U( ; �)T ergibt sich also A �  L + �R ;  B �  R + �L : (16)In dieser Darstellung wird die Fermionmatrix bei verschwindender Yukawakopplungblockdiagonal bzgl. der  A;  B-Felder, und in 4
4-Blocknotation bekommt man f�ur�� = 1 die Relation:�Q(�)yx � �U+Q(�)yxU=  �yx �KP� �y;x+�̂(
� + r) �yx�x(G� � 
5G�)�yx�+x (G� + 
5G�) �yx �KP� �y;x+�̂(
� + r) ! : (17)Die darin auftretenden, neuen Kopplungskonstanten sind de�niert als:G� � 12(G + G�) ; G� � 12(G � G�) : (18)Im nun folgenden Abschnitt soll das Phasendiagramm dieses Modells mit Hilfe derMFA und der HPE n�aherungsweise bestimmt werden. Ein Vergleich mit den durchMC-Rechnungen gewonnenen Daten schlie�t sich an.
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2.2 Die MFA als VariationsprinzipIm zun�achst betrachteten Fall unendlicher Higgskopplung sind die Felder geradeso normiert, da� dies ein Einfrieren des Skalarfeldes auf die L�ange Eins bedeutet.Man spricht dann in der reinen �4-Theorie vom Isinglimes. Der bosonische Teil derWirkung besteht in diesem Fall nur noch aus dem bilinearen HoppingtermS1B = ��Xx;� �+x+��x : (19)Schreibt man dementsprechend das Skalarfeld als �x = ei�x , so ergibt sich f�ur dieZustandssumme die folgende Formulierung:Z =  Yx 12� Z 2�0 d�x! Yy Z d yd � y! e�S �  Yx Z d�x! Yy Z d yd � y! e�S :(20)F�ur ihre Berechnung mit Hilfe der MFA gibt es im wesentlichen zwei M�oglichkeiten.Der eine Weg wird z.B. in [35] beschritten. Dort wird zun�achst der skalare Teil desIntegrals exakt ausgef�uhrt und daraufhin das verbleibende fermionische Integral mitMF-Methoden gel�ost. Dies hat den Vorteil, da� eine Entwicklung der Fermiondeter-minante vermieden werden kann. Die expliziten Spiegelfermionen unseres Modellslassen allerdings einen zweiten Weg praktikabler erscheinen, da sie das Aufstellenund L�osen der Konsistenzbedingungen, wie sie im ersten Fall auftreten, erschweren.Zudem ist eine exakte Integration des Skalarintegrals dort ohnehin nur in � = 0m�oglich; bei nichtverschwindendem � mu� auch f�ur das Skalarfeld eine MFA ge-macht werden. In unserem Fall verschwindet der skalare Hoppingparameter jedochnicht. Dieser Sachverhalt legt es nahe, der u.a. in [36, 37] eingeschlagenen Richtungzu folgen und zun�achst �uber die fermionischen Freiheitsgrade zu integrieren. Darausresultiert die Beziehung: Z =  Yx Z d�x! e�S1B +ln det �Q : (21)Betrachtet man die MFA im Sinne eines Variationsprinzips, ist das weitere Vorge-hen klar. Der erste Schritt besteht in der Einf�uhrung eines leichter handhabbaren,normierten Ma�es, und zwar1ZH exp 12(HXx �+x +H+Xx �x)! : (22)Der Ausdruck f�ur ZH l�a�t sich dabei exakt angeben. Bezeichnet I0 die modi�zierteBesselfunktion nullter Ordnung, so lautet erZH �  Yx Z d�x! exp 12(HXx �+x +H+Xx �x)! = I0(jH j)N : (23)Damit ergibt sich die exakte Beziehung:Z = I0(jH j)N < exp �S1B + ln det �Q� 12(HXx �+x +H+Xx �x)! >H : (24)Der Index H deutet an, da� der Erwartungswert bzgl. des Ma�es (22) gemeint ist.Mit Hilfe der Peierlsungleichung < eA >� e<A> folgt daraus die Zustandssummeder MFA:ZMFA � I0(jH j)N exp < �S1B + ln det �Q� 12(HXx �+x +H+Xx �x) >H! � Z :(25)16



Den zweiten Schritt bildet nun die Variation des freien Parameters H. Er steht f�urdas mittlere Feld, welches das Skalarfeld an einem beliebigen Gitterpunkt sp�urt. WieGleichung (25) zu entnehmen ist, mu� er so gew�ahlt werden, da� ZMFA maximiertwird und dadurch der echten Zustandssumme so nah wie m�oglich kommt. Dies stelltdie Konsistenzbedingung an H dar.Bevor auf weitere Details eingegangen wird, sollen einige qualitative Aussagen �uberdie Phasenstruktur gemacht werden, die sich bereits anhand der Gestalt der Wirkungtre�en lassen. Der skalare Anteil sorgt in der Zustandssumme f�ur einen Ma�faktorexp(�Px;� �+x+��x). Demnach werden Kon�gurationen bevorzugt, in denen benach-barte Feldwerte f�ur positives � parallel und f�ur negatives � antiparallel ausgerichtetsind. Da in einem statistischen System, wie es hier vorliegt, der Energieminimierungdurch geeignete Ausrichtung der Felder die Maximierung der Entropie entgegen-wirkt, wird sich f�ur hinreichend kleine �-Werte eine ungeordnete Phase einstellen.Damit ergeben sich f�ur das reine Higgsfeld drei Phasen,1. die ferromagnetische Phase (FM) f�ur gen�ugend gro�e, positive �mit < � >6= 0,2. die paramagnetische Phase (PM) f�ur hinreichend kleine j�j mit < � >=<�st >= 0, wenn �stx durch (�1)Pd�=1 x��x gegeben ist3. und f�ur ausreichend negative � die antiferromagnetische Phase (AFM) mit< �st >6= 0.Sind die Phasengrenzen zwischen FM- und PM-Phase auf der einen sowie PM- undAFM-Phase auf der anderen Seite, bedingt durch das Auftreten von fermionischenOrdnungsmechanismen, unterschiedlich gekr�ummt, besteht die M�oglichkeit, da� siesich schneiden. Das Gebiet, welches dann von unten durch den FM-PM-�Ubergangund von oben durch den PM-AFM-�Ubergang begrenzt wird, bezeichnet man alsferrimagnetische Phase (FI). Dort sind < � > und < �st > von Null verschieden.Nun zur�uck zur Untersuchung der Phasenstruktur mit Hilfe der MFA. Eine Gr�o�e,die sich dazu besser eignet als die Zustandssumme selbst, ist die freie Energie. Inder MFA lautet sie:WMFA(H) = � 1N lnZMFA= � ln I0(jH j) + 1N < S1B >H � 1N < ln det �Q >H+ 1N 12  HXx < �+x >H +H+Xx < �x >H! : (26)Die Maximierung von ZMFA entspricht demnach der Minimierung der freien Energie.Die Berechnung der Felderwartungswerte bzgl. ZH erfolgt nicht explizit als Integra-tion, sondern geschieht durch die entsprechende Di�erentiation von ZH = (I0(jH j)Nnach H . Da ZH im Bezug auf die Gitterpl�atze faktorisiert, ist dabei eine weitereVereinfachung m�oglich. Details dazu �nden sich im Anhang A. Aufgrund der fehlen-den Korrelationen im MF-Ansatz ergeben sich auf einfache Weise die Beziehung <�+x �y >H=< �+x >H< �y >H f�ur x 6= y sowie die Relation < �x >H= 12H+O(H3),welche die Bezeichnung vonH als mittlerem Feld rechtfertigt. Ihre Verwendung f�uhrtbis zur zweiten Ordnung in jH j auf den nachstehenden Ausdruck:WMFA(H) = � ln I0(jH j)� 12�djH j2 � 1N < ln det �Q >H +12 jH j2 +O(jH j3) : (27)17



In der symmetrischen Phase dieses Modells verschwindet mit dem Erwartungswertdes Skalarfeldes auch der Parameter H. Diese Phase bleibt daher beim Durchlaufendes Phasenraumes solange stabil, wie die freie Energie durch H = 0 minimiertwird. Ein Extremum hat WMFA dort in jedem Fall, denn der nichtfermionischeTeil bildet eine Funktion von jH j. Dasselbe gilt auch f�ur den fermionischen Teil< ln det �Q >H , der als Erwartungswert dieselben Invarianzeigenschaften besitzenmu� wie das Ma� (22), mit dem er gebildet wird. Dieses ist invariant unter gleich-zeitiger, identischer U(1)-Transformation von H und �. Da aber der Erwartungswertdes Logarithmus nicht mehr von � abh�angt, ist er folglich invariant unter beliebigenU(1)-Transformationen von H , kann also nur eine Funktion von jH j sein.Die Bedingung f�ur das Minimum in H = 0 und damit die Existenz der symmetri-schen Phase lautet daher: @2WMFA@jH j2 jH=0 > 0 : (28)In diesem Fall hat man sich WMFA als rotationssymmetrische Funktion von H miteiner Mulde in H = 0 vorzustellen. Um mit Hilfe dieser Beziehung die Phasenstruk-tur untersuchen zu k�onnen, mu� die freie Energie in der Ordnung jH j2 bekannt sein.W�ahrend die Relation ln I0(jH j) = 14 jH j2 + O(jH j4) leicht einzusehen ist, gestaltetsich die Berechnung von < ln det �Q >H in zweiter Ordnung von jH j zum eigentlichenProblem dieses Abschnitts. Eine explizite Berechnung ist wegen der Nichtlokalit�atdieses Ausdrucks unm�oglich. Aus diesem Grunde macht man eine HPE nach demfermionischen HoppingparameterK bzw. dessen InversemK�1. (Als eigentliche Ent-wicklungsparameter werden sich in d Dimensionen Gr�o�en proportional zu K2d bzw.(K2d)�1 herausstellen.)Bereits an dieser Stelle sei erw�ahnt, da� es aufgrund der komplizierten Struktur desfermionischen Anteils ln det �Q allerdings nicht, wie in einfacheren Spinmodellen,m�oglich sein wird, f�ur jede Ordnung einer Entwicklung, in diesem Falle nach K bzw.K�1, den in d f�uhrenden Term zu bestimmen. Daher wird in der vorliegenden Arbeitdie Entwicklung in beiden F�allen nur bis zur sechsten Ordnung durchgef�uhrt. F�urdie inverse HPE gelingt aber selbst dies nicht in konsistenter Weise.2.3 Die Entwicklungen von < ln det �Q >H2.3.1 Die Hoppingparameterentwicklung f�ur � =1Um Schreibarbeit zu sparen, werden folgende Abk�urzungen eingef�uhrt:�Q(�)yx =Mx +Gx �K �Hyx : (29)Dabei sind die einzelnen Gr�o�en in 4
 4-Blocknotation durch die GleichungenMx �  �� 00 �� ! �yx ;Gx �  0 (G� � 
5G�)�x(G� + 
5G�)�+x 0 ! �yx ;�Hyx � X�  
� + r 00 
� + r ! �y;x+�̂ (30)de�niert. Auf Basis dieser Abk�urzungen schreibt sich der fermionische Teil der freienEnergie als: < ln det �Q >H = Xx < ln det(Mx + Gx) >H18



� 1Xi=1 1i < Tr(K(M + G)�1 �H)i >H : (31)Tr steht hier f�ur die Spur �uber alle Freiheitsgrade einschlie�lich der Ortskoordinaten.Mit Hilfe der Beziehungen det(Mx + Gx) = (��2 � (G2� � G2�))4 und (M + G)�1 =M�G��2�(G2��G2� ) erh�alt man nach Ausf�uhrung der Spur �uber die Ortskoordinaten denAusdruck< ln det �Q >H = 4N ln[��2 � (G2� � G2�)]� 1Xi=1 12i  K��2 � (G2� � G2�)!2i �� Xx1���x2i < tr((Mx1 �Gx1) �Hx1x2 � � �(Mx2i �Gx2i) �Hx2ix1) >H ;(32)wobei tr die Spur �uber die verbleibenden Freiheitsgrade bezeichnet. Im U(1)-Modellsind dies Spin-, Chiralit�ats- und Fermion-Spiegelfermion-Freiheitsgrade.Der obige Ausdruck eignet sich f�ur eine graphische Darstellung, welche die "Buch-f�uhrung\ erleichtert: Symbolisieren die xi Punkte auf einem d-dimensionalen Gitter,so l�a�t sich �Hx;x+�̂ durch ein von x in Richtung �̂ zeigendes link darstellen. Ohne dieFaktoren (Mx � Gx) kann man daher die Spur in (32) durch geschlossene Graphen(von x1 nach x1) der L�ange 2i veranschaulichen. In (32) wurde demnach bereitsausgenutzt, da� geschlossene Wege auf dem Gitter (Spur �uber die Ortskoordinaten)nur mit einer geraden Anzahl von Schritten zur�uckzulegen sind. Das Auftreten einesG-Faktors Gx l�a�t sich z.B. durch einen Punkt in x ber�ucksichtigen (sp�ater ist eineweitere Di�erenzierung g�unstig (Anhang C)). An den Stellen des Graphen, an denendieser Punkt fehlt, tritt dann ein Mx auf. Ein einfaches Beispiel ist der folgendeGraph: rrre : (33)Er entspricht dem Ausdruck:tr(Mx1Hx1x2Mx2Hx2x3Gx3Hx3x4Gx4Hx4x5Mx5Hx5x6Gx6Hx6x3Gx3Hx3x8Mx8Hx8x1).Das Auftreten zweier G-Faktoren in x3 wird durch einen zus�atzlichen Kreis ange-deutet.F�ur die Berechnung der Summe �uber die Ortskoordinaten in (32) lassen sich einigeallgemeine Ausagen tre�en, die zu den folgenden Regeln f�uhren:1. Gx ist blocko�diagonal, w�ahrend Mx und �Hxz blockdiagonal sind. Beim Aus-multiplizieren der Spur tragen daher nur Ausdr�ucke mit einer geraden Anzahlvon G-Faktoren bei.2. Das Skalarfeld �x ist nur in Gx enthalten. Da im U(1)-Modell die Beziehung< (�x)n >H= O(Hn) besteht (siehe Anhang A), bedeutet das zum einen, da�< ln det �Q >H eine gerade Funktion in H ist und daher, wie bereits erw�ahnt,in H = 0 ein Extremum hat. Zum anderen sind unter dieser Voraussetzungzur Bestimmung des Phasen�ubergangs mit (28) nur die Wege auf dem Gitterinteressant, f�ur die sich bis auf genau zwei �-Eintr�age alle anderen zu Betrags-quadraten kompensieren. 19



3. Zu fester K-Potenz 4i geh�oren geschlossene Wege der L�ange 4i. Ohne Zwangs-bedingungen ist deren Anzahl, bedingt durch den Einbettungsfaktor, propor-tional zu d2i. Die Einf�uhrung von mehr als zwei G-Faktoren bedeutet nunf�ur jedes zus�atzliche Paar eine Zwangsbedingung, da am Schlu� nur zwei al-leinstehende G-Faktoren �ubrig sein d�urfen. Sie besteht darin, da� sich derzugeh�orige Graph an den passenden Stellen in geeigneter Weise �uberschnei-det, so da� sich die mit den G-Faktoren verbundenen �uberz�ahligen �-Felderzu Betragsquadraten kompensieren k�onnen. Diese Zwangsbedingungen sorgenzwar f�ur eine Einschr�ankung hinsichtlich der Zahl erlaubter Graphen, m�ussenallerdings nicht dazu f�uhren, da� sich die f�uhrende d-Potenz verringert. AlsBeispiel dazu diene der Graph, den man erh�alt, wenn man lauter elementarePlaketten, die jeweils in einer beliebigen Gitterebene liegen, an ihren Spitzenso zusammenklebt, da� sie die Glieder einer irgendwie gewundenen Kette bil-den. (Der k�urzeste Graph dieser Sorte hat die L�ange Acht, d.h. i = 2 undist in (33) angegeben.) Dieser Graph hat i � 1 Kreuzungspunkte und kannbis zu 2i G-Faktoren tragen. Treten weniger G-Faktoren auf, kann man eineentsprechende Zahl von Kreuzungen auf beliebige Weise ent
echten und andiesen Stellen mehrere Kettenglieder zugunsten eines gr�o�eren au
�osen. Allediese Graphen sind in f�uhrender Ordnung proportional zu d2i; d.h. auch beiVernachl�assigung niedrigerer Ordnungen von d m�ussen f�ur den Koe�zientenvon K4i alle geschlossenen Graphen betrachtet werden, die zwischen 2 und2i G-Faktoren tragen und daher zwischen 0 und i Zwangsbedingungen unter-liegen. Letztere wirken sich auf die Anzahl (nicht die f�uhrende d-Potenz) derGraphen in vermutlich nicht allgemein berechenbarer Weise aus. Aus diesemGrunde mu� auf eine vollst�andige Entwicklung von (32) in f�uhrender Ordnungvon d verzichtet werden. Im folgenden werden deshalb nur Graphen der L�ange� 6 behandelt. Festzuhalten bleibt, da� der Entwicklungsparameter propor-tional zu K2d ist.Die zweite Regel erlaubt in [36, 37], bedingt durch die Tatsache, da� dort mit je-dem Gitterpunkt automatisch ein Gx-Faktor verbunden ist, starke Vereinfachungen,die dazu f�uhren, da� nur noch sogenannte Doppelkettengraphen betrachtet werdenm�ussen. Dem im Wege steht in unserem Modell das explizite Auftreten des fermio-nischen MassentermsMx. Er sorgt daf�ur, da� ein Graph nicht an jedem Gitterplatzein Skalarfeld tragen mu�.Ein Beispiel liefert wiederum der Graph aus (33), der nur aufgrund des Massentermsbeitr�agt. Er ist gleichzeitig der k�urzeste Graph, der mehr als zwei G-Faktoren tragenkann. Die mit Gx3 verbundenen Felder heben sich auf, da �+x3�x3 = 1, so da� genauzwei alleinstehende �-Faktoren zur�uckbleiben. Nach Bildung des Erwartungswertesist dieser Graph daher proportional zu jH j2. Infolgedessen tragen bis zur OrdnungK6 einschlie�lich nur Terme mit genau zwei G-Faktoren zur O(H2) bei.Daher gilt bis zur sechsten Ordnung in K inklusiveAi � Xx1���x2i < tr((Mx1 � Gx1) �Hx1x2 � � � (Mx2i �Gx2i) �Hx2ix1) >H= ��2i�2 2iXj1<j2=1 Xx1���x2i < tr( �Hx1x2 � � �Gxj1 � � �Gxj2 � � � �Hx2ix1 >H+R : (34)R enth�alt alle Terme mit von jH j2 verschiedener Ordnung und entf�allt daher bei derweiteren Betrachtung. Unter Ausnutzung der Beziehung < �+x �y >= 14 jH j2 und mit20



der De�nition �Hxy �  hxy 00 hxy ! (35)formt man diesen Ausdruck weiter um zuAi = ��2i�2 12 jH j2Px1���x2i n(2i2� i)G2�tr(hx1x2 � � �hx2ix1)�2iG2� i�1Xk=1 tr(
5hx1x2 � � �hxkxk+1
5hxk+1xk+2 � � �hx2ix1)�iG2�tr(
5hx1x2 � � �hxixi+1
5hxi+1xi+2 � � �hx2ix1)o+R : (36)Detailliertere Angaben dazu folgen im Anhang B. Die Spurbildung wird jetzt nurnoch im Raum der 
-Matrizen, d.h. �uber Spin- und Chiralit�atsfreiheitsgrad vollzo-gen. Die zyklische Vertauschbarkeit von Matrizen in einer Spur wurde hier bereitsausgenutzt und f�uhrt zu den angegebenen Vorfaktoren.Bevor der explizite Ausdruck bis zur sechsten Ordnung in K angegeben werden kann,ist noch eine Anpassung an die MC-Rechnungen n�otig. Dort erfolgt aus technischenGr�unden, bedingt durch die Verwendung des HMCA, ein Flavourverdopplung (Kapi-tel 4). Diese Verdopplung besteht darin, anstelle von �Q die erweiterte Fermionmatrix �Q 00 �Q+ ! (37)zu verwenden. Daher ist f�ur einen Vergleich mit den auf diese Weise gewonnenennumerischen Daten nun< ln det �Q 00 �Q+ ! >H=< ln det �Q >H + < ln det �Q+ >H : (38)zu betrachten. Da aber �Q+ aus �Q durch die Ersetzung G� ! �G� und 
� !
�� = �
� hervorgeht, sind beide Summanden in (38) gleich. Denn aufgrund derSpurbildung im Fermion-Spiegelfermion-Raum treten bei der Berechnung von Ai nurgerade Potenzen von 
5G� auf. Demzufolge tragen, bedingt durch die Spurbildungim Diracraum auch nur solche Terme bei, die eine gerade Anzahl von 
-Faktorenenthalten. Alle Beitr�age sind also invariant unter Vorzeichenwechsel der 
-Matrizenbzw. von G� (Anhang B).Die Auswertung der Graphen und Berechnung der 
-Spuren f�uhrt schlie�lich zufolgendem Resultat bzgl. der Ordnung jH j2:< ln det �Q+ �Q >H= 8N ln(��2 � (G2� � G2�)) + 14 jH j2Nd2d=2n12  K��2 � (G2� � G2�)!2 16G2� +14  K��2 � (G2� � G2�)!4 64��2 h3G2�(d� 1) + G2�(5d� 3)i+16  K��2 � (G2� � G2�)!6 384��4 h5G2�(4d2� 9d+ 5) + G2�(13d2 � 21d+ 10)io+R : (39)21



F�ur eine exemplarische Rechnung bei niedriger Ordnung sei auf den Anhang C ver-wiesen. Aus Konsistenzgr�unden, die weiter unten in Verbindung mit der inversenHPE deutlich werden, wird im folgenden nur das f�uhrende d-Verhalten ber�ucksich-tigt. Der vollst�andige Entwicklungsparameter ist dann ( Kpd��2�(G2��G2�))2. Nach Aus-wertung des skalaren Anteils ergibt sich in d = 4 Dimensionen f�ur das kritische �bei �� = 1 der Zusammenhang:�cr = 18 � n 2KG2� � G2� � 1!2 4G2� +  2KG2� �G2� � 1!4 (24G2� + 40G2�)+ 2KG2� � G2� � 1!6 (640G2�+ 416G2�)o : (40)2.3.2 Die Undurchf�uhrbarkeit einer systematischen, inversen HPESchon bei der einfachen HPE lie� sich die Entwicklung des fermionischen Loga-rithmus nicht f�ur beliebige Potenzen von K in jeweils f�uhrender Ordnung von ddurchf�uhren, da hierf�ur geschlossene Graphen beliebiger L�ange h�atten betrachtetwerden m�ussen. Diese waren zwar Zwangsbedingungen unterworfen, die jedoch nichtzu einer gen�ugend eingeschr�ankten Graphenklasse f�uhrten, wie es z.B. in [36] der Fallwar. Man ist daher gezwungen, sich auf kleine Potenzen von K zu beschr�anken. F�urgro�e K, d.h. in einer 1/K-Entwicklung, ist aber nicht einmal dies in systematischerWeise m�oglich. Wie weiter unten klar wird, legt n�amlich jetzt weder die 1=K-Potenznoch die Beschr�ankung auf die f�uhrende Ordnung von d die maximale L�ange beitra-gender Graphen fest.Zur Untersuchung der Phasenstruktur f�ur gro�e K wird zun�achst der Logarithmusder Fermiondeterminante nach dem inversen Hoppingparameter entwickelt. Es ergibtsich analog dem Ausdruck (31) die Gleichung:< ln det �Q >H = < ln det(�K �H) >H� 1Xi=1 1i < Tr( 1K (M + G) �H�1)i >H : (41)Die Hauptschwierigkeit bei der weiteren Behandlung dieser Entwicklung besteht inder Bestimmung der inversen Hoppingmatrix in f�uhrender Ordnung d. Nach l�angererRechnung (Anhang D) folgt die Beziehung( �H�1)xy �X�  �
� + 1 00 �
� + 1 !G0;y�x+�̂ (42)und mit der auch im Anhang verwendeten Abk�urzung t = y � x+ �̂ = (t1; � � � ; td)G0;t = 12d Z 10 dup8�e�u Z 1�1 dz e� z28 dY�=1 1Xn=�1 ijt��2njIn(ud)Jjt��2nj(rudz)! :(43)Wie im Anhang D gezeigt wird, hat G0;t schematisch die folgende Struktur:G0;t = ad�0;t + bd2 X� �0;t+�̂+�̂ + cd2 Xj�j6=j�j �0;t+�̂+�̂ + � � � : (44)22



Allgemein geh�ort zur Potenz d�(n+1) ein Abstand der Gr�o�e 2n zwischen 0 und t, dersich in entsprechenden �-Funktionen ausdr�uckt. "Abstand\ bedeutet dabei, da� dieRichtungen, �uber die summiert wird, wie auch die Einschr�ankung unter dem letztenSummenzeichen erkennen l�a�t, nicht entgegengesetzt gleich sein d�urfen. Ersetzt mannun wieder t durch y�x+�̂, ist leicht einzusehen, da� jeweils benachbarte d-Potenzenzu ein und demselben Matrixelement beitragen k�onnen. Denn ein Abstand von 2n+1zwischen x und y, die das Matrixelement festlegen, bedeutet je nach Wahl von �̂einen Abstand von 2n oder 2n+2 zwischen x und y+ �̂. Alternativ kann man sagen:Bei Festlegung einer Richtung auf ��̂ in den Summen zur Potenz d�(n+2) ergibtsich ein zus�atzlicher Beitrag zu einer entsprechenden �-Funktion aus der Ordnungd�(n+1). Eingesetzt in (42) bedeutet dies f�ur die ersten Beitr�age:( �H�1)xy = X� (
�� + 1)
 1I2(ad�x;y+�̂ + bd2 X� �x;y+�̂+2�̂ + cd2 Xj�j6=j�j �x;y+�̂+�̂+�̂)= X� (
�� + 1)
 1I2(ad�x;y+�̂ + bd2 �x;y��̂ + 2cd2 Xj�j6=j�j �x;y+�̂ + L3)= 1dX� �
��(a� bd) + (a+ bd + 4c(d� 1)d )�
 1I2 �x;y+�̂ + L3 : (45)Dabei bezeichnet L3 Elemente der bzgl. der Ortskoordinaten x; y dritten Nebendia-gonalen von �Hxy. L3 erf�ahrt nun wiederum Korrekturen durch Terme der Ordnungd�3. Wie in (45) wird es aber auch in diesem Fall e�ektiv wieder zu Korrekturen inder f�uhrenden Ordnung, d.h. hier d�2, kommen. Ursache daf�ur ist die eine zus�atzli-che Summation, die den Korrekturtermen nach Festlegung einer Richtung in ��̂ imVergleich zu den urspr�unglichen L3-Termen noch bleibt. Sie liefert bei richtungsun-abh�angigem Vorfaktor (d.h. nicht 
��) im wesentlichen einen Faktor d.Die Berechnung der f�uhrenden Ordnung in 1=d von �H�1 erzwingt also die Ber�uck-sichtigung einer Summe von Termen, in der jeder einzelne nicht mehr zu dieserf�uhrenden Ordnung geh�ort. Im Ganzen ergibt sich( �H�1)xy = 1dX� (a
�� + (a+ 4c))
 1I2 �x;y+�̂ +O( 1d2 )= 12dX� (g
�� + (1� g))
 1I2 �x;y+�̂ + O( 1d2 ) (46)mit g = 0:65568::: (Anhang D). Setzt man diesen Wert f�ur d = 4 Dimensionen ein,erh�alt man in f�uhrender Ordnung von 1=d gerundet( �H�1)xy =X� (0:0820
��+ 0:0430)
 1I2 �x;y+�̂ : (47)Die �Ubereinstimmung mit der numerisch invertierten Hoppingmatrix (48) ist �uber-raschend gut.Auf einem 104-Gitter, welches, wie der Vergleich mit kleineren Gittern zeigte, bzgl.dieser Matrixinversion dem unendlichen Gitter schon sehr nahe kommt, ergab dieBer�ucksichtigung der betragsm�a�ig gr�o�ten Elemente f�ur die numerische Inversion( �H�1)xy =X� (0:0794
��+ 0:0456)
 1I2 �x;y+�̂ : (48)Alle weiteren Matrixelemente waren um wenigstens einen Faktor Vier unterdr�uckt.Die verbleibende Diskrepanz zwischen numerischem und analytischem Resultat soll-te durch Hinzunahme weiterer Ordnungen verschwinden.23



Selbst wenn man also, wie gesehen, in der Lage ist, die Inversion der Hoppingma-trix bzgl. der Ordnung von 1=d systematisch durchzuf�uhren, stellt sich doch bei derEinbindung in die Graphen der HPE ein nichtl�osbares Konsistenzproblem:Elemente ( �H�1)xy der inversen Matrix, die durch eine entsprechende �-Funktioneinen Gitterabstand von 2n+1 zwischen x und y festlegen, tragen in f�uhrender Ord-nung einen Faktor/ d�(n+1). Andererseits ergibt die Einbettung eines geschlossenenGraphen der L�ange 2i auf dem Gitter einen Faktor / di, so da� sich jedem seinerEinheitslinks einen Einbettungsfaktor / pd zuordnen l�a�t. F�ur ein dem ( �H�1)xyentsprechendes link der L�ange 2n+ 1 innerhalb eines geschlossenen Graphen ergibtsich daher insgesamt ein Faktor / pd2n+1d�(n+1) = (pd)�1, unabh�angig von dessenL�ange. Aus diesem Grunde sind die durch �H�1 erzeugten links bzgl. ihrer Ordnungin 1=d f�ur beliebige L�angen gleichberechtigt. Man erh�alt also bereits in der OrdnungK�2 der HPE (d.h. zwei Faktoren �H�1), in f�uhrender Ordnung von d, geschlosseneGraphen beliebiger L�ange.Soll dennoch eine inverse HPE durchgef�uhrt werden, mu� man auf die f�uhrende Ord-nung des Ausdrucks (46) zur�uckgreifen und die fehlende Systematik in Kauf nehmen.Da in diesem Fall die bisherige Diracstruktur der Hoppingmatrix aufgegeben wird,tragen jetzt alle denkbaren Graphen bei, denn ein Appendix, d.h. ein Weg der L�angezwei, der zum Ausgangspunkt zur�uckkehrt, verschwindet auch ohne G-Faktor nichtmehr. Vielmehr gilt nun (g
�� + 1 � g)(g
� + 1 � g) = 1 � 2g 6= 0. Bis auf dasVorzeichen der 
-Matrix ergibt sich wieder die alte Diracstruktur, wenn man in (46)g = 0:5 setzt, womit dann auch ein Appendix ohne G-Faktor nicht l�anger beitr�agt.Das gegen�uber der einfachen Hoppingmatrix umgekehrte Vorzeichen der 
-Matrixspielt aus bereits oben erw�ahnten Gr�unden keine Rolle. Demzufolge m�ussen sich alleResultate auf die der einfachen HPE reduzieren, wenn man g auf 0:5 festlegt unddie Ersetzung 12Kd ! 2KG2� � G2� � 1 (49)durchf�uhrt. Die Beitr�age aller bisher nichtrelevanten Graphen m�ussen dann wiederwegfallen. Dies ist, wie sich an der folgenden Gleichung erkennen l�a�t, in der Tat derFall, denn mit f � 1�g und h � 1�2g bekommt man f�ur die PM-FM-Phasengrenzein d = 4 Dimensionen die Beziehung:�cr = 18 � 1(8K)2� 8G2� (g2 + f2)� 8G2�h�� 1(8K)4� 64G2� hh2 + 4h(g2 + f2) + 2g4 + 4g2f2 + 4f4i�192G2� h2h2 � g4 � 2g2f2 + f4i�� 1(8K)6� 512G2� h4h3 + 14h2(g2 + f2) + 2h(5g4 + 10g2f2 + 13f4)+g6 � g4f2 + 21g2f4 + 31f6i�2560G2� h5h3 � 6h(g4+ 2g2f2 � f4)�2g6 � 6g4f2 � 12g2f4 + 4f6i� : (50)Der Phasen�ubergang AFM-PMUm auch den Phasen�ubergang zwischen PM-Phase und AFM-Phase (< �st >6= 0)bestimmen zu k�onnen, nutzt man die Invarianz der Wirkung unter den gleichzeitigdurchzuf�uhrenden Transformationen:�! ��; �x ! �x�x; G�;� ! �xG�;� mit �x = (�1)Pd�=1 x� : (51)24



Das so de�nierte Feld �stx = �x�x ist die "staggered\-Version des alten Feldes. Da-her entspricht der gesuchte �Ubergang PM ! AFM der alten Wirkung jetzt dem�Ubergang PM ! FM in der transformierten Wirkung.W�ahrend die Transformation �! �� eine �Anderung im skalaren Teil der Ausdr�ucke(40) und (50) zufolge hat, kommt die Transformation G�;� ! �xG�;� nur innerhalbder Fermiondeterminante zum Tragen. Das Auftreten der �x f�uhrt dabei je nach Po-sition der G-Faktoren zu relativen Vorzeichen zwischen den verschiedenen Graphenund �andert dadurch die Vorfaktoren der Yukawakopplungen. Man erh�alt< ln det �Q+ �Q >H= 8N ln(��2 � (G2� �G2�))� 14 jH j2Nd2d=2n12  K��2 � (G2� �G2�)!2 16G2� +14  K��2 � (G2� �G2�)!4 64��2 hG2�(d� 1)�G2�(d+ 1)i+16  K��2 � (G2� �G2�)!6 384��4 hG2�(4d2 � 9d+ 5)� G2�(3d2 � 7d+ 2)io+R : (52)Daraus ergibt sich f�ur das kritische � in f�uhrender Ordnung d in d = 4 Dimensionenbei � = 1�cr = �18 � n 2KG G� � 1!2 4G2� +  2KG G� � 1!4 (8G2� � 8G2�)+ 2KG G� � 1!6 (128G2�� 96G2�)o : (53)F�ur die inverse HPE f�uhrt eine entsprechende �Anderung der Koe�zienten in d = 4Dimensionen zu folgendem Resultat:�cr = �18 � 1(8K)2� 8G2� (g2+ f2)� 8G2�h�� 1(8K)4� �64G2� hh2 � 4h(g2+ f2)� 2g4 + 4g2f2i�64G2� h2h2 � g4 � 2g2f2 + f4i�� 1(8K)6� 512G2� h�4h3 + 14h2(g2 + f2) + 2h(7g4 � 10g2f2 � f4)+g6 � 17g4f2 � 3g2f4 + 7f6i�512G2� h5h3 � 6h(g4 + 2g2f2 � f4)�2g6 � 6g4f2 � 12g2f4 + 4f6i� : (54)Auch hier gelangt man durch die Ersetzung (49) bei g = 0:5 wieder zum Ausdruckder einfachen HPE in (53) zur�uck.Vergleich mit MC-ResultatenDie folgenden Abbildungen veranschaulichen den Vergleich der MF-Resultate mitden durch HMC-Simulationen bestimmten Ergebnissen aus [27].25
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[Abbildung 1: Phasenstruktur des U(1)-Modells f�ur � = 1; G = 0:1; G� = �0:3. DieDaten stammen aus MC-Rechnung auf einem 43 � 8-Gitter, f�ur mR ' 1 in der PM-Phase[27]. Die vier Kurven geh�oren zu den Gleichungen (40,50,53,54).
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[Abbildung 2: Phasenstruktur des U(1)-Modells f�ur � = 1; G = 0:1; G� = �1:0.Die Rauten stehen wie bisher f�ur Messpunkte in der PM-phase mit mR ' 1, Quadraterepr�asentieren Messpunkte in der FI-phase, "�\ in der FM-Phase und "+\ in der AFM-phase. Die Kurven werden durch dieselben Beziehungen wie in Figur 1 de�niert.26
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]Abbildung 3: Phasenstruktur des U(1)-Modells f�ur � = 1; G = 2:0; G� = �2:0.Die Symbole sind wie in den vorigen Abbildungen verwendet. Die Kurven geh�oren diesmalzu den verschiedenen Ordnungen in K der Gleichungen (40,53). F�ur die ferromagnetischePhasengrenze nimmt die Ordnung von oben nach unten zu, bei der antiferromagnetischenGrenze ist es umgekehrt.Ist eine vollst�andige Summation f�uhrender Terme in einer Entwicklung nicht m�oglichoder lassen sich nicht einmal einzelne Ordnungen systematisch berechnen, kann �uberden Konvergenzradius einer solchen Entwicklung nur eine beschr�ankte Aussage ge-macht werden (s.u.). In unserem Fall sei daher festgelegt, da� man den G�ultigkeits-bereich der MF-Resultate verl�a�t, sobald die Korrekturen an den bis zur viertenOrdnung bestimmten Werten durch Terme sechster Ordnung in K gr�o�er als f�unfProzent sind. Innerhalb dieser Grenzen, sie sind in den Abbildungen durch eckigeKlammern auf den Kurven verdeutlicht, sollte man auch bei Ber�ucksichtigung wei-terer Ordnungen keine wesentlichen �Anderungen mehr erwarten. Au�erhalb diesesBereiches k�onnen allenfalls noch qualitative Aussagen m�oglich sein. Das Studiumder voranstehenden Abbildungen ergibt das folgende Bild:1. Betrachtet man den Bereich kleiner K, zeigt ein Vergleich der Abbildungen,da� sich der G�ultigkeitsbereich dieser Entwicklung von Abbildung 1 bzw. 2 zuAbbildung 3 vergr�o�ert und die �Ubereinstimmung mit den numerischen Da-ten dabei zunehmend besser wird. Dies wird plausibel, wenn man bedenkt,da� der Entwicklungsparameter proportional zu K2d(G G��1)2 ist und demnachin Abbildung 3 f�ur festes K deutlich kleiner wird. Insbesondere im physika-lisch interessanten Fall der Entkopplung der Spiegelfermionen, d.h. G� = 0,darf die Leistungsf�ahigkeit der MFA im Bereich kleiner K-Werte daher nicht�ubersch�atzt werden.2. Trotz der unsystematischen N�aherung im Verlauf der inversen HPE wird diePhasengrenze auch f�ur gro�e K gut approximiert, wie in Abbildung 1 zu sehenist. Da allerdings f�ur andere Punkte im Parameterraum numerische Vergleichs-daten fehlen { in Abbildung 2 liegen sie au�erhalb des G�ultigkeitsbereichs derMFA {, ist diese gute �Ubereinstimmung nicht �uberzubewerten.27



3. Au�erhalb des durch MF-Rechnungen approximierbaren Bereichs, d.h. f�urmittlere K tre�en die analytischen Resultate immerhin noch die richtigen Aus-sagen hinsichtlich der Existenz einer ferrimagnetischen Phase. W�ahrend sie imFall der Abbildung 1 bereits durch das Verhalten der inversen HPE nahezuausgeschlossen werden kann, ist sie auf dieser Ebene in den beiden anderenF�allen vorhanden.An dieser Stelle sei nochmals betont, da� die Datenpunkte der numerischen Rech-nungen sich auf eine skalare Masse von ungef�ahr Eins in der symmetrischen Phasebeziehen. Sie sollen also im Gegensatz zu den MF-Resultaten keinesfalls die Phasen-grenze darstellen, sondern dazu n�aherungsweise parallelverschoben in der symmetri-schen Phase liegen. Damit wird deutlich, da� die MFA in allen drei oben gezeigtenF�allen die Gr�o�e der ungeordneten PM-Phase untersch�atzt. Dieses Ph�anomen ist f�urdie MFA charakteristisch und liegt in der Vernachl�assigung von Fluktuationen durchEinf�uhrung eines mittleren Feldes begr�undet. Unterdr�uckte Fluktuationen verklei-nern den Bereich der ungeordneten Phase.Weitere, exemplarisch bereits durch MC-Rechnungen bekr�aftigte Vermutungen �uberdie Phasenstruktur, die auch durch die MFA Best�atigung �nden, sind die folgenden:1. Im absteigenden Teil der FM-PM-Phasengrenze ist deren Kr�ummung st�arkerals die der PM-AFM-Phasengrenze, wie ein Blick auf die Gleichungen (40,53)sofort zeigt.2. Beim �Ubergang zu gr�o�eren Werten von jG j und jG�j w�achst die Breite derFI-Phase. De�niert man ihre Breite als den Abstand der Schnittpunkte derFM-PM-Phasengrenze mit der PM-AFM-Phasengrenze f�ur die einfache undinverse HPE, so �ndet sich dieser Sachverhalt auch in der MFA.3. Bei noch gr�o�eren Betr�agen der Yukawakopplungen verschwindet die FI-Phasewieder. In der MFA bis zur sechsten Ordnung in K bzw. K�1 ist dies der Fall,wenn beide Betr�age gr�o�er als Drei sind.4. Die FI-Phase verschwindet auch f�ur hinreichend gro�e K. In der MFA sinddie Phasengrenzen f�ur sehr gro�e K gem�a� (50,54) durch �cr = �18 � c(8K)2gegeben, wobei c nicht von K abh�angt. Sie schneiden sich daher in diesemBereich nicht, und die Grenze zur FM-Phase liegt �uber derjenigen zur AFM-Phase, so da� dort keine FI-Phase existiert.5. H�alt man eine der Yukawakopplungen fest und erh�oht den Betrag der anderen,so wandert die FI-Phase, sobald sie existiert, zu gr�o�eren K-Werten. Auch dieswurde durch eine einfache Me�reihe f�ur wachsende G� best�atigt.Da f�ur alle soeben geschilderten Feststellungen, abgesehen von den Daten der obi-gen Abbildungen, numerische Resultate fehlen, ist ein quantitativer Vergleich nichtm�oglich. Auf die explizite Angabe von MF-Resultaten, welche die obigen Aussagenuntermauern, wird daher verzichtet.2.3.3 Das Verhalten bei endlichen �-WertenF�ur endliche Werte der skalaren Selbstkopplung ist das Higgsfeld nicht l�anger aufdie Einheitsl�ange festgelegt. Daher entf�allt auch die Integration �uber den Betrag des28



Feldes nicht mehr, und der Ausdruck f�ur die Zustandssumme lautet nunZ =  Yx Z 10 j�xj dj�xj Z d�x! Yy Z d yd � y! e�S ; (55)wobei die Wirkung wieder in ihrer allgemeinen Form (14) eingeht. Hier wie auch imfolgenden werden alle Normierungsfaktoren weggelassen, da sie bei der Berechnungvon Erwartungswerten ohnehin herausfallen. Nach Integration �uber die fermioni-schen Freiheitsgrade erh�alt man wie gewohntZ =  Yx Z 10 j�xj dj�xj Z d�x! e�SB+ln det �Q : (56)Die eigentlichen Schwierigkeiten treten erst jetzt bei der Einf�uhrung und Berechnungdes neuen Ma�es auf. Es ist de�niert durch:1ZH e�Px[j�xj2+�(j�xj2�1)2] e 12 (HPx �+x+H+Px �x) : (57)Die Zustandssumme ZH lautet demzufolgeZH �  Yx Z 10 j�xj dj�xj Z d�x! e�Px[j�xj2+�(j�xj2�1)2]e 12 (HPx �+x +H+Px �x) :(58)Die Ausf�uhrung der �-Integration verl�auft wie im Falle unendlicher Selbstkopplungund f�uhrt auf das Integral:ZH =Yx �Z 10 j�xj dj�xj e�j�xj2��(j�xj2�1)2I0(jH jj�xj)� : (59)Mit der Potenzreihendarstellung der Besselfunktion und Substitution von j�xj2 durch�x ergibt sich eine Summe von Integralen des TypsZ 10 d� e�(1�2�)����2�k ; (60)die im wesentlichen durch die parabolischen Zylinderfunktionen Dn(z) beschriebenwerden. In der Notation von [38] erh�alt man schlie�lich das Resultat:ZH = " 1Xk=0 (14 jH j2)kk! (2�)� k2D�k�1 �1� 2�p2� �#N � (F0(jH j; �))N : (61)Infolgedessen hat ZH bez�uglich des Parameters H dieselbe Struktur wie schon beidivergenter Selbstkopplung. Es ist die N -te Potenz einer in jH j geraden Funktion.Insbesondere l�a�t sich daraus ableiten (Anhang A), da� auch hier die f�ur die Auswahlder relevanten Graphen ma�gebliche Beziehung < (�x)n >H= O(Hn) erf�ullt ist.Die nun folgenden, weiterf�uhrenden Untersuchungen sind nach zunehmender Kom-plexit�at geordnet. F�ur verschwindendes Produkt GG � G G� oder f�ur gro�es Kreicht wie bisher eine K- bzw. 1=K-Entwicklung aus. Ist K = 0, so hat man inPotenzen von GG bzw. 1=GG zu entwickeln. Ein nichtverschwindendes Produkt GGund ein kleiner Hoppingparameters K f�uhren auf die Entwicklung in eine Doppel-reihe bez�uglich dieser beiden Gr�o�en. 29



Die 1=K-Entwicklung und der Fall G G� = 0Der Fall endlicher Selbstkopplung unterscheidet sich von den bisherigen Betrach-tungen nicht nur in der f�ur die Berechnung von Erwartungswerten zugrundegelegtenZustandssumme ZH , sondern im allgemeinen auch durch die Observablen selbst,deren Erwartungswerte zu berechnen sind, d.h. durch die Potenzen von j�j. In derNotation von (32) gilt n�amlich jetzt f�ur die einfache K-Entwicklung< ln det �Q >H = 4N < ln[��2 � (G2� �G2�)j�j2] >H � 1Xi=1 12iK2i �� Xx1���x2i < tr( Mx1 �Gx1��2 � (G2� �G2�)j�x1j2 �Hx1x2 � � � �Hx2ix1) >H :(62)Nur bei verschwindendem G G� = G2� � G2� erh�alt man folglich die f�ur � = 1�ublichen Potenzen in j�j. F�ur die inverse HPE ist keine solche Einschr�ankung n�otig,da dort (41) der st�orende Faktor (��2 � (G2� � G2�)j�j2)�1 nicht auftritt. In beidenF�allen enthalten dann alle Graphen bis zur sechsten Ordnung in K bzw. K�1 wiebisher gerade das Produkt < �+ >H< � >H . Fr�uhestens in achter Ordnung vonK bzw. K�1 kann ein Faktor < j�j2 > hinzukommen (am Kreuzungspunkt desGraphen aus (33)), der die Ordnung Null in jH j hat, so da� der gesamte Graphweiterhin von O(jH j2) ist.F�ur den Erwartungswert ergibt sich analog zu � =1 (Anhang A)< � >H= H2 � 1p2� D�2D�1 �1� 2�p2� �+O(H3) � H2 f(�) +O(H3) : (63)D.h. der Unterschied zu unendlicher Selbstkopplung besteht in der Multiplikationaller Erwartungswerte mit f(�). De�niert man die Zustandssumme der MFA aufdieselbe Weise wie fr�uher, folgt somit f�ur die freie Energie bis zur zweiten Ordnungin jH jWMFA � � 1N lnZMFA= 14 jH j2f(�)� 12�djH j2f(�)2 � 1N < ln det �Q >�=1H f(�)2 + O(jH j3) :(64)Dabei ist die �-Abh�angigkeit der Graphen, die bei Entwicklung des fermionischenAnteils bis zur sechsten Ordnung in K bzw. K�1 auftreten, aus < ln det �Q >Hherausgezogen worden. Diese Gr�o�e ist demzufolge, wie bereits die Indizierung an-deuten soll, exakt dieselbe wie im Fall � = 1. F�ur das kritische � resultiert dannaus der Bedingung (28) in d = 4 Dimensionen die Gleichung:�cr = �18f(�)�1 � f g : (65)Die geschweifte Klammer ist je nach betrachtetem Phasen�ubergang identisch mitdenen aus (40,50,53,54). Das positive Vorzeichen ist beim �Ubergang zur FM-Phase,das negative beim �Ubergang zur AFM-Phase zu w�ahlen.Zusammenfassend bleibt festzuhalten, da� die Betrachtung des Falles � < 1 f�urgro�eK oder eine verschwindende Yukawakopplung bei Entwicklung bis zur sechstenOrdnung ausschlie�lich eine Multiplikation des konstanten Anteils im �cr-Verhaltenbewirkt und damit lediglich eine Verschiebung der Phasen�uberg�ange.30



Wie Abbildung 4 zeigt, ist diese �-Abh�angigkeit, beschrieben durch f�1(�), aller-dings nicht sehr gro�. Das asymptotische Verhalten von f�1(�) wird durch denAusdruck 2�2��1 charakterisiert, f�ur verschwindende Selbstkopplung � nimmt sie denWert Eins an (Anhang A).
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lambdaAbbildung 4: f(�)�1 sowie 2�=(2�� 1)Das Auftreten der Funktion f(�) bereits in dem von K unabh�angigen Teil von(65) erlaubt es im Rahmen ihrer numerischen Messung, die Yukawakopplungen undden fermionischen Hoppingparameter auf Null zu setzen, und sorgt somit, bedingtdurch die jetzt gegebene, analytische Invertierbarkeit der Fermionmatrix, f�ur dasVerschwinden des numerisch aufwendigsten Teils der Simulation: der iterativen Ma-trixinversion. Demzufolge l�a�t sich die Suche nach den Punkten in der symmetri-schen Phase, die eine skalare Masse von ungef�ahr Eins aufweisen, nun mit gr�o�ererStatistik durchf�uhren. Die Resultate der numerischen Simulation mit Hilfe des Lan-gevinalgorithmus erster Ordnung (Kapitel 4) basieren auf einer Statistik von ca.20000 Messungen nach einer ebensolangen Equilibrierung. In der folgenden Tabellewerden sie den Ergebnissen der MFA und einer skalaren HPE bis zur vierzehntenOrdnung [26] gegen�ubergestellt. Eine Interpretation dieser Daten ist allerdings nureingeschr�ankt m�oglich, da unterschiedliche Punkte im Phasenraum betrachtet wer-den; die MFA bezieht sich auf den Punkt mR = 0, die skalare HPE auf mR = 0:5und die numerischen Messungen auf mR � 1 in der symmetrischen Phase.Tabelle 1: Kritisches � in G = G� = K = 0 in Abh�angigkeitvon der skalaren Selbstkopplung �� �numcr �MFAcr �HPEcr0.01 0.115 0.127 0.1280.10 0.132 0.140 0.1461.0 0.155 0.158 0.17710 0.130 0.132 0.157100 0.125 0.126 0.15131



Es l�a�t sich eine relativ gute �Ubereinstimmung der numerisch gewonnenen Datenmit denen der MFA feststellen. Auch sie unterliegt wieder der Eigenschaft der MFA,die Ordnung des Systems zu �ubersch�atzen.Der Fall K = 0Als Vorbereitung auf den allgemeinen Fall nichtverschwindender Yukawakopplungenund kleiner K-Werte sei hier der Hoppingparameter exakt Null. Dann gilt zun�achstf�ur kleines GG< ln det �Q >H = 4N < ln[��2 � G G�j�j2] >H= �4N 1Xi=1 1i �G G���2 �i < j�j2i >H +8N ln �� : (66)Im Anhang A wird n�aher auf die Berechnung der relevanten Erwartungswerte ein-gegangen. Dort ergibt sich bis zur zweiten Ordnung in jH j der folgende Ausdruck:< j�j2i >= i!p2�i D�i�1D�1 + � 1p2��i+1 i!4 �(i+ 1)D�i�2D�1 � D�i�1D�2D�1D�1 � jH j2 : (67)Das Argument der bereits erw�ahnten Zylinderfunktionen ist wie bisher (1�2�)=p2�.Die Grenzwerte lauten: lim�!0 < j�j2i >H = i! + i! i4 jH j2 ;lim�!1 < j�j2i >H = 1 : (68)Wie zu erwarten, gibt es daher bei verschwindendem Hoppingparameter K und di-vergenter Selbstkopplung keinen Beitrag des Logarithmus. �cr nimmt den konstantenWert 1=2d an.Das zweite Resultat in (68) stimmt mit dem exakten Fall �uberein und legt daherdie Vermutung nahe, da� f�ur gro�e Selbstkopplungen � bessere Approximationen annumerische Werte zu erwarten sind. Diese Annahme �ndet in den folgenden Resul-taten eine Best�atigung:Unter Ber�ucksichtigung der Potenzen in GG bis zur sechsten Ordnung ergibt einVergleich mit Daten aus einer HPE in � bis zur 14. Ordnung [26] die in Abbildung5 dargestellten Ergebnisse.
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ggAbbildung 5: F�ur K = 0 charakterisieren die verschiedenen Punkte die Werte von �, beidenen die skalare Masse in der symmetrischen Phase mR = 0:5 ist. Sie geh�oren, bei GG = 1:2von unten nach oben gelesen, zu � = 0:01 ; 0:1 ;1:0 ; 10:0 ; 100:0. Die von links einlaufendenKurven sind das Resultat der Entwicklung f�ur kleine GG. Das zugeh�orige � nimmt bei ihnenin GG = 0:2 von oben nach unten zu. Die Kurven im rechten Teil ergeben sich aus einerEntwicklung nach gro�em GG. Zu der in GG = 2 unteren Kurve geh�ort der Wert � = 10,zur oberen � = 100.Der jeweils ansteigende Teil der Me�reihen aus [26] kann also durch diese Approxi-mation qualitativ reproduziert werden. Die Tatsache, da� die Kurven alle zu niedrigliegen, ist wie auch schon in den vorigen Abschnitten ein Charakteristikum der MFA,bedingt durch die der MFA eigenen �Ubersch�atzung der geordneten Phase.Diese Rechnungen machen erneut die Grenzen der MFA deutlich: Aufgrund der"falschen\ Zustandssumme ZH weichen nat�urlich auch die Felderwartungswerte <j�j2i >H von den tats�achlichen Ergebnissen ab. Diese Abweichung verschwindet, wieoben festgestellt, f�ur den Fall divergenter Selbstkopplung. Je weiter man sich davonentfernt, desto unsicherer sind daher die Aussagen der MFA zu bewerten. Geht manzudem zu h�oheren Potenzen von j�j, wird der Fehler erneut zunehmen. Demzufolgesind die Ergebnisse da sehr schlecht, wo kleines � und gro�es GG vorgegeben sind,denn letzteres verleiht den h�oheren Potenzen von j�j wachsende Bedeutung. Da�die "�Ubereinstimmung\ bei kleiner werdendem � nur bis zu immer geringerem GGbesteht, ist deshalb nicht verwunderlich. Es erkl�art auch, warum bei der nun folgen-den 1=GG-Entwicklung, d.h. der Betrachtung gro�er GG, nur noch f�ur gro�e � einakzeptables Ergebnis erzielt werden konnte.F�ur gro�es GG lautet die Entwicklung:< ln det �Q >H=4N  < ln(GG) >H + < ln(j�j2) >H + < ln 1� ��2GGj�j2! >H! =�4N 0@� ln(GG) + 1Xi=1 1i < (1� j�j2)i >H + 1Xi=1 1i <  ��2GGj�j2!i >H1A :(69)33



Dabei ist der Erwartungswert inverser Potenzen von j�j gegeben durch< j�j�2i >H= 1F0(jH j; �) �14 Z Z dH dH+�i F0(jH j; �) : (70)Auch hier war eine Berechnung bis zur zweiten Ordnung in jH j induktiv m�oglich(Anhang A). Das Resultat ist unabh�angig von i und lautet< j�j�2i >H= 1 + 14 (1� f(�)) jH j2 ; (71)was im Limes divergenter Selbstkopplung wieder das exakte Resultat liefert. Damitkann man den letzten Term in (69) bereits angeben. Sein zu jH j2 proportionalerAnteil besteht f�ur �� = 1 aus:N (1� f(�)) ln�1� 1GG� jH j2 : (72)Er enth�alt die zur Bestimmung von �cr relevante Abh�angigkeit von GG bereitsvollst�andig, da der erste Term in (69) nicht von jH j abh�angt und daher das Pha-sen�ubergangsverhalten nicht beein
ussen kann. Das Problem besteht in der ver-bleibenden Berechnung der durch den zweiten Term verursachten Verschiebung derPhasengrenze. Hier konnten im Sinne einer Approximation befriedigende Resultateaus den oben angegebenen Gr�unden nur f�ur gro�e � erzielt werden, denn dort giltdas folgende Verhalten: < j�j2i >H� i8� �2�� 12� �i�1 jH j2 : (73)Der zweite Term in (69) verh�alt sich demzufolge bei gro�em � wieN 12�� 1 jH j2 (74)und f�uhrt zusammen mit (72) auf die im rechten Teil von Abbildung 5 angegebenenKurven.Anstelle einer analytischen Entwicklung l�a�t sich in K = 0 der fermionische Beitragauch durch numerische Integration bestimmen. Wegen der Lokalit�at des Problems(K = 0) sind dazu nur eindimensionale Integrale zu betrachten, die sich mit Stan-dardmethoden (NAG) l�osen lassen. Sie wurden f�ur die verschiedenen �-Werte vonGG = 0:0 bis 2:0 in Schritten von 0:1 bestimmt. Das Resultat zeigt die nachstehendeAbbildung. Zur besseren �Ubersicht sind dort die auf diese Weise berechneten Punkteverbunden worden. Man sieht erneut, da� die Qualit�at der MFA mit abnehmendem� bzgl. GG immer fr�uher zu w�unschen �ubrig l�a�t.
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ggAbbildung 6: Die Datenpunkte sind dieselben wie in Abbildung 5. Den Kurven sind beiGG = 2 in aufsteigender Reihenfolge die Werte � = 0:01 ; 0:1 ;1:0 ; 10:0 ; 100:0 zuzuordnen.Die HPE f�ur kleine K bei endlichen � und G G� 6= 0Vor dem Hintergrund der soeben ausgef�uhrten Vorbereitungen kann das Vorgehenbei kleinem K und endlichem � nur aus einer Doppelreihenentwicklung in GG undK bestehen. Der Fall gro�er GG, d.h. die Entwicklung nach GG�1, wird nicht auf-gegri�en, da die MFA, wie der obige Abschnitt zeigte, dort nur f�ur sehr gro�e �,qualitativ akzeptable Resultate liefern kann. F�ur diese �-Werte weicht das Verhal-ten des Modells aber nicht mehr wesentlich von dem bei divergenter Selbstkopplungab und kann daher durch letzteres approximiert werden.Da f�ur den betrachteten Fall keine numerischen Vergleichsdaten existieren, geht esim folgenden nur darum, das Prinzip zu verdeutlichen. Zu diesem Zweck reicht esaus, sich auf den PM-FM-Phasen�ubergang zu beschr�anken und die Entwicklungbis zur ersten Ordnung in GG und zur vierten Ordnung in K durchzuf�uhren. DieUntersuchung des PM-AFM-Phasen�ubergangs sollte ebenso wie eine Weiterf�uhrungzu h�oheren Ordnungen keine grundlegenden Probleme mehr bereiten.Die Ausgangssituation wird nun durch die Gleichung< ln det �Q >H= 4N < ln j��2 �GGj�j2j >H� 1Xi=1 K2i2i < Tr� M � G��2 � GGj�j2 �H�2i >H : (75)beschrieben. Im Gegensatz zum Fall divergenter Selbstkopplung gibt es jetzt alsoauch einen Beitrag nullter Ordnung inK. Er war Gegenstand des vorigen Abschnitts.Desweiteren existieren jetzt Beitr�age ohne G-Faktoren, da M=(��2 � GGj�j2) { imGegensatz zuM=(��2�GG) bei � =1 { relevant von jH j abh�angt. Denn die Entwick-lung dieses Ausdrucks enth�alt beliebige Potenzen von j�j2, deren Erwartungswertealle einen zu jH j2 proportionalen Term besitzen (67).Aus ebendiesem Grund d�urfen sich nun auch s�amtliche, mit den G-Faktoren verbun-denen � zu Betragsquadraten kompensieren, es m�ussen also nicht wie bei � = 135



zwei getrennte �-Faktoren �ubrig bleiben. Dieser letzte Typ von Beitr�agen tritt aller-dings bei Graphen der L�ange kleiner oder gleich Vier, wie sie hier betrachtet werden,noch nicht auf.Abgesehen davon gibt es, wie im Fall divergenten �'s, nur noch Beitr�age von Wegenmit genau zwei getrennten �-Faktoren. Die daf�ur relevanten Graphen sind dem-zufolge mit den bisherigen identisch. Graphen mit einer gr�o�eren Zahl getrennter�-Faktoren k�onnen ebenso wie Graphen mit nur einem freien � nicht beitragen, da< (�)nj�j2i >H= O(Hn) und < j�j2i >H= O(1) (Anhang A).Zur Erstellung der Doppelreihe erfolgt nun zun�achst die Entwicklung nach GG:M � G��2 � GGj�j2 = M �G��2 1Xj=0�GG��2 j�j2�j � (M �G)h(j�j2) : (76)Bei Entwicklung bis zu n-ten Ordnung in GG sind alle auftretenden Potenzen vonh(j�j2) an dieser Stelle abzubrechen. In unserem Fall (n = 1) f�uhrt dies auf dieN�aherung: � M � G��2 � GGj�j2�2i � �M �G��2 �2i �1 + 2iGG��2 j�j2� : (77)Zu bestimmen sind jetzt die Koe�zienten von K2i=2i, im folgenden mit ai bezeich-net. Nach Ausf�uhrung der Spur �uber die Ortskoordinaten ergibt sich in diesem Kon-textai = < Tr� M � G��2 �GGj�j2 �H�2i >H (78)= Xx1���x2i < tr h(M � G)x1h(j�x1 j2) �Hx1;x2 � � �(M � G)x2ih(j�x2i j2) �Hx2i;x1i >H :Die Struktur der 8
 8-Matrizen in der Spur erlaubt f�ur beliebige Wege eine weitereVereinfachung; die Erwartungswerte lassen sich wie bei � = 1 aus der Spur her-ausziehen. Damit sind aber die Beitr�age der Wege, die zwei getrennte �-Faktorenenthalten, mit denen im Fall divergenter Selbstkopplung bis auf die Erwartungswerteidentisch, d.h. Art und Einbettung dieser Wege auf dem Gitter k�onnen unver�andert�ubernommen werden (Anhang B). Schlie�lich verbleibt man bei �� = 1 mit demResultat:< ln det �Q+ �Q >H= �4N GG < j�j2 >H +Nd 2d=2�12K2 �16G2��< � >H< �+ >H +GG < �j�j2 >H< �+ >H+GG < � >H< �+j�j2 >H��+14K4 �64h3G2�(d� 1) + G2�(5d� 3)ih< � >H< �+ >H +GG�< �j�j2 >H< �+ >H + < � >H< �+j�j2 >H+ < � >< �+ >H< 2j�j2 >H�i+16(d� 1)GG < 4j�j2 >H�� : (79)Im Vergleich zum Fall divergenter Kopplung (39) bekommtman zus�atzlich den erstenTerm, von nullter Ordnung in K, der im vorigen Abschnitt untersucht wurde, undden letzten Term. Dieser stammt vom Weg kleinster L�ange, der keine G-Faktorentr�agt, dem Rand einer einfachen Plakette, ist also proportional zu ��4. Die beidenanderen Terme entstehen, wie leicht einzusehen ist, aus den entsprechenden in (39)36



durch Ersetzung der Erwartungswerte.F�ur den bei endlicher Kopplung zu Beginn betrachteten Fall GG = 0 erkennt manhier nochmals explizit, da� sich der fermionische Beitrag aufgrund von (63) nurdurch einen Faktor f(�)2 vom Fall divergenter Selbstkopplung (39) unterscheidet.Schlie�lich erh�alt man f�ur das kritische � in d = 4 Dimensionen in f�uhrender Ordnungvon d den nachstehenden, von �;K;G ; G� abh�angigen Ausdruck:�cr = 18 + GG2� �2D�3D�2 � D�2D�1� D�2D�1 ��K2h64G2� 18� �D�2D�1�2 + GGp2�3 D�3D�2D�1D�1!i+K4h(1536G2� + 2560G2�) 18� �D�2D�1�2 + GGp2�3  D�3D�2D�1D�1 + �D�2D�1�3!!+256GG� �2D�3D�2 � D�2D�1� D�2D�1� : (80)Die Di bezeichnen erneut die parabolischen Zylinderfunktionen mit dem Argument1�2�p2� .
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2.4 Das SU(2)R 
 SU(2)L-ModellBei divergenter skalarer Kopplung wird dieses Modell durch folgende Wirkung be-schrieben: S = ��Xx dX�>0Tr('+x+�̂'x) +Xx;y �	yQ(')y;x	x� S1B + SF : (81)	y = ( y; �y) bezeichnet erneut das Fermion-Spiegelfermion-Paar, allerdings mitzus�atzlichem SU(2)-Freiheitsgrad. Das nun vierkomponentige Skalarfeld wird auchhier durch die divergente Higgskopplung auf die Einheitsl�ange festgelegt. Es l�a�t sichdaher als SU(2)-Matrix ausdr�ucken und f�uhrt mit T = (1I; i~�) und der EinsteinschenSummenkonvention auf die Schreibweise 'x � T k�kx. Die im weiteren verwendete A-B-Darstellung f�ur die Fermionmatrix lautet analog zur entsprechenden Beziehungendes U(1)-Modells in 8
 8-Blocknotation:�Q(�)yx =  �yx �KP� �y;x+�̂(
� + r) �yx(G� � 
5G�)'x�yx(G� + 
5G�)'+x �yx �KP� �y;x+�̂(
� + r) ! : (82)Die Berechnung der Zustandssumme erfolgt nun mit Hilfe eines entsprechenden Pa-rameters H = T kHk, welcher aber nicht wie ' auf die Einheitsl�ange beschr�ankt seinmu�. Bezeichnet man das Gruppenma� mit d�, ergibt sich zun�achstZH �  Yx Z d�x! exp Xx Hk�kx! = (I0(jH j)� I2(jH j))N : (83)Daraus folgt die Zustandssumme in MFA:ZMFA = ZH exp < �S1B + ln det �Q�Xx Hk�kx >H! � Z : (84)F�ur die als Funktion von H zu minimierende freie Energie resultiert unter der Ber�uck-sichtigung der Beziehungen < �kx >H= 14Hk +O(H3) sowie ln(I0(jH j)� I2(jH j)) =18 jH j2+ O(jH j4), der Ausdruck:WMFA(H) = �18 jH j2� 18�djH j2 � 1N < ln det �Q >H +14 jH j2 : (85)Ein Extremum vonWMFA in H = 0 wird erneut durch die Invarianzeigenschafen desMa�es in (83) sichergestellt. F�ur den Logarithmus der Fermiondeterminante ist daherwieder eine HPE durchzuf�uhren, die Terme der Ordnung O(jH j2) ber�ucksichtigt.2.4.1 HPE von < ln det �Q >HZun�achst gelangt man analog dem U(1)-Modell zu der Beziehung:< ln det �Q >H = 8N ln[��2 � (G2� �G2�)]� 1Xi=1 12i( K��2 � (G2� �G2�))2i �� Xx1���x2i < tr((Mx1 � Gx1) �Hx1x2 � � � (Mx2i �Gx2i) �Hx2ix1) >H :(86)38



Jetzt allerdings ist die Spur auch �uber den zus�atzlichen Freiheitsgrad der SU(2)-Gruppe zu nehmen, im ganzen also ist tr eine Spur �uber 16
 16-Matrizen. Bedingtdurch deren Blockstruktur tragen wie im vorigen Abschnitt wieder nur Terme miteiner geraden Anzahl von G-Faktoren bei.Basierend auf der im Vergleich zum U(1)-Fall ver�anderten Zustandssumme ZH l�a�tsich zeigen (Anhang A), da� der Zusammenhang< �k1x � � ��k2n�1x >H= O(H) ; < �k1x � � ��k2nx >H= O(1) (87)besteht. Deshalb sind in Verallgemeinerung zur U(1)-Symmetrie auch die Graphenrelevant, die an allen bis auf zwei Gitterpunkten eine gerade Zahl von '-Felderntragen. Dabei werden keinerlei Bedingungen mehr an das Zusammentre�en von 'xund '+x gekn�upft. Eine zus�atzliche Erweiterung erf�ahrt die zu ber�ucksichtigendeGraphenklasse aufgrund von Termen h�oherer Ordnung in H in (87). Ihretwegensind ebenso jene Graphen einzubeziehen, die auf allen Gitterpunkten eine geradeZahl von '-Feldern, insgesamt aber wenigstens zwei, tragen.Betrachtet man zun�achst alle schon im U(1)-Fall relevanten Graphen, so l�a�t sichdort wegen des Auftretens von genau zwei �-Faktoren, bedingt durch die Gleichung< tr('x1'+x2) >H= 18 jH j2 =< tr('+x1'x2) >H ; (88)die SU(2)-Spur als multiplikativer Faktor aus der Spur �uber alle Freiheitsgrade her-ausziehen. Der zu ��2i�2 proportionale Term der Gesamtspur aus (34) bleibt daherbis auf die Ersetzung von 14 jH j2 im U(1)- durch 18 jH j2 im SU(2)-Modell unver�andert.F�ur die bereits im U(1)-Fall betrachteten Graphen ist also lediglich diese Substituti-on durchzuf�uhren. Die Vergr�o�erung der Klasse der relevanten Graphen �au�ert sichdarin, da� bei Rechnungen bis zur sechsten Ordnung in K nun auch Teile der zu��2i�4 und ��2i�6 proportionalen Terme ber�ucksichtigt werden m�ussen. Es ergibt sichschlie�lich f�ur die Entwicklung bis zur sechsten Ordnung in K der Ausdruck:< lndet �Q+ �Q >H = 16N ln(��2 � (G2� �G2�)) + 18 jHj2Nd2d=2n12 � K��2�(G2��G2� )�2 16G2�+14 � K��2�(G2��G2� )�4 h64��2 �3G2�(d� 1) +G2�(5d� 3)�+16G2� �G2�(d+ 3) +G2�d)�i+16 � K��2�(G2��G2� )�6 h384��4 �5G2�(4d2 � 9d+ 5) + G2�(13d2 � 21d+ 10)�+192��2G2� �(G2�(5d2 � 3d� 2) +G2�(11d2 � 7d� 2)�+32G2� �G4�(d2 + 3) + G2�G2�(2d2 � d+ 1) +G4�(d2 � d+ 1)�io :(89)Der Zusammenhang, der den Phasen�ubergang zwischen PM- und FM-Phase f�urd = 4 Dimensionen in f�uhrender Ordnung d charakterisiert, lautet demnach:�cr = 14 � n � KG G��1�2 8(G � G�)2+� KG G��1�4 [192(G + G�)2 + 320(G � G�)2+4(G � G�)4 + 4(G2 � G2�)2]+� KG G��1�6 [20480(G +G�)2 + 13312(G � G�)2+640(G �G�)4 + 1408(G2 �G2�)2+163 (G �G�)6 + 323 (G � G�)4(G +G�)2+163 (G �G�)2(G + G�)4]o : (90)39



Entsprechend dem U(1)-Modell kommt es auch hier bei einigen Graphen zu einemVorzeichenwechsel, wenn man den �Ubergangs zur AFM-Phase betrachtet. Dies f�uhrtf�ur den PM-AFM-Phasen�ubergang auf< ln det �Q+ �Q >H = 16N ln(��2 � (G2� �G2�))� 18 jH j2Nd2d=2n12 � K��2�(G2��G2� )�2 16G2�+14 � K��2�(G2��G2� )�4 h64��2 �G2�(d� 1)� G2�(d+ 1)��16G2� �G2�(d+ 3) + G2�d)�i+16 � K��2�(G2��G2� )�6 h384��4 �G2�(4d2 � 9d+ 5)� G2�(3d2 � 7d+ 2)�+192��2G2� �(G2�(d2 � 3d+ 2)�G2�(d2 � d� 2)�+32G2� �G4�(d2 + 3) + G2�G2�(2d2 � d+ 1) +G4�(d2 � d+ 1)�io(91)und in f�uhrender Ordnung d in d = 4 Dimensionen schlie�lich zu�cr = �14 � n � KG G��1�2 8(G � G�)2+� KG G��1�4 [64(G +G�)2 � 64(G �G�)2�4(G �G�)4 � 4(G2 � G2�)2]+� KG G��1�6 [4096(G + G�)2 � 3072(G �G�)2+256(G � G�)4 � 128(G2 � G2�)2+163 (G � G�)6 + 323 (G � G�)4(G +G�)2+163 (G � G�)2(G +G�)4]o : (92)Die Beziehungen f�ur die inverse HPE ergeben sich analog denen des U(1)-Modells.Ein Vergleich von (90) und (92) mit numerischen Daten liefert das nachstehendeBild:
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Abbildung 7: Phasenstruktur des SU(2)-Modells f�ur � = 1; K = 0:125; G� = 0. "+\zeigen Punkte der MC-Rechnungen in der FM-Phase, Rauten in der PM-, Quadrate in derAFM- und "�\ in der FI-Phase. In allen Punkten ist die Masse des Higgsfeldes ungef�ahreins. Die gestrichelte Linie ist eine ebenfalls auf numerische Daten beruhende Absch�atzungder Phasengrenze.Die �Ubereinstimmung mit den numerischen Daten ist, verglichen mit dem U(1)-Fall, weniger gut. Dennoch kann die MFA ihre Aufgabe einer approximativen Be-schreibung erf�ullen. Ihr G�ultigkeitsbereich wird unter demselben Gesichtspunkt wiebereits im U(1)-Modell festgelegt und ist damit erneut durch die eckigen Klam-mern begrenzt. Die mit G � 2:2 relativ hohe Grenze f�ur den AFM-PM-�Ubergangsteht im Einklang mit der Qualit�at der MF-Daten. Sie sind f�ur die AFM-PM-Phasengrenze weit besser und m�u�ten durch h�ohere Ordnungen der HPE nur nochminimal ge�andert werden, w�ahrend f�ur die schlechteren PM-FM-Werte eine gr�o�ereKorrektur erforderlich ist. Ein Vergleich der verschiedenen Ordnungen zeigt, da� diejeweiligen Korrekturen jedesmal eine weitere Ann�aherung an die numerischen Resul-tate bedeuten. Mit h�oheren Ordnungen sollte daher insbesondere der �Ubergang zurferromagnetischen Phase noch besser getro�en werden. An den von den MC-Wertenabweichenden Startpunkten �0:25 der MF-Kurven wird sich dabei allerdings nichts�andern.2.4.2 Das Verhalten bei endlichen �-WertenWie im U(1)-Modell bedeutet auch hier ein endliches � eine zus�atzliche Integration�uber die L�ange des Higgsfeldes '. Bezeichnet man das Ma� der SU(2) weiterhin mitd� lautet die Zustandssumme jetztZ =  Yx Z 10 j�xj3 dj�xj Z d�x! Yy Z d yd � y! e�S ; (93)41



wobei S nun wieder die bosonische Wirkung in ihrer allgemeinen Form enth�alt:SB =Xx 8<:12Tr('+x') + � �12Tr('+x')� 1�2 � � 4X�=1Tr('+x+�')9=; : (94)Erneut ohne Ber�ucksichtigung von Normierungsfaktoren ergibt sich nach Integration�uber die fermionischen FreiheitsgradeZ =  Yx Z 10 j�xj3 dj�xj Z d�x! e�SB+ln det �Q : (95)Die De�nition eines neuen Ma�es ZH entsprechend dem U(1)-Modell ergibt nachAusf�uhrung der SU(2)-Gruppenintegration in analoger Weise den Ausdruck:ZH =Yx �Z 10 j�xj3 dj�xj e�j�xj2��(j�xj2�1)2 (I0(jH jj�xj)� I2(jH jj�xj))� : (96)Unter Zuhilfenahme der parabolischen Zylinderfunktionen verbleibt man schlie�lichmit folgendem Ergebnis:ZH = " 1Xk=0 (14 jH j2)kk! p2��kD�k�2 �1� 2�p2� �#N � (F1(jH j; �))N : (97)Da sich auch hier die Struktur von ZH bzgl. H im Vergleich zur divergenten Selbst-kopplung nicht ge�andert hat, lassen sich wie schon im U(1)-Modell die Ausdr�uckef�ur die Felderwartungswerte hinsichtlich ihrer Ordnung in H �ubernehmen. Lediglichdie Koe�zienten sind andere. Demnach gelten auch jetzt die Relationen (87).Bei den anschlie�enden Untersuchungen wird nur der Fall GG = 0 betrachtet. Er um-fa�t den physikalisch interessanten Entkopplungsfall G� = 0. Numerische Vergleichs-daten bei endlicher Selbstkopplung liegen allerdings nicht vor. Mit der Abk�urzunga�k � (2�)� k2D�k�2 �1� 2�p2� � (98)ergibt sich f�ur die Erwartungswerte, die in den HPE bis zur sechsten Ordnung auf-treten k�onnen (ein geschlossener Graph der L�ange Sechs kann einen Gitterpunkth�ochstens dreimal anlaufen und gibt damit Anla� zu einem Produkt von maximaldrei �-Faktoren), das folgende Bild:< �k >H = Hk a�12a�0 +O(H3) � Hk4 g(�) +O(H3) ;< �k�l >H = �kl  a�12a�0 + 18 jH j2 a�2a�0 � (a�1a�0 )2!!+HkH l a�24a�0 +O(H4)� 14�klg(�) + O(H2) ;< �k�l�m >H = (�lmHk + �klHm + �kmH l) a�24a�0 + O(H3) : (99)Die gr�o�ere Komplexit�at der SU(2) bzgl. der in den Graphen erlaubten �-Faktorenspiegelt sich auch in der �-Abh�angigkeit wider. Sie l�a�t sich nicht wie im U(1)-Fallvollst�andig aus der HPE herausziehen, selbst wenn man diese nur bis zur sechstenOrdnung ausf�uhrt. Beschr�ankt man sich wie bisher lediglich auf die f�uhrende Ord-nung in d, ist das �-Verhalten allerdings allein durch die Funktion g(�) beschreibbar.42



Diese Beschr�ankung sorgt n�amlich daf�ur, da� nur die ersten beiden Erwartungswertein (99) eine Rolle spielen, denn ein geschlossener Graph der L�ange Sechs, der einenGitterpunkt dreimal anl�auft und zur Ordnung H2 beitr�agt, liefert allenfalls einenFaktor d2, ist also nicht von f�uhrender Ordnung in d.F�ur den PM-FM-Phasen�ubergang ergibt sich in f�uhrender Ordnung d in d = 4 Di-mensionen unter Ber�ucksichtigung der �-Abh�angigkeit die Beziehung�cr = 14g(�)�1� n � KG G��1�2 8(G �G�)2+� KG G��1�4 h192(G +G�)2 + 320(G � G�)2+[4(G �G�)4 + 4(G2 �G2�)2)]g(�)i+� KG G��1�6 h20480(G + G�)2 + 13312(G �G�)2+[640(G � G�)4 + 1408(G2 � G2�)2]g(�)+[163 (G � G�)6 + 323 (G �G�)4(G +G�)2+163 (G �G�)2(G + G�)4)]g(�)2io (100)und f�ur den PM-AFM-Phasen�ubergang der Ausdruck�cr = �14g(�)�1 � n � KG G��1�2 8(G � G�)2+� KG G��1�4 h64(G +G�)2 � 64(G �G�)2�[4(G � G�)4 + 4(G2 �G2�)2)]g(�)i+� KG G��1�6 h4096(G +G�)2 � 3072(G �G�)2+[256(G �G�)4 � 128(G2 �G2�)2]g(�)+[163 (G � G�)6 + 323 (G �G�)4(G +G�)2+163 (G � G�)2(G + G�)4)]g(�)2io : (101)Asymptotisch verh�alt sich g(�)�1 wie 4�2�2�4�2�2�+1 , ihr Grenzwert f�ur verschwindendeSelbstkopplung ist 12 . Ein genaues Bild zeigt Abbildung 8.

43



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

1
/
g

lambdaAbbildung 8: g(�)�1 sowie (4�2 � 2�)=(4�2 � 2�+ 1)
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

k
a
p
p
a

Gpsi

PM

FM

AFM

FIAbbildung 9: Die Phasen�uberg�ange f�ur unendliches und verschwindendes � in sechsterOrdnung K f�ur K = 0:125 und G� = 0. Die in � = �18 startenden Kurven beziehen sichauf � = 0. F�ur den PM-FM-�Ubergang ergibt sich die obere und f�ur den PM-AFM-�Ubergangdie untere der beiden � = 0-Kurven aus den � = 1-Kurven durch reine Verschiebung, d.h.Ber�ucksichtigung von g�1 in (100) bzw. (101).Abbildung 9 zeigt den Ein
u� von g(�) auf die Phasenstruktur f�ur den Extrem-fall verschwindender Higgsselbstkopplung (dort ist die Abweichung der Funktiong(�) von 1, d.h. dem Wert bei � = 1 maximal). Als Unterst�utzung sind in dieseAbbildung auch die Kurven aufgenommen, die sich allein durch Verschiebung desPhasen�ubergangs bei � =1, d.h. Ber�ucksichtigung des Faktors g(�)�1 in (100) bzw.(101), ergeben. 44



Es wird deutlich, da� die Verformung der Kurven aufgrund der Faktoren g(�) undg(�)2 keine gro�en Abweichungen hervorbringt.Im Gegensatz zum U(1)-Modell tritt hier allerdings eine deutliche Verschiebung auf,die bei K = 0 und verschwindender skalarer Kopplung auf �cr = �18 f�uhrt. Diesstimmt mit den aus der St�orungstheorie abgeleiteten Resultaten [31] wie auch imU(1)-Modell [28] �uberein.
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2.5 Wellenfunktionsrenormierung, Masse und Kondensat der Fer-mionenIn diesem Abschnitt sollen mit Hilfe der MFA einige fermionische Me�gr�o�en be-stimmt werden. Es handelt sich um die renormierte, fermionische Masse �R sowiedie Wellenfunktionsrenormierungen Z und Z� und das Fermionkondensat. Bis aufletzteres kann man alle diese Gr�o�en aus dem Fermionpropagator gewinnen, derwiederum �uber die MFA und die HPE berechnet wird. Demzufolge ist zun�achst derZusammenhang zwischen den gesuchten Me�gr�o�en und dem Fermionpropagator zukl�aren.2.5.1 Zusammenhang der Me�gr�o�en mit dem FermionpropagatorIn Analogie zum Verhalten des freien Fermionpropagators [28] de�niert man denPropagator der wechselwirkenden Theorie im Impulsraum unter Ber�ucksichtigungder Translationsinvarianz durch die Relation~�	(p) =Xx e�ip�x < 	x �	0 >c= A � i�p � 
B + O(�p2) (102)mit �p� � sin p�. Die Entwicklung des inversen Propagators um die Ecken der Bril-louinzone (�p = 0) ergibt demnach~��1	 (p) =M + i�p � 
N + O(�p2) ; (103)wobei die Matrizen M und N durchM = A�1 ; N = A�1BA�1 (104)gegeben sind. Die Wellenfunktionsrenormierung Z	 ist so zu w�ahlen, da� sie die Ma-trix N auf die Einheitsmatrix transformiert. Diese Wahl f�uhrt f�ur den renormierten,inversen Propagator auf die Beziehung:( ~��1	 )R(p) = Z1=2	 ~��1	 (p)Z1=2	 = 1I4 
MR + i�p � 
 
 1I2 +O(�p2) : (105)Die MassenmatrixMR ist in der symmetrischen Phase, die auch hier Gegenstand derweiteren Betrachtung sein soll, eine rein o�diagonale 2
2-Matrix mit den Eintr�agen�R. Mit Hilfe der so de�nierten Me�gr�o�en liest sich der Propagator als:~�	(p) = 1�2R + �p2  �i
 � �pZ �RpZ Z��RpZ Z� �i
 � �pZ� ! : (106)Dieser Zusammenhang ist nun nach den gesuchten Gr�o�en aufzul�osen. Ein Vergleichmit (102) zeigt zun�achst:A �  0 A �A � 0 !
 1I4 = �RpZ Z��2R + �p2  0 11 0 !
 1I4 ;B �  B 00 B� !
 1I4 = 1�2R + �p2  Z 00 Z� !
 1I4 : (107)In den Ecken der Brillouinzone, die im folgenden mit q bezeichnet werden (d.h.q = (p1; :::; pd) mit p� 2 f0; �g) ergibt sich damit�R(q) = A �(q)qB (q)B�(q) ; Z (q) = A2 �(q)B�(q) ; Z�(q) = A2 �(q)B (q) : (108)46



Die Gr�o�en A(q) und B(q) erh�alt man nach (102) aus dem Impulsraumpropagatorauf die folgende Weise:A(q) = ~�	(q) =Xx e�iq�x < 	x �	0 >c ;B(q) = id dXk=1 
k @@�pk ~�	(�p)j�p=0 = 2i2d� q̂2 dXk=1 
k @@pk ~�	(p)jp=q= 22d� q̂2 Xx  dXk=1 
kxk! e�iq�x < 	x �	0 >c : (109)Die Gleichungen (108) und (109) ergeben den gesuchten Zusammenhang. Dabei istp̂� � 2 sin p�2 .Wie schon in den vorangegangenen Abschnitten ist der Wechsel zur A-B-Darstellungf�ur die Berechnung von A(q) und B(q) sinnvoll. Mit der De�nition B� � 12(B +B�)und B� � 12(B �B�) lautet sie A(q) 00 A(q) !
 1I4 = ~�AB(q) =Xx e�iq�x < 	x �	0 >ABc ; B� � 
5B� 00 B� + 
5B� ! (q) = 22d� q̂2 Xx  dXk=1
kxk! e�iq�x < 	x �	0 >ABc :(110)Im folgenden ist mit A(q) immer die Zahl in (110) gemeint. Nach Berechnung der in(110) spezi�zierten Gr�o�en erlaubt ein Wechsel zur�uck zur chiralen Darstellung dieBestimmung der gesuchten Gr�o�en �R sowie Z und Z� mittels Gleichung (108).Der daher zun�achst zu untersuchende Ausdruck < 	x �	0 >ABc ergibt sich �ublicher-weise nach Einf�uhrung von Quelltermen in die WirkungS �! �S = S �Xx ( �Nx	x + �	xNx) (111)aus der Di�erentiation der freien Energie nach den Quellen, d.h.< 	x �	0 >ABc = @2@ �Nx@N0 ln �Z(N; �N)jN; �N=0 ; (112)mit �Z(N; �N) = Qx R d�xe� �S und einem der Symmetrie entsprechenden Integra-tionsma� d�x. Im hier untersuchten U(1)-Modell ist �Z(0; 0) mit dem Z aus denGleichungen (20,55) identisch. Man f�uhrt nun dasselbe Ersatzma� ZH ein wie dortund de�niert�ZMFA(N; �N) � ZH exp  < �S1B + ln det �Q� 12(HXx �+x +H+Xx �x)+Xxy �Ny �Q�1yx (�)Nx >H! ; (113)wobei ZH und SB f�ur endliches und divergentes � passend zu w�ahlen sind und dasSkalarfeld f�ur � =1 der Einschr�ankung j�j = 1 unterliegt.Unter Zuhilfenahme dieser Zustandssumme l�a�t sich nun die MFA des Propagatorsbestimmen: < 	x �	0 >MFAc =< �Q�1x0 (�) >H : (114)47



So wie bei der Untersuchung der Phasenstruktur die O(H2) solcher Erwartungswertezu berechnen war { denn das Verschwinden ihrer zweiten Ableitung in H = 0 legtedie Grenze der symmetrischen Phase fest {, mu� von diesem Ausdruck in der sym-metrischen Phase die O(1) bzgl. H bestimmt werden, da alle h�oheren Ordnungenin H = 0 verschwinden. Betrachtungen in der gebrochenen Phase sind aus diesemGrund sehr viel aufwendiger; dort nimmt H n�amlich von Null verschiedene Wertean.2.5.2 Berechnung des Propagators in MFAWegen der Nichtlokalit�at des Propagators versucht man auch hier eine HPE. Mitdenselben De�nitionen wie bisher resultiert daraus der Ausdruck:< �Q�1x0 (�) >H = 1��2 � (G2� � G2�) 1Xi=0 K��2 � (G2� �G2�)!i �� < [(M �G) �H]ix0(M � G)00 >H : (115)Im Gegensatz zu den fr�uheren Untersuchungen spielen also jetzt o�ene Wege von 0nach x eine Rolle. Da in (110) �uber alle x summiert wird, kommen so s�amtliche Wegezum Tragen, die in 0 starten. Diese Tatsache erlaubt die vollst�andige Aufsummati-on bestimmter Graphenklassen f�ur alle Ordnungen von K und damit insbesonderedie Ber�ucksichtigung aller Graphen, die bei vorgegebener K-Potenz zur f�uhrendenOrdnung von d beitragen.L�a�t man zun�achst die Yukawakopplungsmatrizen G au�er acht, betrachtet also in(115) den einen Term h�ochsterM -Potenz, ergeben sich in r = �� = 1 die GleichungenA(q)
 1I4 = 11� (G2� �G2�) � 1Xi=0 K1� (G2� �G2�)!iXx e�iq�x X�1;���;�i iYj=1(
�j + 1)�x;0+�1+:::+�i ;B�(q)
 1I4 = 22d� q̂2 11� (G2� � G2�) � 1Xi=0 K1� (G2� � G2�)!iXx e�iq�x( dXk=1xk
k) X�1;���;�i iYj=1(
�j + 1)�x;0+�1+:::+�i ;B�(q)
 
5 = 0 : (116)Die jeweils zweite Zeile in den Ausdr�ucken f�ur A und B� beschreibt die Summation�uber alle m�oglichen Wege der L�ange i auf dem Gitter. Mit jedem Schritt auf demGitter in eine Richtung �̂ ist dabei der Faktor (
� + 1) verbunden, der, bedingtdurch die Relation (
�+1)(
��+ 1) = 0, wie schon in den beiden vorangegangenenAbschnitten zum Wegfall der Beitr�age s�amtlicher Graphen mit Appendices f�uhrt.F�ur B� sind die verbleibenden Wege je nach ihrem Endpunkt x noch mit verschiede-nen Faktoren gewichtet. Solange keine G-Faktoren ber�ucksichtigt werden, tritt die
5-Matrix nicht auf und B� verschwindet. Wie im Anhang E bewiesen wird, l�a�tsich die Summationen f�ur A und B� vollst�andig ausf�uhren. Mit nq als Zahl der vonNull verschiedenen Komponenten von q liefert sieA(q) = 11� (G2� �G2�) 1Xi=0 2(d� 2nq)K1� (G2� �G2�)!i48



= 11� (G2� �G2�)� 2(d� 2nq)K ;B�(q) = 1d� 2nq 11� (G2� � G2�) 1Xi=0 i 2(d� 2nq)K1� (G2� � G2�)!i= 2K(1� (G2� �G2�)� 2(d� 2nq)K)2 : (117)Die Summation �uber alle L�angen i ist nat�urlich nur innerhalb des Konvergenzradiusdurchf�uhrbar. F�ur die renormierte Fermionmasse und die Wellenfunktionsrenormie-rung ergeben sich demzufolge ohne Ber�ucksichtigung der G-Matrizen die nachste-henden, f�ur alle Ordnungen von K aufsummierten Ausdr�ucke:�R(q) = 1� (G2� � G2�)� 2(d� 2nq)K2K = �R(0) + 2nq ;Z (q) = Z�(q) = 12K : (118)Es sei nochmals betont, da� in (118) die Beitr�age aller denkbaren Graphen ohneG-Matrizen enthalten sind, also nicht etwa nur f�uhrende Ordnungen in d.An dieser Stelle �ndet man eine weitere, aus numerischen Simulationen gewonneneAussage [27] qualitativ durch die MFA best�atigt: Der kritische Wert des fermio-nischen Hoppingparameters Kcr w�achst f�ur G G� < 0 monoton mit wachsendemjG G�j. Nach (118) ist er gegeben durch Kcr = 1�G G�8 und besitzt daher genaudiese Eigenschaft.Nimmt man die MFA ernst und macht eine HPE in K nur in f�uhrender Ordnungder Dimension d, wie es f�ur "mean-�eld\-Rechnungen typisch ist, da sie in d ! 1exakt werden, bildet (118) das Endresultat. Denn die Hinzunahme von G-Matrizenbedeutet die Einf�uhrung von �-Faktoren, welche sich in der symmetrischen Phasegenau aufheben m�ussen. Die damit verbundenen Zwangsbedingungen an die Wegeauf dem Gitter (sie m�ussen sich an geeigneten Stellen kreuzen) schr�anken die freieWahl der Wege im Gegensatz zur Situation bei geschlossenen Graphen derart ein,da� Beitr�age dieser Art nicht mehr die maximale d-Potenz aufweisen, wie es ohne�-Faktoren noch der Fall war. Sie liefern Terme proportional zu Kmdn mit m > n,wohingegen die Exponenten bei Termen f�uhrender Ordnung in d gleich sind.W�ahrend die Wellenfunktionsrenormierungen in dieser Form noch mit den Resulta-ten f�ur die nullte Ordnung der St�orungsrechnung �ubereinstimmen, geht das Ergebnisder renormierten, fermionischen Masse bereits dar�uber hinaus. Setzt man die Yuka-wakopplungen auf Null, ist es allerdings damit identisch.Da bisher keine Erwartungswerte < � � �>H in die Ergebnisse eingingen, sind letztereunabh�angig vom betrachteten Modell und gelten in gleicher Weise f�ur die SU(2)-Symmetrie.Im Fall endlicher Selbstkopplung ist nun wieder mit jeder Massenmatrix der FaktorM1�GGj�j2 verbunden. Da bisher noch keine expliziten G-Faktoren betrachtet wurden,ist dies der einzige Punkt, an dem die Endlichkeit der Higgskopplung eingeht. Isth(j�2j) wie in (76) de�niert, folgt aus der Entwicklung bis zur ersten Ordnung inGG: A(q) = 1Xi=0 < h(j�j2)0;0[Kh(j�j2)]ix;0 >H (2(d� 2nq))i= 11� 2K(d� 2nq)  1 + GG < j�j2 >H1� 2K(d� 2nq) +O(GG2)! ;49



B�(q) = 2K(1� 2K(d� 2nq))2  1 + 2GG < j�j2 >H1� 2K(d� 2nq) +O(GG2)! : (119)Bedenkt man, da� < j�j2 >H= f(�) bei divergenter Selbstkopplung den Wert Einsannimmt, stimmt dieses Resultat dort mit der Entwicklung von (117) bis zur erstenOrdnung in GG �uberein. F�ur die Me�gr�o�en ergibt sich�R(q) = 1�GGf(�)� 2(d� 2nq)K2K + O(GG2) ;Z (q) = Z�(q) = 12K (1 +O(GG2)) : (120)Wegen fehlender numerischer Vergleichsdaten bei endlichem � ist es nicht n�otig,hier zu h�oheren Ordnungen von GG zu gehen. Bereits jetzt ist zu erkennen, da�die �-abh�angigen Faktoren in den h�oheren Ordnungen von GG im Fall � = 1verschwinden m�ussen. Gleichung (120) zeigt ferner, da� jetzt �uber die fermionischeMasse eine Modellabh�angigkeit gegeben ist. Im SU(2)-Modell ist dort f(�) durchg(�) zu ersetzen. Die Wellenfunktionsrenormierung unterscheidet weiterhin nichtzwischen U(1)- und SU(2)-Modell.2.5.3 Korrekturen zur f�uhrenden Ordnung der MFAF�ur den Fall divergenter Selbstkopplung sollen im folgenden zwei verschiedene, aufdie Einbeziehung von Termen mit G-Faktoren basierende Korrekturverfahren unter-sucht werden. Dazu emp�ehlt es sich, die bisherigen Rechnungen aus einer anderenSicht zu betrachten:In Analogie zur �ublichen St�orungsrechnung l�a�t sich die Gr�o�e 2(d� 2nq)K � L(q)als eine Art freier Propagator und ��(��2 � (G2� � G2�))�1 � I0 als irreduzibler An-teil niedrigster Ordnung au�assen. (Da in diesem Abschnitt keine Besselfunktionenauftreten, ist eine Verwechslung ausgeschlossen.) In diesem Sinne lassen sich A undB� unter Vernachl�assigung der G-Faktoren schreiben als:A(q) = I0 + I0L(q)I0 + I0L(q)I0L(q)I0 + :::::= I0  1 + 1Xi=1(L(q)I0)i! = I01� L(q)I0 ;(d� 2nq)B�(q) = I0  0 + 1Xi=1 i(L(q)I0)i! = I0L(q)I0(1� LI0)2 : (121)Auf derartige Weise werden mit Hilfe der "Bausteine\ L(q) und I0 s�amtliche Gra-phen erzeugt und in A(q) bzw. B�(q) ber�ucksichtigt, die keine G-Matrizen enthalten.Zur Konstruktion von Graphen mit G-Faktoren sind weitere elementare Bausteineeinzuf�uhren, die solche Faktoren enthalten. Diese m�ussen sich dabei u.a. an den End-punkten der neuen Bausteine be�nden, denn w�are letzteres nicht der Fall, lie�e sichein solcher Teilgraph wiederum aus L(q) und einem Teilgraphen, der in G-Matrizenendet, zusammensetzen. In diesem Kontext darf daher von irreduziblen Bausteinengesprochen werden, wenn die Enden mit G-Faktoren besetzt sind. Zusammen mitder Notwendigkeit, da� sich die �-Felder gegenseitig aufheben m�ussen, schr�ankt diegenannte Bedingung die Zahl der m�oglichen irreduziblen Bausteine stark ein.Der bzgl. der Ordnung von K kleinste Baustein dieser Art tr�agt zwei G-Matrizen,startet und endet im gleichen Gitterpunkt und uml�auft dabei eine Plakette auf demGitter, hat also die L�ange 4. Damit be�nden sich die beiden G-Matrizen im glei-chen Punkt, so da� die �-Faktoren sich aufheben. (Ein Weg der L�ange 2, der solches50



leistet, also zu einem Gitterpunkt zur�uckkehrt, an dem sich dann zwei G-Matrizenplazieren lie�en, w�are ein Appendix. F�ur r = 1 verschwindet ein derartiger Beitragaber nur dann nicht, wenn in dem Appendix eine G-Matrix steht. Der dortige �-Faktor allerdings f�allt nicht heraus und f�uhrt zu einem Term proportional zu H , derin der betrachteten symmetrischen Phase verschwindet.)Der Beitrag dieses Bausteines I2 l�a�t sich leicht berechnen. Er lautet:rr = ��3K41I4(��2 � (G2� �G2�))5 [�4d(2d� 2)(G2� �G2�)] = I2 1I4 : (122)Die Punkte deuten dabei die Stellung der G-Faktoren an. Wie alle geschlossenenGraphen der L�ange 2l ist er in f�uhrender Ordnung d proportional zu K2ldl.F�ur das weitere Vorgehen bieten sich zwei M�oglichkeiten:1. Zum einen kann man s�amtliche Graphen ber�ucksichtigen, die aus den drei Bau-steinen L(q); I0; I2 aufgebaut werden k�onnen, den irreduziblen Baustein I2 alsovollst�andig einbeziehen. Dies st�ort allerdings die Konsistenz der d-Entwicklungf�ur feste Ordnung von K. Denn ein Graph, der z.B. zwei I2-Bausteine enth�alt,verliert im Vergleich zur f�uhrenden Ordnung den Faktor d�4, wird aber ber�uck-sichtigt, obwohl Graphen mit einem Baustein I3 (s.u.), d.h. einem Faktor d�3gegen�uber der f�uhrenden Ordnung, vernachl�assigt werden.2. Die Alternative dazu besteht in der vollst�andigen Berechnung der in d n�achstenOrdnung. Dazu tragen genau die Wege bei, die aus einem I2 und beliebig vie-len L(q) und I0 aufgebaut sind. (Dabei mu� nat�urlich die Anzahl irreduziblerBausteine um eins gr�o�er sein als die Zahl der L(q).) Es ist dies einzuse-hen, wenn man bedenkt, da� Terme maximaler Ordnung proportional zu Kldlsind, w�ahrend die jetzt betrachteten Wege s�amtliche Beitr�age proportional zuKldl�2 liefern. Ausdr�ucke, die sich wie Kldl�1 verhalten, kann es nicht geben,denn das w�urde bedeuten, da� ein Graph der L�ange l mit l � 1 frei w�ahlba-ren St�ucken vorliegt und einen Punkt (an dem die G-Matrizen stehen) zweimaldurchl�auft. Der dann notwendige Appendix f�uhrt aber zum Verschwinden einessolchen Beitrags.1. Vollst�andige Einbeziehung irreduzibler BausteineBetrachtet man alle Graphen der L�ange l, so gibt es f�ur das Ersetzen von I0 durchI2 genau l + 1 M�oglichkeiten. Diese neuen Graphen liefern daher statt L(q)l(I0)l+1den Beitrag L(q)l(I0)l+1(l + 1)I12I�10 . Erlaubt man die Ersetzung einer beliebigenZahl von I0 durch I2 (einschlie�lich Null), ergibt die ZusammenfassungA(q) = 1Xi=0L(q)iI i+10 i+1Xj=0 i+ 1j ! Ij2I�j0= 1Xi=0L(q)i(I0 + I2)i+1 = (I0 + I2) �  1 + 1Xi=1(L(q)(I0+ I2))i!= I0 + I21� L(q)(I0+ I2) (123)und entsprechend f�ur B(q):(d� 2nq)B�(q) = 1Xi=0 iL(q)iI i+10 i+1Xj=0 i+ 1j ! Ij2I�j051



= L(q)(I0+ I2)2(1� L(q)(I0 + I2))2 : (124)Diesem allgemeinen Zusammenhang l�a�t sich entnehmen, da� weitere irreduzibleBausteine durch einfache Addition ihrer selbst zu den bereits vorhandenen Baustei-nen zu erg�anzen sind.Vor einer Auswertung sollen auch die irreduziblen Bausteine sechster Ordnung inK Ber�ucksichtigung �nden, da sich hier erstmals ein von Null verschiedenes B�ergibt und es dadurch zu einer Aufspaltung zwischen Z und Z� kommt. Nichtverschwindende Bausteine der Ordnung K6 sind z.B.r ����r r ����r rr r rrr rr r rrr rr ;(125)w�ahrend es weitere Bausteine gibt, die aufgrund ihrer Appendix-Struktur verschwin-den oder sich beim Durchlaufen in beiden Richtungen gegenseitig aufheben, wiebeispielsweiser ����r = 0 ; r?r rr + rr r?r = 0 : (126)Die drei ersten Graphen in (125) liefern einen Beitrag zu I3. Insgesamt ergibt sichbei Ber�ucksichtigung aller geschlossenen Wege der L�ange 6 ohne SpitzenI3 1I4 = ��5K61I4(��2 � (G2� �G2�))7 [�32d(2d� 2)(2d� 4)� 48d(2d� 2)](G2��G2�) : (127)Um alle Graphen zu ber�ucksichtigen, die sich unter zus�atzlicher Einbeziehung s�amt-licher irreduzibler K6-Bausteine bilden lassen, m�ussen au�er I3 noch die letztenbeiden Graphen aus (125) bestimmt werden:r rrr rr+ r rrr rr = �4(G2� + G2�)(G2� + 3G2�)��K6(��2 � (G2� �G2�))7 �� (G� � 
5G�)(
� + 1)(
� + 1)(G�+ 
5G�)� a(G� � 
5G�)(
� + 1)(
� + 1)(G�+ 
5G�) :(128)Die Einbeziehung dieser irreduziblen Bausteine ergibt schlie�lich (Anhang E)A(q) = I0 + I2 + I3 + S(q)1� L(q)(I0+ I2 + I3 + S(q)) ;(d� 2nq)B�(q) = T�(q) + L(q)(I0 + I2 + I3 + S(q))2(1� L(q)(I0 + I2 + I3 + S(q)))2 ;(d� 2nq)B�(q) = �T�(q)(1� L(q)(I0 + I2 + I3 + S(q)))2 : (129)Dabei gilt S(q) = a(G2� �G2�) [2d(2d� 2)� 16nq(d� nq)] ;T�(q) = 2a(G2� +G2�) [2d(2d� 2)� 16nq(d� nq)] ;T�(q) = 4aG�G� [2d(2d� 2)� 16nq(d� nq)] : (130)52



2. Vollst�andige Berechnung weiterer Ordnungen in dAusgehend von der f�uhrenden Ordnung in d erh�alt man unter zus�atzlicher Ber�uck-sichtigung aller Terme bis zur zweith�ochsten Ordnung in d, d.h. aller Graphen, dieneben einem I2 nur aus L(q) und I0 bestehen, den folgenden Ausdruck:A(q) = 1Xi=0L(q)iI i+10 1Xj=0 i+ 1j ! I(f)j2 I�j0= I01� L(q)I0 + I(f)2(1� L(q)I0)2 ;(d� 2nq)B�(q) = 1Xi=0 iL(q)iI i+10 1Xj=0 i+ 1j ! I(f)j2 I�j0= I0L(q)I0(1� L(q)I0)2 + 2I(f)2 L(q)I0(1� L(q)I0)3 : (131)I(f)2 bedeutet dabei, da� nur der Term / K4d2 aus (122) einbezogen wird. Auch hiersoll noch ein weiterer Schritt durchgef�uhrt werden, der diesesmal in der Ber�ucksich-tigung aller Graphen mit dem Verhalten Kldl�3 besteht. Bezeichnet I(f)3 erneut dief�uhrende Ordnung von d in (127), so ist dazu in (131) lediglich If2 durch I2 + If3 zuersetzen.Ehe auf die numerischen Resultate f�ur die gesuchten Gr�o�en �R; Z ; Z� eingegangenwird, sei noch ein Sachverhalt bzgl. der Ordnung der Yukawakopplungen in B�(q)erl�autert:S�amtliche Bausteine quadratischer Ordnung in den Yukawakopplungen sind appen-dixfreie, geschlossene Wege, die in G-Matrizen anfangen und enden. Den Beitragaller solcher Wege der L�ange 2l bezeichne man mit Il. Sie tragen auf dieselbe Weisewie I0; I2; I3 zu A;B�; B� bei, d.h. liefern insbesondere keinen B�-Beitrag. Um daseinzusehen, ist zu �uberlegen, was passiert, wenn man die G-Matrix am Anfang einessolchen Graphen, an allen mit den links verbundenen 
-Matrizen vorbei, bis zumEnde durchpermutiert:F�ur den G�-Anteil �andert sich nichts, da er mit den 
-Matrizen kommutiert; f�ur denTeil �
5G� hingegen kehren sich die Richtungen aller 
-Matrizen um, d.h. 
� ! 
��.Infolgedessen verbleibt man bzgl. G� beim urspr�unglichen Weg und erh�alt f�ur �
5G�einen neuen, allerdings weiterhin geschlossenen Weg gleicher L�ange. Da aber die Ge-samtheit aller geschlossenen Wege dieser L�ange betrachtet wird und die Abbildung
� ! 
�� dort bijektiv ist, �andert sich e�ektiv auch f�ur �
5G� nichts. Demzufolgeergibt sich das gleiche Resultat f�ur Il, wenn die G-Matrix am Anfang der Graphendirekt an deren Ende geschrieben wird. Dann aber lassen sich die beiden G-Matrizenzusammenfassen und die Abh�angigkeit der Il von den Yukawakopplungen lautet:Il / �2l�1K2l(��2 � (G2� � G2�))2l+1 (G2� � G2�) : (132)Il enth�alt folglich keinen 
5-Beitrag, wie er f�ur ein nichtverschwindendes B� erfor-derlich w�are.Ein �ahnliches Argument schlie�t auch die vierte Potenz der Yukawakopplungen alsBeitrag zu B� aus:Irreduzible Bausteine mit vier G-Faktoren tragen zwei davon an ihren Enden undzwei im Inneren. Durchl�auft man einen solchen Graphen, m�ussen der erste und vier-te sowie der zweite und dritte G-Faktor zusammenfallen. Denn da abwechselnd �53



und �+ auftreten, ist klar, da� letztere sich nur aufheben k�onnen, wenn eine geradeAnzahl (einschlie�lich Null) von G-Faktoren zwischen den beiden aufeinandertref-fenden liegt. Die andere M�oglichkeit w�are daher die Kompensation des ersten durchden zweiten und des dritten durch den vierten G-Faktor. Sie scheidet aus, da dieszu einem Graphen f�uhrt, der in einem erweiterten Sinne nicht irreduzibel ist, denner setzt sich aus zwei irreduziblen Bausteinen an den Enden eines Graphen aus I0und L(q) zusammen.Der verbleibende Graph ist somit geschlossen (Kompensation des ersten mit demvierten G-Faktor) und kreuzt sich wenigstens einmal im zweiten bzw. dritten G-Faktor. Auf den im zweiten Faktor startenden und im dritten Faktor endendenTeilgraphen l�a�t sich die obige Argumentation f�ur die quadratische Ordnung in denYukawakopplungen anwenden. Sie ergeben also einen Faktor G2��G2� , d.h. eine ska-lare Gr�o�e. Folglich sind die beiden �ubrigen G-Faktoren an den Enden des Bausteinsebenfalls wie oben abzuhandeln.Aus diesem Grunde k�onnen fr�uhestens Terme in sechster Ordnung der Yukawakopp-lungen zu B� beitragen.2.5.4 Vergleich mit den MC-DatenF�ur den Fall divergenter, skalarer Kopplung werden die MF-Resultate in den fol-genden vier Abbildungen mit den numerischen Daten verglichen. Dabei ist in denersten drei Abbildung die fermionische Masse abz�uglich ihres Wertes in nullter Ord-nung St�orungsrechnung aufgetragen, um die durch die MFA demgegen�uber erreichteVerbesserung deutlicher zu machen. Die vierte Abbildung zeigt Z.
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Abbildung 10: Im U(1)-Modell f�ur � = 1; G = 0:1; G� = �0:3 ist hier M = �R � �0gegen K aufgetragen. Die numerischen Daten stammen erneut aus MC-Rechnung auf 43 �8-Gitter, in mR ' 1 in der PM-Phase. Die Kurven m1,m2,m3 zeigen die MF-Resultate unterBer�ucksichtigung der eins, zwei, drei f�uhrenden Ordnungen in d. Die Kurven m4,m5 basierenauf den MF-Ergebnissen, die alle irreduziblen Bausteine der Ordnung K4, K6 enthalten.DerKonvergenzradius ist � 0:129. 54
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Abbildung 11: Diese Abbildung zeigt dasselbe wie die vorige f�ur G = 0:1; G� = �1:0.Der Konvergenzradius betr�agt 0:1375.
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Abbildung 12: Im Vergleich zur vorangegangenen Abbildung haben sich nur die Yukawa-kopplungen ge�andert. Sie betragen G = 2:0; G� = �2:0. Hier liegt der Konvergenzradiusbei 0:625.
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Abbildung 13: Die Kurve z1(x) veranschaulicht die Wellenfunktionsrenormierung Z =1=2K, Rauten zeigen MC-Werte f�ur eine gemittelte Wellenfunktionsrenormierung Z =12 (Z + Z�) bei G = 0:1; G� = �0:3, die Kreuze in G = 0:1; G� = �1:0, die Qua-drate in G = 2:0; G� = �2:0. Die Kurven z(a,b)4(x) zeigen Z unter Ber�ucksichtigung derersten drei f�uhrenden Ordnungen in d f�ur GG = �0:03;�0:1;�4:0.In den ersten beiden Abbildungen erkennt man zun�achst, da� die gute �Uberein-stimmung der unkorrigierten MF-Resultate f�ur gro�e K eher zuf�allig ist, denn nachHinzunahme der verschiedenen Korrekturen ist sie nicht mehr gegeben. Eine sol-che Situation w�are auch nicht mit dem Konvergenzradius der unkorrigierten Reihein Einklang zu bringen, den der Entwicklungsparameter auf K < 1�G G�2(d�2nq) festlegt.Innerhalb dieses Radius unterscheiden sich in allen drei F�allen die verschiedenen Ap-proximationen nicht wesentlich, so da� auch nach Ber�ucksichtigung weiterer Ord-nungen in d bzw. zus�atzlicher Bausteine dort keine gro�en �Anderungen mehr zuerwarten sind. Abschlie�end l�a�t sich daher sagen, da� im G�ultigkeitsbereich derHPE bereits die unkorrigierte MFA die Abweichungen der numerischen Resulta-te von der nullten Ordnung der St�orungsrechnung approximativ richtig wiedergibt.Die Korrekturen sind dort nur unwesentlich.Die Wellenfunktionsrenormierung Z aus der vierten Abbildung zeigt erst nach Ein-beziehung aller irreduziblen Bausteine bis zur Ordnung K6 eine Aufspaltung inZ 6= Z�. Diese ist allerdings so klein, da� sie auf der Graphik nicht sichtbar w�are.Aufgetragen ist daher der von den Yukawakopplungen unabh�angige Wert 12K . Auchunter Hinzunahme der n�achsten Ordnungen von d ergibt sich innerhalb des Konver-genzradius keine sichtbare �Anderung. Erst am Rand der jeweiligen Konvergenzkreisetreten die jeweils ersten Pole auf. (Die Pole bei K � 1=8 f�ur GG = �0:03;�0:1 sindso scharf, da� sie vom Plotprogramm nur ansatzweise erfa�t werden konnten.) Mansieht also auch hier, da� sich der Konvergenzradius sehr wohl bemerkbar macht,wenn auch erst in bzgl. d nichtf�uhrenden Termen.Der nach den vorangehenden Bemerkungen auch approximativ nicht erfa�te Bereichgro�er K l�a�t sich aus folgendem Grund nicht durch eine inverse HPE behandeln:W�ahrend bei der Berechnung von Phasengrenzen geschlossene Graphen wesentlichwaren, sind f�ur den Propagator die o�enen Graphen relevant. Sie unterscheiden56



sich von den geschlossenen u.a. dadurch, da� jedes link der L�ange n jetzt einenEinbettungsfaktor (2d)n statt p2dn tr�agt. Daher tragen, wie leicht einzusehen ist,die im vorigen Abschnitt in grober Weise vernachl�assigten Beitr�age der inversenHoppingmatrix hier nicht nur mit gleicher, sondern h�oherer d-Potenz bei, als dieber�ucksichtigten N�achste-Nachbar-Terme. Die Inkonsistenz w�urde also noch gr�o�erals sie f�ur die Berechnung der Phasengrenzen ohnehin schon war.2.5.5 Das FermionkondensatBei den bisherigen MC-Rechnungen wurde das Fermionkondensat nur im Ursprungder Brillouinzone, d.h. bei p = 0, betrachtet. In Ermangelung an Vergleichsm�oglich-keiten geschieht das auch hier. Es ist in der MFA de�niert als:C � 1N Xx < tr(�x � x) >H : (133)Eine kurze Rechnung ergibt mit den bisherigen De�nitionenC = 11�G G� 1Xi=0 K1�G G�!2i < tr �(M �G)�h�2i0;0 (M �G)0 >H : (134)MitM und G ist jetzt allerdings nur jeweils ein 4
4-Diagonalblock gemeint. Da jetztwieder ausschlie�lich geschlossene Wege gefragt sind, ist die Summation der f�uhren-den Ordnung in d erneut unm�oglich. Der Grund liegt, wie erw�ahnt, darin, da� sichzwar mit zunehmender Anzahl von G-Faktoren in einem Graphen die Zwangsbe-dingungen versch�arfen (es tragen nur Graphen bei, in denen sich alle �-Faktorenzu Betragsquadraten kompensieren), dies aber nicht unbedingt zu einer Abnahmeder Ordnung in d f�uhrt. Es entsteht eine �ahnliche Situation wie bei Berechnung derPhasengrenzen, so da� eine Entwicklung in K bis zur sechsten Ordnung erfolgt. Ausihr resultiert in d = 4 DimensionenC = 41�G G� h 1� (1 +G G�)0@96 K1� G G�!4 + 4224 K1�G G�!61A+O(K8)i : (135)Die alleinige Relevanz geschlossener Graphen erlaubt nun wieder die Durchf�uhrungeiner inversen HPE mit demselben Grad an Inkonsistenz wie bei der Untersuchungder Phasengrenzen. Mit den De�nitionen des vorigen Abschnitts lautet der gesuchteZusammenhang in d = 4 Dimensionen:C = �4� 18K2h+ 164K4 h2h2 + f4 � 2g2f2 � g4i+1512K6 h5h3 + 6h(f4 � 2g2f2 � g4) + 4f6 � 12g2f4 � 6g4f2 � 2g6i� :(136)Einen Vergleich der HPE mit numerischen Daten zeigt Tabelle 2. Die Eintr�age inder mit HMC bezeichneten Spalte sind Ergebnis einer Mittelung aus allen MC-Daten, die bei entsprechenden Yukawakopplungen und K-Werten, aber durchausbei verschiedenem � bestimmt wurden. Um festzustellen, wie sehr den Resultatenzu trauen ist, sind die MF-Daten f�ur verschiedene Ordnungen in K angegeben (diezweite Ordnung ist identisch mit der nullten Ordnung).57



Tabelle 2: Fermionkondensat in der symmetrischen Phase f�ur kleine KG G� K HMC O(1) O(K4) O(K6)0.1 -0.3 0.02 3.8838(8) 3.8835 3.8834 3.88340.1 -0.3 0.06 3.8780(9) 3.8835 3.8793 3.87870.1 -0.3 0.10 3.8507(8) 3.8835 3.8514 3.83800.1 -0.3 0.15 3.255(2) 3.8835 3.7208 3.56900.1 -0.3 0.18 2.945(2) 3.8835 3.5460 3.09300.1 -0.3 0.20 2.678(1) 3.8835 3.3690 2.51660.1 -0.3 0.40 0.8747(8) 3.8835 -4.340 -58.902.0 -2.0 0.01 0.7996(4) 0.8000 0.8000 0.80002.0 -2.0 0.10 0.7982(6) 0.8000 0.8000 0.80002.0 -2.0 0.20 0.7783(4) 0.8000 0.8006 0.80062.0 -2.0 0.30 0.8047(7) 0.8000 0.8030 0.80352.0 -2.0 0.39 0.8112(11) 0.8000 0.8085 0.81080.1 -1.0 0.02 3.636(2) 3.6363 3.6363 3.63630.1 -1.0 0.06 3.617(2) 3.6363 3.6335 3.63320.1 -1.0 0.10 3.581(2) 3.6363 3.6150 3.60700.1 -0.1 0.09 3.942(4) 3.9600 3.9367 3.92840.3 -0.3 0.091 3.6468(25) 3.6700 3.6541 3.64940.6 -0.6 0.122 2.8914(11) 2.9410 2.9290 2.92501.0 -1.0 0.19 1.950(2) 2.0000 2.0000 2.00000.6 0.6 0.055 6.213(8) 6.2500 6.2050 6.1910Das Verhalten beim �Ubergang zu h�oheren Ordnungen macht in der ersten Me�reihe(G = 0:1; G� = �0:3) deutlich, da� die Konvergenz bei vollst�andiger Entwicklungin K vermutlich bereits bei K = 0:15 nicht mehr gegeben ist, da sich dort die Kor-rekturen von der zweiten bzw. nullten zur vierten Ordnung und von der vierten zursechsten Ordnung kaum noch unterscheiden, w�ahrend sie bei kleinerem K mit zu-nehmender Ordnung stark zur�uckgehen. Die qualitativ recht gute �Ubereinstimmungder MF-Daten in sechster Ordnung mit den MC-Resultaten f�ur 0:15 � K � 0:2 istdaher rein zuf�allig und sollte bei h�oheren Ordnungen verschwinden.In allen weiteren Me�reihen ist diesen �Uberlegungen zufolge die vollst�andige HPEvermutlich konvergent. Da� der Konvergenzbereich hinsichtlich K dabei erneut vonder Gr�o�e der Yukawakopplungen abh�angt, liegt wiederum in der Proportionalit�atdes Entwicklungsparameters der HPE zu K1�G G� begr�undet. Besonders o�ensicht-lich wird dies in G = �G� = 2, wo auch bei K = 0:39 der Konvergenzradius nochnicht �uberschritten zu sein scheint.Tabelle 3 zeigt die analytischen Resultate der inversen HPE im Vergleich mit dennumerischen Ergebnissen. Der Vergleich der verschiedenen Ordnungen macht deut-lich, da� in allen F�allen auch durch h�ohere Potenzen von K�1 keine wesentliche�Anderung mehr zu erwarten ist. F�ur K � 0:8 wird der numerische Wert trotz derim Rahmen der inversen HPE notwendigen N�aherungen gut getro�en.Tabelle 3: Fermionkondensat in der symmetrischen Phase f�ur gro�e KG G� K HMC O(K�2) O(K�4) O(K�6)0.1 -0.3 1.0 0.1845(3) 0.1652 0.1707 0.17070.1 -0.3 0.8 0.2668(4) 0.2581 0.2716 0.27150.1 -0.3 0.6 0.4367(6) 0.4587 0.5015 0.50110.1 -0.3 0.4 0.8777(8) 1.0320 1.2490 1.244058



3 Die Fermiondeterminante im U(1)-Modell3.1 MotivationDie Verwendung aller bisher bekannten MC-Algorithmen zur Berechnung von Er-wartungswerten in einer auf dem Gitter regularisierten, fermionischen Feldtheoriewirft ein wohlbekanntes Problem auf. F�uhrt man die MC-Integration direkt auf derBasis der Fermionfelder aus, treten aufgrund des antikommutierenden Charaktersder sie darstellenden Grassmannvariablen Di�erenzen gro�er Zahlen auf, die f�ur diegesuchten Erwartungswerte im allgemeinen zu so gro�en Varianzen f�uhren, da� einevern�unftige Statistik nicht m�oglich ist [25].Um dieses "Minuszeichenproblem\ zu umgehen, macht man von der Tatsache Ge-brauch, da� die Wirkung in vierdimensionalen Feldtheorien wegen der Forderungnach Renormierbarkeit i.a. bilinear in den Fermionfeldern ist, d.h. sich schreibenl�a�t als S = S� + SF , wobei der fermionische Teil durchSF =Xx;y �	xQxy(�)	y: (137)gegeben ist. In unserem Modell steht 	 f�ur ein Fermion-Spiegelfermion-Paar, also	 = ( ; �)T . Qxy(�) ist die in (15) eingef�uhrte Matrix. Infolgedessen l�a�t sich derGrassmannanteil des Funktionalintegrals analytisch auswerten und liefert auf dieseWeise die FermiondeterminantedetQ(�) = Z d d +e�SF : (138)An dieser Stelle sei angemerkt, da� die Fermiondeterminante im U(1)-Modell prinzi-piell komplex sein kann. In der realistischeren SU(2)-Version unseres Modells ist dieDeterminante reell, allerdings nur dann, wenn die beiden Komponenten der SU(2)-Dubletts jeweils gleiche Massen aufweisen; eine Symmetrie, die in der Realit�at of-fensichtlich gebrochen ist. Daher wird dort auch wieder die Problematik einer kom-plexen Fermiondeterminante anzutre�en sein. Vor diesem Hintergrund k�onnen allefolgenden Rechnungen im U(1)-Modell auch als Vorbereitung f�ur sp�atere Rechnun-gen in wirklichkeitsn�aheren Modellen angesehen werden.F�ur die Ber�ucksichtigung der Fermiondeterminante in den numerischen Rechnungen,die der analytischen Integration des Grassmannanteils folgen, stehen drei M�oglich-keiten zur Diskussion:1. Die Fermiondeterminante kann als ein Teil der zu messenden Observablen be-trachtet werden. In der Praxis schl�agt dies fehl, denn es ist nicht zu erwarten,da� sich die Determinante im Laufe der Messungen nur wenig �andert. Daherkann sie auch nicht approximativ als konstant angesehen werden und ist f�urjede Messung, d.h. nach jedem Updating, neu zu berechnen. Der zu diesemZweck erforderliche Zeitaufwand kann die CPU-Zeit f�ur ein Updating je nachParameterwerten einige hundertmal �ubersteigen und macht ein solches Vorge-hen folglich unpraktikabel. (Auf einem 43 � 8-Gitter im U(1)-Modell betr�agtdie Zeit f�ur die Berechnung einer Determinante auf der CRAY Y-MP ungef�ahr180 Sekunden; die Zeit f�ur das Durchlaufen einer HMC-Trajektorie h�angt sehrvon den Parameterwerten des Modells ab, liegt aber in der Regel unter zehnSekunden.) 59



2. Man kann sie in das Integralma� einbeziehen. Sinnvoll ist ein solches Verfah-ren allerdings nur im Fall einer reellen Determinante. Diese Methode wird u.a.beim HMCA praktiziert. Die dort angewandte Technik erfordert jedoch wei-tergehende Einschr�ankungen an die Fermionmatrix und f�uhrt dadurch zu einerunerw�unschten Fermionverdopplung (Kapitel 4).3. Der Betrag der Determinante kann als ein Teil des Ma�es angesehen werden,w�ahrend ihr Phasenfaktor mit in die Observablen gezogen wird.(a) Fluktuiert dieser Phasenfaktor sehr stark, mu� er f�ur jede Messung neubestimmt werden und verhindert dadurch aus dem unter 1. erw�ahntenGrund eine sinnvolle Simulation.(b) Zeigt er allerdings nur kleine Fluktuationen, kann der Phasenfaktor n�ahe-rungsweise als konstant angesehen werden und somit einen Teil der Ob-servablen bilden, ohne f�ur jede Messung neu berechnet werden zu m�ussen.Um die M�oglichkeiten einer statistischen Behandlung fermionischer Theorien aus-zuloten, ist daher zun�achst das Verhalten der Fermiondeterminante zu untersuchen.Die oben ausgef�uhrten Bemerkungen zeigen, da� sie i.a. als komplex anzusehen ist.Nur im letzten Fall (3b) scheint daher eine MC-Simulation mit expliziter Ber�uck-sichtigung der unver�anderten Determinante m�oglich zu sein. In der Tat wird sichherausstellen, da� eine solche Situation im vorliegenden U(1)-Modell in allen be-trachteten Me�punkten des Phasenraumes gegeben ist. Unter bestimmten Voraus-setzungen verschwindet die Phase sogar exakt, ist also die Determinante reell.3.2 Realisierung der Determinantenmessung auf dem ComputerGrunds�atzlich stellt die Berechnung einer Determinante auf dem Computer keinProblem dar, es sei denn, die betrachteten Matrizen �uberschreiten die Speicher-kapazit�aten und ein f�ur solche F�alle vorgesehenes Pagingverfahren steht nicht zurVerf�ugung oder soll aus Zeitgr�unden vermieden werden. Dann ist man gezwungen,die Struktur der Matrix zu nutzen und sie f�ur die Berechnung der Determinantegeeignet umzuformen.Eine in diesem Rahmen gepr�ufte M�oglichkeit besteht darin, die Matrix durch sym-metrisches Vertauschen von Spalten und Zeilen auf Blockdiagonalform oder Block-dreiecksgestalt zu bringen. Die Graphentheorie, die der Matrix bzgl. ihrer Besetzungmit von Null verschiedenen Elementen einen Graphen zuordnet, zeigt sich dort alsbew�ahrtes buchhalterisches Hilfsmittel [39]. In der Tat l�a�t sich so die Fermionma-trix f�ur bestimmte F�alle in eine Matrix aus zwei Diagonalbl�ocken gleicher Gr�o�eumformen, von denen einer aus s�amtlichen ungeraden Zeilen und Spalten, der ande-re entsprechend aus den geraden Zeilen und Spalten aufgebaut ist. (Wie man leichtsieht, haben die "Grundbausteine\ der Matrix, abgesehen von den Paulimatrizenim nichtlokalen, o�diagonalen Anteil, ihre Eintr�age entweder in geraden Zeilen undSpalten oder in ungeraden Zeilen und Spalten. Die einzigen Abweichungen tretenbei den Paulimatrizen �1 und �2 f�ur die x und y Richtung auf. F�ur den Spezialfalleiner Ausdehnung des Gitters von zwei Einheiten in diese beiden Richtungen be�n-den sich aber in der Fermionmatrix die Paulimatrizen �1; ��1 sowie �2; ��2 jeweilsauf denselben Pl�atzen und addieren sich daher zu Null, so da� sich die st�orendenElemente aufheben.) Da man i.a. auf gr�o�eren Gittern von einer derartigen Situationnicht ausgehen kann, ist dieses Verfahren zu verwerfen.60



Eine weitere Methode zur Verringerung des Speicherbedarfs besteht darin, die Spei-cherung der Nulleintr�age wegzulassen, also etwa die Matrix mit Hilfe dreier VektorenQ(N); R(N); C(N) abzuspeichern. N ist dabei die Zahl der von Null verschiedenenElemente, Q enth�alt deren Werte, C die die Nummer der Spalten und R die derReihen, in denen sie sich be�nden. Die Anordnung der von Null verschiedenen Ele-mente erweist sich allerdings als so ung�unstig, da� im Verlaufe der LU-Zerlegung derSpeicherbedarf sehr stark zunimmt. Das hat desweiteren zur Folge, da� dieses Pro-gramm auch bez�uglich der Rechenzeit, die stark von dem zur Verf�ugung gestelltenSpeicherplatz abh�angt, nur auf kleinen Gittern (bis22 �42) die g�unstigste Alternativedarstellt.Auch das Umordnen der Matrix auf die Form einer Bandmatrix mit anschlie�enderBerechnung der Determinante auf Grundlage des Gauss-Seidel-Algorithmus ist ei-ne M�oglichkeit, Speicherplatz einzusparen. Als g�unstiger und unter den gegebenenBedingungen der Speicherkapazit�at allein machbar hat sich aber schlie�lich eine aufeiner LU-Blockzerlegung basierende Methode [39] erwiesen. Sie soll im folgenden an-hand eines Beispiels erl�autert werden. Die Vorgehensweise im allgemeinen Fall wirdsich daraus ergeben.Legt man sich beim Durchz�ahlen der Gitterpunkte auf die Reihenfolge x; y; z; t -Richtung fest, so ergibt sich f�ur die Fermionmatrix auf einem Gitter mit einer zeitli-chen Ausdehnung von Lt = 6 und beliebiger r�aumlicher Ausdehnung Lx; Ly; Lz diefolgende Gestalt: Q = 0BBBBBBB@ x1 a ~bb x2 ab x3 ab x4 ab x5 a~a b x6 1CCCCCCCA : (139)Darin enthalten die xi jeweils einen vollen Lx �Ly �Lz-Anteil der Matrix f�ur die i-teZeitscheibe. Die a enthalten ebenso wie die b einen reinen Zeitanteil, d.h. den Wilson-und Hoppinganteil f�ur � = �4. Nur in den beiden Bl�ocken ~a und ~b spiegeln sich diezeitlichen Randbedingungen wider. Die symmetrische Umordnung von Zeilen undSpalten in (139) f�uhrt zu einer drei-Bl�ocke-breiten Bandmatrix der Form:Q! 0BBBBBBB@ x2 a bb x3 ab x4 aa x1 ~bb x5 a~a b x6 1CCCCCCCA! 0BBBBBBB@ x3 b aa x2 bb x4 aa x1 ~bb x5 a~a b x6 1CCCCCCCA : (140)Die Allgemeing�ultigkeit f�ur alle geraden Lt � 4 beweist man durch vollst�andigeInduktion mit Induktionsanfang bei Lt = 4.Die ge�anderte Reihenfolge der Diagonalbl�ocke l�a�t sich durch eine IndexfunktionT (i) ber�ucksichtigen und somit f�ur den allgemeinen Fall implementieren. Die Funk-tion gen�ugt der folgenden Gesetzm�a�igkeit:T (1) = Lt2 ; T (Lt) = Lt ;T (2i) = Lt2 � i ; T (2i+ 1) = Lt2 + i ; i = 1; : : : ; Lt2 � 1: (141)61



Daraus resultiert durch Anwendung der Methode der vollst�andigen LU-Blockfak-torisierung auf die Bandmatrix in (140), z.B. f�ur den Fall Lt = 8, das nachstehendeRekursionsschema:D1 = xT (1)D2 = xT (2) � y21z12D3 = xT (3) � y32z23 � bD�11 aD4 = xT (4) � y43z34 � aD�12 bD5 = xT (5) � y54z45 � bD�13 aD6 = xT (6) � y65z56 � aD�14 bD7 = xT (7) � y76z67 � bD�15 aD8 = xT (8) � y87z78 � ~bD�16 ~a y21 = aD�11y32 = �bD�11 z12D�12y43 = �aD�12 z23D�13y54 = �bD�13 z34D�14y65 = �aD�14 z45D�15y76 = �bD�15 z56D�16y87 = bD�17 � ~aD�16 z67D�17 z12 = bz23 = �y32az34 = �y43bz45 = �y54az56 = �y65bz67 = �y76az78 = a� y87~b(142)Die Zerlegung ist dabei so durchgef�uhrt worden, da� in der unteren Dreiecksmatrixdie Diagonalbl�ocke aus Einheitsmatrizen bestehen. Die Diagonalbl�ocke der oberenDreiecksmatrix wurden mit Di, die Bl�ocke der ersten Nebendiagonalen mit yi+1;ibzw. zi;i+1 bezeichnet. Mit Hilfe der Diagonalbl�ocke l�a�t sich die Determinante alsProdukt bestimmen: detQ = 8Yi=1 detDi : (143)Die Programmierung dieser "Rekursion\ auf dem Computer bereitet jetzt keine wei-teren Probleme. Der beschr�ankte Speicherplatz erfordert allerdings eine etwas auf-wendigere Speicherverwaltung. Verwendet werden insgesamt 6 Felder, die jeweils eineBlockmatrix erfassen k�onnen. Mit Hilfe einer Schleife, die im obigen Beispiel mit derBerechnung von y32 beginnt und mit der Berechnung von D7 endet, ist dieses Pro-gramm f�ur beliebige Lt anwendbar. Inversion und Determinantenberechnung wer-den mit IMSL-Routinen durchgef�uhrt. Die Matrixmultiplikationen und -additionenin der Rekursion wurden durch Verwendung spezieller CRAY-Routinen optimiert.Letzteres verhindert allerdings die sofortige �Ubertragung auf andere Computer. Indieser Version wird f�ur eine Determinantenbestimmung auf dem 43 � 8-Gitter eineCPU-Zeit von 175 Sekunden ben�otigt. Der Vektorisierungsgrad auf der CRAY Y-MPist dabei sehr hoch: der nominalen Maximalgeschwindigkeit eines CRAY-Prozessorsvon ca. 333 MFlop steht eine Programmgeschwindigkeit von knapp 300 MFlop ge-gen�uber.Bei Verwendung der unterschiedlichen Methoden zur Determinatenberechnung einerN
N -Matrix aus Complex*16 Elementen, die sich auf obige Weise inM
M -Bl�ockestrukturieren l�a�t (M = 8 � LxLyLz ; N = MLt), ergibt sich zusammenfassend dasfolgende Bild:1. Berechnung der Determinante mit gew�ohnlichen NAG- oder IMSL-Routinen:Speichererfordernis � 16 �N(N + 1) Byte (/ L2t )CPU-Zeit-Bedarf / N3 (/ L3t )Damit folgt auf dem 43 � 8-Gitter im U(1)-Modell ein Speicherbedarf von ca.33 MWord.2. Umordnung in eine Bandstruktur wie in (140) mit einer Bandbreite von 3Mund Verwendung von IMSL-Routinen mit Bandspeichermodus:Speichererfordernis � 16 �N(3M + 7) Byte (/ L1t )62



Dies f�uhrt auf dem 43 � 8-Gitter im U(1)-Modell zu einem Speicherbedarf vonca. 13 MWord.3. LU-Blockfaktorisierung der Bandmatrix und Berechnung der Fermiondetermi-nante mit (143):Speichererfordernis /M2 (/ L0t )CPU-Zeit-Bedarf /M3Lt (/ L1t )Das bedeutet einen Speicherbedarf von ca. 3MWord.3.3 �Uberpr�ufung des Programms1. Bis zum 2 � 43-Gitter wurden die Resultate aus der Rekursion mit denen ausSPAMA, einer abgewandelten NAG-Routine zur LU-Zerlegung d�unner Matri-zen, verglichen.2. Veri�ziert werden konnte folgende, allgemeing�ultige Beziehung:@@� [ln det (Q+ �Iuv)] j�=0= Q�1vu mit (Iuv)xy = �ux�vy : (144)Das inverse Element wurde zu diesem Zweck mit dem konjugierten Gradien-tenalgorithmus (s.u.) berechnet und die linke Seite im Computer durch denDi�erenzenquotienten [ln det (Q+��Iuv) � ln detQ]=�� bei �� = 10�4 rea-lisiert. Die Abweichung beider Seiten voneinander lag im Bereich von 10�3%.3. Ein Vergleich mit einem Programm zur Bestimmung von Determinanten beikonstanten Elementen durch Fouriertransformation wurde ebenfalls durch-gef�uhrt. Letzteres basiert auf folgender �Uberlegung:Seien Qxy; G;D� 2 IR und sei Qxy = �xyG �KP�D��x;y+� mit konstantemG, so gilt mit  ky := eiky � r der Zusammenhang:Xy Qxy ky = Xy �xyG ky �KX� D�eik(x��)r=  G�KX� D�e�ik�! kx : (145) k ist demnach Eigenvektor der Matrix Q mit Eigenwert G�KP�D�e�ik�,und daher gilt f�ur die DeterminantedetQ =Yk det G�KX� D�e�ik�! ; (146)wobei k s�amtliche Gitterimpulse durchl�auft.Auch hier bewegten sich die Abweichungen im Rahmen der Rechenungenauig-keit.4. Schlie�lich wurden auch Parameters�atze gefunden (stark unterschiedliche Yu-kawakopplungen, z.B. G� = 0; G = 3), bei denen die Determinante eindeutigkomplex war, d.h. einen Phasenwinkel hatte, der sich nicht mehr mit Rechenun-genauigkeiten erkl�aren l�a�t. Dies best�atigt, da� das Programm auch wirklichin der Lage ist, komplexe Ergebnisse zu produzieren.63



3.4 ErgebnisseDie Determinante wurde im Rahmen des U(1)-Modells in vier verschiedenen Punk-ten (H,D,b,Z) des Parameterraumes untersucht. (Die Punkte H,D sind [28], derPunkt b [29] entnommen. Ihre Parameterwerte und diejenigen von Z �nden sich inder n�achsten Tabelle.) Dieser wird aufgespannt durch die quartische Kopplung, dieYukawakopplungen und die Hoppingparameter. F�ur festgehaltene Kopplungen er-gibt sich nach Kapitel 2 ein Bild, das im betrachteten Bereich schematisch wie folgtaussieht:
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Abbildung 14: Schematische Darstellung der FM-PM-PhasengrenzeIn dieser Abbildung ist der skalare Hoppingparameter � gegen den fermionischenHoppingparameter K aufgetragen. Die durchgezogene Linie markiert den Phasen-�ubergang, der die untere, paramagnetische von der oberen, ferromagnetischen Phasetrennt. F�ur alle vier Punkte wurde � so gew�ahlt, da� man sich mit vier �aquidistan-ten Schritten von einer skalaren Masse mR � 1 in der symmetrischen Phase, in derAbbildung gekennzeichnet durch S, zu einem Wert gleicher Gr�o�e in der gebroche-nen Phase, markiert durch G, bewegt. Auf diese Weise erh�alt man 20 Messpunkte.Mit der Wahl dieser Messreihen sollte sichergestellt werden, da� die Determinantezum einen in beiden Phasen, zum anderen aber auch nahe des Phasen�ubergangsuntersucht wird. Nach Equilibrierung wurde in diesen Messreihen jeweils alle hun-dert Trajektorien eine Determinante bestimmt. In jedem der betrachteten Punktegeschah dies etwa vierzigmal.Betrachtet man die Yukawakopplungen, so sind die Messpunkte H,D,Z gerade sogew�ahlt, da� die Di�erenz ihrer Betr�age gegen Null geht, w�ahrend die anderen Pa-rameter festgehalten werden. Der Punkt b hat bei sehr kleiner Higgskopplung einenWert f�ur K, der jenseits der kritischen Gr�o�e von ca. 18 liegt. Die Werte der einzelnenParameter fa�t die folgende Tabelle zusammen:64



Tabelle 4: ParameterwertePunkt � G G� KH 1:0 1:0 0:0 0:100D 1:0 0:3 0:0 0:100Z 1:0 0:3 �0:3 0:100b 10�4 0:1 �0:2 0:130Die anschlie�ende Abbildung zeigt f�ur den Punkt H in der symmetrischen Phasebei � = 0:070 die Verteilung der 40 Werte der Fermiondeterminante in der komple-xen Ebene. Die die beiden Linien in der Abbildung kennzeichnen den Phasenwinkel�0:01.
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Re(det(Q))/10000Abbildung 15: Verteilung der Determinante in der komplexen Ebene f�ur den Punkt H in� = 0:07.�Ahnliche Verteilungen ergaben sich auch f�ur alle anderen Punkte der obigen Tabelle,so da� die Determinante in jedem betrachteten Punkt nahezu reell ist. Die Ergebnisseder Messungen sind in der umseitigen Tabelle aufgelistet:
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Tabelle 5: Messung der DeterminantePunkt � Re(detQ) Im(detQ) 'Q Std('Q)0.070 6:90 � 107 2:68 � 104 3:89 � 10�4 2:04 � 10�30.079 2:20 � 108 �2:48 � 105 2:54 � 10�5 2:67 � 10�3H 0.088 3:34 � 1011 7:07 � 107 �6:17 � 10�4 2:23 � 10�30.097 9:65 � 1013 �6:46 � 1010 2:95 � 10�4 2:16 � 10�30.105 7:70 � 1018 �2:14 � 1015 �4:11 � 10�4 2:16 � 10�30.137 1:67 � 103 4:51 � 10�3 1:15 � 10�6 1:90 � 10�50.145 2:03 � 103 5:28 � 10�4 5:55 � 10�7 2:24 � 10�5D 0.153 2:64 � 103 �1:35 � 10�2 �3:55 � 10�6 2:18 � 10�50.160 3:09 � 103 �2:10 � 10�2 �1:61 � 10�6 2:52 � 10�50.168 5:46 � 103 �1:98 � 10�2 �2:34 � 10�6 2:14 � 10�50.104 3:90 � 1084 �1:39 � 1070 1:81 � 10�16 5:50 � 10�150.109 1:10 � 1085 �2:73 � 1070 �7:16 � 10�16 6:53 � 10�15Z 0.114 3:38 � 1086 2:52 � 1072 9:54 � 10�16 8:06 � 10�150.119 2:55 � 1088 �1:02 � 1074 �1:68 � 10�16 7:65 � 10�150.124 1:27 � 1089 2:45 � 1075 2:57 � 10�15 7:42 � 10�150.077 5:72 � 1035 �5:38 � 1031 1:54 � 10�5 1:70 � 10�40.081 5:77 � 1036 �1:81 � 1033 �5:58 � 10�5 2:52 � 10�4b 0.086 9:24 � 1038 4:56 � 1035 �2:20 � 10�5 2:45 � 10�40.091 3:95 � 1042 �2:30 � 1038 �1:16 � 10�5 2:57 � 10�40.096 2:20 � 1065 �8:98 � 1060 3:42 � 10�5 1:53 � 10�4Der Strich �uber den Gr�o�en kennzeichnet den Mittelwert, Std('Q) meint die Stan-dardabweichung der Determinantenphase 'Q. Die Nummern der einzelnen Punktegeben die Gr�o�e von � an.Bei Betrachtung dieser Tabelle werden im wesentlichen drei Dinge deutlich:1. Der Phasen�ubergang scheint f�ur den Wert der Determinante keine besonde-re Rolle zu spielen, da die Messgr�o�en sich beim Fortschreiten entlang derjeweiligen Messreihen nicht au��allig verhalten.(a) Die Mittelwerte von Real- und Imagin�arteil der Determinante zeigen,wenn man von einer kleinen Ausnahme in Imagin�arteil von D absieht,ein kontinuierliches Anwachsen ihres Betrages beim �Ubergang von sym-metrischer zu gebrochener Phase, zum Teil �uber viele Gr�o�enordnungen.(b) Der Mittelwert der Phase dagegen ist klein und �andert innerhalb dereinzelnen Messreihen im Vergleich zu Real- und Imagin�arteil seine Gr�o�enur unwesentlich.(c) Die Standardabweichung hat innerhalb einer jeden Messreihe ungef�ahrdie gleiche Gr�o�enordnung und stellt sicher, da� die Phase nur kleineFluktuationen aufweist. Zusammen mit (b) folgt daher, da� sie sich ineinem kleinen Bereich um Null bewegt.Diese Beobachtungen behalten sehr wahrscheinlich auch bei einer Verl�angerungder Messreihen im Phasenraum zu gr�o�eren Massen hin ihre G�ultigkeit.2. Eine Betrachtung der Messungen in � = 1 (H,D,Z) zeigt, da� die Phase um sokleiner wird, je mehr sich die Betr�age von G und G� einander n�ahern. In Zist sie, bei gleichzeitig sehr gro�en Absolutwerten der Determinante, verglichen66



mit den anderen Punkten sehr klein. Dies gibt Anla� zu der Vermutung, da� dieDeterminante im Fall jG j = jG�j exakt reell ist, also die, relativ gesehen, klei-nen Imagin�arteile auf Rechenungenauigkeiten des Computers zur�uckzuf�uhrensind. Dies konnte durch die Angabe geeigneter �Ahnlichkeitstransformationenbewiesen werden (Anhang F). Die Untersuchung eines weiteren Punktes H070mit G = 3:0 zeigte eine deutlich von Null verschiedene Phase und best�atigtdie Annahme, da� f�ur die Phasen in den Punkten mit jG j 6= jG�j keine Run-dungsfehler mehr verantwortlich zu machen sind.3. F�ur � = 10�4 ist die Phase ebenfalls sehr klein.Daraus ist zu schlie�en, da� sich in dem von uns betrachteten Teil des Parame-terraumes die Betr�age der Yukawakopplungen hinreichend wenig unterscheiden undinfolgedessen die Determinante dort n�aherungsweise als reell angesehen werden kann.Basierend auf den Ergebnissen der Determinantenmessung besteht eine M�oglichkeit,die Fermiondeterminante zu verarbeiten, folglich darin, ihren Betrag in die Wirkungeinzubeziehen und den Phasenfaktor auf eins zu setzen. Dieses Verfahren l�a�t sichmit Hilfe des Langevinalgorithmus realisieren. Wie dabei im einzelnen vorzugehenist, zeigt das kommende Kapitel.
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4 Numerische Untersuchungen4.1 Allgemeine BemerkungenIn der Einleitung wurde bereits auf die Notwendigkeit einer numerischen Berechnunghochdimensionaler Integrale f�ur den Fall anderweitig unzug�anglicher Parameterbe-reiche hingewiesen. Diese l�a�t sich i.a. nur mit Hilfe von MC-Methoden durchf�uhren.Man sollte sich aber vor Augen halten, da� es sich dabei um einen sehr ine�zientenWeg handelt, der nur aus Mangel an Alternativen eingeschlagen wird.Die der Berechnung von Integralen mit MC-Verfahren zugrundeliegende Idee bestehtim einfachsten Fall darin, die Integrationsvariable im relevanten Bereich zuf�allig zuw�ahlen, den Integranden dort auszuwerten und das Integral als statistisches Mittelaufzufassen, also den Ausdruck< 
 >= 1Z Z d�e�S(�)
(�) (147)durch �
 = 1N NXi=1 e�S(�i)Z 
(�i) (148)zu ersetzen. Die Zustandssumme Z ist dabei so gew�ahlt, da� < 1 >= 1 ist. Dader Boltzmannfaktor e�S(�) in (147) i.a. �uber mehrere Gr�o�enordnungen variiert,ist allerdings die Wahl einer Gleichverteilung f�ur die �i wie in (148) sehr ine�ektiv.Besser ist es, � gem�a� der Verteilung e�S(�)Z auszuw�urfeln, da in diesem Fall dieAbschnitte des Integrationsbereichs entsprechend ihrer Relevanz f�ur das Endresultatgewichtet werden. Mit einem solchen "importance sampling\ ist dann�
 = 1N NXi=1 
(�i) : (149)Die Berechtigung zu einem derartigen Vorgehen ergibt sich aus dem zentralen Grenz-wertsatz der Wahrscheinlichkeitstheorie.Unter einigen allgemeinen Annahmen, die hier als gegeben vorausgesetzt werdenk�onnen, besagt er, da� die Summe vieler unkorrelierter Zufallsvariablen, wie sie in(149) auftritt, ann�ahernd normalverteilt ist. Abweichungen von dieser Verteilungmachen sich erst in der Entfernung mehrerer Standardabweichungen von deren Mit-telwert bemerkbar. Ihr absoluter, f�ur die Mittelwertbildung relevanter Wert ist dortaber vernachl�assigbar klein.In unseren Fall kann man daher f�ur �
 von einer Normalverteilung um den Mittelwert< 
 > ausgehen. Sie ist de�niert durchPN (�
) = 1q2�<
2>�<
>2N exp �(�
� < 
 >)22<
2>�<
>2N ! ; (150)so da� f�ur den Mittelwert die Relation< 
 >= �
�s< 
2 > � < 
 >2N (151)besteht.In der e�zienten Erzeugung einer vorgegebenen Verteilung der �i liegt nun dieeigentliche Aufgabe der MC-Verfahren. Damit verkn�upft sind die beiden folgendenProbleme: 69



1. Der statistische Fehler solcher Rechnungen ist, unabh�angig vom gew�ahltenMC-Algorithmus, umgekehrt proportional zu pN . Um einen Fehler zu halbie-ren, bedarf es demnach der vierfachen Computerzeit. Weil die Beziehungen in(150,151) nur im Idealfall unkorrelierter Kon�gurationen �i G�ultigkeit besit-zen, ist dieses N in der Praxis zudem noch durch die kleinere Zahl unkorre-lierter Messungen Ne� = �N mit 0 < � < 1 zu ersetzen.Da dies wiederum in bestimmten F�allen ("critical slowing down\) die Zahl un-korrelierter Messungen erheblich einschr�ankt und MC-Simulationen zum Teilsogar undurchf�uhrbar werden l�a�t, ist die Entwicklung von MC-Verfahren mitm�oglichst kleiner Proportionalit�atskonstante � das Ziel intensiver Forschung[40].W�ahrend aber hinsichtlich der Reduktion dieser Proportionalit�atskonstanteschon gro�e Erfolge erzielt wurden, scheint es aus dem 1=pN-Verhalten kei-nen Ausweg zu geben. Genau dies ist der Grund f�ur die Ine�zienz von MC-Rechnungen.2. Ein weiteres Problem steht in Verbindung mit dem Auftreten von Fermio-nen: Versucht man die dadurch bedingten Grassmannintegrale direkt mit MC-Methoden zu bearbeiten, treten wegen des antikommutierenden Charaktersder Grassmannvariablen Di�erenzen gro�er Zahlen auf, die f�ur das Ergebnisgro�e Fehler bedeuten [25].Es wurde in unserem Modell auf zweierlei Weise angegangen:Die in dieser Arbeit durchgef�uhrten Rechnungen basieren im wesentlichen aufdem Hybrid-Classical-Langevin-Algorithmus (HCLA). Alle anderen im Rah-men des Projektes erzielten numerischen Ergebnisse ergaben sich unter Ver-wendung des HMCA. Beide werden im folgenden erl�autert.4.2 Zwei Simulationsalgorithmen im VergleichWie oben angedeutet, besteht die eigentliche Aufgabe der MC-Methode in der Er-zeugung einer vorgegebenen Verteilung von Kon�gurationen Wc(�) = 1Z e�S(�). Diesgeschieht durch einen ergodischen Markovproze�, dessen einziger attraktiver Fix-punkt die gew�unschte Verteilung ist. Eine hinreichende Bedingung daf�ur ist die "de-tailed balance\, welche die im Proze� verwendeten �Ubergangswahrscheinlichkeitenzusammen mit dieser Verteilung erf�ullen m�ussen:Wc(�)P (�! �0) = Wc(�0)P (�0 ! �) : (152)D.h. in der Verteilung Wc(�) �ndet der �Ubergang zwischen zwei beliebigen Kon�gu-rationen � und �0 in beiden Richtungen mit gleicher H�au�gkeit statt, die VerteilungWc(�) bleibt also erhalten. Eine M�oglichkeit, diese Bedingung zu erf�ullen, bietetder Metropolisalgorithmus [41]. Dort ist die Akzeptanzwahrscheinlichkeit, also dieWahrscheinlichkeit, mit der die neu erw�urfelte Kon�guration �0 als Nachfolge von �angenommen wird, durchPM (�! �0) = min�1; Wc(�0)Wc(�) � (153)gegeben.Bei dieser Vorgehensweise stellt sich folgendes Problem:Die Form der Akzeptanzwahrscheinlichkeit in (153) legt nahe, da� man zwar rechtschnell zu einer in der Gleichgewichtsverteilung sehr wahrscheinlichen Kon�guration70



� gelangt. W�ahlt man dann aber im Phasenraum den Abstand �� zu der als n�achsteserzeugten Kon�guration �0 gro�, damit sie mehr oder weniger unabh�angig von � ist,ergibt sich in der Regel ein sehr kleiner Faktor Wc(�0)=Wc(�), und die neue Kon-�guration wird mit gro�er Wahrscheinlichkeit zur�uckgewiesen. Die Akzeptanzratem�oglichst unabh�angiger Kon�gurationen ist also gering. Wird dagegen eine kleineSchrittweite �� verwendet, ist zwar die Akzeptanz gro�, aber aufeinanderfolgendeKon�gurationen sind stark korreliert.Hier hilft ein Trick weiter, der unmittelbar zum HMCA und HCLA f�uhrt:Eine k�unstliche Erweiterung des Phasenraumes um den zu � kanonisch konjugiertenImpuls � erlaubt die De�nition einer Hamiltonfunktion:H(�; �)� 12�2 + S(�) : (154)Die Erzeugung einer Kon�guration vollzieht sich dann in drei Schritten:Man w�ahlt zun�achst den Impuls aus einer Gau�verteilung, alsoPG(�) / e� 12�2 ; (155)f�uhrt dann eine reversible Abbildung im Phasenraum durch, die ansonsten beliebigsein darf, d.h. Pf �(�; �)! (�0; �0)� = Pf �(�0;��0)! (�;��)� ; (156)und l�a�t einen Metropolis Schritt folgen, der durchPM �(�; �)! (�0; �0)� = min(1; e��H) (157)mit �H = H(�0; �0)�H(�; �) de�niert ist.Demzufolge ist die �Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Kon�gurationen durchP (�! �0) = Z d�d�0PG(�)Pf �(�; �)! (�0; �0)�PM �(�; �)! (�0; �0)� (158)gegeben. Es ist nun leicht einzusehen, da� die Bedingung des detaillierten Gleichge-wichts (152) erf�ullt ist, denn aufgrund der Identit�atWc(�) PG(�) PM �(�; �)! (�0; �0)� = Wc(�0) PG(�0) PM �(�0; �0)! (�; �)� (159)folgt zusammen mit der Invarianz von H(�; �) und PG(�) unter Vorzeichenwech-sel des Impulses sowie der Reversibilit�at der Abbildung (156) im Phasenraum dieBeziehung:Wc(�) PG(�) PM �(�; �)! (�0; �0)� Pf �(�; �)! (�0; �0)� =Wc(�0) PG(��0) PM �(�0;��0)! (�;��)� Pf �(�0;��0)! (�;��)� :(160)Eine Integration �uber beide Impulse liefert daher die gew�unschte "detailed balan-ce\-Beziehung f�ur Wc(�) und P (� ! �0). Das soeben de�nierte Verfahren ist derHMCA. Neben der "detailed balance\-Beziehung ist auch die zum Erreichen dervorgegebenen Verteilung erforderliche Ergodizit�at gesichert, da der Impuls aus derGau�verteilung beliebige Werte annehmen kann.Der Vorteil gegen�uber dem einfachen Metropolisalgorithmus besteht in der M�oglich-keit, jetzt gro�e Schritte im Phasenraum zu machen, ohne gleichzeitig die Akzep-tanzrate zu sehr zu reduzieren: 71



Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit einer neuen Kon�guration �0 durch den Metropo-lisschritt ist nach (157) um so gr�o�er, je kleiner bei der durch Pf [(�; �)! (�0; �0)]charakterisierten Abbildung die Verletzung der Energieerhaltung, also �H ist. StehtPf [(�; �)! (�0; �0)] z.B. f�ur die klassischen Hamiltongleichungen (sie sind, wie ge-fordert, reversibel), so bleibt die Energie erhalten und �H verschwindet, d.h. jedes�0 wird akzeptiert. (Der dadurch de�nierte Hybridalgorithmus simuliert einen phy-sikalischen Vorgang, bei dem ein in Ruhe be�ndliches System immer wieder miteinem gau�verteilten Zufallsimpuls angesto�en wird und sich dann f�ur eine gewisseZeit entlang seiner dadurch vorgegebenen klassischen Trajektorie bewegt.) Dieserw�unschenswerte Zustand l�a�t sich allerdings nicht erreichen, da die HamiltonschenBewegungsgleichungen i.a. nicht exakt l�osbar sind.Man begn�ugt sich daher mit einer n�aherungsweisen L�osung dieser Gleichungen durchdie ebenfalls reversible "Leapfrog\-Integration [42], welche die Di�erentialgleichun-gen auf bestimmte Weise durch Di�erenzengleichungen approximiert. Die dabei de-�nierte Schrittl�ange �� legt die Gr�o�e der Energieverletzung �H fest. Im HMCAwerden nach Wahl eines gau�verteilten Impulses in der Regel mehrere solcher Inte-grationen hintereinander ausgef�uhrt, d.h. N St�ucke der L�ange �� im Phasenraumaneinandergesetzt, so da� sich eine Trajektorie vorgegebener L�ange �0 = N�� er-gibt. Die Energieverletzung ist dann von der Ordnung �H = O(�0��2). Infolgedessenkann dieses Verfahren bei hinreichend kleiner Schrittl�ange �� immer noch eine gro�eAkzeptanzrate gew�ahrleisten, obwohl �0 um �0 von � entfernt ist. N�ahere Untersu-chungen zur Abh�angigkeit der Akzeptanzrate im HMCA vom Gittervolumen, vonder Schrittl�ange und von der mittleren Schrittzahl pro Trajektorie �nden sich in [43]nebst dortigen Referenzen.An dieser Stelle sei nochmals hervorgehoben, da� auch bei einer solchen approxi-mativen L�osung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen exakt das gew�unschteGleichgewicht reproduziert wird. Aufgrund des Metropolisschrittes ist keine Extra-polation �� ! 0 erforderlich.Genau darin liegt der wesentliche Unterschied zum Langevinalgorithmus (LA). Dortf�uhrt man zwischen den Zufallsimpulsen nur eine "Leapfrog\-Integration durch,erh�alt also f�ur �H den kleineren Wert O(��3), verzichtet dann aber g�anzlich auf denMetropolisschritt. Dies f�uhrt dazu, da� die letztlich erzeugte Verteilung von der vor-gegebenen abweicht. Da eine Variation dieses Algorithmus in dem hier untersuchtenModell erstmals Verwendung fand, ist eine detailliertere Betrachtung angemessen:Der erste "Leapfrog\-Schritt ergibt sich aus einer geeigneten Diskretisierung zweiterOrdnung der Hamiltonschen Bewegungsgleichung. Dies bedeutet f�ur die Feldkon�-guration �n+1x = �nx + ���nx � ��22 @S(�n)@�x ; (161)wobei �� = �n+1 � �n und �n = �(�0 + n��) ist; d.h. �n+1x ist die Kon�guration,welche sich nach numerischer L�osung von (161) als Folgekon�guration von �nx in derMarkovkette ergibt. �n ist der nach einer Gau�verteilung erw�urfelte Zufallsimpuls.Die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (�) folgt der Fokker-Planck-Gleichung. Aus ihr l�a�t sich die Form der Gleichgewichtsverteilung Wc(�) =1Z e�Sc(�) ableiten [44]. Es ergibt sichSc(�) = S(�) + ��2S1(�) +O(��4) (162)mit S1(�) = 14Xx  @2S(�)@�x@�x � 12 @S(�)@�x @S(�)@�x ! : (163)72



Die Abweichung von der gew�unschten, durch S(�) charakterisierten Verteilung ver-schwindet also erst in der Extrapolation �� ! 0.Dieser LA erster Ordnung l�a�t sich durch eine genauere Approximation der kon-tinuierlichen Bewegungsgleichungen, z.B. mit Hilfe eines geeigneten Runge-Kutta-Verfahrens, noch verbessern. Anstelle eines in �� quadratischen Fehlers der simulier-ten Wirkung kommt man auf diesem Wege zu h�oheren Ordnungen [44]. So ist dieAbweichung von der echten Wirkung unter Verwendung von�n+1x = �nx + ���nx � ��24  @S(�n)@�x + @S(��n+1)@�x ! (164)mit einer vorher in niedrigerer Ordnung nach (161) berechneten, vorl�au�gen Kon-�guration ��n+1 nur noch proportional zu ��4. Allerdings vergr�o�ert sich dadurchauch der Aufwand zur Erzeugung einer neuen Kon�guration im wesentlichen umden Faktor zwei, so da� es je nach ben�otigter Genauigkeit ratsam sein kann, in derniedrigsten Ordnung zu verbleiben (s.u.).Ein Nachteil dieses reinen LA beliebiger Ordnung ist die Korrelation zwischen denaufeinanderfolgenden Feldkon�gurationen. Zwei Nachbarkon�gurationen haben imPhasenraum den Abstand / �� . Dadurch, da� nach jedem Update ein neuer gau�-verteilter Zufallsimpuls gew�ahlt wird, vergr�o�ert sich der Abstand zu den folgendenKon�gurationen nicht so sehr wie in der klassischen Dynamik (KD), die den neuenImpuls nicht erw�urfelt, sondern mit der zweiten Hamiltongleichung berechnet. Diesukzessiven �Anderungen der Feldkon�guration sind bei Verwendung dieser Gleichungfolglich stark korreliert und f�uhren sehr schnell zu einer weiter entfernten Kon�gu-ration. So ist f�ur kurze Zeiten die nach N Schritten unter der KD zur�uckgelegteEntfernung ungef�ahr / N , w�ahrend sie sich im LA wie pN verh�alt. Letzteres folgtaus der Di�usionsgleichung, deren L�osung f�ur den kontinuierlichen Fall den "randomwalk\ durch einen d-dimensionalen Raum beschreibt.Der Vorteil bei Verwendung des LA liegt in der durch die Wahl von Zufallsimpulsengarantierten Ergodizit�at, welche die KD nicht sichergestellen kann. So ist es vorstell-bar, da� sich das System dort in irgendwelchen periodischen Zyklen verf�angt oderaufgrund verborgener Erhaltungss�atze nicht in der Lage ist, die Energieschale desmikrokanonischen Ensembles gleichf�ormig zu bedecken.Die St�arken beider Verfahren, Ergodizit�at auf der einen und schnelles Erreichen weitentfernter, unkorrelierter Kon�gurationen auf der anderen Seite, vereinigen sich imHybrid-Classical-Langevin-Algorithmus (HCLA). Dort wird nach einem Update derneue Impuls mit einer Wahrscheinlichkeit 1 � � aus der Gau�verteilung erw�urfeltund mit der Wahrscheinlichkeit � klassisch berechnet. Erfolgt diese Berechnung mit�n+1x = �nx � ��2  @S(�n)@�x + @S(�n+1)@�x ! ; (165)so ist auch in der klassischen Dynamik der systematische Fehler in der Wirkung vonder Ordnung ��2. Dies ergibt sich bei Betrachtung des aus (165,161) resultierendenAusdrucks �n+1x � 2�nx + �n�1x = ���2@S(�n)@�x : (166)Fragt man n�amlich nach der Wirkung, welche dadurch in der KD wirklich simuliertwird, so ist damit die e�ektive Wirkung �S gemeint, die im kontinuierlichen Grenzfallin Zeitabst�anden �� gerade die Folge (�n) hervorbringt. Es wird demzufolge nach73



derjenigen Wirkung gesucht, f�ur die �̂(�0 + n��) als exakte L�osung der Bewegungs-gleichung d2dt2 �̂x(t) = �@ �S(�̂(t))@�̂x (167)mit �n identisch ist. Eine solche Untersuchung f�uhrt schlie�lich auf �S(�) = S(�) +O(��2), so da� sich hier wie in (162) die simulierte Wirkung �S von der vorgegebe-nen S ebenfalls in der Ordnung ��2 unterscheidet. Detailliertere Betrachtungen zudiesem Sachverhalt �nden sich in [46].Auch in der KD besteht die M�oglichkeit, die Ordnung des Fehlers in �� durch Ver-wendung besserer Approximationen an die kontinuierlichen Hamiltongleichungen zuerh�ohen. So ist er bei Approximation der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen mitder Runge-Kutta-Methode vierter Ordnung proportional zu ��4. Darauf soll aller-dings nicht genauer eingegangen werden, da ein derartiges Verfahren aufgrund desvierfach erh�ohten Aufwandes f�ur ein Update in den sp�ateren numerischen Rechnun-gen keine Verwendung �nden wird.Eine genauere Begr�undung f�ur die Verwerfung h�oherer Ordnungen liefert ein Studi-um der Autokorrelationszeit. Sie ist umgekehrt proportional zu der pro Zeiteinheitim Phasenraum zur�uckgelegten Entfernung. Da letztere in der KD ungef�ahr propor-tional zur Zahl der Messungen pro Zeit n, im LA aber nur zu pn ist, resultiert f�urdie ��2-Algorithmen bei einer Schrittweite von �� = s eine Entfernung von ns inder KD und von pns im LA. Will man den Fehler hinsichtlich der Ordnung von skonstant halten, kann man bei Nutzung der ��4-Algorithmen die Schrittweite auf�� = ps erh�ohen. Aufgrund des gestiegenen Rechenaufwandes ergeben sich nun dieEntfernungen n4ps in der KD und pn2 ps im LA. Ein gr�o�erer Vorteil durch dieAlgorithmen h�oherer Ordnung ist also nur dann zu erwarten, wennns << n4ps ) s << 0:0625 f�ur KD ;pns << pn2 ps ) s << 0:25 f�ur LA : (168)Es hat sich herausgestellt (s.u.), da� f�ur unsere Zwecke eine Schrittweite von s � 0:04geeignet, die Verwendung des genaueren ��4-Algorithmus der KD also nicht notwen-dig ist; zumal mit ihr zus�atzlich ein gr�o�erer Speicherbedarf einhergeht, der auf derCRAY Y-MP, auf der die Programme entwickelt und zum Teil angewendet wurden,zu einem �Ubergang in eine ung�unstigere Jobklasse f�uhrt. Dies aber macht vermut-lich den bei s � 0:04 noch verbleibenden kleinen Rechenzeitvorteil hinsichtlich derEchtzeit g�anzlich zunichte.Auch von der M�oglichkeit, im Rahmen der KD in niedrigster Ordnung zu verbleibenund im LA mit dem ��4-Algorithmus bei entsprechend gr�o�erer Schrittweite ps zuarbeiten { nach (168) ist dort ein weit h�oherer Rechenzeitgewinn zu erwarten {,wurde kein Gebrauch gemacht. Grund ist der haupts�achliche Gebrauch der KD, dienur gelegentlich durch einen LA-Update unterbrochen wurde.Aber nicht nur Algorithmen h�oherer Ordnung mit entsprechend vergr�o�erter Schritt-weite �� , d.h. mit konstantem systematischem Fehler, sind in unserem Fall zu verwer-fen, sondern auch ihr Gebrauch bei fester Schrittweite zur Reduktion des systema-tischen Fehlers. Der Grund liegt in der verf�ugbaren Rechenzeit. Wenn sie n�amlichdie Gr�o�e der Statistik derart einschr�ankt, da� der systematische Fehler ��2 imstatistischen Rauschen untergeht, w�are die Verwendung eines besseren und damitzeitaufwendigeren HCLA nicht zu vertreten. Eine Verringerung des systematischenFehlers durch bessere Approximationen der Bewegungsgleichungen w�urde nur aufKosten eines gr�o�eren statistischen Fehlers gehen. Ein derartiges Vorgehen macht74



aber erst Sinn, wenn sich der systematische Fehler deutlich von den statistischenSchwankungen abhebt.Die knappe Rechenzeit ist auch die Ursache f�ur das Fehlen einer Extrapolation derSchrittweite nach Null, die ebenfalls die Reduktion des systematischen Fehlers zumZiel hat. Denn f�ur feste CPU-Zeit w�achst der statistische Fehler gem�a� 1=p�� . Umalso f�ur die Extrapolation wenigstens noch einen zweiten Punkt, z.B. bei halberurspr�unglicher Schrittweite, mit gleichem statistischen Fehler studieren zu k�onnen,ist nochmals das Doppelte der urspr�unglichen CPU-Zeit erforderlich.Zusammenfassend l�a�t sich sagen, da� der HMCA eine gute M�oglichkeit zur Simu-lation einer vorgegebenen Verteilung bietet. Ist man aber, wie im vorliegenden Fall,nicht in der Lage, den Hamiltonian des Systems zu berechnen (s.u.) und mu� da-her auf den Metropolisschritt verzichten, zeigt sich im HCLA eine Alternative, dieallerdings die gew�unschte Verteilung nicht genau tri�t.4.3 Monte Carlo Algorithmen mit FermionenAlle bisherigen Ausf�uhrungen bezogen sich auf rein bosonische Modelle. Bevor daherauf numerische Resultate eingegangen werden kann, mu� die Einbeziehung der Fer-mionen erl�autert werden. Sie wird auch den Grund f�ur die Verwendung des HCLAanstelle des HMCA liefern.Wie bereits erw�ahnt, besteht die Schwierigkeit einer statistischen Behandlung vonFermionen in dem antikommutierenden Charakter der sie darstellenden Grassmann-variablen. Aus diesem Grunde berechnet man zun�achst das Grassmannintegral exaktund erh�alt so die Fermiondeterminante detQ(�). In der Handhabung des auf dieseWeise zusammengefa�ten, fermionischen Teils unterscheiden sich die beiden obenbeschriebenen Algorithmen.Bei dem bisher verwendeten HMCA ist es �ublich, die Determinante in das Wahr-scheinlichkeitsma� einzubeziehen, indem man die RelationZ d d +e� +A = detA / Z d�d��e���A�1 (169)ausnutzt.  ;  + sind die urspr�unglichen Grassmannvariablen, �; �� dagegen sindkommutierende Variablen, die sogenannten Pseudofermionfelder. Bedingung f�ur dieG�ultigkeit der zweiten Relation in (169) ist allerdings, da� die Realteile der Eigen-werte von A positiv sind. Derartiges l�a�t sich aber f�ur eine fermionische Wirkungnicht allgemein fordern. Eine M�oglichkeit, diesen Weg dennoch verfolgen zu k�onnen,besteht in einer auf bestimmte Art und Weise vorzunehmenden Verdopplung derFermionzahl.Hierbei handelt es sich nicht um das Verdopplungsproblem, welches auf die Beschrei-bung von Fermionen auf dem Gitter zur�uckzuf�uhren ist und mit der Anomaliefreiheitbei naiver �Ubertragung der klassischen Wirkung auf das Gitter zusammenh�angt.Vielmehr ist es ein rein technisches Problem, das auftritt, wenn man Pseudofermio-nen nutzen will, um den Ein
u� der Fermionen auf die Theorie zu ber�ucksichtigen.F�uhrt man also neben dem schon existierenden Fermion-Spiegelfermion-Paar 	(1)ein weiteres, sich dazu gespiegelt transformierendes Paar 	(2) ein, erh�alt man dieWirkung S = SB + Xf=1;2Xx;y �	(f)y Q(�)(f)yx 	(f)x (170)75



und hat in diesem vergr�o�erten Raum nunmehr den Ausdruckdet Q 00 Q+ ! = detQ+Q � detA (171)zu betrachten. A ist folglich hermitesch und positiv de�nit. Die jetzt positive Deter-minante kann infolgedessen zusammen mit dem bosonischen Exponentialfaktor alsWahrscheinlichkeitsma� interpretiert werden. Erw�ahnt sei hier, da� die Verdopplungder Fermionen im U(1)-Modell zu einer Erweiterung der Symmetrie auf das ProduktU(1)L
U(1)R
U(1)1�2 f�uhrt, dessen letzter Faktor f�ur die Erhaltung der Teilchen-zahldi�erenz zwischen den Sorten Eins und Zwei sorgt. Da �uber U(1)L
U(1)R auchdie Gesamtteilchenzahl erhalten bleibt, impliziert dies die Erhaltung beider Teil-chensorten f�ur sich.Nun ist klar, da� auf soeben beschriebene Weise, selbst wenn mit Hilfe der Spie-gelfermionen die Entkopplung aller "Anomalie-Doppler\ gelingt und sich aufgrundder unterschiedlichen Yukawakopplungen auch das verbleibende Spiegelfermion zu-sammen mit seinem "technischen Doppler\ aus dem Spektrum entfernen l�a�t, nebendem urspr�unglichen Fermion immer noch dessen ungewollter "technischer Doppler\�ubrig bleibt. Man ist daher nicht in der Lage, durch derartiges Vorgehen eine un-gerade Anzahl von Fermionen auf dem Gitter zu beschreiben. Insbesondere wirdes so nicht m�oglich sein, z.B. die Wirkungsweise eines einzelnen schweren Fermionsin seinen drei Farben auf Charakter und eventuelle Kopplungsschranken des Higgs-Yukawa-Modells zu erfassen.F�ur die Behandlung einer ungeraden Zahl von Fermionen ist die Fermiondeterminan-te demzufolge auf eine andere Art und Weise ber�ucksichtigen. An der Fermiondeter-minante selbst, d.h. an der analytischen Ausf�uhrung des Grassmannintegrals, f�uhrt,wegen der oben angedeuteten Schwierigkeiten hinsichtlich der Statistik, zun�achstkein Weg vorbei.Soll diese technisch motivierte Verdopplung vermieden werden, fa�t man die Deter-minante als Teil einer e�ektiven Wirkung auf, d.h.Se�(�) = SB(�)�Nfhln j detQ(�)j+ i'Qi ; (172)wenn 'Q den Phasenwinkel der Determinante und Nf die Zahl der betrachtetenFlavours bezeichnet. Es ist o�ensichtlich, da� eine stark 
uktuierende Phase bei derstatistischen Behandlung �ahnliche Probleme aufwirft wie der antikommutierendeCharakter der Grassmannvariablen. Denn es kann zu Di�erenzen gro�er Zahlen unddamit zu sehr gro�en Fehlern kommen, welche die hier angestrebte Verfahrensweiseunm�oglich machen. Ebenjene Phase ist deshalb im vorhergehenden Kapitel einge-hend untersucht worden. Wie das Ergebnis zeigte, ist sie in den hier betrachtetenF�allen nicht zu gro�er Yukawakopplungen vernachl�assigbar klein und verschwindetmanchmal (jG j = jG�j) sogar identisch. Im folgenden wird daherSe�(�) � SB(�)�Nf ln j detQ(�)j = SB(�)� Nf2 ln �det �Q+(�)Q(�)�� (173)zu betrachten sein. Eine solche nur noch von einem Skalarfeld abh�angige Wirkungwird nun durch den f�ur den bosonischen Fall dargelegten HCLA simuliert. Im Prin-zip w�are das auch mit Hilfe des HMCA f�ur rein bosonische Wirkungen m�oglich,allerdings w�are dann f�ur den Metropolisschritt nach jedem Update der Hamiltonianund damit die Fermiondeterminante zu bestimmen. Die Verwendung eines derarti-gen Verfahrens ist aber aus Rechenzeitgr�unden ausgeschlossen.Wendet man sich aufgrund dessen wieder dem HCLA zu, so tritt die Wirkung dort76



nur als Ableitung auf. F�ur ein komplexes Skalarfeld, wie es hier vorliegt, gilt dieBeziehung: �n+1x = �nx + ���nx � ��22 �@Se�(�n)@Re(�x) + i@Se�(�n)@Im(�x) �= �nx + ���nx � ��2@Se�(�n)@�+x (174)und f�ur den dazu kanonisch konjugierten Impuls:�n+1x = �nx � ��  @Se�(�n+1)@�+x + @Se�(�n)@�+x ! : (175)Das verbleibende Problem besteht nun in der Berechnung von @Se�(�)@�+ . F�ur denskalaren Anteil der Wirkung geschieht dies noch analytisch verm�oge der Beziehung@SB(�)@�+x = �x[1 + 2�(�x�+x � 1)]� �X� �x+� ; (176)und eine direkte Programmierung ist m�oglich. Zu bestimmen ist somit nur noch derAusdruck Nf2 @@�+x ln detQ+Q. Das geschieht unter Ausnutzung des nachstehendenZusammenhanges:Nf2 @@�+x ln(det(Q+Q)) = Nf2 @@�+x Tr ln(Q+Q) = Nf2 Tr[(Q+Q)�1 @@�+x (Q+Q)]= Nf2 Xuv (Q+Q)�1uv  @(Q+Q)@�+x !vu : (177)Da eine explizite Matrixinversion, wie sie hier gefordert w�are, zu viel Rechenzeitbeansprucht, wird mit der Relation(Q+Q)�1uv = R d�d�+e��+Q+Q��u�+vR d�d�+e��+Q+Q� =< �u�+v > (178)gearbeitet, d.h. die Matrix (Q+Q)�1 wird mit sogenanntem "Baby\-Monte Carlo-Verfahren bestimmt. Bei Verwendung des HCLA ist demnach eine weitere Approxi-mation in der Ber�ucksichtigung der Fermionen notwendig. Zu diesem Zweck erzeugtman sich aus zwei reellen Zahlen einer gleichf�ormigen Verteilung eine Gau�verteilunge�r+r f�ur komplexes r [44] und erh�alt so � = Q�1r in der gew�unschten Verteilung aus(178). Somit l�a�t sich (Q+Q)�1 durch Messung mit Hilfe von � unter Verwendungder Gleichung (Q+Q)�1uv = limNB!1 1NB NBXi=1 �iu�+iv (179)bestimmen, in der �i den Vektor der i-ten Messung darstellt. Folglich verbleibt manmit dem programmierbaren Ausdruck:@@�+x ln(det(Q+Q)) � 1NB NBXi=1Xuv �iu�+iv  @(Q+Q)@�+x !uv= 1NB NBXi=1 �i � @(Q+Q)@�+x � �+i : (180)Bei vorhandenem �i berechnet sich dann jeder einzelne Summand der i-Summedurch passenden Aufruf der bereits im Rahmen fr�uherer HMC-Simulationen ben�otig-ten Subroutine DERIV. 77



4.4 Ein verallgemeinerter HMC-AlgorithmusF�ur den Fall, da� die Eigenwerte der Fermionmatrix immer einen positiven Realteilaufweisen, wurde ein verallgemeinerter HMCA vorgeschlagen [45], der zum einen inder Lage ist, die Determinante der einfachen Fermionmatrix zu ber�ucksichtigen, undzum anderen die Vorteile des einfachen HMC-Verfahrens besitzt, d.h. insbesonde-re keine Extrapolation zu verschwindender Schrittweite erfordert. In groben Z�ugenwurde in diesem Zusammenhang an folgende Vorgehensweise gedacht:Basierend auf der f�ur positive Realteile g�ultigen BeziehungdetQ / Z d�d��e���Q�1� (181)wird der Faktor exp(�iIm(��Q�1�)) der Observablen zugeschlagen, w�ahrend derFaktor exp(�Re(��Q�1�)) in das Ma� Eingang �ndet. Die Phase wird also hier nichtwie im HCLA vernachl�assigt, sondern kann f�ur jede Messung ohne zu gro�en Auf-wand neu berechnet werden. Da der Betrag exp(�Re(��Q�1�)), wie e�S(�) selbst,unter Umst�anden �uber mehrere Gr�o�enordnungen variiert und somit seine Ber�uck-sichtigung sehr ine�zient w�are, w�urde sie erst in der Observablen erfolgen, wird erdurch die Erzeugung des Skalarfeldes gem�a� der Wahrscheinlichkeitsverteilunge�S(�)�Re(��Q�1(�)�) (182)direkt in das Integralma� einbezogen. Dies l�a�t sich �uber die L�osung der folgendenzwei S�atze von Gleichungen mit Hilfe der "Leapfrog\-Integration erreichen:_� = �; _� = �2@H@�� ; _� = �; _� = �2@H@�� : (183)Dabei gilt f�ur den Hamiltonian die Relation:H(�; �; �; �) = 12�2 + 12�2 + S(�) + Re(��Q�1(�)�) : (184)Er ist jetzt, anders als beim HCLA, schnell bestimmbar und ein Metropolistestdaher m�oglich. Das Erreichen des gew�unschten Gleichgewichts (182) folgt wie beimeinfachen HMCA aus dem Beweis der entsprechenden "detailed balance\-Beziehung.Dieser verl�auft analog zum oben Gezeigten.Um festzustellen, ob alle Eigenwerte der Fermionmatrix tats�achlich einen positivenRealteil besitzen, der Vorschlag also �uberhaupt durchf�uhrbar ist, betrachte man ihreSpur: tr(Q) = 4(G +G�)Xx Re(�x) : (185)Sie ist unabh�angig vom Wert des Skalarfeldes immer reell. Nimmt sie auch f�ur G +G� > 0 negative Werte an, so mu� es Eigenwerte mit negativem Realteil geben,denn die Spur ist invariant unter �Ahnlichkeitstransformationen, also insbesondereunter Triagonalisierung der Fermionmatrix.Messungen der Spur f�ur equilibrierte Skalarfelder f�uhrten auf positive und negativeResultate, zeigen also, da� Eigenwerte mit negativem Realteil existieren k�onnen.Der verallgemeinerte HMCA ist demnach hier nicht anwendbar, womit sich auch dieDiskussion evtl. Fluktuationen des Phasenfaktors exp(�iIm(��Q�1�)) er�ubrigt.78



4.5 Numerische ResultateEhe man physikalisch interessanteren Fragestellungen nachgehen kann, die sich un-ter Verwendung des HMCA nicht beantworten lassen, d.h. insbesondere Fragen inZusammenhang mit einer ungeraden Zahl von Fermionen, mu� zun�achst die Arbeits-weise des HCLA �uberpr�uft werden. Dies bezieht sich zum einen auf die Korrektheitder Programmierung, die sich durch Vergleich mit HMC Resultaten �uberpr�ufen l�a�t,zum anderen darauf, geeignete Werte f�ur die frei w�ahlbaren algorithmischen Para-meter (�;NB; ��) zu �nden.Im Anschlu� daran wird exemplarisch die Phasenstruktur des Higgs-Yukawa-Modellsmit nur einem Fermion studiert. Schlie�lich wird untersucht, ob und mit welchemAufwand die Berechnung von Massenschranken, hier insbesondere der Trivialit�ats-grenze, in diesem Modell m�oglich ist.4.5.1 Vergleich des HCLA mit dem HMCA f�ur verschiedene algorith-mische ParameterWie bereits erw�ahnt sind in der klassischen Dynamik die aufeinanderfolgenden �Ande-rungen der Feldkon�guration stark korreliert. Die Entfernung, die im Phasenraumzur�uckgelegt wird, entspricht daher ungef�ahr der Zahl N der Updatings und ist da-mit weit gr�o�er als bei Verwendung des reinen Langevinalgorithmus, bei dem siewegen der zuf�alligen Wahl des Impulses nur proportional zu pN ist. Durch einengelegentlichen Zufallsimpuls sichert man sich allerdings die im rein klassischen Fallnicht unbedingt vorhandene Ergodizit�at. Als erstes sollen daher die Auswirkungendes durch � charakterisierten Verh�altnisses zwischen klassischer Dynamik und Lan-gevinalgorithmus studiert werden.Zu diesem Zweck wurde der HCLA in einem Punkt der symmetrischen Phase (� =1:0; G = 0:1; G� = 0:0; � = 0:15; K = 0:1), im folgenden mit A bezeichnet, aufeinem 43 � 8-Gitter im U(1)-Modell f�ur verschiedene Werte von � angewendet. Umeinen Vergleich mit dem HMCA durchf�uhren zu k�onnen, war der Fall zweier Fermion-Spiegelfermion-Paare (Nf = 2) zu simulieren. Einen Eindruck von der damit ver-kn�upften unterschiedlichen Schnelligkeit der Equilibrierung verscha�en die folgendenAbbildungen. Dort ist die Magnetisierung des Higgsfeldes < j�j > gegen die Zahlder Messungen aufgetragen. Die zuvor mit dem HMCA gemessene Magnetisierung[28] betr�agt im Gleichgewicht 0:098(1) und wird mittels der durchgezogenen Linieangedeutet. Die gestrichelte glatte Kurve zeigt jeweils die �uber die Vergangenheitgemittelte Magnetisierung, w�ahrend die gezackte Kurve die der einzelnen Messungrepr�asentiert. In allen F�allen wurde dabei mit einer Einheitsmagnetisierung (j�j = 1)gestartet.
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# MessungenAbbildung 16: Magnetisierung im U(1)-Modell auf dem 43 � 8-Gitter f�ur � = 1; G =0:1; G� = 0:0; � = 0:15; K = 0:1 und zwei Fermion-Spiegelfermion-Paare. Die durchgezo-gene Linie bei M =< j�j >= 0:098(1) symbolisiert den Me�wert des HMCA aus [28], dieglatte, gestrichelte Kurve zeigt die �uber die Vergangenheit gemittelte Magnetisierung unddie gezackte Kurve die Magnetisierung f�ur jede Einzelmessung. Zur Berechnung wurde hierder HMCA mit einer Schrittweite von �� = 0:08 und einer mittleren Trajektorienl�ange vonsechs "Leapfrog\-Schritten gew�ahlt.
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# MessungenAbbildung 17:Hier sind dieselben Gr�o�en wie in Abbildung 16 dargestellt, allerdings wurdezur Berechnung der HCLA mit � =0.0, d.h. der reine Langevinalgorithmus verwendet. DieSchrittweite ist �� = 0:05, die Anzahl der "Baby\-Monte Carlo-Messungen ist NB = 20.Gestartet wurde mit einer Einheitskon�guration, d.h. �x = 1:0 8x.80
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# MessungenAbbildung 18: Diese Abbildung zeigt die Magnetisierung bei Verwendung des HCLA in �=0.2. Alle weiteren Angaben entsprechen denen in Abbildung 17.
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# MessungenAbbildung 19: Die Magnetisierung ergibt sich in diesem Fall aus dem HCLA bei � =0.5.Alles Weitere entnimmt man Abbildung 17.
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# MessungenAbbildung 20: In dieser Abbildung wurde die Magnetisierung mit dem HCLA bei � =0.8berechnet. Einzelheiten lassen sich den Erl�auterungen zu Abbildung 17 entnehmen.
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# MessungenAbbildung 21: Hier wurde das System der klassischen Dynamik unterworfen, nach jeweilsca. 1500 Messungen allerdings ein Zufallsimpuls eingestreut. Die weiteren Angaben entspre-chen denen aus Abbildung 17.
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Ein Vergleich der Abbildungen macht folgendes deutlich:1. Die beiden Extrema, der reine Langevinalgorithmus und die (fast) reine klassi-sche Dynamik (Abbildung 17 und 21), sind hinsichtlich der Equilibrierungszeitden Mischf�allen unterlegen. Der reine LA kommt aufgrund des jedesmal neuzuf�allig gew�ahlten Impulses im Phasenraum nur langsam voran, die reine KDkann sich in metastabilen Zust�anden verfangen, wie es in den ersten und zwei-ten 1500 Messungen der Fall zu sein scheint. Am schnellsten ist der HCLA mit� = 0:8.2. Je h�oher die Beimischung der klassischen Dynamik, desto gr�o�er ist, wie zuerwarten, die Korrelation aufeinanderfolgender Impulse. Dies �au�ert sich inden Abbildungen durch immer st�arker ausgepr�agte Zacken in der Kurve derEinzelmagnetisierung. Nach Einstellung eines Gleichgewichtes sind daher diest�arkeren Schwankungen um selbiges bei h�oheren �-Werten zu vermuten.3. F�ur keinen Wert von � erreicht der HCLA auch nur ann�ahernd die Qualit�atdes HMCA in Abbildung 16. Dort wird sowohl von der Einzel- als auch vonder gemittelten Magnetisierung sehr schnell der sp�atere Mittelwert erreicht.Ebenfalls deutlich zu erkennen ist die weitaus geringere Korrelation zwischenaufeinanderfolgenden Kon�gurationen. W�ahrend die gezackte Kurve in al-len HCL-Varationen doch noch mehr oder weniger ausgepr�agte "Berge\ und"T�aler\ durchl�auft, ist das Verhalten der einzelnen Magnetisierung im HMCAvon statistischem Rauschen nicht mehr zu unterscheiden. Die oben kurz an-gesprochene Proportionalit�atskonstante zur Berechnung der Anzahl e�ektiverMessungen ist also viel gr�o�er als beim HCLA. In der Tat wird auch f�ur denHMCA ein kleinerer, dynamischer, kritischer Exponent und damit eine k�urzereAutokorrelationszeit vorhergesagt [40].Das unkorreliertere Verhalten der Magnetisierung im HMCA wird auch plau-sibel, wenn man bedenkt, da� bei einer mittleren Trajektorienl�ange von sechs"Leapfrog\-Schritten der L�ange �� = 0:08 zwischen den einzelnen Kon�gura-tionen im Vergleich zum HCLA nahezu die zehnfache Entfernung liegt. (DieAkzeptanzrate �ubertraf dabei sogar noch die angestrebten 75 %). Da im HM-CA zudem nach jeder Kon�guration ein neues Zufallsimpuls gew�ahlt wird, ister selbst der "besten\ HCLA Version bei � = 0:8 weit �uberlegen.Die verschiedenen Me�gr�o�en, denen das Interesse gilt, equilibrieren unterschiedlichschnell, je nach ihrer "Reichweite\ auf dem Gitter. Die Magnetisierung als lokaleGr�o�e z�ahlt zu den schnell equilibrierenden Me�werten. Wenn also die Abbildun-gen f�ur bestimmte Parameter diesbzgl. bereits nach einigen hundert Messungen dieEinstellung des Gleichgewichtes anzeigen, gilt das sicher nicht f�ur langsam equilibrie-rende Me�gr�o�en, wie z.B. die Higgsmasse. Die Untersuchung der Magnetisierungliefert daher nur eine untere Grenze f�ur die zum Erreichen des Gleichgewichts durch-zuf�uhrenden Messungen. F�ur die langsamste, hier untersuchte Version des HCLAliegt diese Grenze in der Gegend von 6000 Messungen.Aufgrund der knappen Rechenzeit wurde daher f�ur alle untersuchten Werte von �die eigentliche Messung im Punkt A nach einer Equilibrierung von ca. 6500 Tra-jektorien gestartet. Die dabei gewonnenen Ergebnisse einiger wichtiger Me�gr�o�enzeigt die folgende Tabelle. Die Bezeichnung der Gr�o�en ist dieselbe wie in [28]. DieResultate des HCLA ergeben sich aus einer Statistik von ca. 8000 Messungen, diedes HMCA [28] aus ca. 30000 Messungen. Neben der k�urzeren Autokorrelationszeitist dies ein weiterer Grund f�ur den kleineren statistischen Fehler:83



Tabelle 6: MC-Resultate f�ur einige Me�gr�o�en beiverschiedenem � in �� = 0:05; NB = 20HCLA HMCA� = 0:0 � = 0:2 � = 0:5 � = 0:8 � � 0:999mR 0.9(1) 0.8(2) 1.3(2) 1.03(10) 0.97(6) 0.99(2)�R 1.0745(4) 1.074(1) 1.075(1) 1.0743(8) 1.0743(6) 1.0744(2)l 0.153(3) 0.178(5) 0.163(4) 0.163(2) 0.169(2) 0.1661(4)< �x � x > 3.971(1) 3.971(1) 3.970(1) 3.9718(12) 3.9696(11) 3.9712(3)<  Lx�+x � Rx > 0.0029(5) 0.0035(6) 0.0029(6) 0.0025(6) 0.0029(5) 0.0026(2)< �Lx�x ��Rx > -0.1662(6) -0.1686(6) -0.1670(6) -0.1677(6) -0.1680(5) -0.1676(1)< j�j > 0.098(6) 0.12(1) 0.077(7) 0.095(6) 0.106(4) 0.098(1)< j�xj > 0.857(3) 0.863(1) 0.859(1) 0.860(1) 0.8624(5) 0.8600(1)GR 0.92(12) 1.1(2) 1.1(2) 1.0(2) 0.96(12) 1.10(2)GR� -0.17(15) -0.3(2) -0.2(2) -0.2(2) -0.3(2) -0.13(3)Z� 2.5(4) 4(1) 3.4(7) 3.1(4) 3.3(2) 3.04(3)Z 4.37(4) 4.50(5) 4.39(6) 4.49(5) 4.40(4) 4.446(11)Z� 4.50(5) 4.39(5) 4.51(6) 4.41(5) 4.44(5) 4.418(9)Die relativ gute �Ubereinstimmung der HCLA-Resultate mit denen des HMCA f�uralle Werte von �, d.h. f�ur verschiedene Abstufungen zwischen reinem Langevinal-gorithmus und fast reiner klassischer Dynamik, deuten darauf hin, da� der HCLAfehlerfrei programmiert ist.Der Vergleich der langsamer equilibrierenden Gr�o�en, insbesondere der skalaren Wel-lenfunktionsrenormierung Z� und des Linkerwartungswertes l sowie der HiggsmassemR, l�a�t darauf schlie�en, da� bei kleineren �-Werten (� � 0:5) eine gr�o�ere Sta-tistik, bzw. eine l�angere Equilibrierungsphase, d.h. mehr Rechenzeit zum Erzielenhinreichend guter Resultate erforderlich ist. Dies steht in �Ubereinstimmung mit denaus den Abbildungen gewonnenen Erkenntnissen.Da weitere ausf�uhrliche Tests in anderen Punkten des Phasenraumes aus Rechen-zeitgr�unden nicht m�oglich waren und eine analytische Untersuchung nur f�ur einigeeinfache F�alle durchf�uhrbar zu sein scheint [46, 47], wurde bei allen weiteren Rech-nungen der Wert � = 0:8 verwendet. Einerseits erlaubt er durch die h�au�ge Verwen-dung der klassischen Dynamik gro�e Schritte im Phasenraum, andererseits wird aberauch der Impuls sooft aus einer Gau�verteilung zuf�allig ausgew�ahlt, da� das Systemnicht innerhalb eines begrenzten Gebietes im Phasenraum h�angen bleibt, sondernsich in jedem Fall ergodisch entwickelt. Ferner ist, wie bei allen anderen algorith-mischen Parametern auch, der optimale Wert von � numerisch ohnehin nicht genaufestzulegen und zudem sicher von den Werten der anderen Parameter abh�angig. Ei-ne erneute Bestimmung des �-Wertes f�ur jede weitere Me�reihe verbietet aber dieverf�ugbare Rechenzeit. Aufgrund dieser �Uberlegungen scheint der Wert � = 0:8 f�uralle untersuchten Punkte in der symmetrischen und gebrochenen Phase angemessenzu sein.Ein weiterer wichtiger Parameter des HCLA ist die Schrittweite �� . Zum einen soll-te sie m�oglichst gro� sein, damit man sich schnell durch den Phasenraum bewegtund zu unkorrelierten Kon�gurationen gelangt, gleichzeitig aber auch so klein wien�otig, da sie den systematischen Fehler des Algorithmus bestimmt. Der hinsichtlichdes Fehlers gerade noch akzeptable Wert h�angt sicherlich erneut von den anderenParameterwerten der Theorie ab. In den Untersuchungen wurde �� in � = 0:8 anzwei verschiedenen Punkten in der symmetrischen Phase variiert. Das Verhaltender Magnetisierung f�ur den bereits oben betrachteten Punkt A zeigen die folgendenAbbildungen: 84
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# MessungenAbbildung 22: Hier wurde der HCLA bei � = 0:8 benutzt. Die Schrittweite �� betr�agt0:025. Weitere Einzelheiten entnimmt man Abbildung 17.
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# MessungenAbbildung 23: Die Magnetisierung folgt hier aus der Verwendung des HCLA bei � = 0:8und einer Schrittweite von �� = 0:1. Alles �Ubrige folgt aus Abbildung 17.Vergleicht man die Abbildungen 20,22 und 23, so ist zu erkennen, da� gem�a� denErwartungen die Bewegung durch den Phasenraum, d.h. insbesondere das Erreichender Gleichgewichtsmagnetisierung, mit zunehmender Schrittweite schneller erfolgt.Die Korrelation zwischen benachbarten Kon�gurationen wird kleiner. Aber auch derHCLA mit �� = 0:1 kann einem Vergleich mit dem HMCA in keiner Weise stand-halten.W�ahrend sich bei Verwendung von �� = 0:025 ein deutlich schlechteres Bild bzgl. derEquilibrierungsgeschwindigkeit zeigt, scheint der Unterschied zwischen �� = 0:1 bzw.85



0:05 nicht mehr so gravierend zu sein. In beiden F�allen hat die Einzelmagnetisierungbereits nach wenigen hundert Messungen erstmals den Gleichgewichtswert erreicht.Der diesbzgl. noch bestehende Laufzeit-Unterschied darf bei Produktionsl�aufen vonvielen tausend Messungen als irrelevant angesehen werden. Ein etwas anderes Bildergibt die Betrachtung der mittleren Magnetisierung. Sie n�ahert sich im Falle derSchrittweite �� = 0:1 ihrem Gleichgewicht deutlich schneller als f�ur �� = 0:05.Diese Resultate lassen es ratsam erscheinen, die Equilibrierung in zwei Phasen auf-zuteilen, von denen die erste bei gr�o�erer Schrittweite durchlaufen wird. Die dannfolgende kleinere Schrittweite wurde vor dem Hintergrund, da� der gr�o�te akzep-table Wert von �� nicht f�ur jede Messreihe neu bestimmt werden kann, in allenanschlie�enden Rechnungen auf �� = 0:05 bzw. �� = 0:04 gesetzt.Wie die nachstehende Tabelle zeigt, war im Punkt A selber bei Verwendung von�� = 0:1 noch keine wesentliche Abweichung von den HMC-Resultaten zu erkennen,wenn auch die Messwerte f�ur �� = 0:05 jene fast durchgehend besser reproduzieren.Darin �ubertre�en sie den langsam equilibrierenden Fall �� = 0:025 ebenfalls. DerGebrauch von �� = 0:3 liefert jedoch bereits deutlich schlechtere Ergebnisse.Da die Korrelation zwischen den Kon�gurationen mit zunehmender Schrittweite ab-nimmt und �uber die Anzahl der e�ektiven Messungen in den statistischen Fehlereingeht, sollte dieser f�ur �� = 0:3 jeweils am kleinsten, f�ur �� = 0:025 am gr�o�tensein. Wie man sieht, ist dies bis auf eine Ausnahme in der Tat der Fall.Infolgedessen gibt die Tabelle mit �� = 0:3 ein Beispiel f�ur eine schlechte Wahl derSchrittweite. Zwar konnte der statistische Fehler wegen der geringeren Korrelationzwischen aufeinanderfolgenden Kon�gurationen relativ klein gehalten werden, aberder zu ��2 proportionale systematische Fehler tritt nun klar hervor.Tabelle 7: MC-Resultate f�ur einige Me�gr�o�en beiverschiedenem �� in � = 0:8; NB = 20�� = 0:025 �� = 0:05 �� = 0:1 �� = 0:3mR 0.95(14) 1.03(10) 0.93(5) 1.21(6)�R 1.0746(9) 1.0743(8) 1.0747(7) 1.0761(5)l 0.169(4) 0.163(2) 0.1635(15) 0.139(1)< �x � x > 3.970(2) 3.9718(12) 3.973(1) 3.976(1)<  Lx�+x � Rx > 0.0017(6) 0.0025(6) 0.0038(6) 0.0289(5)< �Lx�x��Rx > -0.1683(6) -0.1677(6) -0.1666(6) -0.1426(5)< j�j > 0.105(10) 0.095(6) 0.103(5) 0.081(4)< j�xj > 0.860(1) 0.860(1) 0.8591(5) 0.8398(4)GR 1.1(2) 1.0(2) 1.1(2) 1.02(15)GR� -0.18(16) -0.2(2) -0.17(15) -0.24(14)Z� 3.3(4) 3.1(4) 2.9(3) 3.2(2)Z 4.49(5) 4.49(5) 4.43(5) 4.50(4)Z� 4.38(5) 4.41(5) 4.39(5) 4.39(4)Durch die Einbeziehung von Fermionen ist in der Anzahl NB der Messungen des obengeschilderten "Baby\-Monte Carlo ein weiterer algorithmischer Parameter gegeben.Sein Ein
u� wurde ebenfalls in zwei Punkten der symmetrischen Phase studiert.In der folgenden Tabelle werden die Resultate der Messungen im U(1)-Modell f�ur denPunkt H bei G� = 0:0; G = 1:0; K = 0:1; � = 0:07; �= 1:0 auf dem 43 �8-Gitter ge-zeigt. Aufgrund der gr�o�eren Yukawakopplung tritt dort ein durch zu kleines NB nurunzureichend beschriebener Ein
u� der Fermionen deutlicher zu Tage als im PunktA. Alle Werte ergaben sich nach einer Equilibrierung von ungef�ahr 5000 Trajekto-rien gefolgt von knapp 15000 Messungen. Die vorletzte Spalte zeigt Me�ergebnisse86



ohne Ber�ucksichtigung von Fermionen, die letzte die Resultate einer Simulation mitdem HMCA. Tabelle 8: MC-Resultate f�ur einige Me�gr�o�en beiunterschiedlichem NB in � = 0:8; �� = 0:05NB = 20 NB = 10 NB = 5 NB = 1 Nf = 0 HMCmR 1.12(8) 1.0(1) 1.06(15) 1.29(11) 2.9(2) 1.07(6)�R 0.971(6) 0.96(1) 0.960(7) 0.987(7) 1.038(6) 0.963(5)l 0.125(2) 0.128(2) 0.127(2) 0.116(2) 0.067(1) 0.1290(4)< �x � x > 3.923(1) 3.929(1) 3.929(1) 3.936(1) 3.954(2) 3.9253(7)<  Lx�+x � Rx > 0.0203(5) 0.0224(6) 0.0206(4) 0.0228(7) 0.0100(6) 0.0206(9)< �Lx�x��Rx > -1.607(2) -1.605(2) -1.615(2) -1.649(6) -1.566(2) -1.6041(9)< j�j > 0.081(5) 0.086(6) 0.088(6) 0.073(4) 0.043(2) 0.088(2)< j�xj > 0.8496(5) 0.8498(7) 0.8519(6) 0.860(1) 0.8358(9) 0.8493(5)GR 8.4(4) 8.2(5) 8.3(4) 8.7(6) 13(1) 8.6(4)GR� -1.3(2) -1.0(2) -1.2(1) -1.3(2) -1.5(3) -1.28(11)Z� 2.7(2) 2.7(4) 2.8(3) 2.8(3) 5.0(8) 2.94(9)Z 3.52(5) 3.48(7) 3.48(6) 3.66(6) 4.11(9) 3.50(9)Z� 4.32(4) 4.25(4) 4.26(3) 4.33(4) 4.41(5) 4.24(9)Die Variation von NB verursacht, wie zu erwarten, bei sehr kleinen Werten eine Ver-schlechterung der Messergebnisse. Da der Rechenzeitaufwand proportional zuNB ist,mu� aber auch hier ein Kompromi� zwischen dem Fehler bei der Ber�ucksichtigungder Fermionen durch zu kleines NB und dem statistischen Fehler aufgrund einerzu geringen Zahl von Messungen gefunden werden. Der Tabelle nach zu urteilen,scheint daf�ur bereits NB = 5 auszureichen, denn schon in NB = 1 wird der Ein
u�der Fermionen, wie der Vergleich mit dem Fall Nf = 0 und den HMC-Resultatenzeigt, im wesentlichen richtig wiedergegeben.Desweiteren scheint eine systematische Verbesserung in NB > 20 bei akzeptablemRechenzeitaufwand nicht mehr zu erwarten zu sein. Zwar ist demnach die Verwen-dung von NB = 20 zu hoch gegri�en, da diese Untersuchungen jedoch nur in zweiPunkten des Phasenraumes durchgef�uhrt wurden, schien es f�ur die allgemeinen Stu-dien sicherer, den Fehler im "Baby\-Monte Carlo nicht zu gro� werden zu lassen.Daher wurde bei den folgenden Messungen in der symmetrischen Phase der HCLAmit NB = 20 verwendet, zumal die betrachteten Yukawakopplungen und damitder Ein
u� der Fermionen in einigen Me�punkten gr�o�er waren als in H . Die an-schlie�enden Rechnungen in der gebrochenen Phase fanden jedoch wieder bei mit Hvergleichbaren bzw. kleineren Kopplungen statt, so da� auch die Verwendung vonNB = 10, wie sie dort aus Gr�unden der Rechenzeit erforderlich war, akzeptiert wer-den konnte. Ein exemplarischer Vergleich mit HMC-Resultaten in der gebrochenenPhase best�atigte diese Vorgehensweise zus�atzlich. Aufgrund der oben aufgef�uhrtenErgebnisse ist der Parametersatz f�ur alle folgenden Rechnungen in der symmetri-schen Phase durch � = 0:8; �� = 0:05; NB = 20 gegeben.
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4.5.2 Numerische Untersuchung zur Verschiebung der Phasengrenzenbeim �Ubergang von zwei zu einem Fermion-Spiegelfermion-PaarNach obigen Vorarbeiten ist zun�achst eine u.a. auf den "mean-�eld\-Rechnungen deszweiten Kapitels beruhende Vermutung zu untersuchen, welche die Phasenstrukturdes Higgs-Yukawa-Modells mit nur einem Fermion-Spiegelfermion-Paar betri�t. Da-nach soll sich in einem K; �-Diagramm bei festem K der Abstand der Phasengrenzenim Higgs-Yukawa-Modell zu den entsprechenden Grenzen der rein skalaren Theoriein etwa halbieren, wenn das Modell statt der in den HMC-Rechnungen betrachtetenzwei Fermion-Spiegelfermion-Paare nur eines aufweist. Dieser Sachverhalt ist auchphysikalisch plausibel:F�ur die Ordnung im System, parametrisiert durch die Magnetisierung < j�j >, ist dieWechselwirkung des �-Feldes an den verschiedenen Punkten des Gitters verantwort-lich. Je st�arker sie wird, desto gr�o�er ist die Tendenz zur geordneten Phase. Diesenichtlokale Wechselwirkung wird zun�achst direkt durch den skalaren Hoppingpara-meter vermittelt. Liegt keine andere Kopplungsm�oglichkeit zwischen benachbartenGitterpunkten vor, d.h. betrachtet man die rein skalare Theorie oder das Higgs-Yukawa-Modell mit unendlich schweren Fermionen (K = 0), so bestimmt im we-sentlichen der Wert von � wie gro� die Magnetisierung ist, d.h. in welcher Phaseman sich be�ndet. Die Abh�angigkeit von der lokalen Selbstwechselwirkung, vermit-telt durch die skalare Selbstkopplung �, ist, wie die Untersuchungen im Rahmen derMFA (Kapitel 2) gezeigt haben, nicht sehr gro�.Werden propagierende Fermionen in die Betrachtung einbezogen (K > 0), liefernauch sie �uber die Yukawakopplungen einen Beitrag zur Ordnung. So ist am Ort xdas Higgsfeld �uber diese Kopplungen an Fermionen gekn�upft. Letztere k�onnen nunzum Nachbarort x+ �̂ propagieren, wo sie dann wieder �uber die Yukawakopplungendas Higgsfeld beein
u�en. Ein Ma� f�ur die Propagation der Fermionen ist deren Mas-se. Sie verschwindet auf der kritischen Linie in Kcr, deren Lage wiederum von derGr�o�e der Yukawakopplungen abh�angt. (Das MF-Resultat lautete Kcr = 1�G G�8 .)In der N�ahe der kritischen Linie sollte daher der Ein
u� der Fermionen maximalsein und sowohl f�ur kleiner als auch gr�o�er werdende K langsam verschwinden.Mit dem Ein
u� der Fermionen �andert sich der f�ur eine vorgegebene Magnetisie-rung (Ordnung) erforderliche skalare Anteil, d.h. bei fester Magnetisierung mu� �nun einen anderen Wert annehmen als in der rein skalaren Theorie oder bei K = 0.Eine �ahnliche Argumentation greift f�ur den �Ubergang zur antiferromagnetischenPhase. Dort hat sich die Ordnungstendenz des skalaren Anteils allerdings umgekehrt,denn bei negativem � werden, amMa�faktor exp(�P� �+x+��x) klar erkennbar, Kon-�gurationen bevorzugt, in denen das Higgsfeld schachbrettartig ausgerichtet ist.Im Lichte der voranstehenden Betrachtung sollte f�ur beide Phasengrenzen bei derdoppelten Zahl von Fermionen auch ihr Beitrag zur Ordnung in etwa doppelt sogro� sein. Dies f�uhrt zu der oben angesprochenen Halbierung des Abstandes derPhasengrenzen zu den Grenzen der rein skalaren Theorie, wenn man nur halb sovie-le (Spiegel)Fermionen betrachtet.Wie die beiden folgenden Abbildungen zeigen, konnte diese Vermutung best�atigtwerden. Dort sieht man die MF-Resultate f�ur ein und zwei Fermion-Spiegelfermion-Paare sowie numerische Ergebnisse aus MC-Rechnungen. Die MC-Daten wurdenf�ur Nf = 2 aus [27] entnommen, f�ur Nf = 1 mit dem oben beschriebenen HCLAberechnet. Letzteres geschah nach einer Equilibrierung von ca. 6000 Updates miteiner Statistik von ungef�ahr 8000 Messungen. Diese Zahlen fallen f�ur einige Punk-te, die sich aufgrund der Werte von K und G ; G� hinsichtlich der Matrixinversionbesonders ung�unstig verhalten, etwas niedriger aus.88
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KAbbildung 25: Die einzige �Anderung imVergleich zu Abbildung 24 besteht in einer Verklei-nerung von G� auf den Wert �1:0. Alle anderen Werte sowie Bezeichnungen sind dieselben.89



Man erkennt im G�ultigkeitsbereich der MFA eine gute �Ubereinstimmung der nu-merischen Resultate mit den vermuteten. Bei kleinem jG�G j scheint dies auch imBereich mittlerer K-Werte der Fall zu sein. Die einzig wesentliche Diskrepanz trittim Punkt G� = �1:0; K = 0:18 auf. Hier mag eine Vergr�o�erung der Statistik dieAbweichung vom vermuteten Verhalten noch entsch�arfen. Zudem ist der K-Wertgr�o�er als der bei den meisten Untersuchungen interessierende, kritische Wert desfermionischen Hoppingparameters, der hier bei ca. 0:15 liegt.Demzufolge deuten die Resultate darauf hin, da� es selbst bei sehr unterschiedlichenYukawakopplungen, wie in Abbildung 25, bis zum jeweils kritischen Wert von Knicht zu gro�en Abweichungen vom vermuteten Verhalten der Phasengrenzen beiHalbierung der Fermionenzahl kommen wird.4.5.3 Kopplungsschranken im Fall entkoppelter SpiegelfermionenEntkopplung der SpiegelfermionenDa das Fermionspektrum bei heute erreichbaren Energien rein chiral ist, sind git-terregularisierte Theorien, die Spiegelfermionen enthalten, nur in zwei F�allen rele-vant. Entweder werden die Spiegelfermionen im Kontinuumslimes schwer, so da�zumindest das bisher bekannte, niederenergetische Spektrum chiral bleibt, oder ih-re Massen und Kopplungen an den "Rest der Welt\ verschwinden, d.h. sie werdenvollst�andig aus dem Spektrum entfernt.In unserem Fall m�ussen zus�atzlich f�ur beide genannten Alternativen die bzgl. derchiralen Darstellung o�diagonalen Massen �R der fermionischen MassenmatrixMR =  �R �R�R �R� ! (186)verschwinden, um Fermionen und Spiegelfermionen zu entmischen. Die beiden obigenM�oglichkeiten ergeben daher f�ur das Higgs-Yukawa-Modell die folgenden Szenarien:1. Die Entkopplung durch gro�e Masse, d.h. j�R�j >> j�R j, ist wegen der inder gebrochenen Phase g�ultigen Beziehung �R� = GR�vR nur durchf�uhrbar,wenn die renormierte Yukawakopplung GR� hinreichend gro� werden kann.Liegt eine triviale Kontinuumstheorie vor, st�o�t man diesbez�uglich auf Gren-zen. Denn um eine wechselwirkende Theorie zu beschreiben, mu� der durch dasGitter eingef�uhrte Cuto� nun endlich bleiben. Das wiederum bedeutet Cuto�-abh�angige obere Grenzen f�ur Higgs- und Yukawakopplungen.In einem solchen Fall treten die Spiegelfermionen bei h�oheren Energien als neuePhysik auf. Eine wesentliche Frage f�ur numerische Untersuchungen in diesemRahmen ist daher, wie gro� die renormierten Yukawakopplungen im Falle derTrivialit�at werden k�onnen.Da Spiegelfermionen prinzipiell nicht nur direkt, sondern auch �uber die Mi-schung mit Fermionen in Beschleunigern erzeugt werden k�onnen, liefern dieheute erreichbaren Energien untere Grenzen f�ur ihre Massen und obere Gren-zen f�ur den Mischungswinkel. Demnach widerspricht ihre Existenz nicht derbisherigen Ph�anomenologie [8].Die Entmischung von Fermionen und Spiegelfermionen wird hier durch geeig-nete Wahl der Hoppingparameter �;K erreicht.2. In dieser Arbeit wird der zweite Weg zur Entkopplung der Spiegelfermioneneingeschlagen, d.h. der Weg �uber eine verschwindende Masse �R� = 0. ImHiggs-Yukawa-Modell kann diese Situation aufgrund der fehlenden Eichfelder90



durch geeignete Wahl einiger nackter Parameter exakt herbeigef�uhrt werden.Erstmals angewandt wurde dieses Verfahren zur Entkopplung eines rechtsh�an-digen Neutrinos in einer chiralen Eichtheorie [24]. Die Grundlage daf�ur bietetdie Shiftsymmetrie der Wirkung in dem entsprechenden Fermionfeld, welchebesagt, da� in � � = 0 die Wirkung unter der Transformation�x ! �x + � ; ��x ! ��x + �� (187)invariant ist, wenn G� verschwindet. Entsprechendes gilt f�ur G = 0. Dabeisind �; �� Grassmannvariablen.Durch Variation des erzeugenden Funktionals der unverbundenen Greenfunk-tionen nach diesen Shifts, die dabei von der Raumzeit abh�angen (d.h. ��; � !��x; �x), lassen sich Wardidentit�aten ableiten, die bei verschwindender nackterYukawakopplung G� bereits f�ur beliebige Werte von � � das Verschwindender renormierten Kopplung GR� zur Folge haben [31].Durch diese Identit�aten ergeben sich auch f�ur den Fermionpropagator Ein-schr�ankungen. So erh�alt man f�ur den inversen Propagator im Impulsraum [48]:~��1	 (p) = 2K  ��  (p) �p�p i
 � �p ! (188)mit �p = � �2K + r2 p̂2 sowie p̂� = 2 sin p�2 ; �p� = sin p� und unbestimmtem �  (p).Er unterscheidet sich vom inversen Propagator f�ur freie Fermionen nur in seiner  -Komponente. Solange man hinreichend kleine Impulse betrachtet, lautetseine Entwicklung gem�a� dem zweiten Kapitel:~��1	 (p) =M + i
 � �p
N +O(�p2) : (189)Aus (188) folgt dann unmittelbar f�ur N und die ebenfalls im zweiten Kapitelde�nierte Wellenfunktionsrenormierung Z	:N = 2K  n  00 1 ! ; Z	 �  Z 00 Z� ! = 12K  1n  00 1 ! :(190)Damit ergibt sich f�ur die renormierte Massenmatrix die GestaltMR =  Z �  pZ �0pZ �0 0 ! ; (191)so da� gilt: �R = �0pn  und GR vR = �R = �  n  sowie GR�vR = �R� = 0.Wie oben bereits angedeutet, mu� nun der o�diagonale Teil der Massenma-trix f�ur eine exakte Entkopplung der Spiegelfermionen verschwinden, d.h. also�0 = 0 sein.Da der kleinste Impuls auf einem L3 �T -Gitter mit T > L und antiperiodischenRandbedingungen in Zeitrichtung durch p = (0; 0; 0; �T ) gegeben, der Impulsp = 0 auf endlichem Gitter also garnicht verwirklicht ist, w�ahlt man nun an-stelle von �0 die Masse �p im kleinsten Impuls. Die renormierte Massenmatrixlautet dann: MR =  Z �  pZ �ppZ �p 0 ! ; (192)so da� �R = �ppn  . Bedingung f�ur die exakte Entkopplung der Spiegelfermi-onen ist jetzt �p = 0, also � �2KeE + 2r sin2 �2T = 0 ; (193)91



d.h. der Wert des fermionischen Hoppingparameters, der f�ur die exakte Ent-kopplung einzustellen ist, h�angt von der Gittergr�o�e ab. Auf dem in dieserArbeit verwendeten 43 � 8-Gitter betr�agt er KeE � 0:1274, auf unendlich aus-gedehntem Gitter liegt er genau bei 1=8.Alle folgenden numerischen Untersuchungen beziehen sich auf die zweite Art derEntkopplung, betrachten also Parameters�atze mit G� = 0 und K = 0:1274.Die numerischen Resultate zur Trivialit�atsschrankeEin wichtiger Fragenkomplex im Rahmen numerischer Simulationen besch�aftigt sichmit dem f�ur die renormierten Kopplungen erlaubten Bereich, der in trivialen Theo-rien durch Cuto�-abh�angige Grenzen eingeschr�ankt wird. So sagt bei Betrachtungdes obengenannten Entkopplungsfalls die Einschleifen-St�orungsrechnung f�ur die Yu-kawakopplung GR eine obere Trivialit�atsgrenze voraus.F�ur die renormierte Higgskopplung gR in Abh�angigkeit von der renormierten Yuka-wakopplung GR wird neben der oberen Trivialit�atsgrenze eine untere Vakuumsta-bilit�atsschranke gefordert. Diese Grenzen werden in den nackten Higgskopplungen� =1 bzw. � = 0 erreicht.Ein weiteres Ergebnis der St�orungsrechnung ist das Verschwinden des erlaubten Be-reiches im Kontinuumslimes, d.h. bei Entfernung des Cuto�.Die nichtperturbativen numerischen Untersuchungen sollen letztlich kl�aren, ob dasVerhalten der Grenzen im betrachteten Modell dem soeben beschriebenen, aus derEinschleifen-St�orungsrechnung bestimmten Verhalten entspricht, die �-Funktionenalso nur einen Fixpunkt bei verschwindenen Kopplungen haben, oder ob es einenweiteren ultraviolett-stabilen Fixpunkt bei nichtverschwindenden Kopplungen gibt,so da� der erlaubte Kopplungsbereich im Kontinuumslimes endlich bleibt, m�ogli-cherweise sogar den gesamten Parameterraum ausf�ullt.Die im Rahmen des Higgs-Yukawa-Projektes verf�ugbare Rechenzeit erlaubte mitder Bestimmung der Grenzen f�ur einen festen Cuto� bisher nur den ersten Schrittin diese Richtung. Aussagen �uber das Verhalten der �-Funktionen im Kontinuumsli-mes sind erst durch ein Studium der Cuto�-Abh�angigkeit der Grenzen m�oglich, einProjekt, das f�ur die Zukunft geplant ist.Die vorrangige Zielsetzung der folgenden Rechnungen im Entkopplungsfall des U(1)-Modells f�ur Nf = 1 bestand darin, zu pr�ufen, ob durch Verwendung des HCLAbei hinreichender Rechenzeit prinzipiell die M�oglichkeit besteht, Cuto�-abh�angigeKopplungsschranken zu bestimmen, wie es f�ur Nf = 2 im SU(2)-Modell mit Hilfedes HMCA in [32] bzw. [34] geschehen ist.Aus Gr�unden der Rechenzeit konnte in dieser Arbeit nur auf eine der Grenzen,die Trivialit�atsschranke der Higgskopplung, eingegangen werden. Hinsichtlich derDurchf�uhrbarkeit der Untersuchungen im Fall Nf = 1 sollte sie sich allerdings nichtvon der Vakuumstabilit�atsschranke unterscheiden, da lediglich die nackte Higgskopp-lung ge�andert wird, die auf das Phasendiagramm des Modells und damit �uber dasHiggsfeld auf die Fermiondeterminante nur einen schwachen Ein
u� hat.Die Untersuchungen wurden auf eine dem Schema in [32] analoge Weise durch-gef�uhrt. Insbesondere wurde das Modell bei sonst konstanten Parameterwerten ent-lang einer Linie verschiedener �-Werte studiert, die teils in der FM-, teils in derPM-Phase liegen. Aus Mangel an Rechenzeit lie�en sich einige der dort angegange-nen Fragestellungen hier allerdings nicht verfolgen. So lag weder eine "�nite-size\-Analyse durch Rechnungen bei unterschiedlicher Gittergr�o�e noch die Betrachtungverschiedener Werte f�ur die Yukawakopplung G im Rahmen des M�oglichen. Auchauf eine Studium des Phasenraumes wurde verzichtet.F�ur all dies war aber nicht nur die knappe Rechenzeit, sondern auch der ungleich92



h�ohere Aufwand verantwortlich, den die Verwendung des HCLA erfordert. Er kannjetzt, da die Werte f�ur die in den Algorithmen benutzten Schrittweiten vorliegen,mit dem des HMCA verglichen werden:Die Resultate f�ur das 43 � 8-Gitter in [32] ergaben sich bei einer Schrittweite von�� = 0:115. Eine HMC-Trajektorie bestand dabei aus dem ersten und letzten Halb-schritt der "Leapfrog\-Integration sowie im Mittel sechs ganzen Zwischenschritten.Damit hatte sie eine mittlere L�ange von 0.805. Im HCLA wurde eine Schrittweitevon �� = 0:04 verwendet. Dieser kleine Wert schien angebracht, da f�ur die Resultatenicht, wie bisher, eine Kontrollm�oglichkeit durch Vergleich mit anderen numeri-schen oder analytischen Ergebnissen gegeben war. Au�erdem bestand auch nicht dieM�oglichkeit, durch Untersuchung desselben Sachverhaltes bei einer zweiten Schritt-weite den systematische Fehler des HCLA abzusch�atzen. Desweitern liegt �� damitdurchaus in der f�ur den HCLA �ublichen Gr�o�enordnung [49].Um einen groben Eindruck vom relativen Aufwand der Algorithmen zu bekommen,kann man etwa f�ur den HCLA zwischen zwei Zufallsimpulsen im Mittel gerade sovie-le mit KD berechnete Impulse zulassen, da� die zur�uckgelegte Strecke ungef�ahr derL�ange einer HMC-Trajektorie entspricht. Beide Verfahren w�ahlen dann die Zufall-simpulse, nachdem ebendiese Strecke auf klassischem Wege zur�uckgelegt wurde. Dasbedeutet f�ur den HCLA ca. zwanzig Schritte zwischen den Zufallsimpulsen. Um demHMCA m�oglichst nahe zu kommen, d�urfte man eine Messung immer nur nach die-sen zwanzig Schritten ausf�uhren. Im HCLA geschieht dies aber nach jedem Schritt,so da� zwar mehr Messungen durchgef�uhrt werden, diese aber bei weitem nichtso unkorreliert sind wie im HMCA. Durch den kleineren dynamischen, kritischenExponenten des HMCA wird dieser E�ekt in der N�ahe des Phasen�ubergangs nochverst�arkt. (Bezeichnet � die kritische L�ange eines Systems auf einem d-dimensionalenGitter in der N�ahe des kritischen Punktes, so divergiert die Autokorrelationszeit imHMCA gem�a� �c / �d+1, im HCLA gem�a� �c / �d+2.) Die Zahl der Messungen beiVerwendung des HCLA im Vergleich zum HMCA zu verzwanzigfachen, um �ahnli-che Genauigkeiten zu erreichen, scheint also durchaus angebracht. Da der HMCAf�ur jede Messung im Mittel acht Matrixinversionen durchzuf�uhren hat, der HCLAhingegen NB = 10, bedeutet dies im Blick auf die erforderliche Rechenzeit den 25-fachen Aufwand.Aus diesem Grunde war eine Simulation �ahnlicher Qualit�at wie in [32] hier nichtm�oglich. Vielmehr mu�te man sich f�ur jeden untersuchten Punkt mit 6000 Updateszur Equilibrierung gefolgt von ca. 35000 Messungen zufrieden geben. Die daraus ge-wonnenen Resultate sind in den folgenden Abbildungen zusammengefa�t. Die genaueDe�nition der einzelnen Me�gr�o�en �ndet sich in [32] nebst dortigen Referenzen.
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kappaAbbildung 26: Diese Abbildung zeigt die Magnetisierung f�ur verschiedene �-Werte.
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kappaAbbildung 27: Die Fermionmasse �R in Abh�angigkeit vom skalaren Hoppingparameter�.
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kappaAbbildung 28: Hier ist die skalare Masse mR� gegen � aufgetragen.
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GAbbildung 31: Die renormierte Higgskopplung gR aufgetragen gegen GR . Die Kurvezeigt die obere Grenze von gR aus der Integration der �- Funktion erster Ordnung f�urein Skalenverh�altnis von �=mR� = 3, was einer Masse von mR� � 1 in Gittereinheitenentspricht. (Der Wert des Cuto� � in Gitterheiten ist �.)
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S�amtliche Ergebnisse zeugen von einem Verhalten, das qualitativ mit dem in [32]gefundenen �ubereinstimmt. Im einzelnen lassen sich die Abbildungen wie folgt in-terpretieren:1. Die Magnetisierung in Abbildung 26 zeigt beim �Ubergang von der FM-Phase(� > 0:11) zur PM-Phase (� < 0:11) ein stetiges Verhalten. Dies be�ndet sichim Einklang mit dem erwarteten Phasen�ubergang zweiter Ordnung.2. Die Fermionmasse �R nimmt mit kleiner werdendem � monoton ab. Auchdies w�urde man erwarten, da sie in der PM-Phase wegen KeE ' Kcr nahezuverschwinden sollte. (Auf unendlichem Gitter, d.h. KeE = Kcr, sollte sie exaktNull sein.)In diesem Zusammenhang sei erw�ahnt, da� die Massen der Doppler von  - und�-Fermion wie in [32] nahezu alle �uber 1:5 lagen. Die kleinste Masse betrug1:47.3. Auch die Higgsmasse zeigt das erwartete Verhalten. Beim �Ubergang von gro�enzu kleinen �-Werten nimmt sie zun�achst monoton ab, um in der PM-Phasewieder monoton anzusteigen. Dabei treten die "�nite-size\-E�ekte sehr deut-lich zu Tage, denn auf einem unendlichen Gitter m�u�te die Higgsmasse amPhasen�ubergang verschwinden. Hier aber war es nicht einmal m�oglich, den an-gestrebten Wert von ungef�ahr Eins zu erreichen.Sicherlich sind diese E�ekte im Minimum der Higgsmasse am gr�o�ten, da mansich dort sehr nahe am Phasen�ubergang be�ndet. F�ur eine physikalische In-terpretation der Resultate von Gitterrechnungen in der FM-Phase sollte mandaher nur Daten verwenden, die in �-Werten oberhalb dieses Minimums ent-standen sind.4. Die renormierte Yukawakopplung GR in Abh�angigkeit von � zeigt ebenfallskein au�ergew�ohnliches Verhalten. Im Vergleich zur Higgskopplung gR variiertsie f�ur die verschiedenen �-Werte nur wenig.5. F�ur die Higgskopplung ist, wie in [32], trotz der gro�en Fehler, mit sinken-den �-Werten nach dem �Ubergang in die PM-Phase ein deutlicher Anstieg zuerkennen, w�ahrend sie bei einer im Vergleich dazu geringen Variation in derFM-Phase ein Plateau ausbildet.In den, verglichen mit [32], noch erheblich gr�o�eren Fehlern wird erneut dieSchw�ache des HCLA gegen�uber dem HMCA transparent.6. S�amtliche Rechnungen kulminieren in dem numerisch bestimmten Punkt derletzten Abbildung. Er ergibt sich, wenn man die Plateauwerte von gR und diedazugeh�origen Werte von GR jeweils mittelt, und stellt eine versuchsweise,numerische Absch�atzung der oberen Grenze der renormierten Higgskopplungals Funktion der Yukawakopplung dar. Die �Ubereinstimmung mit der in Abbil-dung 31 ebenfalls eingezeichneten, st�orungstheoretischen Absch�atzung ersterOrdnung ist in Anbetracht der geringen Statistik relativ gut.Zusammenfassend bleibt festzustellen, da� die obigen Resultate durchaus daf�urspre-chen, eine ausf�uhrlichere Untersuchung der Kopplungsschranken im Higgs-Yukawa-Modell bei Nf = 1 mit Hilfe des HCLA anzustellen. Den bisherigen Ergebnissennach zu urteilen sind bei diesen Studien allerdings keine �Uberraschungen zu er-warten. Das Verhalten des Higgs-Yukawa-Modells hinsichtlich der physikalisch in-teressanten Kopplungsschranken scheint bereits durch die St�orungsrechnung erster97



Ordnung gut beschrieben zu werden. Dies bedeutet insbesondere, da� sich vermut-lich auch im Falle einer ungeraden Zahl von Fermionen der Charakter der Theoriebzgl. der Trivialit�at nicht �andert.Solche Untersuchungen m�ussen allerdings neben dem Studium von "�nite-size\-E�ekten insbesondere eine Extrapolation zu verschwindender Schrittweite enthal-ten, um den systematischen Fehler der Messungen beurteilen zu k�onnen.Zur Absch�atzung der dazu erforderlichen Rechenzeit m�ogen die folgenden Zahlendienen:Die genannten Resultate ben�otigten etwa 5000 Stunden reine CPU-Zeit auf einemVektorprozessor der IBM ES/9000-610 des Rechenzentrums in M�unster. Dies ent-spricht einer CPU-Zeit von 500 bis 600 Stunden auf der CRAY Y-MP. Unter ge-legentlicher Zuhilfenahme verschiedener IBM RS/6000 Rechner und eines weiterenVektorprozessors war es m�oglich, diese Rechnungen in einer Echtzeit von ca. 130Tagen durchzuf�uhren.
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5 Algorithmische Untersuchungen zur L�osung linearerGleichungssysteme5.1 Vorbemerkungen5.1.1 ProblemstellungDer Flaschenhals bei der Verwendung von MC-Algorithmen zur Untersuchung fer-mionischer Modelle auf dem Gitter ist die Inversion der Fermionmatrix Q bzw. dieBerechnung des Ausdrucks Q�1r bei vorgegebenem r und somit die L�osung einesGleichungssystems Q� = r. Dies gilt auch f�ur die beiden in dieser Arbeit zum Einsatzgekommenen Algorithmen, den HCLA und den HMCA. Dort tritt obiger Ausdruckjeweils bei der Simulation des fermionischen Anteils mit Hilfe der Verteilung einesPseudofermionfeldes � gem�a� e��+Q+Q� (194)auf, die durch L�osung des obengenannten Gleichungssystems aus einer Gau�ver-teilung e�r+r zu konstruieren ist. Im HMCA mu� eine solche L�osung f�ur jeden"Leapfrog\-Schritt einschlie�lich des ersten und letzten Halbschrittes jeweils neugefunden werden. F�ur den HCLA ist dies pro Update gem�a� (178-180) NB malerforderlich. In beiden F�allen werden dazu in der Regel �uber 90 % der gesamtenRechenzeit ben�otigt. Aus diesem Grunde ist die Suche nach geeigneten Verfahrenzur L�osung besagter Gleichungssysteme Gegenstand allgemeiner Bem�uhungen undwird noch immer intensiv betrieben [50, 51].Die Leistungsf�ahigkeit einzelner Verfahren h�angt wesentlich vom betrachteten Mo-dell ab. Aber auch innerhalb eines Modells k�onnen sich bei verschiedenen Parameter-werten unterschiedliche Vorgehensweisen als vorteilhaft herausstellen. Dieser Vorteilist nicht immer o�ensichtlich und kann z.B. auch in einer im Vergleich zu anderenAlgorithmen gr�o�eren Flexibilit�at liegen, die es erlaubt, das Problem geeignet um-zuformulieren, so da� ein f�ur die urspr�ungliche Problemstellung weniger g�unstigesVerfahren daraufhin vorzuziehen ist. Um einen numerischen Vergleich verschiedenerMethoden in den zu untersuchenden Punkten des Parameterraumes kommt mandemnach nicht herum.In diesem Kapitel werden daher einige Inversionsalgorithmen ausf�uhrlich getestetund gegen�ubergestellt. Allen betrachteten Verfahren gemeinsam ist der Versuch, einGleichungssystem auf iterativem Wege zu l�osen. Sie stehen damit im Gegensatz zuden sogenannten "direkten\ Methoden, die ein solches System durch geeignete Um-formung bzw. Zerlegung der dadurch de�nierten Matrix explizit l�osen. Ein Beispielf�ur ein direktes Verfahren w�are die Cholesky-Methode:Sei A symmetrisch und positiv de�nit. Dann l�a�t sich eine Zerlegung A = RTRangeben, wobei R eine obere Dreiecksmatrix bezeichnet. Nach Konstruktion dieserZerlegung werden anstelle von Ax = b dann RTy = b gefolgt von Rx = y gel�ost.Aufgrund der Dreiecksgestalt von R ist dies sukzessive m�oglich.Der Verzicht auf ein Studium derartiger Methoden liegt u.a. in der beschr�anktenSpeicherkapazit�at der genutzten Computer begr�undet, die deren Verwendung vonvorn herein verbietet:Die Fermionmatrix oder andere Matrizen, die aus der Diskretisierung von Di�erenti-algleichungen hervorgehen, sind in der Regel d�unn besetzt, d.h. sie besitzen nur einenkleinen Anteil nichtverschwindender Eintr�age, die sich ohne Probleme abspeichernlassen. Die Umformung solcher Matrizen im Rahmen direkter Inversionsmethoden99



f�uhrt aber fast immer auf dicht besetzte Matrizen, f�ur die der verf�ugbare Speichernicht ausreicht. (In der Minimalversion des hier untersuchten Higgs-Yukawa-Modells,d.h. dem U(1)-Modell auf einem 43 �8-Gitter betr�agt der Speicherbedarf einer vollenMatrix (43 � 82)2 � 16 Byte = 32 MWord)Die iterativen Verfahren werden unter dem Begri� "Relaxationsmethoden\ zusam-mengefa�t. Bei ihrer Verwendung tritt die Matrix des Gleichungssystems nur in-nerhalb von Produkten mit Vektoren auf und ist in dieser Form abzuspeichern.Der Speicherbedarf w�achst in unserem Falle daher nur noch linear mit der Gr�o�edes betrachteten Systems und nicht mehr, wie bei den direkten Methoden, quadra-tisch. Man mu� dann allerdings eine Unterroutine zur Verf�ugung stellen, welche dieMatrixmultiplikation durchf�uhrt, d.h. bei Eingabe eines Vektors x den Vektor Axzur�uckgibt, ohne da� dazu die Speicherung aller Matrixelemente inklusive der Nul-leintr�age erforderlich ist.Bei "gutwilligen\ Matrizen sind die iterativen Verfahren i.a. auch schneller und lie-fern deshalb einen weiteren Grund, sich mit einer approximativen L�osung zufrieden-zugeben.5.1.2 RelaxationsalgorithmenDie Grundidee der Relaxationsalgorithmen besteht in der L�osung eines Gleichungs-systems durch Minimierung einer geeigneten Funktion. Vor der Ableitung einigerVerfahren aus diesem Prinzip soll sie im folgenden kurz motiviert werden. Zu demZweck reicht es aus, sich auf ein reelles GleichungssystemAx = b (195)zu beschr�anken. Im Falle symmetrischer und positiv de�niter Matrix A l�a�t sich einequadratische Funktion �nden, deren Minimum dieses System l�ost. Sie lautet:f(x) = 12 �(Ax� b); A�1(Ax� b)� : (196)Denn bezeichnet �x = A�1b die L�osung von (195), so gilt f�ur symmetrisches A:f(x) = 12 ((x� �x); A(x� �x)) : (197)Ist A zudem positiv de�nit, so ist dieser Ausdruck gr�o�er oder gleich Null und nimmtsein Minimum genau in x = �x an.Bei inde�niten Problemen ist (Av; v) nicht unbedingt positiv und damit die L�osungdes Gleichungssystems zwar station�arer Punkt von f (Minimum im zu positivenEigenwerten von A geh�orenden Raum und Maximum in dessen Komplement), aberkein Extremum mehr.In diesem Falle w�are g(x) = jb�Axj2 eine geeignete Funktion. Wie man leicht sieht,l�auft ihre Minimierung jedoch auf die L�osung der Gleichung ATAx = AT bmit positivde�nitem ATA hinaus. Man versucht allerdings ein solches Vorgehen zu vermeiden,da sich, abgesehen von dem doppelten Aufwand pro Iteration, ATA in der Regelschlechter invertieren l�a�t als A selbst. In jedem Falle l�a�t sich so die L�osung einesweder symmetrischen noch de�niten Problems auf die eines symmetrischen, positivde�niten zur�uckf�uhren.Ausgehend von einem ersten Versuchsvektor x0 w�ahlt man nun eine Relaxationsrich-tung p0 und minimiert f(x) auf der dadurch de�nierten Geraden, d.h. man w�ahlt�0 in x1 = x0 + �0p0 so, da� f(x1) auf diesem Unterraum ein Minimum annimmt.100



Dadurch ist der Parameter �0 eindeutig bestimmt. Bezeichnet r0 den Restvektor desGleichungssystems bzgl. x0, d.h. r0 = b� Ax0 = �rf(x0), so gilt:f(x0 + �0p0) = f(x0) + �202 (Ap0; p0)� �0(r0; p0) ;dd�0f(x0 + �0p0) = �0(Ap0; p0)� (r0; p0) = 0 ) �0 = (r0; p0)(p0; Ap0) ;d2d�20f(x0 + �0p0) = (Ap0; p0) > 0 ) Minimum : (198)Die Relaxationsrichtung p0 ist dabei beliebig, darf aber aus ersichtlichen Gr�undennicht orthogonal zu r0 sein. x1 bildet nun den Startpunkt einer weiteren Minimierungentlang einer Richtung p1, usw.Anstatt die Funktion f bei jedem einzelnen Schritt zu minimieren, gen�ugt es indesauch, lediglich f�ur eine Verkleinerung ihres Wertes zu sorgen, d.h.:f(xi + �ipi)� f(xi) = �2i2 (Api; pi)� �i(ri; pi) < 0 : (199)Zu diesem Zweck ist �i einzuschr�anken auf:�i = ! (ri; pi)(pi; Api) mit 0 < ! < 2 : (200)F�ur ! < 1 spricht man von Unterrelaxation, f�ur ! > 1 von �Uberrelaxation. Derbisher betrachtete Fall ! = 1 wird als vollst�andige Relaxation bezeichnet. Er ist beiBetrachtung jedes einzelnen Iterationsschrittes optimal, bei der Durchf�uhrung einergro�en Zahl von Schritten kann jedoch m�oglicherweise die unvollst�andige Relaxationzu schnellerer Konvergenz f�uhren. F�ur wenige Spezialf�alle ist ein optimales ! sogarberechenbar [52].Die einzelnen Inversionsalgorithmen sind Varianten des soeben dargelegten, allge-meinen Verfahrens, die sich in der Wahl der Relaxationsrichtung p unterscheiden.Dabei hat man nur in bestimmten F�allen die Freiheit, einen von Eins verschiedenenRelaxationsparameter ! zu verwenden.Die Methoden, welche zur Bestimmung der Relaxationsrichtung p Informationenaus dem momentanen oder sogar fr�uheren Gradienten von f(x) verwenden, fa�tman nochmals unter dem Namen "Gradientenverfahren\ zusammen. Das konjugier-te Gradientenverfahren (CG) ist im Gegensatz zur Methode des minimalen Restes(MR) in diese Klasse einzuordnen.Der dritte, in diesem Kapitel ausf�uhrlicher untersuchte Algorithmus, die bikonju-gierte Gradientenmethode (BCG), geh�ort zu keiner der beiden Kategorien, da esdort i.a. keine einfache Verbindung zwischen der L�osung eines Gleichungssystemsund der Minimierung einer Funktion gibt.5.2 Vorstellung verschiedener Inversionsverfahren5.2.1 Die Methode des steilsten Abstiegs (SD)Zur weiteren Motivation obengenannter Algorithmen sei zun�achst das wohl augen-scheinlichste Verfahren, die Methode des steilsten Abstiegs (SD), erl�autert. Dieses101



Gradientenverfahren w�ahlt den negativen Gradienten �rf(xi) als Relaxationsrich-tung pi und erreicht damit lokal die gr�o�tm�ogliche Minimierung von f , dennf(x+ �p)� f(x) = �12 (r; p)2(Ap; p) < 0 (201)ist dann minimal. Eine geometrische Interpretation des SD-Algorithmus verdeutlichtseine Schw�achen allerdings schnell:Der (i+1)-te Iterationsschritt besteht darin, in einer zur Niveau
�ache f(x) = f(xi)orthogonalen Richtung pi = �rf(xi) fortzuschreiten, bis man tangential auf eineandere Niveau
�ache von f tri�t. Dies de�niert den Punkt xi+1. Daher sind aufein-anderfolgende Relaxationsrichtungen orthogonal.Die Niveau
�achen von f beschreiben Hyperellipsoiden mit gemeinsamem Zentrumin �x = A�1b. Die Eigenwerte �(A) von A sind proportional zur L�ange der Halbach-sen dieser Ellipsoiden. Beschr�ankt man sich zur besseren Veranschaulichung auf einGleichungssystem mit zwei Unbekannten, so erh�alt man im Falle eines breiten Spek-trums, d.h. �max(A) = �1(A) >> �2(A) = �min(A), konzentrische langgestreckteEllipsen als Niveaulinien. Beginnt man dort die Suche nach �x in einem ung�unstigenStartpunkt (der dortige Gradient schlie�t mit der langen Halbachse einen Winkel vonca. 45 Grad ein), so n�ahert man sich dem Zentrum nur sehr langsam, indem man aufeinem rechtwinkligen Polygonzug, der bei jeder Iteration die lange Halbachse einmal�uberquert, fortschreitet. Dieser Vorgang dauert um so l�anger, je langgestreckter dieEllipse, je breiter also das Spektrum ist.Denselben Sachverhalt f�ur beliebige Dimensionen beschreibt die nachstehende, leichteinzusehende Absch�atzung des Konvergenzverhaltens [53]:f(xn) � �1� �min(A)�max(A)�n f(x0) : (202)Der SD-Algorithmus besitzt folglich das Konvergenzverhalten einer geometrischenReihe. Je schmaler das Spektrum von A ist, desto besser die Konvergenz. Im Extrem-fall A = c1I entarten die Ellipsen zu Kreisen. Dann ist anhand der geometrischen�Uberlegungen klar, da� der Kreismittelpunkt bereits nach einem Schritt erreichtwird. Auch (202) f�uhrt zu diesem Resultat.5.2.2 Die Methode des konjugierten Gradienten (CG)Vollzieht man die erste Iteration weiterhin auf obengenannte Weise, f�uhrt sie auf denPunkt x1; p0 bezeichnet dann die Richtung der Tangenten durch x1 an die durchf(x) = f(x1) de�nierte Ellipse. Ausgehend vom Randpunkt x1 l�a�t sich das Zen-trum der Ellipse bereits nach einem weiteren Schritt erreichen, wenn man entlangder zur Tangenten p0 bzgl. der Ellipse konjugierten Richtung p1 fortschreitet. Sie istgegeben durch (p1; Ap0) = 0.Dies de�niert die Vorgehensweise im CG-Verfahren und im konjugierten Residuen-verfahren (CR) in zwei Dimensionen, die damit in zwei Schritten konvergiert sind.Die Verallgemeinerung f�ur beliebige Dimensionen besteht darin, aufeinanderfolgen-de Relaxationsrichtungen A-konjugiert zueinander zu w�ahlen. (F�ur beide Methodenhat das die paarweise A-Konjugiertheit der pi zur Folge.)Es zeigt sich analytisch, da� bei dieser Wahl der Suchrichtungen ein N -dimensionalesMinimierungsproblem zu N eindimensionalen Problemen entkoppelt. Denn im vor-liegenden Fall gilt:minx2x0+<p0;:::;pk> f(x) = min�k ;����1 f(x0 + k�1Xi=1 �ipi + �kpk)102



= min�k ;����1 "f(x0 + k�1Xi=1 �ipi) + �k(x0 + k�1Xi=1 �ipi; Apk) + �2k2 (pk; Apk)� �k(pk; b)#= min�k�1;����1 f(x0 + k�1Xi=1 �ipi) + min�k "�k(x0; Apk) + �2k2 (pk; Apk)� �k(pk; b)#= min�k�1;����1 f(x0 + k�1Xi=1 �ipi) + min�k "��k(rk; pk) + �2k2 (pk; Apk)# : (203)Wie man sieht, entf�allt der st�orende, die Minimierung bzgl. �k und �i<k koppelndeMischterm gerade dann, wenn die pi paarweise A-konjugiert zueinander sind. Dasletzte Gleichheitszeichen beruht darauf, da� rk � b�Axk 2 r0+ < Ap0; :::; Apk�1 >und folglich (r0; pk) = (rk; pk) ist.Ist das Minimierungsproblem bzgl. des kleineren Unterraumes < p0; :::; pk�1 >, d.h.hinsichtlich der �i<k gel�ost, wird die Funktion f mit der Wahl von �k gem�a� (198) inxk+1 = xk +�kpk bzgl. des um eine Dimension gr�o�eren Unterraumes < p0; :::; pk >minimiert. Startend mit dem eindimensionalen Unterraum < p0 > ergibt sich des-halb die L�osung des Minimierungsproblems, indem man sukzessive in A-konjugiertenRichtungen fortschreitet und die Schrittweite � nach (198) bestimmt.Im CG-Verfahren werden die pi so gew�ahlt, da� sie einerseits die Bedingung derA-Konjugiertheit (Api; pj) = 0 8i<j (204)erf�ullen, andererseits dabei so nahe wie m�oglich am jeweiligen Gradienten der Funk-tion f liegen, damit die Konvergenz m�oglichst gut ist. D.h. f�ur i > 0 ist pi dieProjektion von �rf(xi) auf das orthogonale Komplement zu < Ap0; :::; Api�1 >.Das eigentliche Problem besteht nun in der e�zienten Berechnung der Relaxations-richtungen. Es zeigt sich [53], da� man diesen Vektor als Linearkombination von riund pi�1 schreiben kann. Mit der Freiheit der Normierung und der Bedingung (204)gilt: pi = ri + �ipi�1 ; mit �i = � (pi�1; Ari)(pi�1; Api�1) : (205)Unter diesen Voraussetzungen kann gezeigt werden (Anhang G), da� die Restvek-toren ri = b � Axi zueinander orthogonal sind. Aus diesem Grund f�uhrt der CG-Algorithmus analytisch nach maximal N Schritten zum Erfolg. Jedoch gilt ebendiesaufgrund von Rundungsfehlern leider nicht f�ur numerische Rechnungen.Dort ist deshalb ein Abbruchkriterium einzuf�uhren. Da die Gr�o�e des Restvektorswesentlich von der Inhomogenit�at b abh�angt, fordert man:jrj2jbj2 � � : (206)Sobald ein r = ri diese Bedingung erf�ullt, wird xi als L�osung akzeptiert.Nach weiteren vereinfachenden Umformungen lautet der Algorithmus unter Ber�uck-sichtigung der vorangegangenen Erl�auterungen schlie�lich wie folgt:W�ahle x0 ) r0 = b� Ax0; p0 = r0Solange jrij2 > �jbj2 wiederhole die Prozedur:�i = (pi; ri)(pi; Api) = jrij2(pi; Api)xi+1 = xi + �ipiri+1 = ri � �iApi103



�i+1 = �(pi; Ari+1)(pi; Api) = jri+1j2jrij2pi+1 = ri+1 + �i+1pi : (207)Im Rahmen einer solchen Prozedur ist das CG-Verfahren nicht mehr als Methodezur exakten L�osung eines Gleichungssystems zu verstehen, sondern als ein iterati-ver Algorithmus zur approximativen L�osung, dessen Iterationszahl sich nicht l�angernach der Dimension des Problems richtet. Der Ma�stab ist vielmehr die G�ute derApproximation. Infolgedessen wird jetzt das Konvergenzverhalten interessant. Manerh�alt [54] jrkjA � 2 p�max(A)�p�min(A)p�max(A) +p�min(A)!k jr0jA ; (208)wenn jvjA � p(v; A�1v) ist und �ndet somit das Konvergenzverhalten einer geome-trischen Reihe.5.2.3 Die Methode des konjugierten Restes (CR) und verwandteF�ur die Wahl der pi gibt es trotz der Bedingung der A-Konjugiertheit (204) nochweitere M�oglichkeiten; eine davon nutzt die CR-Methode, bei der anstelle von f(x)die Funktion g(x) = jb� Axj2 minimiert wird. Wie bereits erw�ahnt, entspricht diesder L�osung des Gleichungssystems ATAx = ATb mit nichtsingul�arem A. ATA istdann positiv de�nit und symmetrisch, d.h. f�ur den CG-Algorithmus h�atte man in(207) einfach A durch ATA und b durch AT b zu ersetzen.F�ur den Fall positiv de�niter, symmetrischer Matrix A ergibt sich das CR-Verfahren,wenn man neben dieser Ersetzung die Relaxationsrichtungen nicht als Projektionender Gradienten �rg(x) = AT (b � Ax), sondern der Restvektoren r = b � Ax aufdie geeigneten Unterr�aume w�ahlt. Daraus resultiert die Prozedur:W�ahle x0 ) r0 = b�Ax0; p0 = r0Solange jrij2 > �jbj2; wiederhole die Prozedur:�i = (Api; ri)(Api; Api)xi+1 = xi + �ipiri+1 = ri � �iApi�i+1 = �(Ari+1; Api)(Api; Api)pi+1 = ri+1 + �i+1pi : (209)Die so konstruierten Relaxationsrichtungen sind ATA-konjugiert zueinander, d.h.(Api; Apj) = 0 8i 6=j . Auch diese Methode garantiert im analytischen Fall nachh�ochstens N Schritten die L�osung des Gleichungssystems Ax = b. Eine n�ahereUntersuchung �ndet sich in [51, 55]. Das soeben beschriebene Verfahren l�a�t ei-ne Verallgemeinerung auf den Fall unsymmetrischen A's zu. Zu diesem Zweck w�ahltder generalisierte CR-Algorithmus (GCR) anstelle von (209) die nachstehenden Re-laxationsrichtungen: �(i+1)j+1 = �(Ari+1; Apj)(Apj ; Apj) j � ipi+1 = ri+1 + iXj=0 �(i+1)j+1 pj : (210)104



Vorangegangene Wahl b�urgt f�ur die Konjugiertheit der Suchrichtungen pi und dieKonvergenz nach h�ochstens N Schritten auch f�ur den Fall nichtsymmetrischer Glei-chungssysteme. Der Nachteil der Methode liegt auf der Hand. Zur Berechnung deri-ten Relaxationsrichtung ben�otigt man alle vorherigen, mit der Konsequenz einesnicht vertretbaren Aufwandes an Speicher und Rechenzeit. Eine deshalb vorgeschla-gene Modi�kation des GCR-Verfahrens zieht zur Berechnung der aktuellen Suchrich-tung nur die k j�ungsten pi heran, d.h. die Summe in (210) startet erst in j = i+1�k,so da� nur k Vektoren abzuspeichern sind. Damit verzichtet man nat�urlich auf Kon-jugiertheit der Suchrichtungen ebenso wie auf analytische Konvergenz des Verfah-rens nach maximal N Schritten. Die soeben dargestellte Methode tr�agt den NamenOrthomin(k). Der h�au�g verwendete Spezialfall k = 0, d.h. pi = ri, wird in derLiteratur �ublicherweise als Methode des minimalen Restes (MR) bezeichnet.Letzterer ist der einzige, in dieser Arbeit ausf�uhrlicher untersuchte Algorithmus,der es aufgrund des Verzichts auf die Konjugiertheit der pi erlaubt, einen von Einsverschiedenen Relaxationsparameter ! einzuf�uhren.Alle diese Verfahren lassen sich problemlos auf die L�osung von Gleichungssystemenim Komplexen �ubertragen. Darauf soll an dieser Stelle allerdings verzichtet werden.Stattdessen wird im n�achsten Abschnitt der BCG-Algorithmus im Komplexen for-muliert und der Zusammenhang mit den voranstehenden Methoden erl�autert. DerenFunktionsweise in C ergibt sich daraus unmittelbar. Auch der Beweis ihrer analy-tischen Konvergenz in C l�a�t sich leicht aus dem Beweis f�ur das BCG-Verfahren(Anhang G) gewinnen.5.2.4 Die Methode des bikonjugierten Gradienten (BCG)Zu den bisher vorgestellten Verfahren ist zu sagen, da� f�ur unsymmetrische Proble-me mit dem GCR-Algorithmus zwar ein analytisch konvergentes Verfahren vorliegt,es aber zuviel Speicherplatz erfordert. Dahingegen ben�otigen Orthomin und MR-Methode zwar weniger Speicher, sind jedoch analytisch nicht zwingend konvergent.Nun w�are die L�osung eines unsymmetrischen Problems auch durch einen Umweg�uber die Gleichung ATAx = AT b mit Hilfe des CG-Algorithmus m�oglich. In derRegel ist aber die Matrix ATA iterativ schlechter zu invertieren als A selbst, da�min(ATA)=�max(ATA) < �min(A)=�max(A). Zudem erlaubt dieses erweiterte Pro-blem i.a. keine so 
exible Handhabung hinsichtlich vereinfachender Umformungen(siehe n�achsten Abschnitt).Einen Ausweg bietet der BCG-Algorithmus [56]. Von Lanczos urspr�unglich zur Tri-diagonalisierung unsymmetrischer Matrizen entwickelt [57], ist er das universellsteder drei in dieser Arbeit betrachteten Inversionsverfahren, umfa�t die CG- und MR-Methode als Spezialf�alle und vereinigt deren Vorteile in sich. Da die Behandlungunsymmetrischer Matrizen eine Verkn�upfung mit dem Minimierungsproblem qua-dratischer Funktionen und damit eine Veranschaulichung ohnehin verhindert, wirdder BCG-Algorithmus sofort im Komplexen de�niert.F�ur eine invertierbare, aber nicht unbedingt hermitesche oder positiv de�nite MatrixA ist die Vorgehensweise wie folgt:W�ahle x0 ) r0 = b� Ax0; �r0; p0 = r0; �p0 = �r0Solange jrij2 > �jbj2; wiederhole die Prozedur:�i = (�ri; ri)(�pi; Api) = (�pi; ri)(�pi; Api)xi+1 = xi + �ipi105



ri+1 = ri � �iApi�ri+1 = �ri � ��iA+ �pi�i+1 = (�ri+1; ri+1)(�ri; ri) = �(�ri+1; Api)(�pi; Api)pi+1 = ri+1 + �i+1pi�pi+1 = �ri+1 + ��i+1�pi : (211)Das Skalarprodukt im Komplexen folgt der �ublichen De�nition (a; b) =Pi a�i bi. Diejeweils letzten Ausdr�ucke von �i; �i+1 in (211) lassen sich aus den ersteren unterVerwendung der Beziehungen(�ri; rj) = (ri; �rj) = 0 8j<i ;(�pi; Apj) = (Api; �pj) = 0 8j<i (212)herleiten. Mit deren Hilfe gelingt es auch, vorausgesetzt der gerade beschriebeneAlgorithmus bricht nicht aufgrund verschwindender Nenner in (211) zusammen, zuzeigen, da� die Restvektoren ri linear unabh�angig voneinander sind. Die analytischeKonvergenz nach maximal N Iterationen ist daher sichergestellt. (Bei der Verwen-dung des BCG-Verfahrens in dieser Arbeit trat der Fall eines verschwindenden Nen-ners nie auf, der Algorithmus war stabil.) Der Beweis f�ur die lineare Unabh�angigkeitwie auch f�ur (212) �ndet sich im Anhang G.Der Zusammenhang mit einigen obengenannten Verfahren f�ur hermitesche Matrizenl�a�t sich einfach herstellen. Der �Ubergang zum CG-Verfahren geschieht durch dieWahl �r1 = r1. Ein Blick auf die Prozedur (211) zeigt, da� dann f�ur hermitesches Adie Beziehungen �ri = ri und �pi = pi f�ur alle i G�ultigkeit besitzen. Die Berechnungder Gr�o�en �ri und �pi ist somit redundant. Unterl�a�t man diese, so ergibt sich ge-rade die Prozedur (207), allerdings nun mit komplexem Skalarprodukt. Es f�allt auf,da� �i und �i+1 reell bleiben; daher gilt die Konvergenzabsch�atzung aus (208) mitkomplexem Skalarprodukt auch in C.Die Funktion, deren Minimierung die L�osung des Gleichungssystems entspricht, istdurch die Fortsetzung von f(x) aus (196) ins Komplexe gegeben.Zur CR-Methode gelangt man, wenn �r1 = Ar1 gesetzt wird. Auch hier ist o�ensicht-lich, da� dann f�ur hermitesches A die Relationen �ri = Ari und �pi = Api f�ur alle igelten m�ussen. Nach Entfernung der �uber
�ussigen Gr�o�en �ri; �pi aus der Prozedur(211), folgt das CR-Verfahren mit komplexem Skalarprodukt in Anlehnung an (209).Die minimierte Funktion lautet g(z) = jb�Azj2 mit z 2 C.5.2.5 Die Methode des minimalen Restes (MR)�Uber die Verallgemeinerung des CR-Verfahrens ergibt sich analog zum reellen Falldie MR-Methode. Da sie in dieser Arbeit ausf�uhrlich getestet und in den numerischenRechnungen verwendet wurde, sei sie an dieser Stelle nochmals explizit aufgegri�en.Die Prozedur lautet:W�ahle x0 ) r0 = b�Ax0;Solange jrij2 > �jbj2; wiederhole die Prozedur:�i = (Ari; ri)(Ari; Ari)106



xi+1 = xi + �iriri+1 = ri � �iAri ; (213)Daraus resultiert das folgende Konvergenzverhalten:jri+1j2jrij2 = 1� j(Ari; ri)j2jArij2jrij2 : (214)Bereits an (214) l�a�t sich ablesen, da� das MR-Verfahren niemals divergiert, derBetrag des Restvektors kann allenfalls stagnieren. Zerlegt man A in hermiteschenund antihermiteschen Anteil, d.h. A = Ah + Aa mit Ah = 12(A + A+) und Aa =12(A�A+), so liefert die Absch�atzung den Ausdruckjrnj2 �  1� �2min(Ah) + �2min(Aa)�max(A+A) !n jr0j2 ; (215)wenn sowohl Ah als auch Aa ein de�nites Spektrum besitzen. Ist dies f�ur eine derbeiden Matrizen nicht der Fall, mu� in (215) das Quadrat ihres absolut kleinstenEigenwertes durch Null ersetzt werden. Sind beide Matrizen inde�nit, ist daher eineAbsch�atzung im Sinne der Konvergenz einer geometrischen Reihe nicht m�oglich. Wiebereits erw�ahnt, kann das MR-Verfahren auch analytisch die Konvergenz nach einermaximalen Zahl von Iterationen nicht garantieren.S�amtliche Konvergenzabsch�atzungen (202,208,215) zeigen ein qualitativ gleiches Ver-halten. In allen F�allen h�angt die Konvergenzgeschwindigkeit auf �ahnliche Weise vonder Breite des Spektrums ab. Je kleiner diese ist, je n�aher also in diesem Sinnedie zu invertierende Matrix der Einheitsmatrix mit der Spektralbreite Null kommt,desto besser die Konvergenz. Der absolute Wert nach n Iterationen und damit dieN�ahe von xn zur L�osung wird aber auch, wie jeweils in den letzten Faktoren derAbsch�atzungen zum Ausdruck kommt, entscheidend durch die Wahl des Startpunk-tes x0 bestimmt. Dieser Startvektor darf beliebige Werte annehmen.Hat man sich einmal f�ur eine Vorgehensweise entschieden, ist in diesen beidenAbh�angigkeiten noch immer ein Spielraum f�ur weitere Optimierungen gegeben. ImLichte der obigen Feststellungen gibt es zwei prinzipielle M�oglichkeiten:1. Die zu invertierende Matrix A wird noch vor Anwendung des Algorithmus aufeine Form ~A gebracht, die im oben beschriebenen Sinne der Einheitsmatrixn�aherkommt. D.h. man transformiert die Gleichung Ax = b auf eine andereGleichung ~A~x = ~b, die sich iterativ schneller l�osen l�a�t. Die gesuchte L�osung xsollte sich dabei leicht aus der L�osung ~x berechnen lassen. Eine schnellere itera-tive L�osbarkeit bedeutet in diesem Zusammenhang ein schmaleres Spektrum.Nat�urlich w�are es von Vorteil, wenn die neue Matrix ~A �ahnlich d�unn besetzt istwie A selbst, da sonst der Gewinn durch die Reduzierung der Iterationsschrit-te vom gr�o�eren Aufwand f�ur jede einzelne Iteration zunichte gemacht wird.Den Versuch, die zu invertierende Matrix so umzuformen, bezeichnet man als"Preconditioning\.2. F�ur eine geeignete Wahl des Startvektors x0 als eine erste grobe Approxima-tion an die L�osung des Gleichungssystems gibt es je nach Problemstellungverschiedene Vorgehensweisen. Diese Versuche werden i.a. unter dem Begri�"Educated Guess\ zusammengefa�t.Die nun folgenden Untersuchungen zeigen f�ur beide F�alle unterschiedliche Verfah-rensweisen auf. 107



5.3 "Odd-even-Preconditioning\Wie bereits angedeutet, erm�oglicht die Verwendung des MR- bzw. BCG-Verfahrensein Preconditioning der zu invertierenden Matrizen. Grund ist die m�ogliche getrenn-te Inversion der f�ur sich gesehen i.a. nichthermiteschen Fermionmatrizen Q+ und Q:Die Struktur vieler Matrizen, die aus der Diskretisierung von Di�erentialgleichun-gen entstehen, wie z.B. die Fermionmatrix, erlaubt sogenanntes "odd-even\- oder"red-black\-Preconditioning. Dessen Funktionsweise basiert darauf, da� eine solcheMatrix nur lokal und zwischen den n�achsten Nachbarn eines Diskretisierungsgitterswirkt und sich daher nach einer Transformation, der "odd-even\-Zerlegung des Git-ters, aus leicht zu invertierenden Diagonalbl�ocken und O�diagonalbl�ocken, derenEintr�age im Vergleich zu denen der Diagonalbl�ocke relativ klein sind, zusammen-setzt. Die Gr�o�e der Eintr�age und damit der durch das Preconditioning zu gewin-nende Vorteil ist direkt mit der St�arke einer N�achste-Nachbar-Wechselwirkung, hierrepr�asentiert durch den fermionischen Hoppingparameter, verkn�upft. Beim Matrix-produkt Q+Q ist eine derartige Zerlegung nicht m�oglich.F�ur Probleme der QCD wurde ein solches Verfahren in [58] untersucht. Mit kleinen�Anderungen kann es auch f�ur unsere Problematik verwendet werden:Eine "odd-even\-Zerlegung des Gitters formt die Fermionmatrix Q, da sie nur N�ach-ste-Nachbar-Wechselwirkung enth�alt, so um, da� die Diagonalbl�ocke zum einen reinlokal (sie enthalten den Yukawaanteil, den chiral invarianten Massenanteil und denlokalen Wilsonanteil der fermionischen Wirkung) und zum anderen analytisch inver-tierbar sind. Die o�diagonalen Bl�ocke enthalten alle nichtlokalen Anteile der fermio-nischen Wirkung und sind daher bei Wahl der Normierung gem�a� (13) proportionalzum Hoppingparameter K. Zieht man diesen zur Verdeutlichung aus den o�diago-nalen Bl�ocken heraus, ergibt eine solche Zerlegung also:Q =  Qee KQeoKQoe Qoo ! : (216)Nach einer entsprechenden Aufteilung der Vektoren � und r ist das folgende Glei-chungssystem zu behandeln:Qee�e +KQeo�o = reKQoe�e +Qoo�o = ro : (217)Eine Umformung f�uhrt dann auf die Gleichungen, wie sie vom Computer gel�ostwerden: (1I �K2Q�1oo QoeQ�1ee Qeo)�o = Q�1oo (ro �KQoeQ�1ee re) (218)�e = Q�1ee (re �KQeo�o) : (219)Da, wie erw�ahnt, Q�1ee und Q�1oo analytisch leicht anzugeben sind, vom Computeralso nicht durch Inversion berechnet werden m�ussen, ist die wesentliche Aufgabe inder Bestimmung von �o zu sehen.Die obige Gleichung f�ur �o de�niert das Preconditioning 1.Grades. Ein h�oheres Pre-conditioning ist nun leicht m�oglich. Durch Multiplikation der Gleichung (218) mit(1I +K2Q�1oo QoeQ�1ee Qeo) ergibt sich der zweite Grad:�1I�K4(Q�1oo QoeQ�1ee Qeo)2��o = (1I +K2Q�1oo QoeQ�1ee Qeo)Q�1oo (ro �KQoeQ�1ee re) :(220)Man sieht, da� sich die zu invertierende Matrix mit zunehmendem Preconditioningaufgrund ihrer Abh�angigkeit vom fermionischen Hoppingparameter f�ur hinreichend108



kleine K immer mehr der Einheitsmatrix n�ahert. Die Zahl der Iterationen im MR-bzw. BCG-Algorithmus wird also gem�a� den Konvergenzeigenschaften in gewissemMa�e abnehmen. Da sich jedoch die Zahl der Matrixmultiplikationen pro Iterati-on mit jedem zus�atzlichen Grad verdoppelt, ist ein Laufzeitgewinn durch h�oheresPreconditioning nur in zwei F�allen zu erwarten:1. Die Zahl der Iterationen mu� sich beim �Ubergang zum n�achsth�oheren Precon-ditioning mehr als halbieren. Dies ist f�ur bestimmte K-Werte tats�achlich derFall (s.u.).2. Die Zahl der Iterationen halbiert sich zwar nicht, die Matrixmultiplikationenben�otigen aber, bedingt durch die Rechnerarchitektur, in einer Iteration dengeringeren Anteil der Rechenzeit.Wie in [58] angedeutet wird, k�onnte dies auf Parallelcomputern der Fall sein.Ein solches Verhalten beruht darauf, da� bei Multiplikation eines Vektors miteiner Matrix, welche bereits �ubern�achste Nachbarn auf dem Gitter nicht mehrin Beziehung setzt, der Kommunikationsaufwand zwischen den einzelnen Pro-zessoren im Vergleich zur eigentlichen Rechenzeit i.a. geringer ist als bei einemglobalen Skalarprodukt. Da beide, Matrix- und Skalarprodukte, in allen In-versionsalgorithmen auftreten und f�ur die Schnelligkeit ihrer Ausf�uhrung dasVerh�altnis der Kommunikations- zur Rechengeschwindigkeit von entscheiden-der Bedeutung ist, mu� das Verhalten beim �Ubergang zu h�oherem Precondi-tioning f�ur jeden Rechnertyp neu gepr�uft werden.Derartige Untersuchungen sollen im folgenden nicht angestrengt werden, daim Rahmen des Higgs-Yukawa-Projektes kein geeigneter Parallelrechner f�urProduktionsl�aufe zur Verf�ugung stand.5.3.1 Realisierung auf dem ComputerZu ersetzen ist die Unterroutine CONGRA, die das Gleichungssystem Q+Q� = rmit Hilfe des CG-Algorithmus l�ost. Bei jedem Aufruf von CONGRA wird r imInputvektor VECI an die Routine �ubergeben; nach Durchlaufen der Routine istVECI unver�andert, und das Ergebnis der Inversion �m ist in VECO abgespeichert.An die Stelle von CONGRA tritt nun die Routine INVERT, welche die GleichungQ+Q� = r in die beiden Gleichungen Q+ ~� = r und Q� = ~� aufspaltet. DerenL�osung erfolgt dann durch den Aufruf folgender Routinen:1. NORMOE: zerlegt einen Vektor in "odd-even\-TeileVECI = r �!  rero ! =  VECI1VECI2 ! ;VECI bleibt unver�andert.2. FSTINH(IADJ=1) : berechnet die rechte Seite der Gleichung, welche mananalog (218), bzw. der entsprechenden Relation f�ur h�oheres Preconditioningaus Q+ ~� = r resp. Q� = ~� erh�alt und schreibt sie auf VECI3. IADJ=1(0)bedeutet, da� dabei von der durch Q+ (Q) de�nierten Gleichung ausgegangenwird.3. MINRES(IADJ=1) : berechnet nach dem oben erl�auterten Verfahren ~�o undschreibt das Resultat auf VECI2. Entsprechendes macht BICON(IADJ=1) beiVerwendung der BCG-Methode. 109



4. SCDEQTN(IADJ=1) : berechnet ~�e und schreibt es auf VECI1. An dieserStelle hat man die Gleichung Q+ ~� = r gel�ost.5. FSTINH(IADJ=0)6. MINRES(IADJ=0) bzw. BICON(IADJ=0)7. SCDEQTN(IADJ=0) : Dies l�ost die Gleichung Q� = ~� und daher Q+Q� = r8. OENORM : bringt die L�osung wieder in die gewohnte Form, d.h. macht die"odd-even\-Zerlegung der Vektoren r�uckg�angig: VECI1VECI2 ! =  �e�o ! �! � = VECO :Die hier genannten Unterroutinen greifen ihrerseits auf die Routinen DIAEI, DIA-OI, MULE, MULO, DIAEIA, DIAOIA, MULEA, MULOA zur�uck, welche einen Vek-tor mit Q�1ee ; Q�1oo ; Qeo; Qoe; Q+�1ee ; Q+�1oo ; Q+oe; Q+eo multiplizieren. F�ur die in MINRESbzw. BICON erforderliche Multiplikation mit der zu invertierenden Matrix aus (218)werden diese Routinen der gr�o�eren �Ubersichtlichkeit wegen in einer weiteren Rou-tine MULTM zusammengefa�t. �Uber eine Schleife ist dort die Option eines h�oherenPreconditioning gegeben.Zu Beginn des Programms m�ussen alle N�achste-Nachbar-Koordinaten f�ur das "odd\-und das "even\-Gitter bestimmt werden. Dies geschieht durch einmaligen Aufruf desUnterprogramms MODEV.Da im MR- bzw. BCG-Algorithmus f�ur jede Inversion des CG-Algorithmus zweiInversionen durchgef�uhrt werden m�ussen, ist ein Vergleich der Genauigkeiten bzw.eine �aquivalente Fehlervorgabe � schwer m�oglich. Daher wurde im weiteren Verlaufdie Abbruchgrenze � im MR- bzw. BCG-Verfahren um einen Faktor 100 gegen�uberderjenigen aus der CG-Methode verringert. Stichprobenartige Tests zeigten, da� diesin allen F�allen ausreichte, um die Genauigkeit des CG-Verfahrens zu �ubertre�en.5.3.2 Numerischer AufwandBevor die Ergebnisse der Laufzeittests erl�autert werden, ist es sinnvoll, den arith-metischen Aufwand zu vergleichen, den die verschiedenen Algorithmen zur L�osungdes relevanten Gleichungssystems treiben m�ussen:Diese Systeme sind bei Gebrauch des HMC-Algorithmus durch Q+Q� = r und beiSimulation auf der Basis des HCL-Algorithmus durch Q� = r gegeben. W�ahrend imersten Fall aufgrund der Hermitezit�at und De�nitheit vonQ+Q die Verwendung alleroben angesprochenen Inversionsalgorithmen m�oglich ist, kann man im Rahmen desHCLA nicht ohne weiteres davon ausgehen. F�ur die drei in dieser Arbeit getestetenVerfahren (CG,MR,BCG) bedeutet das:1. Innerhalb des HMCA kann die Inversion ohne Einschr�ankungen mit allen dreiMethoden durchgef�uhrt werden. Nutzt man das MR- oder BCG-Verfahren,l�a�t sich diese Aufgabe allerdings auch in zwei Schritten durchf�uhren, indemman zun�achst y = Q+�1r und daraus � = Q�1y bestimmt. Trotz des auf denersten Blick gr�o�eren Aufwandes zweier Inversionen kann dies die g�unstigereAlternative sein, vorausgesetzt die beiden einzelnen Inversionen gestatten, imGegensatz zur Behandlung des vollen Gleichungssystems, eine Optimierung,die den anf�anglichen Laufzeitverlust ausgleicht. Wie sich herausstellen wird,liegt diese Situation in bestimmten Parameterbereichen der Theorie tats�achlichvor. 110



2. Soll innerhalb des HCLA die CG-Methode genutzt werden, ist der Umweg�uber das Gleichungssystem Q+Q� = Q+r zu w�ahlen, w�ahrend sich das Sy-stem Q� = r direkt mit dem MR- und BCG-Verfahren l�osen l�a�t. Hinsichtlichder Parameterwerte wird der Anwendungsbereich dieser beiden Algorithmenhier also gr�o�er sein, da die M�oglichkeit einer Optimierung verm�oge des Pre-conditioning nicht durch den �Ubergang zu zwei Inversionen erkauft werdenmu�. Vielmehr hat sich jetzt im Vergleich zur MR- bzw. BCG-Methode derAufwand f�ur das CG-Verfahren wegen der zweifachen Matrixmultiplikationzun�achst einmal verdoppelt.F�ur eine grobe Absch�atzung darf davon ausgegangen werden, da� sich der Aufwandim wesentlichen aus der Zahl der Operationen in Verbindung mit der Matrixmul-tiplikation errechnet. Letztere wird so ausgef�uhrt, da� nur von Null verschiedeneEintr�age in die Rechnung Eingang �nden. Davon hat die Fermionmatrix im SU(2)-Modell pro Zeile genau 19 St�uck. Bezeichnet N wie bisher die Zahl der Zeilen (N istdamit gerade) und n(A) die Zahl der Operationen bei Multiplikation eines Vektorsmit der Matrix A, so gilt:n(Q) = n(Q+) = 19N skalare Mult. + 18N skalare Add. � (19N; 18N)n(Q�1ee ) = n(Q+�1ee ) = n(Q�1oo ) = n(Q+�1oo ) = (1:5N;N)n(Q�1eo ) = n(Q+�1eo ) = n(Q�1oe ) = n(Q+�1oe ) = (8N; 7:5N) : (221)Die relevante Matrix im CG-Verfahren ist Q+Q im MR- bzw. BCG-Algorithmus(1I�K2Q�1oo QoeQ�1ee Qeo). F�ur diese ergibt sich:n(Q+Q) = n(Q+) + n(Q) = (38N; 36N)n(1I �K2Q�1oo QoeQ�1ee Qeo) = 2(n(Q�1ee ) + n(Qeo)) + (0; N) = (19N; 18N) :(222)Da pro Iteration im CG- und MR-Verfahren eine und im BCG-Algorithmus zweiMatrixmultiplikationen durchzuf�uhren sind, ist der oben abgesch�atzte Aufwand f�ureine CG- bzw. BCG-Iteration vergleichbar, w�ahrend derjenige f�ur eine MR-Iterationnur ungef�ahr halb so gro� ist. Man mu� allerdings bedenken, da� die Verwendung desMR- und BCG-Verfahrens bei HMC-Simulation doppelt soviele Inversionen erfordertwie die CG-Methode. Damit w�aren dort bei vergleichbarer Konvergenz der CG- undMR-Algorithmus halb so aufwendig wie das BCG-Verfahren. F�ur das U(1)-Modellgilt eine entsprechende �Uberlegung.5.3.3 ErgebnisseDie ersten Tests, die sich vor Beginn der eigentlichen MC-Produktion durchf�uhrenlassen, k�onnen sinnvollerweise nur auf die Verwendung der Einheitskon�gurationbzw. von Zufallskon�gurationen � in der Fermionmatrix Q(�) Bezug nehmen, datypische Gleichgewichtskon�gurationen noch nicht vorliegen. Die meisten der nunfolgenden Resultate sind auf diese Weise entstanden. Soweit nicht anders angegeben,sind sie Ergebnis einer Mittelung �uber zehn verschiedene Zufallskon�gurationen.Nach Beendigung dieser Untersuchungen sollten dann Tests bzgl. der Laufzeitent-wicklung w�ahrend der Equilibrierungsphase sowie im Gleichgewicht folgen.In der Regel, so auch hier, verbietet dies aber die verf�ugbare Rechenzeit. Daherwurden die Algorithmen w�ahrend der Equilibrierungsphase nur f�ur einen exempla-rischen Fall verglichen. Die Tests im Gleichgewicht selbst wurden auf zwei F�alle111



beschr�ankt. Diese letztgenannten Studien beziehen sich, ebenfalls aus Zeitgr�unden,auf das U(1)-Modell.Vor Beginn der Untersuchungen ist es n�utzlich, eine Unterscheidung zwischen denParametern hinsichtlich ihrer Wirkungsweise auf die Matrixinversion zu tre�en. Eslassen sich drei Arten identi�zieren:1. Die Yukawakopplungen G ; G� sowie der fermionischen Hoppingparameter Kbilden die direkten Parameter, denn sie treten explizit in der Fermionmatrixauf. Ihre Auswirkungen lassen sich relativ leicht �uberpr�ufen.2. Sehr viel schwerer ist dies bei den indirekten Parametern, der Higgsselbstkopp-lung � und dem skalaren Hoppingparameter �. Sie wirken sich nur �uber dieHiggsfeldkon�guration auf Q aus und kommen daher erst durch die Einstellungeines Gleichgewichts zum Tragen.3. Eine dritte Sorte bilden die algorithmischen Parameter. Unter ihnen sind dieGittergr�o�e V = L3 � T , die Ordnung des Preconditioning P , die Fehlergrenze� und der Relaxationsparameter ! sowie, bei Verwendung des HMCA, dieSchrittweite �� . Letztere ist aber nur relevant, wenn man die Laufzeit einerganzen Trajektorie betrachtet. Dann wirkt sie sich �uber die Qualit�at des weiterunten besprochenen "Educated Guess\ auf die iterative Inversion aus. F�ur dieUntersuchung einzelner Inversionen ist sie ohne Bedeutung.Die Tabellen und Abbildungen dieses Abschnitts enthalten CPU-Zeiten in Sekun-den. Die Laufzeiten beziehen sich dabei, soweit nicht anders angegeben, auf einevollst�andige L�osung der Gleichung Q+Q� = r. MR(P ) steht im folgenden f�ur dieMR-Methode mit Preconditioning P -ten Grades.Direkte ParameterEine erste Untersuchung des Laufzeitverhaltens sollte einen groben �Uberblick �uberdie relative Leistungsf�ahigkeit der einzelnen Algorithmen in den verschiedenen Ge-bieten des durch die direkten Parameter aufgespannten Raumes liefern. Die auchbei Verwendung von Zufallskon�gurationen systematische Abh�angigkeit der Lauf-zeit aller drei Methoden von den Parameterwerten erlaubt in der Tat, die Grenzendieser von den jeweiligen Verfahren hinsichtlich der Laufzeit dominierten Gebiete re-lativ genau zu bestimmen. Dazu wurde G� f�ur verschiedene feste Werte von K undG variiert und durch Intervallschachtelung der Wert f�ur G� gesucht, f�ur den zweiAlgorithmen ungef�ahr dieselbe Laufzeit hatten. Unter- bzw. oberhalb dieses Wertesergab dann jeweils die eine bzw. andere Methode die schnellere Inversion. Dabeiwurde eine Symmetrie unter Vertauschung der Rollen von G� und G festgestellt.Diese Rechnungen wurden zum einen mit der Einheitskon�guration, zum anderenmit zehn Zufallskon�gurationen durchgef�uhrt. Im zweiten Fall wurden die Laufzeiteneinfach gemittelt. Es schien nicht erforderlich, dazu eine gr�o�ere Anzahl von Zufalls-kon�gurationen zu verwenden. Vielmehr entsprach das Ergebnis aus jeder einzelnenKon�guration hinsichtlich der Reihenfolge der drei Algorithmen bis auf wenige Aus-nahmen dem der Mittelung.Bei festem K ergibt sich dann durch lineare Verbindung der nach obiger Prozedurf�ur unterschiedliches G gefundenen Punkten das in den Abbildungen (32) bis (35)gezeigte Verhalten: 112
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CGAbbildung 32: Die hier gezeigten Linien gleicher Laufzeit der jeweils angrenzenden Algo-rithmen ergaben sich durch Mittelung �uber zehn Zufallskon�gurationen. Verwendet wurdedas SU(2)-Modell auf dem 43 � 8-Gitter bei K = 0:08. Die �ubrigen Parameter hatten dabeidie folgenden Werte: � = 10�8; � = 1:0; � = 0:0. Bis auf die Wahl der Fehlergrenze � sind sieallerdings f�ur die Laufzeit irrelevant. Entlang der Diagonalen G = G� erh�alt man startendim Ursprung die optimalen Algorithmen in der Reihenfolge MR, BCG, CG, BCG, MR.
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CGAbbildung 33: ImVergleich zu Abbildung 32 wurde hier nur der fermionische Hoppingpara-meter auf den Wert K = 0:12 erh�oht. An der G�- und symmetrisch dazu an der G -Achsegibt es zwei Bereiche, in denen das BCG-Verfahren vorzuziehen ist. Sie enthalten, in dieserAbbildung nicht mehr sichtbar, zwei noch kleinere Gebiete, die den MR-Algorithmus alsbeste Wahl erscheinen lassen. Die Pr�aferenz der anderen Gebiete geht aus der Abbildunghervor. 113
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CGAbbildung 34: Der Wert des Hoppingparameters betr�agt hier K = 0:3. F�ur kleine Yuka-wakopplungen hat der CG-Algorithmus die anderen beiden Verfahren vollst�andig verdr�angt.
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CGAbbildung 35: Das Verhalten der Algorithmen bei Verwendung der Einheitskon�gurationin K = 0:12.Jede Abbildung weist die folgenden drei Merkmale auf:1. F�ur gro�e Produkte der Yukawakopplungen jG G�j dominiert das MR-Ver-fahren. Dies ist bei n�aherer Betrachtung des Preconditioning und der Gestaltder Fermionmatrix nicht verwunderlich. Denn die Diagonalbl�ocke in Q�1oo undQ�1ee sind proportional zu (G G�j�xj2 � ��)�1, w�ahrend die O�diagonalmatri-zen die Yukawakopplungen nicht enthalten, so da� sich f�ur gro�e Produktedie zu invertierende Matrix (1I �K2Q�1oo QoeQ�1ee Qeo) nur noch wenig von der114



Einheitsmatrix unterscheidet. Daf�ur sorgen auch kleine Werte des Hopping-parameters K. Daher sollte mit wachsendem K eine Verschiebung des f�ur dieMR-Methode g�unstigen Bereichs zu gr�o�eren Yukawakopplungen erfolgen. Wieder Vergleich der Abbildungen 32,33,34 zeigt, ist dies tats�achlich der Fall.2. Sind die Yukawakopplungen etwas zu klein und daher f�ur das Preconditio-ning weniger geeignet, bricht das MR-Verfahren sehr schnell zusammen. DerBCG-Algorithmus erweist sich, wohl auch aufgrund seiner analytisch zwingen-den Konvergenz, als stabiler und kann in solchen F�allen die beste Alternativesein. Gemessen an der Bandbreite der Yukawakopplungen ist sein Gebiet f�urmittlere K-Werte besonders gro�. Bei sinkendem K wird der BCG- zugunstendes MR-Algorithmus, bei wachsendenK-Werten zugunsten des CG-Verfahrensverdr�angt.3. Eine weitere Verkleinerung von G und G� f�uhrt in einen hinsichtlich des Pre-conditioning sehr ung�unstigen Parameterbereich. Dort ist das CG-Verfahrenam schnellsten, da die "odd-even\-Zerlegung dann durchaus zu einer Ver-schlechterung der Inversionsbedingungen im Vergleich zur urspr�unglichen Ma-trix Q f�uhren kann.F�ur hinreichend kleine K-Werte ergibt sich im Bereich kleiner Kopplungen nochmalseine �Anderung, ein Zusammenhang mit den Transformationen des Preconditioningist allerdings nicht direkt ersichtlich. Es bilden sich dort zwei Regionen, in denen,startend vom Ursprung, das MR- bzw. BCG-Verfahren wieder die bessere Wahldarstellen. Mit wachsendem K werden diese vom CG-Gebiet derart an den Randgedr�angt, da� zun�achst der MR-Bereich und schlie�lich auch die BCG-Zone f�ur klei-ne Yukawakopplungen g�anzlich verschwindet.Bei Inversion unter Verwendung der Einheitskon�guration ist das CG-Gebiet deut-lich gewachsen und hat den BCG-Bereich fast v�ollig verdr�angt, wie ein Vergleichder Abbildungen 33 und 35 zeigt. Daher spielt auch die Magnetisierung, die beifesten Werten f�ur K;G ; G� durch die indirekten Parameter bestimmt wird, einewichtige Rolle bzgl. des Laufzeitverhaltens. Die bisherigen Verhaltensmuster deu-ten darauf hin, da� sie tief in der gebrochenen Phase zu einem Laufzeitvorteil desCG-Verfahrens f�uhren k�onnen, der bei kleinerer Magnetisierung nicht gegeben ist.F�ur weitere Untersuchungen w�aren die Algorithmen in Gleichgewichtskon�guratio-nen mit verschiedener Magnetisierung zu testen (s.u.).Die Form der Grenzkurven orientiert sich in gewisser Weise an den Niveau
�achen desProduktes G G�. Plausibel wird dies, wenn man den nichtlokalen, zu K proportio-nalen Anteil der Fermionmatrix als St�orung betrachtet. Dann n�amlich ist der Wertder Determinante von Q in nullter Ordnung proportional zu G G�j�xj2� ��2. Daherverschwindet sie z.B. f�ur die Einheitskon�guration auf der Niveaulinie G G� = ��2.Eine Inversion ist dort nicht mehr m�oglich. In der Praxis, d.h. unter Ber�ucksich-tigung der St�orung, ist sie zwar wieder durchf�uhrbar, aber, wie die Laufzeiten derAlgorithmen im Zusammenhang mit Abbildung 35 zeigten, in der Umgebung dieserLinie, die mitten im CG-Bereich liegt, am aufwendigsten.Es war auch ein Charakteristikum der anderen drei untersuchten F�alle, da� in demGebiet mit der hinsichtlich ihrer Inversion ung�unstigsten Eigenwertverteilung derFermionmatrix der CG-Algorithmus am besten ist. Insofern bleibt er das wichtig-ste Inversionsverfahren im Higgs-Yukawa-Modell, da er gerade an den "kritischen\Stellen die beste Arbeit leistet. Aus diesem Grund wurde die Untersuchung in densp�ateren Abschnitten �uber den Ratevektor und das Preconditioning mit Hilfe derschnellen Fouriertransformation auf ihn beschr�ankt.115



F�ur Studien bei festem fermionischen Hoppingparameter, wie z.B. im Entkopplungs-fall, emp�ehlt es sich vor Beginn der Produktionsl�aufe die verschiedenen Algorith-men in obiger Weise gegeneinander abzugrenzen, um jeweils absch�atzen zu k�onnen,in welchem Gebiet man sich be�ndet. Erfolgen die Rechnungen in der symmetrischenPhase, ist dies relativ gut m�oglich, da sich schon bei Verwendung von Zufallskon�gu-rationen ein gutes Bild ergibt. Liegen die Parameter allerdings nahe an einer Grenze,die Bereiche mit verschiedener Pr�aferenz voneinander trennt, oder wird in der ge-brochenen Phase gerechnet, sollte die Absch�atzung gelegentlich �uberpr�uft werden,indem man f�ur eine momentane Kon�guration die Verfahren gegeneinander laufenl�a�t.Eine andere Situation liegt z.B. bei der Bestimmung von Phasengrenzen f�ur festeYukawakopplungen vor. Geeignetere Entscheidungshilfe gibt dann die Untersuchungbei variablem K. F�ur verschiedene Werte der �ubrigen Parameter liefert sie das fol-gende Bild:
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KAbbildung 36: Die Datenpunkte zeigen bei festem G = 0:1; G� = 1:0; � = 0; � = 1:0auf dem 43 � 8-Gitter die Laufzeit der verschiedenen Algorithmen f�ur eine Inversion unterVerwendung einer Zufallskon�guration in Abh�angigkeit von K. Die Fehlergrenze wurde auf� = 10�8 festgelegt. Dieser Vergleich fand im U(1)-Modell statt. Die Symbole sind: Quadratef�ur MR(1), "�\ f�ur MR(5), Rauten f�ur CG und "+\ f�ur BCG.
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KAbbildung 37: Wie Abbildung 36, aber mit G� = 0:3.
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KAbbildung 38: Vergleich der Inversionsalgorithmen im SU(2)-Modell in � = 10�6; � =0:0; G� = 0:0; G = 0:3. Die Symbole sind dieselben wie bisher.Die vorangegangenen Abbildungen zeigen das Laufzeitverhalten f�ur eine Zufallskon-�guration. Da die Werte der Yukawakopplungen beide jeweils nicht sehr gro� sind,also nicht tief im MR-Gebiet liegen, erweisen sich je nach Wert von K unterschied-liche Algorithmen als g�unstig. In allen drei F�allen ist, wie zu erwarten, f�ur kleine Kdas MR-Verfahren optimal, f�ur gro�e K die CG-Methode. In Abh�angigkeit von denYukawakopplungen gibt es dann einen breiten (Abbildung 36), einen schmalen (Ab-bildung. 38) oder �uberhaupt keinen (Abbildung 37) Bereich mittlerer K-Werte, indem der BCG-Algorithmus vorzuziehen w�are. Man beobachtet im Einklang mit den117



Erwartungen ferner, da� sich der Konvergenzbereich des MR-Verfahrens f�ur wach-sendes Produkt jG G�j ausdehnt. Durch h�oheres Preconditioning l�a�t sich dieserBereich weiter vergr�o�ern.Da hier ausschlie�lich mit Zufallskon�gurationen und der Einheitskon�guration ge-arbeitet wurde, lassen die Resultate f�ur die Verwendbarkeit der Algorithmen inProduktionsl�aufen nur Tendenzen erkennen. Um diesbzgl. zu aussagekr�aftigeren Er-gebnissen zu kommen, mu� das Verhalten in Abh�angigkeit von der Magnetisierungund damit den indirekten Parametern studiert werden.Indirekte ParameterAlle bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf die Extremf�alle verschwindenderund maximaler Magnetisierung. Ihre Ergebnisse sind daher nur auf Systeme tief inder gebrochenen und symmetrischen Phase anwendbar. Um die aus den Extremf�allenextrapolierten Tendenzen f�ur den dazwischenliegenden Bereich, d.h. insbesondere diephysikalisch interessante Region des Phasen�ubergangs zur FM-Phase, zu pr�ufen, mu�man mit Gleichgewichtskon�gurationen aus dem entsprechenden Parameterbereicharbeiten. Dies kann, wie oben angedeutet, aus Rechenzeitgr�unden nur exemplarischim U(1)-Modell auf dem 43 � 8-Gitter geschehen.Betrachtet man die indirekten Parameter, so ist � der interessantere, da von � keinegro�en E�ekte zu erwarten sind, selbst wenn es �uber einen gro�en Bereich variiertwird. Letzteres f�uhrt in der Regel nur zu kleinen Verschiebungen und Deformationender Phasengrenzen, d.h. kleinen �Anderungen in der Magnetisierung (Kapitel 2). Sindalle anderen Parameter fest, h�angt es daher im wesentlichen von � ab, in welcherPhase sich das System gerade be�ndet, wie gro� also der Wert der Magnetisierungj�j = 1=NPx �x ist.Die Untersuchungen ergaben, da� die erforderliche Zeit f�ur eine Inversion mit Hilfedes BCG-Algorithmus, unabh�angig davon, ob � zuf�allig gew�ahlt wird (j�j � 0) oderals Einheitskon�guration (j�j = 1), in derselben Gr�o�enordnung liegt. Das Verhaltendes CG-Verfahrens hingegen wird stark von der Magnetisierung beein
u�t. Je nachWahl der anderen Parameter ben�otigt es bis zu 60 mal l�anger f�ur eine Zufallskon�-guration als f�ur eine Einheitskon�guration. (Dies war der gr�o�te gefundene Faktor,aber vermutlich nicht der gr�o�tm�ogliche.) Die MR-Methode verh�alt sich dazu ge-gens�atzlich. Sie ben�otigt mehr Zeit, wenn eine Einheitskon�guration vorliegt. EinBeispiel f�ur ein solches Verhalten zeigt die Tabelle 9:Tabelle 9: Vergleich verschiedener Magnetisierungen(zuf�allig, equilibriert in � = �0:1; 0:0 und 0:1, einheitlich)(G = 0:1; G� = �1:0; �= 1; K = 0:125)j�j CG BCG MR� 0 0.882 0.255 0.1230.084 0.67 0.42 0.2670.275 0.61 0.45 1.050.83 0.368 0.443 3.111 0.23 0.34 3.67F�ur kleine Magnetisierungen, d.h. in der symmetrischen Phase, ist das MR-Verfahrenzu bevorzugen, tief in der gebrochenen Phase der CG-Algorithmus. In einem kleinenZwischenbereich mittlerer Magnetisierung gewinnt die BCG-Methode.Das Bild �andert sich beim �Ubergang zu G = 0 drastisch. Da dann eine Situationvorliegt, in der die  Fermionen entkoppeln, falls K den passenden Wert annimmt118



(auf unendlichem Gitter 18), ist dieser Fall auch physikalisch von Bedeutung. Es er-gibt sich das folgende Verhalten:Tabelle 10:Vergleich verschiedener Magnetisierungen im Entkopplungsfall(zuf�allig, equilibriert in � = �0:173;�0:06 und �0:04, einheitlich)(G = 0:0; G� = �1:0; � = 10; K = 0:125)j�j CG BCG MR� 0 13.720 1.650 |0.07 1.040 0.630 1.490.168 0.800 0.640 4.500.259 0.547 0.622 |1 0.282 0.379 |Die beiden gr�o�eren �-Werte liegen in der N�ahe des physikalisch relevanten PM-FM-�Ubergangs, der dritte Wert an der Grenze zwischen PM- und AFM-Phase. Wieman sieht, ist die erforderliche Zeit f�ur alle drei Algorithmen gestiegen. Jetzt gibt esallerdings eine wesentlich breitere �-Region, in der das BCG-Verfahren vorzuziehenist.Startet man einen Produktionslauf mit der Einheitskon�guration, so wird aber selbstin einem solchen Fall zun�achst die CG-Methode g�unstiger sein. In einer hinsichtlichder CPU-Zeit sehr langen Equilibrierungsphase kann es sich also lohnen, an geeigne-ter Stelle den Inversionsalgorithmus zu wechseln. Die Laufzeitentwicklung w�ahrendder Equilibrierung f�ur denselben Parametersatz zeigt nachstehende Tabelle. In ihrsind die Zeiten f�ur n HMC-Trajektorien angegeben, wobei n ausgehend von derEinheitskon�guration die ersten 100 sowie die folgenden zweimal 300 Trajektorieneiner Equilibrierung meint. Die Schrittweite ist mit �� = 0:04 so gew�ahlt, da� dieAkzeptanzrate der HMC-Simulation ungef�ahr bei 75% liegt. < j�j > ist die mittlereMagnetisierung aus n Messungen:Tabelle 11: Zeit f�ur n Trajektorien startend mit Einheitskon�guration� < j�j > n CG BCG0.51 100 176 434-0.04 0.23 300 1270 14700.23 300 1230 14520.49 100 174 413-0.06 0.205 300 1340 14500.175 300 1510 14800.37 100 229 407-0.173 0.085 300 2120 14900.068 300 2320 1560Es ist festzustellen, da� nach einiger Equilibrierung, bedingt durch die dann nied-rigere Magnetisierung, der BCG-Algorithmus f�ur � = �0:06 und � = �0:173 diebessere Wahl darstellt. Das MR-Verfahren zeigte keine Konvergenz oder war deut-lich langsamer. 119



Algorithmische ParameterDie Untersuchung der Auswirkungen dieser Parameter auf die einzelnen Algorith-men soll nicht in aller Ausf�uhrlichkeit vorgenommen werden, da man in der Wahlihrer Werte zumindest stark eingeschr�ankt ist.Die Schrittweite �� in der HMC-Simulation wird so gew�ahlt, da� die dortige Akzep-tanz neuer Kon�gurationen bei ungef�ahr 75 % liegt. Dies entspringt dem Bed�urfnis,sich einerseits relativ schnell durch den Phasenraum zu bewegen, andererseits aberauch nicht zu viele Kon�gurationen verwerfen zu m�ussen. Variiert man �� dennoch,wird die Laufzeit �uber die Qualit�at des ersten Ratevektors beein
u�t (s.u.).W�ahrendder Tests stellte sich heraus, da� der CG-Algorithmus darauf wesentlich emp�ndli-cher reagiert, als die anderen beiden Verfahren. Da die Schrittweite jedoch durch dieAkzeptanzrate festgelegt ist, er�ubrigen sich in diesem Rahmen weitere Untersuchun-gen. Die Methoden sind f�ur dasjenige �� zu vergleichen, welches eine Akzeptanz vonca. 75 % ergibt.Ein anderer Parameter, der nichts mehr mit der zugrundeliegenden Physik zu tunhat, ist der Grad des Preconditioning P . Er ist im MR- bzw. BCG-Verfahren sozu w�ahlen, da� die optimale Laufzeit erreicht wird. Im obigen Abschnitt �uber di-rekte Parameter wurde im Vorgri� auf Ergebnisse dieses Abschnitts f�ur den BCG-Algorithmus kein h�oheres Preconditioning verwendet und beim MR-Verfahren ineinigen F�allen nur zur Illustration der Wirkungsweise P = 5 zus�atzlich betrachtet.Der Grund daf�ur wird deutlich, wenn man die Auswirkungen von P auf die Laufzeitgenauer studiert:Wie bereits die obigen Abbildungen zeigen, lohnt sich bei Verwendung der MR-Methode f�ur kleine K-Werte ein h�oheres Preconditioning nicht, sondern f�uhrt i.a.zu einer Verlangsamung. Interessant wird ein Vergleich verschiedener Grade erst inder N�ahe der Konvergenzgrenze des einfachen MR-Verfahrens. F�ur den gleichen Pa-rametersatz wie in Abbildung 38 erh�alt man das folgende Bild:Tabelle 12: Vergleich verschiedener Grade des Preconditioningim SU(2)-Modell bei K = 0:125(�0 = 10�8; �� = 1; G = 0:3; G� = 0:0; r = 1; � = 0:0; � = 10�6; L3 � T = 43 � 8)Grad des PreconditioningP=1 2 3 4 5 6 7MR(P ) 10.77 8.38 5.85 3.72 2.40 12.44 14.22BCG(P ) 1.77 2.14 2.55 3.41 3.84 15.77 20.43Der CG-Algorithmus ben�otigte 1:70 Sekunden, ist also in diesem Fall, wie auch anAbbildung 38 zu erkennen, am schnellsten. Sowohl beim MR als auch beim BCG-Algorithmus reduziert sich die Zahl der erforderlichen Iterationen mit zunehmendemGrad des Preconditioning bis zum f�unften Grad einschlie�lich. Beim MR-Verfahrenreicht dies im Gegensatz zur BCG-Methode aus, um die Verdopplung der Matrix-multiplikationen pro Iteration aufzufangen, d.h. die Zahl der Iterationen verringertsich dort um mehr als den Faktor Zwei. Beim �Ubergang zum sechsten Grad erh�ohtsich in beiden F�allen nicht nur die erforderliche CPU-Zeit, sondern sogar die Zahl derIterationen. Weitere Untersuchungen zeigten, da� dieses Verhalten bei gr�o�eren K-Werten noch deutlicher wird. Die Zahl der Iterationen nimmt zur siebten Ordnungzwar wieder ab, aber nicht hinreichend stark, so da� erneut eine Verschlechterungeintritt.Da� das Preconditioning f�unften Grades eine Sonderrolle im MR-Algorithmus spielt,zeigt auch die nachstehende Tabelle. Dort ist entweder die Wahl von P = 1 oder120



P = 5 optimal.Tabelle 13: Verschiedene P bei unterschiedlichen Hoppingparametern(� = 10�8; G = 0:2; G� = 0:0; � = 0:0; � = 1:0; V = 43 � 8)K MR(1) MR(2) MR(3) MR(4) MR(5) MR(6) CG0.120 0.91 1.12 1.34 1.41 1.35 2.12 0.930.121 1.13 1.38 1.59 1.59 1.49 2.30 0.970.122 1.39 1.79 1.95 1.83 1.57 2.72 1.010.123 2.07 2.40 2.47 2.14 1.78 3.16 1.020.124 3.48 3.71 3.32 2.58 1.96 4.24 1.050.125 7.90 6.64 4.72 3.05 2.23 8.65 1.06Es ist kein Parametersatz gefunden worden, f�ur den MR(P ) mit P > 1 nicht vomCG- oder BCG-Verfahren �ubertro�en wurde. Dies ist der Grund f�ur die ausschlie�-liche Verwendung des Preconditioning ersten Grades in Verbindung mit dem MR-Algorithmus.Wird der in Tabelle 12 gewonnene Eindruck vom MR-Verfahren durch Tabelle 13best�atigt, so ist er f�ur das BCG-Verfahren irref�uhrend. Denn f�ur diese Methode gibtes durchaus Parameterbereiche, in denen ein h�oheres Preconditioning vorteilhaftw�are. In solchen F�allen war der MR-Algorithmus allerdings jedesmal schneller undmachte die Verwendung einer BCG-Inversion mit P > 1 �uber
�ussig. Daher ist imZusammenhang mit der BCG-Methode im wesentlichen P = 1 von Interesse undGegenstand dieser Arbeit.Die Auswirkungen der Fehlergrenze � bei unterschiedlichen Yukawakopplungen sindebenfalls im Rahmen des SU(2)-Modells untersucht worden. Wie bei allen anderenErgebnissen erwartet man aber auch hier, da� sie sich qualitativ auf das jeweils an-dere Modell �ubertragen lassen. Sie sind in der folgenden Tabelle zusammengefa�t.Tabelle 14: Vergleich verschiedener Genauigkeiten auf dem 43 � 8-Gitter(G = 0:1; � = 0:0; K = 0:1; � = 1:0)� G� CG MR BCG10�4 0.0 0.190 0.155 0.30810�8 0.0 0.378 0.275 0.45010�16 0.0 0.736 0.515 0.70210�24 0.0 1.080 0.755 1.02210�32 0.0 1.441 1.000 1.29010�4 0.2 0.278 0.274 0.41310�8 0.2 0.700 0.560 0.57210�16 0.2 1.532 1.110 1.03010�24 0.2 2.320 1.673 1.45610�32 0.2 3.111 2.223 1.896Tr�agt man die f�ur zwei exemplarische F�alle angegebene CPU-Zeit gegen � ln � auf,zeigt sich, da� die Messwerte f�ur jeden Algorithmus und beide G�-Werte im Bereich� � 10�16 jeweils nahezu exakt auf einer Geraden liegen. Eine lineare Extrapolationzu h�oheren Genauigkeiten ist daher ohne weiteres vertretbar. F�ur gr�o�ere �-Wertegibt es kleine Abweichungen von diesem Verhalten.Hinsichtlich der Steigungen dieser Geraden l�a�t sich keine einheitliche Aussage tref-fen. In G� = 0 ist sie f�ur die MR-Methode, gefolgt vom BCG-Verfahren, am steilsten;121



in G� = 0:2 vertauschen MR- und BCG-Algorithmus diesbzgl. ihre Rollen. Ein Fall,in dem die CG-Gerade die gr�o�te Steigung aufweist, ist nicht gefunden worden. Inden meisten F�allen w�achst folglich mit zunehmender Genauigkeitsanforderung dieAttraktivit�at von MR- und BCG-Verfahren.F�ur jeden einzelnen Algorithmus verschiebt sich die Gerade beim �Ubergang vonG� = 0 zu G� = 0:2 in Richtung gr�o�erer Zeiten und wird dabei weniger steil.Wie sich die Gittergr�o�e V auf die Konvergenzgeschwindigkeit der einzelnen Algo-rithmen auswirken kann, zeigt unter Verwendung von zehn Zufallskon�gurationendie nachstehende Tabelle:Tabelle 15: Vergleich verschiedener Gittergr�o�en(� = 10�16; G� = 0:0; G = 0:1; � = 0:15; K = 0:1; �= 1:0)V CG MR BCG43 � 8 0.74 0.51 0.7063 � 12 4.03 2.01 3.6083 � 16 12.50 6.30 12.89Bei fester Fehlergrenze scheint es, da� mit wachsendem Gitter die CG-Methodedem BCG-Verfahren vorzuziehen ist. Der in diesem K-Bereich ungeschlagene MR-Algorithmus kann seinen Laufzeitvorteil bei gr�o�eren Gittern noch weiter ausbauen.Diese Problematik wurde im folgenden nicht weiter untersucht, weil zum einen indieser Arbeit aus Rechenzeitgr�unden �uberwiegend das 43 �8-Gitter Verwendung fand,und au�erdem im Rahmen des Projektes die Rechnungen auf den gr�o�eren Gitternzum Zeitpunkt der Tests meist bei h�oheren K-Werten durchgef�uhrt wurden, f�ur diesich das Bild drastisch �andert und das CG-Verfahren die besten Laufzeiten aufweist.Ein weiterer algorithmischer Parameter ist der Relaxationsparameter !. Da sowohldas CG- als auch das BCG-Verfahren auf der Konjugiertheit der Suchrichtungenbasieren, ist ! hier nicht frei w�ahlbar, sondern hat den Wert Eins. Anders verh�altes sich bei Verwendung der MR-Methode. Im Gegensatz zu [58] konnte dort aberweder eine wesentliche noch eine systematische Verbesserung durch die Wahl ! 6= 1erzielt werden; die Laufzeit war vielmehr bereits durch ! = 1 optimiert.Nur am Rande erw�ahnt werden soll ein Test mit der oben beschriebenen Erweiterungdes MR-Verfahrens zur Orthomin(l) Methode. Ein Laufzeitvergleich f�ur l = 0 bisl = 6 erbrachte mit zunehmendem l keinen Gewinn. Orthomin(0), d.h. das MR-Verfahren selbst, war bereits optimal.Zusammenfassend l�a�t sich das Folgende sagen:Nach Festlegung der algorithmischen Parameter V und � auf Werte, welche die phy-sikalische Fragestellung erfordert, wird das Verhalten der Algorithmen CG, BCGund MR(1,5) durch die Parameter K;G ; G� und � gepr�agt. F�ur deren Zusammen-wirken sind im wesentlichen drei F�alle zu unterscheiden:1. Sind, wie in Tabelle 10 bzw. 11 bei � < �0:06, die Werte der Parameterf�ur den BCG-Algorithmus besonders geeignet, so sollte dieser nach einigerEquilibrierung, ausgehend von der Einheitskon�guration, sp�atestens aber inden Produktionsl�aufen, bei der Inversion Verwendung �nden.2. Erweisen sich die Parameter als etwas weniger g�unstig, kann es immer nochWerte f�ur �, d.h. f�ur die Magnetisierung, geben, in denen das BCG- dem CG-Verfahren vorzuziehen ist. Wird die Magnetisierung allerdings zu klein, ist die122



MR-Methode am besten (Tabelle 9). Das bedeutet f�ur die Produktionsl�aufe,da� es nur eine schmale �-Region gibt, in der man den BCG-Algorithmuseinsetzt. Sie ist nach oben durch das schnellere CG- und nach unten durchdas bessere MR-Verfahren begrenzt. Auch wenn diese Region nicht betrach-tet wird, da sie m�oglicherweise physikalisch uninteressant ist, gibt es dennochVerwendung f�ur die BCG-Methode. Denn ein System mit �-Werten in derMR-Region durchl�auft w�ahrend der Equilibrierungsphase einen Bereich derMagnetisierung, der die BCG-Inversion bevorzugt, vorausgesetzt diese wirdmit der Einheitskon�guration gestartet. Man h�atte dann also an geeigneterStelle vom CG- zum BCG- und schlie�lich zum MR-Verfahren zu wechseln.3. Im dritten denkbaren Fall sind die direkten Parameter g�anzlich ungeeignet f�urdas "odd-even\-Preconditioning, und der CG-Algorithmus ist unabh�angig vom�-Wert zu bevorzugen.5.4 Preconditioning mit schneller FouriertransformationNachdem f�ur die MR- und BCG-Methode ein Preconditioning untersucht wurde, sollnun ein Verfahren getestet werden, da� sich auch auf den CG-Algorithmus anwendenl�a�t. In diesem Fall wird ausgenutzt, da� das exakte Inverse von Q bzw. Q+ f�ur einkonstantes, aber sonst beliebiges Skalarfeld bekannt ist. Bezeichnet man es mit �bzw. �+, so ergibt sich im Ortsraum, der f�ur alle verwendeten Programme die Basisbildet, die Relation �xy = 1V Xk e{k�(y�x) ~�k ; (223)wobei die Fouriertransformierte ~�k sich explizit angeben l�a�t. Die Summe in (223)l�auft �uber die Gitterimpulse aller Raumzeitrichtungen. Nun wird anstelle vonQ+Q� = r (224)das transformierte Gleichungssystem�+Q+Q�~� = ~r (225)mit � = �~� und ~r = �+r betrachtet. �; �+ sind die Inversen der Fermionmatri-zen Q; Q+, in denen das Skalarfeld durch seinen Gittermittelwert ersetzt ist. DieHo�nung ist, da� auch bei nichtkonstantem Skalarfeld die Matrix ~A = �+Q+Q�der Einheitsmatrix sehr nahe kommt (f�ur konstantes Skalarfeld ist ~A = 1I) und sichdaher die Gleichung (225) mit weit weniger Aufwand l�osen l�a�t, als (224).Da � nur im Impulsraum explizit angegeben werden kann, ist f�ur dieses Preconditio-ning, das im wesentlichen die Multiplikation von � bzw. �+ mit einem Ortsraum-vektor verlangt, jeweils eine zweifache Fouriertransformation erforderlich. Nach derFouriertransformation des Ortsraumvektors in den Impulsraum erfolgt die Multipli-kation mit der dort bekannten Inversen ~�k, danach die R�ucktransformation in denOrtsraum.Die Multiplikation eines Vektors mit der Matrix ~A im Verlaufe einer CG-Iterationbesteht also aus vier Fouriertransformationen, zwei Matrixmultiplikationen im Im-pulsraum und der bisherigen Multiplikation mit A bzw. Q+Q im Ortsraum. DerErfolg dieses Beschleunigungsversuchs h�angt deshalb im wesentlichen davon ab, obdie Zahl der notwendigen CG-Iterationen soweit reduziert werden kann, da� dies dieim Vergleich zur Matrixmultiplikation mit A im Ortsraum zeitaufwendigere Multi-plikation mit ~A au��angt. 123



Die Untersuchung dieser Fragestellung fand im SU(2)-Modell statt. In dem PunktG� = 0; K = 0:1; � = 0:3; � = 1 wurde auf einem 43 � 8-Gitter bei zeitlich antipe-riodischen Randbedingungen zun�achst mit einer Skalarfeldkon�guration gearbeitet,die nur wenige Trajektorien von einer konstanten Anfangskon�guration entfernt war,also als relativ "glatt\ angesehen werden kann. Die Fehlergrenze � f�ur den Abbruchder Inversion wurde auf 10�4 festgelegt. Damit ergab sich folgendes Bild:Tabelle 16: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)und mit (b) Preconditioninga 30 32 33 34 53 77b 4 5 8 11 23 46G 0.05 0.1 0.2 0.3 0.6 1.0Die Dauer einer Iteration im CG-Verfahren betrug ohne Preconditioning 0:0113, mitPreconditioning 0:4837 Sekunden.Zwei Dinge lassen sich daran ablesen:1. In dieser Form gibt es f�ur keines der oben aufgef�uhrten G einen Zeitgewinn.Im g�unstigsten Fall minimaler Yukawakopplung G = 0:05 ben�otigt man ohnePreconditioning 0:34s, mit Preconditioning 1:94s.2. Mit zunehmendem G f�uhrt die Abweichung des Skalarfeldes von einem kon-stanten Wert im obigen Sinne zu einer immer gr�o�er werdenden Abweichungder Matrix ~A von der Einheitsmatrix (in G = 0 ist ~A = 1I) und damit zu einemimmer kleineren "Gewinn\ hinsichtlich der erforderlichen Iterationszahl. Daherist zu vermuten, da� f�ur eine Skalarfeldkon�guration im Gleichgewicht, wennsie nicht gerade sehr tief in der ferromagnetischen Phase bei sehr gro�em � unddamit weit weg vom physikalisch interessanten Gebiet des Phasen�ubergangsberechnet wird, dieser "Gewinn\ noch kleiner ausf�allt.Die letzte Aussage konnte durch eine weitere Messung best�atigt werden. F�ur das43 � 8-Gitter mit zeitlich antiperiodischen Randbedingungen wurden in G� = 0; K =0:1274; �= 1 mit gleicher Abbruchbedingung drei weitere Punkte untersucht. Da-bei befand sich das System jeweils in einer Gleichgewichtskon�guration. Es ergabensich nachstehende Resultate:Tabelle 17: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)und mit (b) Preconditioning� G a b-0.23 0.3 64 30-0.055 0.6 128 115-0.28 1.0 192 281Sie lassen klar erkennen, da� in einer derart "rauhen\ Gleichgewichtskon�gurationallenfalls auf einen Zeitgewinn zu ho�en ist, wenn die Multiplikation mit der Matrix~A noch stark beschleunigt werden kann. Dazu m�u�te man allerdings erreichen, da�diese Multiplikation weit weniger als doppelt soviel Zeit ben�otigt wie die urspr�ung-liche Multiplikation mit A.Das ist aber nicht nur f�ur das oben beschriebene Preconditioning mit schneller Fou-riertransformation aussichtslos, sondern auch f�ur ein Preconditioning mit schneller124



Fouriertransformation, das nur die Fouriertransformation in Zeitrichtung ausf�uhrt(d.h. in (223) l�auft die Summe ausschlie�lich �uber die zeitlichen Impulse und er-gibt somit nur eine N�aherung des Inversen �xy). Von einem solchen Preconditioningerho�t man sich die Ausblendung wenigstens der kleinsten Eigenwerte von A unddadurch eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens des CG-Algorithmus.Auch ein Preconditioning durch Multiplikation mit �xy im Ortsraum scheint ohneAussicht auf Erfolg. Denn zun�achst m�u�te dieses �xy aufwendig bestimmt werden;man w�urde es daher f�ur den zu untersuchenden Parametersatz einmal berechnen,und zwar mit einem konstanten Skalarfeld, dessen Wert einer Absch�atzung des dorti-gen Skalarfelderwartungswertes zu entnehmen w�are. Aber selbst wenn ein solches �sich als d�unne Matrix erweisen sollte, zum einen also die Speicherkapazit�aten nicht�uberfordert und zum anderen die Matrixmultiplikation mit einer �ahnlich geringenZahl arithmetischer Operationen erlaubt, wie die Fermionmatrix selbst, w�are ei-ne Verbesserung des Laufzeitverhaltens dennoch sehr fraglich. Eine Beschleunigunggel�ange n�amlich auch unter diesen sehr g�unstigen Umst�anden nur unter der Voraus-setzung, da� die Zahl der Iterationen durch besagtes Verfahren wenigstens halbiertwird. Da man jedoch nicht wie oben den Mittelwert des aktuellen Skalarfeldes nutzenkann, ist dies sehr unwahrscheinlich.5.5 "Educated\ GuessDieser Abschnitt befa�t sich mit der neben dem Preconditioning zweiten M�oglich-keit, die Inversion zu beschleunigen, der Wahl eines geeigneten Startvektors. Dreigrundverschiedene Verfahren werden im folgenden analysiert.Der "Gottliebtrick\ [49] nutzt Informationen aus vorangegangenen Skalarfeldkon�-gurationen. Im Gegensatz dazu verwenden die beiden anderen Methoden nur die ak-tuelle Kon�guration des Skalarfeldes. W�ahrend das HPE-Verfahren jedoch die volleKon�guration ben�otigt, nutzt die Methode mit schneller Fouriertransformation nurihren Mittelwert.5.5.1 Der "Gottliebtrick\Um eine erste L�osung der Gleichung Q+Q� = r zu erraten, werden hier im Sinneeiner Extrapolation L�osungen dieses Gleichungssystems herangezogen, die zu einemfr�uheren Zeitpunkt, aber noch innerhalb derselben HMC-Trajektorie, d.h. f�ur dasgleiche r, erzielt worden sind. Dies macht die Verwendung des "Gottliebtricks\ in derMC-Simulation mit Hilfe des HCL-Verfahrens unm�oglich, da dort vor jeder Inversiondas r neu und zuf�allig gew�ahlt wird. Der Grund f�ur die Verwendung im Rahmen derHMC-Simulation liegt in der Annahme einer stetigen Entwicklung des Skalarfeldesund somit der Fermionmatrix Q bzw. der L�osung des Gleichungssystems innerhalbeiner solchen Trajektorie. Da nach Durchlaufen einer Trajektorie im HMC-Verfahrenein neuer Impuls erw�urfelt wird, endet mit der Trajektorie auch die stetige Entwick-lung, und das Rateverfahren ist neu aufzubauen.Je nach Zahl der herangezogenen, fr�uheren Ergebnisse spricht man von konstanter,linearer, quadratischer, etc. Extrapolation bzw. von Extrapolation 0ter, 1ter, 2ter,etc. Ordnung.Die G�ute des auf diese Weise erzielten ersten Ratevektors h�angt nicht nur vomGrad der Extrapolation, sondern auch entscheidend von der Schrittweite ab, die beider HMC-Simulation benutzt wird. Ein solches Verhalten zeigen die weiter untenbesprochenen Verfahren nicht. Da aber die Schrittweite so zu w�ahlen ist, da� die125



Akzeptanzrate f�ur die Kon�gurationsvorschl�age bei ca. 75 % liegt, machte sich dieseAbh�angigkeit bisher noch nicht negativ bemerkbar, d.h. die Verwendung eines nachdiesem Verfahren bestimmten ersten Ratevektors stellte, verglichen mit dem Feh-len eines solchen, immer eine Verbesserung dar. Zur Illustration zeigen die beidenfolgenden Tabellen f�ur einen festen Parametersatz die Anzahl I der notwendigen CG-Iterationen bei verschiedenen Schrittweiten bzw. Extrapolationen unterschiedlicherOrdnung. G { ein Ma� f�ur die G�ute des Ratevektors { ist dabei de�niert als:G = jxguess � xnumj2jxnumj2 : (226)xnum steht f�ur die numerische L�osung mit dem CG-Algorithmus. Zur Erstellung derTabellen wurde eine Trajektorie der L�ange Sechs betrachtet, d.h. es waren siebenInversionen durchzuf�uhren, jeweils eine f�ur den ersten und letzten Halbschritt undje eine f�ur die dazwischenliegenden, f�unf ganzen Schritte. Unter diesen Vorausset-zungen zeigt die Entwicklung der Anzahl n�otiger Iterationen bei einer Extrapolationzweiter Ordnung das nachstehende Verhalten:Tabelle 18: Zahl der Iterationen im CG bei verschiedenen Schrittweitenund quadratischer Extrapolation�� = 0:02 I 46 26 9 7 6 11 11G 1 6 � 10�4 4 � 10�6 10�6 10�6 5 � 10�6 6 � 10�6�� = 0:04 I 46 31 18 13 11 16 8G 1 2 � 10�3 6 � 10�5 9 � 10�6 5 � 10�6 2 � 10�5 3 � 10�6�� = 0:20 I 46 41 40 39 39 40 40G 1 6 � 10�2 3 � 10�2 3 � 10�2 3 � 10�2 3 � 10�2 3 � 10�2�� = 0:40 I 46 46 52 57 57 56 57G 1 0.2 0.6 1.6 2.0 2.4 1.8Ohne Verfahren zur Bestimmung eines Ratevektors, w�urde man den Startvektor derCG-Iteration auf einen konstanten Wert, z.B. auf Null, setzen und erh�alt so eineG�ute von 1. Die Zahl der Iterationen bleibt dann gegen�uber der ersten Inversion in-nerhalb einer Trajektorie, f�ur die grunds�atzlich kein Raten m�oglich ist, in der Regelunver�andert. Demgegen�uber zeigt sich in der Me�reihe mit �� = 0:40 die erw�ahnteVerschlechterung durch den "Gottliebtrick\. Die Schrittweite ist allerdings so gro�gew�ahlt, da� die entsprechende Akzeptanzrate der HMC-Simulationen weit unter75% liegt. F�ur Schrittweiten �� � 0:2 f�uhrt der "Gottliebtrick\ bei vorliegendemParametersatz zu einer Verbesserung.Durch Verwendung verschiedener Ordnungen O des "Gottliebtricks\ ergibt sich f�urdie Zahl der Iterationen folgendes Bild:Tabelle 19: Zahl der Iterationen im CG bei �� = 0:04 f�ur Extrapolationenverschiedener OrdnungO = 2 I 46 31 18 13 11 16 8G 1 2 � 10�3 6 � 10�5 9 � 10�6 5 � 10�6 2 � 10�5 3 � 10�6O = 1 I 46 31 18 20 18 20 17G 1 2 � 10�3 6 � 10�5 7 � 10�5 5 � 10�5 6 � 10�5 5 � 10�5O = 0 I 46 31 31 31 31 32 31G 1 2 � 10�3 2 � 10�3 2 � 10�3 2 � 10�3 2 � 10�3 2 � 10�3Extrapolationen h�oherer Ordnung zeigen wieder ein schlechteres Laufzeitverhalten126



und weisen somit die quadratische Extrapolation als die g�unstigste aus. Sie benutztdie Ergebnisse der drei vorangegangenen Inversionen innerhalb einer Trajektorie(d.h. implizit auch die Skalarfelder der drei vorherigen "Leapfrog\-Schritte). Ver-mutlich ist es daher auf den Fehler der Ordnung ��3 in der "Leapfrog\-Integration[42] zur�uckzuf�uhren, da� die Verwendung h�oherer Polynome keine Laufzeitvorteilemehr einbringt. Denn die dann zus�atzlich ber�ucksichtigten, noch "�alteren\ Skalar-felder weichen m�oglicherweise zu stark von der L�osung ab, die bei exakter Rechnungauf das aktuelle Skalarfeld f�uhren w�urde.Im Gegensatz zu diesem Extrapolationsverfahren, das in allen relevanten F�allen zueiner Beschleunigung f�uhrte, lassen sich f�ur die beiden unten diskutierten Vorge-hensweisen keine so allgemeinen Aussagen tre�en. Der Grund liegt in der starkenAbh�angigkeit ihrer Wirkungsweise von den Werten der direkten Parameter. Wieschon bei der Wahl geeigneter Inversionsalgorithmen mu� demzufolge auch �uber ih-re Verwendung der Einzelfall entscheiden.Ein wesentlicher Vorteil der folgenden Rateverfahren ist ihre Unabh�angigkeit von derInformation �uber fr�uhere Kon�gurationen und die damit verbundene Anwendbarkeitin F�allen unstetiger Entwicklung, wie sie z.B. im HCLA auftreten.5.5.2 Ratevektor durch Hoppingparameterentwicklung (HPE)Der im folgenden geschilderten Methode zur Konstruktion eines guten ersten Start-vektors f�ur die Matrixinversion liegt die Idee zugrunde, da� f�ur gen�ugend kleinenHoppingparameter K eine konvergente Taylorentwicklung der inversen Fermionma-trix existiert. Trennt man die Fermionmatrix bzgl. der Ortskoordinaten in Diago-nalteil D und O�diagonalteil M , letzterer ist proportional zu K, so schreibt sich dieTaylorentwicklung in Potenzen des Hoppingparameters K bis zu einer Ordnung nals: Q�1 � Q�1n = D�1  1 + nXi=1(�MD�1)i! : (227)Der Vorteil einer solchen Entwicklung liegt darin, da�M im Ortsraum bekannt undD�1 analytisch explizit angebbar ist. Mit Hilfe der nachstehenden Umformung diesesAusdrucks, l�a�t sich dann die Berechnung von Q�1n � v f�ur einen beliebigen Vektor vleicht verm�oge einer Schleife programmieren, die zur Bestimmung der n-ten Ordnunggenau n mal zu durchlaufen ist:Q�1n � v = (v �MD�1(v �MD�1(v � ::::(v�MD�1 � v):::))) : (228)Infolgedessen beschr�ankt sich der arithmetische Aufwand f�ur jede weitere Ordnungim wesentlichen auf eine Multiplikation mit MD�1, die in etwa soviel Zeit ben�otigtwie die Multiplikation mit Q selbst (statt mit D ist nun mit D�1 zu multiplizieren,und die Struktur beider Matrizen bzgl. der Besetzung mit von Null verschiedenenElementen ist identisch). Der CPU-Bedarf f�ur jede zus�atzliche Ordnung der HPE istdemnach mit demjenigen f�ur eine CG-Iteration vergleichbar.F�ur die Messungen in den drei folgenden Tabellen wurde unabh�anig vom dortigenWert f�urK und G eine Gleichgewichtskon�guration in K = 0:1274; G� = 0:0; G =1:0 f�ur das SU(2)-Modell auf dem 43 � 8-Gitter bei unendlicher Selbstkopplung �herangezogen, da andere nicht zur Verf�ugung standen. Die Fehlervorgabe betrug� = 10�8. Zun�achst wird die HPE in erster Ordnung (b) verglichen mit dem Fehleneines Ratevektors, d.h. xguess = 0 (a). Daraufhin werden verschiedene Ordnungender HPE f�ur K = 0:1 gegen�ubergestellt. In beiden F�allen geschah die Inversion unter127



Zuhilfenahme des CG-Algorithmus.Tabelle 20: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)und mit (b) RatevektorK 0.0 0.01 0.02 0.04 0.1a 2 8 10 16 69b 1 4 6 11 66Tabelle 21: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)und mit RatevektorOrdnung a 1 4 10 20 30Iterationen 69 66 58 41 21 3Um in der zweiten Tabelle die Zahl der bzgl. des CPU-Bedarfs e�ektiven Iterationenabzulesen, sind die Ordnungen, wie oben angedeutet, als eine Iteration zu z�ahlen.D.h. f�ur K = 0:1; G = 1:0; G� = 0:0 ist die erforderliche CPU-Zeit von 69 Iteratio-nen (ohne Ratevektor) auf 33 (in 30. Ordnung HPE) verringert worden.Es bleibt zu erw�ahnen, da� auch f�ur K = 0:11 noch eine Verbesserung erreichtwurde, wenn sie auch erheblich geringer aus�el. In dem dar�uberhinausgehenden in-teressanten Wert vonK = 0:1274 trat, bedingt durch die vermutlich bei diesem Wertnicht mehr gegebene Konvergenz, eine Verschlechterung des Laufzeitverhaltens ein.Die n�achste Tabelle zeigt bei K = 0:1 f�ur verschiedene G die wahrscheinlichg�unstigste Wahl der Ordnung in K, bis zu der die Bestimmung des Ratevektorsdurchzuf�uhren ist. Verglichen wird erneut mit dem Fall ohne Ratevektor:Tabelle 22: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren bei g�unstigster OrdnungHPE f�ur verschiedene YukawakopplungenG 0.3 0.6 1.0 2.0 2.4 2.4a 34 45 69 216 539 539b 1 2 3 4 304 206Ordnung 25 25 30 70 200 300Wie zu erwarten, wird der Gewinn durch die HPE mit zunehmender Yukawakopp-lung zun�achst immer gr�o�er, beginnend in G = 0:3 bei 23:5 Prozent bis zu fast66 Prozent in G = 2:0. Der Tabelle l�a�t sich ferner entnehmen, da� es nicht nurin K, sondern auch in G einen im Bezug auf die Beschleunigung durch Wahl ei-nes geeigneten Ratevektors "kritischen\ Wert gibt. Dieser liegt ungef�ahr bei 2:4.F�ur gr�o�ere Werte der Yukawakopplung trat analog zum Verhalten in K sogar eineVerschlechterung ein. So �uberstieg die Zahl der erforderlichen Iterationen mit HPEin G = 3:0 die der Iterationen ohne Ratevektor in allen untersuchten Ordnungenwenigstens um den Faktor 3.Das mit Hilfe der einen Gleichgewichtskon�guration gewonnene Bild von der Lei-stungsf�ahigkeit dieses Rateverfahrens wird durch die Verwendung von Zufallskon�-gurationen best�atigt und nimmt dort sch�arfere Konturen an. Nutzt man wie bisherwieder zehn verschiedene Zufallskon�gurationen zur Bestimmung einer mittlerenLaufzeit, ergibt sich in sehr g�unstigen F�allen eine mehr als vierzigfache Beschleuni-gung im Vergleich zum Fehlen eines Ratevektors, ein mit aller Wahrscheinlichkeitverm�oge des Gottliebtricks niemals erreichbarer Wert. Parameters�atze, f�ur die der128



HPE-Ratevektor eine Beschleunigung der Inversion bedeutete, erf�ullten eine der fol-genden Eigenschaften:1. Das Produkt der Yukawakopplungen jG G�j verschwindet g�anzlich oder istwenigstens sehr klein:So ergab die HPE bis zur f�unfzigsten Ordnung in K = 0:1 f�ur die WerteG = 0:6; G� = 0:0, aber auch G = 0:6; G� = 0:01 eine ca. dreifache Be-schleunigung, f�ur G = 0:6; G� = 0:1 allerdings eine wenigstens vierfache Ver-schlechterung gegen�uber fehlendem Ratevektor. Je mehr man sich f�ur G� = 0dem Wert G = 0 n�aherte, desto kleiner wurde der Gewinn durch den HPE-Ratevektor. In G = G� = 0 war er nahezu aufgebraucht.(a) Dabei darf allerdings auch der Abstand zwischen G und G� nicht zugro� werden:War durch eine HPE bis zur hundersten Ordnung in K = 0:1 f�ur G =1:0; G� = 0:0 noch eine ca. sechsfache Beschleunigung zu erreichen, sobrachte die HPE beliebiger Ordnung in G = 3:0; G� = 0:0 keine Vorteilemehr.(b) Auch der fermionische Hoppingparameter darf einen bestimmten Wertnicht �uberschreiten:Hier ist diese Bedingung sogar besonders restriktiv, denn bereits in K =0:11 war f�ur das Wertepaar G = 1:0; G� = 0:0 keine Verbesserung mehrzu erreichen. F�ur gr�o�ere K-Werte verst�arkte sich diese Tendenz.2. Das Produkt jG G�j ist hinreichend gro�:So erh�alt man z.B. durch die HPE bis zur zehnten Ordnung in K = 0:1 f�urG = G� = 2 eine fast vierzigfache Beschleunigung gegen�uber fehlendemRatevektor.Jetzt darf auch der fermionische Hoppingparameter gr�o�ere Werte annehmen.In G = G� = 5 z.B. bedeutet die HPE zehnter Ordnung noch in K = 1:0eine Verbesserung.Die obigen Resultate legen es nahe, da� in gewissen Situationen, d.h. f�ur bestimmteWerte der direkten Parameter, diesem Verfahren gegen�uber dem "Gottliebtrick\ derVorzug zu geben ist, falls sich letzterer �uberhaupt anwenden l�a�t. Der Raum derdirekten Parameter scheint sich diesbzgl. in ganz �ahnlicher Weise aufteilen zu lassenwie bei der Untersuchung der verschiedenen Inversionsalgorithmen. Die Bereiche, indenen die Anwendung des HPE-Verfahrens Erfolg verspricht, sind im wesentlichendiejenigen, f�ur die der CG-Algorithmus hinter die MR- bzw. BCG-Methode zur�uck-tritt. In Kombination mit diesem Rateverfahren k�onnte sich daher die Verteilungder Inversionsalgorithmen im Raum der direkten Parameter, insbesondere f�ur denBereich gro�er Yukawakopplungen, zugunsten des CG-Verfahrens verschieben.Da der in dieser Hinsicht interessante Parameterbereich nicht Gegenstand numeri-scher Studien war, soll die Untersuchung des HPE-Rateverfahrens mit dem beschrie-benen, groben Bild beendet sein.Das gute Abschneiden des Rateverfahrens in Teilbereichen des Parameterraumesmit K � 0:1 lie� zun�achst auch eine Variation obiger Methode attraktiv erschei-nen, die hier nur am Rande erw�ahnt werden soll: So besteht die M�oglichkeit, vorder Matrixinversion mit gro�em K (K = 0:1274) die Inversion f�ur mehrere klei-ne K (K � 0:1) unter Zuhilfenahme der HPE sehr schnell auszuf�uhren, und diesedann zu dem gew�unschten Hoppingparameter zu extrapolieren, in der Ho�nung,129



da� der so gewonnene Ratevektor die Inversion dann auch f�ur das wirkliche Kdrastisch verk�urzt. Mit der bisherigen Gleichgewichtskon�guration ergab sich inG = 1:0; G� = 0:0 folgendes Bild f�ur die Inversion bei K = 0:1274 (aufgez�ahltwerden die vom CG-Algorithmus ben�otigten Iterationen):� ohne Extrapolation :192 Iterationen� Extrapolation 0. Ordnung mit K = 0:1:69 + 183 Iterationen� Extrapolation 1. Ordnung mit K = 0:075; 0:1:31 + 60 + 171 Iterationen� Extrapolation 2. Ordnung mit K = 0:05; 0:075; 0:1:21 + 27 + 60 + 168 Iterationen� Extrapolation 4. Ordnung mit K = 0:0; 0:025; 0:05; 0:075; 0:1:15 + 13 + 16 + 27 + 60 + 166 IterationenO�ensichtlich kann die Zahl der f�ur den eigentlichen K-Wert notwendigen Itera-tionen zwar immer weiter verringert werden; der Gewinn steht jedoch in keinemVerh�altnis zum Aufwand. Angesichts der mit h�oherem Extrapolationsgrad steigen-den Zahl insgesamt erforderlicher Iterationen scheint eine Fortf�uhrung dieser Stra-tegie in relevanten Parameterbereichen sinnlos.5.5.3 Das Rateverfahren mit schneller FouriertransformationDas Rateverfahren mit schneller Fouriertransformation stellt nach gescheitertemPreconditioning mit schneller Fouriertransformation einen weiteren Versuch dar, dieKenntnis der inversen Fermionmatrix � bzw. �+ f�ur konstantes Skalarfeld dochnoch zu nutzen. Dazu verwendet man f�ur die L�osung der Gleichung Q+Q� = rden Ausdruck �0 = ��+r als Startvektor (b). Die Inversen �+ bzw. � wurdenmit dem Mittelwert des aktuellen Skalarfeldes berechnet. Die Ergebnisse sind in derfolgenden Tabelle zusammengefa�t. Sie ergaben sich f�ur eine Gleichgewichtskon�gu-ration in G = 0:3; G� = 0:0; K = 0:1. Verglichen wird dieses Verfahren mit dem"Gottliebtrick\ nullter Ordnung (a). Die angegebenen Werte stellen die in der be-trachteten Trajektorie mittlere erforderliche Zahl der CG-Iterationen dar.Tabelle 23: Zahl der Iterationen im CGG 0.0 0.1 0.2 0.3 0.6 1.0a 6.2 31.4 37 53 104.4 328b 1 47 55 75 132.2 329Im Lichte der Resultate und des erforderlichen Rechenzeitaufwandes zur Bestim-mung des Ratevektors ist wohl zumindest im Parameterbereich, der f�ur das Higgs-Yukawa-Projekt relevant ist, von dieser Methode keine Verbesserungen zu erwarten.Auch eine Beschleunigung f�ur "exotischere\ Werte der direkten Parameter ist danacheher unwahrscheinlich. 130



5.6 RechneranpassungenEtwas abseits der bisherigen Thematik dieses Kapitels stehen programmimmanenteOptimierungsversuche, die sich in erster Linie mit der Abstimmung vorhandenenQuellcodes auf vorgegebene Rechnerarchitekturen befassen.Eine derartige Anpassung ist oft mit gro�em Zeitaufwand verbunden und wird da-her in der Regel nur an den Programmteilen vorgenommen, die ma�geblich zumVerbrauch von CPU-Zeit beitragen. Wie bereits mehrfach erw�ahnt, bestehen die-se Programmteile in unserem Fall aus Routinen zur Matrixmultiplikation mit derurspr�unglichen, der adjungierten oder einer durch Zerlegung abgewandelten Fer-mionmatrix. Zwar lag f�ur sie schon eine hinsichtlich der Anzahl erforderlicher arith-metischer Operationen nahezu "perfekte\ Programmversion vor { die Optimierungbestand darin, s�amtliche Multiplikationen mit Null, die in ihrer Gesamtheit bei denhier vorliegenden d�unnen Matrizen die Zahl der relevanten Multiplikationen bei wei-tem �ubertre�en, zu vermeiden {; aber nicht nur die dadurch reduzierte Zahl derSpeicherzugri�e, sondern auch die Art und Weise des Zugri�s ist f�ur den Zeitbe-darf entscheidend. Das optimale Zugri�sverfahren h�angt nat�urlich vom verwendetenRechnertyp ab.5.6.1 Anpassung an die CRAY Y-MPObwohl die Programme schon f�ur Vektorrechner dieses Typs geschrieben waren, gabes noch kleine Verbesserungsm�oglichkeiten. Sie basierten im wesentlichen darauf,die Zahl der Feldaufrufe im "Gather-Scatter\-Betrieb [59] m�oglichst gering zu hal-ten. Qualitativ entsprach die im Programm vorgefundene Situation dem folgendenBeispiel:DO 10 i = 1; imaxDO 10 j = 1; jmaxDO 10 k = 1; kmaxRES(k; j) = RES(k; j)+ a �A(F (k; i); G(j))+ b �B(F (k; i); j)10 ENDDO : (229)Die i; j; k sind Feldindices und die F;G Indexfunktionen, die in einem zu Beginnaufgerufenen Unterprogramm einmal festgelegt werden. Da auf der CRAY Y-MPnur die innerste DO-Schleife vektorisiert, wurde die Schleifenanordnung so gew�ahlt,da� kmax gr�o�er als imax bzw. jmax war. Dies f�uhrte zun�achst zu der Idee, einUnterprogramm zur Berechnung modi�zierter Indexfunktionen f; g; h zu erstellen,welches nach einmaligem Aufruf anstelle von (229) zu schreiben erlaubt:DO 10 l = 1; imax � jmax � kmaxRES(f(l)) = RES(f(l))+ a �A(g(l)) + b �B(h(l))10 ENDDO : (230)Das Ziel, die Vektorisierung aller Operationen, wurde so zwar erreicht, allerdings er-gab sich daraus kein Laufzeitgewinn. Die Begr�undung liegt in dem unterschiedlichenZugri� auf die Feldelemente: W�ahrend in (229) durch die Indices k und j wenigstensnoch teilweise eine lineare Indizierung gegeben ist, unterliegt (230) vollst�andig ei-ner nichtlinearen Indizierung. Ersteres bedeutet f�ur den Computer einen einfachenZugri� auf die Feldelemente, wohingegen die nichtlineare Feldindizierung einen so-genannten "Gather-Scatter\-Zugri� erfordert. Die "Gather-Scatter\-Vektorisierungist aber in der Regel bis zu einem Faktor zwei langsamer als die Vektorisierung beim131



Gebrauch linear indizierter Felder [59]. Diese Erkenntnis f�uhrte zu folgendem Be-schleunigungsversuch:Zur Vermeidung von "Gather-Scatter\ wird zun�achst die SchleifeDO 10 j = 1; jmaxDO 10 m = 1; imax � kmaxC(m; j) = a �A(m;G(j))+ b �B(m; j)10 ENDDO ; (231)gefolgt von DO 10 i = 1; imaxDO 10 j = 1; jmaxDO 10 k = 1; kmaxRES(k; j) = RES(k; j)+ C(F (k; i); j)10 ENDDO (232)durchlaufen. In diesem Beispiel spart man sich so einen "Gather-Scatter\-Zugri�.F�ur das eigentliche Programm resultierte daraus je nach Gittergr�o�e ein Laufzeitge-winn von zehn bis f�unfzehn Prozent.5.6.2 Anpassung an die CM-2HardwareOhne zu sehr ins Detail gehen zu wollen, sollen nun einige Informationen zumParallelrechner CM-2 gegeben werden, die f�ur das Verst�andis des Folgenden un-bedingt erforderlich sind. Genauere und ausf�uhrliche Darstellungen �nden sich u.a.in [60, 61, 62].Bei der CM-2 handelt es sich um einen Daten-parallel-Rechner, nicht also um einenRechner, der Prozeduren parallelisiert. Die CM-2 spaltet das Programm demnachnicht in viele Teilaufgaben auf, die dann parallel ausgef�uhrt werden, sondern verar-beitet, wie der Name sagt, viele Daten synchron und in gleicher Weise. So kann ing�unstigen F�allen z.B. die Addition zweier Matrizen auf der CM-2 mit einer skalarenOperation auf einfachen Computern verglichen werden.Zudem ist die CM-2 ein "Single Instruction Multiple Data\-Computer, d.h. alleProzessoren arbeiten im Gleichschritt.Eine volle CM-2 (in Bonn stand uns eine Achtel, im Los Alamos National Laborato-ry (LANL) eine Viertel CM-2 zur Verf�ugung) besteht aus 64K ein-bit-Prozessoren.Sie be�nden sich, zusammengefa�t in Gruppen zu 32, in den 2K SPRINT-Knoten,den eigentlichen Arbeitseinheiten des Computers. Ein solcher Knoten enth�alt zudemeinen 1MB Speicher und eine FPU (
oating-point unit). In Bonn war dies ein 32-bit-Prozessor, in LANL ein 64-bit-Prozessor.Zwei verschiedene Arbeitskonzepte sind auf der CM-2 verwirklicht. Sie basieren aufunterschiedlichen Speichermodi in den SPRINTs. Deren Speicher sind 32 bit breit,d.h. ein Speicherzugri� geschieht auf ein Wort von 32 bit L�ange. Die zu verarbeiten-den Flie�kommazahlen lassen sich dann prinzipiell auf zwei Arten anordnen:1. Eine Option besteht im "�eldwise\-Modus, d.h. ein Wort enth�alt von jedemder 32 Prozessoren jeweils ein bit. Dies hat den Vorteil, da� bei der bitse-riellen Daten�ubertragung zwischen den Knoten ein Wort als Ganzes auf diedaf�ur vorgesehene Pipline geschoben werden kann. Allerdings hat man dabei132



einen schwerwiegenden Nachteil in Kauf zu nehmen, insoweit als bei dieserAnordnung 32 Worte aus dem Speicher gelesen werden m�ussen, um eine 32-bit-Flie�kommazahl in die FPU zu �ubertragen. Man liest also unter Umst�anden31 Zahlen, die man garnicht ben�otigt.2. Die Alternative dazu ist der "slicewise\-Zugri�. Dieser Modus vermeidet das�uber
�ussige Lesen, da in der dann gegebenen Anordnung ein 32-bit-Wort einevollst�andige Flie�kommazahl enth�alt. Dadurch wird ein gro�er Teil an Da-ten�ubertragungen eingespart. Besagter Arbeitsmodus ist nur auf den 64-bit-FPUs verwirklicht.Ein weiterer, in unserem Fall gravierender Nachteil des "�eldwise\-Modus ist dessengeringe Flexibilit�at im Hinblick auf verschiedene Gittergr�o�en. Er erlaubt nur Felder,deren Ausdehnung f�ur jede Dimension eine Potenz von Zwei ist. Von dieser Formabweichende Felder werden dahingehend erweitert. So wird z.B. ein 103 �24 -Feld aufein 163 �32 -Feld vergr�o�ert. Die leeren Feldelemente werden dann �uber
�ussigerweisemitverarbeitet, und die CM-2 wird in einem solchen Fall folglich maximal zu 18%ausgenutzt. Der "slicewise\-Modus stellt keine so restriktiven Bedingungen, sondernl�a�t Felder zu, deren Gesamtgr�o�e ein Vielfaches von viermal der Anzahl der Knotenist. F�ur die 256 Knoten der CM-2 in Bonn bedeutet dies bei einem 103 � 24 -Feldeine Erweiterung auf 10 � 122 � 32, also einen Nutzungsgrad von 52%.Ein zweiter wichtiger Punkt neben der Anordnung der Daten im Speicher ist dieAbbildung des Gitters auf die Prozessorstruktur. G�unstig ist es nat�urlich, wenn aufdem Gitter benachbarte Punkte auch auf benachbarten Prozessoren plaziert sind.Da aufgrund der Wechselwirkung in dem von uns untersuchten physikalischen Mo-dell nur eine Kommunikation zwischen n�achsten Nachbarn statt�ndet, w�urde sich derDatenaustausch dann auf benachbarte Prozessoren beschr�anken. �Ubersteigt die Zahlder Gitterpl�atze die der physikalischen Prozessoren, werden mehrere Pl�atze auf einenProzessor abgebildet; alternativ kann man sich vorstellen, da� eine den Gitterpl�atzenentsprechende Anzahl von virtuellen Prozessoren erzeugt wird. Da der Datenaus-tausch innerhalb eines physikalischen Prozessors (memory-to-memory) viel schnel-ler abl�auft als zwischen denselben, ist eine solche Abbildung dann g�unstig, wennauf einem physikalischen Prozessor ein Gitterbereich Platz �ndet, der ein gro�esVerh�altnis von Volumen (memory-to-memory) zu Ober
�ache (Austausch zwischenden physikalischen Prozessoren) aufweist, also ein Hypercube. Dies war z.B. f�ur dasvon uns in LANL verwendete 83 � 16-Gitter der Fall. Von den dortigen 512 Prozes-soren erh�alt jeder einen 24-Hypercube. In Bonn h�atte man bei gleichem Gitter einewesentlich ung�unstigere Situation vorliegen.SoftwareDer vorherige Abschnitt zeigt, da� die Vorgehensweise bei Durchnumerierung desGitters, die sich auf der CRAY Y-MP wegen der dann l�angeren, innersten Schleifeemp�ehlt, auf der CM-2 nicht g�unstig ist, da sie der Rechnerarchitektur wider-spricht. Die erste Aufgabe bestand also darin, den im ersten Fall verwendeten einenGitterindex in vier Indices, einen f�ur jede Dimension, aufzuspalten. Da die mei-sten im urspr�unglichen Programm verwendeten Felder neben dem Gitterindex nochdurch vier weitere Indices gekennzeichnet sind, w�aren sie dann achtdimensional.Dies erlaubt weder FORTRAN77 noch das an FORTRAN90 angelehnte und teilwei-se dar�uberhinaus gehende CM-FORTRAN, die alle nur maximal siebendimensionaleFelder verarbeiten k�onnen. Die Trennung der Raumzeitindices, war also durch Zu-sammenfassung anderer Indices vorzubereiten. Nach vollzogener Separation mu�ten133



die Felder in der oben angesprochenen Weise auf der CM-2 positioniert werden.Daf�ur standen mehrere Compilerdirektiven zur Verf�ugung.Die L�osung dieser Probleme erlaubte die Nutzung des ersten m�achtigen Befehls imCM-FORTRAN. CSHIFT ist in der Lage, Felder auf der CM-2 in die gew�unschteRichtung um die gew�unschte Strecke zu verschieben. Dies erwies sich insbesonderewegen der N�achste-Nachbar Wechselwirkung als g�unstig. Um ein Feld A mit einemFeld B so zu verkn�upfen, da� die Feldelemente von A jeweils mit denen von B, diez.B. um eine Gittereinheit in x-Richtung verschoben sind, wechselwirken, verschiebtman das Feld A um +1 oder B um {1 in Richtung x, so da� die zusammengeh�origenElemente aufeinanderliegen. Erst dann erfordert z.B. die Addition beider Felderkeine Kommunikation mehr unter den Prozessoren und ist tats�achlich ein einzigerRechenschritt, vergleichbar mit der Addition zweier Skalare. CSHIFT verhindert alsogenau das, was sich auf der CRAY als ung�unstig erwies: die indirekte Adressierungund den damit verbundenen "Gather-Scatter\-Zugri�.Ein weiterer Unterschied zum CRAY-Programmierstil besteht darin, da� man aufder CM-2 die k�urzeren Schleifen, wenn sie zusammen mit Schleifen �uber die Raum-zeit auftreten, als innere Schleifen schreibt. Da die Indices der kurzen Schleifen aufElemente verweisen, die auf ein und demselben Prozessor plaziert sind, ergibt sichdadurch ein Einsparung hinsichtlich der Kommunikation zwischen den Prozessoren.Derartige Umstrukturierungen wurden zun�achst nur an dem Programmteil vorge-nommen, der die Matrixmultiplikation beinhaltet, da er der zeitaufwendigste ist. AlsErgebnis der Bem�uhungen kann man festhalten, da� besagter Programmteil auf derCM-2 in Bonn, bedingt durch die Leistungsf�ahigkeit der einzelnen Prozessoren, umeinen knappen Faktor Drei langsamer l�auft als auf der CRAY Y-MP in J�ulich.In LANL erbrachte allein die Verwendung des dortigen "slicewise\-Compilers ge-gen�uber dem "�eldwise\-Modell f�ur diese Version eine Beschleunigung um den Fak-tor 1.8. Ein ausf�uhrliches "Timing\ zeigte das gro�e Gewicht der Kommunikati-on im vorliegenden Programm, sie ben�otigte etwa 70% der gesamten Laufzeit. Einvon R.G. Brickner zur Verf�ugung gestellter Befehl, der zu der Zeit noch nicht imCM-FORTRAN enthalten war, konnte dort Abhilfe scha�en. PSHIFT erm�oglichtegleichzeitiges CSHIFT in alle gew�unschten Richtungen um beliebige Strecken. Diezu diesem Zweck einzuf�uhrenden Hilfsfelder verursachen allerdings einen erheblichenSpeichermehraufwand. Die Wirksamkeit des Befehls h�angt sehr stark davon ab, wiedas Gitter auf die Prozessoren abgebildet wird. Eine hyperkubische Abbildung be-deutet eine gleiche Belastung f�ur alle Richtungen. Bei einer stark asymmetrischenVerteilung bestimmt die bzgl. PSHIFT langsamste Richtung die Zeitdauer des ge-samten Befehls. Auf dem g�unstigen 83 � 16-Gitter f�uhrt dies zu einer erneuten Be-schleunigung der Kommunikation um das 2.7-fache. Eine Absch�atzung ergab, da�damit die Grenze des unter solchen Bedingungen Machbaren erreicht war [63].Nicht unerw�ahnt bleiben soll eine f�ur die Zukunft interessante, weitere Verbesse-rungsm�oglichkeit. Sie besteht in der Verwendung des sogenannten "stencil\-Compi-lers, der zum damaligen Zeitpunkt allerdings nur f�ur zweidimensionale Gitter zurVerf�ugung stand. Durch Verwendung einer Schablone f�ur Standardkommunikations-strukturen, wie z.B. der N�achste-Nachbar-Wechselwirkung, ist dieser Compiler inder Lage, auch die memory-to-memory Umspeicherungen innerhalb eines Prozessorszu vermeiden. Positiv kann sich so etwas aber erst auswirken, wenn gr�o�ere Unter-gitter auf einem physikalischen Prozessor liegen. F�ur das 24-Untergitter war daherkeine Verbesserung zu erwarten [63].Auch der arithmetische Anteil des Programms konnte noch wesentlich beschleunigt134



werden. Dazu waren viele �Anderungen auf CM-FORTRAN-Ebene erforderlich. Al-lerdings werden dort immer wieder Optimierungen n�otig sein. So war es bei derdamaligen Compilerversion von Vorteil, Schleifen �uber serielle Dimensionen zu "un-rollen\, was sich beim n�achsten Compiler release schon wieder �andern kann. Dievermutlich weitestgehend optimierte Version war schlie�lich um einen Faktor Zweischneller als die CRAY-Version. Sie wies immer noch einen Kommunikationsanteilvon 63% auf. Angesichts dieser Tatsache schien es wenig sinnvoll, die Arithmetikdurch Verwendung der CM-2 Maschinensprache CMIS weiter zu beschleunigen, zu-mal dies mit erheblichem Aufwand verbunden gewesen w�are.Die immer wieder erw�ahnte Dominanz der Kommunikation in unserem Programm istauch der Grund f�ur die deutlich gr�o�ere Beschleunigung von QCD-Programmen beiVerwendung der CM-2 [58, 61]. Dort nimmt die Kommunikation im Verh�altnis zurArithmetik, bedingt durch die Verarbeitung der SU(3) Eichfelder, einen wesentlichkleineren Raum ein. Zudem lassen sich aus diesem Grunde auch gr�o�ere Gitter(164 und mehr) behandeln. Das bedeutet gr�o�ere Untergitter, also mehr memory-to-memory Kommunikation, und in zwei Dimensionen einen deutlichen Vorteil durchden "stencil\-Compiler.
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6 Kopplungsgrenzen im SU(2)R
SU(2)L-symmetrischenHiggs-Yukawa-ModellEinige der im Abschnitt 4.5.3 f�ur das U(1)R 
 U(1)L-Modell mit Nf = 1 Fermio-nen bereits angedeuteten Fragestellungen wurden im Rahmen des Higgs-Yukawa-Projektes am SU(2)R 
 SU(2)L-symmetrischen Modell mit Nf = 2 ausf�uhrlicheruntersucht. Das betri�t insbesondere die Kopplungsschranken, also die extremalenWerte der renormierten Higgskopplung gR in Abh�angigkeit von der renormiertenYukawakopplung GR sowie die maximal erreichbaren Yukawakopplungen GR f�urden Fall der im Golterman-Petcher-Mechanismus entkoppelnden Spiegelfermionen[32, 34].Zu diesem Zweck durchgef�uhrte numerische Untersuchungen st�utzten sich hinsicht-lich der verwendeten Matrixinversionsalgorithmen wesentlich auf die in Kapitel 5dargestellten Resultate.Die Simulation einer geraden Anzahl von Fermiondubletts, in der Minimalversionalso von Nf = 2, d.h. einem Fermion- und einem dazu entarteten Spiegelfermiondu-blett, wird, wie bereits mehrfach erw�ahnt, durch die Verwendung des Hybrid-MonteCarlo-Algorithmus erzwungen. Zwar entfernt man sich damit zun�achst von den phy-sikalisch relevanten Modellen, die Spiegelfermionen in dieser Form nicht enthalten,aber wegen des Fehlens von Eichfeldern im vorliegenden Modell l�a�t sich mit Hilfe derLadungskonjugation eine Transformation des "technischen\ Spiegelfermiondublettsin ein gew�ohnliches Fermiondublett durchf�uhren, was einem m�oglichen Kontinuums-limes von zwei entarteten SU(2)-Dubletts entspricht. Ein solches Modell sollte sich,wie auch die Resultate der "mean-�eld\-Rechnungen zeigen, qualitativ nicht vondemselben Modell mit Nf = 4, welches dem Auftreten einer vierten, schweren Fer-miongeneration Rechnung tr�agt, unterscheiden.Die Wirkung des Modells S = SB+SF wurde f�ur ein SU(2)-Dublett bereits w�ahrendder "mean-�eld\-Rechnungen de�niert. Der SU(2)R 
 SU(2)L-symmetrische, reinskalare Anteil lautete:SB = Xx 8<:12Tr('+x') + � �12Tr('+x')� 1�2 � � 4X�=1Tr('+x+�')9=;mit einem 2
 2 Skalarfeld 'x 2 SU(2). Der fermionische Anteil, in Kapitel 2 in derA-B-Formulierung angegeben, stellt sich in chiraler Form wie folgt dar:SF =Xx �� � �(��x x) + ( � x�x)��K �4X�=�1 �(��x+�̂
� x) + ( � x+�̂
��x) + r �(��x+�̂ x) � (��x x) + ( � x+�̂�x)� ( � x�x)��+G �( � Rx'+x  Lx) + ( � Lx'x Rx)�+ G� �(��Rx'x�Lx) + (��Lx'+x �Rx)�	 : (233)Wie bisher sind � bzw. K der skalare bzw. fermionische Hoppingparameter, � dieHiggsselbstkopplung und � � die Fermion-Spiegelfermion-Mischmasse, die in dervorliegenden Normierung den Wert 1 � 8rK annimmt. Der Wert des Wilsonpara-meters r betrug in allen Rechnungen Eins, da nur in diesem Fall die Osterwalder-Schrader-Positivit�at bewiesen werden konnte. Die Indices L;R bezeichnen die chi-ralen Komponenten der Fermionfelder. 137



Die im Rahmen dieses Modells erzielten numerischen Ergebnisse f�ur die Trivia-lit�atsschranke [32] entsprechen einschlie�lich ihrer Deutung den in Abschnitt 4.5.3f�ur das U(1)-Modell aufgezeigten Tendenzen und bed�urfen daher keiner detaillier-ten Erl�auterung. Mit einer aufgrund der Verwendung des Hybrid-Monte Carlo-Verfahrens im Vergleich zu den Untersuchungen des U(1)-Modells deutlich gr�o�erenStatistik gewinnen die in 4.5.3 nur als Trend formulierbaren Resultate hier allerdingsan Aussagekraft.Letzlich ergab sich eine akzeptable �Ubereinstimmung der numerisch bestimmten Tri-vialit�atsgrenze mit der analytisch auf Basis der Einschleifen-�-Funktion gewonnenen.Die Ursache f�ur die dabei noch auftretenden Diskrepanzen bei gr�o�eren Yukawa-kopplungen liegt vermutlich in "�nite-size\-E�ekten. Eine aufgrund der verf�ugbarenRechenzeit m�ogliche Betrachtung verschiedener G -Werte zeigte, da� diese E�ektemit wachsender Yukawakopplung zunehmen. Die wichtigsten Me�ergebnisse �ndensich in der weiter unten folgenden Tabelle.Auch f�ur das Studium der Vakuumstabilit�atsgrenze waren die im Golterman-Petcher-Entkopplungsfall verbliebenen, freien Parameter �;G zun�achst wieder so einzustel-len, da� sich das System innerhalb der physikalisch relevanten FM-Phase dem PM-FM-Phasen�ubergang n�ahert.Wesentlich f�ur die Interpretation dieses Vorganges als Kontinuumslimes bei unend-lich ausgedehntem Gitter, also f�ur die Divergenz der Korrelationsl�ange, ist das Vor-liegen eines Phasen�ubergangs zweiter Ordnung. Dieser unterscheidet sich vom Pha-sen�ubergang erster Ordnung durch die stetige Entwicklung des Ordnungsparameters,in diesem Fall also der Magnetisierung. W�ahrend die Messungen bei divergenterHiggskopplung � auf eine solche stetige Entwicklung hindeuten, war f�ur endliche�-Werte im U(1)-Modell bei K = 0; G G� > 0 ein Phasen�ubergang erster Ordnunggefunden worden [26] und daher auch im qualitativ gleichen SU(2)-Modell zu erwar-ten.Im hier vorliegenden Fall verschwindenden Produktes G G� sind die numerischenResultate jedoch mit einem Phasen�ubergang zweiter Ordnung konsistent, ein Bild,welches durch eine 1=Nf -Entwicklung des e�ektiven Potentials in f�uhrender Ordnungbest�atigt wurde, da letzteres wegen fehlender quartischer Terme keine Doppelwall-struktur besitzt [34].Nach dieser Feststellung konnte mit der Einstellung der Parameter � und G begon-nen werden. Sie ist sehr sorgf�altig vorzunehmen, denn einerseits sollte das Systemwenn m�oglich so nahe an den PM-FM-Phasen�ubergang gebracht werden, da� essich im Skalengebiet be�ndet, um f�ur den Kontinuumslimes relevante Informatio-nen liefern zu k�onnen; andererseits mu� es auf endlichem Gitter weit genug vomPhasen�ubergang entfernt sein, um zu gro�e "�nite-size\-E�ekte zu vermeiden, diein der gebrochenen Phase wegen der Existenz masseloser Goldstone-Bosonen nochverst�arkt werden.Ziel war bei den verwendeten Gittergr�o�en von 63 � 12 und 83 � 16 eine HiggsmassemR� von 0.6 bis 0.8 bei gleichzeitig nicht zu kleiner Fermionmasse. Dazu wurde so-wohl � bei festem G als auch G bei festem � variiert.Um auch gro�e Yukawakopplungen zu untersuchen, geschah letzteres in � = 0 :Will man den Bereich bewiesener Osterwalder-Schrader-Positivit�at [29] nicht ver-lassen, d.h. soll � nicht negativ werden, ist � = 0 der Wert, der die gr�o�te Yuka-wakopplung zul�a�t, wie auch ein Blick auf die Abbildungen 7 bzw. 9 zeigt, die eintypisches Phasendiagramm wiedergeben. Die Resultate dieser Untersuchungen sowiedes Studiums der oberen Grenze zeigt die folgende Tabelle:138



Tabelle 24: Kopplungsschranken f�ur gR in Abh�angigkeit von GR G � h�i vR mR� �R gR GR a 0.25 0.095 0.251(7) 0.196(11) 0.79(7) 0.271(8) 42(11) 1.38(4)b 0.25 0.099 0.393(7) 0.241(10) 0.59(9) 0.407(9) 18(3) 1.69(4)c 0.25 0.101 0.525(6) 0.304(9) 0.57(3) 0.59(3) 10(2) 1.68(10)d 0.3 0.090 0.438(6) 0.27(1) 0.75(7) 0.55(6) 23(3) 2.04(10)e 0.3 0.095 0.754(4) 0.417(11) 0.76(7) 0.91(6) 10(1) 2.19(11)f 0.3 0.100 1.260(5) 0.67(2) 0.84(6) 1.503(12) 4.8(8) 2.24(7)g 0.62 0.0 0.424(3) 0.29(2) 1.23(9) 1.23(3) 53(11) 4.2(1.2)h 0.63 0.0 0.469(3) 0.351(11) 1.65(13) 1.25(16) 63(16) 3.5(4)i 0.65 0.0 0.523(3) 0.34(2) 1.39(14) 1.6(3) 53(18) 4.6(4)A 0.3 0.30 0.439(1) 0.400(13) 1.17(7) 0.55(2) 26(7) 1.36(6)BB 0.3 0.27 0.270(2) 0.25(1) 0.77(3) 0.342(2) 31(4) 1.35(6)C 0.6 0.18 0.3524(18) 0.36(2) 1.36(10) 0.86(8) 36(6) 2.4(3)DD 0.6 0.18 0.3389(13) 0.339(16) 1.31(7) 0.86(11) 38(4) 2.5(3)Dort �nden sich die wichtigsten renormierten Gr�o�en und die nackte Magnetisierung< � >=< j�j > f�ur verschiedene nackte Kopplungen G und �-Werte. Die durchKleinbuchstaben gekennzeichneten Punkte zeigen Me�ergebnisse f�ur � = 10�6 aufdem 63 � 12-Gitter. (Der Wert von � wurde etwas gr�o�er als Null gew�ahlt, um dieKonvergenz des Pfadintegrals sicherzustellen.) Gro�buchstaben bezeichnen die Da-ten f�ur die Trivialit�atsschranke, d.h. f�ur � = 1, auf einem 63 � 12-Gitter (einfacheGro�buchstaben) bzw. einem 83 � 16-Gitter (doppelte Gro�buchstaben). Den Ergeb-nissen in den Punkten a,i,A,C liegen 5000, den �ubrigen Punkten ungef�ahr 10000Messungen zugrunde.Zu diesen Resultaten sei folgendes angemerkt:1. Die Forderung nach nicht zu kleinen Fermionmassen �R zur Vermeidung gro�er"�nite-size\-E�ekte verhindert das Studium sehr kleiner YukawakopplungenG � 1.2. Bei der Analyse der Daten machen sich "�nite-size\-E�ekte u.a. dadurch be-merkbar, da� die skalare Masse mR� auf dem FM-PM-Phasen�ubergang po-sitive Werte annimmt und nicht, wie es auf unendlichem Gitter der Fall ist,verschwindet. Das geht so weit, da� der angestrebte Wertebereich 0:6 � mR� �0:8 zum Teil nicht erreicht werden konnte. Letzteres gilt, �ahnlich wie f�ur � =1,f�ur alle untersuchten Punkte bei � = 0. Der kleinste Wert der skalaren Masselag dort �uber Eins.Da in den minimalen Werten der skalaren Masse ein sehr gro�er "�nite-size\-E�ekt zu vermuten ist, sollten f�ur eine Interpretation der Daten, wie bereitsin Abschnitt 4.5.3 erw�ahnt, immer nur Punkte betrachtet werden, die in derFM-Phase oberhalb dieses Minimums liegen.3. Aber nicht nur in von Null verschiedenen Minima der skalaren Masse, sondernauch in ihrem Verhalten bei Ann�aherung an den Phasen�ubergang sind dieE�ekte endlichen Gittervolumens erkennbar. Sie f�uhren in den Punkten c,b,azu einem Anstieg der skalaren Masse, w�ahrend auf unendlichem Gitter einR�uckgang zu erwarten ist. Ursache daf�ur ist ein Anwachsen der Volumene�ektenahe des Phasen�ubergangs. Punkte, die in der FM-Phase zwischen dem Punktkleinster skalarer Masse und dem Phasen�ubergang liegen, sind daher ebenfallszu verwerfen.4. Unter Ber�ucksichtigung dieser Vorschriften kristallisieren sich schlie�lich diePunkte c,d,h f�ur den Bereich kleiner Higgskopplung � als optimal heraus. (Der139



Punkt g wird wegen des gro�en Fehlers in GR nicht weiter einbezogen.) Zu-sammen mit den Simulationsergebnissen f�ur die Trivialit�atsschranke und denanalytischen Grenzen aus der Einschleifen-�-Funktion der St�orungsrechnung�nden diese Daten Eingang in die nachstehende Abbildung.

Abbildung 39: Daten f�ur die obere und untere Grenze von gR als Funktion von G2R zusam-men mit den Einschleifen-Absch�atzungen der St�orungsrechnung bei einem Skalenverh�altnisvon �=mR� = 3 (durchgezogene Kurve) und �=mR� = 4 (gepunktete Kurve). O�ene Sym-bole bezeichnen Datenpunkte der unteren Grenze (Punkte c,d,h aus Tabelle 24), ausgef�ullteSymbole repr�asentieren die Daten der oberen Schranke. Dreiecke stehen f�ur Resultate auf63 � 12-Gittern, Quadrate f�ur solche auf 83 � 16-Gittern.Die �Ubereinstimmung zwischen den Resultaten der numerischen Simulation und denErgebnissen der Einschleifen-St�orungsrechnung ist bemerkenswert gut und kann diein Abschnitt 4.5.3 gefundene Tendenz best�atigen, da� die Einschleifen-St�orungsrech-nung auch in Gegenwart schwerer Fermionen (der Punkt h liegt oberhalb und diePunkte d,C,DD knapp unterhalb der Unitarit�atsschranke von GR � p2� ' 2:5)ihre G�ultigkeit beh�alt. Insbesondere zeigen die Punkte d und h, in denen die nackteHiggskopplung � verschwindet, da� die Yukawakopplung alleine in der Lage ist, einegro�e renormierte Higgskopplung zu erzeugen.Die Resultate f�ur GR� sind innerhalb der Fehlergrenzen mit dem theoretischen WertGR� = 0 konsistent und werden in Tabelle 24 nicht gesondert aufgef�uhrt. Sie stellenim Vergleich zu [31] eine Verbesserung der numerischen Simulation dar, welche aufder Ber�ucksichtigung von Termen h�oherer Ordnung im inversen Fermionpropagatorberuht:In die De�nition der renormierten Yukawakopplung mit Hilfe der zugeh�origen, trun-kierten, Einteilchen-irreduziblen 3-Punkt-Greenfunktion �ndet �uber das Abschnei-den der �au�eren Beine auch der inverse Fermionpropagator Eingang. Im Gegen-satz zum Kontinuum ist auf dem Gitter daher eine De�nition im fermionischenImpuls Null nicht m�oglich. Verwendet man stattdessen den kleinstm�oglichen Impulsk = (0; 0; 0; �=T ), so lautet der inverse Fermionpropagator im Impulsraum bis zurersten Ordnung: 140



~�R(k) ' i
4�k4 +MR; �k4 � sin k4 = sin��T � ; MR =  0 �R�R 0 ! (234)mit der renormierten fermionischen Masse �R. Die Vernachl�assigung des Terms i
4�k4in [31] ist dort Ursache f�ur gro�e "�nite-size\-E�ekte. Erst auf gr�o�eren Gittern oderunter Hinzunahme dieses Terms werden die E�ekte f�ur die Yukawakopplungen soklein, da� die Werte von GR� mit Null vertr�aglich sind.Neben der in � =1 bestimmten, oberen Grenze f�ur die renormierte Higgskopplung,d.h. f�ur die Higgsmasse, ist auch die Obergrenze der renormierten YukawakopplungGR , also die maximale Masse der Fermionen, von Interesse. Das Vorgehen beimStudium dieses Aspektes st�utzt sich auf Beobachtungen in der reinen �4-Theorie[10]. Diese lassen erkennen, da� dort die renormierte Kopplung in der Skalenregion zubeiden Seiten des PM-FM-Phasen�ubergangs einen maximalen Wert von gR � 23 � gUannimmt, wenn gU die Unitarit�atsschranke bezeichnet. Auch in ihrem Verhalten beiAnn�aherung an den Phasen�ubergang konnte im wesentlichen �Ubereinstimmung zubeiden Seiten des �Ubergangs festgestellt werden. Geht man f�ur die Yukawakopplungin dem hier betrachteten Higgs-Yukawa-Modell von einem �ahnlichen Verhalten aus,lassen sich Anhaltspunkte �uber deren Obergrenze in der physikalisch relevanten FM-Phase bereits durch Untersuchungen in der PM-Phase gewinnen.DerWunsch, in der PM-Phase zu arbeiten, entspringt der dort wesentlich einfacherenEinstellung der renormierten Yukawakopplung GR :W�ahrend letztere in der gebrochenen Phase aufgrund der BeziehungengR � 3m2R�v2R ; GR � �R vR (235)durch die Forderung nach hinreichend kleinen, fermionischen und skalaren Massenbereits nahezu festgelegt ist, ist sie in der symmetrischen Phase allein von ihremnackten Wert G abh�angig.(Die soeben angegebene De�nition der Yukawakopplung ist eine andere als die wei-ter oben erw�ahnte De�nition mit Hilfe der trunkierten, Einteilchen-irreduziblen 3-Punkt-Greenfunktion. Die auf beiden Wegen in den Simulationen gewonnenen Werteunterscheiden sich allerdings innerhalb der Fehlergrenzen nicht. Die Werte in Tabelle24 beziehen sich auf die De�nition in (235), die folgenden Daten auf diejenige �uberdie 3-Punkt-Greenfunktion. Zur Unterscheidung wird f�ur die mittels der 3-Punkt-Greenfunktion de�nierte Yukawakopplung die Bezeichnung G(3)R eingef�uhrt.)Wie bereits oben angedeutet, sollte sich der maximale Wert f�ur G(3)R im Gebietbewiesener Osterwalder-Schrader-Positivit�at durch Einstellung von G entlang derAchse � = 0 ergeben. Diese Einstellung wurde zur Vermeidung gro�er "�nite-size\-E�ekte so vorgenommen, da� die physikalische skalare Masse m� auf dem 63 � 12-Gitter bei ungef�ahr 0.7 lag. Derselbe Punkt wurde auch bei anderen Gittergr�o�enbetrachtet, um das Volumenverhalten der interessierenden Gr�o�en absch�atzen zuk�onnen. Die Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengefa�t:Tabelle 25: Maximale renormierte Yukawakopplung in der PM-Phase(Werte der nackten Gr�o�en: � =1, G� = 0, G = 1:09, � = 0 and K = 2=19)Size mR ZR �R G(3)R 63 � 12 0.60(17) 1.11(38) 0.664(5) 5.84(16)83 � 12 0.56(11) 1.36(57) 0.654(9) 6.04(37)83 � 16 0.51(11) 1.44(73) 0.63(1) 5.87(54)141



Grundlage f�ur die Daten auf dem 63 �12-Gitter sind 20000 Messungen, auf den gro�enGittern jeweils 6000 Messungen.Den Resultaten l�a�t sich zweierlei entnehmen:1. G(3)R �andert seinen Wert beim �Ubergang zu gr�o�eren Gittern kaum; die Abwei-chungen bewegen sich innerhalb der Fehlergrenzen. Im Limes eines unendlichenVolumens sind demzufolge �ahnliche Werte zu erwarten.2. Der schlie�lich erreichte Wert f�ur G(3)R liegt deutlich �uber der Unitarit�ats-schranke von p2�. Der Unterschied zum maximalen Wert in der gebrochenenPhase (Punkt h in Tabelle 24) ist dabei nicht sehr gro�, l�a�t sich aber auchnicht vernachl�assigen. Ein Grund f�ur diese Diskrepanz mag sein, da�, wie derWert der skalaren Masse im Punkt h andeutet, die dort verwendete Gittergr�o�enicht ausreicht, um in die Skalenregion vorzusto�en.Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� die Einschleifen-St�orungsrechnung in derLage ist, die numerisch gefundenen Schranken der Higgskopplung zu beschreiben.Die nichtperturbativen Studien st�utzen demnach das st�orungstheoretische Scenario,die Trivialit�at des Higgs-Yukawa-Modells im Kontinuumslimes. Die Yukawakopplungerreicht allerdings Werte, die deutlich �uber der Unitarit�atsschranke liegen und sichdamit einer st�orungstheoretischen Behandlung entziehen. Dazu ist anzumerken, da�ihr Wert in der physikalisch relevanten FM-Phase auf vermutlich noch zu kleinenGittern bestimmt wurde, also weitere Untersuchungen erforderlich sind. Der CPU-Bedarf f�ur die bisherigen Studien betrug nach groben Sch�atzungen ungef�ahr 4000Stunden auf der CRAY Y-MP.
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7 ZusammenfassungDas Hauptinteresse der vorangegangenen Untersuchungen galt der Ermittlung undErprobung geeigneter, �uber die im Higgs-Yukawa-Modell bisher verwendeten Metho-den hinausgehender Verfahren zum Studium physikalisch relevanter Fragestellungen.Die Nennung der wesentlichen Ergebnisse und einiger, sich daraus ergebender Emp-fehlungen f�ur zuk�unftige Untersuchungen gitterregularisierter, fermionischer Theo-rien m�ogen diese Arbeit abschlie�en:Im Bereich der analytischen Untersuchungen wurde die "mean-�eld\-Approximation(MFA) betrachtet:Es zeigte sich, da� sie f�ur das U(1)L 
 U(1)R-symmetrische Higgs-Yukawa-Modellin ihrem G�ultigkeitsbereich trotz zum Teil grober N�aherungen bei der analytischenInversion der Hoppingmatrix brauchbare Resultate liefert, die in Teilen des Parame-terraumes auch quantitativ korrekt sind. So k�onnen ihre Vorhersagen hinsichtlich derLage von Phasen�uberg�angen in Bereichen gro�er und kleiner, fermionischer Hopping-parameter K eine wertvolle Unterst�utzung bei der Erkundung des Phasenraumesdurch numerische Simulationen sein und unter Umst�anden zu einer erheblichen Ein-sparung von Rechenzeit f�uhren.In Bereichen mittlerer K-Werte l�a�t die quantitative Genauigkeit der Vorhersagenzwar deutlich nach, aber auch dort werden viele numerisch festgestellte Sachverhal-te in ihren Tendenzen korrekt reproduziert. Dies betri�t insbesondere die Existenz,Lage und Breite der ferrimagnetischen Phase bei Variation der YukawakopplungenG ; G� sowie des Hoppingparameters K.Auch f�ur das Higgs-Yukawa-Modell mit SU(2)-Symmetrie sind die MF-Daten mitden vorhandenen Resultaten im obigen Sinne vertr�aglich; allerdings standen keinesehr ausf�uhrlichen numerischen Ergebnisse f�ur einen Vergleich zur Verf�ugung.S�amtliche Rechnungen werden aufwendiger, wenn man den Isinglimes verl�a�t undendliche Werte f�ur die Higgskopplung � w�ahlt. In diesem Fall ist zur Bestimmung derPhasengrenzen neben der Entwicklung nach K noch eine zus�atzliche Entwicklungim Produkt der Yukawakopplungen G G� erforderlich. Ein Vergleich der dann vor-liegenden Doppelreihe mit Resultaten aus einer Entwicklung vierzehnter Ordnungnach dem skalaren Hoppingparameter � f�ur den Grenzfall K = 0 zeigte erneut diequalitative G�ultigkeit der MF-Daten in bestimmten Parameterbereichen.Die Untersuchungen f�ur beliebige � ergaben, gemessen an der Variation von �,jedoch kaum �Anderungen im Verhalten des gesamten Modells. So erh�alt man imU(1)-Modell bis zur betrachteten, sechsten Ordnung der MFA lediglich eine geringeParallelverschiebung der Phasengrenzen.Diese Modi�kationen sind im SU(2)-Modell etwas gr�o�er, obwohl sie f�ur � > 1 im-mer noch unter zehn Prozent liegen. Dazu kommt bereits in niedriger Ordnung derMFA noch eine, wenn auch sehr geringe Verformung der Phasengrenzen f�ur � <1.Das Gesamtbild der Ergebnisse scheint aber dennoch auch hier mit der vermutetenUniversalit�at des Higgs-Yukawa-Modells bzgl. der Variation von � im Einklang zustehen.Schlie�lich wurde die MFA zur Untersuchung des Fermionpropagators und -kon-densats herangezogen. Dort ist, im Gegensatz zur Situation bei Bestimmung derPhasengrenzen, teilweise eine vollst�andige Summation aller f�ur die MFA relevantenBeitr�age, d.h. aller Terme f�uhrender Ordnung in der Dimension d, m�oglich. Auchin diesem Fall gilt das oben Gesagte: die MFA liefert in ihrem G�ultigkeitsbereichqualitativ, in einigen F�allen sogar quantitativ verwertbare Vorhersagen.Die Konsequenz dieser Untersuchungen dr�angt sich auf. In Zukunft sollten die Be-trachtungen �ahnlicher Modelle wenn m�oglich mit MF-Methoden begonnen oder we-143



nigstens von Beginn an durch begleitende MF-Studien unterst�utzt werden.Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit bestand darin, die Verwendbarkeit einer nu-merischen Methode zu pr�ufen, die es im Gegensatz zum Hybrid-Monte Carlo-Al-gorithmus (HMCA) erlaubt, eine ungerade Zahl von Fermionen auf dem Gitter zusimulieren; es handelt sich um das Hybrid-Classical-Langevin-Verfahren (HCLA).Zun�achst war festzustellen, wie sich das dabei auftretende Integralma�, d.h. insbe-sondere die Fermiondeterminante detQ, im Verlauf einer MC-Simulation entwickelt.Speicherplatzprobleme, die in diesem Zusammenhang auftraten, konnten durch einevorbereitende analytische Zerlegung der Fermionmatrix umgangen werden. Die dar-aufhin erzielten Resultate machen deutlich, da� die Fermiondeterminante im physi-kalisch interessanten Parameterbereich durch ihren Betrag approximierbar ist, da siedort immer einen positiven Realteil und einen im Vergleich dazu vernachl�assigbarenImagin�arteil besitzt. Unter bestimmten Voraussetzungen (jG j = jG�j) verschwin-det der Imagin�arteil sogar exakt. Somit war der Weg f�ur die MC-Simulation mitHilfe des HCLA geebnet.Durch einen Vergleich mit HMC-Resultaten f�ur eine gerade Anzahl von Fermionen(Nf = 2) wurde zun�achst die korrekte Implementation des HCLA auf dem Compu-ter �uberpr�uft und im Anschlu� eine Einstellung seiner algorithmischen Parameterauf g�unstige Werte vorgenommen.Bei zuk�unftiger Verwendung des HCLA sollten gerade in diesem letztgenannten Be-reich ausf�uhrlichere Untersuchungen statt�nden, um die Wahl der Parameterwerteweiter zu optimieren. So lie�e sich die g�unstigste Wahl von �, d.h. des Verh�altnisseszwischen klassischer Dynamik und Langevinalgorithmus, f�ur einfache Modelle ana-lytisch und in komplizierteren F�allen approximativ durch Messung der Korrelationinteressierender Observablen bestimmen. Eine Optimierung hinsichtlich der Schritt-weite �� hingegen w�are nur erforderlich, wenn die Rechenzeit die Verwendung eineszweiten Wertes f�ur �� und damit eine Extrapolation �� ! 0 nicht erlaubt. Insbeson-dere bei sehr langen Produktionsl�aufen kann sich der Aufwand, den eine Optimierungder Parameterwahl mit sich bringt, durch ein g�unstigeres Laufzeitverhalten w�ahrendder Produktion auszahlen.S�amtliche, in diesem Rahmen gefundenen Resultate zeigen allerdings klar die �Uberle-genheit des HMCA, die auch bei optimaler Parameterwahl im HCLA noch bestehenwird. Der HCLA sollte daher nur dort Anwendung �nden, wo der Gebrauch desHMCA an den Rahmenbedingungen scheitert.Im Anschlu� an diese Tests wurde der HCLA dazu herangezogen, die Lage einigerPhasengrenzen f�ur den Fall Nf = 1 zu bestimmen. Dies geschah, um festzustellen,ob eine Vermutung aus der MFA �uber die Lage der Phasengrenzen und die Er-gebnisse der numerischen Simulation mit dem HCLA miteinander vertr�aglich sindund sich dadurch gegenseitig st�utzen k�onnen. Besagter Vergleich verlief �ahnlich zu-friedenstellend wie der vorangegangene mit den HMC-Ergebnissen f�ur Nf = 2 undlieferte damit eine Best�atigung sowohl f�ur die Verwendbarkeit des HCLA als auchf�ur die MF-Vermutung �uber die Verschiebung der Phasengrenzen bei �Anderung desFermioninhaltes der Theorie.Schlie�lich konnte festgestellt werden, da� der HCLA zur Berechnung der physika-lisch interessanten Kopplungsschranken ebenfalls zu gebrauchen ist, wenn auch dieNachteile gegen�uber dem HMCA, insbesondere hinsichtlich der f�ur einen hinreichendkleinen, statistischen Fehler erforderlichen Zahl von Messungen noch deutlicher zuTage treten. Trotz der im Vergleich zum HMCA vor diesem Hintergrund verh�alt-nism�a�ig kleinen Statistik in den durchgef�uhrten Rechnungen deuten alle Me�ergeb-nisse darauf hin, da� auch f�ur Nf = 1 die Trivialit�atsschranke durch St�orungsrech-nung erster Ordnung bereits gut beschrieben wird.144



Mehr Statistik sowie Extrapolation der Schrittweite nach Null, Absch�atzung der"�nite-size\-E�ekte durch Verwendung verschiedener Gittergr�o�en und die Betrach-tung unterschiedlicher G -Werte sind zu einer Konkretisierung dieser Aussage aller-dings noch erforderlich. Auch die Eignung des HCLA zur numerischen Untersuchungder Vakuumstabilit�atsschranke [29] bleibt zu pr�ufen, wenngleich keine Anzeichen da-gegensprechen.Begleitend zu den analytischen und numerischen Untersuchungen der Arbeit fandenausf�uhrliche algorithmische Studien zur Beschleunigung iterativer Matrixinversionenstatt. In diesem Zusammenhang wurde ein Inversionsalgorithmus, das bikonjugierteGradientenverfahren (BCG), f�ur den Bereich gitterregularisierter Theorien mit Fer-mionen wiederentdeckt.F�ur die Verwendung der dann im wesentlichen drei untersuchten Algorithmen, desVerfahrens des minimalen Restes (MR), der Methode des konjugierten Gradien-ten (CG) und der BCG-Inversion, war zun�achst von Interesse, in welchen Gebietendes von den direkten Parametern G ; G� und K aufgespannten Raumes sie jeweilsdie beste Alternative darstellen. Im Verlaufe dieser Studien und der anschlie�endenUntersuchungen der Abh�angigkeit ihrer Laufzeiten vom Wert des skalaren Hop-pingparameters � wurde klar, da� s�amtliche Resultate vor Beginn der eigentlichenMC-Produktionsl�aufe, d.h. Resultate unter Verwendung nichtequilibrierter "Phanta-siekon�gurationen\, in Bezug auf den besten Algorithmus nur grobe Anhaltspunkteliefern k�onnen und daher auch w�ahrend der Produktion ein gelegentlicher Vergleichder Verfahren sinnvoll ist. Eine solche Gegen�uberstellung lie�e sich fest in die MC-Programme installieren und k�onnte somit automatisiert erfolgen. Nur in F�allen, dieeine der Inversionsmethoden eindeutig und f�ur alle �-Werte favorisieren, ist damitein Verlust an Rechenzeit verbunden. Wie derartige F�alle gelagert sind, kann aberbereits durch das Studium vor Beginn der Produktionsl�aufe abgesch�atzt werden,so da� sich eine solche Einbu�e vermeiden lie�e: So sprechen etwa gro�e Produkteder Yukawakopplungen jG G�j und kleine K-Werte f�ur die Verwendung des MR-Algorithmus. An dieses Gebiet grenzt im obengenannten Parameterraum in der Re-gel ein Bereich, f�ur den die BCG-Inversion vorzuziehen ist. In der verbleibendenRegion ist dann das CG-Verfahren optimal. F�ur sehr kleine K-Werte kann die Ver-wendung von BCG- bzw. MR-Algorithmus auch bei sehr kleinen jG G�j nochmalsvon Vorteil sein. Be�ndet man sich aufgrund der Wahl der direkten Parameter in-mitten eines dieser mit Hilfe von Zufalls- und Einheitskon�gurationen festgelegtenGebiete, ist davon auszugehen, in dem dort favorisierten Algorithmus auch f�ur dengesamten Produktionslauf die geeignete Wahl getro�en zu haben.Hinsichtlich der algorithmischen Parameter sei hier nur erw�ahnt, da� weder die Wahleines h�oheren Preconditioning im MR- oder BCG-Verfahren noch die �Uber- bzw.Unterrelaxation im MR-Algorithmus einen entscheidenden Vorteil bringen.Von Bedeutung f�ur die Geschwindigkeit der Matrixinversion ist neben dem Inver-sionsalgorithmus selbst auch die Qualit�at eines ersten Ratevektors f�ur x = A�1b.Die aus diesem Grunde untersuchten Rateverfahren zeigen unterschiedliche Vor-und Nachteile. Der "Gottliebtrick\ versagt bei zu gro�en Schrittweiten im MC-Algorithmus, d.h. einem zu gro�en Abstand aufeinanderfolgender Kon�gurationen.Derartige Schrittweiten sind allerdings bereits aus anderen Gr�unden zu verwerfenund damit nur von akademischem Interesse, so da� der "Gottliebtrick\ bei jedem, indiesem Rahmen betrachteten, relevanten Fall zu einer Beschleunigung f�uhrt. V�olligunabh�angig von der Schrittweite ist die Qualit�at eines Ratevektors, wenn dieser mitHilfe der Hoppingparameterentwicklung (HPE) der inversen Fermionmatrix kon-struiert wird. Ein weiterer Vorteil gegen�uber dem "Gottliebtrick\, der die Nutzungdieser Methode auch in Verbindung mit dem HCLA gestattet, liegt in der alleinigen145



Bezugnahme auf die aktuelle Feldkon�guration. Die G�ute dieses Verfahrens wirdjedoch auf �ahnliche Weise wie die der MR- bzw. BCG-Inversion, durch die Werteder Yukawakopplungen und des fermionischen Hoppingparameters bestimmt. Berei-che, in denen dieses Verfahren Erfolg verspricht, werden gerade auch vom MR- bzw.BCG-Algorithmus bevorzugt.Berechnungen eines Ratevektors oder Preconditioning der Fermionmatrix mit einerFFT-Methode f�uhrten aufgrund des hohen Zeitbedarfs der Fouriertransformationennicht zu einer Verbesserung.Im Verlauf dieser Studien konnten bei weitem nicht alle M�oglichkeiten zur Be-schleunigung der Matrixinversion getestet werden. So wurde der Frage unterschiedli-cher Konvergenzgeschwindigkeiten der einzelnen Verfahren innerhalb einer Inversionnicht nachgegangen: W�urde z.B. einer der Algorithmen, startend von einem erstenRatevektor, zu Beginn der Inversion besonders schnell, im weiteren Verlauf aberimmer langsamer konvergieren, w�are gegebenenfalls ein Wechsel der Methoden angeeigneter Stelle der Inversion von Vorteil.Die sehr gute Konvergenz des CG-Verfahrens f�ur die Einheitskon�guration kanndarauf hindeuten, da� es in den bevorzugten Bereichen dieses Algorithmus m�ogli-cherweise g�unstiger ist, vor der eigentlichen Inversion einen Ratevektor durch CG-Inversion einer Fermionmatrix zu erzeugen, in der �x durch < � > ersetzt ist. Auchdies wurde nicht untersucht. Dasselbe gilt f�ur die Konstruktion eines Ratevektorsdurch HPE im MR- bzw. BCG-Algorithmus.Als Folgerung aus obigen Resultaten w�are festzuhalten, da� neben unterschiedlichenInversionsmethoden auch verschiedene Rateverfahren in Programmen mit iterativerMatrixinversion implementiert sein sollten. Diese sind in zweifelhaften F�allen { umwelche es sich handelt, ist vor Beginn der MC-Simulationen abzusch�atzen { gele-gentlich mit Hilfe eines automatisierten Verfahrens zu vergleichen, damit immer diejeweils optimale Methode Anwendung �nden kann. Insbesondere bei Verwendung un-terschiedlicher Rechnerarchitekturen emp�ehlt sich eine derartige Vorgehensweise,da auch diese in Kombination mit den einzelnen Rateverfahren die Laufzeitverh�alt-nisse zwischen den verschiedenen Inversionsalgorithmen nicht unerheblich beein
us-sen k�onnten.Schlie�lich wurden in Kapitel 6 Ergebnisse aus dem Higgs-Yukawa-Projekt vorge-stellt. Auf der Basis einer deutlich gr�o�eren Statistik als im vierten Kapitel st�utzensie ebenfalls die Annahme, da� bereits die Einschleifen-St�orungsrechnung die Cuto�-abh�angigen Schranken der renormierten Kopplungen auch in Gegenwart schwererFermionen beschreiben kann.
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A Erwartungswerte und deren Grenzverhalten in derMFAZun�achst wird ausgenutzt, da� die f�ur die Berechnung von Erwartungswerten rele-vante Zustandssumme bzgl. der Gitterpunkte faktorisiert. (Dies ist das Charakteri-stikum der MFA). In unserem Fall hei�t dasZH = NYx=1�Z d�xf(H; �; �x; �+x )� = F (H; �)N (236)mit einem geeigneten Ma� d�, und folglich< g(�y) >H = 1ZH �Z d�yg(�y)f(H; �; �y; �+y )� NYx6=y �Z d�xf(H; �; �x; �+x )�= 1F (H; �) �Z d� g(�)f(H; �; �; �+)� : (237)Nun lassen sich sowohl f�ur endliche als auch f�ur divergente Selbstkopplung belie-bige �-Faktoren im Integral durch geeignetes Ableiten von f(H; �; �; �+) nach Herzeugen. Man verbleibt daher schlie�lich mit< g(�y) >H= 1F (H; �) g� HjH j @@jH j�F (H; �) : (238)Die Funktion F h�angt von der genauen Gestalt der Zustandssumme ab. Im U(1)-Modell, in dessen Rahmen die weiteren Betrachtungen angestellt werden, ist sie diemodi�zierte Besselfunktion nullter Ordnung I0 f�ur � =1 und die in (61) de�nierteFunktion F0 f�ur endliches �. (F�ur das SU(2)-Modell �nden sich alle diesbzgl. rele-vanten Angaben im Text.)In ist die modi�zierte Besselfunktion n-ter Ordnung:In(jH j) = �12 jH j�n 1Xk=0 �14 jH j2�kk!�(n+ k + 1) : (239)F0 besitzt eine der Besselfunktion nullter Ordnung �ahnelnde Struktur und ist bisauf einen konstanten Faktor, der vernachl�assigt wird, da er sich bei der Berechnungvon Erwartungswerten herausk�urzt, gegeben durchF0(jH j; �) = 1Xk=0 �14 jH j2�kk! (2�)� k2D�k�1 �1� 2�p2� � : (240)Die dabei auftretenden parabolischen Zylinderfunktionen stehen in Zusammenhangmit der Fehlerfunktion. Mit erfc(z) = 2p� Z 1z e�t2dt (241)und Inerfc(z) � Z 1z In�1erfc(t) dt 8n�0 (242)gilt die folgende Relation:D�k�1(zp2) = p2k�1�e z22 Ikerfc(z) : (243)Mit (238) lassen sich jetzt Erwartungswerte berechnen.147



A.1 Erwartungswerte bei divergentem �Auf Grundlage der vorangestellten Erl�auterung resultiert f�ur die n-te Potenz deskomplexen Skalarfeldes unter Verwendung der Abk�urzung @H = 1jH j @@jH j der Zusam-menhang:< (�)n >H = 1I0(jH j)(H@H)nI0(jH j) = 1I0(jH j)Hn(@H)nI0(jH j)= 1I0(jH j)HnjH j�nIn(jH j) = �H2 �n � 1n! +O(jH j2)� : (244)Die G�ultigkeit des zweiten Gleichheitszeichens folgt induktiv. Weitere Erwartungs-werte treten bei � =1 nicht auf.A.2 Erwartungswerte bei endlichem �Mit den obigen De�nitionen ergibt sich nun die Beziehung:< (�)n >H= 1F0(jH j; �)Hn(@H)nF0(jH j; �) = �H2 �n Inerfc(z)p�nerfc(z) � �1 + O(jH j2� :(245)z steht dabei, wie auch im folgenden, f�ur 1�2�2p� .Bezeichnet �a die a-te Komponente des realen �-Feldes, so ist unmittelbar klar, da�die Relation < �a >H= 1F0(jH j; �)(Ha@H)F0(jH j; �) : (246)gelten mu�. Daraus folgt f�ur Betragsquadrate sofort der Ausdruck:< j�j2i >H= 1F0(jH j; �) �2@H + jH j2@2H�i F0(jH j; �) : (247)Erneut verm�oge vollst�andiger Induktion ergibt sich daraus der Zusammenhang:< j�j2i >H= 1F0(jH j; �)(2i)!! " iXl=0 1(2l)!!  il ! jH j2l@i+lH #F0(jH j; �) : (248)Seine weitere Aufschl�usselung bis zur Ordnung jH j2 lautet< j�j2i >H = i! I ierfc(z)p�ierfc(z)+ i!4p�i "(i+ 1)I i+1erfc(z)I1erfc(z) � I ierfc(z)erfc(z) # f(�) jH j2+ O(jH j4) : (249)f(�) hat dabei dieselbe Bedeutung wie im Text.Bei der Entwicklung f�ur gro�e GG nach GG�1 ist folgender Erwartungswert vonBedeutung: < j�j�2i >H= 1F0(jH j; �)�14 Z Z dHdH+�i F0(jH j; �) : (250)148



Macht man zur Bedingung, da� diese Erwartungswerte im Falle divergenter Selbst-kopplung Eins sind, kann man die bei der Integration auftretenden freien Konstantenfestlegen und erh�alt induktiv< j�j�2i >H= 1 + 14 (1� f(�)) jH j2+ O(jH j4) : (251)Im allgemeinsten Fall endlicher Selbstkopplung und gleichzeitig kleinem fermioni-schen Hoppingparameter tritt noch ein weiterer Erwartungswert auf. Er lautet:< (�)nj�j2i >H= HnF0(jH j; �)(2i)!! " iXl=0 1(2l)!!  il !@nH jH j2l@i+lH #F0(jH j; �) (252)und ist daher, wie man leicht sieht, von der Ordnung Hn. Von diesen Erwartungs-werten ist deshalb nur derjenige bei n = 1 relevant. Eine Rechnung ergibt< �j�j2i >H= (i+ 1)!p�i+1 I i+1erfc(z)erfc(z) H2 �1 +O(jH j2)� (253)und eine entsprechende Beziehung f�ur < �+j�j2i >H .A.3 Das Grenzverhalten einiger ErwartungswerteDie Bestimmung des Grenzverhaltens von Erwartungswerten ist durch die Betrach-tung der auftretenden Fehlerfunktionsintegrale und ihrer Quotienten vorzubereiten.Gilt weiterhin z = 1�2�2p� so ergibt sich aus [38] mit Hilfe der Relationenlim�!0 Inerfc(z) = 0 8n�0 ; (254)@@z Inerfc(z) = �In�1erfc(z) 8n�0 (255)das asymptotische Verhalten (f�ur kleine �, d.h. gro�e z) in der Form:In+lerfc(z)I lerfc(z) � In�1erfc(z)I�1erfc(z) � 1(2z)n �1 + O( 1z2 )� : (256)F�ur gro�e �, d.h. z ! �1, l�a�t sich das folgende Verhalten induktiv zeigen:Inerfc(z) �  2znn! + zn�22(n� 2)! + O(zn�4)! (257)und daraus die nachstehende Beziehung ableiten:Inerfc(z)p�n � 2n! �2�� 12� �n �1 + n(n � 1)4z2 � : (258)Die genannten Ausdr�ucke enthalten als Spezialf�alle u.a.:lim�!1F0(jH j; �) = I0(jH j) (259)sowie: f(�) � 2�� 12� (260)149



und f�ur kleine �: f(�) � 11� 2� : (261)Nun l�a�t sich auch das Grenzverhalten f�ur die Erwartungswerte schnell ablesen. Sogilt z.B. f�ur gro�es �< (�)n >H � 1n! �H2 �n �2�� 12� �n ;< j�j�2i >H � 1 + 18� jH j2 ;< j�j2i >H � �2�� 12� �i + i8� �2�� 12� �i�1 jH j2 : (262)Dabei wurden nur die f�ur die durchgef�uhrten Rechnungen relevanten Ordnungenber�ucksichtigt.A.4 Erwartungswerte im SU(2)-ModellSei P (f1; :::; 2lg) = fp1; :::; p2lg die Menge aller Permutationen der Indices 1 bis 2l,so ist < �1x � � ��2lx >H= 1F (jH j)XP n lXi=0 1(2l� 2i)!! 1(2i)!Hp1 � � �Hp2i�p2i+1 ;p2i+2 � � ��p2l�1;p2l@l+iH oF (jH j) (263)bzw. f�ur ungerade �-Potenzen< �1x � � ��2l+1x >H= 1F (jH j)XP n lXi=0 1(2l� 2i)!! 1(2i+ 1)!Hp1 � � �Hp2i+1�p2i+2;p2i+3 � � ��p2l;p2l+1@l+i+1H oF (jH j) :(264)F (jH j) steht dabei f�ur I0(jH j)� I2(jH j). Damit w�are < �1 � � ��n >H f�ur gerade nvon nullter Ordnung in H und f�ur ungerade n von erster Ordnung. Gezeigt werdensoll hier, wie man vom ersten zum zweiten Ausdruck gelangt. Der Weg vom zweitenAusdruck zur n�achsten, dann wieder geraden �-Potenz verl�auft analog. Der Induk-tionsanfang ist trivial. Die zweite Relation mu� sich ergeben, wenn eine zus�atzlicheAbleitung nach H ausgef�uhrt wird, die wie bisher nicht auf den Faktor 1=F (jH j)wirkt. Dann bekommt man< �1x � � ��2lx �ax >H= 1F (jH j)XP @@HanoF (jH j) (265)mit der geschweiften Klammer aus (263). Ausdi�erentieren f�uhrt auf die Relation:@@Hano = n lXi=1 1(2l� 2i)!! 1(2i)!Hp1 � � �Hp2i�p2i+1;p2i+2 � � ��p2l�1;p2lh 2iXj=1 �a;pjHpj i@l+iH o+ n lXi=0 1(2l� 2i)!! 1(2i)!Hp1 � � �Hp2i�p2i+1;p2i+2 � � ��p2l�1;p2lHa@l+i+1H o :(266)150



Wird �uber alle Permutationen summiert, spielt es keine Rolle, wie man die Indicesp1 bis p2l verteilt. Da dies bzgl. der j-Summe f�ur jeden einzelnen Summanden derFall ist, kann man die Verteilung insbesondere so vornehmen, da� jeweils pj = p2igenannt wird. Damit l�a�t sich die j-Summe in (266) vorbehaltlich der sp�ateren Sum-mation �uber alle Permutationen durch den Ausdruck 2i �a;p2iHp2i ersetzen.Nimmt man anschlie�end Index a in die Permutationen der �-Indices auf, schreibtalso statt �a;p2i jetzt �pa;p2i , so �ndet eine Mehrfachz�ahlung statt. Es ist leicht ein-zusehen, da� sich so genau das 2(l� i+ 1)-fache der Ausgangssituation ergibt. DasEinbeziehen von a in die Permutation der H-Indices bedeutet f�ur die zweite Summein (266) entsprechend eine Mehrfachz�ahlung um den Faktor 2i + 1. Diese �Uberle-gungen f�uhren demzufolge auf die Gleichung:@@Hano = n lXi=1 Hp1 � � �Hp2i�1(2l� 2i+ 2)!!(2i� 1)!�pa;p2i�p2i+1 ;p2i+2 � � ��p2l�1;p2l@l+iH o+ n lXi=0 HpaHp1 � � �Hp2i(2l� 2i)!!(2i+ 1)!�p2i+1;p2i+2 � � � �p2l�1;p2l@l+i+1H o : (267)Umbenennung des ersten Summationsindex durch i! i+ 1 und Zusammenfassungder beiden Summen ergibt den gesuchten Ausdruck in (264), wenn man bedenkt,da� der Index a dort 2l+1 genannt wird und somit Aufnahme in die Permutationensowohl der �-Indices als auch der H-Indices gefunden hat.Das bisher Gesagte gilt, da es unabh�angig von der Gestalt der Funktion F (jH j) ist,nat�urlich genauso f�ur das U(1)-Modell, �ndet in dem Fall aber keine Verwendung,da dort nur Erwartungswerte auftreten, welche die hier Besprochenen zu einfacherenAusdr�ucken kombinieren, wie das nachstehende Beispiel zeigen wird. Diese Verein-fachung hat ihre Ursache darin, da� sich im U(1)-Fall schreiben l�a�t: � = Sk�k mitS = (1; i), w�ahrend im SU(2)-Fall gilt: ' = T k�k mit T = (1I2; i~�). Aufgrund derverschiedenen Relationen Sl �SkSl = �SlSk �Sl = 0 (268)und T l �T kT l = �2T k �T lT k �T l = �2 �T k (269)ergibt sich infolgedessen bzgl. der Erwartungswerte z.B. f�ur den Graphenr rrr (270)der nachstehende Zusammenhang in niedrigster Ordnung von H :< '+ >2< '2 > = trSU(2)( �T aT b �T cT d) < �a >< �b�d >< �c >= trSU(2)( �T aT b �T cT d)Ha4 �bd + O(H2)4 Hc4= �trSU(2)( �T aT c)HaHc32 +O(jH j4) = �jH j216 + O(jH j4) ;(271)w�ahrend im U(1)-Fall gilt:< �+ >2< �2 > = trU(1)( �SaSb �ScSd) < �a >< �b�d >< �c >= �SaSb �ScSdHa2 �bd +O(H2)2 Hc2 = 0 + O(jH j4) : (272)Demzufolge kann der Graph (270) nur im SU(2)-Modell einen Beitrag zur OrdnungjH j2 liefern. 151



B Vereinfachung der Spur in der A-B-Darstellung derMFADa �H und Mx in der A-B-Darstellung blockdiagonal sind, d.h. nur in den beiden4 
 4-Diagonalbl�ocken von Null verschiedene Eintr�age aufweisen, setzt sich nachDurchf�uhrung der Spur im Ortsraum die noch verbleibende Spur aus Summandenmit der Struktur< tr " A1 00 A1 ! 0 (G� � 
5G�)�x1(G� + 
5G�)�+x1 0 ! � � � A2n 00 A2n ! 0 (G� � 
5G�)�x2n(G� + 
5G�)�+x2n 0 !# >H (273)zusammen, wenn 2n die Zahl der G-Faktoren dieses speziellen Summanden ist. (Siemu� gerade sein, da sonst die Spur verschwindet). Fa�t man nun jeweils vier aufein-anderfolgende Matrizen zusammen, so ist das Ergebnis wieder blockdiagonal, unddie oberen Bl�ocke haben die Form:�G2�A1A2 +A1[A2; 
5]G�G� � A1
5A2
5G2���x1�+x2 : (274)In den unteren Bl�ocken tr�agt G� umgekehrtes Vorzeichen und die � nehmen jeweilsdie zum oberen Block konjugierten Werte an. Diese Aussage gilt dann nat�urlichauch f�ur die beiden Bl�ocke, die man erh�alt, wenn die nunmehr n Matrizen zu einerzusammengefa�t werden.Interessant sind f�ur alle Rechnungen nur die Terme der Ordnung jH j2. Aus diesemGrunde sind die Wege auf dem Gitter so zu w�ahlen, da� sich alle � bis auf genauzwei kompensieren. F�ur diese Terme enth�alt demnach in allen Summanden der eineDiagonalblock einen Faktor < �x�+y >H und der andere den Faktor < �+x �y >H . Inder MFA gilt aber< �x�+y >H=< �x >H< �+y >H= jH j24 =< �+x >H< �y >H=< �+x �y >H :(275)Der Erwartungswert l�a�t sich folglich aus der Spur herausziehen und es bleibt eineSpur �uber zwei 4 
 4-Bl�ocke, die sich nur im Vorzeichen von G� voneinander un-terscheiden. Aus diesem Grund enth�alt das Endresultat nur gerade Potenzen in G�und somit in G�. Unter Ber�ucksichtigung dieses Sachverhaltes, kann man sich daraufbeschr�anken, nur einen Block zu betrachten, und dadurch den Aufwand halbieren.F�ur endliches � ist diese Tatsache weniger o�ensichtlich. Denn jetzt kommt in jedemGitterpunkt ein Faktor h(j�j2) (siehe Text) hinzu. Ferner heben sich die mit demAuftreten der G-Faktoren verbundenen � nicht mehr auf, sondern bilden ihrerseitsPotenzen von j�j2. F�ur Terme der Ordnung jH j2 haben die �-Faktoren der beidenBl�ocke daher jetzt die Struktur< �xgx(j�j2) >H< �+y gy(j�j2) >H< F (j�j2) >H (276)bzw. < �+x gx(j�j2) >H< �ygy(j�j2) >H< F (j�j2) >H ; (277)wenn man Wege betrachtet, die zwei getrennte �-Faktoren aufweisen. Alle anderen,relevanten Beitr�age enthalten � nur als Potenzen der Betragsquadrate, so da� bereits152



die �-Faktoren selbst f�ur beide Bl�ocke identisch sind (nicht nur ihre Erwartungswer-te).Mit den De�nitionengx(j�xj2) = 1Xi=0 �ij�xj2i ; gy(j�yj2) = 1Xj=0�j j�y j2j (278)ergibt sich unter Verwendung von (253):< �xgx(j�j2)�+y gy(j�j2) >H = 1Xi;j=0 �i�j < �xj�xj2i >H< �+y j�y j2j >H= 1Xi;j=0 �i�j HH+ < �+x j�xj2i >H H+H < �y j�y j2j >H= 1Xi;j=0 �i�j < �+x j�xj2i >H< �y j�yj2j >H= < �+x gx(j�j2)�ygy(j�j2) >H : (279)Die Erwartungswerte lassen sich also in jedem Fall wieder aus der Spur herausziehenund erlauben daher dasselbe Vorgehen wie im Fall divergenter Selbstkopplung.Im SU(2)-Modell gestaltet sich die Untersuchung dieses Problems schwieriger undsoll deshalb nur exemplarisch anhand eines einfachen Graphen geschehen. Betrachtetman die Doppelkette der L�ange zwei, die an allen vier Gitterpunkten einen G-Faktortr�agt (270), �ndet sich im oberen Block: < trSU(2)('x'+y 'x'+z ) >H , im unteren dieSpur des komplex-konjugierten Ausdrucks. Die Spurbildung im SU(2)-Raum derartvon der Restspur abzutrennen ist m�oglich, da sich die Matrizen als direktes Produktdes SU(2)-Anteils mit dem Rest schreiben lassen. Nun gilt in niedrigster Ordnungvon H der Zusammenhang:< trSU(2)('x'+y 'x'+z ) >H= < �k1x �k3x >H< �k2y >H< �k4z >H trSU(2) �T k1 �T k2T k3 �T k4�=  (14 + jH j248 )�k1;k3 + Hk1Hk324 ! Hk24 Hk44 trSU(2) �T k1 �T k2T k3 �T k4� : (280)Betrachtet man im weiteren nur die Ordnung H2 und ber�ucksichtigt die Relation�T lT k �T l = �2 �T k, f�uhrt dies auf die Beziehung:< trSU(2)('x'+y 'x'+z ) >H = �Hk2Hk432 trSU(2) �T k2 �T k4� = � 132trSU(2) �HH+�= �jH j216 =< trSU(2)('+x'y'+x 'z) >H : (281)Auch hier sind daher die Erwartungswerte in beiden Diagonalbl�ocken gleich. Dieskonnte f�ur alle betrachteten Graphen gezeigt werden. Ein Vorgehen analog demU(1)-Fall war daher m�oglich. 153



C Explizite Berechnung der ersten Koe�zienten derHPEC.1 � =1Betrachtet wird im folgenden nur der zu jH j2 proportionale Anteil.A1Dem allgemeinen Ausdruck f�ur Ai aus (36) entnimmt man den Spezialfall:A1 = 12 jH j2 Xx1;x2 hG2�tr (hx1;x2hx2;x1)� 2G2� � 0� G2�tr (
5hx1;x2
5hx2;x1)i : (282)Es erweist sich insbesondere bei h�oherer Ordnung von K als g�unstig, die jeweiligenSummen �uber die Spuren graphisch zu verdeutlichen. Da die Matrix hx;y f�ur einenSchritt der L�ange Eins von x nach y steht, liegt folgende Veranschaulichung nahe:Xx1;x2G2�tr (hx1;x2hx2;x1) = b b (283)und Xx1;x2G2�tr (
5hx1;x2
5hx2;x1) = r r : (284)d.h. das Auftreten von 
5G� kennzeichnet ein ausgef�ullter Kreis, das von G� einleerer Kreis. Dem vorigen Abschnitt entnimmt man, da� deren Anzahl jeweils geradesein mu�. Mit hxy =P�(
� + 1)�x;y+� folgt aus (282) der Zusammenhang:A1 = 12 jH j2Xx;� hG2�tr ((
� + 1)(
�� + 1))�G2�tr (
5(
� + 1)
5(
�� + 1))i= �12 jH j2G2�Xx;� 2tr(
� + 1) = �jH j2G2�2d=2Xx;� : (285)Der jetzt o�ensichtliche Wegfall des zu G2� proportionalen Terms unterliegt einerallgemeinen Regel: In einem Appendix, d.h. zwischen 
� + 1 und 
�� + 1, mu� ein
5G� auftreten, damit der Graph nicht verschwindet, ein leerer Kreis ist also ineinem Appendix ist nicht erlaubt. Graphisch lautet Gleichung (285) demzufolgeA1 = 12 jH j2( b b + r r) = 12 jH j2( r r) : (286)Die letzte Summe in (285) beschreibt den Einbettungsfaktor des verbleibenden Gra-phen, d.h. die Zahl der M�oglichkeiten, ihn auf dem Gitter zu plazieren. In einemd-dimensionalen Gitter aus N Punkten betr�agt er 2dN und f�uhrt aufA1 = �2jH j2G2�2d=2dN : (287)Aus der graphischen Darstellung l�a�t sich daher dieser Einbettungsfaktor sowie diePotenzen der Yukawakopplungen "direkt\ ablesen. Was bleibt, ist die Berechnungder Spur f�ur einen einzelnen Graphen, d.h. Summanden der Summe �uber die Git-terpunkte und Richtungen, in unserem Fall also vontr (
5(
� + 1)
5(
�� + 1)) = 2 � 2d=2 : (288)154



A2ist gegeben durch die Gleichung:A2 = 12 ��2jH j2Px1;���;x4h 6G2� tr(hx1;x2 � � �hx4;x1)�4G2� tr(
5hx1;x2
5hx2;x3hx3;x4hx4;x1)�2G2� tr(
5hx1;x2hx2;x3
5hx3;x4hx4;x1)i : (289)Zur Konstruktion der graphischen Darstellung ist jetzt zu beachten, da� allein Termeder Ordnung jH j2 gesucht sind. D.h. im U(1)-Modell bei divergenter Selbstkopplungm�ussen genau zwei �-Faktoren auftreten. Aus diesem Grunde darf es nur zwei "ein-same\ Kreise geben, ansonsten sind alle Gitterpunkte in geeigneter Weise von einergeraden Zahl von Kreisen (inclusive Null) zu besetzen. Die Eigenschaft "geeignet\mu� hier nicht genau spezi�ziert werden. Bis zur Ordnung K6 bedeutet sie, da� Nulldie einzige erlaubte gerade Anzahl ist, erst ab der Ordnung K8 sind auch zwei Kreisean einem Gitterpunkt m�oglich (33). Unter Ber�ucksichtigung dieser Regeln kommtman zu nachstehender Beziehung:A2 = 12 jH j2h b b + r r + � r r + r����r + r r�i : (290)Wieder lassen sich an den verschiedenen Graphentypen die Einbettungsfaktoren unddie Potenzen der Yukawakopplungen leicht ablesen. (Die kreisfreien Gitterpunkte lie-fern pro Durchlauf einen Faktor ��.) Aber auch die Vorfaktoren aus (289) erkenntman graphisch: Da die Matrizen in einer Spur zyklisch permutiert werden k�onnen,ist das Resultat f�ur einen Graphen unabh�angig von der absoluten Position der Krei-se. Allerdings vertauschen die 
5 in der Spur nicht mit den anderen 
-Matrizen.W�ahrend also in Graphen mit leeren Kreisen das Ergebnis von deren relativer Posi-tion unbeein
u�t ist, h�angt es bei Graphen mit vollen Kreisen davon ab. Genau diesf�uhrt zur Unterscheidung des zweiten und dritten Graphen. Im ersten Graphen aus(290) gibt es demzufolge sechs m�ogliche Anordnungen f�ur das Kreispaar, im zweitenGraphen vier, im dritten zwei.F�ur den dritten Graphentypen ist, nachdem die Kreise festliegen, eine weitere Di�e-renzierung m�oglich und erforderlich. Er zerf�allt seinerseits in drei Graphen (Graphohne Appendix, gestreckte und geknickte Doppelkette) mit verschiedenen Einbet-tungsfaktoren und unterschiedlicher Spur. Nach der Berechnung der Spur f�ur alleGraphentypen erh�alt man :A2 = �12 ��2jH j2 h48G2�Nd(d� 1)2d=2 + 32G2�Nd(d� 1)2d=2 +�16G2�Nd(d� 1)2d=2 + 32G2�Nd(d� 1)2d=2 + 32G2�Nd 2d=2�i :(291)C.2 � <1Wie schon im Text ausgef�uhrt, gibt es verschiedene Typen von Beitr�agen:1. Die Beitr�age nullter Ordnung in K enthalten keine Hoppingmatrizen hx;y ,womit eine graphische Darstellung entf�allt.155



2. Beitr�age, bei denen sich alle mit den G-Faktoren verbundenen �'s zu Betrags-quadraten kompensieren (dies erfordert an jedem Gitterpunkt eine gerade An-zahl von Kreisen) treten bis zur hier betrachteten vierten Ordnung von K nochnicht auf.3. Einen Beitrag ohne G-Faktoren gibt es erstmals bei Graphen der L�ange Vier.Er entsteht dadurch, da� an jedem Gitterpunkt ein Faktor h(j�j2) auftritt.Bei einer Entwicklung bis zur ersten Ordnung in GG kommt dieser Faktornicht voll zum Tragen, sondern bewirkt in der Ordnung jH j2 das Auftretendes Faktors GGj�j2 an genau einem Punkt des Graphen. F�ur die Wahl diesesPunktes gibt es vier M�oglichkeiten. Daher lautet der Beitrag schlie�lich (Spurund Einbettungsfaktor sind dieselben wie beim entsprechenden Graphen imFall divergenter Selbstkopplung, der keine G�-Faktoren enth�alt):� 8Nd(d� 1) 2d=2 4GG < j�j2 >H : (292)4. Die Beitr�age mit zwei getrennten �-Faktoren ergeben sich aus denen f�ur � =1durch einfaches Ersetzen der Erwartungswerte, so da�a1 = A114 jH j2 �< �h(j�j2) >H< �+h(j�j2) >H�= A114 jH j2 �< � >H< �+ >H +GG < �j�j2 >H< �+ >H +GG < � >H< �+j�j2 >H� ; (293)bei Entwicklung bis zur Ordnung (GG)1. Ebenso erh�alt man die Relation:a2 = A214 jH j2 �< �h(j�j2) >H< �+h(j�j2) >H< h(j�j2) >2H�= A214 jH j2 h< � >H< �+ >H +GG�< �j�j2 >H< �+ >H ++ < � >H< �+j�j2 >H + < � >H< �+ >H< 2j�j2 >H�i :(294)
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D Inversion der HoppingmatrixD.1 Formale InversionDa die Hoppingmatrix in der A-B-Darstellung blockdiagonal ist, lassen sich die bei-den identischen Bl�ocke einzeln invertieren. Man beginnt infolgedessen mitHx;y = KX� (
� + 1)�x;y+� (295)und macht den Ansatz: H�1x;y = Z ��� ddk(2�)d ~�(k)eik(x�y) : (296)Dann ergibt die Identit�at Xy H�1x;yHy;0 = �x;0 (297)im Fourierraum die Relation:~�(k) = P�>0 cosk� + i
� sin k�2K �(P�>0 cos k�)2 +P�>0 sin2 k�� : (298)Daraus folgt f�ur die inverse Hoppingmatrix der Zusammenhang:H�1x;y = Z ��� ddk(2�)deik(x�y)P�>0 eik� + e�ik� + 
� �eik� � e�ik��4K �(P�>0 cosk�)2 +P�>0 sin2 k��� X�>0(Gx;y�� + Gx;y+�) + 
�(Gx;y�� � Gx;y+�)= X� (1� 
�)Gx;y+� : (299)Zu berechnen ist daher noch Gx;y+� = G0;y+��x � G0;t, d.h. der Ausdruck:G0;t = 14K Z ��� ddk(2�)d e�ikt(P�>0 cosk�)2 +P�>0 sin2 k� : (300)St�orend ist die Tatsache, da� das Impulsintegral nicht faktorisiert. Ursache daf�urist zum einen das Auftreten des Impulses im Nenner des Integranden, zum anderendas Quadrat der Cosinussumme. Beides l�a�t sich allerdings durch Einf�uhrung vonParameterintegralen beheben. Im ersten Schritt erh�alt manG0;t = 14K Z ��� ddk(2�)de�ikt Z 10 d! expf�![(X�>0 cos k�)2 +X�>0 sin2 k�]g : (301)Auf Kosten eines weiteren Parameters l�a�t sich der Cosinusanteil als Gau�integralschreiben und es ergibt sich:G0;t = 14K Z ��� ddk(2�)de�ikt Z 10 d!p4�! Z 1�1 dye� y24! expfiyX�>0 cosk��!X�>0 sin2 k�g :(302)Jetzt faktorisiert die Impulsintegration, so da� daraus die GleichungG0;t = 14K Z 10 d!p4�! Z 1�1 dye� y24! dY�=1�Z ��� dk�2� e�ik�t�eiy cosk��! sin2 k�� (303)157



resultiert. Nutzt man die Relation sin2 x = 12� 12 cos 2x zusammen mit der Beziehungez cos � = P1n=�1 In(z)ein� , in der In(z) wieder die modi�zierte Besselfunktion n-ter Ordnung bezeichnet, ergibt sich f�ur das Integral in geschweiften Klammern derAusdruck: Z ��� dk�2� e�ik�t�eiy cosk��! sin2 k� =e!2 1Xm;n=�1 �Z ��� dk�2� e�ik�t�ein2k�eimk�� In(!2 )Im(iy) : (304)Das verbleibende Impulsintegral ist also im wesentlichen eine �-Funktion. Mit derBesselfunktion J�(y) = i��I�(iy) und nach einer Substitution y2! ! z22 sowie !d2 ! xbekommt man schlie�lich das Resultat:G0;t = 12Kd Z 10 dxp8�e�x Z 1�1 dze� z28 dY�=1( 1Xn=�1 ijt��2njIn(xd)Jjt��2nj(rxdz)) :(305)D.2 Analyse der d-Abh�angigkeitIn (305) treten die d-Potenzen nur noch in dem Produkt:f(rxd ; z) = dY�=1( 1Xn=�1 ijt��2njIn(xd)Jjt��2nj(rxdz)) (306)auf und �andern sich auch durch die Integration �uber x bzw. z nicht mehr, lassensich also an f(px=d; z) ablesen.Beitr�age zur d-Potenz ergeben sich auf zwei verschiedene Weisen:Einerseits gibt es den Beitrag aus der Betrachtung eines einzelnen Summanden vonf(px=d; z), andererseits kann sich ein von d abh�angiger, kombinatorischer Faktorergeben, der die H�au�gkeit eines bestimmten Summanden in f(px=d; z) wiedergibt.Bei der nun folgenden Untersuchung des dadurch festgelegten d-Verhaltens sei derGittervektor t = (t1; � � � ; td) beliebig, aber fest. Die L�ange eines solchen Gittervektorsist die Summe der Betr�age seiner Komponenten, also jtj =Pdj=1 jtj j.Betrachtet man zun�achst einen einzelnen Summanden, so hat er die Gestalt:/ dYj=1 Ijnj j(xd)Jjtj�2nj j(rxdz) : (307)Seine niedrigste 1=d-Potenz ist folglich jnj+ 12 jt� 2nj. Bei festem t nimmt diese ihrMinimum jtj=2 genau dann an, wenn 0 � nj � tj=2 bzw. tj=2 � nj � 0, f�ur alle j.Liegt nj au�erhalb dieses im folgenden mit Ij bezeichneten "Minimum\-Intervallsund betr�agt die Entfernung zu n�achstgelegenen Intervallgrenze jpj j so ist die kleinste1=d-Potenz eines solchen Summanden jtj=2 + 2jpj.F�ur die Anzahl dieser Summanden l�a�t sich die folgenden Aussage tre�en:Liegen alle nj in ihren jeweiligen Minimumsintervallen Ij , so umfa�t/ dYj=10@ Xnj2Ij Ijnj j(xd )Jjtj�2nj j(rxdz)1A (308)158



gerade s�amtliche Summanden, welche, einzeln betrachtet, die h�ochste d-Potenz ent-halten. Dies l�a�t sich f�ur gro�e d umformen zu�xd� 12 jtj (1 +O(xd ))d = �xd� 12 jtj eO(x) ; (309)denn der Vorfaktor von xd h�angt hier nicht von d ab, sondern von den tj . D.h. auchder zusammengefa�te Beitrag aller Summanden mit nj 2 Ij ; 8j hat jtj=2 als nied-rigste Ordnung in 1=d.W�ahlt man nun m der nj au�erhalb der Intervalle Ij , so l�a�t sich der kombinatori-sche Faktor wie folgt absch�atzen. W�aren die Summanden unabh�angig davon, welcheder d m�oglichen nj nicht in den Minimumsintervallen liegen, g�abe es jeweils d!m!(d�m)!identische Beitr�age. Ist diese Unabh�angigkeit nicht gegeben, wird ihre Anzahl klei-ner. Ausgehend von einem Summanden mit nj 2 Ij ; 8j erh�alt man also f�ur gro�ed jetzt maximal / dm identische Beitr�age, bei denen m der nj nicht in Ij liegen.Verf�ahrt man bei festem t mit allen Summanden aus (308) auf diese Weise, �andertsich die d-Abh�angigkeit des kombinatorischen Faktors aufgrund von (309) nicht. Sol-che Ausdr�ucke weisen daher gegen�uber denen mit minimaler 1=d-Potenz noch einenZusatzfaktor dm�2jpj auf. Da m der pj von Null verschieden sind, also jpj � m, be-deutet dies, da� sie wenigstens um einen Faktor d�m unterdr�uckt sind.Zusammenfassend l�a�t sich also bis hierher sagen, da� es bei festem t zur jeweilsf�uhrenden Ordnung in 1=d nur Beitr�age durch die Summanden gibt, welche die Mi-nimumsbedingung erf�ullen. Die f�uhrende Ordnung ist dann gegeben durch d�jtj=2.Bevor nun f�ur einige t eine explizite Berechnung erfolgt, l�a�t sich eine weitere allge-meine Feststellung tre�en, wenn man die Potenzen von z betrachtet.Da Jjnj(x) = xjnjFjnj(x) mit einer in x geraden Funktion Fjnj, lauten in (307) diez-Potenzen: jt � 2nj + 2q, mit q 2 IN0. Diese m�ussen, damit der Ausdruck die z-Integration in (305) �uberlebt, gerade sein, d.h. nur Terme mit geradem jtj liefernnichtverschwindende Beitr�age. Erinnert man sich an die De�nition von t, bedeutetdies, da� die inverse Hoppingmatrix ( �H�1)x;y nur dort von Null verschiedene Ein-tr�age hat, wo die Punkte x; y auf dem Gitter eine ungerade Wegstrecke trennt. DieseAussage konnte durch den Vergleich mit einer numerischen Inversion von �H exaktbest�atigt werden. Insbesondere hat also ( �H�1)x;y keinen lokalen Beitrag / �x;y. F�ureinen geschlossenen Weg auf dem Gitter ist daher weiterhin eine gerade Anzahl von(jetzt inversen) Hoppingmatrizen erforderlich.D.3 Explizite Berechnung von �H�1 in f�uhrender Ordnung von dGem�a� den Resultaten des vorangegangenen Abschnitts f�ur beliebiges, aber festest, ist in f�uhrender Ordnung von d zun�achst nur der Fall t = 0 interessant. F�uhrendeOrdnung in d bedeutet dann zugleich nj = 0 ; 8j. Demzufolge besteht jetzt derZusammenhang:G0;t = 12Kd Z 10 dxp8�e�x Z 1�1 dze� z28 �I0(xd )J0(rxdz)�d dY�=1 �0;t� : (310)Um die Konsistenz zu wahren, sind auch hier die h�oheren Ordnungen von 1=d zuvernachl�assigen. Aufgrund der Beziehung�I0(xd )J0(rxdz)�d = �1� 14 xdz2 + O((xd)2)�d = expf�d�14 xdz2 + O((xd)2)�g= expf�x4z2g "1 + 1Xn=1 (�1)nn! dnO((xd)2n)# (311)159



verbleibt man also mit dem Ausdruck:G0;t = 12Kd Z 10 dxp8�e�x Z 1�1 dze�( 18+x4 )z2�0;t +O( 1d2 ) : (312)Daraus ergibt sich nun leicht, die Relation:G0;t = pe2Kd �r�2 � Z 10 dye� y22 � �0;t +O( 1d2 ) = 0:65562Kd �0;t + O( 1d2 ) : (313)Wegen der z-Integration ist die n�achste Ordnung in 1=d durch jtj = 2 charakterisiert,ist also d�1. Das Produkt �uber die Besselfunktionen reduziert sich bei diesem jtj inf�uhrender Ordnung 1=d auf den folgenden Ausdruck (die Argumente der Funktionensind die �ublichen):(I0J0)d�1 (I1J0 � I0J2)X� �t;2�̂ � (I0J0)d�2 (I0J1)2 12 Xj�j6=j�j �t;�̂+�̂= (I0J0)d 24�I1I0 � J2J0�X� �t;2�̂ � �J1J0�2 12 Xj�j6=j�j �t;�̂+�̂35 : (314)Der erste Faktor ist zu behandeln wie in (311). Die Entwicklung des zweiten Faktorsf�ur gro�e d ergibt in f�uhrender Ordnung von 1=dh i = xd 24 12 � z28 !X� �t;2�̂ � z28 Xj�j6=j�j �t;�̂+�̂35+O(xd )2 : (315)Das bedeutet f�ur G0;t:G0;t = 0:65562Kd �0;t +12Kd2 Z 10 dxp8�xe�x Z 1�1 dze�( 18+x4 )z2 244� z28 X� �t;2�̂ � z28 Xj�j6=j�j �t;�̂+�̂35 :(316)Die z-Integration l�a�t sich explizit ausf�uhren. Die Berechnung der verbleibendenx-Integrale mit MAPLE liefert schlie�lichG0;t = a2Kd�0;t + 1� a4Kd2 X� �t;2�̂ � 2a� 18Kd2 Xj�j6=j�j �t;�̂+�̂ (317)mit a = 0:6556.
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E Rechnungen zum Fermionpropagator in der MFAE.1 Summationen �uber alle WegeAZun�achst l�a�t sich die Summe �uber alle Wege umformen zua(q)i � Xx e�iq�x X�1;:::;�i iYj=1(
�j + 1)�x;0+�̂1+:::+�̂i= X�1;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i) iYj=1(
�j + 1) : (318)Dabei nehmen die �j die Werte �1 bis �d an und �̂ ist der Einheitsvektor inRichtung �. Man berechnet nun leicht die folgende Rekursion:a(q)i+1 = X�1;:::;�i+1 e�iq�(�̂1+:::+�̂i+1) i+1Yj=1(
�j + 1) = X�i+1 e�iq��̂i+1a(q)i (
�i+1 + 1)= X�i+1>0 he�iq��̂i+1(
�i+1 + 1) + eiq��̂i+1(
��i+1 + 1)ia(q)i= 2 X�i+1>0 �cos(q � �̂i+1)� i
�i+1 sin(q � �̂i+1)� a(q)i= 20@ X�i+1>0 cos(q � �̂i+1)1A 1I4a(q)i= 2(d� 2nq)a(q)i ; (319)wobei nq die Zahl der von Null verschiedenen Komponenten von q und qi 2 f0; �gist. Mit dem Rekursionsanfang a(q)0 = 1I4 gilt demnacha(q)i = (2(d� 2nq))i 1I4 : (320)BHier folgt ebenso die Beziehungb(q)i � Xx e�iq�x( dXk=1 xk
k) X�1;:::;�i iYj=1(
�j + 1)�x;0+�1+:::+�i= X�1;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i)( iXk=1
�k) iYj=1(
�j + 1) : (321)Die Rekursionsformel ergibt sich nun wie folgt:b(q)i+1 = X�1;:::;�i+1( i+1Xk=1 
�k)e�iq�(�̂1+:::+�̂i+1) i+1Yj=1(
�j + 1)= X�i+1 e�iq��̂i+1 240@ X�1 ;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i)( iXk=1
�k) iYj=1(
�j + 1)1A (
�i+1 + 1)+
�i+1 X�1;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i) iYj=1(
�j + 1)(
�i+1 + 1)35= X�i+1 e�iq��̂i+1 hb(q)i (
�i+1 + 1) + 
�i+1a(q)i (
�i+1 + 1)i= 2(d� 2nq)(b(q)i + a(q)i ) : (322)161



Mit dem Rekursionsanfang b(q)0 = 0 erh�alt man daherb(q)i = i (2(d� 2nq))i 1I4 : (323)Der Vorfaktor von B lautet22d� q̂2 =  d� 2 dXk=1 sin2(qk2 )!�1 = 1d� 2nq : (324)E.2 Einbinden irreduzibler BausteineDie Einbindung appendixfreier geschlossener Wege, die mit einer G-Matrix beginnenund enden, l�a�t sich einfach handhaben, da es sich dabei lediglich um das Einf�ugenvon Zahlen I2; I3 etc. handelt, die keinen Ein
u� auf die Struktur der Koe�zientenai(q) oder bi(q) haben. Etwas aufwendiger ist die Ber�ucksichtigung der Bausteineaus (128). Da sie 
-Matrizen enthalten, �andern sie m�oglicherweise die Diracstrukturder Koe�zienten:Mit ��(��2 � (G2� � G2�))�1 � I0 gilt ohne die Ber�ucksichtigung weiterer irreduziblerBausteine nach (116) der Zusammenhang:A(q)
 1I4 = I0 1Xi=0 I i0Kiai(q) ;B�(q)� 
5B�(q) = 1d� 2nq I0 1Xi=0 I i0Kibi(q) : (325)Ersetzt man nun an beliebigen Stellen I0 durch irgendeinen anderen irreduziblenBaustein, f�uhrt dies auf die Ausdr�ucke:A(q)
 1I4 = I0 1Xi=0 I i0Ki i+1Xj=0 i+ 1j ! I�j0 �ai(q) �Bj� ;B�(q)� 
5B�(q) = 1d� 2nq I0 1Xi=0 I i0Ki i+1Xj=0 i+ 1j ! I�j0 �bi(q) �Bj� :(326)Dabei meint � eine irgendwie geartete Verkn�upfung, die i.a. sogar von der Stelleabh�angen k�onnte, an der die Bausteine B eingef�ugt werden. Da dies bei allen hierbetrachteten Bausteinen nicht der Fall ist, ist die obige Schreibweise wohlde�niert.Ist Bg nun einer oder mehrere der hier betrachteten geschlossenen Graphen, so l�a�tes sich durch eine Zahl ohne Diracstruktur ausdr�ucken, die Verkn�upfung � ist daherrein multiplikativ. Man erh�alt auf diese Weise die Beziehungen:A(q)
 1I4 = (I0 +Bg) 1Xi=0(I0 + Bg)iKiai(q) ;B�(q)� 
5B�(q) = 1d� 2nq (I0 +Bg) 1Xi=0(I0 +Bg)iKibi(q) : (327)Ber�ucksichtigung solcher Bausteine erfolgt also einfach durch Addition in den ir-reduziblen Anteilen. In der Ordnung K6 treten erstmals irreduzible Bausteine auf,bei denen dies nicht mehr der Fall ist. Um sie einzubeziehen, ist zun�achst die Ver-kn�upfung durchzuf�uhren. 162



AF�ugt man den Baustein B�;� � a(G� � 
5G�)(
� + 1)(
� + 1)(G�+ 
5G�) in einenGraphen, der bisher nur aus L und I0 bzw. Bg aufgebaut ist, an die l-te Stelle ein,so folgt mit den Abk�urzungen (
� � 1) � 
�� und (G� � 
5G�) = G� die Relation:ai(q) �B�;� = X�1;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i) lYj=1
+�j 0@ X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)B�;�1A iYr=l+1 
+�r� S(q)ai(q) : (328)Dabei gilt mit qi 2 f0; �g 8iS(q) = 0@ X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)B�;�1A= 4aG�� X�>�>0 cos(q� + q�) + cos(q� � q�)� i(
� + 
�) sin(q� + q�)�i(
� � 
�) sin(q� � q�)�G+= 8aG�0@ X�>�>0 cos q� cos q�1AG+= [2d(2d� 2)� 16nq(d� nq)]a(G2� �G2�)1I4 : (329)BF�ur bi ergibt sichbi(q) �B�;� = X�1;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i) X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂) iXk=1 
�k + 
� + 
�!lYj=1 
+�jB�;� iYr=l+1 
+�r= X�1;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i)  iXk=1
�k! lYj=1 
+�j 0@ X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)B�;�1A iYr=l+1 
+�r+ X�1;:::;�i e�iq�(�̂1+:::+�̂i) X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)(
� + 
�) lYj=1 
+�j B�;� iYr=l+1 
+�r= S(q)bi(q) + X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)(
� + 
�) X�1;:::;�l e�iq�(�̂1+:::+�̂l) lYj=1 
+�jB�;� X�l+1 ;:::;�i e�iq�(�̂l+1+:::+�̂i) iYr=l+1 
+�r= S(q)bi(q) + X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)(
� + 
�)al(q)B�;�ai�l(q)� S(q)bi(q) + T (q)ai(q) (330)mitT (q) = X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)(
� + 
�)B�;� = 2aG+0@ X�;�;� 6=�� e�iq�(�̂+�̂)
+� 1AG+= 2 [2d(2d� 2)� 16nq(d� nq)]a �G2� +G2� + 2
5G�G�� � T� + 
5T� :(331)163



Das bedeutet f�ur das Einf�ugen von n Bausteinen dieser Artai(q) � (B�;�)n = Sn(q)ai(q) ;bi(q) � (B�;�)n = Sn(q)bi(q) + nSn�1(q)T (q)ai(q) ; (332)was sich leicht induktiv zeigen l�a�t. Damit ist das Resultat insbesondere unabh�angigvon der Stelle, an der der Baustein B�;� eingef�ugt wurde. Demzufolge erh�alt mandie Beziehungen:A(q)
 1I4 = (I0 +Bg) 1Xi=0(I0 + Bg)iKi i+1Xj=0 i+ 1j ! (I0 +Bg)�j �ai(q) � Sj(q)�= (I0 +Bg + S(q)) 1Xi=0(I0 +Bg + S(q))iKiai(q) (333)undB�(q)� 
5B�(q) = 1d� 2nq (I0 + Bg) 1Xi=0(I0 + Bg)iKi i+1Xj=0( i+ 1j ! (I0 +Bg)�j �Sj(q) � bi(q) + jSj�1(q)T (q) � ai(q)�)= 1d� 2nq 1Xi=0Ki�(I0 + Bg + S(q))i+1bi(q)+ @@S(q)(I0 +Bg + S(q))i+1T (q)ai(q)� : (334)Das Einsetzen der Koe�zienten ai(q) und bi(q) ergibt dannA(q) = I0 + I2 + I3 + S(q)1� L(q)(I0 + I2 + I3 + S(q)) ;B� = 1d� 2nq T�(q) + L(q)(I0 + I2 + I3 + S(q))2(1� L(q)(I0 + I2 + I3 + S(q)))2 ;B� = � 1d� 2nq T�(q)(1� L(q)(I0 + I2 + I3 + S(q)))2 : (335)Es l�a�t sich eine Abweichung vom bisherigen Verhalten erkennen, die in dem alleinzu B geh�origen irreduziblen Anteil T liegt. Er ist auch f�ur den ersten nichtverschwin-denden Beitrag zu B� verantwortlich.
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F �Ahnlichkeitstransformation der Fermionmatrix f�urjG j = jG�j1. Bereits im Falle beliebiger Yukawakopplungen ergibt sich f�ur die Fermionde-terminante ein reeller Erwartungswert, da die Wahrscheinlichkeiten f�ur detQund detQ� gleich sind. Letzteres folgt mit Hilfe der Beziehung1I2 
 
5 �Q+(�)xy � 1I2 
 
5 = Q(�+)xy (336)aus der RelationdetQ(�+) = det (1I2N 
 
5) detQ+(�) det (1I2N 
 
5) = detQ+(�)= detQ(�)� : (337)1I2 ist dabei die 2 
 2 Einheitsmatrix in der chiralen  -�-Basis und N dieZahl der Gitterpunkte. Da nun die Kon�gurationen � und �+ mit gleicherWahrscheinlichkeit auftreten (die skalare Wirkung ist f�ur beide gleich), giltdies auch f�ur Q, Q+ und ihre Determinanten.2. Vertauscht man in Q(�+)xy gem�a� der Schreibweise (15) die Reihen 1,2 mit3,4 und ebenso die Spalten, so bewirkt diesQex(�+)xy = QG $G�(�)xy = Q(�)xy ; (338)wennG = G� ist. Mit 1. ist dann detQex(�+) = detQ(�+) = detQ(�). Daherist im Falle gleicher Yukawakopplungen die Determinante in jeder Messungreell.3. Mit �1I = 
5 
 1I2 hat f�ur den Fall G = �G� folgende Beziehung G�ultigkeit:detQ(�) = detQex(�) = det (1IN 
��1I) detQex(�) det (1IN 
 �1I)= detQ+(�) = detQ(�)� ; (339)also ist auch hier die Determinante reell.
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G Konvergenzbeweis f�ur das BCG-VerfahrenZu zeigen ist der Zusammenhang:(�ri; rj) = (ri; �rj) = 0 8j<i ;(�pi; Apj) = (Api; �pj) = 0 8j<i : (340)Dies geschieht durch Induktion nach i. Die G�ultigkeit f�ur i = 1 rechnet man mit Hilfeder De�nitionsgleichungen der BCG-Methode leicht nach. F�ur den Induktionsschrittergibt sich (ri+1; �rj) = (ri; �rj)� ��i (Api; �rj)= (ri; �rj)� ��i (Api; �pj) + ��j��i (Api; �pj�1) : (341)Falls j < i, verschwinden alle drei Terme der rechten Seite nach Voraussetzung(340). Falls j = i, verschwindet nur der letzte Term, die beiden anderen Termekompensieren sich jedoch durch die Wahl von �i. Ganz analog verl�auft der Beweisf�ur die Relation (�ri; rj) = 0 8j<i.Der entsprechende Induktionsschritt f�ur die Suchrichtungen lautet:(�pi+1; Apj) = (�ri+1; Apj) + �i+1(�pi; Apj)= 1�j [(�ri+1; rj)� (�ri+1; rj+1)] + �i+1(�pi; Apj) : (342)Da die erste Beziehung in (340) bereits gezeigt ist, verschwinden nach Voraussetzungf�ur j < i erneut alle drei Terme der rechten Seite. Im Falle j = i verschwindet nur(�ri+1; rj). Diesmal sorgt die geeignete Wahl von �i+1 f�ur eine Kompensation derbeiden �ubrigen Terme. Auch hier l�a�t sich der Beweis auf die verbleibende Relation(Api; �pj) = 0 8j<i problemlos �ubertragen.Fordert man zus�atzlich die Stabilit�at des Algorithmus, d.h. ein Nichtverschwindenaller auftretenden Nenner { in den Spezialf�allen der BCG-Methode mit hermitescherMatrix A ergibt sie sich aus der De�nitheit von A {, so folgt die f�ur die Konvergenzdes BCG-Verfahrens zentrale Beziehung aus (340):Stabilit�at bedeutet u.a. (�ri; ri) 6= 0. Da aber (�ri; rj) = 0 8j<i ergibt sich darausri 62< r1; :::ri�1 > : (343)Die Restvektoren ri sind also linear unabh�angig, so da� in einem N -dimensionalenProblem sp�atestens der Vektor rN der Nullvektor sein mu�.F�ur hermitesche Matrizen folgt der �Ubergang zum CG-Verfahren, wie im Texterw�ahnt, durch die Wahl �r1 = r1. Da dann auch �rk = rk und �pk = pk f�ur allek, bedeuten die Relationen (340) hier(ri; rj) = 0 8j<i ; d.h. Orthogonalit�at der ri ;(pi; Apj) = 0 8j<i ; d.h. A-Konjugiertheit der pi : (344)Aus der ersten Beziehung folgt sofort die analytische Konvergenz nach maximalN Schritten. Da der Algorithmus erfolgreich abbricht, sobald ri = 0 ist, kann nurdas Verschwinden des Nenners (pi; Api) die Stabilit�at des CG-Verfahrens gef�ahrden.Letzteres verbietet aber die positive De�nitheit von A.166



W�ahlt man stattdessen �r1 = Ar1 de�niert dies den CR-Algorithmus. Erneut setztsich diese Relation f�ur Restvektoren und Suchrichtungen �uber alle Iterationen fort,und man erh�alt aus (340)(Ari; rj) = 0 8j<i ; d.h. A-Konjugiertheit der ri ;(Api; Apj) = 0 8j<i ; d.h. ATA-Konjugiertheit der pi : (345)Auch hier folgt aus der ersten Beziehung die lineare Unabh�angigkeit der ri unddamit die analytische Konvergenz. Bei Verwendung des geeigneten Ausdrucks f�ur�i+1 tritt nur (Api; Api) als Nenner auf. Daher gibt es auch f�ur inde�nites A keineStabilit�atsprobleme, solange es invertierbar ist.
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