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1 Einleitung

1.1 Motivation

Zur Vervollstdndigung unseres heutigen, niederenergetischen Weltbildes im Rahmen
der Elementarteilchenphysik bedarf es nach der Entdeckung vieler wesentlicher In-
gredientien innerhalb der letzten beiden Dekaden noch wenigstens zweier weiterer
Bausteine: des Topquarks und des Higgsbosons. Experimente, die zu deren FErfor-
schung beitragen kénnten, sind mit sehr grofem Aufwand und entsprechenden Ko-
sten verbunden. Um so wichtiger ist jede Unterstiitzung, die theoretische Betrach-
tungen der Konzeptionierung solcher Vorhaben zu geben in der Lage sind.
Derartige Hilfestellungen zu erbringen ist einer der gewichtigsten Griinde fiir die
Beschiftigung mit der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung. Daneben
lassen sich noch eine Reihe weiterer Motive ausmachen, die eng damit zusam-
menhédngen:

1. Die elektroschwache Wechselwirkung ist nach der Gravitation, der ausnahms-
los alle Elementarteilchen unterliegen, die universellste Wechselwirkung. An
ihr nehmen zumindest sdmtliche Fermionen teil, wihrend die starke Wechsel-
wirkung nur die Hadronen beeinflufit. Die Gravitation aber ist bei den heute
erreichbaren Energien von ca. 10? GeV vernachlissigbar, sie wird vermutlich
erst in der Nihe der Planckskala, also bei ca. 10" GeV, relevant.

2. Das Glashow-Weinberg-Salam-Modell [1] der elektroschwachen Wechselwir-
kung ist nach Maxwells Elektrodynamik wieder eine Theorie, in der zwei bis
dahin unabh&ngig voneinander beschriebene Grundkréfte, die schwache Kraft,
im niederenergetischen Bereich durch die V-A-Theorie gut wiedergegeben, und
die elektromagnetische Wechselwirkung, Inhalt der QED, zu einer elementaren
Kraft vereinigt wurden, und stellt somit einen wichtigen Schritt zur Verein-
heitlichung aller Grundkrifte dar.

3. Dem GWS-Modell sind hinsichtlich der experimentellen Bestdtigung bislang
auflerordentliche Erfolge beschieden gewesen:

(a) Die Existenz des schwachen, neutralen Stroms durch Austausch eines ent-
sprechenden schwachen, neutralen Bosons, wurde 1973 nachgewiesen [2].

(b) Die Existenz des c-Quarks, 1970 im Rahmen dieses Modells gefordert, um
strangeness verletzende Ubergénge zu vermeiden, konnte in der ,,Novem-
berrevolution® 1974 bestitigt werden [3].

(¢) 1983 wurden die vorausgesagten Eichbosonen W* und Z entdeckt. Thre
Massen stimmten mit den aufgrund von niederenergetischen Experimen-
ten vorhersagbaren Werten sehr gut iiberein [4].

Das Hauptargument fiir das Studium des GWS-Modells ist jedoch, wie angedeutet,
darin zu sehen, dafl es den masseerzeugenden Sektor und damit die Mehrzahl der frei-
en Parameter des Standardmodells umfafit. In diesem Sektor erhalten alle massiven
Teilchen, und als solche auch das Topquark und das Higgsboson, durch den Mecha-
nismus der spontanen Symmetriebrechung des Higgsfeldes aufgrund der Kopplung
an selbiges ihre Massen. Fiir die Unterstiitzung der Suche nach diesen beiden Bau-
steinen durch eine Abschétzung relevanter Energiebereiche ist die Untersuchung des
GWS-Modells bzw. seines masseerzeugenden Sektors daher von besonderer Bedeu-
tung.



Eine andere Fragestellung betrifft die Existenz einer vierten Fermiongeneration.
Zwar schlieflen Zerfallsmessungen am Z-Boson eine solche in der bisherigen Form
aus [5], aber weitere Generationen mit schwerem Neutrino stehen nicht im Wider-
spruch zur bisherigen Phinomenologie. [6, 7].

Dasselbe gilt auch fiir schwere Spiegelfermionen, die sich von ihren fermionischen
Partnern in Chiralitit und Masse unterscheiden [7, 8]. Ihre Existenz wiirde bedeu-
ten, dal nur das niederenergetische Spektrum chiral ist, die gesamte Teilchenwelt
aber vektorartig.

Die bisherigen Erfolge der GWS-Theorie berechtigen zu der Hoffnung, dafi weitere
Untersuchungen in den genannten Fillen wichtige Anhaltspunkte liefern konnen.

Derartige Studien werden durch die grofie Zahl freier Parameter im GWS-Modell
erschwert. So bilden die Eichkopplungen zwischen den Eichfeldern auf der einen
und dem Higgs- bzw. den Fermionfeldern auf der anderen Seite sowie die Higgs-
selbstkopplung und die Yukawakopplungen der Fermionen an das Higgsfeld schon
eine Vielzahl zunichst beliebiger Grofien, von denen man hofft, sie bereits durch
die Forderung nach innerer Konsistenz der Theorie auf erlaubte Parameterbereiche
eingrenzen zu kénnen. Die Komplexitiat des Modells gebietet hierbei ein schrittwei-
ses Vorgehen, d.h. zundchst die Betrachtung bestimmter Teilbereiche. Will man in
diesem Zusammenhang den Aspekt der Massenerzeugung durch spontane Symme-
triebrechung nicht aus den Augen verlieren, ist die Minimalversion eines solchen
Teilbereiches die reine ¢*-Theorie, welche allein das Higgsfeld beschreibt. Diese ist
dann in weiteren Schritten um Eichbosonen oder/und Fermionen zu erweitern.

In all diesen Féillen verhindert die unbekannte Higgskopplung die naive Anwen-
dung der Stérungstheorie und macht eine nichtperturbative Untersuchung zunédchst
unumganglich. Stellt sich im Laufe einer solchen heraus, dafi die fiir die Kopplung
erlaubten Werte klein sind, wire zwar die Anwendung der Stérungsrechnung a poste-
riori gerechtfertigt, die Bestimmung ihres Anwendungsbereichs selbst bleibt jedoch
ein nichtperturbatives Problem.

Ein wichtiges Instrumentarium zur Behandlung derartiger Problemstellungen in feld-
theoretischen Modellen ist die Regularisierung auf einem Raum-Zeit-Gitter. Die-
se Methode wurde von K.G.Wilson zur Beschreibung niederenergetischer Aspekte
der starken Wechselwirkung eingefiihrt [9]. Neben analytischen Methoden wie der
»mean-field“-Approximation (MFA) oder der Hoppingparameterentwicklung (HPE)
gewannen in diesem Rahmen numerische Simulationen mit steigender Computerlei-
stung zunehmend an Bedeutung und bilden heute einen Hauptbestandteil bei den
Studien nichtperturbativer Phinomene.

Unter Verwendung der Gitterregularisierung wurden bereits einige Teile des GWS-
Modells untersucht:

Fiir die reine ¢*-Theorie, die im Standardmodell das Higgsfeld beschreibt, trat im
Verlaufe dieser Betrachtungen die Eigenschaft der Trivialitdt zutage [10]. Im Rahmen
einer nichtperturbativen Hoppingparameterentwicklung stellte sich heraus, daf} die
renormierte Kopplung Ar bei Anndherung an den Phaseniibergang, an dem der Kon-
tinuumslimes vollzogen wird, fiir beliebige Werte der nackten Kopplung Ag sehr klein
wurde und sich deshalb schliefilich der Kontinuumslimes mit Hilfe der Stérungsrech-
nung durchfithren lieff. Dabei verschwand die renormierte Kopplung fiir alle nackten
Kopplungen, d.h. die auf dem Gitter noch wechselwirkende ¢*-Theorie wird beim
Ubergang ins Kontinuum frei. Diese Ergebnisse konnten durch numerische Studien
untermauert werden; siehe z.B. [11] und dortige Referenzen sowie Literaturangaben
in [10].

In der Folgezeit bis heute ist es eine zentrale Fragestellung, ob sich die Higgskopplung



diese Trivialitdt auch bei Beriicksichtigung weiterer Bestandteile des GWS-Modells
bewahrt. Obwohl dies bedeuten wiirde, dafl das GWS-Modell nur eine effektive, d.h.
nur bis zu einer bestimmten FEnergie giiltige Theorie wire, mufi Trivialitdt nicht als
Nachteil angesehen werden, erlaubt sie doch die Bestimmung von Massengrenzen fiir
noch nicht entdeckte, aber von der Theorie vorhergesagte Teilchen. Ferner 148t sich
auf diese Weise auch die Fnergieskala abschitzen, bei der neue Physik zu erwarten
ist.

Die Betrachtung dieser Eigenschaft gewinnt weiter an Gewicht vor dem Hintergrund,
dafl man in vier Dimensionen keine Kopplung kennt, die nicht entweder asymptotisch
frei oder trivial ist [12].

Ein erster Schritt im Hinblick auf die Erweiterung des Higgssektors zum Standard-
modell war die Einbeziehung von Fichfeldern. Perturbative und numerische, nicht-
perturbative Studien finden sich z.B. in [13] nebst dortigen Referenzen. Sie lieferten
keine Anzeichen fiir einen nichtperturbativen Fixpunkt, in dem sich eine wechsel-
wirkende Kontinuumstheorie formulieren liefle. In der Umgebung des Gaufischen
Fixpunktes selbst dnderte die Existenz von Eichfeldern nichts an der Trivialitdt der
Theorie.

Die vorliegende Arbeit hingegen entstand im Rahmen eines Projektes, das sich mit
dem FEinflufl von Fermionen auf die Figenschaften des Higgssektors beschiftigt. Da-
bei hatte man zunidchst die Quarkdubletts der dritten Fermiongeneration im Auge,
da sie aus den beiden schwersten Fermionen, dem Bottom- und dem Topquark beste-
hen, die aufgrund der mit ihrer groflen Masse verbundenen starken Kopplung an das
Higgsfeld die grofite Auswirkung auf den Higgssektor haben sollten. Die unbekannte
und daher méglicherweise sehr grofie Yukawakopplung des Topquark war ein Grund
fiir die Anwendung nichtperturbativer Methoden. Die innerhalb der hier betrach-
teten Energiebereichen bis zur elektroschwachen Skala im Vergleich dazu kleinen
Kopplungen aller anderen Fermionen und der Eichbosonen kénnen dabei einstwei-
len vernachlissigt und spiter mit Hilfe perturbativer Mittel beriicksichtigt werden.
Ein zweiter Grund liegt in der Higgskopplung, bei der zunichst wieder von beliebi-
gen Werten auszugehen ist, da sich ihr Charakter hinsichtlich der Trivialitét durch
den Einflufl der Fermionen durchaus d&ndern kann.

Zwar wurde in der Zwischenzeit die Masse des Topquarks auf konsistente Weise
mit Hilfe der Stérungsrechnung auf ungefihr 150 GeV geschitzt [14], so dafl sich
selbst die Auswirkungen dieses schwersten Fermions auf den Higgssektor stérungs-
theoretisch behandeln lassen sollten. Aber die evtl. Méglichkeit einer konsistenten
Beschreibung des Standardmodells in einem Rahmen, der {iber die Stoérungsrech-
nung hinausgeht, liefert schon in sich die Motivation fiir weitere nichtperturbative
Untersuchungen. Ferner sind nichtperturbativ bestimmte Grenzen fiir Massen bzw.
Kopplungen von prinzipieller feldtheoretischer Bedeutung. So beantworten sie die
fiir einige mogliche Erweiterungen des Standardmodells relevante Frage, wie schwer
Fermionen in einer effektiven Theorie iiberhaupt werden kénnen, wenn ihre Massen
in einem der Stérungsrechnung unzuginglichen Bereich liegen und durch Kopplung
an ein Skalarfeld entstehen, ohne daf} die Theorie inkonsistent wird, also der Cutoff
zu nahe an der grofiten Masse liegt.

Fiir die nichtperturbativen Studien verbleibt man daher mit dem Higgs-Yukawa-
Sektor des schwersten Quarkdubletts im Standardmodell und somit einer globalen
SU(2); ® U(1)y-Symmetrie. Neben der Reduktion der Menge betrachteter Teilchen
ergibt sich durch Gleichsetzen der Yukawakopplungen bzw. Massen fiir beide Mit-
glieder des Fermiondubletts eine weitere Vereinfachung. In diesem Fall erhélt man
als globale Symmetrie die SU(2); ® SU(2)z-Gruppe. Diese Abwandlung sollte das



Verhalten der Theorie in einigen wesentlichen Punkten unbeeinflufit lassen und da-
her wichtige Erkenntnisse bereits auf Basis des SU(2); @ SU(2),-Modells erlauben.
Insbesondere einige Hauptprobleme bei der Gitterformulierung sind dieser Theorie
mit dem Standardmodell gemein:

So erzeugt die spontane Brechung ihrer Symmetrien in beiden Fillen Goldstone-
Bosonen, die wegen ihrer verschwindenden Masse auf dem Gitter fiir grofle ,finite-
size“-Iiffekte sorgen. Sie machen die spiter einzufiihrenden Eichfelder massiv. Ferner
sind beide Symmetrien chiral, eine Figenschaft, die eine Formulierung auf dem Git-
ter besonders erschwert.

Ein wesentliches Merkmal des Standardmodells jedoch geht aufgrund der Pseudorea-
litdt der SU(2) bei dieser Vereinfachung verloren: die Existenz von Anomalien. Dies
ist bei Verwendung einer noch weiter reduzierten Symmetrie, der U(1)p @ U(1);-
Gruppe, nicht der Fall. Auch ein solches Modell weist die obengenannten Probleme
auf. Hinsichtlich des Aspektes der Anomalien kommt es der Symmetrie des Stan-
dardmodells aber noch ndher. Zudem l48t es sich aufgrund der, verglichen mit der
SU(2)-Version, kleineren Zahl von Freiheitsgraden bei gegebener Rechenzeit ausfiihr-
licher untersuchen.

Selbst dann ist das Modell fiir eine eingehende numerische Untersuchung jedoch
noch zu umfangreich. Aus diesem Grund werden zusdtzlich die Farbfreiheitsgrade
des Quarkdubletts vernachlissigt. Die Finschriankung auf ein Dublett, generell die
Beschreibung einer ungeraden Anzahl von Dubletts, bedeutet allerdings im Hinblick
auf die moglichen Untersuchungsmethoden keineswegs eine Vereinfachung, sondern
ist i.a. mit zusdtzlichen Schwierigkeiten verbunden, die bisher dazu fiihrten, dafl
vornehmlich Modelle mit zwei Fermiondubletts studiert wurden.

1.2 Erzwungene Fermionverdoppelungen

Neben der Renormierbarkeit ist die Anomaliefreiheit der Stréme, die an Fichfelder
koppeln, eine zentrale Forderung, die an eine Quantenfeldtheorie zu stellen ist, da
diese es andernfalls nicht erlaubt, allen physikalischen Gréflen endliche Werte bei-
zumessen.

In der Stérungsrechnung versteht man unter einer Anomalie einen divergenten Gra-
phen, der sich nicht renormieren 148t, ohne die Symmetrie des Modells zu verletzen,
d.h. Counterterme in der Wirkung verursacht, die deren urspriingliche Symmetrie
brechen. Eine Ubertragung der Symmetrie der klassischen Wirkung auf die Bezie-
hungen zwischen den quantenmechanischen Greenfunktionen, die Wardidentitdten,
wird daher verhindert und die Erhaltung bestimmter Stréme verletzt. Da in einer
Stérungsrechnung die Divergenzen der Theorie zundchst durch eine Regularisierung
beseitigt werden, kann man verallgemeinernd sagen, dal Anomalien dort auftreten,
wo sich kein Regulator findet, der die Symmetrie des betrachteten Modells erhélt. In
diesem Sinne lassen sich Anomalien auch auflerhalb der Stérungsrechnung erkléren.
Sinnvolle Theorien sind beim Auftreten von Anomalien demnach nur definierbar,
wenn letztere sich gegenseitig aufheben. Eine Anomalie diesen Typs ist die axiale
Anomalie des Standardmodells [15]. Bedingung fiir die gegenseitige Kompensation
aller Anomalien im Standardmodell ist das Verschwinden der Ladungssumme iiber
die acht Teilchen einer Generation. In diesem Falle kompensieren die von den Lep-
tonen verursachten Anomalien diejenigen der Quarks [16].

Die Moglichkeit einer Gitterregularisierung, welche die Symmetrie der Wirkung fiir
alle Werte der Gitterkonstanten, also auch im Kontinuumslimes, erhilt, steht zu
Obigem nur scheinbar im Widerspruch. Denn auch auf dem Gitter 148t sich eine vor-
gegebene, chiral invariante Theorie unter Wahrung der Symmetrie bei gleichzeitiger



Entfernung der Anomalien nicht formulieren. Da aber die Anomalien verschwinden
miissen, ist es entweder die Symmetrie oder die Form der Theorie selbst, die man
auf dem Gitter aufzugeben gezwungen ist:

1. Ubertrigt man die Wirkung einer Theorie mit chiraler Anomalie naiv, d.h. oh-
ne Symmetrieverlust, auf das Gitter, so entstehen durch ,,Verdopplung® in vier
Dimensionen 15 zusidtzliche Fermionen. Dies ist Inhalt des Nielsen-Ninomiya-
Theorems [17], welches besagt, dafl unter sehr allgemeinen und wiinschens-
werten Voraussetzungen das Fermionspektrum auf dem Gitter aus Fermion-
Spiegelfermion-Paaren besteht. Iis handelt sich dabei um links- und rechtshén-
dige Teilchen, welche unter derselben Darstellung der Symmetriegruppe trans-
formieren, so daf} die Theorie dort automatisch denselben rechts- wie linkshin-
digen Inhalt hat und deshalb nicht chiral, sondern vektoriell ist. Jedes dieser
Teilchen tragt zur Anomalie bei, und zwar je nach seiner Hindigkeit mit ver-
schiedenem Vorzeichen, so daf sich die Beitrdge zur Anomalie insgesamt kom-
pensieren. Ein derartiges Vorgehen verdndert also die urspriingliche Form der
Theorie, die nun sechzehn Fermionen anstelle eines einzelnen beschreibt.
Eine genauere Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Fermionverdopp-
lung und chiraler Anomalie findet sich in [18].

2. Das Nielsen-Ninomiya-Theorem macht allerdings keine Aussage iiber die
Kopplung der Fermionen bzw. Spiegelfermionen. Daher besteht die Moglich-
keit, die iiberzdhligen Teilchen aus dem Spektrum zu entfernen. Versucht man
dies mit Hilfe eines naiven Wilsonterms, der die Massen der Doppler propor-
tional zum Cutoff macht, ist zwar die Form der Theorie gewahrt, da man dann
i.a. nur ein Fermion beschreibt, aber die chirale Symmetrie der Wirkung durch
den Wilsonterm gebrochen.

Aufbauend auf dieser Erkenntnis wurden im wesentlichen zwei Wege eingeschlagen,
die beide durch Einfiihrung eines chiral invarianten Wilsonterms das beschriebene
Problem zu umgehen versuchen. Der erste Vorschlag geht zuriick auf Smit [19] und
Swift [20]. Sie regten an, die chirale Invarianz des naiven Wilsonterms zu erzwin-
gen, indem man an den dafiir erforderlichen Stellen ein Skalarfeld mit geeigneten
Transformationseigenschaften einfiihrt. Untersuchungen in diesem Modell ergaben,
daf es bei geeigneter Wahl der dadurch eingefiihrten Wilson-Yukawa-Kopplung zwar
gelang, die unerwiinschten Doppler schwer zu machen, gleichzeitig aber das verblei-
bende Fermion im Kontinuumslimes nicht mehr zu wechselwirken schien [21]. Eine
Beschreibung des Higgs- Yukawa-Sektors mit Hilfe der Wilson-Yukawa-Kopplung ist
daher nicht zu erwarten.

Ein zweiter Versuch besteht in der expliziten Einfiihrung von Spiegelfermionen
[22]. Er beruhte auf der Feststellung, dafl Spiegelfermionen nicht nur iiber die auf
Anomalie basierende Fermionverdopplung ins Spiel kommen, sondern unter be-
stimmten Voraussetzungen auch dynamisch als Bindungszustdnde erzeugt werden
kénnen [23], d.h. eine Entkopplung der Doppler mit Hilfe des naiven Wilsonterms
geldnge in diesen Fillen nur zum Teil, da ein Spiegelfermion im Spektrum verbleibt.
Sind Spiegelfermionen aber in der Theorie ohnehin vorhanden, scheint es besser zu
sein, sie explizit als elementare Felder in die Wirkung einzufithren. Uber die eigenen
Kopplungen sollte sich ihr Verhalten dann direkter und damit leichter kontrollieren
lassen.

Die Entkopplung der nun 30 Doppler im Sinne Wilson’s entpuppte sich als pro-
blemlos. Fiir die Entfernung des danach noch verbleibenden Spiegelfermions aus
dem Spektrum gibt es, nach Einstellen des Mischungswinkels zwischen Fermion und



Spiegelfermion auf Null durch geeignete Wahl einiger Parameterwerte, im Prinzip
zwei Szenarien:

1. Eine Moglichkeit basiert darauf, das Spiegelfermion wie die Doppler schwer
zu machen. Dazu muf} die renormierte Yukawakopplung des Spiegelfermions
hinreichend grofl werden kénnen. Dem sind in einer trivialen Theorie allerdings
Grenzen gesetzt, so dafl dort die Spiegelfermionen als neue Physik bei héheren
Energien im Spektrum verbleiben wiirden.

2. Fin anderes Verfahren beruht auf der Golterman-Petcher-Shiftsymmetrie [24]
und besteht darin, Masse und Kopplung des Spiegelfermions zum Verschwin-
den zu bringen und es damit ginzlich aus dem Spektrum zu entfernen. Auf-
grund der Golterman-Petcher-Shiftsymmetrie 148t sich ein so gearteter Fall
iiber die nackten Parameter der Theorie sehr leicht einstellen. Dieser Vor-
schlag wird u.a. auch in der vorliegenden Arbeit aufgegriffen. Der Nachteil
einer solchen Vorgehensweise liegt in der Brechung der Golterman-Petcher-
Shiftsymmetrie durch die Eichfelder, so dafl der Anwendungsbereich auf eich-
feldfreie Modelle beschrinkt ist.

Neben der iiber die chirale Anomalie physikalisch motivierten Verdopplung der Fer-
mionen trat in den bisherigen Arbeiten dieses Projektes immer auch eine Verdopp-
lung rein technischen Ursprungs auf: In Monte Carlo-Simulationen von Theorien mit
Fermionen werden deren Grassmannintegrale aufgrund des andernfalls auftretenden
Minuszeichenproblems [25] in der Regel explizit ausgefiihrt. Bei Verwendung des
Hybrid-Monte Carlo-Algorithmus (HMCA) wird die daraus resultierende Fermion-
determinante det() dann mit Hilfe sogenannter Pseudofermionen als Integral iiber
kommutierende Felder beriicksichtigt. Die letztgenannte Vorgehensweise fiihrt nur
dann zum Ziel, wenn die Realteile aller Eigenwerte der Fermionmatrix ¢} positiv sind.
Da es im allgemeinen Fall dafiir keinen Grund gibt, betrachtet man anstelle von )
die selbstadjungierte Matrix QT (), deren positive Definitheit sichergestellt ist. Dies
entspricht einer Verdopplung der Fermionzahl, bei der die ,technischen“ Doppler
im Vergleich zu den urspriinglichen Teilchen entgegengesetzte Chiralitdt aufweisen.
Auch im Falle einer gelungenen Entkopplung des Spiegelfermions verbleibt man des-
halb mit einem Teilchenpaar aus einem Fermion und dessen ,,technischem® Doppler.
Eine Méglichkeit, den Fermioninhalt der Theorie ohne technische Verdopplung zu
beriicksichtigen, besteht darin, die Fermiondeterminante als einen hochgradig nicht-
lokalen Anteil der effektiven Wirkung aufzufassen. Fiir die numerische Simulation
wird sie damit zu einem Teil des Integrationsmafles. Voraussetzung fiir eine Statistik
mit akzeptablen Fehlern ist daher eine nicht zu grofle Fluktuation der Determinante
in der komplexen Ebene.

Die Untersuchungen im Rahmen des Projektes mit Spiegelfermionen fiir den Fall
einer geraden Anzahl von Dubletts sind im wesentlichen abgeschlossen [22, 26, 27,
28, 29, 30, 31, 32, 33]. Es zeigte sich, dal man den Higgs-Yukawa-Sektor mit Hilfe
der Spiegelfermionen auf dem Gitter studieren kann, da sie und die Doppler ent-
koppeln. Dies gelang allerdings nur im oben angegebenen zweiten Fall und ist daher
nicht auf Theorien mit Eichfeldern zu verallgemeinern. Die numerischen Resultate
sind konsistent mit denen der Stérungsrechnung erster Ordnung und deuten somit
auf eine triviale Theorie auch unter Einschlufl schwerer Fermionen hin.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine dhnliche Untersuchung fiir den Fall einer
ungeraden Zahl von Fermionen (hier ein Fermion im U(1)-symmetrischen Modell)
vorzubereiten und, soweit es die verfiighare Rechenzeit zuldflt, durchzufihren. Im
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Rahmen dieser Studien soll ein Monte Carlo-Verfahren auf seine Anwendbarkeit hin-
sichtlich der Betrachtung physikalisch interessanter Fragestellungen gepriift werden.
Begleitend dazu werden analytische Untersuchungen angestellt. Sie sollen u.a. die
numerischen Arbeiten erleichtern und deren Resultate kontrollieren helfen.

1.3 Bemerkungen zur Methodik, Uberblick

Mift man den Wert einer Theorie an ihrem Bezug zur Realitdt, so sind vor allem ihre
experimentell zugdnglichen Vorhersagen von Bedeutung. In einer Quantenfeldtheorie
sind dies die Erwartungswerte. Sie haben im euklidischen Pfadintegralformalismus
die allgemeine Form:

<Q>= %/D@—Wm((ﬁ), mit Z = /D¢e—5<¢> . (1)

S ist eine von der Feldkonfiguration ¢ abhingige Wirkung, welche die Theorie cha-
rakterisiert. Nur in Ausnahmefillen ist die vollstindige analytische Berechnung ei-
nes solchen unendlichdimensionalen Integrals durchfithrbar. Erlaubt die Problem-
stellung zudem nur eine nichtperturbative Behandlung, so stellt der Ubergang vom
Kontinuum auf ein Raum-Zeit-Gitter ein geeignetes Mittel dar, die Integrale so-
wohl endlichdimensional als auch konvergent zu machen. Der in diesen Féllen spiter
wieder auszufiithrende Kontinuumslimes bildet dann ein weiteres Problem, dem hier
allerdings geringere Bedeutung beigemessen wird. Es geht vielmehr zundchst dar-
um, Schwierigkeiten zu bewéltigen, die bei Untersuchungen auf dem Gitter selbst
auftreten. Dort ist der Erwartungswert jetzt durch ein N-dimensionales Integral
gegeben:

< >= l (ﬂ /d(bx) e_S((bm)Q((bx) mit Z = (ﬂ /d(bx) 6_5(¢$) ) (2)
Z r=1 =1

fiir dessen Bestimmung sich zwei grundverschiedene Mdglichkeiten anbieten. Zum
einen besteht die Option einer analytischen Rechnung. Dazu ist in der Regel eine
Entwicklung oder andersartige Niherung der Exponentialfunktion erforderlich; Bei-
spiele dafiir sind etwa die ,,mean-field“-Approximation sowie die Hoch- und Tieftem-
peraturentwicklung. All diesen Methoden ist gemein, dafi sie die zugrundeliegende
Physik nur in Grenzféllen sehr kleiner oder grofler Parameterwerte gut beschreiben.
Interessiert man sich fiir den Zwischenbereich, ist man gezwungen, auf numerische
Verfahren zur Berechnung solcher Integrale auszuweichen. Da es sich auch nach der
Gitterregularisierung noch um hochdimensionale Integrale handelt, verwendet man
dazu Monte Carlo-Methoden.

Diesem allgemeinen Schema ordnet sich auch die vorliegende Arbeit unter:

Im zweiten Kapitel wird mit Hilfe der ,,mean-field“-Approximation der Phasenraum
des Higgs-Yukawa-Modells mit expliziten Spiegelfermionen fiir die U(1); ® U(1)p-
und die SU(2); @ SU(2)z-Symmetrie untersucht.

Die Festlegung der Phasengrenzen dient dazu, den in numerischen Simulationen
fiir einen spateren Kontinuumslimes relevanten Bereich abzuschatzen und soll daher
u.a. die numerischen Rechnungen fiir eine ungerade Zahl von Fermionen vorbereiten.
Die Qualitit der ,mean-field“-Resultate wird durch einen Vergleich mit numerischen
Ergebnissen fritherer Rechnungen im Falle einer geraden Zahl von Fermionen iiber-
priift. Zusitzlich werden einige fermionische Mefigréfien berechnet.

Das dritte Kapitel betrachtet den im Higgs-Yukawa-Modell mit U(1)-Symmetrie
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bei Berechnung von Erwartungswerten als Fermiondeterminante auftretenden fer-
mionischen Anteil des Integralmafles. Die Resultate zeigen, dafl er im wesentlichen
reell ist und erlauben daher im Rahmen von Monte Carlo-Rechnungen eine einfache
Simulation dieses Anteils, die auch die Beschreibung einer ungeraden Anzahl von
Fermionen auf dem Gitter zul&f}t.

Die Untersuchung einer dafiir geeigneten Methode, des Hybrid-Classical-Langevin-
Algorithmus (HCLA) und ein Vergleich mit dem bisher genutzten Hybrid-Monte
Carlo-Verfahren findet sich in Kapitel 4. Unter Verwendung des Hybrid-Classical-
Langevin-Algorithmus werden dort die in der ,mean-field“-Approximation zu er-
kennenden Verschiebungen der Phasengrenzen beim Ubergang von zwei zu einem
Fermiondublett numerisch nachvollzogen. Fiir den Fall der Golterman-Petcher-
Shiftsymmetrie wird ferner die Verwendbarkeit des Hybrid-Classical-Langevin-
Algorithmus zur Bestimmung von Grenzen des erlaubten Parameterbereichs der
renormierten Higgsselbstkopplung in Abhingigkeit von der renormierten Yukawa-
kopplung des Fermions untersucht.

In beiden Monte Carlo-Algorithmen bilden Matrixinversionen hinsichtlich des Ver-
brauchs an Computerzeit — iiber 90 Prozent der Rechenleistung miissen darauf ver-
wendet werden — den bei weitem bedeutendsten Anteil. Bei den sehr rechenzeitin-
tensiven Untersuchungen, die fiir die Bestimmung physikalisch relevanter Grofien
erforderlich sind, ist daher ein fiir den speziellen Fall (Parametersatz der Theorie)
optimiertes Inversionsverfahren von grofier Bedeutung. Umfangreiche Untersuchun-
gen dazu finden sich in Kapitel 5.

Im letzten Kapitel sind die aktuellsten numerischen Ergebnisse des Higgs-Yukawa-
Projektes kurz zusammengefafit. Sie betreffen u.a. einige bereits in Kapitel 4 ange-
deutete Fragestellungen. Die zu ihrer Erstellung verwendeten Computerprogramme
stiitzen sich hinsichtlich der Matrixinversion auf die in Kapitel 5 dokumentierten
Erfahrungen.
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2 Die ,,mean-field“-Approximation im Higgs-Yukawa-
Modell mit Spiegelfermionen

2.1 Das Higgs- Yukawa-Modell

Abgesehen vom fiinften Kapitel {iber Programmoptimierungen wurde in dieser Ar-
beit zundchst immer das Higgs-Yukawa-Modell mit U(1), @ U(1);-Symmetrie be-
trachtet, da es das einfachste derartiger Modelle mit Spiegelfermionen darstellt. Fine
Ubertragung der angewandten Techniken auf das SU(2), ® SU(2); -Modell bereitete
dann keine prinzipiellen Schwierigkeiten mehr. Aus diesem Grunde sollen nun die
wesentlichen Definitionen fiir den U(1)-Fall erldutert werden (vgl. [28]).

Die Forderung nach chiraler U(1), @ U(1);-Symmetrie bedeutet Einschrankungen
fiir die Wirkung, die das Modell beschreiben soll. So darf sie z.B. keinen diagonalen,
d.h. in den einzelnen Feldern bilinearen, Massenterm fiir die Fermionen enthalten,
da dieser die chirale Symmetrie explizit bricht.

Mégliche Terme der Wirkung ergeben sich aus den Transformationseigenschaften der
(Spiegel)Fermionen. Bezeichnet man diese im folgenden mit (x) und schreibt die
Transformationen aus U(1),,,p als e~ L/R 5o resultiert fiir die (Spiegel)Fermionen
das Transformationsverhalten

Yrr— e LEYL R, XLr — € ““Plxpg. (3)

Damit ist klar, wie sich auf dem Gitter ein Wilsonterm zur Entfernung von Fermion-
dopplern aus dem physikalischen Spektrum in chiral invarianter Weise einfiithren 148t.
Die Beziehungen in (3) erlauben neben den iiblichen Termen einer chiral invarianten
Higgs-Yukawa-Wirkung fiir ¢ und x die Definition eines bilinearen, fermionischen
Mischtermes. Spaltet man die Wirkung in einen rein fermionischen, einen bosoni-
schen und einen Yukawaanteil auf, 5S¢ = 5% 4+ 55 + 55, so lautet sie im euklidischen
Kontinuum:

Sio= [a i) pooe) + () Prole) + o [fole)sle) + dote ()]
Sp = [ ated (o) (0us0(e)) + m 6 (2)onte) + 22 (65 (2)ool0)
Sp = [ ate] Goydo(o) [oma(2) = ivs6ma(o)]dole) +

Gouxol®) [6on () + 1560a(0) ol | (4)

mit ¢p = %(%1 + 1¢02).

St enthdlt neben dem Mischterm mit der Mischmasse po die rein kinetischen Ter-
me fiir ¥p und xo. Der skalare Anteil S ist der fiir ein geladenes, d.h. komplexes,
Higgsfeld ¢o mit U(1)-Symmetrie iibliche. Er umfaft den kinetischen Term, den
Massenterm (o< m$) sowie die Selbstwechselwirkung (o Ag). Der Yukawabeitrag S5
sorgt schlieBlich fiir die Kopplung des Higgsfeld an die Fermionen, so daf} letztere in
der spontan gebrochenen Phase auch fiir yg = 0 massiv werden. Thre Massen sind
dann proportional zu den jeweiligen Kopplungsstirken.

Durch 55 ist auch das Transformationsverhalten des Skalarfeldes unter der U(1); @
U(1)p-Gruppe festgelegt, denn die gesamte Wirkung ist nur invariant, falls bei Trans-
formation der folgende Zusammenhang besteht:

¢o — eTHOLmOR) g, (5)
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Vor Ubertragung dieser Wirkung auf das Gitter ist es iiblich, die Felder und Kopp-
lungen zu reskalieren. Mit

Yo = /2Ky, Xo = ¢/2Hx, Po = VK (6)
und o o
_ Hapx — Y — X
=, G = =, G = 7
Ho = IR, K, MY Vo Y Vo @)
sowie 6\
2 _ M _
mg::—8, /\0:? (8)

lauten die entsprechenden Ausdriicke der Gitterwirkung einschliefilich des Wilson-
termes (ox K,) fiir den fermionischen Teil:

ko= ). {wa[(Xx%) + (Vexa )] = D (K p(Pog 1 7uta) + K (Xt a7 Xa)]

@ Iz

- B K l(erit) = () + (Gaia) = (o]} )
m
fiir den bosonischen Beitrag:

Sp=> {uw;fcbx + A 62) — kY qb;;ﬂ@} (10)
@,

xr

und fiir den Yukawaanteil:

xr

Dabei lduft p iiber die 2d Richtungen der néichsten Nachbarn eines Punktes im d-
dimensionalen hyperkubischen Gitter, und x steht fiir die Gitterpunkte.

Zu klaren ist noch die Form der euklidischen y-Matrizen. In der oben verwendeten
chiralen Basis haben sie die Gestalt:

WI(EOM EO“) 752(]01 _0][) (12)

mit ¥, = -3, = —io, fir g = 1,2,3 und ¥4 = ¥4 = T; fiir negative Indices gilt
X,=-X_,.

Durch die Wahl einer fiir numerische Zwecke geeigneten Normierung der Felder,
erhélt man zwischen den Parametern der Wirkung folgende Relationen:

po =1 —2A, Ky=K,=K, K, =rK, b= ppy + 87K =1, (13)

(Bei analytischen Untersuchungen, insbesondere in der Stérungsrechnung, erweisen
sich andere Beziehungen als geeigneter.) Setzt man den Wilsonparameter r = 1 —
fiir diesen Fall ist die Osterwalder-Schrader-Positivitdt bewiesen [29] —, verbleiben
also fiinf freie Parameter: die Hoppingparameter x, K, die Higgsselbstkopplung A
und die Yukawakopplungen Gy, G

Fine Zusammenfassung von Fermion und Spiegelfermion in ¥, = (¢, x,) verleiht
der Wirkung nunmehr nachstehende Form:

§ =3 [0 e+ MoFor - 1) =10 0] + 3 0,Q(0), V. . (14)
T 1 Ty
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Die hier verwendete Fermionmatrix ¢)(¢)y, ist in chiraler Darstellung und 2 @ 2-
Blocknotation gegeben durch

Gyot 0 f 0
— 0 Gy e 0 Iz
Q((b)yl’ - 61/96’ ﬂ 0 GX¢1’ 0
0 fi 0 Gyof
0o X, r 0
)y 0 0 r
—K ) byuti g . (15)
%: pTEL e 0 00 8,
o r X, 0

Eine andere Darstellung, die in analytischen Rechnungen wie der HPE Verwendung
findet, ist die A-B-Formulierung:

Nach Definition der chiralen Projektoren Pr, = £(1+ 7s), Pr = 3(1 — 7s), folgt sie
aus der chiralen Darstellung durch Transformation mit

_( Pr Pgr
()
Mit (¢4,%8)" = U, x)T ergibt sich also

tYa =L+ XR Y = YR+ XL - (16)

In dieser Darstellung wird die Fermionmatrix bei verschwindender Yukawakopplung
blockdiagonal bzgl. der 1 4, ¥p-Felder, und in 4 ® 4-Blocknotation bekommt man fiir
it = 1 die Relation:

Q(P)yr UTQ(6)yU

61/90 - K Eu 61/71’4'%1(7# + T) 6yl’¢l’(GO‘ B ’}/SGB) . (17)
6yx¢jc—(Ga + 'VSGB) by — I EM 6y,x+ﬂ(7u +7)

Die darin auftretenden, neuen Kopplungskonstanten sind definiert als:
1 1
Ga=5(Gy+ Gy, Gp=g(Ge =Gy (18)
Im nun folgenden Abschnitt soll das Phasendiagramm dieses Modells mit Hilfe der

MFA und der HPE ndherungsweise bestimmt werden. Fiin Vergleich mit den durch
MC-Rechnungen gewonnenen Daten schliefit sich an.
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2.2 Die MFA als Variationsprinzip

Im zun&chst betrachteten Fall unendlicher Higgskopplung sind die Felder gerade
so normiert, dafl dies ein Finfrieren des Skalarfeldes auf die Linge Fins bedeutet.
Man spricht dann in der reinen ¢*-Theorie vom Isinglimes. Der bosonische Teil der
Wirkung besteht in diesem Fall nur noch aus dem bilinearen Hoppingterm

Ty

Schreibt man dementsprechend das Skalarfeld als ¢, = €%, so ergibt sich fiir die

Zustandssumme die folgende Formulierung:

2m
Z= (H%/O dol,) (H/d¢yd¢y) e = (H/dux) (H/d¢yd¢y) =
@ y @ y

(20)
Fiir ihre Berechnung mit Hilfe der MFA gibt es im wesentlichen zwei Mdéglichkeiten.
Der eine Weg wird z.B. in [35] beschritten. Dort wird zunichst der skalare Teil des
Integrals exakt ausgefiithrt und daraufhin das verbleibende fermionische Integral mit
MF-Methoden gel6st. Dies hat den Vorteil, daf eine Entwicklung der Fermiondeter-
minante vermieden werden kann. Die expliziten Spiegelfermionen unseres Modells
lassen allerdings einen zweiten Weg praktikabler erscheinen, da sie das Aufstellen
und Lésen der Konsistenzbedingungen, wie sie im ersten Fall auftreten, erschweren.
Zudem ist eine exakte Integration des Skalarintegrals dort ohnehin nur in x = 0
moglich; bei nichtverschwindendem x mufl auch fiir das Skalarfeld eine MFA ge-
macht werden. In unserem Fall verschwindet der skalare Hoppingparameter jedoch
nicht. Dieser Sachverhalt legt es nahe, der u.a. in [36, 37] eingeschlagenen Richtung
zu folgen und zunéichst iiber die fermionischen Freiheitsgrade zu integrieren. Daraus
resultiert die Beziehung:

7 (H/d,ux) o= SF+Indet @ (21)

Betrachtet man die MFA im Sinne eines Variationsprinzips, ist das weitere Vorge-
hen klar. Der erste Schritt besteht in der Einfiihrung eines leichter handhabbaren,
normierten Mafes, und zwar

%exp (%(Hzx:qu Lt zl;qu)) . (22)

Der Ausdruck fiir Zy 148t sich dabei exakt angeben. Bezeichnet Iy die modifizierte
Besselfunktion nullter Ordnung, so lautet er

1
Z = (H / dux) exp (5(1{2@* 4t Zm)) = n(Y . (23)
Damit ergibt sich die exakte Beziehung;:
-1
Z = IL(|H|)N < exp (—S%O + Indet @ — §(HZ¢; +HT Z(bgg)) > . (24)

Der Index H deutet an, dafl der Erwartungswert bzgl. des Mafles (22) gemeint ist.
Mit Hilfe der Peierlsungleichung < e
der MFA:

>> e<4> folgt daraus die Zustandssumme

Znra = To(JH|)N exp (< ~S% +1Indet Q — %(Hquj +HYY ¢,) >H) <Z.
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Den zweiten Schritt bildet nun die Variation des freien Parameters H. Er steht fiir
das mittlere Feld, welches das Skalarfeld an einem beliebigen Gitterpunkt spiirt. Wie
Gleichung (25) zu entnehmen ist, muf er so gewihlt werden, dafl Zypa maximiert
wird und dadurch der echten Zustandssumme so nah wie méglich kommt. Dies stellt
die Konsistenzbedingung an H dar.

Bevor auf weitere Details eingegangen wird, sollen einige qualitative Aussagen iiber
die Phasenstruktur gemacht werden, die sich bereits anhand der Gestalt der Wirkung
treffen lassen. Der skalare Anteil sorgt in der Zustandssumme fiir einen Mafifaktor
exp(K Yrp (b;lv—-l—u(bl’) Demnach werden Konfigurationen bevorzugt, in denen benach-
barte Feldwerte fiir positives x parallel und fiir negatives x antiparallel ausgerichtet
sind. Da in einem statistischen System, wie es hier vorliegt, der Energieminimierung
durch geeignete Ausrichtung der Felder die Maximierung der Entropie entgegen-
wirkt, wird sich fiir hinreichend kleine k-Werte eine ungeordnete Phase einstellen.
Damit ergeben sich fiir das reine Higgsfeld drei Phasen,

1. die ferromagnetische Phase (F'M) fiir geniigend grofle, positive xk mit < ¢ ># 0,

2. die paramagnetische Phase (PM) fiir hinreichend kleine |k| mit < ¢ >=<
d

¢*' >= 0, wenn ¢’ durch (—1)EM=1 “r ¢, gegeben ist

3. und fiir ausreichend negative s die antiferromagnetische Phase (AFM) mit

< % ># 0.

Sind die Phasengrenzen zwischen FM- und PM-Phase auf der einen sowie PM- und
AFM-Phase auf der anderen Seite, bedingt durch das Auftreten von fermionischen
Ordnungsmechanismen, unterschiedlich gekriimmt, besteht die M&glichkeit, daf} sie
sich schneiden. Das Gebiet, welches dann von unten durch den FM-PM-Ubergang
und von oben durch den PM-AFM-Ubergang begrenzt wird, bezeichnet man als
ferrimagnetische Phase (FI). Dort sind < ¢ > und < ¢** > von Null verschieden.

Nun zuriick zur Untersuchung der Phasenstruktur mit Hilfe der MFA. Eine Gréfle,
die sich dazu besser eignet als die Zustandssumme selbst, ist die freie Energie. In
der MFA lautet sie:

1
Wara(H) = _WanMFA
1 1 i
= —111]0(|H|)-|—F<SB >H —F<lndetQ >H
11
+%3 (HZ<¢;,* >p+HYY < ¢, >H) : (26)

Die Maximierung von Zypa entspricht demnach der Minimierung der freien Energie.

Die Berechnung der Felderwartungswerte bzgl. Zp erfolgt nicht explizit als Integra-
tion, sondern geschieht durch die entsprechende Differentiation von Zy = (Io(|H|)™
nach H. Da Zp im Bezug auf die Gitterplitze faktorisiert, ist dabei eine weitere
Vereinfachung méglich. Details dazu finden sich im Anhang A. Aufgrund der fehlen-
den Korrelationen im MF-Ansatz ergeben sich auf einfache Weise die Beziehung <
OF oy >p=< ¢F >p< ¢, >p fiir * # y sowie die Relation < ¢, >p= %H+O(H3),
welche die Bezeichnung von H als mittlerem Feld rechtfertigt. IThre Verwendung fiihrt
bis zur zweiten Ordnung in |H| auf den nachstehenden Ausdruck:

1 1 . 1
Wara(H) = —In Io(|H|) = Srd|H| = = < Indet @ >pr +5|H]* + O(H[) . (27)
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In der symmetrischen Phase dieses Modells verschwindet mit dem Erwartungswert
des Skalarfeldes auch der Parameter H. Diese Phase bleibt daher beim Durchlaufen
des Phasenraumes solange stabil, wie die freie Energie durch H = 0 minimiert
wird. Ein Extremum hat Wypa dort in jedem Fall, denn der nichtfermionische
Teil bildet eine Funktion von |H|. Dasselbe gilt auch fiir den fermionischen Teil
< Indet @ >y, der als Erwartungswert dieselben Invarianzeigenschaften besitzen
muf} wie das Maf (22), mit dem er gebildet wird. Dieses ist invariant unter gleich-
zeitiger, identischer U(1)-Transformation von H und ¢. Da aber der Erwartungswert
des Logarithmus nicht mehr von ¢ abhingt, ist er folglich invariant unter beliebigen
U(1)-Transformationen von H, kann also nur eine Funktion von |H| sein.

Die Bedingung fiir das Minimum in #/ = 0 und damit die Existenz der symmetri-
schen Phase lautet daher:

— 5 lH=0 > 0. (28)

In diesem Fall hat man sich Wyira als rotationssymmetrische Funktion von H mit
einer Mulde in H = 0 vorzustellen. Um mit Hilfe dieser Beziehung die Phasenstruk-

tur untersuchen zu kénnen, muf} die freie Energie in der Ordnung | H |* bekannt sein.
Wihrend die Relation In Io(|H|) = X|H|? + O(|H|*) leicht einzusehen ist, gestaltet
sich die Berechnung von < In det ) > in zweiter Ordnung von |H| zum eigentlichen
Problem dieses Abschnitts. Fine explizite Berechnung ist wegen der Nichtlokalitdt
dieses Ausdrucks unméglich. Aus diesem Grunde macht man eine HPE nach dem
fermionischen Hoppingparameter K bzw. dessen Inversem K ~!. (Als eigentliche Ent-
wicklungsparameter werden sich in d Dimensionen Gréfien proportional zu K 2d bzw.
(K%d)™! herausstellen.)

Bereits an dieser Stelle sei erwdhnt, dafl es aufgrund der komplizierten Struktur des
fermionischen Anteils Indet @ allerdings nicht, wie in einfacheren Spinmodellen,
moglich sein wird, fiir jede Ordnung einer Entwicklung, in diesem Falle nach K bzw.
K~ denin d fithrenden Term zu bestimmen. Daher wird in der vorliegenden Arbeit
die Entwicklung in beiden Féllen nur bis zur sechsten Ordnung durchgefiihrt. Fiir
die inverse HPE gelingt aber selbst dies nicht in konsistenter Weise.

2.3 Die Entwicklungen von < Indet Q) >y
2.3.1 Die Hoppingparameterentwicklung fiir A = o

Um Schreibarbeit zu sparen, werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

Q(P)ye = My + G — KHy, . (29)
Dabei sind die einzelnen Gréflen in 4 @ 4-Blocknotation durch die Gleichungen
_ (o
M, = ( 0 I ) 61/1’ 5
G — 0 (Ga - 75G5)¢x S
T\ (Ga+sGp)of 0 o
go= Yutr 0 A
Hy = %: ( 0 Y.+ ) byt (30)

definiert. Auf Basis dieser Abkiirzungen schreibt sich der fermionische Teil der freien
Energie als:

<IndetQ >g = Z <lIndet(M, + G,) >n
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- f: % <To(K(M+ G H)Y >y . (31)

=1

Tr steht hier fiir die Spur iiber alle Freiheitsgrade einschliefilich der Ortskoordinaten.
Mit Hilfe der Beziehungen det(M, + G.) = (g* — (G2 — G3))* und (M + G)™' =

M-G

o) erhdlt man nach Ausfithrung der Spur iiber die Ortskoordinaten den
a”7p

Ausdruck
< 1 K &
5 _ _2 2 2
<Indet@® >y = 4NIn[n _(Ga_Gﬁ)]_;Z(,uz—(GZY—G%)) X
X Z < tr((Mm - G901)H9011’2 o '(Ml’m‘ - Gl’2i)Hl’2il’1) >H

T2

(32)

wobei tr die Spur iiber die verbleibenden Freiheitsgrade bezeichnet. Im U(1)-Modell
sind dies Spin-, Chiralitits- und Fermion-Spiegelfermion-Freiheitsgrade.

Der obige Ausdruck eignet sich fiir eine graphische Darstellung, welche die ,,Buch-
fithrung“ erleichtert: Symbolisieren die z; Punkte auf einem d-dimensionalen Gitter,
so 1Bt sich H, .y, durch ein von z in Richtung fi zeigendes link darstellen. Ohne die
Faktoren (M, — G;) kann man daher die Spur in (32) durch geschlossene Graphen
(von z7 nach zq) der Lidnge 2¢ veranschaulichen. In (32) wurde demnach bereits
ausgenutzt, dafl geschlossene Wege auf dem Gitter (Spur iiber die Ortskoordinaten)
nur mit einer geraden Anzahl von Schritten zuriickzulegen sind. Das Auftreten eines
G-Faktors G, 148t sich z.B. durch einen Punkt in 2 beriicksichtigen (spéter ist eine
weitere Differenzierung giinstig (Anhang C)). An den Stellen des Graphen, an denen
dieser Punkt fehlt, tritt dann ein M, auf. Ein einfaches Beispiel ist der folgende
Graph:

(33)

Er entspricht dem Ausdruck:

tr(Mm Hl’11’2 Ml’2 Hl’2l’3 Gl’3 Hl’31’4 G904 H9041’5 Ml’5 Hl’5l’6 Gl’6 Hl’6l’3 Gl’3 Hl’31’8 Ml’s Hl’sm )
Das Auftreten zweier G-Faktoren in zs wird durch einen zusdtzlichen Kreis ange-
deutet.

Fiir die Berechnung der Summe iiber die Ortskoordinaten in (32) lassen sich einige
allgemeine Ausagen treffen, die zu den folgenden Regeln fiihren:

1. G, ist blockoffdiagonal, wihrend M, und H,. blockdiagonal sind. Beim Aus-
multiplizieren der Spur tragen daher nur Ausdriicke mit einer geraden Anzahl
von G-Faktoren bei.

2. Das Skalarfeld ¢, ist nur in G, enthalten. Da im U(1)-Modell die Beziehung
< (¢p)" >g= O(H") besteht (siehe Anhang A), bedeutet das zum einen, daf
< Indet @ >p eine gerade Funktion in H ist und daher, wie bereits erwihnt,
in I = 0 ein Extremum hat. Zum anderen sind unter dieser Voraussetzung
zur Bestimmung des Phaseniibergangs mit (28) nur die Wege auf dem Gitter
interessant, fiir die sich bis auf genau zwei ¢-Eintrige alle anderen zu Betrags-
quadraten kompensieren.
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3. Zu fester K-Potenz 47 gehdren geschlossene Wege der Linge 4¢. Ohne Zwangs-
bedingungen ist deren Anzahl, bedingt durch den Einbettungsfaktor, propor-
tional zu d*. Die Einfithrung von mehr als zwei G-Faktoren bedeutet nun
fiir jedes zusdtzliche Paar eine Zwangsbedingung, da am Schlufl nur zwei al-
leinstehende G-Faktoren iibrig sein diirfen. Sie besteht darin, daff sich der
zugehorige Graph an den passenden Stellen in geeigneter Weise iiberschnei-
det, so daf sich die mit den G-Faktoren verbundenen iiberzihligen ¢-Felder
zu Betragsquadraten kompensieren kénnen. Diese Zwangsbedingungen sorgen
zwar fiir eine Finschridnkung hinsichtlich der Zahl erlaubter Graphen, miissen
allerdings nicht dazu fithren, dafl sich die fithrende d-Potenz verringert. Als
Beispiel dazu diene der Graph, den man erhilt, wenn man lauter elementare
Plaketten, die jeweils in einer beliebigen Gitterebene liegen, an ihren Spitzen
so zusammenKklebt, daf} sie die Glieder einer irgendwie gewundenen Kette bil-
den. (Der kiirzeste Graph dieser Sorte hat die Lange Acht, d.h. ¢ = 2 und
ist in (33) angegeben.) Dieser Graph hat ¢ — 1 Kreuzungspunkte und kann
bis zu 2¢ G-Faktoren tragen. Treten weniger G-Faktoren auf, kann man eine
entsprechende Zahl von Kreuzungen auf beliebige Weise entflechten und an
diesen Stellen mehrere Kettenglieder zugunsten eines gréfleren auflosen. Alle
diese Graphen sind in fithrender Ordnung proportional zu d?; d.h. auch bei
Vernachldssigung niedrigerer Ordnungen von d miissen fiir den Koeffizienten
von K* alle geschlossenen Graphen betrachtet werden, die zwischen 2 und
27 G-Faktoren tragen und daher zwischen 0 und ¢ Zwangsbedingungen unter-
liegen. Letztere wirken sich auf die Anzahl (nicht die fithrende d-Potenz) der
Graphen in vermutlich nicht allgemein berechenbarer Weise aus. Aus diesem
Grunde muf auf eine vollstindige Entwicklung von (32) in fithrender Ordnung
von d verzichtet werden. Im folgenden werden deshalb nur Graphen der Linge
< 6 behandelt. Festzuhalten bleibt, dafl der Entwicklungsparameter propor-
tional zu K?2d ist.

Die zweite Regel erlaubt in [36, 37], bedingt durch die Tatsache, daf dort mit je-
dem Gitterpunkt automatisch ein G -Faktor verbunden ist, starke Vereinfachungen,
die dazu fithren, daff nur noch sogenannte Doppelkettengraphen betrachtet werden
miissen. Dem im Wege steht in unserem Modell das explizite Auftreten des fermio-
nischen Massenterms M,.. Er sorgt dafiir, dafl ein Graph nicht an jedem Gitterplatz
ein Skalarfeld tragen muf.

Fin Beispiel liefert wiederum der Graph aus (33), der nur aufgrund des Massenterms
beitrdgt. Lt ist gleichzeitig der kiirzeste Graph, der mehr als zwei G-Faktoren tragen
kann. Die mit (G, verbundenen Felder heben sich auf, da (/5;'0'3 ¢z, = 1, so dafl genau
zwei alleinstehende ¢-Faktoren zuriickbleiben. Nach Bildung des Erwartungswertes
ist dieser Graph daher proportional zu | H|2. Infolgedessen tragen bis zur Ordnung
K5 einschlieBlich nur Terme mit genau zwei G-Faktoren zur O(H?) bei.

Daher gilt bis zur sechsten Ordnung in K inklusive

A = Z < tr((Mm - G901)H9011’2 e '(Ml’m‘ - Gl’2i)Hl’2il’1) >H

T -T2

2i
= 272 YN <tr(HupyGay, o Gayy - Haoy >0

J1<jo=1o1w2;

+R. (34)

R enthilt alle Terme mit von | H | verschiedener Ordnung und entfillt daher bei der
weiteren Betrachtung. Unter Ausnutzung der Beziehung < ¢f ¢, >= %|H|2 und mit

20



der Definition
= [ hy O
H., = ( 0 hay ) (35)

formt man diesen Ausdruck weiter um zu

AZ = ﬂzi_2%|H|2 21’1“'1’21‘ {(27’2 - Z)Gitr(hl’ll? U hl’Qixl)
i—1
_QiG% Z tr(75h$1$2 T hl’kl’k+1 75hl’k+1l’k+2 T hl’2il’1)
k=1
_iG%tr(75h$1$2 o 'hl’il’i+1 75hl’i+1l’i+2 T hl’2il’1)}
YR (36)

Detailliertere Angaben dazu folgen im Anhang B. Die Spurbildung wird jetzt nur
noch im Raum der y-Matrizen, d.h. iiber Spin- und Chiralitétsfreiheitsgrad vollzo-
gen. Die zyklische Vertauschbarkeit von Matrizen in einer Spur wurde hier bereits
ausgenutzt und fiihrt zu den angegebenen Vorfaktoren.

Bevor der explizite Ausdruck bis zur sechsten Ordnung in K angegeben werden kann,
ist noch eine Anpassung an die MC-Rechnungen nétig. Dort erfolgt aus technischen
Griinden, bedingt durch die Verwendung des HMCA, ein Flavourverdopplung (Kapi-
tel 4). Diese Verdopplung besteht darin, anstelle von @ die erweiterte Fermionmatrix

Q 0
( 0 @-I— (37)
zu verwenden. Daher ist fiir einen Vergleich mit den auf diese Weise gewonnenen
numerischen Daten nun

<lndet( Cg QO-I— ) >p=<Indet@ >y + <IndetQt >p . (38)
zu betrachten. Da aber QT aus @ durch die Ersetzung Gz — —Gp und v, —
Y—u = —7u hervorgeht, sind beide Summanden in (38) gleich. Denn aufgrund der
Spurbildung im Fermion-Spiegelfermion-Raum treten bei der Berechnung von A; nur
gerade Potenzen von v5G g auf. Demzufolge tragen, bedingt durch die Spurbildung
im Diracraum auch nur solche Terme bei, die eine gerade Anzahl von «-Faktoren
enthalten. Alle Beitrdge sind also invariant unter Vorzeichenwechsel der y-Matrizen

bzw. von Gz (Anhang B).

Die Auswertung der Graphen und Berechnung der «-Spuren fithrt schliellich zu
folgendem Resultat bzgl. der Ordnung |H |*:

<In detQ*Q >p=8NIn(i* - (G2 - G})) + %|H|2Nd2d/2{
2

K
~ = 16G% +
(u2 - (G2 - G%)) ’

4
1 K 2 207 2k
; (u2 —G G%)) 64527 [3G2(d — 1) + G(5d - 3)] +

—_

[\

6
1 K —4 2 2 2 2
G (HQ my g G%)) 38471 [5G (4d? — 9d + 5) + G3(13d* — 21d + 10)] }
+R . (39)
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Fiir eine exemplarische Rechnung bei niedriger Ordnung sei auf den Anhang C ver-
wiesen. Aus Konsistenzgriinden, die weiter unten in Verbindung mit der inversen
HPE deutlich werden, wird im folgenden nur das fithrende d-Verhalten beriicksich-
tigt. Der vollstindige Entwicklungsparameter ist dann (%) Nach Aus-
wertung des skalaren Anteils ergibt sich in d = 4 Dimensionen fur das kritische &
bei i = 1 der Zusammenhang:

2 4
1 2K 2K
b= =) 4+ =) (24G2 + 40G2
" g {(GZY—G%—l) Gﬁ—l_(Gg—G%—l) (240G +40G3)

6
2]/7
+ ((;2_7(;%_1) (640G2 + 416G§)} : (40)

2.3.2 Die Undurchfithrbarkeit einer systematischen, inversen HPE

Schon bei der einfachen HPLE lief§ sich die Entwicklung des fermionischen Loga-
rithmus nicht fiir beliebige Potenzen von K in jeweils fithrender Ordnung von d
durchfiihren, da hierfiir geschlossene Graphen beliebiger Linge hétten betrachtet
werden miissen. Diese waren zwar Zwangsbedingungen unterworfen, die jedoch nicht
zu einer geniigend eingeschrankten Graphenklasse fiihrten, wie es z.B. in [36] der Fall
war. Man ist daher gezwungen, sich auf kleine Potenzen von K zu beschrianken. Fiir
grofle K, d.h. in einer 1/K-Entwicklung, ist aber nicht einmal dies in systematischer
Weise moglich. Wie weiter unten klar wird, legt ndmlich jetzt weder die 1/K-Potenz
noch die Beschrdnkung auf die fiihrende Ordnung von d die maximale Lénge beitra-
gender Graphen fest.

Zur Untersuchung der Phasenstruktur fiir grofie K wird zunéchst der Logarithmus
der Fermiondeterminante nach dem inversen Hoppingparameter entwickelt. Es ergibt
sich analog dem Ausdruck (31) die Gleichung:

<Indet@Q >y = <In det(—](ﬁ)
—Z < Tr( M—|—G) sy . (41)
Die Hauptschwierigkeit bei der weiteren Behandlung dieser Entwicklung besteht in

der Bestimmung der inversen Hoppingmatrix in fiihrender Ordnung d. Nach l&ngerer
Rechnung (Anhang D) folgt die Beziehung

_ . —v,+1 0
RIED ol (AR [ (12)

I

und mit der auch im Anhang verwendeten Abkiirzung ¢t =y —z + i = (t1,-- -, 1q)

1 feo du Kl N —on U M
Got = 24 ), / dze ( Z iltn 'In(g)Jlm—Ml(\/gZ)) .

_ (43)
Wie im Anhang D gezeigt wird, hat G schematisch die folgende Struktur:
a b c
Go = 350,15 + 7z Z 044045 t 7z Z bgipipp T . (44)

Aol
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Allgemein gehért zur Potenz d=("+1) ein Abstand der GréBe 2n zwischen 0 und ¢, der
sich in entsprechenden 6-Funktionen ausdriickt. ,,Abstand“ bedeutet dabei, daf} die
Richtungen, iiber die summiert wird, wie auch die Einschrinkung unter dem letzten
Summenzeichen erkennen 1&8t, nicht entgegengesetzt gleich sein diirfen. Ersetzt man
nun wieder ¢ durch y—a 4/, ist leicht einzusehen, daf} jeweils benachbarte d-Potenzen
zu ein und demselben Matrixelement beitragen kénnen. Denn ein Abstand von 2n+41
zwischen z und y, die das Matrixelement festlegen, bedeutet je nach Wahl von
einen Abstand von 2n oder 2n+ 2 zwischen z und y+ 1. Alternativ kann man sagen:
Bei Festlegung einer Richtung auf —ji in den Summen zur Potenz d~("t2) ergibt
sich ein zusidtzlicher Beitrag zu einer entsprechenden é-Funktion aus der Ordnung
d=0+1) | Bingesetzt in (42) bedeutet dies fiir die ersten Beitrige:

S a b c
(H )xy = Z(’V—u + 1) ® ]I2(35x,y+ﬂ + ﬁ Z ‘5x7y+ﬂ+2ﬁ + ﬁ | |z:| |6x,y—|—ﬂ—|—;\-|—/3)

I v Al#lp

a b 2c
- 2(7—M +1)@ ]IZ(E‘SL@/-I-[L + E(Sx,y—ﬂ + 2 Z 51,71/_'_;\ + L3)
g IX#]ul

1 b b de(d—1
3 R R LT ot
1

Dabei bezeichnet L3 Elemente der bzgl. der Ortskoordinaten x,y dritten Nebendia-
gonalen von H,,. Lz erfihrt nun wiederum Korrekturen durch Terme der Ordnung
d=3. Wie in (45) wird es aber auch in diesem Fall effektiv wieder zu Korrekturen in
der fiihrenden Ordnung, d.h. hier d=2, kommen. Ursache dafiir ist die eine zus#tzli-
che Summation, die den Korrekturtermen nach Festlegung einer Richtung in —/ im
Vergleich zu den urspriinglichen Ls-Termen noch bleibt. Sie liefert bei richtungsun-
abhingigem Vorfaktor (d.h. nicht y_,) im wesentlichen einen Faktor d.

Die Berechnung der fiihrenden Ordnung in 1/d von H~! erzwingt also die Beriick-
sichtigung einer Summe von Termen, in der jeder einzelne nicht mehr zu dieser
fiihrenden Ordnung gehért. Im Ganzen ergibt sich

_ 1
(H oy = (@Y—p + (a440) © T2 8y + O(53)

1
d
m
1 1
24 SHgr=u+ (1= 9) @ Uy bpyys + O(ﬁ) (46)
m

mit ¢ = 0.65568... (Anhang D). Setzt man diesen Wert fiir d = 4 Dimensionen ein,
erhilt man in fithrender Ordnung von 1/d gerundet

(H ™ gy = (0.08207_, 4 0.0430) © Ty 65 41z - (47)

I

Die Ubereinstimmung mit der numerisch invertierten Hoppingmatrix (48) ist iiber-
raschend gut.

Auf einem 10%-Gitter, welches, wie der Vergleich mit kleineren Gittern zeigte, bzgl.
dieser Matrixinversion dem unendlichen Gitter schon sehr nahe kommt, ergab die
Beriicksichtigung der betragsmiflig grofiten Elemente fiir die numerische Inversion

(H gy = (0.07947_, 4 0.0456) © Ty 65 41 - (48)

I

Alle weiteren Matrixelemente waren um wenigstens einen Faktor Vier unterdriickt.
Die verbleibende Diskrepanz zwischen numerischem und analytischem Resultat soll-
te durch Hinzunahme weiterer Ordnungen verschwinden.
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Selbst wenn man also, wie gesehen, in der Lage ist, die Inversion der Hoppingma-
trix bzgl. der Ordnung von 1/d systematisch durchzufiihren, stellt sich doch bei der
Einbindung in die Graphen der HPE ein nichtlésbares Konsistenzproblem:
Elemente (H~1),, der inversen Matrix, die durch eine entsprechende §-Funktion
einen Gitterabstand von 2n+ 1 zwischen 2 und y festlegen, tragen in fithrender Ord-
nung einen Faktor « d~("t1), Andererseits ergibt die Einbettung eines geschlossenen
Graphen der Linge 2i auf dem Gitter einen Faktor o« d¢, so daB sich jedem seiner
Einheitslinks einen Einbettungsfaktor o v/d zuordnen 1iBt. Fiir ein dem (H~1),,
entsprechendes link der Lange 2n + 1 innerhalb eines geschlossenen Graphen ergibt
sich daher insgesamt ein Faktor o« v/d2+1d=("+1) = (\/d)~', unabhiingig von dessen
Linge. Aus diesem Grunde sind die durch #~! erzeugten links bzgl. ihrer Ordnung
in 1/d fiir beliebige Lingen gleichberechtigt. Man erhilt also bereits in der Ordnung
K~=2% der HPE (d.h. zwei Faktoren H~!), in fiihrender Ordnung von d, geschlossene
Graphen beliebiger Linge.

Soll dennoch eine inverse HPE durchgefiihrt werden, mufl man auf die fithrende Ord-
nung des Ausdrucks (46) zuriickgreifen und die fehlende Systematik in Kauf nehmen.
Da in diesem Fall die bisherige Diracstruktur der Hoppingmatrix aufgegeben wird,
tragen jetzt alle denkbaren Graphen bei, denn ein Appendix, d.h. ein Weg der Linge
zwei, der zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, verschwindet auch ohne G-Faktor nicht
mehr. Vielmehr gilt nun (¢y_, +1— ¢g)(g7,+ 1 —g¢) = 1 — 2¢ # 0. Bis auf das
Vorzeichen der y-Matrix ergibt sich wieder die alte Diracstruktur, wenn man in (46)
g = 0.5 setzt, womit dann auch ein Appendix ohne G-Faktor nicht linger beitrigt.
Das gegeniiber der einfachen Hoppingmatrix umgekehrte Vorzeichen der v-Matrix
spielt aus bereits oben erwdhnten Griinden keine Rolle. Demzufolge miissen sich alle
Resultate auf die der einfachen HPE reduzieren, wenn man g auf 0.5 festlegt und

die Ersetzung
1 2K

—
2Kd G- G% 1

(49)

durchfiihrt. Die Beitrdge aller bisher nichtrelevanten Graphen miissen dann wieder
wegfallen. Dies ist, wie sich an der folgenden Gleichung erkennen 1&8t, in der Tat der
Fall, denn mit f = 1—g¢g und h = 1 —2¢g bekommt man fiir die PM-FM-Phasengrenze
in d = 4 Dimensionen die Beziehung;:

_ 1 1
Rep = ) —W{ 8G%

~~

9 + [ - 8G§h}

_(811()4{ 064G/ [h +4h(g® + f?) + 2¢* +492f2+4f4]
192G2 207 — g' — 292 f* + fﬂ}
k{1263 [0 140207 4 )+ 200+ 1067 131

_|_

g5 — gif? 2192 f0 + 31f6]_
2560G2  [5h% — 6h(g* + 292 f% — )
— 96 _ 694f2 _ 1292f4 + 4f6]} .
(50)
Der Phaseniibergang AFM-PM

Um auch den Phaseniibergang zwischen PM-Phase und AFM-Phase (< ¢* ># 0)
bestimmen zu kénnen, nutzt man die Invarianz der Wirkung unter den gleichzeitig
durchzufiihrenden Transformationen:

d

K— —K, Q¢ — (pOz, Goz,ﬁ - CxGa,ﬁ mit (r = (—1)E“=1 e (51)

24



Das so definierte Feld ¢ = (,¢, ist die ,staggered“-Version des alten Feldes. Da-
her entspricht der gesuchte Ubergang PM — AFM der alten Wirkung jetzt dem
Ubergang PM — FM in der transformierten Wirkung.

Wihrend die Transformation s — —& eine Anderung im skalaren Teil der Ausdriicke
(40) und (50) zufolge hat, kommt die Transformation G, 3 — (,G 4 g nur innerhalb
der Fermiondeterminante zum Tragen. Das Auftreten der (, fiithrt dabei je nach Po-
sition der G-Faktoren zu relativen Vorzeichen zwischen den verschiedenen Graphen
und dndert dadurch die Vorfaktoren der Yukawakopplungen. Man erhilt

<l detQFQ >p=8NIn(i - (G2 - G2)) - %|H|2Nd2d/2{

2
1 K
Z 16(2
s (oeap) e

E

6
1 K —4 2 2 2 2
G (HQ myrep G%)) 38471 [G2(4d? — 9d + 5) — GA(3d* — Td + 2)| |

+R. (52)

Daraus ergibt sich fiir das kritische x in fiihrender Ordnung d in d = 4 Dimensionen

bei p =1

2 4
1 2K 2K
cr — TG - 4 2 _— 2 2
K 5 {(Gwa_l) Gﬁ+(G¢GX_1) (8G2 —8G2)
6
2K
=) (128G2 - 96G2)} .
+ (G¢GX—1) (128G2 — 96G) } (53)

Fiir die inverse HPE fiihrt eine entsprechende Anderung der Koeffizienten in d = 4
Dimensionen zu folgendem Resultat:

ko= —b | 863 (7 - sG]
-k { —64G% [h2—4hg + %) - 294+492f2]

—64G2 (20 — g — 29717 + fﬂ}

[ AR% + 14h% (g2 + f2) 4 2h(Tg* — 10g%f2 — f4)
b —17g'f2 - 3ng4_|_7f6]

512G2  [5h* — 6h(g* + 22 1% — f1)

—9¢5 — 6 f2 — 1242 f* + 4f6]}

(54)
Auch hier gelangt man durch die Ersetzung (49) bei g = 0.5 wieder zum Ausdruck
der einfachen HPE in (53) zuriick.

Vergleich mit MC-Resultaten

Die folgenden Abbildungen veranschaulichen den Vergleich der MF-Resultate mit
den durch HMC-Simulationen bestimmten Ergebnissen aus [27].
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[27]. Die vier Kurven gehéren zu den Gleichungen (40,50,53,54).

kappa

Abbildung 1: Phasenstruktur des U(1)-Modells fiir A = oo, Gy = 0.1, Gy
Daten stammen aus MC-Rechnung auf einem 43 - 8-Gitter, fiir mg ~ 1 in der PM-Phase
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Abbildung 2: Phasenstruktur des U(1)-Modells fiir A = oo, Gy = 0.1, G, = —1.0.
Die Rauten stehen wie bisher fiir Messpunkte in der PM-phase mit mgr ~ 1, Quadrate

reprdsentieren Messpunkte in der Fl-phase, ,, x“ in der FM-Phase und ,+“ in der AFM-

phase. Die Kurven werden durch dieselben Beziehungen wie in Figur 1 definiert.
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Abbildung 3: Phasenstruktur des U(1)-Modells fiir A = oo, Gy = 2.0, G, = —2.0.
Die Symbole sind wie in den vorigen Abbildungen verwendet. Die Kurven gehdren diesmal
zu den verschiedenen Ordnungen in K der Gleichungen (40,53). Fiir die ferromagnetische
Phasengrenze nimmt die Ordnung von oben nach unten zu, bei der antiferromagnetischen
Grenze ist es umgekehrt.

Ist eine vollstdndige Summation fiihrender Terme in einer Entwicklung nicht méglich
oder lassen sich nicht einmal einzelne Ordnungen systematisch berechnen, kann iiber
den Konvergenzradius einer solchen Entwicklung nur eine beschrinkte Aussage ge-
macht werden (s.u.). In unserem Fall sei daher festgelegt, dal man den Giiltigkeits-
bereich der MF-Resultate verlifit, sobald die Korrekturen an den bis zur vierten
Ordnung bestimmten Werten durch Terme sechster Ordnung in K gréfler als fiinf
Prozent sind. Innerhalb dieser Grenzen, sie sind in den Abbildungen durch eckige
Klammern auf den Kurven verdeutlicht, sollte man auch bei Beriicksichtigung wei-
terer Ordnungen keine wesentlichen Anderungen mehr erwarten. AuBerhalb dieses
Bereiches kénnen allenfalls noch qualitative Aussagen moglich sein. Das Studium
der voranstehenden Abbildungen ergibt das folgende Bild:

1. Betrachtet man den Bereich kleiner K, zeigt ein Vergleich der Abbildungen,
daf sich der Giiltigkeitsbereich dieser Entwicklung von Abbildung 1 bzw. 2 zu
Abbildung 3 vergréBert und die Ubereinstimmung mit den numerischen Da-
ten dabei zunehmend besser wird. Dies wird plausibel, wenn man bedenkt,

daf} der Entwicklungsparameter proportional zu (ngiz) ist und demnach
X

_1)
in Abbildung 3 fiir festes K deutlich kleiner wird. Insbesondere im physika-
lisch interessanten Fall der Entkopplung der Spiegelfermionen, d.h. &\, = 0,
darf die Leistungsfihigkeit der MFA im Bereich kleiner K-Werte daher nicht

iiberschatzt werden.

2. Trotz der unsystematischen Ndherung im Verlauf der inversen HPE wird die
Phasengrenze auch fiir grofle K gut approximiert, wie in Abbildung 1 zu sehen
ist. Da allerdings fiir andere Punkte im Parameterraum numerische Vergleichs-
daten fehlen —in Abbildung 2 liegen sie auflerhalb des Giiltigkeitsbereichs der
MFA —, ist diese gute Ubereinstimmung nicht iiberzubewerten.
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3. AufBlerhalb des durch MF-Rechnungen approximierbaren Bereichs, d.h. fiir
mittlere K treffen die analytischen Resultate immerhin noch die richtigen Aus-
sagen hinsichtlich der Existenz einer ferrimagnetischen Phase. Wihrend sie im
Fall der Abbildung 1 bereits durch das Verhalten der inversen HPE nahezu
ausgeschlossen werden kann, ist sie auf dieser Ebene in den beiden anderen
Féllen vorhanden.

An dieser Stelle sei nochmals betont, dafi die Datenpunkte der numerischen Rech-
nungen sich auf eine skalare Masse von ungefihr Fins in der symmetrischen Phase
beziehen. Sie sollen also im Gegensatz zu den MF-Resultaten keinesfalls die Phasen-
grenze darstellen, sondern dazu ndherungsweise parallelverschoben in der symmetri-
schen Phase liegen. Damit wird deutlich, daf3 die MFA in allen drei oben gezeigten
Féllen die Gréfie der ungeordneten PM-Phase unterschétzt. Dieses Phdnomen ist fiir
die MFA charakteristisch und liegt in der Vernachlédssigung von Fluktuationen durch
Einfiihrung eines mittleren Feldes begriindet. Unterdriickte Fluktuationen verklei-
nern den Bereich der ungeordneten Phase.

Weitere, exemplarisch bereits durch MC-Rechnungen bekriftigte Vermutungen iiber
die Phasenstruktur, die auch durch die MFA Bestitigung finden, sind die folgenden:

1. Im absteigenden Teil der FM-PM-Phasengrenze ist deren Krimmung stirker
als die der PM-AFM-Phasengrenze, wie ein Blick auf die Gleichungen (40,53)
sofort zeigt.

2. Beim Ubergang zu groBeren Werten von |G| und |G| wichst die Breite der
FI-Phase. Definiert man ihre Breite als den Abstand der Schnittpunkte der
FM-PM-Phasengrenze mit der PM-AFM-Phasengrenze fiir die einfache und
inverse HPE, so findet sich dieser Sachverhalt auch in der MFA.

3. Bei noch grofleren Betrdgen der Yukawakopplungen verschwindet die FI-Phase
wieder. In der MFA bis zur sechsten Ordnung in K bzw. K1 ist dies der Fall,
wenn beide Betrdge griofler als Drei sind.

4. Die FI-Phase verschwindet auch fiir hinreichend grofie K. In der MFA sind

die Phasengrenzen fiir sehr grofie K gemif (50,54) durch k., = £§ — W
gegeben, wobei ¢ nicht von K abhdngt. Sie schneiden sich daher in diesem
Bereich nicht, und die Grenze zur FM-Phase liegt iiber derjenigen zur AFM-

Phase, so daf} dort keine FI-Phase existiert.

5. H&lt man eine der Yukawakopplungen fest und erhoht den Betrag der anderen,
so wandert die FI-Phase, sobald sie existiert, zu grofieren K-Werten. Auch dies
wurde durch eine einfache Mefireihe fiir wachsende G/, bestétigt.

Da fiir alle soeben geschilderten Feststellungen, abgesehen von den Daten der obi-
gen Abbildungen, numerische Resultate fehlen, ist ein quantitativer Vergleich nicht
moglich. Auf die explizite Angabe von MF-Resultaten, welche die obigen Aussagen
untermauern, wird daher verzichtet.

2.3.3 Das Verhalten beil endlichen A\-Werten

Fiir endliche Werte der skalaren Selbstkopplung ist das Higgsfeld nicht linger auf
die Einheitslinge festgelegt. Daher entfillt auch die Integration iiber den Betrag des
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Feldes nicht mehr, und der Ausdruck fiir die Zustandssumme lautet nun

= (H | e | dux) (H / d%d%) s, (55)

wobei die Wirkung wieder in ihrer allgemeinen Form (14) eingeht. Hier wie auch im
folgenden werden alle Normierungsfaktoren weggelassen, da sie bei der Berechnung
von Erwartungswerten ohnehin herausfallen. Nach Integration tiber die fermioni-
schen Freiheitsgrade erhdlt man wie gewohnt

7 = (H‘/OOO |¢x| d|¢x|/d,ux) 6—SB-I-lndetQ . (56)

Die eigentlichen Schwierigkeiten treten erst jetzt bei der Einfiihrung und Berechnung
des neuen Mafles auf. Es ist definiert durch:

ZL o= DLl PAN(DaP=1)2] JEH Y, 3 +HT Y 60) (57)
H

Die Zustandssumme Zp lautet demzufolge

Iy = (H/Ooolmdw / dux) €™ LolloaP +A0P 1P ] 5 (H Y, o4 HT 30, 00)

(58)
Die Ausfiihrung der #-Integration verlduft wie im Falle unendlicher Selbstkopplung
und fithrt auf das Integral:

Zy = H </0°° |pr| d| Dz e_|¢$|2_A(|¢m|2_1)210(|H||¢x|)> ' (59)

xr

Mit der Potenzreihendarstellung der Besselfunktion und Substitution von |¢,|? durch
v, ergibt sich eine Summe von Integralen des Typs

/°° dv 6—(1—2A)V—Ay2l/k7 (60)
0

die im wesentlichen durch die parabolischen Zylinderfunktionen D, (z) beschrieben
werden. In der Notation von [38] erhdlt man schlieflich das Resultat:

[P 1—2an Y _
Zn = LZ:%T(Q/\) D <ﬁ>] = (R(IH[, )Y . (61)

Infolgedessen hat Zg beziiglich des Parameters I{ dieselbe Struktur wie schon bei
divergenter Selbstkopplung. Es ist die N-te Potenz einer in |H| geraden Funktion.
Insbesondere 148t sich daraus ableiten (Anhang A), dafl auch hier die fiir die Auswahl
der relevanten Graphen mafigebliche Beziehung < (¢,)" >p= O(H") erfiillt ist.

Die nun folgenden, weiterfiihrenden Untersuchungen sind nach zunehmender Kom-
plexitét geordnet. Fiir verschwindendes Produkt GG = GGy oder fiir grofies K
reicht wie bisher eine K- bzw. 1/K-Entwicklung aus. Ist K = 0, so hat man in
Potenzen von GG bzw. 1/GG zu entwickeln. Ein nichtverschwindendes Produkt GG
und ein kleiner Hoppingparameters K fiithren auf die Entwicklung in eine Doppel-
reihe beziiglich dieser beiden Gréfien.
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Die 1/K-Entwicklung und der Fall GG, =0

Der Fall endlicher Selbstkopplung unterscheidet sich von den bisherigen Betrach-
tungen nicht nur in der fiir die Berechnung von Erwartungswerten zugrundegelegten
Zustandssumme Zp7, sondern im allgemeinen auch durch die Observablen selbst,
deren Erwartungswerte zu berechnen sind, d.h. durch die Potenzen von |¢|. In der
Notation von (32) gilt ndmlich jetzt fiir die einfache K-Entwicklung

_ <1 .
<Indet@ >y = 4N <In[p® — (G2 =GB > — D ZKZZ X
=1

M, -G, -
X Z < tl’(ﬂz — (ng_G%3|¢$1|2Hx1l’2 -.-me‘acl) >H -

T -T2;

(62)

Nur bei verschwindendem GyG, = G2 — G% erhdlt man folglich die fiir A = ~
iiblichen Potenzen in |@|. Fiir die inverse HPE ist keine solche Einschrinkung nétig,
da dort (41) der stérende Faktor (u* — (GZ — G%)|#*)~" nicht auftritt. In beiden
Fillen enthalten dann alle Graphen bis zur sechsten Ordnung in K bzw. K~ wie
bisher gerade das Produkt < ¢* >py< ¢ >p. Friihestens in achter Ordnung von
K bzw. K71 kann ein Faktor < |¢|®> > hinzukommen (am Kreuzungspunkt des
Graphen aus (33)), der die Ordnung Null in |H| hat, so dafl der gesamte Graph
weiterhin von O(|H |?) ist.

Fiir den Erwartungswert ergibt sich analog zu A = co (Anhang A)

F)+oH?) . (63)

H 1 D_ 1-—2A
< ¢ >g= 2<

2 V2AD_1 \ V2A

D.h. der Unterschied zu unendlicher Selbstkopplung besteht in der Multiplikation
aller Erwartungswerte mit f(A). Definiert man die Zustandssumme der MFA auf

dieselbe Weise wie frither, folgt somit fiir die freie Energie bis zur zweiten Ordnung
in |H|

) +our =5

1
Wara = _Nln ZMFA

= LIHPAO) — Grd HP SO — < < Indet @ )7 f)? + O(HP)
(64)

Dabei ist die A-Abhdngigkeit der Graphen, die bei Entwicklung des fermionischen
Anteils bis zur sechsten Ordnung in K bzw. K~! auftreten, aus < IndetQ >p
herausgezogen worden. Diese Grofie ist demzufolge, wie bereits die Indizierung an-
deuten soll, exakt dieselbe wie im Fall A = co. Fiir das kritische s resultiert dann
aus der Bedingung (28) in d = 4 Dimensionen die Gleichung:

ho = £SO ). (65)

Die geschweifte Klammer ist je nach betrachtetem Phaseniibergang identisch mit
denen aus (40,50,53,54). Das positive Vorzeichen ist beim Ubergang zur FM-Phase,
das negative beim Ubergang zur AFM-Phase zu wihlen.

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dafl die Betrachtung des Falles A < oo fiir
grofle K oder eine verschwindende Yukawakopplung bei Entwicklung bis zur sechsten
Ordnung ausschliefilich eine Multiplikation des konstanten Anteils im x..-Verhalten
bewirkt und damit lediglich eine Verschiebung der Phaseniibergénge.
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Wie Abbildung 4 zeigt, ist diese A\-Abhingigkeit, beschrieben durch f=(\), aller-
dings nicht sehr groff. Das asymptotische Verhalten von f~!(\) wird durch den

Ausdruck zfi 7 charakterisiert, fiir verschwindende Selbstkopplung A nimmt sie den

Wert Eins an (Anhang A).

1/ f
=
T
i

0 | | | | | | | | |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
| anbda

Abbildung 4: f(A)~! sowie 23/(2X — 1)

Das Auftreten der Funktion f(A) bereits in dem von K unabhingigen Teil von
(65) erlaubt es im Rahmen ihrer numerischen Messung, die Yukawakopplungen und
den fermionischen Hoppingparameter auf Null zu setzen, und sorgt somit, bedingt
durch die jetzt gegebene, analytische Invertierbarkeit der Fermionmatrix, fiir das
Verschwinden des numerisch aufwendigsten Teils der Simulation: der iterativen Ma-
trixinversion. Demzufolge 1483t sich die Suche nach den Punkten in der symmetri-
schen Phase, die eine skalare Masse von ungefihr Fins aufweisen, nun mit gréflerer
Statistik durchfiihren. Die Resultate der numerischen Simulation mit Hilfe des Lan-
gevinalgorithmus erster Ordnung (Kapitel 4) basieren auf einer Statistik von ca.
20000 Messungen nach einer ebensolangen Equilibrierung. In der folgenden Tabelle
werden sie den Ergebnissen der MFA und einer skalaren HPE bis zur vierzehnten
Ordnung [26] gegeniibergestellt. Eine Interpretation dieser Daten ist allerdings nur
eingeschrinkt moglich, da unterschiedliche Punkte im Phasenraum betrachtet wer-
den; die MFA bezieht sich auf den Punkt mp = 0, die skalare HPE auf mp = 0.5
und die numerischen Messungen auf mp &~ 1 in der symmetrischen Phase.

Tabelle 1: Kritisches s in Gy = G, = K = 0 in Abhangigkeit

von der skalaren Selbstkopplung A
‘ A H I{Z}Lm ‘ HMFA ‘ HHPE

CcT CcT

0.01 | 0.115 | 0.127 | 0.128
0.10 | 0.132 | 0.140 | 0.146
1.0 || 0.155 | 0.158 | 0.177
10 || 0.130 | 0.132 | 0.157
100 || 0.125 | 0.126 | 0.151
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Es 1Bt sich eine relativ gute Ubereinstimmung der numerisch gewonnenen Daten
mit denen der MFA feststellen. Auch sie unterliegt wieder der Eigenschaft der MFA,
die Ordnung des Systems zu iiberschitzen.

Der Fall K =0

Als Vorbereitung auf den allgemeinen Fall nichtverschwindender Yukawakopplungen
und kleiner K-Werte sei hier der Hoppingparameter exakt Null. Dann gilt zunédchst
fiir kleines GG

<IndetQ >y = 4N <ln[ﬂ2—G¢G |q§|2] >n

= —4NZ <G¢G > <|¢|* >y +8NInf . (66)

Im Anhang A wird ndher auf die Berechnung der relevanten Erwartungswerte ein-
gegangen. Dort ergibt sich bis zur zweiten Ordnung in |H| der folgende Ausdruck:

, i\ D_,_ 1\l . D_,_s D_,_4D
<o s= Ty () e D5t - S

) 2
_ " v _ H|*. (67
5% D ) 3 [H|". (67)

D_4 D_D_4
Das Argument der bereits erwahnten Zylinderfunktionen ist wie bisher (1—2\)/v/2A.
Die Grenzwerte lauten:

i
hm <l|p|* >p = i+ Z4—Z|H|2 )
Jim < % >y = 1. (68)

Wie zu erwarten, gibt es daher bei verschwindendem Hoppingparameter K und di-
vergenter Selbstkopplung keinen Beitrag des Logarithmus. k., nimmt den konstanten
Wert 1/2d an.

Das zweite Resultat in (68) stimmt mit dem exakten Fall iiberein und legt daher
die Vermutung nahe, daf} fiir grofle Selbstkopplungen A bessere Approximationen an
numerische Werte zu erwarten sind. Diese Annahme findet in den folgenden Resul-
taten eine Bestdtigung:

Unter Beriicksichtigung der Potenzen in GGG bis zur sechsten Ordnung ergibt ein
Vergleich mit Daten aus einer HPE in & bis zur 14. Ordnung [26] die in Abbildung
5 dargestellten Ergebnisse.
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Abbildung 5: Fiir K = 0 charakterisieren die verschiedenen Punkte die Werte von «, bei
denen die skalare Masse in der symmetrischen Phase mgr = 0.5 ist. Sie gehoren, bei GG = 1.2
von unten nach oben gelesen, zu A = 0.01,0.1,1.0,10.0,100.0. Die von links einlaufenden
Kurven sind das Resultat der Entwicklung fiir kleine GG. Das zugehorige A nimmt bei ihnen
in GG = 0.2 von oben nach unten zu. Die Kurven im rechten Teil ergeben sich aus einer
Entwicklung nach groflem GG. Zu der in GG = 2 unteren Kurve gehdrt der Wert A = 10,
zur oberen A = 100.

Der jeweils ansteigende Teil der Mefireihen aus [26] kann also durch diese Approxi-
mation qualitativ reproduziert werden. Die Tatsache, dafl die Kurven alle zu niedrig
liegen, ist wie auch schon in den vorigen Abschnitten ein Charakteristikum der MFA,
bedingt durch die der MFA eigenen Uberschitzung der geordneten Phase.

Diese Rechnungen machen erneut die Grenzen der MFA deutlich: Aufgrund der
Hfalschen® Zustandssumme Zjp weichen natiirlich auch die Felderwartungswerte <
|#|* > von den tatsichlichen Ergebnissen ab. Diese Abweichung verschwindet, wie
oben festgestellt, fiir den Fall divergenter Selbstkopplung. Je weiter man sich davon
entfernt, desto unsicherer sind daher die Aussagen der MFA zu bewerten. Geht man
zudem zu hoheren Potenzen von |¢|, wird der Fehler erneut zunehmen. Demzufolge
sind die Ergebnisse da sehr schlecht, wo kleines A und grofies GG vorgegeben sind,
denn letzteres verleiht den hoheren Potenzen von |¢| wachsende Bedeutung. Dafl
die ,,Ubereinstimmung® bei kleiner werdendem A nur bis zu immer geringerem GG
besteht, ist deshalb nicht verwunderlich. Es erklirt auch, warum bei der nun folgen-
den 1/GG-Entwicklung, d.h. der Betrachtung grofier GG, nur noch fiir grofie A ein
akzeptables Ergebnis erzielt werden konnte.

Fiir grofles GG lautet die Entwicklung:
<IndetQ >p=

52
N (< In(GG) > + <In(|8*) >5 + < In (1 — #W) >H) =

9 7
—4N [ -In(G@) +Z <(1—1¢%) >H+Z (GG|¢|2) >

=1

(69)
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Dabei ist der Erwartungswert inverser Potenzen von |¢| gegeben durch

< |72 > p= m <%//deH+>iFo(|H|,/\). (70)

Auch hier war eine Berechnung bis zur zweiten Ordnung in |H| induktiv méglich
(Anhang A). Das Resultat ist unabhédngig von 7 und lautet

I8 =14 £ (1= JO) PP (1)

was im Limes divergenter Selbstkopplung wieder das exakte Resultat liefert. Damit
kann man den letzten Term in (69) bereits angeben. Sein zu |H|* proportionaler
Anteil besteht fir g = 1 aus:

1 2

N (1= f(3)n <1 _ @> H? . (72)
Er enthélt die zur Bestimmung von k.. relevante Abhédngigkeit von GG bereits
vollstdndig, da der erste Term in (69) nicht von [H| abhéngt und daher das Pha-
seniibergangsverhalten nicht beeinflussen kann. Das Problem besteht in der ver-
bleibenden Berechnung der durch den zweiten Term verursachten Verschiebung der
Phasengrenze. Hier konnten im Sinne einer Approximation befriedigende Resultate
aus den oben angegebenen Griinden nur fiir grofie A erzielt werden, denn dort gilt
das folgende Verhalten:

: i (2X—1\"!
<ol san o (B) P (73)

Der zweite Term in (69) verhélt sich demzufolge bei grofiem A wie

1 2

2/\_1|H (74)

und fithrt zusammen mit (72) auf die im rechten Teil von Abbildung 5 angegebenen
Kurven.

Anstelle einer analytischen Entwicklung 148t sich in K = 0 der fermionische Beitrag
auch durch numerische Integration bestimmen. Wegen der Lokalitdt des Problems
(K = 0) sind dazu nur eindimensionale Integrale zu betrachten, die sich mit Stan-
dardmethoden (NAG) l6sen lassen. Sie wurden fiir die verschiedenen A-Werte von
GG = 0.0 bis 2.0in Schritten von 0.1 bestimmt. Das Resultat zeigt die nachstehende
Abbildung. Zur besseren Ubersicht sind dort die auf diese Weise berechneten Punkte
verbunden worden. Man sieht erneut, daf} die Qualitit der MFA mit abnehmendem
A bzgl. GG immer frither zu wiinschen iibrig 1&6t.
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Abbildung 6: Die Datenpunkte sind dieselben wie in Abbildung 5. Den Kurven sind bei
GG = 2 in aufsteigender Reihenfolge die Werte A = 0.01,0.1,1.0,10.0, 100.0 zuzuordnen.

Die HPE fiir kleine K bei endlichen A und GG\ #0

Vor dem Hintergrund der soeben ausgefiihrten Vorbereitungen kann das Vorgehen
bei kleinem K und endlichem A nur aus einer Doppelreihenentwicklung in GG und
K bestehen. Der Fall grofier GG, d.h. die Entwicklung nach GG, wird nicht auf-
gegriffen, da die MFA, wie der obige Abschnitt zeigte, dort nur fiir sehr grofle A,
qualitativ akzeptable Resultate liefern kann. Fiir diese A\-Werte weicht das Verhal-
ten des Modells aber nicht mehr wesentlich von dem bei divergenter Selbstkopplung
ab und kann daher durch letzteres approximiert werden.

Da fiir den betrachteten Fall keine numerischen Vergleichsdaten existieren, geht es
im folgenden nur darum, das Prinzip zu verdeutlichen. Zu diesem Zweck reicht es
aus, sich auf den PM-FM-Phaseniibergang zu beschrinken und die Entwicklung
bis zur ersten Ordnung in GG und zur vierten Ordnung in K durchzufiihren. Die
Untersuchung des PM-AFM-Phaseniibergangs sollte ebenso wie eine Weiterfiihrung
zu hoheren Ordnungen keine grundlegenden Probleme mehr bereiten.

Die Ausgangssituation wird nun durch die Gleichung

> ](22 M-=3G N\ 2t

beschrieben. Im Gegensatz zum Fall divergenter Selbstkopplung gibt es jetzt also
auch einen Beitrag nullter Ordnung in K. it war Gegenstand des vorigen Abschnitts.
Desweiteren existieren jetzt Beitrige ohne G-Faktoren, da M/(ju? — GG|¢[?) — im
Gegensatz zu M /(i —GG) bei A = oo —relevant von |H | abhiingt. Denn die Entwick-
lung dieses Ausdrucks enthilt beliebige Potenzen von |¢|%, deren Erwartungswerte
alle einen zu |H|* proportionalen Term besitzen (67).

Aus ebendiesem Grund diirfen sich nun auch sdmtliche, mit den G-Faktoren verbun-
denen ¢ zu Betragsquadraten kompensieren, es miissen also nicht wie bei A = oo
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zwei getrennte ¢-Faktoren iibrig bleiben. Dieser letzte Typ von Beitrdgen tritt aller-
dings bei Graphen der Linge kleiner oder gleich Vier, wie sie hier betrachtet werden,
noch nicht auf.

Abgesehen davon gibt es, wie im Fall divergenten A’s, nur noch Beitrdge von Wegen
mit genau zwei getrennten ¢-Faktoren. Die dafiir relevanten Graphen sind dem-
zufolge mit den bisherigen identisch. Graphen mit einer grofieren Zahl getrennter
¢-Faktoren kénnen ebenso wie Graphen mit nur einem freien ¢ nicht beitragen, da

< (¢)"¢|% >p= O(H™) und < |¢|* >p= O(1) (Anhang A).

Zur Erstellung der Doppelreihe erfolgt nun zunéchst die Entwicklung nach GG

M-G  M-GE (GG LY
ok )

=0

= (M = G)h(|9]) - (76)

Bei Entwicklung bis zu n-ten Ordnung in GG sind alle auftretenden Potenzen von
h(]¢|?) an dieser Stelle abzubrechen. In unserem Fall (n = 1) fiihrt dies auf die

Néherung:
M-G \* M — G\? GG
_ T ) (2= 1+2i— 02 .
<u2—GG|¢|2> < fiE > < e |¢|> (77)

Zu bestimmen sind jetzt die Koeflizienten von K%' /2i, im folgenden mit a; bezeich-
net. Nach Ausfiilhrung der Spur iiber die Ortskoordinaten ergibt sich in diesem Kon-
text

M—-G _\*%
a; = < Tr <I[L2TCWH> >g (78)
= > <wr|[(M = @bl ey |V oy - (M = Gy h([ 6, [ By, | > 11
Tq T2y

Die Struktur der 8 @ 8-Matrizen in der Spur erlaubt fiir beliebige Wege eine weitere
Vereinfachung; die Erwartungswerte lassen sich wie bei A = oo aus der Spur her-
ausziehen. Damit sind aber die Beitrdge der Wege, die zwei getrennte ¢-Faktoren
enthalten, mit denen im Fall divergenter Selbstkopplung bis auf die Erwartungswerte
identisch, d.h. Art und Finbettung dieser Wege auf dem Gitter kénnen unverdndert
iibernommen werden (Anhang B). SchlieBlich verbleibt man bei g = 1 mit dem
Resultat:

<lndetQtQ >y= —4N GG < |(b|2 > +Nd2d/2{
LK? [16G%(< ¢ >p< ¢t >g +GG < d|9|? >p< ot >p
+GG < ¢ >p< ot |o) >H)]‘|‘
Lt [64 3G2(d— 1)+ GA(5d = 3)| [< 0 >n< o* > +
GG(< 0lo]* >u< ot > + < 6 >u< ¢¥[6* >
+ < d>< ¢T >p< 2|9)? >H)]+

16(d — 1)GG < 4|6 >H]} :
(79)

Im Vergleich zum Fall divergenter Kopplung (39) bekommt man zusitzlich den ersten
Term, von nullter Ordnung in K, der im vorigen Abschnitt untersucht wurde, und
den letzten Term. Dieser stammt vom Weg kleinster Linge, der keine G-Faktoren
tragt, dem Rand einer einfachen Plakette, ist also proportional zu p*. Die beiden
anderen Terme entstehen, wie leicht einzusehen ist, aus den entsprechenden in (39)
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durch Ersetzung der Erwartungswerte.

Fiir den bei endlicher Kopplung zu Beginn betrachteten Fall GG = 0 erkennt man
hier nochmals explizit, dafl sich der fermionische Beitrag aufgrund von (63) nur
durch einen Faktor f(A)? vom Fall divergenter Selbstkopplung (39) unterscheidet.
Schlieflich erhdlt man fiir das kritische £ in d = 4 Dimensionen in fiihrender Ordnung
von d den nachstehenden, von A, K, Gy, G, abhéngigen Ausdruck:

1, GG (4Ps Doa) Doy
8 2/\ D 2 D—1 D—l
D_s\? D_sD_
{ 64(;[j <2>+GG332]
D_4 \/ﬁ D_1D_4
1 (D_s\* D_sD_ D_s\*
+K4[(1536Gi+2560(;g) —< 2) 4 GG (D= 2+< 2)
SA\D_, e \D_1D_; ' \D_,

GG D_y\ D_»
+2567< P D_1> D_l}. (80)

Rep =

Die D; bezeichnen erneut die parabolischen Zylinderfunktionen mit dem Argument
1-2)

Vax e
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2.4 Das SU(2), ® SU(2),-Modell

Bei divergenter skalarer Kopplung wird dieses Modell durch folgende Wirkung be-
schrieben:

d
S5 = -k Z Z Tr(@;-ﬂ@%) + Z @yQ(QP)y,x\px

z u>0 Yy
= S§+5F. (81)
U, = (%, xy) bezeichnet erneut das Fermion-Spiegelfermion-Paar, allerdings mit

zusdtzlichem SU(2)-Freiheitsgrad. Das nun vierkomponentige Skalarfeld wird auch
hier durch die divergente Higgskopplung auf die Einheitslinge festgelegt. Es 148t sich
daher als SU(2)-Matrix ausdriicken und fithrt mit 7" = (1, ¢¢) und der Einsteinschen
Summenkonvention auf die Schreibweise ¢, = T*¢*. Die im weiteren verwendete A-

B-Darstellung fiir die Fermionmatrix lautet analog zur entsprechenden Beziehungen
des U(1)-Modells in 8 @ 8-Blocknotation:

@((b) — by — K EM 6y7l’+ﬂ(7u +7) 61/90(Goz - VSGﬁ)S‘% .(82)
- by (Gl + 'VSGB)‘P;— bye — I EM byt (Vu + 1)

Die Berechnung der Zustandssumme erfolgt nun mit Hilfe eines entsprechenden Pa-
rameters H = T*H*, welcher aber nicht wie ¢ auf die Einheitslinge beschriankt sein
mufl. Bezeichnet man das Gruppenmafl mit du, ergibt sich zunéchst

T = (H / dux) exp (ng¢g) - (L(E) - BOEDY . (83)

Daraus folgt die Zustandssumme in MFA:
ZMFA = 25 exp (< —SF +1Indet @ — > H*¢k >H) <Z. (84)

Fiir die als Funktion von H zu minimierende freie Energie resultiert unter der Beriick-
sichtigung der Beziehungen < ¢% >p= 1H* + O(H?) sowie In(Ly(|H|) - L(|H])) =
S|H|*+ O(|H|"), der Ausdruck:

1 1 1 _ 1
Whra(H) = —§|H|2 - gmz|H|2 -5 <Indet@ >y —|-Z|H|2 : (85)

Ein Extremum von Wyra in H = 0 wird erneut durch die Invarianzeigenschafen des
Mafes in (83) sichergestellt. Fiir den Logarithmus der Fermiondeterminante ist daher
wieder eine HPE durchzufiihren, die Terme der Ordnung O(|H |*) beriicksichtigt.

2.4.1 HPE von < lndet@ >

Zunichst gelangt man analog dem U(1)-Modell zu der Beziehung:

_ o0 1 ]‘r
<lIndet@Q) >y = 8]\7111[,@2_((;3_(;2)]_ — (=
g ZQ@ H2_(G3_G%)

X Z < tr((Mm - G901)H9011’2 o '(Ml’m‘ - Gl’2i)Hl’2il’1) >H -

)Zi %

(86)
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Jetzt allerdings ist die Spur auch iiber den zusétzlichen Freiheitsgrad der SU(2)-
Gruppe zu nehmen, im ganzen also ist tr eine Spur iiber 16 ® 16-Matrizen. Bedingt
durch deren Blockstruktur tragen wie im vorigen Abschnitt wieder nur Terme mit
einer geraden Anzahl von G-Faktoren bei.

Basierend auf der im Vergleich zum U(1)-Fall verdnderten Zustandssumme Zp 148t
sich zeigen (Anhang A), daff der Zusammenhang

besteht. Deshalb sind in Verallgemeinerung zur U(1)-Symmetrie auch die Graphen
relevant, die an allen bis auf zwei Gitterpunkten eine gerade Zahl von ¢-Feldern
tragen. Dabei werden keinerlei Bedingungen mehr an das Zusammentreffen von ¢,
und ¢ gekniipft. Eine zusitzliche Erweiterung erfihrt die zu beriicksichtigende
Graphenklasse aufgrund von Termen hoherer Ordnung in H in (87). Ihretwegen
sind ebenso jene Graphen einzubeziehen, die auf allen Gitterpunkten eine gerade
Zahl von ¢-Feldern, insgesamt aber wenigstens zwei, tragen.

Betrachtet man zunéchst alle schon im U(1)-Fall relevanten Graphen, so 148t sich
dort wegen des Auftretens von genau zwei ¢-Faktoren, bedingt durch die Gleichung

1
< tr(n @) >H= gIHI2 =< tr(pt 0u) >, (88)

die SU(2)-Spur als multiplikativer Faktor aus der Spur iiber alle Freiheitsgrade her-
ausziehen. Der zu i*~2 proportionale Term der Gesamtspur aus (34) bleibt daher
bis auf die Ersetzung von $|H|? im U(1)- durch §|H|?* im SU(2)-Modell unverdndert.
Fiir die bereits im U(1)-Fall betrachteten Graphen ist also lediglich diese Substituti-
on durchzufiihren. Die Vergréflerung der Klasse der relevanten Graphen &uflert sich

darin, dafl bei Rechnungen bis zur sechsten Ordnung in K nun auch Teile der zu

A% =% und p?=% proportionalen Terme beriicksichtigt werden miissen. Es ergibt sich

schliefflich fiir die Entwicklung bis zur sechsten Ordnung in K der Ausdruck:
<Indet Q+Q > = 16N In(a? — (G2 — G2)) + §|H|2Nd2d/2{
2
1 K 2
2 (m)4 160G+
1 K =
L (@7_%) (647 (3G2(d — 1) + G3(5d—3)) +
1663 (G3(d +3) + G2d) )| +
6
1(____K =4 2 2 2 2
L (W—(Gi—GZ)) [3847 (5G2 (40 — 9d + 5) + G3(13d% — 21d + 10) ) +
1927°G% ((G3(5d4° — 3d — 2) + G3(11d* = 7d - 2)) +

3262 (GA(d +3) + GAGA0 — d+ 1)+ GA(d —d + 1))}
(89)

Der Zusammenhang, der den Phaseniibergang zwischen PM- und FM-Phase fiir
d = 4 Dimensionen in fithrender Ordnung d charakterisiert, lautet demnach:

wo=t-{ (ah=) 8(Go-6o
(%)4 [192(Gy + G )% 4 320(Gy — G )?
, TGy GO UG - G
(%) [20480( Gy + Gy )2 + 13312(Gy — G )2 (90)
F640(Gy — Gy ) + 1408(GE - G )?
+15(Gy — G+ (G — GO)N Gy + Gy )?
FI(Cy = GG+ G}

39



Entsprechend dem U(1)-Modell kommt es auch hier bei einigen Graphen zu einem
Vorzeichenwechsel, wenn man den Ubergangs zur AFM-Phase betrachtet. Dies fiihrt
fiir den PM-AFM-Phaseniibergang auf

<IndetQtQ >y = 16NIn(p* — (G2 — G3)) — %|H|2Nd2d/2{
2

4

i(ﬁ?£i53> (64722 (G2(d = 1) = G3(d +1)) -
1662 (GA(d+3) + G2d))| +

6
1 <ﬁ> (384711 (G2(4d? — 94 + 5) — G3(3d* — Td +2)) +
19202 ((G3(d? = 3d +2) — G2(d> = d = 2)) +
3263 (GY(d? +3) + GEGA(2d° — d + 1) + GL(d? —d + )] }

(91)

und in fithrender Ordnung d in d = 4 Dimensionen schliefilich zu

b= - { (5E5)" 86 -G
(%)4 [64(Gy + Gy )? = 64(Gy — Gy)?
—A(Gy = G = UG - G+
(G¢CI;;<—1)6 [4096( Gy + Gy )? — 3072(Gy — Gy )? (92)
+256(Gy — Gy ) = 128(GT - G3)?
+%(G¢ N GX)6 + %(Gll/ o Gx)4(G¢ + Gx)2
+(Gy = GOHGy + G}

Die Beziehungen fiir die inverse HPE ergeben sich analog denen des U(1)-Modells.
Ein Vergleich von (90) und (92) mit numerischen Daten liefert das nachstehende
Bild:
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Abbildung 7: Phasenstruktur des SU(2)-Modells fiir A = co, K = 0.125, G, = 0. ,+“
zelgen Punkte der MC-Rechnungen in der FM-Phase, Rauten in der PM-, Quadrate in der
AFM- und ,x“ in der FI-Phase. In allen Punkten ist die Masse des Higgsfeldes ungefahr
eins. Die gestrichelte Linie ist eine ebenfalls auf numerische Daten beruhende Abschitzung
der Phasengrenze.

Die Ubereinstimmung mit den numerischen Daten ist, verglichen mit dem U(1)-
Fall, weniger gut. Dennoch kann die MFA ihre Aufgabe einer approximativen Be-
schreibung erfiillen. Thr Giiltigkeitsbereich wird unter demselben Gesichtspunkt wie
bereits im U(1)-Modell festgelegt und ist damit erneut durch die eckigen Klam-
mern begrenzt. Die mit Gy, ~ 2.2 relativ hohe Grenze fiir den AFM-PM-Ubergang
steht im Einklang mit der Qualitdt der MF-Daten. Sie sind fiir die AFM-PM-
Phasengrenze weit besser und miifiten durch héhere Ordnungen der HPE nur noch
minimal gedndert werden, wihrend fiir die schlechteren PM-FM-Werte eine gréfiere
Korrektur erforderlich ist. Ein Vergleich der verschiedenen Ordnungen zeigt, daf die
jeweiligen Korrekturen jedesmal eine weitere Anndherung an die numerischen Resul-
tate bedeuten. Mit héheren Ordnungen sollte daher insbesondere der Ubergang zur
ferromagnetischen Phase noch besser getroffen werden. An den von den MC-Werten
abweichenden Startpunkten +0.25 der MF-Kurven wird sich dabei allerdings nichts
dndern.

2.4.2 Das Verhalten beil endlichen A\-Werten

Wie im U(1)-Modell bedeutet auch hier ein endliches A eine zusitzliche Integration
iiber die Lange des Higgsfeldes ¢. Bezeichnet man das Mafl der SU(2) weiterhin mit
dp lautet die Zustandssumme jetzt

Z = (H /0 7160 dleal / dux) (1;[ / d%d%) e, (93)
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wobei S nun wieder die bosonische Wirkung in ihrer allgemeinen Form enthalt:

z n=1

Sp=2_ {%Tr(cp;f@) +A [%Tr(eo;f@) - 1] s > Tr(go;fﬂc,o)} . (94)

Erneut ohne Beriicksichtigung von Normierungsfaktoren ergibt sich nach Integration
iiber die fermionischen Freiheitsgrade

7 = (H/OOO |¢w|3 d|¢x|/d,ux) e—SB-I-lndetQ ) (95)

Die Definition eines neuen MafBes Zp entsprechend dem U(1)-Modell ergibt nach
Ausfiihrung der SU(2)-Gruppenintegration in analoger Weise den Ausdruck:

Zi =TT | [ 106l dloa] e F 200 (a1 ,) — B lou]))] - (96)

Unter Zuhilfenahme der parabolischen Zylinderfunktionen verbleibt man schliellich
mit folgendem Ergebnis:

IR IR L — 1—20\1"
ZH_L%%TM D_k_2<m>] = (Fy(|H|, )N . (97)

Da sich auch hier die Struktur von Zg bzgl. H im Vergleich zur divergenten Selbst-
kopplung nicht gedndert hat, lassen sich wie schon im U(1)-Modell die Ausdriicke
fiir die Felderwartungswerte hinsichtlich ihrer Ordnung in H iibernehmen. Lediglich
die Koeflizienten sind andere. Demnach gelten auch jetzt die Relationen (87).

Bei den anschlielenden Untersuchungen wird nur der Fall GG = 0 betrachtet. Fr um-
fafit den physikalisch interessanten Entkopplungsfall &, = 0. Numerische Vergleichs-
daten bei endlicher Selbstkopplung liegen allerdings nicht vor. Mit der Abkiirzung

a, = (2N\)" 2D < 98
ergibt sich fiir die Erwartungswerte, die in den HPE bis zur sechsten Ordnung auf-
treten konnen (ein geschlossener Graph der Lange Sechs kann einen Gitterpunkt
hochstens dreimal anlaufen und gibt damit Anlafl zu einem Produkt von maximal

drei ¢-Faktoren), das folgende Bild:

=

A
a
<¢F >y = HkﬁJrO(H?’)E g(\)+0(H?),
0

INFSRN

a? 1 a
<ol >p = by (—1 +—|H|2( —(
2(18 8

S | 8

A
0

S

1
= Zéklg(/\) + O(Hz) R

A
<SS sy = (G HE + 6 H™ + 5ka’)4% +O(H?). (99)

0
Die grofiere Komplexitat der SU(2) bzgl. der in den Graphen erlaubten ¢-Faktoren
spiegelt sich auch in der A-Abhdngigkeit wider. Sie 1a8t sich nicht wie im U(1)-Fall
vollstindig aus der HPE herausziehen, selbst wenn man diese nur bis zur sechsten
Ordnung ausfiihrt. Beschrdnkt man sich wie bisher lediglich auf die fiihrende Ord-
nung in d, ist das A-Verhalten allerdings allein durch die Funktion ¢g(A) beschreibbar.
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Diese Beschrankung sorgt ndmlich dafiir, dal nur die ersten beiden Erwartungswerte
in (99) eine Rolle spielen, denn ein geschlossener Graph der Linge Sechs, der einen
Gitterpunkt dreimal anlduft und zur Ordnung H? beitriigt, liefert allenfalls einen
Faktor d?, ist also nicht von fiihrender Ordnung in d.

Fiir den PM-FM-Phaseniibergang ergibt sich in fiihrender Ordnung d in d = 4 Di-
mensionen unter Beriicksichtigung der A-Abhédngigkeit die Beziehung

Rerp = 71

_'{ (G¢Gx—1)4
(=)

K \®
GGy 1

8(G¢ - Gx)2+

[192(Gy + G )? + 320(G¢ G )2
FA(Gy — GO+ 4(G2 - g+
[20480(Gy + Gy )% + 13312(G¢ Gy )
F[640(Gy, — Gy )* + 1408(G2 — G2)%]g(N)
HEF(Gy = G + Gy — G ) (Gy + Gy)?
H(Gy = GG+ G )MV

(100)

und fiir den PM-AFM-Phaseniibergang der Ausdruck

Rep = —3%

Asymptotisch verhilt sich g(A)~! wie

Selbstkopplung ist

_'{ (Gwa—1)4

K
GyGy—1

K \°
Epye-

8(G¢ - Gx)2+
[64(Gly + G )? = 64(Gy — Gy )?
—[A(Gy = GO A - G2))g(N)]+
[4096(Gry + G ) = 3072(Gly — Gy )?
F256(Gy — Gy ) — 128(G2 — G2)2g( M)+
[13_6(G¢ - Gx)6 + 33_2(G¢ - Gx)4(G¢ + Gx)2
HI8(Gy - GG+ GOV }

(101)

4022

FSERC W ihr Grenzwert fiir verschwindende

%. Ein genaues Bild zeigt Abbildung 8.

43



1/g
-
T

Abbildung 8: g(A)~! sowie (4% — 21)/(4A? — 2) + 1)
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Abbildung 9: Die Phaseniiberginge fiir unendliches und verschwindendes A in sechster
Ordnung K fiir K = 0.125 und G, = 0. Die in & = :I:% startenden Kurven beziehen sich
auf A = 0. Fiir den PM-FM-Ubergang ergibt sich die obere und fiir den PM-AFM-Ubergang
die untere der beiden A = 0-Kurven aus den A = co-Kurven durch reine Verschiebung, d.h.

Beriicksichtigung von ¢g~' in (100) bzw. (101).

Abbildung 9 zeigt den Einfluf von ¢(A) auf die Phasenstruktur fiir den Extrem-
fall verschwindender Higgsselbstkopplung (dort ist die Abweichung der Funktion
g(A) von 1, d.h. dem Wert bei A = 0o maximal). Als Unterstiitzung sind in diese
Abbildung auch die Kurven aufgenommen, die sich allein durch Verschiebung des
Phaseniibergangs bei A = oo, d.h. Beriicksichtigung des Faktors g(A)~%in (100) bzw.

(101), ergeben.
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Es wird deutlich, daf die Verformung der Kurven aufgrund der Faktoren g(A) und
9(\)? keine grofien Abweichungen hervorbringt.

Im Gegensatz zum U(1)-Modell tritt hier allerdings eine deutliche Verschiebung auf,
die bei K = 0 und verschwindender skalarer Kopplung auf k.. = :l:% fithrt. Dies
stimmt mit den aus der Storungstheorie abgeleiteten Resultaten [31] wie auch im

U(1)-Modell [28] iiberein.
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2.5 Wellenfunktionsrenormierung, Masse und Kondensat der Fer-
mionen

In diesem Abschnitt sollen mit Hilfe der MFA einige fermionische Meflgréfien be-
stimmt werden. Es handelt sich um die renormierte, fermionische Masse ur sowie
die Wellenfunktionsrenormierungen 7, und Z, und das Fermionkondensat. Bis auf
letzteres kann man alle diese Groflen aus dem Fermionpropagator gewinnen, der
wiederum iiber die MFA und die HPE berechnet wird. Demzufolge ist zunichst der
Zusammenhang zwischen den gesuchten Mefgrofien und dem Fermionpropagator zu
klaren.

2.5.1 Zusammenhang der Mef3gré3en mit dem Fermionpropagator

In Analogie zum Verhalten des freien Fermionpropagators [28] definiert man den
Propagator der wechselwirkenden Theorie im Impulsraum unter Beriicksichtigung
der Translationsinvarianz durch die Relation

Ag(p) =D e < U,V >.= A—ip-yB+ 0(p?) (102)

mit p, = sinp,. Die Entwicklung des inversen Propagators um die Ecken der Bril-
louinzone (p = 0) ergibt demnach

Ag'(p) =M +ip-yN + 0%, (103)
wobel die Matrizen M und N durch
M=A"1 N=AaA'BA"! (104)

gegeben sind. Die Wellenfunktionsrenormierung Zy ist so zu wihlen, daf sie die Ma-
trix N auf die Einheitsmatrix transformiert. Diese Wahl fiithrt fiir den renormierten,
inversen Propagator auf die Beziehung:

(ATHR(0) = 23 * A3 () 2" = i Mp +ip -7 0 1 + O(p) . (105)

Die Massenmatrix Mp ist in der symmetrischen Phase, die auch hier Gegenstand der
weiteren Betrachtung sein soll, eine rein offdiagonale 2 ® 2-Matrix mit den Fintrdgen
ptr. Mit Hilfe der so definierten Mefigréfien liest sich der Propagator als:

X 1 =1y - pLy PR\ Ly
Ag(p) = —— Vausx | 106
v(?) 1+ p? ( HRN Ly 2y =1 - P2y (106)

Dieser Zusammenhang ist nun nach den gesuchten Gréflen aufzulésen. Ein Vergleich
mit (102) zeigt zunéchst:

0 A VZyZy [0 1
A = WX @LI% ® 1,
Ay 0 fig +p L0
_ [ By 0 1 Zy 0
B = ( 0 BX)®]I4_H%%+Z)2( 0 ZX)@@L. (107)

In den Ecken der Brillouinzone, die im folgenden mit ¢ bezeichnet werden (d.h.
q=(p1,...,pq) mit p, € {0, 7}) ergibt sich damit

_ Ay (q) _ A?bx(q)
HR((]) = Bw(q)Bx(q) 5 le/((Z) = Bx((Z) ) ZX(Q)

_ ALl
By(q)

(108)
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Die Gréflen A(g) und B(g) erhélt man nach (102) aus dem Impulsraumpropagator
auf die folgende Weise:

Alg) = Au(g)=D e <0, >,

. d
7 g -

B(q) = EZ’Vka—mA\D(PNﬁ 2Z’Vk—Aq; ) p=¢
k=1

d
2 —iq-x T
= 20 E (E ’ykxk) e < U Uy >, . (109)

Die Gleichungen (108) und (109) ergeben den gesuchten Zusammenhang. Dabei ist
Pu = 2sin B
Wie schon in den vorangegangenen Abschnitten ist der Wechsel zur A-B-Darstellung
fiir die Berechnung von A(q) und B(q) sinnvoll. Mit der Definition By = 3(By+ By)

und Bg = §(By — By ) lautet sie

Alg) 0
( 0 A<q>)®ﬂ4

d
Ba — ’}/5Bﬁ 0 2 —iq-x \T AB
= v, .
( 0 Ba‘|"}/5Bﬁ)(q) Qd—(j2zx: g::l%xk € < 0 >

(110)

AAB((]) = Ze_iqm < \Ills\IJo >1C4B R

Im folgenden ist mit A(¢) immer die Zahl in (110) gemeint. Nach Berechnung der in
(110) spezifizierten GroBen erlaubt ein Wechsel zuriick zur chiralen Darstellung die
Bestimmung der gesuchten Gréfen pp sowie Zy und Z, mittels Gleichung (108).

Der daher zunichst zu untersuchende Ausdruck < ¥, ¥, >fB ergibt sich iiblicher-
weise nach Einfiihrung von Quelltermen in die Wirkung

§——85=5-Y(No¥, + U, N,) (111)

xr

aus der Differentiation der freien Energie nach den Quellen, d.h.

82

<,y >AP= T
0 ON,ON,

In Z(N, M) o (112)
mit Z(N,N) = [1, [ duse™5 und einem der Symmetrie entsprechenden Integra-
tionsmaf dp,. Im hier untersuchten U(1)-Modell ist Z(0,0) mit dem Z aus den

Gleichungen (20,55) identisch. Man fithrt nun dasselbe Ersatzmafl Zp ein wie dort
und definiert

ZMFA(N,N) = Zgexp (< S5 4+ Indet Q — %(qub; ‘|‘H+Z¢x)
S RO 2 ) 113
y

wobei Zp und Sp fiir endliches und divergentes A passend zu wihlen sind und das
Skalarfeld fiir A = oo der Einschriankung |¢| = 1 unterliegt.
Unter Zuhilfenahme dieser Zustandssumme 148t sich nun die MFA des Propagators
bestimmen:

<V, Wy SMA—c QN (8) >y . (114)

47



So wie bei der Untersuchung der Phasenstruktur die O( H?) solcher Erwartungswerte
zu berechnen war — denn das Verschwinden ihrer zweiten Ableitung in H = 0 legte
die Grenze der symmetrischen Phase fest —, mufl von diesem Ausdruck in der sym-
metrischen Phase die O(1) bzgl. H bestimmt werden, da alle htheren Ordnungen
in H = 0 verschwinden. Betrachtungen in der gebrochenen Phase sind aus diesem
Grund sehr viel aufwendiger; dort nimmt [ n&mlich von Null verschiedene Werte
an.

2.5.2 Berechnung des Propagators in MFA

Wegen der Nichtlokalitdt des Propagators versucht man auch hier eine HPE. Mit
denselben Definitionen wie bisher resultiert daraus der Ausdruck:

- _ 1 = K i
SRl = a4 (u? (G- G%)) ’
<[(M - GYH) (M — Goo >m - (115)

Im Gegensatz zu den fritheren Untersuchungen spielen also jetzt offene Wege von 0
nach z eine Rolle. Dain (110) iiber alle  summiert wird, kommen so simtliche Wege
zum Tragen, die in 0 starten. Diese Tatsache erlaubt die vollstdndige Aufsummati-
on bestimmter Graphenklassen fiir alle Ordnungen von K und damit insbesondere
die Beriicksichtigung aller Graphen, die bei vorgegebener K-Potenz zur fiihrenden
Ordnung von d beitragen.

LaBt man zundchst die Yukawakopplungsmatrizen G aufler acht, betrachtet also in
(115) den einen Term héchster M-Potenz, ergeben sich in » = g = 1 die Gleichungen

| o0 K i
Alq) @ Ty —(@2-azy Z (W)

=0
Ze—qu Z H Yui + D0o 0ttt s
M1y 7#’1] 1
2 | > K i
B L = _ .
(q) @ Ty 2d— 21— (G2 - G3) ;(1—«;3—@%))
d
DT wem) Y H Yoy + D044+t >
x k=1 H1yeeskty j=1
Bs(g) @5 = 0. (116)

Die jeweils zweite Zeile in den Ausdriicken fiir A und B, beschreibt die Summation
iiber alle moglichen Wege der Lédnge 7 auf dem Gitter. Mit jedem Schritt auf dem
Gitter in eine Richtung fi ist dabei der Faktor (y, + 1) verbunden, der, bedingt
durch die Relation (v, 4+ 1)(y-,+ 1) = 0, wie schon in den beiden vorangegangenen
Abschnitten zum Wegfall der Beitrige sdmtlicher Graphen mit Appendices fiihrt.
Fir B, sind die verbleibenden Wege je nach ihrem Endpunkt 2 noch mit verschiede-
nen Faktoren gewichtet. Solange keine G-Faktoren beriicksichtigt werden, tritt die
vs-Matrix nicht auf und Bg verschwindet. Wie im Anhang E bewiesen wird, 1aft
sich die Summationen fiir A und B, vollstdndig ausfiihren. Mit n, als Zahl der von
Null verschiedenen Komponenten von ¢ liefert sie

B 1 o0 Q(d— 2nq)ff ‘
Alg) = 1- (G2 - G%) ; (1 - (G% — G%))
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1
= (G2 - G%)—2(d—2n,)K

1 1 < ( od—2m)K \'
Ba(q) = 4 ( ! )
d—2nq1—(G3—G§); 1—(GE - GY)
2K
(1= (G2 = GZ) = 2d—2np)K)?

(117)

Die Summation iiber alle Langen ¢ ist natiirlich nur innerhalb des Konvergenzradius
durchfiihrbar. Fiir die renormierte Fermionmasse und die Wellenfunktionsrenormie-
rung ergeben sich demzufolge ohne Beriicksichtigung der G-Matrizen die nachste-
henden, fiir alle Ordnungen von K aufsummierten Ausdriicke:
1—(G?* —G%)—2(d - 2n,)K
uile) = T “— = pr(0) +2n, .

Zua) = 7(9)= g (1)

Es sei nochmals betont, dal in (118) die Beitrédge aller denkbaren Graphen ohne
G-Matrizen enthalten sind, also nicht etwa nur fiilhrende Ordnungen in d.

An dieser Stelle findet man eine weitere, aus numerischen Simulationen gewonnene
Aussage [27] qualitativ durch die MFA bestétigt: Der kritische Wert des fermio-
nischen Hoppingparameters K., wichst fir GG, < 0 monoton mit wachsendem
|GGy |. Nach (118) ist er gegeben durch K. = %
diese Eigenschaft.

Nimmt man die MFA ernst und macht eine HPE in K nur in fiihrender Ordnung
der Dimension d, wie es fiir ,,mean-field“-Rechnungen typisch ist, da sie in d — oo
exakt werden, bildet (118) das Endresultat. Denn die Hinzunahme von G-Matrizen
bedeutet die Einfithrung von ¢-Faktoren, welche sich in der symmetrischen Phase
genau aufheben miissen. Die damit verbundenen Zwangsbedingungen an die Wege
auf dem Gitter (sie miissen sich an geeigneten Stellen kreuzen) schranken die freie
Wahl der Wege im Gegensatz zur Situation bei geschlossenen Graphen derart ein,
dafl Beitrdge dieser Art nicht mehr die maximale d-Potenz aufweisen, wie es ohne
¢-Faktoren noch der Fall war. Sie liefern Terme proportional zu K™d"™ mit m > n,
wohingegen die Exponenten bei Termen fiihrender Ordnung in d gleich sind.
Wihrend die Wellenfunktionsrenormierungen in dieser Form noch mit den Resulta-
ten fiir die nullte Ordnung der Stérungsrechnung iibereinstimmen, geht das Ergebnis
der renormierten, fermionischen Masse bereits dariiber hinaus. Setzt man die Yuka-
wakopplungen auf Null, ist es allerdings damit identisch.

Da bisher keine Erwartungswerte < --- >y in die Iirgebnisse eingingen, sind letztere
unabhéngig vom betrachteten Modell und gelten in gleicher Weise fiir die SU(2)-
Symmetrie.

und besitzt daher genau

Im Fall endlicher Selbstkopplung ist nun wieder mit jeder Massenmatrix der Faktor
% verbunden. Da bisher noch keine expliziten G-Faktoren betrachtet wurden,
ist dies der einzige Punkt, an dem die Endlichkeit der Higgskopplung eingeht. Ist
h(|$?|) wie in (76) definiert, folgt aus der Entwicklung bis zur ersten Ordnung in

GG

S < (18P Yoal RSP o > (2(d — 20,))

=0

Alq)

2
1 (1+ GG < |6)? >i

2
Tanid—2n) \M P To ok (@ —am, TOLEC )) !
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Ba(q) =

-~ 2
2K (1 N 2GG < |6 >

(0 2K(d—2n)2 \ " T_2k(d—2n,) © O(GGQ)) - (119)

Bedenkt man, dafi < |¢|? >g= f(\) bei divergenter Selbstkopplung den Wert Eins
annimmt, stimmt dieses Resultat dort mit der Entwicklung von (117) bis zur ersten
Ordnung in GG {iberein. Fiir die Mefigrofen ergibt sich

1 -GG f(A)—2(d—2ny)K

pra) = — +O(GG?)

Zule) = Z4(9)= 51 +0(GEY) (120)

Wegen fehlender numerischer Vergleichsdaten bei endlichem A ist es nicht nétig,
hier zu hoheren Ordnungen von GG zu gehen. Bereits jetzt ist zu erkennen, dafl
die A-abhdngigen Faktoren in den héheren Ordnungen von GG im Fall A = oo
verschwinden miissen. Gleichung (120) zeigt ferner, daf§ jetzt iiber die fermionische
Masse eine Modellabhingigkeit gegeben ist. Im SU(2)-Modell ist dort f(A) durch
g(A) zu ersetzen. Die Wellenfunktionsrenormierung unterscheidet weiterhin nicht

zwischen U(1)- und SU(2)-Modell.

2.5.3 Korrekturen zur fithrenden Ordnung der MFA

Fiir den Fall divergenter Selbstkopplung sollen im folgenden zwei verschiedene, auf
die Finbeziehung von Termen mit G-Faktoren basierende Korrekturverfahren unter-
sucht werden. Dazu empfiehlt es sich, die bisherigen Rechnungen aus einer anderen
Sicht zu betrachten:

In Analogie zur iblichen Stérungsrechnung lafit sich die Grofle 2(d — 2n,)K = L(q)
als eine Art freier Propagator und j(f® — (G2 — G3))™" = Io als irreduzibler An-
teil niedrigster Ordnung auffassen. (Da in diesem Abschnitt keine Besselfunktionen
auftreten, ist eine Verwechslung ausgeschlossen.) In diesem Sinne lassen sich A und
B, unter Vernachldssigung der G-Faktoren schreiben als:

A((]) = IO + I()L((])IO + IoL(q)IoL((])IO + ...

o (1 ' i(L(q)IoY) =T Ih

IOL(Q)IO

(d — 2n,)Ba(q) I (0 + ii(L(q)Io)i) R (121)

Auf derartige Weise werden mit Hilfe der ,Bausteine* L(¢) und Iy sdmtliche Gra-
phen erzeugt und in A(q) bzw. B, (q) beriicksichtigt, die keine G-Matrizen enthalten.
Zur Konstruktion von Graphen mit G-Faktoren sind weitere elementare Bausteine
einzufiihren, die solche Faktoren enthalten. Diese miissen sich dabei u.a. an den End-
punkten der neuen Bausteine befinden, denn wéire letzteres nicht der Fall, liefle sich
ein solcher Teilgraph wiederum aus L(q) und einem Teilgraphen, der in G-Matrizen
endet, zusammensetzen. In diesem Kontext darf daher von irreduziblen Bausteinen
gesprochen werden, wenn die Enden mit G-Faktoren besetzt sind. Zusammen mit
der Notwendigkeit, daB} sich die ¢-Felder gegenseitig aufheben miissen, schrinkt die
genannte Bedingung die Zahl der moglichen irreduziblen Bausteine stark ein.

Der bzgl. der Ordnung von K kleinste Baustein dieser Art tragt zwei G-Matrizen,
startet und endet im gleichen Gitterpunkt und umlauft dabei eine Plakette auf dem
Gitter, hat also die Linge 4. Damit befinden sich die beiden G-Matrizen im glei-
chen Punkt, so daff die ¢-Faktoren sich aufheben. (Ein Weg der Lange 2, der solches
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leistet, also zu einem Gitterpunkt zuriickkehrt, an dem sich dann zwei G-Matrizen
plazieren lieflen, wire ein Appendix. Fiir r = 1 verschwindet ein derartiger Beitrag
aber nur dann nicht, wenn in dem Appendix eine G-Matrix steht. Der dortige ¢-
Faktor allerdings fallt nicht heraus und fiithrt zu einem Term proportional zu H, der
in der betrachteten symmetrischen Phase verschwindet.)

Der Beitrag dieses Bausteines I 1a8t sich leicht berechnen. Er lautet:

B 13K
(7~ (- G)F

[—4d(2d - 2)(GZ - G3)]| = I, 14 (122)

— |

Die Punkte deuten dabei die Stellung der G-Faktoren an. Wie alle geschlossenen
Graphen der Linge 21 ist er in fithrender Ordnung d proportional zu K2'd'.

Fiir das weitere Vorgehen bieten sich zwei M&glichkeiten:

1. Zum einen kann man sdmtliche Graphen beriicksichtigen, die aus den drei Bau-
steinen L(q), Iy, I3 aufgebaut werden kénnen, den irreduziblen Baustein I3 also
vollstindig einbeziehen. Dies stort allerdings die Konsistenz der d-Entwicklung
fiir feste Ordnung von K. Denn ein Graph, der z.B. zwei I5-Bausteine enthilt,
verliert im Vergleich zur fiihrenden Ordnung den Faktor d=*, wird aber bertick-
sichtigt, obwohl Graphen mit einem Baustein I3 (s.u.), d.h. einem Faktor d—3
gegeniiber der fiihrenden Ordnung, vernachldssigt werden.

2. Die Alternative dazu besteht in der vollstindigen Berechnung der in d ndchsten
Ordnung. Dazu tragen genau die Wege bei, die aus einem I, und beliebig vie-
len L(g) und Iy aufgebaut sind. (Dabei muf} natiirlich die Anzahl irreduzibler
Bausteine um eins grofler sein als die Zahl der L(g).) Es ist dies einzuse-
hen, wenn man bedenkt, daB Terme maximaler Ordnung proportional zu K'd’
sind, wihrend die jetzt betrachteten Wege sdmtliche Beitridge proportional zu
K'd'=? liefern. Ausdriicke, die sich wie K!d'~! verhalten, kann es nicht geben,
denn das wiirde bedeuten, daf} ein Graph der Linge [ mit [ — 1 frei wihlba-
ren Stiicken vorliegt und einen Punkt (an dem die G-Matrizen stehen) zweimal
durchlduft. Der dann notwendige Appendix fiithrt aber zum Verschwinden eines
solchen Beitrags.

1. Vollstandige Einbeziehung irreduzibler Bausteine

Betrachtet man alle Graphen der Lidnge [, so gibt es fiir das Frsetzen von Iy durch
Iy genau [ + 1 Moglichkeiten. Diese neuen Graphen liefern daher statt L(q)'(lp)'*!
den Beitrag L(q)'(Io)'T'(I + 1)I3I;*. Erlaubt man die Ersetzung einer beliebigen
Zahl von Iy durch I (einschliefilich Null), ergibt die Zusammenfassung

A(q) f:L( P+1§(’+1)IU?

ZL Io—|-12 i+l (IO—I'IQ (1‘|‘Z IO‘|‘IQ))

Io+ I
T 1-L(g)Io+ I2) (123)

und entsprechend fiir B(q):

(d - 2n,)Balq) = f: Y+ i ( 111 )IJI i

=0
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L(g)(Io + Ip)*
(1= L(q)(o + I2))?

Diesem allgemeinen Zusammenhang 148t sich entnehmen, dafl weitere irreduzible

(124)

Bausteine durch einfache Addition ihrer selbst zu den bereits vorhandenen Baustei-
nen zu erginzen sind.

Vor einer Auswertung sollen auch die irreduziblen Bausteine sechster Ordnung in
K Beriicksichtigung finden, da sich hier erstmals ein von Null verschiedenes Bg
ergibt und es dadurch zu einer Aufspaltung zwischen Z,; und Z, kommt. Nicht
verschwindende Bausteine der Ordnung K¢ sind z.B.

I I R o |

(125)
wihrend es weitere Bausteine gibt, die aufgrund ihrer Appendix-Struktur verschwin-
den oder sich beim Durchlaufen in beiden Richtungen gegenseitig aufheben, wie
beispielsweise

+ =0. (126)

Die drei ersten Graphen in (125) liefern einen Beitrag zu Is. Insgesamt ergibt sich
bei Beriicksichtigung aller geschlossenen Wege der Linge 6 ohne Spitzen

1° KOy
(= (G2 - G

I3 1y =

[—32d(2d — 2)(2d — 4) — 48d(2d — 2)(GZ - G) . (127)

Um alle Graphen zu beriicksichtigen, die sich unter zusétzlicher Einbeziehung sdmt-
licher irreduzibler K°-Bausteine bilden lassen, miissen aufBer I3 noch die letzten
beiden Graphen aus (125) bestimmt werden:

N _ —4(GE + GH(G2 + 3G K°
| | (72 = (G% =GR

(Ga = 75G8)(vu + V(70 + 1)(Ga + 75Gp)
= a(Go —75Ge) (v + D)y + 1)(Ga + 75G5) -
(128)

X

Die Einbeziehung dieser irreduziblen Bausteine ergibt schliefilich (Anhang E)

Io+ 1I:+ Is 4 S(q)
L= Lo+ I+ Iz + 5(q)
To(9) + L(q) o + 1> + Is + S(q))*
(1-L(@)o+ I+ I+ 5(q)? 7

_ —T5(q)
(d=20)Bp(a) = 7 L(q)(10+£+13+ ST (129)

Dabei gilt
S(q) = a(GZ — G§)[2d(2d - 2) — 16n,(d — n,)]
To(a) = 20(G2+G3)[2d(2d— 2) — 16n,(d — n,)] .
Ts(q) = 4aG,Gp2d(2d —2) — 16n4,(d — n,)] . (130)
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2. Vollstandige Berechnung weiterer Ordnungen in d

Ausgehend von der fiilhrenden Ordnung in d erhélt man unter zusdtzlicher Beriick-
sichtigung aller Terme bis zur zweithéchsten Ordnung in d, d.h. aller Graphen, die
neben einem I3 nur aus L(gq) und Iy bestehen, den folgenden Ausdruck:

- (1= L(g)o)?

— Ll
(d=20)Bule) = S0l PHE(Z“) i

=0

IoL(q)I 21 L)1
(1= L(g)l)? (1 L(g)lo)?

12(f) bedeutet dabei, daf nur der Term o< K*d? aus (122) einbezogen wird. Auch hier
soll noch ein weiterer Schritt durchgefiihrt werden, der diesesmal in der Beriicksich-

(131)

tigung aller Graphen mit dem Verhalten K'd'~3 besteht. Bezeichnet I:gf) erneut die

fiihrende Ordnung von d in (127), so ist dazu in (131) lediglich IJ durch I, + IJ zu
ersetzen.

Ehe auf die numerischen Resultate fiir die gesuchten Gréflen ug, Zy, Z, eingegangen
wird, sei noch ein Sachverhalt bzgl. der Ordnung der Yukawakopplungen in Bg(q)
erldutert:

Samtliche Bausteine quadratischer Ordnung in den Yukawakopplungen sind appen-
dixfreie, geschlossene Wege, die in G-Matrizen anfangen und enden. Den Beitrag
aller solcher Wege der Lénge 2! bezeichne man mit ;. Sie tragen auf dieselbe Weise
wie Iy, 19,13 zu A, B,,, Bg bei, d.h. liefern insbesondere keinen Bg-Beitrag. Um das
einzusehen, ist zu iiberlegen, was passiert, wenn man die G-Matrix am Anfang eines
solchen Graphen, an allen mit den links verbundenen 7y-Matrizen vorbei, bis zum
Ende durchpermutiert:

Fiir den GG ,-Anteil dndert sich nichts, da er mit den y-Matrizen kommutiert; fiir den
Teil £75G 5 hingegen kehren sich die Richtungen aller y-Matrizen um, d.h. v, — v_,.
Infolgedessen verbleibt man bzgl. &, beim urspriinglichen Weg und erhélt fiir £v5G g
einen neuen, allerdings weiterhin geschlossenen Weg gleicher Linge. Da aber die Ge-
samtheit aller geschlossenen Wege dieser Lidnge betrachtet wird und die Abbildung
Yu — Y—p dort bijektiv ist, &ndert sich effektiv auch fiir £v5G/5 nichts. Demzufolge
ergibt sich das gleiche Resultat fiir [;, wenn die G-Matrix am Anfang der Graphen
direkt an deren Ende geschrieben wird. Dann aber lassen sich die beiden G-Matrizen
zusammenfassen und die Abhingigkeit der I; von den Yukawakopplungen lautet:

M?l—l]x/ﬂl

(7 — (@ =Gy

I (G2 - G3). (132)
1; enthélt folglich keinen +s-Beitrag, wie er fiir ein nichtverschwindendes By erfor-
derlich wére.

Ein dhnliches Argument schliefit auch die vierte Potenz der Yukawakopplungen als
Beitrag zu Bg aus:

Irreduzible Bausteine mit vier G-Faktoren tragen zwei davon an ihren Enden und
zwei im Inneren. Durchlduft man einen solchen Graphen, miissen der erste und vier-
te sowie der zweite und dritte G-Faktor zusammenfallen. Denn da abwechselnd ¢
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und ¢t auftreten, ist klar, daf letztere sich nur aufheben kénnen, wenn eine gerade
Anzahl (einschliefllich Null) von G-Faktoren zwischen den beiden aufeinandertref-
fenden liegt. Die andere Moglichkeit wire daher die Kompensation des ersten durch
den zweiten und des dritten durch den vierten G-Faktor. Sie scheidet aus, da dies
zu einem Graphen fithrt, der in einem erweiterten Sinne nicht irreduzibel ist, denn
er setzt sich aus zwei irreduziblen Bausteinen an den Enden eines Graphen aus I
und L(q) zusammen.

Der verbleibende Graph ist somit geschlossen (Kompensation des ersten mit dem
vierten G-Faktor) und kreuzt sich wenigstens einmal im zweiten bzw. dritten G-
Faktor. Auf den im zweiten Faktor startenden und im dritten Faktor endenden
Teilgraphen 148t sich die obige Argumentation fiir die quadratische Ordnung in den
Yukawakopplungen anwenden. Sie ergeben also einen Faktor G2 — G, d.h. eine ska-
lare Grofle. Folglich sind die beiden {ibrigen G-Faktoren an den Enden des Bausteins
ebenfalls wie oben abzuhandeln.

Aus diesem Grunde kénnen frithestens Terme in sechster Ordnung der Yukawakopp-
lungen zu Bg beitragen.

2.5.4 Vergleich mit den MC-Daten

Fiir den Fall divergenter, skalarer Kopplung werden die MF-Resultate in den fol-
genden vier Abbildungen mit den numerischen Daten verglichen. Dabei ist in den
ersten drei Abbildung die fermionische Masse abziiglich ihres Wertes in nullter Ord-
nung Stérungsrechnung aufgetragen, um die durch die MFA demgegeniiber erreichte
Verbesserung deutlicher zu machen. Die vierte Abbildung zeigt Z.

4 T T T T T
m(x) ——
m2(x) -—
350 mB(x) - ]
mi(x)
3l me(x) --- |
"massdl. dat" ro—
2.5 R B
2 H -
= 1.5 R i
l&k B
0.5 H —
ol
oH 6 ;?; S ., 4 <
0.5 H T
-1 1 . 1 1 N 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
K

Abbildung 10: Im U(1)-Modell fiir A = oo, Gy = 0.1, G, = —0.3 ist hier M = pur — 1o
gegen K aufgetragen. Die numerischen Daten stammen erneut aus MC-Rechnung auf 42 - 8-
Gitter, in mg ~ 1 in der PM-Phase. Die Kurven m1,m2,m3 zeigen die MF-Resultate unter
Beriicksichtigung der eins, zwei, drei fiihrenden Ordnungen in d. Die Kurven m4,mb basieren
auf den MF-Ergebnissen, die alle irreduziblen Bausteine der Ordnung K*, K° enthalten.Der
Konvergenzradius ist s 0.129.
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Abbildung 11: Diese Abbildung zeigt dasselbe wie die

Der Konvergenzradius betrdgt 0.1375.

18 T T T T T T T
m(x) ——
m2(x) -—
r m(x) - ]
m(x)
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12 B
10 B
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8 %} -
6 % T S T
3 e
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4+ |
2 - -
0 1 1 1 1 1 1 1
0. 05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
K

Abbildung 12: Im Vergleich zur vorangegangenen Abbildung haben sich nur die Yukawa-
kopplungen gedndert. Sie betragen Gy = 2.0, G, = —2.0. Hier liegt der Konvergenzradius

bei 0.625.
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Abbildung 13: Die Kurve zl(x) veranschaulicht die Wellenfunktionsrenormierung 7 =
1/2K, Rauten zeigen MC-Werte fiir eine gemittelte Wellenfunktionsrenormierung 7 =
%(Zd, + Z,) bei Gy = 0.1, G, = —0.3, die Kreuze in Gy = 0.1, G, = —1.0, die Qua-
drate in Gy = 2.0, G, = —2.0. Die Kurven z(a,b)4(x) zeigen Z unter Beriicksichtigung der
ersten drei fithrenden Ordnungen in d fiir GG = —0.03,—0.1, —4.0.

In den ersten beiden Abbildungen erkennt man zunichst, daB die gute Uberein-
stimmung der unkorrigierten MF-Resultate fiir groie K eher zufillig ist, denn nach
Hinzunahme der verschiedenen Korrekturen ist sie nicht mehr gegeben. Eine sol-
che Situation wére auch nicht mit dem Konvergenzradius der unkorri()gierten Reihe
in Einklang zu bringen, den der Entwicklungsparameter auf K < ;(_d—i% festlegt.
Innerhalb dieses Radius unterscheiden sich in allen drei Fillen die verschiedenen Ap-
proximationen nicht wesentlich, so dafi auch nach Beriicksichtigung weiterer Ord-
nungen in d bzw. zusitzlicher Bausteine dort keine grofien Anderungen mehr zu
erwarten sind. Abschlieend 148t sich daher sagen, daff im Giiltigkeitsbereich der
HPE bereits die unkorrigierte MFA die Abweichungen der numerischen Resulta-
te von der nullten Ordnung der Stérungsrechnung approximativ richtig wiedergibt.
Die Korrekturen sind dort nur unwesentlich.

Die Wellenfunktionsrenormierung 7 aus der vierten Abbildung zeigt erst nach Ein-
beziehung aller irreduziblen Bausteine bis zur Ordnung K€ eine Aufspaltung in
Zy # Zy. Diese ist allerdings so klein, daf} sie auf der Graphik nicht sichtbar wére.
Aufgetragen ist daher der von den Yukawakopplungen unabhingige Wert % Auch
unter Hinzunahme der ndchsten Ordnungen von d ergibt sich innerhalb des Konver-
genzradius keine sichtbare Anderung. Erst am Rand der jeweiligen Konvergenzkreise
treten die jeweils ersten Pole auf. (Die Pole bei K ~ 1/8 fiir GG = —0.03, —0.1 sind
so scharf, daf} sie vom Plotprogramm nur ansatzweise erfafit werden konnten.) Man
sieht also auch hier, daf} sich der Konvergenzradius sehr wohl bemerkbar macht,
wenn auch erst in bzgl. d nichtfithrenden Termen.

Der nach den vorangehenden Bemerkungen auch approximativ nicht erfafite Bereich
grofler K 148t sich aus folgendem Grund nicht durch eine inverse HPE behandeln:

Wihrend bei der Berechnung von Phasengrenzen geschlossene Graphen wesentlich
waren, sind fiir den Propagator die offenen Graphen relevant. Sie unterscheiden
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sich von den geschlossenen u.a. dadurch, daf} jedes link der Linge n jetzt einen
Einbettungsfaktor (2d)" statt V2d" tragt. Daher tragen, wie leicht einzusehen ist,
die im vorigen Abschnitt in grober Weise vernachldssigten Beitrdge der inversen
Hoppingmatrix hier nicht nur mit gleicher, sondern héherer d-Potenz bei, als die
beriicksichtigten Nichste-Nachbar-Terme. Die Inkonsistenz wiirde also noch grofier
als sie fiir die Berechnung der Phasengrenzen ohnehin schon war.

2.5.5 Das Fermionkondensat

Bei den bisherigen MC-Rechnungen wurde das Fermionkondensat nur im Ursprung
der Brillouinzone, d.h. bei p = 0, betrachtet. In Ermangelung an Vergleichsmoglich-
keiten geschieht das auch hier. Fs ist in der MFA definiert als:

= %Z < tT(XﬂLx) >H . (133)

Eine kurze Rechnung ergibt mit den bisherigen Definitionen

o0 - 27

Mit M und G ist jetzt allerdings nur jeweils ein 4@4-Diagonalblock gemeint. Da jetzt
wieder ausschliellich geschlossene Wege gefragt sind, ist die Summation der fithren-
den Ordnung in d erneut unmdéglich. Der Grund liegt, wie erwdhnt, darin, dafl sich
zwar mit zunehmender Anzahl von G-Faktoren in einem Graphen die Zwangsbe-
dingungen verschirfen (es tragen nur Graphen bei, in denen sich alle ¢-Faktoren
zu Betragsquadraten kompensieren), dies aber nicht unbedingt zu einer Abnahme
der Ordnung in d fiihrt. Iis entsteht eine &hnliche Situation wie bei Berechnung der
Phasengrenzen, so daf} eine Entwicklung in K bis zur sechsten Ordnung erfolgt. Aus
ihr resultiert in d = 4 Dimensionen

4 6
K K
-4 — - - -
C=ida| 1-0+6GG0 (96 (1 — wa) + 4224 (1 — wa) )
+O(KY)] . (135)

Die alleinige Relevanz geschlossener Graphen erlaubt nun wieder die Durchfiihrung
einer inversen HPE mit demselben Grad an Inkonsistenz wie bei der Untersuchung
der Phasengrenzen. Mit den Definitionen des vorigen Abschnitts lautet der gesuchte
Zusammenhang in d = 4 Dimensionen:

SK2 64 K4
1

512K6

c:—4{ h4 [ 4 292t — g +

51+ 6h( = 207 = ") 4 110~ 1203 — 09" - 24°] .
(136)

Einen Vergleich der HPE mit numerischen Daten zeigt Tabelle 2. Die Eintrige in
der mit HMC bezeichneten Spalte sind Ergebnis einer Mittelung aus allen MC-
Daten, die bei entsprechenden Yukawakopplungen und K-Werten, aber durchaus
bei verschiedenem x bestimmt wurden. Um festzustellen, wie sehr den Resultaten
zu trauen ist, sind die MF-Daten fiir verschiedene Ordnungen in K angegeben (die
zweite Ordnung ist identisch mit der nullten Ordnung).
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Tabelle 2: Fermionkondensat in der symmetrischen Phase fiir kleine K

[Gu |G [K [ HMC [0(1) [O(KY) | O(K") |
0.1 |-0.3|0.02 3.8838(8) | 3.8835 | 3.8834 | 3.8834
0.1 {-0.3|0.06 3.8780(9) | 3.8835 | 3.8793 | 3.8787
0.1 {-0.3|0.10 3.8507(8) | 3.8835 | 3.8514 | 3.8380
0.1 {-0.3|0.15 3.255(2) 3.8835 | 3.7208 | 3.5690
0.1 |-0.3|0.18 2.945(2) 3.8835 | 3.5460 | 3.0930
0.1 {-0.3|0.20 2.678(1) 3.8835 | 3.3690 | 2.5166
0.1 {-0.3|0.40 0.8747(8) | 3.8835 | -4.340 | -58.90
2.0 | -2.0 | 0.01 0.7996(4) | 0.8000 | 0.8000 | 0.8000
2.0 | -2.0 | 0.10 0.7982(6) | 0.8000 | 0.8000 | 0.8000
2.0 | -2.0 | 0.20 0.7783(4) | 0.8000 | 0.8006 | 0.8006
2.0 | -2.0 | 0.30 0.8047(7) | 0.8000 | 0.8030 | 0.8035
2.0 | -2.0 | 0.39 0.8112(11) | 0.8000 | 0.8085 | 0.8108
0.1 | -1.0 | 0.02 3.636(2) 3.6363 | 3.6363 | 3.6363
0.1 | -1.0 | 0.06 3.617(2) 3.6363 | 3.6335 | 3.6332
0.1 | -1.0 | 0.10 3.581(2) 3.6363 | 3.6150 | 3.6070
0.1 | -0.1|0.09 3.942(4) 3.9600 | 3.9367 | 3.9284
0.3 | -0.3 | 0.091 || 3.6468(25) | 3.6700 | 3.6541 | 3.6494
0.6 | -0.6 | 0.122 || 2.8914(11) | 2.9410 | 2.9290 | 2.9250
1.0 | -1.0 | 0.19 1.950(2) 2.0000 | 2.0000 | 2.0000
0.6 | 0.6 | 0.055 || 6.213(8) 6.2500 | 6.2050 | 6.1910

Das Verhalten beim Ubergang zu héheren Ordnungen macht in der ersten Mefreihe
(Gy =0.1,G, = —0.3) deutlich, da die Konvergenz bei vollstindiger Entwicklung
in K vermutlich bereits bei K = 0.15 nicht mehr gegeben ist, da sich dort die Kor-
rekturen von der zweiten bzw. nullten zur vierten Ordnung und von der vierten zur
sechsten Ordnung kaum noch unterscheiden, wihrend sie bei kleinerem K mit zu-
nehmender Ordnung stark zuriickgehen. Die qualitativ recht gute Ubereinstimmung
der MF-Daten in sechster Ordnung mit den MC-Resultaten fir 0.15 < K < 0.2 ist
daher rein zuféllig und sollte bei héheren Ordnungen verschwinden.

In allen weiteren Mefreihen ist diesen Uberlegungen zufolge die vollstindige HPE
vermutlich konvergent. Dafl der Konvergenzbereich hinsichtlich K dabei erneut von
der Grofle der Yukawakopplungen abhingt, liegt wiederum in der Proportionalitit
des Entwicklungsparameters der HPE zu 1—(5% begriindet. Besonders offensicht-
lich wird dies in Gy = =Gy = 2, wo auch bei K = 0.39 der Konvergenzradius noch
nicht iiberschritten zu sein scheint.

Tabelle 3 zeigt die analytischen Resultate der inversen HPLE im Vergleich mit den
numerischen FErgebnissen. Der Vergleich der verschiedenen Ordnungen macht deut-
lich, daB in allen Fillen auch durch hohere Potenzen von K~' keine wesentliche
Anderung mehr zu erwarten ist. Fiir K > 0.8 wird der numerische Wert trotz der
im Rahmen der inversen HPE notwendigen N&herungen gut getroffen.

Tabelle 3: Fermionkondensat in der symmetrischen Phase fiir grofle K’

|Gy |Gy | K [HMC  [JOK=?) |O(K~) [ O(K) |
0.1 [-0.3] 1.0 0.1845(3) [ 0.1652 [ 0.1707 | 0.1707
0.1 | -0.3 | 0.8 | 0.2668(4) | 0.2581 | 0.2716 | 0.2715
0.1 | -0.3 | 0.6 || 0.4367(6) | 0.4587 | 0.5015 | 0.5011
0.1 |-0.3 |04 | 0.8777(8) | 1.0320 | 1.2490 | 1.2440
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3 Die Fermiondeterminante im U(1)-Modell

3.1 Motivation

Die Verwendung aller bisher bekannten MC-Algorithmen zur Berechnung von Er-
wartungswerten in einer auf dem Gitter regularisierten, fermionischen Feldtheorie
wirft ein wohlbekanntes Problem auf. Fiihrt man die MC-Integration direkt auf der
Basis der Fermionfelder aus, treten aufgrund des antikommutierenden Charakters
der sie darstellenden Grassmannvariablen Differenzen grofler Zahlen auf, die fiir die
gesuchten Erwartungswerte im allgemeinen zu so grofien Varianzen fiihren, daf eine
verniinftige Statistik nicht moglich ist [25].

Um dieses ,,Minuszeichenproblem® zu umgehen, macht man von der Tatsache Ge-
brauch, dafl die Wirkung in vierdimensionalen Feldtheorien wegen der Forderung
nach Renormierbarkeit i.a. bilinear in den Fermionfeldern ist, d.h. sich schreiben
1aBt als S = 94 + SF, wobei der fermionische Teil durch

Sp =3 VeQuy(d)¥,. (137)

x7y

gegeben ist. In unserem Modell steht ¥ fiir ein Fermion-Spiegelfermion-Paar, also
U = (1, X)T. Quy(¢) ist die in (15) eingefiihrte Matrix. Infolgedessen a8t sich der
Grassmannanteil des Funktionalintegrals analytisch auswerten und liefert auf diese
Weise die Fermiondeterminante

det Q(¢) = /chp dpte=SF (138)

An dieser Stelle sei angemerkt, dafl die Fermiondeterminante im U(1)-Modell prinzi-
piell komplex sein kann. In der realistischeren SU(2)-Version unseres Modells ist die
Determinante reell, allerdings nur dann, wenn die beiden Komponenten der SU(2)-
Dubletts jeweils gleiche Massen aufweisen; eine Symmetrie, die in der Realitit of-
fensichtlich gebrochen ist. Daher wird dort auch wieder die Problematik einer kom-
plexen Fermiondeterminante anzutreffen sein. Vor diesem Hintergrund kénnen alle
folgenden Rechnungen im U(1)-Modell auch als Vorbereitung fiir spatere Rechnun-
gen in wirklichkeitsndheren Modellen angesehen werden.

Fiir die Beriicksichtigung der Fermiondeterminante in den numerischen Rechnungen,
die der analytischen Integration des Grassmannanteils folgen, stehen drei Moglich-
keiten zur Diskussion:

1. Die Fermiondeterminante kann als ein Teil der zu messenden Observablen be-
trachtet werden. In der Praxis schligt dies fehl, denn es ist nicht zu erwarten,
daf} sich die Determinante im Laufe der Messungen nur wenig dndert. Daher
kann sie auch nicht approximativ als konstant angesehen werden und ist fiir
jede Messung, d.h. nach jedem Updating, neu zu berechnen. Der zu diesem
Zweck erforderliche Zeitaufwand kann die CPU-Zeit fiir ein Updating je nach
Parameterwerten einige hundertmal iibersteigen und macht ein solches Vorge-
hen folglich unpraktikabel. (Auf einem 4° - 8-Gitter im U(1)-Modell betrigt
die Zeit fiir die Berechnung einer Determinante auf der CRAY Y-MP ungefahr
180 Sekunden; die Zeit fiir das Durchlaufen einer HMC-Trajektorie hingt sehr
von den Parameterwerten des Modells ab, liegt aber in der Regel unter zehn

Sekunden.)
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2. Man kann sie in das Integralmaf} einbeziehen. Sinnvoll ist ein solches Verfah-
ren allerdings nur im Fall einer reellen Determinante. Diese Methode wird u.a.
beim HMCA praktiziert. Die dort angewandte Technik erfordert jedoch wei-
tergehende Finschrinkungen an die Fermionmatrix und fiithrt dadurch zu einer
unerwiinschten Fermionverdopplung (Kapitel 4).

3. Der Betrag der Determinante kann als ein Teil des Mafles angesehen werden,
wahrend ihr Phasenfaktor mit in die Observablen gezogen wird.

(a) Fluktuiert dieser Phasenfaktor sehr stark, muf} er fiir jede Messung neu
bestimmt werden und verhindert dadurch aus dem unter 1. erwidhnten
Grund eine sinnvolle Simulation.

(b) Zeigt er allerdings nur kleine Fluktuationen, kann der Phasenfaktor nihe-
rungsweise als konstant angesehen werden und somit einen Teil der Ob-
servablen bilden, ohne fiir jede Messung neu berechnet werden zu miissen.

Um die Moglichkeiten einer statistischen Behandlung fermionischer Theorien aus-
zuloten, ist daher zunichst das Verhalten der Fermiondeterminante zu untersuchen.
Die oben ausgefiihrten Bemerkungen zeigen, daf} sie i.a. als komplex anzusehen ist.
Nur im letzten Fall (3b) scheint daher eine MC-Simulation mit expliziter Beriick-
sichtigung der unverdnderten Determinante moglich zu sein. In der Tat wird sich
herausstellen, daff eine solche Situation im vorliegenden U(1)-Modell in allen be-
trachteten Meflpunkten des Phasenraumes gegeben ist. Unter bestimmten Voraus-
setzungen verschwindet die Phase sogar exakt, ist also die Determinante reell.

3.2 Realisierung der Determinantenmessung auf dem Computer

Grundsétzlich stellt die Berechnung einer Determinante auf dem Computer kein
Problem dar, es sei denn, die betrachteten Matrizen tiberschreiten die Speicher-
kapazititen und ein fiir solche Félle vorgesehenes Pagingverfahren steht nicht zur
Verfiigung oder soll aus Zeitgriinden vermieden werden. Dann ist man gezwungen,
die Struktur der Matrix zu nutzen und sie fiir die Berechnung der Determinante
geeignet umzuformen.

Eine in diesem Rahmen gepriifte Moglichkeit besteht darin, die Matrix durch sym-
metrisches Vertauschen von Spalten und Zeilen auf Blockdiagonalform oder Block-
dreiecksgestalt zu bringen. Die Graphentheorie, die der Matrix bzgl. ihrer Besetzung
mit von Null verschiedenen Elementen einen Graphen zuordnet, zeigt sich dort als
bewihrtes buchhalterisches Hilfsmittel [39]. In der Tat 148t sich so die Fermionma-
trix fiir bestimmte Fille in eine Matrix aus zwei Diagonalblocken gleicher Groéfie
umformen, von denen einer aus simtlichen ungeraden Zeilen und Spalten, der ande-
re entsprechend aus den geraden Zeilen und Spalten aufgebaut ist. (Wie man leicht
sieht, haben die ,Grundbausteine“ der Matrix, abgesehen von den Paulimatrizen
im nichtlokalen, offdiagonalen Anteil, ihre Eintrige entweder in geraden Zeilen und
Spalten oder in ungeraden Zeilen und Spalten. Die einzigen Abweichungen treten
bei den Paulimatrizen o7 und o, fiir die x und y Richtung auf. Fiir den Spezialfall
einer Ausdehnung des Gitters von zwei Finheiten in diese beiden Richtungen befin-
den sich aber in der Fermionmatrix die Paulimatrizen o1, 0_1 sowie 09, 0_5 jeweils
auf denselben Plitzen und addieren sich daher zu Null, so dafl sich die stérenden
FElemente aufheben.) Da man i.a. auf grofleren Gittern von einer derartigen Situation
nicht ausgehen kann, ist dieses Verfahren zu verwerfen.
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Eine weitere Methode zur Verringerung des Speicherbedarfs besteht darin, die Spei-
cherung der Nulleintrége wegzulassen, also etwa die Matrix mit Hilfe dreier Vektoren
Q(N), R(N),C(N) abzuspeichern. N ist dabei die Zahl der von Null verschiedenen
Elemente, ) enthilt deren Werte, C' die die Nummer der Spalten und R die der
Reihen, in denen sie sich befinden. Die Anordnung der von Null verschiedenen Ile-
mente erweist sich allerdings als so ungiinstig, dafl im Verlaufe der LU-Zerlegung der
Speicherbedarf sehr stark zunimmt. Das hat desweiteren zur Folge, daf} dieses Pro-
gramm auch beziiglich der Rechenzeit, die stark von dem zur Verfiigung gestellten
Speicherplatz abhingt, nur auf kleinen Gittern (bis2?-4?) die giinstigste Alternative
darstellt.

Auch das Umordnen der Matrix auf die Form einer Bandmatrix mit anschliefender
Berechnung der Determinante auf Grundlage des Gauss-Seidel-Algorithmus ist ei-
ne Méglichkeit, Speicherplatz einzusparen. Als giinstiger und unter den gegebenen
Bedingungen der Speicherkapazitét allein machbar hat sich aber schlieilich eine auf
einer LU-Blockzerlegung basierende Methode [39] erwiesen. Sie soll im folgenden an-
hand eines Beispiels erliutert werden. Die Vorgehensweise im allgemeinen Fall wird
sich daraus ergeben.

Legt man sich beim Durchzdhlen der Gitterpunkte auf die Reihenfolge z,y, 2,1t -
Richtung fest, so ergibt sich fiir die Fermionmatrix auf einem Gitter mit einer zeitli-
chen Ausdehnung von L; = 6 und beliebiger rdumlicher Ausdehnung L, L,, L. die
folgende Gestalt:

1« b
b 29 a
_ b z3 a
Q= b e a . (139)
b x5 a
a b g

Darin enthalten die z; jeweils einen vollen L, - L, - L.-Anteil der Matrix fiir die i-te
Zeitscheibe. Die a enthalten ebenso wie die b einen reinen Zeitanteil, d.h. den Wilson-
und Hoppinganteil fiir 4 = +4. Nur in den beiden Blécken @ und b spiegeln sich die
zeitlichen Randbedingungen wider. Die symmetrische Umordnung von Zeilen und
Spalten in (139) fithrt zu einer drei-Blécke-breiten Bandmatrix der Form:

L9 b 3 b o«
b 23 «a a g b
0 — b x4 a _ b T4 a (140)
a 21 b a 21 b
b Ts b Ts
a b g a b g

Die Allgemeingiiltigkeit fiir alle geraden L; > 4 beweist man durch vollstindige
Induktion mit Induktionsanfang bei L; = 4.

Die gednderte Reihenfolge der Diagonalblocke 188t sich durch eine Indexfunktion
T(7) beriicksichtigen und somit fiir den allgemeinen Fall implementieren. Die Funk-
tion geniigt der folgenden GesetzméiBigkeit:

2

L
T(2i)==t—i |, T(2i+1)==Z2+i, i=1,...,=—1.  (141)

’ T(Lt) = Lt ’



Daraus resultiert durch Anwendung der Methode der vollstdndigen LU-Blockfak-
torisierung auf die Bandmatrix in (140), z.B. fiir den Fall L, = 8, das nachstehende
Rekursionsschema:

Dy = arq y2r = aDy! z12. = b
Dy = ar@e)— Y2212 ys2 = —bD{'z13D3! Za3 =  —Ys2a
Ds = p(3)— Y3273 — bDT'a  yas = —aDy ' 23 D5 " 734 = —Yasb
-1 -1
Dy = @p(a)—Yazzza —aD3'h  Ysa = —bD3 zsaDy Zas = —Ysal
-1 -1
Ds = zpps) — ysazas — bDz'a Y5 = —aDy " 245 D5 z56 = —Yesb
-t -1 _
Ds = wr(o) — yoszss — aDy b Y — bDlg, 256D61 1 67 = —Yred
= Dz —aDg zg7r D5 z = a—ys7b
Di = wpem — yrezer — ngla Ys7 7 6 “67L)7 78 Ys7
Ds = ars) —ysrzrs — bDg'a

(142)

Die Zerlegung ist dabei so durchgefithrt worden, daf} in der unteren Dreiecksmatrix
die Diagonalblocke aus Finheitsmatrizen bestehen. Die Diagonalblécke der oberen
Dreiecksmatrix wurden mit D;, die Blécke der ersten Nebendiagonalen mit y;4q ;
bzw. z; ;41 bezeichnet. Mit Hilfe der Diagonalblécke 1d8t sich die Determinante als
Produkt bestimmen:

8
det Q = JJ det D; . (143)

=1

Die Programmierung dieser ,,Rekursion® auf dem Computer bereitet jetzt keine wei-
teren Probleme. Der beschriankte Speicherplatz erfordert allerdings eine etwas auf-
wendigere Speicherverwaltung. Verwendet werden insgesamt 6 Felder, die jeweils eine
Blockmatrix erfassen kénnen. Mit Hilfe einer Schleife, die im obigen Beispiel mit der
Berechnung von ys2 beginnt und mit der Berechnung von D7 endet, ist dieses Pro-
gramm fiir beliebige L; anwendbar. Inversion und Determinantenberechnung wer-
den mit IMSL-Routinen durchgefiihrt. Die Matrixmultiplikationen und -additionen
in der Rekursion wurden durch Verwendung spezieller CRAY-Routinen optimiert.
Letzteres verhindert allerdings die sofortige Ubertragung auf andere Computer. In
dieser Version wird fiir eine Determinantenbestimmung auf dem 47 - 8-Gitter eine
CPU-Zeit von 175 Sekunden benotigt. Der Vektorisierungsgrad auf der CRAY Y-MP
ist dabei sehr hoch: der nominalen Maximalgeschwindigkeit eines CRAY-Prozessors
von ca. 333 MFlop steht eine Programmgeschwindigkeit von knapp 300 MFlop ge-
geniiber.

Bei Verwendung der unterschiedlichen Methoden zur Determinatenberechnung einer
N ®@ N-Matrix aus Complex*16 Elementen, die sich auf obige Weise in M ® M-Blécke
strukturieren 148t (M = 8- L,L,L,,N = ML), ergibt sich zusammenfassend das
folgende Bild:

1. Berechnung der Determinante mit gew6hnlichen NAG- oder IMSL-Routinen:

Speichererfordernis ~ 16- N(N + 1) Byte (< L?)
CPU-Zeit-Bedarf x N3 (< L3)
Damit folgt auf dem 4% - 8-Gitter im U(1)-Modell ein Speicherbedarf von ca.
33 MWord.

2. Umordnung in eine Bandstruktur wie in (140) mit einer Bandbreite von 3M
und Verwendung von IMSL-Routinen mit Bandspeichermodus:
Speichererfordernis ~ 16- N(3M + 7) Byte (< L})
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3.3

Dies fiihrt auf dem 4% - 8-Gitter im U(1)-Modell zu einem Speicherbedarf von
ca. 13 MWord.

. LU-Blockfaktorisierung der Bandmatrix und Berechnung der Fermiondetermi-

nante mit (143):
Speichererfordernis x M? (x L)
CPU-Zeit-Bedarf x M3L, (< L})
Das bedeutet einen Speicherbedarf von ca. 3M Word.

Uberpriifung des Programms

. Bis zum 2 - 43-Gitter wurden die Resultate aus der Rekursion mit denen aus

SPAMA, einer abgewandelten NAG-Routine zur LU-Zerlegung diinner Matri-
zen, verglichen.

. Verifiziert werden konnte folgende, allgemeingiiltige Beziehung:

%[ln det (Q 4 Myy)] |r=0= Q3 mit (Luv)zy = uguy - (144)
Das inverse Element wurde zu diesem Zweck mit dem konjugierten Gradien-
tenalgorithmus (s.u.) berechnet und die linke Seite im Computer durch den
Differenzenquotienten [In det (Q + AAI,,) — Indet Q]/AX bei AN = 107* rea-

lisiert. Die Abweichung beider Seiten voneinander lag im Bereich von 1073%.

. Ein Vergleich mit einem Programm zur Bestimmung von Determinanten bei

konstanten Elementen durch Fouriertransformation wurde ebenfalls durch-
gefiihrt. Letzteres basiert auf folgender Uberlegung:

Seien Qyy, G, Dy € R und sei Qpy = 6yG — K 32, D6, 1, mit konstantem
G, so gilt mit 1&5 := e'* . 7 der Zusammenhang:

STQuyt = Y 6,,GuE — K Dyt
y v m

(G - K> Dﬂe_“““) Pk (145)
H

¥* ist demnach Eigenvektor der Matrix Q mit Eigenwert G — K M Due_“““,
und daher gilt fiir die Determinante

det @ = JJ det (G - KZDW_W) , (146)
k K

wobei k samtliche Gitterimpulse durchliuft.
Auch hier bewegten sich die Abweichungen im Rahmen der Rechenungenauig-
keit.

SchlieBlich wurden auch Parametersitze gefunden (stark unterschiedliche Yu-
kawakopplungen, z.B. G\, = 0,Gy, = 3), bei denen die Determinante eindeutig
komplex war, d.h. einen Phasenwinkel hatte, der sich nicht mehr mit Rechenun-
genauigkeiten erkldren [48t. Dies bestitigt, dafl das Programm auch wirklich
in der Lage ist, komplexe FErgebnisse zu produzieren.
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3.4 Ergebnisse

Die Determinante wurde im Rahmen des U(1)-Modells in vier verschiedenen Punk-
ten (H,D,b,Z) des Parameterraumes untersucht. (Die Punkte H,D sind [28], der
Punkt b [29] entnommen. Ihre Parameterwerte und diejenigen von Z finden sich in
der nichsten Tabelle.) Dieser wird aufgespannt durch die quartische Kopplung, die
Yukawakopplungen und die Hoppingparameter. Fiir festgehaltene Kopplungen er-
gibt sich nach Kapitel 2 ein Bild, das im betrachteten Bereich schematisch wie folgt
aussieht:

kappa
T
<
<&
%)
T
<

K
Abbildung 14: Schematische Darstellung der FM-PM-Phasengrenze

In dieser Abbildung ist der skalare Hoppingparameter x gegen den fermionischen
Hoppingparameter K aufgetragen. Die durchgezogene Linie markiert den Phasen-
iibergang, der die untere, paramagnetische von der oberen, ferromagnetischen Phase
trennt. Fiir alle vier Punkte wurde s so gewihlt, dafl man sich mit vier d4quidistan-
ten Schritten von einer skalaren Masse mp =~ 1 in der symmetrischen Phase, in der
Abbildung gekennzeichnet durch S, zu einem Wert gleicher Gréfie in der gebroche-
nen Phase, markiert durch G, bewegt. Auf diese Weise erhilt man 20 Messpunkte.
Mit der Wahl dieser Messreihen sollte sichergestellt werden, daf§ die Determinante
zum einen in beiden Phasen, zum anderen aber auch nahe des Phaseniibergangs
untersucht wird. Nach Equilibrierung wurde in diesen Messreihen jeweils alle hun-
dert Trajektorien eine Determinante bestimmt. In jedem der betrachteten Punkte
geschah dies etwa vierzigmal.

Betrachtet man die Yukawakopplungen, so sind die Messpunkte H,D.Z gerade so
gewidhlt, daf} die Differenz ihrer Betrdge gegen Null geht, wihrend die anderen Pa-
rameter festgehalten werden. Der Punkt b hat bei sehr kleiner Higgskopplung einen
Wert fiir K, der jenseits der kritischen Gréfie von ca. % liegt. Die Werte der einzelnen
Parameter fafit die folgende Tabelle zusammen:
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Tabelle 4: Parameterwerte
|Pumkt | A [Gy ] G | K |
1.0 | 1.0 | 0.0 | 0.100
1.0 | 0.3 | 0.0 |0.100
1.0 | 0.3 | —=0.3 | 0.100
107* 0.1 | —0.2 | 0.130

o Ng T

Die anschliefende Abbildung zeigt fiir den Punkt H in der symmetrischen Phase
bei £ = 0.070 die Verteilung der 40 Werte der Fermiondeterminante in der komple-
xen Ebene. Die die beiden Linien in der Abbildung kennzeichnen den Phasenwinkel
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Abbildung 15: Verteilung der Determinante in der komplexen Ebene fiir den Punkt / in
& = 0.07.

Ahnliche Verteilungen ergaben sich auch fiir alle anderen Punkte der obigen Tabelle,

so daf} die Determinante in jedem betrachteten Punkt nahezu reell ist. Die Ergebnisse
der Messungen sind in der umseitigen Tabelle aufgelistet:
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Tabelle 5: Messung der Determinante

Punkt K Re(det () Im(det Q) Po | Std(¢qg)
0.070 || 6.90 - 107 2.68-10% | 3.89-107* [ 2.04-107°
0.079 || 2.20-10% —2.48 - 105 2.54-107% | 2.67-1073

H 0.088 || 3.34 - 10! 7.07-107 | —6.17-107* | 2.23.1073
0.097 || 9.65- 10" | —6.46-10'° 2.95-10"* | 2.16-1073
0.105 || 7.70-10"® | —2.14-10'" | —4.11-107* | 2.16-1073

0.137 || 1.67-10° 4.51-1073 1.15-107% | 1.90-107°
0.145 || 2.03 - 103 5.28.10~4 5.55-1077 | 2.24-107°
D 0.153 || 2.64-10° | —1.35-10"% | —3.55-107% | 2.18-107°
0.160 || 3.09-10% | —2.10-10%2 | —1.61-107% | 2.52-10°
0.168 || 5.46-10% | —1.98-10"%2 | —2.34-107% | 2.14.107°

0.104 || 3.90-10%* | —1.39-10Y | 1.81-107'% | 5.50-10~"
0.109 || 1.10-10% | —2.73-107° | —7.16- 10716 | 6.53-101°
Z 0.114 || 3.38-10% 2.52-107% | 9.54-10716 | 8.06-10~1°
0.119 || 2.55-10% | —1.02-107* | —1.68-10~16 | 7.65-101°
0.124 || 1.27-10% 2.45-107 | 2.57-1071° | 7.42.1071°

0.077 || 5.72-10% | —5.38- 10! 1.54-107° | 1.70-10~*
0.081 || 5.77-10%¢ | —1.81-10%* | —5.58-107° | 2.52-10~*
b 0.086 || 9.24 - 10°® 4.56-10% | —2.20-107° | 2.45-10~*
0.091 || 3.95-10** | —2.30-10%® | —1.16-107° | 2.57-107*
0.096 || 2.20-10% | —8.98-10%0 3.42-107° | 1.53-107*

Der Strich iiber den Gréflen kennzeichnet den Mittelwert, Std(yg) meint die Stan-
dardabweichung der Determinantenphase ¢g. Die Nummern der einzelnen Punkte
geben die Gréfle von & an.

Bei Betrachtung dieser Tabelle werden im wesentlichen drei Dinge deutlich:

1. Der Phaseniibergang scheint fiir den Wert der Determinante keine besonde-
re Rolle zu spielen, da die Messgréfien sich beim Fortschreiten entlang der
jeweiligen Messreihen nicht auffillig verhalten.

(a) Die Mittelwerte von Real- und Imaginédrteil der Determinante zeigen,
wenn man von einer kleinen Ausnahme in Imaginérteil von D absieht,
ein kontinuierliches Anwachsen ihres Betrages beim Ubergang von sym-
metrischer zu gebrochener Phase, zum Teil {iber viele Gréfienordnungen.

(b) Der Mittelwert der Phase dagegen ist klein und dndert innerhalb der
einzelnen Messreihen im Vergleich zu Real- und Imaginérteil seine Gréfie
nur unwesentlich.

(c) Die Standardabweichung hat innerhalb einer jeden Messreihe ungefédhr
die gleiche Groflenordnung und stellt sicher, dafi die Phase nur kleine
Fluktuationen aufweist. Zusammen mit (b) folgt daher, daff sie sich in
einem kleinen Bereich um Null bewegt.

Diese Beobachtungen behalten sehr wahrscheinlich auch bei einer Verldngerung
der Messreihen im Phasenraum zu grofleren Massen hin ihre Giiltigkeit.

2. Fine Betrachtung der Messungen in A = 1 (H,D,Z) zeigt, daff die Phase um so
kleiner wird, je mehr sich die Betrdge von Gy, und &', einander n&hern. In Z
ist sie, bei gleichzeitig sehr groflen Absolutwerten der Determinante, verglichen
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mit den anderen Punkten sehr klein. Dies gibt Anlafl zu der Vermutung, daf} die
Determinante im Fall |G| = |G| exakt reell ist, also die, relativ gesehen, klei-
nen Imagindrteile auf Rechenungenauigkeiten des Computers zuriickzufiithren
sind. Dies konnte durch die Angabe geeigneter Ahnlichkeitstransformationen
bewiesen werden (Anhang F'). Die Untersuchung eines weiteren Punktes HO70
mit Gy = 3.0 zeigte eine deutlich von Null verschiedene Phase und bestétigt
die Annahme, daf fiir die Phasen in den Punkten mit |G| # |G| keine Run-
dungsfehler mehr verantwortlich zu machen sind.

3. Fiir A = 10~% ist die Phase ebenfalls sehr klein.

Daraus ist zu schlieflen, dafl sich in dem von uns betrachteten Teil des Parame-
terraumes die Betrige der Yukawakopplungen hinreichend wenig unterscheiden und
infolgedessen die Determinante dort ndherungsweise als reell angesehen werden kann.
Basierend auf den Ergebnissen der Determinantenmessung besteht eine Moglichkeit,
die Fermiondeterminante zu verarbeiten, folglich darin, ihren Betrag in die Wirkung
einzubeziehen und den Phasenfaktor auf eins zu setzen. Dieses Verfahren 148t sich
mit Hilfe des Langevinalgorithmus realisieren. Wie dabei im einzelnen vorzugehen
ist, zeigt das kommende Kapitel.
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4 Numerische Untersuchungen

4.1 Allgemeine Bemerkungen

In der Einleitung wurde bereits auf die Notwendigkeit einer numerischen Berechnung
hochdimensionaler Integrale fiir den Fall anderweitig unzuginglicher Parameterbe-
reiche hingewiesen. Diese 148t sich i.a. nur mit Hilfe von MC-Methoden durchfiihren.
Man sollte sich aber vor Augen halten, daf} es sich dabei um einen sehr ineffizienten
Weg handelt, der nur aus Mangel an Alternativen eingeschlagen wird.

Die der Berechnung von Integralen mit MC-Verfahren zugrundeliegende Idee besteht
im einfachsten Fall darin, die Integrationsvariable im relevanten Bereich zufillig zu
wéihlen, den Integranden dort auszuwerten und das Integral als statistisches Mittel
aufzufassen, also den Ausdruck

<Q>= %/d¢e—5<¢>9(¢) (147)
durch N .
_ 1 e_S (bz

Q=+ ; 7S¢ (148)

zu ersetzen. Die Zustandssumme Z ist dabei so gewdhlt, dal < 1 >= 1 ist. Da
der Boltzmannfaktor e=%(#) in (147) i.a. iiber mehrere GréBenordnungen variiert,
ist allerdings die Wahl einer Gleichverteilung fiir die ¢; wie in (148) sehr ineffektiv.
Besser ist es, ¢ gemdfl der Verteilung 6_;¢) auszuwiirfeln, da in diesem Fall die
Abschnitte des Integrationsbereichs entsprechend ihrer Relevanz fiir das Endresultat

gewichtet werden. Mit einem solchen ,importance sampling” ist dann

I I\
Q=+ PRUCHE (149)

=1

Die Berechtigung zu einem derartigen Vorgehen ergibt sich aus dem zentralen Grenz-
wertsatz der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Unter einigen allgemeinen Annahmen, die hier als gegeben vorausgesetzt werden
konnen, besagt er, daf§ die Summe vieler unkorrelierter Zufallsvariablen, wie sie in
(149) auftritt, anndhernd normalverteilt ist. Abweichungen von dieser Verteilung
machen sich erst in der Entfernung mehrerer Standardabweichungen von deren Mit-
telwert bemerkbar. Ihr absoluter, fiir die Mittelwertbildung relevanter Wert ist dort
aber vernachldssigbar klein.

In unseren Fall kann man daher fiir Q von einer Normalverteilung um den Mittelwert
< {1 > ausgehen. Sie ist definiert durch

Pr(Q) = ! exp( M) : (150)

/27r <92>J_V<Q>2 2<Q2>J_V<Q>2

so daf} fiir den Mittelwert die Relation

_ Q2> — < >2
<Q>:Qi\/< o2 (151)

N

besteht.

In der effizienten Frzeugung einer vorgegebenen Verteilung der ¢; liegt nun die
eigentliche Aufgabe der MC-Verfahren. Damit verkniipft sind die beiden folgenden
Probleme:
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1. Der statistische Fehler solcher Rechnungen ist, unabhingig vom gew&hlten
MC-Algorithmus, umgekehrt proportional zu v/N. Um einen Fehler zu halbie-
ren, bedarf es demnach der vierfachen Computerzeit. Weil die Beziehungen in
(150,151) nur im Idealfall unkorrelierter Konfigurationen ¢; Giiltigkeit besit-
zen, ist dieses N in der Praxis zudem noch durch die kleinere Zahl unkorre-
lierter Messungen Neog = aN mit 0 < a < 1 zu ersetzen.

Da dies wiederum in bestimmten Féllen (,critical slowing down*) die Zahl un-
korrelierter Messungen erheblich einschrankt und MC-Simulationen zum Teil
sogar undurchfiihrbar werden 1&8t, ist die Entwicklung von MC-Verfahren mit
moglichst kleiner Proportionalititskonstante a das Ziel intensiver Forschung
[40].

Wihrend aber hinsichtlich der Reduktion dieser Proportionalititskonstante
schon groBe Erfolge erzielt wurden, scheint es aus dem 1/v/N-Verhalten kei-
nen Ausweg zu geben. Genau dies ist der Grund fiir die Ineffizienz von MC-
Rechnungen.

2. Fin weiteres Problem steht in Verbindung mit dem Auftreten von Fermio-
nen: Versucht man die dadurch bedingten Grassmannintegrale direkt mit MC-
Methoden zu bearbeiten, treten wegen des antikommutierenden Charakters
der Grassmannvariablen Differenzen grofiler Zahlen auf, die fiir das Frgebnis
grofle Fehler bedeuten [25].

Es wurde in unserem Modell auf zweierlei Weise angegangen:

Die in dieser Arbeit durchgefiihrten Rechnungen basieren im wesentlichen auf
dem Hybrid-Classical-Langevin-Algorithmus (HCLA). Alle anderen im Rah-
men des Projektes erzielten numerischen Ergebnisse ergaben sich unter Ver-
wendung des HMCA. Beide werden im folgenden erldutert.

4.2 Zwei Simulationsalgorithmen im Vergleich

Wie oben angedeutet, besteht die eigentliche Aufgabe der MC-Methode in der Fr-
zeugung einer vorgegebenen Verteilung von Konfigurationen W.(¢) = %6_5((‘5). Dies
geschieht durch einen ergodischen Markovprozefl, dessen einziger attraktiver Fix-
punkt die gewiinschte Verteilung ist. IYine hinreichende Bedingung dafiir ist die ,,de-
tailed balance“, welche die im ProzeB verwendeten Ubergangswahrscheinlichkeiten
zusammen mit dieser Verteilung erfiillen miissen:

We(@)P(¢ — ¢') = We(¢") P(¢/ — ¢) . (152)

D.h. in der Verteilung W.(¢) findet der Ubergang zwischen zwei beliebigen Konfigu-
rationen ¢ und ¢’ in beiden Richtungen mit gleicher Hiufigkeit statt, die Verteilung
W.(¢) bleibt also erhalten. Eine Moglichkeit, diese Bedingung zu erfiillen, bietet
der Metropolisalgorithmus [41]. Dort ist die Akzeptanzwahrscheinlichkeit, also die
Wahrscheinlichkeit, mit der die neu erwiirfelte Konfiguration ¢’ als Nachfolge von ¢
angenommen wird, durch

=

Py(¢ — ¢') = min <1, WC((Q;/))> (153)
gegeben.

Bei dieser Vorgehensweise stellt sich folgendes Problem:
Die Form der Akzeptanzwahrscheinlichkeit in (153) legt nahe, daf man zwar recht
schnell zu einer in der Gleichgewichtsverteilung sehr wahrscheinlichen Konfiguration
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¢ gelangt. Wahlt man dann aber im Phasenraum den Abstand 67 zu der als néchstes
erzeugten Konfiguration ¢’ grof, damit sie mehr oder weniger unabhingig von ¢ ist,
ergibt sich in der Regel ein sehr kleiner Faktor W.(¢')/W.(¢), und die neue Kon-
figuration wird mit grofler Wahrscheinlichkeit zuriickgewiesen. Die Akzeptanzrate
moglichst unabhidngiger Konfigurationen ist also gering. Wird dagegen eine kleine
Schrittweite 67 verwendet, ist zwar die Akzeptanz grof}, aber aufeinanderfolgende
Konfigurationen sind stark korreliert.

Hier hilft ein Trick weiter, der unmittelbar zum HMCA und HCLA fiihrt:
Eine kiinstliche Erweiterung des Phasenraumes um den zu ¢ kanonisch konjugierten
Impuls 7 erlaubt die Definition einer Hamiltonfunktion:

T+ 5(8) . (154)

N | —

H(¢,m)=

Die FErzeugung einer Konfiguration vollzieht sich dann in drei Schritten:
Man wihlt zundchst den Impuls aus einer Gauflverteilung, also

1.2

Po(m)xe 2™, (155)

fithrt dann eine reversible Abbildung im Phasenraum durch, die ansonsten beliebig

sein darf, d.h.
Pil(¢,m) = (¢, 7)] = Py [(¢, —7") — (¢, —7)] (156)
und 148t einen Metropolis Schritt folgen, der durch
Par [(¢,7) = (¢, 7)] = min(1,e*) (157)

mit 6H = H(¢',7") — H(p,n) definiert ist.

Demzufolge ist die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Konfigurationen durch
P(¢—¢) = /dﬂdﬂ'PG(ﬂ)Pf [(¢,7) = (&, 7)] Par [(¢, ) — (¢, 7)) (158)

gegeben. Es ist nun leicht einzusehen, dafl die Bedingung des detaillierten Gleichge-
wichts (152) erfiillt ist, denn aufgrund der Identitdt

We(9) Fa(m) Par [(6,7) — (¢, 7)] = We(¢') Pa(x') Par [(¢,7') — (¢, 7)) (159)

folgt zusammen mit der Invarianz von H(¢,7) und Pg(7) unter Vorzeichenwech-
sel des Impulses sowie der Reversibilitdt der Abbildung (156) im Phasenraum die
Beziehung:

We(9) Pa(m) Pu [(6,7) = (&, 7)] Py [(¢,7) — (¢, 7")]
We(¢) Po(=') Py [(¢, =) — (¢, —m)] Pr [(¢/, —7) — (¢, —7)] .(160)

Eine Integration iiber beide Impulse liefert daher die gewiinschte ,,detailed balan-
ce“-Beziehung fiir W.(¢) und P(¢ — ¢'). Das soeben definierte Verfahren ist der
HMCA. Neben der ,detailed balance“-Beziehung ist auch die zum Erreichen der
vorgegebenen Verteilung erforderliche FErgodizitdt gesichert, da der Impuls aus der
Gaufiverteilung beliebige Werte annehmen kann.

Der Vorteil gegeniiber dem einfachen Metropolisalgorithmus besteht in der Méglich-
keit, jetzt grofie Schritte im Phasenraum zu machen, ohne gleichzeitig die Akzep-
tanzrate zu sehr zu reduzieren:
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Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit einer neuen Konfiguration ¢’ durch den Metropo-
lisschritt ist nach (157) um so grofer, je kleiner bei der durch Py [(¢,7) — (¢, 7')]
charakterisierten Abbildung die Verletzung der Energieerhaltung, also 6 Il ist. Steht
Pi (¢, m) — (¢',7")] 2.B. fiir die klassischen Hamiltongleichungen (sie sind, wie ge-
fordert, reversibel), so bleibt die Energie erhalten und ¢ H verschwindet, d.h. jedes
¢ wird akzeptiert. (Der dadurch definierte Hybridalgorithmus simuliert einen phy-
sikalischen Vorgang, bei dem ein in Ruhe befindliches System immer wieder mit
einem gaufiverteilten Zufallsimpuls angestofien wird und sich dann fiir eine gewisse
Zeit entlang seiner dadurch vorgegebenen klassischen Trajektorie bewegt.) Dieser
wiinschenswerte Zustand 148t sich allerdings nicht erreichen, da die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen i.a. nicht exakt losbar sind.

Man begniigt sich daher mit einer ndherungsweisen Losung dieser Gleichungen durch
die ebenfalls reversible ., Leapfrog“-Integration [42], welche die Differentialgleichun-
gen auf bestimmte Weise durch Differenzengleichungen approximiert. Die dabei de-
finierte Schrittlinge 67 legt die Grofle der Energieverletzung 6 H fest. Im HMCA
werden nach Wahl eines gaufiverteilten Impulses in der Regel mehrere solcher Inte-
grationen hintereinander ausgefiihrt, d.h. N Stiicke der Linge 67 im Phasenraum
aneinandergesetzt, so daf} sich eine Trajektorie vorgegebener Linge 79 = Né7 er-
gibt. Die Energieverletzung ist dann von der Ordnung § H = O(7pé7?). Infolgedessen
kann dieses Verfahren bei hinreichend kleiner Schrittlinge 67 immer noch eine grofie
Akzeptanzrate gewihrleisten, obwohl ¢’ um 79 von ¢ entfernt ist. Nihere Untersu-
chungen zur Abhéngigkeit der Akzeptanzrate im HMCA vom Gittervolumen, von
der Schrittlinge und von der mittleren Schrittzahl pro Trajektorie finden sich in [43]
nebst dortigen Referenzen.

An dieser Stelle sei nochmals hervorgehoben, dafl auch bei einer solchen approxi-
mativen Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen exakt das gewiinschte
Gleichgewicht reproduziert wird. Aufgrund des Metropolisschrittes ist keine Fixtra-
polation 67 — 0 erforderlich.

Genau darin liegt der wesentliche Unterschied zum Langevinalgorithmus (LA). Dort
fithrt man zwischen den Zufallsimpulsen nur eine ,Leapfrog“-Integration durch,
erhilt also fiir §H den kleineren Wert O(672), verzichtet dann aber génzlich auf den
Metropolisschritt. Dies fiihrt dazu, daf} die letztlich erzeugte Verteilung von der vor-
gegebenen abweicht. Da eine Variation dieses Algorithmus in dem hier untersuchten
Modell erstmals Verwendung fand, ist eine detailliertere Betrachtung angemessen:

Der erste ,,Leapfrog“-Schritt ergibt sich aus einer geeigneten Diskretisierung zweiter
Ordnung der Hamiltonschen Bewegungsgleichung. Dies bedeutet fiir die Feldkonfi-
guration

672 9S(o™)
2 06

wobei 67 = 7,41 — 7, und ¢" = @(7p + nd7) ist; d.h. 7! ist die Konfiguration,
welche sich nach numerischer Losung von (161) als Folgekonfiguration von ¢7 in der
Markovkette ergibt. 7 ist der nach einer Gaufiverteilung erwiirfelte Zufallsimpuls.
Die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (¢) folgt der Fokker-
Planck-Gleichung. Aus ihr 148t sich die Form der Gleichgewichtsverteilung W.(¢) =
%6_50((‘5) ableiten [44]. Es ergibt sich

¢! = ¢p + dry (161)

Se(8) = S(8) + 67251(8) + O(67%) (162)

mit
1 [ 95(6)  105(6)08(0)
10) =72 (a@am T2 00, 00 ) ‘ (163)

xr
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Die Abweichung von der gewiinschten, durch S(¢) charakterisierten Verteilung ver-
schwindet also erst in der Extrapolation 67 — 0.

Dieser LA erster Ordnung 148t sich durch eine genauere Approximation der kon-
tinuierlichen Bewegungsgleichungen, z.B. mit Hilfe eines geeigneten Runge-Kutta-
Verfahrens, noch verbessern. Anstelle eines in 67 quadratischen Fehlers der simulier-
ten Wirkung kommt man auf diesem Wege zu hoheren Ordnungen [44]. So ist die
Abweichung von der echten Wirkung unter Verwendung von

optl = ¢y + b7y -

87 (85(&) . aswn“)) (164)

4 Oz o

mit einer vorher in niedrigerer Ordnung nach (161) berechneten, vorldufigen Kon-
figuration ¢"*! nur noch proportional zu é7%. Allerdings vergroBert sich dadurch
auch der Aufwand zur FErzeugung einer neuen Konfiguration im wesentlichen um
den Faktor zwei, so daf} es je nach benétigter Genauigkeit ratsam sein kann, in der
niedrigsten Ordnung zu verbleiben (s.u.).

Ein Nachteil dieses reinen LA beliebiger Ordnung ist die Korrelation zwischen den
aufeinanderfolgenden Feldkonfigurationen. Zwei Nachbarkonfigurationen haben im
Phasenraum den Abstand o« é7. Dadurch, daBl nach jedem Update ein neuer gauf}-
verteilter Zufallsimpuls gewdhlt wird, vergroflert sich der Abstand zu den folgenden
Konfigurationen nicht so sehr wie in der klassischen Dynamik (KD), die den neuen
Impuls nicht erwiirfelt, sondern mit der zweiten Hamiltongleichung berechnet. Die
sukzessiven Anderungen der Feldkonfiguration sind bei Verwendung dieser Gleichung
folglich stark korreliert und fithren sehr schnell zu einer weiter entfernten Konfigu-
ration. So ist fiir kurze Zeiten die nach N Schritten unter der KD zuriickgelegte
Entfernung ungefihr o N, wihrend sie sich im LA wie v/N verhilt. Letzteres folgt
aus der Diffusionsgleichung, deren Losung fiir den kontinuierlichen Fall den ,,random
walk“ durch einen d-dimensionalen Raum beschreibt.

Der Vorteil bei Verwendung des LA liegt in der durch die Wahl von Zufallsimpulsen
garantierten Ergodizitét, welche die KD nicht sichergestellen kann. So ist es vorstell-
bar, dafB} sich das System dort in irgendwelchen periodischen Zyklen verfingt oder
aufgrund verborgener Erhaltungssitze nicht in der Lage ist, die Energieschale des
mikrokanonischen Ensembles gleichférmig zu bedecken.

Die Stdrken beider Verfahren, Frgodizitit auf der einen und schnelles Erreichen weit
entfernter, unkorrelierter Konfigurationen auf der anderen Seite, vereinigen sich im
Hybrid-Classical- Langevin-Algorithmus (HCLA). Dort wird nach einem Update der
neue Impuls mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — 3 aus der Gauflverteilung erwiirfelt
und mit der Wahrscheinlichkeit 5 klassisch berechnet. Erfolgt diese Berechnung mit

6t [0S5(e™)  OS(o™H)
g 165
so ist auch in der klassischen Dynamik der systematische Fehler in der Wirkung von
der Ordnung é72. Dies ergibt sich bei Betrachtung des aus (165,161) resultierenden
Ausdrucks
95(¢")
Obr
Fragt man ndmlich nach der Wirkung, welche dadurch in der KD wirklich simuliert

wird, so ist damit die effektive Wirkung S gemeint, die im kontinuierlichen Grenzfall
in Zeitabstinden &7 gerade die Folge (¢™) hervorbringt. Es wird demzufolge nach

oyt =205 + @71 = —ér?

(166)
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derjenigen Wirkung gesucht, fiir die qAb(To + néT) als exakte Losung der Bewegungs-
gleichung

& . 05(4(1))

%) = T ed, (167)
mit ¢" identisch ist. Eine solche Untersuchung fiihrt schlielich auf S(¢) = S(¢) +
0(é72), so daB sich hier wie in (162) die simulierte Wirkung 5 von der vorgegebe-
nen S ebenfalls in der Ordnung 672 unterscheidet. Detailliertere Betrachtungen zu
diesem Sachverhalt finden sich in [46].

Auch in der KD besteht die Moglichkeit, die Ordnung des Fehlers in 67 durch Ver-
wendung besserer Approximationen an die kontinuierlichen Hamiltongleichungen zu
erhdhen. So ist er bei Approximation der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen mit
der Runge-Kutta-Methode vierter Ordnung proportional zu é7*. Darauf soll aller-
dings nicht genauer eingegangen werden, da ein derartiges Verfahren aufgrund des
vierfach erhthten Aufwandes fiir ein Update in den spiteren numerischen Rechnun-
gen keine Verwendung finden wird.

Eine genauere Begriindung fiir die Verwerfung héherer Ordnungen liefert ein Studi-
um der Autokorrelationszeit. Sie ist umgekehrt proportional zu der pro Zeiteinheit
im Phasenraum zuriickgelegten Entfernung. Da letztere in der KD ungefihr propor-
tional zur Zahl der Messungen pro Zeit n, im LA aber nur zu y/n ist, resultiert fiir
die §7%-Algorithmen bei einer Schrittweite von é7 = s eine Entfernung von ns in
der KD und von /ns im LA. Will man den Fehler hinsichtlich der Ordnung von s
konstant halten, kann man bei Nutzung der 7% Algorithmen die Schrittweite auf
6T = /s erhthen. Aufgrund des gestiegenen Rechenaufwandes ergeben sich nun die

Entfernungen %./s in der KD und \/TE\/E im LA. Ein grofierer Vorteil durch die

Algorithmen hoéherer Ordnung ist also nur dann zu erwarten, wenn
ns << %\/E =  5<<0.0625 fir KD,

Jis << g\/g = s<<025 fir LA (168)

Es hat sich herausgestellt (s.u.), daB fiir unsere Zwecke eine Schrittweite von s > 0.04
geeignet, die Verwendung des genaueren é71-Algorithmus der KD also nicht notwen-
dig ist; zumal mit ihr zusdtzlich ein gréferer Speicherbedarf einhergeht, der auf der
CRAY Y-MP, auf der die Programme entwickelt und zum Teil angewendet wurden,
zu einem Ubergang in eine ungiinstigere Jobklasse fiihrt. Dies aber macht vermut-
lich den bei s > 0.04 noch verbleibenden kleinen Rechenzeitvorteil hinsichtlich der
Echtzeit gdnzlich zunichte.

Auch von der Méoglichkeit, im Rahmen der KD in niedrigster Ordnung zu verbleiben
und im LA mit dem é7% Algorithmus bei entsprechend gréferer Schrittweite /s zu
arbeiten — nach (168) ist dort ein weit hoherer Rechenzeitgewinn zu erwarten —,
wurde kein Gebrauch gemacht. Grund ist der hauptsichliche Gebrauch der KD, die
nur gelegentlich durch einen LA-Update unterbrochen wurde.

Aber nicht nur Algorithmen héherer Ordnung mit entsprechend vergréfierter Schritt-
weite 07, d.h. mit konstantem systematischem Fehler, sind in unserem Fall zu verwer-
fen, sondern auch ihr Gebrauch bei fester Schrittweite zur Reduktion des systema-
tischen Fehlers. Der Grund liegt in der verfiigharen Rechenzeit. Wenn sie ndmlich
die GroBe der Statistik derart einschrankt, da der systematische Fehler 72 im
statistischen Rauschen untergeht, wire die Verwendung eines besseren und damit
zeitaufwendigeren HCLA nicht zu vertreten. Fine Verringerung des systematischen
Fehlers durch bessere Approximationen der Bewegungsgleichungen wiirde nur auf
Kosten eines gréfieren statistischen Fehlers gehen. Ein derartiges Vorgehen macht
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aber erst Sinn, wenn sich der systematische Fehler deutlich von den statistischen
Schwankungen abhebt.

Die knappe Rechenzeit ist auch die Ursache fiir das Fehlen einer Extrapolation der
Schrittweite nach Null, die ebenfalls die Reduktion des systematischen Fehlers zum
Ziel hat. Denn fiir feste CPU-Zeit wichst der statistische Fehler gemif} 1/\/5 Um
also fiir die Extrapolation wenigstens noch einen zweiten Punkt, z.B. bei halber
urspriinglicher Schrittweite, mit gleichem statistischen Fehler studieren zu kénnen,
ist nochmals das Doppelte der urspriinglichen CPU-Zeit erforderlich.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daff der HMCA eine gute Moglichkeit zur Simu-
lation einer vorgegebenen Verteilung bietet. Ist man aber, wie im vorliegenden Fall,
nicht in der Lage, den Hamiltonian des Systems zu berechnen (s.u.) und muf da-
her auf den Metropolisschritt verzichten, zeigt sich im HCLA eine Alternative, die
allerdings die gewiinschte Verteilung nicht genau trifft.

4.3 Monte Carlo Algorithmen mit Fermionen

Alle bisherigen Ausfithrungen bezogen sich auf rein bosonische Modelle. Bevor daher
auf numerische Resultate eingegangen werden kann, muf} die Finbeziehung der Fer-
mionen erldutert werden. Sie wird auch den Grund fiir die Verwendung des HCLA
anstelle des HMCA liefern.

Wie bereits erwdhnt, besteht die Schwierigkeit einer statistischen Behandlung von
Fermionen in dem antikommutierenden Charakter der sie darstellenden Grassmann-
variablen. Aus diesem Grunde berechnet man zunédchst das Grassmannintegral exakt
und erhélt so die Fermiondeterminante det Q(¢). In der Handhabung des auf diese
Weise zusammengefafiten, fermionischen Teils unterscheiden sich die beiden oben
beschriebenen Algorithmen.

Bei dem bisher verwendeten HMCA ist es iiblich, die Determinante in das Wahr-
scheinlichkeitsmaf} einzubeziehen, indem man die Relation

/ dipdipTe ™A — det A / dpdgre=¢"A7Y (169)

ausnutzt. 1,9 sind die urspriinglichen Grassmannvariablen, ¢, ¢* dagegen sind
kommutierende Variablen, die sogenannten Pseudofermionfelder. Bedingung fiir die
Giiltigkeit der zweiten Relation in (169) ist allerdings, dafi die Realteile der Eigen-
werte von A positiv sind. Derartiges 148t sich aber fiir eine fermionische Wirkung
nicht allgemein fordern. Eine Mdoglichkeit, diesen Weg dennoch verfolgen zu kénnen,
besteht in einer auf bestimmte Art und Weise vorzunehmenden Verdopplung der
Fermionzahl.

Hierbei handelt es sich nicht um das Verdopplungsproblem, welches auf die Beschrei-
bung von Fermionen auf dem Gitter zuriickzufithren ist und mit der Anomaliefreiheit
bei naiver Ubertragung der klassischen Wirkung auf das Gitter zusammenhingt.
Vielmehr ist es ein rein technisches Problem, das auftritt, wenn man Pseudofermio-
nen nutzen will, um den Einflufl der Fermionen auf die Theorie zu beriicksichtigen.

Fithrt man also neben dem schon existierenden Fermion-Spiegelfermion-Paar W(1)
ein weiteres, sich dazu gespiegelt transformierendes Paar U2 ein, erhilt man die

Wirkung
S=55+ Y. S uPQ(e) el (170)

f=1,2 z,y
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und hat in diesem vergréflerten Raum nunmehr den Ausdruck

det ( %2 QO-I- ) =detQTQ =det A (171)

zu betrachten. A ist folglich hermitesch und positiv definit. Die jetzt positive Deter-
minante kann infolgedessen zusammen mit dem bosonischen Exponentialfaktor als
Wahrscheinlichkeitsmaf} interpretiert werden. Erwihnt sei hier, dafl die Verdopplung
der Fermionen im U(1)-Modell zu einer Erweiterung der Symmetrie auf das Produkt
U(1); @ U(1)p@U(1),_, fithrt, dessen letzter Faktor fiir die Erhaltung der Teilchen-
zahldifferenz zwischen den Sorten Eins und Zwei sorgt. Da iiber U(1), ® U(1), auch
die Gesamtteilchenzahl erhalten bleibt, impliziert dies die Erhaltung beider Teil-
chensorten fiir sich.

Nun ist klar, daf3 auf soeben beschriebene Weise, selbst wenn mit Hilfe der Spie-
gelfermionen die Entkopplung aller ,,Anomalie-Doppler* gelingt und sich aufgrund
der unterschiedlichen Yukawakopplungen auch das verbleibende Spiegelfermion zu-
sammen mit seinem ,,technischen Doppler* aus dem Spektrum entfernen 143t, neben
dem urspriinglichen Fermion immer noch dessen ungewollter ,technischer Doppler*
iibrig bleibt. Man ist daher nicht in der Lage, durch derartiges Vorgehen eine un-
gerade Anzahl von Fermionen auf dem Gitter zu beschreiben. Insbesondere wird
es so nicht moglich sein, z.B. die Wirkungsweise eines einzelnen schweren Fermions
in seinen drei Farben auf Charakter und eventuelle Kopplungsschranken des Higgs-
Yukawa-Modells zu erfassen.

Fiir die Behandlung einer ungeraden Zahl von Fermionen ist die Fermiondeterminan-
te demzufolge auf eine andere Art und Weise beriicksichtigen. An der Fermiondeter-
minante selbst, d.h. an der analytischen Ausfithrung des Grassmannintegrals, fiihrt,
wegen der oben angedeuteten Schwierigkeiten hinsichtlich der Statistik, zundchst
kein Weg vorbei.

Soll diese technisch motivierte Verdopplung vermieden werden, fait man die Deter-
minante als Teil einer effektiven Wirkung auf, d.h.

Seir(®) = Sp(9) — Ny [In | det Q(9)] + ivg) | (172)

wenn ¢g den Phasenwinkel der Determinante und N; die Zahl der betrachteten
Flavours bezeichnet. Es ist offensichtlich, dafl eine stark fluktuierende Phase bei der
statistischen Behandlung &hnliche Probleme aufwirft wie der antikommutierende
Charakter der Grassmannvariablen. Denn es kann zu Differenzen grofier Zahlen und
damit zu sehr groflen Fehlern kommen, welche die hier angestrebte Verfahrensweise
unmoglich machen. Ebenjene Phase ist deshalb im vorhergehenden Kapitel einge-
hend untersucht worden. Wie das Ergebnis zeigte, ist sie in den hier betrachteten
Féllen nicht zu grofier Yukawakopplungen vernachldssigbar klein und verschwindet
manchmal (|Gy| = |Gy|) sogar identisch. Im folgenden wird daher

Set(¢) = SB(0) — Nyln[det Q(4)] = () — %m [det (@7 (£)Q(#))]  (173)

zu betrachten sein. Fine solche nur noch von einem Skalarfeld abhingige Wirkung
wird nun durch den fiir den bosonischen Fall dargelegten HCLA simuliert. Im Prin-
zip wire das auch mit Hilfe des HMCA fiir rein bosonische Wirkungen moglich,
allerdings wire dann fiir den Metropolisschritt nach jedem Update der Hamiltonian
und damit die Fermiondeterminante zu bestimmen. Die Verwendung eines derarti-
gen Verfahrens ist aber aus Rechenzeitgriinden ausgeschlossen.

Wendet man sich aufgrund dessen wieder dem HCLA zu, so tritt die Wirkung dort
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nur als Ableitung auf. Fiir ein komplexes Skalarfeld, wie es hier vorliegt, gilt die
Beziehung:

672 (DSert(™) . OSemi(9™)
n+1 _ n n A € e
R < TRe(dn) | Olm(gy) >
= ¢p+brm) — 6727855;? ) (174)
und fiir den dazu kanonisch konjugierten Impuls:
n n 8Sﬂcf(gbn—l—l) 8Seﬂ(¢n)
SR S ( Y + 0% . (175)

9Sest (¢)

Das verbleibende Problem besteht nun in der Berechnung von ot - Fir den
skalaren Anteil der Wirkung geschieht dies noch analytisch vermége der Beziehung

95B(¢)
oot

= (bx[l + 2/\(¢x¢;— - 1)] - Hz(bl’-l-u ’ (176)
I

und eine dlrekte Programmierung ist méglich. Zu bestimmen ist somit nur noch der
Ausdruck f 8 +1Indet QT Q. Das geschieht unter Ausnutzung des nachstehenden

Zusammenhanges

%aﬁln(dewm)) = %Z;T”n@*@):%ﬂﬂ@*@) 5o7 (@)
o, L (90%Q)
- Yy (W) (77)

Da eine explizite Matrixinversion, wie sie hier gefordert wire, zu viel Rechenzeit
beansprucht, wird mit der Relation

I dxdx"'e_XJrQJrQXXuxj
f dxdx+ €_X+Q+QX

(Q*Q)w = =< XuXy > (178)
gearbeitet, d.h. die Matrix (Q*Q)~! wird mit sogenanntem ,,Baby“-Monte Carlo-
Verfahren bestimmt. Bei Verwendung des HCLA ist demnach eine weitere Approxi-
mation in der Beriicksichtigung der Fermionen notwendig. Zu diesem Zweck erzeugt
man sich aus zwei reellen Zahlen einer gleichférmigen Verteilung eine Gaufiverteilung
e~ fiir komplexes r [44] und erhélt so Y = Q17 in der gewiinschten Verteilung aus
(178). Somit 148t sich (QTQ)™" durch Messung mit Hilfe von x unter Verwendung
der Gleichung
Q) = i 179
(QTQ)uy = lim NBZXu 3 (179)
bestimmen, in der x* den Vektor der i-ten Messung darstellt. Folglich verbleibt man
mit dem programmierbaren Ausdruck:

)
5F In(det(@*Q)) —2}; ( §2¢+@))w

L& Q)
= N_BZ:IX Rry e (180)

4

Bei vorhandenem x° berechnet sich dann jeder einzelne Summand der i-Summe
durch passenden Aufruf der bereits im Rahmen fritherer HMC-Simulationen benétig-
ten Subroutine DERIV.
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4.4 Ein verallgemeinerter HMC-Algorithmus

Fiir den Fall, daf} die Figenwerte der Fermionmatrix immer einen positiven Realteil
aufweisen, wurde ein verallgemeinerter HMCA vorgeschlagen [45], der zum einen in
der Lage ist, die Determinante der einfachen Fermionmatrix zu beriicksichtigen, und
zum anderen die Vorteile des einfachen HMC-Verfahrens besitzt, d.h. insbesonde-
re keine Extrapolation zu verschwindender Schrittweite erfordert. In groben Ziigen
wurde in diesem Zusammenhang an folgende Vorgehensweise gedacht:

Basierend auf der fiir positive Realteile giiltigen Beziehung

det () /dndn*e_”*Q_177 (181)

wird der Faktor exp(—ilm(n*@Q~'n)) der Observablen zugeschlagen, wihrend der
Faktor exp(—Re(n*Q 1)) in das Maf Eingang findet. Die Phase wird also hier nicht
wie im HCLA vernachldssigt, sondern kann fiir jede Messung ohne zu grofien Auf-
wand neu berechnet werden. Da der Betrag exp(—Re(°Q~'7)), wie e=%(®) selbst,
unter Umstdnden {iber mehrere Gréflenordnungen variiert und somit seine Beriick-
sichtigung sehr ineffizient wire, wiirde sie erst in der Observablen erfolgen, wird er
durch die Erzeugung des Skalarfeldes gemafl der Wahrscheinlichkeitsverteilung

¢~ S(8)=Re(n* Q=1 (6)n) (182)

direkt in das Integralmaf einbezogen. Dies 143t sich iiber die Losung der folgenden
zwei Sdtze von Gleichungen mit Hilfe der ,Leapfrog“-Integration erreichen:

oH ) : oH

h= P= 9 = — , 1
L (183)
Dabei gilt fiir den Hamiltonian die Relation:
Lo, 1o x -1
H(g,m,0,6) = 57+ 568+ 5(6) + Re( Q™ (8)1) (184)

Er ist jetzt, anders als beim HCLA, schnell bestimmbar und ein Metropolistest
daher moglich. Das Erreichen des gewiinschten Gleichgewichts (182) folgt wie beim
einfachen HMCA aus dem Beweis der entsprechenden ,,detailed balance“-Beziehung.
Dieser verlduft analog zum oben Gezeigten.

Um festzustellen, ob alle Figenwerte der Fermionmatrix tatsdchlich einen positiven
Realteil besitzen, der Vorschlag also iiberhaupt durchfithrbar ist, betrachte man ihre
Spur:

tr(Q) = 4Gy + Gy) Y Re(¢y) . (185)

bie ist unabhéngig vom Wert des Skalarfeldes immer reell. Nimmt sie auch fiir G/, +
G > 0 negative Werte an, so muf} es Eigenwerte mit negativem Realteil geben,
denn die Spur ist invariant unter Ahnlichkeitstransformationen, also insbesondere
unter Triagonalisierung der Fermionmatrix.

Messungen der Spur fiir equilibrierte Skalarfelder fiihrten auf positive und negative
Resultate, zeigen also, dafi Eigenwerte mit negativem Realteil existieren kdnnen.
Der verallgemeinerte HMCA ist demnach hier nicht anwendbar, womit sich auch die
Diskussion evtl. Fluktuationen des Phasenfaktors exp(—ilm(n*Q~'5)) eriibrigt.
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4.5 Numerische Resultate

Ehe man physikalisch interessanteren Fragestellungen nachgehen kann, die sich un-
ter Verwendung des HMCA nicht beantworten lassen, d.h. insbesondere Fragen in
Zusammenhang mit einer ungeraden Zahl von Fermionen, mufl zundchst die Arbeits-
weise des HCLA {iberpriift werden. Dies bezieht sich zum einen auf die Korrektheit
der Programmierung, die sich durch Vergleich mit HMC Resultaten iiberpriifen 148t,
zum anderen darauf, geeignete Werte fiir die frei wéhlbaren algorithmischen Para-
meter (3, Ng,67) zu finden.

Im Anschlufl daran wird exemplarisch die Phasenstruktur des Higgs- Yukawa-Modells
mit nur einem Fermion studiert. Schliefilich wird untersucht, ob und mit welchem
Aufwand die Berechnung von Massenschranken, hier insbesondere der Trivialitits-
grenze, in diesem Modell moglich ist.

4.5.1 Vergleich des HCLA mit dem HMCA fiir verschiedene algorith-
mische Parameter

Wie bereits erwihnt sind in der klassischen Dynamik die aufeinanderfolgenden Ande-
rungen der Feldkonfiguration stark korreliert. Die Entfernung, die im Phasenraum
zuriickgelegt wird, entspricht daher ungefdhr der Zahl N der Updatings und ist da-
mit weit grofler als bei Verwendung des reinen Langevinalgorithmus, bei dem sie
wegen der zufilligen Wahl des Impulses nur proportional zu /N ist. Durch einen
gelegentlichen Zufallsimpuls sichert man sich allerdings die im rein klassischen Fall
nicht unbedingt vorhandene Ergodizitdt. Als erstes sollen daher die Auswirkungen
des durch 3 charakterisierten Verhiltnisses zwischen klassischer Dynamik und Lan-
gevinalgorithmus studiert werden.

Zu diesem Zweck wurde der HCLA in einem Punkt der symmetrischen Phase (A =
1.0,Gy = 0.1,Gy = 0.0,x = 0.15, K = 0.1), im folgenden mit A bezeichnet, auf
einem 42 - 8-Gitter im U(1)-Modell fiir verschiedene Werte von 3 angewendet. Um
einen Vergleich mit dem HMCA durchfiihren zu kénnen, war der Fall zweier Fermion-
Spiegelfermion-Paare (Ny = 2) zu simulieren. Einen Eindruck von der damit ver-
kniipften unterschiedlichen Schnelligkeit der Equilibrierung verschaffen die folgenden
Abbildungen. Dort ist die Magnetisierung des Higgsfeldes < |¢| > gegen die Zahl
der Messungen aufgetragen. Die zuvor mit dem HMCA gemessene Magnetisierung
[28] betragt im Gleichgewicht 0.098(1) und wird mittels der durchgezogenen Linie
angedeutet. Die gestrichelte glatte Kurve zeigt jeweils die iiber die Vergangenheit
gemittelte Magnetisierung, wihrend die gezackte Kurve die der einzelnen Messung
reprasentiert. In allen Féllen wurde dabei mit einer Einheitsmagnetisierung (|¢| = 1)
gestartet.
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Abbildung 16: Magnetisierung im U(1)-Modell auf dem 4% - 8-Gitter fiir A = 1, Gy =
0.1, G, =0.0, x =0.15, K = 0.1 und zwei Fermion-Spiegelfermion-Paare. Die durchgezo-
gene Linie bel M =< |¢| >= 0.098(1) symbolisiert den MeBwert des HMCA aus [28], die
glatte, gestrichelte Kurve zeigt die iiber die Vergangenheit gemittelte Magnetisierung und
die gezackte Kurve die Magnetisierung fiir jede Einzelmessung. Zur Berechnung wurde hier

der HMCA mit einer Schrittweite von §7 = 0.08 und einer mittleren Trajektorienldnge von
sechs , Leapfrog“-Schritten gewahlt.
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Abbildung 17: Hier sind dieselben Gréfen wie in Abbildung 16 dargestellt, allerdings wurde
zur Berechnung der HCLA mit 8 =0.0, d.h. der reine Langevinalgorithmus verwendet. Die
Schrittweite ist 67 = 0.05, die Anzahl der ,Baby“-Monte Carlo-Messungen ist Ng = 20.
Gestartet wurde mit einer Einheitskonfiguration, d.h. ¢, = 1.0 V,.
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Abbildung 18: Diese Abbildung zeigt die Magnetisierung bei Verwendung des HCLA in 3
=0.2. Alle weiteren Angaben entsprechen denen in Abbildung 17.
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Abbildung 19: Die Magnetisierung ergibt sich in diesem Fall aus dem HCLA bei § =0.5.
Alles Weitere entnimmt man Abbildung 17.
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Abbildung 20: In dieser Abbildung wurde die Magnetisierung mit dem HCLA bei 5 =0.8
berechnet. Einzelheiten lassen sich den Erlduterungen zu Abbildung 17 entnehmen.
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Abbildung 21: Hier wurde das System der klassischen Dynamik unterworfen, nach jeweils

ca. 1500 Messungen allerdings ein Zufallsimpuls eingestreut. Die weiteren Angaben entspre-
chen denen aus Abbildung 17.
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Ein Vergleich der Abbildungen macht folgendes deutlich:

1. Die beiden Extrema, der reine Langevinalgorithmus und die (fast) reine klassi-
sche Dynamik (Abbildung 17 und 21), sind hinsichtlich der Equilibrierungszeit
den Mischféillen unterlegen. Der reine LA kommt aufgrund des jedesmal neu
zufillig gewdhlten Impulses im Phasenraum nur langsam voran, die reine KD
kann sich in metastabilen Zustidnden verfangen, wie es in den ersten und zwei-
ten 1500 Messungen der Fall zu sein scheint. Am schnellsten ist der HCLA mit
8 =0.8.

2. Je hoher die Beimischung der klassischen Dynamik, desto grofier ist, wie zu
erwarten, die Korrelation aufeinanderfolgender Impulse. Dies duflert sich in
den Abbildungen durch immer stirker ausgeprigte Zacken in der Kurve der
Einzelmagnetisierung. Nach Einstellung eines Gleichgewichtes sind daher die
stdrkeren Schwankungen um selbiges bei htheren 3-Werten zu vermuten.

3. Fiir keinen Wert von 3 erreicht der HCLA auch nur annihernd die Qualitit

des HMCA in Abbildung 16. Dort wird sowohl von der Einzel- als auch von
der gemittelten Magnetisierung sehr schnell der spitere Mittelwert erreicht.
Ebenfalls deutlich zu erkennen ist die weitaus geringere Korrelation zwischen
aufeinanderfolgenden Konfigurationen. Wihrend die gezackte Kurve in al-
len HCL-Varationen doch noch mehr oder weniger ausgeprigte ,,Berge® und
, Téler” durchlduft, ist das Verhalten der einzelnen Magnetisierung im HMCA
von statistischem Rauschen nicht mehr zu unterscheiden. Die oben kurz an-
gesprochene Proportionalititskonstante zur Berechnung der Anzahl effektiver
Messungen ist also viel gréfler als beim HCLA. In der Tat wird auch fiir den
HMCA ein kleinerer, dynamischer, kritischer Exponent und damit eine kiirzere
Autokorrelationszeit vorhergesagt [40].
Das unkorreliertere Verhalten der Magnetisierung im HMCA wird auch plau-
sibel, wenn man bedenkt, daf} bei einer mittleren Trajektorienlinge von sechs
»Leapfrog“-Schritten der Lange 67 = 0.08 zwischen den einzelnen Konfigura-
tionen im Vergleich zum HCLA nahezu die zehnfache Entfernung liegt. (Die
Akzeptanzrate iibertraf dabei sogar noch die angestrebten 75 %). Da im HM-
CA zudem nach jeder Konfiguration ein neues Zufallsimpuls gewdhlt wird, ist
er selbst der ,,besten“ HCLA Version bei 5 = 0.8 weit {iberlegen.

Die verschiedenen MeflgroBien, denen das Interesse gilt, equilibrieren unterschiedlich
schnell, je nach ihrer ,Reichweite“ auf dem Gitter. Die Magnetisierung als lokale
Grofle zahlt zu den schnell equilibrierenden Meflwerten. Wenn also die Abbildun-
gen fiir bestimmte Parameter diesbzgl. bereits nach einigen hundert Messungen die
Einstellung des Gleichgewichtes anzeigen, gilt das sicher nicht fiir langsam equilibrie-
rende Mefgrofien, wie z.B. die Higgsmasse. Die Untersuchung der Magnetisierung
liefert daher nur eine untere Grenze fiir die zum Erreichen des Gleichgewichts durch-
zufithrenden Messungen. Fiir die langsamste, hier untersuchte Version des HCLA
liegt diese Grenze in der Gegend von 6000 Messungen.

Aufgrund der knappen Rechenzeit wurde daher fiir alle untersuchten Werte von /3
die eigentliche Messung im Punkt A nach einer Equilibrierung von ca. 6500 Tra-
jektorien gestartet. Die dabei gewonnenen Ergebnisse einiger wichtiger MeBgrofien
zeigt die folgende Tabelle. Die Bezeichnung der Grofien ist dieselbe wie in [28]. Die
Resultate des HCLA ergeben sich aus einer Statistik von ca. 8000 Messungen, die
des HMCA [28] aus ca. 30000 Messungen. Neben der kiirzeren Autokorrelationszeit
ist dies ein weiterer Grund fiir den kleineren statistischen Fehler:
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Tabelle 6: M C-Resultate fiir einige Mefigroflen bei
verschiedenem § in 67 = 0.05, Ng = 20

HCLA HMCA
=00 [B=02 [pB=05 [B=08 | 80999
mg 0.9(1) 0.8(2) 1.3(2) 1.03(10) 0.97(6) 0.99(2)
LR 1.0745(4) | 1.074(1) 1.075(1) 1.0743(8) | 1.0743(6) | 1.0744(2)
l 0.153(3) 0.178(5) 0.163(4) 0.163(2) 0.169(2) 0.1661(4)
< Xaths > 3.971(1) 3.971(1) 3.970(1) 3.9718(12) | 3.9696(11) | 3.9712(3)
< rz¢Fr. > | 0.0029(5) | 0.0035(6) | 0.0029(6) | 0.0025(6) | 0.0029(5) | 0.0026(2)
< XL:$sXRe > | -0.1662(6) | -0.1686(6) | -0.1670(6) | -0.1677(6) | -0.1680(5) | -0.1676(1)
< |¢| > 0.098(6) 0.12(1) 0.077(7) 0.095(6) 0.106(4) 0.098(1)
< |¢z| > 0.857(3) 0.863(1) 0.859(1) 0.860(1) 0.8624(5) | 0.8600(1)
Gry 0.92(12) 1.1(2) 1.1(2) 1.0(2) 0.96(12) 1.10(2)
Gry -0.17(15) | -0.3(2) -0.2(2) -0.2(2) -0.3(2) -0.13(3)
Z 2.5(4) 4(1) 3.4(7) 3.1(4) 3.3(2) 3.04(3)
Zy 4.37(4) 4.50(5) 4.39(6) 4.49(5) 4.40(4) 4.446(11)
Zy 4.50(5) 4.39(5) 4.51(6) 4.41(5) 4.44(5) 4.418(9)

Die relativ gute Ubereinstimmung der HCLA-Resultate mit denen des HMCA fiir
alle Werte von 3, d.h. fiir verschiedene Abstufungen zwischen reinem Langevinal-
gorithmus und fast reiner klassischer Dynamik, deuten darauf hin, daf§ der HCLA
fehlerfrei programmiert ist.

Der Vergleich der langsamer equilibrierenden Grofien, insbesondere der skalaren Wel-
lenfunktionsrenormierung Z4 und des Linkerwartungswertes [ sowie der Higgsmasse
mp, 148t darauf schliefen, daf bei kleineren 3-Werten (8 < 0.5) eine groflere Sta-
tistik, bzw. eine ldngere Equilibrierungsphase, d.h. mehr Rechenzeit zum Erzielen
hinreichend guter Resultate erforderlich ist. Dies steht in Ubereinstimmung mit den
aus den Abbildungen gewonnenen Erkenntnissen.

Da weitere ausfiihrliche Tests in anderen Punkten des Phasenraumes aus Rechen-
zeitgriinden nicht moglich waren und eine analytische Untersuchung nur fiir einige
einfache Fille durchfithrbar zu sein scheint [46, 47], wurde bei allen weiteren Rech-
nungen der Wert 3 = 0.8 verwendet. Einerseits erlaubt er durch die hdufige Verwen-
dung der klassischen Dynamik grofie Schritte im Phasenraum, andererseits wird aber
auch der Impuls sooft aus einer Gauflverteilung zuféllig ausgewidhlt, daff das System
nicht innerhalb eines begrenzten Gebietes im Phasenraum hdngen bleibt, sondern
sich in jedem Fall ergodisch entwickelt. Ferner ist, wie bei allen anderen algorith-
mischen Parametern auch, der optimale Wert von 3 numerisch ohnehin nicht genau
festzulegen und zudem sicher von den Werten der anderen Parameter abhingig. Ei-
ne erneute Bestimmung des 3-Wertes fiir jede weitere Mefireihe verbietet aber die
verfiighbare Rechenzeit. Aufgrund dieser Uberlegungen scheint der Wert 3 = 0.8 fiir
alle untersuchten Punkte in der symmetrischen und gebrochenen Phase angemessen
Zu sein.

Ein weiterer wichtiger Parameter des HCLA ist die Schrittweite é7. Zum einen soll-
te sie moéglichst grof} sein, damit man sich schnell durch den Phasenraum bewegt
und zu unkorrelierten Konfigurationen gelangt, gleichzeitig aber auch so klein wie
notig, da sie den systematischen Fehler des Algorithmus bestimmt. Der hinsichtlich
des Fehlers gerade noch akzeptable Wert hdngt sicherlich erneut von den anderen
Parameterwerten der Theorie ab. In den Untersuchungen wurde é7 in § = 0.8 an
zwei verschiedenen Punkten in der symmetrischen Phase variiert. Das Verhalten
der Magnetisierung fiir den bereits oben betrachteten Punkt A zeigen die folgenden

Abbildungen:
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6000
Abbildung 23: Die Magnetisierung folgt hier aus der Verwendung des HCLA bei § = 0.8
und einer Schrittweite von 67 = 0.1. Alles Ubrige folgt aus Abbildung 17
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Abbildung 22: Hier wurde der HCLA bei 7 = 0.8 benutzt. Die Schrittweite 67 betrédgt
0.025. Weitere Einzelheiten entnimmt man Abbildung 17
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Vergleicht man die Abbildungen 20,22 und 23, so ist zu erkennen, daf§ gemifl den

Erwartungen die Bewegung durch den Phasenraum, d.h. insbesondere das Erreichen

der Gleichgewichtsmagnetisierung, mit zunehmender Schrittweite schneller erfolgt.

Die Korrelation zwischen benachbarten Konfigurationen wird kleiner. Aber auch der
HCLA mit é7 = 0.1 kann einem Vergleich mit dem HMCA in keiner Weise stand-
halten.

Wihrend sich bei Verwendung von 67 = 0.025 ein deutlich schlechteres Bild bzgl. der
Equilibrierungsgeschwindigkeit zeigt, scheint der Unterschied zwischen 67 = 0.1 bzw
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0.05 nicht mehr so gravierend zu sein. In beiden Fillen hat die Finzelmagnetisierung
bereits nach wenigen hundert Messungen erstmals den Gleichgewichtswert erreicht.
Der diesbzgl. noch bestehende Laufzeit-Unterschied darf bei Produktionsldufen von
vielen tausend Messungen als irrelevant angesehen werden. Ein etwas anderes Bild
ergibt die Betrachtung der mittleren Magnetisierung. Sie ndhert sich im Falle der
Schrittweite 67 = 0.1 ihrem Gleichgewicht deutlich schneller als fiir 67 = 0.05.
Diese Resultate lassen es ratsam erscheinen, die Equilibrierung in zwei Phasen auf-
zuteilen, von denen die erste bei groflerer Schrittweite durchlaufen wird. Die dann
folgende kleinere Schrittweite wurde vor dem Hintergrund, dafl der gréfite akzep-
table Wert von 67 nicht fiir jede Messreihe neu bestimmt werden kann, in allen
anschlieenden Rechnungen auf 67 = 0.05 bzw. é7 = 0.04 gesetzt.

Wie die nachstehende Tabelle zeigt, war im Punkt A selber bei Verwendung von
07 = 0.1 noch keine wesentliche Abweichung von den HMC-Resultaten zu erkennen,
wenn auch die Messwerte fiir 67 = 0.05 jene fast durchgehend besser reproduzieren.
Darin iibertreffen sie den langsam equilibrierenden Fall é7 = 0.025 ebenfalls. Der
Gebrauch von 67 = 0.3 liefert jedoch bereits deutlich schlechtere Ergebnisse.

Da die Korrelation zwischen den Konfigurationen mit zunehmender Schrittweite ab-
nimmt und iiber die Anzahl der effektiven Messungen in den statistischen Fehler
eingeht, sollte dieser fiir 67 = 0.3 jeweils am kleinsten, fiir é7 = 0.025 am grofiten
sein. Wie man sieht, ist dies bis auf eine Ausnahme in der Tat der Fall.
Infolgedessen gibt die Tabelle mit 67 = 0.3 ein Beispiel fiir eine schlechte Wahl der
Schrittweite. Zwar konnte der statistische Fehler wegen der geringeren Korrelation
zwischen aufeinanderfolgenden Konfigurationen relativ klein gehalten werden, aber
der zu 672 proportionale systematische Fehler tritt nun klar hervor.

Tabelle 7: M C-Resultate fiir einige Mefigroflen bei
verschiedenem é7 in § = 0.8, Ng = 20

| [67=0.025 [ 6r =005 [6r=01 [ér=03 |
me 0.95(14) | 1.03(10) | 0.93(5) 1.21(6)
LR 1.0746(9) | 1.0743(8) | 1.0747(7) | 1.0761(5)
l 0.169(4) | 0.163(2) | 0.1635(15) | 0.139(1)
<xethe > | 3.970(2) | 3.9718(12) | 3.973(1) | 3.976(1)
< hrs6tge > | 0.0017(6) | 0.0025(6) | 0.0038(6) | 0.0289(5)
< XLr$sXre > | -0.1683(6) | -0.1677(6) | -0.1666(6) | -0.1426(5)
<|g| > 0.105(10) | 0.095(6) | 0.103(5) | 0.081(4)
< |ég] > 0.860(1) | 0.860(1) | 0.8591(5) | 0.8398(4)
G ry 1.1(2) 1.0(2) 1.1(2) 1.02(15)
Gry -0.18(16) | -0.2(2) -0.17(15) | -0.24(14)
Zy 3.3(4) 3.1(4) 2.9(3) 3.2(2)
Zy 4.49(5) 4.49(5) 4.43(5) 4.50(4)
Zy 4.38(5) 4.41(5) 4.39(5) 4.39(4)

Durch die Einbeziehung von Fermionen ist in der Anzahl Ng der Messungen des oben
geschilderten ,,Baby*-Monte Carlo ein weiterer algorithmischer Parameter gegeben.
Sein Einflul wurde ebenfalls in zwei Punkten der symmetrischen Phase studiert.

In der folgenden Tabelle werden die Resultate der Messungen im U(1)-Modell fiir den
Punkt H bei G, = 0.0,Gy = 1.0, K = 0.1,x = 0.07, A = 1.0 auf dem 4°-8-Gitter ge-
zeigt. Aufgrund der gréBeren Yukawakopplung tritt dort ein durch zu kleines N nur
unzureichend beschriebener Einflufl der Fermionen deutlicher zu Tage als im Punkt
A. Alle Werte ergaben sich nach einer Equilibrierung von ungefihr 5000 Trajekto-
rien gefolgt von knapp 15000 Messungen. Die vorletzte Spalte zeigt Meflergebnisse
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ohne Beriicksichtigung von Fermionen, die letzte die Resultate einer Simulation mit

dem HMCA.

Tabelle 8: M C-Resultate fiir einige Mefigroflen bei
unterschiedlichem N in § = 0.8, é7 = 0.05

[Ng=20 [ Ng=10 [ Ng=5 [Ng=1 | N;=0 [HMC
me 1.12(8) | 1.0(1) 1.06(15) | 1.29(11) | 2.9(2) 1.07(6)
LR 0.971(6) | 0.96(1) | 0.960(7) | 0.987(7) | 1.038(6) | 0.963(5)
l 0.125(2) | 0.128(2) | 0.127(2) | 0.116(2) | 0.067(1) | 0.1290(4)
<Xethe > | 3.923(1) | 3.929(1) | 3.929(1) | 3.936(1) | 3.954(2) | 3.9253(7)
< rs¢Fvre > | 0.0203(5) | 0.0224(6) | 0.0206(4) | 0.0228(7) | 0.0100(6) | 0.0206(9)
< XLo®aXre > | -1.607(2) | -1.605(2) | -1.615(2) | -1.649(6) | -1.566(2) | -1.6041(9
<|g| > 0.081(5) | 0.086(6) | 0.088(6) | 0.073(4) | 0.043(2) | 0.088(2)
<|ds] > 0.8496(5) | 0.8498(7) | 0.8519(6) | 0.860(1) | 0.8358(9) | 0.8493(5)
G ry 8.4(4) 8.2(5) 8.3(4) 8.7(6) 13(1) 8.6(4)
Gry, 1.3(2) | -1.0(2) | -1.2(1) | -1.3(2) | -1.5(3) | -1.28(11)
Zy 2.7(2) 2.7(4) 2.8(3) 2.8(3) 5.0(8) 2.94(9)
Zy 3.52(5) | 3.48(7) | 3.48(6) | 3.66(6) | 4.11(9) | 3.50(9)
Z, 4.32(4) | 4.25(4) | 4.26(3) | 4.33(4) | 4.41(5) | 4.24(9)

Die Variation von Np verursacht, wie zu erwarten, bei sehr kleinen Werten eine Ver-
schlechterung der Messergebnisse. Da der Rechenzeitaufwand proportional zu Np ist,
muf} aber auch hier ein Kompromifl zwischen dem Fehler bei der Beriicksichtigung
der Fermionen durch zu kleines Np und dem statistischen Fehler aufgrund einer
zu geringen Zahl von Messungen gefunden werden. Der Tabelle nach zu urteilen,
scheint dafiir bereits Ng = 5 auszureichen, denn schon in Ng = 1 wird der Einfluf}
der Fermionen, wie der Vergleich mit dem Fall Ny = 0 und den HMC-Resultaten
zeigt, im wesentlichen richtig wiedergegeben.

Desweiteren scheint eine systematische Verbesserung in Ng > 20 bei akzeptablem
Rechenzeitaufwand nicht mehr zu erwarten zu sein. Zwar ist demnach die Verwen-
dung von N = 20 zu hoch gegriffen, da diese Untersuchungen jedoch nur in zwei
Punkten des Phasenraumes durchgefiihrt wurden, schien es fiir die allgemeinen Stu-
dien sicherer, den Fehler im ,,Baby“-Monte Carlo nicht zu grofl werden zu lassen.
Daher wurde bei den folgenden Messungen in der symmetrischen Phase der HCLA
mit Ng = 20 verwendet, zumal die betrachteten Yukawakopplungen und damit
der Einflufl der Fermionen in einigen Mefipunkten gréfler waren als in H. Die an-
schliefenden Rechnungen in der gebrochenen Phase fanden jedoch wieder bei mit I
vergleichbaren bzw. kleineren Kopplungen statt, so dafl auch die Verwendung von
Np = 10, wie sie dort aus Griinden der Rechenzeit erforderlich war, akzeptiert wer-
den konnte. Fin exemplarischer Vergleich mit HMC-Resultaten in der gebrochenen
Phase bestitigte diese Vorgehensweise zusdtzlich. Aufgrund der oben aufgefiihrten
Ergebnisse ist der Parametersatz fiir alle folgenden Rechnungen in der symmetri-
schen Phase durch g = 0.8, 67 = 0.05, Ng = 20 gegeben.
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4.5.2 Numerische Untersuchung zur Verschiebung der Phasengrenzen
beim Ubergang von zwei zu einem Fermion-Spiegelfermion-Paar

Nach obigen Vorarbeiten ist zunéchst eine u.a. auf den ,,mean-field“-Rechnungen des
zweiten Kapitels beruhende Vermutung zu untersuchen, welche die Phasenstruktur
des Higgs-Yukawa-Modells mit nur einem Fermion-Spiegelfermion-Paar betrifft. Da-
nach soll sich in einem K, k-Diagramm bei festem K der Abstand der Phasengrenzen
im Higgs-Yukawa-Modell zu den entsprechenden Grenzen der rein skalaren Theorie
in etwa halbieren, wenn das Modell statt der in den HMC-Rechnungen betrachteten
zwei Fermion-Spiegelfermion-Paare nur eines aufweist. Dieser Sachverhalt ist auch
physikalisch plausibel:

Fiir die Ordnung im System, parametrisiert durch die Magnetisierung < |¢| >, ist die
Wechselwirkung des ¢-Feldes an den verschiedenen Punkten des Gitters verantwort-
lich. Je stirker sie wird, desto grofier ist die Tendenz zur geordneten Phase. Diese
nichtlokale Wechselwirkung wird zunichst direkt durch den skalaren Hoppingpara-
meter vermittelt. Liegt keine andere Kopplungsmdoglichkeit zwischen benachbarten
Gitterpunkten vor, d.h. betrachtet man die rein skalare Theorie oder das Higgs-
Yukawa-Modell mit unendlich schweren Fermionen (A = 0), so bestimmt im we-
sentlichen der Wert von x wie grofi die Magnetisierung ist, d.h. in welcher Phase
man sich befindet. Die Abhéngigkeit von der lokalen Selbstwechselwirkung, vermit-
telt durch die skalare Selbstkopplung A, ist, wie die Untersuchungen im Rahmen der
MFA (Kapitel 2) gezeigt haben, nicht sehr grof.

Werden propagierende Fermionen in die Betrachtung einbezogen (K > 0), liefern
auch sie iiber die Yukawakopplungen einen Beitrag zur Ordnung. So ist am Ort «
das Higgsfeld iiber diese Kopplungen an Fermionen gekniipft. Letztere kénnen nun
zum Nachbarort z + & propagieren, wo sie dann wieder iiber die Yukawakopplungen
das Higgsfeld beeinfluflen. Ein Maf fiir die Propagation der Fermionen ist deren Mas-
se. Sie verschwindet auf der kritischen Linie in K., deren Lage wiederum von der
GroBe der Yukawakopplungen abhingt. (Das MF-Resultat lautete K., = %)
In der Ndhe der kritischen Linie sollte daher der Finflul der Fermionen maximal
sein und sowohl fiir kleiner als auch gréfler werdende K langsam verschwinden.
Mit dem FEinflul der Fermionen dndert sich der fiir eine vorgegebene Magnetisie-
rung (Ordnung) erforderliche skalare Anteil, d.h. bei fester Magnetisierung muf}
nun einen anderen Wert annehmen als in der rein skalaren Theorie oder bei K = 0.
Eine dhnliche Argumentation greift fiir den Ubergang zur antiferromagnetischen
Phase. Dort hat sich die Ordnungstendenz des skalaren Anteils allerdings umgekehrt,
denn bei negativem x werden, am Mafifaktor exp(x X (b;lv—-l—u(bf) klar erkennbar, Kon-
figurationen bevorzugt, in denen das Higgsfeld schachbrettartig ausgerichtet ist.
Im Lichte der voranstehenden Betrachtung sollte fiir beide Phasengrenzen bei der
doppelten Zahl von Fermionen auch ihr Beitrag zur Ordnung in etwa doppelt so
grof} sein. Dies fithrt zu der oben angesprochenen Halbierung des Abstandes der
Phasengrenzen zu den Grenzen der rein skalaren Theorie, wenn man nur halb sovie-
le (Spiegel)Fermionen betrachtet.

Wie die beiden folgenden Abbildungen zeigen, konnte diese Vermutung bestitigt
werden. Dort sieht man die MF-Resultate fiir ein und zwei Fermion-Spiegelfermion-
Paare sowie numerische Irgebnisse aus MC-Rechnungen. Die MC-Daten wurden
fir Ny = 2 aus [27] entnommen, fir Ny = 1 mit dem oben beschriebenen HCLA
berechnet. Letzteres geschah nach einer Equilibrierung von ca. 6000 Updates mit
einer Statistik von ungefihr 8000 Messungen. Diese Zahlen fallen fiir einige Punk-
te, die sich aufgrund der Werte von K und Gy, G hinsichtlich der Matrixinversion
besonders ungiinstig verhalten, etwas niedriger aus.
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Abbildung 24: Bei divergenter Selbstkopplung betrdgt der Wert der Yukawakopplungen
hier Gy = 0.1, G, = —0.3. Die numerischen Resultate wurden auf einem 4° - 8-Gitter
gewonnen. Alle Punkte beziehen sich auf eine skalare Masse mpg ~ 1 in der symmetrischen
Phase. Die Rauten zeigen dies fiir N; = 2, die Kreuze fiir N; = 1. Die Quadrate folgen aus
den MeBwerten fiir N; = 2 durch Halbierung des Abstandes zu x = +0.125 und entsprechen
damit unserer Vermutung. Die in K = 0.1 und K = 0.6 jeweils oberen Kurven der vier
Kurvenpaare ergeben sich aus der MFA bei N; = 1, die unteren aus selbiger bei Ny = 2.
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Abbildung 25: Die einzige Anderung im Vergleich zu Abbildung 24 besteht in einer Verklei-
nerung von G, auf den Wert —1.0. Alle anderen Werte sowie Bezeichnungen sind dieselben.
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Man erkennt im Giiltigkeitsbereich der MFA eine gute Ubereinstimmung der nu-
merischen Resultate mit den vermuteten. Bei kleinem |G, G| scheint dies auch im
Bereich mittlerer K-Werte der Fall zu sein. Die einzig wesentliche Diskrepanz tritt
im Punkt &y = —1.0, K = 0.18 auf. Hier mag eine Vergroflerung der Statistik die
Abweichung vom vermuteten Verhalten noch entschirfen. Zudem ist der K-Wert
gréfler als der bei den meisten Untersuchungen interessierende, kritische Wert des
fermionischen Hoppingparameters, der hier bei ca. 0.15 liegt.

Demzufolge deuten die Resultate darauf hin, daf es selbst bei sehr unterschiedlichen
Yukawakopplungen, wie in Abbildung 25, bis zum jeweils kritischen Wert von K
nicht zu groflen Abweichungen vom vermuteten Verhalten der Phasengrenzen bei
Halbierung der Fermionenzahl kommen wird.

4.5.3 Kopplungsschranken im Fall entkoppelter Spiegelfermionen

Entkopplung der Spiegelfermionen

Da das Fermionspektrum bei heute erreichbaren Energien rein chiral ist, sind git-
terregularisierte Theorien, die Spiegelfermionen enthalten, nur in zwei Fillen rele-
vant. Entweder werden die Spiegelfermionen im Kontinuumslimes schwer, so daf}
zumindest das bisher bekannte, niederenergetische Spektrum chiral bleibt, oder ih-
re Massen und Kopplungen an den ,,Rest der Welt“ verschwinden, d.h. sie werden
vollstdndig aus dem Spektrum entfernt.

In unserem Fall miissen zusdtzlich fiir beide genannten Alternativen die bzgl. der
chiralen Darstellung offdiagonalen Massen pup der fermionischen Massenmatrix

Mp = HBv MR (186)
HR MRy

verschwinden, um Fermionen und Spiegelfermionen zu entmischen. Die beiden obigen
Méglichkeiten ergeben daher fiir das Higgs- Yukawa-Modell die folgenden Szenarien:

1. Die Entkopplung durch grofie Masse, d.h. |ury| >> |ptRy|, ist wegen der in
der gebrochenen Phase giiltigen Beziehung pgr, = Gryvg nur durchfiihrbar,
wenn die renormierte Yukawakopplung (g, hinreichend groff werden kann.
Liegt eine triviale Kontinuumstheorie vor, st6fit man diesbeziiglich auf Gren-
zen. Denn um eine wechselwirkende Theorie zu beschreiben, mufl der durch das
Gitter eingefiihrte Cutoff nun endlich bleiben. Das wiederum bedeutet Cutoft-
abhédngige obere Grenzen fiir Higgs- und Yukawakopplungen.

In einem solchen Fall treten die Spiegelfermionen bei htheren Energien als neue
Physik auf. Fine wesentliche Frage fiir numerische Untersuchungen in diesem
Rahmen ist daher, wie grof§ die renormierten Yukawakopplungen im Falle der
Trivialitdt werden kénnen.

Da Spiegelfermionen prinzipiell nicht nur direkt, sondern auch iiber die Mi-
schung mit Fermionen in Beschleunigern erzeugt werden koénnen, liefern die
heute erreichbaren Energien untere Grenzen fiir ihre Massen und obere Gren-
zen fiir den Mischungswinkel. Demnach widerspricht ihre Existenz nicht der
bisherigen Phénomenologie [8].

Die Entmischung von Fermionen und Spiegelfermionen wird hier durch geeig-
nete Wahl der Hoppingparameter , K erreicht.

2. In dieser Arbeit wird der zweite Weg zur Entkopplung der Spiegelfermionen
eingeschlagen, d.h. der Weg iiber eine verschwindende Masse ug, = 0. Im
Higgs-Yukawa-Modell kann diese Situation aufgrund der fehlenden Fichfelder
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durch geeignete Wahl einiger nackter Parameter exakt herbeigefiihrt werden.
Erstmals angewandt wurde dieses Verfahren zur Entkopplung eines rechtshén-
digen Neutrinos in einer chiralen Eichtheorie [24]. Die Grundlage dafiir bietet
die Shiftsymmetrie der Wirkung in dem entsprechenden Fermionfeld, welche
besagt, daf} in p,, = 0 die Wirkung unter der Transformation

Xe — Xzt €, Xoe = Xz T € (187)

invariant ist, wenn G, verschwindet. Entsprechendes gilt fiir Gy = 0. Dabei
sind €, € Grassmannvariablen.

Durch Variation des erzeugenden Funktionals der unverbundenen Greenfunk-
tionen nach diesen Shifts, die dabei von der Raumzeit abhingen (d.h. €,¢ —
€x, € ), lassen sich Wardidentitdten ableiten, die bei verschwindender nackter
Yukawakopplung G bereits fiir beliebige Werte von py, das Verschwinden
der renormierten Kopplung G'g, zur Folge haben [31].

Durch diese Identititen ergeben sich auch fiir den Fermionpropagator Ein-
schrankungen. So erhilt man fiir den inversen Propagator im Impulsraum [48]:

Agl(p) = 2K ( Tl ) (188)

mit p, = %—I—%ﬁ? sowie p,, = 2sin 2, p, = sin p, und unbestimmtem T'yy(p).
Er unterscheidet sich vom inversen Propagator fiir freie Fermionen nur in seiner
ip-Komponente. Solange man hinreichend kleine Impulse betrachtet, lautet

seine Entwicklung gemifl dem zweiten Kapitel:
Al (p) =M +iv-pa N +0(p*) . (189)

Aus (188) folgt dann unmittelbar fir N und die ebenfalls im zweiten Kapitel
definierte Wellenfunktionsrenormierung Zy:

1
o [ e O _(Zy 0 \_ 1 (7570
N =25k Zy = = ™ .
‘( 0 1)’ v (0 7, oK\ 0 1

(190)

Damit ergibt sich fiir die renormierte Massenmatrix die Gestalt

My = [ Dot VZupo ) (191)
1/Z¢,u0 0

so dafB} gilt: up = \/ZOW und GRryvR = Ry = % sowie G RyVR = try = 0.

Wie oben bereits angedeutet, mufl nun der offdiagonale Teil der Massenma-
trix fiir eine exakte Entkopplung der Spiegelfermionen verschwinden, d.h. also
to = 0 sein.

Da der kleinste Impuls auf einem L3-T-Gitter mit 7" > L und antiperiodischen
Randbedingungen in Zeitrichtung durch p = (0,0,0,7%) gegeben, der Impuls
p = 0 auf endlichem Gitter also garnicht verwirklicht ist, wihlt man nun an-
stelle von po die Masse pi,, im kleinsten Impuls. Die renormierte Massenmatrix

lautet dann:
MR — ( Z¢M¢¢ Vle/:up ) , (192)

V Ly 0

so dal pp = \/Z—pw Bedingung fiir die exakte Fntkopplung der Spiegelfermi-

onen ist jetzt p, = 0, also

Iu’LZ/X c 2 1 9
](6 T sin T 0 ’ ( 3)
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d.h. der Wert des fermionischen Hoppingparameters, der fiir die exakte Ent-
kopplung einzustellen ist, hingt von der Gittergréfie ab. Auf dem in dieser
Arbeit verwendeten 4% - 8-Gitter betrigt er K.p ~ 0.1274, auf unendlich aus-
gedehntem Gitter liegt er genau bei 1/8.

Alle folgenden numerischen Untersuchungen beziehen sich auf die zweite Art der
Entkopplung, betrachten also Parametersdtze mit G, = 0 und K = 0.1274.

Die numerischen Resultate zur Trivialitdtsschranke

Ein wichtiger Fragenkomplex im Rahmen numerischer Simulationen beschéftigt sich
mit dem fiir die renormierten Kopplungen erlaubten Bereich, der in trivialen Theo-
rien durch Cutoff-abhéngige Grenzen eingeschrinkt wird. So sagt bei Betrachtung
des obengenannten Entkopplungsfalls die Einschleifen-Stérungsrechnung fiir die Yu-
kawakopplung G'r,, eine obere Trivialitdtsgrenze voraus.

Fiir die renormierte Higgskopplung gr in Abhingigkeit von der renormierten Yuka-
wakopplung G'ry wird neben der oberen Trivialitdtsgrenze eine untere Vakuumsta-
bilitatsschranke gefordert. Diese Grenzen werden in den nackten Higgskopplungen
A = oo bzw. A = 0 erreicht.

Ein weiteres Ergebnis der Stérungsrechnung ist das Verschwinden des erlaubten Be-
reiches im Kontinuumslimes, d.h. bei Entfernung des Cutoff.

Die nichtperturbativen numerischen Untersuchungen sollen letztlich kliren, ob das
Verhalten der Grenzen im betrachteten Modell dem soeben beschriebenen, aus der
Einschleifen-Stérungsrechnung bestimmten Verhalten entspricht, die S-Funktionen
also nur einen Fixpunkt bei verschwindenen Kopplungen haben, oder ob es einen
weiteren ultraviolett-stabilen Fixpunkt bei nichtverschwindenden Kopplungen gibt,
so daf} der erlaubte Kopplungsbereich im Kontinuumslimes endlich bleibt, mégli-
cherweise sogar den gesamten Parameterraum ausfiillt.

Die im Rahmen des Higgs-Yukawa-Projektes verfiighare Rechenzeit erlaubte mit
der Bestimmung der Grenzen fiir einen festen Cutoff bisher nur den ersten Schritt
in diese Richtung. Aussagen iiber das Verhalten der 8-Funktionen im Kontinuumsli-
mes sind erst durch ein Studium der Cutoff-Abhingigkeit der Grenzen méoglich, ein
Projekt, das fiir die Zukunft geplant ist.

Die vorrangige Zielsetzung der folgenden Rechnungen im Entkopplungsfall des U(1)-
Modells fiir Ny = 1 bestand darin, zu priifen, ob durch Verwendung des HCLA
bei hinreichender Rechenzeit prinzipiell die Méglichkeit besteht, Cutoff-abhingige
Kopplungsschranken zu bestimmen, wie es fir Ny = 2 im SU(2)-Modell mit Hilfe
des HMCA in [32] bzw. [34] geschehen ist.

Aus Griinden der Rechenzeit konnte in dieser Arbeit nur auf eine der Grenzen,
die Trivialitdtsschranke der Higgskopplung, eingegangen werden. Hinsichtlich der
Durchfiihrbarkeit der Untersuchungen im Fall Ny = 1 sollte sie sich allerdings nicht
von der Vakuumstabilitdtsschranke unterscheiden, da lediglich die nackte Higgskopp-
lung gedndert wird, die auf das Phasendiagramm des Modells und damit iiber das
Higgsfeld auf die Fermiondeterminante nur einen schwachen Einfluf} hat.

Die Untersuchungen wurden auf eine dem Schema in [32] analoge Weise durch-
gefiithrt. Insbesondere wurde das Modell bei sonst konstanten Parameterwerten ent-
lang einer Linie verschiedener x-Werte studiert, die teils in der FM-, teils in der
PM-Phase liegen. Aus Mangel an Rechenzeit lieflen sich einige der dort angegange-
nen Fragestellungen hier allerdings nicht verfolgen. So lag weder eine ,finite-size“-
Analyse durch Rechnungen bei unterschiedlicher Gittergréfie noch die Betrachtung
verschiedener Werte fiir die Yukawakopplung G, im Rahmen des Méoglichen. Auch
auf eine Studium des Phasenraumes wurde verzichtet.

Fiir all dies war aber nicht nur die knappe Rechenzeit, sondern auch der ungleich
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héhere Aufwand verantwortlich, den die Verwendung des HCLA erfordert. Er kann
jetzt, da die Werte fiir die in den Algorithmen benutzten Schrittweiten vorliegen,
mit dem des HMCA verglichen werden:

Die Resultate fiir das 4° - 8-Gitter in [32] ergaben sich bei einer Schrittweite von
ot = 0.115. Eine HMC-Trajektorie bestand dabei aus dem ersten und letzten Halb-
schritt der ,,Leapfrog“-Integration sowie im Mittel sechs ganzen Zwischenschritten.
Damit hatte sie eine mittlere Linge von 0.805. Im HCLA wurde eine Schrittweite
von 07 = 0.04 verwendet. Dieser kleine Wert schien angebracht, da fiir die Resultate
nicht, wie bisher, eine Kontrollméglichkeit durch Vergleich mit anderen numeri-
schen oder analytischen Ergebnissen gegeben war. Auflerdem bestand auch nicht die
Méglichkeit, durch Untersuchung desselben Sachverhaltes bei einer zweiten Schritt-
weite den systematische Fehler des HCLA abzuschidtzen. Desweitern liegt 67 damit
durchaus in der fiir den HCLA iiblichen Groéflenordnung [49].

Um einen groben Findruck vom relativen Aufwand der Algorithmen zu bekommen,
kann man etwa fiir den HCLA zwischen zwei Zufallsimpulsen im Mittel gerade sovie-
le mit KD berechnete Impulse zulassen, dafl die zuriickgelegte Strecke ungefihr der
Linge einer HMC-Trajektorie entspricht. Beide Verfahren wéihlen dann die Zufall-
simpulse, nachdem ebendiese Strecke auf klassischem Wege zuriickgelegt wurde. Das
bedeutet fiir den HCLA ca. zwanzig Schritte zwischen den Zufallsimpulsen. Um dem
HMCA moglichst nahe zu kommen, diirfte man eine Messung immer nur nach die-
sen zwanzig Schritten ausfiihren. Im HCLA geschieht dies aber nach jedem Schritt,
so dafl zwar mehr Messungen durchgefithrt werden, diese aber bei weitem nicht
so unkorreliert sind wie im HMCA. Durch den kleineren dynamischen, kritischen
Exponenten des HMCA wird dieser Effekt in der Ndhe des Phaseniibergangs noch
verstirkt. (Bezeichnet £ die kritische Lange eines Systems auf einem d-dimensionalen
Gitter in der Ndhe des kritischen Punktes, so divergiert die Autokorrelationszeit im
HMCA gemif 7. oc £ im HCLA gem#f 7. oc £912.) Die Zahl der Messungen bei
Verwendung des HCLA im Vergleich zum HMCA zu verzwanzigfachen, um &hnli-
che Genauigkeiten zu erreichen, scheint also durchaus angebracht. Da der HMCA
fiir jede Messung im Mittel acht Matrixinversionen durchzufithren hat, der HCLA
hingegen Np = 10, bedeutet dies im Blick auf die erforderliche Rechenzeit den 25-
fachen Aufwand.

Aus diesem Grunde war eine Simulation dhnlicher Qualitdt wie in [32] hier nicht
moglich. Vielmehr mufite man sich fiir jeden untersuchten Punkt mit 6000 Updates
zur Equilibrierung gefolgt von ca. 35000 Messungen zufrieden geben. Die daraus ge-
wonnenen Resultate sind in den folgenden Abbildungen zusammengefafit. Die genaue
Definition der einzelnen Mefigrofien findet sich in [32] nebst dortigen Referenzen.
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Abbildung 26: Diese Abbildung zeigt die Magnetisierung fiir verschiedene x-Werte.

0 1 1 1 1 1 1 1
0. 06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
kappa

Abbildung 27: Die Fermionmasse ugy in Abhéngigkeit vom skalaren Hoppingparameter
K.
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Abbildung 28: Hier ist die skalare Masse mp, gegen x aufgetragen.

1.5 F =

l_ ,,,,,,, -

[ T T i Bl S, i i i |
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Abbildung 29: In dieser Abbildung sieht man die renormierte Yukawakopplung Gry in
Abhéngigkeit von «.
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Abbildung 30: Die renormierte Higgskopplung ¢gr als Funktion von «.
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Abbildung 31: Die renormierte Higgskopplung gr aufgetragen gegen Gpy. Die Kurve
zeigt die obere Grenze von gr aus der Integration der (- Funktion erster Ordnung fiir
ein Skalenverhiltnis von A/mpg, = 3, was einer Masse von mpg, ~ 1 in Gittereinheiten
entspricht. (Der Wert des Cutoff A in Gitterheiten ist 7.)
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Samtliche Ergebnisse zeugen von einem Verhalten, das qualitativ mit dem in [32]
gefundenen iibereinstimmt. Im einzelnen lassen sich die Abbildungen wie folgt in-
terpretieren:

1. Die Magnetisierung in Abbildung 26 zeigt beim Ubergang von der FM-Phase
(k> 0.11) zur PM-Phase (x < 0.11) ein stetiges Verhalten. Dies befindet sich
im Einklang mit dem erwarteten Phaseniibergang zweiter Ordnung.

2. Die Fermionmasse pgry nimmt mit kleiner werdendem s monoton ab. Auch
dies wiirde man erwarten, da sie in der PM-Phase wegen K.p ~ K.. nahezu
verschwinden sollte. (Auf unendlichem Gitter, d.h. K. = K, sollte sie exakt
Null sein.)

In diesem Zusammenhang sei erwdhnt, dafl die Massen der Doppler von - und
x-Fermion wie in [32] nahezu alle iiber 1.5 lagen. Die kleinste Masse betrug
1.47.

3. Auch die Higgsmasse zeigt das erwartete Verhalten. Beim Ubergang von groBen

zu kleinen k-Werten nimmt sie zundchst monoton ab, um in der PM-Phase
wieder monoton anzusteigen. Dabei treten die ,finite-size“-Effekte sehr deut-
lich zu Tage, denn auf einem unendlichen Gitter miifite die Higgsmasse am
Phaseniibergang verschwinden. Hier aber war es nicht einmal méglich, den an-
gestrebten Wert von ungefdhr Eins zu erreichen.
Sicherlich sind diese Effekte im Minimum der Higgsmasse am gréfiten, da man
sich dort sehr nahe am Phaseniibergang befindet. Fiir eine physikalische In-
terpretation der Resultate von Gitterrechnungen in der FM-Phase sollte man
daher nur Daten verwenden, die in x-Werten oberhalb dieses Minimums ent-
standen sind.

4. Die renormierte Yukawakopplung G'ry in Abhéngigkeit von & zeigt ebenfalls
kein auflergewthnliches Verhalten. Im Vergleich zur Higgskopplung gr variiert
sie fiir die verschiedenen r-Werte nur wenig.

5. Fiir die Higgskopplung ist, wie in [32], trotz der grofien Fehler, mit sinken-
den k-Werten nach dem Ubergang in die PM-Phase ein deutlicher Anstieg zu
erkennen, wihrend sie bei einer im Vergleich dazu geringen Variation in der
FM-Phase ein Plateau ausbildet.

In den, verglichen mit [32], noch erheblich gréfleren Fehlern wird erneut die
Schwiche des HCLA gegeniiber dem HMCA transparent.

6. Samtliche Rechnungen kulminieren in dem numerisch bestimmten Punkt der
letzten Abbildung. Er ergibt sich, wenn man die Plateauwerte von g und die
dazugehorigen Werte von G'gy jeweils mittelt, und stellt eine versuchsweise,
numerische Abschétzung der oberen Grenze der renormierten Higgskopplung
als Funktion der Yukawakopplung dar. Die Ubereinstimmung mit der in Abbil-
dung 31 ebenfalls eingezeichneten, stérungstheoretischen Abschédtzung erster
Ordnung ist in Anbetracht der geringen Statistik relativ gut.

Zusammenfassend bleibt festzustellen, dafl die obigen Resultate durchaus dafiirspre-
chen, eine ausfiihrlichere Untersuchung der Kopplungsschranken im Higgs- Yukawa-
Modell bei Ny = 1 mit Hilfe des HCLA anzustellen. Den bisherigen Ergebnissen
nach zu urteilen sind bei diesen Studien allerdings keine Uberraschungen zu er-
warten. Das Verhalten des Higgs-Yukawa-Modells hinsichtlich der physikalisch in-
teressanten Kopplungsschranken scheint bereits durch die Stérungsrechnung erster
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Ordnung gut beschrieben zu werden. Dies bedeutet insbesondere, daf} sich vermut-
lich auch im Falle einer ungeraden Zahl von Fermionen der Charakter der Theorie
bzgl. der Trivialitdt nicht &ndert.

Solche Untersuchungen miissen allerdings neben dem Studium von ,(finite-size“-
Effekten insbesondere eine Extrapolation zu verschwindender Schrittweite enthal-
ten, um den systematischen Fehler der Messungen beurteilen zu kénnen.

Zur Abschitzung der dazu erforderlichen Rechenzeit mégen die folgenden Zahlen
dienen:

Die genannten Resultate bendtigten etwa 5000 Stunden reine CPU-Zeit auf einem
Vektorprozessor der IBM ES/9000-610 des Rechenzentrums in Miinster. Dies ent-
spricht einer CPU-Zeit von 500 bis 600 Stunden auf der CRAY Y-MP. Unter ge-
legentlicher Zuhilfenahme verschiedener IBM RS/6000 Rechner und eines weiteren
Vektorprozessors war es moglich, diese Rechnungen in einer Iichtzeit von ca. 130
Tagen durchzufithren.
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5 Algorithmische Untersuchungen zur L6sung linearer
Gleichungssysteme

5.1 Vorbemerkungen
5.1.1 Problemstellung

Der Flaschenhals bei der Verwendung von MC-Algorithmen zur Untersuchung fer-
mionischer Modelle auf dem Gitter ist die Inversion der Fermionmatrix ¢ bzw. die
Berechnung des Ausdrucks @~'r bei vorgegebenem r und somit die Losung eines
Gleichungssystems )y = r. Dies gilt auch fiir die beiden in dieser Arbeit zum Einsatz
gekommenen Algorithmen, den HCLA und den HMCA. Dort tritt obiger Ausdruck
jeweils bei der Simulation des fermionischen Anteils mit Hilfe der Verteilung eines

Pseudofermionfeldes y gemif
e—xtTQtQx (194)

auf, die durch Losung des obengenannten Gleichungssystems aus einer Gaufiver-
teilung e~ zu konstruieren ist. Im HMCA muf eine solche Losung fiir jeden
»Leapfrog“-Schritt einschliefllich des ersten und letzten Halbschrittes jeweils neu
gefunden werden. Fiir den HCLA ist dies pro Update gem&f (178-180) Np mal
erforderlich. In beiden Féllen werden dazu in der Regel iiber 90 % der gesamten
Rechenzeit benétigt. Aus diesem Grunde ist die Suche nach geeigneten Verfahren
zur Losung besagter Gleichungssysteme Gegenstand allgemeiner Bemiihungen und
wird noch immer intensiv betrieben [50, 51].

Die Leistungsfdhigkeit einzelner Verfahren hingt wesentlich vom betrachteten Mo-
dell ab. Aber auch innerhalb eines Modells kénnen sich bei verschiedenen Parameter-
werten unterschiedliche Vorgehensweisen als vorteilhaft herausstellen. Dieser Vorteil
ist nicht immer offensichtlich und kann z.B. auch in einer im Vergleich zu anderen
Algorithmen gréfieren Flexibilitdt liegen, die es erlaubt, das Problem geeignet um-
zuformulieren, so daf ein fiir die urspriingliche Problemstellung weniger giinstiges
Verfahren daraufhin vorzuziehen ist. Um einen numerischen Vergleich verschiedener
Methoden in den zu untersuchenden Punkten des Parameterraumes kommt man
demnach nicht herum.

In diesem Kapitel werden daher einige Inversionsalgorithmen ausfithrlich getestet
und gegeniibergestellt. Allen betrachteten Verfahren gemeinsam ist der Versuch, ein
Gleichungssystem auf iterativem Wege zu 16sen. Sie stehen damit im Gegensatz zu
den sogenannten ,direkten* Methoden, die ein solches System durch geeignete Um-
formung bzw. Zerlegung der dadurch definierten Matrix explizit 16sen. Fin Beispiel
fiir ein direktes Verfahren wire die Cholesky-Methode:

Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann 148t sich eine Zerlegung A = RTR
angeben, wobei R eine obere Dreiecksmatrix bezeichnet. Nach Konstruktion dieser
Zerlegung werden anstelle von Az = b dann RTy = b gefolgt von Rz = y gelost.
Aufgrund der Dreiecksgestalt von R ist dies sukzessive moglich.

Der Verzicht auf ein Studium derartiger Methoden liegt u.a. in der beschridnkten
Speicherkapazitit der genutzten Computer begriindet, die deren Verwendung von
vorn herein verbietet:

Die Fermionmatrix oder andere Matrizen, die aus der Diskretisierung von Differenti-
algleichungen hervorgehen, sind in der Regel diinn besetzt, d.h. sie besitzen nur einen
kleinen Anteil nichtverschwindender Eintrige, die sich ohne Probleme abspeichern
lassen. Die Umformung solcher Matrizen im Rahmen direkter Inversionsmethoden
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fithrt aber fast immer auf dicht besetzte Matrizen, fiir die der verfiighare Speicher
nicht ausreicht. (In der Minimalversion des hier untersuchten Higgs- Yukawa-Modells,
d.h. dem U(1)-Modell auf einem 4?-8-Gitter betrigt der Speicherbedarf einer vollen
Matrix (42 - 82)% - 16 Byte = 32 MWord)

Die iterativen Verfahren werden unter dem Begriff ,,Relaxationsmethoden“ zusam-
mengefafit. Bei ihrer Verwendung tritt die Matrix des Gleichungssystems nur in-
nerhalb von Produkten mit Vektoren auf und ist in dieser Form abzuspeichern.
Der Speicherbedarf wichst in unserem Falle daher nur noch linear mit der Grofle
des betrachteten Systems und nicht mehr, wie bei den direkten Methoden, quadra-
tisch. Man mufl dann allerdings eine Unterroutine zur Verfiigung stellen, welche die
Matrixmultiplikation durchfiihrt, d.h. bei Eingabe eines Vektors z den Vektor Az
zuriickgibt, ohne dafl dazu die Speicherung aller Matrixelemente inklusive der Nul-
leintrige erforderlich ist.

Bei ,gutwilligen* Matrizen sind die iterativen Verfahren i.a. auch schneller und lie-
fern deshalb einen weiteren Grund, sich mit einer approximativen Lésung zufrieden-
zugeben.

5.1.2 Relaxationsalgorithmen

Die Grundidee der Relaxationsalgorithmen besteht in der Lésung eines Gleichungs-
systems durch Minimierung einer geeigneten Funktion. Vor der Ableitung einiger
Verfahren aus diesem Prinzip soll sie im folgenden kurz motiviert werden. Zu dem
Zweck reicht es aus, sich auf ein reelles Gleichungssystem

Az =b (195)

zu beschrianken. Im Falle symmetrischer und positiv definiter Matrix A 148t sich eine
quadratische Funktion finden, deren Minimum dieses System l6st. Sie lautet:

f(z) = % ((Av = b), A7 (A2 = 1)) . (196)

Denn bezeichnet # = A~') die Lésung von (195), so gilt fiir symmetrisches A:

f@)= 5 ((z ~ ), Az — 7). (197)

Ist A zudem positiv definit, so ist dieser Ausdruck gréfier oder gleich Null und nimmt
sein Minimum genau in = Z an.

Bei indefiniten Problemen ist (Av,v) nicht unbedingt positiv und damit die Lésung
des Gleichungssystems zwar stationdrer Punkt von f (Minimum im zu positiven
Figenwerten von A gehérenden Raum und Maximum in dessen Komplement), aber
kein Extremum mehr.

In diesem Falle wiire g(z) = |b— Az|? eine geeignete Funktion. Wie man leicht sieht,
14uft ihre Minimierung jedoch auf die Lésung der Gleichung AT Az = ATb mit positiv
definitem AT A hinaus. Man versucht allerdings ein solches Vorgehen zu vermeiden,
da sich, abgesehen von dem doppelten Aufwand pro Iteration, AT A in der Regel
schlechter invertieren 148t als A selbst. In jedem Falle 148t sich so die Lésung eines
weder symmetrischen noch definiten Problems auf die eines symmetrischen, positiv
definiten zuriickfiihren.

Ausgehend von einem ersten Versuchsvektor xg wihlt man nun eine Relaxationsrich-
tung po und minimiert f(z) auf der dadurch definierten Geraden, d.h. man w&hlt
ap in @1 = g + agpo so, daB f(xq1) auf diesem Unterraum ein Minimum annimmt.
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Dadurch ist der Parameter ag eindeutig bestimmt. Bezeichnet rg den Restvektor des
Gleichungssystems bzgl. zg, d.h. 79 = b — Azg = =V f(2¢), so gilt:

2
(8%
flzo) + 70(AP07P0) — ap(70, po)

flzo+ aopo)

d (0, po)
—_— = A — = - T
daof(ﬂﬁo + aopo) ao(Apo, po) — (ro,po) = 0 = (g (Po, Apo)

2
— f(zo + aopo) = (Apo,po) >0 = Minimum . (198)

2
dag

Die Relaxationsrichtung pg ist dabei beliebig, darf aber aus ersichtlichen Griinden
nicht orthogonal zu 7 sein. 21 bildet nun den Startpunkt einer weiteren Minimierung
entlang einer Richtung pq, usw.

Anstatt die Funktion f bei jedem einzelnen Schritt zu minimieren, geniigt es indes
auch, lediglich fiir eine Verkleinerung ihres Wertes zu sorgen, d.h.:

'

floi+ aip;) — f(2;) = 7(AP¢7P¢) —ai(ri,pi) < 0. (199)

2
%

Zu diesem Zweck ist «; einzuschrianken auf:

(i, i)

mit O<w<x?2. 200
(1. Api) (200)

Q= w

Fiir w < 1 spricht man von Unterrelaxation, fir w > 1 von Uberrelaxation. Der
bisher betrachtete Fall w = 1 wird als vollstindige Relaxation bezeichnet. Er ist bei
Betrachtung jedes einzelnen Iterationsschrittes optimal, bei der Durchfithrung einer
groflen Zahl von Schritten kann jedoch méglicherweise die unvollstindige Relaxation
zu schnellerer Konvergenz fiithren. Fiir wenige Spezialfille ist ein optimales w sogar
berechenbar [52].

Die einzelnen Inversionsalgorithmen sind Varianten des soeben dargelegten, allge-
meinen Verfahrens, die sich in der Wahl der Relaxationsrichtung p unterscheiden.
Dabei hat man nur in bestimmten Féllen die Freiheit, einen von Eins verschiedenen
Relaxationsparameter w zu verwenden.

Die Methoden, welche zur Bestimmung der Relaxationsrichtung p Informationen
aus dem momentanen oder sogar fritheren Gradienten von f(z) verwenden, fafit
man nochmals unter dem Namen ,Gradientenverfahren® zusammen. Das konjugier-
te Gradientenverfahren (CG) ist im Gegensatz zur Methode des minimalen Restes
(MR) in diese Klasse einzuordnen.

Der dritte, in diesem Kapitel ausfithrlicher untersuchte Algorithmus, die bikonju-
gierte Gradientenmethode (BCG), gehort zu keiner der beiden Kategorien, da es
dort i.a. keine einfache Verbindung zwischen der Lésung eines Gleichungssystems
und der Minimierung einer Funktion gibt.

5.2 Vorstellung verschiedener Inversionsverfahren
5.2.1 Die Methode des steilsten Abstiegs (SD)

Zur weiteren Motivation obengenannter Algorithmen sei zunichst das wohl augen-
scheinlichste Verfahren, die Methode des steilsten Abstiegs (SD), erldutert. Dieses
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Gradientenverfahren wihlt den negativen Gradienten —V f(z;) als Relaxationsrich-
tung p; und erreicht damit lokal die gréBtmogliche Minimierung von f, denn

L (r,p)?
2 (Ap,p)

ist dann minimal. Eine geometrische Interpretation des SD-Algorithmus verdeutlicht
seine Schwichen allerdings schnell:

Der (¢4 1)-te Iterationsschritt besteht darin, in einer zur Niveaufliche f(z) = f(z;)
orthogonalen Richtung p; = —V f(z;) fortzuschreiten, bis man tangential auf eine
andere Niveaufliche von f trifft. Dies definiert den Punkt z;41. Daher sind aufein-
anderfolgende Relaxationsrichtungen orthogonal.

Die Niveauflichen von f beschreiben Hyperellipsoiden mit gemeinsamem Zentrum
in 7 = A7'b. Die Eigenwerte A(A) von A sind proportional zur Linge der Halbach-
sen dieser Ellipsoiden. Beschrédnkt man sich zur besseren Veranschaulichung auf ein
Gleichungssystem mit zwei Unbekannten, so erhdlt man im Falle eines breiten Spek-
trums, d.h. Apee(A) = AM(A) >> A(A) = Anin(A), konzentrische langgestreckte
Ellipsen als Niveaulinien. Beginnt man dort die Suche nach & in einem ungiinstigen
Startpunkt (der dortige Gradient schliet mit der langen Halbachse einen Winkel von
ca. 45 Grad ein), so ndhert man sich dem Zentrum nur sehr langsam, indem man auf
einem rechtwinkligen Polygonzug, der bei jeder Iteration die lange Halbachse einmal
iiberquert, fortschreitet. Dieser Vorgang dauert um so linger, je langgestreckter die
Ellipse, je breiter also das Spektrum ist.

Denselben Sachverhalt fiir beliebige Dimensionen beschreibt die nachstehende, leicht
einzusehende Abschitzung des Konvergenzverhaltens [53]:

fla,) < <1 — %>n flzo) . (202)

Der SD-Algorithmus besitzt folglich das Konvergenzverhalten einer geometrischen
Reihe. Je schmaler das Spektrum von A ist, desto besser die Konvergenz. Im Extrem-
fall A = ¢l entarten die Ellipsen zu Kreisen. Dann ist anhand der geometrischen

Uberlegungen klar, daff der Kreismittelpunkt bereits nach einem Schritt erreicht
wird. Auch (202) fithrt zu diesem Resultat.

J(e +ap) - fz) = <0 (201)

5.2.2 Die Methode des konjugierten Gradienten (CG)

Vollzieht man die erste Iteration weiterhin auf obengenannte Weise, fiihrt sie auf den
Punkt x1; pg bezeichnet dann die Richtung der Tangenten durch z; an die durch
f(z) = f(z1) definierte Ellipse. Ausgehend vom Randpunkt zq 148t sich das Zen-
trum der Ellipse bereits nach einem weiteren Schritt erreichen, wenn man entlang
der zur Tangenten pgy bzgl. der Ellipse konjugierten Richtung p; fortschreitet. Sie ist
gegeben durch (p1, Apg) = 0.

Dies definiert die Vorgehensweise im CG-Verfahren und im konjugierten Residuen-
verfahren (CR) in zwei Dimensionen, die damit in zwei Schritten konvergiert sind.
Die Verallgemeinerung fiir beliebige Dimensionen besteht darin, aufeinanderfolgen-
de Relaxationsrichtungen A-konjugiert zueinander zu wahlen. (Fiir beide Methoden
hat das die paarweise A-Konjugiertheit der p; zur Folge.)

Es zeigt sich analytisch, dafl bei dieser Wahl der Suchrichtungen ein V-dimensionales
Minimierungsproblem zu N eindimensionalen Problemen entkoppelt. Denn im vor-
liegenden Fall gilt:

k-1
906900+I<n2%§17m7pk> f(x) - Ofgl}'%q f($0 + ; @iPi + akpk)

102



k—1 k—1 2
. (84
= min |f(zo+ Y aipi)+ ar(zo+ > aipi, Apr) + —Qk (pr» Apr) — ak(pkvb)]

Sk =1 =1
k-1 2
. . ay
=  min f(zo+ Y api)+ min [ak($07Apk) + 7(]%%1]%) — ak(pkvb)]

Qf 1,001 ‘
’ =1

k—1 2
. . (83
= min_ flzo+ Y aip)+ min [_ak(rkvpk) + f(?kaflpk)] : (203)

Ap—1,01 N
=1

Wie man sieht, entfillt der stérende, die Minimierung bzgl. ay und a;.; koppelnde
Mischterm gerade dann, wenn die p; paarweise A-konjugiert zueinander sind. Das
letzte Gleichheitszeichen beruht darauf, dafl rp = b— Az € ro+ < Apg, ..., Apr_1 >
und folglich (ro, px) = (7k, p) ist.

Ist das Minimierungsproblem bzgl. des kleineren Unterraumes < py, ..., px—1 >, d.h.
hinsichtlich der a;<j gelost, wird die Funktion f mit der Wahl von ay, gemaf (198) in
Tpt1 = 2k + agpr bzgl. des um eine Dimension gréfleren Unterraumes < py, ..., px >
minimiert. Startend mit dem eindimensionalen Unterraum < pg > ergibt sich des-
halb die Losung des Minimierungsproblems, indem man sukzessive in A-konjugierten
Richtungen fortschreitet und die Schrittweite a nach (198) bestimmt.

Im CG-Verfahren werden die p; so gewidhlt, dafl sie einerseits die Bedingung der
A-Konjugiertheit
(Api,pj) =0 Vig; (204)

erfiillen, andererseits dabei so nahe wie moglich am jeweiligen Gradienten der Funk-
tion f liegen, damit die Konvergenz moglichst gut ist. D.h. fiir ¢ > 0 ist p; die
Projektion von —V f(z;) auf das orthogonale Komplement zu < Apy, ..., Api—1 >.
Das eigentliche Problem besteht nun in der effizienten Berechnung der Relaxations-
richtungen. Es zeigt sich [53], dal man diesen Vektor als Linearkombination von r;
und p;_1 schreiben kann. Mit der Freiheit der Normierung und der Bedingung (204)
gilt:

_(piz1, Ari)

(Pz’—l, Api—l) ' (205)

pi = ri+ Bipict mit B = —
Unter diesen Voraussetzungen kann gezeigt werden (Anhang G), dafi die Restvek-
toren r; = b — Ax; zueinander orthogonal sind. Aus diesem Grund fithrt der CG-
Algorithmus analytisch nach maximal N Schritten zum Erfolg. Jedoch gilt ebendies
aufgrund von Rundungsfehlern leider nicht fiir numerische Rechnungen.
Dort ist deshalb ein Abbruchkriterium einzufiihren. Da die Gréfie des Restvektors
wesentlich von der Inhomogenitdt b abhingt, fordert man:

Py (206)
o> =
Sobald ein r = r; diese Bedingung erfiillt, wird z; als Lésung akzeptiert.
Nach weiteren vereinfachenden Umformungen lautet der Algorithmus unter Beriick-
sichtigung der vorangegangenen Frlauterungen schliellich wie folgt:

Wiahle g = ro=0b— Azxg, po =79

Solange |r;|*> > 6]b|* wiederhole die Prozedur:

D V%) B ]
' (pis Api)  (pis Ap:)
Tig1 = Tt ooyp;
rig1 = T — o Ap;
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by = _PeArig) Jrial
(pi, Api) 742
Pi+1 = Tiy1 + BiyaDi - (207)

Im Rahmen einer solchen Prozedur ist das CG-Verfahren nicht mehr als Methode
zur exakten Losung eines Gleichungssystems zu verstehen, sondern als ein iterati-
ver Algorithmus zur approximativen Losung, dessen Iterationszahl sich nicht langer
nach der Dimension des Problems richtet. Der MafBstab ist vielmehr die Giite der
Approximation. Infolgedessen wird jetzt das Konvergenzverhalten interessant. Man

erhalt [54]
Ve = Vi |
[Tela <2 (\//\MM(A) n \//\mm(A)) [70la (208)

wenn |v|4 = /(v, A='v) ist und findet somit das Konvergenzverhalten einer geome-
trischen Reihe.

5.2.3 Die Methode des konjugierten Restes (CR) und verwandte

Fiir die Wahl der p; gibt es trotz der Bedingung der A-Konjugiertheit (204) noch
weitere Moglichkeiten; eine davon nutzt die CR-Methode, bei der anstelle von f(z)
die Funktion g(z) = |b — Az|? minimiert wird. Wie bereits erwiihnt, entspricht dies
der Losung des Gleichungssystems AT Az = ATb mit nichtsingulirem A. AT A ist
dann positiv definit und symmetrisch, d.h. fiir den CG-Algorithmus hitte man in
(207) einfach A durch AT A und b durch ATb zu ersetzen.

Fiir den Fall positiv definiter, symmetrischer Matrix A ergibt sich das CR-Verfahren,
wenn man neben dieser Frsetzung die Relaxationsrichtungen nicht als Projektionen
der Gradienten —Vg(z) = AT(b — Az), sondern der Restvektoren r = b — Az auf
die geeigneten Unterrdume wiahlt. Daraus resultiert die Prozedur:

Wahle g = ro=0b— Axg, po =719
Solange |r;|*> > 6]b]*, wiederhole die Prozedur:

0 - Apiri)
Z (Api, Ap;)
Titl = Tt oup;
rig1 = T — o Ap;
_ (Arig, Apy)
Biv1 = —
(Api, Api)
Pi+1 = Tiy1 + BiyaDi - (209)

Die so konstruierten Relaxationsrichtungen sind AT A-konjugiert zueinander, d.h.
(Api, Ap;) = 0 Vix;. Auch diese Methode garantiert im analytischen Fall nach
héchstens N Schritten die Losung des Gleichungssystems Az = b. Eine n&here
Untersuchung findet sich in [51, 55]. Das soeben beschriebene Verfahren 1afit ei-
ne Verallgemeinerung auf den Fall unsymmetrischen A’s zu. Zu diesem Zweck wihlt
der generalisierte CR-Algorithmus (GCR) anstelle von (209) die nachstehenden Re-
laxationsrichtungen:

Ut (Ariy1, Ap;)

‘ = Ty J<u

i (Ap]‘, Ap]')

pi41 = Tt Zﬁj('il)l?j : (210)
7=0

104



Vorangegangene Wahl biirgt fiir die Konjugiertheit der Suchrichtungen p; und die
Konvergenz nach héchstens N Schritten auch fiir den Fall nichtsymmetrischer Glei-
chungssysteme. Der Nachteil der Methode liegt auf der Hand. Zur Berechnung der
r-ten Relaxationsrichtung benétigt man alle vorherigen, mit der Konsequenz eines
nicht vertretbaren Aufwandes an Speicher und Rechenzeit. Fine deshalb vorgeschla-
gene Modifikation des GCR-Verfahrens zieht zur Berechnung der aktuellen Suchrich-
tung nur die k jiingsten p; heran, d.h. die Summe in (210) startet erst in j = ¢41—k,
so dafl nur k£ Vektoren abzuspeichern sind. Damit verzichtet man natiirlich auf Kon-
jugiertheit der Suchrichtungen ebenso wie auf analytische Konvergenz des Verfah-
rens nach maximal N Schritten. Die soeben dargestellte Methode trégt den Namen
Orthomin(k). Der hiufig verwendete Spezialfall k¥ = 0, d.h. p; = r;, wird in der
Literatur iblicherweise als Methode des minimalen Restes (MR) bezeichnet.
Letzterer ist der einzige, in dieser Arbeit ausfiihrlicher untersuchte Algorithmus,
der es aufgrund des Verzichts auf die Konjugiertheit der p; erlaubt, einen von Eins
verschiedenen Relaxationsparameter w einzufiithren.

Alle diese Verfahren lassen sich problemlos auf die Lésung von Gleichungssystemen
im Komplexen iibertragen. Darauf soll an dieser Stelle allerdings verzichtet werden.
Stattdessen wird im nédchsten Abschnitt der BCG-Algorithmus im Komplexen for-
muliert und der Zusammenhang mit den voranstehenden Methoden erldutert. Deren
Funktionsweise in C ergibt sich daraus unmittelbar. Auch der Beweis ihrer analy-
tischen Konvergenz in C 148t sich leicht aus dem Beweis fiir das BCG-Verfahren
(Anhang G) gewinnen.

5.2.4 Die Methode des bikonjugierten Gradienten (BCG)

Zu den bisher vorgestellten Verfahren ist zu sagen, daf§ fiir unsymmetrische Proble-
me mit dem GCR-Algorithmus zwar ein analytisch konvergentes Verfahren vorliegt,
es aber zuviel Speicherplatz erfordert. Dahingegen bend&tigen Orthomin und MR-
Methode zwar weniger Speicher, sind jedoch analytisch nicht zwingend konvergent.
Nun wéire die Losung eines unsymmetrischen Problems auch durch einen Umweg
iiber die Gleichung AT Az = ATb mit Hilfe des CG-Algorithmus moglich. In der
Regel ist aber die Matrix AT A iterativ schlechter zu invertieren als A selbst, da
Amin( AT A) A ppan( AT A) < A pin(A)/ Aman(A). Zudem erlaubt dieses erweiterte Pro-
blem i.a. keine so flexible Handhabung hinsichtlich vereinfachender Umformungen
(siehe nichsten Abschnitt).

Einen Ausweg bietet der BCG-Algorithmus [56]. Von Lanczos urspriinglich zur Tri-
diagonalisierung unsymmetrischer Matrizen entwickelt [57], ist er das universellste
der drei in dieser Arbeit betrachteten Inversionsverfahren, umfafit die CG- und MR-
Methode als Spezialfille und vereinigt deren Vorteile in sich. Da die Behandlung
unsymmetrischer Matrizen eine Verkniipfung mit dem Minimierungsproblem qua-
dratischer Funktionen und damit eine Veranschaulichung ohnehin verhindert, wird
der BCG-Algorithmus sofort im Komplexen definiert.

Fiir eine invertierbare, aber nicht unbedingt hermitesche oder positiv definite Matrix
A ist die Vorgehensweise wie folgt:

Wihle 29 = 79 =0— Azy, 7o, po =70, Po = To
|2 > 4[b]*, wiederhole die Prozedur:
0 = (fi, ri) o _ (}Zy ri)

(pis Api)  (pi; Api)
Tit1r = T+ app;

Solange |r;
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rig1 = - g Ap;

Fip1 = Ti—alAtp,
o (Figsrin) (P, Ap)
Biy1 = — ="
(Ti,7i) (Pi, Api)
Pi1 = Tip1 T+ Bigapi
Pit1 = Tiy1+ Babi - (211)

Das Skalarprodukt im Komplexen folgt der iiblichen Definition (a,b) = 37, a7b;. Die
jeweils letzten Ausdriicke von oy, ;41 in (211) lassen sich aus den ersteren unter
Verwendung der Beziehungen

(i) = (riyr) =0 V<,
(pis Apj) = (Api,pj) =0 Vi (212)

herleiten. Mit deren Hilfe gelingt es auch, vorausgesetzt der gerade beschriebene
Algorithmus bricht nicht aufgrund verschwindender Nenner in (211) zusammen, zu
zeigen, daf} die Restvektoren r; linear unabhéngig voneinander sind. Die analytische
Konvergenz nach maximal N Iterationen ist daher sichergestellt. (Bei der Verwen-
dung des BCG-Verfahrens in dieser Arbeit trat der Fall eines verschwindenden Nen-
ners nie auf, der Algorithmus war stabil.) Der Beweis fiir die lineare Unabhingigkeit
wie auch fiir (212) findet sich im Anhang G.

Der Zusammenhang mit einigen obengenannten Verfahren fiir hermitesche Matrizen
1Bt sich einfach herstellen. Der Ubergang zum CG-Verfahren geschieht durch die
Wahl 7y = r;. Ein Blick auf die Prozedur (211) zeigt, daBl dann fiir hermitesches A
die Beziehungen 7; = r; und p; = p; fiir alle ¢+ Giiltigkeit besitzen. Die Berechnung
der Groflen 7; und p; ist somit redundant. Unterldffit man diese, so ergibt sich ge-
rade die Prozedur (207), allerdings nun mit komplexem Skalarprodukt. Es fallt auf,
daB a; und ;41 reell bleiben; daher gilt die Konvergenzabschidtzung aus (208) mit
komplexem Skalarprodukt auch in C.

Die Funktion, deren Minimierung die Lésung des Gleichungssystems entspricht, ist
durch die Fortsetzung von f(z) aus (196) ins Komplexe gegeben.

Zur CR-Methode gelangt man, wenn 7y = Ary gesetzt wird. Auch hier ist offensicht-
lich, da dann fiir hermitesches A die Relationen 7; = Ar; und p; = Ap; fir alle ¢
gelten miissen. Nach Entfernung der iiberfliissigen Gréflen 7;,p; aus der Prozedur
(211), folgt das CR-Verfahren mit komplexem Skalarprodukt in Anlehnung an (209).
Die minimierte Funktion lautet g(z) = |b — Az|* mit z € C.

5.2.5 Die Methode des minimalen Restes (MR)

Uber die Verallgemeinerung des CR-Verfahrens ergibt sich analog zum reellen Fall
die MR-Methode. Da sie in dieser Arbeit ausfiihrlich getestet und in den numerischen
Rechnungen verwendet wurde, sei sie an dieser Stelle nochmals explizit aufgegriffen.
Die Prozedur lautet:

Waihle zg = r9=0b— Axg,
> > §[b|*, wiederhole die Prozedur:
(Ariv Ti)

(Ar;, Ar;)

Solange |r;

o =
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Tit1r = Tt ouT

Tigr = T — A,
(213)
Daraus resultiert das folgende Konvergenzverhalten:
|rial® [(Ari,ri)|?
=1-—7—5. 214
= A )

Bereits an (214) laft sich ablesen, dal das MR-Verfahren niemals divergiert, der
Betrag des Restvektors kann allenfalls stagnieren. Zerlegt man A in hermiteschen
und antihermiteschen Anteil, d.h. A = A, + A, mit A4, = %(A + AT) und A, =
(A — A™), so liefert die Abschitzung den Ausdruck

A2 (AR + A2, (A"
. 2 < 1— min min a 2 21

wenn sowohl A als auch A, ein definites Spektrum besitzen. Ist dies fiir eine der
beiden Matrizen nicht der Fall, muf in (215) das Quadrat ihres absolut kleinsten
Eigenwertes durch Null ersetzt werden. Sind beide Matrizen indefinit, ist daher eine
Abschdtzung im Sinne der Konvergenz einer geometrischen Reihe nicht méglich. Wie
bereits erwdhnt, kann das MR-Verfahren auch analytisch die Konvergenz nach einer
maximalen Zahl von Iterationen nicht garantieren.

Samtliche Konvergenzabschdtzungen (202,208,215) zeigen ein qualitativ gleiches Ver-
halten. In allen Fillen hdngt die Konvergenzgeschwindigkeit auf &hnliche Weise von
der Breite des Spektrums ab. Je kleiner diese ist, je ndher also in diesem Sinne
die zu invertierende Matrix der Einheitsmatrix mit der Spektralbreite Null kommt,
desto besser die Konvergenz. Der absolute Wert nach n Iterationen und damit die
Nihe von z, zur Lésung wird aber auch, wie jeweils in den letzten Faktoren der
Abschitzungen zum Ausdruck kommt, entscheidend durch die Wahl des Startpunk-
tes g bestimmt. Dieser Startvektor darf beliebige Werte annehmen.

Hat man sich einmal fiir eine Vorgehensweise entschieden, ist in diesen beiden
Abhéngigkeiten noch immer ein Spielraum fiir weitere Optimierungen gegeben. Im
Lichte der obigen Feststellungen gibt es zwei prinzipielle Moglichkeiten:

1. Die zu invertierende Matrix A wird noch vor Anwendung des Algorithmus auf
cine Form A gebracht, die im oben beschriebenen Sinne der Einheitsmatrix
ndherkommt. D.h. man transformiert die Gleichung Ax = b auf eine andere
Gleichung A# = b, die sich iterativ schneller l6sen liBt. Die gesuchte Lisung
sollte sich dabei leicht aus der Losung & berechnen lassen. Fine schnellere itera-
tive Losbarkeit bedeutet in diesem Zusammenhang ein schmaleres Spektrum.
Natiirlich wire es von Vorteil, wenn die neue Matrix A dhnlich diinn besetzt ist
wie A selbst, da sonst der Gewinn durch die Reduzierung der Iterationsschrit-
te vom gréBeren Aufwand fiir jede einzelne Iteration zunichte gemacht wird.
Den Versuch, die zu invertierende Matrix so umzuformen, bezeichnet man als
»Preconditioning®.

2. Fiir eine geeignete Wahl des Startvektors z¢ als eine erste grobe Approxima-
tion an die Losung des Gleichungssystems gibt es je nach Problemstellung
verschiedene Vorgehensweisen. Diese Versuche werden i.a. unter dem Begriff
»Educated Guess“ zusammengefafit.

Die nun folgenden Untersuchungen zeigen fiir beide Félle unterschiedliche Verfah-
rensweisen auf.
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5.3 ,,0dd-even-Preconditioning*

Wie bereits angedeutet, erméglicht die Verwendung des MR- bzw. BCG-Verfahrens
ein Preconditioning der zu invertierenden Matrizen. Grund ist die mégliche getrenn-
te Inversion der fiir sich gesehen i.a. nichthermiteschen Fermionmatrizen Q% und Q:
Die Struktur vieler Matrizen, die aus der Diskretisierung von Differentialgleichun-
gen entstehen, wie z.B. die Fermionmatrix, erlaubt sogenanntes ,odd-even®“- oder
,red-black“-Preconditioning. Dessen Funktionsweise basiert darauf, daf} eine solche
Matrix nur lokal und zwischen den nédchsten Nachbarn eines Diskretisierungsgitters
wirkt und sich daher nach einer Transformation, der ,,odd-even“-Zerlegung des Git-
ters, aus leicht zu invertierenden Diagonalblécken und Offdiagonalblécken, deren
Eintrdge im Vergleich zu denen der Diagonalblécke relativ klein sind, zusammen-
setzt. Die Grofle der Eintrdge und damit der durch das Preconditioning zu gewin-
nende Vorteil ist direkt mit der Stérke einer Néachste-Nachbar-Wechselwirkung, hier
reprisentiert durch den fermionischen Hoppingparameter, verkniipft. Beim Matrix-
produkt QT (Q ist eine derartige Zerlegung nicht méglich.

Fiir Probleme der QCD wurde ein solches Verfahren in [58] untersucht. Mit kleinen
Anderungen kann es auch fiir unsere Problematik verwendet werden:

Eine ,odd-even“-Zerlegung des Gitters formt die Fermionmatrix ¢}, da sie nur Néch-
ste-Nachbar-Wechselwirkung enthélt, so um, dafi die Diagonalblécke zum einen rein
lokal (sie enthalten den Yukawaanteil, den chiral invarianten Massenanteil und den
lokalen Wilsonanteil der fermionischen Wirkung) und zum anderen analytisch inver-
tierbar sind. Die offdiagonalen Blocke enthalten alle nichtlokalen Anteile der fermio-
nischen Wirkung und sind daher bei Wahl der Normierung gemif} (13) proportional
zum Hoppingparameter K. Zieht man diesen zur Verdeutlichung aus den offdiago-
nalen Blécken heraus, ergibt eine solche Zerlegung also:

_ Qee I(Qeo
9= ( KQu Qo ) ' (216)

Nach einer entsprechenden Aufteilung der Vektoren x und r ist das folgende Glei-
chungssystem zu behandeln:

QeeXe + I(QeoXo = T
I(QoeXe + QooXo = To. (217)

Eine Umformung fiithrt dann auf die Gleichungen, wie sie vom Computer geldst
werden:

(1 - K°Q,) QoeQ Qeo)Xo = Qo (1o — KQoe Q' Te) (218)
Xe = Qe_el(re - I(QBOXO) . (219)

Da, wie erwihnt, Q! und Q! analytisch leicht anzugeben sind, vom Computer
also nicht durch Inversion berechnet werden miissen, ist die wesentliche Aufgabe in
der Bestimmung von x, zu sehen.

Die obige Gleichung fiir y, definiert das Preconditioning 1.Grades. Ein héheres Pre-
conditioning ist nun leicht moglich. Durch Multiplikation der Gleichung (218) mit
(T+ K2Q51Q,Q1Q.,) ergibt sich der zweite Grad:

(T- K402 Q0 Q1 Qe)?) Yo = (14 K?Q5) QueQ2 Qe0)Q5 (1o = KQueQilre) -

(220)
Man sieht, daf} sich die zu invertierende Matrix mit zunehmendem Preconditioning
aufgrund ihrer Abhdngigkeit vom fermionischen Hoppingparameter fiir hinreichend
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kleine K immer mehr der Einheitsmatrix ndhert. Die Zahl der Iterationen im MR-
bzw. BCG-Algorithmus wird also gemdfl den Konvergenzeigenschaften in gewissem
Mafle abnehmen. Da sich jedoch die Zahl der Matrixmultiplikationen pro Iterati-
on mit jedem zusitzlichen Grad verdoppelt, ist ein Laufzeitgewinn durch héheres
Preconditioning nur in zwei Féllen zu erwarten:

1. Die Zahl der Tterationen muB sich beim Ubergang zum nichsthéheren Precon-
ditioning mehr als halbieren. Dies ist fiir bestimmte K-Werte tatsdchlich der

Fall (s.u.).

2. Die Zahl der Iterationen halbiert sich zwar nicht, die Matrixmultiplikationen
bend&tigen aber, bedingt durch die Rechnerarchitektur, in einer Iteration den
geringeren Anteil der Rechenzeit.

Wie in [58] angedeutet wird, konnte dies auf Parallelcomputern der Fall sein.
Ein solches Verhalten beruht darauf, daf§ bei Multiplikation eines Vektors mit
einer Matrix, welche bereits iiberndchste Nachbarn auf dem Gitter nicht mehr
in Beziehung setzt, der Kommunikationsaufwand zwischen den einzelnen Pro-
zessoren im Vergleich zur eigentlichen Rechenzeit i.a. geringer ist als bei einem
globalen Skalarprodukt. Da beide, Matrix- und Skalarprodukte, in allen In-
versionsalgorithmen auftreten und fiir die Schnelligkeit ihrer Ausfiihrung das
Verhéltnis der Kommunikations- zur Rechengeschwindigkeit von entscheiden-
der Bedeutung ist, muB das Verhalten beim Ubergang zu héherem Precondi-
tioning fiir jeden Rechnertyp neu gepriift werden.

Derartige Untersuchungen sollen im folgenden nicht angestrengt werden, da
im Rahmen des Higgs-Yukawa-Projektes kein geeigneter Parallelrechner fiir
Produktionsldufe zur Verfligung stand.

5.3.1 Realisierung auf dem Computer

Zu ersetzen ist die Unterroutine CONGRA, die das Gleichungssystem Q+tQy = r
mit Hilfe des CG-Algorithmus 16st. Bei jedem Aufruf von CONGRA wird r im
Inputvektor VECI an die Routine iibergeben; nach Durchlaufen der Routine ist
VECI unveridndert, und das Ergebnis der Inversion y,, ist in VECO abgespeichert.
An die Stelle von CONGRA tritt nun die Routine INVERT, welche die Gleichung
QtQyx = r in die beiden Gleichungen QTY = r und Qy = Y aufspaltet. Deren
Losung erfolgt dann durch den Aufruf folgender Routinen:

1. NORMOE: zerlegt einen Vektor in ,odd-even“-Teile
re \ _ { VECIL
VECL = T_H(ro)_(VECIQ) ’
VECI bleibt unverdndert.

2. FSTINH(IADJ=1) : berechnet die rechte Seite der Gleichung, welche man
analog (218), bzw. der entsprechenden Relation fiir htheres Preconditioning
aus QY = 7 resp. @y = X erhilt und schreibt sie auf VECI3. TADJ=1(0)
bedeutet, dafi dabei von der durch Q% (Q) definierten Gleichung ausgegangen
wird.

3. MINRES(IADJ=1) : berechnet nach dem oben erlduterten Verfahren Y, und
schreibt das Resultat auf VECI2. Entsprechendes macht BICON(IADJ=1) bei
Verwendung der BCG-Methode.
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4. SCDEQTN(IADJ=1) : berechnet Y. und schreibt es auf VECI1. An dieser
Stelle hat man die Gleichung QY = r geldst.

FSTINH(IADJ=0)
MINRES(IADJ=0) bzw. BICON(IADJ=0)
SCDEQTN(IADJ=0) : Dies 16st die Gleichung @y = Y und daher QTQx = r

oo =~ O Ot

OENORM : bringt die Losung wieder in die gewohnte Form, d.h. macht die
»odd-even“-Zerlegung der Vektoren riickgingig:

(ngg ) - ( § ) — y=VECO.

Die hier genannten Unterroutinen greifen ihrerseits auf die Routinen DIAEI, DIA-
O, MULE, MULO, DIAEIA, DIAOIA, MULEA, MULOA zuriick, welche einen Vek-
tor mit Q21, Q7L Qeos Qoe, QT QT QF, QF multiplizieren. Fiir die in MINRES
bzw. BICON erforderliche Multiplikation mit der zu invertierenden Matrix aus (218)
werden diese Routinen der gréBeren Ubersichtlichkeit wegen in einer weiteren Rou-
tine MULTM zusammengefaft. Uber eine Schleife ist dort die Option eines héheren
Preconditioning gegeben.

Zu Beginn des Programms miissen alle Nichste-Nachbar-Koordinaten fiir das ,,odd“-
und das ,even“-Gitter bestimmt werden. Dies geschieht durch einmaligen Aufruf des
Unterprogramms MODEV.

Da im MR- bzw. BCG-Algorithmus fiir jede Inversion des CG-Algorithmus zwei
Inversionen durchgefiihrt werden miissen, ist ein Vergleich der Genauigkeiten bzw.
eine dquivalente Fehlervorgabe é schwer moglich. Daher wurde im weiteren Verlauf
die Abbruchgrenze § im MR- bzw. BCG-Verfahren um einen Faktor 100 gegeniiber

derjenigen aus der CG-Methode verringert. Stichprobenartige Tests zeigten, daf} dies
in allen Fillen ausreichte, um die Genauigkeit des CG-Verfahrens zu iibertreffen.

5.3.2 Numerischer Aufwand

Bevor die Ergebnisse der Laufzeittests erliutert werden, ist es sinnvoll, den arith-
metischen Aufwand zu vergleichen, den die verschiedenen Algorithmen zur Losung
des relevanten Gleichungssystems treiben miissen:

Diese Systeme sind bei Gebrauch des HMC-Algorithmus durch Q+tQy = r und bei
Simulation auf der Basis des HCL-Algorithmus durch x = r gegeben. Wihrend im
ersten Fall aufgrund der Hermitezitéit und Definitheit von @+ Q die Verwendung aller
oben angesprochenen Inversionsalgorithmen méglich ist, kann man im Rahmen des
HCLA nicht ohne weiteres davon ausgehen. Fiir die drei in dieser Arbeit getesteten

Verfahren (CG,MR,BCG) bedeutet das:

1. Innerhalb des HMCA kann die Inversion ohne Einschrdnkungen mit allen drei
Methoden durchgefiihrt werden. Nutzt man das MR- oder BCG-Verfahren,
1aB3t sich diese Aufgabe allerdings auch in zwei Schritten durchfiihren, indem
man zuniachst y = Q+_17‘ und daraus Yy = Q 'y bestimmt. Trotz des auf den
ersten Blick gréofleren Aufwandes zweier Inversionen kann dies die giinstigere
Alternative sein, vorausgesetzt die beiden einzelnen Inversionen gestatten, im
Gegensatz zur Behandlung des vollen Gleichungssystems, eine Optimierung,
die den anfianglichen Laufzeitverlust ausgleicht. Wie sich herausstellen wird,
liegt diese Situation in bestimmten Parameterbereichen der Theorie tatsichlich
vor.
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2. Soll innerhalb des HCLA die CG-Methode genutzt werden, ist der Umweg
iiber das Gleichungssystem QTQy = Q*r zu wihlen, wihrend sich das Sy-
stem ¢}y = r direkt mit dem MR- und BCG-Verfahren l6sen 1a83t. Hinsichtlich
der Parameterwerte wird der Anwendungsbereich dieser beiden Algorithmen
hier also gréfler sein, da die Moglichkeit einer Optimierung vermége des Pre-
conditioning nicht durch den Ubergang zu zwei Inversionen erkauft werden
mufl. Vielmehr hat sich jetzt im Vergleich zur MR- bzw. BCG-Methode der
Aufwand fiir das CG-Verfahren wegen der zweifachen Matrixmultiplikation
zunéchst einmal verdoppelt.

Fiir eine grobe Abschitzung darf davon ausgegangen werden, dafl sich der Aufwand
im wesentlichen aus der Zahl der Operationen in Verbindung mit der Matrixmul-
tiplikation errechnet. Letztere wird so ausgefiihrt, dafl nur von Null verschiedene
Fintriage in die Rechnung Eingang finden. Davon hat die Fermionmatrix im SU(2)-
Modell pro Zeile genau 19 Stiick. Bezeichnet N wie bisher die Zahl der Zeilen (N ist
damit gerade) und n(A) die Zahl der Operationen bei Multiplikation eines Vektors
mit der Matrix A, so gilt:

n(Q) = n(QT)= 19N skalare Mult. + 18N skalare Add. = (19N, 18N)
Q) = QL) =n(Qu)) =n(QL) = (L5N,N)
Q) = wQLT) =n(@Q) =n(QL7) = (SN, 75N). (221)

Die relevante Matrix im CG-Verfahren ist Q7@ im MR- bzw. BCG-Algorithmus
(I- K2Q5!Q,Q1Q.,). Fiir diese ergibt sich:

n(QFQ) = (@) +n(Q) = (38N,36N)
(1 - K?Q5,Q0cQ: Qeo) = 2(n(QZY) + 1(Qco)) + (0, N) = (19N, 18N) .
(222)

Da pro Iteration im CG- und MR-Verfahren eine und im BCG-Algorithmus zwei
Matrixmultiplikationen durchzufithren sind, ist der oben abgeschitzte Aufwand fiir
eine CG- bzw. BCG-Iteration vergleichbar, wihrend derjenige fiir eine MR-Iteration
nur ungefahr halb so grof} ist. Man muf} allerdings bedenken, daf} die Verwendung des
MR- und BCG-Verfahrens bei HMC-Simulation doppelt soviele Inversionen erfordert
wie die CG-Methode. Damit wiren dort bei vergleichbarer Konvergenz der CG- und
MR-Algorithmus halb so aufwendig wie das BCG-Verfahren. Fiir das U(1)-Modell
gilt eine entsprechende Uberlegung.

5.3.3 Ergebnisse

Die ersten Tests, die sich vor Beginn der eigentlichen MC-Produktion durchfiihren
lassen, kénnen sinnvollerweise nur auf die Verwendung der Einheitskonfiguration
bzw. von Zufallskonfigurationen ¢ in der Fermionmatrix Q(¢) Bezug nehmen, da
typische Gleichgewichtskonfigurationen noch nicht vorliegen. Die meisten der nun
folgenden Resultate sind auf diese Weise entstanden. Soweit nicht anders angegeben,
sind sie Ergebnis einer Mittelung iiber zehn verschiedene Zufallskonfigurationen.
Nach Beendigung dieser Untersuchungen sollten dann Tests bzgl. der Laufzeitent-
wicklung wihrend der Equilibrierungsphase sowie im Gleichgewicht folgen.

In der Regel, so auch hier, verbietet dies aber die verfiighare Rechenzeit. Daher
wurden die Algorithmen wihrend der Equilibrierungsphase nur fiir einen exempla-
rischen Fall verglichen. Die Tests im Gleichgewicht selbst wurden auf zwei Fille
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beschrdnkt. Diese letztgenannten Studien beziehen sich, ebenfalls aus Zeitgriinden,

auf das U(1)-Modell.

Vor Beginn der Untersuchungen ist es niitzlich, eine Unterscheidung zwischen den
Parametern hinsichtlich ihrer Wirkungsweise auf die Matrixinversion zu treffen. Es
lassen sich drei Arten identifizieren:

1. Die Yukawakopplungen G, G sowie der fermionischen Hoppingparameter K
bilden die direkten Parameter, denn sie treten explizit in der Fermionmatrix
auf. Thre Auswirkungen lassen sich relativ leicht iiberpriifen.

2. Sehr viel schwerer ist dies bei den indirekten Parametern, der Higgsselbstkopp-
lung A und dem skalaren Hoppingparameter x. Sie wirken sich nur iiber die
Higgsfeldkonfiguration auf @ aus und kommen daher erst durch die Einstellung
eines Gleichgewichts zum Tragen.

3. Fine dritte Sorte bilden die algorithmischen Parameter. Unter ihnen sind die
GittergroBe V = L? - T, die Ordnung des Preconditioning P, die Fehlergrenze
6 und der Relaxationsparameter w sowie, bei Verwendung des HMCA, die
Schrittweite é7. Letztere ist aber nur relevant, wenn man die Laufzeit einer
ganzen Trajektorie betrachtet. Dann wirkt sie sich tiber die Qualitit des weiter
unten besprochenen ,Educated Guess“ auf die iterative Inversion aus. Fiir die
Untersuchung einzelner Inversionen ist sie ohne Bedeutung.

Die Tabellen und Abbildungen dieses Abschnitts enthalten CPU-Zeiten in Sekun-
den. Die Laufzeiten beziehen sich dabei, soweit nicht anders angegeben, auf eine
vollstindige Losung der Gleichung QT Qx = r. MR(P) steht im folgenden fiir die
MR-Methode mit Preconditioning P-ten Grades.

Direkte Parameter

Eine erste Untersuchung des Laufzeitverhaltens sollte einen groben Uberblick iiber
die relative Leistungsfdhigkeit der einzelnen Algorithmen in den verschiedenen Ge-
bieten des durch die direkten Parameter aufgespannten Raumes liefern. Die auch
bei Verwendung von Zufallskonfigurationen systematische Abhéngigkeit der Lauf-
zeit aller drei Methoden von den Parameterwerten erlaubt in der Tat, die Grenzen
dieser von den jeweiligen Verfahren hinsichtlich der Laufzeit dominierten Gebiete re-
lativ genau zu bestimmen. Dazu wurde & fiir verschiedene feste Werte von K und
Gy variiert und durch Intervallschachtelung der Wert fiir G, gesucht, fiir den zwei
Algorithmen ungefdhr dieselbe Laufzeit hatten. Unter- bzw. oberhalb dieses Wertes
ergab dann jeweils die eine bzw. andere Methode die schnellere Inversion. Dabei
wurde eine Symmetrie unter Vertauschung der Rollen von &'\ und G festgestellt.
Diese Rechnungen wurden zum einen mit der Einheitskonfiguration, zum anderen
mit zehn Zufallskonfigurationen durchgefiihrt. Im zweiten Fall wurden die Laufzeiten
einfach gemittelt. Es schien nicht erforderlich, dazu eine gréflere Anzahl von Zufalls-
konfigurationen zu verwenden. Vielmehr entsprach das Ergebnis aus jeder einzelnen
Konfiguration hinsichtlich der Reihenfolge der drei Algorithmen bis auf wenige Aus-
nahmen dem der Mittelung.

Bei festem K ergibt sich dann durch lineare Verbindung der nach obiger Prozedur
fiir unterschiedliches Gy gefundenen Punkten das in den Abbildungen (32) bis (35)
gezeigte Verhalten:
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Abbildung 32: Die hier gezeigten Linien gleicher Laufzeit der jeweils angrenzenden Algo-
rithmen ergaben sich durch Mittelung {iber zehn Zufallskonfigurationen. Verwendet wurde
das SU(2)-Modell auf dem 43 - 8-Gitter bei K = 0.08. Die iibrigen Parameter hatten dabei
die folgenden Werte: 6 = 1078, A\ = 1.0, k = 0.0. Bis auf die Wahl der Fehlergrenze § sind sie
allerdings fiir die Laufzeit irrelevant. Entlang der Diagonalen GGy = G, erhalt man startend

im Ursprung die optimalen Algorithmen in der Reihenfolge MR, BCG, CG, BCG, MR.
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Abbildung 33: Im Vergleich zu Abbildung 32 wurde hier nur der fermionische Hoppingpara-
meter auf den Wert K = 0.12 erhéht. An der (G- und symmetrisch dazu an der Gy-Achse
gibt es zwel Bereiche, in denen das BCG-Verfahren vorzuziehen ist. Sie enthalten, in dieser
Abbildung nicht mehr sichtbar, zwei noch kleinere Gebiete, die den MR-Algorithmus als
beste Wahl erscheinen lassen. Die Préferenz der anderen Gebiete geht aus der Abbildung
hervor.
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Abbildung 34: Der Wert des Hoppingparameters betrdgt hier X' = 0.3. Fiir kleine Yuka-
wakopplungen hat der CG-Algorithmus die anderen beiden Verfahren vollstdndig verdrangt.
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Abbildung 35: Das Verhalten der Algorithmen bei Verwendung der Einheitskonfiguration
in K =0.12.

Jede Abbildung weist die folgenden drei Merkmale auf:

1. Fiir grofle Produkte der Yukawakopplungen |G'yG | dominiert das MR-Ver-
fahren. Dies ist bei ndherer Betrachtung des Preconditioning und der Gestalt
der Fermionmatrix nicht verwunderlich. Denn die Diagonalblécke in @7} und

= sind proportional zu (GG, |d|? — 1)~!, wihrend die Offdiagonalmatri-

zen die Yukawakopplungen nicht enthalten, so daf sich fiir grofle Produkte
die zu invertierende Matrix (I — K2Q;'Q,cQ-Qc,) nur noch wenig von der
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Einheitsmatrix unterscheidet. Dafiir sorgen auch kleine Werte des Hopping-
parameters K. Daher sollte mit wachsendem K eine Verschiebung des fiir die
MR-Methode giinstigen Bereichs zu grofieren Yukawakopplungen erfolgen. Wie
der Vergleich der Abbildungen 32,33,34 zeigt, ist dies tatsdchlich der Fall.

2. Sind die Yukawakopplungen etwas zu klein und daher fiir das Preconditio-
ning weniger geeignet, bricht das MR-Verfahren sehr schnell zusammen. Der
BCG-Algorithmus erweist sich, wohl auch aufgrund seiner analytisch zwingen-
den Konvergenz, als stabiler und kann in solchen Fillen die beste Alternative
sein. Gemessen an der Bandbreite der Yukawakopplungen ist sein Gebiet fiir
mittlere K-Werte besonders grof. Bei sinkendem K wird der BCG- zugunsten
des MR-Algorithmus, bei wachsenden K -Werten zugunsten des CG-Verfahrens
verdringt.

3. Eine weitere Verkleinerung von G/, und G fiihrt in einen hinsichtlich des Pre-
conditioning sehr ungiinstigen Parameterbereich. Dort ist das CG-Verfahren
am schnellsten, da die ,odd-even“-Zerlegung dann durchaus zu einer Ver-
schlechterung der Inversionsbedingungen im Vergleich zur urspriinglichen Ma-
trix @ fithren kann.

Fiir hinreichend kleine K-Werte ergibt sich im Bereich kleiner Kopplungen nochmals
eine Anderung, ein Zusammenhang mit den Transformationen des Preconditioning
ist allerdings nicht direkt ersichtlich. Es bilden sich dort zwei Regionen, in denen,
startend vom Ursprung, das MR- bzw. BCG-Verfahren wieder die bessere Wahl
darstellen. Mit wachsendem K werden diese vom CG-Gebiet derart an den Rand
gedréngt, dafl zunéchst der MR-Bereich und schlieflich auch die BCG-Zone fiir klei-
ne Yukawakopplungen ginzlich verschwindet.

Bei Inversion unter Verwendung der FEinheitskonfiguration ist das CG-Gebiet deut-
lich gewachsen und hat den BCG-Bereich fast vollig verdréngt, wie ein Vergleich
der Abbildungen 33 und 35 zeigt. Daher spielt auch die Magnetisierung, die bei
festen Werten fiir K, Gy, Gy durch die indirekten Parameter bestimmt wird, eine
wichtige Rolle bzgl. des Laufzeitverhaltens. Die bisherigen Verhaltensmuster deu-
ten darauf hin, daf sie tief in der gebrochenen Phase zu einem Laufzeitvorteil des
CG-Verfahrens fiihren kénnen, der bei kleinerer Magnetisierung nicht gegeben ist.
Fiir weitere Untersuchungen wéren die Algorithmen in Gleichgewichtskonfiguratio-
nen mit verschiedener Magnetisierung zu testen (s.u.).

Die Form der Grenzkurven orientiert sich in gewisser Weise an den Niveauflichen des
Produktes Gy G. Plausibel wird dies, wenn man den nichtlokalen, zu K proportio-
nalen Anteil der Fermionmatrix als Stérung betrachtet. Dann n&mlich ist der Wert
der Determinante von () in nullter Ordnung proportional zu GGy |¢;|* — i?. Daher
verschwindet sie z.B. fiir die Einheitskonfiguration auf der Niveaulinie GG,y = i?.
Eine Inversion ist dort nicht mehr méglich. In der Praxis, d.h. unter Beriicksich-
tigung der Stérung, ist sie zwar wieder durchfiihrbar, aber, wie die Laufzeiten der
Algorithmen im Zusammenhang mit Abbildung 35 zeigten, in der Umgebung dieser
Linie, die mitten im CG-Bereich liegt, am aufwendigsten.

Es war auch ein Charakteristikum der anderen drei untersuchten Fille, daff in dem
Gebiet mit der hinsichtlich ihrer Inversion ungiinstigsten Figenwertverteilung der
Fermionmatrix der CG-Algorithmus am besten ist. Insofern bleibt er das wichtig-
ste Inversionsverfahren im Higgs-Yukawa-Modell, da er gerade an den ,kritischen®
Stellen die beste Arbeit leistet. Aus diesem Grund wurde die Untersuchung in den
spdteren Abschnitten iiber den Ratevektor und das Preconditioning mit Hilfe der
schnellen Fouriertransformation auf ihn beschrdnkt.
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Fiir Studien bei festem fermionischen Hoppingparameter, wie z.B. im Entkopplungs-
fall, empfiehlt es sich vor Beginn der Produktionsldufe die verschiedenen Algorith-
men in obiger Weise gegeneinander abzugrenzen, um jeweils abschédtzen zu kénnen,
in welchem Gebiet man sich befindet. Erfolgen die Rechnungen in der symmetrischen
Phase, ist dies relativ gut moglich, da sich schon bei Verwendung von Zufallskonfigu-
rationen ein gutes Bild ergibt. Liegen die Parameter allerdings nahe an einer Grenze,
die Bereiche mit verschiedener Priferenz voneinander trennt, oder wird in der ge-
brochenen Phase gerechnet, sollte die Abschitzung gelegentlich {iberpriift werden,
indem man fiir eine momentane Konfiguration die Verfahren gegeneinander laufen
laBt.

Eine andere Situation liegt z.B. bei der Bestimmung von Phasengrenzen fiir feste
Yukawakopplungen vor. Geeignetere Entscheidungshilfe gibt dann die Untersuchung
bei variablem K. Fiir verschiedene Werte der iibrigen Parameter liefert sie das fol-

gende Bild:
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Abbildung 36: Die Datenpunkte zeigen bei festem Gy = 0.1,G, = 1.0,k = 0,A = 1.0
auf dem 43 - 8-Gitter die Laufzeit der verschiedenen Algorithmen fiir eine Inversion unter
Verwendung einer Zufallskonfiguration in Abh&ngigkeit von K. Die Fehlergrenze wurde auf
§ = 107® festgelegt. Dieser Vergleich fand im U(1)-Modell statt. Die Symbole sind: Quadrate
fiir MR(1), ,,x“ fiir MR(5), Rauten fiir CG und ,,+* fiir BCG.
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Abbildung 37: Wie Abbildung 36, aber mit G, = 0.3.
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Abbildung 38: Vergleich der Inversionsalgorithmen im SU(2)-Modell in A = 107¢ x =
0.0,G, =0.0,Gy = 0.3. Die Symbole sind dieselben wie bisher.

Die vorangegangenen Abbildungen zeigen das Laufzeitverhalten fiir eine Zufallskon-
figuration. Da die Werte der Yukawakopplungen beide jeweils nicht sehr grof} sind,
also nicht tief im MR-Gebiet liegen, erweisen sich je nach Wert von K unterschied-
liche Algorithmen als giinstig. In allen drei Fillen ist, wie zu erwarten, fiir kleine K
das MR-Verfahren optimal, fiir grofle K die CG-Methode. In Abhingigkeit von den
Yukawakopplungen gibt es dann einen breiten (Abbildung 36), einen schmalen (Ab-
bildung. 38) oder iiberhaupt keinen (Abbildung 37) Bereich mittlerer K-Werte, in
dem der BCG-Algorithmus vorzuziehen wire. Man beobachtet im Finklang mit den
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Erwartungen ferner, daf} sich der Konvergenzbereich des MR-Verfahrens fiir wach-
sendes Produkt |GGy | ausdehnt. Durch hoheres Preconditioning 1aft sich dieser
Bereich weiter vergrofiern.

Da hier ausschlieflich mit Zufallskonfigurationen und der Einheitskonfiguration ge-
arbeitet wurde, lassen die Resultate fiir die Verwendbarkeit der Algorithmen in
Produktionsldufen nur Tendenzen erkennen. Um diesbzgl. zu aussagekréftigeren Er-
gebnissen zu kommen, mufl das Verhalten in Abhingigkeit von der Magnetisierung
und damit den indirekten Parametern studiert werden.

Indirekte Parameter

Alle bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf die Extremfille verschwindender
und maximaler Magnetisierung. Thre Frgebnisse sind daher nur auf Systeme tief in
der gebrochenen und symmetrischen Phase anwendbar. Um die aus den Extremféllen
extrapolierten Tendenzen fiir den dazwischenliegenden Bereich, d.h. insbesondere die
physikalisch interessante Region des Phaseniibergangs zur FM-Phase, zu priifen, muf}
man mit Gleichgewichtskonfigurationen aus dem entsprechenden Parameterbereich
arbeiten. Dies kann, wie oben angedeutet, aus Rechenzeitgriinden nur exemplarisch
im U(1)-Modell auf dem 4° - 8-Gitter geschehen.

Betrachtet man die indirekten Parameter, so ist k der interessantere, da von A keine
groflen Effekte zu erwarten sind, selbst wenn es iiber einen groflen Bereich variiert
wird. Letzteres fiihrt in der Regel nur zu kleinen Verschiebungen und Deformationen
der Phasengrenzen, d.h. kleinen Anderungen in der Magnetisierung (Kapitel 2). Sind
alle anderen Parameter fest, hingt es daher im wesentlichen von s ab, in welcher
Phase sich das System gerade befindet, wie grofy also der Wert der Magnetisierung
6] = 1/N 5, 6o ist.

Die Untersuchungen ergaben, daf} die erforderliche Zeit fiir eine Inversion mit Hilfe
des BCG-Algorithmus, unabhingig davon, ob ¢ zufillig gewihlt wird (|¢| = 0) oder
als Einheitskonfiguration (|¢| = 1), in derselben Gréflenordnung liegt. Das Verhalten
des CG-Verfahrens hingegen wird stark von der Magnetisierung beeinflufit. Je nach
Wahl der anderen Parameter benétigt es bis zu 60 mal l&nger fiir eine Zufallskonfi-
guration als fiir eine Einheitskonfiguration. (Dies war der grofite gefundene Faktor,
aber vermutlich nicht der gréftmogliche.) Die MR-Methode verhilt sich dazu ge-
gensétzlich. Sie bendtigt mehr Zeit, wenn eine Einheitskonfiguration vorliegt. Ein
Beispiel fiir ein solches Verhalten zeigt die Tabelle 9:

Tabelle 9: Vergleich verschiedener Magnetisierungen
(zufillig, equilibriert in k = —0.1,0.0 und 0.1, einheitlich)
(Gy=0.1,Gy=—1.0,A=1,K = 0.125)
|9 CG | BCG | MR
~0 | 0.882 ] 0.255 | 0.123
0.084 || 0.67 | 0.42 | 0.267
0.275 || 0.61 | 0.45| 1.05
0.83 || 0.368 | 0.443 | 3.11

1 0.23 | 0.34 | 3.67

Fiir kleine Magnetisierungen, d.h. in der symmetrischen Phase, ist das MR-Verfahren
zu bevorzugen, tief in der gebrochenen Phase der CG-Algorithmus. In einem kleinen
Zwischenbereich mittlerer Magnetisierung gewinnt die BCG-Methode.

Das Bild dndert sich beim Ubergang zu Gy = 0 drastisch. Da dann eine Situation
vorliegt, in der die ¢ Fermionen entkoppeln, falls K den passenden Wert annimmt
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(auf unendlichem Gitter %), ist dieser Fall auch physikalisch von Bedeutung. Es er-
gibt sich das folgende Verhalten:

Tabelle 10: Vergleich verschiedener Magnetisierungen im Entkopplungsfall
(zufillig, equilibriert in Kk = —0.173,—0.06 und —0.04, einheitlich)
(Gy=0.0,Gy = —1.0,A = 10, K = 0.125)
|9 CG | BCG | MR
~0 || 13.720 | 1.650 | —
0.07 1.040 | 0.630 | 1.49
0.168 || 0.800 | 0.640 | 4.50
0.259 || 0.547 | 0.622 | —
1 0.282 | 0.379 | —

Die beiden grofleren x-Werte liegen in der Ndhe des physikalisch relevanten PM-
FM-Ubergangs, der dritte Wert an der Grenze zwischen PM- und AFM-Phase. Wie
man sieht, ist die erforderliche Zeit fiir alle drei Algorithmen gestiegen. Jetzt gibt es
allerdings eine wesentlich breitere x-Region, in der das BCG-Verfahren vorzuziehen
ist.

Startet man einen Produktionslauf mit der Einheitskonfiguration, so wird aber selbst
in einem solchen Fall zunédchst die CG-Methode giinstiger sein. In einer hinsichtlich
der CPU-Zeit sehr langen Equilibrierungsphase kann es sich also lohnen, an geeigne-
ter Stelle den Inversionsalgorithmus zu wechseln. Die Laufzeitentwicklung wéhrend
der Equilibrierung fiir denselben Parametersatz zeigt nachstehende Tabelle. In ihr
sind die Zeiten fiir n HMC-Trajektorien angegeben, wobei n ausgehend von der
Einheitskonfiguration die ersten 100 sowie die folgenden zweimal 300 Trajektorien
einer Equilibrierung meint. Die Schrittweite ist mit 67 = 0.04 so gewihlt, dafl die
Akzeptanzrate der HMC-Simulation ungefihr bei 75% liegt. < |¢| > ist die mittlere
Magnetisierung aus n Messungen:

Tabelle 11: Zeit fiir n Trajektorien startend mit Einheitskonfiguration
K < |o| > n| CG |BCG
0.51 100 | 176 | 434
-0.04 0.23 300 | 1270 | 1470
0.23 300 | 1230 | 1452
0.49 100 | 174 413
-0.06 | 0.205 || 300 | 1340 | 1450
0.175 || 300 | 1510 | 1480
0.37 100 | 229 | 407
-0.173 | 0.085 || 300 | 2120 | 1490
0.068 || 300 | 2320 | 1560

Es ist festzustellen, dafl nach einiger Equilibrierung, bedingt durch die dann nied-
rigere Magnetisierung, der BCG-Algorithmus fiir K = —0.06 und £ = —0.173 die
bessere Wahl darstellt. Das MR-Verfahren zeigte keine Konvergenz oder war deut-
lich langsamer.
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Algorithmische Parameter

Die Untersuchung der Auswirkungen dieser Parameter auf die einzelnen Algorith-
men soll nicht in aller Ausfiihrlichkeit vorgenommen werden, da man in der Wahl
ihrer Werte zumindest stark eingeschrénkt ist.

Die Schrittweite 67 in der HMC-Simulation wird so gewéhlt, dafl die dortige Akzep-
tanz neuer Konfigurationen bei ungefihr 75 % liegt. Dies entspringt dem Bediirfnis,
sich einerseits relativ schnell durch den Phasenraum zu bewegen, andererseits aber
auch nicht zu viele Konfigurationen verwerfen zu miissen. Variiert man 67 dennoch,
wird die Laufzeit iiber die Qualitédt des ersten Ratevektors beeinfluit (s.u.). Wahrend
der Tests stellte sich heraus, daf§ der CG-Algorithmus darauf wesentlich empfindli-
cher reagiert, als die anderen beiden Verfahren. Da die Schrittweite jedoch durch die
Akzeptanzrate festgelegt ist, eriibrigen sich in diesem Rahmen weitere Untersuchun-
gen. Die Methoden sind fiir dasjenige 67 zu vergleichen, welches eine Akzeptanz von
ca. 75 % ergibt.

Ein anderer Parameter, der nichts mehr mit der zugrundeliegenden Physik zu tun
hat, ist der Grad des Preconditioning P. Er ist im MR- bzw. BCG-Verfahren so
zu wihlen, daBl die optimale Laufzeit erreicht wird. Im obigen Abschnitt iiber di-
rekte Parameter wurde im Vorgriff auf Ergebnisse dieses Abschnitts fiir den BCG-
Algorithmus kein hoheres Preconditioning verwendet und beim MR-Verfahren in
einigen Fillen nur zur llustration der Wirkungsweise P = 5 zusdtzlich betrachtet.
Der Grund dafiir wird deutlich, wenn man die Auswirkungen von P auf die Laufzeit
genauer studiert:

Wie bereits die obigen Abbildungen zeigen, lohnt sich bei Verwendung der MR-
Methode fiir kleine K-Werte ein hdheres Preconditioning nicht, sondern fiihrt i.a.
zu einer Verlangsamung. Interessant wird ein Vergleich verschiedener Grade erst in
der Ndhe der Konvergenzgrenze des einfachen MR-Verfahrens. Fiir den gleichen Pa-
rametersatz wie in Abbildung 38 erhilt man das folgende Bild:

Tabelle 12: Vergleich verschiedener Grade des Preconditioning
im SU(2)-Modell bei K = 0.125
(6o =10"8 i =1,Gy=0.3,G, =0.0,r = 1,5 =0.0,A =107, 13- T = 4% .8)
Grad des Preconditioning
P=1 2 3 4 5 6 7
MR(P) 10.77 | 8.38 | 5.85 | 3.72 | 2.40 | 12.44 | 14.22
BCG(P) 1.77 | 2.14 | 2.55 | 3.41 | 3.84 | 15.77 | 20.43

Der CG-Algorithmus bend&tigte 1.70 Sekunden, ist also in diesem Fall, wie auch an
Abbildung 38 zu erkennen, am schnellsten. Sowohl beim MR als auch beim BCG-
Algorithmus reduziert sich die Zahl der erforderlichen Iterationen mit zunehmendem
Grad des Preconditioning bis zum fiinften Grad einschliellich. Beim MR-Verfahren
reicht dies im Gegensatz zur BCG-Methode aus, um die Verdopplung der Matrix-
multiplikationen pro Iteration aufzufangen, d.h. die Zahl der Iterationen verringert
sich dort um mehr als den Faktor Zwei. Beim Ubergang zum sechsten Grad erhdht
sich in beiden Féllen nicht nur die erforderliche CPU-Zeit, sondern sogar die Zahl der
Iterationen. Weitere Untersuchungen zeigten, dafl dieses Verhalten bei gréfleren K-
Werten noch deutlicher wird. Die Zahl der Iterationen nimmt zur siebten Ordnung
zwar wieder ab, aber nicht hinreichend stark, so dafl erneut eine Verschlechterung
eintritt.

Dafl das Preconditioning fiinften Grades eine Sonderrolle im MR-Algorithmus spielt,
zeigt auch die nachstehende Tabelle. Dort ist entweder die Wahl von P = 1 oder
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P =5 optimal.

Tabelle 13: Verschiedene P bei unterschiedlichen Hoppingparametern
(6_10—8 G¢_02 GX_OO m_oo /\_10 V=47 8)
| K | MR(1) | MR(2) | MR(3) | MR(4) | MR(5) [ MR(6) | CG |
0.120 0.91 1.12 1.34 1.41 1.35 2.12 1 0.93
0.121 1.13 1.38 1.59 1.59 1.49 2.30 | 0.97
0.122 1.39 1.79 1.95 1.83 1.57 2.72 | 1.01
0.123 2.07 2.40 2.47 2.14 1.78 3.16 | 1.02
0.124 3.48 3.71 3.32 2.58 1.96 4.24 | 1.05
0.125 7.90 6.64 4.72 3.05 2.23 8.65 | 1.06

Es ist kein Parametersatz gefunden worden, fiir den MR(P) mit P > 1 nicht vom
CG- oder BCG-Verfahren iibertroffen wurde. Dies ist der Grund fiir die ausschlief}-
liche Verwendung des Preconditioning ersten Grades in Verbindung mit dem MR-
Algorithmus.

Wird der in Tabelle 12 gewonnene Eindruck vom MR-Verfahren durch Tabelle 13
bestétigt, so ist er fiir das BCG-Verfahren irrefithrend. Denn fiir diese Methode gibt
es durchaus Parameterbereiche, in denen ein héheres Preconditioning vorteilhaft
ware. In solchen Féllen war der MR-Algorithmus allerdings jedesmal schneller und
machte die Verwendung einer BCG-Inversion mit P > 1 tiberfliissig. Daher ist im
Zusammenhang mit der BCG-Methode im wesentlichen P = 1 von Interesse und
Gegenstand dieser Arbeit.

Die Auswirkungen der Fehlergrenze é bei unterschiedlichen Yukawakopplungen sind
ebenfalls im Rahmen des SU(2)-Modells untersucht worden. Wie bei allen anderen
Ergebnissen erwartet man aber auch hier, daf} sie sich qualitativ auf das jeweils an-
dere Modell iibertragen lassen. Sie sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit.

Tabelle 14: Vergleich verschiedener Genauigkeiten auf dem 42 - 8-Gitter

(Gy=0.1,5=0.0,K =0.1,A = 1.0)

B [ G, ] CG| MR |BCG
10=* || 0.0 | 0.190 | 0.155 | 0.308
10~% || 0.0 | 0.378 | 0.275 | 0.450
10716 || 0.0 | 0.736 | 0.515 | 0.702
10724 || 0.0 | 1.080 | 0.755 | 1.022
10732 || 0.0 | 1.441 | 1.000 | 1.290
107% | 0.2 | 0.278 | 0.274 | 0.413
10~% || 0.2 | 0.700 | 0.560 | 0.572
10716 || 0.2 | 1.532 | 1.110 | 1.030
10724 || 0.2 | 2.320 | 1.673 | 1.456
10732 || 0.2 | 3.111 | 2.223 | 1.896

Trégt man die fiir zwei exemplarische Félle angegebene CPU-Zeit gegen — In 6 auf,
zeigt sich, daf} die Messwerte fiir jeden Algorithmus und beide ,-Werte im Bereich
§ < 10716 jeweils nahezu exakt auf einer Geraden liegen. Fine lineare Extrapolation
zu héheren Genauigkeiten ist daher ohne weiteres vertretbar. Fiir groflere §-Werte
gibt es kleine Abweichungen von diesem Verhalten.

Hinsichtlich der Steigungen dieser Geraden 14t sich keine einheitliche Aussage tref-
fen. In Gy, = 0 ist sie fiir die MR-Methode, gefolgt vom BCG-Verfahren, am steilsten;

121



in GG, = 0.2 vertauschen MR- und BCG-Algorithmus diesbzgl. ihre Rollen. Ein Fall,
in dem die CG-Gerade die grofite Steigung aufweist, ist nicht gefunden worden. In
den meisten Féllen wéchst folglich mit zunehmender Genauigkeitsanforderung die
Attraktivitdt von MR- und BCG-Verfahren.

Fiir jeden einzelnen Algorithmus verschiebt sich die Gerade beim Ubergang von
Gy =0zu Gy = 0.2 in Richtung gréferer Zeiten und wird dabei weniger steil.

Wie sich die Gittergrofle V' auf die Konvergenzgeschwindigkeit der einzelnen Algo-
rithmen auswirken kann, zeigt unter Verwendung von zehn Zufallskonfigurationen
die nachstehende Tabelle:

Tabelle 15: Vergleich verschiedener Gittergréfien
(6 =1071%,G, =0.0,Gy = 0.1,k = 0.15, K = 0.1, A = 1.0)
Vv [ CG] MR|BCG]

4% .8 0.74 |1 0.51 | 0.70
6°-12 || 4.03 | 2.01 | 3.60
83.16 || 12.50 | 6.30 | 12.89

Bei fester Fehlergrenze scheint es, dafl mit wachsendem Gitter die CG-Methode
dem BCG-Verfahren vorzuziehen ist. Der in diesem K-Bereich ungeschlagene MR-
Algorithmus kann seinen Laufzeitvorteil bei gréfleren Gittern noch weiter ausbauen.
Diese Problematik wurde im folgenden nicht weiter untersucht, weil zum einen in
dieser Arbeit aus Rechenzeitgriinden iiberwiegend das 4°-8-Gitter Verwendung fand,
und auflerdem im Rahmen des Projektes die Rechnungen auf den gréfieren Gittern
zum Zeitpunkt der Tests meist bei hoheren K-Werten durchgefithrt wurden, fiir die
sich das Bild drastisch dndert und das CG-Verfahren die besten Laufzeiten aufweist.

Ein weiterer algorithmischer Parameter ist der Relaxationsparameter w. Da sowohl
das CG- als auch das BCG-Verfahren auf der Konjugiertheit der Suchrichtungen
basieren, ist w hier nicht frei wihlbar, sondern hat den Wert Eins. Anders verhilt
es sich bei Verwendung der MR-Methode. Im Gegensatz zu [58] konnte dort aber
weder eine wesentliche noch eine systematische Verbesserung durch die Wahl w # 1
erzielt werden; die Laufzeit war vielmehr bereits durch w = 1 optimiert.

Nur am Rande erwdhnt werden soll ein Test mit der oben beschriebenen Erweiterung
des MR-Verfahrens zur Orthomin(/) Methode. Ein Laufzeitvergleich fiir [ = 0 bis
[ = 6 erbrachte mit zunehmendem [ keinen Gewinn. Orthomin(0), d.h. das MR-
Verfahren selbst, war bereits optimal.

Zusammenfassend 148t sich das Folgende sagen:

Nach Festlegung der algorithmischen Parameter V und ¢ auf Werte, welche die phy-
sikalische Fragestellung erfordert, wird das Verhalten der Algorithmen CG, BCG
und MR(1,5) durch die Parameter K, Gy, G, und « geprégt. Fiir deren Zusammen-
wirken sind im wesentlichen drei Fille zu unterscheiden:

1. Sind, wie in Tabelle 10 bzw. 11 bei k < —0.06, die Werte der Parameter
fir den BCG-Algorithmus besonders geeignet, so sollte dieser nach einiger
Equilibrierung, ausgehend von der Einheitskonfiguration, spitestens aber in
den Produktionsldufen, bei der Inversion Verwendung finden.

2. Erweisen sich die Parameter als etwas weniger giinstig, kann es immer noch
Werte fiir #, d.h. fiir die Magnetisierung, geben, in denen das BCG- dem CG-
Verfahren vorzuziehen ist. Wird die Magnetisierung allerdings zu klein, ist die

122



MR-Methode am besten (Tabelle 9). Das bedeutet fiir die Produktionsldufe,
dafl es nur eine schmale x-Region gibt, in der man den BCG-Algorithmus
einsetzt. Sie ist nach oben durch das schnellere CG- und nach unten durch
das bessere MR-Verfahren begrenzt. Auch wenn diese Region nicht betrach-
tet wird, da sie moglicherweise physikalisch uninteressant ist, gibt es dennoch
Verwendung fiir die BCG-Methode. Denn ein System mit x-Werten in der
MR-Region durchlduft wihrend der Equilibrierungsphase einen Bereich der
Magnetisierung, der die BCG-Inversion bevorzugt, vorausgesetzt diese wird
mit der Einheitskonfiguration gestartet. Man hétte dann also an geeigneter

Stelle vom CG- zum BCG- und schlieBlich zum MR-Verfahren zu wechseln.

3. Im dritten denkbaren Fall sind die direkten Parameter génzlich ungeeignet fiir
das ,,odd-even“-Preconditioning, und der CG-Algorithmus ist unabhidngig vom
k-Wert zu bevorzugen.

5.4 Preconditioning mit schneller Fouriertransformation

Nachdem fiir die MR- und BCG-Methode ein Preconditioning untersucht wurde, soll
nun ein Verfahren getestet werden, daf} sich auch auf den CG-Algorithmus anwenden
1a8t. In diesem Fall wird ausgenutzt, dafl das exakte Inverse von @ bzw. QT fiir ein
konstantes, aber sonst beliebiges Skalarfeld bekannt ist. Bezeichnet man es mit A
bzw. AT, so ergibt sich im Ortsraum, der fiir alle verwendeten Programme die Basis

bildet, die Relation

1 -
Auy = 37 Set A (223)
k

wobei die Fouriertransformierte Ay, sich explizit angeben 148t. Die Summe in (223)
lduft {iber die Gitterimpulse aller Raumzeitrichtungen. Nun wird anstelle von

QT Qx=r (224)
das transformierte Gleichungssystem
ATQTQAY =7 (225)

mit Y = AY und 7 = ATr betrachtet. A, AT sind die Inversen der Fermionmatri-
zen (), QT, in denen das Skalarfeld durch seinen Gittermittelwert ersetzt ist. Die
Hoffnung ist, daf auch bei nichtkonstantem Skalarfeld die Matrix A = ATQTQA
der Einheitsmatrix sehr nahe kommt (fiir konstantes Skalarfeld ist A = 1) und sich
daher die Gleichung (225) mit weit weniger Aufwand l6sen 148t, als (224).

Da A nur im Impulsraum explizit angegeben werden kann, ist fiir dieses Preconditio-
ning, das im wesentlichen die Multiplikation von A bzw. AT mit einem Ortsraum-
vektor verlangt, jeweils eine zweifache Fouriertransformation erforderlich. Nach der
Fouriertransformation des Ortsraumvektors in den Impulsraum erfolgt die Multipli-
kation mit der dort bekannten Inversen Ay, danach die Riicktransformation in den
Ortsraum.

Die Multiplikation eines Vektors mit der Matrix A im Verlaufe einer CG-Iteration
besteht also aus vier Fouriertransformationen, zwei Matrixmultiplikationen im Im-
pulsraum und der bisherigen Multiplikation mit A bzw. @Q*@Q im Ortsraum. Der
Erfolg dieses Beschleunigungsversuchs hingt deshalb im wesentlichen davon ab, ob
die Zahl der notwendigen CG-Iterationen soweit reduziert werden kann, daf dies die
im Vergleich zur Matrixmultiplikation mit A im Ortsraum zeitaufwendigere Multi-
plikation mit A auffingt.
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Die Untersuchung dieser Fragestellung fand im SU(2)-Modell statt. In dem Punkt
Gy, =0,K =0.1,5 = 0.3, = 0o wurde auf einem 43 - 8-Gitter bei zeitlich antipe-
riodischen Randbedingungen zun&chst mit einer Skalarfeldkonfiguration gearbeitet,
die nur wenige Trajektorien von einer konstanten Anfangskonfiguration entfernt war,
also als relativ ,,glatt® angesehen werden kann. Die Fehlergrenze ¢ fiir den Abbruch
der Inversion wurde auf 10* festgelegt. Damit ergab sich folgendes Bild:

Tabelle 16: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)
und mit (b) Preconditioning

a 30 32| 33| 34| 53| 77

b 4 5 8| 11| 23| 46

Gy | 005101 02]03]06|1.0

Die Dauer einer Iteration im CG-Verfahren betrug ohne Preconditioning 0.0113, mit
Preconditioning 0.4837 Sekunden.
Zwei Dinge lassen sich daran ablesen:

1. In dieser Form gibt es fiir keines der oben aufgefiihrten G/ einen Zeitgewinn.
Im giinstigsten Fall minimaler Yukawakopplung G, = 0.05 ben&tigt man ohne
Preconditioning 0.34s, mit Preconditioning 1.94s.

2. Mit zunehmendem G fiihrt die Abweichung des Skalarfeldes von einem kon-
stanten Wert im obigen Sinne zu einer immer gréfler werdenden Abweichung
der Matrix A von der Einheitsmatrix (in Gy = 0ist A = T) und damit zu einem
immer kleineren ,,Gewinn® hinsichtlich der erforderlichen Iterationszahl. Daher
ist zu vermuten, daf} fiir eine Skalarfeldkonfiguration im Gleichgewicht, wenn
sie nicht gerade sehr tief in der ferromagnetischen Phase bei sehr groiem « und
damit weit weg vom physikalisch interessanten Gebiet des Phaseniibergangs
berechnet wird, dieser ,,Gewinn® noch kleiner ausfillt.

Die letzte Aussage konnte durch eine weitere Messung bestdtigt werden. Fiir das
4% .8-Gitter mit zeitlich antiperiodischen Randbedingungen wurden in G, = 0, K =
0.1274, A = oo mit gleicher Abbruchbedingung drei weitere Punkte untersucht. Da-
bei befand sich das System jeweils in einer Gleichgewichtskonfiguration. Es ergaben
sich nachstehende Resultate:

Tabelle 17: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)
und mit (b) Preconditioning
[+ [Gu] al b]
-0.23 || 03] 64| 30
-0.055 || 0.6 | 128 | 115
-0.28 || 1.0 | 192 | 281

Sie lassen klar erkennen, dafl in einer derart ,rauhen® Gleichgewichtskonfiguration
allenfalls auf einen Zeitgewinn zu hoffen ist, wenn die Multiplikation mit der Matrix
A noch stark beschleunigt werden kann. Dazu miiBte man allerdings erreichen, daf
diese Multiplikation weit weniger als doppelt soviel Zeit bendtigt wie die urspriing-
liche Multiplikation mit A.

Das ist aber nicht nur fiir das oben beschriebene Preconditioning mit schneller Fou-
riertransformation aussichtslos, sondern auch fiir ein Preconditioning mit schneller
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Fouriertransformation, das nur die Fouriertransformation in Zeitrichtung ausfiihrt
(d.h. in (223) l4uft die Summe ausschlieflich iiber die zeitlichen Impulse und er-
gibt somit nur eine Naherung des Inversen A, ). Von einem solchen Preconditioning
erhofft man sich die Ausblendung wenigstens der kleinsten Eigenwerte von A und
dadurch eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens des CG-Algorithmus.

Auch ein Preconditioning durch Multiplikation mit A, im Ortsraum scheint ohne
Aussicht auf Erfolg. Denn zunéchst miifite dieses A,, aufwendig bestimmt werden;
man wiirde es daher fiir den zu untersuchenden Parametersatz einmal berechnen,
und zwar mit einem konstanten Skalarfeld, dessen Wert einer Abschdtzung des dorti-
gen Skalarfelderwartungswertes zu entnehmen wire. Aber selbst wenn ein solches A
sich als diinne Matrix erweisen sollte, zum einen also die Speicherkapazititen nicht
iiberfordert und zum anderen die Matrixmultiplikation mit einer dhnlich geringen
Zahl arithmetischer Operationen erlaubt, wie die Fermionmatrix selbst, wire ei-
ne Verbesserung des Laufzeitverhaltens dennoch sehr fraglich. Fine Beschleunigung
geldnge ndmlich auch unter diesen sehr giinstigen Umstdnden nur unter der Voraus-
setzung, daf die Zahl der Iterationen durch besagtes Verfahren wenigstens halbiert
wird. Da man jedoch nicht wie oben den Mittelwert des aktuellen Skalarfeldes nutzen
kann, ist dies sehr unwahrscheinlich.

5.5 ,Educated® Guess

Dieser Abschnitt befaf3t sich mit der neben dem Preconditioning zweiten Méglich-
keit, die Inversion zu beschleunigen, der Wahl eines geeigneten Startvektors. Drei
grundverschiedene Verfahren werden im folgenden analysiert.

Der ,,Gottliebtrick® [49] nutzt Informationen aus vorangegangenen Skalarfeldkonfi-
gurationen. Im Gegensatz dazu verwenden die beiden anderen Methoden nur die ak-
tuelle Konfiguration des Skalarfeldes. Wahrend das HPI-Verfahren jedoch die volle
Konfiguration benétigt, nutzt die Methode mit schneller Fouriertransformation nur
ihren Mittelwert.

5.5.1 Der ,,Gottliebtrick*

Um eine erste Losung der Gleichung QTQx = r zu erraten, werden hier im Sinne
einer Extrapolation Losungen dieses Gleichungssystems herangezogen, die zu einem
fritheren Zeitpunkt, aber noch innerhalb derselben HMC-Trajektorie, d.h. fiir das
gleiche r, erzielt worden sind. Dies macht die Verwendung des ,,Gottliebtricks® in der
MC-Simulation mit Hilfe des HCL-Verfahrens unmdglich, da dort vor jeder Inversion
das r neu und zuféllig gewdhlt wird. Der Grund fiir die Verwendung im Rahmen der
HMC-Simulation liegt in der Annahme einer stetigen Entwicklung des Skalarfeldes
und somit der Fermionmatrix ¢ bzw. der Lésung des Gleichungssystems innerhalb
einer solchen Trajektorie. Da nach Durchlaufen einer Trajektorie im HMC-Verfahren
ein neuer Impuls erwiirfelt wird, endet mit der Trajektorie auch die stetige Entwick-
lung, und das Rateverfahren ist neu aufzubauen.

Je nach Zahl der herangezogenen, fritheren Iirgebnisse spricht man von konstanter,
linearer, quadratischer, etc. Extrapolation bzw. von Extrapolation Oter, 1ter, 2ter,
etc. Ordnung.

Die Giite des auf diese Weise erzielten ersten Ratevektors hdngt nicht nur vom
Grad der Extrapolation, sondern auch entscheidend von der Schrittweite ab, die bei
der HMC-Simulation benutzt wird. Ein solches Verhalten zeigen die weiter unten
besprochenen Verfahren nicht. Da aber die Schrittweite so zu wihlen ist, daf§ die
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Akzeptanzrate fiir die Konfigurationsvorschlige bei ca. 75 % liegt, machte sich diese
Abhéngigkeit bisher noch nicht negativ bemerkbar, d.h. die Verwendung eines nach
diesem Verfahren bestimmten ersten Ratevektors stellte, verglichen mit dem Feh-
len eines solchen, immer eine Verbesserung dar. Zur Illustration zeigen die beiden
folgenden Tabellen fiir einen festen Parametersatz die Anzahl I der notwendigen CG-
Iterationen bei verschiedenen Schrittweiten bzw. Extrapolationen unterschiedlicher
Ordnung. G — ein Maf fiir die Giite des Ratevektors — ist dabei definiert als:

_ 2
G = |$guess wnum| ) (226)

|$num|2

Tpum steht fiir die numerische Losung mit dem CG-Algorithmus. Zur Erstellung der
Tabellen wurde eine Trajektorie der Linge Sechs betrachtet, d.h. es waren sieben
Inversionen durchzufiithren, jeweils eine fiir den ersten und letzten Halbschritt und
je eine fiir die dazwischenliegenden, fiinf ganzen Schritte. Unter diesen Vorausset-
zungen zeigt die Entwicklung der Anzahl nétiger Iterationen bei einer Extrapolation
zweiter Ordnung das nachstehende Verhalten:

Tabelle 18: Zahl der Iterationen im CG bei verschiedenen Schrittweiten
und quadratischer Extrapolation

or=0.02| I1] 46 26 9 7 6 11 11
G| 1]/6-107*]|4.107° 106 107 |5-107% | 6-107°
o1 =0.04 | 11 46 31 18 13 11 16 8
G| 1]2-102|6-10°]9-10%|5-1076|2.107° | 3-10~°
o1 =020 11 46 41 40 39 39 40 40
G| 1/6-1072|3-1072]3-1072(3-1072|3-107% | 3.1072
o1 =040 | 11 46 46 52 57 57 56 57
G| 1 0.2 0.6 1.6 2.0 2.4 1.8

Ohne Verfahren zur Bestimmung eines Ratevektors, wiirde man den Startvektor der
CG-Iteration auf einen konstanten Wert, z.B. auf Null, setzen und erhilt so eine
Giite von 1. Die Zahl der Iterationen bleibt dann gegeniiber der ersten Inversion in-
nerhalb einer Trajektorie, fiir die grundsétzlich kein Raten mdoglich ist, in der Regel
unverdndert. Demgegeniiber zeigt sich in der Mefireihe mit 7 = 0.40 die erwdhnte
Verschlechterung durch den ,,Gottliebtrick®. Die Schrittweite ist allerdings so grof3
gewidhlt, dafl die entsprechende Akzeptanzrate der HMC-Simulationen weit unter
75% liegt. Fiir Schrittweiten 67 < 0.2 fiihrt der ,,Gottliebtrick“ bei vorliegendem
Parametersatz zu einer Verbesserung.

Durch Verwendung verschiedener Ordnungen O des ,,Gottliebtricks“ ergibt sich fiir
die Zahl der Iterationen folgendes Bild:

Tabelle 19: Zahl der Iterationen im CG bei 67 = 0.04 fiur Extrapolationen
verschiedener Ordnung

0O=2] 1146 31 18 13 11 16 8
G| 1[2-102|6-10°|9-10%|5-10"6 | 2-107° | 3-10~°
O=1] 1146 31 18 20 18 20 17
G| 1]2-102*|6-107°|7-107%|5-107%|6-107°|5-107°
O=01| 1146 31 31 31 31 32 31
G| 1/2-102|2-103[2-103]2-103]2-10"%|2-1073

Extrapolationen héherer Ordnung zeigen wieder ein schlechteres Laufzeitverhalten
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und weisen somit die quadratische Extrapolation als die giinstigste aus. Sie benutzt
die Frgebnisse der drei vorangegangenen Inversionen innerhalb einer Trajektorie
(d.h. implizit auch die Skalarfelder der drei vorherigen ,Leapfrog*“-Schritte). Ver-
mutlich ist es daher auf den Fehler der Ordnung 672 in der ,Leapfrog®-Integration
[42] zuriickzufiihren, dafl die Verwendung héherer Polynome keine Laufzeitvorteile
mehr einbringt. Denn die dann zusdtzlich beriicksichtigten, noch ,dlteren* Skalar-
felder weichen méglicherweise zu stark von der Losung ab, die bei exakter Rechnung
auf das aktuelle Skalarfeld fiihren wiirde.

Im Gegensatz zu diesem Extrapolationsverfahren, das in allen relevanten Fillen zu
einer Beschleunigung fiihrte, lassen sich fiir die beiden unten diskutierten Vorge-
hensweisen keine so allgemeinen Aussagen treffen. Der Grund liegt in der starken
Abhéngigkeit ihrer Wirkungsweise von den Werten der direkten Parameter. Wie
schon bei der Wahl geeigneter Inversionsalgorithmen mufl demzufolge auch iiber ih-
re Verwendung der Einzelfall entscheiden.

Ein wesentlicher Vorteil der folgenden Rateverfahren ist ihre Unabhéngigkeit von der
Information iiber frithere Konfigurationen und die damit verbundene Anwendbarkeit
in Féllen unstetiger Entwicklung, wie sie z.B. im HCLA auftreten.

5.5.2 Ratevektor durch Hoppingparameterentwicklung (HPE)

Der im folgenden geschilderten Methode zur Konstruktion eines guten ersten Start-
vektors fiir die Matrixinversion liegt die Idee zugrunde, daf} fiir geniigend kleinen
Hoppingparameter K eine konvergente Taylorentwicklung der inversen Fermionma-
trix existiert. Trennt man die Fermionmatrix bzgl. der Ortskoordinaten in Diago-
nalteil D und Offdiagonalteil M. letzterer ist proportional zu K, so schreibt sich die
Taylorentwicklung in Potenzen des Hoppingparameters K bis zu einer Ordnung n
als: .
Qtx~Qt=D" (1 + Z(—Mp—l)i) : (227)
=1
Der Vorteil einer solchen Entwicklung liegt darin, dafl M im Ortsraum bekannt und
D! analytisch explizit angebbar ist. Mit Hilfe der nachstehenden Umformung dieses
Ausdrucks, 148t sich dann die Berechnung von ;! - v fiir einen beliebigen Vektor v
leicht vermoge einer Schleife programmieren, die zur Bestimmung der n-ten Ordnung
genau n mal zu durchlaufen ist:

Qb -v=(v-MD Y v-MD ' (v—..(v-MD".v)..))). (228)

Infolgedessen beschrankt sich der arithmetische Aufwand fiir jede weitere Ordnung
im wesentlichen auf eine Multiplikation mit M D=, die in etwa soviel Zeit benotigt
wie die Multiplikation mit Q selbst (statt mit D ist nun mit D~! zu multiplizieren,
und die Struktur beider Matrizen bzgl. der Besetzung mit von Null verschiedenen
Elementen ist identisch). Der CPU-Bedarf fiir jede zusdtzliche Ordnung der HPE ist
demnach mit demjenigen fiir eine CG-Iteration vergleichbar.

Fiir die Messungen in den drei folgenden Tabellen wurde unabhidnig vom dortigen
Wert fiir K und Gy eine Gleichgewichtskonfiguration in K = 0.1274, G, = 0.0,Gy, =
1.0 fiir das SU(2)-Modell auf dem 4? - 8-Gitter bei unendlicher Selbstkopplung A
herangezogen, da andere nicht zur Verfiigung standen. Die Fehlervorgabe betrug
6 = 1078, Zunichst wird die HPE in erster Ordnung (b) verglichen mit dem Fehlen
eines Ratevektors, d.h. 244c5s = 0 (a). Darauthin werden verschiedene Ordnungen
der HPE fiir K = 0.1 gegeniibergestellt. In beiden Féllen geschah die Inversion unter
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Zuhilfenahme des CG-Algorithmus.

Tabelle 20: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)
und mit (b) Ratevektor
K || 0.0 ] 0.01]0.02|0.04]0.1
a 2 8 10 16 | 69
b 1 4 6 11 | 66

Tabelle 21: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren, ohne (a)

und mit Ratevektor
Ordnung a| 1| 4]10|20 |30

Iterationen || 69 | 66 | 58 | 41 | 21 3

Um in der zweiten Tabelle die Zahl der bzgl. des CPU-Bedarfs effektiven Iterationen
abzulesen, sind die Ordnungen, wie oben angedeutet, als eine Iteration zu zdhlen.
D.h. fir K =0.1,Gy = 1.0,G = 0.0 ist die erforderliche CPU-Zeit von 69 Iteratio-
nen (ohne Ratevektor) auf 33 (in 30. Ordnung HPE) verringert worden.

Es bleibt zu erwdhnen, dafl auch fiir K = 0.11 noch eine Verbesserung erreicht
wurde, wenn sie auch erheblich geringer ausfiel. In dem dariiberhinausgehenden in-
teressanten Wert von K = 0.1274 trat, bedingt durch die vermutlich bei diesem Wert
nicht mehr gegebene Konvergenz, eine Verschlechterung des Laufzeitverhaltens ein.

Die néchste Tabelle zeigt bei K = 0.1 fiir verschiedene Gy die wahrscheinlich
giinstigste Wahl der Ordnung in K, bis zu der die Bestimmung des Ratevektors
durchzufiihren ist. Verglichen wird erneut mit dem Fall ohne Ratevektor:

Tabelle 22: Zahl der Iterationen im CG-Verfahren bei giinstigster Ordnung
HPE fiir verschiedene Yukawakopplungen

Gy 0306 (1.0 20| 24| 24

a 34| 45| 69 | 216 | 539 | 539

b 1 2 3 4| 304 | 206

Ordnung || 25 | 25| 30 | 70 | 200 | 300

Wie zu erwarten, wird der Gewinn durch die HPE mit zunehmender Yukawakopp-
lung zundchst immer gréfler, beginnend in Gy = 0.3 bei 23.5 Prozent bis zu fast
66 Prozent in Gy = 2.0. Der Tabelle 1d83t sich ferner entnehmen, dafi es nicht nur
in K, sondern auch in Gy einen im Bezug auf die Beschleunigung durch Wahl ei-
nes geeigneten Ratevektors ,kritischen* Wert gibt. Dieser liegt ungefihr bei 2.4.
Fiir groflere Werte der Yukawakopplung trat analog zum Verhalten in K sogar eine
Verschlechterung ein. So iiberstieg die Zahl der erforderlichen Iterationen mit HPE
in GGy = 3.0 die der Iterationen ohne Ratevektor in allen untersuchten Ordnungen
wenigstens um den Faktor 3.

Das mit Hilfe der einen Gleichgewichtskonfiguration gewonnene Bild von der Lei-
stungsfahigkeit dieses Rateverfahrens wird durch die Verwendung von Zufallskonfi-
gurationen bestitigt und nimmt dort schirfere Konturen an. Nutzt man wie bisher
wieder zehn verschiedene Zufallskonfigurationen zur Bestimmung einer mittleren
Laufzeit, ergibt sich in sehr giinstigen Fillen eine mehr als vierzigfache Beschleuni-
gung im Vergleich zum Fehlen eines Ratevektors, ein mit aller Wahrscheinlichkeit
vermoge des Gottliebtricks niemals erreichbarer Wert. Parametersétze, fiir die der
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HPE-Ratevektor eine Beschleunigung der Inversion bedeutete, erfiillten eine der fol-
genden Figenschaften:

1. Das Produkt der Yukawakopplungen |GG | verschwindet génzlich oder ist
wenigstens sehr klein:
So ergab die HPE bis zur fiinfzigsten Ordnung in K = 0.1 fiir die Werte
Gy = 0.6,G, = 0.0, aber auch Gy = 0.6,G = 0.01 eine ca. dreifache Be-
schleunigung, fiir &, = 0.6, G, = 0.1 allerdings eine wenigstens vierfache Ver-
schlechterung gegeniiber fehlendem Ratevektor. Je mehr man sich fiir G, =0
dem Wert GGy, = 0 n&herte, desto kleiner wurde der Gewinn durch den HPE-
Ratevektor. In &y = Gy = 0 war er nahezu aufgebraucht.

(a) Dabei darf allerdings auch der Abstand zwischen Gy und G nicht zu
grof} werden:
War durch eine HPE bis zur hundersten Ordnung in K = 0.1 fiir &y =
1.0,Gy = 0.0 noch eine ca. sechsfache Beschleunigung zu erreichen, so
brachte die HPE beliebiger Ordnung in &y = 3.0, Gy = 0.0 keine Vorteile
mehr.

(b) Auch der fermionische Hoppingparameter darf einen bestimmten Wert
nicht iiberschreiten:
Hier ist diese Bedingung sogar besonders restriktiv, denn bereits in K =
0.11 war fiir das Wertepaar Gy, = 1.0, G = 0.0 keine Verbesserung mehr
zu erreichen. Fiir groflere K-Werte verstirkte sich diese Tendenz.

2. Das Produkt |GG | ist hinreichend grofi:
So erhélt man z.B. durch die HPE bis zur zehnten Ordnung in K = 0.1 fiir
Gy = Gy = 2 eine fast vierzigfache Beschleunigung gegeniiber fehlendem
Ratevektor.
Jetzt darf auch der fermionische Hoppingparameter gréflere Werte annehmen.
In Gy = Gy =5 z.B. bedeutet die HPE zehnter Ordnung noch in K = 1.0
eine Verbesserung.

Die obigen Resultate legen es nahe, dafl in gewissen Situationen, d.h. fiir bestimmte
Werte der direkten Parameter, diesem Verfahren gegeniiber dem ,,Gottliebtrick® der
Vorzug zu geben ist, falls sich letzterer tiberhaupt anwenden 148t. Der Raum der
direkten Parameter scheint sich diesbzgl. in ganz dhnlicher Weise aufteilen zu lassen
wie bei der Untersuchung der verschiedenen Inversionsalgorithmen. Die Bereiche, in
denen die Anwendung des HPE-Verfahrens Erfolg verspricht, sind im wesentlichen
diejenigen, fiir die der CG-Algorithmus hinter die MR- bzw. BCG-Methode zuriick-
tritt. In Kombination mit diesem Rateverfahren kénnte sich daher die Verteilung
der Inversionsalgorithmen im Raum der direkten Parameter, insbesondere fiir den
Bereich grofier Yukawakopplungen, zugunsten des CG-Verfahrens verschieben.

Da der in dieser Hinsicht interessante Parameterbereich nicht Gegenstand numeri-
scher Studien war, soll die Untersuchung des HPE-Rateverfahrens mit dem beschrie-
benen, groben Bild beendet sein.

Das gute Abschneiden des Rateverfahrens in Teilbereichen des Parameterraumes
mit K < 0.1 liel zunéchst auch eine Variation obiger Methode attraktiv erschei-
nen, die hier nur am Rande erwidhnt werden soll: So besteht die Mdoglichkeit, vor
der Matrixinversion mit grofilem K (K = 0.1274) die Inversion fiir mehrere klei-
ne K (K < 0.1) unter Zuhilfenahme der HPE sehr schnell auszufithren, und diese
dann zu dem gewiinschten Hoppingparameter zu extrapolieren, in der Hoffnung,
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dafl der so gewonnene Ratevektor die Inversion dann auch fiir das wirkliche K
drastisch verkiirzt. Mit der bisherigen Gleichgewichtskonfiguration ergab sich in
Gy = 1.0,G,, = 0.0 folgendes Bild fiir die Inversion bei X' = 0.1274 (aufgezihlt
werden die vom CG-Algorithmus benétigten Iterationen):

e ohne Extrapolation :
192 Iterationen

o Iixtrapolation 0. Ordnung mit K = 0.1:
69 4 183 Iterationen

¢ Extrapolation 1. Ordnung mit K = 0.075,0.1:
31+ 604 171 Iterationen

¢ Extrapolation 2. Ordnung mit K = 0.05,0.075,0.1:
21 4+ 27 4+ 60 + 168 Iterationen

¢ Extrapolation 4. Ordnung mit K = 0.0,0.025,0.05,0.075,0.1:
154 13 + 16 + 27 4+ 60 4 166 Iterationen

Offensichtlich kann die Zahl der fiir den eigentlichen K-Wert notwendigen Itera-
tionen zwar immer weiter verringert werden; der Gewinn steht jedoch in keinem
Verhéltnis zum Aufwand. Angesichts der mit hherem Extrapolationsgrad steigen-
den Zahl insgesamt erforderlicher Iterationen scheint eine Fortfiilhrung dieser Stra-
tegie in relevanten Parameterbereichen sinnlos.

5.5.3 Das Rateverfahren mit schneller Fouriertransformation

Das Rateverfahren mit schneller Fouriertransformation stellt nach gescheitertem
Preconditioning mit schneller Fouriertransformation einen weiteren Versuch dar, die
Kenntnis der inversen Fermionmatrix A bzw. AT fiir konstantes Skalarfeld doch
noch zu nutzen. Dazu verwendet man fiir die Lésung der Gleichung QTQx = r
den Ausdruck yo = AA*r als Startvektor (b). Die Inversen AT bzw. A wurden
mit dem Mittelwert des aktuellen Skalarfeldes berechnet. Die Ergebnisse sind in der
folgenden Tabelle zusammengefafit. Sie ergaben sich fiir eine Gleichgewichtskonfigu-
ration in Gy = 0.3,G = 0.0, K = 0.1. Verglichen wird dieses Verfahren mit dem
»Gottliebtrick* nullter Ordnung (a). Die angegebenen Werte stellen die in der be-
trachteten Trajektorie mittlere erforderliche Zahl der CG-Iterationen dar.

Tabelle 23: Zahl der Iterationen im CG
Gy | 0.0] 0.1]02]0.3 0.6 1.0

a |1 62314 37| 53| 104.4 | 328
b 1 47 | 55| 75| 132.2 | 329

Im Lichte der Resultate und des erforderlichen Rechenzeitaufwandes zur Bestim-
mung des Ratevektors ist wohl zumindest im Parameterbereich, der fiir das Higgs-
Yukawa-Projekt relevant ist, von dieser Methode keine Verbesserungen zu erwarten.
Auch eine Beschleunigung fiir ,,exotischere® Werte der direkten Parameter ist danach
eher unwahrscheinlich.
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5.6 Rechneranpassungen

Etwas abseits der bisherigen Thematik dieses Kapitels stehen programmimmanente
Optimierungsversuche, die sich in erster Linie mit der Abstimmung vorhandenen
Quellcodes auf vorgegebene Rechnerarchitekturen befassen.

Eine derartige Anpassung ist oft mit groflem Zeitaufwand verbunden und wird da-
her in der Regel nur an den Programmteilen vorgenommen, die mafigeblich zum
Verbrauch von CPU-Zeit beitragen. Wie bereits mehrfach erwdhnt, bestehen die-
se Programmteile in unserem Fall aus Routinen zur Matrixmultiplikation mit der
urspriinglichen, der adjungierten oder einer durch Zerlegung abgewandelten Fer-
mionmatrix. Zwar lag fiir sie schon eine hinsichtlich der Anzahl erforderlicher arith-
metischer Operationen nahezu ,perfekte* Programmversion vor — die Optimierung
bestand darin, simtliche Multiplikationen mit Null, die in ihrer Gesamtheit bei den
hier vorliegenden diinnen Matrizen die Zahl der relevanten Multiplikationen bei wei-
tem tibertreffen, zu vermeiden —; aber nicht nur die dadurch reduzierte Zahl der
Speicherzugriffe, sondern auch die Art und Weise des Zugriffs ist fiir den Zeitbe-
darf entscheidend. Das optimale Zugriffsverfahren hingt natiirlich vom verwendeten
Rechnertyp ab.

5.6.1 Anpassung an die CRAY Y-MP

Obwohl die Programme schon fiir Vektorrechner dieses Typs geschrieben waren, gab
es noch kleine Verbesserungsmoglichkeiten. Sie basierten im wesentlichen darauf,
die Zahl der Feldaufrufe im ,,Gather-Scatter*-Betrieb [59] moglichst gering zu hal-
ten. Qualitativ entsprach die im Programm vorgefundene Situation dem folgenden
Beispiel:

DO 10 1= 1,1max
DO 10 7 =1, 1max
DO 10 k=1 kmaz
RES(k,j)=RES(k,j)+a-A(F(k,7),G(j))+b- B(F(k,i),7)
10 ENDDO .
(229)
Die ¢, 7,k sind Feldindices und die F,G Indexfunktionen, die in einem zu Beginn
aufgerufenen Unterprogramm einmal festgelegt werden. Da auf der CRAY Y-MP
nur die innerste DO-Schleife vektorisiert, wurde die Schleifenanordnung so gewihlt,
dal kmaz groBer als vmax bzw. jmaz war. Dies fithrte zundchst zu der Idee, ein
Unterprogramm zur Berechnung modifizierter Indexfunktionen f,¢g,h zu erstellen,
welches nach einmaligem Aufruf anstelle von (229) zu schreiben erlaubt:

DO 10 I =1,vmaz - jmaz - kmaz
RES(f(1)) = RES(f(1))+a- A(g(1))+b - B(h(1)) (230)
10 ENDDO.

Das Ziel, die Vektorisierung aller Operationen, wurde so zwar erreicht, allerdings er-
gab sich daraus kein Laufzeitgewinn. Die Begriindung liegt in dem unterschiedlichen
Zugriff auf die Feldelemente: Wahrend in (229) durch die Indices k& und j wenigstens
noch teilweise eine lineare Indizierung gegeben ist, unterliegt (230) vollstindig ei-
ner nichtlinearen Indizierung. Frsteres bedeutet fiir den Computer einen einfachen
Zugriff auf die Feldelemente, wohingegen die nichtlineare Feldindizierung einen so-
genannten ,,Gather-Scatter*-Zugriff erfordert. Die ,,Gather-Scatter“-Vektorisierung
ist aber in der Regel bis zu einem Faktor zwei langsamer als die Vektorisierung beim
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Gebrauch linear indizierter Felder [59]. Diese Erkenntnis fiihrte zu folgendem Be-
schleunigungsversuch:
Zur Vermeidung von ,,Gather-Scatter® wird zunéchst die Schleife

DO 10 7 =1, 1max
DO 10 m = 1,vmaz - kmax

. . . 231
C(m.j) = a- A(m,G(j)) +b- B(m, j) (231)
10 ENDDO ,
gefolgt von
DO 10 1= 1,1max
DO 10 7 =1, 1max
DO 10  k=1,kmax (232)

RES(k,j)= RES(k,j)+ C(F(k,i),J)
10 ENDDO

durchlaufen. In diesem Beispiel spart man sich so einen ,,Gather-Scatter*-Zugriff.
Fiir das eigentliche Programm resultierte daraus je nach Gittergrofle ein Laufzeitge-
winn von zehn bis fiinfzehn Prozent.

5.6.2 Anpassung an die CM-2

Hardware

Ohne zu sehr ins Detail gehen zu wollen, sollen nun einige Informationen zum
Parallelrechner CM-2 gegeben werden, die fiir das Verstdndis des Folgenden un-
bedingt erforderlich sind. Genauere und ausfiihrliche Darstellungen finden sich u.a.
in [60, 61, 62].

Bei der CM-2 handelt es sich um einen Daten-parallel-Rechner, nicht also um einen
Rechner, der Prozeduren parallelisiert. Die CM-2 spaltet das Programm demnach
nicht in viele Teilaufgaben auf, die dann parallel ausgefiithrt werden, sondern verar-
beitet, wie der Name sagt, viele Daten synchron und in gleicher Weise. So kann in
giinstigen Féllen z.B. die Addition zweier Matrizen auf der CM-2 mit einer skalaren
Operation auf einfachen Computern verglichen werden.

Zudem ist die CM-2 ein ,Single Instruction Multiple Data“-Computer, d.h. alle
Prozessoren arbeiten im Gleichschritt.

Eine volle CM-2 (in Bonn stand uns eine Achtel, im Los Alamos National Laborato-
ry (LANL) eine Viertel CM-2 zur Verfiigung) besteht aus 64K ein-bit-Prozessoren.
Sie befinden sich, zusammengefafit in Gruppen zu 32, in den 2K SPRINT-Knoten,
den eigentlichen Arbeitseinheiten des Computers. Ein solcher Knoten enthélt zudem
einen 1MB Speicher und eine FPU (floating-point unit). In Bonn war dies ein 32-
bit-Prozessor, in LANL ein 64-bit-Prozessor.

Zwei verschiedene Arbeitskonzepte sind auf der CM-2 verwirklicht. Sie basieren auf
unterschiedlichen Speichermodi in den SPRINTs. Deren Speicher sind 32 bit breit,
d.h. ein Speicherzugriff geschieht auf ein Wort von 32 bit Lange. Die zu verarbeiten-
den FlieBkommazahlen lassen sich dann prinzipiell auf zwei Arten anordnen:

1. Fine Option besteht im ,fieldwise“-Modus, d.h. ein Wort enthilt von jedem
der 32 Prozessoren jeweils ein bit. Dies hat den Vorteil, dafl bei der bitse-
riellen Dateniibertragung zwischen den Knoten ein Wort als Ganzes auf die
dafiir vorgesehene Pipline geschoben werden kann. Allerdings hat man dabei
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einen schwerwiegenden Nachteil in Kauf zu nehmen, insoweit als bei dieser
Anordnung 32 Worte aus dem Speicher gelesen werden miissen, um eine 32-
bit-FlieBkommazahl in die FPU zu iibertragen. Man liest also unter Umstdnden
31 Zahlen, die man garnicht bené&tigt.

2. Die Alternative dazu ist der ,slicewise“-Zugriff. Dieser Modus vermeidet das
iiberfliissige Lesen, da in der dann gegebenen Anordnung ein 32-bit-Wort eine
vollstindige FlieBkommazahl enthdlt. Dadurch wird ein grofler Teil an Da-
teniibertragungen eingespart. Besagter Arbeitsmodus ist nur auf den 64-bit-
FPUs verwirklicht.

Ein weiterer, in unserem Fall gravierender Nachteil des ,fieldwise“-Modus ist dessen
geringe Flexibilitdt im Hinblick auf verschiedene Gittergréfien. Er erlaubt nur Felder,
deren Ausdehnung fiir jede Dimension eine Potenz von Zwei ist. Von dieser Form
abweichende Felder werden dahingehend erweitert. So wird z.B. ein 10-24 -Feld auf
ein 162-32 -Feld vergrofiert. Die leeren Feldelemente werden dann iiberfliissigerweise
mitverarbeitet, und die CM-2 wird in einem solchen Fall folglich maximal zu 18%
ausgenutzt. Der slicewise“-Modus stellt keine so restriktiven Bedingungen, sondern
1aBt Felder zu, deren Gesamtgréfie ein Vielfaches von viermal der Anzahl der Knoten
ist. Fiir die 256 Knoten der CM-2 in Bonn bedeutet dies bei einem 10 - 24 -Feld
eine Erweiterung auf 10 - 122 - 32, also einen Nutzungsgrad von 52%.

Ein zweiter wichtiger Punkt neben der Anordnung der Daten im Speicher ist die
Abbildung des Gitters auf die Prozessorstruktur. Giinstig ist es natiirlich, wenn auf
dem Gitter benachbarte Punkte auch auf benachbarten Prozessoren plaziert sind.
Da aufgrund der Wechselwirkung in dem von uns untersuchten physikalischen Mo-
dell nur eine Kommunikation zwischen nachsten Nachbarn stattfindet, wiirde sich der
Datenaustausch dann auf benachbarte Prozessoren beschrinken. Ubersteigt die Zahl
der Gitterplidtze die der physikalischen Prozessoren, werden mehrere Plitze auf einen
Prozessor abgebildet; alternativ kann man sich vorstellen, daf} eine den Gitterplatzen
entsprechende Anzahl von virtuellen Prozessoren erzeugt wird. Da der Datenaus-
tausch innerhalb eines physikalischen Prozessors (memory-to-memory) viel schnel-
ler ablduft als zwischen denselben, ist eine solche Abbildung dann giinstig, wenn
auf einem physikalischen Prozessor ein Gitterbereich Platz findet, der ein grofles
Verhéltnis von Volumen (memory-to-memory) zu Oberfliche (Austausch zwischen
den physikalischen Prozessoren) aufweist, also ein Hypercube. Dies war z.B. fiir das
von uns in LANL verwendete 8 - 16-Gitter der Fall. Von den dortigen 512 Prozes-
soren erhilt jeder einen 2*-Hypercube. In Bonn hitte man bei gleichem Gitter eine
wesentlich ungiinstigere Situation vorliegen.

Software

Der vorherige Abschnitt zeigt, daf} die Vorgehensweise bei Durchnumerierung des
Gitters, die sich auf der CRAY Y-MP wegen der dann ldngeren, innersten Schleife
empfiehlt, auf der CM-2 nicht giinstig ist, da sie der Rechnerarchitektur wider-
spricht. Die erste Aufgabe bestand also darin, den im ersten Fall verwendeten einen
Gitterindex in vier Indices, einen fiir jede Dimension, aufzuspalten. Da die mei-
sten im urspriinglichen Programm verwendeten Felder neben dem Gitterindex noch
durch vier weitere Indices gekennzeichnet sind, wiren sie dann achtdimensional.
Dies erlaubt weder FORTRANT77 noch das an FORTRAN90 angelehnte und teilwei-
se dariiberhinaus gehende CM-FORTRAN, die alle nur maximal siebendimensionale
Felder verarbeiten kénnen. Die Trennung der Raumzeitindices, war also durch Zu-
sammenfassung anderer Indices vorzubereiten. Nach vollzogener Separation mufiten
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die Felder in der oben angesprochenen Weise auf der CM-2 positioniert werden.
Dafiir standen mehrere Compilerdirektiven zur Verfiigung.

Die Losung dieser Probleme erlaubte die Nutzung des ersten michtigen Befehls im
CM-FORTRAN. CSHIFT ist in der Lage, Felder auf der CM-2 in die gewiinschte
Richtung um die gewiinschte Strecke zu verschieben. Dies erwies sich insbesondere
wegen der Nichste-Nachbar Wechselwirkung als giinstig. Um ein Feld A mit einem
Feld B so zu verkniipfen, daf} die Feldelemente von A jeweils mit denen von B, die
z.B. um eine Gittereinheit in x-Richtung verschoben sind, wechselwirken, verschiebt
man das Feld A um 41 oder B um —1 in Richtung x, so dafi die zusammengehorigen
Elemente aufeinanderliegen. Erst dann erfordert z.B. die Addition beider Felder
keine Kommunikation mehr unter den Prozessoren und ist tatsichlich ein einziger
Rechenschritt, vergleichbar mit der Addition zweier Skalare. CSHIFT verhindert also
genau das, was sich auf der CRAY als ungiinstig erwies: die indirekte Adressierung
und den damit verbundenen ,,Gather-Scatter”-Zugriff.

Ein weiterer Unterschied zum CRAY-Programmierstil besteht darin, dal man auf
der CM-2 die kiirzeren Schleifen, wenn sie zusammen mit Schleifen iiber die Raum-
zeit auftreten, als innere Schleifen schreibt. Da die Indices der kurzen Schleifen auf
Elemente verweisen, die auf ein und demselben Prozessor plaziert sind, ergibt sich
dadurch ein Finsparung hinsichtlich der Kommunikation zwischen den Prozessoren.

Derartige Umstrukturierungen wurden zunédchst nur an dem Programmteil vorge-
nommen, der die Matrixmultiplikation beinhaltet, da er der zeitaufwendigste ist. Als
Ergebnis der Bemiihungen kann man festhalten, dafl besagter Programmteil auf der
CM-2 in Bonn, bedingt durch die Leistungsfihigkeit der einzelnen Prozessoren, um
einen knappen Faktor Drei langsamer 1duft als auf der CRAY Y-MP in Jiilich.

In LANL erbrachte allein die Verwendung des dortigen ,slicewise“-Compilers ge-
geniiber dem ,fieldwise“-Modell fiir diese Version eine Beschleunigung um den Fak-
tor 1.8. Ein ausfiihrliches ,, Timing“ zeigte das grofie Gewicht der Kommunikati-
on im vorliegenden Programm, sie benotigte etwa 70% der gesamten Laufzeit. Ein
von R.G. Brickner zur Verfiigung gestellter Befehl, der zu der Zeit noch nicht im
CM-FORTRAN enthalten war, konnte dort Abhilfe schaffen. PSHIFT ermdéglichte
gleichzeitiges CSHIFT in alle gewiinschten Richtungen um beliebige Strecken. Die
zu diesem Zweck einzufithrenden Hilfsfelder verursachen allerdings einen erheblichen
Speichermehraufwand. Die Wirksamkeit des Befehls hdngt sehr stark davon ab, wie
das Gitter auf die Prozessoren abgebildet wird. Fine hyperkubische Abbildung be-
deutet eine gleiche Belastung fiir alle Richtungen. Bei einer stark asymmetrischen
Verteilung bestimmt die bzgl. PSHIFT langsamste Richtung die Zeitdauer des ge-
samten Befehls. Auf dem giinstigen 83 - 16-Gitter fiihrt dies zu einer erneuten Be-
schleunigung der Kommunikation um das 2.7-fache. Eine Abschitzung ergab, dafl
damit die Grenze des unter solchen Bedingungen Machbaren erreicht war [63].

Nicht unerwihnt bleiben soll eine fiir die Zukunft interessante, weitere Verbesse-
rungsmoglichkeit. Sie besteht in der Verwendung des sogenannten ,,stencil“-Compi-
lers, der zum damaligen Zeitpunkt allerdings nur fiir zweidimensionale Gitter zur
Verfiigung stand. Durch Verwendung einer Schablone fiir Standardkommunikations-
strukturen, wie z.B. der Nichste-Nachbar-Wechselwirkung, ist dieser Compiler in
der Lage, auch die memory-to-memory Umspeicherungen innerhalb eines Prozessors
zu vermeiden. Positiv kann sich so etwas aber erst auswirken, wenn gréfiere Unter-
gitter auf einem physikalischen Prozessor liegen. Fiir das 2*-Untergitter war daher
keine Verbesserung zu erwarten [63].

Auch der arithmetische Anteil des Programms konnte noch wesentlich beschleunigt
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werden. Dazu waren viele Anderungen auf CM-FORTRAN-Ebene erforderlich. Al-
lerdings werden dort immer wieder Optimierungen nétig sein. So war es bei der
damaligen Compilerversion von Vorteil, Schleifen iiber serielle Dimensionen zu ,,un-
rollen“, was sich beim nichsten Compiler release schon wieder dndern kann. Die
vermutlich weitestgehend optimierte Version war schliefilich um einen Faktor Zwei
schneller als die CRAY-Version. Sie wies immer noch einen Kommunikationsanteil
von 63% auf. Angesichts dieser Tatsache schien es wenig sinnvoll, die Arithmetik
durch Verwendung der CM-2 Maschinensprache CMIS weiter zu beschleunigen, zu-
mal dies mit erheblichem Aufwand verbunden gewesen wire.

Die immer wieder erwdhnte Dominanz der Kommunikation in unserem Programm ist
auch der Grund fiir die deutlich gréfiere Beschleunigung von QCD-Programmen bei
Verwendung der CM-2 [58, 61]. Dort nimmt die Kommunikation im Verhéltnis zur
Arithmetik, bedingt durch die Verarbeitung der SU(3) Eichfelder, einen wesentlich
kleineren Raum ein. Zudem lassen sich aus diesem Grunde auch gréflere Gitter
(16* und mehr) behandeln. Das bedeutet gréBere Untergitter, also mehr memory-to-
memory Kommunikation, und in zwei Dimensionen einen deutlichen Vorteil durch
den ,stencil“-Compiler.
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6 Kopplungsgrenzen im SU(2),©SU(2),-symmetrischen
Higgs-Yukawa-Modell

Einige der im Abschnitt 4.5.3 fiir das U(1), @ U(1),-Modell mit Ny = 1 Fermio-
nen bereits angedeuteten Fragestellungen wurden im Rahmen des Higgs-Yukawa-
Projektes am SU(2), ® SU(2),-symmetrischen Modell mit Ny = 2 ausfiihrlicher
untersucht. Das betrifft insbesondere die Kopplungsschranken, also die extremalen
Werte der renormierten Higgskopplung gr in Abhédngigkeit von der renormierten
Yukawakopplung G'r, sowie die maximal erreichbaren Yukawakopplungen G gy fiir
den Fall der im Golterman-Petcher-Mechanismus entkoppelnden Spiegelfermionen
[32, 34].

Zu diesem Zweck durchgefiihrte numerische Untersuchungen stiitzten sich hinsicht-
lich der verwendeten Matrixinversionsalgorithmen wesentlich auf die in Kapitel 5
dargestellten Resultate.

Die Simulation einer geraden Anzahl von Fermiondubletts, in der Minimalversion
also von Ny = 2, d.h. einem Fermion- und einem dazu entarteten Spiegelfermiondu-
blett, wird, wie bereits mehrfach erwdhnt, durch die Verwendung des Hybrid-Monte
Carlo-Algorithmus erzwungen. Zwar entfernt man sich damit zunichst von den phy-
sikalisch relevanten Modellen, die Spiegelfermionen in dieser Form nicht enthalten,
aber wegen des Fehlens von Eichfeldern im vorliegenden Modell 148t sich mit Hilfe der
Ladungskonjugation eine Transformation des ,,technischen® Spiegelfermiondubletts
in ein gew6hnliches Fermiondublett durchfithren, was einem mdéglichen Kontinuums-
limes von zwei entarteten SU(2)-Dubletts entspricht. Ein solches Modell sollte sich,
wie auch die Resultate der ,mean-field“-Rechnungen zeigen, qualitativ nicht von
demselben Modell mit N; = 4, welches dem Auftreten einer vierten, schweren Fer-
miongeneration Rechnung tragt, unterscheiden.

Die Wirkung des Modells S = Sg+.5F wurde fiir ein SU(2)-Dublett bereits wahrend
der ,mean-field“-Rechnungen definiert. Der SU(2)p @ SU(2);-symmetrische, rein
skalare Anteil lautete:

Sg o= > {%Tr(w;fw) +A ETI’(@I@) - 1] o > Tr(so;fﬂ@o)}

z n=1

mit einem 2 @ 2 Skalarfeld ¢, € SU(2). Der fermionische Anteil, in Kapitel 2 in der
A-B-Formulierung angegeben, stellt sich in chiraler Form wie folgt dar:

Sp = Z{wa [(Xxdh:) + (&xXx)]

+4

—K > [(Retavute) + (Popatuxe) + 7 (Rorathe) = (Rete) + (Foraxe) = (Poxe))]
u==£1

+Gy [(VrePT ¥re) + (Propetre)] + Gy [(RReexie) + (Xowd Xra)] } - (233)

Wie bisher sind x bzw. K der skalare bzw. fermionische Hoppingparameter, A die
Higgsselbstkopplung und py, die Fermion-Spiegelfermion-Mischmasse, die in der
vorliegenden Normierung den Wert 1 — 87K annimmt. Der Wert des Wilsonpara-
meters r betrug in allen Rechnungen Eins, da nur in diesem Fall die Osterwalder-
Schrader-Positivitiat bewiesen werden konnte. Die Indices L, R bezeichnen die chi-
ralen Komponenten der Fermionfelder.
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Die im Rahmen dieses Modells erzielten numerischen FErgebnisse fiir die Trivia-
litdtsschranke [32] entsprechen einschlieflich ihrer Deutung den in Abschnitt 4.5.3
fiir das U(1)-Modell aufgezeigten Tendenzen und bediirfen daher keiner detaillier-
ten Erlduterung. Mit einer aufgrund der Verwendung des Hybrid-Monte Carlo-
Verfahrens im Vergleich zu den Untersuchungen des U(1)-Modells deutlich gréfieren
Statistik gewinnen die in 4.5.3 nur als Trend formulierbaren Resultate hier allerdings
an Aussagekraft.

Letzlich ergab sich eine akzeptable Ubereinstimmung der numerisch bestimmten Tri-
vialitdtsgrenze mit der analytisch auf Basis der Einschleifen-3-Funktion gewonnenen.
Die Ursache fiir die dabei noch auftretenden Diskrepanzen bei gréfleren Yukawa-
kopplungen liegt vermutlich in ,finite-size“-Effekten. Fine aufgrund der verfiighbaren
Rechenzeit mogliche Betrachtung verschiedener Gy-Werte zeigte, daf diese Effekte
mit wachsender Yukawakopplung zunehmen. Die wichtigsten MefBergebnisse finden
sich in der weiter unten folgenden Tabelle.

Auch fiir das Studium der Vakuumstabilitdtsgrenze waren die im Golterman-Petcher-
Entkopplungsfall verbliebenen, freien Parameter , (G, zunéchst wieder so einzustel-
len, daf} sich das System innerhalb der physikalisch relevanten FM-Phase dem PM-
FM-Phaseniibergang ndhert.

Wesentlich fiir die Interpretation dieses Vorganges als Kontinuumslimes bei unend-
lich ausgedehntem Gitter, also fiir die Divergenz der Korrelationslange, ist das Vor-
liegen eines Phaseniibergangs zweiter Ordnung. Dieser unterscheidet sich vom Pha-
seniibergang erster Ordnung durch die stetige Entwicklung des Ordnungsparameters,
in diesem Fall also der Magnetisierung. Wihrend die Messungen bei divergenter
Higgskopplung A auf eine solche stetige Entwicklung hindeuten, war fiir endliche
A-Werte im U(1)-Modell bei K =0, GGy > 0 ein Phaseniibergang erster Ordnung
gefunden worden [26] und daher auch im qualitativ gleichen SU(2)-Modell zu erwar-
ten.

Im hier vorliegenden Fall verschwindenden Produktes GG sind die numerischen
Resultate jedoch mit einem Phaseniibergang zweiter Ordnung konsistent, ein Bild,
welches durch eine 1/N;-Entwicklung des effektiven Potentials in fithrender Ordnung
bestatigt wurde, da letzteres wegen fehlender quartischer Terme keine Doppelwall-
struktur besitzt [34].

Nach dieser Feststellung konnte mit der Finstellung der Parameter x und &'y, begon-
nen werden. Sie ist sehr sorgféltig vorzunehmen, denn einerseits sollte das System
wenn moglich so nahe an den PM-FM-Phaseniibergang gebracht werden, daf} es
sich im Skalengebiet befindet, um fiir den Kontinuumslimes relevante Informatio-
nen liefern zu konnen; andererseits mufl es auf endlichem Gitter weit genug vom
Phaseniibergang entfernt sein, um zu grofie ,finite-size“-Effekte zu vermeiden, die
in der gebrochenen Phase wegen der Existenz masseloser Goldstone-Bosonen noch
verstdrkt werden.

Ziel war bei den verwendeten Gittergréfen von 6% - 12 und 82 - 16 eine Higgsmasse
mpe von 0.6 bis 0.8 bei gleichzeitig nicht zu kleiner Fermionmasse. Dazu wurde so-
wohl # bei festem Gy als auch Gy bei festem x variiert.

Um auch grofile Yukawakopplungen zu untersuchen, geschah letzteres in x = 0 :
Will man den Bereich bewiesener Osterwalder-Schrader-Positivitat [29] nicht ver-
lassen, d.h. soll k£ nicht negativ werden, ist kK = 0 der Wert, der die gréfite Yuka-
wakopplung zuldfit, wie auch ein Blick auf die Abbildungen 7 bzw. 9 zeigt, die ein
typisches Phasendiagramm wiedergeben. Die Resultate dieser Untersuchungen sowie
des Studiums der oberen Grenze zeigt die folgende Tabelle:
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Tabelle 24: Kopplungsschranken fiir gr in Abhéangigkeit von Gry

Gy K (o) VR MRo Ry IR G Ry
a | 0.25 ] 0.095 | 0.251(7) | 0.196(11) | 0.79(7) | 0.271(8) 42(11) 1.38(4)
b | 0.25 | 0.099 | 0.393(7) 0.241(10) | 0.59(9) | 0.407(9) 18(3) | 1.69(4)
¢ | 0.25 | 0.101 | 0.525(6) 0.304(9) | 0.57(3) | 0.59(3) 10(2) | 1.68(10)
d | 0.3 | 0.090 | 0.438(6) 0.27(1) 0.75(7) | 0.55(6) 23(3) | 2.04(10)
e | 0.3 |0.005|0.754(4) | 0.417(11) | 0.76(7) |0.91(6) | 10(1) | 2.19(11)
£ 0.3 |0.100]1.260(5) | 0.67(2) | 0.84(6) | 1.503(12) | 4.8(8) | 2.24(7)
g | 06200 |0424(3) |020(2) |1.23(9) | 1.23(3) | 53(11) | 4.2(1.2)
h | 0.63 ] 0.0 0.469(3) 0.351(11) | 1.65(13) | 1.25(16) | 63(16) | 3.5(4)
i | 065[00 |05233) |0342) | 1.39(14) | 1.6(3) 53(18) | 4.6(4)
A |03 |0.30 | 0.439(1) 0.400(13) | 1.17(7) | 0.55(2) 26(7) | 1.36(6)
BB | 0.3 |0.27 |0.270(2) |0.25(1) | 0.77(3) | 0.342(2) | 31(4) | 1.35(6)
C | 06 |0.18 | 0.3524(18) | 0.36(2) 1.36(10) | 0.86(8) 36(6) | 2.4(3)
DD | 0.6 | 0.18 | 0.3389(13) | 0.339(16) | 1.31(7) | 0.86(11) 38(4) | 2.5(3)

Dort finden sich die wichtigsten renormierten Grofien und die nackte Magnetisierung
< 0 >=< |¢| > fiir verschiedene nackte Kopplungen Gy und x-Werte. Die durch
Kleinbuchstaben gekennzeichneten Punkte zeigen MeBergebnisse fiir A = 10~¢ auf
dem 62 - 12-Gitter. (Der Wert von A wurde etwas gréfier als Null gewihlt, um die
Konvergenz des Pfadintegrals sicherzustellen.) Grofibuchstaben bezeichnen die Da-
ten fiir die Trivialititsschranke, d.h. fiir A = oo, auf einem 6% - 12-Gitter (einfache
GroBbuchstaben) bzw. einem 82 - 16-Gitter (doppelte Grobuchstaben). Den Ergeb-
nissen in den Punkten a,i,A,C liegen 5000, den iibrigen Punkten ungefihr 10000
Messungen zugrunde.

Zu diesen Resultaten sei folgendes angemerkt:

1. Die Forderung nach nicht zu kleinen Fermionmassen pp zur Vermeidung grofler
Hfinite-size“-FEffekte verhindert das Studium sehr kleiner Yukawakopplungen
Gy < 1.

2. Bei der Analyse der Daten machen sich ,finite-size“-Fffekte u.a. dadurch be-

merkbar, daf§ die skalare Masse mp, auf dem FM-PM-Phaseniibergang po-
sitive Werte annimmt und nicht, wie es auf unendlichem Gitter der Fall ist,
verschwindet. Das geht so weit, daf} der angestrebte Wertebereich 0.6 < mp, <
0.8 zum Teil nicht erreicht werden konnte. Letzteres gilt, Ahnlich wie fiir A = oo,
fiir alle untersuchten Punkte bei k = 0. Der kleinste Wert der skalaren Masse
lag dort iiber Eins.
Da in den minimalen Werten der skalaren Masse ein sehr grofler . finite-size®-
Effekt zu vermuten ist, sollten fiir eine Interpretation der Daten, wie bereits
in Abschnitt 4.5.3 erwdhnt, immer nur Punkte betrachtet werden, die in der
FM-Phase oberhalb dieses Minimums liegen.

3. Aber nicht nur in von Null verschiedenen Minima der skalaren Masse, sondern
auch in ihrem Verhalten bei Anndherung an den Phasentibergang sind die
Effekte endlichen Gittervolumens erkennbar. Sie fithren in den Punkten c¢,b,a
zu einem Anstieg der skalaren Masse, wihrend auf unendlichem Gitter ein
Riickgang zu erwarten ist. Ursache dafiir ist ein Anwachsen der Volumeneffekte
nahe des Phaseniibergangs. Punkte, die in der FM-Phase zwischen dem Punkt
kleinster skalarer Masse und dem Phaseniibergang liegen, sind daher ebenfalls
zu verwerfen.

4. Unter Beriicksichtigung dieser Vorschriften kristallisieren sich schliefilich die
Punkte c,d,h fiir den Bereich kleiner Higgskopplung A als optimal heraus. (Der
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Punkt g wird wegen des grofien Fehlers in G'ry nicht weiter einbezogen.) Zu-
sammen mit den Simulationsergebnissen fiir die Trivialitdtsschranke und den
analytischen Grenzen aus der Einschleifen-3-Funktion der Stérungsrechnung
finden diese Daten Eingang in die nachstehende Abbildung.

T T T T ‘ T T T T ‘ T T T

60 — —

Abbildung 39: Daten fiir die obere und untere Grenze von gg als Funktion von G%,, zusam-
men mit den Einschleifen-Abschdtzungen der Stérungsrechnung bei einem Skalenverhéltnis
von A/mp, = 3 (durchgezogene Kurve) und A/mp, = 4 (gepunktete Kurve). Offene Sym-
bole bezeichnen Datenpunkte der unteren Grenze (Punkte c,d,h aus Tabelle 24), ausgefiillte
Symbole reprisentieren die Daten der oberen Schranke. Dreiecke stehen fiir Resultate auf
63 - 12-Gittern, Quadrate fiir solche auf 8 - 16-Gittern.

Die Ubereinstimmung zwischen den Resultaten der numerischen Simulation und den
Ergebnissen der Einschleifen-Stérungsrechnung ist bemerkenswert gut und kann die
in Abschnitt 4.5.3 gefundene Tendenz bestétigen, dafl die Finschleifen-Stérungsrech-
nung auch in Gegenwart schwerer Fermionen (der Punkt h liegt oberhalb und die
Punkte d,C,DD knapp unterhalb der Unitaritdtsschranke von Gry < V2T ~ 2.5)
ihre Giiltigkeit behilt. Insbesondere zeigen die Punkte d und h, in denen die nackte
Higgskopplung A verschwindet, daf} die Yukawakopplung alleine in der Lage ist, eine
grofle renormierte Higgskopplung zu erzeugen.

Die Resultate fiir G g, sind innerhalb der Fehlergrenzen mit dem theoretischen Wert
G ry = 0 konsistent und werden in Tabelle 24 nicht gesondert aufgefiihrt. Sie stellen
im Vergleich zu [31] eine Verbesserung der numerischen Simulation dar, welche auf
der Beriicksichtigung von Termen héherer Ordnung im inversen Fermionpropagator
beruht:

In die Definition der renormierten Yukawakopplung mit Hilfe der zugehérigen, trun-
kierten, Einteilchen-irreduziblen 3-Punkt-Greenfunktion findet iiber das Abschnei-
den der dufleren Beine auch der inverse Fermionpropagator Eingang. Im Gegen-
satz zum Kontinuum ist auf dem Gitter daher eine Definition im fermionischen
Impuls Null nicht méglich. Verwendet man stattdessen den kleinstmdoglichen Impuls
k =(0,0,0,7/T), so lautet der inverse Fermionpropagator im Impulsraum bis zur
ersten Ordnung:
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Lr(k) ~ iv4ky + MR, k4 = sin ky = sin <%> ) Mp = ( HOR “(f ) (234)

mit der renormierten fermionischen Masse pp. Die Vernachlissigung des Terms iy4k4
in [31] ist dort Ursache fiir grofie ,,finite-size“-Effekte. Erst auf grofleren Gittern oder
unter Hinzunahme dieses Terms werden die Effekte fiir die Yukawakopplungen so
klein, dafl die Werte von G'r, mit Null vertréglich sind.

Neben der in A = oo bestimmten, oberen Grenze fiir die renormierte Higgskopplung,
d.h. fiir die Higgsmasse, ist auch die Obergrenze der renormierten Yukawakopplung
G Ry, also die maximale Masse der Fermionen, von Interesse. Das Vorgehen beim
Studium dieses Aspektes stiitzt sich auf Beobachtungen in der reinen ¢*-Theorie
[10]. Diese lassen erkennen, dafl dort die renormierte Kopplung in der Skalenregion zu
beiden Seiten des PM-FM-Phaseniibergangs einen maximalen Wert von gp < % - gU
annimmt, wenn grr die Unitaritdtsschranke bezeichnet. Auch in ihrem Verhalten bei
Anniherung an den Phaseniibergang konnte im wesentlichen Ubereinstimmung zu
beiden Seiten des Ubergangs festgestellt werden. Geht man fiir die Yukawakopplung
in dem hier betrachteten Higgs-Yukawa-Modell von einem dhnlichen Verhalten aus,
lassen sich Anhaltspunkte iiber deren Obergrenze in der physikalisch relevanten FM-
Phase bereits durch Untersuchungen in der PM-Phase gewinnen.

Der Wunsch, in der PM-Phase zu arbeiten, entspringt der dort wesentlich einfacheren
Einstellung der renormierten Yukawakopplung G ry:

Wihrend letztere in der gebrochenen Phase aufgrund der Beziehungen

3m?
gr = —4= | Gry = Hhy, (235)

2
VR VR

durch die Forderung nach hinreichend kleinen, fermionischen und skalaren Massen
bereits nahezu festgelegt ist, ist sie in der symmetrischen Phase allein von ihrem
nackten Wert G, abhéngig.

(Die soeben angegebene Definition der Yukawakopplung ist eine andere als die wei-
ter oben erwidhnte Definition mit Hilfe der trunkierten, Einteilchen-irreduziblen 3-
Punkt-Greenfunktion. Die auf beiden Wegen in den Simulationen gewonnenen Werte
unterscheiden sich allerdings innerhalb der Fehlergrenzen nicht. Die Werte in Tabelle
24 beziehen sich auf die Definition in (235), die folgenden Daten auf diejenige iiber
die 3-Punkt-Greenfunktion. Zur Unterscheidung wird fiir die mittels der 3-Punkt-

Greenfunktion definierte Yukawakopplung die Bezeichnung GS’JJ eingefiihrt.)

Wie bereits oben angedeutet, sollte sich der maximale Wert fiir GS’JJ im Gebiet
bewiesener Osterwalder-Schrader-Positivitdat durch Einstellung von Gy, entlang der
Achse kv = 0 ergeben. Diese Einstellung wurde zur Vermeidung grofler , finite-size“-
Effekte so vorgenommen, daff die physikalische skalare Masse m, auf dem 6% - 12-
Gitter bei ungefdhr 0.7 lag. Derselbe Punkt wurde auch bei anderen Gittergréfien
betrachtet, um das Volumenverhalten der interessierenden Gréflen abschitzen zu
kénnen. Die Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit:

Tabelle 25: Maximale renormierte Yukawakopplung in der PM-Phase
(Werte der nackten Grofen: A = 0o, Gy, =0, Gy = 1.09, kK = 0 and K = 2/19)

Size mp ZR LR Ggl
6212 | 0.60(17) | 1.11(38) | 0.664(5) | 5.84(16)
83 .12 | 0.56(11) | 1.36(57) | 0.654(9) | 6.04(37)
8316 | 0.51(11) | 1.44(73) | 0.63(1) | 5.87(54)




Grundlage fiir die Daten auf dem 62-12-Gitter sind 20000 Messungen, auf den grofen
Gittern jeweils 6000 Messungen.
Den Resultaten 148t sich zweierlei entnehmen:

1. GS’JJ indert seinen Wert beim Ubergang zu gréfieren Gittern kaum; die Abwei-
chungen bewegen sich innerhalb der Fehlergrenzen. Im Limes eines unendlichen
Volumens sind demzufolge &hnliche Werte zu erwarten.

2. Der schliefllich erreichte Wert fiir GS’JJ liegt deutlich iiber der Unitarit&ts-

schranke von v/27. Der Unterschied zum maximalen Wert in der gebrochenen
Phase (Punkt h in Tabelle 24) ist dabei nicht sehr grof, 1afit sich aber auch
nicht vernachlissigen. Fin Grund fiir diese Diskrepanz mag sein, dafi, wie der
Wert der skalaren Masse im Punkt h andeutet, die dort verwendete Gittergrofie
nicht ausreicht, um in die Skalenregion vorzustofien.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl die Einschleifen-Stérungsrechnung in der
Lage ist, die numerisch gefundenen Schranken der Higgskopplung zu beschreiben.
Die nichtperturbativen Studien stiitzen demnach das storungstheoretische Scenario,
die Trivialitat des Higgs- Yukawa-Modells im Kontinuumslimes. Die Yukawakopplung
erreicht allerdings Werte, die deutlich {iber der Unitaritdtsschranke liegen und sich
damit einer stérungstheoretischen Behandlung entziehen. Dazu ist anzumerken, daf}
ihr Wert in der physikalisch relevanten FM-Phase auf vermutlich noch zu kleinen
Gittern bestimmt wurde, also weitere Untersuchungen erforderlich sind. Der CPU-
Bedarf fiir die bisherigen Studien betrug nach groben Schidtzungen ungefihr 4000
Stunden auf der CRAY Y-MP.

142



7 Zusammenfassung

Das Hauptinteresse der vorangegangenen Untersuchungen galt der Ermittlung und
Erprobung geeigneter, iiber die im Higgs- Yukawa-Modell bisher verwendeten Metho-
den hinausgehender Verfahren zum Studium physikalisch relevanter Fragestellungen.
Die Nennung der wesentlichen Frgebnisse und einiger, sich daraus ergebender Emp-
fehlungen fiir zukiinftige Untersuchungen gitterregularisierter, fermionischer Theo-
rien mogen diese Arbeit abschlieflen:

Im Bereich der analytischen Untersuchungen wurde die ,,mean-field“- Approximation
(MFA) betrachtet:

Es zeigte sich, daf§ sie fiir das U(1); @ U(1)z-symmetrische Higgs-Yukawa-Modell
in ihrem Giiltigkeitsbereich trotz zum Teil grober Ndherungen bei der analytischen
Inversion der Hoppingmatrix brauchbare Resultate liefert, die in Teilen des Parame-
terraumes auch quantitativ korrekt sind. So kénnen ihre Vorhersagen hinsichtlich der
Lage von Phaseniibergidngen in Bereichen grofier und kleiner, fermionischer Hopping-
parameter K eine wertvolle Unterstiitzung bei der Erkundung des Phasenraumes
durch numerische Simulationen sein und unter Umstdnden zu einer erheblichen Ein-
sparung von Rechenzeit fiihren.

In Bereichen mittlerer K-Werte [48t die quantitative Genauigkeit der Vorhersagen
zwar deutlich nach, aber auch dort werden viele numerisch festgestellte Sachverhal-
te in ihren Tendenzen korrekt reproduziert. Dies betrifft insbesondere die Existenz,
Lage und Breite der ferrimagnetischen Phase bei Variation der Yukawakopplungen
Gy, Gy sowie des Hoppingparameters K.

Auch fiir das Higgs-Yukawa-Modell mit SU(2)-Symmetrie sind die MF-Daten mit
den vorhandenen Resultaten im obigen Sinne vertriglich; allerdings standen keine
sehr ausfiihrlichen numerischen Iirgebnisse fiir einen Vergleich zur Verfiigung.
Samtliche Rechnungen werden aufwendiger, wenn man den Isinglimes verldfit und
endliche Werte fiir die Higgskopplung A wihlt. In diesem Fall ist zur Bestimmung der
Phasengrenzen neben der Entwicklung nach K noch eine zusidtzliche Entwicklung
im Produkt der Yukawakopplungen G',G erforderlich. Fin Vergleich der dann vor-
liegenden Doppelreihe mit Resultaten aus einer Entwicklung vierzehnter Ordnung
nach dem skalaren Hoppingparameter  fiir den Grenzfall K = 0 zeigte erneut die
qualitative Giiltigkeit der MF-Daten in bestimmten Parameterbereichen.

Die Untersuchungen fiir beliebige A ergaben, gemessen an der Variation von A,
jedoch kaum Anderungen im Verhalten des gesamten Modells. So erhilt man im
U(1)-Modell bis zur betrachteten, sechsten Ordnung der MFA lediglich eine geringe
Parallelverschiebung der Phasengrenzen.

Diese Modifikationen sind im SU(2)-Modell etwas grofier, obwohl sie fir A > 1 im-
mer noch unter zehn Prozent liegen. Dazu kommt bereits in niedriger Ordnung der
MFA noch eine, wenn auch sehr geringe Verformung der Phasengrenzen fiir A < oc.
Das Gesamtbild der FErgebnisse scheint aber dennoch auch hier mit der vermuteten
Universalitdt des Higgs-Yukawa-Modells bzgl. der Variation von A im Einklang zu
stehen.

Schliellich wurde die MFA zur Untersuchung des Fermionpropagators und -kon-
densats herangezogen. Dort ist, im Gegensatz zur Situation bei Bestimmung der
Phasengrenzen, teilweise eine vollstdndige Summation aller fiir die MFA relevanten
Beitrége, d.h. aller Terme fiihrender Ordnung in der Dimension d, moglich. Auch
in diesem Fall gilt das oben Gesagte: die MFA liefert in ihrem Giiltigkeitsbereich
qualitativ, in einigen Féllen sogar quantitativ verwertbare Vorhersagen.

Die Konsequenz dieser Untersuchungen drangt sich auf. In Zukunft sollten die Be-
trachtungen dhnlicher Modelle wenn méglich mit MF-Methoden begonnen oder we-
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nigstens von Beginn an durch begleitende MF-Studien unterstiitzt werden.

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit bestand darin, die Verwendbarkeit einer nu-
merischen Methode zu priifen, die es im Gegensatz zum Hybrid-Monte Carlo-Al-
gorithmus (HMCA) erlaubt, eine ungerade Zahl von Fermionen auf dem Gitter zu
simulieren; es handelt sich um das Hybrid-Classical-Langevin- Verfahren (HCLA).

Zunichst war festzustellen, wie sich das dabei auftretende Integralmaf}, d.h. insbe-
sondere die Fermiondeterminante det ¢}, im Verlauf einer MC-Simulation entwickelt.
Speicherplatzprobleme, die in diesem Zusammenhang auftraten, konnten durch eine
vorbereitende analytische Zerlegung der Fermionmatrix umgangen werden. Die dar-
aufhin erzielten Resultate machen deutlich, daf§ die Fermiondeterminante im physi-
kalisch interessanten Parameterbereich durch ihren Betrag approximierbar ist, da sie
dort immer einen positiven Realteil und einen im Vergleich dazu vernachldssigbaren
Imaginidrteil besitzt. Unter bestimmten Voraussetzungen (|Gy| = |Gy|) verschwin-
det der Imagindrteil sogar exakt. Somit war der Weg fiir die MC-Simulation mit

Hilfe des HCLA geebnet.

Durch einen Vergleich mit HMC-Resultaten fiir eine gerade Anzahl von Fermionen
(Ny = 2) wurde zunéchst die korrekte Implementation des HCLA auf dem Compu-
ter iiberpriift und im Anschlufl eine Einstellung seiner algorithmischen Parameter
auf giinstige Werte vorgenommen.

Bei zukiinftiger Verwendung des HCLA sollten gerade in diesem letztgenannten Be-
reich ausfiihrlichere Untersuchungen stattfinden, um die Wahl der Parameterwerte
weiter zu optimieren. So liefle sich die giinstigste Wahl von 3, d.h. des Verhéiltnisses
zwischen klassischer Dynamik und Langevinalgorithmus, fiir einfache Modelle ana-
lytisch und in komplizierteren Féllen approximativ durch Messung der Korrelation
interessierender Observablen bestimmen. Fine Optimierung hinsichtlich der Schritt-
weite 67 hingegen wire nur erforderlich, wenn die Rechenzeit die Verwendung eines
zweiten Wertes fiir 67 und damit eine Extrapolation 67 — 0 nicht erlaubt. Insbeson-
dere bei sehr langen Produktionsldufen kann sich der Aufwand, den eine Optimierung
der Parameterwahl mit sich bringt, durch ein giinstigeres Laufzeitverhalten wihrend
der Produktion auszahlen.

Samtliche, in diesem Rahmen gefundenen Resultate zeigen allerdings klar die Uberle-
genheit des HMCA, die auch bei optimaler Parameterwahl im HCLA noch bestehen
wird. Der HCLA sollte daher nur dort Anwendung finden, wo der Gebrauch des
HMCA an den Rahmenbedingungen scheitert.

Im Anschlufl an diese Tests wurde der HCLA dazu herangezogen, die Lage einiger
Phasengrenzen fiir den Fall Ny = 1 zu bestimmen. Dies geschah, um festzustellen,
ob eine Vermutung aus der MFA iiber die Lage der Phasengrenzen und die Fr-
gebnisse der numerischen Simulation mit dem HCLA miteinander vertrdglich sind
und sich dadurch gegenseitig stiitzen kénnen. Besagter Vergleich verlief dhnlich zu-
friedenstellend wie der vorangegangene mit den HMC-Ergebnissen fiir Ny = 2 und
lieferte damit eine Bestédtigung sowohl fiir die Verwendbarkeit des HCLA als auch
fiir die MF-Vermutung iiber die Verschiebung der Phasengrenzen bei Anderung des
Fermioninhaltes der Theorie.

SchlieBlich konnte festgestellt werden, dafi der HCLA zur Berechnung der physika-
lisch interessanten Kopplungsschranken ebenfalls zu gebrauchen ist, wenn auch die
Nachteile gegentiiber dem HMCA, insbesondere hinsichtlich der fiir einen hinreichend
kleinen, statistischen Fehler erforderlichen Zahl von Messungen noch deutlicher zu
Tage treten. Trotz der im Vergleich zum HMCA vor diesem Hintergrund verhilt-
nism&fBig kleinen Statistik in den durchgefiihrten Rechnungen deuten alle Meflergeb-
nisse darauf hin, daf} auch fiir Ny = 1 die Trivialitdtsschranke durch Stérungsrech-
nung erster Ordnung bereits gut beschrieben wird.
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Mehr Statistik sowie Extrapolation der Schrittweite nach Null, Abschitzung der
Hfinite-size“-Iiffekte durch Verwendung verschiedener Gittergrofien und die Betrach-
tung unterschiedlicher G ,-Werte sind zu einer Konkretisierung dieser Aussage aller-
dings noch erforderlich. Auch die Eignung des HCLA zur numerischen Untersuchung
der Vakuumstabilitdtsschranke [29] bleibt zu priifen, wenngleich keine Anzeichen da-
gegensprechen.

Begleitend zu den analytischen und numerischen Untersuchungen der Arbeit fanden
ausfiihrliche algorithmische Studien zur Beschleunigung iterativer Matrixinversionen
statt. In diesem Zusammenhang wurde ein Inversionsalgorithmus, das bikonjugierte
Gradientenverfahren (BCG), fiir den Bereich gitterregularisierter Theorien mit Fer-
mionen wiederentdeckt.

Fiir die Verwendung der dann im wesentlichen drei untersuchten Algorithmen, des
Verfahrens des minimalen Restes (MR), der Methode des konjugierten Gradien-
ten (CG) und der BCG-Inversion, war zunéchst von Interesse, in welchen Gebieten
des von den direkten Parametern Gy, Gy und K aufgespannten Raumes sie jeweils
die beste Alternative darstellen. Im Verlaufe dieser Studien und der anschlieflenden
Untersuchungen der Abhédngigkeit ihrer Laufzeiten vom Wert des skalaren Hop-
pingparameters x wurde klar, daf§ simtliche Resultate vor Beginn der eigentlichen
MC-Produktionsldufe, d.h. Resultate unter Verwendung nichtequilibrierter ,,Phanta-
siekonfigurationen®, in Bezug auf den besten Algorithmus nur grobe Anhaltspunkte
liefern konnen und daher auch wihrend der Produktion ein gelegentlicher Vergleich
der Verfahren sinnvoll ist. Eine solche Gegeniiberstellung liefle sich fest in die MC-
Programme installieren und kénnte somit automatisiert erfolgen. Nur in Fillen, die
eine der Inversionsmethoden eindeutig und fiir alle xk-Werte favorisieren, ist damit
ein Verlust an Rechenzeit verbunden. Wie derartige Fille gelagert sind, kann aber
bereits durch das Studium vor Beginn der Produktionsldufe abgeschidtzt werden,
so daf} sich eine solche Einbufle vermeiden liefle: So sprechen etwa grofie Produkte
der Yukawakopplungen |GGy | und kleine K-Werte fiir die Verwendung des MR-
Algorithmus. An dieses Gebiet grenzt im obengenannten Parameterraum in der Re-
gel ein Bereich, fir den die BCG-Inversion vorzuziehen ist. In der verbleibenden
Region ist dann das CG-Verfahren optimal. Fiir sehr kleine K-Werte kann die Ver-
wendung von BCG- bzw. MR-Algorithmus auch bei sehr kleinen |GG | nochmals
von Vorteil sein. Befindet man sich aufgrund der Wahl der direkten Parameter in-
mitten eines dieser mit Hilfe von Zufalls- und Einheitskonfigurationen festgelegten
Gebiete, ist davon auszugehen, in dem dort favorisierten Algorithmus auch fiir den
gesamten Produktionslauf die geeignete Wahl getroffen zu haben.

Hinsichtlich der algorithmischen Parameter sei hier nur erwdhnt, dafl weder die Wahl
eines hoheren Preconditioning im MR- oder BCG-Verfahren noch die Uber- bzw.
Unterrelaxation im MR-Algorithmus einen entscheidenden Vorteil bringen.

Von Bedeutung fiir die Geschwindigkeit der Matrixinversion ist neben dem Inver-
sionsalgorithmus selbst auch die Qualitit eines ersten Ratevektors fiir # = A~1h.
Die aus diesem Grunde untersuchten Rateverfahren zeigen unterschiedliche Vor-
und Nachteile. Der ,Gottliebtrick® versagt bei zu groflen Schrittweiten im MC-
Algorithmus, d.h. einem zu groflen Abstand aufeinanderfolgender Konfigurationen.
Derartige Schrittweiten sind allerdings bereits aus anderen Griinden zu verwerfen
und damit nur von akademischem Interesse, so daf} der ,,Gottliebtrick® bei jedem, in
diesem Rahmen betrachteten, relevanten Fall zu einer Beschleunigung fiihrt. Vollig
unabhédngig von der Schrittweite ist die Qualitét eines Ratevektors, wenn dieser mit
Hilfe der Hoppingparameterentwicklung (HPE) der inversen Fermionmatrix kon-
struiert wird. Ein weiterer Vorteil gegeniiber dem ,,Gottliebtrick®, der die Nutzung
dieser Methode auch in Verbindung mit dem HCLA gestattet, liegt in der alleinigen
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Bezugnahme auf die aktuelle Feldkonfiguration. Die Giite dieses Verfahrens wird
jedoch auf dhnliche Weise wie die der MR- bzw. BCG-Inversion, durch die Werte
der Yukawakopplungen und des fermionischen Hoppingparameters bestimmt. Berei-
che, in denen dieses Verfahren Erfolg verspricht, werden gerade auch vom MR- bzw.
BCG-Algorithmus bevorzugt.

Berechnungen eines Ratevektors oder Preconditioning der Fermionmatrix mit einer
FFT-Methode fithrten aufgrund des hohen Zeitbedarfs der Fouriertransformationen
nicht zu einer Verbesserung.

Im Verlauf dieser Studien konnten bei weitem nicht alle Moglichkeiten zur Be-
schleunigung der Matrixinversion getestet werden. So wurde der Frage unterschiedli-
cher Konvergenzgeschwindigkeiten der einzelnen Verfahren innerhalb einer Inversion
nicht nachgegangen: Wiirde z.B. einer der Algorithmen, startend von einem ersten
Ratevektor, zu Beginn der Inversion besonders schnell, im weiteren Verlauf aber
immer langsamer konvergieren, wire gegebenenfalls ein Wechsel der Methoden an
geeigneter Stelle der Inversion von Vorteil.

Die sehr gute Konvergenz des CG-Verfahrens fiir die Einheitskonfiguration kann
darauf hindeuten, daf} es in den bevorzugten Bereichen dieses Algorithmus mogli-
cherweise gilinstiger ist, vor der eigentlichen Inversion einen Ratevektor durch CG-
Inversion einer Fermionmatrix zu erzeugen, in der ¢, durch < ¢ > ersetzt ist. Auch
dies wurde nicht untersucht. Dasselbe gilt fiir die Konstruktion eines Ratevektors
durch HPE im MR- bzw. BCG-Algorithmus.

Als Folgerung aus obigen Resultaten wire festzuhalten, daff neben unterschiedlichen
Inversionsmethoden auch verschiedene Rateverfahren in Programmen mit iterativer
Matrixinversion implementiert sein sollten. Diese sind in zweifelhaften Féllen — um
welche es sich handelt, ist vor Beginn der MC-Simulationen abzuschétzen — gele-
gentlich mit Hilfe eines automatisierten Verfahrens zu vergleichen, damit immer die
jeweils optimale Methode Anwendung finden kann. Insbesondere bei Verwendung un-
terschiedlicher Rechnerarchitekturen empfiehlt sich eine derartige Vorgehensweise,
da auch diese in Kombination mit den einzelnen Rateverfahren die Laufzeitverhilt-
nisse zwischen den verschiedenen Inversionsalgorithmen nicht unerheblich beeinflus-
sen konnten.

Schliellich wurden in Kapitel 6 FErgebnisse aus dem Higgs-Yukawa-Projekt vorge-
stellt. Auf der Basis einer deutlich grofleren Statistik als im vierten Kapitel stiitzen
sie ebenfalls die Annahme, daf bereits die Finschleifen-Stérungsrechnung die Cutoff-
abhdngigen Schranken der renormierten Kopplungen auch in Gegenwart schwerer
Fermionen beschreiben kann.
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A Erwartungswerte und deren Grenzverhalten in der
MFA

Zunichst wird ausgenutzt, daf die fiir die Berechnung von Erwartungswerten rele-

vante Zustandssumme bzgl. der Gitterpunkte faktorisiert. (Dies ist das Charakteri-
stikum der MFA). In unserem Fall heifit das

Zy = lj;v[ </ duxf(HA,%ﬁ)) = F(H, AN (236)

mit einem geeigneten Maf} du, und folglich

oo >n = o ([dmstonsin o, 6) T ([ dnestn, o0,00))
z#y
1

o ([ () 0.6.6)) (237)

Nun lassen sich sowohl fiir endliche als auch fiir divergente Selbstkopplung belie-
bige ¢-Faktoren im Integral durch geeignetes Ableiten von f(H,\,®,¢") nach H
erzeugen. Man verbleibt daher schliefilich mit

1 H 0

> F(H, ) . (238)

Die Funktion F hingt von der genauen Gestalt der Zustandssumme ab. Im U(1)-
Modell, in dessen Rahmen die weiteren Betrachtungen angestellt werden, ist sie die
modifizierte Besselfunktion nullter Ordnung Iy fiir A = oo und die in (61) definierte
Funktion Fy fiir endliches A. (Fiir das SU(2)-Modell finden sich alle diesbzgl. rele-
vanten Angaben im Text.)

1, ist die modifizierte Besselfunktion n-ter Ordnung:

k
L2
Loyt (P
L.(|H|)=|=|H _ 239
1= (511) X fro i (239)
Foy besitzt eine der Besselfunktion nullter Ordnung &hnelnde Struktur und ist bis

auf einen konstanten Faktor, der vernachlissigt wird, da er sich bei der Berechnung
von Erwartungswerten herauskiirzt, gegeben durch

0 1 H 2 k . _
Ro(lH N =Y %(m—ap_k_l <1\/%A> . (240)
k=0 .

Die dabei auftretenden parabolischen Zylinderfunktionen stehen in Zusammenhang
mit der Fehlerfunktion. Mit

erfe(z) = % /:O e~ dt (241)

und

I"erfe(z) E/ I"Lerfe(t) dt V>0 (242)
gilt die folgende Relation:
22
D_j_1(2V2) = V2k=LreT IFerfe(2) . (243)

Mit (238) lassen sich jetzt Erwartungswerte berechnen.
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A.1 Erwartungswerte bei divergentem A

Auf Grundlage der vorangestellten Erliuterung resultiert fiir die n-te Potenz des
komplexen Skalarfeldes unter Verwendung der Abkiirzung 0 = rirs0m

T 31 der Zusam-
menhang;:

<@)'>m = [0(|1H|)(H8H)n10(|ﬂ|) = mﬂn(aH)nfo(Uﬂ)
_ mmﬂr”lﬂ(mp: <%> <%+O(|H|2)> (o)

Die Giiltigkeit des zweiten Gleichheitszeichens folgt induktiv. Weitere Erwartungs-
werte treten bei A = oo nicht auf.

A.2 Erwartungswerte bei endlichem X

Mit den obigen Definitionen ergibt sich nun die Beziehung;:

H > " Ierfe(z)

H™(0)" Fo(|H|,\) = <_ VX erfe(2)

) (1+o0ar)

(245)

n B 1
I

1-2X

z steht dabei, wie auch im folgenden, fiir

Bezeichnet ¢* die a-te Komponente des realen ¢-Feldes, so ist unmittelbar klar, dafl

die Relation )

<= Fm

H0m)Fo| 1], (246)
gelten muf}. Daraus folgt fiir Betragsquadrate sofort der Ausdruck:

<l >n= g (200 + [H[20%) Fo(|H|. ). (247)

1
[H],2)
Erneut vermoge vollstindiger Induktion ergibt sich daraus der Zusammenhang;:

<10 = sy G0 g (1) | e

(=0

Seine weitere Aufschliisselung bis zur Ordnung |H |? lautet

9 _ Iigrfc(z)
<ol mm VA erfe(z)
il . I'Hlerfe(z) Iierfc(z)] 9
— (141 - A)|H
* AV [( Ierfe(z) erfe(z) uerd
+ O(H|Y. (249)

f(A) hat dabei dieselbe Bedeutung wie im Text.

Bei der Entwicklung fiir grofie GG nach GG~ ist folgender Erwartungswert von
Bedeutung;:

< |72 > p= m <%//deH+>iFo(|H|,/\). (250)
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Macht man zur Bedingung, daf} diese Erwartungswerte im Falle divergenter Selbst-
kopplung Fins sind, kann man die bei der Integration auftretenden freien Konstanten
festlegen und erhilt induktiv

IO =14 3 (1= JON I + O(lHT) (251)

Im allgemeinsten Fall endlicher Selbstkopplung und gleichzeitig kleinem fermioni-
schen Hoppingparameter tritt noch ein weiterer Erwartungswert auf. Er lautet:

< (@10 1= i (200 [Zﬁ ( j ) aﬁw’aﬁ’] FolH1,0) (252)

(=0

und ist daher, wie man leicht sieht, von der Ordnung H™. Von diesen Erwartungs-
werten ist deshalb nur derjenige bei n = 1 relevant. Eine Rechnung ergibt

(i + 1)! I'tlerfe(2) H
VAL erfe(z) 2

< Blof* >u= (1+o(H) (253)

und eine entsprechende Beziehung fiir < ¢F|¢|%* >p.

A.3 Das Grenzverhalten einiger Erwartungswerte

Die Bestimmung des Grenzverhaltens von Frwartungswerten ist durch die Betrach-

tung der auftretenden Fehlerfunktionsintegrale und ihrer Quotienten vorzubereiten.

Gilt weiterhin z = 12?/—2; so ergibt sich aus [38] mit Hilfe der Relationen

hr% I"erfe(2) =0 Va0, (254)
9 n n—1
8—] erfc(z) = 1" Cerfe(z) V>0 (255)
> >
das asymptotische Verhalten (fiir kleine A, d.h. grofie z) in der Form:
I"Ferfe(z) I lerfe(z) 1 1
~ ~ 1 —=) . 2
Terfe(2) I-terfe(z)  (22)" < + 0(22 )> (256)

Fiir grofie A, d.h. 2 — —o0, 148t sich das folgende Verhalten induktiv zeigen:
n n—2

IMerfe(z) ~ (2% + h + O(z”—4)) (257)

und daraus die nachstehende Beziehung ableiten:

I”(i;;cn(z) N % <2/\2; 1>” <1 N n(zz—2 1)> ' (258)

Die genannten Ausdriicke enthalten als Spezialfélle u.a.:

T Fo([H],0) = To(| 1) (259)

sowle:

20 -1
27

f(A) ~ (260)



und fiir kleine A:

(261)

Nun 148t sich auch das Grenzverhalten fiir die Erwartungswerte schnell ablesen. So
gilt z.B. fiir grofles A

. 1 (H\" [2X—1\"
<(9)">m ~ 0 <E> < 2 > )
<WF”>va1+—%HV
, 20— 1 i /2A—1\'"!
21 v 2
< |9 >pm < 7N >+8A< 7N > |H|”. (262)

Dabei wurden nur die fiir die durchgefiihrten Rechnungen relevanten Ordnungen
beriicksichtigt.

A.4 Erwartungswerte im SU(2)-Modell

Sei P({1,...,2{}) = {p1,..., pa} die Menge aller Permutationen der Indices 1 bis 2/,
50 ist

—

1 1 .
<¢;HWﬁl>H:AF(Hj - £ (20— 20)1 (20)! A
5p2i+17p2z‘+2 “r by 1,pzzal+Z}F ([H]) (263)
bzw. fiir ungerade ¢-Potenzen
<Pl Sy = 1 Z {zl: 1 HPL ... fP2it
* * F(|H]) % = ( 2[—22” (2i 4 1)!
5p2i+27p2z‘+3 T p217p2l+1 H—ZH}F |H|

(264)

F(|H|) steht dabei fiir Io(|H|) — I(|H]|). Damit wire < ¢! ---¢" >y fiir gerade n
von nullter Ordnung in / und fiir ungerade n von erster Ordnung. Gezeigt werden
soll hier, wie man vom ersten zum zweiten Ausdruck gelangt. Der Weg vom zweiten
Ausdruck zur ndchsten, dann wieder geraden ¢-Potenz verliuft analog. Der Induk-
tionsanfang ist trivial. Die zweite Relation muf} sich ergeben, wenn eine zusétzliche
Ableitung nach H ausgefiihrt wird, die wie bisher nicht auf den Faktor 1/F(|H|)
wirkt. Dann bekommt man

<¢910¢9201¢;{ Sp= F(|1H|)%:818{“{}F(|H|) (265)

mit der geschweiften Klammer aus (263). Ausdifferentieren fithrt auf die Relation:

0 ! 1 1 , 2 Bap; 1 a1
m{} = {Z WT)'HM U Hp216p2i+17p2i+2 o '62721—172721 [Z HPj ]8 }

]_

i anl+e
{Z 21 _ 22 ) e HP? 6p2i+17p2i+2 e Opo g H 8}? +1} :

(266)

_|_
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Wird iiber alle Permutationen summiert, spielt es keine Rolle, wie man die Indices
p1 bis pg; verteilt. Da dies bzgl. der j-Summe fiir jeden einzelnen Summanden der
Fall ist, kann man die Verteilung insbesondere so vornehmen, daf} jeweils p; = po;
genannt wird. Damit 148t sich die j-Summe in (266) vorbehaltlich der spéteren Sum-
mation iiber alle Permutationen durch den Ausdruck 2¢ ifpf;j ersetzen.

Nimmt man anschliefend Index @ in die Permutationen der é-Indices auf, schreibt
also statt 6, ,,, jetzt ¢,, .., so findet eine Mehrfachzdhlung statt. Es ist leicht ein-
zusehen, daf sich so genau das 2(/ — 7 + 1)-fache der Ausgangssituation ergibt. Das
Einbeziehen von a in die Permutation der H-Indices bedeutet fiir die zweite Summe
in (266) entsprechend eine Mehrfachzihlung um den Faktor 2i + 1. Diese Uberle-
gungen fithren demzufolge auf die Gleichung:

. gP2i-1 .
8Ha{} - {Z 21—22+2)"(22 ),5pa,p2i5p2i+1,p2i+2" 21— 17pzzal+}

_|_

Lo gpapgpi ... fpe
{ — (21 — Qi)!!(% T 1)!6P2i+17p2i+2 o '62721—172721

o).
(267)

Umbenennung des ersten Summationsindex durch ¢ — 74+ 1 und Zusammenfassung
der beiden Summen ergibt den gesuchten Ausdruck in (264), wenn man bedenkt,
daf} der Index a dort 2/ + 1 genannt wird und somit Aufnahme in die Permutationen
sowohl der é-Indices als auch der H-Indices gefunden hat.

Das bisher Gesagte gilt, da es unabhéngig von der Gestalt der Funktion F(|H|) ist,
natiirlich genauso fiir das U(1)-Modell, findet in dem Fall aber keine Verwendung,
da dort nur Erwartungswerte auftreten, welche die hier Besprochenen zu einfacheren
Ausdriicken kombinieren, wie das nachstehende Beispiel zeigen wird. Diese Verein-
fachung hat ihre Ursache darin, daB sich im U(1)-Fall schreiben 148t: ¢ = S*¢* mit
S = (1,i), wihrend im SU(2)-Fall gilt: ¢ = T*¢* mit T = (1, :5). Aufgrund der
verschiedenen Relationen

§5i5kst = §lgkgl =0 (268)
und B B B B
T'TrRT = —21%  T'TRT! = —2T* (269)
ergibt sich infolgedessen bzgl. der Erwartungswerte z.B. fiir den Graphen

der nachstehende Zusammenhang in niedrigster Ordnung von [:

<t STt > = trgue)(TUTPTT?) < ¢ >< 6P >< ¢ >
= trsU(z)(T“TbTCTd)§7ébd i S(HQ) %
= @) oy = <o ap.
(271)
wahrend im U(1)-Fall gilt:
<ot >2< 9P > = try)(5°5°5°97) < ¢ >< ¢t >< ¢ >
= S“SbSCSdg‘SM%O() ; =0+ 0(H|Y. (272)

Demzufolge kann der Graph (270) nur im SU(2)-Modell einen Beitrag zur Ordnung
| H|? liefern.
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B Vereinfachung der Spur in der A-B-Darstellung der
MFA

Da H und M, in der A-B-Darstellung blockdiagonal sind, d.h. nur in den beiden
4 ® 4-Diagonalblécken von Null verschiedene Eintrige aufweisen, setzt sich nach
Durchfithrung der Spur im Ortsraum die noch verbleibende Spur aus Summanden
mit der Struktur

< tr Al 0 0 (Goz - 75G5)¢x1 .
0 A (Go 4 715Gs)0F, 0

Asr 0 0 (Go = 15G8) s,
0 Azn (Ga + ’)/5Gﬁ)¢;—2n 0

zusammen, wenn 2n die Zahl der G-Faktoren dieses speziellen Summanden ist. (Sie
muf} gerade sein, da sonst die Spur verschwindet). Fafit man nun jeweils vier aufein-
anderfolgende Matrizen zusammen, so ist das Ergebnis wieder blockdiagonal, und
die oberen Blécke haben die Form:

> i (273)

(G2 4142 + A1[A2,95]Go G — Ar5A4275G3) 6, 67, - (274)

In den unteren Blocken trdgt G umgekehrtes Vorzeichen und die ¢ nehmen jeweils
die zum oberen Block konjugierten Werte an. Diese Aussage gilt dann natiirlich
auch fiir die beiden Blocke, die man erhéalt, wenn die nunmehr n Matrizen zu einer
zusammengefafit werden.

Interessant sind fiir alle Rechnungen nur die Terme der Ordnung |H|?. Aus diesem
Grunde sind die Wege auf dem Gitter so zu wihlen, daf} sich alle ¢ bis auf genau
zwei kompensieren. Fiir diese Terme enthilt demnach in allen Summanden der eine
Diagonalblock einen Faktor < (bx¢;' >p und der andere den Faktor < ¢t ¢, >p. In
der MFA gilt aber

2
< Gpdf >H=< o >H< O >p= % =< ¢f >p< ¢y >p=< ¢t o, > .

(275)
Der Erwartungswert 148t sich folglich aus der Spur herausziehen und es bleibt eine
Spur iiber zwei 4 @ 4-Blocke, die sich nur im Vorzeichen von (/3 voneinander un-
terscheiden. Aus diesem Grund enthélt das Endresultat nur gerade Potenzen in G
und somit in GG,. Unter Beriicksichtigung dieses Sachverhaltes, kann man sich darauf
beschrianken, nur einen Block zu betrachten, und dadurch den Aufwand halbieren.

Fiir endliches A ist diese Tatsache weniger offensichtlich. Denn jetzt kommt in jedem
Gitterpunkt ein Faktor h(|¢|?) (siche Text) hinzu. Ferner heben sich die mit dem
Auftreten der G-Faktoren verbundenen ¢ nicht mehr auf, sondern bilden ihrerseits
Potenzen von |@|?. Fiir Terme der Ordnung |H|* haben die ¢-Faktoren der beiden
Blécke daher jetzt die Struktur

< ¢ogol|6*) > < &y 9y (I01°) > < F(16]*) >n (276)

bzw.
< ¢F9:(181*) > < dyg,(191*) >u< F(|9]*) >n (277)

wenn man Wege betrachtet, die zwei getrennte ¢-Faktoren aufweisen. Alle anderen,
relevanten Beitrige enthalten ¢ nur als Potenzen der Betragsquadrate, so dafi bereits
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die ¢-Faktoren selbst fiir beide Blocke identisch sind (nicht nur ihre Erwartungswer-
te).
Mit den Definitionen

9:(16:1) Z£Z|¢x|22 9y(|y1*) Zvquﬁylzj (278)

ergibt sich unter Verwendung von (253):

< 6016185 9, (1617) > = Y &vj < Guldul® >u< o5 16,|7 >n

2
H o+
= Z §vigrr < OF16u >1 T < 006,17 >
1,J=0
= Z Lv; < &F |0a” >u< oyloyl” >n
2
= < ¢Fa(lol)dygy(l9l?) > (279)

Die Erwartungswerte lassen sich also in jedem Fall wieder aus der Spur herausziehen
und erlauben daher dasselbe Vorgehen wie im Fall divergenter Selbstkopplung.

Im SU(2)-Modell gestaltet sich die Untersuchung dieses Problems schwieriger und
soll deshalb nur exemplarisch anhand eines einfachen Graphen geschehen. Betrachtet
man die Doppelkette der Linge zwei, die an allen vier Gitterpunkten einen G-Faktor
trégt (270), findet sich im oberen Block: < trgu(a)(¢r@f wred) >p, im unteren die
Spur des komplex-konjugierten Ausdrucks. Die Spurbildung im SU(2)-Raum derart
von der Restspur abzutrennen ist moglich, da sich die Matrizen als direktes Produkt
des SU(2)-Anteils mit dem Rest schreiben lassen. Nun gilt in niedrigster Ordnung
von H der Zusammenhang;:

< trsu) (@ eoed) >u
= < ohgh s ol < bt s trgyg (THTRTRTH)
((1 |]{|2 H’ﬁH’%) HEk2 frks

k1 rpks rpks ok
T+ g W + ——trsug) (Thr TR (280)

4 48

Betrachtet man im weiteren nur die Ordnung H? und beriicksichtigt die Relation
T'TFTY = —2T%_ fiihrt dies auf die Beziehung:

Hk2Hk4 B 1

< trsu(pept pap?) > = Tty (TRTH) = —Ltrsug) (HA)
12

BT =< Usu( )(@;@y@;@z) > . (281)

Auch hier sind daher die Erwartungswerte in beiden Diagonalblécken gleich. Dies
konnte fiir alle betrachteten Graphen gezeigt werden. Ein Vorgehen analog dem

U(1)-Fall war daher moglich.
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C Explizite Berechnung der ersten Koeffizienten der
HPE

C.l M=o

Betrachtet wird im folgenden nur der zu |H|? proportionale Anteil.

Ay

Dem allgemeinen Ausdruck fiir A; aus (36) entnimmt man den Spezialfall:

1
Av=S|HP Y (G20 (B, 0) = 260 = Rt (Y5l 0y Vshay )| - (282)

T1,T2

Es erweist sich insbesondere bei héherer Ordnung von K als giinstig, die jeweiligen
Summen iiber die Spuren graphisch zu verdeutlichen. Da die Matrix A, , fiir einen
Schritt der Lange Eins von x nach y steht, liegt folgende Veranschaulichung nahe:

Z GZtI’ (h$17$2h$27$1) = "/ (283)
1,22
und
Z G%tl’ (’}/5h$17$2’}/5h$27$1) = ——. (284)
1,22

d.h. das Auftreten von 75G 3 kennzeichnet ein ausgefiillter Kreis, das von G, ein
leerer Kreis. Dem vorigen Abschnitt entnimmt man, dafl deren Anzahl jeweils gerade
sein mufl. Mit hgy = 30 (74 + 1)05,y4, folgt aus (282) der Zusammenhang:

1
Ay = P [ ((rut D+ D) = Ghir (3507 + D75(7-u + 1)
T,
1
= —SlHPGEY 2te(y, + 1) = —[H G223 (285)
T, T,

Der jetzt offensichtliche Wegfall des zu G proportionalen Terms unterliegt einer
allgemeinen Regel: In einem Appendix, d.h. zwischen 7, + 1 und y_, 4+ 1, muf ein
715G g auftreten, damit der Graph nicht verschwindet, ein leerer Kreis ist also in
einem Appendix ist nicht erlaubt. Graphisch lautet Gleichung (285) demzufolge

1 1
Al = §|H|2( a o} ‘I‘ € o) = §|H|2( Q:.) . (286)

Die letzte Summe in (285) beschreibt den Einbettungsfaktor des verbleibenden Gra-
phen, d.h. die Zahl der Méglichkeiten, ihn auf dem Gitter zu plazieren. In einem
d-dimensionalen Gitter aus N Punkten betrdgt er 2dN und fiithrt auf

Ay = =2|H|*G%2Y2dN . (287)

Aus der graphischen Darstellung 148t sich daher dieser Einbettungsfaktor sowie die
Potenzen der Yukawakopplungen ,direkt“ ablesen. Was bleibt, ist die Berechnung
der Spur fiir einen einzelnen Graphen, d.h. Summanden der Summe iiber die Git-
terpunkte und Richtungen, in unserem Fall also von

£ (357 + L)s(7—p + 1) = 2292 (288)
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Az
ist gegeben durch die Gleichung:

Ag = %ﬂ2|H|2 Ex1,~~~,x4 [ 6 ng tr(hm o Tt h9047901)_
467% tr(75h$1 790275h9027903h9037904h9047901)_ (289)
2 G% tr(75hw1 1 T2 hl’27l’3 75h1’3 T4 h90471’1 )]

Zur Konstruktion der graphischen Darstellung ist jetzt zu beachten, dafl allein Terme
der Ordnung |H|? gesucht sind. D.h. im U(1)-Modell bei divergenter Selbstkopplung
miissen genau zwei ¢-Faktoren auftreten. Aus diesem Grunde darf es nur zwei ,ein-
same® Kreise geben, ansonsten sind alle Gitterpunkte in geeigneter Weise von einer
geraden Zahl von Kreisen (inclusive Null) zu besetzen. Die Eigenschaft ,geeignet®
mufB hier nicht genau spezifiziert werden. Bis zur Ordnung K¢ bedeutet sie, daff Null
die einzige erlaubte gerade Anzahl ist, erst ab der Ordnung K® sind auch zwei Kreise
an einem Gitterpunkt moglich (33). Unter Beriicksichtigung dieser Regeln kommt
man zu nachstehender Beziehung:

Ay = %|H|2[ + + ( + r + )] . (290)
Wieder lassen sich an den verschiedenen Graphentypen die Einbettungsfaktoren und
die Potenzen der Yukawakopplungen leicht ablesen. (Die kreisfreien Gitterpunkte lie-
fern pro Durchlauf einen Faktor fi.) Aber auch die Vorfaktoren aus (289) erkennt
man graphisch: Da die Matrizen in einer Spur zyklisch permutiert werden kénnen,
ist das Resultat fiir einen Graphen unabhéngig von der absoluten Position der Krei-
se. Allerdings vertauschen die 5 in der Spur nicht mit den anderen y-Matrizen.
Wihrend also in Graphen mit leeren Kreisen das Frgebnis von deren relativer Posi-
tion unbeeinflult ist, hingt es bei Graphen mit vollen Kreisen davon ab. Genau dies
fithrt zur Unterscheidung des zweiten und dritten Graphen. Im ersten Graphen aus
(290) gibt es demzufolge sechs mogliche Anordnungen fiir das Kreispaar, im zweiten

Graphen vier, im dritten zwei.

Fiir den dritten Graphentypen ist, nachdem die Kreise festliegen, eine weitere Diffe-
renzierung moglich und erforderlich. Er zerfillt seinerseits in drei Graphen (Graph
ohne Appendix, gestreckte und geknickte Doppelkette) mit verschiedenen Einbet-
tungsfaktoren und unterschiedlicher Spur. Nach der Berechnung der Spur fiir alle
Graphentypen erhdlt man :

1
Ay = —SpP [P [48GENA(d - 12" 4 2GRN d(d — 12 +

(16GANd(d - 1)2%? + 32GEN d(d — 1)2 4 32GENd 217 | .
(291)

C.2 A<oo

Wie schon im Text ausgefiihrt, gibt es verschiedene Typen von Beitrégen:

1. Die Beitrdge nullter Ordnung in K enthalten keine Hoppingmatrizen h, ,,
womit eine graphische Darstellung entfillt.
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2. Beitrédge, bei denen sich alle mit den G-Faktoren verbundenen ¢’s zu Betrags-
quadraten kompensieren (dies erfordert an jedem Gitterpunkt eine gerade An-
zahl von Kreisen) treten bis zur hier betrachteten vierten Ordnung von K noch
nicht auf.

3. Finen Beitrag ohne G-Faktoren gibt es erstmals bei Graphen der Lénge Vier.
Er entsteht dadurch, daf an jedem Gitterpunkt ein Faktor h(|¢|?) auftritt.
Bei einer Entwicklung bis zur ersten Ordnung in GG kommt dieser Faktor
nicht voll zum Tragen, sondern bewirkt in der Ordnung |H|* das Auftreten
des Faktors GG|#|* an genau einem Punkt des Graphen. Fiir die Wahl dieses
Punktes gibt es vier Moglichkeiten. Daher lautet der Beitrag schlielich (Spur
und Einbettungsfaktor sind dieselben wie beim entsprechenden Graphen im
Fall divergenter Selbstkopplung, der keine G/g-Faktoren enthilt):

—8Nd(d—1)2Y?4GG < |6]? > . (292)

4. Die Beitrige mit zwei getrennten ¢-Faktoren ergeben sich aus denen fiir A = oo
durch einfaches Ersetzen der Erwartungswerte, so daf}

a = 1pn (< oh(6P) >u< Sth(lo) >n)
Bl (< ¢ >p< ¢t >p +GGE < Qo] >p< ¢t >p+ (293)
GG < 6 >p< o+|o]* >n) |

NI

bei Entwicklung bis zur Ordnung (GG)'. Ebenso erhilt man die Relation:

a = gigp (< 0h(161) >u< oth(Iol?) >u< hilol?) >F)
= 1ipn < ¢ >u< 6% > +GG(< 9|6 >u< 6% >u +

+ <o >a< ot >H+ < ¢ >u< o7 >u< 200 >u)] .
(294)

N
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D Inversion der Hoppingmatrix

D.1 Formale Inversion

Da die Hoppingmatrix in der A-B-Darstellung blockdiagonal ist, lassen sich die bei-
den identischen Blécke einzeln invertieren. Man beginnt infolgedessen mit

Hl’vl/ =K Z(7M + 1)61’,y+u (295)
m
und macht den Ansatz:
T dik :
i :/ Ak)eika=y) 2
v = | @t ke (296)
Dann ergibt die Identitdt
S H i Hyo=bs0 (297)
Y

im Fourierraum die Relation:
A(k) > ous0Cosky, 4 iy, sin k, ‘
2K ((Eu>0 cosk,)? + 350 sin? ku)

Daraus folgt fiir die inverse Hoppingmatrix der Zusammenhang:

(298)

1ky —ikv thy _ —tkv
—x (2m)¢ 4K ((Eu>0 cosky)? 4+ X150 sin° ku)

Z(Gw,y—u + Gac,y—l—l/) + ’)/U(Gac,y—u - Gac,y—l—l/)
v>0

= 2 (1=7)Goyt - (299)

14

Zu berechnen ist daher noch G y4, = Goytr—o = Goy, d.h. der Ausdruck:

1o dl ekt
Gos = _/ . 300
OF T UK J_, (27 (Y5005 k)2 4+ 3 o osin’ &y, (300)

Storend ist die Tatsache, daff das Impulsintegral nicht faktorisiert. Ursache dafiir
ist zum einen das Auftreten des Impulses im Nenner des Integranden, zum anderen
das Quadrat der Cosinussumme. Beides 18t sich allerdings durch Einfiihrung von
Parameterintegralen beheben. Im ersten Schritt erhdlt man

1 ™
Goi = E/ — _Zkt/ dwexp{—w Zcosk Zsm k) (301)

u>0 u>0

Auf Kosten eines weiteren Parameters 1483t sich der Cosinusanteil als Gauflintegral
schreiben und es ergibt sich:

1o dik &0
Gos = E/7T or)? et \/F/ dye~ zw eXp{zyZ cosk, —w Z sin® k) .

0 10 §>0
(302)

Jetzt faktorisiert die Impulsintegration, so dafi daraus die Gleichung

° ™ dk . : -
d = S —ikpty iy cosky—w sin ku}
Goa = 4Ix VaTw / ye™i {/_7T or € (303)
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2 1

resultiert. Nutzt man die Relation sin“z = %— 5 cos 2z zusammen mit der Beziehung

e?o0sf = 30 [.(2)e™, in der I,(z) wieder die modifizierte Besselfunktion n-

ter Ordnung bezeichnet, ergibt sich fiir das Integral in geschweiften Klammern der

Ausdruck:

/ dkﬂ —zkutuezycosku w sin® ku —

x 2T

w o0 dku o= ikt gin2k, yimk ] w .
O I m dl
“ m nz::_m [V/_qr or € € I( 5 M (iy) . (304)

Das verbleibende Impulsintegral ist also im wesentlichen eine é-Funktion. Mit der

Besselfunktion .J,(y) = i7"1,(iy) und nach einer Substitution y — Z sowie 24 — ¢

2 2
bekommt man schliefilich das Resultat:

1 oo dg 00 2 4 > @ z
e — e T -8 '|tM_2n| _ _
Got 2Kd Jo \/876 /_oo dze };[1{ Z t In(d)Jlm—zm(\/;Z)} .

n:_oo (305)

D.2 Analyse der d-Abhéngigkeit

In (305) treten die d-Potenzen nur noch in dem Produkt:

d 00
1511 & il o

pn=1 \n=—o00

auf und dndern sich auch durch die Integration iiber z bzw. z nicht mehr, lassen
sich also an f(1/z/d, ») ablesen.

Beitrége zur d-Potenz ergeben sich auf zwei verschiedene Weisen:

Einerseits gibt es den Beitrag aus der Betrachtung eines einzelnen Summanden von
f(v/x/d, z), andererseits kann sich ein von d abhingiger, kombinatorischer Faktor
ergeben, der die Hiufigkeit eines bestimmten Summanden in f(y/z/d, z) wiedergibt.
Bei der nun folgenden Untersuchung des dadurch festgelegten d-Verhaltens sei der
Gittervektor ¢ = (1, - -, tq) beliebig, aber fest. Die Linge eines solchen Gittervektors
ist die Summe der Betrige seiner Komponenten, also [t| = E;l:l |t5].

Betrachtet man zunichst einen einzelnen Summanden, so hat er die Gestalt:

x H L (5 J|t]_2nj|(\/§z) ) (307)

Seine niedrigste 1/d-Potenz ist folglich |n| 4 |t — 2n|. Bei festem ¢ nimmt diese ihr
Minimum |¢]/2 genau dann an, wenn 0 < n; < ¢;/2 bzw. t;/2 < n; <0, fiir alle j.
Liegt n; auflerhalb dieses im folgenden mit [; bezeichneten ,Minimum®-Intervalls
und betrdgt die Entfernung zu nichstgelegenen Intervallgrenze |p;| so ist die kleinste
1/d-Potenz eines solchen Summanden [¢|/2 + 2|p|.

Fiir die Anzahl dieser Summanden 148t sich die folgenden Aussage treffen:
Liegen alle n; in ihren jeweiligen Minimumsintervallen /;, so umfaft

d
X H ( Z I|”J| J|tj_2nj|(\/§z)) (308)

J=1 \njy€l;
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gerade sdmtliche Summanden, welche, einzeln betrachtet, die hochste d-Potenz ent-
halten. Dies 148t sich fiir grofle d umformen zu

(2) o= (2) " om. (309)

denn der Vorfaktor von 7 héingt hier nicht von d ab, sondern von den ¢;. D.h. auch
der zusammengefafite Beitrag aller Summanden mit n; € I;,V; hat |¢|/2 als nied-
rigste Ordnung in 1/d.

Waihlt man nun m der n; auflerhalb der Intervalle I;, so 1t sich der kombinatori-
sche Faktor wie folgt abschidtzen. Wiren die Summanden unabhédngig davon, welche
der d moglichen n; nicht in den Minimumsintervallen liegen, gdbe es jeweils #im)!
identische Beitriage. Ist diese Unabhingigkeit nicht gegeben, wird ihre Anzahﬁ klei-
ner. Ausgehend von einem Summanden mit n; € [;,V; erhélt man also fiir grofie
d jetzt maximal o< d identische Beitrdge, bei denen m der n; nicht in [; liegen.
Verfahrt man bei festem ¢ mit allen Summanden aus (308) auf diese Weise, dndert
sich die d-Abhéngigkeit des kombinatorischen Faktors aufgrund von (309) nicht. Sol-
che Ausdriicke weisen daher gegeniiber denen mit minimaler 1/d-Potenz noch einen
Zusatzfaktor d™~2IPl auf. Da m der p; von Null verschieden sind, also |p| > m, be-
deutet dies, daf} sie wenigstens um einen Faktor d="™ unterdriickt sind.
Zusammenfassend 148t sich also bis hierher sagen, daf} es bei festem ¢ zur jeweils
fiihrenden Ordnung in 1/d nur Beitrdge durch die Summanden gibt, welche die Mi-
nimumshbedingung erfiillen. Die fithrende Ordnung ist dann gegeben durch d~I1/2,
Bevor nun fiir einige ¢ eine explizite Berechnung erfolgt, 148t sich eine weitere allge-
meine Feststellung treffen, wenn man die Potenzen von z betrachtet.

Da Jj,(z) = x|”|F|n|(x) mit einer in x geraden Funktion F),, lauten in (307) die
z-Potenzen: |t — 2n| 4+ 2¢, mit ¢ € INy. Diese miissen, damit der Ausdruck die z-
Integration in (305) iiberlebt, gerade sein, d.h. nur Terme mit geradem |¢| liefern
nichtverschwindende Beitrige. Erinnert man sich an die Definition von ¢, bedeutet
dies, daf die inverse Hoppingmatrix (f{_l)m/ nur dort von Null verschiedene Ein-
trage hat, wo die Punkte x, y auf dem Gitter eine ungerade Wegstrecke trennt. Diese
Aussage konnte durch den Vergleich mit einer numerischen Inversion von H exakt
bestiitigt werden. Insbesondere hat also (1), , keinen lokalen Beitrag o é,.,. Fiir
einen geschlossenen Weg auf dem Gitter ist daher weiterhin eine gerade Anzahl von
(jetzt inversen) Hoppingmatrizen erforderlich.

D.3 Explizite Berechnung von H~' in fiihrender Ordnung von d

Gemidf den Resultaten des vorangegangenen Abschnitts fiir beliebiges, aber festes
t, ist in fiihrender Ordnung von d zundchst nur der Fall ¢ = 0 interessant. Fiihrende
Ordnung in d bedeutet dann zugleich n; = 0,V;. Demzufolge besteht jetzt der
Zusammenhang:

G Lo de _g;/°°d —%(& [)Hé (310)
0t = 5%d ) _87r€ . ze 7 0ty -

Um die Konsistenz zu wahren, sind auch hier die héheren Ordnungen von 1/d zu
vernachlidssigen. Aufgrund der Beziehung

(Gt f50) = (1-122 00ty ))d—exp{ a(352+0(5P))
eXp{—— 2 [1+Z . d)Q”)] (311)

159



verbleibt man also mit dem Ausdruck:

1 © dx (L+2)
G07t2 m A \/8_ / dze™ (5+%) 60t‘|‘0(d2) (312)

Daraus ergibt sich nun leicht, die Relation:

1 0.6556 1
Gloy = Hd[\f /dye 2]50f+0(d2) s O() - (313)

Wegen der z-Integration ist die ndchste Ordnung in 1/d durch |t| = 2 charakterisiert,
ist also d=1. Das Produkt iiber die Besselfunktionen reduziert sich bei diesem |¢] in
fithrender Ordnung 1/d auf den folgenden Ausdruck (die Argumente der Funktionen
sind die iiblichen):

(IoJo)d_1 (IiJo — IoJ3) Zét,Qﬁ - IOJO)d 2 (loJ1 Z 4,3 Adp
v |/\|75|/)|

= (IoJo)? [(% _ J_o> Z 12 — <J_0>2 % |A|Z¢:|p|6t’}+ﬁ] . (314)

Der erste Faktor ist zu behandeln wie in (311). Die Entwicklung des zweiten Faktors
fiir groBe d ergibt in fithrender Ordnung von 1/d

+0( (315)

1=5(- ) o5

_) .
Aol d

Das bedeutet fiir G

_0.6556
Ot = T9Kd
1 e dac —(Lt2)
2K Jo o [ st [ ) Z%ﬁ]-
B

(316)

Die z-Integration laBt sich explizit ausfiihren. Die Berechnung der verbleibenden
xz-Integrale mit MAPLE liefert schlieilich

a l-—a 2a — 1
Gor = Sato T Ik Zy:%za T RK& M%M%m o

mit ¢ = 0.6556.
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E Rechnungen zum Fermionpropagator in der MFA

E.1 Summationen iiber alle Wege

A

Zunéchst 148t sich die Summe {iber alle Wege umformen zu

agq) = 26_2” Z H’m]‘|‘1 @,0+01+. ik

M1y 7#’1] 1
= Y ettt Tl (y,, + 1) - (318)
Jo1 geees by ]:1

Dabei nehmen die p; die Werte £1 bis £d an und /i ist der Einheitsvektor in
Richtung p. Man berechnet nun leicht die folgende Rekursion:

i+1
agi)l _ Z e tar (At tiign) H %J +1) Z it it g 7uz+1 +1)
B geeeshi 1 j=1 Hit1
= Z [6_iq'm+1(7m+1 +1)+ eiq~ﬂi+1(7_w+1 + 1)] agq)

ti+1>0

= 2 ) [cos(q- flig1) = Py sin(g - fiiy1)] @

ti+1>0
= 2 ( > cos(q- ﬂz’+1)) 0"
ti+1>0

= 2(d - 2n,)dl? (319)
wobei n, die Zahl der von Null verschiedenen Komponenten von ¢ und ¢; € {0, 7}
ist. Mit dem Rekursionsanfang aéq) = 1 gilt demnach

al? = (2(d - 2n,)) 1 . (320)

B

Hier folgt ebenso die Beziehung

d i
bgq) = Ze‘lqm(zwwk) Z H(%J‘Fl)‘sx,o-l—m-l—...-l—m

1y Mj—l

= Z et (it +M Z'Vuk H Yy +1). (321)
7=1

1 seees e
Die Rekursionsformel ergibt sich nun wie folgt:
1+1 1+1

o = Y (Y w)e i) T (g, 4+ 1)
H1yeostit1 k=1 j=1
_ Z o1 it [( Z el (f1+.. -I-Mz Z’y“k H oy + 1)) (7M+1 + 1)
Hit1 H1 e i j=1
s Z et (At i) H(%J + 1)(%“r1 + 1)]
Jo1 geees by j:l

— Z e—Zq fit1 |: q) 7M1+1 + 1) +7M1+1 E )(7M1+1 + 1):|

Hit1

= 2(d—2n)(8 +al?y . (322)
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(9)

Mit dem Rekursionsanfang by’ = 0 erhdlt man daher

0\ = i (2(d — 2ny)) 1y . (323)
Der Vorfaktor von B lautet
2 d - 1
2 a—oS s = . 24
2d — ¢ ( gsm(z)) d— 2n, (324)

E.2 Einbinden irreduzibler Bausteine

Die Finbindung appendixfreier geschlossener Wege, die mit einer G-Matrix beginnen
und enden, 148t sich einfach handhaben, da es sich dabei lediglich um das Einfiigen
von Zahlen I, I3 etc. handelt, die keinen Einflul auf die Struktur der Koeflizienten
a;(q) oder b;(¢) haben. Etwas aufwendiger ist die Beriicksichtigung der Bausteine
aus (128). Da sie y-Matrizen enthalten, dndern sie moglicherweise die Diracstruktur
der Koeffizienten:

Mit ji(ji? — (G% — G%))_1 = Iy gilt ohne die Beriicksichtigung weiterer irreduzibler
Bausteine nach (116) der Zusammenhang:

Alq)oly = I LK'a(q),
=0
1

Balq) = 5Bs(q) = ———Toy IgK'bilq) . (325)
q =0

Ersetzt man nun an beliebigen Stellen [y durch irgendeinen anderen irreduziblen
Baustein, fithrt dies auf die Ausdriicke:

0 'i—l—l . 11 ] ]
Aoty = LY. KK ( ’j )IO—J (ailg)o B7)
e A
i+1

Ba(q) = 75Bs(q) = IOZIOI Z ( ol ) 7 (bilg) o B7) (326)

Dabei meint o eine irgendwie geartete Verkniipfung, die i.a. sogar von der Stelle
abhingen kénnte, an der die Bausteine B eingefiigt werden. Da dies bei allen hier
betrachteten Bausteinen nicht der Fall ist, ist die obige Schreibweise wohldefiniert.
Ist B, nun einer oder mehrere der hier betrachteten geschlossenen Graphen, so lafit
es sich durch eine Zahl ohne Diracstruktur ausdriicken, die Verkniipfung o ist daher
rein multiplikativ. Man erhilt auf diese Weise die Beziehungen:

A(Q) ® ]I4 = IO + B Z Io + B Kiai(q) R
=0
1 >0 .
Ba(a) = 4Bs(a) = ———(lo+ By) Y (Io + By)'K'bilg) . (327)
g =0

Beriicksichtigung solcher Bausteine erfolgt also einfach durch Addition in den ir-
reduziblen Anteilen. In der Ordnung K° treten erstmals irreduzible Bausteine auf,
bei denen dies nicht mehr der Fall ist. Um sie einzubeziehen, ist zundchst die Ver-
kntipfung durchzufihren.
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A

Fiigt man den Baustein B, , = a(Go —v5G3) (7w + 1)(7u + 1)(Ga + 715G ) in einen
Graphen, der bisher nur aus L und Iy bzw. B, aufgebaut ist, an die [-te Stelle ein,
so folgt mit den Abkiirzungen (y,+1) = ’yf und (G, + 75G5) = GF die Relation:

!
ai(q)o B,, = Z et (At i) H ( Z et () p ) H %T

JTINTY i=1 NTRY. =3 r=i+1

= Sq)ailq) - (328)

Dabei gilt mit ¢; € {0,7}V;

S(q) = ( Z 6—iq.(ﬁ+ﬂ)By7M)
vy vEE R
= 4aG~ < > cos(qy + ) + cos(qy — qu) — (7 + ) sin(gy + ¢)
v>u>0
i3 = ) s — ) ) G*
= 8alG™ ( Z cos q, cosqu) at
v>u>0
= [2d(2d —2) — 16n4(d — ng)]a(G? — GH)1y . (329)
B
Fiir b; ergibt sich
bi(q)o B, = Z et (At i) Z et (7+1R) (Z%k _|_%_|_%)
1 yeenybbg vy vEE R k=1
{ 7
1B II
7=1 r={+1
7 {
_ Z et (At i) (Z,mk) H'V:] ( Z et () p ) H 7ur
H1 geeey g k=1 7=1 vy vEE R r={+1
{ 7
4 Z P (1 4.+ 05) Z e—zq.(u-l-ﬂ)(%/ + ’}/M) H 7:] B%M H 7;—;
H1 geeey g vy v#EEL 7=1 T—HJ
= S(q)bi(q)+ Z e—iq~(l7+u) (o + 7,0) Z e ia- (Bt i) H%J
vy vEE R 1 geees 0] 7=1
BVM Z e—iq'(ﬂl+1+...+ﬂi) H ,}/:
HI41 geeeabbs r={+1
= S(bilg)+ D eIy, 4+ 5,)ai(q) By paici(q)
vy vEE R
= S(q)bi(q) + T(g)ai(q) (330)
mit
T(q) = > e U (y, +5,)B,, = 2aG* ( > 6‘”'(””72’) Gt
vy vEE R vy vEE R
= 2[2d(2d - 2) = 16n,(d — n)]a (G2 + G4 + 295GaGp) = To + 7575
(331)
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Das bedeutet fiir das Einfiigen von n Bausteinen dieser Art

ai(g)o (Byu)" = 5"(q)aiq)
bi(q)o (Buy)" = S™(q)bi(q) + nS" )T (q)ai(q) , (332)
was sich leicht induktiv zeigen 148t. Damit ist das Resultat insbesondere unabhéngig

von der Stelle, an der der Baustein B, , eingefiigt wurde. Demzufolge erhdlt man
die Beziehungen:

00 i+1 .
1 .
Al Iy = (lo+ By)> (lo+ By)'k Zi?; yh+B)(xwﬂMD
=0 7=0
= (Io+ By + 5(9)>_(Io+ By + S(q))' K'ai(q) (333)
1=0
und
1 00 i+1
Buo(q) — vsBs(q) = (Io+ By) > (Io+ By)' K>
d— an = =

SN

l ? ! ) (Io+ By) ™ (57(9) - bilg) + 57 ()T (q) - ai(q) }

|+ B, + S(a) (o)
oy + B, + S() T o) - (330
05(q) " S
Das Einsetzen der Koeffizienten a;(q) und b;(q) ergibt dann

Io+ I:+ Is 4+ 5(q)
1- L((])(Io+12 —|—I3 + S( )) ’

1 Tolq)+ L(Q)(To+ I + Is + 5(q))?
d—2n, (1-L(Q)(Io+ L+ L+ 5(q))? °

_ 1 Ts(q)
B = T =L@ lot L+ s + 5@ (335)

Es 148t sich eine Abweichung vom bisherigen Verhalten erkennen, die in dem allein
zu B gehorigen irreduziblen Anteil T liegt. Fr ist auch fiir den ersten nichtverschwin-
denden Beitrag zu Bj verantwortlich.
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F

Ahnlichkeitstransformation der Fermionmatrix fiir

|Gyl =[Gy

1. Bereits im Falle beliebiger Yukawakopplungen ergibt sich fiir die Fermionde-

terminante ein reeller Erwartungswert, da die Wahrscheinlichkeiten fiir det ¢
und det Q™ gleich sind. Letzteres folgt mit Hilfe der Beziehung

T @ s - Q+(¢)xy Iy @7 = Q(¢+)xy (336)

aus der Relation

det Q(qﬁ"’) = det (In @ 7vs5)det Q"’((b) det (Iany ® 7v5) = det Q"’((b)
= det Q(¢)" . (337)

I, ist dabei die 2 ® 2 Einheitsmatrix in der chiralen t-y-Basis und N die
Zahl der Gitterpunkte. Da nun die Konfigurationen ¢ und ¢* mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auftreten (die skalare Wirkung ist fiir beide gleich), gilt
dies auch fiir @, Q1 und ihre Determinanten.

. Vertauscht man in Q(¢%1),, gemifh der Schreibweise (15) die Reihen 1,2 mit

3,4 und ebenso die Spalten, so bewirkt dies

Qex((b-l_)xy = QGwHGx((b)xy = Q((b)xy ’ (338)
wenn Gy, = G ist. Mit 1. ist dann det Q““(¢1) = det Q(¢1) = det Q(¢). Daher

ist im Falle gleicher Yukawakopplungen die Determinante in jeder Messung
reell.

. Mit T =95 ® T hat fiir den Fall G, = —G,, folgende Beziehung Giiltigkeit:

det (Iy @ —1)det Q°(¢)det (Iy @ T)
det QT(¢) = det Q(¢)" (339)

det @(¢) = det Q(¢)

also ist auch hier die Determinante reell.
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G Konvergenzbeweis fiir das BCG-Verfahren

Zu zeigen ist der Zusammenhang:

(fivrj) = (Tivf]) =0 vj<i ’
(pi, Ap;) = (Api,pj) =0 V. (340)

Dies geschieht durch Induktion nach 7. Die Giiltigkeit fiir ¢ = 1 rechnet man mit Hilfe
der Definitionsgleichungen der BCG-Methode leicht nach. Fiir den Induktionsschritt
ergibt sich

(riv1, 7)) = (ri,75) — o (Api, 7))
= (ri,75) — af (Api, pj) + B7ai (Api, pj-1) - (341)

Falls j < ¢, verschwinden alle drei Terme der rechten Seite nach Voraussetzung
(340). Falls j = ¢, verschwindet nur der letzte Term, die beiden anderen Terme
kompensieren sich jedoch durch die Wahl von a;. Ganz analog verlduft der Beweis
fiir die Relation (7;,7;) =0 V.

Der entsprechende Induktionsschritt fiir die Suchrichtungen lautet:

(Dit1, Ap;) = (Tig1, Ap;) + Bis1(pi, Ap;)
1 ) _
= ;[(MM i) = (Fig1, 7j41)] + Bigr (i, Apj) - (342)
J

Da die erste Beziehung in (340) bereits gezeigt ist, verschwinden nach Voraussetzung
fiir j < ¢ erneut alle drei Terme der rechten Seite. Im Falle j = 7 verschwindet nur
(7i41,7;). Diesmal sorgt die geeignete Wahl von ;41 fiir eine Kompensation der
beiden iibrigen Terme. Auch hier 1a83t sich der Beweis auf die verbleibende Relation
(Ap;,p;) = 0 V,«; problemlos iibertragen.

Fordert man zusdtzlich die Stabilitdt des Algorithmus, d.h. ein Nichtverschwinden
aller auftretenden Nenner — in den Spezialfillen der BCG-Methode mit hermitescher
Matrix A ergibt sie sich aus der Definitheit von A —, so folgt die fiir die Konvergenz
des BCG-Verfahrens zentrale Beziehung aus (340):

Stabilitdt bedeutet w.a. (7;,7;) # 0. Da aber (7;,7;) =0 V,<; ergibt sich daraus

T €< T, T > (343)

Die Restvektoren r; sind also linear unabhéngig, so dafl in einem N-dimensionalen
Problem spétestens der Vektor ry der Nullvektor sein muf.

Fiir hermitesche Matrizen folgt der Ubergang zum CG-Verfahren, wie im Text
erwiahnt, durch die Wahl 7y = rq. Da dann auch rr = r; und pp = pp fir alle
k, bedeuten die Relationen (340) hier

(riyr;) = 0 Vi<i, d.h. Orthogonalitit der r; ,
(pi, Ap;) 0 Vici, d.h. A-Konjugiertheit der p; . (344)

Aus der ersten Beziehung folgt sofort die analytische Konvergenz nach maximal
N Schritten. Da der Algorithmus erfolgreich abbricht, sobald r; = 0 ist, kann nur
das Verschwinden des Nenners (p;, Ap;) die Stabilitit des CG-Verfahrens gefahrden.
Letzteres verbietet aber die positive Definitheit von A.
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Wihlt man stattdessen 7y = Ary definiert dies den CR-Algorithmus. Erneut setzt
sich diese Relation fiir Restvektoren und Suchrichtungen iiber alle Iterationen fort,
und man erhilt aus (340)

(Arir;) = 0 Vicis d.h. A-Konjugiertheit der r; ,
(Ap;, Ap;) = 0 Vicis d.h. AT A-Konjugiertheit der p; . (345)
Auch hier folgt aus der ersten Beziehung die lineare Unabhidngigkeit der r; und
damit die analytische Konvergenz. Bei Verwendung des geeigneten Ausdrucks fiir

Biy1 tritt nur (Ap;, Ap;) als Nenner auf. Daher gibt es auch fiir indefinites A keine
Stabilititsprobleme, solange es invertierbar ist.
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